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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar possiveis melhoras no atendimento de usudrios
em um sistema de filas, através de informagoes disponibilizadas aos clientes. Em
geral, na visdo dos usudrios, a qualidade do atendimento estd fortemente ligada ao
tempo necessario & conclusdo do servigo. Entretanto, nem sempre é possivel aten-
der prontamente a todas as solicitagbes. Nesse caso, uma possivel contribuicdo a
satisfagdo do cliente seria informé-lo, no instante de sua chegada, sobre a previsao
de tempo de espera até que seja devidamente atendido. A partir dessa informagao o
usuério pode concluir ser melhor desistir de esperar e sair do sistema. Buscando mo-
delar esses sistemas de atendimento, estuda-se um modelo de filas com desisténcias.
O modelo considera trés peculiaridades: impedimento (blocking), recusa (balking) e
abandono (reneging), além das caracteristicas usuais de uma fila. Apresenta-se a
estrutura matematica envolvida e, através de simulagio, avalia-se o comportamento
do sistema sujeito a perturbagoes. O interesse concentra-se nos efeitos das diferentes
caracteristicas da tolerancia dos usudrios nas medidas de performance.



Abstract

The main objective of this work is to study possible improving services in a queue
system for customers information. Customers tend to associate service time to qua-
lity. However, it is not always possible to answer immediately to all requests. In this
case, one possible contribution to customers satisfaction is to inform them immedi-
ately upon arrival the estimate of the waiting time. However, customers can decide
to leave the system. So, this work study a model of queue with abandonment. The
model has three features: (1) blocking, (2) balking, and (3) reneging, besides the
usual queue characteristics. The mathematical structure involved is presented, and
performance is evaluated by submitting the system to several perturbations. The
main concern is to focus on the effects that different customers tolerance have on
system performance.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo desta dissertagido é estudar o impacto causado na performance de um sistema de
atendimento quando, no momento da chegada, a quantidade de usudrios existentes no sistema, é
informada aos clientes. Tal informacao serd utilizada para estimar o tempo de espera que terao

que aguardar na fila.

Partindo de um modelo de filas com sala de espera limitada, serd estudado o comportamento
de dois modelos semelhantes em que, um deles fornece o estado do sistema para os usuarios que
chegam enquanto o outro ndo disponibiliza essa informacdo. O desenvolvimento e a andlise
desses modelos foram feitos em [Whitt, 1999b] e serdo reapresentados de forma resumida nesta

dissertacao.

Nesses modelos sdo consideradas trés peculiaridades: impedimento (blocking), recusa (bal-
king) e abandono (reneging). Sempre que a capacidade do sistema estiver esgotada, as chegadas
serdo obrigatoriamente descartadas, fato designado por impedimento. Se todos os servidores
estiverem ocupados, mas ainda existirem posigOes vagas na fila, a nova chegada podera decidir
ndo permanecer no sistema. A essa ocorréncia da-se o nome de recusa. Por outro lado, caso o
cliente tenha aceitado aguardar na fila, o tempo de espera pode extrapolar o seu limite aceitvel.
Nessa situaco, o usudrio retira-se do sistema configurando o chamado abandono. Apesar de re-
presentarem saidas do sistema, a principal diferenca entre a recusa e o abandono diz respeito ao

momento em que ocorrem. A recusa acontece no instante da chegada, enquanto o abandono é
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efetuado em um estigio posterior, ou seja, durante a espera pelo atendimento.

1.1 Contribuicoes desta dissertacao

O modelo desenvolvido em [Whitt, 1999b] é apresentado e, como extensdo desse estudo, serdo
implementadas simulacoes para observar o efeito sobre o desempenho dos modelos quando ocor-
rerem perturbagOes nos seus parametros. O intuito principal é analisar qual é o comportamento

do sistema quando diferentes tipos de usudrios solicitam servigo.

1.2 Organizacao do trabalho

Inicialmente, apresentou-se os objetivos que motivaram este trabalho além da descrigao das
técnicas a serem utilizadas. Nos préximos capitulos serdo mostrados os procedimentos adotados
e os resultados obtidos. No Capitulo 2 serao descritos conceitos necessarios ao entendimento dos
modelos. No Capitulo 3 sdo apresentados os modelos de filas com desisténcias. A simulagdo dos
modelos é apresentada no Capitulo 4, juntamente com a discussdo dos efeitos de variagées no

modelo original. As conclusbes e possiveis extensoes sao apresentadas no Capitulo 5.



Capitulo 2

Conceitos preliminares

Neste capitulo serdo apresentados alguns conceitos que auxiliam na compreensdo dos estudos

desenvolvidos ao longo desta dissertacao.

A abordagem aqui adotada é focada no estudo que serd desenvolvido mais 3 frente e, portanto,

serd mais restrita do que aquelas usualmente mostradas na literatura.

2.1 Processos de Nascimento e Morte

Uma cadeia de Markov com espago de estados V' = {0,1,... } e transi¢bes em saltos unitdrios,
ou seja, gij = 0 sempre que |i — j| > 1 sendo g;; a probabilidade de transicao do estado 7 para o

7, € conhecida como um Processo de Nascimento e Morte.

Inicialmente utilizado no estudo do crescimento de populagoes (o que justifica seu nome)
o processo de nascimento e morte representa um importante papel na Teoria das Filas. Tais
processos sao tteis na modelagem de fendmenos cujas variacoes de tamanho sdo unitérias, jus-

tamente o que ocorre em muitos modelos de filas.

Sempre que o estado sofre o acréscimo de uma unidade é dito que houve um nascimento, ao
passo que ao decréscimo é dado o nome de morte. Assim, sejam A a taza de nascimento e g a
taza de morte do processo quando o sistema estd no estado k. Ambas constituem as taxas em

que o tamanho do sistema € alterado para mais ou para menos, respectivamente.
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Assim, quando héa k£ usudrios no sistema,

Ak = Q1 e Bk = Qrk—1-

Uma vez que ) gx; = 0 decorre que

ark = —(Ap + ), YEeEV.

2.1.1 Distribuicao estacionaria dos processos de nascimento e morte

Seja {N(t),t > 0} um processo de nascimento e morte com taxas A; de nascimento e p; de
morte, 1 € V.

Sejam m,(¢t) = P(N(t) = n) sua distribui¢do de probabilidade no instante ¢ e 7, sua distri-

buigdo estaciondria. Seja, ainda, A o gerador infinitesimal do processo N(t):

-~ Ao 0
p1 —(p1+ A1) A1 0
A 0 B2 —(p2 + A2) A2 0
0 0 13 —(pu3+A3) A3
0 0 0

Segundo a teoria dos processos de Markov, que inclui os processos de nascimento e morte, a

distribuicao estacionaria serd calculada a partir da solugio do sistema:

A =0,

He =1,




g

2.1 Processos de Nascimento e Morte

5
sendo:
1
e=11 e II = (mp,m1,.-.)-
Assim, das equagdes (2.1), seguem:
0=—(Aj + py)mj + Xjamja + pinmiv, - (G21) 22)
0= —Agmo + p1m1.
Reescrevendo esse sistema, obtém-se as equagdes de balango global:
Ajmj 4 pimy = Ajamio + pinmis, o (G2 1);
(2.3)
Aoy = p171-
Resolvendo as equagdes (2.3) paran =0,1,2,..., segue:
Ao
Ty = —T79
M1
A10
my = 0
Hap
A2A1 0
w3 = —T7p
K321
Utilizando o principio da indugao finita, vem que
B
j—1
T = i) n > 1. 2.4
| (2.4)
J._
o0
Sabendo-se que Y m, = 1 entdo:
n=0
oo n )\ -1
mo = (1+ZHL—"> . (2.5)
J

n=1j=1
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Percebe-se, pela equagado (2.5), que uma condicio necesséria e suficiente para a existéncia da

solugado estaciondria € a convergéncia da série:

As equagdes (2.4) e (2.5) sdo muito 1teis no estudo de filas. Em geral, ndo é simples encontrar
a distribuigao estaciondria para qualquer sistema. Na Sec¢do 2.3 serdo apresentados alguns casos

especiais.

Antes de passar & préxima segao, serd apresentada brevemente a fila M/M/1. Por ser um

dos modelos mais simples, serve como base para outros mais elaborados.

A fila M/M/1 apresenta chegadas de acordo com um processo de Poisson com parametro A,
um servidor com atendimento exponencial de média 1/u e sala de espera ilimitada. Assume-
se que as chegadas e servigos sao processos independentes. A disciplina de atendimento segue
a ordem de chegada (FCFS, do inglés: First Come, First Served). Sendo N(¢) o niimero de
clientes no sistema no instante ¢, N(t) é um processo de nascimento e morte e pode-se aplicar
os resultados acima apresentados. Seja p = A/u a intensidade de trifego do sistema. Para
0 < p < 1, a existéncia da distribuicao estaciondaria para a fila M/M/1 estd garantida e é dada

por:
mp=1—p e 7 =p"(L—p), n>0.

2.2 Alguns resultados de filas
Esta Secao descreve de forma sucinta alguns dos principais resultados de filas.

2.2.1 PASTA

Um resultado importante conhecido como PASTA, do inglés Poisson Arrivals See Time Average,

diz respeito & distribuigdo da quantidade de usudrios no instante imediatamente anterior a uma



2.2 Alguns resultados de filas 7

chegada.

Esse resultado, apesar de bastante geral, ndo se aplica para todos os tipos de filas (ver
[Magalhdes, 1996]). Aqui serd demonstrada sua validade para a fila M/M/1 (mais detalhes

sobre outros modelos de filas serdo apresentados na préxima secao).

Sejam 72(t) a probabilidade de uma chegada encontrar » usudrios no sistema e 7 sua
distribuigao estacionédria. Note que 72(¢) considera o usudrio que estd chegando na contagem

dos n presentes no sistema.
Teorema 2.1 (PASTA) Em regime estaciondrio, para a fila M/M/1, seque que:
Tp = Ty,

ou seja, a distribuicao do nimero de usudrios, nos instantes de chegada, € igual d distribuicdo

em tempo continuo.

Demonstracao:

Seja o evento A(t,t + At), a ocorréncia de uma chegada no intervalo de tempo (¢,t + At).

Percebe-se que tal evento é independente do ntiimero de usudrios no sistema no instante ¢. Assim,

ma(t) = lim P(N(t) = n|A(t+ At))

_ i PONG) =n, A(t+ A1)
T atho P(A(t + At))
_ PA@t+ AIN(H) = n)PN () = )

= AtSo P(A(t + At))
_ i PAG+A)PIN(E) =n)
= AtSo P(A(t + At))

= Jim, PYC) =

= mn(t).
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2.2.2 Foérmulas de Little
Para o estudo de desempenho de uma fila, hd uma ferramenta de grande ajuda: as férmulas de
Little.

Esse resultado relaciona os tempos médios de espera com as quantidades médias de usudrios.

Sua validade abrange modelos mais gerais, nao se restringindo apenas aos modelos markovianos.

Sejam L o ntiimero médio de usuérios no sistema e L, o niimero médio de usudrios na fila.
Sejam W o tempo médio total de espera de um usudrio no sistema e W, o tempo médio de

espera na fila. Também, deve-se lembrar que a disciplina de atendimento é FCFS.
Teorema 2.2 (Férmulas de Little)

L=\W (2.6)

Ly = AW, (2.7)

Demonstracao:
Serd feita a demonstragdo para a fila M/M/1. Para outras filas, ver [Cooper, 1981].

Dado que o atendimento obedece a ordem de chegada, pode-se argumentar que, em equilibrio,
a distribui¢do de n usudrios no sistema, no instante do evento determinado por uma saida, é
igual & probabilidade de haver n chegadas durante o tempo total de permanéncia de um usuério

no sistema. Assim, pela lei de probabilidade total,

o0
wg = / P(n chegadas durante 8;t|6s0t = t)dF,(2), n >0,
0

sendo, 72 a distribuigio estaciondria do niimero de usudrios nos instantes de saida (II¢ =
(nd,7¢,...)), B0t 0 tempo total de um usudrio no sistema e F,, sua funcio distribuicdo de

probabilidade.

Multiplicando por n ambos os lados da equacdo e somando para valores de n variando de 1
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ao infinito, segue:

o0 o0 ©0
Z Z / (n chegadas durante B;5¢|010r = t)dF, (1), n > 0.
n=1 n=1 0

Sabendo que é vilida a igualdade das distribuigGes, imersa nos instantes de saida e em tempo
continuo, pelo Teorema 2.1 (PASTA), o valor esperado do niimero no sistema em relagio a IT¢

serd igual a L, pois:

[e5) 00
E mrg = E nm, = L.
n=1 n=1

Ent&o, admitindo ser possivel a troca entre os sinais de soma e de integragao, vem que:

h
I
NE

1

® —)\t o n—1

n / QO ht) = / }\te”’\tZ:l g:tz L0
0 n=

Mte MeMdE, (1) = A / tdFy(t) = AE(10t) = AW.

0

i
o\g ﬁ

Com isso, estd demonstrada a equagdo (2.6).

Para (2.7) deve-se lembrar que, pode-se repartir o tempo no sistema entre o tempo na fila
mais o de servigo, logo W = E(6,) + E(Z) = Wg + 1/p, sendo §, o tempo na fila e Z o tempo

de servigo. Também, Ly = E(N,) = L — (1 — mp) onde N, o nimero de usudrios na fila.

Assim, ressaltando que 7y = 1 — A/, prova-se que Ly = AW,.

2.3 Modelos classicos de filas

O objetivo desta sec¢do é apresentar alguns modelos de filas que serao tteis no préximo capitulo.
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2.3.1 Fila M/M/s
Uma fila M/M/s apresenta chegadas Poisson e tempos de servigo exponenciais, além de s servi-
dores em paralelo e sala de espera infinita. A disciplina de atendimento é FCFS.

Seja N(t) a quantidade de usudrios no sistema, no instante ¢, observada em estado esta-
cionério. Pelas caracteristicas das chegadas e servicos, trata-se de um processo de nascimento e

morte cujas taxas sao dadas por:

Me=2A, k>0, (2.8)

kp, 0<k<s—1,
(2.9)

i

1
s, k> s.

As taxas de saida sdo diferenciadas para alguns estados devido ao fato de haver s servidores.
Quando ha menos de s usudrios no sistema, ou seja, k < s, apenas k servidores estardo ocupados.
Tal fato ocasiona uma saida média a taxa de ku. No caso de haver s ou mais usuérios, todos os

postos de atendimento permanecerdo ocupados significando a taxa de sp saidas.

A A A A A
1p 24 (s=1p Sp St

Figura 2.1: Esquema de transigdes em uma fila M/M/s.

Para encontrar a distribui¢do estaciondria de N(¢) utilizam-se as taxas dadas pelas equagoes
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(2.8) e (2.9) na equagdo genérica descrita por (2.4). Assim, chega-se a:

k%;"ﬂo, 1<k<s—1,
T — ' (210)

}\k
F=nmET, k2> s

A fim de se encontrar a distribuicdo estaciondria para este modelo, utiliza-se novamente o

fato de que a soma das probabilidades é 1.

Deve-se, contudo, observar se as condigoes de existéncia da distribuicdo estaciondria estdo
garantidas. Analogamente para este modelo, define-se por p = A/su a intensidade de trafego.
A condigdo que possibilita os cdlculos é p < 1, em outras palavras, a taxa total de servigo

disponivel deve ser maior que a taxa média de chegada. Assim,

-1
<Z RpF S (S:i A)) AL (2.11)

Iniciando o estudo das medidas de desempenho, determina-se o comprimento médio da fila

(Lg)-

o0
Li= Y = Y (-
n=s+1 n=s-+1 ‘u'
S RS % o0 "
= Slgs o Z (n—s) o = m0 ) kp
s n= s+1 ST s k=1
A k-1 _
= S‘usﬂopzkp S’
k=1
B As = A a( p )
N Opapk lp sty pé’p 1-p

AS 1 32
B s!,u,sﬂop(l ——p) ’

logo,

AB)°A
Ly = ((S _(1)/&‘; f,\)z)’“" (2.12)
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Dessa forma, conhecendo-se as férmulas de Little (2.6) e (2.7), a partir de L, chega-se as
expressoes do tempo médio na fila (Wy), o tempo médio no sistema (W) e do tamanho médio

do sistema (L). Os resultados sdo os seguintes:

L A p)®
Wo=+ = ((s —(1){(246 A)Z)”"’ (2.13)
1 1 A p)®
W=t W= ot (<s i A)-‘*)“’ (2.14)
L=\W = % + ((8 _(/1\)/,»‘2:\1‘ /\)2>m)_ (2.15)

2.3.2 Fila M/M/s/r

Como ocorre na fila M/M/s, a M/M/s/r apresenta chegadas Poisson e servigos exponenciais com
s servidores em paralelo e disciplina de atendimento FCFS. Porém, possui uma sala de espera
finita com r vagas. Assim, no momento em que todas as s + r posigdes de atendimento e de

espera do sistema estiverem ocupadas, as novas chegadas serao perdidas.

Seguindo a linha desenvolvida para a fila M/M/s, considere o processo de nascimento e morte

N(t) indicando a quantidade de usudrios no sistema no instante t. Suas taxas sdo dadas por:

A 0<Ek<s+r—1,
Ap = (2.16)

0, k>s+r,

4

kp, 0<k<s-—1,

Br= sy, s<k<s+r (2.17)

0, k>s+r

\

Uma vez que os servidores estao distribuidos paralelamente, as taxas de saida seguem o

mesmo padrao existente na fila M/M/s, porém, limitadas a s + r usudrios no sistema.
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A A A A A
~Ne——" ~N— S N~ N
7 20 sp sp sp

Figura 2.2: Esquema de transi¢des em uma fila M/M/s/r.

Os passos para encontrar a distribuigdo estaciondria sao andlogos aos adotados para a fila

M/M/s. Logo,
k—%“"lgno, 1<k<s—1,
Ty = ' (218)

/\k
m?’l’o, SSkSS'f‘T.

Novamente, utiliza-se a propriedade de que a soma das probabilidades é 1 para se obter .

O espago de estados ¢ limitado ao conjunto {0,1,2,...,s+r}, logo vem que:
s+r s—1 AR s+r A"
Z Tn = Z nlun o + Z sn-—ss!”nm)‘ (2.19)
n=0 n==0 n=s

Considerando-se que p = A/sp, chega-se a dois resultados diferentes para mg, caso p seja
igual ou diferente de 1. Por tratar-se de duas somas finitas ndo é necessario que p seja menor

que 1 para que haja a convergéncia das séries. Portanto,

s—1 -1
- . .
<k_07¢%;5+§%;5(7‘+1)> ) p=1,
m=9q -1 (2.20)
s-—v
Ak A [1=(N/sp)rt?
<k~0W+s!p3 (Al:(,\ifﬁ—)‘)) ’ p;él.

Agora, é possivel prosseguir com o estudo das medidas de desempenho. Inicialmente, obtém-
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se o nimero médio de usudrios na fila. Para o caso em que p # 1, segue

s+r s+r AR
L, = Z (n—s)my, = Z (n = 8) =570
n=s+1 n=s+1 s s:p
= 70 (n—s) = m Y kp
! - - 1}
S_ﬂs el Sn sp‘n s s.ll's Pt
by ST\ .9
=i 7ropk§: ko= s 7roka: "
j=1 =1
X9 k) A8 [p(l-p)
=5, (;p ) = S, (—-——1 — )
resultando em:
2\s+1 1— pr - ’!’p"(l — p)

No caso de p = 1 deve-se recorrer a outro método para o célculo de 7y [Gross and Harris, 1998].

Para as demais medidas de desempenho é necessario determinar a taxa efetiva de entrada
no sistema. Uma vez que o tamanho da fila é limitado, ocorre o fenomeno chamado de overflow.

Isto significa que algumas chegadas podem ser perdidas por ndo encontrarem espago ao chegar.

A taxa efetiva de chegada é dada por ' = A(1—7s4r) pois a probabilidade do sistema permitir
entradas ou, a probabilidade de ainda haver espago no sistema, é 1 -7, (ver [Magalh&es, 1996]).
Assim, as demais medidas de desempenho podem ser obtidas a partir de (2.21) apenas substi-

tuindo A por A’ nas férmulas de Little. Dessa forma, seguem:

D=Lyt 20 =), (2.22)
L

W=—="t 2.23

)‘(1 — Totr) ( )

W, Lq (2.24)

N AL = Toqr)”
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2.3.3 Fila M/G/1

Na fila M/G/1 a distribuigdo do servigo é geral, mantendo a independéncia entre sucessivos
servicos e entre servigos e chegadas. Chegadas obedecem uma distribui¢do de Poisson de
pardmetro A enquanto os tempos de servigo Z seguem uma distribuicdo geral B. A disciplina

de atendimento é FCFS.

Seja, como antes, N(t) a quantidade de usudrios no sistema no instante {. Percebe-se,
agora, que N(t) ndo é um processo de Markov ja que o tempo para completar um servigo é
indeterminado (ndo é possivel garantir a propriedade de perda de memoéria, uma vez que o

servigo segue uma distribuicdo geral B).

Uma abordagem para compreender o comportamento do sistema é estudar o processo imerso

nos instantes de saida.

Sejam Tp,Ty,Ts,... os sucessivos instantes de fim de servigo ou, saidas da fila, e X, o
ndmero de usudrios na fila imediatamente apés o evento T),, ou seja, X, = N(T;). Pode-
se ver que o processo (X,T) = {(Xn,Tn);n > 0} é um processo de renovacao markoviano
(ver [Magalhaes, 1996]). Assim, calcula-se o niicleo de transi¢do desse processo, representado

pela matriz Q(t), cujos elementos sdo:

Qij(t):P(Xn:j>Tn—Tn——l Sthn~1:i): t >0, i,j=0,1,2,...
O nicleo deve ser analisado em duas etapas:

o transicao 0 — 7, 7 >0
Considere o evento: (primeira chegada) + (j chegadas antes do fim de servigo) < t.

Assim,

Q= [ [ e apg)a, 2o
0 JO !

e transiciot —j, j>t—1,1>0

Considere o evento: (tempo para j — i+ 1 chegadas antes do fim de servigo)< t.
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Logo,
t (/\y)j——-i+le—)\y
i (t) = —Z 4 B(y), >0, j>i—1
@y = [ —trasw) B
Com o uso de fungoes auxiliares para a representagdo do ntcleo:

t A ne~)\y
m(0) = [P apa),  m2o

t
ha(t) = /0 /\e"\ygn(t —y)dy, n > 0.

Segue,
hot) ma(®) ha(®) ... )

90(t) g1(t) ga(2)
Q) = 0 g(t) a(t)
0 0 go(t)

)

Tomando-se o limite de Q(t), quando ¢ vai ao infinito, chega-se & matriz de transicio da

cadeia imersa:

ho hy hy ... )

go g1 G2
P = 0 g0 g1 ... s
0 0 g

com

® (Ay)re M
n = /o ———;r-——dB(y), n >0,

nota-se que h, e g, tornam-se iguais nessas condigoes.
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Seja, como antes, 7% a distribuigdo estacioniria do nimero de usuérios nos instantes de

saida e TI¢ = (nd,n¢,...). Assim, pode-se obter a distribuigdo estaciondria da cadeia imersa nos

instantes de partida resolvendo-se as equagdes (II% = II1¢P) e (II% = 1), segue:

i+1
7"? = ngi + Z 71-3'1.91'——3417 :=0,1,2,..., (2.25)
7=1
o0
Zﬂ'z(‘l - 1 (2.26)
1=0

Para o cdlculo de algumas medidas de desempenho, utiliza-se a fun¢do geradora de probabi-

lidade da distribuigdo estaciondria:

e .
= Zﬂfz’, |z] < 1.

=0

Outra fungdo geradora, referente a probabilidade de i chegadas durante um servigo, também

é utilizada para auxiliar os cdlculos:

T(z) = Zg, , |z] < 1.

1=0

Multiplicando-se a expressdo (2.25) por z' e somando para ¢ > 0 segue:

o] 1+1
Zﬂ 5 = zmwz "D mgimy
1=0 j=1
assim, usando as fungoes geradoras,segue:
o0 o0
®(2 )“"WOT(Z +Z Z ; 9@—3—%—12
j= 11__] 1
= 7370 (z) + - Zﬂ’ P2 Z Gi—jp12 0Tt
i=j—-1

= ﬂ'OT(Z) + - (<I>(z) — WO)T(Z)

entao,
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ng(z)(l —2z) .

0 (2.27)

®(z) =

Para obter 7§, nota-se que ®(1) = 1 e T(1) = 1. Logo, aplicando a regra de L’Hospital em

(2.27) para z = 1, segue:

gL' (2)(1 ~ 2) — T(2)]

1= T(2) - 1

) (2.28)

z=1

w .
sendo, T (z) = Y ig;z*~1, resulta:
i=0

et oo 1 ,—A\ co X i ,— A\
rw=3 B2 ap) = [ B apg)

_ / ” \dB(y) = A / " ydB(y) = AE(Z).
0 0

Definindo a intensidade de trafego por p = AE(Z) e substituindo o valor de T'(1) em (2.28),
segue que:

Wg:l_p)

o que caracteriza a existéncia da distribuicao estaciondria se, e somente se, p < 1. Assim,

1 - AB(2))T(:)(1 - 2)

_
(=) = T(z) - 2

(2.29)

As medidas de desempenho podem ser obtidas através dessa equacao e das férmulas de Little.

Sao dadas por:

2 2 2
pe+ Xoy
L=p+4+——"—"7-%, 2.30
pE(Z) + X%,
W = E(Z) + ———%, 2.31
2
Wy = M (2.32)

21-p) ’
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B p2 + )\20%

onde 0,22 é a variancia do tempo de servigo Z.

2.3.4 Fila M/G/oo

Em uma fila com infinitos servidores ndo hd interacao entre os usuarios pois, uma vez que todas
as chegadas sdo prontamente atendidas, os tempos de servigo e entre chegadas nao influenciam

os diferentes atendimentos.

Aqui seré apresentado um resultado para a fila M/G/oo referente ao niimero de usudrios no
sistema. Estudos mais aprofundados podem ser encontrados em [Takécs, 1962], [Ross, 1982] e

[Whitt, 1993] e demais referéncias 14 citadas.

Define-se os instantes de chegada por 71, 72,...,Tn, ... de forma que os intervalos entre che-

gadas, B, = T, — Th—1, Sejam independentes e identicamente distribuidos segundo a distribuigao:

Py = 1 — Th—1 < z) = F(z), n € N.

Uma vez que ha infinitos servidores, todos os usudrios entram em servico imediatamente

apds as chegadas, ou seja, nao hd tempo de espera.

Seja xn 0 tempo de servigo do n-ésimo cliente. Supdem-se que os tempos de servigo de dife-
rentes usudrios sejam independentes entre si e igualmente distribuidos, assim, X1, X2,---, Xn,- - -

sao independentes e identicamente distribuidos de acordo com a funcdo de distribuigao:

P(xn < 7) = H(z), neN,
e, além disso, sdo independentes das chegadas, {7, }.

Seja como antes, N (t), a quantidade de usudrios no sistema no instante ¢t. Aqui, N(t) também

representa os usudrios sendo atendidos. Em uma fila M/G /oo as chegadas sdo Poisson. Assim,
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sejam P(N(t) =k)=P(t) ea = f0°° zdH(z) o tempo médio de servico. No préximo teorema

obtém-se o valor de Pg(t).
Teorema 2.3 Se N(0) =0, entdo,

(- He))ae]
i

Py(t) = e A O-HENE  p (0 1,2,...), (2.34)

e, se a < 0o entdo limy,o0 Pi(t) = P} existe e

Aa*

* __ —Aa
Fe=ep

(2.35)
Prova:

No intervalo (0,t] pode haver n chegadas (n = 0,1,2,...). Assim, se n > k, para que o
evento N(t) = k ocorra deve haver k servigos ativos no instante t. A probabilidade de um

usudrio que chegou no instante z € (0,t] ainda estar em servigo no instante ¢t é 1 — H(t — z).

Um resultado til (ver Teorema 2.3 em [Ross, 1970]) diz que, dado que houve n chegadas em
(0,t], os instantes das n chegadas t1,t2,...,t, tém a mesma distribuicdo que os estatisticos de
ordem de n varidveis aleatérias independentes e uniformemente distribuidas em (0, ¢]. E assim,
dado que houve n chegadas em (0,¢], a probabilidade de uma chegada arbitraria continuar

presente no sistema no instante ¢ é dada por:

1

t ¢ 1 ¢
pt:/o (I—H(t——a:))f(m)dx:/() (1—H(t"$));d“’2;/0 (1 - H(t))dz,

onde f é a funcdo densidade de probabilidade de uma distribuigao Uniforme(0, t).

Logo, a distribuicdo condicional de N(t), dado que houve n chegadas em (0,¢], segue uma

distribuicao Binomial com pardmetros n e p;.

Seja C), o evento correspondente a n chegadas no intervalo (0,t]. Entdo, pela regra da
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probabilidade total, pode-se escrever que:

Py (t) P(N(t) = k) N Ch]

o

3
I
>

P[(N(t) = k)|Cr] P(Cy)

S o] o]
- [/(1—H(m)dw} *Afz( {/H(z } ,

ap6s uma mudanga de varidveis no somatdrio, resulta:

. % '/Ot - H(m))dx}ke_”f: ,\;rk [/tg(x)d$Ji
L =0

I
.M8

3
i
o~

—k

p“qg

1 % [)\ fo H(a:)d:v]

-t
:% -/\/O (l—H(a;))d - )\tz
1 [, —k )
- k! _)\/(; (1 - H(a)))dag E—}‘te}‘[fo H(z)dz)
1[. -~k ) t
T _)‘/0 (1- H(w))dw_ oMo dz A f H(z)dz]
k
- [A Jo - H(w))dw] i (1-H (@) do

k!

Pela proposigdo 4.6 em [Magalhdes, 2004], segue:

lim t (1- H(z))dz = q,

t—o00 0

entao,

k
AfE(1- H(z))de X
hm Py(t) = Py = tllf?o ( 0 ( - ) ) Mo (1-H(@))de | _ e ()\;:!) .
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Capitulo 3

Modelos de filas com desisténcias

3.1 Introdugao

Neste Capitulo serao apresentados dois modelos para filas com desisténcias, um sem e outro com
informagdo ao usudrio. Ambos os casos estdo baseados em um processo de nascimento e morte
e serdo consideradas as trés caracteristicas j4 mencionadas: recusa, abandono e impedimento. A

apresentacdo segue as linhas desenvolvidas no trabalho de [Whitt, 1999b].

3.2 Modelo sem informagao ao usudrio

No modelo apresentado aqui ndo ha qualquer tipo de informagao sobre o estado do sistema aos
usudrios que chegam. Suas caracteristicas sdo: as chegadas seguem um processo de Poisson com
taxa A, hd s servidores e uma fila de tamanho méximo r. Assim, o espaco de estados desse
sistema, estd restrito ao conjunto {0,1,2,...,s + r}. A disciplina de atendimento é FCFS. Os

tempos de servigo sdo exponenciais de taxa y, independentes e identicamente distribuidos (iid).

Quando ocorre uma chegada, caso a capacidade total do sistema esteja sendo utilizada (s+7
usuérios), o novo cliente ndo poderd entrar no sistema e serd rejeitado (impedimento). Se
existirem servidores disponiveis, o cliente serd atendido imediatamente por um dos servidores

vagos. No caso de todos estarem ocupados, mas ainda houver espaco na sala de espera, restam

23
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duas alternativas: permanecer em fila e aguardar pelo atendimento ou sair do sistema (recusa).
Uma vez que o usudrio juntou-se a fila ainda existe a possibilidade de que este abandone o
sistema se o tempo de espera exceder seu limite de aceitacio. Se antes desse prazo nenhum
servidor estiver livre entdo ocorrerd o abandono por parte desse usuério. Ao tempo maximo que

cada usudrio aceita esperar da-se o nome de tolerdncia.

A tolerancia pode ser nula com probabilidade 5. Dessa maneira, a recusa ocorre com proba-
bilidade 3, representando os usudrios que nao estao dispostos a esperar em fila. Caso a tolerdncia
seja positiva, serd representada por T e assume-se que sua distribui¢io esteja de acordo com

uma Exponencial de média 1/c.

Assim, temos as taxas de nascimento e morte para esse modelo:

r

A, 0<k<s—1,
A =4AN1=8), s<k<s+r—1, (3.1)
0, k>s+m,
e
.
kp, 0<k<s,
Br=<Ssp+(k—s)a, s+1<k<s+r, (3.2)
0, k>s+r.

\

Nota-se que a ocorréncia de recusa e abandono, na situagdo em que todos os servidores estao

ocupados, acrescentam as taxas termos diferentes daqueles encontrados em modelos M/M/s/r.

Conhecendo-se as propriedades da distribuicdo exponencial, percebe-se que quando ha k

usudrios no sistema o préximo evento terd distribuigdo exponencial com pardmetro (Mg + pg).

AL

Da mesma forma, a probabilidade de que o préximo evento seja uma chegada é pyE

O modelo apresentado nesta segio serd, de agora em diante, denominado de Modelo 1.
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3.3 Modelo com informacao ao usudario

Aqui serd apresentado um modelo mais amplo que o visto na secdo anterior. Supdem-se que,
no momento da chegada, o usudrio é avisado sobre o estado do sistema. Esta informacao
representa um aspecto importante para o usudrio, uma vez que auxilia na decisdo de aguardar
por atendimento. Se o usudrio encontrar todos os servidores ocupados, sabendo o tamanho da
fila, é possivel estimar o tempo de espera até ser atendido. Assim, torna-se mais clara a opcao
pela recusa imediata ou a permanéncia na fila. Dessa forma, seria natural esperar que, neste

modelo, parte ou a totalidade da intensidade de abandono seja incorporada pela recusa.

Inicialmente, serd apresentado um modelo genérico com o intuito de caracterizar qual a reacao
dos usudrios 3 informagdo adicional acerca do estado do sistema. Nesse modelo o abandono
ainda serd considerado para permitir maior flexibilidade e incorporar a variabilidade inerente
aos tempos de atendimento. Mais adiante serd definido o Modelo 2 como um caso particular em
que o abandono é completamente substituido pela recusa na chegada. Um dos objetivos deste

trabalho é comparar o Modelo 1, visto na secdo anterior, com o Modelo 2.

Assim como foi feito anteriormente, as chegadas seguem um processo de Poisson com taxa
A, os tempos de servigo tém distribuicdo exponencial de taxa p nos s servidores, a sala de espera
possui tamanho méximo igual a r e a disciplina de atendimento é FCFS. Da mesma forma
que na segdo anterior, o cliente possui uma probabilidade 5 de ndo aceitar a fila. Além disso,
conhecendo o estado do sistema, no momento da chegada, o usuario também pode decidir por

recuséa-lo.

No instante da chegada, apés conhecer o estado do sistema o usudrio deve decidir por sair
imediatamente ou permanecer em fila junto aos demais. O critério que ird adotar sugere uma
comparagao entre a tolerdncia e o tempo estimado para receber atendimento, ou seja, se o tempo
para que um servidor esteja disponivel para essa chegada for menor que sua tolerdncia entdo a

decisdo serd por esperar na fila. Caso contrério, ocorrerd a recusa.

Seja S o tempo necessdrio para que uma chegada, encontrando s + k usudrios a sua frente
no sistema, inicie o atendimento em um dos s servidores (note que Sy corresponde a soma de

k + 1 exponenciais de média ;1;) A probabilidade de uma nova chegada juntar-se a fila, sendo
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que hé s + k usudrios no sistema (desconsiderando a prépria chegada), serd dada por:

Gx=P(T>8), 0<k<r-—1. (3.3)

A fim de se calcular explicitamente a probabilidade g, assume-se que os usudrios serao
informados apenas sobre o estado do sistema na chegada. Assim, pode-se considerar que (3.3)

serd parte da recusa desses usuarios.

Proposigao 3.1 Sejam Sy e T varidveis aleatdrias independentes como definidas acima. Entao,

a probabilidade de wma chegada juntar-se a fila é:

k+1
g = B(e™®5%) = <su85-a> , 0<k<r—1 (3.4)

Prova:

Seja g a densidade de probabilidade de Si, entdo:

G =P(T>5) = /0 TP(T > SISk = $)gx(s)ds = /0 TP(T > 5ISk = 5)gi(s)ds
= /OOP(T > s)gr(s)ds = /ooe"so‘gk(s)ds
0 0

= E(e™%) = (—ﬂi-)kﬂ.

sp+ o

A dltima igualdade acima resulta do fato de F (e“"‘sk) representar a transformada de Laplace-
Stieltjes de Sy. Logo, consultando uma tabela de transformadas (por exemplo, [Kleinrock, 1975]),

chega-se ao iltimo termo da equacgdo. O

Caso o gerenciador do sistema informe o tempo esperado quando ha s+k usudrios no sistema,

a equagdo (3.4) torna-se:

_o(k+1)

gr=P(T > E(SE)=e s k>o0. (3.5)

Para verificar a validade de (3.5), observe que S;, possui distribui¢do Gama por ser a soma,
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de Exponenciais independentes, ou seja, Sy ~ Gama(k + 1, su) (ver [Hoel et al., 1971]). Assim,

aflk+1)
P(T > E(Sy)) = P<T > %) —e

Agora, assim como na Segdo 3.2, utiliza-se o processo de nascimento e morte para a situagao

em que o usudrio recebe informacoes acerca do estado do sistema.

. . - ! < s . ;. .
Primeiramente, seja ¢; a taxa de abandono do j-ésimo usudrio na fila. Assim, a taxa total

de abandono, quando ha s + k usudrios no sistema, é:
Sk=Y_6; (3.6)

Entéo, seguem as taxas de nascimento e morte para um modelo genérico:

;

A, 0<k<s-—-1,
M=0A1-B)gr-s s<k<s+r—1, (3.7)
\O, k>s+r,
€ ¢
ku, 1<k <s,
B =9 sp+0ks, s+1<k<s+m (3.8)
0, k>s+r.

\

Uma vez que este modelo contempla desisténcias dos usudrios, sua distribuicao estaciondria
nao é a mesma de uma fila M/M/s/r, como foi visto na Se¢do 2.3.2. A seguir, serd indicado
como calcular, numericamente, a distribuigao estacionaria 7, do processo de nascimento e morte
no modelo genérico. Por conveniéncia, a distribuigao estaciondria serd obtida recursivamente a
partir do estado s, pois, é esperado que as probabilidades se concentrem em torno desse ponto.

Um algoritmo para obter essas probabilidades é descrito em seguida.



28 Modelos de filas com desisténcias

Sejam z;,0 < i < s + r, varidveis auxiliares e seja fixado zz = 1,

AsiiTorj M1 —B)giTsyj

T ; == = ’ O S ] S r—1 3'9
s+j+1 Lstii1 S+ 0j11 J (3.9)
e
i1 = ’;’mf = Jﬁfl 1<j<s. (3.10)
j—1
Entao, seja
s+r
Y= ij, (3.11)
j=0
logo
Tk
ﬂkzg, 0<k<s+m (3.12)

Agora, serdo calculados a probabilidade para uma chegada completar o servigo, seus momen-
tos e a distribui¢do do tempo restante, dado que o servigo foi completado. Da mesma forma,
serao estudados o abandono, os momentos e a distribui¢ao do tempo para abandono, dado que

houve o abandono.

Inicialmente, observa-se os estados vistos pelas chegadas para obter as medidas em tempo
continuo. O que permite esse enfoque é o fato das chegadas constituirem um processo de
Poisson pois, conforme estudado na Secao 2.2.1, o resultado PASTA mostra que a distribuicio
da quantidade de usuérios no sistema, nos instantes de chegada, é igual & distribuicdo em tempo

continuo.

Apbs a chegada de um determinado usuério, que observa s + k usudrios no sistema, pode-se
considerar o sistema como um processo de morte puro (sem nascimentos) que ignora as chegadas
posteriores, iniciando no estado s+k-+1. Um resultado importante desse tipo de processo diz que
os tempos entre sucessivas mortes distribuem-se exponencialmente com parametros dependentes

do estado. Dessa forma, estuda-se o tempo restante na fila desse usudrio especifico.

Sejam v, a probabilidade de que o k-ésimo usudrio na fila abandone o sistema no préximo
evento de saida e my o tempo médio até o préximo evento de saida, considerando apenas os

8 + k usudrios no sistema.
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Entao, sabendo que tanto os servigos quanto os abandonos sao exponenciais, seguem:

'

] 1

= . 3.13
sy + Oy ¢ T sp+ Op (3.13)

Y =

Assim, a probabilidade de que o usudrio na posi¢do s + k venha a ser atendido corresponde
4 probabilidade de que ndo abandone em nenhum momento, ou seja, que ele nao abandone em

qualquer uma das k posi¢bes que ird ocupar na fila até que chegue a um servidor,

Te=(1—v)(1=9%-1) - (1-m), , (3.14)

em que (1 — ~;) é a probabilidade de que esse usudrio, quando na j-ésima posi¢ao da fila, nio

abandone o sistema.

Para obter a probabilidade de um usudrio completar o servigo é necessario observar as
condigdes do sistema desde sua chegada. Caso haja algum servidor livre no momento da chegada
ele sera atendido imediatamente. Entretanto, se houver fila de k usudrios a sua frente, deve-se
considerar a probabilidade dele ndo recusar, (1 — B)qx, e a probabilidade de nao abandonar

durante toda sua permanéncia na fila, I'x45.

Assim, sendo S o evento que corresponde a uma chegada vir a completar o servigo, temos:

r—1
P(S) = (Z TFk) + 3 mork(l = B) a1 (3.15)

k=0 k=0

Seja C o tempo que um usudrio leva desde a chegada até completar o servigo. Considera-se

C = 0 se o servigo nao for completado. Entdo, sendo /N o nimero de usudrios no sistema,

r—1 k+1
E(C) (E(C[N (Z TFk) + Z 7T3+k(1 BarT k11 ( -+ Z m,) (3.16)

k=0

s—1 r—1
E(C?) = E(B(C?*|N)) (Zm) 5— + Z Tsrk(1 = B)akTr1 (Virr + Miyy) (3.17)
k=0 k=0
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em que
k+1
1
Visi= 5+ ) m} (3.18)
p e
€ 1 k+1
My, =—+ ij. (3.19)

Nas duas parcelas de (3.16) encontra-se o termo 1/u que representa o tempo médio que o

novo usudrio permanecerd no servidor quando atingir a condi¢do de atendimento.

O primeiro e segundo momentos do tempo condicional para completar o servigo, dado que o

servigo foi concluido, sao

2
E(C[S):% e E(CZIS)zfg), (3.20)

pois, sendo S o evento complementar de S, ou seja, a chegada nio completou o servigo, temos,

E(C) = E(C|S)P(S) + E(C|3)P(3)
= B(C|S)P(S),

pois convencionou-se que C = 0 quando o servi¢o nao é completado. Logo,

20)

E(C|S) = P(5)’

e cdlculos andlogos resultam no segundo momento apresentado em (3.20).

Paralelamente as equagoes (3.20), seguem a variancia condicional:
Var(C|S) = E(C?|S) — (E(C|S))? (3.21)

e o desvio padrao condicional:

SD(C|S) = v/Var(C|3). (3.22)
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Seja é = Fe*C a transformada de Laplace-Stieltjes de C, segue

s—1 r—1
&z) = (Z Wk) <‘—u—~) + ) mopk(l = B)qTrsrdr41 (2)- (3.23)
=0 n+z

k=0

em que,

i B+l o, -1

dpy1(z) = e B 3.24

) = () 1 (=) (3.24
j=1 7

Assim, pode-se calcular P(C > t) invertendo sua transformada (1 — é(z))/z. Logo, segue a

distribuic¢ao condicional:
P(C >1t)

(3.25)

Agora, serd estudada a distribuigdo de abandono e do tempo para abandono, dado que o

cliente abandone.

Define-se R como o evento em que uma chegada venha a abandonar o sistema. A probabili-
dade de um usudrio abandonar deve considerar que nao houve a recusa no momento da chegada.

Assim,

r—1

P(R) =) msrs(l— B)gr(l — Tipa). (3.26)
k=0

Sejam A o tempo que uma chegada leva para abandonar (assume-se que A = 0 se ndo houver
abandono) e A, o tempo para abandono de um usudrio que comegou na k-ésima posigao da fila.

Condicionando em Ny, o nimero de usudrios na fila, segue

B(4) = B(EAN) = 3 men(l - AaeE(Arn) (3.27)
k=0

B(A%) = BB(AINY) = 3 mpss(l - BaB(ALy,). (3.28)
k=0

Para obter E(Ay) e E(A2), leva-se em conta a probabilidade desse usudrio abandonar em

cada posigdo que ele venha a ocupar na fila e o tempo decorrido até que chegue nessa posigao,
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assim,
E(Ar) = yemu + (1 — ) vk—1(mp + mp_1)+
+ (1= v6) (L = Ye—1)vh—2(ms + mp—y +my_2)+
(3.29)
+ @ =y) - A=)l + .. +ma)
e
E(AR) = memig+
+ (1 = ye)Ve—1[ms + mi_q + (mg +myp_1)]+
(3.30)
+ (1 =) =) (L= y2)mx
X [mi + ... +mE+ (mp +... +my)3.
Os momentos condicionais do tempo para abandonar dado que houve abandono séo:
E(A) 2 B(4?)
E(AIR) = —— E(A = . 3.31
(AR)=FG o BAlIR) =35 (331)
Consequentemente, para a variadncia condicional,
Var(A|R) = E(A*|R) — (E(A|R))? (3.32)
e para o desvio padrao condicional,
SD(A|R) = \/Var(A|R). (3.33)
Seja @ = Ee *4 a transformada de Laplace-Stieltjes de A, da mesma forma que (3.23),

r—1
a(2) =D morr(l — B)aris1(2). (3.34)
k=0
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em que,

(3.35)

o () o (285

Analogamente ao desenvolvido em (3.25), pode-se calcular P(A > t) invertendo a transfor-

mada (1 — d(z))/z. Logo, é possivel encontrar

P(A>t)

P(A>4R) = —5

(3.36)

Portanto, sendo 7., a probabilidade de impedimento, segue a probabilidade de recusa:

P(recusa) =1 — P(S) — P(R) — Ts4r. (3.37)

A partir do modelo genérico, define-se o Modelo 2 como o caso especial de (3.7) e (3.8)
quando & = 0. Este modelo considera que o abandono é totalmente incorporado pela recusa na

chegada.

Seguem as taxas para o processo de nascimento e morte do Modelo 2,

,& 0<k<s—1,
A=A =-Pap—s s<k<s+r-—1, (3.38)
\O, k>s+r,
€ ¢
kp, 1<k<s,
BPE={sp, s+1<k<s+r (3.39)
0, k>s+r

\

Nas Equacoes (3.38) é possivel observar que o abandono nio é considerado e o parametro de

tolerdncia, o, é absorvido pelo termo gx_s.

A partir do modelo genérico percebe-se, também, que o Modelo 1 é um caso particular de
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(3.7) e (3.8) quando gx—s = 1 e dp—s = (k — s)a.

Algumas simulacoes envolvendo os Modelos 1 e 2 serdao apresentadas no Capitulo 4. Também
podem ser encontradas discussodes sobre comparagOes estocasticas desses modelos no trabalho

de [Whitt, 1999b], mas que ndo serdo abordadas nesta dissertacao.



Capitulo 4

Simulacoes numeéricas

A fim de ilustrar os conceitos apresentados no Capitulo 3 e discutir possiveis aperfeigoamentos

nos modelos, foram elaboradas simulagbes numéricas dos sistemas apresentados.

Neste capitulo, primeiro serd apresentada a implementagdo do modelo de simulacdo. A
seguir, veremos como foi feita a validagao desse modelo e, por tltimo, serdo exibidos os resultados

obtidos através das simulagoes.

4.1 Descricao do modelo de simulagao

As simulages foram implementadas com o auxilio do software Arena, versao 7.0. Tal programa
foi escolhido por facilitar a construgdo de estruturas que representam modelos de filas. Ele
trabalha com conceitos gréficos para compor cada componente de um sistema e, assim, torna-se

possivel acompanhar visualmente as caracteristicas do modelo e também do fluxo de usudrios.

Como usual em softwares de simulagdo, o Arene mantém constante a semente do gerador de
ntimeros aleatérios e, portanto, os resultados sempre sdo idénticos. Para contornar esse deta-
lhe, utilizou-se de replicagbes de simulagdes, ou seja, foram executadas seguidamente algumas
simulacoes do modelo. Dessa forma, ao término de cada execugdo o 1dltimo numero aleatério
gerado é utilizado como semente da simulacdo seguinte. No estudo apresentado foram definidas,

empiricamente, o uso de 10 replicagoes para cada etapa das simulagbes. Para uma quantidade

35
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maior de replicagtes nao houve alteracoes significativas nas medidas de desempenho do sistema.

Outro recurso utilizado foi o uso de periodos de warm up, ou seja, a partir do sistema
vazio espera-se um determinado intervalo de tempo até que o sistema passe a operar em regime
estaciondrio. Desse momento em diante inicia-se a contagem das estatisticas. Nas simulages
apresentadas foi utilizado um periodo de 5 horas, avaliado como suficiente para buscar garantir

que as medidas fossem tomadas com o sistema em estado estaciondrio.

O término de cada simulacao foi definido de acordo com a carga a que o sistema foi exigido.
Quando a taxa média de chegadas foi de 4 por minuto adotou-se um limite de 5.000 chegadas
para concluir a simulacao. Para 20 chegadas por minuto o limite foi 20.000 e, para 40 chegadas

por minuto, utilizou-se 50.000 chegadas como limite em cada simulagio.

As medidas de performance foram geradas automaticamente pelo programa durante as si-
mulagbes. Como j& mencionado, os valores referem-se apenas as simulagdes apds os intervalos

de warm up pois, nesses periodos, as estatisticas coletadas sdo desconsideradas.

O objetivo foi implementar simulagdes dos modelos propostos por [Whitt, 1999b]. Dessa
forma, obedeceram-se as definicoes discutidas nas Segdes 3.2 e 3.3. Ainda de acordo com
[Whitt, 1999b)}, é conveniente utilizar uma n-uple de pardmetros comuns (A, u, @, 3,s,7) para

comparar 0s modelos.

Assim, os modelos foram construidos com chegadas seguindo uma distribuicao de Poisson
com taxa A chegadas por minuto, s servidores com servico Exponencial de média 1/p minutos,
sala de espera de tamanho r, tolerdncia de espera Exponencial de média a™! e probabilidade de
recusa igual a . Os pardmetros foram alterados para cada conjunto de simulagdes (ver Figura

4.1), conforme a necessidade de cada estudo.

Para definir o abandono utilizou-se, para o Modelo 1, um processo paralelo de controle dos
tempos de permanéncia dos usudarios no sistema. No instante de chegada o usudrio era marcado
com sua tolerdncia, ou seja, o tempo maximo que poderia suportar até que fosse atendido. Assim,
a cada segundo os tempos de permanéncia dos usudrios na fila eram verificados. Se algum deles
ultrapassasse a tolerancia, era automaticamente retirado do sistema, o que se caracterizava como

abandono.
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Chegada
N<s+r N
Espago no Servidor <
sistema? livre?
1-p
Fila Servidores
Abandono
Saida
Figura 4.1: Diagrama do Modelo 1.
Chegada
N <s+r N <
Espago no Servidor s
sistema? livre?

Fila Servidores

B+(1—B)1 - q)

Saida

Figura 4.2: Diagrama do Modelo 2.

Conforme apresentado no capitulo anterior, o Modelo 2 difere do Modelo 1 por informar ao

usuério, no momento da chegada, qual o estado do sistema. De posse dessa informacao o usudrio
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avalia se o tempo que ird aguardar na fila é maior do que ele estd disposto a dispender. Na
simulagao essa caracteristica foi implementada através de mais um controle do fluxo de usuérios
representando a avaliagdo do tempo de espera em relagado a tolerdncia. Na Figura 4.2 pode-
se notar que h4 dois blocos decisérios que conjuntamente representam o processo de recusa.
Dessa forma, para o Modelo 2, desconsiderou-se o bloco de abandono ja que, conforme visto
no Capitulo 3, o conhecimento do niimero no sistema permitiria a entrada somente daqueles

usudrios dispostos a aguardar tempo suficiente até serem atendidos.

4.2 Validacao dos modelos

Antes de buscar conclustes através da simulagao, foi necessario validar os modelos de simulagio
construidos e para tanto, utilizou-se os valores, simulados, obtidos por [Whitt, 1999b] como
referéncias. Originalmente tais resultados foram apresentados para comparar o desempenho dos

modelos. Aqui, também serviram para aferir a implementagao.

O conjunto de testes foi composto de duas etapas. A primeira consistia em uma situacio em
que os modelos foram submetidos a variagoes de escala de servigo. Na segunda, observou-se a

reagao dos modelos a cargas maiores de demanda do sistema.

Nas Tabelas 4.1 e 4.2 sao apresentados os resultados da primeira etapa da simulagdo. A
variagdo foi obtida pela diferenca relativa entre os valores obtidos pelas simulagdes e suas re-
feréncias. Na primeira tabela utilizou-se um ntmero de servidores s = 4 enquanto na segunda,
usou-se s = 40. Em ambos os casos, o tamanho da sala de espera (r) foi devidamente dimensio-
nado de forma a nao haver saidas do sistema por motivo de impedimento, ou seja, foi definido um
tamanho suficientemente grande para que sempre houvesse espaco na fila para um nova entrada.

Tal escolha foi necesséria para adequar-se aos parametros adotados por [Whitt, 1999b].
As medidas de performance utilizadas para a validagao dos modelos foram:
o P(N > s): Probabilidade de haver fila;
e E(N — s)*: Ndmero médio de usudrios na fila;

o EN: Niumero médio de usudrios no sistema;
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e SD(N): Desvio padrdo do nimero no sistema;

[ ]

P(abandono): Probabilidade de um usudrio na fila abandonar o sistema,

[ ]

P(atendimento): Probabilidade de uma chegada ser atendida;

E(C|S): Tempo médio dos usudrios que completaram o servigo;

o

SD(C|S): Desvio padrao do tempo de permanéncia dos usudrios que completaram o

servico;

E(A|R): Tempo médio de permanéncia dos usudrios que abandonaram o sistema.

Considerou-se validas as medidas de performance cujas variacoes permaneceram dentro de
um limite relativo de 5%. Observa-se na Tabela 4.1 que, para os dois modelos, 6 das 9 medidas
foram aceitas, ou seja, ficaram abaixo da variagdo méxima de 5%. J4 na Tabela 4.2, 6 medidas

foram aceitas para o Modelo 1 e 7 para o Modelo 2.

Medida de Modelo 1 Modelo 2
Performance | Simulagio | Referéncia | Variagdo(%) | Simulacdo | Referéncia | Variagio(%)
P(N > s) 0,564 0,501 12,6 0,419 0,493 -15,0
P(abandono) 0,142 0,124 14,5 - - -
P(atendimento) 0,795 0,775 2,6 0,711 0,772 -7,9
E(N —s)7 0,580 0,498 16,5 0,427 0,445 -4,0
EN 3,740 3,600 3,9 3,290 3,530 -6,8
SD(N) 1,790 1,740 2,9 1,740 1,670 4,2
E(C]S) 1,129 1,115 1,3 1,159 1,144 1,3
SD(C|S) 1,013 1,026 -1,3 1,038 1,046 -0,8
E(AR) 0,279 0,282 11 - - -

Tabela 4.1: Comparagao dos Modelos 1 e 2 em funcdo do tamanho do sistema (s = 4, A = 4,
p=1a=1 =02er=>50).

A seguir, nas Tabelas 4.3 e 4.4, encontram-se os resultados da segunta etapa de simulagoes.
Aqui, optou-se por testar os modelos a cargas maiores do sistema. Tal efeito foi conseguido ao

elevar-se a taxa de chegadas (A = 20 e A = 40 nas duas simulagcdes).
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Medida de Modelo 1 Modelo 2
Performance | Simulagdo | Referéncia | Variacao(%) | Simulacdo | Referéncia | Variagao(%)
P(N > s) 0,383 0,335 14,3 0,347 0,333 4,2
P(abandono) 0,020 0,020 0,0 - - -
P(atendimento) 0,913 0,913 0,0 0,911 0,912 -0,1
E(N —s)* 0,974 0,816 19,4 0,840 0,796 5,5
EN 37,670 37,300 1,0 37,110 37,300 -0,5
SD(N) 5,200 2,360 7.0 5,080 4,830 5,2
E(C]S) 1,024 1,021 0,3 1,021 1,022 0,1
SD(C|S) 0,997 1,001 -0,4 1,000 1,001 -0,1
E(AIR) 0,070 0,069 14 . - =

Tabela 4.2: Comparagao dos Modelos 1 e 2 em fung@o do tamanho do sistema (s = 40, A = 40,
p=1,a=1,=02er=_80).

Medida de Modelo 1 Modelo 2
Performance | Simulagiao | Referéncia | Variagdo(%) | Simulagao | Referéncia | Variagao(%)
P(N > s) 0,975 0,970 0,5 0,961 0,958 0,3
P(abandono) 0,315 0,308 2,3 - - -
P(atendimento) 0,492 0,498 -1,3 0,497 0,497 0,0
E(N —s)* 6,300 6,170 2,1 4,660 4,660 0,0
EN 16,260 16,100 1,0 14,590 14,600 -0,1
SD(N) 3,880 3,900 -0,5 3,020 3,090 -2,3
E(C]S) 1,450 1,440 0,8 1,470 1,470 0,0
SD(C]S) 1,040 1,040 0,0 1,067 1,065 0,2
E(AJR) 0,294 0,293 0,3 = - -

Tabela 4.3: Comparagiao dos Modelos 1 e 2 sob altas cargas do sistema (s = 10, A =20, u = 1,
=1,=0,2er=0>50).

Medida de Modelo 1 Modelo 2
Performance | Simulagio | Referéncia | Variagdo(%) | Simulacio | Referéncia | Variagio(%)
P(N > s) 0,999 0,998 0,1 0,998 0,996 0,3
P(abandono) 0,247 0,251 -1,6 - - -
P(atendimento) 0,252 0,250 0,8 0,250 0,250 0,0
E(N —s)T 10,000 10,040 -0,4 6,750 6,840 -1,3
EN 20,010 20,000 0,1 16,740 16,800 -0,4
SD(N) 4,460 4,430 0,7 3,020 3,160 -4.4
E(C|S) 1,650 1,650 0,3 1,660 1,680 13
SD(C|S) 1,040 1,045 -0,5 1,060 1,080 -1,9
E(A|R) 0,354 0,356 -0,6 - - -

Tabela 4.4: Comparagao dos Modelos 1 e 2 sob altas cargas do sistema (s = 10, A =40, p = 1,
a=1,5=0,5er=>50).
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Nesta etapa das simulagGes obteve-se maior aderéncia as referéncias ja que todas as medidas

puderam ser consideradas aceitas pois tiveram variagdo abaixo de 5% em relagdo as referéncias.

Em resumo, para os resultados apresentados, das 72 medidas observadas nas duas etapas
e para os dois modelos, 60 foram consideradas aceitas, ou seja, cerca de 83% de aceitagéo.

Conclui-se que os modelos de simulac¢io apresentados estio validados.

4.3 Perturbacao dos modelos

Inicialmente, utilizou-se os Modelos 1 e 2 submetidos a uma escala maior de servigo. A seguir os
mesmos modelos foram estudados quando o sistema era solicitado por uma demanda maior. Por

fim, verificou-se o comportamento do Modelo 2 quando as taxas de recusa foram modificadas.

Nos estudos de maiores escala de servigo e demanda, hd quatro conjuntos de perturbagdes dos
- modelos que serdo utilizados. O intuito foi estudar o comportamento do sistema com diferentes

caracteristicas dos usudrios em relagio aos tempos que se sujeitam a aguardar por atendimento.

O primeiro grupo representou aqueles usuarios com baixa aceitacao a espera por atendimento.
Para tanto, foi utilizada uma distribui¢io Gama(0,5;0,25) caracterizada por uma cauda mais

pesada & esquerda, ou seja, concentrando a toleréncia dos usudrios em niveis baixos.

A seguir, foi definida uma distribuicao Exponencial de média 2 para a tolerancia de forma a

representar usudrios menos exigentes.

No terceiro grupo enquadrou-se um conjunto de usudrios que ndo apresentam um padrao
definido de suscetibilidade a fila. Essa caracteristica foi modelada com o uso de uma distribuigao
dos tempos de tolerancia de acordo com uma Uniforme(0;4). Com isso, esperou-se retratar um

publico heterogéneo em que cada tipo de tolerdncia é igualmente provavel.

No 1ltimo grupo, pretendeu-se estudar o sistema com usudrios que tendem a permanecer
o tempo necessdrio até que sejam atendidos. Pode-se modelar tal tolerancia por meio de uma
outra distribui¢io Gama com parametros de forma e escala iguais a 4 e 2, respectivamente. Com

isso, manteve-se a concentragao dos tempos em niveis mais elevados.

Pode-se notar que em todos os casos manteve-se intencionalmente a média do tempo de
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Figura 4.3: Distribuiges dos tempos de tolerdncia.

tolerdncia igual a 2 minutos (ver Figura 4.3). Tal medida foi escolhida para que fosse possivel

comparar, de uma maneira geral, os resultados obtidos em cada situagio.

Na apresentagao dos resultados optou-se por utilizar duas casas decimais para as medidas
de desempenho. Acredita-se que tal quantidade é suficiente para representar adequadamente os

valores obtidos. Na se¢do anterior o uso de trés casas decimais deveu-se aos dados originais de

referéncia estarem com essa precisio.

4.3.1 Sistema com maior escala de servigo

Para simular maior escala utilizou-se os seguintes pardmetros: A =400, p =1, 8=0,2, s =400

e r = 1000.

As medidas de desvio padrao do ntmero de usudrios no sistema, SD(N), e do tempo para

completar o servigo condicionado que o servigo foi completado, SD(C|S), ndo foram apresentadas
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por possuirem valores similares para as quatro distribuigdes da tolerdncia. O mesmo aconteceu
com as probabilidades de abandono, praticamente nulas, e as probabilidades de atendimento,

que oscilaram entre 0,96 e 0,97. A seguir sdo apresentados os resultados obtidos:

Quando o sistema atinge maiores dimensdes (s > 400), as perturbacOes na tolerdncia dos
usudrios nio sio tdo relevantes nos dois modelos estudados (ver Tabelas 4.5 e 4.6). As tnicas
diferengas palpdveis dizem respeito ao tamanho médio da fila e & probabilidade de haver fila no
Modelo 1. Essas duas medidas refletem a natureza dos usudrios. Quando a tolerdncia segue
uma distribuigdo Gama(0,5;0,25) encontram-se os menores valores de tamanho médio de fila e
probabilidade de haver fila (ver Tabela'4.5). Tal resultado era esperado devido a escolha de uma
distribui¢do que representasse usudrios mais exigentes que nao tolerassem espera demasiada na

fila.

No caso da tolerdncia distribuir-se de acordo com uma Gama(4;2) o tamanho médio da fila
aumenta em relacido ao das demais distribuigdes, da mesma forma que o nimero médio no sis-
tema. Para a tolerdncia distribuida segundo uma Exponencial(0,5) e Uniforme(0,4) encontram-se
valores intermedidrios aos das distribuicbes Gama. Na Uniforme nao hd um padrao claro dos
usudrios, que podem representar igualmente clientes muito pacientes ou extremamente impacien-
tes. No Modelo 2 o impacto de diferentes distribui¢des da tolerdncia é praticamente desprezivel

(ver Tabela 4.6).

Medida de Modelo 1
Performance | Gama(0,5;0,25) | Exponencial(0,5) | Uniforme(0;4) | Gama(4;2)
P(N > s) 0,15 0,19 0,18 1,00
E(N —s)* 0,32 0,74 0,78 0,81
EN 386,75 387,60 387,60 387,79

Tabela 4.5: Comparagdo de diferentes distribui¢des do tempo de tolerdncia em sistema com
maior escala (Modelo 1).

Medida de Modelo 2
Performance | Gama(0,5;0,25) | Exponencial(0,5) | Uniforme(0;4) | Gama(4;2)
P(N > s) 0,07 0,07 0,08 0,07
E(N — )7 0,04 0,04 0,04 0,04
EN 385,15 387,11 385,20 384,92

Tabela 4.6: Comparagdo de diferentes distribuigdes do tempo de tolerdncia em sistema com
maior escala (Modelo 2).
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Percebe-se, portanto, que quando a escala supera os 400 servidores, nao sao relevantes os per-
fis dos usudrios em relagado ao tempo de tolerancia para o desempenho do sistema. Dessa forma,
caso a performance nao seja satisfatéria, deve-se procurar outros pardmetros para enquadrar o

sistema no desempenho esperado ao invés de tentar adaptd-lo & tolerancia dos usudrios.

4.3.2 Sistema com maior demanda

Nesta Sec¢ao os Modelos 1 e 2 foram estudados quando o sistema era solicitado por uma demanda,

maior, representada pelos pardmetros: A =40, u=1, #=10,5, s = 10 e 7 = 50.

Nas Tabelas 4.7 e 4.8 a seguir sao apresentados os valores dessas perturbacdes. As proba-
bilidades de atendimento foram excluidas por serem todas iguais a 0,25, independentemente da

distribuigao escolhida do tempo de tolerdncia.

Medida de Modelo 1
Performance | Gama(0,5;0,25) | Exponencial(0,5) | Uniforme(0;4) | Gama(4;2)
P(N > s) 0,04 1,00 1,00 1,00
P(abandono) 0,37 0,25 0,26 0,05
E(N —s)* 1,50 20,16 29,60 48,54
EN 11,44 30,16 39,69 58,54
SD(N} 1,41 6,25 6,78 1,81
E(C]S) 1,07 2,35 3,92 5,19
E(A|R) 0,05 0,66 1,06 3,26

Tabela 4.7: Comparagio de diferentes distribui¢bes do tempo de tolerdncia em sistema com alta
carga (Modelo 1).

Medida de Modelo 2
Performance | Gama(0,5;0,25) | Exponencial(0,5) | Uniforme(0;4) | Gama(4;2)
P(N > s) 0,94 1,00 0,95 0,97
B(N -3s)F 0,78 1,02 1,03 1,60
EN 10,70 10,96 10,97 11,57
SD(N) 0,65 0,81 0,80 1,02
E(C]S) 1,07 1,10 1,10 1,16

Tabela 4.8: Comparacao de diferentes distribui¢des do tempo de tolerdncia em sistema com alta
carga (Modelo 2).

Nas duas tabelas pode-se notar claramente que hé distingdo das medidas para cada distri-
buigdo do tempo de tolerdncia contrariamente ao que foi visto nos casos de maior escala de

Servigo.
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Conforme o perfil dos usudrios torna-se menos exigente (concentragio da tolerdncia em tem-
pos maiores) percebe-se que os tamanhos médios da fila e do sistema crescem; no Modelo 1
também é observado um decréscimo das probabilidades de abandono e aumento dos tempos
condicionais de servigo e abandono quando os usudrios completam o servigo ou abandonam, res-
pectivamente. O desvio padrdo do tempo para completar o servico condicionado que o servigo
foi completado, ndo foi apresentado nas tabelas desta secdo por nao representarem uma medida
relevante para comparagio, ja que em cada perfil de tolerdncia os valores foram muito préximos.
Em todos os casos ndo hd grandes alteracoes das probabilidades de atendimento, pois a disciplina

dos servidores nao foi alterada.

Em vista dos resultados apresentados nas Tabelas 4.7, para o Modelo 1, se houver forte
demanda do sistema, é importante conhecer o comportamento dos usuarios em relagdo ao aban-
dono. Percebe-se, também para esse modelo que a variabilidade do nimero de usudrios no
sistema é alta para a maioria das distribui¢ées da tolerdncta. Isso indica que, em determinadas
ocasides, hd um grande prejuizo na qualidade do atendimento devido & grande quantidade de
usudrios, enquanto que em outros momentos pode haver ociosidade do sistema. No caso do

Modelo 2 as diferengas sdo menores, mas nem sempre podem ser desprezadas.

4.3.3 Taxa de recusa

Nesta segdo estudou-se o comportamento do Modelo 1 para diferentes taxas de recusa. Utilizou-
se uma configuracdo do sistema submetido a uma carga elevada. Conforme visto no Capitulo 3 a
probabilidade de recusa foi indicada por 8. Assim, mantendo-se constantes os demais pardmetros
(s =10, A =40, p = 1, @ = 1 e r = 50), variou-se [ entre 1,0 a 0,0 com decrementos de 0, 2.
Esses dois extremos representam, respectivamente, um modelo M/M/s/0 (sem espago na fila de

espera) e um M/M/s/r sem recusa.

A apresentagao dos dados foi dividida entre trés graficos, cada um com um grupo de medidas
de mesma natureza. A primeira figura mostra algumas probabilidades indicativas do desempenho
do sistema. Na segunda, constam os valores de tempos médios enquanto a ultima apresenta as

informagdes de tamanhos médios. H4 também uma tabela agrupando os valores obtidos.
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Na Figura 4.4 observa-se que, conforme diminui a propor¢ao de recusa, as probabilidades de
haver fila e de abandono aumentam. Por outro lado a probabilidade de atendimento permanece

praticamente constante.
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Figura 4.4: Evolugao das probabilidades para diferentes taxas de recusa.
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Figura 4.5: Evolugao dos tempos para diferentes taxas de recusa.
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Pela Figura 4.5 é possivel notar que os tempos, para completar o servi¢o condicionado que foi
completado e de abandono condicionado que houve o abandono, aumentam conforme diminui-se
a probabilidade de recusa. Importante notar que o desvio padrao dos tempos para que uma
chegada venha a completar o servigo, dado que o servigo foi completado, tem pouca alteracao

para todos os pardmetros.

Tamanhos Medios
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Figura 4.6: Evolucao dos tamanhos para diferentes taxas de recusa.

Por fim, na Figura 4.6, estdo apresentadas as curvas dos tamanhos médios da fila e do
sistema, além do desvio padrao do tamanho do sistema. Todas elas crescem de acordo com a

reducdo da proporcao de recusa.

Percebe-se um resultado natural na evolugao do tamanho médio da fila e do sistema de acordo
com as alteracbes da taxa de recusa. Uma vez que aumenta-se a predisposicao dos usudrios em
permanecer em fila também eleva-se a quantidade de usudrios no sistema. De qualquer forma,

a taxa de recusa representa um paridmetro de forte impacto para o desempenho do sistema.

Na Tabela 4.9 encontram-se os valores das medidas de desempenho para cada probabilidade

de recusa utilizada. Tanto por essa tabela quanto pelos grificos nota-se que sdo praticamente
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insensiveis as diferentes taxas de recusa, como por exemplo, a probabilidade de haver fila e a
probabilidade de atendimento. Tal constatagdo justifica-se pelo uso de pardmetros represen-

tando um sistema sob alta demanda. Talvez essa configura¢ao possa ocultar outros resultados

pertinentes & varia¢do do parametro S.

Medida de Probabilidade de recusa ()
Performance 1,0 0,8 0,6 0,4 0,2 0,0
P(N > s) 0,94 | 0,97 1,00 1,00 1,00 1,00

P(abandono) 0,09 0,05 0,16 0,35 0,55 0,75
P(atendimento) | 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25

E(N —s)" 0,74 | 2,00 | 6,47 | 14,08 | 22,09 | 30,06
EN 10,66 | 11,07 | 16,47 | 24,09 | 32,11 | 40,09
SD(N) 0,66 | 1,66 | 3,55 | 4,82 | 5,56 | 6,19
E(C|S) 1,07 | 1,17 | 1,46 | 1,82 | 2,11 | 2,33
E(A|R) 0,00 | 0,16 | 0,20 | 0,41 | 0,50 | 0,55

Tabela 4.9: Modelo 2 submetido a diferentes taxas de recusa.
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Capitulo 5

Conclusoes

Este trabalho estudou um modelo de filas com desisténcias. Suas principais caracteristicas
foram apresentadas e um modelo de simulagdo foi construido para avaliar algumas alteragoes

nos pardmetros iniciais do modelo.

As perturbagbes do sistema foram aplicadas sobre os pardmetros que dizem respeito ao
comportamento dos usudrios. A primeira vista essas caracteristicas aparentavam possuir fortes
ligagbes com os processos de recusa € abandono. A partir dos resultados apresentados no Capitulo

4 observa-se que ¢€ realmente importante conhecer o comportamento dos usudrios do sistema.

Nos dois modelos discutidos, as caracteristicas de recusa e abandono tém efeitos diferentes,

ficando mais evidentes quando o sistema é submetido a maiores cargas de demanda.

Observando a escala em que atua o sistema, verificou-se que, para uma grande quantidade
de servidores, a caracteristica dos usudrios em termos do tempo de tolerdncia ndo representa
um fator de grande alteragido no desempenho do sistema. Ou seja, em situagoes de maior escala
como as apresentadas no Capitulo 4, a tolerancia dos usudrios ndo é a principal caracteristica a

ser considerada para uma melhoria do sistema.

Para outra situagao estudada, aquela em que o sistema é submetido a uma grande demanda,
observou-se, para o Modelo 1, que o impacto da distribuicio da tolerdncia é bastante significativo
para o desempenho do sistema. Além disso, nessas condigbes a variabilidade do ntmero de

usudrios no sistema é alta. Porém, o Modelo 2 é mais estavel quando solicitado por maiores
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demandas.

No caso de perturbagoes na taxa de recusa, o fato de que as simulagbes foram feitas com base
em um sistema sob alta demanda pode ter afetado a visibilidade de outros efeitos da varia¢io na
recusa. Indiferentemente a isso, os resultados confirmaram a expectativa de que quanto maior
a predisposi¢do dos usudrios & espera em fila, aumentam a quantidade de usuérios na fila e no

sistema, a probabilidade de abandono e também o tempo médio no sistema.

Neste trabalho adotou-se varias hipdteses de forma a facilitar a modelagem. Entretanto, a
nao-linearidade do mundo real exige alteragbes nos modelos que contemplem outros tipos de
solicitagOes que nao foram previstas. Assim, é possivel citar algumas frentes de pesquisa que

podem ajudar a aperfeigoar os modelos aqui estudados.

Talvez contribuisse para o aperfeigoamento do modelo algumas perturbagbes em parametros
especificos do sistema em lugar de aplicd-las sobre caracteristicas dos usuarios. Nesse sentido,
uma maior variacao no tamanho da fila de espera, talvez possa causar impacto no desempenho
do sistema. Uma vez reduzido o espaco para a fila haveria a incidéncia do impedimento. In-
dependentemente das caracteristicas dos usudrios, o impacto de chegadas perdidas poderia ser
relevante para as medidas de desempenho do sistema. Dessa forma, todos os resultados obti-
dos nas simulagbes anteriores seriam passiveis de alteragoes, caso fossem originados a partir de

sistemas que contemplassem o impedimento.

Outro possivel ponto a ser explorado, em futuros estudos, seria uma tentativa de andlise
mais realista sob a 6ptica do processo de chegada. Neste trabalho a taxa de chegada perma-
neceu constante em todas as ocasiGes. Poderia-se definir a taxa de chegada através de uma
funcgio dependente do tempo, A(t), a fim de se considerar a nao estacionariedade das chegadas.
Tal técnica tem sido adotada por varios autores para simular ciclos periédicos de demanda, por
exemplo, [Jennigs et al., 1996] e [Green et al., 1991]. Também seria proveitoso mesclar a carac-
teristica de fungoes ciclicas das chegadas com os beneficios de informar o estado do sistema aos

usudrios, conforme discutido em [Whitt, 1999a].
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