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Resumo

O objetivo principal desse estudo foi analisar os modelos de regressão linear

estrutural Normal e t-Student caiu erros nas variáveis, com mudança abrupta em

um ou mais parâmetros após o k-ésimo ponto desconhecido (ponto de mudança) de

uma seqiiêncía finita de observações, utilizando métodos bayesianos de análise de
dados.

A análise inferencial envolveu o problema de detectar a existência de mudança

nos parâmetros, estimar o ponto de mudança k e os demais parâmetros, e também

fazer a análise preditiva.

O modelo Normal com erros de medida e sem pontos de mudança, foi alaalisado

sob diferentes escolhas de distribuições à priori incluindo também prioris impróprias.

Foram demonstrados teoremas que estabelecem condições para a existência das

distribuições posteriores nos modelos Normal e t-Student com erros dependentes

(com e seda ponto de mudança) sob algumas escolhas específicas de prioris impróprias.

Alguns algoritmos do tipo NICXIC ("Nlarkov Chain Nlonte Carlo") foram uti-

!izados com o objetivo de amostrar das posteriores, como os algoritmos de "Gibbs'

Grouped Gibbs:' , "Xlodified and Collapsed Gibbs" e "Xletrópolis-Hastings ein Gibbs

Foi feita uma análise de sensibilidade a variações nos valores dos seguintes hiper-

parámetros: a razão das variâncias residuais (nos modelos identiíicá'leis) e o número

de graus de liberdade da distribuição í (quando este é assumido conllecidol.

.X (dualidade do ajuste dos modelos foi avaliada utilizando resíduos bal'esianos de

validação cruza(ia.



Abstract

The lnain purpose of this study was to anall'ze the Normal and Student-t linear

regression witll measureinent errar modems with an abrupt change in a rinite sequente

of observatiolis. using bayesian methods for data analysis.

The inferential analysis considered tule problem of detecting the existence of

parameter chances, estimating the chance point k and the remaining parameters

and also doing predicti'ç'e analysis.

The Normal measurement error modem without chance point was analyzed under

diferent prior distributions including improper priors.

Conditions for the existente of the posterior distribution under some speciíic

improper prior distribut.tons were demonstrated for the Normal and Student-t with

dependent error modems (u ith and without chance point).

Some N'lCNIC ("Nlarkov' Chain Nlonte Carlo") were used with the purpose of

sampling from the posteriors like for instante: Gibbs, Grouped Gibbs, Nlodiâed and

Collapsed Gibbs and Xletropolis-Hastings in Gibbs.

A sensitivity analJ'sis to diferent values of the following hyperparameters UM

done: the ratio of the residual variantes (on the identifiable inodels) and the number

of degrees of freedom of the Student-t distribution (when it u'm assumed known).

To asses inodel adequacy, bayesian cross-validation residuais fere used
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Clapítulo l

Introdução

1.1 Caracterização geral dos problemas de ponto
de mudança

[)izemos que um prob]ema tem um ponto de mudança se dada uma seqüência de ob-

servações ordenadas pelo tempo ou espaço ou outra variável qualquer, a distribuição

dessas observações muda após um determinado ponto desconhecido dessa sequência.

Podemos definir o problema da seguinte maneira:

Dada a seqüência de variáveis aleatórias (ou vetores aleatórios) !i, ã2, . . . com

distribuições dadas respectivamente por -Fi, Fe, . . . onde os índices 1, 2, . . . são, por

exemplo, "instantes de tempo" . Dizemos que o índice k. ou o ponto k, é o ponto de

mudança desconhecido dessa seqüência se r'i = Fe - ' Pk 7é Fk+i = Fk+2 -:

Vale salientar ainda o fato de que as observações não precisam ser tomadas

necessariamente em intervalos "de tempo" igualmente espaçados, e que a de6nição

no caso de múltiplos pontos de mudança é semelhante.

Um exemplo de aplicação é ilustrado em \&'arsley ( 1983) que estudou a incidência

de um defeito de nascença denominado "Talipes" numa região da Nova Zelândia

entre 1960 e 1976. No ano de 1965 o herbicida 245-T foi utilizado pela primeira vez

nessa região e o interesse era saber se isso coincidia com uln aumento aparente da

incidência de criança nascidas com essa doença. O modelo proposto considerou o
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número de crianças nascidas com Talipes no ano á como tendo distribuição binomial

.B(nÍ,pí), i= 1, 2, . . . , 17, onde n{ = número total de nascimentos no ano í e p{ =

probabilidade de uma criança nascer com a doença no ano á. O autor propôs um

teste para testar .Ho : pi ;; p2 :: :; pi7 versus /lli : pi :: = pt 7É pt+i = pk+2 :;

:; pt7, onde k é o ponto de mudança desconhecido. O interesse era então saber

se o ponto de mudança k coincidia com a data de introdução do pesticida, para

que providências necessá'ias pudessem ser tomadas (como a veriâcação, por meio

de uma análise bioquímica, de uma possível relação causal e, nesse caso, a tomada

de medidas governamentais para a comercialização do produto).

Segundo Brodsky e Darkvosky (1993) os problemas de ponto de mudança tem

vários aspectos e podem ser classificados por exemplo quanto às seguintes carac-

terísticas:

(1) Quanto ao método de obtenção dos dados. Temos dois tipos de problemas, os

seqüenciais e os de tamanho de amostra fixados. Nos procedimentos seqüen-

ciais os dados são examinados (quanto à homogeneidade) a cada nova ob-

servação. Nesse caso, a seqüência de observações { ílí é infinita (já que o

tamanho da amostra é determinado por uma regra de parada que depende dos

dados) . Nos problemas de amostras fixas (problemas retrospectivos), o pro-

cesso de aquisição de dados é completado antes da hipótese de homogeneidade

ser testada. Nesse caso, temos uma seqüência finita { glíl::a

(2) Quanto à informação à priori sobre F,. Nesse caso, podemos ter problemas de

ponto de mudança paramétricos, semi-paramétricos e nãc-paramétricos.

(3) Quanto às características dos dados. Podemos ter modelos com tempo discreto

ou tempo contínuo: uni ou multidimensionais, como também os modelos com

obser'ç'ações dependentes ou independentes .

2



(4) Quanto ao tipo de mudança. Temos os modelos com mudanças abruptas e

os modelos com mudanças graduais. Um exemplo de mudança abrupta num

modelo de regressão linear simples sem erro de medida é quando X = a] +/3] X{,

para i" l,...,k, e Vj:: c12 + Õ2.Yt, para í :: k -F l,...,n, e os X{'s não

estão necessariamente em ordem crescente no tempo. No caso, por exemplo,

em que Xi $ X2 IÉ - . . $ X. e além disso existe ' tal que al + .gl'y ;:

cv2 + /32'y, onde Xk $ y < XÀ;+l, temos um modelo com mudança gradual, ou

sem descontinuidade, conhecido como "regressão segmentada" ou "two-phase

regression"

(5) Quanto ao número de mudanças. Nessa categoria podemos ter os modelos com

um único ponto de mudança e os modelos com múltiplos pontos de mudança.

Para a inferência em modelos com pontos de mudança temos basicamente dois

aspectos a serem considerados. O primeiro é o de determinar se existem mudanças

e o segundo é o de localizar a posição desses pontos (dado que há mudança), como

também estimar as outras quantidades de interesse e também fazer a análise predi-

tiva

1.2 O problema alvo desse estudo

Nesse trabalho o objetivo principal é fazer inferência sobre o modelo de regressão li-

near estrutural com erros nas variáveis e com mudança abrupta nos parâmetros após

o k-ésimo "instante de tempo" (desconhecido) numa seqüência finita de vetores de

obs"~';ções i«dep'"d"t" (}1), . . , (.k) indexada p'l' "t'mp'" N"" trabalho

vamos estudar também modelos que permitem mudanças em um subconjunto fixado

qualquer de parâmetros e que a relação entre as varia'leis observáveis, X e X..,

permanece linear ao longo do "tempo" (isto é. antes e depois do ponto de mudança

3



k); além disso vamos assumir que tanto a variável aleatória latente como os erros de

medida são normalmente distribuídos, com parâmetros que podem mudar ao longo

do "tempo". O caso em que os erros têm uma distribuição t-Student também é

analisado.

A análise inferencial, que envolve o problema de detetar a existência de mudança,

localizar a(s) posição(ões) do(s) ponto(s) de mudança, estimar os demais parâmetros

e fazer a análise preditiva é desenvolvida utilizando-se métodos bayesianos.

Na literatura, até o momento, muito poucos resultados têm sido publicados nessa

linhas temos basicamente os artigos de Chang e Huang (1997) e Chong (1999).

Chang e Huang (1997), utilizando metodologia clássica (frequentista) analisaram

o modelo que permite mudança apenas na média da covariáve! e somente no caso em

que os erros (e a covariável) são normalmente distribuídos. Nas aplicações o modelo

de Chang e Huang (1997) é muito limitado, já que permite mudança apenas na média

da covariável, o que não é muito realista para a maioria dos problemas de regressão

na prática. Outra limitação é que o procedimento para detectar mudança proposto

pelos autores está baseado nas propriedades assintóticas da estatística da razão de

verossimilhança e a eÊciência desse teste para pequenas (ou médias) amostras ainda

não foi estudada. Além disso, os resultados assintóticos sobre a consistência dos

estimadores no caso em que há mudança estão baseados em hipóteses extremamente

fortes.

Chong (1999) estudou também o modelo linear com erros nas variáveis do ponto

de vista da estatística clássica e se limitou ao caso de mudança apenas no coeficiente

angular da reta de regressão (mantendo os demais parâmetros sem mudança)l além

disso, mostrou a consistência do estimador do ponto de mudança e derivou a dis-

tribuição assintótica de um teste tipo W'ald para detetar mudança

Nossa proposta é mais geral em vários sentidos:

4



(1) Podemos analisar modelos que permitem mudanças em todos os parâmetros

(como também em qualquer subconjunto de parâmetros de interesse); con-

seqüentemente, podemos escolher o "melhor modelo" . Nas aplicações isso é

vital, já que uma análise exploratória dos dados pode não "revelar" a mode-

lagem mais adequada pelo fato de que o ponto de mudança é desconhecido.

(2) Deixando à parte razões filosóficas, a metodologia bayesiana para tratar de

problemas de pontos de mudança é a mais natural e conveniente por diversas

razões práticas.

(') Não se apóia em resultados assintóticos: Do ponto de vista bayesiano,

adorada uma função perda, os estimadores que minimizam o risco à poste-

riori são ótimos. Segundo Zacks (1983), a obtenção, por exemplo, dos es-

timadores de máxima verossimilhança e a derivação de suas propriedades

assintóticas pode ser bem complicada, mesmo nos problemas mais simples

de ponto de mudança. Segundo Smith (1975) e Hinkley (1970), além do

problema assintótico, os procedimentos baseados somente na verossimil-

hança apresentam dificuldades nos problemas de ponto de mudança, pelo

fato de que a função de verossimilhança é frequentemente multimodal.

A mesma metodologia de análise que é usada no modelo que permite

mudança em um subconjunto qualquer de parâmetros é usada também

no modelo que permite mudança em todos os parâmetros, ao contrário do

procedimento de Chang e Huang (1997) que funciona somente para o caso

de mudança na média (e que talvez possa eventualmente ser estendido

somente para o caso de mudança no intercepto da ret.a de regressão:

nlantendc-se os demais parâmetros sem inudançal.

Usando metodologia bayesiana podemos in'ç-esticar a existência de inúl-

(b)

(.)
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tiplos pontos de mudança de forma bem simples, usando por exemplo o

método da segmentação binária descrito no capítulo 4, que consiste sim-

plesmente em aplicar repetidas vezes o mesmo procedimento construído

para detetar um único ponto de mudança. Na estatística clássica temos

o problema do nível de signi6cância e portanto nem sempre isso pode ser

feito.

(d) Do ponto de vista computacional, a análise bayesiana também é relativa-

mente simples, principalmente utilizando as técnicas computacionais do

tipo A/ICMC disponíveis atualmente na literatura. Além disso, é suficiente

implementar basicamente um único programa computacional

Assim, de modo geral, a estatística bayesiana para problemas de ponto de

mudança é (a) mais natural, (b) tecnicamente mais simples, (c) permite in-

corporar ao modelo informação subjetiva disponível na área da aplicação e (d)

permite-nos obter mais resultados.

1.3 Levantamento bibliográfico

Na literatura, os primeiros estudos sobre pontos de mudança apareceram na década

de 50 principalmente na área de controle de qualidade e tratavam principalmente

do problema de mudança na média de uma seqüência de variáveis aleatórias in-

dependentes e normalmente distribuídas. Posteriormente estendeu-se o estudo nas

áreas de regressão com observações independentes, séries temporais, análise de so-

brevivência e outras, de modo que a literatura sobre os problemas de ponto de

mudança é anualmente muito venta.

O modelo de regressão linear simples com mudança abrupta (não contínua) após

um ponto de mudança desconhecido, no caso em que a covariável é medida sem
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erros e o tamanho da amostra é fixado (caso não sequencial, ou restrospectivo) foi

descrito por Quandt (1958, 1960), que usou o método de máxima verossimilhança

para estimar os parâmetros do modelo e derivou um teste baseado no critério da

razão de verossimilhança para testar a existência de mudança nos parâmetros da

equação de regressão. Nessa linha (Estatística Clássica), muitos trabalhos têm sido

publicados desde então para tratar desse problema. Sob o enfoque da Estatística

Bayesiana esse modelo foi estudado por Ferreiro (1975) para o caso em que o número

de pontos de mudança é conhecido. As posteriores dos parâmetros, seus valores

esperados como também intervalos de credibilidade e testes foram derivados.

Continuando a focalizar na literatura bayesiana desses modelos de regressão,

apresentamos a seguir alguns dos trabalhos relevantes nessa linha:

Broemeling e Clhoy (1981) desenvolveram um teste bayesiano para detetar mu-

dança nos parâmetros da equação de regressão do modelo com no máximo um ponto

de mudança. Esse teste é baseado na distribuição marginal à posteriori da ponto de

mudança, onde a probabilidade à posteriori de que não haja mudança, p(.If = n), é

comparada com a probabilidade de que haja uma mudança (l -- p(Á' = n)).

Holbert (1982) investigou o problema de estimação do modelo de regressão lin-

ear múltipla onde ocorre mudança abrupta em um único ponto, como também a

estimação do modelo de regressão simples segmentado ( "two-fase regression") us-

ando priori imprópria e obtendo a distribuição de probabilidade marginal à posteriori

do ponto de mudança.

Xíoen et al. (1985) generalizou o trabalho de Choy e Broemeling (1980) estu-

dando o modelo linear multivariado usando uma priori própria Normal Xlultivariada

VÇ'ishart e obtendo as marginais à posteriori do ponto de mudança: bem como das

matrizes de regressão e da matriz de precisão.

Lalld e Broemeling (1983) estudaram o modelo linear geral que admite um único
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ponto de mudança (mudança abrupta) num período lixado, assumindo que todos

os parâmetros são desconhecidos e tomando uma particular priori própria. Eles

também derivaram a distribuição preditiva à posteriori de observações futuras.

Moem e Broemeling (1985) obtiveram a densidade preditiva à posteriori para o

modelo linear multivariado com um único ponto de mudança (mudança abrupta) na

matriz dos parâmetros da regressão, também sob o enfoque retrospectivo, ou seja

não sequencial.

Kim (1991) apresentou um teste bayesiano para t

de regressão usando a região de credibilidade HPD.

Clarlin (1992) fez uma abordagem geral de modelos hierárquicos bayesianos com

um único ponto de mudança (abrupta) incluindo uma aplicação em regressão, uti-

lizando o amostrador de Gibbs para estimar as densidades marginais à posteriori de

interesse.

Wang e Lee (1993) estudaram o modelo com mudança abrupta apenas no inter-

cepto da rega de regressão, obtendo a distribuição marginal à posteriori tanto do

ponto de mudança como da diferença dos interceptos (e também dos parâmetrosque

não mudam)l além disso utilizaram a priori de Jeflreys comparando com a priori

"uniforme" encontrada na maioria dos estudos.

Leiva (1994) estendeu o trabalho de Broemeling e C

que o número de pontos de mudança é desconhecido.

Lyazrhi(1997) estudou o problema de mudança abrupta no modelo de regressão

linear normal com no máximo um ponto de mudança propondo um procedimento

bayesiano ótimo para testar a hipótese .f/o de que não há nenhuma mudança versus

a hipótese Ui::/ .Hi, onde H, é a hipótese que pelo menos um parâmetro muda após a

i-ésima observ'ação. O procedimento é baseado na função perda quadrática quando

escolhemos a hipótese H. ao invés da verdadeira hipótese A

estar se existe mudança na retaS esta

hoy (1981) para o caso em0
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Lyazrhi e Caussinus (1997) propõem um procedimento global baseado na teo-

ria de decisão bayesiana para detetar no máximo p pontos de mudança (onde p é

desconhecido) no modelo de regressão linear Normal.

Os trabalhos citados até este ponto tratam dos problemas não sequenciais de

regressão linear com erros independentes onde a(s) covariável(eis) são medidas sem

en'os e a(s) mudança(s) não são contínuas (isto é são abruptas).

No caso dos modelos com erros nas variáveis e mudança nos parâmetros temos

muito poucos resultados na literatura e somente sob o enfoque clássico. Fizemos

um levantamento bibliográfico pelo CIS (Current Index to Statistics) desde 1975

e apurámos os seguintes trabalhos de Teeter (1979, 1985), Gbur e Dahm (1985),

Chang e Huang(1997) e Chong(1999).

Teeter (1979) estudou o modelo linear segmentado com erros nas variáveis for-

mado por duas retas que se interceptam e mostrou que o estimados do ponto de

intersecção das duas netas, baseado nos estimadores de mínimos quadrados dos co-

eficientes das netas, não é assintoticamente nãc-viesado e derivou uma aproximação

assintótica para o erro quadrático médio desse estimador. Teeter ( 1985) , estudando

ainda o mesmo modelo, propõe uma técnica geral para obter uma estimativa do

ponto de mudança da intersecção dos dois submodelos que se interceptam.

Gbur e Dahm (1985) estudaramm também o modelo segmentado simples com

erros nas variáveis, derivando o estimador do ponto de intersecção das duas netas

pelo método dos momentos e obtendo sua distribuição assintótica.

Grimshaw (1992) estudou o modelo linear-platâ com erros nas variáç'eis em

duas situações; primeiramente tomando-se observações repetidas para X{ (para um

mesmo X) e também tomando-se observações repetidas para cada elemento do par

(X: : X) . O autor analisou o estimador de mínimos quadrados dos parâmetros quanto

à consistência em ambos os amos.
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Os resultados de Chang e Huang (1997) e Chong (1999), descritos brevemente

na seção anterior, são os mais relevantes no contexto de regressão com erros nas

variáveis com ponto de mudança.
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(capítulo 2

Regressão linear Normal com
erros nas variáveisB .+ a

Introdução

Inicialmente, sob o enfoque da estatística clássica, compramos o modelo linear

estrutural simples com erros nas variáveis (no caso em que os erros são normalmente

distribuídos e aditivos) com o modelo linear funcional sem pontos de mudança. A

seguir comparamos esses dois modelos na formulação bayesiana.

No restante do capítulo concentramo-nos na análise bayesiana do modelo de

regressão linear estrutural simples com erros (e covariável) normalmente distribuídos

para várias escolhas de distribuição à priori. Estudamos tanto o modelo com

restrição de identificabilidade como o modelo sem restrições de identificabilidade

(aproveitando o fato de que a metodologia bayesiana não está limitada apenas a

situações de identiíicabilidade).

Para amostrar das posterioris implementainos quatro algorítmos do tipo "Nlarkov

Chain Xlonte Carão" : o algoritmo de Gibbs, o "Grouped Gibbs", o "lvlodiíied and

Collapsed Gibbs" e o algoritmo de "NÍetropolis-Hastings em Gibbs"

Nesse capítulo também deriç'amos quatro teoremas que estabelecem as condições

necessárias e suficientes para a existência das distribuições posteriores partindo de
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um conjunto específico de prioris impróprias.

Uma análise de sensibilidade com relação a diferentes valores da razão das

variâncias residuais (À ) também é feita para o modelo identi6cável.

A qualidade do ajuste é também avaliada usando resíduos bayesianos de validação

cruzada.

Finalmente descrevemos alguns métodos de seleção ou escolha de modelos en-

contrados na literatura aplicados ao modelo estrutural Normal.

2.1 0 modelo estrutural e o modelo funcional com
erros Normais na estatística clássica

O Mlodelo Estrutural

O modelo linear estrutural aditivo simples com erros de medida e covariável

normalmente distribuídos é definido pelas equações

L

e Xi

e a;, c';

Z/{ + ei, com Z/i = a + Pzi,

r{ + uá,

onde zi é uma variável aleatória latente (não observável) , e{ e ui são as componentes

de erro e Xí e X são variáveis aleatórias observáveis para { = 1, 2, . . . , n. Além disso,

assumimos que (e{, uí, z:)T são independentes e identicamente distribuídos (á.í.d.)

com

1;;1:««,1111;1Tl111 -,'-:: «
O espaço paramétrico do modelo é o conjunto

(2.1.1)

(a, .J, /z, a:, ali, alÍ)r : a, g,P € R a: € R'''}

Como conseqiiência de (2.1.1), os dados "completos" (X{, X, z,)r, Í = 1, . . . , rl
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têm a seguinte distribuição normal:

para { - 1, 2, . . . , n.

Os dados observados (h, Xi)r, á = 1, . . . , n, têm a seguinte distribuição conjunta:

(2.1.3)

Seja z).b; = {(X, X{)r, { = 1, . . . , n} o conjunto dos dados observados e Z) =

{(b, Xi, c:)r, ã = 1, . . . , n} os "dados completos". Então a função de verossim-

ilhança baseada nos dados observados é dada por

z.(pl-o..;) ''' lzl'} "pl'ãíg' l(õ'': + ':) ãl(x: - p)'

-2#a:l:(X - a - gi')(X: - p) +(": t ''-lÍ) E(X - '- - Op):l},(2-i.4)

onde IXI :; #2a2cr3 + o-:a: + alÍoe2 e a função de verossimilhança baseada nos

dados completos (D) é dada por

} ;'U'M

l i'lJ' Ar2
P

0:a: + a? Ba3
a: a: + ali

#'«3 +a? # li a:
Oa: ',: -t «: ':
po; a; a;

, pai.a { - 1, 2, . . . , n,

) )

}

(2 1 2)

t(Plo) « (2.i.s)

É fato bastante conhecido que este modelo não é idenficável (Fuller, 1987), já

que a distribuição conjunta dos dados observados dada em (2.1.2) depende de seis

parâmetros: a, 8, p, o:, alÍ e a? mm somente cinco podem ser estimados (já que a

estatística suficiente tem dimensão 5).

Sabemos por definição que um modelo é identificável se e semente se para todo

êi e P2 pertencentes ao espaço paramétrico, com êi / 2 então /(pt) # /(g2).

Portanto um mode]o é não identificáv'e] se e semente se ]êi / g2 tal que ./'(gl ) =

(alia:a:)'t exp E::;:(X -- a -- .63:)' . EZ::(X: -- z:)' . E=::.(li -- p)'
.? ' .3 ' .3
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/(ê2). No caso do modelo estrutural com g = (a, /3, p, a:, a?, a3), podemos exibir

dois pontos êi =(1,1,1,1,1,1)r e P2 =(1.5,0.5,1.0,2.0,1.5,0.0)r que levam à

mesma distribuição.

Para assegurar identificabilidade deve-se fazer alguma suposição extra sobre o

modelo. Algumas das suposições mais comumente encontradas na literatura são as

s:palllntpq'

l -N 2
)l

(a) a:/ali = À, onde À é conh

(b) c,? ou a: é conhecido;

(c) a:/(a3 + a:) é conhecido.

(2.1.6)

O modelo funcional

Na estatística clássica o modelo funcional aditivo com erros normalmente dis-

tribuídos é deÊnido pelas equações

X

e X{

cl + /3zÍ + ei

r{ + uá,

onde L e X{ são variáveis aleatórias observáveis, eí e a{ são os erros aleatórios, zí é

parâmetro desconhecido, onde

O espaço paramétrico é o conjunto

0 = {g =(a,.6, a:, '':,z:,..., z.)r € ]R: x ]R+' xIR"}.

, para á - 1,2, . . . ,n.
0ei
0 ) (2.1.7)

A função de verossimilhança nesse caso é dada por

J.,ujO.-J * («:.«:)-: .*. l. l lx=:::K 3"F ''
(2.1.8)
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que é ilimitada. Entretanto, pode-se eliminar este problema acrescentando-se ao

modelo, por exemplo, a suposição que a2 :: Àa2, onde À é conhecido.

No modelo funcional temos que zi, z2, . . . ,=. são constantes desconhecidas e

portallto ele é apropriado quando as únicas unidades experimentais de interesse estão

representadas nos dados disponíveis (isto é, os zi's não são uma amostra aleatória

de alguma população mas a própria população) (Carros e Stefanski, 1995).

Quando as unidades experimentais representadas nos dados constituem uma

amostra aleatória de alguma população, então é apropriado tratar zi,z2, . . , z.

como variáveis aleatórias i.i.d. e nesse caso é razoável utilizar um modelo estrutural

(Stefansky, 2000).

2.2 O modelo estrutural e o modelo funcional na
estatística bayesiana

Como na literatura bayesiana, a diferença entre os modelos funcional e estrutural

não está muito clara, nossa intençãoo nessa seção é procurar esclai.ecer o leitor sobre

esse ponto.

Inicialmente apresentamos duas formulações alternativas do modelo estrutural

(a formulação l e a formulação 2). A formulação 2 é a que aparece mais comumente

na literatura no contexto do modelos com erros nas variáveis, além disso é mais fácil

comparam. os modelos estrutural e funcional usando essa formulação. Entretanto a

formulação l é a que traz maior vantagem do ponto de vista computacional.

Na subseção 2.2.1 a seguir; descrevemos o modelo estrutural aditivo Normal

por meio de duas formulações equivalentes. Na subseção 2.2.2 definimos o modelo

funcional adit.ivo Normal fazendo uma comparação com o modelo estrutural.
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2.2.1 0 modelo bayesiano estrutural

Formulação l do modelo estrutural Normal
Tomamos o modelo clássico definido pelas equações

X = a + gzÍ + eá
e .Xi := z{ + 24,

(2.2.1)

(X,X{)r,{ = 1, . . . ,n são os vetores de observações, e zi,.. . ,#. são as v.a.

latentes (não observáveis),
/ .,. \ / / o

e acrescentamos a suposição de que o vetor de parâmetros g = (a, P, P, a:, a?, a:)r

tem distribuição à priori n'(ê). Nessa formulação, por convenção não incluímos

as variáveis latentes li,z2, . . . ,z. no vetor de parâmetros pelo fato de que esses

rí's, além de desconhecidos (isto é, não observáveis), são realizações de um pro-

cesso amostral (diferentemente das quantidades a, #, /z, a3 , a? , ai). Assim, o espaço

paramétrico nesse caso é o conjunto

O { a3,a?,a:)r : P € R' x ml}

, para { - 1, 2, . . . , n,
a2 0 0
0 aa 0
0 0 a2

0 )
P

Distribuição à posteriori

Chamando de D.b; o conjunto de dados observados, {(X{, }Ç)r, { = 1, . . . , n},

temos que a distribuição à posteriori de P = (a, .8, p, a3, a?, a:)T é dada por

P(êl0.b;) « L(êl .b:),'(P),

onde L(gll).bs) é a verossimilhança baseada nos dados observados dada em (2.1.4)

e a-(p) a distribuição à priori de e. Portanto

pula. :) x l l-{ ."pÍ'5181(.'3'': + «:)11(x: - p):
(2.2.2)
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-2Õ.: E(X - '* - BP)(X: - P) +(": + '') >1:(X - a - ÕP)'l} "(g),

onde IEi:= Õ2a2o-2 + o-2a2 + a2o-2

Distribuição à posteriori em função dos "dados completos"

É importante ressaltar que a distribuição à posteriori p(glz).b.) também é uma

distribuição marginal de p(ê, g lz).b;), ou seja, p(êlZ).b.) = Js!.m« p(p, :ll).b.)d!.
Então, chamando de D o conjunto de "dados completos", Z) = {(X, xá,z:)T, { =

1, . . . , n}, temos que

P(êiD.b:) - /,.l:. p(ê, zln..«)dz " ./::m. t(el-0)"(É)d=,

onde t(elZ)) é a verossimilhança baseada nos dados completos dada em (2.1.5) e

a'(P) a priori de ê.

Portanto a distribuição à posteriori p(P IZ).bs) também é proporcional a

C;:.. («:«3.':)-: .*. l. l lx=:::m - « - '3'J' ..
EL:: (x{ -- l:):

... E::;.Él:i.=.Jal l «Md g .
(2.2 3)

Observação 1: É importante ressaltar que a distribuição à posteriori p(êl-D.bs)

pode então ser explorada computacionalmente de duas maneiras: a primeira usando

a fórmula (2.2.2), que não é função de ri, z2, . . . , 1,., e a segunda usando o fato de

que p(OIZ).b;) é distribuição marginal de p( :,êlD.b.)).

Observação 2: É importante observar também que na formulação l do modelo,

se a distribuição à priori de ê = (a, B. P, o-2, a2)r for totalmente especiâcada: isto

é: se os hiperparâmetros forem conhecidos, temos um modelo com apenas um nível

hierárquico.
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Distribuição preditiva

S.j, g - (;1), { - 1, ,« A di:t-ib"içã' p"dita" à p':'"i": "«. m.d.l. é

dada por

P( y/ID.b,) = /. P( Ç//, êl-0.b:)dg ÇÜI,g)p(êlD.b:)dg,

o«de b é «ma obs'w'ção f«t«ra de (]1), isto é, b - (X),

",,-~t( "\'");(':!;': .8::)],
e p(pl-D.b;) é a distribuição à posteriori de 0 = (a, #, p, a:, a?, ai)r. Portanto,

P( y/lO.b;) - .Á P( g/, pl-0.b;)dg - .ÁlblX/, PllX/IPI Igl0.b.ldg,

onde lg lz).bsl representa a distribuição à posteriori de ê , além disso IX/l PI e IV/ IX/, PI

representam respectivamente as distribuições condicionais de X/lg e yr IX/, g onde

Í X/le '- .V(p, a: + a:) e

{ ;l,«'==?J:iL;ã'*. ,'; ,'.:** H). ':':'',
Geração de uma observação futura:

Para gerar uma observação U/, basta gerar inicialmente um g da distribuição à

posteriori lpl-D.bsl; a seguir, para esse ê fixado, gerar um valor X/ da distribuição

iX/lpl e finalmente gerar ylr de IVklX/, el.

Se quisermos gerar um valor }l: da distribuição preditiva jlj:jX/ :: Xo, -D.bsl basta

gerar P de lêlD.bsl e depois yÍ de lylÍIXo, PI, já que l}/IX/ ::Xo, ll).bsl é dada por

JolblXo, PI lplD.b.ldg .

Semelhantemente, podemos gerar uma observação futura X.Í dado que y/ = Yo.

A distribuição preditiva de X/IV/ = yo, -D.b: nesse caso é dada por

41jX/ lyO , gllPID.b:ldê
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onde

*."-«,,-«(«*.&'«-« '«,; «:*.:-gs)
Observação: L'ma aitervzafãua para gerar uma oósemação /usura Ç// .

A distribuição preditiva p( Ç//lz).b.) pode ser escrita também como

P( g/ l D.b. ) lop(Uí. g,IJ\D.b:)dQdlJ

«,.n.L l y/ lz/, el lz/Igl IPIZ).b;ldêdz/,

onde

e portanto para gerar uma observação ÇÜ basta gerar ê da distribuição à posteriori

IglD.bsl, depois r/ da distribuição in/IPI, depois XJ' de IXÍlg,z/l e depois }/ de

lblX/, z/, el, onde z/ig -' ]V(p, a:), X.rlÉ,z/ -, N(z/, a:) e bjX/, z/,ê «., N(a +

Õz/,a?).

Q'/l:«/, e «, ]v )

IF'ormulação 2 do modelo estrutural Normal

Seja o modelo definido pelas equações

X =cl+Õ irei
e X{ := ={ + u{,

Nessa formulação o vetou de parâmetros agora é 0*

onde à priori fila,õ,o:,a2, @ iy .V(p,a:)7'; í = 1:

vetor de hiperparâmetros desconhecidos.

onde
=

IÕ i'iJ' JV2 , para z ::
0

)0

(2.2.5)

1:..., n.
; (a,Õ,a?,.-:,-', . ,-.)r.

, n, onde @ = (p. a:) é o

Plinrãn dn \rnrn ei mijhnnrn
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A função de verossimílhança, L(o*lD.b,), nesse caso será igual a:

p-:..'5-: .*p I'i l
-'«.lll ;:;'«ll"=f":1; 1'1 .%ll,'-:, ,«,

])istribuição à posteriori

p(ê, Óln.»,) « -t(êln..,)'''(o*, @)

Z,(êj-O..,)r( gla, #, a:, a:Ó)«-(a, P, a:a:@),(2 2.6)

onde a'(Zla, /3, a?, ali, @) oc(a:)'{ expÍ-- ' :

+n-o'«-d ll«.(«,#,«:,.:, ©.
r} q l)\

onde «-(a, #, a:, a=, @) = «'(a, #, I', a:, a:, a:).
Notemos que se r(a, #, a?, a:, Ó) tiver hiperparâmetros conhecidos temos um

modelo com dois níveis hierárquicos. Notemos também que a expressão em (2.2.7)

coincide com a expressão dentro do sinal de integração dada em (2.2.3) (assim,

a posteriori em função dos dados completos dada pela formulação l em (2.2.3) é a

marginal da posteriori na formulação 2, quando eliminamos as variáveis z1 , l2 , . . . , in

porintegração)

Portanto,

p(ê, d'l-o...:) ''' ('i':"3)'{ 'xP I'i .? '.... ':

P)'

(2.2.7)

Distribuição preditiva

A distribuição preditiç'a p( ÇZ'/lz).b;) na formulação 2 é dada por

P( Ç'/ lo.b:) lo. J.Pt yJ. !. o: \n.-;)a@aê.

20



o«de yÍ -(2), O* -Íê -(",0,":,.:, g)'
{(P, o-:)r : P C ]R,, a: C R'r}. Portanto,

C m,: x ml x ]R"} e '}

p( yf\D.b:) - ÍelÍs.n"pÇ yJ. Q. :\0.b:)dgd :,

ondeê =(a,.B,p,a:,a?,ali)r, g =(zl,..,z.)r,O = {P la,0,pcIRea:,a:,a: €

]R+} e = = { ! : zi c R}. Portanto,

P(y/lo.b:) - Â /,:ly/IPlle, gl0.b:ldgdg

r..LÍBIA.Í, ellx/lelle, glo.b;ldêd:,

onde IP, zlz).,b;l é a distribuição à posteriori dada em (2.2.7), as distribuições IX/lel

e IVI,jX/, el são dadas em (2.2.4).

Para gerar uma observação U/, basta gerar g de ip, glZ).bsl, depois X/ de IX/lel

e depois VI de jlljX/, pl (da mesma maneira descrita na formulação l).

Observação: Outra forma de escrever a posteriori preditiva é

P( Ç//, ê, @, Z/ l.D.b;)dl/d#'dê
ro. ./+ ./{=/eR}

: l. l~,,..~-ç 'l.. ,. ;.-,\o.»à« ;.'g" ;,

onde ê =(a, /3,p, o:,a:,ali)r e Z =(zl, . . .,z.)r e portanto

P( y/ lO.b:)

P( y/lO.b;) - ./: .Á ./,,.l:ll Ç//le, r.rllZ/lêllê, ZID.b:ld".rdgdg,

--.-.i' - "@,«:) . ç'.te,-.-"l(''E"l, l 'l .: ll
Ç// da mesma maneira que na Observação daos que podemos gerarrobservam

formulação l.

Do que foi apreselltado, podemos ver que as duas formulações são equivalentes

ein termos de illferência. Entretanto, no restante desse trabalho estaremos utilizando
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a formulação l também por razões didáticas e computacionais. Nessa formulação

é mais direto ver que a posteriori de (a, #, p, a:, o?, a:) pode ser estudada de duas

formas: uma em função dos dados completos, como em (2.2.3), e outra em função

somente dos dados observados como em (2.2.2) , o que amplia as opções de algoritmos

para amostrar da posteriori.

Comentários: O modelo estrutura! bayesiano com erros nas variáveis, como sabe-

mos, não é identiÊcável (já que a função de verossimilhança não é identiÊcável). Em

princípio, teoricamente, isso não é problema. Entretanto nas aplicações o algoritmo

de Gibbs para amostrar da posteriori de modelos não identificáveis (que será de-

scrito nesse capítulo) pode apresentar problemas de convergência segundo Gelfand

e Safou (1999). Além disso, se a priori não é "informativa", o problema pode pio-

rar bastante e a recomendação dos autores nesse caso é que se escolha uma priori

"adequada" , que não seja nem "muito pouco informativa" , mas também que não

seja "extremamente precisa" para não limitar o aprendizado proveniente dos dados.

Segundo os autores, o problema é achar esse "meio termo" o que geralmente requer

um trabalho considerável de simulação .

Uma outra saída para o problema computacional decorrente da falta de identifi-

cabilidade é simplesmente acrescentar uma suposição ao modelo como, por exemplo,

adotar uma das restrições de identificabilidade descritas em (2.1.6).

Com relação à existência da posteriori, ressaltamos que sempre que a priori

for própria, a posteriori também será própria, entretanto podemos ter posteriores

próprias para certas escolhas de prioris impróprias. Na Seção 2.5.1 estudamos as

condições para a existência da posteriori do modelo estrutural sob diferentes escolhas

de prioris impróprias quando incorporamos ao modelo a restrição de idenficabilidade:

o-? = Àa:, onde À é conhecido e na Seção 2.5.2 fazemos um estudo semelhante para
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n modela qem reqt.rirõps:

2.2.2 O modelo bayesiano funcional

Tomamos o modelo aditivo definido pelas equações

X = a +0:i+ei
e Xi= h +ui,

onde X e Xí são as variáveis aleatórias observáveis, zi são quantidades fixadas

desconhecidas, e{ e ui os erros aleatórios, onde

e onde ê = (cl, P, aÍI, o-?, g)r onde (zi, . . . , =.)r é o vetor de parâmetros, e incorpo-

ramos a distribuição à priori n-(ê) de ê.

Observação: Se n'(ê), pudesse ser totalmente especificada (isto é, se os hiper-

parâmetros de a-(ê) cosem conhecidos), então teríamos um modelo não hierárquico.

Se, entretanto, a distribuição dos zi's depende de hiperparâmetros @i desconhecidos

para á - 1, . . . , n, então temos um modelo hierárquico.

.= , para { ;: 1,2,..., n,
0

0 J

Distribuição à posteriori

A distribuição à posteriori sob o modelo, onde @i é desconhecido, é dada por

p(ê, Óln.,-;) « t(êlo..:)«(ê, @),

onde Ó =(ÓI, d'2,.... Ó.)r, Ó{ =(P:,o3,),{ = 1,...,n, Z,(êlD.b;) é a verossimil-

hança e n-(ê, @) é a distribuição à priori de ê e @, onde

"ul"..J « («:«D-: .*. l. " lx:::::

-'.«.ü) -.«ll":;:'"'l; IT .:ll,,-:, :«»



E interessante comparar esta posteriori com a posteriori sob o modelo estrutural

dada em (2.2.6) e (2.2.7) e notar que se pudessemos assumir que

zil@.,a,#, a?, a: :y .N(p, a:) para i= 1,. ..,n, onde d'í = d' =(p, a3)7' é descon-

hecido, então as posteriores coincidiriam. É fácil ver também (usando a formulação

2 do modelo estrutural) que as posteriores dos modelos estrutural e funcional po-

dem coindidir não somente no caso Normal (erros e covariável normais) mas em

qualquer outro caso, desde que n'( gla, #, o-?, a:, @) seja a mesma nos dois modelos

( ou seja, zilÓi, a, #, a?, ali sejam independentes e identicamente distribuídos para

Na estatística Bayesiana, portanto, a diferença entre os modelos estrutural e fun-

cional está somente na escolha da distribuição de g = (zi , z2, . . . , z.)I', isto é, na es-

pecificação do modelo. No caso estrutural assumimos que zá la, P, a:, a? , Óã são inde-

pendentes e indenticamente distribuídos para { - 1, . . . , n, isto é, l! = (zi, . . . , z )r

constitui uma amostra aleatória (na Seção 2.2.1, tomamos a(zela,/3, a:c,2, @) :y

N(p, a3), onde @ = (p, a:) para { = 1, . . . , n). No caso funcional, conceitualmente,

os =i's são quantidades (desconhecidas) que não estão sujeitas a íiutuações amostrais

e por isso não nos parece razoável assumir que os zã's sejam i.i.d. devido à inter-

pretação amostrar que isso acarretaria. Em um modelo funcional a distribuição de

n(fila,#,a:a?@í) pode também depender de {, para í - l, . . . ,n (Carro! e Ste-

fanski, 1995) como também pode ser imprópria, já que di6cilmente teríamos uma

interpretação amostral nesse caso (Florens et al. , 1974).

Segundo Stephens e Dellaportas (1992), embora na estatística clássica os mod-

elos funcional e estrutural difham bastante quanto à análise e quanto aos proced-

imentos de estimação, na formulação Bayesiana a diferença é apenas uma questão

de especificação do modelo ou seja uma questão de especificar a distribuição de

:la,J,c,?,alÍ; aonde @ =(Ói,. .,p.).

«)1,t }
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2.3 0 modelo estrutural identificável com parti
curar priori de componentes independentes

Nesta seção apresentamos o modelo linear estrutural Normal com erros nas variáveis

no cmo em que a distribuição à priori é própria e tem componentes independentes

Normais ou Gama Invertida, assumindo a restrição de identificabilidade o? = Ágil,

onde À é conhecido.

O modelo

No modelo estrutural descrito em (2.2.1) acrescentamos a restrição o? = Àa:,

onde o: -: a2 e À é conhecido, obtendo o seguinte modelo identificável, definido

pelas equações
X = a + Orí + e

e X{ = z{ + ui,
(2.3 1)

onde g = (a, P, p, a:, a')r é o vetor de parâmetros.

Acrescentamos a esse modelo a suposição à priori de que cl,0,p, o-l: e o-2 são

variáveis aleatórias independentes, com a, H, p tendo distribuição normal e o2, a2

tendo distribuição Gama Invertida, como segue:

, { = 1,2,. . ., n,

onde
0
0
P

«(a) - À'(«, a:), r(Õ) - A'(b, 'â), «(p) - N(«., ''-1:),

o-: «. /G(c, d) e o: - /G(./',g)(isto é, n'('r:)'x (a:)'U' D exp l ;il), (2.3.2)

onde À, a, a:, b, oâ, m, o-il, c. d. ./ e g são os hiperparâmetros conhecidos.

Observação: Embora vamos manter (até o final da teses o valor de À em todas

as equações que envolvem o modelo com restrição de identiíicabilidade a: = Anil. E
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importante demorar que nao existe perua ue geleia,uuauc çiu t,ie'u'',"'a' oc"'l'

À = 1 (pois sempre podemos dividir a equação X = ü + Ozí + eí por vÀ e fazer

X* = -:Ü, a' = ifi' #* = -:lT e e; = -SI, d' tal modo que Var (e;) - -X - ---- =
a3 (isto é a?.

Assim, trabalhando-se com as variáveis observadas

madores â* e P* e Ênalmente â = â*VÀ e # = /3'«À.

re coH}

X* e X; obtemos os estáe
Z

Distribuição à posteriori

Na seção 2.2.1, usando a formulação 1, vimos que a posteriori p(gl-D.b.) = p(a, P, p,

a2, o2lz).b;) pode ser escrita de duas maneiras, uma em função da verossimilhança

baseada nos dados observados (-L(PID.b,)), que é dada por

P(gln...) « L(gl.o.b;)«'(g),

e que chamamos de "posteriori baseada nas dados observados" . Outra maneira,

em função da verossimilhança baseada nos dados completos (-L(pl-O) onde Z)

(D.b;, gl)), que é dada por

P(glD.b:) - ./::.. P( g, êjO.b;)dg " /*.,R. L(êlD)r(ê)dg,

e que chamamos de "posteriori baseada nos dados completos"

Posteriori baseada nos dados observados (Dobs)

No modelo definido por (2.3.1) e (2.3.2), a posteriori é dada por

,'' "..;, * : -:'«:,-''*:''.',-''*:' .*-t-i[(..''«: * *«', $'*:
-,.'.:t'" «-;'«''*: «,*'.:*«',Ê'" .-.'«,')':

*'/.-/*"T*:*gj} l2.3 3)



ondejEI g'.:a: + Àa: : + À(.-'):

Posteriori baseada nos dados completos

P(êl0.b;) - /, P(g, :l0.b.)dg,

onde p(g, :lD.b;) é proporcional a

(a2)'({+'+i)(a')'("t/+i) exp l--ã l :(X -- a -- .8=E')2 +

EL:(x: -- =:):

A distribuição à posteriori de g = (a, /3, p, a:, o-2)r na forma exala é dada por

,Ul".'J - Je11$:1=111:ao P-;-

Podemos ver, com base em (2.3.3) e (2.3.4), que a posteriori portanto não tem

uma forma fechada pois a constante de normalização (ou proporcionalidade) dada

por Je L(Él-D.b:)n'(g)dê (ou /o J'sç É(êlZ))a-(ê)dldg) não pode ser obtida analiti-

camente, já que essas integrais não têm primitivas na forma explícitas apenas o

núcleo da posteriori baseada nos dados observados (L(glD.b;)n-(g)) e o núcleo de

p(g, lçlZ).b;) têm forma conhecida, dada por (2.3.3) e (2.3.4), respectivamente. Além

disso, as distribuições marginais e condicionais à posteriori, bem como as medidas

resumo da posteriori(como, por exemplo, os momentos e os quantas) obviamente

não tem fórmulas fechadas pois requerem ainda mais integrais para serem calculadas

(agora também em relação ao numerador de (2.3.5)).

Na literatura existem vários procedimentos numéricos computacionais para tra-

tar desse tipo de problema e na próxima seção descrevemos alguns dos mais conheci-

dos na estatística: incluindo por exemplo algoritmos de simulação para amostrar de

uma distribuição à posteriori

v, aã aÕ -p -,---E=%-x -.- ua .- u-+ -- É':"x -- 1 -- g} . (2.3.4)

« IElll:l:lZl::., -'. " - '"«, :'



2.4 Métodos computacionais descritos na libera
tura

A análise do modelo estrutural Norma!, bem como de todos os modelos proposto

no restante desse trabalho requer a utilização de procedimentos computacionais.

Nosso objetivo então é descrever alguns dos métodos mais populares utilizados na

estatística e também apresentar algumas técnicas de diagnósticos de convergência.

Entretanto para não quebrar a sequência das seções colocamos esse tópico na seção

2.4 do Apêndice. As subseções dentro do Apêndice 2.4 abordam os seguintes tópicos:

Na subseção 2.4.1 fazemos uma classificação geral dos métodos computacionais,

descrevendo brevemente alguns dos algoritmos mais conhecidos

Na subseção 2.4.2 apresentamos as idéias básicas sobre os métodos de sim-

ulação do tipo MCMC ("Markov Chain Monte Carão") descrevendo o algoritmo

de Ã/letropolis-Hastings e o algoritmo original de Gibbs (Geman e Geman, 1984, e

Gelfand e Smith, 1990).

Nas subseções 2.4.3 e 2.4.4 descrevemos duas variações do algoritmo de Gibbs, o

"Gibbs em Blocos" (ou "Grouped Gibbs") e o "Collapsed Gibbs" (Liu, 1994). Estes

métodos tem o objetivo de acelerar a convergência do Gibbs original.

Na subseção 2.4.5 descrevemos o algoritmo híbrido de b/!etropolis-Hastings em

Gibbs (Müller, 1991), conhecido como "Localized Metropolis-Hastings"

Finalmente, na subseção 2.4.6 do Apêndice apresentamos algumas das técnicas

de diagnóstico de convergência e critérios de parada dos algoritmos encontrados na

literatura

S

28



2.5 Implementação de algoritmos para o modelo
da seção 2.3

Nessa seção apresentamos inicialmente as distribuições condicionais completas à pos-

teriori obtidas a partir do núcleo da "distribuição à posteriori baseada nos dados

observados" (que é dada em (2.3.3)). Apresentamos também as condicionais com-

pletas à posteriori obtidas a partir do núcleo da distribuição conjunta p( g, glD.b;)

(dada em (2.3.4)) . Essas distribuições condicionais serão úteis para implementar os

algoritmos MCMC dessa seção.

2.5.1 Distribuições condicionais completas à posteriori ba-
seadas nos dados observados

Baseando-se na posteriori em (2.3.3) (sob o modelo estrutural na formulação l),

obtemos a seguir as distribuições condicionais completas univariadas de c! e p (que

são Normais), a distribuição condicional completa conjunta de Q e p (que também

é Normal), e as distribuições condicionais completas univariadas de /3, a: e cr2 que

são distribuições conhecidas a menos de constantes de proporcionalidade (ou seja,

apenas os seus núcleos são conhecidos) . Essa distribuições estão descritas a seguir.

alÕ, p, a:, a:, D.'; -

« ( ; «dEL-) , ''.;.',
IXI a'.-: + Àa'a: + À(a:);. (2 5 2)

e A distribuição de a dado .(3, p, a' a2 e .D.t,, é dada por0aÇS ] n

onde

e A distribuição de ÉZ dado Q, ..li: a2, a2 e l).bs é a seguinte:

Pla. 3, «:, .': D.*« -

29
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nailla:À + 3:a:l + l l
,v n la2À +- .J'a:l + IX1 7 ' l2.s 31



onde IXI é dada em (2.5.2)

e A distribuição conjunta de a e p dado /3, a:, a2 e -D.t« é dada por

«(a, pl#a:, a' , O.b:) «-('- ip, P, .:, a' , .O..,) -''(plP, a:, a: , .O.»;), (2.5.4)

onde a'(alp, .8, a3, a', D.b;) é dada em(2.5.1) e

« «',"..,,- ~(e,.1) (2.5.5)

onde

-'(À+#') . l "''ligue:yET' *e '
na'(ÀX'+#y) . m "#a'jnaâTT' *a '

e IXI é dada em (2.5.2). A distribuição (2.5.5) foi obtida integrando-se a posteriori

em (2.3.3) em relação a a e depois obtendo-se a condicional completa em relação a

P

e A distribuição condicional de /3 dado a, p, a2, a2 e D.bs é

«(pl'-, p, «:, «', .O.-;) ''' IXI'? exp l 'ii;3111 IP: A - 2P..el l , (2.5.6)

onde

.ã 1«: E(x: - p)' + 2"p':(x - p) + "p'(': + '')l + lxl,' l ' ;:i J

.: [««.''' «, *«:(à*:* - ««:)] *':
e ISI é dado por (2.5.2).

De (2.5.3) podemos ver que a distribuição condicional de .8 baseada nos dados

obter\idos não é Normal. já que .A, B e IEI são funções de #.
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e A distribuição condicional de a: dado a, /3, p, a2, D.bs é dada por

a(a:la, o, p, a:, l).b;) c'c IEI'{(a')'«t:).xpl
(2.5.7)

onde IXI é dada por {l2.õ.Z).

e A distribuição condicional de o-2 dado a, /3, p, a2, a2 , .D.bsé dada por

«-(a:la, P, p, a:, D..:) (2 5.8)

« IEl-?(a')'u+D expl IÍliílc(x +x:l.í(xi--p)21 +2Çll

onde IXI é dada em (2.5.2).

As fórmulas (2.5.1) a (2.5.8) são desenvolvidas na seção 2.5.1 do Apêndice A

Observação: Das distribuições condicionais completas à posteriori dadas em (2.5.q,

(2.5.7) e (2.5.8) conhecemos apenas o núcleo. Nesse caso, podemos utilizar po'

exemplo o algoritmo híbrido de Metropolis-Hastings dentro do Gibbs, que utiliza

o algoritmo Metropolis-Hastings para amostrar de cada condicional completa uni-

variada desconhecida dada acima (na subseção 2.4.5 descrevemos os passos desse

algoritmo com detalhe). Uma outra saída seria utilizar a "posteriori baseada nos

dados completos" e amostrar da distribuição conjunta p( ;ç , glD.b;) dada em (2.3.4)

por meio do algoritmo de Gibbs, que nesse caso é muito simples de ser implementado,

já que todas as distribuições condicionais completas necessárias são conhecidas como

vemos na subseção a seguir. Note que, uma vez obtida uma amostra de p( : , glD.t,;),

podemos então descarta a parte da amostra referente a :, jú que p(êll-).b;) é uma

distribuição marginal de p( g, PIZ).';).
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2.5.2 Distribuições condicionais completas à posteriori ba-
seadas nos dados completos (-D)

A seguir apresentamos as distribuições condicionais completas e a, P, p, a2, c[2 e l!

obtidas a partir de p( g, ê) c{ .L(êl-D)a(ê) dada em (2.3.4).

Nesse caso as distribuições condicionais de a, a e p são Normais e as de o: e a2

são Gama Invertida, com os respectivos parâmetros dados por:

~("'"'''- "' **"';J4), ''.'.''
''' ;ea;:$1xg, p.'.:n

~(=#J;HH ),
'' 1; * '; ~ *1$'«: - «,'1 , '' ; «'

,'(« * ,;. * ;(;üç:w ' â'*: - -:,'))
(2.5.13)

al#,p,a:,«',-0

#la,p,a3,«',.O

pla, H, a:, a', O

«:la,#,p,a',.O

.' l«, .õ, p, «: , o

(2.5.11)

e cada uma das variáveis zí, { = 1, . . . ,n, tem a seguinte distribuição condicional

nr\m n lpf â '

., ra3(.6X - .6a + ,XX:) + Àa'P .

fila, P, p, a:, -D.b,, g(-0 N NÇ ' «:(#' + .X) + Àa: /

(2.5.14)

Observação: A "introdução" das variáveis !agentes zi, . . . , z. leva às condicionais

à posteriori serem Normais ou Gamas Invertidas e, portanto, mais simples de serem

amostradas computacionalmente

2.5.3 Implementação do algoritmo original de Gibbs

Para amostrar da posteriori p(P ID.b:) sob o modelo em (2.3.1) podemos amostrar da

distribuição p( g , 01.Dob:) dada em (2.3.4) utilizando o algoritmo de Gibbs. Para isso

32



usamos as distribuições condicionais completas unidimensionais dadas por (2.5.9)

até (2.5.14). Os passos do algoritmo são os seguintes:

Passo 0: Escolher arbitrariamente um ponto inicial g(o) = (a(o) , 0(o), p(o) , a2w) , a2{u)r

Faça .j = 0

Passo 1: Gerar g(j+l), 0(j+i) :: (l!(j+i),a(j+i),.8(j+i),p(j+i),a:o+n a2 +n)r como

segue

e gerar l!(j+i) = (zij+:), . . . , z(l+i))r, onde

Z(j+l) ., a.(Zela(j), B(j), P(j), a,(j) 0-2(j), Z) bs),

isto é,

,:o--u
« ( ;
{ :: lt, , . . , n.

+ gerar a(j+l) .. n-(al g(j+i) H(j) P(j) a2m, a2o), D.bs), isto é,

«''*:' - ~ ( ; J:b) ,
/3(J+i) - n-(01 l!(j+i), a(j+i), p(j), a:u, a2m, D.b:), isto é

P(i+i) - a-(PI :(J+i), a(.f+i), 0(j+i), o-:u, a2n D .;), isto é,

«''*:' - «' (C=3p; #3) ,

2b--i) n-la2l=0-PI) a0+i) [3(.j-ri) P(j+i) a2b), /).bs); isto é,

«:"'" - '' l{ *';~-- ;$'-s'*:' *'',:l

C-N «ã (XL: -l''':'x - -'''''ll,''-'-ül + À!?y . À«flT4
ã:l(ii;lP:íiílií:Íl;;ijj ' «lâ x::. ("l''''uy +À":'''
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e gerar

.(3(j+ i)

e gerar

6 gerar



8 gerar a2O n ,- a'(a21 =(j+i) a(j+t),Õ(.j+t) P(j+i) a2O+D, z).bs), iStO é,

Passo 2: Faça J = J + l e vá para o Passo l (até a convergência).

2.5.4 Implementação do algoritmo de Gibbs em blocos

Na seção anterior aplicamos o amostrador de Gibbs para amostrar da posteriori

P(ê, g l.Dob,) em (2.3.4), usando as distribuições condicionais completas em (2.5.9)

a (2.5.14). É importante notar entretanto que l! = (zi, . - . ,z.) aparec' 'm cada

uma das fórmulas de 2.5.9) a (2.5.14), o que signiÊca que existe uma considerável

dependência entre cada uma das componentes de ê e l! (e também entre as it-

erações), o que pode eventualmente prejudicar o desempenho desse algoritmo. Uma

alternativa nesse caso seria usar o algoritmo de Gibbs em blocos.

Nessa seção vamos utilizam' o algoritmo de Gibbs em blocos para amostrar de

P( ;g, PIZ)ob;) dada em (2.3.4). Para isso vamos considerar quatro grupos de compo"

nestes, {c!, p, lç}, {#}, {a:}, {o-2}, onde a distribuição conjunta a(a, p, i1l/3, cr:, o.2,

D.b,) é uma Normal de dimensão n+ 2 e portanto muito simples de ser amostrado já

que «-(a, p, Zl#, a:, a', D.b') = «'( gla, p, P, a:, a', .D.b;)"('-,plP, a:, a', -D.b;), onde

os fila, /3, p, o2, o2, Z).b,, para { :: 1, . . . , n, são condicionalmente independentes com

distribuição dada por (2.5.14), além disso, a distribuição conjunta de a, plP, a:, a'

D.b: é dada em (2.5.4). As componentes .a, a: e o2 são amostradas das distribuições

em (2.5.10), (2.5.12) e (2.5.13), respectivamente. Com essas informações podemos

implementar o algoritmo de Gibbs em blocos e a seguir damos os passos desse

algoritmo

--« 'v ..0--0 - 80--n.Çj-' 0V+E(X:-"l'-' U)'
A {-:l

-IG n+/;g+ã
2(j+t)a

Algoritmo de Gibbs em Blocos

A seguir damos os passos desse algoritmo para amostrar da distribuição conjunta
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p(p, glZ).b:) dada em (2.3.4).

Passo 0: escolher ê(o) ;: (Õ(o), a:n), o-2w))r e faça j = 0.

Passo 1: gerar (p(j+}), a(j+i), :(j+t))r conjuntamente da seguinte maneira:

© gerar p(j+i) ., 7r(plÕ(j) , a:h) , a2U , z.).bs) que é

«(g;ú), .«-.
«''' - :=ÇHU * i ,
«'', - -=Ç+#B ' ;

nPUa'''' jna:(}'(a:"' + '''''') - puas"'X] ]:!!P]:]].
' ::'' + a2''') + IXml)

onde IS(j)l - (#(j)ya2 )a:'') + Àa2 a:u +À(a2'D)2

(2.5.15)

(2.5.16)

e gerar a(j+-l) ., z(alP(j't'i), #(j), a:m , a2u , z).bs) que é a seguinte normal

onde IX(j)i é dada por (2.5.16),

e gerar as variáveis latentes Z(j+i) - (z: +l), . . . , z(l+i))r do seguinte modo:

gerar zlJ+t) ,., n-(%lP(j+i), a(J+i), H(j), a2U , a2m , z).bs), para

í = 1,2,. . . ,n, onde a-(lilp,a, /3, a:, a2, D.b;) é dada

por (2.5.14).

Passo 2: Gerar (.Bb':i).a2'''n,a:' ) como no algoritmo original de Gibbs da

subseção 2.5.2:

+ gerar .:3(J-FI) ,. a-(.C3lP(.Íti), a(J+l), a2'D a2m =(j+i), z).bs),

onde n([3lp,a, a:, a'. :: D.b;) é dada em(2.5.10),

., /'na2la: (y--.(3(j):V=)+a2m(:F--#(j)H(j+l))l- a E(j) . '2 '-'ÍÜi
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+ gerar a:o+u .. n-(a2jp(j+i), a(j+i), #(j+i), a2m, g(j+i), z).bs),

onde a(a:lp, cl, .6, a', g, -D.b:) é dada em(2.5.12),

8 gerar a2o+U ,- 7r(a2lp(j+i), c!(j+i), #(j+i), a:o+U z(j+i), z)obs),

onde a(a'lp, a, #, o3, l!, .D.b,) é dada em (2.5.13)

Passo 3: Fazer { = á + l e voltar para o passo l.

(2.5.20)

(2.5.21)

2.5.5 Implementação do algoritmo "modified collapsed
Gibbs"

Nesta subseção vamos utilizar o algoritmo "modiíied collapsed Gibbs" para amostrar

da distribuição p(@, jliDob,) dada em (2.3.4).

A idéia é num primeiro passo gerar (a, p), não de n'(a, pl#, a3, a2, g, l).bs), mas

de a(a, pl#, a:, o2, D.b,), onde g foi eliminado por integração (isto é,

n'(a, PI/3, a:, a2, .D.b;) = J'sç a'(Q, P, 2il#, a:, o'2, l).bs)d g) e num segundo passo gerar

( 11 , #, a3, a2) de a( g, #, a3, a2lc}, p, -D.b;), que pode ser feito por meio de um mini-

Gibbs utilizando as condicionais completas n( g lct, #, p, a:, a2, .D..;) , a(Pla, p, o:, a2, g,

Z).b:), n-(a:la, P, p, a', g, -D.b') e a(a:la, P, p, a3, Z, l).b.), dadas respectivamente

por(2.5.14),(2.5.10),(2.5.12) e(2.5.13)

Os passos do algoritmo "modified collapsed Gibbs" são os seguintes:

Passo 0: faça { :: 0, escolha (N(o), a:p) a2p)) e faça .j = ll

Passo 1: gere (a({+i), p({+1)) de a'(a, pl#({), a3u , a2u) do seguinte modo:

e gere #(i+l) de a'(pl#(i), a:U , a2n , .D.b;), onde r(pl.8, a2, a2, l).bs) é dada em

l2.5.5),

e gere a({+i) de n(alp(ã+i), i(i);al:(ü a2n Z) b;), onde n'(ülp,.g: a2, a2, z).b:) é

dada em (2.5.1)l
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Passo 2: gere ( :lj+i), /3lil-i), o-2.D O, aEll+')) de a'( lç, ./3, a:, ajlcE({+i), P(í+t), l).bs) da

seguinte maneira:

e gere :l;Ti) de n-( ! la({+i), P({+i), /3l;l , a:(j)' a(j) ' z)'bs) do seguinte modo:

gere z!:ll) de n-(zklcl(í+i), p(i+i) , /3l;l , a:.,) , a(j) ' Z)'bs) para k - 1, 2, . . . , n,

onde a-(=kla, p, /3, a:, a', D.b;) é dada em(2.5.14),

e gere #lli;i) de n-(Pla(i+i), p({+t), i1l;l'i) o.(.j)), a(.f)' z)'b:),

onde a(#la, p, :, a3, a', D.b:) é dada em (2.5.10),

e gere a:lll ') de a-(pala(í+t), P(í+i) , gÍ;l'i), Õlj;i), o-2S) , Z).t,'),

onde a(a:la, p,/3, a', :, -D.b;) é dada em (2.5.12)

e gere a?ll+n de n'(o-2la({+i), p({-Ft), :lll'l) Olá;i) a2:) '), ll)'bs),

onde n-(a'la, /3, p, a:, o', g, D.b;) é dada em (2.5.13)l

Passo 3: se .j < À', faça .j = .j + l e volte para o passo 2 (onde ]V é o número de

iterações do mini-Gibbs);

Passo 4: faça á { + l e volte para o passo l

Observações

1. A diferença entre o "grouped" e o "modi6ed collapsed Gibbs" para amostrar da

distribuição em (2.3.4) (quando apenas o vetou : é eliminado por integração)

é que no último utilizamos um mini-Gibbs nas componentes :, J, a: e a2

2. Uma outra maneira de implementar o algoritmo "modiâed collapsed Gibbs"

é no passo l amostrar apenas o vetor g, e não da distribuição n'( rlP, D.b:),

mas de n-( glD.b:) (onde g é eliminado integrando-se p(g, LIED.b:) em relação

a g) e no passo 2 amostra e de a'(gl g, D.b,). No primeiro passo aplicamos
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um mini-Gibbs até a convergência, utilizando para isso as distribuições condi-

cionais completas r(zílz(-i), Dob;), para i' 1, . . . , n, e no segundo passo apli-

camos outro mini-Gibbs até que convhja, utilizando para isso as condicionais

complet's "(al#,p, a:, a', g, .D.b;), «(Pla, p, a:, a', gl, -D.b'), ''(pl'-, #, a:, a',

g, O..,), «(a:la, P, P, a', g, -0..,) ' '''(a'la, 0, p, a:, g, D.»;).
Para obter a distribuição a( = 1-D.b;) precisamos integrar a posteriori conjunta

p(ê, g ID.u;) em relação a g = (a, #, p, a:, a?), para então obter as condicionais

completas n'(zilz(-i), D.b,) para i= 1, . . . , n

2.5.6 Implementação do algoritmo híbrido de Metropolis-
Hastings em Gibbs

Para amostrar da "posteriori baseada nos dados observados" , dada em (2.3.3), uti-

lizando o algoritmo de Metropolis-Hastings em Gibbs, devemos fazer inicialmente

as seguintes observações:

1. cl e p podem ser facilmente gerados da distribuição a(a, plP, a:, a2, z).b;) que

é Normal bivariada

«'(a, p10, a:, a', .O..;) "-(alp, #, a:, a', D.b;)"(pl#, a:, a', o.b:),

onde a'(alp, #, a:, a', Z).b:) é uma Normal dada em (2.5.1) e 'r(pl#, a3, a' , z).b;)

é uma Normal dada por (2.5.5).

2. A distribuição condicional completa à posteriori de N dada em (2.5.6) é pro-

porcional ao produto

onde o segundo fator é o núcleo de uma -N'(b, a2), onde ag é conhecido e

,:pi«,«,.:,.', o.-J - lxl-: "p l !;i©03:c' - 2.80)l

«(.al",p, «:, .:, .o.-;) " w:(.ol'-, p, a:, .', D..;) 'xp l-i4(õ - z'):

:<x



é uma função uniformemente limitada em .6, onde

C ::(X: - P): +2"i'':(X-i') +"#'(': +'') ,

e IXI a'a: + À.-'(a: + «:).

o - .-ã l«p.'P - «) + .-: }: X:X -- naX
i-!

lZ

e A distribuição condicional completa à posteriori de a:, dada em (2.5.7), é

proporcional ao produto

«-(a:lcl, g, p, a', -D.b;) ''( 'P2(o' I'x, Õ, p, o-', Z).b;).(o')'k''D exp l

onde o segundo favor é o núcleo de uma distribuição /G(c, d) e

onde IXI = o-:(Õ2a' + Àa') + À(a2)2. Além disso, V'2 é uma função uniforme-

mente limitada (em a:).

+ A distribuição condicional completa à posteriori de a2, dada em (2.5.8) pode

ser escrita como

«-(a:la, #, p, a:, D.b;) c'( V'3('l, Õ, p, a:, a', z).b:).(a')'U'P:+{) expÍ--;ã} ,

onde o segundo favor é o núcleo de uma /G(/ + gig) e

onde IEI = a21(p2a3 + Ào-3) + Àa21. Além disso, 03 é uniformemente limitada

jem a' )

A seguir apresentamos os passos do algoritmo híbrido de Nletropolis-Hastings

em Gibbs para esse problema.

@2(a:la, Õ, p, a', l).b;) = IXI'{ exp
-a: EZ::(X - a - .aX:)'

>:(X - a - .8P)' +À>: (X: -P)'
{-l {-lH ;Ü;(a , #, P, a: , a: , o.b:) H :.

Passos do Algoritmo de Metropolis-Hastings em Gibbs (para o caso parti

colar en] que T = 1)



Passo 0: Escolher P(o) ;: (P(o), a:m , a2p))r e faça .j ;: 0.

Passo 1: Gerar ê(i+t) - (a(i+i), p(á+i), P(i+t), a:('+o , a2o+o)r da seguinte maneira:

gerar (cl(j+i) , p(j+i)) conjuntamente do seguinte modo:

e gerar p(j+i) ,-r(plP(j), o':'D, a2m, D.b,) que é dada em (2.5 15) e (2.5.16)

e gerar a(j+l) ,..., 7r(alp(j+i), #(j) , a:m , a2m , .D.bs),

onde a(alp(j+i),P(j), a: a2 , D.b,) é dada em (2.5.17).

gerar #(J+i) ,.., x(Pla(j+i) , p(j+i) , a:m , a2m , z).b;) da seguinte maneira:

e gerar o candidato 0*(j+i) a partir de ]V(b, o'2) e U da U(0, 1),

© fazer

c!(/3*(j+l)lo(j)) = min 1 ; il

onde

@:(p*b'''Ula0-'D, P0+D, ..:'j' , .2"' , D.b;)

- IX*F$ .XP l-ã;iF:q«p*o-'-n'c -
@:(#M la0+U , P0+U , ,:'j' , a2"' )

- IXul-{ .XP I'ã;SEq«pu)'c' -

p*'''':n-ol

'''',«}

ande

c; - «â I':"' E(x. - «'''::D' + 2««''''':'«:"' a -
-t«(p'''' :'y(':"' + ''"')l,

« - «: [««''*:'«:''' ', . .''*:', * .:''' ($ *:*
X*l = (.E3*b-' D)'o'" a:''' + ,\o2"' (a:"' + o-'''')

XUI = (.JU):.:'".:''' + Àa:'''(a:"' + a:''').

Pb+:))

«.''*:':)]
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8 be u < a{,u'x'

í3(.Í+t) :; .d(J')

Gerar a:ü+' (orla(J+l), p(.f+i), .õ(j+i), a2'H : t).b;) do seguinte modo:

+ gerar um candidato a:''' ' a partir da /G(c, d) e gerar U «, U(0, 1),

e fazer

c-(a:'"' ''ia:''') = min
@:(.':'''*:'laU-' n, Pb+n, ..30+D, ,2''', D.b:) .

Ü2(a:"' laO-'-D, pO--n, J(.f+n, .2''' , D.t,;) ' '

faça í3(J+i) Í3*0 + i) "ncn ,--....traria fins,J ]a n ari

onde

Ü2(a:'''+:' lclb+'), poli), .(3b+i), o.2''), .[).b,) - IS*l'{ exp l

@,(a:"'jao+o, po-' o, ,8o-'-n, .'"' , D.b:) - IEI'{ exp I';ÍH ..41
Á - a«'''D - 8U' nX:)',

IX*l ''' ''l(#O'''n):a:'''+ À.-''''l+ À(a:"'):,

IXI - a:"'((#b''D)'a'''' + Àa:"') + À(a''''):

7Z

lZ

onde

e Se U < cl(o-2'o+ l 2m), faça a2o+n : 2-ü'') caso contrário faça

Gerar a2o+:) ., a.(o-2la(J+t), p(jtí), #(J+l), a2o+:) , /).bs) da seguinte forma:

e gerar um candidato a2'o+') da /G(/ + 1l g) e gerar U da U(0, 10),
e lazer

«.«:'":' '-«:«l l:l::l:::*''i"'*','.IT:l';;i::l'=;'; '1 ,

u-,(a''''':' lct'J-: n. .3u+:).FU+n: a:''-''. D.b;)

- G4*)-{«p( .r IEK-.''-'-u .j''--u.':''o)'-+À E(x. -.''-'-u)ll
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@;(a'"' laO+D, #O+U, pOçO , .2"''' , O.b;)

-G'0-: ."pl'X lilw ':'':' ''.':''''D'-'-ÀE(x:

..4* = (0O''Dya:"' :' + À«:"' '' + .Xa2'"'''

(.8U''Oya:'' ':' + À«:"':' + X«2"'

.':*:',l} ,

e se t/ < a(a2'ol'ula2u) faça a20+n ;: a2'b+OI caso contrário, o'2o+i)

Passo 2: Faça { = ã + l e volte ao passo l

Observação: Agrupando-se M componentes a e p (isto é, amostrandc-se conjun-

tamente a e p, ao invés de individualmente) ganha-se em termos de velocidade de

convergência do algoritmo.

2.6 0 modelo estrutural não identificável com par
ticular priori de componentes independentes

No modelo estrutwal Normal sem restrição de identificabilidade em (2.2.1), dado

pelas equações

0
0 )
P

L = a + B#i + ei,
e X{ = zi + uí, onde

e onde ê = la,.8,P,a:,a:, a:)r, acrescentamos a suposição à priori que a, J, p,

a:, a3 e a: são independentes, com Q «' V(a,a:), 5 - 'V(b,c'.3), p - 'V(m:c'i).

a: «, /G(c. d), a: «' /G(/, g) e a? -, /G(p, q), onde «, b, m. ali, alâ, ali, c, d, .f, g, p

e q são hiperparâmetros conhecidos

, Í = 1,2,...,n, (2.6 1)

Distribuição à posteriori baseada nos dados observados (Z).b;)
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A posteriori baseada nos dados observados sob esse modelo é dada por

p(êlD.b;) c( L(glD.b.)n(g), onde L(plD.b;) é dada por(2.1.4)

e «-(P) = «'(a).«-(.8).«-(p).«-(a:) «-(a?).«-(a:), isto é,

p(êlD.b;) 'x lxl'{ (o;)'k+D(a:)'M'"D(''')'b+n expl í3'a: + a:) :l{(x: -- ÉI)'

-2.'3«:EM-« +.-:) EH 'l/EXI

lxl - .8'.-:«: + «3': + ':"1Í
aã aã -P -r -u 'e. e---a -- e-:x -- !"-:i'e -- : -- l -- l

]Z

) (2 6.2)

(2.6.3)onde

Posteriori baseada nos dados completos (D)

P(gi-o.b.) = /. P(g, gl0.b;)d:

onde p(:, êl.D.b:) « L(glD)r(p) e Z(pi-O) é dada por (2.1.5) e T(0) = «'(a)«(P).

«-(p)«-(a:)«-(a:)«-(a.) , ou sej-,

p( ;ç, gl-D.b;) c( (o')'($:w:)(a:)'({t/tl)(a:)'({+'+1)expl
*ELd&:!# * E; kt:d * e!:e . U=# * b:!© * #

aÚ a o; ali a;i a;

Distribuições condicionais completas "baseadas nos dados observados"

Usando a posteriori ein (2.6.2) obtemos as condicionais completas uni\afiadas

de Q e de p que são Xornlais. a distribuição condicional completa conjunta de Q e

p (que também é Normal) e as distribuições condicionais completas uni'ç'ariadm de
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6, a3, a:, a? que são conhecidas apenas por seus núcleos. Essas distribuições são

apresentadas a seguir

+ .la,p,.':,'il,.:,.o.',
. , mal: la3(y- .8X) + a:(y- .8p)j +'iX l .

''"Ç '
.l:lxl \

naã (a: dali)+lE17 '
(2.6.5)

onde IXI é dada em (2.6.3),

+ pl«, Õ, a:, «:, a?, D.';

-~("p=;TEã4#; «ZIXI À
naZ(a? + .g:aj:) + IX17 '

(2.6.6)

onde IXI é dada em (2.6.3),

. «(«,p10, «:,«:,«:,-o..;)

«(«l.a, p, «: , .3 , «= , n..;)«'(plH, «: , a: , «:, -0...) ,

onde al,8, p, a:, a:, a:z).b; tem distr. dada por (2.6.5) e

Á-

r,B':, ':, «:, "..J - " lka' 1),.-'.
«' .:#' ( ': ) :

lna:(a: + a:) + IXll '

(2.6.7)

n(a! + #'ail) l
+ --= m

B 7'.dali) naalÍ lnali(y'(a: + a:) - .8a:X)
IEllnaã(a: + a:) + lxll

+ ajXjl
lxl

+ .

e IXI é dada por (2.6.3)

e «(.6la, p, «:, «:, .?, -o..,) x lxl %hr''' (2.6.8)

onde

a
«: [': $'*:

py -F 2npa:(X' P)+ nP'(a:+ ':) +lXI,

D .$ 1«p«'F «, * «: ($ *:* ««:)] * ' : ,

Ei é dada por (2.6.3)

+ «(«:l.,p '::«:: o.-;)

o( El-{(a2)'ü+:)expl
}

2

.: EL;: (X - a - .3X: )' + l2 6.0)
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onde lzl é dada em l.2.6.3),

«l«fila, P, ', ': , .: , 0.»:)

o(IEl-{(a:) (/+:)expj--5 l IX a '3p)' +2gll
onde IXI é dada por (2.6.3),

«(':l'-, Ó, P, ': , a: , o.b:)

o( IEl-{(o:)'('+')expj--lã l ?Ei'(X{ -- p)' + 2Çll

onde IXi é dada por (2.6.3)

e

8

(2.6.10)

(2.6.11)

Distribuições condicionais completas à posteriori "baseadas nos dados

completos"

Usando

completas:

. «(«l#, p, .:, "lÍ, «:, g , o..J - N (].eâi:i.Ç:ly.e#;;;1113;J , p.6.iu

(2.6.13)

. x(plc-,Õ,o-:,o:,o-:, g,Z).b,) é Normal dada em(2.5.11),(2.6.14)

+ n-(o-:la,.8,p,a:,a:, g, Z).b:) é Gama Invertida dada em(2.5.12),(2.6.15)

. «'«: ',",":,«:,;,".«,-''l;--'; i8',*, ,:*,1, ','«,

. «'«: ",«::.: ;,"..;,-,'l;*,; i$'" -,,,'*,1,':'«,

. ,'(r.la: 3,p: a:.a:: a:.-'.-0. o.b;) = «-(z:la, 3 Á':a::"::a:. o.b;)
ra:l.3a:(X-al+.Y:a:l+a:.-:p a:a:a: \

/''u ;V l : ;:' :

\ .-:«:.3: -t .f«: t .-?'E .-lÍ.-:.3'ta?«:-*'l?«:/
para i - 1 . . . . rl.

. «-(.8la,p,a:,a:,a?, .O.b:) - N' aã (EL: z:X-naz)+ba:. a?.-lâ \
ali E;::: «;? + a? ' aã E:;;: z?+a?7

(2 6 18)
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Implementação de Algoritmos

Podemos utilizar as distribuições condicionais completas acima para implementar

o algoritmo original de Gibbs, o Gibbs em blocos, o Nletropolis-Hastings em Gibbs

e o "Collapsed Gibbs" de forma totalmente semelhante à Seção 2.5.

2.7 0 modelo estrutural com particular priori própria
de componentes condicionalmente independentes

Nesta seção analisamos tanto o modelo Normal com a restrição de identi6cabilidade

a? = Àa:, onde À é conhecido, como também o modelo Normal sem restrições de

identiâcabihdade, usando em cada caso uma particular priori própria com compo-

nentes de !oração condicionalmente independentes .

2.7.1 O modelo com restrição de identificabilidade

No modelo estrutural dado pelas equações

X = a + Oz{ + e{,
Xi = z + ui, onde

onde ê = (a,.J,p, a:,a:)r e a? = Ào: - Ào' com ,X conhecido e acrescentamos a

suposição à priori que a.(@) = «-(ala:)a'(..3la:)a'(pla:)a'(o:)a(a:), (2.7.1)

-N
Ào-2 0 0

0 a2 0

0 0 a2

0
0 , ã - l,}
P

onde aja: «'.V(a, xã:a'), ..3la' «. .X'(b, Xg2o-:), pla: ,"- .V(m, 'ea:) e a: «, /G(z.'oi. Àoi),

o-2 -, .rG(P02, À02), onde a: b: m, Xlil , xã2, 'd, z/oi . p02, Ào! , À02 são os hiperparâmetros

conhecidos.

A escolha dessa priori baseou-se primeiramente na analogia com o modelo de

regressão clássico usem erros de medida em X) com priori conjugada. além do fato
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de que em muitas situações na prática é bastante

de locação dependem de parâmetros de escala.

Distribuição à posteriori, baseada nos dados observados

P(êl0.b:) « L(glD.b.)«'(P),

onde L(êlD.b;) é obtida de (2.1.4) quando fazemos a: = ,\o: e a2 = a2

Posteriori baseada nos dados completos (D)

P(êl-D.b:) - ./..; P( :, êlZ).b:)d:,

rrnlrl\./A\ . Tr,llr)\ X .l~+:,.}. J. ra l

razoável assumir que parâmetroszoave ]

5) qu

completas Kb&seadas dadosposterioricionais a. S nos

2

(2.7.2)

(2.7.3)

..J. {--. mosonde p(g, glD.b;) x
.2 \,,2 . ,,2ve u u vu v

T)i s=1- rihl lirÃnq rnnrli

observadosJ}

Usando a posteriori em (2.7.2) obtemos as seguintes (bstribuições:

e ckl.8, p, a:, a2, D.b, - Normal dada em (2.5.1), substituindo ali por Xgio21

e #lü, .a, a:, a2, D.t,; - Normal dada em (2.5.3) substituindo o-il por ra2o:l

. «-(a, pl.(3, aÍ, a', D.b;) = «-(a10, p, a:, a:, z).b:)«-(.í3lp: al:, a:, D.b:), onde

pl.õ, o2, o-2, D.b; tem distribuição dada em (2.5.5) substituindo ali por 7Ía: e

o; por XÕ] o'l

e ..3la, H. a2 a2: D.b; tem distribuição dada eln l2.5.6) substituindo a3 por Xli2a

e o:la: .3: p. au: D.b: tem distribuição dada em (2.3.7) substituindo c por z..'oi e d

por Àoi:
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e aula, 8,p, alÍ, D.b; tem distribuição dada em (2.5.8) substituindo / por z/oe e

g por À02.

Distribuições condicionais completas à posteriori "baseadas nos dados

completos"

Usando a posteriori em (2.7.3) obtemos as seguintes distribuições condicionais:

e cl10,p,a2,a2 z .D.b; «, Normal dada em (2.5.9) substituindo a. por Xgia2,

ou seja,

e .alce,p, a2, a2, =, .i).b, -" Normal dada em (2.5.10) substituindo alâ por xã2ae,

ou seja,

8 plcl,/3,a2, a2, z, l).b: ' Normal dada em (2.5.11) substituindo a: por ro2a2,

ou sela,

© a:la: J,#, aa, g, z).b;) '"- Gama Invertida dada em (2.5.12) substituindo c por

z/oi e d por Àoi;

e aula: ..3: p, a:, g, Z).b; «. Gama Invertida dada em (2.5.13) substituindo ./' por

p02 e g por À021

e J'.la: .J: #. a;: o-2. r(-.)T l).bs v Normal dada em l2.3.14).

Implementação de algoritmos
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Utilizando as distribuições condicionais completas à posteriori obtidas acima,

podemos implementar os algoritmos de Gibbs, "grouped Gibbs" . "collapsed Gibbs" e

N-letropolis em Gibbs (para amostrar da posteriori) , de forma totalmente semelhante

à qPT' ;in 9 .R

2.7.2 O modelo sem restrições de identificabilidade

No modelo estrutural

X = a + Ozí + e{,
X{ = ={ + ui,

onde

} )1;11-«1111;1Tfãll ,-:
onde ê = (a, ,í?, p, o:, a:, o-:)r, acrescentamos a suposição à priori sobre P que

n,

«(ê) «(al a:) «-(#la:) «-(pl a:) «-(.:) «-(a:) «-(a3) ,

onde ala: '"- N(a, xã:a?), /3la: .- .V(b, Xg:a?), pla: -, N(m, da:), a: «. /G(«o:, ,\o] ),

ali - /G'(«o,. Ào:), .-? - -rG(«OS, Ào').

Distribuição à posteriori

A posteriori bmeada nos dados observados, então é dada por

P(Pl-0.,b:) x -L(gi .b:)«'(P), (2.7.4)

onde L(gl-D.b:) é dado por (2.1.4) e a(g) é dada acinte.

A posteriori "baseada nos dados completos" (D) é dada por

P(ê D.b;) -./. P(g.É?l .b;ld

onde L(11 D) é dada ein l2.1.S) e n-(g) é dada acima.

(2.í sl
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Distribuições condicionais completas à posteriori baseadas nos dados ob-

servados

Usando a posteriori em (2.7.4) , obtemos as seguintes distribuições condicionais:

e al.a, p, a:, alÍ, a:, .D.b. ' Normal dada por (2.6.5), substituindo a: por laia?l

e pla, ,8, a:, ali, a:, .D.b; ' Normal dada por (2.6.6), substituindo ai por rga:l

. «'(a,pl#, a:, a:, l).b;) = «'(alP, p, a3, a', -D.b,)r(.Ol#, a:, a:, -D.b:), onde

pl.a, a:, a:, a?, z).b; ' Normal dada por (2.6.7), substituindo ai por roça: e a.

por bóia:l

e /3la, p, a3, a:, o-?, D.b; tem distribuição dada por (2.6.8), substituindo ali por

X62aÍ ;

© a: la, #, /.l, a:, a?, D.b; tem distribuição dada por (2.6.9), substituindo c por poi

e d por Àoll

8 alisa, #, p, a:, o'?, z).b; tem distribuição dada por (2.6.10), substituindo .f por

u02 e g por À02;

© o?la,#, p, a:, ali, D.b; tem distribuição dada por (2.6.11), substituindo p por

p03 e q por Àos.

Distribuições condicionais completas à posteriori "baseada nos dados

completos", (1))

t;sendo a posteriori en] (2.7.3) obtemos as seguintes distribuições condicionais

completas:
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+ alõ,p, a:,o-:,aE2 z /) bs Normal dada em (2.6.12), substituindo a: por

XÕio;, ou sela,

'« l"*;:=iE' *'; J$1 ;
e .[3la,p, a:,o'lÍ,a?, :,.D.b; ' Normal dada em (2.6.13), substituindo aS por

Xg2a:, isto é,

N. rxã:(E:::';:E :;"ar):l:J: . xãl'c l
'' \ xã:EL:z?+l ' À:ã,E=:;:,?+i7'

e pla, .8, a3, a?, g, D.b; '"' Normal dada em (2.6.14), substituindo ali por 'do':,

isto é,

« (q=; JL)
e a:la, 8,p, alÍ, a:, g, D.b, .- Gama Invertida dada em (2.6.15), substituindo c

por I'oi e d por Àoi, isto é,

*« *iâ'«
+ a:lct, .8, p, a:, ag, gl, D.b; N Gama Invertida dada em (2.6.16), substituindo /

por L'02 e g por X02, isto é,

{$'*: ':**«1;
+ o:la, .l3, p, o!: o-lÍ, g, z).b; ' Gama Invertida dada em (2.6.17), substituindo p

por b'03 e q por À03, isto éT

}$'" '-:':**«1;
e .z:,la. .3.p.a;.ol::a?..r( .): D.b; ' \orinal dada por(2.6.181, para í l :n,
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Implementação de algoritmos

Para amostrar da posteriori, podemos utilizar as distribuições condicionais com-

pletas acima para implementar os algoritmos de Gibbs, "grouped Gibbs" , "collapsed

Gibbs" e }vlletropolis-Hastings de forma semelhante à Seção 2.5.

2.8 Estabelecimento das condições para a existência
da distribuição à posteriori sob diferentes es-
colhas de prioris impróprias

Nesta seção investigamos se a distribuição à posteriori sob o modelo estrutural

normal é própria quando escolhemos um conjunto específico de prioris impróprias,

tanto no caso com restrição como nocaso sem restrição de identificabilidade. O obje-

tivo é estabelecer restrições sobre o tamanho da amostra e sobre os hiperparâmetros

dessas prioris para que as correspondentes distribuições à posteriori sejam próprias.

Obviamente, é importante verificar se a posteriori é própria para que se possa

fazer inferência. Sabemos que o uso de priori imprópria tem sido alvo de críticas por

violar o "Princípio da Coerência" na estatística bayesiana, mas sabemos também

que nem sempre uma priori própria é garantia de bons resultados. Por exemplo,

é muito comum (quando não temos "muita informação" à priori) escolhermos uma

distribuição à priori própria com variância grande (ou seja, uma "priori própria

vaga"), como por exemplo a distribuição n(a:) cx (a2)'('+:) expl:#}, com l#l bem

pequeno, em 'ç'ez da distribuição imprópria n(a2) c( (a2)'('+:) (que é o limite da

distribuição acima quando .i --, 0). Sobre esse tipo de problema: Berger (2000) faz a

seguinte afirmação: "... A noção comum de que é mais seguro ou mais garantido (em

termos de desempenho) usar uma priori "vaga' do que uma priori imprópria (pelo

fato de que teoricamente a posteriori é própria no primeiro caso) é simplesmente
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errada" . O autor comenta esse problema apresentando um exemplo em que o uso

de uma priori vaga pode levar a resultados absurdos.

2.8.1 Condições necessárias e suficientes no caso do modelo
estruturalidentificável

O modelo
X = cl -b Pz{ + e{,
Xi=lí+u{,

; 1, 2, . . . , n} é o conjunto dos dados observados (Z).b;),

, n]. : dados latentes,

1, . . . , n} : erros aleatórios

(2 8 1)

onde X: ,X)r, Í

{zí, { = 1,

{ (':, «: )', {

{

Com a suposição

e com a restrição de identificabilidade a: :: Ágil e a: = a2 com À conhecido.

O =Íg =(a,.B,P,a3, o')r : ct,#,p C ]R e a:,a: € ]R+}, onde O é o espaço

paramétrico.

i.i.d. , ! = 1,...,n,
0

0 l

P

Distribuição à priori para 0

Nessa subseção apresentamos quatro modelos de distribuição à priori imprópria não

infornaativas e parcialmente informativ'as. As posteriores obtidas dessas prioris é que

serão avaliadas quanto à existência.

Nesses modelos as distribuições à priori n'(@) são da forma

«(g) «-( a) ,-( .3) ,'(HI ,'l a:) ,-( .':l ,

onde as "marginais' de a. .3. p. a: e a2 são dadas a seguir



Modelo 1: a(a) c( 1; 'r(/3) 'x l; "(p) c( 1; a(a:) c' (a:)'h':nexp{

c,d > 0 e a(a') c((a')'(/+Uexp{ $}, onde .f,g > 0(isto é, o: -. /G(c,d) e

a' -. IGÇj: g».

N'lodelo 2: «'(a) « 1; «'(/3) « 1; «-(É') « l; «(a:) K (a:)'', , > 0 e «'(a') -, /G(/,g)

(esta priori coincide com a do modelo l quando c = r -- l e d = 0).

Nlodelo 3: «-(a) « 1; «(.6) « 1; «'(p) « l; ,(a:) «' /G(',d); «-(a') .: (a')''

(coincide com a priori do modelo l quando .f = s -- l e g = 0).

h,modelo 4: «(a) « l; «(#) N l; «'(p) « l; «-(a3) « (a:)'', , > 0 e «'(a:) « (a:)'',

s > 0 (é idêntica à priori do modelo l quando c = r -- 1, / = s -- 1, d = 0 e

g = o).

A escolha dos modelos acima baseou-se em alguns argumentos que daremos a

seguir e principalmente na analogia com o modelo linear sem erros nm variáveis.

Um resultado bastante conhecido demonstrado por Berger (1980) é que se uma

variável aleatória z tem densidade da forma /(zla) = ./'(z -- 0) (ou seja, se 0 é um

parâmetro de locação), então a priori de 0 deve ser uniforme no domínio de variação

de 0 para que ela seja invariante sob transformação de locação (isto é, sob trans-

formação da forma y = z+c, onde c é uma constante)l portanto, se --oo < 0 < oo, a

priori "não informativa" para 0 é dado por n(a) o( 1, 0 C ]R. Segundo Carlin e Louis

(2000) , embora a distribuição uniforme na reta seja imprópria, inferência bayesiana

ainda pode ser feita se a distribuição à posteriori correspondente for própria. Berger

j1985) demonstrou também que se a2 é um parâmetro de escala então a priori de

a2 deve ser da forma n(a2) x $ para ser invariante sob transformação de escala (e

portanto a priori "não informativa': para o' > 0 é dada por n(a2) x l (que nesse

caso é também imprópria)).

54



Segundo Carlin e Louis (2000) e Berger (1980) quando o modelo tem simultanea-

mente um parâmetro de locação 0 e outro de escala a2, o procedimento mais simples

comumente usado para obter priori "não informati'ç'a" é considerar independência à

priori entre esses parâmetros (embora a rigor o conceito de independência está reser-

vado apenm para as distribuições próprias) e tomar a priori a(0, a2) como o produto

das distribuições de a e de a2 separadamente. Assim, a priori não informativa nesse

caso é dada por n(0, a) c( ! (que é imprópria quando a € ]R ou o2 C R,+).

No modelo linear Normal sem erros nas covariáveis, da forma E = /3i + 02 2 +

+ .í3kzi:{ com e{ --, N(0, a2), { = 1,2, . . . , n independentes, temos que a2 é um

parâmetro de escala e .(3 = 1 1 l é um "parâmetro de locação num sentido mais
\... l)t }

amplo" (jú que a verossimilhança pode ser escrita como

podemos ver que g é um parâmetro de locação da distribuição de .[3). Nesse caso, a

distribuição à priori não informativa seria dada por

«(g, ') - p( a)p(':) " É'

Nesse modelo, a priori (não informativa) de Jeffreys, que é a raiz quadrada do

determinante da matriz de informação de Fisher, é dada por

n-(i.a2) o( t . a2 > 0.
la2) $-:

Xo caso do modelo \ornlal com erros nas ç'aria'ç'eis a priori de Jearel's não pode

ser obtida pois a matriz de informação de Fisher não pode ser obtida analiticamente

(len)brando que para a análise das condições de existência da posteriori é llecessário

ter a expressão analítica da priori)

Z.( .g, a'ly) x («-Q-F (V rlXT g g)exp -áS'2

a2

2
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Segundo Carlin e Louis (2000), a obtenção da priori de Jeflreys no caso multi-

dimensional pode ser impraticável especialmente quando a dimensão do problema

é alta e um procedimento bastante usado na prática é tomar o produto das dis-

tribuições de cada componente. Segundo os autores, esse procedimento é freqüente-

mente justificado com base no argumento de que a idéia de ignorância é consistente

com a idéia de independência (embora numa distribuição imprópria a noção formal

de independência não se aplica por não se tratar de uma distribuição de probabili-

dade).

As prioris para o modelo com erros nas variáveis, dados pelos modelos de l a

4 do início da seção, foram construídos levand(>se em conta os argumentos acima.

Para todos os quatro modelos, a priori conjunta a-(p) é tomada como o produto

das distribuições de cada componente; além disso, fizemos analogia com os modelos

lineares sem erros nas variáveis considerando a e /3 como "parâmetros de locação"

num sentido mais amplo. Como p é claramente um parâmetro de locação, tomamos

para a, /i e p a priori não informativa uniforme na reta. Para as componentes

de escala a2 e a2 atribuímos ou a distribuição Gama Invertida com os respectivos

parâmetros, ou então as distribuições impr(5prias não informativas n'(o2) c( l

para a: e a'(a2) o( l para ae, onde os hiperparâmetros r e s são escolhidos de tal

modo que a posteriori seja própria, com isso quisemos dar uma certa flexibilidade na

escolha. Em cada um dos teoremas nas próximas subseções obtemos os intervalos

dos possíveis 'calores desses hiperparâmetros.

Achamos que vale a pena notar ainda que as distribuições impróprias l e

ii l podem ser pensadas como sendo o limite, respectiç'ainente, das distribuições

/G(c:d) e /G(/,g) quando d e g --, 0 e r = c+ l e s =/ + 1.

\'ale a pena também notar que o 'grau de informação' das prioris dos modelos

propostos no início, vai diminuindo quando passamos do modelo l para os modelos
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2, 3 e 4. No modelo 1, as componentes o-: e a2 tem distribuição própria (e portanto

informativas para valores convenientes dos hiperparâmetrosl, já no modelo 4 essas

duas componentes tem distribuição não informativa.

Observação: Usamos o termo "priori não informativa" várias vezes no texto acima

A seguir apresentamos esse conceito como é conhecido na literatura.

Segundo Box e Tido (1973), uma priori não informativa (sobre 0) não é aquela

que representa ignorância total (sobre 0) mm a que representa uma situação em

que o conhecimento à priori(sobre 0) é pequeno relativamente ao conhecimento (ou

informação) que se espera obter dos dadosl em outras palavras, a-(0) é uma priori

não informativa se ela tem um impacto mínimo na distribuição à posteriori de 0

(ou ainda, que a verossimilhança domina sobre n'(0)). Na literatura existem vários

métodos com o objetivo de construir priores com essas características. Uma possível

maneira de expressar essa idéia segundo Box e Tido (1973), é dizer que a'(0) não

favorece nenhum valor de 0 em especial. Assim, as seguintes distribuições, a(0) = :,

0 C {01, . . . , 0.}, n'(0) = il, a < 0 < b, e a distribuição imprópria a-(0) (x 1, 0 c ]R,

seriam exemplos de priores não informativas (Box e Tiao expressam este estado de

indiferença com prioris localmente uniformes). Essa maneira de definir uma priori

não informativa é bastante questionada pelo fato de que priores uniformes não são

invariantes sob reparametrizações. Uma saída para remediar o problema é tratar

cada problema como um problema diferente e assim procurar a reparametrização que

seja mais adequada para o particular problema que se está estudando: e somente

então aí aplicar uma priori uniforme nesta escala (para mais detalhes sobre este

assullto ver Box e Tido: 1973. página 23 e 24).

Pode-se também argumentar por exemplo que uma "boa priori não informati'ta'

não deveria ser afetada cluando se usa diferentes parailletiizações do mesmo inod-



elo. Na literatura temos a conhecida priori de Jefh'eys que é invariante sob trans-

formações (ou reparametrizações) bijetoras. Outro exemplo é o caso das famílias

de distribuições com parâmetros de locação (ou de escala); nesse caso uma priori

"não informativa razoál,,el" deveria ser invariante sob transformações de locação

(ou escala) nos dados. Berger (1980) demonstra que a distribuição à priori de um

pal'âmetro de locação com essa característica deve ser do tipo a'(a) c( l e a priori de

um parâmetro de escala que seja invariante sob transformação de escala nos dados

deve ser do tipo a-(a') c( $.

Outro tipo de priori, que está relacionada bem de perto com o conceito de priori

não informativa é a chamada "priori de referência" (ver Kass e Wasserman, 1996, e

Bernarda, 1979).

Distribuição à posteriori

Seja p(êlZ).bs) a distribuição a posteriori de P e, portanto,

P(êl.0.b;) a z.(glD.,b;)«'(p);

onde L(plz).bs) é a função de verossimilhança e a'(É) é a distribuição à priori de ê.

Nosso objetivo é encontrar as condições necessárias e suficientes para que a pos-

teriori seja própria, isto é, L J.,(OID.b;)a'(#)dg < oo, onde

-2,3«: E(X - a - 0#)(X: - p) + (a: + a') E(X - '- - 3p)' l l
O problema é que, independentemente da escolha de a'(g), o cálculo da integral

Jo -L(êlDob:)a'(g)dê é muito complicado. Para contornar o problema "reintroduzi

mos" as variáveis latentes : = (=i. . . . . l.)r escrevendo a posteriori colho

Z.(êl-D.b;) '': ÍÓã;1;2 -f À«3a2 + À(a'yl"/' 'xP
(#'.': + Àa') }:(X: - P)'

{-1

p(êlD.b. ) :-* ;: ;..*«."ç:: ;\-..a* ; * 1: 'ç.\n«çü' ;.
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L( OIU) é a verossimilhança para os dados completos, dada por

UI ) K 1( n:.:i'"/'.,.,l lx::::H---:6'i +n::w --«:)

+xL-(": dTI'l

onde

e portanto

p(glD.b,)dê x/./ Z.,(gim"'(g)d:dê.e '''' ' '' Je J S

Esta última integral é muito mais tratável do que a anterior e, portanto, ela será

utilizada para demonstrar a existência da posteriori.

Mais à frente enunciámos e demonstramos os teoremas que estabelecem as condições

necessárias e suficientes para a existência das posteriores que correspondem às pri-

ores especiÊcadas anteriormente. Entretanto, antes disso iremos demonstrar um

lema cujo resultado será muito útil nas demonstrações.

Lema 2 8.! $e :Pxl é um Deter de p compareates, então

< oa se e sol?zt? te se À < P,'

e

'{ gcw':ll g li <e.}

rb {gcn":n:lt::,.} IZ IÀdZ <oo+À>P
, onde ll :ll é a norma Euclideana de g.

Demonstração do caso (a): Se p = 1: a demonstração é trivial.

podemos usar a seguinte mudança de coordenadas: g = r d , onde

sen l0i)sen(#2)sen(03) . sen(0.-3)sen(0.-2)sen(0.-1)
sen(0:)sen l02)sen(03) sen(0, 3)sen(0.-2) cos(0.-:)
sen(f?:)sen(02)sen(03) . . . sen(0.-31 cos(é?. 2)

self(0:)sen (02)sen(03) . . cos(0,-3)

Se p ? 2

e

sen (0:)sen (é?2) cos(03 )
seio (01) cosl02)
cos101)
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Esta transformação é uma generalização da chamada "transtormaçao em "coor-

denadas esféricas" (quando p = 2 temos a transformação em coordenadas polares e

quando p = 3 a transformação em coordenadas esféricas). E fácil ver que ll d ll = l

e o valor absoluto do jacobiano da transformação é

JI = rp':jsenp-'0lsenp''02 ' - . sen :0,-21. Portanto,

11 11< 11 zll

/'/ . . :-írp'ijsenp'20isenp'302 . sen iOp.2jdodr
0 JO=tê=(0i,...,Op-:):0<ai<27r} r" '

/o .Z)=lê=(oi,...,op-:):o<oi<2r} 7'À'P'n jsenp'20i - . . sen iOp.2jdodr

[l=tê=(0i,...,Op--);0<0j<27r} jsenp'20i . . sen iOp.2jdo .J]) ;x.p+] dr ,

que é finita se se somente se À -- p + 1 < 1, ou seja, À < p. (Note que a integral em

O é finita já que a função no integrando é limitada e o domínio de integração O é

um conjunto limitado.)

A demonstração do Lema 2.8.1(b) é semelhante

Teorema 2.8.2 .4 condição necessáha e su$ciente para a ezásfêncãa da distübuãção

à posterior do modelo NoT"mal em (2.8.1) com phod dada por vÇÊ) x vl.aaz)TI.aZ ):

onde a!; -.. IGÇc.d] e a'l N iGÇj. gb, é q'ue n Z 3 (arde n é o tamanho da amostra).

Demonstração: Primeiramente devemos calcular a integral

opl.g\0.b:'ldg l:lopl,g. :\D.b:) :dl!:

onde p(ê, :lD.,b;) c( L(plD)n'(P) e depois veri6car sob que condições ela é finita.

A distribuição conjunta à posteriori de p e g, p(P, 1l-D.b;). sob o modelo do

Teorema 2.8.2 é

EL::(};-':- .3r.)' . E:;::(X. -;,): . E::;:(Z, -P):ll
Àa2 ' a2 ' o: IJ

p(p. :ll).b;) x (o3)''{ P'-'-:)(o-')'r"P/-Fn exp

l .d ..,
À'=

-b



Integrando inicialmente esta função em relação a a; temos que (ver seção 2.8 do

Apêndice A)

r p(ê, giD.b.)dcl c'( (a2)'(}+'+{)(a2) ("+/'F') exp I'$ 1;} + :{
+>:;1:-(x -- 'Ü + =Lil11{.:.41F + E=:- (X - a:':): - "ly - ,nyl 'l

' ": ' «: ' À'' JJ

(2.8.2)

A seguir, integramos em relação p (ver Apêndice A, seção 2.8), obtendo

p(g, glD.b;)dcld# 'x (o')'({+'+{)(a')'("+/tà) exp l--i l;} + :{

+E];!Éb.:!# + EZ:- (X - ,o''::)' - "(]' - .m): + =;.Ç11.:!F] 'l
' .: ' À«' ' .-: JJ

(2.8.3)

A seguir, integramos em relação a 0 (ver seção 2.8 do Apêndice A),

/'" / p(ê, g ID.»,)dadpd# .'(a:)'q'''-'-{)('')'("' O(S-)'{

IB .+.. !g + EL: (x: - ":)' + 81 + svvs- - s:*l 'l
1.? ' .-' ' .: ' .: ' À.-'s- JI'

(2.8.4)

onde S. = E:;;:(:: -- 1)', Srr = EZ;::(X -- y)', S,r = E::::(z: -- E)(X -- }').

Agora, integrando com relação a o2 (ver seção 2.8 do Apêndice A),

/l p(g, l .b;)dadpd#da:x
( 0-2) ' ("+/)

s/,(2a + s-) ':â'

.*- { -; [;q# ' '4b&n * 3] }
(2 8 5)

Filaaimente, integrando com respeito a a2 (ver seção 2.8 do Apêndice A), obtemos

" lx lx lx l ptQ' l\O.t,:~lda p .3da:da' (2 8.6)

SÀ(2d + S-l'::;lf:a IZ:(.Vi -- r.): t ís»','s..-s''') + 2gl
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Portanto, a integral

. pl.g\0.b:)dg = 1.1. p(Q, :\D.u:)dgd

'; (S-){ (2d + S-)':#:2 (E;::(X: - ":)' + el:=1:1i::S' + 2g)

onde != 1 l l,S-=EL:(".--7y,Srr-EZ;:(X--7)' e
\. ]c« }

S,v = E=:::(z: -- l)(X -- y).
Notemos que para n = 1, = = z!, S,.,: :; 0 e S,:v. =

integrando não está definido, qualquer que seja zi € ]R.

O cálculo dessa integra! fica mais simples se, por exemplo, no lugar da soma de

quadrados S- = E=:i (z{ -- E)2 tivermos uma soma de quadrados do tipo E{ z?. Isso

pode ser conseguido por meio de uma mudança de variáveis do tipo :l - .f/ 11 , onde

à -à .. . . ... '

1 ; 1 e .H.x. ::
.. #; i j -\; : ::: :

l
n+/

0, Vzl € ]R e, portanto, or

Ü

-Íd g, (2 8.7)

(n-- l)

'nÍn -- l}

(2.8.8)

onde a matriz .H é conhecida como a matriz de Helmert (Searle, 1971), que é

ortogonal e está definida para n 2 2 .A transformação g: n .H Z é uma rotação de

: l« .m. bidim";i«'l, p" "'"'i., H - l "«(o) cos(a)) l «d. 0 - t)
Xo novo espaço (rotacionado), os dados observados :F«xi e y«xi são represen'

Lados: respecti'lamente. por ê =HXe
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Observação: No nosso contexto usaremos a notação k para representar tanto o

ponto (b] , . . . , b.)T ( no espaço n-dimensional) como ao vetar i; (onde ê; pode ser rep-

resentado geometricamente pelo segmento orientado que passa pela origem e tem

extremidade no ponto (bl, . . . , b.)T). Da mesma forma, g e ç podem representar

tanto pontos como vetores mas a notação Z, c' é reservada apenas para vetores.

No novo espaço as quantidades S-, SVV, S:r e Ei.:(Xí -- z{)2, que aparecem na

integral (2.8.7), são iguais a E:=: z?, El=' c?, El=: zici e X;:J (bi--z{)'+(

respectivamente. A justificativa segue mais abaixo.

./;T :.)

J ustihcativa

S-=EL:z'= '' '~ = gTg--i(lr!)',onde g=HTz(jáque
e .r] é ortogonal). Assim,

Z

S.: = FRUI z.

;) .. -."-«.

l
-- :-( z"H!)' z " z -- !(:rH l )',

' ' n- -' '

onde JÍ ].

n l 'n--].

s- - E ;? - =(«'i;-)' - E ;f
='i ' n' ' =i

Semelhantemente,

EL:X): y-'y'
' ' n' -'

onde y = HTç (pois ç = Xy). Portanto,

Dyy
]T

Ç ' Ç ç; "x ! )' - E '? - !(H..),
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lã.mbém, semeibantemente,

ELt11E;:t-b. .«v i)(}''"i)n ' ' n-- -'-- -'

lí({"x!)(ç'-Hi) - i" ç; -
( ~m.« )( ~6a. )

S,r

.,'T H HI C --
-. XX AA --

Finalmente,

E(x: - ,:)'
{-1

(J - Z)'(.J- g)(HTê -Hrã)"(#'b

(ê - z)'HH"(ê - e) :)''(ê - g)

\2
l \vn. "n/ }

á-l
.:)'

{-1

onde

'.-ü, .âl:ll-«:
Portanto

2

n. n -- ].

}:(x: - «:)' - }:(z,: - ;:y + («ix - '«y
e-1 {-1

Agora vamos chamar de :l. (ou ã) o vetor formado pela n -- l primeiras com-

ponentes de :«xl = -HZ (isto é, g, = Ág, onde .A é a matriz formada pelas n -- l

primeiras linhas da matriz -H). Analogamente, vamos chamar de êx (ou õx) e de

ç r (ou ÕP) os vetores formados pelas primeiras n -- l componentes dos vetores ê e

É , respectivamente. Então,

s- ll', srr ll çrll'

Finalmente,

lZ

( ê x -- z,)"( b x -- e:)+( vGX--;.)'

/n--l \

S:« z:'. l (g:Çr):
onde ã.ÕÇ é o produto escalar (ou produto interno) dos vetores d e &', ou seja,

ã.õ? = 11411.iliiyll coso. onde 0 é o ângulo entre .a e ã,. Portanto,

s,;sr} --s:,. llÊ.ll'llcrll:-- IÉJcr): lli.ll'llç;rll' -- ll:;ll'llçrll:cosmo
ÀS,: í:ll2 Àli ;i.ll:



11 ç rll'(sen :o)
À

quando ;l, #: p.

Portanto, a quantidade !3:!.lll:l:-Ç-=ll:-:-l-Ê=!i!!E está bem definida para z : / 0
Àll :,ll* ' '' ' '

e não depende de ll ii:ll mas sim do ângulo 0 entre 4 e (iÇ. Além disso, ela assume

-,dores maiores ou iguais a zero, atingindo o zero se e somente se 0 = 0 (isto é,

quando os vetores 4 e õ} forem linearmente dependentes).

Finalmente, o Jacobiano da transformação é l e, portanto, a integral em (2.8.7)

éigual a

rzq:a'"]ll g,, ll ( ll ll2+ 2a) 'P lil € ,- ê x ll' + ]-J;l!;!!n2 t2g+ (va .7- :«):l @/'' -=
(2.8.9)

Para obter a integral dessa função, fazemos primeiramente a integração em

relação à variável z« (com o objetivo de eliminar z«), isto é, calculamos a seguinte

integral:

' ll e,11(11 :,112 + 2d)'%a lii g:- kx ll2 +]!D]Ç:!Z2+(viiX'-;.)'+2glW/' -"
(2.8.10)

l

}

Fazendo

kt = ll g:ll(ll :,ll2 + 2d)'::#:i e k2 = ll g: - bxll' + !!:!Jl-i-- + 2g,

temos que k2 > 0 (mesmo quando g = 0), pois as duas primeiras parcelas nunca se

anulam simultaneamente, como veremos no Teorema 2.8.4

Assim, a integral em l2.8.10) torna-se igual a

/.. 1«, , '" '''' '"/ J A k;+/- ./ .:; Tilil'll:ii::;lil;n:í'i;,:

' iii?:ín y- 'C-l''ti;iÊ=? « '''- ':« H 8 iUl \ VK2 / 1
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Com a mudança de variável u = ,,m , a última expressão em (2.8.11) torna-
l fm 1 . . fm l

se igual a i,IÀ, ./-- -ÍÍ:i:-;;jÍ;:rifa-du, onde .[ tÍ:if zz .-+/' du é finita se e
somente se 2(n + ./' -- 1) > 1, isto é,

(2.8.12)

Portanto, a integra! em (2.8.10) é proporcional a ----:;+7-?, ou seja, ela é propor-
r.i.-,n nl à fnnpãn

f(z:) = ' --:-v, (2.8.13)
11 g,ll 111 g,ll2 + 2d'jJÍ:l 111 e, - êxll' + EIÉJ=lEl1=2 + 2çl""'i ' ~ '

onde d e g são positivos. Portanto,

.pçg\D.b:)dg ''' Jz::\e:.m"-:\fç!.~ldz\dz....d'« l = 1, .fç!.)ae:.

Note que a função /( g,) em (2.8.13) é contínua e possui uma singularidade no

ponto il, = g . Esta singularidade pode ser tratada particionando-se a região de

integração Z, em dois conjuntos RI e n2, onde

{ !, c m"': : ll Ê,ll < f} e R2 = { z, € m"': : ll g,11 2 e},

com E suâcientemente pequeno

Avaliação da integral de .f( g:) na região nl

É fácil ver que em RI a integral de /( êl,) é finita se e somente se n > 2. t'ma

forma de ver isso é notar primeiramente que nessa região o termo lllz,ll2 + 2al, no

denominador de ./'( e:), é "dominado" pela constante positiva 2d. isto é. satisfaz a

desigualdade 2d $ 1l :i;ll2 + 2d $ 2d+:2 e portanto para f pequeno, liz:ll2 + 2d H 2d

listo é. para s ''' 0 lou li {;ll --* 0 ), temos que ll ::ll2 + 2d --, 2d). Da mesma forma.

o termo lli :; -- b.xll2 + ----r-- + 2gl é -dominado" por uma constante positiva.
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pois

lilóxll-;l: $ 1il:.ll-llbxlll:$il:.- kxll

$(11,;11 + 11Qxll)' $(f+llQxll)'

eportanto

!"& lli;: ';.il' *- !'-Ó}W -'- :,l - n ê.*n:'
11 ç Vlj2sen 20

onde llóxll ?0, À ?0egéumaconstantepositiva.

Portanto, a integral /R. /( ã,)d gl, é finita se e somente se /n: TrÉ=Íd :l. < m

Nuas, pelo Lema 2.8.1(a), a integral /n: Í l dz, é finita se e somente se 1 < n-

isto é, n > 2

+2g,

1 ,

Avaliação da integral de /( g.) na região R2

Para analisar a integral de /( g.:) na região n2 vamos particionar essa região em

dois subconjuntos:

/?2a ;: { gl= C ]Rn'l $ 1l ,ll < k} e R2ó { gl, € ]R"': 11 :.11 ? k},

onde k é escolhido suficientemente grande.

Na região R2. a integral .fa,. .f( gl: jd g . é finita pois /( g.) é uma função limitada

e o conjunto R2. também é limitado. Na região R2ó, a função /( :1,) é limitada,

porém R2z, não é um conjunto limitado, entretanto a quantidade ll :,ll2 domina os

termos llli:li2+2al e liig:-- Q.xll2+ l * +2gl nodenominadorde./le.) e

portanto a integral

4:"/( í:)d:; < " + .Á i ::ll'-'-zc'l::lz*:(«-./-{)dí: '

Portanto. Jn:. ./( 1;,)dz- collverge se e somente se 1+ 2í" ':' 'D +2(nt/ -- {) > n -- l.

isto é. In +/ + c > 1). o que é garantido pelo Lellla 2.8.1(b)
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E fácil ver que na região Beó o termo lll ;i,ll2 + 2al é dominado por ll z.:ll2, pois

nessa região vale a desigualdade

k2 < ll z:ll' < Fila,ll: + 2dl

e, portanto, para k suficientemente grande, 111 Z,ll2 + 2al = ll gl,ll2, isto é, para

k --, oo, + ll z.,ll --, oo e portanto JJ!:nm(ll ii,ll' + 2d) - i;-. ll ;i,ll'
Analogamente, é simples verificar que na região -R2Ó o termo

lllii,-- bxll2+ x+2gl édominadopor llil=ll2.

Finalmente, analisando-se simultaneamente todas as regiões Rt , R2. e .R2Ó simul-

taneamente (levando em conta também a desigualdade em (2.8.12)), concluímos que

/O p(êlZ)ob;)dê é finita se e somente se 7z > 2 e n + / + c > 1, isto é, a posteriori é

própria em O se e somente se n ? 3. H

Teorema 2.8.3 Á condição necessáüa e su$cáente para a eãstêncáa da dásíhbuíção

à postehod do modelo NoT'ma! em (2.8.1) com phoh dada por (Q) u l.aaz)vÇaz),

onde n(a:) oc (a:)'', r > 0, e o-' «... /G(.f, g), é gue 0 < r < à e n ? 2.

Demonstração: Para demonstrar esse teorema podemos aproveitar os cálculos obti-

dos na demonstração do Teorema 2.8.2, já que a distribuição a priori especificada

nesse teorema coincide com a priori do Teorema 2.8.2 quando substituímos os hiper-

parâmetros c e d, respectivamente, por (r -- 1) e zero.

Portanto, a integral em O da distribuição à posteriori

'.«ç'\"..a'. - l:/.,u, ,\"..a«:«; « l:ll,'u\n«w''';
.A: {:l;cm«-:lg(e,)dg:,

onde

g( g ;)
l

l ::ll:'-zü';:::2: lil :. - êxll: +
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' :-Í-=-, (2.8 14)
ll::ll"--:'-: lit:,- bxll2 -rl-g.:JÇ:!n:e+2,l"'''/ ' ~ '''

Note que a função g( :,) foi obtida a partir de .f( g:.) dada em (2.8.13) substi-

tuindo-se c por r -- l e d por zero e assumindo que a desigualdade em (2.8.12) é

válida.

Para demonstrar esse teorema particionamos a região de integração Z, da mesma

forma que no Teorema 2.8.2, e o objetivo é encontrar as condições para que a integral

Jz, g( ::)(i e, seja finita.

Avaliação da integral na região Ri

Na região Ri a integral .fx. g(gl.)de. é finita se e somente se /n: iÍ : dg:

for finita (pois o termo lii:. -- k.v l2+ À +2gl que aparece no denomi-
nador, é dominado por uma constante positiva (como vimos na demonstração do Teo-

rema 2.8.2). Portanto, a integral em Ri é finita se e somente se 0 < r < li(pois pelo

Lema2.8.1 aintegral /a: l d11. convergeseesomenteserz+2r--2 < n--l).

Avaliação da integral na região R2

Na região R2. não existe problema pois g( il,) é limitada e R2. é limitado. Em

R2Z, a integral /R:bg(êl:)de: converge se e somente se /n,ó l dz=

convergir (pois ll :i,ll2 dominaotermo lil gl, -- bxll2 + À +2gl que aparece

no denominador como já discutimos na demonstração do Teorema 2.8.2. Portanto,

pelo Lema 2.8.1(b), a integral em R2ó é finita se e somente se n+2r--2+2lrz+/--:) >

n - 1; isto é, n t .f + r > 2.

Observação: Se n = 1. a integral

.L ,ui"..J"e - .L.. I':.. p': - «n' ' e::sç=ü
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jque é igual a (2.8.7) quando substituímos c por (r -- 1), d por zero, n por 1, a-

por S:.:: , S,r por S,.yl e STV por SV y ) está bem definida e é 6nita se e somente

se / = 0 e 0 < r < : (pois S::,: e S,:r são nulos para todo zi € ]R). Entretanto,

por hipótese, / é positivo e portanto n deve ser necessariamente maior ou igual a 2.

Analisando todos esses resultados simultaneamente, concluímos que a condição

necessária e suficiente para a existência da posteriori é que n 2 2 e 0 < r < {. H

são tãneav"mente independentes (isto é, pelo menos um ponto ÇXi,Y.) não é colineür

com os demais) e que as componentes de 8i, bem como as de y, não são todas iguais.

E«ta. se . dásthb«ãção à phoh é d.d. p- «'(ê) (a:)l(a2), - ' a: «. /G'(c, d)

e a(a') oc (a:)'', c, d, s > 0, a cardação necessáüa e sa$cãente para que a posteho

do modelo Nov"ma! em (2.8.1) seja própha é que n Z 3.

demonstração desse teorema é muito semelhante à do Teorema

a

Teorema 2.8.4 Suponhamos gue os uetores de dados ly = ey =

AstraçãoDemos

2.8.5.

Teorema 2.8.5 Suponha que :F e y sâo Jãnea7'mente ándependenfes e as campo

utentes, tanto de $ como de y, não são todas iguais. ETltão, se a disthbuição

â pho«ã é d.d« po, «(e) (a3)«'(a:), -d' «(a:) « (a:)'' e '''(a') " (a')'',

com r, s > QI a condição necessáha e su$ciente para que a postehoh do modelo em

r2.8.],1 seja própha é que n + r + s > 3 e 0 < r < {.
Demonstração: Seja p(êll).b;) a distribuição a posteriori. A integral em O de

p(êll).bs) é dada por

'.--.\-..;)«- - /:l.«l;: .\o..d',«; '* 1;1. u\u«çü''';

li'lii;:,];-: 1 !. -- b xll' -t l.C:Jl;:!ü t (v'XX - ;.):l"''''' ":
l
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Essa integral foi obtida substituindo-se na integral em (2.8.9) as constantes c por

(r -- 1), d por zero, / por (s -- 1) e g por zero.

Para estudar essa integral, primeiramente fazemos a integração em relação à z.,

ou seja, calculamos

lil :. - bx ll' + ls-l:l:!Ü + («=X - '«)'l"

Fazendo agorak= ll;i: -- óxll2+ À , aintegralem z. acimaé igual a

- 1

l-m(k+(..,mX -- z.)')"+'-: d;".

Nuas como k é positivo, já que os termos llii.. -- óxll2 e À não se anulam

simultaneamente (como justmcaremos mais adiante), então

oo l

[w (l + U')"+'-:(it',

onde .ll=., tÍ:F;ilt=:i-;:7du < oo se e somente se 2(n + s -- 2) > 1, isto é, n + s > ; (que

é igual à desigualdade em (2.8.12) quando substituímos / por (s -- l)).
oo l

Assumindo que n + s > B então .L. lji; -F (V'iiX --. z.)2l"-r'-,dz« é proporcional

a --:-:---Í e portantok"+''í

4,p(glo.':)dê " .L: " : ll ,ii".''-:lil! - l?xl'+ndl;-2l"-'-.-$'i;;
/tl z:)d z:. onde

-.« l.k +- (~Õ'X- z«y'l«-*,.2dz« ' 'i3;;;:ã J-.
« * ("$r)'

:dz«

}

z,

-ãdz.n-F 2r

ll !:ll'--:'-' lit !; - êxll'+ na'««"l"'-i
Note que h( =,) é contínua e possui uma única singularidade na origem je outras

duas singularidades removíveis). Para a'ç'aliar quais as condições em que a integral

l
h( i:) (2 8 15)
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/m«-: h( {,)d g:. converge, particionamos a região de integração em vários subcon

juntos. A Figura 2.0 ilustra essa partição para o caso n = 3.

A seguir definimos as partições da região de integração:

ni = {:, € ]R"'l : ll ii,ll < fi}, onde fi é suficientemente pequeno, por

exemp[o, ci = 1 io (]Ri é a bola de centro na origem e raio Ei e isola a

singularidade na origem);

R3 = { :, c ]R"'' l z,ll ? kl;

R2 = { gl, c ]R"'t : fi $ 1l ii.ll $ k}, onde k é suficientemente grande, por

exemplo, k = 2ll kxll. Esta região é particionada ainda em três sub-regiões,

/?2a7 /?2b e -r?2c, que definimos a seguir:

R2. ;; R2n&/, onde M é a região compreendida entre as regas s e t da Figura 2.0.

As retas s e f passam pela origem e formam um ângulo 0. com êÇ, onde 0. é

escolhido suâcientemente pequeno (por exemplo, 0. = p/lO, onde p é o ângulo entre

ã} e bX). Portanto, a região À/ pode ser escrita como

M = { :1: = (zí, . . . , z..:)T € 1R"':l êl, e ÕP formam um ângulo 0 menor do que

0.

A região R2Ó é a bola de centro em êx e raio c2,

R2ó = { :1, c ]R"': : ll gl. kxll < ;:},

onde: :2 é fixado arbitrariamente, tão pequeno quanto se queira, por exemplo, f2 =

min {L io órb.'í',)-a(P,')} , onde

d( ê x. r) é a distância perpendicular do ponto ê x à reta r, ou seja, d( ê x: r) =

HtÍiil;fÍa onde b.x x it = jjbxjjsenp listo é. Z)x x õy é o produto vetorial de óx
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P é o ponto de interseção de duas retro: a rega s e a rega perpendicular a r

que passa pelo ponto kxi

d(P, ,) distância perpendicular do ponto P à reta r, d(F', r) llo»xã,i
llzril

Finalmente, a região R2. é a região complementar, isto é, B2. = R2 n (R2. U R2ó)

É importante observar que os ''.'etores bx e çr são distintos do vetar nulo, pois

pela hipótese do Teorema 2.8.5, os vetores IX. e y não têm todas as componentes

iguais (lembrando que kx .A # e çr :: .4 }', onde Á é formada pela primeiras

l linha da matriz de Helmert definida em (2.8.8))

O ângulo p entre bx e & é diferente de zero pois por hipótese X e y são

linearmente independentes

@

8

Figura 2.0: Região de integração da distribuição à posteriori no Teorema 2.8.4
quando n = 3. Os vetores observados óx e ãÇ são representados pelos segmen-
tos orientados que passam pela origem e tem extremidades nos pontos ê.x =
jbl , . . . : b..:)T e ç }' = lci, . . . : c..:)r respectivalllente. O ângulo forlalado por dx e
&, é ,,p. A neta r passa pela origem e tem a direção de ã,. Cada unia das netas s e
f forma un] ângulo é?. com a reta r
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AVALIAÇÃO DA INTEGRAL DE h( ã.) NA REGIÃO Ri (onde h( :1,) é dada em

(2.8.15))

Na região .R. o termo lll:i, -- êxll'+ ]L , l no denominador de h(g:) é

dominadopor lllêxll2+ À 1, que épositivo. Desato

(llêxll-c:)' $ 111â:,ll - llê.*lll' $ 11Z,- hall' $(11g,ll+llêxily $(11êxll+ :y

e, portanto, para é:i suficientemente pequeno, ll kxll2 = ll gl, -- b xll2. Note que em-

bora JL À possa ser nulo, ll óxll2 é diferente de zero pela hipótese do Teorema

2.8.4e,portanto,llbxll2+ À >0.

Portanto, JP: h( ;1,)d Z, é finita se e somente se /R: IÍE=ilÍ;;:;;:!d e, convergir. Pelo

Lema 2.8.1 esta integral converge se e somente se n+2r--2 < n-- 1, isto é, 0 < r < l

AVALIAÇÃO DA INTEGRAL NA REGIÃO R2.

Nessa região a função h( z.,) é limitada e portanto a integral /n,. h( e,)d il. é

finita já que o domínio de integração R2. é um conjunto limitado. E fácil ver que

h( e:) é limitada pois nessa região vale a desigualdade

o $ 1.s.di112 . Et ç«ll'*«:o;

(pelo fato que o ângulo 0 entre ZI e ÕP é menor que a.) e, além disso, quando

2, € R2. então :l: C B2 e :, g n2ó e, portanto, as seguintes desigualdades também

são válidas:

ci $ 1l g;ll < k e ;: $ 1l ã: êxll: S(lli.ll+ llêxlly $(k+ llêxll):

isso implica que

k'-'2''2llk+llêxil)2t À l"+''. ;i,)s;: i::i' ''
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AVALIAÇÃO DAINTEGRALEN{R2ó

Nessa região a integral .rn,. /t( ::)d :: também é finita pois /z( :,) é limitada e

R2Õ é um conjunto limitado. Aqui também é simples verificar que h( :1.) é limitada

pois quando :: C R2ó, então g. C R2 e g, g R2. e, portanto. valem as seguintes

desigualdades:

':: ;: «* . bü:o:bóia qr
Além disso, vale que 0 < ll ã: -- b xll < f2 e portanto

' ---- < h( z,)

k"+:''' lc8 ilÉ-ÜEj"+'-i -- ' --'
2sen 20c ] n'Fs

AVALIAÇÃO DAINTEGRALENIR2.

Nesta região também a integral /n:. h(:1.)dÊ: é finita pois a função h( Ê,) é

limitada e R2. é limitada. De fato, se z.. € R2., então jl, C R2 n R2. n /Üb e valem

as seguintes desigualdades:

ci $11i.ll<k, ijçrlj'sen'o. < jjçrjj'sen:0 < çd

e c2 $ 1i :- -- êxll $(k+ ilkxli) e portanto

A( g,) $

A:«-*:'-: l(k+il êxlly+l-g-'-Ü::'2l-''; ' ' ' ;«*:'-: l.B+
AVALIAÇÃO DAINTEGRAL Ehln3

l

Ein R3 a função h( e;) é limitada, mas a região de integração não é um conjunto

limitado. entretanto, o termo lli Ê, -- l?xll2 + 1 * 1 do denominador de h(;1,)

é dominado por l €1l 2. (De fato: para k suficientemente grande. por exemplo

2ll b.v 1. x'ale que ll óxll < 2 e portanto valem m desigualdades

Ç:(+)':' ;; - '* ,::[ ;; .*'
75

$ (1í ;;l lll : : l c}.jj2sen 2P+
À



então, para k suficientemente grande, ij:iiE = lllz,-- bxjj2+ À 1, isto é,

p"' k ' " :' 11;,11 - ''':' + Jlnml-Zj# - ,llU, lltz, - êxll' + l..Eal:"al.)
Portanto, a integral

l
Á;

dz z'
n+s-- g!xll'+n+2r--2ll , ll Z 2 À

é finita se e somente se /Ra ..n+2r 2+2(n-h--#)dzl é finita. Nuas Isso ocorre se e

somente se n -t 2r -- 2 + 2(n + s -- 8) > n -- 1, isto é, n + r + s > 3.

Z

Conclusão da demonstração:

Analisando.-se simultaneamente todas essas informações, concluímos que a condição

necessária e suâciente para que a posteriori no Teorema 2.8.5 seja própria é que

0 <r < ien +r+s > 3. H

2.8.2 Condições necessárias e suficientes no caso do modelo
não identiâcável

E fato conhecido que mesmo um modelo não identücável com priori imprópria

pode ter posteriori própria (Gelfand e Safou, 1999, e Erickson, 1989). Nessa seção

discutimos a existência da posteriori do modelo estrutural normal sem restrições de

identificabihdade sob diferentes escolhas de prioris impróprias

Na seção 2.6 definimos o modelo

X = Q + .8zi + e{
e Xí = #i + ei,

(2.8.16)

Ollde
0
0

}

e O = {ê('-,J,É'.a:,alÍ,a?)rl, a,J,p € 1Re a:,a:,a: € ]R,''}.

A distribuição à posteriori. baseada nos dados completos 10) é dada por

pl.g\0.b:'l - l pÇQ: :\0.b:)d: - 1. Ltg\0)TÇg'ld:.
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onde É(plZ)) é dada por (2.1.5) e n-(g) é a distribuição à priori de e.

As prioris consideradas nessa seção serão da forma n-(g) = rl::. n-(!i). Ollde n-(a),

n-(,8) e n(p) são proporcionais a 1, a! «.. /G(p, q) e as componentes a: e a: podendo

ter distribuição própria ou imprópria de acordo com os teoremas abaixo.

A seguir apresentamos teoremas que garantem posteriori própria para quatro

diferentes distribuições à priori.

Teoremas

Teorema 2.8.6 No modelo NoTmat com en'os nas vaüáueis, dado em (2.8.16), e

"m püoü «-(e) a «-(a:)«-(a')«-('?), .nd' a: -- /G'(',d), .-: - .rG(/,g) . a: «'

IG(p.qh, a condição Ttecessáüü e su$ciente para Q e:úsl,êncta da poster'ioü cone-

spandeníe é que n ? 3.

Demonstração: A integral da posteriori no espaço paramétrico O é

1,-ç,\".-â«. - l.l:..,u, '\"..a« :«,

- l,l.pÇ:'e\o.»baga! x l*l.LU\m«t d d: ÇZ.8.''-D

'/= Jiã:l2.z -F s 1':%;' l2g + x=::: (x: - ":l:l {''/ l2ç + g::!iil:g:-:l $,.... d :,

onde S:. = EL:(": -- T):, Svr = E:::(X -- y)', S:r = E=::::(1: -- T)(X -- }').

Usando a transformação que alada(g, X, y) associa( il, 11 , ç;)=(Hg, H #, Hy),
onde H é definida em (2.8.8), a integral acima torna-se igual a

C-n" i/{ l=.lll2a -p ll e:1121':+' l2g t ll ã: - êxll: t(~''iX' - :,:)'ltt'r
l2q + lç: ,jjesen20jltP ilcl:.

onde 1;;: Q.x e ç y são os vetores fonnados pela prinleirm n -- l coinpoilentes dos

vetores ;. 1: e ç. respecti'lamente: e 1l = (:1.:2....:z.l =( ;1;. z«l.
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Agora, eliminando z. por integração e assumindo que a desigualdade (n+2/ > 1)

é válida, temos que a integral acima é proporcional a

C:-m. : i/{ll ::lllua+ ll g,1121':ãal2g + ll z, -
l2ç+ ll çrjl2sen 20j#+p'ild gl,.(2.8.18)

Para analisar essa integral, particionamos Z, da mesma forma que no Teorema

2.8.2, e assim temos que

Na região -Ri = { ã, € Z,l ll ii,ll < f}, ela converge se e somente se a integral

L. l ;izll d e, < oo, isto é, n ? 3. Na região complementar, a integral converge se e
somente se 1 + > n -- 1, isto é, sempre.

Analisando simultaneamente todas as informações, concluímos que a posteriori

é própria se e somente se n 2 3. H

Teorema 2.8.7 No modelo No,,7}aZ em r .8.JÓJ e cam phoü n(P) « «'(.-:)«-(ali).

,'(a?), onde ,'(a:) « (a:)'', « > 0, alÍ «., .rG(/,g) e a? «' .rG(p,q), . cardação

necessáha e su$ciente para a ehstência da postedoh correspondente é que Q < r < li

e n + 2(r + /) > 2.

Demonstração: Substituindo-se d por zero e c por r l em (2.8.18), temos que

p(gj-O..:)dg « (2.8.i9)

d z,.
Z:=Rn'i Zz n+2r 2g+ ll ZI -- bxll2llÊZZ'll2q+ llcrlj2sen20j2+P-i'='

Para analisar essa integral particionamos Z, da mesma forma que no Teo

2.8.3 e assim temos que:

Na região Ri = { gl: C Z:l ll ;i;ll < !}, ela converge se e somente se n + 2r -- 2 <

rz -- 1. isto é. 0 < r < 4.

Xa região complementar. ela coil','erre se e somente se ,z t 2r -- 2 ': 2 ( : )>
n -- 1. isto é. n + 2(r + /) > 2

e
l
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Analisando simultaneamente essas informações, concluímos que a posteriori é

própria se e somente se 0 < r < 1 e n + 2(r + .f) > 2. H

Teorema 2.8.8 No modelo Nov'mal com erros nas uaháteis dado em (2.8.16) e

"m p-i.«i «-(ê) x «'(a:)x('lÍ)«-(a:), o«de a: «., /G(c,d), «-(«:) :* (ali)'' ' a: «'

IGÇp. q), onde # e Y são lineamtente independentes e as componentes de .X, bem

como as de Y, não são todas iguais, então a condição necessáha e su$ciente para

que a postehoà seja própüa é que n ? 3 e 0 < s < 1.

Demonstração: A demonstração é bastante parecida com a do Teorema 2.8.9 a

seguir. Por este motivo a omitimos. H

Teorema 2.8.9 No modelo NoT"ma! com em'os nas tlaüáueis dado em (2.8.16) e

c.«'' p"{.ü p«« ê d.d« p« «(g) « «-(a:)«-(«li)r(a:), .,,d' «(a:) x (a:)'', «(a:) u

(a«)'', «-(a:) «, -rG(P,q), o«de } ' y 'ão {in««mente ãnd'pena'nfe' e 's como'-

mentes de $, bem como as de y, não são todas iguais, então Q condição necessáha

e su/icÍente para que a postehoü seja própüa é que n + 2(r + s) > 4, 0 < r < 11

0<s < l

Demonstração: Substituindo d e g por zero, c por r -- l e / por s -- l em (2.8.17),

temos que

(2.8.20)

Integrando a função dentro do sinal de integração em (2.8.20), com relação a z.:

obtemos a função

/ P(êlD.b;)dOx / - '
'' '' s;;' (x: -«:)'1':%:' 2q + s-ss''s:*

p!!.:; d g

ll ::ll'-'l2q+llç.,jj'se«:ol'#lll Ê;-- êx F)'#J " lt+(X'?''))'''""



Agora, fazendo u = ÍÍ]É?'x-z- , a integral

d;« êxll

1: -* üf:BÜ') ''
o«d'/.tlÍ l d"<"s'esome«teses('Jqd) >1,istoé,n+2.>3

(notemos que a função il -+.. t llL.aa-2 só não está definida num único ponto u quando
:l, = k x e, portanto, não traz problemas para a integral de Riemann).

Portanto, a integral em (2.8.20) é proporcional a

Z= ll Z=lln+27'-2lil Z= -- bxllln+2a-3l2q + ll çvjl2sen201 2

Para analisar essa integral, particionamos a região de integração Z, nas regiões:

l

l

l
du

It + «2)':%;::

.d z,.

Bi = {Ê, € ]R"'l : ll ii,ll < gi} para ci suficientemente pequeno (por exemplo,

;: - !f),
ne = { {, € ]R" 1 : ci $ 1l ;i.,ll < k}, onde k é suficientemente grande (por exemplo,

k 2ll êxll),
R2. :: {:l: c n2 : llZ, -- óxll < r2}, onde f2 é suficientemente pequeno (por

exemplo, f2=ll'"'10 ),
R3 € R,"': : ll g,il ? k}.

Em Ri, a integral é finita se e somente se n + 2r -- 2 < n -- 1, isto é, 0 < r < i.

Em R3, ela é finita se e somente se n + 2r -- 2 + n + 2s -- 3 > n -- 1, isto é

n + 2(r + s) > 4.

Em nu., fazendo-se a transformação g = :1, -- êx, a integral acima é propor-

cion.al a

lyn<, li y + êxll'+''-:lyl"+2,-3dy.
que é íiilita se e somente se n + 2s -- 3 < n -- 1. isto é: 0 < s < l
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Em R2 n R$., a integral é finita pois a função dentro do sinal de integração é

limitada e o domínio de integraç ao n2 n a8. é um conjunto limitado.

Analisando simultaneamente todas essas informações, concluímos que a posteri-

oriéprópriaseesomentese0<r< i, n+2(r+s)>4e0<s<1. H

Observação 1: As condições para a existência da posteriori nos modelos com e sem

restrição de identificabilidade são bem distintas (principalmente entre os teoremas

2.8.4 e 2.8.8 e entre os teoremas 2.8.5 e 2.8.9)

Observação 2: Os modelos dessa seção apresentam dois problemas distintos:

envolvem uma verossimilhança não identiâcável e incorporam prioris impróprias.

Embora tenhamos conseguido provar a existência das posterioris a partir de certas

prioris impróprias, ainda há o problema da falta de identificabilidade que pode

acarretar em falha na convergência do algoritmo de Gibbs especialmente porque a

priori é pouco informativa. (Na seção 2.12, entretanto, exibimos um conjunto de

dados onde aparentemente não ocorre problema de convergência do algoritmo de

Gibbs, onde este foi baseado no modelo não identificável com priori praticamente

não informativa).

2.9 Estimação do modelo

Para estimar os parâmetros do modelo, podemos usar vários estimadores que corres-

pondem a diferentes funções de perda. É fato bastante conhecido que tomandc-se

a função perda quadrático. o est.amador de Bayes de r(g), que é o estimador que

millilniza a perda esperada com relação à distribuição à posteriori( isto é: o estimador

que minimiza o risco à posteriori) é a média da distribuição de r(g). No caso da

função perda ser igual ao desvio absoluto, o estimador de Bal'es é a mediana da

posteriori e no caso da função perda 0-1 é a moda da posteriori.

Xos exemplos de aplicação vamos apresentar não somente as estilllatix'as pontuais
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da média, mediana, quantas e variância da posteriori de cada um dos parâmetros,

como também os intervalos de credibilidade de comprimento mínimo para cada

parâmetro (que coincidem com os intervalos "Highest Posterior Density" , ou HPD,

quando as distribuições forem unimodais). Além das estimativas pontuais e por

intervalo, vamos apresentar também as estimativas das densidades marginais à pos-

teriori de cada um dos parâmetros do modelo.

Partindo do pressuposto que os (T -- Zo) vetores de observações gerados pelo

algoritmo À'lCNIC (onde Zo = "bum in period" ) podem ser considerados como uma

amostra da distribuição à posteriori que desejamos analisar, então as medidas acima

podem ser usadas para fazer inferência sobre essa posteriori.

Se tivermos gerado m cadeias paralelas, podemos utilizar essa informação na

estimação. Na tabela abaixo apresentamos o diagrama dm observações provenientes

de m cadeira paralelas geradas por um algoritmo N{CMC

No caso, por exemplo, do modelo estrutural com restrição de identiâcabilidade

a? = Àa2 = ,\a2, ê:j) é igual a (a(j), .8jj), P(J), o.11)), crês)). Assim, por exemplo, uma

estimati''.'a simples da média e variância da posteriori de a, é dada por

Ê(«fn.-J - ;l7:l:zo ' "ld,
l m T

Va(-ln.-;) - «., E, (olD-Ê(«ID...))'
e uma estimativa simples da densidade marginal à posteriori de a é obtida fazendc-se

uin histograma com os 'L'dores aÍj): í . 1, . . . , m, .j ' To, . . . : T
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Observação 1: No modelo estrutural com restrição de identificabilidade ajÍ

Ào-2, a densidade condicional completa à posteriori de a, n(cvl/3, H. a2, o-2, g. l).b:) é

conhecida (e tem esperança e variância finita) dada em (2.5.9) por

al.8,p,a..a2, g,l)..; ,- .V(H, 1?), onde

":L:=:«":,.-.''-iÊ ,
À.2«2e B

nazi + Àa2

Então a média da distribuição marginal de a, E(alD.t,;), pode ser estimada pelo

método de Monte Carão por

" E.:E Z('-lolD,PIP,«:lÍI, «?''', Zí'', o.».)-;iÍfÇ?U Eiin: 'j
Analogamente, a variância, Var (cill).b;), pode ser estimada por

,h $,{. «'" *«h $,i:'":",'
onde

2

rrl131.:- "T7r', , «-. ?íl? - : E-íí?,,
Àa2(j) a2

Rali + Àa?'''

Esses estimadores são conhecidos como "estímadores Rao.-Biackwelizados"

Usando o mesmo raciocínio, estima-se a própria densidade marginal de a por

l m T

»('*0.b:l- - .L }: >: --laljlD.PI ,aU,,a2';' :lH.0...),
' '' \' ' u / {::l .j=Totl

onde

--lol.3lD : «:l:l. «?, {l?l) - 7;b= «p l 'libn'«
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Observação 2: As distribuições marginais à posteriori dos parâmetros ©, p, a:

e a2 no modelo estrutural dado em (2.3.1), bem como suas médias e variâncias

podem ser estimadas de forma análoga à descrita na Observação 1, utilizando-se

respectivamente as condicionais completas dadas em (2.5.9) a (2.5.13).

Observação 3: Para estimar a variância, por exemplo, de -Ê(al.D.b:), utilizando

uma única e longa cadeia de comprimento 7' -- To, podemos formar n grupos de

k = {!-:::gD observações e calcular al,a2, . . . ,a., onde a{ é a média amostrar do

á-ésimo grupo (k deve ser suÊcientemente grande de tal modo que a autocorrelação

amostral obtida com bme nos aí é bem pequena, digamos menor que 0,1). Nesse

caso, um estimador de Var (.a(al-D.b;)) é dado por

;;Í;;!:-D )l:(a{ -- a)', onde a = 1 l:a
Outro estimador (proposto por Kass et al., 1998) é dado por

andes:- }l, ?j:(l:bl:llL-- e .ESSA ]V ,ondept(cv)éa
autocorrelação no lag k para o parâmetro a (que pode ser estimada usando as

autocorrelações amostrais a partir dos dados gerados da cadeia. A série EE;: »k(a)

é aproximada desprezando-se todos os termos a partir do ko + l-ésimo termo, quando

iPk.(a)l < 0, 1).

As variâncias das médias dos demais parâmetros do modelo podem ser estimadas

da mesma forma

2

2.10 Avaliação do ajuste e análise de sensibilidade

Na subseção 2. 10. 1 analisamos a sensibilidade na estimação da média dos parâmetros

do modelo estrutural a diferentes -,'dores do hiperparâmetro À. onde À = olÍ/a:, e
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na sação 2.10.2 avaliamos a qualidade do ajuste

2.10.1 Sensibilidade do modelo a diferentes valores da razão
das variâncias residuais

No modelo estrutural Normal com restrição de identi6cabilidade o? -: dali, a con-

stante À é tratada como hiperparâmetro conhecido, e é importante fazer uma avalia-

ção da sensibilidade na estimação dos parâmetros quando diferentes valores de À são

fixados. Nesse trabalho limitamo-nos apenas a uma análise exploratória, constru-

indo gráficos das médias amostrais de cada parâmetro em função de À mantendo

todos os demais parâmetros fixados ( isto é, variando apenas o valor de À, onde

À > 0) e usando amostras da posteriori obtidas por exemplo por algum método

NICl\4C. Na seção 2. 12 esse procedimento é ilustrado por meio de um exemplo com

dados simulados. Um estudo mais completo sobre esse tópico deve ser conduzido

futuramente.

2.10.2 Avaliação da qualidade do ajuste

Após ajustarmos o modelo aos dados devemos verificam- se esse ajuste é adequado,

isto é, se o modelo é compatível com os dados. A literatura bayesiana sobre o assunto

é bem vasta e muitas das técnicas de diagnóstico utilizam a distribuição preditiva à

posteriori de alguma forma, por exemplo, comparando os dados observados com os

dados simulados pela priori preditiva (já que se o modelo está bem ajustados esses

dois conjuntos de dados de'ç'em se msemelha') l um exemplo é o conjunto de técnicas

denominado "posterior preditive cliecks" (Gelman et al., 1997, cap. 6). Outra

possibilidade também é estudar os resíduos baseados na diferença entre os valores

obter'gados e os valores previstos a partir da posteriori predito'ç'a. Para uma bre'ç'e

apresentação dm técnicas de diagnóstico mais conhecida: ver Carlin e Louis (20001.

Chefe et a1. 12000). Gelman et al. (1997). Outras referências muito importantes são
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Spiegelhalter et al. (2002) e o relatório técnico de Dey e h'laiti(2002).

Nesse capítulo vamos nos restringir somente ao cálculo da densidade condicional

preditiva de validação cruzada e dos resíduos de validação cruzada para o modelo

estrutural Normal.

Observação: Convém lembrar entretanto que além da avaliação da qualidade do

ajuste ou adequação do modelo ( "internal checking") onde são utilizadas medi-

das de diagnóstico para veriâcar se o modelo é compatível com os dados, isto é,

se o modelo se ajusta adequadamente aos dados, é importante também avaliar o

efeito nas inferências quando diferentes modelos alternativos são utilizados para

o mesmo problema ("external checking") como por exemplo modelos com difer-

entes prioris, diferentes hiperparâmetros, diferentes verossimilhanças, diferentes es-

truturas hierárquicas, etc., já que esses modelos podem estar igualmente bem ajus-

tados mas nos levarem a diferentes conclusões .

(a) Densidade preditiva de validação cruzada

Quando o tamanho da amostra for relativamente pequeno, que não possamos

nos dar ao luxo de reservar uma parte dos dados (digamos 20 a 30%) apenas para

a validação do modelo (ou seja, usar somente 70 a 80% dos dados para o ajuste

do modelo), então uma solução é utilizar a "densidade condicional preditiva de

validação" cruzada, a(XIX-O), { = 1,. ..,n, onde y =(yl,.. .,yn) é a amostra dos

dados e K.i) é a amostra resultante após a exclusão da observação X

Essa densidade é conhecida como "CPOi" ( "Conditíonal Predictive Ordinate"),

e dá a "verossimilhança" de cada ponto X condicionada ao restante das obserç'ações

K Í) ,

CPO. «'(Elh-o) - .L "(X, êlX-a )dê

n'(Xlg , X-o),'(glX-o)dP ,0
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onde p é o vedor de parâmetros do modelo considerado.

Essa medida foi proposta inicialmente por Geisser (1980) e estudada posteri-

ormente por Gelfand et al. (1992). O gráfico dos valores da CPOí versus i, por

exemplo, pode ser usado como diagnóstico para detectar "outiiers" , já que um valor

"alto" de CPOi indica que a observação X está bem ajustada, e um valor "baixo"

o contrário.

No modelo estrutural, a amostra das observações é D.,b: = ( Ç'!, . . - , y.), onde

Ç/i = (v.) é a {-ésima observação e t/(-í) :: z)'b;(-i) é a amostra após a extração de

A seguir apresentamos três fórmulas alternativas de estimar a CPO{ para o mod-

elo estrutural Normal, usando o fato que

CP0{ = «-(y:lD.b;(-0) - /c."(H, glD.b:t-o)dg

s.n. .L a'( yí, ê, 1lZ).b:(-o)(iêd g

r:.n.L «'( g, , ZílD.b;(-odgdzi.

U

Cálculo da CPOi

As fórmulas a seguir referem-se ao modelo sem restrições de identificabilidade.

No caso do modelo com a restrição o! = Ào-2 ;; Àa2, basta substituir nessas fórumlas

essa restrição.

(1) Fórmula l

CP0: Ç':lD.u;( a) f. n-( Ç': Ig)n-(plD.,b:(-ü)dge

[Á ;h-.. ".-:,'4 ''. ,
o«d' Ç'- - (.*.) e «(el-O.':) é - p'st"i'ri de ÉI

''. ." ~'(("1'");( ':q;": ,:t::)) ,
Õ'/'

n,(2.10 1)



isto é,

«( y: IP) (2"lXI)'{ 'xPI
l

-2P.-:(X - a -

onde IXI :; .B2a:a: + a?a: + o?a:

ãt l(a'.:+.':)(x'-p)'
8P)(X: - P) + (a: + a:)(X

l2.i0.2)

. - '«,:ll,

Demonstração: a-( y. ID.b;(-{)) - ./É; a'( g., gl.D.b;(-i))dê

O..,(-0)r(gj-O.b;(-0)dê - .L T( blê)'''(PI.O.b:(-o)dg

A última igualdade segue pelo fato de que dado P, então Ç& e D.b.(-{) são indepen-

dentes. Para completar a demonstração, usamos a seguinte igualdade:

«ul.o..:.-,D - qfH#. l.Á :ilha- l -: (2.10.3)

Portanto,

l.Á !iyy#- l- .Á«ujO.-Jde

IÁ ;üh-ü"UiZ'..Jdel
A igualdade em (2.10.3) sai da seguinte relação:

«'(êlo.b;) - !(q:lji;S:a K «'( UIP, Ç/(-0)"(ÉI y(-0),

onde v( UIP, U(-0) = r( Ç/ílp) e portanto

«-(êl.0.b:(-o) N «- (Pl-o.,-; )
«'( glê)

}

CPoí

Assim,

«ulo.-;(-J - !il-fl:TI/.Á -;ÍZIT©''i g

Observação: E importante ressaltar que o truque usado acima permite que o

cálculo da CPOi para todo ã = 1. ... :n seja feito usando a mesma posteriori

-' (PI 0.b; ) .
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Estimativa de CPO{

Dada uma amostra (g(:), . . . , g(C)) da posteriori p(gl-D.b:) do modelo estrutural

Normal, obtida por exemplo por algum dos métodos NICN[C descritos no Capítulo

2, então uma estimativa de Nlonte Carão de CPO{ é dada por

1 1 LJ l l

onde n-( hie) é dada em(2.10.2).

CPo:= le..
G iÍâ '-( ç':lew)

(2 10 4)

]

Observação: Computacionalmente esse método é muito eficiente pois a amostra-

gem é feita de uma única posteriori. Clamo contrário deveríamos obter para cada

t uma amostra (p8) , . ' eíg)), da posteriori correspondente p(êlZ).b;(-i)) e uma

estimativa de Nlonte Carlo de CPOi seria

cH: -ÊE «( fiel?l),

O problema agora é que isso traria um alto "custo computacional" , especialmente

se n é muito grande (já que amostramos G elementos de cada uma das n posteriores

distintas p(plD.b;( D), . . . , P(glZ).b;(-n)) para obter CPOi, . . . , CPO«).

(;
lZ

/
(2) Fórmula 2

CPO: Ç':jO..:) - l./:....Á ;i:Íiljl;i::D"W, gtn..;)dPdZI , { - :,. ,",

e

(2.10 5)

onde ! = (zi, . . . , r.)r, a-(ê, glD.b:) é a distribuição conjunta de g e ê à posteriori

.': -: . ".~ll"'::T':l: l 'l .: ll
isto é.

--( ç'.í:':. d - u-:.-:)-: «p I'5 1 . L$1;!ul l R io.q
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])emonstração

CPOí n'( gl.D.b,(-0) - /. /:. n'( Q'i, ê, glZ).b:(-o)dgdg

lsF .L ,r( glP, :l, D.b,(-0)a(0, g l-D.b.(-0)dpd :

IÍ: .lo«( y.\z:, g'lT(g, :\0.b:(-ü)dg'l !,

onde

«Q, :l-0..;(-n) - 1l!&311="iÍ/.L .Á -;ÍllEE='-iTdPdz
(2.10.7)

e portanto

1./: .Â 1lgl?ãlll:Fdpd l .L .Â«'u, 1 . Jdpdg

l.C Á %93' «- ;1

A igualdade em (2.10.7) é obtida a partir da relação

l

CPoi

«(e, gjO.b;) « r(g, g, U, -0.b;(-0) «( gl#:, g)«-( g, PjO.b;(-o)

e portanto

«-(P, :l-o.b;(-U) a
«'(ê, :l-o.b;)
«( Gl-:, ê)

«'(ê, gl0.b.)
'( HI«:, P) c l&##''- ;s'

Estimativa de CPOí

Dada uma amostra(êH), :(i), . . . , p(C), g(C)) da distribuição p(g, g lz).b;), obtida

por exemplo pelo algoritmo de Gibbs (desde que ele convirja) , então uma estimativa

de Xlonte Carão da CPO{ é dada por

r. a . l -i
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onde z( Ç\lzí, p) é dada em (2.10.6) e onde llg) é a i.ésima componente do vetou

gerado :(g)

(3) Fórmula 3

«'( y, ID.b:(-0 )

[.

! = 1,. . . ,n, onde lilê «' A(#,a:), a'(glD.,b:) é a posteriori de p e a-(t/ilzi, ê) é

dada em (2.10.6)

:::. Á ;Í11Úli:::-Ü«(-:le)"(eln.-.)ded":l , (2 i0 9)

Z
( ;P( )

T)pmnnqtrní-ãn

leva. yi. -:. , g \D.u:(-.\'ld ga={

a'( Hlr{, P, D.b'(-0)a-(Z{, e IZ).,b:(-o)dêdzí,3:./Q

onde z( Ç/ílzí, p, D.b;(-{)) = n-( Ulzí, e) e

«(«:, OEO.-;.-d - :Çiil;fl.ir/.L, .Á ]RziFl:)Tded-:

a-( yilz).b;(-0 )

(2.10.10)

CPOi ./:. .L «( gi':, ©:;llÍ!?"J l.L. .Á 1l;ilíyl:fded«:l dêd-:

L ;#b'«-«:l ''
C . Ã ;Í©jl;.--D"(«:iÜ«Ur-O.-JdPd-:l

3
l

Estimativa de CPO:

Gerada uilla amostra (11(!): . . . : êÍa)) da posteriori de a-(PID.b;) e gerado rlç) de

n-(:z'.Ig'g)l. onde J'ílê(g) . .\-(p'g). a2rg)l: então uma estimativa de \fonte Carão de
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CPOí é dada por
/ l G l \

Notemos que, embora a fórmula (2.10.11) coincida com a fórmula (2.10.8), a

diferença está basicamente no processo de geração de lls); além de termos, em

princípio, a opção de usar também outros algoritmos (além do Gibbs) pma amostrar

ê(P) de z(êl-D.b;).

CPOí= If.
6' á2 «-( Q': l-lü , Pu )

l2.io.ii)
l

Observação: Podemos plotar CPOi versus z ou versus Xi(ou mesmo versus X)

para analisar o ajuste do modelo.

(b) Resíduos de validação cruzada

Se y = (yl , . . . , yn) é a amostra de observações e y(-{) é a amostra após extrair

X, então o resíduo estimado de "validação cruzada" é a diferença entre o valor

observado }Ç e o valor ajustado ou previsto pelo modelo condicional aos dados y( i).

Gelfand et al. (1992) deâniram este resíduo como 7'{ = X -- .E(hlX-i)), { = 1, . . . , n,

onde E(hlX-{)) é a média com relação à distribuição preditiva de validação cruzada

a-(XIX-i)). O resíduo padronizado então é deânido por

, X - -Ü(XIX-o)
': ' 'li=:7F='T { = 1,...,n

Nessa seção, o objetivo é obter os resíduos de validação cruzada padronizados do

modelo estrutural Normal.

No modelo estrutural Normal os resíduos bidimensionais são

Estes resíduos podem) ser escritos como
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e portanto, os resíduos padronizados são

« :l::l-««-:ll:l , :11111 ;11:1 : :11"~:., '«,',

F""d' Ç': - (.E) , os resíd-s de «hdação cr«*d- p'dr"izados são de6«idos
por

d{ = Var'{(L'ílD.b;(-í))IUi -- E( Ç'ilD.b:(-{))l, i = 1,. . . ,n,

onde -D.b.(-í) ' Ç/( {) ' (UI,..., ç'rÍ-l, gi+i,..., Ç/,:) e onde E(L'íl-D.b;(-í)) e

Var ( yilz).b,(-í)) são calculados a seguir

e Cálculo de E( Ç/{lD.b;(-{))

( i)0

0

Zl-e( UIP, !)IZ).b;(-01

X(UIP, !)a'(ê, :lD.b;( o)dgd!

«ÇQ,«\n.»:--: ';(útil\b.:;3' li: l.TVÜ?:lg-'\çi' €

'-':lÍ ãF#,

«.:-lÊ,CaÜ.«',,; ,'«-;l':
(como em (2.10.7)). Portanto:

E( Ç' i .b;í o) - cpO: ./: .Á ;l-li31fii"(e. gl0.b:)dêd:. (2 iO i2)

''': -''';: l"::r:l.

onde

o!)de
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n( GIP, zi) é dada em (2.10.6) e a-(ê, gl-D.b:) é a distribuição conjunta à posteriori

de 0 e z.

e Estimação de E( UllZ).b,(-i)) por Monte Carão

Seja (P(1), !(i), . . . , ê(C) , :(c)) uma amostra da distribuição à posteriori

p(g, =1.z).b;), obtida por exemplo pelo algoritmo de Gibbs.

Uma estimativa de Nlonte Carão de -F( (&lD.b;(-i)) é dada por

,( ! .:-:D-cm:iE;rÜ:Í;ãÍ';g \';,'''''l (2.10.13)

onde

«': - liÊaÚ,«I':
e n( gle, zi) é dada em(2.10.6).

. Cálculo da Var ( yzlD.b;(-í))

Var( gilZ).b;(-{)) - -EJVar( yiig, g)ID.b:(-í)l+ Var IZ( ç'ilê, g)iz).b:(-í)l

- -Eg.glo..:. ,,IVm( blg, g)l + EP,©n.':..:,(IE(gl#, Z)llZ( Ul#, Z)I")

-(zp,l!«..,. :,[-E( U]P, d])(-ee, zi«.-:..:,[z( gfP, d])"

/. /É;Var( Ulp, g)n'(g, glD.b;(-0)dpdg

+ /, .Li-E( glP, g)llr( Ç':lP, =)IT«'(g, :l.0.b:(-q)dêd g

- l.Z; .ÁZ(Ç';lP, Z)"(P, :i . ;(-o)dgdgl

/. L -E( Ç\lP: g)«'(e. gl-0.b;(-o)dgdgl
T

Nuas

onde

n'(g. : Z).b;Í-0) CPO. ,'(p . ll o..:)
'( ç':Fê. «: )

«.: - l.c .L nh-.', ; "«;,~-;l :
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Portanto.

Var ( Ç';l . ;(-o) - CPO: l./: .L ):l-t;1111;lr«-(e, gjO..:)dpdZ

. .L.Á xw+üd].E(ç',Êe,dl"«u, ! .Jdpd l

ICPO:.L.Á :l-Htl«U,:i .Jd d:l

IC:PO:./: .Á {ilHiÍ:ii«(P, :l . ;)dêdgj , (2 10 14)

onde

v,-(uiP,ü-v«(biP,«J-le .:

''' ;,-l"lf":l
e n-(ê, Zlz.).b;) é a posteriori conjunta de g e g

e Estimação de Var ( yilD.,b:(-i))

Dada uma amostra(ê(1), !(1), . . . , P(C), :(c)) da posteriori conjunta p(g, X?lZ).,';),

gerada por exemplo pelo algoritmo de Gibbs, então uma estimativa de Nlonte Carão

dessa matriz de covariâncias é dada por

Ü ( 1 . :..:,> - cpo:à E ;ÍZli;L';5lvm ( Ç\iP'''«I'b

+l-E( Q':lêU, zÍd)llE( Ç/:lg'Ü, zlÜ)I" l

FPf)2'' '{ .! & :gU2éleD/'T z..J . ,, . , \ f',\.
G :fÜ --( Ç':lgU: «IÜ)

.! « :gçlÓ:u!!;.!D
/''l z..z , ., . , . fn\.
G iÍâ --( ç'.lêU: zld)

T

(2 10.15)

-", - liâ aÜnl ':
e n'( Ç'. Ig'P). :z:tg)) é dada ein(2.10.6)

onde
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Observação 1: Uma maneira alternativa de estimar E( {&lD.b'(-{)) e

Var ( Ç'ilD.b:(-í)) é a seguinte:

(1) obter uma amostra (êO), . . . , ê(C)) da posteriori p(glD.b;) (usando qualquer

dos métodos NICN-lC deste capítulo) ,

(2) gerar 110) de n-(lilg(s)) (onde zilP -' N(p, a:)),

(3) usar a expressão em (2.10.13) para estimar -E( y.l-D.b:(-{)) e a expressão em

(2.10.15) para estimar Var ( glZ).b,(-{)).

Esse estimador é útil quando não conseguimos amostrar de p( Z, êlD.b;) usan-

do, por exemplo, o algoritmo de Gibbs, mas conseguimos amostrar da posteriori

p(êl-D.b;) por meio do algoritmo de bletropolis-Hastings em Gibbs por exemplo.

Observação 2: Na análise de resíduos do modelo linear estrutural Normal, nosso

objetivo é checar a suposição de que

(isto é, ---n- g N(0, 1), --z- y A'(0, 1), onde e{ e u{ são independentes para í

1, . . . , n), como também a linearidade do modelo. Para essa análise, vamos usar os

vetores de resíduos de validação cruzada padronizados

':-ll::l-ü-:'.'. ':.-«"" ' .-:,»

lembrando que os di's não são mais exatamente normahnente distribuídos

pendentes, mesmo quando os resíduos (=1) são Normais e independentes.

Podemos analisar esses resíduos d., { = 1, . . . , n, descrita'lamente por meio de

gráficos: por exemplo: plotando d:. versus X (ou versus o 'ç'dor ajustado É(X IX-.)))

e ci.2 versus X. (ou E'(.X.l.X'f .))). para í - 1, . . . . rt. Esses gráficos nos ajudam a

g jV2(g,-r2*:), Í l,...,n,

)

e inde-
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chocar possíveis iaihm na ilomogeneiaaae aas varia1lcias e na !ineariaaae roem como

a existência de "outliers").

Podemos plotar também Jii versus i(e d:2 versus í), para í - l, . . . .í}, para

checar uma possível falha na independência entre os i:'s (bem como a existência de

'outliers" ) .

Para chegar a normalidade da primeira componente do resíduo, podemos plotar

os resíduos ordenados d(1).i $ d(2),i $ $ d(«),i versus 'b'l(Ft), '}( i)(F2), . . .,

'b-:(/C.), respectivamente, onde F. é a proporção de observações menores ou iguais

a d({),i (e portanto d(i),i é o valor que deixa uma área igual a FI. à sua esquerda na

distribuição empírica e portanto se não houver empates F: = {/n) e q'' ' (F.) é o valor

do resíduo que deixa uma área igual à /?. à sua esquerda na distribuição N(0, 1).

Portanto, se os resíduos tiverem de fato uma distribuição aproximadamente Normal,

espera-se que os pontos (JH>.1, q' :(F.)), para { ' 1, . . . , n, estejam mais ou menos

próximos da neta y = 1. O mesmo procedimento pode ser usado para a segunda

componente dos resíduos.

Para checar a normalidade bivariada podemos usar o dispositivo gráâco descrito

em Johnson e W'ichern (1998), páginas 195 e 196. O gráfico é construído da seguinte

manei.ra:

(1) Calcular as distâncias d; =(d: -- d)TS':(di -- dl, { = 1,...,,z, onde i =
:i EL: dí e S é a matriz de covariâncias amostrais obtida da amostra ( d i, . . .;

g«)

(2) Ordenar os 'ç'dores de d;: d;]) $ d(2) $ $ d{.)l

(3) Plotar os pontos Id;,),q..2(E)); i= 1. . , . ; rz. onde F: = e:JZ1 3 proporção de

obser'ç'ações $ dr,) jassiial d;:) é o valor cuja área à sua es(iuerda é igual à F'..

na distribuição empíricas e q.:2(E) é o valor cuja área à sua esquerda. nulila
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Xg, é igual à F.

Se de fato os dí são aproximadamente normais, então espera-se que os pontos

(aii), q..2(F.)), í - 1, . . . , n, estejam próximos da rega 3/ = z.

Observação: A idéia desse procedimento se baseia no fato de que se um vedor

aleatório :X.;.t tem distribuição .Nb( #, E ), com l E i> 0, então

( :X - e)"x':( -X #)- xÊ

2.11 Algumas medidas de comparação de mode-
los

Nessa seção o objetivo é apresentar alguns critérios de escolha de modelos aplicados

aos modelos estruturais Normais com erros nas variáveis.

(1) O critério da medida É

A medida L é um critério que serve tanto para a comparação de modelos, como

para a avaliação do ajuste e tem a vantagem de não requerer priori própria em geral

(ver lbrahim et al., 2000, e lbrahim et al., 2001).

A seguir, descrevemos a formulação geral da medida L aplicada a um modelo

qualquer, apresentando primeiramente o caso em que as variáveis observadas são

unidimensionais e em seguida o caso multidimensional.

8 Definição da medida -L no caso unidimensiond

Seja y =(yl,.. . , };)r uma amostra aleatória de yle «'/(ylê).
Seja y'' =(X*....;yl:)r =(}'r:;. . . ,U:)r. n observações futura com a mesma

distribuição dos dados observados y
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.Então a nleaiaa.ü ê aehnida

L2(y.õ)(}'l*ly)+ó:l:l(E*ll') -XI',

Ollde E(E*l y) e Var (X*l }') são, respectivamente, a esperança e a variância com

relação à distribuição posteriori preditiva n-(E*l y) e 0 < (5 < 1, onde õ pode ser

interpretado como um peso do viés quadrático e lbrahim et a1. (1998) estudaram o

problema de encontrar um valor ótimo para õ e bmeados nesse estudo concluíram

que p = li é um 'calor razoável.

como

n n

!lZ Z

Interpretação: Um "bom" modelo deveria ter uma pequena Vai. (E*l y) e um viés

IX -- .E(X*l y)l também pequeno, isto é, um valor pequeno de .L2( y, .5) e portanto

entre dois modelos competitivos, o "melhor" será o que tiver a menor medida Z,.

e Definição da medida Z., para variáveis multidimensionais

Seja }'' = (yt, y2, . . . , y«) uma amostra aleatória de }'lê «., /(ylê) e seja

}'* =(y:, y;,..., y;) =(}'/., }'/:,..., }'.f.), o vetor formado de n vetores de

observações futuras com a mesma distribuição dos dados observados.

1,(}', õ) y) + õE:l-E(y';ly) - }':ll.e(y;ly) - y:l",

onde 0 $ ã $ 1, Var(y;ly) é a matriz de covariâncias e X(y;ly) é o vedor

esperado com relação à distribuição posteriori preditiva

l lZ l

Observação: Z,2( r, (i) é uma matriz e portanto uma saída é considerar medidas

resumo como: por exemplo. o determinante dessa matriz jdet L = IL2( y, (í)l), ou o

traço dela (tr (Z,2( yl.S))l.

Calculo da Nledida L no Modelo Estrutural Normal Simples
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Nesse modelo os dados y são agora denotados por -D.b. = ( Ui, . . . , y.), onde

R - (1), . .; «.'':,«; -. .'"--ç'« '"'"-", p'' ': ' (X:), : - -,',. . . , ", '
ê =(a, .8,p, 'r:, a:, a:)r(ou então g =(a, ./3, É', a:, a:)r no modelo com restrição de

identilicabilidade a: = Àa: - Àa2).

Para calcular -E( ÇTl-D.b;) e Var ( Ç/;l-D.b;), usamos

E( gl-o.b:)

v,« ( gln..;)

.el-F( gle)in., ,l EgEn...(-E( glê)),
EJVar( Ulo)ID.b;l + Var l-E( UIP)in.b;l

Zelo.., IVar( glP)l + -Belo.., l(.e( ÇTIP))(.e( Ulg))xl

- l-EêEO..,(.F( g lê))l IEêin..,(.E( gi!))I" ,

onde

''«.,- ("\''") . «--'«.,- [''1;': .81:]
Portanto, a medida L pode ser facilmente calculada usando o método simples de

blonte Carlo da seguinte maneira:

Seja (P(:), . . . , ê(a)) uma amostra da posteriori n(pl-D.b;) (gerada por exemplo

pelo algoritmo de Gibbs da seção 4.2.2),

«là E lvm ( HiPu) +(E( giê'ü))(E( Uie'''))"I

liÊ,'« ,l lii8,'« ,1'1
*'ÊI,: ÀÉ,'".«',l l.':-iÉ;'" -,,

t'i(o.b; , '5)

onde (5 c lO.ll.

No caso de regressão simples, .L2(1).b:,õ) é uma matriz 2 x 2 e uma medida

resumo pode ser o determinante det (i,;(D.b;, '5)) ou o traço (-L2(z).b:. õ))

(2) O critério da Informação Bayesiano (BIC)
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Essa medida é descrita na seção 4.4.3 do Apêndice para o caso geral

No modelo estrutural Normal À/i, temos que

BIC.v: 2 1og(«-,«:( Ç': : Ç'.IÕ.w.)),

onde Q = (x.) e «-,bí,( Ç'i, . . . , Ç'«lg) é a densidade das observações ( yi: . , Ç'«) do

modelo .Wi, 0.\.r. é o estimador de máxima verossimilhança de e no modelo .vl, pi é o

número de parâmetros do modelo JVÍ. e n o tamanho da amostra (ver Fuller, 1980).

Num modelo normal com restrição de identificabilidade, essa medida é facilmente

calculada pois nesse caso os estimadores de máxima verossimilhança são conhecidos

explicitamente.

No modelo com restrição o: = Àai, a densidade a-M: ( Ç/'t l g) é dada pela expressão

em (2.1.4) multiplicada pela constante de proporcionalidade (2a-)'{

(3) Medidas informais alternativas para seleção de modelos

(;) O produto rl:;:i CPO

Pm'a cada um do

Z

s competitivos calcula-se o produtoSln 0 et] V a

lt

odeio

11 CP0: lo« o log(H:::: CP0:))

e escolhe-se o modelo que corresponder ao maior valor dessa medida. No caso

do modelo estrutural Normal, podemos estimar CPO{, por exemplo: por meio

das fórmulas(2.10.4). l2.10.8) e(2.10.11l.

Quando o número de modelos con:Lpetiti'',os é baixo (digamos: até 3), podemos

taml)ém plotar os valores individuais de CPOí versus í para cada modelo

no inesnlo sistellla de coordelladas. No caso de exatalnente dois modelos. o

(quociente dos valores de [lL:i CPO: dá o estimados do Pseudo Favor de Bares

jver o .Apêndice B2).

(2.11.2)

101



(b) A soma das normas (euclideanas) dos resíduos paul:

.& Ç/: - -r( Rln.-;)
ÍS V'Var(QID.»,)

(2.11.3)

onde

-' :;''"''' lE( Ç/: in.-:)

e

m'" - à IÊ l ''''';:i=1.;":"' .Jfl:., l
* l ""' :.s:''"''' l l "''' 'ls:''""' 1"1 - ''' « »',''

Calcula-se para cada modelo o valor dessa soma e escolhe-se o modelo que

corresponder ao menor valor dessa medida.

Outra alternativa é calcular a soma dos valore

nizados de validação cruzada

s absolutos dos resíduos padro-es}0 0

y: - E( hlD.b;(-0)
'Var ( Ç/: IO.b;(-0)

onde a E( Ç\lD.b;(-i)) pode ser estimada, por exemplo, usando a fórmula em

(2.10.13) e « Vm(bj-O.b;(-0), a fórmula em(2.10.15).
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2.12 EXEMPLOS

Nessa seção, baseando-se em uma amostra de dados simulados, são analisa-

dos os modelos com e sem restrição de identificabilidade usando prioris próprias

e iiT)própriasl além disso são comparados trem algorítmos \lCNIC. Para uma melhor

compreensão do texto é recomendável a leitura da seção 2.4 do Apêndice.

2.12.1 Análise do modelo estrutural normal com restrição
de identificabilidade

l.DADOS

Nesta seção é utilizada uma amostra de tamanho n de dados simulados a partir

do modelo:

l i:::=;-"*' .:, :-'' '"'

A Tabela 2.1 a seguir contém uma amostra de tamanho 30 de dados gerados a

partir desse modelo utilizando-se um programa na linguagem OX ( "Object-Oriented

N,íatrix Programming Language" )

:! ) - ~(( : , Í = 1,...,n,

(2.12.4)

onde

Tabela 2.1: Amostra de tamanho n=30 de dados simulados a partir do modelo
(2.12.4) para a = 2.0, a = 1.0, p = 2.0, o: = 0.6, a2 = 0.1 e À = 1.0.

2
3
4
3
6
7
8
9
}0

l ,. ..
2.46165.0580
2.28923.8566

3.6561 !.1471
2.77134.9743
2.25904.3220
1.87313.7144
2.31083.9894

4.3248 3.0514
2.8640 0.90543

2.6593
1.7877
1.6879
}.9640
1.3345
2.2530
1.0989
1,2432

0.84126

12
13
14
15
16
17
18
19
20

2.4887
3.2458
5.5650
4.1371
4.9251
3.8136
4.5970
4.5387
4.6773

0.75859
1.8808
3.5664
2.3534
2.5498
1.8851
2.5381
2.6756
2.9065

22
23
24
25
26
27
28
29
30

4.8126
3.5777
4.3372
3.6680
3.3724
4.319}
3.5498
2.7067
2.5472

IQ3



2. MODELO PROPOSTO
Consideramos o modelo estrutural dado em (2.12.4 ou 2.3.1), com distribuição

à priori "(a,.3,p,a:,a:) = «(a)«-(0)«(p)«(a3)«-(a:), onde '- - 'V(0; 1000). .i -

y(0; 1000), P '"- N(0; 1000), a: '"- -rG(2.001;1.0), a: - -rG(2.001;1.0) e À - 1.0.

3. AJUSTE DO MODELO

Nesse item vamos ajustar o modelo estrutural normal proposto acima aos dados

da tabela 2.1, procedendo como se não conhecêssemos os verdadeiros valores dos

parâmetros que foram usados para gerar esses dados.

Inicialmente utilizamos o algoritmo de Gibbs descrito na subseção 2.5.3 com

o objetivo de amostrar da distribuição posteriori do modelo. São geradas À/ =

4 seqüências paralelas de Gibbs de comprimento T = 10.000 partindo de pontos

iniciais gerados pelo procedimento descrito a seguir

(a) procedimento para gerar os dados iniciais

( i) Localização de possíveis modas:

Tomamos primeiramente uma grade de 20S pontos igualmente espaçados na

região do espaço paramétrico (aproximadamente em torno do estimador de

máxima verossimilhança de ê, ê = (1.0465, 1.9185, 1.9748,0.4941, 0.0659)),

dada pelo produto cartesiano l--47.5, 47.51 x l--47.5, 47.SI x l--47.5, 47.SI x

1.01, 47.511 x 1.01, 47.511 e a\aliamos o valor da função densidade à posteriori

p(Q, .J, p, a3, o:l.D.b;) em cada ponto dessa grade.

Selecionamos os pontos que produzem os 10000 maiores valores da densi-

dade à posteriori e utilizamos o algoritmo de otimização de Quase Xew-ton

denominado BFGS (Broyden: Fletcher, Goldfarb, Shanno) partindo de cada

um desses pontos para localizar possíveis máximos locais (modasl. (Para isso
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foi usado o calhando XIAXBFGS da linguagem OX).

- Repetimos os dois passos anteriores considerando agora uma grade mais fina

de 20s pontos igualmente espaçados na região dada pelo produto cartesiano:

1--4.75,4.751. x l--4.r5,4.751 x l--4.7s,4.751 x l.01,4.761 x l.01,4.761. Desse

procedimento foi encontrado apenas um único ponto de máximo:

õ .8927, 1 0595, 1.9748, 0 43977, 0.11100).

(Ü) Geração dos valores iniciais:

Geramos 10000 vetores, gi, . . . , êioooo, da distribuição t4(ê , V), onde 0 é a

a decomposição de Choleskí de t'', (ç' = LTL) (ver seção 2.4 dÕ Apêndice).

Reamostramos dez vetores: gi, . . . , Pio desses 10000 (usando o procedimento

de Reamostragem Ponderada descrito na seção 2.4 do Apêndice), e pelo fato

desses pontos estarem muito próximos resolvemos considerar apenas quatro

deles:

Pln-(i.365S2, 1.39858, 1.62917, 0.19871, 0.12144)r,

P$n-(i.23000, 1 40901,1.88743, 0.61149, 0.08740)r,

êân-(1 77440, 1.12877, 2.26311, 0.50376, 0.03471)r,

êSu-(2 42116, 0.68870, 2.30602, 0.35828, 0.13245)r

moda da posteriori dada acima e Ç' = -- Õ' IOg P(êlD.b;)
-1

, utilizando
o-d

(b) Diagnóstico de convergência das seqüências de Gibbs

A seguir são apresentados alguns dispositivos gráficos (figuras 2.1 a 2.41 como

taillbén] algumas medidas (tabela 2.2) para o diagnóstico de possí'ç'eis falhas na

con\ergência do algoritmo de Gibbs jver seção 2.4.6 do apêndice sobre diagn(Ssticos

de convergência).
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Figura 2.1: Gráficos das séries temporais ("'lYace") de a, #, p, a: e a2, baseados em
uma única seqüência de Gibbs de comprimento T = 50.000 partindo de êlo)

Q ]0 20 30
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lag

O 10 2Q
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Figura 2.2: Gráficos das funções de auto-correlação de a. ]3, p. a: e a2. baseados en]
uma única sequência de Gibbs de comprimento T = 50.000 partindo de êlo)
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Brooks & Gelman Multivariate Shrink Factors

Laat ltemtbR in Segmmt

Flgul'íl 2.3: Gráfico da medida "Multivariate Potencial Scde Reduction" (NÍPSRF) de Braaks e Gelman (1998)
baseado em J\4 ;: 4 sequências de Gibbs de comprimento T = l0.0Q0(Rmax é o maior valor entre as medidas
univariadu de a, P, p, alÉ, az).

Gelman & Rubin Shrink Factors
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Flcrul'â 2.4i Gráfico da mEdIda de Gelman e Rubis corrigida ':Corrected potencial scale reduction factors
(CSRF) para cada paranletro a, g, /l: a: e a2: baseada em \'í = 4 sequências de Cibbs de co111prlmento T = l0.000
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Tabela 2.2: Nledidas de Diagnóstico de convergência de Brooks, Gelman e Rubin
B! :SR luanti] 0.975}da (íe {.;eiman .ubin .a Corrigia

:lilXI
)2994
)0341

)1965
)0334

ll r7
l l l

1.0014601.000398 1.000408
1.002601000705 1.000897

A medida multivariada (NIPSRF) é igual a 1.0027

Observação: Os dispositivos apresentados até aqui não nos sugerem que exista

problema na convergência do algoritmo de Gibbs.

(c) Estimação

A tabela 2.3 apresenta as estimativas de várias medidas resumo da distribuição

à posteriori. Essas estimativa foram obtidas utilizando-se a segunda metade de

cada uma das À/ = 4 seqüências de Gibbs de comprimento T = 10.000 descritas

anteriormente partindc-se dos pontos iniciais êÍO) a g4o) apresentados anteriormente

(lembrando que a amostra de dados utilizada é a da tabela 2.1 e a distribuição à

priori é dada no item 2.).

Antes de partir para a análise dos resultados é importante salientar que neste

modelo a distribuição à priori é praticamente não informativa e portanto, se de fato

o procedimento de estimação é adequado, espera-se que as estimativa à posteriori

dos parâmetros estejam próximas dos valores dos parâmetros que foram usados na

geração dos dados. Além disso essas estimativas deveriam também estar próximas

das estimativas de máximaverossimilhança.

Na tabela 2.3 observa-se que M estimativas do 'ç'dor esperado da distr. à poste-

riori dos parâmetros, obtidas pela média aritmética e pela média RaoBlackelizada,

estão muito próximas, além disso. tanto a média como a mediana amostrar esti-

mam cada um dos parâmetros do modelo com ''pequeno" viés(estimado) e somente

o parâmetro o-2 parece estar um pouco superestimado. Além disso; mais importante

ainda. os valores verdadeiros dos parâmetros daqueles usados para gerar a amostra
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de dados) pertencem aos intervalos de credibilidade apresentados. Notemos também

que as estimativas de máximaveross. estão bem próximas das estimativas de Ba},es.

A Figura 2.5 apresenta os gráâcos das estimativas "Rac-Blackwelizadas" das

densidades posteriores marginais dos parâmetros, obtidas de acordo com a seção 2.9,

usando as seqüências de Gibbs descritas acima.

Tabela 2.3: Estimati'','as do valor esperado, quantia, des'çio padrão, máximo, mínimo
e intervalos de credibilidade de comprimento mínimo das distribuições posteriores
marginais de a, H, p, oÍ, a'

MEDIDASRESUNIO 8a
;. H:

1.8653 1.0743

2a

0.5043

a2

0.1337
a aritm .ca

Média "R-Blackweliz.:
Quantas amostrais

0.025

95
975

Interv.Credib. HPD
0.95 1,im. inf.P-

Limo
p = 0.90 Lim.

Lim suP

1.9732

1.2828
2.4642
1.3914
2.3658

0.3024
0.3032

0.002138

0.010241

0.4118
2.8863

0.7982
1.3795
0.8384
1.3126

0,1459
0.1461

0.001031

0.005016

0.6082
1.7473

1.6783
2.2543
1.7300
2.2105

0.1462
0.1456

0.001033

0.001376

1.4117
2.7745

0.2370
0.8315
0.2535
0.7388

0.1612
0.1602

0.00114

0.002418

0.1513
1.7092

0.0736
0.2060
0.0806
0.1897

0.0360
0.0361

0.000255

0.000498

0.0537
0.4632

des
d.p

Naive SE"

Xlínimo
XÍáximo

Estima.ti-.-a de máxima
verossimilhan 1.9183 1.0465 1.9748 0.4941 0.0639

NOTA: Os valores dos parâmetros usados na geração dos dados são: a :: 2.0. :3 :: 1.a. /l = 2.0. a? = 0.6

Os intervalos de credibilidade nesse exemplo coincidem com os enter..aios HPD
Batch SE" é o desvio padrão amostrar das médias de grupos consecutivos de tamanho 30. dividid(

peia raiz quadrada do número de grupos (calculado por meio do BO.A {" Bayesiai} Out,put .anal sis" »
X.í=núillero de cadeias paralelas
T=ilúmero total de iteraçõ«, To=ntlmero de iteraçõ« descartadas.

1.0a'
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[.2142 0.8116 1.6819 0.2663 0.0808
1.3461
1.4766

0.8518
0.8973

1.7316
}.7875

0.2924
0.3275

0.0868
0.0941

1.6241 0.9537 1.8513 0.3731 0.1041
1.6783 0.9746 1.8757 0.3906 0.1082
1.7287 0.9937 1.8977 0.4084 0.1123
1.8102 1.0296 1.9361 0.4431 0.1200
1.8846 1.0641 1.9717 0.4793 0.1278
1.9576 1.1011 2.0078 0.5171 0.1368
2.0315 1.1407 2.0472 0.5607 0.1471
2.0713 1.1636 2.0686 0.5886 0.1537
2.1160 !.1896 2.0924 0.6199 0.1609
2.2335 1.2610 2.}554 0.7151 0.1823
2.3282 1.3301 2.2127 0.8064 0.2015
2.4072 1.3966 2.2586 0.8896 0.2204



2.

Ê(MbDob>1.8

rvM-a lnM>.ais

o.se 0.7s i.ü }.z i.50 tlM.a

3

2

15

!0

o.s i.o i s 2.0 2.i 3.0alfa

m..PoR»1,97

'Var(mapas)s.aZ12

1.25 1.50 1.75 2.(D' 2-25 2'50mu
-4.25 0.00 0.25 0.50 0.75

siglgã2x

-0.05 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.}0 .siema2

Figura 2.5: Gráficos das estimativas "Rao-Blackwelizadas" du densidades marginais à posteriori
p(dD.b.),. . .,p(a'jl).b;), incluindo também su's medi's e vaHânci,s

(d) Avaliação do ajuste

A Figura 2.6 apresenta os gráficos dos valores da densidade condicional preditiva

de «ligação cr«zada, ICPO: - " ((;1) 1D.b,)l , prim'arame«te em f-ção de í, dep'is

em função de xã e depois em função de b, para { ' 1 , . . . , 30, onde CPO{ é estimada

por meio da fórmula (2.10.8). As estimativas foram baseadas na segunda metade de

uma única sequência de comprimento T=10.000 do algoritmo de Gibbs que parte

do ponto inicial PÍO) dado anteriormente.

Na seção 2.10.2(b), os resíduos bayesianos bidimensionais de validação cruzada

podiam ser estimados por

i- :, «, -d. É ](.P.)in..:. o) é d-d- «, (e io i3) ' 'ç='{ 1(]1'.)lo..;.-o) é
dada en] 12.10.ISI. para í - 1, . . . . n

D.b; { -i)z)obs( -ã )d. - . Vã -4 XXXd l
x.x:x.d12



A Figura 2.7 apresenta os gráficos de cada uma das componentes dl{ e d2í do

vetar de resíduos

CPO(i)
1.0

o.s

CPO(i) 2's 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.S 20.0 22.5 25.0 27.S :30.0

\

0.5 }-.

3
t.o B

CPOÜi
5 1.0Q l.'U 1.50 '1.'75 2.00 2.Z '2.50 '2.75 3-W '3.25 3.50
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2.50 2.75 3.00 3.25 3.50 3.75 4.00 4.25 .4.50 4.75 s.o0 5.'u s.!Q
Q

l

Figura 2.6: Gráâcos dos valores da densidade condicional preditiva, (CPO(i)), versus í
(posição superior), versus Xi(posiçào do meio) e versus E (posição inferior).
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Figura 2.7: Do lado esquerdo os gráficos da componente di. versus z: versus X e 'versus
r(}:lD.b:(--íl). Do lado direito (d2:) versus í. versus X:: e versus E(.X, l).b;( zll..
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Os gráficos acima não sugerem que haja grandes problemas de falta de ajusta-

mento. Entretanto na figura 2.7 existem 2 pontos nos gráficos de ordenada d2, cujos

valores são um pouquinho menores que -3 e que aparentemente poderiam ser vistos

como pontos aberrantes, portanto uma análise de resídous mais aprofundada deve

ser conduzida futuramente para examinar melhor o ajuste.

4. SENSIBILIDADE A À -- quociente das variâncias residuais

Examinámos descritivamente a variação nas estimativas dos valores esperados

de a, .O, p, o-2 e o2 à posteriori quando diferentes valores do hiperparâmetro À

são considerados (mantendose os demais hiperparâmetros do modelo em (2.12.2)

inalterados ) .

Ns figuras 2.8 e 2.9, são apresentados gráficos com as estimativas "Rac-Blackwe-

lizadas" dos valores esperados dos parâmetros da distribuição à posteriori baseadas

nos dados da Tabela 2.1. Para cada À 6xado, foi gerada uma sequência de Gibbs de

comprimento T = l0.000 (com vetor inicial igual ao estimador de máxima verossimil-

hança correspondente). Para calcular as estimativas considerou-se apenas a segunda

metade de cada seqüência.

Na âgura 2.10, comparamos os gráficos (das médias Rao-Blackelizadas versus À)

baseados em dois diferentes tamanhos de amostra (n = 50, lz = 500). Essas amostras

foram geradas à partir do mesmo modelo em (2.12.1) usando a mesma semente

(ranseed=17 da linguagem OX). Para cada À filado, foi gerada uma sequência de

Gibbs partindc-se da estimativa de máxima verossimilhança correspondente. Para

o cálculo das médias foram usada apenas a segunda metade de cada seqüência de

T=10000 iterações
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Figura 2.8i Gráficos das médias "R.-Blackwelizadas" de cl, /3, p, a: e a2 versus À baseadas na amostra de
tamanho n=30 da tabela, 2.1. A grade de pontos em À é :formada por 500 pontos igualmente espaçaíios no intervalo
lO,S01. (Os valores verdadeiros dos parâmetros são: a = 2.0, # = 1.0, p :: ].0, a: :: 0.6 e a2 = 0.1 e da
hiperparâmetro À é l O.)
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Figura 2.10: Gráfico das médias "Rao-Blackwelizadas" de a, #, p, a: e o-2 versus À, das
posterioris baseadas nas amostras geradas de tamanho n = 50 e n = 500. A grade em À
é formada de 100 pontos igualmente espaçados no intervalo l0,501 (os valores verdadeiros
dos parâmetros são a := 2.0, P :: 1.0, H = 2.0, a: = 0.6 e ae = 0.1 e de À é 1.0).

ÍI \cnrx rapar'c.

Das âguras 2.8 e 2.9 observamos que:

(1) A média amostral do parâmetro p parece não ser influenciada pelo valor de À.

(2) Quando À é subestimado (isto é, quando 0 < À < 1), aparentemente, as médias

amostrais de ,8 e o: superestimam os valores verdadeiros de /3 e a3 mas a média

amostrar de a subestima o verdadeiro valor de a, entretanto a estimativa do viés de

estimação não ultrapassa a 15% dos valores verdadeiros dos parâmetros.

(3) Quando À é superestimado (À > 1), aparentemente ocorre o oposto (a é super-

estimado e .c3 e a: são subestimados) e o viés de estimação também não ultrapassa

15%(ou 20%) dos 'calores verdadeiros dos parâmetros. Isso ocorre mesmo quando À

é bem grande (da ordem de 30 vezes maior que o seu 'verdadeiro valor). Aparente-

mente as estinlatixas tendem a se estabilizar à medida que À cresce.



(4) O valor da estimativa do viés na estimação de o-2 é em geral bem grande. Além

disso, quando o tamanho da amostra (n) não é muito grande (n H 30), o 'ç'dor de

a2 é muito superestimado quando À está próximo do verdadeiro valor (0 < ,\ < 21,

indicando que procedimento de estimação de cr2 seria razoável apenas para amostras

bem grandes

Da figura 2.10 sugere que as estimativas dos parâmetros aparentemente tendem

a se estabilizar independentemente do tamanho (n) da amostra, (mas o valor do viés

de estimação depende de n).

5. COMPARAÇÃO ENTRE OS ALGORITMOS
Para comparar os algoritmos de Gibbs, Grouped Gibbs e hl.Collapsed Gibbs,

apresentamos os gráficos das funções de autocorrelação amostral e das séries tem-

porais de cada um dos parâmetros, como também as matrizes de correlação cruzada

dos parâmetros do modelo dessa seção para uma particular amostra de dados(tabela

2.1), utilizando cada um dos algoritmos acima (partindo sempre do mesmo ponto

inicial e tomando-se T=50.000 iterações).

Foram obtidas também, a partir de cada algoritmo, as estimativas Rac-Blackwe-

lizadas das densidades marginais à posteriori e as estimativas das medidas resumo

da dista. à posteriori(com base em 4 seqüências de comprimento T=10.000). En-

tretanto serão apresentados apenas os gráficos da função de autocorrelação amostrar

(fig.2.11) e a tabela (2.4) com as matrizes de correlação cruzada sob os 3 algoritmos.

Da figura 2.11 a 2.13 podemos observar, com base nas autocorrelações amostrais:

que aparentemente não há vantagem em usar o Grouped Gibbs em relação ao Gibbs

simples: mas liá uin certo ganho (embora não muito grande) em utilizar o algoritmo

\l.Collapsed Gibbs sobre os denaais para amostrar (ta distr. à posteriori do modelo.
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Tabela 2.4: Nlatrizes de correlação de (cl, P, p, o-:, a2) obtidas apartar dos algoritmos de
Gibbs, Grau Gibbs e XI.Co1la

l.ooo 0.0054
l.ooo

a

-0.388
-0.0007
l.ooo

H
0.0459
.0.0039
-0.1136

.0.0108l.ooo
l.ooo

-0.3961
0.0135
l.ooo

l.ooo .0.0040
l.ooo

.0.3853
0.0212
l.ooo

Da tabela 2.4 vemos, com base nos valores das correlações cruzadas, que aparente-

mente não há vantagem no uso do algoritmo Grouped Gibbs sobre o Gibbs simples.

já que metade das correlações diminuíram e metade aumentaram. Entretanto o

M.Collapsed Gibbs gerou uma seqüência cujas correlações cruzadas são em geral

um pouquinho menores que as correlações obtidas pelo Gibbs simples.

(Ihç=nrxrnfÃnç=.

e Os gráficos das séries temporais obtidos pelos trem algoritmos, para esse par-

ticular exemplo, ficaram muito parecidos, não dando para distinguir nenhuma

diferença marcante entre eles.

As estimativas das medidas resumo, obtidas pelos ires algoritmos ficaram

muito próximas diferindo nos piores casos apenas pela segunda casa decimal.

Os gráílcos das estilllati'ç'as Rao-Blackwelizadas das densidades marginais à

-.natórinri honram nrntlnnrnotatP ll r ictlnatlixrpi

e Caiu base apenas no particular exemplo estudado aciilla. aparentenaente não

llá grande vantagem) em usar n)odificações do algoritnlo de Gibbs.
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2.12.2 Análise do modelo estrutural normal sem restrição
de identificabilidade

l.DADOS
A amostra de tamanho n=30 de dados a ser usada nessa seção foi gerada a partir

do modelo

l li:::':-" '.., :-:' '"'

para a - 2.0, /3 :; 1.0, p :: 2.0, a: := 0.6, a2 :: 0.1, a? ;: 0.1.

Nesse caso, o conjunto de dados é o mesmo que o da Tabela 2.1.

, i = 1,...,n,g.v g }
0

(2.12.5)

onde

2. MODELO PROPOSTO
Consideramos o modelo em (2.12.5) (ou (2.6.1), com distribuição à priori dada

por n(a,0, p, a:, a2, a2) com componentes independentes, onde a, .8 e # têm dis-

tribuição N(0; 1000) e a:, o2 e a: têm distribuiçà) /G(2.001; 1.0).

3. AJUSTE DO MODELO

(a) Pontos Iniciais: Gerimos M = 4 pontos iniciais usando procedimento seme-

lhante ao da seção 2.12.1. Os pontos gerados foram:

êln .08372, 1.3005s, 2.29445, 0.23498, o.ia854, o.i779s);

gÇU -(2 i2682, i.03819, i.93648,0.33617,0.1i543,0.í0954);

êln 2.36979, 0.83386, i.942i3,0.43797, o is633: o.i2669);

êin -(2 83504, 0.6õ290, i.sõ17i, 0.57342; o.i7470, o.is693);

Partindo desses pontos gerimos .1/ = 4 seqüências de Gibbs de comprimento T =

10.000 com o objeti'ç'o de amostrar da distribuição à posteriori. (Foi gerada também

uma única sequência de comprimento r = 50000 para os gráficos de diagnóstico)
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(b) Diagnósticos de convergência das seqüências de Gibbs

Figura 2.14: Gráâcos das séries temporais ( "trace")de a, /3, p, cr:, a2 e o-?, baseados em

uma única seqüência de Gibbs de comprimento T = 50000 partindo de ê\''

Q 10 20
coinlogramü dc mu

30 40 50 .0 10 20 30
lag ii.Of coi lograda de sigma2x

'' lãg

0.5

0 10 20 30
coatiogramü de sigma21.0 ]'g IÍ '."''logmaü.:gmü

. l l-..[

0 :10
:20 30 .+0 50 0

ía2
:10 20 .30 +0 50

lae

Figura 2.13: Gráficos das funções de auto-col'relação de cl, J, p, a2, o-2 e (e, baseados
en] uma única seqüência de Gibbs de compiinlento T = 50000 parindo de P\''



Brooks & Gelman Multívariate Shrink Factors
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Figura 2.16: Gráfico da medida "Multivariate Potential Scale Reduction"(hlPSRF) de
Brooks e Ge]man (1998) baseado em ]M = 4 seqüências de Gibbs de comprimento T
10000 (Rmax é o maior valor entre as medidas univariadas de a, #, p, a3, a2, ag).

Gelman & Rubin Shrink Factors

0 200a IQm nO0 80W l®QO

Lwt »mbH h Sõg«nt

0 2DOO l«D BODE 80CO 10HO

L&« lten$on h Segrtieú

D m 40m nOa aOm IHW
Int n«,õ-, h Sega'N La# }üafaHn h S+Srl»N

a 2®a 40m n00 sow tHm
L.Kst )bn»n b S8gnN

0 2a00 40m 6000 &HO IDua

Lnt }»mba+ » .

Figura 2.17: Gráfico da medida de Gelman e Rubin corrigida "Corrected potencial scale
reduction factors ' ICSRF) para cada parâmetro a. .3, p, cr:.a2: a?, baseada em .]/ = ]
sequências de Gibbs de comprimento T = l0.000.
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Tabela 2.5: Nledidas de D lnóstico de convergência de Brooks, Gelman e Rubin
0.975

é igual a 1.014622.

1.008708
0.9999645
1.000683

0.9999692
1.002024

A medida multivariada (NIP

Obs. As figuras 2.14 a 2.17 e a tabela 2.5 não sugerem que exista problemas na

convergência do algoritmo de Gibbs

(c) Estimação

Na figura 2.18 apresentamos os gráâcos das densidades posterioris marginais

estimadas, calculadas de acordo com a seção 2.9, e na tabela 2.6 as estimativas

à posteriori de várias medidas resumo. Essas estimativas baseiam-se em M = 4

sequências de Gibbs de comprimento T ;: 10.000, descartando-se as primeiras To =

5 Onn itprnpãPq

2

Ê(t.el,$Oüs>1.02

'Var(bcüjDobs).:0.0346

o.oo 0.25 0.50 0.75 i.oo í.25 1.50 i.75 }BH

!.'25 :1.50 1.75 2.00 2.'25 2.50 2.'75 -4.5 0.0 0.5

Estio- -k p(ll;i;ll;lãiÕ;18;B' '\. '''' 7.5 ; ! Estio ü ptslpma2eB

5.0L / \ ÊCsiWdl0.h>0.23 !

vnsi8müFhbs» o.ooó5 5.0 l-

2.q L
2.'5 L

0.4 0.6 -4.2 -4.'1 0.0 0.] 0.2 0.'3 0.4 0.5 0.6siama2siema2e
:Rao-Biackwelizadu" das densidades marginais à post

Vat(si@u2clDobs)a-0055

}

es ti mac il,'as priori

;!ê«'2*

Êt sigm&2cjDoh )a.2 !

-4.'2 0.0 0.'2

Figura 2.18: Grá6cos dm
pt a ID.b.),. .p(al il).l,:).
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Tabela 2.6: Estimativas do valor esperado, quantas, des'ç'io padrão, máximo,mínimo
e intervalos de credibilidade de comprimento mínimo dm distribuições marginais à

2 2
posteriori de a, #, p, a:, a usando os dados da tabela 2.1a

2NIEDIDAS RESUNÍO a a

1.9524
aritm .ca

iiackwelNlédia "I 0891.9343 Õ1.0184
Quantia amostrais

0

2a
M

0.2258

«?

0.2087

4

6
75
8
9

95
975

Interv.Credib. HPD
p = 0.95 Lim. inf.

bim sup.
p = 0.90 l,im. ilif.

Lim sup.
desvio padrão (dp)

d.p. Rao-Blackweliz.
:Naive SE" = -{71i--dz'--

"Batch SE"
Mlínimo
Máximo

5

7

1.1256 0.6678 1.6253 0.2487 0.0993 0.0881
2.6501 1.4027 2.2916 1.0250 0.3901 0.3554
1.313 0.7240 1.6811 0.2828 0.1090 0.1001
2.5362 1.3086 2.2305 0.9145 0.3471 0.3162
0.3825 0.1862 0.1684 0.2116 0.0806 0.0744
0.3822 0.186} 0.1672 0.2110 0.0807 0.0807
0.002705 0.000002 0.001191 0.001496 0.000570 0.000526

0.0}41}9 0.006874 0.001734 0.001292 0.000990 0.004280
0.3045 0.3671 1.2070 0.}451 0.0507 0.0552
3.4224 1.9439 2.6967 2.2617 0.8209 1.3220

NO1:A.: Os intervalos de credibíhdade nesse exemplo coincidem com os intervalos HPD.
"Batch SE" é o des'üo padrão amostra! das médias de grupos consecutivos de tamanho 50, dividido
peia raiz: quadrada do número de grupos
Os valores dos parâmetros usados na geração dos dados são: cl :: 2.0, a :: l O,/4 := 2.0, a? = 0.6.
a2 = O.l e a? = O.l}
&í=número de cadeias paralelas.
T=número total de it;erações, Zo=número de ite:

Na tabela 2.6 'ç'emos que as estimativas do valor esperado da distribuição à posteriori

dos parâmetros, obtidas pela média aritmética e pela média Rao-Blackelizada estão

muito próximas, além disso, tanto a média como a mediana superestimam os valores

verdadeiros dos parâmetros a2 e a! (valores usados na geração dos dados). mas

o valor do 'ç'iés estimado de cada um dos demais parâmetros é pequeno. Xlais

importante ainda é (!ue toda as estimativas dos intervalos de credibilidade de 95%

contém os 'ç'dores verdadeiros dos parâmetros

anões descarnadast
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1.0234
1.2399
1.4387
1.6524
1.7208
1.779]
1.8801
1.9701
2.0556
2.1434
2.0556
2.1434

0.7050
0.7525
0.8059
0.870]
0.893Ç
0.8701
0.8939

l:1111
1.0432
1.0934

1.617
1.6775
1.7408
1.6775
1.7408
1.8135
1.842
1.8658
1.9108
1.9522
1.9945
2.0399

0.2917
0.3270
0.3724

1; 11g
0.5284
0.5749
0.6254
0.6844

0.1122
0.1232
0.1388
0.1598
0.1691
0.1776
0.1944
0.2123
0.2313
0.2539

0.1032
0.1144
0.1289
0.1478
0.1559
0.1478
0.1559
0.1641
0.1791
0.1949
0.2126
0.2336

  1.0934
1.1558
1.254

2.064
2.0925
2.1646

0.7181
0.7609
0.8805

0.2674
0.2830
0.3325

0.2461
0.2608
0.3039

2.4876
2.5872

1.3499
1.4631

2.229
2.2851

0.9984
1.1204

0.3776
0.4217

0.3467
0.3887



(d) Avaliação do ajuste

A Figura 2.19 a seguir apresenta os gráficos dos valores da densidade condicional

pr'ditava de validação cruzada,l(CPO: - ''' (( v' ) lz).b;l )l : primeiramente em função

de {, depois em função de Xi e também em função de X, para í - 1, . . . , 30, onde

CPOí é estimada por meio da fórmula (2. 10.8) adaptada para o caso do modelo sem

restrições de identiíicabilidade. As estimativas basearam-se na segunda metade de

uma sequência de comprimento T=10.000 do algoritmo de Gibbs cujo ponto inicial

]

CPoíi)
1 00 [ '

o.?s

0.50

0.25

cp9(i)
t.ooF

0.75

o.se

0.2S

0.75

0.50

0.25

z.s0 275 3.00 32s 3.s0 375 4.(n 4.zs 4s0 4.7s soo s.2s S.!Q
YI

Figura 2.19: Grá6cos dos valores da densidade condicional preditiva, (CPO(i)), versus !,
versus Xí e versus E, baseadas na segunda metade de uma única seqüência de Gibbs de
comprimento T :: l0.000.

:2.5 5.0 7.5 10.0 ]2.5 :15.0 17j :20.0 22.S :2S.0 :27.5

q

&...&.a. h ] a x k : l .Ü, x !; E;;! 1 .

A figura 2.20 a seguir apresenta os gráficos das componentes di. e d2: do vetou

de resíduos bayesianos bidimensionais de validação cruzada

i . . ,n: dado - seção 2.10 2. o::d' " fór"«:lm d. É ((*.)in.,.;(-ol e de

G '; ((}) E"..:.-.,l '«.«, «':'««'-'m p;-~ ' "'.-.:' "": «;'-:,ã. -. :-«"'"-

bilidade a partir respectivas)elite das formulam (2.10.131 e (2.10.15)

': - 13::
..1

::: \r&l' 2 -:,l ll;:l ll.l ;.-:,ll,X
x.
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Figura 2.20i Os gráficos do lado esquerdo referem-se à primeira componente do vetar de resíduos (dti), e os do
lado direito à segunda componente (d2i).Eles wtão baseados na mesma sequência de Gibbs utilizada na figura 2.19.

2

0

2

2

2

2

/\D liE.ul a,D .ó . 1 =7 c: .ó ..6v leal\i ou6:c;t t;lll q.ut; exala' .l./a.\.It../lu.il.iao \.tu .lclp.Leal x.,lu c&J uovcD.Li.x\'xxuv}

além disso, aparentemente a qualidade do ajuste do modelo sem restrição é melhor

do que a do modelo com restrição de identiíicabilidade (ver fig. 2.6 e 2.7).

4. COMPARAÇÃO de MODELOS

A figura 2.21 compara os valores das CPO(iys dos modelos com e sem restrição de

identificabilidade. A fórmula em (2.10.8) foi usada para o cálculo desses valores (no

caso sem restr. de identif. essa fórmula foi empregada com as devidas adaptações).

Apenas a segunda metade de uma seqüência de Gibbs de comprimento T=10000 foi

utilizada nos cMculos.

A tabela 2.7 a apresenta, os ç'dores estimados das seguintes medidas de com-

paração de modelos: a medida L e a soma dos resíduos padronizados em valor

absoluto (ver seção 2.11) para os modelos com e sem restrições de identiÊcabilidade.

Na figura 2.21 vemos que os valores das CPO(iys tendem a ser maiores no modelo

com restr. de identificabilidade e na tabela 2.7 as estimativa da medida L jbaseadas

no determinante) são consideravelmente menores no modelo com restr. de identif.
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CPO(i)
CPOI n30delo c/ nsa'. .a o CPOI modelo s/

0

0.6

'0.4

0.2

2.5 .5.0 '?.5 10.0 12.5 15.0 .11.5 20-0 22.S U.0 27.5 .30.0

Figura 2.21: Grá6co dos valores da densidade condicional preditiva (CPO(i)) versus ã,
sob o modelo com restrição de identif. (+) e sob o modelo sem restrição de identif. (o)

Tabela 2.7: Estimativas da medida L e da soma das normas dos resíduos. nos mo..

o que sugere que este modelo deve ser o escolhido. Entretanto se considerarmos

apenas a soma dos módulos dos resíduos padronizados como critério, o modelo sem

restrição deveria ser o escolhido (É interessante notar que as estimativas dos valores

da medida L calculadas pelo traço, ficaram bem próximas nos dois modelos).

Assim: se os dados ainostrais são os da tabela 2.1 e o valor de À não é conhecido.

o modelo sem resta. de idem)tif. (com distr. à priori 'ç'aga descrito nessa seção) não

seria ullla: illá escolha.
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2.].2.3 0 modelo estrutural com restrição de identificabili
dade e priori imprópria

l.DADOS
O conjunto de dados é o mesmo da Tabela 2.1

2. MODELO PROPOSTO
Consideramos o modelo estrutural dado em (2.3.1) com distribuição à priori

imprópria n'(a, .8, p, a3, a:) com a, #, /z, a3 e a2 "independentes" , onde a, g e p são

proporcionais a 1, a(a:) c( (a:)'' e a'(a') 'x (a')'', onde r = .25 e s - 1.0

3. AJUSTE DO MODELO

(a) Pontos inicias

Gerimos 4 pontos iniciais usando procedimento semelhante ao da seção 2.12.1:

Olo) .(2.4012, 0.8822, 2.0033, 0.1813, 0.1507)l ê2o) =(1.7943, 1.1077, 1.9321, 0.6855,

0.2603)l êlo) = (1.1561, 1.3948, 2.1476, 0.2809, 0.0832) e P4o) = (1.6981, 1.1382

1.7934, 0.3590, 0.0731).

A partir dsses pontos gerimos M = 4 seqüências de Gibbs de comprimento

T = 10000 e uma sequência mais longa de comprimento T=50000 partindo de gío)

(b) Diagnósticos de convergência das seqiiências de Gibbs

'Traga'deBaTATraí' da M=A

' w"-Pml'l rVT''H]X:'Py]r;QF'f+']f!] n

llflW- ]n. ü. iü,ü«-
1.0

' ,JW,.:gH0

2.0

].s
0õ .=lT,.$g' it'n#o

iil.$i! b+lw,:4i..
0

Figura 2.22 Gráficos das séria temporais de a: J. p, a? e a2. baseados na seq de Gibbs de compr. T 30.000
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cornlop'üim dc sigmü2 " *é
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Figul'a 2.23i Gráficos das funções de aut.-correm,çü de a
de Gibbs de comprimento T = 50.000.

/3) p, a3 e a2 baseados em uma única seqiiência

Braoks & Gelman Muitivariate Shrink Factors

Lad ttention h Segar»nt

Figui'a 2.24: "hlultivariate Patential Scale Reduction" (hTPSRF) de Brooks e Gelman ( 1998) b*sFado em 4 sq
de Cibbs de compr. 7' :: 10000 (Rmax é a maior valor entre as medidas univariadm de a, /3,p, a3, a2)

Tabela 2.8 :óptico de conv
+in

Xledidas de Di :ência de Brooks, Gelman e Rubin
)uantii 0.975ora .a

W!.00
1.000022
1.000693
1.000298

le Gelman

0.9999868
1.000193
] 000496

,\ medida multa'variada (XIPSRF) é igual a 1.0086177
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Gelman & Rubin Shrink Factors

0 2m0 4m0 Bm 8m0 1U00

Last {temtiarl }n SegmorÉ

0. 20eD 4m0 8®0 8®0 lama

Lnt t&mlk« h Seg«it

0 m 4W 8m0 8m0 laGO
l.a« Untkon h SegmoM

0 2m0 4U0 6000 8m 10000

La« lbntM h Se91«'M

0 2m0 4U0 8a0 8m0 Inda
bü Homem h Sega.nd

Figura 2.25: Gráfico da medida de Gelman e Rubin corrigida "Corrected potencial scale reduction factors
(CSRF) para cada parâmetro a, /3, p* a:, a2: baseada em iM = 4 seqiiências de Gibbs de comprimento T :: 10000

(c) Estimação

A tabela 2.9 apresenta as estimativas de várias medidas resumo da distribuição à

posteriori e a figura 2.26 apresenta os gráficos das densidades posteriores marginais

estimadas. Essas estimativas foram obtidas utilizando-se a segunda metade de cada

uma das À/ = 4 seqüências de Gibbs de comprimento T :; l0.000.

Antes de analisar os resultados, é importante lembrar que pelo fato da dis-

tribuição à priori ser imprópria (e portanto não informativa), as estimativas à pos-

teriori dos parâmetros deveriam estar próximas dos 'ç'dores dos parâmetros usados

na geração dos dados se de fato o procedimento de estimação é adequado.

Na tabela 2.9 observa-se que a média aritmética e a média Rao-Blackelizada

estão muito próximas. além disso. tanto a média como a mediana amostrar estimam
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cada um dos parâmetros do modelo com ''pequeno" viés(estimado) e somente o

parâmetro a2 parece estar um pouquinho subestimado). Xlais importante anda é

que todos os intervalos estimados de credibilidade apresentados contém os valores

verdadeiros dos parâmetros.

Tabela 2 .g: Estimativas do valor esperado, quantas, desvio padrão, máximo,mínimo
e intervalos de credibilidade de comprimento mínimo das distribuições marginais à

2posteriori de a, .B, p, a:, a
MEDIDAS RESUNÍO

NI ódio ' ?f
Qut

0.0

f8Et.'iUInterv
P- Lim

0.90 LimP-
Lim sup.

1.4267 0.8428 1.6763 0.2532 0.0395
2.3504 1.2903 2.2594 0.9582 0.1198
1.5215 0.8742 1.7351 0.2965 0.0432
2.2877 1.2467 2.2195 0.8696 0.1088
0.2366 0.11145 0.1480 0.1836 0.0223
0.2367 0.1}43 0.1477 0.1924 0.0222
0.001673 0.000810 0.001047 0.001362 0.000157

0.009851 0.004790 0.001356 0.003144 0.000331
0.1'0 0.67

n
mimo

g

NOTA: mesma nota da tabela 2.3

Comparando a tabela 2.9 com a tabela 2.3 notamos que as esimati''.as de Bal'es

dos parâmetros do modelo com priori imprópria tem menor ''.iés estimado do que

as estimativas de Bares no modelo com priori própria vaga (da secam 2.12.1) (Isso

ja era esperado pelo fato de (lue no modelo com priori imprópria toda a informação

vem somente dos dados). Observou-se tainbéln que os intervalos de credibilidade

envol'ç'endo o !)modelo cona priori imprópria tendem a ter illenor comprilalento.
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Figura 2.26: Gráficos das estimativas "RaoBlackwelizadas"
marginais à posteriori p(al.D.b;) ,. . .,p(a' l z).b;).

das densidades

(d)Avaliação do ajuste

CPO(i)
2.0 [ '

1.5

1.0

o.s

5.0 7.5 10.0- 12.5 15.0 17.5 20.0 22.5 25.0

cmfi3' 1.00 1.25 1.5Q 1.7S 2.00 2.2$ 2.50 2.7S 3.00 3.25 3.50
xi

0 B

2.50 3.00 3.25 3.50 3.7S 4.00 4.2S 4.50 +.7$ 5.00 'g'

Figura 2.27: Grá6cos dos valores da densidade condicional preditiva, (CPO(i)). versus í,
versus .\'. e versus X: baseados na segunda metade de uma única sequência de Gibbs de
comprimento T = l0.000
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Na figura 2.27 temos os gráâcos da densidade condicional preditiva de validação

em função de b, para { - 1, . . . , 30, onde CPO{ é estimada por meio da fórmula

(2.10.8)

A Figura 2.28 apresenta os gráficos dos valores estimados de cada uma das com-

ponentes do vetar de resíduos bayesianos de validação cruzada (dlà e d2{ ) da seção

2.10.2(b). Esses gráficos estão baseados na mesma sequencia de Gibbs utilizada na

6gura 2.27.

dli
5.0

0.0

0.0

dy.

0.0

2.5

cruzada, ICPO{ = n- (}) E"..;)], .m '-çã. '. :, '.p':: 'm '-çã. «. X: . '-mb'm

2.5

2.5

2.5

2.5

2.5

Figura 2.28: Do lado esquerdo estão os valores da componente (dli) dos resíduos
bayesianos de validação cruzada em função de {, de E e de E(XID.b,.i), e do lado
direito os valores de (d2{) em função de í, de X{ e de E(X{ D.b;(-{)).

Na figura 2.28 os gráficos à esquerda possuem 4 ou 5 possíveis pontos aberrantes

(cuja ordenadas são maiores do que 3 em valor absoluto) o que sugere que unia

análise de resídous mais detalhada de'ça ser realizada para examinar melhor o ajuste.

4. SENSIBILIDADE À À -- a razão das variâncias residuais

Nesse item analisamos descrita\ainente a 'ç'afiação nas estimativas dos \dores es-
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perados de a, #, p, a2 e o-2 à posteriori quando diferentes valores do hiperparâmetro

À são fixados (mantendo-se inalterados os demais hiperparâmetros do modelo).

Inicialmente nas 6guras 2.29 e 2.30 exibimos gráficos com as médias"Rao-Black-

welizadas" dos parâmetros. (Para cada À foi gerada uma seqüência de Gibbs de

comprimento T = 10.000, cujo ponto inicial é o estimador de máxima verossimi-

Ihança correspondente, descartando-se a primeira metade de cada seqüência).

A seguir na figura 2.31 comparamos os gráficos baseados em dois diferentes

tamanhos de amostra (n =50, n = 500) geradas à partir do mesmo modelo e usando

a mesma semente (ranseed=17 da linguagem OX). Para cada À fiado, a seqüência

de Gibbs foi gerada partindo-se da estimativa de máxima verossim. conespondente.

Levando-se em conta que a distribuição à priori é imprópria (e que portanto, se

o procedimento é adequado, as estimativas à posteriori devem estar próximas dos

valores dos parâmetros usados na geração dos dados) então dm figuras 2.29 e 2.30

concluímos que:

jl) A média amostral de p parece não ser iníiuenciada pelo valor de À.

(2) Quando À é subestimado (isto é, quando 0 < À < 1), aparentemente, as médias

amostrais de /3, a3 e a2 superestimam respectivamente os valores verdadeiros de .B,

a2 e a2, mas a média amostrar de a subestima o verdadeiro valor de cl.

(3) Quando À é superestimado (.X > 1), aparentemente a e a: é superestimado e 0

e a2 são subestimados.. Isso ocorre mesmo quando À é bem grande (da ordem de

30 vezes maior que o seu verdadeiro valor).

Da figura 2.31, temos também que as estimati''.as dos parâmetros aparentemente

tendem a se estabilizar à medida que À cresce independentemente do tamanho da

amostra (n). sendo (lue o valor do viés estimado em geral é diferente para cada n.
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Figura 2.29: Grá6cos das médias "R.-Blackwelizadas" de a, #, p, a: e a2 versus À da
dista. posteriori baseada nos dados da Tabela 2.1. A grade de pontos em À é formada por
500 pontos igualmente espaçados no intervalo l0,501.

Sensibilidade de Alfa à Lambda
2.25 }-

affa l A//'/"/ média de ALFA x lambdü

Sea,sibilidade de Beta à Lambia

média de BETA x lambda

}.75
0 l ' lambia o !

' lama;da
média de MU x lambda

média de SIG hlíA2x x lambda

0
lambada

o.'20 F
L

'=:
}

0.05 L

0

média de SIGMA2 x lanbda

l 2 3 4 5
lambda

Figura 2.30: Idem à figura anterior, porém com grade em ,\ formada por 500 pontos
igualmente espaçados no intervalo Í0:SI.
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Flgul'a 2.31 : Gráfico das médias "Rao-Blackwelizadas" de a, /3, p. a: e a2 versus À, das posteriores bmeadas
nas amostras geradas de tamanho n ;: 50 e n :: 500. A grade em À é formada de 10Q pontos igualmente npaçados
no intervalo lO,SOI (os valores verdadeiros dos parâmetros são a = 2.0, /3 = 1.0, p :: 2.0, a: :: 0.6 e a2 = 0.1 e de À
é l.o)

5. COMPARAÇÃO de MODELOS
Na figura 2.32 comparamos os valores estimados das CPO(iys no modelo com

restrição de identi6cabilidade com priori própria e com priori imprópria (por meio da

fórmula (2. 10.8) e usando a segunda metade das seqüêncim de Gibbs de comprimento

T

A tabela 2.10 apresenta os valores estimados das seguintes medidas de com-

paração de modelos: a medida L e a soma dos resíduos padronizados em valor

absoluto (ver seção 2.11) para o modelo com priori própria e para o modelo com pri-

ori imprópria com restrição de identif. Os cálculos basearam-se sempre na segunda

metade das seqüências de Gibbs de comprimento T=10000.

Na ãgura 2.32 '.'emos que os valores das CPO(iys tendem a ser maiores no mo-

delo com priori imprópria e na tabela 2.10 as estimativas da medida L, baseadas

no determinante. são menores no modelo com priori imprópria. indicando que o
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Figura 2.32: Valores da densidade condicional preditiva (CPO(i)) versus {, no modelo
com priori própria (+) e no modelo com priori imprópria (o).

Tabela 2.10: As estimativas da medida L e da soma das norma dos resíduos, nos
modelos com PrIOri riori imprópria.

a
ori }morQ

(Z,2) Õ 0.0tr
Õ 0.!

0-0
Õ + #

Soma das normas
uos 57.65 76.24

modelo com priori imprópria deve ser o escolhido. Entretanto se considerarmos a

soma dos módulos dos resíduos como critério, o modelo com priori própria deveria

ser o escolhido (E interessante notar também que os valores da medida L calculados

pelo traço. enlboi'a numericamente menores no naodelo com priori própria. estão

muito próximos elos dois modelos).
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2.12.4 0 modelo estrutural sem restrição de identiíicabili-
dade e priori imprópria

l.DADOS
O conjunto de dados é o mesmo da Tabela 2.1

2. MODELO PROPOSTO

Consideramos o modelo estrutural dado em (2.6.1) com distribuição à priori

a'(a,#,p,a:,cr2,a?) com componentes "independentes", onde a, # e p são pro-

porcionais a l, «'(a:) c( (a:)'', a'(a') c( (a')'', com r = .25 e s = 0.5, e

.': - -rG(2.001; 1.0).

3. AJUSTE DO MODELO

(a) Pontos iniciais

Usamos os mesmos pontos iniciais da seção 2.12.2, e partindo desses pontos

gerimos M = 4 seqüências de Gibbs de comprimento T = l0.000.

(b) Diagnósticos de convergência das seqiiências de Gibbs

0 ]m m 3m 4M 5m 0 ]M m 3m 4m 5m
ilaacão

Figura 2.33: Gráficos das séries temporais ("trace") de a, .J, p, a3: a2 e a:: baseados
em uma única seqüência de Gibbs de comprimento T = 50.000.
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Figura 2.34: Gráficos du funçõm de aut.-cora.l,ção de a
de Gibbs de comprimento 7' = 50.000.

/3} p, cr2, a2 e a?, baseados em uma única seqiiência

Brooks & Gelman Multivariate Shrink Factors

Laü ltomtion kt Sogwt

Figui'a 2.35: «h'lultivariate Potencial Scale Reduction" (htPSRF) de Brooks e Gelman (1998) baseado em M =4
seq. de Gibbs de comprimento T :: lO,000 (Rmax é o maior valor entre as medida univariadas de a, #, p, a3, a2 , a:)

Tabela 2.].1: Nledidas de Di
ida de e an

1.000015
1.000338
1.003152
1.00017

:estico de convergência de Brooks. Gelman e Rubin
ü(PSRF a çorr .a

1.000289
1.001450
1.010873
1.000831

A medida multi\-afiada l\lPSRF) é igual a 1.0033917

137



Gelman & Rubin Shrink Factors
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Figui'a 2.36: Gráfico da medida de Gelman e Rubin corrigida "Corrected potencial scale reduction factors '
(CSRF) para cada parâmetro a, /3, p, a: , a2, a?, baseada em À/ = 4 seqilências de Gibbs de comprimento 7' = 10.000

(c) Estimação

Na tabela 2.12 apresentamos as estimativas de vária medidas resumo da dis-

tribuição à posteriori e na figura 2.37, os gráficos das densidades posteriores marginais

estimadas. Essas estimativas baseiam-se em À4 = 4 seqüências de Gibbs de compri-

mento T = 10.000, descartandc»se a primeira metade de cada uma.

Observa-se na tabela 2.12 que a média aritmética e a média Rao-Blackelizada

estão muito próümas. A média e a mediana também estão bastante próximas

jexceto no caso do parâmetro a2), além disso, elas superestimam o verdadeiro 'ü'dor

de a? e subestimam o valor de a2. Nesse modelo. entretanto. os intervalos estimados

de credibilidade de 95% e 90% para o parâmetro a2 não contén] o verdadeiro valor

do /'f'
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Comparando a tabela 2. 12 com a tabela 2.6 nota-se que embora as estimativas de

Bayes no modelo com priori imprópria têm maior viés do que as estimativas de Bayes

no modelo com priori própria vaga (da secao 2. 12.2) , os intervalos de credibilidade de

a, 0, p e o-:, no modelo com priori imprópria tem menor comprimento. O problema

é que o-2 aparentemente não foi bem estimado (como já foi comentador.

Tabela 2. 12: Estimativas do 'ç'alar esperado, quantas, desvio padrão, máximo,mínimo
e intervalos de credibilidade de comprimento mínimo das distribuições marginais à
posteriori de c}, #, p, a:, a', o'

2 a2N{EDIDAS RESUN101a a
ia aritmética

0.23150.8390 0.0476NÍédia "R-]31ackweiiz." i 2.2186 0.8717 1.9544
(,Juantis amostrais

0.025
05

n

25

ã
6

75
8
9

95
975

Interv.Credib. HPD
p = 0.95 Lim. inf.
' ILim sup.
p = 0.90 bim. ilíf.

Lim sup.
desvio padrão (dp)

d.p. Rao-Blackweliz.
:Naiv; SE" =

M(r-Tn)
"Batch SE"

Nlínimo
Xíáximo

l

5

7

1.6487 0.6188 1.6122 0.3929 0.0000 0.1128
2.7330 1.1334 2.2982 1.3853 0.}785 0.3692
1.8043 0.6624 1.6701 0.4290 0.0000 0.1208
2.6711 1.0736 2.2376 1.2331 0.1305 0.3319
0.2721 0.1304 0.1731 0,2641 0.0629 0.0695
0.2721 0.1303 0.1718 0.2659 0.0623 0.0682
0.001924 0.000922H.001224 0.001867 0.000444 0.000491
0.008153 0.003976 0.001393 0.003726 0.002183 0.000822
0.9371 0.4045 1.2028 0.1684 0.0000 0.0735
3.2785 1.5371 2.7565 3.0913 0.8244 1.8424

NOTA: Xlesma nota da tabela 2.6
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1.6050
1.7499
1.8886

0.6410
0.6789
0.7211

1.6061
1.6681
1.7340

0.4355
0.4883
0.5497

o.oooo
0.0003
0.0009

0.}264
0.1387
0.1544

2.0198 0.7713 1.8105 0.6251 0.0032 0.1751
2.0666 0.7887 1.8416 0.6547 0.0050 0.1840
2.1069 0.8044 }.8654 0.6844 0.0072 0.1917
2.1745 0.8349 1.9119 0.7396 0.0132 0.2070
2.2361 0.8632 1.9533 0.7956 0.0225 0.2222
2.2953
2.3586

0.8924
0.9251

1.9961
2.0406

0.8585
0.9317

0.0355
0.0546

0.2387
0.2573

2.3923
2.4312
2,5348
2.6215
2.7048

0.9432
0.9648
1.0315
1.0954
1.1668

2.0672
2.0949
2.1704
2.2368
2.2940

0.9757
1.0257
1.1776
1.3232
1.4683

0.0674
0.0822
0.1305
0.1785
0.2224

0.2694
0.2821
0.3212
0.3597
0.3953
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Figura 2.37: Gráficos das estimativas "Rao-Blackwelizadas"
marginais à posteriori p(all).b;),. . .,p(a? ID.b,).

das densidades

(d) Avaliação do ajuste

A Figura 2.38 a seguir apresenta os gráficos dos valores da densidade condicional

preditiva de validação cruzada (CPO: - " ((H ) IZ).b:)) primeü''mente em função de

í, depois em função de Xi e também em função de X, para { ' 1, . . . , 30, onde CPOi

é estimada por meio da fórmula (2.10.8) adaptada para o modelo dessa subseção

As estimativas basearam-se na segunda metade de uma sequência de comprimento

T=10.000 do algoritmo de Gibbs cujo ponto inicia! é gío)

A figura 2.39 a seguir apresenta os gráficos das componentes dl, e d2, do vetar

de resíduos bayesianos bidimensionais de validação cruzada

á = :.. ,n, d.do «a seção 2.10.2, o«de m fórm«Im de É ((*,)lz).b;(-0) e de

Ü ': ll.f.)in.»;.-:,) f.,-m -d'p''d-' p''' ' :"«.:. -"« :«b"'''; :' p"':' ""

spectivanlente dm formulam (2.10.13) e l2.10.15)-

IJI).b: ( -i) Doba ( -{ )
..1 XXXdí

x,x:x:d2
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CPO(i)

2

CPO(i) 2's 5 .o
3

2

cpol\J' "'"'i:i;'' iliÍ''Í;;" i:F'' i!;''l;---i;;'' iR
] }-

l

Grállcos dos valores da densidade condicional preditiva, (CPO(i))

d2i
:2.5

3.25 3.50
xi

525 SJQYi

versus {, versus Xi e versus y;
Figura 2.38

d!i

0dii
2.5

10 15 20 H i 30 d2o
2.5

0.0

2.5

'\:F: :' ;' '' '' '"*:'g:} " " " " «'&

':4;À==3. '':t"n''';;''';' " h".=",

'. m::::;= ;.ht::=.=:=',=;'lL:'=="ú=.=:i'=':==' : .:= ::'=.t'=1:=J:l=t:;=

3.0 3.5 4.0

Obs: As figuras 2.38 e 2.39 não sugerem que haja problema de falta de ajustamento
4. CO),IPARAÇAO deNIODELOS

.A figura 2.+0 compara a densidade condicional preditiva nos modelos com priori

proprla e cona priori inaprópria sem restrição de identif. (usalldo a fónnula (2.10.8)
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com as devidas adaptações). Para os cálculos, apenas a segunda metade de uma

sequência de Gibbs de comprimento T-10000 foi utilizada.

A tabela 2.13 apresenta, os valores estimados da medida L e da soma dos resíduos

padronizados em valor absoluto nos modelos com priori pópria e com priori imprópria
sem restr.de identif.

CPO(i)

2.5

2.0

1.5

i.o

0.5

2.5 5.0 7.

Figura 2.40: Densidade condicional preditiva (CPO(i)) versus {, no modelo com priori
própria(+) e no modelo com priori imprópria(o). "' ''''''
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deão com priori imprópria e na tabela 2.14 as estimati'ças da medida L, baseadas

uu aetermlnante, são consideravelmente menores no modelo com priori imprópria .

ipso sugere que o modelo com priori imprópria deva ser o escolhido. Entretanto se

considerarmos como critério, apenas a soma dos módulos dos resíduos padronizados

Então o modelo com priori própria deveria ser o escolhido. Observou-se também

que os valores da medida L calculados pelo traço ficaram bem próximos nos doismodelos

Assimose o valor de À (quociente das variâncias residuais) não é conhecido e os

imprópria não seria uma má. escolha. deão (sem restr. de identif.) com priori

2.12.5 Resumo dos resultados:

Na seção 2.12 foram ajustados 4 modelos bayesianos estruturais normais Utilizando

o particular conjunto de dados da tabela 2.1. Os modelos são:

1)~rnodelo com reger. de identif. e priori própria vaga da subseção(2.12.1)

(2) modelo sem resta. de identif. com priori própria vaga (2.12.2),

(3) modelo com restr. de identif. e priori imprópria (2.12.3)

(4) modelo sem resta. com priori imprópria (2.12.4)
1 -- comparação dos algoritmos:

erros que os valores das CPO(i);s telld
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particular exemplo).

2 -- convergência

Os dispositi'ç'os de di
'.F'--''.'u-'"uuD ueBba seçao nao noS

sugeriram que haja problemas na convergência do algoritmo de Gibbs em nenhum
dos modelos considerados.

3 -- comparação dos modelos:

- Comparando os modelos (1) e (3):

Levando em conta que no modelo (3)\-/ 'uuu'- "a.',vo uc çieuJO.lllQ&(le tem menor CO.In.-

primento , as estimativas dos parâmetros tem um menor viés de estimação , u

estimativas da medida L (Calculadas pelo determinante) são menores e os valores

das CPO(iys tendem a ser maiores do que no modelo (1), então o modelo r3) é o
escolhido.

- Comparando os modelos (2) e (4):

Do ponto de vista de estimação os do
"Yuv v' uu'' Leal vantagens e desvantagens (o modelo

(4) tem intervalos de credibilidade de menor comprimento, porém maior viés de

estimação e além disso o verdadeiro valor do parâmetro o-2 não pertence ao intervalo

de credibilidade estimado correspondente) . Entretanto no modelo (4) as estimativas

da medida L (Calculadas pelo determinante) são menores do que no modelo (2) e os

valores das CPO(iys tendem a ser maiores do que no modelo (2). Por estes motivos

uma possível escolha seria o modelo (4).

Do exposto acima \emos que o uso de prioris impróprias (dM seçõe 2.12.3 e 2.12.4)

traz benefícios tanto no caso do modelo com restrição como no caso sem restrição
de identificabilidade.

-Comparando os modelos (1) e (2) e os modelos (3) e (4):

t'saído a medida L e os valores das C'PO(i)'s vemos que o modelo (ll é escolhido

sobre o modelo l2): além disso o modelo l3) é preferido ao (4).

agnóstico de convergênciag S C
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quanaaQe do ajuste

Nos modelos sem restrição
e tcoin priori própria ou imprópria)

os gráficos das CPO(i)'s e das componentes dos vetores de resíduos, não nos sugeri-

ram que haja algum problema de falta de ajuste. Entretanto nos modelos cona restr.

de identif. (especialmente o modelo com priori imprópria), ocorrem alguns pontos

aberrantes, o que sugere que uma análise mais completa deva ser realizada

5 -- Sensibilidade das estimativas dos parâmetros ao valor de À

Quando a amostra de dados é a da tabela 2.1 e o modelo escolhido é o modelo

(1), o valor de À fornecido pelo usuário não afeta muito M estimativas de a, .é?, ÍZ

e o;l em termos do viés (já que o valor máximo observado do viés estimado, foi da

ordem de 15 a 20% do verdadeiro valor do parâmetro correspondente). Entretanto

a escolha do À pode afetar bastante as estimativa de o-2 (também em termos do

viés de estimação) e nesse caso observou-se que mesmo que À seja escolhido corre-

tamente, ainda assim esse parânmetro fica bmtante superestimado, principalmente
se o tamanho da amostra não for bem arand

Observações gerais:

4

deidentificabilidad]

e

As médias aritméticas e as médias R-Blackwelizadas ficaram sempre muito
próximas independentemente do modelo estudad0

e A medida L baseada no traço aparentemente não s.
!rodeios

e O critério da medida L (calculada pelo determinante) e o critério da com-

paração dos CPO(i)'s Concordaram quanto à escoll)a dos modelos. entretanto

discordaram do critério da sollla dos resíduos padronizados ]la escolha dos
modelos estudados nessa seção
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Capítulo 3

O modelo linear estrutural
identi6cável t-Student com erros
nas variáveis

Introdução

É fato bastante conhecido que os modelos que usam a distribuição Normal não são

robustos à presença de valores discrepantes, no sentido de que as inferências sob tais

modelos podem mudar consideravelmente na presença de uma ou mais observações
discrepantes.

Uma maneira de reduzir a influência desses valores discrepantes é trocar o modelo

Normal por um modelo com caudas mais pesadas como por exemplo o modelo t.
Student.

A distribuição í-Student com p graus de liberdade, t,(#, E ), tem caudas mais

longas que a Normal (]V( #, E )) e além disso, quando o número de graus de liberdade

tende a infinito (z' ---* oc), ela se aproxima da Normal e quando p = 1 ela coincide

com a distribuição de Cauchy. Assim, na literatura, uma alternativa robusta à

Normal tem sido a distribuição f, fixando-se um valor pequeno para L'. Gelman

et al. (1997) sugerem utilizar p = 4 para assegurar a existência dos momentos até

terceira ordem e recomendam também que a distribuição Normal não del,'e ser usada
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nspersos (Isto é, quando 10% dos pontos estiverem

há uma distância superior a 1, 5d da mediana: onde d é a distância entre o primeiro

e o terceiro quartel; e o tamanho da amostra é grandes. Além disso; segundo esses

autores, nos modelos de regressão, a distribuição [ com um número pequeno de graus

de liberdade fixado. trata os "outliers" como observações de alta variância e produz

resultados semelhantes aos obtidos na regressão ponderada (em que os pesos são os
inversos das variâncias).

A distribuição t pode s
v" ' F'--'uç -i cuipiegaaa nao somente para acomodar eventuais pon-

tos discrepantes (ou dados com alta dispersão), mas também situações em que os

hiperparâmetros das prioris têm valores muito extremos ou então quando temos um

modelo com várias hierarquias.

Nesse capítulo estudamos os modelos lineares estruturais f-independente e [-

dependente com restrição de identificabilidade no caso em que o número de graus

de liberdade é conhecido, considerando uma particular distribuição à priori própria
com componentes independentes .

Nesse capítulo também são demonstrados quatro teoremas que estabelecem condições

suficientes para a existência da distribuição posteriori no modelo f- dependente para

um conjunto particular de prioris impróprias.

Uma avaliação da qualidade do ajuste e uma análise de sensibilidade do número

de graus de liberdade do modelo í (quando este é assumido conhecido) também serão

feitas nesse capítulo. Finalmente, descrer'eremos algumas técnicas de comparação
de modelos.

Antes poré
puicui ue apresentar os modelos cle regressão estrutural f-dependente e

f-independente. apresentamos a seguir duas das fonnas de deânir a distribuição f

nlultivariada descrita 11a literatura. [n] estudo bmtante abrangente sobre a dis-

tribuição f. situando-a tanlbéin como i)lembro da família de distribizições elípticas.

o os daquan "muitoos sao
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é encontrado em Arellane.-Valle (1994).

Definição 1: Dizemos que um vetar aleatório .J.,.i tem distribuição f n-variada

e não-singular com p graus de liberdade (b' > 0), parâmetro de locação #.,.: e

parâmetro de escala 2;.x« (E positiva definida), isto é, 4' - É«(#, ;,p), se a
função densidade de -X é dada por

.G(glg,E,«)(n,«)l;l'll«+(J-#)'E':(-X-#)I' ' ,
g € 1R", # C R", E > 0 (isto é, E positi''''a definida), onde A(n, p) = !:1=!i=.....;:.

r($) «-"/'

Observação 1: Quando z/ = 1 a distribuição acima se reduz à distribuição de
Cauchy n-variada(não central).

Observação 2: Quando p ---, oo essa distribuição se aproxima de uma Normal
.N( #, E )

Observação 3: Essa de6nição assume explicitamente a existência de uma função

densidade e portanto não permite incorporar uma versão singular da distribuição f
muitivariada.

Definição 2: Dizemos que um vetor aleatório êí.,.t segue uma distribuição t a-

variada com p graus de liberdade (1' > 0), parâmetro de locação # e parâmetro

de escala E, isto é, .X «. f«(#, E , "), se .F = # + w{ :g, onde g -, .\l(g, E) e
w -, # são independentes, isto é, .Xlw «' .V( #, u' E; ) e w «, /G({, {).

Observação 1: A distribuição Incunalclonai ae 4 nesse cmo é

fxtt)= 1. fl:\«-)f(ubd«-.

que é uma mistura cle escala da distribuição norlllal
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Observação 2: No caso em que E é positiva definida, a Definição l e a Definição
2 são equi'ç'dentes.

Nesse capítulo apresentaremos o modelo de regressão estrutural É-independente

e o modelo [-dependente, tanto no caso em que u é conhecido como também no caso
en} que p é desconhecido.

3.1 0 modelo estrutural t-independente com o
número de graus de liberdade conhecido

Nessa seção apresentamos o modelo de regressão linear simples f-independente com

erros nas Variáveis, considerando duas formulações equivalentes. Além disso, dis-

cutimos a implementação de algoritmos blCMC para amostrar da posteriori desses
modelos

3.]..1 Definição do modelo

F'ormulação l

/ E = '* + /3':l + e:,
l Xí = z{ + üí,

onde X e X: são as variáveis aleatórias observáveis, zi a variável aleatóri.. nÃ.

observa\el e zz: o erro na medição de rí, com a suposição

Considere a.s equações

iid
g = f3( g' ;',P), j ...,.,

onde

«'-(j) . ;'-(Ti :
onde af = Àa: = Àa2 cona À conhecido. p > 0 e l s' 'l / 0.
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C) vetou de parâmetros é g = (a, g, p, a:, a')r (3.1.1)

e o espaço paramétrico é Ç) {0 : a,.g, /z C ]R e a! e a2 € 1RI..}

Observação: Quando p 2 3, a distribuição acima tem matriz de covariâncias

dada por }'ar( l ui l le) = E'i;:!, e vetor de médias p'. Quando z, = 1 caímos na

distribuição de Cauchy não central com parâmetro de locação igual a /z' e parâmetro

de escala igual a E'

Tomando-se g'ã = 1 Xi l , { = 1,. . . ,n, então a suposição em (3.1.1) implica

que

g:lg yÍ3(#, =,p), á= 1,...,n,
onde

onde a? = Àa: :; Àa2, p > 0 e E é positiva definida.

Notemos que se a suposição em (3.1.2)vale, então

l ''- t3':( 1 « ® g; .r«*« ® E , «)
g« }

(mas a recíproca não é verdadeira).

A distribuição à priori de g nesse modelo será denotado por a'(ê).

'::ii': ':ll:: ?l
ci -b 3n

(3 1.2)

Observacões

1. Arellano-Valle (19941 define o modelo estruttual f-independente no contexto

da estatística clássica por meio da distribuição das variáveis observadas L',
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\ ç.XXall\l(LD /\ll

}), .«.. ,: . "*,'«*, *,"', ; - ::...,«.

onde

~'-('L''"), ;*-( ''g;': «:?!:).

O modelo f-independente é não identiâcável e uma maneira de torna-lo iden-

tificá].'el é incorporar por exemplo a restrição a2 = Ào-lÍ = Ào-2 (Arellano-Valle.
1994).

(3.1.3)

2

3. Nlesmo no caso em que o número de graus de liberdade (p) é desconhecido, o

modelo se torna identificável quando adoramos por exemplo a restrição acima.

4. Em estatística bayesiana, como já discutimos no Capítulo 2, não há necessidade

de que os modelos sejam identiâcáveis quando escolhemos convenientemente

a distribuição à priori. Entretanto, nesse capítulo vamos estudar apenas o
modelo f identificável

A função de verossimilhança baseada nos dados completos

A função de verossimilhança baseada nos dados completos, Z) =

é dada por

z.(êl-o) " ll l=1-{ l« +(g':- #)E''(g - e)I'( ' )

onde # e E são definidos ein (3.1.2)

(3 1.4)

A função de verossimilhança baseada nos dados observados

A função de x:eiossiniilhança baseada nos dados observados z).b, é



z(Pl-o.b;) '' ll l E;*l-{ IP+(g: - é:'*)E* '(Ç'. - #')I'( ' ) ,

onde #* e E* são definidos em (3.1.3).

A distribuição à posteriori

A distribuição à posteriori p(,gl-D.b,) é dada por

,u\-.«) - l: «ç:, ;\".-a' ; « /:'ç'\m«u';,
onde t(glZ)) é dada por (3.1.4) e n'(P) é a distribuição à priori de g

Outra forma de escrever a posteriori é

P(PID.U:) K z.(Élo.b;)«'(p),

onde L(êlD.b;) é dada por (3.1.5) e n'(P) é a distribuição à priori de ê.

Formulação 2 -- o modelo de mistura de escala da distrib
Normal

dada pora

2

l3.1.5)

(3.1.6)

(3.1.7)

uiçao

Uma especiâcação equivalente do modelo acima é dada a seguir.

Seja a equação de regressão

O modelo assume que

g,lê,u,-: indep .\.;(#: EW.), i= 1:2:... ,rl: onde # e : estão definidos ein(3.1.2).

l3.i.8)

X = Q +Õz{ +ei, í = 1,. ..,n, .
X{ = r{ +u:, e seja

.a para P e g' é da forma

--(g. u,'l «-(pl,-( g').
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(:, Í), [ . ,n

OespaçoparamétricoéO* = {(p, W)7': êC O e y €1RIÍ}.

A função de verossimilhança baseada nos dados completos

Z(ê, P,'ln) '' ll IE -«:l-' 'xpÍ-ã(g, - #)"(E «,:)':( g': - g)}

ou seja, ela é proporcional a

[$K=ÚV Êq3

A função de verossimilhança

A função de verossimilhança baseada nos dados observa.dns D . . r ~l
1 '}

Z.(g, !«in.-:) '' ll l;*w,l-{ expÍ-lã(ç'. - #*)"(E*«,:)':(ç': - g*)} ,(3.1 10)

onde «' e E * são definidos em (3.1.3)

Distribuição à posteriori

A posteriori plplD.b,) é dada por

PIPIZ).b; )

A função de verossimilhança baseada nos dados completos, D -

é dada por

onde w «,.)r e «,(.«1 P
á '''''

2

baseada nos dados observados

;}(P. B'-R'- -lR 4'lZ).b;)dp'dg: (3.1.11l
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onde p(ê, !« : gl-D.b;) c( L(p, WiD)n-(g)n'( ]«) e onde L(P, pjZ)) é dada em(3.1.9).

A posteriori é dada também por

p(êln.';):" ./!.,...: p(p, !" ID..;)d y',(3 1 i2)

onde p(P, W ID.b;) « L(P, W l-D.b;)«-(g, !«) e onde Z(g, g' l-D.b:) é dada em (3.1.10)

Observação 1: A formulação l e a formulação 2 do modelo t-independente são

equivalentes, já que a posteriori de g, dada em (3.1.11), coincide com a posteriori

de É dada em (3.1.6). A justificativa dessa afirmação é dada a seguir.

Demonstração: p(êl-D.b;) - ./s;:n. .L.n. p(P, '", Z IZ).b:)d y'dg

1- 1-., .. L(g.«.\o)'«çe)'«çw~ia waz

E «,:l-{ expl'ãl( g: - #)'( E "':)':(g: - É')ll"(o) .H '";'$--n

'"p l

n-: .L .L ú.;Q-'í--n.*.l [(:?,- d"E''(:g: Ü'-"]l«w
dlpdz

E l-ça(p)/r ./.!:«Í( ' expl(g:
dwdz

+

..; ~;' ';' ' ' l"u)

"-1

n

«-(g)
dÍ-] c.,...;'w'':;.*.l:n r TE':(g, p'«ll

(3.1.13)du-id =

onde a função dentro da integral em u'{ é o núcleo de uma Gama Invertida

,'(!;,{t ;,- «'";''';. «,--«])

Portanto: l3.i.13) é igual a

EI - $«'(e) - (%")
{éí( g': - #)" E ':( g.



e portanto

P(glD.b;) '' .Á; ll IEl-$1« +(g: - #)' E''(g: - #)I'p$u«'(g)d:,

que coincide com (3.1.6).

3.1.2 Implementação de algoritmos MCMC no modelo com
particular priori própria de componentes independentes

tomando-se a distribuição a prlon

«-(P, g') y') - ''-('')"(P),''(p)"(a:)«-(a') ll «-(«,:),

ande c- -, Ntü,a'U, B -, NÇh.a2D). H «, NÇm,a'Ü. a2x «, IGÇc. Ü. a' -. !GÇf.g) e

w{ «' /G(!, !), { = 1, . . . , n, e considerando a formulação 2 do modelo t-independente

descrita na subseção anterior, podemos implementar o algoritmo de Gibbs, de forma

semelhante à do modelo Normal do Capítulo 2, utilizando M distribuições condi-

cionais completas exibidas abaixo, que são baseadas na distribuição à posteriori

p(É, :, T lz).b:) envolvida em(3.1.11).

E importante lembrar que todos os algoritmos NÍCMC descritos na seção 2.4 do

Capítulo 2 para o modelo Normal podem ser implementados para esse modelo de

forma semelhante quando usamos a formulação 2.

E conveniente lembrar também que no cmo do modelo [ sem resfhção de iden-

tificabilidade a implementação dos algoritmos seria semelhante ao caso do modelo

normal sem restrições definido na seção 2.6 (a mesma observ'ação \ale no caso do

illodelo í com priori n'(p: g' ) = n-( g)n-(g), onde alg) ten) componentes condicional

mente independentes coillo em l2.7.1).

Nessa seção: entretanto: \-anjos nos restrillgir apenas à inlplelnentação do algc-

ritn)o original de Gibbs para o modelo f-independellte com restrição de identifica-

bilidade e cona priori dada em (3.1.4). para não nos tornarmos muito repetitivo

lZ

S
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Distribuições condicionais completas baseadas na distribuição

p(ê, W, 1l.O..:) em (3.1.11)

Zill(--i) } Cl} .l3) P, a2, W z).bs

.~' l":'*:i: {')=1: "': Àa:a:(«,: \

a: l,X + .J'l + Àa: 7
) (3 1.15)

{ - l,.

.l :, ', p, .:, «', a', W , .o.b;

- «' I': h?L=f'; -e$-ml , (3.1 16)

OI =, a, P, 0-2, a2, P , z).bs

- ~l":x:= 1"'' ; À«:«ã À
«liS::: : -- À.:7

(3.1 17)

Pl!,a,#, a2 a2 w D. ;

-~(l#T#;agh), (3.1 18)

a:l g, a, g, p, a2, ]D , .Z) bs

'' l; * .; }Ê e:'P * 'l : (3.1.19)

o21 g, a, .J, p, ae, W, z).bs

,' («*';; ($ "1iu *$ 'P) * «) :
l3 1 20)

U'zlU'( í)r g:a, 3 P:O'r, O'2:/)obs

''lV;;l'" "':"'":
-',)'

l3 1 2i)

n'l
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Observação 1: Fazendo u,-{ = 1 nas fórmulas (3.1.15) a (3.1.21) obtemos as fórmula

(2.5.91 a (2.5.14) do Capítulo 2.

Observação 2: No modelo dessa seção, o número de graus de liberdade, p, é suposto

conhecido. Entretanto, nas aplicações em geral não temos ta} conhecimento. Uma

maneira de tratar o problema é considerar o número de graus de liberdade p como

uma variável aleatória atribuindo uma priori para ela como por exemplo na seção

3.2 a seguir. Uma outra maneira é analisar o problema descritivamente tratando p

como um hiperparâmetro e calculando por exemplo a medida L para vários valores

de p fixados e escolhendo o u que corresponde ao menor valor dessa medida.

3..L.3 1)istribuiçao preditiva

S.j, U. - (;Ç) «m- .b*-"çã' f«'«, A di;t-ib"içã' p"di'i" : p"'"'": -
modelo t-independente de6nido em (3.1.8) é dada por

«Ç qf\Düã - l. lo'«l yí. Q.«-í\D.b:bdqd«-í

a'( b'le , w/)a-(m.r)n-(êi-D.b;)dêdu/

onde p = (a, /3, p, o:, a:)

\«, IÇi "D'Í\XÍ: g, «;J)T (XJ\g.«,fbw(wf'l'«Çg

onde n-(p ID.b.) é a distribuição à posteriori,

«'. - '';(lí, ;),
x.!p:«'. - v («, (.: *- .D«'.)

' *llx.. p, «'. - ~' (« -- '« -- #S(x. - ü; l,':.: ,-- *,:

ID.b. )dgdu, / , (3.1 22)

4#) «'.)

Geração de uma observação futura

Para gerar unia observação C,/. basta seguir os seguintes passos



(1)
lgli'.b:J (ou cle n(p, y,' l-D.b:) ou de n(p, P, glZ).b;));

(2) gerar wjg) de n-(u/);

(3) gerar X/ de a-(X/Ig(P),w(s)) e

(4) gerar }} de n-(bl.;\'Ü) 0(g) w(g)) (e portanto, dado que X/ - Xo, Podem

gerar }.f de a-(}.ÍI.X/ = Xo, ,g(P) u.b))).

))emelhantemente, dado que }} = yo, podemos gerar X/ de n'(X/lyl. - yo, P(P),

gerar #Q) de n-r

os

x.fb, p, ", - " G'' 34Çfmm- «-.'«,; F: ''"''' ?4:ilJ ",,l
Observação: A distribuição preditiva a'( il$1z).b:) também pode ser escrita como

: ç yí\n.bà - j ' .l. 1" '-( yí: g: -í, «í\D..:)d«-ídqd-,

Is f lo lw,':Ç yj\=j.wj.0)'nt=i\g, uf) l*«uj)rtg\D.b.*lduídgd=J,1*3.\.23)

onde .«.f «. /6'(Í, Í),

,.f',«. - ~' («; .Í«,)

" -«ll"tf");('r .s)«,l,
isto é, b e X/ são condicionalmente independentes dado p, u,-/, Z.f.

3.1.4 Avaliação do ajuste

Podemos fazer uma avaliação da qualidade do ajuste do modelo f-independente de

ionlla senllhante à apresentada na seção 2.10. Para isso, basta obter m fórmulas

ue calculo da densidade condicional preditiva de Validação cruzada (CPO,) e dos
resíduos de validação cruzada para esse modelo.
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(1) Densidade preditiva de validação cruzada

I';ll::::,;':=' :1:
mas fórmulas alternati-,,as para estinaar CPO,

é a á-ésinia observação e z).bs(-z) " ç/'Í-l), Í

Fórmula l

ll\:'Qi ' levi~ qi,g\D.b:(-übdg= lvçyi\g)wl.g\D.b;(-ü)dq

[Z Kh"'' ".. ,-.] :
onde ê =(a,.g,p,a2,a2): onde yilp «' f:(#, ;,p), com

«- I''l'"l . ; - l '''i;"'' .é'TI, l,

(3.1.24)

isto é

onde k('},:')"(Ç/;lP -Ã;("
e p é o número de graus de liberdade (cona

, '')IEI'$1P +( ç\ - g)rE':(b - a)1::%u,

ecido) .

Estimação

L'ma estimativa de Nlonte Carão de CPOe é dada por

cRo. . r.L e. 1 À''
G Í= «( y.téiq l

IÇllll; :lll;l:\a amostra da posteriori p(glD.b.), gerada por exemplo de

ritmo de Gibbs da senão 3.1.2, ou de p(p, y,'lz).b,) pelo

algoritnlo de X.l-H eln Gibbs (desde que estes algoritmos convirjaln).

(3.1 25)

Fórmula 2

CPO,
1.:t ç.. e. ç\n.*:.:.-..}ügü .
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/e, ./.. "( Ulê, u,')"(g, B' ID.b:(-o)dgd g'

l,c/,,nh;,"'',« :,'«'«I''
(«,i, . . . , w.)r, e onde

': ll « -:''" 1 ; 1 '"kJ'': .j?l: l «:l

(3 . :L .26 )

onde w

l;' ç: + ; . . . n n

Ha U A XX ACXqÍ(l.v

'*: - IAÊ azul ': , .; : ",
onde (p(1), mÍi), . . . 0(c), wjc))r é uma amostra da posteriori conjunta de e e W,

gerada por exemplo de p(g, g, p l-D.b,) pelo algoritmo de Gibbs da seção 3.1.2 ou

de p(ê, p IZ).b;) pelo algoritmo de Àl-H em Gibbs (desde que eles convirjam).

Fórmula 3

CPo: s lwle"ÇU', : :: W\0.u.(-ü)dgdT'i=

rsç .L .L 'r( yil';i, wi, ê)n'(ê, g, y' l-D.b;(-Odgd !«dg

IZ ámen"'',;,« ''«-«-:l':.:.«'
onde

' .-.~ll«tf':l;l*i' .sl«:l
la ç:t i in n ,. a .

cRo,.l.!f.
: I'â ;ÜÜ;Pr=PT'7©,l

onde (pí[). gÍ]). u.r]). . . . . êta): :l(CI : u,,(c)) é uma amostra da posteriori conjunta

P(ê, 3. y, ID.b;) gerada por exemplo pelo algoritmo de Gibbs da seção 3.1.2

desde CJue haja collvergência

l3 1 29)
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Observação: Note que o cálculo de CPO{ nesse caso poderia eventuahnente ser

obtido gerando (ê(g), W(P)) de a-(g, u,'lD.b;) pelo algoritlno de h'l-H em Gibbs (desde

que este convirja) e depois gerando =lg) de n-(=.iê(g) u.b)) - .V (P(P), o-:'ü u.b)).

(2) .1{,esíduo de validação cruzada

No modelo estrutural t-independente (com restrição de identificabilidade o-:.

Ào-l?), formulado como mistura de escala da distribuição Normal, temos que os

resíduos bidimensionais (=1) são tais (lue

1::1 -:,«:-",',,"', --.«-1";: .zl«:, -«»'-*, ,«

Os resíduos padronizados são iguais a

« ;l::l -»«-:.": «*«:"": ~': -*«:",

{ = 1, . . . , zz, e portanto os resíduos padronizados de validação cruzada nesse modelo

sao iguais a

Vm -{( Ç/:l0.b:(-0)IU - .F( Çblo.b;(-0)l, 1,..., n,

onde

e Cálculo de E( Ç\lD.,b:(-1))

EIÇ'íll)ob;(-ÜI = -CI.r( Ç: lê, g: y,')ID.b;( 01

J:J.~,JoE(y.\Q. !: )T(g: :. T\D.b;( ü)'iQdTd:

/, .Á fl-fhlf.:F-:l'''(e. r, g' i . :)dgd g'd::J

/

l3 i.30l

onde

CPO. r r r 1 1 '
/li .L ' k.lg..z',. u',J n'(ê. {'. ü-lD.,t,:)dgdg'dg
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e onde

Çc\l g , -':, 'ü': "'lf': 1; 1 ':: .: 1 «:1' [
Portanto

«(Ç':lP,-:,«,:) -(2'''À("'):)'xp l-l l11$ '' '' ' #'d +(x (3.1.32)

Estimação

Dada uma amostra de tamanho G de a(g, W, lçl-D.b,), obtida por exemplo por

meio do algoritmo de Gibbs da seção 3.1.2 (se houver convergência),

;'' .-:,,-.":ÉflÍI
onde "( hl#, "', «,:) é dada em(3.1.32), E( Ç':lp, z:, «,:) -('''-0')

/ n \ --l

rt.S l \r'íi5à. . { .l \- :.;;;:; ...!

kC:Ê'Í «(hl ,-lÜ,wld)7

Observação: Uma forma alternativa de estimar .E( yíl-D.,b:(-i)), para { - 1, . . . , 7;,

é utilizar a fórmula acima, mas gerando p(s) e g'(s) de p(ê, WID.b;) usando Gibbs

ou h'l-H em Gibbs (desde que convirjam) e depois gerando zlP) de a.(z:lê(g), wlP))

onde zilg, ZLí -. ]V(p; a:«,{).

e

Z

(3.1 33)

Cálculo da Var ( Ç\l-D.b'(-í))

Var( Ç'ílD.b:) = rjVar(blg, g, W)ID.b;(-ÜI + Var lr( Ç',le, g, W)IZ).b;(-01

-Ep.g.«'to..;. .,N'ar l Ç'.IP, g, K')-F'Eê,g,wjO.... *,Kr(ç\lê, :, W))(E( Ç'ile, !

-lZe,Z: gln..:...,(EI ç':lP, g, y,'))ll-rP.g,g' o.... ,;(E( Ç'.le, g. V))lr

J~. l: IÜXarÇ Ç.\.l!. ;. T)T(l?. !. ç\D.b; Ü)dgd d

lw l le(E(Ç.\Q {.--»(XÇt;:\Q. {.«;»'ntQ: !: F\0.b:. ü~lügd!'iÇ

-Írl Ç'.ID.,b.. O) lr( Ç'.ID.,b:(-0)I'

g »''l



cpo: .L ./: .L l>:ttltl:;ll1lL:P"-(e, g , g' in.,.;ldgd gd ]«

+cpo: .,4+., ./::; .Llx( Ç':lg, z:, «,:)llr( y:lp, ",, «,:)l""(p, ]''. :l .b:)dêdgd!«

-lr( Ç/il .b:(-Ü)ll.E( Ç'il .b;( 0)IT, (3.1.34)

onde CPOi é dada por(3.1.31), E( uilz).,b:( i)) é dada por(3.1.30)

Está «- n rã '.

Vã(Ç/ill).,b;( a) =

M;É
'lÍ5 «-( y:lP ),zÍÜ,«,lü)
--l-É( Ç/:lD.,b;( 0)j IÉ( ql0.b:(-0)I', (3.1.35)

onde CPOi é dada em(3.1.29), Ê( LLlz).b:(-i)) é dada em(3.1.33),

": «:,«:-«ll"-lf":l; l":' .31«:1,,-:, ,«.

e(ê(1). W(i), g(i), . . . , o(c), W('3), g(c)) é uma amostra da posteriori p(ê, W , glD.b;)

3.2 0 modelo estrutural il-independente com graus
de liberdade desconhecidos

Nessa seção estudamos o modelo f-independente onde p é desconhecido. Nesse caso

escolhemos uma priori para z', incorporando-a ao modelo, e com base na distribuição

marginal à posteriori de u obtemos um estimador de Bares de p. Na subseção 3.2.2

analisamos o llaodelo considerando duas prioris próprias para I', a primeira é uma

distribuição uniforme discreta e a segunda é a distribuição exponencial. O modelo

de regressão í-independente com z, descollhecido no caso clássico lou seja quando a

çariá'ç'el indepei]dente é n]edida seda erros) foi estudado por Geweke j1993)).
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3.2.1 T)n6n; ãn Hn «nnHnlnYUV uv xxxvuvxv

Considere o modelo identificável formulado como mistura de escala da distribuição

Normal
b = a+ 8 ã+e{, { = 1,...,n,
X, = z: + uã

onde

, com a suposição ZllP, W , p indep .?V:( gi E wi), (3 2.1)

onde # e E são dadas em (3.1.2).

O vetor de parâmetros é Õ

lw:, . . ,.«.)r

Vamos tomar a seguinte distribuição à priori:

;), .«-. .

(a,.8,p,a:,.')r .

«'(g, W, «) ]«ip)«'(p),

onde u'ãlp y /C(5, 5), a-(ê) é a priori de ê e n'(z') a priori de I'

(3 2.2)

Função de verossimilhança

A função de verossimilhança ,-L(ê, W, I'l-D), baseada nos dados completos 1), é

proporcional à função em (3.1.9) , e a verossimilhança bueada nos dados observados,

L(;g, W ; I'l-D.b;), é proporcional à função em (3.1.10).

Distribuição à posteriori

A distribuição conjunta à posteriori de (p, y,' : p) é dada por

P(g. g'. "ll).b:) - /;.n. P( g: P: g': plD.b;)dg

e portanto a distribuição à posteriori

P( 11: ''1D.l,: ) : 1.~ :.:-, ;. '. «;.-\o..d« ::;' ;
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onde

P(g, e, g,ul0.b:) x Z.(P, y,-.«lO.b.)«-(ê, y,' , p),

onde Llê, g-: plD.b;) é proporcional à função em (3.1.10).

(3 2-4)

3.2.2 Implementação de algoritmos MCIMIC no modelo f-in-
dependente para duas particulares escolhas de priori
propxia

Caso ]-: Considere a distribuição à priori

«-(e)«- ( !« 1«)«-(«)

«-('-)'''(/3)"(p)«-(a,)"la') l ll «'(«,:i'') l «-(«), (3 2.5)

onde '* «' N(", É'.), H - N(m, ali), a: ", /G(', d), a: -' /G(/, g), «,:l:' g /C(g, IÍ),

{ = 1, . . . ,n, y é uma v.a. uniforme discreta no intervalo lc -- rzo + l,cl, isto é,

do domínio da variável aleatória y com probabilidade positiva e c é uma constante

inteira (c > 0).( No caso particular em que no = 1 e c = z,o, então y é uma variável

degenerada no ponto z'o).

Nesse modelo podemos implementar o algoritmo de Gibbs para amostrar da

posteriori usando as condicionais completas baseadas na distribuição conjunta à

posteriori em (3.2.3). Nesse modelo, as condicionais completas univariadas de li, a,

J, H, a:, u'{ ({ = 1, . . . , ri) coincidem, respectivamente, com as distribuições dadas

em (3.1.15) a (3.1.21); a única diferença é que agora de'demos acrescentar a cada

cicio do algoritino de Gibbs a distribuição

--(PI ::. 'l: i. É'. a:.a': y,'. D.b;) = P(y = plg: p. y, , O.b:)
:l: Z,(ê, g'.z.'lD)

.p:: c-- no -- l

\ '' ' ' ' -' /

«(«)
lii, c no +t.brio, onde no = número de elementos

lZ

«-lê, W , p)

onde Llg. g .u Z)) é proporcional à função em l3.1.9).
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Caso 2: Tomando a distribuição à priori em (3.2.5) e trocando n-(p) pela distribuição

exponencial com parâmetro Ào, então as distribuições condicionais completas uni-

variadas à posteriori de z{, a, .í3, p, a:, o2 e wi, baseadas em (3.2.3) coincidem com

as do caso l e a condicional completa de u é também exponencial de parâmetro Ào.

3.3 0 modelo estrutural t-dependente com o nú-
mero de graus de liberdade conhecido

Nessa seção apresentamos o modelo de regressão linear simples t-dependente com

erros nas variáveis. Da mesma forma que na seção 3.1 vamos considerar duas for-

mulações equivalentes para esse modelo e além disso, discutiremos a implentação de

algoritmos N'lCN[C.

3.3.1 Definição do modelo

'Fnrmlllnrãn 1 . '' ' -'''x. am as equaçoes

r X = a+ Oz{ + e{, í = 1,.. .,n,
1. Xí = =i + u{,

onde (b, Xi) são as variáveis aleatórias observáveis, zi a variável latente medida

com erro e u{ o erro na medição de zí com a suposição de que

glP '- ta« (l« ® g; -r«*« ® E , #) ,

onde

;(})
e onde

Ào-lÍ para À conhecida. p > 0 conhecido. e l E; l # 0.
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paço paramétrico nesse cmo é

O=Íg=(a,.J3,p.a:,a:)r: a,.í3,/z€1R e o:,a: € 1R+}.

A distribuição à priori de g nesse modelo é denotado por a-(g).

Observação 1: Note que gle «., f3«l!«® # : /«,.«® E,P) # gele g t3(#, =,u)
para í = 1, . . . , n.

Observação 2: O modelo f-dependente é

o modelo t-independente também é.

Observação 3: Se u ? 3, ;? tem matriz de covariâncias (L''ar( g ) = /,.x« ® E i;!!)
finita.

Função de verossimilhança baseada nos dados completos

-L(PIO) o( l/«*.® EI'{ lu+(Z--!«® g)T(/-*«® E)':(g--il ® g)TI'('r)
l n l--L''TS'/

Ei $1«+E(g:-e)"E''(g:-«) ',(3.32)

onde # e E são dados em (3.3.1).

Função de verossimilhança baseada nos dados observados

yi \

A função de x:erossinlilllança baseada tios dados observados D.b; - l l l,
L'. /

."d. L'. - (]1.): é d.d. p':

r n.

L(plD.b;l:" E'l { l«t>:(Ç'- -- «'i'S :lÇ', - a'

!67

A função de verossimilhança baseada nos dados completos D = Z =

dada por

O es

não identificável pela mesma razão queã e

ê

i-l
(3.3.3)



onde

Distribuição à posteriori

A posteriori p(êll).b;) é dada por

u\"..a - l:...«u, ;\o.»)« ; - 1: 't,\n«tü' ;,

de L(PIZ)) é dada por (3.3.2), ou então

P(glD.b;) « -Z;(Pln..:)«-(P),

onde -L(êl-D.b;) é dada por (??).

Formulação 2: o modelo de mistura de escala da distribuição
Normal

Sejam a$ equações

a ' P
e.

0'«: + À.' g«: \

'': ': -- «lí y

(3.3 4)

(3.3.5)

} a{ 'l Jvu'2. i c't?

1. xá = z{ + eí,

: (
gle,«,' - À':« ( ! ® #; { «*« ® EW) ,

onde # e = são definida em (3.3.1) e priori dada por a'(P,u') = n'(ê)a-(u,'), onde

«, «' -rG({, ;), isto é,

} , com a suposição

{ - l, } 72.,

e seja Z -:J

n(u,') = u''(g+i)expt--3;l . u- > o.

:ção é equivalellte a

g,lg.ü-.g.V(#.El:u), param' l.....n.

(s.3 61



onde "(ê, ''.') = "(a)"(:"), com :" '- /G($, g).

Função de verossimilhança baseada nos dados completos

A função de verossimilhança baseada nos dados completos D = Z é dada por

tQ,«En) x tSE-{«,-W"pl E( : g:-ÜI H.3D

« «-#««D'.ã-:«pl
+)l- rx:-l:l' +E- r": \. (3 3.8)

;=i a' ;= aí JJ ' '

Vemos que (3.3.8) coincide com (3.1.9) quando fazemos w{ = w, ! = 1, . . . , n.

Função de verossimilhança baseada nos dados observados

A função de verossimilhança baseada nos dados observados z).b: - l l l
\ Ç'« /

"d. Ç/: - (:1.), é d-d. p'-

.LÜ,«'ll'..J « !Êl-tu-#"pl-HE(ç/: :(ç/: - g*)l , H.3.q

onde #* e ÊI são definidos em (3.1.3) (temos que (3.3.9) coincide com (3.1.10)

quando u,{ = w, í = 1, . . . , n).

Distribuição à posteriori

A posteriori p(pl-D.,b.) é dada por

PlglD.b; )

U

(},.n P(@. ''.', g ID.b;)d'u'd g

41'.n Llg,u,' D)n-lg. u,')dtt'dg .(3.3.10)

onde tip. üln) é dada en] l3.3.S) e a-(p. t]') é a priori de (P. u,') dada en] (3.3.61

jveinos que i3.3.101 coincide com (3.1.11) qualldo u', = u
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outra lorma ae escrever a posterior! e

p(Pl-0.';) " .Á.:.. .L(g, '"la..:)"(P, w)d'", (3.3.11)

onde L(;g,wlz).b:) é dada em(3.3.9) e n-(P, w) é dada em(3.3.6)(vemos que(3.3.11)

coincide com(3.1.12) quando u'i = w, { = 1, . . . ,n).

Observação: A posteriori de ê em (3.3.10), obtida a partir do modelo formulado

como mistura de escala da distribuição normal coincide com a posteriori em (3.3.4),

obtida sob o modelo na formulação l (o que implica que as dum formulações são

equivalentes). A justificativa desse fato segue abaixo.

1.)emonstração:

P(glD.b;) - ./,.m".L.m.. p(É, '", g ID.b:)d'"d g

1: 1.t(e, w\o )'« l.g)v(w)d«,d =

r.Lisa-{«-#.*p{ àl( :-d"x':( : }.
.n'(ê)w'(#+:) exp { -- 5= } d-ud g

= iEl-?a(!)./l;./.w-(#+Í+:) expj: : l i(gll: #)w=''(gi
p r 3n+p \

Sl-? «-(O) .Á; d g

. r n l 't''7"'J
/:iXI $ )1:(Z':- e)"E''(g-- #)+'' "(ê)dz,

que coincide com (3.3.4).

/''...*,'',«

al-«';

3.3.2 Implementação de algoritmos MCMC no modelo com
particular priori própria de componentes independentes

Toinandc-se a distribuição à priori própria

-'(g. t',') = -'(al,( .3),-(/')«'la:)a(a:),-(u)
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onde a ''- À'(',a:), [3 - -V(b,ali), p «' .V("'',al:), a3 «' /G(c,d), a: «' /G(/,g),

w -, /G(}, }) e utilizando o modelo t-dependente formulado como mistura de es-

ca!a da distribuição normal dado em (3.3.6) podemos implenlelltar o algoritino de

Gibbs usam.ndo as distribuições condicionais completas baseadas na posteriori con-

junta p(p, g, wlD.t,;) dada em (3.3.10). Observamos entretanto que as condicionais

completas à posteriori de cl, 0, H, a: e o-2 coincidem com as do modelo t-independente

da seção 3.1.2 quando fazemos toi :; w, á = 1, . . . , n.

A distribuição condicional completa de w, entretanto, é dada por

..F3n + « « rE:::(X - a - 8l:):
''l'''f
+x:::- (x: - ":)' + XL: (": - É'): + ,'ll .

aí a; ,/J

É importante lembrar que qualquer algoritmo utilizado para o modelo t-indepen-

dente (na formulação 2) pode ser utilizado para o modelo t-dependente, bastando

que wi = w, para i - 1 , . . . , n.

Wi g , a, #, P, 0-2, a2 , Z).bs

3.3.3 Distribuição preditiva

S.j» Ç', - (X) «m; .b«"'-'ã' f«'«' d. (1) E«tã. ' di«-ib"içã' p"di'i" à

posteriori no modelo É-dependente é dada por

a-( Ç'/, P, WID.b;)dwdp'e JW=IR,+

«-( Ç'.r le , «;l«-(g, u'll).b;)du,'dê'0Jw'=n,+

a-(yljX.r: g, u,')n-(X/lê: u')n-(ê: 'U'lZ).b;)dwdg
e J}Ç'=iR+ '

onde T(p, u' D.b;) é a distribuição à posteriori de p e u',

«-( Ç'.f ID.,b:)

x.le. «' - .''-' (~; (.: - «q«')

'', . « -.~-l«''«*4'", ,''.:*».'-»]«l
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Para gerar uma obserç'ação Ç// basta gerar (ê, u,-) da posteriori n(ê,wl.D.b,),

depois gerar X/ de a-(X.flP, w) e finalmente }} de n(}ljX.f, ê, w).

Observação: A posteriori preditiva pode ser escrita também de outro modo:

«ç'J.\".»a - l:, l. l...*«w.. '.«,*.\".»a'«'e'*.
r. a'(U/ le, w, z/)a'(l.flg, w)n-(g, wlD.b.)dêdwdz/

s; .L .L «'(bjX/, g, W, Z/)"(X/lê, Z/, «,)a'("/Ig, W)a'(ê, WID.b;)dgdu'd//,

onde z/IP,.« ,- N(p, a3«,), X/lz.r, P,«« «, N(z.f, a:w)

bjX/,z/, g,«, «, À'(a +0z/, a?««).

3.3.4 Avaliação do ajuste

A avaliação da qualidade do ajuste no modelo f-dependente, definido por (3.3.1)

ou por (3.3.6), pode ser feita de forma semelhante à do modelo t-independente

descrita na seção 3.1.4, fazendo-se as devidas adaptações nm fórmulas de CPO{,

E( uln.b;(-o) e Vu( gln.b;(-o).

3.4 0 modelo estrutural t-dependente com graus
de liberdade desconhecidos

Nessa seção definimos o modelo t-dependente com erros nas variáveis e número de

graus de liberdade desconhecido, formulado como mistura de escala da distribuição

Normal

Considere as equações
J X = a + izi + ei,
1. Xi = J, t z'i,

lll: « ; -ll. l«- -«*;""-
g' -. .V3«( ! B #; /«*« B E «')
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onde # e D são dadas em (3.2.1), com priori a-(g. u', ul dada por

«-(P:"';,p) - '''(g)"("'1")r(''), onde "i'' - /G(;, ;)

Esta suposição é equivalente a Z: g .VS(«, E;w). com priori n(ê, u',z')

«-(plr(-«1:')«-(:'), onde -,-l:' -- /a(5, Í).
Vemos que no modelo f-dependente temos um único u onde wlu -' /C(g, g)

(enquanto que no modelo t-independente wilP g /C(5, {), { = 1, . . . , r!) e portanto

a análise do modelo e implementação dos algoritmos pode ser feita de forma seme-

lhante à descrita na seção 3.2

3.5 Condições para a existência da posteriori no
modelo estrutural t-Student com erros depen-
dentes e número de graus de liberdade conhe-
cido

Inicialmente apresentamos um resultado que será útil para demonstrar os teoremas

Lema 3.5.1 Soam a e p constarzles posdÍÍuas. Então a corzdíção necessáma e suP

ciente para que a integral jg" S-:::il:dz seja jiTLãta é que p > L

Demonstração: Se 0 < p $ 1, então

n e a/z . f.a e-'/= . foo e-' .d=> 1 d:> 1 d=a.
'o zp J.t up Ji zp

e portanto. .G" !;.;l;=dz diverge se 0 < p $ 1.

Se p > 1: usamos a transformação t :: : e portallto a il-Ltegral

:- . dr=at'P / e-EtP-2dt=ai p / e-ttcp-i)-idt

Fazendo I' = p -- 1. então para. todo p > 1 (isto é. para todo r > Oj: temos que

-. e-'i: fx.
---d.r e''f'-:df 'rlr).
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onde I'(r) é a função Gama com parâmetro r. Portanto,

-. é--üi=
--;;--d«('-1)r(«-1) 1)('-2)1'(,-2)

a''(r -- l)(r -- 2) . . -(r -- k)/' e-tt(''H-'dt,

onde k é o maior inteiro menor que r e portanto 0 < r -- k < 1. Além disso,

1:.-'*'--"-~« - 1:-;;=:.«* - 11-::L«-* l:-:::::««
1 1 . r''; . . l

$ J. -p:fn'''- j* .''«*--íh-'.-: ':: ".
x e-'l:

Portanto, para todo r > 0, isto é, para todo p > 1, .Á ----dz < oo.

Concluímos então que ./i"' !:-j;=dz é finita se e somente se p > 1.

0

F(, - k)

Teoremas

Teorema 3.5.2 No modelo t-Student com er'ros dependentes deschto na seção S.4,

"m pü.«ã «'(g, .«) .«-(ê), .nd' «-(-«) «' .r6'({, {) ' «'(g) « «-(a:).«-(a'), «d'

vÇa2='1 «, IGI.c, d), vl.az ) «, iGI..f, g), então uma condição su$ciente para a ezistê7tcia

da posZehoh é gue n ? 3 e 0 < c < n + !!:ia noutra cardação su$cãenfe é que n 2 3

e 0 < / < 'J:f:lJ.

Demonstração: O objetivo é mostrar que a integral ./wlo p(g, u'l.D.b;)dêdw é

-»:'., '«'' j..l.«U,«\o..Ü«p'" ' l..l* l.«U,«. :\o.*.)'Ê';;'«, -«'
p(@, w, g l.Z).b;) o( -L(ê, u'lD)«(P, u'), que é proporcional a

u.-( g:SE' +')(o2)'({+'r:)(a:)'("+f+:) . exp l-- ! li+ l;} + :{ +

E=: . ( b -- a -- ..3:«: ) '

+ E=::.(x, -":)'+ XL-('' -p)'l'l .(3 5 1)a'''; aj"u JJ '

Primeiramente, fazemos a integração em relação a O: que é bastante semelhante à

do modelo Normal da seção anterior: e obtemos

P(P. U'. {'iD.,b;)dPe
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.-("f:' l exp {-á }

'à 1« -- #l '#:' l:za-z *- ':':eü . ,,l "'''
Portanto.

glZ).b:)dêd g o(
3n+p--l) r .. }, ..; 11'%a expf--'\

/, d g. (3.5 2)

Fazendo a transformação que a cada ( !, -J, y') associa ( :.xl, É!«xl, ç«xl) =

(H«x« lç, H.x. :X, H.x. y), onde H é a matriz de Helmert (Searle, 1971) e definindo

gl,, ê x, çr como sendo os vetores formados pelas primeiras n -- l componentes de

11, b e ç , respectivamente, então a integral em (3.5.2) torna-se igual à integral

""- ' "pl-á}
/z-t:lcn"lllg,llllILZ:=E+2dl : lliz.-Óxil:+ Àm +(-''iT '«):+2gl '

(3.5 3)

1:1.,ç - , «

onde z = (zi, . . ,z.)r
Para eliminar a variável z., fazemos o cálculo da integral apenas em relação a z.

de forma semelhante à apresentada da demonstração do Teorema 2.8.2. Portanto, se

a desigualdade zz + ./' > : é válida, então a integral em (3.5.3) torna-se proporcional

a

w-(Z!!iu- i) exp { -- g: }
rz; ll :: ll l11i-:U -p 2al '::gn ll z .- Z' * í: l.â.dElEga .l- ili"-..r-j ' t,'

onde .Z, = {:1. =(zi, ,z«.:)r cIR"':},
A fullrão dentro dn -innl 'lp in*par,l á

./'( ; ; , u)
u,.-( ;!112u 1) exp 'l --#-}

g , - b .rll2
É ;. ] I''n .L 9

tluç c iKuai a

«P {=}
b.2c--l r

u.!-.:-'-/ll ::llÍ2du'--l :;ll2j'::Ía l2gu't ll :.-- llxll2+!LÉ--u
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Portanto, ./, l./s!.Áp(ê,w, gl-D.b;)dgdgl du,- o( .Â,.É /( Í,, w)d g,dw. Para

analisar a integral /.., /, ./:( g,, w)d :l,dw, vamos particionar a região de integração

W x Z, em dois conjuntos, W x n: =IR+ x { z., € ]R"'l : ll :.ll < ó:} e }V x .R2=

]R+ x { :l: € ]R"'t : ll e,11 ? ó;ll, onde : é fixado arbitrariamente tão pequeno quanto

se queira.

AVALIAÇÃO DA INTEGRAL NA REGIÃO W' x Ri

Nessa região a integral

.l.:fk:,«)' ;.«« - l.*J. ;.:.«'::" ;;~..;,íç ;,.«)« ;:'"
pode ser majorada pela seguinte integral

/''/ i;n«. .#-' :'-/l i, l2a«-r OJ':#' leg«, + ol"--/-{ d ã,dw

onde pelo Lema 3.5.1 , a integral /I' ----©=--dw é finita se e somente se g!!êu -- l >o u,.;::b':-i '

l (ou seja, 3n + p > 4) e, pelo Lema 2.8.1, a integral Z ,ll<. 1 g:l d:l' é finita se e
somente se 1 < n -- l.

Portanto, na região W x -Ri uma condição suficiente para que a integra! convirja

é que n 2 3 e 3n + z/ > 4, ou seja, simplesmente n ? 3.

" ;. ..Ú' ;] .« -t=b#-«.4 :.

AVALIAÇÃO DA INTEGRAL NA REGIÃO l.t'' x R2

Nessa região: a integral ./,,./: ./( ::, u')d É:du =

pode ser majorada pela seguinte integral:

Jlt'/ Ê:Ei?; u,.5ti-'-/ii e:11 to + H :,P 11:::#f=::] 12gu' t ol"+'í': d ::d'u'

,4' .í*:-.:' Í2gu + o].''.-;-" .Á:. :; ] ;.]]P -- ]E ;,Ê]'].+-:.- ;
l

JI :!!z /(!,,'«')d:,du
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que e proporcionada

/expl . r l ,
/lr w--- aw-./ll:,il?' ie:11 ' "

Pelo Lema 3.5.1, a integral em w é finita se e somente se 2"+'' 2'-i > 1 (isto

é, 2n + b' > 2c + 3). E pelo Lema 2.8.1 a integral em g, é finita se e somente se

n + 2c > n -- l (ou seja, sempre).

Portanto, na região W x R2 uma condição suÊciente para haver convergência da

integral ./w/R, ./'( e., w)d gl.:dw é que 2n +- u > 2c + 3.

Conclusão: Analisando conjuntamente todas as informações, concluímos que uma

condição suficiente para a existência da distribuição a posteriori é que n ? 3 e

0 < c < n + !:#

Observação: Uma outra condição suficiente igualmente interessante é obtida quando

na região m' x R2 a integral Jw -m/n: /( g ., w)d ildw é majorada pela seguinte inte-

gral:

/ /' exp{
/wJI € . 1b ' :

" expl-á}. r l
c'c .Á ./[l g.nz' ll ii:ll lii gl: -- llxll2 + J]É-E]::s112j"+.r

}d êl:.

Pelo Lema 3.5.1: a integral em w é finita se e somente se ==Ez=2]1U > 1 (isto

é, n + p > 2/ + 1). A integral ein :, (que é semelhante à integral em R3 na

demonstração do Teorema 2.8.5) cona'erre se e somente se 1 +2( n.+/-- {) > n-- 1: isto

é. rl + 2.f > 1 e portanto vale sempre. Assim, a integral .Êç..rn, /( !,. tl)d ;.,du,' < )c

se n -t u > 2/ T l.

Portanto. uma outra condição suficiente para que a posteriori seja própria é que

n ? 3. r? t I' > 2./ -- 1 e rz t / > 3 (ou seja. rt ? 3 e 0 < / < !"n' )
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Teorema 3.5.3 .Vo made/o do Teorema 3.5.2, se subst tuã,mos a dãstüZ,nação a'(o:)

por a'(o:) x (o-:)'', r > 0, então uma condãçâo su$cíente para a ehstêncáa da

posteóoü con'espondenfe é gue n 2 2, 0 < r < { e 0 < .f < 5 + 1 -- r

Demonstração: Como a distribuição à priori neste teorema é igual à priori no

Teorema 3.5.2 quando substituímos os hiperparâmetros c e d, respectivamente, por

(r -- 1) e zero, então os cálculos feitos na demonstração do Teorema 3.5.2 podem ser

reaproveitados. De fato,

wlop(ê, wl-D.b,)dgdu' o( .L.L { gl,cm«-:} g( e:, w)d gl.dw, onde
(3.5.5)

g(g.,,wJ= ' '

.!-'-J'':ll z.ll"+''-' 111 g, -- êxll' + ll-É)c1;:1=3 + 2g-«l"'*/'i

e g( gl,, w) coincide com a função ./'( Z:, w) dada em (3.5.4) quando substituímos c

por r e d por zero (desde que a desigualdade n + / > ; seja válida).

Do mesmo modo que no Teorema 3.5.2, a região de integração W x ,Z: é parti-

cionada em duas regiões: W' x Ri e W' x R2, onde

W x R: - ]R+ x { :l:, € ]R"': 11 g,ll < c} e W x R2

AVALIAÇÃO DA INTEGRAL NA REGIÃO W x Ri

~"**:,( g,:,«4a !,' ' l"'l" !:"';g( ::,«ü'l!:'«:

que pode ser majorada pela integral

exp{ dz:du
'L}'Jii 1,11<: u,'!-,+2-/ll gi,ll"''2'-2 íO t 0 + 2g'u'l"+.f-$

blue é proporcional a

Z" =b#'« .4 ;, .: E#n' ;;
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onde a integral em ;l, é finita se e somente se n + 2r -- 2 < n -- l (isto é, 0 < r < ' ).

Além disso. pelo Lema 3.5.1 a integral eln u- é finita se e somente se 23a!:i21:J:J; > l

(ou seja. 2n + p > 2r + 1). Nuas, como esta última condição está satisfeita sempre

que 0 < r < 1 , concluímos que uma condição suficiente para que a integral na região

W x Rt convirja é que 0 < r < 1 .

AVALIAÇÃO DA INTEGRAL NA REGIÃO W x Re

Nessa região, a integral Jw/n: g( É:, u')d e=dw pode ser majorada por

.*P {

'wlll::ll>'w5-,--f+2llg,ll"+2'-2 lllii, -- bxll2+ À +01

r expÍ'gaj- f l ,

,/W w$-r-.f+2 dw. ./ll :l;ll>r ll :i,ll"t2,-2 lli :, -- gxll' 'r ""''

onde a integral em w converge se e somente se ; -- r -- ./' +2 > 1 (isto é, ./' < g + 1 -- r)

e a integral em g, converge se e somente se n + 2r -- 2 + 2(n + ./' -- {) > n -- l

(isto é, n + r + / > 2). Entretanto, pelo fato que n deve ser maior ou igual a 2 (ver

observação abaixo), a condição rz + r + / > 2 é sempre verdadeira e portanto nessa

região, uma condição suficiente para que a integral ./w/n. g( gl;, w)d il.du' seja ânita

é que / < 1; + 1 -- r e n ? 2.

Analisando simultaneamente essas informações, concluímos então que uma condição

suficiente para que exista a posteriori nesse teorema é que 0 < r < ã: 0 < / < IÍtl--r

n+/ -íd g ,dw

Observação: Quando n = 1. a distribuição a posteriori nesse modelo não está bem

definida.

De fato. substituindo na integral em(3.5.2) os valores d = 0 e c = r -- le fazendo

S- = S;.,. . S..}, = S.-.}l e S} = S}.}-: : então a ii]tegral .f:P:jrlo p( ê. ]]'. ]'i IZ).b.)dgdJ'i
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é proporcional a

J
/ dz..

..,'?sj:,: lg I'-: l(x--'-)'+ ..... +2pl

Portanto, .f,},.m* J's5 .n+ Jo p(P, u, zi l Z).b;)dêdzidu, é proporcional a

FV{ álSj=-''4 d-:dw.

/w:n*y * :E:' . 5 - ''--r''': ls:. ,: (x- - z: ): + 111:!:LE!\Fj!-J2 + 2P«,l

Como S,.,: e S,:yi são nu]os, V=i C ]R, esta integral está bem definida e é finita se

e somente se .f = 0 e r < 1 (e nesse caso ela é nula), mas por hipótese / é positivo

e portanto a posteriori não está bem definida para n - l

Teorema 3.5.4 No modelo do Teorema 3.5.2, se substituirmos a dásthbuáção a'(a2)

por a-(a') c( (a')'', s > 0, e se os uetores de dados .X e y são Jínea7wzen e

independentes e üs componentes de .X (como as de y) não são todas iguais então

uma cardação su$cãente para a e ástênc a da postehoh é que n+l' > 2s -- l e n 2 3:

Demonstração: A demonstração desse teorema é semelhante à do Teorema 3.5.5

a seguir e por este motivo não a apresentamos aqui. H

Teorema 3.5.5 No modelo do Teorema 3.5.2 se subsfãtuzr77zos as dásfhbuàções «a:)

. «-(a'), «.p«t:-m'n*', p« «-(a:) a (a:)'' ' «(a') u (a:)'', ,,; > 0, . s.

os uetores de dados # e Y são láneav"Frente independentes e as componentes de

X (como também as de Y) não são todas iguais, então a condição necessáha e

su$ciente para que a postemoh con'espoTLdente seja própha é que n +- r -b s > 3:

0 < r < ! e 0 < s < 5-.b2--r

Demonstração: Como a distribuição à posteriori coincide com a posteriori do Teo-

rema 3.3.2 quando substituímos c por r -- l . ./' poi s -- 1. d por zero e g por zero: então
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muito dos cálculos necessários para demonstrar esse teorema são reaproveitados:

fazendo-se as devidas substituições. De fato, a integral .fw.n-- /o p(g, wlD.b;)dpdw

é proporcional a /ty.R+ Jz:-{ gl,.n« :} h( :l,, u)d gl;dw, onde

h(g:,«,) - pl::lã' ... ' ,-=''- uf-'-'wllii,ll"+2'-2lllii,--kxll2+ À l"'ü-:'

desde que a condição n +s > i(que é igual à (2.8.12) quando ./' = s -- 1) seja válida.

(Note que h( g,, u,) é igual à função em (3.5.4) quando são feitas as substituições

acima. )

Para analisar a integral dessa função, vamos particional a região de integração

,Z: de forma semelhante à usada na demonstração do Teorema 2.8.5 para o modelo

Normal, isto é, W x .Z: :: W' x l/?t CIJ/:Z2 ÜR31, onde R2 ;; R2.(IJnuÕÜ.R2c (onde

os conjuntos RI, R2, .R3, n2., R2Õ e /?2c são definidos da mesma forma que na

den-Lonstração do Teorema 2.8.5.

(3.5.6)

AVALIAÇÃO DA INTEGRAL NA REGIÃO W x R:

A integral de h( :l,, w) em W x Rt é igual ao produto

/'expl . / l .

,/n. mí ,-,+3 aw. ./ll gl:ll<': ll z..ll"+2'-2 lii gl

onde pelo Lema 3.5.1 a integral em u é hnita se e somente se IÍ -- r -- s + 3 > 1 (isto

é, s < Í + 2 -- r). A integral em gl, (que coincide com a integral da função g( Ê,)

en] (2.8.141 na região Ri) é finita se e somente se n + 2r -- 2 < n -- l (isto é, r < :)

(ver demonstração do Teorema 2.8.5 para o modelo Normal). Portanto, eln L}' x R: .

a integral de b( :;. u') é finita se e somente se 0 < r < { e 0 < s < IÍ + 2 -- r.

,\DALI,A.Ç.X.O DA INTEGRAL XA REGIÃO lt' x Re
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A integral /.. /. A( gl,,w)dgl,dw é igual aW'J.Re

r expj''á;l. r l .

,/W.=ili* tZ/}+a+3 (llzl/R2;R2. ' R2b u R2c ll z l llrt+2ru2 lil z 1 -- . x ll2 + JtJi:!J;:!:e.iiÉI 7}++.- (i z z,

onde a integral em w é finita se e somente se Í -- r -- s + 3 > 1 (isto é, 0 < s <

5 + 2 -- r). As integrais em il, nas regiões n2., B2Z, e n2c são sempre finitas, como

já foi demonstrado no Teorema 2.8.5 da seção anterior. Portanto, em W x n2 a

integral de h( il,, w) é finita se e somente se 0 < s < ! + 2 -- r

AIVALIAÇÃO DA INTEGRAL NA REGIÃO W' x Bs

h( :l, , w)de :dw'«-m,+J.n,

r 'xpl'ã;l- r l .

./n+ 'iã'=;:=;1--dw. ./n ã:u;'* H i.:H -'- '-' H , - kxll' + '-----i
onde a integral em m converge se e somente se 0 < s < Í + 2 -- r e a integra! em

gl, (na região R3) é finita se e somente se n + 2r -- 2 + 2(n + s -- B) > n -- l (isto é

n + r + s > 3), como já foi demonstrado no Teorema 2.8.5 para o modelo Normal.

Portanto, a integral .rw/n, h( :,, w)d edw é finita se e somente se 0 < s < Í + 2 -- r

e n + r -+ s > 3

Conclusão: Analisando-se simultaneamente todas as informações, concluímos que a

condição necessária e suficiente para que a posteriori seja própria é que 0 < r < 1,

0 < g + 2 -- r e n + r+s>3.n

3.6 Sensibilidade do modelo a diferentes valores
do número de graus de liberdade

Nessa seção estudamos o efeito nas inferência à posteriori à medida que fixamos

diferentes valores para o número de graus de liberdade do modelo estrutural f-

Student com p conhecido (mantendc-se todos os demais hiperparâmetros fixados).
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Sabemos que a distribuição t aproxima-se da Normal quando p --* oo e por-

tanto uma maneira de avaliar a sensibilidade à suposição de Normalidade (ou seja,

à verossimilhança Normal) é verificar se as inferências à posteriori mudam muito

quando o inverso do número de graus de liberdade, i, varia entre 0 e 1. Uma

maneira descritiva de fazer isso é construir um gráfico onde no eixo das abscis-

sas colocamos os 'ç'alteres de } e no das ordenadas, os valores correspondentes da

média (ou mediana, moda, variância, quartas, etc.) da posteriori marginal de cada

parâmetro.

O procedimento acima pode ser feito para os modelos t-dependente e t-indepen-

dente, com ou sem restrição de identificabilidade e com priori própria ou imprópria

(desde que a posteriori seja própria) .

3.7 Algumas medidas de comparação de modelos

(1) O critério da medida L

A seguir apresentamos a medida L para o modelo de regressão estrutural sim-

ples t-independente com número de graus de liberdade fixado e com restrição de

identificabilidade ap2 = Àa2 :: Ào-2

].,,(O..;,Õ) cln.b;) + Õ>1:(E( U o.b:) - U)(E(HID.b;) - ÇL)r

/ k'i \

o«de O.-: - 1 : 1 com g - (.f.)
\ k'«. /

Seja Ç'T. . . . : t'l: n vetores de obser'cações futuras com a mesma distribuição dos

d-d" IÇ:-i!.)l S'j«p-(- .3« .:,«:)'' g -("':. «r,.«''

E( Ç:iD.b:) - rlr(ÇTIP, g'll0.b;l g K-to..,.iE( ÇTIP. K'll.

Va: ( (T O.-.l j\:a:- ( ÇTle. U,-)in.«.l ' Va: lr( ÇTIP. y,') D.,b.l

l lt Z

r
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Ee, y']o..;jVa:( Elp, g')) + -Eê, ]«lo..;l(.E( ÇTlê, g'))(.E( Elg, y'))")l

-lZ!, !«}o..:(EI gle, !«l)llEe, ]«lo..;(EI ÇTlê, g'l)I',

onde-

Í~ -* OA.
-.. » I'

Dada uma amostra (ê(1), T(i), . . . , ê(C), W(c)) da posteriori a(ê, W , :lz).b;) de-

finida em (3.1.11), podemos estimar a medida Z usando o método simples de N'fonte

Carão por

wi, { = 1,...,n.p:a: + Àa' .Ba:

ga: a: +','

z( €1e, ]«)

Var ( ÇTlê, ]«)

ã(n.';,õ) - "là E(Va:( Hlp''',!«U)+lE(glg'Ü, !«w)llr( glê'Õ, l«U)I')w n--l

là E.'mie''', «''ul li E'mt,',,, «''',l l
--»x lç': ix'mte''',«''nl lu i ;mlp''',«''',l

onde õ € iO,il

Observação: No caso do modelo t-dependente, o cálculo da medida L é semelhante,

bastando substituir W por w- Portanto, se tomarmos uma amostra de tamanho G,

IP(i), u'(i), . . . , ê(C), u,(C)) da posteriori a'(g, w, g l.D.b;) definida em(3.3.10) podemos

obter -Le(D.b;, (5) de forma semelhante (substituindo y,'(o) por u(g)).

(2) O critério da informação (BIC)
BIC.v,(sup--.t/,( Ç'i: . . . : Ç'«lg)) -Fpilog"

p, = número de parâmetros do modelo .]/:
11 = tamanho da amostra:

Ç': - (.1'.) é . ;-é;im, .b""'çã..

onde
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No modelo estrutura! t-dependente com número de graus de liberdade, z/, conhe-

cido,

«-.ç/.(gi,. , Ç'«le) = Ã'(2n,-')IÉI I'{(''+(g- g*)"E*':(Ç'- #*))'Éz:bu,

g e E são definidas em (3.3.1). Portanto,

/ n \'''''5'
«M:( ç/:,..., çc'«lê) - kp«,«)lxl'{ l«+E(n- u)"E':( y: - g) l

Os estilnadores de máxima verassimilhança de g e E são dados, respectivamente,

onde Ã'(2n, z') - F(211:! )I''/ , U. : , #' = !n ® # e ÊI = /«x., ® E e onde

por

l2

rl

lZ

1 7} '1 7Z

Ê-l;xÇ:': . ü-;E(g
(ver Arellano-Valle, 1994, página 200).

No modelo t-independente com graus de liberdade conhecidos

,'m:( Ç'-,,.., b.lg) «)IXI'i(''+(y: - #)"E':(U - #))

(2n')'"l.'"(í+:) ll(p -t ( gi -- #)TE':( ç'i -- g))'o'''$)

Os ENI'V' de g e ; podem ser obtidos por meio do algoritmo ENI aplicado no

modelo reparametrizado ortogonalmente (ver Arellano-V'alle, 1994. página 206).

(3) Algumas medidas alternativas para a seleção de modelos

(a) O produto rl::: CPO{.
Para cada naodelo competitivo ,v calculamos o produto H:::i CPOlxr) e escoll-tem-

os o modelo cujo produto é máximo.

Xo caso do naodelo estrutural t-independente com número de graus de liberdade

conllecido. podemos estimar CPO, por meio das fórmulas 13.1.23) ou (3.1.2T) ou
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(3.1.29). No caso do modelo t-dependente, o cálculo do CPO{ pode ser obtido de

forma semelhante fazendo-se as devidas adaptações.

(b) A soma dos resíduos de validação cruzada >1: i;ÍI -- Z( Ç/íLZ).Ü,;(..q);= JV,r( Bln...(-0)
Para cada modelo À/ calculamos essa soma e escolhemos aquele cuja soma é

mínima. No modelo estrutural t-independente com número de graus de liberdade

conhecido, o valor esperado .F( ÇI'ilz)ob;(-í)) e a variância, Var ( yzlZ).bs(-i)), podem

ser estimados, respectivamente, pelas fórmulas (3.1.33) e (3.1.35).

No cmo do modelo [-dependente, .E( y.l-D.b.) e Var( Ç&l-D.b:) são obtidos de

forma semelhante.
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Clapítulo 4

Uma análise do modelo estrutural
Normal com erros nas variáveis
com um ponto de mudança
desconhecido

Introdução

Neste capítulo vamos propor uma metodologia bayesiana para analisar o modelo de

regressão linear simples com erros nas variáveis e mudança nos parâmetros após um

determinado ponto da seqüência de observações indexadas pelo tempo (ou espaço

ou outra variável qualquer)l as mudanças podendo ocorrer em todos os parâmetros

como também em qualquer subconjunto dos parâmetros.

Nesse capítulo estudamos o modelo onde os erros (e a covariável) são normal-

mente distribuídos e no Capítulo 5: estudaremos o caso em que os erros seguem uma

distribuição t-Student.

Na literatura. Chang e Huang (1997) estudaram o modelo estrutural Normal

com mudança somente na média da covariáç'el e sob o ponto de vista da estatística

clássica. Sua metodologia: entretallto. aparentenleilte pode ser estendida somente

para testar naudança apenas no intercepto da neta cle regressão ]lo caso dos erros

71 f\rTi] a i q 13 }i n fl n iii n iq
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A análise inferencial desenvolv'ida nesse capítulo engloba tanto o problema de de-

tectar a existência de mudança, como também o de estimar a posição do(s) ponto(s)

de mudança (caso haja) e estimar os demais parâmetros de interesse (como por

exemplo a magnitude da diferença entre os parâmetros antes e depois do ponto de

mudança), como também as próprias distribuições marginais de cada parâmetro,

além disso engloba também a análise preditiva.

O problema de detectar mudança pode ser formulado como um problema de teste

de hipóteses ou um problema de escolha de modelos. No teste de hipótese tentamos

a hipótese nula de que não há mudança ao longo da seqüência de n observações, isto

é, .Ho : k = n (onde k é o ponto de mudança), versus a hipótese alternativa de que

ocorre mudança após o k-ésimo ponto da seqüência, isto é, -Hi : l $ k $ n -- l (ou

equlvalentemente .f/o : ai ;; a2, 01 := H2, pt :: p2) o'2: := a22, a2 ;; a2 versus Ht:pelo

menos uma diferença).

O problema de detetar múltiplos pontos de mudança pode ser resolvido de forma

muito simples aplicando-se o método da "segmentação binária" utilizado em Chefe

e Gupta (1997). Este método consiste, no primeiro passo, em testar a hipótese

nula (Ho) de que não há mudança versus a hipótese alternativa de que há uma

única mudança. Se não há mudança, .ll/o é aceita. Caso contrário, o ponto de

mudança divide a sequência original de observações em dum subseqüências. Para

cada subseqüência repetimos o processo de testar Ho versus .ll/i da mesma forma

que no primeiro passo: e continuamos o processo até que nenhuma mudança seja

encontrada em quaisquer das subseqüências.

Nas seções 4.1 a 4.6 aparece a formulação envolvendo apenas o modelo identi-

fica\el onde alÍ = Àa:: já que a formulação para o caso não identificável é muito

semelhante e tornaria o estudo muito repetitivo. Entretanto na seção 4.7 temos um

exemplo de aplicação envol'ç'endo o modelo não identificfel e que utilizada toda a a
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metodologia da seção

4.1 0 modelo estrutural com um ponto de mu
dança e priori com componentes independen-
tes

Nessa seção inicialmente apresentamos o modelo linear estrutural que possue um

único ponto de mudança (desconhecido) e que permite que a mudança possa ocorrer

em todos os parâmetros após esse ponto. Em seguida apresentamos o modelo que

permite mudança apenas em um subconjunto estritamente contido no conjunto de

parâmetros.

O modelo que permite mudança em todos os parâmetros

O modelo que permite mudança em todos os parâmetros (e pelo menos um

deles muda) após a k-ésima observação da seqüência ordenada de dados (onde k é

desconhecido) e tem a restrição de identificabilidade o-:. = Àaf, (onde a2 = alÍ: , para

{ = 1, 2, com À conhecido), é definido por

Íy.Jai+/3izÍ+ei, í=1,...,k, l$k$n--l,l '' + /32zi + e ) i ;= k + l, . . . ,n,

l X{ = z{ +u{, { = 1,. . . ,n,
onde y; e X{ são as variáveis aleatórias observáveis, z{ é a variável aleatória latente

e e., üi: os erros aleatórios, com a suposição que l tli l são independentes, para

í :: 1, . . . . n: e

' .~'((J.);( ":; Ü ,!.,)): :--....:*.
.~'((!);(*:; $ .!,,)), :;*--. «.

ed.

J.
(4.1 il



Nesse modelo o 'ç'etor de parâmetros é õ= 1 gi 1, onde ê{ =(a{,.5í,pí, a:O)' o?)r:

para { - 1,2 e o espaço paramétrico é O'= {é : k C K, (ai, .{3í, p:) € ]R' e

(c':w, o'?) € 1RI, = 1, 2}.

Nesse modelo estamos assumindo que(al , .81 , pl, a:(i)' ai) #(a2, .'32, p2, a:(2)' aa),

isto é, existe pelo menos uma diferença

Distribuição à priori

A distribuição à priori de 0* escolhida tem a forma

«'(ê))'-(P:)"(P:) llr(a:),'(0:)«'(#:)«'(a:W)«('1;),

.nd. P(k)
P(K' k C X: . . . ,n - l},
0, caso contrário.

2

lê

(4 1.2)

r)hcí'rynfÃf'e

e Nesse modelo estamos assumindo à priori que existe mudança em pelo memos

um parâmetro. Entretanto se à priori não sabemos se existe mudança em

algum parâmetro, então devemos desconsiderar a restrição Pi # g2 acima.

e Na estatística bayesiana, os parâmetros Pi e ê2 podem ser estimados qualquer

que seja k,(l $ k $ n -- 1). Entretanto para permitir estimativas "um pouco

melhores" dos parâmetros êi e g2, principalmente quando a distribuição à

priori não for "muito informativa" , podemos considerar k variando por exem-

plo no conjunto X: = {3, . . . , rz -- 3}, ou seja podemos assumir à priori que a

probabilidade de k pertencer ao conjunto {1, 2, n -- 2, n -- 1, n} é zero.

A função de verossimilhança baseada nos dados observados

Seja l).b. = {(X, X. )v , i = 1. . . . . n} o conjunto dos dados obter'gados e l).,b:i ) =

{(X:X,)':; = 1.....k}. D.b;t -'] = {(X:X:)T:í = k -F l:...:rz}. respecti'ç'amente

os dados observados até a mudança e os dados observados após a mudança.
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A função de verossimilhança L(êlD.t,.) = É(k, êi, p2lD.b;) é proporcional a

-2.8:a:N }:(}: - ':- - i:p:)(X: - É':) + (':W + af) )l:(X - '*: - .3:p:): l l.

--202a:W }: (X -- a2 - 82H2)(X. -- P2)

+(':m +'5) E (X-«, -H:p,):l },
{-k+l J .;

onde ISíl = /32o-2(i)ai + '\a2(a2({) + a?), á - 1, 2.

(.)u seja,

l
EÍFn"'

}

IE21(n-k)/2 exp

k

(.Jfa:H + À.-f) }:(X: - #:)'
.á-l

(.üga:W + Àa$) E (X: - p,)'

(4.1.3)

Z,(élZ).b:) « Li(gi ID.b:l*)L2(g2ll).b;E''Q),

onde Li(gil-D.b:i )) é a verossimilhança baseada nas k primeiras observações e

L2(ê2j-Z).b;:"' )) a verossimilhança baseada nas observações após o ponto de mu-

'] n n r' n

A função de verossimilhança baseada nos dados completos

Sejam Z) = {(X,-Xi:l:)r,ã = 1,.. . ,n}, Dw ={(X,Xí,z:)r,{ = 1,... ,k} e

D("-t) = {(E, Xi; z:)r, { = k + 1; . . . , n}. A função de verossimilhança baseada nos

dados completos: Z,(êlZ)) = L(h, gi, ê2l-D) é proporcional a

[«:.:,( ü:]-~'''"pl l;L:a -- «: -- B:':)? .*
S5:::(x: - -,y

+ )l;l::!-:lr--l l lo:(2)(o2)21 (" k).'2 exp l

E:::*: :(x: - -'.): . E:;-..:(,: - p,)'l}
aã a;r2) JJ

q 14.i 41

ou seja.

Z,l ê 01 x Z,l(gilZ)ÍU)Z,2lê2lD'"-'')).
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onde -Li(êi IZ)(k)) é a verossimilhança baseada nos dados completos até a mudança

e L2(ê2l-D("-k)) a verossimilhança baseada nos dados completos após a mudança.

Distribuição à posteriori

A distribuição à posteriori pode ser expressa de duas formas (ou usando a

verossimilhança baseada nos dados observados, ou a verossimilhança baseada nos

dados completos), da mesma forma que no Capítulo 2. Ou seja

p(.ê l.o...) « -L(.ê l-o..:)«-(,ê),

onde -L(êlD.b;) é proporcional a (4.1.3) e a-(ê) é dada por (4.1.2), isto é,

L(êlD.b:)«-(ê) « P(k)É:(ê:l0.b,ÍQ)«-(g:)L,(P,ID..:Ê"'U),'(P2),

ou então

(4 1 5)

p(êl-0.b:) -/. P(g,0*lD.b;)dg '': /.: Z,(êln)"(ê)d:,(4 1.6)

onde g = {: = (zl,...,z.)I' : zá € ]R} e .t(êlO) é proporcional à expressão

(4.1.4) e a'(ê) é dada em(4.1.2).

O modelo que permite mudanças num subconjunto de parâmetros

O modelo que permite mudança em apenas um subconjunto âxado, estritamente

contido no conjunto de parâmetros, pode ser definido usando o modelo em (4.1.1)

como referência, bastando incorporar as devidas restrições. Notemos que existem

(?) -- (:) + (:) -- (:) - " p.*í"':; m.d.l« d« -p'. -m "'. p-;':"'« é . d.
modelo que permite mudança somente na média /z, isto é, quando assumimos que os

demais parâmetros (cl. ..3. a:, o2) não mudam. 'lesse cmo. devemos impor ao modelo

em (4.1.1) as seguintes restrições: CLI :; Q2 :: Q; ..3i :; .32 :: .3- o':(1) ' arO) ' al e

o2 - a? - a2. Assim. este modelo é dado por

Í X = o -- .J'-. -- e:.
1. Xf :: l:l + [z..
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oilae

»((1) ;( *i'
«((1) ;( *â:

onde o espaço paramétrico é dado por

t !)),
Z

Z

1,. ... k,

(4.1 7)

k -F l,...,'n,

O* = {ê =(k,a,#,pl,p2,a:,a:)r :k CK,(a,.B,Pi,p2) C ]R',(a:, a') € ]Rl}

e onde a distribuição à priori é dada por

«(ê) p(k) «(a) «-(#) «(p:) «-(p,)r( .-:) «-(.') , (4.1.8)

com

A função de verossimilhança L(élD.b,) é proporcional à expressão em (4.1.3)

quando substituímos aí por a, J{ por #, o:(i) por o3 e a? por a2, para { :; 1, 2, ou

sela,

+ E(X: -p,):) - 2.B:a:(E(X - a- gp,)(X: -p-)
{-k+l 'i-l

+ >:(X - ' -.3p,)(X: -p,))+(a:+a:)(E(}; - a- Bp:)'
í.-k+l ' 'Í-l

'n l '\

'- E H :) l,
í=k+l ' J J

onde IEI = .32a;a2 + Àa2(alÍ + o2).

Da ]llesil-la forma a fullção de verossii)ailhança baseada nos dados completos

Z,(PIZ)) é proporcional à expressão di\da em (+.l.+l: fazendo (a,, 3..a;C:) a. )

la. .i. o-:. a2). para i - 1. 2

P(k) plÃ' k € x:,
0, caso contrário.

Z,(êl0.b;) ''' ÍEil;Z"P
e

(.'3:': + À«') (E(x: - #: ):{-1

(4.1.9)
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De forma semelhante define-se qualquer modelo que permite mudança apenas

em um subconjunto de parâmetros.

Observação: Poderíamos considerar o conjunto K (dos possíveis valores de k)

variando dependendo do modelo. Por exemplo, no modelo que permite mudança

apenas em cl e # então K = {2, . . . , n -- 2} e no modelo que permite mudança apenas

em /z, K: = {1, . . . , n -- l} (já que o tamanho mínimo de amostra para estimar p

na estatística clássica é 1). Entretanto, como já mencionamos anteriormente, na

estatística bayesiana isso não é necessário.

4.2 A análise do modelo que permite mudança em
todos os parâmetros com particular priori de
componentes independentes

Nessa seção o objetivo é fazer inferência sobre o modelo estrutural normal com priori

própria de componentes independentes supondo que há mudança (em pelo menos

um dos parâmetros) e esta mudança pode eventualmente ocorrer em todos eles.

O modelo é dado em (4.1.1) e a priori escolhida é da forma

«-( ê)(t) ll «-(a:)«-(.g:)«'(P:)«'(al:H)«-('?),
2

}2
(4.2.1)

onde

P(k) PI'K'tl-;#, keX:-tl,.. ,n-l}
l u: caso contrario,

onde #K é o número de elementos do conjunto K

«'('::) - .X'l«:,ali,), "lJ:) - V(b:,ali,): "(p,) «' 'V(m:. ''li.), "(':.0) ''' -í6'(c:.d:) e

a-(a?) -. /a(.f:.g.). onde a.. b:. m.: cí, d,: ./:í, g{. oi.: o3.. o:, são hiperparâmetros

conhecidos para i = 1. 2.
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4.2.1 ])istribuição à posteriori

Como jú -,'amos, a distribuição à posteriori pode ser escrita como

p(êlD.b;) - ./: p( :, êl.o.,b.)dg " .Z: Z,(0*1 0)'''(0*)dz

e nesse caso

p( g, Õl-D.bs) o( la2)(k+/:+i)(o-2(1))'(?+':-P!)(a2)'("'t+/2+i)(a2(2))'('r''"+i)

..»{-;F'": B,:'~*'*$'áf
. ELt...:(X--'-2--©2«;:)'+À(X:--r:)' . EILk.. :(=:--P2)' , (a: -- «i)'

.(Q2-«2y .(Õ: --Z,:)' .(ó, --bay .(p: --m-)' .(p2--m2)'
' *

*l: *- Ü -- %' -- #l l,w . '' :
4.2.2 Distribuições condicionais completas à posteriori ba-

seadas nos dados completos
f k \

Com base em p(:, êlD.b,) em (4.2.2) (onde ê=1 pt 1), obtemos as condicionais
\. lla J

completas de =i, r2. . . .,z,., a , Bi, p{, o-:(i)' ai e k, para á :: 1,2, dadas pelas

fórmula (4.2.3) a (4.2.14) a seguir.

e iilz(-'), al, a2, .(3t, .!32, Ézt,p2, a:(1), o'r(2)'al, a2, k, l).bs

í - l.....k

\; r":,.ÍÀX. -' .3,(X-'-:)+ÀalÉ':l À«!a:.U \

Ç
Z == X --b .}. . . . . 7'2.

a:,HIÀX: ]--..3i(X --ai)-+ Àa2pil. Ào-'a:(i) \

a: IX+.3lzl +Àa? ' a:WIÀ+.:3fl +Àaf,/'
,'Ç'
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e ailg, a2, .8i, (32,/.ti,P2, o':(1), al(2), al' a2, k, z).bs

-~('::L:f=rw; Jlh) , (4.2 4)

e ágil,a], J, í32,p,/z2, o'r(1)'az(2)'al'a2,k,Z).bs
r'l:,X=::*....(X - .8,":) +Àa:', Àa$al:: h
k li-ÀI)«li:+Àa8 '(n-k)'l!,+.Xagy

r4.2.5}

e #ilg, ai, ae, õ2, Pi,P2, o:(i), a=(2)' of, a8, k, .D.b;
../ali:EL:(X-a:)',:+ÀZ':a?. Àa?aã: h

Ç'"' ãl bí:;: «} -- *'í '; .ã. xi::: «? .... *.?,l
r4.2.6)

. .82lg, ai, c12, /3i,pl,p2, a:H, o:W, af, c'g, k, .D.b,

- .» l"::l;E:;:'Lw; &::::n * *,:l , (4.2.7)

8 Pilg, al, a2 , .gi , .J2, Pe, a:(1)i a=(2)' al ' a2 , k, .D.bs

- «, I'hto:l:"": ; J#tl , (4.2.8)

+ p2lg, cll, a2, JI, ;32 , p2: ax(1)' a=(2) , al ' a2 , k, .D.bs

«, /'a2,}l:í::t+izi+a:U)rn2. ap,a:(2) \

1~ ,)"1i.+'':m ;('--k)'Z,t":m,l
(4 2.9)

!, cll, a2, 3i , .J2, H!, p2, a:(2): o'l' a2,k, z).bs

- ,' (; * '::i$.«: Éz:)' t dí (4 2 10)

e a; 21ig.ai,c12. ..3i. .32.pi,p2,o';(i)'at' a2.k: .z).bs
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-''l'p'*;l:i:'-: ,'*',l, (4.2.11)

. afl:, ai,a2,/3i,.í32:Pt,He,a:W, a:U), a8,k,D.b.

-''l**':; l:::::'* "**$',*: ,:1*.:1, (4.2.12)

e aglg, ai, a2, .8i, ,82,pt, p2, a:(i)' o':(2), al' À;,-z).bs

-''l« -«;; I"«:'"i", ''*:i:'.*: ,:l«,l , (4.2.13)

tl g, al, Q2, 0i , /32, pi, p2, a:(1), a:(2)' o'l ' a2, k, l).bsl
L(k, e- , ê2l0)p(k)

n,-- l }

}:l(k, :, ,in)p(t)
k-l

(4.2.14)-ft#lfh,*.~,
k€c

onde L(k, êi, P2l-D) é dada por(4.1.4)

Observação 1: Usando as distribuições condicionais completas acima podemos

implementar o algoritmo de Gibbs descrito na seção 2.5.3 com o objeti'ç'o de obter

uma amostra da distribuição à posteriori cujo núcleo é dado em (4.2.2).

Observação 2: A análise do modelo com priori de componentes condicionalmente

independentes, como as do Capítulo 2, pode ser feita de forma semelhante.

4.2.3 Estimação do modelo que permite mudança em todos
os parâmetros

Senlelllanteinente à seção 2.9. podemos obter as estiil-bati'ç-as das densidades margi-

nais à posteriori de cada parâmetro do ntodelo em (4.i.ll. ben:L como as estinlati'ç'as

pontiiais da média. mediana. (luailtis e \.'ariâilcia dessas distribuições e os intervalos
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de densidade máxima (HPD).

A distribuição marginal à posteriori de .If, PI/r = klZ).bsl será estimada por

ir''l'i') j-n. P(Ã' - klêu, gW,D.b:), k € X:,

-d. p",-l Ei,, 1 , pl" - (':,'':,«:,«:.:,, «?)' ' l"' - ("Í'',
7'= número de iterações,

Zo = número de iterações iniciais descartadas referentes ao período "bum in" ,

e p(-K - klêU, Zm, -0.b) - E*:::i#llllllt.O' k € x:,

onde D(j) = {(X, Xi, z:i))r,{ = 1,. . . ,n} e .L(k, p(j)l-D(j)) é dada em(4.1.4).

No caso de m cadeira paralelas o estimador será
l m T

;'w - tlpljl, zÍll, o..J

onde P(Ã' - klpl11, ZlÍI, -D.b:)=P(K = klplÍI, í)l!?)

. -0111- {(yx, X., «HI,),t - l,.. .,«}

O ponto de mudança pode ser estimado também pela moda da distribuição acima

(que corresponde ao estimador de Bayes quando se adora a função perda 0-1).

A média da posteriori de k pode ser estimada por
l m T

;"(r gld, :lD, n..:l,

T

,-g))',

onde

Z(/{lPn, zlJ), Z)..;l = }' AFIA' = klgl'o, g(.Í), Z) l
k€K

e a ''.'ariância da posteriori pode ser estimada por
l m T

;'(l U{ PI . :ÍE,.0..;)
l m I'

=u ' n 1l,À:('Í«iP=''. ,!'', "..;]):
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onde

V:r (A.lêlD: ZIP , O..;)

>' t'PI/{ = klel'), glJ'), Z)..;l -- Í }l' APIK = klêlj), :U, 1) b:j l

As distribuições mmginais à posteriori dos demais parâmetros do modelo, bem

como suas médias e variâncias, podem ser estimados de forma semelhante à da seção

2.9 utilizando as distribuições condicionais completas dadas em (4.2.4) a (4.2.13).

2

4.3 Implementação do algoritmo de Gibbs no mo
dolo que permite mudança em um subcon
junto âxado de parâmetros

Nesta senão o objetivo é implementar o algoritmo de Gibbs para amostrar da poste-

riori do modelo estrutural com priori própria de componentes independentes e que

permite mudança apenas em um subconjunto não vazio contido estritamente em

{a,#,#,.-:,a'}.

Temos 30 p"sí"is modelos difere«tes ((i) +- (:) + (:) + (:)) q« permit'm

mudanças em até quatro parâmetros simultaneamente. Entretanto percebemos que

se as distribuições condicionais completas do modelo que permite mudança em todos

os cinco parâmetros forem conhecidas, isto é, se conhecermos primeiramente as

seguintes distribuições de (ai) a (g) abaixo:

(a]) la'il=(-.).ai,a2, c3i,.32,Ézl,Éz2,a:(])'o':p)'ai'aj,k,Z).b;l, para i' l,.. . ,#.

(a2) l=.1.z:t--);ai a2, .3i, J2-pi.H2:a:(i), o;(2),al'o8.k, z.).b;l. para á'É+l. . . . ,n

(b]) e lb2) .a. {.nr-,):.31..3e,Pi./l2.a:(i) o;l(2~.af.ag.k.D.b;l, l. 1.2

(c]) e lc2) ..3.14'.QI.a2.3í-:)-pl./z2.a;c])'ar{2l-a2.a5.Â-.D.b.l. ' 1. 2
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(dl) e(d2) 'pãlg,ai,a2: '3t,.í32,p(-{),o:(i),a:P), a2,og,k, D.b:l, { = 1,2,

(ei) e(e2) la:ml ;ç,al,a2,.[3,J2,pi,p2,a:(-0,c'?,ag,k,-0.b;l, { ' 1,2,

(fl) e(f2) lo?lg,cli,a2,.gi,.l32,pi,p2, a3W,a:m:c'f {),k,Z).b.l, { = 1,2,

(g) PIÃ' = klg,ai,a2,.Bi,.'32,pi,p2,o:(1)'a,(H,c'?,ag,k,-D.b.l, k C X:

e além disso, se conhecermos também as distribuições condicionais completas de (h)

a (1) abaixo,

(h) lal/3i,,%,pi,p2,a:(i), a=(2)'al' a2, g, k, -D.b;l do modelo que assume que o in-

tercepto a não muda (mas os demais parâmetros podem mudar),

(i) IPlai, a2,/zi,p2, a:(1)' a=(2)' ai' a2, Z, k, z).b;l do modelo que assume que # não

muda (mas os demais parâmetros podem mudar),

(j) »lai, c12, .8t, Õ2, a!(í)' a,(2)' oi, a!, g, k, D.b;l do modelo que assume que/z não

muda (mas os demais parâmetros podem mudar),

jk) la:iai,a2,#i,/32,pi,p2,o?,aj, l!,k, .D.b;l do modelo que assume que o-: não

muda imãs os demais podem mudar),

(1) la2lai,a2,.ói, 82,#i,p2,a3(1)'a,(2)' g'k,.D.bsl do modelo que msume

não muda (mas os demais podem mudar),

2que a

então seremos capazes de obter quaisquer distribuições condicionais completas que

quisermos, bastando fazer as restrições convenientes, e portanto do ponto de 'dista

computacional teremos apenas o trabalho de escre''.er basicamente um único prc-

granla blue servirá para todos os 31 possíveis modelos.

Por exemplo: para implementar o algoritmo de Gibbs no modelo (lue permite

mudança em pelo menos um dos parâmetros {a: ..?. a2}. M distribuições condicionais
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completas necessárias são obtidas a partir de(at),(ae), jbi),(be),(fl).(f2),(g),(j) e

(k) impondo-se as restrições pí = p e/ou a2h) ' a: nas distribuições que envolverem

os parâmetros p{ e/ou a2({) , para á - 1, 2, como também no valor inicial do algoritmo.

As distribuições condicionais de (ai ) a (g) são dadas, respectivamente, por (4.2.3),

(4.2.4), . . ., (4.2.14) e as distribuições de (h) até (1) são dadas respectivamente por

(4.3.1) a (4.3.5) a seguir:

.«l#:, Õ2, I':,É'2, ':W, ':m, af, a:, k, :, -D.b;) -"

., ra$.-1i rE::: (X - 8:l:) -b a?a: E:=::k. : (E - 8,l:) + Àa?ag"
' ' \ k.8ai + ('. - k)a?a: + À«?a8

À.-?.-$.: \

k.-!.-l{ + (n - k).-il'l{ -t Àafa8 7 ' (4.3.1)

/3lai, a2,pt, H2, a:(i), o'=(2), o'il, a2, A, g, z).bs «J

/., r .-g«ã XL;: (X.- ":)T. + I''b:â S=:«: (x - ",)": -+ À'?.gz'
' ' \ «g.li XL:: «? + «8«11 E:=::., :«? -b À.-?.-g

ag«ã E:::: -? + «8a$ EZ;*. : -? + Àa?«g 7 ' (4.3.2)

Play, ae, .BI, J2, aÍW, o:H, a?, o-{. k, :, D.,b;l '

., r a:o)ali XE:l "i + ':fugi EZ:k+i z{ + a:W"ÍH"
'' \

2 .2 .2 l
a;(t)a;l(2) ap \

ko-:Waí' + (n -- k)a:.laje + o-:(Do:W ,/
(4.3 3)

o': ai. c12, z31 . ~32.pt: l12: af. a2: k: {: , .D.bs ''

,'l;*.:;lÉi, ~:,:*,É:.-: ,'l''l (4.3 4)

a' al.Q2- Ji. J2.ÉZ.p2:a:ít) a;{2*.k. r.Z)obs ''
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,'G*.; àl$'*-«: ,:,'*:É:'* - $'.*:

1. As distribuições em(4.3.1) a(4.3.5) coincidem com as distribuições em(5.1.22)

a (5.1.26) quando substituímos w:, por 1, para { - 1, . . . , n.

2. Na distribuição de -K dada em (g), o conjunto X: pode diferir dependendo

do modelo, entretanto Ã: pode ser sempre igual a {l, . . . , n -- 1}, como já foi

discutido anteriormente.

3. A estimação dos parâmetros do modelo que admite mudança apenas em um

subconjunto de parâmetros pode ser feita de forma semelhante à da seção

't.ó.o.

4. A análise do modelo com priori análoga à da seção 2.7 (isto é priori de com-

ponentes condicionalmente independentes), pode ser feita também de forma

análoga.

4.4 Detecção de mudança

Nas seções anteriores foram considerados modelos com um único ponto de mudança

e o problema era estimar a localização desse ponto bem como estimar os demais

parâmetros. Entretanto, em muita situações nas aplicações não sabemos se há

ou não mudança nos parâmetros. Nessa seção apresentamos três procedimentos

distintos para analisar o problema, que serão descritos nas subseções 4.4.1, 4.4.2 e

4.+.3. resoectivamente.
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4.4.1 Procedimento 1 -- Um teste baseado na distribuição à
posteriori de k

Uma maneira de analisar o problema é reformular o modelo permitindo que k possa

assumir o valor n, ou seja, permitir que o modelo inclua a possibilidade de que não

haja mudança nos parâmetros ('ç'ia k = n) e então testar a hipótese nula de que não

há mudança (Ho : É = n) versus a alternativa (Xi) de que há exatamente um ponto

de mudança (isto é, Hi : k # n).

Nessa subseção, apresentamos um teste bayesiano informal baseado na distribui-

ção marginal à posteriori de k, que consiste simplesmente em comparar a proba-

bilidade à posteriori Plt = nlZ).b;l de que não há mudança com a probabilidade

1 -- P(k = rzlD.b.) de que há uma mudança. (Broemeling e Choy, 1981, desen-

vol-.eram esse teste para o modelo de regressão clássico que permite mudança no

coeficiente angular e no intercepto.

É interessante notar que nesse caso o teste de hipóteses e a estimação dos

parâmetros, são feitos simultaneamente.

A seguir, apresentamos o modelo estendido que nos permite realizar o teste

bayesiano mencionado, e depois apresentamos os passos para implementar o algo»

ritmo de Gibbs, com o objeti'ç-o de amostrar da posteriori desse modelo estendido.

O modelo estendido que permite mudança em todos os parâmetros

1«-1 1.ç:$;:,:::.:.=1'?; *'-, "::*:« :

1. X. = z. t u.: Í = 1:. . . : lz.

onde (e,. iz,. i'.:)r são independentes e
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,«((j. ) ;( 'g: ü .!:, ))
. «'((!) ;( '!; é .!,, ))
~((1);(*i: $ .!:,)):-:,...,«, '' *-"

í - l, )

í-k+l

}.

ll'' }

sel < k < n

(4.4.1)

Notemos que para l $ k $ n -- l então êi # P2, onde ê{ = (cli, .í3 , p , a:({)' aí )r

e para k :: n então 0i :: 02.

Portanto, esse modelo permite que haja mudança em todos os parâmetros como

também que não haja mudança em nenhum.

~'".«.-.-..«"-'.,m'-"-w'l :l e, 1 ..* : '*'- :. -"-;ü
de verossimilhança -L(.ê IZ)) é proporcional a

Se k = n, a função de 'u'erossimilhança é proporcional a

(":.:o'"'':(.?)'" .,..l lxz:.m - «: - J-'J' .
EZ;:(X; - z,y

EL:(z: - P-)'l l
a;ÇU JJ

L'ma priori con'çeniente nesse caso é dada por

Í p(k)--(êi). se k = n.
«(ê)= '1 p(k),(P!);-(ê2). sekeK=Íl: ..n--l}.

1 0, caso contrário.
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(a:W) '*/:(o?)'* exp
l [E:;;:(X - a: - #:-:y . XE:;:(X: - ,:)'
21 ,Xa? ' «?

a;(1)

. E;:::(X: -- :«:)' . E=::*...:(z: -- P2)'
aãcr;(2)

E=:k...(X -- c-2 -- 82z:)'la,(2))'(" k)/2(a2)'("'k) exp
;

(4.4 2)
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onde
se k ::n.
se k € K,
cmo contrário,

P{ Ã; ) == (4.4.5)

«'(g:))«-(.8:)"(p:)«-(a:H)"(af),(4.4.6)

onde ai -- V(a:,''li.), .í% «' À'(ói,"li,), p: '', .V(«.:,o-li.), a:0) '' /G('\, di), o?

/G'(.f,, g{), { = 1: 2.

Na próxima seção apresentamos as distribuições condicionais completas à poste-

riori que serão utilizadas para implementar o algoritmo de Gibbs.

Implementação do algoritmo de Gibbs

A seguir apresentamos as distribuições condicionais completas baseadas na pos

teriori do modelo estendido usadas para implementar o algoritmo de Gibbs.

Passo 0: Fornecer um vetou inicial g(o) = (k(o), Pto), 09))r, onde

êlm -(aÍ ,Õlm,É,Ín,a!?l)'o'? ')r, Í = 1,2.

Pa.sso l:

e Se k = n:

então gere g =(zi,...,z.)r, a], J:,p],a:(i) e a?, onde

1{ 1=(-i) g: z)obs '''

para í - 1, . . . . rz,

l.r., [ÀXí + Ji(y -- a]) + Ào'?P:
k';':'L

. Àa?a:.U \

' '-:w(À -F jl:) -F Àaf 7
(4 4.7)

ai {.a2..3i. .32.pi.p2:a:(it.o;(i)-a2.a2./) -+

~ l":: :':'i=::.fç:; - *":'' : JÇhl
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8i IZ, Q!, a2, .52, pi, p2, o':(1), ar(2), o'l, a2, -Doba ''

/..reine::.(E-al)f:+Àbd: . À7flTe. :~l
' \ a3.E=:;:-?+Àa? ' .13:E:::::«?+Àa?y (4.4.9)

iZil 11 , al, C12, .8i , Õ2 , a:(1)' Cr=(2)} 0'l ' Cr2 , -Doba

~ (":: quer; dHh) , (4 4.10)

a:(i)Ig' ai' a2, 0i, Je, Pi, P2, a:(e), ai, a2, -D.b;

'' l; * .:;i$'«: - ~:,' -- ':1 , (4.4.11)

aflg , QI, a2, .Í31 , .82 ) Pi, P27 a2(1)) 0'=(2)} a2 } z)obs

[":'* :r'w * $'*: -.,'] *,-) , .'.-."',
l

.rc l « + /: 2

Faça

(l2 ;: al l ./32 ;: /31 ) P2 :: /zl}

e Caso contrário, se l $ k $ n -- l

«j -' .?

então gere Z, cli, a2, gt, .d32, pi, p2, a:(i)' a:(2), ai e a5 usando as fórmulas (4.2.3)

a (4.2.13), respectivamente

Passo 2: Gerar um valor de /f da distribuição discreta

P(Ã' - tl g,":, a:, 3-, .':, P:, P2, ';m, ":m, «f, «!; 0..;)

:': : : :;.l
onde

P(k) probabilidade à priori de que /{ k ( 1. 2..... n)
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dada por exemplo por(4.4.4) e(4.4.5),

L(&, êi: êzlD) é proporcional a(4.4.2),

Li(pilD.b;) é proporcional a(4.4.3),

Penso 3: volte ao Passo lt

Usando as distribuições condicionais completas acima podemos implementar o

algoritmo de Gibbs com o objetivo de amostrar da posteriori do modelo dado por

(4.4.1),(4 4.4),(4.4.5) e(4.4.6)

Se observações geradas pelo algoritmo constituem de fato uma amostra da pos-

teriori, podemos estimar a distribuição à posteriori marginal de k da mesma forma

que na subseção 4.2.3 (só que agora k pode assumir o valor nl e se P(k = nl-D.b;) >

1 -- P(k = rzl-D.b;), então aceitamos Ho; caso contrário, rejeitamos Ho.

Observação 1: No caso do modelo que permite mudança em um subconjunto de até

quatro parâmetros podemos testar a hipótese ]7o versus Hi usando a distribuição

lnargií)al à posteriori de k de forma semelhante à descrita acima. fazendo uma

analogia com o procedimento da seção 4.3.

Observação 2: É importante que se faça uma análise de sensibilidade da dis-

tribuição à posteriori de k a diferentes prioris. LTlllâ idéia bem sinaples é considerar

unia grade de x-árias possíveis valores para o hiperparânletro c (Olld c = Plk = nl à

priori) e ver como isso afeta a posteriori marginal de À
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Segundo Kim (1991) que estudou o modelo de regressão clássico (cuja covariável

não tem ecos de medida), o teste de Bayes tradicional que usa a posteriori de k

para detectar mudança é bastante sensível à escolha da priori na maioria dos casos.

4.4.2 Procedimento 2 -- Uso da distribuição à posteriori da
diferença (ou quociente) entre os parâmetros.

Uma outra forma de detetar se existe mudança nos parâmetros é examinar as dis-

tribuições marginais à posteriori da diferença (ou quociente) entre os parâmetros

"antes e depois da mudança" no modelo que permite mudança em todos os parâmetros

A hipótese -Ho pode ser dividida nas sub-hipóteses: .f/oi : ai --ae :: 0, .1702 : 01 --Õ2 "

0, ;1r03 : pi -- p2 :: 0, .H04 : =;(a :: 1, J7os : ;} :: 1, sendo que /lro é rejeitada quando

pelo menos uma das sub-hipóteses é rejeitada.

Em princípio a separação da hipótese nula Ho nas cinco sub-hipóteses .ll/OI , . . . : Xoõ

é útil para determinarmos quais parâmetros mudam (isto é, quais parâmetros são

responsáveis pela mudança).

Conceitualmente a decisão, por exemplo, de aceitar a sub-hipótese .Zí02 seria

razoável se P(/32 -- BI > olD.b:) = P(/32 -- ai < Oj-D.u,) = 0.5. Assim se observarmos

por exemplo que ;'(.82 -- Õi > 01.D.b:) H 0.80, ficaríamos razoavelmente confiantes

de "rejeitar " essa hipótese.

Obs: A análise fica bastante simpliâcada quando a distribuição da diferença de

ê2 -- êi é analisada apenas marginalmente (em ç'ez de conjuntamente) entretanto o

preço é que esta aproximação pode ser bem ruim.

4.4.3 Procedimeto 3 -- Uso de critérios de seleção ou escolha
de modelos

Outra forma de detectar a existência de mudança é tratar o problema de ponto

de mudança como um problema de seleção de modelos. isto é utilizar métodos
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bayesianos de comparação (ou escolha) de modelos, para comparar o modelo sem

nenhuma mudança com o modelo que permite mudança.

Existem vários critérios de escolha de modelos descritos na literatura para essa

finalidade. Alguns dos mais populares são, por exemplo, o método do "Fatos de

Bayes" , o "Pseudo Fatos de Bayes" , a "bledida L" e o BIC ("Bayesian Information

Criterion" ) .

Uma maneira de tratar o problema é comparar o modelo com mudança após o

ponto k desconhecido (aleatório) com o modelo sem nenhuma mudança (usando ob-

viamente o mesmo conjunto de dados) . Nesse caso, checa-se a existência de mudança

e estima-se o ponto de mudança simultâneamente.

Uma alternativa para trata o problema é para cada k fixado, comparar o modelo

com mudança em k com o modelo sem mudança.

A seguir, apresentamos os critérios de escolha mencionados acima para o prob-

lema de mudança no modelo estrutural normal com erros nas variáveis.

(1') O critério do Fator de Bayes

O Fatos de Bares é um critério de comparação de dois modelos que se aplica

somente no caso de prioris próprias. Na seção l4.4.31 do Apêndice, apresentamos a

definição dessa medida.

O Favor de Bayes para comparar os modelos .'l/i,A: e .l/2 (onde .l/t.j; é o modelo

com mudança nos parâmetros após a k-ésima observação e ]&/2 é o modelo sem

nludallças) é deânido por

BP:*,,:' ,.-.ç'l, '.?HkJ,

ond' Ç', = (';) e o«de «l Ç::. . Ç'.l-v-t) ' --( Ç':. . Ç:',.l.v,) sã' " d'i»i'lad"
marginais dos dados sob os modelos .l/i.k e .l/2: respectivamente.

(4 4.i31
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Na literatura existem várias técnica que podem ser usadas para estimar o fator

individual de Bayes l?(l,t),2- Um método direto proposto por Newton e Raftery

(1994), estima o numerador a'( gi , . . . , y.l.A/l,k) por

/] .g ] ''\'
':( ç':, . . . . ç'.IA/:,d - l.Ó àl

a'( Ç/i, . . . , Ç'-lêi, ê2. k) é a densidade das observações sob o modelo .lk/i:J;, descrito

em (4.4.1).

O denominador a-( Ç/'i, . . . , y«IÀ/2) é estimado por

onde (ê(1), . . . , p(C)) é uma amostra da posteriori sob o modelo Me definido em

l2.3.i) e n( gl, . . . , Ç/2lg) é a densidade das observações sob esse modelo.

Outra maneira de tratar o problema é usar o método de Dey (1997).

Dey (1997) mostrou que o Fatal de Bayes que compara um modelo sem mu

dança (.W2) com um modelo com mudança (À/l), onde o ponto de mudança k não

á especlHcado, pode ser escrito como uma combinação linear convexa de fatores de

Bayes individuais: isto é,

BFI,2 = )j:pkBF(i,k),2 onde px; ;= 1 ! )pi/{ = tl,
l $ k :g n -- l:
k = n.

é a distribuição à priori de k.

Esse resultado pode ser usado, por exemplo: para comparar o modelo estrutural

Normal cine permite mudança em todos os parâmetros l(lue está definido em (4.1.1)

e tem priori en] (4.1.2)) com o modelo estrutural -'formal sem mudança (lue está

definido en] (2.3.11 e telli priori em (2.3.2). Nesse exemplo, o Favor de Bares é dado

onde

ã-r U] , . . . , Lr ljW2) = !.g.
G jb «'( g:, . . . , y«lêU)

} '' ' ' }

l

l é uma amostra da posteriori sob o modelo .A/i,J; e
l

.)pl/{ - tl
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por

:: p*BFo,u,,, (4.4.14)
kex:=ll , . - . ,n--l}

onde pt = ;;:ll(l -- c) (onde c = P(Ã' = rz) = 0) e BFO,k),2 é o fatos individual de

Bayes que compara o modelo com mudança após o ponto k fixado caIU o modelo

sem mudança,

BF.. .~. «-rU],.... Ü'.E.'Lf] k\.J; :Je.v(Ç/t,..., g«IÉí, 2?klTlêlJ2,À:)de 'ib
«-( y* , . . , Ç'«l.L.í2) Jo «'( yt , . . . , Ç/.Ig)«'(P)dP

onde g =(a, .(3, p, o-:, a:)]" e gi =(ct{, Õí, pi, a:O), of)r, { = 1, 2,

a'( Ç/i, . . . , y«Igi, g2, k) é a densidade das obser'ç'ações sob o modelo .VI,k definido

em (4.1.1) (com k fixado),

a'(l?i, g2, k) = a-(êi)n'(g2), é a distribuição à priori dada em(4.2.1) quando p(A) = 1,

a-( Çr] , . . . , y.lê) é a densidade das observações sob o modelo -L/2 definido em (2.3.1)

e a'(g) é a priori dada em (2.3.2).

O resultado em (4.4.14) será veriâcado abaixo usando a justificativa dada em

Chung e Dey (1996)

BFi.2

Justificativa: O Favor de Bayes para comparar o modelo À/] com o modelo À/2 é

BFi,2 = aí Stl ' (:r' /L/i) , onde

T( Ç'l, . . , Lbl.v:) = «'( Ç'i, . . , Ç,.jmudança) =
L'.. 1 < k < n -- l)

P(l $ k $ n - l)

onde P(l $ É $ n -- 1) = 1 -- c (onde c = plÃ.' = r1l) e portanto

(L'l,..': Ç'.l.t./i)= ' ./;..L (L'l,.... Ç''n,gl,g2,l$k$n--ljdêtdê2.L -- C JOi

= T--/./. a-(C,'l... . Ç'«IPi,P2, l$ #$ rz--l)a-(êi,g2.l$ k$ n-- l)d11idp2} -- c ./e:Jo,
l n.--'l

Í:; t:l.L:'L n'(L'l.- - . . Ç'.IPt, p2.k)a'(pi. g2.kjdgidg2
] !J (i - .l

l -'Ü «-l 1.:1.,:,ç~, Ç'-lêi. P2. kln-(p!. g2jdpid ê2
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;--:-T E «( Ç': , . . . , Ç/.lw:,0.

Portanto,

Br:,, - ;.-1l àl «( ç':, . . Çnl.IÍB) - r ;:!-TBPo,n,'-

Observação: Utilizando o resultado de Dey (1997) podemos chegar se existe mu-

dança e obter um estimatiç'a do ponto de mudança simultaneamente. Se houver

mudança, o ponto de mudança será o valor de k cujo Fator de Bayes individual é

máximo.

O Fator de Bayes individual nesse caso é dado por

@'-,*,., - *.1l,'.'.'.',l$,ü ,
que pode ser estimado pelo método de Newton e Raftery descrito anteriormente

fazendo k(p) ;; k.

Outro método relativamente simples de ser implementado é o método de Chib

(1995) , descrito na seção l4.4.3al do Apêndice. A seguir, vamos apresentar os cálculos

para a estimação do fator individual de Bayes pelo método de Chib (1995)

Estimação de a-( Çri, , Ç'.l.t/:) -0.b;l.k/2)

Usando o método de Chib descrito na seção l4.4.3 al do apêndice, temos que

log â-( Ç':, Ç'. l.V/2) = log n'( Ç'i , , Ç'.lê') + log «-(ê') IOg â' (g'lo.b. )

onde ê' pode ser uma estimati'',a da média da posteriori p( êl-D.b;). Além disso:

Êlg'jO.b.) .:'l g'. a'. .3', p'. a:': D.b;)â-(a:'l g'. a': .i'.p': D.b;)

â'(ÉI'l :'. a'. .3'. D.b.)â-( 3'l :'. a'. Z).b;la'(n'l :l'. D.b:)n-( :Ç'lD.b:)

A seguir damos os passos para a estimação dessas quantidades



(a) â-( :'lz).,b;) é calculada usando o algoritmo de Gibbs seguinte

Pa.sso l

Passo2

fornecer um valor inicial(a(o), Õ(o), p(o), a2(0), o-2(0)), faça i

gerar =Íi+i) de n-(z.la(i),,8(i),p({),a3u a2n,/.).bs), í :; 1,2, .. ..n, dada

em (2.5.14),

gerar cl({+i) de n-(al g({+i), .8(i) , p(t), al), a2o , -D.b:), dada em (2.5.9),

gerar .8(i+t) de a-(.JI gn+i), a({+i), p(i), a:m, a2'o , z).b;), dada em(2.5.10),

gerar p({+i) de a-(pl g({+i), a(i+l), /3(i+i), a2H), o-2H , D.bs), dada em(2.5.11),

gerar a3o+n de n-(o2 l :({+i), a({+i), .B(i+i), p({+i), a2n, .zl).b;l , dada em (2.5. 12),

gerar o-2o*:) de a-(a21 g({+i), ct(i+i), P({+i), p(i-ti), o-3o+n, D.b;), dada em(2.3.13),

fazer í = { + 1 e voltar ao passo 2, até convergir. Calcule

ã-( :'ln.»J - iX ll «(«íl«'ü, o'ü, .u, .:''', .'''', o..;),' g-lÍ-l

onde (p(1), . . . , g(C)) é uma amostra de (; elementos gerados pelo algo-

ritmo

Passo3

(b) á-(Q'iz', z).b;) é calculada usando o seguinte algoritmo de Gibbs

fornecer um valor inicial (.8(o), p(0), o-:w) , a2w) ), fazer i= 0,

gerar

a(i+i) de a-(clj 11 :; g', l3(i),#(i), a2('),a2o), /).bs),

.3(í+]) de n-(..31 g = g/, cl({+]), H({), a:o): a2o), Z).b;),

p({+i) de n-(pll ;; g', Q(t+l), ..3(í+t), a2'o. a2''), z).bs):

2o+i) de n-(a21 l! = :1':a(:-'i), ..3(í+i),p('+il.a2':), Z.) ;),

o.2(''') de a-(a;lr :: ='.a(l+i). ..?(i:+i)./z(l+i).a2''':) Z) l,

fazer í = z t l e voltar ao passo 2: até convergir. Calcule

á'(o' g'./).bs) :: = } n'( Ig' - ].'..3tÇ).Ptg) a2' )

Passo l

Passo2

Passo 3

]

G
JÉ E: --(.'l g

2ts)a D.b;l
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(c) â(0'1 g', a', D.b;) é calculada usando o seguinte algoritmo de Gibbs

Passo 1: fornecer um valor inicial (p(o), a:w), a2'u), fazer i= 0,

Passo 2: gerar

.B(í+i) de a-(.JI Z :: :', a :: a', p(í), a:u a2 , .Z.).b:),

p({+i) de z(pl= = g', a :; a 9(i-FI),a:m a2n z).bs),

2o*o de x(a2lg = g',ü;: a #(í+t),p({+i),a2n,Z)),

o.2O'"') de a-(a21 g :; :',a = a/j#({+i),p(í+i),a20+U .D s),

Passo 3: fazer { = { + 1 e voltar ao passo 2, até convergir. Calcule

j'(.6'lg',a', D..;) - à E"(,Õ'lZ - g',a PM,.:''',,'''', 0.»;)' g-!

(d) â(H'l lç', a', #', Z).b;) é calculado usando o seguinte algoritmo de Gibbs:

Passo 1: fornecer um \dor inicial (a:''', a2n)), fazer { = 0,

Passo 2: gerar

p({+t) de a-(pl lç = 11', a = cv', .g = /3', a.:n a2o', Z).b;),

2o'o de a-(a2lg ;: l!/,ü = a',.g:; /3',p(ã+l).a2o'FO, Z)),
o.2h+D de a'(a21 g ;; g/, a :: cl/, a :; 0', P(i+i), o'2o+'), .z).bs),

Passo 3: fazer á = { + 1 e 'ç'orar ao passo 2, até convergir. Calcule

ã-lp'ig':a',õ',D..:) - à E"(p'l: - :',a - .8', ,',',.'''':o.-:)' g-}

je) ã(o-:'l g', cv', .3', p', D.b;) é calculado usando o seguinte algoritmo de Gibbs:

Passo l

Passo2

fornecer um -,dor inicial g2w) . fazer í 0:

gerar

;''':' de a-(a:l l! = :1'.a = cl': .3 = i'.p = p'.a'''
a2''':} de n-(a21 11 = g'.a = a'. .3 = .i'.p = p'.a:
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Passo 3: fazer { = { + 1 e voltar ao passo 2, até convergir. Calcule

â-('':'l:',a',3',P',o.b:)-i)l:'-(''':'lg-g','- .3 ,P .2''',o.b:).

(f) Calcula n-(a'' i g', a', .í?': p', o:' , -D.b.) que é dada em (2.5.13) quando substituímos

ê por ê'

Estimação de a-( Ç'i , . . - : Ç'.i.tJ'i.k), onde i4/i.k é o modelo definido em (4.1.1) que

permite mudança em todos os parâmetros após o ponto k

onde ei}

r z(1) \

(clÍ,0i,pí,o:O)'ai)r, :m -(zi,...,zt)7', gm =(zk+i,.. . ,z.)r
e â-(Ç/i,..., Ç.IÀ/i,k) pode ser obtido de forma totalmente semelhante a

á-( Ç'i , . . . , y.IÀ/2), descrito acima

No modelo À/i,h com k fixado, o vetor de parâmetros é

(2') O critério do Pseudo Fatos de Bayes

.Na seçao l

no caso geral.

O Pseudo Fator de Bayes para compai'ar o mode]o À]'i,k com o modelo Àí2 (onde

i[/i,t é o mode]o estrutural Normal que permite mudança em todos os pai-âmetros e

.\.f2 é o modelo sem mudança) é dado por

PBFo,H2 ' 'iÍl::i CPC 'x/H :

o1lde CPOI'\í:) . n-,,,:( Ç't D.b;( {)) pode ser estimada usando as fórmulas (2.10.5) ou

(2.10.9) ou (2.10.1 1) e CPOI'v' *) . a-.*, .* ( Ç'.ll).b:( .)) pode ser estimada usando por

exelnpio as fór)nula (4.3.31 ou (4.3.8). dadas mais adiante: para todo í = 1. . . . . rz

4.4.3bj do Apêndice damos uma breve introdução sobre essa medidan 0 e l

Observação: Se o modelo .l/l.t à priori peru)ite nludcança em apenas um subcon-

junto de parânietl-os após o ponto k. os cálculos podeili ser refeitos facilnleilte. de
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forma totalmente semelhante, apenas incorporando as deç-idas restrições

(2') A medida Z, no modelo com ponto de mudança

Na seção 2.11, a medida -L foi obtida para o modelo estrutural Normal sem

mudança. Nesta seção obtemos a medida .L aplicada ao modelo estrutural Normal

que permite mudança em todos os parâmetros após o ponto k. O modelo escolhido

será aquele com o menor valor dessa medida.

e .b'ormulação

S.j;Z'.-:- l : l «d. U-(;1)ét-iq-

í k \

onde ê = 1 Pi l e eí = (cl{,a,pí,a:(i)'a{)r, í = 1,2. Além disso, yilÕ são

independentes para í - 1 , . . . , n.

Seja ÇT, { = 1,...,n, os vetores de observaçõ

tribuição de Ç&lê. Então a medida -L é dada por

L2(0.,b:,Õ)(gl0.b;) + ÕE:lÇ'. - .E( gln.b:)llU - E( ÇTI.0.b;)I",

onde 0 < ã < 1 e onde

N cll +,rtpi 8fa:W -+- Ào? Pla:H
gia3O) a: + a::

o2 + ,g2P2 #ga:H -F Àag Õ2o:H
Õ2a:B) o:P) + a::

,{ - l,...,k,

, i = Ã: + l, . . . ,ri,N

futuras, com a mesma dos-es U 0 S

1. lZ Z

E( ÇTl-0.b;)

Var ( ÇT l D.b;)

Eito..*lE(ÇTlê)l, '

.Eélo..; I'b'ar( ÇT lê)l t Var êto... lr( ÇTlê)l

onde

''''ar ê o..,, ÍE( ÇT l ê)l EéÊn..,( ír( ÇTlê)ll.c( ÇT ê)I')
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IEêto..;(.F( Uiê))llEêio..;(r( glê))I',

l \ll LCLlib\J . CL lll

seguinte maneira.
Í ktgl \

Seja (ê(i), . . . , Õ(c)), onde ê(g) - l g:P) l uma amostra da posteriorip(êlZ).b;),
\ pS'' 7

gerada por exemplo pelo algoritmo de Gibbs da seção 4.2.2, então

&(o..;,N - EliEvm(Flê''D-- àE-e(glê''D-e(gEê'q'

-liÊ,'« ,ll Ê;.« ,l"l

Ax'(uiê''ull é:x;a iê''nl

edida L pode se} r facilmente calculada usando Nlonte Carão da

onde

-em ( g; IPÍÜ )

zm (HIPlo )

+.l \
.I'l ' ' ,l, " l :g {$

+Õ(g)P(ç)l se k(s)+l$á$n

se 1 < i < k(s).

~«"''" - l ';"'iil**«;"' .áll'r$«, 1,
se k(g) + 1 < { < n

Var m( ÇT lgÍÜ ) '''':l;:;; * :''' .ílll$,, 1

E'( Elêu )

Var ( ÇT lé© )

onde .5 c lO,ll.

Note que L2(D.b:: (5) é uma matriz 2 x 2 e uma possí'çel medida resumo seria obter

o determinante ou traço dessa matriz, isto é; det (L2(D.b;. J)) ou tr (L2(D.b;, õ))

Observação: Xo modelo com niuciança apelam nuns subconjunto de parâmetros.

o cálculo da medida Z, é totalillente seillelhallte. bastando adaptar as fórmulas

l incorporando-se as de'lidas restrições de igualdade).
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(4') O BIC

Seja À/i,l: o modelo estrutural Normal com restrição de identificabilidade e que

permite mudança em todos os parâmetros após o ponto k e seja ik/2 o modelo sem
ni i i rl n n r' n

Na seção 2.11 vimos como calcular o BIC.w.. O cálculo do BIC.w:.. também é

simples já que no modelo identificável com ponto de mudança k, os estimadores de

máxima verossimilhança são conhecidos explicitamente.

Observação: É interessante ressaltar que esses métodos podem ser utilizados para

escolher o "melhor modelo" dentre os 2s possíveis modelos (isto é, aqueles que

permitem mudança em até 5 ou 4 ou 3 ou 2 ou l ou nenhum parâmetro).

4.5 Distribuição preditiva e avaliação do ajuste

A a'ç'filiação da qualidade do ajuste do modelo estrutural Normal com um ponto

de mudança pode ser feita de forma análoga à apresentada na seção 2.10 para o

modelo sem mudança. Para isso, vamos obter as fórmulas de cálculo da densidade

condicional preditiva de validação cruzada CPO e dos resíduos de validação cruzada

correspondentes.

Nessa seção 'ç'amos trabalhar apenas com o modelo que permite mudança em

todos os parâmetros, lembrando que o procedimento para o caso de um modelo que

permite mudança em apenas um subconjunto de parâmetros é totalmente seme-

lhante: bastando fazer as devidas adaptações.

Na subseção 4.3.1. a seguir: apresentamos a distribuição preditiç'a, na subseção

4.5.2 as fórmulas de CPO e na subseção 4.3.3 os resíduos de validação cruzada
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4.5.1 Distribuição preditiva

A distribuição preditiva sob o modelo estrutural Normal que permite mudança em

todos os parâmetros, dado em (4.1.1), é dada por a-(y/lz).,b;), onde Ç& é uma

o's"«ção fut"r'(]Ç): e D.-; é a amostra(Ç/:, b:, y.), "d' Q -(]})

Cálculo de a-( Ç'/ID.b;)

«-( Uln.,-:) ,L. «( y/, êjO..;)dê - .Á. "( Çllê)"(êjO.',)dê

«-(b IX/, ê)«'(X/ lê)«-(ê l D.b;)dê

1- .Á. «.'''. ©«'" il,«'êl"..J-l)
0

/ k \

l g. l e z(êll).t,;) é a posterioride ê e onde

l À'

onde

ç',iõ :'#- l

L "

se J É k

se f > lç

(4.5 1)

(''.prnrãn dn ljnnn nhcnPxrnr;,. F-l+llrn

Para gerar, por exemplo, uma observação U/ após a mudança, basta seguir por

exemplo os seguintes passos:

(1) gerar êÜ) da posteriori a-(êil).,b;) (ou de n-(ê: glD.b:)),

l2) gerar X$ç) d. n-(X/IÕ{P)): onde X.r ê -. ."-'lp2: a:o) -p o-g)

de =-(}/ X'g), Õ g)l onde

" ~ l.-',«*;gü;'*. ;:';.:«,-.;

(3) gerar

€y)
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Portanto, para gerar Vj-, após a mudança, dado que X/ = Xo, benta

(1) gerar êU de «-(êlD.b;) (ou «(ê, glD.b;)),

(2) gerar yJç) de n-(yrjX/ = Xo, ê(Ü).

(b) Para gerar uma observação futura Ç'/ (ou y/IX.r = Xo), até a mudança, basta

seguir os mesmos passos, porem agora

X/lê - -N(p:; '':m + af) e

Observação: A distribuição preditiva a'( ÇÜ l-D.b:) também pode ser escrita como

blx.í, ê '- ]v .: * ':«: * {h'*. - «:,; ':":.., * *': - gy)

'' l*,«ç':., ê.:-.\o.-áüê''' ' lr'' J*,«w.\«.. b«t,:,\ü«ü\o.-:laé'",,
l4.5.2)

onde

]V (pi,a'(i))' se / $ k,
XI '2,a'1]u]). se f-> k,

«ll ~:\f:" 1; 1*:: .3 11, ''*,

«[[ ":=f:"']; ]*i; .] ]], '»*

4.5.2 Densidade condicional preditiva de validação cruzada

indep

e

indexyfl./ , ê

A seguir apresentamos três maneiras alternativas de estimar a densidade preditiva

de x-alidação cruzada (CPO.) para o modelo estrutural Normal com mudança em

todos os parâmetros após a k-ésima observação

S'j- Ç': - (1.) - ;-é:im. .b"'~:-çã. d- -:-;'«. D.':.-., -

n'( Ç'f z).b;i-0).

CPO.=



Fórmulas de cálculo da CPO{

Fórmula l

"': -«'" .".-:,, - l.L.nh«., «,.;l
l

(4.5 3)

; ),í = 1, . . . , í}, onde ê a:, Õ:, P:, ':H, al:)", á 1, 2

:, = Àa?), Olade

.~ ll ": l,f:": l
se l $ ! $ k.

Õ?a:g +Ào-f
.8fo'3N a:W + a? ))

glê:"#'

« ll ": :,f'"' l ;
sek+l $ i $ n.

/3?a:W + Àag"=(1) ' "

«<1:11:1; ll,

(4.5.4)

Ti' et i -l n .- ã ,.

Dada uma amostra (ên) , Õ(c)) da posteriori p(êlDob.), onde éÜ)

então uma estimativa de Monte Carlo de CPO{ é dada por

-":- liÉ-u«l :
013de

«' '': õ''', -l :i11131iil:se 1 < í < k(p).

se k(ç) < á < n. (4-5 5)

para g - l , G, onde,

«,( Ç':
(g)

P, p,'! E )-{ .':p{ l«.3j'b:,:l 1 + À.j'«b(x.

24Üa:ldly -- alÜ -- .{g;Hid)(X, -- piÜ) + (a:1111 + alÍ'Ü)(X -- otd
(g) 2

( 31'; )'«:'''.-:1:1 t À«:l;l«:f' -: À(.:17:')'.J 1.2 (4 3 61
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Observação: A amostra (ê(i) , . . . , Õ(c)) pode ser gerada da posteriori p(ê IZ).b;) por

exemplo pelo algoritmo de Nletropolis-Hastings em Gibbs (desde que este convirja),

ou então da posteriori conjunta p(ê, g IZ).b;), por exemplo pelo algoritmo de Gibbs

(desde que este convirja).

iiiiLiia. á

(.

{ = 1, . . . , n, onde

cpo: hl . ;(-o) ' .Á. ;ÍiiÍli-:-n"( g , ê l n..;)d zdê

-1
, (4.5.7)

FÓ

«11":::':":1; 1 *:: .3 11, :::'*,

«[[ "':f'': ]; ] *;; .] ]], **«:,'«

índepblz,ê

F\ct i rn n rã A

D-d- «m. ,m«t« ((êt\i) , , iêii;i)i d- p«t"i"i ««j-:-
n'( !, êl -D.b;), uma estimativa de Nlonte Carlo de CPOí é dada por

«': - léá .. . .«,bml': ,
onde

nrtri« r kM\--Jn'i(L\lp ), sel$á$kM,
"\ZiiZ ,-''í ," / a-2(Ç\lglç) z(g)), sek(s)+l$i$n,

«.( ç', Eel'', -Í'b - p«À(«f'qD-{ .':p l
l4.5.9)

r4.5.8)

Ob;"-çã': S. «ã. í« p";í~''i .bt" --:- ,:-"- (ii't:;), : l$'.i::;)l d- p«-

teriori p(ê. g D.b;) pelo algoritnio de Gibbs apor exemplo, porciue não há con-

vergência): Dias for possí'ç'el amostrar de plêl-D.b;) (por exemplo. pelo algoritnlo
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de l\:l-H em Gibbs), então podemos aliada utilizar a expressão em (4.5.8) para esti-

mar a CPO{. A diferença. entretanto, está no processo de geração. Nesse caso, dada

a amostra (ê(:), . . . , Õ(c)) de n(ÕID.b;) ' n(g, kl.O.b:). devemos ainda gerar lls) de

n(zllê(ç)) onde

N(PÍÜ, a:lll), l $ kU $ ':,
]V(p!;o,.-l:l;l), ku+i $ í $

A justificativa desse procedimento segue do fato que

«-( hlo.,b;(-0) = ,. .L. ;ÍFJl;=R"G«:lé)«(ê1O. JdÕd«:l

ltig(p) kíp) -

onde

N(pi.a:W), l $ á $ k,
]V(p2,a:H), k+ l $ { $ ".

4.5.3 Resíduos de validação cruzada

«:lê -

O resíduo padronizado de validação cruzada do modelo com mudança é dado por

di = Var '{( t,'il-D.b;( {))IC/í -- E( yzll).b:(-{))l, í 1, ,n

Cálculo de E( Ç/ilD.b;(-1))

E( t/ílD.b;(-{)) = rl.e( Ü'Ílê, !)ID.b;(-i)l

/, L. Z(Ç\lê,-':)"(ê, glD.b;. ü)dêd;ç(4.s io)

- IÉ ,L. nh.«',, ; ".-:,-;-;l': Ê ,C :Htl«',: ; «,-;-;

onde

~ ll "::*'"'l: l*;: .: ll :-:
.~ll''\,''''1: 1":; .311 ;-*-' «
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Estimação de E( yíll).b;(-0)

O.d, «m. -m«t« (l$'\',), , (}11;:,)) d. «(ê, :jO..:), ""' "'im-ti« d.

Níonte Carão de 1?( Ç'ãl-D.b:(-i)) é dada por

É( HIO.»;(.:,) - CÍIb:I E ;ÍÜ®I;JI;PT-;I8-E( Ç':IP'd, -Í'', kM),(4.5.11)

onde CPOi é dada por (4.5.8), a( y.Ig(s) z(g)) é dada por (4.5.9),

1":''-1Fi''lTI, : - :, ,"',',
z( lêü',,I'',k''u- l i«g''+õiü-i''l, :.k'''+:, ..,",

(4.5.12)

Estimação da Var ( gilz).b;(-i))

";'" ..:,, - '*:lài :=zii';;ii';P *
l .g E(Ç/ilg ,lld kU)E(yilgM,zM
?j jlÍ «(GlêU,«la,kU)
-l.Ê( HID.b:(-0)llÊ( y:l .b;(-0)I',

onde

(iÍ;t). é dada em (4.5.8), n'( Ç'ilê(v) l(s)) é dada em (4.5.9),

É'( qi-D.b:(-{)) é dada em(4.5.11), .E( yilê(P) z(g)) é dada em(4.5 12), e

-'--''' ,',, .',' :-.,,. J (*q''' .;,, ), :-','...*',',
-"-'" '": ;~ ' "' ,;«l, :-«'*:
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4.6 Estabelecimento das condições para a existência
da posteriori sob algumas escolhas de prioris
improprias

+ a

Nessa seção vamos estudar a existência da distribuição à posteriori no luodelo de

regressão estrutural Normal com ponto de mudança e com restrição de identiíicabi-

lidade jde que a razão das 'ç'ariâncias é conhecida) considerando prioris impróprias

análogas as usadas na seção 2.8. Inicialmente, na subseção 4.6. 1 , estudamos o modelo

que permite mudança em todos os parâmetros e depois, na subseção 4.6.2, o modelo

que permite mudança apenas em a3 com priori do tipo a(g , k) c( p(k)n'(o-') [l::i a-(a2({)),

onde a-(o:({)) '- /G(c{, dl), para í ' 1, 2.

4.6.1 Condições necessárias e suficientes no modelo que per
mire mudança em todos os parâmetros

Nesta seção apresentamos alguns teoremas que garantem a existência da posteriori

no modelo de regressão linear simples com erros normais que permite mudança em to-

dos os parâmetros quando certas prioris impróprias do tipo n-(k, ê) = p(k)a-(ê l )a(p2)

são utilizadas.

No modelo com mudança em todos os parâmetros e priori de componentes inde-

pendentes, vimos em (4.1.5) que a posteriori p(k, êiD.b;) é proporcional a

P(k)..L](ê:lD.b;ÍH) --(êl) Z.2lg2lD..;S" Q)«-(ê2)

onde Lilgi ID..;!k)) e /.,2(ê2lZ).b.2 'b)) são, respectivamente: as verossimilhanças

antes e depois da mudança dadas em l4.1.3) e a'(êl) e a(ê2) são. respecti''.anlente.

as pião!-is antes e depois da nuidailça. O espaço paramétrico é K: x O. onde X: é um

conjulno finito dos possí*'eis calores de k e O = {p = ágil : : € O,}

Portallto. pala, mostrar (iue a posteriori é própria (isto é. para nlostraz' que
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Ei;:x: Jo p(À;, PIZ).b;)dê < oo), devemos mostrar que

}l: p(k) /l z,ilgilD.b;i )a'(êi)dgi. /l l,2(p2lz)lnb: ))7r(p2)dg2 < oo,
;Ei: JOt ''' ' ' ''' ' '' Jea

onde Zi(Pi l-D.b,(e))a'(P:) é o núcleo da posteriori pi (pl IZ).b:Ík)) (baseada nos dados

até a mudança) e L2(p2ll).b;2 ' )a(P2) é o núcleo da posteriori p2(ê2lD.b:e"'k))

(baseada nos dados após a mudança) .

Como X: é um conjunto finito, então basta mostrar que qualquer parcela dessa

soma é finita, ou seja, que as posteriores pi (êl IZ).b;Í )) e p2(ê2lz).u;á"-k)) são próprias

para k fixado (k C K)

Teorema 4.6.1 No modelo N07"ma! com 7)anta de mudança dado em (4.i.l), com

p . '/o«m.,'(ê) e:,g,) ll«-(p:), .nd'

p(k)- láli'K'ki, kcK, o«t,á,.l., ' "(ê:) '''"(':n)"('?), '"':!' "('!u)--rG(':, ó:)
e a(a?) -, /C;(/.,gi), á = 1, 2, então a cardação necessáüa e su$cáente para a ez-

isÉêncáa da poslehoh é gue k ? 3 e n -- k ? 3.

2

l2

Demonstração: Para cada k lixado, o Teorema 2.8.2 garante que a integral

/o: pi(êllD(b).)dêi é 6nita se e somente se À; ? 3, e a integral Jo: p2(p2lD(bs2k))dg2

é finita se e somente se (n -- k) ? 3. Portanto, concluímos que a posteriori do modelo

é própria se e somente se 3 $ k $ n -- 3 e n ? 6. H

Teorema 4.6.2 .Vo modelo do Teorema 4.6..Z, se a dãsthbuãção a-(o2b)) Jor subs-

t tuiída por n(a2H)) o( laço))''', r{ > 0, í = 1,2, ezztão a condição necessária e
sü$cteltte para que Q l)osteüoH con'esmo'r\de'rate seja prós'r"ict é que k Z 'Z, n -- k 2. 'Z

e 0 < r; < i, í = 1.2.

Demonstração: Para cada k fixado. o Teorema 2.8.3 garante blue a integral

.[o:pi]Pi]Z).bslk))c]êi é finita se e somente se À' ? 2 e 0 < ri < 1 e a integra]



/e, p2(g2lZ).b;e"'k))dê2 é finita se e somente se (n -- k) ? 2 e 0 < r2 < 1 . Portanto,

a posteriori sob esse modelo é própria se e somente se k ? 2, n -- k ? 2 e 0 < ri < 1 ,

Teorema 4.6.3 Se no modelo do Teorema 4.õ..r a dístübtzáção de a-(a?) /or sub-

stituída por n-(o-i) c( (ai)'':, sí > 0, í :; 1, 2. e a/ém disso os uetores de dados .F({)

e yt{) forem !inear'mente independentes e as componevites de .8(i) (bem como as de

r(i)2 não são fadas zguats apara { = 1, 21, então a condição necessáha e su:/icíenÍe

para que a posteüori sob esse modelo seja própria é que k Z 3 e n -- k 2 3.

Demonstração: A demonstração segue usando o mesmo argumento do teorema

anterior e o Teorema 2.8.4 do Capítulo 2. H

Teorema 4.6.4 No modelo do Teorema .ó..Z, se as dásthbuáções de a(a:({)) e a-(a2)

.»rem sz'bstlfuí'Zas, respectivamente, por «-(a:0)) '( (o:0))''' e r(a?) o( (a?)'':,
r{, sí > 0, { = 1, 2, e além disso .8-(i) e y(1) /atem iÍnea7'mente independentes e tais

que üs coutpovtelttes de ]lÇ:} (bem como as de 'ÍtÜ) não são todo's iguais, eTttão ü

condição necessáüa e su$ciente para que a disthbuição à postehoh sob esse ntodelo

seja própha é que k+rt+st > 3 e(n -- k) + r2 t s2 > 3 e 0 < rí < i, { = 1,2.

Demonstração: Usando o mesmo argumento do teorema anterior e o Teorema

2.8.5, concluímos que para cada k 6xado as integrais

r. pi(êill)lil::)dPi e A pe(p2iz)l,nbs2 )dê2

são finitas se e somente se ktri tsi > 3: (rz -- k) -'r2+se > 3e0< ri < !. i= 1.2

e portanto a posteriori existe se e somente se estas colldições forem satisfeitas. l
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4.6.2 Condições suficientes no modelo que permite mudança
apenas em al;

Teorema 4.6.5 .Vo mzodeío está"zzfura/ Vor 7zai que pe7'mate mudczrzça apenas no pa-

,âmef« a: «pós o p-to k, "m p«í.«i «'(ê, k) a p(k)«-(a') ll «'(.-:W), ond'

ê .'3, É', ":m, ':w, «')', p(k) - l alia''ti
, k € X:, onde X: é um cozÜunfo .Ênzto,

caso coníráho,
7r(a') '" /G(./', g) e a(a'({)) -' /G(c{, di), ã = 1, 2, então uma condição suácãenfe para

que Q posteüoü sejct própr'ia é que n >

2

lZ

Demonstração: O objetivo é mostrar que EÀ;.K Jo p(k, êl.D.b;)dê < oo,

onde p(k, ,glD.,b.) = .f: p(k, P. gl-D.b;)dg e p(k, p, glZ).Ó;) « L(k, pl-O)«'(k, ê),

onde -D.,b: = {(E,Xi)r,{ = 1,...,n}, .D = {(X,Xi,l:)r,{ = 1,...,n}, O =

{ê = (a,/3,p, a:(i)'a,(e)'a )r € 1R3 x IRl}, K é o conjunto finito dos possíveis

valores de k e Z = {g =(rl,...,l«) c R"l7'

Portanto, para mostrar que a posteriori é própria, basta mostrar que

. /É. -L(k, glZ))n'(P)dêd : < oo para k fixado, onde

L(k, PJZ))n'(ê, k) oc(a2)'("+/+i)(aa(i))'({+':ti)(o2(2))'('jX+"+i)

«-l --e*1--":'*=:''':--E=::(x: -- :«:):
a2

+xL:(": IT + *--:(": elTll
' c':u ' a,w JJ

Esta função pode ser majorada pela seguinte função:

./'(A, p, g , z).b;) -(a2)'("+/+i)lo-2(i))'(4+':+i)(o-2o))'(''f+"-Ft). expj--5 l;?w

*e -- 3 * "'": = -' * *':t:-'x * ütFI l
e portanto

# leLIL. g\0)TIQ.k~ldQd! l: loJÇK. g. !:D.b;)dQd!
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Integrando inicialmente a função /(A, ê, =, D.b;) em relação a e

(a, 8, p,ali(i)' a.(2)' a )r, obtemos que /o /(k, p, g, Z).b:)dê é proporcional a

:/ I'i.«: -. ;,.:,:.:,,''' 1:. * â'.*: ,: -- 'q-&l"*'':l ,
onde S,m.(i) ' }.f.t(l{ -- EI)2

POl\aLtO. l. l.f(k, g. e:1).b;)dQd:

< (2dl)'É!!J:Z;:&l} /

'}. (,«--«::..*: -%'')"''' '

A integral ./ss J!,} (2g + E;::(Xí -- z{)' + GUIE:?l:.!Bc). d : pode ser analisada
mais facilmente fazendo uma transformação de variáveis (usada na seção 2.8) que a

cada(Z«*:, .X.*:,Vn*:) msocia(:«*i, b«*i, ç«*i) =(H!«*i,H.J«*:,Hy«*i),
onde .H é a matriz de Heimert.

De fato, com esta mudança de varia

l

'eis, a integral acima fica igual a

onde e:, ê. e çr são os vetores formados pelas primeiras n -- l componentes de

gl, ê e ç, respectivamente. é? é o ângulo entre çr e :l, e Z = { :1 = (z], . . . , z.)r
zi c ]R}.

Essa integral pode ser escrita como

11 Ê ,ll 2g + ll :, - b x ll' + (~6X' - ;«y + l-É-:J;!!Ü
n+/-- ] u = )

41. ./i:-'«, E]'$=1i ;: -- '."': ): . "4--1-'-:';«':
onde .Z: = { !. = (zi: . . . . z- i) : :. € 1R} e portanto; desde que n. T ./' > g, ela é

proporciona! a

l

f ;, ('a -' C'Ç"2)"''''g ;'
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Essa última integral (que é totalmente semelhante àquela que aparece na de-

monstração do Teorema 2.8.4) é finita se 1 < n -- l e 1 + 2(n + / -- 8) > n -- 1, isto

é, se n ? 3. Concluímos portanto que a posteriori é finita se n 2 3. H

Teorema 4.6.6 .No modelo do Teorema y.6.J, se trocarmos a dàsthZ)unção a-(o2) '-

/G(./:,g) por a(c,') oc (a')'', s > 0, e se 8' e y .»«m Jánea«nen e independentes,

onde as componentes de :F, e as de y, não são todas iguais, então uma condição

su$cãente pcLra a eãstência da postehoh é que n >

Demonstração: Substituindo / por (s -- 1) e g por zero na demonstração anterior,

vemos que J'= /o p(g, k, glZ).b:)dêdg é majorada por uma integral que é propor-

cional a0

ll ,n(li g, ê.*tl'-- l-Ê':lf"2)"'"''; ''
que é totalmente semelhante àquela que aparece na demonstração do Teorema 2.8.5

e portanto é finita se e somente se 1 < n -- l e 1 + 2(n + s -- g) > lz -- 1. Concluímos

que para cada k fixado em K, a integral J'a /e p(,g, k, g ll).b;)dpd g é ânita se rz ? 3

e portanto, se n 2 3, então

l
d z

}., J, J.pçe,K, :\O.»;)dga : < '"
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4.7 EXEMPLOS

Nessa seção são apresentados exemplos de aplicação da teoria das seções 4.1 a 4.4,

envolvendo os modelos com restrição e sem restrição de identificabilidade, utilizando

uma amostra de dados simulados.

4.7.} Análise do modelo estrutural normal identificável

l O MODELO que permite mudança em todos os parâmetros

J x:
\ *:

ai+Di/ +ei, {::l,...,k, l$k:$n
a2 + P2=i + e 1 := k + 1, . . . , n,

r{ + u{, { ;: 1, . . . , n,

1,

onde

{ - l,...,k,

(4.7.1)

í = k + l,...,n,

Distribuição à priori:

"(êl, g2, k) = «(k)"(Pi)«-(#2), onde «'(g:) = «-(a:)«(.5:)«'(p:)r(a:.)«-(af),

í = 1, 2, onde a: «' A'(0; 1000), .c3i (0; 1000), Hi'~ N(0; 1000),

a:. «, /G(2.001; 1 0), af -- -rG(2 001; 1.0) e

e À = 1 com probabilidade l.

2. DADOS

A Tabela 4.1 apl-ementa. unia ailaostra de tamanho n=30 de dados gerados a par

tir do n[odelo en-] i4.r.ll. coi]] tnudança en] todos os parâmetros. onde ai=2.0

P(k) P(-K-k)-;&, /H colltrário ; 'U
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#i=1.0, Pl=2.0, a:(t)'0.6, o'?=0.1, a2=1.0, .82=2.0, P2=4.0, a:(2)'1.2, crg=0.2,

À=1.0, k = 20, utilizando-se um programa elaborado na linguagem OX jusando

a semente "ranseed=17")

Tabela 4.1 Amostra de tamanho n: :50 de dados simulados a partir do modelo

o':(i)'0.6, a?=0.1, a2=1.0, 02=2.0, P2=4.0,(4.7.1), onde ai=2.0, .gi=1.0, p:=2.0
a:(2)'1.2, a3=0.2, À=1.0, k = 20

Z X
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13

3
3
5
5
2
4
3
3
4
4
3
4

x: Z X
4970
6984
1943
1489
3622
2616
5888
6661
8814
0650
9926
2061

i
l
2
2
0
l
2
2
3
2
2
2

2028
8785
4628
8678
7882
8405
5897
5529
6252
5828
5085
4555

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

4.6854
3.0402
3.8688
5.5450
4.3375
4.2863
4.6501
9.2052
4.6988
!2.144
8.7343
5.2684

x, 2

2
l
2
3
l
2
2
4
l
5
3
2

1908
0815
0400
5886
6627
1210
8548
0509
9951
0546
4862
2406

28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39

X x; Z X x.

13.962
7.0030
8.3874
11.844
}0.348
8.1851
6.7018
9.3974
l0.736
8.3573
12.353
7.8066

6
2
4
6
3
3
2
4
3
3
5
3

3921
9641
1586
2737
9149
7377
7880
4571
7249
4238
4157
1820

41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

8.7974
7.9116
7.2250
11.923
5.3486
l0.021
8.2339
3.2243
8.8972
9.8834

2
4
4
3
2
4
3
0
3
4

9984
0154
0347
7843
1688
5871
5194
7888
3560
3421

OBSERVAÇÃO: Nesse estudo, pelo fato de que a distribuição à priori escolhida

é praticamente não informativa e o conjunto de dados foi simulado a partir do

modelo em(4.7.1), onde cli=2.0, .õi :1.0, Pi=2.0, a:(i)'0.6, af=0.1, a2=1.0, (32=2.0

p2=4.0, a3(2)'1.2: o8=0.2, À=1.0 k 20 então, se a metodologia empregada é

adequada, devemos esperar que as estimativas e os resultados à posteriori sejam

compatíveis com esse modelo

3. AJUSTE DO MODELO

Os algoritinos de Gibbs (simples) e "\lodified and Collapsed Gibbs"foram uti

lizados com o objetivo de amostrar da distribuição à posteriori do modelo

De cada algorítino geramos .l/ ] seqüências paralelas de comprimento T

10.000 partindo de pontos iniciais obtidos pelo seguinte procedimento

Obti~''"..; m «tim«i~,m d má*i:-~«:i:«nl:«ç- d. P -l Íl: l p"' "d'
\dor de # fiado (onde k 3 n 3). Aplicamos um algorítmo de otimização
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de Quase-Newton (denominado BFGS) usando cada uma dessas estimativas como

ponto inicial e localizamos n-5 pontos estacionários da posteriori. Depois disso

gerimos 1000 pontos ê = 1 gi l da distribuição formada pela mistura de dis-
-.. !2 }

tribuições t4(ê;,E*), { = 1, . . . ,n -- 5, onde ê; é o i-ésimo ponto estacionário e

por w{ - q(ê ;iZ).b;)IK* li , onde q(ê;ll).b:) é a posteriori não normalizada calculada

no ponto ê;

Finalmente reamostramos apenas 10 pontos (utilizando re-amostragem ponder-

ada) , dos quais apenas os seguintes quatro pontos foram usados para inicializar o

algorítmo de Gibbs:

êlu -(21: 2.i53, 0.828,2.608, 0.393, 0.2í6, 0.265, 2.281, 3.3s5, 0.862, 0.2i5)"

êS'' -(2i,i.466, i.i97,2.286, 0.2s6,0.is5, 0 33i, 2 i49,3.8i3, i.299, 0.202)'

êSU -(2i, 3.i40, 0.393,2.522, 0.582, o.i02, 2.299, i.7i6, 3.99s, i.726, o.084)'

êSU , 1 924, 0.967, i.950, 0.404, o.064, i.758, 2.0i3, 3.791,i.638, 0 306)'

Õ' IOg P(gio.b; )
i)0Õ0'v , onde os pesos w{ de cada distribuição são dados

k

]

3.a Diagnósticos de convergência

A seguir são apresentados alguns dispositivos gráãcos para o diagnóstico de

possíveis falhas na convergência dos algoritmos de Gibbs e Nlodiâed Collapsed Gibbs.

Para cada um dos parâmetros do modelo proposto temos os grá6cos das séries

temporais, das funções de auto-correlação e da medida de Gelman e Rubin baseados

nos algoritmos de Gibbs e X-lodified Collapsed Gibbs. Temos também os gráficos da

medida de Brooks e Gelinan obtidos a partir desses dois algoritmos.

.X.s figuras +. l a 4.8 não sugerem que exista problema ]la collvergência dos algorit-

nios de Gibbs e \lodifie(l Collapsed Gibbs. Além disso o algoritlno \í.Collap.Gibbs

parece ter uma ilielhor perfoiinance que o Gibbs lcomo pode ser visto principalmente

pela comparação das funções de auto-correlação amostral correspondentesl.
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Figura 4.1: Gráficos das funções de auto-correlação de ai, a2,PI, .82, pt e p2
sequência de Gibbs de comprimento T = 50.000, punindo do ponto inicial êÍO)

baseados em uma única

Coítrlopama de zHa :

o.s

!.0
Contlapamz (!e dla2

0 10 n 30
curclograma de @zl " -ã' .} -#.«n: " " fg:

0 10 20 30 40 SO

Figul'zt 4.2i Gráficos das funções de auto-correlação de ai. a2,at, g2, pt e p2 , baseados em uma única
seqüêncía do algoritmo M.Collapsed Gíbbs de comprimento T = 50.000.

lae

urÜP+-:» & +-nn». -"]qP.-»&dPnb] :.O çurelopxw dr ú--nt'l

cu lap nüdl !
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D le N- JO .n SO 1) 1Q 3D. 3e-,'l.P..:n ü ,i$-=

wlopnu dr E .-a-.;.vaia 4k K.

Figura -1.3:
na mesma seq.

Gráficos das funções de auto-correlação de a2, .a:: : a? ,a{ e k. Os 4 da lado esquerdo bueiam-se
de Gibbs da âgura 4,1 e os 4 do lado direito na mesma seq- do alg. "bl.Coilapsed Gibbs" da fig '.1.2.
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Flgui'a 4.4: Gráficos das séries temporais ("traje") de al , a2. /3t,/32, p! , p2,a:i , a32 .af,a! e k versus
de :iteraçõa " baseados em uma única sequência de comprimento 7' = 50.000 do aigoritmo de Gibbs

"número
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Figura 1.3: :Trace:' de o:i, a2, gi, 32, Aq,p2 baseados em uma seq. de T=30000 do alg. \,í.Coilap.Gibbs
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Figul'a 4.6: Gráficos das séries temporais ("Trace") de a:: ,a:, , a?,ag e k versus " nro
em uma única sequência de comprimento T = 50.000 do algorítmo M.Coilapsed Gíbbs

deíterações' bueados

Brooks & Gelman Multivariate Shrink Factors

Last }$pnbon ín

Brooks & Gelman Multivariate Shrink Factors

Las{ }»nboft m S8grteM

Figura 4. í : ''Xlulti\'. Potential Scale Reduction" de Brooks e Gellnan ( i00SI baseados em v = 4 seqiiêncim
de comprimento 7' = 10.000- O gráfico superior é baseado no alg- de Gibbs e o inferior no alg. Nf.Collapsed Gibbs.
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Gelman & Rubin Shrink Factors

Inl }umiar\ n S«í««ü Lüst lbnÜal h nt
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Gelman & Rubin Shrink Factors
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Last tbrübon h $BgmBN t.a« thmtbn n Seyv.aN

Flgtli'a 4.8i Gráfico da medida de Gelman e Rubix} çlorrigida
{CSRF) para cada parametra k. al,n2: .ii. .i2.pl p2: cr?: , a;. .a?. a?
r = 10.000 de Cibbs

'Corrected potencia! scale :reduct.ion factors
baseado en} .'lf = í seqüêncías de comprimento
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Gelman & Rubin Shrink Factors

l.Aülbmãcrih LBat }bml&l n 8õgra-l
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Ftgul'a 4.9: Gráfico da medida de Gelman e Rubis corrigida "Corrected potencial scale reduction factors
ICSRF) paracada parametra k.cti .aZ, .ii. -b.pi.p2: a:! - a?2.a?,a:. baseado em \f = 4 seqiiências decomprimento
T = 10.000 do algorítmo N!.Coiiapsed Gibbs
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3.b Estimação:

Para veri6car se as estimativas à posteriori do ponto de mudança k diferem muito

do valor verdadeiro: aplicamos o algoritmo NI.Collapsed Gibbs n -- l vezes, cada 'ç'ez

usando um conjunto diferente de dados simulados (cada conjunto foi gerado apartar

do modelo em (4.7.1) com um valor de k diferente (k entre l e n-l), mas com os

mesmos valores de êi e g2 usados na geração da tabela 4.1).

A tabela 4.2 apresenta os valores verdadeiros de k e as estimativas correspon-

dentes, k, obtidas utilizand(>se o algoritmo "bl. Collapsed Gibbs"partindo-se do

ponto inicial (k(o), Pto), 0g))), onde km) = 25 e 0:o) = (Õ:o),a2(0),al!(o)) = (1, 1, 1),

i=1,2, e descartando-se a primeira metade do total de 10.000 iterações.

Tabela 4.2: Valores verdadeiros de k e respectivos valores estimados(Ê)

Na tabela 4.2 obter'ça-se que a única estimativ'a discrepante ocorre quando o

\erdadeiro \dor de k é 2.

Observou-se nesse exemplo que para ''.'alteres de k bem pequenos há uma tendência

de que as estinlatixm de gi = (ai: Ji. pl : a:: . af) não sejana muito boas (ella termos

do viésl qualldo comparadas com o verdadeiro valor de êl e que as estiillativas de

êe = (a2. -32. //2. a:: . o-fl sejam l)melhores (ou seja. dais próxima do verdadeiro valor
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  k k k k   k k
1 l.l !
2 13.97
3 2.58
4 3.03
5 4.80
6 5.89
7 6.75
8 8.87
9 8.99
lO lO.oo

ll l0.95
12 11.97
13 12.86
14 14.95
15 14.74
16 15.97
17 16.92
18 17.95
19 18.96
20 20.97

21 20.99
22 22.84
23 22.96
24 23.88
25 25.28
26 25.95
27 26.98
28 27.91
29 28.73
30 29.93

31 30.96
32 31.97
33 32.98
34 33.94
35 34.95
36 35.71
37 36.92
38 37.96
39 38.97
40 39.64

41 40.97
42 41.90
43 42.94
44 43.70
45 44.90
46 45.33
47 47.99
48 47.90
49 48.97
50



de ê2). Semelhantemente, quando o verdadeiro valor de k está próximo de n, as

estimativas de êi são melhores do que as de g2. Esse fato já era esperado pela

própria estrutura do problema.

A seguir apresentamos as estimativas de várias medidas resumo da distribuição

à posteriori bem como as estimativas das distribuições posteriores marginais. Essas

estimativas baseiam-se em N1=4 seqüências do algoritmo NI. Collapsed Gibbs de

comprimento 7' = 10.000, após descartar-se a primeira metade de cada uma. Os

pontos iniciais dessas seqüências foram obtidos apartar dos pontos ê io) a g.o) (dados

no início da seção) após descartar-se as componentes aio) , caSO) , plo) , p$o) de cada um.

A tabela 4.4 apresenta as estimativa à posteriori de algumas medidas resumo

da distribuição à posteriori(quando os dados observados são os da tabela 4.1 e a

distribuição à priori é dada no inicio da seção). Observa-se nessa tabela que os

valores da média aritmética e da média Rao-Blackelizada estão muito próximas.

Observa-se também que tanto a média como a mediana amostrar superestimam o

verdadeiro valor do parâmetro a2, entretanto, de maneira geral, elm estimam cada

um dos demais parâmetros apenas com um pequeno viés. Mais importante ainda

é que os intervalos de credibilidade estimados contém os valores verdadeiros dos

parâmetros (no cmo de a? apenas o l-C. de 95% com duas casas decimais satisfaz

A tabela 4.3 apresenta a distribuição de freqüências à posteriori de k.

isso)

.A, Figura 4.10 apresenta os gráficos das estimativas "Rao-BlackxÃ'elizadm" das

distribuições posteriores marginais de ai .a2. .ü31,..i2.. . . .o'f. ag e k.
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I'abela 4.3: Distribuição de freqüência relativa à posteriori de #
k [ a 18 }9 20 2]. 22 a 50  

P(/( 0.000 0.003 0.029 0.968 0.000 }



Tabela 4.4 Estimativas do valor esperado, quantia, desvio padrão, máximo, mínimo e
intervalos de credibilidade de comprimento mínimo das distribuições marginais à posteriori
de ai , a2, .l3i, í32, . . . , a?, o-8 e k, usando o algoritmo NI.Collap.Gibbs. (Os dados simulados
são os da tabela 4.1 e a distribuição à priori é dada em (4.7.1))

ESTIÀIÂTl\aS
ia arltln

XÍédia R-]31ackw
Quantls

0.025

5

975
Int.Credib. HPD

p = 0.95 Lim. inf.
Lim sup

inf.p = 0.90 Lim
Lim sup

a
#

0.8329

+

nm ..
1,0646 2.0774 2.23661.7800 3.8582

0.5146
2.9365
0.7975
2.7811

0.6201
0.6198
0.0044
0.0207

-0.5797
2.2255
-0.3160
2.0026

0.7277
0.7307
0.0051
0.0017

0.5561
1.6076
0.6229
}.4830
0.2689
0.2687
0.0019
0.0232

1.7445
2.4371
1.7889
2.3606

0.1811
0.1811
0.0013
0.0026

1.8964
2.5854
1.9570
2.5296

0.1751
0.1742
0.0012
0.0090

1.8785
4.3136
1.9490
4.2402

0.2349
0.2345
0.0017
0.0062

des
dp «H;'gB,'

"Batch SE"

Nlínimo
hláximo

1.6637
4.0242

.2.8830
3.3749

0.1122
2.6588

1.4197
3.1043

1.4755
2.9229

2.6634
4.8612

ESTINÍATIVAS 2.:,c,: ka
BH$UHll=UIM11=1»ÜliÇi=lnWBll=BIWIHK

À.lédia
Quantas

0.025

0.4199 1.3608 0.2158 0.2408 20.9670

20
21
21
21
21
21
21

5
25

95
975

HPD
0.1575
0.7629
0.1632
0.6613

0.6745
2.2009
0.7479
1.9915

0.1040
0.3502
0.1164
0.3172

0.1346
0.3766
0.1418
0.3402

21
21
21
2}

0.90 suR.
Lim suP.

desv.padrão (dp)
dp R-Blacku:eljz.

' "Naipe SE"
Batch SE"

0.1722
0.1736
0.0012
0.0059

0.1043
1.8396

0.4161
0.4192
0.0030
0.0007

0.4343
3.5860

0.0685
0.0685
0.0005
0.0012
0.0642
0.8925

0.0663
0.0663
0.0005
0.0005

0.0915
0.7710

0.2117
0.2044
0.0014
0.0022

!7
23

Xiíiaimo
Xláximo

NOTA Os int.ervalos de credibilidade nesse exemplo coincidem com os int.ervalos HPD.
;Bat.ch SE'' é o desvio :padrão amostrar das médias de grupos consecutivos de tamanllo 50: di
peia raiz q\iadrada do número de grupos (calculado por meio do BOA {" Ba) esian Output Anal)

adido
:s" l)
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0.3712 -0.7153 0.6040 1.7608 1,8894 3.3937
0.6654 -0.4000 0,6673 1.8051 1.9503 3.4707
1.4302 0.3768 0.8828 1.9534 2.1218 3.7050
1.8420 0.8873 1.0406 2.0649 2.2367 3.8604
2.1985 1.3374 L.2176 2.1911 2.3532 4.0149
2.6901 1.9396 1.5450 2.3865 2.5238 4.2427
2.8424 2.1221 1.6810 2.4640 2.5814 4.326?

0.1828 0.7446 0.1189 0.1434
0.2059 0.8114 0,}291 0.1544
0.2981 1.0601 0.1678 0.1944
0.3878 1.2860 0.2034 0.2306
0.5037 1.5760 0.2495 0.2756
0.7417 2.1165 0.3422 0.3633
0.84]2 2.3523 0.38]5 0.398g
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F'iaura 4,10: Gráficos das estimati-,as "Ra,o....Blackxx'elízadas" das densidades

naarginais à posteriori p(al l-D.b:),p(ct2lD.,b;).. . ..p(afl-D.b;).plaglD.b,) e p(klD.b;).
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3.c Avaliação do ajuste

Para a'ç'aliar a qualidade do ajuste primeiramente apresentamos a figura 4. 1 1 com

os gráficos dos valores da densidade condicional preditiva de validação cruzada CPOi

(onde CPO: - " ((x,) IZ).,b;)) primeiramente em função de i, depois em função de

X{ , e depois em função de X, para á = 1, . . . , 50, onde CPOi é estimada por meio da

fórmula (4.5.8). As estimativas foram baseadas na segunda metade de uma seqüência

de comprimento T=10.000 do algoritmo NI.Collap.Gibbs que parte do ponto inicial

gío) dado no início da seção (descartando as componentes alo), cl$o), plo), plo)).

Em seguida apresentamos a figura 4.12 com os gráficos dos resíduos bayesianos

de validação cruzada.

CPO(i)
1.00r: '

0.'75

0.50

0.25l-

L .
cpdi)

1.(Dr

0.75

0.50

0.25 l-'
0

cl©g)[
0.75 L
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0.50 -

0.25 F
0

5 lO 15

o o '

Q

. o%

20

0 0
00

a
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!.0

0
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0
0

. $) . . P.

3.5 4.0 4.5

0

0

5.0 5.51.5 2.'0 2.5

0

6.0
xi

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 }3 .'!4Yi

preditiva. CPO(i): \'ersus
X aposição inferior.)

Figura 4.11: Gráfico dos valores da densidade condicional
z (posição superior): versus X: aposição do meio) e versus
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Na seção 4.5.3 'ç'imãs que os resíduos bayesianos bidimensionais de validação

cruzada podem ser estimados por

{-:, ,«,-d..Ê((}1)1 .:(-0) éd'd*.m(4311)
.v?ã'i((É)l .;(-0) édadaem(4512),p"aá-l, ,«

A Figura 4.12 apresenta do lado esquerdo os gráficos da componente dt: e do

lado direito os gráficos da componente d2. do vetor de resíduos.

d:-
..----b - .=.

= Var ' Doba( -- { ) E Doba ( -- { )
Xdi X X
x,da x. x.

2.5

0.0

2.5

dbo.z's 0 7.5 io.o i2'ti d2}i 2 3.
2.sf' ..'. . . l .s'
o.o F--.-:;---: -:....,....l. ' ' o.OF'q=--'''e:--'p"

l.''t':i ' '.' . ..f ' 8'. q
-2.5 F'' + . -z.)i- .

2.5 5.0 7.5 10.Q .125 1 2 3 4 .5 6
Ef YiIDobsí --i\} EÍXiIDobsí --i\}

Figura 4.12: Do lado esquerdo os grá6cos de di, versus {, versus X e versus
E(LIZ).b:(--ã)). Do lado direito os gráficos de (d2,) versus ã, versus XI e versus
E(X: l-o.b, ( -{) )

6

a

4

82.5

i 50

' Ü"

Os gráõcos acima não sugerem que exista grandes problemas de falta de ajus-

tamento. Entretanto na figura 4.12 existem 3 pontos nos gráficos de ordenada di

jdo lado esquerdo) e -l pontos nos gráficos de ordenada d2. (do lado direito) cujos

\dores são maiores do blue 3 e portanto. aparentemente, poderiam ser vistos colho

pontos aberrantes: entretanto uma análise de resídous mais aprofundada deve ser

conduzida futuramente para examinar melllor a qualidade desse ajuste.
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4.7.2 Análise do modelo estrutural não identificável

Nesta seção utilizamos uma amostra de tamanho n = 50 de dados gerados a partir

do modelo que permite mudança eill todos os parâmetros dado a seguir:

1. MODELO

l X = i+ul, á= 1,...,n,
onde

ai+í?lh+ei, í=1,...:k, l$k$rt--l,
a2 + (32zi + ei) z := k + 1, . . . , n,

x-

í - l,...,k,

(4.7 2)

= k + l,...,n,

Distribuição à priori

«(ê) = "(g:, ê,, k) = "(k)r(g:)«-(g:), onde «(g:) = ,'(a:)z(.8:)«(p:)«-(a::)«-(a:,)«('?)

{ = 1, 2, onde ai '- 'V(0; 1000), .8í -' -V(0; 1000), pi «' N(0; 1000), a:, «, /G(2 001; 1.0),

a:. «.' .rG(2.001; 1.0), a? '"- .rG'(2.001; 1.0) e

,w - l ál(" - H - ú::,
k c K = {1, . . . , n --l},
caso contrário.

2.DADOS

Os dados foram simulados apartir do modelo em (4.7.2) com mudança em todos

os parâmetros onde ai::;2.0, .í3l;:1.0, pi:;2.0, o:(1)'0.6, o?:=0.1, o-?:=0.1, a2::1.0:

-li2'2.0: p2::4.0, a:(2)::;1.2: o-g::0.2, ac2,:;0.2, k = 20. t;sande a mesma semente da

seção anterior, o conjunto de dados é o mesmo que o da Tabela 4.1

OBSERV.AÇÃO: Nesse estudo: coillo os dados utilizados foram silalulados apartar

do modelo eil] (4.7.2) e a distribuição à priori escolhida acima é ])raticamente não

informativa. devemos esperar que as estilnati'ü-as e conclusões à posteriori sejam

compatíveis cona esse modelo (4.7.2)
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3. AJUSTE DO MODELO
Os algoritmos de Gibbs e "Nlodified and Collapsed Gibbs"foram utilizados com

o objetivo de amostrar da distribuição à posteriori do modelo. De cada algorítmo

foram geradas J\b/ = 4 seqüências paralela de comprimento T = 10.000 partindo de

pontos iniciais obtidos pelo procedimento descrito a seguir:

Inicialmente para cada valor fixado de k (3 $ k $ n -- 3) foram fixados 40 valores

de v7, onde 77 é tal que cr?. = 77a?,í = 1,2,(77 = à,...,{,{,1,2,3,..., 20). Para cada

uma dessas possíveis combinações foram obtidas (analiticamente) as estimativas de

máximaverossimilhança ê{ de êi= (ai, Õi, pi, a3., a?, a3.), para á ' 1, 2.

A seguir foi aplicado o algorítmo de otimização BFGS tomando-se cada um

dos pontos l êi l acima como ponto inicial do processo iterativo , tendo sido

localizados n -- 5 pontos estacionários da distribuição à posteriori.

O próximo passo foi gerar 1000 pontos do tipo Õ= 1 êi l da distribuição for-

mada pela mistura de distribuições t4(ê;, K*), { = 1, . . . , n -- 5, onde ê; é o i-ésimo

distribuição são dados por wi - ç(ê;ll).b.)IK*lâ , onde ç(ê; ll)ob;) é a posteriori não

normalizada calculada no ponto € ;

Finalmente, (utilizando-se re-amostragem ponderada) foram reamostrados lO

pontos dos quais apenas os seguintes quatro foram usados para o algoritmo de Gibbs:

Õ(o) -(21,2.26, 0.85,2.38,0.37,0.19, 0.214, 0.10, 2.37, 3.66, 1.54, 0.25: 0.25)r

êlu - (2i,0.92: 1 2i, 2.s4, 0.37,0.23, o.io, 0.98, 2.ii,3.3s, 0.62, 0.36, o.i7)'

êlu ;2.i3,0 92,2 0r;0.4i,0.2s,o.i9:0.64,2.02,4.01, i.33.0.28,0.22)'

êSn :0.3Õ: l Õ3:2 31. -o io:0.46:0.ii:-2.08,2.60.4 33,0 49.0 24.0 33)r

A seguir são apresentados alguns dispositivos gráficos para o diagnóstico de

possíveis falhas na convergência dos algoritmos de Gibbs e Xlodified Collapsed Gibbs.

ponto estacionário e E* = --
a' Ioga(êl0.b;)

i) 0Õ0'v

-1
, onde os pesos wà de cada

k

d2

k

246



3.a Diagnósticos de convergência

ConTetograma de aifa2

3010
correlograma de

0 i0 20
1 [ coinlogíamade mu2

30 40 SO
'' lãg

0 10 20 30 40 50 0
lae
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lae

Figura 4.13: Gráficos das funções de auto-correlação de n, a2./31, g2, pl e p2
sequência de Gibbs de comprimento T = 50.000, partindo do ponto iMcial J?ÍO)

baseados em uma única
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Fiõtlra 4.1+: Gr;incas das ftmçães de auto-correlação de al. n2..ii
seqiiência do algoritmo \{.Collap. Gibbs de compriment.o T = 50.ÜOO.

%, pi e p2 baseados em
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Figut'a 4. 15i Gráficos das funções de auto-correlação de a:. ,a:, ,a?: ,a?, , a? .ai e k baseados em uma seqiiência
de Gibbs de comprimento T=50.000, partindo de êÍO)

1 0 r coníelograma de sigma2xl 1 0 [ correlograma de sigma2x2

l cornlogramadesgma21 30 40 50 10 cornlogramadesigma22 0 40 50

0

0 ]0 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
l R:$:!gtograma de K

0 10 20 30 40 50

Flgul'a 4.16: Gráficos das funções de auto-correlação de a?:,a:2 cr;i a;:. a? .a: e k. baseados em uma
seqiiência do algorítmo XI.Collap. Gibbs de comprimento T::50000
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a:,.a:: .af:.af:ail e k baseados em uma seqiiência de comprimento T = 30.000 do
algoritmo de Gibbs partindo de ê'''
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Brooks & Gelman Multivariate Shrink :Factors Brooks & Gelman Muttivariate Shrink Factors

0 4«D 6Dm

L.Bt ttBf3hn h S6O:ned

Figura 4.19i «Fvlultiv. Potencial Scale Reduction" de Brooks e Gelman (1998). O gráfico à esquerda é baseada
em Àf -: 4 seqiiências de comprimento T - !0.000 do algoritmo de Gibbs e o da direita no algoritmo hí.Collap.Gibbs.

Gelman & Rubin Shrink Factors

Flgui'a ].20: Gráfico da medida de Gelman e Rubin wrrigida "Coriected potellcial scale reduction factors
ICSRF) para cada um dos parâmetros k: ol : a2: .3t, 3e: - - - , cr?. a?, bmeada ern -\f = { sequências de colnprinlenta
T ;: :10.000 de Gibbs
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Gelman & Rubin Shrink Factors

Figura 4.21: Gráfico da medida de Ge]man e Rubín corrigida "Corrected potencial scale reduction factors
(CSRF) para cada um dos parâmetros k, ai, a2,; i, - . . , a?, ag, baseada em JVf = 4 sequências de comprimento

T :: 10.000 do algorítmo hí.Collapsed Gibbs.

As figuras 4.13 a 4.21 não sugerem que exista problemas na convergência dos

algoritmos de Gibbs e Nlodified Collapsed Gibbs. Além disso o algoritmo hlodi-

fied Collapsed Gibbs parece ter uma melhor performance que o Gibbs (como pode

ser 'ç'isto principalmente pela comparação das funções de autocorrelação amostrar

correspondentes) .

Q h ]i' a+; .-n arar

Semelhantemente à seção 4.7.1. e com o objetivo de examinar se a estimativa

do ponto de mudança k, do modelo en] l4.7.2): lobtida por meio do algoritino XI.
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Collapsed Gibbs) , difere muito do seu valor verdadeiro, apresentamos também nessa

seção uma tabela com diferentes valores de k fixados e suas correspondentes estimati-

vas k obtidas por esse algoritmo partindo-se sempre do ponto inicial (k(o): glo). oSO)),

onde #m) = 25 e g:o) = (.í3:o),aU(o),ae2(0),af(o)) = (1,1,1,1), i=1,2, utilizando-se

apenas a segunda metade do total de 10.000 iterações.

(Observemos que cada linha da tabela envolveu um conjunto de dados difer-

ente, simulado apartar do modelo (4.7.2) com um valor de k entre l e n -- l e com

ê:=(2.0, 1.0, 2.0,0.6,0.1,0.1) e ga=(1.0,2.0,4.0, 1.2,0.2,0.2)).

Tabela 4.5: Valores verdadeiros de k e correspondentes valores estimados(Ê)

A seguir apresentamos as estimativas de várias medidas resumo da distribuição

à posteriori bem como as estimativa das distribuições posterioris marginais. Essas

estimativas basearam-se em N1=4 seqüências do algoritmo \l. Collapsed Gibbs de

comprimento T = 10.000, após descartar-se a primeira metade de cada uma. Os

pontos iniciais dessas seqüências foram obtidos apartar dos pontos êÍO) a êSO) (dados

no início da seção) após descartar-se as componentes calo), a$o) pÍO). pSO) de cada um.

A tabela 4.6 apresenta a distribuição de frequências à posteriori de k e a tabela

4.7 exibe as estimativas de várias medidas resumo da distribuição à posteriori.

Tabela 4.6: Distribui o de frequência relata\ a à posteriori cle k:
18 otite'os

o.ooo]] o.oooG o.ooíd o.ooSq o.OS04 0.04iq o.ooo] o.oooÜ lP(/( = klDo})s
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k k   É k k k k k

2 2.67
3 4.13
4 16.37
5 4.52
6 5.83
7 6.37
8 8.76
9 8.92
lO lO.oo

LI IU.y2
}2 11.97
13 12.80
14 14.93
15 14.67
16 15.95
17 16.85
18 17.91
19 18.94
20 20.93

21 2U.yy
22 22.80
23 22.92
24 23.79
25 25.39
26 25.93
27 26.98
28 27.77
29 28.7]
30 29,90

31 3U.y3
32 31.95
33 32.97
34 33.91
35 34.93
36 35.46
37 36.86
38 37.95
39 38.95
40 39.56

41 4U.y4
42 41.76
43 42.90
44 43.45
45 44.82
46 38.17
47 47.99
48 47.93
49 48.78
50



Tabela 4.7: Estimativas do valor esperado, quantas, desvio padrão, máximo, mínimo
e intervalos de credibilidade de comprimento mínimo das distribuições marginais
à posteriori de ai, a2, . - . , a:: , ae2 a? og, usando o algoritmo NI.Collap.Gibbs. (Os

\dores verdadeiros dos parâmetros são: ai=2.0, Ji=1.0, /zi=2.0, o:(t)'0.6, af=0.1,
alÍ.=0.1: a2=1.0, ,ü2=2.0, p2=4.0, aÍ(2)'1.2, aj=0.2, aá,=0.2: k = 20.)

ESTlh-CATIVAS
ia ari

Nlédia R-l

a
1.821
1.8267

a

0.89714 2.0601 2.2358 3.8569

0.025

5

.975
HPDCredib

0.95 Lim. inf.
Lim sup.

0.90 Lim. ilif.
Lim sup.

0.5317
3.1392
0.7635
2.8982

0.6576
0.6585
0.0046
0.0302

-0.7548
2.4604
-0.3577
2.2916
0.8348
0.8340
0.0059
0.0034

0.4852
1.6174
0.5839
1.5090
.2848

0.2857
0.0020
0.035}

1.6697
2.4727
1.7201
2.3774
0.2079
0.8340
0.0015
0.0082

1.8754
2.5751
1.9420
2.5265
0.}791
0.1802
0.0013
0.0130

3.4102
4.3267
3.4695
4.2357
0.2349
0.2356
0.0017
0.0014

}.mínimo
Máximo

1.3483
5.9849

-4.5125
3.4845

-0.6558
2.44

1.4031
3.3271

1.2050 2.7809
4.8526

ESTIMATIVAS 2: ka

ã0.395
a aritm

'N/{,áHI - 'P.'Fala..-.'kn

Quantas
' 0.025

05
25

75
95

975
Credib. HPD
0.95 Lim. inf.

Lim sup.0.90 Lim. iúf.
Lim sup.

5

20
20
21
21
21
21
21

Int
P- 0.1409

0.7509
0.1623
0.6584

0.6280
2.2114
0.7182
2.0073

0.0978
0.4671
0.1078
0.4056

0.1099
0.4032
0.1222
0.3613

D.1044
0.5013
0.1154
0.4375

0.1085
0.7796
0.1204
0.6592

20
21
21
21

P

desv.padrão (dp)
dp R-Bjackwejjz.
' "NaiveSE"

Batch SE"

0.1732
0.1739
0.0012
0.0088
0.0799
2.4958

0.4303
0.4254
0.0030
O.OQ13

0.3990
3.}758

0.1045
0.1057
0.0007
0.0025
0.0663
1.1225

0.0802
0.0810
0.0006
0.0015
0.06571
1.3438

0.1149
0.1146
0.0008
0.0024
0.0689
}.3485

0.1953
0.1950
0.00}4
0.0039
0.0777
2.5940

0.3095
0.3104
0.0022
0.0029
16
23

Nlínimo
Nláximo

NOTA Os enter\aios d. redibilidade nesse exemplo coincidem com os intervalos HPD
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0.4356 -0.9168 0.5101 1.7019 1.8835 3.3929
0.6979 -0.5635 0.6044 1.7538 1.9414 3.4698
1.4138 0.4030 0.8546 }.9184 2.1152 3.7016
1.8574 0.9589 1.0327 2.0438 2.2329 3.8597
2.2632 1.4670 1.2229 2.1828 2.3523 4.0117
2.8488 2.1315 1.5333 2.4200 2.5262 4.2366
3.0496 2.3402 1.6495 2.5132 2.5859 4.3145

0.1757 0.7274 0.1228 0.1237 0.1237 0.1477
0.1995 0.80}] 0.1369 0.1358 0.1385 0.1671
0.2924 1.0657 0.1924 D.1848 0.1963 0.2574
0.3798 1.2989 0.2459 0.2285 0.2537 0.3540
0.4977 1.5906 D.3140 0.2834 0.3305 0.4892
0.736] 2.1655 0.4600 0.3900 0.4878 0.7697
0.8338 2.4072 0.5246 0.4342 0.5609 0.8942



A Figura 4.22 apresenta os gráficos das estimativas "Rac-Blackwelizadas" das

distribuições posteriores marginais de ai,a2, i3i,õ2:. . . ,a?, ag e k.
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Flgul'a -1.22: Gráficos di\s estimativas "Rao-Blmkuelizadas" dm densidades marginais
pt ail l).t..).píoZil).b. ). píaflZ).,b.J.pCagí D.t,.) e plAil).L,:).
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Observações:

Na tabela 4.5 a única estimativa discrepante ocorre quando o verdadeiro valor

de k é 4. Semelhantemente a seção anterior, observou-se também que se o valor

verdadeiro de k é bem pequeno, então o vetor de parâmetros gi (onde pi =

(ai, 0i, pí, c':: , a?, a2:)r) tende a não ser bem estimado, e se k é grande (próximo

de n), então p2 é que tende a ter estimativas pobres. Esse fato já era esperado pela

própria estrutura do problema.

Na tabela 4.7 vemos que tanto a média como a mediana superestimam os valores

dos parâmetros a?, o?. e a3, , entretanto o valor do viés estimado é pequeno para os

demais parâmetros. Nlais importante ainda é que todos os intervalos estimados de

credibilidade de 95% contém os verdadeiros valores dos parâmetros (no caso de a::

isso é verdade se considerarmos apenas 2 casas decimais).

É interessante observar que no caso particular em que o conjunto de dados é

o da tabela 4.1, os comprimentos dos intervalos de credibilidade no modelo sem

restrição de identificabilidade (com priori dada em (4.7.2)) tendem a ser ligeiramente

maiores do que no modelo com restrição de identiâcabilidade (com priori dada em

l4.7.1) ) , entretanto em ambos os modelos esses intervalos estimados contiverem os

verdadeiros valores dos parâmetros

3.c Avaliação do ajuste

A figura 4.23 apresenta os gráâcos dos valores da densidade condiciona! preditiva

d' "lid'ção cruz'd' CPO: (-d' CPO: - ''' (IX.) ID.b:)) primeh''mente em função

de i, depois em função de Xi , e também em função de X, para { - 1, . . . , 50 (onde

CPOi é estimada por meio da fórmula (4.5.8) adaptada para o cmo do modelo sem

restrições de identificabilidade) . .A.s estimativas basearam-se na segunda metade de

uma se(lüência de comprimento T=10.000 do algoritnlo XI.Collap.Gibbs cujo ponto

inicial é formado pela componentes de gío). após descartar aÍO). alo). plo). pâo)
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Figura 4.23: Gráficos dos valores da densidade condicional preditiva, CPO(i). versus
{ (posição superior), versus Xí (posiçãodo meio) e versus b (posição inferior)

3 4

A figura 4.24 a seguir apresenta os gráficos das componentes dt: e d2, do vedor

de resíduos bayesianos bidimensionais de validação cruzada

{ = :,... ,n, dado «a seção 4.5 3, -d' " fórm"l'; de ÊI(x.)IO..;(-,)) e de

Ü ': ((11 1'.'.»:.-.,) f.-«: .--p'*-" p"' ' "'-.". "m «;t-:çã. d. :-«':Ê"-
bilidade

d:- ..1
= Var ' ID.b;( i) ID.b: ( -i)

di X E X
x:d2 x: 2

As figuras -1.23 e 4.24 não sugerem que exista problema de falta de ajustamento.

Entretanto nos gráficos de ordenada di. da figura 4.24 existem 2 pontos cujos valores

são naaiores do (lue 3jein valor absolut.o) e nos gráficos de ordenada d2. da illesnla

figura. existem 4 pontos nessas condições. Esses pontos aparenteillente poderiam
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Figura 4.24: Os gráâcos do lado esquerdo referem-se à primeira componente dos resíduos
(díi), e os do lado direito à segunda componente (cÜ2).

+
â

ser vistos como aberrantes, entretanto uma aná.pise de resídous mais aprofundada

deve ser conduzida futuramente para examinar melhor a qualidade do ajuste.

Quando o conjunto de dados observados é o da tabela 4.1, a qualidade do ajuste

aparentemente não difere muito entre os modelos com e sem restrição de identifica-

bilidade (com suas respectivas prioris dadas em (4.7.1) e (4.7.2)).

Levando em conta também que as estimativas dos parâmetros não diferem muito

nos dois modelos, o modelo sem restrição aparentemente é mais vantajoso já que

ele não requer o conhecimento do ç'dor de lambda (o quociente entre a$ variâncias

residuais} .
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4.7.3 Análise do procedimento l para detetar mudança ba-
seada na distribuição à posteriori de k.

1. MODELO

Nessa seção utilizamos o modelo com restricão de identificabilidade

mudança em todos os parâmetros e onde k pode assumir os valores de l

ns. cppãn .l,í l

A distribuição à priori escolhida é

Í p(t)«(p:), se k
«(ê) p(k)«'(P-)v(ê,), sekCK: {l, ..,n-l},

1 0, caso contrário,

onde n(Pi) = "(a{)'-(J{)"(p:)"(a:(i))«-(a?), { = 1, 2e

r c. se k=n
P(k) - l (1 -');#, s' kC X:,

1. 0, caso contrário,

onde c = P(Ã' = n)=i, a: ', N(0;1000), Õ: -. N(0; 1000), #:

.3. - /G(2.001; 1 0), a:. - /G(2.001; 1.0), aj; - .rG(2.001; 1.0).

Nessa seção utilizaremos o conjunto de dados da tabela 4.1

que permite

a n,definido

(4.7 3)

(4.7.4)

N(0; 1000) ,

2. AJUSTE DO MODELO

Para amostrar da distribuição à posteriori foi implementado o algoritmo de Gibbs

descrito na seção 4.4.1. Foram geradas 4 sequências paralelas de comprimento T =

10.000 partindo-se dos mesmos pontos iniciais usados na seção 4.7.1.

A seguir nas figuras 4.25 a 4.28 e na tabela 4.8 apresentamos alguns gráficos e

medidas de diagnóstico de con'ç'ergência desse algoritnlo.

Os dispositivos apresentados nessas figuras não nos su

problema na convergência do aigoritnlo de Gibbs

geriram que exista algumrlr ! S
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Figura -1.25: Séries temporais de ai, a2, .3i,.J2: pt. H2:cr;:, a;:.cr?:aÍ e k baseadas em
uma seqüência de comprimento T = 50.000 do algoritmo de Gibbs partindo do ponto ê(o)
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Brooks & Gelman Multivariate Shrink Factors
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Figura 4.27: 'blultiv. Pot.Scale Reduction" de Brooks e Gelman(1998) com base em 4 seg. onde T lO.ooo

Gelman & Rubin Shrink Factors
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Figura +.28: Gráfico da medida de Gelman e Rubin corrigida "Corrected potencial seRIe reduction factors
fCSRF) para cada un] dos parâmetros k. ai . a2, ji: .je: . . . . a?. ai, baseada em Jv = 4 seqilênciu de coriiprimento
T = 10.000 de Gibbs

262



2.a Estimação

A tabela 4.9 exibe para cada valor de k = ko (entre l e n), a respectiva

estimativa (Ê) baseada nos dados gerados apartar do modelo (dessa seção) onde

k = ko, êi=(2.0, 1.0, 2.0,0.6, 0.1)r e ê2=(1.0, 2.0,4.0, 1.2,0.2)r utilizando-se o algo-

ritmo de Gibbs partindo do ponto inicial (k(o), ê:o), 0SO)), onde k(o) = 1 e ê(o) -

(alo); Ojo),pw), a2W), o-2(0)) =(1,1,1,1, 1), { = 1,2.

1l'''

Tabela 4.9: Valores verdadeiros de k e respecti''.'os valores estimados(Ê) baseados na
segunda metade da seqüência de Gibbs conespondente.

Na tabela 4.9 estimativas extremamente discrepantes ocorreram para k=1, k=3

e k=4. Observou-se também que para valores de k bem pequenos, as estima-

ti''.'as de cada uma das componentes de êi, onde g] = (ai,.l3i,pi,a::,o?,a::)r,
são muito viesadas. Também se k é grande (próximo de n), as componentes de

ê2 = (c12, /32, p2, a:. , a?. o-2:)r tendem a ter um grande viés.

A tabela 4.10 apresenta as estimati'ças de várias medidas resumo da distribuição

à posteriori e a tabela 4.11, a distribuição de freqüêllcias à posteriori de k. A figura

4.24 apresenta os gráficos das estimativas "Rao-blackwelizadas" das distribuições

marginais à posteriori Essas estiillativas baseiam-se em 4 seqüências de Gibbs de

conlpriniento T = 10.000 que partem respecti'''ainente dos pontos iniciais êlo)

g:o) e Õ*o). após descartar'-se a primeira metade de cada unia.
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  k k k k k k  1 lz.b'/
2 1.93
3 50.00
4 31.18
5 4.82
6 5.89
7 6.72
8 8.87
9 8.99
lO lO.oo

LI !U.yb
12 11.96
13 12.87
14 14.95
15 14.72
16 15.97
17 16.93
18 }7.95
19 18.96
20 20.97

Z1 2U.yy
22 22.83
23 22.95
24 23.88
25 25.25
26 25.95
27 26.98
28 27.92
29 28.73
30 29.93

31 3U.9b
32 31.97
33 32.98
34 33.94
35 34.95
36 35.71
37 36.92
38 37.96
39 38.97
40 39.68

41 4U.96
42 41.85
43 42.94
44 43.71
45 44.91
46 45.32
47 49.73
48 50.00
49 50.00
50 50.00



Tabela 4.10: Estimativas do 'ç'dor esperado, quantis, desvio padrão, máximo,
mínimo e intervalos de credibilidade de comprimento mínimo das distribuições
marginais à posteriori de ai, a2, . . . , a?, a8, usando o algoritmo de Gibbs. (Os 'ç'd-

ores verdadeiros dos parâmetros são: ai=2.0, Pi=1.0: pi=2.0, a:(i)'0.6, af=0.1,
a2=1.0, ,62=2.0, p2=4.0, al:(2)'1.2, aÍ=0.2. É = 20.)

ESTlhiz\T!\AS
a aritm

b,!édia R-Blackw

5

gãgaLbh.$
Int

P Lim
0.90 LimP-

Lim sup

1.0504 2.0721 2.2357 3.8587

0.5478
2.9576
0.8242
2.7743
0.6219
0.62}2
0.0044

-0.7254
2.2576
-0.3584
2.0416
0.7461
0.7467
0.0053

0.5412
1.5907
0.6339
1.4828

.2701
0.2704
0.0019

1.7412
2.4721
1.7846
2.3795
0.1851
0.1851
0.0013

1.8923
2.5839
1.9516
2.5240
0.1753
0.1749
0.0012

1.8940
4.3205
1.9527
4.2456
0.2354
0.2356
0.0017

blínimo
b,lláximo

1.4821
4.3952

-2.4096
3.1949

.0.0792
2.4700

1.4869
8586

.5147

.0517
2.8388
4

Niédiá'K:BiãékWI
Quanli!

0.025
05
25

0.4242 1.3670 0.2159 0.2410 20.968

20

21
2}
2}
21

75
95

975
HPDInt.Credib

p = 0.95 Lim. 0.1465
0.7674
0.1643
0.6661
0.1762
0.1746
0.0012
0.0799
2.4958

0.6547
2.2156
0.7316
2.0020
0.4212
0.4211
0.0030
0.3990
5.1738

0.1047
0.3507
0.1137
0.3133
0.0689
0.0689
0.0005
0.0663
1.1225

0.1324
0.3770
0.1422
0.3396

21
21
21
21

0.1862
0.1951
0,0013

16
21

P - 0.90 Lim.
Lim sup.

des'ç'.padrão (dp)
dp R-Blacku-çlb.

'Naíve SE"

0.0667
0.0667
0.0005

0.06571
1.3458

à;mínimo
N.máximo
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tabela +.ll: Distribuição de treqtiência relata'ç'a à posteriori de A-
  IV ]   ]   2{         ro    

PLK - k Doba) o.ooo o.001 0.025 0.972 D.000 l  

0.4568 -0.9560 0.5845 1.7635 1.8915 3.3909
0.7484
1.4138

-0.5399
0.4030

0.660]
0.8710

1.8080
1.9452

1.9472
2.1181

3.4740
3.7017

1.8645
2.2251

0.9417
1.366

1.0250
1.2033

2.0514
2.1737

2.2361
2.3533

3.8578
4.0163

2.7121
2.8967

1.9164
2.1074

1.5133
1.6468

2.4214
2.5069

2.521]
2.5832

4.2412
4.3169

0.1840
0.2085

0.7387
0.8098

0.1185
0.}290

0.1451
0.1552

0.3036 1.0690 0.1671 0.1940
0.3920 1.3003 0.2030 0.2304
0.5090 1.5913 0.2499 0.2746
0.7490 2.1412 0.3437 0.3674
0.8531 2.3643 0.38261 0.4029
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Figura 4.29: Gráâcos das estimati'ça.s "Rao-Blackwelizadas" das densidades marginais à
posteriori p(QI D.b:),p(a2ll).b:),. . .:p(a? -D.b;),p(ágil).b:) e p(#lD.b;).

Observação 1: Da tabela 4.11 \-emos que F'(t = rzl < F'(k # n) (já cine F'it =

rz) = 0) e portanto a hipótese lnila Ho (de que não há mudança ) é rejeitada. o que

era esperado jú que a an)ostra de dados utilizada é a da tabela 4.1 e a distribuição
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à priori é praticamente não informativa.

Observação 2: Os comentários sobre a tal

sobre a tabela 4.3.

2.b Sensibilidade das estimativas ao valor do hiperparâmetro c

A seguir analisamos a sensibilidade nas estimativas dos parâmetros do modelo

estudado nessa seção quando variamos os valores do hiperparâmetro c à priori, onde

c=P(K=n). A tabela 4.12 apresenta, para cada valor de c fixado, a estimativa da

média e mediana de cada parâmetro e a tabela 4.13 a distribuição de freqüências à

posteriori do ponto de mudança k

A tabela 4.14 apresenta também, para cada valor de c âxado, a estimativa da

média de cada parâmetro primeiramente quando o conjunto de dados é gerado

apartir do modelo com mudança no ponto k=7 e depois aparta' do modelo com mu-

dança em k=43(ambos com ê t=(2.0, 1.0,2.0, 0.6, 0.1)r e g2=(1.0: 2.0,4.0, 1.2: 0.2)r)

e finalmente apartar do modelo sem nenhuma mudança (k=50).

Os pontos iniciais das sequências de Gibbs, em cada caso, ft

mesmo método usado anteriormente pal'a o caso k=20

Observações:

8 0 algoritmo usado nessa seção pode não funcionar (convergir) dependendo dos

valores iniciais. Para ilustrar fizemos a seguinte experiência: gerimos 50 con-

juntos de dados, cada um a partir do modelo com um valor de k diferente (l $

k $ 50) e g: e g2 6xados(p:=(2 0,1.0,2 0,0.6,0.1) e êa=l1.0,2.0,4.0,1.2,0.2)).

Para cada um desses conjuntos de dados, o algoritmo foi rodado partindo-se

de pontos iniciais distintos da forma (k(o): plo)r Olho)r), onde 3 $ k(o) $ 47 e

Oio) e 02o) são os estimadores de máximaveross. de e] e P2 dado k=k(o)

Obter'çou-se que se o 'ç'dor ç'erdadeiro de k está próximo de :. el)tão partinclo-

se de (qualquer ponto inicial (k(o) : piolr 0ío)r) descrito acima. o algorítmo tende

ela 4.10 são semelhantes àqueles feitose e

ram obtidos pelol e
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Tabela 4
posteriori
a priori.
a2(i)'0-6

1 2: Estimativas do valor esperado e da mediana dos parâmetros da distribuição à
quando diferentes valores do hiperparâmetro c, onde c=P(Ã' = n), são fixados
Os valores verdadeiros dos parâmetros são: A=20, ai=2.0, .8i=1.0, p1=2.0,
af=0.1, a2=1.0, .(32=2.0, p2=4.0, o:(2)'1.2, c'8=0.2.

c=0.02 c=0.5 c=0.95 c=0.99
media mediana media mediana media mediana media mediana

20,97 21 20.97 21 20.97 21 20,97 21
1.8140 1.8645 1.8140 1.8645 1.8147 1.8645 1.8147 1.8645
0.8539 0.9417 0.8539 0,9417 0.8540 0.9417 0.8540 0.9417
1.0500 1.0250 1.0500 1.0250 1.0504 1.0250 1.0504 1.0250
2.0720 2.0514 2.0720 2.0514 2.0721 2.0514 2.0721 2.0514

2.2357 2.2361 2.2357 2.2361 2.2357 2.2361 2.2357 2.2361
3.8581 3.8578 3.8581 3.8578 3.6567 3.8578 3.8587 3.8578

0.4254 0.3920 0,4254 0.3920 0.4242 0.3920 0.4242 0.3920
1.3662 1.3003 1.3662 1.3003 1.3670 1.3003 1.3670 1.3003

0.2155 0.2030 0.2155 0.2030 0.2159 0.2030 0.2159 0.2030
0.2412 0.2304 0.2412 0.2304 0.2410 0.2304 0.2410 0.2304

k

Tabela 4.13: Distribuição de freqüências à posteriori do ponto de mudança k quando
diferentes valores do hiperparâmetro c são fixados

c=

0
7

o.ooo

[lZllBll
0.0019

.00 }
l
2

outros

a convergir. Entretanto quando o verdadeiro valor de k está próximo de l ou n,

o algoritmo pode não convergir dependendo do ponto inicial (A(o), êio)r, Olho)r).

Esse algoritmo aparentemente tem uma certa tendência de retornar ao

estado k = n (embora este não seja um ponto absorvente)se alguma vez ele

entrou nesse estado : a não ser que o valor de c (c=P(1<=11)=p(n)) à priori

seja bem pequeno. [ma saída foi tolTlar como valor inicia] de k o menor

valor possível (k(o)=3). e tonaar êlo) e êío) como sendo os estimadores de

maxilnax-erossinlilhança de Ot e p2 respectivalllente. Uma outra saída é tentar

utilizar algum)a illétodo para obter bons valores iniciais colllo por exei)l})lo a
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Tabela 4.14: Estimativas do valor esperado dos parâmetros da distribuição à poste-
riori quando diferentes conjuntos de dados são utilizados (simulados a partir do mc-
delo com k=7, k=43 e k=50), quando diferentes valores de c são utilizados (c=0.02,
c=0.5 e c=0.99).

k-'r
c::0.02 c::0.5 c::0

Í
1.1428 1.1428 1.1428

1.8845 1.88451.8845
1.3258 1.3258 1.3258
3.8306 3.8306 3.8306
0.4980 0.4980 0.4980

c=0.02

0.6667
0.9904
2
l
3.6363
0.6334

c=0.9
0.6667
0.9904

3.6363
0.6334
1.5202
0.1449
0.3746
42.944

1.4209 1.4209 1.4209
0.3831 0.3831 0.3831
0.1823 0.1823 0.}823
6.7099 6.7099 6.7099

1.5202
0.1449
0.3746
42.944

1.5202
0.1449
0.3746
42.944

0.6021
0.1181
0.1181
49.999

0.1179
0.1179
50.000

0.6000
0.1179
0.1179
o.ooo

técnica apresentada na seção 4.7.1 (vale lembrar entretanto que esta técnica

não funcionou nesse exemplo quando o verdadeiro valor de k é 5).

e Na tabela 4.14 observa-se que se o verdadeiro valor de k é 7, então a maioria

dos parâmetros antes da mudança tende a ter estimativas mais pobres (em

termos do viés) do que a maioria dos parâmetros depois da mudança. Semel-

hantemente quando k = 43, os parâmetros após a mudança são pior estimados

do que os parâmetros antes da mudança. Isso já era esperado pelo fato de

que no primeiro caso o tamanho da amostra antes da mudança é pequeno e

no segundo caso o tamanho da amostra depois da mudança é que é pequeno,

além disso a distribuição à priori é pouco informati''.'a (embora k tenha uma

distribuição de probabilidade discreta com domínio limitado, as distribuições

a'(PI) e ,-(g2) são muito pouco informativas).

e Os dados das tabelas +.12 a 4.14 sugerem que as estimativas dos valores esper-

ados dos parânletios da distr. à posteriori, bem como a distrib. de frequências

à posteriori do poiato de mudança k: não são sensíveis a variação no calor

hiperparâmetro c. onde c é a probabilidade à priori de não existir mudança.
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4.7.4 Análise do procedimento 2 para detetar mudança ba-
seada na distribuição à posteriori das diferenças (ou
quocientes)

Caso (a): Modelo com restrição de identificabilidade

Nessa seção vamos considerar inicialmente o modelo com restrição de ídentiíica-

bilidade e que permite mudança em todos os parâmetros definido na seção 4.7.1. (E

importante lembrar que no caso em que ai::ae, .Bl:=O2) Pi:;p2) o::::a:, e o?::a2

então caímos no modelo sem mudança, independentemente do valor de k)

Nesse estudo foram usados dados simulados e a distribuição à priori escolhida

(dada na senão 4.7.1) é muito pouco informativa . Então é razoável esperar, se de

fato o método utilizado é adequado, que as estimativas à posteriori(bem como os

resultados e conclusões) sejam compatíveis com o modelo apartar do qual os dados

çãn c,prndnq

As figuras 4.30 e 4.31 apresentam os histogramas das densidades marginais à pos-

teriori de cli, /%, /z{, a::, a? e k para { = 1 , 2 e também os histogramas das diferença

ai -- a2, /32 -- .0i, p2 -- pt e dos quocientes a:,/o-2: e o$/a2. Os cálculos são obtidos

com base nos dados da tabela 4.1 e o algorítmo usado para amostrar da distribuição

à posteriori é o NI.Collapsed Gibbs (partindo do ponto inicial ê(o) dado na seção

A partir dessas distribuições as seguintes estimativas foram obtidas: F'(al -- a2 >

olD.b:) = 0.842: F'(..j2 -- -3i > ol.D.b.) = 0.996, /'(P2 -- Pi > OJD.b;) = 0.993

F'(a:,/a2: > ljD.b;) = 1.000 e P(a2/'a2 > ljZ).b.) = 0.625.

Esses resultados sugerem que todos os parei)metros do modelo mudam após o

ponto k :: 21. o que está compatível colll o esperado

4.7.1)
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Figura 4.30: Histograma das densidades marginais à posteriori de p(aãl-D.b;) , p(PílD.b:),
p(pilZ).b.), { = 1, 2 e p(al -- a2lD.b;), p(P2 -- Oil-D.b;), p(p2 -- pilZ).b;).
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Figura ].31: Histograma das densidades marginais à posteriori de p(cr;:lz)obs).
p(c'3: Ez).b;) e pjajj:,''c,Í; IZ).b;) e tai]]l)én] de p(cr? D.b:), p(c,j l)ob;) e pla!,.'a? Z).b;).

270



Observações: O mesmo modelo (modelo estrutural com restrição de identificabili-

dade e que permite mudança em todos os parâmetros com distribuição à priori dada

em (4.7.1)) foi ajustado a outros dois conjuntos de dados. O primeiro conjunto foi

gerado a partir do modelo (com restr. identif.) e sem nenhuma mudança (onde

ai :: a2 :: 2.0, .Z3t ;: /32 ;; 1.0, pi :: p2 :: 2.0, a3. :: a:: :: 0.6, a? :: o-g ;; 0.1 e

À = 1.0), o segundo conjunto foi gerado a partir do modelo (com restr. identif.) com

mudança apenas na média e na variância de z (onde ai = a2 = 2.0. 6i = ,82 = 1.0,

pi = 2.0, p2 = 4.0, a:. = 0.6, a:: = 2.2, o-? = ag = 0.1 e ,\ = 1.0).

Nos dois casos o algoritmo bl.Collapsed Gibbs partiu do ponto inicia! (kw)=25,

Õjo).l, a2(0).l, a2(0)-1, { = 1,2). Do primeiro ajuste obtivemos as estimativas:

F'(Q2 -- ai > olD.b;) H 0.51, F'(Õ2 - .8t > OjD.b;) H 0.50, F'(#2 -- Pt > olz.).b;) B

0.51, -Ê(a:,/a3: > ljl).b,) H 0.53 e F'(ag/a? > ljD.b:) = 0.64. Nesse caso em

geral as estimativas estão dentro do esperado, apenas a estimativa da probabilidade

P(aÍ/o-f > 1 ID.b;) aparentemente está um pouco mais discrepante (em relação ao

valor 0.5).

Do segundo ajuste observamos que .Ê(ai -- a2 > OJD.b;) e 0.62, F'(8i -- ,82 >

OJD.b:) = 0.57, /'(p2 - pi > olD.b:) = 1.00, /'(a::/a:: > llD.b;) = 1.00 e

F'(a?/ag > lj-D.b;) = 0.86. Esses resultados não sugerem que a mudança ocorre

somente na média e na variância de 1 (0 que não estaria compatível com o esper-

ado).

Nesses particulares exemplos, vemos que, embora o método pode não detectar

corretamente qual parâmetro está mudando (no llaodelo que permite mudança em

todos os parâilletros), ele forneceu resultado mais ou menos razoá'çel no caso ein que

não llá mudança.

Caso (b) Nlodelo sem restrição de identificabilidade

Nesse item vamos usar procedimento semelhante ao do cmo ja) poréna agora
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Figura 4.32: Histograma das densidades marginais à posteriori de p(a. D.bs) , p(.i3f Dob.),
p(piZ).b:), p(a:. -D.b;), p(a?D.b:): p(a?. D.,b;), p(/{ = kÍD.b.) para í = 1,2, e

P(a! - a2 l).b'). P('% -- J]lZ).b:). Pl1'2 -- P] D.b;), P(c'::,'c,?: -D.b;), P{O'$,'c,flZ).b:):
p(a!,.. a:: D.b;)
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para o modelo sem restrição de identificabilidade e que permite mudança em todos

os parâmetros definido na seção 4.7.2.

A figura 4.32 apresenta os histogramas das densidades marginais à posteriori de

clí, ,[3i, p{, oli: , a?. , a? e # e também os histogramas das diferenças ai -- ct2, õ2

p2 -- pi e dos quocientes a:,/a2:, a2:/a2: e o-g/o-2. Os cálculos foram obtidos com

base nos dados da tabela 4.1 e o algorítmo usado para amostrar da distribuição à

posteriori é o NI.Collapsed Gibbs (o ponto inicial usado é o é(o) dado na seção 4.7.2).

A partir das distribuições das diferenças e quocientes acima obtivemos as seguintes

estimativas : ;'(ai --a2 > OJD.b:) B 0.808, ;'(/32--/71 > 0 1).b,) H 0.997, F'(p2--pi >

olD.b:) a 1.000, F'(o-3,/o-:. > ljZ).b,) = 0.994, P(a?:/a:, > ljD.b:) H 0.559

F'(ag/o-? > llD.b,) H 0.706.

Os resultados acima sugerem que há mudança em todos os parâmetros do modelo

(o que está dentro do esperado)

(IhanrxínrÃT'ç=.

O modelo sem restrição foi ajustado ainda a outros dois conjuntos de dados (o

primeiro gerado a partir do modelo sem mudança (com ai = a2 = 2.0, .i31 = /32 = 1.0,

pi = p2 = 2.0, o:: = o-2: = 0.6, a? = ag ;; 0.1 e o2: = a2, - 0.1)) e o outro gerado

a partir do modelo com mudança na média e na variância de z (com ai = c12 = 2.0,

8i :: 82 :: 1.0, pi :: 2.0, p2 :: 4.0, o-:: ;; 0.6,o-3: -; 2.2. a? :: ag :: 0.1 e

a?: = o2, - 0.11. Os pontos iniciais em cada exemplo foram obtidos pelo mesmo

procedimento descrito na seção 4.7.2.

Do primeiro ajuste obtivemos as estimativas: F'(c12--QI > OJD.t,;) e 0.53, /'(.J2--

.3i > 0 z).b;) = 0.53: F'(p2 - n > OJD.b;l = 0.39. F'(a::/a:: > 1 D.b;) = 0.31.

Play,.'a! > ljD.b;) = 0.64. F'la:.,''a2, > ljD.b;) = 0.64. Nesse caso os prinaeiros

quatro valores estão dentro do espera(lo entretanto os dois Liltilnos valores estão unl

pouco acima, do esperado
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Do segundo ajuste obtivemos: .P(a2--QI > OjD.b;) H 0.54, -Ê(#i--.i2 > ol.D.b;) e

0.51, .Ê(p2-pl > OJD.b:) = 0.99, F'(o-::/a:. > llD.b;) H 0.99, .Ê(o?/a$ > 1lz).b;) =

0.74 P(a2:/a2, > ll.D.b:) = 0.75 . Esses resultados não sugerem que a mudança

ocorre somente na média e na variância de 1 (0 que não está compatível com o

esperado) .

Observação:

Dos resultados acima sobre os particulares exemplos, vemos que o método de

examinar as distribuições das diferenças ou quocientes dos parâmetros pode não

detectar corretamente qual parâmetro está (ou não) mudando
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4.7.5 Análise do procedimento 3 para detetar mudança baseada
nos critérios de seleção de modelos.

Uso de critérios de escolha de modelos em modelos identiâcáveís

A tabela 4.15 a seguir contém as estimativas do Fator de Ba)es e Pseudo-Favor

de Bayes para comparar dois modelos com restrição de identificabilidade: o modelo

que permite mudança em todos os parâmetros (estudado na seção 4.7.1 ) e o modelo

sem nenhuma mudança (estudado na seção 2.12.1), quando os dados observados

são os da tabela 4.1. Além disso contém M estimativas da Xledida L e da soma

das normas dos resíduos padronizados sob os dois modelos. Os cálculos envolvendo

cada modelo foram obtidos sempre com base na segunda metade de uma seqüência

de comprimento T=10000 do algorítmo NI.Collapsed Gibbs (partindo de um único

ponto inicial, ê(0), obtido pelo método descrito na seção 4.7.1).

Tabela 4.15: Estimativa do Favor de Bayes (pelo método de Newton e Raftery), do
Pseudo-Fatos de Bayes, da Medida L e da soma das normas dos resíduos sob cada um dos

Na figura 4.33 tei]]os un] gráfico coinpara]ado os modelos cona e seno mudança

lcolll restrição de ident.ificabilidade) por meio dos valores da densidade condicional
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modelos. com e sem restrição de identiíicabilidade (utilizando os dados da tabela 4.1)
medida.s modelo com

mudança
modelo sem
mudança  

det(L2) (y = 0.0
õ - o.l
Õ - 0.5
Õ - 0.9õ- l.o

Nledida L
tr(Z:) ó

' õ - o.l
Õ - 0.5Õ - 0.9
à - l.o

3427.99
3986.9]
6628.24
9918.61
10842.60

256.63
280.40
375.46
470.52
494.29

7764.2]
9216.22
16258.00
25273.70
27836.10

554.12
607.9]
823.06
1038.21
1092.00  

bOIna aas normas
dos resíduos 92,47 104.87  
n=::c'pof'' 5.16x10'2s 1 .84 x10'3s Pseudo-Fator de

Ba ç'es=2.80 x 10s
â-( Ç'- . . . Ç'. l.v:) 2.03Xl0'*u 1.60x10'õ' f'atar de caves

:: } .27x 10}4
k 20.97    



predito'ç'a (CPOI) versus i, quando os dados são os da tabela 4.1 e o algoritmo

utilizado para amostrar das posteriores é o bl .Collap.Gibbs.

0
0

0
0

0
0

a
0 0

0

0 00
0

0
0 0

Q

0 Q
Ç00

0
a

00 â Qa 0
0 0

0 8
0

0
0

0 0

;0 0
0

5 io }5 20 30 3525 4540 50

Figura 4.33: Valores da densidade condicional preditiva (CPO(i)) versus {, sob o modelo
com mudança (símbolo o) e sob o modelo sem mudança (símbolo +).

identíâcabilidade

Da mesma forma que no caso anterior (com restrição de identi6cabilidade), os

dados utilizados para ajustar cada uln dos modelos foram os da tabela 4.1 e o

algorítimo empregado foi o NI.Collapsed Gibbs (partindo em cada caso de um único

ponto inicial gerado pela técnica descrita na seção 4.7.2).

A tabela 4.16 descrita à seguir é semelhante à tabela 4.15, porém agora en'ç'ol.

\endo os modelos sem restrição de identiíicabilidade. Da mesma forma: a figura 4.34

é semelhante à figura 4.33 mas agora envolvendo os modelos seno restrição.

Uso de de seleção decritérios modelos modelos de] em sem S
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Tabela 4.16: Estimativa do Fatos de Bayes (pelo método de Newton e Rafteryl, do
Pseudo-Fator de Bayes, da hledida L e da soma das normas dos resíduos sob cada um dos
modelos (utilizando os dados da tabela 4.1).

i mudança i mudanca,

Õ - 0.1 i 4647.45 i 9717.95
Õ - 0.5 1 7509.92 i 16943.70
Õ - 0.9 i 11021.90 i 26143.50
Õ - 1.0 f }2001.40 t 28751.90

l\cedida L l

CPO(i)

0.7

0.6

0.5

0.4

0 5 !0 15 20 25 30 35 40 45 50
l

Figura 4.34: 'ç'aloies da densidade coladicional pl'editava (CPO(i)) versus !, sob o modelo
cona mudança (o) e sol) o modelo sem illudalaçaj--).
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',wü ! - R:!
262.79

8 ; Õ:B ãgT:SI
ã - 0.9 j 476.54
Õ - 1.0 1 500.29

555.08
608.86
824.02
L039.17
1092.96  

Soma das normas
dos resíduos

92.38 1 109.90  
rl:;: c'pol": 3.04x10'27 l 3.18x10'34 l Pseudc-Fator de

Bates-:9 .6 x 106
â-( y:, . . . , y.l&í:)

k 20.93 E l



CO},!ENTARIOS:

Analisando as tabelas 4.15 e 4.16 e os gráficos 4.33 e 4.34, observamos que há

uma forte evidência a favor do modelo que permite mudança em todos os parâmetros

jdo que o modelo sem nenhuma mudança) tanto no caso com restrição como no cmo

sem restrição de identificabilidade, ou seja existe evidência de que a hipótese nula

(de que não há mudança) deve ser rejeitada nos dois casos.

Isso já era esperado pelo fato de que os dados da tabela 4.1 foram simulados

apartir de um modelo onde todos os parâmetros mudam após a vigésima observação

da seqüência de dados e a priori envolvida é muito pouco informativa.

E importante observar que os valores do Favor de Bayes e Pseudo-Fator de Bayes

do exemplo (tabelas 4.15 e 4.16) nos pareceram extremamente grandes, além disso

eles oscilam muito dependendo do algoritmo utilizado como também do ponto inicial

escohido. Nesse caso uma solução alternativa para o cálculo do Fator de Bayes, que

deve ser tentada, é o método de Chib (1995) descrito na seção 4.4.3.

4.7.6 Resumo dos resultados

Na seção 4.7 basicamente estimamos os parâmetros dos modelos com e sem restrição

de identi6cabilidade e que permitem mudança em todos os parâmetros após o ponto

k. llustramos também a aplicação de três métodos para detectar mudança nesses

modelos.

As observações a seguir referem-se apenas aos particulares exemplos apresentados

nm subseções 4.7.1 a 4.7.5.

(a)- 'Ços particulares exemplos tratados o algoritmo XI.Coilap. Gibbs teve um

melhor desempemho que o algoritmo de Gibbs simples (principalmente ein termos

da função de autocorrelação e da matriz de correlações cruzadas).

Os dispositi'ç'os de diagnóstico de convergência apresentados ne: ;a seçao nao
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sugerem que llaja falhas na convergência dos algoritmos em nenhum dos exemplos.

(b)- Nos modelos com e sem restrição de identiíicabihdade, os intervalos de credibili-

dade de 95% contiveram os verdadeiros valores dos parâmetros mas os comprimentos

desses intervalos foram em geral ligeiramente menores no modelo com restrição. En-

tretanto, levando em conta que a qualidade do ajuste aparentemente não diferiu e

que na prática dificilmente o valor de À é conhecido então seria bastante razoável

escolher o modelo sem restrição de identificabilidade (quando os dados são os da

tabela 4.1 e as priores são as descritas nas seções 4.7.1 e 4.7.2).

Obs: As estimativas dos parâmetros nos modelos das seções 4.7.1 e 4.7.3 foram

bastante semelhantes para o particular conjunto de dados.

(c)- No modelo que permite k assumir o valor n (com a particular distr. à priori

dada na seção 4.7.3), as estimativas dos parâmetros da distribuição à posteriori, bem

como a distribuição de freqüêncim à posteriori do ponto de mudança k, aparente-

mente não são sensíveis a variação do valor de c (onde c é a prob.à priori de não

haver mudança), quando a amostra de dados é a da tabela 4.1.

(d)- O método 1, usado para detetar mudança, quando aplicado ao particular

conjunto de dados da tabela 4.1 (e particular priori vaga da seção 4.7.3), detectou

corretamente que a hipotese nula (de que nao há mudança) de'ü'e ser rejeitada e ao

mesmo tempo forneceu as estimati'üas dos parâmetros do modelo.

O método 2 para detetar mudança, aparentemente não é muito preciso para

detetar qual parâmetro está mudando: entretanto no particular exemplo en''''olvendo

os dados da tabela 4. 1 (e particular dista. à priori da seção 4.7.1) . o método conseguiu

detetar conetamente que todos os parâmetros lltudain ( talho no modelo identifica'ç'el

como ilo modelo não identificável). Ele taillbénl forneceu a decisão carreta no caso

particular de uni conjunto de dados gerados a partir de uin modelo identificável sem

279



nenhuma mudança (com a mesma distribuição à priori).

No método 3 (que usa os critérios de seleção de modelos do Favor de Bayes,

Peudo-Fator de Bayes, Níedida L e a soma dos módulos dos resíduos) vimos que

todos esses critérios concordaram entre si(em rejeitar a hipótese Ho de que não há

mudança) no particular exemplo apresentado, independentemente do modelo ser ou

nãoidentiÊcável

E importante enfatizar que não estamos concluindo que os critérios de com.

paração aqui descritos são sempre adequados para detetar mudança e muito menos

comparando os diversos critérios entre si, mas apenas exibindo os resultados para

um particular conjunto de dados simulados. Um estudo mais completo deve ser

conduzido futuramente com essa finalidade

Observações gerais:

(1) As médias aritméticas e as médias R-Blackwelizadm ficaram sempre muito

próximas independentemente do modelo estudado .

(2) A medida L baseada no traço aparentemente

modelos

não serviu para diferenciar osl } ] r
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Capítulo 5

Uma análise do modelo linear
estrutural t-Student com erros nas
variáveis com um ponto de
mudança desconhecido

Neste capítulo faremos um estudo semelhante ao do capítulo 4, porém agora para

os modelos estruturais f-independente e t-dependente com um ponto de mudança

desconhecido, considerando a mesma restrição de identificabilidade utilizada no

capítulo 4.

5.1 0 modelo t com erros independentes, com
particular priori de componentes independen-
tes

5.1.1 0 modelo que permite mudança em
tros após o ponto de m.udança k

O modelo í-independente formulado como mistura de escala da distribuição Normal

é definido a seguir:

Í }.: . J ai--.3ir:'-e:. í=1,....#, Olldel< ' 1 ü2--.i2i'.te:. í-:ÀJ-l.....ri
l .V, = .i:, - u.. z: = 1. . . . : I',

todos os parâme

<: k < R 1 .

IS.i.tl
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onde y{ e ,x.{ sao as variáveis aleatórias observa;vela, z{ é variãve.l aleatória latente e

ei e u{ são os erros aleatórios.

O modelo que vamos considerar tem a seguinte suposição:

.N's(#i, Elw:), { = 1, . . . ,k,

.V3(#a, E2wi), = k + l, . . . ,n,

Seja go) = e Z(2) = , onde Zí = }
indep

(5.1.2)

onde

ê = (P7', P{, k, Wr, z,i, z,2)r é o vedor de parâmetros, com

e: =(a:,. :,p:,":W,a?)r, { = 1,2, !« =(wt,...,w«)r,(êÍ,pi) #(g{,«2)

/' /32a:W + Àag 02a:W
E2 = 1 J2a'W o3M + a{

ui = número de graus de liberdade antes da mudança

z,2 = número de graus de liberdade após a mudança (z,i > 2, { = 1, 2),

,\ é a razão das variâncias dos erros (conhecida) e E{ > 0, { = 1,2

, ;l '

ai +.8iPI

a2+ 02P2 /32o':W
2a :(2)
:(2)

(3 1 3)

istribuição à priori é dada por

«-(ê) « «-(k, P:, ê:, '':, «2, g) P-)«'(P,)«-( ]« 1«:, «,)«'(,':),'(«,),

Ad

onde

''( :-,T) ,
J'C(-f. -f). í - k-- i,...,«,

«-(P:) = :(a.)';(J.)«-(p.)--(a:N)a'("f): í = 1. 2.
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P(k)
Prlr -- i.i -- --=L- X- c k'-
4 í'L b ./L I' : rt -.. 'v-

0. caso contrário

indep
zz;í lz/i , z/2



onde

«-(a:) -. .V(«:,a::), «(.8:) - À'(ó:,"3,), «(p:) - v(«:,alÍ,),

r(a3W) «, /G(c:, d{), n-(of) -, /G(.fi,g{), { = 1. 2,

onde { = 1, 2: no. = número de elementos do domínio da variável aleatória discreta

Pi cuja probabilidade é positiva e c{ é uma constante inteira (podemos tomar cí ? 3

para assegurar a existência dos momentos de ordem l e 2).

observação: O caso em que os números de graus de liberdade pi e p2 são conheci-

dos é um caso particular de (5.1.4) quando no: = l

e «-(«:) M-, Q-"o:+l $":$q, IS.i.4)
0, caso contrário, ' '

l)istribuição à posters.ori

A posteriori pode ser escrita como

P(êl0.b;) - /,: P(g, êl-0.b;)dg,

onde g = {(ri, ,z«)r :z: C R,} ep(g,êlD.b;) xl(êiD)«(ê),onde t(êlO) éa

verossimilhança baseada nos dados completos 1) = { gí : { = 1, 2, . . . , n}, dada por

J.,(êin) - l(k, e:, e,, !«in) '''(nE::: «?':)(«?)*(':m){

«-l "l;f:':'' -- à '':P * Ê ':ü?l l

* e gc:=# * e kt.zdj\
' .:5;i. «':.-g : :Jti- ";:a:.H JJ

c. Z,i(k. gi, L'i y,' ilDi)Z,2lk; ê2, "2, g'2lDel.

onde K'i = lu:i..... u.-i.lr e K'2 =(u,k-i;.... IL.)r e onde o printeiro favor é a ve-

rossinlilhança baseada nos dados completos (Dll até a mudança e o segundo fator

a verossimilllança baseada nos dados colllpletos (Z)21 após a illudança.

lrlL:k: . .l!/:) (o-8)«'*(a:H)'# exp

(X -- a2 -- &=:)'
u,-,Ào-$

l
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5.1.2 Implementação do algorítmo de Gibbs no modelo que
permite mudança em todos os parâmetros

Usando a distribuição p(=, êl-D.b;) acima, obtemos m condicionais completas de

zl,. . .,z,}, al, a27 ©i, #2, pi, p2) az(1)l al(2)) al) a2) z/l} p2 e k, que apresentamos a

segura.

zÍlz(-í)) al, Q2, 0i, /32, #l, p2, o':(1)) al(2)' o'l ' a:, W , pl, z/2, k, l).bs

- «, I'b'=C::=,á :'!3' ; n#hhl
{ - l....,k

« I'h'l.:
í = k + l,...,n

(5.1.6)

(5.1.7)

cvilg, a2, .8i, ,82, /zl, P2) a2(1)) az(2)J all a2) ]u ) z/l, p2, k, /)obs tem distribuição

., r.::Xf:::el::'J+À.-f'-. .x.?.l:: \'"k ',á:E :Ü+Àaí) ' aá.EL:Ü+À.-'y'
a2lJ; CEI, .8t, ,82, Pt, p27 o'2(1)} o'z(2)} al 7 a2} W } h, z/2, k, .Doba tem distribuição

r«li,X:::*.... el:i:"a + *":'.. .x«g«l:: \
'' k al:,E;:*--:ã+À"$ ' 'á:E;:**:Ü+Àaíy '

#ilg, al, Q2: ./32) Pi, P2) o'2(1)} az(2): al ! a2, k, pl, p2, z).bs tem distribuição

,., r$:;;:::::=+.!Ju:
\ .ã.X:::. :-rÀ«? .3:Xf:::::+À«?/

(5.1.8)

(5.1.9}

(5 1 10)

-32l!. QI, a2, Ji,pi,#z2, a:(il'o'=(z)'o'i' a2, g', pl, p2: k, .i).bs

/.lâ,XL;*-.: Ql:i::J:3 + ÀZ,,.'g À«g.3: h
'' \ ;illiLl*:$:,i«g ' .3,XL*..:l-*.;!y

(5 1 11)

Pill'. ai: aa: .ii, .i2.p2. a;d)' a;(2): o'f. ag, g'. pl. p2. k. .D.bs
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ali:El::it +o:(i)rnl. o::o:(i) X

«:. Xf;Ü + ":w ' «li: XL- â ' «:.:,7
(5 1.12)

p2l:, ai, a2 , gi, í32, pi, a:U, a:H, of, c'3, PI , Z''2) #} -Does

r
\

..?. k+l u
2 U

+ ":.:, 7
=(2)

'l:, EL*.. : Ü +c'':W «l:, EL*-.-:
l (5.1 13)

a:(i)Ig: al' a2, ;3t , D2) pi,/z2, a:(2), al ' a2, L'l, p2, k, y,', Z).bs

- ,' (; * .:;;$ b:# * ':) , (5.1 14)

:, a], a2, /3] , P2,pi, p2, o':(1), o'l' a2, 1/1, p2, k, w, .z).bs

'p * «; ; :i: 'l'' * ',l , (5 1 15)

aflg,ai, a2, Z3i, Õ2,pt, pa, a:(i)) o'r(2)' a2' z/i, p2, k, y,,, /).bs

,'(* * ':; i($ '= ':':': * $ 'uy) * ,:)
(5.1 16)

agi:, a], a2, Õ] , .í32, p], p2, a:(i)' a=(2)' ai ' z/l , p2, k, P , z).b,
l- /CI n-- ht/2 2À

2 -- a2 -- .82z: )2 y
Z b /

2

Z

(5.1.17)

u'ilg, cli, a2 , c31, í32, Pi, Pe, a:U' a.H, a?: ai PI , U2 l UP( --í) ) #l -Doba

,'l';:1ll'
í - }. . . . . k.

.3: =. )2 +À(X. ' *\r) *«: ])
(3.] . 18)

,'lu':1ll'"a2 .32J',): - À(X. ' *\?) *~:] )
'n IS i.i9)
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PI/( =tl 11, ai, cl2, .í3t , /32,pi, p2, o:(i)' al(2), ai , a2, ['1 , p2, p , l).b:l
É(k, gl, ê2, W , pi, p2lD)

E L(k, êi, g2, #', ''i, p2lZ)) '
k€K

k C K, onde L(k, .gl, ê2, WI.O) é dada em(5.1.5)

p(}': - «:lz,«:,«:, . . . , ":,«,, p,-o..,) - .+%#!'% ,

>l: -c:(k, e:, y,-:, «:ln:)
no. +].c{

(5.1.20)

Í - 1,2

(5.1.21)

onde L.(#, gi, p{, pàlDi) é dada em (5.1.5) e no. e q são deHnidos em (5.1.4).

Observação 1: No caso em que z/i e u2 são conhecidos devemos desconsiderar as

distribuições em (5.1.21).

Observação2: Fazendo w{ = 1, { = 1, . . . ,n e desprezando as distribuições em

IS. 1.21) , obtemos as condicionais completa.s do modelo Normal dadas na Seção 4.2.2.

5.1.3 Implementação do algoritmo de Gibbs no modelo com
mudança em um subconjunto qualquer de parâmetros

Nessa subseção o objetivo é implementar o algoritmo de Gibbs para amostrar da

distribuição à posteriori de um modelo que permite mudança em um subconjunto

qualquer não vazio de parâmetros estritamente contidos em {ü, .8, p, a2 o.2}. Para

esse propósito, utilizamos as distribuições condicionais completas à posteriori do mo..

dela com mudança em todos os parâmetros (que são dadas pelas fórmulas (5.1.6) a

(5.1.21) : fazendo-se as devidas restriçõesl utilizamos também M distribuições condi-

cionais completas a seguir (fazendo-se também as de'ç'idas restrições):

e lol.3i. .32.pi. p2. ar(1)' o'x(2)' o'l: a!. %'. L'l: z/2. g. z).bsl
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.»r
'' k .8'ãXf:: t t ?aãEL*-.: t +Àaf'$

À«?«dali \

i;g;iS]];;:] -Íi;?i;i ELk+i t + À«?«1 7'

© l.Blcki, Q2, pt, p2, o':(1), al(2)' al' a2, k, W , D'], U2, :, l).bsl,

'' k '$'á x;:: : + .-?.ã x:::.,.: :. + À«?.-3

À«?.'g.-lâ À

.g.-l! XL: : + .?ajâ EL*-.-: : + Àa?.g / '
© lplcki, a2, gi,#2, a:(1)' a=(2)' al' o'2, k, pl, z,'2, g, z)obsl,

.r' k -.O)-P z-Í=1 «: + a:(i)aji )ll:L:i;+i â + o:U)a,(2)
a: a:H"« À

",W"P '-{ a:ul;il E;:k+i Ü + a:Wa:W'/ '

e la:lal, Q2, Jt, .d2, pt, p2, a2, a2, k, W, UI, P2, g, Z)absl

e la2lai ü2, 6t, 62,Hi,H2,o':(]),al(2)'A' W) z"'l, P2, g, -Dobsl

,,Í. . , lrJ.(X-a: - 111111: .. <:- rX-a:-g:zJ:''l'''''ikâ
+g:'x:--J:+ É 'x:-"J'~l --gl, p.i.2Q

Í= w{ {::=.: u'í ,/ J

Assim, por exemplo, para implementar o algoritmo de Gibbs no modelo que

permite llludança apenas em {cl, J. a2}, as distribuições condicionais completas

necessárias são as distribuições de IS.1.6) a(5.1.11).(5.1.24) a (5.1.25) e(5.1.16)

a (3.1.21). impondo-se as restrições pi -: p2 e o':(]) :: arte) nas distribuições (lue

envolverem os parâmetros p: e a:(:), : ' 1.2. como taillbém no ç,dor inicial. da

mesma forma que na Senão 4.3

) ,ÉB,-"r .: g: a-"r= ": :=n: ": +d-/G

(5 1.22)

f5 1 '2:{ \

(5.1.24)

La.i.zo}



5.2 0 modelo 71-dependente com particular priori
de componentes independentes

5.2.1 0 modelo que permite mudança em todos os parâme-
tros após o ponto k

O modelo t-dependente formulado como mistura de escala de normais é dado por:

l :::l:Ç:,Sl;{,:l i:i'*:f' ,«, «-.''*'«-:,

onde Xi e X são v.a. observáveis, z{ é v.a. latente e (ei, uã) os erros aleatórios.

O modelo assume que g(i) e Z(2) são independentes com

Sejam g(:) = , zm . , onde ZI = }

(5 2.1)

gWI«,i,P:,ui «, .N3k(lk*i ® l; -rk*t® 2;:«,í)

e

onde

g':'l":, ',,«: - ."';.«-*,(!.«--,*: * #,; ''«-*,*.«-*, * E,«,) ,

«:-(':;::":), «:-("';;:":),

e E2

onde À = razão das 'ç'ariâncias dos erros (conhecida), pi = número de graus de

liberdade antes e z.,2 = número de graus de liberdade após a mudança: aléns disso

E, > 0. ã = 1.2: ê =(g{, êi:k: u'i, u2: z'i. P2)7' é o vetou de parâmetros do modelo,

onde p: = (a,, J,.p:.a; .. alz)r

 
8lo':W + Àa?

.8io':U )
Oral:u)

.Jla2(i) 2a;(1)+ al
",u    

 
52a:H + Àag

z32a:P)
.32a:(z)

02a;(2)

:!--«;    



priori escoiniaa para g e aa :iorí!!a

«(ê) k) ll «'(g,)"('".1«:)"(":).(s 2 2)

onde z(wiiPi) %-), { = 1,2, e '-(11:), p(k) e '''(p:) coincidem com as dis-

tribuições em (5.1.4)

e Função de verossimilhança

A função de verossimilhança baseada nos dados "completos" D = { gi = (X, Xi.

-:)", í 1, . . . , «} é a seg«i«te:

i,(êl-0) ''' IE:w:l $1E,«,i- ' 'xpÍ-il(g':'- !*:..:8 «:)'

(.rk,.k® E.:«i)':(gW - !k*: B ü:)+(gm - l(«-n*: ® e2)"

(.r(«-©*(«-H ® E:«,-,)':(gm - !(" u*: ® #:)l}

IE.«;:l-$1E ,.«,l-'#' expt'$ 1X(g: - g:)"( E; :«,:)':(g: - #:)" á:l

+ E (g:- #2)(E,«',)''(g: - é':)l}
{-k+l

x Z.:(g:,«,:,«:l-0:)É:(g,,w,,«,ID2) l0:)L:(ê,lO,),(S2.3)

onde Z)i ;: {g{,í:; l,...,kl:= g(t), .D2:: {Z!.i ;; k+ l,...,n} :: Z(2),

1,-(ê:lo:) (g-, w:, «:i-o:)

x lx::«:l $'xp{ - #:)"(E:«,:) '(g:-#n}

rossimilhança para os dados completos. Z)i. e

l,elê2lD21 = Z,2lg2. u-e.z,2lD2).orzde

«,i#(':.:,)-{(.?)'* 'xPI
SE:::(X - a- - 5:z.)'

Àa?'tL'l

. El;;:(x: - :«.): E:l:::(,. - /':)'+ =:::-:--Í--------' t ---:----::-5'---
aÍ u'l o';. ] ) u''l

A distribuição àSLr

q

{-1

0(

e a.'ve



L2(g2,w2,p2lZ)2) o( u'2 ' (a2P))'!:!iU(a2)("'*) expj--ã l -k+. (}'l

* :É: qH * :É: b#] }
é a verossimilhan4 para o conjunto de dados completos, -D2, após a mudança.

e Distribuição à posteriori

Seja = = {g =(zi,...,l.)a": /: € R}
A distribuição à posteriori

P(êl.0.b.) - /,: P(g, êl-0.b:)d! " Á. -L(,êl-0)"(ê)dg ,

onde -Cl0*l-O) é dada em (5.2.3) acima e a'(ê) é dada em (5.2.2).

(5.2.4)

5.2.2 Implementação do algoritmo de Gibbs no modelo com
mudança em um subconjunto qualquer de parâmetros

Para implementar o algoritmo de Gibbs no modelo com mudança em todos os

parâmetros, necessitamos das distribuições condicionais completas à posteriori de

zà(para ! = 1,...,n), e de cll, a2, #l, .82, pi, p2, a3(i)' o'z(2)' o'l' a2, I'l, z/2 e k, que

coincidem com as do modelo t-independente da Seção 5.1.2 quando substituímos

posteriori de u-i e u'2, nesse caso, são dadas, respectiv-agente, por (5.2.3) e (5.2.6) a

segura.

wí por u{ - u'2' se k + l $ í $ n. As distribuições condicionais completas à

,' I'!;';;l::::'''; =.: E::::(X, -- z:):

*a]lw - «:] )

IS.2 5)

e

,' l!'::P-'- ; ; l :' " l..: :' ':",': -:sl:;:ix. - l:):

',/ tlt }



+ELl!!!.:.ZIZy t «:\'l (5.2 6)
a;(2) J ,/

No caso do modelo geral que permite mudança apenas em algum subconjunto de

parâmetros estritamente contido en] {cl, .d3, p, a2, a2} , precisamos ainda conhecer as

distribuições condicionais completas de Q do modelo com mudança em {l3, p, a2 , a2},

de .C3 do modelo com mudança em {a, #, o'2, a2}, de p do modelo com mudança em

{a, 8, a2: o-2}, de o: do modelo com mudança em {a, #,H, a2} e de a2 do modelo

com mudança em {a, P, p, a:}. Essas distribuições coincidem com as da Seção 5.1.3

substituindo wi por toi ' l =:' se k + l $ { $ n. nas fórmulas (5.1.22) a (5.1.26).
Com estas distribuições, e fazendo as devidas restrições, implementamos o algo-

ritmo de Gibbs para o modelo que permite mudança em qualquer subconjunto de

parâmetros (como fizemos na Seção 4.3 e na Seção 5.1.3).

5.3 Detecção de mudança e estimação do modelo

Para detectar mudança nos parâmetros do modelo t-independente e t-dependente,

utilizamos as mesmas técnicas da seção 4.4 adaptadas a esses modelos.

5.4 Condições para a existência da posteriori no
modelo t-dependente sob diferentes escolhas
de prioris impróprias

Nessa seção apresentamos teoremas que estabelecem condições para a existência da

posteriori sob o modelo Z-dependente com graus de liberdade conhecidos e prioris
iilinrnnrir\o nnalannc. ao Tlc ar4ao ilri annna f2 h
lilll/l \JE/l lclo allcilvt$ci\) (& ] Llo(iLiclo iicl Dt)\íciu u.u.
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5.4.1 Clondições no caso do modelo que permite mudança
em todos os parâmetros

Nesta subseção apresentamos alguns teoremas que ga=rantem a existência da poste-

riori no modelo t-dependente que permite mudança em todos os parâmetros e tem

priori imprópria do tipo:

Distribuição à priori

p(k)«-(,êl)«'(.ê2), onde «'(ê:) = «-(!:, «,:) = «(p:),'(«,:), ã = 1, 2,

onde u,-i «' /C(T, g'), i= 1,2, para n 2 3, p(k) = Pl-K = tl é uma distribuição

discreta definida num conjunto K finito e a(ê{) o( a-(a:O))n'(a?), í = 1,2, onde

ê: = (a:, #:, P:, ":W, .'?)r
Distribuição à posteriori

No modelo com mudança em todos os parâmetros e priori a'( ê) = p(k)a'(.êi )r(é2),

a distribuição à posteriori p( êl-Dob;) é proporcional a

{: (,-,...,,«):-,cm} Z,(ÕID)a'(Õ)dZ, onde -t(Õl-O) é dado em(5.2.3)

e portanto

p(éln.-.) ''' ./:.., z,:(ê:ln:)"(ê:)d;çw .L.:, Z2(ê,ln:)r(ê,)d:'n p(k),

x p:(ê:l.0..;ÍU)p,( ê: in.-;l"'U)p(k),

ondepi(êilD.b;l) é aposteriori baseada nos dados até amudança e p2(ê2ll).b;2))
é a posteriori baseada nos dados após a mudança

Para mostrar que p(êlD.b;) é própria: devemos mostrar que

>: pK')/,:.L: p(ê:lD.':lu)dê:'l"' ./':.Á p:(ê:ln.':b" u)dp,d''', < :«. (.S 4.i)
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onde }t'í = IR+, i= 1,2, Oi =Íei =(a{, 8í,pí a:(i)'ai)r : ai, Õ:;p: C IR e a:Ü),

a? C IR+}, { = 1, 2, e /C é um conjunto finito.

Como X: é finito, então para mostrar a existência da posteriori p(êil).b:), basta

mostrar que pl(êilD.,b:i ) e p(ê2lD.b:S" )) são próprias para uin # fixado.

Teoremas

Teorema 5.4.1 Àro made/o t-dependente com graus de Zíberdade conhecidos, que

permite mudavtça em todos os parâmetros e tem disthbuição à pHoü dada por

«'(ê) k)Hr(g;)(k)ll«-(p:)«-(«,:),

-d. «-('":) «' /a(?,g'), «: 3, 1,2, «-(g:) « "('':H)"(aF) r-d' "(a:H) -'

/G(c:,d:), «-(af) ,- /G'(/:,g:), { 1,21 . p(k) é um. í'f b«.ção dí""f" ',"m

conjunto anito K. Então uma condição su$ciente para que a distübuiç(io à posteüoh

p(ÕiDob;) seja p7'ópüa é q?le k ? 3, (n -- k) ? 3. 0 < cl < k + (!:!j=a e 0 < c2 <

(n -- k) + !!::ia. Otztra condição su$ciente é que k ? 3, n -- k 2 3, 0 < /i < !;:!:!,
e 0 < /: < ':&:b:':l

2 2

l {=1Z

Demonstração: O Teorema 3.5.2 garante que para k fixado a integral

": Jo P:çe:, «;:\nllb'le:ü«-:

convergeseÉ?3e0<ct <k+É!:!j:a(ouentãok23e0<./'i < . jea

integral

p2(ê2,'u'2lZ).nb; )dg2du,'2

convergesen--k?3e0<c2 <(n k)+---f--(ousejarz--k?3e0<./2 <

!!:j=+?zz:-!) e daí segue a conclusão. H

Teorema 5.4.2 .Vo modo/o do Teorema 5..Í.-7 se a dzsfr/óuz:ção =(a:(:)l ./or sub-

st1lfzz?'da por nla;l,)l x (o;..)l ''. r'. > 0. z ;; 1.2. enf(io ur?la cor?lição sz(/iczer7fe
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para a e=ástência da correspondente posteh07't do modelo com mudança é que k 2 2;

n -- k ? 2, 0 < ri < ie /: < ?+ 1 -- ri, { = 1,2.

Demonstração: Comop:(ê{, wi l.O..;ÍU) ep2(g2, w2lD.b;a ') estão sob as mesmas

condições do Teorema 3.5.3 (que eilvol\e o modelo t sem mudança), então para cada

k fixado aintegral

": .L p-(g-,'"-lD:=:)dO,d'-i

é finita se k 2 2, 0 < ri < ! e 0 < /i < n + 1 -- ri e a integral

«, .lo' p' Çg-. "z \0=,, )doze"'z

é finita se n -- k ? 2, 0 < r2 < 1 e 0 < /2 < 2 + 1 -- r2 e daí segue a conclusão

Teorema 5.4.3 À'o modelo do Teorema S.4.J, se a dlsfdbuãção de n-(a?) /or sub-

sfãtuída por n'(a?) o( (o-f)''', { = 1, 2, e se os uefores de dados .X(:), y(i) são Zínear-

mente independentes para i= 1. 2 e tais que as componentes de X(i) (bem como as de

YtÜ ) '«ã. são tod«s ig«--is, então . dist«{b.«ição à post.«io«i do modelo com m«-'i''"ç'

com'esponderzÍe é própma se k > 3, n -- k ? 3, k+ pi > 2si -- l e n-- k+p2 > 2s2 -- l.

Demonstração: Analogamente, a demonstração segue usando a relação em (5.4.1)

e o Teorema 3.5.4. H

Teorema 5.4.4 Vo modelo do Teorema 5.{.-7 se as dãsfhbuições de a'(a:H)) e n'(a:)

/atem suZ,sfãíu2'das respectãuamerzZe por n-(o:W) o( (a:W)''' e a-(c'f) o( (a?) '' e
os uefores de dados :X(f) e y(:) são /ãnearm.ente írzdependenÉes para í = 1:2 e as

componentes de .FU) (bem como as de yn)) Ttão são todas igunzs, então a condição

necessáma e su$ciente para a existência da correspovtdente postertoü é que k +- rl +

si > 3;(n -- k) -b r2 +s2 > 3; 0 < r. < { e 0< s. < n+2 -- /-., í= 1.2.
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Demonstração: Usando a relação em (5.4.1) e o Teorema 3.5.5, a demonstração

Observação: Nos teoremas 4.6.1 a 4.6.4, se considerarmos que os números de graus

de liberdade não são conhecidos, mas são variáveis aleatória discretas definidas ein

conjuntos anitos, as demonstrações seriam basicamente as ]nesmas.

5.4.2 Clondições no caso do modelo com mudança apenas
em o';

Teorema 5.4.5 No made/o está"zlfurai t-dependente qzze per'mate mudança apenas

em a3, c.m p«,.ü «-(ê) « p(k)«-('',)"(al')ll(«-(a:U)), .nd' p(k) - PIX' - tl,

k c K romã. K é ./ínífo), "(a:U) '- -rG('::, d:), { = 1, 2, «-("') - .rG(/,g) e T(«-) '"''

iCÇB. %), então uma condição su$ciente para que a postemoh seja própüa é que

n > 3.

2

l&

Demonstração: O objetivo é mostrar que >1:
ã=K Jw J'

seca, 'y: 1 , 1. 1. pl.k.l.u, :. Q\D.b:)dgd edw < oo.
ÉZk J}V J S JO

onde O = {P =(cr: l3,p,a:(1)'ol(2)'a)r C ]R3 x Iria, ]'ç'' =Íu' € ]R+}, Ér

(zi, . . . , l.)r : rí € !R,} e K é um conjunto finito; onde

p(k, P, ulZ).b;)dêdto < oo, ou

p(k, u,, g, êlD.b;) c( Z,(k, u', êlD)a(#,w: g), que é proporcional a

(:!!;=-li)(a2) ("+/+i)(a2(i))'(l+':+í)(a2(2))(''r+"+i) expj--! li+ -11111
2d2 . 2g E::;;,(y--c*--.3=;): ; E::;:(X. --r.): Ef:::(r:--p)'
o'' a' Àa'tL- o'tL: o;(1)u''

Se.ja /(k. tl'. {. P. D.b:l a função (lue coincide com (5.+.2) quando substituílllos a

t
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última parcela, >1:;:l'n(= por zero- Então
a;( 1)w

wl* lop(k:w. :, Q\0.u.)dgdld''; I'~' l= loj .", :, Q.0.b:)dQd:d",
onde

zl .f(k,u, g, Ê,D.b:)dgd: u

w-(glt:!!::l) exp{ -- if: } . . dz

.}: 1« -- '«1 '%':' 1,, -- EL"-: -- *ü=:'1 "*'': ';
: a+ -L a, l,, * -':" I'':H:*l ""-' ';

A integral ./= SÀ l2g + :=iÍ!!::llE + g Àsz=m l d:l pode ser analisada
facilmente aplicando-se a mesma transformação de variáveis usada na seção 2.8 (que

a cada ( g, .X, y) msocia ( gl , b , € ) = H( :, .F, y), onde H é a matriz de Helmert)

De fato, após a transformação, essa integral fica igual a

w-( a!!;!1la ) exp{ -- gl }

11 e,11 l2g + !Lg'=:ê:a.E + üax'-'-)' + iLÉJ:!e:1:3l"+/ l 'E

« ,c- -* =jl3«al "*'-8 ' ;

«.A: «:--.*l 1 :, 1 1,,«--- ÊI :' l!' -- "'P"l"*'-:':,
Portanto, a integral da posteriori .Ê}, J'= /o p(k, u', g , e l.D.b;)dgd gdu' é majorada

r uma integral proporcional aPO

exp { ----' } , :id.;zd'u,
rçç' Jz, u.:ç'-/'"l ll ii:ll l2gu' + li :l, -- l! .x ll2 + ILg-lJ;!sn 2ol '+/-{

que é muito semelhante à integral que aparece na demonstração do Teorema 3.5.3.

A região de integração ll' x Z; é particionada ein [l' x Ri e T]' x RÍ. onde

RI = { :. C R-''' : ;,ll
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AVALIAÇÃO DA INTEGRAL NA REGIÃO LV x Ri

Nessa região a integral pode ser majorada por

/" /'.n«' «/B'"-'" i,,tlpg«l"'''; d i.d«'.

z'TÜn'«.4:. Ü ;,,
que é finita se e somente se 3"'+"'1 > 1 e 1 < n -- 1, isto é, n ? 3

AVALIAÇÃO DA INTEGRAL NA REGIÃO I'V' x R2

Nessa região a integral pode ser majorada por

FXP{ :' } .,. d ; :d-«,
n':' w'? /-':ll Ê,ll lii g. - êxll' + l-.ç-üe!:c:el"*/-{ '' '

que é proporcional ao produto

r expÍ:F}. r l .

/«;l;3q=' « yU :H'' il::itltl:.- kxll'r-----X -g,'

que é finita se e somente se g2:!!=:J > 1 e 1 + 2(TZ t .f -- {) > rz -- 1, isto é, 3n + p > 3

e n +2/ > 1.

Analisando simultaneamente essas regiões, concluímos que uma condição sufi-

ente para que a posteriori se.ja própria é que n ? 3. Hc]

Teorema 5.4.6 .Vo m.ode/o do Teorema S.4.S se f70carmos a disfmbuzção de n-(a:) (x

iCtj. gl por nla') x l~a2)'', s > 0, e se .X e Y jorerr}. ttTteannente independeíttes

oílde czs compoTlcTttes de $ e as de Y' n.ão são todas tguals: eTttão uma condição

sti.jciente pata a el:LstêncLa da postertoü é qlie n Z 3.
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Demonstração: Substituindo ./' por s -- l e g por zero na demonstração do teorema

anterior, temos que a integral da posteriori é majorada por uma integral proporcional

a

expl:a}
' ' " ' sdz:dm.

'n'Jz,u.:::t'-/+illg,lllllg.-- éxll2+ * l"+''i -'
Essa integral é semelhante àquela que aparece na demonstração do Teorema

3.5.5. Para analisa-la particionamos a região de integração }t' x .Z, da mesma forma

que no Teorema 3.5.5 e concluímos que ela é finita se !!:EIK:?Z=a > 1, 1 < n -- l e

1 + 2(7z + s -- B) > n -- 1, ou seja, n ? 3 e / < !!fz. H

5.5 Distribuição preditiva e avaliação do ajuste

Podemos obter a distribuição preditiva e avaliar o ajuste do modelo t-independente

com um ponto de mudança, de forma análoga ao modelo Normal com ponto de

mudança da seção 4.5. Além disso, as seções 3.1.3 e 3.1.4 (que tratam do modelo

[-independente sem ponto de mudança) são também úteis para ajudar na dedução

das fórmula correspondentes.
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Capítulo 6

Considerações Finais

6.0.1 Resultados do estudo sobre ponto de mudança

Nesse trabalho fizemos uma análise bayesiana do modelo de regressão simples

com erros de medida e que permite um único ponto de mudança numa sequência

de n observações, sendo que essa " mudança" pode ocorrer em qualquer um dos

2S ou 2Õ subconjuntos de parâmetros, dependendo se o modelo é identi6cável ou

não identificável respectivamente, isto é, manteve-se a forma da distribuição das

observações (normal ou t-Student) e permitiu-se mudança apenas nos parâmetros

dessa distribuições.

Foram estudados basicamente dois modelos. O primeiro, em que o ponto de

mudança k pode 'ç'aliar entre l e n -- l e o segundo em que o ponto de mudança

pode variar entre l e n. No primeiro modelo o caso em que não há mudança ocorre

apenas quando gi = p2, caso contrário pelo menos um parâmetro muda. No segundo

modelo não há mudança (quando k = n (ou gt = ê2).

Nesse traballlo muitos resultados foram obtidos porém liá também 'ç'árias limitações

e vários pontos (lue precisam ser ampliados ou mesillo completados.

1-- Resultados no modelo Normal:

(a)- Algoritmos:

Para obter amostras das distribuições posterioris foram illlplelllentados apenas os
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Hastings em Gibbs, visto no capítulo 2, também possa ser implementado com base

nos dados observados) . Observou-se que o algoritmo bl.Collapsed Gibbs, baseado no

modelo que permite mudança em todos os parâmetros com pmticular priori própria

"pouco informativa" apresentou um melhor desempenho que o algoritmo de Gibbs

simples pma o particular conjunto de dados simulados utilizado, independentemente

se o modelo é ou não é identificável. Além disso aparentemente não foram observadas

falhas na convergência desses algoritmos quando os critérios de diagnostico descritos

no Apêndice foram empregados.

(b)- Estimação e métodos para detectar mudança

Para detetar se existe mudança no modelo identificável (ou não identiâcável)

foram dera\idos três métodos:

(a) O método l que usa a distribuição à posteriori do ponto de mudança k do modelo

que permite mudança num subconjunto qualquer de parâmetros, onde l $ k $ ri

Este método detecta mudança e estima os parâmetros do modelo simultaneamente

(b) O método 2 que examina as distribuições marginais à posteriori dm diferenças

(ou quocientes) entre os parâmetros "antes" e "depois da mudança" no modelo que

permite mudança em todos os parâmetros e l $ k $ n -- l.

(c) O método 3 que consiste em usar os critérios de seleção de modelos do Fator

de Bares, Pseudo-Fator de Bayes, Xledida L e soma dos resíduos em valor absoluto

(descritos na literatura), para comparar o modelo sem mudança com o modelo com

mudança em qualquer subconjunto de parâmetros e l $ A $ rz -- 1: usando o mesmo

conjullto de dados.

t'tilízando um particular conjunto de dados simulados (dados gerados a par-

tir do mo(!elo com mudança em todos os parâmetros após o vigésimo palito de

uma sequência de .50 observações) e escolhendo distribuições à priori "muito pouco
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iilformatlva.s'' vimos que os metoaos l e ó, !mplement;aços soo o inoaeio que per

mate mudança em todos os parâmetros, detectaram corretamente a existência de

mudança independentemente do modelo ser ou não identificável. Entretanto é im-

portante comentar que a medida L baseada no traço da matriz L2( y, õ) não serviu

para diferenciar entre os modelos com e sem mudança nesse exeinplol além disso,

embora seja esperado que os valores das estimativas do Falar de Bayes sejam altos,

m estimativas obtidas pelo método de Newton e Raftery (94) nos parecem muito

grandes. Nesse caso, o método de Chib (95), descrito no capítulo 4, deveria ser

implementado e as estimativas comparadas .

O método 2 não foi suÊcientemente preciso para detetar qual (quais) paniletro(s)

está(ão) mudando em alguns dos exemplos rodados, principalmente no caso não

identiâcáve!.

No modelo do método 1, onde l $ k $ n, foi feita uma análise descritiva da

sensibilidade das estimativa a variações no valor do hiperparâmetro c (onde c é a

probabilidade à priori de não haver mudança) com base em um particular conjunto

de dados, e usando priori " muito pouco informativa" . Essa análise sugeriu que as

estimativas dos parâmetros da distr. à posteriori, bem como a distribuição marginal

à posteriori de k, não são muito sensíveis à mudança no valor desse hiperparâmetro

íc\- Ajuste

Para avaliar a qualidade do ajuste derivamos as fórmulas da densidade preditiva

de -,alidação cruzada ICPO) e dos resíduos bay'esianos de validação cruzada para o

modelo com mudança onde l $ k $ rz -- 1. Nesse estudo, entretanto: a análise de

resíduos está bastante limitada e deve ser mais explorada futuramente

(d)- Identificabilidade

Para o particular conjunto de dados simulados da senão +.7, os modelos com e seill

estrição de identificabilidade cona as correspondentes prioris 'pouc:o informativasr

301



1.1.CXív \.ll.lt;l .l..X. C&.lll ll.It,l..l Uv \.,v.l.l.[ .] L#.tc&S,{.bç..r (.b \.{1.4C&.t.t\]cAí\.xq..- \,bç/ t,+J çx].zvx-' } t,u.LÇ.'.L.Ka. \.+Ab]ü.?\J 7 x.p.tJ,a,&.r x.ra. ç+ \./+./ x/v.L.E.L

primentos dos intervalos de credibilidade no modelo identiÊcável são ligeiramente

menores, os intervalos de 95% de credibilidade contiverem os valores verdadeiros

dos parâmetros em ambos os modelos. Assim, levando em conta também o fato de

que na prática dificilmente o valor de À = a'/a2 é conhecido, adotar o modelo não

identificável seria uma boa opção nesse particular exemplo.

Seria interessante rodar mais exemplos com dados simulad

tende a se ma.iiter.

(e)- Melhor modelo

Com a metodologia apresentada na seção 4.3 é possível amostrar facilmente

de cada uma das 2õ (ou 26, no caso não identificável) posteriores associadas aos

modelos com mudança em todos os possíveis subconjuntos de parâmetros. Desse

modo podemos escolher o "melhor modelo" , usando por exemplo alguns dos critérios

de seleção de modelos que compõe o método 3 acima

(f)- Distribuição preditiva

Para gerar uma observação futura no modelo que permite mudança em todos os

parâmetros basta simplesmente seguir os passos descritos na seção 4.5.1. O caso de

mudança em apenas um subconjunto de parâmetros é totalmente análogo

(g)- Teorema

As condições para a existência da posteriori para certa prioris impróprias foram

estudadas apenas para o modelo identificável. O estabelecimento das condições no

caso do modelo não identificável é totalmente análogo (Na seção 2.8 este estudo é

feito para o modelo sem mudança)

(h)- Exemplos

Os exemplos apresentados nesse trabalho basearam-se apenas ein dados simula-

dos. Lm exemplo com dados reais. como por exemplo os dados de Chang e Huang

os e ver'se estepadrão
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(97) , complementada esse estudo.

2-- Resultados no modelo t-Student:

Embora os resultados teóricos (semelhantes aos resultados do modelo normal).

sobre os modelos f-dependente e t-independente, com número de graus de liberdade

conhecidos ou desconhecidos, estejam descritos no capítulo 5, falta ainda comple-

mentar esse estudo com exemplos numéricos. Os programas computacionais a serem

usados no caso f são basicamente os mesmos do caso normal, bastando fazer as de-

vidas adaptações.

As condições para a existência da posteriori no modelo t, que foram desenvolvidas

apenas para o caso t-dependente, podem ser estendidas (de forma análoga) para o

caso t-independente tanto com pontos de mudança como sem pontos de mudaça.

6.0.2 Perspectivas para trabalhos futuros

Nesse trabalho analisamos apenas o modelo com erros aditivos normais e t-Student.

Esse estudo pode ser facilmente estendido para o caso em que os erros têm dis-

tribuição elíptica e também para o caso de regressão linear múltipla tanto com erros

aditivos como multiplicativos .

A seguir listamos mais alguns tópicos que acreditamos ser de interesse para

ampliar e dar continuidade aos resultados obtidos.

e Investigação de métodos bayesianos para analisar a influência local no modelo

com erros nm vm'iál,'eis com ou sem pontos de mudança.

e Análise bayesiana do modelo linear cona erros de medida e pontos de llludança

onde os erros tem distribuição assiiTiétrica.

e .\llálise bal:esiana do iTlodelo linear de calibração comparativa com erl'os nas

-,'ariáveis e pontos de mudança ]lo caso em que os erros são i-formais e f-Student
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8 Análise bayesiana do modelo linear generalizado com erros nas variáveis com

ponto de mudança.

e Análise bayesiana de modelos não lineares com erros nas -ç'ariáveis com e sem

pontos de mudança.

e Estudo de um método global para detectar simultaneamente a presença de

múltiplos pontos de mudança no modelo com erros nas variáveis (baseandc-se

no modelo PPNI, "Partition Product Nlodel" . introduzido por Hartigan(1990)

e Barry e Hartigan(1992)).

e Uso de procedimentos sequenciais para detectar mudança em modelos estru-

turais com erros nas variáveis com mudança de regime markoviano.

304



Apêndice

Seção 2.4 Métodos Computacionais Descritos na
Literatura

2.4.1 Classificação geral

Na literatura existem vários procedimentos para aproximar quantidades de inter-

esse na estatística bayesiana. Eles podem ser classificados basicamente em três

grandes grupos: ( 1) os procedimentos de aproximação analíticos, (2) os procedimen-

tos de simulação estáticos (ou "não iterativos" ) e (3) os procedimentos de simulação

dinâmicos (''iterativos").

Os procedimentos analíticos nos permitem obter aproximações analíticas para a

distribuição conjunta e para as distribuições marginais à posteriori, como também

para o valor esperado de qualquer função de g à posteriori(incluindo os momentos

por exemplo). O método mais simples usa um resultado assintótico para aproximar

a distribuição à posteriori por uma distribuição Normal em torno da moda da pos-

teriori( "Teorema do Limite Central Bayesiallo" ). A moda frequentemente é obtida

por meio de algoritmos de otiinização numérica. Colmo Exemplo desses algorítinos

temos o método de \ewton, o método" BFGS'' (Broa'den: Fletcher. Goldfarb: Shano:

que é uin método de Quase-New-ton) e o algoritmo E\l. Xo caso da distribuição ser

iliultinlodal. pode-se aproxilllar a posteriori localmente. enl cada unia das modas.

pelas 'Çorniais lou f's) correspondentes e tomar a distribuição da mistura rl(ssâs

\ornlais lou f s) como apioxiinação global da distribuição à posteriori. (Gelniail
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et al., 1997, páginas 234 e 275). Outro procedimento, também baseado na teoria

assintótica, é o método de Laplace (Tanger, 1993), conhecido principalmente por

fornecer aproximações analíticas mais precisas (de segunda ordem) para o valor es-

perado de funções de g à posteriori(como, por exemplo, os momentos, a própria

função geradora de momentos e a densidade preditiva à posteriori), ele pode ser

usado também para obter aproximações analíticas de segunda ordem para as dis-

tribuições marginais à posteriori(Carlin e Louis, 2000).

O principal problema com os métodos de aproximação pela Normal e de Laplace

é que o número de parâmetros do modelo precisa ser pequeno para que esses métodos

possam fornecer aproximações razoáveis (assim eles podem ser usados, por exemplo,

para estudar subconjuntos de parâmetros à posteriori ou distribuições condicionais à

posteriori). Esses métodos requerem ainda que o tamanho da amostra seja "grande"

je não sabemos quão grande é "grande"), requerem também que certas condições de

regularidade estejam satisfeitas, além disso dependem também da parametrização

(o método de Laplace, por exemplo, requer ainda que a posteriori seja unimodal).

Outro procedimento analítico alternativo para o cálculo de integrais na estatística

bayesiana é utilizar integração numérica. Os métodos mais conhecidos de integração

numérica são os da "Quadratura Gaussiana" , o "método de Romberg" (Lange, 1999)

e o método "Quadratura de Gauss-Hermite" (Smith, 1987). Esses métodos, entre-

tanto. são usados apenas quando o número de parâmetros do problema é pequeno.

Outra maneira de obter aproximações para as quantidades de interesse na in-

ferência estatística bayesiana é usar simulação. Existem dois tipos de técnicas de

simulação: as estáticas (ou ''não iterativas") e as dinâmicas (ou "iterativas").

Nas técnicas estáticas gerimos :amostras aleatórias" diretanlente cla distribuição

à posteriori ou indiretainente por meio de uma distribuição conllecida que serve como

intermediária e portanto a qualidade das aproximações pode ser naelhorada sempre
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que aumentarmos o número de elementos gerados.

Os métodos de simulação direta mais conhecidos são: o método da "grade de

pontos" e o método da "aproximação trapezoida!" (Gelman et al.: 2000). No método

da "grade de pontos" a idéia é aproximar uma distribuíçãa à posteriori contínua por

uma discreta: calculando-se o valor da posteriori(ou de seu núcleo) nos pontos da

grade e depois gerando uma amostra a partir da distribuição discreta correspondente.

Quando os valores da posteriori calculados nos pontos da grade são ligados por

segmentos de neta no caso unidimensional, seções de um plano na caso bidimen-

sional, etc. e uma amostra é gerada a partir dessa aproximação, obtemos o chamado

"método trapezoidal" . O problema com essas técnicas é que se o espaço paramétrico

não for bem pequeno elas são inviáveis para um estudo conjunto dos parâmetros.

Nos métodos de simulação indiretos, as amostras não são geradas diretamente

da posteriori, mas sim de uma distribuição g(a) conhecida (a função g(@) é também

chamada de "função importance sampling").

Na literatura os métodos mais conhecidos de simulação indireta são: o "método

de rejeição" e o método "weighted bootstrap" , que é bastante semelhante ao "samp-

ling-importance-resampling" (Tanner, 19931 Geweke, 19891 Smith and Gelfand,

1992)

Quando o objetivo é apenas obter aproximações para o ua/or esperado de /uniões

de e ã posZemoü (e além disso não sabeliios gerar amostras diretalnente da poste-

riori idas sim de uma distribuição g(g) conhecida), então podemos usar um método

denominado "inaportance sampling" (Geweke: 198g). Esse procedimento, para essa

finalidade é mais eficiente do que gerar uma amostra (usando qualquer um dos

métodos naenciolaados acima) e depois obter as estimativas das quantidades dese-

jadas apor exenaplo. por meio do método sinaples de llonte Cano para o cálculo de

integraisl
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Os três métodos acima apresentam limitações importantes nas aplicações, pois

eles são e6cientes apenas quando a função g(ê) (da qual geramos as amostras) for

aproximadamente uniformemente proporcional ao núcleo da posteriori para todo

e do domínio da posteriori. O problema de achar uma distribuição g com essas

características, e que ao mesmo tempo seja simples de ser amostrado, pode ser uma

tarefa praticamente impossível se a dimensão do espaço de parâmetros for grande.

Como pudemos ver, todos os métodos de aproximação analítica como os de simu-

lação não iterativo têm limitações nas aplicações. Gelman et al. ( 1997) sugerem o uso

combinado desses procedimentos para se obter melhores aproximações. Um exemplo

(descrito na página 312 de seu limo) considera primeiramente uma aproximação

da distribuição à posteriori por uma mistura de Normais (ou t's) a pmtir dessa

distribuição aproximada, gera-se uma amostra de valores de ê e a seguir utiliza-se

o "algoritmo de rejeição" ou o algoritmo "weighted bootstrap" para "filtrar" essa

amostra. Note que aqui a distribuição da mistura está fazendo o mesmo papel

da dktribuição "importance sampling" g(g) descrita anteriormente, outro método

semelhante é combinar o "método trapezoida!" com o algoritmo de rejeição (esse

método é descrito na página 305 de Gelman et al., 1997).

Segundo Gelman et al. (1997), mesmo utilizando essas combinações (de méto-

dos), ainda assim as simulações obtidas a partir dessa aproximações podem não ser

adequadas, dependendo do modelo que se está estudando. Em tais casos eles suge-

rem que a amostra gerada por esses métodos seja utilizada para se obter "bons" 'ç'd-

ores iniciais, que por sua vez são usados em procedimentos iterati\ os (ou dinâmicos}

de simulação: como os iliétodos XIC)IC ( "Àlarko'ç' Cllain Xlonte Carlo").

[m método de siniu]ação \!C\]C tem por objetivo lpoder) gerar uma cadeia de

Xlarko\- cuja distribuição estacionária coincida com a distribuição al't'o n'( ê) da qual

(luerelnos amostrar (por exemplo. a posteriori). L'bando m obter't-ações geradas por
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essa cadeia podemos explorar aspectos de interesse sobre n-(p) como, por exemplo,

os momentos, os quantas e as densidades marginais, como também podemos gerar

amostra da distribuição preditiva à posteriori(com a qual podemos explorar certos

aspectos dessa distribuição)

Existe na literatura uma quantidade muito grande de algoritmos do tipo NICNIC

(ver os livros de Chefe, 2000, e Robert e Casella, 1999). Os algoritmos mais populares

são o "amostrador de Gibbs" (Geman e Geman, 19841 Gelfand e Smith, 1990) e o

algoritmo de bletropolis-Hastings (Nletropolis et al., 19931 Hastings, 1970).

Neste trabalho analisamos o modelo com erros nas variáveis Normal e [-Student,

com e sem mudança nos parâmetros, usando métodos N'lClvlC como técnica principa!

(embora algumas das técnicas mencionadas anteriormente também sejam utilizadas

pai.a a obtenção de bons valores iniciais) . A razão dessa escolha (métodos NICNIC)

é que o número de "parâmetros" do modelo pode ser bem grande, especialmente

quando se trabalha com a posteriori baseada nos dados completos, que envolve n tp

"parâmetros" onde n é o tamanho da amostra. ( O valor de p no caso por exemplo

do modelo de regressão linear simples com restrição de identiÊcabilidade e com ponto

de mudança é cinzel.

Embora possamos trabalhar com a "posteriori baseada nos dados observados" ,

que no caso da regressão simples com um ponto de mudança e restrição de identi-

ficabilidade envolve apenas ll parâmetros (o que é relativamente pequeno), a ídéia

nesse traballlo é propor um método geral que possa também vir a ser usado ein eil]

regressão múltipla.

Os métodos XIC.\lC são muito poderosos: não tendo restrições quanto ao número

de parãnletros envolvidos e ao mesmo teillpo são relativamente simples de sereill

iinple ]lientados .
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2.4.2 Métodos MCMC: idéias básicas

Quando uma distribuição n-(g), g € E C ]R' (por exemplo, a posteriori) é difícil

de ser amostrada (ou porque p é muito grande: ou porque a própria distribuição

é intratável) então uma solução para o problema seria obtida se pudéssemos cons-

truir uma cadeia de hlarkov homogênea e aperiódica com "espaço de estados" .F e

distribuição estacionária igual a n'( ê) , e daí então amostrar dessa cadeia. Isso porque

se uma cadeia de Nlarkov é irredutível e aperiódica a distribuição estacionária (ou

distribuição invariante) é única e coincide com a distribuição limite (ou distribuição

de equilíbrio), portanto, para n "suficientemente grande" a observação gerada na

n-ésima iteração (da cadeia) "essencialmente" é uma observação da distribuição de

n'(g) (assim como todas as observações gerada a partir da (n + l)-ésima iteração).

Para implementar a idéia acima temos na literatura os algoritmos denomina-

dos NIChlC ( "Nlarkov-Chain-blonte Clarão" ). Num algoritmo blCN{C constrói-se um

núcleo de transição de tal modo que a cadeia de N'larkov gerada por ele tenha dis-

tribuição estacionária igual a n-(P) . Entretanto, para que a distribuição limite dessa

cadeia exista e coincida com n(P) (onde a'(ê) é a única distribuição estacionária

da cadeia), é necessário que ela seja irredutível e aperiódica. Na literatura muitos

autores têm estabelecido condições para a convergência de vários desses algoritmos

NICNIC. Por exemplo, Roberts e Smith (1994) estabelecem condições suficientes rel-

ativamente simples sobre a'(ê) de modo que as cadeias induzida pelos algoritmos de

Gibbs e }letropolis-Hastings (que tem n'(ê) como distribuição estacionária) sejam

irredutíveis e aperiódicm (e portanto con'çirjam em distribuição para uma varia'çel

com distribuição a(g)). Outra referência é Roberts e Tweedie (1996) que mostra a

eigodicidade geométrica de unia classe bem ampla de algoritnlos do tipo \letropolis-

Hastings. O problema é que niesino quando condições teóricas estão -satisfeitas'

pode não ocorrer convergênc:ia dessa cadeias. Por exemplo: unia cadeia pode ser tec-
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nicamente irredutível mas na prática se comportar colho se fosse redutí'ü'el quando a

probabilidade de transição de um determinado estado para outro é próxima de zero.

Isso ocorre, por exemplo, quando a densidade n(g) tem várias modas (máximos

locais) e a massa da densidade entre essas modas (embora positiva) é bem pequena

(nesse caso se o ponto inicial da cadeia pertence à região em torno de uma das modas

e essa região tem uma massa substancial da densidade, então a cadeia tenderá a não

sair dessa região.

Nesse trabalho não vamos explorar resultados teóricos sobre condições de con-

vergência (como os de Roberts e Tweedie, 19961 Xieyn e Tweedie, 19931 Roberts e

Smith, 1994), mas vamos simplesmente fazer uma análise exploratória (a partir dos

dados simulados) para verificar se houve falha na convergência desses algorítmos,

utilizando diagnósticos de convergência. Na literatura existem muitas técnicas de

diagnóstico com essa finalidade (ver Best, Cowler e Venes, 1996, Cowles e Carlson,

1996, e Nlangersen et al., 1999). É muito importante ressaltar entretanto que ne-

nhuma dessas técnicas fornece uma "prova" de convergência (a começar pelo simples

fato de que apenas um número anito de observações é analisado). Na subseção 2.4.6

apresentamos algumas das técnicas de diagnóstico mais conhecidas na literatura.

Os algoritmos NICNIC mais conhecidos são os algoritmos de Gibbs e o Nletropolis-

Hastiilgs. Entretanto, na literatura existe uma grande quantidade de métodos, in-

cluindo variações dos algoritmos de Gibbs e Xíetropolis-Hastings, como talTlbém

combinações desses algorimos, como os métodos híbridos I'çer Clien, 2000, capítulo

2. e Robert e Case11a: 10901. Entretanto. nessa seção descrevemos apenas os métodos

básicos de Gibbs e \letropolis-Hastings. Nas subseções 2.-1.3 e 2.4.4 descre'çenlos

duas 't'criações do método de Gibbs, destinada a acelerar a con'.'ergência do al-

goritn)o original. o "g!-otiped Gibbs" e o 'collapsed Gibbs': e na subseção 2.4.3

descrevemos o ?llgoiinlto híbrido de Xletropoiis-Hastiilgs enl Gibbs.
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O algoritmo de Metrópoles-Hastíngs

Seja a(g), P € .'1 C ]R' a distribuição alvo da qual desejamos amostrar (por exemplo,

a posteriori p(êll).b:)).

No algoritmo de Xletropolis-Hastings, primeiramente escolhe-se arbitrariamente

uma densidade (ou núcleo) de transição (auxiliar) em uma etapa g(êbl.g.), Vê., p',

de uma cadeia com espaço de estados igual ao domínio de a(g) (o conjunto .4). Esta

densidade dev'e ser tal que na ({ + 1)-ésíma iteração do algoritmo possamos gerar ;ê

a partir de ç(.lê(:) = ê), VP € .A. Além disso, quanto mais próxima ç(êlp(:) - ê)

estiver de z(ê), mais eficiente será o algoritmo, ou seja, ç(.lg(:)) faz um papel mais

ou menos semelhante à função "importance sampling" citada na subseção 2.4.1.

Assim: em cada iteração do algoritmo de hletropolis-Hastings amostramos ê de

ç(-l0W) e tomamos

l ê(í), com probabilidade 1 -- a(Õlg({)).
(6.0 1)

Na prática, o algoritmo de bl-H (Nletropolis-Hastings) pode ser implementado

da seguinte maneira:

Passo 0: Escolher um ponto inicial ê(o) = (Oio), Olho), . . . , Olho))r e fazer { = 0.

Passo 1: Gerar um ponto ê = (Õi, . . . , Õ,)r da densidade de transição auxiliar

ç(-lgU) e gerar t/ de uma L'(0, 1).

Se L' < a(êlên)) + gu+u - õ. caso contrário, P(''''t) = 00}

0(à+i) - .l ê' com probabilidade c!(ÕIP({)) = min

Passo 2: Fazer a(êlp(i)) = min

«'(.ê)ç(pmlê) . .

«'(gW)ç(,êlgw)' '

«-(ê)ç(pWlê) . .

«'(p'ü)ç(.êlêu)' '

Passo 3: }'fizer í í-F l e voltar ao passo l

r") I'b q orar'n rnnç=
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1. ci(êlên)) é a probabilidade de aceitar o valor Õ na ({ t l)-ésima iteração do

algoritmo de \l-H.

2 E bem simples ver que o algoritmo de l\'l-H acima define uma cadeia de \larkov

com núcleo de transição (ou probabilidade de transição no caso discreto) do

estado e. na {-ésima iteração para o estado êó na ({ + 1)-ésima iteração dada

por

.'«l.~ êólê.)a(êólê.), seêb#g.,Vg.,ê.c.4cm
P\!'ig'' 1 1 -- Ea#o. q(glÉ.)a(plg.), se ê.. = êõ

",

3 Usando o núcleo de transição p(pólo.) acima, é simples também verificar que

a'(g) satisfaz a condição de reversibilidade a-(0.,)p(gólg.) = n-(0ó)p(g.Igó),

VP., gb): o que implica que n(g) é uma distribuição estacionária da cadeia

definida por esse núcleo (ou seja, o algoritmo proposto induz uma CNI com

distribuição estacionária igual a a-( e)).

4.

5

Não é necessário conhecer a constante de normalização da distribuição alvo

a(0), jú que ela se cancela na expressão entre chaves dada em (6.0.1).

1. Nesse caso, o valor ê gerado na (á + l)-ésima iteração pela densidade de

transição auxiliar ç(-lg«)) é aceito com probabilidade a(élg(:)) = 1 (isso quer

dizer que se a densidade auxiliar coincide coill a densidade al'ç'o aceitamos o

candidato ê com probabilidade l)

Se «-(êb) = q(êólê.), 'dêó, g., então ü(êólê.) = min
«-(gó)q(ê.lgõ) .

«'(P.)q(êólg.)' '

6. Xo caso particular ein que qlêóiê.:) = q(ê.lpó). V'ê., êó. caímos no algoritino

de xletropolis(Xletropolis et al.. 10531 e nesse caso algólp.) - min {fl-gi.l}
(e l)oitallto alêlê'')) - min {:itllib. il).

T. Xo ouso particular eill que qlêó P..) não é função de e., b'é?«.é?ó. lq(PóiP.l
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h(êó)), caímos no algoritmo denominado "lndependence Chain hletropolis-

Hastings" (Tierney, 1994) e nesse caso

r «'(p.) h(ê.) . 'l
«U.lê.) - :«i- l.;:tmiín' :JI

(portanto, na ({ + 1)ésima iteração a(Õl#w} = min l;llÊlib1liÍlll!, tl).
No caso particular em que a'(ê) pode ser escrita como a(ê) oc Ç'(ê).h(ê), onde

h(ê) é uma densidade que pode ser facilmente amostrada e @(ê) é uma função

uniformemente limitada, então tomando-se a função de transição q(êül g.) =

h(gõ), Vê., êó, então

(e portanto na ({ + 1)-ésima iteração a(ÕlpH)) - min {i#gb, l} (ver Chib e

Greenberg, 1995)).

«u te.) - «:« Iflu vm ''üJ; :l - «:-

8

9. Outras escolhas para a função de transição auxiliar q são descritas em Chib e

Greenberg (1995).

10. Quando o espaço (amostrar) é contínuo e n-(P) é unimodal com caudas não

muito pesadas, uma escolha conveniente de ç(-lêo)) é a distribuição Normal

(pela simetria e pela simplicidade para gerar amostras).

e Assim, quando ç(élê(')) é -X'(êlp('), E) (onde ,'\;(Õle(:):Ê) significa que

ê -- .'v'(êH). Ê)), temos que

ç(êlp'q - -;;:t:'*PI 5(ê ' êW)"Ê(ê - P''UI

e portanto

ç(ê'olê) l;blÉ':'*pl $Q'n- ê)"É':Q'o- Ó)l
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onde ê é gerado de ç(.IPU)) que é .Vjg(:),É) e temos o algoritmo de

Nletropolis.

Quando ç(êlpW) é V(êlê. S) então ç(pWlê) é À'lgWlê: S) e
ç(êip'a) 'xpl-$(ê-ê)"$':(ê-ê)}
àl.êiÜ êi expt-à(g':'-ê "81êW-ê)}'

onde ê é gerado de V(ê, $ ). Nesse caso temos o algoritmo "lndepen-

dence h/letropolis-Hastings"

Uma possível escolha para ê é a moda de n-(ê) (que pode ser obtida por

algum método de otimização como o BFGS (Gill et a1., 1981) ou o algo-

ritmo ENi[). Uma possíve] esco]ha para Ê é -- lõ2 log7z (e)I'i ca]cu]ada
no ponto e.

No caso em que ç(élêo)) é JV(õlp«), E(:)) então ç(go)lê) é W(e(:)lê Ê)

(ou seja. ç(g0:)IÕ) é À'(e(:)lõ; Ê))l nesse cmo, cl(f?*l0(:)) = min =Ú©..
«-(@H) ' '

e

ç(êlp(:)) E;(:)jexpÍ--i(Õ -- g(:))TE(:) :(Õ -- gU))}

àtéÜjêl IÊj-:exp{ W-.ê)"gl''(ên-ê)} '
onde ê é gerado de q( lg(:)) que é 7V(gU), = O)).

Uma possível escolha para E ({) e Ê é calcular l--eliiã51ãi.Í)l- nos ponto

0(i) e Õ, respectivamente.

QuaiJdo as caudas de a-lê) forem "pesadas" outra alternativa conveniente

para q( P(:)) é a distribuição t-Student.

1 1 Pala a eficiência do algoiitnlo de Xl-H é importante escolher bem os parâmetros

de dispersão da distribuição de transição auxiliar q(- P':)). Xo caso do algo-

ritiilo de }letropolis. Roberts et al. j10961 mostiarail} que se ;(pl e q(.lpt'))

são normais univariadas com parâmetros de disl)ersão E e E. respectiva-

nieilte. então: E = 12.{)2E é a escola)a -ótinia". ou seja. que i)minimiza a
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auto-correlação de primeira ordem da cadeia, e que consequentemente leva

a uma taxa de aceitação de aproximadamente 44% (no caso multa'ç'afiado os

autores mostraram que essa escolha leva a uma taxa de aceitação de aprox-

imadamente 23% para p > 5). Baseados nesse resultado, Gelman et al.

(1997) sugerem que no caso não Normal iniciemos o processo usando E =

de iterações atualizemos É da seguinte forma: E = cE, onde E é a matriz de

covariância à posteriori obtida a partir dos dados simulados e c é uma cons-

tante a ser ajustada de tal modo que a taxa de aceitação da cadeia CE(êlg(:))

seja de aproximadamente 44% no caso unidimensional e 23% no caso multidi-

mensiona!.

, onde ê é a moda de n'(ê), e após um certo número(2, 4y e-3;1Pi.-õ
l

12. Nos casos mais complexos, escolher a densidade auxiliar de transição como

uma mistura de normais (ou t's) pode ser uma solução (por exemplo, se n-(ê)

é multimodal).

13. Para melhorar a estabilidade do algoritmo é melhor trabalhar com a escala

logarítmica e ao invés de 1?1( Õ)Ç(ê('.) l Õ)~ calculamos
'' «-(êW)ç(êlpn)

expllnja-(ê)q(p(:) lõ)l -- Injn(g(:))q(éiê(:))l}.

O algoritmo original de Gibbs

Seja n(P), g C A C IR': a distribuição de interesse (por exemplo. a posteriori) e

suponhamos que amostrar dessa distribuição é extremamente complicado. idas que

as distribuições condicionais completa n'10il0t-o), i = 1. . . . :p (ou n(0:l0i-.). Z)'b;).

no caso en] (lue =(ê) é tuna distribuição à posteriori). são distribuições totalmente
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conhecidas e podem ser ''facilmente" amestradas por algum método, então, nesse

caso, o algoritmo de Gibbs é uma alternati''-'a. A idéia de gerar dados das dis-

tribuições condicionais completas foi discutida pela primeira vez por Gemas e Ge-

mas (1984).

O Algorimo de Gibbs na sua forma mais simples é descrito a seguir.

Passo 0: Escolha um valor inicial 0(') = (é?io), . . . , al,o))r e faça í = 0 (onde í é o

contador das iterações)l

Passo 1: obtenha um novo valor ê(í+i) a partir de ê(í) da seguinte maneira

e gere 0Í:+t) de n-(f?i i02:), Oii), 0S{), . . . , 0H)),

© gere 0Sí+i) de n-(02lé?ii+]), Oii), Oli), . . . , 0H)),

e gere 0Si+l) de a-(03l0ii+l), Ob':+i), Olii), . . . , 0(z)),

© gere O#+]) de a-(0pl0ii+i), 0(i+]), Olii+l), , oiZ:') ,

Passo 2: faça í { + l e volte ao passo l (até a convergência)

Observações

1. 0 penso l constitui um ciclo ou uma iteração do algoritmo de Gibbs

2. As cotnponentes 0i podem ser escolares ou vetores

3. n-(P.lO(-:)) pode ser uma distribuição desconhecida mas de'ç'e ser facilmente

antostrada (por exemplo: pelo algoritino de rejeição adaptativo (Gilks: 10051.

pelo algoritmo de Xl-H: ou por qualquer outro método).

4. O algoiitn]o original de Gibbs descrito acii]]a define urna CXI cona núcleo de

transição (ou probabilidade de transição) do estado P(') para o estado g('' i)

317



dado por

p(Po'nlêw) «(ol:''' loÍ u,aE.:).

No caso particular de espaço de estados discreto e p = 2, escolhida uma ordem

para o movimento, por exemplo atualizar primeiro a primeira componente Ot,

depois a segunda componente 02, é fácil ver que

!;

pIPo-'n d)rlêu =(a,b)rl = pl(a,b) --»(c,Z,) --,(c,d)l

d)i(c,b)l.PI(c,Z,)l(',b)l-P(O$:''U lal:'''n(aÍ:+o O$Ü

5 Embora o núcleo de transição p(.1 ) acima geralmente não satisfaz a condição

de reversibilidade, ele define uma cadeia que tem a'(p) como uma distribuição

estacionária. Sem perda de generalidade, mostramos esse fato apenas para o

caso p = 2:

T)om r.n qt r n pã n -

p(@ n+:)lê (i))a- (ê(:))dgU)

.Á- 'Á: a'(02:+:)10::+:))a'(a::+ :)l é):'))n'(Ol:), aá{))dp i:)dpl:)
: «'(OS' ''nlOÍ:'''n) /. «-(Oo'' Ipso),-(O$o)dolo

: z(Oá:''UIOÍ''''n) /l «(0Í:'''U, 0Sa)dOlO '' Ul0Í:-' n)«'(al:'''0)

; «(oÍ''' n,al:'u) (@o+n)

0

}

}

6. Existe na literatura, vários algoritmos que são variações do algoritmo de Gibbs

I'ç-er Chen, 2000, Carlin e Louis, 2000, e Robert e Casella: 1999).

2.4.3 0 algoritmo de Gibbs em Blocos ("Grouped Gibbs)

Quando o algoiitmo original de Gibbs converge lentamente de'lido as fortes cor

relações entre os parâmetros do modelo ou devido as autocorrelações entre as it-
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erações do algoritmo para cada parâmetro, pode-se tomar certas medidas para mel-

horar o desempenllo desse algoritmo como, por exemplo: reparametrizar o modelo

ou usar variáveis auxiliares, como também utilizar variações do algoritmo original

como, por exemplo, os métodos "grouped Gibbs" (Liu, 1994, e Roberts e Sahu,

1997), ''collapsed Gibbs" (Liu, 1994) e "covariance-adjusted NICXIC" (Liu et al.,

1994), dentre outros.

No algoritmo original de Gibbs, amostramos cada componente 01 (do 'ç'etor de

parâmetros e), de sua respectiva distribuição condicional completa. No "Gibbs em

blocos" particionamos as componentes de P em grupos (de um ou mais compo-

nentes)l e os grupos que tiverem mais de uma componente são amostrados conjun-

tamente (de suas respectivas distribuições condicionais completas conjuntas) . Se-

gundo Chen (2000), o procedimento de amostrar em blocos traz benefícios e segundo

Gemermann (1996), quando amostramos os parâmetros conjuntamente deixa-se de

fazer a cadeia percorrer ao longo dos eixos para fezê-la percorrer trajetórias ditadas

pela distribuição condicional completa do bloco. Segundo Roberts e Sahu (1997),

nem sempre o uso de blocos traz benefícios e eles mostram alguns exemplos em que

o uso desse método é ruim. A seguir ilustramos o método por meio de um exemplo.

Seja ê = (0i,02,03,04,Os,0õ)r e a distribuição alvo n-(P) = p(glZ).b;) (onde

p(êlD.,b:) é a posteriori de ê) e suponha que sabemos amostrar (ai,é?2, 03) conjun-

tamente de T(01, 02, 03104. Os, 06, Z).b.) como também(04, Os) de n(04, 0sl01, 02, 03, 06,

D.t,.) e é?c de n'(a6lé?i , 02, 03, 04, f?5: z).b;l: '':tão teríamos o seguinte algoritmo:

Passo 0: escolha g(o) = 1010), 0SO).f?io). Oio).01o) f?ÊO))r e faça i= 0.

Passo 1: gere(OI':'l). f?h-tl). f?litl)) de n-(01 : é?2. é?,lol{). é?i:). OI'). D.b:)

Passo 2: gere(é)\:+l).é?í'-bl)) de lO .f?S é?r'+i).PÊ-+ll.f?í'+i).f?l'). D b;/

Passo 3: gel'e é?l;'+il de a-(f?õl0l'+il'. 0('+i). f?t'+i). Oi'ti). Oli''il. Pí'+i}. t).b;l0('ti). Oi''i:. Pí,+i)
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Penso 4: faça ã = { + 1 e volte ao passo 1, até a con'ç'ergência

Observação: E fácil ver que a CXI induzida pelo algoritmo de Gibbs em blocos

tem a(g) como distribuição invariante. A demonstração paJ'a o caso particular em

que ê = (01, 02, 03)T, onde primeiramente (01, 02) é amostrado de a(al, 02103, -D.b') e

depois 03 é amostrado de a-(a3l#i , 02, l).b:) é dado abaixo:

demonstraçãol

O núcleo de transição de 0(á) para p(i+i) é dado por

p(êo+ulPw)(oÍ:''u, ol:-'- lobo, n..;)"(oá"'DIAS:''n, oo--n, o.»:)

Nesse caso,

r/l p(po+DlpH)a(ênl-D.b:)dpH

; l l l ,«(0T-'n,0g*-U\0ÇI),D.b:)«Ç0l?''y\0V*'l Olj'-n.D.b:)
0í ./ 02 ./e 3

. z(aÍO , 0$0 , Oá0 l .D..: ) (laia dois dOá0

; a-(Oii+i) l0:á+i) , O$í'ri) , .D.b;) [ a'(Olã+l) , O$i+t) l0SÍ) , D.b:)a-(03{) iZ).b;)d03

; n-(Oii+i) la:Í+i), O$í+t), .D.b:) [ n'(aii+í), oâi+i), 0Si) IZ.)..;)d03u3

«-(Ol:'''U lol:+n , 00-' U , D.t,;)«'(0Í:''0 , Oi:'''U 1.0..;) = 'r(0Í:''n , Oo+n , oá:'' 0 l D.b:)

a' (êP''nlD.b:) .

3

2.4.4 0 algoritmo "Collapsed Gibbs''

O algoritmo "collapsed Gibbs" foi proposto por Liu (1994) com o objetivo de acelera

a convergência e o ''uiixing" do amostrador de Gibbs. Este método é uma variação

do algoritmo original de Gibbs e para ilustrar como ele funciona usamos o seguinte

exemplo:

Seja ê = (Ol: 02: 03)r e a distribuição alvo a'lg) - ='lêiZ).b,) (a posteriori de g)-
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Se, por exelTlplo: pudermos eliminar por integração a componente f?3 de

n-(é?l,02. a3 IZ).b;) (ou seja, obter a marginal à posteriori a'(é?l,02lD.b;)), então os

passos do algoritnio são os seguintes:

Passo 0: faça { = 0: escolha ê(o) = (Oi'), 0SO))r

Penso 1: gerar (é?l:' n, 0::+:)) de a-(01, 02lD.b;);

Passo 2: gerar Oi:+l) de K(03l0Í{ ),é?Sita), z).b:)l

Passo 3: fazer i { + l e voltar para o passo l

No caso eln que não sabemos amostrar diretamente (01 , ae) simultaneamente,

podemos usar uma versão desse algoritmo denominada "modiíied collapsed Gibbs

sampler" e, nesse caso, no passo l podemos usar um mini-Gibbs para amostrar

(0Í:+i), 0Si+l)) de n-(01 , 02 lz).b;) , Liu, 1994, menciona que nesse caso a cadeia induzida

pelo mini-Gibbs deve convergir antes de prosseguir para o passo 2 e o algoritmo seria

o seguinte, em cada iteração:

Passo 1: gerar (01, ae) de n'(01 , o2lz).b:) da seguinte maneira

e gerar 02 de n-(a2l01, D.b:),

e gerar 02 de n-(al l02, l).,b,)l

Passo 2: gerar Os de a-(03101 , 02, D.b;)

Xlais precisamente: teríamos os seguintes passos

Pulo 0: faça z = 0. faça j = 0 e escolha 0(o)

Passo 1: gere (é?ll=1. í?b';l.lil da seguinte maneira

e gei'e é?l'.;,li de a-102lf?Í.l . D.':).
e gere 01..:if de a-lí?, lf?ll=i. Z).b:):
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Passo 2: faça .j = .j+ 1, se .j < .V volte ao passo l (onde .'V é fixado e suficientemente

grande);

Passo 3: gere O$:+i) de z(0*l0ÍllÇI). é?âíl.i))t

Passo 5: fazer { á + l e volte ao passo 1, até a convergência

Observações

1. 0 algoritmo "collapsed Gibbs" induz uma CNI onde n'(,@) é uma distribuição

invariante (ou estacionária). E} muito simples demonstrar isso no exemplo

acima

d c'wB anel-papa'\

Temos nesse caso que o núcleo de transição p(ê(:+i)Ig({)) do estado êO) para

o estado P({+i) é dado por

p(P({+i)l 0(i)) :: r(OlÍ+l) O$í'PI)ID b )a'(a3{+i)l0lí+l), oáíti), .D.b;)

e portanto

1,:1:.1.,«u"*' ' \ .'' n«. ,-:' \"... )« .':'

4,- .L'.L, «@l:'' ué?$:'''nlo.»J«@á:'''nlol:'' o , oá:' :' , n..J
.Z(0l0 , 0b0 , 0i0 l l).b;)dOÍOdOSOdOi4

- «(ol:'''ool:'''n in..:),-(oi''''n lpl:''n , oo-''n , n..;)

'":). oo-'-n. oá'"oio..;) = ,'(g"olD..;)

2. O algoritmo modificado também induz unia CXI com uma distribuição esta-

cionária igual a n-l êl. a demonstração desse fato para o mesmo exemplo acima

segue abaixo.
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Demonstração: Seja

P(g([+i) le(i)) = n-(Olitl) 0g): Z).b;)n-(é?bits)l0::ti), Z)..,)a-(0({+i)l0:t+i), Obl+i). D..:)

o núcleo de transição de ê({) para êo+l). Então:

p( ê(:+i)lêo))n-(gu) ID..,)dên)

lo:le,le PlgH''n \li(Ü )vl.gH \O.b;)dOV) 0q) 0

C,-.L:.L "(ol:'' lobo, o..;)"(oS:'''ulol:'' :', n..;)"(oi:':uloÍ:' p*n, n..;)
n-(aÍa , 0b0 , 0i0 l Z).t,: )d0l0ú0liadOi0

«-(Ol:'' n l0$0 , D..:)a'(0b:+nl0Í:' U, D..;)a-(0S:' nl0Í:'''U , 00-'-n , D..;)

.n- (0i0 , 0$0ln..: )dal0da50

7r(0Í;+n 10,:), D..:)n(05:+i) 10::+ i), D..: )n(Oi:+i) l0li+i), OliÍ+i), Z)..;)n(Ol:) l D.b;)d0l:)

: «-(aá'tU l0l'p: ) ,O$'+U ,z).b;)«-(o$+'D l0Í"U ,D.b:)/l «-(Ol"U lobo ,D.b;)«-(0S0 l 0..;)d0$Ü

: n'(oá:+ l0Ü' n, Oo' U, D.b;)«-(O$:'''') 10l:+n, D..;) /l «-(Ol:'''n, 0$0 ID.b;)d0$Ü

: «(oS:''uloÍ:' n, ao-'-n, o..;)«-(oi:''mal:'' o, n..;)«(oÍ:'''nlo.»;)

: «'(é?l:''U, 0Ü-'-D, oS:'''nlo..;) = «'(g0''Dl0.b:)

2

2

3. Segundo Liu (1994), uma vantagem de eliminar componentes por integração

( "collapsed down componente") é que em geral as auto-correlações entre as

iterações são reduzidas. No exemplo acima vemos que Oi:+i) depende de Ol:+i)

e a$ftt) mas Oi'+i) e 02í+i) não dependem de Oi')

4 Segundo Chen(2000): e de acordo com Liu(19941. o collapsed Gibbs "funciona

nielllor'' (iue o "giouped Gibbs' : enquanto que o ''grouped: é nleliior que o

Gibbs original. Também espera-se que o "collapsed Gibbs: seja melhor do

(lue o "nlodified collapsed Gibbs" e (lue este por sua vez seja melhor do (iue

o Gibbs original. Poiéni. entre o "grouped" e o -nlodified collapsed Gibbs". é
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difícil dizer qual é o melhor e vai depender das correlações dentro dos grupos

(ou blocos) jse elas forem "altas" espera-se que o "grouped" funcione melhor).

2.4.5 0 algoritmo Híbrido de Metropolis-Hastings em Gibbs

Seja a'(p) a distribuição da qual queremos amostrar e suponhamos que nem todas as

distribuições condicionais completas, a'(0{ lO(-i)) , possam ser amostradas facilmente

(por exemplo, quando apenas os seus núcleos são conhecidos) . Em princípio podemos

utilizar qualquer um dos métodos de simulação estática descritos na seção 2.4.1

para amostrar dessas distribuições mais complicadas (de serem amestradas) e assim

completar o ciclo do amostrador de Gibbs. O problema entretanto é que esses

métodos são numericamente intensivos e, ao serem re-utilizados em cada uma dm

iterações do algoritmo principal de Gibbs, leva a um "custo" computacional muito

grande no final (sem contar o fato que em cada iteração do algoritmo de Gibbs

amostramos um grande número de observações para salvar apenas uma observação,

e também há o problema do "re-envelopamento" em cada iteração quando usamos

o método de rejeição ou o método "weighted bootstrap").

Uma solução elegante para amostrar das condicionais completas complicadas

(sendo ou não log-côncavas), especialmente quando o número dessas condicionais é

relativamente grande, é utilizar o algoritmo de Nletropolis-Hmtings (Xl-H). Nesse

caso, gerimos sub-cadeias de Xl-H dentro do ciclo amostrador de Gibbs. Por ex-

emplo. se a(é?,lO(-,)) é difícil de ser amostrado, então na ({ + 1)-ésima iteração do

algoritmo principal de Gibbs gerimos Oi'+i) de T(0, l0i'), . . . , é?l?., 0(\Li), . . . , 0(í-i))

por meio do algoritm de Àl-H (onde Oí:+') é o resultado da última iteração de xi-nl.

Esse procedin-tento é conhecido como '\letropolis-Hmti]]gs em Gibbs'' , ou tambén]

como 'passos de Xletropolis-Hastings" ou "Localized Xletlopobs-Hastings:

f)hcnrvn r'nne
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1 . Esse método híbrido é tal que a cadeia de Xlarkov induzida por ele tem n-(ê) (a

distribuição al'' 'o) como uma distribuição estacionária ou invariante (e portanto

para haver convergência da cadeia para essa distribuição é necessário que a

cadeia seja irredutível e aperiódica) .

2 O número de iterações T do sub-algoritino de Xl-H é arbitrário. Entretanto, a

escolha de um valor muito grande para T (digamos 10.000) é puro desperdício,

especialmente nas primeiras iterações do algoritmo principal de Gibbs, pois

estaríamos ainda longe da distribuição estacionária. Na prática é muito comum

usar T :: 1, entretanto, não existe uma recomendação de um valor de T

ideal. Intuiti'L-amente, concordamos que nas primeiras iterações do algoritmo

principal ("bum in period"), T deveria ser pequeno. mm à medida que o

número de iterações aumenta, T deveria também aumentar.

A seguir, por meio de um exemplo, apresentamos os passos do algoritmo de

Nletropolis-Hastings em Gibbs na sua forma mais simples (isto é, no caso em que o

número de iterações, 7', dos sub-algoritmos de b/l-H para cada iteração do algoritmo

principal de Gibbs é T = 1)

Seja n-(ê) = p(êlD.b;) a distribuição à posteriori de e = (é?t,02,03,04)r, onde

«-(h l02, OS, 04, D.b;): «-(02l0i, a3, 04, l).,b,) e «-(04l#l, 02, 03, Z).b;) podem ser amostra-

das facilmente, mas n-(a3l0i, 02, 04, .D.t,;) é difícil de ser amostrado. Então temos os

seguintes passos:

Passo 0: Escolher um vetou inicial g(o) = 1010) oâo)

Passo 1: gerar ê('ti) - lai'+i). 0Ü+l). On-l).Ol:+i)) da seguinte forma:

. PT'' ') - x(Í?i PI'}.OI'). é?\0. D..;).

8 gerar 0.I'+i) ,. =-(f?2lé?l'-ri) . f?,::'. Oí'). /).b;).

e gerar Oli'+j ) - =-(P3lf?l'' i). f?(:+i}. é?í'). Z).b:l da seguinte forma:
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sub-passo 1: gere o candidato 0;''''' de ç(-l0:'''', 02'''', é?li'', Oli'') e gere

.'b'(0, 1) ,

sub-passo 2: faça a(0;':''' lO.:)) =

sub-passo 3: se U < a(0;(i+i)l0lií)) então faça oái+i) . 0;(í+i) caso contrário

faça 0S''PD - an

«.(o;o'''nloÍ:''o, oo+n, olü: n.»:).ç(oSO loÍ:'''n, oo+n. o*o-'-n, oSO) .t

«(ololoo-'-o, 00'''U, 0S0, o.b,).g(o;':'''nlo0'-n, 00' D, oá0, 0S0) ' '.Í

. gera 0S:':U - «(0.l0Í:''n, aO*n, aO'-O, .O..:);

Passo 2: faça í = { + 1 e volte ao passo l

Observações

1. Se q(é);({'FI)l0Í +i) O$i+i) oâ{), 0S{)) = q(0:{)l0lÍ+i) oái+l), 0*(i+i) Oli)), temos o al-

goritmo de Nletropolis.

2. Se q(01({+i)l01 +i) oáí+i) O${), oá{)) não depende de Olí+i), O$Í+i), páá) e 0*!): temos

o algoritmo "lndependence Nl-H"

3. Se a(0sl0i, 02, 04) puder ser escrita como o produto @(03l0i, 02. 04).h(03lai, 02,

a4): então

2.4.6 Diagnósticos de Convergência

a(é);h+i)loá{)) = min Tti:llÍr:li;r:li19l'; :l

Conceitualinente dizetnos que um algoritmo \lCNIC converge no tempo To quando os

dados gerados após ro podem ser considerados ''com segurança" colho uma amostra

da distribuição alvo e portanto os dados simulados antes de ro (no período pré-

conç'ergência. ou "bum-in period' ) não devem fazer parte nas inferências
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Essa definição: embora não seja ]lluito precisa (pois o termo "com segurança"

não está bem definido) serve como um guia. Na prática, gostaríamos de saber

não somente se o algoritmo converge, mm o valor de To e também o número de

iterações que de'ç'em ser consideradas após esse tempo To para que a amostra seja

representativa.

Na literatura existelll vários métodos para diagnosticar possíveis falhas na con-

vergência dos algoritmos NIChlC e nessa subseção apresentamos alguns deles. Entre-.

tanto, é importante ressaltar que não existe método que possa "provar" convergência

(pelo simples fato de que são utilizadas apenas um número finito de observações

simuladas) . Por esse motivo, vários autores recomendam que seja utilizada uma

combinação de várias técnicas de diagnóstico para analisar um mesmo problema.

Desse modo espera-se ter um "certo grau de confiança" na análise da convergência.

Entretanto, é importante ter em mente que mesmo utilizando um grande número de

técnicas de diagnóstico, não podemos afirmar com certeza que os dados simulados

são representativos da distribuição que queremos amostrar.

A seguir consideramos alguns aspectos ligados aos problemas de simulação ite-

rativo.

NÜXIERO DE CADEIASGERADAS

Uin dos tópicos de grande debate é se é melhor analisar uma única cadeia \lCXIC

ou elatão múltiplas cadeias partindo-se de pontos iniciais distintos no espaço para-

nlétrico.

Unia única cadeia pode aparentemente exibir unl conlpol'tanlento aceitável. En-

tretanto. ela pode estar "confinada' a apenas unia certa legião do espaço paranlé-

trico. por exemplo en] torllo de unl nláxinao local je nesse caso a amostra final não

seria repl'eselltativa da distribuição al'to: já (lue a cadeia irão "varreu" ou explorou

327



todo o domínio dessa distribuição).

Para não correr esse risco, podemos considerar o uso de múltiplas cadeias partin-

do-se de pontos iniciais bem dispersos no espaço paramétrico. Esse procedimento,

embora tenha um melhor poder exploratório, depende totalmente da escolha dos

valores iniciais (ou seja, da habilidade em escolher esses pontos "bem dispersos").

Outro problema é que o número de simulações descartadas (referente ao período

"bum-in") é multiplicado pelo número de cadeias, o que pode ser um grande des-

perdício.

ESCOLHA DOSE/ALORESINiCIAIS

Para a escolha dos valores iniciais, Carlin e Louis (2000) recomendam fazer uma

grade de pontos na região do espaço paramétrico (centrado por exemplo na média da

priori e cobrindo mais ou menos três desvios-padrão a partir dessa média) e depois

tomar sistematicamente todo ponto da grade como um valor inicial. Gelman et al.

(1997) recomendam um procedimento aleatório para a escolha dos valores iniciais

partindo do pressuposto de que a distribuição alvo é multimodal. O procedimento

é o seguinte:

e Achar as modas da posteriori(por exemplo pelo algoritmo EXI ou algum outro

procedimento de otimização numérica) l

e Aproximar a posteriori por uma mistura de k Normais multivariadm .'VIPiêl ,i'ê:)

í = 1, . . . . k, onde k é o número de moda encontradas no passo anterior, ê{

mistura de t's inuitivariadas cohl quatro õnaus de Tit;erdade, t,l éz,. E .). onde

L' = J. #, = Õ, e E. = \'0.

Os pesos u', de cada distribuição são dados por u'- ' q(ê.ID.ó.). tp,iÕ. onde

é a í-ésinia moda e L'0. = -- a log p(êl0.ó. )

aPÕe' o-o.
Ou então por uma

l
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g(êil Z).ó.) é a posteriori não normalizada calculada no ponto ê.

e Amostrar 1000 valores da distribuição de mistura e depois fazer uma re-

amostragem ponderada ("n'eighted bootstrap") para "filtrar" unia amostra

por exemplo de dez pontos: que serão usados como pontos iniciais do processo

iterati'ç'o (ver página 312 de Gelman et a1., 1997).

N-lONITORAXIENTO DA CON\'ERGÊNCIA

Os diagnósticos podem ser qualitativos ou quantitativos. Os qualitativos utilizam

dispositivos gráficos para descrever os dados simulados e os quantitativos fornecem

medidas resumo desses dados. Essas técnicas podem ser univariadas ou multivari-

adas. As univariadas descrevem cada parâmetro individualmente e as multivariadas,

a posteriori conjunta. A maioria das técnicas de diagnóstico exploram a ideia de

viés (ou "distância" entre a quantidade de interesse numa particular iteração e seu

verdadeiro valor) outras exploram a idéia de variância (ou precisão das estimativas).

(a)hIÉT000S QUANTITATIVOS

1.;m dos diagnósticos mais conhecidos é a medida de Gelman e Rubis (1992), que

descrevemos a seguir.

Medida de Gelman e Rubin (1992)

A idéia desse método é utilizar m cadeias paralelas (in ? 2) partindo de pontos

ilaiciais bem dispersos dentro do espaço paramétrico. e pala cada quantidade de

interesse ü,'. comparar a variabilidade ':entre" m cadeias cona a variabilidade "dentro

das cadeias. calculadas co]]] base nas últimas ll = T-- ro iterações aonde 7' é o número

tntnl dp itf: l nf Apç \
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Segundo Gelman et a1. (1997), essa medida foi originalmente calculada como

n-vi n;' «-."'-ixq."-«=Lxw,-a:,
onde q = ;;L EZ:: (V':r-@ j):, 8 , = Ji E=::i pí, , e Ç= : E:Zt ç'.ó.., = ;h EZ:: E;-i -'':,

ou seja, }r é a média das m variâncias dentro das cadeias e { é a variância entre u

média das m cadeias paralelas ( v.R é conhecido como " Potential Scale Reduction

Factors(PSRF)" )

Interpretação: No caso em que há convergência, espera-se que a variabilidade entre

as cadeias seja pequena quando comparada com a variabilidade total (e portanto

pequena quando comparada com a variabilidade dentro) e nesse caso .R deve estar

próximo de l (ou então que o quantia 0.975 da distribuição amostral é $ 1.2).

T im it c.nãos Hn matado'

(a) O sucesso desse método depende totalmente da habilidade do usuário em en-

contrar valores iniciais bem espalhados no domínio da distribuição à posteriori

(sem o conhecimento da mesma);

(b) É uma técnica univariada.

Observação 1: 0 programa BOA ("Bayesian Output Analysis")(Smith, 2003)

calcula a medida acima (PSRF) fazendo a correção proposta por Brooks e Gelman

j1998), dada pela seguinte fórmula

r rz -t l .B m -t l\ ay + 3
\. n nT}' m 7aFtl

onde ay é o número de graus de liberdade de uma densidade f que aproxima a

distribuição à posteriori. (Esta medida é também conllecida como -Corlected Scale

Reduction Factor (CSRF)"I. O programa calcula tam})énl a mediana e o quantia

0.973 da distribuição amostrcal para CSRF
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O programa BOA calcula também uma medida denominada " Nlultivariate Pc-

tential Scale Reduction Factor (NIPSRF)" , proposta por Brooks e Gelman(1998),

que é uma extensão nlulti'ç'afiada da medida PSRF

Observação 2 0s diagnósticos de Raftery e Leais (1992), Geweke (1992) e Heidel-

berg e VÇ'elch (19831 são implementados pelo programa BOA.

(b)NIÉTODOS GRÁFICOS

Os diagnósticos mais comuns consistem em cont.ruir, para cada parâmetro, os

seguintes gráficos:

+ Gráfico da série temporal (seqüência simulada)

e Gráfico da densidade (ou do núcleo da densidade) estimada.

No caso em que a densidade condicional completa da componente 0i é con-

hecida, a densidade estimada de 0i à posteriori é dada por

i-(0:l0-: . . . , 0:.:, 0:*:, . . . : 0,, D.b;)
. m T

;.(r 'n X,3;. "p:lol'', . . . ol!\, oll':, . . . ,oi'', z'..J,
onde m é o número de cadeias paralelas e T é o número total de iterações de

cada cadeia.

e Gráfico da função de autocorrelação amostrar

Observação: O pragranla BOA (Sinith. 20031 fornece também outras opções colho

e Graáfãco das niéclias móveis l ''running mean': l

e Gráfico (la iliedida de diagnóstico de Gelnlall e Rubiil
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B Gráfico da medida de Brooks e Gelman (que é uma extensão multivariada da

medida de Gelman e Rubin).

e Gráfico da medida de diagnóstico de Geweke.

GUIA PRATICO

Uma possível estratégia para diagnosticar faina na convergência dos algorítmos:

(1) Gerar m cadeias paralelas e simultaneamente uma cadeia mais longa (digamos

com 50000 iterações), onde 3 $ m $ 10.

(2) Para cada componente do vetor de parâmetros, fazer os seguintes gráficos:

ja) Série temporal usando cadeia mais longa.

jb) Autocorrelação usando a cadeia mais longa.

lc) Fazer o gráfico das médias móveis para cada par

(1) usando a cadeia mais longa ou

(2) usando as m cadeias paralelas

(i) plotando as m cadeias num mesmo sistema de coordendas ou

(ii) plotando todos os parâmetros num mesmo sistema de coord

nadas para cada cadeia.

(d) Fazer um gráfico com as m + l densidades estimadas (ou núcleos das

densidades estimadas) num mesmo sistema de coordenada.

(e) Fazer o gráfico com a uledida de Geiman e Rubis (que requer m ? 2

cadeias). Aumentar o número de simulações (iterações do algoritmo)

caso o gráfico não se estabilize em torno de l (ou o cluanti1 0. 973 $ 1, 2).

If) Fazei o gráfico de Gela'eke (implementado no programa BOA)

âmetroe

e-



(3) Fazer o gráfico com a iTledida multa'ç'criada de Brooks e Gelinan (que utiliza

M m cadeias e está implementado no programa BOAS.

(4) Avaliar as correlações cruzadas entre os parâmetros

Observação sobre o período pré-convergência:

Os autores Gelman et al. (1997) recomendam descartar sempre a primeira

metade de cada seqüência, outros autores, apenas 1%. Uma outra alternativa é

utilizar por exemplo os dispositivos 2a a 2f para auxiliar nesta questão.
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qo,,;n ') K l
''''Y'AV «.v.'-

A seguir apresentamos os cálculos para a obtenção das distribuições condicionais

completas da posteriori p(Q, #, p, o:, a2l-o.b:) dada em(2.3.3).

. Fórmula (2.5.1)

«(«l.B, p, «3, .'', o..;) «: ."pl'ã© l-2.g«: E% - ~ - .gp)(x:

--(«, -- .D E% l «p l '$ k::# l

« .*-Í-i [
a2 -- 2cla] )

'' .ã l J
« «-l -{ l

«.*-{ il~' ("be'i)
-,« l-«'"çl':''«:''' @--Êlll

-P)

gP))

.8P)

.b'azendo

-n8a:(7-#) + n(a: + a')(V'-- JH) a
xl ' ali

na:(y -- .3X') + na:(y -- ..3pl a
i ' al

a expressão acima é proporcional a

«-l-11-:« ,.;11 * «-1 1.:

* .*.,{ dl- :l'}
:l:<J



OLI seja, e uma

l \

;) . «,« . «-««:- ': ' :,
e Fórmula (2.5.3)

«-(Hla,.#,a: .:, "..:, « .*-Í-it('':': * *«','"":t
)(nP' - 2nXP)

--2 ?a2
'.'" l \=i}:(}; - '-)(x: «,)

+ (al: + .-:) («P: 8:

.'/ll fl \

7).

ÕE:%
r ' , rj}

« .*-l-; [('.''': * * :,«.' :«*'''.: * *«:," *

)P + 2#a:n(y - a)H

t2.#'a:n(7 - p)p + (a: -F a')n#:p' -- 2n,{a= :)o(y+a - «,«)

Tl]
'': '*pl ill"b

2
r + Àa:) -- 2nÕ:a: + n8'(a: + a')

i)«'
-2«p lixos'«: ,Xa') - .õ.-:(y a) -- .8'a:T + (a: t a')(7 - «),8)

' : ';)]}
««-1

0'a').-l:+lEIN
J"'

(x'À.:
/

\

0«:(7 - a)+.B(a:+ .Da' )] }
« .*-l[(dH -)«: ,«('':'**":*'Ç: ''' * " :)] }ISI.-B

Portanto.

« ., . «... - .~ l":'*::=1.:.r';;.:'i* «:

. Fórmula (2.5.5)

(/.i.i. ":.a:. D.,b:) x --(/z. .i. a:. a'lD.b:J Z: :-(' É' J..-:.a: n..:)'i':
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aonde o integrando é olhado como função de p e a), onde

zi: «(", g, P, «:, «:l0...)d' " .L "PI'1ll(a'": + À.') E(X:
-2.Ja: )ll:(X - Q - .Jp)(X: - p) + (a: + a') >1:(X - a - Jp)' l / IXI

+Éf!:llfly + -i.e!:::;!!XI ldcl, onde IEI é dada em (2.3.3),

« .*-Í-; [('.''': * *.','".' '«:«, :'':Ê'* - .'«,'*: - «,

*'.:*«:,$i'*-'«,'l/ *'?ll
Á:«-l-ill«.:« É..*: ' .', l-' - '«,ll,

' : * 'F] }-«

«.*-{ i[('':.:**.'''«.: '«*«» :'«:' ««' «'~:'«'«',

+ (': + '''')(".8:P: - 2.8Pny) l

' l z: .«,l ll,«..«:* - «,« . «'.: * .',-:
-:««'' '«,'«:-':,)/;*É?l}

« «-l-; l«' l(«.''.: -'- "«'' - ,«.''«: * '.: * «:,«'l/ : * il
-,«l(«:.''.: '-*«:' .: ''«:::--'«''.:--«'ü/ : * ;lll
Á:«-l l:l";Fo*il
-,.( *à)]}«.
«l-i~' I'»;e .11 - «1'14i'& - êl
Á:«-l ll"''u;l'''-l.:

e
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:«[(-'**''q]*':' '')*ÊJ]t-.
Chamando

rz.Ào-2 + rzo-2 ~3e

lxl
nlX;,\a2 + rzJT7a2

l

*4;
isl

na:(a: 4- a:) t ISI

«ãixl
-n8a:X -+- ny(a: + a:)

lxl

+ --;
na'(À.V + ;3y)

e

rz/?azP + a (que é função de p),

temos que a expressão acima é igual a

.* { !t«:«-:«,]l.[«-t-;l'«'

-.*-{ i,.*«: :««}Â.*-{ ;[«' :«:*(:): (:)'j]-«
-.*-{ {'«' :««.}.«{:lÂ.«{ Ü(''-:)'l-«
"'*pl w": Bdl.:'plpl'

onde

D ali(-,«8a:X + ny(a: + a:)) t «ISI n.8a2a2

'ísilT"
Chamando

tXI : . F - -61-'
então temos que a expressão acilala é proporcional a

exp l :'4p2 -- 213pl } exp l 5ã IE' -- P/li'l

-.*-{ it««' :-~ '#l}
*.*-l-{ [.-«:-,«,. T-T~j}
-«,,l ill : p ç)ii
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Chamando

# B
G '

temos que

«@l.8, .:, «', 1'..J a .XP { 1l';P: :««:} « .*- {-i (« g)'},
" «'-, ' ««; «(;,i) , -'.

na'(À + I'l' 2:g' ( «'): «:

lsl
+ .

EI(Dali (a: + a') IEI)
na'(ÀX .gl') nOa:{ ,'": (y(a? .2\ 8a:T) + .IXl}+

Ellnali(a? + a') -F

xl Õ . Àa' 2\2

. Fórmula (2.5.6)
í I' 1 / n

L 'L\ Í-l.
«'(#la, p, a:, .:, O.-,:) x IXI't exp l.õ'.-: + À.'') >:(x: -- p)'

-- 2 .go-2 .é....d \ - z .g/z):).í-l

«3

lxl-? .*-l-it( -- 2z3o-::Í E(X - a)(-
\á-l

P)

E: (x: -p) ,ql«.3'/ -«D), H}{-1 «3

2 l
.3 . -- 2.;jo'2 \'= z..,

Í-}.
l a)(X. - #)

{-1

+2n..3'o-:p(X -- p) + n..3'/z:l a: q 2«JP#' 4(.: -- .nl

' : ' tF] }
* '-:'*H ]r''(*:::'-":PI'v2«--:P(X--P)+n/.:(a:-'-a') l\

Ísl ' .'{/
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,'(':":'*; «''*' ]*««'* .,'.:'":''&)]}
:* lxl-: "pl I'3'l.il«:E(x: -©: + 2-:p(x-d

*««:'.:* :, * :l ,'l,: :l$.*:«
tôpo-'(7 -- Q)l + ÓIXill l

. Fórmula (2.5.7)

«(":l", #, #, a', -0.-:) " IXI't(':)'k''u expl llõ'.: )l:(X:

,'«:Ê'"-« '«''*: «,*':É'"-«-.'«,:)/- *:J}
c( lxl {(o') k+:) expj'ã la:E:::(X - Q -- .i3x.): + 2al

. Fórmula (2.5.8)

«-(a:la, g, p, ajl, D.b;) x

1. z L lz'i o''JJIEl-t(a2)'(/+:) exp{ -- ã 1+ ggl \

lsl-{(":)'''':' "pl ' *àl(x: - #)'1 -'- 31 1
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qnpãn 9 qvvy'AV =.'.'

e Derivação da fórmula (2.8.2)

r. p(g, :lD.b;)da o( o:'' ''' :'(a:)'("+/+:) exp I'i li;} + :lÍ
* *'>u * 2'h':l l Ê «- l ,'l '«

onde

c.«l $.*-~
c '"p I'ã=' IEK - p«J: -- -: - .J-JI l '«
r" "PI'ãm l"' #'-P') -'-EW -.õ«J'lld.

c«-l â'*-'-:,:l«-{ ,*"l'«
-'"PI làlW ' ):ll/.XPI [' .gn]'ld«

''''"'l-íL; lxm . -J' -,'n'll («n;.
Portanto,

[ p(@, 1lz).b;)dc} c( a2 '7*"'u(a2)-("+/+4) exp l--S l;} + :{
**q+*'Çu*

Derivação da fórmula (2.8.3)

r.:f p(P, glZ).u;)dado x o: ' ''';)(o2)'("+/F') exp l

. Ei.J.à.:a - '*-l 11o'. -H'l '..,

e

onde

:«-l á..: ,'l-~
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E «- l-Ü E -? - :-« -. ««a l-«

c«-{ <:.«:-,«,}«-l
«-1-3#l«-lHIÊ«-l Ü'«'

«-i iá«; iin«-i-4'«-
.«:,;.*-i-iÊ'': -,:}

'«, * ,',}««

:,'} -«

Portanto,

2EL::(x: -
a

p(g, glZ).b;)dado o((a')(}+'+4)(o-')'("+/t{) exp l--5 l;} + :l{

+xL:m «r-'n?+Eiti"+ll
e Derivação da fórmula (2.8.4)

oo I'oo
p(g, glD.u:)dadpd.8

-- ad -- <n

-. l -:tL- l É% - ,.3-J:

oc(a:) ({+'+')(o-:)'("+/+{) exp

«'* .*,:)}'',

onde

L -- l-ú l$'* - '-:,'

Sejan] S\-}, = EZ;. y2 «y:. S- = E=::: :«? -- nl:. S} ; = E:::: }:a-. -- n77

Portanto. a últiilla integral é igual a

}'X2 :Xzit 32l'.r2 +2ny.37--n.:3272
í-: ] {:: ] {=].

n

}:(x - .J-:):
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"- l-â:l /:,.*- l ú:w'':, o;«,'l

«-l Cl-ü I': ,'bll«
-.*-{ b}.*-{,blÊ'*-{ +(,'-
«.*-{ ü('**-ã)}

#3.«1
e, portanto,

()(

.f .r p(g, gj-O.b;)da(i#d,3 x (a:)'({'''--{)
(o-2) '("+ f)
IS,:){

e Derivação da fórmula (2.8.5)

/l .[ ./] .[ p(ê, gl-D.b;)dadpd8da: o( !fi:ê:=5'í--- exp {'5 ]2g

--EILJ:Ç-!? -- en:l;h: Sal l .("('3)'';'''"#' '"' 1 )1 1 d.:,
onde

/l la2)'('têU+:) exp I'ãi;}(2a+ s-)l da'

/l (s2)'(:::!:%=;i+:) exp l ''! l2c -b s.,l l da:,

onde o integrando é o núcleo de uma Gama Invertida com parâmetros ':-F2'-i e

ZÉi:b!' e portanto a última integral é igual a

r (-#:') .. i
1(2d + S-)':qa ' 12d -- s,.I'êa

{:*J.*j:*J:, PU. :Çln..Jd-dP'': :" is.;){Ea -- s:,r:;::, '*P l ! ll
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EZ:::(x: -- :«:):+ +
a2

(SrrS::àuj}Àa2S:.

Derivação da fórmula (2.8.6)e

p(ê, glZ).b;)dg o(0 (S,,){(2d
. n+.2c-- ].

+ s,:) 2

exD
-{ IXL.(x: - :«:)' + !!J'i:l:-:& + 2g

a2 } -"',(a:) (n+.f)

onde

(o2)'("+f) exp l

li EZ;:(x: - «:): + :=-':' -- ,,1 ]l ..?
a2

\

! E::.lx:

*q;' * :,] l..:(«:) (n+.f-l+l)
u'{,l

F(n + / - l)

{ IEL:(-.*
/ X r a.

ln+/--l
+ ?''*=='';'' t 2gl

(x

lxL: :(-.*::)' -p !n=ii:=-g-: + 2gl +/-

E::: : (x: :): + !!:=1;Ê:=-gb + 2gl

Portanto.

P(g. glD.b;)dê
(S.:){(2d -b S:-/ ]clc )

\ w:f-

E:;;:lXt--::):+ e''*:=' '''' -F2g l

,1l
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Serão 4 4 Rv v:suv AB AB v

(a) O critério do Fator de Bares

Suponha que estamos interessados em comparar dois modelos: o modelo -l/i (com

vetar de parâmetros PÀ/: e priori n'(Pm:)) e o modelo À/2 jcom 'çetor de parâmetros

e.v, e priori a'(ê.v/:)) para o mesmo conjunto de dados }'

Então o Fator de Bayes (BF) para o modelo l versus o modelo 2 é dado por

"(w-ly)/T(À/, y] . !t(].llD
«-(-A/: )/«-(.l.r:) «-( y l-M2y

onde a'(}''lMi) = L a'(ylg.v.)n'(0,v/.)dO.LÍ.. { = 1,2, isto é, n-(ylÀfi) é a dis-

tribuição marginal de y sob o modelo ÀÃ (ou distribuição priori preditiva sob o

modelo .v.) e portanto n'( ylÃ/,) é essencialmente a constante de proporcionalidade

(ou de normalização) da posteriori sob o modelo l/i, isto é, n-(gl y, .V/í).

Interpretação: Valores altos de BFi2 favorecem o modelo l

Observação: Se a-(PÀf. ) ou a(0.V,) for imprópria, o fator de Bayes não está bem

definido pois envolve uma constante arbitrária (e portanto não é interpretável).

Além desse problema, essa medida tem sido criticada pois fere princípios bayesianos.

Jeffreys (1961) e Kass e Raftery (1995) sugerem as seguintes tabelas de referência

para o Fator de Bares (BFi2):

BF.2
1 < BF < 3.2
3.2 < BF < IO
10< BF < 100
BF > }00
i € BF';f3'
3< BF < 20
20< BF < 150
BF' > 150

Eç'idência a fa'ç'or do modelo ,l,/i
Fraca
Xloderada
Forte
Decisiva
}'Faca
\,!oderada
Forte
Xíuãto forte

Jeffrey

Kms e
Raftery
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Na literatura existem vários métodos para estimar essa razão de constantes de

proporcionalidade (''.'er Chen et al., 2000). Um método é estimar a ''.erossiinilhança

marginal de cada modelo P( yl.vl) e tomar o quociente.

Newton e Raftery (1994) propõe um método direto de estimar p( rl v:):

1 1 L;r l :

onde(gn), . . . , ê('3)) é uma amostra da posteriori p(gjV, ibí:) e/(ylp,ç/.) é a função

densidade das observ'ações. Esse método, embora altamente eficiente, pode ficar

instável, já que o denon-tinador pode ficar muito próximo de zero para algumas

parcelas dessa soma.

Um método relativamente fácil de ser implementado e também seguro é o método

proposto por Chib (1995) que se baseia também na verossimilhança marginal dos

modelos sendo comparados (isto é, se o objetivo é comparar dois mode]os À]'i e .b/2,

então o fator de Bayes BFt,2 é estimado por BFI,2 = Êlji:l:ill). Esse método é
usado somente no caso em que todas as distribuições condicionais completas são

conhecidas (isto é, no caso em que o algoritmo de Gibbs possa ser utilizado).

)»(yl.'l/,) =\'.
c' ÊI /( }'iehl)

l

Descrição do método de Chib

Pela regra de Bayes, temos que a posteriori p(êl y) = 111-]/ le ;)(ê) : e portanto

p( y) = !itll' P P(g) . Essa igualdade vale para todo ê, e em particular para um
o = e' qualquer Inesse método é usual tomar ê' como a moda ou a média da

posteriori para garantir estabilidade numérica). Portanto: pl y) - })IVIP P(êO

onde p( e'l },') deve ser estimado. jú que freqiientemente coi)l-lecenlos apelam o núcleo

da posteriori p(11 )1')

A seguir descrevemos o método para o caso particular eill que P é composto de

trêsb[ocos. P = (gt. P2. pa).easco]]dicionaisconipletas])(P3igi P2. }'l.p(P2lo]. f?s: y)



e p(pilê2, ,g3, y) são conhecidas explicitamente. Nesse caso, p(ê'l }')

p(êl;lêl, pl:, y).p(êl:lgl, }'').p(pll y) e devemos estimar apenm p(êl;iêl, y) e

p(play), já que p(g'lêl, êl!, y) é conhecido.

Para estimar p(gll r) podemos usar o estimador de Nlonte Carão P(êlly)

à E:::i p(êilp2ç) 0b), y), usando uma amostra(ê21), êSi), . . . , 0,C), êSC)) obtidapela

algoritmo de Gibbs quando amostramos da posteriori p(gi , g2, p31 y), onde pl = pi .

Para estimar p(êblêl: y), devemos notar primeiramente que

p(Pl1lPI, y) = [ p(,g]:, g3]ê], y)dga = [ p(ê]:]g{, ê3, y)p(OslP], y)dP3,

e portanto se pudermos gerar (Pli:), . . . , 0Sa)) de p(P3lêl , y), um estimador de ]vlonte

Carão de p(glilgl, y) é dado por

l '3

P(P;lPI, y) - Ê }:p(P;lêÍ, Pgn, y).

O problema então é como gerar essa amostra.

A seguir descrevemos o algoritmo de Gibbs para amostrar de p(ê3lpl , y).

Passo 1: dar um valor inicial ga 03o) e fazer { = 0,

Passo 2: gerar pl:+') de p(ê2lêl,g9), y) -p( 2lêl=pi,ê3=êâ, y),

gerar pÇ+:) dep(ê3lêq,ê2 ), y) =p(pslpi= 1,g,=ogt:), y),

Passo 3: fazer i i + l e voltar ao passo 2, até a con'ç'ergência

Finalmente. tendo obtido »(pl i y) e P(pl?l;Pl: y), temos que

Ê(}') p( ylg')p(g')
P(g'l r)

ou seja: log»( }') log P( }'le') -P log P(ê') log/}lê' y'). onde

log/)( g'i\'') logo(0lil0Í0l!. r) + loouPlé? l01 . }'') t log»l01 1 }'')
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(b) O critério do Pseudo Fator de Bayes -- formulação geral

Vimos que o Fatos de Bayes não está definido quando a priori é imprópria. Uma

medida alternati\a robusta nesse caso é o Pseudo Fatos de Bal'es, definido por

Geisser e Eddy (1979).

O Pseudo Fator de Bayes (PBF) para dois modelos competitivos .vl e JV/2 é

dehilido por
n /\,'ll," \ rTn r''iT)f''\(À/l)

----, -KÊãH -E:$,
onde CPOlm') = n-:(XIX-{)), que é a densidade de validação cruzada no modelo À/r,

Interpretação: Um valor alto de PBF na fórmula acima favorece o modelo ÀJi

(c) O critério "BIC" ("IBayesian Information Criterion" )

Esta é uma medida proposta por Schwarz (1978) que pode ser usada para comparar

modelos e que não depende de conhecimento à priori, mas apenas da verossimilhança.

O "BIC" do modelo À/í é definido por

BIC,v. = -21og lsup/(yiP) l tp:logo(.f.t/:(yl?:))+p:log"
x.Nti. ' }

onde êi é o ponto de máximo de .f.çr.( yip,), ou seja, ê{ é o estimados de máxima

verossilnilhança de Pi e pi log n é a penalidade (onde n é o tamanho da amostra e pí

é a dimensão do espaço paramétrico do modelo .v,:)

Interpretação: O modelo com o menor BIC é o "melhor"

Schwarz i107SI mostrou que para rl grande e sob certas condições. aBIC =

--21ogBF. ou seja. BF = expl--:àRlÇ}. onde BF é o Fatos de Bates e ABIC

BIC.v. -- BIC.v:. Ver tanlbénl Gelfand e Dela' j1994).
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