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Resumo

O objetivo principal desse estudo foi analisar os modelos de regressao linear
estrutural Normal e ¢-Student com erros nas varidveis, com mudanca abrupta em
um ou mais pardmetros apés o k-ésimo ponto desconhecido (ponto de mudanga) de
uma seqiiéncia finita de observagdes, utilizando métodos bayesianos de anslise de
dados.

A andlise inferencial envolveu o problema de detectar a existéncia de mudanca
nos parametros, estimar o ponto de mudanca k e os demais parametros, e também
fazer a anédlise preditiva.

O modelo Normal com erros de medida e sem pontos de mudanca, foi analisado
sob diferentes escolhas de distribuigdes & priori incluindo também prioris impréprias.

Foram demonstrados teoremas que estabelecem condigdes para a existéncia das
distribuigbes posterioris nos modelos Normal e t-Student com erros dependentes
(com e sem ponto de mudanga) sob algumas escolhas especificas de prioris impréprias.

Alguns algoritmos do tipo MCMC (“Markov Chain Monte Carlo”) foram uti-
lizados com o objetivo de amostrar das posterioris, como os algoritmos de “Gibbs”,
“Grouped Gibbs”, “Modified and Collapsed Gibbs” e “Metrépolis-Hastings em Gibbs”.
Foi feita uma andlise de sensibilidade a variagdes nos valores dos seguintes hiper-
parametros: a razao das variancias residuais (nos modelos identificdveis) e o niimero
de graus de liberdade da distribuicao ¢ (quando este é assumido conhecido).

A qualidade do ajuste dos modelos foi avaliada utilizando residuos bavesianos de

validagao cruzada.



Abstract

The main purpose of this study was to analyze the Normal and Student-t linear
regression with measurement error models with an abrupt change in a finite sequence
of observations, using bayesian methods for data analysis.

The inferential analysis considered the problem of detecting the existence of
parameter changes, estimating the change point k and the remaining parameters,
and also doing predictive analysis.

The Normal measurement error model without change point was analyzed under
diferent prior distributions including improper priors.

Conditions for the existence of the posterior distribution under some specific
improper prior distributions were demonstrated for the Normal and Student-t with
dependent error models (with and without change point).

Some MCMC (“Markov Chain Monte Carlo”) were used with the purpose of
sampling from the posteriors like for instance: Gibbs, Grouped Gibbs, Modified and
Collapsed Gibbs and Metropolis-Hastings in Gibbs.

A sensitivity analysis to diferent values of the following hyperparameters was
done: the ratio of the residual variances (on the identifiable models) and the number
of degrees of freedom of the Student-t distribution (when it was assumed known).

To asses model adequacy, bayesian cross-validation residuals were used.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Caracterizacao geral dos problemas de ponto
de mudanca

Dizemos que um problema tem um ponto de mudanga se dada uma seqiiéncia de ob-
servagoes ordenadas pelo tempo ou espago ou outra varidvel qualquer, a distribuicdo
dessas observagoes muda apés um determinado ponto desconhecido dessa seqiiéncia.
Podemos definir o problema da seguinte maneira:

Dada a seqiiéncia de varidveis aleatérias (ou vetores aleatdrios) zi, z2,... com
distribuigoes dadas respectivamente por Fi, F5, ... onde os indices 1,2,... sdo, por
exemplo, “instantes de tempo”. Dizemos que o indice &, ou o ponto k, é o ponto de
mudanga desconhecido dessa seqiiéncia se Fy = Fp == F, # Fpy1 = Frpg=---

Vale salientar ainda o fato de que as observacdes nio precisam ser tomadas
necessariamente em intervalos “de tempo” igualmente espagados, e que a definicao
no caso de miltiplos pontos de mudanga é semelhante.

Um exemplo de aplicagao é ilustrado em Worsley (1983) que estudou a incidéncia
de um defeito de nascenca denominado “Talipes” numa regido da Nova Zelandia
entre 1960 e 1976. No ano de 1965 o herbicida 245-T foi utilizado pela primeira vez
nessa regiao e o interesse era saber se isso coincidia com um aumento aparente da

incidéncia de criangas nascidas com essa doenca. O modelo proposto considerou o



ntimero de criancas nascidas com Talipes no ano ¢ como tendo distribuigao binomial
B(n;,p;), i = 1,2,...,17, onde n; = niimero total de nascimentos no ano i e p; =
probabilidade de uma crianga nascer com a doenga no ano i. O autor propds um
teste para testar Hy : py = py = --- = py7 versus H; 1 p1 = -+ = g # Prt1 = Pri2 =
.-+ = py7, onde k é o ponto de mudanga desconhecido. O interesse era entao saber
se o ponto de mudanca k coincidia com a data de introducao do pesticida, para
que providéncias necessdrias pudessem ser tomadas (como a verificagdo, por meio
de uma anélise bioquimica, de uma possivel relagao causal e, nesse caso, a tomada
de medidas governamentais para a comercializagao do produto).

Segundo Brodsky e Darkvosky (1993) os problemas de ponto de mudanga tem
vérios aspectos e podem ser classificados por exemplo quanto as seguintes carac-

teristicas:

(1) Quanto ao método de obtencdo dos dados. Temos dois tipos de problemas, os
seqiienciais e os de tamanho de amostra fixados. Nos procedimentos seqiien-
ciais os dados sdo examinados (quanto & homogeneidade) a cada nova ob-
servacao. Nesse caso, a seqiiéncia de observagdes { z;}; € infinita (j4 que o
tamanho da amostra é determinado por uma regra de parada que depende dos
dados). Nos problemas de amostras fixas (problemas retrospectivos), o pro-
cesso de aquisicao de dados é completado antes da hipétese de homogeneidade

ser testada. Nesse caso, temos uma seqiiéncia finita { z;}7.,.

(2) Quanto & informagao & priori sobre F;. Nesse caso, podemos ter problemas de

ponto de mudanga paramétricos, semi-paramétricos e nao-paramétricos.

(3) Quanto as caracteristicas dos dados. Podemos ter modelos com tempo discreto
ou tempo continuo, uni ou multidimensionais, como também os modelos com

observacoes dependentes ou independentes.



(4) Quanto ao tipo de mudanga. Temos os modelos com mudancas abruptas e
os modelos com mudangas graduais. Um exemplo de mudanca abrupta num
modelo de regressao linear simples sem erro de medida é quando Y; = oy +, X;,
parai = 1,...,k, e Y, = ag + (oX;, parai = k+ 1,...,n, e os X;’s ndo
estdo necessariamente em ordem crescente no tempo. No caso, por exemplo,
em que X; < Xy < -+ < X, e além disso existe v tal que a; + By =
ag + B2y, onde Xj < v < Xjyy, temos um modelo com mudanca gradual, ou
sem descontinuidade, conhecido como “regressao segmentada” ou “two-phase

regression”.

(5) Quanto ao nimero de mudangas. Nessa categoria podemos ter os modelos com

um tnico ponto de mudanca e os modelos com multiplos pontos de mudanca.

Para a inferéncia em modelos com pontos de mudanca temos basicamente dois
aspectos a serem considerados. O primeiro é o de determinar se existem mudancas
e 0 segundo € o de localizar a posigao desses pontos (dado que hd mudanca), como
também estimar as outras quantidades de interesse e também fazer a analise predi-

tiva

1.2 O problema alvo desse estudo

Nesse trabalho o objetivo principal é fazer inferéncia sobre o modelo de regressao li-
near estrutural com erros nas varidveis e com mudanga abrupta nos pardmetros apés
0 k-ésimo “instante de tempo” (desconhecido) numa segiiéncia finita de vetores de
observagoes independentes ()}("1), ey G;:) indexadas pelo “tempo”. Nesse trabalho
vamos estudar também modelos que permitem mudangas em um subconjunto fixado
qualquer de pardmetros e que a relagdo entre as varidveis observaveis, Y; e X,

permanece linear ao longo do “tempo” (isto é, antes e depois do ponto de mudanca



k); além disso vamos assumir que tanto a varidvel aleatéria latente como os erros de
medida sdo normalmente distribuidos, com parimetros que podem mudar ao longo
do “tempo”. O caso em que os erros tém uma distribui¢do t-Student também é
analisado.

A analise inferencial, que envolve o problema de detetar a existéncia de mudanga,
localizar a(s) posi¢ao(Ges) do(s) ponto(s) de mudanga, estimar os demais pardmetros
e fazer a andlise preditiva é desenvolvida utilizando-se métodos bayesianos.

Na literatura, até o momento, muito poucos resultados tém sido publicados nessa
linha,; temos basicamente os artigos de Chang e Huang (1997) e Chong (1999).

Chang e Huang (1997), utilizando metodologia cléssica (frequentista) analisaram
o modelo que permite mudanca apenas na média da covaridvel e somente no caso em
que os erros (e a covaridvel) sdo normalmente distribuidos. Nas aplicagoes o modelo
de Chang e Huang (1997) é muito limitado, j& que permite mudanga apenas na média
da covaridvel, o que nao é muito realista para a maioria dos problemas de regressao
na prética. Outra limitagao é que o procedimento para detectar mudanga proposto
pelos autores estéd baseado nas propriedades assintéticas da estatistica da razao de
verossimilhanca e a eficiéncia desse teste para pequenas (ou médias) amostras ainda
nao foi estudada. Além disso, os resultados assintGticos sobre a consisténcia dos
estimadores no caso em que h4 mudanca estao baseados em hipéteses extremamente
fortes.

Chong (1999) estudou também o modelo linear com erros nas varidveis do ponto
de vista da estatistica cléssica e se limitou ao caso de mudanga apenas no coeficiente
angular da reta de regressao (mantendo os demais pardmetros sem mudanca); além
disso, mostrou a consisténcia do estimador do ponto de mudanca e derivou a dis-
tribuicao assintética de um teste tipo Wald para detetar mudanca.

Nossa proposta é mais geral em varios sentidos:



(1) Podemos analisar modelos que permitem mudancas em todos os pardmetros

(2)

(como também em qualquer subconjunto de parametros de interesse); con-

seqiientemente, podemos escolher o “melhor modelo”. Nas aplicacoes isso é

vital, j& que uma andlise exploratéria dos dados pode nao “revelar’

’ a mode-

lagem mais adequada pelo fato de que o ponto de mudanca é desconhecido.

Deixando a parte razoes filoséficas, a metodologia bayesiana para tratar de

problemas de pontos de mudanca é a mais natural e conveniente por diversas

razbes praticas.

(a)

(b)

()

Nao se apéia em resultados assintéticos: Do ponto de vista bayesiano,
adotada uma funcao perda, os estimadores que minimizam o risco & poste-
riori sdo 6timos. Segundo Zacks (1983), a obtengéao, por exemplo, dos es-
timadores de maxima verossimilhanca e a derivacao de suas propriedades
assintéticas pode ser bem complicada, mesmo nos problemas mais simples
de ponto de mudanca. Segundo Smith (1975) e Hinkley (1970), além do
problema assintético, os procedimentos baseados somente na verossimil-
hanga apresentam dificuldades nos problemas de ponto de mudanga, pelo

fato de que a fungao de verossimilhanga ¢ frequentemente multimodal.

A mesma metodologia de andlise que é usada no modelo que permite
mudanga em um subconjunto qualquer de parametros é usada também
no modelo que permite mudanga em todos os pardmetros, ao contririo do
procedimento de Chang e Huang (1997) que funciona somente para o caso
de mudanca na média (e que talvez possa eventualmente ser estendido
somente para o caso de mudanca no intercepto da reta de regressao,

mantendo-se os demais pardmetros sem mudanga).

Usando metodologia bayesiana podemos investigar a existéncia de muil-
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tiplos pontos de mudancga de forma bem simples, usando por exemplo o
método da segmentacao bindria descrito no capitulo 4, que consiste sim-
plesmente em aplicar repetidas vezes o mesmo procedimento construido
para detetar um tnico ponto de mudanga. Na estatistica cldssica temos
o problema do nivel de significancia e portanto nem sempre isso pode ser

feito.

(d) Do ponto de vista computacional, a andlise bayesiana também ¢ relativa-
mente simples, principalmente utilizando as técnicas computacionais do
tipo MCMC disponiveis atualmente na literatura. Além disso, é suficiente

implementar basicamente um tnico programa computacional.

Assim, de modo geral, a estatistica bayesiana para problemas de ponto de
mudanca é (a) mais natural, (b) tecnicamente mais simples, (c) permite in-
corporar ao modelo informacao subjetiva disponivel na drea da aplicacéo e (d)

permite-nos obter mais resultados.

1.3 Levantamento bibliografico

Na literatura, os primeiros estudos sobre pontos de mudanga apareceram na década
de 50 principalmente na drea de controle de qualidade e tratavam principalmente
do problema de mudanga na média de uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias in-
dependentes e normalmente distribuidas. Posteriormente estendeu-se o estudo nas
areas de regressao com observacgdes independentes, séries temporais, andlise de so-
brevivéncia e outras, de modo que a literatura sobre os problemas de ponto de
mudanca é atualmente muito vasta.

O modelo de regressao linear simples com mudanga abrupta (nao continua) apés

um ponto de mudanga desconhecido, no caso em que a covaridvel é medida sem



erros e o tamanho da amostra é fixado (caso néao seqiiencial, ou restrospectivo) foi
descrito por Quandt (1958, 1960), que usou o método de mdxima verossimilhanca,
para estimar os pardmetros do modelo e derivou um teste baseado no critério da
razdo de verossimilhanca para testar a existéncia de mudanca nos parametros da
equacao de regressdo. Nessa linha (Estatistica Cldssica), muitos trabalhos tém sido
publicados desde entdo para tratar desse problema. Sob o enfoque da Estatistica
Bayesiana esse modelo foi estudado por Ferreira (1975) para o caso em que o niimero
de pontos de mudanga é conhecido. As posterioris dos pardmetros, seus valores
esperados como também intervalos de credibilidade e testes foram derivados.

Continuando a focalizar na literatura bayesiana desses modelos de regressao,
apresentamos a seguir alguns dos trabalhos relevantes nessa linha:

Broemeling e Choy (1981) desenvolveram um teste bayesiano para detetar mu-
danca nos parametros da equagao de regressao do modelo com no méximo um ponto
de mudanga. Esse teste é baseado na distribui¢ao marginal & posteriori do ponto de
mudanca, onde a probabilidade & posteriori de que néo haja mudanca, p(K = n), é
comparada com a probabilidade de que haja uma mudanca (1 — p(K = n)).

Holbert (1982) investigou o problema de estimagio do modelo de regressao lin-
ear multipla onde ocorre mudanga abrupta em um tnico ponto, como também a
estimacao do modelo de regressao simples segmentado (“two-fase regression”) us-
ando priori imprépria e obtendo a distribui¢ao de probabilidade marginal & posteriori
do ponto de mudanga.

Moen et al. (1985) generalizou o trabalho de Choy e Broemeling (1980) estu-
dando o modelo linear multivariado usando uma priori prépria Normal Multivariada
~ Wishart e obtendo as marginais & posteriori do ponto de mudanca, bem como das
matrizes de regressao e da matriz de precisao.

Land e Broemeling (1983) estudaram o modelo linear geral que admite um tinico



ponto de mudanca (mudanga abrupta) num periodo fixado, assumindo que todos
os parametros sio desconhecidos e tomando uma particular priori prépria. Eles
também derivaram a distribuicao preditiva & posteriori de observacoes futuras.

Moen e Broemeling (1985) obtiveram a densidade preditiva a posteriori para o
modelo linear multivariado com um 1inico ponto de mudanga (mudanca abrupta) na
matriz dos parametros da regressdo, também sob o enfoque retrospectivo, ou seja,
ndo sequencial.

Kim (1991) apresentou um teste bayesiano para testar se existe mudanca na reta
de regressao usando a regiao de credibilidade HPD.

Carlin (1992) fez uma abordagem geral de modelos hierdrquicos bayesianos com
um tinico ponto de mudanga (abrupta) incluindo uma aplicagao em regressao, uti-
lizando o amostrador de Gibbs para estimar as densidades marginais & posteriori de
interesse.

Wang e Lee (1993) estudaram o modelo com mudanca abrupta apenas no inter-
cepto da reta de regressio, obtendo a distribuigao marginal & posteriori tanto do
ponto de mudanca como da diferenca dos interceptos (e também dos pardmetros que
nao mudam); além disso utilizaram a priori de Jeffreys comparando com a priori
“uniforme” encontrada na maioria dos estudos.

Leiva (1994) estendeu o trabalho de Broemeling e Choy (1981) para o caso em
que o nimero de pontos de mudanca é desconhecido.

Lyazrhi (1997) estudou o problema de mudanga abrupta no modelo de regressao
linear normal com no méiximo um ponto de mudanga propondo um procedimento
bayesiano 6timo para testar a hipétese Hy de que nao hd nenhuma mudanca versus
a hipétese U?=;! H;, onde H; é a hipStese que pelo menos um pardmetro muda apés a
i-ésima observacao. O procedimento é baseado na funcao perda quadratica quando

escolhemos a hipétese H; ao invés da verdadeira hipétese H;.



Lyazrhi e Caussinus (1997) propdem um procedimento global baseado na teo-
ria de decisdo bayesiana para detetar no mdximo p pontos de mudanca (onde p é
desconhecido) no modelo de regressao linear Normal.

Os trabalhos citados até este ponto tratam dos problemas nao sequenciais de
regressao linear com erros independentes onde a(s) covaridvel(eis) sdo medidas sem
erros e a(s) mudanca(s) nao sao continuas (isto é sdo abruptas).

No caso dos modelos com erros nas varidveis e mudanca nos parametros temos
muito poucos resultados na literatura e somente sob o enfoque cléssico. Fizemos
um levantamento bibliografico pelo CIS (Current Index to Statistics) desde 1975
e apuramos os seguintes trabalhos de Teeter (1979, 1985), Gbur e Dahm (1985),
Chang e Huang (1997) e Chong (1999).

Teeter (1979) estudou o modelo linear segmentado com erros nas variveis for-
mado por duas retas que se interceptam e mostrou que o estimador do ponto de
interseccao das duas retas, baseado nos estimadores de minimos quadrados dos co-
eficientes das retas, nao é assintoticamente néo-viesado e derivou uma aproximacao
assintética para o erro quadratico médio desse estimador. Teeter (1985), estudando
ainda o mesmo modelo, propde uma técnica geral para obter uma estimativa do
ponto de mudanga da intersec¢ao dos dois submodelos que se interceptam.

Gbur e Dahm (1985) estudaramm também o modelo segmentado simples com
erros nas varidveis, derivando o estimador do ponto de intersec¢do das duas retas
pelo método dos momentos e obtendo sua distribuicao assintética.

Grimshaw (1992) estudou o modelo linear-platé com erros nas varidveis em
duas situagdes; primeiramente tomando-se observacoes repetidas para X; (para um
mesmo Y;) e também tomando-se observagoes repetidas para cada elemento do par
(X:,Y:). O autor analisou o estimador de minimos quadrados dos pardmetros quanto

A consisténcia em ambos os casos.



Os resultados de Chang e Huang (1997) e Chong (1999), descritos brevemente
na secdo anterior, sdo os mais relevantes no contexto de regressao com erros nas

varidveis com ponto de mudanca.
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Capitulo 2

Regressao linear Normal com
erros nas variaveis

Introducao

Inicialmente, sob o enfoque da estatistica cldssica, comparamos o modelo linear
estrutural simples com erros nas varidveis (no caso em que os erros sdo normalmente
distribuidos e aditivos) com o modelo linear funcional sem pontos de mudanga. A
seguir comparamos esses dois modelos na formulagio bayesiana.

No restante do capitulo concentramo-nos na andlise bayesiana do modelo de
regressao linear estrutural simples com erros (e covaridvel) normalmente distribuidos
para vérias escolhas de distribuicdo a priori. Estudamos tanto o modelo com
restricdo de identificabilidade como o modelo sem restricdes de identificabilidade
(aproveitando o fato de que a metodologia bayesiana nio estd limitada apenas a
situagoes de identificabilidade).

Para amostrar das posterioris implementamos quatro algoritmos do tipo “Markov
Chain Monte Carlo”: o algoritmo de Gibbs, o “Grouped Gibbs”, o “Modified and
Collapsed Gibbs” e o algoritmo de “Metropolis-Hastings em Gibbs”.

Nesse capitulo também derivamos quatro teoremas que estabelecem as condigoes

necessarias e suficientes para a existéncia das distribuigées posterioris partindo de
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um conjunto especifico de prioris impréprias.

Uma andlise de sensibilidade com relagdo a diferentes valores da razao das
variancias residuais (A ) também é feita para o modelo identificivel.

A qualidade do ajuste é também avaliada usando residuos bayesianos de validagao
cruzada.

Finalmente descrevemos alguns métodos de sele¢do ou escolha de modelos en-

contrados na literatura aplicados ao modelo estrutural Normal.

2.1 O modelo estrutural e o modelo funcional com
erros Normais na estatistica classica

O Modelo Estrutural
O modelo linear estrutural aditivo simples com erros de medida e covariavel

normalmente distribuidos é definido pelas equagoes

Y, = y;+e, com y; =a-+ fz;,

e Xi = mitu,

onde z; é uma variavel aleatéria latente (ndo observavel), e; e u; sao as componentes
de erro e X; e Y] sao varidveis aleatdrias observaveis para i = 1,2,...,n. Além disso,

assumimos que (ei,ui,z,-)T sao independentes e identicamente distribuidos (z.7.d.)

com
€ \ . 0 62 0 0
w | Nl o] 0 62 0 ||, parai=1,2,...,n (2.1.1)
x; W 0 0 o2

O espago paramétrico do modelo é o conjunto

O={g=(a,8n0%020) :a,8,peR e o0l 0l € R}

T ur e

Como conseqiiéncia de (2.1.1), os dados “completos” (X;,Y;, z;)T,i=1,...,n

3

12



tém a seguinte distribui¢do normal:

AW atfu) [ B2+l o2  Bo?
X: | "N Ny I ; Bo? o2+ 02 o? , (2.1.2)
Ty © Bo? o o
parat=1,2,...,n.
Os dados observados (Y, X;)7,i = 1,...,n, tém a seguinte distribui¢cao conjunta:
Y ) iia a+pBu . [ BPo2+o pol -._
(Xz) ~ N2<< IL ) 180'2 0_3+0_12‘ ,paIalml,Q,...,’n,
(2.1.3)

Seja Dops = {(V;, Xi)T, i = 1,...,n} o conjunto dos dados observados e D =
{Y;, Xi,z:)T, i =1,...,n} os “dados completos”. Entdo a fungao de verossim-
ilhanca baseada nos dados observados é dada por

n

L(01Daw) o€ 15174 exp{ = 755 [(8°0% + 02) S (0 =

=1

28023 (Yi - & — B)(Xi — ) + (02 + o) S(Yi—a- B2}, (21.4)
=1

i=1

onde |Z| = %0202 + 0202 + 0202, e a fungado de verossimilhanca baseada nos

x u-e?

dados completos (D) é dada por

L(9|D) x (2.1.5)
n s _ N2 n e \2 n L 2
(030302 ~-§i exp {_% { z=1(Yl 020: :83:2) + z=1(‘§12 223,,) + 1=I(Z12 ,LL) ]} .

E fato bastante conhecido que este modelo nao é idenficdvel (Fuller, 1987), j&
que a distribuicao conjunta dos dados observados dada em (2.1.2) depende de seis

parametros: «, 3, u, 02, 0% e o2

mas somente cinco podem ser estimados (j& que a
estatistica suficiente tem dimensao 5).

Sabemos por definicdo que um modelo ¢ identificivel se e sbmente se para todo
61 e g2 pertencentes ao espago paramétrico, com §; # g2 entdo f(g1) # f(42).

Portanto um modelo € nao identificavel se e somente se 3¢; # g, tal que f(g1) =
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f(82). No caso do modelo estrutural com g = (o, B, , 0%, 02,02

Y er’u

), podemos exibir

dois pontos §; = (1,1,1,1,1,1)T e go = (1.5,0.5,1.0,2.0,1.5,0.0)T que levam &

()= ((1):(F2))

Para assegurar identificabilidade deve-se fazer alguma suposi¢do extra sobre o

mesma distribuigao.

modelo. Algumas das suposigdes mais comumente encontradas na literatura sao as
seguintes:

(a) 02/02 = A, onde A é conhecido;

(b) o2 ou o2 é conhecido; (2.1.6)

(¢)  0%/(c% + 0?) é conhecido.
O modelo funcional
Na estatistica cldssica o modelo funcional aditivo com erros normalmente dis-
tribuidos é definido pelas equagoes
i = a+fzite
e Xq_ = z;+ Ui,

onde Y; e X; sao varidveis aleatérias observaveis, e; e u; sio os erros aleatérios, z; é

parametro desconhecido, onde
€ \ iid 0 (o2 O -
(Ui) ~N((0), ( 0 Uﬁ>>,paraz-—1,2,...,n. (2.1.7)
O espacgo paramétrico é o conjunto
O={g= (o, 8,0%,02,z1,...,2,)7 € R? x R+ x R™}.

A funcéo de verossimilhanga nesse caso é dada por

e (Yi—a— ,3:15,»)2 + 1 (X — l'i)z}}

2 2
O¢ Oy

L(Q‘Dobs) X (0'3.0’3)“% exp {.._% [
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que é ilimitada. Entretanto, pode-se eliminar este problema acrescentando-se ao
modelo, por exemplo, a suposi¢do que 02 = \o2, onde A é conhecido.

No modelo funcional temos que zy,xs,...,2, sdo constantes desconhecidas e
portanto ele é apropriado quando as tinicas unidades experimentais de interesse estio
representadas nos dados disponiveis (isto é, os z;’s ndo sdo uma amostra aleatdria
de alguma populagdo mas a prépria populagao) (Carrol e Stefanski, 1995).

Quando as unidades experimentais representadas nos dados constituem uma
amostra aleatéria de alguma populagdo, entdo é apropriado tratar zi,zs,...,T,
como varidveis aleatdrias i.i.d. e nesse caso é razodvel utilizar um modelo estrutural

(Stefansky, 2000).

2.2 O modelo estrutural e o modelo funcional na
estatistica bayesiana

Como na literatura bayesiana, a diferenga entre os modelos funcional e estrutural
nao estd muito clara, nossa intengaoo nessa se¢ao é procurar esclarecer o leitor sobre
esse ponto.

Inicialmente apresentamos duas formulagOes alternativas do modelo estrutural
(a formulagdo 1 e a formulacdo 2). A formulagio 2 é a que aparece mais comumente
na literatura no contexto do modelos com erros nas varidveis, além disso é mais facil
comparar os modelos estrutural e funcional usando essa formulacdo. Entretanto a
formulacdo 1 é a que traz maior vantagem do ponto de vista computacional.

Na subsegdo 2.2.1 a seguir, descrevemos o modelo estrutural aditivo Normal
por meio de duas formulagoes equivalentes. Na subsecao 2.2.2 definimos o modelo

funcional aditivo Normal fazendo uma comparagéo com o modelo estrutural.



2.2.1 O modelo bayesiano estrutural

Formulacao 1 do modelo estrutural Normal

Tomamos o modelo cldssico definido pelas equagoes

Yi=a+ 0z +e

2.2.1
e Xi = Z; + Uy, ( )
onde
(Y;, X:)T,i = 1,...,n sdo os vetores de observagoes, e i,...,T, S30 as v.a.

latentes (n&o observéveis),

€; 0 o2 0 O

u |19 N 0l;1 0 o2 0 ,parai=12,...,n,

T p 0 0 o2
e acrescentamos a suposicao de que o vetor de pardmetros § = (e, 3, p,02,02,02)T

tem distribuicdo & priori m(g). Nessa formulagdo, por convengao nao incluimos
as varigveis latentes x1,7s,...,Z, no vetor de parametros pelo fato de que esses
z;’s, além de desconhecidos (isto é, ndo observéveis), sdo realizacoes de um pro-
cesso amostral (diferentemente das quantidades «, 3, i1, 02,02, 02). Assim, o espago
paramétrico nesse caso é o conjunto

9 {9_(aﬂ”,011 e’ u)T 0€]R43XIR,1}
Distribui¢ao a posteriori

Chamando de Dps 0 conjunto de dados observados, {(X;,Y:)T,i = 1,...,n},

temos que a distribuicdo & posteriori de § = (e, 8, 4,02, 02,02 T ¢ dada por
P(81Dovs) o< L8] Dobs) (),

onde L(§|Dobs) é a verossimilhanga baseada nos dados observados dada em (2.1.4)
n(g) a distribuicao & priori de g. Portanto,
1
P(81Date) o 1B[7# exp{ 55| (5%07 + o) > (X~ ) (222)
=1

16



n

=260 3 (¥s — a = Bu) (X = ) + (02 +0%) (Y — o= 8]} (),

=1

onde |Z| = F20202 + 0202 + 0202,
Distribuicao & posteriori em fungao dos “dados completos”

E importante ressaltar que a distribuigao a posteriori p(g|Dgbs) também é uma
distribuicao marginal de p(§, £ |Dobs), ou seja, p(§|Dobs) = [&—grn P(§, Z|Dobs)d z.

Entdo, chamando de D o conjunto de “dados completos”, D = {(V;, X;,z,)7,i =

1,...,n}, temos que

p(81Da) = [ 2(6, 2IDawe)dz [ L(gID)m(g)dz,

onde L(g|D) é a verossimilhanca baseada nos dados completos dada em (2.1.5) e
7(g) a priori de §.

Portanto a distribuigéo & posteriori p(§|Dops) também é proporcional a

_n 132,V —a— Br;)? (X —3)?
2.2.2 = =1 3=1
/as= n(aaa)2exp{ 2{ +

u"e"zr 0_3 0_3
Z?: (a“l - :u)z
+-—-—l—(-73——- m(g)dz. (2.2.3)

Observagdo 1: E importante ressaltar que a distribuicdo a posteriori p(g|Dobs)
pode entao ser explorada computacionalmente de duas maneiras: a primeira usando
a férmula (2.2.2), que néo é fungéo de z, 9, ...,z,, e a segunda usando o fato de

que p(#]Dops) é distribuicao marginal de p(z, 9] Dobs))-

Observacgao 2: E importante observar também que na formulagdo 1 do modelo,
se a distribuigao & priori de § = (a, 3, i, 02,02)T for totalmente especificada, isto
é, se os hiperparametros forem conhecidos, temos um modelo com apenas um nivel

hierdrquico.
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Distribuicao preditiva

Seja U; = G(/), i=1,...,n. A distribui¢do preditiva & posteriori nesse modelo é

dada por

P(UslDat) = [ p(Uy, 61De)de = [ p(U;10)p(21 D)0,

onde Uy é uma observagao futura de (}:), isto é, Uy = G?; ),

a+f 202 + o2 Bo?
gf‘QNN[( u”);<ﬂﬂa§ o2+02 )|

e p(§|Dos) é a distribuicio & posteriori de 8 = (a, 8, 1,02, 02,0%)T. Portanto,

zrerVp

P(UslDave) = [ p(Uy, 81Da)dg = [ [¥71X;, 61(X/g)l0I Dereld g,

onde [g]| Dobs) representa a distribuigao & posteriori de g, além disso [Xf|g] e [Y7| X}, 9]
representam respectivamente as distribuigoes condicionais de X¢|g e Y| X,  onde
Xslg ~ N(u,os +03) e

Bo? L B (a2)? (2.2.4)
Ylef,g NN<Q+IBP'+ 0,12:+0,5(Xf—1u‘>3 B 0’:‘!—0‘2“ 0.2_’_0.5 :

Geragdo de uma observagao futura:

Para gerar uma observagao Uy, basta gerar inicialmente um ¢ da distribuicao a
posteriori [g|Dobs); a seguir, para esse g fixado, gerar um valor X; da distribuicao
[Xt|g] e finalmente gerar Y} de [Y7| Xy, g].

Se quisermos gerar um valor Yy da distribuicao preditiva [Y7|X s = Xo, Dobs] basta
gerar g de [§|Dops) € depois Yy de [Y§|Xo, g], j4 que [Y|X ;= Xy, Dops] é dada por
Jo[Y71Xo, 8181 Dobs]d 8-

Semelhantemente, podemos gerar uma observagao futura Xy dado que Y; =Y.

A distribuicao preditiva de X|Y; = Y4, Dops nesse caso é dada por

[ [X51¥o, 61181 Dateldg.
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onde

802 2, o PBa2)
Xflyj‘:%ﬁwN(H*"W(%*‘a—ﬁ#); Uz‘i"au“m -

Observagao: Uma alternativa para gerar uma observagao futura Uy:

A distribuicgo preditiva p(Us|Dobs) pode ser escrita também como

p(gf'DobS) = /$ ]R/;p(Uf)Q’IfIDobS)demf
=

a /ﬁ,zm/e[gfle,Q][rflg}[ngobs]dgdxf,

a+ Bz o 0
wne~N|(*0) (5 2 )]

e portanto para gerar uma observagdo Uy basta gerar g da distribuigdo a posteriori

onde

[8]Dobs), depois xy da distribuigao [zf|g], depois Xy de [Xf|g,zy] e depois Y; de
[Y71 Xy, 25, g], onde 24|19 ~ N(p,03), X¢lg,25 ~ N(zs,0%) e Yy|Xg, 2, 8 ~ N(o+

Bz, 02).
Formulagao 2 do modelo estrutural Normal

Seja o modelo definido pelas equacgoes

Yiza—l-ﬂxi—}-e,-

o X (2.2.5)
e; iid. 0 (o2 O .
onde(ui)lé 1\72((0), (0 o2 ,parai=1,...,n.
Nessa formulacao o vetor de pardmetros agora é 6* = (a, 3,02,02,xy,...,2,)7,

onde & priori z;|a, 3,02, 02, BN, od)T, i =1,...,n, onde ¢ = (u,02) é 0

vetor de hiperpardmetros desconhecidos.

Fungao de verossimilhanga
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A funcao de verossimilhanga, L(6*| Dops), nesse caso serd igual a:

n Ay N2 n o »N\2
(03.03)—%&@{_%[ ra (Y — a — Bri) + (X — ) }},

2 2
O Oy

sz Yz iid. + i 3 0 .
(Jaque(XJlE NdN((a xiﬂm ); (% Uﬁ)),z—:l,---,n)

Distribuigdo a posteriori

p(8; 9|1Dovs) o< L(§1Dobs)7 (6", §)

= L(éIDObS)T(( 'Zfla) /87 Uza 012; gi)'fr(a, 187 0'30'12;,@5), (226)

n T (i 2
onde 7(z|a, 5, 02,02, §) x (02)" 2 exp {—%Zﬁ%{_’ﬂ_}

z

Portanto,
n - _ a — (Bz;)? n C— )2
p(8, 8|Dovs) o (02020%)"% exp {-—% { (s 02a Pre)” “‘()5'2 cil
n . 2
+EB = W a(a,p,0%, 0% o) (227)

onde 7(a, 8,0%,02, ¢) = n(a, B, 1, 02,02, 03).

Notemos que se 7(a, 3,02,02, ¢) tiver hiperparametros conhecidos temos um
modelo com dois niveis hierarquicos. Notemos também que a expressao em (2.2.7)
coincide com a expressao dentro do sinal de integragdo dada em (2.2.3) (assim,
a posteriori em fungao dos dados completos dada pela formulagdo 1 em (2.2.3) é a

marginal da posteriori na formulagio 2, quando eliminamos as varidveis 1,22, ..., %n

por integragao).
Distribuicao preditiva

A distribuicdo preditiva p(Us|Dobs) na formulacao 2 é dada por

p(UlDa) = [ [ p(Uy. 8. 6. 1Dors)d 63,
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onde Uy = (¥), © = {§ = (@f,02,0,,2) : § € R*xR2xR'}ed =

{(n,0®)T : p € R, 02 € R*}. Portanto,

p(UslDa) = [ [ p(Us. 8. 21Daw)ddz,

onde g = (o, B, p,02,02,02)T, =(wl,...,mn)T,Oz{gla,ﬂ,peIRec72 ot 0% e

) 7er T u
R*} e £ = {z :z; € R}. Portanto,

p(UlDa) = [ [ [Uilglle, z1Danldpdz
= [, [wi1xs, liX;16le, 2 Dansldedz,
onde [8, x| Dops) ¢ a distribuigdo & posteriori dada em (2.2.7), as distribuigdes [X¢|g]
e [Y;]| X}, g] sdo dadas em (2.2.4).

Para gerar uma observagio Uy, basta gerar g de [g, z|Daps), depois Xy de [X¢|g]

e depois Y de [Y;|X;, 6] (da mesma maneira descrita na formulagao 1).

Observagao: Outra forma de escrever a posteriori preditiva é

P( gf‘Dobs) = /*LAzfeR}p(gf,é’¢’xf|D0bS)dxfd¢d§
N /$ /ef{zjem} p( gf’ 9, :57xf|Dobs)d5§fde:’§,

onde § = (a, B, p, 02,0202 e z = (z1,. .., ;)T e portanto

p(UslDa) = [, [0 [ (Urleelaslallg, zIDomldzsdgds,

2
onde z¢|g ~ N(u,07) e Uslg, x5 ~ N ((Mﬁxj)’ < (:}e 002 ))

zj

Observamos que podemos gerar Uy da mesma maneira que na Observagao da
formulacao 1.

Do que foi apresentado, podemos ver que as duas formulagdes sao equivalentes

em termos de inferéncia. Entretanto, no restante desse trabalho estaremos utilizando
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a formulacdo 1 também por razdes diddticas e computacionais. Nessa formulagéo
é mais direto ver que a posteriori de (a, 3, 4,02, 02,02) pode ser estudada de duas
formas: uma em funcio dos dados completos, como em (2.2.3), e outra em fungao
somente dos dados observados como em (2.2.2), o que amplia as opgdes de algoritmos

para amostrar da posteriori.

Comentarios: O modelo estrutural bayesiano com erros nas varidveis, como sabe-
mos, nao é identificivel (j4 que a fungéo de verossimilhanca nao é identificdvel). Em
principio, teoricamente, isso nao é problema. Entretanto nas aplicacoes o algoritmo
de Gibbs para amostrar da posteriori de modelos nao identificaveis (que serd de-
scrito nesse capitulo) pode apresentar problemas de convergéncia segundo Gelfand
e Sahu (1999). Além disso, se a priori nao é “informativa”, o problema pode pio-
rar bastante e a recomendacio dos autores nesse caso é que se escolha uma priori
“adequada”, que ndo seja nem “muito pouco informativa”, mas também que nao
seja “extremamente precisa” para ndo limitar o aprendizado proveniente dos dados.
Segundo os autores, o problema é achar esse “meio termo” o que geralmente requer
um trabalho consideravel de simulacao.

Uma outra saida para o problema computacional decorrente da falta de identifi-
cabilidade é simplesmente acrescentar uma suposi¢ao ao modelo como, por exemplo,
adotar uma das restrigdes de identificabilidade descritas em (2.1.6).

Com relagdo & existéncia da posteriori, ressaltamos que sempre que a priori
for prépria, a posteriori também serd prépria, entretanto podemos ter posterioris
préprias para certas escolhas de prioris impréprias. Na Segao 2.5.1 estudamos as
condicbes para a existéncia da posteriori do modelo estrutural sob diferentes escolhas
de prioris impréprias quando incorporamos ao modelo a restri¢ao de idenficabilidade:

02 = )02, onde ) é conhecido e na Segdo 2.5.2 fazemos um estudo semelhante para
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o modelo sem restrigoes.

2.2.2 O modelo bayesiano funcional

Tomamos o modelo aditivo definido pelas equacoes

Yi=a+ Bz +e
€ X,;‘-——"SL‘,"}'U,;,

onde Y; e X, sdo as varidveis aleatdrias observaveis, z; s@o quantidades fixadas

desconhecidas, e; e u; os erros aleatérios, onde

. ‘s 2
(2)5((2): (3 3)) mocmronn

eonde § = (a,,02%,02, )T onde (z1,...,7,)T é 0 vetor de parametros, e incorpo-
ramos a distribuigdo & priori 7(§) de §.

Observacéo: Se m(§), pudesse ser totalmente especificada (isto é, se os hiper-
parametros de 7(§) fosem conhecidos), entdo terfamos um modelo néo hierdrquico.

Se, entretanto, a distribuicéo dos z,’s depende de hiperpardmetros ¢; desconhecidos,

para i = 1,... n, entdo temos um modelo hierdrquico.

Distribuicao a posteriori
A distribuicao & posteriori sob o modelo, onde ¢; é desconhecido, é dada por
p(éa g:l’tDobs) X L(élDobs)ﬂ'(é; @)a

onde ¢ = (¢1, @2,---, ¥n)7, & = (i,02),i =1,...,n, L(§]|Dobs) é a verossimil-

hanca e 7(§, ¢) é a distribuicdo & priori de § e ¢, onde

L(@1Dobs)o<(gggg)~%exp{_~%[ ma(fiza—a) ;;l(xi_xi)?}}

2 2
o2 g

. X\ 1 n a+PBz;\ [0 0O .
(34 que (Y’>19 ~N << 2, ), ( 0 o2 )),zzl,...,n).

U
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E interessante comparar esta posteriori com a posteriori sob o modelo estrutural
dada em (2.2.6) e (2.2.7) e notar que se pudessemos assumir que
zi| ¢i, o, 3,02, 02 "X N(p,02) parai =1,...,n, onde ¢; = ¢ = (u,02)T é descon-
hecido, entdo as posterioris coincidiriam. E facil ver também (usando a formulagao
2 do modelo estrutural) que as posterioris dos modelos estrutural e funcional po-
dem coindidir ndo somente no caso Normal (erros e covaridvel normais) mas em
qualquer outro caso, desde que 7(z|a,B,02,02, ¢) seja a mesma nos dois modelos
( ou seja, 75| ¢, @, 3,02, 02 sejam independentes e identicamente distribuidos para
i=1,...,n).

Na estatistica Bayesiana, portanto, a diferenga entre os modelos estrutural e fun-
cional est4 somente na escolha da distribuigao de z = (zy,z,. .., z,)7, isto é, na es-
pecificacdo do modelo. No caso estrutural assumimos que z;|a, 3, 02, 02, ¢; sdo inde-
pendentes e indenticamente distribufdos para i =1,...,n, isto é, = (z1,...,7,)7
constitui uma amostra aleatéria (na Secdo 2.2.1, tomamos 7(z;|, B, 0202, @) g
N(p,0?), onde ¢ = (u,02) parai=1,...,n). No caso funcional, conceitualmente,
os z;’s sao quantidades (desconhecidas) que néo estao sujeitas a flutuactes amostrais
e por isso nao nos parece razoavel assumir que os z;’s sejam i.i.d. devido a inter-
pretacao amostral que isso acarretaria. Em um modelo funcional a distribuigao de
(x|, B, 0202 ¢;) pode também depender de ¢, para ¢ = 1,...,n (Carrol e Ste-
fanski, 1995) como também pode ser imprépria, j& que dificilmente terfamos uma
interpretacao amostral nesse caso (Florens et al., 1974).

Segundo Stephens e Dellaportas (1992), embora na estatistica classica os mod-
elos funcional e estrutural difiram bastante quanto & andlise e quanto aos proced-

imentos de estimagao, na formulagao Bayesiana a diferenga é apenas uma questao

de especificacao do modelo ou seja uma questao de especificar a distribuicao de

%"am‘g’agvoiv @Onde @ - (¢15"'1 Qn)
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2.3 O modelo estrutural identificivel com parti-
cular priori de componentes independentes

Nesta secdo apresentamos o modelo linear estrutural Normal com erros nas varidveis
no caso em que a distribui¢do & priori é prépria e tem componentes independentes
Normais ou Gama Invertida, assumindo a restricao de identificabilidade o2 = Ao?

w?

onde A é conhecido.
O modelo

No modelo estrutural descrito em (2.2.1) acrescentamos a restrigéo o2 = o2,
onde 02 = 0% e X\ é conhecido, obtendo o seguinte modelo identificivel, definido

pelas equagGes

Yi=a+pfzi+e

e Xi—zitu (2.3.1)

onde
e\ 0 X2 0 0
uw | N0 0 o> 0 ||,i=12,...,n,
z; © 0 0 o2

T

onde g = (e, B,p,02,0%)T é o vetor de pardmetros.

Acrescentamos a esse modelo a suposicdo & priori de que a, 3,1, 0% e 0% séo

varisveis aleatérias independentes, com o, 3, 4 tendo distribuigdo normal e 02, o2

tendo distribuicao Gama Invertida, como segue:

m(a) ~ N(a,02), m(B8) ~ N(b, og), m(p) ~ N(m, aﬁ),

. , - g
02 ~1G(c,d) e o* ~ IG(f,g)(isto &, m(0?)ox (0?) U+ exp {—-;5}), (2.3.2)
onde A, a, 02, b, 03, m, 0%, ¢, d, f e g sdo os hiperparametros conhecidos.

Observagao: Embora vamos manter (até o final da tese) o valor de A em todas

as equagdes que envolvem o modelo com restrigdo de identificabilidade 02 = Ao?. E
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importante lembrar que nio existe perda de generalidade em trabalhar sempre com

X\ = 1 (pois sempre podemos dividir a equagdo Y; = o+ Bz; + e; por VX e fazer

Y; o B €; o2 o2
Vi et of=— F=— * = ——_ de tal mod V. N = =
C=5 « 75 B 7 ee; 7 e tal modo que Var (e]) 3 3
o2 (isto é o2 = o2).

Assim, trabalhando-se com as varidveis observadas Y;* e X; obtemos os esti-

madores &* e 3* e finalmente & = a*VA e B = "V
Distribuicdo & posteriori

Na secdo 2.2.1, usando a formulago 1, vimos que a posteriori p(g|Dobs) = p(a, 8, 4,
02, 02| Dps) pode ser escrita de duas maneiras, uma em fungao da verossimilhanga

baseada nos dados observados (L(g|Dobs)), que é dada por
P(8]Dobs) o< L(g]Dobs)7(8),

e que chamamos de “posteriori baseada nos dados observados”. Outra maneira,
em funcdo da verossimilhanca baseada nos dados completos (L(g|D) onde D =

(Dobs, Z)), que é dada por

p(81Dos) = [ plz,0Das)dz o [ L(sD)m(g)dg,
£=R" £=R"
e que chamamos de “posteriori baseada nos dados completos”.
Posteriori baseada nos dados observados (Dobs)

No modelo definido por (2.3.1) e (2.3.2), a posteriori é dada por
P81 ¢ 5173 (02) 0 02) 0 p {1 | (8202 + 300 0 =
: i=1

~28302 i(Yi —a— Bp)(Xi — p) + (02 +0?) i(Yi —a- ,Bu)2> /1Z
3=1

i=1

—a)? (3-b)? —m)? 2 2
+(a 2a) +(, 2) L 2m) N g]}
o? o5 ol o o

(2.3.3)



onde |Z| = F20%02 + Ao?02 + A(o?)2.
Posteriori baseada nos dados completos

p(@1Das) = [_ p(4, 21De)dz,

onde p(g, z|Dobs) é proporcional a

(0.2)——(%+c+1)(0,2)——(n+f+1) exp {_% [ w1 (Ys ;04; — ,Bﬂfz')2 4 ?-_-1()51‘2— Ii)?
Ti@—p)? (a-aef (F-0P (- m)® | 2d gg}} . (2.3.4)

2 2 2 2 2 2
o? o2 o5 o) o2 o

+

A distribuicéo & posteriori de g = (o, 3, i, 02,0%)7T na forma exata é dada por

L(Q!DobS)“(g)
Jo L(8]Dobs)m(g)d8

J& L(g|D)m(8)dz B
(ou JoJ& L(g|D)m(8)dzdg’ onde D = (Dops, g:)) .

~

P(8]Devs) = (2.3.5)

Podemos ver, com base em (2.3.3) e (2.3.4), que a posteriori portanto nao tem
uma forma fechada pois a constante de normalizagao (ou proporcionalidade) dada
por fo L(§|Dobs)m(4)dg (ou fo [ L(Q]D)r(g)dajdg) ndo pode ser obtida analiti-
camente, j4 que essas integrais ndo tém primitivas na forma explicita; apenas o
nicleo da posteriori baseada nos dados observados (L(g|Dobs)™(g)) € o micleo de
p(8, z|Dovs) tém forma conhecida, dada por (2.3.3) e (2.3.4), respectivamente. Além
disso, as distribui¢des marginais e condicionais & posteriori, bem como as medidas
resumo da posteriori (como, por exemplo, os momentos e os quantis) obviamente
nao tem férmulas fechadas pois requerem ainda mais integrais para serem calculadas
(agora também em relagao ao numerador de (2.3.5)).

Na literatura existem vérios procedimentos numéricos computacionais para tra-
tar desse tipo de problema e na préxima segéo descrevemos alguns dos mais conheci-
dos na estatistica, incluindo por exemplo algoritmos de simulacao para amostrar de

uma distribuicao a posteriori.
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2.4 Meétodos computacionais descritos na litera-
tura

A anilise do modelo estrutural Normal, bem como de todos os modelos propostos
no restante desse trabalho requer a utilizagdo de procedimentos computacionais.
Nosso objetivo entdo é descrever alguns dos métodos mais populares utilizados na
estatistica e também apresentar algumas técnicas de diagnosticos de convergéncia.
Entretanto para ndo quebrar a seqiiéncia das segoes colocamos esse tépico na se¢ao
2.4 do Apéndice. As subsegGes dentro do Apéndice 2.4 abordam os seguintes tépicos:

Na subsecéo 2.4.1 fazemos uma classificagao geral dos métodos computacionais,
descrevendo brevemente alguns dos algoritmos mais conhecidos.

Na subsecdo 2.4.2 apresentamos as idéias basicas sobre os métodos de sim-
ulacdo do tipo MCMC (“Markov Chain Monte Carlo”) descrevendo o algoritmo
de Metropolis-Hastings e o algoritmo original de Gibbs (Geman e Geman, 1984, e
Gelfand e Smith, 1990).

Nas subseges 2.4.3 e 2.4.4 descrevemos duas variagoes do algoritmo de Gibbs, o
“Gibbs em Blocos” (ou “Grouped Gibbs”) e o “Collapsed Gibbs” (Liu, 1994). Estes
métodos tem o objetivo de acelerar a convergéncia do Gibbs original.

Na subsecao 2.4.5 descrevemos o algoritmo hibrido de Metropolis-Hastings em
Gibbs (Miiller, 1991), conhecido como “Localized Metropolis-Hastings”.

Finalmente, na subsecao 2.4.6 do Apéndice apresentamos algumas das técnicas
de diagnéstico de convergéncia e critérios de parada dos algoritmos encontrados na

literatura.
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2.5 Implementacao de algoritmos para o modelo
da segao 2.3

Nessa secio apresentamos inicialmente as distribuicdes condicionais completas & pos-
teriori obtidas a partir do nicleo da “distribui¢do & posteriori baseada nos dados
observados” (que é dada em (2.3.3)). Apresentamos também as condicionais com-
pletas & posteriori obtidas a partir do nicleo da distribui¢do conjunta p(z, 8] Dobs)
(dada em (2.3.4)). Essas distribuigdes condicionais serao tteis para implementar os

algoritmos MCMC dessa segao.

2.5.1 Distribuices condicionais completas & posteriori ba-
seadas nos dados observados

Baseando-se na posteriori em (2.3.3) (sob o modelo estrutural na formulagao 1),

obtemos a seguir as distribuicdes condicionais completas univariadas de o e p (que

sao Normais), a distribui¢do condicional completa conjunta de a e p (que também

é Normal), e as distribuigdes condicionais completas univariadas de 3, o2 e 0 que

sio distribuicoes conhecidas a menos de constantes de proporcionalidade (ou seja,

apenas os seus nucleos sao conhecidos). Essas distribuigbes estao descritas a seguir.

o A distribuigdo de « dado 3, u,0%,0? e Dy é dada por

aiﬁ’ Hy 032;7027Dobs ~

© (PR —5X) + (¥ ~ )l +alS|__ oAfE] 251
nog (0% +0%) + [Z| ' nok(o o) +Z)) T
onde IT| = %0202 + Ao?a? + A(o?)% (2.5.2)

e A distribuicdo de p dado «, 3,02, 0% e Dgys € a seguinte:

ula, 38 02,0%, Dops ~

v (neEPo X + 3%Y — )] +mix] o2z ,
N ( naﬁ{o%\ + 3202 + |Z] : naﬁ[02/\ ¥ 3207 1 |2l) , (2.5.3)
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onde |Z| é dada em (2.5.2).
o A distribuicio conjunta de a e p dado 3,02, 0% e Dops é dada por
7(c, |80, 02, Dovs) = m(alps, B, 02, 0%, Dabs)-(1)8, 02,07, Dobs), (2.5.4)

onde 7(a|p, B, 02,02, Dobs) é dada em (2.5.1) e

b 53

B 1
p’iﬂ) 02’02) Dobs) ~ N (‘A‘) Z (255)
onde
A = no’(A + 6% + b n*a%p*(0%)?
- 1| 02 [Zl(no2(o? +02) +|Z)’
B = no?(AX + BY) Lm_ nBo2no?(Y (62 + 0?) — Bo2X) + a|X|]
- 1| oh IZ|(no2 (02 + 0%) + |Z)) ’

e || é dada em (2.5.2). A distribuigao (2.5.5) foi obtida integrando-se a posteriori
em (2.3.3) em relagao a o e depois obtendo-se a condicional completa em relacdo a

W

o A distribuicdo condicional de 3 dado a, 1, 02,07 e Dops €

1
203|Z]

(Bla, p, 02,0, Dops) lZl"% exp {—— [3%.A- Zﬁ.B]} , (2.5.6)

onde
A = eSO (R )+ e+ ) + I
i=1
B = 03 [n;w2(7 — )+ o2 (Zn: XY, - naYﬂ + b|Z|
i=1
e |X| é dado por (2.5.2).
De (2.5.3) podemos ver que a distribuigao condicional de 3 baseada nos dados

observados nao é Normal, j4 que A, B e |Z| sao fungdes de S.
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e A distribuicdo condicional de 02 dado «, 8, t,0%, Doy é dada por

ﬂ(azlaaﬂ>ﬂ702aDobs) lzl 2( 2) (C+1)6Xp{——2-[0 Zz_l(Y o BX )2 +2 ]}

1]
5.7)
onde |Z| é dada por (2.5.2).
e A distribuicdo condicional de 0% dado «, 8, i, 02, 0%, Dopsé dada por
ﬂ(ozla’ﬁaﬂyazaDobs) (258)

o [B]F (0% <f+1>exp{——{‘2,[z(y = B4 3 (Xim u)] 29}},

onde |X| é dada em (2.5.2).
As férmulas (2.5.1) a (2.5.8) sdo desenvolvidas na segdo 2.5.1 do Apéndice A.

Observagao: Das distribuigdes condicionais completas a posteriori dadas em 2.5.6)
(2.5.7) e (2.5.8) conhecemos apenas o nicleo. Nesse caso, podemos utilizar por
exemplo o algoritmo hibrido de Metropolis-Hastings dentro do Gibbs, que utiliza
o algoritmo Metropolis-Hastings para amostrar de cada condicional completa uni-
variada desconhecida dada acima (na subsecdo 2.4.5 descrevemos os passos desse
algoritmo com detalhe). Uma outra saida seria utilizar a “posteriori baseada nos
dados completos” e amostrar da distribuigao conjunta p(z, §{Dobs) dada em (2.3.4)
por meio do algoritmo de Gibbs, que nesse caso ¢ muito simples de ser implementado,
j4 que todas as distribui¢des condicionais completas necessarias sao conhecidas como
vemos na subseco a seguir. Note que, uma vez obtida uma amostra de p(z, 8] Dobs),
podemos entdo descartar a parte da amostra referente a z, ja que p(8]Dobs) é uma

distribuicdo marginal de p(z, §|Dobs)-
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2.5.2 Distribuicbes condicionais completas a posteriori ba-
seadas nos dados completos (D)

A seguir apresentamos as distribuicoes condicionais completas e «, 3, i, o2, oe z

obtidas a partir de p(z, §) o< L(g|D)n(g) dada em (2.3.4).
Nesse caso as distribuicdes condicionais de a, 3 e p sdo Normais e as de o2 e o2

sao Gama Invertida, com os respectivos pardmetros dados por:

2(V — BZ) + hao?  Ao?02
2 .2 D ~ naa( . a
o|B, 1, 07,07, N ( = Tt ot) (2.5.9)
2 (s - 2 2.2
2 2 0% (Tiey 2:Yi—noZ)+Ao"b Aooj
~ N I, 0
Bla, p, 05,0, D N( AT 2 A AT (2.5.10)
=2 2 2 2
2 2 N nTo, +o;m 00,
ple, B,05,0°, D N( nol 07 nottol)’ (2.5.11)
1 n
ola, B, 0%, D ~ IG (g— +cd+ 3 > (@i - p)2> , (2.5.12)
i=1
1 n 1/1 — v s 2 n
?lo, B2 D~ IG (n+f;g+—é (Z“‘ o= Pa) +Z(Xi——xi)2)>
=1
(2.5.13)
e cada uma das varidveis z;, i = 1,...,n, tem a seguinte distribui¢ao condicional
completa:
2(8Y; — Ba + A X;) + Ao?p o202
. 2 D N~ N 01(16 T K . ) .
xziaaﬁﬂl'v 0%y Yobsy T(—i) ( 0_2([32 +/\) T o2 ; UZ(,BZ T )\) T o2
(2.5.14)
Observagdo: A “introdugdo” das varidveis latentes zy,...,Zn leva as condicionais

a posteriori serem Normais ou Gamas Invertidas e, portanto, mais simples de serem

amostradas computacionalmente.

2.5.3 Implementagdo do algoritmo original de Gibbs

Para amostrar da posteriori p( | Dobs) sob 0 modelo em (2.3.1) podemos amostrar da

distribuicio p( z, 8] Dobs) dada em (2.3.4) utilizando o algoritmo de Gibbs. Para isso
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usamos as distribuicdes condicionais completas unidimensionais dadas por (2.5.9)

até (2.5.14). Os passos do algoritmo s@o os seguintes:

Passo 0: Escolher arbitrariamente um ponto inicial §© = ((®, 8©, p©®, o2 2T,

Faca j = 0.

Passo 1: Gerar gj(j+1)7g(j+1) — (g;(j+1),a(j+1)7ﬁ(j+1)’p(j+1),Uz(j+1)’o_2(j+l))T como
segue

e gerar ~'£<j+1) = ($(1j+1): e a$$?+1))T7 onde
. A . ; (7) )
A < n(aa, 59, 40,02, % Di),

isto é,

Ug(j) (ﬁg(j) +/\) + /\0.2(3‘) ’O‘g(j)(ﬂ2(j)+)\)+}\0'2(j)

i=1,...,n.

(1) N (Ug(j) (B9Y; = Do+ AX;) +- 20?7 p) N )
:ri ~ N )

e gerar a(j+1) ~ 71'((!} Q(jﬂ) 1 IB(J)a #(1)7 Uz(j) | U2(j)7 Dobs)a isto é’

S0 o [ Poaly = B9ZO) + xao?® A2 o2
ngg + A0-2(J) bJ no_g + )\02(1) b

& gerar :B<j+1) ~ ﬂ-(ﬁ' :E(j+l)7 a(j+1)> ,u'(j)a Ug(j)a UZ(j)a Dobs); isto é7

2 n Uy G+ D)5 +1) 2(4) 26 o
3O+ N %5 (Zi=1 Y et )+’\" b Ao" o
0/23 Z?=1($§]+1))2 + \o2? C’% 2;;:1(3;27“))2_}_)\02(1) )

e gerar M(j—H) ~ W(/'Ll :E(j+l)> a(j+1)a B(j+l)’ 03(5)7020)a Dobs)a isto é,

I

2 2(4) ? 2 2(5)
no, + o0z no,+ oz

lL(j'*'U ~ N (

nzUto? + om o292 >
e gerar Ui(j+1) ~ ﬂ’(o‘ii 1:(j+1)’ a(j+1)’ ﬁ(j+1)’#(j+1)’0-2(j)’ DObS): ist’o é’
2(3+1) n 1& G+1) (G+1)32
or  ~1G §+c;d+§Z(xi —pTNE

=1
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(G+1) 2 ; ; i ; (7+1) . ,
o gerar 0270 ~ (02| gUFY, oUD, BUFD 6D 27T, D), isto €,

j 1 (37 (Y,—aUtD) —gu+lgi+y2 - n _
o2~ IG (n+f;g+§( im1(Yi—a N pUt ) +Z(Xi__xgy+1))2 ‘
i=1

Passo 2: Faca j = j + 1 e va para o Passo 1 (até a convergéncia).

2.5.4 Implementagio do algoritmo de Gibbs em blocos

Na secdo anterior aplicamos o amostrador de Gibbs para amostrar da posteriori
(9, £|Dobs) em (2.3.4), usando as distribuicdes condicionais completas em (2.5.9)
a (2.5.14). E importante notar entretanto que z = (z1,...,Z,) aparece em cada
uma das férmulas de 2.5.9) a (2.5.14), o que significa que existe uma consideravel
dependéncia entre cada uma das componentes de g e z (e também entre as it-
eragdes), o que pode eventualmente prejudicar o desempenho desse algoritmo. Uma
alternativa nesse caso seria usar o algoritmo de Gibbs em blocos.

Nessa secio vamos utilizar o algoritmo de Gibbs em blocos para amostrar de
p(z, §]Dobs) dada em (2.3.4). Para isso vamos considerar quatro grupos de compo-
nentes, {o, 1, £}, {8}, {02}, {6}, onde a distribui¢ao conjunta 7(a, p, z|B,02, 0%,
Dips) é uma Normal de dimensgo n+2 e portanto muito simples de ser amostrada ja
que 7(e, p, £|8,02,02, Dos) = m(z e, i, B, 02,02, Dobs) (e, pl B, 02,02, Dobs), onde
os z;|a, B, , 02,02, Dops, parai = 1,...,n, sio condicionalmente independentes com
distribuicio dada por (2.5.14), além disso, a distribui¢io conjunta de o, |5, 02,02,
Daps é dada em (2.5.4). As componentes 3, 02 e o sdo amostradas das distribuigoes
em (2.5.10), (2.5.12) e (2.5.13), respectivamente. Com essas informagoes podemos
implementar o algoritmo de Gibbs em blocos e a seguir damos os passos desse

algoritmo.
Algoritmo de Gibbs em Blocos

A seguir damos os passos desse algoritmo para amostrar da distribuicao conjunta
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p(§9 %'lDobs) dada em (234)
Passo 0: escolher 4 = (89,027, 0*)T e faga j = 0.

Passo 1: gerar (pUtD, oUtD) £U+D)T conjuntamente da seguinte maneira:

o gerar p0) ~ 7 (ulf9), 027,07, Doys) que é

BO® 1

40 = O (B9 1 n202(BY)2(0>”)’
- 120 o2 |Z0)|(no(o2? + 0??) + [Z@))’

B — no?® \X + VY) m
- 'Z‘(J)] 0'}2‘

_190*?[nod(V(02” + 0**) - 902" X) + a|ZY)]

IS0)|(no2(02” + ¢*?) + [E0)]) ’
onde  |20)] = (BD)26*" 62" 4+ A0®” 02 + A(?”)? (2.5.16)

o serar aUtD) ~ m(a|ultd g0 o290 529 DY que é a seguinte normal
b b T b 3

N no? [03”)(37—~ BIX)+02 (Y — Bl 40|20 02|80
nag(o,g(a‘) 4 02(:‘)) + lz(j)i 3 no_g(ag(j)+o.2(j))+lz(j)l
(2.5.17)

onde |X0)| é dada por (2.5.16),

o gerar as varidveis latentes U = (%Y. 20+t do seguinte modo:

gerar x(J+ ) (xil#(j+1)7 a(j+1)>)8(j)» Ug(j)a 0-2(j) 3 Dobs); para
i=1,2,...,n, onde m(z:|u, &, B,02,0% Dops) é dada (2.5.18)
por (2.5.14).

Passo 2: Gerar (U, 027" 629" como no algoritmo original de Gibbs da

subsecao 2.5.2:

e gerar /3(j+1) ~ W(‘B'/L(j+l)a a(j+1)3 U:%U)? 02(1)7 g,:(j+l)7 Dobs))
(2.5.19)
onde 7(B|u, a, 02,02, =, Dops) €é dada em (2.5.10),

L A
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e gerar Ug“*” ~ (2|t o+ U+ o2 zUD | Do),
(2.5.20)
onde 7(02|u, a, 3,02, T, Dobs) é dada em (2.5.12),

o gerar 0271 ~ w(o?|ultD), qUtD), BUHD g29%Y LG+ D,
(2.5.21)
onde 7(0?|u, @, 3,02, T, Dobs) é dada em (2.5.13).

~

Passo 3: Fazer i = i + 1 e voltar para o passo 1.

2.5.5 Implementacio do algoritmo “modified collapsed
Gibbs”

Nesta subsecdo vamos utilizar o algoritmo “modified collapsed Gibbs” para amostrar
da distribuigao p(§, z|Dobs) dada em (2.3.4).

A idéia é num primeiro passo gerar (o, i), ndo de 7(a, p|B,02,0%, z, Dobs), mas
de 7(a, p|B3, 02, 0%, Dops), onde z foi eliminado por integragao (isto &,
w(o, p|B, 02,0% Dops) = [ m(a, p, z|B,02,0%, Dops)d ) € num segundo passo gerar
(z,8,02,0% de n(z,B,0%,0%|a, i, Dops), que pode ser feito por meio de um mini-
Gibbs utilizando as condicionais completas 7( z|a, B, i, 02, 62, Doys), ©(Bla, p, 02,02, z,
Daps), 7(02|a, B, 1,02, T, Daps) € 7(0%|a, B, p, 02, z, Dobs), dadas respectivamente

por (2.5.14), (2.5.10), (2.5.12) e (2.5.13)

Os passos do algoritmo “modified collapsed Gibbs” sdo os seguintes:

T

Passo 0: faca ¢ = 0, escolha (8©, 02 027) e faga j = 1;

Passo 1: gere (a1, u@+D) de 7(a, |89, 02?,062”) do seguinte modo:

o gere p(+D) de (8D, 027, 062" Dops), onde 7(u|B, 02, 0%, Doys) 6 dada em
(2.5.5),
o gere altD) de 7(a|pulth), 39 629 627 D), onde m(alp, 3,02, 02, Doys) é

dada em (2.5.1);
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Passo 2: gere (gg;rl),ﬂ(eﬂ)’ 51?” 2tx+1>) de ﬂ(m ﬂ, Jz‘a(iﬁ-l)’”(ﬁl)’Dobs) da

seguinte maneira:

e gere :ztgﬂ) de m( x|+ p+D), ,88)), _,38),0(2;;), Dos) do seguinte modo:

i i i (i) @)
gere ka) de m(zx]altD, pl+h) B&, 02:00) » Dobs) Parak =1,2,...,n

onde 7(zx|a, p, B, 02,02, Daps) é dada em (2.5.14),

i i i i (i 0
o gere A" de m(Blal+D, utD, (3, o7, 0, Davs),

onde 7(Bla, p, ,02%, 02, Dobs) ¢ dada em (2.5.10),
o gere o2 de m(o2[aHD, u), gGD GOV 529 D)
onde 7(02|a, 1, B, 02, =, Dovs) é dada em (2.5.12)

) i +1 +1 G+
o gere 025" de m(0?al* D, D, g, B 62, Do),

onde (0|, B, u, 02, 02, z, Dops) € dada em (2.5.13);

Passo 3: se j < N, faca j = j + 1 e volte para o passo 2 (onde N é o nimero de

iteracoes do mini-Gibbs);

Passo 4: faca i =1+ 1 e volte para o passo 1.

Observagoes

1. A diferenca entre o “grouped” e o “modified collapsed Gibbs” para amostrar da
distribuicéo em (2.3.4) (quando apenas o vetor z é eliminado por integragao)

é que no 1ltimo utilizamos um mini-Gibbs nas componentes z, 3, o2 e g’

2. Uma outra maneira de implementar o algoritmo “modified collapsed Gibbs”
6 no passo 1 amostrar apenas o vetor z, e nao da distribuicdo m(z|8, Dobs),
mas de 7(z|Dobs) (onde g ¢ eliminado integrando-se p(g, Z|Dobs) em relagao

a §) e no passo 2 amostrar § de m(g§|z, Dobs). No primeiro passo aplicamos

~
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um mini-CGibbs até a convergéncia, utilizando para isso as distribuigoes condi-
cionais completas 7(z;|Z(~), Dobs), Parat =1,...,n, e no segundo passo apli-
camos outro mini-Gibbs até que convirja, utilizando para isso as condicionais
completas m(a|8, 1,02, 0%, z, Dovs), ®(Ble, 1, 62,0%, Z, Dobs), w(ule, B, 02,02,
Z, Dobs), 71'(0'3[0‘::37 K, o?, i’faDobS) e 7"(‘721aaﬂ:l‘» ‘7:%’ §7D0b8)~

Para obter a distribuicao 7(z|Dops) precisamos integrar a posteriori conjunta

p(8, Z|Dobs) em relagio a g = (o, B, s 6'3 o?

1T e

), para entao obter as condicionais

completas m(Z;|T(-s), Dobs) Para i =1,..., 7.

2.5.6 Implementacdo do algoritmo hibrido de Metropolis-
Hastings em Gibbs

Para amostrar da “posteriori baseada nos dados observados”, dada em (2.3.3), uti-
lizando o algoritmo de Metropolis-Hastings em Gibbs, devemos fazer inicialmente

as seguintes observagoes:

1. a e p podem ser facilmente gerados da distribui¢ao 7(a, p|B, 02,02, Dobs) que

é Normal bivariada

7l'(0£, “‘ﬁ7 0'2, 027 DObS) = 7T(Cl|/.t, /8) 027 02) Dobs)ﬂ'(f»"',@; ‘73, 025 Dobs))

onde m(a|u, 8, 02,02, Dovs) é uma Normal dada em (2.5.1) e 7(p|B, 02,02, Dos)

é uma Normal dada por (2.5.5).

2. A distribui¢do condicional completa & posteriori de 3 dada em (2.5.6) é pro-

porcional ao produto

1
ﬂ(,@ia, K, 02’ 027 DObS) X wl(ﬁla? H, Uia 02> Dobs) D SY —-.2_(/3 - b)2 3
205

onde o segundo fator é o ntcleo de uma N (b, 0%), onde o3 é conhecido e
on(Blon s 02, 0%, Dons) = |EI7F exp  —=—3—(8°C — 26D) }
7 H yYxy ? 20_/23‘2* U ’

38



é uma funcao uniformemente limitada em 3, onde
= 0123 {03 Z(Xi —p)?+ 2nuo(X — p) + np?(o? + 02)} ’
=1
D= 0/3 [TLIJJUQ(Y - a)+ o} (ZXY nof)?)}
e T =202+ Ao?(02 + o).

e A distribuicao condicional completa & posteriori de 02, dada em (2.5.7), é

proporcional ao produto

d
71'(0’3]&7 ,B, K, 0_‘2, DObS) X ’(/}2(0’210!, ﬁa 122 027 DObS)'(O'z)—(OH) €Xp {_EE} P
x

onde o segundo fator é o niicleo de uma distribuigdo IG(c,d) e

—a2 3, (Yi — a - BX;)? }
21| !

Yo(02|a, B, 11,02, Dops) = | —% exp{
onde || = 02(5%0? + Ao?) + A(0?)?. Além disso, ¢ é uma funcéo uniforme-
mente limitada (em o2).

o A distribuicdo condicional completa & posteriori de 0%, dada em (2.5.8) pode
ser escrita como

7r(0'2|a, ﬂy 22 037 Dobs) x 1/)3(0[, ﬁ) H, U:) 02: Dobs)-(0'2)—(f+l+%) exp {“'0%} )

onde o segundo fator é o nicleo de uma IG(f + 3;9) e

o?

it 1,0, Do) = () exp{- S g3t}

onde |Z| = 02[(B%02 + Aa2) + Ag?]. Além disso, 43 é uniformemente limitada

(em o?).

A seguir apresentamos os passos do algoritmo hibrido de Metropolis-Hastings

em Gibbs para esse problema.

Passos do Algoritmo de Metropolis-Hastings em Gibbs (para o caso parti-

cular em que T' = 1)
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Passo 0: Escolher g = (8®,02”,5%?)7 e faga j = 0.
Passo 1: Gerar gi+)) = (o)) 0+ ,B(i"“l),og(”l),a"’(i“) )T da seguinte maneira:

m gerar (oU+), uUD) conjuntamente do seguinte modo:
o gerar 0D ~7(p|BY), 02?622 Dops) que é dada em (2.5.15) e (2.5.16)
o gerar aUt) ~ m(a|pt*h, g0, 02?629 Dops),
onde m(ajul*D, g0, 027 6%” Dys) 6 dada em (2.5.17).
m gerar S0t ~ 1(Blalith), /.z(j“),aiw,az(j), D.ps) da seguinte maneira:
o gerar o candidato 3*U*Y a partir de N(b,03) e U da U(0,1),

e fazer

+(j ‘ j G o
o(*0+V|39) = min Py (B70D]a0HD, p0+D) 627 627 Dobs) | )
Y1 (B0 |alith), pG+D, 029 02 Dos) ’

onde
1/)1(ﬂ*(j+1)ia(j+1),/J(jﬂ),di(j),ow),Dobs)
n 1 . 3
— |3 _ «(G+IN2 _ grG+D)
% oxp - g (590 - D
Py ( B+, JPCA Uim, 29
Nz 1 . 4
= |92 — —__((8Y2C — Y
Ot exp { ot (90 - 99)D)
onde

5

: n . . 3 — -
%ﬁP”MVWWwwwﬁawwn
=1
mwmww”www
D= aé {n,u(j“)a?‘”(?” _ a(j+1)) + aﬁ(j) (i XY, - na(jﬂ)'yﬂ ,

i=1
lz** — (‘3*(3‘.{-1))20_20)03(2) + /\0_2(3‘) (0,22:(1') + 0‘2(j)),

lz(j)‘ — (13(]‘))20_2(3')0_3()') + )\0_2(;5) (Uz(j) + 0'2(1'))‘
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e Se U < a(B*U+D|p0)), faga U+ = 3*U+Y: caso contririo faca
3G+ = 36,

B Gerar 027" ~ n(02|al+D) 0D g6+ 522 D) do segninte modo:
e gerar um candidato 02"“*"” a partir da IG(c,d) e gerar U ~ U(0, 1),

e fazer

_ . 26D G+1) G+ gU+HD) 5290 D

N o o ) g

z (J+1)i 3(1)) i 1,b2( 3:2(1-) { — llad : 3 f — 3 - ) obs); 1 ’
7#2(0; Ia(J )7/1'('7 )7/3('7 )70 7Dobs)

onde

*(i+1)
(7 y ; ; ] n g
¢2(Uz (]+1)la<]+1)’lu(-7+l)?/8(]+l)’02(1),Dobs) — lztl—a eXp {_ x .A} ,

. ) 2(7)
wQ(UZ(])'a(j+1)?/’L(j+l)’/8(j+1), az(:),Dobs) _ IEI-% exp {maI .A} ’

onde A=S (Y- al+D) — g+ x )2,
=1
‘E*] _ Ozt(j«r—l) [(ﬁ(j+1))20_2(j) + }\0_2(3’)] + )\(0_2(1))2’

2] = 27 ((B99)26*” 4 20*”) + A(o* ).

G+ o) (5+1) “(+1) [
e Se U < a(e¥777|02”), faca 02"’ = ¢2"""; caso contrério faca

206+ _ 9()
oz =07,

B Gerar 029"V ~ 1(02|aU+D), G+ U+ 52040 D Y da seguinte forma:
e gerar um candidato 02" da IG(f + 2;9) e gerar U da U(0, 10),
o fazer
Pa(aF 9 QU [ GHD) gUHD G2 Dy 1}
WYa(a2? |alt) uG+D) | 3G+ g20%0 Doy Y

a(az«(ﬁl) 10_2(1) ) _ mm{

onde

w3(02*<3+”]a(j+1)f 3”“%#““%szu“)-Dobs)
\ 1 [ . o n ,
— (A*)———,zexp{__:i: {Z()/i’“a(1+l)~3(l+l)ﬂ(z+l))2+)‘ Z(Xi’u(l+l))2:'}
‘ i=1 1=1
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¢3(U2‘j’ [a(j“),ﬂ(j“), pl+y, 03‘”” , Dops)

~ ()7 exp{ [ g S}
=1 2=1

onde i+1 G+1) 2G+1) (+1)
A = (BUTIY2TTY L Ae2TT A0
; G+D) G+1) @
A = (BUTDY227T0 L Ac2TT 4 A
“GHD | _pG) (G+1) +(G+1) - G+D)
ese U < a(c?7"7|0%”) faca 02”7 = ¢%7"; caso contrdrio, 0277 =

02(j).
Passo 2: Faga ¢ = ¢+ 1 e volte ao passo 1.

Observagao: Agrupando-se as componentes « e g (isto é, amostrando-se conjun-
tamente « e u, ao invés de individualmente) ganha-se em termos de velocidade de

convergéncia do algoritmo.

2.6 O modelo estrutural nao identificavel com par-
ticular priori de componentes independentes

No modelo estrutural Normal sem restrigdo de identificabilidade em (2.2.1), dado

pelas equagoes
B/i =a+ ,Bflfi + €:s
e X, =xz; +uy, onde

e\ 0 g2 0 0
U l;\t} N 0 ) 0 012; 0 1 1= 17 2) e T (261)

e onde § = (a,3,p,02, 02,0%)T, acrescentamos a suposi¢do & priori que a, 3, p,
02, 02 e 02 sdo independentes, com a ~ N(a,02), 8 ~ N(b,03), p ~ N(m,0?),
02 ~ IG(c,d), 02 ~ IG(f,g) e 0% ~ IG(p,q), onde a, b, m, o2, 0'%, aﬁ, e, d, f,g.p

e g sao hiperparametros conhecidos.
Distribuigdo & posteriori baseada nos dados observados (Dps)
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A posteriori baseada nos dados observados sob esse modelo é dada por

(8] Dobs) < L(8]|Dobs)7(8), onde L(§|Dobs) € dada por (2.1.4)

e m(g) = m(a).w(B).m(u).m(02).n(ck).7(c2), isto &,

P(81Dats) ox |27 (02) D (07) 1+ (02) 70D exp{"% {(wzoi 02 S (X~ P
=1

2602 T — e = B)(Xi = ) + (02 + 62) 3 (¥i — @ — ) / 1=

i=1
—a)? — b)? —m): 2d 2 2
pla—af B w-m) +~—5+—§+—(§}}, (2.6.2)
o2 a5 o o 02 o?
onde S| = B%0202 + 0202 + 0202, (2.6.3)

Posteriori baseada nos dados completos (D)

P(@1Das) = [ p(z, 61Ds)dz

onde p(z, §]Dsvs) x L(g|D)(g) e L(|D) é dada por (2.1.5) e 7(0) = w(a)n(f).

w(u)(e)m(o3)m (o), ou seja,
n v — B )2
P(2 81Dots) o (azr%‘*ﬂ“)(aﬁ)"%”*”(a‘f)*'?'“’*”e""{‘% Fizm 7 =

(K- 2 T -pP | (e-a? (8- (i-mP 2

+ o2 o2 o o3 ol o2
2 2

+—2‘ -+ '—2] } (2.6.4)
UU 06

Distribuigoes condicionais completas “baseadas nos dados observados”

Usando a posteriori em (2.6.2) obtemos as condicionais completas univariadas
de a e de p que sao Normais, a distribuicao condicional completa conjunta de « e

u# {que também é Normal) e as distribuigdes condicionais completas univariadas de
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B, 02, 02, 0% que sdo conhecidas apenas por seus niicleos. Essas distribuicoes sao

apresentadas a seguir.

° a‘)B’/,l,,OJ 02 0-2 Dobs

N "02[03(?—5)_()‘*"73(?“#3/1)}4‘0'2‘. 02[21 (2 6 5)
‘ no2(0% + o2) + [T ' nod(oi+od)+IEl) T
onde |X| é dada em (2.6.3),
L4 /J«I(X, IB) O'za 012;; 0’3, Dobs
N N(naﬁ[/\g%z( +2ﬂoﬁ(2y2—- a)] + m]El; __ a§[§12 >’ (2.6.6)
no2(o? + f*ol) + |Z| no?(o? + 3%03) + |2
onde |X| é dada em (2.6.3),
L 71'(0, ;U'I/B» O'i, af, 0124, Dobs) =
W(alﬂ» U, 037 03} 0’3, DDbS)”r(:u'lﬁa Uza 037 012;1 D0b8)7
onde a|B, 02,02, 0% Doy tem distr. dada por (2.6.5) e
p|B,0%, 02,02, Dops) ~ N (%’ %) , onde (2.6.7)
4= n(o? + F202) . 1 n?023%(02)?
B | o2 |Z[[noi(02 +02) + 2|}
B n(Xol+YB02) m nBoi[noi(Y(oF+07) — Bo2X) + a|Z|]
- =] o} [Zl[no (o2 +03) + |Z]]

e || é dada por (2.6.3).
1

2 2 .2 -3
Dops -
o (Bl p, 0%, 0% 0% Do) [T ””‘P{ Z

[B*C - 2513}} ,  (2.6.8)

onde

n

0= [0 350 = 20X )+ 2+ o) 41,

i=1

D=0} {nua%? —a)+o? (Z X:Y; — naY)} + b|Z],
i=1

|X| é dada por (2.6.3),

° 77(0'3[&, M. 0'12,, 0'32:7 Dobs)

o |Z]73(02) =D exp { _.% [0'3 Z?zl(lfarlgla - 3X)* ?g” , (269

I
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onde |Z| é dada em (2.6.3),

@ W(Uﬁla7p" :8, 03; 03, Dobs)

 |Z7% (62)" UV exp {_% {0'3 ZI;;(Y;E—I o - Bu)? + %.’;.} } . (2.6.10)

onde |X| é dada por (2.6.3),

i ’”(Uzia,ﬁ,ﬂ, 037037 Dobs)

1[o232 ,(Xi—p)? 2Q]}, (2.6.11)

o« B H ey erp {3 | ERC i 2

onde |X| é dada por (2.6.3).

Distribuigdes condicionais completas a posteriori “baseadas nos dados

completos”

Usando a posteriori em (2.6.4), obtemos as seguintes distribuicdes condicionais

completas:
2y 2 2 2
2 2 2 TLO'Q(Y‘"ﬁT)-‘]—U.O’e. 0,04
® 77(0(!,3’[1/, Uz9au7ge7 %7D0bS)NN< TLO’%—}-O’Z ’n03+03 3 (2612)
2 (32, 7;Y;—naZ)+bo? o203
222DOSNN U,@ d=1 %111 e . e“p
" I 0 0% D) I R RS S
(2.6.13)
o 7(ula,B,02,02,02, 2, Dops) é Normal dada em (2.5.11), (2.6.14)
o (0, B, 1, 02,02, 2, Dobs) é Gama Invertida dada em (2.5.12), (2.6.15)
1 n
d W(Oﬁ!a’ﬁa/‘bvaga 03: ‘:Iv:?DObS) ~1G (—g + f: § Z(Xl - xi)z + g) ) (2616)
i=1

1 n
o 7(0%)a. B,1, 0% 0% 2, Do) ~ IG (-;3 Fp 2> (i g+ q) (2617)
i=1

* 7'('(413,1’0’, 37,“‘ 0'3, 01213 U?«, T(-1), Dobs) = ﬂ.(:rilaa 13- Hs Jz: 012“ 03; Dobs)
v o2[Bo2(Yi—a)+ X0l +02o2n ololo? (2.6.18)
) 02023? + 0202 + 0202 ' o02023%*+0202+0k02)’ o

parat=1,...,n.
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Implementagao de Algoritmos

Podemos utilizar as distribui¢des condicionais completas acima para implementar
o algoritmo original de Gibbs, o Gibbs em blocos, o Metropolis-Hastings em Gibbs

e o “Collapsed Gibbs” de forma totalmente semelhante & Secao 2.5.

2.7 O modelo estrutural com particular priori prépria
de componentes condicionalmente independentes

Nesta se¢do analisamos tanto o modelo Normal com a restrigao de identificabilidade
02 = Xo2, onde )\ é conhecido, como também o modelo Normal sem restrigoes de
identificabilidade, usando em cada caso uma particular priori prépria com compo-

nentes de locacdo condicionalmente independentes.

2.7.1 O modelo com restrigao de identificabilidade

No modelo estrutural dado pelas equagoes

Yi=a+Bz;+e;
X = x; + ug, onde

e; 0 A2 0 0
u | ~N 0 |; 0 o2 0 ,i=1,...,7n,
Z; 123 0 0 03
onde ¢ = (o, 3,p,02,0%)7T e 02 = Ao = Ao? com A conhecido e acrescentamos a

suposi¢ao & priori que 7(g) = 7(a]|o)n(B|o®)m(ulo?)m(o2)m(0?), (2.7.1)

onde alo?~N(a,x3,0%), Blo®~N(b,x%0?), plo?~N(m,7¢0c2) e 02 ~IG(vo1, A1),
02 ~ IG(vpy, Aoz), onde a, b, m, X2;, X2, T&s Vo1, Y02, Aot Aoz S80 os hiperpardmetros
conhecidos.

A escolha dessa priori baseou-se primeiramente na analogia com o modelo de

regressao cldssico (sem erros de medida em X') com priori conjugada, além do fato
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de que em muitas situagoes na prética é bastante razodvel assumir que pardmetros

de locacao dependem de parametros de escala.
Distribuigao a posteriori, baseada nos dados observados

P(81Daps) o L(8]Dovs)7 (), (27.2)
onde L(§|Dobs) é obtida de (2.1.4) quando fazemos o2 = Ao? e 0?2 = o2

Posteriori baseada nos dados completos (D)

P(¢1Dais) = [ p(z, 01Dase)dz, (2.73)

onde p(z, §]Dobs) x L(g|D)m(g) e L(g|D) é obtida de (2.1.5) quando fazemos

2 g2 e g2 — 42
0 = AoZ e ol =0°.

Distribuicoes condicionais completas & posteriori “baseadas nos dados

observados”

Usando a posteriori em (2.7.2) obtemos as seguintes distribuicoes:
o a|B3, u,02% 0% Dyps ~ Normal dada em (2.5.1), substituindo o2 por X302
o pla, 8,02,0% Dops ~ Normal dada em (2.5.3) substituindo o2 por 750Z;

o m(a, p|B,02%,0% Dovs) = m(a|B, 1, 02, 02, Dons) (B, 02,52, Deops), onde
1B, 02,02, Dobs tem distribui¢io dada em (2.5.5) substituindo o por 7302 e

0% por x3,0%;
o 3la, p, 0% 0% Dops tem distribui¢ao dada em (2.5.6) substituindo o3 por y3,02

e 2|a, 3. 11,02 Dgns tem distribuicdo dada em (2.5.7) substituindo ¢ por vy e d

PoOr Agi;



o ?|a, B, u,02, Doys tem distribuicao dada em (2.5.8) substituindo f por vy e

g por )\02.

Distribui¢oes condicionais completas 4 posteriori “baseadas nos dados
completos”

Usando a posteriori em (2.7.3) obtemos as seguintes distribuigoes condicionais:

o a|B,p,02,0% £, Dops ~ Normal dada em (2.5.9) substituindo o, por x3,0%,

ou seja,

alB, p 0% 0% z,Dgy, NN<nxg1(7—ﬁ'a?)+)\a_ AX610” )

nxg: + A T nxgy + A

o Bla, p, 02,02 z, Dops ~ Normal dada em (2.5.10) substituindo 0% por x2,0?,
x z B3 02

ou seja,

o, 5. D M o 28 or” )
sHs Vs s =y obs 3

Xo2 i1 27 + A Xfe Srg R4 A
e ple, B,02,0%, 2, Dops ~ Normal dada em (2.5.11) substituindo o2 por 7¢o2,

ou seja,

/J‘Ia) /‘3) 037021 Dobs ~N (

n'f’rg—l-m Tgaz
ng+1 nig+1)’

o o2a,B,p, 0%, z, Dobs) ~ Gama Invertida dada em (2.5.12) substituindo ¢ por

Vo1 € d por Aoy;

o 02|a,3,1,0%, z, Dops ~ Gama Invertida dada em (2.5.13) substituindo f por

Vo2 € g POT Ao2;

o zila, 3, 11,02, 0% x(_iy, Dobs ~ Normal dada em (2.5.14).

Implementacao de algoritmos
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Utilizando as distribuictes condicionais completas & posteriori obtidas acima,
podemos implementar os algoritmos de Gibbs, “grouped Gibbs”, “collapsed Gibbs” e
Metropolis em Gibbs (para amostrar da posteriori), de forma totalmente semelhante

a secao 2.5.

2.7.2 O modelo sem restrigoes de identificabilidade

No modelo estrutural

Y;=a+ fz; +e,
Xi =z +u,

€; 0 g2 0 0
u | ~N 0|;1 0 o2 0 Li=1,...,n,
T © 0 0 o2

onde g = (a, B, p, 02,02, 02)T, acrescentamos a suposicio A priori sobre § que

onde

m(g) = m(alo?)m(Blol)m(uloZ)m(oZ)m(o7)m(0?),

onde ao?~ N(a, x3,07), Blo?~ N(b,x5:07), plo~ N(m,1302), o2~ IG(vor, Aov),

02 ~ IG(vo2, Aoz), 02 ~ IG(13, Ags)-
Distribuicao a posteriori
A posteriori baseada nos dados observados, entdo é dada por
P(8|Dobs) o< L(8] Dobs)7(8), (2.7.4)

onde L(g|Dops) é dado por (2.1.4) e w(g) ¢ dada acima.

A posteriori “baseada nos dados completos” (D) é dada por

P(81Da) = [ p(z. 61Dase)dz. 2

=
Ut
N

onde L(g|D) é dada em (2.1.5) e 7(g) é dada acima.
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Distribuic¢oes condicionais completas 4 posteriori baseadas nos dados ob-

servados

Usando a posteriori em (2.7.4), obtemos as seguintes distribuicdes condicionais:
o a|B,p,02,02, 0%, Dgs ~ Normal dada por (2.6.5), substituindo ¢2 por x2,0%;

o ula, B,02,02, 02, Dops ~ Normal dada por (2.6.6), substituindo o2 por 720?
H zrYus Ve B 0

° 7T(C¥, /‘Llﬁa 02, 027 Dobs) = W(a'ﬁr H, 0-31 0-27 Dobs)ﬂ'(ﬁ[ﬂ: 037 0-2, Dobs), onde
B, 02,02,02, Dops ~ Normal dada por (2.6.7), substituindo o2 por 7307 e 0,
por X4,0%;

e Bla, p,02,0%, 02, Doys tem distribuigao dada por (2.6.8), substituindo o} por
Xb20%;

o 0o, B, 1, 02,02, Days tem distribuigdo dada por (2.6.9), substituindo ¢ por vp;

e d por Agi;

o oo, 3,1, 02,02, Dops tem distribuicao dada por (2.6.10), substituindo f por

Vo2 € g POT Apg;
o 02|, B,11,02,02%, Doys tem distribuicao dada por (2.6.11), substituindo p por

Vo3 € § POT Ag3.

Distribuigoes condicionais completas a posteriori “baseada nos dados

completos”, (D)

Usando a posteriori em (2.7.5) obtemos as seguintes distribui¢oes condicionais

completas:



a|B,p,02,02,02, 2, Dops ~ Normal dada em (2.6.12), substituindo o2 por

/\J

2 .2 :
X01%¢, OU S€ja,

(P =8 ta ot
nxd, +1 " nyd, +1
Bla, p,02,02,02, £, Dops ~ Normal dada em (2.6.13), substituindo Ug por

Ty ur e ~

X2,02, isto &,

N <X02 (T Y na?f)+b X02‘72 )
Xbo S 22 + 1 "X X 241

pla, B,02,02, 2, Doy ~ Normal dada em (2.6.14), substituindo o2 por 7302,

isto €,

nITg +m 1202
ng+1" ng+1)’

o2la, B,p1,02,02, 2, Dops ~ Gama Invertida dada em (2.6.15), substituindo ¢

~

por vg; e d por Ag, isto é,

IG ( -+ U015 A()l “+ — Z(l‘ - ,U,)2)

1.—1

o2le, B, p, 02,02, 2, Dops ~ Gama Invertida dada em (2.6.16), substituindo f

PO g2 € g POr Agg, isto é,
n 1< 2
IG 3 + Vog; §Z(Xz — )"+ Aoz | ;
=1

o?|a, B,p,02%,02, , Dops ~ Gama Invertida dada em (2.6.17), substituindo p

POr Vg3 € g POr g3, isto €,
1 Y \2
IG 5 +V03 'Q‘Z(Yz’—a - Bx)" + X3 | ;
=1

zila, 3. p. 02,02, ae,x(_l) Dgys ~ Normal dada por (2.6.18), parai=1,...,n.



Implementacao de algoritmos

Para amostrar da posteriori, podemos utilizar as distribuicoes condicionais com-
pletas acima para implementar os algoritmos de Gibbs, “grouped Gibbs”, “collapsed

Gibbs” e Metropolis-Hastings de forma semelhante & Segao 2.5.

2.8 Estabelecimento das condigoes para a existéncia
da distribuigao a posteriori sob diferentes es-
colhas de prioris improéprias

Nesta secdo investigamos se a distribui¢do & posteriori sob o modelo estrutural
normal é prépria quando escolhemos um conjunto especifico de prioris impréprias,
tanto no caso com restri¢io como nocaso sem restri¢ao de identificabilidade. O obje-
tivo é estabelecer restricdes sobre o tamanho da amostra e sobre os hiperparametros
dessas prioris para que as correspondentes distribui¢Ges & posteriori sejam préprias.

Obviamente, é importante verificar se a posteriori é prépria para que se possa
fazer inferéncia. Sabemos que o uso de priori imprépria tem sido alvo de criticas por
violar o “Principio da Coeréncia” na estatistica bayesiana, mas sabemos também
que nem sempre uma priori prépria é garantia de bons resultados. Por exemplo,
é muito comum (quando nao temos “muita informagao” & priori) escolhermos uma
distribuicdo & priori prépria com varidncia grande (ou seja, uma “priori prépria
vaga”), como por exemplo a distribuicao 7(0?) x (02)~@*V exp{Z£}, com || bem
pequeno, em vez da distribuicdo imprépria m(0?) o (02)7(¢*) (que & o limite da
distribui¢éo acima quando 3 — 0). Sobre esse tipo de problema, Berger (2000) faz a
seguinte afirmac&o: “... A nocdo comum de que é mais seguro ou mais garantido (em
termos de desempenho) usar uma priori “vaga” do que uma priori imprépria (pelo

fato de que teoricamente a posteriori é prépria no primeiro caso) é simplesmente



errada”. O autor comenta esse problema apresentando um exemplo em que o uso

de uma priori vaga pode levar a resultados absurdos.

2.8.1 Condigoes necessarias e suficientes no caso do modelo
estrutural identificavel

O modelo

Y. =a+ Bz; +e,

X (2.8.1)

onde {(X;,Y))T,i=1,2,...,n} é o conjunto dos dados observados (Dos),
{z;,i=1,...,n}: dados latentes,

{(e;,u)T,i=1,...,n} : erros aleatérios.

Com a suposi¢ao

e \ 0 g2 0 0
w | flolsf 0o 02 0 ],i=1,...,n
T; 7 0 0 o2

e com a restricdo de identificabilidade 02 = Ao? e 02 = 02 com A conhecido.

O ={g=(,0,p,0%50)7 : a,8,p € Reo? o? € R}, onde © é o espago

paramétrico.
Distribuigao a priori para 6

Nessa subse¢ao apresentamos quatro modelos de distribui¢do & priori imprépria nao
informativas e parcialmente informativas. As posteriores obtidas dessas prioris é que
serao avaliadas quanto & existéncia.

Nesses modelos as distribui¢des & priori m(g) sdo da forma

7(8) = r(@)n(B)m()n(o?)n(?),
onde as “marginais” de a, 3, 4,02 e 02 sao dadas a seguir.
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Modelo 1: 7(a) « 1; 7(B) o« 1; n(u) x 1; w(02) o (02)~(ctD exp{—;‘%}, onde
c,d > 0em(0?) o (02)~U+D exp{—;%}, onde f,g > 0 (isto é, 02 ~ IG(c,d) e

0? ~ I1G(f,9))-

Modelo 2: 7(a) « 1; 7(8) x 1; m(p) x 1; 7(02) « (62)™", 7 > 0 e w(c?) ~ IG(f,9)

(esta priori coincide com a do modelo 1 quandoc=7r—1ed = 0).

Modelo 3: m(a) x 1; m(B) < 1; n(p) o 1; m(02) ~ IG(c,d); 7(0?) < (62)*

(coincide com a priori do modelo 1 quando f =s—~1e g =0).

Modelo 4: () o 1; 7(8)  1; w(p) o 1; 7(02) o (62)™", r > 0 e 7(0?) x ()7,
s > 0 (é idéntica & priori do modelo 1 quandoc=7r—-1, f=s~1,d=0¢e

g =0).

A escolha dos modelos acima baseou-se em alguns argumentos que daremos a
seguir e principalmente na analogia com o modelo linear sem erros nas varidveis.

Um resultado bastante conhecido demonstrado por Berger (1980) é que se uma
varidvel aleatéria z tem densidade da forma f(z|f) = f(z — ) (ou seja, se § é um
pardmetro de locagdo), entdo a priori de 8 deve ser uniforme no dominio de variagao
de 6 para que ela seja invariante sob transformagdo de locagao (isto €, sob trans-
formacao da forma Y = z+c, onde ¢ é uma constante); portanto, se —co < § < 00, a
priori “nédo informativa” para 6 é dado por 7(#) 1, # € IR. Segundo Carlin e Louis
(2000), embora a distribuigdo uniforme na reta seja imprépria, inferéncia bayesiana
ainda pode ser feita se a distribuigéo & posteriori correspondente for prépria. Berger
(1985) demonstrou também que se o2 é um pardmetro de escala entao a priori de
o? deve ser da forma m(0?) & Z para ser invariante sob transformacao de escala (e
portanto a priori “ndo informativa” para ¢ > 0 é dada por 7(0?) x -&% (que nesse

caso é também imprépria)).



Segundo Carlin e Louis (2000) e Berger (1980) quando o modelo tem simultanea-
mente um parametro de locacio # e outro de escala 02, o procedimento mais simples
comumente usado para obter priori “nao informativa” é considerar independéncia &
priori entre esses parametros (embora a rigor o conceito de independéncia estd reser-
vado apenas para as distribui¢oes préprias) e tomar a priori 7(8, ¢?) como o produto
das distribuigdes de @ e de o2 separadamente. Assim, a priori nao informativa nesse
caso ¢ dada por 7(6,0)  + (que é imprépria quando 6 € R ou 0? € R*).

No modelo linear Normal sem erros nas covaridveis, da forma Y; = ) + Baxo; +

<o+ + Brxp; com e; ~ N(0,0%), i = 1,2,...,n independentes, temos que ¢? é um
b

parametro de escala e 8 = : é um “pardmetro de locagdo num sentido mais
Br

amplo” (j& que a verossimilhanga pode ser escrita como

3 s? T xT _
Lgy) o (5) o (- -y - - DX M@= D

~ 52

onde 82 = (= Yle—Y} e = (XTX)'X"Y (Box e Tiao, 1973) e assim
podemos ver que 3 € um parametro de locagao da distribuicao de B) Nesse caso, a

distribuicao a priori nao informativa seria dada por

7(8,0) =P B)p(e%) o .

Nesse modelo, a priori (ndo informativa) de Jeffreys, que é a raiz quadrada do

determinante da matriz de informacao de Fisher, é dada por

1 2

7(3,0%) x ———, 02> 0.
(8.0 & =

No caso do modelo Normal com erros nas varidveis a priori de Jeffreys néo pode
ser obtida pois a matriz de informacao de Fisher nao pode ser obtida analiticamente
{lembrando que para a anélise das condi¢oes de existéncia da posteriori é necessdrio

ter a expressao analitica da priori)



Segundo Carlin e Louis (2000), a obtencdo da priori de Jeffreys no caso multi-
dimensional pode ser impraticdvel especialmente quando a dimensao do problema
é alta e um procedimento bastante usado na prética é tomar o produto das dis-
tribuicoes de cada componente. Segundo os autores, esse procedimento € freqiiente-
mente justificado com base no argumento de que a idéia de ignorancia é consistente
com a idéia de independéncia (embora numa distribuicao imprépria a nocao formal
de independéncia nao se aplica por néo se tratar de uma distribuigao de probabili-
dade).

As prioris para o modelo com erros nas varidveis, dados pelos modelos de 1 a
4 do inicio da sec¢@o, foram construidos levando-se em conta os argumentos acima.
Para todos os quatro modelos, a priori conjunta 7(g) é tomada como o produto
das distribuicoes de cada componente; além disso, fizemos analogia com os modelos
lineares sem erros nas variaveis considerando « e § como “pardmetros de locagao”
num sentido mais amplo. Como u é claramente um parametro de locagao, tomamos
para «, § e p a priori ndo informativa uniforme na reta. Para as componentes

de escala 02 e o2 atribufmos ou a distribui¢do Gama Invertida com os respectivos

(ff:l%)r

parametros, ou entdo as distribuicdes impréprias ndo informativas 7(o2)
para o2 e m(0?) ﬁ para o2, onde os hiperpardmetros 7 e s s@o escolhidos de tal
modo que a posteriori seja prépria, com isso quisemos dar uma certa flexibilidade na
escolha. Em cada um dos teoremas nas préximas subsegdes obtemos os intervalos
dos possiveis valores desses hiperparametros.

Achamos que vale a pena notar ainda que as distribuigdes impréprias (_ré? e
(5%)7 podem ser pensadas como sendo o limite, respectivamente, das distribuicoes
IG(c,d) e IG(f,g) quandodeg—0er=c+les=f+1

Vale a pena também notar que o “grau de informagao” das prioris dos modelos

propostos no inicio, vai diminuindo quando passamos do modelo 1 para os modelos
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2, 3 e 4. No modelo 1, as componentes o2 e 02 tem distribuicio prépria (e portanto
informativas para valores convenientes dos hiperpardmetros), j4 no modelo 4 essas

duas componentes tem distribuicao nao informativa.

Observacao: Usamos o termo “priori nao informativa” varias vezes no texto acima.

A seguir apresentamos esse conceito como é conhecido na literatura.

Segundo Box e Tiao (1973), uma priori néo informativa (sobre 6) nao é aquela
que representa ignorancia total (sobre ) mas a que representa uma situacdo em
que o conhecimento & priori (sobre #) é pequeno relativamente ao conhecimento (ou
informagéo) que se espera obter dos dados; em outras palavras, 7(#) é uma priori
nao informativa se ela tem um impacto minimo na distribuicdo & posteriori de 6
(ou ainda, que a verossimilhanga domina sobre 7(#)). Na literatura existem vérios
métodos com o objetivo de construir priores com essas caracteristicas. Uma possivel
maneira de expressar essa idéia segundo Box e Tiao (1973), é dizer que 7(6) nao
favorece nenhum valor de 6 em especial. Assim, as seguintes distribuicces, 7(6) = %,
6 €{6y,...,6,}, m(0) = 7=, a < 8 < b, e a distribuigio imprépria 7() x 1, § € R,
seriam exemplos de priores nao informativas (Box e Tiao expressam este estado de
indiferenca com prioris localmente uniformes). Essa maneira de definir uma priori
nao informativa é bastante questionada pelo fato de que priores uniformes nao sao
invariantes sob reparametrizagoes. Uma saida para remediar o problema é tratar
cada problema como um problema diferente e assim procurar a reparametrizacao que
seja mais adequada para o particular problema que se estd estudando, e somente
entao af aplicar uma priori uniforme nesta escala (para mais detalhes sobre este
assunto ver Box e Tiao, 1973, paginas 23 e 24).

Pode-se também argumentar por exemplo que uma “boa priori nao informativa”

nao deveria ser afetada quando se usa diferentes parametrizacoes do mesmo mod-

Ot
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elo. Na literatura temos a conhecida priori de Jeffreys que € invariante sob trans-
formacoes (ou reparametrizacoes) bijetoras. Outro exemplo é o caso das familias
de distribuicoes com parametros de locagdo (ou de escala); nesse caso uma priori
“nao informativa razodvel” deveria ser invariante sob transformacgoes de locagao
(ou escala) nos dados. Berger (1980) demonstra que a distribuigao & priori de um
parametro de locagdo com essa caracteristica deve ser do tipo m(f) o< 1 e a priori de
um pardmetro de escala que seja invariante sob transformagao de escala nos dados
deve ser do tipo 7(0%) x %5

Outro tipo de priori, que est4 relacionada bem de perto com o conceito de priori
nao informativa é a chamada “priori de referéncia” (ver Kass e Wasserman, 1996, e

Bernardo, 1979).
Distribuicao a4 posteriori

Seja p(§|Dobs) a distribuigao a posteriori de § e, portanto,
P(81Dobs) o< L(8]Dobs)m(8);

onde L(g|Dops) é a fungéo de verossimilhancga e 7(g) é a distribuicao & priori de .
Nosso objetivo é encontrar as condigbes necessarias e suficientes para que a pos-
teriori seja prépria, isto é, / L(6)Dops)m(g)dg < co, onde
e
1
L(8|Dobs 202 + A X; —p)?
w\b>u[wﬂﬂ+m%udwmwﬁm{ kﬂo+a (X =)

i=1

—»23022 Y; — a— Bu)(X: — p) + (o2 +02)Z a—ﬁ,u)zjl}.

O problema é que, independentemente da escolha de 7(§g), o célculo da integral
Jo L(8]|Dovs)m(8)d g é muito complicado. Para contornar o problema “reintroduzi-

mos” as varidveis latentes z = (y,...,z,)7 escrevendo a posteriori como

P(81Dobs) = /

E={Z:ZeR"}

P(0. zlDaw)dz x [ L(gID)r(g)dz,
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onde L(g§|D) é a verossimilhanga para os dados completos, dada por

S (Y —a— Bz;)? N T (Xi = x)?
Ao? o?

LelD) = (ol e {3 |
+Z?=1(xi - ﬂ)z] } .

7
e portanto
[ p@lDaadg < [ [ LigiD)n(g)dzdg.

Esta 1ltima integral é muito mais tratdvel do que a anterior e, portanto, ela sera
utilizada para demonstrar a existéncia da posteriori.

Mais & frente enunciamos e demonstramos os teoremas que estabelecem as condigdes
necessarias e suficientes para a existéncia das posteriores que correspondem as pri-
ores especificadas anteriormente. Entretanto, antes disso iremos demonstrar um

lema cujo resultado serd muito 1itil nas demonstragoes.

Lema 2.8.1 Se z,.1 € um vetor de p componentes, entdo

1
(a) de < 00 se e somente se A < p;
x
{ZeR?| Zij<e} ™
1
(b) / de <oco&SA>p

{ZeRM|Z|>e} ~ ™

, onde || z|| ¢ a norma Euclideana de z.

Demonstragao do caso (a): Se p = 1, a demonstragdo é trivial. Se p > 2,

podemos usar a seguinte mudancga de coordenadas: z =rd , onde

sen (6 )sen (6;)sen (f3) - - - sen (B,—3)sen (6p—2)sen (6,—1)
sen (0;)sen (f)sen (63) - - - sen (6,_3)sen (6,_2) cos(bp—1)
sen (6, )sen (6;)sen (63) - - - sen (6,_3) cos(6,-2)

sen (6 )sen (6;)sen (63) - - - cos(6,-3)

Q.
i

;ﬂen (61)sen (62) cos(f3)
sen () cos(6s)
cos(6;)




Esta transformacao é uma generalizagdo da chamada “transformacgao em “coor-
denadas esféricas” (quando p = 2 temos a transformagao em coordenadas polares e
quando p = 3 a transformacgio em coordenadas esféricas). E facil ver que || d|| = 1
e o valor absoluto do jacobiano da transformacao é

|J| = rP~|sen?"20,sen P30, - - - sen '6,_»|. Portanto,

1
—dz
Agu« zl* >

¢ 1
- // — 1P |sen?%0;sen?"36, - - -sen'6,_»|d gdr
0 JO={fg=(81,.-.,0p-1):0<0; <27} A b

€ 1
— —2 1
- ‘/0_/e:{gz(el,...,9p-1):0<9i<27f} A—pt1 |[sen?~%6; - - -sen "8, _,|d gdr

e 1
—2 1
= |sen?=26; - - -sen 0 2[69-/ ——dr

8={ §=(61,..8p1):0<0; <27} PrERR s Jo pAoprl T

que é finita se se somente se A —p+ 1 < 1, ou seja, A < p. (Note que a integral em
© é finita j4 que a funcao no integrando é limitada e o dominio de integracao © é
um conjunto limitado.)

A demonstragio do Lema 2.8.1(b) é semelhante.

Teorema 2.8.2 A condicdo necessdria e suficiente para a existéncia da distribuicao
& posteriori do modelo Normal em (2.8.1) com priori dada por w(g) o w(c2)n(c?),

onde 0% ~ IG(c,d) e 0* ~ IG(f,g), é quen > 3 (onde n é o tamanho da amostra).
Demonstragao: Primeiramente devemos calcular a integral

[ #(a1Da)ds = [_[ (o, £1Da)dzdg,

onde p(§, z|Dobs) x L(g|D)n(g) e depois verificar sob que condigoes ela ¢ finita.
A distribuigao conjunta & posteriori de ¢ e z, p(8, £|Dobs), sob o modelo do

Teorema 2.8.2 é

n 112d 2
P(Q#E\Dobs) ~ (gz)“(§+c+1)(o.2)—(n+f+l)exp{__ [_+ g

2|02 o2
m(Yi—a-8n) TL(X-z)  YiLi(zi—p)?
- Ao? * o? * o2 '
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Integrando inicialmente esta func¢do em relagio a «, temos que (ver segao 2.8 do

Apéndice A)

S n 1 1 2d 29
2\—(F+c+5 2\—(n 1
[ p8, 2l Dase)da o< (027 E D (02) 04 exp {“5 {E‘ T
Z?:l(X’i - xi)2 E?:l("ri - lu’)2 ?::1(}/": - ﬁl‘i)2 - TL(? 3—.)
* o? + o2 * o2 ’

z

(2.8.2)

A seguir, integramos em relagdo p (ver Apéndice A, segdo 2.8), obtendo

/o;/oo p(8, 2| Dovs)dadp  (02)~E+e+D) (o?)~++D exp {—5 [Qd =

(X —2)® | B (Y - Bz — n(Y - pz)? | Ei(ei- m)Q] }
2

g2 o?

-+

o Ao? o2
(2.8.3)
A seguir, integramos em relacao a 3 (ver segdo 2.8 do Apéndice A),
[ p6, 21 Dae)dadpds o< (o2)"F 4D (o204 (S,,)7h,
1 ?zl(Xi - Ii)2 Szx SYYsII - Sgy
-exp{ ) [— P - D R i
(2.8.4)
onde S,, = Ty (z — T, Syy = Ty (Vi = V)2, Sy = Dy (m ~ D)V = 7).
Agora, integrando com relacdo a o2 (ver secio 2.8 do Apéndice A),
0 OO OO OO 2)—(n+f)
[ ps, 21Dam)dadndgast o« ——
0 SZ(2d + Spz)” 2
(X = 3:)* | (SyySe — Siy) 2!]
exp{ 2 [ o2 + Ao?S,. + a?| |’
(2.8.5)

Finalmente, integrando com respeito a o2 (ver segao 2.8 do Apéndice A), obtemos

/_ o;/_i/i/om /0 B p(8, z|Dovs)dadudsdoido? (2.8.6)
o

1
n+2c 1 n 2 (S) Y Sz~ ) "+f"1 '
SII(Qd + Siz) {Zi (Xi —z:)* + X5a + 29}
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Portanto, a integral

[ p(81Da)dg = [_[ p(6, 21Dats)dgdz

¢ proporcional a

/ ! —dz, (28.7)
x

e n+f-1
(SII)%(2d+5n)_+zz__x.( n (=) oSSy 29)

=1

T

onde T = 3 Siz = E?::l(mi - T)Z’ Syy = Z?:l(y; - 7)2 €
Tn

Sey = Lini(z —D)(Yi - Y).

Notemos que paran =1, £ =21, Sz, =0e Sy, =0,V € R e, portanto, o
integrando nao est4 definido, qualquer que seja z; € RR.

O célculo dessa integral fica mais simples se, por exemplo, no lugar da soma de
quadrados Sz = Yy (@i— 7)? tivermos uma soma de quadrados do tipo 3, z; 2 Isso

pode ser conseguido por meio de uma mudanga de varidveis do tipo z = H z, onde

-;3 —% 0 0 0o --- 0 ]
A 1 -2 0 o0 .- 0
V6 G /6
23 L A 1 -2 o .- 0
iz viz viz iz
z= e Hnxn = : : : : : ’
Zn 1 i 1 1 1 R e )]
\/n(ln—n \/n<1n—1> ‘/"({H) \/n(ln—n \/n(ln—n \/"1("'1)
L Va v v vn va

vno
(2.8.8)
onde a matriz H é conhecida como a matriz de Helmert (Searle, 1971), que é

ortogonal e esta definida para n > 2 .A transformacdo z — H z € uma rotagao de
cos(f) —sen() .
sen(f) cos(6) onde ¢ = 3 ).
No novo espaco (rotacionado), os dados observados X,xi € ¥ nx1 sa0 represen-
bl Cy
tados, respectivamente, por b =| ! |=HXec=| ! |=HY.

z (no caso bidimensional, por exemplo, H = (

b, Cn
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Observagao: No nosso contexto usaremos a notagao b para representar tanto o
ponto (by,...,b,)T ( no espaco n-dimensional) como ao vetor b (onde b pode ser rep-
resentado geometricamente pelo segmento orientado que passa pela origem e tem
extremidade no ponto (by,...,b,)"). Da mesma forma, z e ¢ podem representar

tanto pontos como vetores mas a notagao z, € é reservada apenas para vetores.

No novo espaco as quantidades S;., Syy, Szy e Y, (X;—x;)?, que aparecem na
integral (2.8.7), sdo iguais a Y0 22, S0 2, S zics e Yo (bi— 2:) 2+ (VX — 2,),

respectivamente. A justificativa segue mais abaixo.
Justificativa

(Zi, =)’
Spr =Y 2t ===l = o Ty — L(2T1)2 onde g =H'z (jdque 2z =Hzg

e H é ortogonal). Assim,

Spr = ZTHHTZ-——(ZTHlf: z ——‘(zTHl)2
n
0
onde H1 = O e, portanto,

-1
Szz sz - ——(\/—z,, Z 22,
i=1
Semelhantemente,
n n Y)2 1
Syyv = V2 .(.ZL—_L_.’_... — vy _ 2
yy ; i -~ Yy y-—
onde Y = H' ¢ (pois ¢ = HY). Portanto,
T 1 1 2 v 2 |1 2 2
Syy=¢ ¢ “;(Q H1P=) ¢ ';(\/ﬁcn) => ¢
i=1

=]
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Também, semelhantemente,

n "oy Y, 1
S = Sa¥-omBZimb vy LTy
i=1 n n
n-1
= ETHHTQ—%(gTHl)(QTHlFzTg—(‘/—ﬂ%‘@f"—)= 2iC;.
=1

Finalmente,

n

SKi-z)? = (X-2) (X-g)=Hb-H 2) (H'b-H'z)

~ ~

i=1

= (- ) HH (3 2)=(b—2)T(b—2)= Y (b~ )
i=1
n—1
= z(bl - z'i)2 + (bn - Zn)zy
=1
onde
1 1 X
bn = (—,n', ,-—-;> s - \/ﬁX
Xn
Portanto,
n n—1
> (Xi— )= (b — z)? + (VX — z,)%
q=1 =1

Agora vamos chamar de z, (ou 2;) o vetor formado pelas n — 1 primeiras com-
ponentes de z,x1 = HA:L: (isto é, z;, = Az, onde A é a matriz formada pelas n—1
primeiras linhas da matriz H). Analogamente, vamos chamar de b x (ou bx) e de
¢y (ou &) os vetores formados pelas primeiras n — 1 componentes dos vetores be

¢, respectivamente. Entao,

n

See = |l 2217 Syy = vl e 2 (Xim2)? = (bx—2z2) (bx— z2)+ (VR X =)’

z
Finalmente,
n—1 2
= (S ae) = (e =lzar
i=1

onde 7;.¢y é o produto escalar (ou produto interno) dos vetores z; e cy, ou seja,

2.6y = ||z:)|.|Iéy || cos 8, onde 8 é o dngulo entre z; e ¢y. Portanto,

SucSry =% NzalPlevl?~ (zIev)? _ lzelPllevl? = Iz Pl ey ] cos?8
XS YENE YENE
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[l ¢ vl (sen?6)
A

quando z, # 0.

Izl el = |22,
Al z=l?

e nao depende de || z.|| mas sim do dngulo 4 entre z; e &y. Além disso, ela assume

Portanto, a quantidade estd bem definida para z, # 0
valores maiores ou iguais a zero, atingindo o zero se e somente se § = 0 (isto ¢,
quando os vetores Z; e Cy forem linearmente dependentes).

Finalmente, o Jacobiano da transformacao é 1 e, portanto, a integral em (2.8.7)
¢ igual a
/' 1
PRI 2o (I 2ll42) 557 [[| 22 b2+ LR 10 4 (/R X 2,)2

}n+f—1d%'
(2.8.9)
Para obter a integral dessa fungdo, fazemos primeiramente a integracdo em

relacdo & varidvel z, (com o objetivo de eliminar z,), isto é, calculamos a seguinte

integral:
/oo - —dz,.
= [l 22l (1 2212 +20) ™5 [ zo= b2+ Lo 4 (/R Xz, )2 429) ™
(2.8.10)
Fazendo
By = el 22l + 20052 ¢ ky = [ 20— b2+ dxIse® o)

A
temos que ky > 0 (mesmo quando g = 0), pois as duas primeiras parcelas nunca se
anulam simultaneamente, como veremos no Teorema 2.8.4.

Assim, a integral em (2.8.10) torna-se igual a

/00 1 d 1 /oo 1 4
—1 a4z, = TTFC — ——dz,
= by [kg + (\/ﬁ——X‘_ Zn)g} +f=1 k1k2+f 1/ [1 . (\/’Dli;zn)ﬂ +f-1
1 oc 1
- k kn+f-l [—x Xz 2 n+f-—1dz"' (2811)
12 {”( =) }
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Com a mudancga de varidvel u = %ﬁ, a tltima expressdao em (2.8.11) torna-

. 1 oo 1 oo 1 o
se igual a P /_oo e du, onde /_oo Wdu é finita se e
klkz
somente se 2(n + f — 1) > 1, isto é,
3
n+f>=. (2.8.12)

2

Portanto, a integral em (2.8.10) é proporcional a ———;}7:—%—, ou seja, ela é propor-
kik,

cional & funcgao

1
f(zz‘) =
~ n+2c—1 sen
2ol (2ol + 2075 [l 2. — b2 + Lexlzen® 4 o]

(2.8.13)

n+f—% }

onde d e g sdo positivos. Portanto,

/eP(QlDobS)dg X f(zz)dzdzy -+ -dzp g = /Z, f(zz)d 22

Zz={ %xelR"“l}

Note que a fungéo f(z,) em (2.8.13) é continua e possui uma singularidade no
ponto z, = 0. Esta singularidade pode ser tratada particionando-se a regiao de

integracdo Z, em dois conjuntos R; e R,, onde

Ri={z:€R"" |zl <e} e Ro={z:eR":|zs]l2¢}
com ¢ suficientemente pequeno.
Avaliacao da integral de f(z.) na regiao R,

E fécil ver que em R, a integral de f{( z.) € finita se e somente se n > 2. Uma
forma de ver isso é notar primeiramente que nessa regiao o termo [||z.]|? + 2d], no
denominador de f(z.), é “dominado” pela constante positiva 2d, isto é, satisfaz a
desigualdade 2d < || z,||2+2d < 2d +? e portanto para & pequeno, ||z.||* +2d ~ 2d
(isto é, para s — 0 (ou || z.|| — 0), temos que || z,||*+2d — 2d). Da mesma forma,

2 2 . . . e
o0 termo [l{ z:— bx|?+ ”—cd;\fﬂ—g + 29} é “dominado” por uma constante positiva,
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pois

loxll =< < [llzall = 1bxI® < llzz — bxI?
< (el + 10 xI)? < e+ 1o x))?
e portanto
2 29 2 29
tmg |1~ &)+ PESERD gl ey Deroen® o

onde ||b x|l > 0, W > 0 e g é uma constante positiva.
Portanto, a integral [ f(z.)dz. é finita se e somente se [, ITZLZTId zZg < 00.
Mas, pelo Lema 2.8.1(a), a integral [p, ﬁ—g-;ﬁdzx é finita se e somente se 1 < n—1,

isto é, n > 2.
Avaliagao da integral de f(z,) na regido R,

Para analisar a integral de f(z.) na regido Ry vamos particionar essa regido em

dois subconjuntos:
Ryu={z: € R" : e<|lzall <k} e Ru={z.€R"" : |z.]| 2k},

onde k ¢ escolhido suficientemente grande.

Naregiao Ry, a integral fg, f(z:)d z. é finita pois f(z,) é uma funcdo limitada
e o conjunto Ry, também € limitado. Na regido Ry, a fungdo f(z.) é limitada,
porém R, ndo é um conjunto limitado, entretanto a quantidade || z,||?> domina os
termos [|| z.]|* +2d] e [H z:— bx|?+ ﬂ_gx_u;s_egfg + 2g] no denominador de f(z,) e
portanto a integral

1
Rov | g ||+ R 2

| fledz <o
Ray

dz; <oo.

Portanto, [, f(z.)dz; converge se e somente se 1 +3(—"—-+——22~619 +2(n+f— %) >n—1,

isto é, (n+ f + ¢ > 1), o que é garantido pelo Lema 2.8.1(b).
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E fcil ver que na regido Ry, o termo (|| z.||* + 2d] é dominado por || z.||?, pois

nessa regiao vale a desigualdade
k2 <l zal® < lllzl® +2d]

e, portanto, para k suficientemente grande, [||z.||? + 2d] = || z.|%, isto é, para
k— 00, = || 2.l — oo e portanto Jim (|| z2|? +2d) = Jim | z.[1>

Analogamente, é simples verificar que na regiao Ry, o termo
[ 22— bx|f? + Lexlze® 1 2] ¢ dominado por || 2>

Finalmente, analisando-se simultaneamente todas as regides R;, Ry, e Ry, simul-
taneamente (levando em conta também a desigualdade em (2.8.12)), concluimos que
JoP(8]Dobs)d g é finita se e somente se n > 2 e n+ f +c > 1, isto é, a posteriori ¢

prépria em © se e somente se n > 3. | |

Teorema 2.8.3 A condicdo necessdria e suficiente para a existéncia da distribui¢do
& posteriori do modelo Normal em (2.8.1) com priori dada por 7(g) o w(o2)m(c?),

onde m(02) x (62)7, 1 >0, ed? ~IG(f,g9), é ue0<r < ien>2

Demonstragao: Para demonstrar esse teorema podemos aproveitar os cdlculos obti-
dos na demonstracao do Teorema 2.8.2, ja4 que a distribui¢ao a priori especificada
nesse teorema coincide com a priori do Teorema 2.8.2 quando substituimos os hiper-
parametros c e d, respectivamente, por (r — 1) e zero.

Portanto, a integral em © da distribuicao a posteriori

[ #@lDad = [ [ p(z.olDuwdodz [ [ L(gID)m(6)dgdz
X

z.)d z 4,
ZI={§Ie]R"~1}g(~ Jdzz,

onde

1
N " T2
el PR [ g — o Lrlene o)
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_ ! . (28.14)

n+f—3
| zellmr=2 [l 22— bx2 + LexlBem? | gg] /73

Note que a fungao g( z,) foi obtida a partir de f(z,) dada em (2.8.13) substi-
tuindo-se ¢ por r — 1 e d por zero e assumindo que a desigualdade em (2.8.12) é
valida.

Para demonstrar esse teorema particionamos a regiao de integraciao Z, da mesma
forma que no Teorema 2.8.2, e o objetivo é encontrar as condigdes para que a integral

Iz, 9(z2)d z - seja finita.
Avaliagao da integral na regiao R,

Na regido R; a integral fp g(z.)d z. ¢ finita se e somente se [p Wd 2z
for finita (pois o termo [H z.— bx|?+ ”—”C'—YH;SEEE - 29} que aparece no denomi-
nador, é dominado por uma constante positiva (como vimos na demonstracao do Teo-
rema 2.8.2). Portanto, a integral em R, é finita se e somente se 0 < r < % (pois pelo

Lema 2.8.1 a integral [g, ﬁ—z—;—”—,lg—?;:gd z ; converge se e somente se n—+2r—2 < n—1).
Avaliagao da integral na regido R,

Na regiao Ry, nao existe problema pois g(z,) é limitada e Ry, é limitado. Em

. 1

Ry, a integral fp, g(z.)dz. converge se e somente se [ uzrn"”““?("”—%)dzx
. . . C +112sen 2¢

convergir (pois || z,||? domina o termo “] 2o — bx|?+ Lexllsent Qg] que aparece

no denominador como ja discutimos na demonstragdo do Teorema 2.8.2. Portanto,

pelo Lema 2.8.1(b), a integral em Ry, é finita se e somente se n+2r—2+2(n+f—2) >

n—1,istoé, n+ f+r>2.

Observagao: Se n = 1, a integral

/eP(QfDobs)dQ - /$=1R {

—r4d
(errl)f 2

(Szy2, Sy v, —S2

.rl}'l) + 5111129

fdl'l
SII.’L'1<X1 - II)Q +
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(que é igual a (2.8.7) quando substituimos c por (r — 1), d por zero, n por 1, Sz;
por Syyz,, Szy POT Sz,v; € Syy por Sy,y;) estd bem definida e é finita se e somente
se f=0e0<r < 3 (pois Sz, € Sz,v; 530 nulos para todo z; € RR). Entretanto,

por hipétese, f é positivo e portanto 7 deve ser necessariamente maior ou igual a 2.

Analisando todos esses resultados simultaneamente, concluimos que a condigao

necessdria e suficiente para a existéncia da posteriorié quen >2e0 <r < % n
X1 Y

Teorema 2.8.4 Suponhamos que os vetores de dados X = : eY = :
Xn Y,

sdo linearmente independentes (isto €, pelo menos um ponto (X;,Y;) ndo € colinear
com os demais) e que as componentes de X, bem como as de Y, ndo sao todas iguais.
Entio se a distribuicdo & priori é dada por 7(g) = n(02)n(c?), onde 02 ~ IG(c,d)
e 7(0?) x (02)7%, ¢,d, s > 0, a condigdo necessdria e suficiente para que a posteriort

do modelo Normal em (2.8.1) seja prépria € que n > 3.

Demonstragao: A demonstracio desse teorema é muito semelhante & do Teorema

2.8.5. - B

Teorema 2.8.5 Suponha que X e Y sdo linearmente independentes e as compo-
nentes, tanto de X como de Y, ndo sdo todas iguais. Entao, se a distribuigao
& priori é dada por 7(g) = w(02)m(c?), onde m(o?) x (02)7" e m(0?) x (%),
comr,s >0; a condi¢do necessdria e suficiente para que a posteriori do modelo em

L 1
(2.8.1) seja propria é quen+r+s>3 e0<r <3

Demonstragao: Seja p(|Dobs) a distribui¢do a posteriori. A integral em © de
p(8]Dobs) é dada por
p(ngobs)dQ =//P(§~ QiDobs)deg i)(// L(Q‘D)W(Q)de%‘

zJe +Jo

1
« .
Z=R" || 5 ||nt2r-2 [“ 2. — bx|?2+ K_Q_L!Ij_ﬂi’f." +(ynX — zn)ﬂ

®

dz

n+s—2- <"
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Essa integral foi obtida substituindo-se na integral em (2.8.9) as constantes ¢ por
(r — 1), d por zero, f por (s — 1) e g por zero.
Para estudar essa integral, primeiramente fazemos a integracao em relacao a z,,

ou seja, calculamos

1 o 1
” > ”n+2r—2 _/_ N cy |?sen 26 — A ts—3 dzn.
= [l 2o = b+ Lexlleen® 4 (/7K — 2,)2]

c 2 2 . . s .
Fazendo agora k = || z, — b x||? + 1&xl=e0 8 "5 integral em 2, acima é igual a

L. 1 a
- (k+ (\/57 2 E)te2 Zn-

AP Cy|sen28 =
Mas como k é positivo, j&4 que os termos ||z, — bx|> e Mﬂf‘i"——g nao se anulam

simultaneamente (como justificaremos mais adiante), entao

dz,

© 1 1 0 1
/ — dz, = — / — —
oo [k + (VA X — 25 )2]no2 2 J_o [1+( :nf/{l;_zn)z F5-3

1 /00 1 q
= U
k.yH—s——% —0 (1 + u2)n+s~2 :

onde [, fryzmerrdu < 0o se e somente se 2(n+s—2) > 1, isto é, n+s > 2 (que
é igual & desigualdade em (2.8.12) quando substituimos f por (s — 1)).

. 5 otz [ 1
Assumindo que i+ s > 3 entao /~00 k+ (VnX — 22

dz, é proporcional

a W e portanto
2

1
ZI

/;p(QiDObS)dg x /Z-‘IR"‘1 | € y|[?sen 28 "’+‘9"% ~
TR g2 [[ 20— b2+ LexBeen]

Il

h(z.)dz,, d
/Z: (z,)dz;, onde

1
h(z:) = _ _ 515
- 25en 2811873
[| z||"+2r2 {ugI - §X1§2+1L.x;_¥lx___] 3

Note que h{ z,) € continua e possui uma inica singularidade na origem (e outras

duas singularidades removiveis). Para avaliar quais as condigoes em que a integral
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Jmrn-1 h( z2)d 2z, converge, particionamos a regiao de integragao em véarios subcon-
juntos. A Figura 2.0 ilustra essa parti¢do para o caso n = 3.

A seguir definimos as partigoes da regiao de integragao:

Ry = {z. € R™™ : | z.]| < &1}, onde £, é suficientemente pequeno, por
b . . . .
exemplo, €; = ”‘W"” (R, é a bola de centro na origem e raio €; e isola a

singularidade na origem);
Ry={z: €R" : [lz.]| 2 k};

Ry ={z, € R*" : & < | z:| <k}, onde k é suficientemente grande, por
exemplo, k = 2||b x||. Esta regiao é particionada ainda em trés sub-regioes,

Ry., Ry € Ry, que definimos a seguir:

Ry, =RyNM, onde M é a regido compreendida entre as retas s e t da Figura 2.0.
As retas s e t passam pela origem e formam um angulo 8. com ¢y, onde 6. é
escolhido suficientemente pequeno (por exemplo, 6. = /10, onde ¢ é o angulo entre
Gy e I_;X). Portanto, a regiao M pode ser escrita como
M={z,=(z1,-..,2a)T € R*"!|Z, e &y formam um angulo # menor do que
0 = ¢/10}.

A regiao Ry € a bola de centro em b x e raio 3,
Ry ={z: € R"": |z, - bxl|l <e2},

onde, &, é fixado arbitrariamente, tao pequeno quanto se queira, por exemplo, £, =

min { Lo ,;(1}_5, dcb X‘Tl)o'd(P’r)} , onde

d(b x,7) é a distancia perpendicular do ponto b x aretar, ouseja, d(bx,r) =
Bxx®vl onde by x & = ||bx|lseny (isto é, by x & é o produto vetorial de by

lievi

e Ey);
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P ¢ o ponto de interse¢ao de duas retas: a reta s e a reta perpendicular a r

que passa pelo ponto b x;

loPxé&y||
eyl -

d(P,r) = distancia perpendicular do ponto P & reta r, d(P,7) =

Finalmente, a regido Ry, ¢ a regido complementar, isto é, Ry. = RyN(Rea U Ry).

E importante observar que os vetores b x e ¢y sao distintos do vetor nulo, pois
pela hipétese do Teorema 2.8.5, os vetores X e Y nao tém todas as componentes
iguais (lembrando que bx = AX e ¢y = AY, onde A é formada pelas primeiras
n — 1 linhas da matriz de Helmert definida em (2.8.8)).

O éngulo ¢ entre by e & é diferente de zero pois por hipétese X e Y sio

linearmente independentes.

Figura 2.0: Regido de integracdo da distribuicao & posteriori no Teorema 2.8.4
quando n = 3. Os vetores observados by e & sdo representados pelos segmen-
tos orientados que passam pela origem e tem extremidades nos pontos by =
(biy. . b)) e cy = (c1y- .. ,cn_l)T respectivamente. O angulo formado por Ex e
¢y é p. A reta r passa pela origem e tem a direcao de éy. Cada uma das retas s e
t forma um angulo 6. com a reta r.
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AVALIACAO DA INTEGRAL DE h(z,) NA REGIAO R, (onde A(z,) é dada em
(2.8.15))

Na regido R; o termo {H z.— bx|?+ Mj”ﬂ} no denominador de h(z,) é

dominado por [H bx|I?+ H—Q——Y—Hisﬂz—g], que é positivo. De fato,

(exl—e)® < llzall = Hox P < Nze = bxl® < (z=ll+ 112 xID* < (12 xll +e1)?

e, portanto, para €; suficientemente pequeno, ||b x||? = || z. — b x||>. Note que em-
bora u_glu;s_eﬁ possa ser nulo, || b x||? é diferente de zero pela hipétese do Teorema
2.8.4 e, portanto, || b x||* + w > 0.

Portanto, [g, h(z.)d 2. é finita se e somente se [, dez convergir. Pelo

Lema 2.8.1 esta integral converge se e somente se n+2r—2 < n—1,istoé,0 < r < %
AVALIACAO DA INTEGRAL NA REGIAO Ry,

Nessa regiao a fungéo h(z;) é limitada e portanto a integral fp h(z:)dz, é
finita j4 que o dominio de integracdo R,, é um conjunto limitado. E fécil ver que

h( z.) é limitada pois nessa regiao vale a desigualdade

| ¢y |lPsen?6 N cy|?sen 26,

<
0= A A

(pelo fato que o angulo 6 entre Z; e ¢y é menor que 6.) e, além disso, quando
2z € Ry, entao z, € Ry e z, & Ry e, portanto, as seguintes desigualdades também

sao vélidas:
a<lz:ll <k e @<lzz—bxIP< Nzl +1exID* < B+ [2xI)*

Isso implica que

0< ! <h(z:) < :

frear=2 [(f + | )2 4 LExBmet 70073 T S R

< oC.
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AVALJACAO DA INTEGRAL EM Ry,

Nessa regiao a integral [p, h(z.)d z, também é finita pois h(z,) é limitada e
Rop € um conjunto limitado. Aqui também ¢é simples verificar que h( z,) é limitada
pois quando z, € Ry, entdo 2z, € Ry e z,; & Ry, e, portanto, valem as seguintes
desigualdades:

lcylPsen?6. _ |lcy|®sen?0 _ |lcy]?
< <
A - A - A

<zl <k e

Além disso, vale que 0 < ||z, — b x|| < 2 e portanto

1 1
eI S h(zz) < TP e———
n+4-2r—2 | =2 Sy 2 n+2r—2 [ || € y||?sen 26, 2

AVALIACAO DA INTEGRAL EM Ry,

Nesta regiao também a integral [p, h(z.)dz, é finita pois a fun¢do h(z,) é
limitada e Ry, é limitada. De fato, se z, € Ry, entdo z, € Ry N RS, N RS, e valem
as seguintes desigualdades:

levisen®6. _ |lcvi®sen?d _ [lcv|®

<
&1 > ” %2” < k» A — A - A

e < |lzx ~ bxll < (k+ [ bx]) e portanto

! < h(z:)< =

> 5.
nt+2r—2 [ 2 Cyl[2sen26, 1753
£} [62 + 5 <

5
nts—3

o +2r=2 {(k—%“ QX”)2+1LQLU:S‘~’_"29]

AVALIACAO DA INTEGRAL EM R,

Em Rj a fun¢ao h( z,) é limitada, mas a regiao de integracdo nio é um conjunto
limitado, entretanto, o termo {H z.— bx|®?+ M;Eﬂ] do denominador de h( z )
é dominado por || z.||%. (De fato, para k suficientemente grande, por exemplo k =
2]l b x||. vale que ||b x|l < ﬂ—‘%z—” e portanto valem as desigualdades

.2 Ny 2 o Qseng
T (L) <az-nean? < fie - e+ LexiPen’s)

?
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entdo, para k suficientemente grande, JLEJL [” z.— bx|*+ Jl&x.lL_s_‘«T__], isto é,
para k — 00 = ||z] = oo = lim EL = lim [|z. - bx|[2 + Lexlfeene] )
k—o0 k—oo ~ ~

Portanto, a integral

/R : € vli2sen? n+s_§d%x
*lzallmt2r2 [l 22 — b2 + L]

é finita se e somente se [p T :
z

- n+2r_2+2(n+s-g)dér é finita. Mas isso ocorre se e

somente sen +2r —2+2(n+s—32)>n—1,isto é, n+r+s>3.

Conclusdo da demonstragao:
Analisando-se simultaneamente todas essas informagdes, concluimos que a condigao
necesséria e suficiente para que a posteriori no Teorema 2.8.5 seja prépria é que

0<r<%en+7’+5>3‘ |

2.8.2 Condicdes necessarias e suficientes no caso do modelo
nao identificavel
E fato conhecido que mesmo um modelo ndo identificdvel com priori imprépria
pode ter posteriori propria (Gelfand e Sahu, 1999, e Erickson, 1989). Nessa segao
discutimos a existéncia da posteriori do modelo estrutural normal sem restrigoes de
identificabilidade sob diferentes escolhas de prioris impréprias.
Na sec¢ao 2.6 definimos o modelo

Yi=a+ 0z +e

o X =i+ e, (2.8.16)
onde
e; 0 0 0
Uu; i N 0 03 0 ,i=1,...,n,
T; 7 0 o2

e®={g=(aBpo020% 027 aSpEJReaz,a 2e R}

A distribuicdo a posteriori, baseada nos dados completos (D) é dada por

P(8|Dobs) = /

E=R"

p(8, z|Dops)dz = /$ L(g|D)n()d z
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onde L(g|D) é dada por (2.1.5) e 7(g) é a distribuicao a priori de §.

As prioris consideradas nessa secao serdo da forma 7(g) = 1%

_,7(8:), onde 7(a),
m(f3) e w(u) sdo proporcionais a 1, 02 ~ IG(p, q) e as componentes o2 e o2 podendo
ter distribuicdo prépria ou imprépria de acordo com os teoremas abaixo.

A seguir apresentamos teoremas que garantem posteriori prépria para quatro

diferentes distribuicoes & priori.
Teoremas:

Teorema 2.8.6 No modelo Normal com erros nas varidveis, dado em (2.8.16), e
com priori w(g) « w(c2)w(0®)w(c?), onde 02 ~ IG(c,d), 02 ~ IG(f,g) e 02 ~
IG(p,q), a condigcdo necessdria e suficiente para a ezisténcia da posteriori corre-

spondente € que n > 3.

Demonstragao: A integral da posteriori no espago paramétrico © é

/P(GlDobs dé):// ]Rnp (z, 8] Dovs)d zd g
—/ / Z, 81 Do) d"d”“x/ /L(BJD)W(!?)dedr (2.8.17)

x /
71+2c

2:[2d + Sy]

d T
+p—l )
[29 f Z 1(4( 1:1) ] 2 [29' = :

onde S,, = Tiy(: — T, Syy = Sy (Vi = V), Say = Tl (3 — 7)Y = 7).
Usando a transformagdo que a cada (z, X, Y)associa(z,b,¢c)=(Hz,HX,HY),

onde H é definida em (2.8.8), a integral acima torna-se igual a

L /a2 + 125 20+l 2e - bl + (VA = 225,

29+ e vl sen®6)5 7 d z,

~

onde z, bx e ¢y sdo os vetores formados pelas primeiras n — 1 componentes dos

vetores z, b e ¢, respectivamente, e 2z = (21.22,...,2,) = (23, 2n)-

~
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Agora, eliminando z, por integragao e assumindo que a desigualdade (n+2f > 1)

é valida, temos que a integral acima é proporcional a

n+2c—1 n42f-—-1
Lo /a2 2P g + D22 — ) H

[2g+ ey ’sen8]3 7" }d 2. (2.8.18)

Para analisar essa integral, particionamos Z, da mesma forma que no Teorema
2.8.2, e assim temos que

Na regiao By = {2z, € Z,| || z:|| < €}, ela converge se e somente se a integral

1 T 3 |
./ I “d z, < 00, isto é, n > 3. Na regido complementar, a integral converge se e
Ry |l zoll ™

somente se 1 +

2("+§°"1) + 2("+§f’1) > n — 1, isto é, sempre.
Analisando simultaneamente todas as informagoes, concluimos que a posteriori

é prépria se e somente se n > 3. mn

Teorema 2.8.7 No modelo Normal em (2.8.16) e com priori n(g) o w(c2)m(02).
7(02), onde 1(02) « (62)™", v > 0, 0 ~ IG(f,g) e 02 ~ IG(p,q), a condigdo
necessdria e suficiente para a existéncia da posteriori correspondente € que 0 < r < é

en+2(r+f)>2.
Demonstragao: Substituindo-se d por zero e ¢ por r — 1 em (2.8.18), temos que

fe P(8]Dobs)d g o (2.8.19)
1

/ nr2f-1 Py d%:c

Z=R ||z [P 220 + [ 2. — bxIP) T2 (20 + || cvllPsen?6]2 P

Para analisar essa integral particionamos Z, da mesma forma que no Teorema
2.8.3 e assim temos que:
Naregido R; = {2z, € Z,| || z:|| < €}, ela converge se e somente se n +2r —2 <
n—1, istoé.0<r<%.
2

Na regiao complementar, ela converge se e somente se n+2r — 2 + 2 ("—’2&) >

n—1,istoé, n+2(r+f)>2.
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Analisando simultaneamente essas informagoes, concluimos que a posteriori €

prépria se e somente se 0 <7 < 3 en+2(r+ f) > 2. |

Teorema 2.8.8 No modelo Normal com erros nas varidveis dado em (2.8.16) e
com priori w(g) o« m(02)w(02)m(0?), onde 02 ~ IG(c,d), m(02) x (62)™° e 0% ~
IG(p,q), onde X e Y sao linearmente independentes e as componentes de X, bem
como as de Y, nao sdo todas iguais, entdo a condigGo necessdria e suficiente para

que a posteriort seja propria € gquen >3 el <s < 1.

Demonstragao: A demonstragiao é bastante parecida com a do Teorema 2.8.9 a

seguir. Por este motivo a omitimos. |

Teorema 2.8.9 No modelo Normal com erros nas varidveis dado em (2.8.16) e
com priori para § dada por 7(g)  m(o2)m(02)w(0?), onde w(02) x (062)7", w(02) x
(0.)7%, m(0?) ~ IG(p,q), onde X e Y sao linearmente independentes e as compo-
nentes de X, bem como as de Y, ndo s@o todas iguais, ent@o a condi¢Go necessdria

e suficiente para que a posteriori seja prépria é que n+2(r+s) >4, 0 < r < %,

O0<s< 1.

Demonstracao: Substituindo d e g por zero, cporr—1e f por s—1em (2.8.17),

temos que
1
Doye)d0 / =z d
/ep(g‘ b) & £ ntor-2 n42s—-2 SzzSyy—S2 i%u &
Sex? [Ty (Xi — )22 [2q+-—““ S }
— 1 dz
Z || 22l 2 2o = b x P+ (VA X —2)2] 5 20+ ey [sen26)F5

(2.8.20)

Integrando a funcao dentro do sinal de integracao em (2.8.20), com relacéo a z,,

obtemos a funcao

s dz,.

1 /00 1
2p-2 n2s—2
[ z2l™222g+| ¢y [*sen 0] 72 (|| 2z~ b x[[?) 72 == 7 Xz
(l +(5 = )



Agora, fazendo u = z’;}f”z;“, a integral

/oo - 5 L'_i—?;_—den =|lz=— QX”/ —(1 ¥ uz)%ﬂ_du;

- n X~z - |

(1 +(r&55) )
o0 1

onde / ——————>du < 0o se e somente se 2 (1‘—"225’:3) >1,istoé, n+2s >3
-0 (14u2)" 2

(notemos que a funcao mm s6 ndo est4 definida num dnico ponto u quando

+usT T
z, = b x e, portanto, ndo traz problemas para a integral de Riemann).

Portanto, a integral em (2.8.20) é proporcional a

1
2.
./Zz | %xnn+2r—2[“ Ze— Qxll]n+23—3{2q + | QY||2sen29}ﬁ"f‘°g <

Para analisar essa integral, particionamos a regido de integracao Z, nas regioes:

Ry = {z. € R"! : || z,|| < &1} para &; suficientemente pequeno (por exemplo,

Ry ={z. € R"":e <| z.l <k}, onde k é suficientemente grande (por exemplo,
k=2l xlD,

Rys = {z: € Ry : ||z — bx|| < e2}, onde &, é suficientemente pequeno (por
” QX” - 51)

10 ’
RBo={z. € R* ¢ || 2]l 2 k).

exemplo, g9 =

Em R;, a integral é finita se e somentesen+2r—2<n—1,isto é,0 < r < %

Em R, ela é finita se e somente se n +2r —2+n+2s—3 > n — 1, isto é,
n-+2(r+s) > 4.

Em R,,, fazendo-se a transformacdo u = z, — b x, a integral acima é propor-

cional a

u.
lul<es || u + bx|Pt2r—2[u]nt2e-3"~

que ¢ finita se e somentesen+2s—3 <n—1,isto é, 0 <s < 1.
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Em R, N RS,, a integral é finita pois a funcdo dentro do sinal de integragao ¢
limitada e o dominio de integrag ao Ry N R, € um conjunto limitado.

Analisando simultaneamente todas essas informagoes, concluimos que a posteri-
ori é prépria se e somente se 0 < r < %, n+2(r+s)>4el0<s<l. |
Observagao 1: As condigses para a existéncia da posteriori nos modelos com e sem
restricio de identificabilidade sdo bem distintas (principalmente entre os teoremas
2.8.4 e 2.8.8 e entre os teoremas 2.8.5 e 2.8.9)

Observagao 2: Os modelos dessa segao apresentam dois problemas distintos:
envolvem uma verossimilhanca néo identificivel e incorporam prioris improprias.
Embora tenhamos conseguido provar a existéncia das posterioris a partir de certas
prioris impréprias, ainda hé o problema da falta de identificabilidade que pode
acarretar em falha na convergéncia do algoritmo de Gibbs especialmente porque a
priori é pouco informativa. (Na secdo 2.12, entretanto, exibimos um conjunto de
dados onde aparentemente ndo ocorre problema de convergéncia do algoritmo de
Gibbs, onde este foi baseado no modelo nao identificdvel com priori praticamente

nao informativa).

2.9 Estimagao do modelo

Para estimar os parametros do modelo, podemos usar vérios estimadores que corres-
pondem a diferentes funcoes de perda. E fato bastante conhecido que tomando-se
a funcdo perda quadrética, o estimador de Bayes de 7(g), que é o estimador que
minimiza a perda esperada com relagao & distribui¢éo a posteriori (isto é, o estimador
que minimiza o risco & posteriori) é a média da distribuicdo de 7(g). No caso da
funcao perda ser igual ao desvio absoluto, o estimador de Bayes é a mediana da
posteriori e no caso da funcao perda 0-1 é a moda da posteriori.

Nos exemplos de aplicagao vamos apresentar nao somente as estimativas pontuais
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da média, mediana, quantis e varidncia da posteriori de cada um dos pardmetros,
como também os intervalos de credibilidade de comprimento minimo para cada
parametro (que coincidem com os intervalos “Highest Posterior Density”, ou HPD,
quando as distribuigdes forem unimodais). Além das estimativas pontuais e por
intervalo, vamos apresentar também as estimativas das densidades marginais a pos-
teriori de cada um dos parametros do modelo.

Partindo do pressuposto que os (T — Tp) vetores de observagoes gerados pelo
algoritmo MCMC (onde Tp = “burn in period”) podem ser considerados como uma
amostra da distribuicdo A posteriori que desejamos analisar, entao as medidas acima
podem ser usadas para fazer inferéncia sobre essa posteriori.

Se tivermos gerado m cadeias paralelas, podemos utilizar essa informacao na
estimacdo. Na tabela abaixo apresentamos o diagrama das observagoes provenientes

de m cadeias paralelas geradas por um algoritmo MCMC.

cadeia 1 cadeia 2 --- cadeiam
A
T (IR
gt o0 o gD

No caso, por exemplo, do modelo estrutural com restrigao de identificabilidade

)
(J),/B(J) @) ;) 520

= Ao? = Ao? 0(’) é igual a (o, VB3 05y ) ). Assim, por exemplo, uma

estimativa simples da média e variancia da posteriori de «, é dada por

E(CliDobs) = T TO) P %):i»la
— _ 1 0 _ g 2
Var (a|Dgps) = T =T =1 ;j:;cﬂ(ai E(a|Dgbs))

e uma estimativa simples da densidade marginal & posteriori de a é obtida fazendo-se

J) . .
um histograma com os valores a i=1,...,m,j="Tg,...,T.
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Observacdo 1: No modelo estrutural com restricio de identificabilidade o? =
Ao?, a densidade condicional completa & posteriori de «, m(a|B, 1, 02,02, 2, Do) é

conhecida (e tem esperanca e variincia finita) dada em (2.5.9) por

a|B, p,02,0%, z, Dovs ~ N(A, B), onde
2(VvV 2 n
nga(Y = 57) + Ao, onde T = ! >,

A= ,
n+ 0% + Xo?
Ao?o?
e B= ——~—é———ﬁ—
no? + Ao?

Entao a média da distribui¢io marginal de «, E(a|Dubs), pode ser estimada pelo
método de Monte Carlo por
@ 26 (G
T TO Zl ; 1E(C¥],B -7)’#57)’ 21)’023 ) ',I"z('g)a‘l)obs)”w T TO Z Z A(J)
i=1j=To+

Analogamente, a varidncia, Var (a|Dgs), pode ser estimada por

1 ) 0 2 S AP
- B e (a0 (Emlemn A )
m(T——To) ;]_TZO+1 (T T ) ’Lz“:lj:%):-}‘l (T TO)

onde
2 (37 (7)—==(3) 2(7) n
a9 = M= Eg) Hhen s L0
t no? + )\Uizm ’ @ t=1 R
B(j) )\o_?(j) O,z
e i =

2 20"
noZ + Ao;
Esses estimadores sdo conhecidos como “estimadores Rao-Blackwelizados”.

Usando o mesmo raciocinio, estima-se a prépria densidade marginal de a por

A, G G G 20 ()
J
Z Z alj] y“l] 3 Ij(z)’o‘? 3 i] )DObS))

i=1j=To+1

p(a|Dops) = T =Ty

onde

e o ' 1 1 NON:
Tr(alﬁ,(]), ;LEJ) aZ(J) 2 a:g))) = ——— exp{~23(j) (o — A?))”} .



Observagdo 2: As distribuicdes marginais & posteriori dos pardmetros 3, g, o2
e 02 no modelo estrutural dado em (2.3.1), bem como suas médias e varidncias

podem ser estimadas de forma andloga & descrita na Observagao 1, utilizando-se

respectivamente as condicionais completas dadas em (2.5.9) a (2.5.13).

Observacao 3: Para estimar a varidncia, por exemplo, de E(a|Dops), utilizando
uma tnica e longa cadeia de comprimento T — Tp, podemos formar n grupos de
k = (—TC—":—") observacdes e calcular @;, @, ..., ®,, onde @; é a média amostral do
i-ésimo grupo (k deve ser suficientemente grande de tal modo que a autocorrelagao

amostral obtida com base nos @; é bem pequena, digamos menor que 0,1). Nesse

caso, um estimador de Var (E(Ot'Dobs)) é dado por

S

n—l)z @)%, onde @

n
Sa
i=1

Outro estimador (proposto por Kass et al., 1998) é dado por

. Sz
Var (&) 755
T ; — G N
onde 2 = _ﬁ_ﬁ‘_)_ e ESS = - , onde pr(a) é a
B T T -1 Trasg, ) T A

autocorrelacdo no lag k para o pardmetro o (que pode ser estimada usando as
autocorrelacbes amostrais a partir dos dados gerados da cadeia. A série 3332, pr(a)
é aproximada desprezando-se todos os termos a partir do kg +1-ésimo termo, quando
oo (@)] < 0,1).

As variancias das médias dos demais parametros do modelo podem ser estimadas

da mesma forma.

2.10 Avaliacao do ajuste e andlise de sensibilidade

Na subsecao 2.10.1 analisamos a sensibilidade na estimagao da média dos parametros

do modelo estrutural a diferentes valores do hiperpardmetro A, onde A = o2/0Z, e
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na sacdo 2.10.2 avaliamos a qualidade do ajuste.

2.10.1 Sensibilidade do modelo a diferentes valores da razao
das varidncias residuais
No modelo estrutural Normal com restricdo de identificabilidade o2 = Ag2, a con-
stante A é tratada como hiperpardmetro conhecido, e é importante fazer uma avalia-
¢ao da sensibilidade na estimacao dos parametros quando diferentes valores de A séao
fixados. Nesse trabalho limitamo-nos apenas a uma andlise exploratdria, constru-
indo gréficos das médias amostrais de cada parametro em fungdo de A mantendo
todos os demais parametros fixados ( isto é, variando apenas o valor de A, onde
A > 0) e usando amostras da posteriori obtidas por exemplo por algum método
MCMC. Na secio 2.12 esse procedimento ¢ ilustrado por meio de um exemplo com
dados simulados. Um estudo mais completo sobre esse tépico deve ser conduzido

futuramente.

2.10.2 Avaliagao da qualidade do ajuste

Apés ajustarmos o modelo aos dados devemos verificar se esse ajuste é adequado,
isto é, se 0 modelo é compativel com os dados. A literatura bayesiana sobre o assunto
é bem vasta e muitas das técnicas de diagndstico utilizam a distribuic¢ao preditiva a
posteriori de alguma forma, por exemplo, comparando os dados observados com os
dados simulados pela priori preditiva (j4 que se o modelo estd bem ajustados esses
dois conjuntos de dados devem se assemelhar); um exemplo é o conjunto de técnicas
denominado “posterior preditive checks” (Gelman et al., 1997, cap. 6). Outra
possibilidade também é estudar os residuos baseados na diferenca entre os valores
observados e os valores previstos a partir da posteriori preditiva. Para uma breve
apresentacao das técnicas de diagnéstico mais conhecidas, ver Carlin e Louis (2000),

Chen et al. (2000), Gelman et al. (1997). Outras referéncias muito importantes sao

85



Spiegelhalter et al. (2002) e o relatério técnico de Dey e Maiti (2002).

Nesse capitulo vamos nos restringir somente ao célculo da densidade condicional
preditiva de validagdo cruzada e dos residuos de validagdo cruzada para o modelo
estrutural Normal.

Observagao: Convém lembrar entretanto que além da avaliagao da qualidade do
ajuste ou adequagdo do modelo (“internal checking”) onde sao utilizadas medi-
das de diagnéstico para verificar se o modelo é compativel com os dados, isto é,
se o modelo se ajusta adequadamente aos dados, é importante também avaliar o
efeito nas inferéncias quando diferentes modelos alternativos sao utilizados para
o mesmo problema (“external checking”) como por exemplo modelos com difer-
entes prioris, diferentes hiperpardmetros, diferentes verossimilhangas, diferentes es-
truturas hierdrquicas, etc., j4 que esses modelos podem estar igualmente bem ajus-

tados mas nos levarem a diferentes conclusées.
(a) Densidade preditiva de validagao cruzada

Quando o tamanho da amostra for relativamente pequeno, que nac possamos
nos dar ao luxo de reservar uma parte dos dados (digamos 20 a 30%) apenas para
a validagdo do modelo (ou seja, usar somente 70 a 80% dos dados para o ajuste
do modelo), entao uma solugdo é utilizar a “densidade condicional preditiva de
validagao” cruzada, n(Y;|Y(_y),i=1,...,n,onde ¥ = (V3,...,Y,) é a amostra dos
dados e Y_;) é a amostra resultante apés a exclus@o da observagao Y;.

Essa densidade é conhecida como “CPO,” (“Conditional Predictive Ordinate”),
e d4 a “verossimilhanca” de cada ponto Y; condicionada ao restante das observagoes

Y'(-i))
CPO; = n(¥ifYi-y) = [ 7(¥i lYi-o)de

[ 718, Yo)m(81Y(-0)de,

fI
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onde g é o vetor de pardmetros do modelo considerado.

Essa medida foi proposta inicialmente por Geisser (1980) e estudada posteri-
ormente por Gelfand et al. (1992). O grafico dos valores da CPO; versus %, por
exemplo, pode ser usado como diagnéstico para detectar “outliers”, j& que um valor
“alto” de CPO; indica que a observacao Y; estd bem ajustada, e um valor “baixo”,

o contrario.

No modelo estrutural, a amostra das observagdes é Dops = (U, ..., Un), onde
Ui = g) é a i-ésima observagao e U_;) = Dobs(—;) é @ amostra apds a extragao de
Ui

A seguir apresentamos trés férmulas alternativas de estimar a CPO; para o mod-

elo estrutural Normal, usando o fato que
CPOZ = ﬂ-(giIDObs("‘i)) :/eﬂ(gi:gEDobs(-i))dQ
- Ui’ ) Dops—iy)d d
/93=1R"/97r(~ 8, £|Dobs(—i))dgd 2

= U; 1 os——id d -
Joop Jo e 5D dpde
Célculo da CPO;

As férmulas a seguir referem-se ao modelo sem restrigoes de identificabilidade.
No caso do modelo com a restri¢do 02 = Ao? = Ao?, basta substituir nessas férumlas

essa restrigao.

(1) Férmula 1

D>

CPO, = 7(UilDawe(—y) = [ 7(Uilg)7(41Dotu(-0)d

1 -
= {/emﬁ(ngObs)dg} ,i=1....,n,(2.10.1)

onde U; = (}() e (4| Dovs) € a posteriori de §.

el v ((® +8u\ [ B +o2 307
< 7 ’ 302 02 + o2 ’
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m(Uilg) = (2WIEI)”%exp{ 2|§3I[(’3202+02)(X —p)? (2.10.2)

2803(Y; — & = B)(Xs — ) + (02 + o) (Yi o - ﬁu)"’]},

onde |Z| = B%c202 + 0202 + 0202.

Demonstragao: 7( U] Dobs(—s)) = [aﬂ( Ui, 8] Dobs(~1))d 9
= /e 7( Uil 8, Dobs(~i))™( 8| Dobs(~iy)dg = LW(%IQ)W(QIDobsM)dQ-

A tltima igualdade segue pelo fato de que dado g, entdo U; e Dops(—;) 580 indepen-

dentes. Para completar a demonstragao, usamos a seguinte igualdade:

(8| Dobs) l:/ (8| Dobs) }—1
[S]

—_ d
(Uilg) ¢

(8] Dobs(~i)) = m(Uilg) ~

(2.10.3)

Portanto,

CPO; = [/9 —7%9!2—;’;—) } f 7(8|Dobs)d @

1 -1
= | [ ———7(8]Dovs .
s Cepans]
A igualdade em (2.10.3) sai da seguinte relacao:

(8, Us, U—s)
7r(‘l)obs)

onde w(Ui|g,U-y)) = (U] g) e portanto

7(8)Dob) = o< (Uil g, Uin)m(g1 Uion),

W(ngobS)

TePeno) X S gy

Assim,

9 obs ﬁ(oiDobs)
DO S{ 12 v
(ol bs( ) ( / Uw) 9

Observacgao: E importante ressaltar que o truque usado acima permite que o

calculo da CPO; para todo i = 1,...,n seja feito usando a mesma posteriori

(8] Dobs)-
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Estimativa de CPO,

Dada uma amostra (§M, ..., §(©)) da posteriori p(§|Dops) do modelo estrutural
Normal, obtida por exemplo por algum dos métodos MCMC descritos no Capitulo
2, entao uma estimativa de Monte Carlo de CPO; é dada por

1e 1 7

g=1

onde 7(U;|g) é dada em (2.10.2).

Observagao: Computacionalmente esse método é muito eficiente pois a amostra-
gem é feita de uma tnica posteriori. Caso contrario deveriamos obter para cada
1 uma amostra ( ngl)) yeees Ngg)), da posteriori correspondente p(g|Dops(~;)) € uma

estimativa de Monte Carlo de CPO; seria

5 _ 1o @\
CPOi=~G~Z7r(Qil§(?)), i=1,...,n

g=1
O problema agora é que isso traria um alto “custo computacional”, especialmente
se n é muito grande (j4 que amostramos G elementos de cada uma das n posterioris

distintas p(g|Dobs(=1))s - - - » P{ 8] Dobs(~n)) Para obter CPOy,...,CPO,).
(2) Férmula 2

1 o
CPO; = (Ui| Dovs) = ngwémn(g,gw&s)dgdg} Li=1,...,n,

(2.10.5)
onde 7 = (z1,...,z,)7, 7( 8, z|Dops) € a distribuicdo conjunta de z e g & posteriori
e

: 2
. ),1\(3 “ o+ ,BZL‘,‘ . (2 0
isto é,

o2 o2

€ u

(Ui ) = rodod) Femp (-3 (L= 30l o2 109
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Demonstragao:

CPO; = n(UlDaws(s) = [, [ 7(Us, 4, 2| Dotu-)dgdz
= / /W(Ule obs(—z))ﬂ’(a xlDObs("z))dedI

- /ffeﬂ(gi{zi,é)w(g,ngobs(_i))de%.,

onde

71'(9, :chobS 71'(0 :1:|Dobs)

e portanto

_ 71'(9 -TlDobs)
CPO; = [/ Lot (Tilen g) @ ] Jo Jo(e: £1Da)ded
- 9 foobs
- [/ /e 7(Uilzi, §) dedx}
A igualdade em (2.10.7) é obtida a partir da relagao
9 _’L“Dobs) x 7((9 Uz, Dobs(—~7.)) - W(U Ixﬁ 9)7‘[‘(.’17 G‘D‘)bs(“"))

e portanto

(g, SEIDobS)
W(U{l‘u )

9 xIDobs) 7((9 xIDobS)
A // /e (Uil g) “29% -

ﬂ-(,@: ngobs(-—l)) X

Estimativa de CPO;
Dada uma amostra (9, I, .. | 9@, (@) da distribuicao p( g, z|Dobs), obtida
por exemplo pelo algoritmo de Gibbs (desde que ele convirja), entao uma estimativa

de Monte Carlo da CPO; é dada por

—~1
G
CPO; = | =3 --—3———~} , (2.10.8)




onde 7(Ui|z;, g) é dada em (2.10.6) e onde z¥ ¢ a i-ésima componente do vetor

gerado (9.
(3) Férmula 3

CPO; = m(U;|Dobs(—s))

-1

= {/ss,:m./e ml}g——g—)w(mlg)ﬂ(g[l)obs)dgdzi ,  (2.10.9)

i = 1,...,n, onde z;|g ~ N(p,02), 7(§|Dobs) é a posteriori de g e m(Uj|zs, 9) é
dada em (2.10.6).

Demonstracao

T(UlDatni-9) = [ [ 7(Us i, 81 Dovy)dpda

- /g,» _/e 7(Uilzi, 8, Dovs(~i)) (i, §]Dobs(~s))d gd:,

onde 7(Uilzi, 8, Dops(—i)) = 7(Uilzs, ) e

) _ Tr(x’ungObS) 11'(0 I'Dobs
'/T(:Uz,ngobs(—i)) ~(Uilzs, 8) // /e *(Uilee, 9) de.’L‘l (2.10.10)
e portanto
o W(IHB‘DObS> ﬂ(xug‘Dobs ‘-1
cPo, = [ / D Wil {/ /e e g dedm| dgdz,
— 71‘(:6, 8] Dobs) -
- { o T(Ulzrg) dzm}

I

[/ /eﬂ(U[x“N wzll%)"r(elDobsdadx,]—l‘

Estimativa de CPO,

Gerada uma amostra (§V,. .., 9(©)) da posteriori de 7(§|Dops) € gerado z'? de

m(z:[6'9), onde 1,/ ~ N(ul9), ¢20)), entdo uma estimativa de Monte Carlo de
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CPO; é dada por

G S n(Uilel®, g9)
Notemos que, embora a férmula (2.10.11) coincida com a férmula (2.10.8), a

diferenca estd basicamente no processo de geragdo de z{9; além de termos, em

1 3

o= (3 e
CPO == —— | . (2.10.11)

principio, a op¢ao de usar também outros algoritmos (além do Gibbs) para amostrar

Q(g) de 7(8|Dobs)-

Observagao: Podemos plotar CPO; versus 7 ou versus X; (ou mesmo versus Y;)

para analisar o ajuste do modelo.
(b) Residuos de validagao cruzada

Se Y = (Y;,...,Y,) é a amostra de observagoes e Y (_;, € a amostra ap6s extrair
Y;, entao o residuo estimado de “validagao cruzada” é a diferenga entre o valor
observado Y; e o valor ajustado ou previsto pelo modelo condicional aos dados Y (_;).
Gelfand et al. (1992) definiram este residuo como r; = Y, — E(Yi|Y—y), 7 =1,...,n,
onde E(Yi|Y(_;)) é a média com relacao & distribuicao preditiva de validacdo cruzada
7(YilY(~y). O residuo padronizado entao é definido por

o Y BEGY)
Var (Y:|Y(-s)

t1=1,...,n.

Nessa sec¢éo, o objetivo é obter os residuos de validagdo cruzada padronizados do
modelo estrutural Normal.

No modelo estrutural Normal os residuos bidimensionais sao

. I3 2
(eq)%ii\a(g',‘/) Onde V:<0(')e 0(-)2),?::17.‘.771‘

u;

Estes residuos podem ser escritos como

()= ()= ()= () - =[]
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e portanto, os residuos padronizados sao
ife) oo (Y Y Y;
)= () [(2) -2 (5)

1=1...,n.
Fazendo U; = ( ) os residuos de validagéo cruzada padronizados sao definidos

QJ:‘H S No(0,Ix2),

por

di = Var “2(Ui| Dops(—)| Us = E( Uil Das(—i))], i =1,...,n

¥y

onde Dops(—iy = Uy = (Un,-.., Uicr, Uigr, .-, Un) e onde E(Ui|Dobs(—s)) €

Var ( Q’ilDobs(_i)) sao calculados a seguir.
e Calculo de E(U;|Dobs(-s))

E(UilDobs(~s)) = E[E(Ui]8, )| Dobs(-3)]

- / / (Uilg, z)m(8, 2| Dops(—iy)dgd z,

onde
(g, Z|Dobs) (4, a:]Dobs
(8, 2| Dobs(—i)) = m(Uilg, ) // /g (Uil g, z:) dedz
(0, xJDobs)
= CPOT;_'L‘:“—U
m(Uilg, )
onde

</ /(;W(Ule ;) (8, xlDObS)dng)_l

(como em (2.10.7)). Portanto,

E(Ui|Dobs(—s) CPO/ /ef((gii;;)) (8, z|Dobs)dgd z, (2.10.12)

onde
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(Uilg,z;) é dada em (2.10.6) e (g, z|Dobs) é a distribuicio conjunta & posteriori

de ge z.

e Estimacao de E( Q}[Dobs(_i)) por Monte Carlo

Seja (90, zM ... @, 2(®)) uma amostra da distribui¢ao & posteriori

(8, z|Dobs), obtida por exemplo pelo algoritmo de Gibbs.
Uma estimativa de Monte Carlo de E( Ui|Dobs(—s)) é dada por

Uil Dobs(—i CPOi—— B o — * 2.10.13
E(Ui|Dobs(—1)) G;w in(g)’xgg))( o > ( )
onde
— 18 1 !
CPO;=(=Y ——
G ;ﬂ(éfilg(ghmﬁ-g’)

e m(U;|9,z;) é dada em (2.10.6).

e Célculo da Var (U;|Dops(—s)
Var (Us| Dovs(~q)) = E[Var (Uil g, )| Dobs(i)] + Var [E(Uil g, z)|Dobs(—)
= E§, 21Doss_y [Var (Uil 8, )] + Eg, 21Du ., ((E(Uil g, 2)I[E(Uil 8, 2)]1)
~ (9. 21000 [ECUi 8, 2)]) (Eg, z1D0mny [E(Uilg, 2)1)
= [ [ Var (Uilg, 2)7(8, 2l Dava(-)dpdz
+ [, [IE(Ule, 2B g, )] (g, 2lDavsio)dgdz
- |/, L E(Uila, £)7(0, 21 Do) dpdz]

~

[/ ,/E Uilg, z)m g’ngobs(mi))degJT.

Mas
(8, 2| Dops
’T<9 IiDobs(——'L)) = CPO —((—-E——'I—é—g

onde
-1
1
CPOl = (/1: /; mﬂ(g. ‘;I;IDobs)dgd%) .
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Portanto,

Va’r(giiéa ‘;,E)
Vo (G102 ) = PO ], [ SRS

.
+/ / (Uilg, )I[E(Uilg, z)] (e, 2gu)ohs)dgd:g}

’II‘(Q, %IDobs)deg

(o)
E(Uilg, z)
[cpo/ /M D)™ leobs)dedx}
E(Uilg, z) T
e )d , 2.10.14
{CPO/ /eﬂ(Uie ) (8, | Dovs) Qdiﬁ] (2.10.14)
onde
a? 0
Var (Gilg, ) = Var (Ulg) = | % |,
B(wle. 0= (5
Iy
7(§, | Dobs) é a posteriori conjunta de § e z.
¢ Estimacao de Var (U;|Dops(—))
Dada uma amostra (g, z®), ..., ¢(@), 2(®) da posteriori conjunta p(z, | Deps),

gerada por exemplo pelo algoritmo de Gibbs, entdo uma estimativa de Monte Carlo

dessa matriz de covariancias é dada por

— 1 & 1
Var (U;| Dops(_s)) = CPO; ! Var (U;] @z
(~ I bs( )) G;W(Qiig(g),:vgg)){ (N |~ )

HE(U18®), 2)][E( Q¢!Q<9>,x§">)]T}

_ S E(U 9@ 29 S E(Ug@. 2
—CPO? 1 ZE (Uilg 'T( )> 1 ZM (2.10.15)
G = n(Ulg, 2 = g )

onde .
_ 1 & 1
CPO; == —m— —
(csz))

e 7( QZIQ(Q).IEQ)) ¢é dada em (2.10.6).
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Observagdo 1: Uma maneira alternativa de estimar E( U;|Dobs(—s)) €

Var (U;|Dops(—q)) € a seguinte:

(1) obter uma amostra (§,..., ‘©) da posteriori p(g|Dobs) (usando qualquer

dos métodos MCMC deste capitulo),
(2) gerar 2 de m(z:|¢®)) (onde z:|g ~ N(p,02)),

(3) usar a expressao em (2.10.13) para estimar E(U;|Dops(~;y) € & expressao em

(2.10.15) para estimar Var (Us|Dobs(—s))-

Esse estimador é ttil quando nao conseguimos amostrar de p(z, §|Dobs) usan-
do, por exemplo, o algoritmo de Gibbs, mas conseguimos amostrar da posteriori

p(8]Dobs) por meio do algoritmo de Metropolis-Hastings em Gibbs por exemplo.

Observagao 2: Na andlise de residuos do modelo linear estrutural Normal, nosso

objetivo é checar a suposicao de que

€

o2

"

i’i\(-fi.lVQ(g,szz), 7= 1,...,’".,

_mi
(isto é, 7‘3*—6-2. . N(0,1), ﬁ ad N(0,1), onde e; e u; sdo independentes para i =

1,...,n), como também a linearidade do modelo. Para essa andlise, vamos usar os

vetores de residuos de validagdo cruzada padronizados

. diy 1 .
— — 2
di = ((2 = Var (gilDobs(—i))( gi - E( giiDobs(—i))):
i2
lembrando que os d;’s nao sao mais exatamente normalmente distribuidos e inde-
q a
pendentes, mesmo quando os residuos (Z) sao Normais e independentes.
Podemos analisar esses residuos d;, 1 = 1,...,n, descritivamente por meio de
b * b b

graficos, por exemplo, plotando d;; versus Y; (ou versus o valor ajustado E (YilY—a))

e d;» versus X; (ou EA‘(Xi}X(,,-))), para i = 1,...,n. Esses grificos nos ajudam a
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checar possiveis falhas na homogeneidade das variancias e na linearidade (bem como
a existéncia de “outliers”).

Podemos plotar também d;, versus i (e dys versus 1), para ¢ = 1,...,n, para
checar uma possivel falha na independéncia entre os di’s (bem como a existéncia de
“outliers”).

Para checar a normalidade da primeira componente do residuo, podemos plotar
os residuos ordenados cf(l),l < Li(g))l < - < (Z(n),l versus ®1(Fy), ®V(F), ...,
®~1(F,), respectivamente, onde F; é a proporcao de observagdes menores ou iguais
a cf(i),l (e portanto dﬁ(im é o valor que deixa uma &rea igual a F; a sua esquerda na
distribuicio empirica e portanto se ndo houver empates F; = i/n) e ®~1(F,) é o valor
do residuo que deixa uma 4rea igual & F; a sua esquerda na distribuicdo N(0,1).
Portanto, se os residuos tiverem de fato uma distribui¢do aproximadamente Normal,
espera-se que os pontos (cf(i),l, ®~-1(F))), para i = 1,...,n, estejam mais ou menos
préximos da reta y = z. O mesmo procedimento pode ser usado para a segunda
componente dos residuos.

Para checar a normalidade bivariada podemos usar o dispositivo grafico descrito
em Johnson e Wichern (1998), paginas 195 e 196. O gréafico é construido da seguinte

maneira:

(1) Calcular as distancias d; = (él, - E)TS"I(Q,- - é) 1 = 1,...,n, onde d=

1 n
=

‘:in)Q

1 di e S é amatriz de covaridncias amostrais obtida da amostra (di, ...,

(2) Ordenar os valores de d;: df;) < dfy) < --- < df);

(3) Plotar os pontos (d{,-),qc,g(Fi)), i=1,...,n,onde F;, = :%E 2 proporg¢ao de
observagoes < df,, (assim dZ‘i) é o valor cuja drea a sua esquerda € igual a Fj,

na distribuicdo empirica) e g.2(F;) € o valor cuja drea a sua esquerda, numa
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X3, é igual & F.

Se de fato os d; sao aproximadamente normais, entao espera-se que os pontos

(dlys ge2(F)), i =1,...,n, estejam préximos da reta y = r.

Observacdo: A idéia desse procedimento se baseia no fato de que se um vetor

aleatério Xpx1 tem distribuigo Np(g, ), com |g| > 0, entéao
(X- )= (X -8~

2.11 Algumas medidas de comparagao de mode-
los

Nessa secao o objetivo é apresentar alguns critérios de escolha de modelos aplicados

aos modelos estruturais Normais com erros nas variaveis.

(1) O critério da medida L

A medida L é um critério que serve tanto para a comparacao de modelos, como
para a avaliacdo do ajuste e tem a vantagem de nao requerer priori prépria em geral
(ver Ibrahim et al., 2000, e Ibrahim et al., 2001).

A seguir, descrevemos a formulagao geral da medida L aplicada a um modelo
qualquer, apresentando primeiramente o caso em que as varidveis observadas sao

unidimensionais e em seguida o caso multidimensional.
e Definicio da medida L no caso unidimensional

Seja Y = (V3,...,Y,)T uma amostra aleatéria de Y'|g ~ f(Y|4)-
Seja Y* = (Y,...., V)T = (Y, ... ,Y;,)T, n observagdes futuras com a mesma

distribuicao dos dados observados Y.
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Entao a medida L é definida como

Lo(Y,8) = S Var (¥7|Y) + 6 S (YY) - Vi,

i=1 i=1
onde E(Y;*]Y) e Var (Y*|Y) sdo, respectivamente, a esperanga e a variancia com
relagdo a distribui¢do posteriori preditiva 7(Y;*]Y) e 0 < 6§ < 1, onde § pode ser
interpretado como um peso do viés quadratico e Ibrahim et al. (1998) estudaram o
problema de encontrar um valor étimo para d e baseados nesse estudo conclufram

que v = % é um valor razodvel.

Interpretagao: Um “bom” modelo deveria ter uma pequena Var (Y;*|Y) e um viés
[Y; — E(Y;*|Y)| também pequeno, isto €, um valor pequeno de Ly(Y,d) e portanto

entre dois modelos competitivos, o “melhor” serd o que tiver a menor medida L.
¢ Definicao da medida L para varidveis multidimensionais

Seja Y = (Y1, Ys,...,Y,) uma amostra aleatéria de Y|g ~ f(Y|g) e seja
Y*=(Y1,Y5...,Y:)=(Ys,Ys,..., Yy.), o vetor formado de n vetores de

~

observagoes futuras com a mesma distribuicao dos dados observados.

Ly(Y,8) =3 Var (Yi|Y) + 6 3 _[E(Y:Y) - YAIE(YIY) - Y,
i=1 i=1
onde 0 < § < 1, Var (YY) é a matriz de covariancias e E(Y|Y) é o vetor

esperado com relagao a distribuicao posteriori preditiva.

Observagao: Ly(Y,d) é uma matriz e portanto uma saida é considerar medidas
resumo como, por exemplo, o determinante dessa matriz (det L = |Ly(Y,8)]), ou o

trago dela (tr (Lo(Y']6))).

Calculo da Medida L no Modelo Estrutural Normal Simples:
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Nesse modelo os dados Y sdo agora denotados por Dops = (U1, .-, Un), onde

(Y O * Y:’ T

U, = (Xi)’ e os vetores de observagoes futuras, por U; = (x);‘.)’ i=12,...,n,¢e
8 = (a, B,p,02,02,02)T (ou entdo g = (o, B, u, 02, 02)T no modelo com restrigao de
identificabilidade 02 = Ao2 = Ao?).

Para calcular E(U;|Doys) € Var (Us|Dobs), usamos

E(U;|Dobs) = E[E(U;18)|Dobs] = Egip,s (E(LE18)),
Var (Ui|Dobs) = E[Var (U;16)| Dovs] + Var [E(U7 1) Dobs|
= Egip,,,[Var (Ur19)] + Egip... (E( U 9)(E(T;16) 7]

~EgiDone (E(U; | OB g1 (BT 1],

onde

2 2 2

Portanto, a medida L pode ser facilmente calculada usando o método simples de
Monte Carlo da seguinte maneira:
Seja (9V,. .., ') uma amostra da posteriori m(g|Dobs) (gerada por exemplo

pelo algoritmo de Gibbs da segao 4.2.2),

G
Ti(0aed) = {3 - [Var (Li16) + (U1 DB

— —l—\iE Uzl (9 ZE( (g) !
G 1 (~ig ) !9

+52n:{ }('i‘ (Ur169) [~ ch 9>x}2.1,1.1)

onde ¢ € [0,1].
No caso de regressao simples, Lo(Dops,d) é uma matriz 2 x 2 e uma medida

resumo pode ser o determinante det ( Z;(Dobs, 8)) ou o trago (E(Dobs, ).

(2) O critério da Informacao Bayesiano (BIC)
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Essa medida é descrita na secio 4.4.3 do Apéndice para o caso geral.

No modelo estrutural Normal M;, temos que
BICyy, = —2log(may, (Ui. .., Unlfr)),

onde U; = (};) e mar, (U, ..., Unlg) é a densidade das observagdes (U, ..., U,) do
modelo M;, HAMi é o estimador de méxima verossimilhanga de ¢ no modelo M;, p; é o
nimero de parametros do modelo M; e n o tamanho da amostra (ver Fuller, 1980).

Num modelo normal com restri¢do de identificabilidade, essa medida é facilmente
calculada pois nesse caso os estimadores de mdxima verossimilhanga sdo conhecidos
explicitamente.

No modelo com restri¢do o2 = A\o2, a densidade m, (U;| §) é dada pela expressio

em (2.1.4) multiplicada pela constante de proporcionalidade (27r)‘%.
(3) Medidas informais alternativas para sele¢cao de modelos

(a) O produto [T, CPO,;.

Para cada um dos modelos competitivos calcula-se o produto
11 CPO; (ou o log(IT%, CPO;)) (2.11.2)
=1
e escolhe-se o modelo que corresponder ao maior valor dessa medida. No caso
do modelo estrutural Normal, podemos estimar CPO;, por exemplo, por meio

das férmulas (2.10.4), (2.10.8) e (2.10.11).

Quando o nimero de modelos competitivos é baixo (digamos, até 3), podemos
também plotar os valores individuais de CPO; versus i para cada modelo
no mesmo sistema de coordenadas. No caso de exatamente dois modelos, o
quociente dos valores de []%, CPO; d4 o estimador do Pseudo Fator de Bayes

(ver o Apéndice B2).
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(b) A soma das normas (euclideanas) dos residuos padronizados

n

g‘i - E( gilDobs)

(2.11.3)
i=1 \/Vﬂr(gi!Dobs)
onde
. 1 & a9+ 3@y )
E Ui Do s) = 75
(Uil Dors) = 5 ; ( )
e

o G (9)\2 209 2(g} (g) ~2(9)
VaI(QiIDobs)=—1—{Z((ﬁ Vor” + o B9q? )

G = ‘B(g)ag(g) 0,3(9) +U12L(y)
@ + B9 ) @ 4 3@ @ \ T R .
a9+ a9 4B
+( pe g )( 10 g ) } — (E(UilDobs))(E(Uil Dops)) -
Calcula-se para cada modelo o valor dessa soma e escolhe-se o modelo que

corresponder ao menor valor dessa medida.

Outra alternativa é calcular a soma dos valores absolutos dos residuos padro-
nizados de validacao cruzada

ke

U; — E(Ui|Dobs(—i))
\/Var (Uil Dobs(-i)) ’

i=1

onde a E(Ui|Dobs(~sy) pode ser estimada, por exemplo, usando a férmula em

(2.10.13) e a Var (Ui|Dobs(~s), a formula em (2.10.15).
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2.12 EXEMPLOS

Nessa secdao, baseando-se em uma amostra de dados simulados, sao analisa-
dos os modelos com e sem restricao de identificabilidade usando prioris préprias
e impréprias; além disso sdo comparados tres algoritmos MCMC. Para uma melhor

compreensao do texto é recomendavel a leitura da segao 2.4 do Apéndice.

2.12.1 Andlise do modelo estrutural normal com restricao
de identificabilidade
1. DADOS
Nesta secao é utilizada uma amostra de tamanho n de dados simulados a partir

do modelo:

{Yg:a»{—ﬁ:ﬁi—i—ei, Z:]-,“')n? (2124)

Xi=zi + g,

€; . 0 AO’z 0 0
U; MN 0 {; 0 o2 0 ,1=1,...,n,
z; 7 0 0 o2

A Tabela 2.1 a seguir contém uma amostra de tamanho 30 de dados gerados a
partir desse modelo utilizando-se um programa na linguagem OX (“Object-Oriented

Matrix Programming Language”)

Tabela 2.1: Amostra de tamanho n=30 de dados simulados a partir do modelo
(2.12.4) para @ = 2.0, B =1.0, p = 2.0, 02 =0.6,0> =01e A = 1.0.

Yz‘ Xi ? Yi Xi 1 Yl X,;
3.6651 0.98589 [ T113.2228 0.72437 | 21 | 4.8247 2.43804
5.0580 2.4616 | 12 | 2.4887 0.75859 | 22 | 4.8126  2.6593
3.8566 2.2892 | 13| 3.2458 1.8808 | 23 | 3.5777 1.7877
3.6561 1.1471 | 14| 5.5650 3.5664 | 24 | 4.3372 1.6879
49743 27713 | 15| 4.1371 2.3534 | 25| 3.6680 1.9640
4.3220 2.2590 | 16 | 4.9251 2.5498 | 26 | 3.3724 1.3345
3.7144 1.8731 | 17| 3.8136 1.8851 | 27| 4.3191 2.2530
3.9804 2.3108 | 18 | 4.5970 2.5381 | 28 | 3.5498 1.0989
4.5248 3.0514 | 19| 4.5387 2.6756 | 29 | 2.7067 1.2432
2.8640 0.90543 | 20 | 4.6773 2.9065 | 30 | 2.5472 0.84126

£ 0 00 ~1 O Ui LB+
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2. MODELO PROPOSTO

Consideramos o modelo estrutural dado em (2.12.4 ou 2.3.1), com distribuigao
a priori (o, B, 1, 02,02) = w(@)m(B)m(p)w(02)7w(c?), onde o ~ N(0;1000), § ~
N(0;1000), u ~ N(0;1000), 02 ~ IG(2.001;1.0), 0* ~ IG(2.001;1.0) e A = 1.0.

3. AJUSTE DO MODELO

Nesse item vamos ajustar o modelo estrutural normal proposto acima aos dados
da tabela 2.1, procedendo como se ndo conhecéssemos os verdadeiros valores dos
parametros que foram usados para gerar esses dados.

Inicialmente utilizamos o algoritmo de Gibbs descrito na subsegdo 2.5.3 com
o objetivo de amostrar da distribui¢do posteriori do modelo. S&o geradas M =
4 seqiiéncias paralelas de Gibbs de comprimento 7' = 10.000 partindo de pontos

iniciais gerados pelo procedimento descrito a seguir.
(a) procedimento para gerar os dados iniciais

(i) Localizagdo de possiveis modas:

~Tomamos primeiramente uma grade de 20° pontos igualmente espagados na
regiao do espago paramétrico (aproximadamente em torno do estimador de
méxima verossimilhanca de g, § = (1.0465,1.9185,1.9748, 0.4941, 0.0659)),
dada pelo produto cartesiano [—47.5,47.5] x [—47.5,47.5] x [~47.5,47.5] x

[.01,47.51] x [.01,47.51] e avaliamos o valor da funcdo densidade & posteriori
p(a, 3, it,02,02|Dobs) em cada ponto dessa grade.

— Selecionamos os pontos que produzem os 10000 maijores valores da densi-
dade & posteriori e utilizamos o algoritmo de otimizagdo de Quase Newton
denominado BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno) partindo de cada

um desses pontos para localizar possiveis méximos locais (modas). (Para isso
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(i)

foi usado o comando MAXBFGS da linguagem OX).

- Repetimos os dois passos anteriores considerando agora uma grade mais fina
de 20° pontos igualmente espacados na regido dada pelo produto cartesiano:
[—4.75,4.75]. x [—4.75,4.75] x [—4.75,4.75] x [.01,4.76] x [.01,4.76]. Desse

procedimento foi encontrado apenas um unico ponto de méximo:

6 = (1.8927,1.0595,1.9748,0.43977, 0.11100).

Geragdo dos valores iniciais:

— Geramos 10000 vetores, g1,..., §10000, da distribuigao t4(§ ,V), onde 4 é a
) 81 Dans)\ ™
moda da posteriori dada acimae V = — 08 P(8| Dobs) , utilizando
06067 =0

a decomposicio de Choleski de V, (V = LTL) (ver secdo 2.4 do Apéndice).

~ Reamostramos dez vetores: §,. .., §10 desses 10000 (usando o procedimento
de Reamostragem Ponderada descrito na segao 2.4 do Apéndice), e pelo fato
desses pontos estarem muito préximos resolvemos considerar apenas quatro

deles:

037=(1.36552, 1.39858, 1.62917,0.19871,0.12144)7,
65=(1.23000, 1.40901, 1.88743,0.61149, 0.08740)7,
657=(1.77440,1.12877,2.26311,0.50376, 0.03471)7,
04)=(2.42116, 0.68870, 2.30602, 0.35828, 0.13245)7 .

(b) Diagnéstico de convergéncia das seqiiéncias de Gibbs

A seguir sio apresentados alguns dispositivos graficos (figuras 2.1 a 2.4) como

também algumas medidas (tabela 2.2) para o diagnéstico de possiveis falhas na

convergencia do algoritmo de Gibbs (ver se¢ao 2.4.6 do apéndice sobre diagndsticos

de convergéncia).
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Figura 2.1: Gréficos das séries temporais (“Trace”) de o, 3, u, 02 e o2, baseados em

uma tnica seqiiéncia de Gibbs de comprimento T = 50.000 partindo de gg").
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'
o Hli

: . . ) :
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Figura 2.2: Gréaficos das funcdes de auto-correlacio de a, 3, p, 02 e 02, baseados em

uma Unica seqiiéncia de Gibbs de comprimento T = 50.000 partindo de ng).
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Figura 2.3: Grifico da medida “Multivariate Potential Scale Reduction” (MPSRF) de Brooks e Gelman (1998)
baseado em M = 4 seqiiéncias de Gibbs de comprimento T = 10.000 (Rmax é o maior valor entre as medidas
univariadas de «, 8, pt, 02, 02).
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Figura 2.4: Grafico da medida de Gelman e Rubin corrigida “Corrected potencial scale reduction factors ”
(CSRF') para cada parametro a, 3, u, 02 e 02, baseada em M = 4 seqiiéncias de Gibbs de comprimento T = 10.000.
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Tabela 2.2: Medidas de Diagnéstico de convergéncia de Brooks, Gelman e Rubin

Medida de Gelman&Rubin(PSRF) | Medida Corrigida(CSRF) Quantil 0.975
o 1.002184 1.003412 1.008271
g 1.001965 1.002994 1.007383
7 1.000334 1.000341 1.001258
o2 1.000398 1.000408 1.001460
o? 1.000705 1.000897 1.002601
A medida multivariada (MPSRF') é igual a 1.0027.

Observacao: Os dispositivos apresentados até aqui ndo nos sugerem que exista
problema na convergéncia do algoritmo de Gibbs.
(c) Estimagao

A tabela 2.3 apresenta as estimativas de varias medidas resumo da distribuigao
a posteriori. Essas estimativas foram obtidas utilizando-se a segunda metade de
cada uma das M = 4 seqiéncias de Gibbs de comprimento 7" = 10.000 descritas
anteriormente partindo-se dos pontos iniciais ng) a g‘(;o) apresentados anteriormente
(lembrando que a amostra de dados utilizada é a da tabela 2.1 e a distribuicdo a
priori é dada no item 2.).

Antes de partir para a anéalise dos resultados é importante salientar que neste
modelo a distribuigao & priori é praticamente nao informativa e portanto, se de fato
o procedimento de estimacgao é adequado, espera-se que as estimativas a posteriori
dos pardmetros estejam préximas dos valores dos parimetros que foram usados na
geracao dos dados. Além disso essas estimativas deveriam também estar préximas
das estimativas de maximaverossimilhancga.

Na tabela 2.3 observa-se que as estimativas do valor esperado da distr. a poste-
riori dos parametros, obtidas pela média aritmética e pela média Rao-Blackelizada,
estao muito préximas, além disso, tanto a média como a mediana amostral esti-
mam cada um dos parametros do modelo com “pequeno” viés(estimado) e somente

o parametro o2 parece estar um pouco superestimado. Além disso, mais importante

ainda, os valores verdadeiros dos pardmetros (aqueles usados para gerar a amostra
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de dados) pertencem aos intervalos de credibilidade apresentados. Notemos também
que as estimativas de mdximaveross. estdo bem préximas das estimativas de Bayes.

A Figura 2.5 apresenta os graficos das estimativas “Rao-Blackwelizadas” das
densidades posterioris marginais dos parametros, obtidas de acordo com a secio 2.9,

usando as seqiiéncias de Gibbs descritas acima.

Tabela 2.3: Estimativas do valor esperado, quantis, desvio padrao, maximo, minimo

e intervalos de credibilidade de comprimento minimo das distribuigoes posterioris
2

marginais de a, 3, 4, 0%, 02
MEDIDAS RESUMO g8 o2 o®

@ 2 P
Média aritmetica | 1.8652 1.0743 1.9718 0.5045 0.1340
Média “R-Blackweliz.” 1.8653 1.0743 1.9732 0.5043 0.1337

Quantis amostrais
0.02 1.2142 0.8116 1.6819 0.2663 0.0808
051 1.3461 0.8518 1.7316 0.2924 0.0868

1| 1.4766 0.8973 1.7875 0.3275 0.0941
2| 1.6241 0.9537 1.8513 0.3731 0.1041
251 1.6783 0.9746 1.8757 0.3906 0.1082
3 1.7287 0.9937 1.8977 0.4084 0.1123
4| 1.8102 1.0296 1.9361 0.4431 0.1200
5| 1.8846 1.0641 1.9717 0.4793 0.1278
61 1.9576 1.1011 2.0078 0.5171 0.1368
71 2.0315 1.1407 2.0472 0.5607 0.1471
751 2.0713 1.1636 2.0686 0.5886 0.1537
8 2.1160 1.1896 2.0924 0.6199 0.1609
91 22335 1.2610 2.1554 0.7151 0.1823

.95 2.3282 1.3301 2.2127 0.8064 0.2015

975 | 2.4072 1.3966 2.2586 0.8896 0.2204

Interv.Credib. HPD
p = 0.95 Lim. inf. 1.2828 0.7982 1.6783 0.2370 0.0736
Lim sup. 2.4642 1.3795 2.2543 0.8315 0.2060

p=0.90 Lim. inf. | 1.3914 0.8384 1.7300 0.2535 0.0806
Lim sup. 2.3658 1.3126 2.2105 0.7388 0.1897

desvio padrao (dp) | 0.3024 0.1459 0.1462 0.1612 0.0360
d.p. Rao-Blackweliz. | 0.3032 0.1461 0.1456 0.1602 0.0361

“Naive SE” :*17?7{_7‘) 0.002138 0.001031 0.001033 0.00114 0.000255
M(T-Ty

“Batch SE” | 0.010241 0.005016 0.001376 0.002418 0.000498

Minimo | 0.4118 0.6082 1.4117 0.1513 0.0537

Maximo | 2.8863 1.7473 2.7745 1.7092 0.4632

Estimativa de mdxima
verossimilhanca | 1.9185 1.0465 1.9748 0.4941 0.0659

NOTA:  Os valores dos parametros usados na geragio dos dados sdo: a = 2.0, 3= 1.0, p =2.0,02 =06 e
o2 = 1.0
Os intervalos de credibilidade nesse exemplo coincidem com os intervalos HPD.
“Batch SE” é o desvio padrao amostral das médias de grupos consecutivos de tamanho 30, dividido
pela raiz quadrada do niimero de grupos (calculado por meio do BOA (" Bayesian Output Analysis” -
M=nimero de cadeias paralelas.
T=ndmero total de iteragoes, Tp=ntimero de iteragGes descartadas.
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Figura 2.5: Graficos das estimativas “Rao-Blackwelizadas” das densidades marginais & posteriori
p(e}Dobs),- - .,0(62]Dgbs), incluindo também suas médias e varidncias

(d) Avaliacao do ajuste

A Figura 2.6 apresenta os gréficos dos valores da densidade condicional preditiva
de validagdo cruzada, [CPO; =7 (G;‘) [Dobs>], primeiramente em fun¢ao de 7, depois
em funcéo de X; e depois em fungao de Y;, parai =1,...,30, onde CPO; é estimada
por meio da férmula (2.10.8). As estimativas foram baseadas na segunda metade de
uma tnica seqiiéncia de comprimento T=10.000 do algoritmo de Gibbs que parte
do ponto inicial g(lo) dado anteriormente.

Na secao 2.10.2(b), os residuos bayesianos bidimensionais de validagao cruzada

podiam ser estimados por

() 5 (e ()2 ()

i=1,...,n, onde E ((};‘i)lDobs(_i)) é dada em (2.10.13) e \Ta}‘% ((}é)iDobs(_i>) é

dada em (2.10.15), paraz=1,...,n.
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A Figura 2.7 apresenta os graficos de cada uma das componentes dj; e do; do

vetor de residuos.
CPOG)
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I 3 1 1 T L : 1t 1 I
CcPOG) 29 50 75 100 125 150 175 200 225 250 275 . 300
® o
1.0 ° ° ) ° ° °
B
° % o <
o
0.5 Lo . o o° ° a o ° °
i ! i ) te 1 ¢ ) 1 L L 12
5 100 125 150 175 200 225 250 275 300 325 350
CpPO{i} X
aa o a a
1.0F 2 o a o
o o o -] o Q
Q
050 o o a o 0 o
o o S o
i I L i 1.8 ) i 5 t s i L 1 8
275 300 325 350 375 400 425 450 475 500 525 550
1

250
Figura 2.6: Graficos dos valores da densidade condicional preditiva, (CPO(i)), versus i

(posicao superior), versus X; (posi¢io do meio) e versus Y; (posicdo inferior).
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Figura 2.7: Do lado esquerdo os gréficos da componente d;; versus ¢, versus Y; e versus
E(Y:|Dops(—1)). Do lado direito (da;) versus 7, versus X; e versus E(X;|Dobs(—1))
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Os gréficos acima nao sugerem que haja grandes problemas de falta de ajusta-
mento. Entretanto na figura 2.7 existem 2 pontos nos graficos de ordenada d,, cujos
‘ valéres sio um pouquinho menores que -3 e que aparentemente poderiam ser vistos
como pontos aberrantes, portanto uma andlise de residous mais aprofundada deve

ser conduzida futuramente para examinar melhor o ajuste.

4. SENSIBILIDADE A ) — quociente das variancias residuais

Examinamos descritivamente a variagio nas estimativas dos valores esperados
de a, 3, p, 02 e ¢® & posteriori quando diferentes valores do hiperpardmetro A
sio considerados (mantendo-se os demais hiperparametros do modelo em (2.12.2)
inalterados).

Ns figuras 2.8 e 2.9, sao apresentados graficos com as estimativas “Rao-Blackwe-
lizadas” dos valores esperados dos parAmetros da distribui¢ao a posteriori baseadas
nos dados da Tabela 2.1. Para cada X fixado, foi gerada uma seqiiéncia de Gibbs de
comprimento 7' = 10.000 (com vetor inicial igual ao estimador de méxima verossimil-
hanca correspondente). Para calcular as estimativas considerou-se apenas a segunda
metade de cada seqiiéncia.

Na figura 2.10, comparamos os graficos (das médias Rao-Blackelizadas versus A)
baseados em dois diferentes tamanhos de amostra (n = 50, n = 500). Essas amostras
foram geradas & partir do mesmo modelo em (2.12.1) usando a mesma semente
(ranseed=17 da linguagem OX). Para cada A fixado, foi gerada uma seqiiéncia de
Gibbs partindo-se da estimativa de mdxima verossimilhanga correspondente. Para

o célculo das médias foram usadas apenas a segunda metade de cada seqiiéncia de

T=10000 iteracoes .
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Figura 2.8: Grificos das médias “R.-Blackwelizadas” de a, 3, p, 02 e 02 versus A baseadas na amostra de
tamanho n=30 da tabela 2.1. A grade de pontos em A é formada por 500 pontos igualmente espagados no intervalo
[0,50]. (Os valores verdadeiros dos parametros sio: a = 2.0, §# = 1.0, p = 1.0, 02 = 06 eo? =01edo

hiperparametro A é 1.0.)
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0 1 2 3

e média de MU x lambda

média de SIGMA2x x lambda
1.94

média de SIGMA?2 x lambda

4 5
lambda

Figura 2.9: 1dem a figura anterior, porém com grade de pontos em A formada por 500 pontos igualmente
espagados no intervalo {0,3].
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1 1 i3 1 3 1 i 1 L i
10 20 30 40 0 0 0 20 30 40
o 50_ lambd% ! lamBda
sig2 Sensibilidade de Sigma2  Lambda
n=50
n=500
n T )
30 50
lambda

Figura 2.10: Gréfico das médias “Rao-Blackwelizadas” de o, 3, p, o2 e 0% versus ), das
posterioris baseadas nas amostras geradas de tamanho n = 50 e n = 500. A grade em A
é formada de 100 pontos igualmente espagados no intervalo [0,50] (os valores verdadeiros
dos pardmetros sdo a = 2.0, #=1.0, p = 2.0, 02 = 0.6 e 02 = 0.1 e de X é 1.0).
Observagoes:

Das figuras 2.8 e 2.9 observamos que:
(1) A média amostral do pardmetro y parece nao ser influenciada pelo valor de A
(2) Quando A é subestimado (isto ¢, quando 0 < A < 1), aparentemente, as médias
amostrais de 8 e o2 superestimam os valores verdadeiros de 8 e 02 mas a média
amostral de a subestima o verdadeiro valor de «, entretanto a estimativa do viés de
estimacio nao ultrapassa a 15% dos valores verdadeiros dos parametros.
(3) Quando X é superestimado (A > 1), aparentemente ocorre o oposto (a é super-
estimado e 3 e o2 s@o subestimados) e o viés de estimag@o também nao ultrapassa
15%(ou 20%) dos valores verdadeiros dos parametros. Isso ocorre mesmo quando A

é bem grande (da ordem de 50 vezes maior que o seu verdadeiro valor). Aparente-

mente as estimativas tendem a se estabilizar & medida que A cresce.
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(4) O valor da estimativa do viés na estimacao de o2 é em geral bem grande. Além
disso, quando o tamanho da amostra (n) nao é muito grande (n = 30), o valor de
o2 é muito superestimado quando \ estd préximo do verdadeiro valor (0 < \ < 2),
indicando que procedimento de estimacao de o2 seria razodvel apenas para amostras
bem grandes .

Da figura 2.10 sugere que as estimativas dos parametros aparentemente tendem
a se estabilizar independentemente do tamanho (n) da amostra, (mas o valor do viés
de estimagdo depende de n).

5. COMPARACAO ENTRE 0S ALGORITMOS

Para comparar os algoritmos de Gibbs, Grouped Gibbs e M.Collapsed Gibbs,
apresentamos os graficos das fungoes de autocorrelagdo amostral e das séries tem-
porais de cada um dos pardmetros, como também as matrizes de correlacdo cruzada
dos parametros do modelo dessa se¢do para uma particular amostra de dados(tabela
2.1), utilizando cada um dos algoritmos acima (partindo sempre do mesmo ponto
inicial e tomando-se T=>50.000 iteragdes).

Foram obtidas também, a partir de cada algoritmo, as estimativas Rao-Blackwe-
lizadas das densidades marginais a posteriori e as estimativas das medidas resumo
da distr. & posteriori (com base em 4 seqiiéncias de comprimento T=10.000). En-
tretanto serao apresentados apenas os graficos da fungao de autocorrela¢dao amostral
(fig.2.11) e a tabela (2.4) com as matrizes de correlagao cruzada sob os 3 algoritmos.

Da figura 2.11 a 2.13 podemos observar, com base nas autocorrelagoes amostrais,
que aparentemente nao ha vantagem em usar o Grouped Gibbs em relacao ao Gibbs
simples, mas hd um certo ganho (embora nao muito grande) em utilizar o algoritmo

M.Collapsed Gibbs sobre os demais para amostrar da distr. a posteriori do modelo.
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Figura 2.11: Funcao de autocorrelagao amostral da seqiiéncia do algoritmo de Gibbs.
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Figura 2.12: Fungdo de autocorrelagdo amostral da seqiiéncia do algoritmo “Grouped
Gibbs”.
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Figura 2.13: Funcio de autocorrelagio amostral da seqiiéncia do algoritmo “Modified
and Collapsed Gibbs”, com um mini Gibbs de comprimento NV = 10.
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Tabela 2.4: Matrizes de correlagio de (a, 3, i, 02, %) obtidas

Gibbs, Grouped Gibbs e M.Collapsed Gibbs

apartir dos algoritmos de

a E] ) oz a*
Gibbs & 1000 -0.0500 -0.0067 03685 0.0441
3 1000 -00054 -0.388 0.0450
I 1.000 -0.0007 -0.0039
o2 1.000 -0.1136
g 1.0000
Group.Gibbs & | 1.000 0.0484 -0.0960 0.3746 -0.0273
3 1.000 -0.0108 -0.3961 0.0328
i 1000 00135 0.0057
o2 1.000 -0.1108
o2 1.0000
M.Collap.Gibbs — & | 1.000 09494 -0.0059 0.3678 -0.0340
3 1.000 -0.0040 -0.3853 0.0332
y 1,000 0.0212 0.0042
o2 1.000  -0.1107
o2 1.0000

Da tabela 2.4 vemos, com base nos valores das correlagOes cruzadas, que aparente-

mente ndo ha vantagem no uso do algoritmo Grouped Gibbs sobre o Gibbs simples,

j4 que metade das correlagoes diminuiram e metade aumentaram. Entretanto o

M.Collapsed Gibbs gerou uma seqiiéncia cujas correlagoes cruzadas sdo em geral

um pouquinho menores que as correlagoes obtidas pelo Gibbs simples.

Observagoes:

o Os graficos das séries temporais obtidos pelos tres algoritmos, para esse par-

ticular exemplo, ficaram muito parecidos, ndo dando para distinguir nenhuma

diferenca marcante entre eles.

As estimativas das medidas resumo, obtidas pelos tres algoritmos ficaram

muito préximas diferindo nos piores casos apenas pela segunda casa decimal.

Os gréficos das estimativas Rao-Blackwelizadas das densidades marginais a

posteriori ficaram praticamente indistinguiveis.

e Com base apenas no particular exemplo estudado acima, aparentemente nao

hé grande vantagem em usar modificagoes do algoritmo de Gibbs.
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2.12.2 Andlise do modelo estrutural normal sem restrigao
de identificabilidade

1. DADOS

A amostra de tamanho n=30 de dados a ser usada nessa secao foi gerada a partir

do modelo
Y,=a+Bri+e, t=1,...,n,
{ A fui (2.12.5)
onde
AW p o7 0 0
w | SN[lo];l 0 o2 0 n,
e 0 0 0 o?
para a = 2.0, =1.0, p =20, 02 =06, 0> =0.1, 02 = 0.1,

Nesse caso, o conjunto de dados é o mesmo que o da Tabela 2.1.

2. MODELO PROPOSTO
Consideramos o modelo em (2.12.5) (ou (2.6.1), com distribuigdo & priori dada
por (e, B, i1, 02, 0%, 62) com componentes independentes, onde a, 3 e p tém dis-

tribuicao N(0;1000) e 02, 02 e o2 tém distribuicdo 1G(2.001;1.0).

3. AJUSTE DO MODELO
(a) Pontos Iniciais: Geramos M = 4 pontos iniciais usando procedimento seme-

lhante ao da secdo 2.12.1. Os pontos gerados foram:

o = (1.08372,1.30058, 2.29445,0.23498, 0.14854,0.17795);

(2.12682,1.03819, 1.93648,0.33617, 0.11543, 0.10954);

© (2.36979, 0.83386, 1.94213,0.43797, 0.15633, 0.12669);

N
I

© (2.83504, 0.65290, 1.85471,0.57342; 0.17470, 0.18693);

=
I

Partindo desses pontos geramos M = 4 seqiiéncias de Gibbs de comprimento T’ =
10.000 com o objetivo de amostrar da distribuigao & posteriori. (Foi gerada também

uma tnica seqiiéncia de comprimento T = 50000 para os gréficos de diagnéstico).
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(b) Diagnésticos de convergéncia das seqiiéncias de Gibbs

"Trace’ de ALFA

t
1 1

*Trace’ de BETA

o] 10000 20000
*Trace’ de MU

0 10000 20000
*Trace’ de IGMA2x

1L i 1. 1 ddos 1 1
0 10000 20000 30000 40000 50000 o] 10000 20000 30000 40000 50000
*Trace’ de SIGMA2 . o« *Trice’ de SIGMA2: R
100 iteragio iteracHo

05

i - 1 1

0 10000 20000 30000 40000 50000 ] 10000 20000 30000 40000 S0000
iteracio iteracdo
Figura 2.14: Gréficos das séries temporais (“trace”)de o, 8, p, 02, 0% e 02, baseados em
.o A s . . . 0
uma tnica seqiiéncia de Gibbs de comprimento 7" = 50000 partindo de Q(l ),
10+ Correlograma de alfa 10- correlograma de beta
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!
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Figura 2.15: Gréficos das fungdes de auto-correlagao de a, 3, p, ag, a?% e 02, baseados

em uma unica seqiiéncia de Gibbs de comprimento T = 50000 partindo de ng).
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Figura 2.16: Gréfico da medida “Multivariate Potential Scale Reduction”(MPSRF) de
Brooks e Gelman (1998) baseado em M = 4 seqiiéncias de Gibbs de comprimento T' =
10000 (Rmax é o maior valor entre as medidas univariadas de o, 3, p,02,0% 02).
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Figura 2.17: Grafico da medida de Gelman e Rubin corrigida “Corrected potencial scale

reduction factors ” (CSRF) para cada parametro a, 3, polo

seqiiéncias de Gibbs de comprimento T = 10.000.
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Tabela 2.5: Medidas de Diagnéstico de convergéncia de Brooks, Gelman e Rubin

Medida de Gelman&Rubin(PSRF) | Medida Corrigida(CSRF) Quantil 0.975
o T.008714 TUI5572 T.035024
8 1.008708 1.015500 1.034929
1 0.9999645 1.000034 1.000171
o2 1.000683 1.002484 1.006979
P 0.9999692 1.000794 1.002451
o? 1.002024 1.000011 1.000157

A medida multivariada (MPSRF) € igual a 1.014622.

Obs. As figuras 2.14 a 2.17 e a tabela 2.5 nfo sugerem que exista problemas na
convergéncia do algoritmo de Gibbs .
(c) Estimagao

Na figura 2.18 apresentamos os grificos das densidades posterioris marginais
estimadas, calculadas de acordo com a se¢do 2.9, e na tabela 2.6 as estimativas
a posteriori de varias medidas resumo. FEssas estimativas baseiam-se em M = 4
seqiiéncias de Gibbs de comprimento T = 10.000, descartando-se as primeiras Ty =

5.000 iteragoes.

Estimacao de plalfalDobs) plbetajDobs EdeuiDobs =102
1.0 ol AVar(beta[Dobs)=0.0346
£alfafDobs)=1.93
05F AVar(aifa[Dobs )= 0.14609 1k
J ) 1 i 1 H
0 1 2 3 alf# 000 025 050 075 1.00 1.25 150 1.75 bBeA@
:
2l Etmu{Dobs)=1.95 2f £ igmaaiDobs0 61
~Var(mu[Dobs =0.0280
Var(sigma2x{Dobs =0.0445
1F n
A ! i 1 1 1
1.25 150 175 200 225 250 275 05 0.0 0.5 1.0 1.5
mu sigma2x
50F Esigma2{Dobs )= 023 )
“Vansigma2[Dobs)= 0.0065 50+ EBisigma2e[Dobs 0.2
AVarisigma2efDobs)=0.0055
25+ / /
¢ ] 25+ /
, / /
j’ : ; 1 j : : : J
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Figura 2.18: Grificos das estimativas “Rao-Blackwelizadas” das densidades marginais a posteriori

P(O‘Dobs\)r - ‘ep((’giDobs)-
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Tabela 2.6: Estimativas do valor esperado, quantis, desvio padrao, méximo,minimo

e intervalos de credibilidade de comprimento minimo das distribui¢gdes marginais &
2 2

posteriori de a, 8, p, 02, 02, 02, usando os dados da tabela 2.1
MEDIDAS RESUMO | o B8 1 o2 o? o2

Media aritmética | 1.9341  1.018%  1.9527 0.6074 0.2263  0.2084

Média “R-Blackweliz.” | 1.9343 1.0184 1.9524 0.6089 0.2258 0.2087
Quantis amostrais

0.025{1.0234 0.7050 1.617  0.2917 0.1122 0.1032

.0511.2399 0.7525 1.6775 0.3270 0.1232 0.1144

11 1.4387  0.8059 1.7408 0.3724 0.1388  0.1289

2 11.6524 08701 1.8135 0.4334 (0.1598 0.1478

251 1.7208  0.8939 1.842 0.4584 0.1691 0.1559

B0 17791  0.9165 1.8658 0.4825 0.1776  0.1641

41 1.8801 0.9580 9108 0.5284 0.1944 0.1791

S 119701 0.9999 1.9522 0.5749 0.2123 0.1949

.61 2.0556 1.0432 1.9945 0.6264 0.2313 0.2126

7121434 1.0034 2.0399 0.6844 0.2539 0.2336

75 12,1885 1.0934  2.064 0.7181 0.2674 0.2461

8122393 1.1558  2.0925 0.7609 0.2830 0.2608

9123781 1.254 2.1646  0.8805 0.3325 0.3039

95 2.4876  1.3499  2.229 0.9984 0.3776 0.3467

2.5872 1.4631 2.2851 1.1204 0.4217 0.3887
Interv.Credib. HPD

p=0.95 Lim. inf. | 1.1256 0.6678 1.6253 0.2487 0.0993 0.0881

Lim sup. | 2.6501 1.4027 2.2916 1.0250 0.3901 0.3554

p = 0.90 Lim. inf. | 1.313 0.7240 1.6811 0.2828 0.1090 0.1001

Lim sup. | 2.5362 1.3086 2.2305 0.9145 0.3471 0.3162

desvio padrao (dp) | 0.3825 0.1862 0.1684 0.2116 0.0806 0.0744

d.p. Rao-Blackweliz. | 0.3822 0.1861 0.1672 0.2110 0.0807 0.0807

“Naive SE” = ——2__ | 0.002705 0.000002 0.001191 0.001496 0.000570 0.000526
V/M(T—Tp)
“Batch SE” | 0.014119 0.006874 0.001734 0.001292 0.000990 0.004280
Minimo | 0.3045 0.3671 1.2070 0.1451 0.0507 0.0552
Maximo | 34224 19439 2.6967 2.2617 0.8209 1.3220

NOTA: Os intervalos de credibilidade nesse exemplo coincidem com os intervalos HPD.
“Batch SE” é o desvio padrao amostral das médias de grupos consecutivos de tamanho 50, dividido
pela raiz quadrada do nimero de grupos.
Os valores dos parametros usados na geragdo dos dados sio: a = 2.0, § = 1.0, u = 2.0, 62 = 0.6,
=0leo?=01)
M—numero de cadeias paralelas.
T=ntmero total de iteragbes, To=ntmero de iteragoes descartadas.

Na tabela 2.6 vemos que as estimativas do valor esperado da distribui¢ao & posteriori
dos parametros, obtidas pela média aritmética e pela média Rao-Blackelizada estao
muito préximas, além disso, tanto a média como a mediana superestimam os valores

verdadeiros dos pardmetros o?

e o? (valores usados na geracdao dos dados), mas
o valor do viés estimado de cada um dos demais parametros é pequeno. Mais
importante ainda é que todas as estimativas dos intervalos de credibilidade de 95%

contém os valores verdadeiros dos parametros.

122



(d) Avaliagao do ajuste

A Figura 2.19 a seguir apresenta os gréficos dos valores da densidade condicional
preditiva de validacgo cruzada,[(CPO; = 7 (()}; )]Dobs) )], primeiramente em funcao
de 1, depois em funcao de X, e também em funcdo de Y;, para i = 1,...,30, onde
CPO; ¢é estimada por meio da férmula (2.10.8) adaptada para o caso do modelo sem
restrigoes de identificabilidade. As estimativas basearam-se na segunda metade de
uma seqiéncia de comprimento T=10.000 do algoritmo de Gibbs cujo ponto inicial

(0)

6 9.

RO
075

0.50 +

+
025+

L L s L . ) L I s A
CPO(>) 2.5 5.0 75 10.0 12.5 15.0 175 200 225 250 215 i 300
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051 o % o %
050F o o° °

0251 o

: ) L L : . L s s :
C]P(Q&KS 1.00 125 1.50 175 2.00 225 250 275 3.00 325 3.50

075F s % e a e

050 a a o 2

o L] a o o

025+ o

L 2 L 1 . L . L L ) L L L

250 275 300 325 350 375 400 425 430 475 500 525 5%0
1

Figura 2.19: Gréficos dos valores da densidade condicional preditiva, (CPO(i)), versus i,
versus X; e versus Y, baseados na segunda metade de uma tnica seqiiéncia de Gibbs de
comprimento T = 10.000.

A figura 2.20 a seguir apresenta os graficos das componentes d;, e d,, do vetor

de residuos bayesianos bidimensionais de validacao cruzada
dy, -1 Y Y; - Y
00 (o) = () ) () - 2 (%))

—1
Var * ( C;:)[Dobs(*i)) foram adaptadas para o modelo sem restricio de identifica-

bilidade a partir respectivamente das formulas (2.10.13) e (2.10.15).
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Figura 2.20: os graficos do lado esquerdo referem-se & primeira componente do vetor de residuos (dy;), e os do
lado direito & segunda componente (dg;).Eles estdo baseados na mesma sequencia de Gibbs utilizada na figura 2.19.

As figuras 2.19 e 2.20 nao sugerem que haja problemas de falta de ajustamento,
além disso, aparentemente a qualidade do ajuste do modelo sem restrigao é melhor
do que a do modelo com restri¢ao de identificabilidade (ver fig. 2.6 e 2.7).

4. COMPARACAO de MODELOS

A figura 2.21 compara os valores das CPO(i)’s dos modelos com e sem restricao de
identificabilidade. A férmula em (2.10.8) foi usada para o célculo desses valores (no
caso sem restr. de identif. essa férmula foi empregada com as devidas adaptagoes).
Apenas a segunda metade de uma seqiiéncia de Gibbs de comprimento T=10000 foi
utilizada nos célculos.

A tabela 2.7 a apresenta, os valores estimados das seguintes medidas de com-
paracio de modelos: a medida L e a soma dos residuos padronizados em valor
absoluto (ver segao 2.11) para os modelos com e sem restrigoes de identificabilidade.

Na figura 2.21 vemos que os valores das CPO(i)’s tendem a ser maiores no modelo
com restr. de identificabilidade e na tabela 2.7 as estimativas da medida L (baseadas

no determinante) sao consideravelmente menores no modelo com restr. de identif.,
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Figura 2.21: Grafico dos valores da densidade condicional preditiva (CPO(i)) versus i,
sob o modelo com restrigdo de identif. (+) e sob o modelo sem restrigao de identif. (o)

Tabela 2.7: Estimativas da medida L e da soma das normas dos residuos, nos mo-
delos com e sem restricido de identificabilidade.

Modelo com Restr. Modelo sem Restr
medida L det(L2) 6 = 0.0 161.43 221.19
={.1 183.74 248.74
= 0.5 286.02 372.0
=0.9 409.18 516.14
=1.0 443.24 555.44
trago(Ly) 6 = 0.0 41.73 43.39
ST e
=09 7394 74.90
=10 76.74 78.40
goma das normas
0s residuos 57.65 46.56

0 que sugere que este modelo deve ser o escolhido. Entretanto se considerarmos
apenas a soma dos médulos dos residuos padronizados como critério, o modelo sem
restricao deveria ser o escolhido (E interessante notar que as estimativas dos valores
da medida L calculadas pelo trago, ficaram bem préximas nos dois modelos).
Assim, se os dados amostrais sdo os da tabela 2.1 e o valor de ) néo é conhecido,
o modelo sem restr. de identif. (com distr. & priori vaga descrito nessa secdo) nio

seria uma ma escolha.



2.12.3 O modelo estrutural com restrigdo de identificabili-
dade e priori improépria

1. DADOS

O conjunto de dados é o mesmo da Tabela 2.1.
2. MODELO PROPOSTO

Consideramos o modelo estrutural dado em (2.3.1) com distribuicao a priori
improépria 7(a, 8, p, 02,0%) com @, B3, p, 02 e o “independentes”, onde a, 3 e p séo
proporcionais a 1, m(02) « (02)™" e 7(0?) o« (0?)7%, onde r = .25 e s = 1.0 .
3. AJUSTE DO MODELO
(a) Pontos iniciais

Geramos 4 pontos iniciais usando procedimento semelhante ao da segao 2.12.1:
9 = (2.4012, 0.8822, 2.0033, 0.1813, 0.1507); 95" = (1.7943, 1.1077, 1.9321, 0.6855,
0.2603); g = (1.1561, 1.3948, 2.1476, 0.2809, 0.0832) e g = (1.6981, 1.1382,
1.7934, 0.3590, 0.0731).

A partir dsses pontos geramos M = 4 seqiiéncias de Gibbs de comprimento
T = 10000 e uma seqiiéncia mais longa de comprimento T=50000 partindo de ng).

(b) Diagnésticos de convergéncia das seqiiéncias de Gibbs

*Trace’ de ALFA "Trxce’ de BETA

! H L L i
o 10000 20000 30000 40000 50000
iteracdo

Figura 2.22:  Graficos das séries temporais de @, 3. 2, 02 e 02, baseados na seq de Gibbs de compr. T = 50.000.
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Figura 2.23: Graficos das funges de auto-correlagio de a, 3, p, 02 e 62, baseados em uma tinica seqiiéncia

de Gibbs de comprimento T" = 50.000.

Brooks & Gelman Multivariate Shrink Factors
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Shrink Factors
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Figura 2.24: “Multivariate Potential Scale Reduction” (MPSRF) de Brooks e Gelman (1998) baseado em 4 seq.
de Gibbs de compr. T = 10000 (Rmax é o maior valor entre as medidas univariadas de a, §, i, 02, 02).

Tabela 2.8: Medidas de Diagnéstico de convergéncia de Brooks, Gelman e Rubin

Medida de Gelman&Rubin(PSRF) | Medida Corrigida{(CSRF) Quantil 0.975
[ 1.004351 1.006315 1.017351
3 1.004639 1.006362 1.016433
7 0.9999868 1.000022 1.000206
ag 1.000193 1.000693 1.001954
o 1.000496 1.000298 1.000919

A medida multivariada (MPSRF) é igual a 1.0086177.
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Gelman & Rubin Shrink Factors
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Figura 2.25: Grafico da medida de Gelman e Rubin corrigida “Corrected potencial scale reduction factors »
(CSRF) para cada parametro a, 3, j1,02,02, baseada em M = 4 seqiiéncias de Gibbs de comprimento T = 10000.

(c) Estimacao

A_tabela 2.9 apresenta as estimativas de vérias medidas resumo da distribuicao a
posteriori e a figura 2.26 apresenta os graficos das densidades posterioris marginais
estimadas. Essas estimativas foram obtidas utilizando-se a segunda metade de cada
uma das M = 4 seqiiéncias de Gibbs de comprimento T = 10.000.

Antes de analisar os resultados, é importante lembrar que pelo fato da dis-
tribuigdo & priori ser imprépria (e portanto nao informativa), as estimativas a pos-
teriori dos pardmetros deveriam estar préximas dos valores dos parametros usados
na geracao dos dados se de fato o procedimento de estimacao é adequado.

Na tabela 2.9 observa-se que a média aritmética e a média Rao-Blackelizada

estao muito préximas, além disso, tanto a média como a mediana amostral estimam
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cada um dos parametros do modelo com “pequeno” viés(estimado) e somente o
parametro o? parece estar um pouquinho subestimado). Mais importante anda é
que todos os intervalos estimados de credibilidade apresentados contém os valores
verdadeiros dos parametros.

Tabela 2.9: Estimativas do valor esperado, quantis, desvio padrao, maximo,minimo

e intervalos de credibilidade de comprimento minimo das distribui¢Ges marginais a

posteriori de a, 8, 4,02, 0%

MEDIDAS RESUMO | a 3 P 72 o
—Madia arimética [ T.9050 L0542 19730 05792 00766
Média “R-Blackwelis» | 1:0047 10843 19735 03785 00765
uantis amo%tlé)axg " " o
%2 %:é %g : i %:7% g :ig? : % é
Al § . .
i i ;5§ i i
915089 1 ot :§4 : 4%
75 308 TR0 Zois osmE o
3 |zodsr e 2 144 oo
g :é TR ot éi % B4 § 1 §
oy, B | 23T 5635 104 1
nterv. .
P 098 Lim. inf. | 1.4267 0.8428 1.6763 0.2532 0.0395
Lim'sup. | 23504 12003 22594 0.0582 0.1198

p=0.90 Lim. inf. | 1.5215 0.8742 1.7351 0.2965 0.0432
Lim sup. | 2.2877 1.2467 22195 0.8696 0.1088

desvio padrao (dp) | 0.2366 0.11145 0.1480 0.1836 0.0223
d.p. Rao-Blackweliz. | 0.2367 0.1143 0.1477 0.1924 0.0222

“Naive SE” = *‘A—/}?ﬁ_) 0.001673 0.000810 0.001047 0.001362 0.000157
—40

“Batch SE” | 0.009851 0.004790 0.001356 0.003144 0.000331

Minimo | 0.7077 0.6796 1.3625 0.1459 0.0304
Mséximo | 2.6747 1.6771 27642 2.1438 0.2745

NOTA: mesma nota da tabela 2.3.

Comparando a tabela 2.9 com a tabela 2.3 notamos que as esimativas de Bayes
dos parametros do modelo com priori imprépria tem menor viés estimado do que
as estimativas de Bayes no modelo com priori prépria vaga (da secao 2.12.1) (Isso
ja era esperado pelo fato de que no modelo com priori imprépria toda a informagao
vem somente dos dados). Observou-se também que os intervalos de credibilidade

envolvendo o modelo com priori imprépria tendem a ter menor comprimento.
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Figura 2.26: Gréaficos das estimativas “Rao-Blackwelizadas” das densidades

marginais & posteriori p(a|Dgbs),- - 2(0% Dobs)-

(d)Avaliagao do ajuste
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Figura 2.27: Graficos dos valores da densidade condicional preditiva, (CPO(i)), versus 1,
versus X; e versus Y;, baseados na segunda metade de uma tnica seqiiéncia de Gibbs de
comprimento T = 10.000
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Na figura 2.27 temos os graficos da densidade condicional preditiva de validacao
cruzada, [CPO; =7 (()’;) lDobs)], em funcgao de 7, depois em func¢io de X; e também
em funcao de Y;, para ¢ = 1,...,30, onde CPO; é estimada por meio da férmula
(2.10.8).

A Figura 2.28 apresenta os graficos dos valores estimados de cada uma das com-
ponentes do vetor de residuos bayesianos de validagao cruzada (dy; e do; ) da segdo

2.10.2(b). Esses grificos estdo baseados na mesma sequencia de Gibbs utilizada na

figura 2.27.
dli d2i
L. Y °°
+ i ° °
25+ o+ . + . ° L %0 % o °
. , . 00 o g o e
0.0 e . o o
25k + o ot e I °
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dy 0 5 10 520 50 30 400 5 10 15 20 25 i 30
Or . o °
* * + 25F o 2
25¢ . + o o o°° o o ° a
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R . 00FTe—— oty
0.0 5 i v %o
L5l L . 25t . -
g R . . . ) ) e L . . ) ;
2 30 35 40 45 50 55 10 15 20 25 30 5
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' + . 25F o o,
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’ ¢ . : : ) . 8, b . )

L : L
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Figura 2.28: Do lado esquerdo estdo os valores da componente (dy;) dos residuos
bayesianos de validagdo cruzada em fungado de 1, de Y; e de E(Yi|Dgbs—1), € do lado
direito os valores de (dg;) em funcdo de i, de X; e de E(XilDobs(_i)).

Na figura 2.28 os graficos & esquerda possuem 4 ou 5 possiveis pontos aberrantes
(cujas ordenadas sdo maiores do que 3 em valor absoluto) o que sugere que uma
andlise de residous mais detalhada deva ser realizada para examinar melhor o ajuste.

4. SENSIBILIDADE A ) - a razdo das variancias residuais

Nesse item analisamos descritivamente a variacao nas estimativas dos valores es-
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perados de a, 3, i, 02 e 0% & posteriori quando diferentes valores do hiperpardmetro
A sao fixados (mantendo-se inalterados os demais hiperpardmetros do modelo).

Inicialmente nas figuras 2.29 e 2.30 exibimos gréaficos com as médias“Rao-Black-
welizadas” dos parametros. (Para cada A foi gerada uma seqiiéncia de Gibbs de
comprimento 7' = 10.000, cujo ponto inicial é o estimador de méxima verossimi-
lhanca correspondente, descartando-se a primeira metade de cada seqiiéncia).

A seguir na figura 2.31 comparamos os gréaficos baseados em dois diferentes
tamanhos de amostra (n =50, n = 500) geradas & partir do mesmo modelo e usando
a mesma semente (ranseed=17 da linguagem OX). Para cada X fixado, a seqiiéncia
de Gibbs foi gerada partindo-se da estimativa de maxima verossim. correspondente.

Levando-se em conta que a distribuicdo & priori é imprépria (e que portanto, se
o procedimento é adequado, as estimativas & posteriori devem estar préximas dos
valores dos pardmetros usados na geracao dos dados) entdo das figuras 2.29 e 2.30
concluimos que:

(1) A média amostral de p parece ndo ser influenciada pelo valor de A.

(2) Quando A é subestimado (isto é, quando 0 < A < 1), aparentemente, as médias
amostrais de 3, 02 e o2 superestimam respectivamente os valores verdadeiros de 3,
2

0% e 0%, mas a média amostral de « subestima o verdadeiro valor de a.

(3) Quando ) é superestimado (A > 1), aparentemente o e o2 é superestimado e 3

T

80'2

sdo subestimados.. Isso ocorre mesmo quando A é bem grande (da ordem de
50 vezes maior que o seu verdadeiro valor).
Da figura 2.31, temos também que as estimativas dos parametros aparentemente

tendem a se estabilizar 2 medida que A cresce independentemente do tamanho da

amostra (n), sendo que o valor do viés estimado em geral é diferente para cada n.
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Figura 2.29: Gréficos das médias “R.-Blackwelizadas” de a, 3, p, 02 e 02 versus A da
distr. posteriori baseada nos dados da Tabela 2.1. A grade de pontos em A é formada por

40 50
lambda

500 pontos igualmente espagados no intervalo [0,50].
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Figura 2.30: Idem & figura anterior, porém com grade em X formada por 500 pontos

igualmente espacados no intervalo [0,5].
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Figura 2.31: Grafico das médias “Rao-Blackwelizadas” de a, 8, u, 02 e 02 versus ), das posterioris baseadas

x

nas amostras geradas de tamanho n = 50 e n = 500. A grade em X é formada de 100 pontos igualmente espagados
no intervalo [0,50] (os valores verdadeiros dos parametros sdo a = 2.0, 8 = 1.0, p = 2.0, 02=06e02=01ede)
6 1.0).

5. COMPARACAO de MODELOS

Na figura 2.32 comparamos os valores estimados das CPO(i)’s no modelo com
restricao de identificabilidade com priori prépria e com priori imprépria (por meio da
férmula (2.10.8) e usando a segunda metade das seqiiéncias de Gibbs de comprimento
T=10000).

A tabela 2.10 apresenta os valores estimados das seguintes medidas de com-
paracio de modelos: a medida L e a soma dos residuos padronizados em valor
absoluto (ver sec@o 2.11) para o modelo com priori prépria e para o modelo com pri-
ori imprépria com restricao de identif. Os célculos basearam-se sempre na segunda
metade das seqiiéncias de Gibbs de comprimento T=10000.

Na figura 2.32 vemos que os valores das CPO(i)’s tendem a ser maiores no mo-
delo com priori imprépria e na tabela 2.10 as estimativas da medida L, baseadas

no determinante, sao menores no modelo com priori imprépria, indicando que o
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Figura 2.32: Valores da densidade condicional preditiva (CPO(i)) versus %, no modelo
com priori prépria (+) e no modelo com priori imprépria (o).

Tabela 2.10: As estimativas da medida L e da soma das normas dos residuos, nos
modelos com priori prépria e com priori imprdépria.

priori propria. priori impropria.

medida L | det(L2) 6 = 0.0 161.43 98.94
6=0.1 183.74 115.67
=205 286.02 195.67
6=0.9 409.18 96.49
6=1.0 443.24 324.96

tr(Lg) 6 = 0.0 41.73 42.40

§d=0.1 45.23 45.9

§=05 59.24 59.9

0=10.9 73.24 73.91

6=1.0 76.74 77.41

Soma das normas

dos residuos 57.65 76.24

modelo com priori imprépria deve ser o escolhido. Entretanto se considerarmos a
soma dos mddulos dos residuos como critério, o0 modelo com priori prépria deveria
ser o escolhido (E interessante notar também que os valores da medida L calculados
pelo traco, embora numericamente menores no modelo com priori prépria, estao

muito préximos nos dois modelos).

135



2.12.4 O modelo estrutural sem restricao de identificabili-
dade e priori imprépria

1. DADOS

O conjunto de dados é o mesmo da Tabela 2.1
2. MODELO PROPOSTO

Consideramos o modelo estrutural dado em (2.6.1) com distribuigdo & priori
7(a, B, p,02,0%,0%) com componentes “independentes”, onde a, 8 e u sdo pro-
porcionais a 1, m(02) x (¢2)7", 7(0?) o« (062)™°, comr = 25 e s = 05, e
o? ~ IG(2.001;1.0).
3. AJUSTE DO MODELO
(a) Pontos iniciais

Usamos os mesmos pontos iniciais da se¢do 2.12.2, e partindo desses pontos
geramos M = 4 seqiiéncias de Gibbs de comprimento T = 10.000.

(b) Diagnésticos de convergéncia das seqiiéncias de Gibbs

*Trace’ de ALFA

3 1 3 i
0 10000 20000 30000 40000 50000
30 Trace’ de MU iteragio

:
20000 30000

4 10000 40000 | 50000
"Trace’ de SIGMA2x iteragido

i i 1 t o A i
o} 10000 20000 30000 40000 S000 O 10000 20000 30000 40000 50000
"Trace’ de SIGMA2 iteraciiol 00 *Trace’ de SIGMA2e

Figura 2.33: Graficos das séries temporais (“trace”) de a, 3, y, 02, 0* e o2, baseados
em uma Unica seqiiéncia de Gibbs de comprimento T" = 50.000.
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Figura 2.34: Griéficos das funcdes de auto-correlagdo de a, 3, p, 02, 02 e 02, baseados em uma tnica seqiiéncia
de Gibbs de comprimento T' = 50.000.
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Figura 2.35: “Multivariate Potential Scale Reduction” (MPSRF) de Brooks e Gelman (1998) baseado em M = 4
seq. de Gibbs de comprimento T = 10.000 (Rmax é o maior valor entre as medidas univariadas de a, 8, i, 02, 02, 02).

Tabela 2.11: Medidas de Diagndéstico de convergéncia de Brooks, Gelman e Rubin

Medida de Gelman&Rubin(PSRF) | Medida Corrigida(CSRF) Quantil 0.975
a 1.001738 1.002531 1.006482
8 1.001903 1.002636 1.006882
7 1.000015 1.000045 1.000289
o? 1.000338 1.000524 1.001450
o 1.003152 1.003986 1.010873
o> 1.00017 1.000260 1.000831

A medida multivariada (MPSRF) é igual a 1.0053917.
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Gelman & Rubin Shrink Factors
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Figura 2.36: Grafico da medida de Gelman e Rubin corrigida “Corrected potencial scale reduction factors ”
P
(CSRF) para cada parametro a, B3, p, 02, 02, 62, baseada em M = 4 seqiiéncias de Gibbs de comprimento T' = 10.000.

(c) Estimacao

Na tabela 2.12 apresentamos as estimativas de vérias medidas resumo da dis-
tribuicdo & posteriori e na figura 2.37, os gréaficos das densidades posterioris marginais
estimadas. Essas estimativas baseiam-se em M = 4 seqiiéncias de Gibbs de compri-
mento T = 10.000, descartando-se a primeira metada de cada uma.

Observa-se na tabela 2.12 que a média aritmética e a média Rao-Blackelizada
estio muito préximas. A média e a mediana também estdo bastante préximas
(exceto no caso do pardmetro o2), além disso, elas superestimam o verdadeiro valor
de o2 e subestimam o valor de o?. Nesse modelo, entretanto, os intervalos estimados
de credibilidade de 95% e 90% para o parametro o2 nao contém o verdadeiro valor

de o2.
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Comparando a tabela 2.12 com a tabela 2.6 nota-se que embora as estimativas de
Bayes no modelo com priori imprépria tém maior viés do que as estimativas de Bayes

no modelo com priori prépria vaga (da secao 2.12.2), os intervalos de credibilidade de

a, B, u e 0%, no modelo com priori imprépria tem menor comprimento. O problema

é que o aparentemente nao foi bem estimado (como j4 foi comentado).

Tabela 2.12: Estimativas do valor esperado, quantis, desvio padrao, maximo,minimo

e intervalos de credibilidade de comprimento minimo das distribui¢oes marginais a

- 2 2 2
posteriori de o, 3, p,07,0°, 0%

MEDIDAS RESUMO | a B8 Y o2 a? a2

~Média aritmética | 2.2I81  0.8722° 19529 0.8375 0.0477 0.2322

Média “R-Blackweliz.” | 2.2186 0.8717 19544 0.8390 0.0476 0.2315
Quantis amostrais

0.025 | 1.6050 0.6410 1.6061 0.4355 0.0000 0.1264

051 1.7499 0.6789 1.6681 0.4883 0.0003 0.1387

11 1.8886 0.7211 1.7340 0.5497 0.0009 0.1544

2120198 07713 1.8105 0.6251 0.0032 0.1751

251 2.0666 0.7887 1.8416 0.6547 0.0050 0.1840

23121069 0.8044 1.8654 0.6844 0.0072 0.1917

4121745 0.8349 1.9119 0.7396 0.0132 0.2070

5122361 0.8632 1.9533  0.7956  0.0225 0.2222

6122953 0.8924 1.9961 0.8585 0.0355 0.2387

7123586 0.9251 2.0406 09317 0.0546 0.2573

75123923  0.9432  2.0672 0.9757 0.0674 0.2694

8124312 0.9648 2.0949 1.0257 0.0822 0.2821

9125348 1.0315 2.1704 1.1776 0.1305 0.3212

95126215 1.0954 2.2368 1.3232 0.1785 0.3597

27048 1.1668 2.2940 1.4683 0.2224 0.3953

- .975
Interv.Credib. HPD
p=0.95 Lim. inf. | 1.6487 0.6188 1.6122 0.3929 0.0000 0.1128
Lim sup. | 2.7330 1.1334 2.2982 1.3853 0.1785 0.3692

p=0.90 Lim. inf. | 1.8043 0.6624 1.6701 0.4290 0.0000 0.1208
Lim sup. | 2.6711 1.0736 2.2376 1.2331 0.1305 0.3319

desvio padrdo (dp) | 0.2721 0.1304 0.1731 0.2641 0.0629  0.0695
d.p. Rao-Blackweliz. | 0.2721 0.1303 0.1718 0.2659 0.0623 0.0682

“Naive SE” = % 0.001924 0.00092220.001224 0.001867 0.000444 0.000491
40

“Batch SE” | 0.008153 0.003976 0.001393 0.003726 0.002183 0.000822

Minimo | 0.9371 0.4045 1.2028 0.1684 0.0000 0.0735
Maximo | 3.2785 1.5371 2.7565 3.0913 0.8244 1.8424

NOTA: Mesma nota da tabela 2.6.
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EibetafDobs =1.02
AVar(beta}Dobs=0.0346
£(alfe)Dobs=1.93
AVagalfsDobs)= 013609
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Figura 2.37: Gréficos das estimativas “Rao-Blackwelizadas” das densidades
marginais & posteriori p(&|Dobs)s- - -,P(0Z] Dobs)-
(d) Avaliagao do ajuste

A Figura 2.38 a seguir apresenta os gréficos dos valores da densidade condicional
preditiva de validagao cruzada (CPO; =7 ((}é) |Dobs)) primeiramente em funcgao de
i, depois em fungdo de X; e também em funcao de Y;, parai =1,... ,30, onde CPO;
é estimada por meio da férmula (2.10.8) adaptada para o modelo dessa subsegao.
As estimativas basearam-se na segunda metade de uma seqiiéncia de comprimento
T=10.000 do algoritmo de Gibbs cujo ponto inicial é gﬁ").

A figura 2.39 a seguir apresenta os graficos das componentes dy, e dy, do vetor

de residuos bayesianos bidimensionais de validagdo cruzada

d _ -1 ((Y S op((r
d, = (d2:> = Var <(Xi)\Dobs(—'i)> ((X,) -F <<Xi)lDobs(—i))> ;

i = 1,...,n, dado na secdo 2.10.2, onde as férmulas de E‘((}?){Dobs(_,—)) e de
1
Var ( (}?)}Dobs(_i)) foram adaptadas para o modelo dessa subsegaos a partir re-

spectivamente das formulas (2.10.13) e (2.10.15).
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Figura 2.38: Gréficos dos valores da densidade condicional preditiva, (CPO(i)), versus %, versus X; e versus Y;.
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Figura 2.39: os graficos do lado esquerdo referem-se 3 primeira componente do vetor de residuos (d1i), e os
do lado direito & segunda componente (dy;). Eles estio baseados na mesma sequencia de Gibbs utilizada na figura
2.38.

Obs: As figuras 2.38 € 2.39 nao sugerem que haja problemas de falta de a Jjustamento.
4. COMPARACAO de MODELOS
A figura 2.40 compara a densidade condicional preditiva nos modelos com priori

prépria e com priori Imprépria sem restricao de identif. (usando a férmula (2.10.8)
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com as devidas adaptacdes). Para os célculos, apenas a segunda metade de uma

seqiiéncia de Gibbs de comprimento T=10000 foi utilizada.

A tabela 2.13 apresenta, os valores estimados da medida L e da soma dos residuos

padronizados em valor absoluto nos modelos com priori pépria e com priori imprépria

sem restr.de identif.

CPO(i)

30t ~ + CPOi priori propria_© o CPOi priori impropria}

250 ° °

20

10F . ° °

05

?

L . ) L L L :
25 50 15 10.0 125 15.0 175 20.0

L ' s
225 25.0 275 | 300
1

Figura 2.40: Densidade condicional preditiva (CPO(i)) versus i, no modelo com priori

propria (+) e no modelo com priori imprépria (o).

Tabela 2.13: A medida L, o produto[[, CPO; e a soma das normas dos residuos,

nos modelos ¢/ priori prépria e ¢/ priori imprépria.

PrIOrl propria. priori Impropria.
medida L | det(L2) 6 = 0.0 221.19 137.66
0=0.1 248.74 157.58
0=20.5 372.0 250.30
0=09 516.14 363.91
0=1.0 555.44 395.68
tr(Ls) 6 = 0.0 43.39 44.12
=01 46.89 47.62
0=0.5 60.89 61.63
0=20.9 74.90 75.63
0=1.0 78.40 79.13
Soma das normas
dos residuos 46.56 52.25
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dados amostrais sio os da, tabela 2.1, 0 modelo (sem restr. de identif.) com priori

imprépria néo seria uma, ma escolha.

2.12.5 Resumo dos resultados:

Na secdo 2.12 foram ajustados 4 modelos bayesianos estruturajs normais utilizando
0 particular conjunto de dados da tabela 2.1, Os modelos sio:

1) modelo com restr. de identif. e priori prépria vaga da subsegéo(2.12.1) ,

(2) modelo sem restr. de identif. com priori prépria vaga (2.12.2),

(3) modelo com restr. de identif. e priori imprdpria (2.12.3)

(4) modelo sem restr. com priori imprépria (2.12.4).

1 - comparacio dos algoritmos:

Foram utilizados 3 diferentes algorftmos para amostrar da posteriori do modelo
da subsegdo 2.12.1: O algoritmo de Gibbs simples, o algoritmo “Grouped Gibbs”
€ 0 algoritmo “M. Collapsed Gibbs”. Aparentemente o “Grouped Gibbs” nao traz
vantagens sobre o primeiro algoritmo e existe apenas um Pequeno ganho (em ter-
mos da funcio de autocorrelagao e da matriz de correlacoes cruzadas) em usar o

“M.Collap. Gibbs” sobre os demais . nio Justificando fortemente 0 seu uso (nesse
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particular exemplo).
2 - convergéncia

Os dispositivos de diagnéstico de convergeéncia apresentados nessa $€¢ao nao nos
sugeriram que haja problemas na convergéncia do algoritmo de Gibbs em nenhum
dos modelos considerados.
3 — comparagdo dos modelos:
— Comparando os modelos (1) e (3):
Levando em conta que no modelo (3) os intervalos de credibilidade tem menor com-
primento , as estimativas dos pardmetros tem um menor viés de estimacio , as
estimativas da medida L (calculadas pelo determinante) sio menores e os valores
das CPO(i)’s tendem a ser maiores do que no modelo (1), entao o modelo (3) éo
escolhido.
- Comparando} os modelos (2) e (4):
Do ponto de vista de estimacao os dois tem vantagens e desvantagens (o modelo
(4) tem intervalos de credibilidade de menor comprimento, porém maior viés de
estimagao e além disso o verdadeiro valor do pardmetro o2 nio pertence ao intervalo
de credibilidade estimado correspondente). Entretanto no modelo (4) as estimativas
da medida L (calculadas pelo determinante) sdo menores do que no modelo (2) e os
valores das CPO(i)’s tendem a ser maiores do que no modelo (2). Por estes motivos
uma possivel escolha seria 0 modelo (4).
Do exposto acima vemos que o uso de prioris impréprias (das secde 2.12.3 e 2.12.4)
traz beneficios tanto no caso do modelo com restricio como no caso sem restricao
de identificabilidade.
~Comparando os modelos (1) e (2) e os modelos (3) e (4):
Usando a medida L e os valores das CPO(i)’s vemos que o modelo (1) é escolhido

sobre o modelo (2): além disso o modelo (3) é preferido ao (4).
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4 — qualidade do ajuste

Nos modelos sem restricao de identificabilidade (com priori prépria ou imprépria),
os gréficos das CPO(i)’s e das componentes dos vetores de residuos, néo nos sugeri-
ram que haja algum problema de falta de ajuste. Entretanto nos modelos com restr.
de identif. (especialmente o modelo com priori imprépria), ocorrem alguns pontos
aberrantes, o que Sugere que uma anilise mais completa deva ser realizada,

5 — Sensibilidade das estimativas dos parametros ao valor de )\

Quando a amostra de dados é a da tabela 2.1 e 0 modelo escolhido é o0 modelo
(1), o valor de X fornecido pelo usudrio nio afeta muito as estimativas de a, 3, o
e 02 em termos do viés (Jj& que o valor méximo observado do viés estimado, foi da
ordem de 15 a 20% do verdadeiro valor do parametro correspondente). Entretanto
a escolha do A pode afetar bastante as estimativas de o? (também em termos do
viés de estimacdo) e nesse caso observou-se que mesmo que A seja escolhido corre-
tamente, ainda assim esse paranmetro fica bastante superestimado, principalmente
se 0 tamanho da amostra nio for bem grande.

Observagées gerais:

¢ As médias aritméticas e as médias R-Blackwelizadas ficaram sempre muito

préximas independentemente do modelo estudado.

¢ A medida L baseada no traco aparentemente nio serviy para diferenciar os

modelos.

e O critério da medida [, (calculada pelo determinante) e o critério da com-
paragao dos CPO(i)’s concordaram quanto a escolha dos modelos, entretanto
discordaram do critério da soma dos residuos padronizados na escolha dos

modelos estudados nessa se¢ao.
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Capitulo 3

O modelo linear estrutural
identificavel t-Student com erros
nas variaveis

Introducao

E fato bastante conhecido que os modelos que usam a distribuicdo Normal nio sio
robustos & presenca de valores discrepantes, no sentido de que as inferéncias sob tais
modelos podem mudar consideravelmente na presenca de uma ou mais observacoes
discrepantes.

Uma maneira de reduzir a influéncia desses valores discrepantes é trocar o modelo
Normal por um modelo com caudas mais pesadas como por exemplo o modelo -
Student.

A distribuicao t-Student com v graus de liberdade, ¢,( 4, T ), tem caudas mais
longas que a Normal (N (&: £)) e além disso, quando o niimero de graus de liberdade
tende a infinito (v — oc), ela se aproxima da Normal e quando v = 1 ela coincide
com a distribuigdo de Cauchy. Assim, na literatura, uma alternativa robusta 3
Normal tem sido a distribuicao ¢, fixando-se um valor pequeno para v. Gelman
et al. (1997) sugerem utilizar v = 4 pbara assegurar a existéncia dos momentos até

terceira ordem e recomendam também que a distribuigdo Normal nao deve ser usada
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quando os dados sio “muito dispersos” (isto &, quando 10% dos pontos estiverem
héd uma distancia superior a 1, 5d da mediana, onde d é a distincia entre o primeiro
€ 0 terceiro quartil, e o tamanho da amostra, é grande). Além disso, segundo esses
autores, nos modelos de regressao, a distribuicdo ¢ com um nimero pequeno de graus
de liberdade fixado, trata os “outliers” como observagdes de alta variancia e produz
resultados semelhantes aos obtidos na regressao ponderada (em que os Pesos sao os
inversos das varidncias).

A distribuigao ¢ pode ser empregada nio somente para acomodar eventuais pon-
tos discrepantes (ou dados com alta dispersdo), mas também situacdes em que os
hiperparametros das prioris tém valores muito extremos ou entao quando temos um
modelo com virias hierarquias.

Nesse capitulo estudamos os modelos lineares estruturais t-independente e t-
dependente com restricao de identificabilidade no caso em que o nimero de graus
de liberdade é conhecido, considerando uma particular distribuicdo & priori propria
com componentes independentes.

Nesse capitulo também sio demonstrados quatro teoremas que estabelecem condicoes
suficientes para a existéncia da distribui¢éo posteriori no modelo - dependente para
um conjunto particular de prioris impréprias.

Uma avaliacdo da qualidade do ajuste e uma anilise de sensibilidade do nimero
de graus de liberdade do modelo ¢ (quando este é assumido conhecido) também serio
feitas nesse capitulo. Finalmente, descreveremos algumas técnicas de comparacao
de modelos.

Antes porém de apresentar os modelos de regressao estrutural t-dependente e
t-independente, apresentamos a seguir duas das formas de definir a distribuicao ¢
multivariada descritas na literatura, Um estudo bastante abrangente sobre a dis-

tribuigdo ¢, situando-a também como membro da familia de distribuicoes elipticas,

147



é encontrado em Arellano-Valle (1994).

Definigao 1: Dizemos que um vetor aleatério X,.; tem distribui¢ao t n-variada
e nao-singular com v graus de liberdade (v > 0), pardmetro de locagao p,y; e
pardmetro de escala Tnxn (L positiva definida), isto é& X ~ talp, x,v), se a
funcao densidade de X é dada por

z T 1 -4
Il 2 ) =knls P+ (X - w5 (X -] T,

=

D(ntey, v/2
zeR peR” £ >0 (isto§, » positiva definida), onde k(n,v) = —I,(T—f)—ll%z—
~ " ~ Fot ﬂ-n

2
Observagao 1: Quando v = 1 a distribuicdo acima se reduz a distribuicdo de
Cauchy n-variada (nao central).

Observagao 2: Quando v — oo essa distribuicdo se aproxima de uma Normal

N(y, £)-

Observagao 3: Essa definicdo assume explicitamente a existéncia de uma funcao
densidade e portanto nio permite incorporar uma versio singular da distribuicao ¢

multivariada.

Defini¢do 2: Dizemos que um vetor aleatério X,.; segue uma distribuicdo t n-
variada com v graus de liberdade (v > 0), parametro de locagdo u e parametro
de escala 3, isto &, X~ ta(p, z.v),se X = g-}-w%NZ, onde Z ~ N,(0, L)e

W~ ;(”7 sao independentes, isto §, Xlw ~ Npwg)ewn~ IG(%,%).
Observagao 1: A distribuigao incondicional de X nesse caso é

Ix(z) = [ f(ehw) fwdu,

0

que € uma mistura de escala da distribui¢ao normal.
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Observacao 2: No caso em que ¥ € positiva definida, a Definicdo 1 e a Definicao

2 sdo equivalentes.

Nesse capitulo apresentaremos o modelo de regressao estrutural t-independente
€ 0 modelo t-dependente, tanto no caso em que v é conhecido como também no €aso

em que v € desconhecido.

3.1 O modelo estrutural ¢-independente com o
numero de graus de liberdade conhecido

Nessa segdo apresentamos o modelo de regressio linear simples ¢-independente com
€ITos nas varidveis, considerando duas formulagdes equivalentes. Além disso, dis-
cutimos a implementacao de algoritmos MCMC para amostrar da posteriori desses

modelos.

3.1.1 Definicio do modelo

Formulacio 1

Considere as equagoes

)/i:a+6l'i+ei7
Xi:xi+ui7

onde Y; e X, sio as varidveis aleatdrias observdveis, z; a varidvel aleatéria nao

observdvel e u; o erro na medi¢ao de z;, com a Suposi¢ao

€; .
u; {Q'i‘?t?,(gx’gcy),z’:—ml,,,,yn,
z;
onde
0 o2 0 0
W=101 e g'=[ 0 o2 g
H 0 0 o2
onde 07 = Ao = \o? com A conhecido, v > 0 e I’ #0.
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O vetor de parémetros é ¢ = (a,B,p,02,0%)T (3.1.1)

e 0 espago paramétrico é @ = {9, B, p € R e o2 e o2 e R,}.

T

Observagao: Quando v > 3, a distribuicdo acima tem matriz de covaridncias
€;

dada por Var(| u; ||g) = %';%5, e vetor de médias /. Quando v = 1 caimos na
z;

distribui¢ao de Cauchy nao central com pardmetro de locagao igual a i’ e parametro

de escala igual a 5’

Y
Tomando-se Z, = | X; |,i=1,...,n, entdo a suposigao em (3.1.1) implica
z;

que

onde
a+Bu B0l +ol  Bol  PBo?
p={ v |, z=| B2 2ie o2 |, @iy
“ Bo? o? o2

onde 07 = A2 = Ao®, v > 0 e 5 ¢ positiva definida.
Notemos que se a suposicao em (3.1.2)vale, entdo

Z1
Z: Nt3n(ln®€/;]ﬂxn® 23”)
Zn

~

(mas a recfproca nao é verdadeira).

A distribuicao & priori de g nesse modelo serd denotada por 7(8).
Observagoes

1. Arellano-Valle (1994) define o modelo estrutural t-independente no contexto

da estatistica cldssica por meio da distribuicio das varidveis observadas U;
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definidas por
Ui= Gifl) onde U] % ta(u, o), i=1,...,n,

onde

22 2 2 2
#* - <CY'}‘;3/1')7 E* — (’3 U:z+0e ‘BJI ) (313)

P Bo? 02 + 02
2. O modelo t-independente ¢ nao identificdvel e uma maneira de torna-lo iden-

tificdvel é incorporar por exemplo a restricao 02 = o2 = \g? (Arellano-Valle,

1994).

3. Mesmo no caso em que o nimero de graus de liberdade (v) é desconhecido, o

modelo se torna identificsvel quando adotamos por exemplo a restricao acima.

4. Em estatistica bayesiana, como j4 discutimos no Capitulo 2, nao hé necessidade
de que os modelos sejam identificaveis quando escolhemos convenientemente
a distribuicdo & priori. Entretanto, nesse capitulo vamos estudar apenas o

modelo ¢t identificvel.

A fungao de verossimilhanga baseada nos dados completos

Z1
A funcio de verossimilhanga baseada nos dados completos, D = 7 = : ,
Z,
¢é dada por
r -1 -1 __(jS-_z)
L) «IlIsl# v +(2: - w2 - )] (3.1.4)
=1
onde g e 5 sdo definidos em (3.1.2).
A funcio de verossimilhanga baseada nos dados observados
4
A funcao de verossimilhanga baseada nos dados observados Dy = : é
U,



dada por

LpiDas) x [T 1 o+ (Uem )3 W] aag)
onde p* e y* sdo definidos em (3.1.3).
A distribuigao a posteriori
A distribuicao & posteriori p(g|Dqbs) € dada por
p(olDo) = [, (6, 2IDo)dz < [ L(gID)r(g)dz,  (3.16)

onde L(g|D) é dada por (3.1.4) e m(g) é a distribuigao & priori de g.

Outra forma de escrever a posteriori é

P(81Dobs) o< L8] Daps )7 (), (3.1.7)
onde L(§|Dobs) é dada por (3.1.5) e w(g) é a distribuigao a priori de §.

Formulacao 2 — o modelo de mistura de escala da distribuicao
Normal

Uma especificacao equivalente do modelo acima é dada a seguir.

Seja a equagdo de regresséo

) Y;
Yi=a+Pz;+e, i=1,...,n, . _ }
{Xizzi"i“ui, e seja Zi—<X1).

O modelo assume que

Zilg,w; ndep N3(p, gwi), i=1,2,...,n, onde p e ¥ estao definidos em (3.1.2).

(3.1.8)

A distribuicao & priori adotada para g e w é da forma

7(g, w) = n(@)w(w),



O espago paramétrico é ©* — {9, w)T:9ec0 e w € RY}.

A funcio de verossimilhanga baseada nos dados completos

Z
A funcéo de verossimilhanga baseada nos dados completos, D = 7 = o,
Zn
¢ dada por
n 1
Mo wiD)« Tzl ew{~5(2:- (3w (2~ ),
=1
ou seja, ela é proporcional a
1 &Y —a-B2,)? X; — z;)?
373 €Xpy —3 ( QB)'*Z( 2 i
(H?:lwi/ ){(02)202]71/2 2|5 Ao 2w = o%wy
= (7 — ﬂ)2
NN B 3.1.9
+Z_=ZI =— (3.1.9)
A funcao de verossimilhanca baseada nos dados observados
U
A funcdo de verossimilhanca baseada nos dados observados D,,, = : ,
U.

onde U; = G;) é
Lg: w1Dae) > [T 15"l e {2 (0, = )7 (g2, - #)}. (3110)
onde u* e 3* sdo definidos em (3.1.3).
Distribuigdo & posteriori
A posteriori (8] Doys) é dada por

PolDas) = [ [ plg.w. 2D )dwds, (3.1.11)
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onde p(g, w, £|Dobs) x L(g, w|D)w(g)n(w) e onde L(g, w|D) é dada em (3.1.9).

A posteriori é dada também por

P(8]Dops) x / _p(8, w|Dobs)d w, (3.1.12)

onde p(g, w|Dobs) x L8, w|Dobs)7(g, w) e onde L(g, w|Dops) é dada em (3.1.10).

Observagao 1: A formulagdo 1 e a formulagao 2 do modelo ¢-independente sao
equivalentes, ja que a posteriori de g, dada em (3.1.11), coincide com a posteriori

de g dada em (3.1.6). A justificativa dessa afirmacao é dada a seguir.
Demonstragao: p(g§|Dobs) = /ae:an /W:]R: (8, w, |Dobs)dwd z
[y Jyogy KO0 DIn(@7(w)dwdz
-[ [ H;m aexp{~~ Zi— W (gw) ™ (Zi — w)n(e) [[wr &
=1
.exp{—y/z}dgudg
Wy

n v 1 . T -1 .
=372 /$ fwﬂwf(%+5+1)exp{ (2= p) 27 (2 H)+V]}7r(§)
1=1

w;
dwdz
n 1 T -1
N ~(3241) —5l(Zi— ) 72— p)+V]
=g 7r(g)/$ /Wgwi exp{ ”
dwdz
n 1 Tw-1
-2 —(3E+1) —3(Zi—w) 27 Zi— p)+V]
B [ 11, o e =
dwdz , (3.1.13)

onde a func@o dentro da integral em w; é o micleo de uma Gama Invertida

3
16 (352520~ w5 Za- ) +4d)).

Portanto, (3.1.13) é igual a

r (s
sl #n(0) |, H %) = da

I Zo- ) s (Zi- ) +vl} T
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€ portanto

P(81Da) o [ TTIB 14 +(Zi— @) 5720 - W (g,
=1
que coincide com (3.1.6).

3.1.2 Implementagio de algoritmos MCMC no modelo com
particular priori prépria de componentes independentes

Tomando-se a distribuicio & priori

™0, w) = (D) = (@r(@)r(Wr(odn(@) [ m(w), (3119

onde oo ~ N(a,03), B ~ N(b,0%), p ~ N(m,a?), 02 ~ IG(c,d), 0* ~ IG(f,q) e
w; ~ IG(%,%),1=1,...,n, e considerando a formulagdo 2 do modelo t-independente
descrita na subsecao anterior, podemos implementar o algoritmo de Gibbs, de forma
semelhante & do modelo Normal do Capitulo 2, utilizando as distribuicoes condi-
cionais completas exibidas abaixo, que sio baseadas na distribui¢do & posteriori
p(8, Z, w|Dobs) envolvida em (3.1.11).

E importante lembrar que todos os algoritmos MCMC descritos na, secao 2.4 do
Capitulo 2 para o modelo Normal podem ser implementados para esse modelo de
forma semelhante quando usamos a formulagédo 2.

E conveniente lembrar também que no caso do modelo ¢ sem restrigao de iden-
tificabilidade a implementacio dos algoritmos seria semelhante a0 caso do modelo
normal sem restri¢cdes definido na secéo 2.6 (a mesma observacio vale no caso do
modelo ¢ com priori 7(g, w) = 7(w)n(g), onde ) tem componentes condicional-
mente independentes como em (2.7.1).

Nessa secdo, entretanto, vamos nos restringir apenas a implementacao do algo-
ritmo original de Gibbs para o modelo t-independente com restricdo de identifica-

bilidade e com priori dada em (3.1.4), para nao nos tornarmos muito repetitivos.
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Distribuigoes condicionais completas baseadas na distribuicao

(8, w, z|Dobs) em (3.1.11)

zilT—iy, @, B, 1, 0%, W, Dops

N o2\ X; + B( . —a)]+ A2 Moo (w;
ED+ B+ A% D+ B+ A
1=1,...,n,

2 2 2
a]g,ﬁ,/j,awa 10 y}:Dobs

N ( oy, ———(K;?zi) + Ao?a Ao?a? )

n 1 ;
022i=1E+A0—2 0'2 Z‘I.“lw +AO’2

ﬁl%‘ya M,02,02 w Dobs
N o3y, L—_—@—z—l + /\ba /\a2a§
O’BZ 1——‘-+)\U2 Uﬁz —x-fi_--{w\o2

/Ll%»a 5702 02 w Dobs

o202
N(U Zl_lw%-am 0,07 )
~S
2 303 L2

021-1w+0 0i i1y T O

2 2
le%‘,a:ﬂ,#ao' ) 'LU}DObS

no 13 (3 —p)?
IG<2+C,§§——;U‘:~“+CI N

2[1‘ G, 3 s M, O, za Dobs

- IC <k+f, (z": (Yi—a— 3$;)2+i(Xi"$i)2)+g>’

w; i=1 Wy

Wi W), T, 0 3,u,cr 02, Dops

2 2
Ao oz

- IC (3+1/ 1 [(Y a—3z;)2+MX; I,)2 (zi—p)? %u}),

2 2

(3.1.15)

(3.1.16)

(3.1.17)

(3.1.18)

(3.1.19)

(3.1.20)

(3.1.21)



Observagao 1: Fazendo w; = 1 nas férmulas (3.1.15) a (3.1.21) obtemos as férmulas

(2.5.9) a (2.5.14) do Capitulo 2.

Observagao 2: No modelo dessa segdo, o nimero de graus de liberdade, v, é suposto
conhecido. Entretanto, nas aplicacdes em geral nio temos tal conhecimento. Uma
maneira de tratar o problema ¢ considerar o niimero de graus de liberdade v como
uma varidvel aleatéria atribuindo uma priori para ela como por exemplo na secio
3.2 a seguir. Uma outra maneira é analisar o problema descritivamente tratando v
como um hiperpardmetro e calculando por exemplo a medida L para vérios valores

de v fixados e escolhendo o v que corresponde ao menor valor dessa medida.

3.1.3 Distribuigao preditiva

Seja U; = (;;ff ) uma observagao futura. A distribui¢io preditiva & posteriori no

modelo ¢-independente definido em (3.1.8) é dada por

T(Us|Dops) = /W /e T( Uy, 8, ws|Dops)d gdwy
I

= [, [ 7(Usla, wpmws)m (gl D) d gy
w;Je

onde § = (a, B, 1,0, 0%)
= [ Jo m 71X, 0,007 (X, g, )y (9| D) d gy, (3.1.22)
1S
onde (9| Deps) é a distribuicio & posteriori,
v v
iy o~ IG(=, =),
w1 (33

Xilgwy ~ N(p (02+0%uy)

e Yy Xy, 0wy ~ N (a+ B + 255 (Xy — p); (8202 + Ao? - ) wy).

Geragao de uma observacgao futura

Para gerar uma observagao Uy, basta seguir os seguintes passos:
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(1) gerar §9) de (g|Dyye) (ou de (8, w|Dobs) ou de (g, w, 2| Dass));
(2) gerar w® de 7(w);
(3) gerar X; de (X789, ) e

(4) gerar Y; de W(%}X}Q),g(g),wﬁg)) (e portanto, dado que X, = Xo, podermos
gerar }/f de W(Y‘lef = XO; ’é(g),u)‘(fg)))_

Semelhantemente, dado que Y; =Y, podemos gerar Xy de 7(X;|Y; = Y5, 99,

w}g ), onde

Bo? g2 g2 _(Bo2)?
Xlef,g,wwa(u+m(Y}~a~ﬁu),[az+a —-m wy | .

Observacio: A distribuicio preditiva T(Uf|Dobs) também pode ser escrita como

T(Uy|Dops) = /:t", /e /W, (U, 9, zy, w| Dovs)dwyd gdzz;

=/ / / W(gffﬂffwa;9)”($fo>wf)ﬂ(wf)ﬂ(éfDobs)dwfdédff,(3-1-23)
onde w; ~ IG’(%, 5),

Zsl 8y ws ~ N (s otwy)

o+ Bz Ao 0O
gffxf’wﬁﬁ"‘N{( z; f)J ( 0 gz)wf}r

isto é, Y; e X/ sdo condicionalmente independentes dado 8, wy, x4.

3.1.4  Avaliagio do ajuste

Podemos fazer uma avaliagao da qualidade do ajuste do modelo t-independente de
forma semlhante 3 apresentada na secao 2.10. Para isso, basta obter as férmulas
de célculo da densidade condicional preditiva de validagdo cruzada (CPO;) e dos

residuos de validagao cruzada para esse modelo.
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(1) Densidade preditiva de validagio cruzada

A seguir apresentamos algumas férmulas alternativas para estimar CPO; =
(U] D obs(~1)), onde U; (X") é a i-ésima observacio e Dobs(_i) = Uy, 1 =

1,...,n.
Férmula 1
PO = [ m( ol = [ (Ul gyr(aiDon g

1 -1
= [ /e mw(g]Dobs)dg] (3.1.24)

onde § = (q, B, 1t,02,0?), onde Uilg ~ ta(p, ¥, V), com

2,2 2 2
g:(a-i-ﬁu) o E:(ﬂ’ox#w\a 2ﬂai2),

# ﬂ”f o:+o
isto €,
W(UfG)-k(n U)IE; 2[V+(U H)TZ I(U H)J—(2+U)
(2+u)yy/2
onde k(n, v) = VA ( I € v € 0 nimero de graus de liberdade (conhecido).
Estimacio

Uma estimativa de Monte Carlo de CPO,; é dada por

18 1 -
Clsbi = | — — , 3.1.25
(GE w(@:gww) (31.25)
onde (9, .. (@) ¢ yma amostra da posteriori p( 8]Dops), gerada por exemplo de

P8, , w|Dyyy) pelo algoritmo de Gibbs da secao 3.1.2, ou de p(8; w|Dqps) pelo

algoritmo de M-H em Gibbs (desde que estes algoritmos convirjam).
Férmula 2

CPO, / / (Ui 8 @[ Davs_y)dgd w
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- // W) (g, w|Dobs(-1y)d gd w

- (./; ‘/LU mﬂ(ga gJIDobs)de’g)

onde w = (wy,...,w,)T, e onde
A A a+8u . [ Boi+Ao? [Bo? 4
Gilgyw~ N [( I > ’ ( Bo? 02402 | Wi

Estimacao

-1

(3.1.26)

N’

18 1 -
CPO, = SEN—— 3.1.27
G%ﬂ%@%ﬁb (3120

onde (g™, w®, ... , 09, wl® ))T ¢ uma amostra da posteriori conjunta de § e w,

~

gerada por exemplo de p(g, z, w|Dgys) pelo algoritmo de Gibbs da se¢do 3.1.2 ou

de p( 9, w|Dows) pelo algoritmo de M-H em Gibbs (desde que eles convirjam).

Férmula 3

cro, - [, [,

- /93 fW/W(U}x,,wug)w(g z, w!Dobs(_z)dedUJd.T

1 -1
- (/$ W/Gﬂ' Ul:cz,wz,B) (0 2: wlDobs)dewdl'> (3128)

(U 9, z, y’iDobs(—i))deyidg

¥
®

@

onde
, 2
Uifxi,wi,g"'NKa-i_ﬁxz); (AU 02)%'1}-
~ ~ T; 0 o
Estimacgao
1 8 1 -
CPO = . 3.1.29
(agﬂww> gm)' (3.1.29)
onde (), (MW wW, . 9@ £ 1(©)) ¢ yma amostra da posteriori conjunta

p(8. z. w|Dobs) gerada por exemplo pelo algoritmo de Gibbs da secio 3.1.2.

desde que haja convergéncia.

160



Observagao: Note que o cédlculo de C??)i nesse caso poderia eventualmente ser
obtido gerando (99, w9) de =( 8, w|Dops) pelo algoritmo de M-H em Gibbs (desde

que este convirja) e depois gerando £\? de 7(z;|g?, w{?) ~ N (p,(g), 029 wf”).
(2) Residuo de validagdo cruzada

No modelo estrutural ¢-independente (com restricao de identificabilidade o =
Ao?), formulado como mistura de escala da distribuicao Normal, temos que os
residuos bidimensionais (Z) sao tais que

€; Ac? 0 .
< )]Q,z,;,w,- ~ No(0,V), onde V = ( g 2 ) w;, parai=1,...,n.
Us;

Os residuos padronizados sao iguais a

V() = Ver 4 (Wi, w0~ B(Ui g, )

U;
t=1,...,n, e portanto os residuos padronizados de validacdo cruzada nesse modelo

580 iguais a

Var “% (U:| Dobs(—0))[Us = E(Uil Dovs(—sy)}, i =1,...,n,
onde
e Calculo de E( Q’i{Dobs(_,-))

E[Ui| Dovs(-5] = E[E(Uilg,

:/ /“/E Uilg, z, w)m(g,

z,
Uilg, %«gv) o ,
_CPO/ // ey 2 wIDws)dgdwdz, (3.1.30)

y W )lDobs( z)]

| Dops(—)dgd wd z

l€3

<

onde

-1

o [///mcter, (g rwy) " & 21D gd wd 2 (31.31)
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e onde

_ 2
Uilg,l’i,wi“N[<a+ﬁxa>§ (/\o 02)“&}‘
~h T; 0 o
Portanto,

(Uil g, 1, ws) = (20A(02)?) exp {—% [(Y" —afn) | (Ko x")g}} . (3.132)

Ao? o2

Estimacao
Dada uma amostra de tamanho G de 7(g, w, z|Dobs), obtida por exemplo por
meio do algoritmo de Gibbs da se¢@o 3.1.2 (se houver convergéncia),

G E( U la(g) SE (9))

E(Ui|Dops(—3) = CPO;
(GilDete(-0) = o= (Ui g9, 29 w®)’

(3.1.33)

onde 7( U;| 9, z;, w;) é dada em (3.1.32), E(U;|g, z;, w;) =\(“th) e

. 18 1 -
CPO, = - .
G ; (Uil 9, 29, w®)

Observagao: Uma forma alternativa de estimar E(U;|Dobs(—s)), parai =1,...,n,

é utilizar a férmula acima, mas gerando 69 e w'@ de p(g, w|Dobs) usando Gibbs
ou M-H em Gibbs (desde que convirjam) e depois gerando z¥ de 7 (x| 6@, w®),

onde ;| g, w; ~ N(u; o2wy).
Calculo da Var (U;|Dops(-s))

Var (Us| Dobs) = E[Var (Ui| 9, 2, w)|Dobs(—i)] + Var [E(Uilg, 2, w)|Dobs(—s)]
=Egvgaw|Dobs(-—1)[\(rar ( Qrilg’ %‘7 wX+Engw]D

obs (—

_[EQ»SNL'-,'L,UIchs(-,)(E( gilgv z, @))]{EQ T, WiDobs(—s} (E([i ’Q T, w))]T

= Jo f, f vttt
L

—E(Ui| Dobs - JIE(U;

,-)KE(Qri!Q> T, QU)XE( gilga z, Lv))T]

28

» w)m(8, 2, w|Dobs—y)dgd rdw

W) (E(Uil6. z.w)) (8, 2, w|Dos—y)dgdzd w

?H

obs(— z))
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) Var (Ulg, 2., w,)
=cpo, [ [ A w(Uilg, 2 wy) L &0 ¥IDa)dod gdy

+CPO; [ [ [ [E(Uilg, 20 wl[B(Uilg, 2. w)] (4, w, £ Dore)dpdzd v

~[E( Uil Dobs(~4)))[E( Uil Dops(—)] T (3.1.34)
onde CPO; é dada por (3.1.31), E(U;|Dobs(—sy) é dada por (3.1.30).
Estimacao
Var (U; Dobs(—i)) =

Cpo G Var e(g) .’E (g))-i—(E(UiG(g) x(g) (9))]{E(U‘9(g) 1. (9))]
P (Uil 9@, 2, w?)

“‘[ (gi!Dobs(—i))HE(gilDobs(-i))]T> (3.1.35)

onde CPO, ¢ dada em (3.1.29), E( Ui Dobs(-1y) € dada em (3.1.33),

, 2
Ul 1’szN[<a—’;"sz>; (Ag 0{_)2)1-01:}52‘:17--‘,“)

e(gW, w®, 2, 9@ O 2()¢uma amostra da posteriori p(g, w, z|Dovs).

~

3.2 O modelo estrutural t-independente com graus
de liberdade desconhecidos

Nessa segao estudamos o modelo t-independente onde v é desconhecido. Nesse caso
escolhemos uma priori para v, incorporando-a ao modelo, e com base na distribuicéo
marginal & posteriori de v obtemos um estimador de Bayes de v. Na subsecéo 3.2.2
analisamos o modelo considerando duas prioris préprias para v, a primeira é uma
distribuicdo uniforme discreta e a segunda é a distribuicio exponencial. O modelo
de regressao t-independente com v desconhecido no caso cléssico (ou seja quando a

varidvel independente é medida sem erros) foi estudado por Geweke (1993)).
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3.2.1 Definigao do modelo

Considere o modelo identificivel formulado como mistura de escala da distribuigao

Normal
{ Yi=a+Bz;+e, i=1,...,n,
Xi = x; + uy,
onde
Y;
Z;=\| X; |, com a suposicao Z,|4, y},llini?p N3(p; sws),

Z;

onde u e 3 s@o dadas em (3.1.2).
, onde g =

T IE

O vetor de pardmetros é § =

T
(Wi, ..o, wp)".
Vamos tomar a seguinte distribuigéo & priori:

(g, w,v) = 7(g)m(wl)r(v),

onde w;|v i3 IG(3,%), m(g) é a priori de g e w(v) a priori de v.

Fungao de verossimilhanca

= (a,B,p,0%,0)T e w

(3.2.1)

(3.2.2)

A fungao de verossimilhanga ,L(g, w,v|D), baseada nos dados completos D, é

proporcional & fungao em (3.1.9), e a verossimilhanga baseada nos dados observados,

L(g, w,v|Dops), é proporcional a fungéo em (3.1.10).

Distribuicao a posteriori

A distribuicg@o conjunta a posteriori de (¢, w,v) é dada por

(8. w.v|Dgps) = /7=

e portanto a distribuicao a posteriori

p(.@:ulDobs) = /:Z?/W'lei P(%‘ Qs LU:V[Dobs)d;wd{:
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onde

P(2. 8,7 Dets) < L(8, w, | Dase) (g, w,v), (3.2.4)
onde L(g, w,v|Dqs) € proporcional & funcio em (3.1.10).
3.2.2 Implementacao de algoritmos MCMC no modelo ¢-in-

dependente para duas particulares escolhas de priori
prépria

Caso 1: Considere a distribuigéo & priori

w(g, w,0) = w(g)r(wlr)r()
— Mm@ r(r(on)(o?) (glﬂwilu)) ), (325)

onde a ~ N(a, pia), p ~ N(m,02), 62 ~ IG(c,d), 0® ~ IG(f, g), wilv ¥ IG(%,%),

i =1,...,n, V é uma v.a. uniforme discreta no intervalo [c — ng + 1,¢, isto §,
1

= c—np+1<v<g

m(v) =plV =v] = no’ T

W) =7l } { 0, caso contrario,

do dominio da varidvel aleatéria V com probabilidade positiva e ¢ é uma constante

onde ng = nimero de elementos

inteira (c > 0).( No caso particular em que ng = 1 e ¢ = 14, entdo V é uma varidvel
degenerada no ponto ).

Nesse modelo podemos implementar o algoritmo de Gibbs para amostrar da
posteriori usando as condicionais completas baseadas na distribuicio conjunta &
posteriori em (3.2.3). Nesse modelo, as condicionais completas univariadas de z;, a,
B8, p, 02, w; (¢ =1,...,n) coincidem, respectivamente, com as distribuicoes dadas
em (3.1.15) a (3.1.21); a tnica diferenca é que agora devemos acrescentar a cada
ciclo do algoritmo de Gibbs a distribuicao

L(g, w.v|D)

Ec: L(g. w.v|D)
v=c—ng—1

(3.2.6)

a(v|z,a,3,p1,02.0% w, Do) = PV = vz, §, w, Dops) =

onde L(g. w,v|D) é proporcional a fungdo em (3.1.9).
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Caso 2: Tomando a distribuigao & priori em (3.2.5) e trocando 7(v) pela distribuigao
exponencial com parametro Ay, entao as distribuigoes condicionais completas uni-

2

variadas & posteriori de z;, «, 3, p, 02, 0% e w;, baseadas em (3.2.3) coincidem com

as do caso 1 e a condicional completa de v é também exponencial de pardmetro Aq.

3.3 O modelo estrutural t-dependente com o ni-
mero de graus de liberdade conhecido

Nessa segao apresentamos o modelo de regressdo linear simples {-dependente com
erros nas variaveis. Da mesma forma que na se¢ao 3.1 vamos considerar duas for-

mulagoes equivalentes para esse modelo e além disso, discutiremos a implentacao de

algoritmos MCMC.

3.3.1 Definicao do modelo

Formulagao 1: Sejam as equacdes

Yi=a+0r;+e, i=1,...,n,
Xi-—-:c,»%-ui,

onde (¥;, X;) s@o as varidveis aleatérias observéveis, z; a varidvel latente medida

com erro e u; o erro na medicao de z; com a suposicao de que

Z1g~tn (1n® u; Lixn ® $,v),

onde
Z1 Y;
Z = € ,,,Zi = Xz
Z n z;
e onde
o+ 3u 3ol +02  Bo? 302
g o= I , §= 302 oi4+02 o2 |. (3.3.1)
I 302 g2 o2

com o2 = Ao? para A conhecida, v > 0 conhecido, e | £ | # 0.
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O espago paramétrico nesse caso é
©={g=(a,8p,0%) :a,8,peR e o2 o* e R,}.

A distribuicdo & priori de § nesse modelo é denotada por 7(g).

iid

Observagao 1: Note que Z[g ~ t3n(1ln®@ pt: Lixn® §,v) % Zi|g ~ ts(p, ¥,v),

parat=1,...,n.

Observagao 2: O modelo t-dependente ¢é nao identificivel pela mesma razio que

o modelo t-independente também 8.

Observagao 3: Se v > 3, Z tem matriz de covariancias (Var(Z) = Lixn ® £:5)
finita.

Fungao de verossimilhanca baseada nos dados completos

A fungdo de verossimilhanga baseada nos dados completos D = Z = : é

Ny .
3

dada por

L(gID) « |Lwn® $|°? {u+(~Z— 1n®p) Ln® ) HZ-18 H)TT(T)
~(a5e)

= [gl? {vﬁ-Z(NZi—g)T};"l(NZi—g) , (3.3.2)
1=1
onde y e ¥y sao dados em (3.3.1).

Funcgao de verossimilhanga baseada nos dados observados

T

1

~

A funcao de verossimilhanca baseada nos dados observados Dops =

onde U,; = G) é dada por

_(QII;U)

L(8] Do) x | |3 [w (Ui— w) £~ w) . (333)




onde

. a+ By B202 + Xo? B0
¢ =(") o= ("5 o)
Distribuicao 4 posteriori
A posteriori p(g]Dobs) é dada por
p(0lDw) = [ #(8, £lDaw)dz = [ L(gID)n(9)dz, (3:3.4)

onde L(g|D) é dada por (3.3.2), ou entao
P(81Dobs) o< L(§|Dobs)m(§), (3.3.5)
onde L(8|Dobs) € dada por (77).

Formulacgao 2: o modelo de mistura de escala da distribuigao

Normal

Sejam as equacoes

{ Yi:a+,31'i+ei> iz]‘)“‘?”’

X =1z;+ €,
Z1 Y;

eseja Z = : ,onde Z; = | X; |, com a suposi¢cdo
Zn T;

ZEQ-wN ]VBn(l ® 143 Z nxn & E’U)),
onde p e y sao definidas em (3.3.1) e priori dada por 7(g,w) = m(g)n(w), onde
w~ IG(%,%), isto é,
r(w) = w3 exp {——”—} ,w>0. (3.3.6)
2w
Essa suposi¢ao é equivalente a

sztg,w,if@N(g, T.w), parai=1,....n
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onde (g, w) = m()m(w), com w ~ IG(%,%).
Fungao de verossimilhanga baseada nos dados completos
A fungdo de verossimilhanga baseada nos dados completos D = Z é dada por
L(g,wlD) IEI"’;‘w‘%eXp{—%;é(Zr W'sNZi- e)} (3:3.7)

n _ - N2
o« w F((0%)%02)"% exp{—%; [Z izo—fu) i o)
i==1

o2
(X - ) N (- )
. 3.3.8
L th A 559
Vemos que (3.3.8) coincide com (3.1.9) quando fazemos w; = w, i = 1,...,n.

Funcgao de verossimilhanga baseada nos dados observados

A funcao de verossimilhanca baseada nos dados observados D, =

onde U; = (}?), é dada por

Lo iDo) 1880 F e {0 S50 = )T 7 Wm0 339)

onde p* e §; sdo definidos em (3.1.3) (temos que (3.3.9) coincide com (3.1.10)

quando w; = w, i =1,...,n).
Distribuicao & posteriori
A posteriori p(§|Dobs) é dada por
pelDa) = [ [ b(8,w, 3| Da)dwdz
x /}::Rn/wzm., L(g,w|D)n(g, w)dwdz . (3.3.10)

onde L(g,w|D) é dada em (3.3.8) e w(g.w) ¢ a priori de (g, w) dada em (3.3.6)

(vemos que (3.3.10) coincide com (3.1.11) quando w; = w, i = 1,.. ., nj.
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Outra forma de escrever a posteriori é
(8] Dobs) / L(8, w|Dobs)(g, w)dw, (3.3.11)
W=R4
onde L( g, w|Dops) é dada em (3.3.9) e (g, w) é dada em (3.3.6) (vemos que (3.3.11)

coincide com (3.1.12) quando w; = w, i =1,...,n).

Observagao: A posteriori de g em (3.3.10), obtida a partir do modelo formulado
como mistura de escala da distribuigdo normal coincide com a posteriori em (3.3.4),
obtida sob o modelo na formulagdo 1 (o que implica que as duas formulacoes sao

equivalentes). A justificativa desse fato segue abaixo.

Demonstragao:

E=R"

oc /$ /WL(g,wlD)w(g)vr(w)dwdg

p(alDobs) = /W:]R+ p(ﬁ,w, %’I.Dobs)dwd%‘

~27(9) _/ / w5 exp %[Z?ﬂ(«z"_wj—g“l(zi—HH_V]}dwd%’

w
o)
= |5 #x(6) -
e enz oz o
. E
<5Lwr%@;&—gfz*uz~w+4 r(o)dz,

que coincide com (3.3.4).

3.3.2 Implementacgao de algoritmos MCMC no modelo com
particular priori préopria de componentes independentes

Tomando-se a distribuigao & priori prépria

7(g,w) = 7(a)x(Im () (o2)m(o?)m(w).
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onde a ~ N(a,02), 8 ~ N(b,03), p ~ N(m,02), 62 ~ IG(c,d), o* ~ IG(f,g),
w ~ IG(%,%) e utilizando o modelo t-dependente formulado como mistura de es-
cala da distribuicao normal dado em (3.3.6) podemos implementar o algoritmo de
Gibbs usando as distribuigbes condicionais completas baseadas na posteriori con-
junta p(g, z,w|Dos) dada em (3.3.10). Observamos entretanto que as condicionais
completas & posteriori de a, 8, p, 02 e 02 coincidem com as do modelo ¢-independente
da segao 3.1.2 quando fazemos w; = w, 1 =1,...,n.

A distribui¢ao condicional completa de w, entretanto, é dada por

3n+v. v S Y—a— Bx;)?
2 7 2v-2) Aot
T (X —zi)? + o1z — p)? + y)}

o} o2

2 2
wl%»a,ﬁ,l‘,amo,Dobs ~ IG

-+

E importante lembrar que qualquer algoritmo utilizado para o modelo t-indepen-
dente (na formulagdo 2) pode ser utilizado para o modelo t-dependente, bastando

que w; =w, parat=1,...,n.
3.3.3 Distribuicao preditiva

Seja Uy = (};ff ) uma observagao futura de ()};) Entao a distribuicdo preditiva a

posteriori no modelo t-dependente é dada por

UDOS—_-// U, 0, w|Dope)dwd
7(U #|Dobs) 8W=R+7f(~fQW‘ bs)dwd g
= Urlg,w ,w| Do )dwd
Jo Jo e, 7(U 18w (g, wlDase)dudg
= /YX.,‘/X,‘ .‘Dosdd,
S Jo . 751X 0,0)7(X 19, )7 (g, wl Do)
onde (g, w|Deys) € a distribuicdo a posteriori de g e w,
Xslg.w~ N (i (02 +0*)w)
o2+q?

e Y X;. g.w ~ 1\'<a+3y+3§§,§(2{f—#); [$02+20%— L2k | u,>
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Para gerar uma observagao Uy basta gerar (g, w) da posteriori m(g,w|Dgps),

depois gerar Xy de 7(X¢|g,w) e finalmente Yy de 7(Yf| Xy, g, w).

Observacao: A posteriori preditiva pode ser escrita também de outro modo:
UslDa) = [ [ [ Uy, 8w, 27| Daps)dud gd
(Ul Dobs) e, Jo wer, "Y1 8 w, Tf| Dobs)dwd gdz s
= U obs)d gdwd
Jo, Jy (e w2 w18, w)m (g, wl Do) d gy
= [ [ [ 51X, 8,w,20)m(X;10, 25, w)m(as1 0, w)m(g,wl Dovs)dpuday,
f

onde z¢|g,w~ N(p, c2w), Xy|zs, g,w~ N (zy, o2w),

Y}[Xf,a:f, g, wnr~ N (a +,3:12f, ofw).
3.3.4 Avaliagao do ajuste

A avaliagao da qualidade do ajuste no modelo t-dependente, definido por (3.3.1)
ou por (3.3.6), pode ser feita de forma semelhante & do modelo t-independente

descrita na sec¢ao 3.1.4, fazendo-se as devidas adaptacoes nas férmulas de CPO;,

E( giIDobs(—i)) e V&I‘ ( gi’Dobs(——i))

3.4 O modelo estrutural {-dependente com graus
de liberdade desconhecidos

Nessa secao definimos o modelo ¢-dependente com erros nas varidveis e niimero de
graus de liberdade desconhecido, formulado como mistura de escala da distribuicao
Normal.

Considere as equagoes
{ Y=o+ 3z +e,

‘_—‘.’L',“f‘ui,

&=

X;
Z1
e seja Z = : |,onde Z;=1| X; ) com a suposigao de que

x;

g ~ jv3n(l S H;[nxn @ gu")r
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onde u e ¥ sao dadas em (3.2.1), com priori 7(g, w, ) dada por
v v
(g, w,v) = n(g)w(w|v)n(v), onde wly ~ IG’(—2—, 5)

Esta suposigdo é equivalente a Z; i N3(p, pw), com priori 7(g,w,v) =
m(g)m(w|v)r(v), onde wlv ~ IG(%, %)

Vemos que no modelo t-dependente temos um inico w onde wly ~ IG(%,%)
(enquanto que no modelo t-independente w;|v M IG(%,%),i=1,...,n) e portanto
a andlise do modelo e implementacao dos algoritmos pode ser feita de forma seme-

lhante & descrita na segéo 3.2.

3.5 Condigoes para a existéncia da posteriori no
modelo estrutural {-Student com erros depen-
dentes e niimero de graus de liberdade conhe-
cido

Inicialmente apresentamos um resultado que seré 1til para demonstrar os teoremas.

Lema 3.5.1 Sejam a e p constantes positivas. Entao a condi¢ao necessaria e sufi-

e»a/:
P

ciente para que a integral [§° dz seja finita € que p > 1.

Demonstragao: Se 0 < p < 1, entao

oC e’a/-’r o< e—a/z {oe]
/ dzx >/ dx >/
0 aP 1 xP 1

e~

e portanto, [5° z';/r dx divergese 0 < p < 1.

-Q

ds:oc/ooid:c:oo
1 IP

e
xP

Se p > 1, usamos a transformagao t = £ e portanto a integral

oc e"ﬂ-/l oc 00
/ dr = al"’p/ e"tP 24t = a.l_”/ et U-1qz,
0 0 0

TP

Fazendo r = p — 1, entdo para todo p > 1 (isto é, para todo r > 0), temos que

o e—a/r K
/ de = a'"/ et At = a7 T(r),
0 0

TP
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onde I'(r) é a funcdo Gama com pardmetro r. Portanto,

co e——a/:r
/0 dz = a7 (r—-DI'r-D)=a(r-)r-2I'r-2)=---=

P

= e =1)(r=2)--(r—k) /0 ¥ emtyr—Rmigy

onde k € o maior inteiro menor que r e portanto 0 < r — k < 1. Além disso,

o —t 1 —t o o=t
k) = —tyr-R=1gp = [ € qr= [ & ___ _£
T(r—k) = /O e~ttr=R-14t = /0 ot = /0 T+ /1 ot

L dt oo“*dt— 1 -1
/otl'(’“") +f1 e db=p e <o

[

o0
Portanto, para todo r > 0, isto é, para todo p > 1, / >

0
e-a/z

Concluimos entao que [5° *—

dx é finita se e somente se p > 1. i

Teoremas

Teorema 3.5.2 No modelo t-Student com erros dependentes descrito na se¢do 3.4,
com priori (g, w) = n(w).7(g), onde w(w) ~ IG(%,%) e w(g) x m(c2).7(0?), onde
n(02) ~ IG(c,d), n(0?) ~ IG(f, g), entdo uma condig¢do suficiente para a ezisténcia
da posteriori é gquen >3 el <c<n+ -(-"——;—332 (outra condi¢do suficiente € que n > 3

el < f<ot=l)

Demonstragao: O objetivo é mostrar que a integral [ fg p(8, w|Dops)dgdw é

finita, onde //p(g,wlDobs)dgdw::// /p(g,w,:g[Dobs)dgdgdw, onde
wle wlz Je

(9, w, z|Dobs) x L(g,w|D)m(g,w), que é proporcional a

3 )2
w_(an;.r»+1)(a-z)—(%+c+l)(0.2)—(n+f+1)'exp {__1_ [_I/_+2§+gg+22;1(}’i—a-,3m)

2w o2 o2 Ao?w
+Z?=1(X1t“117¢)2+Z?:1(Ii_l‘)2}}‘

2w ow

(3.5.1)

Primeiramente, fazemos a integracao em relagdo a ©, que é bastante semelhante 4

do modelo Normal da se¢io anterior, e obtemos

/;p(g“ws %‘{Dobs)dg
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- 3n+2v—1) exp{——-—%}

[0 8 - .
1 n1~2£ 1 n _ 2 n+_f~1
5121 {Zd SwII] {E 1(X i) (S& y Sax— S“) 29]

ASzw

Portanto,

//p(g,'w,:51Dobs)de§°<
/S

v ew ()
/$ 1 ﬂ+2£ 1 Zn (X s )2 (S B ) ﬂ+f——~1d§' (3‘5.2)
S:r21' [Qd + %‘1] ‘: i=1 : YYA;Iw + 29:‘

Fazendo a transformacdo que a cada (z, X, Y) associa (Znx1, Onx1, Cnxi) =

(HpoxnZ, Hoxn X, Hoxn Y'), onde H é a matriz de Helmert (Searle, 1971) e definindo

2z, bx, ¢y como sendo os vetores formados pelas primeiras n — 1 componentes de

z, b e ¢, respectivamente, entao a integral em (3.5.2) torna-se igual & integral
w__ 3n+2v~—1?. exp{..._iw}
/:L{zel[i n1 Z .12 el > byl C v 112sen 26 wX ’H"f“ld%’
I 2 2“[“” 1z=i? +2d} 2 {Il == O x| 4 € Yll sen +(\/'1 ~2n)? +29
(3.5.3)

onde z = (21,...,2,)7.
Para eliminar a varidvel z,, fazemos o célculo da integral apenas em relacio a z,
de forma semelhante & apresentada da demonstragao do Teorema 2.8.2. Portanto, se

a desigualdade n+ f > % é véalida, entao a integral em (3.5.3) torna-se proporcional

a
/ w— (-1 exp {——2{;} 4
n4+2¢c—1 n 3 %I7
2 | 2, [ﬂ%ﬂﬁ+2d] 2 [Hzl—wbe? i Iicy»ﬁfjen29+2g] +f-3

onde 2, = {z, = (21,...,2n-1)T € R*'},

A funcao dentro do sinal de integral é

w0 exp {"‘“VE}

H“x”[ *’{-Qd] = [HZI b xi2 +HC3, {{?sen 2 9+29]ﬂ+f“5'

w Aw
. -V
exp { B }

n+2c—1 W 2 5 n+f——% .
[2gw+ﬂ Zp— QX“2+ig_}_!%§n~_Q]

flzzw)=

que € igual a

(3.5.4)

wiH=ef|| 2 ||[2dw+] 2|1
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Portanto, /W [/f‘/ep(g,w, ngobs)dgdg] dw /W/:z f(zz,w)dz,dw. Para

analisar a integral / / f(zz, w)d z,dw, vamos particionar a regiao de integragao
wJz ~

T

W x Z, em dois conjuntos, W x Bj=R* x {2z, e R" ' : |z,]| <e} e W x Ry=
R*x{z, € R*": | z,]| > ¢ll, onde ¢ é fixado arbitrariamente tio pequeno quanto

se queira.
AVALIACAO DA INTEGRAL NA REGIAO W x R,

Nessa regiao a integral

2} d 9:d :/ / s d xd
/w/mf(‘z w)dzadw 1R+{zxemn-lznrzxu<s}f(‘Z w)d zadu

pode ser majorada pela seguinte integral

e
e i
Wlizai<e wit=e || | [2dw + 07 20w + 0"~
ool 1) [ }d [l
X g Zzf QW = | — i ——aw
w oS i zaee | 227 wowBFEl T iz | 22l
onde pelo Lema 3.5.1, a integral / “‘Eg'g_'_;_:&”{'}‘dweﬁnltaseesomente e Sntv 3n+u 1>
1
1 (ou seja, 3n + v > 4) e, pelo Lema 2.8.1, a integral Lzt ”dz é finita se e
Lz <e Z:

somente se 1 <n —1.
Portanto, na regiao W x R; uma condigao suficiente para que a integral convirja

équen >3 e3n+v >4, ouseja, simplesmente n > 3.

AVALIACAO DA INTEGRAL NA REGIAO W x R,

Nessa regiao, aintegral/ / flzgw)dz,dw= / f(zz,w)d z dw,
w w=R+| 2>

pode ser majorada pela seguinte integral:

143

exp u}
/ / L4 ..r 1 3 d’LL
Wzl i ti—ef|| 20+ || ,1“2] (29w + O}mtf—g

B exp{—g’:-u— dw/ 1
- v .—2
WowE ot g 4 O Dizeine 20+ | 2ol

= 25 d‘ZIe
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que é proporcional a

exp —ﬁ} 1
“—TTZ"?:"dw-/ T d 2
/w N I zal2e || 2ofm42 7

Pelo Lema 3.5.1, a integral em w é finita se e somente se 22=2e=l > ] (isto
é, 2n+ v > 2c+ 3). E pelo Lema 2.8.1 a integral em z, é finita se e somente se
n+2c > n — 1 (ou seja, sempre).

Portanto, na regiao W x R, uma condicgao suficiente para haver convergéncia da

integral [y [, f( 2z, w)dz.dw é que 2n + v > 2¢c + 3.

Conclusao: Analisando conjuntamente todas as informagoes, concluimos que uma
condicao suficiente para a existéncia da distribuicdo a posteriori é que n > 3 e

O<c<n+ i3

Observacao: Uma outra condigao suficiente igualmente interessante é obtida quando
na regiao W x Ry a integral fi_p [, f( 22, w)d zdw é majorada pela seguinte inte-

gral:

ex ™
L] pia) dz.du
w “%leEwg—H—-o—f“%I]Hde.*_o] [0+”Z _.bxuerLg_rr_[ESfEf_.}"H

co exp{ 1
O(/ "+U 2 £ w/ > C +I2sen 26 n+f_—§d%’3
P2 2ol [l 22 = px e + Lt

Pelo Lema 3.5.1, a integral em w é finita se e somente se '—1—’“—'-’—2-&— > 1 (isto

é n+v > 2f4+1). A integral em z, (que é semelhante & integral em R3 na
demonstragao do Teorema 2.8.5) converge se e somente se 1+2(n+ f — %) > n-—1, isto
é, n+2f > 1 e portanto vale sempre. Assim, a integral [y, [g, f( 2z, w)d z.dw < oc
sen-—+v>2f+1.

Portanto, uma outra condigao suficiente para que a posteriori seja prépria € que

n.23‘n,+1/>2f+1en+f>-:j‘;(ouseja,n23e0<f<3i§—“—1)‘ ]
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Teorema 3.5.3 No modelo do Teorema 3.5.2, se substituirmos a distribui¢do m(c?)
por w(0?) o (62)", r > 0, entdo uma condigcao suficiente para a ezisténcia da

posteriori correspondente é quen > 2, 0 <r < % e0<f<g+1—7.

Demonstragdo: Como a distribuigdo & priori neste teorema é igual a priori no
Teorema 3.5.2 quando substituimos os hiperpardmetros c e d, respectivamente, por
(r— 1) e zero, enta@o os calculos feitos na demonstracao do Teorema 3.5.2 podem ser

reaproveitados. De fato,

/W/;p(g,w}Dobs)dgdw o /W/zz{ g,em"‘l}g(%mw)d z zdw, onde
(3.5.5)
exp {~—§'f;

3
Wi Iz ||pter-2 [” z:— bx|2+ M[;s_enjﬁ + 2ngn+f 2

g( %va) =

e g( zz,w) coincide com a fungdo f(z,,w) dada em (3.5.4) quando substituimos ¢
por 7 — 1 e d por zero (desde que a desigualdade n + f > % seja valida).
Do mesmo modo que no Teorema 3.5.2, a regiao de integracao W x Z, é parti-

cionada em duas regides: W x R; e W x Ry, onde

WxR=Rtx{z,eR" : ||z:]l<e} e WxR=W xR;{.

AVALIACAO DA INTEGRAL NA REGIAO W x R,

,ddv:/] w)d z,dw,
/WxR1 9(zz w)d z2dw W 1]gx||<sg(%x w)dz.du

que pode ser majorada pela integral

/ / eXp{_2_w} 5d z dw
W/ zzli<e i+ 1) z |20+ 0+ 2gw]"+f—5 ~

que é proporcional a

v
il e PO G S
2n+v—2r+ : -
’ S I 2 2li<e i Erll"+2r"2

w 2
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onde a integral em z, é finita se e somente se n+2r—2 <n—1 (isto é,0 <7 < 3).
Além disso, pelo Lema 3.5.1 a integral em w € finita se e somente se 2”—’“"—;—2—*—1 >1
(ou seja, 2n + v > 2r + 1). Mas, como esta tltima condigao estd satisfeita sempre
quel <r< %, concluimos que uma condicao suficiente para que a integral na regiao

W x R, convirja é que 0 <7 < 1.
AVALIACAO DA INTEGRAL NA REGIAO W x R,

Nessa regiao, a integral fiy [, 9( 2z, w)d z -dw pode ser majorada por

v

exp ~ 5w
./ / { : 7d zdw
WAZE g rt o2 g o2 [ 2, — b2 4+ Lm0

1
/ n+f-—gd%1’
I Zzll>e “ %z”mﬂr_? [H 2y — QX”2 + 1Sy jsenﬂo] 3

w

wiz’-——'r——f-(v-2

onde a integral em w converge se e somente se ¥ —r—f+2 > 1 (isto é, f < §+1-71)
e a integral em z, converge se e somente se n +2r —2+2(n+ f - 2) > n—1
(isto é, n+7 + f > 2). Entretanto, pelo fato que n deve ser maior ou igual a 2 (ver
observagio abaixo), a condi¢ao n + 7 + f > 2 é sempre verdadeira e portanto nessa
regido, uma condigao suficiente para que a integral [y [, 9( 2z, w)d z ;dw seja finita
éque f<f+l—-ren=>2

Analisando simultaneamente essas informacoes, concluimos entao que uma condicao

suficiente para que exista a posteriori nesse teorema é que 0 < r < %, 0<f<g+l-r

e n>2. B

Observagao: Quando n = 1, a distribuic@o a posteriori nesse modelo nao estd bem

definida.
De fato, substituindo na integral em (3.5.2) os valores d = 0 e ¢ = r—1 e fazendo

Ser=S:,2,. Soy =S5z,v; € Syy=Sy,y,, entao a integral [z _pfo p(4, w, 1| Dops)d gdz,
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é proporcional a

{__v_
2
/ dnd diL‘l‘
=R v42 -% r—1 (XI—II)2 + S;rlxlexYl -8
w ASziz W

:ir)lyl + Qg}f
Portanto, fiy_p+fe-r+ Jo (8w, Z1|Dobs)d gdz;dw é proporcional a

exp { - ﬁ)—} Si(,;rf%

/ J ERrS—— dzydw.
W=Rt/ £=R w%_r—f+2[51111(X1_11)2+ 171 YI/\YI Y +29w]

Como S;,z, € Sz,v; sdo nulos, Vz; € IR, esta integral estd bem definida e ¢ finita se
esomentese f=0er < % (e nesse caso ela é nula), mas por hipétese f é positivo

e portanto a posteriori ndo estd bem definida para n = 1.

Teorema 3.5.4 No modelo do Teorema 3.5.2, se substituirmos a distribui¢éo n(c?)
por w(c?) x (02)7%, s > 0, e se os vetores de dados X e Y sio linearmente
independentes e as componentes de X (como as de Y ) ndo sdo todas iguais entdo

uma condigdo suficiente para a existéncia da posteriori € quen+v >2s—1en > 3:

Demonstragao: A demonstragao desse teorema é semelhante 4 do Teorema 3.5.5

a seguir e por este motivo nao a apresentamos aqui. |

Teorema 3.5.5 No modelo do Teorema 3.5.2 se substituirmos as distribuigées mo?2)
e m(0?), respectivamente, por m(c2) x (02)™" e m(0?) x (¢%)7%, r,s > 0, e se
os vetores de dados X e Y sdo linearmente independentes e as componentes de
X (como também as de Y ) ndo sdo todas iguais, entdo a condi¢do necessdria e
suficiente para que a posteriori correspondente seja prépria € que n+ 7T + 8 > 3,

O<r<%eO<s<%+2~r.

Demonstragao: Como a distribui¢ao & posteriori coincide com a posteriori do Teo-

rema 3.5.2 quando substituimos ¢ por r—1, f por s—1, d por zero e g por zero, entao
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muito dos calculos necessérios para demonstrar esse teorema sao reaproveitados,
fazendo-se as devidas substituigdes. De fato, a integral fi_g+Jg P(8,w|Dobs)d gdw

é proporcional a [y_m, [7.-( 2 .err-1} (22, w)d z,dw, onde

exp i —se
h( 2z w) = p{-s —, (3.5.6)
WETT T g 22 ] 2 oo LMo

desde que a condigdo n+s > 2 (que ¢ igual & (2.8.12) quando f = s— 1) seja vélida.
(Note que h(z,,w) é igual a funcdo em (3.5.4) quando sdo feitas as substituicoes
acima.)

Para analisar a integral dessa fun¢ido, vamos particionar a regido de integragio
Z, de forma semelhante & usada na demonstragdo do Teorema 2.8.5 para o modelo
Normal, isto é, W x Z, = W x [Ry UR,UR3), onde Ry = Ry, URgUR,. (onde
os conjuntos R;, Ry, Rz, Roq, Rop € Ry, sdo definidos da mesma forma que na

demonstragao do Teorema 2.8.5.
AVALIACAO DA INTEGRAL NA REGIAO W x R,

A integral de h(z,,w) em W x R; é igual ao produto

Z x5

/ exp{—i’; w/ 1
R w2 T )2 <e LS yl2sen20]7+5=3
Ball<et | 222 [] 2, — |2 + LExlfeen®]

onde pelo Lema 3.5.1 a integral em w ¢é finita se e somente se § — 7 —s+3 > 1 (isto
é, s <%+2-r). Aintegral em z, (que coincide com a integral da funcao g( z.)
em (2.8.14) na regido R,) é finita se e somentese n+2r —2 <n—1 (isto é, r < 1)
(ver demonstragao do Teorema 2.8.5 para o modelo Normal). Portanto, em W x Ry,

a integral de h( z,,w) € finita se e somente se 0 < r < é— e0<s<5+2-r.

AVALIACAO DA INTEGRAL NA REGIAO W x R,
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A integral /W/R h(z,,w)d z dw é igual a
2

[, 1 0s
w=R+ wr Ro=Rps URgy UR;.:“ zl_nn+2r—-2 {“ Zp— bx|lz+ e Y”l\gsen'zﬂm""% ~E

onde a integral em w é finita se e somente se £ —r —s+3 > 1 (isto ¢, 0 < s <
£ 42 —r). As integrais em z, nas regides Ra,, Ho € Ry sdo sempre finitas, como

ja foi demonstrado no Teorema 2.8.5 da segdo anterior. Portanto, em W X R; a

integral de h( z,,w) é finita se e somentese 0 <s <5 +2-—7.

AVALIACAO DA INTEGRAL NA REGIAO W x Rs

./zlpyr/R3 h( 2z, w)d 2z dw

Zx

/ exp { "5‘;;} w / 1
SR wETTT T 2ok zalr2=2 [l 22 — bl + L Qvlljsenzﬁ]"“'g
onde a integral em w converge se e somente se 0 < s < 5 + 2 — 7 e a integral em
2z, (na regiio Rj) é finita se e somente se n+2r —2+2(n+s—3) > n—1 (isto é,
n + 7+ s > 3), como j4 foi demonstrado no Teorema 2.8.5 para o modelo Normal.
Portanto, a integral fiy [p, (2., w)d zdw é finita se e somente se 0 < s < % +2—7

en+r+s>3.

Conclusao: Analisando-se simultaneamente todas as informagoes, concluimos que a
condicao necessdria e suficiente para que a posteriori seja prépria é que 0 < r < %,

0<§+2—ren+r+s>3. ]

3.6 Sensibilidade do modelo a diferentes valores
do numero de graus de liberdade

Nessa secao estudamos o efeito nas inferéncias a posteriori & medida que fixamos
diferentes valores para o ndmero de graus de liberdade do modelo estrutural ¢-

Student com v conhecido (mantendo-se todos os demais hiperpardmetros fixados).
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Sabemos que a distribuicao t aproxima-se da Normal quando v — oo e por-
tanto uma maneira de avaliar a sensibilidade & suposi¢ao de Normalidade (ou seja,
a verossimilhanga Normal) é verificar se as inferéncias a posteriori mudam muito
quando o inverso do nidmero de graus de liberdade, %, varia entre 0 e 1. Uma
maneira descritiva de fazer isso é construir um grafico onde no eixo das abscis-
sas colocamos os valores de ;1; e no das ordenadas, os valores correspondentes da
média (ou mediana, moda, varidncia, quartis, etc.) da posteriori marginal de cada
parametro.

O procedimento acima pode ser feito para os modelos t-dependente e t-indepen-

dente, com ou sem restricao de identificabilidade e com priori prépria ou imprépria

(desde que a posteriori seja prépria).

3.7 Algumas medidas de comparagao de modelos
(1) O critério da medida L

A seguir apresentamos a medida L para o modelo de regressio estrutural sim-
ples t-independente com nimero de graus de liberdade fixado e com restricdo de

identificabilidade ¢? = Ao2 = Ao?.

u

~

Lo(Dabs, 8) = Var (Ur|Dovs) + 8 Y_(E(U;|Dobs) — U)(E(U|Dons) = Ua) T,
1=1

i=1
.
Uy
onde Dy,s = : com U; = G;)
1
~’n
Seja U7, ..., Ur n vetores de observagoes futuras com a mesma distribuicdo dos

dados [ Uf = (1)), Seja g = (o, 3, 1. 02,0 e w = (wy, ..., w?!, onde
) Xy, g T @ n

E(U;|Datw) = E[E(U:18. w)|Datal = g1

~ : obs

E(Ue. w)l,

Var (L7 Dape) = E[Var (V18 )| Dete] + Var [E(L19. )| Dot
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= Eg, wipu,[Var (U;18, w)] + Eg wn,. [(E(Ui18, w))E(L;1g, w))")]

~[Eg, wipuw, (ELU 10, wDIE g, wip.m (EIUI0, wDIT,

onde
e w = (*)
p
2 -2 )\ 2 3 2 ]
L A o
Dada uma amostra (g, w®, ..., 9@, w(®) da posteriori (g, w, Z|Debs) de-

finida em (3.1.11), podemos estimar a medida L usando o método simples de Monte

Carlo por

G
Ly(Dos,6) = ﬂ{iZ(Var(Q?l@‘g),w(g))HE(QZIQ(g), w)[E(U;1, w )T

G
1 8 18 !
- "“ZE(UHB(Q),W(Q)) _ZE(UZ!O(Q)7 w?)
Gg:l A ~ G9=1 o N
n 1 G 1 G T
+6) | U= 5 L E(Li189, v )| | Ui - 5 2 B(L, v
i=1 g=1 g=1

onde ¢ € [0,1].

Observagao: No caso do modelo t-dependente, o calculo da medida L é semelhante,
bastando substituir w por w. Portanto, se tomarmos uma amostra de tamanho G,
(W, w®, ..., 9@ w®) da posteriori 7(g, w, £|Dopbs) definida em (3.3.10) podemos

obter Ly(Dops, ) de forma semelhante (substituindo w(® por w@).

(2) O critério da informagao (BIC)

BIC,;, = —2log (supmar,( U1, . . ., U,|9)) + pilogn,

onde p; = numero de parametros do modelo M,
n = tamanho da amostra,

U, = G;) é a i-ésima observacao, i =1,...,n.

~
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No modelo estrutural t-dependente com nidmero de graus de liberdade, v, conhe-

cido,

_2ntyv)

(U, Unlg) = K@) S 3w+ (U~ ) g N U~ )" 2,

U,
F(Qn,;u)l/y/2 =<1
ondeK(Qn,u):W,gz ,H*:ln®gezz nxn@}geonde

u e ¥ sao definidas em (3.3.1). PortanNto,
n - 12112-{-1/!
PG Ualg) = KEn IS (4 3200~ 7= )
=1
Os estimadores de méxima verossimilhanca de p e 3 sao dados, respectivamente,

por

(ver Arellano-Valle, 1994, pdgina 200).
No modelo t-independente com graus de liberdade conhecidos,
a(Usy-oos Unlg) = TTE@VIET 2@+ (U= 0) 7 (Ui~ )
=1

= (@m) ™ ED [[w+ (Ui — ) ST — )09,

=1
Os EMV de g e 3§ podem ser obtidos por meio do algoritmo EM aplicado no

modelo reparametrizado ortogonalmente (ver Arellano-Valle, 1994, pagina 206).
(3) Algumas medidas alternativas para a selecao de modelos

(a) O produto []i-, CPO,.

Para cada modelo competitivo M calculamos o produto [, CPOﬁ‘“J) e escolhe-
mos o modelo cujo produto é maximo.

No caso do modelo estrutural ¢-independente com nimero de graus de liberdade

conhecido, podemos estimar CPO; por meio das férmulas (3.1.25) ou (3.1.27) ou
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(3.1.29). No caso do modelo ¢-dependente, o calculo do CPO; pode ser obtido de -

forma semelhante fazendo-se as devidas adaptagoes.

n

(b) A soma dos residuos de validagao cruzada >

i=1

Ui — E(Us| Dobs(—s))
\/Var (Uil Dobs(—s))

Para cada modelo M calculamos essa soma e escolhemos aquele cuja soma é

minima. No modelo estrutural t-independente com nimero de graus de liberdade
conhecido, o valor esperado E(Us|Dqbs(—s)) € a variancia, Var ( Uil Dobs(—s)), podem
ser estimados, respectivamente, pelas férmulas (3.1.33) e (3.1.35).

No caso do modelo t-dependente, E( Uil Dobs) € \Ta\r(QiIDobs) sao obtidos de

forma semelhante.
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Capitulo 4

Uma analise do modelo estrutural
Normal com erros nas variaveis
com um ponto de mudanca
desconhecido

Introducgao

Neste capitulo vamos propor uma metodologia bayesiana para analisar o modelo de
regressao linear simples com erros nas varidveis e mudanca nos parametros apds um
determinado ponto da segiiéncia de observagdes indexadas pelo tempo (ou espago
ou outra varidvel qualquer); as mudangas podendo ocorrer em todos os pardmetros,
como também em qualquer subconjunto dos parametros.

Nesse capitulo estudamos o modelo onde os erros (e a covaridvel) sdo normal-
mente distribuidos e no Capitulo 5, estudaremos o caso em que 0s erros seguem uma
distribuicao ¢-Student.

Na literatura, Chang e Huang (1997) estudaram o modelo estrutural Normal
com mudanc¢a somente na média da covaridvel e sob o ponto de vista da estatistica
classica. Sua metodologia, entretanto, aparentemente pode ser estendida somente
para testar mudanga apenas no intercepto da reta de regressao no caso dos erros

normais e nada mais.
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A anélise inferencial desenvolvida nesse capitulo engloba tanto o problema de de-
tectar a existéncia de mudanca, como também o de estimar a posigao do(s) ponto(s)
de mudanga (caso haja) e estimar os demais parametros de interesse (como por
exemplo a magnitude da diferenga entre os pardmetros antes e depois do ponto de
mudanga), como também as préprias distribuicoes marginais de cada parametro,
além disso engloba também a anélise preditiva.

O problema de detectar mudanca pode ser formulado como um problema de teste
de hipdteses ou um problema de escolha de modelos. No teste de hipétese testamos
a hipétese nula de que ndo hd mudanca ao longo da seqiiéncia de n observagoes, isto
é, Hy : k = n (onde k é o ponto de mudanca), versus a hipStese alternativa de que
ocorre mudanca apds o k-ésimo ponto da seqiiéncia, isto é, H; : 1 <k <n—1 (ou
equivalentemente Hy : ay = ag, 51y = Bo, pt1 = ,ug,gzl = 0’2270’% = o2 versus H;:pelo
menos uma diferenca).

O problema de detetar miltiplos pontos de mudanga pode ser resolvido de forma
muito simples aplicando-se 0 método da “segmentacao bindria” utilizado em Chen
e Gupta (1997). Este método consiste, no primeiro passo, em testar a hipétese
nula (H,) de que ndo hd mudanga versus a hipdtese alternativa de que hd uma
tnica mudanca. Se nao hd mudanca, H, é aceita. Caso contrario, o ponto de
mudanca divide a seqliéncia original de observagbes em duas subseqiiéncias. Para
cada subseqiiéncia repetimos o processo de testar Hp versus H; da mesma forma
que no primeiro passo, e continuamos o processo até que nenhuma mudancga seja
encontrada em quaisquer das subseqiiéncias.

Nas segbes 4.1 a 4.6 aparece a férmulagdo envolvendo apenas o modelo identi-
ficdvel onde 02 = o2, ja que a formulagao para o caso nao identificdvel é muito
semelhante e tornaria o estudo muito repetitivo. Entretanto na se¢ao 4.7 temos um

exemplo de aplicagao envolvendo o modelo nao identificvel e que utilizada toda a a
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metodologia da segao.

4.1 O modelo estrutural com um ponto de mu-
danca e priori com componentes independen-
tes

Nessa secao inicialmente apresentamos o modelo linear estrutural que possue um
tinico ponto de mudanca (desconhecido) e que permite que a mudanga possa ocorrer
em todos os pardmetros apds esse ponto. Em seguida apresentamos o modelo que
permite mudanca apenas em um subconjunto estritamente contido no conjunto de

parametros.
O modelo que permite mudanca em todos os paradmetros

O modelo que permite mudanca em todos os pardmetros (e pelo menos um
deles muda) apés a k-ésima observagao da seqiiéncia ordenada de dados (onde k ¢
desconhecido) e tem a restrigao de identificabilidade o2 = Ao?, (onde o7 = 02,, para
1=1,2, com A conhecido), é definido por

Y, = o+ Pz +e, 1=1,...,k, 1<k<n-1,
: ag+ Box;i+e;, 1=k+1,...,n,

Xi:.ri—i-ui, 2:1,...,71,

onde Y; e X, sdo as varidveis aleatérias observdveis, z; é a varidvel aleatéria latente

€;
e e;, u;, os erros aleatérios, com a suposicao que | u; | s@o independentes, para
x;
1=1,...,n,e
0 X? 0 O
N 0 |: 0 o2 0 i=1,...,k,
€; I 0 O 0’3(1)
u |~ (4.1.1)
Z 0 M2 0 0
AY 0 |: 0 o3 O it=k+1...., n
L H2 0 0 03(2)




k

T

Nesse modelo o vetor de pardmetros é §= ,onde §; = (a4, B;, pi, az(i), a7,

I3
82
para i = 1,2 e o espago paramétrico é ©*= {§ : k € K, (ay, B, i) € R? e
(024 00) €eRY,i=1,2}.

Nesse modelo estamos assumindo que (a1, B1, 1, 0%y, 02) # (g, Ba, ta, 03(2), o),
isto é, existe pelo menos uma diferencga.
Distribuicao a priori

A distribui¢do & priori de * escolhida tem a forma

2
w(§) = p(k)m(g1)m(g2) = p(k) I_Il (i) (Bs)m(pa)m (02 m(0?), (41.2)

PK=k), keK={l,...,n—1},

onde p(k) = { 0, caso contrério.

Observagoes:

o Nesse modelo estamos assumindo & priori que existe mudanga em pelo memos
um pardmetro. Entretanto se a priori nao sabemos se existe mudanga em

algum parametro, entao devemos desconsiderar a restricdo g; # g2 acima.

o Na estatistica bayesiana, os pardmetros g; e g, podem ser estimados qualquer
que seja k,(1 < k < n—1). Entretanto para permitir estimativas “um pouco
melhores” dos parametros §; e ., principalmente quando a distribuigao a
priori nao for “muito informativa”, podemos considerar k variando por exem-
plo no conjunto £ = {3,...,n — 3}, ou seja podemos assumir & priori que a

probabilidade de k pertencer ao conjunto {1,2,n—2,n — 1,n} é zero.
A fungao de verossimilhanga baseada nos dados observados

Seja Dops = {(K,X,i)T, i=1,....n} oconjunto dos dados observados e Dobsgk) =
{(vi, X)Ti=1..... k}, Dobsgn‘k) = {(Y;,X,)".i = k+1,...,n}, respectivamente,

os dados observados até a mudanga e os dados observados apds a mudanga.
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A fungéo de verossimilhanca L(§|Dobs) = L(k, 81, 82| Dobs) € proporcional a

E%FEEXP{ 3% 1{(‘3 Py + 200 YK, = g

=]

k k
=250y 3V, = on = )X =)+ oy + oD Ko = mﬁ] }
2=1 3

1 1
W eXp{~§t‘§’2“i [(/3220x(2) -+ AO’z) 1—[;"1()( I‘L2)2

—20207%9) > (Yo — ag — Bopia)(Xi — pia)

i=k+1
‘*‘(%(2) +03) Z s — g — Paps) } }, (4.1.3)
i=k+1
onde |Z;| = G z(z)a + /\af(oz(i) +02),1=1,2.

Ou seja,
L(8|Daps) < L1(81|Dobes? ) La( 82| Dobss™ ™),

onde Ll(gliDobsgk)) é a verossimilhanca baseada nas k primeiras observagoes e
Lo gngobsgn“k)) a verossimilhanca baseada nas observagbes apds o ponto de mu-

danga.
A funcao de verossimilhanca baseada nos dados completos

Sejam D = {(Yi, X;,z:)T,i = 1,...,n}, D® = {(V;, X;,z)T,i = 1,...,k} e
D=k = {(Y;, X;,z:)T,i=k+1,...,n}. A fungdo de verossimilhanca baseada nos
dados completos, L(§|D) = L(k, 61, §2| D) é proporcional a

k g — 3, 7. )2 k )2
021y (0})?] 2 exp{-l[ (Vi = o1 = i) + = (X — )

2 Ao? o?
25;1(% - ,Ul)2 n—k LI (Yi—ag — ,BQIi)Q
I e LN I ]
‘%—Z?—-L‘H(f x )2 z }\+1(x #‘2)2}}’ (414)
g3 1(2)

ou seja,

L(31D) x Ly (2] D®) Ly( 95| D7),
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onde L,(g:1/D™®) é a verossimilhanca baseada nos dados completos até a mudanca

e Ly(§2|D™%)) a verossimilhanca baseada nos dados completos apés a mudanca.
Distribuigao a posteriori

A distribui¢ao a posteriori pode ser expressa de duas formas (ou usando a
verossimilhanga baseada nos dados observados, ou a verossimilhanca baseada nos

dados completos), da mesma forma que no Capitulo 2. Ou seja,
p(éIDobS) x L(@IDobS)"r(.é)»

onde L(§|Dobs) é proporcional a (4.1.3) e w(§) é dada por (4.1.2), isto é,

L( ) Dobs)m(§) ox p(k)L1(Q1IDobsgk))ﬂ(gﬂLz(QzIDobsé"““))w(gg), (4.1.5)
ou entao
p(§Daw) = [, p(z,6' D)z o [ LIDI(B)z,  (416)

onde £ = {z = (z1,...,2,)7 : z; € R} e L(|D) é proporcional a expressio
(4.14) e n(d) é dada em (4.1.2).

O modelo que permite mudangas num subconjunto de parametros

O modelo que permite mudanca em apenas um subconjunto fixado, estritamente
contido no conjunto de pardmetros, pode ser definido usando o modelo em (4.1.1)
como referéncia, bastando incorporar as devidas restrigbes. Notemos que existem
(‘;’) + (;) + (§) + (i) = 30 possiveis modelos desse tipo. Um caso particular é o do
modelo que permite mudanga somente na média p, isto é, quando assumimos que os
demais parametros (a, 3,02, 0%) nio mudam. Nesse caso, devemos impor ao modelo
em (4.1.1) as seguintes restricoes: oy = ay = @, 3y = 3y = 3. 0%y = 0%y =02 e

0% = 02 = 0?. Assim, este modelo é dado por

Y. = a+ 3z; +e;.
Xi = T; + U,
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onde

0 X2 0 0
N 0 {; 0 o2 0 , 1=1,...,k,
€ M1 0 0 aﬁ
iid
xT; 0 A2 0 0
N 0 |; 0 o2 0 , i=k+1,...,n,
\ o 0 0 o}

onde o espago paramétrico é dado por

@* - {,é = (k,a,ﬁ,ul,ug,az,az)T k € K:7 (a,,B,ﬂl,MZ) € IR47 (037 02) € IR?}-}

e onde a distribuigao a priori é dada por

7(8) = p(k)m(a)m(B)m (p1 ) (p2)m(07)m(0®), (4.1.8)

com

| PIK=k|, keKk,
p(k) = { 0, caso contrario.

A fungdo de verossimilhan¢a L(§|Dops) é proporcional & expressio em (4.1.3)

quando substitufmos a; por a, §; por 8, 02, por o2 e 0? por o2, parai = 1,2, ou

x

seja,
1 1 2 2 2 (o 2
L(4|Dabs) < Wexp{—m{(ﬁ 014?)\0)(2(&*#1)

i=1

n k
+ 3 (X)) = 28%02 (Vi — o~ ) (X, — )

i=k+1

£ Y (- a - )X — ) + (02 + ) (Vi — a — G )?

i=k+1 1=1

+ i‘ Y —a— ,3#2)2)] } (4.1.9)

i=k+41

onde |Z| = F020? + Ao?(0? + 0?).
Da mesma forma a fungio de verossimilhanca baseada nos dados completos
L(§|D) é proporcional & expressio dada em (4.1.4), fazendo (0, 31,024, 00) =

(a.3.02,0%), parai=1,2.
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De forma semelhante define-se qualquer modelo que permite mudanca apenas

em um subconjunto de parametros.

Observagao: Poderiamos considerar o conjunto X (dos possiveis valores de k)
variando dependendo do modelo. Por exemplo, no modelo que permite mudanca
apenas em o e 3 entdo K = {2,...,n—2} e no modelo que permite mudanca apenas
em u, K = {1,...,n — 1} (j& que o tamanho minimo de amostra para estimar
na estatistica cldssica é 1). Entretanto, como j4 mencionamos anteriormente, na

estatistica bayesiana isso ndo é necessirio.

4.2 A anilise do modelo que permite mudanca em
todos os parametros com particular priori de
componentes independentes

Nessa se¢ao o objetivo é fazer inferéncia sobre o modelo estrutural normal com priori
prépria de componentes independentes supondo que h4 mudanca (em pelo menos
um dos pardmetros) e esta mudanga pode eventualmente ocorrer em todos eles.

O modelo é dado em (4.1.1) e a priori escolhida é da forma

m(§) = p(k) 1:[ (@) (B ()7 (02 )m(0?), (4.2.1)
onde
[ PIK=k=2 kek={1,...,n—1},
p(k) = { 0, * caso contrario,

onde #X é o nimero de elementos do conjunto £

() ~ N(ai,agl), m(3) ~ N(b;,03), 7(p) ~ N(m,«?aﬁx), ‘.’T(Uzm) ~ IG(c;. d;) e

w(02) ~ IG(f;.g:). onde a;, bi. my, ¢, d;, fi, i 02, 03, 02 sdo hiperparametros

Qy Hi

conhecidos para 7 = 1.2.
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4.2.1 Distribuigao a posteriori

Como j4 vimos, a distribui¢do a posteriori pode ser escrita como

P(8IDuwe) = [ (2, 81Daw)dz [ L@ ID)m(67)dz
€ 1nesse caso

Pz, §1Duts) o (o)A 0 ) Erert o)k (o )T et

1S (Y~ — Biz)? + MK — )2 & (20— m)?
. exp{——-—{ — -4 -~
2 Ao? ;;f 02(1)

?=k+1(yi“az"52$i)2+)\(Xi—Ii)z+Z?=k+1(3?i"#2)2 + (a1 —ay)?

- o3 029 o2
Qg — Q9)? — by)? — by)? —my)? — g2
+( 2 - 2) + (6 - 1) + (B2 - 2) +(,u1 ! 1) N (u2 ! 2)
Oy 03, 03, g auz
2d 2d 2 2
|2 2 +_9§1_+.£23]}p(k). (4.2.2)
9z %z 91 03

4.2.2 Distribuigoes condicionais completas & posteriori ba-
seadas nos dados completos

k

Com base em p(z, §|Dovs) em (4.2.2) (onde §=| g, |), obtemos as condicionais
g2

completas de z1, Ta,...,Zn, G, By, fhi, O3y, 07 € k, para i = 1,2, dadas pelas

férmulas (4.2.3) a (4.2.14) a seguir.

y 2 2 2 2 .
° Iilx(——i)7 Qg , G, .‘317 ,32, Hi, 12, 01(1)7 0;(2)a 01,09, I": Dobs

( N Uz(l)[’\X’i +5(Yi— ) + AO’%M]‘ /\0%03(1)
o2y A+ B8] + Aot 2+ B+ et )
~ Prhek (4.2.3)
v 034.2)5)\)({ + 3(Yi—a9) + /\agyg}. ,\0'2203(2)
02X+ 3] + Aod D olyA+ B+ Ao )
i=k+1,...,n




2 2 2 2
al’ Z, Gz, ,817/825 /’517#2701(1)303:(2), 01,09, k’ -Dobs

N o2 Yh (Vi = Bimi) + Aofay Aofol
ko? + Aot " ko2 4+ Aoi)’

2 2 2 21
a2i g;‘)alv /37 }827/1:/1'27 UI(I),O'I(2>,O'1,O'2,}», Dobs

~N 2, Likr1 (Y — Boxi) + Aodag Moo,
(n — k)o2, + Ao3 " (n—k)ol, + o3 )’

2 2 2 2 g
51|%’>al;az,,627#1,#2:01(1),0;(2),01702:}», Dobs
2 —k 2 2 2
"N (Uﬂx i (Yi — aq)zi + Abyoy Aojog, )
3 <~k 2 2 L Y 2 |
0%, Yie1 Ti + Ao 05, 21 T+ Aot

2 2 2 .2
:82| z, 01,03, /317 M1, K2, Ux(l)v 02(2)7 01,09, kv Dobs
“N (61232 Y (Yi— o)z + /\bgag_ /\030%2 )
0%, YT+ A0 0g Y2+ AR

2 2 2 .2
ﬂl‘ g:aha?: /61) 52““%0-1(1)5 01(2)) 01) 027k; Dobs

k
~N op i T+ 0gym 0n0%
2
kok + 020 kol 4ol )’

2 2 2 2
u2l %;a17a27 ﬂl;ﬁ?)ﬂ?: 0'1(1)70-1(2)7 017 0-2)k; Dobs

2
~ N Oy 2oimki1 Ti + 03(2)"12: 0;2;2‘73(2)
(n— k)a?‘2 + 05(2) "(n— lc)crf,2 -+ 03(2)

2 F 2 2 .2
az(l)\ ge Qy, (g, ,3111‘325#17 Ha. 01(2), 613027k7 Dobs

k 1& )
~I1G *+C1§—Z(Ii"#1) +di ),
2 2

2 2 2
0;(2)& I, 0y, g, .313 :32- His {2, Ux(l)? 0%7 U2ske Dobs
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(4.2.5)

(4.2.6)

(4.2.7)

(4.2.8)

(4.2.9)

(4.2.10)



n

~ IG (” ; k + CQ;% > (x — o)’ +d2> , (4.2.11)

1=k+1

2 2 2 2 3.
® Ullga a17a27/{313/32:/~1‘1:M?)U;r(l)?og;(Q)yUQy;")Dobs

k - L 32 k
~IG (k + i -;— F"=1(K - Bz L sx, - x,ﬂ + g1> : (4.2.12)
=1

2 / 2 2 2
° 02[%7 O, a27/817 /82)#17 H2, Ux(1)7 01(2)’ 011 k7Dobs

n " _ )2 n

i=k+1

+g2> , (4.2.13)

Lk, 61, 62]D)p(k
P[I(= klgaalaa%Bl7ﬁ27#17u2a02(1)a03(2)70&0‘%’1{:’ Dobs} = n-—-l( <1 ~2l )p( ) )

ZL(’C, 61, 82| D)p(k)

k=1

kek, (4.2.14)

_ L(k, g1, §2|D)
ZL(k7 Qh Q?ID),

kek

onde L(k, 81, §2|D) é dada por (4.1.4)

Observagao 1: Usando as distribuigbes condicionais completas acima podemos
implementar o algoritmo de Gibbs descrito na se¢do 2.5.3 com o objetivo de obter

uma amostra da distribui¢ao a posteriori cujo nicleo é dado em (4.2.2).

Observacao 2: A anélise do modelo com priori de componentes condicionalmente

independentes, como as do Capitulo 2, pode ser feita de forma semelhante.

4.2.3 Estimacao do modelo que permite mudanca em todos
os parametros

Semelhantemente a se¢do 2.9, podemos obter as estimativas das densidades margi-
nais a posteriori de cada parametro do modelo em (4.1.1), bem como as estimativas

pontuais da média. mediana, quantis e variancia dessas distribuicoes e os intervalos
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de densidade méxima (HPD).
A distribui¢ao marginal a posteriori de K, P[K = k|D,ys) serd estimada por

1

T
(T —Ty) Z P(K = k:[g(j), %'(j)’DobS)a kek,
40

j=To+1

. 9( 7) G o) .
onde Q(J):< 9% ) 6 ! (aia 317#27 1(1)30 )T € 1'(])—'(1'] ,xy(-;?))Ta
g3
T = numero de iteragdes,

To= nimero de iteragOes iniciais descartadas referentes ao periodo “burn in”,

L(k, g(j)lp(j))
EkE}CL(k-, g(j)ID(j))’

onde D9 = {(V;, X;, e, i = 1,...,n} e L(k, 9| DY) é dada em (4.1.4).

e P(K=k|gD 29D D) = kek,

No caso de m cadeias paralelas o estimador serd

)
T T())Z Z PK klog));,\,gp obs)

=1 j=Tp+1
onde P(K = k| 8}, 2, Dops)=P(K = k|9%), DY)
€ Déf))“ {(iflv Xk)xk(i))’ k= 1a s )n}
O ponto de mudanca pode ser estimado também pela moda da distribui¢io acima
(que corresponde ao estimador de Bayes quando se adota a fungao perda 0-1).

A média da posteriori de k pode ser estimada por

)] (J)
m(T TO Z Z EK!Q )~z 7D ]

1*-1 j=To+1
onde
E(K|§?, 29 Dos) = " kPK = k|g?, 22, D
( [Ql y L7, obs] Z [ IQZ y L, obs]
kex
e a varidncia da posteriori pode ser estimada por

V (J) (j)
STETy s X Ve (Kla? 2, D

i=1 j=To+1
El [qo(J) (J) s} 2
T To 22;J ;o:ﬂ( )
— (J) (J) “
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onde

Var (K169, 29, Dows) =

2
ST RPIK = kg, 29, Dye] — (Z kPK =k|g?, 22, Dobs]> .

kek ke
As distribuigoes marginais & posteriori dos demais parametros do modelo, bem
como suas médias e variancias, podem ser estimados de forma semelhante 4 da secao

2.9 utilizando as distribui¢oes condicionais completas dadas em (4.2.4) a (4.2.13).

4.3 Implementagao do algoritmo de Gibbs no mo-
delo que permite mudanca em um subcon-
junto fixado de parametros

Nesta secdo o objetivo é implementar o algoritmo de Gibbs para amostrar da poste-
riori do modelo estrutural com priori prépria de componentes independentes e que
permite mudanga apenas em um subconjunto nio vazio contido estritamente em
{a, B, 1,02,0%}.

Temos 30 possiveis modelos diferentes ((‘;’) + (g) + (3) + (Z)) que permitem
mudangas em até quatro pardmetros simultaneamente. Entretanto percebemos que
se as distribuigoes condicionais completas do modelo que permite mudanca em todos
os cinco parametros forem conhecidas, isto ¢, se conhecermos primeiramente as
seguintes distribuicées de (a;) a (g) abaixo:

(a1) [zilz(—, a1, ag,ﬁl,ﬁg,ul,ug,ag(l), 0§(2)70f, 02k, Doys), parai=1,...,k,
(ag) [zi]z (=4, a1, 0;2,.31,,32,pl,#g,dz(l),0'(;):(2>,0'?:0'§:k, D), para i=k+1,...,n,

(bl) € <b2> {Oi‘%~a(—i)~,,‘31332:/1'1:/1230’3(1):Jg(g)fa‘%: U%,k-: Dobs]: 1= 1123

(c1) e(c2) [3i]x, al.ag,ﬁ(_;),,ul.,ug,afm,oﬁ(g),(f%,oﬁf,k,Dobs}, i=1.2.
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(d1) e (do) [palz, 1, a2, 81, Ba, pr—iy, 021y, 020y, 035 05, Ky Daps), 1= 1,2,
(e1) e (e2) (02l z, 1, 00,8, 80, 111, 12,024y, 0%,03,k, Dops), i = 1,2,
(f1) e (f2) [0}z, 1, a2, B1, Ba, 11, 2, 021y, 0212y, T8y, K Dobs], i = 1,2,
(g) PIK = k|z,01,02,B1, Ba, 11, 2, 021, 02(2), 03, 03, K, Dots], k € K

e além disso, se conhecermos também as distribuigdes condicionais completas de (h)

a (1) abaixo,

(bh) [a|B, Ba, p1, ug,af(l),ai(z),af,ag, z,k, Dops) do modelo que assume que o in-

tercepto a nao muda (mas os demais pardmetros podem mudar),

(i) [Blaw, @2, pa, p2, 021y, 022y, 03,03, Z, k, Dops] do modelo que assume que § néo

muda (mas os demais pardmetros podem mudar),

() [elaa, @2, B, B2y 0211y, 0219y, 0%, 03, £, k, Dobs] do modelo que assume que ¢ néo

muda (mas os demais pardmetros podem mudar),

(k) [02|eu, 2, Br, B2, pa, po, 02,02, z,k, Dops] do modelo que assume que o2 nio

~ T

muda (mas os demais podem mudar),

(D [JQIal’a251817/827u19#2>03(1)705(2)7 nyk, Dobs] do modelo que assume que o?

nao muda (mas os demais podem mudar),

entao seremos capazes de obter quaisquer distribuigdes condicionais completas que
quisermos, bastando fazer as restrigbes convenientes, e portanto do ponto de vista
computacional teremos apenas o trabalho de escrever basicamente um tnico pro-
grama que servira para todos os 31 possiveis modelos.

Por exemplo, para implementar o algoritmo de Gibbs no modelo que permite

mudanga em pelo menos um dos parametros {a, 3, 02}, as distribui¢oes condicionais

200



completas necessdrias sao obtidas a partir de (a1), (ap), (b1), (ba), (f1), (f2), (g), () e
(k) impondo-se as restrides p1; = p1 e/ou 02,y = o2 nas distribuicdes que envolverem
os pardmetros p; e/ou oz(i), para i = 1,2, como também no valor inicial do algoritmo.

As distribuigoes condicionais de (a;) a (g) s@o dadas, respectivamente, por (4.2.3),
(4.2.4), ..., (4.2.14) e as distribuigoes de (h) até (1) sdo dadas respectivamente por
(4.3.1) a (4.3.5) a seguir:

a‘ﬂl) /327 M1, H2, Uz(l)v 03(2)7 Ui Uga k: %1 Dobs) ~
[ FBOR T (Vi — i) + 0302 Ty (Vi — o) + Aododa
ko202  Lo2o? 2,2 )
o502 + (n — k)oio2 + Aojos
Ao?a3o?
koto2 + (n — k)oto2 + \oiol )’

(4.3.1)

2 2

ﬂlal’a%.ulvﬂ%az 1M 0x2 30%903,19) :,gaDobs ~
(1)~ =(2)

N(Ugdg Zf:l(yi —ay)z; + 0?0% E?:kﬂ(yz‘ — ag)T; + AU%Ugb .

2 2k 3. 3. 3<n p) 2 2 )
0305 3 i1 T5 + 030520 k41 T; + A0i03

2,22
010503

3 ok 2 1 3.2 3 2 2)’
0305 2 im1%; + 0505 30 k11 T + AT{0]

(4.3.2)

2 2 2 2
/‘LlahQZ:IBI)/62701(1)701(2)7017027k7 'Z“rDObS) ~
2 2%k 2 25w 2 2
N<U$(2)Uu 2=t Ti + 05 (1y0p Yimky1 Ti + 05y TzyM

3 A 3 ;
ko2 0k + (n — L)az(l)orﬁ - 03(1)01(2)

2 2 2
2% %% ) (433)
2 AP ) o

2 / ; 2 2 1.
Uz‘aleQQs;‘glu‘}Z#,u'l:/lQe01502}k: :EyDObS ~
n

" k
IG (—2— + ¢ (Z(l‘,‘ —m)?+ (z; — ;1.2)2) + d) ; (4.3.4)
+1

1=1 i=k

[

I

Ui’ial' Q. 31* ,32' e Ha, 03(1‘)' 03(2)7 k %‘:Dobs ~ (435)



k n n
16+ i 5 S0 an=ha)+ 3 (Vimonm a2 3K ) )

i=1 i=k+1 i=1
Observagoes:

1. Asdistribuicoes em (4.3.1) a (4.3.5) coincidem com as distribuigoes em (5.1.22)

a (5.1.26) quando substituimos w;, por 1, parai=1,...,n.

2. Na distribuicao de K dada em (g), o conjunto K pode diferir dependendo
do modelo, entretanto K pode ser sempre igual a {1,...,n — 1}, como ja foi

discutido anteriormente.

3. A estimagao dos parametros do modelo que admite mudanga apenas em um
subconjunto de pardmetros pode ser feita de forma semelhante & da secéo

4.2.3.

4. A anélise do modelo com priori andloga & da segdo 2.7 (isto é priori de com-
ponentes condicionalmente independentes), pode ser feita também de forma

andloga.

4.4 Deteccao de mudanca

Nas se¢oes anteriores foram considerados modelos com um tinico ponto de mudanga
e o problema era estimar a localizagdo desse ponto bem como estimar os demais
parametros. Entretanto, em muitas situagbes nas aplicagoes nao sabemos se ha
ou nado mudanga nos parametros. Nessa secdo apresentamos trés procedimentos
distintos para analisar o problema, que serao descritos nas subsecoes 4.4.1, 4.4.2 e

4.4.3, respectivamente.



4.4.1 Procedimento 1 — Um teste baseado na distribuigao a
posteriori de k&

Uma maneira de analisar o problema é reformular o modelo permitindo que k possa

assumir o valor n, ou seja, permitir que o modelo inclua a possibilidade de que nao

haja mudanga nos pardmetros (via k = n) e entao testar a hipétese nula de que nao

hd mudanca (Hy : k = n) versus a alternativa (H;) de que hd exatamente um ponto

de mudanga (isto é, H; : k # n).

Nessa subse¢do, apresentamos um teste bayesiano informal baseado na distribui-
¢cao marginal a posteriori de k, que consiste simplesmente em comparar a proba-
bilidade & posteriori Pk = n|Dgs] de que nao hd mudanca com a probabilidade
1 — P(k = n|Dops) de que hd uma mudanca. (Broemeling e Choy, 1981, desen-
volveram esse teste para o modelo de regressao cldssico que permite mudanca no
coeficiente angular e no intercepto.

E interessante notar que nesse caso o teste de hipdteses e a estimagdo dos
parametros, sao feitos simultaneamente.

A seguir, apresentamos o modelo estendido que nos permite realizar o teste
bayesiano mencionado, e depois apresentamos os passos para implementar o algo-

ritmo de Gibbs, com o objetivo de amostrar da posteriori desse modelo estendido.

O modelo estendido que permite mudanga em todos os parametros:

y {a1+,131x,»+ei, 1=1,2,...,k, sel<k<n-—1

ag+ Gz +e, i=k+1,...,n,
o+ Gz te, i=1,...,n, sek=n

X,-::ri+u,», z=1..n

onde (e;,u;, z;)T sdo independentes e



( 0 A2 0 0
N 0 |;| 0 o2 O i=1,...,k,
H1 0 0 53(1)

< sel <k<n
e 0 Ao 0 0 )
u; |~ < N 0 |; 0 o2 0 i=k+1,...,n,
T { pio 0 0 02y /)

0 Ae? 0 0
N( 0 i; 0 o} O i=1,...,n, se k=n
{ H1 0 0 ‘72(1)

(4.4.1)

QT

7

Notemos que para 1 < k < n — 1 entéo g, # g2, onde §; = (ai,ﬂi,ui,af(i),o
e para k = n entao g, = §.
Portanto, esse modelo permite que haja mudanca em todos os parametros como

também que nao haja mudan¢a em nenhum.
g1
Nesse modelo o vetor de parametros é é =| g2 | e sel<k<n-1,afuncio
k
de verossimilhanga L(§|D) é proporcional a

ey ot [ 1[ShaYim = Bl | (X~ m)?
(20 ey expl -5 | B Sy m Al O

Ao ot
k 2 7 - . \2
Yic1(®i — ) } } (020))~ P2 (02) ") exp {_1 F:i:kﬂ(Y; oy — Box;)

+

‘72(1) 2 Aoz
n )2 n R 2
. izl(Xz2 z)? | Zzzkﬂ(;z ) }} (4.4.2)
032 T2(2)

Se k = n, a funca@o de verossimilhanga é proporcional a

—_n —n 1 ?— Y,—a "".337:'2 Z?: (Xi"'xi?
(020))%(}) exp{mi[ S /\afl 12:)° | i )

ot
n - 2
+Ei=1 (2“21 #1) :I } (443)
o
(1)
Uma priori conveniente nesse caso é dada por
p(k)m(81). se k =n,
m(8) = pk)7(g1)7(82), seke K ={1,....n~1}, (4.4.4)
0, caso contrario,
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onde

c, se k=n,
pk)=1{ (1-c)gg, sekeK, (4.4.5)
0, caso contrario,
e
(i) = 7 () (B:) 7 (ps)m(02y ) (a?), (4.4.6)

onde o; ~ Na;,02), B; ~ N(bi;,03), pa ~ N(my,07), 02y ~ IG(ci,dy), 0F ~
]G(fi,g,'), 1= 1,2
Na préxima secao apresentamos as distribuigdes condicionais completas a poste-

riori que serdo utilizadas para implementar o algoritmo de Gibbs.
Implementagao do algoritmo de Gibbs:

A seguir apresentamos as distribui¢cdes condicionais completas baseadas na pos-

teriori do modelo estendido usadas para implementar o algoritmo de Gibbs.

Passo 0: Fornecer um vetor inicial §© = (K@, 6%, 67, onde

40 = (0@, 49 4O GO 2T i o

’p’l b] 1(1)70
Passo 1:
e Se k=n:
entdo gere g = ( )T I 2., e o, onde:
g w Tiy---9Zn) 5 Q1, luu'lvax(]) 11 -

Iilm(—i)gr Dgps ~
V(o2 [PXit BuYi = ) + dodm]  Aofory (447)
N{oi o2y(A + 31) + Aot To2y(A+32) + Aot o

parat=1,...,n,

. 3 2 2 2 2
a1z, ag, 31 Ba 12 12, 051)5 21y 015 03+ Dobs ~

v <chl Y= 3 )—%—/\01201_ /\0;30:‘;1 )

2 ? 2 2
no? -+ \oi nol + Aoy

(4.4.8)



2 2 2 2
)81[ I, 0y, Gz, /82: Hi, K2, Uz(l)) 0;:(2)) 01,09, Dobs ~
N (031 1 (Ys — aq)zs + Abyo? /\afar%l )
o} Y x4+ Ao? ’ 03 Trz?+ Ao}

(4.4.9)

2 2 2 2
ullg7al>a27/8b :321 03:(1)5 02(2)101702)D0bs ~

o2 S xi+ om0l ol
N( o 2oi=1 )™ T, %2(2) , (4.4.10)

2 2 v 2 2
nog + 05 nog, + 054

2 2 2 2
Ux(l)lz al)a2,/31):327,ul) H2, 01(2)7 01,09, Dobs ~

IG( +e1;= Z(a:, +d1> (4.4.11)

2 2 2 2
Uli%3a1}a2algl,/82y,ula:u27 1(1)7 1(2)702)Dobs~

IG(n+f1;%[ =1(Ys A — Biz;)? Z(X —z;) }-%gl), (4.4.12)

Faca:
ay = oy, Bo =P, po = i, 92:(2) = 02(1), o3 = of.
e Caso contrdrio,se 1 <k <n-—1:
entdo gere z,aq,as, O, Ba, 1, M2, og(l), 02(2)} o? e 02 usando as férmulas (4.2.3)

a (4.2.13), respectivamente.
Passo 2: Gerar um valor de K da distribui¢ao discreta

P(Kzklg>a1:a2>ﬁlrﬁ23,ul»/l2r03(}),02(2):gf7a%:Dobs)
L1(6:|D)p(n)7(81)

Li(91|D)p(n)m (6, )+Z""1 L(k 61, 92| D)p(k)m(91)7(g2)’
Lk g ﬁ (k) ( 93“(92

LD (6r) + Spm iL(k 91, 62[D)p(k)m(91)7(82)’

A<k<n-1,

onde:

p(k) = probabilidade a priori de que K =k (k=1.2....,n),
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dada por exemplo por (4.4.4) e (4.4.5),
L(k, g1, §2|D) é proporcional a (4.4.2),

L1(81]Dobs) € proporcional a (4.4.3),

m(e2) = Aﬂﬁmyﬂﬁnw34ﬁ“%m{_

2d 2
23]
722 o5

1[{ag—aq)? —by)2 —1ms)?
5{( 2 a 2) +(/32 . 2) +(/12 : 2)
Oan 03, Oua

A constante de proporcionalidade M ¢ igual a

ds9f’

T(e)T(f2)27 \/277032 03,02, .

Passo 3: volte ao Passo 1.

Usando as distribuigbes condicionais completas acima podemos implementar o
algoritmo de Gibbs com o objetivo de amostrar da posteriori do modelo dado por
(4.4.1), (4.4.4), (4.4.5) e (4.4.6).

Se observagoes geradas pelo algoritmo constituem de fato uma amostra da pos-
teriori, podemos estimar a distribui¢ao & posteriori marginal de k£ da mesma forma
que na subse¢ao 4.2.3 (sé que agora k pode assumir o valor n) e se P(k = n|Dgs) >

1 — P(k = n|Dqyys), entao aceitamos Hy; caso contrério, rejeitamos Hy.

Observagao 1: No caso do modelo que permite mudanca em um subconjunto de até
quatro parametros podemos testar a hipétese Hy versus H; usando a distribui¢ao
marginal & posteriori de k& de forma semelhante & descrita acima, fazendo uma

analogia com o procedimento da secéo 4.3.

Observagao 2: E importante que se faca uma andlise de sensibilidade da dis-
tribui¢ao a posteriori de k a diferentes prioris. Uma idéia bem simples é considerar
uma grade de vérios possiveis valores para o hiperparametro ¢ (ond ¢ = P(k =n) a

priori) e ver como isso afeta a posteriori marginal de k.
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Segundo Kim (1991) que estudou o modelo de regressao cléssico (cuja covarigvel
nao tem erros de medida), o teste de Bayes tradicional que usa a posteriori de k

para detectar mudanga é bastante sensivel a escolha da priori na maioria dos casos.

4.4.2 Procedimento 2 — Uso da distribuicao a posteriori da
diferenca (ou quociente) entre os parametros.

Uma outra forma de detetar se existe mudanga nos parametros é examinar as dis-
tribui¢bes marginais a posteriori da diferenca (ou quociente) entre os pardmetros
“antes e depois da mudanca” no modelo que permite mudanga em todos os pardmetros.
A hipétese Hy pode ser dividida nas sub-hipéteses: Hy; : oy —ag =0, Hyp : f1— o =
0, Hoz : 11 — pto = 0, Hoy : %% =1, Hps : g% = 1, sendo que H; é rejeitada quando
pelo menos uma das sub-hipéteses é rejeitada.

Em principio a separacao da hipdtese nula Hj nas cinco sub-hipéteses Hyy, . . ., Hos
é 1til para determinarmos quais pardmetros mudam (isto é, quais pardmetros sio
responsaveis pela mudanga).

Conceitualmente a decis@o, por exemplo, de aceitar a sub-hipGtese Hps seria
razodvel se P(B2 — 1 > 0] Dobs) = P(B2 — B1 < 0|Dops) = 0.5. Assim se observarmos
por exemplo que P(ﬁz — 31 > 0|Dgbs) =~ 0.80, ficarfamos razoavelmente confiantes
de “rejeitar ” essa hipdtese.

Obs: A andlise fica bastante simplificada quando a distribuigao da diferenca de

g2 — 41 é analisada apenas marginalmente (em vez de conjuntamente) entretanto o

prego é que esta aproximacao pode ser bem ruim.

4.4.3 Procedimeto 3 — Uso de critérios de selecao ou escolha
de modelos

Outra forma de detectar a existéncia de mudanga é tratar o problema de ponto

de mudanca como um problema de selecio de modelos, isto é utilizar métodos
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bayesianos de comparagao (ou escolha) de modelos, para comparar o modelo sem
nenhuma mudanca com o modelo que permite mudanca.

Existem vérios critérios de escolha de modelos descritos na literatura para essa
finalidade. Alguns dos mais populares sao, por exemplo, o método do “Fator de
Bayes”, o “Pseudo Fator de Bayes”, a “Medida L e o0 BIC (“Bayesian Information
Criterion”).

Uma maneira de tratar o problema é comparar o modelo com mudanca apés o
ponto k desconhecido (aleatério) com o modelo sem nenhuma mudanca (usando ob-
viamente o mesmo conjunto de dados). Nesse caso, checa-se a existéncia de mudanca
e estima-se o ponto de mudanca simultdneamente.

Uma alternativa para tratar o problema é para cada k fixado, comparar o modelo
com mudanga em k£ com o modelo sem mudanca.

A seguir, apresentamos os critérios de escolha mencionados acima para o prob-

lema de mudanca no modelo estrutural normal com erros nas varidveis.
(1°) O critério do Fator de Bayes

O Fator de Bayes é um critério de comparagao de dois modelos que se aplica
somente no caso de prioris préprias. Na secao [4.4.3] do Apéndice, apresentamos a
defini¢ao dessa medida.

O Fator de Bayes para comparar os modelos M; , e M, (onde M, ; é o modelo
com mudanga nos pardmetros apés a k-ésima observacao e M, é o modelo sem

mudangas) é definido por

(U, U
B ﬂ‘(Q”’l)"‘? an

My )
)

BF (142 (4.4.13)

onde U; = G() eonde (Uy,.... Up|Myx) e n( U, . ... UML) sdo as densidades

marginais dos dados sob os modelos M ;. e M, respectivamente.
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Na literatura existem vérias técnicas que podem ser usadas para estimar o fator
individual de Bayes B(jx)2. Um método direto proposto por Newton e Raftery

(1994), estima o numerador 7( Uy, ..., Un|M; ) por

-1

(U UM = (L3 !
Y1y+--5 Yn Lk) — ~ 3
Gomm(U,. ., Unlol?, 857, k@)

A

onde QQ) e, Qgc) é uma amostra da posteriori sob o modelo M e
P (@)

w(Ui,..., Unl81, 82, k) é a densidade das observagoes sob o modelo M, descrito

em (4.4.1)

O denominador m( Uy, ..., U,|M>) é estimado por

1 & 1 B
(U, ..., Un|Ma) = (5 Z (U, ..., [Njnw(g))) ’

g=1
onde (gM,..., @) é uma amostra da posteriori sob o modelo M, definido em
(2.3.1) em(Uy,..., Us|g) é a densidade das observagoes sob esse modelo.

Outra maneira de tratar o problema é usar o método de Dey (1997).

Dey (1997) mostrou que o Fator de Bayes que compara um modelo sem mu-
danca (M;) com um modelo com mudanga (M), onde o ponto de mudanga k néo
€ especificado, pode ser escrito como uma combinagao linear convexa de fatores de
Bayes individuais, isto €,

n—1
BFi2= Y mBFu,. onde pp=

— {(l—c)p[sz], 1<k<n-1,
k=1

c, k=n.
é a distribuigao a priori de k.

Esse resultado pode ser usado, por exemplo, para comparar o modelo estrutural
Normal que permite mudanca em todos os parametros (que esta definido em (4.1.1)
e tem priori em (4.1.2)) com o modelo estrutural Normal sem mudanga que esta

definido em (2.3.1) e tem priori em (2.3.2). Nesse exemplo, o Fator de Bayes é dado

210



por

BF,, = Z PeBF(1,1)2, (4.4.14)

keK={1,...,n-1}

onde pr = =15(1—¢) (onde ¢ = P(K = n) = 0) e BFy ) é o fator individual de
Bayes que compara o modelo com mudanga apds o ponto k fixado com o modelo

sem mudanga,

7T( gl;u'a gn'A'II,k) ___fGlfez ﬂ-( gla'-'1 gn'ﬁh,@% ,.)

_ (81, 82, k)dg1d g,
(U, .- ., Un|M,) Jom(Us,..., Unlg)m(g)dg

~

BF 52 =

onde g = (e, 8, p1,02,0%)T e g = (eu, By pts, 025y, 02)7, i = 1,2,
(U1, ..., Unl81, §2,k) é a densidade das observagdes sob o modelo M, ; definido
m (4.1.1) (com k fixado),
(81, 82, k) = m(§1)7(g2), é a distribuicao & priori dada em (4.2.1) quando p(k) = 1,
(U, ..., Unlg) é a densidade das observagdes sob o modelo M, definido em (2.3.1)
e 7(§) é a priori dada em (2.3.2).
O resultado em (4.4.14) serd verificado abaixo usando a justificativa dada em

Chung e Dey (1996).

Justificativa: O Fator de Bayes para comparar o modelo M; com o modelo M, é
Uh, ..., UM
BFLQ — ’/T( Y1, » X l 1)

(U, Un|Ma) onde

m(Up,....Up, 1<k<n-1)

T oo, Ul M = =
T( gh 3 anj [1) ﬂ( gla ) gnlmUdaDQa) P(}. S k S 7 — 1) )

onde P(1<k<n-1)=1-c(onde c = p[K = n]) e portanto

TT(U ..... // 71Uty Uny 1, 82,1 <k < n—1)dg1d g
1l—c¢ 8,/6,

- // 7(Ure. . Unlgrs 82, 1< k< n—=1)m(g1, 2.1 < k < n— 1)dg;d gy

1"‘C 81/8, - ~ ~
// ----- 'al81: B2, k)7 (81, B2, k)dg1d g

1"‘Ck 1 S 2

= 1”6// (U Unl81, 92, k)7( 61, 62)dg1d g
1-—ck 71 Jo,Je, 1s---: Un|f1, 2, K)7( 01, §2)d 81482



1 n-1
- S 7 (Uns .., UnlMy).

n—~1k___1

Portanto,

1 ! TF( gla Ty Q"IA/II'k) — = !

n—15= n(U,..., UnMs) - kglmn — 1BF(1,1:),2.

BF,, =

Observacgao: Utilizando o resultado de Dey (1997) podemos checar se existe mu-
danca e obter um estimativa do ponto de mudanca simultaneamente. Se houver
mudanga, o ponto de mudanca serd o valor de k cujo Fator de Bayes individual é

maximo.

O Fator de Bayes individual nesse caso é dado por

(U, Unl M)
#(Un, -, UnlMy)

ﬁiﬁ(l,k),? =

que pode ser estimado pelo método de Newton e Raftery descrito anteriormente
fazendo k() = k.

Outro método relativamente simples de ser implementado é o método de Chib
(1995), descrito na se¢éo [4.4.3a] do Apéndice. A seguir, vamos apresentar os calculos

para a estimacao do fator individual de Bayes pelo método de Chib (1995).
Estimacao de 7( Ui, ..., U,|M2) = 7(Dons| M2)

Usando o método de Chib descrito na segéo [4.4.3 a] do apéndice, temos que

log w( Uy, ..., Un|Ms) =logn(Uy,..., Uslg’) +log7(g") — log #(8'| Dobs),

onde ¢’ pode ser uma estimativa da média da posteriori p(g|Dops). Além disso,

#(§'|Dops) = (0% |z'.a, 3, 1. 0%, Do)t (0% | 2", 0/, 3. 11, Dops).

A2’ o', 3 Dops)7 (3] 2. &, Dops)m(a'| ", Dops)™( 2" Dobs)-
A seguir damos os passos para a estimacao dessas quantidades.
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(a) 7(z'|Dops) € calculada usando o algoritmo de Gibbs seguinte:

Passo 1:

Passo 2:

Passo 3:

fornecer um valor inicial (@, 3O, 4@ 20 520)) faca i = 0.

gerar 2" de m(z;]a®, 3D, 1@ 02V 62 Dyy), i = 1,2,...,n, dada
m (2.5.14),

gerar o@D de 7(a] 2D, 8O 1 60 62 D), dada em (2.5.9),

gerar 30FD de (3] (D, ot 4@ 627 629 D), dada em (2.5.10),

gerar ,u(”l) de m(p| g @D o+ et 520 520 1oy dadaem (2.5.11),
gerar 02" de m(02| g (D), oU+D), g6+ 641 520 Do Y dadaem (2.5.12),
gerar 02" de m(0?| ¢+, o+D), G+ L6+1) 52650 1y L Y dada em (2.5.13),

fazer i = ¢ + 1 e voltar ao passo 2, até convergir. Calcule

1 G n
( ,iDObs - GZHW(GC |a(g) ﬂ(g) 3(9)10-2(9))D0b5))

g=1i=1

onde (g, ..., (®) é uma amostra de G elementos gerados pelo algo-

ritmo.

(b) #(/|z’, Dobs) é calculada usando o seguinte algoritmo de Gibbs:

Passo 1: fornecer um valor inicial (3@, pu©, o2

9(0 (o
' 627, fazer i = 0,

Passo 2: gerar

a(i+1) de W(QI-Z: = ’B () /1‘(:) 2(' 2(i),Dobs);

‘3(72-4-1) de 7‘_(3155 — /}a(i+1)7#(i),0§ i)’0_2(i)’ Dobs):

i1

#(i+1) de ﬂ(ﬂ[‘f — :NC,? a(i+l),;3(i+l), oﬁ“’,oz(’), Dobs):
‘732:(,“) de ”T(Uzl ‘Nr = ‘zl7 a(i+1)7 ;8(i+1>)#(i+l): 02(2)) Dobs):

(i+1) ; : : (+1)
o7 de (ot x = ', a0, 30D 051 527 DL,

Passo 3: fazer i = 7+ 1 e voltar ao passo 2, até convergir. Calcule

16 S
il‘ DObS) -~ Z '(aj,“g = ‘I 3(g) M ):O-;:?(g):O’QU)s Dobs)'

g 1
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(¢) #(F'|z’, &', Dos) é calculada usando o seguinte algoritmo de Gibbs:

020 .
29 52O fazer i = 0,

Passo 1: fornecer um valor inicial (u®, 02" o

Passo 2: gerar
i+1 - _ ; 2(i) o(#)
B de n(Blz = z',a = o/, uP,027 6% Do),
i+1 ; @ o)
/‘L(z+ ) de 71'(,[1! 2; = xlv = CY,, 5(z+l);032: )J 7D0b5)>

26 +1) YD S - e 2 S | i+1) 209
0: de W(Uzig - %‘ ia*‘ avﬂ(H- )1“(z+ )10 ’DObS)’

2(i+1) ] DY N O A% | i+1) 20+
o de W(U 'g =T,a=a vﬁ(ﬂ’ )a/“'(ﬂ— );U 7DobS),

Passo 3: fazer 1 = ¢ + 1 e voltar ao passo 2, até convergir. Calcule
Aralt 1 < v ’ oo (g) 2@ 29
W(ﬁlgaa,Dobs)=EZW(ﬂ!§zg")a:a).u' 0z 50 )Dobs)‘
g=1

(d) w(|z’, e, B, Dos) é calculado usando o seguinte algoritmo de Gibbs:

L © 90 :
Passo 1: fornecer um valor inicial (¢2™,02""), fazer i = 0,

Passo 2: gerar

A G a®
pi de n(plz = z',a=o/,8=3,02",0%", Dos),

T
o(i+1} d 2 - 7 o 3 o (1'+1) 2(i+1) D
0z e'”(azl%'—%';a“a,, “‘1871'5 y O > obs)’

(i+1) ; {i+1)
0 den(o?z = z/a=a, B =01tV 627" Dys),

Passo 3: fazer i = i + 1 e voltar ao passo 2, até convergir. Calcule
1 & (9) 29
|z, o, B, Dovs) = e Yoz =zg',a=0d,8=0,02",0"", Dops).
g=1

(e) #(0Z|z',a', 3, i, Dovs) é calculado usando o seguinte algoritmo de Gibbs:

e e . (0) .
Passo 1: fornecer um valor inicial 0%, fazer i = 0,

Passo 2: gerar
‘2(""”1) 2 __ . VA Yi . ’ 2('}
o; den(oilr=2"a=a . 3=3p=p.0"" Dus),

i+1) . ) (141}
oV den(dPlz=2"a=a"3=F p=y 0" Dus).
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Passo 3: fazer i = 7 + 1 e voltar ao passo 2, até convergir. Calcule

G

. 1 (9)
’/T(O’g,i z', o, 3" 1, Dops) = el Z 71'(0211 z=z'a=d,B=5pu=y, o??, Dips)-
g=1

(f) Caleular m(o? |2, o/, 3, 1t/ 0%

)

D) que é dada em (2.5.13) quando substituimos

g por g'.

Estimacgao de n( Uy, ..., U,|M, ), onde M, x é o modelo definido em (4.1.1) que

permite mudanga em todos os pardmetros apds o ponto k.
1)
T
. | ™
No modelo M, com k fixado, o vetor de pardmetros é @ | onde §; =

Q(z)
(aivﬁinu'iyoz(i)’ O'z’?)Ta :13(1) - (3:17 “e axk)Ta -3;(2) = (xk-f-h R azn)T
e 7(U,..., Upn|Mix) pode ser obtido de forma totalmente semelhante a

#(Un, ..., Us|My), descrito acima.
(2°) O critério do Pseudo Fator de Bayes

Na segéo [4.4.3b] do Apéndice damos uma breve introducao sobre essa medida
no caso geral.

O Pseudo Fator de Bayes para comparar o modelo M; x com o modelo M, (onde
M ;. é o modelo estrutural Normal que permite mudanca em todos os parimetros e

M3 é o modelo sem mudanca) é dado por

1%, cpo{Mix)

PBF |y = o=l 2
(1,k)2 ?21 CPOEA,IZ)

onde Cpol(‘"”?) = Tat, (Ui Dobs(—1)) pode ser estimada usando as férmulas (2.10.5) ou

Myk)

(2.10.9) ou (2.10.11) e CPOZ(» = a1, . ( Ui] Dobs(—i)) pode ser estimada usando por

exemplo as férmulas (4.5.5) ou (4.5.8). dadas mais adiante, para todoi=1,...,n.

Observacao: Se o modelo M a priori permite mudanga em apenas um subcon-

junto de parametros apds o ponto k, os calculos podem ser refeitos facilmente, de
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forma totalmente semelhante, apenas incorporando as devidas restrigdes.
(2°) A medida L no modelo com ponto de mudanga

Na secao 2.11, a medida L foi obtida para o modelo estrutural Normal sem
mudanca. Nesta se¢ao obtemos a medida L aplicada ao modelo estrutural Normal
que permite mudanga em todos os pardmetros apés o ponto k. O modelo escolhido

serd aquele com o menor valor dessa medida.

o Formulagao

U
Seja Dops = : onde U; = G;) é tal que
Un
Nif ot B\ . 12‘73(1) + Ao? ﬂwim 1 k
b 2 2 2 e LT
Hi Blg:r(l) 02(1) + Oy
Uilg ~
N K Q2 +/52#2 ) . ( B30%my + 203 el )} g
) 2 2 2 ;0= + 1) ceey T
P20z2) 022) T Ous
k
onde § = | 61 | e ;s = (0, B, 14,0 I(z),al)T ; = 1,2. Além disso, U;|§ sdo
g2
independentes parai=1,...,n.
Seja U;, ¢ = 1,...,n, os vetores de observacoes futuras, com a mesma dis-

tribuicao de U;|§. Entdo a medida L é dada por

Ly(Dops, 0) = ZVar(U*lDobs)+6ZU E(U|Dobs)|[Us — E(U | Dobs)] T

i=1 7=1
onde 0 <5 <1eonde

E(U}|Dobs) = EélDobs[E(g;‘klé)}r e
Var(l.(,ﬂDobs) = Eé obs[\’ar<(’ [é)}'f_\aréiDobL (g:l.é)}
onde
Var §p,,, [E(U;18)] = Ejip.([E(TIDIEL)]T)
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~(EfiDoss BT NIE§ip.. (BT 1B,

Portanto, a medida L pode ser facilmente calculada usando Monte Carlo da

seguinte maneira.

k(9)
Seja (§D,..., 59), onde §@ = | ' | uma amostra da posteriori p(§|Dobs),
(9)
92
gerada por exemplo pelo algoritmo de Gibbs da segao 4.2.2, entdo
o~ n 1 G
TiDand) = 3o{ 53 Var (189 + G X E(GIAE(I)
i=1 =1 g=1

B (é }c*: (0| §<g>>> (éij(Q’:lé@))T}
“Elu-sEmenen]lu- 4 oe]

onde

(9) (9),,(9)
ay” +
E“)(g:w))-——( 1 €§ M et <i< k),

(9) (9), (9)
+
E<2><Lf:x,eég))=( ff,, 2 ) e k6 +1<i<n

e 3 2(g) 2(g> oy

(9) ‘2(9) 2(g) (9) 2(g)
Var (U |g) = [ A% £ i
1 0z(1) I:0) T o1

) (9)
Var(Ggw) = e lSIEED

(9) 2(g) o2 2(y)

2(g) 2(9) + /\02(9) ﬁ(g) 2(9)
2 0z(2) 02y T 02

Var @(Urg5") = ( P

se k9 +1<i<n,
onde ¢ € [0,1].

Note que L2 (Dgps, 0) € uma matriz 2 x 2 e uma possivel medida resumo seria obter

o determinante ou traco dessa matriz, isto é, det (Lg( obs; 0)) ou tr (LQ(DObb, 0)).

Observagao: No modelo com mudanga apenas num subconjunto de pardmetros,
o célculo da medida L é totalmente semelhante, bastando adaptar as férmulas

(incorporando-se as devidas restrigoes de igualdade).
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(4°) O BIC

Seja M; o modelo estrutural Normal com restricao de identificabilidade e que
permite mudanca em todos os parametros apds o ponto k e seja M, o modelo sem
mudanca.

Na se¢do 2.11 vimos como calcular o BICy;,. O céleulo do BIC,, , também é
simples j4 que no modelo identificdivel com ponto de mudanca k, os estimadores de

méxima verossimilhanga sdo conhecidos explicitamente.

Observacao: E interessante ressaltar que esses métodos podem ser utilizados para
escolher o “methor modelo” dentre os 2% possiveis modelos (isto é, aqueles que

permitem mudanca em até 5 ou 4 ou 3 ou 2 ou 1 ou nenhum parametro).

4.5 Distribuicao preditiva e avaliacao do ajuste

A avaliacdo da qualidade do ajuste do modelo estrutural Normal com um ponto
de mudanga pode ser feita de forma andloga & apresentada na secao 2.10 para o
modelo sem mudanga. Para isso, vamos obter as férmulas de cdlculo da densidade
condicional preditiva de validagao cruzada CPO e dos residuos de validacao cruzada
correspondentes.

Nessa secao vamos trabalhar apenas com o modelo que permite mudanca em
todos os parametros, lembrando que o procedimento para o caso de um modelo que
permite mudanca em apenas um subconjunto de paridmetros é totalmente seme-
lhante, bastando fazer as devidas adaptacoes.

Na subsecao 4.5.1, a seguir, apresentamos a distribuicao preditiva, na subsecio

4.5.2 as férmulas de CPO e na subsecgao 4.5.3 os residuos de validacao cruzada.
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4.5.1 Distribuigcao preditiva

A distribuigao preditiva sob o modelo estrutural Normal que permite mudanca em
todos os parametros, dado em (4.1.1), é dada por m(Us|Dops), onde Uy é uma

observacao futura G;ff ) e Dops € a amostra (U, Us,..., U,), onde U; = ()’{)

Calculo de 7(Uf|Dops)

’ﬂ'( gf‘Dobs) - /* '/T( gf) élDobs)dé = /;‘ 71'( gf'é)ﬂ'(éiDobs)dé
- /e m(YelXg, )m(X418)7 (8 Dabs)d}

(= [, 701¥7, D D@D

k
onde § = ( 01 ) e (§|Dovs) é a posteriori de § e onde

N <(a1 +ﬁ1#1) : ( Biozw +Hot fioz )), se f<k

2 2 2
+

indep I Prozay Ozt o
Nf!,é ~ 2 92 2 2

A
N[ [ + Bapa : 2":(2)2+ T2 2'3201"(2) 2 1], sef>k
2 Py Ozt 02
(4.5.1)

Geracao de uma observagao futura
Para gerar, por exemplo, uma observagao Uy apés a mudanga, basta seguir por

exemplo os seguintes passos:
(1) gerar §'9 da posteriori m(§|Dobs) (ou de 7(§, z|Dops)),
(2) gerar X\ de m(X;|$19), onde X5lg ~ N(pz: 02 + 03),

(3) gerar Y}(g) de ( ’fiX}g), §19)), onde

Y1 X5 §~ N[as+3 %0 (Xp—pa): F0% )+ 03 %)
FiR g 8~ N Qo ot s (X = )0 35 059y T A0S = 7]
imﬂwlﬁ @ 03(2)—}—05
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Portanto, para gerar Y}, apés a mudanca, dado que Xy = X, basta
(1) gerar 4 de 7(§|Dobs) (ou 7(§, Z|Dobs)),

(2) gerar yf(g) de m(Y¢| X = Xo, §9).

(b) Para gerar uma observagao futura Uy (ou Y s|X; = Xy), até a mudanca, basta

seguir 0s Mesmos passos, porém agora
.2
X518 ~ N(u; Tz1) +o}) e

VX 5 N ,B B%ai(l) X ,32 2 A 2 ﬂ]?(o-g(l))2
11Xp g~ Nt 1”1+03(1)+a?( s = 4); Bz + R

Observagao: A distribuigao preditiva 7( Us|Dops) também pode ser escrita como
Lo [o, 7Ur bozADanddzs = [ [ w(Uylas, Byn(asl2)m(3| Do)y

(4.5.2)

onde
T '5 ing:sp N(ﬂlagg(l))a se f S k)
712 N(/"’?ao'g(Z))i se f > k?

a; + Gizy . Moz 0
| ) (8 )] g

oy + Bozxy |\ Aoz 0
) (3]

4.5.2 Densidade condicional preditiva de validagao cruzada

ind
Uslzs, § °~°

A seguir apresentamos trés maneiras alternativas de estimar a densidade preditiva
de validagao cruzada (CPO;) para o modelo estrutural Normal com mudanca em
todos os parametros apés a k-ésima observacao.

Seja U; = (3‘;) a i-ésima observacao da amostra, Dyps(—;y = LU(—;). e CPO; =

7( [,{IilDobs(~i))-



Férmulas de cédlculo da CPO;,

Férmula 1
-1
CPO, = (Uil Dops(—sy) = ( L 7 é)n(élDobs)dé) . (453)
g1
i=1,...,n,onde § = | g = (a, 53, ps, 02 0240 a)T, 2 (com o? =02 e
k

o2 = A\o?), onde

€y

(( o +51.U1 ) : ( 5%“%1)"'/\‘7? Bio2ay ))
’ Bioia ol +ai ))’
) 1<
Uil § "~ S (4.5.4)
<< 2 +52/J2 ) ( ﬁgoig) + o3 5020 ))
B30 ‘7.3(2) + 03 ’
S _<.
Estimacao
(9)
Dada uma amostra (§, ..., §(©)) da posteriori p(§|Dons), onde §(9) = g(-")
k(g)
entao uma estimativa de Monte Carlo de CPO; é dada por
-1
Oi= (G 2 W(L’W))) !
onde
1 pl9 < i< k@
ﬂ(gilé(g)) = “l(gziﬁ%g)): se 1(_ 1 = k9, (4.5.5)
ma( Uil 95"), se k9 <i<n,
para g =1,...,G, onde,
@ & 1 (@y2,.2(9) , 3 20) 2
(Glg) = 2l 2 e e (G BT
2357
2(g) 2(g) a 2 2
_.2,3;_9 18 (Y — a _ 3jg)/l§'g))(Xi 9)) + (o 83 + o (9))(Y §g) 3 9)#59 )2 }}
dd 491 2@ G2e) N S20) 2e) |y 2a2 o 9 =
GZ 05 0G) T ATy A =12 (4.5.6)
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Observagao: A amostra (§, ..., ) pode ser gerada da posteriori p(§|Dops) por
exemplo pelo algoritmo de Metropolis-Hastings em Gibbs (desde que este convirja),
ou entdo da posteriori conjunta p(§, z|Dows), por exemplo pelo algoritmo de Gibbs

(desde que este convirja).

Foérmula 2

-1
CPO; = (Ui| Dobs(-i)) = (/§ / mﬂ(%éll}obs)d%dé) , (45.7)

N((m;ﬂlzi); (Ag? 0?2)) l<i<h
i 1
Z; ! -

é(l)))”‘,(é(c)

5 (1) “j(g))) da posteriori conjunta

t=1,...,n, onde

Estimacao
Dada uma amostra ((

m(z, é[ Debs), uma estimativa de Monte Carlo de CPO; é dada por

— 18 1 -
CPO,; = | = :
(G 2 Uilg), =i, k@))

onde
Uil 9,21, sel<i<k®@
(U], 2@, ko) = § MLler,z ), sel i< kY, 458
(Gle ) ma( Uil g5, 21), se k@ +1<i<n, (458)
onde

1 [(v,—- 9 _ 3le) (9)y2 i (9)y2
7rj(Qilgg-g),I,(g))=(27r/\(ajz-(g))2)'% exp {_5 {( O R ) (Xi—z;”")

22O 72O
(4.5.9)
g=1...,Gj=1,2
Observagao: Se nao for possivel obter uma amostra ((g?&), AU (%?,)) da pos-

teriori p(§, z|Dobs) pelo algoritmo de Gibbs (por exemplo, porque nao hé con-

vergéncia), mas for possivel amostrar de p(§|Dops) (por exemplo, pelo algoritmo
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de M-H em Gibbs), entdo podemos ainda utilizar a expressdo em (4.5.8) para esti-
mar a CPO;. A diferenca, entretanto, estd no processo de geracao. Nesse caso, dada,
a amostra (§,..., §9) de 7(§|Dops) = 7(g, k| Dobs), devemos ainda gerar =9 de
7(z:]§9), onde

(9) o2 @
331‘[0(9), k9 ~ N(#% )7 151))) 1<k <n,
) N(ps”, o ;3(;)) k9 +1<i<n.

A justificativa desse procedimento segue do fato que

-1

1
(Uil Dabs (i) = [/$/ m“(%ié)ﬂ(éwobs)dédzi ;
onde
é N(/Jlaog(])L 1 .<... 1 S ky
inN ~ N(u230§(2)), k +1 S 7 S n.
4.5.3 Residuos de validagao cruzada

O residuo padronizado de validagao cruzada do modelo com mudanca é dado por

d; = Var "3 (Ui| Dovs(—5)[Us = E( Uil Dovs(—s))], i = 1,...,n

~

Cilculo de E(U;|Dabs(-))

E UilDobs(—i))z { (QIE )‘DobS(ﬁ‘)}

_/ / E(Ui|d,2:)7(8, 2|Davs(—s)ddd (4.5.10)

:</$/ m‘;ﬂ £lDon)d4d ~>-1 /. L. %ﬁ%ﬁf}n(é,zwowdédz

onde



Estimagéo de E( Qi]Dobs(ni))
Dada uma amostra ((g((l,),),..., (g((?))) de 7(8, z|Dobs), uma estimativa de

Monte Carlo de E( U;|Dobs(—i)) é dada por

E(Uilg"9, 2 k), (4511)

) R 1
E Uz’ Do s(—i)) = CPO’“
(Uil Dob ( )) G gZ=:1 7r([Jilg(g),mgg),/g(g))

onde CPO; é dada por (4.5.8), 7(U;| 8@, z) é dada por (4.5.9),

(9) (9),.(9)
ay’ + x
( ! £§ Y i=1,.. k9,
E(Uig®, 2, k) = § 5 @ S 00 (4.5.12)
8% x;
(2 © ) i=k9+1,..m,
T

Estimacdo da Var (U;|Dobs(-i))

]

— . G 1@ 2@ L9
Var (Ui|Dobs(—s)) = CPOi[l Var (Uilg ’f; k)

G = (U, 2, k)
1 & E(Ui|99, 22 k)E( U] ORSONOMN
G ; UATICR 2R D) }
—[E(Us| Dobs(—y N E( Uil Dobs(-ip)] *»

onde
CPO, é dada em (4.5.8), 7(U;|9@,z!) é dada em (4.5.9),
E(Ui|Dops(sy) 6 dada em (4.5.11), E(Ui| g9, 2() ¢ dada em (4.5.12), e

2(9)
</\01 29)), i:}‘"“’k(g)}

Var (Ui 9@, 209, k@) = 2(9) o3
o3 0 i=k@ +1.... . n
0 o_g(y) s ’ ’



4.6 Estabelecimento das condigoes para a existéncia
da posteriori sob algumas escolhas de prioris
improéprias

Nessa secao vamos estudar a existéncia da distribuicdo & posteriori no modelo de
regressao estrutural Normal com ponto de mudancga e com restri¢do de identificabi-
lidade (de que a razdo das variancias é conhecida) considerando prioris impréprias
andlogas as usadas na se¢do 2.8. Inicialmente, na subse¢do 4.6.1, estudamos o modelo
que permite mudanga em todos os parametros e depois, na subsecio 4.6.2, o modelo
que permite mudanga apenas em o2 com priori do tipo (g, k)  p(k)m(o?) IT2, m(02),
onde w(aﬁ(i)) ~ IG(c;, d;), parai = 1,2.
4.6.1 Condicoes necessarias e suficientes no modelo que per-
mite mudanga em todos os parametros
Nesta se¢@o apresentamos alguns teoremas que garantem a existéncia da posteriori
no modelo de regressao linear simples com erros normais que permite mudanga em to-
dos os parametros quando certas prioris impréprias do tipo w(k, g) = p(k)7(91)7(42)
sao utilizadas.

No modelo com mudanca em todos os pardmetros e priori de componentes inde-

pendentes, vimos em (4.1.5) que a posteriori p(k, §]Dobs) é proporcional a
k).L1 (1] Dovs:” La(g2] Dovss' ™
p( ) 1(@1] obs] )W(QI) 2(,@21 obs2 )77(,62)

onde Ll(gllDobsgk)) e Lo QQIDOng""k)) séo, respectivamente, as verossimilhancas
antes e depois da mudanca dadas em (4.1.3) e 7(g,) e 7(g2) sao, respectivamente,
as prioris antes e depois da mudanca. O espago paramétrico é K x ©, onde K é um
conjunto finito dos possiveis valores de k e © = {g = (g;) : §: € O;}.

~

Portanto, para mostrar que a posteriori é prépria (isto é, para mostrar que

]
[\"]
Ut



Skex Jo Pk, 8]Dobs)d g < o0), devemos mostrar que

S (k) [, Li(g21Daw)r(0)dg1. [ Lol 21 D% ) m(g2)dgs < oo,
ke 61 62

onde L1 (81|Dobs™)m(91) é 0 miicleo da posteriori p; ( gllDobsgk)) (baseada nos dados
até a mudanga) e Lo ggtDobsgn_k))ﬂ( #2) é o nicleo da posteriori pa leDobsg""k))
(baseada nos dados apés a mudanga).

Como K é um conjunto finito, entdo basta mostrar que qualquer parcela dessa

soma é finita, ou seja, que as posterioris p; ( gliDobS(lk)) e paf leDobsg""k)) séo préprias

para k fixado (k € K).

Teorema 4.6.1 No modelo Normal com ponto de mudanga dado em (4.1.1), com
2
priori da forma w(§) = n(k, g1, 2) = p(k) [] 7(g:), onde
?=1

P[K=k|, kek,
p(k)z{o [ h caso contrdrio e”(ﬁz‘)“”(”ﬁ(i))“(”?); onde W(O'z(i))"'IG(Ci,dz‘)
e n(0?) ~ IG(fi,g:), i = 1,2, entdo a condigdo necessdria e suficiente para a ex-

isténcia da posteriori é que k>3 en—k > 3.

Demonstragao: Para cada k fixado, o Teorema 2.8.2 garante que a integral
Jo, pl(gllDf)’g)SI)dgl ¢ finita se e somente se k > 3, e a integral g, pg(glegz;k))dQQ

é finita se e somente se (n—k) > 3. Portanto, concluimos que a posteriori do modelo

é prépria se e somentese 3 < k<n-3en>6. ]

Teorema 4.6.2 No modelo do Teorema 4.6.1, se a distribuicao W(ag(i)) for subs-
titutda por n(af(i)) x (ag(i))“”, r; > 0, ¢ = 1,2, entdo a condigdo necessdria e
suficiente para que a posteriori correspondente seja prépria é que k > 2, n—k > 2

e0<r<i i=12

Demonstragao: Para cada k fixado, o Teorema 2.8.3 garante que a integral

Jo, pl(gllDobsgk))dgl é finita se e somente se k > 2e 0 < 1, < —;— e a integral
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Je, pg(gngobsg’"k))dgz é finita se e somente se (n—k)>2e0<ry < —,_1; Portanto,
a posteriori sob esse modelo é prépria se e somentese k > 2, n—k>2e0<r; < %,

i=1,2. B

Teorema 4.6.3 Se no modelo do Teorema 4.6.1 a distribuicdo de w(o?) for sub-
stituida por w(c?) x (02)7%, 5, >0, i = 1,2, e além disso os vetores de dados X®
e Y@ forem linearmente independentes e as componentes de X (bem como as de
Y ® ) ndo sdo todas iguais (parai = 1,2), entdo a condicdo necessdria e suficiente

para que a posteriori sob esse modelo seja propria é quek >3 en—k > 3.

Demonstragao: A demonstracdo segue usando o mesmo argumento do teorema

anterior e o Teorema 2.8.4 do Capitulo 2. |

Teorema 4.6.4 No modelo do Teorema 4.6.1, se as distribuigoes de ’/T(O’z(i)) en(o?)
forem substituidas, respectiamente, por m(02y) (Ui(i))""‘ e m(0?) x (02)7%,
75,8: > 0,1=1,2, e além disso X @ e Y forem linearmente independentes e tais
que as componentes de X (bem como as de Y¥)) ndo sdo todas iguais, entdo a

condi¢cdo necessdria e suficiente para que a distribuicdo & posteriori sob esse modelo

seja propria € que k +r; + 51 >3 e(n~k)+r2+52>360<n-<%, i=1,2.

Demonstragao: Usando o mesmo argumento do teorema anterior e o Teorema

2.8.5, concluimos que para cada k fixado as integrais

¢ —k
[ meD%)das e [ pa(a1DG")dg
61 (5D

sao finitas se e somente se k+7r;+351 > 3, (n—k)+m+s3>3el0<r; < %, 1=1,2,

e portanto a posteriori existe se e somente se estas condigoes forem satisfeitas. M

o
\]
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4.6.2 Condigoes suficientes no modelo que permite mudanca

apenas em o>

Teorema 4.6.5 No modelo estrutural Normal que permite mudanga apenas no pa-
rametro o2 apds o ponto k, com priori (g, k) « p(k)m(a?) H'/r x(z)) onde

PK=k], ke K, onde }C € um conjunto finito,
_ 2 2 AT -
-(a,,B,,u, am(l)vax(Q)ﬁg ) )p(’{,‘)'—{ 0, caso contra.'mo,

n(c?) ~ IG(f,g) e m(02w) ~ 1G(ci, d;), i = 1,2, entdo uma condigio suficiente para

que a posteriori seja propria é que n > 3.

Demonstragao: O objetivo é mostrar que Y ,cx fo P(k, §]Dobs)df < 00,
onde p(k, 9 Do) = fo P(k, 8 Z|Doss)d € p(k, 8, 2| Do) o L(k, g1 D) (k: ),
onde Dops = {(¥;, Xi)T,i = 1,...,n}, D = {(V;, Xs,z:)T,i = 1,...,n}, © =
{g = (a,8, 11, az(l),agm,tﬂ)T € R®* x Ry}, K é o conjunto finito dos possiveis
valoresde k e £ = {z = (z1,...,7,) € R*}T.

Portanto, para mostrar que a posteriori é prépria, basta mostrar que

/ f (k, 9| D)7(9)dgd z < co para k fixado, onde

L(k, 8| D)m(g, k) o< (0%)~ W””( ) TE (02 ) T e,

11 2d 2d n Y, 4 o AX; = z)?
.exp{—a[ 21 N 22 2 Zz 1 { )\Czk ﬂr) + e ( : z;)
Oz Oz O o o
+ f:](zi - #)2 4 z?:k«i»l(xi - ﬂ)z] }
2 ) :
Oz@) 01(2)

Esta fung¢ao pode ser majorada pela seguinte funcao:

2d;

1(1)
4 2ds 29 4 Z?ZI(Y; - Q- 31’:‘)2 + S (X — 1171‘)2 " Zf:l(fi - #)2}}

3 3
Oy O Ao? c or

N

f(k. 8, 2, Dops) = (6%)~ 7+ (g2 )=(Gratl) (g2 )55 +et) exp{"{

e portanto

/:Z-‘/ (k. g1D)7(g. k)dgd %S//f(kv%" Deps)dgdz.

228



Integrando inicialmente a funcéo f(k, 8, z, Dobs) em relagdo a g =

(e, 8, p,az(l), 02(2), 02)T, obtemos que [g f(k, 8, z, Dops)dg é propotcional a

1 o n S:IS _ 52 n+f~—1
1/ [51;1(2‘11 + Spem) T (29 +3 (X — )+ ——-——;g ’Y) ] :
7=1 ook

onde SI(I)I(].) = Zle(xi - Tl)Q.

Portanto, //f(k,g,g,Dobs)dgdg

< (2dy) / : — 14
(Qg Y (X —3)? + m)
1 .
A integral / — T 7d z pode ser analisada
S:r:: 29+Z ( ’“xi)2+“‘siﬂ'gj‘%}sd

mais facilmente fazendo uma transformacao de varidveis (usada na se¢do 2.8) que a
cada <z;‘n)<la anlaynxl) associa (%nxl, énxla anl) - (H %nxlaHanlaHYnxl)a
onde H é a matriz de Helmert.

De fato, com esta mudancga de varidveis, a integral acima fica igual a

1
/ dz
sen2g\n+f—1
Z ) zall (20 + I 22 = bxl? + (VX — 2,)2 4 Loxlsen®0)

onde z,, b, e ¢y sao os vetores formados pelas primeiras n — 1 componentes de

z, b e ¢, respectivamente. # é o dngulo entre cy e z, e Z = {z = (#,.. zn)t

=

Z; € ]R}

Essa integral pode ser escrita como

1
/ / n+f~1dzndz1,
s/ {zeRY | o il 2g + |z + ifgsnﬁsen%) - ~
onde Z, = {z, = (z1,....24-1) : z; € R} e portanto, desde que n + f > %, ela é

proporcional a

1
/ =d 2
- 4+ 12 1€y i2sen20\Hf -5~
Zr H'Z.I“ (29 + “EI-— [ZY”.._*_ ‘Q}!A 9)
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Essa tultima integral (que é totalmente semelhante aquela que aparece na de-
monstragao do Teorema 2.8.4) é finitasel1<n—1el+2(n+ f— g) >n—1, isto

é, se n > 3. Concluimos portanto que a posteriori é finita se n > 3. n

Teorema 4.6.6 No modelo do Teorema 4.6.1, se trocarmos a distribuigio m(0?) ~
IG(f,g) por n(0?) < (0%)™%, s > 0, e se X e Y forem linearmente independentes,
onde as componentes de X, e as de Y, ndo sdo todas iguais, entdo uma condigao

suficiente para a ezisténcia da posteriori € que n > 3.

Demonstragao: Substituindo f por (s— 1) e g por zero na demonstragao anterior,
vemos que [g fo (8, k, £|Dovs)dgdz é majorada por uma integral que é propor-

cional a

/ ! =d z,,
2 Nzall (22 — b2 + Lexlfeen?oy™ 72 7
que é totalmente semelhante aquela que aparece na demonstraciao do Teorema 2.8.5
e portanto é finita se e somente se 1 <n—1e1+2(n+s—32) >n—1. Concluimos
que para cada k fixado em K, a integral [z fo (8, k, {Dops)dgd z é finitase n >3
e portanto, se n > 3, entao

fo /;p(,Q)k? -Z;'lDobs)de-Zf < 0. B

kex
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4.7 EXEMPLOS

Nessa se¢a@o sao apresentados exemplos de aplicagio da teoria das secoes 4.1 a 4.4,
envolvendo os modelos com restrigéo e sem restrigao de identificabilidade, utilizando

uma amostra de dados simulados.

4.7.1 Analise do modelo estrutural normal identificivel

1. O MODELO que permite mudanca em todos os parametros:

Y = Cl1+,8111?i+€i, ’i—_—l,...,k, ISICSTL"].,
L (12“1",821'-,;‘}'61', i:k+17"'7n7
X,-za:i—}—ui, izl,...,n,

onde
( 0 X? 0 O
N( 0 |: ( 0 o2 0 , i=1,...,k,
€ \ I} 0 0 o2y
u | % (4.7.1)
z; 0 M2 0 0
N 0 }; 0 o2 O ) , i=k+1,...,n,
o 0 0 oly

Distribuicao a priori:

7(g1, 82, k) = m(K)m(91)m(92), onde m(g,) = m(a)w(B)m (i )m(02 ) (02),
i = 1,2, onde a; ~ N(0;1000), 3; ~ N(0;1000), p; ~ N(0;1000),

02 ~ IG(2.001;1.0), 0? ~ IG(2.001;1.0) e

PK=k)=%, keK={1,...,n-1}, N

k) =
p(k) { 0, caso contrério.

e A = 1 com probabilidade 1.
2. DADOS
A Tabela 4.1 apresenta uma amostra de tamanho n=>50 de dados gerados a par-

tir do modelo em (4.7.1), com mudanca em todos os parametros. onde a;=2.0,
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Bi=1.0, ;m=2.0, 02;;=0.6, 07=0.1, 1y=1.0, 5=2.0, pp=4.0, 02=12, 03=02,
A=1.0, k = 20, utilizando-se um programa elaborado na linguagem OX (usando
a semente “ranseed=17").

Tabela 4.1: Amostra de tamanho n=50 de dados simulados a partir do modelo

(471), onde a1=2.0, ,31—‘:1.0, [1,122.0, 0'32:(1):0.6, 0'%:0.1, a2=1.0, ﬂ2=2.0, /12:4.0,
0-3<2):1.2, 0’%'—:0.2, A:].O, k = 20 -

~,

Y; X; i Y X; i Y X i Y X;

3.4970 1.2028 15 4.6854 2.1908 28 13.962 6.3921 41 8.7974 2.9984
3.6084 1.8785 16 3.0402 1.0815 29 7.0030 2.9641 42 7.9116 4.0154
5.1943 2.4628 17 3.8688 2.0400 30 8.3874 4.1586 43 7.2250 4.0347
5.1489 2.8678 18 5.5450 3.5886 31 11.844 6.2737 44 11.923 5.7843
2.3622 0.7882 19 4.3375 1.6627 32 10.348 3.9149 45 5.3486 2.1688
4.2616 1.8405 20 4.2863 2.1210 33 8.1851 3.7377 46 10.021 4.5871
3.5888 2.5897 21 4.6501 2.8548 34 6.7018 2.7880 47 8.2339 3.5194
3.6661 2.5529 22 0.2052 4.0509 35 9.3974 4.4571 48 3.2243 0.7888
4.8814 3.6252 23 4.6988 1.9951 36 10.736 3.7249 49 8.8972 3.3560
4.0650 2.5828 24 12.144 5.0546 37 8.3573 3.4238 50 9.8834 4.3421
3.9926 2.5085 25 8.7343 3.4862 38 12.353 5.4157

4.2061 2.4555 26 5.2684 2.2406 39 7.8066 3.1820

NeJo ol ferlo v oVl

P e ok ek
WO

OBSERVACAO: Nesse estudo, pelo fato de que a distribuigao & priori escolhida
¢é praticamente nao informativa e o conjunto de dados foi simulado a partir do
modelo em (4.7.1), onde a;=2.0, £;=1.0, y1;=2.0, 03(1)20.6, 02=0.1, ap=1.0, 3,=2.0,
po=4.0, 03(2)=1.2, 05=0.2, A=1.0, k£ = 20 entdo, se a metodologia empregada é
adequada, devemos esperar que as estimativas e os resultados a posteriori sejam
compativeis com esse modelo.
3. AJUSTE DO MODELO

Os algoritmos de Gibbs (simples) e “Modified and Collapsed Gibbs”foram uti-
lizados com o objetivo de amostrar da distribuigao & posteriori do modelo.

De cada algoritmo geramos M = 4 seqiiéncias paralelas de comprimento T =

10.000 partindo de pontos iniciais obtidos pelo seguinte procedimento:

9

<=

Obtivemos as estimativas de maximaverossimilhanga de ¢ :< <1} para cada

valor de k fixado (onde k = 3,..., n — 3). Aplicamos um algoritmo de otimizacao
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de Quase-Newton (denominado BFGS) usando cada uma dessas estimativas como

ponto inicial e localizamos n-5 pontos estaciondrios da posteriori. Depois disso

k

geramos 1000 pontos § = | g, | da distribuicio formada pela mistura de dis-
g2

tribuigdes t4(7,V*), ¢ = 1,...,n — 5, onde §; é o i-ésimo ponto estaciondrio e

; 81 Dos)\ ™
V5= — 08 P81 Dore) , onde os pesos w; de cada distribui¢ao sao dados
00087 9=4:

por w; = (87| Dobs)| V7|2, onde (@ | Dops) é a posteriori ndo normalizada calculada

no ponto §; .

Finalmente reamostramos apenas 10 pontos (utilizando re-amostragem ponder-
ada) , dos quais apenas os seguintes quatro pontos foram usados para inicializar o
algoritmo de Gibbs:

349 = (21,2.153,0.828, 2.608, 0.393, 0.216, 0.265, 2.281, 3.335, 0.862, 0.215)T

3 = (21,1.466,1.197,2.286,0.256,0.185, 0.331,2.149, 3.813,1.299, 0.202)T

3% = (21,3.140,0.393,2.522, 0.582,0.102, 2.299, 1.716, 3.998, 1.726, 0.084)”

59 = (21,1.924,0.967,1.950, 0.404,0.064, 1.758,2.013,3.791, 1.638, 0.306)”

3.a Diagnésticos de convergéncia

A seguir sdo apresentados alguns dispositivos graficos para o diagndstico de
possiveis falhas na convergéncia dos algoritmos de Gibbs e Modified Collapsed Gibbs.

Para cada um dos paradmetros do modelo proposto temos os graficos das séries
temporais, das funcées de auto-correlacao e da medida de Gelman e Rubin baseados
nos algoritmos de Gibbs e Modified Collapsed Gibbs. Temos também os gréficos da
medida de Brooks e Gelman obtidos a partir desses dois algoritmos.

As figuras 4.1 a 4.8 nao sugerem que exista problema na convergéncia dos algorit-
mos de Gibbs e Modified Collapsed Gibbs. Além disso o algoritmo M.Collap.Gibbs
parece ter uma melhor performance que o Gibbs (como pode ser visto principalmente

pela comparacao das fungoes de auto-correlagdo amostral correspondentes).
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Figura 4.1:

seqiiéncia de Gibbs de comprimento T = 50.000, partindo do ponto inicial §

Graficos das fungbes de auto-correlagiao de ai, az,81, B2, p1 e p2 , baseados em uma tnica

oo
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Figura 4.2:

Graficos das fungdes de auto-correlagdo de a3, a2,81, 82, p1 e p2 , baseados em uma tunica

seqiiéncia do algoritmo M.Collapsed Gibbs de comprimento T = 50.000.

1.0, comclograma de spmad:
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Figura 4.3: Graficos das fungoes de auto-correlagao de 0'31 ,afz. o

2

1 ,a% e k. Os 4 do lado esquerdo baseiam-se

na mesma seq. de Gibbs da figura 4.1 e os 4 do lado direito na mesma seq. do alg. “M.Collapsed Gibbs” da fig 4.2.
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Figura 4.4: Graficos das séries temporais (“trace”) de a1, a2, 81,82, p1, 12,02, 02,,0%,0% ¢ k versus “niimero
de iteragdes ” baseados em uma tnica sequiéncia de comprimento T = 50.000 do algoritmo de Gibbs .
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Figura 4.5 “Trace” de a1, aa, 31,32, p1,u2 baseados em uma seq. de T=50000 do alg. M.Collap.Gibbs.
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Figura 4.6: Graficos das séries temporais (“Trace”) de 02,,02,, 0%,0% e k versus “ nro. de iteragdes” baseados
em uma Unica seqiiéncia de comprimento T = 50.000 do algoritmo M.Collapsed Gibbs .
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Figura. 4.7: “Multiv. Potential Scale Reduction” de Brooks e Gelman (1998) baseados em M = 4 seqgiiéncias
de comprimento T = 10.000. O gréfico superior é baseado no alg. de Gibbs e o inferior no alg. M.Collapsed Gibbs.
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Gelman & Rubin Shrink Factors
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Gelman & Rubin Shrink Factors
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3.b Estimagao:

Para verificar se as estimativas & posteriori do ponto de mudangca k diferem muito
do valor verdadeiro, aplicamos o algoritmo M.Collapsed Gibbs n — 1 vezes, cada vez
usando um conjunto diferente de dados simulados (cada conjunto foi gerado apartir
do modelo em (4.7.1) com um valor de k diferente (k entre 1 e n-1), mas com os
mesmos valores de §; e g, usados na geracdo da tabela 4.1).

A tabela 4.2 apresenta os valores verdadeiros de k e as estimativas correspon-
dentes, k, obtidas utilizando-se o algoritmo “M. Collapsed Gibbs”partindo-se do
ponto inicial (K, ¢{”, 8, onde k@ = 25 e 69 = (;3(0),0%0),03(0)) = (1,1,1),

i=1,2, e descartando-se a primeira metade do total de 10.000 iteragdes.

Tabela 4.2: Valores verdadeiros de k e respectivos valores estimados(k).

k k k k k k k k k k

1 111 [11 10.95|21 20.99 |31 3096 |41 4097
2 1397112 1197|122 228432 319742 41.90
3 258 |13 12.86 |23 2296 |33 3298 |43 42.94
4 3.03 |14 1495{24 238834 339444 43.70
5 480 |15 14.74 |25 2528 |35 3495 |45 44.90
6 589 |16 159726 2595|36 3571 |46 45.33
7 6.75 |17 16.92 |27 2698 |37 36.92 |47 47.99
8 887 |18 17.95}28 2791 |38 37.96 |48 47.90
9 899 |19 18.96 |29 287339 3897 |49 4897
10 10.00 | 20 20.97 |30 29.93 {40 39.64 |50

Na tabela 4.2 observa-se que a tnica estimativa discrepante ocorre quando o
verdadeiro valor de k € 2.

Observou-se nesse exemplo que para valores de k bem pequenos hd uma tendéncia
de que as estimativas de §; = (a3, 31, 1, 031, 0?) nao sejam muito boas (em termos

do viés) quando comparadas com o verdadeiro valor de g e que as estimativas de

2

82 = (e, 3o, p13, 0%, o?) sejam melhores (ou seja. mais préximas do verdadeiro valor
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de g;). Semelhantemente, quando o verdadeiro valor de k estd préximo de n, as
estimativas de g; sao melhores do que as de g;. Esse fato j& era esperado pela
prépria estrutura do problema.

A seguir apresentamos as estimativas de vérias medidas resumo da distribuigao
& posteriori bem como as estimativas das distribuigbes posterioris marginais. Essas
estimativas basearam-se em M=4 seqiiéncias do algoritmo M. Collapsed Gibbs de
comprimento T = 10.000, apés descartar-se a primeira metade de cada uma. Os
pontos iniciais dessas seqiiéncias foram obtidos apartir dos pontos gﬁ‘” a gg’) (dados
no inicio da se¢@o) ap6s descartar-se as componentes a§°), ago), pﬁ"), ,uéo) de cada um.

A tabela 4.4 apresenta as estimativas & posteriori de algumas medidas resumo
da distribuigao & posteriori (quando os dados observados sdo os da tabela 4.1 e a
distribuicdo & priori é dada no inicio da se¢do). Observa-se nessa tabela que os
valores da média aritmética e da média Rao-Blackelizada estdo muito préximas.
Observa-se também que tanto a média como a mediana amostral superestimam o
verdadeiro valor do parametro o2, entretanto, de maneira geral, elas estimam cada
um dos demais pardmetros apenas com um pequeno viés. Mais importante ainda
é que os intervalos de credibilidade estimados contém os valores verdadeiros dos
parametros (no caso de o2 apenas o I.C. de 95% com duas casas decimais satisfaz
isso).

A tabela 4.3 apresenta a distribuico de freqiiéncias & posteriori de k.

Tabela 4.3: Distribuicdo de freqiiéncia relativa & posteriori de k:
k 1al8 19 20 21 22a50

P(K = k|Dobs) | 0.000 0.003 0.029 0968 0.000 |1

A Figura 4.10 apresenta os graficos das estimativas “Rao-Blackwelizadas” das

2

distribuicoes posterioris marginais de aj,as, 51,3,. .. .01, o2ek.
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Tabela 4.4: Estimativas do valor esperado, quantis, desvio padrao, maximo, minimo e
intervalos de credibilidade de comprimento minimo das distribui¢bes marginais & posteriori

de a1, a, 81,52, - - - ,0’%, cr% e k, usando o algoritmo M.Collap.Gibbs. (Os dados simulados
sao os da tabela 4.1 e a distribuicao & priori é dada em (4.7.1))
ESTIMATIVAS o « { 3.
Jédia aritm. . . . . . .
Média R-Blackw. | 1.7800 0.8329 1.0646 2.0774 2.2366 3.8582
Quantis

0.025 | 0.3712 -0.7153 0.6040 1.7608 1.8894 3.3937

.05 1 0.6654 -0.4000 0.6673 1.8051 1.9503 3.4707

251 1.4302 0.3768 0.8828 1.9534 2.1218 3.7050

51 1.8420 0.8873 1.0406 2.0649 2.2367 3.8604

7751 21985 1.3374 1.2176 2.1911 2.3532 4.0149

95| 2.6901 1.9396 1.5450 2.3865 2.5238 4.2427

9751 2.8424 2.1221 1.6810 2.4640 2.5814 4.3267

Int.Credib. HPD
p=0.95 Lim. inf. { 0.5146 -0.5797 0.5561 1.7445 1.8964 1.8785
Lim sup. | 2.9365 2.2255 1.6076 24371 2.5854 4.3136

p = 0.90 Lim. inf. | 0.7975 -0.3160 0.6229 1.7889 1.9570 1.9490
Lim sup. | 2.7811 2.0026 1.4830 2.3606 2.5296 4.2402

desv.padrdo (dp) | 0.6201 0.7277 0.2689 0.1811 0.1751 0.2349
dp R-Blackweliz. | 0.6198 0.7307 0.2687 0.1811 0.1742 0.2345
“Naive SE” | 0.0044 0.0051 0.0019 0.0013 0.0012 0.0017
“Batch SE” | 0.0207 0.0017 0.0232 0.0026 0.0090 0.0062

Minimo | -1.6637 -2.8830 0.1122 14197 14755 2.6634
Méximo | 4.0242 3.3749 2.6588 3.1043 2.9229 4.8612

ESTIMATIVAS | o2 o2 o? o2 k

Média aritm. | 0.41950 1.3540 0.2I56 0.2410 20.9650
Meédia R-Blackw. | 0.4199 1.3608 0.2158 0.2408 20.9670
Quantis

0.025 | 0.1828 0.7446 0.1189 0.1434 20

051 0.2059 0.8114 0.1291 0.1544 21

251 0.2981 1.0601 0.1678 0.1944 21

51 0.3878  1.2860 0.2034 0.2306 21

751 0.5037  1.5760 0.2495 0.2756 21

951 0.7417 2.1165 0.3422 0.3633 21

9751 0.8412 2.3523 0.3815 0.3989 21

Int.Credib. HPD
p = 0.95 Lim. inf. | 0.1575 0.6745 0.1040 0.1346 21
Lim sup. | 0.7629 2.2009 0.3502 0.3766 21

p=0.90 Lim. inf. | 0.1632 0.7479 0.1164 0.1418 21
Lim sup. | 0.6613 1.9915 0.3172 0.3402 21

desv.padrao (dp) | 0.1722 0.4161 0.0685 0.0663 0.2117
dp R-Blackweliz. | 0.1736 0.4192 0.0685 0.0663 0.2044
“Naive SE” | 0.0012 0.0030 0.0005 0.0005 0.0014
“Batch SE” | 0.0059 0.0007 0.0012 0.0005 0.0022

Minimo | 0.1043  0.4343 0.0642 0.0915 17
Méximo | 1.8396  5.5860 0.8925 0.7710 23

NOTA: Os intervalos de credibilidade nesse exemplo coincidem com os intervalos HPD.
“Batch SE” € o desvio padraoc amostral das médias de grupos consecutivos de tamanho 50, dividido
pela raiz quadrada do niimero de grupos (calculado por meio do BOA (" Bayesian Output Analysis”}).
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3.c Avaliagao do ajuste

Para avaliar a qualidade do ajuste primeiramente apresentamos a figura 4.11 com
os graficos dos valores da densidade condicional preditiva de validagao cruzada CPO;
(onde CPO; =7 ((}Z){Dobs)) primeiramente em funcao de i, depois em fungao de
X, , e depois em funcdo de Y;, parai = 1,..., 50, onde CPO, é estimada por meio da
férmula (4.5.8). As estimativas foram baseadas na segunda metade de uma seqiiéncia
de comprimento T=10.000 do algoritmo M.Collap.Gibbs que parte do ponto inicial
ng) dado no inicio da sec¢ao (descartando as componentes a§°>, aéo), #g"), Mgm)_

Em seguida apresentamos a figura 4.12 com os graficos dos residuos bayesianos

de validagao cruzada.

GEQO
075 . ‘

050" . * + . +
osf ; . .o ..

CIPO%Ri) 5 10 15 20 25 30 35 40 45 . 50

0.75 - . o
0.50- o ° ° o © o A .

0.25 o o ° °% o ° °

Figura 4.11: Grafico dos valores da densidade condicional preditiva, CPO(i), versus
i (posicdo superior), versus X; (posi¢do do meio) e versus Y; (posic¢ao inferior.)
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Na se¢ao 4.5.3 vimos que os residuos bayesianos bidimensionais de validagio

cruzada podem ser estimados por

dl“ T “% Y; }/’ 2 Y;:
() (o) (1))

i=1,...,n,onde E (()};’;)[Dobs(_i)) é dada em (4.5.11)
1
e Var ? ((}Z)fDobs(_i)) é dada em (4.5.12), parai=1,...,n.
A Figura 4.12 apresenta do lado esquerdo os gréficos da componente d;, e do

lado direito os graficos da componente d», do vetor de residuos.
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Figura 4.12: Do lado esquerdo os gréficos de d;, versus ¢, versus Y; e versus
E(Y;|Dobs(—1)). Do lado direito os graficos de (dp,) versus %, versus X; e versus

E(X:| Dobs(—1))-

Os gréficos acima ndo sugerem que exista grandes problemas de falta de ajus-
tamento. Entretanto na figura 4.12 existem 3 pontos nos graficos de ordenada d;,
(do lado esquerdo) e 4 pontos nos gréficos de ordenada d,, (do lado direito) cujos
valores sao maiores do que 3 e portanto, aparentemente, poderiam ser vistos como
pontos aberrantes, entretanto uma anélise de residous mais aprofundada deve ser

conduzida futuramente para examinar melhor a qualidade desse ajuste.
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4.7.2 Analise do modelo estrutural nao identificavel

Nesta secao utilizamos uma amostra de tamanho n = 50 de dados gerados a partir
do modelo que permite mudanga em todos os pardmetros dado a seguir:

1. MODELO

T ot Bozite, i=k+1,...,0,
X,;Z.'L'i"]-ui, ?::1,...,77,,

Y_{a1+ﬁlzi+ei) 1= 7“':k1 15}{:3”"19

onde
( 0 o2 0 0
N 0 i; 0 o2 0 , 1=1,...,k,
e\ i 0 0 oZy
u; | R4 (4.7.2)
T; 0 032 0 0
N 0 |; 0 o2 O , t=k+1,...,n,
\ Ha 0 0 oy |

Distribuicao a priori

7(8) = (81, 82,k) = m(k)(g2)m(2), onde m(gy) = m{as)w(B)m (o) (02, (02 ) (07),
i=1,2, onde a; ~ N(0;1000), 8; ~ N(0;1000), p; ~ N(0;1000), 02 ~ IG(2.001;1.0),
0% ~ IG(2.001;1.0), 6? ~ IG(2.001;1.0) e

p(k)__:{ P(K=k)=gg, k€eK={1,...,n—1},

0, caso contrario.

2. DADOS

Os dados foram simulados apartir do modelo em (4.7.2) com mudancga em todos
os parametros onde a;=2.0, 3;=1.0, p;=2.0, a‘;‘(l)zO.G, 02 =0.1, 03=0.1, a»=1.0,
3=2.0, pg=4.0, 0%=1.2, 03=0.2, 02,=0.2, k = 20. Usando a mesma semente da
secao anterior, o conjunto de dados é o mesmo que o da Tabela 4.1.
OBSERVACAO: Nesse estudo, como os dados utilizados foram simulados apartir
do modelo em (4.7.2) e a distribui¢do a priori escolhida acima é praticamente nao
informativa, devemos esperar que as estimativas e conclusbes & posteriori sejam

compativeis com esse modelo (4.7.2).
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3. AJUSTE DO MODELO

Os algoritmos de Gibbs e “Modified and Collapsed Gibbs”foram utilizados com
o objetivo de amostrar da distribui¢do & posteriori do modelo. De cada algoritmo
foram geradas M = 4 seqiiéncias paralelas de comprimento 7' = 10.000 partindo de
pontos iniciais obtidos pelo procedimento descrito a seguir:

Inicialmente para cada valor fixado de k (3 < k£ < n—3) foram fixados 40 valores
den, onden étal que o =702,i=1,2, (n=5,...,3,5,1,2,3,...,20). Para cada
uma dessas possiveis combinacoes foram obtidas (analiticamente) as estimativas de
méximaverossimilhanga §; de 9= (v, Bi, pi, 02,, 07, 02), para i = 1,2.

A seguir foi aplicado o algoritmo de otimizagao BFGS tomando-se cada um

k
dos pontos ( g1 | acima como ponto inicial do processo iterativo , tendo sido
B
localizados n — 5 pontos estacionarios da distribuicao & posteriori.
k
O préximo passo foi gerar 1000 pontos do tipo §=| ¢; | da distribuigao for-
82
mada pela mistura de distribuigoes t4(§2,V*),i=1,...,n— 5, onde §7 ¢ o i-ésimo
o 8% log (g Dovs) | ™
ponto estacionario e V" = — 340 lT obs) , onde os pesos w; de cada
990¢ f=67

distribuigio sio dados por w; = (4| Dobs)|V;*|2, onde q(§ 7] Dops) 6 a posteriori nao
normalizada calculada no ponto §

Finalmente, (utilizando-se re-amostragem ponderada) foram reamostrados 10
pontos dos quais apenas os seguintes quatro foram usados para o algoritmo de Gibbs:

5 = (21,2.26,0.85,2.38,0.37,0.19, 0.214, 0.10, 2.37, 3.66, 1.54, 0.25, 0.25)T

8 = (21,0.92,1.21,2.54,0.37,0.23,0.19,0.98, 2.1, 3.35, 0.62, 0.36,0.17)T

ég‘“ = (21,2.13,0.92,2.07,0.41,0.25,0.19,0.64,2.02, 4.04, 1.33,0.28,0.22)7

5 = (21,0.35,1.63,2.31, —-0.10,0.46,0.11, —2.08, 2.69, 4.33, 0.49, 0.24, 0.35)T

A seguir sao apresentados alguns dispositivos gréificos para o diagndstico de

possiveis falhas na convergéncia dos algoritmos de Gibbs e Modified Collapsed Gibbs.
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3.a Diagndsticos de convergéncia
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Figura 4.13:  Grificos das fungdes de auto-correlagao de ay, as,081, B2, p1 e po,, baseados em uma inica

seqiiéncia de Gibbs de comprimento T = 50.000, partindo do ponto inicial ggo) .
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Figura 4.14:  Graficos das fungdes de auto-correlagao de ay. a2,3;, 32, u1 e po , baseados em uma tnica
seqiiéncia do algoritmo M.Collap. Gibbs de comprimento T = 50.000.
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Figura 4.15: Graficos das fungdes de auto-correlagio de 02,02, ,02 02 , o2 062 e k baseados em uma seqiiéncia
z11%z2 e Ve 1072
de Gibbs de comprimento T=50.000, partindo de égﬂ)‘

10~ correlograma de sigma2x1 10r correlograma de sigma2x2
0S5 05+
T T T TS TP VNI T I TTTTTS TR ORIO fo :
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
1~ correlograma de sigma21 1- correlograma de sigma22
0 0
L 1 1 i 1 i 1] 1 L - i
0 . 10 de20 l3() 40 50 0 ’ 10 dc2§) ) 230 40 50
_ correlograma de sigma2e _ correlograma de sigmaZe
1 1 dm =
0 0
i H 1 1 1 1 1 H 1 L
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
1- correlograma de K
=X
o .
i 1 i 3
0 10 20 30 40 50
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seqiiéncia do algoritmo M.Collap. Gibbs de comprimento T=50000.
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Figura 4.17: Graficos das séries temporais de aj, az, 31,52, . ugfazl,
02,02 02, .01,05 e k baseados em uma seqiiéncia de comprimento 7" = 50.000 do

algoritmo de Gibbs partindo de §\”.
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Figura 4.18: Gréficos das séries temporais de 02, .02,.02, .0Z,. 07.03 e k baseados em
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uma seqiiéncia de comprimento 7" = 50.000 do algoritmo Modified Collapsed Gibbs.
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Figura 4.19: “Multiv. Potential Scale Reduction” de Brooks e Gelman (1998). O gréfico  esquerda é baseado
em M = 4 seqiiéncias de comprimento T = 10.000 do algoritmo de Gibbs e o da direita no algoritmo M.Collap.Gibbs.
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Figura. 4.20: Grafico da medida de Gelman e Rubin corrigida “Corrected potencial scale reduction factors
{CSRF) para cada um dos parametros k, aj,a2,31, 32, .. ,012. 0:,2_. baseada em M = 4 seqiiéncias de comprimento
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Figura 4.21: Gréfico da medida de Gelman e Rubin corrigida “Corrected potencial scale reduction factors
» (CSRF) para cada um dos parametros k, o1, a2, 31, .- - ,U%,O%, baseada em M = 4 seqiiéncias de comprimento
T = 10.000 do algoritmo M.Collapsed Gibbs.

As figuras 4.13 a 4.21 nédo sugerem que exista problemas na convergéncia dos
algoritmos de Gibbs e Modified Collapsed Gibbs. Além disso o algoritmo Modi-
fied Collapsed Gibbs parece ter uma melhor performance que o Gibbs (como pode
ser visto principalmente pela comparacao das fungbes de auto-correlacao amostral
correspondentes).

3.b Estimacao
Semelhantemente a secdo 4.7.1, e com o objetivo de examinar se a estimativa

do ponto de mudanga k, do modelo em (4.7.2), (obtida por meio do algoritmo M.




Collapsed Gibbs), difere muito do seu valor verdadeiro, apresentamos também nessa,
se¢dao uma tabela com diferentes valores de k fixados e suas correspondentes estimati-
vas k obtidas por esse algoritmo partindo-se sempre do ponto inicial (@, g1, ),
onde k@ = 25 ¢ g9 = (8, 020 020, o2y = (1,1,1,1), i=1,2, utilizando-se
apenas a segunda metade do total de 10.000 iteragGes.

(Observemos que cada linha da tabela envolveu um conjunto de dados difer-
ente, simulado apartir do modelo (4.7.2) com um valor de k entre 1 e n —1 e com

0:=(2.0,1.0,2.0,0.6,0.1,0.1) e §,=(1.0,2.0,4.0,1.2,0.2,0.2)).

Tabela 4.5: Valores verdadeiros de k e correspondentes valores estimados(l%).

k k k k k k k k k k

I 111 111 10927121 2099131 3093141 40.94
2 267 |12 1197122 228032 319542 41.76
3 413 |13 1280123 2292 |33 3297 |43 42.90
4 1637114 1493 |24 2379|134 3391 144 43.45
5 452 {15 14.67 125 2539135 3493145 44.82
6 583 116 1595126 2593136 3546 |46 38.17
7 637 |17 16.85 |27 2698 |37 36.80 147 47.99
g8 876 {18 1791128 2777138 379548 47.93
9 892 119 1894129 2871139 3895149 48.78
10 10.00 120 20.93 130 29.90 |40 39.56 | 50

A seguir apresentamos as estimativas de varias medidas resumo da distribuicao
a posteriori bem como as estimativas das distribuigoes posterioris marginais. Essas
estimativas basearam-se em M=4 seqliéncias do algoritmo M. Collapsed Gibbs de
comprimento T = 10.000, apds descartar-se a primeira metade de cada uma. Os
pontos iniciais dessas seqliéncias foram obtidos apartir dos pontos Q(lo) a Q&O) (dados

o ~ . 0 () (0
no inicio da se¢éo) apés descartar-se as componentes ag ), aé ), pg )

,ugo) de cada um.
A tabela 4.6 apresenta a distribuicao de freqiiéncias a posteriori de k e a tabela

4.7 exibe as estimativas de véarias medidas resumo da distribuicao a posteriori.

Tabela 4.6: Distribuicao de freqiiéncia relativa a posteriori de k:
k 16 17 18 19 20 21 23 QULIos
P(K = k{Dobs) | 0.000] 0.000§ 0.0014 0.0059 0.0504 0.9414 0.0002 0.000Q 1
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Tabela 4.7: Estimativas do valor esperado, quantis, desvio padrao, méximo, minimo
e intervalos de credibilidade de comprimento minimo das distribui¢oes marginais
A posteriori de oy, 9,...,02,02,,0%,03, usando o algoritmo M.Collap.Gibbs. (Os
valores verdadeiros dos parimetros sdo: a;=2.0, 3;=1.0, u;=2.0, az(U:O.G, o?=0.1,

02 =0.1, a3=1.0, B=2.0, pp=4.0, 0% =12, 03=0.2, 0%,=0.2, k = 20.)

ESTIMATIVAS oy Ja% 54 B, 1 Lo

Meédia aritm. | 1.8264 0.89619 1.0444 2.0602 2.2337 3.3574

Média R-Blackw. | 1.8267 0.89714 1.0442 2.0601 2.2358 3.8569
Quantis

0.025 | 0.4356 -0.9168 0.5101 1.7019 1.8835 3.3929

051 0.6979 -0.5635 0.6044 1.7538 1.9414 3.4698

251 1.4138 0.4030 0.8546 1.9184 2.1152 3.7016

.51 1.8574  0.9589  1.0327  2.0438  2.2329  3.8597

751 2.2632 14670 1.2229 2.1828 23523  4.0117

951 2.8488  2.1315 1.5333 2.4200 2.5262 4.236

9751 3.0496 2.3402 1.6495 2.5132 2.5859 4.3145
Int.Credib. HPD

p=0.95Lim. inf. | 0.5317 -0.7548 0.4852 1.6697 1.8754 3.4102

Lim sup. | 3.1392 24604 1.6174 2.4727 25751 4.3267
p = 0.90 Lim. mf 0.7635 -0.3577 0.5839 1.7201  1.9420 3.4695
Lim sup. | 2.8982 2.2916 1.5090 23774 2.5265 4.2357

desv.padréo (dp) | 0.6576 0.8348 2848  0.2079 0.1791  0.2349
dp R-Blackweliz. | 0.6585 0.8340 0.2857 0.8340 0.1802 0.2356
“Naive SE” | 0.0046 0.0059 0.0020 0.0015 0.0013 0.0017
“Batch SE” | 0.0302 0.0034 0.0351 0.0082 0.0130 0.0014

Minimo | -1.3483 -4.5125 -0.6558 1.4031  1.2050  2.7809
Mséximo | 5.9849 3.4845 24486 3.3271 3.0601  4.8526

ESTIMATIVAS | o2 o2 o? o2 o? a2 k
Média aritm.

Média R-Blackw. | 0.41219 1.3654 0.26597 0.24224 0.27639 0.39562 20.93 -

Quantis
0.025 | 0.1757 0.7274 0.1228 0.1237 0.1237 0.1477 20
051 0.1995 0.8011 0.1369 0.1358 0.1385  0.1671 20
251 0.2924  1.0657 0.1924 0.1848 0.1963 0.2574 21
51 0.3798  '1.2089  0.2459  0.2285  0.2537 0.3540 21
751 04977 15906 0.3140 0.2834  0.3305 0.4892 21
95 0.7361  2.1655 0.4600 0.3900 0.487 0.7697 21
9751 0.8338 24072 0.5246 0.4342 0.5609 0.8942 21
Int Credlb HPD
.95 Lim. inf. | 0.1409 0.6280 0.0978 0.1099 0.1044 0.1085 20

Lim sup. | 0.7509 2.2114 04671 0.4032 0.5013 0.7796 21
= 0.90 Lim. inf. | 0.1625 0.7182 0.1078 0.1222 0.1154 0.1204 21
Lim sup. | 0.6584 2.0073 0.4056 0.3613 0.4375 0.6592 21

desv.padrao (dp) | 0.1732  0.4303 0.1045 0.0802 0.1149 0.1953 0.3095
dp R-Blackweliz. | 0.1739  0.4254 0.1057 0.0810 0.1146 0.1950 0.3104
“Naive SE” | 0.0012  0.0030 0.0007 0.0006 0.0008 0.0014 0.0022
“Batch SE” | 0.0088 0.0013 0.0025 0.0015 0.0024 0.0039 0.0029

Minimo | 0.0799 0.3990 0.0663 0.06571 0.0689 0.0777 16
Maximo | 2.4958 5.1758 1.1225 13458 1.3485 2.5940 23

NOTA: Os intervalos de credibilidade nesse exemplo coincidem com os intervalos HPD.



A Figura 4.22 apresenta os graficos das estimativas “Rao-Blackwelizadas” das

distribuicdes posterioris marginais de ay,a, 81,5, . .,0%, 03 € k.
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Observagoes:

Na tabela 4.5 a tnica estimativa discrepante ocorre quando o verdadeiro valor
de k é 4. Semelhantemente a se¢@o anterior, observou-se também que se o valor
verdadeiro de k é bem pequeno, entdo o vetor de pardmetros g; (onde §; =
(a1, 81, 1,02 ,0%,02)T) tende a ndo ser bem estimado, e se k é grande (préximo
de n), entdo g9 é que tende a ter estimativas pobres. Esse fato ji era esperado pela
prépria estrutura do problema.

Na tabela 4.7 vemos que tanto a média como a mediana superestimam os valores
dos parametros 0%, 02 e o2, entretanto o valor do viés estimado é pequeno para os
demais pardmetros. Mais importante ainda é que todos os intervalos estimados de
credibilidade de 95% contém os verdadeiros valores dos parametros (no caso de o2,
isso é verdade se considerarmos apenas 2 casas decimais).

E interessante observar que no caso particular em que o conjunto de dados é
o da tabela 4.1, os comprimentos dos intervalos de credibilidade no modelo sem
restrigao de identificabilidade (com priori dada em (4.7.2)) tendem a ser ligeiramente
maiores do que no modelo com restricdo de identificabilidade (com priori dada em
(4.7.1) ), entretanto em ambos os modelos esses intervalos estimados contiveram os
verdadeiros valores dos parametros.

3.c Avaliagao do ajuste

A figura 4.23 apresenta os graficos dos valores da densidade condicional preditiva
de validagao cruzada CPO; (onde CPO; = 7 ( (;;:)]Dobs)) primeiramente em fungio
de i, depois em fungao de X; , e também em funcéo de Y;, parai=1,...,50 (onde
CPO; é estimada por meio da férmula (4.5.8) adaptada para o caso do modelo sem
restricoes de identificabilidade). As estimativas basearam-se na segunda metade de
uma seqiiéncia de comprimento T=10.000 do algoritmo M.Collap.Gibbs cujo ponto
D o0 0 0

inicial é formado pelas componentes de Qﬁo), apos descartar ag .

b
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Figura 4.23: Gréficos dos valores da densidade condicional preditiva, CPO(i), versus
1 (posigao superior), versus X; (posi¢dodo meio) e versus Y; (posigao inferior).
A figura 4.24 a seguir apresenta os graficos das componentes d;, e dp, do vetor

de residuos bayesianos bidimensionais de validagio cruzada

dli — -1 Y; }/1, - y;.
(1) 5 () () -2 ()

i = 1,...,n, dado na secdo 4.5.3, onde as férmulas de E (()};“)[Dobs(_i)) e de

1
Var * ((;;‘,)]Dobs(_f)) foram adaptadas para o modelo sem restri¢io de identifica-

bilidade.

As figuras 4.23 e 4.24 néo sugerem que exista problema de falta de ajustamento.
Entretanto nos graficos de ordenada d;, da figura 4.24 existem 2 pontos cujos valores
sao maiores do que 3(em valor absoluto) e nos gréaficos de ordenada ds, da mesma

figura, existem 4 pontos nessas condigoes. Esses pontos aparentemente poderiam
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Figura 4.24: Os graficos do lado esquerdo referem-se a primeira componente dos residuos
(di1), e os do lado direito & segunda componente (d;2).
ser vistos como aberrantes, entretanto uma andlise de residous mais aprofundada
deve ser conduzida futuramente para examinar melhor a qualidade do ajuste.
Quando o conjunto de dados observados é o da tabela 4.1, a qualidade do ajuste
aparentemente nao difere muito entre os modelos com e sem restri¢ao de identifica-
bilidade (com suas respectivas prioris dadas em (4.7.1) e (4.7.2)).
Levando em conta também que as estimativas dos parametros nao diferem muito
nos dois modelos, o modelo sem restri¢ao aparentemente é mais vantajoso ja que
ele nao requer o conhecimento do valor de lambda (o quociente entre as variancias

residuais).
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4.7.3 Anadlise do procedimento 1 para detetar mudancga ba-
seada na distribuicao a posteriori de k.

1. MODELO

Nessa secho utilizamos o modelo com restricao de identificabilidade que permite

mudanga em todos os parametros e onde k pode assumir os valores de 1 a n, definido

na segao 4.4.1.

A distribuicao a priori escolhida é

p(k)(81), se k=n,
7(§) =14 pk)m(g1)7(g2), sekeK={1,...,n—1}, (4.7.3)
0, caso contrario,

onde (@) = m(a)m(B)m(p)m(02;y)m(0f),i=1,2e

c, se k=n,
p(k) =4 (1—c)zg, sekeKk, (4.7.4)
0, caso contrario,

onde ¢ = P(K = n)=L1 a; ~ N(0;1000), 5; ~ N(0;1000), p; ~ N(0;1000),
o2 ~ IG(2.001;1.0), 02 ~ IG(2.001;1.0), o ~ IG(2.001;1.0).

Nessa sec¢do utilizaremos o conjunto de dados da tabela 4.1.

2. AJUSTE DO MODELO

Para amostrar da distribuig@o a posteriori foi implementado o algoritmo de Gibbs
descrito na se¢ao 4.4.1. Foram geradas 4 seqiiéncias paralelas de comprimento 7" =
10.000 partindo-se dos mesmos pontos iniciais usados na se¢ao 4.7.1.

A seguir nas figuras 4.25 a 4.28 e na tabela 4.8 apresentamos alguns gréficos e
medidas de diagndstico de convergéncia desse algoritmo.

Os dispositivos apresentados nessas figuras nao nos sugeriram que exista algum

problema na convergéncia do algoritmo de Gibbs.
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Figura 4.25: Séries temporais de aj, as, 31.02, pi1, ,ug,ogl, azz,af,ag e k baseadas em

uma seqiiéncia de comprimento T = 50.000 do algoritmo de Gibbs partindo do ponto é(o)‘
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Figura 4.26: Graficos das fungdes de auto-correlagao de ai, a2,01, B2, p1.42 1021"7%2’ 0% ,ag e k baseados
numa segiiéncia de comprimento T' = 50.000 de Gibbs, partindo de é(o).

Tabela 4.8: Medidas de Diagndstico de convergéncia de Brooks, Gelman e Rubin

PSRF CSRF  Quantil 0.975 PSRF CSRE  Quantil 0.97
o; | 1.003949 | 1.017607 1.027021 ay | 1.000187 | 1.000210 1.000818
81 | 1.017694 | 1.030607 1.071077 B> | 1.000654 | 1.000877 1.002472
p1 | 1.003834 | 1.017390 1.026530 Ho | 1.003358 | 1.004180 1.011505
o2 | 1.018132 | 1.030291 1.071477 03} 1.000985 | 1.001547 1.003849
afl 1.000147 | 1.000228 1.000750 o5 | 1.000961 | 1.001298 1.003543
k | 1.000149 | 1.003085 1.003623

A medida multivariada (MPSRF) € igual a 1.0576164.
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F igura 4.27: “Multiv. Pot.Scale Reduction” de Brooks e Gelman (1998) com base em 4 seg. onde T=10.000.
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Figura 4.28: Grafico da medida de Gelman e Rubin corrigida “Corrected potencial scale reduction factors ”
(CSRF) para cada um dos parametros k, a3, a2..31,32,.... o’f, a%, baseada em M = 4 segliéncias de comprimento

T = 10.000 de Gibbs.



2.a Estimacgao

A tabela 4.9 exibe para cada valor de £k = ko (entre 1 e n), a respectiva
estimativa (k) baseada nos dados gerados apartir do modelo (dessa sec@o) onde
k= ko, 1=(2.0,1.0,2.0,0.6,0.1)T e 9,=(1.0,2.0,4.0,1.2,0.2)7 utilizando-se o algo-
ritmo de Gibbs partindo do ponto inicial (k(®, ng), gg))), onde k@ = 1e QEO) =

(az('O)r ﬁz(O)’/lEO)’Uz,(-O)’U?(O)) = (1’ L1, 1>l)a 1=1,2.

Tabela 4.9: Valores verdadeiros de k e respectivos valores estimados(k) baseados na
segunda metade da seqiiéncia de Gibbs correspondente.

k k k k k k k k k
1257111 1095121 2099131 3096 [ 41 40.96
1.93 112 11.96 | 22 2283 |32 319742 41.85
50.00 | 13 12.87 | 23 229533 3298 |43 42.94
31.18 1 14 1495|124 238834 3394 |44 43.71
482 |15 1472125 2525135 349545 44.91
589 |16 159726 259536 357146 45.32
6.72 | 17 16.93 | 27 26.98 | 37 36.92 | 47 49.73
887 {18 17.95|28 279238 3796 |48 50.00
899 |19 18.96 |29 2873139 38.97 |49 50.00
10.00 | 20 20.97 1 30 29.93 |40 39.68 | 50 50.00

50 00 ~1 O UT i Lo b0 4 25

Na tabela 4.9 estimativas extremamente discrepantes ocorreram para k=1, k=3
e k=4. Observou-se também que para valores de & bem pequenos, as estima-

ki

: — 2 2 2T
tivas de cada uma das componentes de ¢,, onde 4, = (a1, b, p1,0%,,0%,0Z)

sdo muito viesadas. Também se k é grande (préximo de n), as componentes de
62 = (ap, Ba, pia, 02 ,0%,02,)7 tendem a ter um grande viés.

A tabela 4.10 apresenta as estimativas de varias medidas resumo da distribuigao
a posteriori e a tabela 4.11, a distribuicao de freqiiéncias a posteriori de k. A figura
4.24 apresenta os gréficos das estimativas “Rao-blackwelizadas” das distribuigoes
marginais a posteriori . Essas estimativas baseiam-se em 4 seqiiéncias de Gibbs de
comprimento T' = 10.000 que partem respectivamente dos pontos iniciais 3;§°), ég‘”,

%(0)

o . I
gy e 9, ), apds descartar-se a primeira metade de cada uma.
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Tabela 4.10: Estimativas do valor esperado, quantis, desvio padrdo, méximo,
minimo e intervalos de credibilidade de comprimento minimo das distribuigoes
marginais & posteriori de aj, as,...,0%, 02, usando o algoritmo de Gibbs. (Os val-
ores verdadeiros dos parametros sdo: ;=2.0, $=1.0, ;=2.0, 0%,,=0.86, 0?2=0.1,
a9=1.0, $=2.0, po=4.0, 03(2)21‘2, 03=0.2, k = 20.)

ESTIMATIVAS (23} 83) 81 / Hi Ha

Média aritm. | 1.8140  0.8539 1.0500 2.0720 2.2357 3.3581

Média R-Bla,ckt\:y. 1.8147 0.8540 1.0504 2.0721 2.2357 3.8587
uantis

0.025 | 0.4568 -0.9560 0.5845 1.7635 1.8915 3.3909

051 0.7484 -0.5399 0.6601 1.8080 1.9472 3.4740

251 14138 0.4030 08710 1.9452 2.1181 3.7017

51 1.8645 09417 1.0250 2.0514 2.2361 3.8578

751 22251 1.36 1.2033  2.1737 2.3533 4.0163

951 2.7121  1.9164 15133 24214 2.5211 4.24]12

. ..975 1 2.8067 21074 1.6468  2.5069 2.5832 4.3169
Int‘Credlb. HPD

0.95 Lim. inf. | 0.5478 -0.7254 0.5412 1.7412 1.8923 1.8940

Lim sup. | 2.9576 2.2576 15907 2.4721 2.5839 4.3205

p = 0.90 Lim. 1nf 0.8242 -0.3584 0.6339 1.7846 1.9516 1.9527
Lim sup. | 2.7743 2.0416 1.4828 2.3795 2.5240 4.2456

desv.padrao (dp) | 0.6219 0.7461 2701  0.1851 0.1753 0.2354
dp R-Blackweliz. | 0.6212 0.7467 0.2704 0.1851 0.1749 0.2356
“Naive SE” | 0.0044 0.0053 0.0019 0.0013 0.0012 0.0017

Minimo | -1.4821 -2.4096 -0.0792 14869 1.5147 2.8388
Méximo | 4.3952 3.1949 24700 2.8586 3.0517 4.8382

ESTIMATIVAS | o2 o2 o? o2 k

Média aritm. | 0.4254 1.3662 0.2155  0.2412 20.970
Média R—Blackgy. 0.4242 13670 02159 0.2410 . 20.968
uantis
0.025 | 0.1840 0.7387 0.1185 0.1451 20
051 0.2085 0.8098 0.1200 0.1552 21
25103036 1.0690 0.1671  0.1940 21
5103920 1.3003 0.2030 0.2304 21
751 0.5000 1.5913 0.2499 0.2746 21
951 0.7490 2.1412 03437 0.3674 21
) 975 1 0.8531 2.3643 0.38261 0.4029 21
Int.Credib. HPD
p=0.95Lim. inf. | 0.1465 0.6547 0.1047 0.1324 21
Lim sup. | 0.7674 2.2156 0.3507 0.3770 21
p = 0.90 Lim. mf 0.1643 0.7316 0.1137 0.1422 21
Lim sup. | 0.6661 2.0020 0.3133  0.3396 21

desv.padrao (dp) | 0.1762 0.4212 0.0689 0.0667 0.1862
dp R-Blackweliz. | 0.1746 0.4211 0.0689  0.0667 0.1951
“Naive SE” | 0.0012 0.0030 0.0005 0.0005 0.0013

Minimo | 0.0799 0.3990 0.0663 0.06571 16
Méximo | 2.4958 5.1758 1.1225  1.3458 21

Tabela 4.11: Distribuigao de freqtiéncia relativa a posteriori de k:
k 18 19 20 21 outrod
P(K = k|Dobs) | 0.0001 0.0019 0.025¢ 0.9724 0.0004 1
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Figura 4.29: Gréficos das estimativas

50

“Rao-Blackwelizadas” das densidades marginais 2

posteriori p(aliDobs)sp(QQIDobs)a- - -ap(U%iDobs):p(U%!Dobs) € p(kIDobs)~

Observagdo 1: Da tabela 4.11 vemos que P(k = n) < P(k # n) (j& que P(k =

n) = 0) e portanto a hipétese nula Hy (de que nao hd mudanga ) é rejeitada, o que

era esperado j4 que a amostra de dados utilizada é a da tabela 4.1 e a distribuicao
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a priori é praticamente nao informativa.

Observagao 2: Os comentdrios sobre a tabela 4.10 sdo semelhantes Aqueles feitos
sobre a tabela 4.3.

2.b Sensibilidade das estimativas ao valor do hiperparametro c

A seguir analisamos a sensibilidade nas estimativas dos parimetros do modelo
estudado nessa se¢ao quando variamos os valores do hiperparametro c¢ & priori, onde
c=P(K=n). A tabela 4.12 apresenta, para cada valor de c fixado, a estimativa da
média e mediana de cada parametro e a tabela 4.13 a distribuicio de freqiiéncias &
posteriori do ponto de mudanga k .

A tabela 4.14 apresenta também, para cada valor de ¢ fixado, a estimativa da
média de cada pardmetro primeiramente quando o conjunto de dados é gerado
apartir do modelo com mudanga no ponto k=7 e depois apartir do modelo com mu-
danga em k=43 (ambos com §;=(2.0,1.0,2.0,0.6,0.1)T e §,=(1.0,2.0,4.0,1.2,0.2)T)
e finalmente apartir do modelo sem nenhuma mudanga (k=50).

Os pontos iniciais das seqiiéncias de Gibbs, em cada caso, foram obtidos pelo
mesmo método usado anteriormente para o caso k=20.

Observagoes:

¢ O algoritmo usado nessa se¢ao pode nao funcionar (convergir) dependendo dos
valores iniciais. Para ilustrar fizemos a seguinte experiéncia: geramos 50 con-
juntos de dados, cada um a partir do modelo com um valor de k diferente (1 <
k <350) e g1 e g, fixados (4:=(2.0,1.0,2.0,0.6,0.1) e §2=(1.0,2.0,4.0,1.2,0.2)).
Para cada um desses conjuntos de dados, o algoritmo foi rodado partindo-se

de pontos iniciais distintos da forma (k©@, g7 ¢7T) onde 3 < k@ < 47 e

(0) (0)

g1 € 8

~

sao os estimadores de méximaveross. de §; e g2 dado k=k®.

Observou-se que se o valor verdadeiro de k estd préximo de 7, entao partindo-

T
(O)T, Qéo)

se de qualquer ponto inicial (K, g ) descrito acima, o algoritmo tende
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Tabela 4.12: Estimativas do valor esperado e da mediana dos parametros da distribuicio 4
posteriori quando diferentes valores do hiperparametro ¢, onde ¢c=P(K = n), sdo fixados
a priori. Os valores verdadeiros dos parametros sdo: k=20, a;=2.0, £;=1.0, p;=2.0,
ogmzo.fs, 02=0.1, co=1.0, $2=2.0, pa=4.0, 03(2)=1.2, 03=0.2.

¢=0.02 c=0.5 ¢=0.95 ¢=0.99
media mediana media mediana media mediana media mediana

k 2097 21 2097 21 2097 21 2097 21

o; | 1.8140 1.8645 1.8140 1.8645 1.8147 1.8645 1.8147 1.8645
ag | 0.8539 0.9417 0.8539 0.9417 0.8540 0.9417 0.8540 0.9417

By | 1.0500 1.0250 1.0500 1.0250 1.0504 1.0250 1.0504 1.0250
Be | 2.0720 2.0514 2.0720 2.0514 2.0721 2.0514 2.0721 2.0514

p | 2.2357 2.2361 22357 2.2361 2.2357 2.2361 2.2357 2.2361
Ho | 3.8581 3.8578 3.8581 3.8578 3.6567 3.8578 3.8587 3.8578

o2 104254 0.3920 0.4254 0.3920 0.4242 0.3920 0.4242 0.3920
o2 | 1.3662 1.3003 1.3662 1.3003 1.3670 1.3003 1.3670 1.3003

oi 0.2155 0.2030 0.2155 0.2030 0.2159 0.2030 0.2159 0.2030
o; | 0.2412 0.2304 0.2412 0.2304 0.2410 0.2304 0.2410 0.2304

Tabela 4.13: Distribuicfo de freqiiéncias & posteriori do ponto de mudanga k quando

diferentes valores do hiperparametro ¢ sao fixados.

k c=0.02 ¢=05 ¢=0.95 ¢=0.99
18 0.0001  0.0001 0.000T 0.0001
19 0.08%8 0.0019 0.0019 0.0019

21 0.9729 09729 09729 0.9729
outros | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

a convergir. Entretanto quando o verdadeiro valor de & estd proximo de 1 ou n,

o algoritmo pode ndo convergir dependendo do ponto inicial (£©, g‘f’”’, ggO)T).

Esse algoritmo aparentemente tem uma certa tendéncia de retornar ao
estado k = n (embora este ndo seja um ponto absorvente)se alguma vez ele
entrou nesse estado , a nao ser que o valor de ¢ (c=P(K=n)=p(n)) & priori
seja bem pequeno. Uma saida foi tomar como valor inicial de & o menor
valor possivel (k(¥=3), e tomar Q(IO) e ng) como sendo os estimadores de

maximaverossimilhanga de §; e g, respectivamente. Uma outra saida é tentar

utilizar algum método para obter bons valores iniciais como por exemplo a
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Tabela 4.14: Estimativas do valor esperado dos parAmetros da distribui¢o & poste-
riori quando diferentes conjuntos de dados sdo utilizados (simulados a partir do mo-
~delo com k=7, k=43 e k=>50), quando diferentes valores de c sao utilizados (c=0.02,
c=0.5 e ¢=0.99).

k=7 k=43 k=50
¢=0.02 ¢=0.5 ¢=0.99 ¢=0.02 c¢=0.5 ¢=0.99 ¢=0.02 =05 ¢=0.99
ay | 22919 22919 2.29191 21052 2.1052 2.10521 2.0357 2.0245 2.0245
ap | 1.4291 1.4291 1.42911 0.6667 0.6667 0.6667| 2.0357 2.0245 2.0245
Gy | 1.1428 1.1428 1.1428} 0.9904 0.9904 0.9904| 1.0049 1.0104 1.0104

B> | 1.8845 1.8845 1.8845| 2.0705 2.0705 2.0705| 1.0049 1.0104 1.0104
pr | 1.3258 1.3258 1.3258 1.8683 1.8683 1.8683| 1.9215 1.9217 1.9217
Ho 3.8306 3.8306 3.8306| 3.6363 3.6363 3.6363| 1.9215 1.9217 1.9217

0.4980 0.4980 0.4980| 0.6334 0.6334 0.6334; 0.6021 0.6000 0.6000
o2 | 14209 1.4209 1.4209| 1.5202 1.5202 1.5202| 0.6021 0.6000 0.6000
of 0.3831 0.3831 0.3831| 0.1449 0.1449 0.1449| 0.1181 0.1179 0.1179

oy | 0.1823 0.1823 0.1823| 0.3746 0.3746 0.3746] 0.1181 0.1179 0.1179
k 167099 6.7099 6.7099| 42.944 42.944 42.944| 49.999 50.000 50.000

técnica apresentada na se¢do 4.7.1 (vale lembrar entretanto que esta técnica

nao funcionou nesse exemplo quando o verdadeiro valor de k é 5).

o Na tabela 4.14 observa-se que se o verdadeiro valor de k é 7, entdo a maioria
dos pardmetros antes da mudanca tende a ter estimativas mais pobres (em
termos do viés) do que a maioria dos pardmetros depois da mudanca. Semel-
hantemente quando k = 43, os parAmetros apés a mudanca sdo pior estimados
do que os pardmetros antes da mudanga. Isso j& era esperado pelo fato de
que no primeiro caso o tamanho da amostra antes da mudanca é pequeno e
no segundo caso o tamanho da amostra depois da mudanca é que é pequeno,
além disso a distribui¢do & priori é pouco informativa (embora k tenha uma
distribui¢do de probabilidade discreta com dominio limitado, as distribuicdes

7(91) e 7(g2) sdo muito pouco informativas).

¢ Os dados das tabelas 4.12 a 4.14 sugerem que as estimativas dos valores esper-
ados dos parametros da distr. & posteriori, bem como a distrib. de freqiiéncias
a posteriori do ponto de mudanga k, ndo sao sensiveis a variacao no valor

hiperparametro c, onde c é a probabilidade & priori de nao existir mudanca.
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4.7.4 Analise do procedimento 2 para detetar mudancga ba-
seada na distribui¢do a posteriori das diferengas (ou
quocientes)

Caso (a): Modelo com restrigao de identificabilidade
Nessa se¢iao vamos considerar inicialmente o modelo com restri¢ao de identifica-

.

bilidade e que permite mudanca em todos os pardmetros definido na segao 4.7.1. (E
importante lembrar que no caso em que aj=ag, Bi=05, p1=ps, 02, =02, € 03=03
entdo caimos no modelo sem mudanga, independentemente do valor de k)

Nesse estudo foram usados dados simulados e a distribui¢ao a priori escolhida
(dada na secd@o 4.7.1) é muito pouco informativa . Entao é razodvel esperar, se de
fato o método utilizado é adequado, que as estimativas & posteriori (bem como os
resultados e conclusoes) sejam compativeis com o modelo apartir do qual os dados
sao gerados.

As figuras 4.30 e 4.31 apresentam os histogramas das densidades marginais a pos-
teriori de o, B;, pi, 02, 07 e k para ¢ = 1,2 e também os histogramas das diferencas
o1 — ag, o — B1, p2 — p1 e dos quocientes o2, /02 e 03 /0}. Os célculos sao obtidos
com base nos dados da tabela 4.1 e o algoritmo usado para amostrar da distribuigéo
4 posteriori ¢ o M.Collapsed Gibbs (partindo do ponto inicial §” dado na segao
47.1).

A partir dessas distribuigoes as seguintes estimativas foram obtidas: P(al -y >
0|Dobs) ~ 0.842, P(3; — 31 > 0|Dobs) = 0.996, P(us — p1 > 0|Dops) ~ 0.993,
P(02, /02 > 1|Dyps) & 1.000 e P(03/07 > 1| Dyps) = 0.625.

Esses resultados sugerem que todos os parametros do modelo mudam apds o

ponto k£ = 21, o que esta compativel com o esperado.
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Observagoes: O mesmo modelo (modelo estrutural com restricao de identificabili-
dade e que permite mudanca em todos os pardmetros com distribuigao & priori dada
em (4.7.1)) foi ajustado a outros dois conjuntos de dados. O primeiro conjunto foi
gerado a partir do modelo (com restr. identif.) e sem nenhuma mudanca (onde
o =ay =20, 0 = fp =10, 3 = pp =20,02 =02 =06,0] =03 =01e
A = 1.0), o segundo conjunto foi gerado a partir do modelo (com restr. identif.) com
mudanca apenas na média e na variancia de z (onde oy = ap = 2.0, §; = G = 1.0,
=20, pg =4.0,02 =06,02, =22, 07 =03 =0.1e A= 1.0).

Nos dois casos o algoritmo M.Collapsed Gibbs partiu do ponto inicial (k(®=25,
ﬁi(o)zl, af (O>=1, o§f°)=1, i = 1,2). Do primeiro ajuste obtivemos as estimativas:
P(ay — ay > 0|Dgpe) = 0.51, P(By — By > 0] Dops) & 0.50, P(ug — p11 > 0|Dops) &
0.51, P(02,/02, > 1|Dgps) = 0.53 e P(02/0? > 1|Dgps) ~ 0.64. Nesse caso em
geral as estimativas estdo dentro do esperado, apenas a estimativa da probabilidade
P(03/0} > 1|Dobs) aparentemente estd um pouco mais discrepante (em relacio ao
valor 0.5).

Do segundo ajuste observamos que 15(041 — ag > 0|Dgys) = 0.62, 15(,81 - B >
0|Dobs) & 0.57, P(pz — 1 > 0|Dons) = 1.00, P(02,/02, > 1|Ds) ~ 1.00 e
P(02/0% > 1|Dops) ~ 0.86. Esses resultados nio sugerem que a mudanca ocorre
somente na média e na varidncia de z (o que ndo estaria compativel com o esper-
ado).

Nesses particulares exemplos, vemos que, embora o método pode nio detectar
corretamente qual parametro estd mudando (no modelo que permite mudanca em
todos os parametros), ele forneceu resultado mais ou menos razodvel no caso em que
nao ha mudanca.

Caso (b) Modelo sem restrigdo de identificabilidade

Nesse item vamos usar procedimento semelhante ao do caso (a) porém agora
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para o modelo sem restri¢ao de identificabilidade e que permite mudanga em todos
os parametros definido na segao 4.7.2.

A figura 4.32 apresenta os histogramas das densidades marginais & posteriori de
i, B, i, 02,, 02, 02 e k e também os histogramas das diferencas oy — ag, 52 — Sy,
pa — py € dos quocientes o2, /02 , 02 /o2 e oZ/c}. Os célculos foram obtidos com
base nos dados da tabela 4.1 e o algoritmo usado para amostrar da distribuicéo &
posteriori é 0 M.Collapsed Gibbs (o ponto inicial usado é o §(©) dado na secéo 4.7.2).

A partir das distribuigdes das diferengas e quocientes acima obtivemos as seguintes
estimativas : P(ay—ag > 0| Dgps) ~ 0.808, P(By— 1 > 0| Do) & 0.997, P(up—puy >
0|Dops) A 1.000, P(02,/02 > 1|Daps) ~ 0.994, P(02 /02 > 1|Dgss) = 0.559
P(03/02 > 1| Dops) = 0.706.

Os resultados acima sugerem que hd mudanca em todos os pardmetros do modelo
(o que estd dentro do esperado).

Observagoes:

O modelo sem restrigao foi ajustado ainda a outros dois conjuntos de dados (o
primeiro gerado a partir do modelo sem mudanga (com a3 = ag = 2.0, /) = f = 1.0,
p1 = pp = 2.0, 02 =02, =06, 07 =0} = 0.1 e g2, = 0% = 0.1)) e 0 outro gerado
a partir do modelo com mudanca na média e na varidncia de z (com oy = as = 2.0,

b= B = 1.0, gy = 2.0, pp = 4.0, 031 = 06,02 = 22 02 =05 = 01e

'y Yo

2 2

o; = o,, = 0.1). Os pontos iniciais em cada exemplo foram obtidos pelo mesmo

procedimento descrito na secao 4.7.2.
Do primeiro ajuste obtivemos as estimativas: If’(auz—cn > 0| Dops) = 0.53, P(ﬂg—
31 > 0|Dgps) = 0.53, P(ps — p11 > 0| Dops) &= 0.59, P(02, /02, > 1|Dgys) = 0.31,

P(02/0% > 1|Doys) = 0.64, P(02 /02 > 1|Dgys) ~ 0.64. Nesse caso os primeiros

€2

quatro valores estao dentro do esperado entretanto os dois tltimos valores estao um

pouco acima do esperado.

o
=1
w



Do segundo ajuste obtivemos: f’(a2—al > 0| Dobs) & 0.54, Is(ﬂl—/ﬁ‘Q > 0] Dops) ~
0.51, P(pa— 1 > 0] Dops) == 0.99, P(02, /02, > 1|Dops) & 0.99, P(02/02 > 1| Dps) ~
0.74 P(02 /02, > 1|Dobs) ~ 0.75 . Esses resultados nio sugerem que a mudanca
ocorre somente na média e na variancia de z (o0 que nao estd compativel com o
esperado).

Observagao:

Dos resultados acima sobre os particulares exemplos, vemos que o método de

examinar as distribui¢des das diferencgas ou quocientes dos paridmetros pode nao

detectar corretamente qual pardmetro estd (ou nao) mudando.
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4.7.5 Anadlise do procedimento 3 para detetar mudanca baseada
nos critérios de selegao de modelos.

Uso de critérios de escolha de modelos em modelos identificdveis

A tabela 4.15 a seguir contém as estimativas do Fator de Bayes e Pseudo-Fator
de Bayes para comparar dois modelos com restri¢ao de identificabilidade: o modelo
que permite mudanca em todos os parametros (estudado na se¢do 4.7.1 ) e o modelo
sem nenhuma mudanga (estudado na segdo 2.12.1), quando os dados observados
sao os da tabela 4.1. Além disso contém as estimativas da Medida L e da soma
das normas dos residuos padronizados sob os dois modelos. Os célculos envolvendo
cada modelo foram obtidos sempre com base na segunda metade de uma seqiiéncia
de comprimento T=10000 do algoritmo M.Collapsed Gibbs (partindo de um tnico
ponto inicial, égo) , obtido pelo método descrito na segao 4.7.1).
Tabela 4.15: Estimativa do Fator de Bayes (pelo método de Newton e Raftery), do

Pseudo-Fator de Bayes, da Medida L e da soma das normas dos residuos sob cada um dos
modelos, com e sem restri¢do de identificabilidade (utilizando os dados da tabela 4.1).

medidas | modelo com | modelo sem
mudanca mudanca
det(L2) 0 = 0.0 | 3427.99 7764.21
6 =0.113986.91 9216.22
d=10.5]6628.24 16258.00
0=10.919918.61 25273.70
6 =1.0 | 10842.60 27836.10
Medida L
tr(Ls) 6 = 0.0 | 256.63 554.12
d=0.11280.40 607.91
g =0.51375.46 823.06
d=10.9]470.52 1038.21
0=1.01494.29 1092.00
Soma das normas
dos residuos | 92.47 104.87
»,CPO;" | 5.16x107% 1.84x107% Pseudo-Fator de
Bayes=2.80x10%
(Ui, ..., UnlM;) | 2.03%x1077 1.60x107>* Fator de Bayes
=1.27x10™
k {2097

Na figura 4.33 temos um grafico comparando os modelos com e sem mudanca

(com restricao de identificabilidade) por meio dos valores da densidade condicional
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preditiva (CPOi) versus i, quando os dados sdo os da tabela 4.1 e o algoritmo

utilizado para amostrar das posterioris é o M.Collap.Gibbs.
CBO)
08 —
07 — °
0.6 s °
0.5 ~ o of

04i'¢ ° + *

¥
o
+
+
o+
+
+
+
+

03}
02 E‘ o

0.]; ° sy ©

Figura 4.33: Valores da densidade condicional preditiva (CPO(i)) versus %, sob o modelo
com mudanga (sfmbolo o) e sob o modelo sem mudanga (sfmbolo +).

Uso de critérios de selegdo de modelos em modelos sem restricio de
identificabilidade

Da mesma forma que no caso anterior (com restrigao de identificabilidade), os
dados utilizados para ajustar cada um dos modelos foram os da tabela 4.1 e o
algoritimo empregado foi o M.Collapsed Gibbs (partindo em cada caso de um tinico
ponto inicial gerado pela técnica descrita na secao 4.7.2).

A tabela 4.16 descrita & seguir é semelhante & tabela 4.15, porém agora envol-
vendo os modelos sem restrigao de identificabilidade. Da mesma forma, a figura 4.34

é semelhante a figura 4.33 mas agora envolvendo os modelos sem restricao.

276



Tabela 4.16: Estimativa do Fator de Bayes (pelo método de Newton e Raftery), do
Pseudo-Fator de Bayes, da Medida L e da soma das normas dos residuos sob cada um dos
modelos (utilizando os dados da tabela 4.1).

medidas | modelo com [ modelo  sem
mudanca mudanca,
det(L2) 0 = 0.0 | 4033.32 8219.96
6 =0.11]4647.45 9717.95
6 =10.517509.92 16943.70
6=10.9111021.90 26143.50
60 =1.0112001.40 28751.90
Medida L
tr(Ly) 6 = 0.0 | 262.79 555.08
d=0.11286.54 608.86
0=0.51381.54 824.02
d=0.9|476.54 1039.17
6 =1.0 {500.29 1092.96
Soma das normas | 92.338 109.90
dos residuos
»,CPO;™ | 3.04x10~% 3.18x1073 Pseudo-Fator de
Bayes=9.6x10°
(U, ..., Un|M;) | 1.68x107% 3.56x107% Fator de Bayes
=4.7x10%
k | 20.93
CPO()
07F . °
06F . °
05t o
0.4 :‘ R f °o ° ’ ’ ° o *
03f . ' . .. . ' .
02f . e . ° o o
0.1+ . o
0 5 10 15 20 25 30 3 10 s 5o

Figura 4.34: Valores da densidade condicional preditiva (CPO(i)) versus i, sob o modelo
com mudanga (o) e sob o modelo sem mudanca(+).
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COMENTARIOS:

Analisando as tabelas 4.15 e 4.16 e os graficos 4.33 e 4.34, observamos que hi
uma forte evidéncia a favor do modelo que permite mudanca em todos os parametros
(do que o modelo sem nenhuma mudanga) tanto no caso com restri¢ao como no caso
sem restricao de identificabilidade, ou seja existe evidéncia de que a hipéStese nula
(de que ndo hd mudanga) deve ser rejeitada nos dois casos.

Isso ja era esperado pelo fato de que os dados da tabela 4.1 foram simulados
apartir de um modelo onde todos os parametros mudam apés a vigésima observagao
da seqiiéncia de dados e a priori envolvida é muito pouco informativa.

E importante observar que os valores do Fator de Bayes e Pseudo-Fator de Bayes
do exemplo (tabelas 4.15 e 4.16) nos pareceram extremamente grandes, além disso
eles oscilam muito dependendo do algoritmo utilizado como também do ponto inicial

escolhido. Nesse caso uma solugao alternativa para o clculo do Fator de Bayes, que

deve ser tentada, é o método de Chib (1995) descrito na segdo 4.4.3.

4.7.6 Resumo dos resultados

Na segao 4.7 basicamente estimamos os parametros dos modelos com e sem restrigiao
de identificabilidade e que permitem mudancga em todos os parametros apds o ponto
k. Hustramos também a aplicacao de trés métodos para detectar mudanca nesses
modelos.

As observagoes a seguir referem-se apenas aos particulares exemplos apresentados
nas subsegoes 4.7.1 a 4.7.5.
(a)- Nos particulares exemplos tratados o algoritmo M.Collap. Gibbs teve um
melhor desempemho que o algoritmo de Gibbs simples (principalmente em termos
da funcao de autocorrelacao e da matriz de correlagoes cruzadas).

Os dispositivos de diagnéstico de convergéncia apresentados nessa segao nao
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sugerem que haja falhas na convergéncia dos algoritmos em nenhum dos exemplos.
(b)- Nos modelos com e sem restrigao de identificabilidade, os intervalos de credibili-
dade de 95% contiveram os verdadeiros valores dos pardmetros mas os comprimentos
desses intervalos foram em geral ligeiramente menores no modelo com restri¢ao. En-
tretanto, levando em conta que a qualidade do ajuste aparentemente nao diferiu e
que na préatica dificilmente o valor de A é conhecido entdo seria bastante razodvel
escolher 0 modelo sem restricio de identificabilidade (quando os dados sao os da
tabela 4.1 e as priores sdo as descritas nas segdes 4.7.1 e 4.7.2).

Obs: As estimativas dos parametros nos modelos das segdes 4.7.1 e 4.7.3 foram

bastante semelhantes para o particular conjunto de dados.

(c)- No modelo que permite k assumir o valor n (com a particular distr. & priori
dada na secéo 4.7.3), as estimativas dos parametros da distribuigao & posteriori, bem
como a distribuicdo de freqiiéncias & posteriori do ponto de mudanca k, aparente-
mente ndo sdo sensiveis a variacdo do valor de ¢ (onde ¢ é a prob.a priori de nao
haver mudanca), quando a amostra de dados é a da tabela 4.1.

(d)- O método 1, usado para detetar mudanca, quando aplicado ao particular
conjunto de dados da tabela 4.1 (e particular priori vaga da secéo 4.7.3), detectou
corretamente que a hipotese nula (de que nao hd mudanga) deve ser rejeitada e ao
mesmo tempo forneceu as estimativas dos pardmetros do modelo.

O método 2 para detetar mudanga, aparentemente ndo € muito preciso para
detetar qual parametro estd mudando, entretanto no particular exemplo envolvendo
os dados da tabela 4.1 (e particular distr. & priori da se¢do 4.7.1), o método conseguiu
detetar corretamente que todos os parametros mudam (tanto no modelo identificdvel
como no modelo nao identificivel). Ele também forneceu a decisao correta no caso

particular de um conjunto de dados gerados a partir de um modelo identificdvel sem
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nenhuma mudanga (com a mesma distribui¢ao a priori).

No método 3 (que usa os critérios de selecao de modelos do Fator de Bayes,
Peudo-Fator de Bayes, Medida L e a soma dos mdédulos dos residuos) vimos que
todos esses critérios concordaram entre si (em rejeitar a hipétese Hy de que nao ha
mudanga) no particular exemplo apresentado, independentemente do modelo ser ou
néo identificivel.

E importante enfatizar que ndo estamos concluindo que os critérios de com-
paracao aqui descritos sd@o sempre adequados para detetar mudanga e muito menos
comparando os diversos critérios entre si, mas apenas exibindo os resultados para
um particular conjunto de dados simulados. Um estudo mais completo deve ser
conduzido futuramente com essa finalidade.

Observagoes gerais:

(1) As médias aritméticas e as médias R-Blackwelizadas ficaram sempre muito
préximas independentemente do modelo estudado.

(2) A medida L baseada no trago aparentemente nao serviu para diferenciar os

modelos.

280



Capitulo 5

Uma analise do modelo linear
estrutural -Student com erros nas
variaveis com um ponto de
mudanca desconhecido

Neste capitulo faremos um estudo semelhante ao do capitulo 4, porém agora para
os modelos estruturais t-independente e t-dependente com um ponto de mudanga
desconhecido, considerando a mesma restricio de identificabilidade utilizada no

capitulo 4.

5.1 O modelo t com erros independentes, com
particular priori de componentes independen-
tes

5.1.1 O modelo que permite mudanga em todos os parame-
tros apds o ponto de mudanca k

O modelo t-independente formulado como mistura de escala da distribuicao Normal

€ definido a seguir:

v - ay+ S +e, i=1,....k,ondel <k<n-1,
T g+ Bz +e, i=k+1,....n, (5.1.1)
Xi=x +uy, i=1,...,n,
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onde Y; e X; s@o as varidveis aleatérias observéveis, x; é varidvel aleatéria latente e

e; e u; sao os erros aleatérios.

Z1 Z k41 Y,
Seja ZW =] : |eZ®= : |,onde Z;=| X;
~Zk Zn Z;

O modelo que vamos considerar tem a seguinte suposicao:

) ingfp N3(H1, glwi), 1= 1,...,k,
Zzlé { N3(H2} E?w’i)v i:k+1:"'7’n7 (512)

onde

& =47, 67, k, wT,v1,12)T é o vetor de pardmetros, com

g’i - (aiHBi} Hi, 02(1)70'2)T) 1= 1>27 'LU = (wla .. 7wn)T: (,Q’{7 Vl) ?". (Qg; VQ)
ay + B :31‘72(1) + Aot 5;0§(z) \ B
p1= ! y L1 = 510':2;(1) 0’;(1) + 03 0'%(1)
H1 51%(1) 02(1) O2(1)
e
Qg + Bapn 32020y + X035 202y Ba02 s
Ho = H2 s 22 = ,820'%(2) 0'3.(2) + 0'% 02(2) (513)
2 a0z T22) O22)
v, = nimero de graus de liberdade antes da mudanga
v, = nimero de graus de liberdade apés a mudanga (v; > 2, i = 1,2),
A é a 1azdo das variancias dos erros (conhecida) e ;> 0,i=1,2.
A distribuicdo a priori é dada por
7(8) ox w(k, 01, §2, 11, v2, w) = p(k)m(g1)m(g2) 7 (w |11, vo)m (1) (),
onde
I6CA Y, =1,k
indep 2°2
Wiy, Vg ~
IG(%,% L i=k+1,....n,
1
PK=k=-—, kek,
p(k) = ' I #K
0, caso contrario.

7(8:) = m(a) () () m(07y)7(0F), i=1.2,
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onde

ﬂ(ai) ~ N(a,,, Ou; ) 71’(/31) ~ N(bmaﬁ )7 ﬂ(#t) ~ (miaaz,»)w

7T(U.Z(TL)) ~ IG(C'H di)) ﬂ-(UiQ) ~ IG(fi:g‘i)) 1= 1:«2a
1

€ W(Vi) = P[Vﬁ = Vi) = { no,

0, caso contrario,

. —no, +1 <y <a,
G TS =G (5.1.4)

onde 7 = 1,2, ng, = nimero de elementos do dominio da varidvel aleatéria discreta
V; cuja probabilidade é positiva e ¢; é uma constante inteira (podemos tomar ¢; > 3
para assegurar a existéncia dos momentos de ordem 1 e 2).

observagao: O caso em que os nimeros de graus de liberdade v, e v, sao conheci-

dos é um caso particular de (5.1.4) quando ng, =1

Distribuigao a posteriori

A posteriori pode ser escrita como

p(81Ds) = [ p(z, 81Das)dz,

onde £ = {(z1,...,2,)T : 2; € R} e p(z, §|Dons) x L(§|D)(§), onde L(§|D) é a
verossimilhanga baseada nos dados completos D = {Z,:i=1,2,...,n}, dada por

1
(H}-c w;/z) (o})*(a2 (1))2

.exp{—é—l:Z (Y; — o — Brz:)? Z(X — ;) i(xi __2#1)2}}

wz)\ol o woi o1 w0

1 1 & (Yi—az — Bozi)?
)2 XP{ 2[2( - 2521:)

* 3 2 — 1.
(H"1 prr )(o%)” (020 =k+1 wiAoy

D S i) 7 ~2112)2H 5.15)

i=k+1 w;o3 i=k+1  WiOz(9)

X Ll(k7 Ql‘,l/l ;I:UllDl)LQ(k> QZaVQ) LL‘QIDQ)B

L(éiD) = L(kv 91, 92, LU‘D) &

~

onde wy = (wy,..., wr)' e wo = (Wrat,--- .u,,)T e onde o primeiro fator é a ve-
rossimilhanca baseada nos dados completos (D;) até a mudanga e o segundo fator

a verossimilhanca baseada nos dados completos (D,) apés a mudanga.
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5.1.2 Implementacao do algoritmo de Gibbs no modelo que
permite mudanca em todos os parametros

Usando a distribuigdo p(z, §|Dobs) acima, obtemos as condicionais completas de

Ty,...,Tn, Oy, Qy, /61’ /827 Hi, K2, 02(1)7 02(2); U%) 037 vy, Vy € k; que apresentamos a

seguir.

2 2 2 2
xill‘(—-i);aly Qg, 61)/827:‘1’17 /,LQ,UI(l),O'I(2),O’1,O'2, w, vy, Vz,k, Dobs

2
N (0'3(1)[/\)@‘ + B (Y; — ar) + Aofp] . /\‘712‘71(1)1111' ) (5.16)

a2y A+ BE] + Aot T o2y A+ BE] + Aof
i=1,...k
N (03(2)[)\)@ + Ba(Yi — ) + AoFpa] Aoz Wi ) (5.1.7)
o2 o)A + B3] + Ao} " 02 + B3]+ Ao3 '
i=k+1,...,n

2 2 2 2 b rihiries
ailz, az, b, 52,#1,#2,%(1),01(2), 01,05, w, vy, Vo, k, Dops tem distribuicao

ki R (518)
o2, L 4+ N\o?) ’ o2, +/\01 -

z—-‘l w; 1.-—1 w

2 2 2 2 st rihen
asl z, 04, P, Ba, i1, P2, 021y Oz(2)) 011 02> W, V1, V2, k, D,y tem distribuicao

v [%oa Zien ﬁ———“f”"’ tdde oo, (5.19)
o z._k+1w + Ao} T o2, z—k—i—lw +Aoi )’ o

2 2 2 2 - . . -~
Bilz, an, 2, Bay i1, B2, 071y, O5(2): 015 025 k, vy, ve, Dos tem distribuicao

2 k 1Yi~—a122f 2 22
05 i1 + Abjoy Aoio
N ( A ; = D 122'3‘ k (5.1.10)
o3, 1_1 =+ Ao? 0% 2uim1 @ T Aoy
3 3 2 2 2 2 .., k D
! 2I:£a Qy, g, lnulnu?aUx(1)101(2)701702’ ,I;L s V1, V2, Ky Lobs
2 n (Yi—ag)x; 2 2.2
05 S8 i T+ Aboo Aoo?
N ( e " 2, 273 , (5.1.11)
032 > A+1 = + Xo3 %2 Pkl o ‘L + Ao}

. : 2 2 2 2 2
,Ulk% y iy, G2, 9911 :321/127 01(1)7 01(2): 0y.05, W, 1, V2, l"e Dobs
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2 k

o : + o? my o2 o2
~N m2 =1 %) l‘(l) - ki‘*l ;(1) - , (5.1.12)
O Zz 1w + Uz‘(l) 0;1.1 Zi:l w; + JI(I)

2 2 2 2 ]
MQI Z, 01,02, /3171527/11701(1)7 01(2)1 01,02, W, 1, V2:I‘) Dobs

2 .
N k1 % + 03(2) ) ‘7;2:2‘73(2) (5.1.13)
Upz Z?—kﬂ w T ‘72( 2) 02, Tk w”l“ + 03(2) '

2 2 2 2
Oﬁz(l)ix a17a2>/317ﬁ2 M1, H2,0, 2)70-1a0'211/171/2ak5 w, Dobs

AJG<-+h XfL mf ), (5.1.14)

2 2 2 2
Ux(2)| I, Qq, O‘Q,/Bl,132>“17“2,ax(1)301302>1/1’ vV, ka w, Dobs

— n C— 2
~1G<n2k 1§:£ﬁ~ﬁ2—+@>, (5.1.15)

i=k+1 w;

2 2 2 2
all ‘:137 Qy, Qg ﬁ1>ﬁ27#11u2701(1)301(2)s 0y, V17V27k7 :‘\,Ua Dobs

1 (E (Y= — Biz:)? E (X —z)?
~ IG <k+f1)2>\ (Z( a ﬁlx) +;( _wix““)">+gl))

W
(5.1.16)
Oglgaalaa?aﬁ17ﬁ27ﬂ17ﬂ2103(1)a02(2)7U%7V13V27k gj Dobs
1 (& (Yi—ar—Box;)? (Xi— 11)2
~ G| n—k+ fi o= | 3 S ,
( 2A (t=k+1 Wy i=k+1 w;
(5.1.17)
wil?saal,a%51,BQalu'la#2»02(1)302(2)30?~03~V1~V2au’(—i)¢k7Dobs
~IC 3+V1;l (Yi—a;— B )2 + M Xi— z,)? (%;#1)2 ]
2 2 \o? T2
i=1.. .k (5.1.18)
L[ [ Yimoo= B PAAXi—2)? 2\ ]
o3t Fizo 21)2+ (Xi—2:)? q#2) sl
2 72 Ao T2
i=k+1,....n (5.1.19)
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2 2 2 2
P[K:k[:,g’al,a2n‘317:325/‘51uu2> 0:(1)901(2)7017621 by, vy, Z;U}Dobs]

L(k; 81, 82, w*”l?”ZlD)
- 81,62 W, , 5.1.20
Z L(k1 Ql:Q?; LU7V17V2tD) (a )
kek

k € K, onde L(k, 81, §2, w|D) é dada em (5.1.5).
L‘i(k) ,Q*i) y’i: V’i}Di)
ci
Z L’i(k) Qi; w, VilDi)

vi=ci—ng;+1

p(Vz - Vit"E?aIia?a"'}Vl;VZ) y};DObS) =

3 i=1721‘

(5.1.21)
onde L;(k, §;,v;, wi|D;) é dada em (5.1.5) e ng, e ¢; sdo definidos em (5.1.4).

Observagao 1: No caso em que v; e v, sdo conhecidos devemos desconsiderar as
distribuigdes em (5.1.21).
Observagao2: Fazendo w; = 1, 7 = 1,...,n e desprezando as distribuictes em

(5.1.21), obtemos as condicionais completas do modelo Normal dadas na Secdo 4.2.2.

5.1.3 Implementacao do algoritmo de Gibbs no modelo com

mudanca em um subconjunto qualquer de parametros
Nessa subsegdo o objetivo é implementar o algoritmo de Gibbs para amostrar da
distribuicao & posteriori de um modelo que permite mudanga em um subconjunto
qualquer néo vazio de parametros estritamente contidos em {o, 3, u,02,0%}. Para
esse proposito, utilizamos as distribuicoes condicionais completas & posteriori do mo-
delo com mudanca em todos os pardmetros (que sao dadas pelas férmulas (5.1.6) a
(5.1.21), fazendo-se as devidas restrigdes; utilizamos também as distribuicoes condi-

cionais completas a seguir (fazendo-se também as devidas restrigdes):

' ‘ 2 2 2 2
. {aljls32-#1',11230’1«(1)?0'1(2)701:0.2‘, w, ., Vg, %-tDobs]
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1

N(O.%G.Q Zk (Yi=Bizi) Blla) +0.20.2 EZ - (K—ﬂﬂ‘) -}-}\U%U%a
o302 21‘1 ” +030 e +)\U102

2

Aoloo? )
2 2

0'20' Zz.—lw +010 E’L—-—k+lw +)\0102

(5.1.22)

2
A4 {ﬂ!alva%.u'h:u@a01(1)701(2))017027k> w, vy, Vg, -z,:; Dobs]1

b

N(Ugag >k, ———l——y LT + 0305 ki —~—-—~(Y‘":2)I" + Aafodb

0505 e a ™ + Ulaﬁ Zz=k+l + Aoios
Aoio3o} )
I
o505 Y o T ‘710,6 PO e + Aoiod

(5.1.23)

2 2
b4 [,u'lala a27/317182701-(1)’01(2)70170‘27 k)”l, vy, gjaDobs])

)

2 2 k 3 { 2
~ N( ()75 Tbet 2+ 031)00 Tl 3 + 020 9a)™
k 1 2 1 2 2
0205 Timt w; T 02(1)Th Limke1 wy T O2()x(2)

2 2 2
L e

2 k 1 2 1 ? . s
02002 bt - + 020y08 Simkin w; + 021)0%02)

© [U‘ZlQl,OLQ,Bl,,62,/11,#2,0‘%,0%,]53, Luaylalj27 ‘/‘,gsDobs]

n 1 (& (2 —m)? 2 (@ — po)’
~IG|—=+c¢—- —_— — d 5.1.25

<2 e 2 (; Wy N i.-_%—:i-l Wi ) ( )
d [02l0‘17a27ﬁly1827#17,“2703:(1)’03(2)7k7 w, vy, , I, Dobs}

(Y 51%’)2 = (Yi — Qg — ,321%‘)2
IG{n+f,2(Z /\w-

+ 2

i=1 7 1=k+1 Awi
2 n ;)2
Z (X~ z? zz) b3 Kz ) +g} (5.1.26)
i=k+1 Wi

Assim, por exemplo, para implementar o algoritmo de Gibbs no modelo que
permite mudanca apenas em {a, 3,0%}, as distribui¢des condicionais completas
necessarias sio as distribuicoes de (5.1.6) a (5.1.11), (5.1.24) a (5.1.25) e (5.1.16)
a (5.1.21). impondo-se as restrigdes p; = pp € 02}y = 02, nas distribuiges que
envolverem os parametros pi; e ‘73(1)» i = 1,2, como também no valor inicial, da

mesma forma que na Secao 4.3.
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5.2 O modelo t-dependente com particular priori
de componentes independentes

5.2.1 O modelo que permite mudanga em todos os parame-
tros apds o ponto k

O modelo t-dependente formulado como mistura de escala de normais é dado por:
Y = a1+ Gz t+e, i=1,...,k,
T ag+Bozrite, i=k+1,...,n,ondel <k<n-1, (5.2.1)
Xi=z;+u;, 1=1,2,...,n,

onde X; e Y; sdo v.a. observaveis, z; é v.a. latente e (e;,u;) os erros aleatorios.

Zl Zlc+1 Y;
Sejam ZW =| : |, Z®=| : | onde Z;=| X;
Zx Zn T;

O modelo assume que Z® e Z® sao independentes com

ZWlwy, 1,01 ~ Nag (Lix1 ® w15 Texk @ $1wy)

e
ZPwy, g2, vs ~ N3k (l(n—k)xx ® 125 In-k)yx(n-k) ® ;2?112) ,
onde
a; + B ay + Bapin
b1 = H1 y M2 T H2 >
1 Ha2
,31‘72(1) + Ao? [)’103(1) ,6105(1)
L= 5102(1) '73(1)24' o} 0%{1)
51‘7;(1) Oz(1) Oz(1)
e g 9 = B20;2(2) 03(2)2"*' o5 0'2(2)
Ba073 ) T2(2) 0z(2)

onde A\ = razao das variancias dos erros (conhecida), v; = nimero de graus de
liberdade antes e v, = nimero de graus de liberdade apés a mudanga, além disso

. * , A~
$:>0,i=12 = (97, 67, k,wi,wy, 11, 1) € o vetor de parametros do modelo,
2 NT

onde §; = (ay, % pi. 05 0;
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A distribuigao & priori escolhida para § é da forma

2
m(8) = p(k) [T w(gs)m(wilvi)m(vi), (52.2)
=1
onde 7m(w;ly) ~ IG(%,%), i = 1,2, e n(8:), p(k) e m(v;) coincidem com as dis-
212 g

tribuigoes em (5.1.4)
¢ Fungao de verossimilhanga

A funcéo de verossimilhanga baseada nos dados “completos” D = {Z:= (Y, X,

z;)T,i=1,...,n} é a seguinte:

L(3|D) o |gawi]” 2122102{ "2 exp{ [ ASES e ® HI)T
(Texk ® Elwl)*l(NZ(l) — 1lra @ p1) + (Z® - Lniyx1 ® gQ)T

Tin=kyx (n—k) @ gzwz)'l(NZ(Q lin-nx1® m)}}
k

x gl i gowl = ap{~ [S(Zi— ) (21w) N (Z: - @)

i=1

+ Y (Zim p)(ewa) N (Zi - )]}

i=k+41

x L1(Q1,w1,V1lD1)L2(Q2, Wa, V2lD2) = Ll(éﬂDl)Lz(éleg), (5.2.3)
onde Dy ={Zsi=1,....k}=ZW, Dy ={Z,i= k+1,...,n}y=Z®,

L1(511D1) = L1(81,w1,1|D1)

k
Z =) (s N Zi - m))

1(Y‘ —Qy 311‘1)
Aodwy

Mli—-‘

X lzlwﬂ"% exp{—

= 'w;%&(ai(l))"%( 5+ exp{ 2[
; (X'—fi)2+>:f:1(iri—/l-1)2}}

=1
+ o2y o w
11 (1) *1

é a verossimilhanca para os dados completos, Dy, e

LO(élez) = L-z(Q:h, Wy, VZIDQ)a onde
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_3(n-k) _(nk) - 1l & (Y= ag — Bozs)?
Lo(g2,wo, 2| Do) o wy 2 (03(2)) 2 (Ug)( ") exp{-—§[ Z 8L No2w, )
i=k+1 2

4 2": (X,-—x,;)2+ z": (732"'#2)2”

2 2 i
i=k+1 TiW2 i=k+1 Oz(2)W2

é a verossimilhana para o conjunto de dados completos, D,, apds a mudanga.
e Distribuicao a posteriori

Seja £ = {z = (z1,.-.,2.)T :2: € R}.

A distribui¢do & posteriori
P(UIDue) = [ p(z BiDa)dz o< [ LADT(DMdz ,  (5:24)
% z
onde L(6*|D) ¢ dada em (5.2.3) acima e 7(§) é dada em (5.2.2).

5.2.2 Implementacao do algoritmo de Gibbs no modelo com

mudancga em um subconjunto qualquer de parametros
Para implementar o algoritmo de Gibbs no modelo com mudanga em todos os
parametros, necessitamos das distribuigbes condicionais completas & posteriori de
z; (Para 1= 1’ e ‘3n)) e de Qy, G2, IBI) /327 K1, H2, 03(1)1 0';3(2)7 U%a U%v y, 1 € k7 que

coincidem com as do modelo t-independente da Segao 5.1.2 quando substituimos

o Jw, sel<i<k, e~ L. .
w; por w; = { wy sekt+1<i<n. As distribuigbes condicionais completas a
posteriori de wy e wo, nesse caso, sao dadas, respectivamente, por (5.2.5) e (5.2.6) a
seguir.
j2e] Gt ;l N o - Biz;)? N Zfzz(Xz‘z" z;)?
2 2 Aos o3
k 2
LTl ) 2 z/1D (5.2.5)
Iz(1)
e

5 2

TR R Y b e A Vg ¥ P > 0 Oy
2 ’ 2 AO’% 05
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+Zf=1(l”i — pip)? N 1/2}> (5.2.6)

0"2(2)

No caso do modelo geral que permite mudanga apenas em algum subconjunto de
pardmetros estritamente contido em {a, 3, 1, 02, 0%}, precisamos ainda conhecer as
distribui¢des condicionais completas de o do modelo com mudanca em {3, u, 02, 0%},
de 3 do modelo com mudanga em {a,p, 02,02}, de u do modelo com mudanga em
{a, 8,02,0?}, de 02 do modelo com mudanga em {a, 3, 1,02} e de o* do modelo

com mudanca em {a, 8, i, 02}. Essas distribuicdes coincidem com as da Segdo 5.1.3

{wl, se 1 <1<k,
wy, sek+1<1<n.

Com estas distribuigoes, e fazendo as devidas restri¢oes, implementamos o algo-

substituindo w; por w; = nas férmulas (5.1.22) a (5.1.26).

ritmo de Gibbs para o modelo que permite mudanga em qualquer subconjunto de

pardmetros (como fizemos na Se¢do 4.3 e na Se¢do 5.1.3).

5.3 Deteccao de mudanca e estimagao do modelo

Para detectar mudanga nos paridmetros do modelo t-independente e t-dependente,

utilizamos as mesmas técnicas da se¢do 4.4 adaptadas a esses modelos.

5.4 Condicoes para a existéncia da posteriori no
modelo t-dependente sob diferentes escolhas
de prioris improéprias

Nessa secdo apresentamos teoremas que estabelecem condigoes para a existéncia da
posteriori sob o modelo t-dependente com graus de liberdade conhecidos e prioris

improprias andlogas as usadas na se¢ao 3.5.
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5.4.1 Condigbes no caso do modelo que permite mudancga
em todos os parametros

Nesta subsecdo apresentamos alguns teoremas que garantem a existéncia da poste-

riori no modelo ¢-dependente que permite mudanga em todos os pardmetros e tem

priori imprépria do tipo:

Distribuicao a priori
ﬂ—(é) :p(k)ﬂ'(él)ﬂ'(éz)’ onde ﬂ-(éi) = W(Q,;,’wi) = W(,Qi)’”(wi%i = 11 21

onde w; ~ IG(%,%), i = 1,2, para n > 3, p(k) = P[K = k] é uma distribui¢ao

discreta definida num conjunto K finito e m(g:) oc m(02,))m(0?), ¢ = 1,2, onde
gi = (a%ﬁinuivgg(i)yo’iz):r'
Distribuicao a posteriori

No modelo com mudanca em todos os pardmetros e priori 7( §) = p(k)m(§1)7(§2),

a distribuicdo & posteriori p(§|Dobs) é proporcional a

L(3|D)r(§)dz, onde L(§|D) é dado em (5.2.3)

~

/&7" ={Z=(21,-.,2n):z;€R}

e portanto

P(8]Dobs) o /M)L1(é1ID1)7r(§1)dg:(‘)/$(2)Lz(ézlﬂz)w(éz)dg:”).p(k),

o p1(81)Dovss )p2( B2 Dovss = )p(k),

onde py( 51 |Dobs§k)) € a posteriori baseada nos dados até a mudanca e po( ég [Dobsgn_k))

é a posteriori baseada nos dados apés a mudanga.
Observagao:
Para mostrar que p(§|Dobs) é propria, devemos mostrar que

_ (k) , (n—k) ' -
Zp(;m)ful_x/ex P(81) Dobs. )dgldul/“1,2/632p2(32|00bs‘2 Jdgadies < 0. (5.4.1)

kex
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onde VVl = R+, 1= 1,2> @2’ = {QT- = (Clihﬁi,}li,gz(i),ag)rf‘ : a,;,ﬂi,/l.i cRe 0'32:<1-),
o2 e R,},i=1,2, e K éum conjunto finito.
Como K ¢ finito, entdo para mostrar a existéncia da posteriori p(§|Dobs), basta

mostrar que p;(§ I]Dobs(lk)) e p( éleobsgn"k)) séo préprias para um k fixado.
Teoremas

Teorema 5.4.1 No modelo t-dependente com graus de liberdade conhecidos, que

permite mudanga em todos os parametros e tem distribui¢Go a priori dada por

2 2

(9) = p(k) [T m(67) = p(k) [T m(gi)m(ws),

i=1 i=1

onde m(w;) ~ IG(%,%), vi 2 3, i = 1,2, n(g:) o m(02,)m(07) (onde m(02) ~
IG(ci, dy), m(02) ~ IG(fi,9:), i = 1,2) e p(k) é uma distribuigcdo discreta num
conjunto finito KC. Entdo uma condi¢do suficiente para que a distribui¢do a posteriori
p(é]Dobs) seja propria é que k > 3, (n—k) 23,0 < ¢ < k+ﬂé—'§—)- el < e <
(n—k)+ gﬁzf—s—z Outra condi¢cdo suficiente é quek >3, n—k2>3,0< fi < k_ﬂg;;

e0 < fp < 2=bdia=l

Demonstragao: O Teorema 3.5.2 garante que para k fixado a integral

‘/L.Vl /91 pl(gla wliD(()’;l)dgldwl

converge se k > 3e0 < ¢; < k+ ¥ (cuentio k>3 e0< f; < By ea
integral

[ [ palg2,wal D) paduy
W, VB89

con\.'ergesen—k23e0<c:)<(n—k)+£‘9§——3—)(ousejan—k2360<fg<

n—k+vo—1

2= ) e daf segue a conclusao. E

Teorema 5.4.2 No modelo do Teorema 5.4.1 se a distribuigao ’;T(O‘im) for sub-

stituida por r«(azm) x (Ufm)_’"'. r; > 0, 1= 12, entdo uma condi¢do suficiente
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para a existéncia da correspondente posteriori do modelo com mudanga é que k > 2,

n——k22,0<r,-<%eﬂ<5'21+1-7‘,»,i=1,2.

Demonstragao: Como p;( g;, wy IDobsgk) ) ep2(82, wQ[Dobsgn‘k)) estao sob as mesmas
condigoes do Teorema 3.5.3 (que envolve o modelo ¢ sem mudanca), entdo para cada

k fixado a integral
®
S L. 22,1 DR, )dorwy

éfinitase k>2,0<r <fel< fy <% +1—r ea integral

[ [ patas, walD), a0,

éﬁnitasen—k22,0<r2<%e0<f2<’-’22+1wrgedaisegueaconcluséo. ]

Teorema 5.4.3 No modelo do Teorema 5.4.1, se a distribuicgo de m(0?) for sub-
stituida por w(0?)  (02)7%, i = 1,2, e se os vetores de dados XD, Y sdo linear-
mente independentes parai = 1,2 e tais que as componentes de X@ (bem como as de
Y®) ndo sdo todas iguais, entdo a distribui¢do & posteriori do modelo com mudanga

correspondente € propriasek >3, n—k >3, k+uv; > 251 -1 en—k+uvy > 2s5—1.

Demonstragao: Analogamente, a demonstragao segue usando a relacao em (5.4.1)

e o Teorema 3.5.4. ]

Teorema 5.4.4 No modelo do Teorema 5.4.1 se as distribuigées de w(02 ;) e 7(o?)
forem substituidas respectivamente por m(02;) o (0%)™™ e m(of) x (07)™" e
os vetores de dados X e Y® sdo linearmente independentes para i = 1,2 e as
componentes de X (bem como as de Y¥)) nao sdo todas iguais, entdo a condigio
necessdria e suficiente para a existéncia da correspondente posteriori é que k +ry +

sy >3, (n~k)+7'2+52>3/,0<7‘,'<% e0<s; <8 +2-7,1=1,2.
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Demonstragao: Usando a relagdo em (5.4.1) e o Teorema 3.5.5, a demonstragao

segue. B

Observagao: Nos teoremas 4.6.1 a 4.6.4, se considerarmos que os nimeros de graus
de liberdade nao sao conhecidos, mas sdo varidveis aleatérias discretas definidas em
conjuntos finitos, as demonstragdes seriam basicamente as mesmas.

5.4.2 Condigoes no caso do modelo com mudanga apenas

em o2

Teorema 5.4.5 No modelo estrutural t- dependente que permite mudanga apenas
em o2, com priori ©(§) o p(k)m(w)n(c?) H(n(ax(z)) onde p(k) = P[K = k|,
k€ K (onde K € finito); m(02 ;) ~ IG(q,d ), i=1,2, 7(c?) ~ IG(f,g) e n(w) ~
IG(%,%), entdo uma condi¢do suficiente para que a posteriori seja propria € que

n> 3.

Demonstragao: O objetivo é mostrar que » / f p(k, §, w|Dops)dgdw < oo, ou
kek

seja, Z/ /$/ep(k,w,g,g]Dobs)dgdzgdw<oo,

kexk
onde © = {§ = (@, 8, 11,024y, 0%, 0)T e R*x R}}, W ={we R*}, £ = {z =

(z1,...,7,)T : z; € R} e K é um conjunto finito, onde

p(k,w, z, 8| Dobs) x L(k,w, §|D)m(k,w, g), que é proporcional a

- 3n+u n " (k —(nzk e, 1 14 2d1
O () (62 )Tt (02, ) +C'“)€XP{“§[E =
z(1)

2y, 29 Ti,(Y-a-35)? TR(Xi-x) | D - )

Tz o? T2 o2 + Ao2w * o2w * o2 w
z(1)
+Zz I\+l 11 /‘l) }} (542)
I(I}u

Seja f(k,w. z. §. Dobs) a funcéo que coincide com (5.4.2) quando substituimos a



Z?::k'kl (x'i - lu’)2

2 )
N

S [, Lptkw. 2 oiDandsdzde < [ [ [k w, 2,0 Dan)dpdzdu,

dltima parcela, por zero. Entao

onde

[, [ £k, 2,6, Dun)dgdz
w ) exp{ - £}
./3:‘ 1 S Et2ey -1 Zn (Xi—z:)2 S Suy G2 n+f—-1dg’:
Sa?;r [2d ~+ -—%ﬁl} 2 [29 + i=1 w‘ i + zzOYY xY}

ASzrw

3ntv—1

1 w ) exp{—£}
—_ (2d) k+'2;] ~1 %

:,n«&-f—ldg'

1 n . )2 2
5 z — (Xt"x:) SzzSYY—S
Sz [29 4 &=l - -+ oo L

w__(3n+2v—l)exp{_-2l:;}

A integral / - e — -
* 5 i i—Ti T -
SZ [29 2t TRy Sealiy Py

facilmente aplicando-se a mesma transformacao de varidveis usada na segao 2.8 (que

77142 pode ser analisada

acada (z, X, Y)associa (z,b,¢c)=H(z, X,Y), onde H é a matriz de Helmert).

De fato, apés a transformacio, essa integral fica igual a

W) expl - 2}

dz
—— n+f-1""%
21 2. [2g+ 1!Zx—bxl!2+(ﬁ)fv~zn)2+l!QYll2sen20J

w Aw

W ()

x

Z ” ;Z.I” [29+ I 22= b x|? + € y||?sen?6

w Aw

N

v

exp{—=
o(/ p{-2 ————dz,.
eI 2| [20w + || 22 — b x|f? + LExleene )
Portanto, a integral da posteriori [y [z fo p(k,w, z, §{Dobs)d §d zdw é majorada

por uma integral proporcional a

ex :V_/Q
/‘ / p{=-} — 7d z dw,
wJz, oniv. ’ ) 3
wz f“]lzxﬂ[ _sgw*_} 2

2qw+ || 22 — bx|? + L&
que é muito semelhante a integral que aparece na demonstra¢ao do Teorema 3.5.3.
A regiao de integragao W x Z, é particionada em W x R; e W x R, onde

Ry={z: € R z:] <<}
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AVALIACAO DA INTEGRAL NA REGIAO W x R,

Nessa regiao a integral pode ser majorada por
—v/2

/ / il = J dz dw
W J||Z.]|<e w";v_fﬁ»-l“%l_n [ng]n.;,f_% Lz 3

que é proporcional a

—-v/2
[ 2 [ L
0 w3n+2u-1 ” Ex“<e " %I” =T

que ¢ finita se e somente se =1 > 1el <n—1,istoé, n> 3.
AVALIACAO DA INTEGRAL NA REGIAO W x R,

Nessa regiao a integral pode ser majorada por

dw,

2 r —

S el =) dz
i E iz
W J|| Z:||<e ,w"+"—f+1n 22|l [n z bxl2+ I Qvlisenﬁe] +-3

que é proporcional ao produto

exp{ 2} 1
/ M—fﬂdw/ g dze
W VR 2ol Il 2 = b+ L]0

que é finita se e somente se =L > 1e 1+2(n+f—2)>n—1,isto é, 3n+v >3
en+2f>1
Analisando simultaneamente essas regides, concluimos que uma condicdo sufi-

ciente para que a posteriori seja prépria é que n > 3. |

Teorema 5.4.6 No modelo do Teorema 5.4.5 se trocarmos a distribuicdo de w(c?) o
IG(f.g) por 7(c%) x (¢%)7%, s > 0, e se X e Y forem linearmente independentes
onde as componentes de X e as de Y ndo sdo todas iguais, entdo uma condi¢do

suficiente para a ezisténcia da posteriori € que n > 3.

o
[Sw}
~J



Demonstragao: Substituindo f por s—1 e g por zero na demonstragao do teorema
anterior, temos que a integral da posteriori é majorada por uma integral proporcional

a
—v/2

ex
/ / p{="} — =d z ;dw.
w - nty C gynts—3 ~
w S 2 [l 22— x| 4 L]
Essa integral é semelhante aquela que aparece na demonstragdo do Teorema
3.5.5. Para analisa-la particionamos a regiao de integracao W x Z, da mesma forma
que no Teorema 3.5.5 e concluimos que ela é finita se ﬁi";ffi% >I,1<n—1le

1+2(n+s—32)>n—1ouseja, n>3e f < 2 ]

5.5 Distribuicao preditiva e avaliacao do ajuste

Podemos obter a distribuigao preditiva e avaliar o ajuste do modelo t-independente
com um ponto de mudanca, de forma andloga ao modelo Normal com ponto de
mudanca da se¢ao 4.5. Além disso, as segdes 3.1.3 e 3.1.4 (que tratam do modelo
t-independente sem ponto de mudancga) sdo também titeis para ajudar na dedugao

das férmulas correspondentes.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

6.0.1 Resultados do estudo sobre ponto de mudanga

Nesse trabalho fizemos uma andlise bayesiana do modelo de regressao simples
com erros de medida e que permite um dnico ponto de mudanga numa seqiiéncia
de n observacdes, sendo que essa “ mudanga” pode ocorrer em qualquer um dos
25 ou 28 subconjuntos de pardmetros, dependendo se o modelo é identificavel ou
nio identificivel respectivamente, isto é, manteve-se a forma da distribuicao das
observacdes (normal ou t-Student) e permitiu-se mudanca apenas nos parametros
dessas distribuigoes.

Foram estudados basicamente dois modelos. O primeiro, em que o ponto de
mudanca k pode variar entre 1 e n — 1 e o segundo em que o ponto de mudanga
pode variar entre 1 e n. No primeiro modelo o caso em que nido hd mudanga ocorre
apenas quando §; = §, caso contrdrio pelo menos um parametro muda. No segundo
modelo nao hé mudanca quando k = n (ou g1 = §2).

Nesse trabalho muitos resultados foram obtidos porém hd também vérias limitagoes
e vdrios pontos que precisam ser ampliados ou mesmo completados.

1- Resultados no modelo Normal:
(a)- Algoritmos:

Para obter amostras das distribuicdes posterioris foram implementados apenas os
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algoritmos de Gibbs e M. Collapsed Gibbs (muito embora o algoritmo de Metropolis-
Hastings em Gibbs, visto no capitulo 2, também possa ser implementado com base
nos dados observados). Observou-se que o algoritmo M.Collapsed Gibbs, baseado no
modelo que permite mudanca em todos os parametros com particular priori prépria
“pouco informativa”apresentou um melhor desempenho que o algoritmo de Gibbs
simples para o particular conjunto de dados simulados utilizado, independentemente
se o modelo € ou nao é identificavel. Além disso aparentemente nao foram observadas
falhas na convergéncia desses algoritmos quando os critérios de diagnostico descritos
no Apéndice foram empregados.
(b)- Estimacao e métodos para detectar mudanca

Para detetar se existe mudanca no modelo identificivel (ou nao identificivel),
foram derivados trés métodos:
(a) O método 1 que usa a distribuicao & posteriori do ponto de mudanca k do modelo
que permite mudanga num subconjunto qualquer de pardmetros, onde 1 < k < n.
Este método detecta mudancga e estima os pardmetros do modelo simultaneamente.
(b) O método 2 que examina as distribui¢bes marginais & posteriori das diferencas
(ou quocientes) entre os parametros “antes” e “depois da mudancga” no modelo que
permite mudanga em todos os parametros e 1 <k <n — 1.
(c) O método 3 que consiste em usar os critérios de selegdo de modelos do Fator
de Bayes, Pseudo-Fator de Bayes, Medida L e soma dos residuos em valor absoluto
(descritos na literatura), para comparar o modelo sem mudanga com o0 modelo com
mudanga em qualquer subconjunto de parametros e 1 < k£ < n— 1, usando o mesmo
conjunto de dados.

Utilizando um particular conjunto de dados simulados (dados gerados a par-
tir do modelo com mudanga em todos os pardmetros apés o vigésimo ponto de

uma seqiiéncia de 50 observagoes) e escolhendo distribuigdes a priori “muito pouco
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informativas” vimos que os métodos 1 e 3, implementados sob o modelo que per-
mite mudanca em todos os paradmetros, detectaram corretamente a existéncia de
mudanca independentemente do modelo ser ou nao identificivel. Entretanto é im-
portante comentar que a medida L baseada no trago da matriz Ly(Y, ) néo serviu
para diferenciar entre os modelos com e sem mudanga nesse exemplo; além disso,
embora seja esperado que os valores das estimativas do Fator de Bayes sejam altos,
as estimativas obtidas pelo método de Newton e Raftery (94) nos parecem muito
grandes. Nesse caso, o método de Chib (95), descrito no capitulo 4, deveria ser
implementado e as estimativas comparadas.

O método 2 nao foi suficientemente preciso para detetar qual (quais) parmetro(s)
estd(30) mudando em alguns dos exemplos rodados, principalmente no caso nao
identificavel.

No modelo do método 1, onde 1 < k < m, foi feita uma andlise descritiva da
sensibilidade das estimativas a variacdes no valor do hiperparametro ¢ (onde ¢ é a
probabilidade & priori de nao haver mudanga) com base em um particular conjunto
de dados, e usando priori “ muito pouco informativa”. Essa andlise sugeriu que as
estimativas dos parametros da distr. & posteriori, bem como a distribui¢ao marginal
& posteriori de k, ndo sdo muito sensiveis & mudanga no valor desse hiperpardmetro.
(c)- Ajuste

Para avaliar a qualidade do ajuste derivamos as férmulas da densidade preditiva
de validacdo cruzada (CPO) e dos residuos bayesianos de validagao cruzada para o
modelo com mudanca onde 1 < k < n — 1. Nesse estudo, entretanto, a andlise de
residuos estd bastante limitada e deve ser mais explorada futuramente.

(d)- Identificabilidade
Para o particular conjunto de dados simulados da seg@o 4.7, os modelos com e sem

restricio de identificabilidade com as correspondentes prioris “pouco informativas”
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nao diferiram muito com relacao a qualidade do ajuste, além disso, embora os com-
primentos dos intervalos de credibilidade no modelo identificivel sao ligeiramente
ﬁlenores, os intervalos de 95% de credibilidade contiveram os valores verdadeiros
dos parametros em ambos os modelos. Assim, levando em conta também o fato de
que na prética dificilmente o valor de A\ = 0°/02 é conhecido, adotar o modelo nao
identificdvel seria uma boa op¢do nesse particular exemplo.

Seria interessante rodar mais exemplos com dados simulados e ver se este padrao
tende a se manter.
(e)- Melhor modelo

Com a metodologia apresentada na se¢do 4.3 é possivel amostrar facilmente
de cada uma das 2° (ou 2%, no caso ndo identificdvel) posterioris associadas aos
modelos com mudanca em todos os possiveis subconjuntos de parametros. Desse
modo podemos escolher o “melhor modelo”, usando por exemplo alguns dos critérios
de selecdo de modelos que compoe o método 3 acima.
(f)- Distribuigao preditiva

Para gerar uma observagao futura no modelo que permite mudanga em todos os
parametros basta simplesmente seguir os passos descritos na secao 4.5.1. O caso de
mudanca em apenas um subconjunto de parametros é totalmente analogo.
(g)- Teoremas

As condigoes para a existéncia da posteriori para certas prioris impréprias foram
estudadas apenas para o modelo identificdvel. O estabelecimento das condigdes no
caso do modelo néao identificavel é totalmente andlogo (Na segao 2.8 este estudo é
feito para o modelo sem mudanga).
(h)- Exemplos

Os exemplos apresentados nesse trabalho basearam-se apenas em dados simula-

dos. Um exemplo com dados reais, como por exemplo os dados de Chang e Huang
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(97), complementaria esse estudo.
2— Resultados no modelo t-Student:

Embora os resultados tedricos (semelhantes aos resultados do modelo normal),
sobre os modelos t-dependente e t-independente, com nimero de graus de liberdade
conhecidos ou desconhecidos, estejam descritos no capitulo 5, falta ainda comple-
mentar esse estudo com exemplos numéricos. Os programas computacionais a serem
usados no caso t sdo basicamente os mesmos do caso normal, bastando fazer as de-
vidas adaptagoes.

As condicdes para a existéncia da posteriori no modelo £, que foram desenvolvidas
apenas para o caso t-dependente, podem ser estendidas (de forma andloga) para o

caso t-independente tanto com pontos de mudanga como sem pontos de mudaga.

6.0.2 Perspectivas para trabalhos futuros

Nesse trabalho analisamos apenas o modelo com erros aditivos normais e t-Student.
Esse estudo pode ser facilmente estendido para o caso em que os erros tém dis-
tribuico eliptica e também para o caso de regressao linear multipla tanto com erros
aditivos como multiplicativos.

A seguir listamos mais alguns tépicos que acreditamos ser de interesse para

ampliar e dar continuidade aos resultados obtidos.

e Investigagao de métodos bayesianos para analisar a influéncia local no modelo

com erros nas varidveis com ou sem pontos de mudanga.

¢ Andlise bayesiana do modelo linear com erros de medida e pontos de mudanga

onde os erros tem distribuigao assimétrica.

¢ Anglise bayesiana do modelo linear de calibracao comparativa com erros nas

varidveis e pontos de mudanca no caso em que os erros sao normais e ¢-Student.

303



Analise bayesiana do modelo linear generalizado com erros nas varidveis com

ponto de mudanga.

Anslise bayesiana de modelos nao lineares com erros nas varidveis com e sem

pontos de mudanga.

Estudo de um método global para detectar simultaneamente a presenca de
muiltiplos pontos de mudanga no modelo com erros nas varidveis (baseando-se
no modelo PPM, “Partition Product Model”, introduzido por Hartigan(1990)
e Barry e Hartigan(1992)).

Uso de procedimentos seqiienciais para detectar mudanga em modelos estru-

turais com erros nas varidveis com mudanga de regime markoviano.
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Apéndice

Secao 2.4 Métodos Computacionais Descritos na
Literatura

2.4.1 Classificagao geral

Na literatura existem varios procedimentos para aproximar quantidades de inter-
esse na estatistica bayesiana. FEles podem ser classificados basicamente em trés
grandes grupos: (1) os procedimentos de aproximagcio analiticos, (2) os procedimen-
tos de simulacio estéticos (ou “nao iterativos”) e (3) os procedimentos de simulagao
dindmicos (“iterativos”).

Os procedimentos analiticos nos permitem obter aproximacoes analiticas para a
distribuicdo conjunta e para as distribuigdes marginais a posteriori, como também
para o valor esperado de qualquer fungéo de g a posteriori (incluindo os momentos
por exemplo). O método mais simples usa um resultado assintético para aproximar
a distribuicio & posteriori por uma distribuigdo Normal em torno da moda da pos-
teriori (“Teorema do Limite Central Bayesiano”). A moda freqiientemente é obtida
por meio de algoritmos de otimizagdo numérica. Como Exemplo desses algoritmos
temos o método de Newton, o método“ BFGS” (Brovden, Fletcher, Goldfarb, Shano,
que é um método de Quase-Newton) e o algoritmo EM. No caso da distribuicao ser
multimodal, pode-se aproximar a posteriori localmente, em cada uma das modas,
pelas Normais (ou t's) correspondentes e tomar a distribuicao da mistura dessas

Normais (ou t's) como aproximagio global da distribui¢do & posteriori. (Gelman
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et al., 1997, paginas 234 e 275). Outro procedimento, também baseado na teoria
assintética, é o método de Laplace (Tanner, 1993), conhecido principalmente por
fornecer aproximagoes analiticas mais precisas (de segunda ordem) para o valor es-
perado de fungoes de ¢ & posteriori (como, por exemplo, os momentos, a prépria
fungao geradora de momentos e a densidade preditiva & posteriori), ele pode ser
usado também para obter aproximagdes analiticas de segunda ordem para as dis-
tribui¢des marginais & posteriori (Carlin e Louis, 2000).

O principal problema com os métodos de aproximagao pela Normal e de Laplace
é que o nimero de pardmetros do modelo precisa ser pequeno para que esses métodos
possam fornecer aproximagoes razoéveis (assim eles podem ser usados, por exemplo,
para estudar subconjuntos de parametros a posteriori ou distribui¢oes condicionais &
posteriori). Esses métodos requerem ainda que o tamanho da amostra seja “grande”
(e ndo sabemos quao grande é “grande”), requerem também que certas condigoes de
regularidade estejam satisfeitas, além disso dependem também da parametrizagao
(o método de Laplace, por exemplo, requer ainda que a posteriori seja unimodal).

Outro procedimento analitico alternativo para o cdlculo de integrais na estatistica
bayesiana é utilizar integragao numérica. Os métodos mais conhecidos de integracao
numérica sao os da “Quadratura Gaussiana”, o “método de Romberg” (Lange, 1999)
e o método “Quadratura de Gauss-Hermite” (Smith, 1987). Esses métodos, entre-
tanto, sao usados apenas quando o numero de parametros do problema é pequeno.

Outra maneira de obter aproximacOes para as quantidades de interesse na in-
feréncia estatistica bayesiana é usar simulagao. Existem dois tipos de técnicas de
simulagao: as estdticas (ou “n&o iterativas”) e as dinamicas (ou “iterativas”).

Nas técnicas estdticas geramos “amostras aleatérias” diretamente da distribuicao
a posteriori ou indiretamente por meio de uma distribuigao conhecida que serve como

intermedidria e portanto a qualidade das aproximacgoes pode ser melhorada sempre

306



que aumentarmos o nimero de elementos gerados.

Os métodos de simulag@o direta mais conhecidos s@o: o método da “grade de
pontos” e o método da “aproximagao trapezoidal” (Gelman et al., 2000). No método
da “grade de pontos” a idéia é aproximar uma distribuigéo & posteriori continua por
uma discreta, calculando-se o valor da posteriori (ou de seu nicleo) nos pontos da
grade e depois gerando uma amostra a partir da distribuico discreta correspondente.

Quando os valores da posteriori calculados nos pontos da grade sio ligados por
segmentos de reta no caso unidimensional, se¢ées de um plano no caso bidimen-
sional, etc. e uma amostra é gerada a partir dessa aproximacao, obtemos o chamado
“método trapezoidal”. O problema com essas técnicas é que se o espaco paramétrico
nédo for bem pequeno elas s@o invidveis para um estudo conjunto dos parametros.

Nos métodos de simulagao indiretos, as amostras ndo sao geradas diretamente
da posteriori, mas sim de uma distribuigao g(6) conhecida (a fungao g(g) é também
chamada de “funcao importance sampling”).

Na literatura os métodos mais conhecidos de simulagdo indireta sdo: o “método
de rejeicao” e o método “weighted bootstrap”, que é bastante semelhante ao “samp-
ling-importance-resampling” (Tanner, 1993; Geweke, 1989; Smith and Gelfand,
1992).

Quando o objetivo é apenas obter aproximagoes para o valor esperado de fungdes
de g a posteriori (e além disso nao sabemos gerar amostras diretamente da poste-
riori mas sim de uma distribui¢ao g(g) conhecida), entdo podemos usar um método
denominado “importance sampling” (Geweke, 1989). Esse procedimento, para essa
finalidade € mais eficiente do que gerar uma amostra {usando qualquer um dos
métodos mencionados acima) e depois obter as estimativas das quantidades dese-
jadas {por exemplo, por meio do método simples de Monte Carlo para o calculo de

integrais).

307



Os trés métodos acima apresentam limita¢oes importantes nas aplicacoes, pois
eles sao eficientes apenas quando a fungao g(g) (da qual geramos as amostras) for
aproximadamente uniformemente proporcional ao nicleo da posteriori para todo
¢ do dominio da posteriori. O problema de achar uma distribui¢go g com essas
caracteristicas, e que ao mesmo tempo seja simples de ser amostrada, pode ser uma
tarefa praticamente impossivel se a dimensao do espago de parametros for grande.

Como pudemos ver, todos os métodos de aproximacao analitica como os de simu-
lacao nao iterativa tém limitagOes nas aplicagoes. Gelman et al. (1997) sugerem o uso
combinado desses procedimentos para se obter melhores aproximagoes. Um exemplo
(descrito na péagina 312 de seu livro) considera primeiramente uma aproximacgao
da distribui¢ao a posteriori por uma mistura de Normais (ou ¢’s) a partir dessa
distribuicdo aproximada, gera-se uma amostra de valores de g e a seguir utiliza-se
o “algoritmo de rejeicao” ou o algoritmo “weighted bootstrap” para “filtrar” essa
amostra. Note que aqui a distribui¢io da mistura estd fazendo o mesmo papel
da distribuicao “importance sampling” g(g) descrita anteriormente, outro método
semelhante é combinar o “método trapezoidal” com o algoritmo de rejeigdo (esse
método é descrito na pagina 305 de Gelman et al., 1997).

Segundo Gelman et al. (1997), mesmo utilizando essas combinagdes (de méto-
dos), ainda assim as simulagtes obtidas a partir dessas aproximagoes podem nao ser
adequadas, dependendo do modelo que se estd estudando. Em tais casos eles suge-
rem que a amostra gerada por esses métodos seja utilizada para se obter “bons” va-
lores iniciais, que por sua vez sdo usados em procedimentos iterativos (ou dindmicos)
de simulagdo, como os métodos MCMC (“Markov Chain Monte Carlo”).

Um método de simulagdo MCMC tem por objetivo (poder) gerar uma cadeia de
Markov cuja distribuigao estaciondria coincida com a distribuicao alvo 7(g) da qual

queremos amostrar (por exemplo, a posteriori). Usando as observagoes geradas por
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essa cadeia podemos explorar aspectos de interesse sobre 7(g) como, por exemplo,
os momentos, os quantis e as densidades marginais, como também podemos gerar
amostra da distribuicio preditiva & posteriori (com a qual podemos explorar certos
aspectos dessa distribuigéo).

Existe na literatura uma quantidade muito grande de algoritmos do tipo MCMC
(ver os livros de Chen, 2000, e Robert e Casella, 1999). Os algoritmos mais populares
sao0 o “amostrador de Gibbs” (Geman e Geman, 1984; Gelfand e Smith, 1990) e o
algoritmo de Metropolis-Hastings (Metropolis et al., 1993; Hastings, 1970).

Neste trabalho analisamos o modelo com erros nas varidveis Normal e t-Student,
com e sem mudanca nos parametros, usando métodos MCMC como técnica principal
(embora algumas das técnicas mencionadas anteriormente também sejam utilizadas
para a obtencéo de bons valores iniciais) . A razao dessa escolha (métodos MCMC)
é que o nimero de “pardmetros” do modelo pode ser bem grande, especialmente
quando se trabalha com a posteriori baseada nos dados completos, que envolve n+p
“pardmetros” onde n é o tamanho da amostra. ( O valor de p no caso por exemplo
do modelo de regressio linear simples com restri¢ao de identificabilidade e com ponto
de mudanga é onze).

Embora possamos trabalhar com a “posteriori baseada nos dados observados”,
que no caso da regressio simples com um ponto de mudanga e restrigao de identi-
ficabilidade envolve apenas 11 pardmetros (o que é relativamente pequeno), a idéia
nesse trabalho é propor um método geral que possa também vir a ser usado em em
regressao multipla.

Os métodos MCMC sdo muito poderosos, nao tendo restri¢goes quanto ao nimero
de paradmetros envolvidos e a0 mesmo tempo sao relativamente simples de serem

implementados.
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2.4.2 Métodos MCMC: idéias basicas

" Quando uma distribui¢do 7(g), § € E C IR? (por exemplo, a posteriori) ¢ dificil
de ser amostrada (ou porque p é muito grande, ou porque a prépria distribuigao
é intratdvel) entdo uma solugdo para o problema seria obtida se pudéssemos cons-
truir uma cadeia de Markov homogénea e aperiédica com “espaco de estados” E' e
distribuigéo estaciondria igual a 7(§), e daf entao amostrar dessa cadeia. Isso porque
se uma cadeia de Markov é irredutivel e aperiédica a distribuic@o estaciondria (ou
distribui¢io invariante) é tinica e coincide com a distribuigao limite (ou distribuigao
de equilibrio), portanto, para n “suficientemente grande” a observagio gerada na
n-ésima iteracio (da cadeia) “essencialmente” é uma observagao da distribuigao de
7(4) (assim como todas as observagdes geradas a partir da (n + 1)-ésima iteragao).

Para implementar a idéia acima temos na literatura os algoritmos denomina-
dos MCMC (“Markov-Chain-Monte Carlo”). Num algoritmo MCMC constréi-se um
nicleo de transicdo de tal modo que a cadeia de Markov gerada por ele tenha dis-
tribuicio estaciondria igual a 7(g). Entretanto, para que a distribuigao limite dessa
cadeia exista e coincida com m(g) (onde 7(g) é a tnica distribuigao estaciondria
da cadeia), é necessério que ela seja irredutivel e aperiédica. Na literatura muitos
autores tém estabelecido condigoes para a convergéncia de varios desses algoritmos
MCMC. Por exemplo, Roberts e Smith (1994) estabelecem condigoes suficientes rel-
ativamente simples sobre 7(g) de modo que as cadeias induzidas pelos algoritmos de
Gibbs e Metropolis-Hastings (que tem 7(g) como distribuigdo estacionaria) sejam
irredutiveis e aperiédicas (e portanto convirjam em distribui¢do para uma varidvel
com distribuigao 7(g)). Outra referéncia é Roberts e Tweedie (1996) que mostra a
ergodicidade geométrica de uma classe bem ampla de algoritmos do tipo Metropolis-
Hastings. O problema é que mesmo quando condigGes tedricas estao “satisfeitas”

pode nio ocorrer convergéncia dessas cadeias. Por exemplo, uma cadeia pode ser tec-
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nicamente irredutivel mas na prética se comportar como se fosse redutivel quando a
probabilidade de transicdo de um determinado estado para outro é préxima de zero.
Isso ocorre, por exemplo, quando a densidade 7(g) tem vérias modas (méaximos
locais) e a massa da densidade entre essas modas (embora positiva) é bem pequena
(nesse caso se o ponto inicial da cadeia pertence & regiao em torno de uma das modas
e essa regidao tem uma massa substancial da densidade, entao a cadeia tendera a nao
sair dessa regiao.

Nesse trabalho nao vamos explorar resultados tedricos sobre condigtes de con-
vergéncia (como os de Roberts e Tweedie, 1996; Meyn e Tweedie, 1993; Roberts e
Smith, 1994), mas vamos simplesmente fazer uma andlise exploratéria (a partir dos
dados simulados) para verificar se houve falha na convergéncia desses algoritmos,
utilizando diagnésticos de convergéncia. Na literatura existem muitas técnicas de
diagnéstico com essa finalidade (ver Best, Cowler e Venes, 1996, Cowles e Carlson,
1996, e Mangersen et al., 1999). E muito importante ressaltar entretanto que ne-
nhuma dessas técnicas fornece uma “prova” de convergéncia (a comegar pelo simples
fato de que apenas um nimero finito de observagdes é analisado). Na subsegao 2.4.6
apresentamos algumas das técnicas de diagndstico mais conhecidas na literatura.

Os algoritmos MCMC mais conhecidos sao os algoritmos de Gibbs e o Metropolis-
Hastings. Entretanto, na literatura existe uma grande quantidade de métodos, in-
cluindo variagbes dos algoritmos de Gibbs e Metropolis-Hastings, como também
combinacoes desses algorimos, como os métodos hibridos (ver Chen, 2000, capitulo
2, e Robert e Casella, 1999). Entretanto, nessa segao descrevemos apenas os métodos
basicos de Gibbs e Metropolis-Hastings. Nas subsec¢oes 2.4.3 e 2.4.4 descrevemos
duas variacoes do método de Gibbs, destinadas a acelerar a convergéncia do al-
goritmo original. o “grouped Gibbs” e o “collapsed Gibbs”, e na subsegao 2.4.5

descrevemos o algorimto hibrido de Metropolis-Hastings em Gibbs.

311



O algoritmo de Metrépolis-Hastings

Sejam(g), § € A C IR? a distribui¢ao alvo da qual desejamos amostrar (por exemplo,
a posteriori p(9|Dobs))-

No algoritmo de Metropolis-Hastings, primeiramente escolhe-se arbitrariamente
uma densidade (ou micleo) de transi¢ao (auxiliar) em uma etapa g(8s]8a), ¥ 8a, 9b,
de uma cadeia com espago de estados igual ao dominio de 7(g) (o conjunto A). Esta
densidade deve ser tal que na (i + 1)-ésima iteracdo do algoritmo possamos gerar §
a partir de g(-|§®@ = g), Vg € A. Além disso, quanto mais préxima g(§]§® = g)
estiver de 7(§), mais eficiente serd o algoritmo, ou seja, g(-|*) faz um papel mais
ou menos semelhante a fungao “importance sampling” citada na subsegao 2.4.1.

Assim, em cada iteragdo do algoritmo de Metropolis-Hastings amostramos § de

q(-|6™) e tomamos

) @
+D) — §,  com probabilidade a(§]§) = min {r_?g%%’ 1},

9%, com probabilidade 1 — a(9]9®).
(6.0.1)
Na prética, o algoritmo de M-H (Metropolis-Hastings) pode ser implementado

da seguinte maneira:

Passo 0: Escolher um ponto inicial §( = CRN . 07T e fazer 1 = 0.
Passo 1: Gerar um ponto § = (1., é,,)T da densidade de transigdo auxiliar

q(-16®) e gerar U de uma U(0,1).

A(DaleOld)
m(6%)q(816")" ")
Se U < a(§|§®) = g1 =}, caso contrério, gli+) = g,

Passo 2: Fazer a(§|gV) = min{

Passo 3: Fazer i =i+ 1 e voltar ao passo 1.

Observagoes
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. a(§]6") é a probabilidade de aceitar o valor § na (i + 1)-ésima iteragdo do

algoritmo de M-H.

. Ebem simples ver que o algoritmo de M-H acima define uma cadeia de Markov

com ntcleo de transi¢ao (ou probabilidade de transi¢do no caso discreto) do
estado g, na i-ésima iteragao para o estado g, na (i + 1)-ésima iteracio dada

por

P(@b18a)= 9(8v|8a)er(8s]60), se 0 # fa> Vha, s € AC R”,
Obiba 1- Z#Ga Q(Qlﬂa)a(giga), se fa = @b

. Usando o nicleo de transicdo p(gs|.) acima, é simples também verificar que

n(9) satisfaz a condigao de reversibilidade 7(6,)p(8518a) = T(65)P(8algs),
V8, 65), 0 que implica que 7(g) é uma distribuigdo estacionéria da cadeia
definida por esse nicleo (ou seja, o algoritmo proposto induz uma CM com

distribuicao estaciondria igual a 7(g9)).

Nao é necessario conhecer a constante de normalizagdo da distribui¢ao alvo

7(6), j4 que ela se cancela na expressao entre chaves dada em (6.0.1).

7(86)q(8al8b) 1} _
7(8a)q(65/8a)’
1. Nesse caso, o valor § gerado na (i + 1)-ésima iteracéo pela densidade de

Se 7(gs) = q(8b]8a), Vs fa, €ntado a(gslfa) = min{

transicio auxiliar q(-|¢®) é aceito com probabilidade a(§]4) = 1 (isso quer
dizer que se a densidade auxiliar coincide com a densidade alvo aceitamos o

candidato § com probabilidade 1).

. No caso particular em que g(8s|6a) = q(8al8s), V8a, 85, caimos no algoritmo

de Metropolis (Metropolis et al., 1953) e nesse caso a(gs|f.) = min {3%’0—)) 1}

(
(e portanto a(4§]¢™) = min {:{‘(9@3 1})
No caso particular em que g(§s|§.) ndo é funcdo de o, V84,0. (q(9s8a) =
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10.

h(gs)), caimos no algoritmo denominado “Independence Chain Metropolis-

Hastings” (Tierney, 1994) e nesse caso

— m(8s) h(8a)
a(gsl8.) = m { (9B)h(0b) 1}

~(d) h(a®)
Al

(portanto, na (z + 1)ésima iteragiio a( 5169} = min{

. No caso particular em que 7(g) pode ser escrita como 7(g) o ¥(§).h(g), onde

h{g) é uma densidade que pode ser facilmente amostrada e 3( 4) é uma funcao
uniformemente limitada, entdo tomando-se a fungéo de transicao q(gs/g.) =

h(8s), V4a, gs, entao

o p(ge)h(8s) h(8a) o\ _ . f¥(8s)
(g]a) = min {wga)h(ga) h(s)’ ‘} = {wwa)’ 1}

(e portanto na (i + 1)-ésima iteragdo a(§|9®)) = min {ﬁ—é%, 1} (ver Chib e

Greenberg, 1995)).

Outras escolhas para a funcdo de transigao auxiliar ¢ sao descritas em Chib e

Greenberg (1995).

Quando o espaco (amostral) é continuo e 7(g) é unimodal com caudas nao
muito pesadas, uma escolha conveniente de g(-|g®) é a distribuigio Normal

(pela simetria e pela simplicidade para gerar amostras).

e Assim, quando g(]§®) é N(4|§®, %) (onde N(§]p®,%) significa que

3~ N(g®, %)), temos que
1 () — S| {__ TS — m}
Q(E‘g ) = \/2—71 exp (5 6") (é [ )
e portanto

0"19) = =S exp =500 - DTE 6V - D)

27
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(ou seja, g(9P]9) é N(gD|8, $2)); nesse caso, a(é*lf)(")):min{%, 1},

onde § é gerado de g(-|8®) que é N(§® %) e temos o algoritmo de

Metropolis.
e Quando q(§l9™) ¢ N(§l, £) entdo q(9"14) ¢ N(g™1g. £) e

q@lg®) _ exe{-3-9)7£7'(4-4)}
a(8718)  exp{~1(eW-4)T 5 eV - )}

onde § ¢ gerado de N(§, ). Nesse caso temos o algoritmo “Indepen-

dence Metropolis-Hastings”.

Uma possivel escolha para § é a moda de 7(g) (que pode ser obtida por

algum método de otimiza¢do como o BFGS (Gill et al., 1981) ou o algo-

?logm(g

-1
ritmo EM). Uma possivel escolha para 33 é — [ 508" )} calculada

no ponto §.
e No caso em que ¢(§/6) é N(5]¢%, £ @) entdo q(4®]§) ¢ N(9@|4, )

e
a(3le®)  15Olexp {~1(4 - 4™ 57 (§ - g}
A1) " [E1exp {~289  §) 580 ~ D)}
onde § ¢ gerado de g(+|9®) que é N(g®, £ ).

. -1
Uma possivel escolha para § @ e 35 é calcular {—%@] nos ponto
9™ e §, respectivamente.

Quando as caudas de 7(g) forem “pesadas” outra alternativa conveniente

para g(-|§!?) é a distribuido ¢-Student.

11. Para a eficiéncia do algoritmo de M-H é importante escolher bem os parametros
de dispersao da distribuicio de transico auxiliar ¢(-]§). No caso do algo-
ritmo de Metropolis, Roberts et al. (1996) mostraram que se 7(g) e g(-| ")
sao normais univariadas com parametros de dispersao X e 5. respectiva-

mente, entdo, ¥ = (2,4)2T é a escolha “6tima”. ou seja. que minimiza a
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auto-correlacdo de primeira ordem da cadeia, e que conseqiientemente leva
a uma taxa de aceitacdo de aproximadamente 44% (no caso multivariado os
autores mostraram que essa escolha leva a uma taxa de aceitagao de aprox-
imadamente 23% para p > 5). Baseados nesse resultado, Gelman et al.
(1997) sugerem que no calso ndo Normal iniciemos o processo usando r =
(2,4)% 1%@&:4 ) , onde § é a moda de 7(g), e apés um certo niimero
de itera§6e5~at;alizemos S da seguinte forma: $ = c¥, onde ¥ é a matriz de
covaridncia & posteriori obtida a partir dos dados simulados e ¢ é uma cons-
tante a ser ajustada de tal modo que a taxa de aceitagio da cadeia a(§|g®)

seja de aproximadamente 44% no caso unidimensional e 23% no caso multidi-

mensional.

12. Nos casos mais complexos, escolher a densidade auxiliar de transi¢ao como
uma mistura de normais (ou t’s) pode ser uma solugao (por exemplo, se 7(g)

¢ multimodal).

13. Para melhorar a estabilidade do algoritmo é melhor trabalhar com a escala
m(§)a(e®18)
HVREITR)

exp{In[r(4)q(418)] — In[r(8™)a(41g™)1}-

logaritmica e ao invés de calculamos

O algoritmo original de Gibbs

Seja w(g), § € A C IRP, a distribuicdo de interesse (por exemplo, a posteriori) e
suponhamos que amostrar dessa distribui¢ao é extremamente complicado, mas que
as distribuicoes condicionais completas 7(6;|6_,), i =1..... p (ou 7(8;]0(—). Dobs).

no caso em que 7(§) é uma distribuicdo & posteriori), sdo distribuicoes totalmente
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conhecidas e podem ser “facilmente” amostradas por algum método, entdo, nesse
caso, o algoritmo de Gibbs é uma alternativa. A idéia de gerar dados das dis-
tribui¢des condicionais completas foi discutida pela primeira vez por Geman e Ge-
man (1984).

O Algorimo de Gibbs na sua forma mais simples é descrito a seguir.

Passo 0: Escolha um valor inicial 6@ = (6”,...,0)7 e faca i = 0 (onde i é o

contador das iteragdes);

Passo 1: obtenha um novo valor g0+ a partir de ¢ da seguinte maneira:
e gere 9§i+1) de 7r(91|9§i),8§i), Bgi), . ,9?(;')),
e gere 9‘(?”1) de 7r(92|9§i+1),0§i>79ff>, o g}(j))7
e gere 9&”1) de 7r(93§0§i+1),9g+1),6§i), . ,gg'))1

o gere 601 de (6,670, 051 90D 0D,

Passo 2: faca i =7 + 1 e volte ao passo 1 (até a convergéncia).

Observagoes
1. O passo 1 constitui um ciclo ou uma iteracao do algoritmo de Gibbs.
2. As componentes 6; podem ser escalares ou vetores.

3. m(8;|6(—;)) pode ser uma distribuicdo desconhecida mas deve ser facilmente
amostrada (por exemplo, pelo algoritmo de rejei¢do adaptativo (Gilks, 1995),

pelo algoritmo de M-H, ou por qualquer outro método).

4. O algoritmo original de Gibbs descrito acima define uma CM com niicleo de

transicio (ou probabilidade de transi¢io) do estado ¢ para o estado g¢+V
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dado por
p
s i i+1) 1 p(i+1) (e
p(*V16®) = [T =(65" V1605, 012,).
=1

No caso particular de espago de estados discreto e p = 2, escolhida uma ordem
para o movimento, por exemplo atualizar primeiro a primeira componente 6,

depois a segunda componente 8, é facil ver que

plg“Y = (¢,d)718Y = (a,0)] = pl(a,b) — (¢, b) = (¢, )]

=pl(c, d)|(c, )].p[(c, b)|(a, )] =p(65 D = d|of ) =) .p(87H) =] =b).

. Embora o nicleo de transi¢ao p(:| ) acima geralmente nao satisfaz a condicao
de reversibilidade, ele define uma cadeia que tem 7(g) como uma distribuicao
estaciondria. Sem perda de generalidade, mostramos esse fato apenas para o
caso p = 2:

Demonstracgao:

/Gi p(Q(iH)IQ(i))W(Q(i))dQ“)

= /91 /92 705V N (08010 w89, 657)d g d g5

= ”(9§i+1)l9§i+1))/81 Tr(egi“)lggi))ﬂ(eg))dgg)

— (VD) /e 1 (650, 601a08) = (058D (60D

=m(67 ™, 05) = m(g*Y).

6. Existe na literatura, varios algoritmos que sao variagtes do algoritmo de Gibbs

(ver Chen, 2000, Carlin e Louis, 2000, e Robert e Casella, 1999).

2.4.3 O algoritmo de Gibbs em Blocos (“Grouped Gibbs)

Quando o algoritmo original de Gibbs converge lentamente devido as fortes cor-

relacoes entre os parametros do modelo ou devido as autocorrelacoes entre as it-
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eracdes do algoritmo para cada pardmetro, pode-se tomar certas medidas para mel-
horar o desempenho desse algoritmo como, por exemplo, reparametrizar o modelo
ou usar varidveis auxiliares, como também utilizar variagdes do algoritmo original
como, por exemplo, os métodos “grouped Gibbs” (Liu, 1994, e Roberts e Sahu,
1997), “collapsed Gibbs” (Liu, 1994) e “covariance-adjusted MCMC” (Liu et al,
1994), dentre outros.

No algoritmo original de Gibbs, amostramos cada componente §; (do vetor de
paradmetros §), de sua respectiva distribuicao condicional completa. No “Gibbs em
blocos” particionamos as componentes de § em grupos (de um ou mais compo-
nentes); e os grupos que tiverem mais de uma componente sio amostrados conjun-
tamente (de suas respectivas distribui¢oes condicionais completas conjuntas). Se-
gundo Chen (2000), o procedimento de amostrar em blocos traz beneficios e segundo
Gemermann (1996), quando amostramos os pardmetros conjuntamente deixa-se de
fazer a cadeia percorrer ao longo dos eixos para fezé-la percorrer trajetérias ditadas
pela distribui¢ao condicional completa do bloco. Segundo Roberts e Sahu (1997),
nem sempre o uso de blocos traz beneficios e eles mostram alguns exemplos em que
o uso desse método é ruim. A seguir ilustramos o método por meio de um exemplo.

Seja § = (61,05,03,64,05,06)T e a distribuicdo alvo 7(g) = p(g|Dobs) (onde
p(8|Dobs) € a posteriori de g) e suponha que sabemos amostrar (6,6, 63) conjun-
tamente de 7 (61, 02,03|04, 05,06, Dobs) como também (84, 05) de m(0y, 05]6y, 04,05, b6,

Do) € 8 de m(05]601, 602,03, 64,05, Dobs), entao teriamos o seguinte algoritmo:
Passo 0: escolha 9@ = (817,65 657,07 6% 6{")T e faca i = 0.
Passo 1: gere (601,057 657D) de 7(8y, 02,0506, 65,65, Dows).
Passo 2: gere (9&”1).9?“)) de m(8y, 95{9‘3“’,03’*”.95*‘\6@”, Dobs)-
Passo 3: gere 657 de m(B6)04 ) 00 gt gt Ut gt p .
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Passo 4: faga i = i + 1 e volte ao passo 1, até a convergéncia.

Observagao: E facil ver que a CM induzida pelo algoritmo de Gibbs em blocos
tem 7(g) como distribui¢ao invariante. A demonstragao para o caso particular em
que § = (61,02,63)7, onde primeiramente (¢1,62) é amostrado de 7(f;, 62|03, Dobs) €
depois 83 é amostrado de 7(63]6,, 82, Doys) é dado abaixo:

demonstracgao;

O ntcleo de transicao de g para g+" ¢é dado por
p(g(i.{..l)tg(i)) - W(9§i+1),9g+1)|0§i),Dobs) ( (1+1)k9(‘b+1) 9(1+1) Dobs).

Nesse caso,

9(”’1) a(i) T e(i) D, s de(i)

L, pet1g)m(00 1 Dass)d

_ / / / 7_‘_(9§i+1), 9£i+1)w§i)y DObS)W(9§i+1)l9§i+l)’ géﬁ—l)} Dobs)~
01/82:/83

(60,6565 Days)d6T) d63 a6
= (05168, 5%, D) [ (6, 051857, Do) (64| Dene) s
_ ﬂ_(ggﬂ»l)k 9§i+1), 9§i+1)7 Devs) /@ 3 ﬂ(9§i+1)) ogﬂ) (z)l Deps)dbs
_ W(9§i+l)l9§i+1)’ 9&”1), Dobs)ﬂ(9§i+1), 6§i+1)!Dobs) _ ﬂ_(egi%—l)’ egm)’ ggiﬂ)wobs)

. Q(i+1) !Dobs)-

2.4.4 O algoritmo “Collapsed Gibbs”

O algoritmo “collapsed Gibbs” foi proposto por Liu (1994) com o objetivo de acelerar
a convergéncia e o “mixing” do amostrador de Gibbs. Este método é uma variagao
do algoritmo original de Gibbs e para ilustrar como ele funciona usamos o seguinte
exemplo:

Seja § = (61,0-,63)7 e a distribuigao alvo m(g) = 7(g|Dops) (a posteriori de g).
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Se, por exemplo, pudermos eliminar por integracdo a componente 63 de
7(6y,6a, 03 |Dobs) (0u seja, obter a marginal & posteriori m(6;, 82| Dops)), entao os

passos do algoritmo sao os seguintes:
Passo 0: faca i = 0, escolha (¥ = (9%0),99)))71;
Passo 1: gerar (9?“),6’?“)) de 7(6y, 62| Dobs);
Passo 2: gerar 87" de 7r(93[9§i+1),9g+1), Dows);
Passo 3: fazer © =1 + 1 e voltar para o passo 1.

No caso em que ndo sabemos amostrar diretamente (6;,6,) simultaneamente,
podemos usar uma versao desse algoritmo denominada “modified collapsed Gibbs
sampler” e, nesse caso, no passo 1 podemos usar um mini-Gibbs para amostrar
(6’%”1), 051)) de m(8y, 63| Dovs), Liu, 1994, menciona que nesse caso a cadeia induzida
pelo mini-Gibbs deve convergir antes de prosseguir para o passo 2 e o algoritmo seria

o seguinte, em cada iteragao:

Passo 1: gerar (6;,6;) de 7(6y, 62| Dobs) da seguinte maneira:
e gerar 8, de m(62|60;, Dobs),

e gerar 0y de m(61]02, Dobs);
Passo 2: gerar 03 de 7(63]61, 02, Dobs)-
Mais precisamente, teriamos os seguintes passos:

Passo 0: faga i = 0. faca j = 0 e escolha GS).

(i+1) piit1)
1j+1: Y2541

Passo 1: gere (6 ) da seguinte maneira:

o gere 65711 de w(62]657), Dows).

. {1+1 : (i+1) .
o gere 0,77 de (6110571 Dots):

321



Passo 2: faga j = j+1, se j < N volte ao passo 1 (onde N é fixado e suficientemente

grande);
Passo 3: gere 6 de 7r(9316('+1) B(H'l))

Passo 5: fazer i = ¢ + 1 e volte ao passo 1, até a convergéncia.

Observagoes

1. O algoritmo “collapsed Gibbs” induz uma CM onde 7(g) é uma distribuigdo
invariante (ou estaciondria). E muito simples demonstrar isso no exemplo

acima
demonstracgao
Temos nesse caso que o niicleo de transigio p(§¢*1|9@) do estado 9 para
o estado 1) é dado por
p(g®+V1g®) = m(6™Y, 657 Do) (657161, 657, Do)

€ portanto

o L P 0189029 Dere) g
/ L L w8005 Do) m (65165, 6%, Dis).
B8,/083
(07,657,650 Doys )6 d657 d6 )
= (07 V05 Daps)m (6511670, 657V, Do)

— 71’(95“"1), 9§i+l), Bgz’-(»I)IDObS) — 71_(Q(H—l){l)obs)

2. O algoritmo modificado também induz uma CM com uma distribuicao esta-
cionaria igual a m(g), a demonstracao desse fato para o mesmo exemplo acima

segue abaixo.
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Demonstragao: Seja
P88 = m(61 V165", Dons)m (6516, Dove)m (651657, 657, D)
o niicleo de transicio de g para (1), Entéo,

0D 6N (gD D, )dg®
L pte 2161 D) g
= [ [ [ p(a%+V19)m(4%| Doe)dst a6 ds)
01/82/83
_ 9(”‘1 9(1) obe (‘H‘l) 9(%4’1) . Dobs 9(”‘1) 0(1"(’1)6(“’1),1)0 2.
= [, w168, D) (65105, D057 V166D, D)
(6,650 Doy ) A6V A6 6
= [ [ w6165, Do)m(65 16, D) (85165, 65, Do),
1 2
7(69, 67| D5 )d6V 65
= [ 76165, Do (05 V16574, Do (65165, 657, D (657 Do) 65"
2
= m(O5™16™) 6 Dowa) (05101, Doa) [ (6171687, Degu) (657 | D) 165
2
:ﬂ(6§i+1)10§i+1),0§i+1)’Dobs)ﬂ(egﬂ)lggiﬂ)’Dobs)/ 71’(65”1),9&)1130&)5)(19?)
:W(9§i+1)l6§i+l),9§i+l),Dobs) ( (‘L+l)19(2+1) Dobs) (9(1+1)lDObS)

— 7{'(9§i+1)’ 951'—1»1)7 9;(>,i+1)]Dobs) — ﬂ,(g(i«}—l)iDobs)

. Segundo Liu (1994), uma vantagem de eliminar componentes por integragao
(“collapsed down components”) é que em geral as auto-correlagbes entre as

iteragoes sao reduzidas. No exemplo acima vemos que 9?“) depende de 9§i+1)

e 65" mas 6" e 6" ndo dependem de 6

4. Segundo Chen (2000), e de acordo com Liu (1994), o collapsed Gibbs “funciona

melhor” que o “grouped Gibbs”, enquanto que o “grouped” é melhor que o
Gibbs original. Também espera-se que o “collapsed Gibbs” seja melhor do
que o “modified collapsed Gibbs™ e que este por sua vez seja melhor do que

o Gibbs original. Porém, entre o “grouped” e o “modified collapsed Gibbs™, é
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dificil dizer qual é o melhor e vai depender das correlagoes dentro dos grupos

(ou blocos) (se elas forem “altas” espera-se que o “grouped” funcione melhor).

2.4.5 O algoritmo Hibrido de Metropolis-Hastings em Gibbs

Seja 7(¢) a distribui¢do da qual queremos amostrar e suponhamos que nem todas as
distribuioes condicionais completas, m(6;|0_;)), possam ser amostradas facilmente
(por exemplo, quando apenas os seus nicleos sao conhecidos). Em principio podemos
utilizar qualquer um dos métodos de simulagido estatica descritos na segao 2.4.1
para amostrar dessas distribuigoes mais complicadas (de serem amostradas) e assim
completar o ciclo do amostrador de Gibbs. O problema entretanto é que esses
métodos sfo numericamente intensivos e, ao serem re-utilizados em cada uma das
iteragtes do algoritmo principal de Gibbs, leva a um “custo” computacional muito
grande no final (sem contar o fato que em cada iteragido do algoritmo de Gibbs
amostramos um grande ntimero de observagoes para salvar apenas uma observagao,
e também hé o problema do “re-envelopamento” em cada iteragdo quando usamos
o método de rejei¢do ou o método “weighted bootstrap”).

Uma solugdo elegante para amostrar das condicionais completas complicadas
(sendo ou nédo log-concavas), especialmente quando o nimero dessas condicionais é
relativamente grande, é utilizar o algoritmo de Metropolis-Hastings (M-H). Nesse
caso, geramos sub-cadeias de M-H dentro do ciclo amostrador de Gibbs. Por ex-
emplo, se 7(#;|0_;) é dificil de ser amostrada, entao na (i + 1)-ésima iteragao do
algoritmo principal de Gibbs geramos 6’](-”1) de 7(6;]6", .. ., 9§i_)1,6§i_11), N
por meio do algoritm de M-H (onde 0§»i+1) é o resultado da ltima iteracao de M-H).
Esse procedimento é conhecido como “Metropolis-Hastings em Gibbs”, ou também

como “passos de Metropolis-Hastings” ou “Localized Metropolis-Hastings”.
Observagoes
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1. Esse método hibrido é tal que a cadeia de Markov induzida por ele tem 7(g) (a
distribui¢ao alvo) como uma distribuicao estaciondria ou invariante (e portanto
para haver convergéncia da cadeia para essa distribuicido é necessdrio que a

cadeia seja irredutivel e aperiddica).

2. O numero de iteragoes T do sub-algoritmo de M-H é arbitrario. Entretanto, a
escolha de um valor muito grande para 7" (digamos 10.000) é puro desperdicio,
especialmente nas primeiras iteragoes do algoritmo principal de Gibbs, pois
estarfamos ainda longe da distribuigao estaciondria. Na pratica é muito comum
usar T = 1, entretanto, nado existe uma recomendag¢ao de um valor de T
ideal. Intuitivamente, concordamos que nas primeiras iteragoes do algoritmo
principal (“burn in period”), T deveria ser pequeno, mas & medida que o

nimero de iteragoes aumenta, 7' deveria também aumentar.

A seguir, por meio de um exemplo, apresentamos os passos do algoritmo de
Metropolis-Hastings em Gibbs na sua forma mais simples (isto é, no caso em que o
nimero de iteracoes, 7', dos sub-algoritmos de M-H para cada iteragio do algoritmo
principal de Gibbs é T = 1).

Seja m(g) = p(8]Dobs) a distribui¢do & posteriori de § = (,,65,6s,6,)T, onde
(01102, 03, 04, Dobs), 7(02|601, 03,04, Dons) € w(64]61, 62,63, Dobs) podem ser amostra-
das facilmente, mas (63|61, 602,04, Dops) € dificil de ser amostrada. Entao temos os

seguintes passos:
Passo 0: Escolher um vetor inicial g = (9§0>, 0&0), 9:(,,0), 9&0))7 e fazer i = 0;

Passo 1: gerar Q(”l) = (HYH).()SH), 9:(;“)‘951”1)) da seguinte forma:
141 7 1 7
o 0V < (0,165,656 Doye).
o gerar 05 ~ m(6.16,V. 657 00" Do),

e gerar 9;(;“) ~ 7r(93]9§i+1), 95””.95) . Dybs) da seguinte forma:

325



sub-passo 1: gere o candidato ;%Y de q(-]0§i+l),9gi+l),9§i), 951‘)) e gere U ~

N(O’ 1)5

sub-passo 2: faca a(Q;‘i+l)jQ§i)) = o . | |
, 71_(9;(14'1)‘9?4»1)’ ggr}—l), 9&2), DObs).q(G:(;)i9§1+l), 9§z+1), 9;('t+1), 9‘(11)) ‘
(651670, 05D, 00, Doa).q(6:3" V1670, 654 600,60

sub-passo 3: se U < a(9§(i+1)|9§i)) entao faga 9§i+1) = 03D caso contrério

faca 9:(:“) = 9§f>.
o gerar 9§i+1) ~ ”(94I9§i+1)’ 9£i+1), 9:(;«9—1), Dobs);
Passo 2: faga ¢ =i+ 1 e volte ao passo 1.

Observagoes

1. Se q(6;“ V100, 00+ 08, 600) = (651611, 65,650V, 609), temos o al-

goritmo de Metropolis.

2. Se q(ﬁg(i+1)]9§i+l), ity o5, 95?) nao depende de BY“), 6&”1), 68 e 659 temos

o algoritmo “Independence M-H".

3. Se 7(03]6y, 62, 04) puder ser escrita como o produto ¥(63|6, 62, 84).h(63]61, 02,

6;), entao

(i ’ y 9*‘**1) 9(i+1) 9(i+1)‘9(1})
a(93( +1)19§)) :min{V( 3 617,077, 605").

w(057160F0, 650 6y

2.4.6 Diagnésticos de Convergéncia

Conceitualmente dizemos que um algoritmo MCMC converge no tempo 7, quando os
dados gerados apds T podem ser considerados “com seguranga” como uma amostra
da distribuicao alvo e portanto os dados simulados antes de Ty (no periodo pré-

convergéncia, ou “burn-in period”) nao devem fazer parte nas inferéncias.
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Essa defini¢do, embora néo seja muito precisa (pois o termo “com seguranca’
nao estd bem definido) serve como um guia. Na pratica, gostariamos de saber
nao somente se o algoritmo converge, mas o valor de Ty e também o numero de
iteracoes que devem ser consideradas apds esse tempo 7T, para que a amostra seja
representativa.

Na literatura existem varios métodos para diagnosticar possiveis falhas na con-
vergeéncia dos algoritmos MCMC e nessa subsegéo apresentamos alguns deles. Entre-
tanto, é importante ressaltar que nao existe método que possa “provar” convergéncia.
(pelo simples fato de que sdo utilizadas apenas um ndmero finito de observacdes
simuladas). Por esse motivo, vérios autores recomendam que seja utilizada uma
combinagao de vérias técnicas de diagndstico para analisar um mesmo problema.
Desse modo espera-se ter um “certo grau de confian¢a” na anélise da convergéncia.
Entretanto, é importante ter em mente que mesmo utilizando um grande niimero de
técnicas de diagnéstico, nao podemos afirmar com certeza que os dados simulados
sao representativos da distribuicdo que queremos amostrar.

A seguir consideramos alguns aspectos ligados aos problemas de simulagao ite-

rativa.
NUMERO DE CADEIAS GERADAS

Um dos tépicos de grande debate é se é melhor analisar uma inica cadeia MCMC
ou entdo multiplas cadeias partindo-se de pontos iniciais distintos no espago para-
métrico.

Uma 1nica cadeia pode aparentemente exibir um comportamento aceitdvel. En-
tretanto, ela pode estar “confinada” a apenas uma certa regiao do espaco paramé-
trico, por exemplo em torno de um méaximo local (e nesse caso a amostra final nao

seria representativa da distribuicao alvo, j& que a cadeia ndo “varreu” ou explorou



todo o dominio dessa distribuigao).

Para nao correr esse risco, podemos considerar o uso de multiplas cadeias partin-
do-se de pontos iniciais bem dispersos no espago paramétrico. Esse procedimento,
embora tenha um melhor poder exploratério, depende totalmente da escolha dos
valores iniciais (ou seja, da habilidade em escolher esses pontos “bem dispersos”).
Outro problema é que o nimero de simulagoes descartadas (referente ao periodo
“burn-in”) é multiplicado pelo nimero de cadeias, o que pode ser um grande des-

perdicio.
ESCOLHA DOS VALORES INICIAIS

Para a escolha dos valores iniciais, Carlin e Louis (2000) recomendam fazer uma
grade de pontos na regiao do espago paramétrico (centrado por exemplo na média da
priori e cobrindo mais ou menos trés desvios-padrao a partir dessa média) e depois
tomar sistematicamente todo ponto da grade como um valor inicial. Gelman et al.
(1997) recomendam um procedimento aleatério para a escolha dos valores iniciais
partindo do pressuposto de que a distribuigao alvo é multimodal. O procedimento

é o seguinte:

o Achar as modas da posteriori {(por exemplo pelo algoritmo EM ou algum outro

procedimento de otimizagao numérica);

e Aproximar a posteriori por uma mistura de k Normais multivariadas N(Q{Qi,ﬁ) ,

i =1,...,k, onde k é o nimero de modas encontradas no passo anterior, 9;
-1
. alogp(ngobs)
0008’ |
mistura de +'s multivariadas com quatro graus de liberdade, t,( Ui, §s), onde

é a i-ésima moda e Vg, = Ou entdo por uma

V:‘legi:@iezi:@

Os pesos w; de cada distribui¢ao sao dados por w; = g( Qf{Dabs).lV/E, 2. onde
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q(8:|Dobs) € a posteriori ndo normalizada calculada no ponto Bi.

e Amostrar 1000 valores da distribuicdo de mistura e depois fazer uma re-
amostragem ponderada (“weighted bootstrap“) para “filtrar“ uma amostra
por exemplo de dez pontos, que serdo usados como pontos iniciais do processo

iterativo (ver pagina 312 de Gelman et al., 1997).

MONITORAMENTO DA CONVERGENCIA

Os diagndsticos podem ser qualitativos ou quantitativos. Os qualitativos utilizam
dispositivos gréficos para descrever os dados simulados e os quantitativos fornecem
medidas resumo desses dados. Essas técnicas podem ser univariadas ou multivari-
adas. As univariadas descrevem cada parAmetro individualmente e as multivariadas,
a posteriori conjunta. A maioria das técnicas de diagndstico exploram a idéia de
viés (ou “distdncia” entre a quantidade de interesse numa particular iteracio e seu

verdadeiro valor) outras exploram a idéia de variancia (ou precisdo das estimativas).
(a) METODOS QUANTITATIVOS

Um dos diagnésticos mais conhecidos é a medida de Gelman e Rubin (1992), que

descrevemos a seguir.
Medida de Gelman e Rubin (1992)

A idéia desse método é utilizar m cadeias paralelas (m > 2) partindo de pontos
iniciais bem dispersos dentro do espago parameétrico, e para cada quantidade de
interesse v, comparar a variabilidade “entre” as cadeias com a variabilidade “dentro”
das cadeias. calculadas com base nas tiltimas n = T—Tj iteracoes (onde T é o nimero

total de iteragoes).
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Segundo Gelman et al. (1997), essa medida foi originalmente calculada como

_ n—l _ o B e
\/——.\/ n ,ondeLV ES e B= e 1;

2___1 PYNEAY- SR 1 i
onde Sj S Z?:l (wi]_qf}-j) ’ Ez..l 11’}2_’)’ € W Zz—l vcdotj mn ;11 Z?:l Yijs

ou seja, W é a média das m variancias dentro das cadeias e —g é a variancia entre as

médias das m cadeias paralelas (\/}T% é conhecido como “ Potential Scale Reduction

Factors(PSRF)”).

Interpretacgdo: No caso em que hé convergéncia, espera-se que a variabilidade entre
as cadeias seja pequena quando comparada com a variabilidade total (e portanto
pequena quando comparada com a variabilidade dentro) e nesse caso R deve estar

préximo de 1 (ou entdo que o quantil 0.975 da distribui¢do amostral é < 1.2).

Limitacoes do método:

(a) O sucesso desse método depende totalmente da habilidade do usuédrio em en-
contrar valores iniciais bem espalhados no dominio da distribuigao a posteriori

(sem o conhecimento da mesma);

(b) E uma técnica univariada.

Observagao 1: O programa BOA (”Bayesian Output Analysis”)(Smith, 2003)
calcula a medida acima (PSRF') fazendo a corre¢ao proposta por Brooks e Gelman

(1998), dada pela seguinte férmula

(n+1+ B m+1>df+3
n nW m Jdf+1

onde df é o numero de graus de liberdade de uma densidade t que aproxima a
distribuicéo a posteriori. (Esta medida é também conhecida como “Corrected Scale
Reduction Factor (CSRF)"). O programa calcula também a mediana e o quantil

0.975 da distribuigdo amostral para CSRF.
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O programa BOA calcula também uma medida denominada “ Multivariate Po-
tential Scale Reduction Factor (MPSRF)”, proposta por Brooks e Gelman(1998),

que é uma extensdo multivariada da medida PSRF.

Observagao 2 Os diagndsticos de Raftery e Lewis (1992), Geweke (1992) e Heidel-

berg e Welch (1983) sdao implementados pelo programa BOA.
(b) METODOS GRAFICOS

Os diagnésticos mais comuns consistem em contruir, para cada parametro, os

seguintes graficos:
e Gréfico da série temporal (seqiiéncia simulada).

e Grifico da densidade (ou do nicleo da densidade) estimada.
No caso em que a densidade condicional completa da componente 8; é con-

hecida, a densidade estimada de 6; a posteriori é dada por

7((8 '917 . 2—1791—}-13 9 Dobs)

Z Z (605,09, 0%, ... 09, Doyy),

1=1 g=Tg+1

TT)

onde m é o niimero de cadeias paralelas e T' é o nimero total de iteragoes de

cada cadeia.

e Grafico da fungao de autocorrelagdao amostral.

Observagao: O programa BOA (Smith, 2003) fornece também outras op¢oes como
e Gradfico das médias méveis (“running mean™).
o Grafico da medida de diagndstico de Gelman e Rubin.
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o Gréfico da medida de Brooks e Gelman (que é uma extensao multivariada da

medida de Gelman e Rubin).

e Gréfico da medida de diagndstico de Geweke.

GUIA PRATICO

Uma possivel estratégia para diagnosticar falha na convergéncia dos algoritmos:

(1) Gerar m cadeias paralelas e simultaneamente uma cadeia mais longa (digamos

com 50000 iteragdes), onde 3 < m < 10.

(2) Para cada componente do vetor de pardmetros, fazer os seguintes graficos:

(a)
(b)
(©)

Série temporal usando cadeia mais longa.
Autocorrelagao usando a cadeia mais longa.
Fazer o grafico das médias méveis para cada parametro
(1) usando a cadeia mais longa ou
(2) usando as m cadeias paralelas
(i) plotando as m cadeias num mesmo sistema de coordendas ou

(ii) plotando todos os pardmetros num mesmo sistema de coorde-

nadas para cada cadeia.

Fazer um gréfico com as m + 1 densidades estimadas (ou niicleos das

densidades estimadas) num mesmo sistema de coordenadas.

Fazer o gréifico com a medida de Gelman e Rubin (que requer m > 2
cadeias). Aumentar o nimero de simulagdes (iteragdes do algoritmo)

caso o gréfico nao se estabilize em torno de 1 (ou o quantil 0,975 < 1,2).
Fazer o gréfico de Geweke (implementado no programa BOA).
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(3) Fazer o gréifico com a medida multivariada de Brooks e Gelman (que utiliza

as m cadeias e estd implementado no programa BOA).
(4) Avaliar as correlagdes cruzadas entre os parametros.

Observagao sobre o periodo pré-convergéncia:
Os autores Gelman et al. (1997) recomendam descartar sempre a primeira
metade de cada seqiiéncia, outros autores, apenas 1%. Uma outra alternativa é

utilizar por exemplo os dispositivos 2a a 2f para auxiliar nesta questéo.
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Segao 2.5.1

A seguir apresentamos os cdlculos para a obtencao das distribuicoes condicionais

completas da posteriori p(a, B, p1, 02, 06%|Dops) dada em (2.3.3).

e Férmula (2.5.1)

1

S| 2992 0% = 2 = 8)(X; — )

W(Qlﬂ, Hs Uz: 023 Dobs) o exp{

Howt o) 30— a— 67| fexp -

o exp {,1 [Zﬂaia SR (X = ) + (o2 751) (na® — 2a T2, (Y; — Bu))

a? — 2aa} }
+ 3
Ja

{ 1 [2anﬂog(j(“ — p) +na?(o? +0%) — 2an(o? + o*)(Y — Bu)
1

9% —nBol(X —p)+n(c?+ )Y - Bu) a }
i ( =] +Uz> }

Fazendo

AT TR e
—nBo(X — u) +n(o? + o?)(Y — 8p)
B = L8
Z] o3
_ noi(Y - 3X)+no*(Y -3u)  a
- 12 a3

a expressao acima é proporcional a

exp{——% [aQA—Qa-B]} x exp{———g [az~—2a-1§~}}

1 BJ2
< onf o2
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B 1
ou seja, é uma N (X Z) e segue a férmula (2.5.1).

e Férmula (2.5.3)
1 2 2 202 _ 0.
n(ula, 5,02, 0% Do) ox expd —5 | ( (8202 + o) (np® — 20K )

—230? <zn:(Yi —a)(X;—p) — Bu i(X,; - u)) + (02 + 02)(71;12,62
=1

?=1

- [ S}

x exp{——% {((,13203 + Ao)np? — 2nX (B202 + AoP)p + 2802n(Y — a)u

+28%02n(X — p)p + (02 + 0B p? — 2n(02 + o*)B(Y — a)u)/

fore 2o

(5202 + Ao?) — 2n%02 + nfB*(0? + o? 1
“exp{“iK - ST 0)+E5)”2

m

——211;;((3?(5%3 +Xo?) = Bo2(Y — a) — 20*X + (o2 + o*) (Y — a)ﬁ)/

s

n(o? + Fo?)o? + 5|
&Py Tlo? W

—2np (O’i (7)02 ~ Bo2(Y — a) + Blo2 + o*)(Y — a)) + m]E])} }

nolo?(A+ 3?) + |Z]\ , 5 o2(AX 02 +B0%(Y — @) + m|Z|
“e"p{ ( Zlo? o ’“( [Zlo? >]}

Portanto,

1, 3.0, 0, Dogs ~ V<noz(/\Y02+,302(_)’_’——a)) +m|Z| o2|%]
s M Yxy Yy Hobs 4 !Zl

no2o?(A + 3%) + |Z] "nolo?(A + 32) +
e Férmula (2.5.5)

w3, 0;‘)..02, Dips) x m(p, 3. Uz.UQ]DObS) = /]Rﬁ(a.y,__é"az,a?]Dobs)da
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(onde o integrando é olhado como funcao de u e o), onde

/}R 7(a, B, p, 02, 02| Daps)dex o</ exp{-—[((/ﬁ’2a2 +)\a2)z X, — u)?

2003~ = B (X ) + o2+ o) 10 - = ) /)

i=1 i=1

_ 2 2
+(a a) L 02’”) ]}da, onde |Z| ¢ dada em (2.3.3),

x exp{ [( (B%02 + Ao?)(np® — 2nXp) — 2802 zn:(Y,- - Bu)(X; — )

+(02+0?) En:Y ﬁu)2>/12|+ - :1)2)]}

i=1

I { [(25 “’ag(){" “HFxth) ("“ -2 im - M))/
/'El + *“;"2'—] }da
e eXP{_';‘ [((ﬂ%ﬁ +20?)(np? — 2nX p) — 2B02(—nuY — nBuX + nfBu?)

+(092: + o)) (nBu? - 2,8pn7))/

/!EI + E‘z‘{;fﬂ]}/ eXp{—%KZnﬂo2(Y—p)a+ n(o? + o?)a?

m

~2na(Y — Bu)(o? +02)> / 5]+ = 2"“]}

—2;A<(nY(,3203 + Ao?) —nY 302 — n3202X 4 3nY (02 + 02)>/]E] - %)} }
o
m

1 n(o2 +0?) 1
./mexp{——§ {a2 (————_IZI - ;g)
—n302(X —p) +n(Y — 3p) (02 +0%)  a
WAS R

ex _..1, 9 nio? + no?3? ’ i 9 nXA\o? +nj3Yo? n
TOPITA Bl “o2) M =] T2

1[[nok(o: +0%) + 2]\ , "
./mexp{—.éK e )a
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AT L (A2 L A2\ o an2
*20{( nBo2X +nY (o2 +0?) — nic ,u) N %”}da .
6&

1]
Chamando
o\ y2 2 2
A = Motned 1
X o
B - nXAo? +nj3Yo? N _T_n?j _ no*(AX + g8Y) n %;
1z o 1z ;
c - MWalozt0?)+ 5|
B o3 |x]
BT V(2 4 r2) 2
D = nboiX + nY(];ﬁ +07) —nfop + % (que é fungéo de u),
Ga

temos que a expressao acima € igual a
L9
exp{—é[,u A -—QpB]}/ exp {——— Ca? —2aD]}da
B 1., cl, D /D\?* [D\?
-exp{ Q[A;z _23#]}/1116}@{_5 {a —2a—5+ <5> - (E> da
1 D\?
—exp{—— Ap? -2B,u} { } xp{-é——é— (a—»a—) }da

o<exp{—~(Au——QBu ex { }

onde
D o2 (-nfoiX +nY (02 +0°%) +a|Z| nBo’sl
N [Sloz oz
Chamando
02(—n30?X + nY (02 + 0?)) + a|Z] nBo?
E = e F = s
|Z]oZ [Z]

entdo temos que a expressao acima € proporcional a
exp {—E[Ayz — 2By } exp {i—{E - F;[E2}
2 2C !

:exp{_% A,;_QB#_UE_—CEQ:H
txe\p{

F?u2 OFE
2 C C
1 r 2 FE
"‘*-‘*P{“a h(“‘c‘)” "2#(3“5>H'
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Chamando

temos que

(1|3, af,aQ,Dobs) X exp {—%[G,u2 - 2H,u]} X exp {--_1- ( _ £>2} ,

XN
ou seja, é uma N (g é) onde
o - no!(A+3) 1 B n?3%(0?)%02
- 12| oi  |El(noi(o? +0?) +[Z))
H - no*(AX + 3Y) Lm_ nBo?*{no’(Y (o2 + 0°) — Bo?X) + a||}
- 1Z| o [Z][noZ (02 + 0%) + [Z]]
1| = B%%02 + 0?02 + A(0?)? .

e Férmula (2.5.6)

m(Bla, g, 02,02, Do) o< |Z]7% eXP{——K(ﬂZJZ + /\02)2 X; — p)?

=1

—2ﬂ02ZY a— Bu)(X; — p) + (02 ‘H’2)Z »——a—,B/z)z)/

Jm- )

x |5t exp{-—~ Kﬂ?ai SO(X - f? - 2607 (i(Y- ~ a)(X: — )

i=1 1

—Bu i()(2 ,u))-{-(a +0?) (n32,uz 23;12 a))/lZ[ g 23[1}

i=1

oc[E‘gexp{ 2[(32 QZ.X—/,L —2302 Yi—a)(X; —p)

i=1

+2n3%0 2;z(X 1) +n3 (02 + 0%) = 203u(Y — a)(o2 + o ))/

/)

n \ 2 n..x/,"“'~2l2' 2 :“.—“_ 5 gl 2
) tz[ﬁ?e}{?{—éi}(% Loz (X p) om0 an(X o) ey +07) | 1)

(= o3
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93 (0 Ty (Y = )(X, — p) + np(Y — a) (0 + 0°) +_§_>]}
12| aj

o 517 exp{ = | #{ R0 30 = P + 202K -

i=1

+npd(o? + o) + ]El} - 2,5{%[01 (;xm - naX)
nuo?(¥ — )] + blzl}] }

¢ Férmula (2.5.7)
m(o2ler, B, 11, 0%, Dobs) o< [Z] 73 (07)” <c+”exp{’”[<52 22(X - )

_25022 = Bp) (X = ) + 02 3 ‘“O““ﬁ"‘)>/'2'+§§”

=1
. S (Yi—a—B8X;)? 2
x lzl ( 2) (c+1) Xp{ 2 {oz 1{ lzl ) + ;_2_}

¢ Férmula (2.5.8)

ﬂ(ajaa;ﬁhu’ﬂgag:’Dobs) X
1T~ % (0?)" (f“)exp{ 2{’\“ Y (X =)+ U (Vi — a— Bu)? _2_Q }

[2] 0'2
=|Z|"2 (o?)~UHD exp{-1 [le <Z(y —a—Bu)® + ’\Z(X p 2) n ig}}

=]
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Secao 2.8

o Derivacao da férmula (2.8.2)

[ 28 2lDam)da o o H T (04 D {"“i‘ B—d a3
y ShaX- 2P | T 1 ¢ .
o2 o2 /.-oc xp T 2)\0? E(K —a = fz)" | da

/_oo P ( 2ho? &Ym= Bz 2) de

=/ eX { 5 102 [Zj:()ﬁ - Bzi)z +na? — 2a i(Y; - ,Bxi)} } da
=/ exp{ [na —2na(Y - BZ) + Z(Y Bz;) J}da
- :: exp ( 5 Zn; (Y; — Bx;) ) exp{ o [0? - 2a(Y — 3.’1:‘)]} do

:exp{ . Li(Y Bz — (¥ m“’}} [ exp {55l — (7 — pmj2} da
x exp { - [i(n — Bz —n(¥ - ﬁf)” (o)t

Portanto,

/oo p(@, x]Dobs)da X 0’3_(%+c+1) (0.2)—(n+f+%) exp _} ._z_é gg

—oot T 202" o2

JEm X — ) S - p)? | (- 850’ — (Y - ,af)a]}
2 .

o o2 Ao?

o Derivagao da férmula (2.8.3)

oC  po0 (BresB
[ p(8, 21Du)dady o o2 ”(a?)*”*f*”exp{“% [—? =

J SiXimw)? S (Y= )P (T - il eoof s e o

o2 Ao? J 202 ¢

=1

+

onde

n

o 1
/;oo &P 7O'

(Iz - /4‘)2] dlu

B

=1

340



:/_O;GXP{~§%§ (fo—Qn‘f,u-i—n;i?)}dp

- (- -anhos (B

:exp< 22 2?>exp<g§;) LZexp{ 35 2(u —UT + T )}du

ocexp{ 2 (i:l ')}/j;exp {—E(N—T)Q}d“
—1— n

Portanto,

[ plg, £IDawe)dad o (o)~ F D (0} exp ~3 L|2d 29
2102 o2
pa(Xi —x)? L Zim(¥i— 8z:)* — n(Y - pz)° 4 Tl - T)Q} }

o? Ao? o?

-

e Derivagao da férmula (2.8.4)

/—o;[.o;/:_o:o p(8, 2| Dops)dadpuds

x (02)~GHer(g%)" (n+f+3) exp {_5 [Zd + 29 29 I Ty (X —m)? + Tio (@i — 7)2}}

o2 o2 o? o2
/-o;exp{ 2/\2<i‘;Y Bz;)? n(?—-ﬁf)2>}dﬁ,
onde
/_Zexp{ 2/\2(2(}’ 3z = n(Y — 3—)>}d,3

OC/ exp{ 2/\1’> {ZYQ 23ZY13+3221’ —nY? 4+ 2nY 37 - nf’z 2}}(13

1=1 =1
. 2 2 2 2 , _XF
Sejam Syy = S, Y2 —nY", S;p =30 27 —nZ?, Sy, = Y, Yir, —nT Y.

Portanto, a dltima integral é igual a

oc 1
/ exp{ 5 (Svy 235,I+3sm}d3

—0oC
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(850~ QﬂSyz)}

Syy ) [
{”2)\02} [—oo eXp {
Syy) [ { Sy,
{ 2,\02} /_oo 2,\02 — 203 Hdﬂ
. Syy SYx oo 1 ) S,y 2
- eXP{ 2/\02}eXp {2Aa2sn} /m exp {—2»12_ (3 - Sm> ap

SII
1 S Szy AO’2
22 \" TS, ) VS,

(02)3 { 1 [SyySe: — 314}

(S2z)? 2X0? Siz
e, portanto,
/ / 2y—(Z+c+i )(‘7) (n+]) 1)2d
/ 2(8, 2| Dovs)dadpds o (02)-G+e+d e {-; |5
29 Yre(Xi —2:)? | Sz SyySe. — S
Tt o? * o2 Ao2S,.,

e Derivagao da férmula (2.8.5)

/ / / / (8, £|Dobs)dadpdBdo? (xwexp { %[_2_9_

(5z2)% a?
'i= (X’L —_Ii)2 (S Sza: - 332_- R —(Bgesl 1 2d SII
et D et ben g (2 75 ) Jart

onde

oo 2 _(n+2€—1+1) “_};. 2
[Tl xp{ 20§<2d+sm>}da,,

o 1
0 g

x

onde o integrando é o nicleo de uma Gama Invertida com parametros "*2;“1 e

25 ¢ portanto a ltima integral é igual a

I‘\ (n+22c—1) | 1
12d + Sp) 5= (2d+ Sp) T

Portanto,

/ / / / (8. 2| Dovs)dadudo? x 5o ((3;):';:)) - Xp{_% E%
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-+

?:1 (){vZ - fl',')2 + (SYYSII - zY)} } )

o? Ao2S,,

e Derivagio da férmula (2.8.6)

1
(Sll‘) (2d + S:z::x:)'H~2L
SyySzz—

"“[ L (X — ) +~——g—-‘y~+29]

/GP(Q7 %]Dobs)dg X

. / (02)—(n+f) exp . daﬁ,
0 o

onde

—q2
"% { (X — :ti)z + -————‘xsyyfgzxs + Zg]

2
do;

% 2\—(n+f)
L@ e exp =

i==

-3 { a(Xi—z) + ——-——-—"‘Syyf? + 29}

— /00(0.2)-(n+f—1+1) exp dUz
0

o2

F(n+f—1)

! » (X 2 | SyySzz—52 ntf-1
2 Y (Xi—x)? + '“““‘—Jx,\su +2¢g

1

X

[Z?—}(X — T )2 -+ :()}_'.Y_Sﬂ__z)’_ + 29

1

] n+f-1

n 2 5"-—5' n+f—
(X =)+ o -T2

=

Portanto,

1
/eP(Q~ {]Dobs)dg X

(S12)%(2d+5,,)™% (zn (Xi—xz)2+ M&Hg)w’l

ASzz
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Secao 4.4.3
(a) O critério do Fator de Bayes

Suponha que estamos interessados em comparar dois modelos: o modelo M; (com
vetor de parametros gy, e priori 7(gy,)) e 0 modelo M, (com vetor de pardmetros
O, e priori m(far,)) para o mesmo conjunto de dados Y.

Entao o Fator de Bayes (BF) para o modelo 1 versus o modelo 2 é dado por

(MY )/m(Ms|Y) _ m(Y|My)

Bz (M) /n(My) — w(Y|My)

onde w(Y|M;) = /e (Y |8a,)m(0rs,)d0n;,, © = 1,2, isto é w(Y|M;) é a dis-
M;

tribuicdo marginal de Y sob o modelo M; (ou distribui¢ao priori preditiva sob o

modelo M;) e portanto 7( Y |M;) é essencialmente a constante de proporcionalidade

(ou de normalizagao) da posteriori sob o modelo M;, isto é, w(g|Y, M;).
Interpretacgao: Valores altos de BF,, favorecem o modelo 1.

Observagao: Se 7(f,) ou 7(6ar,) for improépria, o fator de Bayes nao estd bem
definido pois envolve uma constante arbitrdria (e portanto nao é interpretdvel).

Além desse problema, essa medida tem sido criticada pois fere principios bayesianos.

Jeffreys (1961) e Kass e Raftery (1995) sugerem as seguintes tabelas de referéncia
para o Fator de Bayes (BF,):

BF, Evidéncia a favor do modelo A,
1<BF<32 Fraca

Jeffrey | 3.2 < BF <10 | Moderada

10 < BF < 100 | Forte

BF > 100 Decisiva

1<BF <3 Fraca

Kasse |3 < BF <20 Moderada

Raftery | 20 < BF < 150 | Forte

BF > 150 Muito forte

344



Na literatura existem varios métodos para estimar essa razao de constantes de
proporcionalidade (ver Chen et al., 2000). Um método é estimar a verossimilhanca
marginal de cada modelo p(Y'|M;) e tomar o quociente.

Newton e Raftery (1994) propde um método direto de estimar p( Y |M;):

. 1 & 1 -
Y |M;) = [Egm} ,

onde (90, ..., 9)) é uma amostra da posteriori p(g|Y, M:) e f(Y|6,) € a funcao
densidade das observacbes. Esse método, embora altamente eficiente, pode ficar
instdvel, j4 que o denominador pode ficar muito préximo de zero para algumas
parcelas dessa soma.

Um método relativamente facil de ser implementado e também seguro é o método
proposto por Chib (1995) que se baseia também na verossimilhanca marginal dos

modelos sendo comparados (isto é, se o objetivo é comparar dois modelos M; e M,
(Y| M)

usado somente no caso em que todas as distribuigdes condicionais completas sdo

entao o fator de Bayes BF;, é estimado por BF 12 = Esse método é

conhecidas (isto é, no caso em que o algoritmo de Gibbs possa ser utilizado).

Descri¢ao do método de Chib

_p(Y1e)p(8)

Pela regra de Bayes, temos que a posteriori p(g]Y) = ———(—}7)——, e portanto
pz
Y
plY) = %%ﬁl Essa igualdade vale para todo g, e em particular para um
9 = ¢ qualquer (nesse método é usual tomar g como a moda ou a média da
_ p(Y1g)p(¢")

posteriori para garantir estabilidade numérica). Portanto, p(Y) = &17)
nelr
onde p(g'|Y’) deve ser estimado, jé que freqlientemente conhecemos apenas o nicleo
da posteriori p(9]Y").

A seguir descrevemos o método para o caso particular em que ¢ é composto de

trés blocos, § = (§1. §2- §3). e as condicionais completas p( 43|81, 2, Y ). (82161, 83, ¥')
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e p(81162, g3, Y) sdo conhecidas explicitamente. Nesse caso, p(¢'|Y) =
p(g4l 8%, 5 Y ).p(63185, Y) (831 Y) e devemos estimar apenas p(g4lg}, ¥)
p(81]Y), i que p(4/]g}, g4, ¥') & conbecido.
Para estimar p(g;|Y) podemos usar o estimador de Monte Carlo p(4}]Y) =

(1) ,(1)

ng_lp( 9,165, oqu’),Y),usamdoumaa.mos‘cra(492 057, ()

, 82 ggc)) obtida pela

algoritmo de Gibbs quando amostramos da posteriori p( g1, §2, 95| Y ), onde g; = ¢.

Para estimar p(g5|4}, ¥), devemos notar primeiramente que

P(3165, Y) = [ plgh 05165, Y)dga = [ p(5181, 85, YIp(Gal gl Y)dgs
3

e portanto se pudermos gerar (0(1) : (G)) de p(g3|6}, Y), um estimador de Monte

Carlo de p(g5]9}, ¥Y') é dado por

G
ﬁ(g’Z Q,l’ Z ]Ql? 91(39)’ Y)

O problema entao é como gerar essa amostra.

A seguir descrevemos o algoritmo de Gibbs para amostrar de p(gs]g}, Y).

Passo 1: dar um valor inicial g3 = 9( ) e fazer i = 0,

Passo 2: gerar 19(2+ ) de (82181, 9“) Y)=p(9:2101=01,85=85Y),

gerar 957" de p(g3lg}, 657V, Y) = p(gal g1 =6}, g2=05"", V),

Passo 3: fazer i =i + 1 e voltar ao passo 2, até a convergéncia.

Finalmente, tendo obtido p(g}]Y) e p(65]6, Y'), temos que

p( X%Q’)p(ﬁ’)

PY) = = e TY)

ou seja, logp(Y) =logp(Y|8') + logp(g’) — logp(¢'|Y ), onde

log p(6']Y) = log p(6,16,8}. Y) +log p(65)6,.Y) +log p(&)] Y).
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(b) O critério do Pseudo Fator de Bayes — formulagao geral

Vimos que o Fator de Bayes nao estd definido quando a priori é imprépria. Uma
medida alternativa robusta nesse caso é o Pseudo Fator de Bayes, definido por
Geisser e Eddy (1979).

O Pseudo Fator de Bayes (PBF) para dois modelos competitivos M; e M, é

definido por
[Ty m(¥iYco) _ T, CPOC
(YY) I, CPO

PBFs =

onde CPOM) = m(Y;]Y(~3), que é a densidade de validagdo cruzada no modelo M;,
1=1,2.

Interpretaciao: Um valor alto de PBF na férmula acima favorece o modelo M;.

(c) O critério “BIC” (“Bayesian Information Criterion”)

Esta é uma medida proposta por Schwarz (1978) que pode ser usada para comparar
modelos e que ndo depende de conhecimento & priori, mas apenas da verossimilhanca.

O “BIC” do modelo M; é definido por

BICu;, = —2log (S}ép f(YIQ)) +pilogn = —2log(fu, (Y |8:)) + pilogn,

onde §; é o ponto de maximo de far,(Y'|4:), ou seja, §; € o estimador de mdxima
verossimilhanca de g; e p;logn é a penalidade (onde n é o tamanho da amostra e p;

é a dimensao do espaco paramétrico do modelo M;).
Interpretagao: O modelo com o menor BIC é o “melhor”.

Schwarz (1978) mostrou que para n grande e sob certas condigoes, ABIC =~

—2log BF, ou seja, BF = exp{—A%IC}, onde BF é o Fator de Bayes e ABIC =

BIC,y, — BIC,y,. Ver também Gelfand e Dey (1994).
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