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Introdução

As Cadeias de Markov de Alcance Variável (CMAV) têm sua origem na Teoria da In-

formação (Rissanen, l81). Mais recentemente, sob uma abordagem estatística, esses mo...

delos vêm sendo utilizados em substituição às cadeias de ordem fixa, em particular por

Buhlman e Wyner, em 1999 ISI, cujo trabalho fundamenta o presente estudo.

O modelo mais utilizado para processos estacionários, assumindo valores num espaço

de estados categorizados .Y, é a Cadeia de Markov Completa de ordem finita k, k 2 1.

'lYata-se, portanto, de uma Cadeia de Markov estacionária definida em todo espaço À'k

Esse modelo não é apropriado do ponto de vista estatístico, pois o número de parâmetros

a ser estimado cresce consideravelmente em relação à ordem da cadeia, isto é, teremos

(l.rl -- l)l.t'lk parâmetros, onde l,rl é a cardinalidade do espaço Â'. Por exemplo, mesmo

no caso onde l.t'l = 2, o número de parâmetros a ser estimado é 2t, onde k é a ordem da

cadeia. No caso de estar-se tratando de uma cadeia de ordem lO, 1.024 parâmetros devem

ser estimados.

As CMAV, que também são Cadeias de h'larkov de ordem finita, minimizam o problema

acima, pois não são cadeias plenas. Tais cadeias pressupõem que a memória relevante na

previsão de um evento pode variar em tamanho, de acordo com o ocorrido, reduzindo,

assim, sua ordem. Dessa forma, a quantidade de parâmetros a ser estimada é inferior a

(l.rl -- l)l.Ylk, viabilizando a estimativa em questão.

O presente trabalho apresenta, no Capítulo 1, os principais conceitos e definições re-

lativas às CMAV. No Capítulo 2 introduzimos o Algoritmo do Contexto (ver Buhlman

& Wyner, l51), método de estimativa das CMAV. O Capítulo 3 apresenta os resulta-

dos referentes às estimativas dos contextos para uma CMAV previamente gerada. Neste
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capítulo as simulações foram realizadas para diversos parâmetros (ua/or de come) do al-

goritmo, tendo como objetivo, o estudo do comportamento das estimativas. No Capítulo

4 apresentamos uma aplicação do modelo estudado, desenvolvento um modelo de per$Z

de compodamenfo para clientes com produto de crédito de longo prazo. No Capítulo 5

encontram-se as conclusões sobre o desempenho do algoritmo estudado.

Cada V. Otero IME>USP



Uma maneira de minimizar o número de parâmetros imposto pelas Cadeias de Markov de

ordem fixa e finita k é utilizar um modelo que permite que a probabilidade condicional

de um evento possa depender de um número variável e limitado de variáveis aleatórias.

Esse é o intuito das deÊnições que seguem.

1.1 Definição

Os processos a serem considerados, salvo menção explícita em contrário, serão Cadeias de

Markov de ordem finita, estacionárias que assumem valores num espaço categorizado anito

.Y e indexadas pelo conjunto Z dos números inteiros unido aos valores {--oo, oo}. Denota-

remos o conjunto dos índices Z U {--oo, oo} por Z. Considere se a seqüência açj, . - . , zi de

elementos de Â', com í < .j, { € Z, .j € Z. Um processo (Xt)..2 é uma Cadeia de Markov

estacionária de ordem k se para todo z!. valer

lplx. lx!: j:: 11, vt € z. (i.i)
O que se deseja é permitir que o número de passos do passado seja variável e menor ou

igual a k sem ter que ser sempre k, ou ainda que o número de passos dependa dos valores

assumidos sem ter que ser necessariamente constante. As duas próximas definições foram

elaboradas com esse objetivo.

De6nição 1.1.1. Seja (Xt)tcZ um processo estocástico estacionário assumindo valores

num espaço finito X. Dado z!. em .Y', seja r = r(z!.) o menor valor de k C Z, k 2 1,

ta[ que para todo ai c .t' va]ha ]PJXI = zilXo. = zo.l = PIXI = zijXoÉ+l = zo t+il. No

caso especial em que as variáveis são independentes tomaremos Z = 0 ao invés de 1, que é o

    Capítulo l   
Cadeias de Markov de Alcance Variável
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menor k, k 2 1, que satisfaz a equação acima. A projeção n!. € -t'' --} zlz+l € U t'"
é chamada de uma .função contado e, para todo f C Z, c(z!::) é chamado o contado para

o valor zt. Chamaremos C = {c(zt.) lz!. C .Y"} o co@unto contado para a função

contexto c.

0

Podemos, agora, definir uma Cadeia de Markov de Alcance Variável

De6nição 1.1.2. Seja (Xt)tc2 um processo estocástico estacionário assumindo valores

num espaço finito .Y cuja função contexto é c : .T«' --.> U .t'". O máximo k, 0 5; k $ oo,

do conjunto {Z(zt.) lzg. c .Y-} chama-se ordem da função contexto c. Quando k é

finito, dizemos (lue (Xt),.Z é uma Cadela de Marcou de .Alcance Uahát;eZ r(IIMHy) de

ordem k.

:0

Naturalmente, para uma CMAV de ordem Ê, seu conjunto contexto é finito de cardina-

lidade máxima l.Ylt. Para cada um dos elementos do conjunto contexto teremos l.rl -- l

parâmetros independentes a serem estimados. Assim, a quantidade de parâmetros é l.a'l-- l

vezes a quantidade de elementos do conjunto contexto.

1.2 Representação Gráfica

Uma CMAV de ordem máxima k pode ser completamente descrita através de suas proba-

bilidades de transição. A função contexto c será a projeção de .Y" sobre .Yt, e o conjunto

contexto dos estados passados relevantes é o produto cartesiano .t'k. No caso mais geral,

considera-se a relação de equivalência em .Yk definida por Z = (zi, . . . , zk) = (Z/i, . . . , yt) =

g se, e somente se, existir um' z.k'' tal que c(Zz:k':) = c(gz.5':), onde :íz.k': é a con-

catenação zi . - .zkz:k-i. Podemos identificar uma CMAV genérica de ordem k com o

conjunto quociente de ,t't pela relação de equivalência .Yk/ =.

Produtos cartesianos finitos são usualmente representados por árvores. Por exemplo, se

desejarmos representar um produto cartesiano .A x -B x C', começamos por um nó raiz, a

partir do qual emanam tantos nós quanto elementos do conjunto .A. De cada nó originado

no passo anterior, emanam tantos nós quanto os elementos de .B e, de cada caminho assim

* Ou, alternativamente, se para todo z:k': vale c(Fz:k'') = c(Úlz:k-').

Cada V. Otero IMBUSP



Cadeias de Markov de Alcance Variável 9

obtido, raiz:::} nâ de ,4d:nó de .B,emanam tantos nós quanto os elementos- de CLO

resultado é uma árvore formada por caminhos raiz ---} nó de

Como identificamos uma CMAV de ordem k com um conjunto quociente .t'k/ =, po-

demos também identifica-la com uma subárvore da árvore que represente .YÊ da seguinte

forma: partindo da raiz, buscamos todos os elementos de .t' que sejam primeiras com-

ponentes de k--uplas não equivalentes; depois, a partir de cada um desses nós, todos os

elementos de .t' que sejam segundas componentes (tendo por primeira componente a do

nó) de k--uplas não equivalentes e assim por diante. Quando, a partir de um nó, todos

os elementos de .Y junto com o ramo até aí construído formarem k--uplas equivalentes,

encerramos o ramo. O resultado obtido é a representação da CMAV de ordem k sob a
forma de uma árvore.

O exemplo a seguir esclarece melhor os conceitos introduzidos até agora.

a

Exemplo 1.2.1. Vamos supor que Y = {sol, nublado, chuva,temporal} e k = 2 . Admi.

tamos que a função contexto do processo seja:

sol,

nublado,

chuva,

temporal,

temporal, temporal

se zo sole z.l qualquer,

nublado eiç.l,., qualquer,

chuva e z.l,., qualquer,

temporal, z.i C {sol, nublado, chuvas e z::., qualquer,

temporal, z.i = temporal e z.:., qualquer.

se zo

se zo

se zo

se zo

.(«!.)

A função contexto acima estabelece que se hoje há sol (zo = sol), então a probabili-

dade de XI estar em algum estado de .t' independe do que ocorreu ontem, anteontem,...

(r.i,z-2, . . .). Isso também pode ser expresso escrevendo r(soez:l.,) = 1, para qualquer

z:l,:,. O que acabou de ser dito vale também quando zo = nublado ou zo = chuva. Quando

zo :: temporal a situação é diferente, isto é, a probabilidade de Xt asssumir um estado

de .t' depende de quem precedeu zo. Desta forma se z.i íor sol, nublado ou chuva, temos

uma probabilidade de transição; caso z-i seja temporal, teremos outra (presumivelmente,

Cada V. Otero IMnUSP
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nesse caso a probabilidade de Xi ser chuva ou temporal seria maior que no caso anterior) ,

ou seja /(temporal sol z-:.,) = /(temporal nublado z.:.,) = /(temporal chuva n::.,) = 1 e

Z(temporal temporalz:2 ) = 2. Veja a âgura a seguir:

N.Temwrai
llUEJlatlü

TBTtPCiF;y

(Sol . I'Lublü-:lo . C}'li.1'7a)

Figura 1.1 Repmsentação de uma (;JWIÁy sob a jomna de ámiom

Na figura acima, o retângulo arrendondado abaixo do primeiro nó formado por tem-

poral indica que os pares (temporal, sol), (temporal,nublado), e (temporal,chuva) são

equivalentes.

Um outro modo equivalente de se definir a árvore que representa uma CMAV é o

seguinte:

Definição 1.2.1. Dada uma CMAV cuja função contexto é c, definimos sua á ore con-

feiçto como sendo

.'- = Tc (Z!.) l Z!. C .Y"}.

A ámore contado de nós femnínaÍs é definida como sendo

,'-d {«« C Tc l VU C .Y, ««U « Tc}

Onde wu =(wl«l,.' ', w2, u'i, ul«l,'' ', u2, ui) é a concatenação dos vetores w e u.

Doravante, trabalharemos com a definição que acabamos de introduzir. Seu signi6cado

ficará mais claro através de um exemplo. Para tanto, voltemos ao exemplo (1.2.1).

Cada V. Otero IMlhUSP
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De acordo com &definição, teremos :i: - {solínubladoíchuvai+nmporali (temporal3temporal)}

Representaremos 1- graficamente por meio de uma árvore .4 definida como segue:

1. Independente de r ser ou não vazio, .4 tem um único nó raiz.

2. Um elemento (zi, . . . ,z.) de 1- será representado em .4, como o ramo onde zi é o

passo anterior da raiz, e zi é o passo anterior de zi.i, 2 $ { $ n.

3. Todo ramo de .,4,,- é obtido por uma das formas anteriormente descritas

De acordo com o exposto, a representação gráfica de I'- seria como a figura abaixo

r'iAO E F.lo TERÁ-.-iii'iAL

19.Ten'if:irraR HH
Sol lll.iblütlo Chuva

Tan})út;J

(Sol. h.uE3laclü. Chu'p;3)

r'JÂO E t.lo TERÁ\iihJ.ql

Figura 1.2 Representação gr(Í/ica de a-

para simplificar, usaremos 1- ao invés de .Á,, isto é, o símbolo será usado tanto para

designar o conjunto quanto sua representação gráfica.

A noção de árvore contexto de nós terminais será útil quando apresentarmos o Algoritmo

do Contexto. Um nó é considerado terminal se, ao adicionarmos uma componente (zi € X)

a um ramo qualquer, esse novo ramo não pertencer à árvore contexto. Por exemplo, o ramo

(temporal, temporal) é nó terminal, pois se adicionarmos uma componente, (temporal),

por exemp]o, o novo ramo (temporal, temporal, temporal) não pertence à arvore. Agora,

o nó (temporal) não é terminal, pois ao adicionarmos a componente (temporal), o ramo

(temporal, temporal) faz parte da áwore contexto. No exemplo em questão, l-r = {sol,

nublado, chuva, (temporal, temporal)} é o conjunto de nós terminais. Note que rr nada

Cada V. Otero INllhUSP
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mais é que a subárvore de I' da qual foram retirados os ramos não terminais. E importante

notar que a árvore de nós terminais determina completamente a árvore contexto que a

gerou, isto é, o conjunto Tc pode ser reconstruído a partir do conjunto TcT

A árvore contexto para uma CMAV funciona como uma representação "palpável"para

esse tipo de processo estocástico. Queremos com isso dizer que a árvore contexto está para

a CMAV, assim como uma função de distribuição está para uma variável aleatória, isto é,

a árvore contexto serve como um objeto que resume o processo da CMAV. Prosseguindo

nesta analogia, as probabilidades condicionais associadas aos nós da árvore contexto po-

dem ser pensadas como os análogos dos parâmetros de uma distribuição. E natural, então,

que se busque estimadores para a árvore e as probabilidades condicionais, o que nos leva

ao próximo capítulo.

Cada V. Otero INlnUSP



Capítulo 2

Algoritmo do Contexto

Neste capítulo vamos apresentar o ÁZgohtmo do C'ontezto que é um método para se

estimar a árvore de contextos e as probabilidades condicionais associadas a uma CMAV

Embora ele possa ser formulado para seqüências de CMAV, o que permite sua utilização

no estudo de processos estacionários em geral a valores num espaço categorizado finito

(ver Ferrari e Wyner l31), apresentaremos uma versão que se aplica a uma única CMAV

2.1 Descrição

Seja P uma CMAV de ordem finita, para cada n c N, considere zi, . . . , z. uma realização

finita de P, c(.) sua função contexto, e p(. 1 .) sua probabilidade de transição. Antes de

apresentarmos o algoritmo, que produzirá uma estimativa de p(. 1 .) e c, necessitamos

introduzir algumas convenções e notações.

Para z = :d, vamos adotar que lzl = .j { + 1. Para w C U .t'", sejam
m€N

n lwl+l

>l: llxí+i«i''
t-l

]v(««) N. .(.« ) IIX.+iwl :=wj' (2.1)

Para facilitar a exposição, vamos dizer que uma seqiiência qualquer :4 é uma pa/a-

ura(sequência de letras). Note que, dada uma palavra w, .V(w) é simplesmente a quan-

tidade de vezes que a palavra ocorre na realização de Xi, . . . ,X. e, por sua vez, AL-t(w)

tem a mesma interpretação que .N(w), só que, agora, para Xt, . . . , X,.t.

Relembremos que, dados s, w C U ,Y", zw é a concatenação de z com w. Vamos
m€N
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de6nir, então,

p(«) - XP,
Dado um elemento u € .T,

f'(.i,õ - g:-:b. (2.2)

(2.3)a.- - >1: .p('1«'«) I'K({;;ly;P) .N(w").
Íá ' ' ' '' P(zl'")

De posse dessas notações podemos, agora, apresentar o Algoritmo do Contexto

2-1.1 Algoritmo do Contexto

A seguir, relacionaremos os passos necessários para a estimativa da árvore contexto.

Entradas: ]çl, . . . , zn, presumivelmente dados de uma amostra, e K, um parâmetro for.

necido pelo usuário (e que será discutido posteriormente).

Passos

l Para cada {, l $ í $ n, e para cada w C a'i, calcule .V(to) (a quantidade de

vezes que w aparece em zl, . . . , z.). Se 2 $ N(to), coloque to dentro de uma

árvore 1- cuja inicialização era vazia.

Após esta etapa, a árvore contém todas as realizações (w C U X") que
m€N

ocorrem mais de uma vez na seqüencia zi, . . . , z«

Para cada elemento wu de r, onde u c .&', calcule A««. Se A«« < -K, retire-o

dp r

Ou seja, para cada elemento 77 obtido na primeira etapa, tomamos (se possível)

como sendo 77 = wu, onde u é um elemento do espaço Â', e tentamos se

A.. < K. Se isso ocorrer, retiramos u da árvore e examinámos o próximo

item. Os que sobrarem constituirão a nova árvore

Repita o passo anterior até que não sqa mais possível retirar nenhum elemento

rln r

A árvore obtida no passo anterior, aplicamos novamente o mesmo procedimento

(2), obtendo, a cada vez, uma nova árvore. Repetiremos esses procedimentos

até que não consigamos retirar mais nenhum componente (u c .Y).

2

3

Cada V. Otero IME-USP
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4. Para cada elemento z € .re para cada elemento w de z, calcule P(zlm) de

acordo com a fórmula apresentada na equação (2.2).

Saídas: A árvore r e a coleção de números P(zlw), onde aç, w C r, conforme deânidos

no último do passo.

2.2 Comentários

A árvore r, obtida a partir do Algoritmo do Contexto, é a estimativa da estrutura da

CMAV cuja amostra constituem os dados de entrada zi, . . . ,iç.. Trata-se aqui de sua

árvore contexto de nós terminais (ver definição (1.2.1)), que, como já foi comentado, é

suficiente para se determinar a árvore da CMAV.

A função A.. é um múltiplo da entropia re/útil;a, ou dist(ínc a de X'uZZback-ÉeíbZer*, en-

tre duas medidas finitas de probabilidade. Lembrando que a entropia relativa, ou distância

de Kullback-Leibler, entre duas medidas finitas de probabilidade P e Q é dada por

O(rija) P(s)log(P(z)/Q(z)), vê-segue A«« -0(.P('l«'u) ll.P('1«,)).

O valor de K, por sua vez, é heurísticamente determinado através de uma escala de X2

ou por critérios informacionais. Segundo Bühlmann e Mãchler (161), -K, como limiar para

diferenças de desvios, é assintoticamente associado a uma distribuição tXlzl-i. Assim

K = K(a) = :X' l-t,... Nos casos em que se tem aplicado CMAV à genética, temos

X = {.4,(;,G,T} e, portanto, l.tl -- 1 = 3, logo, para a ' 5% e a = 1%, temos,

respectivamente, .K = 3.91 e -K = 5.67. Continuando com Bühlmann e Mãchler (161),

pode-se, de forma alternativa, determinar -K a partir de critérios informacionais como,

por exemplo, os de AIC e BIC. Os autores mostram que a escolha de -K segundo um

critério ou outro são bem semelhantes. Eles também citam, na página 19 de (161), que,

por considerações assintóticas, é su6ciente tomar .R' = C log(n), com 2la'l +4 < C', porém

ressaltam, no caso de amostras pequenas, devido ao fato da condição .K = C log(n) não

ter que ser necessária, que tal escolha pode produzir resultados inadequados, com árvores

subestimadas. No próximo capítulo, iremos, justamente, testar a eficiência da função

* A entropia relativa não satisfaz a propriedade triangular, de sorte que não se trata realmente de uma

distância no sentido usual do termo.

Cada V. Otero IMB-USP
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contexto para amostra de tamanhos variados, quando utilizamos

minimiza o critério AIC.

16

C'log(n), e K que

Cada V. Otero IM&USP



Capítulo 3

Simulação

3.1 Introdução

Neste capítulo apresentamos os resultados referentes ao estudo do parâmetro K (tiaZor de

cone na estimativa da função contexto). Tal parâmetro tem impacto decisivo na estimativa

de uma função contexto.

Bühlmann e Mãchler (ver l61) apresentaram duas sugestões de ua/ares de cone, sobre

as quais o estimador apresentaria um bom desempenho: OZog(n), onde (7 > 2lXI + 4, e

K que minimiza o AIC. Ambas foram comparadas para amostras de tamanhos variados.

Para complementar o estudo, outros uaZores de cone também foram avaliados.

Para os estudos mencionados acima foram realizadas 100 simulações para cada tamanho

de amostra. As simulações foram desenvolvidas para duas GMAV diferentes, uma de

ordem máxima 2, e outra de ordem máxima 3, ambas definidas no espaço categorizado

.Y

A fundamentação teórica para os procedimentos de simulação pode ser encontrada

na Lei dos Grandes Números. Na sua forma forte, devida a Kolmogorov, ela afirma

que se Xi, . . . , X., . . . são variáveis aleatórias independentes, identicamente distribuídas

e com primeiro momento finito, ou seja, para todo l $ {, EJXil = p < oo, então a

sequência de suas médias, isto é, das variáveis X:« = )ll:=:: Xi/n, converge quase cer-

tamente para p Dela derivam vários resultados estatísticos, dos quais destacamos o de

Glivenko e Cantelli sobre convergência das distribuições empíricas. Ele afirma que se

Xt, . . . , X., . . . são variáveis aleatórias independentes, identicamente distribuídas, e com

função de distribuição F, então a seqüência de funções de distribuição empíricas definidas
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por Fn(Z) = >1:Z:;i ltx.$.}/n converge quase certamente e uniformemente para F, isto é,

suP-«<,<mlW'«(z) -- .F(]ç) 1 -+ 0 quase ce-'tamente.

3.2 Metodologia Utilizada

Como mencionado, o estudo consistiu na estimativa de funções contexto para uma série

de amostras simuladas previamente. As etapas envolvidas no processo são apresentadas

abaixo.

e Foram escolhidas duas CMAV, uma de ordem 2, e outra de ordem 3. Ambas de6nidas

no espaço 'Y - {0, 1}.

As funções contexto adotadas, e suas probabilidades são as seguintes:

1) CMAVI

1, se s. = 1 e z!-l qualquer,

0, 1 se iç. :: 0, JÇn.l = 1 e áÇn-2 qualquer,

0, 0 se z, :: 0, z..l = 0 e zn-2 qualquer.

c(z!.)

I'lX« = 1 l Xn-l = il = 0, 53

1"1X« = 1 l X«-i = 0, X. 2 = ll = 0, 12

PIX. = 1 l X.-i = 0, X..: = 01 = 0, 75

2) CMAV2

1,

0,1

o,o,l

o,o,o

se íz;n,

se íz;n,

l e z:'i qualquer,

0, z..i :: l e z1-2 qualquer,

0, zn.l :: 0, 3çn.2 :: l e zn-3 qualquer,

0, zn.l = 0, zn.2 :: 0 e zn-3 qualquer.

c(zl!.)
se zn,

f'larln \r f)tnrn IME-USP
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lplx« lx«-:

I'lx« lx.-: x..,

IPJXn := 1 l Xn-t = O, Xn--2 :: 0)

PJXn :: 1 1 X«-t :: O, X..2 :: 0,

0,10

0,81

0,27

0,65ol

© Em seguida, foram realizadas 100 simulações para cada tamanho de amostra. As

simulações foram obtidas através de uma rotina em Java apresentada no Apêndice

2

e De posse das amostras, passamos à estimativa das funções contexto através do

programa estatístico R. As rotinas utilizadas também se encontram no Apêndice 2.

Inicialmente, foram estimadas as funções contexto utilizando-se os valores de cone

(7Zog(n), onde (7 = 2lXI + 5, e também aquele que minimiza o AIC. Nesse último

caso, não foram estimados 100 -Ks diferentes para cada amostra, mas sim, para 5

casos escolhidos aleatoriamente, e a sua média utilizada na estimativa das funções

contexto de todas as outras amostras.

e Por último, foram realizadas as estimativas para outros -Ks diferentes dos mencio-

nados acima, com a finalidade de encontrar um uaZor de come mais eficiente. Cromo

veriâcamos, a partir dos primeiros resultados, que para K ' (7Jog(n), a funcão con-

texto era subestimada (ordem menor que a esperada), e para K que minimiza o AIC,

a função era superestimada (ordem maior que a esperada), os valores de cone ana-

lisados nesta etapa apresentam um valor intermediário entre os dois mencionados;

a sat)er: Zog(n), (C'Zog(n)):/', ((C'Zog(n)):/' + (aIoS(n)):/;)/2, e (CZog(n)):/;, onde

mantivemos C = 21.t'j+S. Esses valores de come apresentam a seguinte distribuição:

Carta V. Otero INIE-USP
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loglr ?
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+
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\l(

2aH) JWW 6{H» WWO 100W0

Figura 3.1 Va/ares de cone utilizados

3.3 Resultados

As tabelas a seguir apresentam os resultados consolidados dos estudos descritos em 3.2.

Nelas, está a quantidade de casos que convergiram corretamente (C), a quantidade de

árvores subestimadas (ordem 0 e l para a cadeia de ordem 2, e 0, 1, e 2, para a cadeia de

ordem 3) , e a quantidade de árvores que excederam a ordem da função contexto verdadeira,

ou que, apesar de apresentarem a mesma ordem, não convergiram para a árvore carreta

(E), isso para amostras de tamanhos variados (n) .

E importante ressaltar que a convergência de que estamos falando refere-se à função

contexto, suas probabilidades podem apresentar uma flutuação em relação à distribuição

simulada, principalmente para os casos de convergência com n 5; 1.000.

Cada V. Otero IME>USP
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3.3.1 Resultados para CMAVI
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0
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0

0
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0
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0
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0

0

0

0

0
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0

8

0
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0
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0

0

0
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0

0

98

100

100

100

100

Tabela 3.1 Resta/fados das simulações para .K aZog(n), e K que m nimiza o ..4.rC.

Cada V. Otero IMBUSP

       
n 0 1 C E

50 3 3 25 69

  alog(n)    
n 0 1 C E

50 100 0 0 0
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Nessa primeira tabela, apresentamos os resultados referentes à estimativa da função

contexto quando K = (JZog(n), e K que minimiza o AIC (todos os resultados relativos

à árvore de ordem 2). Nela, encontramos um melhor desempenho, quando n é pequeno,

para .K que minimiza o AIC, e quando n é grande, para Ã' ' C"Zog(n)

Para esse üaZor de cone houve acerto para as 100 amostras a partir de 1.750 casos.

Notar que isso ocorreu de forma abrupta, dado que até 1.500 casos não houve nenhum

evento de acerto, apenas árvores subestimadas. Por exemplo, para n - 1.500, chegamos a

7 estimativas onde não foi encontrada nenhuma dependência com o passado (casos i.i.d.,

árvores de ordem 0), e o restante, 93 estimativas, onde a dependência resultou em árvores

de ordem l.

Para .K que minimiza o AIC, encontramos alguns casos de acerto quando n $ 2.500,

porém em baixa frequência. Apenas para n = 50 o percentual de eventos de acerto é mais

signiâcativo - 25%. E importante observar que para esse n, e .K = C'Zog(n), não houve

nenhum evento de acerto. Para as 100 simulações, o estimador apresentou como resultado

uma variável i.i.d

Cada V. Otero IME>USP
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(CZog(n)y/'

n O l C E
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20000

30000
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0

0
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0

0

0

0

0
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0

0

0

0
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0
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0

0

0

l

0

0

0

0

0

0
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0

0
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0

0

0

0

0

0
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100
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100
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0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
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0

0
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0

0

0

Tabela 3.2 -Resultados das simulações para K = Zog(n), e -K (C'Zog (n)):/ :

Na tabela acima, apresentamos os resultados referentes à estimativa da função contexto

quando -K = Zog(n), e K = (CZog(n)):/' (todos os resultados relativos à árvore de ordem

2). Para ambos os Ks, houve acerto para as 100 amostras a partir de 250 casos.

Cada V. Otero IMIFUSP
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((CTZog(n)):/' +(C'Zog(n)y/;)/2
(0Z.g(n)):/;

n O l C En O l C E

50

100

250

500

750

1000

2500

5000

7500

10000

20000

30000

40000

50000

60000

70000

80000

90000

100000

91

37

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

2

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

7

62

100

100

100

100

100

100

100

99

100

99

99

99

98

98

97

99

98

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

l

l

l

2

2

3

l

2

50 69 4 27 0
100 16 3 81 0

250 0 0 100 0
500 0 0 94 6
750 0 0 96 4
1000 0 0 91 9
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7500
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20000

30000

40000

50000

60000

70000

80000

90000

100000

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

85

83

75

70

61

51

36

29

26

26

23

18

21

15

17

25

30

39

49

64

71

74

74

77

82

79

Tabela 3.3 Resultados das sÍmu/anões pam K

(aios(n)):/:

e.K

K-

((C'Zog(n))'/2 +(C;Zog(n)):/3)/2

Na tabela acima, apresentamos os resultados referentes à estimativa da função contexto

qua«do .K = ((C'Zog(n)):/' + (C'Z.g(n)y/')/2, e K = (C'Zog(n)):/' (todos os res«atados

relativos à árvore de ordem 2).
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Para K - «alog(n»!/Z+ (aZog(n»V9/2 houve acert(apara as :100 amostras a partir

de 250 casos.

Para K = (OZog(n)):/;, a maior incidência de acerto ocorre para n entre 250 e 1.000,

a partir daí, essa incidência decai continuadamente, chegando a um percentual em torno

de 20% para amostras com 90.000 e 100.000 casos.

Cada V. Otero IM&USP
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3.3.2 Resultados para CMAV2
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Tabela 3.4 Resultados das simulações para K O'Zog(n), e K gue minimiza o .A.r(l;.
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n 0 1 2 C E

50 0 7 4 3 86

  C'Zog(n)    
n 0 1 2 C E

50 100 0 0 0 0
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Continuação da Tabela 3.4

Nessa tabela, apresentamos os resultados referentes à estimativa da função contexto

quando .K = C'Zog(n), e K que minimiza o AIC (todos os resultados relativos à árvore de

ordem 3). Nela, encontramos um melhor desempenho, quando rz é pequeno, para -K que

minimiza o AIC, e quando n é grande, para K - C'Jog(n).

Para esse uaZor de cada houve acerto para as 100 amostras a partir de 25.500 casos,

sendo que a partir de 23.500 já encontramos, ao menos, 95% de eventos de acerto. A

convergência, ao contrário do encontrado para a árvore de ordem 2, apresenta-se de forma

menos abrupta. Notar que para n $ 500, encontramos, apenas, casos i.i.d; para n ' 750,

21 casos i.i.d., e 79 árvores de ordem 1; para n entre 1.000 e 2.500, apenas árvores de

ordem 1; para n - 5.000, encontramos 87 árvores de ordem 1, e 13 de ordem 2; para n

entre 7.500 e 10.000, apenas árvores de ordem 2; para n entre 20.000 e 25.000, árvores

de ordem 2 e árvores de ordem 3 que convergiram corretamente; e, a partir daí, todas as

árvores convergiram corretamente.

Para .K que minimiza o AIC, encontramos alguns casos de acerto, mesmo para valo-

res altos como 20.000, porém em baixa frequência. Apenas para n ' 100 e n = 750,

encontramos uma incidência de acerto superior a 10%.

Cada V. Otero IMBUSP

  CZog (n)    
n 0 1 2 C E

70000 o o o 100 0

80000 o o o 100 0

90000 o o o 100 0

100000 o o o 100 0
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Tabela 3.5 Resultados das simulações para K log(n), . K (CZog(n)):/:

Na tabela acima, apresentamos os resultados referentes à estimativa da função contexto

quando -K = Zog(n), e K = ((;Zog(n)):/' (todos os resultados relativos à árvore de ordem

3). Para ambos os Ã's, houve acerto para as 100 amostras a partir de 5.000 casos.

Notar que quando K = (C'log(n)):/', a convergência apresenta-se levemente mais rápida

(quando K = 2.500, há convergência em 95% dos casos).
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((aZog(n)y/z+(aZog(n))n7a)/2

n O 1 2 C E
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0
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l
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e.K

15
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24

34

52

60
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71
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Tabela 3.6 Resultados das simulações para K

(0Z .g (n)) :/;

((C'Zog(n))i/2 +(aZog(n)):/')/2

Nessa última tabela, apresentamos os resultados referentes à estimativa da função con

texto quando K = ((C'Zog(n)):/' + (C'Z.g(n)):/;)/2, e Ã = (C'Z'g(n)):/; (todos os resul

Lados relativos à árvore de ordem 3).

Cada V. Otero IMDUSP

  (cz.g (}ü'/;    
n 0 1 2 C E



Cadeias de Markov de Alcance Variável 30

Para .K = (((7Zog(n»:/' + (O'Zog(n)):/')/2 houve acerto para as 100 amostras a partir

de 2.500 casos. A convergência, ao contrário do encontrado para a árvore de ordem 2,

apresenta uma leve flutuação na quantidade de casos convergentes para n 2 10.000.

Para K = (CZog(n)y/3, a maior incidência de acerto ocorre para n entre próximo de

2.500, a partir daí essa incidência decai contínuadamente, chegando a um percentual em

torno de 10% para amostras com 80.000 e 100.000 casos.
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Capítulo 4

Aplicação

4.1 Introdução

Neste capítulo apresentamos os resultados da aplicação de técnicas das CMAV em pro-

blema de estimativa de risco de inadimplência para produtos de crédito, especificamente

na estimativa de um modelo de pe7$J de comportamento.

Um modelo de per$Z de comportamento consiste numa metodologia de previsão do

comportamento creditício de um cliente, domador de um crédito qualquer. Esse modelo é

usualmente indicado para produtos de crédito com prazo médio elevado e para produtos

rotativos, pois o caráter prolongado desses produtos permite a colete de informações

suficientes para a análise em questão.

A informação proveniente do modelo de per$Z de compodame7zto possibilita a tomada de

decisões estratégicas relacionadas ao controle de qualidade da carteira de crédito de uma

instituição financeira. Pode-se, por exemplo, cancelar o cheque especial de um cliente que

apresenta alta probabilidade de permanência em excesso sobre o limite, ou ainda, reduzir

o limite de crédito de um cliente que apresenta um risco moderado, ou, em contrapartida

aumentar o limite de um cliente que apresenta baixo risco de crédito.

No caso, o algoritmo foi aplicado a uma situação muito comum no mercado financeiro,

a concessão de crédito parcelado. Este é muito utilizado, por exemplo, em vendas de bens

a prazo

Na operação de crédito parcelada, concede-se uma certa quantia de dinheiro a ser paga

em prestações periódicas. Por exemplo, abre-se um crédito de R$ 100,00 a ser pago em
,. ---.'.-Ã.. ,4. nQ 19 nn n ...hlP«.n in credor é a. ina.dimnlência e ele deve lazer ol
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possível para poder estima-la com a maior precisão possível. A partir dessa estimativa ele

calculara a taxa de juros do empréstimo, o número de prestações, etc.

Para tornar a discussão mais precisa, vamos supor que o crédito a ser concedido deve

ser pago em 12 parcelas. Vamos representar um tal crédito por meio de uma palavra

com 12 caracteres escolhidos entre 0 ou 1. Vamos arbitrar que a presença do 0 significa

parcela quitado e a de 1, não paga. Por exemplo, 001000111000 representa um crédito

cujas parcelas de número 3, 7, 8, e 9 foram pagas com atraso. Vamos também supor que

uma parcela só pode ser paga quando todas as outras anteriores o forem.

O que se deseja obter é o perfil do comportamento dos tomadores de crédito. Por exem-

plo, dado que uma pessoa pagou a primeira parcela, qual a probabilidade dela inadimplir

a segunda? Ou ainda, se uma pessoa pagou as seis primeiras, que probabilidade ela tem

de pagar a sétima, etc. Em termos formais, representado um crédito por Xi, . . . ,Xi2

quais são os valores de PJX2 ;: 1 1 Xt := 01 e PJXr := 0 l Xi :: 0, . . . , X6 :: Oj?

Note que o problema refere-se a um espaço amostrar finito, mas que a quantidade de

cálculos envolvidos é muito grande, ficando inviável se desejarmos estudar situações onde

o número de parcelas é grande, digamos 36.

O Algoritmo do Contexto pode nos auxiliar neste caso. A idéia foi a de colocar os vários

casos de crédito observados sequencialmente. Mais precisamente, colocou-se o primeiro

crédito ocupando as primeiras 12 posições, o segundo, ocupando as posições de índice 13

a 24 e assim por diante. Dessa forma, obtemos uma amostra sobre a qual pode-se aplicar

o Algoritmo do Contexto.

Embora a convergência para o Algoritmo do Contexto tenha sido estabelecida sob

hipóteses fortes, entre as quais está a de estacionariedade, não se sabe se essas condições

são necessárias. O que se tem é um estimador, com boas propriedades assintóticas sob

certas condições, mas isso não impede que ele não possa ser utilizado sob outras res-

trições. E algo semelhante a se utilizar um teste t sem que a distribuição populacional

seja rigorosamente normal, procedimento muito comum na prática do dia-a-dia.

No presente trabalho, analisamos um conjunto de dados referentes ao histórico de pa-

gamento de um crédito parcelado de longo prazo O modelo foi desenvolvido sobre um

espaço categorizado X = {0, 1}, onde 0 representa os eventos de atraso até 30 dias (os
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casos de])agamento em dia. ou antecipados constam nessa classe), e], os eventos de

atraso superiores a 30 dias.

4.2 Metodologia Utilizada

O banco de dados escolhido apresentava, inicialmente, 132.037 casos, definidos no espaço

categorizado t' = {0, 1}. Esse banco de dados foi montado de forma que o histórico de

pagamento de um determinado cliente foi unido ao histórico de outro cliente. Formali-

zando temos, para dois clientes com histórico de pagamento a e ã, montamos um único

vetar de eventos mu = (wl«l, ' ' ' , w2,wl, ulul, ' ' ' ,u2, ul), que representa a concatenação

do histórico dos dois clientes.

Ao todo, haviam 8.839 clientes com 12 a 36 parcelas cada.

Os procedimentos adorados no desenvolvimento do modelo e em sua análise de desempe-

nho são apresentados abaixo.

e Primeiramente, foram selecionados (aleatoriamente) 98.836 casos, 75% do banco

de dados inicial, para compor a amostra de desenvolvimento. Dentre esses casos,

encontramos 6.619 clientes diferentes com uma quantidade de parcelas que varia de

12 a 3(i.

e O .aZ.r de cone utilizado foi o (C'Zog(n)):/', com C' = 2la'l + 5. Esse valor foi

escolhido por apresentar uma eficiência levemente superior a log(n) no caso da

simulação para a árvore de ordem 3. Essa árvore foi escolhida como referência, pois,

pela experiência que acumulamos em trabalhos semelhantes, modelos de per$Z de

comportamento apresentam ordem de dependência superior a 2.

e Após a estimativa do modelo, seu desempenho íoi analisado. Para isso, para cada

ramo da árvore contexto estimada, foi observada a frequência com que os eventos 0

e l apareciam. Esse acompanhamento foi realizado para cada cliente da amostra. O

procedimento foi repetido ao longo do vedor de informações, e a média dos resultados

comparada com a probabilidade da árvore estimada.
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4.3 Resultados

A árvore resultante apresentou ordem 7. Sua árvore contexto, e suas probabilidades são

as seguintes:

Arvore Contexto

1,0

l,l,o

l,l,l

0,1

o,o,l

o,o,o,l

o,o,o,o,l

se zn =

se zn =

Se Zn :

se zn :

se Zn :

se zn :

se zn, :

.«=

Zn--5 =

se zn,

Zn,--5 =

Zn,--5 :

l,z..t =

1, z..i =

1, z..i =

0,z..t =

0, z.

:0, z..i :

: 0, z..i :

qualquer,

: 0, z.-i:

= 0, z. l

0, Zn.6 =

= 0, z..l

: 0, an 6 =

0 e z!=

1, Zn.2=

1, Zn.2=

0, Zn-2:

0, Zn 2

0,Zn.2

qualquer,

: 0 e zlJ

: l e zTJ

qualquer,

: l e z!=

= 0,gn-3

= 0, Zn.3

qualquer,

qualquer,

qualquer,

: l e z!=

= 0, Zn.4

qualquer,

: 1

ê(z!.)

o,o,o,o,o,l = 0,a;n.2

qualquer,

= 0,Zn.2

: l e z:=

:= 0, Zn.2

: 0 e z!=

0, Zn 3 0,Zn.4 0,

0,

0,

o,o,o,o,o,o,l = 0,Zn 3

qualquer,

:= 0, Zn.3

qualquer.

0, Zn.4

o,o,o,o,o,o,o 0, Zn 4
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IProbabilidades

Ê'l-x«

Ê'lx«

Ê'lx«

Êt&
Ê'tx«

É'tx«

Ê'tXn

IPtx«

Ê'tx«

]Ptx«

ilx«-

ilx..
ilx.-
tlx«-

ilx«-

ljXn-

ilx«

ilx.
ilx«

ilx«

l

l

l

l

l

-1

-1

l

l

l

l,x..
l,x..
l,x..
o,x..

o,x..

o,x..

o,x.

o,x.
o,x.

o,x.

2

2

2

.2

-2

-2

-2

2

2

2

0] - 0, 493

1, X. 3 = 01 = 0, 621

1, X..3 = ll = 0, 724

1] - 0, 221

0, X..s = ll = 0, 129

0, X..a = 0, X«-4 = ll = 0, 090

0, Xn-3 :: 0, Xn.4 := 0, Xn-5 := ll

0, Xn-3 := 0, Xn 4 :: 0, Xn-5 := 0,

0, Xn.3 :: 0, .Xn.4 ;: 0, Xn.5 := 0,

0, Xn.3 := 0, .Xn.4 = 0, Xn-5 := 0,

- 0, 076

X. 6 = ll = 0, 055

X..õ = 0, X.-7 = ll = 0, 060

X..õ = 0, X.-v = 01 = 0, 027

Notemos que a árvore estimada apresenta uma interpretação condizente com o esperado.

Ela mostra que, conforme o evento de atraso superior a 30 dias se distancia no tempo,

a probabilidade de reincidência dessa ocorrência reduz significativamente. Por exemplo,

um cliente que apresentou um atraso superior a 30 dias há sete meses atrás, e nenhum

outro evento desses até o momento, apresenta uma probabilidade de atraso, relacionada

à próxima parcela, de 5,5%, ao contrário do cliente que incorreu num evento de atraso há

dois meses, que apresenta uma probabilidade de reincidência de 46,8%.

Cromo mencionado no item 4.2, a análise de desempenho do modelo foi desenvolvida

através do estudo da frequência com que cada evento ocorria para cada cliente (P.). A

relação das frequências encontradas está relacionada abaixo.
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Ê.[X« = 1 ] X«-i = 1, X.-, = 01 = 0,469

P.[X« = 1 ] X..i = 1, X.-2 = 1, X..a = 0] = 0, 611

P.[X« = 1 ] X«-t = 1, X..2 = 1, X.-3 = ll = 0, 714

Ê'.[X« = 1 ] X«-i = 0, X.-2 = l] = 0, 230

Ê.[X. = 1 ] X«-i = 0, X..2 = 0, X.-3 = ll = 0, 160

PctXn = 1 l Xn-l := 0, Xn.2 := 0, .Xn-3 := 0, Xn.4 :: ll :: 0, 136

Ê.[X. = 1 ] X..i = 0, X..a = O, X..a = 0, X.-4 = 0, X.-s = 1] = 0, 097

PctXn := 1 l Xn-l :: 0, Xn.2 ;= 0, Xn-3 := 0, Xn.4 := 0, Xn-5 := 0, Xn.6 ;: 1] :: 0, 076

PclXn = 1 l Xn.l = 0, Xn-2 = 0, Xn--3 = 0, .Xn-4 = 0, .Xn.5 = 0) .Xn-6 = O, Xn--7 = ll == 0, 055

Ê'.[X« = 1 ] Xn.l = 0, X.-2 = 0, X..3 = 0, X.-4 = 0, X..S = 0, X.-6 - 0, Xn-7 = 01 - 0, 020

Ao compararmos as duas estimativas, percebemos que estão muito próximas, indicando

que as CMAV caracterizam um bom estimados para o cálculo da probabilidade de atraso

de um determinado cliente.
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Capítulo 5

Conclusão

Neste trabalho foram estudadas as Cadeias de Markov de Alcance Variável (CMAV), e

sua aplicação através do Algoritmo do Contexto.

Inicialmente, foi analisado o desempenho do estimador para K ' C'Zog(n) (com (l;

21.ZI + 5), e K derivado do AIC, para funções contexto de ordem 2 e 3. Nos dois casos,

encontramos um melhor desempenho, quando n é pequeno, para K que minimiza o AICI,

e quando n é grande, para K ' C'Zog(n).

Em rel,çã. aos demais "!ore. de cone estudados (Zog(n), (alog(n)):/:, ((C' log(n)):/; +

(O' log(n)y/')/2, e (clog(n):/'), segunda etapa do trabalho, o melhor desempenho encon-

trado foi para os dois primeiros casos: Zog(n), e (C'/og(n)):/'. Isso ocorreu tanto para

a árvore de ordem 2 quanto para a de ordem 3. Os valores de cone com valores mais

próximos do encontrado pelo AICI mostraram-se mais volúveis.

O estimador estudado apresentou um desempenho satisfatório para o problema de esti-

mativa de risco de inadimplência para produto de crédito de longo prazo. A aplicação

revelou uma estrutura probabilística que faz todo o sentido para um proâssional da área

de concessão de crédito. Este exemplo sugere que se deve procurar estender a validade

da convergência do estimador resultante da aplicação do Algoritmo do Contexto para

situações semelhantes às da aplicação acima.



Apêndice 1: Propriedades das Estimativas

Geradas pelo Algoritmo do Contexto

Neste capítulo faremos apenas uma apresentação das demonstrações da propriedades rela-

tivas ao Algoritmo do Contexto. Não há pretensão de esmiuçamento das mesmas, apenas

de sua apresentação em uma ordem mais linear do que aparecem nos artigos originais.

Falaremos agora de sequências de CMAVs.

Consideremos uma seqüência (Pn)«eN de elementos de P', a reunião de todas a CMAV

de ordem 6nita. Vamos supor que cada Pn tem função contexto c., de ordem k., que induz

a árvore contexto Tn = T.. e uma árvore de nós terminais TnT :: 'r'«' mos empregar a

notação (Xt,«)tcz para seu processo estocástico. Assumimos que as condições a seguir são

verdadeiras:

AI Escrevendo -d')(.4,w) para a probabilidade de transição em r passos iniciando

em w c .Yk" e terminando em .A g XÉ", isto é, .d')(,4,w) = PpnjX;::lj:..+i,« C

,4jXo'k.+:,. :: wl, assuma que, para algum r e para algum 0 < H, valha

i.dO(.A, w) - .rl0(Á, w')l < 1 - 2K (5.1)

para todos .A g Ye- e todos w, w' C .Y''

A2: Escrevendo a norma .Li de uma função / : .t' ---.} ]R como ll/lli, isto é, ll/lli

}:,..rl/(r)l, sda c« o menor valor de llPn(' l W") -- Pn(' l W)llt para todos os "" €

Uj.N .Yj e todos u c X tais que wu € TnT. Seja, também, ón o menor valor de .f:«(to)

para todos w € r=7'. Vamos supor que

para algum P, 0 < /3 < oo, valha bii = O(log(n)'(i/2+p)ni/a) e (5.2)
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para-algum (5, 0 < õ < oa, valham;t 0((1og(n)'0'''0nbbJ/:) (5.3)

A3: A probabilidade de transição satisfaz

==='=:'ãGm - '(«)
(5.4)

Estas são as hipóteses que utilizaremos para provar os resultados deste capítulo que

lidam com seqüências de CMAV. Para o caso especial e importante de uma única CMAV

P, isto é, de uma sequência constante Pn = P, basta supor que p(aç l w) nunca é nula para

todo z C .Y e todo w C l-, onde a'- é a árvore contexto de P, para que as hipóteses AI,

A2 e A3 sejam atendidas. De fato, todos os b« são iguais a um único número, bem como

todos os c., o que I'm com que A2 seja satisfeita. O mesmo se dá com A3. Quanto a

AI, o fato de não existir nenhuma probabilidade de transição nula faz com que nenhuma

das parcelas da diferença l-d')(..4, w) -- .d')(..4, w')l possa ser igual a 1, o que acarreta um

limite superior menor que l.

l.Jtilizaremos no teorema abaixo as seguintes observaç(5es

OBS: 5.0.1. .A hipótese Á2 sobra a probabá/idade estacionada míhÍma limita o tamanco

da á«,o« te«nínaZ de «nt«üo. .Z. .»«n« ITnTI $ b;: = O(n:/'/IOg(n):/'+P)

OBS: 5.0.2. .A hipófwe .A.Z sobre os ntícleos de trens ção está relacionada com o coe$-

ci,ente de ergodicidade para processos de Marcou estacionados (uer lostfescu and Theodo-

rescu r41 , RnJarash{ [7] e Dot khtln [2J). Ela acan'eta que os processos de estado ÇZt.n)teZ,

.nde Z.,. = .«(Xe=,«) e ' (MÁy (X.,«).« 'ã' ge.meta«m'nte Ó-mí"á"g com «e$'l-

entes de mizing limitados por

suP @«(.j) $ (1 - 2K)j P«' todo .j C N

Vãe a pena lembrar que a noção de @mixing, bem como as diversos outros conceitos

de mixing tais como a-mixing, /3-mixing etc... são introduzidos como formas de se medir a

dependência de a-álgebras. Formalmente, se temos um espaço de probabilidade (Q, .4, P)

e Z/ e P duas sub-a-álgebras de .,4, o coegciente de é-mizÍng entre Z/ e y é dado por

@(a, v) s«PÍJP(}''') p(u' l }'')l U € U, ]p(U') # o, }'' c 'P}
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Naturalmente, o coe6ciente de mixing entre duas variáveis aleatórias é o coeÊciente de

mixing entre as sub-a-álgebras que elas geram. Maiores detalhes podem ser encontrados

ein l21, no primeiro capítulo.

A seguir enunciaremos o teorema de consistência do estimador obtido pelo Algoritmo

do Contexto.

Teorema 5.0.1. Seja Xi,., . . - , X,,. com Pn satisfazendo as condições AI, A2 e A3. Seja

.Ê(. 1 .) como na equação (2.2) e ê(') a estimativa da função contexto dada pelo Algoritmo

do Contexto. Então:

i. li«u-. plõ(.) (.)l

'. suP,!..;' l.ê(z-lê(a!«)) f'«(z:l'(z!«))l oP(1) quando n tende aoinfinito

A demonstração desse teorema é extensa e técnica. Vamos realiza-la em etapas, através

de um série de proposições.

V',.,.. ;mini,r on-.np;,ndn .-«. tpn-«in nnf' se pncnntra em Doukhan r2]. Ele será aplicadoVamos iniciar enunciando u

na proposição que o segue.

Teorema 5.0.2. (Teorema 4 de Doukhan l21, capítulo 1.4.2) Assuma que a sequência soja

P-mixing * e

1. E(X.)

2. ]a' > 0, Vm,Vn , âK(X« + '''+X.....)' $ a'

3. IXtl $ M.

Então para todo O < c e para todo número real não negativo q $ i:Í, onde 0 = Ç-, temos:

$ 4 '"p(-ãG;gi;l;7$) + 2"4lJ'
ndição para #-mixing porque /i ê @ (ver+ a mesma co

n

pll>ll: x.l Z .l
t-l

A condição de limitação sobre i#-mixing implica

a proposição l da página 4 de Doukhan l21)
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Com o concurso do teorema acima podemos provar a seguinte

Proposição 5.0.1. .4ssumÍndo as hipóteses .AÍ e Á2, eãste uma constante 0 < G < oo

ta/ que

mal PI (.V(.«) - IEI.W(.«)1) > b«n/31 '"(")''')
WC'r'J

Dem. Já que 10 € Tn, podemos escrever

N'(.«) l]z...-«], Zt,«

Pela hipótese AI (ver observação 5.0.2), (Zt,«)tcz é é-mixing com coeficientes de mixing li-

mitados por suprem '#n(.i) $ (1 --2K)j. Aplicando agora o Teorema 5.0.2 com q = log(n)'+'P

e notando (lue b.n =1 const.n:/' log(n):/:+P justi6camos a a6rmação.

lt

Prosseguindo, vamos agora nos ocupar do resultado seguinte

Proposição 5.0.2. Par" (X)i.N «m ]Elyll = p, onde «Zo'«mos, p«a { C N, l.

{temp. d« ã-é.{m. «o«'êncí« de « em (X*).«}, W- = X.....: . .M'mZ,oZ' q« «o«'e 'pó'
« í-ésim. «.«.ên.{« de « e X = lt«.-,]. P«« ««(k) = (? -- 'V«(t)y, -d' 'h(ky -

O'log(n)/k, dentro dm hipóteses .A-í e Á2, se k Z Pn - bnn/2, então, para alguma

constante 0 < F < (x), temos

.T-. PI i>1: { - PI' > .«(k)l - 0("'''g(«)'p)

k

lt

:Z2ezz!:' A sequência W. é estacionária i#-mixing com coeficientes de mixing limitados pelo

mesmo limitante que serve para a sequência (Xt)tcN. Pela hipótese AI, o processo (Xt)tcN

tem coeficientes de mixing Ó(.j) $ (1 -- 2H)j e os mesmos limitantes aplicam-se para os

coeficientes de mixing do processo (X)icN.

Utilizando o teorema 5.0.2 agora com q = log(n)nõ. Note que k :l P« - bnn/2 >

const.nt/2 log(n):/'+P. Usando que, para k à pn, vale k a«(k) 2 const. log(ny+'i, justifica-

mos a afirmação
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(consideremos agora os eventos

tlln:: 'texiste w € f tal que, para algum u C U .Tn tem-se zou C Tn e wu g 'F}

On = {existe w € f tal que, para algum u C U .Yn tem-se wu « Tn e wu C 'f}

O evento Un corresponde à subestimação e O« à superestimação da árvore contexto

Observe que o etiento en'a EI. =ÍTn # f} é a união de t/n com On

l

l

Proposição 5.0.3. Sob as hipóteses .4..í e .A2, eiçÍstem constantes 0 < -Di, Z)2 < (x) tais

que PJUnl {n''':(«)''': , .--.g(«);',}) q-nd. n tende « {n$nit..

Dem:

Particionemos Un pelo evento Z). = {p. $ -N(to) para todo W C TnT}, onde p« é uma

constante a ser determinada. Como iP] Un] $ P[ Un n Z)«] + PjlXn], limitaremos iP] Un] se

[imitarmos P] [/nn-Dn] e ]P] -D.]. Limitand(»nos, sem perda de generalidade, a TnT, podemos

escrever

pjHnno.l $ }: 1'la.«« <Clog("), p« $ N'('"")i
WUCTnT,Ue.Y

- >1: >11: >1:i"l.o(Ê«llÊ«) < elf(o, .w("") - k, N(w) - jl
WUC'7nT,Ue.Y k=pn .j=k

(5-5)

Como é sabido (mover e Thomas, jlj: ver Lemma 12.6.1, páginas 300 a 301), podemos limi-

tar inferiormente a divergência pela distância -Li, isto é, } ' ll.f'm -- Pwllf $ -D(Pwull.f)u).

Também llÊ- -- Jà,ll? = 2(-ÊI««(Á) -- .Éb(.A)):, onde .A = {z c .Y l -F;.,. > .Fb}. Cona.quen-

temente

]Pj0(Êw«ll jq.,) < Ç'!'g(") , N.(««)

$ PI(Éb.(Á) - Fb(Á))' < g'IIIEK©, .N("") - k, N'('") - .jI
Em razão da hipótese A2, ou Pm«(.A) está afastado de Pw«(.4), ou Pw(.A) está aímtado de

Pw(.A). Coloca«do 7«(ky(n)/k, .f:,,(z)(s) - ' ' P«(z) - ',

onde z é um elemento de .Y, nosso objetivo passa a ser provar que se la -- ól é pequeno,

(5-6)
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entãcLou lr al É grande.ou l.s }l é grande.Assumindo.sem perda de generalidade,

que s < r temos, por A2, que r -- s > é:«. Agora, se b < s, então la -- ól < 7n(k) acarreta

la -- rl > c« 7«(k). Além disso, se b > r, então temos que ter is -- ól > c«. Assim, se

s $ b $ r, então ou s $ b < s + (r -- s)/2, caso em que se tem lr -- al > c/2 -- 7«(k); ou

r -- (r -- s)/2 $ b $ r, caso em que se tem is -- ól > c/2. Juntando tudo, provámos que se

l-Ê;«.(z) - .Ê:,(,)l < 7«(k), e«tão o« l.f;.,.(z) -- p««(z)l > c/2 7«(k), - l-Fb(z) -P«,(g)i >

c/2 -- 7«(k). Dessa forma, aplicando os resultados à desigualdade (5.6) e fazendo

«.(k) - (9 - %(k)): (5.7)

tem.os que ter

Pl0(J\«l IÊw) < g!!i:(d., .N('-")

$ PjE: l-Ê:.,«(z) - P«,«(z)l > '«(k):/', N'('"") - tl
açe.A

+P]>: 1-Fb(z) - pw(z)] > "«(ky/', N'('") - J]

$ 1.VI mHPI l.FI,,«(z) -- p««(z)l > a.(k):/', .N(.«U)z€Á

+l.rl mail''l l-Êb(z) p«(s)l > a«(k)'/', N(.«)ze..4

Escolhendo agora p. = b«n/2 Z const.nt/a log(n)t/2+P, obtemos a seguinte desigualdade:

maRÉ!,. 7:(k) $ const.C log(n)/(nb«). Segue-se assim, pela hipótese assumida sobre Cn,

que

(5.8)

r \ l LA

Bi« a.(k) - E!(? -- 'h(k))' : "nst.111gi:l

Portanto

min k a.(k) 2 const. log(ny+'

Trataremos os dois casos do lado direito da desigualdade (5.8) ao mesmo tempo- Seja,

então u - tou ou t' = m conforme o caso. Coloquemos p = Pu(z) e P = P(z). Desejamos

achar um limitante superior para a probabilidade do evento {lp --Pl2 > a.(k), N(tJ) = k}.

Para tanto, considere a extensão de Xr para a sequência infinita (Xt)tcN. Coloquemos,

para { c N, /. = {tempo da i-ésima ocorrência de u em (Xt)tcn}. Seja W. = Xi.+i o
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símbolo que ocorre após a i-ésima ocorrência de u. A distribuição marginal de probabili-

dade para Wi em X é Pu. Seja X = ltW:.-,]. Observando que

N(-) ., k

E
vemos que estabelecemos o limite superior

E)Çtb - pl' > ..(k), .v(") - k} Ç {l + - pl' > ..(k)}{
l lt t

Pllp -PI' > ..(k), .v(«) $ 1plll::' -pl: > ..(k)l

Continuando com a prova da proposição 5.0.3, façamos À/n = exp(--F log(n)t+Õ). Apli-

cando a proposição 5.0.2 à desigualdade (5.9), provámos que, para k, .j à p«, temos

k

lZ

(5.9)

maxPI l.P;««(s) - p«,(z)l > .«(k):/:, .N(WU) = kl = O(Mn)

maxPI l.Ê.(z) - p.(z)l > .«(ty/', N(«,)

Assim, junto com (5.5), (5.6) e a última afirmação, podemos escrever

I'l un n n«l >1: o(.M«)
wucTnT, ue.4' Ê::pn .j=k

Levando em conta a observação (5.0.1), a desigualdade acima e a hipótese

escrever

(5.10)

A2, podemos

P[ Un n .o.] = o(]rnrjn'Mn) = O(b:''n' exp (--const. log(n):+')

= 0(n *'g(")'""'')

Para completar a prova da proposição 5.0.3, necessitamos limitar tPI .Olil

A2 podemos escrever

) (5.11)

Pela hipótese

PI.0:l $ >1: ]PI.V(w) < P«l = >1: IPI (N'('«) ZI.V(.«)1) < P« ("

WC-nT «,e-nT

$ >11: i'l (-N(w) - ]nl.v(t«)l) < -ó«"/31

$ 1: pl (.v(to) - HEIN'(w)l) > ó«n/31
wc'J'

A Proposição 5.0.1 T)ermite escrever

1.«1 + 1)Pn(.«)l

plolil 'n''.;(«)''«"'') '''(«)''""'')
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onde utilizamos :thipótese A2 para a última-estimativa. Utilizando agora a desigualdade

(5.11), completa-se a prova da proposição 5.0.3.

Vamos agora considerar o evento de sobrestimação O« = {existe w' € Tn com w

w'u C f, w = w'u # Tn para algum u C U";: .Y"}. Para algum m ser um elemento

de f7' g f é necessário que N(w) > 1 e que .h. à C'log(n). Levando em conta que

Weinberger, Rissanen e Feder (ver l91) estabelecem, para qualquer w = to'u (to' C Tn, u C

U=.: .Y") com « ««'u g 'h:

ipso«l $ >:
lwl$1.g(n)/ log(IXI)

(a razão para a última desigualdade é que, para qualquer m, não há mais do que l.rl"
sequências distintas w com lwl = m), é possível eliminar a restrição quanto ao alcance de

to. Vejamos inicialmente a seguinte proposição:

(n + l)'c+2l'rl É n c+21.rl+i

Proposição 5.0.4. -Seja swu com s C Tn, W C U";i.Y", u c .t' e smu « Tn. Sela

O.(swu) = {A,«. =1 Olog(n), N(s««u) > 1}. Sey« p.i.(n) = mi«,:.*,«.,.p.(z) e â..-

a amora contezfo mazimaZ do pHmeiro passo do .AZgodfmo do Oontedo. -Erztão, soZ) as

hipóteses .AÍ, Á2 e .Á 3, temos

jPI 0«(.««)l $ -:--!7::rtPI .w C e...1n-":l"lP.:.(n)''

:2ÉZ!:' Seja s C Tn um contexto e su = swu com w C U=.t .Y", u € .Y e swu « Tn.

Nosso objetivo é limitar superiormente a probabilidade da sobrestimação em su. Relem-

bremos algumas desigualdades que se acham em Weinberger, Rissanen e Feder (ver l91).

Fixemos, inicialmente, uma sequência af, uma realização de Pn. Determinemos uma lei

de probabilidade dada por Q.«(Z/r l af) como abaixo

log(Q..(g/r lzT)) (gr lss) + l: :NvF('l"-z')I'g(Àt(zl''«))
zCÀ' b#tJ

+ >: NvF (z l 'u) log(.êf(' l 'u))

Onde, R..(Z/r l S,) é formalmente de6nido em Weinberger, Rissanen e Feder (ver l91) como

a soma da log-probabilidade de todos os símbolos que ocorrem em qualquer contexto

ze.À'
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que não seja sw. Cumpre observar que, para toda sequência Z/f com Arvf(sw) = 0, a

probabilidade Q,. de y? é a mesma que a probabilidade Pn.

Para cada z?, seja a,? o conjunto de todas as sequências Z/? tais que NPf(isto)

Nzf(zs.«) e Nvf(zs«u) = Nz?(zs«,u), para todo # € X. Se A,f(s««u) > O' log(n) seg«'-se

de (A9) de Weinberger, Rissanen e Fk)der (ver l91) que

Pn(a.!) $ Q.«(a,f l zT)n''. (5.12)

Necessitamos, neste ponto, introduzir uma nova medida de probabilidade dada por C?'

no conjunto das sequências de alcance n que tenha relação com Qs«. Para tanto, para

cada sequência Z/{, seja zo o símbolo que ocorre após a primeira ocorrência de sw. Seja

bo o símbolo imediatamente anterior à primeira ocorrência de sto. Assim, zo ocorre no

contexto subo. Se bo # u, de6namos

log(V(yr l Zf)) log(Q..(Z/{ l ZT)) + IOg(Pn(ZO l .««)) log(P=? (zo l '««))

Quando bo = u, coloquemos

log(«(yr l ST)) (C?..(yÍ l ,f)) + IOg(Pn(ZO l '««)) - log(-êf (ZO l '««))

Assim, se NP?(sw) < 2 teremos, forçosamente, Pn(gr) = Q'(g/f l zf). Segue-se também

da definição de Q' que

c?,.(yr l 'f) $ ;1;=(8Q'(z/r l "T)-
Assim, junto com a desigualdade (5.12), podemos escrever

Pn(a,T) $ a(a.f)}1=:(8"-'
A construção de a,f e fato de que Nzf(sw) > 1 acarretam

a(a,f l zT) $ Q'(Z/r; Nyf(sw) > 1 l zT) = Pn(g/r; Np?(s.«) > 1) = Pn(S«, C em~.).

Além disso, como existem no má.ximo n2l'rl classes distintas de a.f , segue-se que

PI O«("-")l - Pn(Z/r; A,Í('w") > C'l'g(n));i=1:ilÕ $ PI ''" C fm-jn-"'l"l

As duas proposições a seguir finalizam os preparativos
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Proposição 5.0.5. Soó as hipóteses Á.í, .Á2 e ;Á-3,lemos

>l: PI 0«l I'g(n) < '«

l)em. Aplicando a proposição 5.0.4, para swu, temos

lpl o«l $ }1: I'l o.(;.«)j "'"'"') >ll: pl '-« c Ê..«l
stuu stop

Siqja .L o número de sequências que ocorrem pelo menos duas vezes nos dados Xln. Temos

)ijp[ slZ; C rmax] $ 1 iY]lE] >.J l]sw ocorre pelo menos duu vezes em xi ] ] = ]õ:t']lE] .L] = 1.a/]7t2
s'tou sto

Levando em conta agora que O > 21.t'l + 4, justificamos a proposição.

Vamos destacar o fato seguinte

Proposição 5.0.6. Sob as Atpóteses .A.í, -A2 e .A.3, com o cone do .AZgohtmo do (7ontezta

salas/agenda K« «, (ylog(n), onde C' > 4la'l + 8, temos

x'l'

:2ÉZa' Como já empregamos na proposição 5.0.3, temos Z)(P ll Q)

A. $2a..

[Õ l log(n) < .«

à {llp

Vamos agora reenunciar o primeiro resultado e prova-lo com os instrumentos dis-

poníveis. Teorema Seja Xi,.,. . .,X.,. , com Pn satisfazendo as condições AI, A2 e

A3. Seja P(. 1 .) como na e(luação (2.2), e ê( ) a estimativa da função contexto dada pelo

Algoritmo do Contexto. Então:

i. ii«... I'lê(.) (.)l

:. s"P,!..*'- l.P( a:lê(:'!«) ) P.( z-l.(a!.) ) l oP(1) quando n tende ao infinito

Z)em; Podemos agora arrematar a prova do teorema 5.0.1. As proposições 5.0.3 e 5.0.5

acarretam o primeiro item do teorema. O segundo item segue-se do primeiro na mesma
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linha da prova da proposição 5.0.3: trata-se de usar a partição com os conjuntos .D. e usar

as proposições 5.0.2 e 5.0.1. n

Para facilitar o enunciado do próximo teorema, vamos introduzir as notações a seguir.

Dadas duas medidas de probabilidade P e Q sobre .t'", consideremos as medidas por

elas induzidas sobre Y", l $ m < oo, isto é, as medidas que associam a um subcon-

junto mens«rá«l -B de a'" m «dores Plz = (z:, . . . ,"., . . .) c .Y"l(z:, . . . ,z«) € -B}

e Qlz = (zi, . . . ,a;.,. . .) C .Y"l(zi, . . . ,z.) C B}, respectivamente. Vamos indicar tais

medidas por P o rl,i.,« e Q o al,i.,., respectivamente. Então,

á«(P o zt1.,«, (2 o nÍI.,«) = sup IP o n-il!.,«{z} -- Q o ntl!.,.{zll e
açe.t' 'n

d(P, Q) ' «'i:l.,«, Q o «'t:l.,.).
m::l

De posse dessas notações podemos enunciar nosso próximo teorema

(5.13)

(5.14)

Teorema 5.0.3. Seja Xt,., . . . ,X.,. com Pn satisfazendo a.s condições AI, A2 e A3

Então,

1. Para .P(. 1 .) como na equação (2.2), e ê(.) estimativa da função contexto dada pelo

Algoritmo do Contexto, temos

lim I''jo co-junto {.Ê( .lê(z!.) ) l z!. C Z'}n-+ a)

gera uma única medida de probabilidade estacionáriaPn € 'PI = l

2. Para Pn como no item anterior, e d(., .) como na equação (5.14), temos d(Pn, Pn) =

oP(1) quando n tende aoinfinito.

3. O processo Pn do primeiro item satisfaz

PI Pn é é -- mixing com coeficientes de mixing

satisfazendo éÊ.(.j) $ (1 -- Ky, para todo .j € NI ando n --} oo

Em particular, o limite para os coeficientes @Ên(j) é não-aleatório e o mesmo para
todo naturaln.
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;2Sní Os items l e 3seguem. daífórmula (5,15) abaixou equanto quão item 2 decorre do

teorema anterior

s«P l-«4(«, «,) - @H(«, :«')l
u, to , w/e .t'kn

suP l7'(« l w; ,, .P(. 1 .), ê(.))-7'(« l .«'; ,, .Ê(. 1 .), Õ(.))l
u, w, to/ € .t'&n

$ 1 -- 2K + o(1) sobre .An

(5.15)

Vamos iniciar com uma forma análoga da hipótese AI para o processo estimado Pn. O

núcleo de transição para o passo r, P.(")(u, w) = PpnjX'-i.+{,. = u l Xo'"+{,. = ml, da

Cadeia de Markov (Xt...-k.+i,«)tcz que contém a CMAV Pn, pode ser caracterizado pelas

probabilidades de transição p«(. 1 .) e pela função contexto c.(.) da seguinte forma:

r(«l«,; ,, p.(- 1 .), q.(.))(«,«,)

(',-- I'«(':''':w)),
z:CX', (ziw):-k.+i=u i-0

onde a = r + lwl. Note que, para cada n C N, o processo (b,«)tCZ -, Pn é uma CMAV

Considere seu núcleo de transição de passo r, Ê.(")(u, w) = PÀJV' Th+ - o l yo= . .

w] da Cadeia de Markov estendida (Xt,? . ; .)tez da CMAV Pn de ordem Ê.. Essa transição

é caracterizada por

lr
(5.16)

r(« 1 «,; ,, Ên(. 1 .), â.(.)) .Üd(« , w) , r > l

Vamos agora obter o análogo de AI para Pn. Considere os conjuntos Á« = {co l ê(., co) =

c.(.)}. Pelo item l do teorema 5.0.1, Â. = k. em ..'!. e para w, W € .YÊ", temos

l7'(«l«,; ,, .P(. 1.), õ(.)) r(«lw'; ,, .P(. 1.), õ(.))l

$ 1T(« 1 .«; ,, p.(. 1 .), .,.(.)) - r(« l .«'; ,, p.(. 1 .), .,.(.))

+lr(« 1 ««; ,, p(- 1 -), q.o) - I'(« 1 .«; ,, p«(. 1.), .«(.))1

+lr(« l «,'; ,, .Ê(. 1 .), q.(-)) -- 7'(« l ««'; ,, p«(. 1 .), .,.(.))1 sobre .A«.

Utilizando agora a hipótese AI para 7'( 1 . ; r, p.(. 1 -), c«(.)) com relação ao real processo

subjacente. Com relação aos outros termos, utilizaremos a finitude de r e ,Y, bem como
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o item 2 do teorema 5.0.1 e a equação (5.16). Temos, então, como resultado o conteúdo

de (5.15).

Assim, sobre .A., Pn, da forma que foi construída, segundo o exposto no item 2 desse

teorema, está univocamente definida, é estacionária e é-.mixing, com coeficientes de mixing

limitados superiormente como abaixo.

éÊ. (.j) $ (i H)j, para todo j C N sobre .4«

(ver Rajarshi, [71, Lemma 2.1 ou Doukhan ]21).

Como, pelo item l do teorema 5.0.1, temos P[.Á«] --> 1 quando n --} oo, os resultados

desse teorema estão justificados.
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As rotinast às quais se refere o capítulo anterior são as seguintes

Gerador

class Gerador{

int anterior = 0, atual;

double prob;

double p100 = O.12; // P(1/00)

double plO1 = 0.75; // P(1/01)

double pl1 = 0.53; // P(1/1) =

0.12

0.75

0.53

java.util.Random r : nev java.util.RandomO ;

void gera(int n){
prob = r.nextDoubleo;

if(prob > (p100 + p101 + pl1)/3 )

atual = 0;

esse

atual = 1;

System.out.print(atual+'' ")

t Rotinas gentilmente cedidas por Mariana Pereira de Nlelo

Apêndice 2: Rotinas Empregadas
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vhile(n > 0){

prob = r.nextDoubleo;

if(atual == 1){

anterior = atual

ií(prob > pll)

atual = 0;

e].se

anual = l

l

l

}

else{

if(anterior == 0){

anterior = anual;

if(prob > p100)

atual = 0;

else

atual 1 ;

}

else{

anterior = atual ;

if(prob > p101)

atual = 0;

else

atua]. 1 ;

}

}

System.out.print(atual+'' ")

n'';

if( n'%.30 == 0)

Systen.out.printlno;
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}

}

public static void nain(String []
Gerador g : nev Geradoro;

g.gera(Integer .parse]nt(arg]0])) ;

\acuteÍl-

}

u'g) {

}

Rotina em "R" para o Algoritmo do Contexto

A rotina é a seguinte

#####################################################################

"contextos"

Pede para que o usuário inforne o diretório onde estão localizados

os arquivos. Pega a lista de arquivos de extensão ".bin''

localizados no diretório informado, e tenta ler cada arquivo.

Chama a função que contrai as tabelas para cada texto e

fi.nalmente, chama a função que contrai as tabelas de conparação -

#####################################################################

contextos <- function(dir = parte(c(dirname(choose.fileso) , "/") ,

collapse:''")){

mat <- co

textos <- list .files(dir,pattern='' .txt")

## pega a lista de arquivos de formato '.txt'
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TRANSIÇÃO ##########\n\n" ,file:parte(c(dir , ''saída. ctx") , collaps

e='' ") )

for(i. in l: length(textos))C

arquivo <- peste(c(dir,tex

col].apse="'')

cat(''Carregando arquivo

'',azqui.vo,--...\n")

cat("\n'' ,textosEi] , ''\n" ,file=pa

ctx") , collapse='' '' ) , append=TRUE)

vet <- leitura(arquivo)

Contexto(vet , length(texto) , dir)

file . show(parte(c(dir, "saída . ctx") , col

################################################################

--leitura"

Função que faz a leitura do arquivo devolvendo um vetar com o
texto

###################################

leitura <- function(arquivo){

texto <- readLines(arquivo)

Cada V. Otero

cat(''########## CONTEXTOS ETABELAS DE

tosli]) l

ste(c(dir,''sai.dal

}

n u)lapse

#####

##################################
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vet <- cO

for(a in l:length(texto)){

vet <- c(vet,strsp]it(textoEa] , '' [\s,

]-F'') [ [1] ] )

}

vet

}

#####################################################################

''Contexto''

Função que estima, separadamente, a árvore contexto para cada

texto, e devolve uma matriz com a tabela de contextos e suas

respectivas probabilidades . Parânetros :

+ texto : vetar com o texto(codi.ficado)

# nf : número de frases do texto

+ dir : di.retório onde se localiza o texto

#####################################################################

Contextos- function(texto ,nf , dir){

prec:3 ## Precisão da probabilidade

(3 casas decimais. Pode ser alterado)

vlmc <- co ## Variável que irá guardar o

VLMC do texto

n <- length(alphabet(vlmc(texto)))
c <- 2+n + 5

k <-

(((c'p].og(]ength(texto) ,n)) '(1/3))+((c+].og(length(text
o) ,n) ) ' (1/2) ) )/2
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if(n == 1)

k <- c

vlmcObject < v].nc(texto, cuto:ff k)

prec <' nin(prec, 7) ## precisão

vect <- vlmcObject$vlnc.vec ## vetar que
armazena a árvore

índice <- 2 ## índice da

posição corrente do vetar que armazena a arvore

vetar <- co ## Vetou com

o contexto de deteminado galho
contextos <- co ## matriz

unidimenciona[ com a tabe].a do de contextos

aux <- contextos.rec(vlncObject,cO , vetar,

índice, prec)

contextos <- aux]-].ength(aux)]

mat <-

matrix(contextos , ]ength(contextos)/(vectE1] +3) , vectll
co].nomes (mat) <-

c(''Contextos'' , alphabet(vlmcObject) , "

vetAux <- mat[,vect]11+3]

mat[,vect]11+3] <-

double . precisão(as . integer(vetAux)/sun(as . integer(vet

cat("n: '',length(vlncObject$y) ,'' '',''K:",k,''

AIC:",AIC(vlncObject),''\n")

cat("n: ",length(vlmcObject$y) ," ",''K:",k,''
AIC: " ,AIC(vlmcObject) , ''\n" ,file=paste(c(dir , ''sai.da. ct

]+3,byrov=T)

freq")

Aux)),prec)
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x!!) ,cellapse='' ''). append:TRUE)

draw(vlmcObject)

imprime(mat , diret:dir , co]names(nat)[-1] )

}

#####################################################################

threshold.gen : 15

''contexto.rec

Função recursiva que caminha pelos galhos da árvore contexto e

monta tabela de contexto sempre que chega em un terminal. Também

conpleta a árvore sempre que determinado galho não aparece na
árvore .

Parâmetros :

+ x : VLMC do texto

+ cont : símbo].o atua].

'k vet : contexto até esse galho

+ i : índice do vetar que armazena a árvore

'k prec : precisão

#####################################################################

1 1

contextos.rec <- function(x,cone, vet, i, prec){

vec <- x$vlmc.vec ## Vetor que

arnazena a ãxvore

alphabet <- alphabet(x)

alfabeto usado

context <- co ## vetar que

armazenará o numero de vezes que determinado

## contexto

apareceu seguido por determinada letra do alfabeto usado

terminal <- co ## irá guardar as

## Vedor con o
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direções onde não foi encontrado um temiinal
contextos <- cO

if(i<=]ength(vec) & vec]i] !=-1){ ## Se o

índice é menor que o tamanho do vetar e

i <- i+l

anterior não foi terminal

vet <- c(cone, vet)
atual <- O

whi[e(atua[ < vec]]]){ ## Enquanto

atual é menor que o tamanho do alfabeto

context <- c(context, vecEi])
i <- j.+l

anual <- atual+l

anual <- l

whi[e(atua[ <= vec]]]){ ## Enquanto

atual é menor que o tamanho do alfabeto

aux <- contextos.rec(x,atua].

vet, i, prec) ## recebe um vetou com o contexto

}

l

## se o nó

## em determinada direção até o terminal

if (length (aux) ==1)

## se só tem uma post.ção

teminal <- c (terminal , atual)

## não chegou a um terminal nessa direção

else

contextos <

c(contextos , aux]-]ength(aux)] )

i <-

as. integer(auxE]ength(aux)] ) ## atualiza o índice
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atua]. <- atual+l

## Segue na próxi.ma direção

}

if (length (terninal)
## esse contexto é terminal

contextos <-

c(contextos,transicao(vet , context , prec,alphabet))

else{

## encontra os outros galhos que estão faltando
atua[ = ].

whi.]e(atua]. <= length(terninal)) C

aux <-

busca(c(teininal [atual] ,vet) , x$y, a]phabet)

contextos <- c(contextos,

transição(c(terminallatual] ,vet) , aux ,prec, alphabet) )

atua]. <- atual+l

vecll])

}

}

}

else{
i <- i+l

}

if (length(context os) >0)

c(contextos, i) ## Devolve um vedor con

os contextos terminais dos seus galhos,

## e suas respectivas

probabi.lidaes, além da posição do vetar

## que armazena a
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árvore

esse

devolve l }

########################################################

"transicao "

Função que calcula as probabilidades de transição
Parâmetros :

'k contexto : vetar con o contexto

'k transe.cao : vetar com os valores de transição

+ prec : preces

I' alphabet : vetar contendo o alfabeto usado

###############################################################

transicao <- function(contexto, transicao, prec, a].phabet){

contextos <- c O

soma <- sum(as.i.nteger(transicao))

if (soma > 0){

contextos <-

c(paste(alphabetEcontexto] , collapse:" ") )

a <- l

vhile(a <= length(transicao)){

prob <-

doub[e . premi. sao(transicao]a]/soma , prec)

contextos <- c(contextos,prob)

a <- a+l

galhos,## temse naol

#############

60

}
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}

contextos ## devolve esse vetou que contén uma String na primeira posição,

## o valor de cada probabili.dade de transição nas demais posições

## e o numero de vezes que esse contexto apareceu.

#####################################################################

'-double.precisão"

Devolve o número real passado como parâmetro com um determinado

numero de casas decimais passado como parâmetro tambén.

#####################################################################

double .precisão <- function(num, precisão){

if(!is.double(nun)) stop(''Esse nao é um numero

Real")

num <- as . integer(num'P(IO'precisão))

num <- num/(IO'precisão)

}

#####################################################################

''imprime''

Salva nun arquivo de nome saída.ctx as tabelas de contextos e

transição.

Parâmetros :

+ matei.x : matei.z com as informações da tabela

+ di.ret : diretóri.o onde será salvo o arquivo

'K alph : alfabeto ou nome dos textos

Cada V. Otero IMBUSP



Cadeias de Markov de Alcance Variável 62

#####################################################################

inprine <- function(natrix ,di.ret=" '' , alph:

saída <- co

arquivo <-

paste(c(diret , ''saída . ctx") ,collapse='' '' )

max <- max(achar(matrix[, 1] ) ,3)

[en <- ]ength (natrix]],] )-]
sai.da <- c(saída,".")
a <- 0

whi.le(a < max){

saída <- c(sai.da,''..'')
a <- a+l

cO){

}

sai.da <- c(saída,"..")
a <- 0

while(a < len){

sai.da <- c(saída,"
a <- a+!

." )

}

sai.da <- c(sai.da,''\nlCont.")
a <- 2

while(a < max){

sai.da <- c(saída,'' ")

a <- a+l

saída <- c(sai.da,''l")

a <- as.i.nteger((len'p7-15)/2)

while(a > 0){

sai.da <- c(saída,'' '')

}
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a.<=

sai.da <- c(saída, ''Probabil i.dades'')

a <- as.integer((len+7-15)/2)+14

while(a < len+7-1){

sai.da <- c(sai.da,'' '')

a <- a+l

}

F

saída <- c(sai.da,"l\nl")

if(length(alph)==len)C
a <- O

while(a < max){

saída <- c(saída,'' '')

a <- a+l

sai.da <- c(saída,'' l '')

n <- l

while(n < len){

prob <- peste(a]ph]n] ,collapse:" '')

saída <- c(saída,prob)

]. <- nchar(prob)

while(1 < 5){

sai.da <- c(saída,'' '')

l <- 1+í

}

}

saída <- c(saída,'' '')

n <- n+l

prob <- strsp]it(a]phEn] ,NULL) [111]

prob <- prob]-]]

}
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prob <- prob]-]]

prob <- peste(prob,collapse

saída <- c(sai.da,prob)

1 <- nchar(prob)

while(1 < 5){

saída <- c(sai.da," -')

l <- 1+1

" ")

sai.da <- c(saída,"l\nl")

}

}

a <- 0

while(a < nax){

saída <- c(saída,''..")
a <- a+l

}

sai.da <- c(saída,''.I")
a <- 0

while(a < len-í){

saída <- c(saída,''... ...'')
a <- a+l

}

saída <- c(sai.da, ''......l\n'')

a <- l

vhi.]e(a <= ]ength(matrix[,1])){
context <-

strsp[i.t(as . character(matrix]a, ]]) ,NULL)[El] ]

saída <- c(sai.da,''l")
n <- 0

vhi.le(n <(max-length(context))){

Cada V. Otero IMBUSP



Cadeias de Markov de Alcance Variável 65

saída <- c(said4,'' I')

n <- n+l

}

saída <-

c(sai.da,peste(context ,collapse:'' ") ,"

n <- 2

vhile(n <= len+l){

prob <- matei.xEa,n]

saída <- c(saída,prob)

prob <-

strsp[ i.t(as . character(prob), NULL)[11] ]

l <- length(prob)

while(1 < 5){

sai.da <- c(saída,'' '')

l <- 1+1

l '' )

}

saída <- c(saída,''l '')

n <- n+í

}

sai.da <- c(saída,''\n'')

a <- a+l

}

sai.da <- c(saída,''l")

a <- O

whi.le(a < max){

saída <- c(sai.da,''

a <- a+].

.-' )
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}

saída <- c(saída,''.I")
a <- 0

vhile(a < len){

sai.da <- c(saída,''......I")
a <- a+l

cat(parte(saída, collapse:"") , ''\n" ,

fi].e=arquivo, append=TRUE) }

}

busca <- function(contexto, vec, alphabet){

contexto <- as . integer(contexto)

aux <- cO

for(i in alphabet)

aux <- c(aux,O)

i <- l

while(i <= length(vec)-length(contexto)){

if(vecli] == a]phabet]contextoE]]]){
OK : 'lBUE

l ' z

vhile(j<=length(contexto) && OK){

if(alphabetlcontextoljJ] l=

vec[i+j-]]){
OK : FALHE

}

j <- j+t

}

if(OK){

c <- vecEi+j-]]
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n <- l

while(n < length(alphabet)

alphabetln] != c)

n <- n+l

auxln] <- auxEnl+l

}

}

i <- i+l

}

aux

}

67
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