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Resumo

Dadas n variaveis aleatérias Xy, Xo, ..., X, com funcoes de distribuigao continuas
F, F;, ..., F,, respectivamente, sempre é possivel construir uma funcao real ¢ de
modo que as novas varidveis aleatérias ¢(X1), ¢(Xa), ..., #(X,) possuam, todas,
uma mesma funcao de distribuicao H.

A partir desse resultado, é discutida a construgao dos Campos de Coincidéncia
de Opinices de De Finetti como alternativa as formas usuais de caracterizar a
"opiniao”de um grupo de especialistas a respeito de uma quantidade de interesse
desconhecida continua. Um Campo de Coincidéncia de Opinioes é uma uniao finita
de intervalos reais onde as opinices dos membros do grupo coincidem a respeito da

quantidade de interesse em questao.



Abstract

Given n randon variables X7, Xs, ..., X;, with continuous distribuiton functions
Fi, F,, ..., F,, respectively, it is always possible to construct a real function ¢ in
such a way that ¢(X;), ¢(Xs), ..., ¢(X,), also random variables, all have the same
distribution function, say H.

From this result, De Finettian Fields of Coincidence of Opinions are presented
once more as an alternative method aiming to somehow characterize the ”opinion” of
a group of experts about a continuous random quantity of interest. A Field of
Coincidence of Opinions is a finite union of intervals where the opinions of the

members of the group coincide with respect to that quantity of interest.
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Introducao

O objetivo desta dissertagao é apresentar de modo detalhado o resultado acerca
de transformacoes de varidveis aleatdrias continuas demostrado por Bruno De Finetti
em 1953, bem como exibir uma interpretacao deste resultado dentro da problematica
existente em teoria da decisao coletiva. Nessa dissertagdo é proposta uma extensao

do resultado apresentado em Esteves (1997) para 2 varidveis aleatorias.
A exposicao do tema é feita em um unico capitulo dividido em quatro segoes.

Na secdo 1, introduzimos um breve relato do resultado para 2 varidveis aleatorias
continuas, bem como suas respectivas proposigoes e teoremas mais importantes,

apresentados em Esteves (1997).

Na secéo 2, introduzimos o problema abordado por Bruno De Finetti em seu
artigo de 1953 para o caso de n varidveis aleatoérias continuas, n > 3. Mais pre-
cisamente, apresentamos a demonstragao do seguinte resultado: dadas n varidveis
aletatérias Xy, X, ..., X,, com funcoes de distribuicao continuas F, Fs, ..., F},, res-
pectivamente, é possivel obter ao menos uma fungao real ¢ tal que as varidveis
aleatérias ¢(X1), #(Xs), ..., #(X,) possuam, todas, funcao de distribuigdo continua
H. Nesse caso, uma tnica fungao real ¢ gera transformadas ¢(X1), ¢(Xs), ..., ¢(X,)

com mesma distribuicao de probabilidade continua.



Para a derivacao do resultado principal, construimos uma fungao real ¢, que
define ¢, através de algumas propriedades de fungoes de distribuicao continuas, ap-
resentadas sob a forma de proposigoes. Em seguida, determinamos as fungoes de dis-
tribuicdo  das  varidveis  @(X;),o(X2), ..., o(Xn) (e,  consequentemente,
de ¢(X1),d(X3),...,#(X,)), encerrando a demontracdo do teorema proposto por

Bruno De Finetti.

Na secao 2, sao destacadas ainda algumas caracteristicas da funcao ¢ e apre-
sentada uma interpretacao do resultado demonstrado, ou seja, comentamos sobre a
existéncia dos Campos e Coincidéncia de Opinioes de De Finetti para n varidveis

aleatodrias e ressaltamos alguns de seus aspectos positivos e negativos.

Na secao 3, apresentamos um breve relato sobre Campos de Coincidéncia de
Opinices em geral, ou seja, para medidas de probabilidade mais gerais e destacamos
algumas questoes relacionadas a possibilidade (ou nao) de construgao de fungoes de
conjuntos sobre os Campos de Coincidéncia de Opinioes (isto é, ”medidas de proba-
bilidade” em estruturas que néo sao o-algebras). Por fim, na segdo 4 é apresentada

a conclusao do trabalho.



Capitulo 1

A Transformacao de De Finetti

1.1 Introducao

O principal objetivo deste trabalho é apresentar, de maneira detalhada, o resul-
tado de tranformacoes de varidveis aleatérias continuas apresentado por De Finetti
em seu artigo de 1953. Mais precisamente, apresentaremos a extensao do resultado
para n varidveis aleatorias continuas. Inicialmente, relembramos algumas definicoes

e resultados.

Definicao 1.1. Seja X uma varidvel aleatoria real definida em um espago de
probabilidade (2, F,P). A funcdo de distribui¢io da varidvel aleatoria X, a qual

representaremos por F', é definida por:

F(z) = P(X < z), z €R. (1.1)
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Observagao 1.1. Note que a defini¢cao acima difere da definicao usual de fungao de
distribuicdo  continua a  direita. A justificativa pela adogcao da
defini¢io (1.1) se deve ao fato de De Finetti ter utilizado esta convengio em seu
artigo. Destacamos que, de acordo com esta definicao, uma funcao de distribuicao

€ continua a esquerda.

Definigao 1.2. Seja F' uma fungdo de distribuicao continua. Definimos, Yy €

(0,1), a sequinte fungdo inversa F~':(0,1) — R por

F(y) = sup{z € R: F(z) < y}.

Note que F~!(y) estd bem definida Vy € (0,1) e que quando F é estritamente

crescente, F'~1 corresponde & funcao inversa usual de F.

Lema 1.1. Sejam F' uma funcdo de distribuicio e ! sua inversa conforme a

definigao (1.2). Entao,

Vy € (0,1) e V&t € R, vale

Fly) <t & y < F(t).
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Lema 1.2. Sejam F uma funcgao de distribuicdo continua e F~! definida como

na defini¢ao (1.2). Entao

F(F'y) =y, VYye(0,1).

Observagao 1.2. As demonstragoes dos lemas acima sao detalhados em FEsteves
(1997) e correspondem a adaptagées das demonstragoes apresentadas em

Roussas [11] considerando a defini¢do (1.1).

Teorema 1.1. Consideremos uma varidavel aleatoria real X com fungdo de dis-
tribuicao continua F'. Seja H wma outra fungdo de distribuicao continua qualquer.
Entao, existe uma tranformacao real f da varidvel aleatoria X tal que a funcao de

distribuicao da tranformada Z = f(X) seja H.

A prova do teorema (1.1) segue diretamente das definigoes (1.1) e (1.2) e dos

lemas (1.1) e (1.2) considerando f = H ' o F.

Deve-se ressaltar que o teorema (1.1) continua vélido sem a suposigao de con-
tinuidade da fungao de distribuigao H. Porém, a fungao de distribuicao F' deve ser

continua.
A titulo de ilustracdo do teorema (1.1), consideremos os seguintes exemplos.

Exemplo 1.1. Seja X uma varidvel aleatoria com distribuicdao exponencial de
parametro a, o > 0. Vamos obter, a partir de X, uma varidvel Z = f(X) com

distribuicao exponencial de parametro 3, > 0.
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Para obtermos a transformacao desejada, vamos utilizar o teorema (1.1),

F(z) = (1 — e %) Ip+(z) e H(z) = (1—e") Ig+(2),

onde 7,(.) denota a funcado indicadora do conjunto A.

Obtendo a fungao inversa de H, H™!, segundo a definigao (1.2) temos:

H () = —glogl—9), Vg€ (O,0)
Logo,
Z=H'F(X)) = —%109(1 —~F(X)) = —%log(e_ax) = %X

Deste modo, Z = %X possui distribui¢ao exponencial de parametro (4 > 0).
A seguir, apresentaremos um exemplo onde H nao é uma fungao continua.

Exemplo 1.2. Seja X uma varidvel aleatéria com distribuicao exponencial de
pardmetro o, o > 0. Vamos obter, a partir de X, uma varidqvel Z = g(X) com

distribuicao geométrica de parametro p, 0 < p < 1.

Novamente utilizaremos o teorema, (1.1) para obtermos a transformacgao desejada.

Nesse caso:

oo

Fla)=(1-e)Ips(z) e H@)=> {1- 1= p)"} [nny(2)-

n=0

onde I4(.) denota a fungao indicadora do conjunto A.
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Obtendo a funcao inversa de H, H™!  segundo a definicao (1.2), temos, para

todo t € (0, 1), que:

H_l(t) = Z('I'L + 1)][1_(1_p)n;1_(1_p)n+l)(m).
n=0

Logo,

(o]

z= H_I(F(X)) = Z(n + 1)I[—i—nlog(l—p);—%(n—i—])log(l—ﬁ))(x)'

n=0

Portanto, Z possui fungao de distribuicao discreta H.

Exemplo 1.3. Seja X wma varidvel aleatoria com distribuicao de Bernoulli de
parametro p, 0 < p < 1. Seja H a fungao de distribuicao de uma varidvel aleatoria

com distribuicao Exponencial de parametro (3, 8 > 0.

Nesse caso, como a funcgao de distribuicao de X, F', nao é continua, nao é verdade

que Z(X) = H™'(F(X)) possui distribuicio de pardmetro £.

Com efeito,
F(z) = (1 =p)oy(z) + [1,0)(z) e

H(z) = (1 — e I+ ().

Pela definicao 1.2, temos que

H”l(a:):—%log(l—x), r € [0,1).
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Logo,

2(X) = —%log[l ~ F(X).

Assim, Z é uma variavel aleatéria discreta assumindo valores 0 e —Blogp com

probabilidades p e 1 — p, respectivamente. Com efeito,

P(Z(X)=0)=P(F(X)=0=P(X <0)=P(X =0)=1-p e

P (Z(X) = —%logp) =PF(X)=1-p)=P(X €(0,1])=P(X =1)=p.

Do teorema (1.1) seguem alguns resultados.

Coroléario 1.1. Se X ¢é uma varidvel aleatoria com funcao de distribuicao
continua F, entao a varidvel aleatoria F(X) possui distribui¢dao uniforme no in-

tervalo (0, 1).

No exemplo anterior, note que F'(X) = (1 —p)/(0,1)(z) + I1,00) (@) é uma variavel
aleatoria discreta assumindo valores 0 e 1 — p com probabilidades 1 — p e p, respec-

tivamente. De fato,
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Assim, o Corolario 1.1 é véalido apenas para fungoes de distribui¢ao continuas,

diferentemente do Corolario 1.2 que segue.

Corolario 1.2. Seja U uma varidvel aleatoria com distribuicao uniforme sobre
(0,1) e H wma fungao de distribuicdo. Nestas condi¢oes, H=Y(U) é uma varidvel

aleatoria com funcao de distribuicao H.

Devemos ressaltar ainda que o resultado do corolario (1.2) é de grande im-
portancia para técnicas de simulagao, uma vez que fundamenta o Método da Tran-

formagao Inversa (Ross [10]).

Do teorema (1.1), podemos destacar o fato que para obtermos uma varidvel
aleatéria com uma dada fungao de distribuigdo H em duas situagdes distintas (numa,
a partir de X com funcao de distribuigao continua F' e, noutra, a partir de ¥ com
funcéo de distribuigao continua (), precisamos aplicar tranformagoes diferentes em

cada um destes casos.
Para ilustrar esta afirmacao, consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 1.4. Sejam X e Y waridveis aleatorias com distribuicao exponencial
de parametros « e 3, a« > 0 e [ > 0, respectivamente, com a # (. Suas fungdes de

distribuicao sao, portanto,

F(z) = (1 — ™) I+ () e G(y) = (1— e ) Ip+ ().

Considere a seguinte funcao de distribuicao

H(z)=(1—e ") Ig+(x), v>0.
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Isto é, H é a fungao de distribuigdo de uma variavel aleatéria com distribuicao

Exponencial de parametro v, v > 0.

Pelo teorema (1.1), a varidvel

83

Z = f(X) = H\(F(X)) = —%tog(l — F(X)) = —}/zogll - (-] = 2x

possui distribuicao Exponencial de parametro . Analogamente,

W =g(Y) = H(G(Y)) = gx

possui distribuigao Exponencial de parametro 7y e, desse modo, f e g sao distintas.

Assim, em geral, dadas duas variaveis aleatérias continuas quaisquer X e Y,
¢ sempre possivel, pelo teorema (1.1), construir duas novas varidveis aleatdrias
Z = f(X)eW = g(Y), ambas possuindo uma certa fungio de distribuigao continua

H, com f e g distintas em geral.

De Finetti (1953) mostra que existe ainda ao menos uma fungao real ¢ tal que as
varidveis aleatérias continuas ¢(X) e ¢(Y) possuam, ambas, fungio de distribuigao
continua H. Nesse caso, uma tunica funcao real ¢ aplicada as varidveis aleatorias
X e Y produz transformadas com mesma distribuigao de probabilidade. De Finetti
apresenta varios passos da construcao de tais varidveis aleatorias, bem como da
derivagao de suas respectivas fungoes de distribui¢ao. A seguir, os principais passos

dessa construcao sao apresentados.
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Teorema 1.2. (Bruno De Finetti)

Sejam X e Y varidveis aleatorias com fungoes de distribuicao continuas F e
G, respectivamente. Seja também H uma funcao de distribuicao qualquer. FEuxiste
uma fungdo real ¢, tal que as varidveis aleatorias ¢(X) e ¢p(Y') possuem, ambas, a

mesma fungao de distribuicao H.

Roteiro da demonstragao: A idéia inicial é provar a existéncia de uma
fungéo real ¢ tal que as varidveis aleatérias p(X) e ¢(Y) possuam, ambas, dis-
tribuigdo continua uniforme no intervalo (0, 1). Em seguida, tomaremos a funcao
real ¢ = H~' o e, utilizando o corolério (1.2), concluiremos que ¢(X) e #(Y') pos-
suirdo, ambas, fungao de distribuicao H. Desta forma, procederemos a construgao
das varidveis aleatérias uniformente distribuidas ¢(X) e ¢(Y'), sem nenhuma perda

de generalidade.

O fato subjacente a construgao da fungao ¢ consiste no seguinte resultado: para

qualquer par fungoes de distribuigdo continuas F' e GG, existe (necessariamente) um

intervalo (a,b) tal que F(b) — F(a) = G(b) — G(a) = %

Proposigao 1.1. Sejam X e Y wvaridveis aleatorias com funcoes de distribuicao
continuas F' e G, respectivamente. Eziste um intervalo I, = (a,b], com —oco < a <

b < 400, que satisfaz

F(b) - F(a) = G(b) — Gla) = %

A demonstragao da proposicdo (1.1) estd detalhada em Esteves (1997).

Devemos ressaltar que em situagoes onde exista mais de um intervalo satisfazendo

a proposigao (1.1), representaremos sempre por [; o intervalo com o menor infimo
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dentre os que satisfizerem esta proposigao, para evitar ambiguidades (estamos ad-
mitindo aqui, num abuso de notagao, —oo como sendo o infimo de um conjunto
ilimitado inferiormente). Uma vez que a escolha é efetuada e ainda assim existirem
mais de um intervalo satisfazendo a proposigao (1.1), I; representara o intervalo com
menor supremo. Além desta convengao, fixaremos também que o intervalo I; sem-
pre serd fechado a direita e aberto a esquerda e representaremos por [y o intervalo

complementar de /; em relagao a R.

Seguem alguns exemplos de varidveis aleatérias continuas X e Y com fungoes
de distribuigao continuas F' e (¢, respectivamente e seus correspondentes intervalos

1
(a,b] de probabilidade comum 5 para ilustrar a proposigao (1.1).

Exemplo 1.5. Sejam X e Y waridveis aleatorias com fungoes de distribuicao

continuas uniformes F e G sobres os intervalos (1,2) e (2,3) , respectivamente.

Assim
0 se z<1 0 se <2
Flz)=¢ z—1 se 1<z<2 e Gx)=¢ -2 se 2<z<3 .
1 se x> 2 1 se >3
Como nosso objetivo é obter um intervalo I; = (a,b] que tenha probabili-

1 e - . :
dade 3 em ambas as distribuicoes, devemos determinar a,b € R, a < b, tais que

F(b) - F(a) = G(b) — G(a) = %

Das expressoes de F' e G acima, devemos ter a = — e b=

| W
N | Ot

3

Com efeito, se a > g entdo Vb > a, F'(b)—F(a) < F(b)—F <—> =F(b)—= < %

N | =

2

3 1 1
Por outro lado, se a < 5 entao F'(a) < 5 e, portanto, devemos ter b = a+§ < 2,

3
o que produz G(b) — G(a) = 0. Logo, a deve ser igual a 5 Por argumento similar,
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5 3
verificamos que b deve ser igual a R No caso de a = 3 eb= > temos

5\ /3 5 1
6(3)-¢(3)-(G-2)-0-3
5 5] ¢ o unico intervalo real
da forma (a,b] que satisfaz a proposigdo (1.1) e que, segundo nossas convengoes

acima, o intervalo [y = (—oo, ﬁ} U (ﬁ,—i—oo}.

Observamos que neste exemplo o intervalo I; = (

2 2

Exemplo 1.6. Sejam X e Y waridveis aleatérias com fungoes de distribui¢do

continuas normais F' e G com média 0 e variancias 1 e 4, respectivamente.

Neste caso, temos que ambas as varidveis sao simétricas em torno do ponto 0,
de modo que 0 é mediana de X e de Y. Desde modo, segundo nossas convencoes

acima o intervalo [; = (—o0, 0] satisfaz a proposi¢ao (1.1), pois

1 1
F(0) — F(—o0) = 5 © G(0) — G(—o0) = 5
Porém, diferentemente do exemplo (1.5), nao é unico o intervalo real que possui
1
probabilidade 3 sobre ambas as distribuigoes. Basta observamos que o intervalo

(0,4+00) também satisfaz tal propriedade. Contudo, adotaremos I; = (—o00,0] e

IO = (0, +OO)

Devemos destacar que, em geral, nao é possivel obter para qualquer par de

funcoes de distribuicao continuas um unico intervalo de probabilidade comum p, p >
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(mais precisamente,

N =

1
3 Em outras palavras, a proposicao (1.1) é valida para p =

1 n
para os valores (5) ,n>1).

A seguir, apresentaremos um exemplo onde nao é possivel obter intervalos de

probabilidade comum p, 3 < p < 1, para duas dadas variaveis aleatérias continuas.

Exemplo 1.7. Seja X uma variavel aleatoria com distribuicao continua Uni-
forme no intervalo (1,2) e Y uwma outra varidvel aleatéria com distribui¢ao continua
correspondendo a uma mistura de duas distribuicées Uniformes em (0,1) e (2, 3),isto
&Y d %U(O, 1)+ %U(Q, 3), onde d denota que Y possui mesma distribuicdo que
uma mistura de U(0,1) e U(2,3) com mesma probabilidade % Além disso, sejam

Fx e Gy as fungdes de distribuicao das variaveis aleatorias X e Y, respectivamente.

1
Note que, para todo 5 < p < 1, néo existe I = (a,b] tal que

Fx(b) — Fx(a) = Gy (b) — Gy (a) = p, % <p<l,

1
pois, para que a igualdade acima seja satisfeita é necessario b > 2 (G'y(2) = 5)

ea<l (Gy(l) = %), o que produziria Fx (b) — Fx(a) = 1.

Utilizando-se o mesmo procedimento adotado na proposi¢ao (1.1), podemos di-
vidir cada um dos conjuntos Iy e I; em dois subconjuntos disjuntos tais que am-
bos os subconjuntos contenham i de probabilidade, tanto da distribuicdo de X
quanto da distruibuicao de Y. Isto é, podemos construir conjuntos I;,;, tais que
P(X € I;;3,) = P(Y € L;)3,) = i, i1,92=0,1,e Iy = I;; JU L, com I; o (" I;;, , =0,
iy =0, 1.

Aplicando este resultado sucessivamente, encontra-se, para todo n > 1, 2™ con-
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juntos disjuntos formados por um niimero finito de intervalos (mais precisamente,
n

unioes de no maximo n — 1 intervalos) de probabilidade <§> , tanto em relacao a

X quanto em relagdo a Y, isto é, existem conjuntos disjuntos f;;, s, i; € {0,1},

V7 =1,2,...,n, tais que

1

P(X S [il’iz.-in) = P(Y € ]';11'2.__1'”) = <—2") ; V(’il,ig, ...,in) S {0, 1}“, e

Liiy. i, = L‘.liz...in,o Ufiliz...i,,,l com [il-iz...in,o n[ilig...in_l =0. A partir da con-
strugdo de tais conjuntos, podemos, finalmente, definir a fungao real ¢ citada ante-

riormente.

Seja ¢ : R — [0, 1] dada por:

o@)=> i (3)

n=1

onde 14,19, ... sdo tais que © € I;,4, i, Yn > 1 (aqui, os conjuntos I;,4, ;, cor-
respondem aos conjuntos construidos acima através das fungoes de distribuicoes
continuas F' e (). Além disso, ¢ é fungdo também das funcoes de distribuigao
continuas F' e G, pois, na definicdo, figuram indices {i, : n > 1} que dependem

exclusivamente de ' e G.

Assim, a fungdo ¢ associa a cada ntmero real z, o nimero do intervalo (0, 1)
que tem uma representagao diatica dada por 0,%%..., com = € [, 4., VR > 1
(uma caracterizacao bem detalhada da representagao, ou expansao, diddica de um
nimero real do intervalo (0,1) é encontrada em Billingsley [2]). A demonstragao
da uniformidade de ¢(X) (p(Y)) é feita diretamente pela definigao de funcao de
distribuicdo (Esteves (1997)).
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Uma consequéncia da construcao da fungao real ¢ acima, é descrita por De Finetti
quando as varidveis aleatorias X e Y estao relacionadas a uma tnica quantidade de
interesse desconhecida, ao invés de duas quantidades de interesse distintas, isto
é, quando F' e G sao as representacoes ntiimericas de incerteza (opinides) de dois

individuos acerca desta tunica quantidade de interesse.

Neste contexto, a construgao da funcéo real ¢ (e das varidveis aleatérias (X)) e
©(Y')) serve para nos dizer o seguinte fato: é possivel construirmos uma uniao finita
de intervalos reais, a qual De Finetti denominou Campos de Coincidéncias de
Opinioes, onde as opinides de dois individuos (representadas por F' e G) coincidem
com relacao & quantidade de interesse em questao a um certo "nivel de unanimi-
dade”. Esse resultado pode ser estendido para um ntmero finito de func¢oes de dis-
tribuicoes continuas, sendo possivel estabelecer campos de coincidéncia de opinides
para um grupo finito de individuos opinando sobre a mesma quantidade de interesse.
Segundo De Finetti, esse fato, acena uma possibilidade de tentar caracterizar (se é

que isso faz sentido) a "opinido conjunta”de um grupo de individuos.

Uma discussao mais detalhada sobre os campos de coincidéncia de opinides sera

apresentada na proxima segao, apds a demonstragao do resultado principal.
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1.2 Resultado Principal

Nesta secao, enunciaremos e demonstraremos a extensao do Teorema (1.2) que
garante que a partir de n varidveis aleatdrias X, Xs, Xj, ..., X, com funcoes
de distribuicao continuas Fy, Fy, F3, ..., F),, respectivamente, existe uma fungao
real ¢ tal que as novas varidveis ¢(X1), #(X3), ..., #(X,) possuam uma mesma dada

distribuicao.

Com o intuito de facilitar a compreensao do resultado a ser apresentado, orga-
nizaremos esta secao da seguinte maneira: inicialmente, estabeleceremos a extensao
do teorema (1.2) bem como a argumentagao bésica de sua demonstragio (Roteiro da
Prova). Em seguida, apresentaremos vérios exemplos, e por fim, uma interpretacao

desse resultado.
Iniciemos, entao, enunciando a extensao do Teorema (1.2):
Teorema 1.3. (Bruno De Finetti)

Sejam Xy, Xo, X3, ..., Xy, variqveis aleatorias com fungoes de distribuicdo
continuas Fy, Fy, F3, ..., F,, respectivamente. Seja H uma funcdo de distribuicao
qualquer. Entao, existe wma funcdo real ¢ : R — R tal que

d(X1), ¢(X2), ..., p(Xy) possuem a mesma fungao de distribuicao H.

Roteiro da demonstragao: A demostragdo do teorema (1.3) para n varidveis
serd parecida com a demonstragao do teorema (1.2), ou seja, provaremos, sem perda
de generalidade, a existéncia de uma fungao real ¢ tal que as varidveis aleatérias
o(X1), p(Xa), ..., p(X,) possuam todas distribui¢ao continua uniforme no inter-
valo (0, 1). Em seguida, tomaremos a fungao real ¢ = H™! o ¢ e, utilizando o

coroldrio (1.2), concluiremos que ¢(X1), #(Xs), ..., p(X,) possuirdo, todas, fungao
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de distribuicao H.

O fato subjacente a construcao da funcao ¢ consiste no seguinte resultado: para
um conjunto de n funcoes de distribuicao continuas Fy, Fy, F3, .., F,,
existe um conjunto [;, formado pela unido de no maximo n — 1 intervalos de

1
mesma probabilidade 5 com relagao a todas as fungoes de distribuicao continuas

F, F,, Fs, ..., F,, isto é, existe um conjunto [, = Ule(ai,bi], E < n-—1,
k 1

com a; < b; < @1 < biyr, ¢ = 1,2,...,k — 1, satisfazendo Y Fj(b;) — Fi(a;) = =
i=1

para todo [ = 1,2,...,n.

Exemplo 1.8. Sejam X1, Xq, X3 e Xy varaveis aleatorias Uniformes em (0, 1),

(1,2), (2,3) e (3,4), respectivamente.

Seja

(UG

Nesse caso,

Px,(I) = Pxy(1) = Po(1) = P (1) = 5,

isto ¢, existe um conjunto formado pela unido de no méaximo 3 intervalos (nesse
: e 1 % o i .
exemplo, 2 intervalos) de mesma probabilidade > com relacao as variaveis aleatorias

continuas X7, Xs, X3 e Xj.

Devemos salientar que a construcao da fungdo ¢ para n varidveis aleatorias
baseia-se na existéncia de um conjunto formado pela unido de intervalos que pro-
- . 1 . . -
duzirao probabilidade 3 para todas as fungoes de distribuicdo continuas

Fy, Fy, I3, ..., F,, generalizando a construcao da fungao ¢ para 2 variaveis aleatérias
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(nesse tltimo caso, para qualquer par de fungoes de distribuicao continuas F' e G,

1
existe, necessariamente, um intervalo (a,b) tal que F'(b) — F(a) = G(b) — G(a) = 5
Prosseguimos com a seguinte propriedade de fungoes de distribuicao continuas.

Proposicao 1.2. Sejam X1, X, X3, ..., Xn, n > 2, varidveis aleatorias com

funcoes de distribuicao continuas Fy, Fs, Fs, ..., F,, respectivamente. Entdo, existe
k

um conjunto formado pela uniao de intervalos I, = U(ai,bi], Ek<n-—1, com

i=1
a; < b <aip1 <biyr,1=1,2,....k— 1, satisfazendo

k
1
ZFl(bi) — F(a;) = 5» para todo 1=1,2,...,n.

i=1

Demonstragao: Faremos esta demonstragao por indugao. Assim, seja P,

a proposicao que dadas n varidveis aleatérias Xi, Xs, ..., X, com funcgoes de dis-

tribuicao continuas Fi, Fy, ..., Fy,, respectivamente, existe uma uniao de no maximo
; p . . (n) (n) 1 .

n—1 intervalos de nimeros reais, digamos 1/, tal que Px,([;”) = 3 Vi=1,2,..,n,

onde Py, denota a medida de probabilidade induzida pela variavel aleatéria X;,

1=1,2,...,n.

Com efeito, a proposigao é valida para n = 2, pois corresponde ao resultado da
proposi¢ao (1.1) (demonstrada detalhadamente em Esteves (1997)) apresentada na

secao (1.1).

Para n = 3, consideremos X;, X5 e X3 com fungoes de distribuicao continuas

Fy,F5 e F3. Do resultado da proposigao (1.1), existe um intervalo 11(2) = (a, b] tal

que Fi(b) — Fy(a) = Fy(b) — Fy(a) = %
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1
Se F3(b) — F3(a) = 5 entdo basta tomarmos IV = (a,b]. Do contrério,

consideremos o argumento que segue.

1
Consideremos, inicialmente, F3(b) — F3(a) < 5" Seja

i=1

2
1
QQI {(al,bl,ag,bg) €R4:a1 <b1§a2<b2, ZFJ(bZ)—E(Gn):é, ]=1,2}

a+b a+b
2 ' 2

E claro que @, # 0, pois (a, ,b) € €,. Além disso, €, é conexo (a

demonstragdo é omitida aqui).

Considerando a funcao continua 73 : € — R dada por

T3(ay1, by, az, by) = F3(ba) — F3(az) + F3(by) — F3(ay),

temos que T3(Cx) é conexo e, portanto, um intervalo real. Como

a+b a+b 1
T { 0, e, e Z
3<aa 92 ) 2 )b)<2

e, consequentemente,

Tg(—OO,CI,,b, OO) =1 _T3 (CL, g—i_—b 'a_—l_—lzab> > %a

2 7 2
. 1
segue que existe (a}, b}, a3, b3) € €, tal que Ts(aj, b}, al, b)) = 5 © desse modo,
tomamos 11(3) (af,b3]U(a3, 03). A verificagao é andloga para o caso

F3(b) — F3(a) >

N | — I
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Suponhamos entao que P, é valida para n = ng (hipdtese de indugao).

Assim, dadas ng varidveis aleatérias X, Xy, ..., X;,, com fungoes de distribuicao

continuas Fy, Fy, ..., F},,, existe ]{"0) da forma,

k
U(ai,bi], ai<b1- Sai-f—l; 3= 1,2,...,]{3—1, kSTLo—l.
=1

Provemos entao o resultado para ng+1 varidveis aleatérias. Sejam Xy, Xs, ..., Xpo+1

variaveis aleatérias com fungoes de distribuicao continuas Fi, Fs, ..., Fyoq1-

Pela hipétese de inducao, existe I 1("0) da forma

k
U(a’i)bi]) a; <bi Safﬂ-l’ 1= 1)25"'>k"_11 kSnO_l-

i=1

Se IPX

1
"o+1(11(710)) =3 basta tomarmos [\"0Y = ("),

k
n 1 : .
Se ]P’Xnoﬂ(lf 0)) = E Fxpoa (i) = Fx, 4, (i) < o consideremos o conjunto
i=1

2 .
Cro = {(T1, Y1, -, Tngy Uny) ER*™ 1 2y <y < miy1, 1=1,2,...,m — 1,

no 1 .
IPX]' (U(%ﬂz]) = —2') J = 1,2,...,?10}.

=1

¢, € nao vazio, pois

(b] - CLl) (b1 — al) 2(b1 — CLI) +(77,0 — k‘)(b] - (1,1)

=(a,e1+———,a ,a p—
@ = (a0 ng—k+1 ! ng—k+1 . ng—k+1 ! no—k+1

y V1

veny A, bk)
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€ ¢,,, por exemplo. Além disso, &,, é conexo.

Definindo a funcao continua 7,41 : €,, — [0, 1] por

no
ﬂlo+l($l7 Y1y -y xno: yno) = Z FXno+l (yl) - FX"O+] (mi))
i=1

segue que T, 41(€y,) € um intervalo real. Como existem pontos Q1,Q2 € €,

tais que

1 , 1
Tho+1(@1) = Pxno+1([1(n0)) <5 € Tro+1(Q2) = 1 — ]PXno+1(]§ ) > 2
segue que existe Qg = (af, b}, ..., a5, b ) € €, tal que
no 1
Tho+1(Q) = Pxn0+l <U(a:’ bf]) = 9
i=1
no
isto é, existe uma uniao de no maximo mny intervalos I§"°+1) = U(CL: , b7l
i=1

a; <bi <ajy,1=1,2,...,n9— 1, tal que

ng 1
i=ll

concluindo a prova da proposicao (1.2).
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A seguir, a proposigao (1.2) é ilustrada pelos seguintes exemplos.
Exemplo 1.9. Sejam X1, Xy e X3 varidveis aleatdrias com distribuicées Beta

de parametros (1,1), (1,2) e (2,1), respectivamente.

Primeiramente, observamos que as distribuigoes de probabilidade de X;, X5 e

X3, Px,, Px, e Px,, respectivamente, satisfazem, para todo intervalo (a,b] C (0, 1),

b b
le(<a,b]>=P(a<Xlsb):/ f(ml)dxlz/ iz =b—a

Px,((a,b]) = Pa < X2 <b) = / f(z2)day = / 2(1 — z3)dzy = (1—a)*— (1 —b)?

Px,((a,b]) = Pla < X3 <b) = /b f(z3)dz = /b 2x3dz3 = b — o’

Neste caso, para todo p € [0,1], existe um intervalo (a,b] C (0,1) tal que

PXI((G') b]) = PXz((a'7 b]) = PXa((a" b]) =D

Com efeito, se p # 0, do sistema de equagoes

segue que b = a + p (equacao (1)) e, consequentemente, que 2ap + p? = p.

1—p

. 1+
Assim, temos, finalmente, que a = — eb= LI g

2
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Tais valores de a e b satisfazem também a equagdo (3). Desse modo, existe
(a,b] C (0,1) satisfazendo Px,((a,b]) = Px,((a,b]) = Px,((a,b]) = p e, em

pa ticul ara p = —1 tem = —'1 —3
rticular ra p = (O] = 5
i y P 27 1 | ) |

Observemos que sempre é possivel encontrar um unico intervalo /; satisfazendo
Px,(I) = Px,(;) = ... = Px, (1) = % quando as distribuicoes continuas sao
simétricas em torno de um mesmo valor (por exemplo: Seja X; ~ N(0,02),
i=1,2,..,n, com [} = (—00,0] ); do contrario, nem sempre serd possivel obter
tal intervalo. A seguir, exibiremos dois exemplos nos quais nao existe I; = (a, b] de
probabilidade % em relacdo a X1, Xs, ..., X,, mas apenas a uniao de intervalos da

forma apresentada na proposigao (1.2).

Exemplo 1.10. Sejam X1, Xy e X3 varidveis aleatdrias com distribui¢oes Uni-

formes continuas em (0,1), (1,2) e (2,3), respectivamente.

Note que nao é possivel encontrar (a,b) <€  (0,1) tal que
Px,((a,b]) = Px,((a,b]) = Px,((a,b]) = p. Com efeito, deverfamos ter a < 1 —p
(pois Fx,(1—p)=1—p)eb>2+p (pois Fx,(2+p) = p). No entanto, teriamos
Fx,(b) — Fx,(a) > Fx,(2) — Fx,(1) = 1.

Como observado acima, nem sempre é possivel obter um unico intervalo de
mesma probabilidade % com relagao as trés distribuicoes. Porém, se ao invés de
um tnico intervalo, considerarmos a uniao de intervalos (ou melhor, de n — 1 in-
tervalos) conseguiremos obter o resultado desejado. Com efeito, podemos encontrar
(a,b] U(c, d], com a < b < ¢ < d, tal que Px,((a, b]U(c, d]) = Px,((a,b] U(c, d)) =
PXS((a,b]U(c, d)) = é Nesse exemplo, vérias unides de intervalos satisfazem a

proposta acima, tais como



1.2. Resultado Principal 25

(UG GJUEY - GYus)

Note que além dessas unides de intervalos existem véarias outras satisfazendo a

proposi¢ao (1.2). Em situagées em que houver mais de uma uniao de intervalos reais
satisfazendo a proposigao 1.2, tomaremos sempre a uniao de intervalos reais formada
pelo menor nimero de intervalos como /3. No caso de dois ou mais conjuntos com

mesmo numero de intervalos, denotaremos por I; aquele que possuir o menor infimo.

1 35
Assim, no exemplo (1.8), temos I; = (—oo, E] U (5, 5]
Na sequéncia, obtemos uma uniao de no méaximo 2 intervalos de mesma, probabi-
1
lidade 3 com relagao a X, Xy e X3 segundo a idéia proposta por De Finetti (1953).
De acordo com De Finetti (1953), dadas trés varidveis aleatérias X, X5 e X3, com

funcoes de distribuicao continuas Fi, Fy e F3, respectivamente, podemos obter a, b,

ced€eR, coma<b<c<d, de modo que
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Exemplo 1.11. Sejam X1, X9 e X3 varidaveis aleatorias com distribuicoes Beta

de pardametros (1,1), (2,1) e (3,1), respectivamente.

Novamente, sejam Py,, Px, € Px, as distribuicoes de X;, X3 e X3, respectiva-

mente. Logo,
b b
Px,((a,b)) = Pla< X; <b) = / f(z1)dz, = / dzy =b—a
b b
P&«mﬂ):Pm<A§§bﬁz/lﬂmmu:i/mea=§—a2
b b
Px,((a,b]) = Pla < X3 <b) = / flzs)dx = / 3z2dz3 = b* — a®

Conforme proposto por De Finetti, devemos encontrar a, b, c e d € R, com

a<b<c<d, tais que

b—a=7 ()
B-a)+@d-0=5 ()
9
-+ (@ - =5 ()
-+ @ - =5 @
Da equagdo (1), temos
b=a-+ l (1)
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e, da equagao (2), temos

1
d=c+

7 un.

Substituindo as expressoes para b e d encontradas em (I) e (II) na equagao (3),

temos

+12 e i) =1 o
a 4 a C 4 = 9

o 2yl gyl L
4 16 4 16 2

2a 2 20_1 " a+l+c_1 o
4 16 4 2 2 8 2 2

& da+14+4e=4 & 4a=3—-4c &

& b=1-c (1V)
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Substituindo as expressoes de a, b e d encontradas em (II), (III) e (IV) na equagao

(4), temos

(1—¢)(1—c)— (3_440)2 (3_446> + (c+%>2 (w%) —03=% o

— 24c + 16¢2 3—4 2 1 1
o i (S (S ) (o)

27 — 108¢ + 144c? — 64c3 32 3¢ 1
& 1-3c+3c—c2— L 4 4 E= &
e < 64 )c FERTRN V
38 — 72c + 96¢2 1 o
64 )
& 38— T2c+ 96¢° = 32.
Dividindo ambos os termos da igualdade por 6, temos
16¢* — 12c + 1 =0,
donde
3£ V5
g= 8\/_ (ou ¢ =0,6545 e " =0,0955).
. . 1 _ 1
Como c¢ deve ser maior ou igual a 1 (pois b —a = 1¢¢ > b), segue que

c . Assim, substituindo o valor de ¢ em (1), (2) e (3), obtemos, finalmente,

_3+V6
8
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(ou a = 10,0955, b = 0,3455, c = 0,6545 e d = 0,9045, aproximadamente).

Desse modo, existe a uniao de 2 intervalos disjuntos, (a, b]|J(c,d] C (0, 1) satis-

fazendo

Px,((a, 8] J(e,d]) = Px;((a, 8] (e, ) = Py ((a, 8] J(e,d]) = %

5 5 3 3 (também

podemos escrever I; = (0,0955; 0, 3455] _J(0, 6545; 0, 9045]).

Assim, teremos que [; = (

3—+5 5—\/5]U(3+\/5 545

Por outro lado, nao existe um tnico intervalo (a,b] C (0,1) tal que

PXx((a> b]) = PXZ((a’b]) = PXs((a’ b]) =P

Com efeito, a,b € (0,1) devem satisfar

Da equagao (1), obtemos
b—a=p & b=a+p (),

Substituindo o valor de b na equagao (2), obteremos

(a+p)P—-a’=p & at+22apt+p—-d=p &

1— 1
& a=—28, donde b=¥ (11).
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Substituindo as expressoes para a e b encontradas em (/) na equagao (3), temos

teer o (5 -(5) - o
() (392 ()~ -

1 1
& §(1+2p+p2)(1 +p) - 501 - 2p+p)1-p)=p &

& 143p+3p°+pP—14+3p-3p*+p°=8 <

& 6p+2p° = 8p.

Dividindo ambos os termos da igualdade por 2p, temos

3+p’=4 & pPP=1 & p=1

Portanto, neste caso, para todo p € (0,1), ndo existe um unico intervalo

I = (a,b] € (0,1) tal que Px,((a,b]) = Px,((a,b]) = Px,((a,b]) = p.

O procedimento adotado para a obtengao da unido de intervalos (a, b]|J(c, d]
satisfazendo a proposigao (1.2), descrito por (I) e (/1) na pagina 25, pode ser gen-
eralizado para n variaveis aleatérias. Considerando agora n funcgoes de distribuicao
continuas, Fy, Fs,..., F,,, devemos determinar aq,b;,as,bs,...,a,-1,bpb—1 € R com

a; < b <ajppq,t=1,2,...,n— 2, tais que
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Fxl(bi)—Fxl(ai)I— Y i:1,2,...,n—1 (o

n—1

1
ZFXj(bi)—FXj(ai)=§, V j=23,..,n
=1

A seguir, apresentaremos uma nova propriedade de fungoes de distribuicao continuas

decorrente da proposigao (1.2).
Proposicao 1.3. Suponhamos as condigoes da proposicdo (1.2) e os conjuntos
Iy e I dela obtidos. Entao:
(i) existe um conjunto Iy C Iy tal que P(X; € Ipn) = P(Xy € Ip) = ... =
1
P(Xn (S ]()1) = Z e

(ii) existe um congunto Iy, C I tal que P(X, € Iyy) = P(Xy € Iy) = ... =
1
P(X.n S [11) = ==

4
Demonstracao
k
(i) Pela proposicao (1.2), existe 1 = J(a;,bi], ¥ < n — 1 tal que
i=1

i:lFl(bi) — F(a;) = %, para todo [ =1,2,...,n. Sendo Iy o complementar de I;, va-
zr;los obter Iy; C Iy, satisfazendo a condicao acima. Para tanto, consideremos a; € R
(o caso a; = —o0 é desenvolvido de maneira similar com uma pequena modificacao
na definicdo que segue) e definamos, a partir de F}, [ = 1,2, ..., n, a seguinte funcao

de distribuicdo F;:
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( 2F)(z) se <

2{E(A1(.’E))—{F‘[(b1)—F}(al)}} se a1 <xT<ay+ay—b

2 2
2 {E(AQ(ZE)) - [;[Fl(bi) - Fl(ai)]] } se aj+ax—by <z<az+ ;(ai —b;)

=1

2}

2 {FI(A;:,(:U)) - [sz[F:(bi) = Fl(ai)]] }

=1

2 3
e az+ Y (a;i—b;) <z <as+ > (a;—b)
=1 -

=1

J j—1 J
2{ @) - | SIA®) - A@| | s o+ T (=) So <t S b <k-1

i=1

x k=1
2{Fz(Ak<x)>—[;m(b»—ﬂ(am]} s @ 2opt 3 (o — )

i=1

J
onde Aj(z)=x+ Z[bi —a], 7=1,2,..,k.
i=1

Notemos que a transformacao Fj, com [ = 1,2, ...,n, é definida de tal forma que
sua representagao grafica é obtida, da representacao grafica de F;, com [ = 1,2, ..., n,
da seguinte maneira: inicialmente, sdo suprimidos os pontos (z, Fj(z)) correspon-
dentes aos valores de = do intervalo (aq, b;] e, em seguida, as curvas remanescentes
sao unidas (justapostas) através da devida translagao (para a esquerda) dos pontos
(z, F(z)) relativos aos valores de z maiores que by; repete-se o procedimento suces-
sivamente para os intervalos (ag, by), ..., (ax_1,br_1), até o tdltimo intervalo. Desse
modo, temos (fazendo-se a adequada normalizacao), por construcio, que F; com

l=1,2,...,n é também funcao de distribuicao continua.

171

k/
Novamente, pela proposicao (1.2), 3 [J(a},bl] € R, ¥ < n — 1, tal que
i=1

K . 1
S EF(b) — F(a) = X KFr<n-—1el = 1,2,..,n. Faremos, na sequéncia, a
i=1

conclusao da demonstragao para alguns casos (isto é, para algumas possibilidades

para os valores de a}, b}, ..., aj., bj,):
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Ko _ K
e b}, < ay. Neste caso, ) Fy(b)) — Fi(a;) = > {2F(b;) —2F(a))}, K <n—1e
=1 i=1
l=1,2,...,n. Assim,
2 1 1 1
Fy(b) — = 2F (b)) — 2Fy(a}) = = / a;)
; () =5 Z i (@) = 5 = Zﬂ b)) =7

para todol =1,2,...,n

Pela continuidade das fungoes F, [ = 1,2, ...,n, podemos escrever ainda que

K W
P (Xz e | aﬂbi) = > Fu(t)) - Fi(a)
=1 =1

para todo [ = 1,2,...,n, e, portanto,

(&eu%d> (&eU@@> (&eU@@>

k/
Como b, < a1, é claro que |J(a},b)]) C Iy e, assim, basta tomarmos
i=1
kl
1012 U(az,b:] kK < <n-—1.
i=1
i—1
e Suponhamos a; < a; + Z(aj —bj) <V, <aj,,Vi=1,2..,k —1 Assim,
i=1

temos, por hipétese, que, para todo [ = 1,2, ...,n,

k! 1
SR -Fua)=; =
i=1

S

i—1
Fl bl _[ (Cli + Z(aj — b]))
j=1
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= F[(bll + bl — 0,1) — Fl(al +b1 — a1) + Fl(al + b1 — al) — F‘l(bl) + Fl(al) — Fl(a/1)+

+Z{[Ft (b§+zl:(bj —a; ) ZFl —Fi(a;)-F (az+z (bj — aj )JFZFI —Fi(a;)]+

j=1 Jj=1

+[F‘[<ai+i(bj_a]> ZFI —Fi(a;)— F}(a +Zb _ay>+ZFl Fla])]}—_

j=1

= R+ b —a1) — F(b) + Fia) — Fi(a))+

_|_

F (bg + i(bj - aj)) — I (ai + i(bj - aj))

g=1 J=1

=2

Fz(an{jb - a) ) - b>+m(a1>—ﬂ(a 30 —ag)>]}:% =

7j=1

= F}(bll +b1 —al)—Fl(b1)+Fl(a1)—F}(a'1)+

Fi(a:) - E(a-i-Zb—a])]}:% =

Fl (b; + i(bj - a’j)) - Fl(bz)] = |:Fl(al) — B (ai + Lz_:(b] — a]-))“ } = i =

j=1 j=1

DN

1=2

F (b; + i(bj - aj)) — Fy(bi) | +

J=1

:z{

i=1
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= Py, (U <a§ + z_:(bj - aj),ai} U <b1-,b§ n Z(bj _ aj)D _ i

=1

Logo, para todo [ = 1,2, ...,n, temos

| =

k' i—1 1—1
Px, (U (‘12 + ) (b~ aj),a,-] U (bz'»b§ + Z(bj - aj)D =

i=1 j=1

Como essa uniao esta contida em Iy, basta tomarmos entao

kl

In = <a§ - i(bj - aj),ai] U (b,-,b; + i(bj - aj)] ,

=1

Em geral, Iy; serd formado pela uniao de no méximo 2n — 2 intervalos, como no

segundo caso considerado acima.

(i) A demonstragdo da existéncia do conjunto I;; C I; tal que

1
P(Xye€ln)=PXo€ely)=..=P(X,€In)= 1 é andloga a demonstracao da
parte (i) desta proposi¢ao. De modo similar, a partir de F}, definamos, se a; € R,

a seguinte funcao de distribuicio F} com [ = 1,2, ..., n:
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(0 se T <ap
2{Fi(z) — Fi(a1)} se a1 <z <b
2
{Fl(Ag(:c))—FFz(bl) ZFl(ai)} se by <x<bi+by—as
1=1

. Q{P}(Ag(:v)) i l(b)—ZF'[( )} se b1+(b2—a2)§$<b1+i(bi—ai)

Fi(z) = < =t
J ¥l
Z{F}(A]_H((E))—F ZFl(bi)'— EFl(al)} se by + Z b —a,) <z <b + Z b —CLZ) J <k-1
i=1 i=1 =2 1=2
k=1
1 se ©>bi+ ) (bi —ai)
1=2
\
j+1
onde Aj(z —x+Z[al—bl ), 7=12,..,k—1
F, 1 = 1,2,...,n definidas acima sdao funcoes de distribuicdo continuas, com
— _ _ _ k—1
Fl(al) = Fg((ll) = = Fk(al) = O e Fl <b1+ Z(bi—ai)> =
i=2
. k—1 o k—1
Fo <b1 + b — ai)> = .. = I (b1 + > (bi — ai)> = 1. Pela proposicao (1.2), 3
i=2 i=2
K 1
b;] tal Fi(b = - E<n-1 ra todo 1 =1,2,...
Hal,, aquez o (a)) 2,com <n , para todo 2,0y T
Além disso, se a; < al < b < ... < by < by, temos

SR -Fld)=5 = (IR0 - Ae)) - 20k - Rl =5 =

K K

1 1

= 2) RAM)-F@) =5 = > Ft)-F6) =
i=1 i=1

Pela continuidade das funcoes Fj, [ = 1,2, ..., n, podemos escrever ainda que
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X1€U a;,by]) = XQGU a;, bz]) XHEU a., b)) =
kl
Basta entéo tomarmos I;; = | (a}, bl], K < n—1. Em geral, I1; também ser4 for-
i=1

mado pela unido de no maximo 2n—2 intervalos de niimeros reais. Devemos destacar
que nem sempre sera possivel obter um unico intervalo de mesma probabilidade —

com relagao as trés distribuigoes.

Em situacoes em que houver mais de uma uniao de intervalos reais satisfazendo
a proposicao 1.3, tomaremos sempre a uniao de intervalos reais formada pelo menor
nimero de intervalos como I3; (Ip1). No caso de dois ou mais conjuntos com mesmo

nimero de intervalos, denotaremos por I1; (Ip1) aquele que possuir o menor infimo.
A seguir, apresentaremos um exemplo do resultado da proposigao (1.3).

Exemplo 1.12. Sejam Xy, X5 e X3 varidveis aleatorias com distribuicoes Uni-

formes continuas em (0,1), (1,2) e (2,3), respectivamente. (Ezemplo (1.10))

1 3 5
Consideremos também o conjunto I; = (—oo, 5} U (5, 5}, obtido no
exemplo (1.10) de mesma probabilidade 5 com relacao as trés variaveis aleatérias

uniformes X;, X5 e Xs.

Conforme a proposigao (1.3), podemos encontrar um conjunto I;; C [; tal

1
que P(X; € Iy) = P(Xy € I1) = P(X3 € Iy) = 7 Mais precisamente,

1 79 35 5 11
I; = (—oo, Z] U <4, 4:] Além disso, Ip; = (Z’ ﬂ U (5, Z]

1
Assim, o conjunto I1; (lg;) possui probabilidade 1 nas trés distribuigoes Uni-

formes.
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Em geral, dividindo, sucessivamente, os intervalos, teremos, para qualquer m €

N, uma unica divisao (particdo) da reta, definida pela regra acima mencionada, em
. .. . 1

2™ conjuntos disjuntos, a saber Iog._ 0, l0o..1, ---; [11..1, cada um tendo a fracao de om

da distribui¢ao com respeito a Fy, I, ..., [,.

Mais precisamente, aplicando o resultado da proposi¢do (1.2) sucessivamente,
encontra-se, para todo m > 1, 2™ conjuntos disjuntos, formados por um ntmero
m
finito de intervalos, de probabilidade (%) em relagao a todas as variaveis aleatérias
X1, Xs, ..., Xy, isto é, existem conjuntos disjuntos f; i, i,., 4 € {0,1}, Vi =1,2,...,m,

tais que
m
P(X1 € Lijiy..in,) = P(X3 € Liiy.iy) = - = P(Xn € Lijiy i) = (§> :
V(tl’lg’l,m) € {0, 1}777.

Destacamos também que convengoes similares as adotadas nas proposigoes (1.2)

e (1.3) sao feitas para esta tltima construcao.

A partir da construcao de tais conjuntos, podemos, finalmente, definir a fungao

real ¢ citada anteriormente.
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Definigao 1.3. Seja ¢ : R — [0, 1] dada por:

o) =S im(3)

m=1

onde iy,1,... sdo tais que = € ;4 i, Vm > 1 (aqui, os conjuntos lii,. i,
correspondem aos conjuntos construidos acima através das fungoes de distribuigoes
continuas Fy, Fs, ..., Fy,. Além disso, ¢ é funcao também das fungoes de distribuicao
continuas F, Fy, ..., Fy,, pois, na defini¢ao, figuram indices {i,, : m > 1} que depen-

dem exclusivamente de Fi, Fy, ..., F,,.

Assim, a fungdo ¢ associa a cada ntimero real z, o nimero do intervalo [0, 1]
que tem uma representagao diddica dada por 0,%;%3..., com = € ;i 4., VM > 1
(uma caracterizagao bem detalhada da representacéo, (ou expansao), diddica de um
niimero real do intervalo [0,1] é encontrada em Billingsley [2]). A demonstragao
de que ¢ é de fato uma fungao real é omitida (é similar a encontrada em Esteves

(1997)).

Finalmente, faremos, na sequéncia, a demonstragao que ¢(X1), o(X3), ..., o(Xy)
tém distribuicao uniforme no intervalo (0,1). Calculemos entdo, sem perda de

generalidade, Fy,(x,)(t), Vt € R, a fungdo de distribuicao de ¢(X;) pela definicao:

Fox(t) = P(p(X1) < 1) = P(X1 € 7' (—00,t)) = Px,({z € R: p(z) < 1}),

onde Py, é a medida de probabilidade em (R, B) induzida pela varidvel aleatéria
X1 e ¢ (A) é a imagem inversa do conjunto A € B pela fun¢ao ¢. Notemos que
os conjuntos da forma {z € R : ¢(z) < t} sdo mensuraveis, isto é, que a funcéo

real ¢ : R — [0,1] é B - mensuravel, onde B é a o - algebra de Borel em R.
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A demonstragao da mensurabilidade de ¢ é omitida aqui mas estd detalhada em

Esteves (1997). Assim, temos:

(Dt<0={zeR: ) <t} =0e, portanto, Px,({z € R: p(z) < t}) =
Px, (@) =0;

(2)t>1={z € R:p) <t} =R Logo, Px,({r € R: p(z) < t}) =
Px,(R)=1

(3) 0 <t <1, vale que:

{zeR:p(x)<t}= U Am onde  Am = Lay(t)..dp_1(t)1~dm(t)-

m=1

Afirmamos que {A,, : m > 1} é uma sequéncia de conjuntos disjuntos dois a
dois, isto é, A;[A; = 0 se @ # j. Para verificarmos tal afirmagao, consideremos,
sem perda de generalidade, 7 < j. Se A; = 0 ou A; = (), obviamente, teremos
A;NA; = 0. Tomemos entdo indices 7,7 > 2 tais que A; # 0 e A; # 0 (tais
indices existem, pois estamos considerando uma representacgao diddica infinita para

t). Neste caso:

Ai = Ia,y.aia-airy € Aj = laye)..dj—1(0)1-d;(0) = Lda(0)...dior (0)di(t)....1—d; (1)

Mas, Tay(t)...di_y(t)di (t).1—d;(2) C Ly (t)...ds—r(@)di(t) © Ly (t)...dicn(yasry (N Ai = 0, pois
Ai = Loy di()1—diry- Assim, vale que A;(A; © A ay0)..dim iy = 0 e
consequentemente, A;(JA; = 0, ¢ < j. Logo, os conjuntos A;, A,, .... sdo disjuntos

dois a dois.
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Deste modo,

FLP(Xl)(t) =~ Py (U Am) = Z Px,(Am),
m=1 m=1

pela o— aditividade de Pk, .

Determinemos, entdo, Py, (An,), m € N. Se dn(t) = 0, temos A,, = 0 e, por-

tanto, Px,(Am) = 0. Caso dy,(t) =1, temos Px, (Am) = Px,(La,(t)...dm—1(t)1~dm(t)) =
1 m m
(§> , pois, por construgao, o conjunto g, (1)...dm_1(t),1—dm() CONLEM (§> da dis-

tribuicao de X;. Assim:

o
19}
¢]
QU A
3
—~
-
S S
Il
— O

Px,(An) = {

ou ainda,

Px,(An) = <§>m dm(t)

Substituindo na expressiao da funcao de distribui¢do de ¢(X;), temos:

Foxy)(t) = i dn (1) (%)m =t

m=1

pois, como 0, d(t)dy(t)... corresponde a uma expansao diatica do nimero real ¢,

vale que Z dm(t) (§> =t. Logo, de (1), (2) e (3), temos que

m=1

0 se t<0
Foxp(t)=4¢ t se 0<t<1,
1 se t>1

que é a funcao de distribuigdo de uma varidvel aleatoria com distribuicao uni-

forme no intervalo (0,1). Portanto, ¢(X;) ~ U(0,1). A demonstracao é analoga



1.2. Resultado Principal 42

para ¢(X3), p(X3), ..., 9(Xn), concluindo a prova do Teorema (1.3).

Devemos destacar, inicalmente, que nas hipéteses do teorema (1.3) nada é men-
cionado sobre os espagos de probabilidade onde X;, Xs, ..., X,, sao definidas, sendo
feita referéncia apenas a continuidade das suas fungoes de distribuigao Fy, Fs, ..., F},
(respectivamente). Deste modo, o resultado do teorema (1.3) é vélido para variaveis
aleatérias definidas em espacos de probabilidade distintos. Notemos também que
X1, Xs, ..., X, sdo supostas serem variaveis aleatorias continuas quaisquer, absoluta-
mente continuas (isto é, que admitem fungées densidade de probabilidade) ou nao.

X1, X, ..., X,, podem ainda possuir ou nao momentos bem definidos.

Em segundo lugar, ressaltamos que nao é tinica a transformacao real ¢ tal que
as variaveis aleatérias p(X1), ¢(Xs), ..., (X, ) sejam uniformemente distribuidas em
(0,1). Mais precisamente, existem infinitas funcoes nestas condicoes (em geral,
podemos considerar varias indexagoes para os conjuntos obtidos a partir das proposigoes

(1.2) e (1.3) (e extensodes) diferentes daquela que adotamos neste texto).

Por fim, vale mencionar que o resultado do teorema (1.3) é também valido no caso
em que X1, Xs, ..., X, sao vetores aleatérios de mesma dimensao m € N. Assim, se
X1 = (Xh,Xlz, ...,le), X2 = (X21,X22, "'7X2m)! i Xn = (an,XnQ, sisidly Xnm) sao
vetores aleatérios com funcoes de distribuicao conjunta continuas Fi, Fy, ..., Fy,, res-
pectivamente, e H uma fungao de distribuigao unidimensional qualquer, entao existe
uma fungao real ¢ : R® — R tal que as varidveis aleatérias ¢(X1), ¢(X2), ..., (Xy)

possuam mesma distribuicao H.

Ha ainda véarias propriedades da fungao ¢ a serem estudadas, como, por exemplo,
a existéncia (ou nao) de condigoes sobre as fungoes de distribuigao Fy, Fy, ..., F}, sob

as quais ¢ seja uma fungao continua (de modo geral, ¢ ndo é uma fungao continua).
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No entanto, nao faremos aqui um estudo mais minucioso da funcao ¢, uma vez que

esta analise nao corresponde ao objetivo central do presente trabalho.

Um outro aspecto relevante sobre a construcao desenvolvida aqui € discutida por
De Finetti quando as varidveis aleatérias X4, Xo, ..., X, estao relacionadas com uma
linica quantidade de interesse, ao invés de n quantidades de interesse distintas, sendo
Fy, Fy, ..., F, as representacoes nimericas de incerteza (ou opinides) de n individuos

acerca desta unica quantidade de interesse.

Dentro deste contexto, a construgao da funcgao real ¢ (e das variaveis aleatorias
0(X1),p(X3), ..., (X)) serve para nos dizer o seguinte fato: é possivel constru-
irmos uma uniao finita de intervalos reais, a qual De Finetti denominou Campos de
Coincidéncia de Opinioes, onde as opinides de todos os individuos (representadas
por Fi, Fs, ..., F},) coincidem com relagao a quantidade de interesse em questao a um
certo "nivel de unanimidade”, ou seja, teremos um grupo (finito) de individuos
compartilhando a mesma opinido sobre certos atributos da quantidade de inter-
esse. Segundo De Finetti, esse fato acena uma possibilidade de tentar caracterizar

a "opiniao conjunta”’de um grupo de individuos.

Imagine uma situagdo em que um grupo de individuos deve tomar uma decisao
coletivamente (problema de decisdo em grupo) e que essa decisao ¢ influenciada por
uma certa quantidade desconhecida para a qual as opinides dos membros do grupo
sao expressas através de fungoes de distribuigao continuas. A construcao de campos
de coincidéncia de opinices sugere a possibilidade do desenvolvimento de um método
alternativo para tentar expressar qual seria a opiniao deste grupo de individuos sobre

a quantidade de interesse em questao.
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Neste caso, podemos destacar que os campos de coincidéncia de opinioes podem
ser vistos como uma atribuicdo genuina de probabilidade em grupo,
diferentemente do que ocorre em processos usuais de mistura de probabilidades,
que apresentam como resultados distribuigoes de probabilidade que nao correspon-
dem & opinido de individuo algum, sendo, portanto, desprovidas de qualquer inter-
pretagdo dentro da visdo subjetivista (excetuando-se as situagoes bem particulares

de ditaduras ou unanimidade),opondo-se a visao de De Finetti.

Outro aspecto importante neste método é a preservagao das opinioes individuais
quando da construgao dos campos de coincidéncia de opinioes, conferindo-lhe um
carater objetivo no sentido de que, preservando as opinioes individuais, parece nao
haver nenhum motivo especial (além da dificil determinagéo de tais conjuntos) para
que os individuos do grupo rejeitem os campos de coincidéncia de opinides como uma
expressao de consenso (afinal, nenhum individuo precisa abrir mao de suas convicgoes
a respeito da quantidade de interesse na formagao dos campos de coincidéncia de

opinioes).

Por outro lado, qualquer método de decisao coletiva baseado nos campos de coin-
cidéncia de opinides apresentaria algumas limitacoes. Em primeiro lugar, podemos
notar que um campo de coincidénicia de opinides nao determina uma distribuicao de
probabilidade propriamente dita, pois consiste apenas na uniao finita de intervalos
reais e suas respectivas taxas de incerteza segundo os individuos do grupo, fazendo
com que a teoria bayesiana de tomada de decisao, que é baseada na maximizagao
da funcao de utilidade esperada, ndo possa ser aplicada a nenhum procedimento
de tomada de decisao que tenha por base os campos de coincidéncia de opinioes
como descrigao da ”opinido” do grupo (em que pese que a solugao bayesiana de max-

imizagao de utilidade esperada tenha sido desenvolvida para a versao unipessoal do
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problema de decisao).

Outro ponto negativo deste método é a auséncia de uma sustentagao axiomatica,
em termos de coeréncia, que justifique a adogao dos campos de coincidéncia de
opinides como uma representagao da ”opiniao”de um grupo de individuos. Porém,
este inconveniente, que decorre da inexisténcia de um conceito de coeréncia
(racionalidade) coletiva, estd presente em todos os demais processos de agrupa-
mentos de opinides . Deve-se destacar que véarios trabalhos foram desenvolvidos
visando estabelecer tal conceito de coeréncia conjunta e, consequentemente, uma

forma numérica de traduzir a incerteza de um grupo de individuos.

Portanto, como nao existe ainda nenhuma teoria normativa para tomada de
decisao coletiva e sim varias tentativas de caracterizacdo de coeréncia conjunta,
acreditamos que a existéncia dos campos de coincidéncia de opinioes possa con-
tribuir, em algum sentido, para a discussao e a reflexao sobre este assunto que

permanece em aberto.
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1.3 Campos de Coincidéncia de Opinioes em geral

Nesta secao, apresentaremos uma definicao de ”Campo de Coincidéncia de
Opinioces” para m vetores aleatérios quaisquer Xi, Xy, ..., X;,. Em seguida, exibire-
mos uma caracterizacao dos Campos de Coincidéncias de Opinides e verificaremos
que essa classe de subconjuntos nao possui todas as propriedades para que seja uma
o-algebra.

Definicao 1.4. Sejam X1, Xa, ..., X;n vetores aleatorios em (R™, B(R™)) com me-
didas de probabilidade Px,, Px,, ..., Px,,, respectivamente. Dizemos que A € B(R™) é
um  Campo de  Coincidéncia  das Opinioes  Px,, Px,, ..., Px se

m

Px,(A) = Px,(A) = ... = Px,.(A).

A seguir, relembramos a defini¢ao de um d-sistema (Williams [13]).

Definicao 1.5. Seja Q # 0. Uma classe © de subconjuntos de Q é chamado um
d-sistema (Williams [13]))se:

() eD
(b) AABe®,com ACB=B\AcD
(c)A,€DeA, TA=>AeD

Verificamos, a seguir, que, em geral, os campos de coincidéncia de opiniao para

as varidveis Xy, Xo, ..., X;n é um d-sistema.

Resultado: Sejam X5, Xs, ..., X;, vetores aleatérios em (R™, B(R"™)) com medi-

das de probabilidade Px,, Px,, ..., Px,,, respectivamente. Seja

¢ = {E € BR") : Px,(E) = Px,(E) = ... = Px, (E)}.
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Entao, € é um d-sistema.
Demonstracao

(a) R* € €, pois como Xy, Xy, ..., X;, sdo vetores aleatérios em (R"™, B(R")),

Px,(R") = Px,(R"*) = ... = Px, (R") = 1.
(b) Sejam A,B € € com A C B. Assim, Px,(A) = Px,(A) = ... = Px,,(A) e
Px,(B) = Px,(B) = ... = Px,,(B). Logo, para i = 2,3, ...,m,

Px,(B\ A) = Px,(B( | A%) = Px,(B) — Px,(B[ | A) = Px,(B) — Px,(A),

pois A C B. Assim,

PXL(B\A) = PXi(B)—PXi(A) = PXI(B)_PXI(A) = PXl(B)_le(BﬂAC) = PX](B\A)

Logo, Vi = 2,3,...,m, Px,(B\ A) = Px,(B\ A) e, portanto, B\ A € €.

(C) A, € € A, T A. Assim, Vk € N, PX1(Ak) = sz(Ak) = .. = me(Ak).

Como a sequéncia Aj é mondtona, temos, pela continuidade de probabilidade, que:

Px,(A) = Pxi(k}g{.{) Ap) = ,}Lfgopxi(Ak) = lim Px,(Ag) = Px, (,}H{_lo/lk) = Px,(4),

Vi =2,3,..,m. Logo, Px,(4) = Px,(A) = ... = Py, (4) = lim Px,(44) e, por-

tanto, A € €.
De (a), (b) e (c), temos que € é um d - sistema.

Destacamos ainda que € é fechada para complemento, isto é, A € € = A° e €&

(essa propriedade segue diretamente de (a) e (b)). Além disso, € é fechada para
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unices disjuntas. Com efeito, seja Ay € €, k € N, com A;(4; = 0, i # j.

Entao, Px,(Ax) = Px,(Ax) V k € N, ¢ = 2,3,..,m. Consequentemente,

PX,- (U Ak> = z PX,'(Ak) = Z le(Ak) = PX] (U Ak> Assim, U Ak € C.
k=1 k=1 k=1 k=1 (=

k=1
Contudo, € nao é fechada para intersecgoes e unioes finitas em geral e, portanto,

¢ néo é o-dlgebra ou w-sistema (Williams [13]).

A seguir, apresentamos um exemplo para verificar que, em geral, € nao é uma
o - algebra.
Exemplo 1.13. Sejam X1 e Xy varidaveis aleatorias com distribuicoes uniformes

nos intervalos (0,1) e (0,2), respectivamente.

Seja € = {A € B(R) : Px,(A) = Px,(A)}. Assim,
13) o nois e (13 _/%d 1
2)2 y pots X4 272 - % $1_2 €
13 21 1
o (|23)) - ), 7%=

Além disso,

1 3 | 2 1 1 1
= 1 P 20 = = —dgyg ==+ - ==,
PXz([Q, ])Jr X2<(27 ]) /% 2d2?2+/% 2d:Lz 4+4 5
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- BN U
o () =3 ¢ mu((b]) =4

Do fato que o conjunto dos Campos de Coincidéncia de Opinioes dos vetores
X1, Xs, ..., X;n nao é, em geral, uma o—algebra, algumas questoes podem ser levan-
tadas. Primeiro, a restricao de Py,, ¢ = 1,2,...,m, ao conjunto ¢ dos Campos de
Coincidéncia de Opinioes constituiria uma funcao de conjuntos com propriedades in-
teressantes? Ou, de um modo mais geral, existiriram fungoes de conjuntos definidas
em um d—sistema que poderiam ser consideradas, eventualmente, como expressoes
nimericas da ”opiniao”de um grupo de individuos com opinioes individuais quantifi-
cadas por Px,, Px,, ..., Px,,7 Em caso afirmativo, quais mecanismos de atualizacao
de incerteza usualmente considerados na literatura (condicionamento bayesiano, su-
percondicionamento, regra de Jeffreys, entre outros) poderiam ser aplicados nesse
caso? Tal(is) mecanismo(s) permitiria(m) também a atualizacdo dos Campos de

Coincidéncia de Opinioes a partir de dados amostrais?
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1.4 Conclusao

Neste trabalho, verificamos, de maneira bem detalhada, que, dadas n varidveis
aleatérias reais Xi, Xo, ..., X, com funcoes de distribuigdo continuas Fi, Fy, ..., I,
respectivamente, sempre € possivel obter uma fungao real ¢ tal que as transformadas
#(X1), (X2), ..., p(X,) (também varidveis aleatérias) possuam, todas, a mesma

funcao de distribuigao, digamos H.

Destacamos ainda que este resultado possui uma interpretacao interessante den-
tro do contexto da teoria da decisao coletiva, quando n pessoas possuem opinioes
distintas (traduzidas numericamente por Fy, Fy, ..., F},) a respeito de uma quantidade
de interesse desconhecida que influencia uma tomada de decisao desse grupo. Neste
caso, De Finetti apontou a possibilidade de se obter, no processo de construcao da
fungéo ¢ (e das varidveis ¢(X7), #(X3z), ..., #(X,)), uma unido finita de intervalos
reais, a qual denominou Campo de Coincidéncia de OpiniGes, onde as opinioes

de todos os individuos coincidem com relagao & quantidade de interesse em questao.

Segundo De Finetti, esta constatacdo acena uma possibilidade de tentar car-
acterizar a ”opiniao”de um grupo de pessoas a respeito de uma certa quantidade
de interesse, uma vez que um Campo de Coincidéncia de Opinides corresponde a,
uma atribuicdo genuina (no sentido que as opinides individuais sdo preservadas) de

probabilidade, diferentemente dos processos usuais de mistura de probabilidades.

Por fim, levantamos algumas questoes sobre a natureza dos Campos de Coin-
cidéncia de Opinioes, pois ha varios pontos ainda obscuros na caracterizacao de tais
campos. A busca de respostas a estas indagagoes pode, sem divida, nortear futuros
trabalhos nesta area e que com certeza seriam de grande interesse para o problema

de tomada de decisao em grupo.
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