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li,esumo

Dadas n variáveis aleatórias Xi , X2, ..., X. com funções de distribuição contínua.s

FI, Fe, ..-, -F«, respectivamente, sempre é possível construir uma função real @ de

modo que as novas variáveis aleatórias @(Xi), @(X2), ..., @(X.) possuam, todas,

uma mesma função de distribuição ,f/.

A partir desse resultado, é discutida a construção dos Campos de Coincidência

de Opiniões de De Finetti como alternativa às formas usuais de caracterizar a

"opinião"de um grupo de especialistas a respeito de uma quantidade de interesse

desconhecida contínua. Um Campo de Coincidência de Opiniões é uma união finita

de intervalos reais onde as opiniões dos membros do grupo coincidem a respeito da

quantidade de interesse em questão.



Abstract

Given n randon variables Xi, X2, ..., X. with continuous distribuiton functions

Fi, F2, .--, /\,, respectively, it is always possible to construct a real function @ in

such a way that @(XI), @(X2), ..., @(X.), also random variables, all have the some

distribution function, say ]l/.

From this result, De Finettian Fields of Coincidence of Opinions are presented

once more as an alternativo method timing to somehow characterize the " opinion"of

a group of experts about a continuous random quantity of interest. A Field of

Coincidence of Opinions is a rinite union of intervala where the opinions of the

members of the group coincide with respect to that quantity of interest
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Introdução

O objetivo desta dissertação é apresentar de modo detalhado o resultado acerca

de transformações de variáveis aleatórias contínua.s demostrado por Bruno De Finetti

em 1953, bem como exibir uma interpretação deste resultado dentro da problemática

existente em teoria da decisão coletiva. Nessa dissertação é proposta uma extensão

do resultado apresentado em Esteves (1997) para 2 variáveis aleatórias.

A exposição do tema é feita em um único capítulo dividido em quatro seções

Na seção 1, introduzimos um breve relato do resultado para 2 variáveis aleatórias

contínuas, bem como suas respectivas proposições e teoremas mais importantes,

apresentados em Esteves (1997) .

Na seção 2, introduzimos o problema abordado por Bruno De Finetti em seu

artigo de 1953 para o caso de n variáveis aleatórias contínuas, n ? 3. Mais pre-

cisa.mente, apresenta.mos a demonstração do seguinte resultado: dadas n variáveis

aletatórias Xi, X2, ..., X. com funções de distribuição contínuas Fi, F2, ..., -rB:, res-

pectivamente, é possível obter ao menos uma função real @ tal que as variáveis

aleatórias é(Xi), é(X2), ..., @(X.) possuam, todas, função de distribuição contínua

H. Nesse caso, uma única função real @ gera transformadas @(Xi), @(X2), ..., @(X.)

com mesma distribuição de probabilidade contínua.

l
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Para a derivação do resultado principal, construímos uma função real p, que

define @, através de algumas propriedades de funções de distribuição contínuas, ap-

resentadas sob a forma de proposições. Em seguida, determinamos as funções de dis-

tribuição das variáveis g(Xi),y(X2),...,p(X«) (e, consequentemente,

de @(Xi), @(X2), ..., @(X.)), encerrando a demontração do teorema proposto por

Bruno De Finetti.

Na seção 2, são destacadas ainda algumas características da função p e apre-

sentada uma interpretação do resultado demonstrado, ou seja, comentámos sobre a

existência dos Campos e Coincidência de Opiniões de De Finetti para n variáveis

aleatórias e ressaltamos alguns de seus aspectos positivos e negativos.

Na seção 3, apresentamos um breve relato sobre Campos de Coincidência de

Opiniões em geral, ou seja, para medidas de probabilidade mais gerais e destacamos

algumas questões relacionadas à possibilidade (ou não) de construção de funções de

conjuntos sobre os Campos de Cloincidência de Opiniões (isto é, "medidas de proba-

bilidade"em estruturas que não são o--álgebras). Por fim, na seção 4 é apresentada

a conclusão do trabalho.



Capítulo l

A Transformação de De Finetti

1.1 Introdução

O principal objetivo deste trabalho é apresentar, de maneira detalhada, o resul-

tado de tranformações de variáveis aleatórias contínuas apresentado por De Finetti

em seu artigo de 1953. Mais precisamente, apresentaremos a extensão do resultado

pala n variáveis aleatórias contínuas. Inicialmente, relembramos algumas deânições

e resultados.

Definição 1.1. $da X uma uaháueZ aZeatóha real de#nãda em um espaço de

probabilidade (.Q,F,'P). A junção de dista"ibuição da uaüáuel aleatóha X, a qual

representaremos 'por F, é de$nida por:

F'(z) (1.1)
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Observação 1.1. Note que a de$nãçâo acama d+/ere da de$níção usua/ de /unção de

dsthbuçâo confhua â direita. .A .justlWcatua reza adoçâo da

de$ni,ção (1.1) se deve üo fdo de De Fhetti ter .«titi,lado esta coTtuenção e'm, seu

artigo. Destacamos que, de o,cotão com esta de$nição, umü junção de distübuição

é, coqt'íltna à, esq'herda

Definição 1.2. Seja F' uma /unção de dãsthbu çíão confáhwa. De$nãmos, VZ/ C

(0, 1), g«ante /umçã. ãn«« F'-: : (0, 1) --, R po«

r'':(g/) suPt:« C R : F'(z) $ Z/}

Note que F'-i(Z/) está bem definida Vy C (0,1) e (lue quando F é estritamente

crescente, F-i corresponde à função inversa usual de F

Lema 1.1. Sejam F' uma /unção de dãsthbu ção e -F't sua ãnuersa coza/Olhe a

de$ni,ção (1.2). Então,

V3/ c (0, 1) e Vt c R, vale

F' :(g/) < t + g/ < -F(t)
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Lema 1.2. Sejam F uma fuvLção de disthbuição contínua e F't de$nida como

«,a de$«Áção (1.2). E«.tão

F'(r'':(y)) Vz/ c (0, 1)

Observação 1.2. .4s demonstrações dos gemas acima são detalhados em Esfeues

(1991) e corres'po'idem à a,captações d,as demo'n,strações apresentada,s e'rn

R'«ss«s ltíl co,«;ide««-do « de$«-ição (1. 1).

Teorema 1.1. Consideremos wma uaháueZ aleatória real X com /unção de dis-

tribuição contín'ua F. Selva, H uma outra função de distribuição cona'ínl-ta, quatq'uer.

Então, existe umü franjo'rmação real f da uaüáuel ateatóha X tal, que Q fuT\ção de

dista'buiçã,o da tranfoT"m,ada, Z = JÇ.X) sejcl H

A prova do teorema (1.1) segue diretamente das definições (1.1) e (1.2) e dos

lemas(1.1) e(1.2) considerando/ = n': o F'

Deve-se ressaltar que o teorema (1.1) continua válido sem a suposição de con-

tinuidade da função de distribuição -H. Porém, a função de distribuição F' deve ser

contínua.

A título de ilustração do teorema (1.1), consideremos os seguintes exemplos

Exemplo 1.1. Seca X uma uarãáueJ aZeatóha com dísÉhbuição ezponencãa/ de

pczrámetro a, a > 0. Manos obter, ci paN r de X, uma uaríáueZ Z = /(X) com

disthbuição elT)onencial de parâmetro Í3, l3 > Q.
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Para obtermos a transformação desejada, vamos utilizar o teorema (1.1),

I'\u'J--\x c JIR+\a,J c JJ\u'J':\t

onde /A(.) denota a função indicadora do conjunto .A.

Obtendo a função inversa de H, -/í'i , segundo a defifeição (1.2) temos

H ':(g/ ) -iz.p(i-y), vyc(o,l)

Logo,

z-x':a'(x»--àz.go »- z.g -"*)-;x

Deste modo, .Z = BX possui distribuição exponencial de parâmetro (P > 0).

A seguir, apresentaremos um exemplo onde -r/ não é uma função contínua.

Exemplo 1.2. Seja X uma uaháue/ a/eatóMa com dÍsthbuàçâo ezponencàaZ de

p«ám.t« a, a > 0. Mano. oZ,*", " p«tã« de X, «m« ««ãá«/ Z - g(X) c.m

di,stMbuição geomét'r"ica, de 'parâmetro p, ç\ < p '< L.

Novamente utilizaremos o teorema (1.1) para obtermos a transformação desejada

Nesse caso:

r'(«) -(i e'")-r«(«) ' x(«)-ll:lt-(t-p)"}/(«,«+:1(«)
n::0

onde /A.(.) denota a função indicadora do conjunto .A.



1 1 Tn+p,-.Hiir'nn 7

Obtendo a função inversa de H, H 1, segundo a definição (1.2), temos, para

todo t C (0,1), que:

H :(t) }:(n+ l).r1:-0-d";:-0 d«*D(«)
n::0

Logo,

z - x':(r'(x)) - l>:(n + l)/[ }«..,o-d;-](«+o'..o-,»(«).
7t::0

D..4.n4ó '7 n.....; f,...Xn ,4. J;.+.;h..;.=a H;n...+. [/
i \li ucLiiu\J) ZJ }/vooui iuii\íav \A\; \Alouiiuui\raiv ulobiDua .iJ .

Exemplo 1.3. Seja X uma uaháueJ aZeatóha com dásthbuãção de BeznouZZ{ de

parâmetro p, Q < p < \. Sda H a fuvlção de distübuição de alma uaháuel ateatóha

com distribuição E='pane'nci,al, de parâmetro l3, l3 > Q

Nesse caso, como a função de distribuição de X, F', não é contínua, não é verdade

que Z(X) = H :(F(X)) possui distribuição de parâmetro #.

Com efeito,

F'(z) (l - p)-rO,:](z) + -rO,©(:«) e

H(«) - (l - e''') -r«(«)

Pela definição 1.2, temos que

H':(T) -éz.po « ' to,o.
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Logo,

z(x) - --lz'gli - -p(x)l.

Assim, Z é uma variável aleatória discreta assumindo valores 0 e -ãZogp com

probabilidades p e 1 -- p, respectivamente. Com efeito,

P(z(x) - o) P(F'(X) - 0) P(x $ o) - P(x - o) - 1 - P.

P(F'(X) 1 - P) p(x c (o, tl)

Do teorema (1.1) seguem alguns resultados

Corolário 1.1. Se X é uma uaràáue/ aleatóha com /unção de ddsthóuáção

contínua, F, então Q unüáuel, al.eatórã,a, FÇX) l)ossuã distribuição uniforme 'no in,

t««z. (o, l).

No exemplo anterior, note que /'(X) = (1 -- p)/(o,il(z) + /(i,-)(n) é uma variável

aleatória discreta assumindo valores 0 e l p com probabilidades l p e p, respec-

tivamente. De fato,

P(F'(X) - 0) - P(X 5; 0) P(X - 0) - 1 - p e

P(F'(X) 1 - p) - p(x c (o, il) - p(x 1)- P
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Assim, o Corolário 1.1 é válido apenas para funções de distribuição contínuas,

diferentemente do Corolário 1.2 que segue.

Corolário 1.2. Seja U uma uaMáueZ aZeatóMa com dãsthbu ção unl{/07me sobre

KQ,\] e H uma. funçõ,o de distribui,ção. Nestas conde,ções, H \ (U) é uma, uaüáuet

aleatóha com /unção de d sthbu çâo /7

Devemos ressaltar ainda que o resultado do corolário (1.2) é de grande im-

portância para técnicas de simulação, uma vez que fundamenta o Método da 'ltan

formação Inversa (Ross j101).

Do teorema (1.1), podemos destacar o fato que para obtermos uma variável

aleatória com uma dada função de distribuição H em duas situações distintas (numa,

a partir de X com função de distribuição contínua F' e, noutra, a partir de y com

função de distribuição contínua G) , precisamos aplicar tranformações diferentes em

cada um destes casos.

Para ilustrar esta afirmação, consideremos o seguinte exemplo

Exemplo 1.4. Sejam X e y uaháueis aZeatóMas com dãstrãbtz ção ezponencãaZ

de 'para'm,eiras cx e l3, cx > ç) e l3 > q, real)ecu'lamente, com cx # l3. Suas junções de

disthbu'ição são, portanto,

F'(«) (l - e'") /R-- («) e G(3/) (l - e''") /«(«)

Considere a seguinte função de distribuição

H(:«) (l - e '')/a.- (:«), ' > 0
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Isto é, H é a função de distribuição de uma variável aleatória com distribuição

Exponencial de parâmetro y, y > 0.

Pelo teorema (1.1), a variável

2 = [(00) = HHP(X) = —log(1 = P(X)) = —=logfl — (1 - er] = x

possui distribuição Exponencial de parâmetro y. Analogamente,

W =9(7)=HH6() = Ex

possui distribuição Exponencial de parâmetro % e, desse modo, f e g são distintas.

Assim, em geral, dadas duas variáveis aleatórias contínuas quaisquer X e Y,

é sempre possível, pelo teorema (1.1), construir duas novas variáveis aleatórias

Z=f(X)eW = g(Y), ambas possuindo uma certa função de distribuição contínua

H, com f e g distintas em geral.

De Finetti (1953) mostra que existe ainda ao menos uma função real À tal que as

variáveis aleatórias contínuas Q(X) e A(Y) possuam, ambas, função de distribuição

contínua H. Nesse caso, uma única função real É aplicada às variáveis aleatórias

X eY produz transformadas com mesma distribuição de probabilidade. De Finetti

apresenta vários passos da construção de tais variáveis aleatórias, bem como da

derivação de suas respectivas funções de distribuição. A seguir, os principais passos

dessa construção são apresentados.
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Teorema 1.2. ÍBruno Z)e F'ánettd,)

Sejam X e Y uaüáueis alealóüas com j'u'nções de di,sthbuição cona'ínua,s F e

G, respectil)ame'nte. Seca também H uma função de distübuição qualquer. Exi,ste

uma ftLnção real, +, tal, que as uaüáue'ts al,eatóri,üs bÇX) e #ÇY) T)ossuem, ambas, a,

mesma junção de distribuição H.

Roteiro da demonstração: A idéia inicial é provar a existência de uma

função real p tal que as variáveis aleatórias p(X) e p(y) possuam, ambas, dis-

tribuição contínua uniforme no intervalo (O, 1). Em seguida, tomaremos a função

real é = H': o p e, utilizando o corolário (1.2), concluiremos que @(X) e @(y) pos-

suirão, ambas, função de distribuição H. Desta forma, procederemos à construção

das variáveis aleatórias uniformente distribuídas p(X) e p(y), sem nenhuma perda
rlP aPnprnliHs,dp

O fato subjacente à construção da função p consiste no seguinte resultado: para

qualquer par funções de distribuição contínuas F e G, existe (necessariamente) um

enter«lo (a, Z') tal que f'(Z') -- F'(a) G'(«)

Proposição 1.1. Soam X e y uaháue s aZeatóhas com /uniões de dãsthbuãção

contÍhKas -F e G, respectáuamente. Ezãste 'um ante alo /i :: (a, ól, com oo $ a<
b $ -+(n, q'üe satisfaz

F'(Z') F'(«) - G'(Z') G(")- ;

A demonstração da proposição (1.1) está detalhada em Esteves (1997)

Devemos ressaltar que em situações onde exista mais de um intervalo satisfazendo

a proposição (1.1), representaremos sempre por /i o intervalo com o menor ínfimo
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dentre os que satisfazerem esta proposição, para evitar ambiguidades (estamos ad-

mitindo aqui, num abuso de notação, --oo como sendo o ínfimo de um conjunto

ilimitado inferiormente). Uma vez que a escolha é efetuada e ainda assim existirem

mais de um intervalo satisfazendo a proposição (1.1), /i representará o intervalo com

menor supremo. Além desta convenção, fixaremos também que o intervalo /i sem-

pre será fechado à direita e aberto à esquerda e representaremos por lo o intervalo

complementa.i de /l em relação a R.

Seguem alguns exemplos de variáveis aleatórias contínuas X e y com funções

de distribuição contínuas F e G, respectivamente e seus correspondentes intervalos

(a, ól de probabilidade comum : para ilustrar a proposição (1.1).

Exemplo 1.5. Sejam X e y uaháueÍs aZeatódas com /uniões de dãsthóu ção

contht'as urii@7vrzes P' e C' sobres os ãnteruaZos (1,2) e (2,3) , respecteuarnente.

.Assim

se z < l

se l 5;z<2 e G(z)=
se z >2

se z<2
se 2<z<3
se z>3

F'(«) -

Como nosso objetivo é obter um intervalo /i = (cz,bl que tenha probabili-

dade 1; em ambas as distribuições, devemos determinar a, b C R, a < b, tais que

r'(z,) - r'(«) (z') - c(«) - l;

de F e G acima, devemos ter a = ; e b = ;

Por outro lado, se a < i, então F(a) < Õ e, portanto, devemos ter b = a+i < 2,

o que produz G(b) G(a) = 0. Logo, a deve ser igual a 1;. Por argumento similar,

Co«, efeito, se « > : e«tão vó > «, r'(z') -- r'(«) < P'(z') -- r' l l;
] ]

- F'(z')-i < i.

Das expressões
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verificamos que b deve ser igual a ; temos

,(;) ,(;)-: (:-:)

' (;) - ' (;) l5
02

2 2

Observamos que neste exemplo o intervalo /. = 1 1;, : l é o único intervalo real

da forma (a,bl que satisfaz a proposição (1.1) e que, segundo nossas convenções

«:«»,.:"«-«.«-( u(;,*-j
Exemplo 1.6. .Sejam X e y uaMáue s aleatóMas com /uniões de dãsfdóuíção

contíhwas normais F' e G' com média 0 e uaãárzcías l e 4, respectivamente

Neste caso, temos que ambas as variáveis são simétricas em torno do ponto 0,

de modo que 0 é mediana de X e de y. Desde modo, segundo nossas convenções

acima o intervalo /i = (--oo, 01 satisfaz a proposição (1.1), pois

r'(o)-r'(-")-; ' c'(o) a(-")-l;

Porém, diferentemente do exemplo (1.5), não é único o intervalo real que possui

probabilidade i sobre ambas as distribuições. Basta observamos que o intervalo

(0, +oo) também satisfaz tal propriedade. Contudo, adota.lemos /i = (--oo, 01 e

.ro - (0, +.«).

Devemos destacam que, em geral, não é possível obter para qualquer par de

funções de distribuição contínuas um único intervalo de probabilidade comum p, p >
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;l. Em outras palavras, a proposição (1.1) é válida para p - ; (mais precisamente,

p'"a 's "dores l i 1 , n ? l)

A seguir, apresentaremos um exemplo onde não é possível obter intervalos de

probabilidade comum p, ; < p < 1, para duas dadas variáveis aleatórias contínuas

Exemplo 1.7. Sega X zzma uaháueZ aZeatóüa com dãstóbuição contígua C/ma-

jor'me no intervalo Ç1,2) e Y uma outra uarãáuet ateatóMa com dástrãbuição contínua

co''espomdendo a uma mistura de duas dásí óuáções Un{/o«mes em (0, 1) e (2, 3),isto

é, }' g iU(0, 1) + ;U(2, 3), -de g de-t« q«e y po««á mes«.« di;t«ãó"ÍÇ'' q«e

u«.a «.ístura de C/(0, 1) e t/(2, 3) co«. mesma probabáZedade :. ÁZém disso, s'yam

Fx e Gv as funções de dãsthbuàção das uaháueis ateatóüas X e Y, respectiuamevtte.

Note que, para todo ; < p < 1, não existe / = (a, ól tal que

Fx(Z,) Fx(a) G«(z,) G«(«) - P,

pois, para que a igualdade acima seja satisfeita é necessário b > 2

ea< 1 IGr(1)=; 1,oqueproduziria/à(b) Fx(a)=l

Utilizando-se o mesmo procedimento adotado na proposição (1.1), podemos di-

vidir cada um dos conjuntos /o e /i em dois subconjuntos disjuntos tais que am-

bos os subconjuntos contenham ; de probabilidade, tanto da distribuição de X

quanto da distruibuição de y. Isto é, podemos construir conjuntos /{:i, tais que

P(Xc/...,) c/,..,) á, l,e/..-/.:,.U&.,:com/i:..O.r.:.:
0 lzl

Aplicando este resultado sucessivamente, encontra-se, para todo n ? 1, 2" con-
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juntos disjuntos formados por um número finito de intervalos (mais precisamente,

uniões de no máximo n -- l intervalos) de probabilidade l il , tanto em relação à

X cluanto em relação à y, isto é, existem conjuntos disjuntos /í:i,...{., ãj C {0, 1},

VJ = 1, 2, ..., n, tais que

n

/l \ 7Z

P(X C L::,...:.) - P(}" C /:::,...:.) - l il , V(á:,ã,, ...,{«) C {0, 11", e

/Zii2...{. :: /iii2..-in.o U/tli2...in,i com /ii 2...zn,o Í)/zli2...tn,l g' A pal'tir (ia con.

strução de tais conjuntos, podemos, finalmente, definir a função real p citada ante-

riormente.

Seja p : ]R --.-, 10, 11 dada por

oo / . \ ?z

«'«, -$:« ({)" ,

onde ãi,á2, ... são tais que z C L:i,...i., Vn 2 1 (aqui, os conjuntos /i:{,...{,. cor-

respondem aos conjuntos construídos acima através das funções de distribuições

contínuas r' e G). Além disso, p é função também das funções de distribuição

contínuas F' e G, pois, na definição, figuram índices {ã« : n ? 1} que dependem

exclusivamente de F' e G.

Assim, a função p associa a cada número real z, o número do intervalo (0, 1)

que tem uma representação diática dada por 0,{iá2..., com z C /i.í,...i., Vn > l

(unia caracterização bem detalhada da representação, ou expansão, diádica de um

número real do intervalo (0, 1) é encontrada em Billingsley l21). A demonstração

da uniformidade de p(X) (p(y)) é feita diretamente pela definição de função de

distribuição(Estevas(1997)).
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Uma consequência da construção da função real p acima é descrita por De Finetti

quando as variáveis aleatórias X e y estão relacionadas a uma única quantidade de

interesse desconhecida, ao invés de duas quantidades de interesse distintas, isto

é, quando F' e G são as representações númericas de incerteza (opiniões) de dois

indivíduos acerca desta única quantidade de interesse.

Neste contexto, a construção da função real p (e das variáveis aleatórias p(X) e

p(y)) serve para nos dizer o seguinte fato: é possível construirmos uma união finita

de intervalos reais, a qual De Finetti denominou Campos de Coincidências de

Opiniões, onde as opiniões de dois indivíduos (representadas por F' e G) coincidem

com relação à quantidade de interesse em questão a um certo "nível de unanimi-

dade". Esse resultado pode ser estendido para um número finito de funções de dis-

tribuições contínuas, sendo possível estabelecer campos de coincidência de opiniões

para um grupo anito de indivíduos opinando sobre a mesma quantidade de interesse.

Segundo De Finetti, esse fato, acena uma possibilidade de tentar caracterizar (se é

que isso fa.z sentido) a "opinião conjunta"de um grupo de indivíduos.

Unia discussão mais detalhada sobre os ca.mpos de coincidência de opiniões será

apresentada na próxima seção, após a demonstração do resultado principal.



1.2. Resultado Principal 17

1.2 Resultado Principal

Nesta seção, enunciaremos e demonstraremos a extensão do Teorema (1.2) que

garante que a partir de n variáveis aleatórias Xt, X2, X3, ..., X. com funções

de distribuição contínuas Pi, P2, F3, -.-, Fn, respectivamente, existe uma função

real @ tal que as novas variáveis @(Xt), @(X2), ..., @(X.) possuam uma mesma dada
HietrihllipãnuxYWv-

Com o intuito de facilitar a compreensão do resultado a ser apresentado, orga-

nizaremos esta seção da seguinte maneira: inicialmente, estabeleceremos a extensão

do teorema (1.2) bem como a argun-tentação básica de sua demonstração (Roteiro da

Prova). Em seguida, apresentaremos vários exemplos, e por fim, uma interpretação

desse resultado.

Iniciemos, então, enunciando a extensão do Teorema (1.2)

Teorema 1.3 (Bruto De Fãn,etti,)

Soam Xt, Xz, Xa, ..., X. uaháueâs aleatóhas com junções de disthbuição

contínuas FI., Fa, Fs, ..., F,:, respectivamente. Seja H uma, junção de disthbuição

guaZguer. .Então, ehste uma /urzção real @ : ]R --> R ta/ gue

$Ç.X-Ü. @ÇX.à, ... . +ÇXn] possuem a mesma, função de distübui,ção H

Roteiro da demonstração: A demostração do teorema (1.3) para n variáveis

será parecida com a demonstração do teorema (1.2), ou seja, provaremos, sem perda

de generalidade, a existência de uma função real (p tal que as variáveis aleatórias

p(Xi), p(X2), ..., p(X«) possuam todas distribuição contínua uniforme no inter-

valo (0, 1). Em seguida, tomaremos a função real @ = H-i o p e, utilizando o

corolário (1.2), concluiremos que é(XI), @(Xu), ..., @(X.) possuirão, todas, função
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r] c, H ia+rihii ip3,\ T:l
uu \.üxLJ vx x b./ L+xyt»v x x

O fato subjacente à construção da função p consiste no seguinte resultado: para

um conjunto de n funções de distribuição contínuas FI, F2, F3, -.-, Fn,

existe um conjunto /i, formado pela união de no máximo n -- l intervalos de

mesma probabilidade ; com relação a todas as funções de distribuição contínuas

PI, F2, F3, ''-, En, isto é, existe um conjunto J'i = UÉ :(aí,Z)il, k $ n l,
com a{ < b{ 5; ai+i < bi+l, ã = 1,2, ...,k -- 1, satisfazendo E 8(bi) -- 8(aÍ) = ;,

para todo Z = 1, 2, ..., n.

k

lt

Exemplo 1.8. Sejam Xi,X2,X3 e X4 varada s a/eatóhas Z./n+/armes em (0, 1),

(1, 2), (2,3) . (3,4), «.p«t:«mente.

Seja

, - (!, ;l u (;, ;l
Nesse caso,

Px:(/) - Px,(/) - Px,(.r) - Px,(/) - ;,

isto é, existe um conjunto formado pela união de no máximo 3 intervalos (nesse

exemplo, 2 intervalos) de mesma probabilidade ; com relação às variáveis aleatórias

continuas Xi, .X2, -Xa e X4.

Devemos salientar que a construção da função p para n variáveis aleatórias

baseia-se na existência de um conjunto formado pela união de intervalos que pro-

duzirão probabilidade 1; para todas as funções de distribuição contínuas

F't , P2, Fs, ---, /Ü, generalizando a construção da função p para 2 variáveis aleatórias
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(nesse último caso, pala qualquer par de funções de distribuição contínuas F e G,

existe, necessariamente, um intervalo (a, Z,) tal que F'(Z,) -- -F(a) (b) -- G(a)

Prosseguimos com a seguinte propriedade de funções de distribuição contínuas.

Proposição 1.2. Sejam Xi, X2, X3, ..., Xn, n > 2, uar'ááueÍs a/estórias com

funções de distübuição contínuas F\, F2, Fs, ..., F., res'pectiuaTrtente. Então, existe

"m co«ju«to /o«-do peZ« -ãão de e«te««J« .r: - U(«.,z,.l, k $ n -- :, "m
a{ < Z)i $ ai+i < b +i, á = 1, 2, ..., k -- 1, saías/agenda

h

lZ

>:a(Z'i) a(ai)-ã, 7'ara todo Z ...,n.

Demonstração: Faremos esta demonstração por indução. Assim, seja E,

a proposição que dadas n variáveis aleatórias Xi,X2, ...,X. com funções de dis-

tribuição contínuas Fi , Fa, -.., &., respectivamente, existe uma união de no máximo

rz-- l intervalos de números reais, digamos /:"), tal que p'x: (/i")) = ;, V ã = 1, 2, ..., n,

onde Px: denota a medida de probabilidade induzida pela variável aleatória Xi

z - 1,2,...,n

k

Z

Com efeito, a proposição é válida para n - 2, pois corresponde ao resultado da

proposição (1.1) (demonstrada detalhadamente em Estevas (1997)) apresentada na

seção (1.1).

Para n = 3, consideremos Xi,X2 e X3 com funções de distribuição contínuas

PI, P2 e F3. Do resultado da proposição (1.1), existe um intervalo /:2) - (a, ól tal

que FI(z,) n(«) (z,) - F2(«)
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Se P3(b) -- P3(a) = !, então basta tomarmos /Í;)

consideremos o argumento que segue.

Consideremos, inicialmente, Fa(b) F3(a) < 6' Seja

(a, ól. Do contrário,

C:- l(":,Z':,«,,Z,,) CR':«: < Z,: $", < Z',, >1:8(Z':) -a(":) - i,

2

]i claro que C:2 # 0, pois

demonstração é omitida aqui)

a+b a+ó
ba

22 C C2. Além disso, C2 é conexo (a

Considerando a função contínua Ts C:2 -> R dada por

T3(a:, Z,:, a,, Z,,) - Fa(Z,:) - F3(«,) + Fs(Z,:) Fs(a:),

temos que T3(Q:x) é conexo e, porta.nto, um intervalo real. Como

« («,v,v, ') « i

e, consequentemente,

Ta (--.:«, a, b, .:») a,

segue que existe (a;,bT,a;,b;) € C2 tal que T3(a;,bi,a;,b;) = ; e, desse n-Lodo,

tomamos /Í3) = (a;,bTIU(a;,b;l. A verificação é análoga para o caso

F3(b) - F3(a) > ;

a+b a+b
ba

22
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Suponhamos então que Pn é válida para n - no (hipótese de indução)

Assim, dadas no variáveis aleatórias Xt , X2, ..., X«. com funções de distribuição

contínuas FI, F2, ---, rn., existe /Í"') da forma

ai < bi $ ai+i, ã :: 1, 2, ..., k 1, k5; no l

Provemos então o resultado para no+l variáveis aleatórias. Sejam Xi , X2, . . . , X..+i

variáveis aleatórias com funções de distribuição contínuas FI , F2, -.., -En.+l.

Pela hipótese de indução, existe /Í"o) da forma

k

U(«., z,.l,
i-l

ai < b $ ai+i, 1, 2, ..., k 1, k $ no

Se p'x..-.. (/("0) - ã, basta tomarmos

Se P'.*... . (/Í"d)
k

Fx.., . (Z,.l
{-1

Fx..+:(aÍ) < " , consideremos o conjunto

{(«: , y: , , Zno,gno) C ]R2no : r < y 5; Zi+lj ã = 1, 2, ...,no 1,

?to

aç{, Z/{l
-1

l
2' 1, 2, ..., no}

e:«o é não vazio, pois

a:-(«:,«:.... a .:+;lE''o ,.:+:: .: ". ",.... ,':,...,«.,z,o
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C G.., por exemplo. Além disso, C«. é conexo.

Definindo a função contínua Tn.+l : Q:,.o --} 10, 11 p

no

Tn.--:(«:, g/:, ..-, "«., g/..) - }.: Fx«., . (Z/:) - Fx..-.: («:),
{-1

T..+i(C..) é um intervalo leal. Como existem pontos

01

22

segue que

tais que

Tn.+:(Q:) - l"x.....:(/í"d) < : ' Tn.--:(Q,) - 1 - px«.--:(-rí"d) > i,

segue que existe Q; = (a:, b;, ..., a;l., ó;l.) C C:«. tal que

Z.*- (Q:)
7t0 l

- p'.*..*: l U(«;,z,:l 2i-l

isto é, existe uma união de no máximo no intervalos /("o+l)

a; < b; $ a;.+i, ã :: 1, 2, ...,no - 1, tal que

no

{-1

'$(«D -Ê,

concluindo a prova da proposição (1.2)

1, 2, ..., no + l,
í-l
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A seguir, a proposição (1.2) é ilustrada pelos seguintes exemplos

Exemplo 1.9. Soam XI, X2 e X3 ua7ááueds aleatórias com d str#óuáçães .Beta

d. p«â«..t«.(1, 1),(1,2) .(2, 1), «.recta-me«te.

Primeiramente, observamos que as distribuições de probabilidade de XI , X2 e

X3, PK., Px, e Px;, respectivamente, satisfazem, para todo intervalo (a, ól Ç (0, 1),

Px-«a,bÜ) Xt$b)- l j(nl)dzl l dzt
b b

Px,((a,Z,l) <X2$ó) / ./'(z2)dz2 2(1 z2)dz2 «y(i-Z,y
b b

a

Px;((a, Z,l) < X3 $ b) J:,.«:'-« - J:2Zadz3 :; b2 -- a2

Neste caso, para todo p C 10,11, existe um intervalo (a,bl Ç (0,1) tal que

Px:((«, Z,l) ((«, Z,l) Z,l)

Clom efeito, se p # 0, do sistema de equações

Í z, «-P (1)

< Z''-«'-P (2)

1. (i - «y - (l - óy - p (3)

segue que b = a + p (equação (1)) e, consequentemente, que 2ap + p2 = p

Assim, temos, finalmente, que a = :L:;P e b = !-T--
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Tais valores de a e ó satisfazem também a equação (3). Desse modo, existe

(a,bl Ç (0, 1) satisfazendo Px:((a,bl) ((',ól) Z,l)
l / l o l

particular, para p ' 5, temos /i :; Çài, 41 '

Observemos que sempre é possível encontrar um único intervalo /l satisfazendo

Px:(/i) = Px,(/i) = ... = Px.(/i) = ; quando as distribuições contínuas são

simétricas em torno de um mesmo valor (por exemplo: Seja Xi -.' .V(0,a?),

á = 1,2, ...,n, com /i = (--oo,01 ); do contrário, nem sempre será possível obter

tal intervalo. A seguir, exibiremos dois exemplos nos quais não existe .rt = (a, ól de

probabilidade ; em relação a Xt, X2, ...,X., mas apenas a união de intervalos da

forma apresentada na proposição (1.2).

Exemplo l.IO. .9qam Xi, X2 e Xs uar%aueãs a/eafór as com distribuições Uní

./b"m« c.nfh-; .m (0, 1), (1,2) . (2,3), «;p«í:«m.n*'.

Note que não é possível encontrar (a,bl Ç (0,1) tal que

Px:((«,bl) = Px,((«,Z,l) = Px;((a,bl) = p. Co-n efeito, de««íamos ter « $ 1 --p

(pois Fx:(l -- p) = 1 -- p) e Z, ? 2 + p (pois Fx;(2 + p) = p). No entanto, teríamos

Fx,(Z,) - Fx,(a) 2 Fx,(2) - Fx,(1)

Como observado acima, nem sempre é possível obter um único intervalo de

mesma probabilidade ;l com relação as três distribuições. Porém, se ao invés de

um único intervalo, considerarmos a união de intervalos (ou melhor, de n -- l in-

tervalos) conseguiremos obter o resultado desejado. Com efeito, podemos encontrar

(«, Z'l U(., al, com « < Z, $ c < d, t,l q«e Px: ((a, Z'l U(., al) - Px,((«, Z'l U(c, al) -

px;((a, ól U(c, al) - :ã' Nesse exemplo, várias uniões de intervalos satisfazem a

proposta acima, tais como
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-«,{lu(;,;l,(;,:lu(;,;l .(;,:lu(;,;l
Note que além dessas uniões de intervalos existem várias outras satisfazendo a

proposição (1.2). Em situações em que houver mais de uma união de intervalos reais

satisfazendo a proposição 1.2, tomaremos sempre a união de intervalos reais formada

pelo menor número de intervalos como /i. No caso de dois ou mais conjuntos com

mesmo número de intervalos, denotaiemos por /i aquele que possuir o menor ínfimo.

Na sequência, obtemos uma união de no máximo 2 intervalos de mesma probabi-

lidade 1; com relação à Xi, X2 e X3 segundo a ideia proposta por De Finetti(1953).

De acordo com De Finetti(1953), dadas três variáveis aleatórias XI, X2 e X3, com

funções de distribuição contínuas Fi, F2 e Fa, respectivamente, podemos obter a, b,

c e d C R, com a < b 5; c < d, de modo que

Assim, no exemplo (1.8), temos /i = "'ã U :,;

Fx: (Z,) - Fx: (a)
l
4

z ::

Fx: (d) - Fx: (c) (.r)

Fx:(b) Fx.(«) + Fx: (d) Fx: (') 2,3 (.r.r)
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Exemplo 1.11. $qam Xt, X2 e X3 uar'áaoeÍs aZeatóráas com dãstr$bu iões .Bela

d. p«á«..t«; (1, 1), (2, 1) e (3, 1), «.pe.tà-m.«te.

Novamente, sejam Px:, Px, e Px; as distribuições de Xi, X2 e X3, respectiva-

mente. Logo,

Px.((a, ÓI) < Xi .$ Z,)
b

.f (:« :)a« :
a

dzi=b a
a

Px,((a, Z,l) < X2 $ b)
b

/(z,)dz, 2z2dzz = b2 -- a2
a

Px,((a, Z,l) < X3 5; Z,)
b

3zãdz3 b3 a3

Conforme proposto por De Finetti, devemos encontrar a, b, c e d C IR, com

a < b 5; c < d, tais que

b -- a
l
4
l
2
l
2
l
2

(1)

l2)

(3)

l4)

(b - «) + (d .)

(b' «') + (d' - c')

(b; - «;) + (d; - .;)

Da equação (1), temos

(/)
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e, da equação (2), temos

a-.--: (-r4

Substituindo as expressões pala Z) e d encontradas em (1) e (11) na equação (3),
temos

:« * ;) ' - l
2

- «'*#*i "'*.'*ç*i l
2

2a 2 2c
o T+R+T

l
2

a l
-» -+-2 8

4a + 1 + 4c'»
l
2

<::> 4a + 1 + 4c = 4 +:> 4a 4c »

3 4c
'i::» a ;=

4

Substituindo a expressão de a obtido da equação (111) na equação (1), temos

3 -- 4c l 4 -- 4c
-i-- '»

l/t')
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Substituindo as expressões de a, Z) e d encontradas em (11), (111) e (IV) na equação

(4), temos

(1 .)' (1 c) i*p) -- (. * ;y (. * :)

- '" '.*.''': , ('qi#) (.'*Ç*á) (.*:)-.;-; -

* :-;.--;.'-.;-(" '1"'.' "';)--.:--T--i*:L-.;- l *
38 72c + 96c2

64
l
2

+++ 38 72c + 96c2 = 32

Dividindo ambos os termos da igualdade por 6, temos

16c2 -- 12c + 1 = 0,

donde

c=llliliYli(ou c'-0,6545 e c"=0,0955)

Como c deve ser maior ou igual a -; (pois b -- a = -; e c 2 b), segue que

!-1l;Z!. Assim, substituindo o valor de c em (1), (2) e (3), obtemos, finalmente,C
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3- v'5 , s- «5 3+.«5"'

(ou a = 0, 0955, b = 0, 3455, c = 0, 6545 e d = 0, 9045, aproximadamente).

Desse modo, existe a união de 2 intervalos disjuntos, (a, ól U(c, ól Ç (0, 1) satis.

fazendo

Px. ((", Z'l U(', al) - Px,((", Z'l U(c, al) - Px, ((", Z'l U(', ÚI) - {

podemos escrever /i = (o, 0955i o, 34SSI U(o, 6545i o, 90451).

Por outro lado, não existe um único intervalo (a,bl Ç (0,1) tal que

Px.((«, Z,l) ((«, Z,l) Z,l)

Com efeito, a, Z) C (0, 1) devem satisfaz

r z, «-p (i)

.l z,' - «: - p (2)

1. z,; - «; - p (3)

. /3 - v'5 5 - .«B
Assim, teremos que ]i = { --' , 8 u("g, 5+«5

(também

Da equação (1), obtemos

b «-P + z,-«+P (/),

r de b na equação (2), obteremosSubstituindo o valast] l

(« + P)' - «: p t::> a2 + 2ap+ p2 a2

.::;. «-t.i.e, 'í.«''
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Substituindo as expressões para a e b encontradas em (//) na equação (3), temos

';-«;-« * (v); (v);-, -
- (y)' l+P

2

1 + p=l

:y)'(y)-, *

+ ;(1+2p+P')(1+3') -2f'+p')(l-p)-f' é

1 + 3P + 3P2 + P3 1 + 3P 3P2 +P3

++:lp 6P+ 2P3 = 8P

Dividindo ambos os termos da igualdade por 2p, temos

3+P2 := 4 {:} P2

Portanto, neste caso, para todo p C (0,1), não existe um único intervalo

.r: Z,l Ç(0,1) tal q--e Px:((«,Z,l) Z,l) ((«,Z,l)

O procedimento adorado para a obtenção da união de intervalos (a, ól U(c, dl

satisfazendo a proposição (1.2), descrito por (/) e (//) na página 25, pode ser gen-

eralizado para n variáveis aleatórias. Considerando agora n funções de distribuição

contínuas, FI,F2) . )FI., devemos determinar al,bl,a2,b2,...,an.l,bn.l C R com

a <b 5;aÍ+l,í::1,2,...,n 2,taisque
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Fx.(Z'{)--Fx-('zi)- S(;;t.:.a' V {= 1,2,...,n--l e

>l:Fx,(Z'i)--Fx.(ai) - i, V j-2,3,...,n.

A seguir, apresentaremos uma nova propriedade de funções de distribuição contínuas

decorrente da proposição(1.2).

lZ

Proposição 1.3. Suponhamos as condições da proposição r,Z.PJ e os co juntos

lo e it dela obtidos. Então:

(i) e:«{sfe w«. co«junto loi C lo ta/ gae P(Xi C /oi)

p(x« c /o:) - i '
(n) e«êste um co«junto .r:: C /: t.Z qu. P(X: c ]-:)

p(x« c /::) - i

Demonstração

P(X2 C lo«)

P(X2 C / :)

(i) Pela proposição (1.2), existe /i = U(a{,óÍI, k $ n l tal clue

>l: ã(Z){) -- ã(a{) = ;, para todo Z = 1, 2, ..., n. Sendo /o o complementar de /i, va-

mos obter /oi C /o, satisfazendo a condição acima. Para tanto, consideremos ai C R

(o caso ai = --oo é desenvolvido de maneira similar com uma pequena modificação

na definição que segue) e definimos, a partir de a, / = 1, 2, ..., n, a seguinte função

de distribuição n:

b

{-1

a{, óÍI
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2Fz(z)

2 {ã(.A- (z) )

2laH,(«»

2lã i,( »

se

se

se

se

ai 51; z < ai + a2 -- bl

ai + a2 bl 5; z < a3 + E(a{ -- bi)
{-1

a3 + E (ai Z,i) $ z < a4 + E (ai
{-l {-l

2

{a(Z,:) - Fi(.:)}}

l [Fz J

l [a Ja(:«)
b{)

2la(.'!j(,»- lxlrz«,J-a(«Jll} * .j+ ( :-óls,<«j---+E(.:-óJ,jst-t

2la l*(,»-Efta J-a(.Jll} * ,?.»+E(.:-z,J

onde .4j(«) -«+El:lz,: «.l, j - 1, 2, ...,k

Notemos que a transformação H, com Z :: 1, 2, ..., n, é definida de tal forma que

sua representação gráfica é obtida, da representação gráfica de n, com Z = 1, 2, ..., n,

da seguinte maneira: inicialmente, são suprimidos os pontos (z, -H(z)) correspon-

dentes aos valores de z do intervalo (ai, bil e, em seguida, as curvas remanescentes

são unidas (justapostas) através da devida translação (para a esquerda) dos pontos

(z, H(z)) relativos aos valores de z l-maiores que btl repete-se o procedimento suces-

sivamente para os intervalos (a2, b2), ..., (ak-i, Z)À;-l), até o último intervalo. Desse

modo, temos (fazendo-se a adequada normalização), por construção, que H com
/ + a .. }...á,. f. . . .= . ,] . H ; .l- .; h. . ; ,. = n .n.+. n . ..

L) &J) -'-) lb \' u(blllll\rAlI LI,lll\yC \J \A\- \AIOUlILPLlllyCbv v\lllUlllLla«

Novamente, pe]a proposição (1.2), ] U(a;,b;l C R, k' $ n -- 1, tal que

Ea(ó;) H(a;) = :, k' $ n l e / = 1,2,...,n. Faremos, na sequência, a

conclusão da demonstração para alguns casos (isto é, para algumas possibilidades

para os valores de al , ói , ... , al,, , Z)Í;,):

k'

]Z
k'

lZ



k'

. bÍ:, < al. Neste caso, >: Fz(b;) -í-l
Z = 1, 2, ..., n. Assim,

. k' . k' .

- 7.(";) - ; ::> >1: 28(ó;) - 28(";) - ; ::> }: a(z'l) - a(";) - ;
para todo / = 1, 2, ..., n.

ontinuida.de das funções -n, Z = 1, 2, ..., n, podemos escrever ainda que

k' \ k'

P l X c U(«;, Óll l - >1:'F.(z'l) - 7.(';)
{=1 / {=1

para todo Z = 1, 2, ..., n, e, portanto,

k' \ / k'

p l x: c U(«i, z,ll 1 - p l x2 c U(«;, ó;l 1 - ... - p l x« c U(«;, z,ll
i=1 / \ {=1 / \ {=l

Como bÍ;, < ai, é claro que U(a;,b;l) C /o e, assim, basta tomai
k'

/o: - U («;, Ó;l, k' $ ,' - 1.i-l
{ 1

. Suponhamos a; < ai+ >:(aj -- Z)j) < Z){ < ai+i, V á = 1,2, ...,É' 1. A

e, para todo Z = 1, 2, ..., n,

}ll:'p.«,o

[
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r':(«;) - E {2H(z,l
{-1

F'z (a; ) >l: {2H(z,l) 2Fz («; ) }}(«; )} , k' <.n,

Pela ce

k'

mos

ssim)

temos, poi hipótese, qu

-- l e

k'

U («; , ó;l)í-l

::» $11,.'',-'.i
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H(z,Í + z,: - «:) a(«: + b: «:) + ã(a: + Z,: - «:) H(b:) +a(«:) - a(«Í)+

Z

z,l + }:(z'j - «j)
t

- >1: ã(z'j) -n(«j ) -a «i) l +l: -n(z'i)-n(«i)l+
?

t

E+inl«:+ (Ój - aj) -l: a(Z'j) -a('j) -a
Z

E«j) l + -R(bJ)--R('j)l} - i

a(bl + ó: «:) a(Ó:) + Fz(a:) - ã(al)+

t

b;+ :(z'j -«j) a «j) +

+ l a l «: + >1:(z'j - 'j) 1 - â(Z'.) + a(":) - a l «; + }l:(z'j - «j)
L \ .j=i / \ .j=i

l
ã ::>

::> a(bl + z,: - «:) a(ó:) + FI(a:) - -H(a{)+

'l';*i'', ~,l ''',l*l''«:,
l
ã :>

« I':*i'', -~,l '':,l * I''«:,-«i
l
ã ::>
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«,,«l u I' ':*i'~-«,l:» Px.
l
4

Logo, para todo / = 1, 2, ..., m, temos

{ l l / { l l

Px, l U l «; + >:(Ój - «j),«. U l Z,:,Z,l + }:(Z,Í «j)
.j=1 J \ .j=i J

Como essa união está contida em /o, basta tomarmos então

:, z,l + }l:(z,í
l
4

{ l ] / { l l

/o: - U l «Í + >:(Z'j - «j), «: l U l Z,:, Z,l + >:(Z'j - «j) l

.j=i J \ .j=i J

Em geral, /oi será formado pela união de no máximo 2rz -- 2 intervalos, como no

segundo caso considerado acima.

(ii) A demonstração da existência do conjunto /:i C /i tal club

P(X: C /ii) = P(X2 C /-]) = ... = P(X« C /::) = ; é análoga à demonstração da

parte (i) desta proposição. De modo similar, a partir de H, definimos, se ai C R,

a seguinte função de distribuição -H com / :: 1, 2, ..., n:
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0 se

2lã(z) H(at)} al 5; z < bt

lr (.4,(«» + aoo - E a(«J} bi $ z < bi + ó2 a2

2lFzOi;(,»+ a@J-EFz(.0}a(«)
se bí + (b2

3

a2) $ z < bl + )ll: (bÍ
á-2

.:)

r .j .j+i )

2 l Fz(.Aj+i(z)) + E -H(ó{) - E H(aá) }
L á-l {-l J

ai) $ z < bi + }: (bi
{-2

«{),.j $ k l

l
k l

T ? bi + >ll: (bi
Í-2

,'!j-. :(« ) « + )ll:i«.
{-2

orzde bi-il, 1, 2, .,k l

1,2, , n definidas acima são funções de distribuição contínuas, com

F'l(al F':(«: ) F'* («: ) 0 e ': (':*E'': «:,)

', (': *E''
k'

Pe[a proposição (1.2), ]

U(al, Z,;l tal que )l: Fz(Z';) 7.(«;) 5,cona k' $ n 1, para todo Z 1, 2, ,n
{-l {-l

Além disso, se ai < al < ól < < bl, temos

n(«;
l
2 }: {2lE(z'l) Fz(«:)l - 2l-H(«;) - Fz(«.)l} - ; ::>

2 >: a(z'l) -n («1)
l
2

k'

>ll: a(z'l)
-1

a(.1)

Pela continuidade das funções -H, Z 1, 2, , n, podemos escrever ainda que
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k'

p(x: c U(«;, z,ÍI){-1

k'

p(x, € U(«;, z,;l)
{-1

k'

p(x« c U(«i, z,;l){-1
l
4

Basta então tomarmos /ii = U (a;, Z);l, k $ n 1. Em geral, /ii também será for-

mado pela união de no máximo 2n-- 2 intervalos de números reais. Devemos destacar

que nem sempre será possível obter um único intervalo de mesma probabilidade ;

r'nrn rplnr:in nq t.râa HiQ+rihllipÃnaxwYWV uv VA b/LJ \.+lLJuxXI./\.cx\Fvuuç

k/

lt

Em situações em que houver mais de uma união de intervalos reais satisfazendo

a proposição 1.3, tomaremos sempre a união de intervalos reais formada pelo menor

número de intervalos como /ii (/oi). No caso de dois ou mais conjuntos com mesmo

número de intervalos, denotaremos por /ii (lol) aquele que possuir o menor ínfimo.

A seguir, apresentaremos um exemplo do resultado da proposição (1.3)

Exemplo 1.12. .pejam Xi, X2 e X3 uarãáueás aleatórias com dãstràóuàções C/n{

.D",'es comthu« em (0, 1), (1, 2) e (2, 3), respecfãuamente. ÍEzemp]o r].-ZO»

C«;id«.m.; t-mb'" ' ""j-'. /: - (--«,,"I U(;,SI, .bti'' -

exemplo (l.lO) de mesma probabilidade Ê com relação as três variáveis aleatórias

uniformes Xi, X2 e X3.

Conforme a proposição (1.3), podemos encontrar um conjunto /ii C /l tal

que P(Xi C /ii) = P(X2 C /n) = P(X3 C /ii) = ;. Mais precisamente,

Assim, o conjunto /ii (/oi) possui probabilidade ; nas três distribuições Uni-
formes.

'"'ã U ;,: Além di*., .r« - (ã' ã u(;,:
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Em geral, dividindo, sucessivamente, os intervalos, teremos, para qualquer m C

N, uma única divisão (partição) da rega, definida pela regra acima mencionada, em

2" conjuntos disjuntor, a saber /oo...o, /oo...i, ..., /ii...i, cada um tendo a oração de 5;

da distribuição com respeito à Fi , F2, .-., Fn.

Mais precisamente, aplicando o resultado da proposição (1.2) sucessivamente,

encontra-se, pala todo m ? 1, 2" conjuntos disjuntos, formados por um número

finito de intervalos, de probabilidade 1 : 1 em relação a todas as variáveis aleatórias

Xi,X2,..., X., isto é, existem conjuntos disjuntos /..i,...i,,:, áj C {0, 1}, VJ = 1, 2, ..., m,

tais que

P(Xt C 6,{,. {.) P(X2 C /.:{, .{.) : ''*. ' / :.,....«, - (;)" ,
V(í:{,...ã.) c {0, 11"

Destacamos também que convenções similares às adotadas nas proposições (1.2)

e (1.3) são feitas para esta última construção.

A partir da construção de tais conjuntos, podemos, finalmente, definir a função

real p citada anteriormente.
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T)ovni,-=n 1 2u vxxxxx :guv x u Seja p : R ---> 10, 11 dada por

oo / . \ m

«'«, -É:« (i)" ,
onde ái,ã2,... são tais que z c /i:{,...{., Vm 2 1 (aqui, os conjuntos L:{,...:'.

correspondem aos conjuntos construídos acima através das funções de distribuições

contínuas F] , F2, -.-, -8,. Além disso, p é função também das funções de distribuição

contínuas PI, F2, --., -fÇ., pois, na definição, figuram índices {á. : m ? 1} que depen-

dem exclusivamente de Fi , F2, ---, Fn.

Assim, a função g associa a cada número real z, o número do intervalo lO, ll

que tem uma i'apresentação diádica dada por 0,{iã2..., com z C /z.{,...i., Vn7z > l

(uma caracterização bem detalhada da representação, (ou expansão), diádica de um

número real do intervalo 10, 11 é encontrada em Billingsley l21). A demonstração

de que p é de fato uma função real é omitida (é similar a encontrada em Estevas

(1997)).

Finalmente, faremos, na sequência, a demonstração que p(Xi), p(X2), ..., p(X.)
têm distribuição uniforme no intervalo (0, 1). Calculemos então, sem perda de

generalidade, EP(x:)(t), Vt C R, a função de distribuição de p(Xi) pela definição:

Fp(xO(t) P(P(x:) < t) P(X: c P':(-«,, t)) Px:({z C R : P(z) < t}),

onde /\: é a medida de probabi]idade em (]1{, 6) induzida pela variável aleatória

XI e p :(,4) é a imagem inversa do conjunto ,4 C 25 pela função p. Notemos que

os conjuntos da forma {z C R : p(z) < [} são mensuráveis, isto é, que a função

real (p : R --> 10, 11 é 23 - mensurável, onde Z] é a a á]gebra de Bore] em R.
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A demonstração da mensurabilidade de p é omitida aqui mas está detalhada em

Esteves (1997). Assim, temos:

(1) t $0::>1:' C R: p(:«) < t} rtanto, Px:({:«C R:p(z) < t})

Px: (0)

(2) t > 1 ::> {z C ]R : P(z) < t}

Px:(R)

- R

U.4«
m::l

Logo, Px:({« c R : p(z) < t})

(3) 0 < t $ 1, vale que

{« C R : 9(«) < t} onde Á. = /d:(t)...d--i(t),l-dm(t)

Afirmamos que {.4,. : m 2 1} é uma sequência de conjuntos disjuntos dois a

dois, isto é, .4iÍ).Aj = ü se ã # .j. Para verificarmos tal afirmação, consideremos,

sem perda de generalidade, { < .j. Se -4{ = ü ou .4Í = 0, obviamente, teremos

.Ain.4j amos então índices {,.j ? 2 tais que .4{ # 0 e .4Í # 0 (tais
índices existem, pois estamos considerando uma representação diádica infinita para

t). Neste caso:

.Ai:: /d.(t)...Ü i(t),l di(t) e '4Í /d. (t).--dj :(t).l dj(t) /d.(t)...d: :(t)d:(t)...,l dj(t)

Mas, /d:(t).-di-l(t)d{(t)..-,l d,(t) C /d:(t)...di i(t)dl(t) e /d.(t)...dí i(t)dí(t) ÍI'4{ ' 0, pois

,'l{ ;; /d.(t)...di i(t),l di(t) Assim, vale que .4iR,4j Ç .4iíl/a:(t)...ai-i(t)ai(t) ' 0 e,

consequentemente, ,4i n.4i = o, i < J. Logo, os conjuntos .4t,.42, .... são disjuntos

dois a dois.
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Deste modo,

Fp(xO(t) Epx .(,'1.),
m::l

pela a-- aditividade de Px:

Determinemos, então, Px:(.4.), m C N. Se d«(t) = 0, temos .4« = 1õ e, por

tanto, Px:(.A«) d.(t) 1, temos Px:(-A«) (/d.U .a«. :U,

1 ; 1 , pois, por construção, o conjunto /d.(t)...dm--(t),t am(t) contém l il da dis-

tribuição de Xi. Assim:

Px: (..'{.)
se d«(t)
se d.(t)

ou ainda,

Px.(-.'1.)

Substituindo na expressão da função de distribuição de p(Xi), temos

Fp(xO(t) -t,

pois, como 0, di(t)d2(t)... corresponde a uma expansão diática do número real t,
00 /-i \ 7n,

«le que >1:ó«(t) l; l -f. Logo, de(1),(2) '(3), t':n's que
l?n.

se t <0
se 0<t<l
se t> l

Ep(xO (t)

que é a função de distribuição de uma variável aleatória com distribuição uni-

forme no intervalo (0, 1). Portanto, p(Xi) -- U(0, 1). A demonstração é análoga
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para ç'(X2), p(X3), , p(X«), concluindo a prova do Teorema (1.3)

Devemos destacar, inicalmente, que nas hipóteses do teorema (1.3) nada é men-

cionado sobre os espaços de probabilidade onde Xi, X2, ..., X. são definidas, sendo

feita referência apenas à continuidade das suas funções de distribuição FI , P2, .--, Fn

(respectiva.mente). Deste modo, o resultado do teorema (1.3) é válido pala variáveis

aleatórias definidas em espaços de probabilidade distintos. Notemos também que

Xt , X2, ..., X. são supostas serem variáveis aleatórias contínuas quaisquer, absoluta-

mente contínuas (isto é, que admitem funções densidade de probabilidade) ou não.

Xi, X2, ..., X. podem ainda possuir ou não momentos bem definidos.

Em segundo lugar, ressaltamos que não é única a transformação real y tal que

as variáveis aleatórias p(Xt), p(X2), ... , p(X.) sejam uniformemente distribuídas em

(0, 1). Mais precisamente, existem infinitas funções nestas condições (em geral,

podemos considerar várias indexações para os conjuntos obtidos a partir das proposições

(1.2) e (1.3) (e extensões) diferentes daquela que adoramos neste texto).

Por fim, vale mencionar que o insultado do teorema (1.3) é também válido no caso

em que Xt, X2, ..., X. são vetores aleatórios de mesma dimensão m C lq. Assim, se

X: -(X::,X:,,...,X:.), X,(X,:,X,,,...,X,,.), ..., X. -(X«:,X«,,...,X..) são

vetores aleatórios com funções de distribuição conjunta contínuas FI , Fa, -.., F,., res-

pectivamente, e // uma função de distribuição unidimensional qualquer, então existe

uma função rea] @ : ]R" --, ]R tal blue as variáveis aleatórias @(Xi), @(X2), ..., @(X.)

possuam mesma distribuição J7

Há ainda várias propriedades da função p a serem estudadas, colho, por exemplo,

a existência (ou não) de condições sobre as funções de distribuição Fi, F2, -., a. sob

as quais p seja uma função contínua (de modo geral, p não é uma função contínua).
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No entanto, não falemos aqui um estudo mais minucioso da função p, uma vez que

esta análise não corresponde ao objetivo central do presente trabalho.

Um outro aspecto relevante sobre a construção desenvolvida aqui é discutida por

De Finetti quando as variáveis aleatórias XI , -X2, ..., X. estão relacionadas com uma

única quantidade de interesse, ao invés de n quantidades de interesse distintas, sendo

FI , F2, . , Fn as representações númericas de incerteza (ou opiniões) de n indivíduos

acerca desta única quantidade de interesse.

Dentro deste contexto, a construção da função real p (e das variáveis aleatórias

p(XI), p(X2), ..., g(X.)) serve para nos dizer o seguinte fato: é possível constru-

irmos uma união finita de intervalos reais, a qual De Finetti denominou Campos de

Coincidência de Opiniões, onde as opiniões de todos os indivíduos (representada.s

por FI , F2, -.., En) coincidem com relação à quantidade de interesse em questão a um

certo "nível de unanimidade", ou seja, teremos um grupo (finito) de indivíduos

compartilhando a mesma opinião sobre certos atributos da quantidade de inter-

esse. Segundo De Finetti, esse fato acena uma possibilidade de tentar caracterizar

a "opinião conjunta"de um grupo de indivíduos.

Imagine uma situação em que um grupo de indivíduos deve tomar uma decisão

coletivamente (problema de decisão eln grupo) e que essa decisão é influenciada por

uma certa quantidade desconhecida para a qual as opiniões dos membros do grupo

são expressas através de funções de distribuição contínuas. A construção de campos

de coincidência de opiniões sugere a possibilidade do desenvolvimento de um método

alternativo para tentar expressar qual seria a opinião deste grupo de indivíduos sobre

a qua.ntidade de interesse em questão.
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Neste caso, podemos destacar que os ca.mpos de coincidência de opiniões podem

ser vistos como uma atribuição genuína de probabilidade em grupo,

diferentemente do que ocorre em processos usuais de mistura de probabilidades,

que apresentam como resultados distribuições de probabilidade que não correspon-

dem à opinião de indivíduo algum, sendo, portanto, desprovidas de qualquer inter-

pretação dentro da visão subjetivista (excetuando-se as situações bem particulares

de ditaduras ou unanimidade),opondo-se à visão de De Finetti.

Outro aspecto importante neste método é a preservação das opiniões individuais

quando da construção dos campos de coincidência de opiniões, conferindo-lhe um

caráter objetivo no sentido de que, preservando as opiniões individuais, parece não

haver nenhum motivo especial (além da difícil determinação de tais conjuntos) para

que os indivíduos do grupo rejeitem os campos de coincidência de opiniões como uma

expressão de consenso (afinal, nenhum indivíduo precisa abrir mão de suas convicções

a respeito da qua.ntidade de interesse na formação dos campos de coincidência de

opinioes).

Por outro lado, qualquer método de decisão coletiva baseado nos campos de coin-

cidência de opiniões apresentaria algumas limitações. Em primeiro lugar, podemos

notar que um campo de coincidênicia de opiniões não determina uma distribuição de

probabilidade propriamente dita, pois consiste apenas na união finita de intervalos

reais e suas respectivas taxas de incerteza segundo os indivíduos do grupo, fazendo

com que a teoria bayesiana de tomada de decisão, que é baseada na maximização

da função de utilidade esperada, não possa ser aplicada a nenhum procedimento

de tomada de decisão que tenha por base os ca.mpos de coincidência de opiniões

como descrição da "opinião"do grupo (em que pese que a solução bayesia.na de max-

imização de utilidade esperada tenha sido desenvolvida para a versão unipessoal do
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problema. de decisão)

Outro ponto negativo deste método é a ausência de uma sustentação axiomática,

em termos de coerência, que justifique a adoção dos campos de coincidência de

opiniões como uma representação da "opinião"de um grupo de indivíduos. Porém,

este inconveniente, que decorre da inexistência de um conceito de coerência

(racionalidade) coletiva, está presente em todos os demais processos de agrupa-

mentos de opiniões . Deve-se destacar que vários trabalhos foram desenvolvidos

visando estabelecer tal conceito de coerência conjunta e, consequentemente, uma

forma numérica de traduzir a incerteza de um grupo de indivíduos.

Portanto, como não existe ainda nenhuma teoria normativa pata tomada de

decisão coletiva e sim várias tentativas de caracterização de coerência conjunta,

acreditamos que a existência dos campos de coincidência de opiniões possa con

tribuir, em algum sentido, para a discussão e a reflexão sobre este assunto que

permanece em aberto.
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1.3 Campos de Coincidência de Opiniões em geral

Nesta seção, apresentaremos uma definição de "Campo de Coincidência de

Opiniões"para m vetores aleatórios quaisquer Xi, X2, ..., Xm. Em seguida, exibire-

mos uma caracterização dos Campos de Coincidências de Opiniões e verificaremos

que essa classe de subconjuntos não possui todas as propriedades para que seja uma

a-álgebra.

Definição 1.4. Soam Xi, X2, ..., X,. uetores aZeatóMos em (]R", B(R")) com me-

d das de probabilidade Px: , Px,, ..., Px., respectivamente. Dizemos que ,4 C B(R") é

um Campo de Coincidên,cia, da,s Opina,ões Px:.Px,,...,Px. se

Px. (Á) - Px,(.4) - . - Px. (.4).

A seguir, relembramos a definição de um d-sistema (Williams j131).

Definição 1.5. Seja Q # 0. Urrza classe 5) de subcozÜuntos de Q é chamado um

d-riste««(Witti«ms lisa))se:

(a) Q c:O

(b) .4, B C D, com .4 Ç B ::> B\.'l C :0

(c) .4. C 1) e .4« r .4 :> Á C D

Verificamos, a seguir, que, em geral, os campos de coincidência de opinião pala

as variáveis Xi, X2, ..., X. é um d-sistema.

1111eê111:çg!!!Q: Sejam Xi, X2, ..., X. vetores aleatórios em (R", 23(R")) com medi

das de probabilidade Px. , Px,, ..., Px. , respectivamente. Seja

C { c B(R") : Px:(E) Px: (-E) Px. (E) }
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Então, C é um d-sistema

T) o -l n -l et r s, pã n

(a) ]R" c C, pois como Xi,X2, ...,X. são vetores aleatórios em (R",23(R")),

Px: (]R") (]R")

(b) Sejam .4, B C C: com -A Ç B. Assim, Px:(Á)

Px. (-B) = Px,(.B) = ... = Px.(-B). Logo, para á - 2, 3, ..., m,

Px.(.A)e

Px:(" \4 - Px.('n "D

pois .4 Ç .B. Assim,

Px:(") px:wn.,© Px.(B) - Px:(..'1),

Px:(B\.A) Px:(B) Px:(..4) Px: (B) -Px: (.A) Px,M Px. (B\.,'l)

Logo, Vã = 2,3, ...,m, Px:(B \ .4) Px. (-B \ Á) e, portanto, B \ .4 C C

(c) .Ak C C, ,4k T .'{. Assim, Vk C N, Px:(.4k) = Px,(.4k) = ... = Px.(.4k)

Como a sequência .AÉ é monótona, temos, pela continuidade de probabilidade, que

Px:(.4) - px.(,IU, Á») - ,l!=, Px:(.4.) - J"L Px:(Á.) - Px: (,jlnm Á.) - Px: (.A),

V{ = 2,3,...,m. Logo, Px:(.4) = Px,(.4) = ... = Px.(.A) = .lim Px:(.4k) e, pork ---., (n

tanto,.A C C.

De (a), (b) e (c), tei«os que C é um cl sistema

Destacamos ainda que C é fechada para complemento, isto é, ,4 C C :+ Á' C C

(essa propriedade segue diretamente de (a) e (Z))). Além disso, C é fechada para
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uniões disjuntas. Com efeito, seja .4ü c C:, À; € N, com 4iO.4j = 0, á # .j.

Então, Px:(.4k) = Px:(.4k) V k C N, ã = 2,3,...,m. Consequentemente,
oo \ oo oo / oo \ oo

Px: l U ,4k 1 = E Px:(.4k) = E Px.(.4k) = Px: l U .4k 1 . Assim, U .Ak C Q:.
k=1 ,/ k=1 h=1 \k=1 / É=l

Contudo, C: não é fechada pala intersecções e uniões finitas em geral e, portanto,

C não é a-álgebra ou n--sistema (Williams j131).

A seguir, apresentamos um exemplo para veriíicai que, em geral, C não é uma

o- álgebra.

Exemplo 1.13. .gelam Xi e X2 uaháüeis aZeatór'áas com d sf7qb&ãções ©nif07mes

«« ã«te««Jos (0, 1) . (0, 2), «sp«t'«m."''.

Seja C {-A C Zj(]R) : Px: (.A) Px,(,4)}. Assim,

{,;] '', ,.:. «:([i,;j:
3
2

dzt
l
2

l
2 '

«, ( [{, :] ) - z: {'«,

Além disso,

i,:lu(:,,l '', ,.:.

«: ([{, :]) * «: ((;,,] )

2 l l+0- e
2 2

n,(li, «l) * &,((:,,1) - ,4: ;~« * .4' {'" - ;* ; - ;
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Mas,

;, :l - 1{,;1 n(li, ,l u(;,,1) « ',

,«. «.([i,:]: i ',([{,:])-;
Do fato que o conjunto dos Campos de Coincidência de Opiniões dos vetores

Xi, X2, ..., X. não é, em geral, uma o---álgebra, algumas questões podem ser levan-

tadas. Primeiro, a restrição de /)x:, á = 1, 2, ...,m, ao conjunto Q: dos Campos de

Coincidência de Opiniões constituiria uma função de conjuntos com propriedades in-

teressantes? Ou, de um modo mais geral, existiriram funções de conjuntos definidas

em um d sistema que poderiam ser consideradas, eventualmente, como expressões

númericas da " opinião"de um grupo de indivíduos com opiniões individuais quantifi-

cadas por Px: , Px,, ..., Px.? Em caso afirmativo, quais mecanismos de atualização

de incerteza usualmente considerados na literatura (condicionamento bayesiano, su-

percondicionamento, regra de Jeflreys, entre outros) poderiam ser aplicados nesse

caso? Tal(is) mecanismo(s) permitiria(m) também a atualização dos Campos de

Coincidência de Opiniões a partir de dados amostrais?
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1.4 Conclusão

Neste trabalho, verificamos, de maneira bem detalhada, que, dadas n variáveis

aleatórias reais Xi, X2, ..., X. com funções de distribuição contínuas FI, F2, .--, -f\',

respectivamente, sempre é possível obter uma função real é tal que as transformadas

@(Xi), @(X2), ..., @(X«) (também variáveis aleatórias) possuam, todas, a mesma

função de distribuição, digamos ]lí

Destacamos ainda que este resultado possui uma interpretação interessante den-

tro do contexto da teoria da decisão coletiva, quando n pessoas possuem opiniões

distintas (traduzidas numericamente por FI , F2 , ---, -Fn) a respeito de uma quantidade

de interesse desconhecida que influencia uma tomada de decisão desse grupo. Neste

caso, De Finetti apontou a possibilidade de se obter, no processo de construção da

função @ (e das variáveis @(Xi), @(X2), ..., @(X.)), uma união finita de intervalos

reais, a qual denominou Campo de Coincidência de Opiniões, onde as opiniões

de todos os indivíduos coincidem com relação à qua.ntidade de interesse em questão.

Segundo De Finetti, esta constatação acena uma possibilidade de tentar car-

acterizar a "opinião"de um grupo de pessoas a respeito de unia certa quantidade

de interesse, uma vez que um Campo de Cloincidência de Opiniões corresponde a

uma atribuição genuína (no sentido que as opiniões individuais são preservadas) de

probabilidade, diferentemente dos processos usuais de mistura de probabilidades.

Por fim, levantamos algumas questões sobre a natureza dos Campos de Coin-

cidência de Opiniões, pois há vários pontos ainda obscuros na caracterização de tais

campos. A busca de respostas a estas indagações pode, sem dúvida, nortear futuros

trabalhos nesta área e que com certeza seriam de grande interesse para o problema

de tomada de decisão em grupo.
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