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Resumo

O primeiro modelo a ser analisado ¢ o Modelo de Ramificagdo com Exclusdo Simétrica. Fixando-
se uma taxa de exclusio menor do que de nascimento, mostraremos que comecando a evolugao
com uma medida de probabilidade i qualquer diferente da medida ponto-massa na configuragao
identicamente nula (é5) quando o tempo tende a infinito teremos que p convergird em distribuicdo
para a medida &, que é ponto massa na configuracao com todos os sitios ocupados. by € invariante
pois ndo ha nascimento espontianeo de particulas.

O segundo modelo é chamado Ramificacio com Exclusio e Morte em um Nimero Finito de
Sitios. Permitimos que em um nimero finito de sitios as particulas possam morrer. Mostramos
que se comecarmos com a medida &, o processo convergird em distribui¢do para a medida
concentrada em configuragdes com um numero finito de sitios desocupados.

Outro modelo analisado ¢ o Contato Modificado. Nesse processo as particulas além de terem
descendentes e se locomover, podem morrer em qualquer sitio do espago. Para esse processo
mostramos que fixada a taxa de morte, existe um valor de taxa de nascimento critico, A, tal que
abaixo desse valor o processo sempre morre e acima desse existe uma probabilidade ndo nula de
o processo sobreviver. Mostramos ainda que o valor A. é positivo e finito, mas nao achamos o
valor preciso.

Abstract

The first model we analvse is the Branching with Simmetric Exclusion. Taking the exclusion rate
smaller than the birth rate, we show that starting the evolution with any probability measure
i but the point mass on the emptyv configuration (dg), ¢ will converge to the point mass on the
full configuration (&) as time goes to infinity. &g is invariant since there is no spontaneous birth.

The second model is named Branching with Exclusion and Death at a Finite Number of Sites.
We change a bit the first model and allow particles to die at a finite number of sites. We show
that starting with & the process will converge to a measure concentrated on configurations with
a finite number of unoccupied sites.

The third model is the Modified Contact Process. Particles can have offsprings, walk and die at
any site. We show that for a fixed death rate there is a critical value of birth rate, A.. Below
this value the process always dies. Above the critical value there is a non-negative probability
of survival. We showed that \. is positive and finite. We do not find the precise value of A..




Introducao

Neste trabalho estudaremos alguns processos em Sistema de Particulas definidos em

d . . . .
{0,1}%°. Os resultados obtidos valem para dimensao d finita qualquer. Estudaremos ba-
sicamente a convergéncia desses processos quando o tempo tende a infinito. Todas as con-

vergencias serao em distribuigao.

No primeiro capitulo daremos um resumo com conceitos e teoremas em Sistema de
Particulas que usaremos no decorrer do trabalho. Como esses teoremas sao conhecidos,
daremos somente referéncia de onde podem ser encontradas as demonstracoes. Colocaremos
as demonstragoes somente dos resultados que nao sao dados diretamente em livros, ou caso
as hipdteses nao sejam exatamente as mesmas. Além da teoria de semigrupos, daremos uma

breve introdugao ao método da construgao grafica.

No capitulo 2 daremos alguns resultados para o processo chamado Processo de Ra-
mificagao com Exclusao (“Branching with Exclusion™). Mostraremos que para taxa de
nascimento maior do que taxa de salto, comegando-se com uma tnica particula, o processo
convergira em distribuigao para a configuracdo com todos os sitios ocupados. Vale notar
que &g e & sao invariantes, logo o processo nao é ergédico. Com isso, vemos que nao é
trivial que, dada qualquer medida de probabilidade inicial, o limite do processo com essa

medida como distribuicao inicial vai existir quando o tempo tende a infinito (e portanto ser




uma medida invariante). Para esse modelo especifico mostraremos que comegando-se com

qualquer medida. esse limite sempre existird e sera uma combinagao convexa de ép e &y.

No capitulo 3, modificamos um pouco o processo do capitulo anterior e permitimos que
particulas possam morrer em um niimero finito de sitios. Este novo processo foi chamado
de Processo de Ramificacio com Exclusao e morte em um numero finito de sitios. Note
que esse processo nao é mais invariante por translagao. Obviamente dp € invariante para o
processo. Mostramos que comegando-se com a medida & o processo convergira para uma
distribuigao concentrada no conjunto de configuragoes que tém um numero finito de sitios

desocupados. Com isso temos que o processo nao sera nunca ergodico.

No capitulo 4 temos o processo que chamamos de Contato modificado. Nele as particu-
las podem se locomover, ter descendentes e morrer. Note que a dinamica aqui é parecida
com a dada no capitulo 3. A diferenca é que nesse novo processo as particulas podem morrer
em todos os sitios. Para o Clontato Modificado mostramos que, comegando-se com particulas
em todos os pontos do espaco, existe uma taxa de morte critica onde, abaixo desse valor
todas as particulas morrem - - isto €, o processo ¢ ergddico- - e sendo assim, comegando-se
com qualquer medida de probabilidade. o processo tende a ficar vazio. Acima desse valor
critico o processo tem uma probabilidade positiva de sobreviver. Mostraremos que esse valor

de A; é positivo e finito.

o




Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo daremos algumas nocoes basicas e teoremas que serao usados no decorrer do
trabalho. Nao demonstraremos aqui os teoremas citados mas daremos referéncias de onde

podem ser encontradas.

O primeiro teorema a ser citado é um teorema simples em processos estocasticos mas

muito util para se saber se processos sao recorrentes positivos.

Teorema 1.1 Seja {X,} uma cadeia de Markov irredutivel com espago de estados enu-
merdvel E, no nosso caso serd sempre Z? e seja ¢ uma fun¢do ndo negativa. Se existem

algume >0, § < o0 e N < oo tal que
Elg(Xa1) | Xa =y | <o) —¢, Vulul 2N, ¢

E[g(Xas1) | Xa=y | <0, Yy:lyll <N

onde || - || representa uma norma em E, entdo o processo {X,} € recorrente positivo.

Demonstragao. Esse teorema é um caso particular do Teorema 9.1 do artigo de Tweedie

[17]. O



A teoria bdsica utilizada neste trabalho é de Sistemas de Particulas. Indicamos o
livro de Liggett em Sistemas de Particulas [14] como referéncia basica. Desse mesmo livro

enunciaremos alguns teoremas e definigdes que serao utilizadas em capitulos posteriores.

Denotaremos por ) o espago de estados do processo, que em nosso trabalho sempre
serd um espaco métrico compacto no qual é definida uma ordem parcial. Esta ordem parcial
deve ser compativel com a topologia no sentido de que o conjunto {(n,¢{) € @ x Q: 9 < (}
seja fechadoem Q2x Q) com a topologia produto. Em nosso trabalho tomaremos Q = {0, 1}Zd
com estrutura de mensurabilidade dada pela o-algebra de conjuntos borelianos. A ordem

parcial sera: 7 < ( se e somente se n(z) < ((z) para todo z € Z*°.

Seja D[0,00) o conjunto de todas funcoes ¢ de [0,00) com valores em 2 que
sao continuas a direita e que tém limite & esquerda. Esse é o espago de trajetoérias de um
processo de Markov com espago de estados ). Para s € [0,00), definimos a projecao
de D[0,00) em Q por 7m4(€) =& Seja F a menor o-algebraem D[0,00) que torna todas
as funcoes m; (0 < s < oo) mensuraveis. Parat € [0,00), reja F; a menor o-algebra em

D0, ) na qual todas as fungoes 7, (s < 1) sao mensuraveis.

Definigdo 1.2 Um Processo de Markov ¢ uma colecio {P", n € Q} de medidas de

probabilidade em D[0,00) indezadas por Q com as sequintes propriedades:
(a) P”{C € D[0,o00): (o = 7]] =1, paratodon € Q.
(b) A aplicagao n+— P A) de Q em [0,1] € mensurdvel para todo A € F.

(c) P”[ Ns4t € A ‘ Fs } = P(n, € A) (P")-q.c., paratodon€ Q, t,s>0e A€ F.

A esperanca correspondente a P7 sera denotada por IE7. Entao

E"Z = / Zdp"
D{0.oc)




para qualquer funcao Z mensuravel em D[0.oc) que € integravel em relacao a P".

Seja C'(§1) o conjunto das fun¢oes continuas em {2, tomado como um espaco de Banach

com

A1l = sup{[f(m)[}-
neQ

Para f € C(Q), escrevemos

St ) = B f) = [ J(C)aP(Q). (13)

D{0,00)

Definigao 1.4 Um processo de Markov {P",n € Q} € dito ser um Processo Feller se

S(t)f e C(8)), paratodot>0 e fe ().

Denotaremos por g o conjunto das medidas de probabilidade em €, com a topologia
da convergéncia fraca, isto é, u, — p em g se e somente se [ fdu, — [ fdu paratoda
f € C(Q). Note em particular que com respeito a essa topologia, o teorema de Prohorov
nos da que g € compacto, ja que ) € compacto. Uma boa referéncia para se ver esse

resultado € o livro de Billingsley [1].

Definigao 1.5 Uma famiia {S(t),t > 0} de operadores lineares em C(S) € dito semi-
grupo de Markov se satisfaz as sequintes condi¢oes:

(a) S(0) = I, o operador identidade em C().

(b) a aplicagao t — S(t)f de [0,00) em IR € continua @ direita, para toda f € C(9).
(c) S(t+ s)f = S(t)S(s)f, paratoda f € C(Q) e para todo s,t > 0.

(d) S(t)1 = S(t), para todot > 0.

(e) S(t)f >0, para qualquer f nao negativa em C'(8).




A seguir veremos um resultado importante para processos que sao Feller.

Proposigdo 1.6 Suponha que {P7.n € Q} € wm processo Feller em Q). Entdo a colegdo

de operadores lineares {S(t),t > 0}, definidas por (1.3) é um semigrupo de Markov.
Demonstragao. Ver Proposicao 1.3 do capitulo [ de [14]. )

Definigdo 1.7 Suponha que {S(t), t > 0} € um semigrupo de Markov em C(Q). Dada
i€ g, definimos pS(t) € p pela sequinte relagao:

/fd[uS(t)] = /S(t)fdp, para toda f € C(Q).

Definigao 1.8 4 medida it € ¢ ¢ dita ser invariante para um processo com semigrupo
de Markov {S(t),t > 0} se pS(t) = p, para todot > 0. O conjunto de todas as
medidas p € p que sdo invariantes serd denotado por . Uma medida € extremal em
um conjunto se nao puder ser escrita como combinagao convexa de duas medidas distintas
desse conjunto. O subconjunto das medidas invariantes extremais serd denotado por .
Proposigao 1.9 Seja {S(t), t > 0} o semigrupo de um processo Feller. Entdo:

(a) t € I se e somente se [ S(t)fdp = [ fdu. paratoda [ € C(R2), e t > 0.

(b) S € um subconjunto compacto e convezo de .

(¢) S € o envelope convexo de ..

(d) Se v = lim uS(t) para alguma p € o entio v € 3.

G

TI"L
(e) Se v = tlim T7Y [ pS(t)dt para alguma p € ¢ e alguma sequéncia T, T oo
Sende € 0

entdo v € .




(f) 3 € nao vazio.

Demonstragdo. Proposi¢ao 1.8, capitulo I de [14]. O

Para a proposigao a seguir usaremos a nogao de nicleo de um gerador. Para introduzir
esse conceito precisariamos dar defini¢cdes e uma série de resultados que relacionam o gerador,
pré-gerador e nicleo, o que fugiria um pouco do nosso contexto. Para o leitor interessado

no assunto, sugerimos os textos de Ethier e Kurtz [11] e Liggett [14]

Proposigdo 1.10 Seja D o niicleo do gerador L de um semigrupo de Markov {S(t),t > 0}.
Entao
S = {/L € @ / Lfdy =0, para toda f € D}.

Demonstragao. Proposi¢ao 2.13, capitulo II de [14]. 0

Definigao 1.11 Paraz,y € Z?%, definimos a fungao “shift” em Q por (o.n)(y) = n(y —z).
Esta definigao induz de forma natural a transformagdo “shift” no espago de todas as fungdes
em ) por

01/(7}) = f{ 027 )3

e em elementos de o via

[ fdtoon) = [(o2rdp.

Definigao 1.12 O conjunto T serd o das medidas invariantes por translagao. [sso
€, €T seesomente se opu = p para todo x € Z?. Denotaremos por T, o conjunto

das medidas invariantes por translagio que sao extremais.

~3




M denotara o conjunto de todas fungoes f continuas de ) em IR que sao mondtonas

crescentes, isto €, f(n) < f(¢) se n < (.

Definigao 1.13 Se 1 € py sdo duas medidas de probabilidale em ), diremos que pq < g

se e somente se [ fdu; < [ fduy , paratoda f € M.

Definigao 1.14 Diremos que um processo com semigrupo {S(t), ¢ > 0} € atrativo se
satisfizer uma das seguintes propriedades:

(a) Se f € M, entdo S(t)f € M para todot > 0.

(b) Se iy < pg, entdo py S(t) < paS(t) para todot > 0.

O Teorema 2.2, capitulo II de [14] nos dd a demonstragao de que as definigdes (a) e

(b) acima sao equivalentes.

Uma das técnicas que usaremos neste trabalho é chamada de acoplamento entre duas
medidas. O objetivo é mostrar, por exemplo, que se vale a desigualdade 1y < (p inicialmente
entao essa desigualdade sera preservada em qualquer tempo posterior. O seguinte teorema

nos da condigdes suficientes para isso.

Teorema 1.15 Suponha j; € po duas medidas de probabilidade em ). Uma condicdo
necessaria e suficiente para py < ps € que exista uma medida de probabilidade v em

Q x Q) satisfazendo:
(a) v{(n,¢):n € A} = u1(A), para todo A boreliano de §Q,
(b) v{{n.C): ¢ € A} = pa(A). para todo A boreliano de (Q,

(c)v{(n,¢)n< ¢ =1L

0]



Demonstragao. Teorema 2.4 do capitulo I de [14]. a

Usaremos o Teorema |.15 em nosso trabalho para medidas que sao ponto-massa em
distribuicoes g e (o tal que 19 < (o e que além disso preservam a desigualdade 5, < (; para

todo t > 0.

Definigao 1.16 Um Sistema de Spins ¢ um sistema de interagdo de particulas em {0,1}%,
com S enumerdvel, no qual cada coordenada assume somente dois possiveis valores {0,1} e
somente uma coordenada muda em cada transi¢gio. O mecanismo de transigao € especificado
por uma fun¢do ndo negativa c(x,n) definida para v € Z* e 7 € {0, I}Zd. Isso representa
a taza com que a coordenada n(z) muda de 0 paral e de 1 para0 quando o sistema

estd no estado 1.

Definimos 64 € 6; como sendo as medidas ponto-massa nas configuracées n = 0en =1

respectivamente.

Um problema que frequentemente ocorre ao se analisar a evolugao de medidas quando
o tempo tende a infinito é que mesmo tomando-se u € I, nada nos garante que tlim pS(t)
—00

seja unica. A situagao mais comoda ocorre da seguinte maneira:

Definigao 1.17 Um processo de Markov com semigrupo {S(t):t > 0} € dito ergédico se
(a) 3 € um conjunto unitdrio e, ainda, se 3 = {v} entdo

(b) tiim pS(t) = v para toda ;t € .
—

Nesse caso vemos que para qualquer medida de probabilidade inicial, o limite dessa
medida quando t tender a infinito vai existir. Para um Sistema de Spins Atrativo, temos um
resultado que nos diz que tomando-se p = 8y ou p = &, existem os limites destas medidas e

estes sao invariantes extremais.

Nenhum dos processos que estudaremos nos capitulos seguintes é Sistema de Spins pois

as transigoes de salto de particulas dependem de 2 coordenadas, mas alguns resultados dados

9




em Liggett [14] para Sistemas de Spins sao também validos para os processos estudados aqui.

Daremos as demonstragoes desses teoremas, seguindo os mesmos passos de [14].

O teorema a seguir nos diz que se o processo é atrativo. torna-se possivel ordenar as
medidas de probabilidade no sentido de (e) abaixo. Além disso, teremos que para um
Sistema de Particulas atrativo, tomando-se i = 83 ou p = &, existe t}im uS(t) e este limite

— Q0

é uma medida invariante extremal.

Teorema 1.19 Seja {S(t), t > 0} o semigrupo de um Processo Feller atrativo. Entdo:
(a) b95(s) < 6pS(t), 0 < s < t.
(c) 0p5(t) < pS(1) < 8S(t), L >0 € p € g,

(d) v = tlim 0pS(t) € v = tlim & S(t) existem,
—0 O

(e)se p € p, t, > o0 e v= limuS(t,), entio v < v < b,

Nt OO

(f) v, v € ..

Demonstragao. (Teorema 2.3 do capitulo III de [14])
Por definigao 6y < 6pS5(t — s) para 0 < s < ¢. Usando a atratividade do processo e pela

propriedade do semigrupo. segue que
0pS(s) < 8pS(t —5)S(s) = 6pS(2)

0 que nos prova (a). A prova de (b) é semelhante. Para (c) note que pela monotonicidade

temos que 0p < p < &y, para toda u € p. Novamente pela atratividade, temos
g5 (1) < pS(t) < &uS(1)

o que nos da (c). Para provar (d) note que pelo item (a) temos que {§3S(¢):1 > 0} é uma

familia nao decrescente de medidas na topologia da convergéncia fraca. Além disso, vimos

10




que @ € compacto nessa topologia. Logo. {055(t)} converge para uma medida v em . Falta

mostrar a unicidade de p. Para isso. note que se

/./'(Z/q = /f(lﬂ-z, Vfe M, alguma uy, py € @,
temos que jy = py. Segue entdao (d), pois o caso »r € analogo. (e) é uma consequéncia,
de (c) e (d). Para (f) note que v e v € 3 pela Proposigao 1.9. Para ver que sao extremais,

. suponha 7 = ap + (1 —a)u, onde 0 <a < 1epuy,pu, €. Temos por (e) que py <7 e

2 < v. Tomando f € M, temos

/fd/ci < /fdz'a 1 =1,2 e /fdi) = a/fd,ul + (1 -a)/fdu2

Temos entao [ fdv = [ fdu, = [ fdp,, ou seja, v = py = p,. O

Teorema 1.20 Para um Processo Feller atrativo, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
{a) O processo € ergodico,
(b) 3 € unitario,

(¢c) v = v (definidas no Teorema 1.19).

Demonstragao. (Corolario 2.4, capitulo III de [14])
(a) = (b) segue da Definigao 1.17.

(b) = (c) segue de (f) do teorema anterior.

(c) = (a): Se pu € p, entdo o conjunto {pS(t) : t > 0} é relativamente compacto. Por (e)
do teorema anterior, todo limite de subsequéncia é igual a v (e igual a 7 por hipétese), logo

b

existe tlim pS(t) e éiguala v e . Pela Definicao 1.17, o processo é ergddico. a
—X

Enunciaremos agora a Propriedade Forte de Markov para um Processo de Markov { X, }.

Para isso precisamos da seguinte definicao.
Definigao 1.21 Uma varidvel aleatoria N € {1,2,...} U{oo} € dita tempo de parada

se para todo n. < oo tivermos {N =n} € F,. Definimos ainda Fn = {A:AN{N =n} €
F. para lodo n}.

11




Teorema 1.22 (Propriedade Forte de Markov) Seja {X,} um processo de Markov. Suponha

que para cada n a fungio Y, — IR € mensurdvel e |Yo| < M, para algum M < oo ¢

para todo n. Entao

E(Yvoon | Fn ) = Ex,(Yn), em (N < o). Sendo que IE, indica a esperanga do

processo comecando-se com a medida v.

Demonstracio. Ver Durrett [9].

Daremos a seguir uma introdugao que servira para a construgao grafica dos Sistemas

de Particulas dados nos capitulos posteriores. Fssa é uma visao mais construtiva da teoria,

através da qual podemos ter uma NOCAO Mais precisa sobre a evolucao dos processos e foi

introduzida por Harris em 1978 Atraves desse método conseguiremos uma caracterizagao

simples para processos que sao Feller. Esse topico pode ser encontrado em Griffeath [13].

Cada r € Z? sera chamado de sitio.

E = Z* x [0,00). O par (z,t) € E

Definimos o diagrama de tempo-espago como

representa o sitio x no tempo f.

Tl i 3o LTI sequéncia infinita de tempos cres-

: 0 |
Para cada 2 € Z%, seja 0 = Ty Tre

ntl _gno o> 1) sejam distr

centes tal que {m'; ‘buidas independentemente com distribuigao

n

exponencial de taxa Ay igual a taxa de morte de particulas em . Em cada tempo 1",

. I , n T 4 Wi " TG Lo 5
[)()l'lh'd, um sma.l /f ISSO 1‘(—,‘,1)1'(‘5(‘31'1Lﬂm que no l,("]]l])() Tl,x morrera uma par t,](,llla., S€ 1550 for

possivel.

Para cada z € Z¢, seja 7. o conjunto dos sitios y tais que 2 interage com y. A

cardinalidade de V. devera ser finita. No n0sso €aso V., = {y:]le —yh = l}. Tome a
) . = - . n+1 . n
sequéncia 0 = 79, 7. TZZ de tempos crescentes de forma que {T-_,‘l. Tyzy 1 > 1}
I S
sejam distribuidas independentemente com distribuicao exponencial de taxa Ay, igual a taxa

de interacao de x com y. Lm cada tempo T3, escolha y € Vi com probabilidade 1/2d e



ponha uma seta indo de x para y. Isso representara que no tempo 74, havera uma interagao
entre r e y. Dssa interacao pode ser de dois tipos: ou para um intercimbio entre x e y ou

para x dar origem a um descendente em y.

Para uma caracterizagao mais geral para construgao grafica em Sistemas de Particulas

veja Griffeath [13].

Dizemos que existe um caminho de (y,s) para (x,t), com s < t se existe uma
sequencia de setas numa ordem crescente de tempo, indo de y no tempo s para x no tempo

t tal que nao ha nenhuma marca de morte 3 no meio desse percurso de setas.

A seguir teremos um teorema simples para se saber se um processo é Feller. Para isso,

precisamos da seguinte definicao:

Definicao 1.24 Diremos que um processo {1n,} tem influéncia de o em (z,t) € E, isto
€, no sitio x no tempo t, se existem conjuntos ndo vazios Ay,Ay,... C Z?* € tempos

Ly 2ty 2 - >0 taws que:
(i) para cada n > 1, existe um caminho retornando de (y,t,) para(z,t) para todoy € A,

(1) lim [An] = o0

Teorema 1.24 Se o processo € tal que
P{influéncia de oo em (2.1)} = 0. para todox € Z%, t >0

entao o processo € Feller.

Demonstragdo. Proposigao 1.4 de [13]. O

Observagao: Definimos X como sendo a restrigao do espago de estados .X as configuragoes

13




que nao tém duas ou mais marcas no mesmo instante f em sitios 1 e Yy quaisquer que

interagem. Segue do Lema de Borel-Cantelli, que P(X) = 1. Trabalharemos sempre em X.
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Capitulo 2

Ramificacao + Exclusao

2.1 Descricao do modelo

Para se visualizar o processo, podemos imagind-lo como um modelamento, ainda que gros-
seiro, para a evolugao de um grupo de bactérias que podem se reproduzir assexuadamente e
se locomover. E um modelo primitivo para esse tipo de interpretagao, pois nao ha mortes.
Uma pergunta a ser analisada é a seguinte. Se comecarmos com uma tinica bactéria, sera que
ela infectard uniformemente todo o espaco de dimensao finita qualquer, ou somente formara
aglomerados grandes que se deslocardo no espaco? Mostrare.nos que encherd todo o espaco
com qualquer taxa de nascimento maior do que a taxa de salto. Mostraremos também que
para qualquer valor v > 0, havera uma particula em qualquer sitio infinitas vezes. Podemos

dizer de uma forma grosseira, que a maioria das particulas nao vao se afastar para infinito.

Esse processo de Markov {P”: 5 € 0}, que passaremos a denotar por {m, t € IR*}
tem espago de estados Q= {0.1}%. onde {0,1} é considerado com a topologia discreta e

Q) com a respectiva topologia produto.

Definigao 2.1 Cada v € Z" serd chamado de sitio. Diremos que o silio estd ocupado se




n(a)= 1. Caso contrdario diremos que o sitio estd vazio.

Definigao 2.2 Definimos por vizinhos do sitio ¢ os sitios j tais que |j —il; =1. Sao

usualmente chamados de vizinhos mais proximos.

A evolugao do processo pode ser descrita da seguinte forma:

Cada particula em um sitio ¢ cria um novo descendente no sitio vizinho j, caso j
esteja vazio, de acordo com um processo pontual de Poisson de taxa 1. Isto é, a particula no
sitio ¢ cria uma nova particula em j, se estiver vazio, com probabilidade e (7 — t|h),

onde p(k) = i , sek=1. Caso j ja esteja ocupado, nada ocorre.

A particula em 2 pode saltar para um vizinho j, caso j esteja vazio, segundo um

processo pontual de Poisson de taxa 5, isto é, com probabilidade =pl) — il1). Quando j

esta ocupado, as transigdes sao suspensas.

Definimos

(i) = {W)" o (2.3)

1, caso contrario,

(i), setd {j,k}
PR = ), sei=k (2.4)

J
n(k), caso contrario.

Para ciualquer fungao cilindrica f:2 — IR. o gerador L do processo de Markov é

definido por

(LAHQ) =~y & ply =0 = I+ £ pl7 = d0)f0?) = Fimn(2)

NIy A i,j€Zd
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A relagao entre o gerador de Markov e o semigrupo em C() é dado pelo Teorema de
Hille-Yosida. Para maiores detalhes na teoria de semigrupos e geradores, sugerimos o livro

de Ethier e Kurtz [11].

Faremos aqui a construg¢do grdfica deste processo. Assim, o leitor que nio conhece a
técnica, pode adquirir familiaridade com ela e podera fazer sozinho a construcao grafica para

os processos dados nos capitulos posteriores.

Fixe 2 € Z*. Para cada y tal que |2 — y|; = 1 tome a sequéncia {rr,n=01,...},
onder? =0e {rr, — 7201} tém distribuicao exponencial com taxa 1/2 (denotaremos essa
distribuigao por Exp(1/2d) ). Em cada tempo 7, trace uma seta x — y. Essa seta indica
que se x estiver ocupado em um tempo imediatamente anterior a 7., € y estiver vazio em

Tn

1y €ntao nesse instante y também ficarda ocupado (ou seja, @ infectou y no tempo )

caso contrario nao ha infeccao.

Usamos o mesmo procedimento para todos os outros sitios * € Z% e com isso temos o

nascimento de particulas com taxa 1.

Para as setas de salto. {r}, — 777"} tem distribuicio Exp(v/2d). Se, imediatamente

antes de 7' . x estiver ocupado e y estiver desocupado, no instante Ty, @ particula que

estiver em x saltara para y deixando x vazio. Caso contrario nada ocorrera.
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2.2 Alguns resultados

Para esse modelo em dimensao d = 1 hd diversos resultados conhecidos. Bramson et al. em
[2] e De Masi, Ferrari e Lebowitz em [6] derivaram certos tipos de equagoes hidrodinamicas
a partir de modelos dindmicos probabilisticos microscépicos. Cammarota e Ferrari em [5]
mostraram, entre outras coisas, que comegando-se com uma configuragao com uma particula
mais a direita, a posicao desta, convenientemente reescalonada, converge para um Movi-

mento Browniano nao degenerado.

Definimos #fy; como sendo a medida ponto-massa na configuragio com uma tnica

particula no sitio z.

Nessa se¢do mostraremos que fixando-se v < 1 e comecando-se com a medida concen-
trada em configuragdes com somente uma particula em z. isto é {1y» © processo vai convergir
para a medida &, isto é. concentrada na configuraciao onde todo sitio ests ocupado com
probabilidade um. Esse resultado vale para dimensio d < oo qualquer. Ressaltamos que
se v = (0 o processo é chamado de modelo de Richardson, que tem resultados mais fortes

Ja demonstrados e que podem ser encontrados. por exemplo. em [8].

Note que nesse processo, apesar de nao haver morte de particulas, elas podem se lo-
comover. Mostrando que comegando-se com uma tnica particula o processo converge para
uma medida concentrada em todos os sitios ocupados, através da atratividade, poderemos
concluir que comeg¢ando com qualquer medida inicial, o limite sera invariante e convergira
para a medida & se a medida inicial for diferente de &y. Isso é por si sé um fato mteressante,
Jja que o processo nao é ergddico. logo nao ¢ imediato que o limite existira para qualquer

medida inicial.

A primeira observagao que fazemos aqui sobre o processo é que ele é um processo atrativo
para qualquer valor ¥ > 0. Para se ver isso basta fazer um acoplamento duas medidas tais
que 15 < 15§: colocamos as mesmas setas designando nascimento e salto de particulas para

os dois processos 7§ e ng. Como tomamos as medidas de forma que ny < né, entao se



tivermos uma particula num sitio ¢ na configuracao 7d, obrigatoriamente temos uma outra
no mesmo sitio ¢ em 73. Podemos ter particulas em 72 que nao correspondem a nenhuma
em 7. Como as setas sao as mesmas, se uma particula saltar ou tiver descendentes em nl,
o mesmo ocorre em n7. O leitor pode esquematizar todas as possibilidades de transicao e
ver que a desigualdade sera sempre preservada. Pelo item (b) da Definicao 1.14, temos que

0 processo € atrativo.
Alem disso temos que o processo € Feller para qualquer valor v > 0.

Definimos

€; = (;1‘1,...,.172'__1,;1?;,331'_4,1,..4.;73,1):(O,...,O,l,o,...,G), (25)
0 = (0.....0).

Temos a seguinte proposicao.
Proposigao 2.5 O processo de Ramificagio com Exclusdo {n,} é Feller.

Demonstragao. O Teorema 1.24 nos diz que se qualquer sitio z nao tiver influéncia de
oo com probabilidade 1, entao o processo sera Feller. Ainda em [13] vemos que todos os
processos para os quais o sup das somas das taxas de interagao de 2 com qualquer y € Z? é
finito e que sdo processos de alcance finito (definido em (iii) da Definicao 2.12), sao Processos

Feller. Todos os processos nesse trabalho satisfazem as duas propriedades.
O

E facil ver que as medidas &g e & sao invariantes. Com is:o concluimos que este processo
nunca sera ergodico. Para mostrar que }LL{)l}S(f) — Oy, precisaremos dos seguintes resultados

que valem para qualquer valor v > 0.

O teorema a seguir nos mostra. intuitivamente falando, que a tendéncia do processo 7,
vai ser a de ter particulas em qualquer sitio infinitas vezes, quando comecamos com qualquer

medida diferente da ponto massa na configuragio com todos os sitios vazios.
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Teorema 2.6 Comecando-se com a medida /"({)1}- a origem vai estar ocupada infinitas vezes

{i.v.).

Demonstragdo. Paramostrar isso, acoplaremoso processo {1;} com um processo {W;}, que
tera somente uma particula (e que chamaremos de pseudo-particula). Essa pseudo-particula
(p-p-) vail imitar um movimento “mau” que uma particula faz em {5} para retornar a
origem. Mais especificamente, acoplaremos o processo com um outro no qual manteremos
uma tnica particula - - que sera a p.p.- - e apagaremos todas as outras. Note entio que
7 — N ’
n(W;) = 1. Com o acoplamento mostraremos que a p.p. corresponde uma particula de 7,
na mesma posigao. Portanto. sempre que a p.p. volta a origem, havera uma particula de 7,

na origem. Basta entao mostrar que a p.p. retorna a origem infinitas vezes.

Descreveremos, ainda informalmente, o movimento da p.p. utilizando o método de
construgao grafica. Esse método de construcao de processos pode ser vista com maiores
detalhes nos textos de Durrett [8] e Griffeath [13]. Colocamos em {W,} as mesmas marcas
de {n} e colocamos inicialmente a p.p. na origem. A p.p. pode se aproximar da origem
via salto ou criacao de um descendente. Mais precisamente, a p.p. estando no sitio z, vai
para um sitio vizinho j, tal que |j]; = |z]; — I, assim que encontrar uma seta de salto ou
nascimento de 1 para j. Ela se afasta da origem somente quando encontrar setas indi-
cando salto. Esclarecemos aqui que a aleatoriedade do processo esta na fixacio das marcas
do processo. Depois de ter as marcas fixadas, o movimento de {W,} sera deterministico,
seguindo o esquema que daremos mais adiante. Para se analisar o processo {W,}, olharemos
para a cadeia imersa do processo, que é a tempo discreto. A Proposi¢ao 7.7.5 de Breiman
[4] nos diz que as transicoes de probabilidade p,(i, j) para todo t > 0 e a distribuicao inicial
especificam completamente o Processo de Markov a tempo continuo. Isto é, essa cadeia

imersa descrevera completamente a evolucao do processo.



Esquematicamente. em ¢ = 2 temos

2 2 2
2 2 2 2
J —— | —t—
1 sl 1
2 2 2
2 ! 2._E5L_. 2] 2 .
2 2° 2
OJ : origem
1 1 1
1 ) ——~ : salto ou nascimento
2 2 2 2
— 2 :salto
2 2 2

Formalmente, temos:

Sejam x = (21,...,24) € Z% e {iy,....1s tais que z;, = ... =2, =0 (isto é, k das
] 3 3 | ] k

d coordenadas de z sao nulas).
Definimos as transi¢oes por:
(1o s Tjy e v g) = (29, .. i3 Y5y Tty -2 24), para j =1,....d;

onde em — temos [2;l = Jyil = |zj| = 1 com probabilidade Pk, € em ——  temos

[z;] = |yl = |2;] + 1 com probabilidade -

Mais precisamente,

o~ . 1 Ay aye
Para a transi¢ao do tipo — temos as possibilidades:



1

Yy=ap+1, seg; <l 14 1
2d°

com probabilidade px = Gomme+@ o >

Yyi=a;~1, sex; >0

. - . = I Antra Al D el o
Note que a p.p. se aproxima da origem pot (d — k) dentre as 2d direcoes possivels

Para a transicao.

Para as transicoes do tipo — temos as possibilidades:

y; = £1, se z; =10

Dils - 2 L T
yi=a;4+1, sex; >0 com 1)1‘<>|)a.b1lldml(? Gk = @=R) (1) +(d+k)~ < 24> 5€ k< d.
yi=a;—1, sex; <0

) dentre as 2d direcoes. Note que pp e gk satisfazem

p.p. se afasta por (d + K
(d = Ek)pe + (d+ k)gr = 1.

v‘. 2 ol 3 - & - . . ~
O movimento da p.p. tem cadela imersa dada pelas transicoes acima. (Chamaremos de

—
oy

a posicao da p.p. na n-ésima transicao.
g g} 6
Definiremos os tempos de parada (“stopping times”) por:

Thy=0
‘Tn = lll[{t > Tn_ﬂY'{, 71: Y:I‘,.—l}

R VA ’\_‘ > Markov
A Pl‘O])I‘it‘(lav(l(‘ Forte de {\la_r]\'()\' ga‘l‘a‘”tv(\ que {Mr n = )1". n Z 0} ¢ a cadela de Markov

a tempo discreto relativa a cadeia a tempo continuo.

- ; 4 ocesso rredutivel e recorrente
O que veremos agora ¢ que 0 movimento da p.p. € um processo irredutivel e recorren

Positivo.

i ’ wrorrente nositlivo.
Lema 2.7 O processo {W,} ¢ irredutivel ¢ recorrente postlit

o
oo



Demonstragao. A irredutibilidade vem direto da construgao de {pp,qu;k = 0...., d}.

A recorréncia positiva vem do Teorema 1.1. Na notacao do teorema, tomemos

gly) = (|ly]2)*. Precisamos mostrar que existem ¢ > 0 e N << oo satisfazendo:

E { “'/Vn+l ‘5

W, =y ] < |yl3 — €. sempre que |y|, > N. (2.9)

Usaremos a seguir as seguintes notagoes:

Y = (ylv"'ﬂyd)
v o= Lyl
J=1
wio= (il + 172+ ;yf =y’ + 1 + 2]y
JF
w: o= (lyl-1)7°+ §_3/3=z/2+1~2ly,rl
JF

Dado y € Z*, seja k o nimero de coordenadas de y i guais a zero. Representaremos
y=(0,....0,¥kt1.-- . ya) e veremos que 2.9 vale para qualquer outra ordem dos zeros de y.

Fixe N = ma,x{pi__qe DS o= 1....,([}. Note que 0 < N < 00 pois py—¢q, >0, s=1,...,d.

Tome € = 1/2. Lembramos também que (d—k)p,+(d+k)q = 1. Para y talque |y|; > N,

temos

d d

- B[ Warill | Wo =y ] =02~ [0 + 2%+ ¥ w2+ 3 ] =
t=k+1 i=k+1
d d
2 p . R R
=y - {y‘z + 2kqi + ;/;1(2'”!! + 1) + pi _;l(—zlyil + 1)} =

d ,

lyh >N

=20k —qr) Y lwl—1=2p—qllyh -1 > 1>ec
I=hk+41

Note que nunca foi usado o fato de que as k primeiras coordenadas de y sao iguais a




zero. Logo, o mesmo vale para os zeros em outras posicoes. Além disso. o resultado vale

para A =0.....d

Para |y| < N. temos claramente que ZE[ W2 | W, =y ] < ., algum § < oo.

Portanto, mostramos que o processo é recorrente positivo. o

Tendo mostrado que o processo {W, } é recorrente positivo, segue que a origem estara

ocupada infinitas vezes e com isso demonstramos o teorema. O

Como resultado imediato. temos o seguinte corolario:
Corolario 2.9 Qualquer sitio vai estar ocupado i.v.

Demonstragao. Para isso. basta esperar o tempo (finito) em que a p.p. que partiu da
origem atinja o sitio ¢ e. a partir desse instante, direcionar a p.p. para retornar a ¢ ao
invés de para a origem. Isso é. definimos as transi¢des dadas no teorema acima em relacao
ao sitio ¢ ao invés de 0, o que significa somente transladar as transigdes da origem para,

1 de forma ao “drift” ser para 7 e nao mais para a origem. 0O

Os artigos de Ding, Durrett e Liggett [7] e Mountford [15] analisam um processo mais
genérico do que esse. La é permitido que em cada sitio possa haver um ntimero qualquer de
particulas: Além disso, as taxas de nascimento de particula depende do nimero de particulas
nesse sitio, semelhantemente para a taxa de morte. Em ambos artigos um dos modelos
estudados tem a restrigao de que se nao ha particulas em um determinado sitio. entao a taxa
de nascimento de particula é zero. Para esse caso os autores mostram, entre outras coisas,

que as unicas medidas invariantes e invariantes por translagao sao uma combinacao convexa




de 8y e uma determinada medida produto v (no nosso caso serda v = th~n~1 5S(t)). Mountford
em [15] da outros resultados para a taxa de nascimento espontaneo igual a zero. Um dos
resultados é que sob certas condigdes. comegando-se com uma medida qualquer diferente
de &y a medida limite serd v. Uma observacao relevante é ue para esses artigos citados o
espaco {1 nao é compacto. logo as solugoes para os problemas sao bem mais complicadas. Vale
ressaltar que o processo analisado aqui nao chega a ser um caso particular dos processos la

estudados, pois naqueles processos se a taxa de nascimento espontaneo é zero, entao quando

ha uma tnica particula em um sitio, ela nao morre nunca, o que nao é o nosso caso aqui.

Mostraremos mais adiante que comegando-se com qualquer medida diferente de 8y, o
processo convergira para a medida 8. Além disso, caracterizaremos o formato assintético
do crescimento, comecando-se com uma particula. Antes, daremos um resultado isolado,
caracterizando as medidas invariantes e invariantes por translagao. A razao para colocarmos
essa demonstragao € para que o leitor se familiarize com calculos envolvendo geradores.

Usaremos a Defini¢ao 2.5 para e;.

Lema 2.10 As inicas medidas invariantes extremais e invariantes por translacdo sao by e

Oy
Demonstragdo. Seja p invariante extremal e por translagao. Suponha que para algum cubo
d-dimensional finito C' temos

;L( n(x+e)#Fnla): algumar.z+e € ) > 0.

Temos entao que para algum v, o0 —¢; € (), ;L( Nz —e;)=1,n9(z)= O) > 0. Sem perda de

generalidade tomemos » = 1. C'omo p é invariante por translagao temos

;L( e —e)=Liylx) = O) = ;L( n(z)=1,n{x+€)=0 )

—
[R]
ot
[ V]

S’

Seja

o) = 1, sen(a)=1.

0, caso contrario.

(8]
Jt




Como a medida é invariante. pelo Teorema 1.10 temos que para f dada acima.

0 = gfodu =2 Jro) = fyde+ 5 [ () — f(n)du =

2 ij€Zd jezd
= 5 { > } [,u( ne)=lLnz+e¢)= O) - ,u(yy(a?) =0.n(x+e) = 1)}+
2
+32 L p(n@) =0n(x+e) =1)

+ g—:} '''' {”(71(1 —e) =0,n(x) = 1) ~,u(77(x) =0,p(z —e) = 1)]}4-
+z_; (Z_: }/‘»(’)(l‘) =0n(x+¢€)= 1)

[N
—
[

2L S ) =0t + e = 1)

1=1....,4 d

Entao ;L(U(fc) =0,n(x xe) = 1) =0, para2 = 1,...,d. Ou seja, em qualquer cubo
finito C', todos os sitios estao ocupados ou vazios com probabilidade 1. Pelo Teorema da

Extensao de Kolmogorov. as tinicas medidas que satisfazem isso sao & ou &y respectivamente.
O

Para enunciarmos o Teorema do Formato (“Shape Theorem”), precisaremos das seguin-

tes definicoes.

= {y € Z%:n(y) = 1, quando ng(x) = | somente para sitios z € A}.
S = {A C Zd}, o conjunto das partes de Z<.

Definigao 2.12 Dizemos que a famdia {§ : A C Z*} de Processos de Markov a valores
em S ¢ um modelo de crescimento se §§ € um estado absorvente ¢ a familia é:

(1) invariante por translacio: o processo transladado x + €2 € wma copia de 74, onde

v+ B={x+y:y€ B}:




(it) atrativa: se A C B entdo &' ¢ €F podem ser construidos no mesmo espaco de forma

que & C €8, para todo t > 0:
(1) de alcance finito: existe L < oo tal que se AN{x : 2| < L} = 0, entdo P{0 € &'} = o(t)
quando t — 0.
Definimos ainda
rd=inf{t: £} =0}, tYa)=inf{t:2€&); r=1% tx)=1%).
Dizemos que {{;} é supercritico se P(1 = o) > 0.

Para o teorema. sera conveniente identificar cada 2 € Z<¢ com um cubo em IR? de lado

wm com centro em x. Definimos entao
d . d 1 .
H, = {y € IR : existe x € Z* com || — y|| < 5 € t(z) < t}. (2.14)
Tomaremos a norma [* em [R?. Definimos ainda

K = {y € R?: existe 2 € Z% com lo —yl| < < e &{0}(.7;) = 5,1(1)}, (2.15)

(SR o

onde & = Z<.

Teorema 2.15 (Durrett, Griffeath 1982) Seju €9 um modelo de crescimento supercri-

tico. Suponha que hd constantes C.c,v € (0,¢) tais que
(a) P(t <1 < 00) < Ce;

(b) P(t(x) > t, 71 =00) < Ce™ para ||| < ct.

Entao existe um conjunto convero A tal que em {r = oo} temos, para qualquer 0 < € < 1;
(1 =e)tAC H C(l+e)tA

para qualquer t suficientemente grande.

8]
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Se além disso tivermos

(c) Se ainda, P(x & K;.7 = o0) < Ce™™ para ||z|| < ct entio em {r = oo} temos que o

processo cresce linearmente. isto €, para qualquer 0 < e < 1,
(l - f)t;‘l C (H[ N -[\’t) C (1 -+ €)t;4
para todo t suficientemente grande.
Demonstragdo.  Este resultado foi provado por Richardson em 1973 para o Modelo de
Richardson; para o Modelo do Votante Viciado foi provado em 1980 por Bramson e Griffeath

e em 1982 essa versao mais genérica foi demonstrada por Durrett e Griffeath em [10], com

uma corregao feita em Durrett [3]. a
Enunciaremos agora um resultado dado por Bramson e Griffeath.

Teorema 2.16 Se v < 1 entio o Modelo de Ramificagio com Exclusio satisfaz a sequinte

ler de convergéncia:

Se i = by, entdo limy_.. uS(t) = &.

e 1y = 40 S — , I 4 aca

Se pp = iy entao limy_ uS(t) = 8. onde 11y € @ medida ponto-massa na configuragdo

com uma unica particula na origem.

Demonstragdo. Esse resultado é o Teorema 3 de [3]. Nao daremos aqui a demonstracio

pois o resultado esta provado l4. o
Decorre do teorema acima e da atratividade do processo o seguinte resultado.

Corolario 2.17 Fizado v < | ¢ comecando-se com qualquer medida diferente de b8y, o

processo var convergir para &. Comecando-se com 8y, o processo continuard sempre em &g.

Q]
o




Demonstracao. (‘omecando-se com uma unica particula. o processo converge para & pela
invariancia do processo. (‘omecando-se com uma g # dg, temos que essa medida vai colocar
pelo menos uma particula no sistema com probabilidade 1. Neste caso. a chance de se encher

o espago Z% inteiro é maior do que comecando-se com uma tinica particula. 0




Capitulo 3

Exclusao + Ramificacao + Morte em

um Numero Finito de Sitios

3.1 Descricao do Modelo

Informalmente podemos pensar que esse modelo descreve a evolugao de bactérias que se
reproduzem assexuadamente e locomovem-se. Mas em um ndimero finito de lugares elas
podem morrer, caso passem por ld. Novamente analisaremos o que acontece com a populagao
de bactérias. C'omo resposta teremos que ou todas elas morrem, ou preenchem todo o espaco

de dimensao finita d qualquer.

Este modelo tem espaco de estados Q = {0,1}#". Dado € Q e 1 € Z¢, (i) € {0,1}
€ a projecao de 7 no sitio 2. O conjunto {0,1} vai ser considerado com a topologia discreta

e {1 com a respectiva topologia produto e o-algebra © dos borelianos.

Cada 7 € Z* sera chamado de sitio (veja Definicao 2.1). Cada sitio 7 pode estar
ocupado por no maximo uma particula em cada instante t > 0. Nesse caso, 1,(1) = 1, onde

n:(2) é a projecao de 1, no sitio i.
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Seja B = {z..... =, } o conjunto de sitios onde particulas podem morrer.

Colocaremos a seguinte evolugao no processo:

Uma particula em um sitio ¢« € B pode criar outra particula em um sitio vizinho
J ou saltar para ele, caso j esteja vazio. As particulas que nascerem em B ou que
saltarem para la, morrem depois de um tempo exponencial de parametro 3. Assumiremos
que particulas em B podem ter descendentes em vizinhos ou saltar para la antes de morrer.
Mas ressaltamos aqui que os resultados obtidos nesse capitulo sio um pouco mais fortes
e valem também no caso em que particulas em B nao pod:m ter descendentes nos sitios
vizinhos nem saltar para eles. Além disso. podemos assumir que as particulas que caem em

B morrem imediatamente. ou seja. que 3 = 0.

- Particulas sao criadas de acordo com um processo de Poisson de taxa v . Isto é, a particula
no sitio 7 cria uma nova particula em j, se estiver vazio, com probabilidade =l l7 —1]1),

onde p(k)= 35, se k=1. Caso j ji esteja ocupado, nada ocorre.

- A particula que esta no sitio 1 salta para o sitio j, com |j —1i|; =1, de acordo com
uma distribuicao de Poisson de taxa 1. Se a particula em : decide saltar para j mas jJ

ja estiver ocupado, o salto é suspenso.

- Assumiremos que as particulas em B morrem depois de um tempo exponencial de média
L. As transigoes em B também sio com exclusdo, isto é, se z; estd ocupado e alguma

particula decidir saltar para z;, esse salto é suspenso.

Definimos

0ty = {1 e E A (3.1)

0, caso contrario.
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Usando as Defini¢oes 2.3. 2.4 e 3.1. definimos o gerador de Markov do processo, para
qualquer funcao cilindrica [:Q — IR. por

LHQY) = ¥ ph =) =]+~ £ plli = iAol 0?) = fm)n()

ijedd (L jEZd
T8 L (0=, () = Fmn(z)1,3(0).

A relagao entre o gerador de Markov e o semigrupo em C(Q) é dado pelo Teorema de

Hille- Yosida.




3.2 Analise do Processo

As primeiras observagoes que faremos sao que esse processo nao é invariante por translagao,
poils as transi¢oes nao sao todas simétricas. ja que ha um numero finito de sitios onde ocorrem
mortes. Isso torna a analise mais complicada, pois nao podemos utilizar as mesmas técnicas

vistas no capitulo anterior para analisar a convergéncia de qualquer medida de probabilidade.

Este processo de Markov é atrativo. Para ver que é atrativo basta fazer-se um acopla-
mento entre duas medidas jq < gy e a partir do método da construcao grafica podemos
ver que sempre continuarao mantendo a desigualdade pyS(t) < p2.S(t), para todo t > 0.
Note que sempre que for criada uma particula na configuracao com densidade p;, ou se
uma particula morrer ou saltar. o mesmo ocorre na configuracao que tem por densidade pu,.

Temos entao (b) da Definicao 1.14. Tendo isso. o Teorema 1.19 nos diz que existe tlirq o5 ().

Veremos que essa medida é concentrada em configuracdées com um numero finito de sitios

VazIos.

O processo é Feller. Para ver isso basta notar que a demonstracao é a mesma do
Teorema 2.5. Note que la s6 usamos o fato de as interagoes serem com um numero finito de
vizinhos (no nosso caso, vizinhos mais proximos). Para esse processo a influéncia de oo sera
menor (via acoplamento dos processos) pois nesse ha morte de particulas, o que nao ocorre

no Ramificacao com Exclusao.

Consideraremos o processo comecando com a medida & no tempo t = 0 (isto é, com
a medida que coloca uma particula em cada sitio com probabilidade um) e analisaremos a

evolugao do processo quando o tempo tende a infinito.

As perguntas basicas que tentaremos responder sao: Comecando-se com a medida &,
o processo convergira para alguma medida quando ¢ tende a infinito? Qual medida é essa?
A resposta obtida € que o processo vai convergir para uma medida concentrada em con-
figuragoes com um numero finito de buracos. Mostraremos primeiramente que esse resul-

tado vale se ocorrerem mortes somente na origem. (‘omo corolario imediato observaremos
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que o mesmo resultado vale se tivermos um numero finito de sitios onde particulas podem
morrer. Esse resultado vale independentemente dos valores das taxas (desde que a taxa de
nascimento de particulas seja maior do que zero) e na demonstracao nunca sera usado o fato
de que as particulas podem ter descendentes nos sitios onde ocorrem mortes. Além disso as

particulas que caem nesses sitios onde ocorrem mortes podem morrer instantaneamente.

A analise do problema em uma dimensao d qualquer é complicada. mas podemos sim-
plificar o problema. Ao invés de analisarmos o problema em {0, 1}Zd. olharemos para uma
projecao deste espaco, dado pelo numero de buracos no sistema. Em outras palavras, ao
invés de olharmos para o processo {1;}, olharemos para o processo {f(n;)}, onde f(n,)é
o numero de buracos em sitios diferentes de 0 na configuracao ao tempo ¢. Lembramos que
a medida inicial € é; . logo o nimero de buracos em qual quer tempo finito é sempre finito,

como mostraremos no lema abaixo.

Lema 3.2 Para o processo {n,}. com tavas v e 3 quaisquer e com f(1ny) < oo. temos

P{3t € IR* tal que f(n;) = =} = 0.

Demonstragao. Seja 0 < t; <1y < --- <1, <--- sequéncia enumeravel com lim {, = oco.

T e OO

P[_/‘(m) = o0 algum ¢ > 0] = P{U {f(m) = x}} < P{U {f(ns) = oc algum s € (0, tn]}}

t tn
20 N
< P[f(ns) = o¢ algum s € (0, tn]} < Z Plinfinitos buracos até tn] <
n=1 n=1
a ) o o]
< Z P{infinitas setas de salto de particulas de um viz. le 0 para 0 até t} = > _ P,
n=1 n=1

Suponha que P, > 0.algumn. Devemos ter infinitas setas que indiquem salto de uma
particula de ¢ para 0, com [i]; = 1, em um intervalo finito (0,¢,]. Masentao Js; € (0,t,]
tal que s; é um ponto de acumulacao dessas setas. Mas isso contraria o fato de as setas
serem distribuidas segundo um processo pontual de Poisson, pois tomando qualquer intervalo

Ay, C[0.t,] tal que s; € . terfamos P(2 ou mais setas em 2\, ) # o(4,,). Queremos
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dizer com isso que mesmo que o tamanho do intervalo A(f) tenda a zero linearmente, a
probabilidade de ter duas ou mais setas em 2\, nao vai a zero com uma velocidade maior.

Mas isso é absurdo. pois as marcas sao distribuidas de acordo com um processo de Poisson.

0

Analisaremos agora a evolucao da cadeia imersa do processo {f(7,)}. Tomemos
B = {0}, onde 0=(0,....0) € Z* representa a origem. Assumiremos que as particulas
que cairem em 0 morrem instantaneamente, o que é a pior situacao possivel. Comecando-

se com a medida &, emt =0, temos que f(5;) pode ter transicoes da forma:
Se f(n;) = 0, temos

0 — 1 se algum dos 2d vizinhos de 0 saltar para 0.

Tendo f(7:) =1 podemos ter configuragoes do tipo:

O  particula
¢ o ) o |
o —%—o o —e—X—6 X buraco
¢ o o o 4
O origem
(@) buraco vizinho ao 0 (by) buraco em algum sitio longe de 0

Em (a;) temos:
I — 0 se uma das 3 part. viz. do buraco tiver 1 descendente nele.

1 — 2 se uma das 3 part. viz de 0 saltar para 0.




Em (by):

' — 0 se uma das 4 part. viz do buraco tiver 1 descendente nele.

l — 2 se uma das 4 part. viz. de 0 saltar para 0.

Se f(ny) = 2 podemos ter:

(] o] Q o
S b | 3, o a o S A o
~ 3 [a) ~ ~ 33 2N N ~
X o o] o
{a9) 2 buracos vizinho de 0 (by) 1 buraco viz. de 0 com outro ao lado
(] o] (] (o]
o o N o N a b o NE N2,
TN UK 11T
Q [o] (] (o]

(¢2) 1 buraco viz. de 0 e outro longe  (dy) 2 buracos viz. e longe de 0
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(0]
tH
(0]
[}
X

(e3) 2 buracos longe de 0 e longe entre si

Em (ay):
2 — 1 se uma das 6 part. viz. dos buracos tiver 1 desc. em um deles.

2 — 3 se uma das 2 part. viz. de 0 saltar para ele.

Sejam by ...b, € Z* os n buracos no sistema no tempo t. Definimos:

vf = Y mu(z), parai=1....n0n% de part. viz. do buraco b; no tempo t.
is_brll
n .
vl = Y vf, on® total de part. viz. dos n buracos no tempo t, contadas com
i=1

multiplicidade, pois se a mesma particula for vizinha de, por exemplo, dois buracos, ela

podera ter descendentes ou saltar para qualquer um dos dois.

ST on(y), one de part. viz. de 0 no tempo .
lal=1

<
o~
il

Genericamente temos que. se f(17;) = n, temos as transi¢oes no tempo t:
n—n—1 seuma das v! part. tiver um descendente num dos buracos.

n— n+1 seuma das v§ part. saltar para o 0.



Note que mesmo esse processo { f(n,)} tem uma transicao complicada (pois o processo
obviamente nao ¢ Markoviano. embora {1,} o seja). Para contornar esse problema, faremos
um acoplamento desse processo com um outro que além de ser Markoviano, ainda vai nos
garantir que o processo original vai retornar a configuracio com todos os sitios ocupados
infinitas vezes (i.v.). Para a construcao desse novo processc, note que temos as seguintes

desigualdades:

n —n— 1 com taxa maior ou igual a /n

(note que o pior caso € quando os buracos estao aglomerados em um cubo d-dimensional)

n — n+1 com taxa menor ou igual a 2d.

(uma das particulas saltar para a origem)

Com base nessas desigualdades. construiremos um processo Markoviano com uma taxa
de morte de particulas maior do que o processo original; taxa de nascimento menor do que

o original, mas que mesmo assim o processo modificado é recorrente positivo.

O processo modificado, que chamaremos de {(;} evolui com taxas:

Se C( = 0:
0 — 1 com prob. 1
Paran > 1, temos

dq,
q - Y 3 - n
g . 3 ) "r g g ,‘ g . .
n—n—1 comtaxa &/n (ou seja, com prob )




: . 26
n — n 4+ 1 com taxa 2d {ou seja. com prob. ﬁ)

O processo parece ser recorrente positivo pois quando n tende a infinito, a probabilidade
de diminuir o numero de buracos tende a 1. Para se verificar que realmente o processo ¢

recorrente positivo, usaremos o Teorema 1.1.
Teorema 3.3 O processo {(;} ¢ recorrente positivo, para todo v > 0.

Demonstracio. Na notacao do Teorema 1.1, tomemos N = (Gd)d e €= Considere

N

gly) =y, y =0.1.... Temos entao para ¢, > N.

. X L In ’ 2d Wn — 2d

El oG [G=n]=n=1) srmgm+ 0+ 1) o= =n = ey
N> (6d) 1
< n--=
2

P

E] g(Ci41) | e =m j <N, se m<N
Logo, o processo {(;} ¢ recorrente positivo. O

Poderiamos provar que o processo é recorrente positivo sem utilizar o Teorema 1.1.
Para cada =+ e dimensao d fixados, existe um N < oo tal que a probabilidade da transigao
de n paran —1 ¢é maior do que a de n para n+ 1, qualquer n > N. Bastaria se acoplar
o processo  {f(n:)} com um processo {} com taxas de f(n;) se § < N e taxa de
f(n) = N para n > N. Mais precisamente, se & = m., m < N, entao as taxas para
& =m sao as mesmas de f(,) = m. Se n > Ne & =n, entao as taxas para §{ = n sao
as mesmas de f(n,) = N. E facil ver que esse novo processo é recorrente positivo, pois ¢ um
passeio aleatdrio assimétrico em Z* modificado em somente um nimero finito de estados
(a saber, 4 = {0,....N}. Em Feller [12] podemos ver que um passeio aleatdrio em Z*

assimétrico com “drift” para a origem é recorrente positivo. Em nosso caso, modificamos
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esse processo em somente um conjunto finito 4. Sabemos por Feller [12] que o conjunto A
sera visitado infinitas vezes. Como A ¢é finito e fechado, tenos que qualquer estado de A

sera visitado infinitas vezes).

Através de um acoplamento entre o processo original {1;} e o processo modificado {(;},
temos que se o processo modificado retorna a configuracao com todos os sitios ocupados,

com maior chance o processo original também voltara.

Teorema 3.4 Come¢ando com a medida &, o processo vai convergir para uma medida

que tem somente um numero finito de buracos.

Demonstracio. Como a cadeia imersa do processo { f (1)} tem espaco de estados enumeravel
e é recorrente positiva. o processo retornara infinitas vezes a configuracao totalmente cheia
de particulas. Vimos que em nenhum tempo finito o processo terda um ndmero infinito de
buracos. Além disso. sabemos pelo Teorema 1.19 que exisie o limite de 6.5(t) ja que o
processo em questao é um sistema atrativo, logo o processo s6 pode convergir para uma

medida que tem um namero finito de buracos. ]

Com base na demonstragao. temos como resultado imediato:

Corolario 3.5 Se tivermos um nimero finito k de sitios onde particulas podem morrer,
e comecarmos com uma medida que concentra em wma configuragao que tem somente um
nimero finito n de buracos com probabilidade um, entdo vale 0 mesmo resultado do teorema

acima.

Demonstracio. Note que a cadeia imersa para o processo {f(7;)} tem espago de esta-
dos enumeravel e é recorrente positiva mesmo tendo um niumero k de sitios onde morrem
particulas (as taxas sao um pouco diferentes, mas conseguimos basicamente os mesmos lim-
itantes. Além disso. comegar-se com uma configuracao com n buracos equivale a olhar para

a cadeia imersa comegando do estado f(no) = n. 0

40



Observagao: Considere o caso em que B é unitario. Comecando-se com uma medida p
concentrada em uma configuracao com um numero finito de particulas. no limite ou todas
as particulas morrem, ou teremos um nimero infinito de particulas. Vale ressaltar que nao
sabemos se o numero de buracos vai ser finito. Note que podemos usar uma construcao
similar a dada anteriormente para o processo {f(n:)}, onde f( - ) = n representava ter
n buracos na configuragao. Ao invés de olhar essa funcao. analisaremos g(7;) = n2 de
particulas na configuracao 7;,. Tomando-se as taxas g( - ) : n — n + 1 com a taxa de
fl-):mn—=n-1leg(-):n—n—1coma taxade f( -):n — n-+1. A dnica
diferenga é que aqui g( - ) = 0 é absorvente, logo, se tivermos 0 particulas em um tempo
t, continuaremos tendo 0 particulas em qualquer tempo subsequente. Condicionando-se
a nunca ter 0 particulas, temos entao que o processo tende a ter um numero infinito de

particulas.

Temos pelo menos duas medidas invariantes extremais distintas, logo o processo nunca

sera ergodico.

Infelizmente o mesmo tipo de analise nao funciona se tivermos um numero infinito
de sitios onde particulas morrem ou se a configuracao inicial tem um nimero infinito de
buracos. Para estudar esse tipo de problema usaremos outro tipo de analise que daremos

no capitulo seguinte.
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Capitulo 4

Contato Modificado

4.1 Descricao do Modelo

O processo pode ser interpretado como um modelamento de um sistema onde bactérias se
reproduzem assexuadamente. locomovem-se e eventualmente morrem. A pergunta é ba-
sicamente a mesma de todos os outros capitulos: comecando-se com o espaco totalmente
preenchido por bactérias, elas continuarao vivas ou todas morrerao deixando o espago vazio?
A resposta é que depende dos valores das taxas de nascimento e de morte. Fixando inicial-
mente a configuracao n = 1. um valor de taxa de morte de bactérias. vai haver uma taxa de
nascimento critica tal que abaixo desse valor o sistema se extingue e acima dele o processo
sobrevive com probabilidade positiva. Nao daremos aqui o valor dessa taxa critica, mas
sim um intervalo finito [a.b] contendo esse valor. Com isso mostramos que o processo tem
uma transicao de fase. Mesmo no Contato Usual. o valor exato da taxa critica ainda é um

problema em aberto.

O Contato Usual é um processo no qual as particulas nascem e morrem com as taxas que
daremos aqui. A diferenga esta no fato de que as particulas nao podem se locomover. Essa

diferenga, aparentemente sem muita influéncia na evolugao do processo, traz dificuldades




extra pois com a locomocao. o processo de (‘ontato Modificado deixa de ser um Sistema de

Spins (pois o salto depende de 2 coordenadas em cada transicao) e isso dificulta bastante os

calculos.

Este modelo é um processo de Contato onde além de particulas nascerem e morrerem,

podem trocar de posigao. Mais precisamente, seja 2 = {0, 1}Zd o espaco de estados.
O processo de Contato Modificado {£;} tem a seguinte evolugao:

- Se nao ha particula no sitio ., uma particula é criada com taxa Ax n% viz. ocupados.

Equivalentemente, £(2) : 0 — 1 com taxa A 5 £(J)
li=if=1

- Uma particula morre com taxa . Ou seja, £(i): | — 0 com taxa 1.

- Uma particula salta de ¢ para ; com taxa 7/2d. Equivalentemente, £(2)6(z +1): 01 —
10 com taxa v/2d. O mesmo vale para 10 — 01. Para efetuar esses saltos, procedemos
da seguinte maneira: para cada sitio x. escolhemos um vizinho y com probabilidade 1/2d e

colocamos uma seta de salto de = para y com taxa ~.

Definimos

1) = {"’("7)’ E (4.1)

0. caso contrario.

Utilizando as Defini¢oes 2.3, 2.4 e 4.1, para qualquer funcao cilindrica f:Q — IR, o
gerador L do processo de Markov é definido por
(L) =~ = ply—il)f@™) =1+ = plls =D 07 = f(m)n(E)
NI A i.jeZd

+A X @) = fonin)-

INTVA
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Para a construcao grafica do processo usaremos setas tipo stirring para indicar salto de
particulas. Ou seja. para cada par {i.j} C Z? colocamos setas de salto com taxa 7. Issas
setas podem ser utilizadas tanto por  quanto por y, A construcao grafica segue de forma
analoga a vista para o Processo de Ramificacao com Exclusao acrescentando-se marcas de
morte em cada sitio * de acordo com um processo de Poisson de taxa igual a 1. A vantagem
de se colocar setas tipo “stirring” é que com isso, se olharmos para o processo dual (seguindo
as setas no sentido contrario ao tempo; ao encontrar seta indicando nascimento, matamos a
particula e ao achar uma marca de morte fazemos nascer uma particula), esse novo processo
tera a mesma distribuigao se olharmos o processo com o tempo crescendo. A auto-dualidade

vem do fato de que o Contato Usual e a Exclusao com setas tipo “stirring” serem auto-duais.
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4.2 Andalise do Processo

Observamos aqui uma semelhanga com o modelo dado no capitulo anterior. A unica diferenga
é que aqui as particulas podem morrer em todos os sitios. Nosso interesse nesse modelo €
saber se existe um A critico (A?) tal que fixando-se ~ e para A < A? o processo morre (isto
é. o processo converge para a medida &g) e para valores acima desse valor o processo tem
uma chance positiva de sempre sobreviver. Para o processo de Contato foi provado que esse
A¢ existe. Seguiremos os mesmos passos para demonstrar que para o Contato Modificado
também existe um A% Basearemo-nos nos textos de Griffeath [13], Liggett [14], Durrett

[8] e notas de aula de Schonmann [16].

E facil ver que o Contato Modificado é atrativo. Basta se construir um acoplamento
entre duas medidas pq < jp e usar (b) de 1.14. Vemos que se uma particula na configuragao
com densidade ji; morre. salta ou cria particula em um vizinho, o mesmo ocorre para a
configuracao com densidade 1y ou ja havia uma particula em g, e continuamos com a

desigualdade p1.5(1) < j25(t), para todo t > 0.
O processo é invariante por translagdo pelo fato de todas as transicoes serem simétricas.
O processo também é Feller. A prova sai de forma analoga a vista no Teorema 2.5.
Defini¢do 4.2 Para A C Z?. seja & = {y € Z*: existe caminho de (2,0) para (y,t),
algum x € A, tal que n(x) =1 paratodox € A: y(x) =0 paratodox ¢ A}. Denotaremos
ity como sendo a medida pontfo-massa na configuragao 1.
Observagao: Durante todo o capitulo trabalharemos com o parametro 7 fixo.

Seja 1y~ a medida invariante superior para o Contato Modificado com parametros

A>0 e v > 0. Ousea. vy, = ilim &S(t). Pelo Teorema 1.19, temos que esse limite
g

existe.




Definigao 4.3 Denotaremos 74 = inf{l{ > 0: &' = 0} ¢ ainda p(A.~) = Py {71 = oc}.
Teorema 4.4 Se A\ < Ay entdio vy, <wv\,~. Logo. p(A.5) € ndo decrescente em .

Demonstragao. Faremos essa prova via construcao grafica. Construimos dois processos
. =\ ~Ag . . - . . v 1
acoplados {(;"} e {¢;?} tal que colocamos as mesmas setas para salto e morte de particulas
(Ja que as taxas sao as mesmas para os dois processos). Para as setas indicando nascimento,
- ~ A
comegamos colocando setas nos dois processos com taxa \;. Depois somente em {(;?},

colocamos mais setas com taxa A, — Ay. Pela atratividade do processo segue o resultado.

O

Pelo Teorema 1.20 o processo é ergddico para um dado A se e somentese p(\,v) = 0.

Para o processo em dimensao d. definimos o valor critico A como
I _ - .p . .
AL =1inf{A > 0: p(A.v) > 0}

Veremos a seguir que o processo deve ter uma transicao de fase, isto é, dependendo do

valor de A o processo vai ou nao ser ergédico.

Teorema 4.5 Se A\ < X\ cntdo o processo € ergddico. isto € 3 = {83}. Se A > A\ entdo o
; / q 0 c

processo nao € ergodico.
Demonstracdo. Seja p € 3. Entao, pS(t) = u. Mas
RSN B A0} = PENB#0) = [ P& N B #0)du(n)

< / PEYN B # Wdu(n) = P(r8 > ) — 0. quando t — oc.
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A ultima igualdade segue do fato de que o processo é auto-dual. Logo. pu{ny:nNB # 8} = 0.

Portanto p = &.
Se A > \1 entao vy~ (0 infectado) > 0. logo, v\, # dg.
a

Mostraremos agora que 0 < A4 < o0, ou seja, o processo tem realmente uma transigao
de fase. Acharemos dois limitantes para esse valor. Comegaremos mostrando que A¢ > =

pelo teorema a seguir.

Teorema 4.6 Se A\ < -5 entio p(A.~v) = 0.

2d

Demonstracao. Essa prova foi baseada na demonstragao para Contato Usual. dada no curso
de Schonmann [16]. Se |&,| = n, onde |- | representa a cardinalidade do conjunto, temos as
seguintes transicoes possiveis:

n—mn-+1comtaxa A ¥ Y lage, S 2dA|E] = A,
{y€ZNE } xillx—ylly=1

n —n—1com taxa || = 6,.

n — ncom taxa y Y Yo leee, L2d716 ] = a.
{y€Z &} willa—ylli =1

O processo { X, } com taxas 7v,. d, e A, é um processo de ramificacao em tempo continuo

e cada individuo tem transicao do tipo:

1

I — 0 com probabilidade TTIREE

2d~

| — 1 com probabilidade T

2dA\

5 ‘ -
I = 2 com probabilidade {55t 55

O processo morre se [F(X,) = 1+23f<12d,,_ + |+2;i®vzdw < 1. Isso ocorre se e somente se

A< L O
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Teorema 4.7 \! < I’Q—}Li-)

Demonstragdo. Mostraremos isso via acoplamento. e assumindo como conhecido um resul-
tado para Contato Usual. O acoplamento sera feito com o processo de Contato Modificado
{€"} e um Contato Usual {£} da seguinte maneira: colocamos as mesmas setas de nasci-
mento e morte nos dois processos. Para o processo {£'}, coloque as setas de salto. Ja
para o processo {{}}, ao invés de colocarmos setas de salto, colocamos marcas de morte de
particulas. isto é. ao invés da particula saltar, como faz no Contato Modificado, ela morre
no Contato Usual antes de poder saltar (com isso obtemos um Contato Usual com taxa de
nascimento A e taxa de morte igual a 1 + v. E facil ver, para cada configuragao dada, que
< &, VE > 00 se comegarmos com £ = €)', Pois, se nascer uma particula em £*, o
mesmo ocorre em ;. Se morrer uma em £}, 0 mesmo ocorre em £;'. Caso uma particula em
¢ salte, em & ela vai ter morrido. Logo. segue o resultado. Agora, se acharmos um valor de
A para o Contato Usual. de forma que esse processo sobreviva, pelo acoplamento poderemos
afirmar isso também para o C'ontato Modificado. Note que o Contato Usual que construimos
é equivalente a um Contato Usual com taxas A = 1—4\_—w e taxa de morte igual a 1. Temos em
Liggett [14], por exemplo. uma demonstracao de que neste caso A. < § Nao daremos aqui a
demonstragao para esse {ato. Ressaltamos, entretanto. que essa demonstragao é dificil. Nao
se conhece nenhuma demonstragao facil para o problema. Reescalonando o processo, temos
para o Contato Modificado que \? < 203

<

d

Teorema 4.8 Em {1 = oc} lemos: para N > \(Z)(1 +~) existe wm conjunto convero A
tal que para qualquer 0 < e < 1. temos
(I =e)tAC H, C (1 +¢€)tA

para todo t suficientemente grande, onde A\ (Z) € a taxa critica para o Contato Usual em

dimensao 1 e Hy esta definido em 2.14.

NI
o4




Demonstragdo. Iste resultado ¢ dado no artigo de Durrett e Griffeath [10] para o Contato
Usual com maior generalidade. Para aquele processo demonstram que valem as hipdteses
(a), (b) e (c) do Teorema 2.15. Nossa tatica para demonstrar para o Contato Modificado
sera, como na demonstracao do Teorema 4.7. baseada num acoplamento dos dois processos.
('oloque, no Contato Usual {£¥} e no Modificado {£]"}, setas de nascimento com taxas A e
marcas de morte com taxa 1. Para o Contato Modificado coloque setas de salto com taxa ~.
Para o Usual, coloque nesses mesmos instantes marcas de morte. Foi provado em [10], que
para valores A > A.(z) +~. valem as estimativas (a) e (b). Como a chance de sobrevivéncia

no Modificado é maior por causa do acoplamento. temos que valem (a) e (b) também para

esse modelo. O

Gostariamos de observar que as demonstracoes de resultados para o Contato Usual nao
sao automaticamente verificadas para o Contato Modificado. como intuitivamente possa
parecer. A dificuldade estd no fato de que esse novo processo nao ¢ mals um Sistema
de Spins por causa da Exclusao. A maioria das demonstragoes para Clontato Usual usam

fortemente essa propriedade direta ou indiretamente, em muitos teoremas.
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