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Resumo

O plinleilo ntodelo a sel analisa.do é o N'lodelo de Ra.miflcaçã.o com Exclusão Sijllétiica. Fixando-
se uma taxa. de exclusã.o menor do que de nasciment.o. mostra.remos que começando a. evolução
com ullla ntedida de })robabilida.de /z (lualquel' diferente da medida ponto-massa na configuração
identicamente nula lóÜ l quando o tempo t.ende a. infinito tecemos que /z conveigilá. ein distribuição
pala. a medida h, (iue é ponto ma.ssa. na collfiguiaçã.o com todos os sítios ocupados. 150 é invariante
pois nã.o llá. nascimento espontâ.neo de pa.itícula.s.

O segundo modelo ó (mamado Ramincaçã.o com Exclusã.o e Moi'te enl um Número Finito de
Sítios. Permitimos (lue eln um número finito de sítios as pa.rtículas possam moi'ier. l\losti'a.idos
q\te se começa.lhos com a nle(ii(la õl, o piowsso conveigirã. em distiibuiçã.o pa.ia. a. medida.
concentra.da enl conflguraçoes (oni um iiunleio íillito de sítios desocupa(ios.

Outro modelo ana.lesado (; o ('ont.at.o IKlo(lia(.ado. Nesse l)rocesso as parti'aulas além de tel'enl
descendentes e se ]ocotnovel. l)odetli li)oirei enl (lua.](suei sitio (]o esl)a.ço. ])a.ra. esse processo
inostla.mos que fixada a t.axa de iliotte. existe lim v \.loi de ta.xa de nascimento etílico: À., tal que
abaixo desse va.loi o pio(esmo senipie inoire e acima. desse existe uma plobal)ilidade não nula de
o processo sol)ievivei. \lostia.lhos a.In(la. (lue o va.lor À. é positivo e finito, ina.s não achamos o
valor preciso.

Abstract

Tlie fii'st motel we analise is {.lie Bia.nching w ith Simmetl'ic Exclusion. Takiltg the exclusion rate
sma.llel tlian the biith ia.t.e. we show tha.t st.a.i'ting the evolution witll a.ny pioba.l)ility mea.fure
it l)ut the point mass on the elnpt} configuiation (õO), É& will converge to tule point mass on tule
fulo configu['a.tlon(hl as t.ime does to infinity. t50 is luva.]'ia.]it. lince thei'e is no spont.a.neous bi]'tl\.

The second nlodel is na.llle(l Bianching with Exclusion and Dea.th at a rinite Nuntl)ei of Sites.
We (-l\cinge a blt the Hist modal and a.llow l)a.iticles to die a.t a. filllte nuiTtl)ei of sitas. \Ve show
tha.t sta.iting witli õa tule piocess will collvetge [o a illca.guie' cot]cettt]a.te(l on (onH]g]]ia.bons with
a rinite numbei of uitoccupied sit.es.

The child nlodel is the Xlodihed('oilta(t I'tocess. Pai'picles ca.n nave ofrspiings. talk and die at
anlç' site. \'ve show tl)at foi' a fixe(i deatlt rat:e thel'e is a criticam xalue of bii'th i'ate. Àc. Belowr
tais xa.lue t.lle plocess alva.\s (nes. .\l)o\( t.he critica.l \arie mete is a non-nega.Li\'e l)loba.bility
of sui-viva.l. \\:e sllowed alta.t ,\.. is positivo aitd Hiitite. Xve do not íind the precise vague of ,\..



Introdução

Neste ti'aba]ho estuc]aiemos a.]guils l)loc'essas eill Sistema de Pa.lti'cHIa.s definidos ein

{0. 11Zó. os i'esultados obtidos \.hiena l)ai'a. (llnlensa.o (/ finit.a. (lua.l(suei'. Estudei'eilaos bat-

i(a.nle11te a conveigêncit\ classes processos (luajldo o tenapo tende a iilHnito. To(la.s a.s con-

vetgéilclca.s seio.o em (lisa til)uiçà.o.

No ptimeiio ca.pít.ulo daremos uill iesuillo com conceitos e teotcma.s em Sist.ema de

Pcartj'culas (lue usaienaos ilo decoiier clo tlal)alho. Como esses teoieilla.s são conhecidos,

da.i'emos somente i'eteiência cle oilcle !)odenl sei encoiitia.das as delnonstlações. Colocaienlos

as demonstrações somente dos resultados cine nà.o sà.o dados clireta.]-dente em livt'os. ou caso

as llipóteses nã.o sejam exa.talnente a.s nlesiilas. .Além da. teoria. de semigiupos. da.ternos uma

breve l iltioduça.o a.o nl(;todo cla. cotlst.iuqa.o giafi(-a..

No capítulo 2 da.ieillos a,lguns iesult,idos pa.ra o processo cllania.do Processo de Ra-

tnihcação com Exclusão ( 'Bia.ilclling with Exclusion"). Nrostia.lemos club pa.ia. t.axa de

nascimento naaioi do que taxa. de sa.Ito. cotileça.ndo-se cona unia única. pa.rtícula.. o processo

convergirá en] distlibuiçâ.o pa.ia. a. conhgula.çã.o com t.odos os sl't.ios ocupa.dos. va.le nota.i

(lue (5o e à sào invariantes. logo o processo nà.o é etgódico. Com isso. \;enios (lue não é

tiix;ial (lue, clacla qua.l(luel medida de piobal)inda.de inicial, o limite do processo co111 essa

medida como disíi-iliuiçÀ.o inicia.l vai existll (lua.n(lo o t.enlpo tende a infinito (e poisa.lho ser
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itluâ medida. in\ra.i'ia.ntel. Pala esse modelo esse(taco illostialeiiios (lue (onleça.nela-se (.om

ilha.l(luei' medida. esse liillite setiipi'e existia'á. e sei'á ullla tonal)illaçào cola\rena. (le (50 e (5n.

.Vo capitulo i3. lllo(illl(alllos ulll l)ou(o o l)locesso do capitulo allteiioi c pettiiltiinos (lue

pa.itl'cujas possarll lliorrei em lim núnleio finito de sítios. Este llovo processo I'oi cha.ina.do

de Pi'ocesso de Ramifica.çà.o (.oni Exclusã.o e lnoite em uill número finito (le sj'tios. Note

que esse processo nã.o é ma.is inca.iia.nte poi {tansla.çà.o. Obvio.mente (50 é inva.iia.nte pala o

l)rocesso. X'lostl'a.iiios (lue corlleçall(lo-se com a. I'lle(llcia óÜ o pi'acesso con\rel'gira pa.i'a un'la

distiibuiçã.o c-oncenti'a.da. no conjunto de conhgui'a.iões que têíll um nomeio finito de sítios
(lesocupa.dos. ('on] isso t,etnos ciue o pio(esso llã.o será. nunca ergo(fico.

No (a.titulo -l l.etlios o plo('osso cine chailla.mos cle (I'ont.ato ilaodifi(a.do. Nele a.s l)a.ltl'co-

las l)odes-i se loconlovet'. ter descem cientes e Idos'l't:l'. Note (lue a. dlnallllca a.(lui e l)a.t'eclda

com a dada. no ca.título :3. .\ diteiença é (l\te nesse novo processo as l)aitlc-filas i)oclem illoilei

enl todos os sítios. Pala o ( 'onça.to N/lodihca.do naosti'a.nãos (lue. cotneçan(lo-se comi) pa.i'tículas

en] t,o(los os poi)t.os do espaço. existe uma t.a.xa. de moita c'i't.ica onde. aba.ixo desse valor

t.oda.s as partícula.s lnoiieni - - isto é. o processo é eigódico- - e sendo a.ssim. começa.ndo-se

com clualcluei medida cle piobabili(lado. o processo tende a. fica.i vazio. .4clllla desse valor

ci'ético o pt'ocesso tem villa pi'oba.bilidade positiva. cle soba'evi\rel'. l\'íosti'a.I'erros crie esse valor'

de ,\. é positivo e finito.



Capítulo l

Noções Preliminares

.'peste ca.pjtulo da.ledos a.lgunaas noções básicas e teoternas que seta.o usa.dos no decorrer do

ttaballlo. Nào demonsti'ai'enlos a(lui os teoremas citados mas da.ienaos referências de onde
podena ser encontradas.

O primeiro teorema a ser citado é um teoienaa. simples em processos estocásticos mas

muito títil pala se sabei se processos são lecorientes positivos.

Teores-na 1.1 Sela {.V.} rlrn.a cadeia de i\4a7'kou {7'7'edutz'ue/ com es!)aço de estados enu-
ntetáuel E. tto n.osso ca.$o sela sentllle Zd e seja g uma função n(io ltegatiua. Se existem

rtlguTl\ c > b. 0 <. )a e N <. oc lal. ílu,e

alg(-V«+-) -V«=g/l$g(y)--c, V#: y ?.N, e

rlg(.x'«+-i -v« ço, vv:llv $ :v

orzde - I'eprese7z/a zlr17.a lzoi'reza em E, erzfão o /)I'acesso {.V.} é I'ec07'1'erz/e ;los Záz;o

/)erllons/raç(io. Esse t.eoienaa é um caso pa.iticular do TeoTeina 9.1 do antigo de Tweedie
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.-\ teoria bá.saca utilizada. neste t.iabaillo é (le Sistema.s de Paltlcuia.s. Indicamos o

livt'o cle Liggett em Sist.ema.s de Parti'colas li-LI colmo referência básica. Desse mesmo livro

anunciaremos a.lguns teor'enias e dehnições cine seixo utiliza.das em capítulos posteiioles.

Denotarem-nos poi' Q o espaço de estados do processo. que em nosso trabalho sempre

será um espaço métrico compacto no qual é definida uma ordem parcial. Esta ordem parcial

deve sei compatível com a tipologia no sentido de que o conjunto {(1?, o C ç2 x Q : 1? $ (}

seja. fechado em QxQ com a topologia])loduto. Epal nosso trabalho tolnaiemos ç2 = {0, 11z'

com estrutura de mensuiabilidade dada pela a-álgebra de conjuntos boielianos. A ordem
pa.rcial set'á: r7 $ ( se e somente se 77(7) $ ((/) pai'a todo C Za

Seja Z)lO.xl o (onjunto cle toda.s funções € cle lO.ool com \'aloies em ç2 que
sà.o conta'nuas à dileit.a e (lue t.êm litnite à esquerda. Esse é o espaço de tiajetóiias de um

processo de N'laikov com espaço cle esta.dos Q. Pa.i'a. s C lO.oo), definimos a. projeçào n',

de Z,)lO.oo) em ç2 poi «.(e) = e.. Seja / a menor o-álgebiaem Dl0,ml que toma todas

a.s funções n. (0 $ s < xl mel-tsuráveis. Pa.ra / C lO,ool, :.eja /[ a menor o-á.lgebra em

Ol0, oo) na qual todas a.s funções «-. Is .$ ZI são tnensurá.veia.

Definição 1.2 L'm Processo de Markov ó tina co/eçáo {P'7, z? C Q} de medidas de
pTobabiti.ande em D\0. oo) i)ldea:abas l)o-l. ç\ comi as següi711,es pl'ol)i'iedades:

r«J p''l( C 0l0. :«l : (lo l . /)al'a [o(/o r/ C ç2

ró; .4 ap/ilação 1? -, p'v(.41 de (2 erlz 10, il é nzeizszzl'due/ ])ara lodo Á C .F

r )P l?,....CÁ .r'.:l =P"'l,/:C.41(p"l-Ç,.., /,«,.«Í.do,?CÇ2, /,.?0 .,4C.F

.A esperança coi'iespondente a /)n será denota.da por /Z;z7 Então

Iene = 1 Z(IF'n
OtQ.x )

4
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pa.ia. (iua.l(quer ful)çào Z mensurável em Ol0. x l (lue ó integtável eill lelaçào a. /]''

Seja C'(Q) o conjunto da.s funções contín]ias eii] ç2. tomado co]]io u]]] esi)aço de Bailach

'com

ll./' l p{ i.fl,/)l}.
n€Q

Pala ./ C (.'l{21. escrevemos

S(t'ljtTll= IE".f(qt~l = 1 f( .'ldP"(<'l
Z) [0 ,m )

(1.3)

Definição 1.4 (:?1? /)?'ocf'.s.$o (/f .l/a?.Á:o?, {P'v. 1/ C ç2} d dzl/o .ser' tlrrz Processo Feller .se

S'líl./'c ('lQ). /}ai'a. /o(/o / ? 0 € ./' c f'lQ).

Denota.reillos poi p o conjunto das lhe(lida.s de prol)al)ilidade eln o. cona a topologia

cla convergência. fia.ca. isto é. lz. --} AI em SO se e soment.e se r./(//&,: --, J' ./dÉI pala toda

/ C C'(Q). Note em particular (lue coii] respeito a. essa. tipologia. o teoieina. de Piohoiov

nos dá (lue 8i é coiiipa.cto. já que ç2 é compa.cto. Uma. boa iefeiência para se ve] esse

resultado é o livt'o de Billingsley jll.

Definição 1.5 {,ma /a/7zz7l:a {S'lfl./ ? 0} de o/)er'adol'es /álzea7'es em C'(O) é dolo gemi

grupo de Markov se saías.fa: as seguillzies colidzlçóes.

ra) S(01 = /, o ope7udo?' lide?zíidade clli. C'(ç2)

lbl « «plicaçâo t --. S(t).l ie \ü.:») e«. m é conta«ua à di,. it«. p(""toda JC C'tn}

rcJ .sli + s)./' .S'l {l .SI .s l./' l)at'a to(!a .l € Clçl \ c l)al'a todo s. t > 0

raJ .S'lol S(íl. para /odo í ? 0

jel Stt)J Z 0, para (lttat(luel- J irão negativa t l. ('tçl~i

5



.X seguia veienlos um resultado iillporta.nte pala. processos (lue sã.o Feller

Proposição 1.6 S?lp077./}a qríf {/o'l. r/ € Q} d url?. /)I'ocesso F'e//ei' erlz ç2. Frei(io a co/eçâo

íle open'ctd,eles Itn,e(tl'es \Slt ).t > q\. (le$il.talas poi' (1.:31 é \1111 sem,xgl\tl)o de Nlai'kol).

[)e in Olt st in çào . \'er Pioposiçào 1 .3 do ca.pítulo l de j141 Q

Definição 1.7 .Stt/)012/ia qt.e {S(í), í ;. 0} é u7n se7n2:g,'?l/uo de .l./a7'Éot, ern C(Q). l)ada

ft e p, de$ni]n.os FLSÇt ) E \] l)ela seg\Lil\te relação:

./ all.s( í)l S(l~l.fdFL. pa-la t.o(ta J € CÇç\~l

Definição 1.8 .-! 17}ed/l(/n // C Si é (/Iria sel' invariante /)al'a üin /)7'acesso comi- semtg7'upo

de 1/aíÉou {S(íl,Z ? 0} )f /zS'lfl = /z, pala fado f ? 0. O coizJ zrzZo de /orlas as

med das ÁI C ÉO qzze são ilrzt;a7ialzfes sel'd den.alado 7)07' $à. L'rna m.ed da e' extremal ern

l it colljultto se ttão p (tet $e] escl'lta como comi) fiação conue=a (lc (tuas tTte(tidas distüttas

desse canjtLnto. O stLbcoTtjunto das Tnedidas inuaTiantes e:ct.renta{.s sela deitou.ado lloT' a=..

Proposição 1.9 .S'ela {Slíl. / ? 0} í] sfr7izlg7'z&/)o de tzrn /)70ces.sr9 F'e//e/' En,tão

la)ILC 3 se tsom.ente st j Stt)j(tK= J.IdFL pa,'a foda J C CIQ). e Z ? 0

lbl '3 é um sul)coltjunto compacto e coltue=o de p

lcl 3 é o enuetolx conue=a de 3.

rd; S( p = lim /{S(ZI /)ar'rz rl/g?/17z.a iz C b) flzZão u C ü.

ltl Se t/ - \\n\ T.\ \ f [L.$tl){lt, ])ata algum .cl [c C \) e alga na se(]tteTI.cia T',. l (x)
e n.í(io // C 3.

T..

0
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1.1'1 .3 F tt.à o l.u :i.o

De n"l onstrítção . Pioposiçào 1 .8, capítulo l cle j141 n

Para a proposiçã.o a. seguia usa.remos a noçã.o de rltícleo de um geiadoi. Pa.i'a introduzir

esse conceito piecisaiía.lllos da.i definições e unia série de resultados que ielacioilam o gerador,

pl'é-gerador e núcleo. o (lue tugiiia um pouco (lo nosso contexto. Para o leitor interessado

no assunto. sugeiilnos os textos de Etlliet e l<uitz jl ll e Liggett j141

Proposição 1.10 Seja D o lllíc/eo do gerador' L (7e unz sernzlgr'zz?)o de J\./ar'kou {S(í), f ? 0}
.Ebt.üo

3 = l\* L € s,: l Í,fdl' = ü. pa,a toda .f c D'\.

D( lato-itstl'ação Pioposlçà.o 2.13. ca.titulo ll (le li41 0

Definição 1.11 P«,'« .:.y c .Z'. d../i"':,«« «./l.«ção "s/:Ú'' .m f) po,' (.,,/)l#) = ,?l# --«l.
Esta de$nà.ção i.nd'uz de fotn}.a n.uturnl a t,I'anslorn\açao ''shift" no espaço de todas üs JK'nçoes

e r7z Q /)oi

a..l (,]} = jta.,}).
f- F)rl é-lr'tT)Pntnç' ílr' ç'\ lllrl

fdl.a.p} = 1 ta.. .f)d.}L.

Definição 1.12 0 co??.Jt/i}/.o 'r .çcl'Q' o í/as medidas invariantes por translação. /sso

é. [L e: T se e son]e]\tt $í a.:.[L - [L l) ]'n to(lo ]. ç: Z:a. De]\ot,at'em.os poi 'T. o co]tj']Li]to

(las m.e(tidas tnu(Lt'\atttcs llol' ti'all.sluqao qKe sao cl{.I'ell\QIS.

/'
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./L4 denota.rá o (.oil.junto (ie t.odes fullções ./ (ontinua.s cle !2 enl #? (lue sào monótonas

crescentes, isto é. .f(01 $ ./1(1 se i? $ (

Definição 1.13 .S'r Azi ( AIZ sào delas nz.cdzldas de /il'oóaói/ír/a./e eil} {2. r7?1z'eznos que izi $ É 2

$e e somente se f.fciFLx $: f.l(t l.z . pfl).a toda .l C iM

Definição 1.14 Dí?'triz.os qtze um p?'acesso co«z senzígr'u7)o {S(fl.
bati.sB=ea' \ul\n das seg\tiu.tes l)lol)l-].edudes:

0} é atrativo se

lalSe .fe ,\4, elttâo Stt'ifC .\4 pal'a todos 2Q

(bl Se [ll $ p2. então fl\.qtt'i $: }.zS(t) ])a.a !odor Z 0

O Teoie«aa 2.2. capitulo ll de li-ll -.os dá a demonst-açào de que as clef:i«ições (al e
( b l acinaa. sã.o e(luiva.lentes.

Uma das técnicas (lue tisaienlos neste trabalho é cllanaa.da de acop/ame7zfo entre duas

medidas. O objetivo é mostra.i. i)oi exemplo. que se vale a designa.Idade 77o $ (o inicialmente

então essa desigualdade será preservada em (qualquer tenapo posterior. O seguinte teorema

nos dá condições suficientes pala. isso.

Teorema 1.15 Sü7)Oll./z.a /[i ( /[2 duas /7i.ed?Idas (/e /)i'oZ)aZ)zl/]ldade enz Q. L'r]!a c-07tdíçâo

i\ecessál'ia e su$cieltte l)ala [ll Ê p,2 é (]ut, e=i.st.ü uma ntedi.dct de ])robabil.i.dado v em
Q x Q sat{.s.fa=eltdo:

Í«J ,'{(o. (l: q c .a} = /.,(.41 pal'a todo A bot'el.iatto de ç}

rb) 1,{1,?. (1: ( C ,4 } = /-z(,41 pai'a todo .X l)ot'rali.alto (le çl

r J ,{l,/,(l:o $ (} = 1

8
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1)( 11 0usfi'açao Teoienla 2. [ do capa'talo ]] (]c 1141 0

L sa.i'en]os o Teoiei]]a 1 .1) en] nosso tia.balllo pa.I'a. nleclldas (iue sao ponto-tnassa em

distribuições r?o e qo tal (lue l?ü < (o e blue aléill disso pi'eservalii a. desigualda.de 77. < (t pala
todo í > 0.

Definição 1.16 L'rn Sistema de Spins é 1117z sá.sferna de z:7i/el'anão de ])al'fzZlz/as crn {0. 11s,

com S ettul tel'suei. )l.o ÍJ tal cada coordenada íissuM,c somente dois ])osstl eis uatores {0,1} e

son ei\tc lul\a cooid(nüd( llit(Itt en-L ca(in t.\'nlt.si.ção. O lnecüll sn\.o (le ll'ürtsição é esl)eciRcado

/)OI'?zmay\unção l (io l egrz/llt'a c(.t:.7/l de./ir?.?:(/a /)a7'a. .z- C Za e 1? C {0. 11z'. /ss0 7'epz'esenZa

rz /aza cor[[ q[ze a coo['(/c]!a(7a 7/(rl r]?.iz.(/r]. í/c 0 /)r[7'a l f r/e l /)ar'a 0 q?za.rido o szls/.ema

está Tto estado n.

Definimos (5o e .5H colllo sendo as nlediclas l)oito-lna.ssa nas configura.iões r/ = 0 e z? = l

despe( t.i va mente

t-Tm probletna. (lue Ire(luenteilleilte ocoile a.o se canalisal a. evolução de tneclidas (luando

o tempo tende a infinito é (lue mesmo toma.lido-se /z E 3. na.da nos ga.jante (lue .lllT} /zS(fl

seja única. .A situaçã.o nla.is câiiioda ocoiie da. seguinte maneira:

Definição 1.17 [.''rn /ilocesso de /val'kot, caril. .semig7'zz7)o {5'(Zl: í ? 0} tí díio ergódico se

ÍaJ 3 é tlrl? cora./tl/l/o ?//?//n'/'/o (. alliz(/a. .sc 3 = {u} erzZão

lbl lim, }LStt) = y l)alít loja [ C \).

Nesse caso ventos que pa.ia (Indiquei nle(lida. (le probabilidade iJlicia.l. o limite dessa

naedida quando f vendei a infi[[ito va.i existli. Pa.]a. un] Sistema de Spins .Alia.lixo, temos uin

resultado que nos diz que tomando-se/l = (5o Oli/z:: {5i, existem os limites desta.s medidas e
estes são {nvaliantes extienlais.

.Veillaum dos pior('sãos (lue estudaienlos nos ca.pitulos seguint.es é Slsteiila. de Sptns pois

as t.iailslçoes(le sala.o de l)alt i'(filas del)elldeil d(' ) cooi clenacla.s. mas alguns iesult.ados dados

9



em l.lgget.t j141 l)a.ia Sistemas de Spiils são t a.nlb(éna \-á.lidos pala os pi'ocessos estuda.dos aqui

Daremos as demonstrações desses teoremas. seguill(lo os nlesnlos passos de j141.

O teoienla. a. seguia nos diz (lue se o processo e aLI'a.tlx-o. tolda.-se possível oideiia.i' as

!nedlda.s de pi'obabilicla.de ilo sentido cle (e) abaixo. .Àléila disso. tei'enlos (lue pa.ra um

Sistema. (le Partículas a.tlatixo. t.oma.ndo-se /l = (5o ou /l = (5., existe .llln pS'(f) e este limite
é urna medida inva.ríante ext].en]al.

Teorema 1.19 Seja {.S'(íl. í ? 0} o semígi'ü/)o r/c rzrrt P?'acesso F'e//ei' afr'aiíuo. É'zzlão

raJ 5oS(sl $ 5oSlfl, 0 $ s $ /

rZ)J ÓüS'lsl ? ã.S(íl, 0 $ .s $ z

rcJ ISüS'l/l$ /zS'l/l$ àS'li1. / ? 0 [ /z c p

ldl u. lini .5oSlíl c l/ = liin &,S'líl e.z;/is/.elnt-:)o ' ' '' {-'=ü

relseÉéC SO, /« --'oo f i/ = lim /IS'(í.l, en/cir9 e $ u $ ü
n, : ': } e:i0

lj' l u., ü c ü.

Denlorls/i'n.ção. ITeoi'Cima. 2.:3 do ca.título 111 de j14ll

Por defilliçà.o '5o $ (5o.S'(í -- .sl pa.ta 0 $ s $ í. {'sa.ndo a. a.tla.tividade do processo e pela

ploplieclade do senaigiupo. segue (lue

-5üS(sl $ .5oS'lt sl.$'1sl = 5oS'(o

o (lue nos prova. jal. .A pio\a. de (bl é semelho.nte. Pa,ia. lcl note que pela ilaonotonlcidade

t.emos (lue (5o $ /1 $ (5i, pata. toda. ÉI C Si. Nova.mellt.e pela. a.tla.tlx/idade, temos

óüs'l/l $ /1.s'lfl $ &s'l(l

o que nos dá (cl. Pala l)iovai Idl note (lue pelo íteni ja.) temos (lue {.5üS'(i): / ? 0} é uma

fann'lia ilà.o cleciescente cle tiiedida.s na. topologia. da convem'gêncla. fi'aca.. Além disso, vimos
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(lue ço é compacto nessa t.opologia. Logo. {.5oS'(/ 1 1 comi\;eige pa.ia uma. medida. !z ein çi. Fa.lta

illosl,rai a. unicidade(le !Z. l)aia isso. note(iue se

1(1fL* = 1 .fdfl.z. V.f € .U. a\grama [t. .ftz C çp.

t.emos (lue /zi = /zz. Segue ente.o (cll: pois o caso i/ é a.ná.logo. (el é uma consequência

de lcl e (dl. Pai'a jf) note que Z e ü C 3 pela Pioposiçào 1.9. Pai'a. ver que sào extremais.

suponha ü = clili + (l -- n)/l2, onde 0 < a < 1 e Éll,Í[2 C 3. Tentos por jel cine i(i $ ü e

/[.2 < ü. Tomando ./' C .'\4. t.eiiaos

lar.:s: l.r.tü. }-l.z .: l.r.tí'-«lií -+n-«)l.f"f',
'temos ewtàa f.faü = Í .f(IFLx = 1 .f(IFLZ. Oll lesa,. ü = }ll - [Lz. B

'Eeorelnaa 1.'2Q Pa.ta !tir Pt'ocas. o I'ell(i r tt'afliJO. íi.s seg }} tes a.hi'l l.açoe$ -'iílo c(ittloale-lotes:

(QI O })locesso e el'godico

(b1 '3 é un.i.tát'i.o.

(c) U.= li (dejitlidns no Ttoitilltt 1.19}

Denionsfl'açâo. ICoioláiio 2.-1. ca.pltulo 111 cle li41)

la):+(b) segue da De6niçào 1.17.

lb):+(cl segue de(fl do teorema antelioi.

lcl ::> (al: Se p C S,. então o colljuilto {i(SIZ) : Z ? 0} é ielativaniente collapa.c'o. Poi (e)

do teorema anteiio]. todo limite de subsequência. é igual a e je igual a ü poi hipótese), logo

existe .liin.ÉzS(fl e é água.l a !4 e i/. Pela Deflniçâ.o 1.17. o processo é eigódico. []

Enuncia.remos apoia. a Piopt leda.de Fonte cle Nlailço\' pa.ia un] Processo de N'larkov {.X'. }

Pala. isso ])iecisamos da seguinte clefiniçào.

Definição 1.21 [,'reza t'a?z:dt'c/ a/ea/ór'7]a .\r C {].2. . . .} U {oo} é (/z]/a tempo de parada
$' /'a'a /.do « < x f;:,'''",..$ {-;\'' = «} C .F:. Oe./í«,:,nos «,«da /'v = {Á: ,4 n {.Ar = «} c

IF« ptti'(t io(Lo it \.



Teorema 1.22 (Propriedade Forte de Markov) Seja {Xn} um processo de Marlwv. S·uponha 

que para cada n a .funçâo ) ;i: íl - !R é mens'ltrável e 11-·;1 1 .S 1\J. parn alqum 1\f < 00 e 

para lodo n. Enlào 

/f;,,( )·:v O r7N / :F.1v ) = /Ex v() ·;v ). em. {N < •xi }. Sendo que !E., indica rl esperança elo 

processo com eçando-se com a medida 11. 

Demonstração. Ver Durrett [9]. 
o 

Da.remos a seg uir uma in trodução que servi rá para. a construção gráfica cios Sistemas 

el e Parti'cu las dados nos capít,dos poste riores. Css<1, é uma viséio mai s co nstrutiva ela teor ia, 

<1Lra.vPs ela qual pocle lllos Ler urna 11oçào ma is prec isa so bre a evo luçào cios processos e fo i 

i11 troduz id a por I-la.rri s em l 9íS . ..-\t ravés desse múoclo co nseguiremos uma cara.cte ri zaçào 

simpl es para. processos qu e sã.o I· e ll er. Csse tópi co pode se r enco ntrado em G riffea.th [13]. 

Cada :r E zzd se rá chamado el e sítio. 

Definimos o dia.grama ele tempo-espaço como E 

representa o sítio :r no t.Prnpo /. 

zzd X [O, oo) . o par (x,t) E E 

Pa ra cada .l' E ZZ" , seja O= TfJ.., Ti'..r• T(,,., .. . uma. sequência infini ta ele tempos cres

ce ntes tal que { T;':; 1 - T~'.i_ .. 11 2: l} sejam di st ribuídas independentemente com di stribuição 

('Xpo 11 encia l el e taxa ,\i .. i: igual à ta xa el e morte el e partículas em .i.:. Cm cada tempo T1~x ' 

ponha um sin a l (3. Isso representa.r.-1. que no tempo T~ ,i: morrerá. uma partícula, se isso for 

poss íve l. 

Pa.ra cada .i.: E Z", se,1 a \/,, o co njunto cios sítios y tais que .t int rage com y . A 

cardinalidad e de Vr dever...í. sP r íinita. No nosso caso Vx = {y: l.1· - !!l1 = l} . Tome a 

S<-'qu c- 11 cia Q = TO TI T2 cl f' tf' lllj)OS crescentes el e forma que { Tr; 
1 

- T]1 
., n 2: l} 

2 .i· 1 2 ,.('' 2 ,J:' . . . 
• .X 

50 ja.m cli s tribu,cl a.s ind c p0 ncJ cnLC'nlciite co m cli stribui çào Pxponencia l el e taxa ,\ 2 .. 1: ig ual A. taxa 

ele intcraçào d :r co m !!· f::m cada L<'rnpo T/ .. r· C'sco lh a !J E \:~. co m probabilidade l/2cl e 
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.'\.l= x

l)olha unia seta indo de .z pa.ia. .y. Isso i('1)ieseiltata (lue no {enapo r; .. llavel'a unia ttlteiaçao

ente'e .t e y. Essa inteia.çã.o i)ode sej' de dois tipos: ou pata. um itlteicánlbio etltie .z e y ou

Faia íz da[ origem a. u]]] descendente e]]] .y.

Para. uma. caia.cteiizaqà.o :Dais gela.l pala. (.onstiuçã.o glá.fica em Sist.aulas de Pa.itículas

seja Gi'iffea.th li :31.

Dizemos cine existe un] caminho de ly.sl para (.z;.íl, com s < i se existe uma

sequência cle setas numa. otdeila crescente de tempo. indo cle y no t.entro s pala. .r no tenapo

í tal que não há nenhuma ma.rca de morte J no meio desse peicuiso de seta.s.

A segutl tecemos un] t:eotenla simples pa.ia. se sabei se uln processo e Fellei. Pa.ia isso,
precisa.ilaos da. seguinte defilliçà.o:

])efinição 1.24 Z)ír'(raios qtzc u/l}. /;/'oc(.,-o {r/,} /(/l! influência de x c17z l.t,ZI C E, iBiD

é. ilo sítio = l\o tenta)o t.. se elistcíl\ coltjt lt-os i\ão uü:i-os X\.Xz.... C Z.'L e teta\pos

Zt ? 2 ? - . . > 0 país qüc.

li.l pala cada n. Z \ , existe ttm. ca.l li.l Ito letal )tn)\do de l.U.l,,.~l pala 1.=. t~l l)a}.a todo IJ C !\.,

rl: iJ lim
I'z :: + oo

Teorema 1.24 Se o pioccõ.se r' /a/ qü(

P{ l:n./7uê/l.cia de x e«z (.z'. Zl} = 0. /)al'rz /Odo .l C Z'a: Í ? 0

e l\tão o l)rocesso é Felle\

De il 1. 0 tt s t. I'aç (io Proposição 1.4 de j1:31 D

Observacão Definimos .V como sendo a lestilção do espaço de esta.dos .V às configura.çóes

}=3



- ]

(lue nào {ênl (luas ou nla.is ilha.l(as ilo n)f]sn]o ii]st.ant.c / en] sítios .t e .y (Jua.is(suei (lue

interagem. Segue do Lema de Boi'el-Cla.ntelli. (lue /)l-\'l = 1 . Ttaballla.i'erros sempi'e em .\'
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Capítulo 2

Ramificação + Exclusão

2.1 Descrição do modelo

Pa.ia se visualizam o l)to(osso. podeiiios iinagiilií-lo coi]io ui]] modela.iliento. a.inda cine gi'os-

seiro. pala a evolução de um grupo de bactérias (lue podem se ieptoduzil assexuadainente e

se locos-nox/ei. E un] modelo ptinaitivo pala. esse tipo de inteipietaçào: pois nào há nloltes.

Unia pergunta a sei ana.ligada é a. seguillte. Se conleçaiinos com ullla. única. bactéi ia. sei'á que

ela. infecta.iá. unifoiiaaeillente t.odo o espa.ço cle dilllensào finita (luar(luei'. ou somente formará

aglonleta.dos gra.nãos (]ue se (l(.sloca.ia.o no es])a.ço? \'post.ia.ie.nos que eiiclleia todo o espaço

cona (lua.lquei taxa. (le tias(iitlent.o tllaloi clo (lue a ta.xa. de sa.Ito. \losti'a.renaos tonal)ein que

pa.i'a (lua.lcluer va.lot' -r > 0. 11avet'á. uma. pa]'ti'Gula e]]] (lua.l(luar sítio inhnitas \rezes. Podemos

dizei de uma. forma grosseira, que a ma.poria. da.s parti'cujas nào vã.o se a.fastai pa.ia infinito.

Esse processo de l\la.rko\, {/)'? : i/ C ç2}. (lue pa.ssa.lenços a (denota.i po1 {7/t, / € .Z/?+}

tem espaço de esta.dos Q = {0. 1 }z'. onde {0.1} é coilsicleiado com a tol)ologia. discreta e

(} coii] a respectiva. topologla produto.

Definição 2.1 (1'a(/a .? € .Z'' .-cl(; c/2arrií/r/o í/( sítio. Z)?:r(/lzo-s qüc o .sz7zo (sfd ocupado se



//( .?'l = l C(tso cair! dt'lo (llt(itlos (late o .sit.to t.st.á vazio

Definição 2.2 De./irz.ílrl?o.s /)or'vizinhos do sítio i o.s sz?zlo.s J /a?ls q7 c J -- zli = 1. .S'ão

ltstLnllTtellte ch.(tl-n(t(los ([e t:l:tlt]tí)s lllíLis pl'ox.t.altos.

.X evolução do plo(osso pode sei' descrita. da. seguinte toitiaa

alada partícula. eii] uii] sítio ?l cria u]]] novo descendente no sítio vizinllo ./, caso J

este.ja x/azio. de acordo cona um processo pontual (le Poisson de taxa. l . Isto é. a partícula no

sítio ?l cria uma. nova pa.it.ícula. eni J, se estiver vazio, com piora.biliclade í:L-pll./ -- il'l,

onde /)(Á:l = Ü , se Á: = 1 . Caso J já esteja. ocupa.do, nada ocorre.

\ l)art.icula. eill ? l)o(le sa.ltai Í)a.ia unl vizinho J, ca.se ./ esteja. vazio. seguilclo unl

pto(osso poi)tua.] cle Poissoit de t.a.xa -,. isto é. coi]] pool)a.l)ilicla.de ilh/)llJ -- /lli 1. Qua.ndo J
est.á ocupado. a.s transições sào suspensa.s.

Definimos

,,'',,-lrt;'' ::::lZ1. 1. caso contrário:
(2.31

.,'''' , - { ;'
s. .: g {J, A'}

se {.

ca.se contrário

Pa.ia (dual(luet funçã.o ( ill'ncliica. ./: ç2 ----+ #?. o Beta.doi Z, do l)tocesso cle N,laikov é

definido poi

( [ ./' }(Q ) E /,llJ - ,:l*il./'i,?'''i - ./'i,/il + E /,(IJ - ':l:)l.r(,/'l - .fl,?ll,?(,:)
í .je Zd i,.JC Za
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.X telaçào ent.ie o geiadot de NTa.rkov e o semigrupo em C.'lQI é (lado pelo Teorema de

llille-cosida. Pa.ta. ilaaioies clet.a.lhes na {eoiia. (le senligtupos e gela.dores. stlgeiimos o livro

de Ethiei e lÍuitz jill.

Fa.ie11)0s aflui a. co/is/lüçíio gi'óHca dest.e processo. .Asslln: o leitor (lue nã.o conllece a.

técnica.. pode ad(luiiii fa.inibia.ricla.de com ela. e Rodeia lazer sozinho a constiuçã.o gráfica para.
os processos dados nos ca.pi'nulos posteiioies.

Fixe a' C Za. Pala ca.da. y ta] (lue l.i -- .l/li = ] Come a. se(luência. {r;.:.,: iz = 0. 1. . . .},

on({e rro,, = 0 e {r;., -- r.f.l;i } tém distiibuiçà.o ('xponencia.l cona ta.xa. 1/2 Idenota.reinos essa

distiil)uiçào poi Expl l/e(/l 1. Fila (ada. teillpo r..l:,. tia.ce unia set.a. .z; -----, .ry. Essa. seta indica

(lue se .t' estiver' ocupado cm uill tellal)o iiilediaLa.niellte a.!item'ioi- a r.;',v e iy estival' va.zlo enl

.'.:.,. ent.à.o nesse inst.alltc .l/ Lanlbélll li(a.iá. ocul)a.clo (ou seja: .i' injectou y no tempo r;',)l
caso conttá.iio nào llá inlecçào.

Usamos o mesmo procedimento pa.ia todos os outros st'tios .l C .8a e com isso temos o

nascimento de partículas com taxa l.

Pa.ia as setas cle sa.lto. {rf., -- r;'.l;i } temi distiil)uiçã.o Exp(t/2(/l. Se. imedia.Lamente

antes de r.I'.v' .l: está\.'ei ocupa(lo e lr/ estimei clesocupa.do. ilo justa.nte r;:.v a pa.itícula ciue
est.i\.ei em .l sa.lta.ití pa.it\ .y deixa.lido .z va.zio. (:laço (.onera.iio nada. ocos'rei'á..



Alguns resultados

Pala esse modelo eii] cliiilensão (/ :: l llá dlvetsos l-cstilt,ciclos mnhecldos. Bia.nlson et. a,l. eln

lel e De N'lasi. Ferra.ii e Lebowltz em l61 cleiivaianl coitos t.idos cle e(luaçàes llidtoclinâinicas

a paitil de modelos dinâ.micos piora.bilísticos microscópicos. Ca.mmarota. e Feriaii em ISI

mostra.talli. entre outra.s (.ousa.s, que começando-se com uma configuiaçào comi uma partícula

ilaais à. direita: a posiçã.o (lesta. convenieiltelnente ieescaloliada: converge pala um Movi-

mento Browniailo tlã.o degen('i ado.

Definimos HTl} coillo sendo a tnedida ponto-naa.ssa. na configura.çà.o com uma única
pai'tlcttla ilo sÍtIo .l:

Nessa seca.o illostiaieltlos (late fixa.il(lo-se A. <: 1 c. coilae(laia(lo-se colha a. ille(ll(la col-lcell-

t[a.da. ei]] configutaçoes cona sotlleJite unia. pa.rtl'Gula. en] :z'. isto é /zÍI } - o p]'acesso va.] conveigll

pala a medida ói: ist.o é. (oi]centiada ]la configura.çà.o onde t:odo sl't.io está. ocupa.clo com

piobabilida.(le u]]]. Ess(' iesult.ado vale pa.ia. dilnelasã.o (/ < :x3 (lua.l(luar. R.essa.Ita.mos (lue

se 7 :: 0 o processo é chama.do de mo(leio de Ricllardson. que CEDI insulta.dos mais foices

.la clenlonstrados e (lue podem sei en(.oiltia.dos. poi exemplo. ena l$1.

Note (lue nesse processo. a.pedal (le lido haver nlolte cle partículas. elas podem se lo-

conlover. \4osti'a.lido (lue começando-se com unia. única pai tl cula o processo converge para

unia. medida concentra.da ein t.o(los os sítios ocupa.dos. a.tia.x/es da. a.tiatix,-idade. podeienlos

concluir (lue começando (-om qua.lquei illecllda. inicia.l. o liillite sela illva.diante e conveigiiá

pala. a medida (5i se a naedida. inicial fot diferente de óo. isso é poi si só uin fa.to interessante,

já. que o processo nào é eigó(fico. logo nà.o é imediato (lue o limite existirá. pa.ta (lualquei
nle(!ida.illicia!.

.A piilneira ol)setxaçao (lue fa.zenaos a(lui sobre o processo e (iue ele e uJn/)7'Does.se a/7'afzuo

i)a.ia qua.l(suei valor 1 > 0. Pala. se vei isso basta. fa.zel uin a.copia.mento duas meclldas tais

(lue l/o < 1/2: colocados as iilesillas sel,as (lesignail(lo nasciilaeilto e sa.Ito (le pa.i'tículas pala

os dois pi'ocessos r/(l e z/il. ('on)o t.onlaiilos a.s ille(lida.s cle I'oi'naa. (lue r/o < i?Z, então se



tirei'mos uilaa pai'tícula illlna si'tlo z na conhgtii'aça.o //[l, olliigatoiiaillente tenros unha outra

[lo mesmo sítio il em l/.i. Pocle]]]os tei pa.it]cuias em r?g (lue não coiiesponclena a nenhuma

ena z?(l. (.'oilao a.s seta.s sa.o a.s mesmas. se unam. pa.itl'Gula. sa.Ita.i ou ti\;ei (descendentes em l7/,

o mesmo ocos'ie ena r/!2. O ]e]toi l)o(]e es(luelllat.iza.i' t.odes a.s possil)inda.des de ti'ansiçà.o e

vei (lue a. designa.Idade sela. sempre l)reservada. Pelo it,em lbl da. Definição 1 .14. t.enaos (lue
o processo e atratl\:o.

.41éna disso temos (lue o /)rocesso é /?e//er' pai'a. (lua.lquei valor' l > 0

Definimos

e

() (0

iZ:;-l l .2:i } =i+ l l

o l.

.ta) = (0, . . .0. 1, 0. 0),

Temos a seguinte l)toposiçào

Proposição 2.5 0 /)]ocr.ssr] r/f Rr i7?.zPcíz((io cr)NI f:z'c/{lsdo {r/t} í /=e//cl

Z)ein.o?l.s/iri.ç(io. O Teorema 1 .24 nos diz (lue se (lua.l(quer sítio :r nã.o tiver influência de

)o com pool)abolida.de l. ('ilLâ.o o processo sela Fellet. Ainda em jli31 vemos (lue todos os

processos pa.ia. os qua.is o sup das soma.s das taxas de inteiaçã.o de .r cona (lua.l(ltiei # C Za é

finito e que sào processos de alcance finito(definido em( iiil da Definição 2.121, sà.o Processos

Feller. To(los os processos nesse t,la.l)a.lllo sa.tisna.zenl as (Ittas ptoptie(la.(les.

0

É fa(il vei (lue a.s tne(li(las õO e ói sã.o ln\'a.iia.ates. (:lota isf o collclul'lidos cine este pi'ocesso

nunca seta eigóclico. Pa.ra inostia.t (lue Al{ .}-'i'(í l ---, (5i. piecisatenlos dos seguintes resultados
(lue valem para qua.lquer va.loi l > 0.

O teorema a seguia nos illosLi-a.. intuitiva.nlcnte ía.lendo. (lue a. tendêllcia. do ptocess0 77t

va.i sel a. cle ter pa.itíctllas e111 (lua.l(suei si'tio infinitas \,fazes. qua.lido começa.lhos (oin qua.lquer

me,(lida. clileiente da ponto lllassa ilt\ (oilfiguiaçào coill todos os sítios \.a.zios.



'Eeorenla 2.6 ('ol)l.(çat ílo-.sc colll a nterti.ítn ftu\ }. « oilgeii} t'(ti estai' octtl)adu ill.Eltitns ue=es

r /l. t,. J

/,)erro/tsí?aç(io. Pala iilostia! isso. acopla.ienloso processo {l/r} cona una processo {Tt'íl} que

teia. somente uma partícula je que cala.matemos (le pseudo-!)aitícula.l . Essa pseucto-l)a.rtícula

(p.p.l vai imitar um niovirnento 'mau' (lue uilaa. partícula faz el-n {l/[} pa.ia. tetoi'nai à

origem. N'leis especifica.nleiLte. a.coplaremos o l)rocesso com um outro no qual naa.nteremos

uma única partícula. - - (lue set'á. a. p.p.- - e apaga.lemos todas a.s outras. Note então que

l/r(lt''1l = 1 . Gom o a.(oi)laillento inostiarenlos (lue à p.p. corresponde uma. partícula. de 77t

na. mesma. poslçã.o. Pol'tajlto. senapi'e (lue a p.p x'ora à. oiigenl. hâ\ret-â uma pa.i'tícula de 7?t

ila otigeni. Basta então tllostra.i ({ue a p.p. ietolna. ;l otigeill inhnita.s vezes.

Desci'evereilaos: a.ilicla. ijlfoiint\.linente. o 1110viillento (la. l).p. utiliza.lido o ialétodo cle

consta'uçào gráfica. Esse método cle co1lstltição de processos pode ser vista comi inaioies

(letallles nos textos (le Du[iett. ISI e Griffeatl] li31. Coloc.a.nãos em {T'l''t} as mesmas n]aicas

(le {l/r} e colocatnos illicialmente a p.p. na origem. .4 p.p- pode se aproxima.i da. origem

\.ia salto ou cita.çã.o cle ulli clãs(encleilte. Nla.is precisa.mente. a p.p. estando no sítio i. vai

pa.ia una sitio vizilllio J. La.l (lue l.J l = lt . -- 1. assim (lue encadeia.l unia seta de salto ou

nascimento de 1. pala. J. Ela. se a.basta. cla. origem somente (lua.ndo encontra.r setas indi-

cando sa.lto. Esclaiecetilos a.(lui blue a a.lea.Loliedade (lo processo está na. fixaçà.o das iliaicas

do processo. Depois de ter as nla.lca.s fixa(las. o naox/iinento de {lt/t} será. deteiiiiiiiístico,

seguindo o es(luenla (lue da.ielltos lua.is adia.nte. Pala se analisa.l o processo {l'l,'.} , olha.lemos

pa.ia a ca.deia imensa. do processo. (iue é a teirlpo discreto. .\ Ptoposlçào 7.7.5 de Bteimall

l41 nos diz (lue a.s ti'allsições de plobabilida.de /)f(l..j l pa.ia. t.odo Z ;. 0 e a distiibuiçà.o inicial

esse(.ifica.il) completa.mente o Processo de N.lanço\: a. tenapo coiltl'nuo. Isto é. essa cadeia

inleisa (lescieveta. conipletra.nlei)te a evolução (lo processo.
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Es(luellaa.Liga.nieilt.e. ein r/ - 2 temos

A

2

2

2

[] : origem

salto ou nascimento

sa.ito
2 ' ' ""'r"""' 2

Foimalnlente, temos:

Sejam= = 1:i......2:d) C Z'a e {/lt:....?lÜ} tais (lue.t:.,
(/ coordena.cla.s de .I' são nulasl.

Definidos a.s tia.ilsições poi:

k

temos 2

(isto é. É das

1=1,...-'CJ,....J:./I --, I.I']......:'.7-].#.,:."J+I,....]:.Z), Pa.I'a. .J = 1,....(/:

onde em l temos l.tll F-} lyll :: Í.t;.l -- i cona probabilidade ;)&, e elll ---!-} temos

l.r]l n IW.ÍI = 1=JI + l com ])i'oba.bilicla.de qX..

falais piecisanlente

Pa.la. a i.I'a.nsiçã.o (lo t.ipo ------+ tentos as possibilidades
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{ 

//, ::: .l' .i + 1 • S<-' .r
1 

< Ü 

V l co 111 probabi li clacl e 111.- = (d-1.')(l ~\~{ d+k)-. > L-
i == -l' .1 - • se ·l'_i > O 

Notf' que a. j). J) . Sf' a1)rox 1rn a. da or1g·em j)Or (d - k) dentre as 2d cl ircrõe.s j)oss' · ._ - . . 1ve1s 

pa.ra a. tra.nsiçào. 

{

'!J j== ±l. 

V. == .r . + J 
.7 J , 

Y.1 == ·l"i - l. 

Pa.ra as t ra 11 si ções cio t ipo _:..., ternos as possibiliclacles: 

se :r.i = O 

se .i- 1 > O 

se YJ < O 

com probabiliciacle (fJ.: = {d-k)(J+~ J+( dH h < 2
1
d, se k < cl. 

A p.p. se a.fa.sta. por (d+ q cl enLrf' as 2d direções . Note que /JJ.: e q1.: sat isfazem 

(d - k)p1,. + (cl + k)qk = 1. 

O movimento ela. p.p. t<'111 ca.cleia. irnersa dada pelas t ransições a.cima. Chama.remos de 

r;1 a posiçào ela. p.p . na 11-Psima. tra. nsiçào. 

Defi niremos os tempos el e para.da. ( .. stopping times" ) por: 

To == O 

Tn == inl'{t > Tn_,: ),; =/= )·~r,, _1} 

J\ Propriedade hn t<' ci<' ~la.rko,· ga ra. 11 Lc que { WI! = h ·,,: 11. ~ O} é a cade ia de lVIarkov 

ª tPnipo di sc re to rcla. ti v;-t it cadeia a tclllpü contin uo. 

O que veremo. a.gora. é qu e o 111 ov ime11 to da. p.p. é um processo irrecluti'vel e recorrente 

Posit ivo. 

L 111a 2.7 O /J ·rocr sso {ll-'11 } / i1·1 ·trl11./ /I'(/ r rr-r·o,•rf' n l e positi vo. 
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De m Oltst }'nç(i. o . .\ ]ri'edlltil)ili(laje \.:eln dliero (la cotlsTi'uçao íle{/)k.r/A-: A: = í).

.À iecotiência poslt.iva. \ein do Teorellla 1 . 1 . Na. notaçà.o do teorema.. tomemos

íy(.í/l = ( .i/l2)'. Ptccisait]os i]tost]a.] (lue existen] ( > 0 e .V .- x sa.tisfazendo:

XLI IT'\ ,.+i l I'í'rl :: y l $= Wl! -- c. senapie que lyl2 > .v. (2.9)

l.Jsa.lemos a seguia a.s seguintes not.a.iões

V
)

!/'

IWI : . . . . .i/,/ l

, . «Í

lly:l + l I' + E .,/f

llv: 1 - 1 1: + E J/J

!/' +- 1 + 2i:./. l

.l/z + 1 -- iZIJ/.'

Da.do .iy C .Za. seja X o i)úmeio (le coordenada.s de y Iguais a. zelo. R.epiesentaiemos

.i/ =(0. . . . .0.j/#+t: . . . . .i/ÚI c veieillos (lue 2.!) va.le pa.la. (lua.lquei Olitla.oideln dos zelos de y.

l?ixe .Xr = ilaax{ 1.....(/}. Note(lhe 0< .V <x pois 7).--q, > 0. s= 1....,d.
I'ome ( = 1/2. Leinbia.illos ta.mbél-n (lue ((/--Ji:l?)#+((/+A'lçÉ = 1. Pa.ia. y ta.l (lue lyl2 > N.
temos

z'l t,t',;-,-ll lt'',. = vl l:u'+lleÃ'+v* )l: :ví+/,* >:
i=k+l ;í=k+l

=J/ - l-/' -+2A''7A -+qx }: i2i,/.l+ il+Pi: E: i-2l!/:l+ iil
f=k+l l=A-+l

=2(?uk--qkl }: IP.l-- i=21P --./üll:r/l. [l"l>~ 1>(.
i::k+!

Note (lue nunca loi lisa.(lo o la.to (le (ltie tls Á piimeiia.s (ooidenaclas de y sã.o iguais a
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zelo. l,ogo. o illesillo v;\lc l)ala os zelos elu ouvias postçoes. .\lera disso. o insulta.do \ale
l)a.ia. Á: :: 0. . . . . (/.

Pa.ra. lyl2 < .V. telllos (lalaillent.e (lue /Z;l llt',,+il! lç « :: y 1 < ra. algum é9 < oo.

Poisa.nt.o. nlostiainos (lue o processo é !e(oticnt.e posit.i\.o. Q

'l'endo nlostia.do (lue o processo { TI'',:} e iecoiiente positix/o. segue (lue a Ollgetn estala

ocupada l[[finitas vezes (' cona ôsso demonstramos o t.eoi'ema.. []

('olmo resulta.do iilled)ato. Tcillos o seguinte (oiola.ilo

C:orolai'io 2.9 (1?tz(z/qr/í / .q/7lo r rl/l (.ç/Q/ ocl//)a(/o 11. r

Z,)eillonsfirzç(io. Pala. isso. basta. c'speiai o tetllpo Ifinitol em (lue a. p.p. (lue partiu cla

origem atinja o sítio / e. a paio.il desse instante. diteciona.i a p.p. l)a.it\. iet.oti)ai a. zl ao

invés de pa.ia a. oiigenl. Isso ó. defiiliinos a.s tra.ilsições (latia.s no teoleilla. a.ciitla em telaçào

ao sj'tio /l ao in\,és de 0. o (lue significa. somente tra.nslada.r as tia.nsições cla otigei-n pala

/l de coima. ao "dii]t" sei l)aia. / e :aà.o ma.is pa.ia. a origem. []

Os a.itigos de Ding. Duiiett e Liggett lrl e N'lountfold li.SI a.na.lisa.iil um processo mais

generico clo (lue esse. La. e pei'i]]it](lo (ltie enl (.ada. sitio possa. hâ.\rcl' unl nunlel'o (lua.l(quer cle

parti'cujas. A léin disso. as ta.xas de nascinaento de palticula. depende do ntíineio de partículas

nesse sítio. senlell]a.i]te]]]ente pala a t.axa. cle naoite. En] a.]nbos a.leigos ui]] dos modelos

est.u(lados t.ena a. [estiiçao (le (lue se ]lao lla. pa.i-t]'(ula.s em ui cleteini]na.clo sitio. então a. ta,xa

de na.sai)lento cle l)a.itl'(ula e zelo. Pa.ia esse caso os a.utoies nlosttana: enfie ouvia.s coisa.s.

(lue as tiilicas medidas illval'ia.ates e iilva.i'ia.nt.es poi' tra.nslaçã.o sào olha. ('onlbiila.çã.o coD\roxa



de (5Ü e uma determinada medida l)iodtito r/ lido nosso (aso sela // = liial óiS'líll. \íounttoid

em jl.SI dá. outros iesulLaclos pala a. ta.xa dc ilascinlento espont.âneo ig\ial a zero. LÍm dos

tesultaclos é (lue sob (Citas (oildições. collleça.i)(lo-se cona unia illedida. (lua.l(!uei direi'ente

cl(, óo a medida linaite sela. //. lriila. obseivaçào !elevaiite é (lue pa.la esses artigos cita.dos o

empa.ço ç) tla.o e conapa.ct o. logo a.s soluçoes pala. os problemas sao l)ein nla.is conapllcada.s. va.le

ressalta.i (lue o pio(('sso &l.nallsa(lo a(lui tino chega. a. sei uni ca.se pa.I'tlcula.i (los processos la

estudados: pois na(lueles processos se a taxa. (le nascimento esl)ontâneo é zelo, então quando

llá uma tónica pa.itícula. eln uni sítio. ela. nà.o illorie nunca.. o (lue nà.o é o nosso ca.se a.club.

h'lontra.lemos ma.is a.(lia.nte cine começa.ndo-se com (lua.l(suei medida direi'ente de (50, o

1)10cesso cona-eigiiíí pata. a tlledida. (5i. .Além (listo. caia.cteiiza.lemos o formato assiiitótico

do (ipsctnlent,o. (onaeç?\lido-s(, (oi l linfa l)a.itl'('ula.. .Antes. dat'enlos una resulta(lo isolado:

(aia( t('i'iza.n(lo as me(lidas in\?\lil\ilt.es c iiiviili?\.nt.es i)ot ti'a.nela.çã.o. .X la.zâ.o l)a.ia. (oloca.i'idos

essa denionsti'a.çào é pa.ia (lue o l(.itoi se lai)tiliaiize (.oin cá.óculos envol\:elmo gela.dotes.

usa.ienlos a. Definição 2.5 pa.ra c..

Lema 2.10 .4s tí?z7lcas /l .e(/71(/as lli7.-t;rzi7lal./es f:.z:/I'ern.azl.s e 1l?7.t,ai«[ar?/es /)oi rl'rli2.s/açíio sào .5o e

D(nzo/is/p'rlçrio. Se.la. /( invadia.nt(' ext.teiill\l e l)oi tiansla.çâ.o. Suponlla (lue pa.ia. a.lguna cubo

c/-cliillensioilal finito C.' t.Cílios

,.( ,,[«-*..)#,,(:'): ] ,:'-.''..,'--.:. ;c l::»'

Te«.os e«tã.o q-:' pa.-a .lg--:« ., . .' -- .. C ('. 1 ,/1:- -- .:) - t,'?l- l = 01 >0
meneia.lida.de tomemos / = 1 . (.'omo /l ó iil\.a.ria.lhe por tia.nela.çã.o temos

..(,,[-' -)--.,,[:')-'l -''l,, --.,,h:'-*.-)-ol

Sem peida de

(2.1 2)

Sej.

se r/(.l:l = 1.

c:a.se cona.iá.iio



(longo a medida. e ii valia.]]te. Feto Tcoiellla. ] . 1 0 temos (lue l)a.iê\ ./ (la(la acima

Í l-.F.tF' :

. : . . ,
=l,...,d

{ e . . -- (

{

=1,.

+ F

=]....,d

+ü E
l e , --,

, . ., .
l l . . - ,{í

';,ã

: h E j .i't-l:'j)-- I'tu\Úr.4- Ü E f.fl.qJ) --
[..le Zd JCZd

l/'( '?l.l:l = 1. ./(.: + e:1= 0) - Á.l,?i- i = 0. ,?(.-

, «(,,[d - '. ,, .: ' .J - *)
d

1/.( ,7(-:) - l 'z(': + ':) - o) - i.(,?(« - .:i
d

l/'l,/ :'-..) ,/(o(«) -o,,?(«-

/' l.,/(..'i ,/i.-' + ..i

1,, .] - '. ,,( .' -* .,, ) - '1
:}

I' txl bú =

--'J - -ll+

" . «(«) - oll -.
-.J - 'lll+

2.'1 2

Então /1l7?(:l = 0.7/l.? :l: c:l = ll = 0. pala ?l = 1, . . . .(/. Ou seja.. em (l\la.l(suei cubo

finito C,'. todos os sítios está.o ocupa.elos ou vazios com plobabilicla.de 1 . Pelo Teorema da

Extensão de l<olmogoiov. as única.s medidas (!ue sa.tisfa.zeill isso sã.o (5i ou (5o iespectix/a.mente.

Q

Pala. enuncia.amos o Teoienia. do Forma.t.o ( "Sllape Tlleoteni' ). precisa.lemos da.s seguin

t.cs (lefiniçàes.

ei' = {y C Z : i/flyl = 1. (lualldo l/o(z 1 - 1 somellte pa.i' sj'tios .r C .'l}

,l. o con.ini)to (las partes de .Zd
,4 r- Z7a

Definição 2.12 Di:cr7i,o-s qtz( rl ./hi77,77?1a {€14 : .4 C .;Za} í/e P7'0ccs.ço.s (/c .,vai'A:or' a. l;íz/07'es

c/N. S í tzll}. naodelo de ci'escimento .-( Ü e' r/ilz ís/a(7o aZ)soi'pcn.ie t a ./}lr77.?7ía d.

li) ilt\lal-i.nttte pot' ti'a,nsl.nqão: o l)I'acesso tt'ni\.sla(Lado = -} t,f é \nna có])ia de (:l'' 4 . Oltde

.i' + B = {.t + y : y C B}
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ZTr

iiil atl'nt.t.t(t: se .\ C B fl làn E.l\ { e.f l)o({cin sci cí)l)stl'xu(los \ o l le$in.o esl)nço de. Jol"nl(t

q«. il? C ÍiF, },-« to.Ío t 'Z 0:

r/:P:P.J (/c a/ca72.ce./i17.z:ío. f.z?s/f /, < x- /ri/ qlzc sí .,in {.z : l.t:l $ L} = ç). en/(io /'l0 C Zli'} = olíl
í7tzazz(/o Z ---, 0.

Definimos airlda.

r4 = infli:ei4 =ü}. / ll.z:l = ii)flZ : .l:Cél.-tl;

Dizemos que {e.} é supercrítico se /:'lr = x) > 0.

Pata. o teoieilla.. sci ?í. (Oli\:el iclit.e identifica.i ca.(la, .I' C ;2'

] cona Gentio ala .7 . DefiiiiHios então

//. ={.yC/R'' : existe.z C .Z'coill l.z'--pl$ :j e(2'l $/}.
Toma.lemos a coima. /- em /Ra. Definillaos a.IDeIa.

/\'.=lyc m': existe.t cZ''con ll- -w $; e eJ'}(.tl=(J(rl}.

de e& = .Z'

d colam 11111 ctl])o epal #?a (]e la.do

tll

0[']

fl.l:l = ['(z).

le.t41

(2.1 5)

Teorema 2.15 (Durrett, GI'iH'eatlt 1982) S'(/a él' { r?l i?i.or/e/o (/e cl'escírrzerz/rl .s?t/;e7'c7'1

ll.co. Stt])OTtllíi qite Ita coitst.ulttes ('. c. -i C l.Q. oc ) t.a .$ blue

ra,l P(Z $ r < oo) $ C'e''' :

r61 r'(l(.z'l > /. r = )c.l $ ('(''' /)al'a 1.1 11 < c/.
/?17./rlr) f'.Z'Z.$/e 1/.17? ('o/i.J'(/il/r) í'rJl?tlc.z'o .'l /a/ r7lle e17 {T = :)o} /e/77.0s. /)(27'a í7tla/qlze/' 0 < ( < 1i

l l -- oí-l c /v, c l l + (i{.4

l)al'a (}\ualq\tel' t, su$cl.ertten\el\t.e gl'nn(le
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Se ai.énl. d.i.sso tl.l [l \]]os

rc,l Se aílz(/a, P(2 g /\'.. r = )cl $ ('e'''' /ial'rt ll.tli $ cZ (lz/io ein {r = m} Zem.os que o

l)i'acesso cl'esce !i.ltearlTlí:itl( . isto é. pat'a (it alqlter Q < ( < \ .

( 1 (lí 'l c l H. n 7\',l c 1 1 + clf 4

p«.I'ü todo t slLjici.eltteni( ill( !flui\(lc

Z)emozzsfração. Este resultado loi prova.do poi' R.ichaidson ein 197:3 pa.t'a o N'rodeio de

Richaidsola; pala o f\.modelo do votant.e \.'ida.do {ol prova.do en] 1980 por Biailason e GiiHea.tla

e ein 1982 essa versão ll)a.is gen(inca foi denlonstia.cla. pot' Duriett e GiiReath em j101, col-n

t[i[[a. ('otteçào feita ei]] lluit-ett ISI. n

Enut[(ia.temos agora ui]] iesult.ado (la(lo pot Bi'a.illson e C;tiífea.tlt

Teoretnaa 2.L6 Se -Í <. \ en.tão o Nlo(Itl-o de R.ni tilicaçào com Fiel.lesão satislü: a seguinte

lei de cola.ergêrtci.a:

.Se /& õo, e71./(io liillí-.... /z.ç'l/l = óo

)t [L -- [Q\ \, erl.{.ão \\\nnl..-.o [lStt. ] ::: 8\. o)].de }lu \ \ e (]. tr].e(]i(ta i)on]o-n\ítssa l Q cort$gu,I'ítção

c'owl. lul\(l tlitlc(1 1)(tl'tlcttl.ct il(L ol'tgcill.

Den70Tzs/raç(io. Esse resulta.clo é o Teorema. :3 de l:31. Nà.o da.temos a.(lui a. demonstração

pois o insultado está prova.do lá. []

Decolie do teotenla a('ima. e cla a.tia.t.lvidade do pi'ocesso o seguinte i'exulta.do

('oro\aria 2.17 Ft.t:aÍI.o '; < \ f coí]](ç(i.i clo-st cona (fila-l(JtLel tt)cdl(! ([tjel'clt.t.c de 8$, o

pi'acesso l)(it. cola.uei'gt.I' l)(tl'(L i>\. ('ot]].tÇa]].(t.o-sc co]]]. Í)Ü, o l)i'acesso collll.}l,it.(il'(t seiltpi'c eira i)(b.



/Dc17?0ns/ra(-a.o. ( 'oillcçtlil(lo-se com liiila tlillc?\ cair.t(ula. o l)io('osso cola\-eige pa.ia. ói pela

i[[va.tiá.i)cia. do processo. ( 'oi]\içando-se coi] ]i]]]a. ÍZ 7é (5Ü. Lenços (lue essa. medida. \ a.i coloca.i

l)elo Hienas unia. pa.itícula. no sistema (onl l)loba.bilida.de 1 . Neste caso. a chance cle se encllet

o espaço ;Za inteiro ó n[a.ioi (lo (lue coi]]eçai](lo-se (oi]] unha u]]ica l)a.itictt]a. []
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Capítulo 3

Exclusão + ]3,amincação + Morte em
um Número Finito de Sítios

3.1 Descrição do N'lodelo

Infoi'malmente podemos pensa.I' (lue esse modelo (lesa'ex/e a. e\roluçao de ba.ct.ária.s (lue se

iepioduzenl a.ssexua.da.mente e locomovenl-se. N'la.s em um núnleio finito de fuga.ies elas

[)o(lcil] llloilel. ca.se ])assetll ])ot lá.. No\.a.i]]ei]te a.i]a.lisa.ieiaaos o (]tte a.coi]tece co]]a a. ])o])ttJaçã.o

(lf- l)ac(cita. ( 'oillo resposta tí'teillos (ltt(? Oll to(la.s ela.s ilaolieni. ou pteeilclleln to(lo o espaço

cle (lilllensâo finita (/ (lua.l(suei.

Este modelotemespa.ço deesta.dos Q = {0. 11z''. Da.cl0 7/ C ç2 e ?l C .Za. r?li) C {0, 1}

é a piojeçã.o cle 1/ no sítio i. O conjunto {0. i } vai se] considerado cona a. topologia. discreta

e f} cona a iespcctiva. t.ol)ologJa piocluto e a-a.lgebra. !, dos bolelianos.

(I'ada ?l € ZZ s(.tá cllal))ado (le si'Lio lve.ja Definiçà.o e.ll. (:'a.da sj'tio ? l)ode esta.i

o('upa(lo poi no ilha.xiiilo uni ptt.ií.i(ula.( ill ( ?\da iitstante / > 0. Nesse caso. //íllil := 1. ande

i/íl/l é a pi'o.leçã.o de i/, ilo si'tio
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s.i- B ,. l o (oil.lttnto (IP si't.ios Olldc' paitl'(Lilás l)o(letal llloiiel

(.lolocaleilaos a. segttiiite e\:olliqão no ptocc'sso

linda. pa.it.ícula. e]]] un] st't.io /l g ,É7 pode (-tia.r otttia pa.itícula. alia unl si'tio vizillllo
J ou sa.Ita] para. ele. caso J esteja va.zio. .:\s pa.rtictllas que na.sceieni ella B ou que

sa.Itaiei]a pa.ta. la.. i]ao]ien] depois cle ulll t.enlpo (-xpot)enclal de pata.nletio .3. .Àssuiniiemos

cine pait['calas e]]] B pocle11) tet des(.ende]]tes ei]] vizinhos ou sa.Ita.] pata. lá antes de i]aoiiei.

l\'la.s cessa.Ita.mos a.(lui (ltic os resulta(los obtidos nesse capitulo sã.o una pouco ina.is faltes

e va.lenl ta.iiabém no (a.se eln (lue pa.iti'culas em B nà.o pod.im tet descendelltes nos sítios
vizi[ahos Hein sa.Ita.i pa.ia eles. ..\lona (lasso. l)odc]])os assun]ii (lue as pa.it]'cHIa.s (lue caen] en]

/3 iiloiiejn imeclia.ta.iJaeilte. ou seja. (iue .3 = x..

Parti'('ula.s sao ala.cla.s de acol(lo ('onl uiu processo de Potsson de ta.xa. "} . Isto e. a. pa.itícula

ilo sl'tio / cria. lln a nova l)aitícuia. eni J. se est.ivpi' va.zio. cona pool)a.bili(la.de T-.n/)( J -- /llil.

onde /)IÁ 1= Ü . :e A = 1 (j:a.se J .já este.ia ocupa.do. i:ta.cla ocoiie

.X pa.i'tícula. (iue esta iio sitio / sa.It.a. l)a.ia. o s]t.]o J, cona i./ -- zll = 1 . de a.co]'do cona

uma dista'ibuiçâ.o cle Poisson de taxa. 1. Se a. pa.itl'(.ula em /l decide salta.i pala. J mas J
já. estiver ocupado: o salto é suspenso.

.Xssuin]ienaos (lue a.s pa]t]cula.s eii] ,i? i]]oiiei]] depois cle ui]] ten)po exponencia.l de illeclla

JI. .\s t.]a.i]siçóes em /B ta111l)ein sã.o cona exclusão. isto é: se --. esta. ocu])a.do e a.lguma.

pat't.j'( tt]a (]eci(]li' sa.]ta.i' pai'a- -'. . f:'sse sa,Ito c sttsPeilso.

De fi13 imãs

,/:,l.)= '1 ?l ' s./# :,
1 0. caso (oDEIa.iio.

(3.1)
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bisa.ndo as ])ehnições 2.:3. 2.] e :].]. de]]niillos o geiadoi (ie .\]aikov do processo. pala

(llliil(luei [unçào ci]i'tldii(a ./: ç) ---+ //?. pot'

IL/')l(ll = E /,(J -'l*il./i,/''i-/i,/il+l E /,llJ-?:illl/'l,?'l--/l?lli?ll:l
l ,J € Z''f 1 ,./ € ZÚ

+J E: l./'l,/:,('ll-/'l,?ll,z(:,liÍ:,}(,:)
€zd
€B

A leia.çã,o enfie o getadot (le Nlaikov e o selnigiupo eni alç21 é dado pelo Teorema. de
lli1le-\'osi(la..
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3.2 Análise do Processo

.\s l)tiilleiras obseivaçõcs (late laieinos sào (lttc esse l)locesso iià.o é /n r-ri//lí /?/c/;o/ /ia/2..s/a.ç(io.

pois as tra.nsições nã.o sào t:o(las sinlét.ligas. .llí- (lue llá un} n lindo finito de sítios onde ocoiiein

lno] tes. Isso t.oina. a. a.nálise nla.is ('omplicada. pois nào Rodei)los utiliza.l as illesma.s técnicas

vistas no ca.pitulo a.iiterioi pala alia.lisa.t a. (onvelgencia. de (lua.i(irei' nleclida de pior)agilidade.

Est,e processo de N,la.tlçov é a/i'rt/íl:o. Pa.ia vei cine é a.tla.ti\o basta fazei'-se um acopla-

nlenLo enfie duas medidas //i $ /12 e a. pa.ini do método da. constluçào gia.fica. podemos

veF (tue se[[[pie continuaizi.o ]]ia.nt.endo a. (lesigua.l(la.de /]l.S'(ZI $ /z2.S'lfl, pata todo [ ? 0.

Note (lue selaipie (lue loi cilada orla. l)a.iticula. lla configuiaça.o cona densidade /ti: ou se

tlina. partícula. moiiei' ou sa.It.a.i. o ilaesillo ocoiie 11a. configuraçà.o (lue tem poi densidade /z2.

Temos então li)l da. Defii)içào 1.1 +. Tendo isso. o Teorema. 1.19 Tios diz (luc existe .liin .5i.S'(íl.

\.eieillos club essa medi(l?\. ó coil(enfia.clz\ em configttlaçóes com ujn nl inICio hnit.o (le sítios

\-'a,z ]os .

O processo e /-'e//(i. Pata. vei isso l)esta. nota\.i (lue a denaoilstiaçào e a ilaesnla clo
Teorema 2..5. Note (lue l&\. só usa.]]]os o fato d(- as inte]a.iões seieii] cona ul'n nunieio 6lnito cle

\ izinllos(i)o nosso caso. vizinllos ma.is plóxiillosl. Pa.ta. esse processo a. infiuêllcia. de oo sela

inenoi lx.-ia. a.copia.i]aento dos p]o(essosl pois ]lesse há. nloit.e de pa.iti'cujas. o (lue não ocolie

no R.ail-tiílcaçào com Exclusão.

(llonsideiaiemos o processo co[[aeça.ndo (on] a tnedida. (5i no t.empo í = 0 listo é, com

a. medida (lue coloca. uilaa. pai't-j'cala enl ca.da. si'tio com piora.bilida.(le uiiil e alia.lisa.temos a

e'voiuça.o (lo processo (luall(lo o t.eiilpo tei)de a inGlnito.

.Às pelgunt.a.s bati(a.s (ltie t.enLaieillos iespon(lei sao: ( ionaeçaJiclo-se (oill a medida (5i.

o processo conveigiiá. pala a.lguma. medida (luar (lo / tende a infinit.o? Qual tlledida. é essa.?

.4 resposta. obtida é (lue o processo va.i cona:etgit l)a.ia. unha. medida. (oncci]t.ia.(la. en] con-

figura.iões com uln nulneio anito cle bula.cos. \lost.ia.lemos prinaella.i leiit.e (lue esse iesul-

ra.(lo vale se ocoii(']ei]] ttloites sotllellte ila oligelll. ( 'aDIo (,OJolário iille(liam.o obscivaienaos
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(late o inesnao insulta.(lo vrale s( t.ivettllos tina iltlil eio llillt.o (le sl'tios onde l)aiticulas podena

tlloriei. Esse resulta.(lo \-ale iii(lepeildent.('illcnte (los va.lotes das taxa.s jdescle (lue a taxa. de

tias(illlení.o (le l)a.itj'culi\s se.la illaioi do (!ue zetole iia dernonst.ia.çào nunca seta usado o fa.to

(l(- (lttc as l)a.]t.í( filas po(lei]t t('t- (les(eti(lenr.es idos s]'t.ios onde ocoiien] illottes. .Xléni (listo a.s

pait.]'Guias (lue (aeill nesses s!'tios onde o(oii('nl illoites podem nioiiei inata.nta.ilha.mente.

.A a.na.]ise do piob]enla. enl unia. dimensão r/ (lha.](luel e (.onip]icz\.(]a. Fila.s l)o(]enlos sina-

plificar o pt'oblenia. .Ao leves de ana.lisainaos o pt'ol)lei la. enl {0. ! }Zd. olha.i'enlos l)a.t'a nula

pio.ieção deste esi)aço. (la.(lo pelo nomeio cle bula.cos no sistema.. Eill outra.s pa.la.\*i'a.s, ao

invés (le ollla.ttllos l)a.ia o pio(essa {r?Í}. olllaienios pa.ra. o processo {./(7?tl}, onde /(z?tjé
o tlunleio (le l)utacos eill st'tios (lifeieiltes (le 0 na configuiaça.o ao tempo Z. Leillbianlos (lue

tl iiic'(ll(la. illlcial c' õi . logo o iillill('io (lc' i)tua.(os elii (Ilha.l (ltt('i teilal)o flilito e seillpte hillto.

(omo iltostia.ieillos iio if fila al)eixo.

Lema 3.2 r'al'a o /)/'rlc(.$-'o {r/í}. )rl? /a.l:as ] f 'i (/?/rz/sq7ze/' f cora? ./lr/o) < x. /írl}.os

/ {]/ C /n+ /rt/ q?zc ./'(l/.l = x} = 0.

Df17io/l.s/i'r/ç'(io. Se.la 0 < /i < /z <

PI./i,/. 1 = ;:- alg---« / > 01

< {,: < s('(luéllcia enumeiá\el com lim /.: = oo.

$ plU{./i,?.) alga-,« .- c lo.z.lll

$ >' /){it finit.as s('t.as (lc sa.Ito de i)a.iti'Guias cle um \iz. .le 0 pa.ia. 0 a.té í} ::: }. Pf,.

E P ./'l7/.l = x ?\.lgui11 5 C lO. /,.l E $F'jinhnitos bula.cos até Z,:< <
l '1

l }n

Suponha. (lue Pí,. > 0. algut11 17. Deve]]aos tei i)]finitas seta.s (lue inda(lttenl sa.Ito de uma

l)art.]'cuja.de ?: pala 0. colll 1/111 = ]. cm nni iilteiva.]of:mito lO.í,:l. ]\]a.senta.o ]s, C lo.z,:l

ta.l club s. é uii] ponto (le a('ttnlulraçâo dessas set.a.s. IXlas isso confia.iia o ía.to de as setas

se['en] clist.i'lbu]'da.s seoundo u]]] p]'o('osso pontua.l (le Poisso]a, pois t.olha.]]do (lua.l(lua' it]tei'x/a.lo

-X.,. C 10./«1 tal que -. C A,,,. teta'aillos /'12 Oli mais setas em a,,.l / o(d..,l. Queremos
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dizei com isso (lue [ aes[[[o (lue o ít\i[[anho do intervalo ..Xiíl tenda a zelo lii]ea.]]nente. a
global)lll(la.de de tei (Ittas ou ilha.IS setas (.na .XI nÀo vai a zero com villa velocida(le maior.

\las isso é a.bsuido. pois a.s naarca.s sào distiibu]'(las de a.coiro coifa u]]] pio(osso (le Poisson.
0

.\naiisa.ien)os agoi;\ a evolução cla. ca.deit\. iineisa do processo {./li/fl}. Toilaemos

/3 = {0l: onde 0 ::: 10. . . . .01 C Za tepiesenta. a. oiigeirl. .Assunaileillos (lue as pa.itículas

(iue caírem em 0 i[aoi're]]] iiist.a.ntaneai]]ente, o (lue é a. pior situação possí\,el. Clomeç.ando-

se coil] a. 11aedida 8i. em / = 0. temos que ./l?/tl l)ode tet t.iansições da. forma.:

Se ./li/! 1 = 0. t,Cílios

0 --.+ 1 se a.]gulll (]os ]r/ viziili)os d(' 0 salta.i pa.ia 0

0 01)

8

0 0

Tendo ./l ,/, l l)odeinos tei (.oti6lguLaqões (lo tipo

o paio.ic:ula.

X buraco

[] origem

(CZI) buraco vizinho ao 0 lbl l buraco eni algum l sítio longe de 0

Em lal l temos

1 --* 0 se uma. (las =3 i)ait. viz. do l)uta.co t.lvcr l desceil(lent.e ltele

1 --.+ 2 se villa (la.s :{ pa.it. viz (le 0 sí\lt.ai pra.ia. CI
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Ena (/,, l:

1 ----, 0 se uilla. elas .l pau. viz do bula.co t.i\ei l descendente nele

1 --.+ 2 se unia. das + par.. vlz. (le 0 sa.It.a.i pala. 0.

Se .fÇ,Í.) podeillos tei

({z2) 2 bula.cos \ izillllo de 0 (Ó2) ] l)uiaco viz. de 0 com out.ro ao la.do

(C2) l buiaro viz. (le 0 p out.io longe 1(/-ZI 2 buracos \iz. e longe de 0
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(e21 2 buracos longe de 0 e longe enfie si

Em l«2):

2 --} 1 se urna das ({ paio. viz. elos buiê\cos t.irei l des( . en] ui l deles

i2 ----+ :3 se unia da.s i2 l)ait. viz. cle 0 saltei l)a.ia. ele

Sejam /)i . . . /).. C ZZ'/ os ?/ bula(os ilo sistema. 110 t.eilipi /. Dehiliinos:

tÉ, = >: i?1l--l. pa.ia / = ].....?? o i] de pa.it-. \:iz. do l)ul'a.(o /)- no t.enlpo Z-i:-ó.i!

lpt = )1. oÍ., o ilz tola.l de pata. viz. dos 1? buracos no t.enapo /. conta.da.s com
naultlplicidade. pois se t\. naesnla pa.itíc\ila loi \.lzinha. (le. l)ot exenaplo. dois bula.cos. ela

l)o(lei'á t,et (lesce]](lelltes Oli sala.al :)a-la (ltial(jttel' Lllll (los (loas

t)l) = }. U!(J 1. o llz dc l)a.it. viz. (1(. 0 no t.enlpo /.
l.ll=l

t

Geneiicaríiente t.elmos (lue. se ./l7/tl = /1. t.enlos ?\.s t.!ansições no tempo t:

lz --} n -- l se uma das t'Í: l)a.it. tiver ull descendente Ruim (los bula.cos

?/ ----+ r? -b l s( liil z\ (las r'i\ paio. salta\j- pala o 0.
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\ote (lue mesmo esse l)ro(osso {./lr/f)} t.(.t l ullla t.i'a.nsiçà.o conaplica.cla lpois o pi'ocesso

obvtaillente não e \lailçoviaiio. embota {l/( } o se.lz\ l. l)aia (oiltotnai esse pioblenla.. faremos

uni a.(-opta.naent.o (lesse processo (oill uil) out-io (lue a.lóm (le sei \la.ilçox.,lado. ail)(la. va.i nos

ga.iantii (iue o processo origina.l \.a.i ietotilai à. coilhgul'a.çà.o corja todos os sítios ocupados

infinitas x'ezes li.v.l. Pala a constiuçã.o desse novo processe. not.e (lue temos a.s seguintes

desigualdades:

1? --* 1z -- l com taxa ilha.ioi ou igual a. «ã'

l isole cine o pior caso é (luaildo os l)iria.cos (-st.à.o agloilleia.dos eill ujll cubo (/-dlii e1lsiona.l)

1? --, r? + l coi]] taxa. illeiloi ou água.l a 2(/

junta. (]as pa.itícu]as sa.]t?\.i pa.la a origetll)

(lolll base nessa.s clesjouaidadcs. consta'uit'Cílios unl processo fK'la.i lço\ ia.no colll uma. taxa

d(. nlol te de paitl'cujas ilha.iot (lo (ltie o plo(osso oiigllia.l; ta.xa de iia.scinlento illenoi do (lue

o otlginal. nla.s (lue nlesillo assim o l)to(osso illo(lia(.a.do e iecotieilte positivo.

O processo nlodihca.do. (lue ( llanli\ieillos cle {(,. } evolui (oin (.aras

Se (: = 0

[] ----} ] com ptob. ]

Pa.ia 1? > í . telllos

22. ---+ 7?. l com taxa a''n lou se.i;\. coi]] plob
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ii ---+ ]? + l ('o]]] taxa o(/ lott se.la. ('o]]] l)i'ol)

O pio(osso l)aie( e s('l lc(Olieil{,e posit ivo pois (lua.ndo r? l ell(le a. illfiiiit.o. a piora.bilida.de

cle dinlinuii o n lilleio cle buracos t.cn(lc a [. Pala se veria('a.i blue iea]inenLe o pi'o(esso é

iecoiiente posit.ixo. usaremos o I'eoienla l . l.

Teorenaa 3.3 0 /)loco.s.se {çt} í I'ecoa're/?/c /)r).si//It'o. pa'i'n to(!o 'i' '> 0

Dc,nolls/raçrio. Na iloíaçào .lo Teotetna 1.1. t.onlemos V = lóay' e ( = 11. C:onsideie

f/(.l/l = .y. .p/ = 0. 1. . . . 'lemos elltâo pala (l > .\:'

Ig(a---) G -,, l-o:- [) iia"l:Xn+(,,+ [).lã7F:n:-',- .J/' u
\:>(13./)'í l

< ?? -- --
')

lal(.+ill(l.=,« 1<.\'. se «? $-\''

l,ogo. o processo {(,l} é ie('oriente posit.i\.o.
0

Pocletía.mos l)io\'a.t (lue o processo ó ie(otteiite positivo selll ul,iliza.i o Teorema l.l.
Pa.i'a ca.da I' e diinensã.o r/ fixados. existe ulll .\:' < ,:x) tal (lue a. piora.bilicla.de (la. tlansiçà.o

de 1? pala 1?. -- 1 e nia.iol do (lue a. de 1? pa.ra. 7? + 1 . qua.l(luei 7? ? .Àr. Basta.iia. se acoplar

o processo {./lr/,l} coi] ]ii]] pro(osso {ZI.} cona t.a.xas d." ./'l7?t) se Zll < \r e ta.xa. de

./li/:) = .V pa.ra. z? ? ;\.. \leis ptecisaii elite. se çrl = i17.. 11? $ .V. ente.o as t.axa.s pa.i'a.

(í = rlz sã.o as nlesinas (le ./'(i/tl = rll. Se l? > .\'' e él. = ?z. eiità.o as ta.xa.s para (t = it são

a.s mesmas de ./(?/( l = :;\:. E fácil vei (lue esse novo processo é tecoitcnte i)ositivo. pois é uni

l)asseio a.lea.toiro assinaet.li(o enl .;l?+ modifica.do eill sonaente uin iiunaeio finito de esl,a.dos

(a. sa.bei. .4 = {0. . . . . .V}. Enl Fellei li21 podetlaos \:ei (lue ]]m pa.sseio a.leaLóiio ei]] Z+
assiiliétli(o com "cliift" pala a origem ó !ecotiente positivo. Ena nosso ca.se. iiio(lírica.nãos
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í'ssc l)t'occ'sso elli soila('lide liill (oti.luilt.o hilit.o .]. Sal)et]]os poi Fc'llei- 1121 (lue o coi].ILlilt.o .4

s('ia visitado liifiiiit.a.s v('z('s. ('olho .-\ c finito e ]e( ]la.do. te.i os (late (lua.l(lliei esta.do de .4

spi-á visit.a(lo infiilit.as v('zesl.

.].través de uni a.col)laillcilto eiltte o processo otigilla.l { ?/[ } e o processo illodihca.do {(,t}.

temos blue se o processo tl)odifica.do ietoiila à conflguiaçà.o com todos os sl't,ios ocupados.

com naa.]oi cha.nce o pio(osso oilglilal t.anabena volta.ia..

Teorenaa 3.4 (.'orl?.eçrl//í/r) rali? í i71,eí/zl(/a. f5t, o /)r'acesso ilrzzl c012.1,Civil' /)al'a uril,a. lll.cí/?.(/rl

'{«e t.«. .o«.e«t. ,.«. «-l'''',. .H,,}to 'l' b«,"c's.

/.)cinons/I'açíio. ('olho &\ ri\(l(.ia itlt(-t sa do l)loco se {./ l r/r 1} t:eill esp?\ço d(' est.?\.dos eilullleiá.vel

c ó iecoiicllte posit.iva. o l)lo(osso letolilai-ã iilfíniti\s vezes ;\ coilflgtiiaçã.o totalmente cheia

de paio-]cula.s. \,:in]os (lue ei]] neithuil t.eillpo finit.o o processo t.eiá. una nuinelo lnhnlto de

l)uta.cos. .-\léiil disso. si\.bentos pelo Teotcina l.l!} (lue edis:e o liiiiit.e de óiS'(ZI já (lue o

processo eil} cluestào é uil] sistcjna aba.t.i\.o. logo o l)tocesso se pode con\eigii pa.ia. unia

medida. (lue temi unl iluillelo finito de bula.cos. []

Comi ba.se na (lenloilstia.ção. t,Pinos colllo resulta.do iinedia.to

(:oto'lárto 3.5 Se f.l e .l) os ii l }ltin)c)o .Rlll.tn l. (le .slt2.0s ottílc pat'llcttia«s poílc'nl. nto})'el',

( co[[[eçai']]].os coi]]. ]]]]](! i]]((li.(l(t ílt]-c cottcei].ti'ct ei]] i]in(] co]}.f.gtLi'(]ç(io (iate lctll se)ncltt,e iillt

itllr tel'o $ntt.o ll dc blt).fico.s caiu pl'ol)ab l.i.(tü(lc tllll. t ttt.âo tlal.c o utcsnlo I'cslllt,a([o do Leal'em.a

([; C ?. T)t (t .

Dc'i7z.oil.s/raç(io. Role (lue i\ cac]cia i111etsa pa.ia o processo {./( ?íl} teima espaço (]e esta-

(los enun[cta\;el p e t-e(oit(-i]t.c posi]]va ] ]esn]o t.ando uni !] in]e]o Á' de sjt.ios onde inolleni

pait[ c-ulas ja.s taxas sào ui]] pou(o (fitei-entes. feias conseguiil]os básica.mente os mesmos lim-

ita.t)tes. .Xlen] disso. ('on]('ça]'-se cona unha ('onflou]'a.çao ('on] 7} bul'a('os e(luivale a olllal- pai'a

a. cadeia illieisa. collaeçailclo clo est,ado ./lr/ol = r}. O



Obsei'vação: (I'oi]sid('ie o ('aso (-i]] (ltic B ( iii)it?iiio. ('oi)]eçan(lo se (oi]] iiilaa tlledida. ll

concentrada. ei]] ui]aa. coi]figttia.çà.o cona ul l nlillleio fii)ito clc pa.iti'climas. ilo iiillite ou t.orlas

a.s partículas mollem. ou t.elencos um núilaero inflilit.o de parti'colas. V;ile cessa.lta.i (lue não

sa.l)Chãos se o ] tlnaeio cl(' bt]i&\cos val s(.i llnit.o. Not.e (lue po(lcn]os usa.] llllla. (onstiuçã.o

silnila.i à. (!a.cla. a.ilt.elioiilleitte pala o pio('osso {./(7/tl}, on(le ./'l . ) = 1?. iepiesentava tet'

/? buracos ila cotlfigtttaçào. .\o invés de ollla.i essa. lunçà.o analisa.temos glT/tl = na de

l)a.iticulas na co]ifigutaçâo r/f. I'oman(lo-se a.s ta.xa.s g( l : ??. --, ]z + l cona a taxa cle

./l . 1: 1?. ---, 77.--leg( . 1: rz --, i?--l coma ta.xa.cle./l 1: rp --, i7-+l. .A tónica

diferença é que aqui g( . 1 = 0 é absoix:ente. logo, se tiveinlos 0 partículas em um tempo
f. continuaremos tendo 0 pa.rtícula.s alia (lua.l(suei tempo sul)se(Inerte. C'onclicionando-se

a. nui]ca. t.ei 0 pa.it.]'calas. tenros ellt.â.o (late o l)!ocesso tejl(le a tet unl ilunleio tnfiilit.o de

l)a.!t.]'c ula.s.

Temos pelo nleilos (luas llledidas in\-at-ia.nt.es extleilla.is dis{.ilhas. logo o l)tocesso nunca

será eigódico.

Infelizmente o meslllo tipo (le análise não funciolla. se tivermos tlm ntlJlaeto infinito

de sj'tios onde pa.it.ículas moilenl ou se ra ('onfigui'a.çâo inicia.l tem ulla núnleio infinito de

l)uta.cos. Pa.ia. cs(uclai esse [ipo (le l)tol)l(.i)aa. usaienlos outro tipo c]e \lla.]ise (lue da.temos
110 ca.l)itulo seguli t('

41



Capítulo 4

Contado Modificado

4.1 Descrição do Modelo

O l)ioccsso l)o(le se[ i[ite[-pinta(lo como un] n]o(leia.]nento de un] sistenat\. oii(le bactóiia.s se

tepioduzeni a.ssexuada.llt( ilt.e. lo(.onlovei)t-se e eveiitualnleilte moiien . .X pergunta é bá-
sica.tlaeilte a. illesllaa. de t.idos os otttios ('a.pltulos: conleçan(lo-se coiii o essa.ço totalmente

pi'eenchi(lo poi- ba.c'téi'ias. cla.s colitinuarâo \.'idas ou toda.s nloi'i-ei'à.o (deixa.ndo o espaço \ra.zio'?

.\ iespost.a é que depende elos va.lotes das t.a.xas (lc na.scimento e de ilioite. Fixa.n(lo iillcial-

naente a. coi]hguia.ça.o ]/ = 1 . una \alot de ta.xa. de n]otte de ba.ctéiia.s. va.] lla.\.ei unia ta.xa. cle

nasciillento ci I'teca. t.a.l (late al)aipo desse valor o sisa.ellla. se extingue e acima. dele o l)iocesso

sol)ievlve cona prosa.bll}(la.de posit.)va.. Na.o da.ienlos aqui o va.lot dessa t.a.xa. ciitlca.. ina.s

sitll um intejva.lo finito la. ól cont.en(lo esse va.lot. Cona isso mostira.mos (lue o processo tem

ullaa. t.ransiçà.o de fase. \'lesillo ilo (.'ont,ato L;sua.l. o va.loi exa.to da. ta.xa. cljtica. ainda. é uni

prol)leiloa en] a.beato.

O Clont.a.to ITsua.l ó un] processo no (lua.l as l)ait.]'Gula.s na.scen] e moiicm com a.s t.axa.s (lue

cla.telllos a(lui. .'\ (llíeiença est.á ilo la.[.o de (lue as pa.itícula.s na.o podem se loconlovei. Essa

cllfeiença. apa.ienteialei)t.e seill lliuit:a illfluêllci&\ na. ex:oluçào do processo. tia.z (lificulcla(les



(-xt.ta l)ois (on] a locoillo(:âo. o l)to(('sso d(- ( 'oill.at,o \lo(lifica.lo deixa cle sei uni Sistema. de

SI)ins(pois o sa.Ito depf?i]de (1(- 2 (.ooidei]a(las cn] cada. tia.nsiçã.ol e isso (dificulta l)esta.iate os
cá.}cuios.

Este [[aodelo e un[ l)iocesso de C'oRLa.t.o onde alar de pa.it.iculas na.sceiei]] e n]o]ieie]r}.
l)o(lelli t.io(-ar de posição. \la.is l)lecisa.mente. seja. O :: {0. ilz' o essa.ço (le estados.

O pi'ocesso de (.'otlta.Lo \'codificado {(t} t.em a seguinte evoluçã.o

Se tlào ha palticula. 110 si'tio z. unia. paitlcula. é cita.da com taxa ,\x na \.iz. ocupados
aqui-lentenlente. ((z:l : 0 --, 1 coill taxa À E ((JI

IJ-Íi=i

(rn[a parti'cHIa ]]ioiie coi]] taxa l. Ou seja. (1/1: 1 ---* 0 cona taxa l

Ilha paitt Gula st\lLa (1(? / 1)aiz\ J (on í.a.xa :/2(/. E(luivalelltenlente. (lzilél(i + ll : 01 ---+

1{) (oil] t.axa :./2(/. O illesino val(- pa.ia. 10 --+ 01. Pa.ia. eletua.i esses sa.lhos: pt'ocedelllos

(la. segutJ]te i)]a.]]eiia.: l)aia ca.(la. si'l.io .i . cscoll]cit]os ui]] v]z]i]l]o :i/ coi]] ptoba.btltda.(le 1/2d e

(olocailaos unia seta de sala,o (le .t pa.la # com La.xa. l .

])efinimos

,/;i/:i = 1 ul;: se ' # Jn.:á..io.

Utilizando as Definições 2.3. 2.4 e 'l.l. pa.ia (lua.l(luar funçã.o cill'n(li-ica. ./: {} --., .l?. o

gera.dor É clo processo de \íailçov e deflilido poi

( L ./' ) ( Ç2 ) E /,llJ - ,i-il./'i,/'''i - ./'(,/ll -+ E: z,(IJ - ,:l:)l.fl,/'l - ./'(wll?(i)
..j € .Z ''{ :i,jeZÓ

E l/ l,/,(. ll - /l,/ll,/IJ ).
..je.z./
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Pata a coilst I'lição ,qt'?tli('tt ílo l)i'oc'('sso llsai'(Jillos s(-{.as t il)o .-//'/'l'/'i/.í7 1)ai'it iil(li('a.i' salto(le

pa.itl'cola.s. Ou se.ja. pata cada l)ar l/.J l C .Z'í colo(-amos setas de sa.Ito coill t.a.xa 1. Essas

setas poderia ser utiliza(las tanto poi .l: (ria.nto l)ot .y. .\ (onsttuça.o gia.fica segue (le íornla.

alia.Ioga à vista. pala. o Processo de 13a.nlifi(açà.o com Exclusà.o acrescenta.ndo-se marcas cle

il)Ore em ca.da. sl'tio .z: (lc z\cor(lo coill um processo de Polsson de ta.xa, água.l a. l. .A va.nta.Bebi

(le se coloca.i seta.s t.ipo "stittitig" é cltte coi]] isso. se olha.inlos pala. o processo dual jseguindo

as setas no sentido colit.l-alia ?\.o tempo: a.o encontlal seta indica.ndo nascimento, ma.ta.Idos a

pa.i'tl'Gula e ao achei villa. iliai('a. de morte la.zeinos na.suei olha. pa.itj'culal. esse i\ol/o pt'ocesso

terá a mesma distiibuiçào se olha.t'mos o processo colll o teiiipo cl'escondo. .4 auto-(lua.lida.de

vem do fato de blue o (lontato LTsua.l e a. Exclusà.o com setas t,ipo "stii'i'ing'' se]'en] a.uto-dua.is.



4.2 Análise do Processo

OI)seivamos a.(ltti ullla. s('tllelll \liça.(om o lllodelo dado no ca.pl'fulo ant.eliol. :X tlni(.a. diferença

(' (lue a.(lui a.s pa.itj'cola.s l)odeni n]oiie] en] to(los os si'Elos. .Vosso interesse nesse tliodelo é

sabei' se existe um À cri'{.ico l,\:l t.a.l (lue fixa.n(lo-se :. e pala. ,\ < .\! o processo illoiie listo

e. o processo conxelge pala a tlledida õül e pra.la valores a.clnla desse valor o pio(essa tem

unia cl)ance positil.'a. de sempt-e sol)ievivei. Pala. o processo de Conta.t,o foi provado (lue esse

,\:! existe. Segultelilos os m('selos passos pa.la (leia-lonsti'a.i' (lue pa.i'a o Colha.to N'lodlficado

t.a.n)bén) exist.e unl ,\'/. Basca.temo-nos nos textos (]e Giiffr'a.th li:31, Liggett j141. Duirett

ISI e nota.s de a.ula. de Scllonnlailla ltól.

E fácil vei (ltie o ('oilLato l\lodifi(a.do é r{//'ri//Ir,o. Ba.st.a se (oilst.illli lln a.(opta.mento

( 11t.i-e (lua.s medidas Ali < /í.z e usei (bl (lc 1 . 14. \'CÍlIos (lue se unam. pa.itJ cola. nt\. c-onfigula.çà-o

roin (]ei[sicla.de //.2 ]o]ic'. salta\ ou (iii] l)a]ticiila. ei)] un] v]zinl]o. o i]lesnlo o(oiie pa.ta a.

(onflguiaçào ('oi]] (lensi(l?l(l(' //l ou .l?\ llax.ia unia paio.ícula eiii /zz e continua.Rios com a.

c[esigua.]da.de A/.i.S'(/) $ //z.','l/]. p?\ia todo í ? 0.

O processo e /lll.Lvrzl /fl/?/c /)OI' //'an.-ç/r/çao l)elo {at.o (le todas as t.i'a.nslçoes seienl sinaetiicas

O processo ta.inbénl é F'c//el' .\ prova sa.i cle lotnla. aná.Ioga. à vista. no Teoienaa. 2.5

Definição 4.2 /'rz/'« .:\ C ZZ''. . (/« 11i' = {y C .Zd: f;z'?ls/e (anz?:/l./?.o ./e l.L:.01 /)a.la ly,Z).
a/gt/ii? .z- C .4. /rt/ r7rzr ]/(.] j = 1 /)r]/r/ /or/o .t- C .4: ]/(.z'l = 0 /}rz]í] /oí/o .[. g ..4}. Dóri.r)/ai'erros

[tTj cotllo seta(lo a nlcdt([u ])OI ]o-ill(t.ssa lta con.filJiu'a.çíLO i].

Observação Duma.ntc t.ciclo o capa't.ulo t.ia.l)a.lllaieilaos com o pa.râlilet.io -) fixo

Sei.
,\ > {] e

(-x is t. e

i''.\,i' a nledlc[a llivallallte supetioi l)a.ia o (]oiit.a.to X]o(]ifi('a(]o ('onl pa.t'anaetios

Oti sc.la. l/,\.-. = liill àiS(tl. Pelo Teorema 1.19. temos (lue esse limite'.:(
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Definição 4.3/)í /lo/r//r/l/o.. rl in} {/ > (] : (,i = lã} f a/l?(/r/ /)l,\.-. 1 = P.\.-..lrÍ'} *}

Teorema 4.4 .S'e .\l $ ,\z r///(io //.\. :: //\2 1- otlí) . pl,\. l l í }}.ão (}ectesce:]].l.c c]]], X

1.)er7?01?.sfr'açao. Fa.ietllos essa. piava. via. consta'uçao giafica.. Clonstiuílnos dois processos

acoplados {(;~' } e {(,*: } tal (lue coloca.mos as mesma.s setas pala. sa.lto e illoiLe de pa.ltículas

ijá (lue as taxas sã.o as il)esiilt\s l)aia. os dois processos). Pa.ta. a.s seta.s indicando nascimento.

í'onl('qaillos coloca.i](lo s('tâs nos dois processos cona taxa. ,\l. Depois soillente ena {(,í\2}.

coloca[nos mais seta.s ('on] [ra.xa. Àz -- ,\i . Pela. at.]at.ivi(]a.de (]o processo segue o iesu]t.ado.

0

Pelo Teoienia. 1 .20 o processo ó ('igódi(.o l)a.la. unl da.(lo ,\ se e somente se /)l,\.a'l :: 0

Pala o pioccsso pill (litilcttsão (/. (leflnitilos o va.lot cli't.ico ,\l! (onlo

iiif{,\ ? 0 : / (.\. -rl > 0}

veienlos a. seguia (ltie o processo mexe tei ullla. t.ia.nsiçao (le fase. isto é. (lepen(lendo do

\.a.loi de .\ o processo xa.i ou nà.o sei eigodico.

Teor'enla 4.5 .S'í ,\ < ,\'! r /l/íio rl /)I'r9''í:.s.se f' (/'gdr//lco. /.s/o d

l)i'acesso n àn é ci'ígódico.

{ /5o}. .S'( ,\ > ,\ll e/zZ(io o

Dc irlon stra ção . Seja /. C 3. E«tào. /..':,'l/ l /l.. \la s

/.s(/l{,/ : ,/ n /3 # ç)} = /:'1(1' n B # ü) = Pt(ll n B :# Ü )(l Llll l

< Pl*(') n B :f $1(1FLt l]) /)(rB > /1 ---* 0. clitai}(lo / --- )c



,\$ à

.\ uiLiil a. igual(la.(leseguc do leio (l(. (lue o processo (' ?atiro-(IRAI. T.ogo.//lr/ : //n i13 7É lü} = 0
l)oitanto /z := (50.

Se .\ > ,Xd. então /.\.-.lO ii)recta(lol > 0. logo. l,\.-. # 'bo

Q

r\4ostraielnos agora (lue 0 < ,\a < )o. ou seja. o processo tem iea.llliente uma. tra.nsiçã.o

de fa.se. .Acha.reinos dois lillaita.nt.es pata. esse valor. C'onaeçarenios iilostla.n(lo (lue .Xd ? iib

pelo teoienia a.seguia.

Teorema 4.6 .S'f ,\ $ Ü (/}/rio plÀ 1 = o

/)flllo}/ó//r/çrzí9. Essa. piava lol l)asma.(la ila (lenlonstiaçao l)aia ('oilt.a{.o [ sua.]. (]a(]a no (liiso

cle Sclaonina.nn ltõl. Se <.,,1 :: ??. onde i l lepiesent.a a ca.icliiialida.(le (lo (otl.lullto. temos as

seguintes tla.nsições possívf-is:

1?----.,T?+lcomta.xa.À E E l..CÜ$2(/Àle.ia,\.
{PeZ'í\{. } .':lla:- ll = l

/? --, 1? -- 1 com ta.xa IZI.l :::: ó".

?z --- l?.colll taxa.-, E E: l..cü ,Ç2(/:.iZlíi:::: )".
{ yeZ'Í\er } =': lz'--glli = l

O pi'ocesso {.\',: } co]]] taxas l it. Ó.i e .\,: é L]]]] pt'o(osso cle i'ailaifica.ça.o elll tellipo c'otll,I'lltto

e (.a.dz\. indivl'duo tem tií\.nsiçà.o do t.lpo:

1 -..-.} 0 coill pool)al)inda.(l(- i l

1 ---} 1 cola-l pi'ol)a.l)ilt(la.(l(ü 2c/-.

1 -..-.} 2 coill piora.bilidade 2'n

O processo morte s(' /E'(.V»l = 2'ü + i+z,/,\+id-. < 1. Isso ocoile se e sonieilte se
Q
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Teor'enfia 4.7 .\.{ $ :11-í--

/,)(17io?ls/la.ç(io. \lostl }\i('illos isso via. acol)la.naeilto. e assutlliildo confio conllecido una tesul-

rado pa.ia (.lona.a.to [rsual. O a(ol)]a.nleilto seta ]eit.o (ona o l)tocesso (]e (]'oilLa.to N]odifica.do

{(;"} e una Conta.to l.Ísua.l {e.'} cla. seguinte malleila.: colocamos a.s ilaesinas set.a.s de na.sci-

niento e naoite nos (loas l)io('ossos. Pa.ia. o processo {(SÍ"}. colo(lue as setas cle sa.Ito. Ja
pa.ta o processo {e;'}, a.o invés (le coloca.i'mos set.a.s de salto. coloca.nãos iilaica.s de inoite de

paio.]'cola.s. ist.o ó. ao invés da l)aitl'cola. sa.It.a.i . colho fa.z no (I'ont.a.to \loclihca.do, ela nloiie

r[o (]]onta.t.o Usua.] antes de l)o(le] salta.i jconi isso obtetnos u]]] Conta.to Usual com taxa de

ilascilllento ,\ e ta.xa. de iilol{(- igual a 1 + 1. E fácil x-ei. pa.ia. ca.da. confie\ilação dada, club

fl' $ ólr:. VZ > 0. se coi]ieça]inos (on] çr.; = {;1'. I'ois. se i]a.scer ]]ina l)a.rt.]'cHIa. em {l", o

lllesmo ocoiie en] {l' . Se i)]orie! ]ii]]a ei]] élÍ" . o mcsnlo o(oiie ena éll' . ( laço llnla pa.iti'cuja ein

fl" sa.lte. ein {!u eJa va.i te] n]ot-ti(io. [,ogo. segue o tesu]ta.do. .Xgoia.. se a.cha.lidos u]]] va.]ot de

,\ l)at'a o ('otltat.o Lvsttal. (le I'ot lula (late esse pi'ocesso sol)i'ex i\:a.. pelo acopla.illeilto po(lei'eia'los

afiillla.l isso {a.nlbenl pt\ia o('oillt\t.o Nlodifi(a.do. Note (lue o(lionta.t.o ITsua.l (lue consttuinaos

e e(ruiva.lente a un] ('oiitat.o t suz\.l (onl {.axa.s ,\ := -Í \ e t.axa. de nloite igual a 1. Telllos ella

L[goet.t 1] 41, poi' exenlp]o. tllllâ (]enaonsti'aça.o (]e (ltie reste ca.se À.. < 3. Não (]a.i'Chãos a.(lul a

clemonstiaçã.o para. esse la.t.o. [tessa.]ta.illos. entiet.a.ilt.o. (!ue essa deinonst.ia.çà.o é dia'(]]. Nà.o

se (.Ola]lece nenhuma. denlonstraça.o ía.cj] pa.ia. o pi'ol)lema. Reesca.lona.i3(lo o pio(osso. temos

pa.ia o Conta.t.o XTo(lificaclo (lhe ,\a $ ZU n

Q

Teorema 4.8 E'rlz {r = )c.} /rr7?.os- /)rz.la .\ > ,\.IZll 1 + :.1 e.zz.$/e r /r7 c017..Jü/7./o (oi7pea:o Á

lal (]l € ])ai'a- qtlai-(ltiel' Q < f < \ . t(idos

f l/J c #f c l l + (lz.4

l)aitl to(lo t sil.Hci(ntíill(i)if çjtnit.d(. on(l( X.IZab í:: a. taxa ct'ít.icn l)u.ia o C'ontíito I'sttül. eln

(it l cl su.o \ e Flt tsllt (it.lllii(lo till +. l/i.



/Dfinon..s/rrlçao. Este i('salta(lo ó (la(lo iln t\itjgo de Duilctt c (liill(.atEI lt01 l)a.ia o Cont.a.to

{ suam cona fila.ioi geileiali(la(l(.. Pala }\(lliele l)iou'sso denlonstianl (luc valem as hil)oteses

la.l. jbl e lcl do I'coteiltz\ 2.1.5. Nossa tática l)aia clcmonstiai l)a.ia o ('otlta.to Nlodificado

saia.. como i]a de] aonst.it\çÀo do Tcoiema -l .T. l)asco(la. i]un] a(ol)lamento dos (loas pt'ocessos.

('olo(lhe. no Conta.to I'silo\liél,' } e no \lodihcado {ZI."l: setas de nascinleilto com ta.xas À e

tala.ica.s (le niot'te com t.axa 1 . Pa.ia. o ('olha.to Nlodihca(lo colo(!ue seta.s de salto com taxa l.

Pa.ia. o Usua.l. colo(lue nesses ]nes]r]os inata.ates ]]]a.ica.s de morte. Foi prova.do e]«n j101, (lue
pai'a. va.lotes À > À.l--l+ 1. va.lella as estiillat,ix:as(a.l e(bl.(.'omo a cha.i)ce de sol)i'evix'ência

no \codifica.do é ina.ioi poi (alisa. (lo acopla.ilacnt.o. t.enios (lue va.lem ja.l e lbl t.a.mbém pala

(llosta.iía.illos (lc obspivat (late \s dciilonstiações de resultados l)ata. o (lontato LTsual ilà.o

são autoillat.lcanleiite v('tia(-a(la.s l)aia o ('oiilato l\lodihcado. (-onao titt.uittva.mente possa

l)a.recet. .\ cliflculda.de (-st.á i]o lato dc (lue esse novo l)iocesso não é naa.is ui]] Sistema
(le Spins pot ca.usa (la Exclttsào. .\ lt]aloi-i&\ (li\.s dei]aonst]t\.iões para ('ot]ta.t.o lrs\ia.l usa.n]

loiten[ent,e essa pool)rie(la.de (liieta ou indi]ett\.n ct]t,e. ( ]]i niuit.os t,eoieiuas.
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