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SUMMARY

Analyses of íncomplete categorical data described in the llterature present
several deflciencies. An ímportant one refers to the frequent omission of
aspecto on whích these analyses must be founded.

The unídentíflabíllty problem is one of these aspects whlch is also
underestimated in the general statistlcal literature. In thís monography attention
is given to thls problem through a systematíc, unlfled, illustrative and self-con-
tained descrlptlon of the parametric identlflabillty theory. Emphasís is gíven
to questions that are relevant to the statístlcian and to thei-r íllustration with
i.ncomplete categorlcal data sítuatíons.

In ordem to analyse fully and partially categorízed data, a report process is
introduced to explain the observed pattern of Incompleteness. Tais new element

generates an unldentifiable statistícal model. The understandi.ng of this fact
and the consíderatíon of several reduced models for the structure of such process
allow us to justlfy properly why some of the usual probabílistic modems nay be
used in specific sltuations. It is possible now to realize in what condítions the
report process can be ignored for several methods of inference about the samplíng

probab:Llities.

''Classical'' and Bayesian methodologíes for thís problen of incomplete data
are descríbed separately.

From the classical i.nference viewpointP attention i.s dírected to the maxímum

likelihood (ML) and wçighted least squares (WLS) methodologíes. Some interrela-
tlonships among these and other methodologies are also referred to. Wíthín the ML
procedure, it must be enhanced that the tools necessary to fít log-linear models

vla general optimlzation algorithms are derlved. The WLS procedure is well-founded
by a complete descrlptíon of the underlyíng statistlcal theory.

Dístínct unldentlflabillty impllcatlons under the Bayesían approach are
conflrmed when consi.deríng, for the game data set, non--ignorable report mehcaníslns.
In fact, Bayesían solutions are obtalned under such assumptlons. Maná of these
solutions are quite tractable ín varlous senses and all of them complement the
Bayeslan analyses developed in the literature. These latter ones are of a
dífferent nature ínasmuch as they are based on elther the report mechanlsm

ígnorabllíty or the condltíonlng on the nulsance parameters.

Flnally, the maín methodologles developed are lllustrated by several examples

ith original and real data sununarlzed indo contingency tables.





RESUMO

O tratamento de dados categorizados incompletos dominante na literatura aprÊ
senta várias deficiências. Uma delas, de enorme importância, diz respeito aos a2
peitos que fundamentam as análises desenvolvidas e que sao geralmente negligencíg
dos

Um desses aspectos9 com uma gama de apllcaçoes mais lata, reporta-se ao pro'
b[ema de identíf[cabí[[dade -- a]]ás, c].altamente subestimado na ]]teratura estatÍs
Liga. DaÍ a atenção que Ihe é aqui dedicada através de uma descrição sístemáti -
ca, unificada,ilustrativa e auto-suficiente das questões da teoria da ídentifica-
bi.lldade parametríca de maior relevância para o estatístico. Neste tratamento
confere-se um destaque especial às situações de dados categorizados incompletos

No problema de dados completa e parcialmente categorizados, a introdução de
um processo de registo, a quem se atribui a responsabilidade pela natureza incom-
pleta dos dadoss gera un modelo estatístico não identi.fícável. A compreensão
deste facto e a consideração de vários modelos reduzidos para a estrutura daquele
processo permitem clarificar os modelos probabllÍsticos para as frequenci.as obsel
vadas, geralmente adoptados sen uma fundamentação clara. Deste modo, ficam evi-
denciadas as díferenees condições que tornam lgnorável o mecanismo de regi.sto para
os vários tipos de Inferências sobre as probabilidades amostrals.

No que concerne ã análise estatística do problema de dados com categorizaçao
completa e parcial, descrevem-se, em separado) algumas metodologias ''clássicas'' e

Bayesíanas.

Na Óptica inferenclal clássica, a relevância é atribuída às metodologias de
máxima verosimilhança (MV) e de mínimos quadrados ponderados (MQP), sob um mecanlâ
mo de registo ígnorável. No entanto, referem-se também algumas enter-relações en-
tre essas e outras metodologias. No quadro do procedimento de MV destaca--se a de-
rivação dos instrumentos necessários para o ajuste de modelos log-lineares vi.a al-
gorltmos gerais de optimização. O procedimento de MQP é fundamentado através da
descrição completa da teoria estatística subjacente

A diferenciação das implicações da falta de Identíflcabílldade na abordagem

Bayesíana é comprovada através da derivação de soluçoes Bayeslanas para o referido
problema, sob um mecanismo de registo não lgnorável. Estas soluções, muitas das
quais bem tratávels, complementam assim as análises Bayeslanas já desenvolvidas, e
que repousam ou na lgnorabilldade do mecanismo de registo ou no condicionamento
nos seus paranetros .

Finalmente, as principais metodologias desenvolvidas neste trabalho são Ilus-
tradas através de vários exemplos com dados reais e originais estruturados em tabu
las de contingência.





1. INTRODUÇÃO

A falta de Identífícabílldade estatística é um dos problemas que nao conhece

fronteiras. Ele ocorre em áreas científicas extremamente diversas bem como em al
gerentes campos da mesma área. A plausíbílidade da sua ocorrência aumenta consi-
deravelmente com a complexidade do fenómeno e do modelo postulado para o descre --
ver. DaÍ a importância que Ihe é dedicada, por exemplos pela literatura econome-

Esta atitude já não encontra correspondência na literatura estatística, que
Ihe dispensa) quando é o caso, uma atenção ben modesta apesar do seu surgimento
em vários campos da modelagem estatística. A dispersão do material mais relevante
para o estatístico é um indÍcIo claro dessa situação. Mais, sao raros os livros
de texto de inferência estatística que nenclonam, mesmo implicitamente, o concei-
to de identi.fícabilidade. As escassas tentativas de elucidação desse conceito pe-
cam por um tratamento incompleto e desequilibrado. Em particular, as rotineiras l
lustraç8es com modelos econométricos nao sao, certamente as mais apropri-adas para
o esclareci.mento e motivação para a importância desse problema daquele que tuba -
Iha em áreas mais ''standard'' da Estatística. A referência ao conceito quando exí2
te , não é , em geral nada incisiva . Yélj:ÂS..lyez!!.!....gl:e.g!!!ge..4};j:uÍdo olLgbgçurecído
por alHsao a co$!glço$..íneÊlgpl;+R+g...gue gqulxalen-tas-.em geral. Éo
que sucede na grande maioria da literatura .de.modelosl..J:,jpgargg qqç. descreve o cole.
deito sob a.terminologia, já familiar,. de-Qg.11nab.!jlggde.(l:l-near) .

Todos estes aspectos têm, na nossa opinião) contribuído para limitar, em lar-
gos sectores da comunidade estatística, a compreensão das noçoes que gravitam em

torno da questão identífícabilidade versus não-identi-fícabilídade e das suas reais
implícaçoes inferencíais. Sentimos, da nossa experiencía quotidiana como docente
e pesquisador de Estatística, que o conhecimento do problema é de facto superfici-
al no seio de larga mai.orla dos estatísticos.

Efectivamente, não é i.nvulgar depararmo-nos com respostas insatisfatórias a
questoes centrais como: O que é realmente um modelo estatístico identificável? l
dentíflcabllldade e estímabi.lídade são apenas termos sín6hijnos? Quais as limita -
does que a presença de um modelo não identi-ficável induz nos procedimentos ínfere=
cíais? Como desbloquear as inferências sobre parâmetros não identificáveis? Como

actua a i.nformação à priori injectada no modelo na sua identificação? As Implica-
ções inferenciaís da falta de identíficabílidade são indiferentes ao tipo de abor-
dagem (ortodoxa ou Bayesíana) que se pretende adoptar?

A fortiorlp pouca ou nenhuma ideia se faz de questoes mais especl-ficas como:

Que ligação se pode estabelecer entre Identifícabilidade e informação amostral?
É possa-vel visuali.zar algum paralelismo entre a teoria da suficiência amostral e o
corpo de resultados que configura o que pode set apelidado de teoria da identifica

trica



bllídade? Designadamente, como se pode constatar a autêntica dualidade entre as
sufícíências amostral e paramétrica no âmbi-to do modelo estatístico Bayesíano? Que
utilidade podem ter os conceitos da teoria da invariância na interpretação do con--
cento de identífícabilidade?

Face ao expostos no capítulo 2 tentamos dar o nosso contributo para a clarifí
cação das respostas às questões supra-mencionadas através de uma descai.çao sistema
teca, unificada e auto-suficiente dos aspectos da teoria da ídentífícabílidade pa--
ramétrica de maior relevância para o estatístico. Os resultados de maior ínteres--
se sao sistematizados, comentados, clarificados e, alguns deles, desenvolvidos.

De entre os aspectos mais Inovadores da secção 2.1 destacamos:

- A visualização dos conceitos de funções i.dentífi.cávels e suficientes em termos

da relação entre as parti.does por elas induzidas e a partição induzida pela tela --
ção de equivalência observacional, o que nos parece facilitar a derivação e compre.
ensão de alguns resultados analíticos;

- O enquadramento de resultados de Rothenberg (1971) e de Reierso1 (1963) como con
sequênci.as da caractere.zação de funções i.dente.fi.dáveis de Kadane (1972);

- A descrição detalhada do modo de .actuação de restrições exactas, necessariamente
não li.neares, na identificação do espaço paramétri-co, o que permite, na sua aplica-
ção a contextos lineares, descrita numa li.nguagem de espaços vectoriais, justa.fi.car
os modelos restringidos identificáveis vulgarmente usados.

Nesta secção 2.1 devemos realçar ainda a orientação que é dada à parte i-lus --
tratava. A ilustração dos conceitos e resultados é feita através de exemplos mini--
lamente famíli-ares ao estatístico que retratam sítuaçoes reais sem caírem em com --
plícaçÕes desnecessárias. Confere--se um destaque especial a exemplos com dados ca
tegorizados pelo facto de constituírem uma fonte potencial de problemas de ídentí--
ficabílídade, derivados da própria génese do modelo multinomial a partir de proces
sos de Poísson, do uso do modelo estrutural log-linear em frequentes análises de
dados e num plano menos específico, da possível natureza incompleta de certas ob--

servaçoes. Analisam--se em pormenor vários problemas com dados, contínuos ou bate--
gorízados, diversamente incompletos. O relacionamento entre os modelos estrutu-
rais para os dados quando completos e os decorrentes modelos para os dados íncom --
pletos clara.fícaQOa relação de dependencia da ídentifícabilidade destes Últimos pg
ra com aqueles e com a propría configuração dos dados observados.

Mesmo quando um subconjunto p.róprioda amostra é completamente observado -- sí--
tuação em que se baseiam os restantes capítulos - a incorporação de um processo de
registo na formulação do problema suscita questões de nao ídentífícabílídade no es
paço parametrico ampliado. O enquadramento harmonioso deste capítulo no conjunto
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da dissertação alicerça-se pois na compreensão de que a questão de ídentlflcabilí
dade constitui parte Integrante dos fundamentos das análises de dados incompletos

No tocante ao conteúdo da secção 2.2, exposto geralmente na linguagem abstraÊ
ta da teoria da medida e integração, à semelhança do tratamento da suficiência a--
mostral de Halmos-Savage - Bahadur, o nosso maior contributo concentra-se nos se-
guintes aspectos:

- A]guns traba]hos (Barank]n [1960], Pícc] [1977], F]orens et a]. [1983]) evíden -

claras a duali.dade que existe entre os conceitos Bayesi.anos de suficiência amos-
tral e parametríca e dos correspondentes elementos minimaís. Neste quadro, a defi.-
nação do análogo dual do conceito de estatística completa limitada permite--nos es--
tabelecer um critério de suficiência minimal Bayeslana que é a versão Bayeslana do
dual do correspondente resultado de Lehmann--Scheffé. Uma vez selecci.onada uma

a-álgebra parametríca suficiente minimal, visualiza-se linearmente o conceito Bayg.
síano de a-álgebra (estatística ou partição) identificável como dual do conceito
de a-álgebra necessária de Bahadur;

- Com base no conhecinento prévio das conde.çÕes que garantem a equivalência da su-
ficiência amostral Bayeslana e Flsheríana, define--se um análogo dual do conceito
Físheríano de suflcíênci.a para o espaço parametrico e demonstra-se, por dualidade
com aquele resultado, a sua equlvalencia com o correspondente conceito Bayesi.ano
adoptado. Posto isto, obtém-se um critério de suficiência parametríca que é o dual
do teorema de factorlzação clássico de Bahadur;

-- Recorrendo à visualização de funções identificáveis à luz da Invariância -face . a
um detern[nado grupo de transformações (resu]tado de Kadane [1972]), obtém-se uma

nova caracterização de Identíflcabílídade baseada no conceito de invariância maxi.--

mal paramétríca;

- O tratamento abstracto desta secção é ''dIluÍdo'' pela ilustração dos conceitos
e resultados definidos através de alguns exemplos originais ligados a dados Incom-
pletos e pelos comentários sobre a nossa interpretação dos problemas suscitados PÊ
la falta de ídentíflcabílldade nas inferências clássica e Bayeslana.

Os capítulos seguintes da dissertação tratan do problema de dados categoriza-
dos incompletos e das metodologias inferenclals mais vulgarmente utilizadas na anâ
llse de dados envolvendo categorlzaçao completa e parcial

Face ã falta de unidade, generalidade e de clareza no tratamento de vários prg
blemas com dados perdidos, dominante na literatura, o capítulo 3 tenta remar contra
tais deficiências objectivando ''põr a casa em ordem". A concretização deste objec--
uivo passa pela Interpretação da natureza Incompleta dos dados e pelo esclarecimento
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das dificuldades e das vicissitudes analíticas, tornando patentes os pressupostos
que viabilizam e valldam mui.tas das análises secamente descritas

Este capítulo começa por uma descrição unificada do problema genérico de da --
dos incompletos de modo a integrar os vários tipos de classificação i.ncompleta pa2
cíveis de ocorrência por perda de certa informação no processo classífi.catÓrio das
unidades amostrals. Esta ocorrência é interpretada à luz de uma intervenção de um
mecanismo de registo, que vai responsabilizar--se pelo tipo de classificação sofri--
d8' por cada unidade, cujo resultado do processo de amostragem é suposto não obser--
vado.

A consideração de processos de amostragem e de registo multinomi.ais clarifica
a forma correcta da verosimilhança para todos os dados e torna patente a falta de
identifícabílidade parametri.ca. Dada a frequência com que se obtém a categoriza --
çao completa de um subconjunto próprio da amostra, a atenção concentra--se no pro-
blema que admite tal padrão de registo. A falta de identifi.cabílidade do modelo
probabílÍstico gerador dos dados, geralmente omita.da na literatura, permite compr.g

ender, do ponto de vi.sta das inferências sobre as probabilidades anostrais, o habi.--
dual refúgio no condicionamento ãs probabilidades conde.cionais de registo, ou na
adnissao de modelos para estes Últimos parâmetros que tornam i.gnorável o mecanismo

de registo. Alguns destes modelos são discutidos com a dupla finali.dade de clara--
ficar as suas impllcaçé;es distri.bucionaís e as desiguais condições para a i.gnorab.i
lidade do processo de registo exigidas pel-as inferências baseadas na verosimílhan--
ça e na teoria da amostragem.

Dada a sua ocorrencia frequente em tabelas de contingência, atribui-se um des
taque especial ao caso de um padrão de censura em partiçÕes, no qual se evidencia
a simplificação ínterpretati.va de vários resultados dístríbucionals, sob a Ignora--
bíli.dade do mecanismo de registo. Esta sínplificaçao estende-se ao plano computa-

cional, no acto de traçar inferências baseadas na verosími.Ihança, quando as parti-
çÕes formam uma estrutura encaixada. Exemplo.fica-se, em particular, para o encai-
xe en dois níveis, o método de factorízação da verosimilhança, conducente a resul-
tados explícitos para as estimativas de máxima verosimilhança.

O capítulo 4 trata das inferências clássicas condicionadas a um mecanismo de
registo lgnorãvel, baseadas na aplicação, ao problema de dados com categorização
completa e parcial estruturados en partlçoes, das metodologi.as de máxima verosími.--
Ihança e de mini.mos quadrados generalizados (ou ponderados, como é usual)

Começa-se por uma breve digressão pela li.teratura ''claésica'' de dados incomplg.

tos, cuja análise dá uma ideia do porquê da abordagem de vários aspectos que são,
até ao momento, insuficientemente descritos e/ou esclarecidos, ou mesmo, omitidos.

No tocante à metodologia de máxima verosimilhança, a estimação no modelo ''sa--
curado'' é exanlnada em termos dos algorltmos de Newton-Raphson, EM e de Hockíng
and Oxspríng (1971), procedendo-se ã sua comparação em padrões especiais de censu--
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ra. Descreve-se o ajustamento de modelos reduzidos salientando--se a derivação dos
Instrumentos necessários para a Implementação do método de Newton-Raphson no ajus-
te de modelos log-lineares. Deste modo se contribui para tornar aplicável um pro--
cedímento largamente vantajoso, pel-a sua generalidade e eficiência, quando compara

do com a técnica mais comum que combina os algorítmos EM e de ajustamento propor '
ciona[ iterativo (usada, e.g., por Fuchs [1982])

A estimação de máxima verosimilhança, sob o modelo multinomlal subjacente, é
ainda relacionada com os métodos do X2 de Pearson mínimo e dos mínimos quadrados

ponderados. Alguns comentários são feitos sobre a conparaçao das soluções de maxi
ma verosimilhança com as que se obteriam se o modelo probabilÍstíco subjacente fo.g
se multinomlal--produto.

Com base em Koch, Imrey and Reínfurt (1972), desenvolve-se a teoria inferenc.}
al subjacente ã aplicação ao referido problema da metodologi.a de mínimos quadrados

ponderados de Grízzle, Starmer and Koch (1969). Nela se destaca a díferencíaç.ao
que existe no ajuste de modelos estritamente li.neares, por um lado, e de outros mg
dedos funcionais lineares (e.g., modelos log-lineares), por outro. Descrevem-se
ainda algumas relações existentes com outras metodologias ''clássicas'', particular-
mente com aquela baseada na teoria da Infornação.

Finalmente, as metodologias de máxima verosimilhança e de mínimos quadrados

ponderados são ilustradas cabalmente através de dois exemplos originais com dados
reais provenientes de um estudo feito no Hospital das Clínicas da Uni.versidade de
são Paulo.

O capítulo 5 respeita à análise Bayesi.ana do problema geral de dados completa
e parcialmente categorizados e inicia-se cola uma breve revisão da correspondente
literatura.

A análise detalhada do conteúdo destes trabalhos revela vários aspectos que
ainda não foram resolvidos. No contexto de um esquema de amostragem multinomial
com um padrão geral de censura, as inferências sobre os parâmetros de interesse,
sob um mecanismo de registo informativo, tên revestido uma natureza condicional às
probabilidades condicionais de registo. Esta característica é partilhada compreeB
sivelmente pelas correspondentes soluções clássicas devido ao problema de falta de
ídentlflcabilidade. Contudo, como se argumenta no capítulo 2, este Último proble-
ma nao suscita a mesna gravidade no quadro Bayeslano.

Neste capítulo desenvolve-se precisamente a teoria para a realização de infe-
rências nao condicionais, baseadas no uso de distribuições à prIorI Dírichlet gene
ralízadas para o vector das probabllí.dades dos resultados conjuntos dos processos
de amostragem e de registo .

Nas sub-secções 5.2.1 - 5.2.4 derivam-se os principais resultados con o uso
de dlstríbuíçoes Dírlchlet Independentes para os vários tipos de parâmetros, as
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quais implicam uma distribuição à priori Dóri.chlet para o referido vector das pro
babilidades conjuntas das categorias e dos diferentes tipos de classificação.

Em certos casos pode acontecer que as crenças ã priori apontem no sentido de
haver dependência à priori entre os vários parâmetros, o que leva à inadequação do
tipo de distribuições à priori acima citadas. Por isso, na sub-secção 5.2.5 gene--

ralíza--se o tratamento anterior, adoptando para aquelas probabilidades conjuntas
uma distribuição Díríchlet generalizada que traduza a dependência à priori entre os
vectores das probabi.]-Idades amostrals e das várias probabilidades condicional.s de
registo. Os resultados obtidos revestem compreensivelmente uma forma muito menos

tratável que no primeiro caso.

Na sub--secção 5.2.6 descrevem--se os resultados necessários para traçar ínferên
clãs condicionadas nos parâmetros perturbadores,baseadas numa distribui.ção à prio-
ri Di.richlet generalizada deles dependente, estendendo assim os resultados de
Dickey, Jiang and Kadane (1987).

A secção 5.3 trata da teoria inferencial sob um mecanismo de regi.sto ignora
vel, desenvolvida por esses mesmos autores, com uma dupla fi.nali.dade

- registar os resultados ã posteriori em forma fechada por aplicação do método das
expansões multinomíais;

- derivar as expressões explícitas de parâmetros à posteriori no caso de um padrão
de censura encaixada em dois níveis.

Fi.nalmente, as soluçoes correspondentes a um mecanismo ignorável e nao ignora
vel, descritas respectivamente em 5.3 e 5.2.1 -- 5.2.4, são i.lustradas e comparadas
(juntamente com a solução usual relativa apenas aos dados completos) através de
dois problemas com dados reais e originais, suscitados por estudos realizados na
Hospital das Clínicas da Universidade de Sao Paulo.

Con o proposito de evi.tar uma extrema densidade do corpo do texto, optou-se
por colocar em apendíce algumas notas sobre certos conceitos e resultados mais ou
menos desconhecidos, e a derivação de outros resultados com um grau variável de o-
riginalidade, ambos frequentenente exi.gados pelo desenvolvimento dos assuntos foca
dos

A estrutura desta extensa dissertação pernite assim diferentes opções de lel--
tuta parcial. O leitor mais interessado pelo problema de Identífícabllidade pode
concentrar--se no capítulo 2. A secção 2.1 poderá, por si se, satisfazer as suas
pretensões, dado que nela encontrará, segundo cremos, resposta às questões mais rg
levantes que se prendem con o conceito de Identíficabilldade. O leitor mais atrai
do por uma abordagen abstracta de conceitos da estatística matemátí.ca, num quadro
Bayeslano, poderá manter um contacto adicional com a teoria da Identlficabllídade
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através da secção 2.2. O leitor que pretende compreender a formulação e o trata --
mento básico do problema de dados categorizados incompletos encontrará no capítulo
3 material que poderá contribuir para a consecução dos seus objectivos. Consoante
as tendências e/ou Interesses em matéria Inferencíal, o capítulo 4, para uma Ópti
ca clássica, e o capítulo 5, para uma optica Bayesiana, constituem í.nstrumentos

que datam o estatístico com vári.as soluçoes para o problema de dados completa e pa.:
cialmente categorizados

Por flm, algumas palavras sobre aspectos notacíonaís adoptados. Em geral,nao
se faz qualquer distinção notaclonal entre vectores aleatórios e seus valores ob-
servados. A distinção de significado tornar-se-áclaraa partir do contexto. Os
vectores aleatórios observáveis são designados por letras latinas e os parâmetros
(desconhecidos) das suas distribuições, entendi.dos ou não como vectores aleatórios,
por letras gregas. Porém, os parâmetros (conhecidos) das distribuições paramétrl-
cas são denotados por letras latinas

As funções densidade (probabilidade) de vectores aleatórios di.stintos são fre
quentemente designadas, apesar da imperfeição técnica, pelo mesmo símbolo, sendo a
di.stlnção operada pelo argumento dessas funções. O valor esperado de alguma fun -
çao aleatória menciona expressamente a distribuição envolvida. Por exemplo,

EX.lvth(X)], ou em certos casos, E]h(X)IY], denota o valor esperado com respeito à
distribuição do vector aleatorío X condicional ao vector Y -- as quantidades matei
dais são sempre acompanhadas por um tíl -- da função vectorial h(X). As matrizes
sao sempre designadas por uma letra latina maiuscula.

A$ distribuições ]nultívariadas terão sempre Indicada a respectiva dimensão.
Quando a distribuição se reporta a um vector de k componentes sujeitas a uma res -
trlção de í.gualdade,a letra k no símbolo indicador da distribuição Indica que esta
é de di.mensao k-l. É o que sucede, por exemplos com os símbolos MkP Dk e DMk para
representar as distríbulçoes Multinomial, Dirlchlet e Dlríchlet-Multinomíal. Achou
--se conveniente adoptar uma notação sobreparametrízada para estas di.stríbulções.
Por exemplos sendo n um vector kxl de inteiros nao negativos tal que li..n = N, es

creveremos :IN,e 'w Mk(N,0) para sIgnIfIcar que qualquer sub-vector de k-l elemen-
tos de e segue uma distribuição multlnomlal (k-l)--dlmensional com parâmetros N e 9,
onde 0 é tal que IU0 = 1

Finalmente, será usada a notação usual X .LI YIZ para Indicar que os vectores
aleatoríos X e Y são condicionalmente Independentes dado Z.

o0o
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2 A IDENTIFICÂBILIDADE DE MODELOS ESTATÍSTICOS PARAMÉTRICOS

O denominado problema de identificação tem a particularidade de estar prÊ
sente em campos extremamente variados. Nalguns deles, como na ciência de sis-
temas e controle determinÍstíco, aestrutura fJlsíca subjacente não envolve esto
castícidade. Esta diversidade de situações torna compreensível as varias for-
mulações e sentidos em que têm si.do usados os termos ídentlflcabíli.dade/identi
flcação. Preocupar-nos-erros aqui com o conceito mais relevante para a EstatÍs
teca, onde a estrutura do modelo é definida por variáveis aleatórias, e que é,
às vezes, designado por ídentlfícabílldade estatística ou ídenti.flcabilidade
por distribuição. Usaremos apenas a designação usual de ídentífícabílídade pa
ra nos referirmos a esse conceito, o qual está relacionado com a possibilidade
de determinação unívoca dos parâmetros a partir da distribuição das variáveis
aleatórias observadas.

Historicamente, os primeiros problemas de Identi.ficabilidade surgiram nas
áreas de econometría e de psicometria (análise factoríal). A literatura econo

métrica, em particular, está recheada de estudos de problemas de ídentífícabí-
lídade, onde se destacam os exemplos clássicos dos chamados modelos estruturais
e dos modelos com erros nas vara.áveís. A área estatística de modelos lineares
e planeamento de experíencias também constituí, desde os primeiros temposp um
campo':padrão para a ocorrência de situaçoes de nao ídentifícabi.lidade paramétrí
ca. Os.problemas com dados incompletos são, independentemente da área em que
surgem, exemplos privilegiados para o confronto do pesquisador com modelos para
métricos não identificáveis.

Apesar do conceito de identifícabilídade poder estar englobado em contex--
tos não paramétricos (vede, e.g., Koopmans and Reíerso1 [1950], Basu [1983]),
circunscrever-nos-emos à sua aplicação em modelos estatísticos parametrícos. A
definição adoptada do conceito é i.ndependente do procedimento ínferencial. Con
tudo, a estrutura mais complexa do modelo estatístico Bayesíano relativamente
ao modelo ''clássico'' leva a que certos resultados possam ter interpretaçoes a-
dicionais no primeiro caso. Este aspecto, juntamente com o facto da não iden-
tífícabílidade ter implicações inferencíaís distintas nas abordagens clássica
e Bayesíana, justifica a separação da análise do problema nos dois contextos,
fei.ta através da di.visão do capítulo em duas secçoes.
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2. 1 A ídentífícabi.lídade no contexto clássico

2. 1 . 1 Conceitos e resultados básicos da teori.a da ídentífícabili.dade

Consideremos o espaço estatístico (y,A,P), onde y é o espaço amostrar, A uma
a--álgebra nele definida e P uma faulíli.a de medidas de probabilidade em (y,A) espe
cificada por P = {PA: 06:} , onde : designa o espaço paramétríco

Def 2.1:v Dois pontos de =,0o e Ol; dizem--se (e
escreve-se 01 ''' 0o)se PO.(A) : PO (Â), VAGA.

Denotando F(vl0) a função de distribuição do vector aleatório observado yay,
então ol '" 8o sse F(Zlol) : F(Zloo), vyGV, ou equívalentemente, sse dF(Zlol) :dF(lIeD)
a menos de conjuntos de medida dF(Zlo}.) nula. Deste modo, no caso domidãdo, .a fun-
ção de verosimilhança é, essencialmente para todos os dados, constante em todos os
pontos observacionalmente equivalentes. E para cada par de pontos não equivalentes
nesse sentido, ela assumevalores diferentes para pelo menos um y 6 y

É fácil constatar que \ é uma relação de equi.valência, induzindo assim em

: uma parti.ção nas classes de equivalência [0o] : {01€::P0. = PO }. Denotaremos

essa partíçãop habitualmente designada por conjunto quoci.ente de : segundo 'b, por

/

0

0

\

J Def. 2.2: i) O ponto particular 0.6 E diz-se (gl:obalmente) identificável se
[0 ]'-o' -o

2 (ou o nodelo P) diz-se ídentíficqygl quando [0] = {0}, V 06= ,

isto é, quando :/'\ consiste na partição mais fina possível,
E / h= {t0}, 0G=}

j.j.)

A definição 2.2.íi) ilustra que E não é i.dentifícável se existe pelo menos

um 01 G E tal que [01] nao é síngu]ar. Assim, é possível teoricamente que : nao
seja identíf:icável mas haja pontos que satisfaçam a definição 2.2.i). Por exem--

plo) se para um dado yOV , F(yj0) tem um máximo absoluto único, atingido no pon
to On 6 E, então 0. é claramente identificável, independentemente de haver ou
não equivalência observacíonal nos restantes pontos de :. No entanto, nas situa
çÕes usuais de não ídenti-fi.habilidade, nenhuma classe de equivalência é singular
Em contextos paramétrícos, E é habitualmente um subconjunto de um espaço métrico,
o que permite definir o conceito mais fraco de ídentifícabildíade local

Def. 2.2 : iíi.) O ponto 0o 6 E díz-se se [0o] n v(eo)-too},
onde V(0.) denota uma vi.zínhança aberta de 00
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Este conceito tem asua utilidade porque em certos modelos nao Identifica
vens, mesmo sem nenhum ponto globalmente identificável, uma dada classe de e-
quíva[ência [0.] pode ser síngu]ar numa determinada vizinhança de 0.4-o que
permite, como veremos em 2.1.3, estabelecer uma relação com medidas de Infor-
mação amostral. ( l.,,,/

} A ídentíficabllidade de E é assim definida em termos da Injectívídade da
aplicação de : em tO,lj,(ê''» F(yj0), para pelo menos um y6y. É interessante
notar já que a ínjecti.vídade desta aplicação é necessãi'lamente garantida quan-
do 0 é directamente ínterpretável como uma característica de F(!il0)J Mais con
cretamente, se existe uma função T(y) ta] que 0 = E[T(!)lo], a re]ação
F(yj01) : F(yj0o), VZçr para qualquer pâr de pontos 9o e 01 de g Implica 01-0oP
ou seja, a identífícabílidade de :

]

A definição de ídentiflcabilldade Ilustra claramente que a sua presença
ou ausência é uma característica da especificação adoptada para o modelo que
gera as observaçoes na experíencia estatística em causa, sendo pois índepende2
te do procedimento ínferencial que se pre'tenda seguir

Contudo, o problema da identificabilidade está intimamente associado com o
problema da i.nferêncía estatística propriamente dita no sentido em que as limi-
tações deste estão fortemente dependentes daquele. Com efeito, uma vez obser-
vados os dados 11çy , a efectivação de um procedimento ínferencía]. sobre 0 (ou
outras características distríbucionais desconhecidas) exige não sÓ, e obviamen-

te, o relacionamento de tais características com a distribuição geradora das olE

servaçÕes, mas também a ínjectívídade da aplicação 0 -> F(.lO) (ou da aplicação
correspondente à característica em estude) dt Como num modelo não identificável
existem vários pontos de : que produzem as observações com a mesma plausibili-
dade, 'üma realização amostral dá apenas informação sobre uma dada classe de e--
quivalêncía, nao conseguindo operar uma selecção adicional dentro desta. Parta
cularmente; ée Õ= Õ(y) é um ponto que maximiza a função de verosi.milhança de
um parâmetro não ídentífícáve],todo o e]emento 0=0(Z) 6 [0], distinto de OP
pode $er adoptado como um outro estímador de máxima verosimilhança. .0

É conveniente realçar que a nao unicidade do estímador de máxima verosiml
Ihança (bem como de qualquer outro tipo de estímador, como veremos à frente)
de um parâmetro nao identificável é essencialmente independente dos dados. Eâ
te problema tem assim uma natureza distinta daquele que ocorre em vários mode-

los identificáveis, onde a nâo uníci.dade referida decorre da não concavidade
global da função de 'erosimílhança para alguns (eventualmente todos) conjuntos
particulares de observaçoes. Situaçoes com dados categorizados incompletos,
do tipo daquelas citadas em 2.1.2., constituem muitas vezes exemplos onde o me-
todo da máxima verosimilhança não produz estimativas únicas de parâmetros iden-
tificáveis para certos conjuntos de dados. Contudo, para os dados mais frequeB
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tes, já se obtêm estimativas únicas. Outras situações existem onde a concaví
dade da função de verosimilhança não depende do conjunto particular de dados.
Consideremos, por exemplo, que y = (y],...,y.)' é uma amostra aleatÓri.a de di
pensão n de uma di-stríbuíção uniforme em [0-1/2,0+1/2],0 6]R. É bem sabido

que f(Vl0) = 1(-«,0+1/2](y(n)) ll0-1/2,n)(y(1)), onde y(n) :llaxn yj.'

y(1) :lnJ-nnyÍ e IÂ(.) é a função índi-cadora do conjunto Â, o que reflecte cla-
ramente a ídentífícabílidade de 0. Como a função de veroslmi.Ihança é definida

quer valor de: üt:'.. t(y(nj-1/2)+(1-t)(y(t)+1/2), talo,1] é um estímador de má-
xima verosimilhança'de 0.~ A nao unicidade deste tipo de estimação, inerente à
forma específica da função de verosimilhança, não é assim slnÓni.mo de falta de
identifícabíli.dade. Em situações deste género, a não unicidade da está.mação

não é independente do método de estimação. O recurso a outros métodos possíbí
lata em geral a obtenção de estímadores Únicos, como acontece neste caso com a
aplicação do nétodo dos momentos, por exenplo.

Para além da arbitrariedade da está.mação de um parâmetro não i.dente.ficável,
outro aspecto indesejável, com sérias implicações na teori.a assíntÓtica de tes-
tes de hi-póteses, é a ausência de estímadores consistentes. De facto, sendo 0
o verdadeiro valor do parâmetro, a nao ídentíficabílidade de 0. implica que a
di.stríbui-ção de qualquer estimados, Ons seus qualquer que seja o número n de ob-
servaçoes) e a mesma para todos os pontos 91 G [0o] # {0o}. Se On fosse um es-
tínador consistente (em probabilidade) para 0. , Pn [ll0.-0.l] < c ]--+ ], Vc > 0 e,:o ' '0 Lll"n "oll ' 'J ' ') vb ' v t-)

como consequência da nao identífícabílídade, dever--se--ia verificar igualmente

On 01 ' para todo o 01 G [0o], o que é um absurdo por contrariar a definição
de consistência. Assim, a exi.stêncía de estimadores consistentes para um parâ-
metro é condição suficiente para a sua ídentífi.cabilidade. Deve, contudo, real
çar--se que a proposição recíproca não é 'úerdadeíra. Sob a verificação de cer--
tas condições de regularidade, a i.dentífícabílídade implica a existência de es-
ticadores consistentes (não necessariamente o esticador de máxima verosi.milhan-
ça) quando a amostra é aleatóri.a (Legam [1956]). Esta situação pode mudar de
figura se a amostra não é constituída por observações i.i.d. - veja-se o exem-
plo do modelo de regressão de Gabríelsen (1978). Zacks (1971, sec. 5.3) forne-
ce ainda novos exemplos da inconsistência do estímador de máxima verosimilhança
de um parâmetro identificável

0

Os problemas ínferenciaís citados aci.ma nao implicam necessariamente que na
da haja a fazer com um modelo originalmente não identificável. Se o i.nteresse
esta em testar a sígnifi.cingia de hi-póteses paramétricas .sob as quais o corres-
pondente espaçoparamétríco restringido é identificável, pode acontecer que a a-
plicação de um dado critério de teste não seja inviabilizada (lide 2.2.4). Por
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outro lado, muitos aspectos desconhecidos do modelo podem ser traduzidos por
funções paramétrlcas + = 4)(0): E -> 4, que são constantes em cada classe de e-
quivalência [0]. ]sto si.gn]f]ca que se pode estabelecer uma correspondência,
não necessariamente biunÍvoca entre :/'. e +(:) de modo que valores distintos
de 1l correspondem a valores diferentes de F(111o), V V6y . Â função +(0) é as-
sim identificada pelos dados, o que possibilita a realização de ínferêncíàs i-
nequívocas sobre ela.

Esta Última situação evidencia que o conceito de partição é mesmo mais
fundamental que o de função na averiguação da Identiflcabllidade. Por um la
do,cada função $(0) induz em : uma partição ]l:{ : o6 (:)} , onde o eleme2

to da partição indexado pelo valor. 4)o é definido por. = {06E: 4)(0) : +o}

Mas, por outro, uma dada partição pode ser Induzida por várias funçoesp cada
uma delas assumindo um Único valor em cada elemento da partição e valores dis-
tintos em elementos distintos da partição. Além disso, o raciocínio em termos
de partíçoes vaí permitir por logo em destaque,de uma torna simplesp un certo
param-elismo existente entre os conceitos que definiremos aqui e certos conceJ.-
tos que gravitam em torno da suficiência de partíçoes do espaço amostral. Esta
analogia vai. poder ser desenvolvida e tornada rigorosa em 2.2, uma vez que se
torna indispensável a cri.açao de uma estrutura de medida em : para se poder ví2
lumbrar a autêntica dualidade entre os conceitos básicos da teoria da identífi-
cabílidade paramétríca e da teoria da suficiência amostral

Consideremos então o conjunto das partiçÕes de E e sejam 111 e 112 dois mem-

bros desse conjunto.

bef. 2.3: Díz-se que ]l. é uma redução de H. (ou que R. é m4++ :!81gglg do que

J12), e escreve-se ]]l < R2P se toda a parte de ]ll é uma união de partes de J12

É fácil constatar que a relaéao binária < goza das propriedades --eflexiva,
anta-simétri.ca lata e transítíva. Ela é, de facto, a relação de ordem lata as--
socíada à relação de ordem parcial (que verifica a anta.-reflexlvídade, a anta--

-si.metria, a transitivldade mas não a trícotomía) ''Ri é uma redução estrita de
ll,'' (ou ''ll. é estritamente mais grossa que ll?'') traduzindo a ídei-a de que, no
contexto anterior, pe]o menos uma parte de ]ll é uma união de mais do que uma

parte de R?

Num espaço parametrico não identificável, a partição mais fina (com mais
partes) de = , ll = {t0}, 0GE} , não consegue ser discriminada pelos dados. Por

construção, a partição mais fina que é detectável pelos dados é aquela que deng
temos por E/'u . Se uma dada partição JI é uma redução de E/'. , ela pode set i--
dentifícada pelos dados, uma vez que partes distintas de R incluem classes de Ê
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qu[va[êncía observacíona] distintas, ou equ]va]entemente, que cada [0] esta
contido numa parte de ]l. Quando ll é definida por uma função qi(0), Isto síZ
nlfica que $ é constante em cada classe de equivalência. Em suma:

Def. 2.4: í) A partição ll de E é J:4glitífícável se n é uma redução de E/'u.

li) A função +: 2 '» Q é zdgllçj:fj:çãygl se a partição por ela induzida é Idem

tificáve[, i-sto é, V 9l'go 6:, 01 610o] -:'!(gl): 1(9o)-

Esta definição incorpora. obviamente como caso particular a definição
2.2.ií) e mostra que qualquer parti.ção com um único elemento (ou qualquer fun
ção constante) é trívi.almente ídentlfi.sável

A descoberta, em tnodelos não identificados, de uma partição não si-ngular
(respectivamente, função não constante) identificável permite definir novas
partiç8es (funções) identificáveis na base do seguinte teorema:

Teor. 2.1: i) Se 11. é identificável e n. < 11. , então 11. é também identifi.
sável

ií) Se !: = -' @ é identificável e e: © -, I', então a função 9-Bo+:: -+ H' é tam
bém i.dentifícável.

Dem A aplicação da def. 2.4 í) e a transitividade da relação < asseguram que
H. < E/'u, o que demonstra í). A parte íi) é uma reformulação do enuncia-
do i). Basta considerar que 4) e + são funções definidoras de 112 e lll'
respecti-valente,e atender ao facto de que HI < H9 implica que V é uma fu=
ção (necessariamente não injectiva, a não ser que 111 coincida com 112) de
+ A

Este teorema mostra assim que uma parti-çao 111 nao i.dentifi-cível nao pode

ser redução de uma partição 11? identificável, o que não signo-fica, sublinhe-se,
que H. seja necessariamente estritamente mais fina do que H2' ou equivalentemen
te, que H? seja redução de 11.. De facto, as partiçÕes de E são apenas parcial-
mente ordenadas pela relação de redução já que esta não verifica a propriedade
dícotÓmíca. O seguinte exemplo artifi-cial ilustra claramente essa afi-rmaçao:

Exemplo Suponhamos : = {0j) í-0s1,...,9} e as seguintes partiç8es

{180,01,02}, {03'04} ,{05,06 } , {07,08,09J}

{100,Oi}, {02},{03,Oq}, {0S,0Õ} , {07} , {08,09J}

{t00,Ol} , {02},{03,0K} ' {0S,0Õ,07'08,09l}

{t00,01,02,03'Q4} ' {05,06}, {07'08'09l}

/b

no

HI

n2



A partição llo é claramente Identificável enquanto que H. e 11. gão não
Identificáveis, porque não são redução de E/a«. Consequentemente, 11. e lll
também não são redução de 11?. Contudo, llo é uma redução de 11. mas não é uma

redução de it.. A

Em termos de funções, o teorema 2.1 Indica que uma função não identificá-
vel não pode ser função de uma função identificável. Em particular, dada uma

função identificável (b(0), a não identlflcabllidade de 0 implica a não Inject.l
vldade da função (>(.).

A definição de uma função identificável não implica que ela assuma valores
diferentes em classes de equivalência distintas. Barankín (1960) designa toda

a função que satisfaz esta Última propriedade como suficiente no sentido em que
ela é ''suficiente'' para Identificar medidas idênticas em P . No mesmo sentido,
diremos que uma partição é suficiente quando cada classe de equivalência obser--
vacíonal é uma união de partes dessa partição. Em síntese

Def. 2.5: í) A partição ll é suficiente se E/n é uma redução de ll.
i.í) A função 't: :»T é suficiente se a partição por ela i.nduzida é suficiente,

i.sto é, se v 9l'0o G : , 1(01) : 1(9o)--»01 6 [9o].
Esta definição significa, por outras palavras, que todos os pontos situa-

dos no mesmo conjunto da partição, qualquer que ele seja, geram distribuições
iguais (no caso dominado, funções densa.dade ou de probabilidade, í(ylo), essen-
cialmente iguais) .

En ordem a compreender, no contexto clássico, a razão de ser do epíteto SE
fícíente na definição 2.5, façamos uma digressão pelo conceito de suficiência
amostral em si.tuaçÕes específicas do caso dominado. Mais concretamente, seja P
definida nos conjuntos mensuráveis de um subconjunto y de um espaço euclldeano,
com E igualmente euclideano, dominada por uma medida a-finita m e denotemos por

í(yj0) uma função densidade (ou de probabilidade) de PA relativamente a m. Su-
ponhamos ainda que para todo o 0 6 = , f(yj0) > 0, V y'6 y e, se y é não nuHe

sável, que í(ylo) é uma função contínua em y, V
Deflnamos agora em y a relação binária

Zt * Zo'ç'-í(Zi19) : a(Zt'Zo)f(?o19), V 90:(2.t)
onde é(ylpZo) > 0 é Independente de 0. É fácil verificar que # é uma relação
de equivalência induzindo em y a partição y/+ = {#.. } , onde lr,, denota a cla2

se de pontos amostraís y equivalentes a y. no senti.do em que as respectivas fu2
iões de verosimilhança - decotadas por t(oly) e Z(olZ.) - são proporcionais.
Flxemos 0. 6 E e consideremos o logaritmo da razão das veroslmllhanças em 0 e 0

+o ' ' ' ' '



como uma função de y indexada por 0. Denotando

t(olv)
To(11) : I'g ili$.1:T'íí'

constata-se de imediato que a família de funções {Te: 0GE} induz a partição y/+,
ou seja, cada uma das partes desta pode ser equívalêntemente defí.ni.da por

lry. : {Yey : TO(y) = TO(yo), V 90:} (2.3)

É sabido que y/# é a partição suficiente minimal construída pelo conheci
do método de Lehmann-Scheffé e, por conseguinte, toda a partição amostral ll
de que y/# seja uma redução é suficiente. Do mesmo modo, toda a partição ll que
seja uma redução de y/+ é necessária, para usar a terminologia usual da teoria
da suficiência clássica

(2.2)

Voltando ao espaço parametrico, a partição S/', pode definir--se, nas conde
does assumi.das (vede observação 2.1 a seguir), por

-0
[0 ] {0G!

-0 - í019) f(xlg.), v'!o y} (2.4)

Fixemos yo 6 y e definanos a família de funções parametri.cas {0V
í(v lo)

$..(0) = 1og ' '
y ' Í(V.l9)

Verífi.ca--se facilmente que

y6 n , onde

(2.5)

0 =Í06: : +y(0) : lly(0o), V11 ay}(2.Ó)

A comparação dos conceitos de partição amostral sua.ci.ente (e necessária)
e das expressões(2.2) e(2.3), por um lado, com a definição 2.5.i)(e 2.4.i)),
(2.5) e (2.6) patenteia um estreito paralelismo que, nomeadamente, ajuda a per-
ceber o porque da designação de suficiência parametríca adoptada por Barankin.

Este paralelismo vai poder ser aprofundado e generalizado no contexto de
um modelo Bayesiano, como veremos na secção 2.2. Adi.ante--se, desde já, que na
situação especzfíca -analisada e sob o uso de uma função densidade à priori,
q(0), estritamente positiva em :, a definição de 11., com base em (2.1) é equív2
lente a afirnar, representando q(Ojy) a função deãsídade ã posteriori, que

líy. :tl0y : q(91y): q(91yo), V 9 G :}(2.7)
A comparação de (2.7) com (2.4) revela a autêntica dualidade existente en

L-Ee 'àlh e XJlt

Estabelece--se, em seguida, uma caracterização das funçoes suficientes en



t:ermos de uma factorízação das medidas PA, que é, comoveremos em 2.2.2, o
análogo dual da caracterização Bayeslana dãs estatísticas suficientes.

!Sgtl3:2: A função T : = -> T é suficiente sse existe uma função P*(.) defí

lida em !(=) x A tal que PO(A) : PT(Q)(A), VAGA , v903

l

Dem. (Parte suficiente) : Verificando--se a factorízação referida, considere

mos 91 e 0o tal que T.(01) : 1(0o). Segue-se então que PO (A) : PO (Â),
VAGA , o que traduz pela definição 2.5 a suficiência de 'r

0

(Parte necessária): Supondo 'r sufí.ciente, então PO (A) : PO (A), VAGA para

todo o par de pontos 91 e 0o de = tal que v(01) : T(0o). Mas isto significa
que a medida PA depende de 0 apenas através de T(0). Definindo para cada AGA

a função P'(A)'como Pv (A) : PO(Â) para 0 tal que 1(0) : !o ' fí demonstra-

da a factorízação referida. A

0

0

Observações

2.1. - Esta caracterização, usada por Pico (1977) para definir uma função pa-
ramétrlca sua.ciente, é uma generalização dos resultados para o caso dominado

registados, nomeadamente, emBarankín(1960). Fazendo í(yl0) = ãin(y) [n]
com m a medida a-finita em (y,A) doma.nadou de.P, obtém-se a correspondente
factorízação de í(yl0) para todo o 06g e quase todo o y 6 y. No caso mais
particular tratado por Barankín (1960), no qual y é um espaço euclideano, A
é a classe dos conjuntos Lebesgue-mensuráveis, m é a correspondente medida de
Lebesgue e f(yj0) é contínua em y' para todo 0, a referida factorízação aplica--

-se para todo o (Z,o) 6 y x = devido a que PQ = Pe f(ylol)=f(yloo),W'or

dPo(Z)

0

2.2. - Este teorema exprime que a função de distribuição, independentemente do
conjunto de observações,depende de 0 apenas através dos conjuntos de uma parti
ção suficiente. Consequentemente, todos os valores de 0 situados no elemento

da partição a que pertence 0. são necessariamente equivalentes observacional-
nente a 0.. Saliente-se que Isto não significa que esse elemento da parti.ção
suficiente englobe todos os pontos de [0.]. Repare-se na partição lln do exem-
plo acima que representa, juntamente com =/h , as únicas partíç8es suficientes
do conjunto de partlções considerado. Aliás, basta pensar na partição
{Í0}, 0 6 E} que é semprep e trlvíalmente, suficiente. A



Teor. 2.3: i) Seja 112 uma partição suficiente qualquer. Se a partição 111 é
í.dentíficável, então R. é uma redução de llo

i.i) Seja !: E->T uma função suficiente qualquer. Se a função !: : -> 'P e
ídentifi.cávdl, então existe uma função p:T -> ® tal que + = po:

Dem.: O recurso ãs defina.iões 2.4. i) e 2.5. i) e a transitivi-dade da relação
< provam Imediatamente a afirmação i). O enunciado íí) pode ser provado
de i) considerando 11 e + funções Indutoras respectivamente das partições
llo e 11. . A

Em virtude da propriedade anta-simétrica lata da relação de redução, E/'u
constitui a única partição que é simultâneamente identificável e suficiente
Designa--la-erros, optando pela terminologia de Kadane (1974)) por partição idem
tificante. Ela é asse.m a partição sufici.ente que não admite nenhuma redução
suficiente, como acontece com a partição amostral y/k e que, por isso, é deno-
mi.nada de partição suficiente mini.mal (necessária e suficiente) .

Def. 2.6: A função @: E '» V di-z-se idençifiçqBlg se induz a partição identi-
ficante

Toda função ídentiflcante está assim em correspondência biunívoca con qual
quer outra função identificante. Desta forma, os elementos de 8/'u podem ser dE.
fi.nados com base em qua]quer função ídentificante ! por [0o] : {0GE: @(0):+(0o)} ,

0.Gg . Um exemplo, válido para todos os casos, é dado pela função complexa for--
nada a partir da função caracterÍsti.ca de y = (yl: ...,yny, h(tl 0) : Eteit'YI 0],
fixando t:(t.,...,t.y 6Rn', isto é, por +t(9) :h(tl0), em virtude da corres-
pondência bíunÍvoca existente entre as funções de di.stribuição e as funçoes ca--
racterístícas. O mesmo argumento pode ser aplicado ã função geradora de momen--

tos sempre que ela existir

Uma função identificante é asse.m

uma função suficiente que é função de toda a função suficiente, compreendendo

-se desta forma a designação suficiente minimal usada por Barankin (1960) ;

uma função Identificável que corresponde à máxima dlscri-mínação de : permiti--
da pelos dados -- daÍ a designação Identificável maximal de Pico (1977)

Atendendo à definição 2.6, a junção dos teoremas 2.1 e 2.3 proporciona
uma caracterização das funções Identificáveis que permite justificar a designa
n;n -idant-if:lc8nt©
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Teor. 2.4: Seja »: E -> ' uma função Identíflcante. A função +: : -> @ e

identificável sse existe uma função p: y '» 0 tal que 4) = poli.

Esta caracterização, estabelecida por Kadane (1974) através da aplicação
dos conceitos de Identíflcabílídade e de suficiência de funções paramétrlcas,
revela a vantagem do uso destes conceitos em partíções, já que a sua dedução

nos parece mais clara e directa.

O teorema 2.4, ou equlvalentemente, a definição de :/'u através de uma fuB
ção @ = +(0) Identlflcante, permite compreender que a não Identlfi.cabilldade do
proprío parâmetro índexante Implica (e decorre de) a não Injectívídade da função
Q(0). Como o parâmetro + pode ser Inequivocamente estimado, digamos que pelo vâ
lor ++ , obtido por aplicação de algum critério de estimação, a inexistência de
solução única do sistema em 0, +(9) : ++, materializa assim a não unicidade da
determinação de quaisquer esticadores para g. Fica pois provado que não\Em seB
tido proceder ã estimação de um parâmetro não identificável

Se = está restringido por ?l(0) : (ÀI(0), ...,Xm(g)y : O(m)' a Identífica-
bilidade de 0 verifica-se se e só se a função @(0) com o seu domínio restringido
a E , o espaço parametríco restri-to, é i-njectíva. Por outras palavrasP se e se
se 0 é a única solução do sistema

0

Í V(9) : V(9.)

l !(e) : e(«)

para todo o 0. € = . O recurso a funções ídentlficantes permite assim visuali
zar a averiguação da ídentífícabílidade como umproblema de solução de sistemas
de equaçoesl possivelmente não-li-neares.

Frequentemente,: é um subconjunto aberto de .Rk e as funções real-s Ài(0),
i=1,. . .,m são continuamente diferenciáveis. Admitamos ai-nda que a função identi

fi.cante + = (@l'..+ay é tal que as funções reais +i(0) , i:l,...,q são também
conta.nuamente diferenciáveis. Estas condíçoes permitem linearizar localmente as
funções +(0) e À(0) e deste modo, obter uma condição necessária e suficiente de
ídentíficabílidade local. Concentrando a nossa atenção num dado 9o e desenvol-
vendo as referidas funções em.fórmula de Taylor linear em torno de 9oP o sistema
anteri.or é equivalente a

W(9')(9-9o) : 9(«+q)

onde 0 - t0+(1-t)o., 0 < t < 1 e W(0*) é amatriz jacobíana(m+q) xk

(W;(o)111(o)y, comYI(0) : aq' / a0' e W2(0): aÀ / ao' , avaliada em g". Se
f4..-i..toe .l etp q-íqtpmn hnmníreneo teill DOStO constante na vlzl-dosmatriz coea
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nhança de Oo' então 0o é localmente identificável sse o posto de W(0.) é Igual
a k. A averiguação da i.dentifícabílidade global deixa de ser problemática no
caso em que +(.) e À(.) são lineares. Neste caso, a matriz jacobíana W é cons-
tante e a analise padrão dos sistemas de equaçoes lineares permite-nos concluir
que : é i.dentiflcãvel se e só se W tem posto k. Deste modo, estes resultados,
várias vezes usados em problemas de econometría (vede e.g., Rothenberg [1971],
teors. 5 e 6), podem ser vistos como consequências do teorema 2.4 supra-citado.

2. 1.2 Exemplos ilustrativos

A li.teratura de várias áreas aplicadas, como a econometría, está recheada

de exemplos de modelos não i.dentíflcáveís, alguns dos qual.s têm sido objeto de
uso frequente para i.lustração dos conceitos e resultados básicos do que denomí--

nabos teori.a da i-dentifícabili-dade. O nosso objectivo aqui. está em proceder a
essa i.lustração através de modelos, por um lado, estruturalmente menos complexos

do que muitos modelos econométricos e, por outro, mais fama.luares ao estatístico
Dedicaremos uma atenção especial aos modelos para dados categori.zados, interlí-
gando os vários ti.pos de dados incompletos nas suas implicações em ídentificabí
lídade/nao ídentifícabilídade. Começaremos por focar o exemplo clássico do mo--

delo li.near normal pela sua notori-edade e pelo facto de permitir simplificar a
discussão de muitos aspectos apli-cáveísquer aos modelos estritamente lineares
gerais, quer aç)s modelos funci.onais lineares, como é o caso do modelo log-linear
para dados categorizados.

EXEMPLO 1: Consideremos o modelo linear univaríado y = XÍi+ u, onde X é a matriz
n x p de delíneamento com posto r < p < n, 6:(BI'...,B.y é um vector de parâ-
metros desconhecidos e ! , o vector aleatório não observável dos erros, tem dís-

tri.buição normal de parâmetros E(!) - O(n) e E(yy') : a21(n)' Seja
0 = (B'a2y G = : {0G]RP+l: B.GIR, i=1,...,p, a26]R+}. O facto da distribuição de
ydependerde 0 através de X13 e de a2, conjugado com a hi.pótese de posto Incom--

pleto para X) leva a que existam vários valores distintos de B compatíveis com

o mesmo vector média de y . Segue-se daÍ a não ídentífícabilidade de Í3 e, con--

sequentemente, de 0. Deste modo, a não ídentíficabi.lídade deste modelo reside
na relação funcional entre o vector observado y e o vector nao observável u, sen
do independente da forma matemática da distribuição de u.

Em ordem a obter uma ilustração mais detalhada, consideremos que o modelo
acima corresponde à especificação condensada do modelo ANOVA ll balanceado sem

interacção, yj.jk ' uj.j+uíjkl ' i:l,...,a ; j=1,...,b ; k:l,...,t(a,b,l > 1) com
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uÍI : n + aÍ + YI' Assim, XB = DXoB : Dy onde D é a matriz nxq (n=qt, q=ab) díâ
gonal em blocos, .dlag(11,-.,11), Xo é a matriz qxp (p=a+b+l) de 0's e I's obtida
de X por omissão das linhas repetidas e B= (T) al'..aa 'Yl-'Yb)'. O vector da média
das celas, u=X.B, pertence assim ao subespaço gerado pelas colunas de X. denota

do por M(Xo). Como o posto de Xo é r(Xo) : r(X) :r, então AI(Xo) é um subespaço
de ]R'i de dimensão r, onde r=a+b-l, oque ímplicaque o sistema de equações linea-
res X.B=u para cada p6]R'i seja indeterminado. Sejam, por exemplo,

Bo=(no ao«.ao yo...yoy e Bl=(nl al-. l l...yby dois pontos distintos de
RP tais que Rl:Qo+c+d, aal:ao.c, l=1,-.,a e y!=yl:-d, j=1,-.,b (c,d>0) e faça-

m'' 9.:(E: aã)', 9t:(Êi aây, aã»o. Ora, gt#g. mas F(Z19i)=P(!19.), vZOn',
pelo facto de X.B. =X.B.. Consequentemente, E é não Identificável e a classe de-o-l -o-o
pontos observacíonalmente equivalentes a 0. pode ser definida por
[9.] :{(Ê;,aíy 6 =: }.ei: }.Ê. ' aÍ: aÊ]: {(Ei,aÍy 6 :: }gi : }E.'aÍ : aâ}

A aplicação da defi-nação 2.4 (e/ou do teorema 2.1) permite mostrar que são

i.dentificáveis as funções(O'p)1)0:a2,(X 0(n))0: XB,((XBya2y, X'XB,
((X'XB)'a2y, e.9: a.i--a..,(!. é o vector(p+l)xl com le -l nas linhas í+l e

i'+l respectivamente e 0's nas restantes), ?'0 : 'yi-y.i- (!2 é o vector (p+l)xl
com l e -l nas linhas a+l+j e a+l+j' resp. e 0's nas restantes) e [(10'n+l))XBJ2
= (n-tu.-t.y.)2. .De modo idêntico, pode constatar-se facilmente. que, além de 0 e de

(!P0)0 : B, as funções aj.-hj.'(i.#i-'), 'yj-t'rj'(jpj'), l al e .>1 yj constituem ou-
tros exemplos de funçoes nao identificáveis. 1 1 J:J-

a

Tomando em consideração a definição de E/'u, conclui--se adicionalmente que
((XB)'a2)' e ((X'XB)'a2y são funções ídenti.ficantes enquanto que XB e X'XB não
são suficientes (sê--lo--ão se a2 for conhecido). Dentro das funções identifica--

vens indicadas acima, as funções a2,aÍ-ai' (i.#í'), y.i-yi' (j#j') e (n-+al-t'yl):
constituem novos exemplos de funções não suficientes. Jã o próprio 0 e qualquer
função bíjectíva sua sao exemplos de funções suficientes triviais enquanto que

( >1 a. a2) constituí um exemplo de urna função não suficiente, dentro do conjun-

to de funções não identificáveis mencionado anteriormente
Vi-mos que a não ídentíficabilidade de B deriva da sobreparametrização que a

formulação em ''equaçoes livres'' do modelo propicia. Como a função u :X.B é iden-
tificável,torna-se então possível obter uma nova formulação do modelo sem vestí-
gios de não identifícabílidade. Designando por W' qualquer matriz (q-r) x q de

posto completo tal que W'Xo - 0(q-r,p) ' a identidade dos subespaços M(xo) e
N(W') de ]Rq (proposição A.2 do apêndice) permite-nos definir alternativamente o

modelo linear acima como ! = !y+! sujeito a Wy= 0(q-r)' Esta formulação em ter-
mos de restrições é assim mais vantajosa quando o interesse se centra na média
das celas e não nos parâmetros B.

a

ll
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Contudo, a Identlflcabílídade do modelo restringido da média das celas,
inevitável em delineamentos com pelo menos uma observação em cada cela, pode

desaparecer em delineamentos não balanceados com algumas celas não observa --
das. Com efeito, suponhamos uma experíencía factorial d--dlmensíonal, onde o
factor j tem a. níveis, j=1,...,d, delineada de modo a existirem n. réplicas

em cada cela í, i=1,...,q (q = TTa:), sendo n: = 0 para algumas delas. O vg.

lor médio do vector nxl (n : >1 n.) das observações, y, pode ser ainda repõe.

sentado por DPp onde D é agora a matriz nxq cuja coluna í é o vector 0r.\ se
a cela i não é observada e i-qual ao vector obtido deste por substituição dos

elementos das linhas correspondentes a yilP yi2P '''' yin: por IP no caso
contrário. Designando por D' a matei.z (q-m)xq, onde m é o número de celas
não observadas, obtida de D por renoção das linhas repetidas, o vector das
]nédias das celas observadas é então D"p . Torna-se então evidente que, con--

trará-agente ao que se passa quando n. > 0, 1=1,...,q, o vector 1l não é idem--

tificável no modelo não restri.ngído, já que o parâmetro i.ndexante da distrí--
buiçao é apenas o seu subvector componente D u) para além de a2. Se posou --
largos as restrições U(W(W) onde W é uma matriz qx(q-r) de posto completo,
o respectivo modelo pode ser redefinido, por redução da dimensionalidade pa--

ramétrica, em termos de equações livres num subconjunto dos p:'s, confortne o
procedimento usado por Murray and Smith (1985). Para o efeito, consi.detemos

W' = (WI W:P), onde W; é uma matriz não singular de ordem q--r, e denotemos as
partiçÕes i.nduzidas respectivamente em u e D por (pl p2y e (DI D2). Incor-
porando as restrições W'u = 0(q-r), equivalentes a p2 : ' W2'lWlpl na Tela --
ção entre E(y) e u obtemos o modelo reduzido Y - Vul + u, onde V é a matriz
nxt definida por DI - DaW;''W:. Esta conversão para a formulação em modelo

linear nao restringido nao depende, assim, do número nem da posição das celas
não observadas. Contudo, a ídentíficabílídade do modelo já depende do dela--
neamento. Basta notar que o modelo em u. está na forma do modelo de efei-tos
Í3 com V desempenhando o papel de X. Como a condição de V ser de posto com-

pleto é necessária e suficiente para a identifícabílidade de pl conclui-se,
pela relação entre 1l e o seu vector componente l1l' l! : (l(r) -WIW2')'1l'
que P é identificável sse V é de posto completo. Desta forma, em situações
deste tipo em que há uma ausência completa de informação amostral para cer --
tos elementos de U (modelos INOVA com celas ''míssing'' ou modelos de delinea--
mento em blocos incompletos, por exemplo) a identifícabílídade de p depende
nao sÓ do modelo postulado mas também do próprio delíneamento.

d

l
qJ

i:l

Esta conclusão é obviamente independente da formulação adoptada para
u. Se X. for uma matriz qxp de posto r $ p < q geradora do subespaço N(W')
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a que pertence p, o modelo pode formular-se equívalentemente por E(y) : XBI o2
de X = DX., sendo D a matriz acima definida. Como r(X) = r(X ) onde X : D X.,
segue-se que r(X) pode ser diferente de r(X.) contrariamente ao que se passa
quando todas as celas são observadas. Se D+ é tal que r(X#) = r (o que exige
q-m à r) podem ser Identificados r U.Í's e através destes e das q-r restrições
que o modelo define, os restantes elementos de U.

Estas considerações sobre a formulação em termos de B do modelo linear têm
Igualmente as suas implicações na Identífícabllídade de B, devido à posslbílídg.
de do subespaço imagem de H(X.) por D'' ter dimensão inferior à de AI(X.). Por
outras palavras, a presença de celas nao observadas pode fazer con que a ídentl
fícabílídade do modelo H(X.) em RS, com r=p, dei.xe de existir no modelo corres-
pondente em IRq'm, H(X ), a imagem de AI(X.) pela transformação linear D . Esta
situação surge sempre que q-m < p mas pode igualmente ocorrer quando o número

de parâmetros nao excede o número de celas observadas. De facto, a remoção de
linhas de X. operada por D pode alterar o seu post.o e, sendo assim, caí-se numa

situação análoga à considerada anteriormente para dados completosl quando se de-
finiram modelos de efeitos com posto incompleto.

+ # +

+

Finalmente, queremos deixar claro que as consíderaçoes anteriores ti&o se
confinam a modelos de análise de variânci.a e são naturalmente generalízáveis a
modelos lineares multlvaríados. O modelo de regressão linear unívaríada com mu!
tlcolinearldade extrema é um exemplo típico de um modelo nao identificável que
se encaixa no esquema genéri-co defina.do no início do exemplo. Basta considerar
que B .representa um vector de coefi.cientes de regressão de y em p variáveis ex-
plicativas e que a matriz ! dos valores destas variáveis tem p-r dependências
lineares. exactas entre as suas colunas.

EXEMPLO 11. A discussão anterior em torno dos conceitos de 2.1.1. pode ser apli
cada, na sua essência, ao modelo log-linear para dados categorizados. Denotando

agora y o vector das frequências nas q celas duma tabela de contingência, de mé-
dia uG(Rt)q, o modelo log--linear ordinário é definido por logo = X.B , onde
BOKP é um vector de parâmetros desconhecidos e a matriz X. de especificação do
modelo, com posto suposto i-qual a r < p É q) e tal que A(X.) inclui os vectores
indicadores da eventual partição do conjunto Q das q celas operada pelo delínea-
mento expert.mental

No caso de y representar o registo simultâneo de q processos de Poísson In-
dependentes, por exemplo, durante um período de tempo fixos omodelo probabílÍs--
taco fica definido pela função de probabilidade

í(ylu.) - lillk(ví! )'i I':ptv' .i?gE - !à.l!} , i?g11 G M(}.)
Suponhamos agora que Q é particionado no conjunto {Qk' k:l,

(2.8)

,s} com os
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Qk's dísjuntos e exaustivos e onde Qk é constituí'do por qk celas' Seja
C : (cl'...,cn) a matriz qxs tal que ck representa o vector Inda.dador das ce-+ »l +b -K
las de Qt,p k:lp...,s, de forma que a experíencia é definida conde.cionalmente

a {cky : Nk i k:l,...,s} , onde y tem a distribuição supra'mencionada. De-
notando por {yk' k:l9...,s} e {pk' k:lp...,s} as partiçÕes de y e y , res-
pectivamente, é sobejamente conhecido que a distribuição resultante é um pro'
duto de multinomíai.s independentes,podendo ser expressa p

rs N.! \ rs s

zuV.

(Nk/ck.U)pk é o vector média condicional de yk

í(Zltnk'yk}) : exp
k-i'k' -glk ' kll:wkl'gwk.l (2'9)

Como

: : :?: ! '-. l:.K (Jx-- )l:k ' ':'' ':-;:' -- ' "';".k=J. '' C. U '

modelo log--linear H(Xo) pode ser aplicado a y , uma vez que ll(c) c= H(Xo). AI
nuca di-ferença reside no facto de que a gama de valores possíveis para logo é

o conjunto H(Xo) restringido por ck'v: Nk' k:l,...,s.
Em qualquer dos casos, a distribuição de y depende de B através da função

X.B , o que atesta a não identificabilidade do modelo log-linear tal como foi
definido, bem como a natureza ídentifi.cante das funções X.B e exp(X.B). Âs im-
plícaçoes ínferenciais do problema da identificabilidade podem ser aqui menos

relevantes do que no modelo linear normal. De facto, na abordagem por máxima

verosimilhança dos modelos log--lineares hierárquicos, construídos símilarmente
aos modelos ANOVA, o interesse centra-se mais nas funções identificáveis p ou

V (ou nas probabilidades VkINkp k:l)...,s) do que no próprio B. Desta forma, o
modelo log-li.near tradicional para dados categorizados completos é um exemplo

característico de uin problema de ídentifi.cabilídade que não bloqueia certas in-
ferências sobre os parâmetros de interesse. Não obstante, o uso da abordagem

vía mínimos quadrados ponderados já suscita os mesmos problemas que surgem na g
nálise do modelo linear normal, quando nao restringida a funçoes identificáveis

i?g Y : igg(v.i

EXEMPLO 111: Mesmo sem a introdução de restri.Cães ]og-].ineares, o modelo (2.9)
encobria uma situação de nao ídentifícabili.dade que foi erradicada pela repara'
metro.zaçao da distribuição de P para v. Para uma maior si.mplicídade na ílustr2
çao) vamos considerar o caso em que q=2 e s=1. Desígnemos agora por ! o vector
(yly2y de média(UI P2)' e por nl a v.a yl quando 1;!: N. No modelo(2.8),
definido por yijpi 'w Poi(PÍ)s i:l32, yl-l-jy2jul)P2' o espaço parametríco
U = {u = (p.,u.): p,G:ü?', í=1,2} é claramente identi-fícável. Tal situação já

não ocorre no modelo correspondente a (2.9) defi.nado por MINI,p'wBI(N,ul/(pl+u2))
De facto, é fácil constatar que,sendo uo : (ul p2y G U ,
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P. P. )

Deste modo, U/'U será o conjunto das semí-rectas do lg quadrante emanando da
origem e, portanto, cada classe de equi-valência poderá ser Indexada pelo de
clave da respectiva semí-recta (vede figura) .

: '!*' " : ":/-; : "?/-;} : {!.}
0

A definição da variável aleatória obter
veda implica que o seu contradomínio se
ja definido no subconjunto de n: (o co=
tradomÍnío de u) definido por
X = {u6.1i2: I'u = N} , isto é, os valores~ o -z-

de n. sao os elementos da secção de X em

yl' XI : {yl:(yl'y2)GXJ: {0,1,...,N}

É esta relação entre n. e o vector gerador u.pjuntamente com a distribuição as-
sumida para este, que estão na base da nao ídentifícabllídade do parâmetro u no
modelo probabilÍstíco resultante. Esta situação constitui. um exemplo onde a i-
dentifícabílídade na experiência conjunta - no caso vertente, em

(IN2, P(w2), {PP:!6(1i')2}), onde P(.N2) designa o conjunto das partes de .mã e
P., é tal que a sua derivada de Radon--Níkodym é

dP. (ü)
U '-: -U . u.

TT (e ZpiJ'/uÍ!)[m] com m a medida de contagem no espaço mensuráve] íB
dm(u) i=1,2 ' '

ducado -- deixa de existir na experíencía condicionada definida por

(XI' P(XI), {p#: E6(R+)2}), onde dl:(nl . Inll (HI/(Ul-h2))nl(p2/(Ul-h2 N

com m+ a medida de contagem em (XI , P(XI))

A definição de U/'u permite concluir imediatamente que a função

N n
[m+]

l

:'-,:(ÜÚ]':.:-:'::;':*'' '--. : [= : ::) .:': [= : :] ;
ídentifícante. Em particular, a representação gráfica do seu contradomínio (o
segmento de recta dentro do quadrado unitário da figura anterior) permite vi-
sualizar a síngularizaçao de cada classe de equivalência. É uma reparametriza--
ção deste tipo elíminadora da não identífícabílldade que a expressão (2.9) mate
ríalíza. Torna-se agora fácil arranjar novos exemplos de funções identificáveis,
e.g.,E(n./N,p) e Var(nl/N,p), das qual-s sÓ a primeira é suficiente (aplique-se a
def. 2.5 ou o teor. 2.2).

t
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Uma situação do mesmo género aparece em modelos multínomlals condiciona-
dos reflectindo a truncatura ou o nao registo de certas frequências da tabela

subjacente. Por exemplo, seja u = (yl y2 y3)' um vector com distribuição trí
nome.al de parâmetros N" : !;! e 0= (01 02 03y com 0i > 0 e l30: 1 e deno-
temos a variável aleatória yl quando yl+y2 : N por nl' É sobejamente conhec.i
do que a distri-bui.ção de nl' que corresponde à distribuição de u quando a frS
quência y3 é "missing'', é binomial de parâmetros N e 01/(01+02). O conjunto
= - {(01)02)6R-2: 0 < 01P02 < IS 01+02 < 1}
é assim deconposto em infinitas classes de
equivalência observacíonal representadas
na figura ao lado pelos segmentos de recta
emanando da origem contidos em E indicado
a tracejado.

O problema da identificabilidade pode
ser eliminado através. da introdução de restrições no espaço paramétrico.

Consideremos, por exemplo, uma tabela 2x2 com vector de contagens ! = (y..,i,j:
e seja n o vector representando as contagens observadas {yi.i'(í,j)OS} quando

>l y.: = N. Sob a hipotese de independência na tabela completa, é fácil
(i,j)os ''

constatar a identíficabilidade de À = (Q, 0? 0 . 0 oy e, consequentemente,

de 0 -(0*:, í,j = 1,2yquando S: {(1,1),(1,2),(2,1)}. Contudo, a restri-
ção do espaço parametrico pode, por si se, nao ser suficiente para a ídentífi
cação. E o que acontece no caso anterior se, por exemplo S : {(1,1),(2,1)}
pois a função de probabi.li.dade de n nao depende dos parâmetros 0.l e 0.2' Eâ
ta constatação, agora num contexto de dados categorizados, é mais uma manifeâ
tacão concreta de que a ídentificabili-dade do parâmetro indexante da dístrí -
bui.çao dos dados completos em problemas com observaçoes ''míssing'' depende do
número e da localização destas observações, para além das próprias restríçoes
impostas no espaço paramétrico.

Em alguns casos, o exame do problema leva a considerar certas celas como ten--
do probabi.lídades conhecidas à priori e que, por issoP são excluídas da análí
se. Esta situação encaixa-se no esquema anterior com a particularidade da sg
ma das probabilidades relativas às celas observadas ser conhecida de antemão.

Deste modo, fica assegurada a identi.ficabílídade do parâmetro indexante do mg
delo probabilístíco que descreve as chamadas tabelas incompletas com zeros eâ
truturais. No entanto, podem surgir problemas de identíflcabílidade em mode-

los visando descrever a estrutura dessas tabelas, como nos chamados modelos

quási--log-lineares. Retomando a notação do exemplo 11) suponhamos que
y representa o vector das frequências da tabela incompleta de dimensão

1,2)
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q# = q-m, onde y tem a distribuição (2.9) com s:l, Nl=N, e seja 0= 1gK ! . De-
notando por S o conjunto das celas observadas e representando 0+ = {0+:IGS} o
vector dos logaritmos dos valores esperados das celas da tabela Incompleta, o
modelo quási-log-linear correspondente ao modelo log-linear H(X.) para o defi

+ # ''' # +

ne-se fazendo 0+:D Opaca 0:}.B , ouseja, 0+=XB, ondeX:DX. e
BOKI', P É q.

À semelhança do que foi vi-sto para os modelos lineares de análise de va--
Flanela, o facto de 0+ pertencer à imagem de M(X.) pela transformação linear
D" pode conduzir à não ídentiflcabllldade de B sob o modelo quásl-log-linear,
ainda que adoptemos uma formulação log-linear original com dlm M(X.) : p.
Por exemplo, consideremos a tabela 22x3 sob o modelo de quase-independência,

O#jk: Oíjk: n + al + yj + 6k '(í,j,k)ÇS onde

S = {(1,1,1),(1,2,2),(2,1,2),(2,2,3)}e .}l.aí = .>1.v.i : .>1.õk: O. O subespg.i:l ' j;i ' k:i
ço M(Xo) de R'z tem dimensão p=5. Fazendo Ê : (n al yl 61 ó2y, então
0# = XJ'B , onde X+ de dimenio (4x5) tem posto 4. O facto da função de probl
bílídade de y+ depender de 13 através de 0+ aliado a que o número de observa--

cães é Inferior à dimensão de B evidencia a não ídentifícabilídade do parâmetro
do modelo quásí-log--linear considerado. A índetermi.nação do sistema linear en
B para um dado 0+ pode ainda verificar--se quando q+ à p. Por exemplo, na tabe

la 2x32 sob o modelo de quási-independência 0ljk : oíjk : n+ai+Yj+6kJ(í,i,k)6S

com S. 1,1),(1,2,2),(1,3,2),(2,1,2),(2,2,3) , (2,3,3)} , >1 a.

= >1 6.. = 0, temos 6 observações e 6 parâmetros funcionalmente independentes.
DeyiÀíndo a matei.z 18x6 de posto completos X., em correspondencia com
B = (Tt a. y. yo 6. 6oy, o modelo referido fica definido por'0# : X B onde
}" :(1l '.. t?Ó) comi?1 : !6 ' !2:(!; -!;y, t?3:(t 0 -1 10 -1)',
b4:(0 1 -1 0 1 --1y, b5:(1 00 0-1 -1y eb6:(0 111 --1 --1y. Éfácil
constatar que M(X') é um subespaço de ]R' de dimensão 5, pelo que caímos numa

situação similar à dos modelos log--lineares para dados completos considerados
no exemplo ll

Em suma, neste TIPO de tabelas truncadas9 a ídentífi-cabílídade do modelo

paramétríco postulado está dependente da configuração dos zeros estruturais e
uma dada configuração pode implicar a identificabílidade de certos modelos e
a não ídentifícabí].Idade de outros

2 2 3

32

l ll J3

+

EXEMPLO IV: Com as ilustrações anteriores ficou já patente a íntima li.Sacão
existente entre dados incompletos e problemas de ídentíflcabílídade nos para
metros relativos aos dados completos. A natureza incompleta dos dados mate -
ríalízou--se na ausência total de informação amsotral em certas celas determi-
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nada por delíneamento experimental (exemplo 1) ou por truncatura (exemplo lll) .
No contexto de dados categorizados é ainda frequente surgirem situações com o-
corrência de uma perda parcial de informação amostral em certas celas e que nao
é necessariamente determi-nda pelo dellneamento da experiencla. A genética, por
exemplo) é um campo fértil para a ocorrência de dados parcialmente categoriza -
dos em consequência da natureza do própri.o fenómeno observável.

Um exemplo largamente citado na literatura é o do grupo sanguíneo ABO, no
qual se pretende indagar a distribuição conjunta dos genes A,B e O dos progeni-
tores dos Indivíduos de uma dada população. Denotando por u o vector das fre -
quencias genotípícas da tabela 32 correspondente a uma amostra de N indivíduos,
o modelo probabilÍsti.co geralmente considerado estabelece uma distribuição mul--

tinomial para ! (uj.j' i'j : A,B,O) de parâmetros N e 0 = (Oij) com 1'0 = 1, on-
de 0::, suposto positivo para todo o (í,j), representa a probabilidade de qual-
quer indivíduo herdar do pai e da mãe genes com alelos í e j respectivamente
Contudo, o processo observacional permite apenas determinar a classe fenotípíca

gene da mãe l (A,B,AB e O) a que cada indivíduo perteB
Â B OI ce. Ouseja,ovectorobservadoé

ull u12 u131 y: (yAYBFAB yO)' onde yA:ull+u13+u31'
gene 1 1 yAB:u12+u21p yB:u22+u23+u32e
do B lu2i u22 u23 yO:u33:N-(yA+yB+yAB),oquepode

ser representado compactamente por
y = Du , com

N

0

A

B
u21

u31 u32 u33

l o l o o o l o o
o o o o l l o l o
o l o l o o o o o
o o o o o o o o l

0

Representando 0 = + (0) - DO : (+A @B +AB +0)'
o vector das probabilidades fenotípicasla distri-
buição observada é caracterizada por

yÂ
©A

í(1lu,q) y
«:' «if «:'
yB! yÂB! yol

Tal como acontece para o domínio de B no modelo linear normal, o espaço pa
ramétrico E = {06]Rq: 0 < 0.. < 1 , 1t0 = 1} é partia-onado em classes de e-
quivalência não singulares, sendo a classe observacíonalmente equivalente a um
dado 0. G S definida por

[0o] -tOG : P(9+-9o) :9(4)} ' egOS: 9#:9o+? , !0N(!)}
onde o espaço nu]o de D e um subespaço pentadimensiona] de ]Rq. Como i.mplicaçao
temos a não identifícabilídade de 0 e a natureza ídentífícante de @
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Neste problema genético, é usual assumir-se à partida a simetria marginal,
Isto é, que a distribuição dos alelos em ambos os progenitores é a mesma. Uma

das questões de maior Interesse é averiguar então se a população se encontra em
equIlÍbrIo de Hardy-Welnberg, Q que em termos estatísticos se traduz pela hipó-
tese de Independência. Em conjunto, estas duas hipóteses exprimem-se em termos
multiplicativos por H: Oll = Q.t.0.t, í,j = A,B,O, onde Ot.. representa a probabili-
dade do alelo k = A,B,O em qualquer dos progenitores. Da relação entre Qe
À : (o. o. o.)'

'b« : :'. - '.Í - :'« 'B ; "" : :'« 'B

'PS : 20B - oÉ - 20A eB ; 'PO : '0 : (i - oA - oB):
é fácil verificar que

o. (i - 'l q')

OB : l ' (l - l:É !)i/z ; ?B : (0 1 1 0)

o que evidencia, por aplicação repetida do teorema 2.1, que À e consequentemente

0 sao parâmetros identificável.s sob o modelo restrito H.

Neste exemplo concreto, a informação ''missing'' resulta da ''lnpossíbllídade''
de dIstInguIr todas as celas da tabela de contingência original. Contudo, as
frequências aglutí.nadas podem surgir noutras sltuaçoes como resultado de un pro'
cesso observacíonal e/ou de registo deficiente explicável pela Intervenção de
factores aleatórios (vede cap. 3) . Por exemplo, suponhamos que ao pretender--se
classificar N i.ndívÍduos pelas 3x4 categorias de duas variáveis foram registadas
apenas as seguintes frequências:

1/2
; :.;

ya:ull+u12+u21+u22 ; yb'u13+u14+u23+u24

y3j : u3j ' j:1,2,3,4
onde u designa o vector não totalmente observado das 12 frequências originais.

Designando y o vector (ya yb y31 y32 y33 y34y podemos escrever y = Du onde D
é a matriz reflectindo a ligação entre as frequências observadas e não observa-
das. Supondo o modelo multinomlal M19(Npe) com 1100 ='1 para !, admitamos que
o processo conducente ã aglutinação de u é tal que a distribuição observada po-

de ser caracterizada pelo nodelo M6 (N,DO). Tal como no exemplo genético, os
parâmetros observaclonalmente equivalentes do slinplex probabílÍstico deR'' es-
tão compreendidos no conjunto de hiperplanos paralelos ao subespaço hexadimen-
sional de R'ú, &(D). Analogamente, a não identlfícabílldade de 0 torna impos'
síve obter estimativas razoáveis .dos 0. . confundidos no contexto do modelo saiu

Fado. Ainda do mesmo modo, a estimação sob o modelo de Independência H-r) cor'
respondente a 6 graus de liberdade, torna-se em princípio possível, já que a o-
corrência da tabela Incompleta acarretou a perda de apenas 6 graus de liberdade

J



Todavia, fazendo 2i : (01. 02. 03. 0.1 0.2 0.3 0.4)', a expressão da função ídeg
tifícante + = DO em termos de ã. leva a que nao possamos determina--lo unívocamen-
te a partir de @«- Este facto transparece na função de probabilidade

(01. + Q2.) '+yb 0y3.(Q.l+0.2)ya(0.3+0.4) b 4 0y3iÍQIN,l) : --

yalyb!'l'T y3j!

na qual os parâmetros 01 e 02. aparecem sempre juntos. Deste modo, a não Idem
tlfi.habilidade de À permanece sob o modelo HI' enquanto que BX , com

!; ez.l

.9«,a !41
B : é un exemplo de uma função ídentificante no espaço parametri-

co restringido.

Note-se ainda que se fosse obtido apenas o primeiro bloco confundido) isto
é, se y+ = D ! onde D é a matriz (9x12) obtida da matriz D anterior por substi-

fo i. o o o ol
1 - - z - - - - l

lo o o i. o ol
\n + n nz. H +'

respondente função de probabilidade sob as mesmas hipóteses seria

tuição da 2g linha pela submatriz onde O é 2x2, a cor-

í(v+lu,x)
N!

4

ya! .:IT2 yi.j !j:ly3i !
j:3,4

X

x (01.+02.) ' 03.' 01. ' ' 02..:?. .Í::'''':' .:«""...:''.:,''.l: .T}' .l. .TJ'
Isto evidencia que À passaria a ser identifi.cível e portanto, o ajustamento do mg
delo de i.ndependência seria desbloqueado uma vez que, adiei.onalmente, o n9 de ob--

servações independentes excedería em 3 o n9 de parâmetros a estimar

Estes exemplos mostram que o problema da ocorrência de dados parcialmente c2
tegorizados (com as categorias observadas disjuntas) pode também ser traduzido PE.
la relação funcional y = D!, entre o vector observado mxl,Z»e o vector qxl (q>m)

não observado (ou não observável) !, onde P é uma matei.z de zeros e uns sen li-
nhas nulas e con um unlco l em cada coluna. No esquema de amostragem multinomlal,
a correspondente relação entre os parâmetros © = D!(À) (a mesma relação verlfíca-
-se para as nédías do modelo Poisson), permite compreender que o problema da idem
tificabilldade do parâmetro Indexante está dependente não só do modelo funcional
para 0 expresso genericamente pela relação 0(À), onde À é pxl (páq), mas também

do próprio processo observaclonal em termos da configuração de D. Ainda que se
considere um modelo identificável para 0 (caso dos modelos log--lineares do exem--

Plo 11[ com as usuais restrições de identíflcabllldade)p a ídentíflcabilldade do
modelo para P nao fica assegurada, como o atesta o príineíro exemplo dado relativo



à tabela 3x4. Obviamente que a configuração da matriz D é Irrelevante sob um
modelo saturado para 0(p:q), já que este tipo de modelo implica necessarlamen
Ée a não ídentíflcabllldade do parâmetro índexante. As conclusões extraídas
para os mode]os ]inear ou ].og--linear, em classificações cruzadas com dados
contínuos completamente ''mísslng'' ou com categorias truncadas, mantêm-se assim
para osmodelos usuais aplicados a dados categorizados de forma parcial

Dado que @ é um parâmetro Identíflcante, a Identlfícabíldiade do parâmetro
À está assim Intlmanente associada com a existência de uma solução única para o
sistema de m equações, frequentemente não lineares, a p incógnitas DO(À) = © ,
no qual. se considera que À é seleccionado de modo que e satisfaz a restrição lg
posta pelo modelo multínomíal. Como frísámos em 2.1.1,a Identlfícabi.lídade de À
nao garante que, por exemplos o método de máxima verosimilhança produza uma so-
lução única, para um dado y. Em Haberman (1974), e.g., podemos encontrar exem-

plos deste tipo de problema com dados parcialmente categorizados, onde a função
de veroslmi.Ihança para certos dados não é côncava.

Os juízos desenvolvidos para o modelo nultinomíal estendem-se naturalmente
ao modelo produto de multínomlaís. Um Importante caso especial surge quando u
se reporta a uma tabela de contíngênci.a multidimensional e a matriz D configura
as observações nas margens de um subconjunto das variáveis categorízadas em es-
tudo. Quando as variáveis restantes são usadas no sentido de tentar explicar as
i.nterações existentes entre as variáveis observadas, caí-se no contexto dos mo-
delos de estrutura latente de Goodman (1974).

2.1.3 Identlfícabílídade versus Informação amostral

A inspecção da Identífícabílídade através da definição, dada em 2.1.1, de
muitos modelos parametrlcamente complexos nao é tarefa fácil e, muito menos, i-
mediata. E, várias vezes, o confronto com situações anÓnalas quando se tenta a
vançar na realização de inferências que leva o pesquisador a reanali.sar, mais
detalhadamente, a estrutura do modelo em estudo. Por outro lado, a maior parte
dos primeiros resultados sobre o problema da ídentlfícabllidade dirigiram-se a
modelos específicos -- em particular, a modelos lineares da econometría - o que
tendia a obscurecer a natureza efectivamente geral do problema devidamente sali-
entada por Koopmans e Relerso1 (1950). Foí o reconhecimento deste facto que le
vou Rothenberg (1971) a tentar derivar critérios gerais de Identífícabllídade
Compreendendo que a não Identífícabllidade é reflexo da falta de uma Informação

suficiente, na especificação do modelo, para a discriminação entre valores pata
métricos alternativos, Rothenberg abordou o problema em termos da medida de in-
formação de Flsher. Bowden (1973) generalizou esta abordagem através do uso da
medida de informação de Kullback-Leíbler. Nesta sub-secção, visa-se sistematl-
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zar e discutir os principais resultados destes dois trabalhos, Ilustrando-os a-
través de exemplos descritos em 2.1.2

Seja o. um determinado valor do parâmetro 0G: indexante da famÍli.a de
distribuições F(yl 0) definida em (y,A). A função de informação de Kullback-
-Leibler para discriminar F(yjoo) contra F(ylo) por observação de F(yjoo) é a
função real definida em = x : por

dF(yj0.)
l(go'o) : n(go'oo) - n(oo'o) : El].og '

onde H(0O'0): E]]og dF(yj0)l0o]. O seu contradonínío ét0,n](Ku]]back]1959],
pag. 11) e toma apenas valores fi.altos se PO <:> PO ' onde o símbolo <:> en-
tre duas medi.das significa continuidade absoluta deoqualquer uma em relação à OE
tra (vede, e.g., Wi]ks [1962], pg. 347). Esta condição, doravante assumida, é
verificada nos nodelos usuais do caso dominado, com suporte independente de 0,
onde 1(0.,0) passa a ser definida pelo integral de Lebesgue estendido a y da fu=

f(yjQ.)
ção [og[ ='-o ]f(yj0o), com f(yj0) designando a função densidade de probabilidâ

f (y 19)

de ou a função de probabilí.dade de y.

(2.10)

Teor. 2.5: Sejam 01 # 0o dois pontos de : para os quais PO : PO-l -o

01 6 [Q.] ss' i(g.,9i) : 0.

Então

2Sg.: Fazendo A(Oo'ol) : {Zay : dp(Zlol) : dF(Zloo)} e denotando Ã(eo'01) o

seu complementar, a definição de equivalência observacíonal de 01 e 0o indica que

J'A(Qo'ol)dF(zloo) = P0oIA(0o'01)] - ]' Suponhamos que 01 G [0o]. Como
dF(yj0.)

log 's -o = 0 em A(0o'01) e J'Ã(0o'01)dF(zl0o) : 0, conclui.-se por (2.10) que

que 1(0o'01) : 0. Admitamos agora que 01 não é observacíonaltnente equivalente a
0 . Então

i(g.,9i) : J'Ã(9.,9t) [ F ; 9i)]dF(Z19.) ' - logo'Ã(9.,91) F(Z19i)dF(1119.) ' 'o' ''Ã(9.,9t)

por aplicação da desigualdade de Jensen, já que -log(.) é uma função estritamen--

te convexa e a função Integrando não é constante em Ã(0o'01). Por hipótese,

pO [A(0o'01)] > 0, o que imp]íca POltÃ(Oo'el)] > 0, pelo facto de PO << POI' As

sln, 1(0.,0.) > 0. Como o contradomínio de 1(.,.) é [0,"), segue-se então que
1(0o'01) : 0 ':> 01 G [0o], como pretendíamos. A



De acordo com o resultado deste teorema e sob a hipótese de Pn : P

V 0 G : , se 0o é globalmente Identificável, então 1(0o'0) > 0, V 0#0o ' l.e.,
1(0o 90) : 0 sÓ se verifica para g : oo ' o que significa que 0o é o único mInI--
mizante (maxlmlzante) de l(go'.) (n(9o'.)). Se go não é globalmente identificá-
vel, existe então pelo menos um 0 # 0o tal que 1(0o'0).-0, õu seja, que é lgualmeB
te mlnlmlzante de 1(0.,.). Desta forma, fica demonstrado, como corolário do teo
rema 2.5, o critério de identi.fícabllldade de Bowden (1973):

g.

grllêlJ:g...!: Supondo que PO : PQ ' V 0 6 E , 0o é globalmente (localmente) íde3

tlflcável sse 9. é a Única solução da equação 1(0.,0) = 0 em = (numa vizinhança
aberta de 0.)

Se este critério é verificadopara um 0. 6 s arbi.trárlo, fica definida uma

conde.ção necessária e suficiente de ídentifícabílídade de E quando a família
é auto-dominada por qualquer dos seus membros.

0

De acordo com este critério, a relevância da ídentífícabi-lídade parametríca
na averi.guaçao da consistência do estlmador de máxima verosimilhança do parâmetro
pode ser vista en termos da condição de 0. ser o único miními.zante de

1(0o'0) : H(0o'0o) -H(Oo'e). Quando y representa.um conjunto de n observações 11Í

1.1.d., a leí dos grandes números assegura que n'xlogf(110) converge para H(0.,0)
para todo o 0 e quase todo o y, na hi.pótese assumida no cri.térío (ela garante que
n(9.,g) > -"). Como Sílvey (1970) apontou, se esta convergência for uniforme com

respeito a 9, n'Jlog í(Zl0), para n grande e quase todo o 11, estará uniformemente
perto de H(0o'0) e, sob condições de regularidade adequadas, atingirá o seu supra
mo perto do pontoonde 1(0.,0) atinge o seu ínflno (que é o ponto de supremo de
H(0.,Q)). DaÍ a não consistência do estímador de náxíma verosinilhança para um q
não identificável.

0

O critério 1, quando aplicável, goza da vantagem de reunir a Inspecção da
ídentlflcabili.dade global e local e de permitir definir a partição identíflcante
De factor pe]o teorema 2.5, [0.] = {06: : 1(0.,0) = 0} . Contudo, para muitos tng

delos não é fácil determinar directamente todas as soluções da equação 1(0.,0):0.
O caso do modelo lí.near normal, ilustrado em Bowden, é un exemplo bem ilustrativo
dessa situação, se ben que no caso particular en que a matrí.z de covarlânclas dos
erros é conhecida, aquela equação é já facilmente resolvi.da. Como as soluções da
referida equação correspondem aos pontos de mínimo da função 1(0.,.), esse problÊ
ma pode ser desbloqueado nos casos em que 1(0.,0) é uma função contínua de 0, com

2 um subconjunto aberto de um espaço euclideano, mediante a aplicação dos métodos

de optínlzaçao da análise matemática ou de programação nao-linear. No caso nao

restringido, se ã l(Oo'Q) ; 0 é somente satisfeita por ? : !o ' então esta solu-



ção é necessariamente o único minímlzante, o que garante a Identificabilldade

global (e local) de Oo' Se há vários pontos crítldos de l(Oo'.) torna-se ob-
viamente necessário indagar a sua natureza. Se 01 é um dos pontos críticos
que anula 1(0.,0), então 0. não é globalmente identificável, podendo ser ou
nao localmente identificável. De qualquer modo, todos os pontos críticos que

anulam 1(0n'0) definem a classe de valores observaci.onalmente equivalentes a go

Sobre a aplicabilidade deste clltéliop vale a pena sublinhar que a hipóte-
se de continuidade absoluta nele assumida exclui os casos não regulares onde y
depende de 0. Contudo, a análise da demonstração do teorema 2.5 permite-nos
concluir que

A conde.ção 1(0.,0) : 0 é sempre necessária para a equivalênci.a observacional
de 0 e 0 ;

A condição 1(0.,0) > 0 é necessária para a nao equivalência observacional de
0 e 0 desde que 1(0.,0) seja finita.

Em orden a Ilustrar a aplicabi.lidade destas concluÕes nos referidos casos
não regulares, consideremos que y é o intervalo darecta rea] L(0) : [tfl(0),+2(0)],
onde +.ÇO), i:1,2 são funções contínuas de 0 6R com +l(0) < '>2(0), V 0 6R, e
seja P a família de distribuições uniformes em L(o). Da expressão de F(yj0) é
fáci.l conc]uir que para qua]quer 0o 6]R, [0o] : {06R: +l(0) : +Í(0o), Í:1,2},
constatando-se asse.m que o modelo é identificável se e só se ambos os extremos
de L(0) são funções injectivas. Atendendo a (2.10), fi.ca patente que 1(0o'0) :0
para todo o 0 6 [0.], como era de esperar. Por outro lados para todo o par
(0o'0) tal que 1.(0o) não está contido em L(0), 1(Qo'0) : "' Ou seja, um valor ÍJ;
nato de 1(0o'0) implica .que L(0o) q L(0) (garantindo PO << PO) e, nestas círcuns-

+. (o) - $. (o)
tâncías, 1(0.,0) = 1og --É-------.--l--- . É o que acontece, e.g., quando 0 < 0a

' 'b2(0o) - 'bl(0o)
(resp. 0 > 0o) se +l(0) é uma função monótona crescente e +2(0) é uma função mo-

nótona decrescente (resp., +l(0) é uma função monótona decrescente e +2(0) uma

função monótona crescente). Assim, nesses casos, 1(0.,0) : 0 implica que as am-
plitudes de L(0) e de L(0.) são iguais, e portanto, L(0) : L(0o), pelo facto de
L(0.) '] L(0). Ou seja, fica confirmado que se 1(0o'0) é finita, 1(0o'0):0:> 0610 o]
Um exemplo concreto é o da família de distríbuiçoes uniformes com

+2(0) :-+1(0) :02 e 0GR, onde]0o] :t-0o'0o} ' oGR'
Com o objectivo de i.lustral a aplicação deste critério, vamos consi.deram al--

duns exemplos da sub--secção 2.1.2 envolvendo dados categorizados.

Exemplo 1 : Consideremos o problema de observaçoes multlnomlais parcíalme.nte ca
tegorízadas) genericamente descrito no final do exempl:o IV de 2.1.2.9 com função
de probabilidade
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restringido pelas restrições nàturals, não-lineares, Ckv(g?e . Nkp k:l:j.l;çps. A
Estes dois exemplos) assim como o do modelo linear normal, ílugtrãtã';à si.

tuação de continuidade da função l(On'.), que é verlficada=sqb as 'u:suã:Êd'con-
dições de regularidade na família P = {F(yj0): 06:} : '

- P é dominada por uma medida a-finita m, sendo !:lS!-- f f(yj0) aJ:i
dm(y) : , ' ' ' ' ;'l, i

suporte y de í(yj0) é independente de 06: , com : um subconjunto;aBeiito de

As funções í(!tlo) e log í(Zlo) são duas vezes diferenciáveis em 0 éããeãleríva
das contínuas para todo o yOy e todo o 06: ; l

ll*Íll"lTllÍ:l'.'=;1.1Íl;;:!.:ÍilEI,:;.$ 1::.:Í:l:: : l:* llt=11i... .

l a

R )
C

0

Estas condições asseguram, como se sabe, que Zts(yjo)llgil = O e SÍ7
i(9) = Et:(!tlo). s'(Zlo).lo] = -E]-ã%r :(Zlo)lO)], onde LÇO) desi.gna â:matei.z

de informação de Flsher . sobre 0 por observação de F(yl0). Cono
f (yl o . )

i(!o'9) : J. logo--:!.!=g--] í(Z19.) dm(y)
? í(ylo) :''''' ':

s'g--se .-tão q- ]# l(9.,?)1g. : -E]!Ql9.)Ig.] : 9 ' .!:lÍao' le.:: t'(eP

Consequentemente, a condição de 1(0o) ser definida posa.tava é suftclente pa'
ra a existência de um mínimo local único de 1(0o'0). Por outro lado, a'lÊkpan-
sao de 1(0o'0) em fórmula de Taylor em torno de 0. origina que ;"Íg:Í

l(9o'9):'Í(9-9oyl(9#)(9-9o), 9+= tgo+(l-t)9, 0< tk l ':,)g
Í

Assim,. se 1(0o'0) > 0 na vizinhança de 9. , l(9Ü) é definida post.tava.
Impondo .o que Rothenberg apelidou de condição de regularlqadg de 1 (0) eú=ê.,
i.e., que o posto de 1(0) não varia numa vizinhança aberto...ide 0. , poddãc;: con
cluír então que 1(0o) é definida positiva. Atendendo ao crl.çérío l na buà ver-
são local, fica demonstrado como seu corolário o critério de.:ídentifi.cãbil#ídade
local de Rothenberg (1971) expresso em termos da matriz de ín'formação aé' lh.sher

Critério 11: Sob as condlçoes de regularidade supra-cítadasa .a não singuEarída
de de l(0o) implica a Identífícabllidade local de 0. que, poli:sua vez, íiÉpllca
a primeira condição se 1(0) é regular numa vizinhança aberta de 0. . = 'e

Nota-se assim que a singularidade de l(On), por sí sÓ, ltao Implica neces-
sariamente a nao identíficabilídade local de On' Este facto. pode) adiciolialmen
te, ser visto a partir da expansão em série de Taylor de 1(0.,0) para Fpróximo
de

0
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í(ZIN,9):--:!L- e:p]Z'.]?g(!9)] ,

'ny,!
í:l '

I' o = l
-q -

Fazendo ! :(+l'.. my : @(0): DO e q'o :(+01'..+Omy a ímagempor @(.) de um

ponto 9. do símplex probabllÍstlco de B.q, : , é fácil constatar que
m ú .

i(9.,9) : !:.[l?g 11. - ]?g iE(9)t : ,>1:+..log ilw

função que é ídenticamente nula sse @j. : +OÍ ' i:lp...,m. Assim,

[9.] : {9çz: !9: !9.} : {9cz: 9 : 9. + !}

onde o conjunto de valores possíveis de ! esta incluído no subespaço de Rq, N(D),
o espaço nulo de D.

Exemplo ?: Consideremos agora a distribuição de Polsson (2.8) sob o modelo log-
-linear para o vector média das q celas definido no exemplo ll de 2.1.2. Fazendo

! : (pl-''pqy - !(B) . e:p(XoB) e denotando yo : (H01'''UOqy a i.vagem por !(.)
de um determinado B.6RP, pode verificar-se que

t(Eo'Ê) : !:]].?g !o - ]?g y(Ê)] - !ãllo - E(E)t

Em ordem a detalhar a definição do conjunto de minimizantes globais de l:
determinemos os seus pontos críti.cos, que denominaremos por E+
Como

]. (B ,B)
-0 -

al

resulta

. au

-!uZB)Eo + !q ' '5F':!u(B)lo

al .h''e .*: o «-'' }:tE(Ê*) - y.] : o (2 1 1)

Nos modelos log--lineares usuais, !a € AI(Xo) e (2.11) i.aplica então que
[']Eo - E(B+)] : 0. Por conseguinte,

[eo] : {Ê+ 6RP: P']].?g !o - ]?g E(Ê+)] : 0}

: {EÜ 6RP: p(E+) : Eo} : {Ê+ G]RP: Xoê+ : }oeo}

Desta forma, o domínio de B fi.ca decomposto em classes definidas pelos subespaços

transladados {B. + N(X.)} de dimensão p'r, um resultado análogo ao obtido para c
modelo linear normal. Usando o modelo multinomial (2.9) obter-se-á um resultado
formalmente idênti.co, com a diferença de já não se poder traduzir cada classe de
equivalência em termos de um subespaço transladado, dado que o domínio de B fícz
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l(o ,o)
-0 - 1(9.)(9-9.) + o(119-9.11')

Os termos de ordem superior podem assegurar que 1(0.,0) > 0 para todo o 0 #O
na vizinhança de 0.P i.e., a não ídentífícabllldade local de 0., ainda que o
19 termo do 29 membro seja nulo.

0

Rothenberg estende ainda o critério ll ao caso restringido em que
E = {06]R': h,(0) : O, l=1,...,m } , onde cada função h, possui derivadas par-
ciais contínuas. O critério general.azado. re]acíona a ídent]f]cabi]]dade ]oca]

r 1(0 ) \ ah(o)

Dadas as limitações da identlfícabílldade local, Rothenberg consegue ain-
da estabelecer a seguinte condição suficiente de ídentífícabi.lidade global ba--

geada apenas na matriz de informação de Físher:

de 0. com a não singularidade da matriz V'V. , onde V. =-o ' -o-o ' -o

e h(0) = (h. (0)-. h.(0))', no espírito do critério ll
,1(9):s.ã-=

Ç14:Eêi&e...111: Seja f(yl 0) pertencente ã família exponencial multlparamétrica,
isto é, í(Zle) = g(Z)X(0) exptlE'(9).11(Z)] onde ! : 1(9): 2 ' 'P é o respecti-
vo parâmetro natural. Então, 'D é identificável se 1(+) é não singular en ©

A ídentífícabilídade do parâmetro original 0 seguir-se-á da não singula
rídade de 1(+) se puder ser expresso como uma função de $ pelo teorema 2.1

Exemolo 3: Seja y um vector multínomlal (q-l)-dímensional de parâmetros N (co-
nhecido) e 0:e = (0....0. .)' com 11 .0 < 1. A função de probabilidade pode ser

- l q'l -q'l- ,,

expressa na forma Indicada no critério 111, onde À(9+) : (l-!:.i0+)", T(Z) :Z
e +(9+) = ]og[9+/(1-!:..9+)]. A matriz

[(+) : N[Dexp(.p) ' elp('P)(e:p(+)y]/(]+]'.lexp.('1')) é c]aramente não s]ngu]ar

V+6© e, consequentemente, + é Identificável. Como 1 - 1'.l0+ : (1+1'.lelp(+))''
e 9# : elp(+')/(l+l'.le:p('b)) segue-se que 0+ e 0 = (0+' 1-1' .l0y são parãme'
tios igualmente identificáveis. Contudo, note-se que 1(0) = N(DA-00') é sin-
gular para todo o 0 6 {061R.q: 0 < 0.Í < 1 , í=1,...,q} , o que exemplifica que
nem todo o parâmetro Identificável corresponde a uma matriz de Infornação defi-
nida positiva. De qualquer modo, a existência da restrição 1'0 = 1 leva a que
sejam funcionalmente Independentes apenas q-l elementos de 09 por exemplo) os

elementos de 0+ : +g , A : (lq-lO(q-l)), cuja matriz de informação é já não
singular. A aplicação do critério ll generalizado de Rothenberg garante a í--
dentlflcabílldade local de 0 quando considerado restringido pela condição ll-

1 ( o)
near referida, já que o posto de



Naturalmente que neste caso os cr:Ltérios ll e 111 nao sao os Instrumen

tos mais adequados para apurar a identíficabílldade de 0ü (ou de 0). O prl
melro porque se refere apenas à ídentífi-cabllidade local e o segundo porque

exige uma reparametrlzaçao prévia, que é desnecessária. O recurso ã defínl
çao ou ao facto de 0# ser estimável por y/N (veja-se secção seguinte) perdi
te obter dírectanente tal conclusão.

g3ÊgElo 4: Estas considerações aplicam-se nomeadamente ao 19 caso considera-
do no exemplo 111 da sub--secção 2.1.2. onde q=2 e 0 reflecte a reparametriza-
ção efectuada sobre o vector das nédías das dístri.buiçÕes de Poisson origí.-
naus. Consideremos por agora que o parâmetro de interesse é U = (UI Uoy 6U
e analisemos de novo a questão da identificabilidade à luz dos crítéri.os su-
pra mencionados. Pode constatar-se facilmente que

.: Fu'T'- (u.+u.)'' - (p
!(!):iÍ::=' 1' ' ' ' ' 1 ési.ngul-ar,jáquealgcolu-

'1''2 l. (u. + u?)'l p,i- (H.-tp.)'l l na é i.gual ã 2ê coluna multi-

plicada por - -' . O cri.tédio ll assegura então que p nao é identi.ficável lo
calmente e, portanto, tambén globalmente. A aplicação do critério l perdi.te
adicionalmente definir as classes de equi.valência em que U fica partícionado.
Denotando por u. : (ul 'p2y o verdades.ro valor de U, é fáci.l verificar que

i(!.,E) : .}l.w ---x---
i:i pi+p;

U

0
2

i.g (-lf:'--i
"i'";

e por dera.vagão
0

-l:l---

-:*": ":*«;
O conjunto dos pontos críticos não é assim singular e todos eles anulam l(p.,U)
Por conseguinte, U. não é identificável.e o conjunto dos pontos de nÍnimo de
[(y.,y) define a c]asse [1.] determinada na sub-secção 2.1.2

2.1.4 Identíficabílídade versus estímabílídade

Já referimos que em muita da literatura estatística, o conceito de identi-
fícabílidade aparece camuflado pelo termo estinabilldade, um conceito que é, í2
dependentemente das diversas acepções em que é utilizado, estritamente ínferen--
clal. Na secção 2.1.1. mostrámos que a ídentífícabi-lídade é uma condição neceâ
sãría de estlmabílídade, entendendo esta no sentido de unicidade de estimação
em termos independentes dos dados, ou de existência de estímadores consistentes



Em certas áreas, cono na de Modelos Lineares, o termo eatimabilídade é
mais frequentemente usado no seguinte sentido:

V Def. 2.7: A função @ = (>(0) diz-se (]]nearmente) estímáve]. se existe un está
dador centrado, T(y), de $ (que é função linear de y)

0 objectivo desta sub-secção reside precisamente em enunciar e discutir
as relações exí.stentes entre este conceito de estíinabílldade e o de i.dentifí
cabilldade

O teorema seguinte, que é uma generalização do resultado referido em 2.1.1
concernente à identificabil-idade de um parâmetro Indexante estimável, mostra
que este conceito de estímabilídade continua sendo condição suficiente de iden-
tíflcabilidade

q7 Teor. 216 Se +(0) é uma função estimável, então +(0) é identificável

Dem: Por hipótese, existe uma estatística T = T(y): (y,A) -' (T(y), A.) P-ín
tegráve[ ta] que E[T(Z)l0] = $(0) , VgG= , onde E[T(y)lo] é o vector de corpo'
nentes E[TÍ(Z)lo] = .r tÍ(y)dF(yl.0). Consi.detemos então dois pontos quaisquer
de :, 0. e 0. , obsertacíonalmente equivalentes. Devido ã identidade dístrlbu
clonal de F(111.ol) e F(ZIQo)

'bí.(9i) = E[Tj.(ZI)IOi] ({)leo] : +j.(0o) , Vi
o que traduz, pela defi.nação 2.4, a ídentlflcabílldade de +(0) A

Este teorena mostra assim que toda a função estimável (em particular, os
momentos populacionais de y quando existem) induz uma partição Identificável,
o que não significa que coincida com a partição identífícante. Com efeito, su-
ponhamos, para facilitar, o caso dominado unidlmensíonal onde y é o subconjunto
discreto de lIR., Independente de : , formado pelos pontos y:, jOA , com

A = {1,2,...,k}. Da definição de valor esperado da variável aleatória T(y), dS
corre que

E[T(y)Ig] : }. T(vj)[p(vj l g) - r(vj.:lg)]jOA ' ' ' '

: T(yo) + jOA[.T(yj) -T(y.Í:l)](]-F(yj-ll0))

onde y. é qualquer ponto menor que y, (portanto, com função de distribuição nu
la) com T(y.) finito. Assim, para 91,9. G :

Z[T(V)]!i] - E[T(y)]9o] : ,>1.[T(yj) - T(yj.t)]IF(yj-ligo) - P(yj-il9i)]



Admítanos que 01 + [0o] e seja AI/O o conjunto dos jOA tais que
r(yj-llol) # F(yj-tlQo). Ora, se T(y) for uma função tal que T(yj-l):T(yj)
para j 6 A1/0 ' tem-se E[T(y)l01] - E[T(y)l0o]. Ou seja, a função identlf]
cáve[ +(0) ; E[T(y) 10] não é suficiente

Este exemplo mostra aí-nda que a partição Identíflcante pode ser Induzida
por funç8és estimáveis, desde que a função estímadora seja estritamente nonÓ-
tona (crescente ou decrescente). É esta ideia que leva Tuncer (1985) a pro-
curar estabelecer para parâmetros susceptíveis de está-mação por funçoes desse
tipo, uma ponte de ligação adicional entre identificabílidade e estímabílida-
de, nos casos dominados regulares usuais.

Em geral, a estínabilídade não é condição necessári.a de identlfícabilida
de. En 2.1.2 vimos, através de vários exemplos, como a perda de certa iníor--
mação na obtenção dos dados originava um modelo probabílístico, com mais para
metros que observações, sofrendo de falta de i.dentificabi.lídade. Deve, con-
tudo, salientar-se, dada a confusão de terei.nologia existente na li.teratura,
que o facto da dimensi.onalidade de y ser inferior ã de 2 nao implica necessa-
riamente que estejamos em presença de um modelo não identificável. Várias des
sas si.tuaçoes podem servir como contra-exemplos indicativos de que a ídentífi--
cabílídade não é condição suficiente de estimabílídade. Retrataremos duas sí--
tuaçÕes rea:is, uma com dados contínuos con largas implicações em modelos ANOVA

sem réplicas, e a outra envolvendo um modelo para uma experíenci-a de captura-
-recaptura visando a estimação do tamanho de uma população animal

!ZÊ221o 1: Suponhamos que y = (yl'...,yn) ' representam mediçõesíndependentes
do peso de n objectos diferentes, com médias p.l) i.=1,...,n e variâncias supos
tas iguais ao valor comum a2. Admi.tendo uma forma distríbuci.onal normal, a

. B , >1. (yj.-PI)2 .

função densidade de probabilidade é í(vlo) = (2lra2)' 2exp 1- Í l '

y6Rn onde 0=(ul'..Hna2y é tanque a2>0eHIG]R, l: l,...,n. Opa-
rametro 0 é claramente i.dentiflcável mas nao e estimável. Con efeito, a2 nem

sequer é passível de ser estimado nos moldes usuais, uma vez que existe ape-
nas uma observação para medir a dispersão em torno de cada média

n

:ç?çg!!plo 2: Suponhamos que a experlencía consiste em capturar em duas fases
animais de uma população de dimensão N (desconhecida). A lê fase resulta na
captura de n. animais que sao marcados, e então, li.bertados. Procede-se, em
seguida, a outra experíencia que resulta na captura de n2 anImaIs, x dos quais
marcados. Admitamos que todo o animal tem probabilidade 01 de ser apanhado na
lg experiencla de captura e que a probabilidade de ser apanhado na experiência
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de recaptura depende do facto de ter sido ou não capturado na primeira experi-
ência. Denotemos por 02 esta probabilidade para qualquer animal que nao tenha
sido capturado prevlanente e por a a correspondente probabilidade quando tenha
havido recaptura. Os dados observados são assim traduzidos por y : (ni,x,no-x)'
dos quais se pretende estimar os parâmetros (N,0'y, com 0' = (0. 0. a). Como

ntIN,01 'w Bi(N,01), xjnt'a'wBI(nt'a) e n2-xjnt'x,N,02'» Bi(N-nl'02), a fun-
ção de probabilidade de y é, com N Inteiro positivo e 0 < 01,02s a < 1 )

nl,. . .N-nl x.. .nl-x.n2-x N-nl

f(yjN,0) = , O$nl$N, Ogx$nl'
x!(nl-x) !(n2-x)!(N-nl-n2'+x) 1 0$n2-x$N-nl

É fácil.'constatar que N e 0 são parâmetros identificáveis. O significado des-
tes e das estatísticas observadas deixa claro que a estimação de a não levanta
problemas e que a de 01 e de 02 dependem da possibilidade de estimação de N.
Consequentemente, o facto de se dispor de apenas 3 estatísticas para a estima-
ção de 4 parâmetros repercute na impossibilidade de se proceder à estimação de
N e, em decorrêncía, de 01 e 09' Esta afirmação pode ser clarificada através
da aplicação do método da máxima verosimilhança. As equaCães de verosimilhan-

ça sÓ permitem obter as expressões â = x/nl' êl : nl/N e ê2 : (n2-x)/(Ê-nl),
ja que a equação relativa a N é redundante. A

Na análise de modelos lineares, y = XB-Fu, definidos como no exemplo l, OB
de a forma matemática da distribuição de u pode ser relaxada, o interesse con-
centra-se em funções lineares de 0 = (B' a2y, concretamente em a2 e em ÂB, on
de A é uma matriz sxp de posto s $ p, com os vectores linha designados por
a; , i=1,...,s. Conoentremo--nos na função ÂB , já que a2 é Identificável e
também estimável (no sentido da def. 2.7), pois foi- admitido que n > p. É per
feitamente conhecido o resultado estabelecido na seguinte proposição

V' Proo. 2.1: A função linear AB é linearmente estimável sse !. G AI(X')9 í=b-.,s,
i.e., sse existe uma matriz sxn B tal que A = BX.

Rei.erso1 (1963) provou que os conceitos de ídentífícabílidade e de estíma-
bilídade li.near sao equivalentes para funçoes lineares. Este resultado, que e
nunclamos no próximo teorema, será aqui demonstrado a partir da caracterização
de funções identificáveis estabelecida no teorema 2.4.

Teor. 2.7 A função AB é identificável sse é linearmente estínável

Dem. Como (XBya2y é uma função ídentífícante e AB é uma função independente
de az, o teorema 2.4 dlz--nos que AB é identificável sse existe uma função f
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tal que AB = f(XB)P VBOnP. Neste sentldop a implicação linearmente estimável
---> identificável é imediata

Para provar a proposição recíprocas desdobremos B.P na soma directa do
subespaço N(X) com o subespaço G gerado por uma dada inversa generalizada de
X , í.e., RP= N(X) + G. Como a transformação X.restringida,X: G -' M(X) é um
isomorflsmo (transformação linear bljectíva) , deslgnemos, para todo o !6 H(X) ,

como Ta o elemento de G tal que ! = XTa. Assim, f(!) : f(XT!) : AT!, por hl-
potese) o que prova a linearidade da restrição de f a M(X). Consequentemente

AB f (XB ) ATXB , VB € np

o que ttaduzp pela proposição 2.1P a estímabilidade linear de AB A

Este resultado permite, pois» mudar a linguagem usual da teoria dos mini
mos quadrados . Em particular, a condição de a'Bp í=1,...,s ser identificá-
vel e necessária e suficiente para a unicidade do seu BLUE, a;Bp onde B é qual
quer solução das equações normais x'.xê = X'y. Todos os critérios de estimabí-
lídade linear são asse.m critérios de ídenti.fícabi.lidade para funções lineares.

O resultado expresso no teor. 2.7 mostra ainda, na sua aplicação ao mode-
lo linear com celas ''missíng" formulado em termos de restriçoes no vector me-
dia das celas, que o conceito geral de conecti.vldade de Murray and Smith
(1985) -- definido em termos da estímabílidade linear de 11 na experiencla envo.L
vendo D e o modelo associado p G N(W') - pode ser expresso em termos da iden-
tificabílldade de u . A nossa demonstração da equi.valência entre a identifica'
blli.dade de p e ocarácterisomorfo de M(V) e ]E{', feita ao longo do exemplo l
de 2.1.2, pode assim ser usada como alternativa para provar o critéri.o de co-
nectividade de Murray and Smith. O conceito de conecti.vidade, ori.ginalmente
ligado à localização das celas observadas em tabelas bídlmensionais e relaclo--
nado com a estimabilídade de certas combinações lineares dos parâmetros do mo--

delo de efeitos prlncípaísp passa desta forma a ser sinónimo de Identíficabi-ll
dade do vector média de todas as celas, conceito este que, por sua vez, depen-
de, dono vimos, da configuração observada e do modelo linear postulado.

A equívalênci.a mencionada no teorema 2.7 permite ainda compreender o pol
quê da restrição do conceito de estimabiliddde de funçoes lineares ao de estí-
mabilidade linear. Por conjugação dos teoremas 2.6 e 2.7 fica demonstrado que

0
S

# "
y

-{

Teor. 2.8: Â função AB é identificável sse for estimável.

Este resultado evidenci-a que não pôde haver nenhuma função linear que se--
ja estimável sem ser linearmente estimável, conforme foi referido por Bunke
and Bunke (1974) no seu estudo sobre identlflcabílidade de modelos lineares mul
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tivarlados. A consideração de funções não lineares permite, no entanto, obter
novos exemplos comprovativos de que a identíflcabllídade não Implica estímabl--

lidade (e.g. a função (r) + al + y.)2 citada no exemplo l onde a2 é desconhece--
do)

Em algumas situações, o domínio de B está restringido a un subconjunto de
]RP , frequentemente traduzido pelo subespaço N(H) onde H é uma matriz txp de
posto t < p. Em consonância con a análise do modelo não restringido, a ídentl
fícabilídade de B é condição necessária e suficiente para que o sí-stema linear
XB = p com B6 N(H), para cada valor da média U das observações, seja deterni
nado. Ora, de acordo com o resultado algébrico contido em Scheffé (1959 ,sec
1.4) - proposição A.3 do apêndice -, o referido sistema, definido por GB = p+ ,

onde g : (X'H'y e l!# : (! Oft\)', é consistente e tem solução Única para todo
o u 6 AI(X) sse M(X') n M(H') = {0} e r(G) = p. Deste modo, assegurada a co.E

sístêncía das n+t equações lineares do sistema, B é identificável sse G tem
posto completo.

Quando alguma dessas condições não é verificada, a classe de pontos obser
vaclonalmente equivalentes é definida analogamente ao modelo não restringido,
com a diferença de que : é encarado como o produto cartesiano AJ(n) x ]Et". co
mo aZ é identificável, a classe de pontos observacionalmente equí.valentes a
13. 6 N(H) é então definida por

[B.] = {B. 6 A](n): B. = B. + a , a 6 N(x)}
+0' +1 'n' :-l bO + + +

onde o espaço nulo de X é um subespaço (p-r)-dimensiona] de ]RP
Numa linguagem de espaços vectoriais (vede, e.g., Nering [1964, pgs.

183/4]), [Bn] é um subespaço trans]adado de dimensão i.nferior a p-r, a sua di-
mensão no modelo irrestrito. Com efeito, se Xílo :!Jo' então [Bo] é o conjunto
das soluções do 'sistema linear não homogéneo em í3 e IRP

GÍ3 = (!o 0'y e portanto, corresponde para yo fixo a um subespaço translada-
do com a dimensão de N(G) que é p-r(G) < p--r. O espaço N(H) fica assim par'
ticíonado no conjunto N(n)/', de subespaços transladados paralelos de dimensão

p-r(G), constituindo ele próprio um espaço vectorial, relativamente a operações
lineares apropriadamente definidas, de dimensão r(G) - vede calmos (1958, pgs
33/4). Note-se que a v]sua]]zação acima de [B.], com B. 6 N(H), reve]a c]ara-
mente que essa classe é formada apenas por Ê. quando e sÓ quando r(G) : p.

Os resultados expressos nos teoremas 2.7 e 2.8 mantêm-se formalmente para
o modelo restrito. A Única diferença está em que as funções vectoriais en caE
sa passam a ser encaradas como transformaçoes lineares de IR.p't dada a sua lso
morf[a com N(H) (Ha]mos [1958, pg 15]), o que redunda em modífiçaçÕes no Grite
río de estlmabilídade linear da proposição 2.1. Relerso1 (1963) estabelece eg.

)
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se novo critério que reproduzimos em seguida para uma exposição mais completa.
Com base nele provaremos a aplicabilidade das afirmações contidas nos teoremas

2.7 e 2.8 a este novo contexto, seguindo o mesmo ti.po de argument:o que foi usa
do para o modelo irrestrito.

Teor. 2.9: Sob a condição B ON(H), a função AB é linearmente estimável sse

a. 6 M(Ç') , i:l,...,s.

Dem. A suposição de que as linhas de .A pertencem a M(G') siga:trica que e--
xiste uma matriz B , sx(n+t) tal que A = B G. Particionando B nas sub-matei
zes B, sxn, e C, sxt, obtemos para todo o 1} G H(H), AB : BX13 : E(BY), o que
traduz a estimabili.dade linear de AÍ3.

+

Reciprocamente, seja AB, B 6 N(!), linearmente estimável e BY um seu es--
ti.Dador linear centrado. Então (A -- BX)B = O/.\ , VB 6 N(H). Desi.gnando por
b! os vectores linha de B, esta Última condição signifi.ca que (a{ - biX)B : 0,
VB G N(H), i.=1,...,s, o que implica que os vectores !i - X'bi ' i=1,...,s pel
tendem ao complemento ortogonal de N(y), i.e., a M(H') (vede proposi.ção A.l
do apêndice) Assin, existem vectores ci 6 IRc tais que al = X'bi + H'ci:G'bÍ'
onde t?Í :(b':')', i:l,...,s, o que revela que ?Í 6 M(G'), i:l,...,s. A

Teor. 2.10 Sob B G N(U), a função AB é i.dentificável sse for estimável
?

Dem. A i.mplicaçao estímabilidade -> identifícabllidade segue-se do teorema
2.6. o recurso aos teoremas 2.4 e 2.9 prova a equivalência entre identíficabl
lídade e estinabi.lídade linear, condição esta que implica obviamente a estímabl
bilidade. A

Naturalnente que toda a função AB identificável no modelo irrestrito é
também identi.fícável num modelo restri.to, enquanto que a proposição recíproca
nao é necessariamente verdadeira. A própri.a função que resulta de AB, suposta

identífi.sável em RP, pela incorporação das restrições Hê : g(t) pode dei.xar de
ser identificável no modelo írrestrito. De facto, pelo que vimos acimap a fu2
ção Identificável ÂB quando restringida a N(H) pode definir-se por !3Ê + CHB

Esta expressão revela que a função pode nao ser identi.ficável em lIRP se a fun--
ção HB.não é identificável (sê obrigatoriamente em:-'casa
de i.dentificabilidade' de HB). Para um exemplo, retomemos o modelo ANOTA

11 considerado no exemplo l de 2.1.2 e consideremos afunção +(B) =H+(\+ x:>1.yj'

claramente Identificável. Inpondo a restrição .>1 .Y.l : 0, cuja função definido--

ra é não identificável, a função +(B) converte-se em U + al' A função transfol
mada é identificável no modelo restrito mas não é identificável no modelo Irre2

J

trato
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A relevância destas considerações não se confina naturalmente a modelos

l.íneares para dados contínuos. Em multas sltuaçoes com dados categorizados
tem Interesse considerar modelos lineares para o vector das probabilidades
multlnomiaís. Um exemplo é dado precisamente pelo problema de dados incomplÊ
tos detalhado no cap. 3) onde certos dados são categorizados completamente e
os outros apenas de forma parcial. No caso de estes se estruturarem em várias
tabelas de frequências, fica estabelecido um modelo linear relacionando o
vector paramétrlco, digamos 0, de todas as frequências multínomlais com o vec-
tor 0 das probabilidades das celas da tabela original correspondente à classi-
ficação completa.

Se todas as tabelas forem parcialmente categorlzadas, pode acontecer que
o sistema linear XO = e, com 1'0 = 1, para cada 0 não tenha solução Única, im-
plicando assim a não ídentíflcabllídade e a não estímabílídade de 0. A mesma

situação pode (ou não) ocorrer se 0 satisfaz adicionalmente uma hipótese li-
near, digamos 0 G N(H). Por exemplo, consideremos o caso simples de uma tabe-
la de contingência original 2x2 com a categorízação observada definida pela in2
triz 3x4 ! de linhas(1 0 0 0),(0 10 0) e(0 0 1 1), onde as frequências suh
jacentes estão ordenadas lexlcografícamente. Representando

E= {0 -(Oll 012 021 022): 0 < 0Íj < 1, íPj = 1,2, 1àg : 1} odomÍnio do

parâmetro índexante do modelo, suposto multínomíal, para as frequências obser-

vadas e +o : D0o a imagem de um determinado 0o G E pela transfornação linear
D , então

[0 ]'-0' DO = @ } # {0 }-- -o -o

Admitamos agora que o interesse reside no ajustamento do modelo de homogeneida
de marginal, definido por À'0 : 0, onde À' = (0 1 -1 0). É fácil constatar
que o sistema linear (P' !z. ?ir9 : (11.: 1 0) tem uma solução única para cada

o basta verificar que cada 0Í.i é estimável -- e, por conseguinte, o parame'
tro passa a ser identificável sob a hipótese de homogeneidade marginal.

2.1.5 Formas de identificação do modelo

Como já fol referido, nos modelos não identificados existem, em geral,
funções identificáveis que podem caracterizar igualmente a estrutura do mode-

lo. A reparametrização do modelo com base numa dessas funções que induzem a
partição ídentífícante constitui um meio de obter um modelo ídentífi.cado. Por

exemplo, no modelo log--li.near ordinário (vede exemplo ll de 2...1.2) para o
vector probabilidade das q celas de uma tabela de observações multínomiaís,
y, a função de probabilidade depende de B através da funçad ídentifícante

loê : l?g0. Omodelo ZIN,B 'w M(N,elp(XoB)) com I' e:p(SoB) : l
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pode então ser convertido para o modelo equivalente ZIN,0 '\.-) M(N,0) com

lí0 : 1 e l?g0 6 N(W'), onde W é uma matriz qx(q-r) base do complemento or--
togonal de M (X.)

Esta reparametrízaçao identifícante afigura-se extremamente ' convem.ente

quando o objectivo inferenclal se centra na função identiflcante ou em funções
dela. Quando a não identificabllidade do parâmetro ori.glnal deriva da sobrepa
rametrização da especificação adoptada para o modelo, há sempre uma possibilí--
dade de reparametrlzação por redução da dimensíonalldade do espaço paramétrlco.
Por exemplo, no modelo linear normal (exemplo l de 2.1.2), a existência de ape-
nas r < p elementos de B funcionalmente independentes justifica que possamos

particionar a matrí-z X de especificação do modelo en (X.Xo) onde }l é (nxr) de
posto r. A sub-matriz X9 é então defina.da por X9 : XIE , onde as colunas da
natriz rx(p--r)E descrevem os coeficientes das combinações lineares das colunas
de XI definidoras das p--r colunas de X?. Desta forma, o modelo li.near origi.nal
é converti.do no modelo de posta completo, y = X.6 + u, onde 6 representa a fu=
çao ídenti.fi.sável BI + EBo' Este tipo de reparametrízaçao defronta-se, toda-
via, com o problena de interpretação do novo parâmetro, o qual pode mesmo ser
desprovido de si.gnífícado no contexto do problema.

Naturalmente que este tipo de reparametrlzaçÕes não esgota as formas de
obtenção de um modelo identi.ficado. Vimos já que a função de verosimilhança de
um modelo não identificável é, essencialmente para quaisquer conjuntos de dados,
uniforme eln cada classe de equivalência. Assim, uma realização amostral dá ape-
nas i.nformaçao sobre a classe a que pertence o verdadeiro valor do parâmetro,
nao conseguindo atribuir a este um valor pertencente aquela classe de equivalên-
cia. DaÍ que a imposição de restrlçoes no espaço parametrico, vi.sando a si.ngu--

larização de cada classe de equivalência, constitua um processo .de Identificação
do modelo, ali:4s,ç? mais apli.cada no contexto clássi.co.

Em ordem a clarificar as condições nas restri.does exigidas pela identlfi.cação do
modelo, suponhamos que + é uma função identificante de moda.que [0.].=tOçZ:+(9):+.} ,

onde +. = ©(0.) e defínamos o espaço paramétriéÕ restringido por !eÍ6Gg:À(0) : 0}

Nestas conde.çÕes, como referimos em2.1.1., ié ídent]fícáve] sse cada [0.] é síngu
rü(D).= ü

larízadopor X(0):0 isto é, sse o sistema IX(0) = O ten solução única :em cada
[o.l.] G :/.«. É fácil constàtaf desde jã que' o 'objectivo:pretendido não pode ser
preencha.do com uma função À(0) identificável. De facto, se À.(0) for identi.ficá-
vel, pela definição 2.4 haverá classes de equivalencía'Incompatíveis com o valor
0 para À(0) e, por conseguínt:e, o referido sistema não será consistente para to-
das as classes de E/n«. Not:e-se ai.nda que as classes conpatÍveis, em número de
pelo menos uma (haverá apenas uma se À(0) for adicionalmente suficiente) não te-
rão a sua dimensíona]ídade reduzida, pe]o que =/.« = {10] 6 :/h:À([0]) = O}, oque
significa que o problema de não Identlflcabllidade se manterá em i



É um argumento deste tipo que justifica que a dímensíonalidade de cada
classe de equivalência cor.respondente ao modelo log--linear para dados Poísson
(exemplo ll de 2.1.2) se mantenha em cada classe de equí.valência, compatível
com as restrições naturais, relativa ao correspondente modelo log-linear para
dados multinomíaís. A não ídentlficabllldade deste último modelo pode deduzíl
-se directamente em termos do sistema não linear
r X.B = logo. exp(Xa)

cuja solução não é claramente Única, para cada 0

O processo de Identificação de 2 através da imposição das restrições con

sistentes, 3(9) :(ÀI(0),...,Xt(0))': 9(t), com ÀÍ(9), i.:l,...,t não Ident:L
fícáveis, pode ser visto em termos sequenciais. Suponhamos, sem quebra de ge
neralidade, que o ponto escolhido para representar cada classe de equivalência
pertence a : e denotemos por :.i o espaço paramétrlco restringido pelas conde--
iões À..(Q) = 0, i=1,...,j (:. : Ê). A Imposição, em primeiro lugar, de
À.(0) : 0 imp]]ca que em cada [0.] 6 2/'. haja apenas a]guns pontos compatíveis
com ta] restrição. Designando [0o]l: [0o] n :ls a af]nnaçao anterior signifi-
ca que a dimensíona]idade de [0.]. é inferior à de [0.]. ]mpondo agora

n\J J. n\J

À2(0) : 0, obtém-se [0o]2 à custa de [0o]l por e]ím]nação dos pontos ]ncompa'
tívels com tal restrição e assim sucessivamente. Se a dimensi.onalldade de cada

[0o]j 6 :j/''' é superior a ], impõe'se nova restrição, Àj+l(0) : 0, de modo a
obter a classe de dlmensionalídade ínferi.or, [0o]j+l' Este processo sequencial
para quando se conseguir a singularízação de cada elemento de 2/'u. Se isto a-
contece após a adição de À.(0) : 0, então Et./'b = {te}, 0 6 =t..} , estabelecendo
a desejada ídentífícabllldade do modelo.

Em várias sítuaçoes) [0.] é definida por equaçoes ]]neares e as restriçoes
impostas são definidas em termos de funções lineares. Concretamente, sejam
C e A = (À,...À.y as matrizes representando a$ transformações lineares de 0

definidoras, respectivamente, das classes de equivalência e das restrições. Ne.g

te caso, os resultados matemáticos sobre sistemas lineares permitem-nos definir
condições necessárias e suficientes para a unicidade da solução de
co = co. : ü
AO : O, .

loelp(X.B)o: I' equivalente a ! .exp(Xa) : 8o ' onde B : (r) !'y
0

0

L X),
.q-' '

Em particular, a não identlficabllldade de AO é condição nl
cessária e suficiente de consistência do referido sistema.

De facto, pelos resultados de 2.1.4, AO é não Identificável sse é não (linear-
mente) estimável sse À. # M(Ç'), i:l,...,t. Isto é, AO é não identificável sse
nenhum vector não nulo de M(A') é vector de M(C'), ou equlvalentemente, sse
H(A') nM(C') = {0} . Mas, pela proposição A.3 (apêndice), esta conde.ção é ne-
cessária e suficiente para a consistência do referido sistema linear, para todo



q1. 6 M(C). Neste contexto, a condição de as linhas de A e de C serem mutuamen

te linearmente í.ndependent:es, citada já em 2.1.4 para o modelo linear normal,
nao é mais do que a condição de nao identificabilidade da função AO, como fol
destacado por Relerso1 (1963). Uma vez assegurada a consistênci.a, o sistema
terá solução única se o posto de (C'A'y é igual à dimensíonali-dade de 0, diga
mos p. Se o posto de .C é r < p) sendo assim suficiente definir t = p-r restri-
çoes) o sistema é então consi.stente e de solução única sse AQ e não identifica
vel e A tem posto completo. Neste pressupostos o exprine'se como uma função
linear da função ídentlficante V = CO , mais precisamente, como 0=(C'C+A'4)''C'+
o que evi-dencia a identificabilídade de ã

Para i.lustral o processo sequencial de i.dentificaçao do espaço parametri.-
co, consideremos o modelo ANOVA de 2 factores, sem interacção e com uma obser-
vação em cada uma das ab celas. Suponhamos) para fao-lidade de exposição) que
aZ é conhecido, o que não altera a questão .de fundo, jã que a não i.dentífi-cabi-
lídade do modelo linear normal se prende con a não identifícabilidade do parãinS.

tro B. O modelo é assim especificado pela matriz X nxp com n : ab e p : a+b+l,

traduzi.ndo as relaç-Ões E(yj.jlB) = Uij : n + aj. + yj ' I':l,...,a ; j = 1,...,b,
onde B:(ílal '.. aaYI '''Yby 6: = RP. Oposto deXé r= p--2e para
umdado eo : (T)o ao.. o o...yo) 6: , é fácil verificar que

[Bo] =ÍB6 :: XB = XBo} =tB G E: n = T]" + c + d; aí: a:.-c, Vi

Vj;c,d 6 ]R }

Para uua simplificação adicional consideremos a = b = 2) pelo que

X:(11:2'.':5)' com :1: !4 ' :2 :(l l0 0y, :3 :(0 0 1 iy, :4:(1 0 1 0y
e:5:(0 10 1y. Imponhamos arestriçãoÀ'B = 0, ondeA.':(0 110 0), que

é apropriada, já que ÀI 4; M(X') (teor. 2.6).. Então 21 é o subespaço tetradí
mensíona[ de R' , A](ÀI) e [Bo[l : [Bo] n N(XI). A dinensiona]idade das clas-
ses de equ]va]ência passa de p-r : 2) já que cada [B.] é un subespaço transla-
dado de dimensão igual à de A/(X), para p--(r+l) = 1, pelo facto do sistema li-

near E 6 [Bo] n N(. À') ser consistente e, em consequência, cada [Boll corres
ponder a um subespaço transladado de dimensão igual à de N(GI), onde
G. : (!Ç'1l)' tem posto r+l (vede sub-secção 2.1.4).

A adição desta restrição conduz à e]imínaçao dos pontos de [B.n] correspo2
dentes a c # 0 e assim para li. 6 =l

[Boll: {B 6::-GIB=GIBo]: {B : rt:Qo+d; alnoi' i=1,2; vj:vj'd'
j-i,2,d 6 :1Ü

Para conseguir a identificação do modelo falta, pois) adicionar mais uma res--
tríção, necessariamente' independente linearmente da anterior - caso contrario,
o conjunto :i/n permaneceria Imutável. Suponhamos então que pretendíamos i.m-



por Àjf3:0onde À! =(000 1-1). Como À.=G:acom a=(1-1 000)',
+.)+ nJ n J +J.+ +

X:B é í.dentificável (teors. 2.8 e 2.9 em 2.1.3) e, portanto, Inadequada pa-
ra o fím em vista. Note-se, a est:e respeitos que À1lB = Ull ' U12 ' o que mol
tra que seriam removidas de gl/', todas as c]asses [B.]i para as quais as duas
primeiras componentes de XB. são diferentes. As restantes, onde se incluí a
classe AI(G.) , seriam mantidas sen redução de dimensll-onalldade e assim, no sulE

espaço tr]dílnensiona] de ]R{ N(4) com A ; (4t 4ly, manter-se-la o problema
da não ídentíficabllídade. A adição de À;B: 0 com B? = (0 0 0 1 1) já resolve
o problema. De facto, a não ídentíficabílldade de À;B segue-se de X9 não per'
vencer a M(G:) e, por outro lado, a imposição de 4;0 = 0 remove de cada
[B.]l 6 :l/'' os pontos correspondentes a d # O, pe]o que

[êol2 : [goll n N(};) : {e 6 :: ç2Ê : ç2êo ' g2: (çl. à2y} : {Ê.}
A i.dentiflcabílidade do espaço paramétrico restringido, N(U), H : (XI X2y,

pode verificar--se alternati.valente em termos da formulação das restriçoes em e-
quaçoes livres. Designando W uma matriz pxr base do complemento ortogonal de
M(n'), então HB = 0,. .. , r(H) = p-r <->B = WÓ, (5 6 R', o que permite func12

-\P'LJ - - -- -

nar directamente em termos do espaço parametrico reduzido ]R'. Para um dado
6. 6]R: temos então]õ.] =Í6 G]Rr: Z6 = 26.}=Í6.} pois Z = XW tem posto com-
-o ' -o' - -- --o -o' - -- '

pleto. No exemplo concreto analisado podemos tomar
l o o o o
0 1-1 0 0 l correspondente à escolha de $ : (n al yly, e asse.m
o o o l -l

l l l l
l l -l -l

l -l l -l

Naturalmente que a identificação do modelo não exige que as 2 restrições li
nearmente Independentes sejam aquelas que considerámos acima e que correspondem
às restrições >1 a. = >1 y. = 0 habitualmente usadas na literatura dos modelos li-

neares, e Igualmente, nos modelos log-lineares para dados categorizados, dada a
semelhança estrutural com os modelos ANOVA. Essas restrições têmavantagem de
permitir interpretar os efeitos principais no modelo restringido como desvios
dos efeitos correspondentes no modelo Irrestrlto de cada nível de cada factor
relativamente ao efeito médí.o do respectivo factor. Ou equívalentemente, como

desvios da média de cada nível de cada factor relativamente à média geral

i J

Obtido um modelo identificável, a arbitrariedade da estimação desaparece
naturalmente. Por exemplo, no que concerne ao modelo linear normal identifica
do pelas p-r restrições nB =o , o sistema das equaçoes normais restringidas
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onde Õu é o vector dos multiplicadores Lagtangí.anos, tem solução Única devido
à não singularidade da matriz dos coeficientes -- note--se que M(X'X) = M(X')

Neste ponto, torna-se Importante compreender que as inferências sobre
funções AB i.dentífi.cáveís no modelo irrestríto não varian quando se funciona
en termos do modelo i.dentíficável N(H). Com efei.to, a não ídentifícabilídade
de HB é equivalente a afirmar que M(X'X) n M(H') : {0}. Recorrendo ã propos.L
ção A.3. do apêndice, esta condição é necessária e suficiente para a consis -

lx'x l lx'vl

das equaçoes normais restringe.das com êH : 0 , V y 6 ]R". Isto signo.fica que
toda a solução Bu das equações normais restríngi.das é solução das respectivas
equações não restringidas sse as restrições são defi.nadas por funções não i.den

tíficávels. Deste modo, a soma dos quadrados residual (y-XBHy(y-XBti) coínci--
de com a respectiva soma de quadrados para o modelo irrestrito, o que, alias,
deixa transparecer a impossibilidade das restriçoes HB : 0 serem testadas.

Admitamos então que o objectivo é testar a hipótese ÂB = 0, suposta con-
sistente com o modelo N(H). Por aplicação ao novo sistema de equações nor-

. 1 , Vy 6.IRn , o qua]. corresponde ao sistema
o J

tangia do sistema 1.'

mais
XtX A' H' ÊA,H 'x'y'

4 9 g l le«
0

1 9 9J LÊ. 0

de um argumento sini]ar ao da proposição A.3 (vede, e.g. Rei.erso1 [1963]), co2
cluímos que toda a solução BA.H e solução do sistema de equaçoes normais reli
tívo ao modelo N(A). Por conseguinte, a estatística F usual para testar a hi-
pótese B 6 N(A) não difere com a Imposição de restrições visando a identifica-
ção do modelo. Deve, contudo, sublinhar-se que a hi.pótese a testar quando mo--

dífícada pelas restrições HB : 0 pode deixar de ser testável no modelo irrestr.L
to, dada a nao identíficabilldade de UB.

Fica assim patente o duplo papel que as funçoes nao identificáveis desem--

penhan, o de assegurar a construção de um modelo Identificável e o de não ''per'
turb.ar'' as Inferenclas sobre as funçoes Identificáveis. Estes aspectos perdi'
tem compreender os dois meios usuais de análise ''clássica'' do modelo linear nol
mal quando formulado em termos de equações livres: conversão prévia para um ng
delo Identificável, ou uso de uma estimativa do parâmetro original, obtida ã cu2
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ta de uma inversa generalizada X'XPou de imposição, unicamente ao sistema de e
quaçÕes normais, de restrições não Identificáveis suficientes para o tornar de
terminado.

2.2 A identífícabi-lldade no Contexto Bayesiano

2.2.1 Conslderaçoes e instrumentos preliminares

1. 0 conceito de ídentífícabílídade na Óptica Bayesiana não se tem mostrado pa--
cífíco, já que se podem encontrar na literatura estatística varias definições
que não são equivalentes àquela mencionada na secção anterior e que é habitual-
mente usada pelos partidários da Inferência clássica

A razão da controvérsia materializada na existência de vários conceitos al-
ternativos reside na própria estrutura do modelo Bayeslano, cuja formação exige,
para além do modelo clássico, a consideração de uma estrutura mensurável B e de
uma medida v no espaço paramétríco.

Como afirma Zellner (1971): ''...there ís a need to broaden the concept of
ídentifi.bati.on to allow for the more general klnd of prior Information used ín
Bayesían analysis". Nesta optícas Zellner define no caso dominado a nao ídentl
ficabilídade de um modelo parametríco relativamente a outro modelo através da l
gualdade das respectivas probabilidades marginal.s das observações. Com a mesma

preocupação e ligando o conceito a aspectos inferenciaís, Leader (1978) usaa ex-
pressão ''i.dentífied in probabllity'' para caracterizar um modelo para o qual a
distribuição à posteriori é propría) Independentemente do conjunto particular de
dados obtido. Drêze (1972), na sua análise do modelo econométrico de equações

simultâneas, apresenta uma outra visão cole base na interpretação de que ''From
the Bayesian vi-ewpoint, classical Identiflcation theory i-s really concerned
wíth local uniqueness of posterior Bodes''

Uma outra contrapartida Bayesíana ã definição usada na secção anterior (vl--
de, e.g., Dei.st]er and Seífert [1978]) consiste em considerar i-dentíficável todo

o modelo estatístico para o qual a aplicação g -> PO(A), VÂ 6 A é injectiva a me-
nos de conjuntos v-nulos. Neste sentido, uma função paramétrlca B-mensurável é
identificável se é ídentifi.sável no sentido usado em 2.1,v - quase em toda par-
te. Outros autores, tais como Florens et al. (1983, cap. 4) utilizam o termo

ídentífícabílídade no senti.do em que ele é utilizado para descrever uma relação
entre duas sub-a-ãlgebras em qualquer espaço de probabilidade. Mais concretamen
te, o modelo Bayesíano é consideradoídentlfícável se a a--álgebra B coincide es--
sencialmente com a a-álgebra gerada pelas funções B--mensuráveis PÊ(A), VA 6 A
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Nesta controvérsia dentro da literatura Bayeslana sobre a definição do co=
cento de identíflcabllidade, destacam-se ainda os apologistas de que tal corcel
to é uma característica do modelo , (y,A{Pa: 0 G :}), sendo pois independente
da estrutura de medida definida sobre 0. 'Na linha de Barankín (1960), Kadane

(1974), no âmbito do caso dominado, é categórico: ''... identlfícatlon :Ls a

property of the líkelihood functíon and is the sabe whether consldered classlcal
ly or from the Bayeslan approach''

A ídéla de ídentiflcabllídade subjacente nesta secção está em consonância
com essa Últi.ma vi.são, partilhada ainda por Drãze (1974). Contudo, um dos prí=
cipais objecto.vos desta secção está em p8r em relevo, num quadro relativamente
geral (e não apenas em casos específicos como aquele em que o espaço amostral é
di.screto), a dualidade entre conceitos correspondentes da teoria da suficiência
(amostral) Bayesíana e da teoria da i.dentlficabilidade. Com esse flm, generall
zaremos em 2.2.2, na linha do tratamento de Piccl (1974), os conceitos de éden--

tlfícabi.cidade e suficiência paranétrícas de modo que as definições dadas em

2.1 sejam válidas quase sempre relatívatnente à medida à priori v usada. Isto
permitir--nos--á adi.cíonalmente estabelecer relações entre tais conceitos e os du
aís de correspondentes conceitos da teori.a da suficiência clássica.

Esses conceitos estendidos serão rotulados com o termo adiei.onal "Bayesiano''
em ordem a diferencia-los dos conceitos usuais que não envolvem o tecnicisno do
''v--quase em toda a parte". Naturalmente que é fáci.l arranjar exemplos de node-
los não identificáveis que são Bayesíanamente identificáveis no sentido acima
(vede, e.g., F]orens et a]. [1983], cap 4]). Para os modelos Bayesíanos usuais,
todavia, esses dois conceitos coincidem frequentemente, como o í].ustra o seguia--
te nodelo para o exemplo 111 de 2.1.2:

Exemplo: Vimos que o modelo Polsson condicional P.. traduzido pela distribuição
BÍ(N,UI/(pj+p2)) é claramente não Identificável. 'Adoptando para E : (pl'p2)'.umaL J. Z. n Xl+l

medida de probabilidade ã priori v equivalente à medida de Lebesgue en IR'xIR'
(e.g., caracterizada pelo produto de distribuições gama) não é possível escolher

um borelíano Bo do 19 quadrante de IR2 com v(Bo) : 0 tal que a função H->PU(.),
p 6 (11L+)2 - B. seja Injectiva. Por outras palavras, este modelo é não ídentlfl
sável em ambos os sentidos .

#

Observação 2.3 - O termo identiflcabllídade é ainda usado noutros sentidos na
literatura das Probabilidades e Estatística, como no conceito de Identífícabll.}
dade forte entre duas sub-a-álgebras (vede apêndice B.3). Num contexto Bayesll
no, a í.dente.ficabi.lidade forte de B por A inplíca o conceito de ídentlficab:Llí-
dade de F].orens et al. (1983) referido acima e pode relacionar-se ainda com um
outro conceito da Teoria das Probabilidades, o de ídentíflcabilidade de misturas
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Observação 2.4 - Uma análise detalhada de vários destes conceitos de Identí.fi
cabllídade e das suas enter--relações, bem como da sua ligação com correspon--
dentes conceitos de está.Habilidade, encarados no sentido de existência de es-
tlmadores consistentes, pode encontrar-se em Florens et al. (1983, caps. 4, 5

7)e

2. Em ordem a preparar o terreno para por en evidência a dualidade entre os
aludidos contei.tos Bayesianos da teoria da ídentífícabílldade e conceitos cor-
respondentes da teoria da suficiência amostrar - objectivo da próxima sub-sec--
ção - torna-se necessário definir rigorosamente a estrutura em que se apoia a
abordagen Bayesíana, o que é feito detalhadament:e no apendice B.2. Llmítar-
-nos-erros agora a resumir os aspectos básicos e a descrever a notação que será
uti.lízada.

Consideremos então o modelo estatístico ''clássico'' (y,A,P), p': {P.: 8G:}

e o espaço de probabilidade à prIorI (=,B,v). Será admitido que a a--álgebra B
é seleccionada de modo a que as funções 0-> PA(A) para todo o A G A, seja mensg

ráveís relativamente a ela. Desta forma, 'Po(Â) representa uma função de
transição de (=,B) para (y,A). '

O teorema generalizado da medida 'produto permite então definir np espaço
(n,F), onde Q=2xy e F = BxA representa a a--álgebra produto, a medida produto

u : v x Pa cuja restrição à classe de rectângulos mensuráveis B x Âs B OB
A 6 A é definida por

)

u(B x A) = .rPo (Â)v(d9) (2.12)
No modelo estatístico Bayesíano assim construído, (n,F,p), as observações

e o parâmetro podem ser visualizados através das funções de co = (Q',y')' 6 Q, F
ui'avels)

y(11) = Z As sub-álgebras (abrevlação de

sub-a- álgebras) de F Induzidas por
0 e por y , denotadas por F e por F

H v

sao as a--álgebras geradas pelas clas-
ses dos cilindros {B = Bxy, B(#!} e
{A = 2xA, AoA} respectivamente., i.e

F :Bky e F = ExA. Assim, 1: V F = atBUA: BOB , AGA} corresponde aF
o:'': ''y '' o y

A expressão (2.12) traduz então que v(B) = p(E), V Bçg , ou seja, a medida

de probabilidade à prIorI pode ser Identífítada com a restrição de U a . F=. Do

mesmo modo, a medida de probabilidade marginal em (y,A), P(A) : J'P0(A)v(dO) tra-
duz a restrição de u a F

y

(Q,F)



Admitiremos ao longo de toda esta secção que (y,A) e (E,B) são euclldeanos,
expressão esta usada para descrever um espaço mensurável onde o espaço e um boro
liano em R" para algum n e a respectiva a-álgebra é a classe de todos os borelí
anos desse espaço. Neste contexto, a função de transição P.(A): ExA -> [0,1] es-
tá associada a uma versão regular da probabilidade condlcio;ial p(All:.). Do mes--

mo modo, podemos definir, associada a uma versão regularde Li(BIF.), ãma função
de transição de (y,A) para (g,B) v.(B): y x B -> [0,1]. AssímZ
Q = {v.,:116y} define uma famÍli.a de medidas em (E,B) denominadas medidas de pro

babilidade ã posteriori. Nestas condições, (2.12) é equivalente a

0

U(B x A) : .fv.,(B)P(dy)

o que revela que a medida produto p = v x Pa admite também a decomposição

u = P x v.,. Esta dupla deconposiçao de U será designada, para usar a termo.nulo--
gía de FIÕrens et al. (1983), por regularidade do modelo Bayesiano. Sob as asas
de um modelo Bayesiano regular fica portanto definido o modelo (=,B,2), o deno-
minado dual Bayesíano de (y,A,P)

Sob a hipótese de (y,A) ser euclideano e de P ser dominada por uma medida

a--finita m, a selecção de uma versão F--mensurável, f(Zl0), de dPA/dm leva que
o modelo Bayesíano seja dominado, entendendo--se esta dominação no :entido em que
p << v x P. Com base no uso de uma versão de dp/d(v x P), torna--se possível defi.
ni.r versões regulares das probabilidades condicional-s li(AIF.), A 6 A e

u(BIF.), B 6 B e assim assegurar a regularidade do modelo Bayesiano com a parti-

cularidade de P <=> P e de q <=> y, onde <=> denota a relação de continuidade
absoluta mútua.

A

0

y

(2. 13)

O facto de E estar munido da estrutura mensurável B leva--nos ã consideração
de funçoes de 0 B-mensuráveis. Por analogia com o significado de estatística no
contexto clássico, utilizaremos doravante a expressão estatística parametríca no
seguinte sentido:

Def. 2.8: A função + = +(Q): E -> O é uma çstatÍstlca paramétrlc4 (real) se +

é uma transformação B-mensurável, de 0 (com valores reais) relata.valente a uma

a--álgebra BI definida em Q (BI é a a-álgebra dos borellanos de ©), o que denota
remos por !: (:,B) '- ($,BI)

Omítlremos, por vezes, a designação paramétríca quando nos reportamos a tais
funções, desde que no contexto não surja qualquer possibilidade de confusão com
estatísticas amostrals .



As estatísticas paramétrlca. +: (:,B) -' ($,B.) e amostrar t: (y,A) -- a',A.)
serão Identificadas pelas sub-álgebras Induzidas, respectivamente B,.= +'1(BI) a8
e At. : t''(AI) a AI. Estas definem em Q as transformações compostas F-mensurá--

vela + = +o 0 e t : toy, por sua vez índutoras das sub-álgebras de F ,

'l: q "v . ;: :*"!
Em virtude das hipóteses assumidas sobre os espaços (y,A) e (=,B) fica asse

guiada a existência de versões regulares das probabilidades condicionais em (Q,F)
dado qualquer sub-álgebra de F . Adoptando a táctica de identificar as sub--álge-
brasCaB eDaA comCxyaF.e :xDaF , denotaremosarestríçãoa

(E,B) duma versão regular das probabilidades U condicionais em C, A V C (Iden-

tificação de 1:. V.(C x y)) e D respectivamente por vC' vAVC e vD' Neste sen-

tido, vA(B) traduzirá a função de transição acima designada por vv(B), B 6 B. Do
mesmo modo, a restrição a (y,A) duma versão regular das probabilidades u condi-
cionais em P, BVI) (identificação de F y (:xP)) e C serão designadas respecti-

vamente por PD, PBVI) e PC' Assin, a função de transição PO(A) passará a ser re--
presentada por PB(A) .

Q

y

0

2.2.2 - A dualidade entre a teoria da ídentíflcabllldade parametrica e a
teoria da suficiência amostral

2.2.2.1 - A suficiência parametríca Bayesíana e os conceitos Bayeslano e
clássico de suficiência amostral

1. Em 2.1.1. vimos que a definição de suficiência parametrlca pode ser caracte
rezada em termos da factorlzação das medidas Pa, 0 6 :s estabelecida no teorema
2.2. No actual contexto, esse teorema pode se; reformulado de modo a tomar em
consideração a natureza de PA(A) como função de transição en : x A. Assln:

Teor. 2.11: A estatística !: (:,B) -> (T,BI) com !(=) 6 BI é suficiente sse exíg.
te uma função de transição P.'(.) em TxA tal que para todo o A 6 A ,

Po(A) = Pv(o) (A), V e6S

Dem. A Implicação ''se'' está demonstrada no teorema 2.2. Provemos então a Impli-
cação ''sÓ se". A hipótese de 't ser suficiente implica que para cada A 6 A a fu=
ção Y.(0) : P.(A) depende de 0 apenas através de x(0). Ou seja, para cada A oA
a função y.: t:,B) -> ([0,1],B.), onde B. é a a-á]gebra dos bote]íanos de [0,1],
é uma estatística real B,-mensurável. Existe então (prop. B.1.3 e observação

subsequente) uma transformação mensuráve] pA: (T,BI) -> ([0,1],Bo) tal que



yA pA o v' A função pA está definida em Ta menos de conjuntos de medi.da vr
nula, já que qualquer conjunto B.--mensurável incluído em T-!(:) tem como Imagem

i.nversa por ! o conjunto vazio. Pelas hí.póteses sobre Pe(A), pAo T constitui
uma função de transição em T(:) x A. Como !(:) 6 B., essa função de transição

pode ser estendida a Tx A, fixando-a para todo o T. GT-x.(:) Igual a uma medida
de probabilidade arbitrária em (y,A). Denotando tal função de transição
Tx A -> [0,1] por P,(A), fica assim demonstrado que para todo o A G A,

P.(A) (A), V'O G :. A0 '"' ''t(0) '''' ' ' :

l

Dado que uma estatística suficiente não é, em geral, uma função injectiva
de 0, este resultado inda.ca--nos que é i.mposstvel extrair dos dados ínformaçoes
sobre 0 tao detalhadas quanto se queira. Designadamente, torna-se impossível
que a observação de y permita discrininar : para alén dos conjuntos que formam

a partição nele induzida por !. Estes conjuntos são os átomos (vede definição no
apêndice B.l) de BT ' sendo elementos de BT se os conjuntos unitários {!}, !6T.(:),
integran Blp como acontece se T é uma estatística real. Note-se que a função de
transição P.(A) do teorema 2.11 corresponde, na notação definida em 2.2.1 e B.2,
a P. (A) e a'Pn (A)

T

2. Esta caracterização pode, pois, ser usada alternativamente como definição de
uma estatística suficiente (como faz Pico [1977]) e, por extensão, de uma sub-á.L
febra suficiente (caso de F]orens et a]. [1983, sec. 2.3]). Em consonância com

a linguagem mais geral e abstracta da teoria da sufíci.anciã clássica, optaremos

aqui pelo tratamento dos conceitos da teoria da ídentifícabilidade em termos de
sub-álgebras parametrlcas. A sua especi.alização a estatísticas é feita natural-
mente pela consideração das respectivas sub-álgebras induzidas. A sua parti.Gula--
rização a partíçÕes e funções arbi.trárías é entendida através das sub-álgebras
por elas Induzidas (vede apêndice B.l).

Por outro lado, tendo em conta o referido em 2.2.1, estenderemos o conceito
de suficiência parametrlca de modo a que a verificação da aludida factorízação de
v-quase todas as medidas PÂ nao Invalide a caractere.zaçao de suficiência. Assíms
numa extensão do teorema 2:11 diremos que

Def. 2.9: A a--álgebra C c=B é suficiente Bavesiana se

VA 6 A , Pn(A) : Pn(A) [v]

Atendendo ao significado das funções no espaço produto subjacente, esta de
fínlção traduz que para cada A OA a probabilidade condicional u(AIF.) tem uma

versão C x y--mensurável, iguall} -essencialmente a U(ÃICxy). Notando que

0



C x yc] F., fica patente pelo corolário B.3.4 (apêndice B.3) que esta def:Lniçao
é equivalente à Independência condicional de F. e F:dado C x y, F. .U. ral cxy

É neste sentido que deve ser entendida a notação mis simplificada, A.;..LI BIC, que
uti.lízaremos doravante. Pela sínetrla do conceito de independência condicional)
a definição 2.9 torna-se equivalente a B .LL AIC, o que, por sua vezp significa
que as probabilidades condicionais atEI (C x y) V F.] e u(ilC x y) são U--essen-

cialmente iguais para todo o B 6 B (proposição B.3.2 do apêndí.ce B.3). Por con-
seguinte, fica estabelecido que

y

y

Prop. }!Z: A a-álgebra C a B é suficiente Bayeslana sse verificar uma das se
guintes condições equivalentes:

i) V A 6 A , PB(A) : PC(A) [v]
í.l.) B .Ü Alc

j.íj.) V B oB, vAvC(B): vC(B)[v]

A condição í), ao indicar que cada elemento da família de funções
{y.(0) = P.(A); A 6 A} tem uma versão C-mensurável, revela que cada yA é essenci-
almente constante nos átomos de C, ou, por outras palavras, que essencialmente
todos os elementos de cada átomo de C são observacionalmente equivalentes. Em
termos ínferenciais, torna-se Impossível que o processo observaclonal opere qual
quer refinamento dos átomos de qualquer sub--álgebra suficiente, na direcção dos
átomos mais finos de B. Esta asserção é Inequivocamente evidenciada pela conde
ção 111) ao traduzir que a amostra observada não contribuí en essência para o a'
profulidamento do nosso conhecimento à priori sobre ! quando condicionado em C
Essencialmente dentro de cada átomo de C, a distribuição à priori não sofre qual
quer actualização. Noutros termos, a experiencla Bayeslana condicionada numa

sub-álgebra parametrica suficiente é, na pratica,totalmente não informativa so-
bre U.

No contexto de uma estrutura Bayesíana9 a suficiência da sub-álgebra Da A
pode ser analogamente definida por qualquer das condições equivalentes

Í') V B 6 B , vA(B) : \b (B) [P]

í.i') A .Ü B to

Í.j.Í.') V A 6 A, pBvD(A) : pD(A) [P]

A condição I'), traduzindo que a função v.(B), para cada B 6B apresenta
;. 7)--mPnn.-r;vnl (otl eauivalentemente,'que quase todas as medidas V. devensuma



pendem de y através dos átomos de 1)) é vulgarmente usada como definição Bayesíana
de suficiência amostral. A condição iíí') está próxima da definição clássica,
uma vez que, aparte a reter;nela ao conjunto P--nulo e nas condições de i.dentifi--

cação de PBVD(A) com PO(AID), revela que cada probabí.lidade amostral condicionada
en 1) não depende de 0.' A comparação de cada uma destas condições com as corres--
pondentes condiçoes da proposição 2.2 deixa transparecer a dualidade entre os con
centos Bayesianos de sufící;nela no espaço parametríco e no espaço amostral, prí--
melramente evidenciada por Barankin (1960) e posters.ormente desenvolvida e gener2
llzada por Plccl (1974, 1977) e Florens et al (1983).

3. En virtude desta dualidade, é de esperar que o conceito de suficiência paramg

trica Bayesíana num modelo regular esteja associado a uma caracterização de sua--
ciência com respei-to ao mode]o (:,B,2) forma].mente análoga à definição clássica
(vede Ha[mos and Savage [1949]) de suficiência amostra] com respeito a (y,A,P)

Con efeito, suponhanos que CaB é uma a-álgebra tal que para todo o B G B
existe uma função real ilIB C-mensurável satisfazendo

vy(B n c) : J@B dvy ' v c 6 C , y 6 y

onde Q = {v.: y 6 y} é a famÍli.a de medidas de probabilidade ã posteriori.. Ou SS.

ja, @B é uma versão comum de vv(BIC) para todo o v.F 6 Q. Como tnostramos em B.2,
se C for tal que v.,(BIC) admite para todo o y G 9 uma versão A V C--mensurável
(condição assegurada pela separabi.lidade de C) então essa versão, en Gn ,F), cole

ode U-essenci.almente com vAVC(B). Consequentemente, para toda a probabi.li.dade
preditíva P e fazendo On = Wa o 0 , temos

VB 6B, utSIF.v(C x y)] : @ntU](2.14)

Do desenvolvi-mento de anbos os membros da relação defínldora de vAV C(relação
(19) em B.2 con F: substituído por C x y), traduzido pelas relações correspondem

dentes a (21) e (23) de B.2, obtemos fazendo AI = y

y

g

v(B n BI) : J vy(B n Bt)p(dZ) = .f [.f vAvC(B)$y(do)]p(dZ)

onde v., é agora a restrição de v. a (Z,C). Considerando (2.14) resulta

v(B n Bi) : J %(g) J'$y(do)p(dy) =J'.vB(o)o(dg)

o que significa que a versão comum C--mensurável das probabilidades ã posteriori
condicionais é uma versão da probabilidade à priori condicional v(BIC) : vC (B)
Deste modo, (2.14) traduz a suficí.anciã Bayesíana de C pela condição llí) da pro
posição 2.2
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Reciprocamente suponhamos que C é suficiente Bayesíana. Da relação (24) de
B.2 correspondente a vAVC obtemos para todo o B6B

v BI 6 C, vy(B n BI) = J' vC(B)$y(do) [p]

isto é, -Ev {IB,IB - IB.vC(B)} : 0 [P]. ]sto reve]a que para todo o BOB

vC(B) : vy(BIFE) i$y] pari P-essencialmente todo o y 6 y . Esta conclusão é vá-
lida sen conjuntos'P--excepcionais se P for regular para 2 (vede 4) de B.2), o que
significa então que v/.(.) é uma versão comum C--mensurável de v.(. IC) para todo
o y G y. Fica assim provado que

l

Teor. 2.12: Se P é regular para Q : {vv: y G y} e C a B é separavel, C é sufícl
ente Bayesiana sse para todo o B G B existe uma função @n C--mensurável tal que,

para todo o membro de Q , +B : vy(BIC) [vy].

4. Este resultado traduz assim o dual da conhecida equivalência entre os concei-
tos de suficiência Físheriana e Bayesíana de uma a--álgebra D c] A com respeito ao
modelo (y,A, P)

No contexto de uma estrutura Bayesiana com Q dominada por uma medida a-flnl
ta e com a respectiva densidade F-mensurável (em 2) de B.2 vimos que v é um candl
dato natural para a dominação de Q sob a dominação de P), podemos então utilizar,
sob as hipóteses do teorema anterior, o conceito dual da suficiência clássica pa'
ra C c: B com respeito ao modelo (:,B,Q) -- que denotaremos por C suf (B,Q). =- para
chegarmos ao dual do teorema de factorlzação clássico. Dada a semelhança formal
con o procedimento de Ralhos - Savage - Bahadur, os resultados sao apenas enuncia
dos e comentados. No entanto, em ordem a obter uma descrição mais detalhada do
assunto, as respectivas demonstrações pdoem encontrar-se no apendice B.4.

Suponhamos em primeiro lugar que a família de medidas de probabilidade à poâ
teríori é autodomínada por v., e seja c}.. , para cada y 6 y, uma versão fixa de
dv../dv.. . Esta situação oco;ge muitas vozes quando P e v são dominadas e vé
um membro da família de distribuições conjugadas de P

Teor. 2.13: Uma condição.necessária e suficiente para C suf (B,Q) é que +., sg
ja 2-essencialmente C-mensurável para cada y 6 y , l.e., aÍ+v: y6y} a C'tQI

Lema 2.!: C suf (B,Q) sse C suf (B,Q), ondeQ é o invólucro convexo deQ , l.e.,

2 : {v+ , i=1,6 >VVa a li y yí:l

Suponhamos agora que Q é dominada por alguma medida a--finita À em (=PB). De
acordo com Halmos and Savage (1949) existe uma medida de probabilidade



i>llaivyl 6 Q' para alguma sub--famÍli.a contávelQo : {vyl'vy2''''} ' tal que

Q <;> v+. Note--se que sob a dominação de P, definida num espaço euclídeano, a

medida ã priori v, que é uma mistura dos membros de Q, torna-se equivalente,
com Q apropriadamente definida, ã mistura discreta v# citada.

Nestas condíçoes de dominação de Q por À resulta, tendo em .conta o lema e
teorema anteriores :

.* : ,

Teor. 2.14: Sendo Q << À e v+ a combinação convexa estabelecida acima, C suf(B,Q)
sse para cada y 6 y, dv.,/dv# é Q--essencialmente C--mensurável, i..e., sse
atdv./dv#: Z G y} a CtQt.

Neste momento estão reuni.dos os ingredientes necessários para a demonstra-
ção do teorema de factorízação da função densidade à posteriori na forma corres-
pondente à do teorema de factorízação clássico de Bahadur (1954)

Teor. 2.15: Seja Q << À e q., uma versão fi.xa de dv,,/dÀ. EntãoC suf(B,2) sse
exi.sten uma função não negativa B--mensurável,h,e una famÍlIa de funções não ne

gatívas C-mensuráveis, {gv: y 6 y]P ta] que para cada y G y, qv : gv h [À]

Este teorema proporciona assim um cri.téri.o de suficiência parametrica
Bayesíana de uma a-álgebra separavel, caso P seja regular param. Contudo, a
demonstração de que a suficiência Bayesíana de C implica que C suf (B,q) revela
que a nao verificação dessa condição de regularidade implica que a factori.zaçao
do teorema 2.15 seja válida para P-essencialmente todo o y.

Especíallzando o teorema anterior para a a'álgebra Induzida por uma esta
tÍstíca e tendo em conta a proposi.çao B.1.3 obtemos:

Corolário: Seja P regular para a famÍlIa Q doninada pela medida a-finita Xe
seja q.. uma versão F-mensurável da respectiva função densidade de v. . A esta
tísticã @: (:,B) -> ('r,B.) com B. separável é suficiente sse exlsteii uma função

h não negativa e &-mensurável e um conjunto {gy: y e y} de funções mensuráveis e
nao negativas de @ tal que para todo o y 6 y

q.,(9) : K.[1(9)] h(9)[À] A(2.i5)

Como vimos em 2) de B.2, parte dos requisitos deste corolário são satisfez--
tos sob a dominação de v por À e de P por m tal que Q é seleccionada de modo que
v.,(B) : J'g(0,y)v(dO) com g(0,y) uma versão F-mensurável de dU/d(v x P)

O recurso ã teoria da suficiência clássica proporciona-nos assim uma deri-
vação do critério de factorlzação para uma estatística suficiente diferente da

B
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de Pico (1974) Para fins Ilustrativos tomemos o seguinte exemplo

Exepp+gJ:: Consideremos de novo a situação focada em 2.2.1 relativa ao exemplo
111 de 2.1.2. Neste caso, y = {0,1,...,N }p Aé o conjunto das partes de y,
E = {U= (pi,po): p. 6 1Et.'', 1=1,2} e P é definida em relação à medida de conta-
gem m em y por

l:ü'l: - :ü~'''«',,
Tomemos B = B+ x B+ , com B+ a a-álgebra de Botei em lllt'r e v o produto das medi
das gama (ou de Euler), utlbt'w I'(bl'l), bl > 0 , 1:1,2, 1.e

dv(!) : 'nUÍJ' e Í [r(bj.)]'ldÀ(!)l

onde À é a medida de Lebesgue em (S,B)

É fácil constatar que a medida P é caracterizada pela distribuição beta-bl
nomlal de parâmetros N, bi e bo, sendo pois regular para Q. Esta família é ca-
racterizada pelas funções densidade {qv(p), y 6 y}, as qual.s se podem pâr na fol
ma

a.-l a.-.L
. r U. \ l r U. ) z

'''':,,:,--:tX) ' H)
onde b. : bl+b2' al : al(y) : bl+y e a2 : a2(y) : b2+N-y. A Inspecção desta faS
torízação revela, de acordo con o corolário anterior, que a estatística

Ü-h/(Pl+P2): (:,B) -> ([o.,]], B+ n [o,]]) é suficiente enquanto que a estatísti-
ca + = Ul+p2: (:,B) -' (Jlf'',B+) já não satisfaz tal característica.

Estes resultados estão em consonância com a aplicação do critério í) da
proposição 2.2 e podem Igualmente ser obtidos ã luz do critério íii) dessa pro'
posição. A distribuição (ã priori ou à posteriori) de y condicional a + é de-
generada ao estar concentrada na parte da recta pl/u2 : +/(l-@) contida em E
Para a sua caracterização, podemos notar'que a distribuição ã posteriori(resp.
ã priori) de p é equivalente a assumir que © e + são Independentemente distri-
buídos segundo as distribuições ©jy'w Be(at)a2) (resp. + 'w Be(bl'b2)) e
+jy '\,+P+'\,->1'(b'.,l). Atendendo a que + e ul' dado P , estão bljectlvamente rela-
cionados, a dlstrí.bulção ã posteriori de p concldiconal eln $ pode ser caracteri-

zada pela distribuição ull+,y 'wl'(b.,l/@) e por U2 : (1-+)UI/P com probabilidade
1, coIncIdIndo portanto com a corres.pondente distribuição condicional à prIorI
Esta identidade dlstríbucíonal já não se verifica quando o condicionamento é em

4). As observações interferem apenas com a distribuição de +, ficando $ 1mutã--

ve dístrlbuclonalmente. Usando a reparametrlzação @ : UI/U2 e +: U2 obtêm-se
resultados semelhantes .

[ ['(b.)]'l(pl+p2)b.'2e'(Ul+P2)
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2.2.2.2 A suficiência parametríca Bayesiana minimal

1. Na linha do que foi referido em 2.1 en termos de partiç8es (ou funções) para
métricas, várias sub--álgebras de B satisfazem a definição de suficiência. Por e
xemplo, B, que podemos associar à estatística t(0) = 0: (=,B) -- (S,B), é trivial
nente suficiente. A propria definição de suficiência Implica, independentemente

da dominação do modelo Bayeslano, a sua monotonícldade no sentido de a suficiên-
cia de C Implicar a suficiência de qualquer sub-álgebra de B que contém C (basta
[er em conta a relação íi) da prop. 2.2 e a prop. B.3.5 do apêndice)

Interessa pois pesquisar a existência do elemento mínimo dentro da classe
de a--álgebras suficientes, ã semelhança do que é fei.to para a suficiência amos--

trai clássi.ca. Contudo, dada a estrutura.do modelo Bayesiano, tal elemento mini--
mo deve ser.definido com respeito à relação de ordem parcial de inclusão p-essen--

cial entre as sub-álgebras de Fa' Devido ao modo como é definido o completamento
das sub-álgebras de F (videB.l},C x y con Cela não está incluída necessaríamen--

te em F. , e a'=' n F.(identificada por C {l B) representa a menor sub-ãlgebra

de F. contendo Cxy e tê)dos os conjuntos u-nulos de F . Por isso, Florens et al

(1983) , definem a suficiência Bayesiana minínal do seguinte modo, onde mantemos
o procedimento de identificar as sub--álgebras de F pelas correspondentes sub-ál
febras de B

00

0 0

0

Def. 2.10: C+a B é suficiente Bavesiana minimal se B .LL AIC+ e C+c] c n B,
v C c] B tal que B .U. ÁIC

A prop. B.3.6 do apêndice comprova que este conceito não é vazio. Concre

tamente, a projecção de F. sobre F. definida por
0y

F:]F.] : aÍEjlilr.), v ! G L.(F.)}u v u v

onde Lm(F.) é o conjunto das funções reais F.--mensuráveis u-essencialmente limo

tadas, e identificada doravante por B[A], é a menor das sub-á]gebras de B que
sao suficientes, no senti.do em que B[A] a C , para todo C suficiente. Atenden

do à definição do &comp[etamento (apêndice B.]) e ao facto de B[A] ser B-coB
pleta (F[orens et a] [1983, p. ]V.]]], conc]ui-se então que B[A] é uma sub-á]gÊ
bra suficiente mín ímal

y y

A definição 2.10 implica que a suficiência Bayeslana minimal é uní.camente

definida dentro da c]asse das sub-á]gebras &-comp]etas, pe]o que B[A] é a ún]
ca sub-álgebra suficiente minimal B-completa.
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2. Em B.3 defInIu-se o conceito de ídentifícabílídade forte entre duas sub--ál

gebras de F . Em particular, C c] B é fortemente Identificável por A se

V! G l.(C * Ç'), E(1lr.)
V

o [ul--:. + (2. 16)

No contexto em causa de uin modelo Bayeslano regular, isto significa que nao
existe basicamente nenhuma estatística não trivial, essencialmente limitada e
C-mensurável, cuja esperança à posteriori seja nula para quase todas as realiza-
çoes amostrais. Atendendo ã definição de suficiência Bayesiana, a proposição
B.3.7 partícularlza-se então en:

Teor. 2.16. Se Ca B é suficiente e fortemente identlfi.sável por A , então Cé
essencíalnente Igual à projecção de A sobre B.

Considerando para sub--álgebras de B o conceito de a-álgebra .completa lí.cita
da como dual do correspondente conceito clássico (vede definição em B.3), a propo
síção B.3.8 permite-nos então concluir do teorema anterí.or que

Corolário: Se P á regular para !2 e C é uma a-álgebra suficiente e conpleta liinl
tada, então C é suficiente mi.nímal.

Este corolárí.o, aplicado à . a-álgebra Bll, Induzida pela estatística Q,=.re-
presenta, poísP a versão Bayesíana do dual do conhecido resultado de Lehmann-

-Scheffé de que uma estatística amostral suficiente e completa limitada é suflcí
ente minimal (numa acepção Físherlana) .

3. Desígnemos PO(A) como função real &-mensurável por yA(0), 1.e

YA: (:,B) -> ([0,1],Bo) onde Bo é a a-á]gebra dos bore]íanos de [0,1]. Seja Co

a a-álgebra gerada pela família de funções {yA: A ÇA} , l.e., Co : .V.yA'(Bo).

Recordando a noção de equivalência observacíonal e a definição de partição índuzí
da por uma a-álgebra (apêndice B.l), temos

91 ''' 9o <->YA(01) : YA(0o),V A 6 A <-> V Ba G YAI(Bo), IB (01) -':lÉ- (0o), VA(;Aa a

<'»01 'YA(Bo)0o ' VAoA<-> ol co oo

ou seja, as classes de equivalência observaclonal correspondem aos átomos de C
í..e. , E/'. = n(c ) .

A natureza euclideana de (y,A) implica que a parti.ção induzida por C., ll.=
seja mensurável. De facto, seja S uma classe-lr contável de conjuntos Â. gerand

0



Por umargumento em termos do teorema de Dynkín (apêndice B.3) prova--se que

Co = v.YAI(Bo), o que Ilustra a separabllldade de Co' dada a separabílidade de

cada YAJ (Bo)' Sendo então {Cn' nàl} uma classe geradora de Co' a partição ande
zlda por C. é então defin.ida por

n n

11 ={ rl B : B
o n-l n n

C o« Cc}n n' Ccn G
n

Mais concretamente

[g.' : '.:.n '.] ' [.:n+. 'l;]-o n -o' n

Os átomos de C. são pois elementos de C.a B, o que Implica noneadamente que
llo seja também induza.da pela a-álgebra BIÍ D Co induzida por llo (prop. B.1.6). EB

quanto BÍI ' por defíniçaol é induzida pela função yo: E '> nn encarada como esta--

tÍstíca no sentido de Bahadur (l.e. pela transformação (:,B) -> (lt.,B.), com

BI : {C '=llo: Yo'(C) G B}), ou seja, Bii : B n Yo']p(]]o)] - vede apêndice B.l

C. pode ser vista (Pico [1977]) como induzida por y. entendida como a estatÍsti.-
ca (=,B) -> (llo'Bo), Bo : {C cl llo: yo'(C) 6 Co}. Contudo, dada a sua separabílídâ
de, C. pode ser visualizada como induzida por uma estatÍsti.ca real, necessari.ámen
te ligada à estatística y. por uma transformação bíjectíva mensurável. No exem-

plo referido em 2.2.2.1, C. é, dada a forma de P.., claramente gerada pela estatÍ2

teca +(y) : pl/(Ul-h2): (:,B) -> ([0,1],Bo) ou ainda por TI(E) : PI/P2: (:,B)-'®.'r,B+)
A própria definição de C. revela a sua suficiência (def. 2.9). Além disso, o

uso do mesmo argumento que conduziu en B.2 ã í.dentífícação de E..(l.Ir ) com

EP8(IA) [eva a que Eu(tIrA) = EpÂt) [y], para i: to;l com tO],.(A). As;]m,

0

0

Ü

0

+ +

A 0

aB[A] n B = B[A], o que i]ustra a suficiência m]nima] de C.P que é a a-á]gebra
suficiente minimal usada por Píccí. (1977). As sub-álgebras C. e B[A] exemp]íficam,
deste modo, uma situação de comliatibi.lldade da definição 2.10 com a existência de
duas sub-álgebras suficientes mínímals com uma eventualmente Incluída estritamente
na outra - basta que C. não seja B-completa. Por outro lado, como E..(tjr.) é um
e[emento de C. x y n F., resulta B[A] a C. í] B - C.' , onde ''--V'' indica :

o completamento com os conjuntos de B v-nulos. Este resultado de Florens et al
(1983) estabelece portanto que

0



jleor1 2117: Para toda a medida de probabilidade à priori v , a menor sub--algebra

de B que torna as probabilidades amostrais PA(A), A G A, mensuráveis é suficiente
mInImal e o seu completamente com os conjuntas v-nulos de B coincide com a projec
ção de A sobre B.

4. Em 2.2.2.1 definiu--se um outro conceito de suficiência paramétríca que é o a-
nálogo dual do conceito Flsherlano de suficiência amostral. Por analogia com o
problema da suficiência minimal clássica, o elemento mínimo da classe de sub--álge--

bus que são suf (B,2) pode não exIstIr em geral, contrariamente ao que se passa
com o conceito de suficiência Bayesiana. Contudo, no caso de dominação de Q , o
teorema 2.14 evidencia que C.e = aÍdv.,/dv+ : y G ylé uma a--álgebra suficiente mini
mal no sentido em que C+ aCv*, V:'C suf(B;2), onde "--v#" representa o completa-
mento com os conjunto v#--nulos (ou equlvalentemente, Q--nulos) de B. É fácil veri-
ficar que, nas condições do teorema 2.12, C:e é também suficiente nlnimal no senti--
do da defíni.ção 2.10. Mais concretamente, seguindo a argumentação de Florens et
al. (1983), podemos provar por dualidade que

Teor. 2.18: Se C# é separável e se P é regular para 2s então o completamento de
C+ com os conjuntos v#--nulos de B é igual à projecção de A sobre B.

Dem. A hipótese de regularidade de P para Q , implica, por um lado, v# <:> v,
pois g<=>v , e por outro, que B[A] é também suf(B,Q). Assim, C+ a B'tÃIT VX :
:B[A[" = B[A] n B = BIA] , o que ímp]ica a suei.ciência Bayesíana míníma] deck
e eüv a B[A]. A separabí]ídade de C+ ]mp]íca pe]o teorema 2.12 a sua sufící--
anciã Bayes[ana e dono B[A] é suficiente Bayesíana níníma], B[A] a ?# n B - d: : C: ,

d AqC

No caso de dominação de P pela medida a-finita m, vimos em B.2 que para qual-
quer versão de du/d(v x P) = g(0,y) existem conjuntos NI ' v- nulo, e N9, P-nulo,
tal que dPO/dP = g(0,y) em E- NI e dvv/dv : g(0,y) em y-N2' Em particular, pode
ser escolhida una versão h(0,Z) tal qüe P <;> Pe Q<=> v . Assim, v pode tomar o
papel de v# e como tal, de acordo com os dois teoremas anteriores, aÍh(8,Z): yOy}
será \p-equivalente a C.. Com base essencialmente neste tipo de racIocÍnIo apli-
cado sobre ambos os espaços paramétrlco e amosttal, Plccl (1974, 1977) obtém um
teorema de factorízação simultâneo de cada versão de g(0,y) em termos da estatís-
tica parametrlca Y. e da estatística amostral suficiente Bayesiãna minimal dual.
A sua aplicação ã família exponencí.al de distribuições permite-lhe obter simultânea
mente uma caracterização da suficiência minimal Bayeslana amostral e parametrlca.



5. A existência de uma sub--álgebra suficiente Bayeslana minimal, como por exemplo

C., permite concluir dada a monotonícídade da suficíênci.a Bayesíana e a definição
de suficiência minimal que

Proa 2.3: C a B é suficiente Bayes]ana sse C. a C]v].
Esta caracterização de suficiência Bayesiana para a-álgebras está assim para

a definição 2.5 em termos de partiçÕes como a definição 2.9 está para a caractere--
zaçao estabelecida no teorema 2.2 relativa às funçoes associadas às partíçoes.
Como a suficiência de uma partição é definida através da suficiência da respectiva
a-álgebra induzida, a generalização da definição 2.5 que corresponde à proposição
2.3 para sub--álgebras é então:

Def. 2.11: A partição rl é suficiente Bayçglana se íl. : ll(C.) < Rtv].

Note-se que esta definição é uma consequência do dual da defi.niçao clássica
de partição amostral sua.ciente minimal, já que v << Q, tornando-se as duas defina
çoes equivalentes no caso de dominação usual do modelo clássico, nos termos já an-
teri.Demente referidos. Por outro lado, ela é equivalente ã relação de inclusão
V-essencial entre as a-álgebras Induza.das na classe das partiç8es induzidas por
estatÍsti.cas reais(prop. B.1.8).

2.2.2.3 A ídentificabílídade Bayesíana e o conceito amostral de ''necessidade''

Pelo mesmo argumento que conduziu à defíni.ção 2.11, generalízaremos a defi.ní.
ção 2.4 para

Def. 2.12 A partição ll é ídentíficáve[ nQXçp:çlgg Pgyçsíano se n < ]1.[v]

As definições 2.11 e 2.12 implicam assim que ll é ídenti.fícante (i.e. i.dente
ficáve[ e suficiente) no sentido Bayesíano se e sÓ se H = H.[v]. Em termos de
a-álgebras, diremos analogamente

Def. 2.13 A a--á]gebra C aB é ident]fí.cáve] PQ sentido Bayesíano se 'Caa.[v]

Patenteia-se assim a dualidade com o conceito clássico de a-álgebra necessá-
ria quando v : Q. Com esta definição, todo o elemento minimal da classe de sub-á.L
febras suficientes é um elemento maximal da classe de sub-álgebras identificáveis
e vice-versa. DaÍ a designação ídentlflcante para caracterizar o conceito que, ne.g
ta secção, começou por ser denominado de suficiência minimal. Os átomos de uma

a-álgebra identífícante são simultaneamente os átomos mais grossos (essencialmente
falando) que são deixados invariantes pelos dados - no sentido de lii) da propo'
síçao 2.2 - e os átomos mais finos que sao detectáveis pelo processo observacional



A definição 2.13 mostra ainda que toda a sub-álgebra é identificável quando

B coincide com C.. Dada a natureza euclldeana de (E,B), ll(B) : {tQ},0G 2}, e ag
sím B = C. Implica também a Identificabílídade de qualquer partição ou função

Facilmente se obtêm versões dos teoremas enunciados em 2.1.1 correspondentes
a este conceito estendido de identíficabllídade. No que concerne ã caracteriza-
ção de funções Identificáveis estabelecida no teorema 2.4, podemos então afirmar
que a função +: E -.> © é identificável no sentido Bayeslano sse é v-essencialmente
igual a uma função de Ws onde P: = -> V é uma função que induz uma partição Identl
flcante. Sendo + e © estatísticas reais, índutoras das a-álgebras B(b e BÜ,
respectivamente, e relembrando que (E,B) é euclídeano, podemos concluir dos resul
Lados de Bahadur (1955) que a afirmação anterior é equíva]ente a B,h c= B.l.[v]. Âs
slm fica demonstrado que

!Tope 114: Sendo @ uma estatística real ídentiflcante, a estatística real + é I-
dentificável no sentido Bayeslano sse + é v-essencialmente BÜ-mensurável

A restrição aos conceitos de suficiência e de identífícabíli.dade de 2.1, í=
dependentes de qualquer medida ã prlorlp permite-nos ''simplificar'' a caracteriza--
ção estabelecida nesta proposição. Com efeito, sendo @ uma função sobrejectiva í
dentlflcante arbitrária indutora da a-álgebra B@ (no sentido de Bahadür - vede
B.l), e tomando em consideração a proposição B.1.2. e a observação lí) subsequen-
te à proposição B.1.3, o teorema 2.4 permí.te-nos afirmar que

Proo. 2.5: Sendo @ uma função função sobrejectiva Identlficante, a estatística
4): (:,8) -> (©-, B?), com B9 incluindo os conjuntos singulares de 'b , é ídentifíc4
vel sse 9 é B:Ü-mensurável.

O teorema l de Kadane (1974) é um caso especial deste resultado, dele obtido
considerando # uma estatística real.

2.2.3 A ídentífícabllldade e o conceito de invariância parametrlca

0 objectivo desta sub-secção consiste en evidenciar certas analogí.as entre
os conceitos da teoria da Identíflcabilldade, tal como foram definidos em 2.1 e
conceitos correspondentes da teoria da Invariância face a um determinado grupo
de transformações mensuráveis em..:. Isto permitirá que a caracterização de fun--
iões Identificáveis estabelecida no teorema 2.4 e na proposição 2.5 possa ser for
mudada na linguagem da teoria da Invariância parametrlca.

Seja J a classe de transformações bijectívas B--mensuráveis de 3 e seja ''o'' a
operação composição nela definida. É fácil constatar que (J,o) é um grupo de
transformações. Seja H uma sub-classe de J tal que (f{,o) seja um sub-grupo de
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transformações e deflnamos en : a relação 0.rf 0. ç:::>] CG }f: 0. = C(e.). A na---l -LJ - -l - -U

dureza de (H,o) como grupo implica que esta relação binária seja uma relação de
equivalência. O conjunto quociente =/H (na terminologia de Lehmann [1986, cap

6], o conjunto das Órbitas de f{) é formado então pelos elementos

0 ç(0.) para algum ( 6 H}

Recordando os conceitos da teoria da invariância, temos

Def. 2.14: i) A função +: : -> © é invariante sob H se é constante em cada Órbi
ta de H , í.e., se

v oi'9. G '' 9i H 9. ::-' !(gi) 1(9.)

ii) A função +: : -> © é 411y41lgnte maximal sob H se é invariante e assume valores
di.gerentes de Órbita para Órbita, í.e., se além de i.) verá.fica

v 9i'9. G 1(9i) '> (9.) -' 9lH9o

Esta definição poe em relevo o paralelismo formal que existe entre os concei-
tos de invariância e de ídentificabilidade. Uma função invariante (invariante ma--

ximal) sob H actua perante a partição Z/H do mesmo modo que uma função identifica--
vel (ídentífícante ou identificável maximal) perante g/'.. Com base nesta relação,
torna-se i-medíato, por analogia com o teorema 2.4, que uma função e invariante sse
é função de uma função invariante maximal (análogo paranétrlco do teorema l de
Lehmann [1986, p. 285])

Esta constatação permite compreender que o contei.to de ídentlficabllldade pg
de ser traduzido em termos de invariância relata.valente a um grupo de transforma-
çoes que induza a partição Identi.flcante :/'u. É nesta linha de raciocínio que se
insere a ideia de Kadane (1972) ao considerar o sub-grupo (G,o) onde
G = {ç 6 J: ((0) '. 0, V 0G:} é a classe de transformações bljectivas mensurável.s
de E observacionalmente equivalentes ã função i.dentldade

É fácil verificar que S/G = :/'u. De facto, sejam Ot e 0. dois pontos ar-
bitrários de = tais que 01 G Oo' Então, por definição, ](6G : gl : ç(0o), o que
[mp[íca que 0. 'u 0. por defina.ção de G. Por outro ].ado, se 0. 'i; 0. def]namos

-l -o ' ' ' -l ' -o

afunção ç Calque C(01) : Oo' ((0o) : 01 e ((0) :0, V0#01'0o' Éfácíl cons
Catar que ( é uma transformação bljectíva (2,B) -> (E,B) pertencente a G. Assim,
91 '" 0. ::-l" 01 G 0.. Por conseguinte, fica demonstrado que

Teor. 2.19: A função +: : -> © é Identificável se e sÓ se + é invariante face ao
grupo G.
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Deve notar-se que este teorema é precisamente o teorema 2 de Kadane (1972),
uma vez que a definição 2.14 1) é equivalente a afirmar que (+oç)(0) = +(0),
V 06: , para toda a função i; de G. O recurso à partíçãa Induzida por um grupo de
transformações e ao conceito de invariância possibilitam assim uma derivação e
percepção mais claras da correspondência enunci-ada no teorema 2.19.

Observação 2.5: Este teorema perna.te comprovar Imediatamente o caso trlvi.al de
que qualquer função ,constante é sempre Identificável, bem como o facto de que sÓ
as funções constantes são identificáveis quando todos os pontos de : são observa
cíonalmente quívalentes. De facto, se =/b = {=}, por definição G=J e assim,

yA 6 A , V gO: , PO(Â) : Pç(0)(A) para toda a função ÊGJ , o que significa que
a medida P. não dependo efeêtilvamente de 0

Consideremos agora o outro caso extremo, no qual : é Identificável, ou, no=
tios termos, 1(0) (função identidade) é identificável. Por aplicação do teorema
2.19 e atendendo à definição de 1(.), temos para todo 0 0 G E

v c € G: ].[c(o)] 1(0) e= V ( 6 G : ((o) o (» G = {1}

o que ilustra de outro modo o resultado de que toda a função defíni-da num espaço
Identificável é identificável. A

O teorema 2.19 aliado ao análogo invariante do teorema 2.4 possa.bílita-nos

afirmar que a função e é identificável sse é uma função de uma invariante maximal
sob G . Por analogi.a com a proposição 2.5, podemos então estabelecer que

Teor. 2.20: A estatística real {: (:,B) '» (@, B2) é identificável sse € é
B..-mensurável, onde B... é a a-álgebra induzida no sentido de Bahadur, pela função
11: : -> y invariante mãximal relativamente a G.

Definamos a invariância de uma partição ll através da invariância da função
associada Y.: = -> ]1. Pode então obter--se um enunciado correspondente ao do teo-
rema anteri.or para a caracterização da ídentífi.cabílidade de uma partição B-mensl
sável, em termos da relação de redução com uma partição invariante maximal arbi-
trária, mediante o emprego das funções associadas e da proposição B.1.4.

As caracterízaçoes defi-nadas nos teoremas anteri-odes constituem, pois, um
método de determinação da Identlficabllídade através de conceitos da teoria da í2
variância. Â sua aplicação exige a especi-fícação completa de G e é aqui que res.l
de a principal dificuldade,iá que não é di.fÍcll, em geral, definir um sub--grupo
de G. O caso do modelo linear normal é um exemplo em que não é complicado defí--
ni.r-se completamente G . Para ilustração, consideremos a situação particular do
modelo ANOVA de 2 factores, cada um em 2 níveis, sem interacção e com uma observa
çao em cada cela. Da caracterização das classes observacíonalmente equivalentes
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feita em 2.1 concluí-se facilmente, fazendo Q = (n a. a9 y. yo a2 )', que G é um
grupo aditivo defina.do por G - {ç:ç(0) = 0 + 6 , 6 6 A1(6.,6.), onde M(6.,Õ.) de---l -á -l -z
slgna o subespaço de lIRa x lIRa gerado pelos vectores 6. = (1 -1 -1 0 0 0y e

õ9 =(1 0 0--1 -1 0)', i.e., õ =c6l+d6,, c,d 6 R. O facto dagama devalores
de õ estar contida estritamente em ]R5 x IB'+ Implica que G não seja um grupo tran-
sítivo em : , por outras palavras, que :/G seja formado por mais do que uma Órbi-
ta. Por outro lado, constata-se igualmente que

@(0):(p+al+yl u+al+y2 U+a2+YI ~u+a2+y2a)' éuuexemplodeuma
função invariante maximal relativamente a G . A averí.guação da ídentificabillda--
de de estatÍsti.cas reais mediante funções identiflcantes (prop. 2.5) pode ser e--
quivalentemente feita através de funçoes Invari.antes maximais face ao grupo G
(teor. 2.20)

2.2.4 A nao identi.ficabilidade e o tratamento Bayesíano

A relevância da identificabílidade para os procedimentos inferenci.aís aprese2
ta graduaçoes distintas nas abordagens clássica e Bayesiana. No que concerne aos
métodos clássicos de estimação, vimos na secção 2.1 que a ídentificabllídade (local)
de um parâmetro é uma condição necessári.a para a unlci.dade (local) da sua estimação.
Nao faz assim sentido proceder-se à estimação de um modelo não i.dentifi.sável. Além
disso, certas propri.edades de optímalídade assíntÓtica do respectivo esticador fi.--
cam comprometidas, como é o caso da consistência. Estes dois aspectos conduzem ã
inviablli.zação de testes assíntótícos de hi.póteses, ainda que o modelo seja ídentí-
fi.cível sob a hi.pótese nula. Pense-se, por exemplo no teste de Wald quando o espaço
paramétri.co restringido = {0 6 :: À(0) = (X.(0)...X.(0)y = O,..} é ídentifi.cá-1 + ç + e\l./
vel. Como o esticador de máxima verosimilhança irrestrito, ê , não é Único, o
facto de À(0) não ser identificável (vede 2.1.5) leva por sí só a que a estatística
de Wald não seja bem definida. Outro factor que justifica a InvIabIlIdade da ex-
pressão da estatística do teste reside no facto de esta envolver i''(ê), já que ê
não é consistente e i(ê) pode ser singular. De facto, nas situações usuais, a
não Identiflcabllídade de 0 6 E implica a singularidade de l(0) (vede critério ll
em 2.1.3). Os problemas com o teste da razão das verosímílhanças surgem sobretudo
na determinação da distribuição asslntÓtíca da respectiva estatística, em face da
Inconsistência de 0, jã que a Identifícabílidade da função de verosimilhança, quais
quer que sejam os dados, permite calcular o valor da estatística do teste, desde
que se consiga determinar um valor para 0. O facto de o teste de Rao envolver ape'
nas o estlmador de máxima verosimilhança restrito, Õ, possibilita em princípio as
Inferências. O facto de a correspondente estatística envolver a Inversa da matriz
1(0)P que pode ser singular, é um problema que pode ser sempre resolvido por cepa'
rametrização. É o que acontece com a sua aplicação à fanílla de dIstrIbuIçÕes mul
Ci.notníais -correspondendo ã forma conhecida do teste do X2 para dados categoriza-
dos - na presença de dados incompletos, como nas sltuaçoes descritas no exemplo IV



de 2.1.2. Na notação aÍ utilizada, a reparametrízação para o parâmetro À, Identi-
ficável por hipótese) elimina qualquer problena na definição da estatística de a-
just:amento e na determinação da sua distribuição nula assintÓtlca.

são problemas deste tipo que, numa optlca clássica, levam a uma tentativa de
eliminação da não Identíficabilídade assente geralnente na imposição de restrições
exactas. No quadro acima descrito, se r < t das restrições ÀI(0) : 0, 1:1,...,t
são suficientes para assegurar a ídentíflcabílídade, então essas r restrições sao
às vezes usadas para definir o novo espaço parametríco, sob o qual vão ser testa-
das as t-r restrições restantes. O problema original do teste de hipóteses é abas
donado e substituído por um teste de natureza condicional, o teste das t-r restri-
çoes condicionado na verificação das r restrições de ídentlficabílidade. É neste
quadro que se inserem, por exemplos os testes asslntÓtlcos construídos por Sllvey
(1959) e Aítchíson e Sílvey (1960) de forma idêntica à dos correspondentes testes
sob um modelo originalmente identificável

A ânsia de Identificação do modelo original com vista a uma vlabíli-zação Infe-
renclal pode levar ã pratica condenável de adopção de restrições de natureza nada
menos que arbitrária. Parafraseando Koopmans e Reierso1 (1950) ''Scientiflc honesty
demands that the speclflcatíon of a model be based on prior knowledge of the
phenomenon studied and posslbly on crltería of símpllclty, but not on the desire
for i.dentíflabílity of characteristlcs ín whlch the researcher happens to be
Interested". A existência de funções parametricas Identificáveis aponta claramen-
te uma via Inferenclal alternativa capaz de aumentar o nosso conhecimento sobre os
aspectos desconhecidos do nodelo. Quando as próprias restrições emanam de uma anã
lise sobre o problema em causa baseada em consideraçoes teóricas e/ou em observa-
çoes anteriores, a forma categórica, Incisiva, exacta que reveste a i.nformação ã
priori materializada nas restrições levanta novas dificuldades dada a natureza gE.
ralmente pouco precisa desse tipo de informação.

Este tipo de dificuldades atenuar-se-á com uma especificação estocástíca de
toda ou de parte da ínforlnaçao ã príorls dada a sua natureza mais flexível e, poli
tanto, mais justificável, o que não só é permitido mas também exigido pelo proceg
se ínferencl.al Bayeslano, seja o modelo Identificável ou não.

A conjugação da informação à priori estocástlca con a Informação amostral a-
través do teorema de Bayes implica que a distribuição à posteriori seja própria
sempre que a distribuição à priori o for, quer se verifique ou não a ídentífícabl
lldade do modelo parametrlco. Em particular, a existência dos momentos ã poste-
riori não exige (nem decorre da) identl.flcabllídade. É certamente Isto que esta
na base da lacónica afirmação de Llndley (1971, pg 46): ''ln passlng it might be
noted that unldentlflabllíty causei no real dífflculty ín the Bayesían approach''



Contudo, a observação anterior implica que as dificuldades decorrentes da não idem--

tíficabílí-dade passam a estar ligadas à definição de uma distribuição à priori pro--
peia para todos os parâmetros do modelo, o que está longe de ser pacxflco. Por e--
xemplo, dada a ligação entre as distribuições Informativas conjugadas e a materiali
zação da experíencia acumulada, torna-se legítimo indagar como definir adequadamen--

te a distribuição à priori, condicional ejn a2, para o parâmetro B do modelo linear
normal de posto .incompleto (vede exemplo l em 2.1.2). Dado o ti.po de especificação
do modelo, torna-se mais simples exigir uma distribuição à priori informativa para
p'r parâmetros, determinados por uma reparametrização não singular do modelo - ve--
jam--se os exemplos de Paulino (1985, cap. 1) e de Leader (1978, pg 188). Com efei
to, essa distribuição à priori própria para um subconjunto dos parâmetros é sufi-
ciente para originar uma distribuição à posteriori própria para todos os elementos

de B (vi.de Paulino 1985, pg 9). Naturalmente que este aspecto simplifica mas não
elimi.na o problema de especificar, o menos arbitrariamente possível, uma distribui
ção ã priori. que assegure uma distri.buição ã posteriori própria. No entanto, ou--

trás situações existem, como aquelas em que a não ídentificabilidade do modelo re-
sulta da natureza incompleta dos dados correntes, determinada por delineamento ou
por intervenção de factores aleatórios, onde a definição de distribuições à priori.
i.nformatívas já não se afi.guia tão problemática.

A especificação de uma distri.buição à priori v para 9'leva.ã definição em cada
classe de equivalência observacíonal, definida por uma estatística identificante
@: (E,B) -> (V,Bi), de uma distribui.ção à priori. condicional- sobre os elementos dessa
classe, que denotamos por v(.1+). O processo clássico de identificação, assente na
especificação de restrições exactas, pode ser visto neste contexto através.da definição
de v(. lli) , para cada © em +(=) , como uma distribuição 0-1, í.e. , tomando o valor l apenas
no ponto 0 de cada classe que satisfaz as restri.çÕes. No quadro Bayesiaito, o carácter de
venerado desta distribuição, quando bem definida, não é tão pronunciado, uma vez que
ela apresent:a uma função densidade num hiperplano de dimensão inferior ã de :

A condição iil) da proposição 2.2. revela que essencialmente vv(.l@) : v(.11),
V y G y , ou seja) dentro de cada classe de equíval-ência, a distribuição à priori
de 0 nao é actualizada pelas observações. A razão das chances à posteriori de doí-s
pontos observaclonalmente equivalentes é asse.n independente de y e igual ã corres-
pondente razão das chances à priori. Vínos ainda (corolário ao teorema 2.15) que
no caso doninado e sob a regularidade de P para 2 , a suficiência Bayesiana de @

implica una factorízação da função densidade ã posteriori de 0 em dois factores,
um dependente de 0)através de +,e de y e outro independente de Z. Tal factoriza-
ção traduz que, uma vez.-actualizada a.distribuição de V, o papel das observações
fica esgotado ao não exercerem mais nenhum efeito sobre o que resta. Isto ã, so-
bre qualquer outra função paramátrica y(0) que se pode definir em ordem a haver
uma correspondência bíunÍvoca entre (#,y) e 0 (e.g., no exemplo l desta secção .com



P : ul/(ul + }a2), as funções I'! ou (l O)! podem descrever a função, agora escalar,
Y)

Este resultado conduz a que as análises Bayeslanas possam ser feitas no espã
ço mensurável de uma estatística ídentiflcante no sentido expresso por Kadane

(1974, teor. 5). Seguindo os seus passos, demonstraremos aqui uma extensão linear
desse resultado e comentaremos llustratlvamente o seu significado.

Mantendo a notação de B.2, seja g(oly) = f(1lo)/í(Z), com f(!) : Evtí(110)],
t'&'' derivada de Radon--Níkodyn de v., em ordem a v . Seja ainda qv($) a função den--

sídade à posteriori de @ relativamente a alguma medida a--finita À.

Teor. 2.21:- Num modelo não identificável com V: (:,B) -> (Y, BI) ídentlfícante, a
esperança à posteriori de qualquer estatística real +: (:,B) -> (O, B2) Integrãvel

pode ser calculada em (V) BI) através da expressão

Ev[4'(9)] : Í E('Pl!)qy(!)Ói(!)(2.i7)

Dem. Atendendo à definição da esperança condicional E(. IB+) e ao facto de

g(glZ) : í(Zll(g)/í(Z) ser Bg-mensurável, temos

y

E. [+(9)] - :t 'P(9)a(9111)óv(9)

: .rEÍ+(9)g(91Z),IB.pldv(9)

: .f f.Sllif.-E{ (!) .IB.pld» (9)

y

Designando E(+10) a esperança condicional de + em (V,BI) e v a inedída à
priori nesse espaço Induzida por v, e fazendo h(Zll+) = í(Zl@(o)), para @ : 1(0)
resulta

Evy[4'(9)] - { 1lllli-- x(4'11)d;(!) - il X(+l]E)qz(!)ÓÍ(]B) , c.q.d. A

Este resultado exprime assim que a determinação de características ã posterio-
ri relativas a um parâmetro não identificável pode ser feita no. espaço induzido por
uma estatística Identíflcante. A análise de (2.17) revela, nomeadamente, dois

aspectos:

- Quando a distribuição ã prIorI de + é Independente de +, os momentos à posterío--
rl de (P nao dlferen dos seus momentos ã priori ' é o que acontece, no exemplo is
com a função não suficiente e não Identificável + = ul + U2P dIstrIbuÍda segundo
r (b. , l) .
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> 1se a2

Quando + é identificável, e portanto B.i.-mensurável, os seus momentos à posterlg

rí são calculáveis como tal em (V,BI),'e.g., sendo $ : p(+), Ev [+(0)]TED [i)(+)],
onde üv é a medida à posteriori induzida por @ . '

Para ilustração deste Último ponto, voltemos ao exemplo l e seja (p = Ui/P9
O seu carácter ídentiflcante é evidenciado pelo facto de

f(yju) = (y) (pl/u2)yt] + (ul/p2)]'N. Atendendo a que +jy w.Be(al'a2) e ao facto
de + = @/(l--@) resulta pela distribuição beta

B(al+l,a2-l) al
EDy /(1'+)] -iil;i,a2) : '2-l

Este resultado traduz a média de uma distribuição beta de 2ê espéci.e de parâmetros
al e a?, caracterizada pela função densidade

g(ajam'a2) : [B(al ' a2)]'t a.ta. ' al'a2 > O, a >0

Esta distri.buiçao é precisamente a distribuição ã posteriori de (P = U./U?, condor
me se prova fao.Imente a partir de q.(E) pela transformação de E para (+,H9)

Antes de prosseguirmos com a análise das implicações inferenciaís de um mode-

lo nao identifi.cível, vamos ilustrar com mais um exemplo, os aspectos essenciais
da secção 2.2. Embora a análi.se fei.ta seja idêntica à do exemplo 1, a sua escolha
deve-se ao facto de ele traduzir uma situação de dados incompletos e ilustrar al--
Runs traços essenci.aís do nosso tratamento Bayesiano do problema geral de dados ca
tegorizados i.ncompletos descrito nos capa.tulos que se seguem

Lal

( l-h )

Exemplo 2: Suponhamos que de uma população de 4 categorias com probabilidades
0., i=1,2,3,4, se obteve uma amostra aleatória de tamanho N. Em vez do resultado
usual de conhecimento das frequências x{ de cada categoria, os regi.stos traduziram
apenas a informação sobre o ng de elementos classificados ou não nas categorias l
e 4juntas, l.e., sobre xl+x4:y e x2+x3 : N-y.

Admitamos que y pode ser nodelado pela distribuição binomíal de parâmetros N

e 01 + 04 e adoptemos para g : (01020304y, >1-0i = 1, uma distribuição á priori que

é conjugada da verosimilhança multinomíal dciLs dados completos, i..e. , elb'\,-)p DA(b) ,
! : (blb?blbAy 6 (]R')t}

É fácil constatar que a densidade à posteriori de 09 parâmetro claramente

não ídenti.flcável, se pode põr na forma (onde al : bl+b4+y e a2 : b2+b3+N-y)
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a qual revela a suficiência de + : 01+0A (que é Identificável) e a falta de sufici-
ência de +l : 01/(01+04) e de +2 : 02/(02+03) (funções que também não são Identlflc4
vens) .

Operando a transformação (01'02'e4) '» (01'02'+) podemos ver que o 2g factor de
q,,(0) (entre chavetas) representa a di.stríbulção à posteriori, bem defínidaP de

(ol'o2) dado +. Ela reflecte que(01/+) .11(02/(1-+))l+,y e(ol/+)l+,y'wBe(bl'b4)
e (02/(l-@)) l+,y'w Be(b2'b3), coincidindo, pois, com os correspondentes resultados
distri-buclonaís à priori (veja-se, e.g., a caracterização da dlstri.buição de
Dlrichlet da prop. C.l.l do apêndice C.l). Como era de esperará a distribuição ã
posteriori(degenerada) de 0 dado $p caracterizada pelas relações dlstribuclonais
acima e por 0A : @-01 com probabilidade 1, não sofre o mínimo abalo con a observa-
ção de y.

De acordo com o teorema 2.21, os momentos à posteriori de 0 podem ser calcula-
dos por (2. 17) . Assim, como

.l$:i«l : .{«':''r::T.rbl
L .- ü' 4

?::T.íbl ' .::«,''''',:l-,Ihl 'i«}
r. r

: .':"'':-«,::":'l:=. 111 'i«I'l.:l-;lhl 'i«l

e +jy '\,-> Be(alpa2)P segue'-se que

'», [l.:: B(al+rl+r4'a2+r2+r3) B(bl+rl'b4+r4) B(b2+r2'b3+r3)
' B 'l,a2) B(bl'b4) B(b2'b3)

Notando que q.,(0) está na forma de uma distribuição Dírlchlet generais.zada
(vede C.3), a expressão (67) do apêndice C comprova que esse é o resultado obtido
di.rectamente da di.atribuição à posteriori de 0. A

A argumentação atrás desenvolvida manifestou a importância de um dado tipo de
di.stribulção á priori para possibilitar a efectivação de uma análise ã posteriori
sobre um modelo não identífi.sável. É conveniente salientar que as condições ímpos'
tas em v não asseguram a uni-cidade da moda à posteriori - o correspondente numéri-
co do estimados de máxima verosimilhança para uma medida v localmente uniforme. Com

efeito, denotando 0# um valor que maximiza q(Ojy), a plurimodalídade da distribui-
ção condícíona] em [0Ü] implica a dão unicidade de 0+. Ou seja, a unicidade da mo-
da a posteriori exige a condição mais restritiva de unimodalidade da distribuição à
priori condicional ã classe de equivalência a que pertence essa moda. De qualquer
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modo, como salienta Drêze (1974), a unicidade da moda ã posteriori- não reveste, de
um ponto de vi.sta ínferencial, a Importância que uma estimação bem definida tem nos
métodos clássicos .

Os aspectos focados nesta sub-secção parecem assim conferir ã abordagen Baye--

siana uma maior maleabilidade e naturalidade no desbloqueamento do processo ínfere=
cial sobre um parâmetro não Identificável. A .menor relevância da identíflcabílí-
dade no contexto Bayeslano não significa que a sua ausência possa ser subestimada.
A especi.fixação de uma distribuição à priori que garanta uma distribuição à poste-
rs.ori ben definida pode ser problemática. As distribuições à priori e à posteriori
condicionais numa estatística parametrica sufici.ente coincidem, independentemente
dos dados. Para uma dada distribuição ã priori existem funções sobre as quais a ex--
pertencia é nao informati.va.

O interesse na identlficabilidade pode mesmo visualizar--se em termos de proprío
conceito de experiênci.a informativa. Con efeito, Kadane (1974) provou que a estatí2
rica + é ídenti.ficável sse a exper:tangia é informativa para ! relativamente a qual-
quer distribuição ã priori concentrada em dois pontos de = discriminados por (b' Num

contexto de teoria da decisão, Kadane (1974) apresenta ai.nda uma outra caracteriza--
ção de identifi.cabilídade através do relacionamento com o conceito de valor esperado
da experiencia.

O que nos parece importante realçar em jeito de conclusão, é a sensatez e a ho
nestídade que deven nortear o estatístico quando, numa situação concreta, se defron-
ta com um modelo postulado padecendo de falta de. identificabilidade. Quaisquer ten-
dências i.mediati.stas visando o abandono puro e simples do modelo ou a sua desfiguraçao
através de operaçoes de estética inadequadas por arbitrárias devem .ser combatidas.
Mesmo que mui.tas características realmente típicas do modelo não sejam acessíveis,
analisar o que é.analísãvel é uma alternativa mai.s credível.. E neste quadro, a op'
çao por caminhos Bayesianos pode levar-nos mais longe, em função dos escolhos menos

acentuados que a presença de um modelo ''doente" com falta de .ídentífícabílidadecri.a.
Esta possibilidade é claramente exemplificada pela análise do problema geral de da-
dos categorizados incompletos feita nos capítulos seguintes.

o0o
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3 FORMULAÇÃO E DISCUSSÃO DO PROBLEMA DE DADOS CATEGORIZADOS INÇOllPLETOS

3.1. Introdução

Consideremos uma população de dimensão suficientemente grande com s catego-
rias da qual é extraída uma amostra aleatória de tamanho N. Seja 0= (OI'...,Ony
com 1'0 = 1 onde 0. representa a probabilidade (positiva) de qualquer indivíduo
aleatoriamente seleccionado pertencer à categoria íp i=1,. ..,8. Representemos

por {e+) l:l,...,s} os vectores da base canónica de R' e defí.nabos os vectores
aleatórios Wk : (Wkl'...'Wksy, k:l,...,N de tal modo que Wk ' ej. indica que o
k-éslmo indivíduo seleccionado pertence à categoria í, í=1,...,s. Deste modo,

temos que W = {Wk' k:lp'..,RITO 'w MS(1,0)'
Frequentemente ocorre que o processo de amostragem W é completamente obser-

vado, dele resultando as frequências amostrals de cada categori.a. Nesta situação
de dados completos, a análise estatística usual toma em consideração apenas o
processo de amostragem, pressupondo a ímpossíbi-lldade deste ser Incompletamente
observado. Contudo, em certos casos, o facto de ter sido obtida uma amostra co2
pletamente categorizada não sígnifi-ca que não seja possível a ocorrênci.a noutra
experiencía de dados incompletos. Em mui.tas sítuaçoesp os próprios dados obti -
dos revelam que para vara.os subconjuntos) próprios ou não, da amostra, certas câ
tegorías surgem como índístinguÍveís no sentido em que não se consegue discrimi-
nar umas das outras. Este facto pode ser interpretado considerando a presença de
um processo observável de registo (ou de resposta), geralmente aleatório, que aE.
tua no sentido de poder censurar de algum modo o resultado, suposto não observa-
do, do processo de amostragem.

A ocorrência deste quadro mais complexo é muitas vezes enfreRt;ada ignorando
os dados incompletamente categorizados e traçando as inferências de interesse c2
mo se a amostra fosse constituída apenas pelos elementos completamente categori-
zados. O nosso proposito consiste precisamente em analisar o problema consíde -
bando, ã partida e explicitamente, um mecanismo de registo que seja o responsa '
vel pelo padrão observável de censura. Assumiremos, desde jãp que o mecanismo

de registo não contradiz os resultados do processo não observado de categoriza -
çao amostrar. Os regístros ou respostas correspondem sempre a classíficaçoes co.!
rectas. Esta suposição básica exclui asse-m do problema os denominados erros de
classificação. .

Neste contexto, o padrão mais geral de censura envolve todas as >1(m):2s-l

possibilidades de classe.fixação. Cada indivíduo é classificado em um e um só
subconjunto entre todos os subconjuntos de categorias compatíveis com a catego-
ria a que realmente pertence. Desta forma, os dados obtidos consistem nas fre-

m



78

quencias respeitant:es

aos conjuntos singulares (unitários) de categorias, correspondentes aos ele
mentor classificados completamente (observaçi;es não censuradas);

aos conjuntos de pelo menos 2 e no máximo s-l categorias relativos aos elemen

tos classifi.Gados parcialmente (observações parcialmente censuradas) ; e

ao conjunto englobando as s categorias, representando o número de eJ-ementos

não classificados (ou que sofreram censura total).

Em ordem a explicitar o mecanismo estocástico de registo) denotaremos por
À:. a probabilidade de un indivíduo pertendendo ã categori.a í (suposta constante
para todo o indivíduo nessas condições) ser classifi.Gado no subconjunto de cat.g
goriàs 6. Assumi.remos que os parâmetros(Àl:} são distintos de 0 - ou, por outras
palavras, que esses dois ti.pos de parâmetros são de variação independente - no
sentido em que o seu espaço paranétri.co conjunto é o produto cartesiano dos es--
paços relativos aos {X.í} e a 0

A suposição bási.ca de correcção dos regi.stos implica assim que À{ = 0 sem-
pre que i$6 . Desta forma, a defi.ni.çao do processo de registo acarreta que os
{Xo} satísfaçan as restrições }l À: = 1, i=1,...,s.

o ; lbo

Os paranetros {À:} podem representar-se numa tabela de dupla entrada comas
linhas e colunas indicando, respectivamente, as s categori.as e os 2'-1 subcon --
juntos possíveis de categorias. Nas celas (i,6) com i.+6 surgem zeros com o
sentido dos zeros estruturais das tabelas de contingência. Com fi.ns ilustrati-
vos, apresenta-se em seguida esse arranjo das probabilidades condicionais de re
gi.stro para o caso s=4. Por conveniência, os subconjuntos 6 serão sempre reprÊ
sentados sem chavetas e sem vírgulas separando os seus elementos.

6i l .LL 2 3 4 12 13 14 23 24 34 123 124 134 234 1234 l E

1 À{ o o o

2 0 À{ 0 0

3 0 0 Àâ o
4 0 0 0 À:

Ài' Ài.; ÀV' o . o À\';Ài.''Ài:' o À}':" :
xj' . o ÀÍ: À6' o xJ';bl''o xl;'xl2:' :
o *!3 . Àl; o *j"*J'; o *ã;'*l:'*::; :
o o ÀU' o *Í' ÀÍ' o xlz"*'P'*i;'x::; :

Neste quadro, o padrão de dados frequentemente obtido revela a exístinci.a
de multas frequências nulas. As frequências positivas podeis ãs vezes, organi-
zar-se em tabelas completa e/ou parcialmente categorlzadas. Por exemplo) supo'
nhamos que no caso anterior as categorias traduzem as 4 celas» ordenadas lexíc2
graficamente, de uma tabela 2x2. Se houve classificação apenas em {lP4} e {2,3},
as frequências podem representar-se numa tabela 2x2 com as celas diagonais com-



bínadas. Se se registaram observaçoes nos :subconjuntos {l}, í=1,2,3,4,{1,2},
{3,4}, {1,3} e {2,4}, tais frequências podem representar-se numa tabela 2x2 com

plet:a e nas duas tabelas marginais suplmentares.

As frequências nul-as podem Interpretar--se de di-ferentes modos consoante o
padrão de censura que for admitido. Constituirão necessariamente zeros amos -
trals no quadro do mecanismo mais geral de censura. Na presença de padroes es--
peczfícos de censura que estipulem a impossibilidade de observação de certos 6's
- o que será traduzido afirmando que À.l = 0 com certeza - algumas dessas fre-
quências (eventualmente todas) sígní.ficarão zeros estruturais. No exemplo ante-
rior, o primeiro padrão observado citado poderá ser interpretado como consequen-

cía de se ter admitido que todos os ÀIÍ são nulos à excepção dos respeitantes
a 6 = {1,4}, {2,3} e i66 . Devido ãs restrições naturais, esta suposição e-
quivale a admitir um mecanismo de censura determinÍstíco. É o que acontece qual
do, devido à natureza da amostragem ou do próprio fenómeno observável, as celas
l e 4, por um lado) e 2 e 3, por outro, são indistlnguÍveis para todo indivíduo.
Na mesma linha de raciocínio, a ocorrência apenas da tabela 2x2 completamente

categorizadacorresponderá ao problema usual de dados completos se for admitido
que apenas os À! , í=1,2,3,4s são diferentes de zero. De modo análogo, a obsel
vagão da tabela completa acompanhada das sub-tabelas marginais poderá ser enca-
rada, como acontece em grande parte da literatura concernente a esse problema,c2
mo resultado de um mecanismo aleatório de classificação estabelecendo apenas 3
possibilidades de censura para todo o element:o: não censura e censura do valor
de cada uma das duas variáveis categorízadas em separado. f

Em vez de formularmos o problema com base no padrão mais geral de censura,
o que poderá levar à Inclusão de alguns 6's impossíveis de ocorrer, considerare-
mos em alternativa um padrão genérico de censura com Inclusão apenas dos â's ad-
missíveis (Isto ép daqueles para os quais se tem, com certeza ã priorlp À.IÍ > o
para pelo netos um l=1,...,s), cujo conjunto é denotado por A.

Assumiremos que TT = lÍí}, í=1,...,sl etõo}, 6o : {lP2s...,s} são sub-
conjuntos de A , ou seja, que todo o elemento amostral tem uma probabilidade p2
sítiva de não ser censurado e que a censura total é uma possibilidade efectiva
para pelo menos alguns elementos. Denotaremos ainda por T o conjunto dos 6's
admissíveis constituídos por pelo menos 2 e no máximo s-l categorias (en núnero
de 1, 0$ 1$ 2s-s-2). Assim, A =TTU Tuta }

O objectivo da análise deste problema de dados incompletos está em traçar
Inferências sobre 0. Nesse sentido, as probabilidades condicionais de registo
serão vistas como parâmetros perturbadores (ou excedentes).



3.2 Caso de um padrão genérico de censura

Para a defi.niçao do processo gerador do tipo de classificação, podemos co.g

slderar para cada k=1,...,N o vector aleatório Tk : (lnk' ÓOAy, cujos valores
posstvei.s são os vectores da base canónica de lIRs+l+l, designados por c.ç' Isto
é, c,ç tem todas as coordenadas nulas à excepção daquela correspondente ã posa'
ção de ink em Tk que é 1. Assim, Tk : c6 índi-ca que o indivíduo k é classifica
do em â (não censurado se waTT , censurado parcialmente se õ6T e censurado

totalmente se â = 6o). Seja ainda T : (Tk' k:l,...,Ny e Aj. : { 'S6A: i66 }

cuja cardo.nalidade é representada por t.i ' i.=1,...,s.

,N sao i.i..d., a função de probabilidade conAssumindo que (Wk'h.), k:l,
j unia de (W,m) é

N , s , y..
.'n í(Yk:19)ÍQklW.,{x:D : 'n .'n 0:x})'j''
k:l " " " ' í:l õ6A.

E 6 : . }l Wki representa a frequência amostral (não obser'
k:W. =e . " k:m. =É: .

-K -l -K -0

vada para 66'fUt6.}) dos indivíduos que pertencem à categoria í (i:l,...,s)
são registados no subconjunto 66Aj.. Estamos admitindo que yÍ6 = 0 sempre que
ÀÜ = 0 com certeza ã priori'. e que 0o = 1, como é usual

l
f (Y,T19 ,{xin (3. 1)

yid

e

Detinamos

(yll'...,yssy ; Zo : (y16 '...,ys6 y0 0

(11', õo'r)' ; Z":(yj.6 ' l.oõ)'

Notandoque >1 >1 0ÍÀi- l e }l .>1 yÍÕ=N, aexpressao (3.1) revelai:1 66A. ' ' i:1 6GA. ''

que Z = (Zc!'Zo)' tem, condicionalmente a (0,{ÀÍ}), uma distribuição multinomi.--
al de dimensão d-l, onde d=2s+ >1 dÂ com dÂ i.ndicando o cardínal de 6.

66T ' '
Tendo em vista o modo como foi- definido o processo de regi.sto, os valores

de m definem cabalmente os dados observados a partir dos quais se obtêm as fre

quências observadas n6 = }1 in: , 66A

O processo mais expedito de derivar a função de verosími.Ihança da amos--

tra consiste em determinar a distribuição marginal de cada vector Tt..' Como pa
ra in.. : e.

í(.?õl.9, {Àf}) : p(TK : Fó19, {Àf})

}l.p(Yk:Sí19}p(Tk:Eó lwk:Eí. ; {*óí} )

l

l

N
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segue-se Imediatamente que a distribuição do padrão de dadosm) numericamente
Idêntica ã função de verosimilhança, é

fQ19,{ÀÍD - DIfq.I9,{ÀID - 'n \à.O:ÀÍ)"'
da qual se pode obter a distribuição da estatística suficiente para (0,{Ào}),
n = (n,,66Ay

Esta distribuição pode ser alternativamente derivada através de (3.1)P dâ
do que n se pode exprimir como um agrupamento dos elementos de y. Com efeito,
particionando. as frequências observadas em ! : (NcN'noy onde N: : (n6'66TT),

N;:(n6'66T) eno:n6. , temosNc: !c ' n6: I'ÕI', 6G'r e no: lsZo' Da
distribuição de y segue-se então que n tem a distribuição multlnomial (s+l)-di
mensi.onal definida por

í(Tlo,{xÍ}) :(u!/TTnÓ!)í(do,(XÕ})

(N! /66An61) l ''**i'':A ':às:*:;'':Í:':*,','' (3.2)

Se numa amostra concreta não se regístaraln observaçoes em certos 6's admis-
síveis, os factores correspondentes em (3.2), vista como função de., verosímilhaE
ça, desaparecem.

Eln ordem a organi-zar os {À:} num vector, denotemos

àc :(xl.,...,x:r ; à;.:(xt',...,x;'y

}p: ( ' OT). !': 0Í , íOQ'

ÊI : (À:, 66Aj.)' , j.:l,...,s

O vector coluna dos d parâmetros À: pode então ser representado por

À = (ÀcÀP Xo)' ou pela permutação deste vector definida por B:(BI'''Bs)', onde

cada subvector B. é (t.xl).

Operando uma reparajnetrização para as probabilidades conjuntas pi6 =
i.=1,...,s ;6 6 A, , seja

i=1,...,s)' ; Uo : (PÍÕ. , i:l,...,sy

!p (!õ', 6 0Ty , Eõ : (píó ' iO Õy
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O vector coluna de todas as d probabilidades Uiâ pode analogamente ser re-
presentado por u : (pcpPUoy ou pela permutação deste Último vector definida por
y* : g © g = (o:fi,...o;P;)'

A função de verosimilhança L(0,Xjn) : í(TI 0,À) definida ací.ma converte-se
ass ím em

LQIP : 'nuj.} * ]l,(!á.yb'õ * (! p.) '
(3.3)

onde l&p = l

Esta expressão reflecte que U é un parâmetro não identificável, uma vez que
L(pjn) depende de 1l apenas através da função Q'!, onde Q' é a matriz (s+Z+l) x d

l-s
i --

0

9'
0 91

com Q' a matriz (1+1) x (d--s) diagonal em blocos de blocos diagonais làÂ '
66'rUÍa.}. Como I' B, = 1, i=1,...,s, segue--se que 0 = S+'U# , onde S+' é a ma--

IJ +l.. n.L + + + +

triz s x d diagonal em blocos com blocos diagonais I' ,...,l: . Torna--se as--

sim evi.dente que a não identificablli.dade de U impossíbil-ita a realização de ín
ferâncias clássicas sobre 0 sem a imposição de hipóteses adicionais sobre À.

Uma hi.pótese extremamente forte é a que considera todos os À? conhecidos.
Neste caso, recorrendo por exemplo à maximização do logaritmo da função de ve
rosími.Ihançaf restringida por 1'0 : 1, obtemos facilmente as equaçi;es de vero--
similhança

l S

ê. x$ ê. À''i ''i . "í ''í . .
--i;-:i + no --â---'i ' l.=i,.. .,s
.ÉEj"j :!.õ;*,'

revelando que apenas as componentes de X relacionadas com a censura parcial e
total entram no cálculo da sua solução.

Nêj : ':l '" óavnA.''
(3.4)

Neste pontos é interessante notar que, se o processo de amostragem fosse
completamente observado, os dados completos conduziriam ao vector de frequên -

clãs x = (xl'..xs)' com xi: .E. y16 ' i:l,...,s. Sendo S a matriz d x s obt.{

da de S# por permutação dos elementos de cada uma das suas colunas de modo que
S'p = SÜ'p+ = 0 , então x = S'y. Dada a dlstri.btllçao de y, teremos

l

lÍRiO ',''' Ms(N,9) :'''' E(xj.IW,9) NO1 ) l-l, 9S
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Por outro lado, a dí.strlbuíção condicional de y dado n é o produto das
1+1 distribuições condicionais

jn6;! '- Md6(n6'16/ldÕl6), d G T (3.5)

11.In.;! - Ms(n.,y./!;E.)

p'l' q'' E(xíl!,!) - nJ. + óà,r n6 -llâ--- + n. -;112- i-:,...,'
: .ê."j' jl:",.:

Fica assim evidenciado que as equaçoes de verosimilhança acima correspol
dem à igualdade das esperanças não condicional e condicional (a n) da estatís-
tica suficiente para os dados completos quando 0 = 0 é um ponto estacionário de
log L(91à;!)

Essas equaçoes podem, poiso ser resolvidas iteratlvamente pelo popular al-
goritmo EM (vede Dempster et a]. [1977])P esperando-se a sua convergência para
o estimados de máxima verosi.nilhança 0 nos casos em que a função de verosimi-
[hança é bem comportada (vede Wú11983]), o que depende certamente dos valores de
X. O passo E do algoritmo estima, para o valor corrente 0KV/ do parâmetro (usa-

-se frequentemente como valor inicial 0(OJ = Nc/lsNc), x pela média condicional
E(xjn;e\"JPÀ) definida acima. O passo M calcula a nova estimativa de q para o
modelo saturado por 9(v+l) = N-lX(ll!;o(v),X).

A análise do passo E revela que cada unidade parcialmente classe.filada em
66TUtó.} é di-stríbuída pelas categorias i66 em fracções definidas por

0.v)À6/ }l 0.v)À6 . Isto significa que a chance de uma unidade registada em 6 peÉ

vencer aí relativamente a pertencer a í', íPí'66 , é
jOõ

fofo/ofY)]lxÍ/x ]

O conhecimento apenas das razões À?/À.. para todos os pares (l,í') de 6 é
assim suficiente para a distribuição de n.R pelas várias categorias de õ . Por
outras palavras, a estimação por máxima verosimilhança de 0 condicional em À
prescinde do conhecimento exacto de Xs usando apenas a informação à priori co11

porízada nos valores atribui.dos às chances XIÍ/X.Í. , l,í'6õ6TUl6n} (para uma i--
[ustração numérica vede Lítt]e [1980, pg. 405]).

A análise Bayesíana do modelo (3.3) de Díckey et al. (1987) considera tam-
bém como conhecido o parâmetro À. É possível, no entanto, traçar inferências
Bayesianas sobre 0 sem condicionamento nos parâmetros de um mecanismo geral de
registo. A nossa solução desenvolvida no capítulo 5 (sec. 5.2), baseada no uso
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de distribuições à priori Dirichlet para (0,B) comprova-o índubltavelnente

Este problema geral de dados incompletos Ilustra, pois) a capacidade que
a ferramenta Bayeslana tem, na nossa opinlaos de tornear obstáculos derivados
de certas situações de não Identifícabllídade paramétri.ca. E inclusivamente,
fá-lo com o recurso a urna Informação à priori mai.s flexível e mais ''vaga" do
que aquela que permite o desbloqueamento ínferencial clássico.

3.2. 1 Processo de registo Bayesianamente ígnorável

En ordem a elími.nar o parâmetro perturbador À, a hipótese sobre o necanismo
de registo mais vezes admitida, implícita ou explicitamente, na literatura pode
exprtmtr--se por

Mi: lõ: !d.x: , VÓaT
5

!. : !;* '
0

onde o escalar À6, â6TUl6olp representa a probablli.dade condici.onal de classe.u
ficação em 6 comum a todos os índi.vÍduos pertencendo a categorias compatíveis com
6

Este modelo estipula que a probabilidade de se registar a classificação em 6,
para todo o õ, não depende dos valores que poderiam ter sido registados mas ape-
nas dos valor.es efectivamente observados. Ou seja, essa probabilidade sÓ depende
do resultado do processo de amostragem para todo o i.ndlvÍduo k através da informa

ção de que Wk 6 .UÍei}. Na terminologia de Dawíd and Dickey (1977), o modelo MI
traduz um processo de registo baseado no próprio registo ("report-based reporting
process'').

Note-se que a distribuição do padrão observável m condicional em W e, por
(3.1) e pela definição de n, caracterizada sob MI pela função de probabilidade

í:ql!,!) : 'Ê({;:....'n .n:;' o.oÍ.

Esta função é assim, dado À, apenas dependente das frequências observadas,
indicando que o modelo MI assegura que os dados ''nissíng" sao ''nísslng'' aleato--
piamente (MAR em abreviatura), para empregar a linguagem de Rubín (1976). Aten
dendo a que o conceito MAR de Rubln se reporta, não a íi(plw;À.), mas apenas à
probabilidade condicional do padrão m observado, é fácil entender que podemos

ter processos MAR sem satlsfazeren MI ' Basta pensar no caso em que as condíçoes
MI são apenas violadas por umâ#para o qual se observou m:# = 0, Vk. A função
de probabilidade condicional de n já não é dada por (3.6) mas o seu valor no pa'
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deão m observado é definido por uma expressão que sl5 difere de (3.6) por não in
clulr o factor relativo a â

Seja Z = [z.e, ÕO'f ] a matriz parti-cíonada s x l cujos vectores coluna têm
coordenadas nulas à excepção daquelas correspondentes a i.66 e que sao iguais a
1. A função de verosimilhança sob MI converte-se então em

Ü

L:(g ,il !) .{Ê:*í'''Ã.*Ê,'''*l:l'.í'ã':'Ã : :;!,"': (3.7)

Li(1lT)Li(911.,!p)

A redução do número de parâmetros perturbadores e a ultrapassagem do problÊ
ma de ídentlfícabílldade presente em (3.2), operadas por MI , tornam possível,
com as frequências observadas positivas, a estimação dos 2s+l+l parâmetros
(0,À ,X:,ÓO'RJlõ }) sujem.tos às s+l restri.iões naturais

o o E . ' . . l T . Õ .:6o..
.>1.oí.: i; xi+ cà ÀÊ+i:': i, j.:i,...,. 0.8)

0

Deve observar-se, no entanto, que o modelo MI não garante sempre a identífl
cabllidade parametrica. -Basta atentar no caso extremo em que 1 1 não é considera
do admíssívél.

Por outro lado, a factorlzação (3.7) da função de verosimilhança implica
que as inferências veroslmilhancísta e Bayesíana sobre 0 (neste Último caso com

a condição adicional de 0 ser distribuído à priori independentemente de À) podem

reali-zar-se apenas com base em LI(OINcpND). Deve notar-se que este aspecto é vg
lido para qualquer mecanismo MAR, dado que a verosimilhança admite uma factoríza
ção do tipo de (3.7). Â suposição MAR conduz assim a que n. sÓexerça influência
nas inferências sobre as probabilidades condicionais de registo.

A fixação do padrão dé dados observado, digamos m., leva a que os dados ob--

servados se possam definir como WO : {Wkp k:lp...,N, 66A} onde W; traduz a clãs
sífícação do indivíduo k em 6. Isto é, os dados {Wl:} são encarados como resul
tantes da observação das vara-áveis aleatórias Bernoullíanas independentes (mas

não ídentícamente distribuídas)

.-:- {: ::.:'''':*'
Wko é degenerada.devendo notar--se que
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A probabi[[dade marg]na] de Wn ca].cu]ada sem condicionamento explícito no
padrão observado mn' l.e., a partir da dlstri.buíção de W , é

s n. n.

t(Y.l9) : 'l:Ío,j' IU, QÊ'9)"' (3.9)

A realí-zação de Inferências sobre 0 baseadas em (3.9) corresponde a lgno
rar o processo de registo. Face ao exposto acima, este procedimento afigura
-se correcto para as abordagens baseadas na verosimí.Ihança sob a validade de
qualquer processo de registo MAR. Para uma discussão elucidativa do conceito

de ígnorabilídade do processo gerador de dados incompletos en geral,veja--se
Rubin (1976,1978) e Little (1980, 1982).

Uma implicação i.mportante do modelo MI é que as probablli.dades das catego-
rias condicionais aos regi.stop para os índi.vÍduos incompletamente categori.zados
coincidem com as correspondentes probabilidades condicionais amostraís para to--
do o indivíduo com as mesmas características observadas. Ou seja, para qualquer
k tal que h. : c6) 66TUl6 }

1 "« ' .à."'.' : ', '':Ê'', , "'
p(!k: ::LITk : :õ;9'!) :l '(3.io)

1. o , i#õ

p(Yk' : :j.llk'a utejJ;9)

No que concerne à determinação do estímador de máxima verosi.milhança de 0,

as equações derivadas da maximização restringe.da de logLI(o INc'Np)

8Í =tl/(N-no)HÍnl + Ó>1 . n6 êÍ /(:''0)-} , í=1,

podem ser vistas como resultantes das equações de verosimilhança (3.4), devido
a (3.10), e ser interpretadas do mesmo modo. A forma de (3.11) sugere o proce-
di.mento iterativo eln 2 passos

l
sS (3. 1 1)

'::L') :.Í.+ >1 .6.'0,") /(!Õ9(')) , v 0,1,2,-

0(v+l) : x(v)/(N--no) , í : l,...,s

(3. 12)

o qual pode ser encarado como o algorltmo EM quando os dados observados se resu
men apenas a !. e N.. Os dados íncompletosmult:inomiàis apresentam usualmente
uma verosimilhança cujo logaritmo é uma função côncava com um único ponto de má-
ximo correspondente ao Único ponto de estaca.onarldade. Deste modo, é de esperar
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que o algorltmo Iterativo acima definido convlrja normalmente para o estlmador
de máxima verosimilhança.

Em ordem a clarificar o sentido de um processo de registo MAR consideremos

o seguinte exemplo Ilustrativo:

EXEMPLO 1: Suponhamos que de uma população de crianças na faixa etária de 3-4
anos sem um grau avançado de cárie, com dimensão considerada suficientemente
grande, se colheu uma amostra aleatória de N crianças com o fím de indagar a
acção de um tratamento na evolução da cárie de um determinado dente de leite
molar

Para o efeito seja XI (respectivamente Xo) a variável medindo o grau de
cárie nesse dente antes da administração do tratamento (resp. após um período
durante o qual for administrado o tratamento), com os níveis hígido (1=0), í2
cípíente (1=1) e moderado (í=2) (resp. com os níveis hígido (j=0), Incipiente

(j=1), moderado (j=2) e avançado (j=3». A tabela bidimensional (XI'X2) apre-
senta assim como possíveis apenas as 9 celas (í,j), 1=0,1,2, j à í.

Suponhamos que, por força da acção de um determi.nado processo de registo,
a amostra concreta produziu as frequências {nÂ , j=0,1,...,S} onde

ój'{(O,j)}, j =0,1,2,3 , õ4:{(l,j) , j=lg2,3} e óS'{(2,j) , J:2,3}.
Um modelo possível para o processo de registo é definido considerando XI

senpre observada e Xa observada se e sÓ se XI = 0. Neste caso, as configura -
Cães admissíveis resumem-se às configurações observadas) constituindo pois uma

partição do conjunto das 9 celas. Âs probabilidades condicionais de classifi-
cação são assim conhecidas e tal que

6

o] :. 1, j = 0,1,2,3

*lí - *l! -
*l; - *:: . :

l
Fazendo ei : (Dlk , l

traduzindo que a criança

de T : (l!' , k:l,...,Ny

= o,l, l
,5), onde l:0ou l, }l0t: I' comD{

k foi classificada em 6. , a distribuição condicional
dado W pode exprimir--se por

-' -Ãn::"':!*.-*, «{-
íql

onde

!': .,'=d..*::''
: Ji,wkOEt, 1 (w.)E kt

0 , c.c : «':*' {=: ::.: 'LO, c.c

O facto de se observar sempre XI epportanto, de se saber se Wk G EI ou nao,
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implica que a distribuição de m dado W para este modelo não depende dos valores
''mlssing". Pela sua definição este processo MAR tem ainda a particularidade da
di.stríbuição condicional do padrão de registo ser l. Isto conduz a que a distribuição
das frequências observávbí:s só dependa de 0 , coincidindo o seu núcleo com. (3.9) .

Apesar do padrão observado de frequênci.as, podemos admitir que ÀÍ{ > 0,
(Í,j) 6 66 : {(0,j), j=1,2,3} , ou seja, que nÕ é observável. Um modelo que

contempla esta possibilidade pode ser definido afi.amando que, quando XI = 0 ,
X2 é observada completamente se X2 : 0 e pode ser observada parcialmente en 66
ou completamente se X2 : j, Vj#0. Considera-se ainda que XI é sempre observa-
da e Xo nunca é observada quando Xi#0. As cona.guraçoes admissíveis passam a
ser as do modelo anterior acrescidas de 6., e as restrições naturais envolven-

do as probabíli.dades À.: diferem das do modelo inicialmente considerado apenas

na medida em que as equações ÀOJ : 1, j=1,2,3 são substituídas por ÀOJ + À0o : l,

Como o tipo de observação de X2 depende do valor que X2 terá para cada unl
dade amostral, é de esperar que, em geral, a di.stribuíção condici.onal dado W do

padrão observável de registo, m = (]rk ' k:l,...,Ny, el : ( x', t=0,1,...,6) depe2
da de valor:es não observados. Na verdade, tal distribuição pode definir-se pela ex--

s" ?,].l.,l-. A::" ':;..-.,-«::} {Â.*:l,"' '*:â,';''}
onde y.iA = 1 lü: é a frequência não observada de crianças classe.bicadasJõ6 k:W'=e.. K

=k :Oj

em 6A e pertencentes ã.cela (0,j).
Como na amostra observada nÂ = }1 ylÂ = O, segue-se que a probabilidade

h 1=1 ' h

condicional do padrão observado de registo para este nodelo também não depende

dos valores ''mi.ssíng". Assim, este processo de registo é i.gualmente MAR indepe2

dentemente dos {X.o} satísfazeren ou não as conde.çÕes M.. Obviamente que este
mecanisno deixará de ser MAR se na amostra observada houver pelo nenos un k tal

que nl;# 0, a não ser que seja modelado por Mls i.e.s quando a probabilidade de
X2 ser parcialmente observada em 66 se dependa de X2 na medida em que X2 seja
diferente de zero.

6

Õ

â â

1,2,3J

3

6

Note--se que a função de verosimilhança de 0 baseada na anostra ini.clalmeB
te referida é a mesma para os dois mecanismos de censura embora a distribuição
das frequências observáveis seja naturalmente diferente (veja-se (3.2)). Como

tal, é de esperar que as propriedades de procedimentos inferenclals clássicos
sobre 0 dlflram, en geral, para os dois necanlsmos. A



Apesar da frequência com que na literatura estatística se admite, Implícita
ou explicitamente, o modelo M] ,ele pode ser violado em várias sítuaçoes) parti-
cularmente quando a ausência de registo para certos indivíduos se deve à sua re
ousa em responder. A suposição de que a nao-resposta é independente da verda-
deira categoria a que o indivíduo pertence conduz a que no não exerça qualquer
influência na estimação de 0 - recorde-se (3.7) - quando uma anãli.se sensata ã
prIorI do problema concreto pode indicar que o número de não respondentes
contém informação sobre 0.

En ordem a ilustrar o carácter demasiadamente restritivo que MI pode ter,
considere-se a seguinte situação:

Exemplo ?: Pretende-se indagar a proporção de toxicómanos numa dada população,
de dimensão suficientemente grande) dividida nas seguintes categorias considera
das dlsjuntas

1: consumidores de droga pesada

2: consumidores de droga leve
3: não consumidores de qualquer droga

Os subconjuntos susceptíveis de ser observados através de um Inquérito a-
mostral sao

n = ltt},{2},{3}.l ; 6o - {i,2,3}

T 2},{2,3},{1,3}l-

Atendendo ao significado das categorias envolvi.das e ao comportamento do
meio soa.al face ao problema do consumo de drogass é natural esperar'se, noneadâ

mente ) que

X:'J > Ài'' , j. = 1,2

*t: » *!: ; *í' » *ã' ; *l: » *i;
A não ser que se obtenham dados completos) este juízo apríorístíco acarreta

a impossibilidade de o mecanismo de resposta ser ignorãvel e, por consegui.nte, a
verosimilhança correcta deve ser dada por (3.3) e não por (3.7). A fixação de vg

lotes para todas.as chances X+Ó/Xji. , 1,1'6 66 TUt6olp permitirá avaliar o Impacto
do mecanismo de resposta em inferências sobre 0 . A

Noutras sítuaçoes em que a análise à priori da validade de M]. nao se afigu-
ra tão linear, a propría definição das configurações admissíveis) mormente quan-
do ll nao é admissível e T nao constitui uma partlçaodas s categori.asi pode Inví2
bíllzar M. pela violação das restrições (3.8) concernentes aos parâmetros pertul
badores. Para o ilustrar, considere--se o exemplo simples de uma tabela 2x2 com

celas ordenadas lexlcografí.lamente, para a qual se admite queas



A = lÍ1,3,4},{2,4})'. A inconsi.stência das 3 equações

*i:2 : : ; *:2 ; : ; *t:â
torna o modelo MI sem sentido. Desta forma, particularmente quando A = T, torna
-se necessário assegurar a compatibilidade de Mi com A antes que se comece cega-
mente a traçar inferências sobre 0 a parti.r de (3.7).

3.2.2 Processo de registo ''classicamente'' ígnorável

Atrás ficou patente que as inferências correctas sobre 0 devem apoiar-se na
interpretação de que os dados observados (aÍ expressos pelo valor observado, di-
gamos y., do padrão de registo, dado o modo como este foi definido) são gerados
a parti.r da di.stribuição conjunta de (W,m).

Referiram--se ainda condiçoes que garantem que tal procedimento é equívalen
te, numa Óptica verosimilhancista ou Bayesiana, a ignorar o processo de regi.sto.
Isto é, equivalente a fazer as inferências de interesse, fixando o padrão de ce2
fura no seu valor observado e supondo que os dados observados, descai.tos por W.,
sao gerados da distribuição marginal de W.

Em orden a conpreendermos como este Último procedimento pode ser considera
do correcto, do ponto de vista da inferência clássica, suponhamos que o padrão

de censura é redefinido de modo a que já não seja suficiente, por si sÓ, para a
definição dos dados observáveis. Isto pode ser feito, no âmbito de uma estrutu-
ra geral de dados categorizados, considerando os conjuntos 66A agluti.nados em

classes consta.tui.ndo partlçoes de {l,...,s} - o que exigi-rá, em geral, a amplia--

ção de A - e definindo o padrão de censura pelos vectores Tk» k:l)...,N, do tipo
de Tt,.) mas índi.cando apenas a partição onde cada indivíduo é classe.fi.Gado. 0u
seja, somente a componente t, dí.gamos m;l, será não nula e igual a 1, se o indívÍ
duo k é classificado na classe t

Esta nova fortna de definir o padrão de registo, embora seja i.ncapaz de tra--
duzír cabalmente os dados, não altera a definição do processo de registo, l.e.,
da distribuição conde.cíonal do padrão de dados dado W. De facto, dado que Wb=g{,

m; = 1 sse uik : 1, k:l,...,N, l=1,...,s, para o conjunto 6 da classe t que con-
tén í. As considerações anteriores sobre um mecanismo MAR mantêm-se assíin para
esta reformulação do padrão de censura. O valor observado de ã, digamos !., e W.
(definido como antes) , em conjunto, passam agora a definir exaustivamente todos
os dados observados. A distribuição multínomial das frequências observáveis n paâ
sa a ser calculada exclusivamente a partir de (3.1), tendo em conta que n=Q'y.

Como o acto de ignorar o processo de registo significa, nomeadanente, fixar
m em m. , a dlstrí.buíçao amostral correcta de W., nessa base, deve ser dada pela
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distri.buição conde.cional í(w.lã.;o,x) e não pela distribuição marginal f(w.lo). A
ignorabilidade do processo de registo, do ponto de vista da inferênci.a clássica,
requer então que í(w.lã.;o,X) coincida com (3.9), o que é claramente garantido se
a probabilidade de ã. (ou mais restrita.vamente, a distribuição de T) condicional
em W não depende de W. No quadro de uma estrutura geral de dados categorizados
incompletos, a reformulação do padrão de registo em termos de ii permite assim apl.L
car as condições de Rubin (1976) para ignorabilidade do mecani.smo de registo.

Com o objectivo de verificar que tipo de modelos para o mecanismo de registo
garante a sua ignorabi.cidade para propósitos inferenciais sobre 0. via .teoria da
amostragem, vamos considerar por agora o caso especial em que T constitui uma par
tição do conjunto de categorias (em Ê subconjuntos).

Neste caso, os vectores indicadores das modalidades gerais de classificação
(ausência de censura, censura parcial e censura total) são definidos por

$k :( c,mk' oy, k=1,...,N, tal que Tklwk = Si'x'>M3(1,0i), onde Bi:(ÀZÀiÀoy,
com 6 o subconjunto (único) de T que contém i

Conhecer m = ($k 9 k-lp...,Ny implica conhecer a estatística

(Nc.Np.noy 'p i,E.Tk :' a qual se pode exprimir alternativamente em termos das fre
quências observáveis n = (NJ. N! n.y como Un, onde U é a matriz 3 x (s+l+l)-c -P ~o. --'
nal em blocos de blocos diagonais 1: , 1; e l

Dado que a distribuição í(W,al0,X) em (3.1) implica, com a reparametrização
para P que

(s+l+l) diabo-i

1lW,l! ',''' Ms+!+l(N,9'y)
resul-ta então que UnjN,u Rama(N,UQ'p), isto é

(3.13)

' '". . ,". . ,-. i",-, : .ç.3;= "='' '.à,«.,"''*:'
(3.14)

onde 'r. : !;y. ; v. : !;y. (3.15)
Õ

, 66T
'rõ : !.;.11

Consequentemente, a distribuição de (NclNp) conde.cional a (NC
produto de multinomiais independentes expressa por

Ê ? '*+ba
n

l
Nc

lll

f(!c'NplNc.,Np.''-) : -:l(
11 n.!

Para esta configuração particular de dados incompletos foi possível obter
uma estatÍsti.ca, condicional ã qual, porémp a distri.buição das frequências ob-
serváveis depende de À

(3.16)
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Sob o modelo MI,adistribuição (3.16) continuadependendo de 0 e À. Assim, ep
bora 0 se possa estimar (apenas através de (N.,N.)) independentemente de:Àsdb M. ,

' -\. - P - l

a distribuição conde.cional (em ip.) dos respecti.vos estímadores e estatísticas a
dequadas para testar alguma hipótese sobre 0 permanece dependente de À. O mesmo

ocorre com a respectiva distribuição não condicional calculada de (3.13). Sob
MIP os procedimentos sobre 0 vía teoria da amostragem deven, pois, ser baseados
na distribuição não conde.cíonal dos dados e acompanhados de procedimentos corres
pondentes sobre À (vede, e.g., a análise para tabelas de contingência bídínensío
nai.s de Chen and F]enberg [1974]).

A elími.nação dos parâmetros perturbadores do ponto de vi.sta das inferências
clássicas sobre 0 exige assim a adopção de hipóteses nai.s restríti.vas sobre esses
parâmetros, con as suas implicações na compatibilidade das configurações observa-
das

Na situação de censura por uma partição que temos vindo a considerar, a su-
posição adi.cional de que as probabilidades de classificação completa não depen-

dam da categoria (l.e., À: = XI' í=1,...,s), no contexto de um modelo MAR descrí
.t # # + + .

to por Mlp i'aplica que À; = 1-ÀI - ÀO = X2 ' V66T , onde ÀO :À6.. Ou seja, to-
das as probabilidades condicionais de classificação completa, de classificação
parcial e de não classificação sao constantes.

+

Sob este modelo para o mecanismo de censura, denotado por M?, a distribui.--
ção do padrão de dados observável, ã, condici.anal em W depende apenas dos valo-
res da estatística (N, N. n.) - reveja-se (3.6) - e por conseguinte, coincide con
a probabilidade marginal de m. Esta propriedade vai Implicar que o núcleo de
(3.16) coincida com (3.9) pelo que a análise condicional em (N. N. n.) correspon'
de a Ignorar o mecanismo de censura. Note-se ainda que, independentemente do pa--

drão dos dados i.ncompletosp o confínamento aos dados completamente categorizados
para propósitos i.nferencíaís implica uma verosimilhança multlnomlal de parâmetro

0 (núcleo da distribuição de N. dado N. ) se e sÓ se as probabilidades de regis-
to completo nao dependem da categoria. Esta observação é tanto mais pertinente
quanto ã facto que grande parte da literatura parece escamoteá-la quando despreza
os dados incompletos.

O facto de (3.16) nâo depender de l sob M2 significa que (Nc.No.no) é uma
estatística suficiente específica para Xp para empregar a ternlnologia de Basu
(1977). Por outro lado, pode constatar-se ainda que (3.14) se torna independen-

te de 0 sob M9, o que traduz que a referida estatística é também ancilária par-
cial para 0. Numa palavra, sob o modelo M} a estatística (N. N. n.) é' S-ancilá-
ríá para 9. En consequência disto, o pri.ncípio da condicionalidade. generalízàdo
justifica o'desprezo do mecanismo de censura, quando modelado por M?, nas infe--
rêncías clássicas sobre 0 , as quais revestem, pois, uma natureza condlcí.onal



Do ponto de vista de qualquer metodologia que use Instrumentos da :l.nferência clãs
sIGa, tudo se passa como se a amostra fosse constituída por N-n. elementos, estro
trlflcados em duas amostras Independentes,de dimensões N. e N. fixadas previa '
mente, extraídas de populações mulElnomíals relacionadas. Fica assim evidenciado
que a prática de encarar um mecanismo aleatório de censura como se fosse determí-
nÍstico, com o padrão de dados incompletos fixado por delíneamento (e portanto
de definir a verosimilhança por meio da expressão (3.9) , sÓ se afigura correcta
para processos particulares e restritivos de censura.

A situação considerada de T constituir uma partição do conjunto de catego-
rias é um caso particular da situação focada na secção seguinte e que será anali-
sada com maí.or detalhe, dado que é sobre ela que se aplicam os nétodos clássicos
de Inferência descritos no Capítulo 4.

3.3 Caso de um padrão de censura em pqrtíçÕes gçnérícas

Em várias situações, os elementos de llUT estão estruturados en T conjuntos
de categorias, 11., t=1,-.,T, cada um dos quais constitui uma partição do c.onjunto
das s categorias. É o que acontece, por exemplo, numa tabela de contingência mul-
tidítnenslonal onde para cada unidade populacional
- ou 'são registadas as categorias de todas as variáveis;
- ou nao sao registadas as categorias de uma ou mais variáveis.

Os dados podem então ser resumidos numa tabela completamente categorizada e
em várias tabelas marginais suplenentares.

Não é essencial que o padrão observável de dados implique uma tabela comple--

ta. Em vez dos conjuntos singulares de categorias estaren organizados na partição
mai.s- fina R, eles podem estar dispersos unicamente por vários conjuntos llt dístí2
tos de íi-é o caso em que os dados se podem organizar em diversas tabelas com

categorias cotnblnadas. As considerações subsequentes sobre vários mecaní.senos gera
dores da perda de dados mantêm-se na sua essência para esta situação.

Admitiremos, contudo, pela sua ocorrência frequente, que as observações pos'
sáveis podem ser expostas numa tabela com as categorias de lll : ll (relativas aos Ê
lementos completamente categorizados) e em T tabelas adicionais envolvendo os ele
bentos paro.al e totalmente censurados. A tabela suplementar t, t=2,-.,T+l apõe -
senta as categorias reunidas em llp=t6:,j=1,-usl..}, em número de st' considerando--se

lIT+l:Í6o} (sT+l:l). Por conveniência, o número de categorias de 111 será denotado
a partir de agora, neste capítulos por slp passando s a indicar o nÚnero total de
celas nas T+l tabelas .

O processo de registo será definido, de uma forma condensadas em termos do
vector T = (Tk'k:t,.-,Ny, com TK:( 1,.-, T, T+l)í apresentando como valores possa'
vens os vectores c. da base canon]ca de ]RT+l. Sub]inhe-se que, em virtude da de-
finição de A, cada unidade k sÓ tem T+l possibilidades de classificação e afirmar

que, dado Wk : eÍ l-l,-.,sl' mk : l é equivalente a dizer que k é classificado no



Único subconjunto 6: da partição 11. que contém i.
Desta forma, A:=T+l, VÍ, e portanto, é de s.(T+l) o n9 total de probabill.l

dades condicionais de registo, agora denotadas por Xt:p(Tk:etllk;:i), t:l,-.,T+l,
i=1,-.,sj. Façamos

À' j.:l,...,sl), t:l,...,T+l ; Êj. t:l,...,T+l), í:l,-.,sl

onde,em termos da notação da secção 3.2, ]ll : Xc ' ÀT+l : Xo e (À2',-. ÀT')t=Àp

O vector coluna de todos os {À;} pode assim ser representado por À:(À' ,t-l,-.,T+l)'
ou por g'(B.í ,í:l,-.,si) '. As restrições naturais envolvendo estes parâmetros sao as--
s im dadas por

l

,T+l)

!4+iÊi : 1 , i=1,...,sl
A distribuição correspondente a (3.1) converte-se em

(3.17)

'q,ile,P : :NI tEn:'*i)':' (3.18)

yj.t ' . - }l Wkj. : . >1 nk traduz o número (não observado para t:2,-.,T+l)
k:m.=c "' k:W.=e. ":k -t "':k :i

de indivíduos da amostra que pertencem à categoria i e que foram classe.fi.Gados na
cela da tabela t compatível con tal categoria.

Fazendo y. = (y.., i=1,...,s.)', t=1,...,T+l, a expressão anterior revela
-L XL l

que Z = (1112 '.' yT+ly tem, dado (0,À) uma di.stríbuíção multínomial de dimensão
s . (T+l) -l

Seja Z. = (z.. ... z.. ), t=2,...,V+l, a matriz partlci.onada s. x s. cujos
-t '-tl -ts.' ' ' ' . l t

vectores coluna z+..: têm coordenadas igual.s a l nas poslçoes iG6:, sendo as res-
tantes nulas. Note-se, desde já, que Z. é Indlcadora da partição 11. uma vez que
os seus elementos são 0 e 1, as suas colunas são ortogonais e nenhuma linha é
nula. As frequências observáveis podem defi-nir--se então como

NI : (nli.,i:l,
(3.19)

(ntj' j:t, ,sty : ZtZt ' t : 2, ,T+l

e portanto, = = (11 , t=1,...,T+l)' apresenta, dado (9,4), a distribuição multa
nomíal (s--l)--dimenslonal

l li..{i'' E l i*à.:.:*} i''' } ',.«,
f (ej 9 , à;)

N!

T+l st

a A-....'



a qual patenteia a não identlfícabllídade dos sj(T+l)--l parâmetros (0,À) linear-
mente Independentes. De um ponto de vista nao Bayeslano, as inferências sobre 0
para um mecanismo geral de registo exigetn o conheci-mento de Xmedlante, por exem-

plo, a sua estimação por informação à priori

Deflnamos os vectores deIR ', W= =(W=,, j=1,...,s.), t = 2,...,T onde
S

t(w
kj

A fixação de A e de m. permite definir as observações não censuradas total
mente, Wo) pelos valores de Wk para k tal que Tk : cl e de Wk para k tal que

to no padrão observado mn é então dada por

l se Wk 6 UtÍei}
Jwt

kj
0 c.c

sl n.. T st

''-.i:' : I';:: *l X'::.' (3.21)

Esta função pode ser Interpretada dizendo que n condicionalmente a
(N. = 1' N. , t = 1,...,T+l} tem uma distribuição multlnomíal - produto. Vis-
ta como uha função de 0 dado n , ela representará, portanto, a verosimilhança cor--
recta se N.r.. = 0 e o mecanismo de registo for determinÍstíco. Isto é, se o pa'
deão de dados surge Intencionalmente com os {Nt.. Pt:l,. . .,Tlprevíamente fixados
por delíneamento e representando a dimensão de anoétras Independentes de popula-
ções Uilçínqmlai.s relacionadas. Este processo de registo será denotado por .Mo

A comparaçaode (3.21) com o núcleo L(9,411) de (3.20) mostra que as Infe--
rênclas sobre Obaseadas nas duas verosímilhanças não são em geral equivalentes,
o que traduz a nao ígnorabllldade do mecanismo geral de registo para esse tipo
de abordagen ínferencíal

Suponhamos agora o seguinte modelo MAR para o mecaní.smo de registo

MI : XI :À.i ' V j'66: , j = 1,...,st ; t:l,

dlclonal de m sob M.

,T+l (3.22)

TT.*},':* *7 1.*},'':í.=1 ' t=2 j=i '

depende, dado À, somente dos valores observados {N+..}

(3.22) rearranjado como (ài,t:l,...,T+l) onde ?ili: (Ài

í: (ilW; 31 (3.23)

àMI o vector jsob

s:) ' t:l,
,T+l



Sejaainda!:(Z2 ''' Zt '.. ZT+l), X:(is. Z)' e V(0) :XQ. Aexpressão
(3.20) mostra então que a dist:ríbuíção por amostragem não condicional (em m.)

de n é tal que nj0,}M.vw Ms (N,DV3M.) onde DV é a matriz diagonal com os s
elementos do vector V = 'r(0) na diagonal principal, isto é

'n T«..!Lt=1 j

í:(T19,}M:) :
N! Ê..:*!,""*E l n

tj l (3.24)
t

o) À: ](z tj
J

A respectiva função de verosimilhança, digamos L.(0,À., jn) , factoriza--se
lem

LI(o,XM.IT): LI(XM.IT) x LI(OltNt' t:l,

L V / L U /

onde LI(OltNt' t;l,...,T}) coincide com a verosimi.Ihança quando se ignora o prg
cesso de regi.sto (dada em (3.21)). Como 0 e À são considerados parâmetros de
variação i.ndependente, o resultado (3.25) indica que o mecanismo de registo é
i.gnorável para as inferências sobre 0 baseadas na verosi-nilhança, desde que se
admi.ta adicionalmente, para a abordagem Bayesi.ana, que 0 e À., sao di.stribuÍdos

independentemente à pri.ori

(3.25)

E a";,'''i.:«à à.::,:,'''

l

No contexto de tabelas de contingência com observaçoes perdidas em algumas

variáveis, a estimação de máxima verosi.milhança de 0 pode proceder-se através
do método de factorízação da verosimilhança de Rubin (1974). No caso de não
ser observável uma tabela completa, a expressão (3.24) pode ainda reflectir a
falta de identifícabilídade de e. A sua estimação tornar-se-á possível se ca
da e.í for un vector coluna de pelo menos uma matriz Zt. , o que assegurará a i.
dentíficabílídade de cada 0.

A função de probabilidade (3.24) admite ainda a factorização, na qual se
considera Z, = l

sl

onde o primeiro factor corresponde ã distrí.buiçao multinomial para o vector

(NI.,;-, NT.,NT+l) dado N e o segundo à distribui-ção condicional (multínomlal-
-produto) de(NI'...,Nt) dado(NI.,...,NT.).

O núcleo desta distribuição condlcí.onal é ainda, sem hipóteses adicionais

':', :'';:':vl Dl:':'.;.''":,"'' * l
t=1 ' :

n .\

üx íeq'''}.,.:',
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sobre ]M ' diferente de (3.21), o que Implica que a distribuição por amostragem
condícíoÂal (em T.) de uma estatística é geralmente diferente da sua distribui-
ção marginal, calculada de f(Wol 0).

Suponhamos agora o seguinte modelo MAR mais restritivo

«,: *} :*: i:l, ; t = 1,...,T+l (3.27)

0 vector dos parâmetros perturbadores sob (3.27) é expresso por

?iM2 ' (iM2 ' t:l''..,T+l)', com Xli2 : Àtlsl' De (3'23) resulta que a função de

probabilidade condicional de ii dado W para este modelo é dada por
T+l N

r2(Tly;}) (Xt) t.

>l.q , '::,K:l
coincidindo, pois, com a respectiva probabilidade marginal

N

(3.28)

ilustrando, pelo facto de N+.. , T+l, que ela nao depende de W,

Este resultado vaí implicar que o núcleo da distribuição de B dado {N. }
coincida com (3.21) - atente-se no 29 factor de (3.26) e no facto de

ÀM. Àtls. sob M2 e de (ZtOyls. : l pelas características de Zt ' t:l,.
Deste modo, o mecanismo de registo Mo é lgnorável para as Inferências so-

bre 0 baseadas na teoria da amostragem. Na sequência do que foi dito em 3.2,
a mesma conclusão pode ser extraída se o vector m é encarado como reflectindo
os diversos padrões observáveis, no quadro mais lato de A englobar, para além de

U 1 1., outros conjuntos.com frequências observadas nulas.

Sob M. temos então

T+l

lt

,T

f2({Nt.,t:l, ,r+iljw;txE}) :

!bDI'*t'"l'
(3.29)

e

.,NT.;0) - TTf2(NtINt.;0) : JÜÍ=-NI .I.f
A'.,'

t (:;j'9)ntj} (3.30)í2(!i'...,!Tlwi.

Assim, quando o processo de registo estipula que cada Indivíduo sÓ pode
ser classificado, quando o é efectivamente, num conjunto de una partição em T

partlçÕes admissíveis, a estatística (NI.,...,NT.pNT+l) é S-ancllárla para g se
o mecanismo de registo for modelado por Mo' Por conseguinte, a argumentação em
torno do princípio da condlcí.onalldade justifica que os dados relevantes possam

ser relnterpretados como tendo surgido da experíencia condicional ao valor obser
vado de(N.....,N.), ou seja, gerados pelo mecanismo M.



Denotemos agora o vector das probabilidades amostraís de (Sl; , j=1,...,s.
por lPt(0) , i.e

+t(0):(+tj(0), j-l,...,sty - Zt0, t:2,...,T(3.31)

Seja ainda 9(tj) : (0Í.,í66jy com dimensão d; (cardínal de 6;) e e(tj)(0)
o vector das probabilidades amostraís de cada uma das d; categorias condicionais
a 6: , isto é

e(tj)(9) : (p(tj)(9), j-66ty = +t.i(0) ' t'2'

Recorde--se (vida (3.10))que, sob qualquer modelo MAR MI' p(tj)(0).defi-ne as prg
babilidades de qualquer indivíduo pertencer a cada categoria i. G 6' dado que foi
classificado em â'

Consideremos ai.nda $. (NI)

,T (3. 32)

' e(tj)(!i) ; +tj(N ) ' co"

1l(tj) : (nli' i-66j), as mesmas funções de (3.31) e (3.32) nas com 9 substi-tuÍdo
por 1l

O resultado distribucional expresso em (3.30) perdi.te concluir então que pa
ra t=2,...,T

Êt(NI) IUi. ,9t(9)) (3.33a)

Nt+!t(NI) INt.,NI. ;0 'w' Ms.(Nt.+NI. ''bt(0))(3.33b)

Uil+t(Ni);0 'w TI'M t(+tj(NI),e(tj)(0))(3.33c)

onde o factor j da Última relação dlstri.bucional se reporta à distribuição de

1l(tj) dado 'btj (NI) : :tjNI
Estes resultados, válidos sob M2 e sob MO' permíten interpretará em termos

de distribuições multínomlais marginal.s e condicionais (em ambos os casos com

{Nt. } considerados fixos), a função de verosimilhança relevante sob um mecanís
mo de registo Mlpara certos padroes especiais de censura, como veremos na sec-
ção seguinte

st

J

3.4 Caso de um padrão de censura em partíçoes encaixadas

No caso tratado anteriormente, a condição de llt. representar uma parti.ção
do espaço amostral significa que 11. , t=2,.:.sT+l está directamente encaixada

na partição mais fina 111 : 'lÍllP i=1,...)sll' no sentido em que cada parte della
e uma união de partes de nl'' Deste modo, o' caso de duas partíçoes é um exem--

plo especial de um padrão de censura em partiçÕes encaixadas (em um nível).

Quando T > 2, pode acontecer que entre cada par de sucessivas partíç8es



It. exista uma relação do tipo daquela entre 11. e cada ll.. Isto é, o conjunto
de T pare:Lçães pode ser ordenado ascendentemente de modo que llt..l seja mais
fina do que 11., t > 2. A matriz Z = (Z., t à 2) indlcadora das partlçÕes llt..'
t Z 2 é assim tal que cada coluna de Z. é uma soma de colunas de Z. . pelo que' -t -E-l ' '

-t : :t-llt ' onde Lt é a matriz st-l x stP do tipo das matrizes {Zt} , indica-
dora da característica de cada parte de llt ser uma união de partes de llt.I' Es
ta estrutura hierárquica das partições 11. , t=1,...,T, que denominamos de par-
tíções encaixadas (em T-l níveis), pode ser representada por uma árvore, cujo
tronco é a partição mais grossa ll.r ' necessariamente {6.} quando o não registo
é admissível. Uma Ilustração do encaixe em 2 níveis é dada pelo caso em que

sl- 12 comit2:ÍÍi,Z,3},{4,S,6},{7,8,9},{io,ti,i2Jje r lloo)'
«;:l':,:,:,í,.,ã,,'';,*,,,",::,::,}: - i-:i:::' . ;:: 111111

No contexto de tabelas de contingência com osÍll+..} correspondentes às part.l
çÕes defi.nadas por tabelas marginais, este padrão em partlçÕes encai.xadas coin-
cide com o conceito de padrão de dados monótono de Rubín (1974), segundo o qual
as unidades k e as variáveis categorízadas X.i podem ser arranjadas de modo que

para cada unidade k, Xkj observado implica Xkjr observado para todo o j' < j.
Será o caso do exemplo ilustrativo anterior se ele traduzir as 2x2x3 categorias

ordenadas lexícografícamente de uma tabela trldi-mensional (XI'X2'X3) onde, por
conseguinte, 112 corresponderá à marginal (XI'X2) e 113 à marginal XI' Fica tam-
bém claro que a ocorrência de duas ou mais marginais suplementares com a mesma

dimensão não é compatível com o padrão de censura encai-xada

A justificativa para a consideração em separado deste padrão de censura re--
sme na particularidade de permitir simplificar os procedimentos ínferenciai.s s2
bre 0 sob qualquer modelo MI para o mecanismo de censura. Para constatar tal
facto, restrindamo-nos por agora ao método da máxima verosimilhança e consideremos
em primeiro lugar o caso de censura por uma partição (T:2) diferente de {6n} -- ng
te-se que esta é irrelevante sob MI

Recordando (3.25) e tendo presente a notação introduzida na secção anterior,
é fácil verificar que LI (0 11) admite a factorlzação

s2 n.. s2 . ~ n..

':',i,, : :f ,l,<:* * jl.:.':, l"':
j=i lél512 ' j'='tt' 'J ' .J

Dada a definição de +.(0) e de @,.;.(0), esta expressão permite calcular
HZ- + +\6 [/

explicitamente o estímador de máxima verosimilhança de 0, Os através da relação

â:t - ÕZj(0) Õ&j)(0), i6 Ó$ , j=1,...,s2(3'35a.)

p a.D (9 ) nli(3.34)
4' 2j (g) '2j-F4'2j(!P * u2 .n

j=ij.aÕ?
Ç
A
.€

'H

+'

a



N. -@ . (N. )

onde !2(0) : i,, .Pl! (b, (N.) (3.35b)

e(2j)(0): !t(2j)/'b2j(!t) : e(2j)(yi), j=1,...,s2(3.35c)

Pelos resultados (3.33), a factorlzação (3.34) revela que Lt(Ol!) é o prodg
to dos núcleos das distribuições, sob M2' de N2 + +2(NI) dado {N2.,Nl} e de

11(2j) dado +2j(NI), j-l,...,s2 (condicionais a 9). Deste modo, o estímador de
máxima verosi.mílhança de 0 sob M. coincide com o.respectivcl esticador do método

dos momentos para o modelo probabilÍsti.co (3.33 b,c), válido sob M9 (note-se que
1: +. (N. )

A determinação em forma fechada do estínador de máxima verosimilhança de 0

sob M. ocorre igualmente no padrão geral de censura em partiç8es encaixadas deva--
do a uma factorização da verosimilhança do tipo da indicada en (3.34). Para o i--
lustrarmos consideremos o caso do encaixe em 2 níveis (T = 3).

Atendendo a que cada parte de 113 :tõh' h:l9...,s3} e uma união de partes de
112 : {61' ]=1,...,s2l' passaremos a denotar ]12 por {6hm' m:l,...,jh; h=1,...,s3}'

com >1 jh,: s2' de modo a explica.tar que {6hm' m:lp...,jh} é a classe dos 6Í dí--

rectamente encaixada em óli , para todo o h = 1,...Ps3' Em sintonia, representa--

remos Z2 : (Z2h' h:l,...,s3), onde a sub--matriz !2h : (z2hn' m:l,...,Jh) indica a

partição do conjunto õi representado pelo vector coluna z3h de Z3' Consequente-
mente, 92(0) : Z2'0 : (+2h(9),h:l,...,s3)' onde +2h(0) : Z2h'0 com componentes

+2hm(0) : Z2hn'0' m:l,...,jh' Como os vectores componentes de :2h tên as coorde--
nadas referentes a l+õ: nulas, os sub--vectores de !2(0) podem ser alternati.vamen

te definídospor (b2h(0) - Z2h'0(3h) ' onde Z2h é a matriz dil x jh (d3 representa o
cardinal de ólÍ) obtida de :2h por omissão daquelas linhas nulas, e 0(3h):(0i'íG6h)'

Seja ainda

2

s3

1(2h) (9) ,m=1, ,jhy : !2h(o) : ,,h'g(3h)/!3h'g

o vector das probabilidades amostrais de qualquer indivíduo pertencer a cada con
junto õ?. dado que pertence a 6h3 e' hn ' ' n

e(2hm)(g) : (pli2h.)(o), j'66Émy : 1(2hm)/'b2h.n(0) : l g(2h«)/+3h(P)

9(2hm) é o vector dim x l dos elementos 0j. , iOóém' o vector das probabili-
dades amostrals dü cada Indivíduo pertencer à categoria i dado quer pertence a 62hm

Note-se que o facto de Z3 : Z2L3P ou seja, de z3h : Z2L3h : >1.z2hm ' para

h = 1,...,s3 ' onde L3h é o vector coluna h de b3 ' vaí Implicar que

(2h)



+3h(0) : L3h+2(0) : mEt'b2hm(0), e assín lãih'P2(NI) : n>ll Í66.2 li'
hm

com a partição de Z2' seja N2 : (n2Z' l:l,...,s2y partíclonado nos sub-vectores
!2(h) : (n2hn' m:l''..,jh.)', pelo que L;hN2 : I'.N2(h)

Tendo presente estes aspectos notaclonals e observaçoes, podemos concluir
sucessivamente de (3. 25) que

s3 jh nlÍ s3 .jh n.. s3 n..

LI(olT) : h:l ln:4 í6Ó2 l xll::i m:l(:2hn'0)'2hm x h:l(?3h'0)"3h
hm

: 1 1 A, '':':;...9'":: * = E':;...e,'""''".'!: * a':;..9'
hm

Em consonância

n3h

s3 jh , . ~nli:XI A: l.t,..,.e,l
hm

*ll [Ê+l'"''"«'-:'
* .'n(3;h'9) 3h+L3h]!2+e2(!i)]h;l

s3 l+3h(0)ln3h+['3hIN2t+2(nP)]x s3 Jhli'mZh)(o)ln2hm++2hn(Wi)

* l Ê ;ü: l;t«.,«, i'"
hm

(3.36)

A expressão (3.36) revela que a verosimilhança envolve primeiramente todos

os dados relacionados com as categorias de 113 (N3+L3N2++3(NI» depois a partição
de uma parte de]es (L.aIN9-W?(NI)]) nos dados relaci.onados com as categorias de ll9
e finalmente, a partição de uma parte destes (+o(Ni)) nos dados completamente ca-
tegorizados.

Observe-se agora que, sob a validade de M9 (ou de M.), podemos asseverar
por (3.30), que

n2+12(wi) lw2. ,wi. ;g '''' Ms,(N2.+N1.,}2(9))
(3.37a)

n3+l3]w2++2(wl) ] l {Nt. };g n» Ms3(t>ltNt

3

93(9)) (3.37b)

N2(h)+!2h(11) ll;htl2+12(!i)t ;9 ''''' Mjh(l3h]!2+92(Ni)] ,1(2h)(9)),(3.37c)
Independentemente para h-l,...ssl
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1l(hm) l 'P2hm(NI) ;0 'v' Mdl?('P2hm(NI),e(2hm)(0))nm
(3.37d)

i-ndependenEemente para m:l , ,jh e h:l,...,s3

onde 1l(hm) ' (nlí'1662ny

Deste modo, Lt(Ojn) é o produto dos núcleos das distribuições multínomiaís
sob M9 (3.37b,c),d). A expressão em forma fechada de .0 é então

êj. - ê3h(9).Êbh)(g).pj'2h.)(9) , iOói. ; m:l,...,jh ; h 's3 (3.38a)

onde

!3(9) -
!3+l; [!2+12(11) ]

!on : :l:T'"u,wl)] , "::'''''':

(3.38b)

(3.38c)

e(2hn)(Oy: 1l(hm) ,m:l,. ,jh ; h:l, ,s3 (3.38d)

Note-se que

e(2hm) (0 ) 11 (2hn) (NI)

e usando a reparametrízação I'(2h)(0)
: !2h(9),

2(Y2h) ('b2hm ' m: l , 'Jh

1(2h) (!) 2(Y2h) :l[!2 (h)-q2h(!i) ]

A estimação de máxima verosimilhança de 0 envolve assim 3 tabelas de frequêg

clãs que não são mutuamente exclusivas. As probabilidadesÍpi2hm)(0)} são estima-
das apenas da tabela completamente categorizada. As probabilidades {l'/ot.\(Q) } são,
por sua vez, estimadas da tabela de s2 categorias envolvendo as frequências N2 ma:is
as correspondentes somas dos elementos de N.. Por f:Lm, as probabílídades{(bnh(0)}
são estimadas da tabela de sl categorias contendo as frequências Na e as somas a-
propriadas dos elementos de No e NI

A conjugação das expressoes (3.38) conduz a que (3.38a) se possa exprimi.r,

considerando N = Z N. , por
lt

;:': 1 {-« * -«. 'Ã=' * -,«':b' [ 1} ' "'
hm



ilustrando que 0., ÍG61... , é a proporção envolvendo os indivíduos classe.fi.cados
em IP a fracção dos Indivíduos classificados em 6h2m determinada pela estimativa
de probabilidade amostral de pertencer a l dado 6h2m' e a fracção dos indivíduos
classificados em õj calculada das estimativas da probabilidade anterior e da pr2
babílídade de pertencer a 6h2. dado 6h3.

O esquema conducente à factorlzação (3.36) de L] (Ol!) deixa antever como

se factoríza a verosimilhança no caso de partíçÕes encaixadas em T-l nÍveIs (T>3)
e a forma de (3.39) permite prever qual a expressão explícita das estimativas
nesse caso mais geral

Frequentemente, os conjuntos de categorias confundidas que são observados
nao se conseguem aglutinar exaustivamente em partlçoes) embora confígurem uma eâ
trutura encaixada no seguinte sentido: Os conjuntos 6 podem agrupar-se em clas-
ses, algumas das quais constituem partíçÕes do conjunto origi.na] {],...,st] , e
para qualquer par de 6's , ou um é subconjunto do outro ou são disjuntor.

Neste caso, as classes podem ser estruturadas de modo que cada classe e uma

partição de um elemento de outra classe, classe esta, por sua vez) .partição de
um elemento de uma outra classe, e assim sucessivamente até se chegar à classe
que forma a partição (mais grossa, se houver várias partlçÕes) do conjunto ori-
ginal de categorias. Em termos ilustrativos, e retomando o exemplo com sl:12» o
padrão de censura com as classes observadas C3 : {11,2,3,4,5,6},{7,8,9,10,11,12l}
C2 =tt1,2,3}, {4,5,6}, {7,8,9,10},{11,121} e Cl:Í{7,8},{9,101} represen'
[a uma estrutura encaixada em 3 nÍveIs.

O método acima desenvolvi.do para obter uma expressão em forma fechada para

0 é aplicável na sua essência a esta situação. A grande diferença esta em que
cada sub-matriz da matriz Z relativa aos conjuntos observados, índícadora de uma

classe que não é partição do conjunto original de categoríasP partlciona--se ape'
nas nas sub-matrizes associadas aos elementos da classe adjacente que são uniões
dos elementos daquela classe. Embora este aspecto nao dificulte a obtenção de
uma factorízação da verosínllhança do tipo de (3.36), a consideração da matriz :
observada como coincidente com a matriz admissível acarreta problemas na Inter-
pretação dlstribuclonal dos estímadores dos parâmetros da verosimilhança factorl-
zada. Este Inconveniente será elínínado se considerarmos tambén como admissíveis
os conjuntos 6 - cujas frequências observadas serão encaradas como zeros amostrais
- que, adicionados aos 6's observados) fazem com que cada classe constitua uma pal
tição sem violarem a estrutura encaixada. Ilustrando com o exemplo anteriorp o
padrão observado com censura em CI e {Í7P8P9)].0} {11,1211' , pode ser Interpõe
fado como se T = C. U C. , ou seja, como um padrão em partíções encaixadas em 2
níveis, com n... = n,., = 0, para o qual sao válidos, nomeadamente, os resultados

' 1 / 1 4 )n

(3.36) , (3. 37) e (3.39) .

)

o0o





105

4 ANALISE CLÁSSICA CONDICIONAL DE DADOS COM CA'mGORIZÂÇÃO COMPLETA E PARCIAL

4.1. Introdução

Vimos no capitulo anterior que a ocorrência de dados incompletos pode ser i.n
terpretada como consequência da actuação de um mecani.smo estocãsti.co de registo.
A introdução formal deste mecanismo gera, contudo, IEn modelo estatístico não i-

ene « e q fil\ . e +n . q f'e
dentificãvel e com um número de parâmetros superior ao número de observações, ca
se nao se adoptem hi.põteses sinplificadoras sobre o mecanismo de regi.sto.

A consideração de um processo de registo estabelecendo que as probabilida -
des condicional,s de registo sÕ dependem dos valores regi.stados (modelo desig-
nado por MI) jâ permite sanar alguns dos problemas. O modelo estat:sti.co torna-

,Be identi.ficãvel para varias configurações dos dados incompletos (nomeadamente ,

quando um subconjunto da amostra é completaimnte categorizado) . Os seus parâme-
tros reduzem-se a um numero desejável . Procedimentos inferenci.ais, via teoria da
amostragem, sobre as probabi.lidades das categorias podem então seT desbloqueados.

Para este efej.to, o modelo MI nao ép poremp sufici.ente para a erradicação dos pa
rânletros perturbadores da anãli.se .

A consideração no ambito de uo padrão de registo em partiçoes, de um mode-

lo mais restritivo estipulando que as probabilidades condicionais de registo são

constantes para todos os elementos de cada partição (modelo M2)p posei.bilita jã a
realização de inferências cortectas sobre as probabilidades das celas ignorando
o mecanismo de registo.

Estas inferências revestem uma natutezR conde,ci.onal (ao total de elementos
registados em cada partição) e é a descrição da teoria estatística subjacente
que constitui o objecto.vo deste capitulo. Nele serão postas em destaque as tneto-

dologias de máxima verosimilhança (MV) e de mínimos quadrados ponderados (MQP) ,
sem deixar de fazer referência às suas ligações com outros métodos inferenciais
clássicos. Antes porémp sela feita uma revisão -- que nao se reivi.ndica ser com--

pleta -- da literatura sobre a analise não Bayesiana de dados categorizados incom

pletos nas suas diversas configuraé8es.

4.2 Breve revisão da li.teratura

A rtaioria das primeiras publicações assume apenas implicitamente que o pro--
cesso responsável pela falta de classe.fi.cação premi.sa de uma observação nao de-
pende da verdadeira categori.a subjacente ou, pelo menos, das categorias''missind.'
Rubin (1976) fornece, num contexto geral, condições para que as inferências tra--
çadas sobre os parâmetros de interesse, ignorando o processo que gera os dados

perdidos, sejam correctas. Embora, em alguns casos, a natureza incompl-eta dos da
dos possam de um modo. mais realista, depender dos valores que seriam observados



sob uma categorização completa, actualmente, tais hipóteses de ignorabilidade,ex
plicitadas mais frequentemente, são mantidas na maioria dos trabalhos.

Esta pratica afigura--se compreens'ivel devido aos problemas que a introdução
de um mecanismo aleatÓri.o de censura acarreta para as análises ''clássicas'', con
forme foi atrás salientado. A consideração de um mecanismo não ignorãvel exige
algum conhecimento prévio sobre os seus parâmetros. E neste quadro que ée inse-
rem, designadamente:

- o trabalho de Little (1980,1982), nQ qual se estende a defi.niçao de ignotabili
dade em inquéritos amostrais de modo a incorporar. também, o mecanismo de a
mostrarem, e se modela o mecanismo de não-resposta através da especificação
das chances de registo em cada subcQnjunto observado para cada par de patego

- a analise por MV de Nordheim (1984), pressupondo como conhecidos ou estimados
de dados independentes os parâmetros que representam razões de probabilidades
de classificação parcial;

- a aplicação interessante ã tomografi.a de emissão de positr6es de um : modelo

Poissoniano por VardÍ et al. (1985) onde as probabilidades condicionais de re
disto são consideradas conhecidas;

- o estudo da estrutura de tabelas de contingência por Fay (1986), através de
modelos causais ]og-]ineares para o padrão de nao-resposta, ta] como foram for-
mulados por Goodman (vede suas referênci.as).

Todas as reter;nelas citadas a seguir assumem conde.ç8es..de ignorabili.dade
do mecanismo de registo para efeitos de traçar i.nfereancias sobre as probabilida
des das celas, ainda que algumas delas (g.g., Chefe and Fienberg f1974]) lidem
também com a estimação dos parâmetros relacionados cou a categorizaçao parcial
Como veremos na sequência, os procedimentos irai.s calmas são baseados no método

de MV. Por motivos de clareza da exposi.çao, separa'los-emós dos outros méto-

rias;

dos

4.2.1 Métodos de niãxima verosimi.Ihança

As pri.meigas análises de dados i.ncompletas preocuparam'se com configuraçoes
especiais em contextos específicos. Isto ê ilustrado nos procedimentos de Craig
(1953) e Watson (1956), os quais trataram com alguns padrões simples de frequ&t--
clãs aglut.inadas em tabelas de contingência bidé.uensionais geradas por um modelo
lwltinomíal sob a hipótese de independência.

Tentando ligar este tipo de problema envolvendo dadas di.scretos agrupados

e censurados com a analise para dados completos, Hartley (1958) introduziu um
procedimento iterativo geral para calcular estimativas de MV desse modo. Esta i.-
dela básica for usada mais tarde por Blight (1970) para amostras censuradas e
truncadas da família exponencial e por Cartel and Myers (1973) para dados agrupa
dos de uma combinação linear de distribuiçi;es discretas.





Uã muitas vezes necessidade de conjugar o algoritmo EM com outros algori--
amos para executar o passo M. Para tal fim, Fuchs (1982) empregou o algoritmo de
ajustamento proporcional iterativo (IPF) para estimar os parâmetros multinomiaí.s
sob modelagem log-linear de tabelas multidimensionais suplementadas por tabelas
de dimensão inferior. Little and Schluchter (1985) usaram um procedimento seme-
lhante num contexto mais geral envolvendo conjuntamente dados categorizados e
cont+inuos. Ambos os arte.gos discutem ainda o casa especial onde a estimação é
simplificada pela ocorrência de um padrão de dados monótono, como Rubin (.1974)de

monstrara. O algoritmo descrito em Haber (1984) combina também o algoritmo EM
com o método de escalonamento iterati.vo de Darroch-Ratcliff (1972) e pode ser u-
sado em ambos os casos de tabelas parcialmente categori.zadas e de tabelas trunc4

Outros métodos podem seF aplilcados pata estimação de MV em problemas de da
dos incompletos. Por exemplo, Haberman (1977), propondo uma classe de modelos,
nao necessariamente log--lineares, para tabelas de frequências com categorias com

binadas, estudou o comportamento assint8tico de esticadores de MV e comparou os
algoritmos EM, Newton--Raphson e ''Scoring'' para solução das respectivas equações
de verosimilhança. Un outro exemplo, aplicável ao caso de tabelas completa e par
cialmente categorizadas, ê o algoritmo em 2 passos desenvolvido por caber and
Brown (1986). Este algori.tmo, eupreganda o método de escalonamento iterativo ge
neralizado e um método para obtenç;o de estimativas de MV sob restríç8es linea-
res (como o de Gokhale [1973], por exemplo) permite ajustar mode]os contendo res
triç8es log-lineares e lineares a dados multínomiaí.s.

das

4 .2.2. Outros métodos

Dada a estrutura do modelo que consideramos set gerador dos dados arranja
dos numa tabela completa e eu varias tabelas parcialmente categorizadas, a abor-
dagem por mQP a este problema consiste numa extensão relativamente linear da me-
todologia de Grizzle, Starmer and Koch (1969), doravante designada abreviadamen-
te por metodologia GSK. Deva.do à sua possível gama de aplicaçoes, devemos ainda
ci.tar uma outra extensão, a de BQnett et a]. (].985), a qual toma em consideração
uma classe geral de dí.stribuiçdes de Poisson conde.cionais, funções resposta com
matriz de covariância singular e restrições lineares estocãsticas para os parâ-
metros de modelos lineares. No que concerne ao ajuste do modelo log--linear tra
dia.onal, a sua metodologia envolvendo inversas generalizadas surge como uma al
ternativa às formulações de Grizzle and Wíllíams (1972) e Imrey et al. (1981,

A primeira tentativa publi.cada de aplicação da metodologia GSK ao problema
de dados incompletos supra'citado parece ter sido devida a Koch and Reinfurt
(1970), os quais assumiram explicitamente que as observações i.ncompletas ocorrem

por delineamento (modelo M. do cap. 3) e não aleatoriamente. Considerando os da

1982)
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dos incompletos estruturados em sub--tabelas marginais, eles estenderam a aborda
gem GSK e desenvolveram um procedimento em duas fases para determinar estimati-
vas ajustadas que reflectem todos os dados disponíveis e testar varias hipóte-
ses de interesse. Kock, Imrey and Reinfurt (1972) preocuparam'se em descrever al
gins aspectos adi.cionais e em ilustrar este procedimento de MQP abra'Éês de vá-
rios exemplos.

Stanish, Gi.lli.ngs and Koch (1978) aplicaram esta abordagem na analise de da
dos longitude.naif incompletos através de métodos ''multivariate ratio". Wüolson

and Clarke (1984) trataram o mesmo tipo de problema em estudos longa.tudinais, â
dicionando à variável resposta mais uma categoria (â categoria ''missíng''), ém ol
dem a obter o imsmo niimero de categorias para todas as subpopulaç8es multino-
miais definidas pe[os n+zveis dos factores. Ta]. modificação permite uma aplicação
mais padronizada da metodologia GSK básica e dos programas de computador conven-
cionais. Este mesmo procedimento ê adoptado por caber (1986) ao testar a inddpeB.

dência por par cou dados í,ncompletos de estudos longa.tudinais e de experiências
de captura-recaptura (neste último caso, o tamanho da população ê tamb;m estima-
do sob aquela hipótese de independêlncia) .

Dado o suporte probabilistico das inferências condicionais citadas em 4.1,
a anal i.se por. i.nformaçao de discrimí.nação mllnima do problema de restriçoes ex-
ternas em várias amostras multinomíais independentes, como ê descrita em Gokhale

and Kullback (1978, cap. 5), pode ser aplicada de um modo i.dêntico a esta situa
çao de dados incompletos.

Finalmente, para mencionar .ainda. outros métodos de analise, devemos referir
aqueles descritos em Ti.tterington (1984) e Titterington and Jiang (1983). Numa

tentativa de obter estimativas rápidas na presença de grandes conjuntos de dados

coü possibi.l i.dade de regi.stop. .i.ncompletos, eles propuseram e estudaram vários
procedimentos recursívos.:(alguns dos quais relacionados com o método ''Scoring'' e
outros com o algori.tmo EM) conducentes a estiu4dores que possuem boas proprieda-
des asse.nt6ticas sob certas condições de regularidade

4.3 Metodos de nãxíma verosimi.Ihança

4.3.1 Solução das equaçoes de verosi.uilhança para o modelo ''saturado''

De acordo com o que foi visto nQ capitulo 3, o tnodelo M9 é um modelo MAR pe
lo que as equações de verosimilhança correspondem a (3.11). Dado o padrão de ceg.
fura em partiç8es que trataremos ao longo deste capítulo, tais equações podem

ser definidas, em consonância com a notação de 3.3 que usaremos neste capitulo,
por

~: * .}, :í] '-., .:'::.:':.;"]«.
i:l, ,sl (4.1)
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onde N= tEI Nt.' Nt : lstNt' t:lP
slxst indicadora da partição lltP t = 2P

T

â

,T, Zt : (:tj' jBI,...,st) 8 a
,T, e 1 . é a função indicadora do con

junto 6; e llt' Numa formulação matricial, iltit para a sua implementação em pro'
gramas de computador, (4.1) correspoíide a

matriz

(1l+ tX2 D9 Zt Oztg Wt)/N

T
(4.2)

onde D. indica a matriz diagonal com os elementos do vector a na diagonal princi

É fácil comprovar que (4.2) representa a concretização da expressão de Sund

berg (1974) para o sistema das equações de verosimilhança relativas a dados in-
completos da fam'ilha exponencial. Isto e, sendo x o vector das frequências que
se obteria na eventualidade do processo de amostragem set plenamente observado,
(4.2). corresponde a E(:IN,0) : E(:l!,g), onde !=(NI '....N.;y. Como referimos no

cap'ltulo anterior, o sistema (4.2) pode ser resolvida iterativamente pelo sim--

pies mas lento algoritmo EM.
A simplicidade conceptual e analítica do algoritmo EM tem como contrapar

tida a incapacidade de estimar, por si se, a matriz de covariâncja assintÕtica
do estimados de MV (veja--se, contudo, a adaptação de Loujs [1982] , e.g., visando
calcular a matriz de informação observada) . Em ordem a derivar a matriz de infor
mação esperadas anotemos previamente alguns aspectos notacionais. Seja 0t:Zt0=
(Qt;) o vector das probabi.lidades amastrais das celas da tabela t, t=2,...,T e

gt (resp. 0) o vector Qt(Q,) truncado da última componente, i.e., 9,t:eitlt(Q.:Âlq.),
onde $t:(is.-l O(s..-l), t:l,.. .,T. Correspondentemnte, seja Rt=At Et' t:l+...,T,
onde pt = N+'/Nt. é'o vector das proporções dentro da tabela t

Em virtude de (3.30), a função de verosimilhança condicional é L( 0 1 !) :

+.-l Lt(AtZtQINt)8 onde ZI : is., e Lt(.) é numericamente igual à função de probab.L

lidade multinomial de parâmetros Nt. e Zt e. Denotando por V--.(gt):(D- -'0t {t)/Nt.

a matriz de covariâncias, condicional a Nt:p de RtP é fácil verificar que

a log Lt r l -l

ka 9. K't(gt)I'i (Bt - gt) . (4.3)

pal

T

e que a matriz Hessiana relativa a log Lt. ê

onde Xt é o vector (st-l) x l de elementos ntj/Ozj' j l,.. .,st-l e Jt=1(s.-l)'E.!
ta expressão reflecte claramente a concavidade da função log Lt

yt (gP :
agt ag: 1:. . ;'t!> :. ;: (4.4)



Tendo em conta que Ot : Zt Q) onde :t é a matriz Zt sem a Última linha e a
intima coluna, e usando a regra em cadeia da diferenciação matricial, obtém-se

qF : P =?: ;:h:.*l': ''; - :., ''.',
a21og Lt
aí ai'

':'. ''q

{.! . ($ )i; (4.6)

Por conseguinte, o vector gradiente e a matei.z Hessiana de log L sao respeg
tivaimnte dados por

" : .;: {. 1*;..= 4':'i.'.o (4.7)

y(ã) : tEI !t !t(3t g) zt

Tomando em consideração que x]-nt(gt)]Nt .
çao de Fisher condicional é então dada por

T
(4.8)

[lí:-- (Ot)]'J., a matriz de informa

;'ç' : .l: {. k;.';; pl': G : ;'h@l': ; (4.9)

-d. } : ('i; Ü, .,ilr)', v (o) ia matriz diagonal em blocos, diag (:lFI( 0 )

'e (;' e) ... 'Er(il ã)) e X : (Zll2 ''' !TF' Oeste modo, para grandes valores
de N. , t:l,...,T, 0 tem aproximadamente uma distribuição normal multivariada,

com vec.tor ]nãdia ! e a matriz de covari.;nela !(a : IF(.i)]'l
As expressões (4.7), (4.8) e (4.9) permitem maximizar Q logari.tnn da função

de verosimilhança através dos algoritmos de Newton-Raphson e 'igcQring'' de
Fisher. Este íilti.mo proporci.ona ai.nda uma estimativa directa de y(g)

Esta característica é também partilhada pelo método iterativo especifico prg
jectado por Hocking and Oxspring (1971) para o caso em que a ocorrência das vã--
rias tabelas é determinada por delinealnento . Como tal mecanismo determinístico ê
equivalente a uin.mecanismo aleatório de registo modelado por M2p do ponto de
vista de realização de inferências sobre 0 condidionalmente a {Nt..}p esse prole'
dimento iterativo ê aplicável à situação que estamos tratando. Ele ê sugerido pe
la forma de (4.7), a qual permite definir as equações de verosimilhança por

onde 0. : Z! F, t=1,...,T. Para a definição do seu algoritmo, Hocking
sprint(1971) usam para a matriz (Q) a expressão

k -1 .
Et

T .

ã : y(g) zl !. b.'i'' (4 .10)

and Ox-



T

$(i) : T
t=2

(0 )+ B
l 'PI

(4.11)

onde !.(.), t;2, ,T são matrizes (sl-l) x (st--l) definidas por

!t (9.) Yt-t(9.)
-s l

!..:q')%''':iE:({É pl
(4.12)

com Vt-l(Q) denotando a matriz de covariânci.as assintÓtica do estin4dQr de
de .g quando calculado das primeiras t-l verosimilhanças, i.e..

'K Lm(Q.mINn) para t:2... ..T. O seu esquema iterativo fica então definido pornl=J.

l\)l -
u & .

t=1 '''

lt

T

de

Et 0,1,2, (4.13)

onde g(v) representa v(Q.(v)) na expressão (4.IQ) e D(v)=lvet(o(v))I'i

Definindo as quantidades

siq):si=!i ; $t(i):llt-i(ã)+!t($) 1Zt qt-t(i)'Ít] , t::2, . . . ,T

Hocking and Oxspring (1971, sec.3) provam que (4.10) pode ser posta na forma

o :BT-l+BT({; gT.t - !T) = pt+' Z: Bt(!t St-l ' Et)
T

(4.14)

onde Bt:Bt(ê') e St:qt(8), t:2,...,T. Corno gt ; uma função paramêtrica identifica
vel em Lt' (4.14) mostra, como foi por eles salientada, que o estimados de MV

de 0 se obtêm do correspondente estirador para os dados completamente categoriza
dos, adicionando apropriadas combinações liríeares das diferenças entre os estinu
dores de 8t calculadas de Lt e de 'TI' L

A expressão (4.14) permite-nos redefine.r (4.13) como

g(v):gt(Í(v)):$t-)+Bt(9.(v)) ]'Z'. S(v). Ít.] ', t=2,.. .,T (4.15)

, v=1,2,.

Se se considerar o seguinte procedi.imnto modificado



(4.16)

!t:gt(yt-l) : !t-l'hlt(!t-l) F: !t-l - Rt] t:2p...,T

a. sua comparação com (4.14) requer, para !T cojncídi.r com Q, que !t(ut.l)
t=2,...,T. Isto ê assegurado num padrão de censura encaixado (Hocking and
sprint E1971, sec.4]), deva.do a uma estrutura especial da!
estrutura pode ser defina.da pdr

Esta

t r -l--l

!.'p : -'".. .i: "-.'$:'p%kb:'pd (4.17)

como se pode provar por indução. Em suma, o estimadas de MV de 0 no caso de UH
padrão de censura em partições encaixadas ê explicitamente dado por u. definido
em (4 .16) .

No capitulo 3 deduziQQS, pelo Hetodo de faCtQrízaçao da verosimilhança, a
expressão expl:cí.ta de 0 para um padrão de registo em partiçóes encaixadas. Não

é difícil provar que !hem (4.16) corresponde efectivamente a tal expressão. Por
exemplo, para um padrão encaixado em UQ nllvel (.T=2), a efectivação de cálculos
algébricos simples iras morosos conduz a que a componente u., de u.em (4.16), i=

1,...,sl-l tal que ie ó:l, j=1,...,s2'l, se possa definir cano

"2i. : p]]. ' ®2./D(i]j'/ix.j "6zP]'i p2j)

: ã.i -a2./D F'lis2j ii/i.Ê.: ã.?]

: [nlj. + n2j(nli/ic62nlÍ)]/N ' ,
que é a expressão (3.35a). Identicauente, para UH4 configuração encaixada em

dois níveis (T=3), pode provar'se que u3Í para j.c6;l , i.=1,...,sl-l, m:l,...,jh-l,
h:l,. . .ls3'lP em (4.Jn6) é

J

%j'

u:wi.'n2.

u3Í : u2i'(N3./N)(u2i/ E62 u2i)(iE62 u2i ' P3h)n n

: (NI.+N2.)u2i-/N + (W3./W)i3h u2i/iE62 u2i '

Tendo em conta a expressão de u2i para ic6:Dp obtêm-se

u3i:
nlitn2hm';!=; nli +n3h

nli

iÊ'" "::

3
N: E

t=l

(4.19}

n2hm+ic õ

Jh

:::l (n2h«+:



ou seja, a expressão (3.39)

Sublinhe-se ainda que a comparação destas expressoes em forma fechada pa-
ra 9 eom (4.2) torna patente que o algoritmo EM pode produzir as estimativas de
MV ao fim da le iteraçãop usando como estimativas iniciais, respectivamente,

;(o) : pl e g(o) = E2. nos dois casos acima ilustrados.

4.3.2 Máxima verosimilhança eFsus outros Métodos de estimação

Dado o tipo de modelo probabjlllstíco que estamos considerando neste proble
ma de dados incompletos, o estimados de MV de g ê também uma aproximação para
grandes valores de {Nt } do estimados do Xz de Pearson mínimo (abreviadamente
QPM), como se pode demonstrar seguindo o raciocínio de Cramer (1946, p.426) , De
facto, a função do X' de Pearson pode ser expreLssa en termos untriciai.s por

xÊ(9) $(9) ,
p t(9):Nt . (Bt-gtyl9, (Et-0t)

(4.20)

onde 11: ot:l, Qt:Zt0(Zl:ls.) e !t:Ut/Wt., t:l,
restri.çóes naturais

,T. Tomando em consideração as

. : *i.'!' : 'ã;-$''h.'$ 1-:
e portanto ,

x2 (i)
P «

Diferenciando X{ l

;4 '
< : -:"'.

(i-!o'Eh(pl' (Ê'-io (4.21)

9 . . . Pst.-l, obtêm-se

-E'T'j'-p-:ql,:-:. «.':

Para Nt. suficientemente grande, o 29 termo do 29 membro é desprezável, o
nos permite es prever

'-v'

; : -":. ' ,;l ' ht ' '*' ' ,.'«:: ,

alog Lt . ,..-l

~t

que

(4.22)

tendo em vista (4.3). Asse.m, a afirmação aci.ma sobre a relação assintõtica en-
tre os estimadores de MV e do QPM fica demonstrada.

A expressão (4.21) ilustra ainda que o esticador do QPM de 0 pode ser visto
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como o estÍlnador dos MQP obtido do nndelo linear generalizado, conde.cionado em
{N. }, p : X 0 'F ç, onde o erro tem média nula e matriz de covariãncia V: (Q).

De acordo com Cli.ckner (1976), o estimados de MV pode ser visto de um mudo''anglo

go. De facto, (4.22) revela que a.remoção do termo desprezável 8 equi.valente à
minimização de X2. supondo que }lf G:t) e independente de 0. Assim, as equações
de verositnilhança podem $eT i.nterpretadas como as equações normal.s resultantes
de (4.21) com V=(D) suposto independente de T. Deve tambêQ anotar-se que os está

dadores de MV e do QPU de 'g (QU de !+) $ao ambas estimadores BAN quando N 'F" com

{Nt./N} mantidos fi.xos, cona.se segue do trabalho de Neyman (1949) .

É ainda conveniente realçar .que (4.21), (4.3) e (4.4) i.aplicam que a fun
çao do X2 de Pearson corresponde ã generali.zaçao para T amostras da funç;o ''sco-
re'' eficiente de Rao (Rao [1947]), dada por

a;-b,.[;.{.,]': . alog Lt

Ht pt
) (4.23)

onde !(!t) é a matriz de informação de Fisher numa si.mples observação da tabela
t. Este resultado pode ser encarado como im caso particular do resultado geral
de Bemis and Bhapkar (1982) para a família exponenci.al multivariada de distribui
çoes.

4.3.3 Testes de ajustamento de vãri.os modelos

A presença de abservaç8es i.nconpletas torna possível testar o ajuste do
modelo linear bâsi.co que liga paraioetricalnente as T distri.bui.ç8es multínomi.ai.s
no contexto do modelo ''saturado". Em teriüos da especificação em equações livres,
esse modelo estritalmnte linear é formulado por

n. : !(gü) (4.24)

onde g#:(g' g' .., g4)' e 11(g+) ê g*: !*, ''- ê dias(êll ê2

Como na si,tuação de dados completos, o ajuste de H. pode ser testado pelas
estat'lsticas usual.s. Isto é, pela estatÍstic:a do X2 de Pearson

X2 : / (Í)
P P '-' ; i' ' h.o] ': 'i' x B) (4.25)

que é algebricamente idênti.ca ã estatística S(g)de Rao, ou pela estatistilca da
razão das verosimílhanças de Wilks

'':''', , «:--:, .;:«. l::-.. «:: ""'
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A matriz da forma quadrãtica em (4.25) ê um está.mador consistente de v=(ê') ob-
tido substituindo T e 7+..=(01..;), .t=2,...,T, pelos seus estimadores de Mf sob
H

0
Estas duas estatísticas possuem ambas uma distribuição nula asse.ntÓtica

do X2, com o ni;imro v de graus de liberdade definido pela diferença entre o n9
total de celas independentes nas T tabelas e o nutnero de parâmetros estimados

í.e., v=(s-T)-(sl-l). Na secção 4.4 seta justificada esta.aÉfrmação sobre a di.l
tribuiçao assint8tica) a qual n;o varia se os critérios X:l e G' forem avaliados
em qualquer outro estimador BAN de g.

Sob a validade de H., podemos considerar hjpoteses H adicionais, as quais
podem ser testadas conjuntamente com Hn por qualquer dos critêríos referidos, e.
valiados no estimados de MV de ! sob Ho n H. ,l

Se tem interesse considerar uma hipótese li.near, .digamos H. ; C g = Q,l on-
de C ê uma matriz a x(sl-l) de posto a<sl-l, o esticador de MV restringido a
H.nH, 0, pode ser obtido, aproveitando os cálculos de 4.3.1, através do método
dos multiplicadores de Lagrange. É fácil constatar que a maximização da função
Lagrangiana, @(0,!)=10g L(3 gl:)-!' C 0, conduz ao sistema

r n-] T r n-].

3':(!:t-: ?(8')c' c ? (8) c' kgJÇ (!) tzl:t x$: 'i.? Rt (4.27)

O uso deste método de maxinü.zaçãa restri.ngi.da (usado, e.g, por Hocking and

Oxspring D197q) pode ser evitado se adoptanws uma formulação em equações li-
vres para H. Neste sentido, Hn e H podem ser expressos pelo modelo linear redu-
zido

u n H
0 :l0P) : :Ç ! v. (4.28)

onde U é uma matriz (s.-l) x (a.-l-a) de posto completo ortogonal a C e Y ê um

vector de sl-l-a parâimtros. A substituição de 0 por U y na função de verosimi
Ihança e a repetição da técnica usada em 4.3.1, permitem-nos obter o esticador
de MV de y e, consequentemente, os valores preditos para e. e 2+

Quando os dados se reportam a uma classe.ficaçao cruzada segundo varias va-
ra.ãveis categorizadas, é de especial irnportâhcía a consideração de tnodelos log-
lineares para descrever a estrutura da distribuição conjunta dessas variáveis.A
doptando a formulação tradicional de um modelo log-linear, teremos em notaçaa
matricial

n : llg ! = (!s. 3X) ( n )

onde rl é uma média geral, Ê o vector (vxl) dos parâmetros relevantes e XI ê uma

matriz sl x v de especifilcação do modelo satisfazendo a condição de identifica--
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bilidade para§, i.e. 

com R() designando o posto. Deste modo,&* fica definido pelo modelo não li

near, que incorpora jâ as restrições naturais 

H ílH 
o 

onde ~*=(f1 ~2 ..••. ~T)'. Tomando em consideração que 

ae 

- fâcil mostrar função "score" pode definida 
e que a ser por 

alog L 

= :'.i [~1 + t}2 -1 ~.~ Ee(B) ~t nz 'e (B). 
- .~~~(~) 

ªª 
.... t r< ~ 

(4. 29) 

(4.30) 

onde µ( B) ::µ=N 0(B} representa o vector das frequências esperadas. Esta expre ssao 

,- - - r-, - , -

implica que as equações de verosimilhança são idênticas àquelas que se obteriam 

se todos os N elementos fossem completamente categorizados, excepto no ponto 

em que o correspondente vector x das frequências observadas hipotéticas é subs 
,.. 

tituido pela estimativa do seu valor esperado condicional aos dados realmente 

observados. Ou seja, :5 é substituído pelo numerador do 29 membro de (4;2). As

sim, as v combinações lineares do estimador de MV de E[x ln,0 (S)J igualam as mes 

-
- r-- - -

mas combinações lineares de g(~). Para o caso especial de ocorrência de uma úni 

ca tabe la parcialmente categorizada, Haberman (1974) obteve equações de verosi 

milhança correspondentes, através de métodos de projecção ortogonal, tendo ain 

da discutido propriedades dis suas soluções. 

Quando H traduz um modelo log-linear hierárquico, (4.30) implica a formu

lação matricial das e quaçõe s de vero s imilhança re gistadas em Fuchs (1982). Em 

termos da aplicação do algoritmo EM, (4.30) traduz ainda qu e o passo E deriva 

daquele relativo ao modelo saturado (vide (4.2)), somando sobre os Índices de 

modo a obte r o valor ajustado para a estatística suficiente do mode lo 

near em causa. O passo M pode r eque r e r solução iterativa, podendo, então, 

log-li 

se r 

exe cutado por me io de procedimentos ite rativos de line ados para dados compl e tos, 

como o al goritmo IPF 0ide , e.g., Bi shop e t al. (1975, cap.3]). A pr6pria ocor

r ênc ia de uma configuração em partições encai xadas não conduz necessariamente a 

es timativa s direct as , como suce de com o modelo "satur ado". Por outro lado, 0 

fac to de um de t e rminado modelo hierárquico r e duzido apresentar e stimativas em 

f or ma f echada no problema de dado s compl e to s , pode de i xar de se verifi car com a 

presença de dados in comple tos. O exemplo 2 da se cçã'o 4 .5 ilu stra claramente es 

t e ponto. A ex i s t ência de es timativas de 0 com expressão explícita depende , nao 

-
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sÓ do modelo log-linear em questão, mas também do padrão de censura observado

Independentemente do tipo (hierárquico ou não) do modelo log-linear, as e-
quações (4.30) podem ser resolvidas recorrendo a métodos gerais de optimização.
Para a aplicação do usual ln;todo de Newton-Raphson, torna--se necessário dera
var a expressão para a matriz Hessiana de log L. Após alguns cálculos de dife-
renciação matricial a partir de (4.30), pode constatar-se que tal ímt:riz pode
ser definida pela expressão

\''} q JI /

azlog L
! (q).: ------= : :; # ?:.b llo )-g(ê) b(x)]'-N]. + E

'sl t:2 ;:.IQ' ' ?l.le.':'::]
T

!t(Ê) : Ztl3i!(Ê)!t ; !t(B) : 2g(Ê)!.t03zg(g.)!t' t:2,'..,T

CorLsequentemente, a matriz de informação de Fisher condicional cuja i.nve!..
sa define a matriz de covariância assintõtica do esticador de llV de É3, 13, êl

:'g' : ;;P:.;' * .::P..*.'e,:.::Jl$e..g:-,q,[,..,]} ;:
onde

(4.32)

St(B) : !g(Ê) !t !3É9(Ê) lst ' t:2''..,T

Aplicando o método-6 baseado numa expansão Tayloriana linear de 9(B), obte
ims a seguinte expressão para a matriz de covariância assintõtica de +9(B)

(!o(B)-g(É) k(É)])3i BF(!)]'':l(2o(B)-g(Ê)[â(E)] ' ) (4.33)

A análise de (4.31), (4.32) e (4.33) permite também concluir que elas cone.
tí.quem uma generalização das correspondentes expressões para o caso usual de da
dos completos.

Como referi.mos anteriormente, os npdelos reduzidos HnnH podem ser ajusta -
dos por (4.25) ou (4.26), comT designando o esticador de MV de 1l sob os despe.S

tivos modelos. O niimero de graus de liberdade ã v=(s-T)-(sl-l--a) para o caso do
modelo (4.28), e v=s-T-v para o modelo (4.29). O teste de ajustamento para Q iW.
delo H dado o imdelo H. pode ser baseado na estat+tstica da raz;a das verosimi -
Ihancas condicional

.:i , : .'e, - ':e' : ' '-:''' ::1 -.; :«E
onde 0(resp.0) representa o esticador de MV de êl sob HonH(Ho) Para grandes va
lotes de {N. } pode mostrar-se que a distribuição nula desta estatística é apro

(4.34)
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ximadamente X(.,), onde .V:a para o modelo (4.28), e .v=sl-l-v para o modelo(4.29),
um resultado análogo àquele obtido para o problema padrão de uma tabela comple
ta.

4.3.4 Alguns comentários adicionais

O esqueleto conceptual apresentado no capítulo 3 apoiou-se num esquema de
amostragem aleatÕri.a simples das N unidades experimentais a classifi.car. Contu-
do, os dados são muitas vezes colhi.dos, .como em estudos longitudinais, por um
processo conceptualmente equivalente à amostragem aleatória estratificada (yi.de
Koch et a]. [1972] e Woo]son and C]arke [1984] para a]guns exemp]os). Â exten
sao da anãli.se feita ao caso dê um esquema de amostragem multinomial-produto
subjacente não oferece grandes dificuldades se exceptuamios unia notação mais i.n
trancada.

Quando os dados se reportam ã classificaç;o cruzada pQr varias variáveis
nao é, às vezes, evidente se todas as variáveis sao do tipo ''resposta'!, ou se
algumas delas, geralmente referidas como factores, apenas servem para definir
as subpopulaçoes de cada uma das quais é aleatori.agente escolhida uma amostra.
Em consonância, saber se as inferências sobre os parâmetros correspondentes são
i.mutáveis, sob os modelos probabilisticos multilnomial/multa.nomial-produto subja
gentes, ê uma questão de interesse para o analista de dados que, não raramente,
desconhece o processo de recolha dos dados.

Devemos notar, desde jã, que a hipótese básica de ígnorabilidade do meca-
nismo de registo com uma distri.buição conjunta subjacente de q multinomiais in
dependentes, dã origem a uma verosimilhança relevante, h, que é caracterizada
por um produto de qT multa.nomiaís, se assumirmos que o nÍimero de tabelas suple-

;:';ii;? ;,rlT: ;i:;;:':\l':i;1{ : 3j?fl: .T'lf;v;:,'::;: l:li;:=!'lÍ.,
(resp.Ê(j)), .j:l,...,q ê um vector s(j) x l (s(j) x 1) de probabilidades conjW.

tas subjacentes relativas ao estrato j pertinentes ã tabela t (completa). Seja
L(0+) a função de verosimilhança dada. em (3.30.) e Lo(9ü) a função de verosimi-
lhança atrás referida, com as respectivas probabilidades condicionais expressas
como função de 0+. Ambas são consideradas sob as restriçoes naturais, as restri
çÕes lineares H. e as restriçoes log-lineares usuais defi.nindo hipóteses de nao
interacção.

Do ponto de vista das inferências por MV, a questão reside então em pompa

rar as estimativas de MV de .9,,: baseadas em L(Ê+) e em Lo(0+). Esta formulação
permite-nos compreender que a questão ê uma extensão do problema ori.ginalmente
considerado por. Birch (1963) . Aplicando uma forma generalizada do teorema 13.4.1
em Bi-shop et al.(1975, p.447), podemos concluir que os doi-s conjuntos de está.ma
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ti.vas são idênticos desde que as estimativas calculadas nesta secção satisfa-

çam as condições is.(j) 0.j) = N(j)/N,.j:l,...,q, onde N(j) é o tamanho da j-
ésima amostra e N = i N(J;

Sob o modelo estrutural ''saturado'', a expressão (4.1) implica que essas
condições se verificam. Esta mesma conclusão pode .ser extraída de analise da ex
pressão de 0 obtida de (4.30), desde que o modelo log-linear em questão inclua
o termo u (para usar a termi]no]ogia de BjshQP et al. [1975] , par exemplo) rela-
tivo à configuração considerada como fixa no esquema multinomial-produto subja-
cente, como no caso do problema de dados completos.

lJ

Em contrapartida, a presença do modelo estritamente linear li. torna probl!.
inática a satisfação das condições esboçadas em Woolson and BÊier (1981) para a
equivalência dos resultados inferenciais com dados completos, para os dois bode
los probabilÍsticos, quando é usada a metodologia por MQP

Finalmente, nao queremos tenninar esta secção sem realçar que a aplicação
dos metodos de MV descritos não exi.ge a ocorrência de uma tabela completamen-

te categorizada, desde que cada elemen.to de g seja identificável em pelo menos

uma das tabelas parcialmente categorizadas, Este requisito poderá ser preencha.-
do com uma íinica tabela incompleta, sob algum modela reduzido.

\

4.4 Métodos de mÍninns quadrados ponderados

4.4.1 Metodologia do X': modificado enl uma fase

Frisemos .j; que a suposição de uma distribuição multa.nomial subjacente dã

origem a unia distribuição para as frequências observadas que , condicionalmente
ao padrão de regi.sto observado â caracterizada por um produto de T mult+no-
miais independentes com parâmetros Nt. e !t. = Zt. T, t=1,...,T, quando o mecanis
mo de registo é modelado por M2- Nesta base, a grande diferença na aplicação
da metodologia GSK relativamente à situação padrão jaz. no facto .de que as cale
Borlas de classificação, bem como Q seu nÍimero, variam de uma distribuição para
outra, conforme fai assinalado por Koch et al. (1972)

Em virtude de tal modelo probabilÍstico, o estimados de MV irrestrito de 0,

definido por !: (EI'... p4r, onde 1lt:Nt/Nt.p t-lp...,T, satisfaz o modelo li.-
near generalizado, 2:.6.+ e, onde o vector dos ettos tem nédia nula e tnattíz de

covariância Xp(g)«iag(!pt(Q.)' '.. yPZ(OT)) com ypt(ot):Kt'(2gt'otot)
O argumento usado em 4.3.2 pode ser aplicado à função do Xz inadificado (ou

de Neyman) definida por

' : : .!: <.'!, Xi(Q.) = Nt.(Et-Oty Opl(Et-0t)''t '' = t
(4.35)
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onde cada elemento de cada Eté suposto positivo. Incorporando as restrições na

turais, esta função pode ser reexpressa por 

(4. 36) 

onde V--{p) ê o estimador consistente de V-(0) obtido por substituição de e 
- ~e r-: 

rsp N 
~t por 

!\, t=l,, •. , T. A existência da matriz inv;rsa desse estimador é garantida pela 

suposição feita sobre ~. (quando tal nao se verifica, veja-se Koch et al. [i.972, 

sec.3]). 

Vimos jã que a comparação entl:'e as T multinomiais ê traduzida pela modelo 

estritamente lin.ear H : E(pj{N })= e:~ I.· A comparação entre (4.35) e ' (4.21) 
o ~ t. -r' , . 

sob H torna assim evidente que o estimador do X2 modificado mínimo (abreviada-

º mente QNM) de f pode ser encarado de um modo idêntico ao estimador do QPM, ex-

cepto no aspecto em que o critério dos mínimos quadrados generalizados ê modifi 

cado pela substituição_ de V-(e) pelo estimador consistente supra-citado. 
~p ,-.. 

,..,, 

Deste modo, o ajustamento de H pode ser testado pela estatística do x2 mo 
o 

dificado mínimo (ou estatística residual dos mínimos quadrados ponderados) 

~ = ~ <Í> = <e - ~ i> · frfe> J-\f - ~ Í> e 4 • 3 n 
,-, 

onde e e O estimador do QNM (ou dos MQP) de e, dado explicitamente em forma fe 

~ ,-
chada por 

A formulação equivalente de 

w=(s-T)-( s -1) e C é uma matriz 

H em termos de restrições e C 8*=0 
o .-o ,.. ~w 

w x (s-T) de posto completo ortogonal 

(4. 38) 

onde 

a X. De 

1 o 
acordo com Bhapkar (1966), para testar essas restrições, a estatística x2 e 

N 
al 

gebricamente equivalente à estatística de Wald 

Q = c 
o 

-1 

Qc
0 

(f> = C.f.o "E)' [~º ~~<i) S~] So 12. (4.39) 

Para O evidenciarmos, basta pôr (4.38) em (4.37). de modo a exprimir~ co 

mo a f orma quadrát i ca 

x2 = -P, 
-~ ~X E 

(4 .40) 

e aplicar O l ema de identidade matri cial de Koch (1969) para concluir qu e 
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ks = c:-x -o ç. %'(i) s.;l ç.
s.-l(o,Et), CQm Xt:!Q+dtêlt't:l,

à medida que N. -+ w pelo teorema do limite central. Isto implica) denotando

E=diag (LI'..IT) e g.=('61. JI''./NT. JTy, com Jt:lst-l' que

lk(EqÜ) -> Ns-T(.,E) quando {Nt.} '» "' Assim, para grandes valores de {Nt.}' B

tem uma distribuição normal multivariada aproxilmada com vector média IS g. e tng

triz de covariância Yii(i), sob Ho' Segue--se então do teorema de Slutsky que
Q. é assintoticament8 distribuída cona um X2w) sob Ho

Quando Wm de tal modo que cada Nt./N' converge para rtP 0<rt<1,- t:l,...,T,
o esticador do QNU de Q. comporta-se também como um esticador BAN(Neyman 1949 )
Para vermos como 0 8 assíntoticamente equivalente ao estiaiadar de MV g, usemos

a expansão de Taylor de la ordem em 9.+ para (4.38):

Diferenci.ando ambos os membros das equações normais

d

0

É bem conhecido que l4lt.(pt-ot). '» N

,T,

(4.41)

;' k'd ':: éi :'1%'p

em ordem a cada elemento de p, digamos a;, e avali.ando os resultados em
obtenns

-} -l .ao

!'!j (t): ! ''' (!' kÉ(ii)] ã) c:â/'i;!.,::3'!j (e"'!"''':'l

l

Da
!

onde !j(!ü)
a r ] -l

( ;;1.);(líã )É:{ ' Assim, s'b n.
J

'â::.:. r\q:4';{ (4.42)

Devido ãs considerações anteriores sobre o comportamento assintótico de
D (E-o#), o que implica que o 39 termo do 2q membro de (4.41) ê um vector com

elementos da ordem o.(N.1/2), podemos afirmar que 0 é assintoticamente equiva-
lente à sua aproximação em sêde de Taylor li.near. Tendo em conta (4.41) e

buição normal com vector média 9. e matriz de covariância v(ã)=]]E(i)]'' (record!.
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se (4.9)), como pretendíamos demonstrar

Consideremos agora C uma matriz a x(sl-l) de posto completo a<s.-l. O vec-
tor g q ã então aproximadaiiente distribuído como Na(C 0, C V(0) C') e a sua ma
triz de covari.ânci.a consistentemente estimada por C V(R) C', onde

I' r- -l -l 'l -l

!'p - l:'hd'' :l
Desta forma, admitindo que Hn fornece uma descrição satisfatória da vara.ação de
0 , a hipótese linear H : C 0 = O.a pode ser testada com a estatística de Wald

(4.43)

Q. ' 'g {'' E !.P S'l'Si (4.44)

cuja di.atribui.ção nula assint8tica ê Xr,\.

O ajuste do modelo linear reduzido H.nH definida em (4.28) pode ser testa
do, por analogia com (4.37), (4.39) e (4.4Q) pela estatística de Raid

S RC pC r"''X9U0
(4.45)

:*,.+k:;.plT'F;-,-; :P'f' k'pJT: ]'::':' h"j'].
Os esticadores dos UQP do parâmetro y e da sua matei.z de covari.anciã são

re spect ivalnnte dados por

P':'k'ü ::; ] -::'.;' kd-: :
k'' :F':'Íh';]':; ]':

A diferença entre as. estatísticas de ajustamento do modelo linear reduzido

HonH e do modelo linear original Ho é então expressa por

(4.46)

Qc.,c ' Qc. : e'(:,:,.-g,:) } (4.47)

a aplicação de novo do lema de identi.dade matricial de Koch (1969) permite-nos
mostrar que (4.47) é equi.valente a (4.44). A estatística Q. é assim interpretã-
vel coiro estatÍsti.ca de Wald conde,cional para testar as restriçoes adi.cionais
que o modelo HnnH contempla dado que se veria.cam aquelas implicadas pelo mode-
lo H. Consequentemente, a estat'lstica do Xz moda.ficado mÍn.imo admite a mesma

partição que a estat'lsti.ca da razão das verosimilhanças na presença de uma se
qu8ncia hierárquica de modelos.

FNotando que em (4.44) , C Í = C
$(i)] 7 ' q" gya4,;l-i-') ']

l l
l P



4.4.2. }letodologias dos mínimos quadrados ponderados em duas fases e hÍ
bridas

Para testar a hipótese H anterior, podemos usar alternativamente, no espt'
rito do método de regressão funcional assint8tica, MRFA em abreviat:ura (vede
e.g., Imrey et al. [1981,1982]), uma estatística de Wald baseada no esticador
de MV de 0 , concretamente

(C ir (c Ç(ã)c')'i c 'i'1 (4.48)

= (X' ]. PP(g)]'lX)'l ê o esticador consistente da matriz de covariân-

cia assint8tica de g, obtida desta substituindo $1 pelos valores
.a . -ân

-. = X e. Esta estatística ê assim assintoticamente equivalente a Qc'

Após a obtenção da estinlador ã' sob Hop a aplicação dos instrumentos da mg.

todologia dos MQP ao modelo H:'gLlj1l onde 0 iguala o valor esperado assintÕtico
de 0, permite--nos obter as seguintes expressoes para o esticador do MRFA de y
e' sua matriz de covariância estimada

onde

preditos

!t : (!.:. [b( ]': ! P': 1'3' Eí(b]': 'g*

: (!'l' kioÕ]': 3 !)':

(4.49)

Estas expressoes sao formalmente idênticas àquelas dera.fiadas pela metoda--

IDEia dos UQP em um estágio dadas em (4.46). A íh.ica diferença esta no facto
dos valores preditos de 9# por MV jogarem o papel das proporções observadas B.
Seguindo Imrey et al. (1981), podemos dizer que os esticadores do MRFA (4.49)
são obtidos aplicando num segundo estágio a metodologia padrão dos MQP à ''tabe-
la de pseudo-contingência'' envolvendo as proporções preditas g+ sob Ho' O está--
nadar 'yt pode pois ser interpretado como o estimados do QNM de yP encarando o
critério do X2 de Neyman aplicado a essa ''tabela de pseudo--contingência". Como

anterionnente, podemos facillmnte provar que a estatística do XZ modificado cor

respondente para o ajuste do tmdelo H, x2t= (9.A'X ! !t)vEVF(6')]'l(ê.+-X U it) é
idêntica a Q;.

Quando se esta interessado numa função não li.cear de 0, como no caso da
formulação log--linear de hipóteses de naa-interacção em tabelas de contingência
multidimensionais, Koch et al. (1972) propõem a aplicação da ,abordagem GSK numa

segunda fase às estimativas ajustadas que reflectem todos os dados disponíveis

['':-"] 'E::-] : (4.50)
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onde T é dado em (4.38). Deste modo, podemos visualizar este procedimento como

uma aplicação da lmtodologi.a de regressão funci.onal assintõti.ca, diferendo da
anteri.or no sentido em que a metodologia por MQP ê usada em ambas as fases. Na
turàlmente que a segunda fase pode ser apli.cada, numa abordagem h'ibrida, ao e.!
timador de MV de 0 .

Com o fim de. descrever a teoriza. e.$tatÍstica subjacente a esta metodologia

dos mQP em duas fases, seja G(ê) Q vector funç;o de i.nteresse com dimensão

uesl-l para o qual ê considerado Q modelo linear

G(Q) = X. a
f'-t I'- fK \.7 FI

(4 .51)

onde a nutria Xr. de especificação do TOdelo é uxv com posto completo vu<u e g é
o correspondente vector parametrico desconhecido. Desi.gnemos por Ç:k(9) o vec-
tor (uxl) de funções resultante de g (e) por substituiç;o de Os. por l-J10 e

suponhamos que os elementos de g#(..). têlra derivadas parciais.qoFtlnuas até or-
dem 2 num subconjunto aberto do sinlplex probabílÍstico de R '' contendo g. Ad
mitiDdo ainda que G+(..) é tal que GÜ=G (lo) pode ser aproximado pela sua expa:.
são de Taylor l i.near sob as conde.çoes que«garantem a normalidade assintót.L
ca de g, a aplicação do método-6 assegura que g+ tem aproximadamente uma dis
tribuição normal u-variada com vector nÉdila G+(0) e matei.z de covari.anciã

singular. ';

Tomando (.4.5Q) em consideração, o que implica que a matei.z de covariânci.a

asse-nt6tica de g seja dada por Vt(0):(]s.-l - gt) 'Ç(0.)(is.-l-JI), pode fao.l-

mente mostrar-se que VGÜ(0):n !t(0)u''VG(g), onde g=S(g) e !:!(g):(aG.)a:.9. D!
notemos por V. o estimados consi.stente de V,(0) definido por

yÇ : E(ã) !.FQ)R(g)] ' (4.52)

onde. yt(E):(]ls.-l-Jlyy(!)(.Is.-l-JI) e V(E) é definido por (4.43).
O ajustamento do modelo funcional linear (4.51) pode então ser testado PS.

ta estatística residual dos MQP
\

\
\

\ 9xc: (g - 3c ê)'
l

y (G -G :G (4.53)

cuja di.stribliçã'o nula assint8tica é x(U-V) ' O estimados dos MQP de g

'a Q.; Y.t 3d'i lê yc g (4.54)

ê UN está.dador BAN (Bemis and Bhapkar [1982a, 1982bÜ ) com matriz de covaTtancta



assintõtica estimada

ya : (3C Xg IG) (4.55)

De novo, sob a validade de (14.51) podemos testar hipóteses do tiPO Eg::0.r.v
onde E ê uma matriz cxv de posto completo c<v, por meio da estatística de Wald

QE : (l! :y l(E V:..E') a
'-(l.- (4.56)

assintoticanente distribullda como XCc) sob a hipótese nula.

Em particular, consideremos que o objectivo se prende com a procura de um

modelo log-linear reduzido, l:g e = (.Ls. XI) (n B')', que descreva satisfatorl
atente a estrutura da ''tabela de pseudolconti.ngencia'' 0. Definamos, à luz de
Grizzle and Williams (.1972), G(0)=X: lag 0, onde X. ê a sub--matriz s. x(s.-l)
relativa aos parânx3tros relevantes da matei.z de especificação do modelo log--li--
near saturado. A fixação do modelo XT (slxv) implica então, pelo facto de

-s !s.:g(s..-l)' que G(.e)=3Gg, onde 3G é a matriz (sl.-l)xv XsXI' Reciprocamente,

o modelo g(Q)ÜXGB corresponde às restri.ç8es !G G(0):0(s.-l-v)' onde a matriz
(sl-l)x(sl-l-v) !E é uma base do espaço nulo de IS& (vede apêndice A), ou 'seja,
corresponde a UG log 0 : O(S.-l-«r)' com UG : WG Xs' Designando XI uma matriz ba

se do espaço linear ortogonal a H(-]Xsl uê]), então essas restrições equivalem
ao iwdelo log 0 = (1. X.) (n B') '

Em suma, a formulação ordinária da modelo log-linear ê equivalente ao inode

lo .-lo:g-linear generalizada 3; log 0 = XG B.P a que permite resolver o problema
da singularidade da matriz de covariãncia assintÕtica de log 0. A analise assin
tÕtica destes modelos pode portanto ser baseada em (4.53) - '(4.56) onde

G(0) : X: log 0 e a = 13.

l

4.4.3 Relação com outros métodos inferenciais

Vimos anteriormente como os estimadores dos MQP de r e de y, respectivamen
te sob os nndelos H. e H.nH, dados em (4.38) e (4.46), coincidem com os corres
pondentes esticadores do QNM deva.do ã identidade entre os cri.sérios do XZ modi-
ficado e dos MQP

Pode também imstrar-se que as estatísticas do X2 modificado mínimo usadas
para ajustar os Rodeios lineares relata.vos à la fase da metodologi.a dos MQP são
assintoticamente equi.valentes ãs estatísticas geralimnte usadas na metodologia
de MV. Para o efeito, seja



onde, para usar a notação de Gokha]e and Ku]]back (.].978), P=Í0+:B 0H = dn}, com

B = (R' K'y, R = dias (1;1'''' ': ), K = Elo Af Co ê a matriz definidora das

restriçé;es Ho' A : dias(AI'...,AT), At:(is.-l Os.-l), t:l,
w = (s-'»- (Sl-l)

Incorporando as restrições naturais em (4.60), a minimização pelo niãtoda
Lagrangiano produz

,T ' g : (14 9.;),

il*: !! ':pa 2.: E' À)/E'i !;' .:pW llN: 5' À] (4.62)

onde N+= (NI is....NTls.,) e À é o vector. (wxl) dos iwltiplicadores de Lagrange

relativos ao 29 conjunto de restriç8e$? a ser determinado de ando que K. liü: Q
O calculo de (4.62) pode ser feito de um modo i.tetativo por meio de UD algorí.t-
mo que ê, essencialmente, um procedimento de tipo Newton-Raphson (vede Gokhale

and Kullback [1978, capa. 5 e 6] para uma descrição deste e outros algoritmos).

Segui.ndolreland and Kullback (1968). â possível mostrar que U# Gou T, se u-
sannos em (4.60) as restrilçies na forma Q...=X Q) ê. tambêla um está.Dador BAN de
Q,e (resp. Q), e portanto, pode ser usada nas estat'tsticas de ajustamento acima
referi.das sem modificar a sua distribuição nula asse.nt8tica.

No âmbito desta iwtodologia, a hjpotese Ho é testada pela estatística da
IDM

2NI(0+;E)=2 E N. E 0.: 1og--.EI (4.63)+=1 u'q :=l

a qual, segundo Kullback (1959, cap.5), possui ima distribuição nula aproxima-

da X(w) para grandes valores de {Nt.}s constituindo asse.m uma estatística adido
nal assintoticamente equivalente- aquelas jã referidas .

Apesar da facto do estjuador de IDM sec dí.gerente do estiplador de qNM, Gok--

hale and Kullback (1978) provam que a estatisti.ca do Xz modificado mínimo ê uiu8

aproxitnaçao quadrãtica da estatjsti.ca de IDM, Tal aproxiimçao, aÍ definida por
meio da forma quadrãtica

tT

Q (N EI !). :z2 (N 5 R) (4 .64)
onde

E: ;:] - ! :: ç'. ! - - : ç, :"-':«-:,::;i::,,-:

e$tíã realmente na fomta da estatÍ$ti.cq de Wald Q. em (4.39). Na realidade, ten-

do em conta que E=A pP V--(F)=A. Vp(p)A' e K:C A, efta estatística de Wald pode
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G2(9:+) = E Nt.G2(ht), com GÍ(:t):2jtt ptlj log fila.

a estatística da raz;.o das verosjmjlhanças para testar H., Seguindo o argumenta

de Koch and Bhapkar (1982), podemos expandir GÍ(}...t) numa série de Taylor de 21

ordem em torno de ptP para obtermos
C ..+ ')

E -SeS:i;:l!'j-- + op(l3t - Rtll)

S

(4 .5

GÍI(gp : E'
j=t

(4.51

Recordando os resultados distribua.anais assint6ticos para Êlt e Rt quanc
N. '» m, o 29 termo do 29 membro de (4.58) ê de uua ordem estocãstica menor (
que Nt' e assim, por (4.35), podemos afirmar que

Ç

c2(:.*) : xÉ(6'*) ''" 'p(' )
(4.51

Cano 7 e ! são ambos esticadores BAN de g, segue-se que sob Ho )e(D+)aX2(0+):Q.
onde ! significa ''assintoticamente equi.val:ente". Devido à equivalência asse.nté

tida entre G2(0+) e X2(.+) fica assegurado que as estatísticas XÉ, G2 e X2 s;
assintotiéamente equi.valentes i.ndependentemente dos estilnadores BAN envolvidos.

Obviamente que a mesma conclusão se mantém para as estatístilcas de ajust

do modelo li.near HonH, á.e., Gz(+..+)a Qc .é, onde 9pé o valor predito para 0+ ca
culado do estimadas de MV de g(ou de ]l)'sob esse modelo. Por conseguinte
Gz(ê'+lê'+) a Qc' Deste modo, os resultados distribucionais referi.dos em 4.3 en
contrai-se plenaalente j ustifícados .

A gama de questões que t;n sitdo encaradas no âmbito do modelo probabil'zst
co condicional usado cai no chamado problema das restríç8es externas, para enlpr

gar a terminologi.a de Gokhale and Ku]]back. (]978, cap.5). Portanlto, elas pode

ser analisadas pela abordagem da teor.ia da in.formação, que ê baseada no critéri
de informação díscrini.nante general i.zado

l(gÜ;E)=tEt(Nt./N)l(gt;Bt), com Z(9t;Bt):jZi Otj log tj
(4.6

Considerando, por exemplo, a quest;o de verificar a consi.st8nci.a dos dado
observados com HOp o 19 passo consiste na determinação do estimados de inform
çâo discriminante m:alma (IDM em abrevi.atura) de 0+, o qual é definido como o v.
lor jl,t que minimiza (5.50) sujeito às restri-ç8es dadas. Isto é

1(:.A; E.) = min 1(..+; E)

g*:'
(4.6



ser reescrita como

Qc. :(5 E)'(E )ip(:)K')'' E E(4.65)

Assim, basta mostrar que S22 - N'2(+.. VP(E)-')'l. Das expressoes definidoras das

sub-matei.zes de So obti.das da consi.deraçao da partição de B em R e K,. mostta-
-se facilmente que

:22 : w'2(!,:-%iyii!:?': (4.66)

onde

H
-1 D B

'R

As sí.m

1ll:!!NülÉe::di.ag(l/NI . . . . . l /NT. ) ; u12'15l'!11E'ID Ki.jjiag(pi./KI . . . . . .p4'/WT ã K'

!22 : 5 !nl !1 5' [diag(!R:N: .''' !RT/WT.4 11

e portanto

%z-!i21nbi'Elü"(kp:-pipil/xi . ' . k:,:*,*i ",.]l '' (4.67)

como pretendíamos

Apesar da identidade entre (4.65) e (4.37) ter s-ido jã evidenciada em
4.4.1, tom.a-se ilustrativo descobri.r a expressão explícita para o está.mador do
QNM de Q+ e comprovars então, que (4.65), expresso na forma

q

''.'EI' ';*: ;:;''':EJ (4.68)

corresponde a Xá (0#). Para o efeito, escrevamos (4.35) como

'e'g*' (Pn-'g+)' (p-o#) (4 .69).

Diferenci.ando a função Lagrangíana, +(o+,T.):xil(o+)-'r '(B0+-d), em ordem a

Oü: e igualando a zero, obtêm-se



-n/a !!* i?R :' i (4.70)

Como B(p-9ü):P p-g:(Q'(K p)')!, segue--se de (4.70)1 que

l
= : z(! $: 1]. !DÜ

(4 . 7 ]. )

o que implica que Q está.nadar do QWM de- 0:e ê

(4.72)

e que a corresponden.te expressão de Xil(;..#) é idêntica ao 29 membro de (4.68)

Como nota final, acrescentamos que a abordagem por MV a este tipo de. pro-
blema pode ser vista no âmbito da metodologia de. l:DM. De facto, definainos um es

timador de 0ü que miniini.za Q diferente Gritaria de infomtaçao discriminante ge
neralizado .[o(..#;E) : ](R;0.#), i.e

X. (g j:;p)= E (N. /U) E
t=1 '' {=1

stT
(4.73)

para g#c P.Como 1.(.) 8 2N vezes o critério da razão das verQsimílhanças, este
estiinador de IDM moda.ficado coincide com Q respectiva esticador MV, e portanto,
2NI. (Q+ ;p) : Gú(glk). Parafraseando Berkson(.1972), a estatística 2NI esta para
a estatística 2Nlo : GúcolD XÚ esta para XP'

4.5. Aplicações

Esta secção tem por finali.dade ilustrar e comparar as inetodogologias de MV
e de MQP descritas nas secções 4.3 e 4.4. Os dados que ser:o objecto de analise
Constituem um módulo componente dos dados te.sultaDtes de um estudo envolvendo
UH determinado grupo de crianças asmãti.casa realizado entre 1983 e 1985 no am
bulatÓrio de Pneumologia do Insti.tuta da Criança da Faculdade de Media.na da

Os dados do 19 exemplo estão relacionados com a avalxaçaa da função pulso
nar de 167 crianças asinãti.cas. Crilanças cam asma podem ou não ter crises (deno-
minadas broncoespasmos) ocaso.onadas pela prática de exercícios. Quando a crian-
ça tem broncoespasnn induzido por exercíci.o (BIE), di.z-se que a BIE positivo(n.L
vel l da variável BIE). Caso contrario, diz-se que é BIE negativo (nível 2). A.

usP.
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prova de função pulmonar consista.u em submeter cada cri.ança a um exercício cí-
cloergonetrico até atingir uma frequência cardíaca superior a 180 batimentos por
minuto, momento a partir do qual se mede o tempo de duração do exercício previa
Rente fixado. Findo este, verifjcoupse $e a criança apresentou dilatação (au-
sência de broncoespasmo) ou constrição dos br6rLquios (entrada em broncoespasmo).

Este estudo vi.fava a classe.fxcaçao de cada criança segundo a variável BIE
determi-nada apos exercícios com duração respectivamente de 5 e 7 minutos. Contu
do, por razões que se desconhecem (CQnp a simples perda de alguns registos, su!.
peiçao na fiabi.lidade de certos resultados que conduziram ã sua censura, ausên
cia de certos -elementos seleccionados a algumas prQvass etc), apenas 23 cri.ai--
ças apresentaram registos completos. Das restantes, 81 foram apenas registadas
a 5 minutos e 39 tiveram censurados os registos relativos a 5 mi.nutos. As res-
tantes 24 não apresentaram qualquer registo relativo a essas duas vara.ãye.is. De
sígnando por XI e X2 a vara.ãvel BIE llpdida após UH exercia.o respectivamente
de 5 e 7 minutos, as frequências observadas estão expostas na seguinte tabela:

Tabe[a 4.5.1.].: Dados sobre bTQncoes
pasmo induzido por exercícios de
5(X.) e 7 minutos (X.) em 167 CTÍ.

l ,q . z '
onças asmáticas

Os dados relativos ao 29 exemplo estão.ligados a classificação cruzada de
167 crianças asmáticas pelas variáveis categorizadas;

XI , indicando o broncoespasmo induzido por um exerc'zelo de determinada dura-
ção;

X2s representando a frequênci.a da necessidade de medicação anta-asmática, es-
porãdi.ca aquandode crises (nível 1) e contllnua (nível 2);

X3' definindo se a presença de fumaça desencadeia (nível 1) ou n&Q (nível 2)
crise asmãt ica .

Tal como no exemplo anterí.or, alguns elementos ainostral.s. não foram regis-
tados completamente, devido eventualmente a algumas das raz8'es jã apontadas ou
a informações deficientes prestadas pelas mães sobre o valor de X2 e Xq' O p!.
deão de regi.sto observado consistiu numa t&bela completa envolvendo 58 crianças

e nas tabelas marginais suplementares (XllX2) e XI respeitantes a 108 e l cri-

  ,  
nao-res-
posta a

\

  5 2

12 4

  ::
    23 81

n8Q-Tes
posta a

xl
27 12 39 24



onças, respectivamente Regi.star-se a seguir as frequências observadas

Tabela 4.5.111.1 Dados sobre a categorização de 167 crianças asmáticas
em termos de broncoespasmo induzido por exerci.cio(X.),
frequência de medicação (x2) e afectação por fumaça

3

X3:l X.:2
3

X2

2 l l 2l

26 l 21 l 8
xl 42 1 8

nao-res-
posta a

b
2l

16 l48l

027 172

l108

En atnbos os exemplos adDi.teremos que a amostra de crianças seleccionadas
foi obtida por um processQ conceptualmente equivalente a amostragem aleatoria
simples de uma população correspondente considerada sufÍcí.entemente grande, na
qual as probabili.dades de cada categoria são constantes. O processo de amostra-
gem (não totalmente observado) é assim modelado por uma distribuição multinomi
al. Assumiremos também que os regi.stos saQ gerados, conde.cjonalmente ao proces'
se de amostragem, de distribuições multa.nomiais, de modo .que o resultado conjuB
to dos dois processos é regulado pela distri.buiç:o multinomial (13.1) .

Em qualquer dos casos, observou-se UQ padr'lo .de regista em partiçoes, A, a
nãlise estatística sobre as probabi.lidades das categorias ignorara o imcanismo

de registo, o que significa que estaims adoptando um modelo M2 para o processo
de regi.sto e que as correspondentes inferências revestem uma natureza condicio--
nal

Os cálculos por via iterati.v4 segundo a netadolagja de MV foram realizadas
através de programas executados no mi;duro Cbt do pacote SOC (}988). Os resulta-
dos relativos à imtodologia de MQP foram QbtidQS pelo uso do programa GENCAT

de Landes et al. (1976) . Deve, contudo, observar-se que a efectivação de varias
análises de MQP em dados categorizados i.ncompletos naa requer necessariamente o
uso deste programa específico (embora de enonm flexibilidade) ou de suas ver--
s8es anais actualizadas. Por exemplo, Q programa CATMOD do SAS (1985), pacote
mais difundido e de grande generalidade, é UN meio alternativo para a execução
de análises de modelos estritanerLte lineares.

EXEMPLO l: Os dados deste exemplo serão usados apenas para indagar se a distri-
buição da variável indicadora de broncoespasmo nao varia com o tempo de duração
do exercício.
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Suporemos que o padraç de registo admi.s$Ível coincide com o padrão observa
do, i.e., cada elemento da população em estudo tem unu probabilidade positiva
para qualquer das 4 híp8teses exaustivas e mutuamente exclusivas:

não sofrer qualquer censura (registo na tabela completa (XI,X2) ;
sofrer censura do valor de X2 (registo na tabela 'Enrgi.nal XI);
sofrer censura do valor de XI (regi.sto na tabela marginal X2);

- sofrer censura total

A suposi.çao -de que tais probabilidades de registo n.ao depende]4 das valores
não observados i.mpla.ca que as 24 crianças, seD regi.sto do valor da variável BIE
a 5 e a 7 milnutos, nao:s;o tomadas em con.sideraçao nas:inferências sobre o pa-

râmetro de interesse .g=(011012021022).'l onde Oi:j é a probabi.lidade positiva de
cada cri.alça pertencer às. categori.as j. e. j das variáveis XI e X2P respecti.va -
Rente. O vector !=(NI N2 N3y das 8 frequências é di.stribucionãlnente caractere
zado pelo produto das distri.bui.çÕes multinomi.ais condicionais M4(NI. PO)l
M2(N2.pZ2e) e M2(N3.sZ3 0)9 onde NI.: 23P N2. : 8lp N3. : 39P Z2 : l2 8 12 e
Z. =. ;lo 8 lo -- o s'imbolo 8 denota o produto de Kronecker ã es:querda (i.e

â o ! : [A bí.{])

Q Tnodelo li.neaT básico ê traduzido por Xo:g+ n 0,2 03)' : X 0, onde

6' : (Oll 012 021y, 02 .(J'esp. 03) é a probabilidade de Xl:l na tabela XI (.de

Xo = 1 na tabela X9), X = [la (1 1 0y (1 0 1)'] '. Na tabela seguinte encontram

se os resultados da está.mação de o sob HÓ:

Tabela 4.5.1.2: Estimat.idas de
{o:.:} e respectivos des-
ví8s padrões estimados

ê6 ) 8(êa(p )ijijcelas tJpi.j
x lOx lO(MV) (mQP)

Q.522 0.460 Q.459 1.042 0.67011

Q. 174 0 ,174 Q..177 0.790 0 .59712

Q.217 ' Q.248 0.251 0.860 0.60721

IQ.Q87 0.118 0.,113 0.588 0.53222

a(3
)ij

x lO
0.674

0.592

0.577
0.484

As estiínatí.vas de MV {Bl;} -- solução de (4.2) -- foram deterá-nadas pelo al
gori.tmo EM, a partir de vãri.os valores i.niciais. Alguns candidatos naturais pa

ra a inicialização do algoritmo são o vector pl:NI/NI.:(pj.j) das proporções ob
seriadas dentro da tabe]a comp]eta, dado na ].g coluna da tabela 4.5.1.2, os ej.
timadores de MV de 0. i.gnorando uma tabela suplementar de cada vez -- dados expl.!
citamente pelas expressões (.3.35) -- e o estimados q. = (Õ.i;) dos MQP defi.ni.do
por (4.38) e registado na 3ê coluna da mesma tabela.

Os desvi-os padrões estimados fo.ram calculados como a raiz quadrada

mntos diagonais, respectivamente, de }rE (EI):(D.El-'Rlpl)/NI. e das mata

terminadas de ]](ã')=Ep(i)]'l em (4.9), e dé V(E) em (4,43), pela relação entre
g 0e

dos ele
lzes de



Parece-nos haver uma concordância razoável entre os valores obtidos pelas
duas abordagens, particularmente quando se tem em conta que algumas das sub-B.
mostras não tem um tamanho grande. A diferença entre B e os valores preditos
sob H. não é significativa jã que os respecti.vos testes de ajustamento de Ho
conduziram aos valores Xp(g)=0..61, G'(0)=0.62 e Q. :Q.65 (determinados respect.L

vatmnte por C4,2S) , (4.26) e (4.37». Estes valores observados quando confronta.
dos com a distrib.uiçao do X'=9\correspondem a um nível crítico P(uÍ'üel descriti-
va) da ordem de Q.70. Os dados globais s;o assim consistentes com Q modelo Hn'
pelo que se pode dizer que as crianças parcialmente classificadas parecem ser
tão representativas da população em estudo quanto aquelas que naa sofreram qual
quer censura.

Condicionalimnte a vala.dade de. lLn podemos responderá então, à questão de
interesse, testando a hipótese de hamogenejdade marginal H : Ç 0 = Q, onde
C = (Q l -l)'. A estimativa de MV de 0 restringida a nana, dada na lg linha
da tabela seguinte, for Calculada por solução iterativa de (4.27) -- o algoritmo
convergiu rapidaimnte quando inicializada com as estíínativas de MV irrestrita
(11) e restringida a Ho (jem um numero maxi.mo de 5 iteraç8es)

Q

Tabela 4.5.1.3: Estímati*vas da mv e de.
MQP de 0 sob o$ modelos ljnea
res H. ê de simetria (em parêii
teses'as estimativas para os da
dos completos) .

cela (i,j)
2212 21

0.1260.2120.212
(O.196) (O.Q86)(0,196)

1180.216 0.216

(Q.194) (Q.088)(Q.194)

11

0.45Q
(Q.522)
0.450

(Q .524 )

Com base nessa estimativa, ,as estatllstí.cas do teste de H.nH tomaram os
valores XP : 1.59 e G2 : 1.61, o que corresponde a um nível crz'tido P da ordem
de 0.66 (v=3). O resultado do teste de H condici.anal a H. é igualimnte nao
si.gnificativo, jã que a estatística Gz correspondente (vede (4.3.4)) teve o VZ
lor observado Gz = 0.98 (P = Q.32 para v = 1), Os correspondente testes de ajuE
taimnto pela metodologia de MQP conduzi.ram às mesmas.conclusões, jã que
Q. . : 1.66 (P = 0.65) e Q. = 1.01 (P = Q.32), valores estes calculados despe.:

tlivamente de (4.37) (ou (4.45)), com x substituído por ! !, onde y= li 0 al',
In l l l

e de (4.44). A estimativa do parâmietro da modelo reduzido HonH : o+=X U y dada
em (4.46) permite calcular os valores preditos de {0{;} por MQP e que se ex-
põem na 3ê linha da tabela 4.5.1.3.

Em suma, os dados analisados s;o CQmpatLvejs CQH a hi.p6tese de i.gualdade
das probabilí.dades de um BIE positivo a 5 e a 7 mi.nulos. Deve, contudo, salien-
tar-se que este tnodelo tem um ajuste menos satisfatório do que no caso de res
t=ringirmos a analise à sub-amostra completamente categorizada. A apl i.cação das

Os
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técnicas usuais para dados completos pelos mesmos dois métodos conduzem às est.l
mativas registadas entre parênteses na tabela 4.5.1.3 (.a está.mau.va de MV é da

da explicitamente por ©ii : pii e por bij = (pij'tpji)-/2, para i#j) e a valores
altamente não sjgnifícativos dRS estatijç.tidas de triste correspondentes ao nível
cr#ltico P = 0.74 (y=1). A inclusão das 'anrginais suplementares .aumenta 9s de.!

Tios face ã simetria (.comparem'se g e g. da tabela 4.5.1.2 com ti), embora
tal afastalDento não seja aí.nda suíjcÍente. para por abertamente eH causa a homo

genejdade. das distrjbuiçae.s bjnomi.ais margin.4is .de XI e. de X2f

E)AMPLO 11:: A aliãlise dQS dados des.te. exentplo visará responder â questão de
maior relevância que se prende CQm Q estudo da. rel&çao .entre. a VRTxãvel. XI. xndl
cadora do broncoespasmo linduzído por exerclcjo e &s variáveis clínicas :212 e X3P
indicando de algum Díodo a in.tensidade. da Asma, na população definida.

Pela forma de obtenção dos Valores dest«s vêriãve.j.s, Ê razoãve.l adni:tir
que X. é sempre observada e que os únicos subconjuntos de categorias cama.ina-

das resultam da perda de informação sobre a cat.e.gorizaçao -em X2 e X3' Esta su
posição sobre o padrão de regi.sto admissível implica que os dados abservãveis
se podem configurar em 4 partiçoes do conjtmtp das 8 categQrilas, decotadas por
11., t=1,2,3,4, concernentes respectivamente a um4 tabela completas a UHã margz

nal bidimensional. (XI'X2) , a lma anarginêl tm.ídi.nensi.ana\, XIP e a outra imrgi.nal
de dupla entrado, (IXlpX3).

No quadro do inpdelo probetba,-liistjico mul.tilnolittêl Rssumxdo , ê cçnsideraÇ8Q do
modelo para o processo de regj$tQ .que estjtpul.4 que as probabilidades conde.cio-
nais de registo em cada tabela são i.ndependentes das categorias dessa tabela,
acarreta que as frequênci.as observáveis podem set i.nterpretadas ã luz do n)odeio

mu].tinomial-produto condicional Nt-/Nt.9 0'''> Ms.(Nt.pZ.t 0)9 onde Q. é o vector de

elemntos Oíjk : P(Xl:i'P X2:j, X=3-k) em ordenaç;o lexi.cogrãfíca e

..-.F ; ::.'
Como na amostra observada, N4=O, a di.stribuiçao condicional de !4 é degen!.

Fada, pelo que a distri.bui.çao relevante envolve apenas as 3 restantes nultido
moais. Por outro lado, Nn =1, o que poe em causa a aplicabili.dado dos inêtodos

clássicos deste capitulo, devido ã suR natureza assint8tica. Deste modo, res';
tringir-nos-erros às 166 crianças classe.facadas na tabela Completa e na tabela

marginal suplementar (XIPX2): Âs frequências observadas estão organizadas nos

vectores Nl:(nij') e N2:(nij') ordenados respectivamente como 0 e 02:Z;e,

! t:l     la     l t:l

l t=2
l =t lz ® l4     l t=2

9 t=3     IÓ 8 12     l t:3
9 t=4     (l2 ® !2) 8 l2 l t=4



A relação parametrÍca entre as duas multinomiais é descrita por

Ho : e# :(0' 02)' ; X08 onde Q.(resp. g2) é o vector 0(02) truncado da sua
intima componente e x = (1.7 7,j)' com Z. indicando Z. após truncatura das {ilti- -/ -á -z -z ' -

luas linha e coluna. O processo de estimação de 0 quer sob 11. quer excluindo os
dados parcialmente categorizados conduziu aos seguintes resultados :

Tabela 4.5.11.2 : Estimativas de {0€:.,} e respectivos desvios padrões
es tomados 'J"

celas ijk
111 121112 211122 222212 221

As estimativas de MV detOi+.,} dadas na 2g linha da tabela 4.5.11.2 foram cal-
culadas por (3.35), atendendo a que os dados censurados analisados formam uma
partição. Na 3s linha, entre parenteses. registam-se, por motivos ilustrativos,
as estimativas de MV obtidas por inclusão da observação registada na tabela mar
final XI' A Inclusão desta tabela implica um padrão de registo em partiçoes en
baixadas em 2 nÍveis8 pelo que as correspondentes estimativas de MV sao defina
das explicitamente por (3.39). Como era de esperará esses 2 conjuntos de esti-
mativas de 0 concordam estreitamente. Os restantes valores registados na tabela
anterior foram calculados pelo modo indicado no exemplo anterior. Na lg linha
figura o valor da estimativa de MV irrestrita de 0. pl:NI/NI.8 calculada usando
apenas a sub-amostra completa.

Da analise dos resultados da tabela 4.5.11.2 sobressai a concordância es
treita entre os valores obtidos pelas duas metodologias em confronto e a previ-
sível diminuição dos erros padroes dos esticadores restritos de 0 relativamente
aos de plP como acontece no exemplo l.

O teste de ajustamento do mode]o ]inear Ho forneceu os resu]tados ]Ç:1.43,
G'=1.47 e Q. =1.54, todos altamente não significativos (os valores de P relata

vos a um X(3) oscilam entre 0.67 e 0.70). pelo que tal modelo não é desmentido
pelos dados observados.

0
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O estudo da associ.açao.entre &s 3. vara.ãveis categorizados foi feito atra
vés de modelagem log-linear. Na sua formulação discriminada (não matrici.al), o
modelo log-linear saturado é denotado por

log Oijk li +u2 j +u3k+u12ij +u13 j.k'U23j k+u123 j.jk

com as habituais restrições de identifícabilidade (os parâmetros linearmente i2
dependentes escolhi.dos reportam'se a i=j=k=1). As estimativas de MV, sob H.,do
parâmetro B de um modelo log-linear reduzido Hp com matriz de especifi.cação Xll
foram calculadas pela solução de (4.30) via algoritmo de Newton-Raphson. A par
tir delas. determinou-se a correspondente estimati.va de 0 e de 0Ü através de
(4.29) e, com base nestas, a estatÍsti.ca G' do teste de H dado H., por (4.34).
Os desvios padroes assintÕticos estimados de Ê, g(B), e de 0 foram calculados,
respectivamente. a partir da inversa de (4.32) e de (4.33).

A analise por MQPI condici.onal a H.p foi. aplicada numa 2g fase à "tabela
de pseudo-conting;nela'' formada pela estimativa dos MQP de 0 sob H.. registada
na tabela 4.5.11.2, dotada da sua matriz de covari;ücia assintõti.c.a calculada
de V('f) em (4.43). Os modelos .log-li.teares analisados foram expressos na formu-
mulação G(0)=X' llg 0=Xn B. como é indicado no final da sub-secção 4.4.2. e a-
justados pela estatística Q. em.(4.53). A está.matava dos MQP de B e os seus

desvios padre;es assintÕtícos está.nados, !(B), foram calculados. a partir de
(4.54) e (4.55).

G

Na tabela 4.5.11.3 regi.atam-se os valores atrás indicados para uma série
de modelos log-lineares. A cada modelo estão associados os valores de B, a(B),

B e ê(B)p por esta ordem. (i.e.l da lê à 42 linha)p e de G/ e QX.i bem como dos
respectivos nível.s críticos relativos ã distribuição do x2 com v graus de liber
dade.

Antes de procedermos ã analise dos resultados da tabela 4.5.11.3, devemos

referi.r que certos modelos log-lineares hierárquicos apresentam estimati.vas de
MV em forma explícita para .9. É o. caso, por exemplos dos modelos de independên-

cia completa e de independ;nela entre (XIPX2) e X3' De facto. as equações de ve
rosímilhança ( alog t/aB) n:R:O en (4.30) podem ser resolvidas directamente, co=

duzindo ãs seguintes expressoes:

Modelo XI.ll X2U X3

*:;''E .; -: :; '; :; -; ;]
ê. :(nÇI)+n(2))/N

1. . ' 1e e le

ó. j . : («'âl'-(il)) /~

'..*: -ft{,~:.
ijk i. ê.j. o..k'%.,j,k



Tabela 4.5.11.3 Resu[t4dQS do ajuste de vários mode].os log-lineares

x:.Üxllx,

0.220 -0.246 0.847 - - - '
(0.795) (0.800) (1.813)
0.180 -0.:280 0.949 - - - -
(0.899) (0.839) (1.794)

4

23.39 0.00

18.93 0.00

(xl ' x2)IL3

0.158 -0.195 0.847 -0.335 ' ' '
(0.846) (0.846) (1.813) (0.846)

0.177 -0.249 0.697 -0.340 ' ' -
(0.899) (0.843) (1.913) (0.899)

3

7.07 0.07

4.61 0.20

( xi , x3 ]l. \

-0.032 -0.246 0.836 - 0.378 - -
(1.596 (0.800) (1.930) (1.930)
-0.064 .-0.217 1.061 - 0.373 - -
(t.õoo)(0.90s)(t.õ93)(21Ql:D

3

19.28 0.00

15.52 0.00

X2pX3ZILXI

0.220 -0.162 0.818 - - -0.125 -
(0.795) (1.450) (1.815) (1.815)
0.132 -0.122 0.949 - - -0.256 -
(0.960) (1.388) (1.794) (1.794)

3

22.94 0.00

16.89 0.00

uakx? l h.

-0.094 -0.195 0.836 -0.334 0.378 - -
(1.622)(0.846)(1.930)(0.846)(1.930)
-0.008 -0.203 0.794 -0.325 0.283 - -
(]..608)(0.906)(2.034)(0.906)(2.034)

2

2.96 0.23

2.68 0.26

 
0.158 -0.111 0.818 -0.335 - -0.125 -

(0.846)(1.476)(1.815)(0.846)(1.815)
0.176 -0.246 0.698 -0.339 - -0.005 --
(0.968)(1.433)(1.932)(0.968)(1.932)

2

6.62 0.04

4.61 0.10

«}llx? l x.

-0.119 -0.018 0.749 - 0.565 -0.394 '
(1.649)(1.327)(2.100)(1.912)(1.582)
-0.108 -0.064 1.059 - 0.3.68 -0.250 '
(1.630)(1.424)(1.893)(2.019)(1.794)

2

13.77 0.00

13.57 0.00

u123:0

-0.085 -0.163 0.825 -0.324 0.368 -0.051 -
(1.672)(1.484)(1.944)(0.928)(2.015)(1.935)
-0.011 -0.195 0.796 -0.322 0.283 -0.013 '
(t.ós7)(i.479)(2.0ss)(o,!7õ)(2.03s) (1.932)

l
2.89 0.09

2.68 0.10

u123+ulÍ0

-0.076 -0.054 0.824 -0.101 0.337 -0.131 -0.337
(1.483)(1.685)(2.034)(1.483)(1.537)(2.034)
-0.067 -0.061 0.824 -0.096 0.337 -0.131 -0.337
(l.ó90) (i.ó73) (2.018) !J9Q) <;:!Z!} ;(2.0;18)

l

o.oo l.oo

o.oo l.oo

u123+ulÍC
u23:0

-0.040 -0.142 0.828 -0.136 0.313 - -0.313
(1.221)(0.962)(1.994)(1.221)(1.343)
-0.024 -0.149 0.796 -0.140 0.308 - -0.308
(1.330)(0.976)(1.973) (i,33Q)(i.s03)

2
0.41 0.81

0.42 0.81

u123+ulÍC
u23:u12:0

--0.111 -0.119 0.952 - 0.415 - -0.41
(1.129) (0.974) (1.854) (1.036)
-0.099 --0.116 0.881 -- 0.424 - -0.42
(1.121) (0.926) (1.801) (1.016)

3

1.57 0.67

L.52 0.6E
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Modelo (xlpx2)-.U.X3
Y'

q'LI l -i -l -i -i l l ;:.-í!?.-íí',. ít?. íf',*'-f!?.-fí',-] .:::

ú-l3.(-:lâl«ÍÍb'('Ítl«ffn.( l l. IÍb-u] ,:íj
(1) / Ne..k = n k l

ê' ê
ZJZJ l Vi.j.k

Nas expressões acima, N=N. +Na e o símbolo . denota soma nos Índices corres-
pondentesf conforme a notação usual. A mesma característica é partilhada por es
ses modelos se incluirmos a tabela suplementar unidimensional X. (embora as eZ
pressoes difiram naturalmente). No entanto, os modelos (xlpx3)..LLx2 e
(X2pX3)..U.Xlp por exemplos jã não apresentam estimati.vas de MV directas. conta!
piamente ao que sucede na situação de dados completos.

O ajuste, em primeiro lugar, do modelo de independência completa conduziu
a um resultado fortemente significativo. A este respeitos convêm referi.r que a
análise condicionada ã sub-amostra completa (executada pelo BMDp4F e GENCAT) rS.
velou um resultado nao sígnificatívop ao nível de significância de 5Z)por qual

quer das abordagens (X;j=8.96P G'=9.55, QX.:7.76) . A sub-amostra completamente

categorizada nao constitui êvid;agia suficiente para por abertamente em causa a
hipótese de independencia completa. Os dados adicionais reforçam asse.m a tendên
cia para a di.ssonância com tal modelo. Este aspecto verifica-se igualmente para
o modelo (XlpX3)..IL X2P claramente i.nconsi.atente com os dados observados, mas :i=
capaz de ser desmentido pelos dados completos aos níveis de significância u-

suais (xP:5.54P G'=5.44, QX.:S'18). Este acontecimento exemplifica como as anã
pises que desprezam os dados incompletos podem redundar em conclusões bem dife
rentes daquelas que, de outro modos se obteriam.

e

Nenhum modelo de i.ndepend:nela entre cada par de variáveis e a restante
tem um ajustamento satisfatório. O modelo (XIPX2)..ll. X3 tem um pior ajustamento
por MV (abordagem menos sensível ao afastamento das condições assintÓticas em
cada tabela), como sucede igualmente com os dados completos. Alias, o pobre a-
justamento do modelo sem interacção de 2= ordem aponta para a dificuldade de
se conseguir um modelo hierãrqui.co mais reduzido que. seja dotado de uma boa c:â
paridade explicati.va da vara.abilidade dos dados.

A análise do vector G(0) permitiu antever o Óptimo ajustamento por }íQP do

modelo nao hi.erãrquico u123:'u13lcom matriz de especi.fixação XG : (BI B2yp
B. = 8 1K, B& = (0 0 0 0 --8 0), o qual traduz, designadamen.te,que a presença de



uma maior sensibilidade ao fumo e de uma maior necessidade.de medicação anta--

asmática aumenta a plausibilidade de um broncoespasmo positivo.

Dado o resultado nao significatí.vo dos testes individuais de anulamento

u23 e u128 sob esse modelo (aplicaç;o de (4.56)), analisou-se pri.meigamente
o modelo sem ugl, o qual continuou a desfrutar de um bom ajuste. A manuteriçao (b um
resu[tado não significativo para o teste de u.o=0 sob esse mode]o ].evou-nos ao

i;ltimo modelo indicado na tabela, definido por XG:f' l3 Ol;l p a'=(0 8 0 -8).
[ g(4.3) e]

ou equivalentemente, por !T:(Y b)l b':(0 0 2 -2 0 0 -2 2)P onde ! é a matriz
de especi.fixação para o modelo de independência completa. Este modelo proporcio
nou ainda um ajustamento satisfatório pelo que constitui um modelo reduzido câ
paz de descrever a variação essencial presente nos dados. Deve sublinhar-se ain
da que a analise por }W destes modelos não hierárquicos propiciou resultados
estreitamente análogos aos da abordagem por MQP

Atendendo a interpretação dos parâmetros log-lineares, o iÍltimo modelo hie

rãrquico citado traduz particularmente que a interacç;o entre XI e X2 (resp. e=
tre X2 e X3) tem a mesma magnitude em cada nível de X3 (de XI) mas sinais opor
tos. Os dados parecem assim em consonância com as seguintes conclusoes:
- Quanto maior for a necessidade de medicação anta.-asmática. tanto mais provavel

seta a ocorr:nela de um broncoespasmo positivo entre as crianças sensíveis ao
fumo ;

- Quanto mais forte for a sensibilidade ao fumo, tanto mais frequente se torna-
rá a necessidade de medicação anta.--asmática entre as crianças com broncoespa!
mo positivo;

- As variáveis indicadoras de broncoespasmo e de sensibilidade ao fumo estão p.g
sí.tivamente associadas entre as crianças com necessidade contínua de medica-
ção, sendo independentes para as restantes.

Na tabela 4.5.11.4 apresentam-se os valores preditos por este modelo para

0 calculados a partir da relação .0:!à.' e3p(31 B)P com g:18 l8 e:p(XI B) e
B:(ul u2 u3 u13) ' p bem como os respectivos desvios padrões assintÓticos está.ma
dos (baseados numa expansão de .Taylor linear) .

Tabela 4.5.11.4 : Valores preditos pelo modelo u123+u13:u23:u13:0 e
respecti.vos desvios padrões estimados

222112 122 211 212 221121111

0.0800.022 0.427 0.012 0.183 0.027 0.1020.147

0.145 0.025 0.426 0.013 0.176 0.030 0.095 0.090

640.863.90 62 2.95 3.102.24
3. 190.650.892.46 2.770.892.883.72
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Em jei.to de conclusão, devemos observar que as metodol.ogias aplicadas aos
exemplos anali.fados proporcionam resultados razoavelmente concordantes l parti-
cularmente se tivermos em mente que algumas das sub-amostras sao apenas de tema
nho moderado. Podemos certamente concluir qüep i.ndependentemente das diferenças

nos requisitos computacional.s, cada uma delas constitui. uma alternati.va para =
ma analise em grandes amostras de dados categorizados incompletosp nas condi-
çoes de ígnorabílidade do mecanismo de registo.

o0o
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5 ANÁLISE BÂYESIANA DE DADOS COM CATEGORIZAçÃO COMPLETA E PARCIAL

5. 1 Introdução com breve revisão da literatura

O ínícl.o da aplicação de métodos Bayesíanos a problemas de dados incompletos
parece datar aproximadamente do início da década de 70 com o estudo de Karson and
Wrobleskí (1970) do caso especial de uma amostragem bínomíal. O modelo trínomíal
decorrente para as observações regi-stadas foi definido com base numa reparametrl--
zação envolvendo as probabilidades marginais e condicionais (ao tipo de classifi-
cação) das categorias e as probabilidades marginais de respo.sta/não resposta. A
sua analise Bayeslana deste modelo baseou-se numa distribuição envolvendo depen =
dêncla à priori das probabilidades das categorias para com os restantes parâmetros

Motivado pela necessidade de uma análise Bayeslana de dois processos de
Bernoulll unlvarlados sob dependência ã priori entre os seus parâmetros, Antelman

(1972) procedeu ao prínelro estudo sobre uma classe de distribuições que generali-
za a família Dírlchlet (as chamadas dIstrIbuIçÕes Dlrlchlet-Beta) e destacou a sua
importância na amostragem bínomlal com não-respostas.

Kaufman and Kíng (1973), considerando ainda o mesmo esquema de amostragem,

trataram de problemas inerentes à determinação do tamanho Óptimo de amostras. As
suas análises à posteriori e pré à posteriori assentaram em distribuições beta í2
dependentes para as probabi.lldades amostrais e probabilidades condicionais de rêl
posta.

A conhecida generalização multívaríada deste tipo de distribuição à priori.
foi. usada por Basu and Perelra (1982) na sua extensão das análises anteriores do
problema de não-respostas (censura total) a populações multinomíaís. O mesmo prg

blema foi ai-nda analisado com base numa distribuição ã priori Dirichlet-Multlno-
mlal quando enquadrado em populações politÓmícas finitas.

Shefrín (1981,1983) explicitou, num contexto geral, resultados à posteriori
com base em expansoes relativamente aos valores possíveis dos dados Incompletame2

te observados. Esta prática foi também utilizada por Gunel (1984) no quadro do
modelo bínomlal acoplado a um membro da classe de distribuições à priori de
Antelman (1972). A sua análise dirigiu-se a testar algumas hipóteses sobre as pr2
babílldades do resultado conjunto dos processos de amostragem e de respostas com

base em factores de Bayes para a hipótese nula.

Métodos semelhantes de testar hipóteses sobre as probabilidades amostraís fo
ram aplicados por Smith and Gunel (1984) no problema de uma tabela 2x2 com sub-ta
belas marginais suplementares, sob um mecanismo de registo ignorável, a partir de
distribuições à priori Dirichlet. Este mesmo problema foi analisado, do ponto de
vista de estimação, por Albert (1985), com base em misturas de distribuições
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Diríchlet que íncorporan crenças vagas à priori sobre a estrutura de associação
entre as duas variáveis categorlzadas.

Kadane (1985) procedeu ao estudo da associação numa tabela de contingência
2x2 com base numa amostra que inclui observações censuradas parcíalnente en câ
da uma das variáveis e conpletamente, sob vários prismas: desprezo dos dados
íncompletoss inclusão dos dados parcialmente censurados no quadro de um mecaníg.

mo de respo.sta lgnorável e Inclusão de todos os dados observados sob condiciona
mento nas probabilidades condicionais de resposta.

Dickey, Jlang and Kadane (1987) descreveram finalmente o problena de dados
categorlàados. incompletos numa formulação geral e procederam ã estínação das
probabilidades amostraís através da fam:tlla de distribuições Díríchlet generall
fadas de Di.ckey (1983) -- extensão da classe de distribui.çÕes de Antelnan (1972)
Contudo, as respectivas inferências basearam-se ou num mecanismo de registo ígn2
sável ou no condicionamento aos parâmetros perturbadores do mecanismo de regas--
10

Face a estes resultados, o objectivo fundamental deste capítulo reside no
desenvolvimento da teoria para a realização de inferências não condicionais se--
bre as probabilidades amostraís sob um mecanismo de regi.sto não lgnorável

Nesse sentido, derivam-se nas sub-secções 5.2.1-5.2.4 os resultados necess4
Elos, usando distribuições à priori Dírichlet independentes para os vários ti-
pos de parâmetros. Na sub-secção 5.2.5 generaliza--se esta análise pela adopção,
para o vector das probabilidades conjuntas das categorias e dos tipos de classe
flcação, de uma distribuição à priori Díríchlet generalizada que traduz dependê2

cia à priori entre as probabilidades amostrals e as várias probabilidades conde--

cíonaís de registo.

Um outro aspecto dlz respeito à realização de Inferêncí.as condicionais aos
parâmetros perturbadores. O conteúdo da sub-secção 5.2.6 generaliza os correspo2
dentes resultados de Díckey et al. (1987) pelo facto de se basear numa distribui-
ção ã priori Dlríchlet generalizada que reflecte uma dependência ã priori do para
metro de interesse para com os parâmetros perturbadores.

A secção 5.3 trata da teoria ínferencial, sob um mecanismo de registo lgno-
rável, desenvolvida por Dlckey et al (1987). A nossa descrição visa esclarecer
alguns aspectos. Entre eles, a apresentação em forma fechada dos resultados ã
posteriori por aplicação de expansoes multlnomlals, e a derivação de expressoes
explící.tas para parâmetros ã posteriori no casa de um padrão de censura encaixa--
da en dois níveis .

Finalmente, na Última secção ílustran-se algumas destas análises através de
dois exemolos originais com dados estruturados en tabelas de contingência.
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5.2 solução BaXeslana ,ara um mecanismo de censura não igpç!!gySJ:

5.2.1. Distribuições à priori.

No capítulo 3 vimos que a função de verosimilhança se pode exprimir como
s . n. . n. s â n

L(9,Êl!) : :#i«j.X}) j' ly,\à.OíXí)"' * \ll:Oj.X,b"' o.n
onde 0 = (0.,...,0.y, com 11.0 = 1, é o vector das probabilidades amostrals

n . ' .L' ' S' + S + '.

(positivas) de !cada categoria e B = (B' ... B;y, sendo ÊI : (Xi'õOAÍy,
!t.BI : IP o vector (tixl) das probabilidades não nulas de registo condlcío
naus à categoria íp l=1,...,s.

Para a especificação da distribuição à priori podemos raciocinar dlrecta-

nente em termos do vector u+ = (OIBI '..OsB:y , ldp+ - IP das d probabilida-
des conjuntas e adoptar para ele uma distribuição à priori Dírichlet, designa-
damente

P*l!+ ',"''Dd(!*)
com bf de dimensão t:xl e coordenadas.positivas,+.L l

di 1 , sS

l

l

(5.2)

onde b+ =

Esta distribuição à priori pode ser definida em termos dos parâmetros 0 e
B. , í=1,...,s9 os quais se exprimem em termos de p+ partícíonado nos vectores
li+ : 0. B.t, í=1,...,sP por

0 = S+'PÜ P} , i:l,

B. = Pf/l: .P! , j.=1,...,sn.L + J. + 1... n.L

onde, como foi visto no Início da secção 3.2, S+' é a matriz diagonal em blo-
cos de blocos diagonais I' ,...,l: . A matriz dxs S+ indica assim uma parti

n LI +l.C n

ção das d celas, formadas a partir das categorias populacionais e de A, em s
subconjuntos. Por conseguinte, 0 e B. , i.=1,...,s reflectem, respectivamente,
as probabilidades conjuntas agrupadas de acordo com tal partição e as probabi-
lidades condicionais a cada parte dessa partição.

A caracterização da distribuição de Diríchlet enunciada e.g. em Basu and
Peneira (1982, lema 1) pode ser estendida de modo a cobrir uma situação do ti-
po de (5.3), o que está consubstanciado no teoream C.l.l do apêndice C. De a-
cordo com tal resultado, a distribuição (5.2) é equivalente por (5.3) a admi-
tir conj untamente que

' ) '... b#(btl S

,s)'
(5.3)

911* '''' D;(!*'!*)
Eil!+ '" Dt{(!j.) , í:i,
9.Üe:ll ... llE;l!*

Os parâmetros conhecidos das distribuições parametrícas ã priori são de-
signados de acordo com a notação usada para as respectivas variáveis aleatórias

pS (5.4)
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Ou seja, o vector específícador da di.strlbulçao de B. = (Xl:,ÓGA;y será definido
por !} :(bo,66Aly, l:l,....,s.

A adopção da distribuição à priori (5.2) para u+ conduz, portanto, a que
somente seja necessário quantificar a opinião à priori sobre B, o que pode ser
feito, por exemplo, através dos meeodos de avaliação de Díckey et al. (1983) ou
de Chaloner and Duncan (1987).

6
(À ,6GA,)i i

Um esquema alternativo para a definição da distribuição ã priori e o de fun
ci.onar directamente em termos de 0 e B. A própria quantificação da .opinião a prl
orl é certamente menos problemática quando dirigida a estes parâmetros. Devido
ao sígni.ficado de 0 e B: , l=1,...,s, poderemos assumi.r à priori distribuições
Dírlchlet Independentes para os s+l vectores, ou seja

191e# '" D. (a+)

lê,i!!i '»Ot.(!11) ' ''m !11 :
jlLte:it ... llp;l!*,!*

onde bÜ =(bj''... b!'y 6 R' e a+ 6]R'
- '-l -s' + - t

Se o p.arãmetro a+ = (al ''' as)' for especificado de modo que a{ # I'.!;l para
algum í=1,...,s, isto é, se a+ = S#'b+ + S com c : (cl '.. csy 6 1R' garantindo
aüOni, então (5.5) é equivalente peloresultado enunciado em Díckey et al. (1987,
teorema 4.3) - veja-se demosntração do teorema C.3.1 no apêndice - a admitir que
a distribuição à priori para p+ pertence à famÍlIa de dlstrlbulçoes Dlrichlet ge--
neralízadas construída por Díckey (1983) com base nas funções hípergeométrícas bl
dímensionais de Carlson (1977) (vede o resumo contido nos apêndices C.2 e C.3).
Mais concretamente, (5.5) con a+ = S+'b+ + c 6 nl: e c G R' tal que
c. = 1:c 4 {0,1,2,... } (ou apenas S inteiro não negativo) é equivalente a afir-
mar que

l

6
(b , i:l,;l,ó 6 A:P )s (5.5)

u+lb+,S#,c '"' Z):(b#,S#,Ç)
nP ' + = + \l n .n +

o que significa que a função densidade de probabilidade à priori definida no sim-
plex probabllÍstíco (d-l)-dímensíonal é Á

s b:-l

g: 'n u:P'' ' X(!â'.!*,'j
g(p+lb#,S#,c) =

' ' ' B(!*) R.. (l?*,:,-S)

(5.6)

(5.7)

onde { S+ } representam os vectores coluna de !+ , c. = ls': e Rc.(b+'S+,-:) é
a função hlpergeométrlca múltipla de Carlson definida por

R..(!*,!*,-:) : E!*lb*t'n (!.j'.y*) J]

cujo símbolo Ep+lb+ denota o valor esperado segundo a distribuição u+lb+ '\'>Dd(b+)'
Observe-se que pelo facto de $+ indicar uma partição (veja-se (58) do apêndice C),

S C

(5.8)



B(SÜ'b+ + c)

Rc.(b+,S+,-!) - B(S+ib#) (5.9)

No caso dos {c.} serem Inteiros não negativos, a torna de (5.7) e a rela-
ção (5.8) Indicam que a distribuição (5.6) pode ser visualizada como a distri-
buição à posteriori de p+, resultante da actualização da distribuição Díríchlet

(5.2) pela verosimilhança TT0: J relativa a uma amostragem multinomlal não cen

sugada (em relação às 8 categorias populacionais). Se a dimensão c. dessa amor
tra for suficientemente grande, o estlmador de máxima verosimilhança de 01)
c.i/c., esta próximo de 0. , j=1,...,s. Assim, neste contexto, a escolha da dig
tribuição à priori (5.6) - ou equívalentemente, (5.5) con a# = SÜ'b+ + c - ex-

prime que as probabilidades agrupadas SI'p# são à priori melhor conhecidas que
as suas componentes p:,,66A. (opinião certamente realista) ep além disso, prÓ'
ximao..- do valor c./c., j=1,...,s.

Note-se que se apenas q(q<s) elementos de c são diferentes de zero, (5.6)
converte-se em

CS

j

1*11*,!*,: «» 0:(!*,ê*,ê)
onde c é o vector qxl obtido de ç por remoção das coordenadas nulas e S+ é a lnâ
triz dxq obtida de S+ por eliminação das colunas S# para as quais cl = 0. No
caso extremo em que c = 0, (5.6) corresponde a (5.2).

O procedimento inferenci.al Bayesiano que adoptaremos por agora basear-se-á
na distribuição à priori (5.4), a qual é mais conveniente de avaliação subjectl
va, embora mais rígida nas opínloes que materializa, do que a distribuição (5.6)

Dada a simetria,face a permutaçoes,da distribuição Díríchlet, e sendo
u = (p:plu:y a permutação de u+ defíni-da na secção 3.2, a distribuição (5.2) é

equi-valente a tomar

!il! '«' D.(!)

ll': ?:;. itiEi::l : :»ii:: l:';: 'll::;::l:i::i,i:.?li .I'':'.EÉ:!: ;::l;;:::;l'
priori de p no símplex probabílÍstíco (d--l)-dímensional é dada então por

:" ::b-ü.':-: *al :* Ã.': -:

(5.10)

(5. 11)

5.2.2 Distribuição predítíva à prIorI

Na secção 3.2. fol visto que o vector n = (NcN'noy das frequências obse11
vadas apresenta a distribuição

TIW;! m' Ms+l+t(N,g'!) (5.12)

'\
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l ! o

onde Q'=:1 ----.}-----1 , com QI a matriz (1+1)x(d-s) diagonal em blocos com blocos
' l o l Q; l ''

diagonais ld. 9 6GTUt6O}. Dada a configuração desta matriz, o teorema C.l.l a--
plícado a (5.10) assegura que

9'Elb - Ds+l+l(9'b)
A distribuição predítiva ã priori das observaçoes é assim a mistura de

(5.12) por (5.13), ou seja, a distribuição Diríchlet-Multínomíal

1lN,b u''' DMs+l+l(N,9'b)

S

(5. 13)

c om tunçao de probabi.cidade

m. B(Q'b+n)
f (njN,b) = ----=L

'n n61 B(ÇI'!)

Em ordem a Interpretar certos resultados à posteriori. que deduziremos adX
ante, vanos caracterizar agora a distribuição marginal das frequências que de.g

dobram as contagens observadas nA pelas categorias í66. Na secção 3.2 denota--

Fenos essas frequências por Z.:; (Zc!'!oy, onde Zc : (yll'..yssy,
Zo : (y16...-ys6.y , 1lP : (Z" ,66T)' e 11' : (yÍÓ'iaõy, e constatámos que

111N,! 'w Md(N,!) (5. 15)

com U partlcíonado em correspondência com o partlcíonamento de y.

(5.14)

Por (5.15) e (5.10) concluí-se que a distribuição nargínal desse vector
parcialmente não observado (apenas y. é observado) é

ZIW,b 'w DMd(N,!) (5.16)

Seja u=(Nc.Npnoy : p'y com P' a matriz (1+2)xd obtida de Q' substituindo
as primeiras s linhas pela linha (lsO'd-s))p l.e.s P' é a natrlz diagonal em
blocos de blocos diagonais is e ld,) 66TUt6o}. Como P indica uma partição das
d celas em 1+2 conjuntos, o teorema C.1.3 (generalização do teorema l de Basu
and Pereíra [1982]) garante que (5.16) é equivalente ao conjunto de condições

wlN,b '\,-,p DMz+2(N,!'!)

Zclc!,! - DMs(Nc.,bc)

le,b '\,.,P DMd (n6'16) , 66T
6

Zol9,! '" DM.(no'!.)

z.lk :ll!. .. llzó'.Ü!.le,!
Asse.m, em particular (5.16) implica que

(5. 17)
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E(!.11,!) ' n.!./!:!.

E(!Ólg,!) = n6t?6/ld616, 66T

(5.18)

5.2.3. DIstribuIçÕes à posteriori

A conjugação pelo teorema de Bayes de (5.1) quando reparametrlzada em ter
mos de U, (5.11) e do núcleo de (5.14) origina a função densidade à posteriori

$ b:Ç-tn.-l b$-1 s' b$o-l

.« ;:, - l"'1111,Ê.11111.l!";:. ".*..:':'.'*-.''' '.",
Desdobremos agora o vector n na soma dos vectores xc : (NcO't+l)y e
:l - (OsN'y, onde 1l : (N'noy, e seja :c : (NcO'd-s)y' Multiplicando e dl'

vídlndo (5.19) por B(Q'b+:.)/B(b+:.), e atendendo a que

B(b)
s(Q'b)

s bÍ+n.-l b6-l s b o-l

DI«;} ": 'Ã IÜ«;{. 'DI«;!.
B(b + x )-c'

obtemos

õm(!à.!\'õ(!.!.) '

B(g ' !-h) /B(9 ' !-Gc )
g(y l!;!) (5.20)

O 19 factor de (5.20) está na forma de uma função densidade Dlríchlet com

parâmetro b+:c' Por outro lado, designando Qo : (O(t+l,s)9') a sub-matriz
(1+1)xd de Q' e $6 ' 66TUÍ6o}, os seus vectores li.nha, é fácil verificar (no'

te-se que Q'!. : :.) que

l;tii;=3' ' ';il;;i;=1:;i' ' \ l !--:.[.lna Q.IP 6 q.i.p'']
(5.21)

RN(!+:c'9'':t) : RN.(!+:c'go'-1l)

: !Jl+i!: : .2,,nÓ'«.6€T

Assim, (5.20) exprime que a distribuição à posteriori de U. é a distribui.
çao Díríchlet generalizada

1111c'1l'! - 0;+n'l(!+:c'Q,ll) '- Dá+l(!+:c'9o'!t) (5.22)

Como Q é indícadora de uma partição, o recurso de novo ao teorema C.3.1 a
plicado a (5.22) permite afirmar que
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g'El!,b m Ds+l+l(Q'j3+n) (5.23)

o que era de esperar, dado (5.13) e a forma da função de verosítnllhança L(ujn)

A aplicação de expansoes multínomiaís às potencias de algumas formas líne
ares presentes no 2g factor de (5.20) permite definir a distribuição ã poste
riorí de E, (5.22), como uma nlstura de distribuições Díríchlet generalizadas
de multiplicidade (segundo a acepção de Díckey [1983, sec. 8]) inferior

Por exemplo, expandindo a potência relativa aos Indivíduos não classifica
dos temos

rn \ s /16

[;:)Ã«;::'

onde se subentende que >1 é o somatórí.o para todas. as contagens yo:(yi6 'l=L-.,sy

tais que l;yo : no' A função de verosimilhança converte--se assin em

''-i,' : ;ll;:lÃ«:}.ã':;-,'' Ê«l:l' ...«,
e a correspondente função de probabilidade predltíva à priori em

'1l1]l(111p] - }l l;'l -Etli'-\ (!-''11,!.,-!P 0.2D

onde y designa o vector obtido de y = (N:y;y:y por substituição de yP pelo vec-
tor 0 da mesma dimensão, Qo é a matriz Qo sem o vector coluna q6 e Np. :l.a, 6o i''' 6a'

Aumentando a matriz Qo com o vector coluna $1r : (lsO'd-s)y obtemos a ma-
triz P = (qlrQo) introduzida na sub-secção anterior. Então, pelas propriedades
da função R descritas pelas expressões (57) e (58) do apêndice C, podemos escre-

0

ver

\. (!-Q,go'-!? : \. (!-$,!,[0 -!; 0]')P' Pe

B[E' (b+!)+(0. !: Oy] B(p'b+u)

B[P' (b+i) ] B(p'b+=)

onde u = (Nc.Npnoy é o vector de frequências introduzido na sub-secção anteri-
or e ã é o vector obtido dele substituindo Np por 0(1,)' Esta expressão revela
que a função R em (5.25) não depende afinal de y

Por outro lado, prova-se facilmente que

B(b+!) B(b -W )
+ i' HO üO

B(b) B(b )
- -0

B(v'b-ti)
B(V'b) (5.26)
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Tomando agora em consideração que a função de probabilidade de y. condlcíg

nal em u é (recorde--se (5. 17) )

r n. ) B(b.+y.)

-'*.i«.,:., :l;:l =gF
a expressão (5.25) converte-se, por todos estes resultados, em

B(V'b-kn)

E.lb]l(ylT)]: -'iilVÍ'Éj-- XN.(!+Z,9.,-!p)(s.27)

Consequentemente, combinando (5.11), (5.24), (5.27) e (5.26), a função

densidade à posteriori de y, g(ylb+lc'Qo'Nt), em (5.20) pode escrever-se como

g(yl!+:c'Qo'1l) : .>1 p(y.In.;l?.) g(yl!+11,9.'!p)

onde g(. lb+y,Qo'Np) denota a função densidade de uma distribuição Z)3(b+y,Qo'Np)
Ou seja, a distribuição à posteriori '

0

El!'''ylT;J

(5.28)

b +N
-c -c

b
-P

b
-0

[Q.$. ],
N
-P
n

0

é a mistura das distribuições Díríchlet generalizadas para U

b +N

4l;l''
!.+z

i. , ,,l

pela distribuição DMs(no'bo) para yo dado no
Este resultado deixa antever a possibilidade de exprimir a distribuição à

posteriori como uma mistura de distribuições Dírlchlet através da aplicação do
teorema multínomíal a todas as potências do 29 factor de (5.20). Com efeito,

denotando y, = 1 :l' 1 , temoscl l y. J '

ü ;il ';' ';;-.;l' - :i''*:,a ai «# .a,.:
onde >1 designa o somatório múltiplo para todas as frequências y-r tais que

y



Por aplicação do mesmo método que conduziu a (5.28) obtemos
. h(y.)B(b+y)

g(1l!+:.,9.,!i) : >1 i:'''' ' .' g(l1l!+Z)
zi ÀhQPS(!+p ':':':

onde g(plb+y) é a função densidade da distribuição Dd(b+y). Ora, é fácil de--
mon9trar que

9'!i : NI (Q' é a sub-matriz de 9' atrás citada), e h(ZI) :TT
n6

y6

(5.29)

B(1?+!): B(9'!-m) ' 'n B(!6'Q6) .B(!.+!.)

pelo que os pesos em (5.29), tendo em consideração a distribuição de yT condi-
cional em u dada em (5.17), correspondem aos valores da função de probabilida-
de conjunta

p(Zil1l'!p''') : 66Tp(!61'6'16)p(Z.In.,!.)
ASsIm

g(1l!+:.,9.,!t) : >1 p(11111'!.,!.)g(1l!+z)

traduzindo que a distribuição à posteriori é a mistura das distribuições

Díríchlet para 11P Dd([bc +Nc bp+yp bo+yo]'),pe]o produto das ]+] distribuições
independentes

(5.30)

ZÓl!,b 'w DMd (n6'16) , õ6'r

11olg,! '''' DMs(no'!.)

A distribui.ção à posters.orí pode ainda ser definida de forma conveniente

em termos de novos parâmetros. Seja Y = (ycYP oy con YP : (Y6,66T)' o vector
paramétríco definido em (3.11), 1.e

'rc : !;-c' o lsl:o ; Y6 ; !d.!' , 6GT (5.31)
ou numa forma condensada, y = p'u . O vector y traduz assim as probabilidades
marginais de classificação completa, de classificação parcial em cada 66'1' e de
não classificação. Definam--se ainda as probabilidades condicionais de cada ca--
tegoria dado o tipo de classificação

a.c : Uc/'Yc : (a l , :L:l,...,s)'

tó : Uõ/võ

!o : Eo/Yo : (aõ ' l:l,
0

(5.32)

,sy

Atendendo a que f 0 \

RN: (!+!.,g.,-!P : e.: (!+:.,:, 1'! 1)
o resultado (5.22) pode ainda exprínlr-se como
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Recorrendo de novo ao teorema C.3.1, a distribuição
equivalente a considerar conjuntamente que

Ellc'!:;! «. 01+2(!+:c':'
N,

) (5.33)

a posteriori (5.33) é

1l!,! '" Dl+2(!'(!np+l l)

!çlT,t? ''''' o.(!c+!c)

!ól!,! 'w Dd.(!6) , 6 6 r
6

!ólT,! '" D. (!.)

.!. .LllJl!..LI... .ü!.IU.3. l!,!

(5.34)

Note-se que o parâmetro da distribuição à posteriori de y pode ainda exprímir-

--se por p'b+u , onde b = 1 -..'' 1 . foi introduzi.do na sub-;secção 5.2.2..nF

Naturalmente que a distribuição à posteriori (5.34) se pode obter pela aplicação
do teorema de Bayes, lesando a verosimilhança reparametrízada para ('y,ac!.aoaÓ' )
e a distri.buíção ã prIorI para estes parâmetros, distribuição esta facilmente ob-
tida de (5.10) se recorrermos ao teorema C.l.l.

N

O problema das não--respostas considerado por Basu and Pereíra (1982) cor-
responde ao caso particular do problema geral de dados categorizados incompletos
em que A = ll U { 6 }. Os resultados da sua analise Bayesíana gerada pela dis-
tribuição à priori. (5.10) saem como partícularízação dos nossos resultados gerais
Por exemplo, a especialização para esse caso de(5.14),(5.17),(5.23),(5.28) e
(5.34) corresponde aos resultados explicitamente citados no referido artigo.

5.2.4. Momentos à posteriori

Atendendo à fórmula (65c) do apêndi.ce C e ao facto de Q ser índícadora
de uma partição das d celas, o momento misto da distribuição (5.22) de parâmetros

! : t?+!. , 9 e IT e

':i:l l«:Í:a X-::' l(t)l. :: RK,(!,g,-::)
\:Q+! ,9 , -1P

B(a+r) B[Q' (a+r)+;,] B(Q'a)

B(!) S[9' (!+!)] B(Q'a+;.)
onde r é o vector dos rj.6P 66A ) dispostos na mesma ordem que os parâmetros pÍ6'
66A , em p.

(5.35)
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Em particular, fazendo r = eíâ' onde eÍ6 é o vector (dxl) com a coorde--
nada correspondente a Lt.,ç igual a l e as restantes nulas, obtemos o valor da
média a posteriori de U{Â' 66A , 166. Após alguns cálculos algébricos chega--

ase

(bÍ-h:L) / (b . +N)

'1l1]"j.õ]
(5.36)

6G6 - 6 : 6. (-6o

6
bl

(b +n ) / (b.+N) ,
Õi â

b
jaõ

onde b. = 1:b

Analogamente, tomando r : iÕ+ejÕ' ' (5'35) define os momentos mistos à
posters.orl de 2ê ordem de y. As respectivas expressoes sao para cada
i,j = 1,...,s tais que i.6õ e jOÕ'

''; n,)/u(b.,N) {l.} ; õ' = {j} , j#j-

+ n,+l)/u(b.,N) 6' = {:i.}

(b} + nj.)(bj + nÕ'bj / àó b: )/u(b.,N), õ:ll.}, õ'oruÍÕ.} )

(bÕ + n6bÍ/m6& bm')(bõ'-tnÕtbj/ in66 b6')/u(b.,N),6,6'6TUÍâo},6#6

(bÍ + n6bÍ/ }l.b:) (bj 'nÕ bjÓ /( àõ tfm+D)/u(b.,N),6,6'6ruÍ6.},6

ü: + -ób:/ }i;'â) 0:+i-mõo?+0/(.}l b)'0)/-'0. ,m ,õ,ó'o'mÍÕ.} ,

J

E.l.[ uiõuj 6 ' ]

onde u(b.,N) (b.+N)(b.+N+l)

Como os nossos objectivos centrais residem nas Inferências sobre as proba--
bllldades de cada categoria, interessa-nos calcular os momentos ã posteriori de
0. Atendendo a (5.3) e designando S a matriz obtida de S+, permutando os ele -
bentos de cada uma das suas colunas en sintonia con a transformação de U#, para
U , podemos escrever

o (!;y , í.::,

Então, pela expressão (65c) do apêndice C, o momento misto de 0 pode def.l
nlr-se através do seguinte momento generalizado de p .

r

p~ ..(',tg'$t,l ::l)
í\, (1,9,-8P

,s) ' (5.38)

S

'! llt IE. (!;p
vl (5.39)
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onde y : (vi ,. .. ,v.y e v. : !:y.
0 uso desta expressão coloca um problema computacional já que a função R

do numerador não tem uma forma explícita similar à da função R do denominador

(dada em(5.21)). Porém, quando todos os v{ são inteiros não negativos, a a-
plicação do teorema multa-nomiab.ãs potências do 19 membro de (5.39) permite ob
ter uma expansão dessa função R numa soma fmi.ta envolvendo funções R de multa
plicidade i.nferior calculáveis em forma fechada.

Na verdades designando por rÍ : (rÍ6'6 6 AÍy qualquer vector tixl que des-
dobre o i.nteíro v. pelas celas (1,6) com 66A.P para todo o í:l,...,s e denotando
>l o somatório para todos os r. tais que it r. = v. , temos

ã':i-,"'-Ãll:,l;ll Ã,«:t'l

:j. l

; iãi;iiiÃ«:i'xx«:ã'l",il'
S

Seja 11+ = (11;...!:y e represente-se por r o rearranjo dos elementos de r+
correspondente à ordenação dos {p.,l} em p. O último somatório múltiplo refere-
-se assim a todos os vectores r+ (ou r) tais que S+'r+ = v (S'r = v). Deste mo-
do, (5. 39) transforma--se em

R.. (a,Q,-x,)

cuja comparação com (5.39) permite defInIr a representação para a função R acima
referida. Atendendo às expressoes em forma fechada das funções Rde (5.40), o mg
mento misto à posteriori de 0 fica então definido por

}

A medi.a à posteriori de OI' denotado por E(0Íjn), í=ls

B(Q'a)

B(Q'!+!.)'91T 1.:'
S

r+ í=l
vj.) B(?+!) Blg(!+11)+;l
:líJ B(a) B[Q' (a+r)]

'.IÊ:;,"'l-.illl1111 ):::r
l

(5.40)

(5.41)

Is, e então

EW.l«) : >1 B ?''':í.P Btg'qTe p+*:] B«'d' 1 1 ' H =

ÕOAI. B(!) B[9'(e+ej.õ)] B(g'?+:l)

e16 é o vector dxl cujas componentes, ordenadas dono os {pÍ6} em p, são
nulas à excepção da correspondente à posição de p.tÂ e que é 1. Atendendo a
(5.36) podemos escrever para cada l=1,...,s
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6 « '

''': : ':",''«"":'':". ]3 ' * "l'«.ta'}

lj

Í '"o s 6 ' 1

>l b.o '

. j:i ' 6

-A+'!*'" ':'»:'- * J".'..i...-. 4 * -.'{).:'

0

(5.42)

t"í õcrnA."ó >1 bf ' ; .Õ.,JJ

É Interessante notar que na expressão entre chavetas, o 19 termo entre col
chetes é li.b} , ou seja,por (5.4), a componente l do parâmetro à priori de 0.
0 29 termo 'é a soma da frequência da categoria l com umafracção de todas as
frequências respeitantes aos conjuntos de categorias confundidas que incluem a

categoria 1. A contribuição de cada n6 com 66r compatível com i(respectiva-
mente, n.) para a categoria í é, recordando (5.34), definida pela média à pos'
teriori. -- Igual à média à priori ' da probabilidade condicional, ax (resp.ax ),

dessa categori.a dada a classificação em 6 (resp.õ.). Deste modo, a média à poã
teríorí de 0.i corresponde a uma média ponderada da média à priori de 0. e da s2
ma da$ proporçoes amostraís atribuídas à categoria Ê como atrás indicámos. Isto

Invocando (5.18), a expressão (5.42) pode ser alternativamente interpretada em
termos da média ã priori de 0. e das médias das frequências não observadas y+,ç

condicionais aos dados, ou seja

' ''':l:, : J:Ü''':i!, -. aH} '''.aE...:' '.-ti!, .. }'.. .l!, (5.43)

+
Note-se que as exluessÓes (5.42) ou (5.44) deixam transparecer o valor da ine

día à posteriori de 0. que se obtém na situação de dados completoss í.e. quando

A=ll . Omitindo os dados parcialmente categorizados, obtemos o resultado de Basu
and Perelra (1982).

E(oj.l!) : ilh E«:]!) + Í11J:'i + >1 EtyÍ61..,!] + E]--iria.,!] (5.44)

O vector sxl da média à posteriori de 0 pode ser posto em forma matricial

Para o efeito, deslgnemos por !+ , 661' 9 o vector sxl con elementos iguais a bj;
para iG6 e Iguais a zero para í+6, pelo que Isbn : ld,b6 : .exb6' Observando a
forma de (5.42) para todo o í=1,...,s, é fácil concluir (note-se que SÜ'b+ : !'!)
que

E(911) : B':!m (!'b'+ê'T)
ondeA'=.(A.A A) comA=1 , A =b/I'b eA'«éa mata.íz sxo comvectores''''=' 'HC'=4:t)-0' =C ;9 ' =0 =0'»9=0 ='P''''''u-=v N----''''''''

coluna b=/13 b', 66T . A expressão (5.45) afigura-se conveniente para a avalia
ção do est]ml;dor de Bayes E(Ol!) no espírito de uma anal.lse pré ' à posterlorip
para empregara terminologia de Raiffa and Schlaífer (1961). Por exemplo, aten-

(5.45)
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dendo a que n tem uma distribuição predítlva à prIorI Dlrlchlet-Multlnomial
e recorrendo à expressão do vector média e da matriz de covarlânclas desta
distribuição (vJ-de (24) do apêndice C), é fácil obter as expressoes defini-
doras do vector média e da matriz de covarlânclas de E(Ojn)

Aplicando(5.41) com v,=2, v.-0, j#i, e tendo em conta(5.37), obtemos

o momento simples de 2ê ordem à posteriori de 0. í=1,...,s

''."' '»....*«{i «}«,, ''}«,.:'i ' :l::...,«j*«'il), f':... 'w ,'
. 6 . 6 t

: :E:y''.,'':".Ü-p''':'«..l+,}
6#6í (5.46)

E( Ojl it)

+ 2 }l u {ó }(bi''mi.)(b:Mói;:$)+2
6 € A. o -a6

A variância à posteriori de 0.t , i=1,...,s, fica portanto definida com base
em (5.46) e (5.42). Igualmente se pode calcular a covarlâncla à posteriori de
qualquer par (0.í,0:).

O método acima empregue para chegar às expressoes da média e variância à

posteriori de cada 0. baseou-se na distribuição Diríchlet generali.zada (5.22)
para p. Em virtude de (5.34), os cálculos, designadamente, desses parâmetros
podem vantajosamente ser feitos com base nas di-stribui-çÕes Dlríchlet índependeB

tes de Y, aCs aO e a6P âGT . Por exemplos no tocante à média à posteriori de

', - *.'} ' .Ê,".«..t * *..t. , ''-';
E(Oil!) E(vcl!)E(aj 11) + õaTnA E(Y6lT)E(a:Ll!) + E(v.)E(ali )

!;(!c+!.) bÍ'hj. . !dõt?''mõ

b. + N l;(t?c+Nc) 66TnAj. b.+N

o''''6 '
0

!à..'

6

I'b +n b.o-s-o o l

b. + N I'b-s-o

que corresponde a (5.42).

Quando as s categorias resultam do cruzamento dos níveis de 2 ou mais varí4
vens categori.zadas, uma das questões centrais é, frequentemente, a averiguação
da associação entre elas. Para tal, a atenção pode dirigir-se à(s) razão(Ões)
dos produtos cruzados com base na(s) qual(aís) se podem interpretar os parame'
tios do usual modelo log-linear que medem Interacções.

Do ponto de vista Bayesíano tem asse.m interesse calcular momentos mistos a
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posteriori, ZITTevijnl , onde os ví., i=l

cativos. Por exemplo) no caso ilustrativo da secção 3.1, onde as 4 categorias
supostas en ordenação lexlcográfíca, definem uma tabela de contingência 2 x 2,
importa calcular os monentos à posteriori de lg e 2ê ordem da razão dos produ--
tos cruzados

) )

0 04

2 3

s nao sao todos inteiros nao ne

$

A média ã posteriori de + corresponde ao momento misto de 0 com v.=v,=-v.=-v.=l
- l '+ L .)

enquanto que a variância à posteriori.de $ exige o cálculo do momento de 0 Feia
tívo a v.:v,.:'v,,=-v.=2

Qualquer destes momentos mi.stop ã posteriori de 0 pode ser definido por
(5.39), mas o método de expansão utilizado para chegar a (5.41) fica invíabllí
zado pelo facto de nem todos os {v.} serem inteiros nãonegati.Vos. O desbloquÊ
anento computacional da função Rdo numerador de (5.39) pode processar--se através
das expansoes multa.noniais que levaram à expressão da distribuição ã posteriori.
de p como uma mistura de distribuições Díríchlet. Este método é equi.valente a
calcular o 19 membro de (5.39) através da distri.buíção (5.30), resultando

r s v.l / s v.\

Note--se de passagem que esta expressão revela, pelo facto de l1lb+y'\+ Dd(b+y)
implicar S't1lb+Z '\,+PD.(S'(b+Z)), que a distribuição à posteriori de 0 é a mesma
mistura que U das correspondentes distribuições Dirichlet para 0. Isto é

'ele IUI(!ip': : >lP(1llli;b)Eulb+z :l: ( ::p ' í'

g(911) : >1 p(1111:;!)g(91:'(!-Q)) (5.47)

onde 91S'(b+!) 'wDs(S'(b+!))-
Tendo en conta a expressão da função de probabí.lídade condicional de \yT e

algumas relações entre integrais Dlrlchlet referidas en 5.2.3., obtemos então

':i:lX.:'l :
h(!.)[B(!+y)/S(!)]ÍS]!'(!+Z)-W]/S]!'(!-V)] }

s(ÇI'!+!.)/s(Q'!)
'i (5.48)

onde h(yl) : ÓOTI VÕI IZo l pressupondo que v é tal que SI(b+y)-lv 6 IRi para

todo o yT tal que Q'j-r : NT' A comparação desta expressão com (5.39) define sl
multâneamente a expansão da função R do numerador de (5.39)

Embora (5.48) revele a posslbl.lidade de cálculo dos momentos mistos à pos
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teríorl de 0 no problema de dados ''mlsslng'' sob um mecanismo de registo não í&
notável, não é menos verdade que em situações com inúmeros dados incompletos,
dispersos em várias coníiguraçÕesP a computação na prática do 29 membro de
(5.47) torna-se fastidiosa. Talvez o recurso a meÉodos aproximados para ava-
liação de (5.39) em grandes amostras constitua uma alternativa preferível ao
método exacto acima defíni.do (vede, e.g., Kadane [1985] e Díckey et a]. [1987])
A definição das estratégias computacional.s mais adequadas para os problemas de2
te tipo ainda é um problema em fase de estudos mais aprofundados.

5.2.5 Inferências sob dependência à prIorI dos parâmetros perturbadores

Os resultados derivados em 5.2.}1. - 5.2.4 proporcionam um Belo de traçar in-
ferências sobre os parâmetros de interesse no dIfÍcil problema de dados catego-
rizados Incompletos sob um mecanismo de censura não ígnorável. Não se pense)
poremp que a solução Bayesiana desenvolvida apresenta um grau de generalidade
tal ao ponto de ser aplicável a todo o necanismo que não é modelado por MI

A análise feita apoiou'se, entre outros aspectos dlstríbucíonais, na supo'
slção de que ã priori o parâmetro B do mecanismo de registo é independente de Os

aliás, uma condição sine qua non para que um mecanismo de tipo MI seja Bayesia-
namente ignoravel. Por outro lado, e acima de tudo, admitiu-se igualmente que
as componentes B. , í=1,...,s, de B são independentes à priorlP hipótese que pg
de estar em contradição com juízos aprlorÍstícos realistas em varias situações.

Na sub-secção 5.2.1 aludiu--se à possibilidade de usar uma distribui-ção à
pri-ori Dirichlet generalizada para ll ' dada em (5.6) com c € titi -em ordem a
dar conta de uma menor Incerteza à priori sobre as funções 0+=>1 H.tx']=]«-,s

relativamente ã existente sobre os {U.,e} componentes. De qualquer modo, ficou pa'
tente que o uso desta dístri-buição não colide com as relações da independência
aci.ma referidas. Contudo, se, no mesmo espJ-rito, incluirmos na densidade Dlrí
chlet novos factores traduzindo um conhecimento á pri.ori sobre as probabili-da-

des de cada tipo de classificação mai.or do que em relação aos parâmetros {pjÂ}
associados, obtemos uma distribuição Díríchlet generalizada para U que jã re-
flecte' uma estrutura de dependência entre os vectores 0,BI)..'PB

Mais especificamente, consideremos em vez de (5.6) a dístri.buíção á priori

l

S

1111,!o'go ',''' 0d+1+2(l?,:o'go)(5.49)
onde Z =]S P] .com as sub-matrizes S, de colunas S. , i=1,...,s e P, de colunas

-o '- -' ' - -l -

glr e $6 ' 6GTUt6o}, definidas como anteriormente, e go ; (S'S'y, com

: : (cl'...,csy 6 IK:l e e 6 iKj.+2 o vector de elementos elr e e6 ' 6GTU{6o}
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jrT 'n b;-i .Ê( ;P''Q P'"'n.{. }q&' '
g(1l!,!o'!o) : 'l : R d

revela que ela pode ser interpretada cono a distribuição ã posteriori resultan
te da actualização da distribuição à priori (5.6) Ds(b,S,ç) pela ''veroslmllhan
ça'' dada pelas potências mencionadas dos elementos de PeU

A função densidadesua

(5.50)

Com a finalidade de ilustrar as implicações de (5.49) na distribuição de

(09B), consideremos para sinpli.ficar o caso em que A ; TTUÍ6o}. Atendendo a
que o jacoblano da transformação p-> (0,BI'...,Bs) é TTOi e a que

B (b) : 'FB(b})B(S'b)

resulta de (5.50) que a densidade conjunta de 0,B.,...' . é

s a+-l s . e s Õ eâ

-l.:i '' '' ' B(!'!)Rd (!,!.,-!.)
onde g(BÍlb+) representa a função densidade de ulüa distribuição beta, D2(bÍ)
a11 = 1: b$1 + cÍ' í.:lp...,s. Integrando-se em ordem a 0 obtém-se

onde lo é a matriz s x 2 de linhas EÍ ' l=1,...,s, ?+ = (a+,...,aly

S

TT g(eí. l !}) 1.:' ''*i:*!':,'"':i:*;'':' ''

S

:llg(e*l !il) H h=#: ''.':,

S

ll

0

g(9,Êi'...,g;l!,:.,g.)

e

g(ÊI' ,ê;l!,!.,!P

A densidade conjunta dos B{ , l=1,...,s é assim proporcional a um produto de s
densidades Dóri.chlet multiplicado por uma função hlpergeométrica R cuja matriz
argumento envolve os B{ 9 o que traduz una dependência à priori entre os {B.}
Observe-se que (5.51) se reduz ao correspondente resultado (5.5) quando e = 0,
como era de esperar, já que (5.49) é (5.6) nesse caso.

Por outro lado, a densidade condicional de 0 dado
.j.. af-l e. ç6. '

'Ro;lí ' (!:g)'"(}:9)'''
''g(91tgí.}, !,!.,!.) : JLit;=i'' z..(!*,!.,-s) (5.52)

traduzindo assln uma distribuição Dlríchlet generalizada dependente dos {BI }
Naturalmente que a adopção de uma família de distribuições representando

uma gama mais lata de crenças à priori obriga-nos a pagar um preço bem caro,
designadamente, pelos necessários meios de especificação de um nembro dessa fa
tília. Em problemas com uma estrutura de dados Incompletos complicada, a Belec-
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ção de uma priori dessa família que dê essencialmente conta de todos os juízos
subjectivos sobre 0 e B - se é que existe - constitui em geral tarefa gigantes-
ca. Pode-se mesmo dizer que o grande busílis da análise, sob um mecanismo de
registo não lgnorável, reside prec:ísamente na procura de uma distribuição à prl
orí realista.

Os resultados Inferenclais sob (5.49) são obviamente generalização daque-
les derivados nas sub-secções anteriores. É fácil constatar que a distribuição
predítlva à prIorI e definida por

'ql!,!.,!p - (= ) ;lg'Rdo.+NI.(!,!o'-do-:l)

Rd !,!.,'!.)

onde ? : !+:c ' como foi definido em 5.2.4, e :} = (O'S)Q:N'y
que a distribuição à posteriori de u é

0

(5.53)

Segue-se então

!il! - DS+l+2(?, !o 'go'n:) (5.54)

resultado de esperar dado o fecho da família de distribui.iões Z) sob amostragem

multínomíal censurada com um padrão incluído no argumento matricial de Z)
(Díckey et al. [1987, teor. 3.5]).

Se c é um vector de íntei.ros não negativos, (5.54) pode exprimir-se como

uma mistura de dlstri-buíçÕes à posteriori do tipo da que se obtém com uma dis
tríbulção à priori Dlríchlet. Com efeito, denotando agora r. = (r,., õ OA,y

-.L .LV .L

qualquer vector t. x l satisfazendo 11 r. = c. que distribua c. pelas celasl
(í,6) tais que 66A{ , í=1,...,$, podeiios escrever

s c . . s' r.. . r ..

DI'!;-'': - i»':';DI«;Í:Ã...., X«;!'
onde r é qualquer vector :l:y rearranjado em sintonia com a ordenação

dos {UÍ6} em y satisfazendo :':l : S e h(11) : 'n (rz)
l=J. +l

são, a dístri-bulção à priori (5.49) pode exprimir-se pela mistura

:'- ;.,.., -:l===ii:ii J:'- ,:,:,
E l!+:i,!,e «, 0t+2(!+11,!,S).

S C

r

Com base nesta expan

(5.55)

onde

Do mesmo modo, a densidade à posteriori (5.54) corresponde à mistura
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Ê(!10 - >1 { } gql?+!,!,s+ (::)) o.se
A- .L e n .L

onde yl!+:l,!,e+(ÍI)'- 0n2(!+!,!,:+(u,)).
Assim, quer a distribuição misturadora quer as distribuições misturadas, es

tas do tipo de (5.33), são actualizadas pelos dados. A distribuição (5.33) cor

responde a (5.56) ou (5.54) no caso em que S = 0(S) e e : O(Z+2)
Desnecessário será dizer que esta distribuição à posteriori já não ínplíca

para os parâmetros y, acs aÕ' TUÍ6 } um caracterização dístri.bucí.oral tão
simpática como a de (5.34). En particular, a estrutura de independência nela
registada deixa de existir

Tanbém o cá]cu].o dos momentos à posteriori se afigura mais complicado. No

tocante aos momentos de 9 temos para y : (vl'...,vsy e v. : lsy

Í-g.. .vl) 'o.+N:.-h.(?,:.,-- li.l

Esta generalização de (5.39) tem apenas a agravante conputacional de ambas
as funções R não admitirem uma forma explícita simples. De qualquer modo, ex--

pandlndo os factores S (St!)cl'+vi ou ($1r!)elr66TU{6.}($'E)e6'tn6 o caso de S+v
ou e, respectivamente,serem vectores inteiros não negativos, exprimimos essas
funções R em somas envolvendo funções R de .multiplicidade inferior e calculáveis
em forma fechada, à semelhança do que foi feito em 5.2.4. para a avaliação de
(5.39). A questão da pratícabllídade computacional deste método permanece, na-
turalmente

'1l! l:l: (!;p':
-1

Rd .+N (?,!o'-gÇ-:;l)
(5.57)

5.2.6 Inferências condicionadas nos parâmetros perturbadores

Nas sub-secções anteriores ficou definida uma solução Bayesíana para as in-
ferências sobre 0 na presença de vários modelos para um mecanismo de censura não
lgnorável. Este nosso procedlnento global complementa de uma forma cabal todas
as análises Bayesíanas até agora conhecidas. Os procedimentos descritos na lí--
teratura Bayesíana (e não sÓ) respeitam quase sempre a mecanismos de censura mg
delados por MI ' As Únicas excepçoes conheci.das que abordan um necanlsmo Infor-
mativo no contexto de um padrão geral de dados incompletos (Kadane [19851;
Dlckey et a]. [1987]) 1ímltau-se a inferências condicionadas nas probabí]idades
(condicionais) de registo e sob a independência à prlorlentre estas e 0
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Dada a relevância de um estudo deste género para averiguar a robustez das
inferências sobre 0 face a variações nos parâmetros B, o nosso objectivo aqui
está em proceder a uma análise condicional através do uso de uma distribuição
ã priori para 0 que seja dependente de B.

Na sub-secção anterior ficou Implícito que a adopção da distribuição ã
priori- (5.49) para p implica que

glê,!,:.,- - o1+2(!*,l.,S) (5.58)

onde A. é a matriz sx(1+2) cuja linha í é o vector B. preenchido com zeros nas
posíçoes correspondentes a 6+A., í=1,...,s. Alternativamente, sejam
vx = (Àll...Àsy e v6 9 6GTUt6o} os vectores sx l traduzindo as probabilidades
condicionais de registo en 6 cuja coordenada ié nula se í4iõ (note-se que
v. = À. e v, = À.). Então, a matriz A. ten como colunas precisamente os
-T -C -0 -0' ' -0 '

vectores v e v., 66T Ulõ }n rl nu us n. n.
Como L(OIB) = TTOíÍTT,,,. .(!60)"6 , demonstra-se facilmente que a dístri'~ ' Í=1 ' Õa'Ut6.} '''

bulção ã posteriori. de 0 condicional em B é

0

911,ê '«' o:+2q*+!.,l.'! l! l)
Fazendo e = 0(1+2) 9 o que corresponde a usar como priori a distribui.ção

D (a+), obtemos

(5.59)

9 IT,e ..,,Ol+l(!++!c']!6 '66TUt6o]],1l)
que é o resultado obtido por Dlckey et al (1987, teor. 3.2). Basta atentar que
a distri.buição (5.60) se pode exprimir como l):+i'+l(!+,A,!), onde A é a matriz
obtida de A. substituindo a coluna }l. pela sub-matriz di-agonal de ordem s com

os elementos de v. na diagonal prínclpalp devido a que

(5.60)

X~q*,l,-T B ?ü+!PK~: q +!.,l.,l! l)
O momento à posteriori de ordem v (vl' ,v y de (5.59) é então

B(?*+!.-W) R'.+WI.(e*+!.-w,l.,' l! l)
B(?++Nc) Re .+NI .(!++Nc 'Ao '.'-' 1111 )

':i:,:E .::l (5.61)

A análise de sensibilidade de qualquer momento à posteriori de 0 (ou de
funções multiplicatívas dos {0.1}) a variações nos parâmetros perturbadores pode
colocar, de novo, problemas computacionais no cálculo da razão das funções hi-
pergeométrícas em situações com uma configuração complexa de dados incompletos.
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Em casos mais simples) o método das expansoes multinomi.ai.s da função ante

Branda dos Integrais Re.+N, pode conduzir a cálculos .em computador pouco dis-
pendiosos. Com algumas hipóteses sobre B de modo a reduzir o número de parãme'
Elos distintos -- embora nantendo o carácter Informativo do inecanísmo de registo
- e para certos valores especiais destes parâmetros, o cálculo das duas funções R
en (5.61) pode simplificar-se consideravelmente ao ponto de não oferecer qual--
quer dia.culdade. É o que se passa con a análise de Kadane (1985, sec. 3) de
uma tabela 2 x 2 com um padrão de dados Incompletos envolvendo as duas sub-tabe
las nargínaís e as não--respostas.

Devemos salientar, no entanto, que é possível simplificar algumas análises
de sensibilidade se recorrermos a outros esticadores de Bayes. Concretamente,
em virtude da forma da densidade à posteriori condíci-onal em B , a moda desta
distribui.ção satisfaz equações do tipo de (3.4) com as segui.ntes modificações:

n.o 29 membro, no e cada n6 e nÍ sao substi.ruídos, respecti.valente, por e6 't'nOp

e6-tn6 e a;l-l-l'nÍ' nele figurando ainda o termo adicional elr(OIXí)/.>1.ojXj se
e. # 0; no 19 membro, N é correspondentemente substituído por J:i

N+l;a#-s+ltt+2)e . Como se evidenci.ou em 3.2, o uso da moda ã posters.orí conde.-

cíonal quando e = O(1+2), em vez da média ã posteriori condicional, por exemplo,
tem a vantagem de exigir apenas o conhecinento das chances X:/Ào . re.lãtivas a
todos os pares (í,í') de 6GTUÍ6.}, cuja especificação é menos problemátí.ca do que
a que concerne aostÀuÍ} - veja-se, e.g., o exemplo 2 do capítulo 3. A aplicação
do algorÍtmo EM ao conjunto de ''frequências'' N.+a+-l. e lv j+e permite pois, In--

dagar o grau de variabilidade do comportamento modal de (5.59) face a mudanças

nos parâmetros do mecanismo de registo.

5.3 solução Bayeslana para un mecanílmo de registo ígnorãvel

5.3.1 Caso de um padrão genérí.co de censura

Vínos no capítulo 3 que se for adoptado o modelo MI para o mecanísno de re-
gisto, a função de verosimilhança relevante é dada por

s n. n

Li(911c'!p : ID' O:l' * JZ.Qli.p)"'
não envolvendo os Indivíduos que sofreram censura completa

Em ordem a assegurar a ígnorabílídade da mecanismo de regi.sto consideraremos

que 0 é distribuído à priori Independentemente de ÀM. (o vector À sob MI) segun-
do

(5.62)

911 '"'o,(!) , !a.Ki.
Por (5.62) e (5.63) concluí-se então que a função densidade à posteriori é

(5.63)
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gQl!.,!P - -nii;!:i--
D. '

(5.64)

revelando que

911c'!. '''' 0:(!+!c'!,!.)
onde Z é a matriz s x t de colunas zl, 6GT.

Como notam Dlckey et al (1987), o resultado (5.64) permite-nos dizer que
a família conjugada de (5.62) é a família de distribuições Dlríchlet generali-
zadas com a matriz argumento Incluindo Z.

Por um raciocínio idêntico ao que foi utilizado em 5.2.3.,(5.64) pode ex-
primir-se como uma mi.stura de densidades Dírichlet. Com efeito, aplicando o
teorema multlnomial a todas as potências de formas lineares de 0, obtemos

#l':;.!i'' ::A '.}.CI)R?" ' '
onde M6 = (MÍ6, í=1)...,s)' é um vector dé frequências fictícias desdobrando as
n6 observações pelas categorias l€6 (í.e. tal que MÍ6 = 0, 1+ó e lsM6 = n6) e o
somatório é entendido como concernente a todos os Mr tais que I'M,p = n,. Se-o ' -s-o o

dispusermos cada conjunto de vectores MA, ÕGT numa matriz, obtemos vários con-
juntos de matrizes M, digamos, satisfazendo cada uma delas a condição I'M : N:

Cada uma destas matei.zes é do tipo de Z ' (zlÓ), sendo Mi6 = 0 sempre que ziÓ=0
e M16 um inteiro não negativo sempre que zj.Õ = 1. A cada matriz M corresponde

um vector M = Mll = (MI.,'.',Ms y, onde Mi = }1 M16' de frequincías com-

pletas compatível com as observaçoes parcialmente categorizadas N.. Deste modo,
podemos escrever

nm':ÉI''' : i"'-,-Ê.::'
onde h(M) : An.F l"6)e o somatório se refere a todas as matrizes M tais que6G T t=6/ '

I'M = N;. A expressão (5.65) traduz que a probablli.dade amostral dos regi.stos
parcialmente censurados é uma média ponderada das probabilidades dos desdobra-
mentos possíveis das frequências i-ncompletas.

(5.65)

Atendendo a (5.65), o integral R em (5.64) converte-se na soma

B(u+N.+M)

P. +!c'!,-!? ' }Mh(y) 'B !+!.?
(5.66)

e, por conseguinte, (5.64) fica expressa pela mistura

g (e l !. ,!? : }i{ ;llllllllti-jõ'} g (9 l !+!.''©
M

(5.67)
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onde Olu+Nc+M vl" Ds(u+Nc+M). A expressão entre chavetas representa uma função
de probabilidade, condicional aos dados observados, para o conjunto de matei -
zes de frequências possíveis.

Em virtude de (5.64) - vede expressão (65c) do apêndí.ce C -, o momento à
posteriori de ordem 1l = (rl,...,r.y de 0 é

B(u+N.+r) RN. (!+!c+!'Z,-Np)

B(!+!c) R
D.(! +!c ' !,-!P)

Por (5.66) estes momentos podem ser sempre (embora possivelmente à custa
de contas gigantescas) calculados por

>l h(M)B(u+N.+r+a)ã. '-' '- -c - -

[='::J -ía;..-.«.-'
M

E olm ,N
P-c

(5.68)

'911.,-,
(5.69)

Por escolha apropriada de ! , as expressões (5.68) ou (5.69) permiten cal
culàr, designadamente, a média a posteriori de cada 0{ e a covariâncía à pos '
Ceei.orí de cada (0.fP0.i), e ainda, no contexto de uma tabela de contingência, a
nédi.a e variância à posteriori de razões dos produtos cruzados.

Por outro lado, como o núcleo da densa.dade ã posteriori está na forma de
uma verosínilhança relativa às ''frequências'' (N.-fu-l.,N.), a moda à posteriori.

+Ç. n +D nlJ

0ü = (0+) sati.sfaz as equações do ti.po de (3.11), í.e

o11 : v--;=1:=;:m-- {(-í.'":t-D + à,a :.õ q
1 . n .c. P. \ }, l::,...,s (5.70)

onde u.=1:! . A solução destas equações podem poísP ser obtida recorrendo ao al
gorÍtno específico EM.

5.3.2 Caso de um padrão de censura em partiçoes

Tal como vimos na secção 3.4 a propósito da estimação por náxíma veroslní-
Ihanças os procedimentos inferencíals Bayesíanos simplificam--se quando Z se po-
de partícíonar em sub-matrizes indicadoras de partiçÕes encaixadas. Para o i-
lustrarmos,vamos considerar o caso em que Z = (Zo;a), com Z, indicando uma par'
tição encai.xada na parti.ção Indicada por Za' Nesta sub-secção retomaremos a no
tição usada na secção 3.4.

Sendo assln, a densidade (5.64) da distribuição à posteriori
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0S2+s3 (!tNI']Z2 z3], IN21) pode escrever-se como

:': ,-:,,:, . ã x'' : ã ji«» '":TÊlv
r--N . \

BQ'!P Zn:.«;Q-'!i' [!2 13] , l.;ll)

n3h

(5.71)

Pelo teorema C.3.2 e nota 2 subsequente, este resultado dístríbuci.onal

sobre 9 é equivalente a afirmar que os vectores +3(0), {1'(2h)(0), h:l,...,s3}

e {p(2hm)(0) , m:l,...,jh ; h:l,...,s3} são índependentenente distribuídos ã

posteriori segundo as distribuições

'}3(0) llWt} 'w D., (!;(!+11) + !3+12)

I'(2h) (0)ltNt} 'w

Ddhim(1(6h.)+NI(62 )) ' lü:i,...,jh ; h=1,

s3 (5.72)

e(2hm) (0) llWt} 'w 's3

onde N2 : (I'l.N2(h) ' h:l''..,s3y' Esta caracterização da distribuição à
posters-orl de 0 implica que a função R em (5.71) apresente a forma explícita
(vede apêndice C.3 a seguir ã nota 3)

'"2.«,. Q'''!t' [;2 13], l.«ll' ' B(!;( !+11))

B(!;(!+! 1) +!3+12) B(!;h(1(6h)+NI (6h) )+!2 (h) )

B(!;h(1(6h)+1l(63)) )

Esta propriedade assegura uma expressão em forma fechada para os momen-

tos generalizados à posteriori de 0 (e.g., a fórmula (72) do apêndice C). De
um modo alternati.vo, podemos factorlzar a função i.ntegranda destes integrais à
posteriori segundo um processo si.molar à factorização (3.36) da verosimilhança
e apli-car cabalmente os resultados (5.72). Por exemplo, para o momento misto
à posteriori de ordem r = (rl,...,r.)' obtemos

* j! X ÃI l.t««, .:,lr:} : «,
hm /

:12=g s3 ""';;":''i,l h '':««''':'?É...? l

B(?3) h:l B(?2h) h:lm:l B(?2hm)

{: '1111.} z''«l:,,: :* & x''?«,.:,: ;«.': *



!3 ' {a2hp h:lp...,s3} e {a2hm' m : l,...,jh ' h:l,...,s3} sao' respec'
tlvamente, os parâmetros das distribuições ã posteriori de !3(0), {1'(2h)(0)}e
{ e(2hm) (9) }

Em particular, a média à posteriori de 0Í ' Í.66hm e

E[oilli'!2'13] : E]+3h(g)lli'!2'13] E]r'?2h)(Q) lli'!2]E]pt2h.)(g) lli]

:úÍ' ««*'««.kH)ü*',Ü:Z-d *hm

'2hn + í.à.sz (nlj.-hj.) l
x l '''hm ll.

.1l]n2h +i.a6P (nl:L-hí)]
hm

onde N : >1 Nt ' Comparando (5.74) com (3.39), vê--se que a média ã posteriori

de 0 se pode calcular da expressão do estimados de máxima verosimilhança subs--
tituindo NI por Nl-tu.

De (5.73) é fácil provar que a variância ã posteriori de Qi ' i66hm e dad

(oílli'!2'13) : õíbj.(!t'n,!z'!3) - Õ:l} (5.75)

onde oÍ : E]oÍINlpN2'N3]

vl(1l-h,!2'13) - ]i;iH {(nl l.-miai)-m2h. { 'm3h{ }'

n2hm + [j.66,m(nlí'hl) ] +l*l,\ "'' ] }lí: :':«.*;' '-:.«,, l .
Com a densidade à posteriori (5.71) é proporcional à verosimilhança para a

"amostra" (Nl+u-lS. ,N2pN3), a moda à posteriori 0# é também definida pelas ex--

pressoes (3.38) ou (3.39), mas com 1l substituído por NI'+u'ls. , ou seja, as

0} para i66im são dadas

168

jh

3

t:l

a

por

var

componentes pore para hm saasuas

(5.74)
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o{ : i:ii;l=<- 1 (n::+-:-i)+"2hml

'2h +Í.66, (nlí.+uí.-l)
nm

X

Jh

m1l['2h +j.G6, (nl:L+uí.-])]
hm

De acordo com Díckey et al. (1987), outra estimativa Bayesiana de0 pode
ser defi.ní.da através da moda da distribuição à posteriori conjunta de

+3(0).{1'2h(0)} e {e(2hm)(0)}. Atendendo a (5.72),esta estimativa, decotada
por qü# ' (Ol#+), é definida pela expressão (3.38a) com NI substituído por
Nl+! em (3.38b,c), N3 por N3-ls. em (3.38b), N2 por N2-ls. em (3.38c) e NI

por 1l+u-ls. em (3.38d). Mai.s concretamente, para i6Õ2hm temos

}...,.,

Jh

n3h']+m:l]n2hm 1662 (nll+ui)]
nin X

Jh

(n2hm-l)+Í662 (nlÍ'Fui)
nm nll'hi-l (5.77)

' 1

ln1ltn2hm-]+l.Ê6,(nll-hj.)] E«2(nl j.+uí.-l)hm '''hm
Os resultados anteriores generali.zam-se facilmente ao caso de partíçoes

encaixadas em 3 ou mais nÍveIs. No caso particular de Z ser indicadora de
uma partição apenasp os resultados anteriores especlalízam-se nos resultados
enunciados explicitamente ;em j2lckey et al. (1987). Concretamente,a distribui-

ção à posteriori 0 INI'N2 'w Osz(u+NI'Z2'N2) significa que +2(0) : Z20 e

p(2j)(0) : Q(62)/ 'b2d(0) ' j:l,t..,s2 sao independentemente distribuídos de a-

cordo com as dístríbuiçoes

's3
X

'P2(.9) 11i'!2 ''' Ds,(Z2(!+11) + !2)

e(2j)(9)llt '''''' Odj(1(62)+NI(62)) ' j:l'...,s2

(5. 78)

Os resultados correspondentes a (5.73) (5. 77) são respectivamente

'; ,.:.".::,- ã
e para 16 632 , j=1,...Pg2

(5.79)
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Õ: : E«j.llt'!? : R:L' l("ij.-'"i.) -'' '2j l Tàõ,(- :L'-ol}

"ar@:j!:,!? : ÕÍ{ l l(n:i.-n:+o + n:j l-Õ}

]

J

(5.80)

(5.81)

Rl:iil::q- {(nlÍ.-hi-l) + n-:. }
J

(5.82)

n2j'l + j.àÓZ(ntj.+ui.)
J

N+u.-s2

-l j.'h j.- :

iàó : (nlj.-hÍ.- i)
J

(5.83)

O facto das inferências se simplificarem consideravelmente cotn um padrão
de censura encaixado pode ser aproveitado de modo a reduzir o número de expa=
iões multinomiais (veja-se (5.65)) para o cálculo dos momentos à posteriori
numa estrutura não encaixada, diminuindo assim o número de computaçÕes em

(5.69). Este método é partículamlente Útil em tabelas de contingência qual--

do os dados incompletos forman tabelas marginal.s suplementares, algumas das

quais com a mesma dimensão. Com fins ilustrativos suponhamos que Z = (Z2 Z3),
onde as 2 sub--matei.zes inda.cam partíçÕes não encai.xadas do conjunto das sl ca-
tegorias.

Expanda.ndo apenas o factor TT (z3h'0) J'' da densidade à posteriori segun--

do o esquema descrito em 5.3.1, obtemos

s3

s3
'n', l

3hh l

S
l mi: >1 hW) 'n O i

M

onde agora M =(h.; h:l,...,s3), com h: :(Mj.h' i:l,...,sly e Mj.h: 0,

; '': «- !;:u : !ã:, -w : 'ü (E") ' ":. : .L "«, '::''''';:
SS

Fazendo M = (M. ,i=1,...,s.y, a função densidade da distribuição à posta.
s .+s. r-N.)

rior[ Os2+s3 (!+Nlp [z2 z3], I'Ual) pode expri.mir-se pela nistura de funções deB
sldade Dlríchlet generalizadas de multiplicidade inferior
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«: '--,,:',,,-i l F=:hlllli=:lll:l,,
-d' glli'!2'y '- 0;:(!+!i+8,12'12)

S

N M) (5.84)

Os momentos à posteriori definidos em (5.68) passam a ser definidos pelo
quociente

>l h(y) B(!+!i+!+g) B(!;(!+!t+!+!)+!2)/B(!;(!+!i+11+!»
r 1 7' \ NI

'1llt'!2'13 -Ú.;* = (5.85)
>l h(M)B(!+!i+!) B(!;(y+!i+!) + !2)/B(!;(!+!: + M))

envolvendo menos termos que aquele definido em (5.69)

5.4. Ap; ç ç$ç!

Nesta secção ílustraremos através de dois exemplos algumas das análises
Bayeslanas descritas neste capítulo. Concretamente, serão comparadas as solu
Cães obtidas pela aplicação das seguintes abordagens:

Mecanismo de registo não ígnorável com uma distribuição à priori do tipo de
(5.4)(descrição em 5.2.1 -- 5.2.4);

Mecanismo de registo Bayeslanamente lgnorável (descrição em 5.3) ;

condicionamento na sub-amostra completamente categorizada (análise ''standard''
pela teoria Inferencial conjugada) .

As distribuições à priori nestes dois Últimos casos serão naturalmente com

patÍveis com a distribuição ã priori para o vector das probabilidades amostrar.s
usada no 19 caso.

EXEMPLO !: O 19 prob]ema a ser anal.içado corresponde ao exemplo l da secção 4.5
do capítulo anterior, pelo que os respectivos dados estão registados na tabela
4.5.1.1 aÍ descrita. Pela discussão havida então sobre o padrão de censura consi
derado admissível, os vectores das probabilidades condicionais de registo são de--

finados à luz da notação usada neste capítulo por

ij : (À:3 xij À;3 4Jb' , í,l : i,2

donde

9 : (!à ® !4) ê 9 Ê : ÇFit .Fi2 .F21 Fz2)
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Na análise ''clássica'' deste exemplo considerou--se apenas a questão de ave--
riguar se os dados sao compatíveis com a hipótese de homogeneidade marginal. A-
qui continuar-se-á a restringir a análise a tal aspecto, pelo que a função para
nétrlca de Interesse é a função lr - 0lo-091' No quadro dos métodos Bayesianos
que pretendemos Ilustrar, Importa) poísP calcular a média e o desvio padrão à
posteriori desta função linear

Neste exemplo, as soluçoes serão desenvolvidas com base no uso de duas dís
tríbuiçoes à priori. Para a lg abordagen, considerar--se--á que 0 e os vectores
B{ . são independentemente distribuídos segundo as distribuições de Di.rlchlet

Ej.jll11j - a4(]?ilj) , !ilj : üt] b}.l b;l b*;)', i,j - i,2

91b* ''' D4([[à ® ]]4Jb*) ,. !* (11.i l;2 l?;t !;?'

A lg distribuição à priorlp denomi-nada priori 1, consiste numa distribui--
çao uniforme trivariada para todo o B:., resultando então para 9 a distribuição
Di.ríchlet sínétrica de parâmetro 4.

A 2g distribuição à priori (priori 2), conceptualmente admitida como tradu
zi.ndo a crença de algum perito no assunto, visa confere.r aos B.: um carácter ín
formativo. Imaginemos então que tal perito espera à priori que, das cri.anças
realmente pertencentes à cela (í,j), para todo o (í,j), 50% são registadas com-
pletamente, 20% registadas parcialmente em cada variável e as restantes 10% ce2
furadas totalmente. Além di.sso, acredita que a precisão destas suas crenças p2
de ser medida através do valor 10 de !; !..i, V (i,j). Dentro da família Dirá--
chlet, a opinião a priori desse perito conceptual corresponde a atribuir a todo

o Bi.i a distribuição D4 (bl.i) con bl.i : (5 2 2 1y. Assim 0 contínua sendo ca--
racterizado por uma di.strí.buíção Díríchlet simétrica, com a mesma média da paio
rl 1, mas de parâmetro lO (portanto, com incerteza menor sobre cada elemento de
0)

1. No caso da abordagem que incorpora o mecanismo de registo (e consequentemen-

te, todas as 167 observações), as médias e os desvios padrões à posteriori dos Ê
lementos de 0, bem como a covariância à posteriori de 012 e 021 ' foram respecti
vamente calculados de (5.36) e (5.37). As médias e os momentos simples de 2ê ol
dem ã posteriori de cada elemento de 0 são dados explicitamente em (5.42) e
(5.46) respectivamente. Aqueles resultados, para ambas as distribuições à pêlo'
rl, são reproduzidos na tabela 5.4.1.2, a qual regista ainda a média e o desvio
padrão á posteriori de v.
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TABELA 5 . 4 . 1 . 2 Resultados para mecanismo não ignorável

2. A metodologia que considera ígnorável o mecanismo de registo adopta para
este o modelo Mt que estipula que as probabilidades condicionais de registo em
qualquer subconjunto 6 de categorias sÓ depende de 6 e não dos elementos que o
compoem. Além disso, supõe a independência à priori entre 0 e o vector das pro--
babilidãdeg condicionais de registo distintas. Estas suposíçoes implicam parti
cularmente que as 24 crianças para as quais nada foi registado são Ignoradas
do ponto de vista das inferências sobre 0. As distribuições à priori para g
correspondem àquelas que foram usadas na 13 metodologia.

Os momentos à posteriori de 0 são calculáveís por (5.69), o que requer o
cálculo de dois somatÓrlos multlplos envolvendo cada um cerca de 594 x 103 par-
celas (!). No entanto, o facto de un padrão de registo em partíçÕes encaixadas

em um nível Implicar uma sílnpllfícaçao considerável na computação daqueles mome2

tos (veja-se (5.73)) foi aproveitado no sentido de reduzir o número de termos e=:
volvidos em (5.69), conforme foi descrito no final da secção anterior. Assim,
expandiu-se o factor da densidade à posteriori relativo à tabela t=3, englobando

as observações censuradas segundo a variável XI e calcularam-se os momentos ã
posteriori exactos através da correspondente expressão (5.85) . Mais pormenoriza
demente, através da expressão, cujos somatÓríos envolvem 364 termos

onde

, - 11 E (Y) c:)
B(!+!i+M)

B(!+11)

B ( : ; (!+! :+!) +!2)

B(:;(!+1l+M) )

B (!+! i+ã'+"! )

B(!+11)

B(:;(!+!i+M+!) + !2)

B(ZI(u+N,+Ü+r))
+Z. + + J. + n

p(r)
27 12

a=0 b=0

  Médias à posteriori

811 0 12 02 1 lr
desvios padrões à posteriori

Oll 0 12 0 21 lr

Priori .l 0.331 0.246 0.240 0.006 0.100 0.093 0.080 0.126

Priori 2 0.321 0.246 0.242 0.004 0.077 0.071 0.059 0.097
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com ! =(rll r12 r21 r22)', Nlq (12 4 5 2y, N2 :(50 31)', M :(a b 27-a 12-by,
Z. = 1. ® 1. e u é o vector dos parâmetros da distribuição à priori de 0

Os cálculos foram executados em computador através da elaboração de um pr2
grama no qual as razões de funções beta indicadas foram avaliadas recorrendo ao
resultado expresso na proposição C.1.2 (expressão (23) do apêndice C)

Como o número usado de observaçoes nao é pequeno podemos alternativamente
obter valores aproximados desses momentos através da aplicação do método sugeri-
do por Tierney and Kadane (1986), o qual tem a vantagem de reduzir consideravel-
mente o tempo de computação.

Calculou--se ainda a moda ã posteriori. através da solução lterativa de
(5.70) , partindo-se dos seguintes valores ini.dais:

vector pl das proporçoes observadas na tabela completa;

- estimados de MV, moda à posteriori e média à posteriori de 0, excluindo a 3ê
tabela, definidos explícita e respectivamente por (3.35), (5.82) e (5.80);

estimados de MV de 0 dado em 4.5 e respectiva média ã priori.

Em todos os casos se obti.veran os mesmos valores terminal.s, quer pelo algo
ritmo EM quer pelo método de Newton--Raphson. Este ultimo revelou--se constante
e incomparavelmente mais rápido que o EM, como se esperava

A tabela 5.4.1.3 regista as estimativas procuradas. Na lg linha do seu
corpo, para cada priori, estão os valores exactos das médias e dos desvios pa'
drÕes, com os respectivos valores aproximados (método de Laplace) entre parên'
teses. Na 3g li.nha surgem as componentes da moda ã posteriori de 0.

TABELA 5.4.1.3 Resu[tados para mecanismo ignorave].

Priori l
0.426 0.189 0.238 -0.049
(0.427) (0.190) (0.239) (-0.049)
0.435 0.186 0.241

0.052 0.029 0.037 0.069
(0.057) (0.049) (0.051) (0.068)

Priori 2

0.388 0.207 0.236 -0.030
(0.390) (0.208) (0.238) (-0.030)
0.395 0.206 0.239

0.032 0.015 0.021 0.066
(0.049) (0.043) (0.043)(0.062)
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3. Por fím, a restrição aos dados completos e a decorrente aplicação da conho
cada metodo]ogía Bayesiana conjugada conduziram aos resu].tados reproduzidos na
tabela 5.4.1.4 segundo uma ordem idêntica à da tabela anterior

TABELA 5.4.1.4 Resultados para a sub-amostra completa

4. A análise dos resultados que constam das tabelas anteriores permite consta
tar os seguintes aspectos:

- Os desvios padrões das funções lineares de 0 registados nas tabelas 5.4.1.3 e
5.4.1.4 são menores quando associados à priori 2 e à abordagem com mecanismo l&
notável. 'Este resultado é natural já que essa distribuição à priori traduz opl
níões mais precisas e a referida abordagem envolve uma maior informação amostral
decorrente do uso de 120 observações adicionais. A comparação com os valores
correspondentes para a abordagem con mecanismo não lgnorável torna-se difícil dÊ
vida à Incorporação, neste caso, de novos elementos ligados à distribuição à prl
orí para as probabilidades condicionais de registo.

- Os valores das médias à posteriori obtidos por expansoes multínomíaís e pelo
método de Laplace evidenciam uma boa concordância. O método aproxlnado parece
reflectir uma tendência de sobrestlmação das médias e dos desvios padrões ã pos
teríorí dos elementos de 0 .

- No que diz respeito à questão de Interesse, a magnitude dos valores da nédia e
do desvio padrão ã posteriori de lr em todas as abordagens parece apontar para a
validade da hipótese de homogeneidade marginal. A comparação desses valores nas
tabelas 5.4.1.3 e 5.4.1.4 revela que a Inclusão das tabelas suplementares con-
duz a uma duplicação aproximada da média de lr que não parece, contudol ser sufi-
cí.ente para por em causa a referida homogeneidade. Já a primeira metodologia

 
médias e moda ã posteriori

Oll 012 Q21 lr

desvios padrões ã posteriori

Oll 012 021 lí

Priori l
0.410 0.205 0.231 --0.026

0.429 0.200 0.229

0.078 0.064 0.067 0.104

Priori 2

0.349 0.222 0.238 --0.016

0.356 0.220 0.237

0.060 0.052 0.053 0.085
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parece reforçar esta hipótese. Deve ainda notar-se a Influência que as distribui
Cães à priori usadas exercem no sentido da homogeneidade marginal, mormente quan--

do se usam apenas os dados completos. De qualquer modo, o uso de uma priori nao
informativa (e.g., na acepção de Jeffreys) não parece suscitar conclusões diferem
tes

Deste modo, estas soluções Bayesianas apontam no mesmo sentido das soluçoes
clássicas descritas no capítulo 4, as quais se apoiam em hipóteses mais restrita
vas sobre o necanísmo de registo.

EXEMPLO ll: Os dados deste problema resultaram de um estudo realizado no Hospital
das CIÍni.cas da Universidade de Sao Paulo, envolvendo 100 crianças com obstrução
biliar. A experiência consista.a en classificar cada cri.ança de acordo com o re-
sultado positivo (nível 1) ou negati.vo (nível 2) de dois testes clínicos e com o
tipo de obstrução bili.ar, entra-hepática (X3 : 1) ou extra-hepática (X3 : 2). Co2
tudo, por razoes que se desconhecen totalmente, apenas 93 crianças foram classífl
cadas completamente. O resultado X9 do 29 teste não foi conhecido para as restan
tes 7 crianças que, por sinal., responderam positivamente (XI : 1) ao 19 teste. As
frequênci.as observadas 1l : (nílk) e N2 = (nÍ2)) estão expostas na tabela 5.4.11.1

TABELA 5.4.11.1 Dados sobre 100 crianças com obstrução biliar

A analise destes dados pretende responder a questões do tipo: Existe algo
ma relação de independência entre as 3 variáveis? Como descrever a estrutura de

associação na .distribuição conjunta de XI' X2 e X3? Para tal, consideraremos as
razoes de produtos cruzados

.ct) , .lttt.-;lzz , í:i,2 ; Ba) : ;l.it-:zlz , j:i,z ; 'va)

com base nas quais se podem exprimir os parâmetros relevantes dos modelos log--ll
neares
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Como não temos qualquer Informação sobre as condições da experiencía, adml
teremos que as configurações admissíveis dos dados se resumem às conf:l.durações
observadas. Ou seja, cada elemento populacional ou é completamente categoriza-
do ou sofre apenas censura do valor de X9' De acordo com o tratamento teÓrIco
do problema, o resultado conjunto dos processos de amostragem e de registo é ing
delado pela distribuição multlnomíal

Adinitanos ainda que à priori as chances em média de classificação completa

versus censura em X? são de 3:1 para todo o elemento da população en estudo, mas

que a precisão desse juízo é maior para as crianças com o mesmo resultado nos
dois testes do que para as restantes. Definindo então tal precisão através do
valor

;; ::.* : {l l l l l -' !:.k : h:jk ':jk )'

a di.stribuíção à priori(5.4) fica completamente especificada por

Êj.jk : aíjk *j.jP ' '2(!íjP
onde (3 1) , Í

(3/2 1/2) , i#j

e por 9 'u D8(!) , ! : ( 4 4 2 2 2 2 4 4 )' , onde 0 é o vector dos 0j.jk onde
nados lexícograficanente

Frite-se que esta escolha para a distribuição à priori serve apenas propo'
sltos ilustrativos, não sendo baseada em quaisquer crenças apriorístlcas que SS.
j am do nosso conhecimento.

1. Começando com a análise circunscrita ao grupo de crianças que não sofreram
censura, a tabela 5.4.11.2 regista, para efeitos de comparação con os resultados
obtidos pelas outras metodologias Bayesíanas, alguns parâmetros da distribuição
ã posteriori de 0 baseada na priori acena indicada.

TABELA 5.4.11.2:

0211 0212 0221 o2220
121 122112111

média
desví.o
padrão

moda

0.274 0.051 0.120 0.094 0.026 0.034 0.068 0.333

0.041 0.020 0.030 0.027 0.015 0.017 0.023 0.043

0.267 0.043 0.112 0.086 0.017 0.026 0.060 0.328



A tabela 5.4.11.3 regista algumas características de funções de 0 rela-
cionadas com razões de produtos cruzados. Como se sabe, cada razão de produtos
cruzados mede a associação condicional entre um determinado par de variáveis da
da uma categoria da 3g variável. A hipótese de Inexi.stência de interacção de
2g ordem pode traduzir--se, por exemplo, através de a\x'r/a\z/ = 1 ou da corres--
pondente forma logarítmica. A hipótese de independência condicional x] .U. xglxa
corresponde a Q\''r = ax'/ = 1, sendo os restantes dois tipos de independência coB
dícíonal definidos de modo análogo em termos das razões {Btj')} e {ytKJ}. Os mo-
mentos simples destas funções correspondem a momentos mistos generalizados de
0 pelo que o seu cálculo não oferece qualquer dificuldade. As lgs 3 linhas da
tabela 5.4.11.3 nostram a média e o desvio padrão à posteriori bem como a medi.a

a prl.ort

TABELA 5.4.11.3: Resultado! pq:!a medidas de associação cop gg dados copp+gçgg

©(9) l a(1) a(2) B(1) B(2) y(1) :y(2) a(1)/a(2)
méãià ã
priori
média ã
posteriori
desvio padrão
à posteriori.
E(logo' (9) le)
a(logo' (9) 11)

16 16 2.66 2.66 2.66 2.66 7. 1 1

9.85 7.80 12.80 7.80

5.08
1.83

0.56

5.42

3.92
1.43

0.60

5.57

6.58
1.30
0.86

2.28

4.21
0.14
1.05

12. 11

1.81

0.75

7.78 19.08
1.67 1.96

0.73 0.88

Com a finalidade de clarificarmos a resposta às questões de interesse atrás
citadas, recorremos a una análise assíntÓtlca baseada no resultado de que a dis-

tribuição ã posteriori conjunta dos contrastes }l cÍjklog eíjk ' l : l,'..,p
UL ) J ) ri-p / l \

(p < 8) é aproximadamente normal, com nédias l cÍjk log(n\:jÍ + uíjk) e cova-

riâncí.as }l cl.jk cmjk(nílk + uíjk)'l (veja-se Línd]ey [1964, teor. ]]) - note-
-se que a distribuição ã posteriori de 0 se pode visualizar dono resultado da ac

tuallzação da pri.ori D8(0 18) pela amostra de frequências NI + u. As duas últl-
nas linhas da tabela 5.4.11.3 mostram precisamente os parâmetros desta distribui
ção asslntótíca para o logaritmo (natural) das funções 0 indicadas.

) l

De acordo com esse resultado, a Interacção de 2g ordem não é, de modo nenhum,

significativa, dado que o valor 0 de log(a\'//a\''r) está contido no Intervalo de
credibilidade a 95%. Pelo mesmo racíocÍni.o conclui-se que a Única interacção re-
lativa ãs tabelas bldímenslonais condicionais que se mostra não significativa é
aquela referente a Zn y~''



Constatada a não significância da Interacção de 2g orden, Interessa verifl
car as hipóteses de independência condicional, cada uma delas traduzÍvel pelo â
nulamento simultâneo da interacção de 2ê ordem e de uma interacção de lg ordem.
Tais hipóteses podem ser equívalentemente definidas pelo anulamento do logaritmo

de duas razões de produtos cruzados. Por exemplos XI -U. X2lX3 corresponde a
log d''r = log(t'' = 0. Observe-se que o resultado dístríbuclonal acima indicado
Implica a independência à posteriori asslntÓtlca entre G\''r e a\'/ (bem como en--
tre os dois B(j) e entre os dois y(k)). A aplicação do raciocínio supra-men-

cionado permite concluir que log a(1) e log.a(2) conjuntamente são fortemente síZ
níficatívos e que resultados similares ocorrem para os outros pares de razões de
produtos cruzados. Estas conclusões decorrem do carácter significativo das In-
teracções de lê ordem, evldencíável pela análise da distribuição à posteriori aâ
síntótlca de log(a(1) a(2)), log(B(1) B(2)) e log(y(1) y(2)). Estes resultados
implicam assim a violação de relaçoes de independência mais fortes.

As conclusões anteriores estão em consonância com os resultados das metodo-

logias de MV e de MQP. Observe-se) no entanto, que a distribuição ã priori esco-
lhi.da também contribuí de algum modo para tal afinidade dado o seu peso relativo

(24/117 x 100 = 20%) e a forte associação entre XI e X2 para cada nível de X3 que
ela traduz

Em suína, a análise Bayesiana dos dados completos aponta no sentido das se
guintes conclusões:

- A chance de um 29 teste positivo para qualquer criança com um 19 teste positivo
é si.gnlfícatlvamente maior do que a mesma chance para uma criança com um 19 teste
negativo;

- A chance de obter um 19 teste positivo para una criança con obstrução entra-he-
pática é sígnífí.cativanente nalor, independentemente do resultado do 29 teste, do
que a mesma chance para uma criança com obstrução extra-hepática;

- A chance de uma criança ter obstrução entra-hepática com um 29 teste positivo
é maior do que a mesma chance dado um 29 teste negativo, Independentenente do lg
teste

2. Analisaremos agora todos os dados observados no âmbito da metodologia que
Ignora o mecanismo de registo. Dado que os dados censurados estão conflgurados
nuna partição (Indicada pela matriz Z2 : (l2 ® l2) ® l2), as médias e os desvios
padrões à posteriori dos elementos de 0 são dados em forma explícita por (5.80) e
(5.81). Estes valores estão registados na tabela 5.4.11.4, a qual í.nclul ainda
as componentes da moda à posteriori e da ''moda'' modificada,calculadas respectiva--
mente por (5.82) e (5.83). Como a única componente não nula de !2 é n~l'' sÓ as



componentes da moda relativas a 0111 e 0121 sofrem modificação relativamente à
moda respeitante aos dados completos. A diferença nos desvios padrões ã posto
riori também é conpreensivelmente di-minuta dado o pequeno número de observações
parcialmente categorízadas.

TABELA 5.4.11.4 Parâmetros de di.strlbuição à posteriori sob mecanismo ignorável

olll '1 12 '121 "122 0211 0212 0221 0222

média l0.297
desvio
padrão l0.042
moda l0.310
'ÍHodã''
modificadaj0.305

0.048 0.130 0.089 0.024 0.032 0.065 0.315

0.019
0.043

0.044

0.032

0.130

0.128

0.025
0.086

0.089

0.014
0.017

0.019

0.016

0.026

0.026

0.022
0.060

0.065

0.042
0.328

0.324

O cálculo dos momentos à posteriori. das funçoes multíplicati.vas de 0 indica--
das na tabela 5.4.11.3 efectua-se através da expressão (5.79). A tabela 5.4.11.5
regista os valores respectivos da média e do desvio padrão ã posteriori. A sua
analise revela que apenas os momentos relativos aos {B\J/} variam face aos respeS
ti.vos valores da tabela 5.4.11.3. Uma explicação imedi-ata é sugerida pela pró--

peia fórmula usada no seu cálculo, já que quando o expoente ! é tal que Z;l r = O,
a expressão (5.79) defi.ne os respectivos momentos quando se usa apenas a tabela
completamente categorizada. Por exetnplo, para a medi.a de a'''',
r =(1 0 -1 0 -1 0 1 0y e para a média de a\'//Q\zJ, r =(1 -1 -1 1 -1 ll --ly.
Logo, aquela condição é satisfeita contrariamente ao que sucede para a media de
B\'/, por exemplo, em que r = (1 --1 0 0 -1 1 0 0)'

A coincidência de resultados para as funções mencionadas é, no fundo, con-
sequência das respectivas distribuições à posteriori serem as mesmas nas duas a-
bordagens. De facto, a caracterização (5.78) da distri.buição á posteriori de 9,
O4(L,Z2'N2)? onde L : 1l + !, revela que os vectores Z' 0 = (QI.IO1.202.102.2y
e PI.k : (PJ.k' j=1,2y, i,k:1,2, onde pi.k : eí:jk/0í..k' sao independentemente
distribuídos segundo as distribuições D4(Z2 L + N2) e D2((Lijk' j:1,2y), respeS.
tívamente. Estas distribuições beta para as probabilidades amostraís condicio-
nais a (XI,Xa) são precisamente as mesmas que se obtêm para os dados completos,
onde a distribuição à posteriori de 0 é Dn(L). Ora, qualquer das funções acima
citadas, à excepção dos {B(j)}, exprime'se apenas em função dos {pl.k}. Com efel
to, é fácil constatar que
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(k)a ' ' pi.k p2.k/pÍ.k pi.k ' v(í'): .! : .Í.2/pÍ.i p1.2

mas

B(j ) ü:i.i ':l.z''i.2 '11i) " Ht.i '2.2/'i.2 o2.P

TABELA 5.4.11.5: 8qlglçqdog para medidas de associação sob mecanismo de
registo ígnorável

a(1) Q(2) B(1) B(2) .r( 1) y(2) a(1)/a(2)

medi.aàpost:erioril 9.85 7.80 14.75 8.99 5.42 5.57

desvi.o padrão ã
posteriori li2.11 7.78 21.94 5.83 3.92 6.58

2.28

4.21

Em virtude das considerações anteriores, o argumento em torno dos resulta--
dos dlstrlbucionaí.s asse.ntótícos :implica a manutenção das conclusões extraídas
da análise dos dados completos sobre a inexistência da interacção de 2g ordem e
o carácter significativo da associação condicional de XI e X9 dado X,i e de X? e
X. dado X.

Sobre a hipótese de independência condicional entre X. e X.2 dado Xo, deve-
mos observar que a variação dístribucíonal nos {B(j)} implica designadamente
que as duas funçoes log B(j) passem a ser correlacionadas à posteriori. De fac
to, cada log B\J'r exprime-se como uma soma de dois termos independentes, onde um

deles (o logaritmo da razão de produtos cruzados da tabela marginal (xl'x3)).é
comum às duas funções. A análise distrlbucional do vector (log B\'/ logo''')'
baseada no comportamento assíntÓtlco de cada termo Dlrichlet, à luz do resultado
mencionado de Llndley (1964), leva-nos a concluir também pela significância de
associação. condicional de XI e XI dado X?. Esta conclusão pode ser considerada
previsível a partir da constatação do aumento, face aos resultados para os dados
completos, da média ã posteriori de cada BtjJ e do aumento quase proporcional do
respectivo desvio padrão - note-se que o coeficiente de variação à posteriori é
sensivelmente o me smo .

3. Considerando por flm a abordagem Bayeslana com mecanismo de registo não lgn2
rãvel, os valores das médias e dos desvios padrões à posteriori. dos elementos de
0 foram calculados a partir de (5.42) e (5.46) e encontram-se registados na tabe
la 5.4.11.6:



TABELA 5.4.11.6: Parâmetros da distribuição ã posteriori de o sob mecanísmq

de registo não ígnorável

0 lll 0112 0121 0122 0211 0212 0221 0222

nédia 0.296 0.048 0.132 0.089 0.024 0.032 0.065 0.314

desvio padrão 0.045 0.019 0.034 0.025 0.014 0.016 0.022 0.042

A análise destes valores deixa transparecer una estreita concordânci.a com

os da tabela 5.4.1.[.4. No que concerne às médias, este aspecto poderá ser an--

tecipado se procedermos à comparação de (5.42) e (5.80) e notarmos que

b}.ll/j:i,2bl.ll não difere substancialmente de Lljl/j:1,2Lljl ' onde

L = (L. :..) = N. + u
n -tlK -l +

Os momentos à posteriori das razões de produtos cruzados (e funçi;es delas)
foramobtídos por (5.48) , ou mais concretamente, por

:\:;,]'V:tjkl!:,!:} : Eo ')
!t.J].2 u!!zlz

B(!i'i) B(l + Z2)

onde 1l'l =(blll b121y, 1l'l :(m 7-m)' , Z2 :(n 0 7-m 0 0 0 0 0)' e 1l é o

vector dos ti.ik en ordenação lexícogrãflca. A tabela 5.4.11.7 regista as médias
e os desvios padrões das funções que têm sido objecto de análise

TABELA 5.4.11.7: Resultados oara medidas de associação sob mecanismo de
registo não ígpglpygl

a(1) a(2) B(1) B(2) y(1) .r(2) a(1)/a(2)

médíaãposterloril 9.85 7.80 14.67 9.10 5.42 5.57

desvio padrão à
posteriori j12.39 7.78 21.87 6.02 4.07 6.58

2.28

4.28

Devemos notar desde já que os momentos indicados de aq'zJ e y\zJ sao exacta
mente iguais aos registados na tabela 5.4.11.5 devido a que B(L+y2+r)/B(L+y2) :
= B(L+r)/B(L), para todo o m=0,1,...,7. A semelhança estreita dos valores das
tabelas 5.4.11.7 e 5.4.11.5 faz-nos crer que se devam manter as conclusões ex--
traídas nas outras abordagens.



Em suma, qualquer das três análises Bayesíanas focadas parece apontar no
sentido da estrutura de associação entre os resultados dos dois testes clíni-
cos e o tipo de obstrução biliar ser descrita, de forma satisfatória, pela l--
nexlst8ncla, uni.cadente, da interacção de 2ê ordem. A

o0o
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APÊNDICE A ALGUNS RESULTADOS SOBRE ESPAÇOS VECTORIAIS

Consideremos uma transformação ]]near de RP em ]Rq, p $ q, representada,
relativamente a sistemas de coordenadas fixos pela matriz q x p A com vento--

res coluna al ' l = 1,...,p' Denotamos o espaço contradomínio de A por M(A)
]..e., M(A) : {1 6 Rq: u: ÂB para a]gum B G ]RP} , A sua dimensão, denotada
por dím M(A), é dada pelo número de vectores coluna (ou linha) linearmente IB
dependentes da matriz geradora, í.e. dím M(A) = r(A) onde r(A) representa o
posto de A. Suponhamos que o subespaço de Rq gerado por A (í.e., pelas colu-
nas de 4.) telha dimensão r (r.. í p). Então, qualquer submatríz de A formada

par r colunas linearmente independentes constitui uma matriz base de A{(A) .
O complemento ortogonal de A](A) é denotado por [M(Â)] , isto é

[M(A)]'t :ty G Rq: viu: 0, V ! OM(4)}. Constltulum subespaço de Rq de
dimensão igual a q-dlnlM(A) : q-r e o seu complemento ortogonal coincide con
M{AJ

l

0 espaço nulo de A é o subespaço de IRP definido por )KA) =Íqain.P: Âa:or.\}
A sua dinensão define a chamada nulidade de 4 e é tal que dlm N(Â) : p-r(Â).

Proposição A.l
l

[M(A) ] N(.À ' ) e [N (A) ] = M(A')
l

Dem: Por definição,&(A') é o subespaço de ]Rq formado por todos os vectores

V tai.s que A'y = 0(P), í'e.' ortogonais a toda a linha de A' (coluna de }).
Supondo v 6 N(A'), temos então víAB = 0 VB G RP, o que significa que

y 6 [H(A)]' N(A') e tH(4)t são assim dois subespaços de Rq tais que
N(A') a [M(A)]'. Toda a base de AÍ(.4') pode assim ser comp]etada de modo a ok
ter-se uma base de [M(A)]a.. Como dímN(A') = q-r(A') = q-r(A) = dím [AI(A)]'t,
qualquer base de [H(A)]'t não pode ter naus elementos que qua]quer base de
N(A') e portanto, A](A') = [H(A)]'t

Se aplicarmos esta relação a A' em vez de A, obtenos [H(A')]a. = N(Â) don-
de se obtén a relação desejada, considerando os complementos ortogonais dos
dois subespaços. A

Saliente-se que o uso deste resultado permite-nos provar que AI(A'A):#(A'),

pelo facto de Â! = 0(q) sse A'Â! = O(P) para todo o ! G RP

Proposição A.2
com r = r(A) .

M(Â) : AJ(W') onde w é uma matriz qx(q-r) tal que A'w=9(p,q-r)'

Dem. Sejam al' l=1,...,r r colunas linearmente independentes de A e determine
mos q-r vectores linearmente independentes de RW, u.I' j=1,...,q-r de modo qüe
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a:u: = 0, i=1,...,r; j=1,...,q-r. Então, S = {to:, j=1,...,q-r} constitui uma

base do subespaço N(A'). .Se v 6 N(A'), existe então un vector de Rq'r

B : (BI'''',,Bq-ry tal que y = .i>1 Bj1lj : YÊ ' onde ! é a matriz cujas colu-

nas são os elementos de S , satisfazendo portanto a relação A'! : 9(p,q-r)
Assim, N(Â') a M(W). Reciprocamente, se v pertence ao subespaço (q-r)-dímen-
sional de IR'i gerado por uma matriz W de posto completo cujas colunas são orto-
gonais ãs colunas de A, então

)

r

y : WB para algum B G Rq'r :.>A'Y : A'WE : 9(.) 6 AKA')

e por consegui-nte, N(4.') : M(W). Conclui-se assim que o.g complementos ortogo
naus de N(A') e AI(W) coincidem, ou seja, pela proposição A.l, M(A) =AI(W'),
com W uma matriz base do complemento ortogonal de M(A). A

?!oposição A:} O si.stema onde A e H denotam matrizes de dimensão

respectivamente q x p e t x p, é consistente e ten solução única v 1 6 M(4)
sse M(!') n M(+') : {0} e o posto de (â) é igual a p'

Demonstração: Façamos G = (A' H'y e u. = (u' 0')' com u ÇH(A). Da teoria
dos sistemas li.neares sabemos que o si.stema não homogéneo G! = !. é consi.atente
sse u. G M(G) e tem solução Única se adia.onalmente o posto de G é igual a p.
Como AI(G') é o complemento ortogonal de M(Ç), então !. 6 M(Ç) sse !.'!. : 0,
Vã 6 N(G'). Dada a partição de To' seja z = (z: z2)', com :l e :2 de di.men-
soes respectivamente (qxl) e (txl), a correspondente parti.ção de !. Assíin
G: : !o é consistente V! G M(A) sse !'! = 0 para todo o : : (:1 :2y tal que

G'? : 9(P), I'e.' tal que A'?l : 'H'?2' Note'se que A':l 6 M(A') e -n'!2oM(u'),
pelo que para todo o 2 6 N(Ç'), 4'?t 6 M(4') n M(ti'). Suponhamos que

M(!') nH(4') :{0}. EntãoA':l = 9(P) '+- :l ON(+') e:, :!!= 0, Vu6M(ê),
o que implica, pelo resultado acima,que o sistema Gx = un é consistente, 'Vu6H(A)

Suponhamos agora que H(H') n H(A') # {0} , Isto é, que existe pelo menos um
vector não nulo de RP pertencendo a AKH') que é si.multaneamente vector de AI(Â')
Sendo À. um desses vectores, então. ]u. 6 Rq. x.Ât . e ] u. 6 Rt: À= Ht(-u.).

+ n 1 + + nJ. «/. n n +&d

Fazendo u : (u: uly, então a definição de À ímp].lca que u 6 N(Ç'). Considere--
nos u# 6 AI(A) tal que !+ = AÀ. Ot'ag'(!+'0'y: u14A : X'À # O. Ou seja, existe
um co 6 N(G') e um u+ 6 H(4) tal que g;!# # 0, o que sIgnIfIca então que não e--
xíste solução para o sistema Gx = (u+'0'y. Ficou assim demonstrado que a con-
sistência de Gx = (u'0')', V u 6 M(A) implica M(n') n M(A') = {o}

O argumento do Início da demonstração deixa então claro que a proposição
esta completamente provada. A
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Observação: Se opostodeAé r <p $q) opostodeGépsseopostodeHé
p-r, quando o sistema é consistente. Isto sígnlfí.ca que t-(p-r) linhas de H
são linearmente dependentes e assim redundantes. Por este motivo, podemos con-
siderar H como uma matriz (p-r)xp e, deste modo, a proposição estabelece que o

rA\ fu\
sistema l;lx = li;l é consistente e de solução Única, para todo o elemento u do

subespaço M(A) r-dlmensíonal sse M(H') n M(A') : l~ol e H á de posto completo

o0o



APÊNDICE B

APÊNDICE BI FUNÇÕES, PARTIÇÕES, ESTATÍSTICAS E a-ÁLGEBRAS

1) Seja (=,B) um espaço mensurável e @:= -> W uma função sobrejectiva arbitra--
ria. A função @ Induz en E uma partição (i.e., um conjunto de subconjuntos de
E mutuanente exclusivos e cuja união perfaz :), denotada por 11(+), cujos eleme=

tos são {+-l(a)} : {e: @(0) = a}, a 6 V. Por outro lado, cada partição ll pode
ser vista como induzida pela função (bn: = -> ll que atribui. a cada 0 o elemento
de R contendo 0, denotado por lra' Qualquer outra função indutora de ll tem o
seu contradomínio em correspondência biunÍvoca con o de +n' Esta correspondên-
cia entre partiç8es e funções leva a que a relação de redução entre cada par de
partiçÕes esteja associada com a existência de uma função relacionando cada par
de funçoes. Mais explicitamente, se JI < lli entao] p: +R : pocPlll e recíproca--
mente, se + = Poq' então n(+) < R(@).

2) Se # é uma transformação mensurável em relação a uma a--álgebra fixa, BIP
em V, a a-álgebra induzida por + é a sub-álgebra (abreviatura de sub-a-álgebra)
de B, B... : @'l(B.) : {@'l(c): C 6 B.}. Reciprocamente,. se C é uma sub-álge-
bra de B , então C pode ser vista como induzida pela estatística ©(0) : 0:
(E ,B) -'' (g,C) .

Se @ é uma função arbitrária, defina-se no seu contradomínio V a a-álgebra
Bf = {C a V: +-l(C) 6 B}. Assim, + pode fazer-se corresponder à transformação
mensurável (:,B) -> (V,B.). A a-álgebra induzida por P é então definida por

Bü : +-l(B+) = B n +'l]P(V)], onde P(V) é o conjunto de todas as partes de W
Contudo, nem toda a sub--álgebra de B é induzida por uma função neste sentido. De
facto

Lema B.l.l (Blackwell): Se C é uma sub-álgebra própria de B contendo todos os
conjuntos {0}, então C não pode ser Induzida por uma função.

Prova: Suponhamos que C = V'l(B+) para alguma função sobrejectiva +: : -> 'P

Como {0} 6 C por híp(5tese, então existe um e 6 BI tal que {0} = +''(C). Por

definição de B., existe um B 6 B, tal que B = +''(C), ou seja, tal que @(B) : C,
devido a que @ é sobrejectiva. Assim, {0} = @''t@(B)]. Como +'']©(B)] D B se--

gue--se que B = {0}, ou seja, {0} : @'']+({0})], V 0 6 =, o que implica que

+-l]+(B)] : B, V B 6 B. Por definição de +'l(B+), segue-se então que B OC pelo
facto de +'']+(B)] 6 C. Como C a B por hipótese, conclui--se que C = B o que e
uma contradição, já que C é uma sub--álgebra própria de B. A



Um exemplo é dado pela sub--álgebra da a--álgebra de Borel em R formada pg.
los subconjuntos contávels ou pelos. subconjuntos cujos complementares são con-
távels. Desta forma, contrariamente ã equivalência entre sub-álgebras e esta-
tísticas, a noção de sub-álgebra é mais geral que a de função no sentido em que
existem sub-ãlgebras que não podem ser induzidas por funções pelo modo Indicado

Prop. B.1.2: Seja Ü uma função sobrejectiva entendida como correspondente à
transformação (:,B) -> ('P,BI) e p uma função de Q com contradomínio © a ]R. A

função real p é Bl-mensurável (l.e. p: (+,BI) -> (0,Bo n 'P) con Bo a a-álgebra
de Botei de ]R) sse poÜ é uma estatística real

Prova: Sendo D G B. n $. (pop)'l(D) : Q-l]p-l(D)] G B se p é B,-mensurável. Por
outro lado, se (po+) '(D) 6 B, V D 6 8. n ©, conclui-se pela definição de B. que
p (D) 6 BI', c.q.d. A

Ü

Proo B.1.3: Seja Q a estatística (g,B) -' (V,B.) com V = @(:) e + a estatística
real (:,B) -> (©,B. n O) onde Oa R e B. é a a-álgebra dos borelianos de R. A
função (b é B,..--mensurável sse existe uma transfornação mensurável p : (Y,BI)-''('P,B.)
tal que + = poV.

Prova: A demonstração da parte suficiente é Idêntica ã da parte necessária da
proposição anterior e a conclusão segue-se da definição de BtÜ : @'l(BI)

Para a parte necessária consideremos primeiramente uma função simples B.t.

sürável, l.e., + = >1 biIB{ onde BÍ. 6 BW' l:l»'..,k formam uma partição de :

Por definição de BW' ]CÍ.6 Bl: BÍ : +'i(el), ]:])...,k. Seja pÍ = ]C.)

1.=1,;:.,K'e' p : :E: bÍICj... ' Então poV ' }l bl(leío@) - j.}l bílÍ+GcíJ:j.}llblIBI
p é uma função simples definida em Y Bi-mensurável

Sendo agora + uma função não negativa B...-mensurável,sabemos que existe uma

sequencia crescente de funçoes simples nao negativas {+.,nâl} tal que
+ = lím+n' Pelo argumento anterior, exístein funçoes simples Bl-mensuráveis, pUs

TI''>oo

ta[ que q)n : Pno+' Vnà]. Pe]a natureza monótona de {(bn(0) : Pn]+(0)], nà]}, a
sequência {p.} e Igualmente monótona crescente. Definindo p : líRlp.Pse o limite

D.->oo

existir e p : Os no caso contrário, obtém--se (b = po+ com p BI'mensurável

Finalmente, a proposição mantém-se para qualquer + invocando a conhecida de
t- -

composição em funçoes nao negativas + = (P' - + . A

k

e
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Observaçoes

i) Esta proposição é igualmente válida se V não for sobrejectiva, embora neste
caso a função p não seja única. Se + admite duas representaçÉ;es diferentes ploQ
e pool, então pl e po devem concordar em @(:) e, portanto, quase em toda a par-
te relativamente ã medida induzida em V a partir da medida eventualmente defíní
da em (:,B).

ii) O resultado expresso nas duas proposíçoes anteriores mantém-se naturalmente
para funções p com va]ores em ]R", kàl com B. designando a a-álgebra de Botei de
Rk A proposição B.1.3 mantém-se ai.nda vá].ída para qualquer estatística (não nS
cessariamente real) +: (:,B) -> ($,B9) desde que B9 contenha todos os conjuntos
singu[ares de 'D (vede Ash [19721 p. 254]). Â

Dada a correspondência entre parti.Cães e funçÕess a a-álgebra induzida por
uma partição 11, designada por Bn, e defi.nada como a a--álgebra induzida pela fun--
çao associada $1lno sentido acima indicado, i.e., Bll : +ll'(BI) onde
BI : {C a R: +RI(C) 6 B}. Dada a definição de +n' BRáassím o conjunto dos ele-
mentos de B que se exprímen como uma união de partes de 11. Naturalmente que Bli
é a a--álgebra Induzida por qualquer função associada a 11. Com efeito, dado
+.: (:,B) -> (11, 8:) podemos definir uma função bíjectíva p: ll -> 'P e uma a-álge-
bra emV,B], talqueB+#=ÍÂaV : p'l(A) çBl}. Peladefiníçãode B+ re--
culta então que B. = {A a V: +iÍl]p-l(A)] 6 B}. Fazendo + = po+ll fica definida
uma função sobreject.tva W: = '+ 'r cuja a-álgebra induzida B+ : V '(BI'') coincide
com B.

Se a partição ll é nensurável (l.e., os seus elementos pertencem a B), a
função associada +n: (:,B) -' (ll,Bi) é agora B--mensurável em relação a uma

a-álgebra BI que contém os conjuntos síngu]ares de ]l. Em virtude da proposição
B.1.3 e da observação ií) subsequente podemos então concluir que

+

Prop. B.1.4: Sejam ]l. e 11. duas partíçÕes com funções associadas

+ = +. : (:,B) -' (RI'BI) e 'b2 : 'bR.: (=,B) ' (R2'B2). Se al é mensurável, en

tão t}. é B. -mensurável sse existe uma transformação mensurável
1- Ü il2 +

P: (]12'B2) -> (]ll'BI) tal que +l : po'P2

l

NOTA. A referência explícita a p como transformação mensurável pode ser omitida
pela definição de +l como uma transformação B--mensurável e pela validade da prop
B.1.2 para funçoes p nao necessariamente reais.

3) Vimos acima que toda a partição Induz uma sub-álgebra. Contudo, nem toda
a sub--álgebra é induzida por uma partição) como o comprova o lema B.l.l. Mas, por
outro lado, toda a sub-álgebra Induz uma partição. Com efeito, seja C una sub-ál-
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febra de B e defina--se em E a relação bInárIa

OIC0o '$-+ 1C(01) : IC(0o) , V C 6 C

onde l.r.(0) denota a função índlcadora do conjunto G

É fácil verificar que C traduz uma relação de equivalência. Os pontos 0Í e
. são equivalentes segundo C se não são separados por qualquer conjunto de C

A partição Induzida por C é definida como o conjunto quociente de : segundo e.

Designando por lrQ o elemento de :/C contendo 0OP então lí0 a G ou lr0 a :--C pa-
ra todo o C G C , l.e., lío é a intersecção de todos os conjuntos de C que con-

tam 0.. Por outras palavras, cada elenento de :/C é um conjunto que não admite
subconjuntos próprios C-mensuráveis, os chamados átomos de C. Os átomos não são
necessariamente elementos de C dado que podem ser definidos pela intersecção de
um número não contável de conjuntos de C. Contudo, a partição induza-da par uma sub-
-álgebra C separável, está contida em C . Com efeito, seja {C., nàl} um gerador de
C . Então

0 0

0

-' ' '.:.'a '.' ' '.:.n ';,o n o' ii
o que ilustra a C-mensurabi-lldade de cada átomo.

Naturalmente que a partição induzida por C, que designaremos por it(C), pode
ser induzida por outras sub-álgebras. Por outro lado, a classe de sub-álgebras
induzindo uma dada partição ll pode ser vazia. Por exemplo, seja = = R e
B = {@,:,(-",O],(O,'+")}. As Únicas sub-álgebras de B são CI : {g,:} e C2 : B. Co'
mo R(CI) : {:} e R(C9) : {(-m,0],(0,-+")}, segue-se que n =lÍQ} ,0 6 ]R} não é in

duzlda por qualquer sub--álgebra.

4) As definições de partição induzida por uma sub-álgebra e de sub-álgebra in
duzída por uma partição permitem estabelecer facilmente que

Prop, B.1.5: i) Cla C2 -:+ ll(CI) < ll(C2)

í.l) H < 11 a Bl 2 H n2l

Consíderetnos agora C c] B e C 6 C. Por definição de lí(C), qualquer elemento
desta partição ou está inteiramente contido em C ou é dísjunto de C. Assim, C dÊ
ve ser uma união de partes de ii(C), l.e., C 6 BTTTP\. Por outro lado, designemos

por lí0 o elemento de uma dada partição Jlo contendo 0 e por lrã o elemento de ll(Bll )

que .contém o mesmo ponto 0. Corro IÀ é a intersecção de 'todos aqueles .elonjuntog' de
Bri contendo 0, conclui-se que lr0 deve estar contido em.lr;. (veja-se, p'e., o Últí.-
mo'exemplo acima indicado), ou seja, lrà deve ser uma união de partes de llo' Se lloaB,

lr0 é um átomo mensurável de Bil , pelo que lr0 = lrã. Deste modo fica demonstrado

0

que
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Prop. B.1.6: Sejam 11. uma partição de 3 e C uma sub-álgebra de B.

Í.) C a Bn(c)

lí) ll('.Bll ) < llo ' coincidindo as duas partíçÕes se llo é B-mensurável
0

A conjugação dos enunciados il) das duas proposíçoes anteriores permite co=
cluir que

Coral. B.1.7: A partição B-mensurável 11. é uma redução da partição llo sse

Deve notar-se que este resultado, pode ser também obtido por aplicação da

proposição B.1.4; atendendo a que 111 < ]12 sse +l for uma função de +2P relação eg.
ta que doravante denotarenos por +1 < +2

2

5) Suponhamos agora que (:,B) é euclideano e nele está definida uma medida de
probabi[idade v. Sendo ]]l e 112 duas partíçoes de :, díz-se que ]]l é v-essencía]--
nente uma redução de ]]? - e escreve--se]]. < Ho [v] - se existe um conjunto N 6 B

v-nulo tal que 11. < R9 em :-N. Do mesmo modo, sendo +l e (b9 duas funçoes defini-
das em :, diz--se que +l é v-essencialmente uma função de 4)? - o que será denotado

por +l < 4)2 [v] - se existe um conjunto N 6 B v-nulo tal que +1 < +2 em :'N.
Sendo ]l. e 11? duas partíçÕes do espaço euclideano :, a possibilidade de associação
deus.as parti.Cães com funçoes reais indutoras das a-álgebras induzidas pelas parti-
çoes perdi.te--nos usar os resultados de Bahadur (1955) para relacionar os anterio-
res concei.tos de redução v-essencial com os de inclusão v-essencial entre as
a-álgebras induzidas (vede definição deste Último conceito no ponto 6) deste a-
pendlce. Assim:

Prop. B.1.8: Sejam 11. e Ra duas partíçÕes do espaço euclldeano = munido da res
pectíva a-álgebra de Botei, B,e da medida de probabilidade v.

i) Se Blt. a Belo [v] e ]]l é induzida por uma estatística real, então 111 < 112 [vl;

i[) Se [[l < R2 [v] e 112 é induzida por uma estatística rea], então Bllla B119 Evj;

[ii.) Se ]]l e ]]9 são induzidas por estatísticas reais, então

111 < 112 [y] 'n-:>Bll.a Bii? [v].

!11glg: Sejam +i' í=lP2 funções reais en correspondência blunÍvoca com +R ' i=1,29
de modo que as a-álgebras Induzidas por +l ) 1=1,2 correspondem aBlt.8 l:ls2. Os
lemas 6 e 9 de Bahadur (1955) provam respectivamente i) e 11) e, consequentemente,
Í.Í.j.) A
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A comparação da proposição B.1.8 com o corolário B.1.7 evidencia que a veri-
ficação da equivalência entre os conceitos de '' < [vl" e de 'a]v]t'. citados exige,
em geral, mais requisitos que os exigidos pelos correspondentes conceitos quando
definidos exactamente em toda a parte

6:) Seja (Q,F,p) um dado espaço de probabilidade. Se {F~: a 6 Alrepresentauma
colecção arbitrária.de sub-álgebras de F, então V F.. denota a menor a--álgebra con-
tendo cada F., a G A, isto é, V F. = a(UF.)aGA

' a6A ' a6A '

Sejam Aie A9 dois conjuntos de F e fle fo duas funções F-mensuráveis. A
re[ação AI : A2 [p] significa que U(AIAÂ2) : 0 onde AIM.2 : (Âl-A2)U(A2-AI). De
um modo aná]ogo, f, = f, [p] significa que p({u6Q: f.(to) # f.(u)}) = O. Se em
(Q,F) estiver definida uma família R de medidas de probabilidade, então

AI : A2 [R] e fl : f2 [R] significam que AIAA2 e {fl # f2} são conjuntos nu]os pa
ra todo o elemento de R(i.e., R-nulos).

Sejam FI e F? duas sub--álgebras de F. Dizemos que F. está incluída p-essen-

c[a[mente (resp. R--essenc]a]mente) em F2 - o que denotaremos por FI a F2 [p]
(resp. FlaF2IR]) - se para cadaAI OFI exísteumA2GF2 ta] que AI :A2 [U]
(resp. AI : A2 [R]). Equ]va]entemente, podemos dizer que para toda a função rea]
fi 6 FI - nodo abreviado de referir que f. é Fi-mensurável - existe uma função

rea[ f2 6 F2 ta] que fl : f2 [H] (resp. fl : f2 [R]). Frequentemente,esta Ú]tíma
asserção é expressa dizendo que toda a função real f. 6 F. é u-essencialmente
(resp. R--essenci.almeHte) F9-mensurável

O completamente de qualquer sub-ãlgebra F. é definido por FI = FlyF.p onde
F é o completamento da a-álgebra trivial F. = {d,n}, l.e. FI. = {FÇF: U2(F)=:p(F)}.
Dado que F. = a(R) onde N é o a-anel definido por {NOF: H(N) = 0}, concluí-se que
F'. = a(F.Ua(H)) = a(F.Ulf) = F.VAI = {F,AN: F.OF., N(W}.l x l l l l l

Tendo em conta a definição da Igualdade p-essencial de dois conjuntos, a de
fíníção acílna de FI permite constatar que FI : {FoF: F = FI [H] para a]gum F16Fl}
Em consequência desta definição, torna--se fác]] verificar que F. a Fo [p] se e só
se FI a F2' Âssín, a p-equ]va]ênc]a entre FI e F2' deu(it:ada por FI : F2 [p], e
que significa Fla F2 [p] e F2a FI [pl9 corresponde a FI : F2' Em partícu]ar,
para toda a sub-ã]gebra Fo, tem-se Fo : Fo [U] e toda a função rea] f é p-essen--
cíalmente F.-mensurável sse f 6 F.

A definição de FI : FIVN permite igualmente verificar que Flv(F2nFo):FlíIF2
quando FI a E2' Ou seja, o completamento de FI com os conjuntos p-nulos de F2
coincide com a a--ãlgebra dos conjuntos de Fo que são u-Iguais aos conjuntos de
FI' Por outras palavras, FI n F2 representa a menor sub-álgebra de F2 (note-se que
F[ não está incluída necessariamente en F2) contendo F]. e todos os conjuntos p-nu-
los de F2' FI diz-se então completa relativamente a F2 (ou F2-completa) se
F. ÍI Fo = F. . Considerando F9=F obtém-se a definição usual de completícldade de

ttalauer sub-alaebra f"q l
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APÊNDICE B.2 ALGUMAS NOTAS SOBRE A ESTRUTURA DO MODELO BAYESIANO

1) Seja (y,A,P) o modelo estatístico ''clássico-' onde P representa a família de
medidas de probabilidade PA; 0GE. Seja B uma a--álgebra em E seleccionada de mo

do que as funções 0 -> PA(A) para todo o AOA sejam B--mensuráveis. Desta forma,
PA(A): : x A -> [0,1] representa uma função de transição de (:,B) para (y,A).

Denotemos por Q ; :xy o produto cartesiano dos espaços parametrico e amos--

trai e por F = B x A a a-álgebra produto em Q . Ou seja, F é a menor a-álgebra
contendo a classe dos rectângulos mensuráveis S. = {B x A: B 6 B, A 6 A}, que é
uma classe -lr(fechada sob intersecções fi.natas). Como a fam:alia SI de uniões fi-
nitas de elementos mutuamente disjuntor de S. é a menor álgebra contendo S., Fé
i.gualmente a a-álgebra gerada por Si

O teorema genera]izado da medida produto (vede Ash [1972, ps. 97-100]) per--
note então definir no espaço produto (Q,F) uma medida de probabilidade U : VXP0

definida por

U(F) : :Í PO(FO)v(dO) (1)
onde Fu é a secção de F em 0, 1.e., Fu = {yGy: u= (0,y) 6 F}. A medida produto
U é única no sentido em que é idêntica a qualquer outra medida p. em (Q,F) tal
que U.(S) : U(S) , VS6S

O espaço de probabilidade assim construído, (n,F,u), é conhecido como modelo
estatístico Bayesi.ano. Nele, as observaçoes y e o parâmetro 0 podem ser visuali-
zados através das funções mensuráveis 9(u) = y: (Q,F) -> (y,A) e Õ(u) = 0:

(ç2,F) + (:,B). As sub-álgebras (designação abrevi.ada de sub-a--álgebras) de F In-
duzidas por y e por Os denotadas respectivamente porF. e por F.s são assim as

a-álgebras geradas pelas classes dos cilindros unldi.mensionals, {:xA: AGAj} e
{Bxy:B6B},Isto é, F = S>(A e F : Bxy. Notando que (Bxy)U(:xA), B6B, A6A é a un&

ão dos rectângulos mensuráveis dísjuntos BxÂ, BxA' e B'xA, fica evidenciado que
F : a(S.) = F.VF : a({(Bxy)U(:xA): B6B, AOA}). Doravante, denotaremos por B

(resp. A) o elemento de F.(resp F.) que é imagem Inversa de B6B (resp. AGA) por

Õ (resp. y), l.e., Ê = Bxy (resp. A : :xA).

Da defiíiti;çêo de p deduz-se que

0

0y

0y

8 y

0 y
3'

q

V (BxA) G So ' p(B*A') := JP0(A)v(dO) (2)

pelo que v(B) = p(B), VB 6 B, í.e., a medida de probabilidade à priori pode ser
Identificada con a restrição, p , de U a F . Por outro lado, a medida de proba-

bilidade marginal em (y,A), P(A) : J' PQ(A)v(dO) ,identifica--se assíncoma restrição
p , de U a F.. A deflnlçãode P perãlte desde já concluir que é doma.nada pela fa-
.:Ílí.a P

00

y
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Por construção, PO(A) define uma função de transição em 3xA. Definindo

PÕ(u) (Â) : PO(A) para 0: Õ(u) : 0
obtemos uma função de transição relacionada em QxÁ. A expressão (2) pode assim
ser reescrita como

, A

u(BxA) : J'põ(u) (A)H:(du) (3)

Ora, por definição da esperança condicional da função í.ndícadora 1 , A6 A

F.(apêndice B.3), temos pelo facto de BÓIA = BxA

VB6B, P(BXA) : J'l.(u)u(du) = .rp(ÃIF.)(u)u:(du)
: ãl . Õ o
B " B

Conparando (3) e (4) obtemos para todo o AOA

B

)
Á

dado
0

(4)

p. (A) F.) [p.] (5)

o que manifesta que PO(A) está associada a uma versão regular da restrição a F

da probabilidade condicional dado F.

A construção de PO(A) como uma função de transição em ExA tem assim implíci-
to que o espaço mensurável (y,A) é tal que admite a existência de uma probabilida-
de condicional regular para y dado F.. Este requisito é satisfeito nas situações

usuais, onde (y,A) é um espaço euclldeano - veja-se o senti.do desta designação na

sub--secção 2.2.1 -- pe]o conhecido teorema de Doob (vede p.e. A$h [1972. sec. 6.6])

Admitindo Igualmente que = é euclldeano e B a respectiva a-álgebra de Botei,
seja então v+ (B) uma função de transição em QxB definida por

'y ( u )

0 0 0

y

0

0

v: = p(EIF.) [u.]

obtida tomando uma versão regular da probabilidade condicional para 0 dado F

Dela podemos obter uma função de transição v.,(B) de (y,B) para (:,B) definindo

v.,(B) : v: (B) para u: y(u) = y
y ' ' !(u)

Por um argumento análogo ao que conduziu a (4) e t

temos para todo o BxA 6 S.

p(BxA) : Ji.(u)p(óu) - J'p(ilF.)(u)p.(du) : J'v: (B)u.(du) : J'v.,(B)P(dy) (7)
Ã B Ã y y Ã y(u) y A '

Devido ã unicidade estabelecida no teorema generalizado da med

concluí-se assim que

y

endo Pcontaem que

Ida produto,

(6)

= u ,
y
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VFGF , u(F) : J' v.,(Fy) P(dy) (8)

onde Fy : {062:u = (0,y) 6 Flrepresenta a secção de F em y. Ou seja, a medida

produto p = vxPA admite também a decomposição U : Pxv., o que define a regula-
ridade do modelo Bayesíano, para adoptar a terminologia de Florens et al (1983)
Assin, sob as asas de um modelo Bayesíano regular, fica .definido um novo modelo

(:,B,Q), onde Q - {v.: y 6y} representa a família das medidas de probabilidade
à posteriori - o denominado dual Bayeslano de (y,A,P). Neste quadro, de (7) ob
temos

v(B) : .fv.,(B)P(dy) , V B 6 B

7

y

revelando que v<<Q

l Denotemos por Pn(.), con BOB fixo, a medida de probabi.li.dade em (y,A) defi-
/ nada em (2). A expressão (7) revela asse.m que PB<<P, sendo a respectiva deriva
l da de Radon-Níkodym, Pn(dy)/P(dy), representada por

dP.(y)
afia F vy(B) [P]

Reciprocamente, sendo vA(.), com AaA fixo, a medida de probabi.lidade em (=,B)
defina.da em (7) , concluí-se analogamente qu

dv.(0)
' = P. (A) [v]

dv(0)

Assim, nuna experiencia Bayesíana regular, as funções A-mensurável, v.(B), e
&-mensurável, P.(A), para cada B6B e A(;A respectivamente, podem ser encaradas
como derivadas de Radon-Nikod m em relação a medidas apropriadas.

2) Consideremos agora que (y,A) é um espaço euclideano e que a família P é doma
nada por uma medida a-finita n. Como A é separavel (í.e.gerada por uma classe
contável), pode ser escolhida uma versão de dPQ/dn que é F-mensurável. Seja
f(0,y) uma versão da função densidade relativamente a n nessas condições, o que
garante a sua A-mensurabllídade (resp. B-mensurabilidade) para cada 06: (resp.
para cada y6y). Pelo teorema de Fubiní, obtemos de (2)

V (BxA)GS. u(BxA) : J f(0,y)(vxm)(dOxdy) (9)
BxA

Definamos en F = a(S.) a medida

U+(F) = j'f(0,y) (vxn) (dOxdy)
F
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Por (9), u#(F) : U(F) em S.. Por um argumento em termos do teorema de Dynkín (vl
de B.3), p+(F) = u(F) em F. Isto é, p << VxH e dU(0,y)/d(Vxm)(0,y) = f(0,y).

Por outro lado, como P <<P segue--se que P << n e, pelo teorema de Fubínl

P(A) : J' [J'f(0,y)v(dO)]n(dy) (]O)

revelando que a função A-mensurável J'í(0,y)v(dO) é uma versão de dP/dm. Consequeg
temente v x P << v XH con ? '

A

.)l(v*p)(o,v) :J f(0,y)v(do)[v xm]
d(v x m) (0,y) =

Assim, sempre que esta versão for estritamente positiva

dP(O,y)
d(v x P) (0,y) í''.:l:S;;7ào : "n,n ( 1 1)

e no conjunto m-excepcional onde é nula, dU/d(vxp) pode ser arbitrariamente defíní
da como igual a l

Designando por g(0,y) qualquer versão de dU/d(v x P) resulta pelo teorema de
Fubíní

V(B x A) 6 So ' U(B x A) = J' J'g(o,y)P(dy)v(dO) = .r J'K(o,y)v(dO)P(dV)' B A A B

A comparação da lg relação de (12) com (2) produz

(12)

P.(A) : j'g(0,y)P(dy) [v] (13)

O conjunto v-nulo onde (13) pode não se verificar é, em geral, dependente do
conjunto A. Mas, como (y,A) foi suposto euclídeano, pode mostrar-se (vede e.g.

Plccí [1974]) que a expressão (13) é vá]]da para todo o A OA desde que 0 6 E-NI'
onde NI é um conjunto v-nulo independente de A mas possivelmente dependente da vel
são particular escolhida de dp/d(v x P). Resulta então de (13) que P domina- a fa-
mília {PA: 0 6 =-N.} e, portanto, é v-equivalente (no sentido de continuidade ab-
soluta mútua) a P, relação que denotaremos por < = >

A

No caso geral, a dominação de P por P, exigindo que V A OA,
PA(Â) : 0 [v] :-::> PA(A) = 0, V 0 6 2 , está dependente da medida ã priori usada
(F[orens et a]. [1983, sec. 2.3]). Contudo, no caso dominado em questão, podemos

defInIr a função de transição PA(A) de modo que a equivalência entre P e P se ma=

tenha sem conjuntos excepcionais. Basta atender à lê igualdade de (12) e definir

Po(A) : .lg(O,v) p(dy) , V O G : (i4)

onde g(0,y), que é B-mensurável para cada y, pode ser a versão mencionada acima.
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Do mesmo modo, pela 2g igualdade de (12) podemos definir

v,.(B) = .fg(0,y)v(dO) , V y G y

obtendo assim uma função de transição em V x B que, por (12) e (7),está associada
a uma versão regular da restrição a F:. da probabilidade U condicional a F. e tal

que {Vv: y 6 y} < : > V. ' 'r

B

(15)

Em suma, a dominação citada de P quando definida num espaço euclídeano i.mpll-
ca a dominação do modelo Bayesiano -- entendida no sentido de P << v x P - e conse--
quentenente a sua regularidade, independentemente da suposição de (E,B) ser eucli--
deano. Quando (:,B) é i.gualmente euclideano, (13) e a expressão correspondente p2

ra v..(B) obtida da comparação da 2g relação de (12) com (7), revelam que as deriva-

das de Radon-Nikodym, dP0/dP e dvy/dv, coincidem (v x P) - quase em toda a parte
Suponhamos adicionalmente que v << X, onde À é uma medi.da a-finita em (:,B) e

seja q(0) uma versão da densidade à priori relativamente a À . Então, para P-esses
ci.almente todo o y

dv .(0) dv..(0) dv (0)

ãiTÕF - a;ÍêF ãi'iÜ' : q«ID [À]

onde

q(Olv)= h(O,y)q(O) = í(o'y)g(o)
.f í(O,y)g(O)dX(O)

traduz a conhecida expressão para a função densidade à posteriori resultante da a-
plicação do teorema de Bayes.

(16)

Observação: Se usarmos uma nedlda v a--finita, nas não finita, o teorena genera--

lízado da medi.da produto contínua sendo aplicável, sendo p = v x PA igualmente a-
-finita e positi.va. Contudo, pode acontecer que a medida de probabilidade predlti--
va P não seja a-finita (se o for, não há alterações nos resultados à posteriori)
e, nesse caso, a decomposição H : P x v., já não é válida. Adicionalmente, embora
o 29 membro de (15) continue definindo uma função de transição em y x B - e, por
isso, possa ser igualmente denominada de nedlda a posteriori para y fixo - ela jã
nao é fInIta, com os problemas que tal Implica em termos inferenclaís. Tais possa
bílldades levam-nos a que não considerenos aqui distribuições impróprias em (=,B). A

3) Para evitar complicações adnitiremos que ambos os espaços mensuráveis (y,A) e
(2,B) são euclideanos de modo que as probabilidades em (Q,F) condicionais em sub-
-álgebras de F admitem versões regu]ares (vede e.g. Ash [1972s sec. 6.6]).

Consideremos as estatísticas +: (:,B) -' (©,BI) e t: (y,A) ' (T,AI). Elas dS.

flnem as transformações .compostas respectivamente F.-mensuráveis e F.-mensuráveis
6 y
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(prop. B.1.3), + = +o0 e t = toy.

Sendo B.p(resp. At) a sub-álgebra
Induzida por +(resp. t), a sub-á.L
febra Induzida por + (resp. t) é

então F. = B+ x y (resp. F:=: xAt)$ ' t

+

.( : , B ) )(©,B l

t

:(T,A )'( y ,A )' [ l

(Q ,F)

Por definição das probabilidades condicionais en (Q,F) dado F. e F. respecti
valente, temos para todo o B G B e A 6 A 'p '

u[(BnB.) xA] = .ruIB x AIF.](u) P.(du), VB. 6B,.(17)

uEB x(ÂnA.)] = J'uIB xAIF.](u)p.(du), v.À. GA.(18)

onde U. (resp. u.) denota a restrição de p a (n,F:) (resp. (S2,F.)). Tomando uma

versao+regular tdessas probab'ílidades condicionais obtemos funE8es de transição

em 'P x F e 7' x F, respectivamente, que designaremos por e+(F) e por et(F)
Adoptando o procedimento de .identificar as sub-á].febras de F. (resp. F.) pe-

las correspondentes sub-álgebras de B(A) as restrições de c+(F) a F6 e a Fll y serão
identificadas respectivamente pe]as funções de transição v.(B): © x B -> [0,1] e
P.h(A): © x A ->10,1]. Do mesmo modo, v.(B) e P.(A) deslgnarão as funções de tran-
sição em T x B e em TxA que correspondemã.s resta.içõesde ct(F) a F. e a F., respeS
tívamente . v 'r

+ #
BI

t t
AI

Consideremos agora o condicionamento nas sub-álgebras induzidas por
z =(+,y)(l.e. a(z) =F::.vF) e porx=(Õ,E)(ou seja, a(x) =F.vf). Por defl

nação da restrição a F. (resp. F.) da probabilidade condicional dado a (z) (resp.
a(x)), temos para todouo B(B e y A OA

0+ ty

p[(B n BI) x Al] J' p]Bla(z)](u)pz(du), VBI OB+, VÂI OA
B.nÂ.

(19)

pIBlx(Anal)] : J' P[Ãja(x)](u)Ux(du),VB16B, VA16At
B,nA.

(20)

onde p. e p. denotam as restrições de U a (Q,a(z)) e a (Q,a(x)) respectivamente
As a-álgebras a(z) e a(x) serão futuramente designadas por B,yA e B y At' respect.{
valente

Tomando uma versão regular dessas duas probabilidades condicionais obtemos

funções de transição em (y x o) x B e en (: x T) x A que designaremos respectiva
mente por v.. ,(B) e por P. .(Â). Atendendo a (6), (5) e à definição das probabl) S
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lidades condicionais, vy('lB.b) em (:,B) e PO(. IAt) em (y,A), os primeiros membros
de (19) e (20) podem p6r-se na forma

p[(B n BI) x Al] = J l p(du) =Alvy(B n BI)p(dy)

l iy@lB.P;,Uolp«Ü
uIBI x (A n AI)] = .Í ].

B. Anal

l ip.alar .«DI»

(21)

(u)p(du) =BI'p0(A n AI)v(do)

(22)

onde $y (resp' PO) é a restrição de vy a (:,B+) (resp. de POa(y,At))
Quando B.K e At (ou equivalentemente BI e AI) são separáveis - como acontece

se + e t são estatísticas reais - existem versões (B+vA)-mensurável.s de vy(BIBE),
Vyçy , VÉOB e (BVAt)-mensuráveis de po(AIAt), V 0 6 =, V A 6 A (Florens et al

[1983, sec.2.3]). Con versões desse ti.po, constata-se que vy,+(.) (resp. PO,t('))
corresponde essencialmente à distribuição à posteriori de 0 dado + (resp. ã dístr&
buição amostral de y dado t).

Para o efeito, vamos considerar o caso de vv.ó (o caso de P8 t é perfeltameB.y 9 W v ) ''

te análogo pela dualidade existente nun modelo Bayesiano regular) . Pela constou--

ção da medida produto ps a sua restrição a Sn' até aqui denotada pelo mesmo sÍnbo-
lo p, pode ser vista como induza.da pelo vector aleatório u = (0,y). Assim,
V C G B, D 6 A

(P u'l)(c x D) = uty'l(c x D)] : p(ê n Õ) :

= J'u(êIF.)(u)u.(du) : J'v.(C)P(dy)
S y y D '

e portanto
(p u'l) (dO x dy) = vv(dQ)P(dy)

0 29 membro de (19) transforma-se então pelo teorema de Fubínl em

H[(B n BI) x Al] = J'.[B.vy,+(B) $y(do)] P(dy)

Pot comparação con (21) conclui--se, dada a arbitrariedade de AI 6 A, que

(23)

(24)
vy(B n BI) = .r vy,+(B)$y(dO) [P]

Como por definição da probabilidade à posteriori condicional
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vy(B n BI) = .Í vy(BIB.p)$y(dQ) , v BI G B+

resulta, dada a bímensurabílídade assumida de v.,(BIBE), que V B G B,

vy,+(B) : vy(BIBE) [$y] para P-essencía]mente todo o yçy . Ou seja, a probab]]]
dade à posteriori condicional em $ é U-essencialmente igual à probabilidade con--

dlci.onal em B..vA

Sob as hipóteses acima admitidas de existência de versões regulares das pr2
babilidades condicionais mencionadas, o teorema generalizado da medida produto
garante que as nedídas produto condící.onais c,h e ct. admitem as decomposíçoes

'.b ; »4. * po : p.} * »,,.} [".b]

Ct Vt x PO,t : Pt x Vy [Pt]

l

traduzindo pois a regularidade dos modelos Bayeslanos condicionados (Q, F,e.h) e
(Q,F,c.). Quando (y,A) é euclídeano, P << m e f(0,y) é uma versão F-mensurável
de dPA/dm, estes dois modelos são dominados - respectívanente por v.K x P e por
v x P. - e, consequentemente, regulares, desde que exístain versões regulares de
v,K e de P.s respectivamente (F]orens et a]. [1983, sec. 1.3.5]). Nesta situação,

a família de medidas vy,+ (resp. PO,t) é dominada por v+ (resp. Pt)'
O procedimento acabado de descrever pode ser aplicado a sub-álgebras C a B

e P a A sem explicitar se elas são ou não Induzidas por estatísticas não triviais
Neste contexto, e frisando a Identificação de C (resp. 1)) come x y (resp. : xD)
- o que leva a que F.V(( x y), por exemplo, seja identificada por A V C - os sím--

s vC xiAVC e vD âenotarão as medidas no espaço parametrico que se identificam
com a restrição a B das probabilidades condicionais em C,A V C e 1), respectiva-
mente. A separabllídade de C garante, como vimos, a Interpretação de va.,/, como

uma medida à posteriori condicional em C. Analogamente, as medidas no espaço
amostral Identificadas com a restrição a A daé probabilidades condicionais emD,

B V D (:F:V(: x D)) e C serão designadas por lb, PBVD e PC ' respectivamente. A
função ]) " representa uma probabilidade anostral condicionada emP se D for se-
parãvel.

4) Na secção 2.2 aparecen relações que são válidas quase en toda a parte con re2
peito a uma determinada medida, afígurando-se conveniente que tal validade seja
estendida a toda a parte. Importas poisa impor condições nessa medida de modo a
que essa extensão seja vá]]da. Quando a medida envo]vída é a probabí].idade mar-
ginal P, as condições que precisamos estão traduzidas no segui.nte conceito de re--
gu[arídade que é o dua] do conceito de F]orens et a]. [1983] de regu]ar]dade de v
para P



Dlz--se que P é regular para a famÍlIa Q se para toda a função @ real limita
daB--mensuráve], í.e., $ O]-.(B), E*,(+): 0]P] E.,(+) : 0 , Vy6 y.

Esta condição é verificada em inúmeras situações usuais do caso euclídeano:
y y

- Se y é numerável, então a regularidade de P para 2 é claramente garantida se o
conjunto vazio for o único conjunto P-nulo, isto é, se P ({y}) > O, V y 6 y;

- Se y é não numerável e 2 é tal que para todo a + 6 l..(B) Ev (+) : f.}(y) é
contínua em y , a regularidade de P é assegurada se P atríbui} probabilidade po--
sítíva a qualquer aberto de A.

De facto, fíxemos + G l..(B) e suponhamos que y. é um ponto de y tal que

f+(yo) # 0. Pela continuidade de f4,(y) existe um c > 0 tal que f+(y) # O,
V y 6 Vc(yo), onde Vc(yo) designa a bola aberta de centro yo e raio c. A hípóte
se sobre P implica que P[V.(y.)] > 0, o que si.gnífica que é fa]sa a afirmação de
f,h (y) = 0 [P].

- No contexto anterior, sob a dominação de P pela medida de Lebesgue em y, a con--

di.ção de E., (+) : .r+(0)f(0,y)v(dO) ser contínua em y, V+ 6 i..(B) é verá.filada,

por exemplo, quando a versão F-mensurável f(e,y) é contínua em y para cada 0 e
dominada para todo o y pot uma função de 0 v-integrável. Neste quadro, se
J'f(0,y)v(dO) for positivo, V y 6 y, então P é regular para 2

#

y

Consi.derando (b = IBP B 6 B, v(B) : 0, a regularidade de P para 2 implica
que Q seja dominada por (e portanto, equi.valente a) v. Por outro lado, no caso
de dominação de P citado em 2), o facto de v(B) : J' v.,(B) P(dy) e de

v.,(B) = J'g(0,y)v(dO), expressoes que traduzem que 2<=> v, i.aplica que a definição

de regularidade de P para Q seja verífi.cada para as funções indicadoras B--mensurá
vens.

r

B

o0o
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APÊNDICE B.3 ALGUNS RESULTADOS SOBRE INDEPENDÊNCIA CONDICIONAL

Seja (Q,F,u) um dado espaço de probabilidade e l..(F) o conjunto das variáveis
aleatórias (v.a.) -- funções reais definidas en Q F-mensuráveis -- essencialmente ll
mi.tadas, i.e., f 6 ].(F) se ] a 6]R: U({u6Q: if(u)l $ a}) = 1. O conjunto das
v.a. essencialmente limitadas F.-mensuráveis, com F. uma sub-álgebra de F9 será dÊ
notado em consonância por l-.(FI)

- Sendo f 6 1.,(F), a esperança condicional de f dado FI' representada por E(fl.FI)9
é qualquer elemento da classe de U-equivalência de v.a. de l..(FI) tal que

vg G i..(Ft), Jí g du - JE(tjri)s dui

onde u. é a restrição de U a F.. É contudo suficiente aplicar esta definição a

g = JF. 9 FI 6 FI ep nesse sentido, pode provar'se que tal definição é equivalente

ã definição usual, a qual se reporta a v.a. p--íntegráveis (denotadas por LI(F)).
Quando f : lv, F G F, obtém-se a definição de probabilidade condicional

U(FIFI) : E(lplrt).
Algumas das propriedades mais conhecidas da esperança condicional estabelecen que

''Snoothlng property": V f 6 1..(F) , FI a F2 c] F

K{Z(ílr2)lri} : E{Z(ílrt)Irz} : E(ílri) [p]

''Se]f-adjo]ntness property": V f,g 6 1.l(F) , Fiel F

EííE(slri)} Els E (rlri)}
- Seja M una classe de subconjuntos de Q. M é um sistema de Dynkín (abreviadamente,
sistema-DI se

1) Q 6 M
íí) y FI'F2 6 M, Fla F2 ' F2-FI 6 M

íli) Se {Fn' n à 1} é uma sequência crescente de conjuntos de M, UFn aM

A seguinte proposição, conhecida como teorema de Dynkín, afigura-se bastante
útil na demonstração da equivalência de várias re]aç8es (vede Ash [1972, p. 168--169]

para a sua demonstração)

Prop. B.3.1: Seja S uma classe--lí de subconjuntos de Q (l.e., uma classe fechada
sob Intersecções finitas). Se M é um sistema--D Incluindo S, então M incluí a
a-álgebra gerada por S.



- Sejam FÍs í=1,2,3 sub--álgebras de F. Díz-se que FI e F2 são independentes
condicionalmente a F3 - e escreve--se FI -l-l r21 F3 - se

V fÍ. G l..(FÍ), j.=1,2 E(íií2jr3) E(ítlr3) E(r2lr3) [u]

Pode provar'se que é suficiente a consideração de f.Í í=1,2 como funçoes índl--
cadoras de conjuntos de F, para a definição do conceito de independência condicío
nal

Prop. B.3.2 FI lIF2lr3 sse v f2 6 l.-(F2), E(í2lrtvr3) K(f2lr3) [u]

11gy2: (Parte sufici.ente) - Sejam fi 6 1..(Fj.), i:1,2

Pe[a propriedades de "snoothing'' e de i.dempotência (i.e. E(flrl) : f [u] se
f 6 1..(F. ))

K(íi'í2jr3) = zíE(íiízlrivr3)Ir3} íi x(í2lrivr3) Ir3} [p]

Assim

E(flf2IF3) : xlítE(í2jr3)jr3} E(íijr3) E(í2lr3) [P]

(Parte necessári.a) - Sejam FI 6 FI e F3 6 F3' Então FI n F3 6 FtVF3 e, por
definição da esperança condicional dado FIVF3 e dado F3 resulta, omitindo a ex--
plicitação das restrições consideradas de U nos integrais citados,

{:..i'':t;:''';,''" : -:.' ','" : {,',T,:'" ' ' '''::-:i',,'"
Assim, por hipótese e, por definição de E(IFI IF3), resulta

J .. E(t2lriv:r3)dP lr3)x(ip. lr3)du = J . z(í2jr3)duF.ÍIF. ' ' ' F. ' ' 'l ' F.nF.

Seja M = {F 6 FtVF3: J'í2dp : J'E(f2lr3)dp}. e S = {FI íl F3: FI 6 FI' F3 6 F3}

Então Sa Ma F.VFa e S é claramente uma classe-lr. Pelas propriedades de inte-
gral prova--se que M ,é um sistema-D e portanto, a proposição B.3,1 assegura-nos que

M =,FlyF3'-já qüe FIVF3 : a(S). Ou seja, E(í2jrlvr3) : E(f2IF3) [u] c.q,d. A

Dado que toda a versão de E(í2jr3) é F3-mensurável e atendendo ao significado
da mensurabilídade U--essencial para v.a. (vede B.l), obtém-se como corolário

Corolário B.3.3: rlljr2jr3 sse V f2 6 1..(F2), E(í2lrivr3) 6 F3

No caso particular em que F3a FI ' FIVF3 : Fi e assim
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Coro[. B.3.4: Se F3 c] FI' então FI ar2IF3 sse E(f2IFI) : E(í2lr3) [u], ou equ]-
valentemente, E(í2lrl) 6 F3' para toda a função f2 G L.(F2)

A proposição seguinte Ilustra a propriedade de monotonicídade da :Lndependên-

cla condicional relativamente a sub--álgebras de FI

Proo. B.3.S: Se FI llr2lr3 e F3 a F4 a FIP então FI .LLr2lr4

Prova: Pelo corolário B.3.4, FI -ll r2IF3 :-o' E(í2jrl) : E(í2lr3) [PI, vf2G]..(F2)
Mas a definição de FI -ll r2lr3 implica, pelo facto de F4 a FI' que F4. -U. r2IF3 '
ou seja, pelo corolário B.3.4

Ví2a]«(r2) , E(t2lró) - K(t2lr3) [p]
Cons equentemente ,

Vf261'n(F2) , E(f2lFI) E(f2IF4) [U] 'n;:" FI ll F2IF4 A

- Designemos por FlIF2] a a-álgebra gerada por qualquer versão de E(f2IFI) para to-
da a função f2 6 L«(F2). Como FlIF2] a FI' por construção de FlIF2] temos, de acol
do com o coro]ário B.3.4, FI -U. r2lrltr2]. Seja agora F3 a FI tal que FI Ur2lr3

Pe[o coro]ário B.3.4., V f2 6 ]m(F2), E(í2jrl) 6 F3' o que imp]íca Fl]F2] a F3' dado
que FlIF2] é a nenor a-álgebra contendo as funções E(í2jrl). Fica assim demonstra-
do que

Prop. B.3.6: Sendo F., í=1,2,3 sub--álgebras de F tal que Faa F.P então

í) ri .Ü r2lri [F2]

i[) Se FI .LL r2lr3 então FltF2] a F3 [u]

O resu]tado desta proposição significa que F. [Fo] é essenc]a]mente a menor

das sub-álgebras de Ft condicionalmente às quais FI e F2 são independentes.

- Sendo FI e F2 duas sub--álgebras de F, dlz--se que FI é fortenente Identificável
por F2 (ou que F2 identifica fortemente FI), e escreve-se Fl<'] F2.,. se

V f 6 [. (i?l) , K(ílrz) f

A proposição seguinte, que é uma versão abstracta da proposição 7 de Basu and

Perelra (1983)P mostra que toda a sub-álgebra de FI condicionalmente ã qual FI e F2
são independentes e fortemente identificável por Fo coincide essencialmente com
F [Fl 2

Proo. B.3.7: Sejam FÍ ' í=lP2,3 sub-álgebras de F tais que F3a FI e FI .LIF2IF3
Se F3 <'IF2 então F3 : FltF2] [u]
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Prova. Atendendo ã proposição B.3.6 temos por um lado FiIF?] aF.a e, por outro,
FI -LI F2IFllF2lp o que Implica F3 -LI F2lrltr2t, dado que F3 a FI' ou seja, pela
simetria do conceito de independência condicional F2 .ll r3jrllr2t. Sendo então
f 6 1..(FI), pela propriedade ''smoothing'l da esperança condicional e pela proposí'
ção B.3.2 temos

E(íjr2) = E{E(tjr2vri]r2])Ir2]]u]

IFi[r2])Ir2} [p]

isto é, com g = f-E(flFl]r2]), E(gjr2) = o [p]. Pe]o facto de FlIF2] a F3'
g 6 F3 e assim, pela hipótese de F3<'!F2' resu]ta f = E(flrl]r2]) [P], o que sig-
nifi.ca que f 6 FlIF2]. Assin, F3 : FlIF2] e consequentemente, F3 : FlIF2], o que
é equi.va]ente a afi.amar que F3 e FltF2] são U-essencialmente equivalentes, c.q.d.

- Em orden a evidenciar as implicações estatísticas do conceito de identifi.cabilí-
dade forte e da proposição B.3.7 consideremos que (S2,F,p) representa o modelo

Bayesiano regular construído como foi indicado em B.2 e seja FI = F. e F? =F

A

0y

Sendo P a A, então por definição de Identifi.cabílidade forte

E x P <<1 F. '=:>V E 6 1..(: x.P), E(iIF.), : 0 [p] := E = 0 [u]

Mas, pelo que vi.mos em B.2 , P : U., E 6 1-.(: x P) sse i: toj; com t 6 1..a)) e
E(tlF.) = Eo (t) [v]. Assim, nun mode]o Bayesíano regu]ar

0 0

0
: Ep (t) [v] .

0

sse ,VtO]..(D), EPa(t): O[V] ::» t=0]P]

o que revela que o contei.to de ídenti.fícabílídade forte de P por B traduz a versão
Bayesiana do conceito de a-álgebra completa linítada. Recorde-se, para o efeito,
que no contexto clássico, P é uma a-álgebra completa limitada se V t 6 1..a)),
E. (t) = 0, V 0 6 : :+ t = 0 [P]

Num contexto Bayesíano dlrenos, por dualidade com tal definição clássica, que
e aB é uma a-álgebra completa llnítada se V + G l..(e), E.. (+) = 0, Vy 6 y. implica
+ = o:;Eg]. y

0

E x D <.q F
0

Por repetição do argumento usado acima para definir = x P« F , o conceito
de Identiflcabílldade forte de C. x y por F. significa que ']

C xy<q F. -> V Õ 6 1,.(C x y), E(ÕIF.) = 0lul:::- Õ
v v

'q::a' V (F G ]..(C), E..(+) = 0]Pj:-+ += 01v]

y

y
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Recordando o conceí.to de regularidade de P para 2 (vede 4) em B.2),
Ev ((P) : 0 [P] 'i:::> E.. (+) : 0, V y 6 y e, por outro ]ado, ta] conceito ]mp]íca
que Q <=> v. Desta dorna, fica estabelecido que

11glE:....1:3.8: Num modelo Bayeslano regular, sob a regularidade de P para 2)
C a B é fortemente ]dent]f]cáve] por A sse C é uma a-á]gebra comp]eta ].imitada

O dual desta proposição para sub-álgebras de A (Florens et al [1983, teor
5.3.23]), significa assim que o conceito clássico de a-álgebraO(resp. estatís-
tica t) completa limitada coincide com a sua versão Bayesíana - definida por

E x P <'a F. (resp. : x At <'q Fa) - quando v é regular parar

o0o



APÊNDICE B.4 O DUAL DO TEOREMA DE FACTORIZAçÃO ''CLÁSSICO'' DEMONSTRAÇÕES

Por definição, a a--álgebra C a B é suf (B,q) se para todo o B G B existe
uma função real Ün 6 C tal que

vy(B n c). = J'+Bdvy ' v c 6 c , v y 6 y (1)

[.e., +B : Ey(IBIC) [vy] , V y G y , onde Ey designa a esperança matemática rela-
tivamente ã medida v

y

e +y uma versão fixa de dvy/dvyo para cada y 6 y

Prova do teorema 2 . 1 3

Parte necessária Por definição de (b., e pelo facto de üB : Ev.(IBlc)' 0

vy(B n c) : J'IBdvy : cIB 4'y dvyo
(2)

(3)
c% d'y : ! %+y dvyo : {Eyo(IBIC)4'ylc dvyo

Pela propriedade de auto-adjunção da esperança conde.cional (vede B.3)

c%dvy : =IBEyot'Py iclCldvv. : cIBEy.('bylC)dvy.

Assim, da hipótese de C ser suf (B,Q), segue--se que para cada B 6 B

CIB+y dvyo : CIBEyo ('bylC)dvyo

paratodooC6ee y6y. FazendoC=: , resulta

(4)

B y yo : B yo('bylC)dvyo ' V B 6 B

o que imp[[ca que +y : Ey.(+ylC) [vy.] 9 V y 6 y , ou seja, por 2 << vy'r . 'r 0 '' '' 0 ' 0

'bv : Ev.('bvlc) [Q] , V y ay
Isto têVela que cada +v é 2-essencialmente C-mensurável como pret.endÍamos.

Parte suficiente: Note--se em primeiro lugar que toda a função real 2-essencíalme2
te C-mensurável é 2-essencialmente igual a qualquer versão da sua esperança conde--
cíonal em C relativamente a qualquer membro de Q. Assim, em particular, V y Oy

+y 6 Cigt -:+ +v : Ey.('bylC) [2]
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o que Implica para todo o y 6 y

á:,','»,. : á:,',.'',i''-»,.
ou seja (4). Por (2) e pela propriedade de auto-adjunção do operador E., (.IC)

0

, V C G C

vy(B n c) = J'EV (iBlc) +y dvyo ' C Eyo(IBID) dvy

Seja % uma versão de Ey.(IBjC). Então llb é uma função real C-mensurável e,

por definição de Ey(IBID), % = Ey(IBIC)[vy] V y 6 y 9 o que comprova a suf]cí;n'
cla de C com respeito a (:,B,Q).

O enunciado fica completamente demonstrado atendendo a que +., G CtQj, Vy 6 y

sse aÍ+v: y 6 y } c= Ct2t A

Prova do lema 2 . 1

Como 2c:: Q, segue-se que C suf (B,Q) -$'' C suf (B,Q). Suponhamos agora que

% é para cada B 6 B a versão comum de EV (IBIC)9 para todo o vy G e e seja

> a.v 6 2.
ylli

Como

v#(B n c) = CIBdv# : Í.EtaíCIBdvyt : i>llalC@BdvyÍ : C+Bdv+

para todo o C 6 C e v+ 6 Q , fica provada a parte necessária

Prova do teorema 2.14

Sendo v+ o elemento de g equivalente a 2 , consideremos 21 = QUtv+} . Pelo

lema 2.1, C suf (B,Q) sse C suf (B,QI). Como 2i é auto-dominada por v+, o teo-
rema 2.13 permite-nos concluir que C suf (B,2) sse para cada y G y, dv./dv# é
Q--essencí.almente C-mensurável, l.e., sse aÍdvv/dv+: y 6 y} está incluída
Q--essencialmente em C , c.q.d. A

Prova do teorema 2.15 (dual do teorema de factorlzação clássico)

Parte necessária. Sendo v# 6 Q a combinação convexa dominadora de QP a suficiên--
cla de C com respeito a (=,B,Q) implica pelo teorema 2.14 que dvv/dv# é 2--essen-
cialmente C-mensurável para todo o y 6 y. Escolhendo uma versão C-mensurável de
dv.,/dv+p denotado por g.P e sendo h uma versão de dv#/dÀ (note-se que, como

v+ <=> Q, v+ << À), obtemos para a função densidade à posteriori
dv dv . .
:..X . .:=lZI g!! : . h fx l-, : ai' : a$ . ãf : :,." [*]
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Parte suficiente: Sendo v = 1 alvv.s pela factorização assumidal

dv

F : ,i:.: '? : '*::': :':'«
Definamos para todo o y 6 y a função g; = -----Z--- IE onde E : {8:z>jtaígyÍ(0) > 0}

*!:'Í:',

Essa função é claramente C-mensurável e, por definição, Ec = =-E é v#-nulo,
por conseguinte, Q--nulo. Âssín, para todo o B aB

vy(B) : vy(B) - vy(B n Ec) = vy(B n E) : J' qy x

(.}l.aj.gv.)h dÀi:l ' 'í

g

g
J
BnE

'Í:',i:l

dv+
;'y

o que revela que a função C-mensurável g' é uma versão de dv.,/dv+ para todo o

y G y . O teorema 2.14 garante então a suflci.anciã de C com respeito a (:,B,2).
A

o0o
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APÊNDICE C

APÊNDICE c.l. - ALGtJMAS NOTAS SOBRE AS rAmILiAS DE DiSTRiBUIçõES
DIRICHLET E DIRICHLET-FmLTINOMIAL

A família de distribuições Diríchlet é uma famJllia definida no sí=
plex probabílÍsticodek (kà2) variáveis 9 : (OI'..Oky, com cada 0Í à 0
e l;9 : is denotado por Sk-l) e paranetrlzada por um vector
b . . .b..y 6 n'''
+ J. n. l

Trata-se ass:Lm de uma distribuição (k-l)-variada (o caso k=2 defi-
ne a conhecida família de distribuições beta), que designaremos por
Olb ->Dk(b). A função densidade de probabilidade expressa em termos de

qualquer subconjunto de k-l variáveis 0{ tem a forma
. k b.-l

g(1:11) - Ílb. 'Ro:* ' , g 6 sk-l m

n r (b. )

onde B(b) = 1:1 , b. : llb , é a função beta completa generaliza-
r(b.)

da, multas vezes designada como o integral conpleto de Dlrichlet. Um

membro especial desta família é a distribuição uniforme contínua em Sk.l
correspondente a b = it..

Devemos salientar que os resultados considerados mais conhecidos
sobre a família Dlríchlet sao aqui simplesnente registados. A respectl
va demonstração pode ser vista em .Wilks (1962, sec. 7.7).

A distribuição Q lb ->Dt,.(b) pode ser encarada como a distribuição

de k-l variáveis 0Í definidas por 61:'k onde yl ' í=1,...,k têm

k

Y

j
Yj. ' j.=1,

distribuições gama independentes I'( b.pl) - ou alternatlvanente, com

yilbÍ '\»X22bl) , í:l,'. . ,k, independentes.
Um vector g , nas condições acímap é limitado e, por Isso, a dís -

trlbuiçao Diríchlet é completamente determinada pelos seus momentos .
O momento misto genera]izado D]rích]et é ca].Guiado por
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.:i:ll.:'l : B(b + ç) (2)

onde c = (cl'..cky teu coordenadas não negativas. A expressão (2) aíg
da é ap]icáve],. a c 6 R." ) desde que b + c 6 ]R.: . Por escolha apropria
da de c podemos obter

í = 1,...,k

Vat(0Í) - bl b 'bÍ) l l,...,k
b.b.

c-oí.'o? : - l;;lJ:-J-- , 1 * j

O vector média e a natriz de covarlâncías de 0 podem então ser ex
pressas por

K(9) : 1lb.

v-(9) - i:iiJ=ü' Qb ' b. )

(3)

(4)

onde DI. é a matriz diagonal de ordem k com os elementos de b na dlago -

nal príiicípal

Sendo (al'...,al.) uma permutação de l Índices (l É Z $ k-l) do co2
j unto {1,2, . . . ,k} , tem-se que

+

h.' '''. : jE10aj)lbn'''Dl+l[(ba '

l
b b

l

',! ''j (5)

Em particular, as distribuições marginais unívaríadas são

toi']-dí)lbn-'D2t(bj. b.-bl)]. , l = 1, ,k (6)

o que corresponde, na notação mais usual, às dístrlbuiçoes beta,
o,lb -,B.(b.,b.-b.)I'- e ' i' ' i

Demonstra-se em seguida uma inportante caracterização da distribui
ção de Dírlchlet, a qual constituí uma generalização do lena l de Basu
and Pereíra (1982). Dlckey et al. (1987) enunclan a condição necessá -
ría(lema 4.2) apresentando-a como uma versão dos resultados de Wílks(1962) .
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Para o efeito, seja {õi,6o ,-« 6o}, t à 2, uma partição do conjunto
dos índices 1,2,...,k, indicado pela matriz kxl Z. Ou seja,
Z = (z.z.,-.,z.) é uma matriz de zeros e uns, sem linhas nulas e com as

-PJ.+ &. n Ãf

colunas zl ortogonais definidas de modo que zll = 1 se í 6 6j e z:lÍ=0,
no caso contrario.

TeoremaC.l.l. Seja 9= (õl'...,oky conoíà0 e 11e: l e
g(Õ,) ' j:l,...,t o vector dos elementos el tais que ÍOój ' de dlmen

:âojdjRI (dj é o cardlnal de 6j), onde {61'-.,6Zldeflne uma .pattiçãd de

{ l,...,k }tepresentada pela matriz Z = (zl'...?zl). Definindo

'b - (+t'...,'bty : 1'9 e p(j) : 9(Ó.)/'Pj : (ptj) , iaójy , j-i,-.,l,
então 'Í+lb UDç.(!'!)

911'''''ok(!) ss' 'li:(j)lb ''Dd.(!(õ.)) , j:i,...,R.

11 -üe m.ü.: .l.lp'jo l!

onde b = (b.,
+ J. ,bky vector dos bl's definido em correspoB

dêncía com g(Õ,)

Demonstração - (Parte necessária): Stlpondo elb 'wDk(b) , sejam yl

í=1, . . . ,k variáveis aleatórias Independentemente distribuídas como

I'(bl'l) tais qué 01 = rÍ/llllyJ ' Deflnamos ! = (al''''aly - Z'! onde

k

Y: (Yi,...,Yt..)'. Então g= !/IP.? , ou seja, ! é um vector de coorde-

nadas al/ >1 a. , j=1,...,Z , onde os {al = !:'y} são independentemente

distribuídos como I'(:lb,l). Por conseguínteí 1l! 'wDI,(Z'b).

De acordo com o nesmo argumento, o facto das colüponentes de p(j).PVj '= \J J J

m68. ' '

Lotes b(j) 8 j:ls'..,t} são independentemente distribuídos segundo as

distribuições .Dd.(b(6,)) ' j-l'...,t

Dado que (1) se pode escrever como
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j=t ioõ: '

g(911) (7)

e que a função densidade de + é

:.QIP : ia:a t.:3.!-: !6SI.l (8)

resulta que a função densidade de g condicional em + é definida por

s*(9lÊ;!) : :jrT [gj(g«?/+j). j«j-il o)

onde

. b.-l

Kj(9«j)/ l) :Íb«? :lõj( 1) '
(10)

Note-se que (9) define una distribuição (k-t)-variada enquanto que
(7) traduz uma di.strlbuição (k-l)-variada. Como a transformação

9(6.i) : +je(j) ' j:l,...,Z , encarada com ! fixo e como uma relação e=

tre k-l variáveis 0. e p4 , tem como matei.z jacobiaiia a matriz diagonal

em blocos de blocos diagonais +j'ld.-l ' j:lp...,Z , o respectivo jaco-
z d.-l '

blano é TT +jJ ' Deste tnodo, a função densidade de e(1)'''''e(Z) dâ

do + é

h (e (i) , 'e(1)11;!)
Z

IU:gjQa) )
( 11)

g.i(Õ(.Í)) representa a função densidade marginal de e(j). Este r!J ''n (J )' ' . ' .. ' K\J.l
sultado reflete então que +.Uç3(1)-ll' ''-Llp(i,) lb , o que termina a demons
trarão da parte necessária.

(Parte suficiente): Sendo dados os resultados distrlbucionais sobre +
e gr.i\ , j=1,...,t , a função densidade de 9 pode exprimir-se por

g(911) - s.(111) p(911;!) , ! : 1'9 (12)



onde g.(.) é definida em (8). A fünçã(i p(.1.) determina-se a partir de

(11), tendo em conta que o jacoblano da transformação (e(1),-''Q(1,)) -> 9
l -(d,-l)

com + fixo é dado por TT h. J , obtendo-se naturalmente

p(9l+;b) = g+(9lcp;b). Deste modo, (12) pode escrever-se como

l]

t -(d.-l)
g(Ql!) : g.(!'el!)l,itgj(e(õ,)/:jQ).(:j9) ''l '']

(13)

expressão que corresponde, por (8) e (lO), a uma factorização de
Assim, 9 ]b '\,->p DI...(b) como queríamos demonstrar. []'ln K+ ' b----#

Um outro resultado importante concernente ã distribuição
Dírichlet, útil na prática para o calculo dos seus nojentos e aplicável
às distribuições Dlrichlet generalizadas (vede C.3) é enunciado em
Díckey (1983, teor. 2.1). Em ordem a demonstra-lo, consideremos o modo

lo deurnade PÓlya, em cuja urna há c. bolas da cor í , i=1,...,k (k22)
e onde a bola obtida em cada extracção aleatória simples é reposta ju2
tamente con s(s>0) bolas da mesna cor

(7) .

Sendo ! T (xl'...,xky o vector representando o nÚnero de bolas de
cada cor obtidas em n extracções, é fácil constatar que a sua função de
probabilidade é dada por .,

TT cí(cí.+s) . . . [cí+(xi-]) s]

f(3jn,{cÍ}) : (=) x j':lé.(c.+s)...[c. +(n-])s] (14)

onde 11: : n , (n) = nl
11 x.!

que denotaremos por p.(!), Indica a probabilidade de se obter numa

dada ordem, qualquer que ela seja, x, bolas da cor 1, i=1,
extracções aleatórias individuais.

i l

O segundo factor de (14),

,k, em n

A expressão (14) define a denominada distribuição de PÓlya (k-l)-
-variada. Fazendo bl = -f , l=1,...,k e tendo em conta que

(a-h-l) = -E$91a)nr(a)

C

a(a+l) , a6]R, 9 m61N ) resulta

B(b+x)
íqjn,!) : (:) -Í?Ú (15)



onde b = (b.,
+ 1. Sendo glb'wDk(b), por (2)

'Ql-,p : '9i1l$):1- <:l (16)

o que evidencia que a distribuição de PÓlya (k-l)-variada é a mistura

da distribuição xjn,0 'w Mk(n,0) com a referida distribuição Dóri.chlet
para g . Esta mistura, onde as coordenadas de b não são necessariamen--
te números rabi.anais, é vulgarmente desi.gnada por distribuição

Dirichlet-Multínomi.al, escrevendo-se x jn,b 'w DMk(n,b) .

Num contexto Bayesíano, a distribuição de PÓlya é assim a distrí -
buição preditiva à pri.orí de um vector de frequênci.as multinomial sob a
distribuição à priori conjugada.

Seja y: o vector (kxl) indicando a cor saída na extração j
(j=1,...,n), í.e., Z.i : Ei onde Ei é o vector com todas as coordenadas
nulas exceptuando a i-ésima que é 1, se for extraída uma bola da cor i.

Então : : >1.Zj e Zjl9 , j:l,...,n :ÍXh Mk(l,g), pelo que
n k x.

Í(Zi'...,Z.l9) : 'n(Z.l.e) : IKoj.:1=1 ' 1=1

n

Quando g lb'w Ok(b), temos

Zjl! '«'DMk(i,!) , j:i,
B(b+x)

í(zi'...,z.l!) : -EtÚ

(17)
e

O nojento misto Diríchlet em (15) pode então exprínir-se por

'gi1l&"/l ; p.':'

: ',i:lÃ.*3.e'l
(18)

Como p.(T) não depende da ordem em que ocorrem as x: bolas,
i=1,...,k, vamos admitir que nas primeiras x. extracções saíran bolas
da cor 1; nas seguintes x9' bolas da cor 2,e assim sucessivamente, ate
se perfazerem as n extracções. Deste modo
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el.i! : o-i ' j 1,...,xl

:;9 : o2 ' j

!i:9 : ok ' j

Xl+l)...PXl+X2
k l

i x:L+l,...,n

e Pn(:) em(15) é, com b. : !i! , o produto

blbl+l bl+xl-l b2 b2+l - :b2+x2-l

b. b.+l ''' b.+xl-l b.+xl b.+xl+l ''' b.+xl+x2'l
P (:)n

bk+xk-l
b..+n-.l

(19)

Em virtude de

OIZj ' jGA'bDk(! + jàAZj)

onde A é qualquer subconjunto dos índices 1,2,...,n, segue-se que a dí!
tribulçao predítíva à posteriori de ym ' maia é

ZmlZj ' jÇA 'Ü DMk(l,b + j

(20)

(21)

Deste modo, quando Z. :i ' i:l,..:,k

::'çj;9 1 *, ,:", , 2.i:.3,...21 : 'lF':à»??TFtl
' b.+EJ'à.yj: B(! 'Fj>1 !.i aa

';.i*,ljêi
En face deste resultado, o factor m (m:l,...,n) de p.(x) em (19)

pode exprimir'se como a média à posteriori do respectivo 0. tràduáido
por Z;.9 9 ou alternatívanente, como a probabilidade predítíva ã poste-
riori do valor de y. , em ambos os casos com os valores de y: , l$ j <m
tomados como ''dados''. Assim
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Proposição gl1.2 : Todo o momento misto Dirlchlet, ao ser expresso por
(18), pode ser calculado através do seguinte produto de n factores en -
volvendo sucessivas médias Dlrlchlet ou probabilidades Dlrichlet-Multi-
nomiais

k x.

'ei!'DI ''::
n

: '9l1lJ:.Q:l
0) ]

':lé':' ::l lÍI''':ill:l.:,':l*l:i,':i*':'*:,'

,::l*'* **;-- '..':l*':-:,

f (:t)í .(ei)-.í .(el) í(e2). í(S2)
Z2lZQ) !x:lZQ::-0 Z:.:+ilZQ.P :xl+2lZ(x:+0

f (:2) . -. f .(ek) (23)
Zx:-u2 IZ(:.:+'-2-i) ZnlY(«-i)

Z(t) : (Zt ' , 111) , l $ 1 < n n
A visual.ízação da dlstri.bulçãoDlri.chlet-Multinomlal como uma mistu

ra permite dera.var facilmente algumas das suaspropriedades através de
propriedades correspondentes das distribuições misturada e misturadora.

No que concerne aos primeiros momentos de ljn,!'w DMk(n,b), obtém-se

E(xl) : nbl/b. , í=1,...,k

Var(xj.) : l;:t:lhO' n(b:L - l:i) , i:i,... ,k

.,"I) : Í:?;?iD -(- IE:a) , :l : j
pelo que
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E(x) = nb/b. : E(u)

v-Q) : t:?:!i0' "lP!

(24)

í'ãlü "-@

onde Mk(n,l?/b.)

Relativamente às distrí.bulçÕes marginais, sendo (a. ,...,a.)
permutação de l(l$ 1$k-l) Índices de {1,2,...,k} tem-se que

uma

(26)
(xül'''xclZ ÍE lxcti) jn,b 'u DMl+lln,(ba l '

Z Ê

:..!:'.? ]'b..b.

donde, em particular,

(xí n-xl) jn,b'w DM2]n, (bl b.-bÍ) ]
í:l,...,k (27)

o que traduz as vulgarmente desí.gradas dístrlbuíçoes beta-binomlaís p2
ra as variáveis x.

Pelo facto de

(x.I'..x.) l,>llxa:L;',e ''''' Mltj.>llxaÍ.'(0.1'. .0'1)/Í.}l?.:]
e de

(Oal'

t

'0a )/ }l OaÍ.lb'wDl[(ba

resulta

("&:. .xa) IÍ.}jlxaÍ;n,b'w DMt[ }l xal'(bal' ,'' )] (28)

Basu and Perelra (1982, teor. 1) estabelecem uma caracterização da

distribuição xjn,b'w' DMk(nsb) com base numa partição de x en dois sub-
vectores componentes. Na analise Bayeslana do problema geral de dados
Incompletos do Capítulo 5 necessitamos de uma generalização dessa caras
terlzação, que demonstraremos em seguida.
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Teorema C.1.3 : Seja x : (x.,...,x.,y um vector inteiro não negativo

com lj: = n fixo e :(Õ:)' j:l,'..,t (t22) o vector das variáveis xl
tais que iOõj' de dtmengao djxl (dj é o cardlnal de 6j), onde {61'-',6t}
define uma partição de {l,...,k} indicada pela matriz kxl ! : ( zl'-.,zl)
Definindo V : (vl'..v.y : !':,então

r Vjn,b - DM. (n,Z't?)
l n ' + xf « n

:jn,j?-DMk(n,!) ssel :(6;) lvj'!'''DMd.(vj'l?(Õ:)), i:i,...,ll J J J

L :«.)-ü:«.)-ü ... ll:«.) l(6 .)l

j(Õ;)J

x l n .b '\» l

lv

onde b : (b.,
consentâneo com

,l é definido de nodo

Demonstração - (Parte necessária) : Supondo :jn,b'wDMk(n,b), seja

o : (ol'...,oky o vector con distribuí.ção Dk(b) tal que !jn,o'wMk(n,o)
Como consequência das propriedades das distribuições multínomi.al e
Dírichlet temos

yjn,9«-MI(n,1'9) ; 1'9l!'-DI(!'!)

l :.l:;e '' Mdj(!j:'9(õj)/:j9)

;lU i:-».,':'$,,

(oí'j.aój)' , j:i, ,1

j:t,...a

o que implica que

Yjn,! '« DM. (n,: '!)

lvj'bn,-,pDMd(vj'1(61)) ' j:t'...,l
como pretendíamos. Finalmente, de (15) e da função densidade de ,V, con

cluÍmos que a função densidade de (:(6:),''''1(6.) conde'cionada em
V = Zvx é '



"Q:«p''''':oplY;p :Ali,:«:i
o que mostra que :(61) -U- ' '' -ll f(ÕX,) lv

(Parte suficiente): Denotando g(.) e g.(.) as funções densidade

(:(6t)''''':(6t)) e de y e pelo facto de

de

g(:(Õt)'''''l(ÕZ)jn,b) : go(Vjn,b)h(:(61)''''':(61)ly;!) para y:!':
resulta pela hipótese que

:l:.':,''''':...,i-,!' : .;?:,qÊ:P : i:ll;ii :i:a.:y
J

Como o 29 membro desta relação corresponde a uma factorlzação de (15)
o teorema fica completamente demonstrado. []



APÊNDICE C.2 FUNÇÕES HIPERGEOMÉTRICAS

C.2.1 Séries hipergeométricas

Sendo a8]R e m-] e ]N
(a,m) : a(a+l) . . . (a+m-l)

define o factorial ascendente através do denominado símbolo de Appell
Para os outros valores íntei.ros de m considera--se

(a,0) = 1 , Va6R

(a,-n) = [(a-])(a-2) ... (a-m)]'' , a#1,2,...,m , m61N

Note-se que quando a .n , n61N

(-n,m) 0 para 0 $ n < m

Definindo o coeficiente binomial para AGIR por

a(a-l)...(a-n+l)
n!

l

, n61N

, n = 0

segue-se imediatamente que

(il) : (-o' l:it3}

Uma série hlpergeométríca é uma série de potências >lOA zu tal que
Ah.[l/A é uma função racional de m. O exemplo mais conhecido é o da
série hípergeométrlca de Gaussp vulgarmente denotada por

2FI(',b;c;') : jo(''")(b.m) ã; , c # o,-i,-2,.

O uso do teste da razão permite concluir que ela converge absoluta
mente em (-1,1) e diverge no exterior deste intervalo. Nos extremos do
Intervalo de convergência pode converge.r ou divergir, dependendo dos va
lotes dos parâmetros.
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Note-se que esta série inclui como caso particular (a:l,b:c) a sé-
rie geométrica; daÍ o norte a ela atribuído por Gauss. Por outro lado,é
fácil constatar que a função geradora de probabilidade da distribuição

hipergeométrica X 'w'Hpg(Nl9N29n) é, com N = Nl+N2

'nX(z) : E(zX) = xmln(NI.n) .)- (N) zx:C 2FI(-n,-Nl;N2'n+l;z)z n

onde C : (:f) /(N). Esta série ternlna no (n+l)-ésímo terno já que
(-n,x) = 0 para x > n.

A classe de séries hipergeonétricas (simples) pode definir-se por

« IÓ'('j.'m) .

.Fq(!;!;') : }lo í''i ' ií , .i4ÍO,-i,-Z,...},i=t,-.,q
i:l

onde a : (a., ,ap) e : : (cl' ,cq)

Como

Ani .p'q'i :lÕll(irai/m)

Am l+l/m 'fif(i+cí./n)

o teste da razão mostra que se p:q+l a série converge absolutanente pa-
ra lzl <1 e diverge para lzl >1. É o que acontece com a série 2FI e
também com a série blnomíal

IF0(a;') : }l.(a,m) áÍ - (l-z)'' , lzl «in=0

Quando p< q+l , iílülaWizl - O pelo que a série converge absoluta-
nente para qualquer z6RP definindo portanto uma função Inteira. Um e-
xemplo imediato é a função exponencial

m.

0F0(z)



Desta representação em série podemos deduzir que

g(z) : l e't2dt = nlli11:tl2m'+l)m! : zlFI (1/2;3/2;-z2)

atendendo a que (2m+1)'l : (1/2,m)/(3/2,m). A função erro g(z) é assim
um caso especial da série hipergeométríca confluente

IFI(a;c;z) : >10(a.m) i'Í , c$ÍO,-1,-2,...}, zGR

0

Uma série hípergeométrica dupla é uma série

oo oo in, m.
> > A z.'z.

".!0 «,!0 "ml'n2'1 '2

tal que Ânl+l,m2/ ml'm2 e A I'm2+l/ ml'm2 sao funções racionais de
m. e no' De modo i.dêntíco se definem as séries hípetgeométricas múlti-
plas de mais de 2 variáveis.

Uma função hipergeométrica é precisamente a soma de uma série hl-
pergeométri.ca no interior do respectivo círculo de convergência, sendo

usada a mesma designação para o seu prolongamento analítico fora do cÍ11
Guio de convergência.

Muitas das mai.s importantes funções especiais da matemática aplica
da podem ser representadas por integrais de funçoes elementares em tela
ção a medi.das de Díríchletze há vantagens significativas em defina-las
deste modo em vez de através de séries de potências hípergeométrícas.

Por exemplo, a função hipergeométrlca IFI(bl;bl+b2;z), bl'b2 > 0 , tra -
duz a função geradora de momentos da distribuição beta

b.-l b.-l

dÀ(b.,b9)(o) : [0 ' (1-0) ' /B(bl'b2)]dü' Com efeito,

--:":;':":«, : jlh;;,' : ;. g q;;;f
Atendendo a que

(a,n) : llÍi?:?} , m6Z& , a,anglo,-1,-2,...}
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e a propri.edades da distribuição beta e das séries de potências uniforme
mente convergentes, temos sucessivamente

:':o:;':":;, «}lo" '' ':,'P

m-o "! J o dX(bi'b2)(o) '0

J' .}..'g '*'':,.:, ''' ' '.K:;l:l,

Outro exemplo importante é o da série hipergeométrlca de Gauss

2FI(albl;bl+b2;z) , bl'b2 > 0 , aG]R, que se pode exprimir como una média
beta de uma função potência:

2FI(',bl;bl+b2;0 ' }lo( â' l, l « l

m m rl ,l m , .m

.i..,,«,í I'"r&B: l«" "'-e#'ã:?':,
: E . [([-z 0)''] , lzl < ]

0lbl'b2
(29)

Note-se que neste caso a representação integral tem sentido para to-
do o aGR a não ser que z ã 1. Por Isso, (29) define o prolongamento ana-
lítico da função hi.pergeométríca a { zGB.: z < 1}

Estes dois exemplos ilustram a importância das funções exponencial e
potência na geração de funçoes especiais, particularmente de tipo hiper-
geomé trIGo .
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C.2.2 Funçoes hípergeométricas R de Carlson

Seja 9 : (QI'...,0k) 6 RK(R+ = (0,":1) com !19 = 1 un vector tal

que Olb'x,-+PDk(b), onde b = (bl'...,vk) G RK e denote-se por Àb a respectl
va medida de Dlrichlet definida no simplex (k-l)-dlnensional,' Sk.I' de
R". Seja f(x) uma função real definida nun intervalo aberto l de R, meB

curável e Integrável relativanente a Àh

Sendo ? : (zl,...,zl..y 6 1RK, o produto interno z'0 representa quer
uma combinação convexa de {zi,...,zi..} quer uma função linear de k-l va-
riáveis 0,. Deste Último ponto de vista, z'0 transforma S.. . no invólu-l ' - - K-l
cro convexo dos k pontos z, - denotado por 1(!) - ou seja, no i.ntervalo
[min z,, máx z,].

Supondo que l(z) a 1, Carlson (1977, cap. 5) obtém uma transformada
de f através de

i Í

P(1;0 - J ÍQ'Q)dX1(9) : E(T-ntíQ'9)]k l
(30)

onde o Índice superior no valor esperado indica a dinenslonaldiade do
respectivo Integral. Deve-se observar que o tratamento de Carlson envo.}
ve funçoes, variáveis e parâmetros complexos mas restringir-nos-erros ao
caso real por ser suficiente para as aplícaçoes estatísticas.

A nova função F de k variáveis z+ e k parâmetros b. é assim uma né-
dí.a Dlríchlet de f sobre 1(:). Note-se que se f(x) é contínua em l,

f(z'o)ép para cada zs línítada en Sk.I' o que assegura a existência de F
Contudo, para tal não se afigura necessária a continuidade de f(x).

Pelas propriedades da distribuição de Dlríchlet, F é Invariante fa-
ce a permutaç8es símultâüeas das variáveis e parâmetros, e ten dlmenslo-
nalldade reduzida quando algunas das coordenadas de z são Iguais. Na
verdade, se 6 for um subconjunto de p elementos de { l,...,k} tal que

zí : c, .166 , considerando :+ : (zl'í+iõ ; cy , o+ : (oi'i4iõ;,>1,oÍr e

b# = (b.,í õ; l b.y , obtém-se

F(b;z) = E(k-l)[f(zi0)] = E(k-p)[f(z+to#)] = F(b#;z+)
gl! ' ' p*l!* ' ' ' '

(31)
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Se adicionalmente z.
menslonal, jã que

d, ! i4õ , F é definida por um Integral unldl

F(b;z) :}.':, :à.':;',.'
, entãoNo caso extremo em que

F(!;clk) - f(c) (32)

Como exemplos de médias Dóri.chlet, se tomarmos f(x) : ez' com

obtemos a função S de Carlson

Eol1['&' 9]

a qual, com b fixo, define a função geradora de momentos da distribuição
Dlrichlet de parâmetro

S (b , z) 6 Rk

Considerando f(x) = xa com 1 = R se a 6H e l um intervalo aberto
de =IR.-t0} , se a6n.-W, a correspondente função F é a denominada íunçaohl
pergeométrlca R de Carlson denotada por

Ra(b,:) : Eolb(:''9)
Note-se, contudo, que o integral é bem definido quando z é um vector

de o's e I's - traduzindo um momento generali.zado de :'9lb'wBe(z'b(lk-:')b)
desde que zb + a > 0.

Quando a = n6W, a respectiva função hlpergeométrica é um polinÓmio

homogéneo de grau n nas variáveis {zl} no mesmo sentido em que Ra é uma

funçaohomQgénea de grau a. De facto, pelo teorema multínomial

a (33)

UI.

Rn(!,!) ' E0lb(1'9)n - E9lbÍn;m.: (=)lgi(zzaí) l }

onde

Como

(nl' !b .o n!
k

k In i
b['nol ']E

0 l

B (b-M)

B(b)

onde b l seguense que
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m.
k k z.-L

úh:.?:.'T'':,«:' -H
o que traduz uma função polinonlal dos {zl }
n, ja que

R (b,z)n '- -' l l

A honogeneídade é de grau

(34)

E0lb(c:'0)n = cnRn(b,:)

É fácil verificar que o teorema bínomial para (z'0)n = [1--(11,:-zy0]n
inplica um teorema correspondente para R.(b,z) expresso por

Rn(b,!) : ".('n.m) m(b,lk-:)
m;0 m!

Se alguns {z.} são nulos, o n9 de termos da soma (34) diminui, coB
duzindo a que Rn se possa calcular à custa de um integral (33) com dime2
slonali.dade reduzida. Com efeito, seja 6 um subconjunto de {l,...,k}
tal que z, = 0, í4iõ . Todos os termos do somatório em (34) são nu-
los à excepção daqueles para QS qual.s n{ = 0, i. + 6 (estamos assumi.ndo9
como é vulgar, que 0' = 1). Assin, (34) converte-se em

Vc6.R -l0} , R (b,cz)

(35)

Rn(bl' ,bk;zl'.'.,zk) Ih; ' :i:.'Ã":,".'-a
( >1 b. ,n)

i66 ' R (bí'í66 ;zj.'l.GÕ )

( }l b. ,n)
í:l '

(36)

Se adicionalmente z. = 1, 166 , então, por (32) k

'' ': '' ''' ,i.;;:õ' '.'\É:íl:-«)'\x.'?
Rn(bl'...,bk;!) - ---'t

(illlbi'n) .I'(IG6bi) I'(lblh)

(37)

onde z :(z.,l=1, ,k) tal que zÍ=1, í66 e zl=O, 1+6

Dickey (1983) visualizou R.(b,:) como a função geradora de probabi-
lidades da distribuição Díríchlet-Multlnomíal de parâmetros (n,b). Este
resultado decorre da representação polínomlal (34) a qual traduz que

k n.

Rn(b,:) : Emjn,b]l.lzíí], com Tjn,b'w DMk(n,b)



Assim, os momentos de qualquer distribuição DM podem ser calculados
da função hlpergeométríca R.

As funções R. desempenham um papel importante já que através delas
se podem exprimir muitas funções F. No caso de f(x) ser analítica em
l D l(z), a sua série de Taylor em torno de y61

f(*): l .!S:li$Ü.(*-D"
n 0

converge uniformemente em qualquer subconjunto compacto de l, logo em l(z)
Consequentemente, a série

ÍQ'9) : }l 'ÉS=i.{üQ'9-n"
n=o

para !GI''' fixo converge uniformemente em Sk.I' A Integração termo a termo
produz então

F(b,z) E !S;l.-11ZI)Rn(b,!-ylk)n=o
(38)

A média Dirá.chlet de uma função f: 1 -+ R, expandÍvel numa série de
potências, tem assim uma representação em série com os mesnos coeficien-

tes mas cujas potencias sao substituídas pelos polinÓmios homogéneos Rn
No caso de f(x) = (1-x)', a6R-W, considerando 1 = (-1,1), z = IK e

y = 0, obtemos da série blnomial e de (34)

Ra(b,lk-!) : >1 (' a.n)Rn(b,:) (39)n 0

. (-a,m.) TT (bl'ml) k zmlp Í.=1 ' ' -t:;-'í

nl,=0 (b. ,m..) ÍI,llnt!

Note-se que a representação pollnomíal (39) ainda é válida quando z
e um vectormde 0's e I's uma vez que 0 < zv0 < 1, assegurando a expansão
(1-1'0)a.? ! [(-a,n)/n!](:'0)n e a convergência uniforme da série. Nesten=o
caso, a série simplifica-se por (37) para

(-a,n) ( E b. ,n) ..

R,(!,!k'!) : nEhkj} b -,'í.ã.bj.; E bj.;0

onde (5 Indica o conjunto de Índices l tal que z.=l

A série hlpergeométríca múltipla (40) representa, dependendo da di-
mensão k, várias funções hí.pergeométrlcas especiais. Por exemplo, vimos

k

(40)

(41)



já em C.2.1 que, para k-2, Ra(bl'b2;l-z,l) : 2FI(-a,bl;bl+b2;z).
Até aqui, as funções hípergeométricas R (bem como todas as outras

funções F) foram definidas com base na representação Integral (33), o

que exigia que IGni. Todavia, a sua representação em série permite
prolonga-las analltícamente a bGlIR~

(b. ,n)Rn(b,:) - nlm:m :n ]::].[(bi,mi)'Í ]

Como o polínõmi.o em b e z no 29 membro tem sentido para bG]RK, ele
define o prolongamento analítico de (b.,n)R.(b,z) a (b,z) 6 ]RzK . As--
sin, desde que b.4;Í0,-1,-2,...,-n+l} de modo a evitar (b.,n) = 0, aex
pressão (34) passa a definir R.(b,!) para (b,1)6R2k

Consi.detemos o caso parti-cular em que b{ = 0, i.4;(S onde 6 é um sub
conjunto próprio de {l,...,k}. Como para í4iõ , (bi'mi) é i.gual a l se
m. = 0 e igual a 0 se m. # O, os Únicos termos nao nulos do somatório
em (42) são aqueles para os quais m{ = O, i+õ . Assim de (42) resulta
quando (b.,n) # 0

Por exemplo, de (34) obtém-se

(42)

Rn(b;:) : Rn(bi,ÍG6;zi'Í6â)

onde ! é tal que bl=0, i.4;ó . Em suma,na expressão de Rn(b,z), os bí's
nulos podem ser omi.ti.dosconcomítantemente com os correspondentes z, 's
desde que pelo menos um b{ seja não nulo.

Em virtude do prolongamento de Rn(b,z) a expressão (35), por exemplo,
nantém-se válida para qualquer b6R'' tal que (b. ,n) # 0. Em particular,
se os {bi} forem inteiros não positivos, fazendo n = -b. obtém-se

-b. (b.,m)
R.b.(!,:) : }l --ir- Rm(!,!k-:) (44)

ll].=o

uma vez que (b ,-b ) # 0.

O desenvolvimento em série das funçoes F em termos dos pollnómíos
Rn permite então prolonga-las igualmente por analltícldade. En parti-
cular, o facto de

Rn(b,:)/I'(b.) :(b.,n) n(b,g)/I'(b.+n)
juntamente com a expansão em série (recorde--se (39))

Ra(b,!) : >1[(-a,n)/n!]. n(b,]k-!) , ll-zi.l < 1, VÍn=o

permite considerar (45), aliado a (35) , como o prolongamento analítico
de Ra(b,z) em (33) a b6RK tal que b.4; {0,-1,-2,...} , desde que z ve
rlfíque a restrí.ção mencionada - veja-se Carlson (1977, sec. 6.3)

(45)



Em virtude de (43) temos igualmente

Ra(b,:) : Ra(bl'166;zÍ,í66) ,

onde b é tal que bÍ=0, 1+6 e b +ÍO,-1,-2,
Val considerar-se agora a dedução de Importantes relações que per-

mitem calcular as funçoes R, para valores restritos do parâmetro a.

Sendo t?qnk e (u,1)6RkPI tal que lu(l-z.)l < 1, VÍ, a expansão bl

nom[a[ de][--u(]-z{)] 'l, ]=1,...,k é

-b, m . m: n.

[[-u(]-zi)] 'Í : m.'.Ou't(bi,ni)(]-zi)'l/(ml!) , ]:],...,k
pelo que o produto das k séries se pode exprimir na série multípla

1::-«':-,,','': : .!:.....i.«"'l.nF':-':': - , :-,:,
Dada a convergência absoluta desta série, podemos rearranjá-la en

qualquer ordem e designadamente em

(46)

'n [[-u(]-'í.)] bi ..««l .!#':-,*,":,
(b.,n)

ir-- Rn(b,lk-!) , b.+t0,-1, ,--n+1} (47)

devido ã expressão (42) e respectiva condição de validade

Se adicionalmente b.4;10,-1,-2,...} e ll-z.t l
(45) traduz para a : -b. que

VÍ, a expressão

n (b ,n)

R.b.(b,:) : n>10'' n! Rn(b,lk-!)
o que corresponde a (47) com u =1. Assim

(48)

b.+ {0,-1,-2,...}

lt-zl.l < 1,í=1,-.,k
R.b (!,?) (49)

Naturalmente que quando os {b#} são Inteiros negativos, a expressão
(49), cujo 19 membro corresponde então à soma (44), é válida sem as res--
tríçoes supra-mencionadas .

A expressão (47) permite ainda calcular R,, para uma determinada gâ
ma de valores de a, através de um integral simples. Para o efeito, seja
: tal que ll-z,l < 1, Vi. Por (45)



Ra(b,:) : n>10 ''n! Rn(b,lk-?)('a.n)

Se -b. < a < 0 , então (-a,n)/(b.,n) = B(-a+n,b.+a)/B(-a,b.+a) é o momen

to de ordem n deumavariável u , digamos, com distri.bui.ção Be(c), onde
c = (--a,b.+a), pelo que

m rl . (b ,n)
p l n ' .' '

Ra(b,!) : i.l u" ---ii--Rn(b,lk-:)dÀc(u)
n:uÁ ' :

Ora foi visto que a série (47) converge se lul < (ll-z.l)'l, Vi e portan
to converge uniformemente para 0 $ co $ 1. Permutando então os símbolos
de somatório e de integral e tendo em conta (47), obtemos a denominada i
dente.dade de Picard

.b < a < 0

Ra(b,:)
k -b.

E l.[:li('»zí+i-«) :]
(50)

lt-':l « i, vi

Note-se que de (50) podemos obter (49) fazendo a -+ --b. , implicando
que u convÊrja para a distribuição degenerada no ponto 1. Carlson
(1977, sec. 6.8) mostra ainda que o 29 membro de (50) constitui o prolon-
gamento analítico de R.(b,z), sob as restri.ç8es em b e a citadas, a zG]RK ,

d.'r n + + -t'

com base no qual prova a validade de (49) sob a restrição b.êto,-1,-2,...}
e a condição menos restritiva de z6]R.:

C.2.3 IfunçÕes hipergeométríca! R de Carlson

Carlson (1971) generalizou as funções F através da consí.deração de
uma forma bllínear em dois vectores Dírlchlet. Mais concretamente, seja

Z : (zÍ.j) uma lnatríz kxl de colunas :j ' j:l,...,Z . Seja ainda
0 : (OI'''',Oky e 'P : (+l''..,'PZy dois vectores aleatórios com valores
nos símplex de dimensão k-l (Sk-l) e t-l(SZ.l), respectivamente, tal que
gl!~-,Dk(!) e 1l:''' DI(:), onde !.= (bl'...,bky61Rk e S=(cl«-,cl)6RÍ

A forma bí.linear, o.'z+ = E >1 e,z.,+, e as formas lineares
k j.=i j=i ' '' '

z'0- .>1.otzíj ' j:l,...,t são ambas combinações convexas situadas no In-
vólucro convexo de {z{.t, í:l,...,k; j=1,...,:,t}, denotado por 1(;). Se
E é uma função analítica de variável real definida num domÍnIo D D l(Z).
Carlson define a média Dlrichlet dupla
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r(!,:,P : Eáf;oEá'Í:Dí(9':!) (5 1)

Note-se que

F(b,Z,c) = f(d) se

e quando l:l (Z : :l)

r(l?,!i'S) : p(!;:i) (52)

evidenciando que F é uma generalização de F

Várias propriedades de F Implícan propriedades correspondentes de
F(veja-se Car]son]1971, pg 422]).

Quando f(x) é a função potência xa, a transformada F converte-se
na função hípergeométrica dupla denotada por

Ra(b,Z':) : E(kbl)E(ISI)(OiZ+)a , D = R+, aG]R+
(53)

Do facto de 0'.Z+= +tZ'Q segue-se a propriedade de simetria face à
transposição

R.(b,Z,c) = R.(c,Z',b)a. n + n a. H n n

Fazendo x = Z'0obtém-se de (53), tendo em conta (33),

Ra(b,Z,!) : E(kbl)[Ra(:,1)]

Vimos em C.2.2. que se a = -ci= -.cj' a função Ra(c,x).pode ser
prolongada analítlcamente por (49) a çO.a8 desde que c. + {0,-1,-2,...} e

0 < x: < 2, j=1,...,t . Esta restrição em ! = z'0é satisfeita se cada

coluna de Z é um vector de 0's e lts,embora, como cimos em C.2.2., seja
dispensável (assim como a restrição em c.) quando os {cl} são Inteiros
negativos. Em suma

c.4; {0,-1,-2,.. .}

Ê

(54)

li-::1l « i, vj

define o prolongamento analÍtí.co de R.c a c6:1RI tal que c.+{ O,-1,-2,
Esta expressão pernite verificar Imediatamente que R., é nao se ho-

mogénea de grau -c. em Z (propriedade correspondente à homogeneidade de R,

em (53)) mas também homogénea de grau -c. na coluna. i de ;, quando {cl}
sao negativos

(55)R . (b,Z,c)
Ê

: '9ii?tlE.Q3

c.

}.

,?Z;S) : a 'R.c (b,Z,!) , a6R

Por outro lado, definindo c+ = (c' d-c.)' com d apenas restrí.ngído

C

e
R c (b;:l'.
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por dolo,-1,-2 9

P

} e Z+=(Z lk) , mostra-se facilmente por (55) que

R... (t?,!,!) ,!+,!+) (5õ)

o que significa que R.. pode ser indexada por infinitos valores -d , Esco-
lhendo d=b. , obtemos uma forma não indexada ("bate fora''), a qual possui pro
pri.edades adicionais e com base na qual se podem obter generalizações da i-
dentidade de Picard e exprimir várias funções hipergeométricas simples e du-
p[as(vede Car[sont1971, secs. 4 e 5] e Dickey]1983, sec. 6])

Note-se ainda que o anulamento de alguns elementos de c possibilita a
sua remoção, juntamente com as colunas correspondentes de Z, da expressão de
R quer em (54) - atendendo a (46) - quer em (55). Por exemplo, se a.=tj:cl=O},
então de (55)

R . (b,Z,c) = R . (b,Z,i) (57)

onde : = (cj'j41Aoy e Z : (?j'j+Ao)

A função R . é expressável em forma fechada no importante caso especial
em que Z é indicadora duma partição dos Índices {l,...,k} em Ê partesl Quan-
do os {c;} são inteiros negativos, a expressão (55) mostra, tendo em conside-
ração que, para tal matriz, Z'0lb'x»D.(Z'b), que R . é um momento mistoxf - - -\.

Dirichlet. Concretamente, nesse caso teremos, coH q? = (+1,...,+oy = Z'0,

(b,2,i)

c)B(Z'bÊ -cj
R.c.(l?,!,S) : EÊl1l

$ ZJ (58)

Esta expressão ainda é válida para c611Rk , desde que c.+lf0,=1,n2,...} e
Z 'b-c 6 1Rx'- .

A forma polinomial R (b,Z,c) á ainda interpretada por Di.ckey (1983) como

a função geradora de probabilidades da distribuição predito.va das frequências
de uma tabela de contingência kxl sob o modelo de independência

Para o verificarmos, seja N = {n;;} o vector das k2 frequênci.as, com

[kIN ; n, ta] que Njn;0,tb 'w])]kl(np+®8),onde 0 e (b são respectivamente as pr:
babilidades marginais das linhas e das colunas, e ® é a produto de Kronecker à
esquerda.

+

Admita-se como di.atribuição à priori

91 1? w ok (! )
9.Ü.1l!,s

{l! - o. (ç)

Denotando N+. =tni.} e N.+ = {n.j} os vectores das frequências marginais,
respectivamentep das linhas e das colunas, constata se facilmente que
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1l! «* D. (S+! . *)
A distribuição preditiva à priori é

'É'':i,.Ê':t'-'.i:'Ã.;'', : , : cql:#
Fazendo z' =(ze:pi=1,...,k; j=1,...,t), a função geradora de probabili

dades da distribuição marginal de N á
n.. n.

E1ln;!,Stj.,j :J Eü,©ll?,SEljn;9,1];n'z:;J]

: Z911E1lSl!:11::"(;)Trai'ij+j) j}

: EOlbE+lc]:>1:0i'ij'bj ]'

n

)

f (!jn ; l? ,S )

Considerando o vector z organizado na rnatrix kxÊ Z =
tão como pretendíamos

obtém-se en

'!i-;!,:':,:i'' : ,:J&. :.';, ::>Z !::2' a'::'B (b) '' B(c) :' ':'iji,J '

E911E1lS(9':!)' : R.(!,:,:)

ficando i.gualmente definida a representação polinomial de R.. Note-se que a
interpretação probabílística de R. referida em C.2.2. sai. como caso particular
(1=1) deste resultado.

A construção da função R de argumento matricial deixa perceber o processo
de criação de funções hipergeométricas múltiplas. A correspondente forma poli
nomial pode interpretar-se probabilisticamente à luz da teoria da inferência
Bayesiana conjugada em tabelas de contingência multidiuensionais sob o modelo

de independência completa (para detalhes sobre estas funções vede Carlson
[1971, sec. 7] e Dickey [1983, sec. ]O]).



APÊNDICE C.3

DISTRIBUIÇÕES DE DIRICHLET GENERALIZADAS

Com base na função hlpergeométrica de argumento vectorial R, Dlckey

(1983) definiu uma generalí.zação da distribuição 91b 'w Dk(b) caracterizada
pela função densidade no slmplex Sk.l

à.:*-:
B(b)

( z ' 0) 'c

R (b,z)
c 'n' +'

EOlb(:'0)'c , sendo o valor espera

g(9111,:,ç ) (59)

b G:E( ; cGR ; :6.R: , onde R.c(b,!)

do relativo à distribuição Olb'w Dk(b) .

As funções densidade desta fanÍlia de distri.buiçÕes, que denotaremos

por .91b,:,c'w Di(b,:,-c) - note-se que Dk(b) '" Ok(b,:,0) V: -- são homogéne
as de grau 0 em z

g(ql!,x :,c) g(ql!,:,c) V ÀG]R+

dado que R.c(b,X:) : À'cR.c(b,:).
Os momentos de Z)l:(b,!,-c) são iguais a momentos Díríchlet multiplica-

dos por um quociente de funções hi.pergeométricas. Com efeito, o momento gÊ

ral de ordem (!,s),onde11:(rl'...,rky é tal que b+1 6 R.: , é

'Pl!,:, .[ ã' o:í'Q1.9) ; ] B(13)R..(!, ') lsk-i(: ' 9)''+sdd X(b+r) (9)

B(!+!) R.c+s (b+!,:)
B(b) R..(b,!)

É fácil constatar que a família Di(b,!,-c) é fechada relativamente à
amostragem multigomíal. Na verdade, se a vêrosímílhança da amostra é pro'
porcíonal a TT Oll', então por (60) a função predltíva à prIorI é propor

cional (com a mesma constante de proporcionalidade da veroslmílhançà) a
i

(60)

B(b+r) R (b+r,z)
B(b) R (b,z)

pelo que a distribuição ã posteriori é olr'xk Di(b+r,z,-c)

i
Tt oí']

r
E

Olb,z,c lÍ
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Outra sub-famÍlIa de Z): é aquela onde c = b.- = ljb e a respectiva clãs
se de funções densidade pode exprimir-se, devido a (59) e (49), por

. k b.-l . k b.
K(911,0 : [B(!)]'i-ll0:j' 'Q:9)-b. ll'z,j' , !,: G ]R: «o

Cono DÍ.çkey (1983) refere, esta famÍlIa pode ser encarada como resul -

cante da famÍlIa +lb'w Dk(b) através. da transformação el = zíl+l/:>1.zjl+j '
í.=1,...,k, o que por sua vez deixa claro que Dk(b) '- Z)k(b,Àlk'-b.), V À> 0.

Os seus nojentos podem obter-se de (60), pelo que

k r. B(b+r) k b,

E9 l!,:]:#:O,í'Q' 9)s] : =4;i;i"l:i':L R-b.+s(!+1,0
(62)

Quando s = -lkr : -r., .(62).é definida en forma explícita, já que pela tranã
'ormação acena, z'0: ( 1; z:l.}.)-l, e asse.m,

j=i

':i:,:.I'::',''''' ' '*i:.l,:''.::- : U# â-,;'* (63)

A demonstração acima do fecho da família Z)i(b,z,-c) relata.valente .à a-

mostragem multínomíal deixa antever que quando c está relacionado com b, es-
sa propriedade deixa de se verificar. De facto, como b é actualizado para
b+r , o parâmetro c teria que sofrer uma transformação correspondente para
que a referida família fosse conjugada da amostragem multinomíal, o que não
acontece, como vimos atrás. ,Logo, a família Z)l,(b,z,-b.), em particular,não
partilha dessa propriedade de fecho, contrariamente às famílias Dírlchlet e

0:(b,z,-c) com c distinto de b

O facto da expressão (55) representar uma generalização de R.c(b,z) IÊ
vou Dickey (1983) a defInIr uma extensão da família Z)l,(b,z,c) caracterizada
pela família de funções densidade em SI....l

k b.-l

g0lb,Z,.) - .lgl;--
B(b)

l

A''j.:'
R (b,Z,c)

=c.= n +

c.
J

(64)

onde Z : (z....z.) é uma matriz kx] de e]ementos positivos e c 6 ]Rz com

c.4tO,-1,-2,...} -- esta Última restrição em S desaparece se os {c.i} sao
Inteiros nao positivos
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Esta família de distribuições será denotada por ObX(b,Z,-c) e, tal como

sucede para a sub--famíllajt(b,?,-c) , as correspondentes funções densidade
são homogéneas de grau 0 em cada vector z.i de Z, í.e

À: > o , v j=t,...,z

TT x.. JR.. (!,!,s).
'i= 1 H e

Os momentos da distribuição 9lb,z,! 'w l)\(b,Z,-ç) são analogamente prg
porcionais a razões de funções R. Na realidade,sejaY=(yl'..yo) a matriz
kxp tal que ymanil, m = 1,...,p, e y :(vl'''',vpye::(sl'''',sly vento
res de RP e ]RI , respecti.valente. Considere-se

C
g(gl!; xi:i'' g(91 t? ;: l

en vi.rtude de R.. (!;Xl?. ,.

:j ' j:i,'..,l

l !... , 1:l--:,...,l-4
j:i,...,t

Z# = (Z Y) = (u., ,!t+P) u.-J

c.-s
j ') ' ,a = (a pa t+P a.J j=t+i,...,t+p

Então, com r encarado como em (60),

k r. Z

'9 i! ,! ,::DI' ,:A ':j 9' 'l\ 'znn=l

V
o) "]

B (b+r) l+p --a;

iWI.. '1,1,9 '9i!-.1]b'q;P': ]
(65)

B(!+!) R.a.(t?+!,:+,!)
B(b) R.. (b,!,!)

uma vez admitido que a. = c.-s -v = c -ljs-l;v +ÍO,-1,-2,...} - esta res-
trição adicional é onitída se c é um vector inteiro negativo e s e v vento
res intei.ros positivos .

Desta expressão para os momentos generalizados de Z):l(b,Z,-c) obtêm-se
como casos particulares

.k..rj.]
'gl! ,! ,s:ã ': ':i

B(1?+11) R.c.+s.(b+:l,! , S - :)
B(b) R . (b,Z,c)

n '(n- n + +

(65a)

':i:,;,:'Ó'::ú'*i.:,"-- : {lP ç-.;::'?;-,;*,''- ,'' (65b)

k r.

':i:,:,:'ã.i* -
B(b+r) R (b+r,Z,c)

B(!) R... (!,:,:)
(65c)



Esta Última fórmula, com os {r,}traduzlndo as frequências amostrals
num esquema amostral bernoulliano multívariado, serve-nos para mostrar que
a distribuição à posteriori, Z)bn(b+11,Z,-ç), ainda é um membro da família
Z)bx(b,Z,-c) de distribuições ã priori. De novo, se nesta faní].la considerar
mos c relacionado com b, por exemplo, c. : b. (caso em que a função R em
(64) está na forma não Indexada), a classe correspondente de distribuições
já não é fechada relativamente ao referido esquema de amostragem.

Quando Z é índícadora de uma partição, o momento generalizado deflní
do pela fórmula (65a) é expressável, devido a (58), na forma fechada

k r. l s

'g i! ,! ,:'l';'Ã ':3e' '' '
Desígnandot6.,...,â.} a partição de {l,...,k} Indicada por Z e sen-

do {1(6,)} e {1(6.)} definidos como indicado em C.l, a expressão (66) pode
ai.nda s4r posta najforma

k r. t s.

'e i! ,! ,:'i';:Ã ';j :, '' '

B(b+r) B[Z'(b+r)-(c-s)] B(Z'b)
B(b) B[Z' (b+r) ] B(Z'b-c) (66)

':iE:E::i:':*:''X .. ""
Neste contexto, a distribuição 9lb,Z,ç'w Z):(b,Z,-ç) admite uma carac-

terização similar à da distribuição Díríchlet consubstanciada no teorema
C.l.l.,como consta no seguinte teorema:

Ifeorema C.3.1.: Seja Z a matriz kxl Indlcadora de uma partição

dos ÍndícesÍI,...,k} e denote-se ! =(+1'...,+ty: Z'0 e

e(j) : e(Õ.)/+j ' j:l,...,t , onde 1(6.) é o vector dos elementos do conjun-
to {0.: í66.]' de cardínalldade d.. Então

Í +lb,Z,c -' D.(Z'b-c)
l n n = + x. + + M

s'' l e(j)l!'''' Dd.(1(6.)),

l 1llem-Ü .'l. .üem

J +

911,g,s- oi1(!,!,-9 ,1 (68)

b,Z,c

PSB= Supondo que Ojb,!,!'w 12;(b,Z,-c) , o recurso a (66) permite-nos obter
t s , B(Z'b-c+s)

Mas,por (2),o 29 membro desta relação traduz o momento misto de ordens
sl,...,s. do vector + quando distribuído segundo a distribuição D.(Z'b-c).
Como + é um vector limitado, a sua distribuição é unicamente determinada pe
los seus momentos e, por conseguinte, a sua função densidade é dada por



K.(111,:,9 : 'ãtlZ+i;:a'

zlb--cl
Ü

+ n , ! G SI..:

Deste resultado e de (64), tendo em consideração (58), podemos então conclu
ir que a função densidade condicional de 0 dado +é

1 . b.-l) -(d;-l)

resultado exactamente análogo a (9). Assim, a demonstração do teorema C.l.l
permite-nos provar as i-mplicaçoes restantes da parte necessária.

A demonstração da proposi.çao recíproca segue igualmente os passos usa-
dos no teorema C.l.l, tendo en vista que (64) admite a factorização

g*(Ql+;b) : 'n
' ' ' j:t 'j'''(! ó.P :ã «í./+?'í'

K(91t?,!,:) : g.(!'gl!,!,s) s*(gl!'g;!) A

NOTA 1: Dada esta caracterização, o teorema C.l.l. surge como seu corolári.o,
fazendo c = 0 . A

Uma outra situação especial ocorre quando a matriz kxt Z é indícadora de
partíçÕes encaixadas em dois níveis (vede secção 3.4 do texto) Nesse caso,
Z pode ser partlcíonada na sub--matriz ZI : (zlh' h:l,...,ll), Indícadora de
uma partlçãot6; , h=1,...,11} dos Índi.ces {l,...,k} , e numasub--matrizZ2 de
dimensão kxlo (lo=1--1.). Esta, por sua vez, pode ser particlonada nas sub-
-matrizes Z2h : (z2hm' m:l,...,jh), h:l,...,ll' onde cada Z2h indica uma pal

tição {6Íin' m=1,...sjh} do conjunto 6; pelo que m.' Z2hn.zlh' Neste contexto
naus geral, a distribuição 0 lb,Z,c'w O=(b,Z,-c) admite ainda uma caracteriza
çao, conforme se descreve em seguida:

]

Teorema C.3.2: Seja Z = (Z.Za) a matriz kxl Indicadora de partlç8es encai--
xadas em dois níveis, no senti.do acima descrito, e denote-se

'bt:('bth' h-i,'..,lty : !i0. e'!(Ih) :(ã(ih),IOÕhy : 0(61)/'blh 'h=1,-,tl

onde 9 l. : (oi'íaõjr de dimensão dlxl e {õl, h:l,...,ll} é uma partição

do conjunto {1,2,...,k} . Seja ainda, en correspondência com o particlona--

nento de : e de :2 ' S :(:11')', com :' :(clh'h-l,'..,tl),
S2 :(c21-.:'h''' S2t.) e :2h :(C2hn'm-l,'..,jh), h:l,...,ll e defina-se

c2 : (c2h., h-l,... tly , onde c2h. : m:lc2hm' Então

h
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!:lt?,!:,: '' ol. (:i!-:i-!z)

g(i l!':2's2-p T(! b ,:2h

!i-Üg(t0-Ü ... -Ügal.)l!,:,:

911,!,:-.oilQ,t!-!:l, I'.:l, ;:.L':21
':2h),h:l,...,ll

(69)

onde Z2h : (Z2hn ' m:l,...,jh') é a.mé

linhas nulas correspondentes a i4iõi
obtida de Z2h por omissão das

é definido analogamente a 0 .
'(Ó;)

PSn. Suponhamos príneíramente que 0 tem a distribuição 0]! mencionada, cuja fu=
ção densidade se pode exprímlrs em virtude do particíonamento referido de Z, por

:"'',:,:, : lq= It:+.:lT à +?.:ri'""
R..;.(!,[!il2], l:ll)

Por (65a) temos com (sl'

': ,'«, .L,*JLe=y
Reli,!,St=:(?ih9 R . 0,z,0

'Ç;e + n +

onde s# é

Ora,

o vector s acrescentado com

o produto dos l factores na densídadé de 0 pode ainda escrever-se como

teorema C. l . l

:"-':«. lh:l iÍ#J''"" : à . :«-'«. l .=1(ê;ú.!(in) c2h'

Cll 8Z:2hm=
» Ih

Como pelo jlil! '- Dz. (:;!)

el! '» Dk(!) ' l,..an 11 '- '.t(!(.b)
.!t-llgao-Ü ... -Ü g(il.)l!

pll

segue-se que

',: :à. i"''«' ,â {',.,., .]i';««:«''':"'i

[B(:it?-:i-S2) '/B(:i!)jjrT x..2h.(!(ó i) ' '2h ' :2h)

ll

R (b,Z,c)
-(:. + n + ' J'

e analogamente



X...+;. (l?,!,S-:P : s(:i!- -ê2+o tiR. h.(1OI),!2h':2P
Assín

olb,z,S]h:l(:lho) n] : B(ztb-St-:2+E) / :B(!it?-S1-:2)

l

Como o 29 membro reflecte o momento misto de ordens s.,...,s. do vector lími

Lado +l quando distribuclonalnente é DI (Zlb-cl-c2), fica provado que a distrl

bui.ção marginal de (bl é

l

.3. :;hl?''th'c2h.'l
.l l.'rlh

s.(!il!,!i'S) :" 's(!;b'-Si-!2): -; ' !i 6 sli-i
Consequenteme:nte, a distribuição condicional de 0 dado +. fica defina.da

A repetição, de novo) dos argumentos usados na demonstração do teorema
C.l.l permite--nos provar as restantes ímplicaçoes do enunciado. A

l.i:.,i.:i
por

:::: ': ;:,;,,:,, :à{

NOTA 2: Como Z2h é indicadora de una partição de 6h ' h:l,...,ll' cada um dos

vectores a(Ih) .está nas condições do teorema C.3.1. Assim, fazendo

1(2h) : (r(2h);':t'...,ihy = z;h(q/+th) = : Üg(ih) ' h:i,'..,h

e(2hm) : (pt2hm)'J'662m).' = (azlh),.Í66hjny/I'm2h) : q/,2 ./:'hm-, m:l'-.,jh

e sendo dÊm a dímensionalldade de óftm ., temos por (68) que para cada h=1,...,1'l

hm

'1(2h) l!(õi) '!2h'!2h''' ojh(!2h!(ói.)'sZh

'S2h)s'''l e(2hm) l1(6h) '" Ddt.(1(6h.)) '":i'-.,ji,(7(

. !( 2h)-üe( 2hl).-lL" -llpK 2hjh)b( Õh ),!2h' !?h

:.:«, i:..p,;«':" - ':i':''Ê,,;"

Assim, quando Z é índícadora de duas partíçÕes encaixadas, a conjunção dos
resultados dos teoremas C.3.2. e C.3.1 exprime que a adopção para 0 da distri-

buição Oil(b,[ZIZ2],(.,vl)) é equiva]ente a considerar que +l 'Í]'(2h)'h-]'«.,]l} e
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{e(2hm)' m:l)'..,jh; h:l,...,tl} são independentemente distribuídos segundo as
distribuições de Dlríchlet acima referidas.

Observe-se ainda que o teorema C.3.1 pode ser visto como um corolário do
teorema C.3.2, considerando 1. = 1, Z, = Z e c. = 0. A

l -l - -á -

NOTA 3: Fazendo c = 0 obtemos a correspondente caracterização da distribuição

de Dírichlet Í +llb'w DI (Zib)
L

.,ll

911'«' Dk(!) ss'
e(2hm) lb'wDd2m(b(6hm)) ' m:l'

(7 1)
pjh; h:l,...)ll

+1 ' {l'(2h)} ' {e(2hn)} independentes

A caracterização da dístrí.bulção Z):. enunciada no teorema C.3.2 e na nota
2 subsequente permite exprimir os respectivos momentos defíni.dos em (65a) em
forma fechada. Com efeito, atendendo ao resultado distrlbuclonal para

{l'(2h) , h:l,'..,ll} segue-se que

B(Z:b-c.-i.) "I

R.. (b,Z,') : :-iÊit; :i :2' -R R 2h (t?(óh)':2h':2h)

B(:;!-!i-!?) :R Ballhl?«à)':2P
B(:;!) l.l:.'i B(!;h!(õZ))

Sendo ! partlclonado como :, isto é, E = (:1:2y, com !i=(sth'h:l,...,it),
:2:(s21'''s2h'''s211) e s2h ' (s2hm' UF:l,'..,jh), h:l'...,ll ' e definindo

:2 : (s2h., h:l'...,ll)' onde s2h. : n>lls2hm ' b# : b+! e !t61)'(bí+rÍ'ioóiiy
obtemos por raciocínio análogo

A

.-.. .. . ':*, ;, :-:, :' ';::*:iÊlií;: :'';:' E
Resumindo, quando Z = (ZIZo) é Indicadora de partiçÕes encaixadas em dois

níveis temos

': ;,:.l.:: '::.:;:" l I':;.:;"' , - =*-;Hbp-*

.";)"*il;:g; qãÇFI ""
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A expressão explícita deste nojento gene'balizado quando Olb '\,--} Di..(b) obtém'
se de (72) fazendo c = 0.

Por lteração dos teoremas C.3.2. e C.3.1. podemos obter uma caracterização
similar da distribuição Dlrlchlet generalizada quando Z é Indicadora de parti--
does encaixadas em T níveis (T > 2) e a decorrente expressão em forma fechada
para os seus momentos .

NOTA 4: os resultados dlstríbuci.onais supra-mencionados não exigem que a matriz
Z se partícione em sub-matrizes indicando, cada uma delas, uma partição de
{l,...,k}. É apenas necessário que exista uma nessas condiçoes para a formação

do vector +. (se houver vári.as, toma-se obvi.agente a partição mais grossa). Por
exemplo» no caso da estrutura encaixada em 2 níveis, a sub--matei.z Zo não premi'
sa ser i.ndicadora de uma partição, dono se considerou acima ao defi.ni-la em t.

sub-matrizes Z2h' Se Z2 revelar que alguns 6h nao estão particionados, podemos
defi.nír una partição arbitrária para eles, a ser indicada pelas sub--matei.zes

Z+hs e com estas ampliar Z2 de modo a obter a matriz Z!. Definindo correspo2
dentemente c$ como o vector co ampliado com os sub-vectores c#t. = 0, o facto de

okQ']!:::] , I'Sll)'-okQ't!:!it , I':1l)
permite apli.car os resultados (69) e (70) a este Caso de uma estrutura em clas-
ses encaixadas em 2 níveis . A

Díckey (1983) define ainda novas famílias, com base na íunçãoRe em funções
hípergeométricas com argunentos associ.ados a agregados n-d.imensíonaís, generali-
zando a família t)l,., e mostra a sua aplicabilidade em análises Bayesíanas de tabu
las de contingência multidimensional.s sob o modelo de índependênci.a.

o0o
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