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INTRODUCAO.

A estimagao do tamanho de uma populagdo animal é um problema de interésse em
ciéncias biolégicas. Um dos métodos utilizados para estimar o tamanho de uma populagio
animal é o método de captura-recaptura. Em geral, o método de captura-recaptura pode
ser descrito da seguinte maneira. Duas ou mais amostras sio selecionadas da populagiao em
estudo. Todos os animais capturados na primeira amostra sdo marcados (em estudos com
aves, por exemplo, um anel é colocado em uma das patas). Em seguida, todos os animais
marcados (ou uma parte deles) sdo devolvidos a populagio. Para cada uma das amostras
subsequentes sdo registradas as capturas dos animais marcados e ndo marcados; todos os
animais nao marcados na amostra recebem uma marca e, em alguns casos, os animais
anteriormente marcados (na amostra) também recebem uma nova marca, indicando a
época de sua captura e, em seguida, todos os animais (ou uma parte deles) sao devolvidos
a populagao. Uma estimativa do tamanho da populagao pode ser obtida através do niimero
de animais marcados recapturados em cada amostra.

Dependendo da situac¢ao pode-se considerar que o tempo utilizado para completar o
procedimento de captura-recaptura é suficientemente pequeno para nao ocorrerem nasci-
mentos, mortes nem migracoes na populacao. Neste caso, diz-se que a populagao é fechada.
Por outro lado, se durante o procedimento a populagao se altera pela ocorréncia de nasci-
mentos, mortes e/ou migragoes, a populagao se diz aberta. Neste trabalho consideraremos
ambos os casos e os elementos que compéem a populagao serao referidos indistintamente
por animais ou individuos.

O primeiro pesquisador a aplicar o método de captura-recaptura foi
Petersen (1896G), que estudou o fluxo migratério de peixes no mar Baltico. Contudo,
Laplace (1783) ja havia utilizado praticamente esse procedimento para estimar o tamanho
da populagao francesa. Lincoln (1930) foi um dos primeiros pesquisadores, neste século,
a usar o método de captura-recaptura para estimar o tamanho da populagdo de patos da
América do Norte. Entre otros autores que se dedicaram a este tema, além de Petersen e
Lincoln, podemos citar Jackson (1953), Bailey (1951), Chapman (1951), Haldane (1953),
Darroch (1958), Jolly (1965), Seber (1965), Cormack (1969), Manly (1968), Pollock (1976),
Otis (1978), Burnham (1978), White (1978) e Anderson (1978).

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo sistemdtico de alguns modelos basea-
dos no método de captura-recaptura, assim como determinar os Estimadores de Maxima
Verossimilhanga para os parametros populacionais. O Capitulo 1 é dedicado & amostiragem
simples que consiste na selegdo de duas amostras e o Capitulo 2 & amostragem maltipla:
qualquer numero (maior ou igual a dois) de amostras. Em ambos os casos estudamos
os métodos de amostragem direta e inversa; o método de amostragem direta é aquele no
qual os tamanhos das amostras sao fixados, e o de amostragem inversa é aquele no qual o
nimero de individuos marcados (ou ndo marcados) a ser capturados é fixado previamente.
No Capitulo 3 consideramos um modelo alternativo com k amostras (k > 2) no qual cada
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individuo da populagio, independentemente dos demais, tem uma certa probabilidade p;
de ser capturado na i-ésima amostra (1 <7 < k). Em todos esses capitulos supomos popu-
lagoes fechadas. No ultimo capitulo consideramos populagdes abertas e determinamos os
Estimadores de Maxima Verossimilhanga (E.M.V.) para os parametros populacionais no

caso de k amostras (k > 3), levando em conta, para cada amostragem, a tiltima marca de
cada individuo.

Neste trabalho N denotara sempre o tamanho da populagao em estudo.



CAPITULO 1

1. AMOSTRAGEM SIMPLES.

1.1. AMOSTRAGEM DIRETA SIMPLES.

O Método de Amostragem Direta Simples permite obter estimadores do tamanho
da populacao e do inverso do tamanho da populagdo. A técnica consiste em capturar sem
reposi¢ao, marcar e soltar ny individuos da populagdo. Depois de um certo tempo no
qual espera-se que os individuos marcados misturem-se livremente com os niao marcados,
seleciona-se uma segunda amostra e observa-se a quantidade de marcados. Esta segunda

amostra pode ser colhida com ou sem reposigao.

Os individuos selecionados na segunda amostra nao sio marcados antes de serem
devolvidos a populagéo. Os tamanhos das amostras sio fixados e o ntimero de individuos

marcados na segunda amostra é aleatério.

Baseados na informacao destas duas amostras obtemos estimadores do tamanho
da populacao, N, do inverso do tamanho da populagio, 'IIV’ bem como as esperancas e

variancias destes estimadores.



Cap. 1: Amostragem Simples. 4
a) COM REPOSIGCAO
Sejam

ng : numero de individuos capturados sem reposigao, marcados e devolvidos & po-

pulagdo na primeira amostra;
n; : tamanho da segunda amostra, que é colhida com reposicao;
m : numero de individuos marcados observados na segunda amostra.

A funcéo densidade de probabilidade de m é uma Binomial com parametros n; e

— Do 4
p=J,istoe,

m ny—m
Pon M) = (M) (50) (1-53)7 5 m=01m

A média e variancia de m sdo, respectivamente

E(m) = 71}\7710 e V(m)=n % (1 - %)

Teorema 1. A estimativa de Maxima Verossimilhanga (E.M.V.) para N, Ny, é tal que

Ny = 28 se 22U for um nimero inteiro e Ny & MM se 0% pio for um nimero inteiro.

Prova. A fungéo de verossimilhanga é

L(N | ng,n1,m) = (711> (Z]lvo) (1 — %) , N > ng.
m

Logo,

’ no m no ny—m
L(N I == 1- —
(¥l m) oK) = (2] (1-20)
onde I{(N) é o kernel da verossimilhanca e
)se ny=m = K(N)=(%5)" = opontode méximo de K(N) ¢é

4



Cap. 1: Amostragem Simples. 5

2)sen; >m = K(N)=(5)"(1-28)m—m,
Sejag(z) =z™(1—z)m~™ , =z €(0,1]. Entao, g(¢) = K(N) e derivando g(z) temos:
g(z) =ma™ (1 —2)" ™™ — (n; —m)e™(1 —z)" """ =

=a2" (1 -2)" " m(1 - z) — (n; —m)z] =

— mm—l(l _ x)"l—m—l(m — nlm), Tec (Oa 1)
Logo,
m

§d(2)>0 <= m-mz>0 < m>nz <= z<—.
n

E

() <0 <= m-nz<0 <= m<nz < z>

I3

d(@)=0 <= m-nz=0 < m=mnz <= z=

Donde concluimos que g(z) é crescente em |0, 7], decrescente em [7,1] e o ponto de

7’ 3 7 A S m
méximo de g(z) é & = .

Portanto, o ponto de méximo de K(N), Ny, é tal que Ny = Bo1 g 2UM for um

namero inteiro e N; = #2% ge 201 pjo for um niimero inteiro, o que prova o teorema. g

Considerando m como uma variavel aleatéria, notemos que o E.M.V. para N, N; é
aproximadamente o estimador de Petersen (1896). Este tiltimo estimador pode ser obtido
igualando-se a propor¢do de animais marcados na populagao, antes da segunda amostra
ser selecionada, (%,Q), a propor¢ao de animais marcados na segunda amostra, (:—11) Entao,

1

No m A nony
= - :> Np = .

N n1 m




Cap. 1: Amostragem Simples. 6

O estimador de Petersen também pode ser obtido igualando-se a proporcao de ndao mar-
cados na populagdo, antes da segunda amostra ser selecionada, (N_I—an), a proporgao de

nao marcados na segunda amostra, (1’%) Com efeito,

N —ng ny—m
= = N —ngny =nN —mN =
N nq

Este estimador tem esperancga infinita pois m tem uma probabilidade positiva de assumir

o valor zero e sua variancia nao existe.

‘Para resolver este problema, Bailey (1951) propds o seguinte estimador para N:

- ng(ng +1 n
.]\T2 = L7(7;1+—]_)’ onde m ~ B(n], K?)

O seguinte lema nos da a esperanca de Nj.

Lema 2 . A esperanca de N, é dada por

. ng a1
E(Ng)zN—N(l—N> )

Prova.



Cap. 1: Amostragem Simples. 7

ny+1 k ni+1—k ny+1

ny + 1 ng no i

=N ; — 1—— =N|[l1—|1-—
;;( k )(N) ( .N) [ ( N) ]

|
Teorema 3. Para todo I, 0 <K <N ,se 75 > ln(%), entao,
‘E(Nz) = N’ < K.
Prova. Pelo Lema 2,
ny+1 ny
5 1o no no
E(N))—N|=N(1- — =N[1=-—= 1 - —2
) - = 1(1-5) (-%) (%)
o " no " —nony In £
:(N—’I’Lo)(l—ﬁ> < ]\r(l_ﬁ) < Ne™ W < Ne" N =K.
|

A tabela 1 fornece valores de In (%) : 0 minimo valor de 4 para o qual |E(N,)-N| < K.



Cap. 1: Amostragem Simples.

TABELA 1
N

104 10° 108 107 108 10°
0.1 11.51 13.82 16.12 18.42  20.72  23.03
0.2 10.82  13.12 15.42 17.73  20.03  22.33
0.3 10.41 12.72 15.02 17.32  19.62  21.93
0.5 9.90 12.21 14.51 16.81 19.11  21.42
0.9 9.32  11.62 13.92 16.22 18.53  20.83
1 9.21 11.51 13.82 16.12 1842  20.72
2 8.52  10.82 13.12 15.42 17.73  20.03

Valores de In(£): minimo valor de 2elL para o qual |E(N;) — N| < K.

O seguinte lema nos d4 um limite superior para a variancia de N, .

Lema 4. A variancia de N, ¢ tal que

Prova. Como

0<m<n =

entao (ver Apéndice 1)

1
V(m+1

1<{m+1<n;14+1 =

) s &

V(1) < (

2
nopn;
)

2
n1+1) _

1

1

n

2(TL1 <+ 1)

< <

)



Cap. 1: Amostragem Simples. 9

Logo,

2 2.2 2
. ng*(ny +1)%ny nony
Ny) < =
V(N2) < 4(nq + 1)2 ( 2 )

O secguinte lema nos da um estimador nao viciado do inverso do tamanho da populacéo.

Lema 5 . O inverso do estimador de Petersen,

- 1 m . g
I, = Np = oy ondem~B<n1,F>

¢ um estimador néo viciado para % e sua variancia é

N — )
ngni N2’

V(L) =

Prova

By = (2 ) = e ]

ngny nony N N

- m 1 ngny ng N —ng
(1) (110711) nin? (m) n02n12N( N) noni N2

b) SEM REPOSICAO.
Sejam

no: numero de individuos capturados sem reposi¢do, marcados e devolvidos & po-

pulagao na primeira amostra;
ny : tamanho da segunda amostra, que é colhida sem reposicao;
m : numero de individuos marcados observados na segunda amostra.

9



Cap. 1: Amostragem Simples. 10

A funcao densidade de probabilidade da varidvel aleatéria m segue a lei hipergeométrica.

| no\ (N—ng
P(m | ng,ny,N) = %1)_’

A esperancga e variancia de m sao, respectivamente:

_ nony _nony (0 mg N —n,
E(m) = N e V(m)= N (1 N)(N—1>'

Teorema 6. O EM.V. de N é aproximadamente N, = 2221 ge 0™ 134 for um numero
P m m

max{0,n9 + n; — N} <m < min{ng,n;}.

inteiro e € igual a IV}, se 2™ for um nimero inteiro.

Prova . A fungao de verossimilhanga é

GG nol(N — 1oy (N — !
(N) ~ ml(ng —m)(n; —m)(N —ng —ny +m)INV

ny

L(N|ng,ny,m) =

onde N > ng +ny — m.

(]V — 'I’L())!(]V — n])'

L(N | ng,ny,m) x K(N) = (N — o — (n; —m))INT

Para determinarmos o ponto de maximo de K (N) consideremos o quociente

K(N+1) ((N-no + )(N-ny + 1)!)/((N-ng-n] +m+ 1IN + 1)!)
K(N) ((N-ng)/(N-ny)!) /((N-ng-ny + m)!N!)

~ (N—ng+1)(N —ny+1)
N (N—ng—ny+m+1)(N+1)

Logo,

K(N +1)

K(N) > 1 4=

10



Cap. 1: Amostragem Simples. 11

(N +1)—no)[(N+1)—ng] > [(N+1)—no—n; +m](N +1)

(N +1)* —n;(N+1) —no(N + 1)+ nony >

>(N 412 —ng(N+1)—n;(N+1)4+m(N +1)

nong

<=ngn; > mN +m< N < —1.

m
Ou seja,

K(N+1) > K(N) < N < nu_]
K(N+1) < K(N) < N > &u_]
K(N+1) = K(N) << N = = _1

Entao,

12 ) se ™M nio for inteiro, segue que K(N) é crescente no intervalo

m

onde N* = {1,2,---}.

ng +ny —m ; [B2]f N N* e I{(N) é decrescente no intervalo [[ﬂfnll] : oo) AN*,

Logo a estimativa. de Médxima Verossimilhan¢a (E.M.V.) para N é

Nnony
m

onde [ ¢ ] representa o maior inteiro menor ou igual que z;

1%

v
]\p,

22 ) se ™2 for inteiro segue que K(N) é crescente no intervalo

[no + ny —m, TR — 1] AN*, K(M - 1) = K(%) , € I{(N) é decrescente

m

no intervalo |™&% | oo | (YN*. Logo héd duas estimativas de Méxima Verossimilhanga

para N,

W

(
11 \ /



Cap. 1: Amostragem Simples. 12

Como NI, tem esperanga infinita e sua varidncia ndo existe, Chapman (1951)

propos o seguinte estimador

Ky = (no +1)(ny +1) B
(m+1)

1, onde m ~ Hip(ny, ng, N).

Teorema 7. A esperanga matematica de N3 é dada por

o)

(m)

E(Ng) = ]\T

Prova.

—1

o+ D +1) ] < o+ D+ D) (G

o ) Gt =Giy)
=(N+1)> - (N‘+1) 2 ~1

E(N3) :E[

7=0 ny+1
n1+1 (no+1\ (N+1—(ne+1) N—ng
:(]\r+1) Z k )(N111+1-—k )_(r]z\;i-l]) 1
k=0 (n1+1 (Tl1+])
N—ng N 4 1)(N—no N—ng 41
:(N—I—l)[l— 1}\3111)]_1:]\,_( +N)+1n1+1):N_(n1+1)1(V7;1 )
(111+]) n1+1) (Tll

Coroldrio 8.

i) Se ng +ny > N, entdo

E(N3) = N.

12



Cap. 1: Amostragem Simples. 13

ii) Para todo I, 0 < K < N, se "4 > ln(%), entao

|E(N;) — N| < K.

Prova de (i):

N —
nt+tm 2N = n2N-n = n1+1>n12N_n0:>< +nlo>:o
ni

e pelo Teorema 7, (i) estd provado.
Prova de (ii): suponhamos que *$§+ > ln(%); entdo

a) Se ng +ny > N, por i), N3 é ndo viciado o que verifica (ii).

b) Se ng +n; < N, como

% T (]Zl_nlo)(nl + 1) _ (N —no)!nl!(N — n])!(nl -} 1)
|E(N3) — N| = -2 ™) ~ (n1 + 1N —ng —ny — 1)IN!

_ (N —=no)(N —ng—1)(N —ng—2)+-- (N —ng —nyg + 1)[N — (no + n1)]
NN —-1)(N —=2)---(N—=n; 4+ 2)(N —ny +1)

() () (e (-

< [NV = (no +n1)] (1 - @)"1 <[V = (no +m))(eF) "

N

TlQTl] —ﬂQYI]

=[N —(ng+mn))e ¥ < Ne ¥,

e, paratodo I, 0 < K < N,

ngMy N —ngNny N K
> — —— o 5 < — —_— — proasiot
N hl(K) = N ln(I‘\') ln(N)’

13




Cap. 1: Amostragem Simples. 14

segue que

~ —ngnj I"
|E(N3)— N|< Ne v < Ne(®) = N—]% =K, o que prova (ii).
|
Teorema 9. O inverso de N,, i
I, = m , onde m~ H(nj,ng,N)
nony
¢é um estimador nao viciado para 71\,—, com variancia
2y (N —no)(N —m)
Var(ly) = :
ar(I) noni N?(N — 1)
Prova.
~ m il n1 Ng 1
(12) (nonl> non1 (m) nony N N
e
A m 1 n1Ng ng N —n,
(2) <n0nl> nang (m) n%n%N( N) ( N =1
(N —mng)(N —ny)
N Tl.()'n]NZ(N— 1) )
|

. INTERVALO DE CONFIANCA PARA N.

Nesta se¢ao determinaremos um intervalo de confianga para N no caso de amos-

tragem direta com reposigao.

Como vimos no inicio da segao 1.1. m ~ B(nj,ng/N). Pelo Teorema Central do
Limite (T.C.L.)

14



Cap. 1: Amostragem Simples. 15

Vni(m/ng — no/N)_D_, N(0,(no/N)(1 — ng/N))

n] — 00

Seja g(z) = %, x > 0. Logo

Pelo método Delta (Bishop (1975))

D Ng 12
it fm = Nfna)—— 8 (0, [p G o /)1 = o) ),

ou seja,

ny — 00

D
Vni(ny/m—N/ng)— N <O, (1- 110/N)/(710/N)3) .

Este resultado nos permite construir para n; suficientemente grande um intervalo
de confianga para N:

ngny no 1-3 nomy no 1—=3¢
— 2y 3 + 2y 3 |
m R T T

onde z, é tal que P(—z, <Z <z,)=+,com Z ~ N(0,1).

Substituindo ng/N por m/n; no intervalo de confianga acima, para nj suficiente-

mente grande, o intervalo de confianga ”otimista” para N é
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Exemplo 1. Para ng = 100, n; = 250 e m = 25, entdo "2 = 253%—0—0 = 1.000 e os

intervalos de 95 % e 99 % de confianga para N sao, respectivamente,

100 [1-0,1 100 [1-0,1
1.000 — 1,96 ~ 5 1.000 + 1,96 ’3>
( V250 Y (£55) V250 (75)
= (629 ; 1.372)
e
100 x 30 100 x 30
1.000 — 2,58 ——— ; 1. e
( 000 = 2,585 51139 7 1 000+2’5815,81139>

= (511 ; 1.490)

AMOSTRAGEM INVERSA SIMPLES.

Até agora estudamos estimadores do tamanho da populagdo pelo processo de captura-
recaptura considerando fixos os tamanhos das amostras. Um outro método para obter
estimadores do tamanho da populagéo, pelo processo de captura-recaptura, é o método da
amostragem inversa. No caso simples, tal método consiste em capturarmos na primeira
amostragem um namero ny (ny fixado) de animais da populagido de tamanho N, os quais
sao marcados e devolvidos a populagdo. Fixado um ntmero inteiro positivo, a segunda
amostragem consiste na captura de animais da populagdo, um de cada vez, até ocorrer esse
numero fixado de marcados (ou nao marcados) Os animais ndo marcados capturados na
segunda amostragem nao recebem marca. No método da amostragem inversa, o tamanho

da segunda amostra é uma varidvel aleatoria.

7 AMOSTRAGEM INVERSA SIMPLES FIXANDO O NUMERO DE
MARCADOS.

Suponhamos que selecionemos e marquemos ng individuos de uma populagao de tamanho

N. Os individuos marcados séo devolvidos a populacéo . Fixado um nimero inteirom > 1,

16



Cap. 1: Amostragem Simples. 17

selecionamos numa segunda amostra, um individuo de cada vez, até que aparegam esses
m individuos marcados. Tal procedimento pode ser realizado de duas maneiras: com ou

sem reposicao. Nas duas secg¢oes seguintes faremos um estudo desse método.

a) COM REPOSICAO.

Sejam

ng: numero de individuos capturados sem reposi¢do, marcados e soltos na primeira

amostra, e

ny: nimero de individuos capturados, com reposicao, até que ocorra o m-ésimo in-

dividuo marcado, onde m é um numero inteiro positivo fixado.

A varidvel aleatéria n; tem distribuicao de probabilidade Binomial Negativa com

I _n
parametros m e p = .

A distribui¢ao de probabilidade de n; é dada por

ny—1\ (no \™ no\ "
P(nq|ng,m,N) = m_1 )\ 1- N ; ny > m

A média e a variancia de n; sdo, respectivamente,

m mN
= T

V(n) =

2 T 52 2
j2 ng N ng

mOop) (N s Y ne)

Se ng <<< N (ny muito menor que N), entao podemos aproximar a variancia de ny por
0 0 y 1

mN? no mN?
ng? N n2

Var(ny) =

o i - s & /
Teorema 10 . A estimativa de Méxima Verossimilhanga para N é igual a N, se "™t fo‘r

um nimero inteiro e aproximadamente igual a N, se 2™ nao for um ndimero inteiro

17
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Prova. A fungao de verossimilhanga de N é

ng

L(N | ng,ny,m) x K(N) = (1—v:> (1 - n—;) , N >n,g.

Entao, de modo andlogo ao caso de amostragem direta com reposi¢éo (ver Teorema 1),
segue que a estimativa de Maxima Verossimilhanga para N ¢ igual ou aproximadamente

igual a N,. =

Notamos que N, é nao viciado. Com efeito,

E(N,) = E(”"”‘) =gy =20

m

A variancia de N, é

Com efeito,

3 mN(N —no) NN — ng)

m2 n2 m

~ ), 2
Var(N,) = Va7‘<n;)nl> = n—OVaT(nl) =
n

m2
Teorema 11. Um estimador nao viciado da varidncia de N, é

2 _ n%nl(nl —m)
Ny m2(m + 1) '

G

18



Cap. 1: Amostragem Simples. 19

Prova.

v v [nena(ng —m)] n2 2\ o B
E(UNP) - E{ m2(m + 1) ] - m2(m + 1)[E(n1) E(n.))

ng [m(N —ng)N 1 m?N? B m2N]

m?(m + 1) n’ n2 ng

= —1— — N m 2 _ mng

- m(m+1) [N(N ok N]

B 1 . - N N(N —ng)(m +1)
- m(m+1) [NV =no) +mN(N —no)] = m(m+ 1)

- M]\%@ = Var(N,).

O seguinte teorema nos da a distribui¢ao assintética do estimador N,,.

Teorema 12.

N,—N D
—h , Z, onde Z~ N(0,1).
\/N(N—no m — 00
Prova.
NP—N mt . N 711—’m710ﬂ _n; — E(m)

\/NgNm—no) B \/N(Nm—no) N \/m_fi(i_"gltﬂ ~ Var(ny)

m 7 PN . ./ . 7 .
Notando que n; = Ej:l Xj,onde X;,X,, - é uma sequéncia de variaveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas com distribui¢do geométrica de parametro

p = 4¢, segue, pelo Teorema Central de Limite, que

19
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ny — E(n]) _ ZT:] XJ - E(Z;nzl XJ) D

y 2.
VVar(ny) \/V‘IT(E;T;] X;) m — 0o
|
Corolario 13 .
N, - N D
B 4+ Z, ondeZ ~ N(0,1).
\/NE(NE—no) m — oo
Prova. Pela Lei Fraca Dos Grandes Numeros,
"X, P N
m_ LK , B(X;)==—.
m m m — 0o
Entao,
]{7 _ oy L 'IloN - N
# m m — o0 0 ’
o que implica
N(N —ny) P N(N —ng)
-Np(Np —ng) M — 00 N(N —nyo)
Logo, pelos teoremas anterior e de Slutsky,
N,— N N,—N [ N(N —ny)
- - = ~ ~ —)
\/NE(NE_T'O) \/N(N—nu} N,,(Np —ng) M — 00

20



Cap. 1: Amostragem Simples. 21

Coroldrio 14. Seja

B ning(ng —m) _ Np(Np — no)

~2 =
N, T m?(m + 1) m+1 0 e
N,-N D

Z,onde Z ~ N(0,1).

5L m — oo
NP

Observacao: Notemos que 62 , pelo Teorema 11, é um estimador néao viciado da variancia

de Np .

N ?

Prova. Como vimos anteriormente,

nq P N
—_— ——
m m — oo Ng.

Logo,

nZny(n; —m) poli(l 1) m — 0o

\/N(N —ng)m(m + 1) _ \/N(N —no)(1+5) P 1

e, portanto, pelo Teorema 12 e de Slutsky, temos:

V. — V. —

N,-N_ N,-N
52 n"’unl(nl—m)
Ny m2(m+1)

(N N) N(N ng)

V(n&ni(ny —m))/(m?(m + 1)) M

B N,-N \//N(N—no)m(m+1) D 7

- nini(ni—m) m— oo

|/ N(N—ny)

Os corolérios acima nos permitem construir intervalos de confianga para N.

21
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1.5. INTERVALOS DE CONFIANCA PARA N.

Do Corolario 13 temos, para m suficientemente grande, que

- N,(Np—no) V, (N, —
(]\7,,—27\/_M;Np+z7 N,,(_,,gg)

m m

¢ um intervalo de confianga para N com coeficiente de confianga <y, onde z, é tal que
P(—2zy £ Z € 24 ) = 1.

Do Coroldrio 14 temos, para m suficientemente grande, que

o N,(N, —ng) N,(N, —ng)
N — r\{¥p N p\‘Vp
( P A m+1 P Vot 2y m+1

é um intervalo de confianga para N com coeficiente de confianga 7.

Exemplo 2. Para ng = 1.000, n; = 1.000 e m = 500 o intervalo de 95 % de confianga para

N obtido com o resultado do Corolario 13 é

~[2.000(2.000 — 1.000) \/2.000(2.000 — 1.000)
<2.000—1,96\/ — © 2.000 + 1,96 e

= (2.000 — 123,96 ; 2.000 + 123,96) = (1.877 ; 2.124).

O intervalo de 95 % de confianca para N obtido com o resultado do Corolério 14

.000(2.000 — 1. .000(2.000 — 1.
(2.000—1,96\/2 0 05%01 1009+ 5 000+ 1,96\/2 000( 05%01 000))

= (1.877 ; 2.124).

22
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Com o coeficiente de confianga de 99 %, os intervalos de confianga para N obtidos

com os resultados dos Coroldrios 13 e 14 sao, respectivamente,

2' : — * . . — "
2.000 - 2, 58\/ 000(2.000 — 1.000) 2000+ 2,58\/2 000(2.000 — 1.000)
500 =00

= (2.000 — 163,174 ; 2.000 + 163,174) = (1.837 ; 2.164)

2. 2. - 1. . 2. — 1.000
(2000 2,55, 2000000 ZLI0) gy g, /200002000 - L000) )

= (2.000 — 163,010 ; 2.000 + 163,010) = (1.837 ; 2.164).

Por outro lado, para ¢ pequeno a variavel aleatoria 2—";{%’* tem, aproximadamente, dis-
tribuigao de probabilidade x? com 2m graus de liberdade (ver Apéndice 3 ). Este fato nos

permite construir um intervalo de confianca para N .

Se x3,,(1 —7) é tal que

entdo, um intervalo de confianga para N com coeficiente de confianga y é dado por

277-071] . 2TLOTL]
3 85 )
Xam\ ™2 X2m\ ™2

Exemplo 3. Se ng = 100, n; = 250, m = 25 e se % ¢ pequeno, entao um intervalo de

confianga para N com um 95 % de confianca é

( 2100 250 2100 250

; = (701; 1.546),
X20(0,975) " x3o(0, 025) ) ( )

23
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e com um 99 % de confianga é

2 100 250 ) 2 100 250
x§0(0,995) , X§0(0,005)

) = (630 ; 1.787).

b) SEM REPOSICAO.
Sejam

ng: numero de individuos capturados sem reposigao, marcados e devolvidos a po-

pulagdo na primeira amostra e

ny: numero de individuos capturados, sem reposic¢ao, até que ocorra o m-ésimo animal

marcado, onde m é um numero inteiro, 1 < m < ng , fixado.

A variavel aleatoria n; tem distribuigao de probabilidade Hipergeométrica Nega-

tiva com parametros m, ng e N.

Notando que o evento “n; elementos sao selecionados da populagao, sem reposigao,
até que ocorra o m-ésimo elemento marcado ” é o evento “(m — 1) elementos marcados sdo
selecionados da populagdo, sem reposigdo, nas (n; — 1) primeiras selecoes, e na nj-ésima
selecdo ¢ selecionado um individuo marcado ”, segue que a distribuigdo de probabilidades

de n; é dada por

(17:1;31 (2’1_—7;7‘:) (ng —m+1)

() (N =mt1)

1—1

P(ny| myng,N) =

B no(no — 1)!(N—no)(n1 — DN —ny +1)(ng —m+1) .

ny—m

(m =1l (ng —m+1)IN(N —1)(N —ny +1)

o (2 ()
- N N—1) ’

n1—1

onde m<n; <(N—ng)+m

Observando a tltima expressao da distribuigao acima, notamos que ela é igual a probabi-

lidade do evento “um elemento marcado é selecionado sem reposigao, na primeira selecao,

24



Cap. 1: Amostragem Simples. 25

e (m — 1) elementos marcados séo selecionados quando uma amostra de tamanho (n; — 1)
¢ sclecionada, sem reposigao, da populacao, agora contendo (ng — 1) elementos marcados

e (N —ny) elementos nao marcados”.

Lema 15: Se n; tem distribuigao Hipergeométrica Negativa com parametros m, ng ¢ N,

entao

m(N + 1)

m(N + 1)(N —ng)(no —m+ 1)
(no +1)*(no + 2)

i) V(ni) =

Prova. Notemos que

(N—=ng)+m (N no) N
E (i b Ty (1.1.)
k=m k—1 0\ m—1

Com efeito,

(N—no)+m (N—Tl-o) N (N-no)+m (no—l)(N—no)
Z k—m / __ Z (n_()) m—1 k—m

k=m (]Z:l1 no (7:1?:11) E=m N 12’——11)
(N—=no)+m
N N
= E P(n; = k|lm,no, N
O ) B N (T

Logo,

(N—ng)+m - (no 1)(N no)

E(ny) = Z LN (N 3

k-1

() ETGR =

k=m k

25
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A soma do lado direito de (1.2) é obtida a partir de (1.1) escrevendo-se (N + 1),
(no + 1), (k+ 1) e (m+ 1) nos lugares de N, ny, k e m, respectivamente. Entzo,

no(pe 1) (N +1)  ng(ng — YN + Dml(ng —m)! _ m(N + 1)

E = = - ,
(ma) (no +1)(7°) (m — 1) (ng — m)!(ne + 1)n,! ng + 1
o que prova (i).
Por outro lado,
(N—no)+m no—1 (N—no)

Eny(ny +1)] = E(k 4+ 1)20 Am-1 f—m
[n1(ra +1)] k; (k+1)% )

vy = 1 (N—no)+m (Iz-ﬂo)
= no(N + 1)<m _ 1) > (N—+"; : (1.3.)
k=m k41

A soma do lado direito de (1.3.) é obtida a partir de (1.1.) escrevendo-se (N +2), (ng +2),

(k+2) e (m + 2) nos lugares de N, ng, k e m, respectivamente. Entzo,

no(N + 1) (2 (V +2)

m

E[nl(nl + 1)] = (TI. + 2)(no+l
0 m+1

_ ng(N 4 1)(ne-1)Y(N + 2)(m + 1)!(ng-m)!
B (ng + 2)(m-1)!(ng-m)!(ng + 1)!

_ mm+ (N + 1)(N +2)

(no + (no +2) (1.4.)

Portanto, de (i) e (1.4.), segue que
V(n1) = E[ni(n1 +1)] = E(n1) — E*(n1)

_mmA DN +1)(N+2) m(N+1) m*(N+1)°
(no +1)(no +2) (no +1) (no +1)°
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(m+1)(N +2)(ng+1)— (ng + 1)(ng + 2) — m(N + 1)(ng + 2)
(no +1)*(ng + 2)

=m(N+1)

= (m(N +1)/(no + 1)%(no + 2))[(mN +2m + N +2)(no + 1) — (no® + 3no + 2)—

—m(noN + 2N + ng + 2))

m(N + 1)

— mng + ngN —ng — mN + N — ng?
(710—|—1)2(no+2)[ ‘ 0 ° o]

_ m(N + 1)
(no 4+ 1)*(no + 2)

[no(N —ng) —m(N —ng) + (N — nyp))

m(N + 1) (N —ng)(ne —m + 1)
(no +1)*(no +2)

_ m(N + 1)(N —ng)(ng —m +1)
(no +1)*(no +2)

bl

o que prova (ii). -

Notemos que Var(n;) ———  oo.
N—oo

Como 1 < m < ng, de 1) segue que

1
N+1 SE(nl)SnO(N+ ).
ng +1 no + 1

O seguinte lema estabelece limites inferior e superior para a variancia de n;.
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Lema 16. Se n; tem distribui¢do Hipergeométrica Negativa com parametros m, ng e N,

entao,

m N —ny 2 . N\? /N - ng ?
~ < R .
(710+2)(710+1) <Va7(n1)_m1n{m<n0> ,( 5

Prova .

m(N + 1)(N —ng)(ng —m +1) S m(N + 1)(N — ny)

Var(m) = (o +1)%(no + 2) " (no+1)"(no +2)
m(N —ng)(N —ng) m N —no\?
- (no + 1)*(no + 2) _(n0+2)(n0+1>'

Também temos que, como (ng —m + 1) < (ng + 2), entéo,

m(N + 1)(N —ng)(ng —m +1) < m(N + 1)(N — ny)

Var(n;) = 5
(1) (ng +1)*(no + 2) (ng +1)

SN A DNV -1) _ m(N? - 1) < m(l\ly_

TL02 n02 Mo

Por outro lado, como m < n; < N — ng + m, entdao usando o resultado do

Apéndice 1,

(N = TLQ)2 ‘

V(ng) < 1

Logo,

. N\? /N —ng\?
Var(711)§1n1n{m<n—0) ,( 5 0) },
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0 que prova o teorema. -

O E.M.V. de N ¢ dado pelo seguinte teorema.
Teorema 17. O EIM.V. de N é aproximadamente Np

Prova. A funcao de verossimilhanga de N é

(e ) (N 20) (0 — m + 1) B (Mo
()W -mrn =y

ny—1 ny—1

L(N|ng,n;,m) =

onde N > ng +n; — m.
Para determinarmos o ponto de méximo de I{(N) consideremos o quociente

EWN+1) _ oS/ )@ - +2)
K(N) Ny (N )N —ng 4+ 1)

ny—m n;—1

(N —ng+1)IN(N —ny + 1)(N —ny + 2)/(N — ng — ny +m)!
(N 4+ DN —nq +2)(N —ng)(N —ng—ny; +m+ 1)(N —ny +1)!

(N =ng+1)(N—-ny;+1)
N (N+1)(N —ng—ny+m+1)

Portanto, seguindo os mesmos passos dados na prova do Teorema 6 temos:

12) se *2™ ndo for um nimero inteiro, entdo a E.M.V. de N ¢é

NoNny
¥ )
n

22) se ™ for um ntmero inteiro, entdo hd duas E.M.V.:

non . non .
=N, ¢ 22_1=N,-1.,
m m
Portanto, o E.M.V. de N é aproximadamente ]\7,, = BOAL -

29



Cap. 1: Amostragem Simples.

Pelo Lema 15 a esperanca e a variancia de N, sao, respectivamente,

(N+1)

ngn]

B(N,) = B( m )_77273E( 1) = m (n0+1) (ng+1)(N+1)
Var(N,) = —-Var( 1)* ”0 m(N +1)(N —ng)(np —m + 1)

(no +1)*(no +2)

_ n3(N + 1)(N — ng)(no —m+1)
m(ng + 1)’ (no + 2) '

Chapman (1952) propds o seguinte estimador para N:

Ny =l t g

m

Este estimador é nao viciado como mostra o seguinte teorema:

Teorema 18. O estimador

N4 _ 7?,](7?,0 + 1) -1

m

é um estimador nao viciado para N, com variancia

N 4+ 1)(N —ng)(no —m + 1)

gy (
4 =
Var(Ns) m(no + 2)

Prova.

E(N4):E[711(710+1)_1] (n0+1) E(ny) —

m m

Pelo Lema 15,

(no +1) m(N + 1)
m (no+1)

E(N,) = —~1=N

30
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Observemos que, como ng —m + 1 < ng + 2, entao,

Cap. 1: Amostragem Simples.

_ (no+1)?

m2

31

V(n;)

_ (no +1)> m(N + 1)(N — ng)(no — m + 1)

m2

(o +1)*(no + 2)

_ (N4 1)(N —ng)(ng —m+1)
B m(ng + 2) '

Var(fy) = WHDIN —no)(mo —m+1) (N+)(N-1) N -1 N

m(ng + 2)

m

= ™ < ? (1.5.)

Usando este ultimo resultado e a desigualdade de Tchebychev, temos:

valores de m e ).

N

L |

N
(

)

A Tabela 2 fornece valores de 1 — #: minimo valor da P (

V(Ny)
]\T2 A2

>1 -

1

mi? —1

mA\?

mA?

%‘1 — 1' < /\> para alguns

TABELA 2
R 0,9 1 9 3
2 0,38 0,50 087 0,94
4 0,69 0,75 094 0,97
6 0,79 0,83 096 098
8 0,85 0,87 097 099
10 0,88 0,90 097 0,99
20 0,94 0,95 099 0,99
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A relagao V(N4) < %2 pode ser usada na escolha do m. De fato, podemos escolher m de

modo que @ (< ;

ﬁ) tenha um nivel desejado.

Com relagao aos estimadores N4 e N,, observamos que o primeiro € nao viciado,

enquanto que N,, nao é. No entanto, a Var(N4) > Var(](lp). Com efeito,

(no +1)°

2
n .
—3 Var(ny) > #Var(nl) = Var(N,).

Var(Ny) =

Se o pesquisador nao tem informacao alguma com respeito a N, entdao, por uma escolha
inadequada de ng € m, E(n;) e Var(n;) podem ser muito grandes. Um procedimento
alternativo que pode melhorar esta situagao é o processo de amostragem inversa, fixando

o numero de ndao marcados. Na proxima se¢ao descreveremos este procedimento.

~ AMOSTRAGEM INVERSA SIMPLES FIXANDO O NUMERO
DE NAO MARCADOS

Nesta secao estudaremos o método de amostragem inversa, no qual é fixado o numero
de individuos néo marcados (§ > 1). Ou seja, depois de capturar, marcar e devolver
a populagao ng individuos, uma segunda amostra é retirada até encontrar ¢ individuos
nao marcados. Neste caso, n;: nimero de tentativas até a captura do 6-ésimo individuo
nao marcado € aleatério. O procedimento pode ser realizado com ou sem reposi¢ao . Na

segunda amostra, os animais capturados sem marca néo sdo marcados.

a) COM REPOSICAO.
Sejam

ng: numero de individuos capturados sem reposi¢do, marcados e devolvidos a po-

pulagao na primeira amostra, e

ny: namero de individuos capturados com reposi¢do na segunda amostra até que ocorra

o 6-ésimo individuo ndo marcado, onde § é um numero inteiro positivo fixado.

A varidvel aleatéria n; tem distribuigdo de probabilidade Binomial Negativa

com parametros § e p=1— 7¢.
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A distribui¢ao de probabilidade de n; é dada por

A é ﬂ1—6
it~ (52) o5 (3)" e

A média e a variancia de n; sdo, respectivamente,

6 o -1
E(n1)=—=—n=6(1——>
1-2 N
€
(5(1 —p) 677\1,& 'I’lo&N 7105( n0>_2
Var(ny) = = = = 1—— .
a7(771) P2 (1_ %]Q)z (N—n0)2 N N

Observemos que se ng < % e 6 = m, entdo a média e a variancia de n;, neste caso, sdao
menores que a média e a variancia de nj obtidas no caso inverso com reposi¢gao em que m

é fixado (segéo 1.4.a )
O seguinte teorema nos da a E.M.V. para N.

Teorema 19. A E.M.V. para N é igual a 0o se ny = §; igual a %% se 7025 for um

numero inteiro e aproximadamente igual a 22"t se 22™L p3o for um ntmero inteiro.
ni —6 ni —é

Prova.

A funcéo de verossimilhanca é dada por:

6 n1—6 é n1—5
o= (73) 0= 5) ()" e~ (1-5) ()

onde N > ng + 1. Entéo,
12) Se ny =4,
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6
no
KN)=(1-—|.
= (1-%)
Como K(N) T 1 quando N — oo, segue-se que o ponto de maximo de I{(N) é oo

e, portanto, o EM.V. de N é N = oo.*

2°) Se ny > 6,

n ﬂ1—6 n é
K(N)= (= 1-—=) .
m=(%) (-5
Logo, como este caso é analogo ao caso de amostragem direta, com reposigao,

estudado no Teorema 1, o teorema esta provado. -

Como o estimador N, tem esperanca infinita e néo tem variancia, propomos o seguinte

estimador para N

4 no(ny + 1)
Ny = ———~,
5 np—6+1

Teorema 20.

i) Se § = 1, entédo E(Ns) =ng— (N —ng)ln (1 — %})

ii) Se 6§ > 2, entao

s -0 C-8) )

Prova .

i)Seé=1,

* Nos casos em que a fungao de verossimilhanca for estritamente crescente, vamos
supor que N assume valores no conjunto N* = {1,2,--- oo} e definimos: K(o0) =
J )

lim K(N).
N—oo
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e portanto,

- ng \ N n no
E(Ns) =ng [1 — (1 — 7\,9) aln (1 — —]\%)] =ng— (N — no)ln(l — F)

o que prova (i).

35
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ii) Se § > 2,

e S A EDION

(
1) () (“f?)(-’;v—")’

7=0

Como

i( )( Vel =(1—-2)% V-1<z<l1

Jj=0

segue que,

<.
I
o
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no
N

—5+1 |,

=
= /(1 _2)~%dz == —(1-2)"t1

Logo ,

LG a3 )

Usando o resultado que acabamos de obter, em (1.6.), segue que

mi =l 25 (1-5) (- (- %) )

0 que prova o teorema.

O seguinte teorema fornece o limite de E(Ns) quando N — oo.

Teorema 21 . Para todo § > 1,

Jim E(Ns) = no(1 + ).

Prova .
a) Se § =1,
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lim  B(N5)= lim [no - (N~ no)ln(l - %)]

N—oo

n N-—no
=no= i (1)

N —nNo
— e —1n 1 _ Mo _ D
o[ (-5) (0-5)

=MNg — In e_"° = 217,0.

b) Se § > 2, como

aplicando a regra de L’Hospital temos:

N—oo N—oo

-6
L \1-8 (1—5)(1—%&) 2y
lim N[(l - F()) — 1] = lim

=1
N2

= —ng(l —6)=ne(6—1)

€ como

6
. no _
Nl‘_r.“oo(l_ N> =1

segue que
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(5 )n0(6 1) = no(l + 6)

Um estimador para 'IIV é o inverso de IV, :

1 n1—6

Ny ngny

Se § > 1, uma pequena modificagao deste estimador nos fornece um estimador nao

viciado para -lﬁ ;

o om=6 _1( §-1
3_n0(n1—1)_n0 n1—1

Teorema 22. I3 é um estimador nao viciado para ﬁ

Prova . Como

A=) o ES G -R) G
--RECIE) TR
") gl(wi;)l—l)( SN € IR

segue que
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b) SEM REPOSICAO.

Sejam
ng: nimero de individuos capturados sem reposi¢ao, marcados e devolvidos & po-
pulagao;
ny: nimero de individuos capturados, sem reposigio, até que ocorra o §-ésimo in-

dividuo nao marcado, onde § é um nimero inteiro fixado, 1 < § < N —ng .

A varidvel aleatéria n; tem distribui¢do de probabilidade Hipergeométrica Nega-
tiva com parametros 8, ng e N.

Notando que o evento “n; elementos sdo selecionados da populagao sem reposicao,
até que ocorra o 6-ésimo elemento ndo marcado ” é o evento “(§—1) elementos nio marcados
sao selecionados da populagéo sem reposi¢ao, nas (n; — 1) primeiras selecdes, e na n;-ésima,
selecdo é selecionado um individuo ndo marcado”, segue que a distribuicio de probabilidade

de ng é

(5239 (ar6) [N — g — (6 — 1)]
(M)  [N=(m-1)

711—1

P(ny|ng,6,N) =

_ (N —ng)ng!(ny — 1)(N —ny)!
~ Nl(ng = 8)!(ng —nq + 66 — DN — ng — 6)!

_ (¥ —no) (T2 (i)

N N-1
Tl1—1

) 5S"1Sno+5

Observando a ultima expresdo da distribuigdo acima, notamos que ela é igual
a probabilidade do evento “um elemento nao marcado é selecionado, sem reposicio, na
primeira selegdo e (6 —1) elementos ndo marcados séo capturados quando uma amostra de
tamanho (n; —1) é selecionada, sem reposicao, da populagéo, agora contendo (N —ng — 1)

elementos ndo marcados e ny elementos marcados”.
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Usando os resultados do Lema 15,

6N 4+1) )
E(Tll)_ (N—Tl-o-l—l) - (1_1\[_"_?__1)
V(n) = S§(N 4+ 1)ng(N —no—6+1)

(N—n0+1)2(N—Tl0+2)
57’1.0(1 - —QL']IV_*_l&
(1- 75) (N —no +2)

Notemos que V(n;) ——— 0.
N—oo

Notemos que, como no caso com reposigao, se ng < % e 6 = m, entao a média de n;

é menor que a média obtida no caso sem reposigao, em que m € fixado (se¢éo 1.5.b). Quanto
a variancia, notemos que Var(n;) — oo quando N — oo com m fixado (se¢do 1.5.b) e
Var(n;) — 0 quando N — oo no caso em que § € fixado.

Teorema 23. O E.M.V.de N é aproximadamente Np = 3?%’5 se % nao for um ntamero
inteiro e é igual a ]{7,, se nlf%% for um nimero inteiro.

Prova. A funcéo de verossimilhanca é dada por:

(N —ng)ngl(n; — 1)I(N —ny)!

/ =
LNy mom) = g 8)/(no — ny + 6)!1(6 — 1)I(N —ng — 6)!

(N —ng)(N —ny)!
NN —ng —6)! '’
Este caso é analogo ao caso de amostragem direta sem reposi¢ao estudado no Teorema 6.

Logo,

x K(N) = N >ng +6.

1) se ;?f% nao for inteiro, entdao a Estimativa de Maxima Verossimilhanga de N é

k)
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nogny
ny — )

]':VN,,.

2)se ff%’g for inteiro, segue que as estimativas de Maxima Verossimilhanca para

N sao

Nony

N, e —/——-1=N,-1

Como N, tem média infinita e sua variancia néo existe, Chapman (1952) propos

o estimador

- 1
N, = (no +1ng
n; — 6 + 1
O seguinte teorema nos da a esperanga de Ne.

Teorema 24. Desde que n; é uma variavel aleatéria com distribuigao de probabilidade

Hipergeométrica Negativa de pardmetros §, N —ny e N, entao

E(Nﬁ)zAf—(N+1)(1— NLH) nﬁ:(1- N‘ij).

J:

Prova . Como

no+6
ny (N —ng)ngl(k = 1)I(N — k)!
E<n1 -6+ 1) Z (k — 6 + 1) Nl(k — 8)(no — k + 8)!(6 — )N — ng — 6)!

_— (N+ 1) "ié (5 1) (no k+6
(no+1)

42



Cap. 1: Amostragem Simples. 43

n 6+j—1\(N+1-6—j
(N +1) i | j ) no—j+1 )

 (mo+1) (nos1)

IO A Gl Qasrvy) BEN QAT
h(no+1)(z (M) i )’

7=0 no+1 no+1

usando o resultado do Apéndice 2 paraa =6, b=N+1—-86 —ng e k = ng + 1, segue que

o\ (N+D)[ (N =no)(V +1—6)
E<n1 —5+1) = (ot 1) [1 - (N+1)!(N—n0—6)!]

(N4

1_(N—6+1)(N—6)(N—6—1)---(1\7—6—710+1)]
(no+1)| (N4+1)N(N =1)---(N —(ng — 1))
WA (8 N (b

e (rm) DO-75) on

Entao, usando o resultado anterior, temos:

5 (no + 1)ny
'r —_— -
BE(Ns) E[nl—5+1 1

_(120+1)E<n1_6+1) 1

- o) T o)

J
R = §
=N — - et e
A (N“)(l N+1). (1 N—j)

Para controlar |E(Ng) — N| estabelecemos o seguinte teorema.

Teorema 25 . Para todo K, 0 < K < N, se %‘(,é >1n (%) , entao

|E(Ng) — N| < K.
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Em particular, se 286 > In N entéo |E(Ng) — N| < 1.

Prova. Pelo Teorema 24

s
=3

B() - =(N+1)<1_ NLH) "E(l_ _ )
:[N_(5_1)]ni:[0]<1_N5_]_)

<N(1—]—(z,-> <Ne$ﬁ,

Como %‘\’,ﬁ > ln(%), entdo

|E(Ng) — N| < Ne™~" < N (%) = i

Por exemplo, de acordo com a Tabela 1, se N = 10* e K = 2, o minimo valor de n¢é para

o qual |E(Ng) — 10%] < 2 ¢ 8,52 x 10%.

Se N =10° engd > 10° x 11,51, entdo, de acordo com a Tabela 1, |E(N5) —10°| < 1.
O seguinte Lema ¢é til para o calculo da variancia de Ne.

Lema 26. Sejam

e — nn—1)(n—-2)---(n—t+1) sei>1
=11 se 1 = 0;

g = NFDOWN = no)G-i
Y (o + 7)) (6 = 1) -

j—1 (6+r—i+i—1) (N—&—r+j

e R no—r+j
Nij = N+i) ?

r=0 no+J

paratz=1,2ej =2,3,4. Se § > 2, entao,
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(m+i-Dnl
[(711 —5+j)(j)] = ¢i;(1 — mij).

Prova.

5 [ (ni+i-— 1)(,.)] B iE (k+i— 1)V — ng)lno!(k — 1IN — k)!
(m —8+7)5) = (k=6+5)GN'(k = 8)!(no — k+6)I(6 — 1)I(N —no — 6)!

 (N-ng)lny! " (k+i-1)(k + i-2) - - - k(k-1)!(N-k)!
= NI(6-1)/(N-ng-6)! ; (k-6 + 7)(k-6 + j-1) - - - (k-6 + 1)(k-6)!(no-k + 6)!

(N4 (N +id-1)--- (N +1)(N-ng)(N-ng-1) - - - (N-ng-j + 1 + 1)
= TV + )l(mo + 3)(ma + 41~ (mo + D(E-L)(E2) - (65 + D)

(N fimng-j)! "ié (k +i— DN — k)(ng + )!
(6-5 +i-1)/(N-ny-6)! i (k=864 7)(ng — k+ 6)!

. no+6 (k+i—1 N—k
. (N+1)(i)(N _nO)(j—i) e (k—6+j (no—k+6)

(0 + 5y (E = 1)i-i) k=6 ('xi;)

, no [6HlFi=1\ fN=6=1

(o + G- D-ny & (o)

no+j

_(N+z')(i>(N—no><j_,-)["Z° S [ Gy = (“’*"‘1)(”“"’)]
l

_ nomt) Lt ) et
(ro + 7)) (6 — 1) - i) -y (aats)

=—j no+j no+j

(N + 1)) (N —n0)js [n0+j (6+r—j+i—1) (N—&—r+j) j—1 (6+r-—j+i—1) (N—&—r-l-j
. 1 J—1 r

— 3 no—r+j _ Z r s no—r+j )]
(no +7)(»(6 —1)-i | < () =0 oy )

no+j
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Usando o resultado do Apéndice 2 paraa=6é+1—j, b=N—-6—ng+1e k =mn9+ 7,

segue que

; . —1 (6+r—j+i— N—=b6—-r+4+j
[(n] Lo 1)(:')] _ (N4 )V = no)i—i [1 —Ji ) i)

(m=6+7)G] (o +4)i (6 = 1)y r=0 (zi;)

= ¢ij(1 — mij),
o que prova o Lema.

O seguinte teorema nos dd um valor aproximado da variancia de Ng, para 6 > 2.

Teorema 27. Sejam n(;),¢; e 1;; definidos como no Lema anterior. Se § > 2 e n¢éd >

N In N, entao,

V(Nﬁ) = (ng + 1)*[g22(1 — 122) + g23(1 — m23) + 2g24(1 — 124)—

—912(1 = 7712) - Q13(1 - 7713) == 2‘]14(1 = 7714)] — 2N —1- N2

Prova. Como

. + 1)2n2

N, 1 2 — (n() 1

Mo +1)" = Gy —5 4 1)

tomando os trés primeiros termos da série fatorial inversa (n; — § + 1)72 (ver Apéndice 5),

resulta que,

1
S+ mo+2)

(Nﬁ + 1)2 = (’I’I,g + 1)2[711(711 + 1)-77.1]

1 2
s T D) (md+ 26 43) T (m6+ 1) m-b+ 2)(m6 +3) (-6 +4)]
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Observamos que na expressao acima desprezamos o resto Ry(n; — ) < 0,2839 (ver ob-

servagéo feita apos Apéndice 4).

Entao

(Ng+1)2 = N2 + 2N + 1

ni(n; +1) ni(ni +1)
(71]-6 + 1)(7‘[1-6 + 2) (Tl]-(‘)~ + 1)(”1-(5 + 2)(’!’&1'(5 + 3)

= (np +1)° +

n 2711('[7,1 + 1) _ ny _
(n1—6+1)(n1—6+2)(n1—6+3)(n1 —6+4) (n1—6+1)(n1—6+2)

nq 2n4
(71]-5 + 1)(721—5 + 2)(’11]—6 + 3) (n1-6 + 1)(711-6 + 2)(7‘11-5 + 3)(711—6 + 4)} '

Logo,

o 2 o (1 2 ni(ng + 1) ny(ni + 1)
B(Ne +1)° = (no +1) {E[(n]-5+1)(n]-5+2)] +E[(n1—6+ 1)(711-5+2)(n1—6+3)]+

nl'(nl +1) ] 3 E[ nq ]_
(Tl] -6 + 1)(711 -6 + 2)(7’1,1 = 5+ 3)(7'1.1 -4 + 4) (TL] -4 + 1)(711 -6 + 2)

+25|

- [(”1'5 + 1)("1'7:51+ 2)(n1-6 + 3)] -2E[(“1-5 +1)(n1-6 + 27)1(1”1‘5 +3)(n1-6 + 4)] }

Usando o Lema anterior paraz = 1,2 e 7 = 2,3,4 temos,

E(N6)2 & (ng + 1)2[422(1'7722) + g23(1-m23) + 2¢24(1-m24)-q12(1-112)-q13(1-713)-2¢14(1-114)].
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Logo,

V(NG) = E(Nez) - EZ(NG) = E(Ne + 1)2 - 2E(N6) —1— E2(N6)

=~ (ng + 1)*[ga2(1 — 722) + 23(1 — n23) + 2g24(1 — 124) — q12(1 — m12) — q13(1 — m13)—

—2g14(1 — m14)] — 2E(Ng) — 1 — E*(Ns).

Se g6 > N In N, pelo Teorema 26, |[E(Ng) — N| < 1, e portanto,

V(Ne) 2 (no 4 1)*[g22(1 — 722) + q23(1 — 723) + 2g24(1 — 124) — q12(1 — 712) — q13(1 — m13)—

—2(]]4(1 — 7]14)] — 2N —_ 1 — N2,

0 que prova o teorema . B
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1.7. COMPARAGAO ENTRE O PROCESSO DIRETO SIMPLES E O
PROCESSO INVERSO SIMPLES
Suponhamos que um pesquisador realize um experimento segundo o processo di-
reto simples e que um segundo pesquisador realize um experimento segundo o processo in-
verso simples, fixando o nimero de individuos marcados aproximadamente igual ao niimero
médio de individuos marcados obtidos pelo primeiro pesquisador. Uma questao natural
que se coloca é: existe alguma vantagem de algum processo em relagao ao outro?
Na préxima segao veremos sob que condigées um pesquisador apresenta alguma vantagem
sobre o outro.
1.8. Comparacgao entre o processo direto simples com reposigao e o processo
inverso simples (ntimero de marcados fixado ) com reposigao.
Consideremos um processo direto simples com reposigao tal que,
ng: numero de individuos capturados sem reposi¢ao, marcados e devolvidos a po-
pulagdo na primeira amostra;
ny: tamanho da segunda amostra selecionada com reposic¢ao e
m: numero de individuos marcados observados na segunda amostra.

Pelo resultado da segédo 1.1,

Nnony
N

Consideremos agora um processo inverso simples tal que,

E(m) =

ng: numero de individuos capturados sem reposi¢ao, marcados e devolvidos a popula-
¢ao na primeira amostra;

m': namero de individuos marcados, observados na segunda amostra definido (fixa-

do )por
, 1 se MM =FE(m)<1
m' =
] e 211 )
e

nj: tamanho (aleatério) da segunda amostra.
Com relagao a estes dois processos vale o seguinte resultado.

Teorema 28.

i)Se N > mnony, entdo E(n})>ng

ir)Se N < ngng, entdo E(n}) < n;.
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Prova.
1) Se N > ngny, entao
m'N N

1o N

o que prova i).

i1) Se N < ngn,, entao

m'N [mﬁl]N < Mom N

En) = =
(nl) No - N N

0 que prova o teorema. =
Este teorema nos permite concluir que, para N < ngn;, o nimero médio de capturas
do processo inverso simples (onde o nimero de marcados é fixado aproximadamente igual
ao numero médio de marcados do processo direto) é menor ou igual que o tamanho da
segunda amostra do processo direto .

Por outro lado, se N > ngn; (nesse caso o ntimero de marcados é fixado igual a
1), o nimero médio de capturas do processo inverso simples é maior que o tamanho da
segunda amostra do processo direto.
Comparemos agora as esperancgas e as variancias dos estimadores de N apresentados nas
secoes 1.1.a e 1.4.a para ambos os processos.

Entao, para o processo direto consideremos o estimador de N,

N, = no(ny + 1)
m+1

Pelo Lema 2,

ﬂ1+1
~ _ _ . E .
E(N;)=N N(l N) ;

pelo Teorema 3,V K, 0 < K < N, se

Nnony N . A
> _
N 2 In 7 entdao |E(N;) — N| < K,

e pelo Lema 4,

~ n2n2
V(Ny) < "4 L

Para o processo inverso consideremos o estimador N,, que é nédo viciado e cuja

variancia é
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N(N -

i), (ver secéo 1.4.a ).
m'

V(N,) =
Se nogn; < N, como m' =1 (ver a expresséo 1. ) entéo, para n; > 2,

N(N —ny)

V(Np) = — = N(N —ng) > noni(noni — ng)

2
= ny nl(nl — 1) > 4 > V(N2)

e além disso, pelo Teorema 28, E(n}) > n;.
Logo, podemos concluir que, para n; > 2 e ngn; < N, o processo direto nos fornece um

estimador de N, JVZ, cuja esperancga € igual a

ﬂ1+1
E(Ny) =N — N(l - %)

e cuja variancia é menor que a variancia de Np: estimador nao viciado de N obtido pelo
processo inverso e, além disso, pelo Teorema 28, o tamanho da segunda amostra no processo
direto ¢ menor que o nimero médio de capturas do processo inverso.

Por outro lado, como N > 3 implica que NIn N > N, entao para N > 3 segue
que, se ngn; > N In N temos:
i) nony > N, o que implica, pelo Teorema 28, que E(n}) < ny;
i) pelo Teorema 3, |E(N;) — N| < 1.

Comparemos agora as variancias de N, e N,. Lembremos que

V(N,) < (”0”‘)

e
S N(N - no)
Se ngn; > 2N (= nen; > N), e como pelo Teorema 28, m' = [—"—°N"~L], entao

m' > 2 (1/m' <1/2). Logo,

V(Np) — N(Nm—— no) < (nony /2)(n;n1 /2 — o)
n02n1 1o nl

= (n/2-1)= (1/2-1/n;) < ng®n,?/4.

o1
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Portanto, podemos concluir que, se N > 3 e ngn; > max{N In N,2N }, o processo
direto fornece um estimador para N, Nz, quase nao viciado; o niumero médio de capturas
no processo inverso ¢ menor ou igual ao tamanho da segunda amostra: E(n'l) < ny e,
além disso, as variancias dos estimadores obtidos por ambos os processos sao limitadas

superiormente por n%n;? /4.

1.9. Comparagao entre o processo direto simples sem reposigdo e o processo
inverso simples (nimero de marcados fixado) sem reposigao.
Consideremos um processo direto simples sem reposicgio, tal que
ng: numero de individuos capturados sem reposicao, marcados e devolvidos a po-
pulacdo na primeira amostra,
ny: tamanho da segunda amostra, selecionada sem reposi¢ao e
m: numero de individuos marcados observados na segunda amostra.

Pelo resultado da se¢ao 1.1.b

noni
N

Como na segdo anterior, consideremos agora um processo inverso simples sem reposicao

E(m) =

com
ng: numero de individuos capturados sem reposi¢cao, marcados e devolvidos & po-
pulagao na primeira amostra.
m': nimero de individuos marcados observados na segunda amostra definido

(fixado) por

1 se 2O = E(m) <1

[*5+] se 221

e n} = tamanho (aleatério) da segunda amostra.
Pelo Lema 15,

m!(N +1)
Ng +1 '

Com relagdo a estes dois processos, temos o seguinte resultado.

E(ny) =

Teorema 29.
i)Se N < (no + 1)ng, entdo E(n}) < n;. ,
ii)Se N > (ng + 1)n1, entdao E(n}) > n;.

Prova.
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m'(N+1) _ ["§*](V +1)
ng+1 ng+ 1

i)Se N < ngn,, entaoE(n}) =

N (no+1) 1+]—o -

se nony < N < (ng + 1)ng, entdo nony < N e (N +1) < (no + 1)ny

e, portanto

m/(N+1) _ (N +1)

E(ny) = <
(n3) ng + 1 ng+1

ni,

0 que prova i).

i2)Se N > (ng + 1)ny, entdo nony < N e N+1> (ng+1)ng
e, portanto,

m'(N+1) N+1

E(n:) = =
(NI) U + 1 T +1

> ni,

0 que prova o teorema.

Este teorema nos permite concluir que se N < (ng + 1)n; o ntiimero médio de capturas

do processo inverso simples (onde o nimero de marcados é fixado aproximadamente igual

53

ao numero médio de marcados do processo direto ) é menor ou igual que o tamanho da

segunda amostra do processo direto. Por outro lado, se N > (ng + 1)n;, o ntimero médio

de capturas do processo inverso simples é maior que o tamanho da segunda amostra do

processo direto.

Comparemos agora as esperangas e variancias dos estimadores de N apresentados nas

segoes 1.1.b e 1.5.b para ambos os processos. Entao, para o processo direto consideremos

o estimador

Ny = (no+1)(n1 +1)

m

1

cuja esperanca, pelo Teorema 7, é

]Z;:lo)(”l +1)
N

(a)

E(N3)=N —
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e cuja variancia aproximada, para "§ > 10 ( Seber (1981)) é

e | -2 -3
/A o 2 non noniy non
v () () () ]

Para o processo inverso consideremos o estimador nao viciado para N

N4:M_1

ml

cuja variancia, pelo Teorema 18, é

- N+ 1)(N —ng)(ng —m'+1
V(N4)=( ) ’ 0)(no )
Além disso (ver a expressao 1.5.)
2 N2
‘/(N,;) < —
m

Se ngny > 10N, usando o resultado do Apéndice 4, temos,

=1 -2 -3
Ty non Nnon non
R CO RS CORTCON

1 N? -
> Nz'[—n% = ;}7 > V(N4)

Por outro lado, pelo Corolario 8, se tomarmos K = 1, entéo,

non; > NInN = |E(Ns) — N| < 1.

Como N > 3 implica que NInN > N, entdo para N > 3 segue que se ngn; > NInN
temos:

i) noni > N o que implica (ng + 1)n; > N. Logo, pelo Teorema 29,
E(n}) < ny.

ii)Pelo Corolério 8 |E(N;3) — N| < 1.
Portanto, podemos concluir que se N > 3 e ngn; > max{10N, Nln N}, entdo o processo
inverso fornece um etimador nao viciado para IV, N4, com variancia menor que a variancia
do estimador dado pelo processo direto, e o nimero médio de capturas no processo inverso

€ menor ou igual ao tamanho da segunda amostra no processo direto.
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CAPITULO 2

AMOSTRAGEM MULTIPLA

2.1. AMOSTRAGEM DIRETA MULTIPLA SEM REPOSICAO

Nesta segao estudaremos o método de amostragem direta miltipla sem reposigao, no qual

em cada uma de k etapas (k > 2) sdo selecionados ao acaso e sem reposigao um ntimero

fixado de individuos da populagdo. Em cada etapa observamos o ntimero de individuos

marcados; aqueles que néo estdo marcados sdo marcados e, em seguida, todos os individuos

selecionados sao devolvidos a populagao. Para esta situacao o modelo apropriado é carac-

terizado por

n]-:

'ITI-J' .

tamanho da j-ésima amostra (1 < j < k);

numero de individuos marcados observados na j-ésima amostra (m; = 0 e
1<j<k)
: namero de individuos marcados na populagdo no momento em que a j-ésima

amostra é selecionada;

i

-1
yMy=nieMj= ) (n,—m;),sej=3,4,---, k+1.
r=1
k

Observemos que My41 = ) (n, — m,) é o nimero de individuos distintos obser-
r=1 '
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vados durante o experimento.

A funcédo densidade de probabilidade conjunta de (m;, ms,---,my) condicionada a nj,
1<j<k/NEé
P(0,m3,m3, -+, mg|ny,ng,--,ng, N) = P(0,mq,m3,- -+ ,mg|n, N)

= P(mklo,mZa'"vmk—lvnvN)P(mk—lloamZ""amk—2,naN)'"P(m2|0)naN)P(0|n1N)

() () e ) G ) (i) (1 2h0e) 2y (o)
(o (are (ns) (m)

) M(N — M)
o H m: (nx - m,)'(M - ml)'(N M —ni+ m')'

1=1

(N — M) ﬁ M;!

N (N - ML+1)' m,'(n, — m;)/(M; — m;)!

N! H M;! .
(N Mk'*‘l)' m, (ni — m)(M; — m,)' /
onde 0 <m; < min{n;, M;}.

Teorema 30. O E.M.V. para N, no caso de amostragem direta multipla sem reposigao, é

k
Mk+1+N0—1 seMSMk+1<Enj

N - k j=1
00 se Myy1 = ), nj,
onde M = max{nj,ng, - -,nk},
e
k
No =min{n € N*: H(Mk+1 +n—n;) <n(Miyr+n)F1}.
j=1

Além disso, a unicidade deste estimador é garantida exceto quando
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k
H(Mk+1 + No —-1- ’I’I.]) = (No - 1)(Mk+1 + No - l)k_l. (21)

i=1
Neste caso os dois estimadores sdo My41 + No—1 e Myyq + No — 2.

Prova. A fung¢do de verossimilhanca é

N! : Mi!
L(N|0,my, -, my,n) =
(N0, m, 1k, 1) (N — M4, ,11 (,]X)mi!(ni — m;){(M; — m;))
!
x K(N) = i p ;
(N = M) T1 (1{1\:)

J=1

k
onde N > M4y e M < Myyq < Y nj.
j=1

A E.M.V. para N, N, é solugdo da equacgio A ln K(n)=InK(N)-InK(N-1) =0,
ou equivalentemente, é solugao da equagdo K(N)/K(N —1) = 1.

Como

AlnK(N)=InK(N)—InK(N -1)=0

k
< In N!—ID(N—Mk+1)!—lIl H (

=1

N
.

T

)—ln(N—l)!Jrln(N—MHl—1)!+1n f[ (N . 1) ~ 0

1=1

<=>ﬁ 1= ) oq o Men (2.2.)
d N N’ o

segue que N é solucio da equagao acima. Contudo, Leite, J. G. et al. (1988) obtiveram

N explicitamente. Mais precisamente:
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k
Mk.H-{-N()—l SeMSMk+1<En]‘
& j=1
N k
IS se Myy1 = ) nj,
=1

onde

k
No = min{rn € N*: [ [(Mit1 +n = nj) <n(Migs +n)*}.
=1

Além disso, a unicidade desta estimativa é garantida exceto quando

k
[T (M + No — 1= 1) = (No — 1)( Mz + No — 14,

i=1
Neste caso as duas estimativas sdo Myy; + No—1 e My + Ny — 2. -
Observemos que, se Myy1 = max{nj,ns,---,nx}, supondo sem perda de genera-
lidade que n; = max{n;,nq,---,ny}, entdo a equagao (2.2.) se expressa como
k
: H 1Yy __™
, N N
=1
A solugéo da equagdo acima é N = Myy1 = n; = max{n;,ng,---,nx}.
Observemos também que, se My4; = max{n;,ny,---,n;} entdo Ny = 1eo E.IM.V.

para N dado por Leite, J. G. et (1988), para este caso, é N = My = max{ni,ng, -, ng}.

J

k k k
Por outro lado, se Myy1 = ) mj, como [[(1 —=z;) > 1-— 3 zj,
<1, 73 =12,---,k, entdo a tunica solugao da

Vk2>2 Va2, -, 24 tal que 0 < z;
equagio (2.2.) é N'= co.
Notemos que se k =2 e max{n;,ns} < M3 < n; + ng, entao

N =M+ Ny -1,

onde
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N() :mzn{n € N*I(Mg +n—n1)(M3+n—n2) <n(M3+n)}

=min{n € N* : n(n; + ny — M3) > M3(M3 — ny-ny) + nyng}

. nijng
=min{neN*":n> — M.
{ ny +ng — Mjs 3}

__mny __myng p L
it — Ms+1 ey ¥ for um nimero inteiro

njny ] _ nin ~ , v .
[,,,1+,,2_M3 Mz +1 se ;"4 nao for um nimero inteiro.

Por outro lado, se — 22— for um nimero inteiro, entao
? ny+ny—Ms ’

ning
No—1= — M.
° ny 4+ ny — M3 ’
satisfaz a relagdo (2.1.). Logo,

' —mny ‘ o e = ~
i) se 24 for um nimero inteiro, entéo os E.M.V. para N séo

ning ning
Ms+ Ny —1= =
B ny + ngy — Mjs mg

1Ny
M3 + No —2= — 1;
mo
ii) se — ™2 n3o for um ntimero inteiro, entdo o E.M.V. para N é
ni+na—Msj ’

ning ning
Msz+ Ny —1= =
3+ ¢ |:711+n2—M3] ['I’I"LQ ]

resultado este obtido na seg¢ao 1.1.b.

2.2. AMOSTRAGEM INVERSA MULTIPLA SEM REPOSICAO

Nesta secao estudaremos o método de amostragem inversa miltipla sem reposigao,

que é uma generalizagdo do caso simples para mais de duas amostras. Este procedimento
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consiste em capturar, sem reposigao e ao acaso, ng individuos, marca-los e devolvé-los a
populagao. Em seguida, em cada uma de k etapas(k > 1), fixamos o niimero de individuos
marcados (ou ndo marcados) que serio selecionados. Capturamos entao, sem reposigao,
individuos da populagao até obter esse nimero de individuos marcados (ou ndo marcados).
O tamanho de cada amostra, n;, € aleatério (2 = 1,2,---,k). Os individuos ndo marcados

sdo marcados e todos os individuos capturados sao devolvidos a populagao.

a) Fixando o niimero de marcados.

Sejam

ng: namero de individuos capturados (sem reposigdo) pela primeira vez, marcados e
devolvidos a populagao;

m;: numero fixado de individuos marcados capturados na i-ésima amostra
(mo = 0).

n;: tamanho (aleatério) da i-ésima amostra sclecionada sem reposigao até obter m;
individuos marcados (z = 1,2, -, k);

M;: nimero de individuos marcados na populacdo no momento em que a i-ésima

1i—1
amostra ¢ selecionada, isto é, M; = Y (n,—m,), My =0e 1 =1,2,--- k+ 1.

=0
k
Observemos que Mj,1 = (n, — m,) é o numero de individuos distintos obser-
r=0

vados durante o experimento.
Neste modelo

1) M,'.{_] — M,' =nNn; —m;.

11 N — R a 3 t

1) ng, N e m = (my, mg,---,my) sao parametros.

i) My, M3, -+, My; ny, ng,--+,n; sao variaveis aleatdrias.
Notando que, para cada ¢ (¢ =1,2,---,k) o evento “n; elementos sao selecionados da po-

pulagdo, sem reposigao, até que ocorra o m;-ésimo elemento marcado ” é o evento “(m;—1)
elementos marcados séo selecionados da populagao, sem reposigao, nas (n; — 1) primeiras
selecOes e na n;-ésima selegdo é selecionado um individuo marcado”, segue que a fungao
densidade de probabilidade conjunta de (ny,nq,---,ni) dado (ng,my,mg,---,mg,N) €

dada por

P(nlanZ)"')nk no,ﬂ'l.l,m.z,"',mk,N) = P(nl’nZa"'ank nO)nl)N)
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= P(nklnﬂanlan?v T an'k—lanlaN)P(nk—l ITL(),TL],‘ *tyNg—2, 1M, N) o 'P(n'lanalnaN)

k(M Y(N-Miyagme 1)

n;—m;

m.—l
E n.—])(N i +1)

L (ni — DIMI(N — MUN — n;)!
N I=I m; — 1)I(M; — mi)l(n; — m,)'N'(N —n; — M; +m;)!

ﬁ M; iz ()
N (N—l) ’

=1 n;—1

onde m; <n; < N—-M; +m;,para 1 =1,2,---,k.

Observando a ultima expressao da distribui¢cao acima, notamos que ela é igual ao produto
das probabilidades dos eventos A; = “um elemento marcado é selecionado, sem reposigao,
na primeira selecdo e (m; — 1) elementos marcados sdo selecionados quando uma amostra
de tamanho (n; — 1) é selecionada, sem reposigio, da populagio, agora contendo (M; — 1)
elementos marcados e (N — M;) elementos nao marcados ”, para ¢ =1, 2,---, k. Notemos
também que, para k = 1 estamos no caso simples e a fun¢ao densidade de probabilidade
de ny coincide com a fungdo densidade de probabilidade de n; estudada na se¢ao 1.5.b. O
seguinte teorema nos fornece o E.M.V. para N.

Teorema 31. No processo de amostragem inversa multipla sem reposi¢ao fixando o

numero de marcados, o E.M.V. para N é

N = My4q + Ng—1, (2.3.)

onde

k
Ny = min{n € N*: H(Mk+1 +n—n;) < n(Mry1 + n)k}.
j=0

Além disso, a unicidade deste estimador é garantida exceto quando

k
TI(Mi1 + No =1 = nj) = (No = 1)(Migs + No — 1%, (2.4.)
7=0

Neste caso os dois estimadores sao
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M1+ No—1 e Mg+ Ny—2.

Prova. A funcao de verossimilhanca é

L(N|ng,ny, -+ ng,m)

4 (ni — DIMI(N — M)Y(N — n;)!

IJ “DI(M; — m)\(ni — mi)IN(N — n; — M; + m;)!
(N —my) (n; — DIMI(N — n;)!
" (N = Mig)! 1;[1 (mi — DI(M; — mi)|(n; — m;)IN!

N —ny)! N —
0.8 ]E,T Alk_*_)l)' H( {(N))

onde
N!
]\'r(]\r) = X y N > Mk+1.
(N = Mi41)! [1 (z)

J=0

Como este kernel é exatamente aquele obtido por Leite, J. G. et al (1988), segue
que a EM.V. para N é

k
Mpy1+Nog—1 se My < En]-
N= 70
00 se Myy1 = ), nj
3=0

bl

onde

k
Ny = min{n €EN*: H(Mk+l +n—nj) < n(Mgyq + n)k}

j=0

Mas, como neste caso cadam; > 1, 1 = 1,2,---,k, entéo

k k k k
Mk+l = E(nr - mr) = E Ny — Zmr < ana
r=0 r=0 r=1 r=0

o que implica que a estimativa de Maxima Verossimilhanc¢a para N nao assume o valor co.

Logo, a estimativa de Maxima Verossimilhanga para N é
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N = My41 + No — 1.
Além disso, a unicidade desta estimativa é garantida exceto quando
k
H(Mk+1 + N() —1- 77.]') = (No — 1)(Mk+1 + N() — l)k
i=0
Neste caso as duas estimativas sao

Mk+1+N0‘—1 € A'fk+1+N0-—2.

Notemos que se k = 1 estamos no caso simples ( m; aqui toma o lugar de m do
caso simples) e a EIM.V. para N é a mesma que aquela obtida na segdao 1.5.b. De fato,
fazendo k = 1 na férmula (2.3.) temos N = M, + Ny — 1, onde

No=min{n € N*: (Mz +n —no)(M2 +n—n;) < n(M; +n)}

= min{n € N* : n(ng + n1 — My) > My(My — ng-ny) + noni }

. NoNy
=min<n € N*:n > — M,
) + ny — M2
__momy __mnony P s
e — My + 1 se Pl for um nimero inteiro
Mg _ non ~ ’ . .

[—Q—J_no+n1—Mz] Mz +1 se ;=4 ndo for um nimero inteiro.
Por outro lado, se —™™ — for um ndmero inteiro, entao

? no+ni1—Ms, ) ’

ngny
Mg + ny — M2

satisfaz a relagdo (2.4.). Logo,

. non ) p " ~ , y
i) se ey 7 for um ntimero inteiro, entéo as E.M.V. para N sdo,

]\42 + NO 1= Nnoni N Nnoniy

no +n1 — M, N mi
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non
My+No—2=-"21_1,
mj
ii) Se no—:'flﬂfm nao for um numero inteiro, entdo a E.M.V. para N é
non, Nnon,
My + Ny —1= . = .
2+ Mo [no+n1—M2] [ml]

A Tabela 3 fornece, para alguns valores de k, n; e m;, as EIM.V. para N.
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TABELA 3

k n; m; Mk+1 EM.V.
2 Ng = 10

ny = my 2

TL2=10 m2=5 M3=18 25
2 Nng = 10

ny = my; = 2

n2=10 m2=1 M3=22 64
2 ng = 20

n; =15 m; = 15

Nog = 16 mq = 16 M3 =20 20
2 Ng = 30

ny = 30 my 3

ng = 50 mo =9 M; =102 475
3 Ng = 40

ny = 60 my = 3

Ng = 80 mo = 5

ng = 90 mg =4 M, = 258 2.173
3 Nng = 40

ny = 60 my = 10

Ng = 80 mo = 6

nz = 90 mg =8 M,y = 246 1.064

Chapman (1952) propés o seguinte estimador para N:

_%z":[ ni(M; +1) 1].
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Observemos que, se para cada ¢ ( = 1,2,---, k) igualarmos a proporcéo de mar-

& A P o5 : M; _ my
cados na populagdo a propor¢ao de marcados na i-ésima amostra, ou seja, o=,

obtemos, para cada 7, o estimador de Petersen para N, na época da i-ésima amostragem:

it = A%

O estimador N; é a média aritmética de estimadores de Petersen modificados.

TEOREMA 32. O estimador N; é um estimador ndo viciado para N.
Prova.
Como n; dado (nj,0 < j < i) ~ Hipergeométrica Negativa com parametros

m;,n; e N, entao,

E(niln;,0 < j < i) = %1—) (1<i<k)
Logo,
-l ()
_ %éE{E(n%—“)m]o <j <i))] 1

[
ol i
.M"'
' &

-
Il
-

E(n,-lnj,O <3< 1,)] -1

my

k _
ZE (M; +1)m;(N +1) _1-N
m; (M,' + 1)
| |
- k
TEOREMA 33. A variancia do estimador N; é limitada superiormente por %2—

1
P

Prova.

i=1 i=1

nj,OSjSk—1>]+
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k
+V[E<Z% nj,0<j<k- 1)] (2.5.)
i=1 ¢
Como
k
ni(M; + 1) .
SNt . 0< i< kb —
V(; m n;,0< 7 <k 1)

:V(iimmaf1y+ngM;+n

m; mg

le,O SJ < k'l)

=1

_ V(nk(Mk +1)

mg

(M +1)?
- 2

k

n,',Ogjgk—l) V(nkln;,0<j < k—1)

_ (M + 1)2 (N 4+ 1)mp(N — M) (Mg — my + 1) < E
mi (Mk+1)2(Mk+2) ~ my’

segue que

(ver a expressao 1.5.)

N2

mk.

14V(§:E@%;il (2.6.)

i=1

Como

E(zk: ni(]\rlr;,-i- 1)

=1

npOSjSk—l)

k—1
J(M; +1 M, 1 .
:z"( ‘+)+( s )E(nk|nj,0§]§k——1)

. m m
im1 1 k

_ kz—:l ’n,'(M,' + 1) n (Mk + l)mk(N + 1)

m; my(My + 1)

1=1

k-1
J(M; + 1
Mt vy,
=1 mi

temos que

. [ E(Z (M + 1)

1=1
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-y (3 e 1) (21)

g my
=1 £

De (2.6.) e (2.7.) temos que

V(i ni(; + 1)) . _g_k +V(§ ni(M; + 1)).

m m
i=1 ! i=1 :

De forma anéloga ao que fizemos em (2.5.) e condicionando, agora, em nj, 0 < j <k —2,

na expressao a direita da ultima relagao, temos:

Logo,
Y oniM;+1)\ _N?  N? 2 ni(M; + 1)
V(Z—)S—+—-—+V E_— ;
~  m; mE - mg—1 — m
e assim sucessivamente, condicionando em n;,0 < j <k -3,k —4,---,0, resulta
k k
(M; +1 N?  N? N? 1
V(ZLL—))S—‘I' +...+—=sz—,
i—1 my mg  MMg—1 my =y %
Portanto,

i=1 i=1
2 _k 1
= k2 i m‘-
|
Observemos que
2
V(N7) < Ek—

, ,
E de interesse, neste procedimento de amostragem inversa miltipla, o célculo da
k

E(n'), onde n» = ) nj, pois tal esperanga fornece o esfor¢o médio gasto no experimento.
]=0 . ) ) A9 i«T 3 /3\\}\
Ao sle = VT .
4 Ed < el
\1 oC \VJA\ v
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Daremos a seguir uma férmula aproximada para E(n;), a partir da qual teremos uma idéia
da E(n'), o nimero médio de individuos capturados em todo o experimento. Portanto,

seja

1
z+1

g(z) =

Expandindo g¢(z) pela férmula de Taylor em torno do ponto a, a # —1, temos

9(z) = g(a) + g°(a)(z — a) + Ra(2),

onde o resto Ry(z) = o(|z — a|?) ——— 0. Logo, podemos aproximar
r—a

g(z) = g(a) + g (a)(z — a).

Para z = M;, e a = p; = E(M;), resulta,

1 1 1
M;) = B - M; — ;).
9M) = 1S v 1 Gur M m)

Logo,

I

1 1
E(M,-+1> o+ 1

Usando o resultado anterior temos,

M; +1

o 1 o_/mi(N+1)
_m'(N+1)E<M,~+1) AR

= (mi(N + 1))/ <E[§(”1 B mj)] i 1)

~ (mi(N 1))/(§[E(nj) —m;] + 1).

Esta formula recursiva nos da, uma vez fixados k e os m;, uma idéia do ntimero médio

de selegoes necessarias para obter my; + mg + - -+ + my marcados.
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A Tabela 4 fornece para dois tamanhos distintos de populagao (N = 5000 e

N = 10000), e diferentes valores de k e m;, o maximo valor de o x,/N e o valor de

k
E < Z 7’l.j> :
7=0
TABELA 4

Limite superior do quociente entre o desvio padrao de N; e N, e nimero médio

de capturas (Amostragem Inversa Miltipla Sem Reposigao Fixando o Niimero
de Marcados).

og,n < N=5000 N =10.000

k my my mg mqy ms ng % Zk: mi. E(n') E(n')
=1

1 10 300 0.316 467 633
2 20 20 300 0.158 796 1177
3 10 15 15 400 0.161 787 1059
4 10 15 20 156 500 0.133 461 1280
5 15 15 15 15 15 388 0.115 1008 1394.
5 25 20 15 10 5 500 0.135 1058 1452

b) Fixando o niimero de nao marcados

Nesta secdo estudaremos o caso de amostragem inversa miltipla sem reposicio
fixando o ntmero de ndo marcados. Este procedimento consiste em capturarmos, sem
- ~ . . 7, 2 ~ \ ~ b
reposigao € ao acaso, ng individuos, marca-los e devolvé-los a populagdo. Em seguida
selecionam-se k amostras (k > 1) em cada uma das quais é fixado o ntimero §; de individuos
nao marcados que serdo selecionados. Depois de capturar os §; individuos nao marcados

eles sdo marcados e todos os individuos da amostra sao devolvidos & populagéo.

Sejam

no : numero de individuos capturados (sem reposigao) pela primeira vez, marcados e

devolvidos a populagao;
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6;: numero fixado de individuos ndo marcados capturados na i-ésima amostra
(=1, 2, .-+, k);
n;: tamanho (aleatério) da i-ésima amostra selecionada, sem reposigao, até obter §;
individuos néo marcados (i = 1,2,-- -, k);
m;: numero de individuos marcados capturados na i-ésima amostra (1 = 1,2,---,k) e
M;: nimero de individuos marcados na populagdo no momento em que a i-ésima

amostra € selecionada, isto é,

i—1
M;= 3 béj,onde by =nge (1 =1,2,---,k +1).
J=0
k
Observemos que My4; = )Y 6§, é o niimero de individuos distintos observados
r=0

durante o experimento.

Neste modelo

l) M,‘.*.] = ]\4, = (5,’ (Z = 1,2," ,k)
i) m = my, mg, -+, mp € ny, ng, ---, ng sao varidveis aleatérias; ng e

6 = 61,02, -+, 6} sdo parametros.

Como 6; é um parametro em cada etapa do processo de selecionar as amostras, e portanto
M; também o é, hd independéncia entre as sucessivas varidveis aleatérias n;. Notando que
para cada ¢ (1 = 1, 2, ---,k) o evento “n; elementos sdao selecionados sem reposigao da
populacéo até que ocorra o §;-ésimo elemento néo marcado ” é o evento “(§; —1) elementos
nao marcados sio selecionados sem reposigdo da populagéo nas (n; — 1) primeiras selegdes
e na n;-ésima ¢ selecionado um individuo nao marcado ”, segue que a fungao densidade

de probabilidade conjunta de (n1, ng, ---,nk) condicionada a (6, ng,N) é

k
P(ny,ng, - ,nglé,ng, N) = HP(ni|6,n0,]\7)

1=1

N—-M;

_ b () Gl ) [N — M; — (8; — 1)] i A
=11 (N) [N — (ni — 1)] "

=1 n;—1

_ ﬁ (N = M;)\(ni = YN —n; + )N — M; — (6 — 1)](,55.)
: (6; — DN — M; — 6; + 1)IN![N — (n; — 1)]

1=1

F(N = M)\ (ni — DN —ng)! (M ')

n;—6;

) 1;[1 (8 — DN — M; - &)IN!
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v =) (VDG
:1:[1( < ) (Taimi ) (ags,

)

onde 6§; < n; < M; + 6;.

Observando a ultima expressdo da distribuigdo acima, notamos que ela é igual ao
produto das probabilidades dos eventos A; = “um elemento ndo marcado € selecionado,
sem reposi¢do, na primeira selegdo e (6; — 1) elementos ndo marcados sdao selecionados
quando uma amostra de tamanho (n; — 1) é selecionada, sem reposigao, da populagéo,
agora contendo (N — M; — 1) elementos ndo marcados e M; elementos marcados”.

Notemos que para k = 1 a funcdo densidade de probabilidade de n; dado
(61,m0,N') coincide com a fungido densidade de probabilidade de n; dado (6,n9,N) es-
tudada no caso simples na segao 1.6.b.

O seguinte teorema nos da a E.M.V. para N.

Teorema 34. A EM.V. para N no caso de amostragem inversa multipla sem reposi¢ao

fixando o nimero de ndo marcados,é

k
Alk-{—l + Ny —1 se ]Mk+1 < E n; (28) ’
Jj=0

N = .
0 se Myy1 = ), nj,
j=0
onde
k
No = min{n € N*: H(Mk+1 +n —nj) < n(Mggr +n)*}.
i=o

Além disso, a unicidade desta estimativa é garantida exceto quando

k
JI(Miq1 + No — 1= nj) = (No = 1)(Mi41 + No — 1)F. (2.9.)

i=0

Neste caso as duas estimativas sao

Mij14+No—1 e Myyr+ No—2.
Prova. A fungao de verossimilhanga é
L(N|77'0anl,n2) e ,'I’Lk,(S) =
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o (N = M;)MiY(ni — DN — ny)!
- I;I (6 — DN — M; — Mip1 + M;)(ni — 6:)/(M; — ni + 6;)!\N!

(N — M) [ Mil(n; — 1IN — n;)!
(N — Miy,)! [E (6; = Di(n; — 8){(M; —n; + 5,-)!N!]

. —no)l [¢ M;l(ni — 1N — n;)!
(N Migq)! [Hl (6 — D)l(ni — 6)(M; — s + 6,~)!N!]

k
(N —no)! (N -
x KK(N
o e T o e,
onde
N!
I((N) = 3 , N > Mk+].

(N = My ] (,]:)
7=0
Como K(N) é igual ao kernel da verossimilhanga obtido por Leite, J. G. et al (1988), segue

que a E.M.V. para N ¢é a mesma que aquela obtida no mencionado artigo, isto €,

k
A4k+1 4+ Nog—1 se Mk+1 < an

N - =
00 se Myy1 = Z nj,

i=0

onde

k
No = min{n € N*: H(Mk+1 +n —nj) < n(Mgp1 +n)*}.
i=0

Além disso, a unicidade desta estimativa é garantida exceto quando

k
H(Mk+1 + N() -1- TL]) = (N() == 1)(Mk+1 + ]\70 = 1)k
=0

Neste caso as duas estimativas sao

Mk+1+N0—'1 € Mk+1+N0—'2.‘
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Notamos que,se k =1e My =ng+ & <ng+n; , entdo, fazendo k = 1 em (2.8.),
obtemos a E.M.V. para N que coincide com aquela obtida para o caso simples (ver secio

1.6.b ). Observemos que 6; é igual a § do caso simples. De forma analoga a secao anterior,
temos que a E.M.V. para N é

N=M2 +N0—1,

onde

No =min{n € N* : (M +n — ng)(M, + n —ny) < n(M, +n)}

__nomg __mony 3 .
motm—; — M2+1 se it for um nimero inteiro
non ] _ non ~ P s ¥
[_J—l_nﬁnl—l\h M; +1 se -—°—‘—n0+nl_M2 nao for um ntmero inteiro.

Por outro lado, se —2¢™— for um niimero inteiro. entio
’ no+ny—M, ’
NNy

No—1= -
0 no-l—n]—J\({z

M,
satisfaz a relagdo (2.9.). Logo,

. . , C " ~
i) se Py ey v for um nimero inteiro, entio as E.M.V. para N sdo,

Moy Nony
M. Ny —1= =
2% ¥ no+ny —M; ng—46’

Nony
M;+ Ny —2=—-— -1,
ny — 6
.. non ~ ’ . . ~ r P4
ii) se nodm —3, Dao for um nimero inteiro, entdo a E.M.V. para N é

noni nony
M. No—1= — .
2+ [n0+n1—Mg] [n1—61}

Exemplo 4. Sejam ny = 50, n; = 40, n, = 90, 6 = 10 e 6, = 20, entdo
My =no =50, M, =no+6 =60e Mz =ng+ 6 + 07 = 80. Logo, para k =1 a E.M.V.
para N é N =66 e para k=2, Ng =10 ea EM.V. para N é N = 89.
Chapman(1952) propds o seguinte estimador para N:
A l = n:(M; + 1)

Ny =

kizln,-—6,~+1 L
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Teorema 35. A esperanga de Ng ¢ dada por:

(=N - O Z( N+1)> Mﬁl(l‘ N”é-—a)

..’k’

Prova. A relacio 1.7. da secao 1.7.b implica que, Yit=12-

o5 )~ - (- w) (-]

y=0

Entao,

Ng ¢ dado pelo seguinte corolario do teorema anterior:

O vicio de
1 < i < k}. Para todo K, 0« K < N,se —415—>111(1A)

Coroldrio 36. Seja 6 = min{d; :

entao,
|E(Ng — N| < K.

Prova. Pelo Teorema anterior,
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(N +1) 6 §\"° ¢

< 2 k(1 N1 1 N ) \

8! & no e ‘

= 7.1-1—¢§' = —— < - s -~ X
wii-n(i-£)" < n(1- )

ngé’
< Ne= & < N¥ =K.

O seguinte teorema € 1til para o cdlculo da variancia de Ng.

Teorema 37. Sejam

{711(71—1)(n—2)---(n—i+1) set > 1,

) = se 1=0;

0 = (N +4)i (N = M, )j-
Yo (M 3)G5) (8 = )i

Jj-1 (5r+1—j+i—l) (N—6r—1+j)

775;) _ Z l o )Mr—1+j

parat=1,2; 9 =2,3,4;,r=1,2,---,k e §' definido como no Coroldrio 36.
Se §' >2engé > NlnN, entdo

v [(Mr + Dn,

e =6 +1 +J%<Mr+1>2[qn)(1 15 )+ a5y (1 =03 ) + 2657 (1=m3?) — i (1 = nf7) -

q13)(1 7713))—2(]1 )(1—771))] =1-=N2, 1<r<k
Prova. Analogamente ao caso simples (ver se¢do 1.7.b ), para cada r = 1,2,- -, k, temos:
N—-M,
(520 (i) [N = M, — (6, — 1)]
(ar ) [N = (v —1)]

P(n,|6,,N,ng) =

E[ (nr —2—1)G)

r) r)
. 1 1- 1
(nr—6r+1)(,~)] ¢ -0,

para:=1,2e j = 2,3,4.
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Usando o resultado do coroldrio anterior para K = 1, e analogamente ao caso

simples,temos,

Ny Mr + 1 ~ T T
V["g] Z(A/-’r'{‘l)z[(hz)(l 7722))+Q23)(1 7723))+2‘J2 (1 7724)) 5 )(1 77( ))

‘113)(1 7713 ) 2914)(1 7714 ) —-1-N?, 1<r<k.
|
Teorema 38. Sejam qf]), nf]) 1<r<k1<12<2 2<j<4,eé definido como no

teorema anterior. Se §' > 2 e ngé’ > NIn N, entao

End

% 1 o8 T
v<Na>~— M+1)2q2£<1 ) + 455 (1 — nss) + 205 (1 — nse)) — g9 (1 — n{P)—
k2

4= ) ~ 240 - D) - 2N -1 N7,

Prova. Usando o fato de que ny, n,, - -+, n; sao independentes e o resultado do Teorema

37, temos:
k
- 1 ny(M, + 1) ny(M; +1)
Ng) = — —rvr
V(Ns) V<k;nr—5r+1 ) kzz (nr_5 +1

o

M».

1 h 1 T T : 5
75 200+ 10650~ 08) + 65— ) 4 20801 1) — a1 — 05~
r=1

913)(1 - 7713)) - 2912)(1 - 771;) )] 2N —1- Nﬂ
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CAPITULO 3

MODELOS DE CAPTURA-RECAPTURA CONSIDERANDO-SE A PROBABI-
LIDADE DE CAPTURA DE CADA INDIVIDUO

3.1. Probabilidades de captura variando de amostra para amostra

Nesta se¢@o estudaremos um modelo de captura-recaptura baseado nos dados de k
amostras (k > 2), selecionadas de uma populacio fechada. Cada membro da populacio tem
uma probabilidade p; (0 < p; < 1) de ser capturado na i-ésima amostra (z = 1,2,---, k).
Os parametros p; sdo desconhecidos e cada individuo é capturado ou nio em cada amostra,
independentemente dos demais. Como antes, todos os membros da populacio niao marca-
dos selecionados, em cada amostra, sio marcados antes de serem devolvidos & populagéo.

Os marcados sdo simplesmente devolvidos a populagéo.

Sejam
n; : tamanho da i-ésima amostra (z = 1,2,---, k);
m; : numero de individuos marcados observados na i-ésima amostra (1 = 1,2, - k;

my =0);
M; : nimero de individuos marcados na populagio no momento da selecao da i-ésima

amostra (M; =0 e My = n,). ‘

1i—1
Entdo, M; = ) (nj —m;j),2<:<k+1, onde
i=1
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M4 = ) (nj —m;) : nimero total de individuos distintos capturados durante o expe-
j=1
rimento.

A funcdo densidade de probabilidade conjunta de (mj,mz,---,mg;ny,ng,--+,nk) dados
pj,1 <3< ke N édada por:

P(O,m27"'1mk;n]7n2a"')nk|pja1 SJ < ka-N)

= P(mk)nkl'nlk-—],nk—l,"')m2)n230an1;pj’]- S] S kaN)X

XP(mk_l,TLk_l ME—2,MNk—2,"" ',m2»n2,0anl;pj, 1 S .7 S k’N)X
/./‘( = Mt
U= M- o =

= 17
« X P(m2,77»2|0,n1;pj71 S] S k’N)P(O,nllp],l S] S k,N) 1=

M. N — M,
- ( ’t)pknlk(l _pk)Mk—mk ( k)pknk-—mk(l _pk)N—Mk—nk—l-mk X

N —mpg

n o2 Pl = POALR) ij'(‘“-!)
(w1

\‘ ’ "'\"‘L"”')
5 (Mk—l>pk_]m;,_1(1 _pk_l)Mk_l—mk_l ( N ""Mk-l )p::—11—mk—1 X

mEg—1 Nkg—1 — Mk-1

M. N — M.
X(l _pk_l)N~Mk-1—nk_1+mk-1 . < 2)p2m2(1 _ pz)M2_m2 ( 2>p2n2—m2 %

moy Mg — My

k
- —ng+m N n —-n N_Al n; —n;
A ) LB | (A [ e P
j=1 J J

== 1 ) e ]
£

=1

onde 0 <n; <N e max{0; M; +n; — N} min{n;, M;}, 1 =1,2,--- k.
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Cap. 3: Modelo considerando-se a prob. de capt. de cada individuo.

A fungao de verossimilhanga é dada por

L(p],p?,"'1pk,Nlm'l,m2)""7n'k;n11n2')"',nk)

(N = Mia)! 51 \m; (nj —m;)!

=1

(S8 I{(pl)p2) ot )pk’N)

onde

k
N!
K(p1,p2,,py N) = o Hp_nj(l _p.)N—n;‘
» P2, ) ) _ I ] ] )

0<p;<1(7=1,2,---,k) e N> Mjy,.
O seguinte teorema nos da os EIM.V. parap;, 1 <j <k,e N.
Teorema 38. Os E.M.V. para p; séo
.

onde N: EMM.V. para N ¢ solugao da equagao

Prova. De (3.1.) segue que

k k

80

(3.1.)

In K(p1,p2,-- Pk, N) =In N! = In(N — Mgyy)! + Y “njlnp;+ Y (N —n;)In(1 — p;).

Entao
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=p; = %, 1<j<k (3.2.)

Com relagdo ao E.M.V. para N temos:

I{(plap%"',pk,]\r) -0
I{(PlaP%"’ ’plﬁN - 1)

AlnK(p1,p2, -+ ,pk, N) =0 <= In

k
NY/(N = My41)! H]Pj""(l —p;)N
]::

< In - =0
(N — 1)'/(N — My4q — 1)' H pj"i(]_ — p]-)N""J'_l
i=1
N k
=l 1—p;) =0
n[N = Mirs Jl;[l( PJ)]
k M,
i1
= [Ja-p)=1- N+ : (3.3)

i=1

Logo, de (3.2.) e (3.3.), segue que as E.IM.V. de pj, j =1,2,-- -k, séo

e N & solugao da equacgao

3.2. Probabilidades de captura iguais para todas as amostras

Nesta secao vamos considerar o caso em que, em cada amostra, cada individuo
da populagdo, independentemente dos demais, tem uma mesma probabilidade p de ser
capturado.

Fazendo p; = p2 = -+ = pr = p em (3.1.) o kernel da fungdo de Méxima

Verossimilhanga é
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k k
NI > n; kN=Y"n;

i P (I—-p) =,

onde0<p<leN > Mpy.

O seguinte teorema nos da os EEM.V. parape N.
Teorema 39. O EIM.V. para p é

k

> nj

j=1
kN

P=

onde N: E.M.V. para N é solucdo da equagao

k
En- k

=0 N V5
kN N

Prova De modo analogo ao caso anterior, temos

k k
InK(p,N) =InN!—In(N — My41)' + an Inp+ (kN — an)ln(l —p).
j=1 j=1

Entao
k k
n; kN — n;
PnK@pN) 5" 5"
= — =0
Op p 1-p
k k k
@an—pan—kNp%Lpan:O
J=1 j=1 j=1
k
2 N
PEEGNARY o
kN
e
K(p,N)
AK = 1 =
{(p,N)=0 <= nI\’(p,N—l) 0
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ini kN—Zk:n,-
NU/(N =My p=t (1—p) =t
<= In =0

Zk:n,- kN—k-Zk:n,-
(V-1 [0 - M -t pE (-p)

<= In 1 =0
[(N—Mk+1)( P)
My
— (1-pk=1- "1 (3.5.)
N
Logo, de (3.4.) e (3.5.) segue que a E.M.V. para p é
k
2
p=""
kN
e N é solucdo da equagao
>
ni\ k
1— =1 ’ 1— Mk+1
kN N
|

3.3. Probabilidades de recaptura dependendo da captura.

Nesta segao estudaremos o caso em que a captura inicial altera a probabilidade
de captura em ocasiGes posteriores. Isto é, cada animal apresenta um comportamento em
relagao a captura, convertendo-se em ”viciado em captura” ou "fugidio devido & captura”.
Vérios autores estudaram este caso. Dentre eles podemos citar Overton e Davis (1969),
Geis (1952), Tanaka (1956, 1963), Flyger (1959), Bailey (1968) e Pucek (1969). Supomos
que, nos momentos em que sao selecionadas as amostras, cada'animal da populacio nio
marcado tem uma probabilidade p (0 < p < 1) de ser capturado e cada animal marcado

tem uma probabilidade ¢ (0 < ¢ < 1) de ser recapturado, isto é, as probabilidades de
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captura e recaptura nao variam de amostra para amostra. Em cada amostra os animais
nao marcados sao marcados e, em seguida, todos os animais selecionados sao devolvidos a
populagao.
Sejam

n; : tamanho da i-ésima amostra (z = 1,2,---, k);

m; : numero de individuos marcados observados na i-ésima amostra (i = 1,2,---,k ;
my = 0);

M; : nimero de individuos marcados na populagao no momento da selecio da i-ésima

1—1
amostra (M; = 0 e M = ny). Observemos que, M; = 5 (nj—m;),2<1<k+1,

=1
onde
k
Mj41 = ) (nj —mj): nimero total de individuos distintos capturados durante o
i=1
experimento.
A fungdo densidade de probabilidade conjunta de (mg,mg, -, my;
ni,Ng,- - -,nx) dados p,c e N é dada por _
A 1 - {
o d
P(O) Mg,y M N, N, 0, nklp) ¢, ]v) = P(7n'k» M [ME-1,Mk-1,""",MM2,MN2, 0, n1,p, 6, -IV)X
><‘P(Tnk—l y Mk—1 |mk—2, Nk—2,*",M2,N2,0,M1,P,C, ]V)X
Kese X P(7n21n2|09n1’pa C’N)P(O)nl IP,C,N) MU g e

L

= (Mk> cmk(l _ C)Mk—mk (N - Alk)pnk_mk(l _ p)N—Mk—nk+mk %

mp nE — Mg

- (Alk'l)ka-l(l_c)Mk-l'mk-l < N-Mj )pnk—l'mk-l(1_p)N_Mk—l_nk'1+mk‘l X

Mk-1 Ng-1-Mk-1

Mo Ng — Moy

X oo X (Mz)cmz(l — C)M?_mz (N - A@)pnz—mz X

N
gyt (¥

)p'”(l g™
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K M\(N — M;)! i:m; .Zk:M"‘Zk:"“
— H 1ni!(M,' — 77’1/1-)!(57". _ mx)')(N — M,'+1)!c'=1 (1 = C)'=’ iz1 %

=1

k
kN=Y" Mi—Myy,

xpMk+1(1 __p) i=1
k
N M;! >
= i=1
(N — M41)! o mil(M; —mg)l(n; — mi)!c X

k k k
oMY m kEN=" Mi—My,
X(l — c)f:l i=1 pMk‘l'l(l — p) i=1 ,

onde 0 < n; < N e max {0, M; + n; — N} <m; < min{n;, M;}.

A funcdo de verossimilhancga é dada por

k

k :
N M;! 2 m
L N) = ! i=1
beN) = N =3ty 1;11 md(M; — m)(ns —mi)©
k k k
DOMi= " my kN =" Mi—Mj 44
X (1 —¢)i=1 =1 pMeni(1—p) = x K(p,c,N)
onde
k k k k
NI Zm; EM.'—Z m; Iy kN—E M;—Mp 41
K(p,e,N)= —————ci=t (1 —¢)i=t i=1 F1(1 — i=1 ; (3.6.
(p,c,N) (N = M) (1-¢) p (1 —p) (3.6.)

O0<p<l,0<e<leN > Miyy.

Teorema 40. Os E.M.V. para p e ¢ sao, respectivamente,
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k
(1 B Mk—;l ) 1 M]t/'ﬂ ‘
kN — S M;

i=1

Prova. De (3.6.) segue que

k k

k
In K(p,e,N) = Zmi Inc+ (ZM, - Zm;) In(1 — ¢) + Miy1 Inp+

1=1 =1 =1

k .
+<kN - ZMi - Mk+1) In(1—p)+InN!—In(N — Mj41)!.

=1

Entao
) k
kN — M; — M,
OK(,e,N) _ My 1~ M M
op p 1-p
k
Mit1 — pMiys — p(kN — - M; — Myyq)
i=1
= =0
p(1—p)
k
> Myy1 = P(Mk+1 + kN — ZMi — Mk+1)
=1
M,
=p=—H>1 (3.7.)
EN — 3 M,
i=1
€

k k k
OK(p,c,N) _ 2 m B i;Mi —'_Z:lmi

i=1

Oc c 1—c¢

=0
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Zk:m,—czk:m.—czk:M,--{-cim,
prey =1 =1 =1 1=1 =i
c(l—c
Z m;
= c= (3.8.)
> M;
i=1

Com relagao ao E.M.V. para N temos:

. K(p,e,N)
N = =
AK(p,¢,N)=0 <= an(p,c,N—l) 0
k k k k
> mi M- > m; kN-" Mi-Mj 4
N!/(N—Mk+1)!c‘=l (].-C)"=1 =1 PM"+1 (1 - p) =t
< in - - = - =0
> o my M-S m; kN-" Mi-Myy1-k
(N'l)!/(N-MHl'l)!C":‘ (1-¢)i=t =t pMiti(1l-p) =
N k
= ———(1-pl=1
N Mk+l( p)
: M
= (1-pF=1- kaﬂ . (3.9.)

Logo, de (3.7.), (3.8.) € (3.9.) segue que as E.M.V. para p e c sao, respectivamente,

. M4
pP=——""%
kN — 3 M;

=1

ol
3

ii
ek

($3
I

“r
S

i
[y

e Né solugdo da equagao
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k
M M
- (1_$) 1o Men
k N
EN — 5 M;
i=1
]
Com o objetivo de ilustrar os modelos propostos nas segoes 3.1., 3.2. e 3.3., con-

sideremos o caso em que sdo selecionadas duas amostras (k=2). Denotemos por N; o
tamanho da primeira amostra, Ny o tamanho da segunda amostra, M3 o numero de in-
dividuos distintos capturados durante o experimento e M o niimero de individuos marcados
observados na segunda amostra. Notemos que M3 = N; + Ny — M. Cada individuo da
populagédo, independentemente dos demais, tem uma probabilidade p; (0 < p; < 1) de ser
capturado na primeira amostra e uma probabilidade p; (0 < p2 < 1) de ser capturado na

segunda.

Entao, pelo Teorema 38, os E.M.V. para p; e p; sdo, respectivamente,

3——']\i e iy =
P1 N P2 N

onde N: E.M.V. para N é solucao da equacao

oMM\ NMitN-M
N N)~ N

Resolvendo esta ultima equagao temos:

- "~ T

T
N( Ny _ ahg A1N2>:N—N1—N2+M

N, N, NN,
<:>—N<N+N N

) = —(N1+ N2 — M)
3 N(N:N + N;N — N1 Np) = NX(Ny + Ny — M)

<~ N(N] +N2)—N1N2 = N(N] +N2) — MN

< N = 3
logo, o EM.V. para N é
- N;N,
N = .
M
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Suponhamos agora que p; = p, = p. Entéo, pelo Teorema 39, o E.M.V. para p é

~

p=

Ny + N,
2N
onde N: E.MM.V. para N ¢ solucio da equagao

N

LN+ 2_1 Ny + N, — M
2N B

Resolvendo a equacio anterior temos:

@N—N,—Ny))? N-N,—-N;+ M
(2N )2 - N

& 4N? 4 N? 4+ N2 —4N,N — 4N, N + 2N; N, = 4N? —4N(N; + N,) + 4NM

(N1 + Ny)?
N= 1t
— AM 5

logo, o EXIM.V. para N é

- N; + N,)?
N = (N1 + N,) .
4M
Finalmente, supondo que cada individuo tem uma probabilidade p de ser capturado

pela primeira vez, tanto na primeira quanto na segunda amostra, e uma probabilidade ¢ de

ser recapturado, segue, pelo Teorema 40, que os E.M.V. para p e ¢ sao, respectivamente,

. Ni+N,— M p M
= - e = —
P 2N - N Ny

onde N: EM.V. para N é solugao da equagao

Ni+N, - M
N .

M+ N - M z
oN — N,

Resolvendo esta tltima equagéao temos:

N(l_N1+N2—M

2
SN — N, ) =N-N—N,+ M

< N(2N — N; — N; — Ny + M)? = (2N — N;)*[N — N; — N, + M]
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<= N[(2N — N;)? + 2(2N — N;)(=N; — Ny + M) + (=N; — Ny + M)?]

= (2N — N1 )?N + (2N — N1 )*(=N; — N, + M)

<= (4N? —2N;N)(=N; — Ny + M)+ N(N? + N2 + M? + 2N, N, — 2N; M — 2N, M)

= (4N? —4N;N + N?)(=N, — N, + M)

< 2N!N +2N;NoN — 2N;MN + N(N? + N2 + M? 4+ 2N, N, — 2N; M — 2N, M)

=4NN +4N; NN —4N;MN — N} — N2N, + N2M

<> N} + N}Ny — N)M = N(N? — N} — M? 4+ 2N, M)

_ NZ[Ny + (N; — M)]
< N = N7 — (N, — MY

N{
Ny — (N — M)’
Logo, o E.M.V. para N é dado por:

< N = se Ny > Ny — M.

Nt

-
N=S8—m, =y

se Ny > Ny — M.
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3.4. Teste de hipoteses para a igualdade das probabilidades de captura no caso
de duas amostras.

Consideremos o caso de duas amostras, em que cada individuo da populagao tem
uma probabilidade pi de ser capturado na primeira amostra e uma Ppro-
babilidade p, de ser capturado na segunda. Nesta segao construiremos um teste de
hipéteses para testar a igualdade das probabilidades de captura. Testaremos Ho : p1 = P2
versus Hy : p1 # p2. Para isto, usando a mesma notagao do dltimo paragrafo da segao
anterior, consideremos a variavel aleatéria T = N; — Ny . Rejeitaremos Hy se |T'| for maior
que uma constante T, onde T, depende da probabilidade « de erro do tipo I. O teste serd
baseado na distribuigéo de probabilidade condicional de T, dado que M3 = N1 + Nz — M
individuos distintos foram capturados. Notemos que M individuos foram capturados duas
vezes.

Como

P(T=t|M3=r,M=m):P(N1—N2=t|N1+N2—M=r,M=m)

P(]\Tl—N2=t,N1 +N2=r+m,M=m)
>, P(Ni=73,M + Ny=r+m,M=m)

j=m

P(N] ____r_-[-_i2-Lﬂ}_,N2=£j%—_t,M=m)

Y P(Ny = j,Na =7 +m—j,M =m)

j=m

r4t4m r4+m

N!l’lr 3 T a-p)N T T2 po T (1—P2)N_r 5
((r+t+m)/2—m)!((r+m—t)/2—m)!rn.!(N—r)!

TN pi(1—p)N-ipp i (1—pa)N - r o

(j—m)!(r+m—j—m)!m!(N—r)!

m

Il

(pr(1 = p)) = (21— p1)) "7 (r = m)!

(zem )i (=52 )1, oD@ = p) =)

j=m

r—m (pa(1 = p1)) =T (L= p2) T
(tan)

H (p1 +p2 — 2p1p2)"™ ™

Iir-—m —tj:r—m
_ (r—m)( pi(1 —p2) ) ’ ( p2(1 —p1) ) :
ﬁ—r{—m p1 + P2 — 2P1P2 p1 + p2 — 2p1P2
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t4r—m r_m_l r—m
:<r~m>< Pl(l—pz) ) 2 (1_ Pl(l—Pz) ) 2
sk 5 ) \P1 + P2 — 2pip2 P1+ P2 — 2p1po ’
para t =2l—r+m, | =0,1,2,---,7 — m, segue que a distribuicio condicional de
X = T34 dados M3 e M é Binomial(4, p’),
onde '
A=My-M o p=—211=P)

~ pitp2a—2pips’
A regido de rejeicao para este teste é definida por (|T'| > T,), onde

P(|T| > To|M3,M;p; = p2) = a.

Logo, como

P(|T| £ Ty| M3, M;p; = ps)

:P(—To-+A<X<Ta+A

2 = = 9 |A43,M;P1=P2> =]l-a

e a distribuigdo condicional de X dados M3, M e p; = p, é Binomial (4,p' = 1/2), segue
que I%LA =Xj-g,0u
Ta —_ 2X1_% - A,

onde X;_g é o (1 — §)-ésimo quantil da distribuigdo Binomial (4,1/2). Se A > 12, (ou
Ap'(1 —p') > 3) podemos usar a aproximagido Normal para a Distribui¢io Binomial para

determinar T,. Com efeito, dados M3, M e p; = p,,

X-4 92x-4
2z — ~ Z, onde Z ~ N(0,1
N o

Logo,

To=2X1_2 — A2 VAZ s,

onde Z;_g é o (1 — §)-ésimo quantil da distribuigdo Normal Padréao.

A funcéo poder do teste é dada por:
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n(p') = P(rejeitar Ho|M3, M,p") = P(|T| > Tu|M3,M,p') =1 — P(|T| < Ta|Ms3, M, p’)

=1-P(~Ty <T < To|Ms, M, p)

<X <

:1——P(A_2Ta A4 T,

M37Map,)'

Logo, se A for suficientemente grande

m(p') & 1—P<[<A_2T“ —Ap’>/<Ap’(1 —p')>

1

< K““éT“ - Ap’)/(AP’(l —p')) ]
() () () ) )

onde ¢ é a funcao de distribuigio Normal Padrao.

N

|<z<

M3> Al, p’>

Para concluir este capitulo veremos um exemplo no qual ndo é possivel obter
os E.M.V. para alguns pardmetros, pois estes resultam nio identificaveis para o modelo.
Consideremos o caso de duas amostras onde cada individuo da populagao, independente-
mente dos demais, tem uma probabilidade p; (0 < p; < 1) de ser capturado na primeira
amostra, uma probabilidade p; (0 < p; < 1) de ser capturado pela primeira vez na se-
gunda amostra, (ou seja, p é a probabilidade de captura de cada individuo nao marcado,
na segunda amostra) e uma probabilidade ¢ (0 < ¢ < 1) de ser recapturado (ou seja, ¢ é
a probabilidade de captura de cada individuo marcado). Usaremos a mesma notagao do
ultimo parédgrafo da segdao anterior.

A funcao densidade de probabilidade de (Ny, No, M) dados N, p;,p2 € ¢ é dada

por:

P(Nl =ny,Ny =ng9, M =m |P1,P2,C,N)

:P(Nl = |p],p2,C,N)P(M: m)N2 ‘:n2|Nl': Tl],Pl,p2,C,N)
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N N —
= ( >p1n1(1 _ pl)N—nl (:l)cm(l . c)m—m( n])pzny—m(l _ p2)N—n1-—n2+m

L Ng — M

= Nlpi™(1=p))N™™(1 — )™ mpy"2 "™ x

X(1 = pp)N=m=matm ipl(n) — m)l(ny —m)(N —ng —ny + m)!

o< K(N,p1,p2,¢) = Nlp; " (1-p) )V ™1 c™(1-¢)"1 ™M py "2 ™ (1-pg )N 172+ ™ /(N opyny + m),
onde N > MSj.

Como

In K(p1,p2,¢,N) =InN!+nylnp; + (N —n;)In(l — p;) + mInc + (ny —m)In(1 — ¢)+

+(ng =m)Inp; + (N —ny —ny + m)In(1 — py) — In(N — ny —ny +m)!,

segue que
BlnI{(pl,PZ,QN) _ _Tﬂ_ _ u =0
ny
— p1 = N
Analogamente,

O0lnK(p1,p2,c,N) ng—m 3 N—-—ny—ny+m
Op2 P2 1—p;

=0.

= ng —ngps —m+mpy —pa N + nypy + nops —mpy, =0
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4=>p2(n.1 —N):m-—ng

< Py =

Oln K(N,p1,p2,c) m ng—m
Oc e l1—c

=0.

<< m—mc—njc+me=0

Com relagdo ao pardmetro N temos,

I{(N1p1)p27c)
1 =0 <+
B I{(]\T - 1aP1,P2aC)

I((NaplaP%C) -1
K(N —1,p1,p2,c¢)

N(1 - =
PN (1 =p1)(1—py)
N—ny—ny+m

Logo, as E.M.V. para p;, p2 , ¢c e N satisfazem o sistema

=1

(=15
p2 = (n2 —m)/(N —n;)
<
¢=m/ny
\ *N_m]jnﬁm(l —p)(1-p2)=1

Contudo, a dltima equagdo é redundante, e portanto, as E.M.V. para p;, p, e N
nao podem ser obtidas neste modelo.
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Figura 1. Fungao de poder do teste para a = 0.01.
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Figura 2. Funcao de poder do teste para a = 0.05.
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Figura 3. Fungao de poder do teste para a = 0.10.
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Figura 4. Fungao de poder do teste para a = 0.20.
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CAPITULO 4

METODO DE CAPTURA-RECAPTURA EM POPULAGOES ABERTAS.

4.1. Suposigoes e Notagao.
O objetivo deste capitulo é estudar o método de captura-recaptura para populagoes nas
quais podem ocorrer nascimentos, mortes, imigragoes e emigragoes (populagdes abertas ).
Consideremos neste capitulo uma “Gnica” populagdo aberta. A palavra “Gnica ” significa
uma populagdo cobrindo uma &rea limitada onde os animais (ou, em geral, individuos )
tem liberdade para se movimentar e se misturar com outros do mesmo tipo que estao na
area, como também para entrar e sair da mesma. O tipo de situagao excluida é aquela onde
a populagdo se divide em um certo niimero de areas, tornando-se necessarias estimacgoes
dos parametros populacionais para cada area, como também para o nimero de animais
que se movimentam de uma area para outra. Derivamos de maneira intuitiva estimadores
para alguns parametros populacionais e, a seguir, mostramos que eles sao os E.M.V. para
tals parametros.

Consideramos k (k > 3) tentativas de capturas de animais da populagao. Seja n;
o numero de animais capturados na i-ésima tentativa (i = 1,2,---, k). Em cada tentativa
todos os animais capturados (marcados ou néo) siao marcados de modo a indicar que
foram capturados nessa tentativa. Os intervalos de tempo entre as sucessivas tentativas
nao sao necessariamente iguais. Dos n; animais marcados na época da 2-ésima tentativa

(¢=1,2,---,k), s; sdo devolvidos a populagio (s; < n;). O modelo leva em conta mortes
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acidentais por marcagao ou manuseio dos animais.

Suposigoes:

a)

b)

N;:

J\f,':

m;.

Nij:

nij:

]\T,‘o .

N0

Admitamos as seguintes hipoteses:
cada animal da populag@o, marcado ou nao, tem independentemente dos demais,

uma probabilidade p; de ser capturado na ¢-ésima tentativa (1 = 1,2,---,k);

cada animal da populagéo tem, independentemente dos demais, uma probabilidade
¢; de sobreviver entre a ¢-ésima e a (2 + 1)-ésima tentativa (1 <1 < k — 1);

cada animal capturado na i-ésima tentativa tem, independentemente dos demais,
uma probabilidade n; (1 <7 < k) de ser devolvido a populagéo;

os animais marcados néao perdem suas marcas durante o processo e todas as marcas
observadas sdo registradas;

os tempos de duragdo das tentativas sao despreziveis quando comparados com os

intervalos entre as épocas das sucessivas tentativas;

cada animal que emigra da populagio o fard de maneira permanente.

Notacao.

Sejam:

ntmero total de individuos ou animais na populagdo na época imediatamente
anterior a da ¢-ésima tentativa, (1 < ¢ < k);

ntmero total de animais marcados na populagio na época imediatamente anterior
a da ¢-ésima tentativa, (1 <17 <k);

numero de animais marcados observados na i-ésima tentativa, (1 <1 < k);

: nimero de novos animais que se juntam & populagéo entre a i-ésima e a (i + 1)-

ésima tentativa, (1 <i <k —1);

numero total de animais na populagdo na época imediatamente anterior a da
i-ésima tentativa, capturados pela 1ltima vez na época j-ésima tentativa,
(2<i<hkel<j<i—1)

nimero de animais observados na i-ésima tentativa, capturados pela tltima vez
na j-ésima tentativa, (2 <i<kel<j<i-—1)

numero de animais ndo marcados na populagao na época imediatamente anterior
a da i-ésima tentativa, (1 <7 < k);

numero de animais nédo marcados observados na i-ésima tentativa, (1 < i < k);
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Z; : nuimero de animais néo capturados na i-ésima tentativa, mas capturados antes
e apos a i-ésima tentativa, (2 <1 <k —1);

R; : ntimero de animais capturados dentre os s; apds a época da i-ésima tentativa,
1<i<k-1).

Observemos que

1—1 i—1
My=m;=0; Mi=)» Nij, (2<i<k); Nj=) N;, (1<i<k)
J J
=1

Jj= j=0

i—1 i—1

3
ni=y nij, (1<i<k; Zi=> Y ny (2<i<k-1)

j=0 7=1 r=i+1

k
R; = Z nji, (ISiSk—l).
Jj=itl
Devido a natureza estocastica do modelo, o tamanho da populacéo, N;, na época
da ¢-ésima tentativa, estard afetado pela variagao aleatéria do ntimero de sobreviventes das
épocas anteriores, sendo, portanto, uma variavel aleatéria. Somente na época da i-ésima
tentativa é que N; torna-se um parametro no sentido usual, sendo entio um pardmetro de
uma distribui¢@o condicionada aos eventos ocorridos até essa época. Por esta razéo, tais
parametros se dizem pardmetros condicionais. Observemos que os pardmetros Ny, p;, i,

(1<i<k); ¢; e Bj, (1 <j<k—1)nio sdo parametros condicionais.

4.2. Estimadores intuitivos dos pardmetros N;, ¢; e B;.

Um estimador para N; é o estimador de Petersen, obtido igualando-se a proporcao
dos animais marcados observados na i-ésima tentativa a propor¢io dos animais marcados
na populacao imediatamente antes da i-ésima tentativa:

m; M; - ni M; .
— == = Np=——-2, (i=28,---,k). (4.1.)

n; N; m;

Um estimador de ¢; pode ser definido como o quociente entre M;,;, um estimador
de M;y1, e M; — m; + s;, um estimador do ntimero de animais marcados na populagio

apos a -ésima tentativa:
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~

¢i = L (1<i<k-1). (4.2.)
M; —m;+s;
Observemos que, se
. M;
$i=n; = ¢ = — e (1<i<k-1).
M; + (n; —my)

Como o tamanho da populagéo imediatamente apés a i-ésima tentativa é N; — n; + Si,
entao X; = numero de sobreviventes entre a i-ésima e a (i 4+ 1)-ésima tentativa é uma
varidvel aleatéria Binomial (N; — ni + s;,¢;), (1 <i <k — 1).

Logo, o numero esperado de sobreviventes entre a i-ésima e a 7 + 1-ésima tentativa é

E(X;)=(Ni—ni+s))¢;, 1<i1<k-1)

e, portanto, um estimador do nimero de nascimentos (nascimentos e imigragdes) entre

-ésima e a ¢ + 1-ésima tentativa pode ser definido como:

B,‘ = Ni+l = E(X,) = N,'+1 - 43,-(]\7,- —n; +Si), 1 S 1 S k—1. (43)

Notemos que, imediatamente apés a i-ésima tentativa, hd na populacio dois grupos
de animais marcados: o grupo dos M; — m; animais marcados antes da i-ésima tentativa
(grupo I) e o grupo dos s; animais marcados exatamente na i-ésima tentativa (grupo II).
Por outro lado, Z; é o nimero de animais capturados da populagéo constituida pelo grupo
I, ap6s a i-ésima tentativa e R; é o niimero de animais capturados da populacio constituida
pelo grupo II, apds a i-ésima tentativa.

Logo, como as probabilidades de sobrevivéncia para os animais de cada grupo sio
iguais, segue que, um estimador para M; pode ser obtido igualando-se as proporcdes dos

animais capturados apds a i-ésima tentativa para ambos os grupos I e II:

Z; R;
—— =1 (2<i<k-1
M; —m; .S,',( =k )’
o que implica
Mi:nzi+3;2?‘, (2<i<k-1). (4.4

Das equagoes (4.1.) e (4.4.) segue que

A n,'SiZ,‘

Ni =n;
ni+ m;R,-

= 77,,'[1 + s;Z,'/(m,-R.-)], (2 S 1< k-— 1). (4.5.)
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Usando as equagoes (4.2.) e (4.4.) temos

5 — mit + si+1Zi41/Rin
Y omy 48,2/ Ri — m; + s;

_ miqp1 + 8iv1Zig1/Ripa
$iZi[ Ri + s;

Usando as equagoes (4.2.) parai =1 e (4.4.) para ¢ = 2 temos

, 22i<k-2) (4.6.)

~

A M.
é1 = 3—12 = (mg + $22Z2/R3)/s1.

Finalmente, usando as equagées (4.3.), (4.5.) e (4.6.) temos

- Nit18i+12i41  Mig1 + Siv1Zit1/Ripa
B =nip1 + = ni +nisiZi/(miRi) — ni + s;
A mip1 Ry 8; + ;2 R; ( / ) )

(Miy1 + Siv1Ziy1/Rig1)
1+ Z;/R;

= n,-+1[1 + Sit1 Z,~+1/(m,-+1R,~+1)] - (71,~Z,-/(m,,~R,~) + 1), (4.7.)

2<i1<k-2.

4.3. Funcao densidade de probabilidade conjunta das variaveis aleatdrias asso-
ciadas ao modelo .

Nesta secao deduziremos a func¢ao densidade de probabilidade conjunta de
{{n10, 51, N20,Na1 }; {nij, $i, Nig1,r 3 2< i< k—-1,0<j <i—1,0 <r <1} ; {ngj,sk,
0 <j < k—1}} condicionado a {Nyg,{B;,pi, di,ni,1 <1 <k —1},{pk,nx}}. Para uma
melhor compreensao do assunto trataremos, inicialmente, do caso k = 3.

Notemos que de

N n _
P(n21|]\721,p2’¢2) — (n;ll)p2 21(1 _P2)Nﬂ 2y

No1 — ngy

P(N31|ng1, Noi,p2, ¢2) = ( N
31

)¢é\fal (1 _ ¢2)N21—Tt21—N31

segue que

P(nzl,N31|N21>P2,¢2) = P(“21|N21,P2,¢2)P(N31|7121,N21,P2,¢2)
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= (o o =gy (M Yol gy s

n21 N33
Temos também que

N3;

P(n3;|Nsj,ps) = p3¥ (1 —pa)™Tm (1< <2), (4.9.)
n

37

Nio

10

P(nio|N,-o,p,-,¢,-,B,-)=( >p:“°(1—p,-)N-'°-"-'°, (1<i<9)

Observemos que a distribuicdo de probabilidades de N;ii¢ condicionada a

{nio, Nio,pi, ¢i, Bi, 1 < i < 2} é anédloga a de N3; condicionada a {ns1, Na1,p2, ¢2}

exceto que B;, (1 < ¢ < 2) novos animais juntam-se & populac¢do, de modo que o
numero de animais que nunca foram capturados e sobreviveram entre as épocas ¢ ¢ 1 + 1

é ]VH.],() - B,‘, (1 S ) S 2) Logo,

P(NH—],OIniO,Ni07pi,¢i,Bi)
= ( o >¢N*+I.O—B‘(1 = )Mo Nkt B, (1<i < 2)

Niyio—B;) !

o que implica
P(nio0, Nit1,0|Nio, i, i, Bi) = P(Niy1,0|ni0, Nio, pi, ¢i, Bi)P(nio|Nio, pi, ¢i, Bi)

Nip — nip ) Nig1,0—B: Nio—nio—N: B
_ ¢ i+1,0=Bicg ¢) io—nio—Ni41,0+B; X
(Afi+1,o —~B;)"" (1=

X (Nm)p?“’(l — py)NioTmio (1 <4 <2). (4.10.)

0
Também temos que
N —"Tl
P(nso|Nso,ps) = <n3:> pro(1 — pg)Neo—mso, (4.11.)
3
De
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P(Silni)d)i)ni) = (::)n;"(l _ n'_)n.'—a;, (1 <i% 2)

Si

P(N.‘+1,i|3i,77»i,¢ia77i) = (N'-}-l :

Yo = g, (1< <)

segue que

P(si, Nig,i|ni, ¢i,ni) = P(si|ni, ¢i,0i) P(Nit1,ilsi,ni, iy mi)

= (- (0 Yot ggnNen, aisy @)

] i+1,2

Também temos

n s e
P(33|77,3,773) = (83>1733(1 — pg)e s (4.13.)
3

Notemos que, associadas a primeira amostra existem as varidveis nyq, 1, Nog € Noy;
associadas a segunda amostra existem as variaveis ngg, no1, 82, N3g, N31 € N3, e associadas

a terceira amostra existem as variaveis ngg,n31,n32 € s3. Sejam

Ay = {ny0,51, N0, N21}, Ay = {nz0,n21, 82, N3, N31, N32},

A3 ={n30,n31,n32,83} e As = {Nio,B1,p1,¢1,71,B2,p2, b2,m2,P3,73}

Entéo, a fun¢ao densidade de probabilidade conjunta de {{n1¢, s1, N2o, N21}; {n20, n21, s2,

N3o,N31,N33}; {n3o,n31,n32,53}} condicionada a {Nig,Bi,p1,d1,01,B2,P2,$2,72,
p3,n3} € dada por

P({n10,51,N20, N21} ; {na20,n21, 52, N3o, N3y, N32} ; {nzo,n31,n32, 53}

NlO’Blapla¢17771,B27p2’¢’27772,p3a773)
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= P(A1, Ay, As|Ay) = P(A3|A1, Ay, Ag)P(A2|Ay, Ag)P(A;|Ay). (4.14.)

Usando (4.9.), (4.11.) e (4.13.) temos:

P(A3|A1,A2,A4) = P(33| {nao,nslansz},Al,Az,AdX

X P(n3o| {n31,n32}, A1, A2, A4)P(ns1| {ns2}, A1, Aa, A4)P(n32|A1, Az, Ag)

N. N
B (na)nga(l—nara'”( Bo)ps’“(l—pa)”a“"“( 31)p§31(1—p3>”31—"m><
S3 n3o n31

N
5 ( 32)]);32(1 _ P3)N32_n32 (4.15.)
n32

Usando (4.8.), (4.10.) e (4.12.) temos:

P(A3|Ay, As) = P(s2, N3z|{n20, N3o,n21,N31}, A1, Ag)x
X P(n21, N31| {n20, N3o}, A1, A1)P(nz0, N3o |A1, As)

ng 82 nys—s S2 N, sa—N.
— 1— 2—82 32(1 _ qs 2 32 ¢
()= my==s (2 ) ot - )

Noy —
x (Nm)p;ﬂ(l _ pz)Nzl—n'n ( 23\7_ n21) ¢é\731(1 _ ¢2)N31—ﬂ21—N31 %
n21 31

N —
><(nQO)PQM(l—Pz)Nzo_mo(?ero 72) NorPr(1 — gy)Neo e NookBr - (4.16.)
20 30 — D2

Usando (4.10.) e (4.12.) temos:

n 81 ny—s8
P(A;|As) = P(s1,N21|n10, Nog; Ag)P(nq9, Noo|A4) = (31)771 (I=m)" "1 x
(81
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81\ N s1—N Nw) - Nio—n (Nlo - ”10>
X 21 1 — 1 21 1 1 - 10 10
(N2]>¢] ( ¢1) <n10 p] ( pl) N20 _ B]

X(1 — ¢y)Nro o= Naot B, (4.17.)

Logo, usando (4.14.) a (4.17.) temos:

n 8 nz—s N, n =R N ool
P(A],Az,A3|A4) = (Sz) 7733(]_ = 773) 3—33 (n:;)>p330(1 — p3)N30 30 (n31>p3 X

31

X(l _ pa)Nal—nal N32 pg32(1_p3)N32—"32 n2 17\292(1 _ 772)712—82 $2 ¢é\732 %
n32 S2 N3j

— ]\T
X(l - ¢2)‘92_N32 <’2f21)p;2‘(1 — pz)N?l‘_ﬂzl (N21]V n2])¢£\731(1 = ¢2)N21""21—N31 < 20) X
21 31

20

ngm(l _pz)Nzo—ﬂ'm ‘N:O — N2o ¢£V30—B2(1 _ ¢2)N20—ﬂ20—N30+Bz 11 n-lh(l _ 771)“1_81 X
N3o — By S1

¥ N2y 8,-N NlO nio Nio-n NIO'nIO Nyo-B; Nio-ni10—Noo+B
X l= 17N21 1001 10710 1- 10-n10—Nzo+ By
(N21)¢1 (1-¢1) (nlo)pl (1-p1) (Nzo— B, 1 (1-¢1)

2
n; 8 ni—s; Ni nio 0 —Thio S Nj 41, B
B aar (St pe 1 (5 Yoo

i=1 J=1 Nj+1’j

N' — N0 N; —B: e N s Ng]
x (]\r J JB ¢j i+1,0—85; (1 _ ¢J,)N,o njo—Njt1,0+B; p72121 %
i+1e = Dj 21

, ‘
Nay — N T nar —n
X(l _p2)N21—n21 ( 21]V31n21>¢£/31(1 _ ¢2)N21 —n21— N3z H (n3 >P33 (1 _p3)N3r 3r

r=1" 3r
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N21> (N21 - 77'21) ( ) n;—s; (N.'o) ng Ni—n;
— 7 1 — i ' e 1 — P ' LV
(7121 N3, ]’1 i =) Mo pi'(1—pi)

N. Nog—n
Sr Nyy1—B, sp—ny+Br+Np—Nyj1 3r ( r0 r0 )
X I | 1-— ;
( Nriy1 r)¢ (1=¢r) (n3r) Nyj1,0— By

A seguir determinaremos a funcdo densidade de probabilidade conjunta de
{{n105317N205N21};{nij)3i7Ni+],r;2 < ? < k-~ 1)0 S] < t— 1,0 <r < i};{nkj,Sk,
0 <j <k —1}} condicionada a {{Nio, Bi,pi, ¢i,Mi, 1 <@ <k — 1}, {pk,nx}} (caso geral).

Notemos que de

N - . o .
P(nij|Nij, pi, ¢i) = (n ) PN, (1<i<k-1,1<5<i-1)
ij
e de
P(Niy1,j|nij, Nij, pi, 6i)
_ (N,'j = nij> ¢£V.'+1,j(1 . ¢i)N.'j —ﬂ-'j-N-‘+1,i, (1<i<k-1,1<j<:-1)
Nita,

segue que

P(nij, Niy1,j|Nij, pi, ¢i) = P(nij|Nij, pis $i)P(Niga,j|nij, Nij, pi» $i)

(P g (M),
Tig Nit1,j

Xpr (1 — g)Ni TN (1<i<k-1,1<j<i—1) (4.18.)

Também temos que
Ny; . e L.
P(nj|Nij, pr) = (nﬁ)PZ"’(l —p)HT™ (1< <k—1). (4.19.)
3]
De
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N; ) S .
P(nio|Nio, pi, ¢i, Bi) = ( O)p?‘°(1 —pi)NeTmo (1<i<k—1)
i0
e de
P(Niy1,0lni0, Nio, pi, b4, Bi)
— Nio — 14 ¢Ni+1,0“Bi(1 _ ¢i)N.'o—n.'o—-Ni+1.o+B.' (1<i<k-1)
Nit10—B;) " T T

segue que

P(nio0, Nit1,0|Nio, pi, ¢i, Bi) = P(nio|Nio, pi, i, Bi)P(Nit1,0|ni0, Nio, pi, ¢i, Bi)

_ (Nm)p?.‘o(l _ pi)N.'o-—n.,'ox

i
Nig —n; s oy o —mio— N : .
x 0 0 ¢N:+1,0 Ba(l _ ¢i)NI0 nio N.+1,0+B., (1 S i < E— 1) (420)
Nit10—Bi) "

Também temos

N 4 n
PlnaalNiospi) = (12 ) o1 = payro=e. (421)

De

nl 8, n;—38; .
P(Sflnf’¢i’77f>=(3.)ni'(1—n.~)‘ (1<i<k-1)
e de

Sq

P(Ni+1,i|3i,ni7¢ia77i) = (N'-{-l .

)«t»,”‘*""(l — i) N (1<i<k—1)

segue que

P(si, Niy1,i|ni, ¢i,ni) = P(sini, ¢iyni) P(Nig1ilsi, niy iy 1)
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= (Zf)"f"(l — )" (NSi ) (L = i) NI (1< i< k- 1)

1411

e
n 8 MNE—38
P(sklng, i) = (S:)Uk"(l — i) T,
Definindo
Ay = {n10, 51, N2o, Na1},
Ai = {n'ij)si)Ni-}-l,T,O S] S 1 — 110 S r S Z}, (2 S 1 S k— 1)7
Ay = {Ttk]‘,-Sk,O <7< k — 1}
e
Vl = {NlO,Bi,Pi,¢i,77i>1 _<_ 2 S k— 1}7 ‘/2 = {Pkﬂ?k},

temos:

111

(4.22.)

(4.23.)

P({7?‘10,‘91,N20>N21}; {nijasiaNi+l,r;2 SZ < k — 1)0 S] S t— 1)0 <r< i};{nkj,Sk,

0 <j < k—1}{Nio, Bi,pi,¢i,1m:i,1 <t <k — 1}, {pr,mx}) = P(A1, Az, -+, Ax|V1, V2)

= P(A1|V13V2)P(A2|A1)V'1av2)"'P(AklAlyAQ)"'aAk—l)‘/l,I/Z)

Usando (4.20.) e (4.22.) temos

P(A;|Vy,Va) = P(n1o, 81, N2o, N21|Vi, V2) = P(s1, Nai|nio, Nao, Vi, V2 )X

X P(n19, N2o|Vi1, V2)

111

(4.24.)
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N
81 21 n10

. (]\710 - nlO) ¢{V20—B1(1 _ ¢1)N10—ﬂ10—N20+Bl (4.25.)
N20 - B]

Usando (4.18.), (4.20.) e (4.22.) temos,

P(A2|Ala‘/171/2) = P({an)s2)N3r70 S] S 170 S r S 2}|A],V17V2)

= P(ngo,n21, S2, N3o, N31, N3z2|A1, Vi, V2) = P(s2, N3a|ngo, n21, N3o, N1, A1, V1, V2)

XP(nZI ; Ns1|7120, N3, Al,Vl ) V2)P(Tl20, N30|A1 Vi, V2)

N.
_ (712)77;2(1 _ ,,72)712—32 (]322) ;‘/32(1 _ ¢2)32—N32 (n;l)p;ln(l _ pZ)N21”‘n21 %

82

x (N e ”) $2 7 (1= gg) VN (N 20),,;20(1 —py)o 0 x
31 N20

N3o — By

Usando (4.18.), (4.20.) e (4.22.) temos:
P(A3|A2aA17‘/1sV2) = P({n3j,s3)N4r:0 S] S 2a0 S r S S}IAQ)AI)‘/I)V2)

= P({ﬂ'so,nsl,nsz,83,N40,N41,N42,N43}|A2,{11,Vl,vz)

= P({Ss,N43}|{7130,n31,n32,N40,N41,N42},A2,Al,Vl,Vz)X
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X P({na2, Na2}|{n30,n31, Nao, Na1}, Az, A1, V1, V2) X

x P({ns1, Na1}|{nso, Nso}, A2, A1, V1, V2)P(n30, Nao| A2, A1, V1, V2)

ng 8 ng—s S3 N, sz—N. N32 n
— 3(1 — 3—83 43(1 — 3 43 32
(1Y@ = (0 Yodnca = gyt (20 ) o

N3y — n N
X(1 = p3)N32—n32< 33\]427132) év-i?(l - ¢3)N32—n32—N42( 31) X

n3;

N3; —ngy

xpyst(1 — pg)Ner—ma ( Ny

)qbév‘“(l _ ¢3)Nax—ﬂ31—N41 %

% (N30>p:7;30(1 _ pg)Nao*ﬂao <N30 - 7130) :];740—33(1 _ ¢3)N30—"30—N40+33_

N40 - B3

N30

Usando (4.18.), (4.20.) e (4.22.) temos

P(Ak—llAk—2,Ak—3)' o ’AQ)AI"II)V2)

113

(4.27.)

— P({nk—],jask—l,]vkr)o S] S k — 2,0 S r S k— l}IAk—27Ak—3"" 7A27A1).V1’V2)

= P({nk—l,o,nk-l,l, CrtyNME-1,k-2, Sk-l,Nko,Nkl,- . ,Nk,k—1|Ak—2, Ak—a, T ,A2,A1,V1,V2)

— P(Sk-l, Nk,k-] |nk—1,0, T ,nk-l,k—z,Nko,Nkl,- .. ,Nk,k—2,Ak-2,Ak—3, ey Ag, Ay, V1,V2)><

X P(ng-1,k-2, Nk, k-2|k-1,0, * s "k-1,k-3s Nkoo Nk1y - - - s Nk k-3, Ar-2, Ag-3, -+, A1, V1, V) X
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X X P(nk—l,l,Nkl |nk—1,0, Nio,Ak—2,Ak—3,""", Al,Vl,Vz)X

XP(nk—1,0, Nko|Ak—2,- -+, 41, V1,V2)

Br=1\ _spei p s k N,k or_1—N Nk—l,k—2>
— 1 T k=1 k—1 1_ . k-1 k,k—1 x
<5k—l> 1 (1= 7k-1) (Nk k—1 )¢ (1= ¢r1) (nk-l,k——Z

_ Ni_1k—2 —Nk—1,k=2\ ,Np s—
XPRETH (1 = pog YR Az 2T ( IS [
k k—2

Nie—1k—2—Nk—1k—2—Ni g Nk—l,l Nk_1,1 Ni_1,1—nk—
X(1 = Pr—q) hmtohm2 TR L2 T RS2 e (m 11>Pk_1 (1 = pr—g)hmrr 7=t

j‘k—l 1 Nk—1,1 N — — ]\k—l 0
) ’ N = Nk — N )
x( kl(] qs i, ) k—1,1 k—1,1 k1 x

Ni_10— nk—l,O)
X

ka 110(1_PL l)Nk 1,0— Mk — 10( Neo — By

Nko By - 1(1 ¢k_l)Nk_1,o—nk-1.o—Nk0+Bk—1_ (428)

Usando (4.19.),(4.21.) e (4.23.) temos
P(AklAk—la"' 3A2>A1a1/1av2) = P({'I’ij,Sk,O S] S k— 1}|Ak—1,"' )A27A17‘/1’1/2)

= P(nkO)nkl)“ ')nk,k—l)‘SklAk—la'")A2aA17Vl7V2)
= P(Sklnk0,7lk]," 'vn‘k,k—l,Ak—l)' "3A23A]»‘/1’V2)X

XP(ng k—1|nko, k1, Nk k-2, Ak—1, -+, A2, A1, V1, Vo) X - -+ X

114



Cap.4: Método de capt.-recapt. em populagoes abertas 115

xp(n’kolAk—lv”"AQ,AI)‘/DV2)

! N k-
= ()it e (R e 4 e

Sk Tk, k—1

x (jj:ll)p?u(l _ pk)N“_n“ (Nk0>p2ko(1 _ pk)NkO—nko. (4'29_)

Nko

Finalmente, usando (4.24.) a (4.29.) temos,
P({n10,51,Nao, No1}; {nij, i, Nig1,,;2 <1 <k —1,0 <5 <1—1,0 < 7 < i} {ngy, si,

0 <j <k—1}{Nio, Bi,pi, ¢isni, 1 <t <k — 1}, {pr,nx})

= P(Al,Aza"',Aleth) = P(nlo,N20|V1,Vz)P(Sl,N21|7210,N20,V1,Vz)x

k—1
X H P(Si)Ni+l,i|niT)Ni+l,raO S r S 8 — 1’A1,A2) T '3Ai—17V1,1/2)x
=2
X P(nio0, Nit1,0|A1, A2, -+, Ai—1, V1, Vo)X
7=
x [[ P(nijs Niyajlnio, man,y -+ mi jo1, Nig1,0, -+, Nig,jo1, Ary Ay 05 Ai, Vi, Vo) X
=1
XP(3k|nk0,‘",nk,k—l,Al,A2,"‘,Ak—l,Vl,V2)X
k—1
xP(nolAr, -+, Ae—1, Vi, Vo) | P(rwilnno, nkns -+ s miie1, A1, Agy -+ Axo1, Vi, Va)
=1
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=1 i=1 i+1,

Nip — njo Nit1,0—Bi Nio—nio—N: +B;
i. i+1, ' 1 ¢ i0— 740 i+1,0 i
X(N,‘_H’o —B,‘) ! ( t)

k—11-—1
N;; n; . oo [ Nij = N4
x H H (ni;)pi :(1 _Pi)N” nij ( ij J) x
=2 j=1

Niy1,j
k—1
. 4 - .. < 5 N r n b
x¢3v|+1.J(1 _ qsi)Nu"Tlu—Nu-}-l,J H (n: )pkkr(l _pk)Nkr kr
r=1 T
k
ny N; n; i—np. 8i n;—s;
=11 ( ) ( O)Pi‘(l —pi)M T (1 = i)™ T
8, ;0

k—1
s Nio — n; B o med Bt Ne— N
N T ey LT p——

116

(™) Nio) n; Nio—n; s Niiis e Nidii
=TT (3 )memmar (G Yo -pomme T ()t i gainex

=i i+1,1 Ni+1,0 — B;
k—11i-1 k—1
) ) )
X
,-I=I;,_ 11;11 (n.-j Nit1,j ,=Hl Nkr
k—11-1 . .,
= C,’jCioC,-p;‘i(]_ — pi)N;—n;nf.‘(l _ ni)n;—s;¢i i+1— D (1 _ ¢i)s,-—n,~+B,-+N;_N'.+l 5
=1 j=1
k
X H Chp?"(l _ pk)Nk—nk'l]Zk(l _ nk)nk_Sk-
J=0
onde Cy; =1,

] - b)
nij ) \ Nit1j nij! Nig1,j/(Nij — nij — Nia,5)!

G = (No)( Nio — njo ) _ Nio!
0 \mio Niy10—Bi) nio!(Niz1,0 — Bi)'(Nio = nio — Nig1,0 + Bi)V
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L2 Si n;! )
T = <i<k-
“ (3i> <Ni+1,-'> (ni — 8i)!\NVig1,:1(8i — Nig1 i)V (I=i<k-1)

Ni;j Ni;! .
Crs = ’> = 1 , (0<j<k-1
N (nkj ey RS E L

|

Nk N
Crr = ( ) = — -
Sk sk.(nk —sk).

4.4. Estimadores de Maxima Verossimilhanga.

Nesta secao determinaremos os E.M.V. para N;, p;, ¢;, B; e n;. Na sequéncia
demonstraremos uma série de teoremas, cujos resultados serao utilizados na determinagao
dos E.M.V.(Teorema 51). Nesta segao, N,-j, N,-, Pi, gz@,-, B; e 7n; denotam os E.M.V. para
N,‘j, Ni, pi, ¢i, B; e n;, respectivamente.

Teorema 41.

Os E.M.V. para N;j, b; e p;, satisfazem as relagoes

Nio1j —niz1j = Nij 1- iy (4.30.)
N,'j — Ny — Nt'-H,j (1 _ﬁi)‘,bi—l(]- - ¢’i)a
B<i<k-1,1<;5<i-2)
Nk——l,j’\— k-1, = Nij o i 1—r (1<) <k—2) (4.31.)
Nij —nig $e-1(1—p)
_ fim1 = Nijia v_ 1= ilsi—l _ (2<i<k-1) (4.32.)
Nii—1—niic1 — Nig1,ic1 ¢i-1(1— ¢i)(1 — i)
e
Sk—1 — Nk,k—l ~ 1 $r—1 (4.33.)

Nigor—npgp-1 ra(1—pr)

Prova. A fungdo de verossimilhanga é dada por

L[{Ni,pianial < ? < kaBJ)¢J')1 S] < k — l}l{nhsial < t < k}]

117



Cap.4: Método de capt.-recapt. em populagdes abertas 118

k—11-1
= CijCiOCip?"(l _ p',)N.'—n.'d)fVi-i—l—B.'(l _ ¢i)N.——N.'+1+B,-—n,~+3|- ”
=1 3=1
k
Xn;?-'(l _ ni)n.'—s.' H ijp;:k(l _ pk)Nk_nknzk (1 _ nk)nk-sk- (4.34.)
J=0

onde Cyj, (1=1,2,---,k; j=0,1,---,i) e Ci,(¢ = 1,2,--- ,k — 1.) sdo definidos como no
final da segao anterior.

Para maximizar a fungdo de verossimilhanga,L, igualamos L(6) a L(6 — 1), onde
9=N,'j,(3§’1:§k—1, 1§j§i—2). Logo,

L(Nij)  _
L(N;; —1) =
B9 (1 — hica) N [(Nij = nij — Nig1 ;){(Nica,; — nica,; — Nij)!
$i” 1(1 — ¢i—1) "Nt [(Ny; — nij — Niga 5 — DU Nioa,j — ni-1,j — Nij + 1))

X

Nijl(1 = pi)™i (1 — ¢i)Ns /!

7. . =1
(Nlj — D1 — p;)Nus 1(1’¢)N" 1/(Ni; — 1)!
Ni-1,j—=ni-1,j— Nij+1 _ 1— i
Nij —nij — Nij1j (1 - pi)pi-1(1 — ¢i)

Supondo que estamos tratando com grandes populagoes substituimos
N;_1,; —ni_1,; — Nij; + 1 por N;_; ; — nj_j ; — N;; na iltima equagao obtendo
Ni—1,j —ni—1,; — Nij 1— iy
~ ~ - P N
Nij =nij = Nitr,; (L= pi)pi-a(1 — ¢i)
o que prova a relagdo (4.30.).
De

(B<i<k—1,1<j<i—2)

L(j'kj) .
L(Nyj —1) LAsjsk-2)

segue que

(1 — 1) M N1 (1 — px)M& /(Ng—1,j — nik—1,; — Ni;)!
(1= r=-1)" N"’“(NL —1)'(1—1)k)N"’ 1/(Ni— 1,j — Nk— 1J~ng+1)'
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Ni:
¢k:; (Nkj - nkj)!Nkj!
Nij—1

k-1 [(Nikj —ng; — DY (N = 1)!
= Ni-1j =15 = Neg+1 1=k
Nij — nij Ar—1(1 — px)

Substituindo Ng_; j—ng_1,;—Nij+1 por Nx_y j—ni_1,; — Ni; nadltima equagio

segue que
Ni—1,j — nk—1,; — N ~ 1 br—1 (1<j<k—2)
Nij — nyj G (1—px) T
o que prova a relagao (4.31.).
De
L(N;i—1 —1)
segue que

(1= ¢iza) Mo Ny M1 — pi)™ii=t J(Nijim1 = miica — Niga i)
(1 — i) NoimtH (NG iy — DL = pi)Niii=1=1/(N; i1 — 1y i1 — Nig1,i-1 — 1)!

X

" ¢f\ff—1(1 — ¢i)Nii=1 [(s;_1 — N; i—1)IN; i—4! _
¢l TN L = gi)Nei-1 =1 [(siy — Niji—a + 1)!(Nijizg — 1))

8i—1 —Nii—1+1 _ 1— iy
Niici—nii—1 — Nig1,i-1 ¢i-1(1 = ¢:)(1 —pi)’

Supondo que estamos tratando com grandes populagdes, substituimos na ultima

—
equagao s;—1 — N;;—1 + 1 por s;—; — N; ;1. Logo,

Si—a — Nyia ~ 1—¢ig

Niicy —miic1 —Nigricr ¢ica(1— )1 — )

, 2<i<k-1)

o que prova a relagio (4.32.).

De modo analogo, de

L(Nyk—1)
L(Ngj—1 —1)
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segue que

(1 — ¢p—y) ™ Mek=t Ny j 11— pi )Mo=t J(Ng k=g — ng k=)
(1 — ¢p—q) Mokt HY( Ny o1 — D1 — pr)Nek=1=1 /(N x g — ngp— 1—1)'

N“ "/(sk=1 — Ni,k—1)'Ni k1!
N" e 1_1/(3A 1 — Nig—1 + D/ Ngk—1 — 1)'
Sk=1 = Nkpa +1 1 Pr—1
Ni k-1 — Ngk—1 br—1(1—pi)

Substituindo sg—1 — Nk x—1 + 1 por sg—1 — Nk k-1 na ultima equacao obtemos

sk=1 = N k-1 R e Pk
Nigx—1—ngg—1  ¢r—1(1 —pr)

e o teorema esta provado.
O teorema seguinte relaciona N;; com ¢;.

Teorema 42. Os E.M.V para N;; e ¢; satisfazem as equagoes

n " k
) ) (1- ¢5)<Arij - E"rj)
N,-j—71,-]-—N,~+1,J-% A it N (2525’&‘-1, 1_<_]_<_Z—].) (435)

onde A =1e

Ai =1= i1 = (1= pipa)Aipa] = 1 = $ilBisa + (1 = Pira)(1 — Aia)]. (4.36.)

Prova. Provaremos este teorema por indugao, isto é, verificaremos que ele vale para
i = k — 1 e, supondo que ele vale para todo ¢ (3 < i < k — 1), provamos que ele vale para
— 1.

Da relagio (4.31.) segue que

¢r—1(Nk_1,; —nk—1,; — Nij) — br_1Pk(Ni—1,; — nk—1j — Nij) + (Ni—1 j — ng—1,5 — Ni;)

= Nij — gy — Nijdr—1 + dr—1n; + Nr—1,5 — nk—1,5 — Nij

—> (1 — ¢p_1P6) Nia j — nke1j — Nij) =2 (1 = $roa) (N1 j — nk—1,j — nkj)
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2 k
) ) 1— e .
=3 Nia,5 —Bi=1,j — N5 = -(1(—;;?‘—;31)(]\[;(_1,]' — Z nrj), (4.37.)
- -1 r=k—1

para 1 < j < k — 2, isto é, (4.35.) vale parat =k — 1.
Supomos agora que (4.35.) vale para todo i (3 <: < k —1). Usando este fato e a
relagao (4.30.) segue que Vi, Vj, 3<:<k—1,1<3<1—2,

(Ni1j; —nic1j — Nij )1 = p)dim1(1 — ¢i)[1 — i + i(1 — Pig1)Aig1) =
) o k
= (1= i—1)(1 - ¢i)<Nij - anj)

k
= (Ni—1,j — nie1,j — Nij){1 = ¢ica[l = (1 = pi)Ail} 2 Nij = > nrj — dima Nij+

=1

k
+¢i_q Z Ny —¢i—1(1 —13i)(Ni—1,j — My Nij)+¢;i—1¢3i(1 ~ﬁi)(Ni—1,j =g 4 g= Nz‘j)—

r=1

~ ~ ~

—ic1¢i(1—pi) (1 —Pit1) Aip1 (Nizy j — i1, — Nij)+ Nica,j —nica,j— Nij— ¢ica (Nica 5 —

k
—ni_yj— Nij) + ¢ica(1 — p)Ai(Nizy j —nia,; — Nij) = (1 — icr) (Nizyj — Z nj)—

r=1—1

~

—¢i1(1 = p)(Niy j —nig j — Nij) + dic1gi(1 - f’i)(Ni—l,j —ni-1,j; — Nij)—

—¢i_16i(1 — )1 — Pig1)Aigs (Vi1 j — nio1; — Nij) + bic1(1— i)l — it
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k
+¢i(1 — piv1)Aig1](Niz1,j — nica,; — Nij) = (1 - ¢.~_1)<N,-_1,J- - nrj)‘
r=1—1
~¢im1(1 = p)(Nizy j — nicaj — Nij) + ¢i_1i(1 — ) (Niz1,j — niy j — Nij)—
—dim1d:(1—pi)(1 —Pir1)Aip1 (Vi1 j =iy, j— Nij) + dica (1= p)(Nioq j—ni_y j — Nij)—

—Gic1$i(1—p)(Niza j—miyj— Nij)+ i1 di(1—pi)(1 —Pit1)Air1(Nioy j —nicy,j— Nij)

"
=(1- ‘lgi—l)(]vi—l,j - Z ﬂ-rj>,

r=i—1
isto é, (4.35.) vale para ¢ — 1. P
Teorema 43. Qs E.M.V. para N;, N, pi, ni, ¢: € B; satisfazem as equagoes
~ Niy1 — B; .
b= =B cicko, (4.38)
N; —n; + s; :
hi = (1<i<k) (4.39.)
= =—, (1 <1< k), .39.
I N,
i =t (1<i<k) (4.40.)
n;
e
Bi 2 Nij10— ¢i(Nig —nig), (1<i<k-—1). (4.41.)

Prova. Da relagao (4.34.) segue que

In L{N;,pi,ni, 1 <t < k;Bj, 65,1 <7 <k—1}|{n;,si,1 <1 <k}

k
= Z[ln n;!—In s;!=In(n;—s;)!+In Njo!—Inn;o!—In(Nig—nio ) 4n; In pi+(N;—n; ) In(1—p; )+
1=1 .
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k—1
+silnn; + (ni —si)In(1 — )] + Z[lns,'! —In(si — Nit1,i)! = In Nig1,i!' + In(Nig — nio)!—

1i=1

—In(Niq1,0 — Bi)! = In(Nip — njo — Nig1,0 + Bi)! + (Nig1 — B;) In ¢ + (si — ni + B + Ni—

k—1i—1
—Nip1)In(1— ¢l + > > [In Nij! = Inng;! — In Nigy ;! — In(Nij — nij — Niga )+
=2 j=1
k—1
+ Z[ln Nip!l —Inng,! — In(Ng, — ng, )]
r=1
Logo,
dln L Nij1—Bi  Ni—=Nig1+Bi—ni+s; 0
a¢i - ¢l 1—¢; -
OdInL _ ny  Ni—n; __
opi ~ pi 1-pi — 0
OlnL _ s8; nj—s; __
oni T omi 1-n: = 0,
ou
(1= ¢i)(Niy1 — Bi) — ¢i(Ni — Nig1 + Bi —ni+s;) =0
n;—nip; —piNi +n;p; =0
Si — 8ini —nin; + sini = 0,
ou
Niy1 — Bi — ¢iNiy1 + ¢iBi — ¢iNi + ¢ Nip1 — ¢iBi + ¢pini — ¢is; =0 =
7 N;i1—-B; . .
= ¢i=j i, (1<i<k-1)
V=2 (Q<i<k)
(i =38 (1<i<k),

o que prova as relagdes (4.38.), (4.39.) e (4.40.). Com relagio a B;, (1 <7 < k — 1) temos

123



Cap.4: Método de capt.-recapt. em populagoes abertas 124

Aln L(B,) =In L(B,) — lnL(B, = 1) = =3

L(B;) _ 0 — L(B;)

T L(B; - 1)

=1

C (1= )5 [(Nig1,0 — Bi)!(Nio — nio — Niy1,0 + B;)!

4 =1
$7 P (1 — ¢:)Bi=1/(Nig1,0 — Bi + 1)!{(Nio — mio — Nig1,0 + Bi — 1)
_ ( $:) (Niy1,0— Bi+1) 1
¢i  (Nio — nio — Nig1,0 + Bi)
Nit1,0 — Bi i
- +10=Bi+l i
Nio—nio— Niy10+Bi 1—¢;
Substituindo N;yj,0 — B; + 1 por N;41,0 — B; na ultima equagéo temos
Nit1,0— Bi ~  Pi
Nio —nio— Niy10+Bi  1—¢;
= Nit1,0 — Niy1,06i — Bi + Bidi = ¢iNig — dinio — ¢ilNip1,0 + Bigi
— B; = Ni+1,0 - thi(Nio —np) (1<i<k—1),
0 que prova o teorema. -
Teorema 44. Os E.M.V. para N;y e p; satisfazem as equagoes
N2 (1<i<k) (4.42.)

1

R =1
Prova. Como N; = ) N;j, (1 <14 < k), temos
j_—
L(Ny)

In (10) 0(1Si§k—-l)=>m

=1
L(Ny —1)

(1-¢ps- 1)_N'°/(Nzo -nio-Nit1,0 + Bi) (Ni-1,0-ni-1,0-Nio + Bi-1)!
(1-¢i 1)_A'°+]/(N0 -njo-Niy1,0 + Bi-1)/(Ni—1,0-ni—1,0-Nio + Bi—1 + 1)'
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$iz1™ Nig!(1 = p)Nio(1 — ¢hi)Neo /(Nig — Biy)!

G (N~ 1~ pi) (T — o (Nig — Biy DI

Nio(1 —pi)(1 — ¢i)di—1(Ni—1,0 — ni—1,0 — Nio + Bi—1 + 1) _1q
(Nio — Bi—1)(Nio — nio — Nig1,0 + Bi)(1 — ¢i—1) '

Substituindo N;_10 — ni—1,0 — Nio + Bi—1 + 1 por Ni_10 — ni—1,0 — Nio + Bi_1

na ultima equag&o e usando a relagdo (4.41.) temos:

Nio(1 — pi)(1 — ¢i)¢i—1[Ni—1,0 — ni—1,0 — Nio + Nio — di—1(Ni—1,0 — ni—1,0)] =
& [Nio — Nio + ¢i—1(Ni=1,0 — i-1,0)|(Nio —nio — Nit1,0 + Nit1,0 — ¢i(Nio —1i0)|(1 — di-1)

= Nio(1-pi)(1-¢i)(Ni-1,0-1i-1,0)(1-Pi-1) = (Ni-1,0-1i-1,0)(Nio-1i0 ) (1-¢i)(1-¢i-1)
= Nio(1 — pi) = Nip — nio <= Nio(1 -1+ pi) = nyo

= Ny = —T;—" (1<i<k-1). (4.43.)

i

De Aln L(Ny) = 0 segue que

L(Nw) _

L(Nyo)
L(Nko —1)

n——4+——
L(Nio — 1)

(1 — ¢r—1)" N/ (Nro — nko ) (Nk—1,0 — nk-1,0 — Nro + Bi—1)!
(1- ¢k—1)—Nk°+1/(Nk0 —ngo — 1) (Nk—1,0 — nk—1,0 — Nko + Br—1 + 1)!

X $r—1"* Nio!(1 — pi) V%0 /(Nio — Bi—y)! =1
¢k—1Nko_l(Nk0 — Y1 — px)Nro=1/(Nyo — Bgy — 1)!

=> Nro(1—pk)bk—1(Nk—1,0—nk—1,0—Nro+Br-1+1) = (Nro—Bi—1)(Nko—nko)(1 —Pr—1).
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Substituindo Nx_1,0 —ng—1,0 = Ngo + Br—1+1 por Ny_30—nr—1,0 — Nro + B
na ultima equagao e usando a relagéo (4.41.) temos:

(Nk=1,0 = nk—1,0 — Nko + Nro — Pr—1(Nk=1,0 — nk-1,0))Nro(1 — pi)Pr—1 =

= (Nko — ko )(1 — dx—1)(Nro — Nro + r—1(Nik—1,0 — r—1,0))
=> (Nik=1,0 = nk=1,0)(1 — ¢x—1)Nio(1 — pr)pr—1 =

2 (Nro — nxo)(1 — r—1)Pk—1(Nr—1,0 — nk—1,0)

~ S~ KO
=> Npopr Engg => Ny = ﬁ—k

De (4.43.) e da dltima relagdo segue que

N2 (1<i<k)
Di

12

0 que prova o teorema.

Teorema 45. Os E.M.V. para M;, N;, ¢; e N;;1 ; satisfazem as relagoes

~

- Miiq

2T (1<i<k-1 4.44.
¢ T —mi 4o, ( ) (4.44.)
o ni; .
N; = "m_ ,(2<i<k) (4.45.)
Nij1i=disi, 1<i<k—1). (4.46.)

Prova. Das relagoes (4.30.) e (4.32.) segue que

i-2 . .
> (Nic1,j —mim1,j — Nij) + sim1 — Nijia -
j=1 1= ¢i—1

1—2 = = 3 _ % — s
Y (NVij —nij — Niga,;) + Niic1 — ni i1 — Nigaiaa Gi—1(1 — ¢:i)(1 — pi)
J=1

para3 <:<k-—1.
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i—2
Y, Mey i = M1,
J=1

i—1 . i, ~
Y. Nij=M;e Y Nij1,; = Mity,
ok =

1—2
Como E Ni—l,j = M,'_l,
=1 =

J
da equagao anterior resulta

Mi_y —mi_q + si_q — M; ~ 1— ¢is
M; —m;— Mgy + Nig1i ¢ioa(1— J)i)(l — Pi)

, (3<i<k-1) (4.47.)

Como M; =m; =0, My = Noy, ng; =mg e My — N3, = N3y, da relagio (4.32.)

para t = 2, resulta

Ml—ml-l—sl—Mz - 1“‘131

My —my — Mz + N3z ¢1(1 — ¢2)(1 — p2)
Logo,
Mi_y —mi_y + si—y — M; " 1— dis

= L e g . (2<i<k-1). (4.48.)
i—mi— Miy1+ Nigri ¢im1(1— @)1 — pi)

Das relagoes (4.38.) e (4.41.) resulta

s Ni+] = Ni+l,0 + fl;i(NiO — N40)
¢ & B
.N,' —n; + 8

= ¢i(N; —ni+si — Nio +ni0) = Nig1 — Nij1,0

~

= q’;% MH-I
COM; = (ni —nig) + s
5 M; :
:}gﬁig,\—'—il———, (ISZSk—l),

i —mi+ 8
o que prova a relagao (4.44.).
Notemos que esta relagiao é exatamente a relagao (4.2.) obtida na segao 4.2.
Das relagoes (4.39.), (4.44.) e (4.48.) segue que

M;_y —mi_1+si—1 — M;

]\’\J,' —m; — ]\’\4’,'.{.1 + Ni+],i B
N 1— M;/(M;—y —mi—1 + si—1)

(M,-/(M-_l —mi_ + s,-_1)> (1 — My /(M; — m; + s,-)) (1 - n,~/1§f,->
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_ (Mi_y —mi_y + sy — M)/ (Mi—y —mi_y + si_1)
Mi(M; — mi + s; — Migr)(N; = 13)/(Mi_y — mi_y + si—1)(M; — m; + s;)N;

1 - Ni(M; — m; + s;)

= = : . S - -
M;i —mi — Mit1 + Niga,i Mi(Ni —ng)(M; —mi + s; — Miyq)

(M,' —m; — ]\2[,'4_1 -+ N,‘.{_l,,')(M,' —m; + S,‘)N,'
(]\Al,' —-—m; + §; — J\Al,’+1)(]§r,' — 7’14)](4,'

=1, (1<i<k-1). (4.49.)

Como N; = M; + N;o, (1 <1< k), segue desta tltima relagao e da relagio (4.42.)
que N; = M; + %'L‘,Q, (1 <4 < k). Desta tltima relagéo e da relagao (4.39.) temos

nioN;

N; = M; + = Ni(1 = ni/n;) = M;

o que prova a relagdo (4.45.). Observemos que esta relagio é exatamente a relacio (4.1.)
obtida na segao 4.2.

A ultima relagao implica

Ni—'i Ai'—' i .
—mi _ Mizmi o oo,
N; M,

Usando a ultima relacdo e a relagdo (4.49.) temos

(AZ, —m; — Mi+l + ](71'_'.1,,')(]\2,' — my; + S,') = (M, —m; + S; — ]\Z,'_{_l)(]\’\di — m,~)

= Nip1,i(Mi-m; + s;) 2 (Mi-m; + 8i-Mip1 )(Mi-m;) + (Mi-m; + 8:)(mi + Mijpq1-M;)
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X . . . . M; — m;
— Nip1i @ mi+ Migy — Mi + M; — m; — Migq A=l
M; —m; + s;

A ~ M‘—Tn'
= Nijp1.: &2 M; 11— ———
i +]( Mi—mi-i-S.')

% Mi+13i
=% Ny 8
M; —m; + s;

Usando a relagio (4.44.) e a dltima relagdo temos

Ni+l,i = (}E;Si, (2 <i1<k- 1).

Como Ny = My e M =m; = 0, entao

]{721(-7\“11 —my +81)= A?[?.S]

G M231
=3 Ny = — .
M; —mi+ s

Usando a relagio (4.44.) para i = 1 e a dltima relagéo, resulta N1 = ¢151. Logo,

Nig1i = ¢isiy, (1<i<k-1),

0 que prova o teorema.
Teorema 46. Os EIM.V. para N;;, M; e ¢; satisfazem as relacoes

1—1
Z]\},’_H,j =3 ]\TL'.H — (,23,'8,', (2 <i1<k- 1).
Jj=1

Prova. Como
i
ZNHIJ + Nip1i=My, 2<i<k-1).
j=1
i—1

= Ni+1,j:Mi+l-Ni+l,i 2<i<k-1)
1

I

J

Logo, da relagao (4.46.) segue que
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i—1

> Nig1j= Mgy — Nig1,i & Miga — éisi, (2<i<k—1),

i=1
0 que prova o teorema. -
Teorema 47. Paratodo,2<:1<k—1,

-1 k

D) i =mit Zi.

j=1r=1

ki1
Prova. Como Z; = Y, ), nrj segue que
r=i+1 j=1
i-1 k koi—1 i—1 Eooi—1
anj = Z Py = ni; + Z anj =m;+2Z;, 2<i<k-1).
j=1r=1 r=1 j=1 j=1 r=i+1 j=1
|

Teorema 48. Para todo 7, (2<i <k —1),

R; = migq + Zipg — Zi.
Prova. Pelo Teorema 47 temos

i k i-1 k
Mit1 + Zig1 — Zi = mip1 + Z Z Npj — Mig1 — Z anj + m;
j=1r=141 j=1r=t
= k
= Z Z e + E nyi — Z”u Z > it Z“u
7j=1r=141 r=i+1 j=1r=1+41
k
> nu=Ri, (2<i<k-1)
r=1+1
E

Teorema 49. Para todo 7, 2<¢ <k —1, os EIM.V. para M; verificam

% Z;
M,; =
m; +1—A

onde A;, (2<: < k—1)¢é deﬁmdo pela relagao (4.36.).

Prova. Como Z J\,J = M; e E ni; = mi, segue da relagao (4.35.) e dos Teoremas 46 e
J=1 =
47 que
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T i) — (Mo — iy A=) o ~
(M, - TTl,) — (]‘4,+1 — ¢,s,) = T(M; —m; — Z,), (2 S 1 S k — 1)
Logo, da relagao (4.44.) segue que
Wi —my = = (K = mi — Z))
1 ml - Ai 1 ml 1
. Z;
- (M,' — m;)(l — l/A,') = _E
= M; —m; = Z;/(1 - A))
N oy + — 2 (2<i<k-1)
i Emy+ a BEi% .
|

O seguinte teorema nos d4 um estimador de M; em fungao de m;, s;, Z; e R;

Teorema 50. Para todo i, 2 <i< k — 1, 0o EXM.V. para M; verifica a equagao

S,‘Z,‘

]\‘A‘f,'zmi—l- 5

1

Prova. Das relagoes (4.36.), (4.44.) e (4.45.) temos

1 .
1-Ai=———[mip1 + (M; —my; 1—A; .
T, —mi+8.-[ +1+ (Migq +1)( +1)]

Desta 1ltima relagao e do Teorema 49 segue que

Zi  mig1+ Zig
]\Al,- —my ]\Al,- —m; + 8;

A Z,(A’\l, — 777,,') + 8;7;
= M; —m; =
o miy1 + Zipq

~ Z,‘ SiZ,'
= (M; —m;)[1 - - =
( )< miyr + Z:’+1) Mit1 + Zigp
~ ; Ziy1 — Z; iZi
= (M; — m;)(mHLl + 21 ) = 5
Mip1 + Zig1 Mit1 + Zig1

131



Cap.4: Método de capt.-recapt. em populagées abertas

8;Z;

> ]\“4,‘ — My = i
" mit1+ Zig1 — Z;

Entao, pelo Teorema 48

- $; Z;

M —m; = —=

m R,
:]\Al,'=m,'+%z'i, (2S2Sk—1)

132

Logo M;, o estimador do niimero de animais marcados na populagédo na época

imediatamente anterior & da momento da 7-ésima tentativa, envolve s;, m; e o quociente

Finalmente apresentamos o principal resultado desta secdo

Teorema 51. Os E.M.V. para y; N;, pi, ¢; e B; sao, respectivamente,

”
Ai:_l’) 1<:<k
= (1<i<k)

N;=n;[1+ $iZi/(Rim;)], (2<i<k—1)

Py = 1/[1 + s,~Z,~/(R,~m,~)], (2 <<k -— 1)

i = (Miy1 + Si41Zi41/Riga)/(si + siZi/R), (2<1<k—2)

(4.50.)

(4.51.)

(4.52.)

(4.53.)

~ i+12;
B; Eniqq (1 + M) = [(Mit1 + si41Zi41/Rigp1) /(1 + Zi|Ri)|[n:i Z; /(Rimni) + 1]

Ri+1mi+1

(2<i<k—2).

(4.54.)

Prova . A relagéo (4.50.) segue diretamente da relacio (4.40.). Usando a relagio (4.45.)

e o resultado do Teorema. 50 temos

K = 2 (m + $iZi/Ri) = ni[l + 8:Zi[(miR;)), (2<i<k—1),
m;

132



Cap.4: Método de capt.-recapt. em populagoes abertas 133

© que prova a relagao (4.51.). Notemos que esta rel
obtida na se¢éio 4.2.

Pelas relagoes (4.39.) e (4.51.) segue que

acao ¢ exatamente a relagio (4.5.)

bi = ni/[ni(1 + s;Z; /(m;R;))]

=1/[1+ SiZ,'/(Tn,'R,')] =m;R;/(m;R; + $iZ;), 2<i<k- 1)
© que prova a relagao (4.52.).

Pelo Teorema 50 e a relagio (4.44.) temos
$i = (Mg + 5144 Zit1/Riy1)/(siZi/ Ri + m; — m; + s;)

= (Mip1 + Si+1Zit1/Riv1)/(si + siZ:/Ry), (2<i<k-2).
© que prova a relagao (4.53.). Observemos que esta rela
obtida na sec¢io 4.2.

Como Njy = N; — M; e nio = n; —m; (1 <7 <k), pela relagao (4.41.) temos

Gao € exatamente a relagao (4.6.)

B,- = -NH-I — .A'\J,'_H = (Ig,'(]ir,' = M,‘ —n;+ m,-), (1 <i:<k- 1).

Logo, pela relagdo (4.44.) temos

- ~

B; = Nipy — ¢i(M; — m; + 8i) — ¢i(N; — M; — n; + m;)

=Nyt = i(Ni—ni 4 5), (1<i<h—1).
Finalmente, usando esta tltima relagdo e as relagoes (4.51.) e (4.53.) temos

-~ Mit1 + Siy12Zi41/R;
Bi=7li+1[1+Sz’+1Zi+1/(Ri+1mi+1)]-( +15i+:ilzi7113i/ +1){ni[l+3iZi/(miRi)]‘ni+3i}

i+1 + Sit1Zi41/R;
=nip[l+ Sit1Zi+1/(Rig1miqq)] — (miss 1 :+Zl/;l/ +1) [niZi/(Rim;) + 1]

para 2 <7 < k—2, o que prova o teorema. Observemos que a 1iltima relagéo é exatamente
a relagdo (4.7.) obtida na secao 4.2. -
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APENDICE 1

LIMITE SUPERIOR PARA A VARIANCIA

Se X é uma variavel aleatéria tal que P(a < X < b) =1, com —oco < a < b < oo, entao

(b—ay
vex) < =

Prova. Sea=0e b=1, entao 0 < X2 < X < 1. Logo,
0<E(X*)<EX)<1
o que implica

N

V(X) = E(X*) - E*(X) < B(X) - E*(X) = B(X)[1 - B(X)] <

Se a # 0 ou b # 1, como a varidvel aleatéria ¥ = 5=% assume valores em [0,1] com
probabilidade 1, entédo, pelo resultado anterior,
V(X) 1
VY)= ——2 < =
(¥) (b—a)? — 4

ou

, (b—a)?
V(X) < ——
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APENDICE 2

SOMA DE DUAS VARIAVEIS BINOMIAIS NEGATIVAS INDEPENDENTES

Se todo a, b e k sdo ntimeros inteiros positivos, entao

a+]—1 b+k—37—-1 a+b+k—-1
Z: ( ) ( k—j ) - ( k >
Prova.
Se X e Y sao variaveis aleatérias independentes com distribuigdo de probabilidades
Binomial Negativa com parametros (a, p) e (b, p), respectivamente, entdo (X +Y) tem
distribuigao Binomial Negativa com parametros (a + b, p).

Com efeito, a fungéo caracteristica de X +Y é, para todo t real,

px+v(t) = ex(tev(t) = (1 —pqeft)a (1 _pqe“)" N (1 —pqef‘)a+b’

onde ¢ =1 — p.

Entao, para todo numero inteiro positivo k,

P(X =3Y =k—j)

P(X=j/X+Y =k)= XAV =F

_ P =i)P=k-j (5O .
N P(X +Y =k) - (a+b-;c-k T o 0<;<k
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Apéndice 2: Soma de Binomiais Negativas Independentes 136
Logo,
k

Y PX=jX+Y=k=1=
j=0

k<a+j—1 bt k—j—1 a+b+k—1
= . . = .
o G | k—j k

J
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APENDICE 3

APROXIMAGCAO A DISTRIBUICAO 2.

Sejam ng, N nimeros inteiros positivos. Para p = % pequeno e n; ~ Bin.Neg.(m, p), a
variavel aleatéria 2—"10\,31 tem distribuicdo de probabilidade aproximadamente y% com 2m
graus de liberdade.

Prova . A funcgao caracteristica da variavel (2n;p) é

fad — (7=1Y sjipt.m j—m
@2n,p(t) = E(é’?' ""1) = Z (m _ 1) e?Pp™(1 — p)’

— pm62pmz Z (] )[(1 ) 2ipt](j—m)
j=m NPT
m mi - m—+k— 1
=p 82p tZ( > p)€2 pt]
k=0
— pm e?PmN Z :‘L) [_(1 _ p)e2fpt]k

o
Il
=]

_ pm62pnut[1 (1 p)62ipt]—m

2ipt] ™M
:eQPmit[l—( _p)elp] ” VteR
p

Fazendo p — 0 temos, pela regra de L'Hospital,
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Apéndice 3: Aproximagao & distribuigao XQ. 138

) e (1—p)62i”i -m
lim 2, p(t) = L}{l_r}‘l) ’

2pts __ (1 _ ) 2pti2,'t —m
. € p)e 3
= |1
p—0 1 ]

=(1-2t)"™, VteR

que é a funcéo caracteristica de uma variavel aleatéria x? com 2m graus de liberdade . g
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APENDICE 4

Se z > %, entao

§ =
+
e
-+

Hmlo.,
\%

O

Prova : Como 0 <z —1 < [z], entéo

[2)(z? +224+6)> (z—1)(2® 4224+ 6) =2° + 222 + 62— 2> —22 -6 =

=2+ 442 -6=23+ 22422z - 3) > 28,

ou seja,

[z](z% + 2z + 6) > 2°.

Logo, dividindo-se por 23[z] ambos os membros da ultima desigualdade, temos:
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APENDICE 5

DESENVOLVIMENTO DE UMA SERIE FATORIAL INVERSA.

Para todo inteiro m > 0,

g = K
(m+1) _;(m+1)(m+2).--(m+k+z)'

Prova: Como

1 1 + n—1 >1 (1)
= n
(m+1) m+n (m+1)(m+n) -7
entao, aplicando este resultado para n = 2 em (mil)z = (m+1)l(m+l) temos,

1 1 1 1
(m+1)2  (m+1) m—{-2+(m+1)(m+2) B

B 1 1 1
- (m+1)(m+2)+(m+1)(m+2)(m+1)'

Usando (1) para n = 3 no ultimo termo da direita da relacao anterior, temos:

1 1 1 1 2

Mt mt)m+2) T mrDm+2) | m+3) T m+ Dm+3)
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Apéndice 5: Desenvolvimento de uma série fatorial inversa. 141

1 1 = 2 1
Tt Dm+2) T mrDm+2)m+3) | (m+Dm+2)(m+3) (mt 1)’
Usando (1) para n = 4 no tultimo termo da direita da ltima relagao, resulta

1 1 1

m+1)? (mt)m+2)  mtD)m+2)m+3)

n 2 1 n 3
(m4+1)(m+2)(m+3)[(m+4) (m+1)(m+4)

ol 1! 21
Tt mt2) ) mAm+3)  (mtD(m+2)m+3)(mtd)
31 1
Tt Dm+ ) m+3)m+4) (m+1)

Analogamente, aplicando sucessivamente (1) para n = 5,6, - - - temos

1 k!
1P A A A2 (mFE )

Observemos que, como

k! k!
C(m+1)? 1)2 Z ‘< (m+1)(m+2)..(m+k+2) + k;{_l (m+1)(m+2)...( m+k+2)’

chamando de Rn(m) o segundo termo da direita da relagao anterior, temos:

k!
finlrm) = kgﬂ (m+1)(m+2)..(m+k+2)

(n +4)!
< (m+1)(m +2).. (m+n+]+2)

N.D"ﬂg

(n+7)! 1 = 1
Z(n+]+2)' j;(n+j+1)(n+j+2) <;(n+j+1)2'

Paran = 2,

o 1 w2 1 1  672—49
R = =1 1= — =22 "% ~.283822955.
2m) < ; (J+3)?2 6 ! 22 32 36 0
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