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INTRODUÇÃO

A estimação do tamanho de uma população animal é um problema de interesse ein
ciências biológica.s. Um dos métodos utilizados para estimar o tamanho de uma população
animal é o método de capa\tra-recaptura. Em geral, o método de captura-recaptura pode
ser descrito da seguinte inaneíra. Duas ou mais amostra são selecionadas da. população em
estudo. Todos os animais capturados na. primeira amostra são marcados (em estudos com
aves, por exemplo, um anel é colocado em uma das patas). Em seguida, todos os animais
marcados (ou uma parte deles) são devolvidos à população. Para cada uma das amostras
subsequentes são registradas as capturas dos animais marcados e não marcados; todos os
a.nimais não marcados na amostra recebem uma marca e, em alguns casos, os animais
anteriormente marcados (na amostra) também recebem uma. nova. marca, indicando a
época de sua captura e, em seguida, todos os animais (ou uma parte deles) são devolvidos
à população. Uma estimativa do tamanho da população pode ser obtida através do número
de animais ma.rca.dos recaptuiados eln cada amostra.

Dependendo da situação pode-se considerar que o tempo utilizado para completa.l o
procedimento de captura-recaptura é suficientemente pequeno peia não ocorrerem nasci-
mentos, mortes nem migrações na população. Neste caso) diz-se que a população é /ecÀada.
Por outro lado, se durante o procedimento a populaça.o se altera pela oconência de nasci-
mentos, mortes e/ou migrações, a população se diz aberta. Neste trabalho consíderaienlos
ambos os casos e os elementos que con-apõem a populaça.o serão referidos indistintamente
por animais ou indivíduos.

O primeiro pesquisador a a.plicar o método de captura-recaptura foi
Petersen (1896), que estudou o fluxo migratório de peixes no mar Báltico. Contudo,
La.plane (1783) já havia utiliza.do praticamente esse procedimento para estimar o tamanho
da populaça.o francesa. Lincoln (1930) foi um dos primeiros pesquisadores, neste século,
a usar o método de captura-recaptura para estimar o tamanho da população de patos da
Anlérica do Norte. Entre oiros autores que se dedicaram a. este tema, além de Petersen e
Lincoln, podemos citar Jackson (1953), Bailey (1951), Chapman (1951), Haldane (1953),
Darroch(1958), Jolly(1965), Seber(1965), Cormack(1969), Manly(1968), Pollock(1976),
Otis (1978), Burnham (1978), \Vhite (1978) e Anderson (1978).

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo sistemático de alguns modelos basea-
dos no método de captura-recaptura, assim como determina.r os Estimadores de À4áxima
Verossímilhança. para os parâmetros populacionais. O Capitulo l é dedicado à amostragem
simples que consiste na. seleção de duas amostras e o Capitulo 2 à am08 regem mtílíipZa:
qualquer número (maior ou igual a dois) de amostras. Em a.mbos os casos estudamos
os métodos de amostragem direta e inversa; o método de amostragem dÍreta é aquele no
qual os tamanhos das amostras são fixados, e o de amostragem nuer3a é aquele no qual o
número de indivíduos marca.dos (ou não marcados) a ser capturados é fixado previamente.
No Capitulo 3 consideramos um modelo alternativo com k a.mostra.s (k Z 2) no qual cada

l



indivíduo da população, independentemente dos demais, tem uma certa. probabilidade pi
de ser capturado na {-ésima amostra (l $ i$ k). Em todos esses capítulos supomos popu-
lações fechadas. No último capítulo consideramos populações abertas e determinamos os
Estimadores de Máxima Verossimilhança (E.M.V.) para os parâmetros populacionais no
caso de k amostras (k 2 3), levando em conta, para cada amostragem, a última marca de
cadaindívíduo.

Neste trabalho .N denotará sempre o tamanho da população em estudo.



CAPITULOI
#

1 . AMOSTRAGEM SIMPLES

1.1 AMOSTRAGEM DIRETA SIMPLES

O Método de Amostl'agem Direta Simples permite obter estimadotes do tamanho
da população e do inverso do tamanho da população. A técnica consiste em capturar sem
reposição, marcar e soltar 7zo indivíduos da população. Depois de um certo tempo no
qual espera.-se que os indivíduos marcados misturem-se livremente com os não marcados,
seleciona-se uma segunda amostra e observa-se a quantidade de marcados. Esta segunda
amostra pode ser colhida com ou sem reposição.

Os indivíduos selecionados na segunda amostra não são marcados antes de serem
devolvidos à população. Os tamanhos das amostras são fixados e o número de indivíduos
marcados na segunda amostra é aleatório.

Baseados na informação destas duas a.mostras obtemos estimadores do tamanho

da população, N, do inverso do tamanho da. população, -N, bem como as esperanças e
variâncias destes estimadores.

3



Cap. 1: Amostragem Simples. 4

a) COM REPOSIÇÃO

S ejai i]

no : número de indivíduos capturados sem reposição, marcados e devolvidos à po-
pulaça.o na primeira. a.mostra;

ni : tamanho da segullda amostra, que é colhida com reposição;

nz : número de indivíduos marca.dos observados na segunda amostra

A função densidade de probabilidade de m é uma Binomíal coll] parâmetros ni e
P = W , isto é,

/ \ nl

''« «-,«,-(=)(T

A média e variância de nl são, respectiva.infante

m = 0,1,...,ni

"o«) - !P e I'(m) - «-T-

Teorema 1. A estimativa de Máxima Verossimilliança (E.M.V.) para .V, .Ni, é tal que
.N] = !!?;:'- se !!f#-' for um núnlelo inteiro e .N] = !!?n se !!?P- não for um número inteiro.

Prnlrn A {tlnr3n Hp xrP,''-ca;,-..;l}...,, Áyuv uv ir v& vuua xxAAA uxayw v

-L(.M l «.,«-,m) - r": N>

Logo,

''" «:,«,««'«,-(t)"(:- T)":'",
onde /((.N) é o kenael da veiossimilhança e

l)se ni =m :+ Ã(.N)=(%')"::+ opontode:náxínode.K(N)

4
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Cap. 1; Amostragem Simples 5

no
nona

7'n
]

2) s. n- > m K'(.w) R')"(i T)"''"
Seja g(«) z)"''": , z C 10, il. Entã., g( T) = .K(.N) e deriva«do g(3) temos

g'(,)(1 - «)"''" -(n- - «,),"(1 - «)":'"''

- «":':(1 - -)"''"'' lm(1 - .) -(n- - m),l
- «"'''(1 -«)"''"''(m-n:,), « C(0,1).

Logo,

g'(«) > o l?z -- nia > 0 nz )' nlz
nl

g'(a) < 0 4::> n, nia < 0 .+:::+ m < niz

g'(«) 7n. niz :: 0 .+::::> m :; rz13

Donde concluímos que g(aç) é crescente ein 10, #tl, decrescente eln l#l,ll e o ponto de
máximo d. g(3) é â = =-

Portanto, o ponto de máximo de /{'(.N), Ni, é tal que .N] = !!1l-n se !!ff' fol um
número inteiro e .NI = !!?ln- se !!?iF- não for um número inteiro, o que prova o teorema. H

Considerando m colho uma variável aleatória, notemos que o E.M.V. para .M, Ari é
aproximadamente o estimados de Petersen (1896). Este último estimador pode ser obtido
igualando-se a proporção de animais ma.rcados na população, antes da segunda amostra

ser selecionada, (z'), à proporção de animais marcados na segunda amostra, (a) . E«tão,

N n\
nonl



Cap. 1: Amostragem Simples. 6

O estin)odor de Petersen tambélla pode ser obtido igualando-sc a proporção de não mar
cados na. população, antes da segunda amostra ser selecíonada, ( N ), à proporção de

«ão marcad's na s'gund:: '"''s'ra, (!tbT). Com efeito,

.V - "o":

nonl

Este estimador tecla esperança. infinita. pois m tem uma probabilidade positiva de assumir
o valor zero e sua variância não existe.

Para reso]ver este prob]ema, Bai]ey (1951) propôs o seguinte estimador para. ]\r

.Á,: - ":9FP, "«-. m - ' («:,T

O .seguinte lema nos dá a esperança de .N2

Lema 2 A esperança de .NZ é dada por

EÇNa) = N
no''\
N

Prova

"''", - « lq=:'1 - $ ''é:bo (=:) (TI
6

7'z. \ « : -j

N



C&p. 1: Amostragem Simples

i;'J'.i) (Ty*' (
ni+ l -- (j+i )

k-l

'ni + I'
k

720

N
k n i+ 1 -- k

?20l T)"'*'l

N N

Teor'enla 3. Para todo /(. 0 < J( < .N , se -?f'- ? l«(#), então,

.E(.&:) .wl <.K

Prova. Pelo Lema. 2,

,'*:, -«, -«(: -T)"'*'
no''\

T)

(" - «d(:

nl
< .N T.) ' < .v.:3$''' $ .w.-«#

A tabela l fornece valores de /n( N ) : o mínimo valor de !!f'' para o (dual l.E(.&2)--.NI < -K



Cap. ]: Amostragem Simples

TABELA l

0.1

0.2
0.3

0.5

0.9

l
2

11.51

l0.82
l0.41

9.90

9.32

9.21

8.52

13.82

13.12

12.72

12.21

11.62

11.51

l0.82

16.12

15.42

15.02

14.51

13.92

13.82

13.12

18.42

17.73

17.32

16.81

16.22

16.12

15.42

20.72

20.03

19.62

19.11

18.53

18.42

17.73

23.03

22.33

21.93

21.42

20.83

20.72

20.03

valores de in( W): :nínimo valor de !!P' para o qual l.E(.&2) -- .WI < .K

O seguinte lema nos dá un] limite superior para. a variância de /V2

Lenda 4. A variância de .N2 é ta] que

«''", ' (%'y
Prova. Como

O$m$"-::> 1$m+l$":+1:+ ;;-!Õ-S;;;.-:iTSi

então (ver Apêndice l)

m+l
. o-- :\#
' 4

8

2(n- + l)



Cap. 1: Amostragem Simples. 9

Logo,

V'(.&2) 5;
no'(n- + lyn-'

4(n- + l)'

O seguinte lema. nos dá um estimador não viciado do inverso do ta.manha da. população

Lema 5 . O inverso do estima.dor de Petersen,

]

f: - ]\ nonl
onde m «. .B

é um estimados não viciado para l# e sua varia.ncia é

T'(.r-)
N -- nü
no 7z] .N :

PF0\râ,

"''- , - ,(Ú: lnl 7?0

11 o'rt\ N N

"'':, - «(=) - ú«'«, - $% (: - T) - :H

b) SEM REPOSIÇÃO

Seja«-

no: número de indivíduos capturados sem reposição, marcados e devolvidos à po
pulação na primeira amostra;

ni : tamanho da segunda amostra, que é colhida sem reposição;

zlz : ]lúniero de indivíduos marcados observados na segunda amostra

0



Cap. 1: Amostragem Simples. 10

A função densida.de de probabilidade da variável aleatória m segue a lei hipergcométrica

P(m l no,«.,.V) {Z!!ÇF--, «-l0,no+«- -.N} $«'' $mi«{«o,«-}
\nl/

A esperança. e variância de m são, respectivamente

E(m) - !r! . V(m)- Z!r-
N -- n\

Teor'enfia 6. O E.M.V. de .N é aproximadamente .ATP = !!aU- se !!Êl!:t não for um número
inteiro e é igua] a. ]VP se !!:;lU- for um número inteiro.

Prova A {llllrãn H'' lr''r'"»a.;.a;lh!.,lpn Á

Zlrhrin. n m\ -- ' ov]V--"'~ l(N -- nO)l"ll(N' --'tl)l
-~'- '''", '':, '''' úliãi '

onde Ar ? no + lll -- ??z.

.LP' 1 «., «:,,«) « K(N) - ( (N ...T («: - m»!!.N:

Pma deterlninaimos o ponto de naáximo de .K(N) consideremos o quociente

.K(.V+ l)((.A'-«o + l)!(.N-«:+ l)!)/((.N-no-n- +m+ l)!(.M + l)!)
/{(.N)((.N-no)!(.N-n-)!)/((.N-no-n: + m)!.N!)

+l)(.N - n- +l)
(.N - no - «- + m + l)(.N + l)

Logo,

\(w



Cap. 1: Amostragem Simples. 1 1

+-+l(.w + i) ,,oll(.X + l) nll > 1(.N +l) ,'o - n- + ml(.N + l)

(.w +ly ,,:(.N + l) no(.N + 1) + nona >

>(.w +ly no(.N + 1) - n-(.V + l) + ,n(.N + l)

-i:-»nona > 77t.N + nt-+:::+ .N < !gnj

Ou seja,

K'(.Ar+l) > .K(.Ar) <:::::> .N <

.K(.N+ l) < -K(.N) <-:+ .N >

K(-N +l)

Então

le ) se !!?;:'- não for inteiro, segue que Ã(N) é crescente no intervalo

lno + n- -- «, ; l!!:Fll n .N* e .K(.Ar) é decresce«te no intervalo li!!:PI ; .o l O.W*

onde -N* = {1,2, .}.

Logo a estimativa de R4áxima Verossimilhança (E.M.V.) para .Ar é

onde l a; l representa o maior inteiro menor ou igual que z;

2? ) se !!ff' for inteiro segue que

l«o + «: -

no intervalo

para .N,

7n,

nonl

['P]

crescente no intervalo

, e .K(.N) é decresce:lte

Logo há duas estimativa.s de Máxima Verossimilha.nça

K'(.N) é

iln.w* ,.K

R.w*

n. 0 7?. l . ?=-
11



Cap. 1: Amostragem Simples. 12

Colmo .N, tem esperança infinita. e sua variância não existe, Chapman (1951)
propôs o seguint.e estin)odor

.Ú3 = Íllto '+"lXz -+" 1) . 1, onde m ,-Hip(nl, lto, N)

Teorenaa 7. A esperança mateinát.ica de .Ns é da.da por

('=='f)(«: + i)
EÇNab = N

Prova

"(.'ça - « l("' nlÍ«- + Q 1 1 . E («' + QIT'.+ UG)C=)+ i)(;1)l?l+l

- o, ... o t (HO ltÍ;'.PaL'?)
J:=0 \ ]] t+l /

l

- (" -- ulx (=11) J
l

- p"-'-nl:
(.v + i)(T:=')

(=11)
({Í:.il')(«- + i)

(=)

Q

N.px ''l

.n'$'
Corolário 8

í) Se no + «- ? .M, então

EÇNa) = N

12



Cap. 1: Amostragem Simples.

ii) P«ra todo .K, 0 < K < .A', se !!$fi 2 in( .f), então

13

E(.N3)-.Nl< K

Prova de (i)

no+nl?.Ar + ni?N--no :> nl+l>nl2..N
nl+l

e pelo Teorema 7, (i) está provado.

Prova de (ii): suponhamos que !!P 2 in( f); então

a) Se lto + n] 2 .N, por i), .&a é não viciado o que verifica (ii)

b) Se lzo + ni < .A', como

.E( .&; )
« 'il;ll='=:n-)!(n- + l)

- n. -- l)l.NI

(A' - «o)(.N - «o - l)(.A' - «o - 2).. .(JV - n. - n: + l)l.N -(no+ n-)l

A'(.N - l)(.N-2)..(.N-n- +2)(.N-n: +l)

(:-=l IW - (no + «: )l

nl

« ["' - («. --«o](: [« -'- «o]@:*)":

IX - (no + n: )je:l$'

e, para todo /\', 0 < /{ < .N,

!gly.>jn
.N "'

13

-:-(;



Cap. 1: Amostragem Simples. 14

segue que

l.E(Â3) -- XI < Ne:!\r'' $ .Mei"(#) = .N:$ - .K, o (lue pro"a (ii)

Teor'ema 9. O inverso de ATP ,

.f, . -J!!--, onde m «' .H(ni,no,.N)
n.onl

é uin estimador não viciado para 1 , com variância

"«(.fD-(=1::Tlll :lÍI)
Proa,a

"'',, - «(=) - h«.«, - =T - ;

"'À, - «(=) -ü«'«, - $ã N -- n\
N l

(N - «o)(.N - n: )

non: .N'(.N - l)

INTERX/ALO DE CONFIANÇA PARA N.

Nesta senão determinarem-tos um intervalo de confiança para .N no caso de a.mos-
trarem direta com reposição.

Como vimos no início da seção 1.1. m -. .B(nl,no/.N). Pelo Teorema Central do
Limite (T.C.L.)

14
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Cap. 1: Amostragem Simples. 15

N qQ,Ç«ulN)0. -- .«olN »
?2,] -4 00

Seja g(a) = {, z > 0. Logo

D
JKÇ.«l.--~ - «,-lu)

g
7n,

nl
no
N
no
N

g

g'

[«'

Pelo método Delta(Bishop(1975))

n'(«:/m - .N/«o) .W ro, lp'(T)I'(«o/.V)(i «o/.N)
7'1] --+ 00 \ JV

ou seJ a)

#T'\ /

Gk«~ 1«« - ul«-.Ü N \. q. $ - «-~ 1U )l\«,~ IW'f
7'ZI --+ 00 \

Este resultado nos permite construir para. ni suficientemente gra.nde um intervalo
de confiança. para .N:

72 0 ?21 n. 0
';;"

nonl . no

F ' ''?ã:
onde ,, é tal que P(--z, $ Z $ z,) = 7, com Z ,- N(0, 1)

Substituindo no/.N por nz/ni no intervalo de confiança acima, para ni suficiente
mente grande, o intervalo de confiança "otimista" para .N é

720721 ?2,0

n'z 'vnl



Cap. 1: Amostragem Simples. 16

Exemplo 1. Para no = 100, ni = 250 e m = 25, então zlpJn = Z$j:ae - 1.000 e os
intervalos de 95 % e 99 % de confia.nça. para .V são, respectiva.mente,

1.372)

e

: ".-:,«gH:: ; : "'*,,«==)

1.490)

AMOSTRAGEM INVERSA SIMPLES

Até agora estudamos estinladoles do tamanho da população pelo processo de captura-
recaptura considerando fixos os tamanhos das amostras. Um out.ro método para obter
esticadores do tamanho da populaça.o, pelo processo de captura-recaptura, é o método da

amostragem inversa. No caso simples, tal método consiste em capturarmos na primeira
amostragem uin número ?zo (no fixado) de animais da população de tamanho N, os quais
são naarcados e devolvidos à populaça.o. Fixado uln nomeio inteiro positivo, a segunda
amostragem consiste na captura de animais da população, um de cada vez, até ocorrer esse
número âxado de indicados (ou não marcados) Os animais não marcados capturados na
segunda amostragem não recebem ]na.rca. No método da amostragem inversa, o tamalaho
da segunda. amostra é unia variável aleatória.

AMOSTRAGEM INVERSA SIMPLES FIXANDO O NUMERO DE
MARCADOS.

Suponhamos que selecioneinos e nlaiquenaos no indivíduos de uma população de tamanho
.N. Os indivíduos marcados são devolvidos à população . Fixado um número inteiro l?z 2 1,

16
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selecionamos numa segunda. amostra, um indivíduo de cada vez, até que a.pareçam esses
m indivíduos ma.rcados. Tal procedimento pode ser realizado de duas maneira: com ou
seno reposição. Nas duas secções seguintes faremos um estudo desse método.

a) COM REPOSIÇÃO

Sejam

no: número de indivíduos capturados sem reposição, marcados e soltos na plimeila.
amostra, c

ni : número de indivíduos capturados, com reposição, até que ocorra o m-ésimo in
dívíduo marcado, onde nl é um número inteiro positivo $xado.

A variável aleatória ni tem distribuição de probabilidade Binomial Negativa com
para.metros m e p = W'

A distribuição de probabilidade de ni é dada por

P(n- 1« o , «,, .A') l T)":'",
A média e a variância de lzl são, respectiva.mente,

.E(n:)
P no

e

"(«J - "S;;-ü - ; z:n'l., ,n.N(.N no
2n
0

Se no <<< N (no muito menor que .N), então podemos aproximei a variância de ni por

}''«(n: )
m.?V2

«g

Teorema 10 . A estimativa de h4áxima Verossimilhança para -N é igual a .ATP se !!f#-t f#'

uin número inteiro e aproximada.mente igual a NP se z'u- não for um número inteiro l

7

17
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Prova. A função dc verossimilhança de .N é

.[,(.N l «o,n- , «.) « .K(.N)
nl-m

nono l NN

Então, de modo aná.logo a.o caso de amostragem direta com reposição (ver Teorema l),
segue que a estimativa de h'máxima Verossimilhança para .N é igual ou aproximadamente
igual à NP.

Notamos que NP é não viciado. Com efeito,

".&, - '(T) - ='.«-, -=T - «'

A variância de ]VP é

ya«(&p) -
.N(N - no)

Com efeito,

"-'», - «-('F) - B««.«:, - 3"'qi: «) - u;@
Teorema 11. Um estimador não viciado da va.riância de .N, é

«ã«-(«: - «)
'h, ' ';;itl;í;'if

18
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Prova

"PI,p - ' lz2;11:'íPI - ad?í-üt"(«n - m.';(«O]

«IÍ [m.(.N - no).V . m'.N' m'.N]
i)[ nã ' «g noJ

- =üln I"(" - «a -- ,«"' - ««."I

- ;allnt'''P« - «d -'- «,"P" - «d] - '''m= «.Xm + n

x'r.N - "d (.&,).
7n ''

O seguinte teorema nos da. a. distribuição assintótica do estimados .ATP

Teor'enla 1 2

g. N D
7?2 --+ 00

Z, onde Z «' .N(0, 1)

Prova

7n.Np -- N
m?V

';i -- :;i'
«\ N (.N -- n D

«:

«: -.E(n-)
'T'a,(n- )

Notando que ni = )i:;' l Xj, onde X] ,X2, . . . é uma sequência de variáveis aleatórias
independentes e identicamente distribuídas com distribuição geométrica de pa.iâmetro

p - T, segue, pelo Teoren)a Central do Limite, que

19
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,,--.E(n-) E=-XJ-.E(EZ:Xj) D .
7?2, --+ 00

20

$=1. .!. ,
W!(#!:!Q) m --} oo

Prova. Pela Lei Fraca Dos Grandes Números,

«: E;::: xj l:'
7?2 7n, ??2 --+ 00

) onde Z -., .V(0, 1)

.E(X-) no

.N. = :=.= .
' nZ 77Z -+ 00

P !!! -.v,
no

o que implica

N ÇN -- nü) 'P

q(4 «.) « - -

Logo, pelos teoremas anterior e de Slutsky,

Np -- N
Ne ( NZ -- n o )

Np -- N
N (.N -- n a

m y m

20



,i, - '9€U::T' - ü9;:t"; -'*

1l:i11 ---------.., Z, onde Z - .N(0,1)-

Observação: Notemos que õir ' pelo Teorema 11, é um estimados não viciado da variância
de ]\rp.

Prova. Colho vimos anteriormente,

Corolário 14 Seja

N
??2 7'n, ---} 00 72'0.

A'(.N-«o)m(m+l)/.V(N-«o)(l+â) P' .
,,ã«-(«- -«,) =k=- - "J m--, m '

to, pelo Teorema 12 e de Slutsky, temos:

N. N N. N

(&p - .M)

&P-.N /i®-«.)m(m+l) D Zp==v
tem construir intervalos de confiança

r\l

Os corolários a.cima nos permí
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1.5. INTERVALOS DE CONFIANÇA PARA N

Do Corolário 13 temos, pa.ra m suficientemente grande, que

.&,(.&P - no)
7'n

é um intervalo de confiança pa.ra -N com coeficiente de confiança 'y, onde zl é tal que
P(-;, $ z $,,)

Do Corolário 14 temos, para ??z suficientemente grande, que

é um intervalo de confiança pala .N com coeficiente de confiança 'y.

Exemplo 2. Pma no = 1.000, ni = 1.000 e m :: 500 o intervalo de 95 % de conâança para
N obtido com o resultado do Corola.río 13 é

'."' :," ; '."'... :,««i'úõe'U- :."Q

000 - 123,96 ; 2.000 + 123,96) .877 ; 2.124).

O intelvalo de 95 % de confiança para .N obtido com o resultado do Corola.rio 14

:.". :,«V'ãtjtú("= ].w ; '."'... :,«v/i'üw'U :."o

; 2.124).

22

e



Cap. 1: Amostragem Simples. 23

Com o coeficiente de confiança de 99 %, os intervalos de confiança. para- N obtidos

com os resultados dos Corolários 13 e 14 são, respectivamente,

:.". p"'''U- :."'' ; '."'-* ,,«f"'e U-' "'' )
- 163,174; 2.000+ 163,174).837 ; 2.164)

e

2.000-2,õ8V (2'000-1.000) ; 2.000+2,õ8V 501'i

- (2.000 163,010 ; 2.000+ 163,010) ; 2.164)

Por outro lado, para $$! pequeno a variável aleatória 2ZeU- tem, aproximada.mente, dis-
tribuição de probabilidade X2 com 27n graus de liberdade (ver Apêndice 3 ). Este fato nos
pellnite construir uin intervalo de confiança para .N

Se X3,,, (1 -- 1') é tal que

p(xg. s; x:.(i - l)) 7,

então, um interva.lo de conâança pa.ia- .N com coeficiente de confiança ' é da.do por

27?. on l

xg .( l:P ) =b)
Exemplo 3. Se no = 100, ni = 250, 17z = 25 e se ;!N- é pequeno, então um intervalo de
confiança pala -N com um 95 % de conâança é

#8H ; â8R ) - .,.:; :.''',,
23



Cap. 1: Amostragem Simples. 24

e com u.m 99 % de confiança é

2 100 250
xg.(o,oos)

2 100 250 \

xg.(o,oos)J
(630 ; 1.787)

b) SEM REPOSICAO

Seja:n

no: número de indivíduos capturados sem reposição, marcados e devolvidos à po
pulação na primeira amostra e

z?.i : número de indivíduos capturados, sem reposição, até que ocorra o m-ésimo animal
marcado, onde ?n é un] número inteiro, l $ m $ no , fixa.do.

A variável aleatória lz] tem distribuição de probabilidade Hipergeométlica Nega
uva com parâmetros m, no e .N

Notando que o evento "?ti elementos são selecionados da populaça.o, sem reposição,

até (lue ocolia 0 7n-ésimo elemento marcado " é o evento "(m -- 1) elementos marcados são

seleciona.dos da. populaça.o, sem reposição, nas (ni -- 1) primeiras seleções, e na ni-ésima
seleção é selecionado um indivíduo marcado " , segue que a distribuiçã.o de probabilidades
de ni é dada.por

'(«- l m, «., 'q - UtilÇa k" -" ")
«o(«o - l)!(=:=)(n- - l)!(N - «- + l)!("o - m + l)

(,n - l)!(«o - m+ l)!.N(N - l)!(.N - n- + l)

W(;:ill.lif=}, onde m $ "] 1; (W -- "o) +m

Observando a última expressão da distribuição acima, notamos que ela é igual à probabi-
lidade do evento "um elemento marcado é selecionado sem reposição, na prinaeira. seleção,

24
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e (m -- 1) elementos marcados são selecionados quando uma amostra de tamanho (ni -- l)
é selecionada, sem reposição, da populaça.o, agora contendo (no -- 1) elementos marcados
e (.Ar -- «o) .lementos :-ão marcados"

Lema 15: Se n] tem distribuição Hipergeométrica Negativa com parâmetros m, no c .N,
e)ltao

á) .E(n: ) «.(.N + l)

(no + l)

e

iá) "(«o - "(" '''.='= ;li?l"'' - « -- :,
Prova. Notemos que

T" ('1:=')
Éá (L;)

N
«.(=:{ )

(1.1.)

Com efeito,

(N-no)+m

E
k-:m

N-- n Q
k -- m ah'~E*"(T (=.:Í) (T:=')

('r:;)

i U'',:.,m kjm,«.,.M)- 'N

Logo,

'~!"*T (=:{ )(1:=')
.E(n- )

} ''''T*" qP.â (T)
no (1.2.)

25
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A soma do lado direito de (1.2) é obtida a partir de (1.1) escrevendo-se (.N + l),
(no + l), (k + 1) e (m + 1) nos lugares de .N, no, A e m, respectivamente. Então,

D.. ~ :o(=::)(.M+l) . «o(no-l)!(N+l)m!("o-m)! m(N+l)
u\lól./--''(1}0-+-1)(=:) ' V,. x/'V'U VõOTX/r&0; n0+l '

o que prova (i)

Por outrolado,

(N-no)+m
.Eln:(": +1)l

k=m

(=:J)('E:=)

- «.'« * :,(= :Íy~E*" %# (1.3.)

A soma do lado direito de (1.3.) é obtida a partir de (1.1.) escrevendo-se (.N + 2), (no + 2),
(k + 2) e (m + 2) nos lugares de N, no, k e nz, respectivamente. Então,

"t«:(«- --u] - ?'' (:-'. x=n
no(.N+ l)(no-l)l(N + 2)(m + l)l(no-m)l

(no + 2)(m-l)!(no-m)!(no + l)!

m(m + l)(.N + l)(N + 2)

(no + l)(no + 2) (1.4.)

Portanto, de (i) e (1.4.), segue que

T''(n-) -Eln-(n- + l)l .E(n-) - .E'(n- )

«.(m+l)(.N+l)(.N+2) m(.N+l) «.'(N +l)'
(no + l)("o +2) (no + l) (no + iy

26
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- «M,+ nl("+ QP' -- n("'+ U;l?.+ Q("' -' q - mP'' -' D(«. -- nl

27

(m(.N+ l)/(no + l)'(no + 2))l(«,.V+ 2,n + N + 2)(no+ l) -(no' + 3«o + 2)

-«,(no.N + 2.N + no + 2)l

il;ijÍjqj;jjjj:li:-ilijmno + no.?\r -- no -- m.N + /v -- no21

it;=rÇ;:l:lf-$1«.(X' - ".) - m(N - ".) + (N - ".)l

,n(.N + l)(A' - no)(«o - «, + l)
(no + l)'(no + 2)

«.(A' + l)(.N - «o)(no - m + l)

(,,o + ly(no + 2)

o que prova (ií).

Noten:os que ya,(nl) N --, oo

Como l $ ?n $ ?zo, de i) segue que

:t+ $ z("-) $
no(.M + l)

no+l

O seguinte lema estabelece limites inferior e superior para- a variância de nlia.nci

27
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Lema 16. Se rz] tem distribuição Hipergeométrica Negativa. com pa-râmetros m, no e .N,
então,

=) (==y « ««'«- , ' «:«{«(:ly, (»'i'"y}

Prova

I''«,r,., \ .
'''~''''(no+l)'(no+2) '(no+l)'(no+2)

... ,n(A' - «o)(.A' - no) m

:'' (no + ly(no + 2)
]V -- no \ 2
no+l

Também temos que, como (no m + l) < (no + 2), então,

ya7'rnl\= 1'l(.N--n.o'lrno 1) < mrN+l)r.N--n.'l
'''~'"''(no+l):(no+2) '(no+l)'

< m(N + l)(N - 1) . m(.N' - l) < .
7?, 0 ' nO '

Por outro lado, colmo in $ ? 1 $ .N -- no + m, então usando o resultado do

Apêndice l,

}''(n-) $
(.N -noy

Logo,

"«,'«-' ' :«:«{«(::

28
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o que prova o teoleina.

O E.M.V. de .N é dado pelo seguinte teorema.

Teorema 17. O E.M.V. de N é aproximadamente ]VP

Prova. A função de verossilnilhança. de .N é

"p'i«.,«-,.., - c,=2\$xí.;r-íã " "po - ,
onde .N ? no + rzl -- m.

Pala determina.fenos o ponto de máximo de /((.N) consideremos o quociente

Ã'(.N+ l)("=!='')/(nBl11)(.N - «:+ 2)

K'(N) =:'=)/(.=..)(.N-«- +l)

(A' -- no + l)l.NI(.Ar -- n] + l)(.N -- nl + 2)1(.N -- no -- ni + m)l
(A' + l)l(.N -- ni + 2)(.N -- no)l(.M -- no -- ?ll+ m+ l)l(.N -- nl+ l)l

(.N - no + l)(.N - n: + l)
(.N + l)(.M - no - n: + m + l)

Portanto, seguindo os mesmos passos dados na prova. do Teorema. 6 temos

1?) se !!:;?' não for uln número inteiro, então a E.M.V. de .M é

l='1;
2e) se !!:#-L foi un] número inteiro, então há duas E.M.V

zc11
n2 '

Portanto, o E.M.V. de .N é aproximadamente .Arp = !!tilU

29
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Pelo Lema 15 a esperança. e a variância de ;VP são, respectivamente,

.'®,J - ..(el=:) - ="("J - =mH-iB - G#T--Ü(.v + D
P

v«®D - :lél''-(«o - d. m(.N + l)(.N - no)(«o -- m + l)
m' (no + l)'(no + 2)

nã(.N + l)(.N - no)(no - m + l)

m(no + ly(no + 2)

Clhapmali (1952) propôs o seguinte estimador para N:

Este estiniadoi é não viciado como mostra o seguinte teorenaa:

Teorema 18. O estimador

n- (no + l) .
n?.

é um estimador não vicia.do para. Ar, com variância

''«(.&D - (" + Dm' - «.X«. - m + D
Prova.

n-Q=:LO - :l - b':P'(«o - :.
Pelo Lema. 15,

'(.&O - Q ' ") "«" '' Q - : - .«'

30
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"c'çJ - " llKw-n . :l - oqlr"(«o

("o + l)' !e(4t l)(.N - «o)(no - m + l)
"''' (no + l)'(no + 2)

. (:!t l)(.M - no)(no - m + l)
m(no + 2)

Observemos que, como no - m + 1 < no + 2, então,

V-(.&.) =(N+l)(.N -no)("o -m+]) < ÍN'-b]\'N - ]\ ]V' -

Usando este último resultado e a desigualdade de Tchebychev, temos:

» , . y@a
.Ar2 À2

A Tabela 2 fornece valores de 1 -- ;;1 : mínimo valor da P( ;V
valores de n? e .à.

TABELA2

31

l Àr2 .

' < =-. (1.5.)

P il.ç ÀN

*) -.-, ,:.«":

31

 
F- 0,9 l 2 3

2   0,38 0,50 0,87 0,94
4   0,69 0,75 0,94 0,97
6   0,79 0,83 0,96 0,98
8   0,85 0,87 0,97 0,99

10   0,88 0,90 0,97 0,99
20   0,94 0,95 0,99 0,99
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A relação y(N4 ) < N2 pode ser usada na escolha do m. De fato, podemos escolher m de

modo que 3Zlli-1l:l11#d (< .;à; ) tenha um nível desejado.

Com Feia.ção aos estimadoles .N4 e .NP, observamos que o primeiro é nã.o viciado,
enquanto que .N, não é. No entanto, a Var(N4) > Var(Np). Com efeito,

v''-(&) - e!:;í!.Ev'-(":) > =b-l'''"("-) - 1''"(4).

Se o pes(luisador não tem informaçã.o alguma com respeito a .N, então, por uma. escolha

inadequada de no e m, .E(nl) e yar(nl) podem ser muito grandes. Um procedimento
alternativo que pode melhorar esta situação é o processo de amostragem inversa, fixando
o número de não marcados. Na próxima seção descreveremos este procedimento.

' AMOSTRAGEM INVERSA SIMPLES FIXANDO O NÚMERO
DE NAO MARCADOS

Nesta seçã.o estudaremos o método de amostragem inversa, no qual é fixa.do o número
de indivíduos não marcados (ó 2 1). Ou seja, depois de capturar, marcar e devolver
à po])ulação ?l.o indivíduos, unia. segunda. amostra. é retirada a.té encontrei ó iladivíduos
não nlaicados. Neste caso, lz] : número de tentativas até a captura do ó-ésimo indivíduo
não marcado é aleatório. O procedimento pode ser realizado com ou sem reposiçã.o . Na.
segunda. amostra, os animais capturados sem marca não sã.o marcados.

a) COM REPOSIÇÃO

Sejam

lzo: núnleio de indivíduos ca.pturados sem reposição, marcados e devolvidos à po
pulação na primeira amostra, e

ni : 1lúmero de indivíduos capturados com reposição na segunda amostra até que ocorra
o ó-ésimo indivíduo nã.o marcado, onde ó é um núillero inteiro positivo âxado.

A variável aleatória ni tem distribuição de probabilidade Binomial Negativa
com parâmetros ó e p :: l -- !P

32
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A distribuição de probabilidade de ni é dada por

P(«: lno , Ó, .N) ) '(T) "''' ,
A llaédia e a variância de n.] são, respectivamente,

'(«o - : - í:$:- - '
e

x'«,.. ~ ê(!:e) 9 eplg eg!' "' ~'':'

Observemos que se no < # e ó = m, então a média e a variância de ni, neste caso, são
menores que a média e a variância de n] obtidas no caso inverso com reposição em que m
é âxado (seção 1.4.a )

O seguinte teorenaa nos da a E.M.V. pa.ra .Ar

Teorema 19. A E.M.V. para .N é igual a (x) se nl - ó; igual a ;t!} se :f!} for um

número inteiro e aproximadamente igual a .!!aBJ- se :lz!} não for um número inteiro.

Prova

A função de verossimilhança é dada po:

.L(.A- IÓ, no , n: ) «.K(.M) 'no\
N

onde .Ar ? zlo + 1. Então,

le) Se n-

33



C&p. 1: Amostragem Simples. 34

Ã'(.N)

Como /{(.N) T l quando .N --, oo, segue-se que o ponto de máximo de /{(.N) é oo
e, portanto, o E.M.V. de .N é .N = oo.'p

29) Se ni > ó,

«'«, - (T)"''
Logo, como este caso é a.nálogo ao caso de amostragem direta, com reposição,

estudado no Teorema 1, o teorema está provado.

Como o estimador NP temi esperança infinita. e não tem variância, propomos o seguinte
estimados para .N

&.- no(n- + l)

Teorema 20

i) Se ó l,então .E(&;) = no -(.V--no)l«(l - T)
ii) Se 5 ? 2, então

"(.&J - «. 1: -- o-+s â l : - (: -TF''l }
Prova

i) Se ó

'k Nos casos em que a função de verossimilhança for estritamente crescente, vamos
supor que .N assume valores no conjunto .N* = {1,2, . . } Uloo} e deânimos: /{(oo) =

lim /{r.N).
N -*oo
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,'*., - «.;(u: no
lno Nkk-l lwy''

no .N
(.j + 2)
(.j + i)

'n.\j
N

«. (: -TI

«.[:* )glú(T ']
C.:n. /n(l W) E 3-(W')} ( "" RU" (1980)), s'g- q-,J

n.,\'j-'
N

no
/v

e portanto,

.E(.&J - «.ll- T):*«
n.o

«o - (.N - «o)Jn T)
o que prova(i)
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ii) Se ó 2 2,

''*;, - «.'lCÜLI - «. gl #yPo(: : 1)(: - ey(ty''

«. (: -Wy$(Çn') (' }li :) (Ty

«. (: -?l :)(Ty

«.(: - Ty l$1(:;)(1'y * ' gl à(:1;)(I'yl

«. 1: -- '(: -ey ilÜ (;') (

(1.6.)

Como

;')(-D',' 3)'6 V -- 1 < z < l

segue que,

(:').-:,' ;')'-:,'= :
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#

/
0

T

o-.)-'',-- ---('-o''" .

;' ü(-T
J

37

-ó+ll nol +
-ó+l) N' -Ó+

l r/'. n.
ó- ll\' .x

l;') (I'y -:@-b l(: -T}'*' - :l
Usando o resultado que acabamos de obter, em (1.6.), segue que

o que prova o teorema.

O seguinte teorema fornece o limite de .E(.&S) quando .N --,

Teorema 21 . Para todo ó 2 1,

.E(&s) : + @':T5-- ' N
l

' N

ó l
j

-Ó+]

,J91., .E(h) «o(l + Ó)

Prova

.) Se 1,
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wilk E(N;) lim noN--.w '" - «., :-(: -T)l

no -- in lim
' /V--.oo

". - «Je. l(: -T) ~ (: -T) '"l
no -- in e'"' := 2no

b) Se 2, como

«1( )'''-:l
aplicando a regra de L'Hospital temos

no(Ó - l)

e como

A(: 1,

segue que

wiyk z(& )
Ó

lim no+ lõ lN --. oo Ty«l(:
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- ". + tí$D".@ - o - «.o + o

Um estimador para l# é o invemo de .ATP

nona

Se ó > 1, uma pequena modificação deste estimador nos fornece um estimador não

viciado para i,

' -Ea3 -â (: =)
Teorema 22. /3 é um estimados não viciado para N

Prova . Como

'(=) (í : :) (: - ty (TY''
(:

no
N

-T),$:

: ;) (ty':'''''' (: T)'':

(:
J l

1)

no
N

j -- (õ -i )

.(Ó

segue que

''.ü, - â - ;l -- :; - ;.
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b) SEM REPOSIÇÃO

beJ am

lzo: número de indivíduos capturados sem reposição, marcados e devolvidos à po-
pulação;

lzi: número de indivíduos capturados, sem reposição, até que ocorra o ó-ésimo in-
divíduo não ma.rcado, onde ó é um número inteiro fixado, l $ ó $ .N -- no
A variável aleatória n] tem distribuição de probabilidade Hipergeométrica Nega-

tiva com parâmetros 6, no e ]V
Notando que o evento "ni elementos são selecionados da população sem reposição,

até (lue ocorra o .5-ésimo elemento não marcado " é o evento "(ó--l) elementos não nlai cados
são sclecionados da popula.ção sem reposição, nas (ni -- 1) primeiras seleções, e na ni-ésima
seleção é selecionado um indivíduo não marcado" , segue que a distribuição de probabilidade
de lzi é

p'« -«- ó .,~ . .Ç%;r:l(::=;1l ]g = . - 0- U]' v'-t''",",'''

(.N -- no)l«ol(ni -- l)!(.N -- nl)l
- Ó)!(no - n- + Ó)!(Ó - l)!(.N - «o.MI(ni

- (eLi.!oÍ=;li?#i:a., ó :; «: .$ «. + '
Observando a última expresso da distribuiçã.o acima, notanaos que ela é igual

à probabilidade do evento "um elemento não marca.do é selecionado, sem reposição, na
primeira seleção e (ó -- 1) elementos nâ.o marcados sã.o capturados quando uma. amostra. de
tamanho (ni -- 1) é selecionada, sem reposição, da população, agora contendo (.N -- no -- l)
elementos não marcados e no elementos marcados"
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Usando os resultados do Lema 15,

'(«o -J9:Hb - (i - '#h-)

Ó

e

"'«o - T :,llT$/=.f.i: :'
ó«.(i - W#)

(l - '#b')*(.X - «o + 2)
Notemos que V(nl) 4 0.

N --, oo

Notemos que, colho no caso com reposição, se no < # e ó := m, então a média de ni
é menor que a média obtida no caso sem reposição, em que m é fixado (seção 1.5.b). Quanto
à variância, notemos que yar(nl) --, oo quando .N --, oo com m fixado (seção 1.5.b) e
yar(nl ) --, 0 quando .A' --, oo no caso eln que ó é fixado.

Teores-na 23. O E.R4.V.de .V é aproximadamente NP = :?!k se Bala- não íor uin número
inteiro e é igual a. ]VP se =t:} for un] número inteiro.
Plot'a. A funçã.o de verossimilhança. é dada por:

Zlr l\rlÓ n- n- \ --
"v' I",''",'''/ -- Ó)l(no -- ni+ Ó)l(Ó -- l)l(.N -- no --Ó)l

u .K(N') - (:,li;'P(W :;l)! , .M 2: .. + '.

Este caso é análogo ao caso de amostragem direta sem reposiçã.o estudado no Teoienla 6.
Logo,

1) se BaU- não for inteiro, então a Estimativa de Máxima Verossimilhança de .N é
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2)se -!!a3u- for inteiro, segue que as estimativas de Má.xima. Verossimilhança. para
N são

=%-'', e == - : - '% - :

Como NP tem média infinita e sua variância não existe, Chapinan (1952) propôs
o estimador

&.- (no + l)n: l

O seguinte teoienla nos dá a esperança. de .NO

Teor'enla 24. Desde que ni é uma variável aleatória com distribuição de probabilidade
Hipeigeométrica Negativa de parâmetros ó, .N -- no e .N, ent.ão

"'*.,-" .«*:,(:-ú)t(:-ú
Prova . Como

./' ni \ TP k (.N-no)!no!(k-l)l(.N-k)!
' \.n, - Ó+ i7 - Ó+ l) .NI(k - Ó)l(no - k+Ó)l(Ó - l)l(.N -- no - Ó)!

(.v + i) TV (.!.) (..:ii..)
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- gq-RT c'''i'?,S=Fso
(«. + D É'Í (=++1)

- $:-1 (T c'''i'?,l:Psa' («. + o \j2 (,=11)

do Apêndice 2 para a = ó, b = .N + 1 -- ó -- no e k = no + 1, segue que

- 1:= 1: - 11; irl,lv:l : 1111

:u=')
N+l
no+l

$H 1: - ' '1n;,IFIÍ .a: Í=1:' - "' ''' :'1

== [: - (: -Ú) ! (: -Ú)] .
Então, usando o resultado anterior, temos:

"(.&o - "19:!;)"'
- '«. * :,'(===) - :
"anp [:- (:-ú) ] (

no -- l

" ul.:

(1.7.)

Pala controlar l.E(No) -- .VI estabelecemos o seguinte teorema.

T--«-a 2õ . p"' t'd' lí, 0 < Ã' < lv, s. # Z i«l # 1, e«tão

.n(]Ü) .wl<.K.
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Em particular, se N Z in.N então l.E(.&6) -- WI < 1.

Prova. Pelo Teorema 24

44

-E(w.) - .vl

- '" - '; - :,, 1 (: - ú)
« «(:- ;

'.«. # *:«l#l,-';.

-E(.Nõ)-.Nl<.N.'lr'" < .N.-«(#)

Por exemplo, de acordo com a Tabela 1, se .N :: IO4 e .K :: 2, o mínimo valor de noi5 para
o qual l.E(./VS) -- 1041 < 2 é 8, 52 x 104

Se .Ar . 10S e n.ó ? 10; x 11,51, então, de acordo com a Tabela l, IE(.&6) -- 10'l < l

O seguinte Lema é útil para. o cálculo da variância de .NÕ.

Lema 26. Sejam

"m-ir(" -q'''("-i+D ;.

(N + {)(i)(.N -- no)(j-i)
(no + .j)(j)(Õ -- l)(j-i)

e

":, . $1 c''':''' 'u==o
obra { :: 1. 2 e í := 2. 3.4. Se ó > 2. então'0)

44
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'E IÕÚ':'i';'.;S--l - g,,(i - q.J).

Prova

«[03H] 'iCV (k + { -- l)o)(.N -- no)Inox(k -- l)l(.N -- k)l
Í2Í (k -- ó + j)(j).Vi(t -- ó)l(no -- k + -5)1(ó -- l)l(.N -- no -- ó)l

(.V-no)Inox 'Ç:V(t+i-l)(t+i-2) ..k(k-l)l(.N-k)l
N!(Ó-l)!(.V-"o-Ó)! ÉÉ(k-Ó+j)(k-Ó +j-l) ' ' '(k-Ó + l)(k-Ó)!("o-k+ Ó)!

(.N+ {)(.N+ {-l).- .(.N + l)(.M-no)(.N-no-l) .(.M-no-.j+ {+ l) ..

(.N + {)!(no +.j)(no+.j-l)...(no+ l)(Ó-l)(Ó-2) ..-(Ó-.j+ á) ''

x(N+ã-no-.j)! '\l!(k+i-l)!(.N-k)!(no+J)!
''('5-.j+Í-l)l(.M-71o-ó)l z--(k -- ó+j)l(no -- #+ ó)l

(/'' + i)m(.N O ngó (fliil;) (.:hi..)
(". +.j)m(õ- i)o-o f{ (,=11)

(A' + i)m(.v - «.)o-o e\ (''''ílj':) ('Lb')
(".+.j)u(ó-i)o-o Í3 (,=1i)

':=1111:':1311:l' l,t;cqB9a(«.+j) uo-ol.f..; (=11) ,Í.; (=11,) J

':=lll;'. ':ll:l' IEC("o +j)m(Ó - 1)0-0 1 Êil
:+'':) (===')

(=li)
(''' :''''':) ('=s=') l

(=ii) J
45
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Usando o resultadodo Apêndice 2 parda = ó+á --.j, b = .N--ó--no +le k = no +.f,
segue que

«[a3H] - (.N + {)U(.M -
(no +J)m(Ó r::0

:'''') (L==') l
(=li) J

= qij(l -- 77ij),

o que prova o Lema.

O seguinte teorema nos dá uin valor aproximado da variância de .7VÕ, para i5 2 2.

Teorema 27. Sejam 7z(i),gij e ?7fj definidos como no Lema anterior. Se ó 2 2 e no-5 >
.N in A', então,

V'(.&C) B (,,o + l): lq::(l ?,:) + q:3(l ,7:3) + 2q:.(1 - ,7:.)-

g::(l ,7-,) - q-;(l ,l-,) - 2q-.(1 ?:.)l 'ZN -- \ -- Nz

Prova. Como

(.&. + u' - {l:g-!n :r '
tonaando os três primeiros termos da série fatorial inversa (ni -- ó + l)'' (ver Apêndice 5),
resulta que,

(&' + iy a("o + iyl":("-+ i)-":ll(n--ó + IXn--ó+ 2)+

+(«.-ó + i)(«:-ó + 2)(n--ó+ 3) +(«:-ó+ i)(«:-ó + 2)(n--ó + 3)(n--ó + 4)j
46
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Observamos que na. expressão acima desprezamos o resto R2(nl
salvação feita a.pós Apêndice 4).

ó) < 0, 2839 (ver ob

Então

(.Úõ + l)2 = .&g + 2.&6 + l

: («. -- u' l(.:.#ÍI.=ii + n ''' («--. ... :=1= -- ''(«--. -- ;, --

2n:(n- + l) «:

Ó-FI)(n: -Ó+2)(n: -Ó+3)(n- -Ó+4)(n: -Ó-FI)(n- -Ó+2)

(«--Ó+ l)(n:-Ó+ 2)(n,-Ó+ 3)(n--Ó + l)(n:-Ó+2)(n--Ó+ 3)(«--Ó+4)J

Logo,

.E(.&. + iy = («.+ n'l'al(«:-ó+ u(«:-ó + nl + 'FIGA-i-i lx« .ó + 2)(«:-ó+ 3)l +

--,.,Im ,,:(n- + l nl
Ó + l)(n- - Ó + 2)Ó + 2)(n:Ó + l)(n: Ó+4Ó + 3)(n: .nl

-' l(«:-' -- u(.:-'+ n(«:-' -'- ul ''" l(«:-' -'- o(«--ó -- n(«--' -* D(«:-' -- ',l }
Usando o Lema anterior para á - 1, 2 e .j = 2, 3,4 temos,

,E(.&oy =(no+ l)'lq22(1-?22) + g23(l-772a) + 2g24(l-q24)-q]2(l-q]2)-qi3(1-,713)-2qi4(l-?i4)l
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Logo,

v'(.ú.) -E(.&ã) - .E'(.ú.) l.E(.ú. + iy - 2.E(.&.) .E'(.&.)

22) + q23(1 -- 7723) + 2g24(1 -- 7724) -- q12(l -- 77i

-2q,.(1 - ,7:.)l - 2.E(.&6) - l - .E'(.&.).

Se noó > .M in .N, pelo Teorema 26, l-E(.N6) -- .WI < 1, e portanto,

V(&6) =(no+ iy lq22(l -- q22)+ q23(l -- ?2a)+ 2g24(l - q24) -- g12(l -

--2q14(l -- 77i4)l -- 2.N -- l -- .N2,

2B(no+l) lq,,(l q
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1.7. COMPARAÇÃO ENTRE O PROCESSO DIRETO SIMPLES E O
P ROCESSO INVERSO SIMPLES
Suponllamos que um pesquisador realize um experimento segundo o processo di-

reto simples e que um segundo pesquisa.dor realize um experimento segundo o processo in-
verso simples, fixando o número de indivíduos marcados aproximadamente igual ao núincro
médio de indivíduos ma.rca.dos obtidos pelo primeiro pesquisador. Uma questão natural
que se coloca. é: existe alguma vantagem de algum processo em relação ao outro?
Na. próxima seção veremos sob que condições um pesquisador apresenta alguma vantagem
sobre o outro.

1.8. Comparação entre o processo direto simples com reposição e o processo
inverso simples (número de marcados fixado ) com reposição.

Consideremos um processo direto simples com reposição tal que,
no: número de indivíduos capturados sem reposiçã.o, marca.dos e devolvidos à. po-

pulaça.o na primeira ainostral
?zl : tamanho da segunda amostra selecionada com reposição e
nz: número de indivíduos marcados observados na segunda amostra.

Pelo resulta.do da seção l.l,

,., ~ 7ZOm,l
.E(m)

Consideremos a.gora. un] processo inverso simples ta.l que,
n.o : número de indivíduos capturados sem reposição, marcados e devolvidos à pápula

ção na primeira. amostra;
271': número de indivíduos ma.rcados, observa.dos na segunda amostra definido (fixa

do )por

«'-lT*, :: ::P' Z l(i. .)

::F- = z(m)se 'f: = .E(m) < l

lz: : tamanho (aleatório) da segunda amostra.
Com relação a. estes dois processos vale o seguinte resultado.
Teorenaa 28

e

i)Se N > ,'o,':, e«tão .E(n;) > «:

i{)s. .N $ ':o'.:, e«tã. E(n;) $ n:

49
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Prova.

i) Se .N > non- , entã.

.E(n; ) no no
o que prova i).
Ü) S. .N $ no«-, -tão

.';(.:. . e2 . .[%'E
no no

o que prova o teorema. H
Este teorema nos permite concluir que, para .N $ nona, o número médio de capturas
do processo inverso simples (onde o número de marcados é âxado aproximadamente igual
ao número médio de marcados do processo direto) é menor ou igual que o tamanho da
segunda amostra do processo direto

Por outro lado, se .N > nona (nesse caso o número de marcados é fixado igual a
1), o número médio de capturas do processo inverso simples é maior que o tamanho da
segunda. amostra do processo direto.
Comparemos agora as esperanças e as variâncias dos estima.dores de .N apresentados nas
seções l.l.a e 1.4.a para ambos os processos.
Então, para o processo direto consideremos o estimador de .N,

N no

&,- no(n: + l)

Pelo Lema 2,

EÇNa) = N -- N

pelo Teorenaa 3, V /(, 0 < /( < .N, se

nonl
N então l.E(.W,) - .VI < .K,

e pelo Lema. 4,

v''(]%) $ «ã«?

Para o processo inverso consideremos o estimador .AÇ, que é não viciado e cuja
variância e

50
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V'(&) ("' «Çã' 1.4., ).

Se nona < N, como m' = 1 (ver a expressão 1. ) então, para ni 2 2,

v'(&) - aK:;1110 > ".":("o"- - "o)

(«: - 1) 2: !g;11.- Z V''(&2)

e além disso, pelo Teorema 28, .E(n;) > ni.
Logo, podemos concluir que, para ni Z 2 e nona < .N, o processo direto nos fornece um
estimador de .N, ]Va, cuja esperança é igual a

/ \ ni+l

"'", - « - «(: -T)"'
e cuja variância é menor que a variância de .Arp: estimador não viciado de N obtido pelo
processo inverso e, além disso, pelo Teorema 28, o tamanho da segunda amostra no processo

direto é menor que o número médio de capturas do processo invemo.
Por outro lado, como N ? 3 implica que .NlnN > .N, então para .N

que, se nona ? N in .V temos:

i) nona > .N, o.que implica, pelo Teorema 28, que .E(nÍ) $ ni;
ii) pelo Teorema 3, l.E(N2) -- XI < 1.

Comparemos agora as variâncias de NP e .N2. Lembremos que

3 segue

I''(&) $ (!T)'
e

}''(&P)
.N(.N - no)

Se nona 2 2.N (+ nona > .N), e como pelo Teorema 28, m'
(l/m' 5; 1/2). Logo,

113fLI, então
mf

}''(]Ç,) = !(g-:30 < (':o":/2)("o":/2 - no)
m, ' 2

/2 - 1) - !!;!!'-(1/2 - 1/n:) < "o'":'/4.
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Portanto, podemos concluir que, se N Z 3 e nona 2 maxi.N in .N, 2.N}, o processo
direto forllece um estimador para .N, .N2, quase não viciado; o número llaédio de capturas
no processo inverso é menor ou igual ao tamanho da segunda amostra: -E(n'l) $ nl e,
além disso, as va.riâ.ncias dos estimadores obtidos por ambos os processos são línlitadas
superiormente por 7zo'nlz/4.

1.9. (11omparação entre o processo direto simples sem reposição e o processo
inverso simples (número de marcados fixado) sem reposição.
Consideremos um processo direto simples sem reposição, tal que

no: número de indivíduos capturados sem reposição, marcados e devolvidos à po-
pulaça.o na primeira an)ostra,

1?.i : tamanho da segunda amostra, selecionada sem reposição e

nz: número de indivíduos marcados observados na segunda amostra.
Pelo resultado da seção l.l.b

E(m) - Z::-
Como na seção anterior, col)sidereinos agora uin processo inverso simples sem reposiçã.o
c01n

no: número de indivíduos capturados sem reposição, marcados e devolvidos à po-
pulação na primeira amostra.

l?z': número de indivíduos llaarcados observados na segunda anaostra deânído
(fixado) por

r l se '$$'-

l l-$fxl « $" 2: 1
e ?z; = tamanho (aleatório) da segunda amostra.
Pelo Lema 15 ,

.E(n;)= m'(N +l)

Com relação a estes dois processos, temos o seguinte resulta.do
Teor eira 29.

i)Se .N <(no + l)nl, ente. .E(«:) 5; n:.
ü)Se .N ? (no + l)n:, então .E(n:) > n:.

Prova.
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{)s' N' $ "o,'-, ente.E(":) - e!:l\:-- = ---

s' non- < .N <(no + l)n,, então non- < .N e(.M+ 1) S(no + l)n:

e, portanto

.';(«o - e:ll::? - o' H ' ".,
o que prova-i)

iá)S' .N 2(nO + l)n-, e«tão non: < .N . .N+l>(no +l)n:

e, portanto,

"(«o - e::F? - ;;n » ". ,
o que prova o teorema. HI

Este teorema nos permite concluir que se .V < (no + l)nl o número médio de capturas
do processo inverso simples (onde o número de marcados é fixado aproximadamente igual
ao número médio de marcados do processo direto ) é menor ou igual que o tamanho da
segunda amostra do processo direto. Por outro lado, se .N ? (no + l)ni , o número médio
de capturas do processo inverso simples é maior que o tamanho da segunda amostra do
processo direto.

Comparemos agora as espera-nças e variâncias dos estimadores de .N apresentados nas
seções l.l.b e 1.5.b para ambos os processos. Então, para o processo direto consideremos
o estimador

Â3 . (%+ 1)(" '+ 1) .l

cuja esperança, pelo Teorema 7, é

EÇ&:, ) (=:.#)(«- + 1)

(=)
53



Cap. 1: Amostragem Simples 54

e cuja variância aproximada, para. !!$f: > 10 ( Seber (1981)) é

\ --l / \ --2 / \ --3n

w) '' * ,(w) '' * '('p) ''l
Pma o processo inverso consideremos o estimador não viciado para .N

V'(.&,)=.N' non]

.N. . n;("o + l) . l
772'

cuja variância, pelo Teorema 18, é

}'(]%) = (AH- l)(N - "o)("o - m' + l)
Além disso (ver a expressão 1.5.)

.V2
T''(N4) < =-

Se nona > lO.N, usando o resultado do Apêndice 4, temos,

V'(.&;)= A''
--l / \--2 / \--31

'r) '' * ,(=') '' * '(w) ''l
'' '''' 'F#q- - = ». v''(.&d.

Por outro lado, pelo Corolário 8, se tomarmos /T = 1, então,

nona 2 .N in .N + l.E(N3) -- XI < l

Como .N ? 3 implica que .Nln.N > .N, então para. .N 2 3 segue que se nona

temos:
.Vln.N

i) nona > .N o que implica (no + l)ni > .N. Logo, pelo Teorema 29,

.D(n!) $ ni.
ii)Pelo Corolário 8 l.E(ÃS) -- .WI < 1.

Portanto, podemos concluir que se .N ?. 3 e nona ? maxl10.N, .Nln.N}, então o processo
inverso fornece um etimador não viciado para .N, .Ar4 , com variância menor que a variância
do estimador dado pelo processo direto, e o número médio de capturas no processo inverso
é menor ou igual ao tamanho da segunda amostra no processo direto.
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CAPITUL02
a

AMOSTRAGEM MULTIPLA

2.1 AMOSTRAGEM DIRETA MULTIPLA SEM REPOSIÇÃO

Nesta seção estudaremos o método de amostragem direta múltipla sem reposição, no qual
em cada unia de k etapas (k ? 2) são selecionados ao acaso e sem reposição um número
fixado de indivíduos da população. Em cada etapa observamos o número de indivíduos
marcados; aqueles que não estão marcados sã.o marcados e, em seguida, todos os indivíduos
selecionados são devolvidos à população. Para esta situação o modelo apropriado é caras
terizado por

"j : tamanho da .j-ésima amostra (l $ .j 5; k);

mj : número de indivíduos marcados observados na j-ésima amostra
l $ .j $ k);

Mj: número de indivíduos marcados na população no momento em que a .j-ésima
amostra é selecionada;

Mi = 0, M2 = ni ' -A4j = E(n, -- m,), sej =3,4,...,k+l.

Observemos que Mt+l = )ll: (n, -- m,) é o número de indivíduos distintos obser-

lJ

]r
k

]r'
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vados durante o experimento
A função densidade de probabilidade conjunta de (mi , m2,
l ÉI'$ k,.N é

, mk) condicionada a nj,

P(0, m: , «.; , ,rntlni,n2, , nt,N) m:,m;, , «.tjn, .N)

P(m*l0,m,, , "'.'-- , n, .V)P(m. -:l0, m, , , mk-2 , n, .N) P(m: 10, n, N)P(Ojn, .N)

(=:)(=':=:) (=:::)(«rTn::.)
(=)(.=:)

=;) (:1:=:) (=:) (=::1:)
(=) (=)

11 ajÚ,t«. - mD'(M. H'y - W. - «. -- mJ:

(.N -- MI )l

(.N -- .Mk+l)l (X)mil(ni -- mi)l(Mi -- mi)l

N!

(:1)mi!(n{ - mi)!(.Mi - mi)! '(N' -- Mk+l)l

onde minlní , .Mi} .

O E.M.V. para .N} no caso de amostragem direta múltipla sem reposição, éTeorema 30

.A4t+i + .No -- 1 se M $ Mk+l <

se Ml+t

onde .À/ := maxlni , n2} ,nk},
e

No = minln C N* + n -- nj) < n(Mk+l + n)''' }

Além disso, a unicidade deste estimados é garantida exceto quando
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Cap. 3: Amostragem Múltipla 57

(2.1.)ll(À/t+i + .No -- 1 -- nj) = (.No -- 1)(.Mk+l + .No -- 1)k':.

Neste caso os dois estimadores são Mk+l + .No -- 1 e Mt+l + ]Vo -- 2.
P,-olrn A {,.«,,an a" \r"'"n..;,.;lh,.,. .âYWV uv T v+vuu &&x 4xw XYW v

k

lJ

Z.(.Ml0, m,, . . . , m*, «) - Qf--:'ã2iiij 1l i:ljã:it;a":;Q(.w. - m01

«.K(.N)
(.v - .w.+-)! n (;1)

.j=1 '

onde .N ? Mt+l e M $ Mt+i $

A E.M.V. para .N, .M, é solução da equação A in .K(n) = in .K(.N)--ln .K(.N--1) = 0,
ou equivalentemente, é solução da equação /T(.N)/-K(.N -- l) = 1.
Como

A in Ã(.N) = in Ã(.V) -- in /((.N 1)

:«"'-:«p' w.--D'-:« ll («)-:«p' n:+:«p"-"'.*--n'+:« fl (''': :) -'

:»(«]m: :z=) -.

- :« (zRP
(2.2.)

segue que .N é solução da equação acima. Contudo, Leite, J. G. et al. (1988) obtiveram
.V explicitamente. Mais precisamente:
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Cap. 3: Amostragem Múltipla 58

*.{:'*' *~--:n M $ Medi < ;jjní
« M'*-- E"',

l
;. Mt+-

onde

No {nC .N*: ll(.Wt+: +n-nj) <n(.Mk+: +n)'''}
k

lJ

Além disso, a unicidade desta estimativa é garantida exceto quando

ll(.Mk+l + .No -- 1 -- nj) = (.No -- 1)(.Mt+i + .No -- 1)k':
A

]J

Neste caso as duas estimativas são .À/k+] +.No -- 1 e Mi;+i +-No 2.

Observemos que, se .A4t+i :: maxlni , n2) ' ' ' ) nk}, supondo sem perda de genera-

lidade que ni = nlaxilzi, ?'', ' ' , nk}, então a equação (2.2.) se expressa como

A solução da equação acima é .N :: .À4t+] :: ni = maxln], n2) ' ,nk}.

Observemos também que, se .A/t+i = maxlni , n2) ' ' ' , nk} então ./Vo :: l e o E.M.V
para N dado por Leite, J. G. et(1988), para este ca.se, éN = Mk+i = maxlni,n2,' ' ',nk}.

Por outro lado, se Mk+i = )]1:nj, como ]'l(i -- zj) > 1 -- }l:zj,
J=1 .j=1 .j=l

V k 2 2, Vai,a;2,'.-,zl tal que 0 < zj < 1, .j ::: 1,2,...,k, então a. única solução da
equação (2.2.) é .N'= oo.

Notemos que se k:: 2e maxln],n2} < M3 <nl+n2, então

.N = .Ms + No - 1,

onde

58



Cap. 3: Amostragem Múltipla 59

No = mÍnln C .N* (.M, + n n- )(.Ma + n n2) < n(.M3 + n)}

= mínln C .N* : n(ni + «z M3) > M3(M3 -- n1'"2) + n] n2}

*'=:1 . - «'}

.:J=;=,,, - M3 + :

1.:.,==,,,1 - M3 + l
se n +n=n2À 3 for um. numero inteiro

se .:.t...,.«.a r um número inteiro

Por outro lado, se n,..Fn,.M for um número inten'o, então

.N.- ..+n,IM3'
satisfaz a relação (2.1.). Logo,

i) se .:..r.,.,, for um número inteiro, então os E.M.V. para .N são

.A43 +-í\ro ' 1 = nin2 n n2
«: ;=;:ãÃ ' ';F

e

À/3 + .No -- 2 = !!112 . l;
7n2

ii) se .:t.,.«.., não for um número inteiro, então o E.M.V. para .N é

" * ~. - : - [.: ==«] - [T] ,
resultado este obtido na seção l.l.b.

2.2. AMOSTRAGEM INVERSA MÚLTIPLA SEM REPOSIÇÃO

Nesta. seção estudaremos o método de amostragem inversa múltipla sem reposição,
que é uma generalização do caso simples para mais de duas amostras. Este procedimento
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Cnp. 3: Amostragem Múltipla 60

consiste em capturar, sem reposição e ao acaso, no indivíduos, marca-los e devolvê-los à
população. Ein seguida, em cada uma de k etapas(k ? 1), fixamos o número de indivíduos
marcados (ou não marcados) que serão selecionados. Capturamos então, sem reposição,
indivíduos da população até obter esse número de indivíduos marcados (ou não marcados).
O tamanho de cada amostra, lz{, é aleatório ({ = 1,2, - . . , k). Os indivíduos não marcados
são marcados e todos os indivíduos capturados são devolvidos à pápula.ção.

a) Fixando o número de marcados

Seja:n

lzo: número de indivíduos capturados (sem l.eposição) pela primeira vez, marcados e
devolvidos à população;

7nf: número fixado de indivíduos marcados captura.dos na {-ésima. a.mostra

(mo

ni: tamanho (aleatório) da {-ésima. amostra selecionada sem reposição até obter nz
indivíduos marcados ({ = 1, 2, . . - , k);

MÍ: número de indivíduos marcados na população no momento em que a í-ésima

amostra é selecionada, isto é, .Mi = >1:(n, -- m,), Mo = 0 e i= 1,2,. - . ,k + l.

Observemos que Mk+l = }1: (n, -- m,) é o número de indivíduos distintos obser-

vados durante o experimento

lZ

0r
k

0r

Neste modelo

i) Mi+l -- Mi = ni -- ?ni.

ii) no,.N e m = (ml, m2,'. ,mk) são parâmetros.
in) M2, M3, - ', Mt; n], n',' ' - ,nx; são variáveis aleatórias

Notando que, para cada { ({ = 1, 2, - . . , k) o evento "nf elementos são selecionados da po-

pulação, sem reposição, até que ocorra 0 7ní-ésimo elemento marcado " é o evento "(mi -- l)

elementos marcados são seleciona.dos da população, sem reposição, nas (ni -- 1) primeiras
seleções e na ni-ésima seleção é selecionado um indivíduo marcado", segue que a função
densidade de probabilidade conjunta de (ni,n2, ' ' . ,nl) dado (no,mi,m2, . - ,mx:,.N) é

dada por

P(nl,n2,' ',"k "o,mi,«.2,-'-,mt,.N) = P(nl,n2,' ,"k "o,m,.N)
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Cap. 3: Amostragem Múltipla 6]

= P(nklno, n- , ":, , "*-- , «,, N)P(n*-: lno , n- , , n1-2 , m, .N) P(n- lno , «,, .N)

-ÜWWW!::.". * :'
1)1.Míl(.N - .Mi)l(.N - n.i)l

:!it (mí -- l)l(MÍ -- mi)l(n{ -- mí)l.NI(.N -- nf -- Mi + mi)l

Â. w. (=1::)(=:=1)
ll .N rN-i) '
i:: l \. ni -- ll ./

onde m{ 5;ni $ .N-- .Mi+m{, pa.la { = 1, 2,.-.,k.
Observando a última expressão da distribuição acima, notamos que ela é igual ao produto
das probabilidades dos eventos .AÍ = "um elemento marcado é selecionado, sem reposição,

na primeira seleção e (mi -- 1) elementos marca.dos são selecionados quando uma a.mostra
de tamanho (ni -- 1) é selecionada, sem reposição, da população, agora contendo (Mi -- l)
elementos marcados e (.N -- MÍ) elementos não marcados ", pa.ra á - 1, 2, . . . , k. Notemos

também que, para k := 1 estamos no caso simples e a. funçã.o densidade de probabilida.de
de nl coincide com a função densidade de proba.bilida.de de ni estudada na seção 1.5.b. O
seguinte teorema nos fornece o E.M.V. para .N
Teor'enfia 31. No processo de amostragem inversa múltipla sem reposição fixando o
número de marca.dos, o E.M.V. para .N é

.N = Mt+i + .7Vo -- l, (2.3.)

onde

]Vo = mini" C .N''': ll(Wt+i +n -- nj) < n(Ml+l+ n)*}

Além disso, a unicidade deste estimador é garantida exceto quando

k

0J

ll(mt+i + .No -- 1 -- nj) = (.No -- 1)(Mk+i + .No -- 1)k.

Neste caso os dois estinaadores são

k

0J
(2.4.)
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Cap. 3: Amostragem Múltipla 62

.A4k+l + .No -- 1 e Mt+i + .Aro -- 2

P.,nyn A f -n.'ãn de veross;«.;lh,*nrn ÁYWV uv B vü VHV A AAul++Yul v

.[(.Hino , n- , ' ' ' nl, «,)

k
(ni -- l)IMil(N -- Mi)l(.N -- ni)l

1)1(Mf -- mi)l(ni -- mi)l.NI(.N -- ní -- .Mi + mi)l

-fnü«; (n{ -- l)IMil(.N -- nj)l
1)!(Mi -- mf)l(nf -- mzi)l.NI

« d::i:h Ú e;p « "po,
onde

N!
K'(.N) = , .M ? Mt+l

(.N - .w.--:)! n (:1).j=o

Como este kernel é exatamente a.quere obtido por Leite, J
que a E.M.V. para .N é

G. et al (1988), segue

«-Í:'*:*~'': ::::::Ê::k+]

onde

.Mo {n c .V* : ll(.Wt+- + n - n.f) < n(.Mk+- -F n)*}

N'las, colho neste caso cada 7n{ ? 1, { = 1,2, . . . , #, então

k

M*+- - E(«, - >ll:«,-Em, « E«,,
r=0 1,= 0 r -: l r =0

o que implica que a estimativa de Máxima Verossimilhança para .N não assume o valor oo
Logo, a estimativa de Máxima Verossimilhança para .N é
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Cap. 3: Amostragem Múltipla 63

N = Mt+i + .No -- 1

Além disso, a unicidade desta. estimativa é garantida exceto quando

ll(.vt+l + .No -- 1 -- nJ) = (No -- 1)(Mt+i + .w. - l)k
Neste caso as duas estimativas são

X

0J

M't+i + .No [ e À/k+l + ]Vo -- 2

Notemos que se k = 1 estamos no caso simples ( m] aqui toma o lugar de m do
caso simples) e a. E.M.\r. pala N é a mesma que aquela obtida na seção 1.5.b. De fato,
fazendo k = 1 na Mrlnula (2.3.) temos .M = M2 + .No -- 1, onde

No = minln C * : (M2 + n «o)(.M, + n n:) < n(M2 + n)}

= mina« C .N* : n(no + ,,: M2) > M2(.M2 -- no-ni ) + nona }

- «:«{« ' "'* : « ;' .. .'=r: M, - «.}

n.-=:. Ã4: -- M2 + l

1....==«,1-.m,+i

se na+''UI for um número inteiro

se ..t.:-m, não for um número inteiro

Por outro lado, se no-.Fn. mero inteiro, então,

No-1 +n:' M,-
satisfaz a relação (2.4.). Logo,

i) se ..t.:.«., for um número inteiro, então as E.M.V: para .Ar são,

M: -'- '''. - : - .. ...=r! . - =r
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Cap. 3: Amostragem Múltipla 64

e

Ã© + ]\ - 2 - !:!!= - 1.

ii) Se ...p,..,., não for um número inteiro, então a E.M.V

A Tabela 3 fornece, para alguns valores de A, ní e 7rzi, as E.M.V. para N

Ã42 + .No -- 1 ::
no + ni ' l\4z mi

para .M é
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TABELA3

65

3 no = 40

ni = 60

n. = 80

mi
7n2

Chapman (1952) propôs o seguinte estimador para N

*, -;Êl"P - :l
65

k   mJ .À4b+l E.M.V

2 lzo = lO      
         
  n2 = lO   M3'18 25

2 lzo = lO      
    mi=2    
  n2 :: lO   M3 ' 22 64

2 no = 20      
         
  n2 = 16 m2=16 M3 ' 20 20

2 no = 30      
  ni = 30      
  n.. = 50   À6 - 102 475

  n3 ' 90   À6 - 258 2.173

3 no = 40      
  nl = 60 mi=10    
  n2 = 80      
  n3 = 90 ln3 :: 8 Jt6 - 246 1.064
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Observemos que, se para cada { ({ = 1, 2, . . . , k) igualarmos a proporção de mar-

cados na população à proporção de marcados na {-ésima amostra, ou soja, ;%t = Tt,
obtemos, para cada {, o estimador de Petersen para N) na época da i-ésima amostragem:

O estimador .N7 é a média aritmética de estimadores de Petersen modificados

TEOREMA 32. O estimador ]V7 é um estimados não viciado para .N
Prova.

Como ni dado (nj,0 $ .j < {) -' Hipergeomêtrica Negativa com parâmetros
m{, ni e .N, então,

E("il'''j, o $ .j < {) - e:lil:l + i), (l $ á $ k)

Logo,

,'", - ,[;Ê(':P - :)]
-;É«l«(«qJ" «:,)l-:

- i; x' leqJ-D"(«.i«., ' É .j « ol - :

-;Ê;l"q:"%H#l
TEOREMA 33. A variância do estimados .Ar7 é limitada superiormente por :$

Prova

k
(.Mi + l)

:=1 - « [« (â ": ' «J, o $ .j $ k - l l l+
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Cap. 3: Amostragem Múltipla 67

*«[«($':P nj, 0 $ .j $ k - l (2.5.)

Como

«(i""p nj,0 $.j $ k- l

- « (E ':p * «:p «.,' ' ' ' '-:'
-«("qP«,,'''''-:) -wÜU«'«.«.,''':' :,

(.Mk + l)' (.N + l)mt(N -- Mt)(Mt -- mk + l)
mÍ (.Mk + l)'(.Mt + 2)

g--, (veraexpr"sã' 1.5.)
mk

segue que

k
«i(M: + l)zlv'

m,i-1
nj, 0 $ j $ k - l

.N2
(2.6.)

Como

k
ni(Mi + l)'(E

l
nj, 0 $ .j

E ng:l:D -- alta)"(«.l«., ' $ .j $ * 1)

. Sl! «.(W' + D + (W' + Dml(N.: D
É{ «.f ' «.k(.ME + l)

- 1l "qJ-p -- (« -- D,
temos que

«[«(Ê 'T' «.,' ' '
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- « (E ":p) . (2.7.)

L)e {z.o. ) e ( z. í. ) temos que

De forma análoga ao que fizemos em (2.5.) e condicionando, agora, em nj, 0 $ .j
na expressão à direita da última relação, temos:

«(i"'%p
N'2$:=-+y
nk 11'"p

k-2,

«(E '%p) 'É * «(g ':p
Logo )

«(Ê ':p) '= *= * «(E ':p),
e assim sucessivamente, condicionando em n.j, 0 $ .j $ k -- 3, k -- 4, . . . , 0, resulta

«(i'ÉL'))' * * *:-«'à;t
Portanto,

"'*,, - «(; Ê ':P - :) - à«(Ê ":#)

Observemos que

.M2
t'(]%) $ k

E de interesse, neste procedimento de amostragem inversa múltipla, o cálculo da

nj, pois tal esperança fornece o esforço médio gasto no experimento.

Nome Szk'e' Ç ' '' '' ' .:Ç.,.}\Ên -'L

k

Z)

E(n'), onde n'

68
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Cap. 3: Amostragem Múltipla 69

Daremos a seguir uma fónnula aproximada para .E(ni), a partir da qual teremos uma idéia

da .E(n'), o número médio de indivíduos capturados em todo o experimento. Portanto,
seja

Expandindo g(z) pela fórmula de Taylor em torno do ponto a, a ?É 1, temos

g(,) (a) + g'(a)(. - «) + .R:(,),

onde o resto R2(a) = o(l. -- aj') z ---+ a 0. Logo, podemos aproximar

g(,) = g(a) + g'(a)(. - a)

P~'a - = À4i, ' a = pi = .E(M{), resulta,

«('MO - iÂl:Ü- = ZrlT - ?ii-:-@(w. - «0.
Logo,

"ç@h.
Usando o resultado anterior temos,

z("') - zlz(":l"J; o $ j < {)i - E liga(;rl

- «.'~ * :,;(«L) : mi(.N +l)
.E(.M.) + l

'«:'« * :,,/(']E'«. - «.,] * ::
+ i))/l >1,1.n("j) - mll + l

Esta fórmula recursiva nos dá, uma vez fixados k e os mi, uma idéia do número médio
de seleções necessárias para obter mi + m2 + . + mj; marcados.

lt

0J
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A Tabela 4 fornece para dois tamanhos distintos de população (.N = 5000 e

10000), e diferentes valores de k e mj, o máximo valor de a&,/.N e o valor deN'

E

TABELA4
Linaite superior do quociente entre o desvio padrão de .N7 e .N, e número médio
de capturas (Amostragem Inversa Múltipla Sem Reposição Fixando o Número
de Marcados).

b) Fixando o número de não marcados

Nesta seção estudaremos o caso de amostragem inversa múltipla sem reposição
fixando o número de não marcados. Este procedimento consiste em capturarmos, sem
reposição e ao acaso, no indivíduos, marca-los e devolvê-los à população. Em seguida
selecionam-se k amostras (k ? 1) em cada uma das quais é fixado o número ói de indivíduos
não marcados que serão selecionados. Depois de capturar os ói indivíduos não marcados
eles são marcados e todos os indivíduos da amostra são devolvidos à população.

Sejam

lzo : número de indivíduos ca-pturados (sem reposição) pela primeira vez, marcados e
devolvidos à população;

70

              'N.IU'g N - 5.000 N - l0.000
              k    

k n21 7n2 ?n3 7n4 ?n5 no   .E(n') .E(n')

l 10         300 0.316 467 633

2 20 20       300 0.158 796 1177
3 10 15 15     400 0.161 787 1059
4 10 15 20 15   500 0.133 461 1280
5 15 15 15 15 15 388 0.115 1o08 1394
5 25 20 15 10 5 500 0.135 1058 1452
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óf: número âxado de indivíduos não marcados capturados na {-ésima amostra
({ 2, ..., k);

n.i: tamanho (aleatório) da i-ésima amostra selecionada, sem reposição, até obter -5i

indivíduos não marcados (i = 1, 2, . . . , k);

mí: núillero de indivíduos marcados capturados na {-ésima amostra (á = 1, 2, . . . , X;) e
À4í: número de indivíduos.marcados na população no momento em que a {-ésima

amostra é selecionada, isto é,

Mi= }:ój,ondeóo =no e({= 1,2,...,k+l).

)l: ó, é o número de indivíduos distintos observados

l2

k

0r

Z.../ /J v u \

.j=o

Observemos que Mt+i

durante o experimento
Neste modelo

i) .A4'í+] -- Mi = .5i(i = 1,2,...,k).
ii) m = mi, m2, -' , nl] e n], n2,

ó :: ó])ó2) ' ,ók são parametios.
nk são variáveis aleatórias; no e

Como ó{ é um parâmetro em cada etapa do processo de selecionar as amostras, e portanto
À4f também o é, há independêlacia entre as sucessiva.s variáveis aleatórias ni. Notando que
para cada á (á = 1, 2, . - - ,k) o evento "ni elementos são selecionados sem deposição da

população até que ocorra o ói-ésimo elemento não marcado " é o evento "(ói -- 1) elementos
não marcados são selecionados sem reposição da população nas (nf -- 1) primeiras seleções
e na ?zi-ésima é selecionado um indivíduo nâ.o marcado ", segue que a função densidade
de probabilidade conjunta de (n] , n2, ' . . ,nk) condicionada a (ó, no, .N) é

P(nl , n2 ,

k

H
{-1

, n*lÓ, no , .N) P(nílÓ, no , .N)

.Uu$#u '".iy'.=.T'Ó :"
l

w.)!(«. - i)!(w - «. + l)1l.N - .w. - (ó. i)l(.yl..)
(Ó{ - l)l(.N - .Mí - Ói+ i)i.W1l.W -(nl - l)lf-l

-üg
i-l

- .Mf)l(ni -- l)l(N
(Ó{ - l)!(N' - .Mi

«.)!(. ='.. )

Õi)l.VI
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-Ü "i'"'=%#b',
onde ói 5; ni $ Mi + ói

Observando a. última expressão da distribuição acima, notamos que ela é igual ao
produto das probabilidades dos eventos .Ai:: "um elemento não marcado é selecionado,

sem reposição, na primeira seleção e (õi -- 1) elementos não marcados são selecionados

quando uma amostra de tamanho (ni -- 1) é selecionada, sem reposição, da população,
agora contendo (N -- Mi -- 1) elementos não marcados e Mi elementos marcados"

Notemos que para k = 1 a função densidade de probabilidade de n] dado
(ó[,no,.N) coincide con-l a função densidade de probabilidade de n] dado (ó,no,.N) es-
tudada no caso simples na seçã.o 1.6.b.

O seguinte teorema nos da a E.M.V. para .N
I'eoreina 34. A E.M.V. para .N no caso de amostragem inversa. múltipla sem reposição
fixando o número de não marcados,é

..{='''*~. :
k

;. .w.+: < E "j
.j=o

k

se .Mt+: = E "J,
.j=o

(2.8.)

onde

.No {n C N'* : ll(mt+: + ', - nj) < ,'(.Mk+- + n)'}

Além disso, a unicidade desta estimativa é gata.ntida exceto quando

l

0J

ll(Ml+l + .No -- 1 -- n.j) = (.No -- 1)(Mt+l + .N. -- l)k.

Neste caso as duas estimativas são

k

(2.9.)

Mk+i + .No l e Mt+i + .No -- 2

Prn«n A {,..-.F;n H':- \Tprace;,.;lh,.,. .áYWV uv T VAvu A x +4Au++YW v

.L(.Hino, n- , ", , ' ' - , nl, Ó)
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1; (.M -- Mi)l.Anil(ni -- l)l(.N -- ni)!

lu (.5{ -- 1)1((.N -- À4i -- Ã4i+i + Mi)l(n{ -- ói)l(Mi -- ni + óf)l.NI

#h#5 1ü .,. . :XI iil=.:,='1 ..,,«,1

#u=hlü ... . : l il=.:,=:1..,,.:1
«Ú\z:hÜW « .«(«),

onde

, .N 2 Mt+i .

(.w :)! fl (;1)

Como /T(.N) é igual a.o kernel da verossimilhança obtido por Leite, J. G. et al (1988), segue
que a E.M.V. para ]V é a mesma que a.quela obtida. no mencionado artigo, isto é,

0J

.K(.N)
N!

»-Í:"'*"' : :::::
onde

.No {nC *:ll(Wt+: +n-nj)<',(Mt+:+n)'}

Além disso, a unicidade desta estimativa é garantida. exceto quando

k

0J

ll(Ml+i + No -- 1 -- nJ) = (.No -- 1)(Mk+i + .N. -- l)k

Neste caso as duas estimativas são

k

0J

Mt+i + No - 1 e Mt+i + .No 2
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Notamos que, se k = 1 e .À/2 = no + '6i < no + n] , então, fazendo k = 1 em (2.8.),
obtemos a E.M.V. para .N que coincide com aquela obtida para. o ca.se simples (ver seção
1.6.b ). Observemos que âl é igual a ó do caso simples. De forma análoga à seção anterior,
temos que a E.M.V. pala .N é '"'l

.N = .À42 + No - 1, \- ,-

onde

.nro = minln C .N* (M2 + « no)(M2 + n - n] ) < n(.M: + n)}

Í notei--M2 M2 + l se no-Fnt--M, for um número inteiro

1 1......:..,1 - M2 + l " «....«.-.,, «h fo- «m «úm«. i«t.i .

Por outro lado, se ..t...ag, for um número inteiro, então

No - : - a'T=ftM - «6
satisfaz a relação (2.9.). Logo,

i) se «.-.r«.-,., for un] número inteiro, então as E.M.V. para N são,

M2 + No - 1 = -
nO + nl -- À/2

e

À42 + No -- 2 = nol!!L
nl -- ÓI

ii) se ..t.:-m, não for um número inteiro, então a. E.M.V. para .N é

"*« :-ra==M]-[/ç ].
Exemplo 4. Sejam no :: 50, ni := 40, n2 :: 50, ó] :: 10 e ó2 :: 20, então

.A4i :: no :: 50, M2 = no + ói :: 60 e M3 :: no + ói + ó2 :: 80. Logo, para A :: l a E.M.V
pala N é ./V :: 66 e pa.ra A :: 2, No :; 10 e a E.M.V. para .N é Àr - 89.

Chapman(1952) propôs o seguinte estimador para N:

k Í2' ni - Ói + l
l
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Teorema 35. A esperança de N6 é dada por: 

k M;-1 

E(Ns)=N_(N+l)L(1- Ôi ) I1 (1- Ôi .)· 
k . (N+l) . N-J 

t=l J=O 

Prova. A relação 1. 7. da seção 1. 7.b implica que, Vi, i = 1, 2, · · ·, k, 

E( ni ) (N+l) [ ( {Ji )Mrr;-l( [Ji )] 
ri, - ôi + 1 = (Mi+ 1) 1 

- 
1 
- N + 1 j=O 

1 
- N - j 

Então, 

k 
E(Ns) =E[!" ni(Mi + 1) - 1] = 

k L ti, - ôi + 1 
z=l 

1 ~ ( n· ) =-k0(.M.i+l)E _;. -1 
. nz z + 1 
i=l 

l k (N+l) [ ( s, )M;-l( {Ji )] 
= k ~ ( M, + l \ M;+ l) 1 - 1 - N + l !! 1 - N - j - l 

k M-1 
= N - (N + 1) °'~ (1 - 8i ) rr' (1 - bi . ) . 

k L N+l . N-J 
z=l J=Ü 

• 
O vício de N

8 
é dado pelo seguinte corolário do teorema anterior: 

Corolário 36. Seja {J, = min { ôi : 1 ::; i ::; k}. Para todo J{, O < ]{ < N, se 
11

°rJ
1 

2: ln ( ~), 

então, 

\E(Ns - N\ < K. 

Prova. Pelo Teorema anterior, 

\E(Ns) - N\ = (N + 1) ~ (1 - Ôj ) Mrr;--1 (1 - Ôj .) 
k L N+l . N-J 

i=l 1=º 

( N + l) k ( f/ ) ( 8') M; <--" 1--- 1-- - k L N+l N 
1=1 
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« UP*(: -A)

$ N.-''g

O seguinte teorema é útil para o cálculo da variância de .Ns

Teorema 37. Sejam

"o,-lT(« -q.--(«
se á ? l,
se i=0;

.(,) + ã)(i)(.V -- M,)(j
(.A/,. + .j)m(ó, - i)o

.g .
i)

,s;, -y {?*''/T'lll>xw
1=0 x.À4,+j/

para í - 1,2; .j = 2, 3,4; r = 1,2, , k e ó' definido como no Corolário 36
Se ó' 2 2 e noó' ? .V in ]V, então

}'' lilr::Eiql-l = (.m',- + iy lçS;) (i - '7i;) ) + qS;) (l - ,7S;) ) + 2qá;) (l - 'zS;) ) - gÍ;) (i - 'zÍ;) )-

-gÍ;)(l ?Í;)) - 2qÍ;)(l - ,7Í:))] 2.N -- l -- .N2 , l <r < k

Prova. Analogamente ao caso simples (ver seção 1.7.b ), para cada r = 1,2, , k, temos

p'« -õ rv « ~ - .Ç%;;Í')Ç.:>:1 1g : :y, : (ó,' - l)l
' ~''''"'''''''"'=(.=1) ®-l;;-j.I'

e

«[8 :ii3:1 - «f;'o ql;)),

para i = 1, 2 e .j :: 2, 3,4
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Usando o resultado do corolário anterior para Ã' = 1, e analogamente ao caso
simples,temos,

}'' l=<i3Í:#l B (Mr + iylÇS;)O - 0S;b + qS;)O - 0S;b + 2ÇS:)O - qS;b - ÇÍ;)O - ,ZÍ b-

qÍ;)(l qÍ;) ) - 2qÍ;)(l v7Í:) ) -- 2.N - l - .N', l <r < k

Teorema 38. Sejam gl;), 77(') l $ r $ k, l $ i$ 2, 2 $ .j $ 4, e ó' deânido como no

teorema anterior. Se ó' 2 2 e noó' 2 .N in .N, então

I''(&,) : é' ;l: l(w, + lylçS;'(i - 'zS;)) + çS;)(i - 'li;)) + 2çS;)(i - oS:)) - qÍ;)(i - '7Í;))-

qÍ;)(l - ,7Í;)) - 2Çl;)(i - 7Zl:))l - 2.N - l - .N'

Prova. Usando o fato de que ni , rz2, ' ' . , nl são independentes e o resultado do Teorema
37, temos:

I'' ( .&8 ) ; Ê y33 - :1 'n,(.M, + l)
n, -- Ó, + l

= É >1: (w, + iy lçS;)(i - '7S;)) + çS;)(i - qS;)) + 2qS;)(i - '7S;)) - gí;)(i - 'zí;))-

-qí;)(l - 'lí;)) - 2qí;)(i -- 'zí:))l - 2.v - l - .w'l
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CAPITUL03
a

MODELOS DE CAPTURA-RECAPTURA CONSIDERANDO-SE A PROBABI.
LIDADO DE CAPTURA DE CADA INDIVÍDUO

/
/

3.1. Probabilidades de captura variando de amostra para amostra

Nesta seção estudaremos um modelo de captura-recaptura baseado nos dados de k

amostras (k Z 2), selecionadas de uma população fechada. Cada membro da população tem
uma probabilidade pi(0 < pi < 1) de ser capturado na i-ésima amostra (á = 1,2, . . . , k).

Os parâmetros p{ são desconhecidos e cada indivíduo é capturado ou não em cada amostra,
independentemente dos demais. Como antes, todos os membros da população não marca-
dos selecionados, em cada amostra, sâo marcados antes de serem devolvidos à população.
Os marcados são simplesmente devolvidos à população.

/

Sejam

ni : tamanho da {-ésima amostra (i = 1, 2, . . . ,k);

mi : número de indivíduos marcados observados na á-ésima amostra ( { = 1, 2, . . . , k;

m:

À/. : número de indivíduos marcados na população no momento da seleção da á-ésima
,mostra (.M: = 0 e M2 = n:).

Então, .M. = }: (nj -- mj), 2 $ { $ k + 1, onde
lt

lJ
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7\4t+l - >1,(nJ -- mJ) : número total de indivíduos distintos capturados durante o expe-

rimento.

A função densidade de probabilidade conjunta. de (mi , m2, ' ' , nzk; ni , n2, ' ' - , nk) dados
pj, l $ J $ k e .N é dada por:

P(0,m2,.. ' ,mk;"i,"2,'..,nklpj, l S; .j 5; k,.N)

P(ml,nkjmk--,nk--,' ' ',m2,n2,0,n-;pj, l$ .j 5; k, .V)x

k

xP(mk-l, nk-i lmx;-2,n1-2,' ' , m2, n2,0,ni;pj, l$ .j $ k, .N)x

b.;'''''
,d . : a Z. - o'' Z"'

P,.#''z2.'- ' .--/ '

x.. xP(m2,n2l0,ni;pj,l$.j 5; k,.M)P(0,nilpj,l$.j $ k,.M) "

1=1),.«'.: - ,.,"'' -«'(= :=:),.«-«'': - «'~'"'
,...Ü.: ?(»-.nO -PW,)

.t «.r«. ) )

=::),.--«'-:': -'-«'-'(.::e::.),;::'-«'., *

,~-"'-'-«'.:*"'-: ...(=),,«'.: -,,,"'-«'(= . =),,«' «,*

,~-«: - ú(=1)(: ::),.«'': - ,.,~-«'

'Â4J\ Pj"j (l - Pj)/''T"j
.mJ,/ (n.f -- m.f)l

} $ mi $ minlni,Ml}, í = 1,2,. .. ,k.

79

- rlí »p.i \"J l

l

]v
P- ": ( lnl

m-i0<Ne Nl)

\

r

X

x(l - Pt

x(l -- P2)/'''

N!
N -- Mt-t\

onde 0 $ ni
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A função de verossimilhança é dada por

L(p], p2, ' ' . ,pk,Njm],m2,. ' ,ml;ni,n2, '. - ,nk)

80

1:)""1Sl:zl;'" «

« .K(P- ,P,, ' ' . ,Pt, .N)

Ã.'(P- , P, , ' ' . , P. , .N) =
N!

(.N -- .Mk+l)l

0 <pJ < 1(j = 1,2,.-.,k) e .M ?.Mx;+i.

O seguinte teorema. nos dá os E.R4.V. para pj, l $ .j 5; k, e .N

terei-na 38. Os E.À4.V. para pj são

Pj l $.j $ k,

olução da equação

i(:-?)-:- ,»

Te

ondeJV E.M.V para .N é sr

k

Pj"'(l -pjy''"', (3.1.)

In .K(p- , p2 , , pt .N ) In .NI -- in(.N -- Mk+l )l

k

}l:(.v - «J)i«(i - pj)

Então

alnp(p:,p,,'..,p*)

nJ njPj -- .NP.Í + njPj :: 0

80 l .:3 kn}
ül...~; ~-;tl«)

Pi I'\- h

M
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(3.2.)'p::>pj - ?, l $ .j $ k-

Com relação ao E.M.V. para .N temos:

AI«-K@-,,:,''.,,*,.M - o '-' i" .Kü:,,,,'ll,,"k'T)D - o

.NI/(.N -- Mk+l)l
k

1)1/(.M -- Mk+l - 1)1 H Pj"j(l -- pj)JV'"j':

TI pj"j(l
In

(.v

'« [-h j': - ,.,]
'::, llo -,a -:- #li--.

Logo, de (3.2.) e (3.3.), segue que as E.M.V. de p.Í, .j = 1, 2,

(3.3.)

,k, são

e .N é solução da equação

' N

3.2. Probabilidades de captura iguais para todas as amostras

Nesta seção vamos considerar o caso em que, em cada amostra, cada indivíduo
da população, independentemente dos demais, tem uma mesma. probabilidade p de ser
capturado.

Fazendo pi = p2 - ''' = pt = p em (3.1.) o kernel da função de Máxima
vpr..ee;...;lh n.r. .á

Y- '
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k

"ü,''o-üí:::Lm ''"'
onde 0 < p < 1 e ]V 2 Mt+l .

O seguinte teorema nos dá os E.M.V. para p e .Ar.
Teorema 39. O E.M.V. para p é

onde .N: E.M.V. para N é solução da equação

' N

Prova De modo análogo ao caso anterior, temos

k

In .K(p, .M) = in .A'l -- in(.N -- Mt+i )l + >1: nj Inp + (k.N

Então

«,w«-ç
-E«. ,E«. *~,*,E".-.

.j=1 .j=1 .j=l

P-

A-K(p, x) - o *:::: i« }íl:!:11ij -o
82

82
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kA'- >: "j

(l - P)

1«(1

(3.4.)
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k

(.M -- .Mk+l)l p-'
In

k

E".
1)!P-'.N - \» IÇU - m-+~

kN-k

:« lw:Lmo - d'l

0 -:
Logo, de (3.4.) e (3.5.) segue que a E.M.V. para p é

(3.5.)

e.Ar é solução da equa.ção

3.3. Probabilidades de recaptura dependendo da captura

Nesta seção estudaremos o caso em que a captura inicial altera a probabilidade
de captura em ocasiões posteriores. Isto é, cada animal apresenta um comportamento em
relação à captura, convertendo-se em "viciado em captura" ou "fugidio devido à captura."

Vários autores estudaram este caso. Dentre eles podemos citar Overton e Davas (1969),
fieis (1952), Tanaka (1956, 1963), Flyger (1959), Bailey (1968) e Pucek (1969). Supomos
que, nos momentos em que são selecionadas as amostras, cada'a.nimal da população não
marcado tem uma probabilidade p (0 < p < 1) de ser capturado e cada animal marcado
tem uma. probabilidade c (0 < c < 1) de ser recapturado, isto é, as probabilidades de
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captura e recaptura não variam de amostra para amostra. Em cada amostra os animais
não marcados são marcados e, em seguida, todos os animais selecionados são devolvidos à
popula.ção.

Sejam

nf : tamanho da {-ésima amostra(i = 1,2,-..,k);
mi : número de indivíduos marcados observados na {-ésima amost.ra ({

m-

.A4i : número de indivíduos marcados na população no momento da seleção da i-ésima

amostra (M] = 0 e M2 = 1?i). Observemos que, Mi = }:(nj --mj), 2 $ i$ k+l,
onde

experimento.

A função dei)sidade de probabilidade conjunta. de (mi,n12,
, nk) dados p, c e .N é da.da. por

lt

lJ

1,2, ,k

número total de indivíduos distintos capturados durante o

,mX;l
7ZI 9 722 }

"-' "J ' '\

P(o, «,, , , r7zk l lzl } n2 ) , nx: ip, c, .W) = P(,nk,ni;lmk-] , nk-: , , m2 , n2 , 0, ni , P, c, .N ) x

xP(m*-: , n*-: lm*-: , n*-' , , m2 , n2 , o, ni , p, c, .N) x

X x P(n,:, n, 1., n- ,P, c, .N)P(0, n: IP, c, N') /'' 't -'' ''l l - "M 'L-

1=1) '«'': - .,"'-«'(= :1::),«-«'.: - ,,~-«.-«.*«. *

*(=::) .«'-- ':-.,"'-:-«'-:(,===1:.),«'-:-«'-' ':-,,~-"'..:-«'--*«..: *

* r'M')."'0 ",-«,r.N-M2
7?2,2/ ' ' \n2 n22

*': - ,,~-":-«'*«'(=),«:.: - ,,~-«:
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l
]Vil(N -- Mf)l

zní)l(ni -- mi)!(.N

k

E";
'Ãilin''-- (i

E M. -E m;
c)'-: '-: X

A

À4í --À/k + l
i-l+:(l - P)

N!
(.N -- Mk+l)l «,i!(.M.í-l -- mí)l(nf -- mf)l

k

C)i-- Em; ...,..(l-P) '::x(l

onde 0 $ ni $ .N e nlax {0, Mi + ni -- .N} 5; mf $ nainÍni, Mf}
A função de verossimilhança é dada por

'@, ., ''o - õí:::ãm 1l ãRM «.f)!(n.

k

E".
;;J.'-: *

k

c);-- Em. W+.(l-P) '-: '-M'+: (P,C,.N)

k A

x(l

onde

k

w! E";.
(.M--Mk+:)lc''' (l

k

E"'.
c)'

k

Em. M.+,(l.K(P, c, .N) P) (3.6.)

0 < p < 1, 0 < c < 1 e .N ? .A4t+i

Teor'enfia 40. Os E.M.V. para p e c são, respectivamente,

P- MÀ;+i
. k

k.V - E .Mi
{-1

e
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M Á..]..,

(:
que

+]
k

k.N - E Mi-1
Prova. De (3.6.) segue

1. 77/. , Ar\
} '} In(l -- c) + Mt+i Inp+

Mt+-) 1«(1 - p) + in N! - l«(.N - Mt+-)!.

aK'(P, ., .M) .A4't+i
P

-0

À4'k.pl )Mt+i -- pMt+l

P ' '''''''''í' (3.7.)

kk k

Emi E.Wí--Emi-l i-l i-l
l cC

t)KÇp, c ,N )
âc
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kk b

mí -- c }: Mi + c >1: mC
i-] i-l{-1

c(l - c)

c := (3.8.)

Com relação ao E.M.V. para .N temos

A.K(p, c, .N) = 0 +-+ in .K(P, c, .N)
.K(P, ., N - l)

E«; E"'
(.N-Mt+l)lc'-: (l-c)'-:

h

X'm. iN
=l PM'+-(l --P)

k

)ll: Mi- Mk+i
N! í-l

1)!c'-: (l-c)'-:

k

>j:m. kN
'-' P"'':(l-P)

k

>ll: Mi- Mk+t- k

(N-l)! (N-MK+\ í-l

(l -- P)'
N -- MIK-t\

(1 (3.9.)

Logo, de (3.7.), (3.8.) e (3.9.) segue que as E.M.V. parar e c são, respectivamente,

P
À4'k+i

e

e .N é solução da equação
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- (: - =lk)'
1-1

Com o objetivo de ilustrar os modelos propostos nas seções 3.1., 3.2. e 3.3., con-
sideremos o caso em que são selecionadas duas amostras (k=2). Denotemos por N] o
tamanho da primeira amostra, .N2 o tamanho da segunda amostra, À43 o número de in-
divíduos distintos capturados durante o experimento e M o número de indivíduos marcados
obser\idos na segunda amostra. Notemos que M3 = .Ni + .N2 -- .M. Cada indivíduo da

população, independentemente dos demais, tem uma probabilidade pi (0 < pi < 1) de ser
capturado na primeira amostra e uma probabilidade p2 (0 < p2 < 1) de ser capturado na
segunda.

Então, pelo 'l'eoreina 38, os E.M.V. para. pi e p2 são, respectivamente,

P e p2 = NN
onde .N: E.M.V. para .N é solução da equa.ção

(: - :) (: -Ç)
Resolvendo esta última equação temos

Nt -t Na -- Ml N

.Ni .Ar2 = N -- Nt -- N2 -t M

.Ç:::+ -- N w)- (N:+.N, M)

+::+NÇNtN -} NaN N\Na) = N' Ç.Nt -t Na -- M)

+::» N(.N\ -} Na ) -- NIN'z = NI..N\ -+ Nal MN

N\Na4::::+ N

logo, o E.M.V. para .N é

& .:!!!!
'' .M
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Suponhanaos agora que p] :: p2 :: p. Então, pelo Teorema 39, o E.M.V. para p é

Nx -V Na

onde .N: E.M.V. pala. .N é solução da equação

: - »P)' - :
Resolvendo a equação anterior temos:

N\ -} N.z -- M
N'

(2N - N\ - N2l'P

(2.Ny
-- .N2 + .A/
N

.+::::> 4.N2 + N? + .N22 4.Ni.V 4NaN -+ 2NtNa = 4N'z 4.N(.Ni + .Nz) + 4.NM

- ~ - e\LF;
logo, o E.M.V. para. .N é

,n (.N- +.W,y

Finalmente, supondo que cada indivíduo tem uma. probabilidade p de ser capturado
pela primeira vez, tanto na primeira quanto na segunda amostra, e uma probabilidade c de
ser recapturado, segue, pelo Teorema 40, que os E.M.V. para p e c são, respectivamente,

4.M

. N\-tNa--M . M
2.N--.NI e c- IN'

onde N: E.M.V. para .N é soluça.o da. equa.ção

(. N\ -F Na -- M
k'

Resolvendo esta última equação temos

2
N\ -k Na -- À'll N

~ (: - bPV) ' - « - «:

+:::+ Nç2N -- N\ .n', + -wy yl.v .N2 + ml
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.vl(2.v - .w. )' + 2(2.v - .v- )(-.v- - .w, + w) + (-.w: - w,

(2.w - .v- y.w + (2.v - .w- y(-.w- - .w, + .w)

2N\N)Ç-- N\ -- Na -+ M)-+ N(.Nax .\- Naa -} M'z -A- 2.N\Nz -- '2N

(4.N' - 4.N-.N + .Vf)(-.W- - N2 + M)

+-+ '2Nat N -t 2N\N.zN -- '2N\MN +- NÇNat -+ Naa -+ M'z -+'2N\Na -- '2NtM -- uNaM)

4Nax N -\- 4N\NaN -- 4N\ MN -- Nst -- Nat N.z -t Nax M

Nat -+ Nat N. - N{M = NÇNat - Naa - M' -F uNaM)

-«-WHJ"
N = ., ::! . ,~, se Nt > N.

o E.M.V. para .N é dado por:

Ü= ., :!! ..*, se Nx > Na

(4.V' 2.N2M)2

.M

Logo)

]

N\ -- ÇNa -- M)
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3.4. Teste de hipóteses para a igualdade das probabilidades de captura no caso

de duas amostras s o caso de duas amostras, em que cada indivíduo da população tem

Como

p(T = tjM3 - ,, M - m) - P(NI -- N2 = tlNi + .N2 -- M = ,, M = m)

P(.M:-.N
E P(.N: +.N, +«.,M

.7=m

PUv--
}: p(.Ni = .j, N2 = r + m -- j, ]W = m)

J=m

É
.7=m

r
2

(P:(l - P?

X;X-;«) ' ,Ê. 'u)'«': - ,:"'-'',: ': -P,))j'"

4=)"' p,» 'ç' (p!(!.:J1l11:!:.
{;;-Íi;, -- 2p:p,)''"

(J€11)
t

*(J€3à)
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:.ELh) ' (: - ;ELh) ''" ''
para
x-
onde

21 -- r + m, / = 0,1,2,. -,r -- nl, segue que a distribuição condicional de

dados Ma e M é Binomial(.A,p'),

.4=M3 -M ' p'' P-(l-P2)
P] + P2 -- 2PiP2

A região de rejeição para este teste é definida por (lrl > Ta), onde

P(lrl > TalM3,.À4';PI = P2) = a

Logo, como

P(l7'l $ TalM3, .M;p: ' p2)

- .-(:$Ty $ x $ gÇJlm3,";'- ' ,,'l - : - ..
e a distribuição condicional de X dados À/3 , M e pi ' p2 é Binomial (.A,p' = 1/2), segue
que z'5u = Xi- t , ou

Ta = 2Xi-{ -- ..4,

é o (1 -- {)-ésimo quantil da distribuição Binomial (.A, 1/2). Se ..4 ? 12, (ou

.4p'(l -- p') 2: 3) podemos usar a aproximação Normal para. a Distribuição Binomial para
determinar T.. Clom efeito, dados .A4a, .A4 e pi = p2,

.x -{ 2X Á

4

B Z, onde Z «.., .N(0, 1)

Logo,

Ta = 2Xi-} -- ..4 B '«ãzi-5-,

é o (1 -- ?)-ésimo quantil da distribuição Nornaal Padrão
A função poder do teste é da.da por:
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«(p') P(rdeit-r Ho l.M3 , Ã4,p) p(lrl > TalM3,M,P') = 1 - P(lrl $ TalM3,M,P')

-Ta $ r $ TalM3,.M, P')

-:-,(a? * &P ",",,'
Logo, se Á for suficientemente grande

«','' : :-,([(*? «,,). ÁP'(l - P')

' [('? - «,'). i«, .: -, ,);i «',«,,l

- :-l«( :'P-«,')/ («,'.:-,,,) ;)] ,.AP'(l-P')

onde @ é a função de distribuição Normal Padrão.
Para concluir este capítulo veremos um exemplo no qual não é possível obter

os E.M.V. para alguns parâmetros, pois estes resultam não identiÊcáveis para o modelo.
Consideremos o caso de duas amostra onde ca.da. indivíduo da população, independente
mente dos demais, rena unia probabilidade pl (0 < pi < 1) de ser capturado na primeira
amostra, uma probabilidade p2 (0 < p2 < 1) de ser capturado pela primeira vez na se-
gunda. amostra, (ou seja, p2 é a probabilidade de captura de cada indivíduo não marcado,,
na segunda amostra) e uma probabilidade c (0 < c < 1) de ser recapturado (ou seja, c é
a probabilidade de captura de cada indivíduo marcado). Usaremos a mesma notação do
último parágrafo da seção anterior.

A função densidade de probabilidade de (.Ni,.N2,M) dados .N,pi,p2 e c é dada
por

P(N- =n:,N2 '"2,M'' "* P-,P,,c,N)

,P,,c,.N)P(.M m,.N, l.W- = n:,P-,P,,.,.N)
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= .ArlPI "'(l -- PI)N'"' c"(l -- c)"''"P2"''" x

(l -- p2)X'":'"'+"/ml(nl -- m)l(n2 -- m)l(.N -- ni -- n2 + «.)l

« .K(.M,PI,P2, c) = N'lPl"'(l-PI)W'": c"(l-c)"''"P2"''"(l-Pz)w'"''"'+"/(N-ni

onde .N ? .A/3.

Como

K(p-,p,,',.N) = in.NI +n- Inp: +(.N --n:)in(l --p-)+mlnc+(n: --m)in(1 .)+

+(n2 -- m) Inp2+(.N -- ni -- n2+m) in(l -- p2) -- in(N -- ni -- n2+ 7n)l,

'(« ,,,,''") - =. . {:u . .
PI -- Pi .N + niPi = 0

p*''R

g:l2:K11g118Zz!!:!) . !Z-:..P . Z.:!L.:!Z.Í-e
aP2 P2 l--P2 -

2 -- p2.N + nlp2 + n2p2 -- mp2 = 0

,-"'': - ,-,~-«'(=:)'«': - .,«'-«(= :=),,«-«.: - ,,,~-«

N
1 -- n 2+ m

X

n2 + nz)l'& J ' ,

In

segue que

'+::::::» nl n]

Analogamente j

'+:::+' n2 n2P2 -- in + znP
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P,(n- - N)

'+-:> P2 ::
n2'm
.N -- n]

aln/((N,p-,p,,c) . e . "' -- " = 0
0c c l--c '

m -- nlc -- nlc + nzc :: 0

Com rega.ção ao parâmetro .N temos,

:««H'Y'fi T;:i., -. K'(.N, P: , P, , c)
.K(.N - l,P- , P:, c)

..t::> .N(l p- )(l -p,) . :
/V - ni - n2 + in

Logo, a.s E.M.V. para pi, p2 , c e .N satisfazem o sistema

P, - («: m)/(.N - n- )

«1«~

.ú.l!;;.Ü(t - P-)(i - »,)
Contudo, a última equação é redundante, e portanto, as E.M.V. para p] , p2 e .N

não podem ser obtidas neste modelo.
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Figura 1. Função de poder do teste para a = 0.01.
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Cap. 3: Modelo considerando-&e 8 prob. de cnpt. de cada indivíduo.

Figura 2. Função de poder do teste para a = 0.05.
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Cap. 3: Modelo considerando-m a prob. de capa. de cada indivíduo.

Figura 3. Função de poder do teste para a = 0.10.
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Cap. 3: Modelo considerando-se a prob. de capa. de cada indivíduo.

Figura 4. Função de poder do teste para a = 0.20.
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CAPITUL04P

MÉTODO DE CAPTURA-RECAPTURA EM POPULAÇOES ABERTAS

4.1. Suposições e Notação.
O objetivo deste capítulo é estudar o método de captura-recaptura para populações nas
quais podem ocorrer nascimentos, mortes, emigrações e emigrações (populações aceitas ).
Consideremos neste capítulo uma "única'' população aberta. A palavra "única " significa
uma população cobrindo uma área limitada onde os animais (ou, em geral, indivíduos )
tem liberdade para se movimentar e se misturar com outros do mesmo tipo que estão na
área, como também para entrar e sair da. mesma. O tipo de situa.ção excluída é aquela onde
a população se divide em um cento número de áreas, tornando-se necessárias estimações
dos parâmetros populacionais para. cada área, como também para o número de animais
que se movimentam de uma área para. outra. Derivamos de maneira intuitiva estimadoles
pa.ra. alguns parâmetros populacionais e, a seguir, mostramos que eles são os E.M.V. para
tais parâmetros.

Consideramos k (k ? 3) tentativas de capturas de animais da população. Seja ni
o número de animais capturados na. {-ésima tentativa ({ = 1, 2, .. . , k). Em cada tentativa
todos os animais capturados (marcados ou não) são marcados de modo a indicar que
foram capturados nessa tentativa. Os intervalos de tempo entre as sucessivas tentativas
não são necessariamente iguais. Dos ni animais marcados na época da i-ésima tentativa

(i = 1,2, ' , k), s{ são.devolvidos à população (s{ $ ni). O modelo leva em conta naortes
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Cap.4 : Método de capt..-recapt. em populações abertas 101

acidentais por marcação ou manuseio dos animais

Suposições:
Admitamos as seguintes hipóteses:

a) cada animal da população, marcado ou não, tem independentemente dos demais,
unia probabilidade pf de ser capturado na {-ésima tentativa (á = 1, 2, . . , k);

b) cada animal da população tem, independentemente dos demais, uma probabilidade
é. de sobreviver entre a á-ésima e a ({ + 1)-ésima tentativa (l $ { S; k -- l);

c) cada animal capturado na {-ésima tentativa tem, independentemente dos demais,
uma probabilidade 77i(l $ í $ k) de ser devolvido à população;

d) os animais marcados não perdem suas marcas durante o processo e todas as marcas
observadas são registradasl

e) os tempos de duração das tentativas são desprezíveis quando comparados com os
intervalos entre as épocas das sucessiva.s tentativas;

f) cada animal que emigra da população o fará de maneira permanente.

Notação

Sejam:

número total de indivíduos ou a.niinais na população na época imediatamente
anterior à da {-ésima tentativa, (l $ { $ k);

número total de animais marcados na população na época imediatamente anterior
à da i-ésima tentativa, (l $ á $ k);

número de animais marcados observados na í-ésima tentativa, (l $ á $ k);
número de novos animais que se juntam à população entre a i-ésima e a ({ + 1)-
ésima tentati-, (l $ { $ k -- l);

número total de animais na população na época imediatamente anterior à da
i-ésima tentativa, capturados pela última vez na época j-ésima tentativa,
(2 $ i $ k e l $ .j $ i -- l);
número de animais observados na {-ésima tentativa, capturados pela última vez
na .j-ésima tentativa, (2 $ { $1 k e l $ j $ i -- l);

número de animais não marcados na população na época imediatamente anterior
à da {-ésima tentativa, (l $ { $ k);

número de animais não marcados observados na {-ésima tentativa, (l $ á 5; k);

.Ni

7'7'Z f

Nio
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Zi número de animais não capturados na {-ésima tentativa, mas capturados antes
e após a i-ésima tentativa, (2 $1 i$ k -- l);

número de animais capturados dentre os sí após a época da {-ésima tentativa,
(l $ á 5; k - l).
Observemos que

{ 1

E]Wi = ml = 01 Mi = .Nij, (2 5; á $ k); (i $ i $1 1);

f-l A

E
j::l r=f+l

(l $1 i $ k); Zi = E n,j, (2 $ ã $ k - l)

e

R: n.f., (l $ á $ k - l).
.7 = t -t l

Devido à natureza estocástica do modelo, o tema.nho da população, .Nf, na época
da á-ésima tentativa, estará afetado pela variação aleatória do número de sobreviventes das

épocas anteriores, sendo, portanto, uma varia.vel aleatória. Somente na época da i-ésima
tentativa é que .Arf torna-se um parâmetro no sentido usual, sendo então um parâmetro de
ui-na. distribuição condicionada aos eventos ocorridos até essa época. Por esta razão, tais
parâmetros se dizem parâmetros condicionais. Observemos que os parâmetros .Ni , pi} v7í,
(l $ á $ k); @j e Bj, (l $ .j $ k -- 1) não são parâmetros condicionais.

k

4.2. Esticadores intuitivos dos parâmetros .N{, éi e .Bi.
Um estinaador para N{ é o estimador de Petersen, obtido igualando-se a proporção

dos animais marcados observados na {-ésima tentativa à proporção dos animais marcados
na populaça.o imediata.mente antes da á-ésima tentativa:

({ 3,. - . , k). (4.1.)

Um estimados de éi pode ser definido como o quociente entre .MÍ+l , um estimados

de MÍ+] , e Mi -- m{ + si, um estimador do número de animais marcados na população
após a {-ésima tentativa:
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'êí (i $ { $ k - l)

Observemos que, se

(4.2.)

': -«::' 'ê.- iz-l7=:t=Õ o sÍst-D.
Como o tamanho da população imediatamente após a {-ésima tentativa é .NÍ -- ni + s{,
então Xi = número de sobreviventes entre a {-ésima e a (á + l)-ésima tentativa é uma

variável aleat(ária Binomial (.Mf -- n{ + si, @i), (l $1 í $ k -- l).

Logo, o número esperado de sobreviventes entre a {-ésima e a á + l-ésima tentativa é

.E(Xi) = (.Ni n + sí)Óf, (l $ { $ k -- l)

e, portanto, um estimados do número de nascimentos (nascimentos e imigrações) entre
i-ésima. e a { + l-ésima. tentativa pode ser definido como:

.Éf = Âi+. --Ê(Xi) =.&i+i -ê{(.&f --ni+si), l${ $ k-- 1.(4.3.)

Notemos que, imediatamente após a i-ésima tentativa, há na população dois grupos
de a.nimais marcados: o grupo dos Mi -- mf animais marcados antes da i-ésima tentativa

(grupo 1) e o grupo dos si animais marcados exatamente na i-ésima tentativa (grupo ll).
Por outro lado, Zi é o número de animais capturados da população constituída pelo grupo
1, após a i-ésima tentativa e .Ri é o número de animais capturados da população constituída
pelo grupo 11, após a i-ésima. tentativa.

Logo, como as probabilidades de sobrevivência para os animais de cada grupo são
iguais, segue que, um estiinador para Mi pode ser obtido igualando-se as proporções dos
animais capturados após a i-ésima tentativa para ambos os grupos l e ll:

R,k (2 $ { $ k - l),

o que implica

(2 $ { $ k - l). (4.4.)

Das equações (4.1.) e (4.4.) segue que

.&. - ". + !i:i3i L: «.[i + ..z./(m..R.)], P $ i $ Ê - i). (4.5.)
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Usando as equações (4.2.) e (4.4.) temos

mf+l + si+lZi+i/Ri+i
mi + siZi/Ri -- mi + si

. m.---+'«-Z«-/R:---, P${ $ t-q.
Usando as equações (4.2.) para { = 1 e (4.4.) para { = 2 temos

(4.6.)

.8. - ]$ z,/.R,)/.- .

Finalmente, usando as equações (4.3.), (4.5.) e (4.6.) temos

l

É' - "....: .F """*"Z«: . m:--- + '.+- Z«-/R'-'-: («. + «...Z./(m..RO - «: + .D

ll + +:Z:+:/(m:+:R'+:)l -("'-': l q-«ZH.-/R;+-)(«.Z./(m:R') + i),(4.7.)
2 <á<A 2.

4.3. Função densidade de probabilidade conjunta das variáveis aleatórias asso-
ciadas ao modelo

Nesta seção deduziremos a função densidade de probabilidade conjunta de
{lnlo,si,.N20,Hall;Ínij,si,.Ní+i,, ; 2 $ i $ A -- 1,0 $ .j 5; { -- 1,0 $ r $ {} ; {nx;j,st,
0 $ .j $ k -- 11} condicionado a. {.Nio, {-B{,pi, éi,77i,l $ ã $ k -- l}, {pt,77tl}. Para. uma

melhor compreensão do assunto trataremos, inicialmente, do caso k = 3.
Notemos que de

''« "",,,,«,,-(=:),;«.: '""
e

P(.N;- ln2- , .N:: , P, , @: )

segue que

Óf': (i -- Ó,y''':'"':-'''':

P(n21, .N3i l.N21,P2, Ó2) = P(n2il.N2],P2, é2)P(N3i ln21, .N21,P2, é2)
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ii=:),;«.: - ,,,~«-«' ("'i."")«?« : *,,~«'""'~"
(4.8.)

Temos também que

''«,. ~;.,,,, - (=),;''': -,,,~'''"'' ': ' ' ' :,, (4.9.)

e

p(nÍol.Nio,pf,éí,.B;) = (T:''lp:''(i -pi)w'''"'',(l 5; { $ 2).

Observemos que a distribuição de probabilidades de .Ní+i,o condicionada a
{?zío,.Niolpi,éi,.Bi, 1 < { < 2} é análoga à de .N31 condicionada a {n2i,.Nzl,p2lé2}
exceto que .Bi, (l $ á $ 2) novos animais juntam-se à população, de modo que o
número de animais que nunca fora.m capturados e sobreviveram entre as épocas á e i+ l
é NNi+l,o -- -B{, (l 5; á $ 2). Logo,

{0

P(.Ní+i ,o lnÍO , .Nio , P{ , éi, -Bi )

1=,:.r%.)«f'': ''''': - ".,~«'""'~..:.'"', ': ' ; : ',
o que implica

P(nio, .Ni+],ol.Nio,P{, éi, .Bí) = P(.Mi+],olmo, .Nio,Pi, éf, -Bi)P(nío l.Nio,Pi, @{, .Bi)

Ü ,:r:..) «r'*:''''' ': - ".,"«'""'"..:..-' *

*(=),,''': -,.,~'''"'', ': : : : :,.
Também temos que

(4.10.)

''« "«,,;, -(=:),;«.: - ,,,~«'""
(4.11.)

De
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''.. ".,«.,-(=:)«;'.: -«.,"''", ': ':'',
e

P(.Nf+i,ílsi, ni, éi, ,7i) 1,.,=.,.) *r'*'''': - *.,''-~;'-,', ': 2)

segue que

P(si, .Ni+i,il«í , éf, ,7i) P(sf lnf , éi, ?í)P(Ni+i,ílsi, ni, é{, ,7{)

1=:) «;' ': - «.,«;-« («=,,.1 (l -- Óí)'''w'+:,', (l $ Í $ 2). (4.12.)

Também temos

P(s,l«3,,7,) "' 'lq;'(i - ?;)";'"(4.13.)

Notemos que, associadas à primeira amostra existem as variáveis nlo , si , .N20 e .N2i ;

associadas à segunda amostra existem as variáveis n20, n21 , s2 , ]V30, ]V31 e .Na2 e associadas
à terceira amostra existem as variáveis n30, n3] ,n32 e s3. Sejam.

3

.r41 := {n10) SI ) .N20) ]\Í21l}, '42 {n20 ) n2i ) s2 ) Ar30) .Arsl ) ./\rs2},

.Aa = {n30,nai,"32,s3} e 44 {.Ni o, .B] , P] , #'] , 77i , .B2 ) P2, é2, 7729 P3 9 773 l}

Então, a função densida.de de probabilidade conjunta de { {nio , $i , .Arao , N2i } ; {n20 ) n2] } s2 ,

]Vao,.N3il /Va2}, {n30ln31)7za2)s3ll} condlcionaílla a {jV]o,.231)p])éi)l7i)-B2lp2)é2)772)

p3, 77S} é dada por

P({n:o,.:,.N,o,.M,:} ;Ín,o,n,-,.:,.Ns',N'-,.Na'l; {";o,n;:,";,,.all

N-o, .B- , P- , é:, ,7- , .B:, P, , é2, '7:, P3, '7')
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P(.A- , .4:, .4,IÁ.) l.A- , .A,, .A,)P(Á21.A, , .A,)P(.A- l.A.).

Usa«do(4.9.),(4.11.) e(4.13.) temos:

P(Á, l.A:, .A:, .A,) {n30, ";:,n,,},Á: , .A,,.'l,)x

xP(n;ol {n::, n;:}, ,4: , .A:, .A.)P(n;: l {n,,}, Á:, .A,, .A.)P(n;,l.A- , .A,, .A.)

(=:)«;'': - «,,«-«(=:),;«.: - ,;,~«-«"(=1:),;«.: - ,,,~«'"" *

* (=:),;«.: - ,;,~«'",,

Usando(4.8.),(4.10.) e(4.12.) temos:

P(.A, l.A., .4.) .,, .N;,lln:o,.N«, n,:,.N;:}, .A:, .A.)x

xP(n,:, .N3- l {n:o,.N«},Á-,.A-)P(n,o,.N3' IÁ','4.)

1=:) «;' ': ,"-« (,;,) *!"«.: - *,,«-~" *

*(=:),;«': - ,,.~«-«:("'k."")*?«': *,,~«'""'~" *

=:),;«': - ,,,~"-««(= :=:) «?«-''': - ",,'''«'""-"«*"'. ''.:' ,
Usando(4.10.) e(4.12.) temos:

P(.'i- l.A.) .N,: l«-o, .N«; Á.)P'(n-o, .N

107

(4.15.)

X

l::)«;:ol.A.) (1 T-)nl siX

107

4.14.)
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*(;:.) *r« ': - "-,«-'"«(=1:),,«': - ,- ,~«-««(ã= :=:
x(l é.)/":' A',.+B: (4.17.)

Logo, usando (4.14.) a (4.17.) temos

''".,"«"; -(=)«;'': - ,,,«'-«(=:),;«.: - ,;,~«-«"(=:),;« *

*': ,~«-«" (=:),;«':-,;,~«-«' (=:)«;'': - «,«-« (;:, é2x''"

*': ,«(=:),;«':-,,,~«-«('":k:"")«r«':-",,~«'"" ~«(==)*

*,;"': -,:,'"'«-««(:= :T) *i'"-''': '""-"«*''(=1)«::': - «:,":'" *

*(,=:) *f« ':-*: ,«-~«(=1:),,«':-,:,~«-««(n=:) *r«-': ':-":,~«'""'~"":

«;'':-«.,«'-«(:i:),,«':-,.,~«-« i(«=:,,) «f'*''' ': -~'.,,' *

*(&:,:.r%,) «p*:'''"' ': - *.,"';'-««-"';*-.'"'(=:),;« *

*': - ,,,~«-«:('"'k."") «?«': ,~«'""-~« ú(=:),;«': - ,;,~«'""
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Nzl
n21 1=:)«:'': - «.,«'-«(=),,'': - ,.,~'-«' *

* i(«=.,,) «r'':-''': - ',,''-«,-,-,-~'.'(=:)(=,:-rz,l
A seguir determínaremos a função densidade de probabihda.de conjunta de

{Ínlo,si,.N20,N2iJ;lnij,sf,.Ní+l,,;2 $ { $ k -- 1,0 $ .j $ á -- 1,0 $ 1' $ il;lnkj,st,
0 $ .j $ k -- 11} condicionada a {{.Nio,.Bí,pí, 'éi,77f,l$ á 5; k -- l}, {pk, 77tl}(caso geral)

Notemos que de

''«.. ~'.,,.,«:,-(=),;''': -,:,~'''"'', ': :: : *-:,: '' ':- :,
e de

P(.Ni+i ,.j lni.f , Ni.j , Pi , éí)

I'h.:.::')«:'':''': - *.,"«'""'"'':,', ': ' : ' * ' ' ' : - :,
segue que

P(nij, .Ní+],jl.Nij,Pi, éi) = P(nfj l.Nij,Pf, é{)P(.Ni+l,jlnij, .NÍj, Pi, d'i)

1=1),:' .: - ,:,"« -««(').:.:") *

x.élv'-F:''(l -- éi)w'j'"'j-Jv'+:,j,(l $ i$ k - i,l$.j $ { -- 1)

Também temos que

(4.18.)

''«*. - (=),:''': -,.,~-'-«« .: ::' ' * - :,.
De

(4.19.)
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P("iol.Nio,pí,éi,Bi) -(]V.o)P:''(l -PI)w"'"",(l $ ã 5; k - l)

e de

P(.Ni+i ,o lnío, .Nio , Pi , éí , .Bí)

Ê=,:.rl.)*r'':'''''': - *.,'"«-""-~'': '"', ': ' : ' * - :,
segue que

P(nio, .Ni+i,o l.Nio,Pi, éi, -Bi) = P(nfol.Nfo,Pi, éi, -Bi)P(.Ni+i,olnfo, Nfo,Pi, éi, .Bi)

=),;"': ,.,~"-«'.*

* (=,:.rl.)*f'*:'''"'': - *.,~«'""'~'':,'"', ': :; : ' * :, (4.20.)

Também temos

''«*. ~..,,*, -(=),:''.: - ,.,~''-«-..
(4.21.)

De

P(siln{,@{,?.) = 1"'),7:'(i -- ?i)"''';,(l $ { $ X'-- l)
Z

e de

''«'.*:,. «.,".,«., - (,.,;1:,.)«!"'':''': - ".,«-''''':,;, ': ' : '*
segue que

P(sí, .Ni+i,ilni, #{, ?i) = P(sí ni, éi, ,7{)P(.NÍ+ilfisi, ni, éi, ,7i)
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1=:)«:'': - «.,«'-«(«,:1.,.)«r'*'''': - ".,«-~'*',', ':

'* «,-(=:)«:'.:-«,"'"

.í41 :; {n]0) S] , .N20) .Ar2i }}

Xi - {nij,si,]Vi+l,,,0 5; .j $ { -- 1,0 $ r 5; í},(2 $ { $ k -- l),

.Ak = {ntj,sk, 0 $ .j $ k -- l}

brio,.Bí,pi,é{,77i,l$ á 5; k -- 1}, V2

P

Definindo

{h } '/ A l l

te

.N2ilnio V2)xN20 H2 ) y 1 } y 2}

111

(4.22.)

(4.23.)

mos:

P({7zio,si,.N20,]V21l;{ fJ,s{,.Ni+i,,-;2 $ $ k -- 1,0 5;.j $ i -- 1,0 $ 1' $ {1;1ntj,sk,

5; k-- lll{.Nio,.Bi,pf,'éí,77i,l$ $ k -- l},{pt,77k}) = P(.41,Á2,..-,.Ai;lV],V2)

P(.AilV],V2)P(Á21.A:,yi,V2).-.P(.4x;l.A:,.A2,...,..4J;-],VI,V2)(4.24.)

Usando (4.20.) e (4.22.) temos

P(Á-lV],V2) -o,.-,.N«,.N2-lV],V2)

x P(n- o , .N,o IVI , V2 )
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(=:) «::': - «-,«'-«(,Z.) «r«': - "-,«-~«(:1:),;«': - ,-,~«'"" *

*(:1= : =:) *r«-': ': - ".,'''«-«:.-'''"*': ''.".,
Usan(lo(4.18.),(4.20.) e(4.22.) temos,

P(.A21.4-, V], V2) = P({n2j,'2, .Na,,0 $ J 5; 1,0 $ , $ 2ll.A-, VI, V2)

:o,",:,.,,.N3',N;-,.N,,l.A-, VI,V2) N«ln:o, n,:,.N;o,.N,:,.4

XP(n:: , .N;- in,o, Na', Á-, V] , V2)P(n,o, .N,o l..a- , y] , V2)

*("''k:"") 'Í"« .: - *,,~«'""-~«(=:),;«.: - ,:,~«'"" *

.é/""-l''(l -- é,)P'':''"'.-A'«+B,

Usando(4.18.),(4.20.) e(4.22.) temos:

P(.A31.A2, .A], X,{i , V2):: P({na.f,Sa, -N4r,0 $ .i $ 2,0 $ r $ 3ll.A2, ''li) 'h

P({n,o, n3-, ";:, .;, .N.o, N4-, N4', X';ll.A:, .4: , VI , V2)

P({.; , .N.3111"3', n;-, n;, , N4', N4:, N4'}, .A2, .A: , Vi , V2)x

1 1 r)

«;'': - «,,«-«(;:,)«?«': -~«(=:),;«': - ,,,~«'": *

P(n V2)x! t' 2

.S2

n2

6.)

h)} y 2

(4.2
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xP({n;:, N42lll";o,n3:, N40, Nói}, ''i2, .A-, V , V2)x

xP({n;:, N4: } lln,o, N4'}, '42, Xi , V] , V2)P(n30, N4'l.A2, Á] , y] , V2)

(=:) «;'.: - «,,«'-«(,=,) *r«': - *,,«-~«(=1:),;« *

*': ,~«-«'('";k,"")«f«': - *,,~«'""-~«(=1:)*

»;"': - ,;,~«-«'('";E:"") *?« ': - *;,~« '"" '~" *

=:),;«': - ,;,'''«-«' (Z: :T) *?«-''': - ";,~«'""'"""'

113

X (4.27.)

Usando(4.18.),(4.20.) e(4.22.) temos

P(.Ax;-il..4k.:, .'4t-',.. . , .A2, .A:, V] , V2)

P({nx;-i,j,sx;-i, .Nt,,0 $ .i 5; k -- 2,0 $ r 5; k -- lll.Ak-2, .4x;-a,' . , .A2, ..4i, Vi, V2)

P({nt-í,o,nt-],-, ' , nk-],k-2, sl-i, .Nto, Nn ,... , .Nk,k-il.A1-2, .'4k-3, ' ' , '42, .Ai, yi , V2)

P(.k-:, .Vt,t-: lnt-:,o, ' ' ',"k--,k-,, .Nto, .Nt: , ... , Nt,t-,, .A1-2, .'4t-;,... , ..4,, ..4:, y], V2)x

x P(nk-l,k-2, Nk,k-2lnÀ:-i,o, , nk-i,k-a, .Nto, .Ntl , . . ., Nt,t-3, :.4t-2, .At-a, . . - , .Ai , Vi, V2)X
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x .. . x P(nt--,i,.Nt] lnt-],o, .Nto,..'lt-2,'4t-',..., ..4], V] ,V2)x

xP(nk--,o, .Nto l.Ak-,,.. . , ..4i , V] , V2)

1=::i) «í:.' .: - «.-- ,"'-'-«-'(,;:::) «2'r-' ': - *.-: ,«-'-"','-'(=1:1,';::) *

«[:,:''''': - ,.-: ,'"'-:,'-'-«-:.'-'("'-:'';*1:.='-:''-') «p:'-' *

*': -,''''-','-'-«--.'-,-~.,..: * ... *(=1:1,T),r:::''': - ,*.:,''''-:.:-«..:,: *

'k."*-''') .I':.: - **-- ,'"'-:,'-«-,,:-~«

*,='::'' ': - ,.-: ,''''-','-«'-:,'(''';1:'.:;=''

xÓ2:'a'':(i -- @k-:)N'-:''-"'.:,.-A'..+B..- .

Usando(4.19.),(4.21.) e(4.23.) temos

.'4t--,. - - , .A2, .A], Vi, V2) = P({ntj,'k,0 5; .j $ k - lll.Ak-l,- - - , .A',

P(nko,nkl, ' ' ', 7'l,k-i,sx; l.Ai;-i, .. - , .A2, .Ai, Vi , V2)

P('tinto,ni;- , ' ' ',"k,i;.i, ''ix;--,.. . , .A2, .A], V], V2)x

P(ni,k-ilnko,nk],''',nk,k.2,'4x;.i,.-.,.A2,.Ai,H,V2) x.. x

114

114

.Nx; ]
X

X

1 )P(.4* H

X

'.N]- ] ,o X
71' k -1 ,0

(4.28.)
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xP(nkol.Ak-i, - -. , ..42, .A:, V], Va)

(::)«:'': - «,«-«(:::::),I'''-'': -,.,~','-'-«,'-- * *
*(=),:':': -,*,~':-«''(=),:''': , ,~'''"''. ''.''.,

Finalmente, usando (4.24.) a (4.29.) temos,

P({n.lo,sl,.N20,N2il;lnfj,si,.Ni+i,,-;2 $ { 5; k -- 1,0 $.j $ { -- 1,0 $ r $ };1nk.í,sk,

0 $ .j $ k -- lll{.Nio, .Bf,p{, 'Ói, qf,l$ i$ k -- l}, {pl,qJ;})

P(.A: , .A: , , ..4x; IVI , V2 ) P(n-o, .N20lVI , V2)P(si , .N2- ln:o, .N20, VI , V2)x

P(si, -Ní+i,{lni,-, .Nf+i,,,0 $ r $ á -- l, .A], Á2,-.., .4i-i, V], V2)x

xP(nÍO, .Ni+],ol.4i, ''!2, - - - , .Ai-], V] , V2)x

x ll P(nij, Ni+],jlnio,nfi, ' ' ',nj,j-], Ni+],o,..., Nf+i,j-], .Ai, .'42, . .. , .Ai-], V], V2)x

xP(.klnko, . - ', "k,k-:, ..4:, ..4', - - - , .At-] , V] , V2)x

k l

xP("*ol.4:, . .. , ..4..-, VI, V2) ll P(n* in«,"
1-1

115
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1::) «;'': - «:,«'-«(=),;«': -,.,~«-« 11(«,=.,.) 'r'''''': - ".,«-~;*:,' *

k-]

* (=,:.r%.) «:"'*''''''': - *.,~«'""'".*-,.-' *

1=),;' ': - ,.,~' -« ('?::::') *
**r'''''': ,~,-«" -~'.-.' 11(=),:«': - ,*,'"'«'"',

1=:)(=),:'': - ,.,~''"'«:'': - «.,"''" *

1==,:.:%.) *!"'''-'' ': - *.,« -.-"'-'"'': *
k-l {-l

(:)1
.v',
nkr

11 oijoiocip:'(l -- pí)w''";77;'(l -- '7f)"' éw.+''a'(l -- @iy''"'+B + -/v;+: x

]2

k

c'*jp:l'( lX
j=o

- Pk)N' '"' Oi' (l -- 77k)"' '''

onde (7ii = 1,

'« - (=) ('h.:::"l
,k 1 ; j-i,2,

ni.flNi+l,jl(.Nij -- nij -- Ni+l,j)l '

2,3,

aío
'.Nio

nfo
avio nfo

.Ní+l,o -- -B-

.Niol

niol(.Ní+l,o -- -Bi)l(.Nio :- nio -- Ni+l,o + -Bi)l '
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i - 1,2,...,k - l,

117

a.- r"'' (ni -'i)!.Ni+-,f!('i - .Ni+-,.)!'(l É á É k - l)
l

:=)-Kdlm, '''''*-:,
e

'« - (=:
4.4 Esticadores de Máxima Verossimilhança

Nesta seção deteruiina.remos os E.M.V. para. Ni, pi, Ói, -Bi e v7i. Na sequência

demonstram-emos uma série de teoremas, cujos resultados será.o utilizados na determinação
dos E.M.V.(Teoieina 51). Nesta seção, .Nij, .N{, Pi, Óf, .Di e êí denotam os E.M.V. para
.7Vf.f, .Ni, p{, Ói, -Bi e 77i, respectivamente.
Teorema 41 .

Os E.M.V. para .NÍj, Óf e »i, satisfazem as relações

Ni-i,.f -- nÍ-i,j -- .Nij .. 1 -- éi.i

N'fJ -- nij - Nf+i,j(l --»í)éi-l(l - Óí),

(3 $ { $ k - i, l l; .j $ { - 2);

(4.30.)

x''-:,r nt.u - 'v'' = z'f':l:Íf:li3' (i $ .j $ k - 2);
(4.31.)

'.---x'':]. - . ,.l ..,(2$ísk-i);
N{,f-: -- "{,i-- -- Ni+:,i-- éi--(l -- Ó{)(l --êiy ~

(4.32.)

e

sk--l -- ]Vi;,t-i . 1 -- éÀ;..
Nt,t-- -- "I,k-: ék-:(l -- Pt)

Prova. A função de verossimilhança é dada por

(4.33.)

.Z;jlN{,pi,77i,l 5; á $ k;.aj,éj,l:$J $ k--lljlni,s{,l$ $ tll
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k-lf-l

H
i=1.j=l

H C'I.fCIOaIP:'(I -- PI)N''"' éN.+- 'B'(I -- éI)/V''/'''+:+B.-"'+'' X

xq;'(l - ,7í)"'''' ll OijP;'(l - Pt)w''"'?Ê'(l - '7k)"''''

onde C'i.i,(í = 1,2,-.-,k ; .j = 0,1,..-,i) e C'f,(i = 1,2,

anal da seção anterior.
Para maximizar a função de verossimilhança,.L, igualamos -L(0) a .L(0 -- 1), onde

0 = .Nij, ( 3 $ á $ k -- 1, 1 $ .j 5; i -- 2). Logo,

k

0J
(4.34.)

, k -- 1.) são definidos colmo no

4n - : -
@ÍYl{(l éf-])'w'j/(.Nij -- nij -- Ni+i,J)1(7Vi-l,j -- ni-i,j -- .Nij)l ..

.#P{'l(l -- @i-:)-w'J+i/(.Mí.j -- nij -- Ni+],j -- l)l(.N{ i,j -- ni-i,j -- .Míj + l)l

.ZViJ l(l -.Pt)/''''(i -- Ó'i):l'' /.Wfj! .. .l
'' (.Mi.f -- 1)1(1 -- Pi)N'j ':(l -- @i)N'j '' /(.Níj -- l)l

-- nf-i,j -- .Nij + 1 1 -- Ói.i
' N{.í-nij--Ni+-,J(l--pi)éi-:(l --é{)

Supondo que estamos tratando com grandes populações substituímos

/Ví-],.j -- ni-i,j -- .Nfj + l por .Ni-i,j ],j -- .Mij na última equação obtendo

'T;i''' .,'..:' 'w'' o-mó.-.o , os;sk-i, is.jsi-q
o que prova a relação (4.30.).

De

iil;l:?b $ k - 2)
segue que

(l -- @k-:)'/v'j .Ntll(l -- Pk)N'J /(.Nl-i,j -- nt-l,j -- .Ntj)l .,

(l -- ék-:)'w'j+'(.Nkj -- 1)1(1 -- Pt)w-j':/(.Nt-l,j -- nl-i,j .Ntj + 1)1 ''
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éE{/(Nkj--nkf)!.vkf! .i
x él;:{."/(.ATAM )!(.Nij -- l)l

... Ni-l,j -- nA i,j .Ntj t l}
Ntj -- nkj

Substituindo ]Vt. ] ,J -- nl-i ,j -- .NtJ + l por .Nt- l ,j -- nk-l ,j -- .NkJ na última equação
segue que

N't-i,j -- 7zt-i,j -- .Nij . 1 -- ét.i
Ntj - nlj ék--(l

o que prova a relação (4.31.).
De

(i 5; .j 1; k - 2)

Z(.N.,.-- - 1) '
segue que

(l -- éi-])'Wi,;-:.Ni,i.il(l -- pi)JV; '-i/(.Ni,i-l {,i-l -- Ni+l,f-l)l
(l -- @i-l)'p''','--+'(.N{,i-i 1)1(1 -- Pi)w','--':/(Nf,i-i -- "i,{-i

#'Pi'':(l -- Óí)Ni,i-:/(si-] -- .Ni,i.i)l.Mí,i-il .

(l -- @i)JVí,i-:-l/(Si-l -- .Ni,j.i+ l)l(.Ni,i-i -- l)l

sf-i -- .Mi,i.i + 1 1 -- éi.i
' .N{,i-l -- 'zí,i-i -- Ni+i,i-i éf-l(l -- éí)(l -- Pi)

Supondo que estamos tratando com grandes populações, substituímos na última

equação si--i -- .Ni,i-i + l por si--l -- .NI,i-i . Logo,

8'-:N lsi l i l
<á < #

R :(l -- Ói)(l - P{) '-- ni,i-i -- Ni+l lí-l
(2 $ i $ k - l)

o que prova a relação (4.32.)
De modo análogo, de

Z;(Nt ,i;-i )

.L(.N...-: - l)
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segue que

(l #k-])'NÊ,i-i.Nk,k.ll(l -- Pk)N& k-t/(.NI,l-i -- 7Zk,k.l)l ..

(l -- ék-])-W','--+i(Ni,i-l -- 1)1(1 -- Pk)]Vk.&-'--]/(.N'k,l-l -- nk,k.l -- 1)1 ''

,. é2f''/('t-i -- .Nt,t-l)!Nt,t-.!

s[-] -- .Nt,t.] + 1 1 -- ét.]
.Nk,k-- -- "k,k-- éi--(l -- Pt)

Substituindo si;-] -- .Nt,t-i + l por sk-l -- .Nt,t.i na última equação obtemos

sk-l -- .Nt,t-i . 1 -- ék..
Nt,t-: -- "k,k-- éi-l(l --Pt)

e o teorema está provado

O teorema seguinte relaciona .Nij com Ói.

Teorema 42. Os E.M.V para .Nij e éi satisfazem as equações

Nij -- rtpi Ni.}\,jm (2$á $ k l, 1) (4.35.)

onde ..4X: = 1 e

@ill -- (l -- êi+i).Ai+il éibi+i + (l -- »l+i)(l .A.+-)l. (4.36.)

Prova. Provaremos este teorema por indução, isto é, verMcaremos que ele vale para
á = k -- l e, supondo que ele vale para todo { (3 $ í $ k -- 1), provámos que ele vale pa.ra

Da relação (4.31.) segue que

i l

+k- \ ÇNk- l ,j

\ÍV- ...., .. 70'..\art.,i, .\r7\r- ..--'.- ..

= -Art.f -- rzx;.f -- NI.f@t-i + éx;-l 7?.x.j + .Mt-i,.f -- nt-l,j -- -Nx;j

'r/'X'--],j vkj,J Vk--]Pk\.Jvk--],j ,.f vkj,JT\.J\k--l,j"k ék--Px;(.Nk--,.f - "i--,j - .Mtj) + (.Nk--,j -- "l-:,,

Nkj+K-t '+ +k--l n.Kj '+ Nk-l,j -- nk--i ,j

-+ (l -- ék-iPk)(.Nk-],j -- 'tk-i,j -- .Nkj) B (l -- ék-i)(.Nk-i,j -- 7zk-l,j -- nkj)
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-:> x'--,j - "'-,,j - .&.J B ifli:liff:i;lj(Ã'--,j ,:!! n,j), (4 37.)

a l $ .j $ k -- 2, isto é, (4.35.) vale para á

Supomos agora que (4.35.) vale para todo á (3 $ { $ k -- 1). Usando este fato e a

relação (4.30.) segue que V i, Vj, 3 $ á 5; k -- 1, 1 $ .j $ á -- 2,

"i..,j -- .&ij)(l -- É{)êÍ-i(l -- 8i)li -- 8{ + êi(l -- êj+i).Ai+il a

: o o - õo l ã:j
r=:z '

.&Íj){i - éi-] li -- (i - pi).Ail} a .&fj -- >1. ",'j - .Âi-:.&fj+

- @i-l(l --Pi)(.&i i,j -- "i.:,j -- .Úij)+ éi-l#i(l --Pi)(&i-l,j -- "í-.,j -- .&áJ)

--Ói-iÓ{(l Pi)(l --Pi+i).Ai+](.Mf-i,j -- 7zi-i ,J -- .NÍj) + .Ni-i,j -- ni-i,j -- Nij -- #i-i(.A'i-i,j --

k

-:,j - .&:j)+ 8:-:(i -».).'l.(&.-:,j - "'-.,.i - .&.J) -(i - ê.--)(.&.-:,j - >: «,j)-
r:: Í -- l

--éi-](l - Pi)(.&i-i,j -- "i-.,j -- .&ij) + éi-iéi(l -- P{)(.&i-],j -- "i-],j

--éi-iéí(l -- Éí)(l -- Pf+i).Aí+i(Âí-l,j -- "i-:,j -- .&íj) + éi-i(l -- Éí)li -- éi+
121
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--ê.0 ,.-.0«...-,](.'Ç.--,. '-.,. -.&.D - 0 .&.--,.
r.-: { -- l

-@i--(l -- P{)(.&i-i,j -- "i-] ,j -- .&íj) + éf-] #i(l -- fí)(.&í-],J -- "i-] ,j

-- Ói-iÓ{(l -- P{)( 1 -- Pi+i).Af+i(.&i-] ,j -- "i-.,j -- .&fj) + éi-](l -- êi)(.&í-i,j -- "i

éi-]éi(l -- Éi)(.&f-] ,j -- "f-. ,j -- .&ij)+ éi-i @í(l -- ê{)(i -- Pi+]).Ai+i(Âi-] ,j -- "i-. ,j -- .&ij)

k

-o ol.&.--,.- E ",.
r:: { -- l

isto é, (4.35.) vale para á -- l.
Teorema 43. Os E.M.V. para .Ni, .Nio, pi, 77f, éi e Bi satisfa

'Ãí (l $ ã $ k - l),

ê: (l $ á 5; k),

$f (l $ { $ k)

.Êi 3 .Ní+.,o -- 8f(.&io --

nova. Da relação (4.34.) segue que

In -Ll{.Ni,pi,?í,IÉá $ k; .Bj, é},l 5; .j $ k -- llllni,si,l${ $ kll

k

>l: jln nil --ln .il --ln(ni --si)l+ln -Nfo l --ln niol --ln(.Nio --nio)l+«i in pi+(.Ni --ni) in(l --pi )

Método de canaCap.4 em populações abertasrecapt 122P eca

k

] ,j -- Nij )--

zem

e

nio) )k lIU /]

P

+

i-l

as equaçoes

(4.38.)

(4.39.)

(4.40.)



k-l

+si in ,7i+ (nf -- s{) in(l -- q{)) + >1:jlnsil -- in(si -- .Ni+l,i)! -- in .Ní+l,íl + in(.Nio -- nío)l--
f-l

-- in(.Ni+i,o -- -Bi)l -- in(.Nio -- nfo -- Ní+:,o+ .Bi)l +(.Ni+i -- Bi) in éi +(.i -- ni+ .Bi+ .Ni--

k-l i-l

Ni+i) in(l -- @{)l + >1: >1:jln .Nij! -- in niJ! -- in .Nf+],j! -- in(.Nij -- níj -- NÍ+i,j)l+
í-2 j-i

k l

+ >1:jln .Nt,l -- in 7zk,-! -- in(.Nt, -- nk,)ll.
7'::l

qJF. . :N«-:b . m.-";...;''#,..-"''''; - 0
qh' - H-

qiF' - :- '3s:'- - ',

(l - éi)(.Ní+l - -Bi) -- Ói(.Nf -- .Ni+i + B

?zí -- niPÍ -- Pi.Ni + n.{PI :: 0

si -- sf?7i -- niv7{ + si77í = 0,

Ni-+\ -- Bi -- mini.n -} +iBi -- mini -} mini-F\ -- +iB
:+ '#i $ Í :$ k - l)

(l $ á $ k)

(l $ i $ k),

o que prova as relações (4.38.), (4.39.) e (4.40.). Com relação a .Ói, (l $ i 5; k 1) temos

Logo

ou

f -- ní + .i)z /

ou

f + mini -- Óisl = 0 ::+Z c'' Z
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Z\ in .L(.Bi) .L(Bi) - in.L(.Bí - 1) = 0 ::::+

- :«dg -.- án-:
éiB'(l -- éf)B'/(.NÍ+i,o -- .B{)l(.Nio -- nio -- Ni+l,o + .Bi)l

é-Bi+i(l -- éi)Bi']/(.Nf+l,o -- .Bf + l)l(.Nio -- nfo -- Ní+l.o + Bi -- l)l

.: (!=..êa
' éi (Nio -- nfo -- .Ni+i,o + B{) '

. N'f+i,o -- Bi + l é{

' Nio -- nfo -- Ní+l,o + .Bí 1 -- Ói

Substituindo Ni+i,o -- .B{ + l por .Nf+l,o -- .B{ na última eq

N'i+l,o -- Bf
Arco -- nfo -- .Ni+l,o + -Bi 1 -- éi

1 1 n P;n +Pnl nq
YUV v vxA x vu

124

:-> Ní+],o -- Nf+],oéi -- .Bi + .Biéi = éi.Nio -- #'frio -- éiNf+i,o + .Biéi

-+. .É{ a Ni+l,. -- 8i(.&fo -- nio) (l $ á É k -- l),
o que prova o teorema.
Teorema 44. Os E.À'l.V. para J\rio e pi satisfazem as equações

(l 5; â $ k).

Ni = E .Mij, (l $ i $ k), temos

i« ié$1;1:b - o 0 $ : * - D -:' iáél):-o -:

::+ x

(l-éi-i)'w''+i/(Nio-nio-Ni+i,o + .Bf-l)l(Ni-i,o-ni.:l,o-.Nio + .Bi.i + l)l

i l
ComoProva

(4.42.)
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Ói.. /v''.Niol(l -- P{)Ni'(l -- éi)/vio/(.Nio -- .Bi-l)l .

éi-- avio-l(Ni0 -- 1)1(1 -- Pi)Ni'-l(l -- éi)Nio-l/(.N'io -- .Bi.i -- 1)1 ' '

:::+ .Nío(l -- Pi)(l -- éi)éi-i(Ni-l,o -- ni-l,o -- .Nio + .Bi-i + l) . l
''' (Nío -- .Bi-i)(Nio -- nfo -- Ni+l,o + .Bi)(l -- éi-:)

Substituindo .Ni.i,o -- ni-i,o -- .Nio + .Bi-i + l por .Ni-i,o -- ni-i,o -- .Nio + .Bi.i
na última e(iuação e usando a relação (4.41.) temos:

Nio(l -- Pi)(l -- éi)éi-i l.Mi-i,o -- "i-],o -- .Nio + .Nio -- éf-i(.Ni-i,o -- ''í-l,o)l 3

= 1.Nio -- .Nio + éi-i(.Nf-i,o -- "i-i ,o)l(.Nio -- nio -- Ní+i ,o + .Ni+i ,o -- éi(.Nío -- nio )l(i -- éí-i )

il\.I'W{J\.Jvi-1,0'7z,i-1,0J\. i'Wi-l.J == \.Jvi-1,0'7z;i-1,0J\.Jvi0'7z'iOJ\l'Wil\l'W

::::+ .Nio(l -- Pi) a Nio -- nio <::+ .Nfo(l -- 1 + Pi) B nio

(l $ { É k - l).

.L(N«) . qu.

-«#g%-. -H:? -:
::+x

)'w''+i/(.Nto -- nho -- l)!(.Nt-i,o -- ni--i,o -- .Nto + .Bt.i + l)!

ét.:x"'N =l
qbt-.t '"'''' Joio -- 1)1(1 -- Pt)x"-:/(.Nto -- Bt.l -- l)!

::+ .Nko(l --pk)ék-i(.Nk-i,o --nk-i,o --.Nto+.Bk-i +l) =(NEO -:.Bt-i)(.Nto --nko)(l --ét-l )

::+ .Mío(l-P i-- )Z

De A.In
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Substituindo .Ni.l,o ' ni-i,o -- .Nio + .Bt-i + l por .Nt-l,o -- nh-l,o -- .Nio + .Bi;.i
na última e(luação e usando a relação (4.41.) temos:

(Nk-],o -- "k-i,o -- .Nto + .Nio -- ék-i(.N]-],o -- "t-i,o)).Nlo(l -- pk)ék-i B

= (.Nto -- nlo)(l -- ék-i)(Nko -- Nio + ék-i(.Nt-i,o -- ':k-i,o))

-+ (Nl-l,o -- ':k-l,o)(l -- ék-l).Nlo(l -- pk)ék-i =

z (.Nko -- nko)(l -- ét-i)ét-i(.Nt-l,o -- "k-i,o)

::::+ .MtoPÀ; = nk. -:> .&.. = !U.

De (4.43.) e da última relação segue (iue

(l $ á $ k)

o que prova o teorema.

Teorema 45. Os E.M.V. para .À/i, Ni, éi e .Ni+i,i satisfazem as relações

8.: -
.A/i -- mi + si

.&i = =i46, (2 $ { $ k)

Nf+i,í = éfsi, (l $ { $ k -- l).

, (l $ á $ k- l) (4.44.)

(4.45.)

(4.46.)

Prova. Das relações (4.30.) e (4.32.) segue que

)ll:(.Ni-i,j -- ní-i,j -- Nij) + si-l -- .Ni,i-- . ,
.j=i ,.., 1 -- q){-i

'S5(&iJ -- nfj -- Ni+i,j) + .Ni,i-l -- ni,i-l -- Ni+l,{-. éí.i(l -- Óí)(l -- Piy

Í 2

para 3 $ á $ k -- l
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1-2. . {-2 {-1. . f. .

Como )l, .Ni-],J ': l\4í--i, }, ni-l,j :: mi-l, }: /\rf.Í :: .À/f e }: .Ni+i,j := ?Wi+i,
.j=i .j=] .j=i .j = l

da. equação anterior resulta

Zl-l' "'' &í+. -'.&. w, : Z:;tf'fÉlit:a' o $ : $ * - D' o.''.)
Como ./Wi :: nrzl = 0 , M2 :: .N2i , n21 ;: m2 e M3 -- N32 :: Nal) da relação (4.32.)

para { :: 2, resulta

Mi m] + s] -- .A42 .
«.: - .w; + .w« é:(l é,)(i - P,)

Logo,

.À4f.]--mi-]+si ]--.À4f = ]--ó;--' r2<i<k--l\
.al: -- «.{ -- Ú.+: + .&i+.,. ' á{..(i -- êi)(i -- Piy ~' ': ' ': '' '''
Das relações (4.38.) e (4.41.) resulta

(4.48.)

; . .Ni+: - Ni+-,o + éi(.Nio - «.o)
V/z

JVi -- ni + sl

:::::+ +iÇNi n{ + sf -- .Nio + nio) = .Ni+i ]Vi+i,o

:::' 'ê' : Ú. - (ni ' «.D + ..

-:> 'Âi B iiã;:$1:;--, (i $ í $ k - i),
o que prova a relação (4.44.).

Notemos clue esta. relação é exatanaente a relação (4.2.) obtida na senão 4.2

Das relações (4.39.), (4.44.) e (4.48.) segue que

.ll/i--i -- ntí-l + si-i -- .A4i ,.

À4i -- mi -- ./Vivi + Ni+l,i

l -- .Mi/(.Mi-i -- mi-l + si-l)

'ü:/u}.-: .:--..-Jll: (."}. --.oll:
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(&f-- -- mi-. + .i-. -- Úi)/(.Úi-- -- mi--- + .i--)
.Ü{(.Üi -- ,,'. + .i -- .Úi+. )(.&j -- «í)/(.Úi-- -- "''i-: + .i.: )(.Úf -- mí + .i).&{

:::+ --=
l

Mf+- + ]Vi+-.i Mí(.Ni
.&i(.aÀ -- mi + .i)
«i)(.Mi -- mi + .f À4i+i)

:.::> (-Mf mf
(Mi

.Úf+: + .&i+:,i)(.Úi -- mj + .í).&i . .
m{ + s{ -- .A4'i+] )(.Ni -- nf).Mf '

(l $ á $ k 1). (4.49.)

Como .Mí = .A/i + .Nio, (l $ á $ k), segue desta última relação e da relação (4.42.)
que N{ = .A/f + 1lf+, (l 5; { $ k). Desta última relação e da relação (4.39.) temos

.&: - Ú; + 11ggi:-:» .&.(l -- nio/ni) = .Úi
Z

- * (»P) - "
(2 $ ã 5; k),

o que prova a relação (4.45.). Observemos que esta relação é exatamente a relação (4.1.)
obtida na seção 4.2.

A última relação implica

!$t.u - #\ilu, Q $ : $
Usando a última relação e a relação (4.49.) temos

(.Úi «-. - .M;+- + .N.+:,i)(.A4': mf + .i) = (.Úí ".i + 'i - .M:+-)(M: - m:)

::+ Ni+.,í(À#f-mi + si) B(.Úi-mi + si-.Úí+:)(.Úi-mi)+(Úí-mí+ .i)(«.f + .Úi+,-.Úi)
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:+ Ni+:,. = mi+ .Úi+. -- .Ú. + .Ú. -- mi -- .Mi+-
(.Úi -- mf)

. Mi+isi
::>' .rvi+i,f = .À/i -- mi + si

Usando a relação (4.44.) e a última relação temos

Ni+i,f = éisi, (2 $ { 5; k -- l)

Como .N21 = M2 e À4i = "1] = 0, então

.N2-(Ã/: - mi + .i)

-+..&:: .
'' Mi -- mi + sl

Usando a relação (4.44.) para á = 1 e a última relação, resulta .N2i B Óis]

Ni+l,i Z Óisí, (l s; { $ k - l)

o que prova o teorema.
Teorema 46. Os E.À4.V. para .Nfj, Ã4{ e Ói satisfazem as relações

í l

}l: Ni+:,j a .À4'f+i -- éfsi, (2 $ á $ k -- l).

:::::» Ni+l,{ = .A4i+l
Mi--mi

Mi -- mí + si

ComoProva

Logo,

{ 1

>l:Wí+:,j+.Úi+.,f = .Úi+l(2 $ á $ k -- l)

{ 1

:::+ >1:Wi+:,j = Úi+: -- Ni+l,f (2 $ j $ k -- i)

da relação (4.46.) segue que
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?14í+ l 3 Mf+i -- Óisi, (2 1 ),

o que prova o teorema«
Teorema 47. Para todo í, 2 5; { 5; k -- l,

mi+Zi
.j=i ,-={

Prova
k {-l

Como Zi :: >, )1, nrj segue que
,'=i+l.j=i

f-l k k {-l k

En,''.j mi + Zi, (2 1)
.j=1 r={ ,={ .j=:

Teor'ema 48. Para todo á, (2 5; { $ k 1 ),

Rf :: nzi+] + Zi+l zf

Pi'ova. Pelo Teorema 47 temos

zi = «,i+- + >. >1, ':,j
j=1 r;:i+l

nzi+i + Zi+l
í-l k

nrj + mf
.j=1 ,-={

E E«,.+ E",:
j=lr=i+l r=í+l

i-l l

E E"',.
j=lr=i+l

k

Ri, (2 $ á $ k - l)

Teorema 49. Para todo i, 2 $ í $ k 1, os E.M.V. para .À4f verificam

zí

onde .Ai, (2 $ á $ k 1) é definido pela relação (4.36.)

Prova. Como
z ]

5.. Nij = Mi = mf, segue da relaçã.o (4.35.) e dos Teoremas 46 e

47 que
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(Úi -- mi) -- (Úí+l -- ái'i) 3 {l '' Ç6i) (.Úi -- "''i -- Zí), (2

Logo, da relação (4.44.) segue que

1)

.Ú. - m. a l.(Ú' - m' - z.)

-:+ (úi -- mi)(l -- i/a:) = -iâl'

:::::+Mi «',i = Zf/(1 - .4i)

-::>.Úi a mí + Í;\Ç' (2 $ { $ k -- l)

O seguinte teorema nos dá um estimador de Mi ein função de mi, sf, Zf e .Rf
Teor'CRIA 50. Para t.odo á, 2 $ Í $ # -- 1, o E.À4.V. para Mi verifica a equação

Prova. Das relações (4.36.), (4.44.) e (4.45.) temos

1 -- Ai = li2::::;:;--l«.f+- + (&i+: - mf+:)(l -- Ái+:)l

Desta última relação e do Teorema 49 segue que

Zi mi+l + zi+J
.A4f -- mi Àãi -- mf + si

-::> .M. -- "':f -
zí(Aà'i -- mf) + sÍZi

- '" - «.,(: - ;=tG) - siZi
miai + Zi+i

- '" - «.,(=EJ: P) - sfZi
mí+i + Zi+l
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-:> .Mí -- mf = 'iZj«.i;;l=;:z
Então, pelo Teorema 48

(2 $ i $ k - l)

Logo Mi, o estimador do número de animais marcados na população na época
imediatamente anterior à da momento da {-ésima tentativa, envolve sí, mi e o quociente

Z

Finalmente apresentamos o principal resultado desta seção
Teor'ema 51. Os E.M.V. para. 77f .Ari, pf, éf e .B{ são, respectivamente,

(l 5; á $ k) (4.50.)

.Ni = nijl + siZf/(Rfm{)],(2 5; { $ k 1) (4.51.)

êi = 1/jl+ siZ{/(Rímf)l,(2 $ { $ X- 1) (4.52.)

éf =(miai + s +lZf+i/Ri+i)/(si + siZ{/Rf),(2 5; á $ # 2) (4.53.)
e

.Éí = ni+:(l + 'f-nZH+l) - l(mf+-+ 'f+:Zf+-/.Rf+-)/(l+ Zi/.Ri)ll',iZ{/(Rími) + il
(4.54.)

(2 $ { $ k - 2).

Prova . A relação (4.50.) segue diretamente da relação (4.40.). Usando a relação (4.45.)
e o resultado do Teorema 50 temos

.&i = :ll(mf + ' zf/.a{) = nill + siZi/(mf.RÍ)l, (2 $ { $ A -- i),
132
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obtida na seçãor412ção (4.51.). Notemos que esta rel%ão é exatamente a relação (4.5.)

Pelas relações (4.39.) e (4.51.) segue que

P{ = nf/lni(l + 'iZi/(mi.Rf))l

1/11+.{Zí/(miai)l - mí.Rí/(mi.RÍ+ 'ÍZf),(2 $ i S; A - l)

o que prova a relação (4.52.).

Pelo Teorema 50 e a relação (4.44.) temos

é{ = («'f+l -F sf+i Zi+i/.Ri+i)/(siZi/.Rí + m. -- «zf + s{)

=(mf+i +si+iZf+i/Rf+i)/(sf + siZi/-/?f),(2 .$ á $ # -- 2).

o que prova a relação (4.53.). Observemos que esta relação é exatanlente a relação (4.6.)

Como .Ói. = .&í -- Mi e nio = nf -- ml (l $ { $ #), pela relação (4.41.) temos

.Õi = ái+l -- .A/,+i -- êf(.&i -- .Ú'í -- 'zi + mi), (l $ i $ A -- l).
go, pela relação (4.44.) temos

.Êi a .&f+: -: êf(Ã?] -- «,f + .i) -- 8í(.&í -- ]Ü -- ',{ + «.i)

--8{(.&f-ni+si),(l SISA--l).

ima relação e as relaçõ.s (4.51.) e (4.53.) temos

.ÕÍ = ni+] ll+sf+] Zf+i/(.Ri+i«-.i+])l- {nili+sfZf/(mira)l-nf+sf}

Cap.4 Método de capa recapt em

Lo

Finalmente, usando esta últS S

= nf+l li+ sí+l Zf+i/(nf+imi+i)l -- in.Zf/(Ri«.i)+ il

a rel 2 < z <7k obto aue prova o teorema. Observemos que a última relação é exatamente
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APENDICEI

LIMITESUPERIORPARA A VARIÂNCIA

Se X é uma variável aleatória tal que P(a $ X $ b) = 1, com --.o < a < b < .o, então

v'(x) ;l!-E-gE.
Prova. Se a :: 0 e b :: 1, então 0 $ X2 < X < 1. Logo,

0 $ .E(X') $ -E(X) 5; l

o que implica

i''(x) ') - z'(x) $ .E(x) - z'(x) =.E(x)li - .E(x)l $;

Se a #: 0 ou b # 1, como a variável aleatória y - :f=a assume valores em 10,11 com
probabilidade 1, então, pelo resultado anterior,

T''(X) 5; (Z, - ay
ou
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APENDICE2

SOMA DE DUAS VARIÁVEIS BINOMIAIS NEGATIVAS INDEPENDENTES

Se todo a, b e k são números inteiros positivos, então

I' ''' { : { ' :) - (" ''' ' 't * ' :)
Prova.

Se X e y são variáveis aleatórias independentes com distribuição de probabilidades

Binomial Negativa com parâmetros (a, p) e (b, p), respectivamente, então (X + y) tem
distribuição Bjnomial Negativa com parâmetros (a + b, p).

Clom efeito, a função característica de X + y é, para todo t real

,***':, - «*''',*'', -(.h)'(:h)' -
j

a+b

onde q = 1 -- p.

Então, para todo número inteiro positivo Ê,

p(x - .j/x + v' - o - p(}ã.i.}'' - k - .o

P(x )P(y
P(x+y .CtFZT;;ili:a, os.jsA
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I'*l ('*::1':) - (""

136

Logo,
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APENDICE3

APROXIMAÇÃO À DISTRIBUIÇÃO X'

Sejam no, Ar números inteiros positivos. Para p = T pequeno e ni '- Bin.Neg.(m, p), a
variável aleatória N tem distribuição de probabilidade aproximadamente X2 com 2?n
graus de liberdade.
Prova . A função característica da variável (27zlp) é

P,«.,(t) 2ntiPÍe .'j'''P"(l - P)J
.7=m

oo / . .

- ,«.',«" É (:,':1:) [o - d.':'']''-"'
.7 :: m

k=O '' ''

-,".''""xl'rlt o d.''''l'
k-o

= pm.',mi'll - (l -- p)e''''j'"

- ,«.,,«''Ê (" *Í - : l(i - p).''''j*

, VtC R- €2.pmit
1 - (1 - p)e':''

P

Fazendo p --} 0 temos, pela regra de L'Hospital,
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}q«,«:,w - IJn ' o ' 'o'" l '"
lim
p--+o

e2pti (l -- p)e2P'Í2át

2it)'" ,

que é a função característica de uma variável aleatória X2 com 2m graus de liberdade
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APENDICE4

s. , > {,.«tã. ! + 3- + $ ;' Ú

Prova : Como 0 < # -- l < l#l, então

1=1(z2+ 2z + 6) >(a -- l)(:2 + 2z + 6) = aa+ 2=2 + 6# -- a' -- 2#

=3 + =2 + 4# -- 6 = =a + z2 + 2(2z -- 3) > z3

1«1(,' + 2« + õ) > «;
ambos os membros da últim

2 6

)

dividindo-se por =3lzl a desigualdade, temosLogo ll}

Z Z

ou sqa)
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APENDICE5

DESENVOLVIMENTO DE UMA SERIE FATORIAL INVERSA

(m+l (m + 1)(«. + 2)' . (m + k + 2)

Prova: Como

1 1 n --l

(« +1) ';;:i:; (m+i)(m+ny "21,
do este resultado pa.ra n ' 2 em (;;;:i:iP = ii;;;:Íijii;;:ii) temos,

1 1 r l l l
(,n+ly(m+1)l«,+2 '(m+1)(«.+2)J

(m+1)(«.+2) '(m+ l)(m+2)(m+l)

(1) para n = 3 no último termo da direita da relação anterior, temos

1 1 1 f 1 2 1
mlv ' ®Tli=íã * Meti;íQL@ç© * õ;;Tx=T©J

Para todo inteiro m > 0] )

k!2
)

entã.o, a.plican

l

Usando
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Apêndice 5: Desenvolvimento de uma série fatorial inversa. 141

(m+l)(m+2)-'(m+l)(m+2)(m+3) '(m+l)(m+2)(m+3)(m+l)
Usando (1) para n = 4 no último termo da direita da última relação, resulta

l l 2 l

l
(m+l)(m+2) '(m+l)(m+2)(m+3) '

l l

2 1 1 3 l
+(m + l)(m + 2)(m + 3) lti=1:iÍ +(m + l)(m + 4)j

01 11 21

(m+l)(m+2) '(m+l)(m+2)(«.+3) '(m+l)(m+2)(m+3)(m+4) '

'(m + l)(m + 2)(«. + 3)(m+ 4)(m + l)
Analogamente, aplicando sucessivamente (1) para n = 5,6, . . . temos

31 l

l .g. l!
(m+ly Éi(m+l)(m+2)'''(m+k+2)

Observemos que, como

l x; k! ;; k!

(m+ly Éi(m+l)(m+2)..(m+k+2) ' .:á3.:(m+l)(m+2)..-(m+k+2y
chamando de -R«(m) o segundo termo da direita da relê.ção anterior, temos:

oo . .

.R«(m)- .E (.+0(m+q...(m+k+q '

' :l (m + D(m --q)-0" + " -- j -'- ,, '«
«$ #=h -$ '« *' * :;« *, * ,, «$ -h,

Pman = 2,

.R,(m)
l

(.j + 3)'
l l

-- l -- -.= -- -.= ;:
32226 !i!!:ii4e = o, 283822955
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