
ARVORESDEEVENTOS
EM ANALISE DE CONFIABILIDADE

#

.filiam .A grato .À/at3wnaga

DEDALUS - Acervo - IME
Arvores de eventos em analise de confiabilidade /QA285.3.T

M434a
e.2 ll l l ll l ll l l lll ll l

31000021133

h
L Dissertação apresentada

Instituto de Matemática e Estatística
da

Universidade de São Paulo
para obtenção do grau de Mestre

em
Estatística

Área de Concentração: TEORIA DA CONFIABILIDADE
Orientador: Prof. Dr. WIAGNER DE SOUZA BORGES

P

.São Paulo, Janeiro de i99i



Aos meus pais e aos meus sobrinhos
Alexandre, Andréa, Juliana e Renamo



Agradecimentos

Agradeço a todos que de forma direta ou indireta contribuíram para a realização
deste trabalhos. Em especial, desejo agradecer:

8 Ao Prof. Dr. Wagner de Souza Borges, por tudo que me ensinou, pela paciência
e dedicação com que me orientou, pelo apoio em todos os momentos difíceis e,
principalmente, pela contribuição substancial que deu a este trabalho.

e A Antõnio Souza Vieira Neto (Clhefe da Seção de Análise de Risco - Divisão de
Engenharia de Segurança Nuclear - COPESP 1), pelo apoio, pelo incentivo diário e
pela amizade, que foram fundamentais na finalização deste trabalho.

e A Enaldo Pares Montanha, pela dedica.ção e paciência com que fez todos os desenhos2
deste trabalho.

e À Geraldo Toledo Arruda Júnior (Chefe da Divisão de Ele'trânica - COPESP ll)
e Waldomiro Luís Rios de Melão (Chefe da Seção de Produto e Conâabílidade -
Divisão de Eletrânica - COPESP 11), pela paciência e compreensão demonstradas.

8 Ao Prof. Dr. Wílton de Oliveira Bussab, pela contribuição importante que deu a
minha formação, me transmitindo, durante os dois anos que trabalhamos juntos,
sua tão ampla visão e experiência na estatística aplicada

e Ao Prof. Dr. Dalton Francisco de Andrade, por ter sido o responsável pela minha
vinda para o IME-USP, pelo apoio, pelo incentivo e pelas crítica.

e Aos colegas da COPESP, pelo apoio e amizade.
Pagetti(Seção de Análise de Risco).

Em especial, à Patrícia da Silvo

e A CAPES e a EMBRAPA, pela bolsa que me concederam para fazer o mestrado

iA edição deste trabalho foi realizada no Sistema ATER.
2Todos os de8enbm contida)s neste trabalho foram realizados no Sistema de CAD-CAM "MicroStation

PC"daINTERGRAF



#

Índice

Capítulo O Introdução e Resumo

Capítulo l Construção de Arvores de Eventos 3

3

3

20

25

1.1

1.2

1.3

Introdução

Princípios Básicos

Portas Lógicas e Eventos Especiais

Capítulo 2 Análise Qualitativa

2.1

2.2

2.3

Introdução

Elementos Algébricos

Base Completa

2.3.1 Algoritmos para a Obtenção de Disjunções e Conjunções Normais
2.3.2 Algoritmos para a Obtenção da Base Completa
2.3.3 Cortes Espúrios

Bases Irredundantes

25

26

30

31

43

72

732.4

Capítulo 3 Análise Quantitativa 83

83

85

86

96

101

3.1 Introdução

3.2 Comportamento Dinâmico de Eventos

3.2.1 Eventos Terminais Básicos

3.2.2 Eventos Suficientes Mínimos

3.2.3 Evento Topo

Referências Bibliográficas 121



Capítulo O

Introdução e Resumo

A análise de árvores de eventos é um dos principais métodos de análise de confia-
bilidade de sistemas. Este método foi inspirado nas representações gráficas de circuitos
eletrânicos lógicos e é utilizado, em geral, para avaliar, sob diversos pontos de vista, estados

do sistema através da modelagem destes últimos a partir de combinações de estados de
diversos componentes desse sistema. Embora seja um método de natureza geral, sua
aplicação mais comum se dá no contexto da análise de sistemas complexos de engenharia,
onde é utilizado como ferramenta para: (a) a análise de desempenho de sistemas; (b) a
avaliação de alterações em projetos; (c) a verificação de conformidade com requisitos de
confiabilidade ou segurança; e (d) o estudo de políticas de manutenção.

O método de análise de árvores de eventos íoi introduzido em 1961 por H. A. Watson

IBell da Bell Telephone Laboratories, durante o estudo da segurança do Sistema de Con-
trole de lançamento dos mísseis Minuteman da força aérea norte-americana. Os primeiros
artigos publicados sobre este método foram apresentados no simpósio de segurança rea-
lizado em 1965, sob o patrocínio da Universidade de Washington e da Boeing Aerospace
Company, que marcou o início do interesse generalizado por sua utilização em diversos
ramos da indústria (cf. ICBI, ILaml). No início da década de 70, softwares de aplicação
começaram a ser desenvolvidos para possibilitar a realização da análise de árvore de even-
tos através de computadores (cf. OVNI, IFHMI, IFusl) e difundir sua utilização.

l
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Uma análise de árvore dc eventos consiste fundamentalmente das etapas de cons-
trução, análise qualitativa e análise quantitativa, que podem ser assim resumidas: & cons-
trução da árvore de eventos é o processo lógico dedutivo quq a partir de um evento
pré-definido, denominado evento topo, procura identificar as várias combinações lógicas
de eventos que contribuem para a sua ocorrência; a análise qualitativa da árvore de even-
tos consiste basicamente da avaliação da arquitetura do sistema através da determinação
de todas as causas fundamentais de ocorrência do evento topo; e a análise quantitativa,
procura estabelecer medidas de desempenho que traduzam características do comporta-
mento dinâmico de alguns eventos especiais da árvore.

Devido as suas raizes históricas, nas aplicações mais comuns desse método, as
relações causais entre os eventos de uma árvore são modeladas somente em termos de
eventos quc descrevem falhas de componentes integrantes do sistema sob avaliação. Neste

contexto, árvores de eventos são conhecidas como árvores de falhas. Porém, existem cer-
tas situações em que para modelar o comportamento lógico de um sistema de forma mais
detalhada, é necessário considerar relações causais não só entre eventos que descrevem fa-
lhas, mas também entre eventos que descrevem o comportamento carreto de componentes
e/ou situações de conformidade com procedimentos operacionais do sistema. Estes tipos
de relações são consideradas, para se evitar a necessidade da realização de uma pré-análise
subjetiva da árvore, a fim de verificar a possível existência dc condições incompatíveis que
podem levar a obtenção de causas fundamentais de ocorrência espúrias para o evento topo,
isto é, causas fundamentais de ocorrência que não tenham significado físico ou que são im-
possíveis de ocorrer por envolverem eventos mutuamente exclusivos, ou por representarem
situações de não conformidade com o procedimento operacional do sistema.

Neste trabalho, procurar-se-á montar a conceituação matemática teórica do modelo
de árvore de eventos utilizando como base a teoria dos conjuntos, e apresentar dc forma
unificada a teoria básica encontrada na literatura, corrigindo aspectos notacionais e evi-
tando o excesso de informalidade com que são apresentados alguns resultados teóricos.



Capítulo 1 

, 
Construção de Arvores de Eventos 

1.1 Introdução 

Neste capítulo é apresentada a técnica de construção dos modelos que constituem a 

base fundamental do método de árvore de eventos para a análise de confiabilidade. 

1.2 Princípios Básicos 

Uma árvore de eventos é construída com base na documentação de projeto do sistema 

de engenharia de interesse, em consultas aos projetistas e ao pessoal responsável pela 

operação do sistema e em levantamentos destinados a avaliar os efeitos de cada estado 

possível de cada componente no desempenho do sistema (Análise de Modos de Falha e 

Efeitos - AMFE [HK]) . 

Para motivar a apresentação dos elementos básicos para a construção de árvores 

de eventos, considere o sistema de alimentação de emergência descrito no Exemplo 1.2.1 

3 
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abaixo. 

Exemplo 1.2 .1 

de S 

TQ 

V2A (NA) 

,------------------------·-----r•----- -- ----
SISTEMA DE 

CONTROLE 
1 ,- -- ---1 1 ____ _,,_ 

1 1 
1 1 ! c;:i MV1 

1 1 
1 1 
: 8 1 1 

L----- - - , 

~--, 
1 8 2 
1 

1 
1 

O MV2 

1 

V1B (NA) 

1 
1 
1 
L-

V28 (NA) 

Figura 1.2.1: Sistema de alimentação de emergência 

Descrição funcional: 

4 

V3 (NF) 

O sistema mostrado na Figura 1.2.1 opera em regime de "stand-by", e quando é 

requisitado, um sinal do si stema de controle abre a válvula VIA (normalmente fechada 

- NF), dá partida nas moto-bombas Bl e B2 e ajusta suas vazões com a informação 

recebida pelos medidores de vazão MVl e MV2. O controle da vazão das bombas é feito 

pelo sistema de controle, através da liberação/ supressão de corrente para o motor. 

Caso não ocorra a alimentação, um sinal do sistema de controle desliga Bl , fecha 

VIA e inverte o estado das válvulas V3 (normalmente fechada - NF) e V4 (normalmente 

aberta - NA), numa tentativa de efetuar a alimentação através da bomba redundante B2. 

As informações adicionais fornecidas são que: ( a) a água de alimentação encontra-se 

armazenada no tanque TQ e é fornecida por um outro sistema S independente; 
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(b) as válvulas manuais VIB, V2A e V2B (normalmente abertas - NA) são utilizadas 

para isolamento das bombas em caso de manutenção; ( c) as moto-bombas B1 e B2 sofrem 

manutenções periódicas, com o procedimento prescrevendo que somente uma bomba por 

vez deve ser isolada para manutenção, estando a outra disponível, caso o sistema seja 

requisitado. 

Uma questão de interesse na avaliação do desempenho deste sistema. é sem dúvida 

a probabilidade do sistema de alimentação de emergência não entrar quando requerido. 

Obviamente existem outras questões de interesse nessa avaliação, mas considere a primeira 

para que se possa introduzir as idéias básicas. 

Para responder a esta questão, um analista de confiabilidade recomendará, normal

mente, que se construa uma árvore de eventos, isto é, uma descrição formal das relações de 

causa e efeito entre eventos que produzem como resultado final a não entrada do sistema 

quando requerido. Este resultado final é denominado evento topo da árvore, que é cons

trnída, a partir dele, através de um processo lógico "backward" de refinamento dedutivo. 

Assim, na primeira etapa do processo, procura-se determinar os eventos, e a combinação 

lógica destes, cuja ocorrência equivale à ocorrência do evento topo . Nas etapas seguintes, 

procura-se fazer o mesmo com cada evento novo que é introduzido na árvore nas etapas 

anteriores. Esse processo de refinamento de um evento termina quando ele se refere a 

um estado de um componente, ou quando não é possível ou não se tem interesse nesse 

refinamento. Para representar um evento e seu refinamento em uma árvore de eventos, 

utiliza-se uma notação gráfica da forma 

E 

• • • 

Figura 1.2.2: Refinamento de um evento 
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onde E, denominado evento de saída da porta lógica (j), representa o evento que foi 

refinado e (j) , juntamente com os eventos R1 , ••• ,Rn, denominados eventos de entrada 

em (]), representam o refinamento de E. (j), por sua vez, representa uma fórmula com 

n-variáveis, que aplicada sobre os eventos de entrada, R1 , ... , Rn, em (]), produz como 

resultado o evento E. 

Para simplificar a terminologia, todo evento de saída E de uma porta lógica (j) será 

denominado evento porta (j), os eventos de entrada em (j) serão referidos como entradas 

de E e a expressão resultante da aplicação de (j) à R1 , • •• , Rn será denominada expressão 

local de E. 

Os eventos que representam a finalização de um processo de refinamento são deno

minados eventos terminais, como sugere o próprio nome, e são representados por símbolos 

especiais. Assim, enquanto os eventos porta são sempre representados através de retân

gulos , um evento terminal é representado pelo símbolo 

e é denominado evento terminal básico, quando se referir a um evento cuja frequência de 

ocorrência será quantificada estatisticamente. Caso contrário, o símbolo 

é utilizado. 

Eventos terminais representados desta última forma são denominados eventos ter

minais não refinados e se referem, em geral, a eventos cujas possíveis causas são estatisti

camente desprezíveis, ou nos quais não se tem interesse, ou para os quais não se dispõe das 
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informações que possibilitem seu refinamento ou a quantificação estatística de sua fre
quência de ocorrência. 

Uma porta lógica (i) pode representar qualquer expressão lógica. Apesar deste fato , 
costuma-se utilizar, na prática, portas lógicas de natureza mais simples. Estas portas 
lógicas são denominadas fundamentais, e são dadas na tabela 1.2.1, juntamente com a 
simbologia utilizada nesses casos. 

Tabela 1.2.1: Símbolos de portas lógicas fundamentais 

Nome da porta (i) Notação gráfica 

"AND" 

"OR" 

"NOT" 

Expressão local Relação causal 

o evento de saída E ocorre 

se todos os eventos de en
E = R 1 n ... n Rn trada R1, . , . , Rn ocorre

rem simultaneamente 

o evento de saída E ocorre 

se pelo menos um dos even

E = R1 U . . . U Rn tos de entrada R1 , ... , Rn 
ocorrer 

o evento de Sq,Ída E ocorre 

se o evento de entrada R 1 

não ocorrer 

Quando a construção de uma árvore envolve a utilização 9e eventos que representam 
condições operac_ionais corretas e/ou situações indicando a disponibilidade do componente 
para o sistema, a convenção, em geral, adotada na literatura, e que também será adotada 
neste trabalho, é representar estes eventos na árvore, como saída de uma porta lógi ca 
"NOT" (Tabela 1.2.1 ) .. Assjm, prefira simbolicamente 
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E E 

à 
• • • • • • 

Além da simbologia utilizada para eventos e portas lógicas, outros símbolos são 

também utilizados para facilitar a construção de uma árvore de eventos. Dois símbolos 

úteis e muito utilizados são os símbolos de transferência idêntica 

e 

que sao utilizados quando um trecho da árvore aparece repetido a partir de um certo 

ponto. O símbolo 6- é utilizado para identificar o ponto de partida do trecho repetido; e 

o símbolo A, para identificar onde é repetido o trecho iniciado em &. 

Quando se trata da repetição de trechos análogos, isto é, com a mesma lógica mas en

volvendo componentes e/ou condições distintas, costuma-se utilizar os símbolos de trans

fer~ncia análoga 

e 
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Nestes casos, os componentes e/ou condições que serão alterados no trecho iniciado em
y- para definir o trecho repetido em $, devem aparecer, entre parênteses, ao lado dos
componentes e/ou condições que serão alterados deste trecho.

Uma variante dos símbolos de transferência é utilizada para indicar que o refinamento

de um evento .E continua em outra folha ou outro lugar. Isto é representado graficamente
por

e a continuação do refinamento de E se dá então em outro ponto, a partir do símbolo

Para exemplicar a construção de uma árvore de eventos, considere o problema do
sistema de alimentação de emergência, descrito no Exemplo 1.2.1.

Exemplo 1.2.1 (continuação) A Figura 1.2.3 contém a árvore de eventos para o evento
topo "sistema de alimentação de emergência não entra quando requerido"
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VENCIA NÃO ENTRA QUANDO REQUERIDO

BI NEH COH A BOMBA REDUNDANTE B2
TANQUE TQ
VAZIO

B2 NÃO É POSSÍVEL BÍ UiO É POSSÍVEL DE TQ AGUA PARA TQ

l

Í NAO FUNCIONA .i VÁLVULA VIA
[V3) NAO ABRE

VÁLVULA VÍB
NAO ABRE

SISTEMA DE
CONTROLE Nio
AC]ONA BÍ toa)

FALHA DI
BÍ {B2)

SISTEMA DE CONTRO.
LE NAO ACIONA ATER.
TUNA DE VIA (V3)

VIA (V3) FA
LHA FECHADA

BI EH HA
NUTENÇÃO VIB FECHADA APÓS

HANUTENÇAO

BI EH 14A

NUTENCAO
02 Ê#'ÉI
NUTENCAO

Figura 1.2.3: Arvore de eventos para o evento topo "sistema de alimentação de emer.
gência não entra quando requerido"
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VÁLVULA V3
NAO ABRE

Figura 1.2.3: (continuação)

Apesar da simplicidade do Exemplo 1.2.1, não é difícil perceber que a construção de
uma árvore de eventos é, em geral, uma etapa demorada e crítica na análise de confiabili-
dade, uma vez que é necessário conhecer profundamente o projeto do sistema de interesse,
a função que o sistema deve desempenhar e as enter-relações entre os seus componentes.
Além disso, como se trata de um modelo estático, sua utilização no estudo de processos
dinâmicos requer ainda. a identificação de condições de contorno para a análise tais como:
a) condição de operação do sistema (partida; em regime; parada; transitórios, etc . . .); e
b) estado inicial de equipamentos e componentes para a condição de operação do sistema
considerada.

Outros íenâmenos que podem ser estudados através de modelos de árvores de eventos

estão descritos nos Exemplos 1.2.2 e 1.2.3 a seguir, que serão utilizados neste trabalho
para exercitar a metodologia de análise apresentada.
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Exemplo 1.2.2

B3

ALB

B4

CH3 CH4

CH5 TQ

VÁLVULA ' DE
CHI

n
SAÍDA

RESERVATÓRIO

Figura 1.2.4: Sistema de bombeamento

DescHção funcional:

Para encher o tanque de abastecimento TQ, o operador aciona a chave CH2 tipo
"push-button". Como a chave de bóia CHI está inicialmente fechada, a bobina KI do relé
RLI é energizada causando: o fechamento do contato de RLI (normalmente aberto - NA);
a energiz4ção da bobina K2 do relé RL2; o fechamento do contado de RL2 (normalmente
aberto -NA); e a partida da moto-bomba MB.

A medida que o tanque enche, a chave de bóia CHI se abre, desenergizando a bobina
KI e abrindo o contato de RLI. O enchimento do tanque prossegue até o fechamento da
chave de bóia CH3, que causa a energização da bobina K3 do relé RL3 e a abertura do
contado de RL3 (normalmente fechado - NF). Com isto, a alimentação do motor M é
interrompida, cessando o enchimento do tanque TQ. A partir daí, o consumo do líquido
é iniciado e, automaticamente, toda vez que o tanque atinge o nível da bóia de CHI, a
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moto-bomba reinicia o enchimento do tanque

Caso este sistema de deslizamento automático do motor M falhe, existe uma chave de
pressão CH4 que deve fechar, quando a pressão no tanque atingir a pressão de "setpoint"
P. O fechamento do contado de CH4 faz soar o alarme AL, que alerta o operador para
abrir manualmente a chave CH5, de forma a evitar que a pressão no tanque atinja seu
nível de ruptura P* > P.

Um evento topo de interesse para este sistema é "ruptura do tanque TQ", e sua
árvore de eventos é mostrada na Figura 1.2.5 abaixo.

RUPTURA D
TANQUE TQ

FALHA NO DESLIGAHENTO AUTO-
MÁTICO OU MANUAL DO MOTOR H

FALHA
DE TQ

FALHA NO DESLl-
GAHENTO MANUAL
DO HOTOn H

FALHA NO DESLIGAHENTO
AUTOMÁTICO DO MOTOR H

CHAVE CH5 FALHA
FECHADA COMANDO DO OPERADOR

PARA ABRIR

CHAVE CH3 FA.
LHA ABERTA

FALHA Di
BATERIA B:

FALHA DAI ICONTATO DO RÊDE'ãÜã
BOBINA K31 trALHA FECHADO

FALHA
0PERADi

OPERADOR HAO RECEBE SINAL
PARA ABRIR A CHAVE CH5

FALHA DJ
BATERIA B. ALARME AI

CHAVE DE PRESSA
CH4 FALHA ABERTA

Figura 1.2.5: Arvore de eventos para o evento topo "ruptura do tanque TQ"
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Em muitos fenómenos encontrados na prática, as relações causais entre eventos

podem ser perfeitamente modeladas utilizando-se somente as portas lógicas "AND" e
"OR". Algumas vezes, este tipo de modelagem resulta de uma simplificação do tipo
,4 U (.A' fl -B) = .4 U .B, que é implicitamente realizada na construção da árvore. Como
exemplo de tal situação, considere a árvore de eventos para o evento topo "ruptura do
tanque TQ" , referente ao sistema de bombeamento descrito no Exemplo 1 .2.2, que é dada
na Figura 1.2.5. Nessa árvore, o evento "chave CH5 não recebe comando do operador
para abrir" poderia ser refinado da seguinte maneira:

OPERADOR wia RESPONDE
Aa SINAL DO ALARME

OPERADOR NiO RECEBE sinit
PARA ABRIR A CHAVE CHS

OPERADOR RECEBE SINAL
PARA ABRIR A CHAVE CH5

Figura 1.2.6: Refinamento do evento "chave CH5 não recebe comando do operador para
abrir"

Entretanto, na construção da árvore utilizou-se a forma equivalente
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RECEBE SINALOPERADOR
PARA ABRIR A CHAVE CH5

Figura 1.2.7: Refinamento equivalente do evento "chave CH5 não recebe comando do ope
radar para abrir"

Neste caso, a inclusão da porta lógica "NOT" para descrever as relações de dependência
entre eventos pode ser simplesmente suprimida, sem perda de informação relevante. En-
tretanto, existem certas situações em (lue somente a utilização das portas lógicas "AND"
e "OR" não é suficiente para descrever todas as relações de dependência entre os eventos
de uma árvore. Tais situações podem ocorrer, por exemplo, quando:

(a) a coexistência de certos eventos é impossibilitado por restrições de projeto;

(b) o sistema muda seu modo de operação após um período de tempo determinístico
("phased mission") e o interesse está na ocorrência de uma falha na segunda fase de
operação do sistema. Neste caso, a árvore de eventos para a falha de interesse é do
tiPO
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Figura 1 .2.8: Arvore de eventos para o evento topo "falha na 2.' fase de operação do
sistema" ;

(c) o sistema muda seu modo de operação devido a ocorrência de eventos aleatórios
( "stochastic phase changes" ) e o interesse é modelar características dinâmicas do sis-

tema (problema particularmente aplicável a situações envolvendo sistemas
"stand-by").

Na construção da árvore de eventos para o evento topo "sistema de alimentação de
emergência não entra quando requerido" , descrito no Exemplo 1 .2.1, encontra-se a situação
(a) acima, devido a impossibilidade das moto-bombas BI e B2 sofrerem manutenção

simultaneamente. Como outro exemplo de situação envolvendo a utilização das portas
lógicas "AND", "OR" e "NOT", considere o sistema de iluminação descrito no Exemplo
1.2.3 a seguir.
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Exemplo 1.2.3 (Johnston & hÍatthews IJMI)

Figura 1.2.9: Sistema de iluminação

DescHção funcional

O sistema de iluminação dado na Figura 1.2.9 deve operar normalmente com o
circuito A. Para tal, o operador deve fechar a chave CH, o que causa a energização das
bobinas KI, do relé RLI, e K2, do relé RL2, de forma que o contado de RLI (normalmente

aberto - NA) seja fechado e o contado de RL2 (normalmente fechado -NF) seja aberto.

No caso de uma interrupção do circuito A, para reestabelecer a luz, um subsistema
"stand-by", que opera através do circuito B, pode ser avivado pelo operador, abrindo a
chave CH. A abertura de CH causa o fechamento do contato de RL2, devido a desener-
gização da bobina K2. Deve-se observar que o subsistema "stand-by" também é avivado
se a corrente no circuito C íor de alguma outra forma interrompida.
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Este exemplo se encaixa na situação (c) descrita na página 16. Em situações como
esta, é necessário identificar e deânir as fases de operação do sistema, os eventos que
geram a transição de fase e as possíveis maneiras do sistema falhar em cada fase.

Neste exemplo, existem duas fases de operação:
Fase 1 - o sistema opera através do circuito A.
Fase ll - o sistema opera através do circuito B.
A transição da Fase l para a fase ll ocorre de uma das seguintes formas

(1) falha no circuito A que leva a ativação manual do circuito B. Situação que ocorre
através dos eventos : "falha da lâmpada L", "falha da bateria Bl" e "contato do
relé RLI abre inadvertidamente" ;

(2) falha no circuito C que leva a ativação automática do circuito B. Situação que ocorre
através dos eventos :"falha da bobina Kl", "falha da bobina K2", "falha da bateria
B2" e "chave CH abre inadvertidamente"

Admitindo que a falha do operador é desprezível e que o sistema está operando
através do circuito A, a árvore de eventos para o evento topo "falta luz" é dada na Figura
1.2.10

FORNECIMENTO DE LUZ
PORINTERROMPIDO

FALHA NO CIRCUITO A
E

DESLIGA)ENTE IHNUAL
DE CH NÃO RESTALnA
ILUMINAÇÃO

FORNECIMENTO DE LUZ
ATRAVÉS 00 CIRCUITO
A INTERRaiplDO POR
FALHA NO CIRCUITO C

E
iCUHINACÃO NiO SE
DÃ ATRAVÉS DO CIR-
CUITO B

Figura 1.2.10: Arvore de eventos para o evento topo "falta luz"
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l

FORNEClleNTO DE LUZ
INTERROMPIDO POR
FALIU NO CIRCUITO A

DESL16AleNTO IUNUAL
l0C CH KIO RESTAURA
ILUHINACÃo

E

CIRCUITO A
f'K.m

}DESLIBAHENTO MANUAL
FDe CH NAO RESTAURA
ILUHlnAçÃa

FALHA DA
LIKPAOA L

CowTATO OOI
nCLÉ H.t A-l
BRE INADVER-
TIDAMENTE

trALHA 0AI
ABATERIA BII

CONTATO DO RELÊ
IBçg:llAg.FECHA

t FALta OA
ILÂ)FADA L

CaNTATa DD HLÉ
nL2 FALHA AetnTol

ICouTATO oo RELÊ nL2 púo M
lceot coHApoo PARA IFECHAn

INA KÍ. BOBINA K2 CI
TERIA B2 NÃO FALtaM

}CHAVE CH FALHA
FtCtüOA

D. }FAL}U D
.TERIA B

Figura 1.2.10: (continuação)



Capítulo 1: Construção de Arvores de Eventos 20

ê

FORNECIMENTO DE LUZ
ATRAVÉS DO CIRCUITO
A INTERROMPIDO POR
FALHA NO CIRCUITO C

iLUniNACIO Ni0 SE
DÁ ATRAVÉS DO CIR-
CUITO B

E

CIRCUITO
FALHA

FORNECIMENTO DE LUZ
ATRAVÉS DO CIRCUITO
A INTERROMPIDO POR
FALHA NO CIRCUITO C

FALHA O.
LÂmpADA

Íii=ÜI ALMA o.H trALHA od lcHAvÊ 'éü'ÃããÊ
BOBINA Kd IBOBiNA Kd IBATeniA oã llUAOVEnTioA-

HENTE

FALHA D.
BATERIA B

CONTAT0 DO RELI
RL2 FALHA ABERTO

Figura 1.2.10: (continuação)

1.3 Portas Lógicas e Eventos Especiais

Apesar da possibilidade de se representar qualquer porta lógica através de uma com-
binação de portas lógicas fundamentais, em algumas situações, entretanto, portas lógicas
especiais são utilizadas com o objetivo de representar de forma mais direta e simplificada
algumas combinações lógicas mais complexas de eventos. A tabela 1 .3.1 apresenta algumas
dessas portas lógicas especiais, e outros exemplos podem ser encontrados em IHaa21.
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Tabela 1.3.1: Símbolos de portas lógicas especiais

21

Nome da porta G) Notação gráâca Expressão local Re/ação causa/

"NAND"

 
E n...n n,.)'

o evento de saída

.E ocorre se pelo
menos um dos e-

ventos de entrada

R-, . . . , }?,. não o-
correr

"NOR"   E U...U J?,.)'

o evento de saída
.E ocorre se ne-

nhum dos eventos
de entrada .Ri, ...,
.IZ,. ocorrer

"INHIBIT"

 
E =.R:n 0'

o evento de entra-

da .Ri produz o e-

vento de saída .D,
quando a condi-
ção C', conectada
à direita da por-
ta lógica, está
presente

'mjd'

 
-E = U n .Ri

IÉií <.-<im Sn {e'tii ,-.,i.}

o evento de saída

E ocorre,se m dos
n eventos de en-

trada Ri , . . . , ]?,.
ocorrerem simul-
taneamente

"EXCLUSIVE OR"

 
n

E - .u (a n (.g: .e))

o evento de saída

.E ocorre se um,

e apenas um, dos

eventos de entra-

da .Ri, . . . , .l?,.

ocorrerem
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Cada expressão local correspondente à uma porta lógica especial pode ser transfor-
mada em uma combinação de expressões locais correspondentes à portas lógicas funda-

mentais, utilizando as identidades básicas da teoria dos conjuntos. Assim, denominando
as expressões locais correspondentes à portas lógicas especiais de expressões locais especi-
ais e as correspondentes à portas lógicas fundamentais de expressões locais fundamentais,
as identidades para as expressões locais especiais contidas na Tabela 1.3.1 são dadas na
Tabela 1.3.2 abaixo.

Tabela 1.3.2: Identidade entre expressões locais especiais e expressões locais fundamentais

Nome da porta G) Expressão }ocd especial Expressão local fundamental

Além das portas 1(5gicas especiais, existem situações onde deseja-se avaliar ou levar
em consideração, os efeitos de uma condição bem definida. Nestes casos, dois tipos espe-
ciais de eventos terminais são utilizados, cujos nomes e notação gráfica estão apresentados
na tabela 1.3.3.

"NAND" .E n . . . n &.)' E =.R;U...U R:

"NOR" .E = (.R: U ...U l?,.)' = ín...n R:

"INHIBIT" E = Rira .E = Rin C'

"m/n" z= u n .&
iS ii < ... < im $ n i€1ii,...,'«i}

z= U n .&
IÉil <.-<imSn i€1ii ,.-.i«}

"EXCLUSIVE OR"
nu (.R n ( n. e))

iv -''' ' ' ';#'i ''J

n

.u (.E n (.g. q))
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Tabela 1.3.3: Eventos terminais especiais

Nome do evento Notação gráfica

O evento terminal disparador (Tabela 1.3.3) age como uma chave. Quando a chave
está atava, a árvore admite como certa a ocorrência do evento indicado; caso contrário,
a árvore admite como certa a sua não ocorrência. Esse tipo de evento pode também ser
utilizado para anular o efeito dos eventos de entrada de uma porta lógica "AND" ou "OR"
Clom efeito, desativando-se (ativando-se) um evento terminal disparador $ctício colocado

como um evento de entrada da porta lógica "AND" ("OR"), anula-se o efeito de todos os
eventos de entrada dessa porta.

O evento terminal condicionador (Tabela 1.3.3), utilizado na porta lógica "IN-
HIBIT", pode também ser conectada a qualquer porta lógica para indicar que o evento
de saída ocorre se, e somente se, o evento condicionador indicado ocorre. Assim,

evento terminal disparador Ü
evento terminal condicionador  
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indica que a ocorrência de .E é equivalente a ocorrência simultânea de C' e do evento
resultante da aplicação de e)à Ri, . . . , /Z,.. A mesma relação lógica pode ainda ser escrita
como

H

@
©

ou

que são graficamente mais complicadas



Capítulo 2

Análise Qualitativa

2.1 Introdução

Durante a análise do projeto de um sistema complexo de engenharia, um analista
de confiabilidade é colocado diante de perguntas tais como: Existem pontos fracos no
prometo? O arranjo proposto para a instalação evita que fatores tais como explosões,
incêndios ou inundações impliquem na perda total da capacidade operacional? Um outro
"lay-out" evitaria tal perda de capacidade? O sistema é tolerante a falhas simples?

As atividades de projeto destinadas a responder tais perguntas constituem o que se
denomina de análise qualitativa de confiabilidade. Nestas atividades, o analista recorre,
fundamentalnnnte, à construção de modelos de árvore de eventos para o sistema em
estudo, com o objetivo de sintetizar as relações mais elementares de causa e efeito entre

múltiplas mudanças de estado de componentes e mudanças de estado do sistema. Esta
síntese é feita através de classes especiais de eventos terminais básicos dos modelos de-

senvolvidos, cuja determinação é o objetivo deste capítulo. Nele serão introduzidos a
conceituação matemática teórica do modelo de árvore de eventos e alguns algoritmos
utilizados como ferramenta na determinação dessas classes.

25
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2.2 Elementos Algébricos

Apresenta-se, nesta seção, a estrutura matemática formal para o método de análise
de árvore de eventos. Para dar um tratamento qualitativo e quantitativo integrado, as
árvores de eventos serão conceituadas no âmbito dos espaços probabilisáveis ou men-
suráveis, e os métodos de análise serão abordados do ponto de vista da teoria dos conjun-
tos

Seja (Q, .F) um espaço probabilisável. Para simplificar a apresentação dos conceitos
básicos da análise, se -B C / é finito e não-vazio, utiliza-se a seguinte notação:

1. B 'P {-E' : .E c -e}

2. U.B'E' U .EE€B

not

4. .e. '9 pu {o,n}

s. P'(.B) 'B {.4 c P(.B) -- {0} : .,4 n ã = 0}, onde P(.B) é a clmse de tios os

subconjuntos de .B

6. 0''(.B) '=' a(B) {0,Q}, onde a(.B) é a a-álgebra gerada por .B

Definição 2.2.1 Se -E C o'(-B) -- .B, onde .B C f é.Anito, não-t,azia e Za/ gue .enlB = 0,
diz-se que E é um evento porta com entradas em B. Além disso, diz-se que F C B é
enl«d« d. .E s. E gl a'(-B - {.F}).

Definição 2.2.2 Z)iz-se que.4=Í-Eij : l$i$m , l$.j$ni} c.Féuma áruom de
eue7ztos, se e sair fJ C .f.#nÍZo, não-t;azia, ta/ suei

.z. fA n ra = 0
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3. P«« -E, .F C (81 U ea) dista«t«, .E gl .F

{. P«. 4 c (81 u ea) , nÁ # 0 se, . som.«Ze «, ,4 n Ã

s. P«« .4,B ç (81 u ea) , nÁ ç n.B s., e «me«te «, ,4 2 .B

6. nl = 1 e .Eti e wm evento poria com entradas em {.E2j : l < .j < n2}

7. para 1 < i< m, todo e/emenfo de {Eij : l < .j < ni} -- rA é wm evento porta com

entradas em {-E(i+i)j : l $ j $ nÍ+l} e todo e/ementa de {.E(i+i)j : l $ J $ ni+i} e

entrada de a/gtzm e/ementa de {-Eij : l $ .j $ ni} -- ea

8. {.E«j l $.j $,'«} Ç ra

9. ea = l $j $ n;Irei

Eit = T é denominado evento topo da áruom de euezztos .4 e os e/emezztos de ea
são deram nados eoenfos terminais básicos de ,4.

Para efeito de análise de confiabilidade, todos os eventos de 8a são também conside-
rad(is como eventos terminais básicos da árvore, apesar de aparecerem em .4 sob a forma

de eventos porta. Assim, será denotado por € o conjunto (ea U ra).

Algumas representações algébricas especiais são extremamente úteis na análise de
árvore de eventos. Para introduzi-las, seja € C / finito e não-vazio.

Definição 2.2.3 ó ç P'(a(f)) é uma di unção para -E C a(f) se U nO = .E. .4

di©-çã. Ó é -,m«/ ", p«« t.do a C Ó , « ««dÍção-a C P*(e) «ti«, «tis/eif«. .4

dü#unção Óé düjunZa se, pa« qwaisgwer ,4,.B C ó disZÍntos, a condição .A n IB # g
estiver satisfeita.

a

Para apresentar algumas propriedades possuídas pelas disjunções, denote por Z)',
o conjunto das disjunções que são subconjuntos de -P'(a(e)) e, por D, o conjunto das
disjunções contidas em Z)', que são subconjuntos de P'(8.).

Definição 2.2.4 SeÓ e ( C D' são ddazzções para .E € a(e), dÍz-se q e Ó e esmo
eg tJa/entes e escrezJe-se Ó = (
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Definição 2.2.5 Se ó , ( € Z>', a soma de i5 e ( é de$nÍda como a dislu7zção

ó v ( = ó u (

Proposição 2.2.1 Se Óf, .!. C Z)' e Ó{ = (i, pam i= 1,...,k, então V Ói = V (.l8 t

D

Definição 2.2.6 Se Ó , ( C 'D', a produzo de Ó e ( é de#nÍdo como a dfsÜtlnção

{.Au-B :.,4nB= 0 , .,4 c .5 . .e c e} se o conlunZo /or 7zâo-uazÍo,

{lol} caso contrário

Proposição 2.2.2 Se ó, ( e PC ZP e i5 = P, etztão ó /\ € = P /\ €

P«.«- Como ó= 9,ente U R..4 etem-se
.4.Ó ac P

u RP - ( u n") n( u n';)
o € (ó A( ) .4 có a e(1

( u n") n( u n';)
B €9 a ee

U 0E.
E e(9 AC )

Consequentes)ente, Ó /\ ( P A (

D

Definição 2.2.7 C' € P'(&à é su#cÍente W« .E c a (C) se nc ç -E. .Neste caso, na
á denominado evento su$cÍe7zÍe pam -E. Se C' é su$cÍe7zte pam -E e IO'l = 1 ou IC'l > l

e não existe O'' C C su#ciente pam -E, então O' é su$cÍenZe mínimo para -E, e nc é
denominado evento suficiente mínimo pam E.
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Definição 2.2.8 0 C P'(&) é necessáHo para .E c a(C) se UC' a .E. ]Veste caso, UC'

á denominado evento necessár o para .8. Se a é 7zecessário para -E e l(71 = 1 ow IO'l > l
e não triste C' C C necessário para E, então C é necessário mínimo para E, e UC é
denominado evento necessário m:'mimo para -E.

Definição 2.2.9 p Ç P'(a(e)) é uma co«/unção pa,« .E C a(C) se n UO' = .E

conjunção Q é normal se, pata todo C C Q , Q condição C ç: P' Çe) estiuet satisfeita.
acp

Á

Par- .E € o (e), sejam

Bz = {C' C -P'(8.) : O' é suâciente «mimo para .E}

7Zz = {O' C P'(&) : C' é necessário mínimo para .E}

Então seguem as seguintes definições:

e

Definição 2.2.10 t/ma di©unção i5 C D, para .E c a(f), é uma base para .E se
i5 Ç Bz. ,4 base Ó é como/eta se Ó = 6 . .4 base Ó é {7wdandanle se:qua/qzzere C ó

não /or uma base para -E. .,4 base {f'mdundazzte Ó é mz'mima se IÓ l $ 1€ 1, para qua/qtzer

outra base irredundante €1 para E.

Definição 2.2.11 U«.a conjunção P Ç P'(&), pa« .E C o (C), é u«. mc.órmento
para -E se p Ç 7er. O mcobdmento Pé como/eto se P = 7?.Z. O mcobrimento pé
ir dundante se qualquer ç C p não .for um T"ecobdmento para E.' O recobrimento
Irmã ndazzte p é mz'mimo se l P l $ 1ç 1, para qua/q er outro mcoódmenfo {rredundanle
ç para E.

Definição 2.2.12 Sejam .4 e .4n duas ár oms de euenfos. .4P é a áruom de eventos
dua/ de .4, se .4a = =.

Obse7'fiações

e Sempre que for mencionado evento topo T neste trabalho, T C a'(C)
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e Se @ é uma disjunção (conjunção) para o evento topo T da árvore de eventos .4,
então X = {0 : C C @ } é uma conjunção (disjunção) para o evento topo T' de
.4o, a árvore de eventos dual de .4.

. Se V' Ç P'(C.) é uma disjunção (conjunção) para -E C o(C), então todo elemento
de V' é suficiente (necessário) para .E.

e Se O' é suficiente (necessário) para o evento topo T da árvore de eventos .4, então
a é necessário (suficiente) para o evento topo T' de .4o, a árvore de eventos dual
de.4

e E C o (f) possui uma única base completa, porém pode possuir mais de uma
base irredundante. Considerações análogas valem para recobrimento.

e Se a base completa B para o evento topo de uma árvore de eventos satisfaz
(UB) n(UB) = 0, ente a árvore é denominada monótona; cmo contrárb . ár«re
é denominada não-monótona. Se uma árvore de eventos é monótona, então: a) o
evento topo T possui uma única base e um único recobrimento, que são ao mesmo
tempo, completos e irredundantes; e b) os conjuntos suficientes mínimos são denomi-
nados cortes mínimos e os conjuntos necessários mínimos são denominados caminhos
miniinos .

2.3 Base Completa

Algoritmos para a obtenção de bases completas foram objeto de estudo de vários
pesquisadores (cf.' IHKI, IHWI, IKHI, INell, IReul, IQuill) interessados em análise de
árvore de eventos, automatos finitos ou circuitos lógicos. Nesta seção, são apresentados

alguns destes algoritmos, precedidos de uma introdução sobre a'obtenção de disjunções e
conjunções normais, já que os primeiros, em geral, partem de representações deste tipo. O

contexto utilizado para a apresentação dos algoritmos será o de uma árvore de eventos .4,
com conjunto de eventos terminais básicos f e evento topo T, com a notação introduzida
na seção 2.2.
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2.3.1 Algoritmos para a Obtenção de Digunções e Conjunções
Normais

Os algoritmos comumente empregados para a obtenção de disjunções e conjunções

normais para eventos topo de árvores de eventos, podem ser divididos em duas categorias:

1. algoritmos que utilizam expressões algébricas de partida para o evento topo em
função dos eventos terminais básicos;

2. algoritmos que utilizam a própria estrutura lógica da árvore

Para a obtenção de disjunções e conjunções normais, dois métodos extremamente
simples, denominados método "top-down" e método "bottom-up", são utilizados. Como
os próprios nomes sugerem, o método "top-down" percorre a estrutura lógica da árvore
partindo do evento topo, até atingir os eventos terminais básicos do último nível da árvore,
e o método "bottom-up", parte dos eventos terminais básicos do último nível da árvore,
e percorre sua estrutura lógica, até atingir o evento topo.

Na obtenção de expressões algébricas de partida para os algoritmos da categoria l.,
os métodos "top-down" e "bottom-up" são assim utilizados:

Método "Top-Down" : Começando com o evento topo da árvore de eventos, substitui-se
sucessivamente cada evento porta por sua expressão local, conforme a fórmula que o define
em função de suas entradas, até obter uma representação para o evento topo envolvendo
apenas eventos terminais básicos.

Método "Bottom-Up": Começando com os eventos porta cujas entradas são eventos
terminais básicos, substitui-se sucessivamente estes eventos por suas expressões locais,
conforme a fórmula que os definem em função de suas entradas, até que o evento topo da
árvore de eventos seja substituído.

Para os algoritmos da categoria 2., os métodos "top-down" e "bottom-up" são uti
lizados de forma específica, de acordo com a lógica envolvida em cada algoritmo.
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Exemplo 2.3.1 Para exemplificar a aplicação dos algoritmos para a obtenção de uma
disjunção/conjunção normal, será utilizada a árvore de eventos para o evento topo "falta
luz", referente ao problema do sistema de iluminação descrito no Exemplo 1.2.3, que é
dada na Figura 1.2.10 (Capítulo 1). A definição dos eventos da árvore é dada a seguir.

"falta luz",

"fornecimento de luz interrompido por falha no circuito A

e desligamento manual de CH não restaura iluminação"

"fornecimento de luz através do circuito A interrompido

por falha no circuito C e iluminação não se dá através
do circuito B "

"circuito A falha"

"desligamento manual de CH não restaura iluminação"
"circuito B falha"

"fornecimento de luz através do circuito A interrompido

por falha no circuito C"
"falha da lâmpada L"

"falha da bateria .Bl"
BI
"contato do relê RLI abre inadvertidamente"

RZ,l.i
BI
"contato do relé RL2 não fecha"

Z

E31

Ea2

.E33

Ea4

E43

E4s

E48 "contato do relé RL2 falha aberto"

Z
"falha da bobina Kl"
KI

E40

E4(io)
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E4(it) "falha da bobina K2"

K2

"falha da bateria B2"

B2

"chave CH abre inadvertidamente"

CH.i
R121.
"contato do relé RL2 não recebe comando para fechar"

"bobina KI , bobina K2 e bateria B2 não falham"
"chave CH falha fechada"

CHjj
KI
K2
B2.

E4(12)

E4(n)

Esi

E61

Algorit mo DN

O algoritmo DN é um método para a obtenção de disjunções normais, que opera
sobre expressões algébricas, e é executado através das seguintes etapas;

DN.l caso não se disponha de uma expressão algébrica para o evento topo de interesse, de-
rive uma expressão, através dos métodos "top-down" ou "bottom-up", substituindo
cada evento porta por sua expressão local correspondente. Se a expressão local para

um evento porta for especial, transforme-a em uma combinação de expressões locais
fundamentais, logo após a substituição do evento porta por sua expressão local (veja

Tabelas 1.2.1, 1.3.1 e 1.3.2 - Capítulo 1); caso contrário, vá para a etapa seguinte;

DN.a transforme a expressão algébrica disponível para o evento topo de interesse em uma
expressão da forma U nO', onde Óé uma disjunção normal. Para realizar esta

tnuformação, utilize um processo de aplicação das leis distributivas e das leis de De
a .Ó
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Morgan (caso necessário), complementado por simplificações do tipo

.4n.P = 0
ÁnÁ- Á,
.A U(,4 n.B)

se .4 B',
(2.3.1)

Á,

onde .4 e .B C a'(f)

Cada conjunto formado. pelos eventos terminais básicos que compõem cada inter-
secção de eventos, da união de eventos obtida no anal deste processo, é um elemento de
ó , e a classe cujos elementos são estes conjuntos, corresponde a diqunção normal Ó

ObsertJação

8 Este a]goritmo encontra-se implementado no programa SETS (]Worl], ]Wor2],
IWSI), utilizando o método "top-down"

O programa SETS permite a utiliza.ção dos eventos porta "AND", "OR",
"EXCLUSIVE OR" e de qualquer outro evento porta cuja expressão local seja es-
pecificada nos dados de entrada do programa.

Exemplo 2.3.2 Utilizando os eventos definidos no Exemplo 2.3.1, a disjunção normal
para o evento topo "falta luz", obtida através da aplicação do algoritmo DN é dada por:

Etapa DN.l Através do método "bottom-up"

E61

Es2

(-E« U-E« U.E«)'
(Ã'l U .K2 U -B2)'

CHIA
E61n E62

(.KI u .K2 u .B2)' n c'#J.f

RL21.
Z

.Z:sl U .Z:s2

RL2/. u ((Ã'l u Ã'2 u B2)' n a#//)

Est

E4s
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BI
.Ei4 U Zl;4s U .Ea

«: - « -(«,..- «":-",-'D'.'««))
RLI.i

Eil U .E42 U -E43

Z,U.BI U.R.LI.{
.Esi n.E32

CH.i
B2

K2
KI
E4(10) U E4(tl) U .E4(i2) U .E4(13)
.K l U.R'2 U.B2 U C'.Irai

L

RL2j.

.E4z U .E48 U .E49

BIURZ2/. UZ
.E33n.Ew

(.Bi u .RZ,2/. u .L) n (-KI u K2 u .B2 u c-#.{)
.E2i U .Z:z2

R.L2.í. u z) n (.KI u .K2 u .B2 u C'.H.i) l

(.LU Blu Rzl.i) n .'j: u .L u (.R.L2.. u (n'i u x'2 u -a4

(ruBI uxzi.;) n(.Bi uzu(xz2/.u((xiux2uB2y

-'«',al
E4(13)

E4(i2)

E4(ii)

E4(10)

E40

Es3

.'««ÜI U
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Etapa DN.2 Pela aplicação das leis distributiva.s e das leis de De Morgan

T

T

(z,n.BI) u (.LnR.L2.í.) u (zn.KI'nx'2'n B2'nc.H//) u
(.[n.[) u (.B] n.B]) u (.B] nRz2/.) u

(-BI n.Ki'n.K2'n.B2'naH/.f) u (.BI nz) u (.R.m/«n-BI) u

(R.n.i n R-z;2.f.) u (Rzl.i n .KI' n .K2' n .B2' n c'-H//) u (Rzl.i n z) u
(Bln x'l) u (.Bln Ã'2) u (.Bin B2) u

(.BI na#..) u (RL2/.nx'l) u (Ez2/.nK2) u

(.R.[2.f.n.B2) u ( 22/.nc'.8.f) u (zn-K]) u
(Ln.K2) u(.Ln-B2) u(znc'.#.í).

Após as simplificações dadas em (2.3.1)

z u -BI u (.Rzl.in.Rz2.f.) u (.R.m.{nÃ'l'n.K2'n.B2'no'#//) u

(R.L2.í. n -KI) u (.Rz2/. n .K2) u (.R.[2/. n -B2) u (R.L2/. n c'#.i).

Logo,

Ó { {.L} , {.Bl} , {.RZI.i,.R.L2.f.} , {E.LI.i,X'l',K2',.B2',a#//} ,

{.RL2.Í., .Kl} , {.RZ2.Í., K2} , {RL2.f.,.B2} , {RZ2/., C7.Ü.i} }

é a disjunção normal obtida no final do algoritmo DN

Algoritmo de Fussell, Henry &: Marshall

O algoritmo de Fussell, Henry & Marshall IFHMI é um método "top-down" para a
obtenção de disjunções normais, que opera diretamente sobre a árvore de eventos. Origi-
nalmente desenvolvido para árvores construídas utilizando apenas as portas lógicas fun-
damentais "AND" e "OR" (Programa MOCUS IFHMI), este algoritmo íoi posteriormente
modificado para permitir a uti]ização das portas lógicas "AND" , "OR" , "NOT" , "NAND"
e "NOR" (Programa MOCUS-M IViel).

A execução deste algoritmo se dá através das seguintes etapas



Capítulo 2: Análise Qualitativa 37

rnM.l utilizando a árvore de eventos para o evento topo de interesse, monte uma matriz,
colocando o evento topo como elemento da primeira linha e primeira coluna da
matriz;

FnM.2 substitua cada evento porta "OR" ("NAND" ou ("NOT" e "AND")) da árvore, por

suas entradas (pelos complementares de suas entradas), criando assim novas linhas
na matriz que são idênticas, a menos da posição antes ocupada pelo evento porta
"OR"("NAND" ou("NOT" e "AND"))(lue torna-se ocupada por suas entradas(pe-
los complementares de suas entrada); substitua cada evento porta "AND" ("NOR"
ou ("NOT" e "OR")) da árvore, por suas entradas (pelos complementares de suas

entradas), colocando-os na mesma linha da matriz montada, aumentando assim o
número de colunas da matriz;

rUM.3 começando da primeira coluna da matriz, repita FHM.2 até que todos os elementos
da coluna considerada sejam eventos terminais básicos;

PHM.4 na matriz obtida em PHM.3: elimine nas linhas, as repetições de eventos terminais
básicos; elimine as linhas contendo eventos terminais básicos complementares e as
que incluem todos os eleimntos de uma outra linha qualquer da matriz.

Ó , a classe formada pelos conjuntos cujos elementos são os elementos de cada linha
da matriz obtida no final deste processo, é uma disjunção normal para o evento topo de
interesse.

Exemplo 2.3.3 Utilizando os eventos definidos no Exemplo 2.3.1, a diqunção normal
para o evento topo "falta luz" , obtida através da aplicação do algoritmo de Fbssell, Henry
& Marshall é dada por:

Etapas FHM.l a FHM.3

:. ( ":. ) 2

L
BI
.R.LI.i

Z
BI
RZI.i
Ea3

"- "'l3 4 5
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L
Z
L
L
BI
BI
BI
BI
R.[l.i
R.LI.i
R.LI.i
RZ,l.{
BI
RL21.
L

BI
R.L2/
Es2
L
BI

Z
BI
R.L2/
Es2
Z

E34

L
L
Z
BI
BI
BI
.R.LI.l
.R.[l.l
R.[l.l
BI
RL21.
L

BI
E4s
L
BI
E4s
Z
BI
E4s
Z
.E34

E34

L
BI
RLI.i
BI
RL2f.
L

E32

E32

Es4

E34

6. 7 8

L
L
L
E

BI
BI
BI
R.LI.i
R.LI.i
R.Z;l.i
RZI..
BI
RL21.
L

BI
RL21.

Z
BI
RL2f.

E
BI
RL2j.
E61
L

L
L
L
Z
BI
BI
BI
BI
EZI.,
RLI..
RLI..
RLI..
BI
RL2j.
L

BI
RL'zí
KI'
E
BI
R.L2.Í
KI'
L
BI
RL2Í
KI'
Z

CHJj KT BT CHIA

KT BT CHJJ
9. 10

CHJf KT BT CHIA



Capítulo 2: Análise Qualitativa 39

Z
Z
Z
Z
BI
BI
BI
BI
R.[l.i
R.LI.i
R.LI.i
R.LI.i
BI
BI
BI
BI
RL2j.
RL21.
RL21.
RL2f.
L
L
L
L

BI
RL21.
KI'
L
BI
RL21.
KI'
Z
BI
RL21.
KI'
L
KI
K2
B2
CH.i
KI
K2
B2
CH.i
KI
K2
B2
CH.i

K2' BT CHjj

K2' BV CHIA

K2' By CHIA

11

Etapa FKM.4

É
BI
RLI.i
RLI..
RL2f.
RL2f.
RL21.
RL2f.

RL2f.
KI'
KI
K2
B2
CH.i

KT BT CHJj
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Logo,

Ó = { {.L} , {.Bl} , {R.LI.i,.R.L2.fa} , {RZ'l.i,.KI',.K2',.B2',O'.#//} ,

{R.L2.í., Kl} , {.RZ2.r., .K2} , {RZ2/., .B2} , {RZ,2/., C'.H.í} },

é a disfunção normal obtida através do algoritmo de Fussell, Henry & Marshall

Algorit mo CN

O algoritmo CN é um método para a obtenção de conjunções normais, que opera
sobre expressões algébricas, e é executado através das seguintes etapas:

CN.l caso não se disponha de uma expressão algébrica para o evento topo de interesse, de-
rive uma expressão, através dos métodos "top-down" ou "bottom-up" , substituindo
cada evento porta por sua expressão ]oca] correspondente. Se a expressão local para
um evento porta for especial, transforme-a em uma combinação de expressões locais
fundamentais, logo após a substituição do evento porta por sua expressão local (veja
Tabelas 1.2.1, 1.3.1 e 1.3.2 - Capítulo 1); caso contrário, vá para a etapa seguinte;

CN.2 complemente a expressão disponível para o evento topo de interesse e transforw-a
em uma expressão da forma U O(7, onde Ó é uma disjunção normal para o com-

plementar do evento topo de interesse. Para realizar esta transformação, utilize um
processo de aplicação das leis distributivas e das leis de De Morgan, complementado
por simplificações do tipo:

ÁnB-g
ÁnÁ- Á,
.A U(.A n-B)

se .,4 = .B C
)

Á,

onde .Á e -B C a'(e)

CN.3 complemente a expressão obtida em CN.2 e aplique as leis de De Morgan, obtendo
assim uma expressão da forma n UC', onde pé uma conjunção normal para o

evento topo deinteresse.
a ep
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De forma análoga a descrita no algoritmo DN, cada conjunto formado pelos eventos
terminais básicos que compõem cada união de eventos, da intersecção de eventos obtida no

final deste processo, é um eleimnto de P , e a classe cujos elementos são estes conjuntos,
corresponde a P

Exemplo 2.3.4 Para exemplificar a obtenção de uma conjunção normal através deste
algoritmo, considere a expressão resultante da aplicação do algoritmo DN ao evento topo
T="falta luz"(Exemplo 2.3.2).

Etapa CN.2

(.L u .BI u (Rm.inRL2/.) u (R-ü.in.KI'n.K2'n.B2'na.#/.f) u

(RL2/. n KI) u (RL2/. n .K2) u (Rz2/. n .B2) u (.R.L2/. n a.ü.i))

.[' n .B]' n (.R.H:iuR.L2}.) n (R.[l:iu.K] u.K2uB2uc'iq.í) n

(.Rz2}. u Ã'l') n (.R.L2}. u x2') n (.R.L2}. u -B2') n (.R-L2}. u aH;i)

((L' n .BI' n Ezl:.) u (z' n .Bi' n Rz2}.)) n

((Rzl:.UÃ'i ux'2u.B2ualç/) n
(RL2}. u ÃI') n (.RL2}. u x2') n (.RL2}. u .B2') n (RZ,2}. u O.H:i))

((z;' n BI' n Rzi::) u
(.L' n .al' n .R.L2l}. n .Ki) u (.[' n .pi' n x.L2}. n .K2) u

(z' n .BI' n -Rz2}. n .B2) u (z' n .Bi' n .RZ,2}. n CJ$.í)) n

((Rz2}. u .KI') n (Rz'2}. u Ã2') n (.RL2}. u .B2') n (.Rz2}. u a.zei))

((L'n BI' n R.n:. nRL2}.) u(z'n.BI'nRZ,l:.n x'l') u
(L' n Bi' n .R.L2}. n Ki) u (.[' n .B]' n R-L2}. n .K2) u

(.[' n .ai'n xz2l}. n-a2) u(z'n .ei'n.R.L2}. n c.#;.í)) n

((RZ,2}. u .K2') n (R.[2}. u .B2') n (R.L2}. u c'Jef)).
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((z'n.BI' n zl:inR.L2}.) u(z'nBI' n Bzl:. n xl' n Ã2')
(.['n .pi' nnz2S.. nxi) u(z' n.ai' n.R.[2}. n .K2) u

(z,'n .Bi' n R.L2}. n.B2) u(z' n .BI' n.R-[2}. na.H;/)) n

((Rz2}. u B2') n (Rz2}. u c.H:i)).

U

((.L'nBi' n.Rzl:. nRZ,2}.) u(.L'n BI' n.RZ,i:; nx'l' n .K2'n .B2') u

(.[' n .B]' n R.[2;.. n x']) u (.[' n B]' n R.[2}. n x'2) u
(L'n .BI' n.R.[2}. n.B2) u(.[' n .Bi'n Rz2}. nc#;.r)) n
(RL2}. U 0.H;i).

(.[' n .Bi' n RZ,]:. n RZ,2}.) u (z' n .Bi' n R.ü:. n Ã']' n .K2' n .B2' n a.#:.) u
(z' n .ei' n x.L2S.. n xi) u (.L' n .ai' n xz,2}. n .K2) u

(.L' n Bi' n .RZ,2}. n -e2) u (.[' n .ai' n .RZ,2S.. n a-H;/).

Etapa CN.3

(zu .BI u .R.[l.{ Urze/.) n(.LU.B] u.R.H..u .K] u .K2u .B2 u C'.H.i)
(.L u .Bi u -RZ,2/. u .Ki') n (z u Bi u .R.[2.í. u .K2') n

(.L u .Bi u .Rz2.í. u B2') n (z u -BI u -R.L2.f. n o'#//).

n

Logo,

P = { {.L,.BI,RZI.i,R.L2/.} , {Z),.BI,.RZ,l.i,.KI,X'2,B2, a.#.i}
{.L, .BI, R-L2/., .KI'} , {.L, BI, R.L2/., .K2'} ,

{.[, .B], -RL2.í., .a2'} , {.b, .pi, .R-L2/., c'.H/.í} l}.

Observação

e Também pode-se obter uma conjunção normal através da aplicação do algo-
ritmo de Fussell, Henry & Marshall à árvore de eventos dual para o evento topo
de interesse. Especificamente, a classe constituída por cada conjunto formado pe-
los complementares dos elementos de cada linha da matriz obtida no final deste
procedimento, é uma conjunção normal para o evento topo de interesse.
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2.3.2 Algoritmos para a Obtenção da Base Completa

Se um dos algoritmos para a obtenção de uma disjunção normal foi aplicado à uma
árvore de eventos H e obtêve-se uma disjunção normal Ó para o evento topo T de .4
satisfazendo (uÓ) n (uó) = 0, então Óé a base completa para T. Especificamente,
cada elemento da disjunção normal obtida é um conjunto suficiente mínimo para T e,
reciprocamente, todo conjunto suficiente mínimo para T pertence a disjunção normal
obtida IJMI.

Em geral, porém, em árvores de eventos .4 construídas utilizando as portas lógicas
"NOT", "NAND", "NOR" ou "EXCLUSIVE OR", a aplicação do mesmo procedimento

fornece apenas uma disjunção normal Ó para T. Para entender o que acontece, suponha,
por exemplo, que aplicou-se o algoritmo DN à uma árvore de eventos .4, obtendo a
expressão T = (.A n -B) u (.A' n o') para o evento topo T de .4. Não é difícil ver

que {.A,-B} e {.A', C'} são suficientes mínimos para T e que {B,C'}, qpe não pertence a
disjunção normal obtida, também é suficiente mínimo para T. Portanto, nesses casos,
algoritmos mais específicos são necessários para a obtenção da base completa para T, já
que a simples obtenção de uma disfunção normal, do tipo fornecido pelos algoritmos dados
na Seção 2.3.1, não garante que todos os conjuntos suficientes mínimos para T tenham
sido gerados.

Apresenta-se a seguir, os algoritmos propostos por Quine IQuill e Nelson INell, que
são clássicos para a obtenção da base completa,para um evento topo 7', cuja árvore de
eventos .4, se enquadra na situação exposta no parágrafo anterior. Por último, tentando
melhorar sua linguagem, será apresentado o algoritmo proposto por Kumamoto & Henley
IKH], que foi motivo de muita polêmica (cf. ILOKHj, IWSHI) devido a dificuldade na sua
compreensão, principalmente, por causa da notação rebuscada utilizada.

Exemplo 2.3.5 Para ilustrar a aplicação dos algoritmos a sarem apresentados nesta

seção, será utilizada a árirore de eventos do Exemplo l de Ogunbiyi, contido em ILOKHI, já
que a estrutura da mesma permite evidenciar de forma mais clara as operações envolvidas
em cada um deles. Especificamente, a árvore é definida por

Á l $ { 5; 4 , 1 $ j $ni},
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onde

1. ea = {P, C?,.R, S},

2. f {p,Q,R,s,p',Q',x',s'},

3. n2 = 2, n3 = 5 e n4 = 3,

e as expressões locais dos eventos de .Á são dadas por

.Eii =.E2i U.E22

.Ezl = (2 n .E32

.E22=(? n R n sc

.E3i = C?

.E32= P U S U.l?'

.Eaa ' Q'

&4'R

Eu= S'

E4a= S

Eóa ' -P

Algorit mo de Quine

Quine IQuill propôs um algoritmo para a obtenção da base completa para um evento
topo T, de uma árvore de eventos .4, partindo de uma diqunção normal Ó para T. Este
algoritmo, conhecido como método do consenso, é o método mais simples para a obtenção
da base completa do evento topo de uma árvore de eventos cuja estrutura não é complexa.
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Definição 2.3.1 Soam .4,.B C P'(f) !aís que .A nlB = {-E}, 4 # {E} e .B # {.E'}.
Então,

a(.4,.BI.E) 'p(.A- {z}) u(B - {.E'})
é denominado o consenso de ..4 e .B.

Lema 2.3.1 Se C(.A,BI.E) é o conselzso de .A e .B, então

{.4} v {.a} = {.4} v {.B} v o(.A, .Blz)

Prova -

(n.4) u (nB) (nÁ) u (n-B) u
A

(.@-U-Í"},-P- {.''D)) -
B

(-(u - {'n - l"'} '' (', - {«'D))
(n.A) u (nB) u

(-«"- {'n '.' ("-{«'N)lEUE') n

D

D

Lema 2.3.2 Se .A,B C Ó e -B D .4, então i5 ó - {.B}

Lema 2.3.3 Se Ó é uma disjunçâo nor'mal pam T e C á stz$cíe7zte mínimo pam T, então,

pam todo H C C, existe D € fi tat que H C D ot H' C D.

8 Se O' C l5 é óbvio
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e Se C' # Ó , suponha que existe .# C C' tal que, para todo -D C Ó , .H,.lr' g .D.
/\ssim

o n (na) u ( n .r%)R(Ra),
D€8 FeXÕ 'DC6

onde XÓ é o produto cartesiano dos Z) C Ó , e .F C X(5 é uma função .F : Ó n f
tal que F(Z)) = Fo C .D para .D C Ó

Logo, ( n. .iB)O(RC') = 0, para todo /' C XÓ , e como Fn # -H, para todo
DCO

.O C Ó, tem-se ( íl /%)O(R(a -- {#})) = 0, par' todo .F C X.5. Portanto,

0 = ( n. U.D) n(n(O' - {#})), e consequentemente, C' -- {.H} é s«ficiente para T
oc0

C

D

Lema 2.3.4 Se Ó é ma d syunção norma/ para T e (;' « Ó é su#c ente mínimo para T,
e,{sfem .A, .B C ó t.is q«e .,4 nlB = {.E} e '5 = ó V {O'(..4,-al.E)}.

amua - Como C' é suficiente mínimo para T e a gl ó , então existe pelo menos um conjunto
(7, suficiente para T, satisfazendo:

i. G a a;

2. para todo .4 C Ó , G Z .4;

3. para todo .H C G, existe .D C Ó tal que .# C -D ou .H' C .D

Seja K o conjunto com o maior número de elementos que satisfaz 1. a 3.. Nestas condições,
existe -E C U Ó .tal que .E,-E' gl -K, pois suponha o contrário, ou seja, que para todo
.E C U l5 , .E C X ou .E' € .K. Assim:

i. existe .D € Ó tal'que pára todo .E C Z), -E C -K, o que violada 2, pois neste caso

ii. caso contrário, para todo 1) C Õ existe .E C .D tal que .E' C .K, o que violada l.,
ou sqa, que .K é suficiente para T, pois neste caso, -A' n D # g, para todo .D C ó
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Logo, existe .E C (U Ó) tal que .E,.E' gl .K. Como .K é o conjunto com o maior

número de elementos que satisfaz 1. a 3., .KU {E} e .KU {.E'} violam um dos items de 1. a
3.. E fácil ver que só pode ser o item 2. Portanto, existem .A, .B € ó tal que (KU{.E}) 2 .4

e (.K U {.E'}) 2 .B. Por 2., K Z .A ' .K 2 .B. Como (K U {.E}) 2 Á e (K U {.E'}) 2 B,
então E C ..4 e .E' C .B. A]ém disso, não existem .r € .A e ]' C .B (.r,.r' # .E,.E') ou
vice-versa. Assim .4 e .B tem um consenso, a menos que sejam identicamente iguais a E
e E', respectivamente. Mas isto vai contra a hipótese considerada de que T c a'(C). O
resultado segue do Lema 2.3.1.

0

Lema 2.3.5 Se Ó é uma disfunção norma/ pam T e a C Ó não é su#cienZe mt'mimo pam
T, Calão;

.r) .lüÍste ,4 C Ó Za/ que .A C a; ou

e9 Ezist.m .4, .B C Ó 1.{. q« C(.4,.BI.E) V Ó .4 nB = {.E}

Proa - Se O' não é suficiente mínimo para T, existe .Á, suficiente mínimo para 7', tal que
.4 C (.;. Se .,4 C ó , va]e ]). Se .4 gl ó , então 2)segue de 2.3.4.

D

Procedimento do Consenso Se ó é uma disjunção normal para 7', então

a) Para.Á,CC ó,seC'D.A, elimine(17 de ó

b ) Se O é o consenso de .A,.B C Ó , inclua C em Ó , a menos que C' 2 D, para algum

DC ó
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Teorema 2.3.1 0 Procedimento do (l;07zsenso ap/ácaro a uma dÍól/unção norma/ Ó para

T gera a base completa para T

PTOUa Segue imediatamente dos Lemas 2.3.1 a 2.3.5

n

Utilizando o resultado do Tmrema 2.3.1, pode-se obter a base completa para o
evento topo T, de uma árvore de eventos .4, através do algoritmo de Quine, executando
as seguintes etapas:

Q«i.i caso não se disponha de uma disjunção normal ópera o evento topo 7', derive-
a através do algoritmo DN ou do algoritmo de Fussell, Henry & Marshall (Seção
2.3.1)

Q«i.a a disjunção normal disponível para T

p.D obtenha (UB) n(ÜB) e construa C = {(.E,E') : -E,E' c (u6) n(UB)}. Ob-
serve que o conjunto obtido corresponde ao conjunto dos pares de eventos
terminais básicos que permitem gerar um consenso;

(2.2) para .A, -B C B, se .A :) B, elimine .4 de B;

(2.3) utilizando um par (.E,-E') C C de cada vez, forme os possíveis consensos a
partir de (.E, .E'), utilizando os conjuntos de 6 que contém E ou -E'. Se C' é o
consenso de .A, -B C B, inclua (7 em 6, a medos que o a .D, para algum -D C Zi.

repita (2.2) e (2.3) na ordem exposta, até que não seja mais possível executa-las. A
disfunção normal B obtida no final deste procedimento, é a base completa para T

Observação; Não é difícil ver que os conjuntos eliminados de B por (2.2) não são novamente
incluídos em 6 por (2.3); isto é; não há possibilidade do algoritmo não terminar.
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Exemplo 2.3.6 - A aplicação do algoritmo de Quite à árvore de eventos .4, definida no
Exemplo 2.3.5, fornece o seguinte resultado:

Etapa Qui.l

Etapa DN. l Através do método "top-down"

.E;2i U .E22

(Q n E3,) u (Q'n Rn s')

le n(pu su R')l u 1(2'n xn s'l

Etapa DN.2

l(2n(p u su R')l u IQ'nuns'l
(Q n p) u (Q n s) u (Qn x') u ((2'n xn s')

Logo,

{lQ,P} , {Q,s} , {Q,X'} , {Q',R,s'l}

Etapa Qui.2 c = {(Q,Q'), (.R, n), (s, s')}

Utilizando o par (Q, Q'), o único consenso possível é {P, B, S'}. Logo,

{ÍQ,p} , {Q,s}
{lQ,P} , {0,s}

{Q,.P} , {Q',.R,s'l}
{Q,.p} , {(2', x,s'}, {p,R,s'l}

Utilizando o par (.R, R'), o único consenso possível é {(2,P,S'} C {(2,P} € B. Logo, o
consenso não é adicionado à B.

Utilizando o par (S,S'), o único consenso possível é {Q,P, R} C {Q,P} € B. Logo, o
consenso não é adicionado à B.

Assim,

B p} , {Q,s} , {Q,x'} , {c?',x,s'} , {p,x,s'l},
é a base completa para 7'



Capítulo 2: Análise Qualitativa 50

Algoritmo de Nelson

Nelson INell propôs um algoritmo para a obtenção da base completa para o evento
topo T de uma árvore de eventos .4, a partir de uma conjunção normal P para T. Como
T = n Ua, seu algoritmo se baseia no fato de que para C' € P , {lE} : .E C (-;}

pode ser encarada como a base completa para o evento UC = .B, já que todo elemento
de {{.E} : E C C'} é suficiente mínimo para -B e todo conjunto suficiente mínimo para .B

está em {{.E} : .E C a} (veja Definição 2.2.7 - Seção 2.2). Isto sugere que os conjuntos
suficientes mínimos para T são conjuntos formados por um elemento de cada conjunto
C'c P

Defina as disjunções

X' = /\ {l-E} : .E C C'}
acp

e

K' {Z)C.K:.O3P , paratodo.B#.D , .BC.K}

Lema 2.3.6 Se .A C .K, então .4 é su$c ente pam T

amua - Se .4 C }{, então .4 n o' 7É 0, para todo C' C P. Logo, n 4 ç UC, para todo
O' € P . Portanto, n.4 ç n uc' = T. Consequentemente, .4 é suficiente para T.

a€

D

l,ema 2.3.7 Se .[ é su#cÍe7zte ;mm T, então e ste .A C .K Za/ que n.L Ç n.4

ProtJa - Se .L é suâciente para T, n.L Ç n UC. Logo, n.L Ç U(.7, para todo C' C P e

assim, Z n (7 # 0, para todo C' C p . Consequentemente, pela definição de .K, existe um
.,4 C .K tal que n.L Ç n.4.

acp

D
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Lema 2.3.8 Se 1, é su#cÍente m:'mimo pam T, então .L € .K

amua - Pelo Lema 2.3.7, existe .Á C .K tal que n.L Ç n.A. Pelo Lema 2.3.6, .4 é suficiente
para T. Como .[ é suficiente míniim para T, peça definição de conjunto suficiente mínimo,

Z, = .A, ou seja, .[ c K

D

Teorema 2.3.2 .L é su$cÍente mÍh mo pam T se, e some7zte se, .L C .K'

(-:>)

Pelo Lema 2.3.8, L € K. Como .[ é suficiente mínimo para 7', pe]a definição de .K', segue
que .[ € .K'

(+:=)

Se existir .L' C .[, .L' suficiente para T, pe]o Lema 2.3.7 existe ,4 C .A' ta] que n.L' Ç n.4
e consequentemente, .[ D .A com .A # .[. Pela definição de K', .L # .K', o que é absurdo.

Portanto, .L é suficiente mínimo para T.

D

Utilizando o resultado do Teorema 2.3.2, pode-se executar o algoritmo de Nelson,
através das seguintes etapas:

N.i.i caso não se disponha de uma conjunção normal para 7', derive-a utilizando o algo-
ritmo CN; caso contrário, vá para a etapa seguinte;

N.i.2 utilizando a conjunção normal disponível para T , aplique o algoritmo DN à ex-
pressão algébrica para T representada através desta conjunção normal. O resultado
é uma expressão da forma 7' = U nC, onde B é a base completa de T.
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Exemplo 2.3.7 - A aplicação do algoritmo de Nelson à árvore de eventos .4, definida no
Exemplo 2.3.5, fornece o seguinte resultado:

Etapa Nel.l

Etapa (l;W./ Através do método "top-down

.Zs2i U .E22

(Q n E3,) u (Q'nRn s')
le n(p u su R')l u IQ'n xn s'l

Etapa CN.2

IQ'u(p'n s'n R)j n IQux'usl
(c?' n Q) u (Q' n R') u (Q'n s) u
(p'ns'nRnQ) u(p'ns'nxnR') u(p'ns'nuns)
(Q'n x') u (Q'n s) u (p'n s'n xn Q).

Etapa CN.3

(Q u p) n (Qus') n (p'u s u a'u e')

Etapa Nel.2

Etapa DN.2

(Q u R) n (Q u s') n (/'u su x'u Q')

l(e n Q) u (Qn s') u (Qn x) u (R n s')l n
lpu su R'u Q'l
IQ u(x n s')lnlp u s u x'u Q'l
(QnP) u (Qn s) u (QnR') u

(Q n Q') u (r'n R n s') u(Rn s'n s) u
(R n s' n x') u (Q' n R n s')

(Qnp) u(Qns) u(QnR') u(PnRns') u(Q'nuns')
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Logo, a base completa para 7' é

B p} , {Q,s} , {Q,.p} , {p,-a,s'} , {Q',x,s'l}
Obemacões;

e Hulme & Worrell IHWI observaram que a aplica,ção do algoritmo DN, aos com-
plementares das expressões para um evento topo, nas formas original e fatorada,
fornece disjunções normais idênticas. Com base neste fato, propuseram um algo-
ritmo para a obtenção da base completa para o evento topo T, de uma árvore de
eventos .4, acelerando o procedimento do algoritmo de Nelson, realizando, na etapa
N.i.i, a fatoração da expressão disponível para o evento topo de interesse, antes de
executar a etapa CN.2, e a fatoração da expressão obtida em CN.2, antes de executar
a etapa CN.3.

Para se ter uma idéia do sentido desta observação, seja .D = (.4n .B) u (,4no'),
onde .4, .B, C' € f. Aplicando as leis de De Morgan e as leis distributivas à expressão
de .D', tem-se

(.4' u -B') n (A' u o')
(.A' n .4') u (.A' n c') u (.A' n B') u (.B' n a'),

que se reduz à

o' = .A' u (B' n O'),

ao final da aplicação do algoritmo DN à expressão de ly

Esta última expressão é obtida de forma mais imediata fatorando-se .4 na
expressão original de Z), ou wja, fazendo D = .4 n (B u O') e tomando-se o com-
plementar;

e Hulme & Worrell IHWI implennntaram em um CDC6600, os algoritmos de Nelson
e Nelson com fatoração, no programa SETS (]Worl], IWor21, IWSI), comparando a
eficiência (em segundos de CPU) dos dois algoritmos, através de vários exemplos.
Os resultados obtidos demonstraram a superioridade do algoritmo de Nelson com
fatoração com relação ao algoritmo de Nelson.
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Algoritmo de Kumamoto &: Henley

O ajgoritmo proposto por Kumamoto & Henley IKlll é um algoritmo que percorre
a estrutura lógica da árvore de eventos dual, .4o, no sentido "top-down", em busca dos
conjuntos suficientes mínimos para o evento topo 7' de .4. Esta busca se dá através
de aplicações sucessivas de operadores sobre disjunções, que são geradas pela própria
aplicação dos operadores e/ou por refinamentos convenientes de eventos porta de .4a

O grande valor do algoritmo de Kumamoto & Henley está na obtenção de bases
completas para eventos topo de árvores de eventos cujas estruturas são muito complexas.
Nestas situações, a superioridade do algoritmo de Kumamoto & llenley, quando com-
parado com os demais algoritmos para o mesmo fim, consiste fundamentalmente de dois
aspectos: o primeiro está na propriedade de que seus operadores, aplicados à disjunções
equivalentes, geram disjunções equivalentes. Este fato possibilita trabalhar com disjunções
não-normais, equivalente a disjunções normais, constituídas por um número menor de
elementos; o segundo é que operando sobre a árvore de eventos dual .4o, o ajgoritmo
permite quc M operações sejam feitas sobre disfunções, ao invés de conjunções, já que
são propriedades destas últimas que dão suporte teórico para a validade do algoritmo.
A vantagem dessa possibilidade está em que a obtenção de disjunções é geralmente mais
simples que a de conjunções.

O desenvolvimento do algoritmo é baseado em algumas propriedades dos operadores
que são definidos a seguir.

Definição 2.3.2 Pam Z,t/ C P(f) lafs que ZÍI(ZUt/) = 0, sda <Z,t/> o operador
dclinido pela tens.fonnação

Ó cPIZ:3' ó<z,u>= V.{a<z,U>} c a,

.«d. C<Z, U>, 1«m 0' C P'(e), é def«{d. P.'.

''',«,:ÍI.:.«,
s. 00(ZUZUU)=0,
se OÍ)Z # g,

s. Cf)('2;UU) # 0 . a gl (Z'UU),
s. a Ç(ZUU).
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O resultado da I'roposíçao 2.3.1 segue imediatamente das definições 2.2.5 e 2.3.2

Proposição 2.3.1 Se Ó, ( € D, '«tã. (Ó V o<Z,ü> ó<z,u> v e<z,u>

D

Proposição 2.3.2 Se Ó C D, zz n (7- u t/i u Z, u u2) 0e u2n zi 0, então

(Ó <z-,u >) <z,,G> Ó<Z: U Z,, U U U2)p.

D

Observação

8 Observe que as condições impostas para a validade da Proposição 2.3.2 são as
condições necessárias para que o operador <Zi U Z2, t/i U Ua> esteja bem definido,
dado que o operador (ZI, t/i> está bem definido.

Proposição 2.3.3 Se ó , ( € Z) e ó ( , Calão ó <z, u> = € <z, P>

Pmt;a - Tendo em vista o resultado da Proposição 2.3.2, basta mostrar que o resultado
vale para <Z,U> da forma <1-E}, 0> ou <g, {.El>, com -E C e.

Suponha que ( U ÍI(7<{.E},0>)O( n UD({.F},0>) # 0. Como
ac .5 oc (l

( U Oa<1-E},0>)0( n UID<lZ},0>)
..Ó '' ' o.( "'9

existe .A # 0 C P , tal que R.A # 0 e -E,.E' g .A. Logo, n/ = fl(.4U-E') # g
lado.

Poroutro

n.r ( U ÍI.A) ÍI (ÍI.r)



qÇ \eW VWV+ r W

( u RO'<{.E},o>) n (n.r)
a.Ó

n(c'<{.E}, o> u .r)

n(a u .r)

( u í)a) n (R.r)
c.Ó

no) n(R.r)

n(o u .r)

U R(o<{.e},o> u /)
o€(

Ro({z},ü>) íl (íl.r)

o que leva a contradição de que n/ = 0 e n/# 0. Portanto, ó <lZ},0> = € <ÍE},0>.

D

Definição 2.3.3 Pam Z, U C .I'(f) país que Z O(2:Ut/) = 0, sda -< Z, t/ » o operador

definido pela tmnslormação

Ó C D' ilZZ3 Ó -< Z,U »= V Bnc<Z,U> € D'
C€6

Proposição 2.3.4 Se ó C Z), então Ó < Z,U >-= ó <Z,t/>.

Prol;a - Como {a} = Bna, para todo C' C Ó , Ó = V Bnc;. Logo

C

pela Proposiç)
a€ó

aA..J ó.u.'i)

D
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Proposição 2.3.5 Se Ó € .Z)', ( C Z) e Ó = ( , então Ó < Z,U »= € <Z,U>.

Prova - Como {C'} = Bna, para todo C' C Ó , pela Proposição 2.2.1, Ó = V.Bna. Pol

outro lado, Ó = ( , portanto, ( = V Bna. Logo, pelas Proposições 2.3.1 e 2.3.3,

€ <z, u> = V B«<z,ü> = ó -< z, u' »

57

a€ó

Proposição 2.3.6 Se ó, ( C .D' e ó = ( , então i5 < Z,t/ »= ( < Z, U >..

amua - Como {(7} = Bna, para todo (7 € Ó , {.D} = 6no, para todo .D C € e l5 = e,
pela Proposição 2.2.1,

q B.~. :: 6 = t, = \l B-.
ac60€(

Logo, pelas Proposições 2.3.1 e 2.3.3,

V B«<Z, U> = V B..o(Z, U>.
acóocc

(consequentemente,
ó -<z,u »= (1-<z,u »

Proposição 2.3.'r S. C', D c P'(f), .«tão {C} A {D} = {C'} A {P<a,0>}.

PnotJa -

1. Se .o nC = 0 e

1.1. .D n C' = 0, então U(b', U) = -U. Logo,

{C} ,'\ {D} {a} A {n<C, 0>1;
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1.2. D n o # 0 e.O gl C, então .O<C',0> = Z) -- C'. Logo,

{O} A {D} = {CU O}

{C'U(D - C')}
{0 u D(C, 0> }
{0} A {P<C, 0>}

Ç (7, então .O<C,0> = {Q}. Logo,

{0} A {0}

{C' U {Q} }

{c} .\ {p<a, o>}

P<0, 0> = {0}. 1«go,

{c'} .A {o} {l0l}
{c u {0}}
{c'} A {n<ü, 0>}.

1.3. D nc;# ge.D

2 Se D nC# 0 então

Proposição 2.3.8 Se .A,B € .P'(8Ü e .B nã = g, então

({,4} A {B})<Z, t/> = {.4<Z, U>} A {.B<Z, P>}

Pvoua

Basta observar que

({.Á} A {B})<Z, U> (.4 U .B) <Z, U>}
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que

{.4<Z,U>} A { (Z,U>} = {.A<Z,U> U .B<Z,U>}

e que

n( G4 u p) <z, u> ) n("<',"> u "<',">)

Proposição 2.3.9 Se .A C P'(f) e B C P'(a'(f) -- f) então

({Á}A {B}) -< z,p »= {.A<z,u>} A(({.e} -<'Ã,0») -< z,u »)

Prova - Como {B} = BnB, pela Proposição 2.2.2, {Á} A {.B} = {.A} /\ Bna. Logo,

({.A}A{.B})-< Z,U» =( {.4lAB«)<Z,U>(Pr'p2.3.5)
V({..4lA{.D})<Z,U>(Pr'p 2.3'1)

l)eBnp

V( {,4}/'- {.D<],0>})<Z,U>(Pr'p. 2.3.7)
l)eBnB

V ( {«<',«>} « Ü"<','>0<,,«>) p«,. ,.'.ql)Cana

{"<', «>} «(..V G«<','>0<,, «>)''.D eBn .n

{"<', «>} « ((..y {«<','>D<,, «>) p-.,. '.;.o''' .Beba '

{"<', «>} « (@«<', 'o @, «>)

{"<',«>} « (@«<','D -« ',« »-) p«-. ,.;.',
{ 4<Z,P>} A(({B} -< ],0 ») -< Z,U »)(Pr.p. 2.3'5)

D
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Para facilitar a manipulação com disfunções na execução do algoritmo de Kumamoto
& }lcnley, serão utilizadas formas especiais de representação. Observe quc como para toda
disjunção Ó € D' se tem

ó - V( {cnc} « {';-c} ),
C€6

a Proposição 2.3.9 garante a existência de uma disjunçâo equivalente à Ó < Z, U >.. da
forma

Ó < z,u >. .

V' ' {a.} .~(«o.]« x.,o »-) -« z,u »), (2.3.2)

onde, para ] É $ 7?di < z.u>

. Ci C P'(&) o-- {Ci} = 0,

. 0{ € P'(o''(f) - f) o« {Di}

e C'iÇ Xi,

0,

. cin(z u 2;u u)= 0

Obseruaçâa

8 Para simplificar a notação, {Oi} = 0 ({.Di} g) será denotado por Oi ' g (Z)í = 0)

Para representar simbolicamente a equivalência entre Ó < Z, t/ » e (2.3.2), será
utilizada a forma

{(Ci,0í, Xi) : l $ Í $ "Ó .,,,» }Ó .,.u.' (2.3.3)

A forma (2.3.3) será denominada

e não-atava se Ci n f
,nÓ < z.u > '

0, para 1, , nó <z,cr> e .Di ?É g, para algum
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8 atava se (7i ne # 0, para algum { = 1,...)nÓ <z,ul- '

. terminal se (Oi,.Di,Xi) = ({0},Di,Xi), p,ra á ' l,...,nÓ.,.«. o" s'

(Oí, .Di, Xi) =({Q},0, 0), para alg«m { = 1,. .. ,"Ó .. ',".

Quando (2.3.3) é terminal e (Oi,.Di,Xi) = ({0},.D{,Xi), para { ' l,...,
nó < ,,. . , ó < Z, U » C 101, onde 101 representa a classe de equivalência das disjunções
para o evento 0. Quando (2.3.3) é terminal e (Ci,.Di,Xi) = ({n},0,0), para algum

á = 1, . . . ,nÓ < ,,.. , ó < Z, U » C lnl, onde lnl representa a classe de equivalência das
disjunções para o evento Q.

Dada uma árvore .4 qualquer, pode-se, introduzindo se necessário, eventos porta adi-
cionais, reescrever .4 de maneira que em sua estrutura só figurem eventos porta "NAND" ,
"NOR", "AND", "OR" e "NOT". Para a execução do algoritmo de Kumamoto & Henley,

supõe-se que a árvore ,4 tem esta propriedade.

Com base nas Proposições 2.3.1 a 2.3.9 e nas definições 2.3.2 e 2.3.3, o algoritmo de
Kumamoto & Henley para a obtenção da base completa para o evento topo T, de uma
árvore de eventos .4, consiste das seguintes etapas;

KH.i obtenha as expressões locais para cada evento porta da árvore de eventos .4, rees-
crevendo cada expressão local especial como uma combinação de expressões locais
fundamentais (veja Tabelas 1.2.1, 1.3.1 e 1.3.2 - Capítulo l), logo após a substi-
tuição de cada evento porta por sua expressão local. Complemente cada uma das
expressões locais obtidas para os eventos porta de .4, obtendo assim as expressões
locais fundamentais para os eventos porta de .4o

Kn.2 faça Z = ü = CI = 0 e Z)KX = {{(0, [r'},0)} Ó <z,D» }'

Kn.3 para cada forma não-atava

{(0i,Di,Xi): l s; Snó.,.,»}Ó.,,u. cDKX, (2.3.4)

obtenha uma forma

{(Ai, Bi, WI.) : l$ i$ mÓ . ,.,. } .6 .z,t,.' (2.3.5)
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utilizando a equivalência

6 < z,u > / \ Ó -<z.u » . -
:!"'*..,«('''',«*.,'»'«',«»): " x'"''«.,«(''',«".'»'«,,«»),

(2.3.6)
onde a expressão do lado direito de (2.3.6) é obtida através do seguinte procedimento:

Procedimento Atava

Ó < z.c'»
Seja .F C U .D{, o evento porta que ocupa o nível mais próximo do evento

topo T', e seja -#, o conjunto de entradas de F

Se -F gl .D{, então:

Bi= Di,
w; = xfl

Se -F C .D{, seja Gi Ç .Di tal que, para todo -r C Gi, a expressão local de .r é da

forma ] = nJ. Logo, {Gi} = {.Li}, onde .Li = {Q : Q é entrada de /, par

caso 1. Se .F = n.#, então /' C Gi. Logo,

{ } = {z n e} A {(D. - G.) u (L. - e)}.

Assim, na expressão do lado direito de (2

e se {.Li n e} = 0, então:

,4i= 0,

.B.=-L.U(D.- G.),

. se {.L.nf} #O, z.n.L. e(-Linc)<x:,0> # {0},e«tã«:

Á. - ((z. n e)<x.,0>)(z, u>,
-Li -'f) U (.0i - Gi),

62

i=l

a / C Gi}

a n f)<x # 0;caso contrárioU X se BN- t t9 ''" ''''t 7 vl } ' ' t
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e caso contrário

-4{ = {0},

m-o

caso 2. Se .F = U-H, então .F « (;f. Logo,

', , :&(('''«,-' ,-',) «(''«'-''''-'.''-'''",-'.,

Assim, na expressão do lado direito de (2.3.6), para .j - 1, . . . , k:

. se {({#.} uz.)nf} = 0, e«th:
.Aij = 0,
':. - ({"'.} u ".) u (". - «'} u GD),

',,))

. Se {({#.} u L.) n e} # o, ({#.} u z.) n (ÍXi'O'&)
({#j} U L.)<X., 0> # {0}, ente:

1«{«.} - "o .0 <.*., .>) <,, «>,

l«x,}u"D-c) U (".-«.,}uaD),

li(({x.} u ".) n e)<x',0>1 n €1 u x., « a.. # '; ".. ««t-á.i.,

8 caso contrário

Ái = {g},

wl, :r 0

com Zi = 0, se Gi = 0i

Simplifique a forràa obtida, utilizando as sequentes identidades

0 {10l} « («.a:} -« M,0 »-) -« z, t, »-) : {{0}}
n) ( v {c'})v {lgl} = v {c'}

ac e: ac z:
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Üi) {ÍQl} A (({-Bi} -< W;,0 ») -< Z,P ») = ({B.} -< W;,0 ») -< Z,U », se

i«) {G} V lla} A (({.B.} -< W;,0 >-) -< Z, U »)l = {G}, o«de G C P*(f).
Usando i) e ii), exclua da forma obtida todo trio ({0},Bj,WI), se mÓ .,... > 1;
usando iii), substitua todo trio ({Q}, .Bf, W:) por (0, .Bí, W}), se -B{ # 0; e usando iv),

exclua todo trio (G, .B{, W;), sempre (lue um trio (G, 0, 0) estiver contido na forma
obtida.

Se a forma obtida, após as simplificações i) a iv), é terminal, e
Ó < Z, U »C lnl, delete ( 2.3.4 ) de DKX e abandone (2.3.5); se a forma obtida
é terminal e (5 -< Z, t/ »C 101 , inclua Z em OÉ, delete (2.3.4) de Z)KX e abandone
(2.3.5); se na forma obtida .Ai n € # g para algum {, substitua em Z)KX, (2.3.4) por
(2.3.5); caso contrário, repita o Procedimento Aviva com a forma obtida.

Quando não existirem mais formas não-ativas em 'DxX vá para a etapa KH.4 ;

Kn.4 para cada forma atava {(.4i,-Bi,I'K) : l $ i$ mÓ .< ,,[,» }Ó <z,u» C Z)KX, escolha
um evento terminal E em algum ,4i n f # g e gere duas novas firmas

{(.Ai<Z U {-E}, U>, -Bi, }V.) l$ i$ mÓ .< z.{z),[' » }Ó <ZulÉ},U> (2.3.7)

(2.3.8){(.4i<Z, U U {-El>, .Bi, W.)

a partir das operações

e

l$ { $ mÓ .< z,u.{z} » }Ó <Z,UulE}»'

({.A.} A («.a;} -« w., 0 >-) -« z, u »)) -« {Z},0 » (2.3.9)

=r
Õ < z,u>

V({4lA(«-a.} -:w.,g»)-«z,P»)) QO,{.E} »-

Em (2.3.9)

e

l
(2.3.10)

('«.,«('',., « ",' »: «.,,« »)) « .',,. »:

e em (2.3.10)

{.4.{ÍE},#>lA l({Bi < W.,o ») < ZU{E},Ü » )

('« , «('', , « ",' »' « ,,« »)) « ...', »: {.4ieo,{Ell} À l({ai < n'í,o ») < z,uuÍE} » )
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Simplifique as formas obtidas, utilizando as seguintes identidades
(4.1)

{{0}} «(G".} -: w.,0 »-) -« r, " »-) : {{0}}

(y {a}) v {iol} = Vla},ocCcc(
para excluir da formaobtida todo trio({0},.B{,W.), se mÓ .,..n,«. > 1;

(4.2)

{lnl} A (({.o.} -< w.,0 ») -< r, y ») = ({.af} -< w., 0 ») -< v, y »,

se .Bi # 0. Nestes casos, substitua todo trio ({Q},.Bi, WI.) por (0,Bf, Uq);
(4.3)

{c} « lÍa}«(«".} -« w., o »-) -« v, " »)l : {';},
onde G C .P'(f). Nestes casos, exclua todo trio (G,Bi,W.), sempre que um
trio (G, 0,0) estiver contido na forma considerada,

o«de y = Z U {.E} (y = Z) e y = t/ (y = U U {.E}), se a forma (2.3.7)
((2.3.8)) estiver sendo considerada

Delete {(Ái, .Bi, tV.) : l $ { $ mÓ . z.« ,. } Ó <z.u» de Z)KH.

Kii.s para cada uma das formas, (2.3.7) e (2.3.8), obtidas em Kli.4 , proceda da seguinte
m aneira

(5.1)

(5.2)

(5.3)

se a forma(2.3.7)((2.3.8)) é terminal e Ó <zulE},u»(Ó <Z.UulEl>)
pertence a lnl, abandone(2.3.7)((2.3.8));
se a forma (2.3.7) é terminal e ó < zu {r),u pertence a 101 , inclua Zi;'iri em
Co e abandone (2.3.7);

se a forma(2.3.7)((2.3.8)) não é terminal, inclua(2.3.7)((2.3.8)) em Z)KH.

Se(s.3) foi realizado e uma forma aviva(2.3.7)((2.3.8)) foi incluída em Z)KH,
volte para KU.4, chamando .4i<ZU{.E},U>( .Ai<Z,t/U{El>) de 4i e ZU{.E} de Z

(t/ U {E} de t/) ; Se (s.3) foi realizado e somente formas não-ativas foram incluídas
em Z)KH, volte para KH.3 , chamando m de n, .Ai<Z U {.E}, t/) (.Ai(Z, U U {.El>) de
Ci, .pide J)i, WI. deXieZU{.E} de Z(UU{E} de U),se(2.3.7)((2.3.8)) foi
incluído; caso contrário, vá para a etapa Kn.õ ;
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KH.6 para '4,.B C O$, elimine .4 se .4 : .B. B, o conjunto resultante, é a base completa
para T

Na etapa KU.s , para cada uma das formas, (2.3.7) e (2.3.8), obtidas em Kn.s , está
se verificando as informações contidas nas operações

(Ó -< Z,U ») -< {.E},0 » e (ó -< z,u ») -< o,{z} » ,

com relação à base completa para T. A natureza das inílormações que são possíveis de
obter ficarão mais claras quando for discutido o Teorema 2.3.3, onde prova-se que todos
os conjuntos suficientes mínimos para T são obtidos através deste algoritmo.

Teorema 2.3.3 Sda i5 € Z)' uma didutzçõo pam T' e .Z, o conlunZo dos paras (Z,U)
correspondentes às formas terminais geP"abas pelo algoHtmo de Kumamoto êl HenletJ, isto
é, taí. g«. ó -< Z,t/ » C l01 - -5 -< Z,P » C IOI. Oe#-

Wi = {(Z, U) c Z : Ó -< Z, U » c l0l},

Wn = {(Z, U) C Z : Ó -< Z, U » C lnl},

cl = {'z : (z, u) € w'b} '

Cn (Z, U) C Wn}

/ Todo elemento de C$ é su$ciente para T;

2. Temo cotÜunto su$ciente mÍhÍmo para T perte7zce a Oi

amua - Seja € C Z) tal que l5 = €

l

SeZC CI,então ó -< Z,t/ »= e<Z,U> C 101. Logo,paratodo.B c e, .Bnz# 0
(veja Definição 2.3.2) e portanto, IB n 7 # 0. Assim, n2' ç UIB, para todo .B C ( e
consequentemente, nZ Ç Í) U.a = T.

c€
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Como Z satisfaz z n z ?É 0 e nZ Ç T, Z é suficiente para T

2

Para cada par (Z, U) tal que Z n (7 U U) = 0, seja

slz,ul {.Acp'(f):zçÁ, un.A=0}

Na execução do algoritmo de Kumamoto & Henley, cada par (Z, t/) C Z é construído
por etapas até eventualmente pertencer a Wi ou a Wn. Na primeira etapa do processo,
um evento .E C f é escolhido e os pares ({Z},0) e (0, {E}) são gerados. Utilizando este
evento escolllido é possível dividir P'(e) em duas classes disjuntas:

SllZ},Ol={ eJ'''(C):lE}Ç.A} e Sl0,{ }l { ep'(e):ÍEln4
Logo,

p'(f) = slÍ-E},01 + slo, {zll.
Na etapa seguinte, escolhe-se um evento F C f, tal que F # E , .E', gerando os pares
({Z,r},0) e ({.E},{/'}). Utilizando este novo evento, é possível dividir SllZ},01 em
duas classes disjuntas. Assim,

sl{.E},OI = sl{.E,/'},ol+ sllz},{r'll

De forma análoga, através da escolha de um evento G € f, tal que G # .E, os pares
({G},{.E}) e (0,{E,G}) são gerados. E assim, Sl0,{.Cll pode scr dividida em duas
classes disjuntas;

s10, {zll {.Ell + slo,{z, all.
Portanto, pode-se reescrever r''(é') como

p'(f) .p},ol + sllr},{pll + slla},{.Ell + slo,{z,all
Este processo continua até que cada par (Z,t/) pertença a (U/l U U/n). Dessa forma,
P'(f) pode ser escrito como

p'M- ( E s]',"]) -- ( E ']',"]).
(Z,U)eWB (Z,U)eWn

Pela definição de SIZ, t/l, se E € SJZ,UI tem-se: E n t/ = 0 e .E n E = 0. Como
Z Ç .E, então .E n 2: = 0. hgo, .E n (7 u u) = 0.
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Suponha que .E c SJZ,UI e (Z,t/) C Wn. Logo, Ó -< Z,U »= ( <Z,U> C lnl.
Assim, existe um -B C ( tal que .B Ç (ZU U) (veja Definição 2.3.2). Como -B Ç; (ZUU) e
.E n (7U t/) = 0, então .E n .B = 0, e portanto (nlE) n (n.B) # g. Logo, nlE gl UIB. Então,
ílE gl n UB = T. Dessa forma, -E não é suficiente para T e portanto, Z Ç -E não é

suficiente para T. Consequentemente, todo conjunto suficiente mínimo para T pertence a
B€(

D

Através do Teorema 2.3.3, pode-se notar que na etapa Kn.4 , a disjunção gerada
em (2.3.7) vai formar a classe dos conjuntos suficientes mínimos para T que contém o
complementar do evento terminal escolhido e a gerada em (2.3.8), vai formar a classe dos
conjuntos suficientes mínimos para T que não contém o complementar do evento terminal
escolhido.

Exemplo 2.3.8 - A aplicação do algoritmo de Kumamoto & Henley à árvore de eventos
.4, definida no Exemplo 2.3.5, fornece o seguinte resultado:

EZ«P«Ã'#.2 0o u=o D*H {r},o)}Ó..,..}.

Etapa .KN.g A aplicação do Procedimento Aviva à forma {(0, {T'}, 0)} Ó <0,0»' rnece

caso l.

D .F -E;:nE;, .H. ,.E;,} {lT'll=ll-E;:,-E;:l}
.A = 0 B = {.E;:, .E;,}

Assim, a forma obtida é { (0, {.E;i, .E;2}, 0) } Ó <o.o», que é não-aviva. Então, aplicando o
Procedimento Atava à essa forma, tem-se que:

#.
w'-o

caso 2

D .p = .E;: = Q' u .E;: .# .Eg,} .L

{Í";:,";,}} : {l';;,}} « ({le'l} " {l'g,}})
{{(2', -a;:l} v {{.E;:, .E;,}}

:({1'2'1} " {1';,}}) « {Í';,, ";,}}
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Logo,
.4: .B: = {-E;,}

.a, -E;,,Zâ,}
} -lQ}

{({Q'}, {.E;,},{Q}),(0,{.E;,,E3',},0) }Ó..,..}

Etapas KX..4 e K#.5 Escolhendo C?' e realizando as operações

(Ó -< 0,0 ») -< {C?'},0 » e(Ó -< g,0 ») -< g,{Q'} »,

tem-se as formas

Assim )

{(0, {.E;,, .q,},0) }Ó ....},$»

{(0, {.a;,}, {c?}),(0, {.E;,,-E;,}, 0) }.5 ..,{e'}»'
quesão não-ativas. Logo,

{ (g, {z;,, .Eâ,}, 0) }Ó ....},#» '

{(0, {.E;,}, {Q}),(0, {E;2''E3'},0) }Ó ..,{e'}» }'

Etapa Ã'#.3 Considerando a forma { (0, {E;2,E3c2}, 0) }Ó <lQ.}.0», pêlo procedimento
aviva, tem-se que:

e

caso 2.

Dêle;,,E3 2} -F'-E;, u.PUS ,.a=lQ,X',S} .[ S',R}

Clamo (; = .Z?32 = P r) SC í'l l?

{Í";,,"g,}} : {l'',s',"l} «({lQl}« {l"l} " {lsl})
{lQ, p', s', -nJ} v {Í-p, p', s', -Rl} v {ls, p', s', Rl}

= {lQ, p', s', -nl}
Logo,

Á p',s', Rl<lQ'},0> s',-R}
Assim, a forma atava obtida é:

{ ({P', S', -R}, 0, 0) }ó ....

B-0 w- 0.
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Por outro lado, considerando a forma

{(0,{Z;,},{Q}),(0,{Z;,,.Q,},0) }.õ..,{eo»'

pelo procedimento aviva, tem-se que:

caso 2.

F =.E;,= Q u.zr u s .H = {Q, .p, s}

Para .DI = {-E;2l:

{{.e;,}} -< Q,0 » = {Íel<Q,0>} v {lx'l<Q,g>} v {lsl<Q,0>}
= {lR'l} V {lSl}.

Para .Dz -: {.E22, -E;2}, como (; = -Eâ2 := pc n sc n .l?,

{{.E;,, -Eâ:l} =Í{Q,p', s', al} v {lR', p', s', .nl} v {ls, p', s', xl}.

Logo,

({lE;,}} -< Q,O ») V {{.E;,, -Eâ,}} = {iR'J} V {ÍSl} V {lQ,P', S', Rl}

Assim,

.4: = {x'l<0, Q'>

.A, = {sl<0,Q'> = {s}

.,4, = {Q, p', s', .nl<o, Q'> = {Q, p', s', -n}

TVl-0.B: = 0
.B, = 0

}1 - 0.B; = 0

Portanto, a forma obtida é:

{({.p},0,0),({s},g,g),({Q,p',s',.n},0,0) }.5..,.'..
Logo,

D- { ({P',S',R},0,0) }Ó.{..}..» '

{({X'},0,B),({s},0,g),({Q,p',s',.R},0,0) }ó..,{o'}» }
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Etapa KH.5

Escolhendo P' e realizando as operações

(ó <lQ'},0»)-<1P'},0» e(ó -<lQ'},0»)-<0,{P'}»,
tem-se a forma

{ ({g},0, 0, ) }Ó .{o..'o,..
que é terminal, com ó -< {C?',p'},0 » C 101, e portanto Og = {lC?,Pl}. E tem-se a
forma

{({S', -R}, g, 0,) }Ó .{..},{p'}»'

l

que é aviva.

Logo, escolhendo S' e realizando as operações

(-5 -< {(2'},{P'} ») -< {S'},0 » e(Ó -< {Q'},{P'} ») -< 0,{S'} »,

tem-se a forma

{ ({o},o,o,) }.õ ....,''},{,'}»'

que é terminal, com ó < {Q', S'},{P'} » C 101, e portanto OI = {lC?,P}, {C?,Sl}. E
tem-se a forma

{({R},0, 0,) }ó .{..}.{''',''}»'
que é ativa. Portanto, escolhendo R e realizando as operações

(ó -< {Q'},{P',S'} ») -< {.n},0 » e(ó -< {Q'},{P',S'} ») -< g,{R} »,

tem-se a forma

{({o}, o, o,) }.õ ....,'}.{''','')»,

que é terminal, com ó -< {Q',.R},{P',S'} » € 101, e portanto C# = {lQ,P},{Q,S},
{Q, R'l}, e tem-se a f.rm'

{({n}, 0, 0,) } Ó .{..},{''','',-}»'

que é terminal com ó -< {Q'}, {P', S', -R} » C lnl.

Escolhendo E e realizando as operações

(ó < 0,{Q'} ») -< {X'},0 » e(ó -< 0,{Q'} ») -< 0,{R'} >-,
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tem-se a forma

{({n},0,g) ,({S},0,0) ,({(2,P',S',X},0,0) }Ó...{':'.e'}»'
(lue é terminal, com ó -< 0, {R', Q'} » C lnl , e tem-se a forma

{({S},0,g),({Q,P',S'},0,0) }Ó....},{e'}»'
que é atava. Assim, escolhendo S e realizando as operações

('5 -< {.P},{(2'} ») -<ÍS},0 » e(ó -< {a'},{Q'} ») < 0,{S} »
tem-se a forma

{({n},g,0),({e,p',S'},0,0) }ó....}.{e','}»'
que é terminal, com Ó -< {.IZ'}, {Q', S} » C lnl, e tem-se a forma

{({(2,p'}, 0, 0) }.Õ ....,'},{o'}»'
que é atava. Então, escolhendo Q e realizando as operações

('5 -< {-P,S},{C?'} ») -< {Q},0 » e(Ó -< {a',S},{Q'} ») -<0,{C?} »,
tem-se a forma

{({0}, 0, 0) }Ó .{..,'.e},{e'}»'
que é terminal, com i5 -< {.1?', S, (2}, Q' » C 101 , e portanto O#

{R, S', Q'l}, e tem-se a form-

{({p'}, 0, 0) }Ó ..,.,'},{e'.e}»'
que é aviva. Assim, escolhendo P' e realizando as operações

(ó -< {-P,S},{Q',Q} ») -< {P'},0 » e(Ó -< {X',S},{(2',Q} ») -< 0,{P'} »,
tem-se a forma

{lQ, p} ,{Q, s} , {Q, .R' } ,

{({0}, 0, 0) } Ó ....,',''},{e',e}»'
que é terminal, com Ó -< {-R', S, p'}, {Q', Q} » C 101 , e portanto OO = {ÍC?,P}, {Q, S},
{Q, .R'}, {.R, S', e'}, {.R, S', Pl}, e tem-se a forma

{({Q},0, 0) }Ó ..,.,'},{e',e}»,
que é terminal, com ó R {.l?,S}, {Q', Q,p'} » € 1nl.

Etapa .K#.6 Como não existem .4, -B C Co tal que ,4 D .B, a base completa Zi para T é

0o = { {Q,P}, {(2,S}, {Q,.F}, {R, S', Q'}, {-R,S',P} }.
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2.3.3 Cortes Espúrios

O objetivo deste tópico é apresentar as dificuldades que um analista de confiabilidade
pode encontrar ao tentar modelar alguns problemas aplicando os métodos convencionais
de construção de árvores de eventos, que são, em geral, uti]izados na. prática. Para ta],
será apresentada uma modelagem feita por Fussell, que se encontra em ILaml, para o
problema do sistema de iluminação descrito no Exemplo 1.2.3 (Capítulo 1). A árvore de
eventos obtida para o evento topo "falta luz" é dada na Figura 2.3.1 abaixo.

FALTA LUZ

FORÇA ELETROHOTRIZ
REMOVIDA DA LÁIPADA

FALHA D
LÀHPADA

FORÇA ELETROHOTRIZ RE
MOVIDA DO CIRCUITO APLICADA AO CIRCUITO B

QUANDO REMOVIDA DO CIR-
CUITO A

FALHA D.
BATERIA otl

ABERTURA DO CON-
TATQ DO RELÊ n.l

CONTATO DO RELÊ
RL2 NÃO FECHA

FALHA
jBATeniA

CaNTATa Da RELÊ
RLI ABRE INAD-
VERTIDAMENTE

FORCA ELETROHOTRlz nc4
.IHVIDA DA BOBINA KI

êàutità ini IÊI.Ég
RL2 FALHA A8ERTI

TORCI ÉI.ÉTRãIàtIIIIId
REMOVIDA DA BOBINA K2

rOnCA ELETROHOTRiz RE]
HAVIDA DO CIRCUITO CI

FORCA ÉI.ÉTnOIàtIIZ II
REMOVIDA DO CIRCUITO C

CHAVE CH FALHA
FECHADA

FORÇA ELETROHDTRIZ RE
MOVIDA DA CHAVE CH

CHAVE CH ABRE
INADVERTIDAMENTE

FALHA
BOBINA

FALHA od trALHA D
BOBINA Kal IBATeniA B

Figura 2.3.1: Arvore de eventos para o evento topo "falta luz"
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Nesta árvore existem dois eventos mutuamente exclusivos que estão indicados com

bandeiras pretas Utilizando as definições dadas no Exemplo 2.3.1 para os eventos termi-
nais básicos da árvore, e aplicando o algoritmo DN, a seguinte base completa B é obtida
para o evento topo "falta luz":

B = { {Z,} , {.Bl} , {.R.[l.i,.RZ.2/.} ,

{RZ2.Í. , .Kl} {RZ2/. , K2} {-R-[2/., -B2}

+

{Ã.'l,a-H//} ,{RZ,2.r., (;.#.i} , {-RLI.i, 0.H/.r}

t+
+

K2, a-#//} , {B2, (.;H//} , {(7-H.i, C'-H//}

Os cortes mínimos marcados com o símbolo + são espúrios. O corte mínimo

{O'.irai,C-H//} é obviamente espúrio, pois a chave CH não pode falhar fechada e abrir
inadvertidamente ao mesmo tempo. Os outros cortes mínimos espúrios são menos óbvios,
mas observe que se .KI, .K2 ou B2 ocorrerem, para o sistema de iluminação falhar, basta
que o evento R-L2.Í. ocorra, sendo a posição da chave CH irrelevante.

2.4 Bases Irredundantes

Quando a base completa B para o evento topo T, de uma árvore de eventos .4,
satisfaz a condição (UB) n(UB) # 0, é possível obter B' C B, tal (lue B' = B, e que

nenhum B" C B' satisfaz B" = B'. Uma disjunção normal B' com estas propriedades é
uma base irredundante para T

Equivalentemente, uma base irredundante é uma disjunção normal, cujos conjuntos
suficientes não são supérâuos e nem são formados por eventos terminais básicos supérfluos,
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no sentido das definições abaixo

Definição 2.4.1 ZI/m conltinto su$ciente O é supérPtzo em uma disÜuzzção norma/ Ó , se

ó = ó - {o}

Definição 2.4.2 t/m euenlo termina/ básico .E é supér$uo em um c07Üwnto su$cÍe7zte O',
pertencente a uma disfunção norma/ Ó , se

- {0}) V {0 - {.El}

Vários métodos foram propostos para a obtenção das bases irredundantes para um
evento topo T, cuja base completa B satisfaz (UB) ÍI(ÜB) # g (cf. IQui21, IReul, IGhal,
IMenl). Como a partir destes métodos todas as bases irredundantes são.obtidas, a base
irredundante mínima para T é simplesmente selecionada deste conjunto. Porém, estes
métodos possuem a desvantagem de serem aplicáveis somente á árvores de eventos .4,
cujas estruturas não são muito complexas: o mapa de Karnaugh IMenl, por exemplo, é
um método gráfico, cuja aplicação é restrita à àrvores com um número.bem reduzido de
eventos terminais básicos (6 a 8); os outros métodos, obtém todas as bases irredundantes
partindo de duas disfunções normais para 7', sendo uma delas a base completa.

Um método bastante simples para a obtenção de uma base irredundante, denomi
nado Teste de Dispensabilidade, que é citado em IQuill, consiste em:

Obtida a base completa B para o evento topo T, de'uma árvore de eventos .4, C' C Zg
é dito dispensável, e pode ser eliminado de B, se

(B - {c})<a, g> = {lnl},

onde o operador <a, 0> é dado pela Definição 2.3.2 (Algoritmo de Kumamoto & Henley).
Se a é dispensável, então 6 -- {O} = B. Assim, testa-se um a um os conjuntos suficientes
mínimos para T, em B, para verificar se são dispensáveis ou não. A medida que um
conjunto suficiente mínimo dispensável é identificado, este é eliminado de 23, antes de
prosseguir os testes. Após todos os conjuntos suficientes mínimos terem sido testados, a
base resultante é uma base irredundante para T
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Exemplo 2.4.1 - A aplicação do Teste de Dispensabilidade à árvore de eventos .4, definida
no Exemplo 2.3.5, fornece o seguinte resultado:

Pela aplicação dos algoritmos de Quine, Nelson e Kumamoto & Henley à árvore de
eventos .4, a base completa para o evento topo T de .4 é dada por:

B p} , {Q,s} , {0,.p} , {Q',-R,s'} , {p,-R,s'l}.
Assim:

O conjunto suficiente mínimo {Q, S} não é dispensável, pois:

(B - {Q, s})<{0', s'},o> = {lp}, {x'l}.

mínimo {(2, .1?'} não é dispensável, pois:

(B - {(2,.p})<iQ', -R}, o> = {lp}, {sl}.

O conjunto suficiente mínimo {C?', .R, S'} não é dispensável, pois:

(B - {Q', -R, s'})<lQ, x',s}, o> = {lpl}.

O conjunto suficiente mínimo {.P, -R, S'} é dispensável, pois:

IB - {p,R,s'})<ip',.p,s},0> = {1Q},{c?'l} {lnl}.

O conjunto suficiente mínimo {C?, P} não é dispensável, pois:

l(õ - {p, R, s'}) - {c?,p})<{(2', p'}, o> = {ls}, {R'l}.

O conjunto su6ciente

Logo,

{{(2,p} , {(2,s} , {Q,x'} , {c?',-R,s'J},
é a base irredundânte obtida, através deste algoritmo

Oóseruação:

e A eliminação de um conjunto suficiente mínimo dispensável, pode fazer outro con
junto suficiente mínimo inicialmente dispensável, indispensável.

e A base irredundante obtida por este método não é necessariamente mínima.
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Outro método para a obtenção de uma base irredundante para T é dado em IACICSI.
Este método, proposto por Contini, é um algoritmo simples, que parte de uma disfunção
normal Ó para T, e obtêm uma base irredundante para T, utilizando a identidade de
Shannon,

Ó =({{ }} A Ó<{.E'},0>) v({lz'l} .A Ó<1-E},0>),(2.4.í)
onde os operadores <1-E'},0> e <Í-E},0> são dados pela Definição 2.3.2 (Algoritmo de
Kumamoto & Henley).

Apesar de não haver garantias de que a base irredundante mínima é obtida por este
algorítmo, o autor comenta, baseado em aplicações à vários exemplos citados na literatura,
que se a base irredundante obtida por seu algoritmo não é mínima, ela está bem pr(5xima
de uma. O algoritmo é descrito a seguir:

Algoritmo de Contini

O algoritmo de Contini IACCSj é realizado em duas fases: a primeira, denominada
expansão, utiliza (2.4.1), com o objetivo de isolar os possíveis eventos' terminais básicos
supérfluos; a segunda, denominada redução, utiliza a expressão resultante da fase de
expansão e realiza vários testes para eliminar os eventos terminais básicos supérfluos e os
conjuntos suficientes supérfluos .

Procedimento de Expansão

O Procedimento de Expansão é realizado através das seguintes etapas

nxp.i caso não se disponha de uma disjunção normal Ó para o. evento topo de interesse,

derive uma,.através do algoritmo DN ou do algoritmo de Fussell, Henry e Marshall
(Seçü 2.3.1);

nxp.2 utilizando a identidade de Shannon, obtenha a disjunção

({{.El} A ó<{.E'}, 0>) v({l-E'l} A Ó <1-E},0>) = Ó ,

onde(.E,-E') C CÓ = {(.r,.r') : /,/' c(u Ó) n(UÓ)} é o par de eventos terminais
básicos que aparece o maior número de vezes em õ ;



Capítulo 2: Análise Qualitativa 77

nxp.3 simplifique ( U OC'<{.E'},0>) e ( U Oa({.E'},g>), usando as identidades
a.Ó aeÓ

i) Á u(.An.B)=.Á
ii) Q U.A

iii) A + Á'- Q

i«) A + (Á'n-B) =.A u.B,

obtendoasexpressões U O.O e U O.O. Chame ói e ó2dedisjunçõesnormais
oeÓ: oeÓ,

residuaisl

Repita Exp.2 e EXP.3, com cada disjunção normal residual 7 obtida no final da etapa
Exp.% até que CI = 0, para cada disjunção normal residual considerada.

As disfunções normais residuais obtidas no final do Procedimento de Expansão são
irredundantes mínimas, já que eventos terminais básicos complementares não fazem parte
desuas expressões.

Procedimento de Redução

Por construção, uma subexpressão típica da. expressão obtida no final do Procedi
mento de Expansão é do tipo:

({{.El} A ó :) V ({{.E'l} A ó ,), (2.4.12)

onde i5 l e (5 2 são disjunções normais residuais e os eventos terminais básicos -E, .E' foram
utilizados na etapa EXP.2 para a realização de uma expansão.

Para realizar a transformação de (2.4.12) em uma base irredundante, é necessário
eliminar os conjuntos suficientes supérHuos e os eventos terminais básicos supérfluos da
expressão.

Começando das subexpressões contidas nos parênteses mais internos, até chegar nos
parênteses mais externos, da expressão obtida no final do Procedimento de Expansão,
cada subexpressão do tipo (2.4.12) é transformada em uma base irredundante. Assim, ao
final deste procedimento recursivo, obtêm-se uma base irredundante para T
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1. Eliminação de Eventos Terminais Básicos Supérfluos

A transformação de cada subexpressão do tipo (2.4.12) em uma base irredundante é
realizada eliminando-se, primeiramente, os eventos terminais básicos supérfluos. Como na
expressão (2.4.12), Ó l e Ó 2 já são irredundante mínimas, os únicos candidatos a eventos
terminais básicos supérfluos são .E e .E'. Assim tem-se os seguintes casos:

(1) Conjuntos suficientes onde ambos, E e .E', são supérnuos
Estes conjuntos são elementos de Ó l n l52. Observe que se .4 C Ó l n ó 2,

({lZl} } A {.4}) V({lE'} } A {.4})

(2) Conjuntos suficientes onde somente .E é supérfluo

Se .E é supérfluo em um conjunto suficiente 4 U {.E}, ,4 C Ó . -- Õ 2,tem-se

({lzl} v({lzllA(ó: - {'4})) v({iz'llA Ó,))<1',0> =

({{.El} v «{.E'l} A Óa)<7,0> =

Como .E, .E' « ,4 C i5 l U Ó2, estes conjuntos são os elementos ,4 € Ó 1 -- ó2 tais

que
Ó ,<7, 0> = {{ }}.

(3) Conjuntos suficientes onde somente .E' é supérfluo

Analogamente ao caso (2), estes conjuntos são os elementos de .A € Óa -- ÓI tais
que

ó :<lÃ,o> = {{ }}.

Denominando a disfunção normal formada pelos conjuntos suficientes obtidos no
Caso (1) de I'12, no Caso (2) de I'i e no Caso (3) de I'2, (2.4.12) pode ser escrita como:

({{.El} A € :) V({{.E'l} A (,) V I': V I', V F-2,

-de € : = Ó - -- (I'- V I':,) e ( , = Ó , -- (I'2 V I':,).
(2.4.13)
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2. Eliminação dos Conjuntos Suficientes Supérfluos

Após a eliminação dos eventos terminais básicos supérfluos, tem início o processo de
eliminação dos conjuntos suficientes supérfluos. Estes conjuntos são dados pelos seguintes
casos:

(1) ({-E} U .A), onde .A C ( :, é supérfluo em (2.4.3) se

(({{.El} A(C: - {'4})) v({{.E'l} ,'\ (,) vr: vl', vi'«)<ÍIE.F'Ü'Ã,0> = {{ }}.
Porem, se I'2 = 0, então

((:-{.A})VI':Vr,VI'-, -{.4})VI'-VI':: -{.A},e({-E}U.4)«ã.
pode ser supérfluo, pois Ó l é irredundante.

(2) Analogamente a (1), ({.E'} U ..4), onde .A C € ,, é supérfluo em (2.4.3) se

({Í-El} A (:) v({lz'l} A(C, - {'l})) v r: v r, v r:,) <ÍIÊ;Í'a'Ã, 0> = {lol}.
Porém, se I'i = 0, então

(e,-{.A})VI':VI',VF:, -{.4})VI'-VI'.,{.A},'e({-E'lU.4)«ã.
pode ser supérfluo, pois Ó 2 é irredundante.

(3) .4 C I'i é supérüuo em (2.4.3) se:

(«{-El} " eJ " «{.E'l} " eJ " a: - {.AD " r, « r:,)<7,g> =

(«{-Ell"e D"«{-E'll"e J"a: -{.AD'"«{.Ell"l{.E'lD"F,«r:D)<ã, O> :

(({{.El} A(C: v I', v r«)) v({{.E'l} A Ó,) v(i': - {'4})) <7, 0> =
{ÍQl}.
Como .4 C I'i, então .E é supérfluo em ({E}U.4) e vale Ó ,<ã, g> = {lç2l}. Portanto,
basta verificar a equivalência

((: v r, v r-: v F- -:{.4D) <ã, 0> = {1nl}.
Porém, se I'2 = g, então

Ó - V I'2 V I'12 V (1'1 -- {.4}) = Ó : V (I'i -- {.A}) V I':, = Ó : -- {.A}, e Á nã. pode ser

supérfluo, pois Ó l é irredundante.
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(4) Se .A C I'2, então analogamente ao Caso (3), .4 é supérfluo em (2.4.13) se:

( «{.El} " (J"«{.E'l} " eJ " r: " a, - {,4Dv r.,)<7,0> =

(C,vr-v(r,-l4})vr:,)< ,g> - {lQl}.
Porém, se I'i = 0, então

(:V I'l V I'i2V(1'2 -- {.4}) = e, V(1'2 -- {.4})V I'12 = Õ 2 -- {.A}, e .4 não pode ser

supérfluo, pois Ó 2 é irredundante.

(5) Se .Á C I'i2, então nenhuma identidade precisa ser verificada, pois 4 não pode ser
s«pérfl-, o« s.ja,

(«{.Ell" (D " «{.E'll" CJ"r: "r, "a-, - {.4D)<7,0> :

(G{.'l} «@: - {"U " 01''1} " @, - {'N)<','> : {1'1},
pois (ÓI -- {.4})<7,0> # Q e (Ó2 -- {.4})<],0> # Q, devido a ÓI e Ó2 serem
irredundantes.

Pode-se resumir estes resultados da seguinte forma

1) Se 1'l = 0 e I'2 = 0, a expressão (2.4.13) não possui conjuntos suficientes supérfluos.

2) Se I'i = 0 e I', # 0, os conjuntos suficientes supérfluos pertencem a ( ..

3) Se I'i ?É ü e I'2 = g, os possíveis conjuntos suficientes supérfluos pertencem a ( 2'

4) Se I'i # 6 e I'2 # 0, os possíveis conjuntos suficientes supérfluos podem pertencer
f' f' T- ... I'

a

22}l 9

Exemplo 2.4.2 - A aplicação do algoritmo de Contini à árvore de eventos .4, definida no
Exemplo 2.3.5, fornece o seguinte resultado:

PTwedimento de Expansão:

Etapa EXP.l

Z?tapa .D.N.-7 Através do método "t

T :: .E2iU,E22

op-down
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(Q n z«) u (c?'n xn s')

lo n(P u s u R')l u IQ'n R n s'l

Etapa DN.2

IQn(pusux')l u IQ'nuns'l
(Q n p) u (Q n s) u (Qn x') u (Q'n xns')

Etapa EXP.2

ó -( {lQJ}««{'l} "lÍsll"Íl"':lD) «( {1'9'11"1Í",s'l} )

Eta,pa EXP.3
ó {lP} {S} , {R'l}

e

Ó,

Procedimento de Rcdu ção:

1. Eliminação de eventos terminais básicos supérfluos.

(1) Como não existem conjuntos suficientes comuns em Ó ] e Ó 2, C? e e' não podem ser
ambos supérfluos

(2)

Q não é supérHuo em {Q, rJ, poi

({lR, s'l})<lP'},0> S'l}.

Q não é supérfluo em {Q, S}, pois

({ÍR, S'l})<lS'}, g> = {lOl}.

(2 nh é supérfluo em {C?, R'}, pois

({iR, S' }})<{ -R} , 0>

S
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(3)

Q' não é supérfluo em {Q', R, Sc}, pois

({lpl} v {lsl} v {lnl})<ln,s},o>; {lpl}

2. Eliminação de conjuntos suficientes supérfluos.

Como I'i = 1'2 = 1'iZ = 0, nenhum conjunto suficiente pertencente a ó é supérfluo

ó = { {c?,p} , {Q,s} , {Q,.P} , {Q',R,s'} },

é a base irredundante obtida através deste método.

Logo,



Clapítulo 3

Análise Quantitativa

3.1 Introdução

No capítulo anterior considerou-se apenas o aspecto determinístico das relações en-
volvendo eventos especiais de uma árvore de eventos, tais como eventos terminais básicos,

eventos suficientes mínimos e evento topo. Neste capítulo, o interesse está em estudar o
comportamento dinâmico desses eventos que, ao longo do tempo, apresentam variações
de estado regidas por mecanismos aleatórios.

Suponha que um determinado modo de falha T dc um sistema dc engenharia é
modelado por uma árvore de eventos. Para precaver-se contra os prejuízos ou riscos en-
volvidos na ocorrência de T, um conjunto de medidas acauteladoras, conlumente chamado
de programa de manutenção é adorado, com Q objetivo de verificar, ao longo do tempo,
a ocorrência de eventos terminais básicos indesejáveis, e remover suas causas, quando
possível. Este processo de remoção, normalmente constituído por uma anão de reparo ou
substituição de um componente do sistema, renova as condições para que esses eventos
terminais básicos voltem a ocorrer, fazendo com que esse efeito "on-oH", que se alterna
ao longo do tempo, sqa propagado, a partir dos eventos terminais básicos, para todos os
demais eventos da árvore.

83
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Para avaliar o efeito desse conjunto de medidas acauteladoras, cosa.uma-se estudar o
comportamento dos processos que descrevem, para cada evento .E de interesse da árvore
de eventos, a ausência e a presença, ao longo do tempo, de condições que impliquem sua
ocorrência. Nesse estudo, cujo escopo depende do nível dc detalhe que se deseja a respeito
desses processos e que constitui o que normalmente é denominado análise quantitativa da
árvore de eventos, a seguinte terminologia é adorada:

1. 0 tempo de permanência ("sojourn time") no estado que representa a presença
(ausência) de condições que impliquem a ocorrência de .E é denominado tempo de
espera (tempo de remoção) para .E;

2. Se eM um dado instante, as condições que impliquem a ocorrência de .E estão
ausentes (presentes) diz-se que .E está indisponível (disponível) neste instante.

Na análise quantitativa de uma árvore de eventos, as características do comporta
mento dinâmico dc um evento .E de interesse, tipicamente avaliada, são:

8 0 número médio de ocorrências do evento E no intervalo [0, t];

8 0 número médio de remoções do evento .E no intervalo tO, tl;

8 a indisponibilidade do evento .E no instante t;

e a função de densidade do número médio de ocorrências do evento -E;

e a função de densidade do número médio de remoções do evento .E;

8 a intensidade condicional de ocorrência do evento .E;

e a intensidade condicional de remoção do evento E;

Expressões analíticas para as características dinâmicas relacionadas às ocorrências
de eventos especiais de uma árvore de eventos, tais como eventos terminais básicos, even-
tos suficientes mínimos e evento topo, foram desenvolvidas por Vesely IVesl. Kumamoto
& Henley IHKI desenvolveram expressões analíticas para as características dinâmicas
relacionadas às remoções de eventos terminais básicos e eventos suficientes mínimos.



Capítulo 3: Análise Quantihtiva 85

Tanto Vesely IVesl como Kumamoto & Henley, desenvolveram as expressões para o caso
de árvores de eventos, cuja base completa B, para o evento topo, satisfaz a condição
(UB)n(ÜB)=0.

Generalizações das expressões desenvolvidas por Vesely foram obtidas por Inagaki
& Henley jilil, para o caso de árvores de eventos, cuja base completa B, para o evento
topo, satisfaz a condição (UB) n(tj8) # 0.

Em seus trabalhos, Vesely, Kumamoto & Henley e Inagaki & Henley não procuraram
utilizar ferramentas formais da teoria dos processos estocásticos, no desenvolvimento das
expressões analítica para as características dinâmica dos eventos especiais que trataram.
As expressões analíticas aparecem em meio a uma discussão informal do problema, di-
ficultando não somente a leitura dos trabalhos como também a percepção dos aspectos
fundamentais dos modelos e da necessidade de determinadas hipóteses.

Neste capítulo, procurar-se-á preencher essas lacunas deixadas pelos autores men-
cionados acima, no contexto de árvores de eventos, cuja base completa B, para o evento
topo, satisfaz (U B) n(U ZJ) # 0. Também serão desenvolvidas para este caso, as expressões
analíticas das característica dinâmicas relacionadas às remoções de eventos especiais de
uma árvore de event.os. Assim como nos trabalhos mencionados, serão trat.idos apenas
eventos especiais como eventos terminais básicos, eventos suficientes mínimos e evento
toPO.

3.2 Comportamento Dinâmico de Eventos

Nesta seção, serão estudadas, através da construção de processos estocásticos, as
características principais do comportamento dinâmico de eventos especiais de uma árvore
de eventos J em (Q,f, P). Os eventos especiais a serem tratados são eventos terminais
básicos, eventos suficientes míninms e evento topo.



Capítulo 3: Análise Quantitativa 86

3.2.1 Eventos Terminais Básicos

Seja {E(t) : t 2 0}, o processo estocástico que descreve o comportamento dinâmico
de um evento terminal básico -E C e, ao longo do tempo, onde

se -E está indisponível no instante Z,
caso contrário.

Uma realização típica deste processo é mostrada na $gura 3.2.1 abaixo, onde T.libi
representa o i-ésimo tempo de espera para E e T.Rr{ representa o i-ésimo tempo de
remoção para .E.

E (t)

Traí Traz Trem

l

0

l l

l

l

l
l

l

l
l
l
l

l
l

TFcí
l CICLO

TFez
l CICLO

TF c3

l CICLO

t

Figura 3.2.1: Realização típica do processo {.E(Z) : t Z 0}

Obsertiações: Para que haja consistência, supõe-se, neste capítulo, que

b TFx i -- TRn

t '9 TRn.i

A figura 3.2.1 mostra que o comportamento de .E(t), ao longo do tempo, tem ca-
racterísticas regenerativos, isto é, se repete ao final de cada ciclo. Assim, se os tempos
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de duração destes ciclos forem variáveis aleatórias não-negativas, independentes e identi-
camente distribuídas, o processo de contagem {/VZ(t) : t Z 0}, do número de ciclos no
intervalo [O, t], que coincide com o número de remoções de E, no mesmo intervalo, é um
processo de renovação, com função de renovação ME(t) = -FINE(t)l.

Em aplicações práticas na engenharia, onde a remoção de um evento terminal básico

representa a correção de uma falha detectada em um equipamento, costuma-se fazer esse
tipo de suposição, levando-se em conta os efeitos e as características do programa de
manutenção a que é submetido o equipamento.

Utilizando então os fundamentos da teoria da renovação, serão demonstradas algu
mas das características do comportamento dinâmico de .E, tais como:

e o número médio de ocorrências do evento E no intervalo [0, t];

8 0 número médio de remoções do evento -E no intervalo tO,tl;

e a indisponibilidade do evento -E no instante Z

Proposição 3.2.1 Slzponha que as següêncÍas {TFZI : i? 1} e {7'.RZI : { 2 1} consis-
tem de variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas, onde TFEI, tem
/unção de distribuição .l?Z e TRz{, tem /unção de distráówÍção GZ, { = 1,2,..., com
FZ(0) = G.D(0)=0. E«Zã.,I'z= {TZ.:nZ0}, -deTzo= 0 eTz« = E( Fzi+rRzi),
é um processo de mnouação, com /unção de disZrÍZpuíção do tempo entre mnouações dada

.17E(t)=P{TE«--TE(«-O$t} =./. GE(t--a;)dFE(Z), t20 e "= 1,2,

t

t

NesZ« co«diç'es, se .N-Z(t) á o «á«.e,« de «s g« .E oco,m e«. tO,tl, ' NoZ(t) á .
lztímero de t;fazes que -E é mmouido em [0,t], então;

« ) O «úme« médio de «o«ê«clãs d. E - {«te««/. [0,t], Wz(t) = .E]NI«(t)], é d«d.
por

WE(t)(t)+/.FE(t-')dME(,), t20,
t
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b ) O «.íme,« médf. d nm.çõe, d. E - f«f.«alo [0,t], Vr(t) = Fino

yr(t) - #'(t) + .Z P'(t - ')dM'('), t 2: 0,
c J ,4 f«df'/««{biJÍdad. d. E - {«ta«t. t, Ur(t), de#«id« «m. P{E(Z) = 1}, t 2: 0,

é dada por

UE(Z) - P{E(t) - 1} - FE(t)-HE(t)+.Z IFE(t-')-#E(t-')IdME('), t 2 0,

oo oo , .

onde Mr(t) = E P{Tr. $ t} = Ê HZ(")(t) é a /unção de fenol,anão de I'r

Prova -

a ) Como H/r(t) = .EI.Nir(t)l, condicionando .Nlr(t) a Tri e ap]ican(]o a lci das proba-
bilidades totais, tem-sc que

Í P{TFri $ Z/Tn = =} se Z < r,
rl.V- r(t)/Tr-

1 1 + rl.V-.(t - ')l s. Z 2: ,

E(t)lÍ J

n

é dado

H'r(t) = EI.N:z(t)l

/ EI.N-.(t)/Tr: = ,ld#r(,)JO

/

P{TFn $1 t , TFri + TR 1 > t} + P{TFr. + T.Rri $ t}

.Z' .E].N-r(t - ')]dxr(')

PlrFE $ t} + J. .EI.NIE(t - =)IdHE(r)

Fr(t) + .Z' rl.w-.(t - ')lax'(').

Z plrFr $ t/Tr- = zldHr(z)r' 1 ] + XI.V-,(t - ')l laX.(') +

e
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Assim, Wr(t) = .EI.Nir(t)l bati:f,z uma equaçã. de renovação, cuja solução (ver
Karlin & Taylor IKTI) é

Hk(t) = FE(t)+ /. FE(t -')dME('), t Z O.
t

b ) Como Vr(t) = -EJNor(t)l, condicionando Nor(t) a TZ: e aplicando a
bilidades totais, tem-se que

r 0 se t<a:,
FINO.(t)/Tr- = '1 = 1

l l + .EINoz(t - .)l s. { 2 ,,

Vr(t) = EINor(t)l

/ .EINoz(t)/Tr- = ald#z(,)JO

Z
xr(z) + .Z .EINor(t - =)1'íHr(z).

Portanto, Vr(Z) = -EINoZ(t)l satisf,.z uma equação de renovação, cuja solução (ver
Karlin & Taylor IKTj) é

VE(t)(t)+/.#E(t-')dME('), tZO

'li + FINO.(t - ')llaX.(')

]ei das proba

e

c ) Condicionando llE(t) = 1} a Tn e aplicando a lei das probabilidades totais tem-sc
que

Í P{TFri $ t/Tri = z} se Z < z,
P{.E(t) = 1/Tr: = .}

l .P{.E(t - ,) se Z 2 ,,
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e

90

Ur(t) = P{E(t) = 1}

.Z" p{.E(t) - l/Tr- - 'l'H.(')

/
/ UE(t-,)d#E(,)+P{ Fn $t, TFE-+ RE >t}JO

/ UE(t-.)d.HE(,)+PÍTFE-+ RE >tl-PlrFE: >t}
JO

FE(t) - HE(t) + / UE(t - .)d.r.rE(.).
JO

/ PlrFE $ t/TE = } .r/E(,)UE(t - .)d#r(.) +

Assim, Ur(t) = /''lE(t) = 1} satisfaz uma equação de reno«ção, cuja solução (ver
Karlin & Taylor IKTI) é

UE(t) = FE(t) - #E(t) + /. IFE(t - r) - .HE(t - 3)IdME(3), t Z O-
!

Obsertiação ;

e O mesmo resultado pode ser obtido notando que

.EM - A':.M - No.© - l : se .E está indisponível no instante t,
caso contrário.

Porta«tO, P{E(t) = 1} = PlJV-E(t) -- NOE(t) = 1} = 1]V-E({)I -- FINDE(t)I.

Basta substituir a expressão acima pelos resultados obtidos em a) e b).

D
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Observações: Tendo em vista as hipóteses de consistência estabelecidas nas observações
que seguem a Figura 3.2.1:

. Hk.(t) = Vr(t),

. yr.(t) = Uk(t),

. Ur.(t) = 1 - Ur(t)

Coro[ário 3.2.1 ovas condições da Pmposfção 3.2./, se /'r e GZ são aliso/ufamenfe

contínuas com Junções de densidade .fE e gE, nspcctiuamente, então toE, a lfunção dc
dcTtsidade do número médio de ocorrências dc E, e UE, a .função de densidade do número

médio de l"emoções dc E, sat.isÍazem ao seguinte sistema dc equações simultâneas:

wE(t)

«,(t)

fE(t) -+ .[jE(t - .)«z(,)d,
(3.2.1)

g,(t - «)w.(«)d«/

,41ém d{«o, « !1111:1;Íg(a = «.(t), "Zã'

!NipÍZ(t) - i- k,r(t + à) - 1} : ''.(t). (3.2.2)

À/afs pmcísamenZe,

li i.Z'p{.p(«)- l k, .E(u + h) = kld« = -EI.Nkr(t)l Zt.(t) , (3.2.3)

Z.r(t) =
Wr(t) ..
yr(t) «

e

wE(t) ..

«.(t) .. k= o,

k-o,l , {zo
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(3.2.1) Da proposição 3.2.1 tem-se que

Wr(t) - Pz(t)+J. Fr(t-=)dMz(')

FE(t) +. J:FE(.t -- =)mE(.=)d=

e

Vr(t) Hz(t)

Hr({)

.)dM.(,)

- ,)mr(,)d. ,

onde mE(Z) =
dÀ/.(t)

dWr(t)

Assim,

«,;(!)

/r(t) +

/r(Z) +

.)mr(,)d, + Fr(0)m;(Z)

/E(t - ,)mZ(.)d,

e

dVr(t)
«E(Z)

hE(t) + JO hE(t - Z)mE(Z)d' + #E(O)'"E(t)

hr(t) + / A.(t - ,)mr(,)d,.JO

Como Mr(t) = Vr(t), tem-se q«e

wE(t) /Z(t) + / /E(t - .)«r(,)d,
JO

t

e

«E(Z) h.(t) +. .[h.(t - .)«.(,)''.
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Mas,

.(hE(t - .)«E(.)d, = 1: Ç .['' gE(t -- , - .)fE(.)d. ) «E(,)d,

1 ( JI,.o - «)í.(« - ü'« ) «.w''
l:SE(t -- u) (. .l:jK(u -- =)uE( )d= ) du.

Portanto,

«E(t) - .)«z(,)d,

«).f.(u)du -+ .[g.(t - u) .[ jE(u - ,)«E(,)d,d«

«) l /r(") + .f /r(" - ')"(')a' l Ú"

«)wz(«)d«.

(3.2.2) Segue imediatamente de (3.2.3).

(3.2.3) Fixados w € Q e c > 0 arbitrário, existe I' > 0, tal que para todo 0 < /z < T
valem:

. l .NEE(t + b,w) -- .Nlr(t,«,) 1< c (pois -E(Z) tem trajetórias contínu'« à direita

qume certamente)

e

. NAE(Z,«.,) -- . < .NkE(t,«,)

{J. ilr(",") - i- l,E(" + h,") - i'}
.NhE(t + À,«,) < NkE(t +h,'4 .

(p'is unir(t,") $ ./'1lE(u,") - l-k, .E(u+h,") = X'l'Í" $ hJVlr(t+À,"))
Portanto, o limite

11 i.Z'tlz(«,«a X:, .E(« + h, «.,)
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está definido qume certamente, e é igual a NAr(t), k = 0, 1.

Por outro lado, como

1;.Z'x{.E(")-i-l,z("+h)-x:la"i t < +m

li i./'ilz(«) - i- k,z(«+h) - ila« - .w..«),
pelo teorema da convergência dominada, tem-se que

l !H i.Z'llz(«) - i- k, .c(« + H - kla« l -

11F ix l .Z'i{.c(«) .E(« + n - lla« l

!P .Z'pÍE(")- l-l,z("+h) - kla" -

E [ .Ntr(Z) ],

k - o,l, t ? o.

e

94

0

Obse7'fiações: Devido as hipóteses de consistência, não é difícil ver que

. wE.(Z) = «r({),

. «E.(t) = .«.(t).

Com base nos resultados do Corolário 3.2.1 , pode-se estabelecer as características
do comportamento dinâmico de .E definidas a seguir.

Intensidade condicional de ocorrência de .E:

.A'(t) - !N:Z'{.E(t + h) - i/E(t) - o} -
.«E(t)

1 - Ur(t)
se z 2 u e url.tJ < i.

(3.2.4)
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Intensidade condicional de remoção de .E:

T'(t)-!N.P{.E(t+h) (t)
se t Z 0 e Uz(t) > 0.

(3.2.5)

As intensidades (3.2.4) e (3.2.5) podem ser interpretadas da seguinte forma: para A
suficientemente pequeno, Ar(t)h ( Tz(t)h ) é aproximadamente igual a probabilidade de
que .E, estando disponível (indisponível) no instante t, ocorra (seja removido) antes de h
unidades de tempo.

Observações

e No caso em que .E permanece indisponível após sua primeira ocorrência valem

1 ) WE(t) = UE(t) = FE(t),

ii ) Vz(t) = «E(t) = 0,

iii ) «,E(t)

i« ) .AZ(t)
/z(t)

1 - Fz(t)
« ) Tz(t) = 0,

se FZ(t) < 1 ,

Neste caso, Ar(t) está associada a distribuição para a primeira ocorrência de E e
é conhecida como intensidade de ocorrência de .E.

z> o

Se .l?Z e GZ possuem distribuições exponenciais, pode-se facilmente obter as carac-
terísticas dinâmicas de .E, utilizando as transformadas de Laplace. Estes resultados podem

ser encontrados em Henley & Kumamoto IHKI e estão resumidos no seguinte corolário:

Corolário 3.2.2 Soam

/E(t) = ÀE expl--ÀEt}, Xz > 0 , t 2 0

e

gZ(t) = PZ expl--pzt}, PZ > 0 , t 2 0
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w,(t)

«E(t)

Àrpr +i;f&«pl'O''' «a'},

Àrpz -.i:q=«pÍ-O'+«.)'},

IYh' -- 0J%a 0 - -,{-o. -- «ü'D ,

:Th: - oài:30 - «,{-o. -- «.)'0,

E?E (: - «,{-o; -' «.)'}).

Wr(t)

Vr(t)

UZ(t)

D

3.2.2 Eventos Suficientes Mínimos

Como um evento suficiente mínimo é da forma nC' , C' C f tal que C' n c; = g,
pode-se descrever o comportamento dinâmico de S = nC, ao longo do tempo, definindo
o processo estocástíco {S(t) : t Z 0}, onde

'n- n«m-li
se S está indisponível no instante t,
caso contrário.

Normalmente, é razoável admitir-se que os eventos terminais básicos pertencentes a
Ca são independentes. Então, admitindo esta hipótese, que será mantida até que outra
suposição seja considerada, as características do comportamento dinâmico de S = n(7 são
dadas pelas seguintes proposições:

Proposição 3.2.2 Á índispon b /dado de S

U;(t) = P{S(Z) t ã 0, é dada p«
nc' no insZanZe t, de$7zÍda como

Us'(t) p{ ll z(t)
E€a
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11 p{.E(t) = i}
E€C

11 Ur(t).
E€a

Prol;a - E uma consequência imediata da independência e da definição dc S(t). Basta
notar que { ]] .E(t) = 1} $ {.E(t) = 1}, para todo .E € O'.E€0

n

Lema 3.2.1 11ifp{.E(t + A) - 1} - P{.E(t) - l}.

P,«ua - Como ]ilH E(t + h) - E(t) (pois E(t) tem trajetórim contínu'.' à direita qume
certamente) e l .E(t + h) l$ 1, segue, do teorema da convergência dominada, que

11Hp{.e(t + A) - ]} - !Hrlz(t + à)l - rl11Fz(t + h)j - -rlz(t)l - plz(t) - l}.
D

Proposição 3.2.3

1. A Junção de densidade do número médio de ocos'ências de S = nC é dada por

w;(t) = }: WE(t) ll t//(t), t Z 0.
Eec /ea-lE}

2. ,4 /unção de dc7zsÍdade do ntímem me'dío de mmoçõcs de S = nc é dada por

«;(t)= )1:«r(t) ll t//(t), tZO.
EeC /€0-ÍE}
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Prosa - Da mesma forma que no

w;(t) ]jHipÍS(t) = 0,S(t+ h)

Corolário 3.2.1r

98

«3(t) - liHipls(t) - i, s(t+ h) - o}.

Além disso, pelo mesmo Corolário 3.2.1,

P{E(t) = 0, .E(t + h) = 1} = «,.(t)h + .(h)

P{E(!) h) = 0} + .(h),

pelo Lema 3.2.1,

l.i:« P{E(Z+ h) = 1} = P{E(t) = 1}.
hlo

Assim,

1. P{S(t)-0,S(Z+À)- l} -PlrgcZ(t)-0,ryo.e(t+À)-i}

''ç' { {''.,{.E(t) - o,E(t+À) - il} n {,..n..,{.r(t+h)
lc'l=,

lalE(-])''' E n plz(t) o,.E(t+A) n p{.r(t+ã)
c'çc Eea' Je(C;--C')

plryc{ {eM - o} n {.lbiE« 'r H : ]} } }

e

r=l
lc'l r
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E n lwr(t)h + o(A)l n p{.r(t + h)
a'çc EeC'' /e(C-a')
lc'ln'

Portanto,

w;(t) - !iH iP{S(t) - 0, S(t + h) - l}

r=l o'+' .l.iiP l n.[w.mh+.w]
lc'l=r

rl p{.r(z + h)
/e(c-c')

E wE(Z) ll P{.r(t)
E€0 /eC-lE}

E u,r(1) n U/(t)
EeC /CC;-lE)

2 De forma análoga a l

P{S(t)- i,S(t+h)-0} -P'irgoE(t)-i,ryo(Z+À)-0}

E n p{.E(t) +À) ]] p{.r(t) = 1}
c'çc Eea' /e(a-c')
lc'l=,

E(-i)''+' E n luz(t)h+o(À)l n P{.r(t)=1}
r=1 c'çc EeC' /C(C-C')

lc'l=,

C

Portanto,

«;(t) - hiP {pls(t) - i, s(t + A) - o}

E «E(t) n P{.r(t)
EeC /eC-lE}

E «E(t) ]] U/(t)ECO JeC;-ÍE}
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Obtidos U;(t), w;(t) e o;(t) e observando que os resultados do Corolário 3.2.1
também valem considerando S ao invés de .E, pode-se estabelecer as demais características
do comportamento dinâmico de S, onde u interpretações são análogas às realizadas no
caso de .E C C. Especificamente;

Intensidade condicional de ocorrência de S

A;(t) : !iliÍ'ÍS(t + À) - l/s(t) - o} -
«,}(t)

1 - u;(t)
s. Z 2: 0 e U;(t) < l

Intensidade condicional de remoção de S

T}(t) - !iil;'ls(t + A) - o/s(t) - i} - ãg se í à 0 e U;(Z) > 0

Número médio de ocorrências de S em [0,t]:

w;(t) / .«;(«)d«, í Z oJO

t

Número médio de remoções de S em [0, t]:

K(t) - .Z ";(")a", t > o

Observações

e No caso onde, para todo .E C C', .E permanece indisponíve! após sua primeira
ocorrência valem:

( i ) w;(t) U;(!) = n Fr(t),
E€O

«;(t) = o,

E /z(t) ll F (t),
Ecc Jea-ÍE}

E: /r(t) 1] FI(t)
Eea /cc-lE}

' 1- HFr(t) 'E€C

( ii ) y;(t)

( iii ) w;(t)

( iv ) A's(t)
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( « ) T's(t) = 0

e Em jílKI, Henley & Kumamoto citam (sem demonstrar) que a expressão para
«s'(t), no cas. onde (UB) n(ÜB) = 0 seria:

«;m- E «.U ll (l-Ulm).Eea iea-lE}

Como pode-se verificar, através da expressão obtida na Proposição 3.2.3, esta ex-
pressão não está carreta. A expressão correta é:

«;(t) = E ««(t) ll u.(t)
E€0 J€0-lE}

3.2.3 Evento Topo

Seja {T(t) : t Z 0} o processo estocástico que descreve o comportamento dinâmico
do evento topo T, ao longo do tempo, onde

r(t) l se T está indisponível no instante t,
0 ca.se contrário.

Como visto no capítulo 2, várias expressões equivalentes podem ser utilizadas para
representar o evento topo T. Assim, utilizando uma base B para T, pode-se escrever

U ll .E(t)
OeBEea
np# Mn ,E(t) .OeB EeC ''

Já utilizando um recobrimento 'R para 7', pode-se escrever

r(t) (3.2.6)

(3.2.7)

r(t) 11 U z(t)

Ü# :l# .E(t) .

(3.2.8)

(3.2.9)

As características do comportamento dinâmico de r, utilizando uma das repre
tentações (3.2.6) a (3.2.9) para T(t), são estabelecidas a seguir.
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Função de Densidade do Número Médio de Ocorrências/Remo
ções do Evento Topo 2'

A função de densidade do número médio de ocorrências do evento topo 7', to}(t),
e a função de densidade do número médio de remoções do evento topo 7', u}(t), po-
dem ser obtidas pelo princípio da inclusão-exclusão, utilizando resultados demonstrados
anteriormente. Especificamente, tem-se:

Teorema 3.2.1

/. .4 /««ção de de«id«de d. «ám«. médio de oc«,ê-{« d. e««fo foP. r, .«}(t), é
dada por

w}(t) «,}(t) - .«?(t), t 2 0,

«,}(t) - >1:(-i)'': }: z.,,
r=1 BICZ3

IB'l=,

ZB'=

E «,E(t)E€Z
n

/CUB'-lE}
U.(t) se n B' # g, o«'z'

z na' : (UB' - {.E}) n (ili8;' {.E})

0 caso contrár o

e

onde

w}(t)
lz31

E(
r=l

IB-B'l

i)'': E E' (
a/ca q=l
IB'l=,'

iy''': E z.,.,,
lç(B--B')

lll=ç

5: .«E(t) ]] U/(t) n Uz(t)
EeZ' JC(uB'-ÍE}) LCu'V

se n B' # 0, o«'í'

.z' E.c RB':a n a
pn? =0, anP =0,
a , P U6'- {-E}, U7},

Zd.,.r

0 caso contrário
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2. .4 /unção de dons dado do ntímero médio de emoções do et;ente foro T,
dada por

«}(t) -«r#(t), t 2 0,
onde

lz31

«}(t) }:(-ly''': }: xd
B'CB
IB'l=,'

E «(t) ]] U/(t) se nB' # 0
EeZ /euB'-tE}

0 caso confraria.

lal lõ-a'l
«f(t) }:(-iy': }: }:(--ly''': }: xd.,,

r=1 a'çB q=1 'rÇ(a--B')
IBÍl:r I'Vl:Ç

E «.(t) n ur(t) ll u:,(t) s'nB':#0
zcz' '' '.re(uÉ':lE}) '' 'LêCiv ' ' ''

0

r=l

caso con.trariaZ
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«}(t), é

onde

e

onde

PTODQ -

1. Assim como no Corolário 3.2.1,

w;(t) {T(t) -o,r(t:th)- l}.

Por outro lado,

plT(t) - o, r(t + A) - i} -

p{,y. nU. .E(t) -'o, ,g. nDn .E(t + h) - i} -'0€BEea

pl ulln.{zgo.E(t) ol} nlzyc E(t+À) illl
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gl(-i)''''' E pl
#çB
la'l=,

r=l { n {zgcz(t) - o,zyo .E(t + A)

B,
{,..9.,,,{zgo 'E(1) - ol} } - .A

onde

Á
t=l D''' ,E, P{.9,,{zyc m

IB'l=,

o, rl z(t + h)E€a

e

{.n..{.B..E(t) o, JL.r(z+h)
'CeB' Eea EeCB'çB

ln'l

{,..y.,,,{zyoEU - il} }.

Como

l)'+' P p{ .Q.{.D..e(t) .y..E(z+h)
B'çB ' aeB' EeC É;eC '
IB'l=,

gl(-i)''' 2,pl n { { u {.e(t)-ol} nlr9c{.E(t+h)-ll} }
lõ'l=.

E..o''''':,pl { n {Ec(t) 0, Fo(t + h)
IB'lu,

{n{.EQ + © 1 : E € ©B' - {Ec : a . B'Dl} } l,

onde XB' é o produto cartesiano dos C' € B', e .F C XB' é uma função F : B' n é: tal que
F(C') = Ec C C' para O C B', então utilizando os resultados do Lema 3.2.1 e do Corolário
3.2.1, tem-se que:

n''''' E, pl,u,{{.9;,{
IB'l=,

0, Fc(Í + ã)



\./utr#vHzv v& d BBu4 uv HçuwnBv4v%+vn TW

{n{.EQ + n - -: .E ' Ha' - {Ec: a . B'Dll} ll :
2,!Fil l,;.u {{.S,{nH no+n-ll} n
lo'l=,

{n{.E« + H - : : .E ' pa' - {Fc: a . B'Dl} } ll :
onde
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IB'l=,

E

2- to.Elz;.J ll u.rkt,J se 110 7:w9 oiiac
ECZ /euB'-ÍE}

z { c nB':(UB' -Íz})n(ÜB'-liã)

0 caso contrário.

r

0},

{.n {zyc -o,rgoza+n-il} n

{,..y.,,{rgoZm - il} } -

,g'--''*' ,l, ,l l,#.{
la'l=,

{ n {Ec(t) = 0,Ec(t+h) = 11} n {nlZ(t+h) = 1: .E e(UB'-lFc :0C B'})}

n {.,,çl ,.{.g..EU - :l}

Analogamente,
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gl(-i)'''#:,pll ."'@-'){
IB'j=r

{Fo(t) - o,xo(t+ A) - 11} nln{.E(t+À) - l: -E e(UB' - {Fo

nlzQol-Em - il} l.

Da mesma forma que no cálculo de A, utilizando o
Corolário 3.2.1, tem-se

11F{ l ,g(-1)'''': =, PI l ,"'@-,){
la'l=,

{Fc(t) - o,Fc(t+À) - 11} nlnlz(t+h) - l: .E c(UB' -lFo

n{,g,{.E(t)

,l:, !Pil ,'l l,.*,,y:.,.;;{
la'l=,

{Fo(t) - o,'xc(t+ h) - 11} nlnl-E(t+h) - 1: E c(UB' -lEc

nl;2,{.E(t) ll' ly''': B;B .àl(-ly': ,.(:',,z#.,,

Capít

s resultados do

106

n
aeB' '.'' }lll

Lema 3.2.1 e do

n
C;eB' '''. ''Dl}

n
aeB' '.'' }lll
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onde

E wE(t) rl u/(t) n ul(t)
ECZ' /C(UB'-lE}) LCu'r

se íl B' # 0, onde

z' = {-E c nB' : a n a = 0,
pnP an?=g,
a, P UB'- {.E}, U7},

0 caso contrário

2. A obtenção do número médio de remoções do evento topo, t;}(t), é feita de forma
análoga à de w}(t). Especificamente,

«;(t) - !!B Íplr(t) - i,r(t + h) - o},

que pode ser calculada através das expressões derivadas em 1., com as seguintes trocas:

(1) onde apare"r -E(t) = 0 trocar po' -E(t + A) = 0

(2) onde aparecer E(t + À) = 1 trocar por E(t) = l

(3) onde aparecer t«E(t) trocar por "E(t)

0

Indisponibilidade do Evento Topo T' no instante -t

Baseados fundamentalmente nas representações para .T(t) dadas em (3.2.6) a
(3.2.9), vários métodos foram desenvolvidos para o cálculo excito e aproximado da in-
disponibilidade do evento topo T no instante t, definida por

u'(t) plr(t) t > o

Os métodos para o cálculo excito são aplicáveis quando as estruturas das árvores de eventos

não são muito complexas. Porém, quando o evento topo representa uma combinação
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complexa de eventos terminais básicos, torna-se difícil, e as vezes até impraticável, o
cálculo exala dc sua indisponibilidade no instante t. Nestes casos, os métodos aproximados
apresentam-se como ferramentas fundamentais.

A seguir são descritos os métodos mais importantes para o cálculo excito e aproxi
made da indisponibilidade do evento topo T no instante t.

CALCULOEXATO

Método da Inclusão-Exclusão

Utilizando uma base B para T, pode-se calcular t/'(Z) através de (3.2.6) como

U'(z) plr(t)
p'{ U ll z(t)
lal

E(-iy'' E p{ ÍI { ll .E(t)
r=1 a'çB l)eB' E€1)

la'j=r
IBI ,

E(-i)''' E p{ n {z(z):
r=1 B'çB Ee(UB')

IB'l=-

z Z o,

onde
n Ur(t)

Ee(UB')

0

se (UB') O(UZi') 0,

p{ n {.E(t)
EC(UB') caso contrário

Método da Decomposição de Shannon

Observando que T(t) é uma função binária de fa(t) = {E(Z) : E C fa}, isto é,

r({) (t)), (3.2.10)

tem-se que

F(t) = .E(t)/(IE,eJ(t)) + (I - .E(t))/(OE,CJ(t)), .E C fA, Z Z O, (3.2.11)
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onde

/(lr,ej(t)) é a expressa' res«lta«te de (3.2.10), m fmer .E(t) = 1 em ra(!)

e

/(0r,ea(t)) é a expressão resultante de (3.2.10), .o fazer .E(Z) = 0 em fJ(t)

A expressão (3.2.11) pode ser utilizada para o cálculo exala de t/'(!), uma vez que
aplicações repetidas de (3.2.11) resulta em uma expressão da forma

lõ,41

r(t) ll(.e(t)y; (l - .E(t)y'';/(.)
e {=l

onde a somatório é realizada sobre todos os 21r-41 conjuntos e = {er C {0, 1} : .E C fa}
e .f(e) é o resultado obtido de (3.2.10) substituindo-se fa por e. Dessa forma, pode-se
calc«lar U'(t) como:

u'(t)

/(.), z 2 0,

pir(t)
IC,ll

/(') 'll' l p{.c(t) l p{.E(z)
lr.AI

/(') 'll' l u.(z) I'' 1 1 - Ur(!) I'''',{=1

l!

t > o.

Método da Disjunção Normal Disjunta

Se B é uma base disjunta para 7', então pode-se facilmente calcular t/'(t).
efeito,

Com

u'(t) plr(t) = i}

p{ U ll .E(z)
aeBEeo

}: ll p{.e(t)
CeBEeC

)l: ll Uz(t), t 2: 0
CeBEea

Como, em geral, as bases para 7' não são disjuntas, é importante que se disponha
de métodos eficientes para transformar uma base B qualquer em uma disjunção normal
disj««ta.
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Baseados fundamentalmente na identidade,

U Gí = Gi + G: n G2+

vários algoritmos foram propostos (cf. IAbr), PARI, IBSI, ITVI) para transformar uma
base qualquer para um evento topo em uma disjunção normal disjunta.

k

ll
+G;nG;n nGÍ..n Gi, (3.2.12)

Para gerar uma disjunção normal disjunta com o menor número de elementos possível,
em todos os algoritmos citados, a primeira aplicação da identidade (3.2.12) é feita em

u nc', com os conjuntos suficientes mínimos ai,. . . ,Ot, k =1 B 1, ordenados de forma

que se r < s, então l a, l<1 O. l (Observe que Cf aparece em (3.2.12) k -- / vezes). A

diferença entre esses algoritmos está nos procedimentos estabelecidos para a obtenção de

uma representação para cada À/J = 1.Ci ail RGj, .j = 2, . . . , k, com Mi = Gi, em uma

disjunção normal disjunta. Os termos da disjunção normal disjunta obtida, assim como a
sua quantidade, são dependentes destes procedimentos.

Apesar desses métodos terem sido desenvolvidos para o caso de uma base B onde
(UB) n(tJB) = g, eles são ig«almente apli'áveis .o cmo onde (UB) O(UZI) # g, adia.-
nando uma simplificação para tratar eventos suficientes mínimos mutuamente exclusivos,
evitando assim cálculos desnecessários.

Entre os algoritmos citados, o que melhor explora as possíveis simpli6lcações em
.A/J, .j = 2, . . . , k, é o algoritmo proposto por Beichelt & Spross IBSI, cuja representação

de partida para À/J, .j = 2, . . . , k, é dada na Proposição 3.2.4 abaixo.

Proposição 3.2.4 (Representação de partida para À4.j, .j = a, ,E)

Siga B = {CI,...,(Ji}, a base como/eZa pam T. Se
l C;i l$1 OJ l se { < .j, elzlão

!al que

onde

JVi = ÍICI,
@ - [ n u(a:a)] n(nq),

ieRj
(3.2.13)
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ni = {{ <.j : Gnc, = o . (a:z;) z (a:z:) p',« t.a. . < .i,. # í},

J - 2, . . . , k.

Prova Com. (Ua) n (nOJ) = OCJ, se Oi n aJ # 0, para algum { < .j, então

(ua)in(na)

:., l u.--;» u u'am l l -.n',
:" l ((u(a:G)) nmcD) u ((uar@)) nmq) l

((u©;":G)) nm OD)l
:a)] n(nq),[n

n
:Cinco

n

n
:ainCj

n
:C'inaJ

u©

onde

{{ «: .i : Gno, 0 e (Oi -- O,) Z (O; (ib) para todo s < .j, s # {},

pois " (O, -- C,) 2 (O, : O, ), ente

lu©::q) n (u©:q) (u(a':"q)
D

A transformação de MJ,.j = 2, . . . ,t, dado em (3.2.13), em uma diqunção normal

disjunta é feita em l Rj l etapas, onde a r-ésima etapa do procedimento, l $ r $1 Rj 1, é
realizada transformando

p,--.n(u©::a)) - ;m---.(«» n (u©::a),
em uma disjunção normal disjunta .D,,j = E (Oq.j(u)), onde {, = min(Rj--lii, . . . , {,-i}).
Para tanto, cada termo (Oq.-i.j(u)) n (U(G::t;)) é transformado em uma disjunção
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normal disjunta, se (q.-i,i(u)) n (oi::ri) = 0 (cmo contrário, o termo se reduz .

ÍI c,-l,J(u). Nestes casos, assim como na Proposição 3.2.4,

(Oç-:,j(«)) n (U(Oi: : q)) = (
{ :Eet(0i,

U E) n (Ílq-:,j(u)),
CJ ) --Q -l,J (u)] }

e a transformação é feita utilizandose (3.2.12) sobre

{E:Ee[(aí, -aJ ) -c,-l,j (u)] }

Beichelt & Spross, observando que os termos gerados na etapa r só afetarão as
etapas seguintes r + 1, r + 2, . .. , l -Rj 1, concluíram que a transformação de Mj em

uma disjunção normal disjunta terá menor número de elementos, se a transformação de
(Oq.-i,j(u)) n (U(a;'-- Oj)), em uma disjunçh normal disjunta, for realizada como:

(Rç-:,j(«» íl (.A' + Án.e' +

U E

+ ÁnBn n c'),
onde

«z = E . llE C l(0i. - q) - ç--,j(ãll n(a::'Z;) : (Ç-:,j) n (a=":7;) = 0},
lnfl

.8 C(0i,- 0j) q.-- ,j («) ,

lz.4 Z na 2 Z «., ..'i,.e,o' c((0;, - q) -',-;l;(Ú)j ,l.nj l

A idéia de considerar essa ordenação é baseada no fato de que os termos dessa
escolha serão disjuntor da maior (quantidade possível de termos U(O - C&), e ao mesmo
tempo terão a maior quantidade de eventos terminais básicos comuns com os termos
U(0i, -- C&), s = r+ 1,...,1 Rj 1, r = i,2,...,l .Rj l:'

Observações

e O algoritmo proposto por Beichelt & Spross é basead(i no algoritmo de Abraham
IAbrl e é denominado pelos autores, de algoritmo de Abraçam melhorado. Em IBSI,
Beichelt & Spros's fazeis uma comparação entre seu algóritmo e os de Abraham
IAbrl e de Aggarwal & Rai IARj, comprovando a eficiência de seu algoritmo.

e Schneweiss descreve em ISchl um algoritmo para a obtenção de uma disfunção
normal disjunta, a partir da base completa para um evento topo, observando que a
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cada ap]icação da identidade de Shannon (3.2.1]) a expressão para o evento topo é
escrita como a soma de duas subexpressões disjuntas. Baseado neste fato, o algo-
ritmo é executado através de aplicações repetidas dessa identidade, complementado
por simplificações do tipo dado em (2.3.1) (Capítulo 2).

Método de Page & Perry

Uma alternativa para o cálculo de t/'(t), que não envolve a determinação de uma
expressão analítica especial para 7', foi desenvolvida por Page & Perry IPPI. Este método,
denominado pelos autores dc TDPP ("Top-Down" Pago Perry), foi implementado em
um programa na linguagem PASCAL que é dado em IPPI, e é aplicável à árvores de
eventos construídas utilizando as portas lógicas "AND', "OR" e "NOT", onde portas
lógicas "NOT" só aparecem combinadas com eventos terminais básicos. O ajgoritmo é
um método "top-down" que opera diretamente sobre a árvore de eventos e consiste de um

procedimento computacional recursivo baseado em uma função de conjuntos. O programa
exige como entradas a estrutura da árvore e os valores das indisponibilidadcs pontuais,
Ur(Z), Z Z 0 e .E C e, de seus eventos terminais básicos, no instante Z de interesse. Sua
eficiência, em termos de tempo de processamento, depende da complexidade da árvore.

Para calcular t/'(t) através deste procedimento, o programa utiliza a função PROB,
que age em dois conjuntos. PROB(SI , S2) representa a probabilidade de todos os eventos
no conjunto S2 ocorrerem simultaneamente e de pelo menos um evento em SI ocorrer. A
primeira chamada da função PROB é realizada com o conjunto SI vazio e o conjunto S2
tendo como único elemento o evento T

Sempre que for realizada a avaliação de uma união de eventos, o método da inclusão-
exclusão é utilizado, através das identidades:

p{ 4 u B} = p{ 4} + p{ } - p{.'l n B}

ou

p{( 4 u B) n a} p{,4nal+plBnal- plÁnBna}
P{,'illPlol- pla n cll+ P{.Bn a},

se .4 for independente de .B e C, onde .A , .B e O c a'(f)
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O fluxograma para o cálculo de U'(t) através deste método é dado na Figura 3.2.2
a seguir

PROB (St.Sa)

NAO
Si = g ?

81H

ZERO
TOS COHPLEHENTARES

EXISTEM EVEN
IENOUANTO EXISTIREM EVENTOS
PORTA 'Al-X)' EH S.. SU8STl-
ITUA-OS POR SUAS ENTRADASEP1 6e ?

FIH
NAO

ICNouAUTO EXISTIREM EVENTos
PORTA '0R' EH S.. SUBSTI-
TUA-OS POR SUAS ENTRADAS

TOS COHPLEHENTARES

EH Se ?

EXISTEM EVEN
lpnoo RECEBE

:RO

NAO

PROA RECEBE PROA
l P .s, u s.)

Sln 0 N.8 DE ELE-
INTOS DE SI E Í

IPnoB RECEBE PRODUTO

EVENTOS DE Sa SAO
RHINAIS

TODOS OS
!!!LOAS IP01SPON101LI

l0AOCS PONTUAIS DOS

NAO
kyENIQIIEnHINAis

NAO

PROA RECEBE PR08
l l .S B )

SIH
61 n SB + l ?

IEUTAO ExIsTE PELO RENAS tH
ltveuTO PORTA 'on' cn s.. o
QLE PODE DESTRUIR A INDEPEN-
DÊNCIA ENTRE os EVENTos DE

FIH

NAO

p RECEBE PROA tq -
EVENTO iNOCPEN- 1 / EXISTE

DENTE ).Se) E PROA l Si3/N..0UPI EVENTO EH SI
RECEBE PROA ( P . F'-( QUE E INDEPENDENTE Das
{ EVENTO iPOEPEN- l 'iqEKAIS EvcNTas DE s
0EUTE )) » tPnOB l '---r OOS EVENTOS
l # :6.)-P) +P l ''NOE Se ?

PROB RECEBE PROA
o nmcno OEXsn l {s. . . 1 ) . opor s.

ELE14ENTOS DE Se C..p?''jCOUTEK AS ENTRADAS
:DUAL A 1 2.,''r IDO EVENTO QUE ED-

ITAVA EH S

NAO

NAO

PROA RECEBE PROA
exIsTE H. XsiH 1( p .{EVENTO luoe-

BI»l EVENTO EK Se IN NTE» e Pl\0B
DEPENTCU)E DOS/ 1 ( g . 6e apITO

olHAis !.../' l ipOEPEWTCNTC))
ESCOLHA tH DOS
EVENTOS DE

NAO

ÉiÓI ÀÉêÉiÉ noo l # l i. ÜI
{EVENTO ESCOLHIDO» + Praz
[St - {EVENTO ESCOLH100 } .

S&) - PROA {St PITA ES-
COLHIDO). Se U (EVENTO ES-l
COLHIDOS)

jpnoe RECEBE PROA {si.8B) . cu-
IDE St CONTER AS ENTRADAS DE
ltN EVENTO PORTA 'on' OUE cs-
ITAVA EH 6e E 8e CONTER SEUS
ANT180S ELEMENTOS TIRANDO
ESSE EVENTO PORTA 'OR

Figura 3.2.2: Fluxograma do Programa TDPP
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CÁLCULO APROXIMADO

No caso onde (UB) n(UB) = 0, Barlow & Proschan IBPI descrevem como utilizar o
método da inclusão-exclusão, o método min-max e o método dos eventos cortes/caminhos
mínimos, para a obtenção de cotas superiores e inferiores para t/'(t).

Chu & Apostolakis ICAI fizeram um estudo posterior para verificar a aplicabilidade
desses métodos no caso onde (UB) n(i;})# 0. Deste estudo, concluiu-se que tanto o
método da inclusão-exclusão como o mét(Mo min-max são igualmente aplicáveis, e que o
método dos eventos cortes/caminhos mínimos, que neste caso seriam dados pelos eventos
suficientes/necessários mínimos, não é aplicável.

Obtenção de Cotas pelo Método da Inclusão-Exclusão

Pelo método da inclusão-exclusão, tem-se que

t/'(t) - }ll:(-iy'+' )ll: p{ ÍI {.E(t)
r=1 a'çB EC(UB')

IB'l=,

z> o

Assim, pode-se obter cotas para t/'(t) por este método, utilizando as desigualdades de
Bonferroni(James IJaml). Especificamente

u'(í) $ }1:(-iy'' >1: p{ n {.e(z) = ll},
r=1 alça Ee(UB')

la'j=r

8

f 2 0,

se s Sil B l e s é ímpar; e

t/'(!) ? )11:(-])''' 1: p{ n {.E(z)
r=1 Pç8 EC(UB')

la'l=,

8

{ z o,

se 3 ÉI B l e s é par,

onde

n Ur(Z)
Ee(ud)

0

se (UZi') n(tlr) = 0,

p{ n {.E(t)
Z:e(UB' ) caso contrário
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Obsert;anões

. Se P{E(t) = 1} < 0.1, para todo .E € (U6), e o número de conjuntos suficientes
mínimos envolvidos não for muito elevado, pode-se obter uma boa aproximação para
U'(t) fazendo s = 1. Este fato é conhecido como a lei dos eventos raros. Porém,
em situações onde esta condição não é satisfeita, é necessário calcular também cotas
para .s - 2, 3, . . ., para avaliar a qualidade da aproximação.

. Quando (UB) R(UB) # 0, a condiçh P{.E(t) = 1} < 0.1, para todo -E C UB,

obviamente não é razoável, pois neste caso, existe pelo menos um par .E) -EC C UB.

e Como para s - l a cota superior fornecida por este método é dada por

E ll Uz(t),
0€BE€0

a melhor aproximação para t/'(t) é obtida, representando T(t) através de uma base
irredundante mínima.

Até aqui trabalhou-se com a suposição de independência entre os eventos termi-
nais básicos de fA. Porém, em certas situações práticas, esta suposição não é razoável.
Situações deste tipo surgem, por exemplo, quando componentes no sistema em estudo
estão sujeitos ao mesmo conjunto de stresses, ou ainda no caso de componentes que divi-
dem a mesma carga, tal que a falha de um componente resulta em aumento de carga para
cada um dos componentes remanescentes. Nestes casos, os eventos terminais básicos são
claramente associados.

Em geral, nos problemas de análise de confiabilidade, a associação entre os eventos
terminais básicos de rJ é do tipo não-negativa. Para estes casos, pode-se facilmente obter
cotas superiores e inferiores para U'(t), através do método min-max e do método dos
eventos cortes/caminhos mínimos, utilizando a noção de variáveis aleatórias associadas,
que é dada na seguinte definição:

Definição 3.2.1 .4s zJariáueis a/eaZÓMas XI , , X. são ditas associadas, se

Co«ll'(.Y), A(.Y)j Z 0,

para q aísguer /Nações bilzádas cmscentes I' e 6., onde .t' = {Xi : l $ { $ n}
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Variáveis aleatórias usociadas possuem as seguintes propriedades (Barlow & Prós
chan IBPI):

(PI) O conjunto consistindo de uma única variável aleatória é associado;

(P2) Funções crescentes de variávies aleatórias associadas, são variáveis a
ciad asl

(P3) Se dois conjuntos de variáveis aleatórias asssociadas são independentes entre si,
então sua união é um conjunto de variáveis aleatórias associadas;

(P4) Variáveis aleatórias independentes são associadas;

(P5) Se Â' é um conjunto de variáveis aleatórias binárias associadas, então =f = {1 -- .Xi
l $ { S; n.} é também um conjunto de variáveis aleatórias associadas.

leatórias asse

Obtenção de Cotas pelo Método Min-Max

Utilizando as representações (3.2.7) e (3.2.9) para 7'(t), vale o seguinte Teorema

Teorema 3.2.2

T# P{M l E(!) - ]} $ U(t) $ Ü#P{Byaox E(t) - ]}

.4/ém d'"', " ;««. cada C € B ' D C R, {E(t) : E C O} {E(!) : .E C Z)} /onm
cotzjtznlos de uaHáueís a/ealórfas associadas, então:

Tg ll p{.e(t) - 1} É p(t) $ ##.IJ,p{.E(z) - l}

Prova - ver Barlow & Proschan IBPI

D
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Observação

e A melhor cota pelo método min-max é obtida, quando a base completa e o reco.
brimento completo são utilizados.

Obtenção de Cotas pelo Método dos Eventos Cortes/Caminhos Mínimos

Utilizando as representações (3.2.6) e (3.2.8) para T(t), vale o seguinte Teorema

Teorema 3.2.3 Se {E(t) : E € UB} e {-E(t) : .E C U7Z} são coÜulzlos dc t,ariáueís

aleatórias associadas, então

[[ p{ L] .E(t)
DeR EeD 1} $ (4(t) s; LI p{ ll .c(z)

CeB EeC

,4/ém di"o, .e {E(!) : .E C Ua} . {E(t) : E € Un} .»mm co«j««!o. de «Há«{.
aleatóHas independentes, então:

11 L] p{.E(z) i} t/'(1) $ U ll p{.e(!)
aeBEeC

ver Barlow & Proschan IBPj

D

Observações.

e Quando, por exemplo, (UB)R(UB) # 0, o I'trema 3.2.3 não se aplica , pois
neste caso, existem variáveis aleatórias .E(!) , /(t) para E , / C UZI tais que

E(t) = 1 -- /(1). Com isto, {E(í) : .E € Ua} não pode ser ser um conjunto de

variáveis aleatórias associadas. Para ver isto, sejam

I'({.E(t) : .E € UB}) E(t)
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A({-E(t) : .E C UB})

funções binárias crescentes. Assim,

e

ao«IF({-E(t): .E C UB}),A({.E(t): E C Ua})l =

rl.e(t)J'(t)l - .ul.E(t)lxl.r(t)l =

-EI(l - .r(t))-r(t)l - -zli .r(t)l-El-r(t)l =

--yar.r(t) < 0

L.g., {.E(Z) E C UB} não é um conjunto de variáveis aleatórias associadas

8 Um recobrimento para o evento topo T da árvore de eventos .4 pode ser obtido a
partir das duas primeiras observações do final da Seção 2.2 (Capítulo 2). Assim, se B
é uma base para o evento topo T' de .4o, então 7?. = .((y : C' C B} é um recobrimento

para T. Se a base utilizada for completa, o recobrimento obtido será completo; se a
base utilizada for irredundante, o recobrimento obtido será irredundante.

8 Apesar dos métodos apresentados nesta seção serem igualmente aplicáveis a uma
disjunção normal ó qualquer para T, para se ter certeza de que a análise quantitativa
da árvore de eventos necessita ser realizada de uma maneira mais geral, utilizando
a metodologia desenvolvida por Inagaki & Henley, é necessário obter a base com-
pleta B para o evento topo da árvore de eventos de interesse. Para entender esta
observação, suponha, por exemplo, que a aplicação do alogoritmo DN (Capítulo 2)
forneceu a disjunção normal ó = {{,4} , {.A',.Bl} para o evento topo da árvore.
Ó satisfaz (U Ó ) n(U Ó ) # 0 e a árvore de eventos necessita de uma metodologia
geral para a análise quantitativa. Porém, a base completa para o evento topo T
é B = {{.A},{Bl}, que satisfaz (UB)n(ÜB) = 0 e a árvore pode ser analisada
quantitativamente, usando a metodologia desenvolvida por Vesely e Kumamoto &
Henley.

Obtidos Z,4(t), to}(t) e t;}(t) e observando que os resultados do Corolário 3.2.1
também valem considerando T ao invés de .E, pode-se estabelecer as demais características
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do comportamento dinâmico de T, onde as interpretações são análogas às realizadas para
eventos terminais básicos e eventos suficientes mínimos. Especificamente:

Intensidade condicional de ocorrência de T

A}(t) - liHÍ:'ÍZ'(t + À) - i/r(t) - o} -
.«}(t)

1 - t4(z) s' t Z 0 e t4(t) < l

Intensidade condicional de remoção de T:

T (t) - !He'Ír(t+à) - o/r(t) t4(t) > o

Número médio de ocorrências de T em [0,t]

wl;(t) - .Z' '";(")'i", t> o

Número médio de remoções de T em [0, t]

v;H- l.«;w'", t> o
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