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Capitulo 0

Introducao e Resumo

A analise de &rvores de eventos é um dos principais métodos de anélise de confia-
bilidade de sistemas. Este método foi inspirado nas representagdes graficas de circuitos
eletronicos 16gicos e é utilizado, em geral, para avaliar, sob diversos pontos de vista, estados
do sistema através da modelagem destes ltimos a partir de combinagdes de estados de
diversos componentes desse sistema. Embora seja um método de natureza geral, sua
aplicagdo mais comum se dé no contexto da analise de sistemas complexos de engenharia,
onde é utilizado como ferramenta para: (a) a anilise de desempenho de sistemas; (b) a
avaliagio de alteragbes em projetos; (c) a verificagdo de conformidade com requisitos de
confiabilidade ou seguranca; e (d) o estudo de politicas de manutengao.

O método de anlise de arvores de eventos foi introduzido em 1961 por H. A. Watson
[Bel] da Bell Telephone Laboratories, durante o estudo da seguranga do Sistema de Con-
trole de lancamento dos misseis Minuteman da forga aérea norte-americana. Os primeiros
artigos publicados sobre este método foram apresentados no simpésio de seguranga rea-
lizado em 1965, sob o patrocinio da Universidade de Washington e da Boeing Aerospace
Company, que marcou o inicio do interesse generalizado por sua utilizagdo em diversos
ramos da industria (cf. [CB], [Lam]). No inicio da década de 70, softwares de aplicagéo
comegcaram a ser desenvolvidos para possibilitar a realizacdo da anélise de arvore de even-
tos através de computadores (cf. [VN], [FHM], [Fus]) e difundir sua utilizagao.



Capitulo 0: Introdugdo e Resumo 2

Uma andlise de drvore de eventos consiste fundamentalmente das etapas de cons-
trucio, analise qualitativa e anélise quantitativa, que podem ser assim resumidas: a cons-
trucao da arvore de eventos é o processo légico dedutivo que, a partir de um evento
pré-definido, denominado evento topo, procura identificar as varias combinagoes l6gicas
de eventos que contribuem para a sua ocorréncia; a analise qualitativa da arvore de even-
tos consiste basicamente da avaliagao da arquitetura do sistema através da determinagao
de todas as causas fundamentais de ocorréncia do evento topo; e a analise quantitativa,
procura estabelecer medidas de desempenho que traduzam caracteristicas do comporta-

mento dindmico de alguns eventos especiais da arvore.

Devido as suas raizes histéricas, nas aplicagdes mais comuns desse método, as
relacbes causais entre os eventos de uma arvore sao modeladas somente em termos de
eventos que descrevem falhas de componentes integrantes do sistema sob avaliagao. Neste
contexto, arvores de eventos sio conhecidas como arvores de falhas. Porém, existem cer-
tas situagcdes em que para modelar o comportamento 16gico de um sistema de forma mais
detalhada, é necessario considerar relagoes causais nao sé entre eventos que descrevem fa-
lhas, mas também entre eventos que descrevem o comportamento correto de componentes
e/ou situacdes de conformidade com procedimentos operacionais do sistema. Estes tipos
de relagoes sio consideradas, para se evitar a necessidade da realizagdo de uma pré-analise
subjetiva da irvore, a fim de verificar a possivel existéncia de condigbes incompativeis que
podem levar a obtengao de causas fundamentais de ocorréncia espirias para o evento topo,
isto é, causasfundamentais de ocorréncia que nao tenham significado fisico ou que sao im-
possiveis de ocorrer por envolverem eventos mutuamente exclusivos, ou por representarem

situagdes de nao conformidade com o procedimento operacional do sistema.

Neste trabalho, procurar-se-4 montar a conceituagio matematica tedrica do modelo
de 4rvore de eventos utilizando como base a teoria dos conjuntos, e apresentar de forma
unificada a teoria bésica encontrada na literatura, corrigindo aspectos notacionais e evi-

tando o excesso de informalidade com que sao apresentados alguns resultados tedricos.




Capitulo 1

Construcao de Arvores de Eventos

1.1 Introdugao

Neste capitulo é apresentada a técnica de constru¢ao dos modelos que constituem a

base fundamental do método de arvore de eventos para a analise de confiabilidade.

1.2 Principios Basicos

Uma arvore de eventos é construida com base na documentagao de projeto do sistema
de engenharia de interesse, em consultas aos projetistas e ao pessoal responsavel pela
operagao do sistema e em levantamentos destinados a avaliar os efeitos de cada estado
possivel de cada componente no desempenho do sistema (Analise de Modos de Falha e

Efeitos - AMFE [HK]).

Para motivar a apresentagao dos elementos basicos para a construgao de arvores

de eventos, considere o sistema de alimentagao de emergéncia descrito no Exemplo 1.2.1
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Figura 1.2.1: Sistema de alimentagdo de emergéncia

Descrigao funcional:

O sistema mostrado na Figura 1.2.1 opera em regime de “stand-by”, e quando ¢é
requisitado, um sinal do sistema de controle abre a vélvula VIA (normalmente fechada
- NF), d4 partida nas moto-bombas Bl e B2 e ajusta suas vazbes com a informagao
recebida pelos medidores de vazao MV1 e MV2. O controle da vazao das bombas ¢é feito

pelo sistema de controle, através da liberagao/supressao de corrente para o motor.

Caso nao ocorra a alimentacao, um sinal do sistema de controle desliga B1, fecha
V1A e inverte o estado das véalvulas V3 (normalmente fechada - NF) e V4 (normalmente

aberta - NA), numa tentativa de efetuar a alimentacao através da bomba redundante B2.

As informagoes adicionais fornecidas sao que: (a) a 4gua de alimentagao encontra-se

armazenada no tanque TQ e é fornecida por um outro sistema S independente;
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(b) as valvulas manuais V1B, V2A e V2B (normalmente abertas - NA) sao utilizadas
para isolamento das bombas em caso de manutengao; (c) as moto-bombas B1 e B2 sofrem
manutencbes periddicas, com o procedimento prescrevendo que somente uma bomba por
vez deve ser isolada para manutengao, estando a outra disponivel, caso o sistema seja

requisitado.

Uma questio de interesse na avaliagao do desempenho deste sistema é sem divida
a probabilidade do sistema de alimentagao de emergéncia nao entrar quando requerido.
Obviamente existem outras questdes de interesse nessa avaliagao, mas considere a primeira

para que se possa introduzir as idéias basicas.

Para responder a esta questdo, um analista de confiabilidade recomendara, normal-
mente, que se construa uma arvore de eventos, isto ¢, uma descrigao formal das relagoes de
causa e efeito entre eventos que produzem como resultado final a nao entrada do sistema
quando requerido. Este resultado final é denominado evento topo da arvore, que ¢ cons-
truida, a partir dele, através de um processo logico “backward” de refinamento dedutivo.
Assim, na primeira etapa do processo, procura-se determinar os eventos, e a combinagao
logica destes, cuja ocorréncia equivale a ocorréncia do evento topo. Nas etapas seguintes,
procura-se fazer o mesmo com cada evento novo que € introduzido na arvore nas etapas
anteriores. Esse processo de refinamento de um evento termina quando ele se refere a
um estado de um componente, ou quando nao é possivel ou nao se tem interesse nesse
refinamento. Para representar um evento e seu refinamento em uma arvore de eventos,

utiliza-se uma notagao grafica da forma

Ry T Y Rp

Figura 1.2.2: Refinamento de um evento
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onde E, denominado evento de saida da porta logica (§), representa o evento que foi
refinado e (¢), juntamente com os eventos Ry,...,R,, denominados eventos de entrada
em (), representam o refinamento de E. (), por sua vez, representa uma férmula com
n-variaveis, que aplicada sobre os eventos de entrada, R;,...,R,, em (), produz como

resultado o evento E.

Para simplificar a terminologia, todo evento de saida E de uma porta légica () sera
denominado evento porta (§), os eventos de entrada em (§) serao referidos como entradas

de F e a expressao resultante da aplicagao de () a Ry, ..., R, sera denominada expressao

local de E.

Os eventos que representam a finalizagao de um processo de refinamento sao deno-
minados eventos terminais, como sugere o préprio nome, e sao representados por simbolos
especiais. Assim, enquanto os eventos porta sao sempre representados através de retan-

gulos, um evento terminal é representado pelo simbolo

O

e é denominado evento terminal basico, quando se referir a um evento cuja frequéncia de

ocorréncia sera quantificada estatisticamente. Caso contrario, o simbolo

¢é utilizado.

Eventos terminais representados desta tltima forma siao denominados eventos ter-
minais nao refinados e se referem, em geral, a eventos cujas possiveis causas sao estatisti-

camente despreziveis, ou nos quais nio se tem interesse, ou para os quais nao se dispoe das
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|

informagées que possibilitem seu refinamento ou a quantificacio estatistica de sua fre-

quéncia de ocorréncia.

Uma porta légica () pode representar qualquer expressao 16gica. Apesar deste fato,
costuma-se utilizar, na pratica, portas ldgicas de natureza mais simples. Estas portas
légicas sio denominadas fundamentais, e sao dadas na tabela 1.2.1, juntamente com a

simbologia utilizada nesses casos.

Tabela 1.2.1: Simbolos de portas 16gicas fundamentais

Nome da porta )| Notagao gréfica | Expressio local Relagao causal

o evento de saida F ocorre
se todos os evenfos de en-
E=RnNn...NR, |trada R,,...,R, ocorre-

rem simultaneamente

“AND”

o evento de saida E ocorre
se pelo menos um dos even-
E=RU...UR, |tos de entrada R;,..., R,

ocorrer

“OR”

o evento de saida E ocorre

“NOT”

&= " se o evento de entrada R,

nao ocorrer

Quando a construcio de uma arvore envolve a utilizagao de eventos que representam
condigoes operacionais corretas e/ou situagoes indicando a disponibilidade do componente
para o sistema, a convengao, em geral, adotada na literatura, e que também sera adotada

neste trabalho, é representar estes eventos na arvore, como safda de uma porta logica
“NOT” (Tabela 1.2.1).. Assim, prefira simbolicamente
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Re€ Ro oo Rn RyC Ro e Rn

Além da simbologia utilizada para eventos e portas logicas, outros simbolos sao
também utilizados para facilitar a construgao de uma arvore de eventos. Dois simbolos

uteis e muito utilizados sao os simbolos de transferéncia idéntica

JASEANS

que sao utilizados quando um trecho da drvore aparece repetido a partir de um certo
ponto. O simbolo /A é utilizado para identificar o ponto de partida do trecho repetido; e

o simbolo A, para identificar onde é repetido o trecho iniciado em A-.

Quando se trata da repetigao de trechos anélogos, isto é, com a mesma logica mas en-
volvendo componentes e/ou condigdes distintas, costuma-se utilizar os simbolos de trans-

feréncia anéloga

7 R v
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Nestes casos. os componentes e/ou condicdes que serao alterados no trecho iniciado em
’ q
# para definir o trecho repetido em Y, devem aparecer, entre parénteses, ao lado dos

componentes e/ou condigdes que serao alterados deste trecho.

Uma variante dos simbolos de transferéncia é utilizada para indicar que o refinamento
de um evento E continua em outra folha ou outro lugar. Isto é representado graficamente
por

e a continuacdo do refinamento de E se d4 entdo em outro ponto, a partir do simbolo

flu

E

Para exemplicar a construgio de uma éarvore de eventos, considere o problema do

sistema de alimentacio de emergéncia, descrito no Exemplo 1.2.1.

Exemplo 1.2.1 (continuagéo) A Figura 1.2.3 contém a arvore de eventos para o evento

topo “sistema de alimentagdo de emergéncia néo entra quando requerido”.
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SISTEMA DE ALIMENTACAO DE EMER-
BENCIA NAO ENTRA QUANDO REQUERIDO

|
OPERACAO NAO E POSSIVEL COM A BOMBA TANQUE Ta@
B1 NEM COM A BOMBA REDUNDANTE B2

VAZIO

| 1
OPERACAO COM A BOMBA OPERACAO COM A BOMBA FALHA NAO FORNECE
B2 NAD E PossiveL Bi

S
NADO E PossIVEL DE T@ A

A O GUA <P;RA TQ

|

1
BOMBA Bi (B2) VALVULA V1A VALVULA V1B
W—\NAU FUNCIONA v- (V3) NAD ABRE

NAD ABRE
| 1

|
SISTEMA  DE

| |
D FALHA D SISTEMA DE CONTRO- ViA (V3) FA- B1i EM MA- OPERADOR ESQUECE
CONTROLE NAO B1 (B2) LE NAO ACIONA ABER- LHA FECHADA NUTENCAD ViB FECHADA APOS
ACIONA B1 (B2) O TURA DE V1A (V3) O MANUTENCAO

B1 EM MA- B2 EM MA-
NUTENCAO NUTENCAO

O O

Figura 1.2.3: Arvore de eventos para o evento topo “sistema de alimentagao de emer-
géncia ndo entra quando requerido”
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AN

OPERACAD COM A BOMBA
B2 NAD E POSSIVEL

1| 1 1 1
BOMBA B2 NAO VALVULA V3 VALVULA V2a W VALVULA V2B
FUNCIONA NAO ABRE (V2B) FECHADA FECHADA

1 1
B2 EM MA- OPERADOR ESQUECE
NUTENCAD V2A (V2B) FECHADA
APGS MANUTENGAO
B2 EM MA- Bi EM MA-
NUTENGAD NUTENCAO

Figura 1.2.3: (continuagio)

Apesar da simplicidade do Exemplo 1.2.1, nao é dificil perceber que a construcio de
uma arvore de eventos €, em geral, uma etapa demorada e critica na analise de confiabili-
dade, uma vez que é necessario conhecer profundamente o projeto do sistema de interesse,
a fungdo que o sistema deve desempenhar e as inter-relagdes entre os seus componentes.
Além disso, como se trata de um modelo estatico, sua utilizacio no estudo de processos
dinamicos requer ainda a identificagao de condigoes de contorno para a anélise tais como:
a) condigdo de operagéo do sistema (partida; em regime; parada; transitérios, etc ...); e
b) estado inicial de equipamentos e componentes para a condicio de operacio do sistema

considerada.

Outros fenémenos que podem ser estudados através de modelos de arvores de eventos
estao descritos nos Exemplos 1.2.2 e 1.2.3 a seguir, que serdao utilizados neste trabalho

para exercitar a metodologia de analise apresentada.
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Exemplo 1.2.2
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e CH1
—— (NA) Y
!
inu
|
(o)
&)
v A1}
I B1
) CH2
RESERVATORIO

Figura 1.2.4: Sistema de bombeamento
Descrigdo funcional:

Para encher o tanque de abastecimento TQ, o operador aciona a chave CH2 tipo
“push-button”. Como a chave de béia CH1 esta inicialmente fechada, a bobina K1 do relé
RL1 é energizada causando: o fechamento do contato de RL1 (normalmente aberto - NA);
a energizacdo da bobina K2 do relé RL2; o fechamento do contato de RL2 (normalmente
aberto -NA); e a partida da moto-bomba MB.

A medida que o tanque enche, a chave de béia CH1 se abre, desenergizando a bobina
K1 e abrindo o contato de RL1. O enchimento do tanque prossegue até o fechamento da
chave de béia CH3, que causa a energizagao da bobina K3 do relé RL3 e a abertura do
contato de RL3 (normalmente fechado - NF). Com isto, a alimentacio do motor M é
interrompida, cessando o enchimento do tanque TQ. A partir dai, o consumo do liquido

é iniciado e, automaticamente, toda vez que o tanque atinge o nivel da béia de CHI, a
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moto-bomba reinicia o enchimento do tanque.

Caso este sistema de desligamento automatico do motor M falhe, existe uma chave de
pressao CH4 que deve fechar, quando a pressao no tanque atingir a pressao de “setpoint”
P. O fechamento do contato de CH4 faz soar o alarme AL, que alerta o operador para
abrir manualmente a chave CH5, de forma a evitar que a pressao no tanque atinja seu

nivel de ruptura P* > P.

Um evento topo de interesse para este sistema é “ruptura do tanque TQ”, e sua

arvore de eventos é mostrada na Figura 1.2.5 abaixo.

RUPTURA DO}
TANQUE TG
| i |
FALHA NO DESLIGAMENTO AUTO- FALHA
MATICO OU MANUAL DO MOTOR M DE T@
| 1
FALHA NO DESLI- FALHA NO DESLIGAMENTO
GAMENTO MANUAL AUTOMATICO DO MOTOR M
DO MOTOR M
L 1 1 | 1
CHAVE CHS FALHA CHAVE CHS NAO RECEBE] CHAVE CH3 FA- FALHA DA} |CONTATO DO RELE RL3
FECHADA COMANDO DO OPERADOR LHA ABERTA BOBINA K3| |FALHA FECHADO

O PARA ABRIR O O O

| |
FALHA DO OPERADOR NAO RECEBE SINAL
OPERADOR PARA ABRIR A CHAVE CHS
L |
FALHA DA FALHA D CHAVE DE PRESSAOQ
BATERIA B4 ALARME A CH4 FALHA ABERTA

O @) O

Figura 1.2.5: Arvore de eventos para o evento topo “ruptura do tanque TQ”



Capitulo 1: Construgdo de Arvores de Eventos 14

Em muitos fenomenos encontrados na pratica, as relagoes causais entre eventos
‘podem ser perfeitamente modeladas utilizando-se somente as portas légicas “AND” e
“OR”. Algumas vezes, este tipo de modelagem resulta de uma simplificacdo do tipo
AU (A°N B) = AU B, que ¢é implicitamente realizada na construcédo da arvore. Como
exemplo de tal situag@o, considere a arvore de eventos para o evento topo “ruptura do
tanque TQ”, referente ao sistema de bombeamento descrito no Exemplo 1.2.2, que é dada
na Figura 1.2.5. Nessa arvore, o evento “chave CH5 nao recebe comando do operador

para abrir” poderia ser refinado da seguinte maneira:

CHAVE CH5 NAO RECEBE]
COMANDO DO OPERADOR

PARA ABRIR
[ 1
OPERADOR NAC RESPONDE DPERADOR NAD RECEBE SINAL
AD SINAL DO ALARME PARA ABRIR A CHAVE CHS

A

| | [ |

FALHA DO OPERADOR RECEBE SINAL FALHA DA FALHA DO CHAVE DE PRESSAOQ
OPERADOR PARA ABRIR A CHAVE CHS5 BATERIA B4 ALARME AL CH4 FALHA ABERTA

O O O O

I 1
FALHA DA FALHA DO CHAVE DE PRESSAO
BATERIA B4 ALARME AL CH4 FALHA ABERTA]

O O @)

Figura 1.2.6: Refinamento do evento “chave CH5 nao recebe comando do operador para

abrir”

Entretanto, na construgao da arvore utilizou-se a forma equivalente
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CHAVE CH5 NAO RECEB
COMANDO DO OPERADOR

PARA ABRIR
I 1
FALHA D! OPERADOR NAO RECEBE SINAL
OPERADOR PARA ABRIR A CHAVE CHS
L 1
FALHA DA FALHA D CHAVE DE PRESSA
BATERIA B4 ALARME AU CH4 FALHA ABERT

O O O

Figura 1.2.7: Refinamento equivalente do evento “chave CH5 néo recebe comando do ope-

rador para abrir”

Neste caso, a inclusdo da porta légica “NOT” para descrever as relagdes de dependéncia
entre eventos pode ser simplesmente suprimida, sem perda de informagéao relevante. En-
tretanto, existem certas situagdes em que somente a utilizagdo das portas logicas “AND”
e “OR” nio é suficiente para descrever todas as relagoes de dependéncia entre os eventos

de uma arvore. Tais situacdes podem ocorrer, por exemplo, quando:

(a) a coexisténcia de certos eventos é impossibilitada por restrigdes de projeto;

(b) o sistema muda seu modo de operagio apés um periodo de tempo deterministico
(“phased mission”) e o interesse esta na ocorréncia de uma falha na segunda fase de

operacio do sistema. Neste caso, a arvore de eventos para a falha de interesse é do

tipo:
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FALHA NA 2.9 Fa-
SE DE OPERACAD

DO SISTEMA
SUCESSO NA 1. FALHA NA 2.9 Fa-
FASE DE OPERACAD SE DE OPERACAO
DO SISTEMA DO SISTEMA

1

FALHA NA 1.9 Fa-
SE DE OPERACAD
DO SISTEMA

Figura 1.2.8: Arvore de eventos para o evento topo “falha na 2. fase de operacgio do

sistema” ;

(c) o sistema muda seu modo de operagao devido a ocorréncia de eventos aleatérios
(“stochastic phase changes”) e o interesse é modelar caracteristicas dinAmicas do sis-
tema (problema particularmente aplicdivel a situagdes envolvendo sistemas
“stand-by”).

Na construcdo da arvore de eventos para o evento topo “sistema de alimentacao de
emergeéncia nao entra quando requerido”, descrito no Exemplo 1.2.1, encontra-se a situagao
(a) acima, devido a impossibilidade das moto-bombas Bl e B2 sofrerem manutengao
simultaneamente. Como outro exemplo de situagdo envolvendo a utilizacio das portas
logicas “AND”, “OR” e “NOT”, considere o sistema de iluminagio descrito no Exemplo
1.2.3 a seguir.
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Exemplo 1.2.3 (Johnston & Matthews [JM])

(NA) B
AT A
AL4 (NF)

B2 CH

Figura 1.2.9: Sistema de iluminagdo

Descrigdo funcional :

O sistema de iluminagdo dado na Figura 1.2.9 deve operar normalmente com o
circuito A. Para tal, o operador deve fechar a chave CH, o que causa a energizagao das
bobinas K1, do relé RL1, e K2, do relé RL2, de forma que o contato de RL1 (normalmente
aberto - NA) seja fechado e o contato de RL2 (normalmente fechado -NF) seja aberto.

No caso de uma interrupgao do circuito A, para reestabelecer a luz, um subsistema
“stand-by”, que opera através do circuito B, pode ser ativado pelo operador, abrindo a
chave CH. A abertura de CH causa o fechamento do contato de RL2, devido a desener-
gizacao da bobina K2. Deve-se observar que o subsistema “stand-by” também é ativado

se a corrente no circuito C for de alguma outra forma interrompida.
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Este exemplo se encaixa na situacgao (c) descrita na pagina 16. Em situagdes como
esta, € necessario identificar e definir as fases de operagdo do sistema, os eventos que

geram a transicdo de fase e as possiveis maneiras do sistema falhar em cada fase.

Neste exemplo, existem duas fases de operagao:
Fase I - o sistema opera através do circuito A.
Fase II - o sistema opera através do circuito B.
A transicdo da Fase I para a fase II ocorre de uma das seguintes formas:

(1) falha no circuito A que leva a ativagcdo manual do circuito B. Situacdo que ocorre
através dos eventos : “falha da lampada L”, “falha da bateria B1” e “contato do

relé RL1 abre inadvertidamente”;

(2) falha no circuito C que leva a ativagdo automatica do circuito B. Situagdo que ocorre
através dos eventos :“falha da bobina K17, “falha da bobina K27, “falha da bateria

B2” e “chave CH abre inadvertidamente”.

Admitindo que a falha do operador é desprezivel e que o sistema estd operando
através do circuito A, a arvore de eventos para o evento topo “falta luz” é dada na Figura
1.2.10.

FALTA LUZ

|

FORNECIMENTO DE LUZ
INTERROMPIDO POR
FALHA NO CIRCUITO A
E
DESLIGAMENTO MANUAL
DE CH NAD RESTAURA
ILUMINACAO

|

FORNECIMENTO DE LUZ
ATRAVES DO CIRCUITO
A INTERROMPIDO POR
FALHA NO CIRCUITO C
E

ILUMINACRD NAD SE
DA ATRAVES DO CIA-
culTo B

N

Figura 1.2.10: Arvore de eventos para o evento topo “falta luz”
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AN

FOANECIMENTO DE LUZ
INTERROMPIDO  POR
FALHA NO CIRCUITO A
E
SLIGAMENTO MANUAL
CH NAO RESTAURA
ILUMINACAO

CIRCUITO A
FALHA

I

I

DESLIGAMENTO MANUAL
DE CH NAO RESTAURA
ILUMINACAO

|

|

FALHA DA
LAMPADA L

FALHA DA
BATERIA B4

O

CONTATO DO RELE
AL2 NAO FECHA

CONTATO DO RELE
AL2 FALHA ABERT

CONTATO DO RELE RL2 NAO RE-
CEBE COMANDO PARA FECHAR

I

1

INA K1, BOBINA K2 E
ATERIA B2 NAO FALHAM

CHAVE CH FALHA
ECHADA

ALHA D ALHA DA FALHA D
INA K1 TERIA 8

Figura 1.2.10: (continuagao)

19
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FORNECIMENTO DE LUZ
ATRAVES DO CIRCUITO
A INTERROMPIDO POR
FALHA NO CIRCUITO C
E

ILUMINACAO NAO SE
DA ATRAVES DO CIR-
CUITO B

CIRCUITO
FALHA

[FACHA ™ D
BATERIA B

CONTATO DO REL
RAL2 FALHA ABERTO

FORNECIMENTO DE LUZ
ATRAVES DO CIRCUITO
A INTERROMPIDO POR
FALHA NO CIRCUITO C

-

I [

|

O

O O

O

O O

Figura 1.2.10: (continuagao)

1.3 Portas Légicas e Eventos Especiais

D FALHA D FALHA D FALHA DA} ICHAVE CH ABRE
LAMPADA BOBINA K BOBINA K BATERIA B INADVERTIDA-
MENTE

O

20

Apesar da possibilidade de se representar qualquer porta logica através de uma com-

binacao de portas logicas fundamentais, em algumas situagoes, entretanto, portas logicas

especiais sao utilizadas com o objetivo de representar de forma mais direta e simplificada

algumas combinagtes l6gicas mais complexas de eventos. A tabela 1.3.1 apresenta algumas

dessas portas ldgicas especiais, e outros exemplos podem ser encontrados em [Haa2].
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Tabela 1.3.1: Simbolos de portas 16gicas especiais

21

Nome da porta )

Notagao grifica

Expressao local

Relacéo causal

“NAND”

E=(RiN...N0R,)

o evento de saida
E ocorre se pelo
menos um dos e-
ventos de entrada
Ry,..., R, ndo o-

correr

“NOR”

E=(R,U...UR,)"

o evento de saida
E ocorre se ne-
nhum dos eventos
de entrada Ry, ...,

R, ocorrer

“INHIBIT”

E=RNC

o evento de entra-
da R; produz o e-
vento de saida F,
quando a condi-
cao C, conectada
a direita da por-
ta logica, esta

presente

E =

n R

1<i1 <. <im <N i€ i1 ,0yim}

o evento de saida
E ocorre,se m dos

n eventos de en-

trada R,...,R,
ocorrerem simul-
taneamente

“EXCLUSIVE OR”

E=((Rn(NER)
=1 J#

o evento de saida

E ocorre se um,

e apenas um, dos

eventos de entra-

da Rl, ey R'n

ocorrerem
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Cada expressao local correspondente a uma porta légica especial pode ser transfor-
mada em uma combinacao de expressoes locais correspondentes a portas logicas funda-
mentais, utilizando as identidades bésicas da teoria dos conjuntos. Assim, denominando
as expressoes locais correspondentes a portas logicas especiais de expressoes locais especi-
ais e as correspondentes a portas logicas fundamentais de expressoes locais fundamentais,
as identidades para as expressdes locais especiais contidas na Tabela 1.3.1 sdo dadas na
Tabela 1.3.2 abaixo.

Tabela 1.3.2: Identidade entre expressoes locais especiais e expressoes locais fundamentais

Nome da porta @) Expressao local especial Expressao local fundamental
“NAND ” E=(RiN...NR,) E=RU...UR
“NOR” E=(RU...UR,)* E=R{N...N R
“INHIBIT” E=RNC E=R NC
“m/n” E= U N R|E= U N K

1< <...<im <n j€{i1,0,tm} 1<41<..<im<n Ile{t‘l,...,im}
“EXCLUSIVE OR” U(RN (N E)) U (&N (N EY))
i=1 i i=1 i#i

Além das portas légicas especiais, existem situagoes onde deseja-se avaliar ou levar
em consideragao, os efeitos de uma condi¢ao bem definida. Nestes casos, dois tipos espe-

ciais de eventos terminais sao utilizados, cujos nomes e notagao grafica estao apresentados
na tabela 1.3.3.
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Tabela 1.3.3: Eventos terminais especiais

Nome do evento Notagao gréfica

evento terminal disparador

evento terminal condicionador D

O evento terminal disparador (Tabela 1.3.3) age como uma chave. Quando a chave
estd ativa, a arvore admite como certa a ocorréncia do evento indicado; caso contrario,
a arvore admite como certa a sua ndo ocorréncia. Esse tipo de evento pode também ser
utilizado para anular o efeito dos eventos de entrada de uma porta légica “AND” ou “OR”.
Com efeito, desativando-se (ativando-se) um evento terminal disparador ficticio colocado
como um evento de entrada da porta légica “AND” (“OR”), anula-se o efeito de todos os

eventos de entrada dessa porta.

O evento terminal condicionador (Tabela 1.3.3), utilizado na porta légica “IN-
HIBIT”, pode também ser conectado a qualquer porta 16gica para indicar que o evento

de saida ocorre se, e somente se, o evento condicionador indicado ocorre. Assim,

Ry eee Rn
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indica que a ocorréncia de E é equivalente a ocorréncia simultinea de C e do evento
resultante da aplicacdo de Q)a Ry, ..., R,. A mesma relagio 16gica pode ainda ser escrita

como

ou E' c

R1 eoeo Rn

Hi Yy Hn

que sao graficamente mais complicadas.



Capitulo 2

Analise Qualitativa

2.1 Introducao

Durante a anaélise do projeto de um sistema complexo de engenharia, um analista
de confiabilidade é colocado diante de perguntas tais como: Existem pontos fracos no
projeto? O arranjo proposto para a instalagdo evita que fatores tais como explosdes,
incéndios ou inundagdes impliquem na perda total da capacidade operacional? Um outro

“lay-out” evitaria tal perda de capacidade? O sistema é tolerante a falhas simples?

As atividades de projeto destinadas a responder tais perguntas constituem o que se
denomina de analise qualitativa de confiabilidade. Nestas atividades, o analista recorre,
fundamentalmente, a constru¢do de modelos de arvore de eventos para o sistema em
estudo, com o objetivo de sintetizar as relagbes mais elementares de causa e efeito entre
multiplas mudancas de estado de componentes e mudancas de estado do sistema. Esta
sintese € feita através de classes especiais de eventos terminais basicos dos modelos de-
senvolvidos, cuja determinacdo é o objetivo deste capitulo. Nele serdo introduzidos a
conceituagao matematica tedrica do modelo de arvore de eventos e alguns algoritmos

utilizados como ferramenta na determinacgao dessas classes.

25
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2.2 Elementos Algébricos

Apresenta-se, nesta secao, a estrutura matematica formal para o método de analise
de arvore de eventos. Para dar um tratamento qualitativo e quantitativo integrado, as
arvores de eventos serao conceituadas no ambito dos espagos probabilisiveis ou men-
suraveis, e os métodos de analise serdao abordados do ponto de vista da teoria dos conjun-

tos.

Seja (£, F) um espago probabilisavel. Para simplificar a apresentagio dos conceitos

basicos da analise, se B C F ¢ finito e nao-vazio, utiliza-se a seguinte notacéo:

1. B2 {E°: E € B}

2.UBY2 U E
EeB

3.NB2 NE
FEeB

4. B,2 BU{0,9}

5 P*(B) ™ {A € P(B)— {0} : ANA = 0}, onde P(B) é a classe de todos os

subconjuntos de B

6. 0'(B)™ 0(B) - {0,9}, onde O (B) é a o-algebra gerada por B.

Definigio 2.2.1 Se E € 0'(B)— B, onde B C F ¢ finito, nio-vazio e tal que BN B = ),
diz-se que E € um evento porta com entradas em B. Além disso, diz-se que F' € B ¢
entrada de E se E ¢ 0'(B — {F}).

Definigdo 2.2.2 Diz-se que A={E;; : 1<i<m,1<j<n;} CF € uma drvore de

eventos, se existir E4 C F finito, ndo-vazio, tal que:

1. E_Aﬂa=9

2. 0,0¢ Ex
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3. para E, F € (E4 U E4) distintos, E ¢ F

4. para AC (EqUEL) , NA# D se, e somente se, ANA = {)

5. para A,B C (E4UE&4) , NA CNB se, e somente se, A D B

6. n1 =1 e Eyy € um evento porta com entradas em {Ey; : 1 < j < ny}

7. para 1 < i < m, todo elemento de {F;; : 1 < j < n;} — &4 € um evento porta com
entradas em {E(iy1); : 1 < j < niyq} e todo elemento de {Ey1);: 1 < j <nyyq} €
entrada de algum elemento de {E;; : 1< j <n;} — &4

8. {Emj:ISanm}ggA

9. Ex= G{Eij 11 <5 <ni}Néa.
i=1

Eyy =T € denominado evento topo da drvore de eventos A e os elementos de £4

sao denominados eventos terminais bdsicos de A.

Para efeito de analise de confiabilidade, todos os eventos de £, sao também conside-
rados como eventos terminais basicos da arvore, apesar de aparecerem em A sob a forma

de eventos porta. Assim, serd denotado por £ o conjunto (£4 U £4).

Algumas representagoes algébricas especiais sao extremamente tteis na analise de

arvore de eventos. Para introduzi-las, seja £ C F finito e nao-vazio.

Definigdo 2.2.3 § C P*(0(£)) ¢ uma disjuncio para E € 0(£) se U NC =E. A
' ‘- Te

disjungdo 6 é normal se, para todo C € &, a condiciio-C € P*(€) estiver satisfeita. A

disjungdo O € disjunta se, para quaisquer A,B € & distintos, a condicio AN B #

estiver satisfeita.

Para apresentar algumas propriedades possuidas pelas diSjungées, denote por D°,
o conjunto das disjungbes que sdo subconjuntos de P*(0 (£)) e, por D, o conjunto das

disjungdes contidas em D°, que sdo subconjuntos de P*(&,).

Definigdo 2.2.4 Seb ¢ £ € D° sdo disjuncies para E € 0 (E), diz-se que b e £ sdo
equivalentes e escreve-se 6 = £ .
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Definigao 2.2.5 Se §,& € D°, a soma de 6 e £ € definida como a disjungio

bvE=06UE.

k k

Proposigio 2.2.1 Se 6;,£. € D°e 6; = &, parai=1,...,k, entio \ b, =V £,
i=1 i=1

O

Definigao 2.2.6 Se 6,& € D°, o produto de 6 e £ ¢ definido como a disjung¢do

{AUB:ANB=0, A€ 6 eBe€ } seo conjunto for ndo-vazio,
6ANE =

{{0}} caso contrdrio.

Proposigdo 2.2.2 Se 6, e peD* e b= @, entio 6 ANE = p AE.

Prova - Como 6 = p,entao U NA= U NB, etem-se
A€ Be p

U nNno=(Un4a)n(Une)
D e (0A€) Aed cek
= (uns)n(uUne)
B ey cel

U Ne
E e((p/\f)

Consequentemente, 6 A& = @ A €.

Definigao 2.2.7 C € P*(&) € suficiente para E € 0 (£) se NC C E. Neste caso, NC
€ denominado evento suficiente para E. Se C ¢é suficiente para E e |C| =1 ou |C| > 1
e ndo eziste C' C C suficiente para E, entio C é suficiente minimo para E, e NC €

enominado evento suficiente minimo para E.
d d t t P
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Definigao 2.2.8 C € P*(&,) € necessdrio para E € 0(E) se UC D E. Neste caso, UC
¢ denominado evento necessdrio para E. Se C' € necessdrio para E ¢ |C| =1 ou |C| > 1
e ndo existe C' C C necessirio para E, entdo C ¢é necessdrio minimo para E, e UC ¢

denominado evento necessdrio minimo para E.

Definigdo 2.2.9 p C P*(0(£)) € uma conjungio para E € 0(§)se | UC =E. A
cep
conjungdo O € normal se, para todo C € @, a condigio C € IP*(E) estiver satisfeita.

Para E € 0(£), sejam

Bg = {C € IP*(&,) : C é suficiente minimo para E}

i

Re = {C € P*(&,) : C é necessério minimo para E}. -
Entao seguem as seguintes definigdes:

Definigdo 2.2.10 Uma disjungio 6 € D, para E € 0(E), ¢ uma base para E se
6 C Bg. A base 6 ¢ completa se 6 = Bg. A base 6 é irredundante se- qualquer £ C 6
nao for uma base para E. A base irredundante 8 € minima se |6 | < |€ |, para qualguer

outra base irredundante £ para E.

Definigao 2.2.11 Uma conjungio o C IP*(E,), para E € 0 (), é um recobrimento
para E se 0 C Rg. O recobrimento 0 ¢é completo se 0 = Rg. O recobrimento 0 é
irredundante se qualqguer ¢ C 0 ndo for um -recob]jimento para E. O recobrimento
irredundante Q € minimo se | 0| < |S|, para qualquer outro recobrimento irredundante
S para E.

Definigao 2.2.12 Sejam A e AP duas drvores de eventos. AP € a drvore de eventos
dual de A, se AP = A. ’

Observagoes :

®  Sempre que for mencionado evento topo T' neste trabalho, T' € 0’(£).
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Se % é uma disjuncao (conjungédo) para o evento topo T' da arvore de eventos A,

entio X = {C: C € 1} é uma conjuncio (disjungio) para o evento topo T° de

AP, a drvore de eventos dual de A.

Se 1) C IP*(£,) é uma disjungio (conjuncio) para E € 0 (£), entdo todo elemento

de 1) é suficiente (necessario) para E.

e  Se C é suficiente (necessario) para o evento topo 7' da arvore de eventos A, entio

C ¢ necessario (suficiente) para o evento topo 7° de AP, a 4rvore de eventos dual

de A.

E € 0(€) possui uma tnica base completa, porém pode possuir mais de uma

base irredundante. Consideragoes analogas valem para recobrimento.

Se a base completa B para o evento topo de uma &rvore de eventos satisfaz
(UB)N(UB) = 0, entdo a arvore é denominada monoétona; caso contrario a arvore
¢ denominada ndo-mondtona. Se uma arvore de eventos é mondtona, entéo: a) o
evento topo 7' possui uma tnica base e um tnico recobrimento, que sio ao mesmo
tempo, completos e irredundantes; e b) os conjuntos suficientes minimos sao denomi-
- nados cortes minimos e os conjuntos necessarios minimos sio denominados caminhos

minimos.

2.3 Base Completa

Algoritmos para a obtencdo de bases completas foram objeto de estudo de varios
pesquisadores (cf- [HR], [HW], [KH], [Nel], [Reu], [Quil]) interessados em anélise de
arvore de eventos, automatos finitos ou circuitos Iégicos. Nesta secio, sio apresentados
alguns destes algoritmos, precedidos de uma introdugao sobre a‘obtencao de disjungdes e
conjungdes normais, j& que os primeiros, em geral, partem de representacées deste tipo. O
contexto utilizado para a apresentacdo dos algoritmos serd o de uma arvore de eventos A,
com conjunto de eventos terminais bésicos £ e evento topo T', com a notacéo introduzida

na secao 2.2.
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2.3.1 Algoritmos para a Obtencao de Disjungoes e Conjungoes

Normais

Os algoritmos comumente empregados para a obtencdo de disjungdes e conjuncgoes

normais para eventos topo de arvores de eventos, podem ser divididos em duas categorias:

1. algoritmos que utilizam expressbes algébricas de partida para o evento topo em

funcao dos eventos terminais basicos;

2. algoritmos que utilizam a prépria estrutura logica da arvore.

Para a obtencao de disjungdes e conjungdes normais, dois métodos extremamente
simples, denominados método “top-down” e método “bottom-up”, sdo utilizados. Como
os préprios nomes sugerem, o método “top-down” percorre a estrutura légica da arvore
partindo do evento topo, até atingir os eventos terminais basicos do tltimo nivel da arvore,
e o método “bottom-up”, parte dos eventos terminais basicos do ultimo nivel da arvore,

e percorre sua estrutura logica, até atingir o evento topo.

Na obtencao de expressoes algébricas de partida para os algoritmos da categoria 1.,

os métodos “top-down” e “bottom-up” sdo assim utilizados:

Método “Top-Down”: Comegando com o evento topo da arvore de eventos, substitui-se
sucessivamente cada evento porta por sua expressao local, conforme a férmula que o define
em funcao de suas entradas, até obter uma representagao para o evento topo envolvendo

apenas eventos terminais basicos.

Método “Bottom-Up”: Comecando com os eventos porta cujas entradas sdo eventos
terminais basicos, substitui-se sucessivamente estes eventos por suas expressoes locais,
conforme a férmula que os definem em funcao de suas entradas, até que o evento topo da

arvore de eventos seja substituido.

Para os algoritmos da categoria 2., os métodos “top-down” e “bottom-up” sdo uti-

lizados de forma especifica, de acordo com a légica envolvida em cada algoritmo.
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Exemplo 2.3.1 Para exemplificar a aplicagao dos algoritmos para a obtencao de uma

disjungdo/conjungéo normal, serd utilizada a arvore de eventos para o evento topo “falta

luz”, referente ao problema do sistema de iluminagido descrito no Exemplo 1.2.3, que é

dada na Figura 1.2.10 (Capitulo 1). A definicdo dos eventos da &rvore é dada a seguir.

E41

E49
Es10)

“falta luz”,

“fornecimento de luz interrompido por falha no circuito A
e desligamento manual de CH néo restaura iluminacao”
“fornecimento de luz através do circuito A interrompido
por falha no circuito C e iluminagao nao se da através
do circuito B ?

“circuito A falha”

“desligamento manual de CH nao restaura iluminagao”
“circuito B falha”

“fornecimento de luz através do circuito A interrompido
por falha no circuito C”

“falha da lampada L”

L

“falha da bateria B1”

B1

“contato do relé RL1 abre inadvertidamente”

RL1,;

B1

“contato do relé RL2 nao fecha”

L

B1

“contato do relé RL2 falha aberto”

RL2;,

L

“falha da bobina K1”

K1
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Ey11)

Ey12)

Esa13)

Es,
Es,
Es,
Es;

E7l
E72
Ez3

Algoritmo DN

“falha da bobina K2”

K2

“falha da bateria B2”

B2

“chave CH abre inadvertidamente”

CH,;

RL2,

“contato do relé RL2 nio recebe comando para fechar’
“bobina K1 , bobina K2 e bateria B2 nao falham”
“chave CH falha fechada”

CHyy

K1

K2

B2.

)
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O algoritmo DN é um método para a obtengao de disjungbes normais, que opera

sobre expressoes algébricas, e é executado através das seguintes etapas:

DN.1 caso nao se disponha de uma expressao algébrica para o evento topo de interesse, de-

rive uma expressao, através dos métodos “top-down” ou “bottom-up”, substituindo

cada evento porta por sua expressao local correspondente. Se a expressdo local para

um evento porta for especial, transforme-a em uma combinagao de expressoes locais

fundamentais, logo apés a substituigao do evento porta por sua expressao local (veja

Tabelas 1.2.1, 1.3.1 e 1.3.2 - Capitulo 1); caso contrario, va para a etapa seguinte;

DN.2 transforme a expressao algébrica disponivel para o evento topo de interesse em uma

expressao da forma

C e

U NC, onde 6é uma disjungio normal. Para realizar esta

trnsformacéo, utilize um processo de aplicacao das leis distributivas e das leis de De
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Morgan (caso necessdrio), complementado por simplificagées do tipo:

ANB=1§ se A= B°
ANA= A4, (2.3.1)
AU(ANB)=A, '

onde Ae Beo'(€).

Cada conjunto formado pelos eventos terminais basicos que compoem cada inter-
seccao de eventos, da uniao de eventos obtida no final deste processo, é um elemento de

6, e a classe cujos elementos sao estes conjuntos, corresponde a disjungao normal 8 .

Observagdo:

© Este algoritmo encontra-se implementado no programa SETS ([Worl], [Wor2],
[WS]), utilizando o método “top-down”.

O programa SETS permite a utilizagao dos eventos porta “AND”, “OR”,
“EXCLUSIVE OR” e de qualquer outro evento porta cuja expressao local seja es-
pecificada nos dados de entrada do programa.

Exemplo 2.3.2 Utilizando os eventos definidos no Exemplo 2.3.1, a disjungao normal

para o evento topo “falta luz”, obtida através da aplicacdo do algoritmo DN é dada por:
- Etapa DN.1  Através do método “bottom-up”:

E¢i = (EnUEnUER)*
= (K1UK2U B2)°
Ese; = CHyy
Es; = Eg N Eg
= (K1UK2U B2)°N CHyy
Es;i = RL2,
Ee = L
Eis = Es1UEs
= RL2;,U((K1UK2UB2)°NCHyy)
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Ey4
Es,

Bl

E4uUE U Egg

BILULU (RL2,., U ((K1UK2UB2)°n CH;.;))
RL1,;

Bl

L

Eqa UEQU Eyg

LU BI1URLL,

E3 N E3;

(LU B1URL1,) N (31 U LU (RLz,,, U ((K1UK2U B2)°n CH;;)))
CH,;

B2

K2
K1

= FEja0)U E411) U E4a2) U Eq13)

K1UK2UB2UCH,;

L

RL2g,

Bl

Eiz UEgU Ey

BIURL2;s UL

Eas N Fay

(BLURL2,, UL) N (K1UK2U B2U CH,;)
Ey U Ey,

((LUBIURLL,;) n (B1ULu(Rsz,,u((K1UK2uBz)Cn0H,,))>) U

((Bl URL2,UL) N (K1UK2U B2U CH,,,-))
Eq.
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Etapa DN.2 Pela aplicacdo das leis distributivas e das leis de De Morgan:

T = (LNB1) U (LNRL2;,) U (LNKI°NK2°NB2°NCH;) U
(LNL) U (B1NB1) U (B1NRL2;,) U
(BINK1°NK2°NB2°NCH;;) U (BINL) U (RL1fan B1) U
(RL1,4NRL2;,) U (RL1,; N K1I°NK2°NB2°NCH;y) U (RL1,;NL) U
(BINK1) U (BINK2) U (B1NnB2) U
(BINCH,) U (RL2;/, N K1) U (RL2;,NK2) U
(RL2;,,N B2) U (RL2;/,NCH,;) U (LNK1) U
(LNK2) U (LN B2) U (LNCH,).

Apés as simplificacbes dadas em (2.3.1):

T = L U B1 U (RLl;NRL2s) U (RL1;NKI°NK2°NB2°NCHyy) U
(RL?faﬂKl) U (RL2/aﬂK2) U (RLZ,-anB2) U(RL?}GHCHM').

Logo,

6 ={ {L}, {B1}, {RLl4, RL2} , {RLls, K1°, K2, B2°,CHy}
{RL2a, K1} , {RL2/0,K2} , {RL2/a, B2} ,{RL2;a,CHy} },

é a disjungido normal obtida no final do algoritmo DN.

Algoritmo de Fussell, Henry & Marshall

O algoritmo de Fussell, Henry & Marshall [FHM] é um método “top-down” para a
obtencao de disjungbes normais, que opera diretamente sobre a arvore de eventos. Origi-
nalmente desenvolvido para arvores construidas utilizando apenas as portas légicas fun-
damentais “AND” e “OR” (Programa MOCUS [FHM)]), este algoritmo foi posteriormente
modificado para permitir a utilizagdo das portas logicas “AND”, “OR”, “NOT”, “NAND”
e “NOR” (Programa MOCUS-M [Vie]).

A execugao deste algoritmo se da através das seguintes etapas:
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FHM.1

FHM.2

FHM.3

FHM.4

utilizando a arvore de eventos para o evento topo de interesse, monte uma matriz,
colocando o evento topo como elemento da primeira linha e primeira coluna da

matriz;

substitua cada evento porta “OR” (“NAND” ou (“NOT” e “AND”)) da &rvore, por
suas entradas (pelos complementares de suas entradas), criando assim novas linhas
na matriz que sdo idénticas, a menos da posi¢ao antes ocupada pelo evento porta
“OR” (“NAND?” ou (“NOT” e “AND?”)) que torna-se ocupada por suas entradas (pe-
los complementares de suas entradas); substitua cada evento porta “AND” (“NOR”
ou (“NOT” e “OR”)) da arvore, por suas entradas (pelos complementares de suas
entradas), colocando-os na mesma linha da matriz montada, aumentando assim o

numero de colunas da matriz;

comecando da primeira coluna da matriz, repita FHM.2 até que todos os elementos

da coluna considerada sejam eventos terminais basicos;

na matriz obtida em FHM.3: elimine nas linhas, as repeti¢goes de eventos terminais
basicos; elimine as linhas contendo eventos terminais basicos complementares e as

que incluem todos os elementos de uma outra linha qualquer da matriz.

6 , a classe formada pelos conjuntos cujos elementos sio os elementos de cada linha

da matriz obtida no final deste processo, é uma disjungado normal para o evento topo de

interesse.

Exemplo 2.3.3 Utilizando os eventos definidos no Exemplo 2.3.1, a disjungdo normal

para o evento topo “falta luz”, obtida através da aplicacao do algoritmo de Fussell, Henry
& Marshall é dada por:

Etapas FHM.1 a FHM.3

L E32 L E32
3 Es Eag 4 Bl Esy 5 B1 Es,
' Ey, ' RL1,; Es ' RL1,; E3

E22 E33 E34



B1
RL1,;
B1

&~

B1
B1
Bl
Bl
RL1,;
RL1,;
RL1,;
RL1,;
Bl
RL2;,

\ L

RL2;,

E32 \
E32
B3
E34
E34

Es4 )

RL2;,
EGI

Bl
RL2;,
E61

E3y
E34
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CHJ/

C.ij

RL1,;
RL1,;
RL1,;
Bl

RL2,

10.

Bl \
E45

B1
Eys

N

Bl
Bl
Bl
Bl
RL1,;
RL1,
RL1,;
RL1,;
Bl
RL2;,

[ L Bl )
L RL2;,
L y
L L
B1 B1
B1 RL2;,
B1 Es,

8 B1 L
RL1,; Bl
RLl,; RL2%,
RL1, Es,
RLl,; L
Bl Ex
RL2;, Es,
\ L Ey )

B1

RL2;,

K1° K2 B2 CHy

L

B1

RL2;,

K1¢ K2 B2 CHy

L

B1

RL2y,

K1¢ K2¢ B2° CH”

L

Es4

Es34

Es34

38
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11.

Etapa FHM.4

(L
L
L
L
Bl
Bl
Bl
Bl
RL1,;
RL1,;
RIL1,;
RL1,;
Bl
Bl
Bl
Bl
RL2;,
RL2;,

B1

B1
RL2,,
K1° Ko

B1
RL2y,
K1° K

B1
RL2,,
K1° K

K1
K2
B2
CH,;
K1
K2
B2
CH,;
K1
K2
B2
CH,;

RLl,; RL2,
RL1l, K1
RL2;, K1
RL2;, K2
RL2,, B2
\ RL2;, CH.,

K2¢ B2 CHy;

B2¢ CH_”

B2 CHyy

39
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Logo,

6§ ={ {L}, {B1}, {RLl4, RL2s} , {RLl.;, K1°, K2°, B2°,CH;}
{RL2;4, K1} , {RL2;a, K2} , {RL2/o, B2} ,{RL2ss,CHu} },

é a disjungao normal obtida através do algoritmo de Fussell, Henry & Marshall.

Algoritmo CN

O algoritmo CN é um método para a obtencdo de conjun¢Ges normais, que opera

sobre expressoes algébricas, e é executado através das seguintes etapas:

CN.1

CN.2

CN.3

caso nao se disponha de uma expressao algébrica para o evento topo de interesse, de-
rive uma expressao, através dos métodos “top-down” ou “bottom-up”, substituindo
cada evento porta por sua expressdo local correspondente. Se a expressio local para
um evento porta for especial, transforme-a em uma combinacéo de expressoes locais
fundamentais, logo apds a substituigao do evento porta por sua expressao local (veja

Tabelas 1.2.1, 1.3.1 e 1.3.2 - Capitulo 1); caso contrario, va para a etapa seguinte;

complemente a expressio disponivel para o evento topo de interesse e transforme-a

em uma expressio da forma |J C, onde 6 é uma disjungio normal para o com-

C €
plementar do evento topo de interesse. Para realizar esta transformacao, utilize um

processo de aplicagio das leis distributivas e das leis de De Morgan, complementado

por simplificages do tipo:

ANB=10 se A= B¢
ANA= A,
AU(ANB) = A,

onde Ae Beo'(€).

complemente a expressao obtida em cN.2 e aplique as leis de De Morgan, obtendo

assim uma expressao da forma () |JC, onde p@é uma conjungao normal para o
Cep

evento topo de interesse.
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De forma anédloga a descrita no algoritmo DN, cada conjunto formado pelos eventos
terminais basicos que compdem cada unido de eventos, da interseccao de eventos obtida no
final deste processo, é um elemento de @, e a classe cujos elementos sdo estes conjuntos,

corresponde a 0.

Exemplo 2.3.4 Para exemplificar a obtengao de uma conjungdo normal através deste
algoritmo, considere a expressao resultante da aplicacdo do algoritmo DN ao evento topo
T=*“falta luz” (Exemplo 2.3.2).

Etapa CN.2

7° = (L U Bl U (RL1,N RL2,) U (RL1;NK1°N K2°N B2°NCHyp) U
(RL27s N K1) U (RL2;a N K2) U (RL2su N B2) U(RL2su N CH,))".

T° = L° N BI1° n (RL1SURL2S,) N (RLI,UK1UK2U B2UCHS,) N

a

(RL2, UK1°) n (RL2%,UK?2%) N (RL2, U B2°) N (RL2S, U CHS,).

T¢ = ((L° n B1° n RL1S) U (L N BI° n RL25,)) N
((RL1,U K1U K2U B2U CHjy) N
(RL25, UK1°) n (RL2, UK2°) N (RL2,U B2°) N (RL2%, U CHS)).

T° = ((L°nB1°NRL1%)U
(L°N B1°N RL25, N K1) U (L°N B1°NRL25, N K2) U
(L°N B1°N RL25, N B2) U (L°N B1°NRL25, NCHjp)) N
((RL25,UK1°) N (RL2,UK?2) n (RL25,UB2) N (RL23, U CH)).

T¢ = ((L°nB1°NRL1NRL2,) U (LN B1°NRL1S N K1°) U
(L°N B1°N RL25, N K1) U (L°N B1°NRL2, N K2) U
(L°N B1°N RL25, N B2) U (L°N B1°NRL2, NCHj;) ) N
((RL25,U K2°) n(RL2S, U B2°) n (RL2, U CHE)).
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T¢ = ((L*nB1°NRLISNRL2,) U (L°NBI°NRL1G N K1°NK2%) U
(L°N BI°NRL2, N K1) U (L° N B1°NRL2, N K2) U
(LN BI° N RL25, N B2) U (LN BI°NRL2%, NCHS,) ) N
((RL2, U B2°) N (RL25, U CHS)).

7° = ((L°NBI°NRLI,NRL2S,) U (LN B1°NRL1S N K160 K290 B2) U
(LN BI°N RL2, N K1) U (L°NB1°NRL2, N K2) U
(L°N B1°N RL2, N B2) U (L°NBI°NRL2, NCHE,) ) N
(RL2%, UCHS)).

T° = (L°NB1°NRLIS;NRL2S,) U (L°N B1°NRLIS N K1°NK2°N B2°NCHS) U
(LN B1°NRL2,N K1) U (L°NB1°NRL2S, N K2) U
(L° N B1°N RL2%, N B2) U (L°N B1° N RL2S, N CHS,).

FEtapa CN.3
T = (LUBIURL1,;URL2;,) N (LUB1URL1,;UK1UK2UB2UCH,;) N
(LUB1URL2;,UK1°) N (LUB1URL2;, U K2°) N
(LUB1URL2;,UB2°) N (LU B1URL2s, N CHyy).

Logo,
0 ={ {L,B1,RL1,;,RL2;,} , {L,B1,RL1,;,K1,K2,B2,CH,;} ,
{L,B1,RL24,,K1°} , {L,B1,RL2;,, K2} ,
{L, B1,RL2;,, B2°} , {L,B1,RL2,,CHys} }.
Observagdo:
° Também pode-se obter uma conjungdo normal através da aplicacdo do algo-

ritmo de Fussell, Henry & Marshall a arvore de eventos dual para o evento topo
de interesse. Especificamente, a classe constituida por cada conjunto formado pe-
los complementares dos elementos de cada linha da matriz obtida no final deste

procedimento, é uma conjuncao normal para o evento topo de interesse.
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2.3.2 Algoritmos para a Obtencao da Base Completa

Se um dos algoritmos para a obtencao de uma disjung¢do normal foi aplicado a uma
drvore de eventos A e obtéve-se uma disjungao normal & para o evento topo T de A
satisfazendo (U6 ) N (J) = (), entdo 6 é a base completa para T. Especificamente,
cada elemento da disjungdo normal obtida é um conjunto suficiente minimo para T e,
reciprocamente, todo conjunto suficiente minimo para 7' pertence a disjungao normal

obtida [JM].

Em geral, porém, em arvores de eventos A construidas utilizando as portas 18gicas
“NOT”, “NAND”, “NOR” ou “EXCLUSIVE OR?”, a aplicagio do mesmo procedimento
fornece apenas uma disjungao normal & para T'. Para entender o que acontece, suponha,
por exemplo, que aplicou-se o algoritmo DN & uma &rvore de eventos A, obtendo a
expressao I' = (AN B) U (A°N C) para o evento topo T' de A. Nao é dificil ver
que {A, B} e {A°,C} séao suficientes minimos para T e que {B,C}, que nio pertence a
disjungdo normal obtida, também é suficiente minimo para 7. Portanto, nesses casos,
algoritmos mais especificos sao necessarios para a obtengao da base completa para T, ja
que a simples obtencdo de uma disjungdo normal, do tipo fornecido pelos-algoritmos dados
na Secao 2.3.1, ndo garante que todos os conjuntos suficientes minimos para 7' tenham

sido gerados.

Apresenta-se a seguir, os algoritmos propostos por Quine [Quil] e Nelson [Nel], que
sao classicos para a obtencdo da base completa-para um evento topo T', cuja arvore de
eventos A, se enquadra na situagdo exposta no paragrafo anterior. Por ultimo, tentando
melhorar sua linguagem, sera apresentado o algoritmo pr\oposto por Kumamoto & Henley
[KH], que foi motivo de muita polémica (cf. [LOKH], [WSH]) devido a dificuldade na sua

compreensao, principalmente, por causa da notacao rebuscada utilizada.

Exemplo 2.3.5 Para ilustrar a aplicagdo dos algoritmos a serem apresentados nesta
secdo, sera utilizada a drvore de eventos do Exemplo 1 de Ogunbiyi, contido em [LOKH], j&
que a estrutura da mesma permite evidenciar de forma mais clara as operagoes envolvidas

em cada um deles. Especificamente, a arvore é definida por

A={E;:1<i<4,1<7<n,
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onde

1. E_A — {P,Q’R’S}’
2. £ = {P,Q,R, S, PC,QC,RC’SC},

3. ng=2,n3=5eng =3,

e as expressdes locais dos eventos de A sdao dadas por:
Ey = By UEy,
Exn =QnNEs;
Epn=Q°NRNS
Eyn=Q

E32=PUSURC

Es=Q°
Eu=R
Egs = S°¢
Eqg=P
Eu=S
Ey = R

Algoritmo de Quine

Quine [Quil] propos um algoritmo para a obtencio da base completa para um evento
topo T, de uma arvore de eventos A, partindo de uma disjuncio normal § para T'. Este
algoritmo, conhecido como método do consenso, é o método mais simples para a obtencao

da base completa do evento topo de uma arvore de eventos cuja estrutura nao é complexa.
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Definigao 2.3.1 Sejam A,B € P*(€) tais que ANB = {E}, A # {E} ¢ B # {E*}.

Entao,
C(A,B|E)™ (A—{E}) U (B—{E})

¢ denominado o consenso de A e B.

Lema 2.3.1 Se C(A, B|E) € o consenso de A e B, entdo

{A}V {B} = {A} V {B} V C(A, B|E).

Prova -
(N4) U (NB) = (NA) U (NB) U
A
(n(?z’ U(A—{E})U(B - {E"}))) U

B
(n(4- {EYLTETU (B = (D))

= (NA) U (NB) U
Q

((EUEC) n (n((A—{E}) u (B—{E"})))).

Lema 2.3.2 Se A, B€ 6 ¢ BD A, entio 6 = 6 — {B}.

Lema 2.3.3 Se 6 € uma disjungdo normal para T e C € suficiente minimo para T, entdo,
para todo H € C, existe D € & tal que H € D ou H° € D.

Prova -

e Se C € 6 é ébvio.
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e Se C ¢ 6, suponha que existe H € C tal que, para todo D € 6, H,H® ¢ D.
Assim,
P=(NUD) N(NC)= U (N Fp)N(NC),
Deé FeXé Deé§
onde X & é o produto cartesiano dos D € 6 ,e F € X6 é uma fungio F: § — &
tal que F(D)=Fpe€ DparaD € 6.

Logo, ( N F3)N(NC) = 0, para todo F € X&, e como Fp # H, para todo
De
D € 6, tem-se (N F3)N(N(C — {H})) = 0, para todo FF € X§&. Portanto,
Des

0=( N UD)NNC = {H})), e consequentemente, C — {H} é suficiente para T.
De

O

Lema 2.3.4 Se 6 ¢ uma disjun¢io normal para T ¢ C ¢ & € suficiente minimo para T,
existem A, B € 6 tais que ANB={E} eb =6 V{C(A, B|E)}.

Prova - Como C é suficiente minimo para T'e C' ¢  , entdo existe pelo menos um conjunto

G, suficiente para T, satisfazendo:

1. G2 C;
2. para todo A€ 6,G 2 A;

3. para todo H € G, existe D € 6 tal que H € D ou H¢ € D.

Seja K o conjunto com o maior nimero de elementos que satisfaz 1. a 3.. Nestas condigées,
existe £ € J6 tal que E,E° ¢ K, pois suponha o contrario, ou seja, que para todo
EcUd,E€ K ouE°€ K. Assim:

i. existe D € 6 tal que para todo E € D, E € K, o que violaria 2, pois neste caso
D CK;

ii. caso contrério, para todo D € & existe E € D tal que E¢ € K, o que violaria 1.,
ou seja, que K é suficiente para T, pois neste caso, K N D # ), para todo D € 6.
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Logo, existe E € (U6) tal que E,E° ¢ K. Como K é o conjunto com o maior
niimero de elementos que satisfaz 1. a 3., KU{E} e KU{E°} violam um dos items de 1. a
3.. E facil ver que s6 pode ser o item 2. Portanto, existem A, B € 6 tal que (KU{E}) D A
e(KU{E‘})2B. Por2.,K2AeK 2 B. Como (KU{E})2 Ae(KU{E}) 2 B,
entio E € A e E° € B. Além disso, nao existem I € Ae I° € B (I,I° # E,E°) ou
vice-versa. Assim A e B tem um consenso, a menos que sejam identicamente iguais a
e E°, respectivamente. Mas isto vai contra a hipétese considerada de que T € 0'(£). O

resultado segue do Lema 2.3.1.

Lema 2.3.5 Se 6 é uma disjun¢io normal para T e C € & ndo € suficiente minimo para

T, entdo:

1) Eziste A€ 6 tal que AC C; ou
2) Ezistem A, B € 6 tais que C(A,BIE)v 6§ =6, AnB = {E}.

Prova - Se C nao é suficiente minimo para T, existe A, suficiente minimo para T', tal que

ACC.Se A€ 6,vale]. Se A¢ 6, entdo 2)segue de 2.3.4.

Procedimento do Consenso - Se 6 é uma disjun¢ao normal para T, entao

a) Para A,C € 6,se C D A, elimine C de 6.

b) Se C éo consenso de A,B € 6, inclua C em 6, a menos que C' 2 D, para algum
Debé.
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Teorema 2.3.1 O Procedimento do Consenso aplicado a uma disjungdo normal & para

T gera a base completa para T'.

Prova - Segue imediatamente dos Lemas 2.3.1 a 2.3.5.

Utilizando o resultado do Teorema 2.3.1, pode-se obter a base completa para o
evento topo T', de uma arvore de eventos A, através do algoritmo de Quine, executando

as seguintes etapas:

Quii caso nio se disponha de uma disjungdo normal O para o evento topo T, derive-
a através do algoritmo DN ou do algoritmo de Fussell, Henry & Marshall (Secao
2.3.1);

Qui2 seja B = & a disjuncio normal disponivel para T

(21) obtenha (UB)N(UB) e construa C = {(E,E°) : E,E° € (UB)N(UB)}. Ob-
serve que o conjunto obtido corresponde ao conjunto dos pares de eventos

terminais basicos que permitem gerar um consenso;
(2.2) para A, B € B, se A D B, elimine A de B;

(2.3) utilizando um par (E, E€) € C de cada vez, forme os possiveis consensos a
partir de (£, £°), utilizando os conjuntos de B que contém E ou E°. Se C éo
consenso de A, B € B, inclua C em B, a menos que C' 2 D, para algum D € B.

repita (2.2) e (2.3) na ordem exposta, até que nao seja mais possivel executd-las. A

disjungao normal B obtida no final deste procedimento, é a base completa para 7'.

Observagdo: Nao é dificil ver que os conjuntos eliminados de B por (2.2) ndo sdo novamente

incluidos em B por (2.3); isto'€; ndo ha possibilidade do algoritmo nao terminar.
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Exemplo 2.3.6 - A aplicagao do algoritmo de Quine a arvore de eventos A, definida no

Exemplo 2.3.5, fornece o seguinte resultado:
Etapa Qui.1
Etapa DN.1  Através do método “top-down”:

T Eq U Eyy
(QNE3) U (Q°NRN S

= [@n(PUSUR)| U [N RN S

Etapa DN.2

T

[@n(PUSURY)| U [QNRNS
= (QNP)U (QNS) U (QNR°) U (Q°NRNS°).

Logo,
B=6 = {{QaP} ) {Qas} ) {Q,RC} ) {QcaRaSC}}'
FEtapa Qui.2 C = {(Q,Q°),(R,R°),(S,S5°)}.

Utilizando o par (Q, Q°), o tinico consenso possivel é {P, R, 5¢}. Logo,

B = {{,P}, {Q.5}, {Q.E}, {@ R 5}
= {{&,P}, {@.5}, {Q, R}, {Q R, S} {P, R, 5},

Utilizando o par (R, R°), o tnico consenso possivel é {Q, P,5°} C {Q,P} € B. Logo, o

consenso nao é adicionado a B.

Utilizando o par (5, 5¢), o tnico consenso possivel é {Q, P, R} C {Q,P} € B. Logo, o

consenso nao é adicionado a B.

Assim, '
B={{Q,P}, {Q,5}, {@, R}, {Q"R S}, {P,R,5}},

¢é a base completa para T'.
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Algoritmo de Nelson

Nelson [Nel] propds um algoritmo para a obtengao da base completa para o evento
topo T' de uma arvore de eventos A, a partir de uma conjuncao normal g para 7. Como

T = [ UC, seu algoritmo se baseia no fato de que para C € ¢ , {{E} : E € C}
Cep

pode ser encarada como a base completa para o evento UC = B, ja que todo elemento
de {{E} : E € C} é suficiente minimo para B e todo conjunto suficiente minimo para B
estd em {{E} : E € C} (veja Definicao 2.2.7 - Secdo 2.2). Isto sugere que os conjuntos
suficientes minimos para T sao conjuntos formados por um elemento de cada conjunto

Ceop.

Defina as disjungoes:

K=C/\g{{E} :E €C)

K°={De€eK:DpB, paratodo B# D, B€ K}.
Lema 2.3.6 Se A € K, entdo A € suficiente para T'.

Prova - Se A € K, entao ANC # 0, para todo C € p. Logo, NA C UC, para todo

C € p. Portanto, NAC () UC =T. Consequentemente, A é suficiente para T
CeQ

Lema 2.3.7 Se L € suficiente para T', entao eziste A € K tal que NL C NA.

Prova - Se L é suficiente para T, NL C (| UC. Logo, NL C UC, para todo C € P e
cep .
assim, L N C # 0, para todo C € p. Consequentemente, pela definicio de K, existe um

A € K tal que NL C NA.
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Lema 2.3.8 Se L € suficiente minimo para T, entdo L € K.

Prova - Pelo Lema 2.3.7, existe A € K tal que NL C NA. Pelo Lema 2.3.6, A é suficiente
para T'. Como L é suficiente minimo para T', pela defini¢ao de conjunto suficiente minimo,

L= A, ouseja, LEK.

Teorema 2.3.2 L ¢ suficiente minimo para T se, e somente se, L € K°.

Prova -
(=)

Pelo Lema 2.3.8, L € K. Como L é suficiente minimo para T, pela definicao de K°, segue
que L € K°.

(<)

Se existir L' C L, L' suficiente para T, pelo Lema 2.3.7 existe A € K tal que NL' C NA
e consequentemente, L D A com A # L. Pela defini¢do de K°, L ¢ K°, o que é absurdo.

Portanto, L é suficiente minimo para 7.

Utilizando o resultado do Teorema 2.3.2, pode-se executar o algoritmo de Nelson,

através das seguintes etapas:

Nel1 caso nao se disponha de uma conjungao normal para T', derive-a utilizando o algo-

ritmo CN; caso contrario, va para a etapa seguinte;

Nel2 utilizando a conjun¢do normal disponivel para T' , aplique o algoritmo DN a ex-
pressao algébrica para T representada através desta conjungao normal. O resultado

é uma expressao da forma T'= |J N C, onde B é a base completa de T'.
CeB
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Exemplo 2.3.7 - A aplicagao do algoritmo de Nelson a arvore de eventos A, definida no

Exemplo 2.3.5, fornece o seguinte resultado:

FEtapa Nel.1
Etapa CN.1  Através do método “top-down”:

T = E;UEp
(QNE;z) U (Q°NRN S
= [@n(PUSUR)| U [Q°NRN S

Etapa CN.2

i [e°u(P NS NR) N [QURUS)
(Q°NQ) U (QNR) U (QRNS) U
(P°PNS°NRNQ) U (P°PNS°NRNRY) U (P°NS°NRNS)

= (Q°NR) U (Q°NS) U (P°NS NRNQ).

Il

Il

FEtapa CN.8

T = (QUR) N (QUS?) N (PUSURU Q).

FEtapa Nel.2
Etapa DN.2

T = (QUR) N (QUS°) N (PUSUR UQ°)

= [@nQ) U (@ns) u (@nR) U (RNSI)] n
[PUSUR U Q"

= [QU(RNS9)N[PUSU R UQ"

= (QNP) U (QNS) U (QNE) U
(@NQ°) U (PNRNS°) U(RNSNS) U
(RNSNER) U (Q°NRNS)

= (@NP) U (QNS) U (QNFER) U (PNRNS) U (Q°NRNS°).
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Logo, a base completa para T" é

B={{Q,P}, {Q,S}, {Q, R}, {P.R S}, {Q,R,5}.

Obervacoes:

Hulme & Worrell [HW] observaram que a aplicacao do algoritmo DN, aos com-
plementares das expressbes para um evento topo, nas formas original e fatorada,
fornece disjungées normais idénticas. Com base neste fato, propuseram um algo-
ritmo para a obtencao da base completa para o evento topo T', de uma arvore de
eventos A, acelerando o procedimento do algoritmo de Nelson, realizando, na etapa
Nel.1, a fatoragido da expressiao disponivel para o evento topo de interesse, antes de
executar a etapa CN.2, e a fatoracao da expressao obtida em cN.2, antes de executar

a etapa CN.3.

Para se ter uma idéia do sentido desta observagao, seja D = (ANB) U (ANC),
onde A, B,C € £. Aplicando as leis de De Morgan e as leis distributivas a expressao
de D¢, tem-se

D* = (A°UB% n (A°UCY)
(A° N A°) U (A° N C°) U (A° n B°) U (B° n C°),

]

que se reduz a
De = A° U (B°NC"),

ao final da aplicagao do algoritmo DN a expressao de D°.

Esta iltima expressao é obtida de forma mais imediata fatorando-se A na
expressao original de D, ou seja, fazendo D = A N (B UC) e tomando-se o com-

plementar;

Hulme & Worrell [HW] implementaram em um CDC6600, os algoritmos de Nelson
e Nelson com fatoracio, no programa SETS ([Worl], [Wor2], [WS]), comparando a
eficiéncia (em segundos de CPU) dos dois algoritmos, através de varios exemplos.
Os resultados obtidos demonstraram a superioridade do algoritmo de Nelson com

fatoracdo com relagdo ao algoritmo de Nelson.
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Algoritmo de Kumamoto & Henley

O algoritmo proposto por Kumamoto & Henley [KH] é um algoritmo que percorre
a estrutura légica da drvore de eventos dual, AP, no sentido “top-down”, em busca dos
conjuntos suficientes minimos para o evento topo T' de A. Esta busca se dd através
de aplicagbes sucessivas de operadores sobre disjungoes, que sio geradas pela prépria

- A D
aplicagdo dos operadores e/ou por refinamentos convenientes de eventos porta de A" .

O grande valor do algoritmo de Kumamoto & Henley esta na obtengao de bases
completas para eventos topo de arvores de eventos cujas estruturas sao muito complexas.
Nestas situagoes, a superioridade do algoritmo de Kumamoto & Henley, quando com-
parado com os demais algoritmos para o mesmo fim, consiste fundamentalmente de dois
aspectos: o primeiro esta na propriedade de que seus operadores, aplicados a disjungdes
equivalentes, geram disjungoes equivalentes. Este fato possibilita trabalhar com disjungoes
nao-normais, equivalentes a disjun¢ées normais, constituidas por um niimero menor de
elementos; o segundo é que operando sobre a arvore de eventos dual AP, o algoritmo
permite que as operagoes sejam feitas sobre disjungoes, ao invés de conjungdes, ja que
sao propriedades destas ultimas que dao suporte tedrico para a validade do algoritmo.
A vantagem dessa possibilidade esta em que a obtengao de disjungées é geralmente mais

simples que a de conjungoes.

O desenvolvimento do algoritmo é baseado em algumas propriedades dos operadores

que sao definidos a seguir.

Definigdo 2.3.2 Para Z,U € P(€) tais que Z((ZUU) = 0, scja (Z,U) o operador

definido pela transformagao

§ epZB sz, uy= v {C(z,U)) € D,

Ce

onde C(Z,U), para C € P*(§), € definido por:

C se CN(ZUZUU) =4,

{0} se CNZ#0,

C—(ZUU) se CNZUU)#0eC¢Z(ZUU),
{Q} se CC(ZUU).

C(Z,U) =
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O resultado da Froposigao 2.3.1 segue imediatamente das definigoes 2.2.5 e 2.3.2.

Proposicio 2.3.1 Se 6, £ € D, entio (6 V €)(Z,U) = 6(Z,U) v €(Z,U).

Proposicgio 2.3.2 Se 6 € D, Z,N (ZyUULUZ,UuU,)=0 e Uy N Z; = B, entdo

(6(Zy,Uh)) (Za, U) = 62, U Zy, Uy U Uy).

Observagado:

o Observe que as condigbes impostas para a validade da Proposicao 2.3.2 sao as
condi¢bes necessarias para que o operador (Z; U Z,,U; U Uy) esteja bem definido,
dado que o operador (Z;,U;) esta bem definido.

Proposigio 2.3.3 Se 6, £ €D e b = &, entio 6(Z, U) = &(2,U).

Prova - Tendo em vista o resultado da Proposicao 2.3.2, basta mostrar que o resultado

vale para (Z,U) da forma ({E}, ) ou (6,{E}), com E € £.

Suponha que ( U NC{{E},8))N( N_UD{{E},0)) # 0. Como

ced De
(U NCHEYLB)N( N UDH{E}L®)) = U NA,
Ce De Aep

existe AZ0 € @,tal queNA#0e E,E°¢ A. Logo, NI =N(AUE®) # 0. Por outro
lado,

N1 = (AUSO N4 NN
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c ( U6 NC{EL®) N (D)
Ce

- Unedesun

_ U newn
ced

= (U ne N

= <U€rw YN

= U§ N uI)
= Ug (D({E},0)UT)

= (U ND{EL) N (N
peé
= 0,

o que leva a contradicao de que NI = @ e NI # 0. Portanto, 6 ({E£},0) = £ ({£},0).

Definigao 2.3.3 Para Z,U € P(£) tais que ZN(ZUU) =0, scja < Z,U > o operador

definido pela transformagao

§ €D P25 6 < Z,U =\ Bac(2,U) €D".
Ceé

Proposicio 2.3.4 Se 6 € D, entio 6 < Z,U == 6(Z,U).

Prova - Como {C} = Bn¢, para todo C' € 6,6 = V Bnc. Logo, pela Proposigao 2.3.1,
ces
6(z,U) = VBnc(Z Uy=6 <2,U ».



Capitulo 2: Andlise Qualitativa 57

Proposicéo 2.3.5 Se 6 €¢D°, £ €D e 6 =&, entio 6 < Z,U == £ (Z,U).

Prova - Como {C} = Bnc, para todo C € 8, pela Proposigio 2.2.1, 6 = V Bnc. Por
ces

outro lado, 6 = £, portanto, & = V Bne. Logo, pelas Proposigoes 2.3.1 e 2.3.3,
ceéb

E(2,U)=\ Bnc(Z2,U)=6 < Z,U ».

Ceé

Proposicao 2.3.6 Se 6,ecD°ed = &, entio 6 < Z,U »== €< Z,U ».

Prova - Como {C} = Bng, para todo C € 6, {D} = Bnp, paratodo D€ £ e 6 = £,
pela Proposigao 2.2.1,

\V/ Bac=6=¢ =\ Bop.

ceé Deg

Logo, pelas Proposicoes 2.3.1 e 2.3.3,

\/ Bne(Z,U) = V Bnp(Z,U).
ces De¢

Consequentemente,

6 =Z,U»=¢ <2,Ux.

Proposigio 2.3.7 Se C, D € P*(£), entio {C} A{D} = {C} A {D(C,0)}.
Prova -

1.SeDNC=0e
1.1. DNC =0, entio D(C,P) = D. Logo,

{C} A{D} = {C} A{D(C,0)};
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12. DNC+#0eDQC,entio D(C,0) = D — C. Logo,

{C}a{D} = {CuD}
= {CU(D -C)}
= {CUD(C,0)}
= {CYA{D(C,0)};

1.3. DNC #0 e D C C, entao D(C, ) = {Q2}. Logo,

{C}A{D} = {CuD}
= {C}
= {Cu{Q}}
= {C}A{D(C,0)}.

2. Se DNC # 0, entao D(C,0) = {#}. Logo,

{Cya{D} = {{0}}
= {CuU{0}}
= {C}A{D(C,0)}.

Proposigio 2.3.8 Se A,B€ P*(& e BNA =0, entdo

({A} A {B})(2,U) = {A(2,U)} A{B(Z,U)}.

Prova -

Basta observar que

({A}A{B})(2,U) = { (AU B) (2,U)},

58
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que
{A(2,U)} A {B(2,U)} = {A(Z,U) U B(2,U)},
e que

N((AuB) (z,U0)) = N( A(Z,U) U B(Z,U)).

Proposigido 2.3.9 Se A€ P*(£) e Be P*(0'(€) — £), entdo

({AYA{B}) < 2,U == {A(Z,U)} A (({B}<A,0%)<ZU*).

Prova - Como {B} = Bnp, pela Proposicao 2.2.2, {A} A { B} = {A} A Bnp. Logo,

{AYA{BY) < Z,U> = ({A}ABqns )(ZU) (Prop2.3.5)
=V ({4 {D} )(7 (Prop. 2.3.1)

DGBnB

V' ({A}A{D(A,0 )})(Z,U) (Prop. 2.3.7)

DeBnp

V. ({AZ.0) A ((DE0))(2,0)) (Prop. 2.85)

DeBnp

Il
Py
=
N
S
Nmgd

>

= {A(ZU}/\(({B}-<A @>)<ZU>) (Prop. 2.3.5).
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Para facilitar a manipulagao com disjungoes na execugao do algoritmo de Kumamoto
& Henley, serao utilizadas formas especiais de representagao. Observe que como para toda

disjungio & € D° sc tem
6=V ({cney A {Cc-¢€}),

Ces

a Proposigao 2.3.9 garante a existéncia de uma disjungao equivalente a 6 < Z,U > da

forma

"6 <z,U»
V {CIA (DI Xi,0>) < 2,U > ), (2.3.2)

1=1

onde,para 1 <1< ngs _,,,

o C; € P (&) ou {C;} =0,

e D; € P‘(O”(g) = g) ou {D.} = @,

e CiC X,

e C;N(ZUZUU)=0.
Observagao :

e Para simplificar a notagio, {C;} = @ ({D;} = 0) seré denotado por C; = 0 (D; = 0).

Para representar simbolicamente a equivaléncia entre 6 < Z,U > e (2.3.2), serd

utilizada a forma

{(C.',D,',X.‘) :1 <1< ng <@ }6 G (2.3.3)
A forma (2.3.3) sera denominada:
e nio-ativa se C; NE = P, para i = 1,...,n5 _,,, € Di # §, para algum

t=1,...,n8 Louys
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o ativase C;NE # 0, paraalgumi=1,...,n5 ., ,,;

ou se

e terminal se (C;,D;, X;) = ({0}, D;, X;), para i = 1,
(Ci, Di, X;) = ({9},0,0), para algum i = 1,...,n5 _ ., -

RRRLL IO RN

Quando (2.3.3) é terminal e (C;,D;,X;) = ({0},D;,X;), para i = 1,...,
n§ czus > 6 < Z,U > € |0], onde | @] representa a classe de equivaléncia das disjungdes
para o evento §. Quando (2.3.3) é terminal e (C;,D;, X;) = ({},0,0), para algum
v s B o g 6 < Z,U = € |9], onde |] representa a classe de equivaléncia das

disjungoes para o evento (1.

i=1,.

Dada uma éarvore A qualquer, pode-se, introduzindo se necessario, eventos porta adi-
cionais, reescrever A de maneira que em sua estrutura sé figurem eventos porta “NAND?”,
“NOR”, “AND”, “OR” e “NOT”. Para a execugao do algoritmo de Kumamoto & Henley,

supde-se que a arvore A tem esta propriedade.

Com base nas Proposi¢oes 2.3.1 a 2.3.9 e nas definigoes 2.3.2 e 2.3.3, o algoritmo de
Kumamoto & Henley para a obtengdo da base completa para o evento topo 7', de uma

arvore de eventos A, consiste das seguintes etapas:

KH.1 obtenha as expressoes locais para cada evento porta da arvore de eventos A, rees-
crevendo cada expressao local especial como uma combinagdo de expressoes locais
fundamentais (veja Tabelas 1.2.1, 1.3.1 e 1.3.2 - Capitulo 1), logo apds a substi-
tuigdo de cada evento porta por sua expressdo local. Complemente cada uma das
expressoes locais obtidas para os eventos porta de A, obtendo assim as expressoes

locais fundamentais para os eventos porta de AP.

iz faga 2 =U = Gy = 0 e D = { {0,710} 50, }

KH.3 para cada forma nédo-ativa

{(Ciy Dy, X3) : 1 <i<ng L, yp, € Dkn, (2.3.4)

16 <ZUs

obtenha uma forma

{(Ai, Bi, Wi) :1<i<mg _,, (2.3.5)

¥ <ZUs’
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utilizando a equivaléncia

"6 <zuy "8 <z,U>
V'eaa(@py<xasr)<zur)= -V n (B < W ») < 2U > ),
=1 =1

(2.3.6)

onde a expressao do lado direito de (2.3.6) é obtida através do seguinte procedimento:

Procedimento Ativa

n
6 <z,Uus
Seja F' € U D, o evento porta que ocupa o nivel mais préximo do evento
i=1
topo T, e seja H, o conjunto de entradas de F'.

Se F' ¢ D;, entao:

A; = C;,
Bi :Di,
Wi =X

Se F' € D;, seja G; C D; tal que, para todo I € G}, a expressao local de I é da
. forma I = NJ. Logo, {G;} = {L;}, onde L; = {Q : Q é entrada de I, para I € G;}.

caso 1. Se F =NH, entao F € G;. Logo,
{Di} ={LinE}A{(D; = Gi) U (L; = €)}.
Assim, na expressao do lado direito de (2.3.6):

e se {L;NE} =, entao:

Ai = 07
B;=L;U (D.‘ — G,’),
W: = X;; )

ese {L;NE}Y#D, LinL; =0 e (L;NE)X,,0) # {0},'ent5,o:
Ai= ((Lin&)(X:,0))(2,U), :
B,' = (L, —'8) U (D: - Gi),

W; = [((L; N 5)<Xi,@)) N 5} U X, se B; # 0;caso contrario, W; = §.
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e caso contrario:

A;= {w}’
Bi = wa
W;=0.

caso 2. Se F'=UH, entao F' ¢ G;. Logo,

k

D)=V (({({Hj}uLs)nE}) A ({(D;—({F}uc.-))u(({Hj}UL.-)-e)}))-

=1
Assim, na expressao do lado direito de (2.3.6), para 7 =1,...,k:

e se {({H]} U L;) ﬂS} = (), entdo:

Aij =0,
By = ({H;}U L) U (D; - ({F}UGY)),
Wi = X

o Se {({H;}UL)NE} #£0, {H;}UL)N({H;}UL) =0e.
({H;} U L;)(X;,0) # {0}, entao:
A = ((((H) U L) N €) (X:,0)) (2, D),
B = ({H;}UL)-€) U (Di—({F}UGy)),
Wy = [[(({H,-} UL:)NE)(X;,0)] s] U X;, se Bij # 0; caso contrario,
Wi = 0.

e caso contrario:
A; = {0},
B; =0,
W=,

com L; =0, se G; = 0;

Simplifique a forma obtida, utilizando as sequintes identidades:

) {01} A (({B:} = Wi, 0=) < 2,U ») = {{0}}
i) (V {ChHv{{e}= Vv {C)

ceé ce
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i) {2} A (({B} < Wird =) < Z,U >) = ({B} < Wi,0 ) < Z,U 5, se
B; #0
iv) {G}V [{G} A (({Bi} < Wi,0 ») < Z,U »)] = {G}, onde G € P*(€).

Usando i) e ii), exclua da forma obtida todo trio ({0}, B;, W), se mg _, ,, > 1;
usando iii), substitua todo trio ({Q}, Bi, W;) por (0, B;, W;), se B; # 0; e usando iv),
exclua todo trio (G, B;, W;), sempre que um trio (G, ,0) estiver contido na forma
obtida.

Se a forma obtida, apds as simplificagdes i) a iv), é terminal, e
6 < Z,U »€ |Q], delete ( 2.3.4 ) de Dxy e abandone (2.3.5); se a forma obtida
é terminal e 6 < Z,U =€ |0], inclua Z em Cy, delete (2.3.4) de Dxy e abandone
(2.3.5); se na forma obtida A; N € # @ para algum i, substitua em Dgg, (2.3.4) por

(2.3.5); caso contrario, repita o Procedimento Ativa com a forma obtida.

Quando néo existirem mais formas nao-ativas em Dy va para a etapa KH.4 ;

KH.4 para cada forma ativa {(A;, B;,W;):1 <1< my . c Dk, escolha

}§ <z0s
um evento terminal E em algum A; N € # () e gere duas novas formas

{(A(ZU{E}U), B, W) :1<i<mg .50, 1§ —— (2.3.7)
€
{(A{Z,UU{E}), Bu W) : 1 i S5 yuion s 1§ apoime (2.3.8)
a partir das operagoes
m§ < Z,U»
Vo ({43 A (B} = Wi, ) < 2,U =) < {E},0 » (2.3.9)
i=1 s R
€ ""6
*\/' ] ({Ad A (({B} = Wi, 0-) < Z,U =) < 0,{E} > . (2.3.10)
=1
Em (2.3.9)

({A;} A (({B.-} <Wi,05) < Z,U >)) <{E},0 >= {A:({E},0)} A ( ({B:i < Wi 0 ») < ZU{E}U » )
e em (2.3.10)

({A;} A (({B;} <Wi0>)<Z,U >»)) < 0,{E} = {A:i(0, {E})} A ( ({Bi < Wi,0 %) < Z,UU{E} » ) .
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KH.5

Simplifique as formas obtidas, utilizando as seguintes identidades:
(4.1)

{OH A ({BY < Wi, 0 =) <Y,V ) = {{0}}

(Vi) vi{e} = Vi,

ce¢ Ce¢
para excluir da forma obtida todo trio ({0}, B;, W;), se m§ _ ,, ()05 > 1i
(4.2)

O A ({B) < Wi, 0 ») <Y,V =) = ({B)} < Wi, 0 %) <Y,V >,

se B; # 0. Nestes casos, substitua todo trio ({2}, B;, W;) por (9, B;, W;);
(4.3)

{GYv [{GIN(({B} < Wi, 0 ) < Y,V )] = {G},

onde G € P*(£). Nestes casos, exclua todo trio (G, B;, W;), sempre que um

trio (G, 0,0) estiver contido na forma considerada,

onde Y = ZU{E} (Y = Z) eV = U (V = UU {E}), se a forma (2.3.7)
( (2.3.8)

)
Delete {(A,',B.‘,VV.') 1 €45 Mg czuy

estiver sendo considerada.

}6 <z, de Drn:

para cada uma das formas, (2.3.7) e (2.3.8), obtidas em kh.4 , proceda da seguinte

maneira:

(5.1) se a forma (2.3.7) ( (2.3.8) ) é terminal e & <zu{E}U» (6 <zUU{E)>)
pertence a |], abandone (2.3.7) ( (2.3.8) );

(5.2) se a forma (2.3.7) é terminal e 6 <zu{E),U» pertence a |#], inclua ZU{E) em

Cp e abandone (2.3.7);
(5.3) se a forma (2.3.7) ((2.3.8) ) néo é terminal, inclua (2.3.7) ( (2.3.8) ) em Dky.

Se (5.3) foi realizado e uma forma ativa (2.3.7) ( (2.3.8) ) foi incluida em Dk,
volte para kH.4, chamando A;(ZU{E},U) ( A{Z,UU{E}))de A;e ZU{E} de Z
(UU {E} de U) ; Se (5.3) foi realizado e somente formas nao-ativas foram incluidas
em Dgy, volte para KH3, chamando m de n, A;(Z U {E},U) (Ai(Z,UU{E})) de
C;, B;de D;, W;de X; e ZU{E} de Z (UU {E} de U), se (2.3.7) ( (2.3.8) ) foi

incluido; caso contrario, va para a etapa KHs6 ;
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KH.6 para A,B € Cy, elimine A se A > B. B, o conjunto resultante, é a base completa

para T

Na etapa KH5 , para cada uma das formas, (2.3.7) e (2.3.8), obtidas em kH.5 , estd

se verificando as informagoes contidas nas operagoes
(6 <Z,U»)<{E},0> e (6 <2ZU¥»)<0,{E}>,

com relagao a base completa para T'. A natureza das informagbes que sdo possiveis de
obter ficardo mais claras quando for discutido o Teorema 2.3.3, onde prova-se que todos

os conjuntos suficientes minimos para T' sao obtidos através deste algoritmo.

Teorema 2.3.3 Seja &6 € D° uma disjuncio para T° e Z, o conjunto dos pares (Z,U)

correspondentes ds formas terminais geradas pelo algoritmo de Kumamoto & Henley, isto

é, tais que 6 < Z,U = € |0] ou 6 < Z,U » € |9]. Defina
We={(Z,U)e Z2:6 <Z,U » € |0]},
Wa={(Z,U)eZ2:6 <Z,U» € (9]},

Co=1{Z :(Z2,U) € Wy} ¢

Cq= {7 (Z,U) € Wal.

1. Todo elemento de Cy € suficiente para T';

2. Todo conjunto suficiente minimo para T pertence a Cy.

Prova - Seja £ € D tal que 6 = £.
1,

Se Z € Cy, entio & < Z,U == £ (Z,U) € |#]. Logo, paratodo B€ £,BNZ #
(veja Definigio 2.3.2) e portanto, BN Z # 0. Assim, NZ C UB, para todo B € € e

consequentemente, NZC NUB=T.
Be¢
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Como Z satisfaz ZNZ # 0 eNZ C T, Z é suficiente para T
2

Para cada par (Z,U) tal que ZN (ZUU) = 0, seja

S[Z,Ul={A€ P*(£):ZCA,UnA=0)}.

Na execugao do algoritmo de Kumamoto & Henley, cada par (Z,U) € Z é construido
por etapas até eventualmente pertencer a Wy ou a Wq. Na primeira etapa do processo,
um evento E € £ é escolhido e os pares ({E},0) e (§,{E}) sao gerados. Utilizando este

evento escolhido é possivel dividir IP*(€) em duas classes disjuntas:
SH{E}L,0)={Ae P (£):{E} C A} e S0, {E}Y)={AeP(€):{E}NA=0}.
Logo,
P (&)= SH{E}L 0 + S[0,{E}].

Na etapa seguinte, escolhe-se um evento F' € £, tal que F' # E , E°, gerando os pares
({E,F},0) e ({E},{F}). Utilizando este novo evento, é possivel dividir S[{E},0] em

duas classes disjuntas. Assim,
SH{E},0) = S{E, F},0] + S{E}, {F}].

De forma analoga, através da escolha de um evento G € €, tal que G # E, os pares
({G},{E}) e (8,{E,G}) sao gerados. E assim, S[@,{E}] pode ser dividida em duas
classes disjuntas:

Portanto, pode-se reescrever P*(€) como
P (&) = S{E, F},0) + S{E}{F}] + S{G}.{E}] + S[0,{E,G}].

Este processo continua até que cada par (Z,U) pertenca a (Wg U Wy). Dessa forma,
P*(£) pode ser escrito como

PE)=( Y sizu)+ (X Szuv).

(ZU)eW, (Z,U)eWq

Pela definicio de S[Z,U], se E € S[Z,U] tem-se: ENU =0 e ENE = (. Como
Z CE,entio ENZ =§. Logo, EN(ZUU) = 0.
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.~ Suponha que E € S[Z,U] e (2,U) € Wy. Logo, 6 <2,U = E(Z,U) € |0].
Assim, existe um B € £ tal que B C (ZUU) (veja Definigao 2.3.2). Como B C (ZUU) e
EN(ZUU) =0, entao ENB = 0, e portanto (NE)N(NB) # 0. Logo, NE € UB. Entao,

NE ¢ N UB = T. Dessa forma, E nio é suficiente para T e portanto, Z C E nao é
Be¢
suficiente para T'. Consequentemente, todo conjunto suficiente minimo para 7' pertence a

Cy.

Através do Teorema 2.3.3, pode-se notar que na etapa KH.4 , a disjuncao gerada
em (2.3.7) vai formar a classe dos conjuntos suficientes minimos para 7' que contém o
complementar do evento terminal escolhido e a gerada em (2.3.8), vai formar a classe dos
conjuntos suficientes minimos para 7' que nao contém o complementar do evento terminal

escolhido.

Exemplo 2.3.8 - A aplicagao do algoritmo de Kumamoto & Henley a arvore de eventos

A, definida no Exemplo 2.3.5, fornece o seguinte resultado:
Btape KH2 Cy=Z=U=0  Dxu={{(0,{T}0)} 5, }-

Etapa KH.3 A aplicagdo do Procedimento Ativa & forma {(0,{7*},0)} s fornece:

<0,0%-’
caso 1.
D = {T°} F=T¢=E; NE; H ={E, En} {{T°}} = ({£5, B}
A=0 B = {B, B, W= -

Assim, a forma obtida é { (0,{E%,, ES, },0) }5 PPPRLLC é nao-ativa. Entdo, aplicando o

Procedimento Ativa a essa forma, tem-se que:

caso 2.

D={E}, B}  F=E;=QUE, H={Q“E;} L=0

{EL A (R V {ESD)
= {{QC’Egz}} \% {{E§2’E§2}}
({1 A {{ELN) Vv {Es, E) ).

{{E5:, E5}}
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Logo,
A ={Q°} By = {E3,} Wi = {Q}
Ay =10 By = {E3, E5,} W, = 0.

Assim,

D ={ { (@} BR1 QY 0,{F50 B2, 0) s, |
FEtapas KH.4 e KH.5 Escolhendo Q° e realizando as operagoes

(6 <0,0=)<{Q},0> e (6 <0,0>)=<0,{Q°} >,

tem-se as formas

{ (07 {Egz, E§2}’m) }6 <{Q¢},0>

{ (0>{E§2}a {Q}) ) (@,{E;:ZaE;‘Z}’@) }640,{Q°}>’
que sao nao-ativas. Logo,
Din = { { OABELL0 b5 o0,

{ 0,(B5),4Q)) , 0, (B3 BR)0) b oy onrs [
<0,{Q}_‘>

Ftapa KH.3 Considerando a forma { (0, {E5,, ES,},0) }5<{Qc} g pelo procedimento

ativa, tem-se que:
caso 2.

D = {E;,, ES,} F=E,=QURUS H={Q,R,S} L = {P°,S° R}.
Como G = ES, = P°NS°N R, |

{{B5, B3} = {{P5,55R}} A ({{@Q1 V {E}} V{{S])
. = {{Q,P5 S R}} V{{R PSR}V {{S, P, S R}}

{{Q, P°, 5% R}}.

Logo, . . _
A={Q, P, S R}{{Q},0) = {P°,S°,R} B=0 W=0.

Assim, a forma ativa obtida é:

{ ({PCsSC’R}’w’@) }6<{QC}M>.
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Por outro lado, considerando a forma

{0 {B5), Q) ) (0B ESL0) b5 g 0

pelo procedimento ativa, tem-se que:

caso 2.
F=E;,=QUR°US H={Q, R, S}.

Para D, = {E5,}:

{E)) < Q.0 = {{QKQ,0)} Vv {{FHQ, 0N}V {{SHe,0)}

{{r}} v {{S}}.

Para D, = {ES,, ES,}, como G = E§, = P°NS°N R,

{{E55, E52}} = {{Q, P7, 5%, R}} v {{ R, P°, 5%, R}} V {{S, P*, 5%, R}}.

Logo,
({{E5}} < Q,0 =)V {{E5;, E5,}} = ({R}} v {{SH v {{@, P, 5° R}}.
Assim,
Ay = {R°}(0,Q) = {R°} B, =0 Wy =9
A; = {S}0,Q°) = {5} B, = W, =
A3 = {Q,PC’SC)R}(Q’QC) = {QaPC,SC’R} BS = 0 W3 = 0

Portanto, a forma obtida é:
{{(F.0.0), ((5),0,0), (Q.PS5FL0.0) }5 0,
Logo,
Din ={ {(PYSSRLO0) Y5 00, -
{(R0.0), (15),0,0), (@5 RL00) V54 0 |

69
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FEtapa KH.5

Escolhendo P°¢ e realizando as operagoes
(6 <{Q},0>)<{P},0> e (6 <{Q},0>)=<0,{P}>,

tem-se a forma

{ ({0}7ﬁ’9)) }6<{QC,PC},0>’
que é terminal, com & < {Q°, P¢},0 >~ € |0], e portanto Cy = {{Q,P}}. E tem-se a

forma

{ ({SC,R}a@’@a) }6<{Q‘},{PC}>’

que é ativa.

Logo, escolhendo S° e realizando as operagoes
(6 <{Q},{P}») < {5, 0= e (6 <{Q}{P}>)<0,{5} >,

tem-se a forma

{19180, }5 0050y 0pyn
que é terminal, com & < {Q°, S°},{P°} > € |0], e portanto Cp = {{Q,P},{Q,S}}. E

tem-se a forma
{{RL,0)) }5 o imesgn

que é ativa. Portanto, escolhendo R e realizando as operagoes
(6 <{Q{P5,5Y =) < {R},8 > e (6 <{Q},{P",5») <0,{R} >,

tem-se a forma

{ {9188 } 5 - 0em pesan

que é terminal, com 8 < {Q°,R},{P¢,5°} > € |0], e portanto Cp = {{Q, P},{Q, S},
{Q, R°}}, e tem-se a forma

{(191,0.0.) } 5 200pe.5m15
que é terminal com & < {Q°},{P*,S¢, R} » € |9].

Escolhendo R e realizando as operacoes

(6 <0,{Q°} =) < {R},0> e (6 <0,{Q°}>) < 0,{R} >,
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tem-se a forma

{({91,8,0), {(51,0.0), ({Q.PS°BL0.0) }5 4 5

que é terminal, com 6 < §, {R°,Q°} = € |9], e tem-se a forma
{(151,0,0), (Q.P,510.0) b5 s

que € ativa. Assim, escolhendo S e realizando as operagoes
(6 <{R},{Q} =) <{S},0 > e (6 <{R},{Q°}>) <0,{S} >,

tem-se a forma

Q<}s’

c}),’

(190,00, (275100 15 u
que é terminal, com 6 < {R°},{Q°, S} > € |9], e tem-se a forma

{{QPH0.0) }s inesy o

que é ativa. Entao, escolhendo () e realizando as operagoes

(6 < {R,S},{Q} =) < {Q},0 > e (6 <{R,S},{Q} ) < 0,{Q} >,

tem-se a forma

{{91,0,9) }5 e 50102

que é terminal, com 6 < {R°,S,Q},Q° > € |#], e portanto Cy = {{@, P},{@,5},{Q, E°},
{R, S°,Q°}}, e tem-se a forma

{ ({P),0,0) } 5 <{R,5),{QQ)>

que € ativa. Assim, escolhendo P°¢ e realizando as operagoes
(6 <{R,S}{Q%Q} =) = {P},0 = e (& <{R,5},{Q,Q} =) < 0,{P} >,

tem-se a forma

{ ({0},9,0) }6-<{Rc,s,Pc}.{Qc,Q}>’

que é terminal, com & < {R¢, S, P°},{Q° Q} = € |#], e portanto Cy = {{Q, P},{Q, S},
{Q, R}, {R, SC,QC}, {R, S¢, P}}, e tem-se a forma

{ {900 } 5 respiarons -
que é terminal, com ¢ < {R°,S},{Q°, Q, P°} =~ € |9].

FEtapa KH.6 Como nao existem A, B € Cy tal que A D B, a base completa B para T" é:
B = Cy= { {QaP},{Q)S}){Q’RC}a{R,SC,QC}a{Rychp} }



2.3.3

O objetivo deste tépico é apresentar as dificuldades que um analista de confiabilidade

Cortes Espurios

FALTA LUZ

FORCA ELETROMOTRIZ
REMOVIDA DA LAMPADA

~
FALHA DA
LAMPADA L

O

FORCA ELETROMOTRIZ RE-|
MOVIDA DO CIRCUITO A

|

FORCA ELETROMOTRIZ NAO
APLICADA AO CIRCUITO B
QUANDO REMOVIDA DO CIR-
CUITO A

pode encontrar ao tentar modelar alguns problemas aplicando os métodos convencionais
de construgao de arvores de eventos, que sao, em geral, utilizados na pratica. Para tal,
serd apresentada uma modelagem feita por Fussell, que se encontra em [Lam], para o
problema do sistema de iluminagdo descrito no Exemplo 1.2.3 (Capitulo 1). A arvore de
eventos obtida para o evento topo “falta luz” é dada na Figura 2.3.1 abaixo.

| 1
FALHA DA ABERTURA DO CON-
BATERIA B{| TATO DO RELE RL1

CONTATO DO RELE
AL2 NAD FECHA

FALHA DA
BATERIA B1i

O

1

O

|

1

CONTATO DO RELE
RLi ABRE INAD-

FORCA ELETROMOTRIZ RE-
MOVIDA DA BOBINA Ki

CONTATO DO RELE]
RL2 FALHA ABERTO)

FORCA ELETROMOTRIZ NAO|
REMOVIDA DA BOBINA K2

VERTIDAMENTE

O >

FORCA ELETROMOTRIZ RE-
MOVIDA DO CIRCUITO C|

O

FORCA ELETROMOTRIZ RE-|
MOVIDA DA CHAVE CH

CHAVE CH
INADVERT IDAMENTE

ABRE

A

O

| 1
FALHA DA} |FALHA D FALHA DA
BOBINA Ki] |BOBINA K BATERIA B2

O O

O

|

FORCA ELETROMOTRIZ NAO|
REMOVIDA DO CIRCUITO C

1
CHAVE CH FALHA
FECHADA

O

Figura 2.3.1: Arvore de eventos para o evento topo “falta luz”
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Nesta arvore existem dois eventos mutuamente exclusivos que estao indicados com
bandeiras pretas. Utilizando as defini¢coes dadas no Exemplo 2.3.1 para os eventos termi-
nais basicos da arvore, e aplicando o algoritmo DN, a seguinte base completa B é obtida

para o evento topo “falta luz”:

B :{ {L} y {Bl} ) {RLlaiaRsza} )

{RL2s4, K1} , {RL2sa, K2} , {RL2a, B2} ,

*

—
{RL24e,CH,} , {RL14;,CH,;} , {K1,CH,,} ,

* * *

{K2,CHY, {B2,CHyyY , {CHui, CHyyY .

Os cortes minimos marcados com o simbolo x sdo espurios. O corte minimo
{CH,;,CH;s} é obviamente espirio, pois a chave CH nao pode falhar fechada e abrir
inadvertidamente ao mesmo tempo. Os outros cortes minimos espirios sao menos 6bvios,
mas observe que se K1, K, ou B2 ocorrerem, para o sistema de iluminagdo falhar, basta

que o evento RL2¢, ocorra, sendo a posigao da chave CH irrelevante.

2.4 Bases Irredundantes

Quando a base completa B para o evento topo T', de uma arvore de eventos A,
satisfaz a condigdgo (UB)N(UB) # 0, é possivel obter B’ C B, tal que B' = B, e que
nenhum B” C B satisfaz B" = B'. Uma disjuncéo normal B' com estas propriedades é

uma base irredundante para 7.

Equivalentemente, uma base irredundante é uma disjungao normal, cujos conjuntos

suficientes nao sao supérfluos e nem siao formados por eventos terminais basicos supérfluos,



Capitulo 2: Analise Qualitativa 74

no sentido das definigdes abaixo.

Definigdo 2.4.1 Um conjunto suficiente C ¢ supérfluo em uma disjuncio normal 6, se

6 =6 -{C}.

Definigao 2.4.2 Um evento terminal bdsico E € supérfluo em um conjunto suficiente C,

pertencente a uma disjungio normal &, se

§ = (6 — {C})V{C —{E}}.

Varios métodos foram propostos para a obtencao das bases irredundantes para um
evento topo T', cuja base completa B satisfaz (UB) N(UB) # 0 (cf. [Qui2), [Reu], [Ghal,
[Men]). Como a partir destes métodos todas as bases irredundantes sao-obtidas, a base
irredundante minima para T' é simplesmente selecionada deste conjunto. Porém, estes
métodos possuem a desvantagem de serem apliciveis somente & arvores de eventos A,
cuja's estruturas niao sio muito complexas: o mapa de Karnaugh [Men], por exemplo, é
um método grafico, cuja aplicagdo é restrita a arvores com um niimero.bem reduzido de
eventos terminais basicos (6 a 8); os outros métodos, obtém todas as bases irredundantes

partindo de duas disjungoes normais para T', sendo uma delas a base completa.

Um método bastante simples para a obtengdo de uma base irredundante, denomi-

nado Teste de Dispensabilidade, que é citado em [Quil], consiste em:

Obtida a base completa B para o evento topo 7', de uma arvore de eventos A, C € B

é dito dispensavel, e pode ser eliminado de B, se

(B—{C}H)(C,0) = {{}},
onde o operador (C, ) é dado pela Definigao 2.3.2 (Algoritmd jde Kumamoto & Henley).

Se C é dispensavel, entao B — {C'} = B. Assim, testa-se um a um os conjuntos suficientes
minimos para T, em B, para verificar se sio dispensaveis ou nao. A medida que um
conjunto suficiente minimo dispensavel é identificado, este é eliminado de B, antes de
prosseguir os testes. Apds todos os conjuntos suficientes minimos terem sido testados, a

base resultante é uma base irredundante para 7.
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Exemplo 2.4.1 - A aplicagao do Teste de Dispensabilidade & arvore de eventos A, definida

no Exemplo 2.3.5, fornece o seguinte resultado:

Pela aplicagdo dos algoritmos de Quine, Nelson e Kumamoto & Henley a arvore de

eventos A, a base completa para o evento topo T’ de A é dada por:
B={{Q.P}, {Q,S}, {Q, R}, {Q",R, 5}, {P,R,S°}}.
Assim:
O conjunto suficiente minimo {@, S} nao é dispensavel, pois:
(B-{Q,sH{{Q",5},0) = {{P},{R}}.
O conjunto suficiente minimo {Q, R°} nao é dispensavel, pois:
(B—{Q, F°H{Q", R}, 0) = {{P},{S}}.
O conjunto suficiente minimo {Q°, R, S°} nao é dispensavel, pois:
(B-{Q% R, 5°)({Q, R, 5},0) = {{P}}.
O conjunto suficiente minimo { P, R, S°} é dispensavel, pois:
(B —{P, R, SH{{ P, B, 5},0) = {{Q},{Q°}} = {{2}}. .
O conjunto suficiente ménimo {Q, P} nio é dispensivel, pois:

(B —{P,R,5}) - {Q, P})({Q% P}, 0) = {{S}, {R°}}.

{{@.P}, {@:5}, {Q, B}, {Q°R, S},

é a base irredundante obtida através deste algoritmo.

Logo,

Observagdio:

e A eliminacio de um conjunto suficiente minimo dispensavel, pode fazer outro con-

junto suficiente minimo inicialmente dispensavel, indispensavel.

e A base irredundante obtida por este método nao é necessariamente minima.
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Outro método para a obtencdo de uma base irredundante para T' é dado em [ACCS].
Este método, proposto por Contini, € um algoritmo simples, que parte de uma disjungao
normal O para T, e obtém uma base irredundante para T, utilizando a identidade de

Shannon,

6 = ({({E}} A S({E},0) v ({{ED) A 6 ({E},0)), (2.4.1)
onde os operadores ({E£°},0) e ({E},0) sdo dados pela Definicao 2.3.2 (Algoritmo de
Kumamoto & Henley).

Apesar de ndo haver garantias de que a base irredundante minima é obtida por este
algoritmo, o autor comenta, baseado em aplicages a varios exemplos citados na literatura,
que se a base irredundante obtida por seu algoritmo nao é minima, ela esta bem préxima

de uma. O algoritmo € descrito a seguir:

Algoritmo de Contini

O algoritmo de Contini [ACCS] é realizado em duas fases: a primeira, denominada
expansio, utiliza (2.4.1), com o objetivo de isolar os possiveis eventos terminais basicos
supérfluos; a segunda, denominada reducdo, utiliza a expressio resultante da fase de
expansao e realiza varios testes para eliminar os eventos terminais basicos supérfluos e os

conjuntos suficientes supérfluos.
Procedimento de Expansao

O Procedimento de Expansao é realizado através das seguintes etapas:

EXP.1 caso nao se disponha de uma disjuncio normal & para o, evento topo de interesse,
derive uma,.através do algoritmo DN ou do algoritmo de Fussell, Henry e Marshall
(Segao 2.3.1); '

EXP.2 utilizando‘a identidadg de Shannon, obtenha a disjungao ? 
({{E}} A6 ({E},0) vV (({E}} A 6 ({E},0)) = 6,
onde (E,E) € Cs ={(L,I°): I,I° € (U 5)N(Ud)} é o par de eventos terminais

basicos que aparece o maior nimero de vezes em 0 ;
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exp.3 simplifique ( U NC{({E},0) e ( U NC({£},0)), usando as identidades

Ce Ce
i) AU(ANB)=A
i) QUA=Q
i) A + A°=
iv) A+ (A°NB) =AUB,

obtendo as expressdes U ND e U ND. Chame §, e 6, de disjungdes normais

. . De 6 1 De 6 2
residuais;

Repita EXP.2 e EXP.3, com cada disjuncdo normal residual v obtida no final da etapa

EXP.3, até que C, = @, para cada disjuncéo normal residual considerada.

As disjungoes normais residuais obtidas no final do Procedimento de Expansao sao
irredundantes minimas, ja que eventos terminais basicos complementares nao fazem parte

de suas expressoes.
Procedimento de Redugao

Por construgao, uma subexpressao tipica da expressao obtida no final do Procedi-

mento de Expansao € do tipo:

({({E}} A 81) V{{ED}} A b2), (2.4.12)

onde &, e 6 , sdo disjungdes normais residuais e os eventos terminais bésicos E, E° foram

utilizados na etapa EXP.2 para a realizacao de uma expansao.

Para realizar a transformacao de (2.4.12) em uma base irredundante, é necessario
eliminar os conjuntos suficientes supérfluos e os eventos terminais basicos supérfluos da

€Xpressao.

Comecando das subexpressoes contidas nos parénteses mais internos, até chegar nos
parénteses mais externos, da expressao obtida no final do Procedimento de Expansao,
cada subexpressao do tipo (2.4.12) é transformada em uma base irredundante. Assim, ao

final deste procedimento recursivo, obtém-se uma base irredundante para T
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1. Eliminagao de Eventos Terminais Basicos Supérfluos

A transformaciao de cada subexpressao do tipo (2.4.12) em uma base irredundante é
realizada eliminando-se, primeiramente, os eventos terminais basicos supérfluos. Como na
expressio (2.4.12), 61 e 6, ja sdo irredundante minimas, os inicos candidatos a eventos

terminais basicos supérfluos sao F e E°. Assim tem-se os seguintes casos:

(1) Conjuntos suficientes onde ambos, E e E°, sao supérfluos

Estes conjuntos sio elementos de () §,. Observe que se A € 61 6.,
({({E}} A {AD V ({{E°}} A {A}) = {4}.

(2) Conjuntos suficientes onde somente E é supérfluo

Se E é supérfluo em um conjunto suficiente AU {E}, A € §, — 6 2,tem-se
((E)} v (({EV A (81— 14D) v ({ED} A 82))(A,0) =

(HED v (H{EN) A 62))(A4,0) =
{{Q}}.
Como E, E°¢ A € 61U 6 5, estes conjuntos siao os elementos A € 6, — 6, tais

que
62(4,0) = {{2}}.
(3) Conjuntos suficientes onde somente E¢ é supérfluo

Analogamente ao caso (2), estes conjuntos sao os elementos de A € 05 — Oy tais

que

61(4,0) = {{2}}.

Denominando a disjuncao normal formada pelos conjuntos suficientes obtidos no
Caso (1) de I'y2, no Caso (2) de I'y e no Caso (3) de I'y, (2.4.12) pode ser escrita como:

{H{ERAE)V{{EDAE,) VT VT VI, (2.4.13)
onde £1= 51—(F1VP12)C €2= 62—(P2VF12).
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2. Eliminagao dos Conjuntos Suficientes Supérfluos

Apods a eliminacao dos eventos terminais basicos supérfluos, tem inicio o processo de

eliminacao dos conjuntos suficientes supérfluos. Estes conjuntos sao dados pelos seguintes

Casos:

(1)

({E}U A), onde A € £, é supérfluo em (2.4.3) se :

(LB A (€= 1AN) VBN A €,) VTL VIa VT )([ETUAL0) = ({2)).
Porém, se I'; = ), entao

(El {A} VF]VFQVFH—(51—{A})VI‘1VF12— 61—{A} e({E}UA)nao

pode ser supérfluo, pois 6 é irredundante.

Analogamente a (1), ({E°} U A), onde A € & ,, é supérfluo em (2.4.3) se :

(B AEDV (BN A (€2~ {AD) VI VI3 VIS, ) (BT U AL D) = ({2},

Porém, se I'; = 0, entdo __

(§,—{A}) VI VI,V = (€,-{A}) VT VT, = 6, — {A}, e ({E°} U A) nio
pode ser supérfluo, pois 6 5 é irredundante.

A €Ty é supérfluo em (2.4.3) se:

((H{ENAE)V{H{ENAE) V(@1 —{A) VT2 VL )(A0) =

({HERAE DVHEDAE VT~ {ADV{ENV{E}) AT VTw) ) (A,0) =
(B A6, VT2 VW) V (B} A 62) V (Ty — {A])) (4,0) =

{0}, o

Como A € I'y, entdo E é supérfluo em ({E}UA) e vale 6 . (A 0) = {{Q}]}. Portanto,

basta verificar a equivaléncia
(€, VD2 VI V(T = {4))(4,0) = {{2}}.
Porém, se I'; = ), entao

61V VI, V(T —{A}) = 6, V([y —{A}) VI, = 6, — {A}, e A ndo pode ser

supérfluo, pois 6, é irredundante.
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(4) Se A € Iy, entao analogamente ao Caso (3), A é supérfluo em (2.4.13) se:
(BN A€V H{EDN A E,) VIV (T — {4)) VTw)(4,0) =
(€, VIV (I, — {A})VIn)(4,0) = {{2}}.
Porém, se I'; = 0, entao

{2\/1-\1 VF]QV(FQ‘—{A})= £2V(I‘2—{A})VF12= 62—{A},CAD50 podeser

supérfluo, pois 6 , é irredundante.

(5) Se A € T2, entdo nenhuma identidade precisa ser verificada, pois A nao pode ser

supérfluo, ou seja,

((LENI A €4) v (BTN A E,) VI VT V (T — {AD)(A,0) =

(B A1 = 1AN) V (B} A (82— {4D) ) A,0) # ({1},
pois (61 — {A}(A,0) # Qe (65— {A})(A,0) # Q, devido a 6, e 6, serem

irredundantes.
Pode-se resumir estes resultados da seguinte forma:

1) SeT'y =0 e, =0, a expressdo (2.4.13) ndo possui conjuntos suficientes supérfluos.
2) SeT'; = @ e ', # 0, os conjuntos suficientes supérfluos pertencem a & ;.

3) SeT; # 0 e ', = 0, os possiveis conjuntos suficientes supérfluos pertencem a & ,.
4) SeT; # 0 e T’y # 0, os possiveis conjuntos suficientes supérfluos podem pertencer a

fl, 62, I'y ou I'y.

Exemplo 2.4.2 - A aplicagao do algoritmo de Contini a drvore de eventos A, definida no

Exemplo 2.3.5, fornece o seguinte resultado:
Procedimento de Ezpansdo:
Etapa EXP.1

Etapa DN.1  Através do método “top-down”:

T = E;nUEy,
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(QNEsx) U (RTNRNS)
= [@n(PUSURY) U [ NRN 5.

FEtapa DN.2

T = [@N(PUSURY)| U [Q°NRNS]
(QNP) U (QNS) U (QNE) U (QNRNS).

I

Etapa EXP.2
§=({H{ENA{PH VS V{{REY) v (@I A{R,5Y)).

Etapa EXP.3
b1={{P}, {5}, {R}}

62 :{ {RaSc} }

Procedimento de Redugdo:
1. Eliminacao de eventos terminais basicos supérfluos.

(1) Como nao existem conjuntos suficientes comuns em b61e 64, Qe Q° nao podem ser

ambos supérfluos.

(2)

@ nao é supérfluo em {Q, P}, pois

({{R, 5I{{P},0) = {{R, 5} }.

@ nao é supérfluo em {Q, S}, pois

({{R, SIS}, 0) = {{0}}.

@ nao é supérfluo em {Q, R°}, pois

({{R, SR}, 0) = {{0}}.
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(3)

Q° nao é supérfluo em {Q°, R, S}, pois
({{P}} v {{S}} v {{~}}){{R",S},0) = {{P}}
2. Eliminagao de conjuntos suficientes supérfluos.
Como I'y =T’y = I'y; = 0, nenhum conjunto suficiente pertencente a 6 é supérfluo. Logo,
6 ={{Q,P}, {Q,5}, {Q,F}, {Q,R, 57},

é a base irredundante obtida através deste método.



Capitulo 3

Analise Quantitativa

3.1 Introdugao

No capitulo anterior considerou-se apenas o aspecto deterministico das relacoes en-
volvendo eventos especiais de uma arvore de eventos, tais como eventos terminais basicos,
eventos suficientes minimos e evento topo. Neste capitulo, o interesse estd em estudar o
comportamento dinamico desses eventos que, ao longo do tempo, apresentam variagdes

de estado regidas por mecanismos aleatdrios.

Suponha que um determinado modo de falha T' de um sistema de engenharia é
modelado por uma arvore de eventos. Para precaver-se contra os prejuizos ou riscos en-
volvidos na ocorréncia de 7', um conjunto de medidas acauteladoras, comumente chamado
de programa de manutengdo é adotado, com o objetivo de verificar, ao longo do tempo,
a ocorréncia de eventos terminais basicos indesejaveis, e remover suas causas, quando
possivel. Este processo de remogao, normalmente constituido por uma agao de reparo ou
substituicio de um componente do sistema, renova as condigdes para que esses eventos
terminais basicos voltem a ocorrer, fazendo com que esse efeito “on-off”, que se alterna
ao longo do tempo, seja propagado, a partir dos eventos terminais basicos, para todos os

demais eventos da arvore.

83
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Para avaliar o efeito desse conjunto de medidas acauteladoras, costuma-se estudar o
comportamento dos processos que descrevem, para cada evento E de interesse da arvore
de eventos, a auséncia e a presencga, ao longo do tempo, de condigoes que impliquem sua
ocorréncia. Nesse estudo, cujo escopo depende do nivel de detalhe que se deseja a respeito
desses processos e que constitui o que normalmente é denominado analise quantitativa da

arvore de eventos, a seguinte terminologia é adotada:

1. O tempo de permanéncia (“sojourn time”) no estado que representa a presenca
(auséncia) de condigdes que impliquem a ocorréncia de E é denominado tempo de

espera (tempo de remogao) para FE;

2. Se emi um dado instante, as condigdes que impliquem a ocorréncia de E estao

ausentes (presentes) diz-se que E estd indisponivel (disponivel) neste instante.

Na analise quantitativa de uma arvore de eventos, as caracteristicas do comporta-

mento dinamico de um evento E de interesse, tipicamente avaliadas, sao:

e o niimero médio de ocorréncias do evento E no intervalo (0, 1];

e o niimero médio de remogoes do evento E no intervalo [0,1];

a indisponibilidade do evento F no instante t;

a funcao de densidade do nimero médio de ocorréncias do evento F;

a funcao de densidade do nimero médio de remogoes do evento E;

a intensidade condicional de ocorréncia do evento E;

a intensidade condicional de remogao do evento F;

Expressoes analiticas para as caracteristicas dinamicas relacionadas as ocorréncias
de eventos especiais de uma arvore de eventos, tais como eventos terminais basicos, even-
tos suficientes minimos e evento topo, foram desenvolvidas por Vesely [Ves]. Kumamoto
& Henley [HK] desenvolveram expressoes analiticas para as caracteristicas dinamicas

relacionadas as remocoes de eventos terminais basicos e eventos suficientes minimos.
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Tanto Vesely [Ves] como Kumamoto & Henley, desenvolveram as expressoes para o caso

de arvores de eventos, cuja base completa B, para o evento topo, satisfaz a condigio

(UB)N(UB) = 0.

Generalizagoes das expressoes desenvolvidas por Vesely foram obtidas por Inagaki
& Henley [IH], para o caso de arvores de eventos, cuja base completa B, para o evento

topo, satisfaz a condigao (UB)N(UB) # 0.

Em seus trabalhos, Vesely, Kumamoto & Henley e Inagaki & Henley nao procuraram
utilizar ferramentas formais da teoria dos processos estocasticos, no desenvolvimento das
expressoes analiticas para as caracteristicas dinamicas dos eventos especiais que trataram.
As expressoes analiticas aparecem em meio a uma discussio informal do problema, di-
ficultando nao somente a leitura dos trabalhos como também a percepgio dos aspectos

fundamentais dos modelos e da necessidade de determinadas hipéteses.

Neste capitulo, procurar-se-a preencher essas lacunas deixadas pelos autores men-
cionados acima, no contexto de arvores de eventos, cuja base completa B, para o evento
topo, satisfaz (UB) N(UB) # #. Também serao desenvolvidas para este caso, as expressoes
analiticas das caracteristicas dinadmicas relacionadas as remogoes de eventos especiais de
uma arvore de eventos. Assim como nos trabalhos mencionados, serao tratados apenas
eventos especiais como eventos terminais basicos, eventos suficientes minimos e evento

topo.

3.2 Comportamento Dinamico de Eventos

Nesta segao, serao estudadas, através da construgdo de processos estocésticos, as
caracteristicas principais do comportamento dinamico de eventos especiais de uma arvore
de eventos A em (2, F, P). Os eventos especiais a serem tratados sao eventos terminais

basicos, eventos suficientes minimos e evento topo.



Capitulo 3: Anélise Quantitativa 86

3.2.1 Eventos Terminais Basicos

Seja {E(t) : t > 0}, o processo estocastico que descreve o comportamento dinamico

de um evento terminal basico E € £, ao longo do tempo, onde

(1) = 1 se E estd indisponivel no instante ¢,
~ ] 0 caso contririo.

Uma realizacao tipica deste processo é mostrada na figura 3.2.1 abaixo, onde T'F;
representa o i-ésimo tempo de espera para E e TRpg; representa o i-ésimo tempo de

remogao para .

E(t) A
TRE TRE2 TREe3
/_/% /_—JL—_\
1 - e —— ey == s 0 0
1 ] 1 ] I
1 1 ] ] ]
1 1 ] 1 ]
1 I 1 ] ]
] 1 1 1 ]
1 1 ] I ]
] ] 1 ] ]
] ] ] i ]
0 1 ] 1 ] 1 :
N N S e
TF e TF g2 TF g3 t
' 1 CICLO ! 1 CICLO : 1 CICLO ot

Figura 3.2.1: Realizagao tipica do processo {E(t) : t > 0}
Observacoes: Para que haja consisténcia, supde-se, neste capitulo, que:

L] TFEc,‘ = TRE",

® TREc; = TFE,

A figura 3.2.1 mostra que o comportamento de E(t), ao longo do tempo, tem ca-

racteristicas regenerativas, isto é, se repete ao final de cada ciclo. Assim, se os tempos
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de duracao destes ciclos forem varidveis aleatérias ndo-negativas, independentes e identi-
camente distribuidas, o processo de contagem {Ng(t) : t > 0}, do nimero de ciclos no
intervalo [0,¢], que coincide com o nimero de remogdes de F, no mesmo intervalo, é um

processo de renovagio, com fungdo de renovagio Mg(t) = E[Ng(t)].

Em aplicagoes praticas na engenharia, onde a remogao de um evento terminal basico
representa a corregao de uma falha detectada em um equipamento, costuma-se fazer esse
tipo de suposicio, levando-se em conta os efeitos e as caracteristicas do programa de

manutencao a que é submetido o equipamento.

Utilizando entdo os fundamentos da teoria da renovagio, serdo demonstradas algu-

mas das caracteristicas do comportamento dinamico de F, tais como:

e o nimero médio de ocorréncias do evento E no intervalo (0, ];
e o niimero médio de remocdes do evento E no intervalo [0,1];

e a indisponibilidade do evento £ no instante 2.

Proposigao 3.2.1 Suponha que as seqiéncias {TFg; : i > 1} e {TRgi : 1 > 1} consis-
tem de varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas, onde T Fg;, tem
fungio de distribuicio Fr e TRg;, tem fungdo de distribuigdo Gg, @ = 1,2,..., com

n

FE(O) = GE(O) = 0. Entdo, I'g = {TE'n n > 0}, ondeTpo =0 eTg, = E(TFE,'+TRE,'),
i=1
¢ um processo de renovagio, com fungdo de distribui¢io do tempo entre renovagoes dada

por
t
HE(t) = P{TEn _TE(n—-l) S t} = / GE(t = m)dFE(:c), t Z 0 e n= 1,2,...
0

Nestas condigoes, se Nyg(t) € o nimero de vezes que E ocorre em [0,t], e Nog(t) € o

nimero de vezes que E € removido em [0,1], entdo:

a ) O nimero médio de ocorréncias de E no intervalo [0,t], Wg(t) = E[N;1g(1)], € dado
por

Wi(t) = Fs(t) + [ ‘Fa(t— 2)dMg(z), 30,
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b ) O nimero médio de remogées de E no intervalo [0,1], Ve(t) = E[Nog(t)], € dado

por
Va(t) = Hg(t) + /0 Hi(t - 2)dMg(z), t20,

¢ ) A indisponibilidade de E no instante t, Ug(t), definida como P{E(l) =1}, t >0,
¢ dada por

Ug(t) = P{E(t) =1} = FE(t)_HE(t)'*'/ot[FE(i—x)_HE(t—x)]d}\{E(z)a t>0,

onde Mg(t) = § P{Tg, <t} = %oj HE(")(t) € a fungdo de renovagio de I'g.
n=1 n=1

Prova -

a ) Como Wg(t) = E[N;g(t)], condicionando Nyg(1) a Tk, e aplicando a lei das proba-

bilidades totais, tem-se que

P{TFg <t/Tg =z} se t<uz,
E[N]E(t)/TEl = l‘] =
14+ E[N;g(t — z)] se t>=x

We(t) = E[Ng(t))
_ /0 " E[Np(t)/Ts: = z)dHg(z)
_ /0'[ 1+ E[Nig(t — 2)) JdHp(e) + [ PATF1 <1/Tos = a)dHg(a)
= P{TFg <t, TFg +TRg, >t} + P{TFg, + TRg, < 1}
+ [ BlNg(t - 2))dHp(a)
= P{TFg <t}+ /0 ' ElNus(t - 2)ldf5(2)

= Fu()+ /0’ E[Ns(t — 2)|dH5().
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Assim, Wg(t) = E[N,;g(t)] satisfaz uma equagao de renovagao, cuja solugao (ver

Karlin & Taylor [KT]) é

Wi(t) = Fe(t) + | ' Fa(t — 2)dMs(z), 1> 0.

b ) Como Vg(t) = E[Nog(t)], condicionando Nog(t) a Tg, e aplicando a lei das proba-

bilidades totais, tem-se que

E[Nog(t)/TEI = :L'] =
14+ E[Nog(t —z)] se 12>z,

Ve(t) = E[Nog(l)]

= / ” E[Nos(t)/Tr: = 2)dHg(x)

/ [t + E[Nos(t - 2)]] dHg(a)

= Hp()+ /0' E[Nox(t — «))dHz(z).

Portanto, Vg (1) = IE[Nog(t)] satisfaz uma equagéo de renovagio, cuja solugao (ver

Karlin & Taylor [KT]) é

Ve(t) = He(®) + [ " Hi(t — 2)dMg(z), £ >0.

¢ ) Condicionando 1{E(t) = 1} a TE,; e aplicando a lei das probabilidades totais tem-se
que
P{TFg; <t/Tgy =z} se t<u,
P{E(t) =1/Tg, =z} =
P{E(t—z)=1} se t>uz,
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Us(t) = P{E(t)=1)
- /0°° P{E(t) = 1/Tg: = z}dHg(z)

_ /0 “Us(t — z)dHg(z) + [ " P{TFg, <1/Ts: = v} dHg(x)

i
/0 Ug(t — 2)dHg(z) + P{TFg <t , TFp + TRg; > 1)
t
- /0 Ug(l — 2)dHg(z) + P{TFg, + TRgy >t} — P{TFg, > 1)

= Fs() - He()+ [ "Us(t — 2)dHp(z).

Assim, Ug(t) = P{E(t) = 1} satisfaz uma equacio de renovagao, cuja solugao (ver
Karlin & Taylor [KT]) é

Us(l) = Fu(l) — He(t) + /0 [Fi(t - 2) — He(l — 2)]dMz(z), >0,

Observagao:
e O mesmo resultado pode ser obtido notando que

1 se E esta indisponivel no instante t,

0 caso contrario.

E(t) = Ng(t) - Nog(t) = {

Portanto, P{E(t) = 1} = P{Ng(t) — Nog(t) = 1} = E[N,g(1)] — E[Nog()].

Basta substituir a expressao acima pelos resultados obtidos em a) e b).
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Observagées: Tendo em vista as hipdteses de consisténcia estabelecidas nas observagoes

que seguem a Figura 3.2.1:

o Wge(t) = Vi(),

o Vge(t) = Wil(t),

® UEc(t) =1- UE(t)
Corolério 3.2.1 Nas condi¢cées da Proposi¢io 3.2.1, se Fr e Gg sio absolutamente
continuas com fungées de densidade fr e gg, respectivamente, enldo wg, a fungdo de

densidade do nimero médio de ocorréncias de E, e vg, a fungdo de densidade do nimero

médio de remocées de E, satisfazem ao seguinte sistema de equagées simullancas:

wet) = fo(l)+ ]o'fE(t—x)vE(z)dx

(3.2.1)
‘
vp(l) = /0 gi(t — u)ws(u)du.
Além disso, se d—EEZ’t‘L@ = zp(t), entio
lim %P{E(t) =1—k,E(t+h) =k} = zz(l). (3.2.2)
Mais precisamente,
1’3101% 0' P{E(u) =1 —k,E(u + k) = k}du = E[Nig(1)] = Zie(t), (3.2.3)
onde
at={ ) L2
e

_J we(t) se k=1,
2s(t) = { vep(t) se k=0,
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Prova -

(3.2.1) Da proposigao 3.2.1 tem-se que

We(l) = Fg(t)+ /O'FE(t-x)dME(x)

= Fa(t)+ /0' Fe(t — 2)mp(c)dz

Vet) = Hi(t)+ /0‘ Ha(t — 2)dMg(z)
= HE(t)+/Ot Hg(t — z)mg(z)dz,

dMg(t)

onde mg(t) = TR Assim,
——'du;i(t) = wg(t)
= fe()+ /0 fi(t — 2)mp(z)dz + Fp(0)mg(t)
= S5+ [ fslt - 2)mp(a)dz
dV;;t(t) = wvg(t)

= he()+ [ “hg(t — 2)mp(z)dz + Hp(0)ms(l)
= he(l)+ /0' hgit — 2 )mplz)de.

Como Mg(t) = Vg(t), tem-se que

welt) = fo(t)+ [ Jolt — 2)os(e)da

ve(t) = hg(t) +_[ hg(t — z)vg(z)dz.

92
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Mas,

/ “he(t = o)os()de = / K / ™ g5(t — 7 — 8)f(s)ds ) vp(e)de
= ['([ 98t = wfou - 2)du) vs(z)de
= [ontt—w) ([ fo(u = 2)vs(e)dz) du.

Portanto,

ve(t) = hu(t)+ [ * haft = 2usle)dz
/Ot ge(t —u) fe(u)du + [)t ge(t — u) /: fE(u — z)vg(z)dzdu
= [ on(t =) [ Jo() + [ folu - 2)os(e)de] du

= -/ot ge(t — w)wg(u)du.

(3.2.2) Segue imediatamente de (3.2.3).

(3.2.3) Fixados w € 0 e € > 0 arbitrério, existe 7 > 0, tal que para todo 0 < h < 7

valem:
o | Nig(t + h,w) — Nyg(t,w) |< € (pois E(t) tem trajetorias continuas a direita

quase certamente)

o Nip(t,w)—€ < Nip(t,w) <
t
%/ HE(u,w)=1—k E(u+hw) =k} <
0
NkE(t + h.,w) < NkE(tHb,ﬂﬂ- €

t
(pois hNig(t,w) < /0 1{E(u,w) = 1 —k, E(u+h,w) = k}du < hNyg(t+h,w)).

Portanto, o limite

1ot
l’:fg-’; A H{E(u,w)=1—k,E(u+ h,w) = k}du
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estd definido quase certamente, e é igual a Nyg(t),k =0, 1.

Por outro lado, como

t
-1,;/ 1{E(u)=1—k E(u+h) = k}du|<t < +oo
0

lim~ [1{E(u) =1 - k, E(u+ h) = k}du = Nug(1),

hio h Jo

pelo teorema da convergéncia dominada, tem-se que

E [lim} [ 1B@) =1k E(u + k) = Kjdu ] =
lim B [ [ HE@) =1~k E(u+ k) = Kdu ] =

lism ;;/(]'P{E(u) = 1=k, Blu+ h) = K}du =

hlO
E [ Nig(1) ],
k=01, 1>0.

Observagoes: Devido as hipoteses de consisténcia, nao € dificil ver que:

® ch(t) = 'U[_:;(t),

e vgc(l) = wg(l).

Com base nos resultados do Coroléario 3.2.1, pode-se estabelecer as caracteristicas

do comportamento dinamico de E definidas a seguir.

Intensidade condicional de ocorréncia de E:

wE(t)

Ag(t) = imlP{E(t + k) = 1/E(t) = 0} = —— =
hiog, 1 —Ug(t)

se 1>0 e Ug(t) <l
(3.2.4)
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Intensidade condicional de remocgao de E:

'UE(t)
UE(t)

se t>0 e Ug(t)>0.

Yo(t) = plP{B(t + k) = O/E(t) = 1} =
(3.25)

As intensidades (3.2.4) e (3.2.5) podem ser interpretadas da seguinte forma: para h
suficientemente pequeno, Ag(t)h (Tg(t)h) é aproximadamente igual a probabilidade de
que E, estando disponivel (indisponivel) no instante ¢, ocorra (seja removido) antes de h

unidades de tempo.

Observagoes:

° No caso em que F permanece indisponivel apés sua primeira ocorréncia valem:
i) Wg(t) = Ug(t) = Fe(t),
i ) VE(t) = 'UE(t) = 0,
lll ) wE(t) = fE(t),

iV) AE(t)'—_ T:fE_IE;g)(—tj se FE(t)<1 ,
v ) TE(t) = 0,
t>0.

Neste caso, Ag(t) estd associada a distribuigao para a primeira ocorréncia de E e

é conhecida como intensidade de ocorréncia de E.

Se F e Gg possuem distribuigdes exponenciais, pode-se facilmente obter as carac-
teristicas dinAmicas de E, utilizando as transformadas de Laplace. Estes resultados podem

ser encontrados em Henley & Kumamoto [HK] e estdo resumidos no seguinte corolario:

Corolério 3.2.2 Sejam

fe(t) = Apexp{—Agt}, Ag >0, 1>0

ge(t) = peexp{—pErt}, pe >0, 12>0.
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FEntao
wg(t) A;\?‘is AE'\EJFECXP{—(AEwL#E)t}’
(1) = B~ EE exp{~(hg + ),
T
Ve(t) = ,\;\Ti};t—(A:ipiEV(I—exp{—()‘E+/1E)t}),
Us(t) = 5B (1 - exp{~0he + ue))).

3.2.2 Eventos Suficientes Minimos

Como um evento suficiente minimo é da forma NC , C C € tal que CNC = 0§,
pode-se descrever o comportamento dinamico de S = NC, ao longo do tempo, definindo
o processo estocastico {S(t) : t > 0}, onde

s = II B =

EeC 0 caso contrario.

{ 1 se S esta indisponivel no instante {,
Normalmente, é razoavel admitir-se que os eventos terminais basicos pertencentes a

&4 sao independentes. Entao, admitindo esta hipotese, que sera mantida até que outra

suposigao seja considerada, as caracteristicas do comportamento dinamico de S = NC sao

dadas pelas seguintes proposigoes:
Proposigao 3.2.2 A indisponibilidade de S = NC no instante t, definida como
Ui(t) = P{S(t)=1}, t2>0, € dada por

Us't) = P{I] E()=1)

EeC
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= [IPE®=1)

EeC

II U=().

EeC

Prova - E uma conseqiiéncia imediata da independéncia e da definicdo de S(t). Basta
notar que { [ E(t) =1} & {E(t) = 1}, para todo E € C.
EeC

Lema 3.2.1 I,HRP{E(t +h) =1} = P{E(t) =1}.

Prova - Como I'HQ E(t+ h) = E(t) (pois E(t) tem trajetorias continuas a direita quase

certamente) e | E(t + k) |< 1, segue, do teorema da convergéncia dominada, que

lim P{E(t + k) = 1} = im BE(t + h)] = Ellim E(t + b)) = E[E(1)] = P{E(t) = 1}.

Proposigao 3.2.3

1. A fung¢do de densidade do nimero médio de ocorréncias de S = NC' € dada por

wi(t)= Y we(t) [ Ui(t), t=0.

EeC IeC-{E}

2. A fungdo de densidade do nimero médio de remogées de S = NC' € dada por

vs(t)= D wve() JI Ui(t), t>0.

EeC IeC—{E)
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Prova - Da mesma forma que no Corolario 3.2.1,

w(t) = lml FP{S(t)=0,5(t+h) =1}

03() = limd P(S(2) = 1,5(t + k) = 0).
Além disso, pelo mesmo Corolario 3.2.1,

P{E(t) = 0, E(t + h) = 1} = wg(t)h + o(h)

P{E(t) =1, E(t + h) = 0} = UE(t)h + O(h),
e pelo Lema 3.2.1,
l’if(r)lP{E(t + h) =1} = P{E(l) = 1}.

Assim,

L. P{S(t)=0,5(t+h) =1} =P{ Il E®)=0, [ B(t+h)=1}=

P{ELGJC{ {EM) =0} N {EQC{E(t +h)=1} } } } -

€|

r=1 c'cc
Ic’l=r

i€l

S(-1) £ I P{E(t)=0,E(t+k)=1)

T=l C’gc EEC’
|C'|xr

I1

Ie(c-C')

S(-1y" P{{Enc,{E(t)=o,E(t+h)=1}}n{ N {It+h) =1}

Ie(c-C')

P{I(t+h)=1} =

98

}=
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E( IDIALED IS | [ws(t)h+0(h)] H P{I(t+h)=1}.
'c‘; <';.c EeC’ c-C’)

Portanto,

wi(t) = 1}3113 FP{S(t)=0,S(t+h)=1} =

S0 L mt] T skt T PUIG+R) =1)] =
r=1 c'ce EeC' Ie(c-C')
Ic'|=r

Y wg(t) I P{I(t)=1}=
E€C IeC—{E)

Y we(t) 1 Uilt),
Eec 1€C—{(E)

2. De forma andlogaa l. ,
P(S(1)=1,5(t+ k) = 0} = P{ [T B(t)=1, Tl E(t+h) =0} =
EeC EeC

€|

(=1t ¥ 11 P{E(t)=1,E(t+h)=0} T P{I{)=1}=
r=1 |f:"|§=cr EecC’ Ie(c-C')

|

(=1 X I [ve(h+o(k)] 1 P{I(t)=1}.

r=1 |f,~"|§f EeC’ Ie(c-C')

Portanto,

v5(1) = lim; P{S(t) =1,5(t + k) =0} =

hJO

rop(t) T P{()=1}=

E€C IeC—{E)

r ove(t) TI1 Ul?)
EeC

IeC—{E}
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Obtidos Ug(t), wy(t) e vg(t) e observando que os resultados do Corolario 3.2.1
também valem considerando S ao invés de E, pode-se estabelecer as demais caracteristicas
do comportamento dindmico de S, onde as interpretagdes sdo analogas as realizadas no
caso de F € £. Especificamente:

Intensidade condicional de ocorréncia de S:

A}(t)=lg{g£’{5(t+h)=l/5(t)=0}=i—iv%27) se t>0 e Ug(t)<1.

Intensidade condicional de remocgao de S:

Ta (1) = mtP{S(t + ) = 0/S(t) = 1} = S5 se 150 e Us(t)> 0,
Mog, Us(l -

~—

Numero médio de ocorréncias de S em [0, t]:

t
wg(t)=/o wi(u)du, 13 0.

Nimero médio de remocgoes de S em [0, ¢]:

t
V() = /0 vi(u)du, 130
Observagoes:

° No caso onde, para todo E € C, E permanece indisponivel apds sua primeira

ocorréncia valem:
(i) Ws(t)=Us(t)= II Fg(1),
EeC

(i) V(1) = vs(t) =0,
(iii ) ws(t)=>_ fe(t) I Fi(t),

EeC 1eC-{E)
> fe(t) IT1  Fi(t)
E€C 1eC—{E)

(iv) A's(t) = ;
= 1L R0
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(v) Ts(t) = 0.

e Em [HK], Henley & Kumamoto citam (sem demonstrar) que a expressdao para

vs*(t), no caso onde (UB) N(UB) = 0 seria:
vst) = S ve() I (1-Ui(®)).

EeC IeC—-{E}
Como pode-se verificar, através da expressao obtida na Proposicao 3.2.3, esta ex-

pressdao nao esta correta. A expressao correta é:

wst) = Do) I Us(d).

EeC IeC—{E}

3.2.3 Evento Topo

Seja {T(t) : t > 0} o processo estocastico que descreve o comportamento dindmico

do evento topo T', ao longo do tempo, onde

1 se T esta indisponivel instante ¢
T(t):{ e T esta indisponivel no instante {,

0 caso contrario.

Como visto no capitulo 2, varias expressoes equivalentes podem ser utilizadas para

representar o evento topo T'. Assim, utilizando uma base B para T, pode-se escrever

Tty = ] II E@®) (3.2.6)

CeBEeC

= maxmin E(t). (3:2.7)

J4 utilizando um recobrimento R para T, pode-se escrever

T() = II LI E@ (3:2.8)

DeR EeD

= minmax E(t). (3.2.9)

As caracteristicas do comportamento dinamico de T', utilizando uma das repre-

sentagdes (3.2.6) a (3.2.9) para T'(t), sdo estabelecidas a seguir.
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Funcio de Densidade do Niimero Médio de Ocorréncias/Remo-
coes do Evento Topo T

A funcio de densidade do nimero médio de ocorréncias do evento topo T, wiy(t),
e a funcio de densidade do nimero médio de remogdes do evento topo T', vy(t), po-
dem ser obtidas pelo principio da inclusao-exclusdo, utilizando resultados demonstrados

anteriormente. Especificamente, tem-se:

Teorema 3.2.1

1. A fungdo de densidade do nimero médio de ocorréncias do evento topo T, wiy(t), €

dada por
wi(t) = wi(t) —wh(t), >0,
onde
18|
wy(t) = E( 1'+1 Z Zyg,

B cB

IB |=r
onde

(> wg(t) 1 Ui(t) se NB #0, onde
EeZ

IeUB'-{E} '
Zg = Z={EenB :(UB —{E})n(UB —{E}) = 0},
{ 0 caso contrdrio.
e
|B| ) |B-8'|
t)—Z( IDIAEED DD DN C ) LD DI oy
BCB g=1 T 7C|(l? —B')
1B |=r 7=

onde ’
(S we(t) 11 Ui(t) T1 Un(t) se NB #0, onde
EeZ' Ie(uB' —{E}) Leuy
= {E eENB :ana=40,
T =4 o ﬁﬂﬂ-@,aﬂﬁ-@,
a, f=UB"—{E}, U},

0 caso contrdrio.
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2. A fungdo de densidade do nimero médio de remogées do evento topo T, vy(t), €

dada por
vp(t) = v(t) —vE(t),  t>0,
onde -
vr(t) = E( 1)+ Z Yy,
E CB
|B |=r
onde )
3 'UE(t) I1 U](t) se NB #@
EeZ IeuB' —{E}
YB, —
0 caso contrario.
‘ |B—B'|
v (1) = Z CIVAEEDD E ()™ > Yo,
r=1 BCB g=1 ¥C(B-B')
|B |=r Ivl=q
onde , .
> vg(t) I1 UI(t) UL(t) se NB 9?0
Eez' Ie(UB'—{E})
Yg =
0 caso contrdrio.
Prova -

1. Assim como no Corolario 3.2.1,
1 :
wy(t) = 1}1{51 ZP{T(t) = O,T(t_-i-\ h) =1}.

Por outro lado,
P{T(t)=0,T(t +h) =1} =

P{II TI

CeB EeC

1 Et) =0, u n E(t+h)_1}—

P{ u{ om0 -0) NI Be+R =1 | |-

DeB E
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|B|
r+1 _— P
e 2l { QUL B0 =0 LR =1} 0
|B |=r
E()=0 =
{DE(Q_B'){EI;ID ( ) }} }
onde

|B]
A=y (-1 v P{ N {I E@) =0, By E(t+h)—1}}
r=1 ags ceB' E€C
18" |=r

€
18|
B=x (- £ P{ {n {0 E®=0 I Et+n=1}}n
r=1 s"gs ceB' E€C
|B |=r
T E(t)=1 .
{DE(EB) EeD t) }} }
Como
18]
A=E (1" £ P{ N (I E®=0, I Et+h) =1} } =
r=1 sgu ceB EeC EeC
18’ |=r

|f'( 1yt % P{ CQB,{ {ELEJC{E(t) =0}} N {EQC{E(t +h)=1}} } }=

e 2 opl u {{n (Few =0kt n =11}

ceB’
{ﬂ{E(t +h)=1:E€(UB —{Fs:Ce B'})}} } }

onde XB' é o produto cartesiano dos C € B', e F € XB' é uma fungio F : B' £ tal que
F(C) = F¢ € C para C € B, entao utilizando os resultados do Lema 3.2.1 e do Corolario
3.2.1, tem-se que:

|B|
lim%{):( DALE> P{ {{ N {Fo(t) =0,Fo(t+h) =1}} N
r=1 sca FGXB ceB’

|B |=r
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{n{E(t +h)=1:E€(UB —{Fc:C € B'})}}} } } =
'ﬁ'(-nfﬂ > liml{ P{ U {{ N {Fe(t) =0,Fo(t+h) =1}} N
r=1 o co MO " Fexs' \ “ces’
18" 1=
’ ] lBI
{n{E(t+h) =1:E€(UB —{Fc:C€B })}} } } }: zl(_l)m > Zy,
r= B'cn
|B’|=r
onde
(Y wg(t) 1 Ui(t) se NB #0, onde
Eez IeuB'—{E}
Zgr = { Z={EenB :(UB —{E})n(UB - {E}) =0},
| 0 caso contrario.
Analogamente,
|B|
B=S(-1y" £ P{ { {0 F@=0,1 Et+h=1}}n
r=1 B’g‘g CEB, EeC EeC
18" |=

{ U tnmEw=1}}=

De(B-B') E€D

18|

(-1 5 P{{ u {

r=1 B',(‘-B FEXB'
|B |=r

ceB'

n{ u {n E(t)=1}}}=

De(B-B') "E€D

{ N {Fo(t)=0,Fo(t+h) =1}} N {r]{E(t+h) =1:E€ (UB'—{F;:C€eB})} } } }
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E( 1)r+1 P{ { , U {
B gls FeXB',De(B-B')

18" |=r

{ N {Fo(t) =0, Fo(t+h) = 1}} n{N{E(t+h) =1: E € (UB - {Fo: CeB})}}}}

cepB’

{0, (B0 =1} |

Da mesma forma que no calculo de A, utilizando os resultados do Lema 3.2.1 e do

Corolario 3.2.1, tem-se

lim % {z( e P{{ U {
B'cn FeXxB',De(B-B')
18 |=r

{ N {Fo(t) =0, Fo(t+h) =1}} n{ﬂ{E(t+h)—1 E € (UB' —{Fq: oeB})}} }}

ceB'

0,0 =1} } | -

—

18| )
_1\r+1 e | .
rg( 1) B'cB 1}{{51 h{ P{ {FGXB' ILDJE(B-BI){

{ 0, (7o) =0 Fo(t+ 1) =11} n{n{Be+n=1:5¢ (L.J?/ ~{Fo:CeBN}} }

_B’

_ '_|B|‘_ r+1 +1 i 5
r]{EQD{E(t) B 1}} } } _ré:l( 1) ' B’ cs qu ( l)q 7C(§£B’) ZB A

vl=q
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onde
(Y wgt) I Ui(t) T1 Us(t) se NB #0, onde
EeZ' Ie(uB'—{E}) Leuy
Z'={EenB :ana=4,
ZBI,‘7=J ﬁﬂB-:@, aﬂﬁ=0,

a, IH=UB,_{E},U7}7

0 caso contrario.

2. A obtengao do nimero médio de remogdes do evento topo, v}(t), é feita de forma

analoga a de wy(t). Especificamente,
° : 1
vp(t) = lim - P{T(t) = 1,T(t + h) = 0},

que pode ser calculada através das expressoes derivadas em 1., com as seguintes trocas:

(1) onde aparecer E(t) = 0 trocar por E(t+ h) =0
(2) onde aparecer E(t + h) =1 trocar por E(t) =1

(3) onde aparecer wg(t) trocar por vg(t).

Indisponibilidade do Evento Topd'T.no instante ¢

Baseados fundamentalmente nas representacées para I'(t) dadas em (3.2.6) a
(3.2.9), varios métodos foram desenvolvidos para o cdlculo exato e aproximado da in-

disponibilidade do evento topo T no instante ¢, definida por
U(t)= P{T(t)=1}, t>0.

Os métodos para o calculo exato sao aplicaveis quando as estruturas das arvores de eventos

nao sao muito complexas. Porém, quando o evento topo representa uma combinagao
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complexa de eventos terminais basicos, torna-se dificil, e as vezes até impraticdvel, o
calculo exato de sua indisponibilidade no instante . Nestes casos, os métodos aproximados

apresentam-se como ferramentas fundamentais.

A seguir sao descritos os métodos mais importantes para o calculo exato e aproxi-

mado da indisponibilidade do evento topo T no instante {.

CALCULO EXATO

Método da Inclusao-Exclusao

Utilizando uma base B para T, pode-se calcular U®(t) através de (3.2.6) como :

Ut) = P{T(t)=1)
= P{[1 IT E(t) =1}

CeBEeC
|B]

= Y0 X P{ NI B0 = 1)

r=1 B'cB DeB' E€D
18" |=r

|B]

= Yyt Y P{ N {EW)=1}}, t>0,

r=1 B'cB Ee(uB')
|B' |=r

onde

I Ug(t) se(UB)NUB) =9,

P{ N Bw=1}={ """

Ee(uB'
SUE) 0 caso contrario.
Método da Decomposigao de Shannon
Observando que T'(t) é uma fungdo binaria de E4(1) = {E(1) : E € €4}, isto é,

T(t) = f(€a(1)), (3.2.10)

tem-se que

T(t) = E()f(1g,E4(1)) + (1 — E(t))f(O05,E4(t)), E € Ea, 120, (3.2.11)
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onde

f(1g,E4(1)) é a expressao resultante de (3.2.10), ao fazer E(1) = 1 em E4(1)

f(0g,E4(1)) é a expressao resultante de (3.2.10), ao fazer E(t) = 0 em E4(1).

A expressao (3.2.11) pode ser utilizada para o cilculo exato de U*(1), uma vez que

aplicagoes repetidas de (3.2.11) resulta em uma expressao da forma

[€4l . l—ep
7(t) = X IT(E®) " (1 - £W) 7 fe),  t20,

onde a somatéria é realizada sobre todos os 2/°4l conjuntos e = {eg € {0,1} : E € &4}
e f(e) é o resultado obtido de (3.2.10) substituindo-se £4 por e. Dessa forma, pode-se
calcular U°®(t) como:

Ust) = P{T(t) =1}
[€al er l-eg
= 2@ I [PEO=1) " [P{E@) =0} ]
1€l

; f(e) 1—11 [ Ug(1) ]CE [l — Ug(1) ]1_”‘, t>0.

Método da Disjungao Normal Disjunta

Se B é uma base disjunta para T, entdo pode-se facilmente calcular U®(t). Com
efeito,

I

Ut) = P{T(t)=1)

= P{[] I E@t)=1}

CeBEeC

= Y I P{E®) =1)

CeBEeC

= > JIUs@®), t>o.

CeBEeC

Como, em geral, as bases para T" nao sao disjuntas, é importante que se disponha
de métodos eficientes para transformar uma base B qualquer em uma disjungao normal
disjunta.
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Baseados fundamentalmente na identidade,

k
UGi=Gi + GinG,+ ... +GiNnGEN...NG5_; NGy, (3.2.12)

i=1
vérios algoritmos foram propostos (cf. [Abr], [AR], [BS], [TV]) para transformar uma

base qualquer para um evento topo em uma disjungao normal disjunta.

Para gerar uma disjungao normal disjunta com o menor nimero de elementos possivel,

em todos os algoritmos citados, a primeira aplicagao da identidade (3.2.12) é feita em
U NC, com os conjuntos suficientes minimos Cj,...,Ck, k =| B |, ordenados de forma

81612 se r < s, entdo | C, |<| C, | (Observe que G aparece em (3.2.12) k — | vezes). A
diferenca entre esses algoritmos estd nos procedimentos estabelecidos para a obtengdo de
uma representagao para cada M; = [jf:]: G",f'] NG;, 7 =2,...,k, com M; = GG, em uma
disjungao normal disjunta. Os termos da disjungdo normal disjunta obtida, assim como a

sua quantidade, sao dependentes destes procedimentos.

Apesar desses métodos terem sido desenvolvidos para o caso de uma base B onde
(UB)N(UB) = 0, eles sio igualmente aplicdveis ao caso onde (UB)N(UB) # 0, adicio-
nando uma simplificacdo para tratar eventos suficientes minimos mutuamente exclusivos,

evitando assim calculos desnecessarios.

Entre os algoritmos citados, o que melhor explora as possiveis simplificagoes em
M;, j=2,...,k, é o algoritmo proposto por Beichelt & Spross [BS], cuja representagao
de partida para M;, j =2,...,k, é dada na Proposicao 3.2.4 abaixo.

Proposiciao 3.2.4 (Representacao de partida para MJ-, J =9y .00k)

k
Seja B = {Cy,...,Ck}, a base completa para T. Se T = U(NC;), tal que
i=1
| Ci |£| C; | sei<j, entdo

onde
M = e
M; = [N UG -CHINNC), (3.2.13)

i€R;
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= {i<j:Ci[\C;=0¢(C;i=C;) 2 (C, - C;) para todo s < j,s # i},

i=2,... k.

Prova - Como (UC;) N (NC;) = NC;, se C;NC; # B, para algum i < j, entio

M o= | (UC)] NN

“{i<: C nC;=

- | n (e uuens) ) |nne

H{i<§:CinC;=0)

- n (((U@T——c:))ﬂ(ﬂc,-))U((U(c.-nc,-))ﬂmcf)))]

H{i<§:CinC,=0)

- | 0 (UeEmynne)]

Hi<5:CinCy=0)

[N U= CINNEC),

i€ER;

onde

Ri={i<j:Ci[\Cj=0e(C;i—C;) 2 (C,-C;) para todo s < j,s # i},

pois se (C, — C;) 2 (C, — C;), entao

(UC=1) n (UC. =) = (UC.=C)).

A transformagao de M;,j = 2,...,k, dado em (3.2.13), em uma disjun¢ao normal
disjunta é feita em | R; | etapas, onde a r-ésima etapa do procedimento, 1 <r <| R; |, é

realizada transformando
D,-1;N(U@, = C3)) = Z(Ner-15(w) N (UC: = 7)),

em uma disjungao normal disjunta D, ; = }: (Ne¢rj(u)), onde i, = min(R;—{i;,...,5,-1}).

Para tanto, cada termo (N¢,—1,;(u)) N (U( — C;)) é transformado em uma disjuncio
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normal disjunta, se (¢—1,;(z)) N (Ci, — C;) = 0 (caso contrario, o termo se reduz a

Ncr-1,;(u). Nestes casos, assim como na Proposicio 3.2.4,

(Ner-1,;(w)) N (U, = Cj)) = ( U E) N (Ner,i(w),

{E:E€[(Ciy ~Cj)—cr-1,5(u)]}

e a transformacao ¢ feita utilizando-se (3.2.12) sobre

U E.

{E:E€[(Ci, —Cj)=cr—1,; (w)]}

Beichelt & Spross, observando que os termos gerados na etapa r sé afetardo as
etapas seguintes r + 1, r+ 2, ..., | R; |, concluiram que a transformacio de M; em
uma disjuncio normal disjunta terd menor nimero de elementos, se a transformacao de

(Ner—1,5(w)) N (U(Ci, = C;)), em uma disjungéo normal disjunta, for realizada como:

(ﬂcr—l.j(u)) ﬂ(Ac + ANB® + ... + AﬂBn...ﬂCC),

onde

ng = Z ]l{E € [( ) Cr—1 ](u)] ﬂ( ) (C,. l,J) n (Cl'a - CJ) = 0})

s=r+1

E € (Ci, = Cj) = cr1,5(u),

ng2ng>...>ng, A,B,C € ((C;, —C'j)——c,_llj(u)), r= 1,...,|R_,' l

A idéia de considerar essa ordenacdo é baseada no fato de que os termos dessa
escolha serdo disjuntos da maior quantidade possivel de termos U(C;, — C;), e ao mesmo

tempo terao a maior quantidade de eventos terminais basicos comuns com os termos

UCi, —=Cj), s=r+1,...,| R |, r=1,2,...,| R; |- -

Observagoes: -

e O algoritmo proposto por Beichelt & Spross é baseado. no algoritmo de Abraham
[Abr] e é denominado pelos autores, de algoritmo de Abraham melhorado. Em [BS],
Beichelt & Spross fazem uma comparagao entre seu algoritmo e os de Abraham

[Abr] e de Aggarwal & Rai [AR], comprovando a eficiéncia de seu algoritmo.

o Schneweiss descreve em [Sch] um algoritmo para a obtengao de uma disjuncéio

normal disjunta, a partir da base completa para um evento topo, observando que a
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cada aplicagao da identidade de Shannon (3.2.11) a expressao para o evento topo é
escrita como a soma de duas subexpressoes disjuntas. Baseado neste fato, o algo-
ritmo € executado através de aplicagoes repetidas dessa identidade, complementado
por simplificagoes do tipo dado em (2.3.1) (Capitulo 2).

Método de Page & Perry

Uma alternativa para o calculo de U*(1), que nido envolve a determinagio de uma
expressao analitica especial para T, foi desenvolvida por Page & Perry [PP]. Este método,
denominado pelos autores de TDPP (“Top-Down” Page Perry), foi implementado em
um programa na linguagem PASCAL que é dado em [PP], e é aplicdvel a 4rvores de
eventos construidas utilizando as portas légicas “AND’, “OR” e “NOT”, onde portas
logicas “NOT” s6 aparecem combinadas com eventos terminais basicos. O algoritmo é
um método “top-down” que opera diretamente sobre a arvore de eventos e consiste de um
procedimento computacional recursivo baseado em uma fungéo de conjuntos. O programa
exige como entradas a estrutura da arvore e os valores das indisponibilidades pontuais,
Ug(t), t > 0 e E € &, de seus eventos terminais basicos, no instante ¢ de interesse. Sua

eficiéncia, em termos de tempo de processamento, depende da complexidade da arvore.

Para calcular U®(t) através deste procedimento, o programa utiliza a fungio PROB,
que age em dois conjuntos. PROB(S1, 52) representa a probabilidade de todos os eventos
no conjunto 52 ocorrerem simultaneamente e de pelo menos um evento em S1 ocorrer. A
primeira chamada da fungao PROB é realizada com o conjunto S1 vazio e o conjunto S2

tendo como tinico elemento o evento 7T'.

Sempre que for realizada a avaliagao de uma uniao de eventos, o método da inclusao-

exclusao € utilizado, através das identidades:
P{AUB} = P{A} + P{B} - P{AN B}
ou

P{(AUB)NC} = P{ANC}+P{BNC}-P{ANBNC)
= P{A}[P{C} - P{BNC}] +P{BNC},

se A for independente de Be C,onde A, Be C € 0'().
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O fluxograma para o calculo de U®(t) através deste método é dado na Figura 3.2.2

a seguir.

PROB RECEBE
ZERD

FIM

PROB RECEBE PROB
(s .5, us,y)

F_‘PHOB RECEBE PROB
(¢ ,52)

SIM

EXISTEM EVEN-
TOS COMPLEMENTARES

CPHOB (Sy .Sz))
>

PORTA *OR' EM §,, SUBSTI-

ENQUANTO EXISTIREM EVENTOS
TUA-0S POR SUAS ENTRADAS

P RECEBE PROB (S, -
EVENTO INDEPEN-
DENTE },S,) E PROB
RECEBE PROB( § ,
(EVENTO INDEPEN-
DENTE }) » (PROB
(@ ,5,)-P)+P

EXISTE
SIMZALBUM EVENTO EM S,

QUE E INDEPENDENTE DOS

DOS EVENTOS

DE Sp 7

ESCOLHA UM DOS
EVENTOS DE 83

PORTA "AND' EM S, SUBSTI-

ENQUANTO EXISTIREM EVENTOS
TUA-0S POR SUAS ENTRADAS

EXISTEM EVEN-
TOS COMPLEMENTARES
EM Sg 7

PROB RECEBE PRODUTO
IM |DAS INDISPONIBILI-
DADES PONTUAIS DOS
EVENTOS TERMINAIS

T0DOS 0S
VENTOS DE Sg SAO

ENTAD EXISTE PELO MENDS UM
EVENTO PORTA "OR' EM S,, O
QUE PODE DESTRUIR A INDEPEN-
DENCIA ENTRE OS EVENTOS DE

FIM

|Proe  mecese proB
SIM I(s,, # ). ONDE §,
CONTEM AS ENTRADAS
DO EVENTO QUE ES-
TAVA EM S,

0 NUMERD DE
ELEMENTOS DE Se E

PROB RECEBE PROB
(® .(EVENTO INDE-

PENDENTE)) # PROB
(# ., 8 - (EVENTOD

INDEPENTENTE))

|PRoB RECEBE PROB( 8 ., S, U
{EVENTO ESCOLHIDO)) + PROB
(Ss - (EVENTO ESCOLHIDO),

Sz) - PROB(Ss -{EVENTO ES-
COLHIDO), Sg U {(EVENTO ES-
COLHIDO))

PROB RECEBE PROB (S;,S2), ON-
DE 84 CONTEM AS ENTRADAS DE
UM EVENTO PORTA °"OR® QUE ES-

TAVA EM S, E S, CONTEM SEUS
ANTIBOS  ELEMENTOS  TIRANDO
ESSE EVENTO PORTA °OR’

Figura 3.2.2: Fluxograma do Programa TDPP
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CALCULO APROXIMADO

* No caso onde (UB)N(UB) = 0, Barlow & Proschan [BP] descrevem como utilizar o
método da inclusdo-exclusdo, 0 método min-max e o método dos eventos cortes/caminhos

minimos, para a obtengao de cotas superiores e inferiores para U®(t).

Chu & Apostolakis [CA] fizeram um estudo posterior para verificar a aplicabilidade
desses métodos no caso onde (UB)N(UB)# §. Deste estudo, concluiu-se que tanto o
método da inclusdo-exclusao como o método min-max sao igualmente aplicdveis, e que o
método dos eventos cortes/caminhos minimos, que neste caso seriam dados pelos eventos

suficientes/necessarios minimos, nao é aplicavel.
Obtengao de Cotas pelo Método da Inclusao-Exclusao

Pelo método da inclusao-exclusao, tem-se que

|B|

vt)=2 (1" X P{ N (EW=1)}, 120

r=1 B,(_:B Ee(uB’)
18" |=r

Assim, pode-se obter cotas para U*(t) por este método, utilizando as desigualdades de

Bonferroni (James [Jam]). Especificamente,

v <=0t Y P{ N {BW=1}}, 20,
r=1 5'cs Ee(uB')
18 |=r
se 8 <| B | e s é impar; e
v 20+ Y P{ N {EW=1}}, >0,
r=1 B"QB Ee(uB')
I8 |=r

se s <| B | e s é par,
onde

i pB,)UE(t) se (UB)N(UB') =0,

€U

P{ N {E®)=1}}=
E€(uB') ;s

0 caso contrario.
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Observagoes:

Se P{E(t) =1} < 0.1, para todo E € (UB), e o niimero de conjuntos suficientes
minimos envolvidos nao for muito elevado, pode-se obter uma boa aproximagao para
U*(t) fazendo s = 1. Este fato é conhecido como a lei dos eventos raros. Porém,
em situacoes onde esta condigao nao é satisfeita, é necesséario calcular também cotas

para s = 2,3, ..., para avaliar a qualidade da aproximacao.

Quando (UB)N(UB) # #, a condigio P{E(t) = 1} < 0.1, para todo E € B,

obviamente nao é razoavel, pois neste caso, existe pelo menos um par E, E° € |JB.

Como para s = 1 a cota superior fornecida por este método é dada por

E H UE(t))

CeB EeC

a melhor aproximacéao para U®(t) é obtida, representando 7T'(t) através de uma base

irredundante minima.

Até aqui trabalhou-se com a suposicio de independéncia entre os eventos termi-

nais basicos de £4. Porém, em certas situagdes praticas, esta suposi¢io nao é razoavel.

Situacoes deste tipo surgem, por exemplo, quando componentes no sistema em estudo

estao sujeitos ao mesmo conjunto de stresses, ou ainda no caso de componentes que divi-

dem a mesma carga, tal que a falha de um componente resulta em aumento de carga para

cada um dos componentes remanescentes. Nestes casos, os eventos terminais basicos sao

claramente associados.

Em geral, nos problemas de analise de confiabilidade, a associacao entre os eventos

terminais basicos de £4 € do tipo ndo-negativa. Para estes casos, pode-se facilmente obter

cotas superiores e inferiores para U°®(t), através do método min-max e do método dos

eventos cortes/caminhos minimos, utilizando a nogio de varidveis aleatérias associadas,

que é dada na seguinte definigao:

Definigao 3.2.1 As varidveis aleatérias X, ..., X, sdo ditas associadas, se

Co[['(X),A(X)] >0,

para quaisquer fungées bindrias crescentes I e A, onde X = {X;:1 <1< n}.
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Variaveis aleatorias associadas possuem as seguintes propriedades (Barlow & Pros-
chan [BP)):
(P1) O conjunto consistindo de uma tnica varidvel aleatéria é associado;

(P2) Fungdes crescentes de varivies aleatérias associadas, sao varidveis aleatdrias asso-

ciadas;

(P3) Se dois conjuntos de varidveis aleatérias asssociadas sio independentes entre si,

entao sua uniao é um conjunto de variaveis aleatdrias associadas;
(P4) Variaveis aleatérias independentes sao associadas;

(P5) Se A’ é um conjunto de varidveis aleatdrias binarias associadas, entdo X' = {1 — X; :

1 <1< n} é também um conjunto de varidveis aleatérias associadas.

Obtencao de Cotas pelo Método Min-Max

Utilizando as representagoes (3.2.7) e (3.2.9) para T'(), vale o seguinte Teorema:

Teorema 3.2.2

max P{g]elg Et)=1} <U@) < anel%P{rL-T:]eal))( E(t) =1}.

Além disso, se para cada C € Be D € R, {E(l) : E € C} e {E(l) : E € D} forem

conjuntos de varidveis aleatorias associadas, entdo:

max [[ P{E(t)=1} <U(1) < g)eig [] P{E(t) =1}.

CeB péc EeD

Prova - ver Barlow & Proschan [BP].
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Observagao:

e A melhor cota pelo método min-max é obtida, quando a base completa e o reco-
brimento completo sao utilizados.

Obtengao de Cotas pelo Método dos Eventos Cortes/Caminhos Minimos
Utilizando as representagoes (3.2.6) e (3.2.8) para T'(t), vale o seguinte Teorema:

Teorema 3.2.3 Se {E(1) : E € UB} e {E(t) : E € UR} sdo conjuntos de varidveis
aleatorias associadas, entdo

[T P{1] E() =1} <Usp) < L1 P{TT E() =1).

DeR EeD CeB EeC

Além disso, se {E(1): E € UB} e {E(t): E € UR} forem conjuntos de varidveis

aleatdrias independentes, entdo:

IT LI PCE® =1} <v*@) < [T IT P{E®) =1).

DeR EeD CeBEeC

Prova - ver Barlow & Proschan [BP].

Observagoes:

e Quando, por exemplo, (UB)N(UB) # @, o Teorema 3.2.3 nio se aplica , pois
neste caso, existem variaveis aleatorias E(t) , I(t) para E , I € UB tais que
E(t) = 1 - I(t). Com isto, {E(t) : E € UB} nio pode ser ser um conjunto de

variaveis aleatédrias associadas. Para ver isto, sejam

I'({E(t): E € UB}) = E(t)
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A({E(): E € UBY) = I(1),

fungdes bindrias crescentes. Assim,
Coo[l({E(%) : E € UBY), A({E(t): E € UB})] =
E[E@)I(t)] - E[EW)]E[(t)] =

E[(1 - I()I1)] - EQ - 1) E[I(t)] =
—VarI(t) < 0.

Logo, {E(t) : E € UB} nido é um conjunto de varidveis aleatérias associadas.

e  Um recobrimento para o evento topo T' da arvore de eventos A pode ser obtido a
partir das duas primeiras observagées do final da Secdo 2.2 (Capitulo 2). Assim, se B
é uma base para o evento topo 7 de AP, entdo R = {C : C € B} é um recobrimento
para T'. Se a base utilizada for completa, o recobrimento obtido serd completo; se a

base utilizada for irredundante, o recobrimento obtido seré irredundante.

e Apesar dos métodos apresentados nesta se¢do serem igualmente aplicaveis a uma
disjungio normal 8 qualquer para T, para se ter certeza de que a anélise quantitativa
da arvore de eventos necessita ser realizada de uma maneira mais geral, utilizando
a metodologia desenvolvida por Inagaki & Henley, é necesséario obter a base com-
pleta B para o evento topo da arvore de eventos de interesse. Para entender esta
observagao, suponha, por exemplo, que a aplicagdo do alogoritmo DN (Capitulo 2)
forneceu a disjungio normal & = {{A} , {A¢, B}} para o evento topo da arvore.
0 satisfaz (U 6) ﬂ(U_(S) # @ e a arvore de eventos necessita de uma metodologia
geral para a analise quantitativa. Porém, a base completa para o evento topo T
é B = {{A},{B}}, que satisfaz (UB)N(UB) = 0 e a arvore pode ser analisada
quantitativamente, usando a metodologia desenvolvida por Vesely e Kumamoto &

Henley.

Obtidos Ug(t), wy(t) e vy(t) e observando que os resultados do Corolario 3.2.1

também valem considerando T" ao invés de E, pode-se estabelecer as demais caracteristicas
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do comportamento dindmico de T', onde as interpretagdes sio andlogas as realizadas para

eventos terminais basicos e eventos suficientes minimos. Especificamente:

Intensidade condicional de ocorréncia de T':

@) = I}i{g‘}f{T(t +h)=1/T()=0}= %% se t>0 e Up(t)<1.

Intensidade condicional de remocao de T':

I

To(t) = liifgg{T(t +h) = 0/T(t) = 1} = 2 se >0 e Us(t)>0.

Nimero médio de ocorréncias de T em [0, ¢]:

Wa(l) = /otw'T(u)du, t>0.

Niumero médio de remogoes de T' em [0, ¢]:

Va(t) = /otv}(u)du, t>0.
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