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Abstract

The aim of this work is to present the principal regression models for
binary data. Particular emphasis is given for the logistic regression models.

In Chapter 1 the classical statistical methods for binary data in contingency
tables are presented. The linear logistic model, which has been largely applied
in the Biomedical Sciences, is discussed in Chapter 2.

In Chapter 3 several logistic regression models are presented. These mod-
els were in general developed for the purpose of improving the extreme prob-
ability fittings. Special emphasis is given for the nonlinear logistic model pro-
posed by Stukel(1988) and for the estimation of letal doses in quantal essays.

Several illustrative examples are given in the work and a particular pro-

gram was developed for fitting the Stukel’s model.



Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar os principais modelos de regressao
para a analise de dados binarios, com énfase especial para os modelos logisticos
de regressao.

No Capitulo 1 sao apresentados os métodos tradicionais para tabelas de
contingéncia com respostas bindrias. O modelo logistico linear, que tem sido
largamente utilizado na drea de Biociéncias, é discutido no Capitulo 2.

No Capitulo 3 sao apresentados diversos modelos logisticos generalizados,
os quais foram desenvolvidos com o intuito de aperfeigoar o ajuste de pro-
babilidades extremas. Um destaque especial é dado ao modelo logistico nao-
linear proposto por Stukel(1988) e a estimacgao de doses letais em experimentos
binomiais de dose-resposta.

Diversos exemplos sao apresentados no decorrer do trabalho e um pro-

grama foi desenvolvido no ”Software” SOC para o ajuste do modelo de Stuckel.
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SUMARIO

Em varias dreas do conhecimento cientifico se coloca a questao do estudo estatistico
do efeito, numa determinada variavel de interesse, de varias outras variaveis que se julga
terem um papel importante na explicacio da variabilidade daquela. Para esse fim. existem
varios métodos estatisticos cuja relevancia e aplicagao dependem da natureza das variaveis
envolvidas. Esta dissertacao confinar-se-a a situacao onde a variavel de interesse (resposta)

é do tipo bindrio.

A andlise de dados bindrios sera aqui descrita numa forma sequencial através
de 3 blocos de modelos estruturais cuja diferenciacao ocorre na natureza das variaveis
explicativas (covariaveis) incluidas e na complexidade de sua estrutura matematica. Todos
eles se enquadram dentro do mesmo modelo probabilistico, o modelo produto de Binomiais
independentes, cuja validade ¢ portanto assumida ao longo da dissertagao. A analise
estatistica de todos estes modelos basear-se-a4 na aplicagdo da metodologia de maxima

verossimilhanca.

O objetivo central deste trabalho é apresentar uma panoramica dos varios métodos
de analise de dados bindrios e contribuir para a definicao de instrumentos que permitam
a implementacio computacional de métodos ainda pouco familiares ao analista de dados

deste tipo.

O Capitulo 1 retrata a anélise de dados binarios por tabelas de contingéncia cen-
trado no uso de certos parametros de interesse e na aplicagao a algumas situagoes es-
pecificas. Estes métodos sao considerados tradicionais na analise de dados bindrios. tendo
sido muito utilizados no campo de Epidemiologia. Dal a relevancia que ¢ atribuida neste

capitulo aos estudos prospectivos, com base nos quais se podem analisar os dados retros-
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pectivos.

A anélise descrita neste capitulo nao se esgota em métodos assintdticos, contraria-
mente ao que se passara nos capitulos seguintes, ji que uma parte desta é dirigida as
inferéncias condicionais exatas frequentemente usadas (nédo sem controvérsia, dadas as
vozes discordantes). Dois exemplos foram selecionados para apresentar a aplicagao de
parte destes métodos. O Apéndice 1 contém um programa na linguagem SOC por nos
elaborado para efeitos de computacgao das estimativas de maxima verossimilhanga em k

tabelas 2x2.

A adaptacao dos modelos de regressao a dados bindrios possibilita uma nova abor-
dagem deste tipo de dados, sem a limitacao da natureza categorizada das covariaveis pre-
sentes na abordagem tradicional. Esta, nova abordagem, a que o Capitulo 2 ¢ dirigida, fica
quase que circunscrita aos modelos de regressao logistica, pela sua capacidade de inter-
pretacao e simplificacdo de calculos inferénciais, face aos seus competidores (probit, com-
plementar log-log. etc). A descrigao das inferéncias paramétricas baseadas nestes modelos,
do ajustamento destes e do problema de sele¢cao de modelos ocupa uma parte substancial
do contetido desse capitulo. A aplicagao destes métodos é ilustrada através da analise de
dois exemplos. O conjunto de dados para um destes exemplos encontra-se registrado no

Apéndice 2.

O Capitulo 3 tem como objetivo apresentar varias generalizacoes do modelo de
regressao logistica, construidas na base da necessidade de melhoria do ajuste. eventual-
mente fraco, deste. Estes modelos tém a particularidade de, ao englobarem parametros de
forma, permitirem uma maior flexibilidade da curva de resposta, propiciando assim uma

maior capacidade de explica¢ao dos dados.

Dentro desta extensa classe de modelos de regressao logistica generalizados, di-
rigimos a nossa atenc¢ao a uma subclasse (os modelos de Stukel) pelas suas caracteristicas
mais englobadoras. A inspecao de sua estrutura funcional e a descrigao do seu ajuste e
do seu uso na “predicao” de doses letais em dados de dose-resposta constituem uma parte
significativa do conteido desse capitulo. A implemtentagao deste tipo de inferéncias é
possibilitada pela elaboracido de programas computacionais via SOC que reproduziremos

no Apéndice 3.

Por fim. a aplicacdo destes modelos generalizados e, em particular, dos modelos
de Stukel é ilustrada com base em trés exemplos, dos quais 2 sdo relativos a estudos de

dose-resposta.



CAPITULO 1

METODOS TRADICIONAIS PARA ANALISE DE DADOS BINARIOS

Os estudos com dados binarios vém se ampliando nas ultimas décadas, principal
mente na area epidemiolégica com importante participacao dos estudos em Cancerologia
(Oncologia). Porém, sé apos a publicagao de dois artigos, Cornfield (1951) e Mantel and
Haenszel (1959), é que o uso da metodologia estatistica na andlise deste tipo de dados foi

generalizado no campo epidemiologico.

Gart (1971) elaborou um excelente artigo de revisao dos métodos estatisticos.
aqui considerados tradicionais, para andlise de dados bindrios. Breslow and Day (1980)
apresentam um livro bastante diddtico direcionado para o estudo de caso-controle, que
introduziremos no decorrer deste capitulo, com énfase em pesquisa de cancer. Além destes,
outros textos referem-se parcialmente a estes métodos e serao citados no decorrer desta

apresentacao.

Mas o que séo dados binarios ? Para esta caracterizacao nos referiremos primeira-
mente ao conjunto das varidveis envolvidas num experimento a ser analisado pelos métodos
tradicionais em citacdo. Ha uma varidvel de interesse ( )™ ), habitualmente designada por
varidvel resposta, possuindo somente dois valores possiveis. Em face da dicotomizagao
dessa varidvel atribui-se por conveniéncia o cédigo 1 a um dos valores, definindo geral-

mente o acontecimento de interesse (“sucesso” ). e 0 ao outro valor ligado ao acontecimento
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complementar (“insucesso”). Voltaremos a nos referir a esta escolha no préximo capitulo.
Assim, Y é uma varidvel bindria, fato que justifica a designagao de dados binarios para os
dados resultantes de um estudo com uma varidvel resposta desse tipo. As demais variaveis
envolvidas no experimento sao chamadas covaridveis ou variaveis explicativas, podendo ser

ou nao binarias.

Como ilustracdo de algumas situagoes envolvendo varidveis respostas bindrias,

temos :

i) A ocorréncia ou nao de cancer pulmonar em individuos com hébito de fumar;
ii) O resultado positivo ou negativo de um exame médico;

iii) A quebra ou nao de um componente resistente apés um determinado teste de

impacto;

iv) A sobrevivéncia ou néao, apés um periodo fixo, de um animal que recebeu uma

dose de uma certa droga.

Nestes estudos o interesse concentra-se fundamentalmente nas probabilidades de

ocorréncia dos valores da variavel Y, que denotaremos por

m=P(Y=1) e m =P(Y =0).

Um fator importante é a maneira de fazer a amostragem dos dados binarios da
qual depende o modelo probabilistico que se considera gerador dos dados. Tal amostragem
pode conduzir, entre outros, aos estudos prospectivos (coorte ou seguimento) nos quais sao
fixos os totais correspondentes aos niveis das covaridveis, e aos estudos retrospectivos onde
os totais fixos, identificados como os casos e os controles correspondem agora aos niveis da

variavel resposta.

Neste trabalho nos dedicaremos a andlise de dados prospectivos. Os métodos
considerados apenas necessitam de simples adaptacoes para se tornarem aplicaveis aos
dados retrospectivos, alids. bastante frequentes em Epidemiologia. A andlise tradicional
dos estudos retrospectivos com emparelhamento dos casos e controles pode ser vista em

Breslow and Day (1980, ch.5).

Neste capitulo as covaridveis envolvidas serao consideradas categorizadas, razao
pela qual os dados binérios serao agrupados de maneira a formarem tabelas de contingéncia.

Dessa maneira os estudos englobar-se-ao nas andlises tradicionais de dados categorizados
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Cap. 1: Métodos Tradicionais para Analise de Dados Binarios
( vide Bishop et al. (1975), Agresti (1990), etc.).

Apresentaremos em seguida trés situagoes importantes de dados bindrios descritas
por tabelas bi ou tridimensionais, acompanhadas de métodos tradicionais de analise. Pro-
priedades das distribuigoes estatisticas mencionadas neste texto poderao ser encontradas

em qualquer texto introdutério de estatistica (e.g., Armitage, 1971).

1.1. Uma Unica Tabela 2x2.

Consideremos inicialmente no estudo de dados binarios uma tinica covariavel tam-
bém do tipo bindrio. Denotando-a por X, ela formara com a variavel resposta }” uma

tabela de contingéncia 2x2. Para ilustragao considere-se o seguinte exemplo :

Exemplo 1.1(Estudo Prospectivo) : Em um estudo envolvendo cancer pulmonar e habito
de fumar é usual considerar a primeira variavel como a variavel resposta ), onde a
ocorréncia ou nao de cancer pulmonar em um individuo sao designados, respectivamente.
pelos acontecimentos (Y = 1) e (Y = 0). A populagao estudada ¢é dividida em duas sub-
populagoes, fumante e nao fumante (niveis da covaridvel X) e, de cada uma, é extraida
uma amostra aleatéria simples. Os individuos amostrados ficam em observagao por um
periodo fixo de tempo - dai a denominagao de estudo de seguimento - e ao fim desse periodo
verifica-se quantos foram diagnosticados como portadores de cancer pulmonar entre os fu-
mantes e os nao fumantes. Esses dados formam uma tabela de contingéncia 2x2, ponto de

partida para andlise estatistica.

Geralmente no estudo de tabela 2x2 ha interesse em verificar se ha ou nao as-
sociacao entre as duas varidveis. As medidas de associagao sdo as quantidades usuais
que visam avaliar a intensidade de uma possivel associagao. No Exemplo 1.1 temos uma
indagacao imediata: Existe associa¢do entre o habito de fumar e a ocorréncia de cancer

pulmonar ? Em caso afirmativo, é possivel quantifica-la ?

No quadro da Tabela 1.1 podem ser definidas varias medidas de associagao, através
das proporgoes populacionais correspondentes aos quatro grupos (caselas) formados pelos

niveis da variavel resposta Y e da covariavel X.

O risco relativo é uma medida de associa¢do bastante conhecida na area epi-
demiolégica, sendo definido como a razao entre a proporcao de individuos com (¥ = 1)

na subpopulacao 1 (nivel 1 da covaridvel X) e a proporcao de individuos com (} = 1) na
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P1 / P3
p1+p2/ P3+ P4

No Exemplo 1.1 o risco relativo é definido como o risco de um fumante contrair cancer

outra subpopulacao, ou seja.

pulmonar, {p;/(p1 + p2)}, dividido pelo risco de um nao fumante contrair essa doenga,

{ps/(ps + pa)}-

Tabela 1.1 : Proporcoes populacionais no estudo

de uma tnica tabela 2x2.

Covariavel Variavel resposta Y’
X Y=1 Y =0
nivel 1 D1 P2
nivel 2 P3 P4

Se p; e p3 sdo bem pequenos em relagao a ps e py, respectivamente (como acontece
com as doencas raras), o risco relativo é aproximado por uma outra medida de associagao.
denominada razao de chances ou razao de produtos cruzados (Odds Ratio), definida por

P1P4

P2ps3

A interpretacio desse parametro quanto a associagao entre a variavel 17 e a covariavel X
reflete-se em trés situacoes : v = 1 indica inexisténcia de associagao, 0 < ¥ < 1 representa
associagdo negativa e 1 > 1 associagao positiva. No Exemplo 1.1 a razio de chances pode
ser traduzida como a chance de um fumante contrair cancer pulmonar (p;/ps) dividida

pela chance de um ndo fumante adquirir tal doenca (p3/py).

Existem outras medidas de associacdo que sao comumente baseadas na razao de
chances, das quais a mais comum ¢ Iny. Mais detalhes sobre medidas de associagao
podem ser encontrados em Goodman and Iruskal (1979) e em textos de analise de dados

categorizados.
1.1.1. Modelo Probabilistico Nao Condicional.

Uma vez definida a razao de chances como o principal parametro de interesse.
passemos & consideragao de um modelo probabilistico que sirva de base a realizagao das

inferéncias pretendidas.
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Como ja foi referido, denotaremos a ocorréncia de sucesso (insucesso) por ¥ =1
(Y = 0). Os dois niveis de X serdo codificados igualmente por X = 1e X = 0. As
probabilidades de sucesso para qualquer individuo de cada subpopulagao sao designadas,
respectivamente, por 7, = P(Y =1 | X =1)en, = P(Y = 1| X = 0). Supoe-se
assim que estas probabilidades positivas e constantes para todos os individuos de cada

subpopulagao.

Sejam n, e ny = n—n, as dimensoes das duas amostras aleatérias simples extraidas
independentemente das subpopulagoes identificadas pelos niveis 1 (X =1) e 2 (X =0) da
covarigvel, cujos tamanhos sao considerados suficientemente grandes. Denotando por Y e
Y, a frequéncia (absoluta) de sucessos em cada uma das amostras referidas, fica claro que
essas duas variaveis aleatérias sao independentemente distribuidas (dado (n;,7;), 2 =1,2)

segundo distribui¢oes binomiais de pardmetros (11,71 ) e (n2, 72 ), respectivamente.

Os dados resultantes da classificacao dos n individuos estao descritos na Tabela 1.2.

Tabela 1.2 : Distribuicdo de n individuos no estudo de

uma unica tabela 2x2.

Covariavel Variavel resposta Y
X ¥y=1 Y =0 Total
nivel 1(X =1) Y1 ny — Y ny
nivel 2(X =0) Yo Ny — Yo N9
Total m n—m n

Pelo argumento desenvolvido, estes dados séo considerados gerados pelo modelo

produto de Binomiais (independentes), definido pela funcao de probabilidade conjunta

2
P(ylali’): H<

s

>7rz~y"(1 — )T (12)

A funcéo de verossimilhanga serd identificada pelo nicleo da fungao de probabi-
lidade da amostra, e o seu logaritmo (natural) serda denominado funcao log-verossimilhanga

e denotado por L(e). Para o modelo probabilistico (1.2) tem-se entao

2
L(my.m) = 2 {yilnm; + (n; — yi)In(1 — 7)) .
i=1
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Esta funcido desempenhard um papel importante pelo fato de conduzir aos estimadores
de méxima verossimilhanca, denotados neste texto por MV, aos quais nos restringiremos
pelas “boas” propriedades de que desfrutam. Neste caso, maximizando a fung¢ao acima em
relagio aos parametros m; e 7, encontramos os estimadores de MV desses parametros,
dados, respectivamente, por y;/n; € ya/n,. Logo, usando a propriedade invariante desses
estimadores, temos para a razao de chances, definida em (1.1), o seguinte estimador de

MV
= _ yi(n2 —y2)

= 1.
y2(nl _yl) ( 3)

Este estimador de v é viciado, ou mais concretamente, seu valor esperado € infinito
(Gart , 1971); porém assintoticamente é nao viciado com variancia dada por
.9 ]. ].

W? :
nm (1l —m)  nem(l —my)

O estimador zzv ser4 chamado de estimador de MV nao condicional de ¢, porque se
baseia no modelo (1.2) dito nao condicional para diferenciagao com os outros modelos que
consideraremos posteriormente. Observe que o modelo néo condicional pode ser também
considerado “condicional”, j& que temos fixos os totais marginais da covariavel X. Neste
texto tais totais serao sempre tomados como fixos, e, desse modo, as distribuicoes em

estudo nunca serao entendidas como distribuigoes condicionais.

Como ja foi referido. uma das fungoes da razao de chances mais usadas é Inw. cujo

estimador de MV nao condicional é [niy» com varidncia assintotica dada por

| 1

77.171'1(1 —TT]) 77.27('2(1 —'/Tg)

(1.4)

Em estudos prospectivos os totais marginais ny e ny da Tabela 1.2 sao frequente-
mente fixos, e o modelo (1.2) encaixa-se perfeitamente a esses estudos. Ja os estudos
retrospectivos tém como fixos nao os totais marginais da covariavel X, mas sim os to-
tals marginais da varidvel resposta Y. Assim, para usar o modelo probabilistico (1.2)
nos estudos retrospectivos devemos efetuar uma troca nas variaveis, do tipo : " passa a
funcionar como X . e vice-versa. Uma vantagem da razao de chances, sobre outras medi-
das de associacio consiste precisamente na sua invariancia face a varias modalidades de

amostragem.
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1.1.2. Modelo Probabilistico Condicional.

O carécter assintotico das inferéncias de interesse sob o modelo (1.2) e o confronto
com situacdes de pequenas amostras levou a procura de modelos alternativos capazes de

viabilizar inferéncias exatas.

Uma reparametrizacao do tipo m; = ¥my /{17y + (1 — m3)} na distribuigao (1.2)

produz uma nova apresentagao dessa distribuigao, ou seja,

A , | e (1 _7r2)n
P(y1,y2) = exp {yd?ld’ +(y1 + yi’)l?l(l - 7@)} (pmy +1—mp)™

Agora usando o critério da fatorizagao, temos o conjunto de estatisticas suficientes
para [Iny , In{ma/(1 — m2)}] dado por (y1 , y1 +y2). O fato de a distribuigao (1.2)
condicionada na estatistica y; +y» = m nao depender do parametro perturbador In{m; /(1—
m2)} (vide Lehmann, 1986, pg. 58), tem justificado a sua escolha como modelo base para
a realizacio de inferéncias sobre o parametro de interesse ¥ (vide, por exemplo, Cox and
Snell, 1989, pg.27-28).

A eliminacao do parametro perturbador m,, através do condicionamento em y; +y»
nao é um procedimento pacifico dado que essa estatistica ndo é ancilar para ¢». Os trabalhos
de Basu (1977). Berkson (1978a,1978b) - com a discussao subsequente de Barnard, Basu,

Corsten and de Kroon e Ixempthorne (1979) - Upton (1982). Yates (1984) e Haber (1989)

ilustram bem a polémica existente na comunidade estatistica.

O condicionamento em y; + y2 = m de (1.2) produz o modelo caracterizado pela

familia de distribuicoes Hipergeométricas nao-centrais definidas por

(o Mgy 9
Z (”tl ) (n:]if)d”

t

Py | miw) = 0<w < 4oc . (1.5)

onde t varia do max(0,m — ny) ao man(n;,m).

Quando ¥ = 1, a expressao (1.5) traduz a conhecida distribuicao Hipergeométrica

() ()

central, ou seja,

Py | myv =1) e (1.6)
(")
cuja média e variancia sao. respectivamente,
- mn
E(l)= E(dv =1) = — (1.7)

n
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ning(n —m)m
n?(n —1)

V(1) = Var(Y1;0=1) = (1.8)

Para este modelo condicional a fungéo log-verossimilhanga é definida por

n .9
L) = yilny —In Y ( ;) (_ t) P!

t

O estimador de MV condicional de 1, 12;, é obtido como solugao positiva da equag¢ao

vy = E(Yi;9).

Atendendo a que o momento de ordem r da distribuigdo condicional. E(Y;";¢"), pode
ser expresso por P.(y) = E(Y;";4)Py(¢) onde P.(v) = 3, t" (") (2 )¢tr =1.2,... e

Po(y) =%, (") (,'2,)¥", a equagao de verossimilhanca pode reescrever-se como

y = 48 (19)

Po(4)

Com o aumento das marginais da Tabela 1.2, o procedimento para encontrar "
em (1.9) torna-se impraticavel, pois a equagao que da origem ao estimador v contém
polinémios em % de grau bastante elevado. Nesse caso. uma saida é o uso de métodos
numéricos para estimar iterativamente 1) sem precisar extrair as raizes dos polinomios

Py(v) e Pi(v). Este problema sera discutido na préoxima secao.
1.1.3. Testes de Hipd6teses e Estimacao Intervalar.

Uma vez apresentada a estimagao pontual para o parametro de interesse v pas-
saremos agora a testes de hipdteses e intervalos de confianca para . Tais testes e intervalos

podem ser construidos com base em ambos os modelos, nao condicional e condicional.

Iniciando a analise pelas inferéncias condicionais exatas de ', seja a hipdtese
Hy : b =1y versus Hy; : v < tg. O nivel descritivo do teste dessa hipdtese - proba-
bilidade sob H, de obtencao de valores da estatistica do teste tao ou mais desfavordveis
a Hy (no sentido de Hi;) do que o valor observado - é aqui definido pela probabilidade

“pnula” de cauda inferior da distribuicao condicional, 1. e.,

P; = Z P(t | mig).

<y



Cap. 1: Métodos Tradicionais para Analise de Dados Bindrios 11

Note-se que P; se mantém com a modificacao de Hy para ¥ > 1. Analogamente para
testarmos a hipétese Hy versus Hys : 1) > 1 temos o nivel descritivo do teste representado

pela probabilidade “nula” da cauda superior dada por

Ps = Z P(t | m;ig).

t>y1

Para o teste bilateral da hipétese Hy versus H; : ¢ # 9o (vide Cox and Snell, 1989, pg.30),

o nivel descritivo do teste sera 2{min(Pr, Ps)}.

Quando nestes testes fazemos 1) = 1, estamos objetivamente testando se nao ha
associacao entre a variavel resposta Y e a covariavel X, sendo o teste resultante o conhecido

teste exato de Fisher (Fisher. 1934).

Tabelas para facilitar os cdlculos do teste exato de Fisher podem ser encontradas
em Pearson and Hartley (1976, tab.38). Outros autores inspiraram-se no teste exato de
Fisher para proporem testes exatos alternativos para tabelas 2x2, como por exemplo Davis

(1986).

Para a estimacao intervalar exata do parametro de interesse v, usando o modelo
condicional, os respectivos limites de confian¢a sao baseados nas probabilidades P; e Ps.
Denotando por 97 e ¥g os limites de confian¢a inferior e superior de i, respectivamente.
associados ao intervalo de confianca a 100(1 —a)%, eles ficam determinados pelas equagoes

a
2

=S P(tmigs) e S = Pt|miys)

t<yi >y

Com o aumento dos totais marginais da Tabela 1.2. ou seja, quando ny,ny,m
e n —m sao grandes, encontramos dificuldades em fazer inferéncias exatas. Neste caso
usaremos duas distribuigoes assintéticas para inferir sobre ©. A primeira distribuicao
assintética é baseada na distribuicao condicional, cuja aproximagao sera feita pela dis-
tribuicaio Normal (vide Hannan and Harkness, 1963), com média, E4(v), obtida pela

solucao da equagao

Ei(¥){ns —m+ Ea()}

, - (1.10)
{m — Ea(¢)}{m — Ea(¢)}
que para 1 fixo resulta numa equagao quadratica em F 4(¢). e variancia dada por
1 1 1 1 -
Vi) = (1.11)

Ea() | {1 = Ba(@)} | {m—Ba(®)} | {r2 —m+ Ea(v))
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Somente quando v = 1 a expressdo (1.10) nao resulta numa equacao quadratica,
verificando-se que a média assintotica € igual ao valor médio exato da distribuicao condi-
cional, expresso em (1.7). Consequentemente, V4(1) = {ninam(n —m)}/n?, em (1.11),
sendo pois aproximadamente igual a variancia exata da mesma distribui¢ao, expressa em

(1.8).

A equagao (1.10) quando @ # 1 apresenta duas raizes. Somente a raiz (que é
inica) que for maior do que o max(0,m —ny) e menor do que o min(n;,m) serd aceita.

Essa raiz (vide Paula, 1982) pode ser definida por

Ea() =[lr]=s]

onde r = 0.5[{n/(v — 1)} + m4+ni] e s = [r? — {mnp/(v — 1)}]}/2.

Apds a estimacao de E 4(1)) para um valor fixo de 7, podemos também construir
um teste de hipdteses do tipo Hy : 1 = thg, de modo semelhante ao feito no procedimento
exato. Assim. as aproximagoes para as probabilidades das caudas inferior e superior do
teste dessa hipotese nula, mediante a consideragao de corre¢oes de continuidade, sao, res-

pectivamente, dadas por

v = Bao) +1/2) o = Balbo) —1/2

P] ~ o = >
V(o) V(o)

onde ®(e) é a funcao de distribuicao da Normal padrao.

Qutra maneira de testar a hipdtese nula, Hy : ¥ = ¥, em amostras grandes, &
) ) b

através da seguinte estatistica

X"Z

y1 — Ea(y) | —1/2)?
Va(v)
tendo, aproximadamente. distribuigao Qui-Quadrado com 1 grau de liberdade. sob Hj.

Quando a hipdtese nula é » = 1, a estatistica (1.12) torna-se

s {mn—mty) = (m =y —y) | —n/2%(n = 1)
ninom(n —m) .

X

(1.13)

No contexto de amostras grandes, consideremos agora o modelo nao condicional

como base de inferéncias aproximadas para o parametro de interesse . Tem-se em Woolf
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(1955) a distribuigéo assintotica de lmz, que é uma Normal com média [niy e variancia
VarA(lmZ), expressa em (1.4). Assim, dado um estimador consistente para VarA(lmZ),
@‘A(lm;), uma estatistica alternativa a (1.13), sem corregao de continuidade, para o teste

da hipdtese Hy : ¢ = 1, é dada por

= 2
A’:{/—\lﬁw—N} , (1.14)
Var 4(Invy)

que sob Hy tem igualmente uma distribuigao assintética Qui-Quadrado com 1 de liberdade.
Ainda com relacao a esta distribuigé@o, temos o intervalo de 100(1 — a)% de confianga para
Ini, dado por

(ln'z;]. lnz:/;S) = (lnz:ljf z1-2 ﬁ‘A(lmZ)) , (1.15)

onde z;_g € o percentil 100(1 — 5 )% da distribui¢ao Normal padrao. Consequentemente,
aplicando a fung¢ao exponencial aos limites de confianga de lni acima, chega-se aos limites
de 100(1 — a)% de confianga para ), (12:1,'$5).

Em algumas situagoes Var 4( ln'zz:) pode ser super-estimada, fato que tem servido
para a apresentagao de outros intervalos de confianga para 1. Um destes procedimentos
baseia-se no calculo do valor da estatistica (1.13) e na sua substitui¢ao em (1.14), de modo
a obter-se uma expressao para @‘_4(17112:). Uma vez substituida em (1.15), obtém-se os

seguintes limites de 100(1 — a)% de confianc¢a para ),

+ . 48
1--1—%/1)

(Pr,¥s) = (¥ ). (1.16)
onde z € a raiz quadrada do valor observado da estatistica (1.13), sem corregao de con-

tinuidade.

Elementos adicionais sobre inferéncias em uma unica tabela 2x2 podem ser encon-

trados em Agresti (1990. ch.3).

1.2. Combinagao de Tabelas 2x2.

Os métodos apresentados na Secao 1.1 para analise de dados bindrios agrupados
em uma unica tabela 2x2, podem sofrer reducoes na eficiéncia de sua analise. Na maior
parte das vezes tais redugoes ocorrem devido ao fato de haver outras variaveis interferindo

nas variaveis principais, variavel resposta Y e covariavel X. associadas a tabela 2x2. Essa
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interferéncia pode vir através de associagoOes existentes entre todas as variaveis citadas

(confundimentos).

Nesta secdo consideraremos somente uma variavel causadora de confundimentos.
Essa variavel sera denominada fator de confundimento. Um método de controle do fator de
confundimento consiste em categorizar o mesmo, em digamos, k niveis, e na formagao de
uma tabela tridimensional kx2x2. Neste conjunto de k tabelas 2x2, podem evidenciar-se
diversos padroes de associagao entre as varidveis principais nos diferentes niveis do fator

de confundimento, geralmente denominados de estratos ou blocos.

No Exemplo 1.1, onde a variavel resposta (1) é o diagndstico de cancer pulmonar
e a covariavel X é o hébito de fumar, podemos considerar razoavel que a variavel idade
seja introduzida no estudo como um fator de confundimento. Assim, os estratos serao as

faixas etarias em que é categorizada tal varidavel.

As probabilidades de ocorréncia da variavel resposta, para os niveis 1 e 2 da
covariavel X, referentes ao i-ésimo estrato, serao denotadas por m;; e 7;5. respectivamente.
Destas probabilidades, formaremos o parametro de interesse em cada estrato. ou seja, a
razao de chances do estrato i. dada por

mi1 (1 — i)

fpy = ————— . 1=1,..., k. 1.1
1 mio(1l — mip) I ' ( R

A classificagao dos n; individuos, supostos amostrados aleatoriamente do estrato

1,7 =1,...,k, com relacao aos niveis das variaveis principais. esta exposta na Tabela 1.3.

Tabela 1.3: Distribuicao de n; individuos do estrato .

Covariavel Variavel resposta Y’
X Y =1 Y =0 Total
nivel 1(X =1) Vil ni1 — Yi1 741

nivel 2(X =0

~

Yi2 Ni2 — Yi2 142

Total m; n; —m; n;
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1.2.1. Inferéncia sobre as razoes de Chances.

Como ja vimos na secao anterior, necessitamos de modelos probabilisticos para
fundamentar as inferéncias sobre os parametros de interesse. Assim, apresentaremos duas

familias de distribui¢oes de probabilidades para a combinag¢ao das tabelas 2x2.

O primeiro modelo generaliza o modelo nao condicional da Secao 1.1 no sentido
em que as observagoes (Y;;,Y}2) em cada estrato sdo modeladas por um produto de duas
Binomiais independentes, e consideradas independentes de estrato para estrato. Sendo
assim, este produto de kx2 Binomiais continuara sendo chamado de modelo nao condicional

e definido pela fung¢ao de probabilidade conjunta

ko2
. N4 .. N —Yi;
P(yi,y2) = Il ” ( ]>7Tz'jy"(1—7fij) = (1.18)

il ] .
i=1j=1 Yis

onde y; = (ylj....,ykj)T .J =212,

O segundo modelo para as k tabelas 2x2, sera formado a partir de cada modelo
nao condicional para cada tabela 2x2 por condicionamento no nimero total de sucessos
em cada estrato. Como vimos anteriormente, o condicionamento de y;; em y;; + y;0 = m;

resuta na distribui¢ao Hipergeométrica nao central,

(;::) (777.;122;1)'¢’?i1
Z (ni.,l) (m?i—zt,-)d)lt'i

ti

Py | m;) = (1.19)

onde t; varia do maz (0, m; —n;2) ao min(n;,m;), 2 =1,..., k. A conjuncao de (1.19) para
todos os estratos leva ao chamado modelo condicional definido pela fun¢ao de probabilidade

conjunta
k

Py, |m) = HP(Un | m;) .

=1

onde m = (mj.... .my) L.

A partir destes dois tipos de distribuigoes conjuntas, descreveremos a estimagao
pontual dos ¥;’s. definidos em (1.17). Usando inicialmente a distribui¢ao conjunta nao
condicional de (y1,y2)7. expressa em (1.18), deduz-se imediatamente que os estimadores

de MV nao condicional para ;s sao dados por

gz Yalme—¥e) o, (1.20)

Yio(nia — yi1)



Cap. 1: Métodos Tradicionais para Analise de Dados Bindrios 16

A funcédo log-verossimilhanca para ¥ = (¥1,...,%; )T correspondente ao modelo

condicional é

k k
L(y) = yalni — Y Py (), (1.21)
=1 =1

onde P( )(1,/),) = Zt (% o T el )7,[*"’. Consequentemente, os estimadores de MV condi-

mi;—it; ?

cional dos ¥;’s , 1&,- s, sao obtidos como solucao das seguintes equacgoes néao lineares

p ’\i .
v = % i=1,...,k |, (1.22)
Po ("Z’-i)
onde PV (3 =2 () G2, ) r=1,2,.... E mais uma vez ficamos diante de di-
ﬁculda.des nos ca,lculos dos polinémios Pél)(@b,- )e Pl(z)(u'),- ), t =1,...,k, para encontrarmos

os 1;'s. Novamente, por conveniéncia, deixaremos para a proxima subsegao a apresentagao

de um processo iterativo para solucao das equagoes dadas em (1.22).

Para a construcao de intervalos de confianca e testes de hipoteses referentes a razao

de chances em cada estrato, podem-se usar os resultados apresentados na Segao 1.1.
1.2.2. Estimacao Pontual da Razao de Chances Comum.

No estudo de k tabelas 2x2, uma nova questao surge naturalmente. As razoes de
chances sao homogéneas 7 Ou seja, entre os k estratos do fator de confundimento os ;s

permanecem constantes 7 A hipotese referida é descrita por

Hop i = = ... = Pu(=1) . (1.23)

onde ¥ é o valor comum (desconhecido) dos ¥;'s. Embora a sua interpretagao seja discutida
no proximo capitulo, adiantamos ja que a hipotese Hy; corresponde a inexisténcia de

interacgao entre o fator de confundimento e a covariavel X .

Inicialmente suporemos verdadeira a hipotese (1.23). Neste contexto, apresentare-
mos quatro estimativas pontuais para v». A primeira é a estimativa de Mantel-Haenszel.

bastante conhecida em Epidemiologia, devido a simplicidade do seu cédlculo, tendo a forma

k

. Z{Jll ’71‘7-}/1'7}/”1

YMHE = lf : (1.24)

Z {JiQ(nil — Yi1 )}/”i

1=
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Vista de outra maneira, a estimativa de Mantel-Haenszel nada mais é do que uma

média aritmética ponderada de todos s, definidos em (1.20), 1. e.,
k -
> vithi
- =
Ymn = —— .

> Vi
=1

onde v; = Yiz2(ni1 — Yi1)/ni.

A segunda estimativa de 1, sugerida em Woolf (1955), é uma média geométrica

ponderada dos :’s definida por

k ~
> uilny,
& £
Yw = €$]9<1k—> ; (1.25)
> Ui
=1
0y — L 1 1 — 1 =1 ., = A . -
com 0S Pesos U; = {yn +amman ta Tt n.~z—y.~2} , 72 =1,....,k. Observe que para

compormos (1.25), devemos ter as frequéncias das caselas da Tabela 1.3 diferentes de zero,
em cada estrato. Caso isso nao ocorra, usualmente soma-se a frequéncia de cada casela uma
constante a, a > 0, sendo frequente tomar-se @ = 0,5. Feita essa adaptagao o estimador é

recomposto com base nas frequéncias modificadas.

A terceira estimativa de ) é a estimativa de MV nao condicional baseada no mo-
delo (1.18) com a reparametrizacao, mj; = w2 /{Ymi2 + (1 —mi2)}. Tal estimativa, denotada
por z,/f; , é obtida como solugao nao trivial de um sistema nao linear de (k + 1) equagoes com
(k + 1) incégnitas. O cédlculo desta estimativa sera deixado para o proximo capitulo, onde
descreveremos como as dificuldades computacionais momentaneas na determinagao de 1,[~v

sao contornadas a partir de outros parametros mais faceis de estimar.

A dltima estimativa de @ que apresentaremos é a chamada estimativa de MV
condicional, . Tal estimativa é obtida diretamente da distribui¢ao (1.21), sob a hipdtese

(1.23). De novo, ¢ ¢ encontrado através da solugao de uma equagao nao linear,
k k
Zyil = Z E(Yi1;¢).
=1 =1
Este calculo pode ser efetuado através do método iterativo de Newton-Raphson

composto por

1
Inp (D = Iy 4 ——{y ., — E(V)}, t=0.1,..., (1.26)
V()
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onde E(¢) = Y. Ei(v), V(¥) =3 ,Vi(¥), Ei(v) = E(Yi;%), Vi(¥) = Var(Yi;v) e
Yo1 =D iy, i =1,....k.

O algoritmo (1.26) exige a determinacdo de E;(v) e V;(¢), média e variancia
da distribuicao condicional do estrato 7, + = 1,...,k, que, por sua vez, requer as raizes
dos polinomios Péi)(z/)), Pl(i)(zb) e Pr_,(i)(z/;). A determinacao destas em amostras grandes
confronta uma complexidade computacional ao processo. O procedimento proposto por
McCullagh and Nelder (1983, pg.89-90) permite obter E;(v) e Vi(¥), 1 =1,...,k, em cada
passo do processo iterativo, sem precisar encontrar as raizes dos polinémios envolvidos,

como descreveremos em seguida.

A etapa inicial do processo (1.26) usa como valor inicial de 1) a estimativa de
Mantel-Haenszel, dada em (1.24). i. e., ¥®) = 4, . A varidncia inicial para cada estrato
Vi(1h(9), é a variancia da distribuicao (1.19), quando 1,/), = 1. dada em (1.8), adaptada ao

estrato 7,7 = 1,....k. Dai decorre, naturalmente, V(%) = 3= V;(1»(9)),

A média inicial do -ésimo estrato, sera entao deduzida pela seguinte relacao.
apresentada por Mantel and Hankey (1975)

Ei(¥){ni —m; + Ei(y)} + Vi(
{na — Ei()H{mi — Ei(¥)} + Vi(¥)

que, para ¥ e Vi(v) fixos, resulta numa equagao quadratica em E;(v), ou seja,

(1= )E;(1) + {nin — mi + (i + m ) }Ei(¢) + [Vi() — {nam; + Vi(¥)}¥] = 0.
(1.27)

A solucéo positiva dessa equacao, para V;(¢:(?)) e 49 fixos, define E;(¢(?)), e consequente-
mente, E()(V) =S E,( ), i=1,... k.

Substituindo (@, E((?) e V(@) em (1.26), obtemos Ini!) e consequente-
mente, ¥}, As etapas seguintes do processo (1.26) usam o v estimado na etapa imediata-
mente anterior na equacao (1.27) modificada, fazendo V() = 0, para a obtencao de E;(2)
e. consequentemente, de E(1"). Utilizando E;(v) na expressao da variancia assintotica,
dada em (1.11), relativa ao estrato i. obtém-se Vi(v) e. portanto. V(v) = > . Vi(®).
Repetindo este procedimento até atingirmos uma convergencia 1‘azoavel encontraremos a

estimativa de maxima verossimilhanca condicional 1 procurada.

Esta aproximacao numérica produz resultados satisfatorios quando os totais margi-

nais da Tabela 1.3 forem pelo menos iguais a 5. No caso contrario é aconselhdvel empregar
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os calculos exatos para estimar 1. O processo (1.26) é também adequado para uma tinica

tabela 2x2; logo podemos usa-lo para solugao das equagoes nao lineares (1.9) e (1.22).

No Apéndice 1 encontra-se um programa para a estimacao de ¥, usando os pro-
cedimentos citados para a implementacao do algoritmo iterativo (1.26). Um algoritmo
alternativo a este, mais apropriado para pequenas amostras e de custo computacional

relativamente pequeno, encontra-se em Gaill et al. (1981).

Os quatro estimadores de v referidos sao consistentes e assintoticamente possuem
distribui¢do Normal. Para amostras grandes mostra-se (vide Gart, 1962) que as variancias

assintoticas de ¥y e ¥ sao

“"(1.)'_4({0\;,1/) = Va7‘,-;(1/~)) = ™!

onde w =) . w; ,

! + ! S io1k (1.28)
w; = Loi=1,....k. 2
nimi(l —mn)  npeme(l —mp) '

Quando n = ), n; cresce, ou para n fixo, os totais n;1,ni2, m; e (n; —m;) crescem,
1 =1....,k, oestimador ¢ concretizado pelo processo (1.26) converge em distribuigao para

uma Normal (vide McCullagh and Nelder, 1983, pg.90), cuja variancia assintotica é dada

:[.)()v
1/"
1A}

Vary(v) =

N

k
Yo Var(Ya:v)

=1

onde Var(Y;;;v) é a variancia da distribui¢gao (1.19). Por ultimo, ainda com suposi¢ao de

amostras grandes. temos a variancia assintotica do estimador de Mantel-Haenszel, dada

por
k
> zw
Vary(¥ym) = 1/‘2%
(2 =)
=1
onde w; estd expresso em (1.28) e z; = (nj e /n; ) (1 — w1 )7ia.

Mckinlay (1975) fez uma comparagao, em termos do erro quadrédtico médio, entre

~

dois dos estimadores ha pouco apresentadas para 1, ¥y e ¥ . € outro sugerido em Birch
! P MH g
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(1964). Desse estudo concluiu a favor da estimativa de Woollf, {p:w, por possuir na maioria
das situagoes estudadas o menor erro quadratico médio. Breslow (1981) também discute
os quatro estlmadmes de w em grandes amostras, destacando que as variancias assintoticas
dos estimadores 1,b U)W e w sao assintoticamente equivalentes. Contudo devido a facilidade

de calculo, usa-se geralmente a estimativa de Mantel-Hanszel, gu MH-
1.2.3. Testes e Intervalos de Confianga para a Razao de Chances Comum.

Ha pouco consideramos a hipotese de homogeneidade dos 1;’s nos estratos, Hy,
dada em (1.23), para estimacao pontual do ?; comum. Agora apresentaremos trés es-
tatisticas para avaliagao dessa hipdtese num contexto de grandes amostras, e, em seguida,

um intervalo de confian¢a para i na mesma situagao.

A hipétese Hy, pode ser testada, a partir do modelo condicional, pelo teste da

razao de verossimilhancas de Wilks (1962), cuja estatistica é

k k
Xy =2 [Z yiln(0 /i) + > n{ Py () /P ()

=1 =1

onde ¥ e 1; sao as estimativas de MV condicional de v;, respectivamente restrita a Hg,
e irrestrita. Quando n — +oc, onde n = ) . n;, esta estatistica. sob Hy. tem distribuigao

assintotica Qui-Quadrado com (k — 1) graus de liberdade.

A segunda estatistica para teste da hipotese Hy; é mais simples do que a anterior,
ja que é baseada na soma ponderada dos quadrados dos desvios do logaritmo dos ;’s, em

relacao ao logaritmo de 'zlr\nr (vide Hosmer and Lemeshow, 1989, pg.74), ou seja.

k
Xr‘;l = Z‘wi(l"l";i — lmz;;,v)z

1=1

onde w;,¥; e Yy estao expressos em (1.28), (1.20) e (1.25). respectivamente. De novo,
sob Hyi, esta estatistica tem distribuicao assintética Qui-Quadrado com (k — 1) graus de
liberdade.

A terceira e ultima estatistica para testar a hipotese nula de homogeneidade dos
V;’s (vide Breslow and Day. 1980, pg.142). é definida por

\—2 {/1] - 1 1/")}2 9
g Z o : (1.29)
1=1



Cap. 1: Métodos Tradicionais para Analise de Dados Binarios 21

onde as estimativas E,-(?Z’\) eV; (_zz;) sao obtidas da solu¢ao positiva da equacao (1.27), quando
Vi(¥) = 0, e da expressao (1.11), restrita ao estrato ¢, 7 = 1,... .k, respectivamente. Se n é
bem maior do que o nuumero de estratos, a estatistica (1.29), sob Hy;, tem aproximadamente

distribuigao Qui-Quadrado com (& — 1) graus de liberdade.

Se a hipotese nula Hy; nao for rejeitada, a suposigao da homogeneidade dos ;’s
permite construir testes de hipoteses e intervalos de confianca para o ); comum a partir
das distribui¢oes conjuntas citadas. No entanto, restringir-nos-emos a apresentacao de um
sO teste de hipdteses e intervalo de confianga para i, baseado na distribui¢ao conjunta
condicional, sob Hyy, e em amostras grandes. Outros testes e intervalos para ¥ podem
ser encontrados particularmente em Gart (1962, 1971 e 1985). Breslow and Day (1980,
pg.141-143), Hosmer and Lemeshow (1989, pg.74).

Sob a validade de Hy; a hipotese de nao associagao das variaveis Y e X corresponde
a Hos : ¥ = 1. O teste desta hipdtese, citado em Mantel and Haenszel (1959). usa a

estatistica (com correcao de continuidade)

ke K
{1 2y — > Ei(1)| —1/2}?

Xy = —— Ikzl ; (1.30)

> Vi(1)

=1

onde E;(1) e V;(1) sdo a média e variancia da distribuigao condicional referente ao estrato ¢,
expressas, respectivamente, em (1.7) e (1.8), uma vez adaptadas ao estratoz. 2 = 1,..., k.
Sob Hys, a estatistica (1.30) tem distribuigao assintética Qui-Quadrado com 1 grau de
liberdade. Mostra-se que este teste é equivalente ao teste de escore da hipotese Hys (vide

Day and Byar (1979) e Pregibon (1982)), num modelo logistico linear.

Um intervalo de confianca para ¥ pode ser construido de forma andloga ao exposto
em (1.16), tomando como base a distribuicao assintotica de Inw e a estatistica (1.30), sem
correcao de continuidade. A referida distribuicao para It é Normal, com média Iny e
variancia estimada por T’A('z:/:')‘l, resultante da expressao (1.11), apds o cédlculo de E('zZ)
na relagao (1.10) (vide McCullagh and Nelder, 1983, pg.90). Os limites do intervalo de

100(1 — a)% de confianga para v sao dados por

A ok ~1F: a2
(V1. 0s) = (L= 1-877) (1.31)

, . P i -9 x
onde z ¢ a raiz quadrada do valor observado da estatistica X j;;, sem correcao de con-

tinuidade, dada em (1.30) e z; 2 ¢ o percentil 100(1— )% da distribuigao Normal padrao.



Cap. 1: Métodos Tradicionais para Analise de Dados Binarios 23

referéncia, o qual formara com os demais niveis, as razoes de chances. Aqui escolheremos

o nivel 1 como referéncia, sendo entao as razoes de chances

mi(l —m) .
Wy = 1 =L - =2,...,h, 1.32
l:bl € Ip] 7(1 ( 1 _ 7_r]) ] ’ L ') ( )
onde 7; ¢ a probabilidade de sucesso, (¥ = 1), de um individuo pertencente ao nivel j da

covariavel X.
Para a situagao estratificada as razoes de chances passam a ser representadas por

mii(1 — 1)

L i=1,...ke j=1,...,h, (1.33)

Pi; =

(1 — Tii)

onde 7;; € a probabilidade de sucesso para um individuo pertencente ao j-ésimo nivel de

X e ao estrato ¢ do fator de confundimento (¢;; = 1,V2).

A hipétese de auséncia de associagao completa entre as trés variaveis envolvidas,

sera denotada por

Hyitpyy=1l, ¥ i=L....k & J=1....h. (1.34)

O estudo da influéncia conjunta na resposta da covariavel e do fator de confundi-
mento sob o modelo nao condicional (produto de kxh Binomiais independentes) é tratado
nos textos correntes de analise de dados categorizados (uma boa referéncia é Agresti, 1990).
Aqui nos concentraremos no modelo condicional, restringido a Hy, que é considerada como

a unica hipotese para a qual se dirige o nosso interesse.

E facil constatar que o referido modelo é traduzido pelo produto de k distribuig¢oes

Hipergeométricas (multivariadas) centrais, definido pela fungao de probabilidade conjunta

h
e
Py |m) = H =

£ (1.35)
=1 (7"':')

onde y = (y“....,ylh,ygl....?yk,,)T, m = (7711,....771,\.)T e m; = Z]-y,-]'. t=1,. ..,k

A média. a variancia e a covariancia desta distribui¢ao sao, respectivamente. dadas por

Ei;j(1) = BE(Y;; | my) = 00 (1.36)

n; )
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Var(Yy | mi) = nij(ng — nij)(ng — mi)m; (1.37)

ni(n; —1)

—niingmqi(n; —m;)
n?(n; — 1) ’

Cov(Y3;, Yy | mi) = (1.38)

ondet=1,....kej,l=1,..., I

Uma estatistica para testar a hipdtese global de nao associacao entre as varidveis

Y e X nos varios estratos, expressa em (1.34), é dada em uma forma quadrética. ou seja,

X4 =q"A™q, (1.39)

onde o vetor q ¢ formado pelos desvios yo; — Eo;(1), yej = >, yij € Eoj(1) = >, Eyj(1).

j=1,...,h =1, e amatriz de covariancia A = [aj;] pelos elementos
k
aj; =y Var(Yyy|my) . j=1...h=1,
=1

I\A
aj = ZC'OU()”',’j?}',‘[ |m;), jg#l=1.....h—1,

=1

cujas parcelas sao definidas em (1.37) e (1.38). Quando os totais marginais da Tabela 1.4
em todos os estratos sao grandes, a estatistica (1.39), sob Hy. tem aproximadamente uma

distribuicao Qui-Quadrado com h — 1 graus de liberdade.

Na situagao nao estratificada, a estatistica (1.39) reduz-se a estatistica usual do

teste de homogeneidade de h propor¢oes (vide Armitage, 1971), dada por

h
-2 ny — 1 L ] 2 1 1
X2 = ( p” )J_:Zl{ylj Eyj(1)} {Eu(l) o _Eu(l)} . (1.40)

Sob Hy, a distribuicao da estatistica (1.40), pode ser aproximada pela distribuicao Qui-

Quadrado com h — 1 graus de liberdade.

Ha situagoes em que a covariavel X' possui niveis quantitativos ou qualitativos
ordinais. Um exemplo é dado pelo estudo da associacgao entre a dose de uma determinada
droga e o percentual de cura de um tratamento especifico. onde cura é a resposta com

sucesso, (Y = 1). e as doses. os niveis de X. Nestas condigoes, a estatistica (1.40) nao
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leva em conta o valor real da dose obtida e sim a categoria que ela pertence. Dai a
necessidade de recorrer a estatisticas alternativas que levem em conta a informacgao contida
nos niveis quantitativos. Breslow and Day (1980, pg.149) sugerem uma estatistica baseada
na regressao dos desvios {y;; — F1;(1)} em relacdo aos niveis quantitativos z;,7 = 1...., h,
da covaridavel X. Essa estatistica também tem origem na distribuigao (1.35), quando k = 1,

e é obtida pelo quociente da variavel Z]. 2i{y1j — E1j(1)} e sua variancia, resultando em

h
ni(ny —1){ El zi(y1j — Elj(l))}2
;=

X} = p - : (1.41)
- S 2,2
my(ny —my){ny Z xiny; Z aing;}
1=1 1=1
Quando os npj crescem, j = 1.....h, a distribuicao da estatistica tende para a ditribuigao

Qui-Quadrado com 1 grau de hiberdade. Uma generalizacao da estatistica (1.41), para k
estratos do fator de confundimento, encontra-se na mesma referéncia. A incorporagao do
caracter quantitativo da covariavel na andalise encontra um quadro favoravel na metodologia
que abordaremos no préximo capitulo, onde inclusive a consideragao de vdrias covariaveis

nao provoca problemas maiores.

1.4. Exemplos.

Encerrada a apresentacao de alguns métodos estatisticos tradicionais para analise
de dados binarios, passamos a ilustra¢ao dos mesmos através de dois exemplos. O primeiro
exemplo serve-nos para aplicar a teoria exata. em pequenas amostras, e o outro a teoria

apropriada para grandes amostras.

Exemplo 1.2 : Em Fisher (1935) descreve-se um experimento envolvendo apreciadores
de chd. Uma mulher britanica se diz capaz de distinguir se o leite ou o cha é o primeiro
a ser introduzido nas xicaras. Para testar sua afirmacao lhe foram dadas 8 xicaras de cha
com leite, onde somente em 4 delas o leite foi o primeiro a ser introduzido. Em seguida, as
xicaras foram aleatorizadas, e apresentadas individualmente a mulher que deveria respon-
der a favor do leite em 4 xicaras. e do cha nas restantes. Os resultados deste experimento

encontram-se na Tabela 1.5.

Os totais marginais da Tabela 1.5 sao pequenos, e. de acordo com o planejamento,
fixos. Logo, é razodvel adaptarmos a situagao descrita, a teoria exata de uma tabela

2x2, Subsecao (1.1.2). A distribuicao (1.5) fundamentara o estudo da associacao entre as
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variaveis : verdadeira ordem de colocagao do leite nas xicaras de cha, covaridavel X, e a

resposta da britadnica quanto a essa ordem, variavel resposta Y.

Tabela 1.5 :Experimento da distin¢ao do sabor de cha, quanto

a colocacao inicial do leite ou chd na xicara.

Colocacao inicial ~ Resposta quanto a colocagao inicial

na xicara Leite Cha Total

Leite 3 1 4(n,)

Ché 1 3 4(n2)
Total 4(111.) 4-( n—m) 8(n)

O teste exato de Fisher sera usado para analisar a possivel existéncia de associacao
positiva, afirmagao da britanica, entre a varidavel resposta Y e a covariavel X. As hipdteses
associadas ao teste sao : Hy : 1» = 1 (nao existéncia de assoclagao) versus H 4 : ¢ > 1
(associagao positiva). Sob Hy. o nivel descritivo deste teste é

GG+ (6

4
Ps = Y P(t|myyp=1) = 0 ~ 0,243,
>3 4

Devido ao valor de Pg, razoavelmente grande para um percentual de erro, conclui-
se pela “aceitacao” de H,. Ou seja, os dados nao favorecem a afirmacao da britanica.

Nesta base, cré-se ser inadequado prosseguir com a estimagao do parametro de interesse

P. O

Exemplo 1.3 : Innes et al. (1969) expoem alguns conjuntos de dados, entre os quais esco-
lhemos um subconjunto desse estudo prospectivo. O objetivo do experimento consiste em
verificar o possivel efeito cancerigeno do fungicida Avadex (2.3 - Dichloroallyl diisoprophyl

triolcarbamate) .

O planejamento deste experimento inicia-se com a observacao de 403 camundon-
gos. Destes, alguns foram alimentados com 560 ppm do fungicida Avadex, constituindo
o grupo dos tratados. Os camundongos restantes, que nao receberam este tratamento,

formam o grupo controle.

Para eliminar os fatores de confundimentos estabeleceram-se estratos. Os estratos

foram formados pela combinacio de duas ragas de camundongos, raca X e raga Y, e das
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categorias de sexo. Apods 85 semanas, os animais foram diagnosticados como portadores

ou nao de tumores pulmonares. O resultado deste experimento encontra-se na Tabela 1.6.

Tabela 1.6 :Distribuicao dos camundongos, quanto a ocorréncia de
tumores pulmonares, causados pelo fungicida Avadex

(Innes et al., 1969).

Estrato Grupo com tumor  sem tumor Total
X-Machos Tratados 4 12 16
Controle 5 T4 79
Total 9 86 95
X-Fémeas Tratados 2 14 16
Controle 3 34 8T
Total 5 98 103
Y-Machos Tratados 4 14 18
Controle 10 30 90
Total 14 94 108
Y-Fémeas Tratados 1 14 15
Controle 3 79 82
Total 4 93 97

A ocorréncia ou nao de tumores pulmonares nos camundongos pode ser conside-
rada como uma variavel resposta bindria Y. Os grupos de animais tratados e de controle
representam os niveis da covariavel X e os estratos correspondem aos niveis do cruzamento
da raca com o sexo. A analise destes dados bindrios podem ser efetuada pelos métodos

apresentados na Secéo 1.2.

Diante do fato de termos totals marginais razoavelmente elevados para os 4 es-
tratos (ver Tabela 1.6), torna-se impraticavel analizarmos estes dados com base na dis-
tribuicao exata. Assim, apolaremos as inferéncias em métodos assintoticos. Por questoes
didaticas, dividiremos a analise dos dados em trés partes. A primeira parte sera baseada
na distribuicao assintética nao condicional e as partes restantes na distribuicao assintoética

condicional.
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Tabela 1.7 :Analise estatistica dos dados da Tabela 1.6.

Parte 1 (Estimacao dos ;’s) :

Estrato Int. Confianga (95%), (1.15)
X-Macho(1) Py = 4,93 1,16 < ¥; < 21,01
X-Fémea(2) s = 4,00 0,61 < vy < 26,12
Y-Macho(3) P = 2,29 0,62 < 13 < 8,33
Y-Fémea(4) hy = 1,88 0,18 < 4 < 19,39
Parte 2 (Testes de hipdteses) :

Hipotese Estatistica G. liberdade Nivel descritivo
Hop 4y =...=pa(=1p) X3, =0,867 3 0.8334
Hyp :p =1 X2 4 =6,908 1 0,0086

Parte 3 (Estimacao de ) :
Pnn = 3,079 5 Yw =3,100; ¥ = 3,003 ; |
Intervalo Confianca (95%), (1.31) : 1,33 <+ < 7.18.

Na parte 1 da Tabela 1.7 observa-se que as razoes de chances nos 4 estratos variam,
aproximadamente, entre 2 e 5. Isto possibilita a especulagio de uma associacao positiva
entre as variaveis Y e X, dentro dos estratos. Por exemplo, no estrato 1, a razao de chances
é 12;1 =(4-74)/(5-12) = 4,93 (vide (1.20)), cuja interpretagao é que a chance de ocorréncia
de tumor pulmonar no grupo tratado, ¢ aproximadamente 5 vezes maior do que a chance
no grupo controle. Os intervalos de confianga para os ;’s, foram determinados através de
(1.15) com coeficiente de confianga de 95%. Dos intervalos produzidos, somente o primeiro
nao contém a unidade. Logo, concluimos que somente dentro do primeiro estrato existe
evidéncia de associacao entre o fungicida Avadex e a ocorréncia de tumores pulmonares ao

nivel de 5% de significancia.

Na parte 2 da Tabela 1.7 evidencia-se a “aceitagao” da hipdtese de homogeneidade
dos #;’s, Hp1, ja que a estatistica usada, expressa em (1.29), produziu o nivel descritivo
de 83,34%. Uma vez considerado o v» comum nos 4 estratos, o teste de Mantel-Haenszel,
dado em (1.30), gerou o nivel descritivo de 0.86%. Logo, conclui-se a favor da rejeicio de
v = 1. Esta conclusao é confirmada pelas estimativas de ¥ expostas na parte 3 da Tabela,
em especial pelo intervalo de confianca nela referido. As estimativas pontuais sugerem que

a chance de ocorréncia de tumores pulmonares nos camundongos tratados com Avadex.
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¢ aproximadamente 3 vezes maior do que a chance para o grupo controle. Em resumo, a
analise aponta para a existéncia de uma associagao positiva entre a ocorréncia de tumores

pulmonares e o tratamento com o agente fungicida. ¢



CAPITULO 2

MODELOS DE REGRESSAO LOGISTICA

A analise de dados binarios, que até agora foi baseada em tabelas de contingéncia,
sera a partir deste capitulo abordada numa perspectiva de andlise de regressao. Se, por
um lado, o estudo via dados agrupados pode facilitar a interpretagao de certos resultados,
por outro, este novo ponto de vista permite esclarecer certas questoes que seriam de dificil

andlise no anterior.

Como os modelos tradicionais de regressao nao podem ser aplicados diretamente
aos dados binarios, h& necessidade de construir modelos especiais. Este capitulo preocupa-
se basicamente com o modelo de regressao logistica, sendo suas segoes dedicadas a sua
analise, ajustamento e interpretacao. Na Secao 2.8 e no Capitulo 3 serao apresentados

outros modelos para dados binarios.

Referéncias ao modelo de regressao logistica podem ser encontradas em textos ja
citados no Capitulo 1, entre outros, Cox and Snell (1989), Breslow and Day (1980) e Agresti
(1990). O livro de Hosmer and Lemeshow (1989) é dedicado exclusivamente a analise do
modelo em referéncia. Kleinbaum et al. (1982) concentram-se na aplicacao deste modelo

a area epidemiologica.
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2.1. Introdugao ao Modelo Logistico.

Como ja foi referido no Capitulo 1, os estudos mais simples de dados binarios
envolvem uma variavel resposta binaria, denotada por Y, e uma covariavel que denotare-
mos daqui em diante por z, em vez da correspondente letra maidscula usada no capitulo
anterior. A investigacao de um “bom” modelo de regressdao para descrever a relagao entre
Y e 2 deve basear-se, pelo tipo de modelo probabilistico envolvido, na probabilidade de

sucesso, dada por
PY=1|z) = =n(a). (2.1)

Notemos que () representa o valor esperado de Y dado 2, quantidade basica no modelo

de regressao linear, definido por

E(Y

) = fo+hie (2.2)

onde 3y e f; sao constantes reais desconhecidas. Todavia a expressao (2.2) é pouco apro-
priada para dados binarios ja que fy + ;¢ varia ao longo da reta enquanto E(Y" | x) estd

necessariamente contida em (0,1).

Uma maneira de resolver a limitagao citada acima é encontrar uma funcao matema-
tica que se adapte a situagao. A funcao logistica, Kotz and Johnson (1985, pg.122-123),

dada por _
flw) = i = (14+e™)!, —o<w< 40, (2.3)
1+ e¥

tem contradominio em (0,1), e € mondtona crescente em w. Assim, adaptando a equagao

de regressao (2.2) a fungao (2.3) temos, para w = fy + (1@, a probabilidade de sucesso

ePothiz
(2) = AT —ReThiE (2.4)
A expressao (2.4) é equivalente a
T
| = Byt e (2.5)
1—7(a)

na qual se destaca a linearidade em termos do logaritmo da razao de chances de sucesso
bl

geralmente denominado de logit. As expressoes (2.4) e (2.5) sao assim formas alternativas
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de definicao do modelo de regressao logistica linear simples, ou simplesmente, modelo

logistico simples.
Este modelo apresenta as seguintes caracteristicas :

i) m(z) fica restrito ao intervalo (0,1) para qualquer valor de z ;
ii) E essencialmente linear em x para 0,2 < n(z) <0,8;
iii) Os coeficientes de regressao sao facilmente interpretaveis, em termos da razao de

chances e do tipo de amostragem dos dados, como veremos posteriormente.

A anélise de regressao logistica é regida pelas mesmas linhas da analise de regressao
linear, apesar de seus modelos nao terem as suposi¢oes de normalidade e variancia cons-
tante. Notemos que a variavel resposta possui distribuicao de Bernoulli com variancia

dependente de = e dada por

Var(Y) = w(a)[l —n(x)] .

Os modelos logisticos serao , por enquanto, ajustados para estudos prospectivos,
em concordancia com a sua origem. A sua adaptacao a estudos retrospectivos sera referida

numa se¢ao futura deste capitulo.

E importante salientar que alguns modelos logisticos constituem casos especiais
dos modelos log-lineares, relevantes na analise de dados categorizados (vide, e.g., Bishop

et al (1975), Fienberg (1980) e Agresti (1990)).

2.2. Modelo Logistico Miiltiplo.

A explicagao da probabilidade de sucesso de uma variavel resposta binaria, em
muitas situacoes, é feita através de um conjunto de covariaveis. Essas covariaveis podem ser
fatores de confundimento. como vimos no Capitulo 1, interagoes entre variaveis explicativas

ou até mesmo variaveis indicadoras de estratos.

Ao considerarmos varias covariavels no modelo logistico temos o vetor de co-
— (7 0 T le cad .7 =1 -1 T d
variaveis X = (zg,...,2p—1)" . onde cada componente x;, j = 1....,p — 1, corresponde
a um valor fixo de cada varidvel (z¢ = 1) associado a probabilidade de sucesso do seguinte
modo : ]
P= P
GHO+ZJ’=1 Bizj

m(x).= PY =1|x) = - .
1+€ﬁ0+2j=1‘ Bjz;

(2.6)
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onde f; é o parametro desconhecido associado a covaridvel z;, 7 = 1,...,p — 1. A ex-
pressao (2.6), que se particulariza em (2.4) quando p = 2, define o chamado modelo de
regressao logistica multipla que, por conveniéncia, denominaremos somente de modelo

logistico. Qutra forma de apresenta-lo é

(%)
1 —m(x)

p—1
logit[n(x)] = In = ﬂo—}—Zﬂja:j . (2.7)
j=1

Deste modo, 3; pode ser interpretado como variagao do logaritmo das chances, provocada
pelo acréscimo de uma unidade de 2, j = 1,...,p—1, com os valores das outras covariaveis

permanecendo inalterados. -

A formulagao (2.7) permite verificar facilmente que a razao de chances de sucesso

para dois valores distintos do vetor de covariaveis, x e x*, é

r(x)[1 — (x*)] =

1//'x,x‘ = TF(X*)[].—TF(X)] = em])[;ﬂj(wj—m;) ; (28)

Para a situacao apresentada, os dados observaveis para uma amostra aleatéria
de n individuos sao formados pelas variaveis respostas }; (sucesso ou insucesso) e pelos
valores x; das covariaveis explicativas, j = 1,...,n. Considerando as variaveis aleatérias
Y; independentes (condicionalmente aos x;) o modelo probabilistico ficard definido por um

produto de n distribui¢oes de Bernoull.

Contudo, em muitas situacoes, o numero de combinagoes possiveis dos valores das
covaridveis ¢ limitado (digamos k) e cada configuracao ¢ é apresentada por n; individuos,

; k
i=1,...,k de modo que ) ;_,n; =n.

Designando por w;. ¢ = 1...., k. a probabilidade de sucesso em cada configuracao,
suposta constante para todos os n; (supostos fixos) individuos, podemos associar uma
distribuicao Binomial para o nimero de sucessos em cada configuracao com parametros
n; e m;. Deste modo, tais dados podem ser considerados gerados pelo modelo produto de

Binomiais

L.
Ply:r) = [] (T) w1 )Y (2.9)
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Os dados nao agrupados por configuracoes, listados individualmente, podem ser
considerados um caso particular dos agrupados. Em virtude disso tomaremos preferéncia

por esta apresentacao na analise de regressao logistica.

2.3. Interpretacao dos Parametros da Regressao Logistica.

Uma das principais vantagens do modelo logistico é a facilidade de interpretagao
dos seus parametros devido ao fato de haver uma relagéo entre os coeficientes de regressao

e a razdo de chances, o principal pardmetro de interesse conforme foi visto no Capitulo 1.

A caracterizacao dos modelos sera feita com os dados agrupados em configuragoes
de covaridveis. Para cada configuragao designaremos o preditor linear, o ultimo membro
da expressao (2.7), como '

m o= x:18 (2.10)
onde X; = (Zip, Lig s -3 Li(p—1) )T é o vetor de valores das covaridveis para a configuragao
i(zio=1),1=1,....k e B = (Bo,fr,... ,ﬂ,,_l)T. A funcao logit, primeiro membro da

expressao (2.7) sera denotada por

—1,....k . (2.11)

logit[n(x;)] = ln[ m(x:) ] 1

1-— W(X;)

A matriz de especificacio do modelo, contendo os k valores de todas as covaridveis, sera

T

designada por X = (x;,....X;)" , usualmente chamada de matriz de planejamento.

2.3.1. Parametros no Modelo Logistico Simples.

O modelo logistico simples, expresso em (2.4) ou (2.5), sera ilustrado para algumas

situagoes particulares.

A primeira dessas situagoes é justamente a descrita na Secao 1.1, onde a co-
variavel também é bindria. Consequentemente, as probabilidades de sucesso para as duas
configuracoes de x, definidas por = 1 e 2 = 0, sao dadas, respectivamente, por

eBot+5 o ePo
_— . = —
1 _I_ e.do"‘,dl ( )

1) = —
(1) %

Consequentemente, a razao das chances de sucesso é traduzida por

7(1)[1 — 7(0)] _ B
m(0)[1 — 7 (1)]

w
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tornando evidente a interpretacao de f; através de .

Se a codificagao da covaridvel bindria @ for em termos dos valores genéricos a e b

temos

m(a)[l —m(b)] Prla=b)

V= L)

(2.13)
Se a — b = 1, a expressao (2.13) é igual a (2.12). Caso contrario a relacao entre ¥ e [
depende da codificagao adotada. Por exemplo, usando @ = 1 e b = —1, a codificagao em
termos dos desvios da média das caselas usada na analise de regressao dummy, na analise

A . . . . ()
de variancia usual e na modelagem log-linear tradicional, temos v = €2#1.

Deste modo, a interpretacao correta dos parametros através de 1 nao pode ser
processada sem antes conhecermos a codificacao adotada. De agora em diante adotare-
mos ¢ = 1 e b = 0, usualmente conhecidos como codificagao de casela de referéncia (a
configuragao padrao @ = 0), por permitir uma interpretacdo simples e automatica dos

parametros.

© A segunda situagao que consideraremos ¢ aquela onde a covariavel ¢ continua.

Neste caso o coeficiente /3; pode ser interpretado como a variacao ocorrida no logaritmo da
1

razao de chances quando ha um acréscimo de “1” unidade em z . i.e., f; = h(z+1)— h(z),

para todo valor de x, onde h(x) é a funcao definida em (2.5).

Algumas vezes o acréscimo de “1” unidade na covariavel pode nao fazer muito
sentido no contexto do problema. Por exemplo, em alguns estudos bioldgicos a verificagao
do efeito da idade dos individuos numa escala de 1 ano (ao invés, e.g., de 10 anos) nao
tem significado real. Assim. ao mudarmos de “1” para “c” a unidade de variacao de z, o

logaritmo da razao de chances muda em h(x + ¢) — h(z) = ¢/.

Caso haja suspeita que h(2) nao seja linear em = devemos agrupar a covariavel
continua para andlise, ou mesmo ajustar relagoes de outro tipo (quadratico, cubico, etc);

para maiores detalhes vide Hosmer and Lemeshow (1989, ch.4).

Um exemplo tipico deste caso é a situacao enunciada no final da Se¢ao 1.3 e

reexposta no Exemplo 2.1.

Exemplo 2.1 : Suponha que a covariavel continua @ seja dosagem de uma determinada
droga e o interesse do estudo € verificar a possivel relagao entre x e a probabilidade de
cura. Admitindo que a probabilidade de cura para uma dosagem z, w(2), é dada por (2.4).

o logaritmo da razao de chances de cura para as duas doses. x; e 2. é proporcional a
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diferenca entre essas doses, i.e., In(¢») = f1(x; — 22). Deste modo, para ; > 0 a razao de
chances de cura entre duas doses cresce com o aumento da dosagem e para ; < 0 ocorre

o contrario. {

- Consideraremos agora uma terceira situagao com uma covariavel politémica com
p niveis, p > 3. Na adocao da parametrizacao de casela de referéncia (nivel 1 de z)
devemos considerar um vetor de dimensao p — 1, cujos valores identificam os p niveis de z
do seguinte modo : O nivel 1 (de referéncia) é dado pelo vetor nulo e os restantes p — 1
niveis pelos vetores (1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0),..., (0,0,...,1). O nivel ¢, 2 =2,...,p
¢ assim representado pelo vetor resultante do vetor nulo substituindo por 1 a componente

i — 1. Por exemplo, no caso p = 4 temos a seguinte representagao

nivel 1
nivel 2
nivel 3

nivel 4

Notemos que esta representagao é equivalente a considerar p — 1 variaveis dummy
D;, 5 =1,...,p—1, tal que o nivel 1 ¢ indicado por D; =0, 7 =1,...,p — 1. e o nivel
1, 1 = 2,...,p, por Dj‘ =1 j=1—-1,eDjy =0, 7 #7=1,...,p— 1. Desta forma.
cada nivel corresponde a cada configuragao possivel destas p—1 variaveis de planejamento.
Este conjunto de p — 1 configura¢oes pode ser representado por uma matriz X* = [z;;] de
dimensao px(p — 1) , onde cada coluna representa os valores z;;, ¢+ = 1,...,p, da j-ésima
)T

variavel de planejamento e cada linha x} = (2;,...,2;,-1))" representa a configuracao

de valores das p — 1 variaveis dummy identificadoras do nivel i (notemos que x; = 07).

Denotando os parametros associados a cada variavel dummy por fi;, 7 = 1,....

p — 1, o modelo logistico fica representado por

p—1
logitim(x;)] = Po + Zﬂlim"i . o1=1....,p. (2.14)
i=1
No caso particular referido
P
logit[n(x;)] = Bo+x*T| Pra |, i=1....,4.

P13
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onde x*7 ¢ a linha i de
0 0 O
1 0 O
* 2
=101 0 (2,15)
0 0 1
As razoes das chances das diferentes configuragoes com relacao a primeira,
,(pi] ﬂ-(X1)[ W(Xl)] ) i:17-..3p
m(x1)[1 = m(x;)]
sao assim traduzidas por
Y1y = 1 e Py = ePrii-1) s 1=2 005 (2.16)

Devemos relembrar que o novo modelo podera ser especificado por uma matriz de
planejamento formada por uma outra codificagao. Por exemplo. a codificagao do tipo da
utilizada em analise de variancia, expressando os desvios da média dos varios logits. No
caso de p = 4, a matriz (2.15) ficaria sé com a primeira linha alterada, por substituicio
do vetor (0,0,0) por (—1,—1,—1). com esta nova reparametrizacao ji nao hd uma relacao
direta entre os parametros e a razao de chances. Por exemplo, v;; = exp(2f;; + Z,‘ £i Bij),
1=2,3,4e 1 = 1.

Se a covariavel politomica em referéncia for considerada ordinal devemos obter
melhores resultados na analise se usarmos em lugar da matriz do tipo de (2.15) uma
matriz de polinémios ortogonais. Este método é bastante comum na analise de regressao
linear, pois ele possibilita o estudo da tendéncia linear, quadratica,..., entre a varidvel

resposta e os niveis crescentes da covariavel. Hosmer and Lemeshow (1989, ch.4) ilustram

a aplicacao deste tipo de método na andlise do modelo logistico.
2.3.2. Parametros no Modelo Logistico Miiltiplo.

Ao considerarmos a interpretagao dos pardmetros no modelo logistico com p — 1
(p > 2) covariaveis dados em (2.6) ou (2.7), devemos ter cuidado com a possivel existéncia
de interacoes e (ou) confundimentos. Recordando, o termo confundimento é usado fre-
quentemente na area epidemioldgica para descrever a possivel interferéncia (associacao) das
covariaveis na variavel resposta. O termo interagéo, ja conhecido da andlise de regressao
e da andlise de variancia, é usado quando nas configuracoes de covarigveis a suposicao de

linearidade da funcao logit é aceita. mas a inclinacdo nao é constante.
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Para fins ilustrativos. a primeira situagao que consideraremos envolve duas co-

variaveis binarias, 27 e x5. sem interacao. O modelo resultante de (2.7) tem a forma

logit[r(x)] = Bo + Brax1 + Bazs . (2.17)

onde x = (21,22) e z;, ¢ = 1,2 sdo codificadas como 0 ou 1. Deste modo

m(0,0) = (1+eP)7t
m(1,0) = (14 e Po=hr)-1
m(0,1) = (14 e FPo=F)~1 ¢
7(1,1) (1+e—ﬁo—ﬂ1—ﬂz)—l

Destas podemos construir razoes de chances entre cada par de configuragoes de covariaveis;

tomando por exemplo a primeira configuragao como casela de referéncia, i.e.,

o om ) =n(0,00] ..
Ya = W(0,0)[l_ﬂ(i,‘j)]~ 2,7 =01,

consequentemente teremos

Yoo = 1, P10 = €™, o1 = €P27 e gy = A1HPT (2.18)

Observe que ao assumirmos o modelo (2.17) encontramos em (2.18) a seguinte relagao
multiplicativa
Y11 = Yi0.v01 - (2.19)

Ao acrescentarmos o termo interagao no modelo (2.17) o tornamos num modelo

saturado com a seguinte forma
logit[n(x)] = fo+ P11 + Poza + Pfszizs . (2.20)

As razoes de chances permanecem as mesmas, com exce¢ao de 1;; que passa a ser dada
por 1y = ePr+P2+0a

de interacao entre x; e vy (43 = 0) equivale a verificagao da relagao multiplicativa (2.19).

. Logo, By = In[111/(¥10.%01)], 0 que torna evidente que a auséncia

Outra situacgao em dados bindrios foi descrita na Secao 1.2. onde foram conside-
radas uma covariavel bindria e um fator de confundimento com k estratos. Esta situacao
pode ser traduzida pelo modelo logistico

630{4‘/3111'

mi(x) = 15 Ptz t =L .0q; k. (2.21)
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onde z assume os valores 1 ou 0. A razao de chances dentro de cada estrato fica dada por

71','(1)[1—771'(0)] — P

Vi T nOL—may ¢

i=1,... k.

Notemos que o modelo (2.21) representa uma estrutura saturada; logo hé interesse
em considerar casos especiais que reflitam uma estrutura simplificada nas relagoes entre
as varidveis envolvidas. Por exemplo, a imposi¢do da condigao fBy; = 1, 1 = 1,...,k,
leva a homogeneidade da associagao entre a variavel resposta e a covaridvel para todos os

estratos.

A generalizacao de (2.21) a uma situagao com dois ou mais fatores de confundi-
mento torna-se inadequada no sentido em que nao detalha os efeitos desses fatores quando
tomados individualmente. Por este motivo, torna-se mais eficiente partir do modelo
logistico (2.7) com a inclusao dos efeitos principais dos fatores de confundimento e das
suas interagoes com as covariaveis principais, julgadas importantes, e tentar a sua simpli-
ficagao. Por exemplo, no caso particular considerado, modelado segundo (2.20), a auséncia
de interagao entre a2, tomado como fator de confundimento, e @1 (3 = 0) corresponde a
homogeneidade das razoes das chances para os varios niveis de 25 - situagao ja englobada

na expressao (1.23).

2.4. Estimagao no Modelo Logistico.

Uma vez apresentada a interpretagao dos pardmetros de alguns modelos logisticos

partimos agora para a sua estimacao no caso do modelo geral, i.e.,

e”i
) = —— — 2 2.99
m(X;) Tren’ t=1. .. 5, (2.22)
onde n; =x} f = ’7’;3 x;;3; encontra-se definido detalhadamente em (2.10).

Para o modelo probabilistico (2.9) temos a seguinte fungao log-verossimilhanca
k.
L(m) = Z[yiln(m) + (ni —yi)ln(1 —m;)] . (2:23)

=1

Como 7; = 7(x;), dado em (2.22), é fungao de B, reparametrizando (2.23) obtemos

k K
L(B) = Zin?ﬂ— [Znﬂn(l-{-ex? )] _ (2.24)

=1 =1
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A funcgao score, U(B) = a—g%@. tem como componente j , 7 =0,...,p— 1.

k k 1
agé]ﬂ) _ ; YiTij — ;nil‘i]‘ (—1 j_x:x?,3> ;
e em forma matricial tem a seguinte expressao
U(B) = X"y = X"u(B) , (2.25)
onde X ¢é a matriz de plfx.nejamento ep(B)= (p1s-.. px)t com pj =nim(x), 1 =1,...,k

Por conseguinte, o estimador de MV de f, B, é obtido da solugao do sistema de

equagoes nao lineares

XTly —u(B) = 0. (2.26)

Como, em geral, o sistema (2.26) nao tem uma solu¢ao analitica ha necessidade de

um procedimento iterativo. O método de Newton-Raphson tem base no seguinte algoritmo:

U — g L XTW(BNX] I XTW(B )y . t=0,1,... . (2.27)

onde W(f) = diag{n;w(x;)[1—7(x;)]. 1 =1,..., kyey* = (yi....,y5)! com componentes
yi = {yi — i}/ {nim(xi)[1 — m(x:)]}

o e ., 0 _ ) ,

O processo (2.27) pode ter inicio com ﬂ( =0 [7(x;) = 0,5] prosseguindo até

que as diferengas das estimativas de duas iteracoes sucessivas sejam pequenas. Condigoes
suficientes para a existéncia e unicidade de S e consideragoes sobre a convergéncia do

processo podem ser vistas em McCullagh and Nelder (1989, ch.4).

Observemos que a matriz Hessiana da fungao (2.24) é

9*L(B) = —XTW(B)X ,

opop”

logo sendo identificada com o simétrico da matriz de informacao de Fisher

I(8) = E{—QLQ%Q

= XTwW(p)X . 2.
808" (8) (

[SV]
N
o0
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A inversa de I(f) é a matriz de covariancia assintética dos estimadores de MV

dos parametros de regressao logistica, cuja estimativa de MV sera dada por [I(B')]_l.

Quando man(ny,...,n;) — +oo, para k fixo, ou quando k — +oo e os n;’s sao
fixos, podemos dizer que /n(f — B) tem distribuigao assintética Normal p-variada com
vetor média nulo e matriz de covariancia estimada por [I(8)]™!. Do exposto podemos

construir intervalos de 100(1 — a)% de confianca para j3; através da expressao

Bi T topa—sy\ I9(B) (2.29)

onde Ijj(ﬁ), 7 =1,...,p sao os elementos da diagonal principal de [I(E‘)]_1 e t(k—p1-g)
é o percentil 100(1 — )% da distribui¢ao t-Student com k — p graus de liberdade. Logo,
levando em conta a relagao entre os coeficientes de regressao e as razoes de chances, exposta
na Secao 2.3, .obtemos sem dificuldade intervalos de confianca para estes parametros de
interesse. Por exemplo, no modelo logistico simples com covariavel bindria. o intervalo de
confianga 100(1 — a)% para a razao de chances (2.12) é obtido de (2.29) via aplicacdo da

funcao exponencial aos seus limites de confianca.

A estimagao dos parametros do modelo logistico nao tem que ser restrita ao método
de méaxima verossimilhanca. Existem outras abordagens ao problema das quais citamos
o método de minimos quadrados ponderados (nao iterativo). introduzido por Grizzle et
al. (1969) e o método da analise discriminante devido a Cornfield (1962) - para uma
comparacao entre este ultimo método e o método da MV (vide Efron (1975). Press and

Wilson (1978) e Hosmer et al. (1983)).

Notemos que os estimadores de MV sao frequentemente calculados usando um
algoritmo de minimos quadrados iterativamente reponderados. sendo também considera-
dos estimadores de “minimos quadrados”. A abordagem sugerida por Grizzle et al. usa

somente uma iteragao no processo.
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2.5. Testes de Hipoteses no Modelo Logistico.

Uma vez considerado um modelo logistico para a explicagao de dados binarios o
passo seguinte serd a analise da sua adequagao e simplificacao. Este objetivo sera con-
cretizado através da construcao de testes de ajustamento do modelo e testes sobre os seus

parametros.

Se o vetor de parametros do modelo, B, tiver dimensao igual ao ntimero de ob-
servacoes o modelo é dito saturado, ajusta-se completamente aos dados, sendo os valores
preditos os proprios valores observados. Assim, podemos formar um teste de ajustamento
de um modelo logistico nao saturado se o compararmos com o modelo saturado. Esta

comparagao pode ser feita através da estatistica da razao de verossimilhancas de Wilks,

k
_ Yi n; — Yi
2 Z [y,'ln(ﬁ;) + (n; — yﬂlvz(ﬁ)]

1=1

cuja expressao €

(2.30)

onde fi; = nim(x;) = ni(1 + 6""-'Tﬂ)_l, 1 =1,...,k, e ,B ¢ o estimador de MV do vetor
de parametros do modelo logistico referido. Quando temos grandes amostras, no mesmo
sentido apresentado na se¢ao anterior, a estatistica (2.30) tem, sob a hipdtese de validade
do modelo logistico, aproximadamente distribuigao Qui-Quadrado com k — p graus de
liberdade, onde p é a quantidade de parametros. A estatistica (2.30) na literatura de

modelos lineares generalizados é chamada deviance, e serd denotada por D(y, ft), onde

ﬁ = (ﬁ]:" 'hak)T-

Outra estatistica para o teste de ajustamento do modelo logistico é a estatistica

do Qui-Quadrado de Pearson. dada por

k s V)
-2 yi —nm(x;) |
Xg = = . 2,

J Z[ n;7(x;) } (2.31)

=

que sob a hipdtese nula é equivalente assintoticamente a D(y, ). Para os problemas

derivados de k poder aumentar com n, vide Hosmer and Lemeshow (1989, ch.5).

Consideremos agora os testes de significancia dos parametros do modelo. Para

. s T T P ~ ¥
isso, seja B = (,Bq ,Bl,_q)T. ¢ < p. uma particao do vetor de parametros, e consideremos

(0)
q

« 2 / 0 T g : . . (e -~ -
hipotese € ﬂf] ) =0, cuja validade proporciona uma simplificacao do modelo em questao.

a hipdtese nula definida por Hy : B, = B Um caso particularmente importante desta
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A hipétese Hy pode ser testada através de varias estatisticas de teste. Uma delas

é a estatistica da razao de verossimilhangas de Wilks, dada por
(0) ~(0) a2 7B q
ERV = _2[L(ﬂq 7ﬂp—q) - L(ﬂq’ﬂp—q)] ) (232)

. 0 s~
onde L(e) ¢é a fungao log-verossimilhanga, expressa em (2.24), e B,_, e (By,B,—,) sao os

estimadores de MV de B,_,, sob Hy, e de 3, respectivamente. Uma expressao equivalente

da estatistica (2.32) é dada através da diferenga entre as deviances, i.e.,

~

Dy y(y,B”) = Dy(y, B) , (2.33)

onde ﬁ(o) e J1 sao os estimadores de MV de u, sob Hy, e p, respectivamente.

Outra estatistica para o teste de Hy, baseada no vetor das ¢ restrigoes impostas
por Hy a B, B, — ;95{0) = 0, é a chamada estatistica de Wald

Ew = (B, - By VLB "B, - B, ) . (2.34)

onde I;4(B) é a sub-matriz de I(f) associada do sub-vetor B, de B. Caso o interesse esteja
em testar a nulidade de somente um parametro do modelo logistico, 5; =0, 7 =1,...,p,

a estatistica (2.34) toma a forma

onde Ijj(//é) foi definido em (2.29).

Uma terceira estatistica para testar H, esta ligada a funcdo score U(B). Por
- = 7 : . ., 50 ~(0)T
definicao de B, U(B) = 0 e, sob a validade de Hy, o estimador restrito . = (ﬂ(qo)T, B,—, \F

. . ~(0) o

deve estar proximo de . Deste modo, valores pequenos de U(S ) sugerem a consisténcia
. C A (0 ; ;

de Hy. Uma forma de medir a distancia entre U(f ) e o vetor nulo é através da forma

quadratica

Es = Uy v . (2.36)

denominada estatistica score eficiente de Rao. Este teste, chamado teste de score ou teste

dos multiplicadores de Lagrange, torna-se atrativo pelo fato de exigir apenas os estimadores
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de MV de B, sob Hy, o que s6 por si simplifica a parte computacional do teste. Quando.
no contexto do modelo (2.21), queremos testar Hy : f1; = 0 através do teste de score, a

expressao (2.36) corresponde a estatistica de Mantel-Haenszel, apresentada em (1.30).

As trés estatisticas de teste Egy,Ew e Egs mencionadas sao todas assintotica-
mente equivalentes, sendo a distribuicao aproximada, para amostras grandes e sob Hy,
a distribuicao Qui-Quadrado com ¢ graus de liberdade. A sua comparacao em termos
assintoticos é discutida particularmente em Cox and Hinkley (1974, sec.9.3), Rao (1973,
sec.6e) e Buse (1982).

2.6. Selecao de Covariaveis.

Uma vez descrita a estimacao e a construgao de testes sobre os parametros de um
determinado modelo logistico, interessa saber como ligar esses procedimentos inferenciais
com vista a encontrar o modelo que “melhor” descreva os dados. i.e., um modelo reduzido
que inclua as covariaveis mais importantes para a explicagao das probabilidades de sucesso

m(X).

Este problema pode ser essencialmente resolvido pelos métodos de selecao de
variaveis usados em anélise de regressao. Contudo, a questao de interpretagao do modelo
é aqui destacada, implicando particularmente que a inclusao de certas interagoes impoem

a inclusao dos seus efeitos associados de ordem inferior. na ética do principio hierarquico.

Outro aspecto que interessa chamar atencao é que o processo de eliminacao e (ou)
inclusao de covariaveis nao deve ser aplicado de uma forma mecanica e sim conjugado com
o bom senso. Por exemplo as variaveis consideradas “biologicamente” importantes nao

devem ser deixadas de mao pela sua possivel falta de significancia estatistica.

Concentraremos aqui em dois métodos que sao frequentemente usados na selegao
de modelos logisticos. Outros métodos podem ser encontrados em Hosmer and Lemeshow
(1989, ch.3) e Cordeiro e Paula (1989, cap.4).

/

2.6.1. Selegao Usual.

Ha dois tipos de procedimentos para a investigagao do “melhor™ modelo : selecao
forward ou eliminagao backward. O primeiro procedimento consiste em partir do modelo
mais simples em direcao aos modelos mais complexos enquanto o segundo segue no sentido

a i
contrario.
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Dado o menor custo computacional do primeiro procedimento, utilizaremos a idéia
basica da sele¢ao forward para enunciarmos um algoritmo de busca do “melhor” modelo.
Este sera formado de etapas, onde a etapa 1 diz respeito a selecao dos efeitos principais do
modelo, a etapa 2 a selegao das interagoes de primeira ordem das covaridveis selecionadas

na etapa 1 e assim sucessivamente em relacao as demais ordens de interacoes.

Nos preocuparemos em descrever somente a etapa 1, j4 que as restantes se pro-
cessam de forma completamente analoga. Assim, partindo do modelo mais simples, que
possul somente o intercepto como parametro, o modelo inicial, seguiremos os seguintes

passos na etapa 1 :

(1) Cada covariavel forma um modelo logistico simples que comparamos com o modelo
inicial através do teste da razao de verossimilhancas, dado em (2.32). O nivel
descritivo P desses testes determina a inclusiao ou nao da respectiva covariavel

conforme P seja. respectivamente, inferior ou nao a 25% - critério de Mickey and

Greeland (1989):

(2) Consideramos o modelo com todas as covaridveis selecionadas no passo (1) e,
com base nele, testamos a nulidade de cada um dos seus coeficientes, através da
estatistica de Wald, expressa em (2.35). A exclusao ou nao de cada covariavel é
determinada pelo nivel descritivo do respectivo teste de Wald : se for superior a

5% ou 10% (niveis convéncionais) a variavel é excluida;

(3) Comparamos através da razao de verossimilhangas o ajustamento do modelo sem
as covariaveis excluidas no passo anterior com o modelo inicial do passo (2), e de
acordo com o resultado. tomamos um ou outro como o modelo base para as etapas

seguintes.

Como ja adiantamos, estes passos sao agora essencialmente repetidos nas etapas
seguintes, envolvendo as interacoes de primeira ordem, segunda ordem. e assim sucessiva-

mente, associadas as covariaveis presentes no modelo final da etapa 1.

2.6.2. Selegao Stepwise.

Outro método de selegao de covaridveis “importantes” para explicar a variavel res-
posta é o método stepwise. Este método baseia-se num algoritmo misto de selecao forward
e de eliminacao backward, que inclui ou exclui as covariaveis conforme a sua importancia

de acordo com algum critério.
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O grau de importancia de uma covariavel é medido pelo nivel descritivo do teste
da razao de verossimilhangas entre os modelos que a incluem e a excluem. Quanto menor
for este nivel tanto mais importante serd considerada a covariavel. Como a covariavel
mais importante por este critério nao ¢é necessariamente significativa do ponto de vista
estatistico, hd que impor um limite superior Pg (os valores usuais estdo no intervalo
(0,15 — 0,25]) para estes niveis descritivos, a fim de atrair candidatos importantes em

principio a entrada.

Dado que a presenca de varias covariaveis num modelo pode tornar uma ou outra
dispensdveis, faremos a verificacao da importancia da presenca de cada covariavel con-
frontando o seu respectivo nivel descritivo com um limite inferior Ps, superior a Pg. As
covariaveis com um nivel descritivo associado superior a Pg serao assim candidatas a

remocao.

Descreveremos agora uma variante deste algoritmo usada por Hosmer and Le-
meshow (1989, ch.3). A etapa inicial comega com o ajustamento do modelo s6 com inter-

cepto e é constituida pelos seguintes passos :

(1) Construimos testes da razao de verossimilhancas entre o modelo inicial e os mode-
los logisticos simples formados com cada uma das covariaveis do estudo. O minimo
dos niveis descritivos associados a cada teste sera comparado com Prp = 0,15. Se
Pg for maior incluimos a covariavel referente aquele nivel minimo e passamos ao

passo seguinte; caso contrario, paramos a sele¢ao e selecionamos o ultimo modelo;

(2) Partindo do modelo incluindo a covariavel selecionada no passo anterior, introdu-
zimos individualmente as demais covariaveis. Cada um destes modelos com duas
covariaveis é testado contra o modelo inicial deste passo. Novamente o minimo dos
niveis descritivos, se for menor do que Ppg, implica a inclusao no modelo da sua
respectiva covariavel. e a passagem ao passo seguinte. Caso contrario, paramos a

selecao;

(3) Comparamos o ajuste do modelo logistico contendo as covaridveis selecionadas
nos passos anteriores com os modelos que dele resultam por exclusao individual
de cada uma das covariaveis. Se o maximo dos niveis descritivos destes testes da
razao de verossimilhangas for menor do que Ps = 0,20, a covariavel associada a
este nivel permanece no modelo. Caso contrario, ela é removida. Em qualquer

circunstancia, o algoritmo segue para o passo seguinte.
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(4) O modelo resultante do passo anterior serd ajustado, e antes de tornar-se o mo-
delo inicial da etapa 2 (selegao de interagoes de primeira ordem das covariaveis
incluidas), repetiremos os passos anteriores quantas vezes forem necessarias até
termos a indicacdo de parada nestes passos ou todas as covaridveis inclusas no

modelo.

(5) Uma vez selecionadas as covariaveis “importantes”, 1.e., os seus efeitos principais,
na etapa 1, damos entrada na etapa 2 através do passo (1) com o objetivo de

selecionar as interacoes que envolvem aquelas covariaveis, e assim por diante.

Uma desvantagem deste procedimento é a de exigir as estimativas de MV em cada
passo, o que encarece o trabalho computacional, particularmente em grandes amostras.
Alguns autores optaram por aproximacoes para este método de selecao. O pacote cientifico
BMDP (Dixon, 1987) usa aproximacoes lineares nos testes da razao de verossimilhancas.
Peduzzi et al. (1980) apresentam uma variante deste método baseada no uso da estatistica

de Wald para testar as covariaveis nao inclusas no modelo.

2.7. Anéalise de Residuos.

Um modelo logistico pode ser avaliado de varias maneiras. Por exemplo. através
das medidas que comparam os valores observados com os valores preditos pelo modelo, ja
apresentadas na Secao 2.5. Aqui faremos essa avaliagao através do estudo dos residuos,

uma técnica de diagndstico bastante usada na regressao linear.

A diferenca entre o valor observado da variavel resposta (y) e o valor ajustado
pelo modelo corrente (ji) é chamada de residuo. O residuo da i-ésima configuracao de

covariaveis é

"
a - Cxi ﬂ
Yi — i = Y —nm(X) =y —ni|—= | (2.37)
xT B
1+ e™
onde B é a estimativa de MV do vetor B no modelo corrente, t = 1,.... k.
O residuo mais comum é o residuo de Pearson
yi — niw(Xq) ,
5 =1,..., e (2.38)

- Vi (xi)[1 = T(x;)] .

que é parte integrante da estatistica (2.31).
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Quando os n;’s sdo pequenos ou 7(X;) estd préoximo de 0 ou 1 a aproximacao
Normal para os residuos de Pearson torna-se precaria. Residuos mais apropriados para

esta situacao sdo baseados na deviance, apresentada em (2.30), e definidos por

1
3 i e s 2
d = 1 [23/,-171(21) + 2(n; — y,-)ln(M)} , o 1=1,...,k, (2.39)

i Ty — Mg

onde o sinal é o mesmo de (y; — [i;). Para as situagoes particulares y; = 0 e y; = n; os

residuos (2.39), chamados de residuos deviance, sao respectivamente,

di = —\2n; | In[1 —7(x:)]| e d = V2ni | In[7(x:)] | .

De acordo com Cox and Snell (1968) pode-se obter uma outra padronizacao para
os residuos, que leva em consideracéo a variabilidade de 7(x;). Esta idéia pode ser con-
X , . , . . 7= 1 I
cretizada através da divisao dos residuos (2.38) e (2.39) por (1 — h;;)?, onde hy;; é a

estimativa do i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz de projecao

H(B) = W(B):X[XTW(B)X]'XTW(B)? . (2.40)

onde as matrizes apresentadas estao definidas no processo (2.27).

Além das medidas expostas para analise dos residuos, existem os métodos graficos.
O grafico de residuos de r; ou d; versus [i; serve para detectar pontos aberrantes (outliers)
no ajustamento do modelo. Landwehr et al. (1984) apresentam outros métodos graficos
para o modelo logistico. Williams (1987) através de graficos estuda a adequagao de su-

posigoes distribucionais do modelo.

Outras técnicas de diagnodstico para o modelo logistico podem ser encontradas com
detalhes em Pregibon (1981), Pierce and Schafer (1986), Williams (1987) e Hosmer and
Lemeshow (1989, ch.5).

A falta de ajustamento do modelo logistico pode ser atribuida a varias causas.
Uma delas tem a ver com a inadequagao do modelo Binomial na explicacao da variabili-
dade da varidvel resposta. O caso de Querdispersion é um exemplo dessa inadequagao. O
tratamento deste problema pode ser encontrado particularmente em Williams (1982), An-
derson (1982), McCullagh and Nelder (1989, pg.124-128) e Follmann and Lambert (1989).
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2.8. Tépicos Especiais.

Esta secao tem como objetivo apresentar questoes especificas relativas aos modelos
logisticos para dados bindrios que temos vindo a considerar. No entanto, queremos chamar
a atencao que tais modelos podem ser generalizados para dados politomicos (i.e., com uma
variavel resposta com distribuicdo Multinomial) usando vérios tipos possiveis de logits,
associados ou nao ao cardter nominal ou ordinal das categorias da variavel resposta. Dado
que o tratamento destes modelos sai fora do ambito deste trabalho remetemos o leitor
eventualmente interessado para McCullagh and Nelder (1989, ch.5), Hosmer and Lemeshow
(1989, ch.8) e Agresti (1990, ch.9), entre outros.

2.8.1. Modelo Logistico para Estudos Retrospectivos.

Em vérias situagoes. os dados sobre a variavel resposta binaria Y e o vetor de
covaridveis X nao sao obtidos de maneira prospectiva. Em vez desse planejamento, um
conjunto de n; casos (individuos com Y = 1) e ny = n — ny controles (individuos com
1" = 0) é selecionado e posteriormente identificado segundo os valores de x. Este tipo
de estudo, chamado de retrospectivo, ¢ muitas vezes motivado por questoes economicas
ligadas ao custo e a duragao do experimento, particularmente quando Y é incidéncia de

uma doenga rara.

Os dados sobre casos e controles resultam assim de uma amostragem direta de um
modelo para P(x | y), y = 0.1, contrariamente aos dados prospectivos que estao associados
ao modelo m(x) = P(y| x). A sua analise pode ser processada de modo analogo aquele que
foi visto para os dados de um estudo de seguimento, i.e., através da especificacao e ajuste
de um modelo estatistico para P(x | y). Este procedimento pode tornar-se complicado

quando x envolve um grande numero de varidveis explicativas, particularmente continuas.

Uma abordagem alternativa consiste em especificar um modelo para P(y | x) de
modo a induzir um modelo para P(x | y), que € entao usado para as inferéncias de interesse.
Neste situacao, o uso de um modelo prospectivo logistico revela-se conveniente pelo fato da
metodologia de MV para os dados retrospectivos envolver ainda um modelo numa forma
logistica. Descreveremos, em seguida, uma justificativa em tragos gerais desta afirmagao,

baseada no argumento de Farewell (1979).

Para isso, suponhamos entao que P(Y" = 1 | x) é representada pelo modelo logistico
T
"B

r(x) = ——%
1+exTrB
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onde X = (g, 21,...,Tp—1 )T com x¢ = 1 é um valor genérico para o vetor de p—1 varidveis
: - - T
explicativas e B = (Bo, b1, .-, Bp—1)" -

A fungao de verossimilhanga para a amostra de n; casos e ng = n — nj controles

¢é definida por

n;

1
L) = [[1IPGxilvo) - (2.41)

i=0 j=1
onde y; =1 e X;; representa os n; valores de x observados no grupo ¢, 1 =0, 1.

Nos restringiremos ao caso em que X é discreto. A fun¢ao de probabilidade P(x | y)
para um individuo da populagao global com resposta y coincide com a mesma probabilidade
para um individuo da amostra se a sele¢cdo desta nao depender de x. Isto é, se = repre-
sentar a variavel indicadora da selecao amostral para qualquer individuo, com distribuicao
condicional em cada grupo independente de x e denotada por

Pz=1|ly=1)=¢1 ¢ Plz=1|y=0)=¢o,

™2

temos

P(x |y)P(z=1]|y;x)
P(z=1]y)

Px|y;z=1) = = P(x|y). (2.42)

Por outro lado, para qualquer individuo selecionado com vetor de covariaveis x.

Py | x)P(z=1]y)
P z=1 '
(v | x ) S Ply|x)P(:=1]y)’
y=0,1
e assim
[ m(x) (3%
) (X)) i) | v
=Ply=1|x:z=1)= . ' =
7'(' (X) (y | X 1) 7('(X)¢] + [1 — W(X)]¢0 m(x) o3}
1+ 1—m(x) G)—o
ou melhor,
. exTa .
(x) = ITGX—TO" (2.43)

onde o = (‘35,/31.‘ e aﬂp—l )T com 36 = //30 + 177 %_
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Tendo em conta (2.42), a aplicacdo do teorema de Bayes permite reescrever (2.41)

cOo1mo

L o P i 17y 2 = P i7 z=1
L(B; 615 60) = HH[ J 'X]P(yg|s):()1()]| ) (2.44)

=0 j5=1

onde, por definicao, P(y; | z =1) = %, 7 = 0,1. A estimagao por MV dos parametros é

n?

processada assim por maximizacao de (2.44) sujeita a restricao de

Z T (x1)P(x1; |2 =1) = -

n
{x1;}

Anderson (1972) e Prentice and Pyke (1979) mostram com argumentos distintos que o

estimador de MV de « é aquele que resulta da maximizagao irrestrita de

n; ny no

L*(a HHP(J, | xi;;2=1) Hw X1;) H[1 T*(x1;)] (2.45)

05=1

e que a matriz de covaridncia assintética do estimador de (By, ..., 3,-1)7 é idéntica & que
resulta de (2.45).

A anadlise da expressao (2.45) revela que a fungao de verossimilhanca relevante é a
verossimilhanca de um modelo logistico, definido em (2.43). Assim, as inferéncias sobre a,
que inclui o parametro de interesse (3, ..., p—1 )T em estudos de caso-controle podem ser
processadas de modo idéntico aquele que foi discutido para dados prospectivos. Porém,
devemos ter cuidado que, sem informagao adicional, nao ¢ possivel fazer inferéncias sobre o
parametro y de B e os parametros perturbadores ¢, e ¢y devido a sua nao identificabilidade

no modelo (2.44), visto que & = f 4 ¢, onde ¢ = (ln o1 O(TI,_I))T.

Para mais detalhes sobre a analise de dados retrospectivos via regressao logistica,
incluindo a consideragao de covariaveis continuas, vide Anderson (1972) e Prentice and

Pyke (1979).

Outra abordagem para a funcao de verossimilhanca (2.44) é construirmos uma
distribui¢ao condicional para eliminagao dos pardmetros perturbadores com base nas es-
tatisticas suficientes do modelo, da mesma forma que referimos no Capitulo 1 para tabelas
de contingéncia. A distribuigao resultante serviria para inferéncias exatas dos parametros
Bj, 7 =1....,p— 1. Esse modelo é chamado de modelo logistico condicional, e pode ser
visto com detalhes em Breslow and Day (1980, ch.7), Cox and Snell (1989), Prentice and
Breslow (1978), Farewell (1979) e Prentice and Pyke (1979).
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Um caso importante para o uso do modelo logistico condicional é o de dados
retrospectivos emparelhados. Vide, e.g., Breslow and Day (1980, ch.7), Kleinbaum et al.
(1982) e Hosmer and Lemeshow (1989, ch.7).

2.8.2. Modelos Lineares Generalizados.

O modelo logistico e outros modelos para dados bindrios sdo casos especiais dos
Modelos Lineares Generalizados (MLG’s) introduzidos por Nelder e Wedderburn (1972).

A especificagao desses modelos faz-se via trés componentes :

1) A componente aleatéria, que identifica a distribuicao de probabilidade da varidvel
resposta. consiste de observagoes independentes de membros da familia exponen-

cial;

ii) A componente sistematica, que especifica uma fungao linear das variaveis explica-

tivas que é usada como um preditor;

i) A funcao de ligagao g(e), onde g ¢é diferenciavel e mondtona, descrevendo a relagio
funcional entre a componente sistemdtica e o valor esperado da componente alea-

toria.

Para uma longa exemplificagao de um MLG vide McCullagh and Nelder (1989).

Relativamente ao modelo logistico, a distribuigao (2.9) pode ser representada por

P(yi;m) = (1-n,-)”-‘ln("’f)emp{yﬂn(%)} ,odi=1,.. k. (2.46)

1

chamando atengao que cada observacao da variavel resposta em cada configuracio pertence
a familia exponencial. Por outro lado. a fun¢éao de ligacio é o logit de 7;, i = 1....,k, por
sinal o parametro natural dessa sub-familia, estabelecendo a relacao com a componente

sistemadtica, dada em (2.10). Deste modo, fica claro como o modelo logistico se encaixa na
definicao de um MLG.

Ainda em relacao ao modelo logistico é sabido que o valor esperado da componente
aleatoria referente a cada observagdo da i-ésima configuragao é u; = n;m; : dai o uso
frequente de g(7;) em vez de g(u;) para a fungdo de ligagao ao preditor 7;. A funcio
logit. dada em (2.11), ¢ aqui a funcao de ligagao canénica, pois transforma su; (ou ;)
no parametro natural. Outra fungao de ligacdo comumente usada em outros contextos

é a funcao g(p;) = p;. conhecida como funcao de ligacao identidade. Porém. no modelo
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logistico ela pode produzir estimativas de 7; fora do intervalo [0 — 1], como ja referimos no

inicio deste capitulo.

A Tabela 2.1 descreve alguns exemplos de MLG's.

Tabela 2.1 : Alguns Modelos Lineares Generalizados.

Componente  Componente Ligacao Modelo
Aleatoria Sistematica
Normal continuas identidade Regressao Linear
Normal categorizadas identidade Andlise de Variancia
Normal mistas 1dentidade Anadlise de Covariancia
Binomial mistas logit Regressao Logistica
Poisson mistas logaritmica Log-linear

O modelo logistico néo é o tnico MLG capaz de descrever dados bindrios. Trés

outros modelos apresentam-se na Tabela 2.2. O modelo probit ficou popularizado em

experimentos toxicolégicos (Bliss, 1935) - para maiores detalhes vide Finney (1971). O

modelo complementar log-log (eztrem:it) tem sido usado em analise de sobrevivéncia (vide

Lee (1980) e Cox and Oakes (1984)) - o uso nesta do modelo logistico pode ser visto nos

recentes artigos de Efron (1988) e Abbott (1985).

Tabela 2.2 : Modelos para dados binarios a partir de

funcao de ligagao.

Funcao de Ligacao Modelo

g1(m) =In[r/(1 — )] Logistico

ga(m) = @ (m)*) Probit

g3(m) = In[—In(1 — 7)) Complementar Log-log
g4(m) = In[—In(7)) Log-log

(*) ®(e) : funcao de distribuicio da Normal padréo.

De acordo com McCullagh and Nelder (1989, ch.4) é dificil distinguir as funcgoes

logit e probit no intervalo 0.01 < 7 < 0.99 : a funcéo complementar log-log esta préxima
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da funcgao logistica para valores pequenos de 7 e apresenta um crescimento mais lento do
que as logit e probit para valores de 7 proximos de 1 ; as fungoes g;(7) e go(7) sao funcoes

simétricas, 1.e.,

!.\J
N

g(r) = —g(1—m), (:

o mesmo nao ocorrendo com relagao a g3(7) e g4(7). Além disso, destacam as vantagens
do modelo logistico pela facilidade de estimagao e interpretacao dos parametros nos varios

tipos de amostragem dos dados.
2.8.3. Distribuigao de Tolerancia e Dose Letal.

O modelo logistico é frequentemente usado em Toxicologia, onde se pretende geral-
mente descrever o efeito de um medicamento toxico na morte dos individuos em estudo.
Este caso envolve uma covaridvel continua e uma variavel resposta bindria e a relacdo entre

elas é frequentemente denominada de modelo de dose-resposta.

A relacao entre a probabilidade de sucesso no modelo de dose-resposta e o preditor
linear, n = By + Bz, é feita por uma fungao injetora g(7) = 5. Notando que 7 esta restrito
ao intervalo (0, 1) para valores de  em (—co, +00), é razoavel modelarmos # como uma

funcao de distribui¢ao acumulada. ou seja,

11
™ =g 'y = F(y) = / flw)dw | (2.48)

onde f(e) representa uma fun¢ao de densidade de probabilidade, denominada de fungao
de tolerancia. Isto porque nos estudos de toxicologia podemos interpretar @ como a

probabilidade de morte para uma dosagem 7.

Todos os quatro modelos para dados binarios apresentados na Tabela 2.2 podem
ser obtidos da expressao (2.48) através das fungoes de tolerancia Logistica, Normal padrao,
Gumbel de minimos e Gumbel de maximos, respectivamente. Deste modo, as probabi-
lidades de sucesso em (2.48) para os modelos probit, complementar log-log e log-log sao.

respectivamente,
n

m(n) = ®(n). 7w(n) =1—e° € w(n) = e ° . (2.49)

onde ®(e) é a funcdo de distribuicao da Normal padrédo. Para o modelo logistico a pro-

babilidade de sucesso, dada em (2.4), corresponde a funcéo de distribuicao Logistica, se
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B; > 0. No caso f; < 0, é 1 — w(x) que representa essa func¢ao de distribuicao. A funcao

de distribuicao logistica é definida por

oz
Flz) = ———, —oco<a<+4o0, (2.50)

T—p

14+ e

onde p e 7 sdo parametros de locagao e escala, respectivamente. Logo, o preditor linear

n = Bo + Pfrx tem os parametros By = —p/7 e fy =1/7, 7> 0.

Os modelos de dose-resposta visam nao sé a predigao da probabilidade de sucesso
para uma dosagem especifica mas também a determinagao da dosagem necessaria para
se atingir uma probabilidade de sucesso P. Essa dosagem é chamada de dose letal. A

notagao usual para uma dose letal de 100P% de sucesso é D Lygop, logo

P — F(,BO +/31.DL10013) N 0 < P < 1 s (251)

onde F'(e) é uma funcao de distribuigao acumulada.

A dose letal mais comum em Toxicologia é a dose mediana (D Ls,), embora em
certos casos sejam as doses extremas, por exemplo DL; ou D Lgg, 0 centro das atengoes.
Convém lembrar que hoje os modelos de dose-resposta estao difundidos em varias areas

do conhecimento logo a covariavel pode ser idade, peso, resisténcia de wm material, etc.

Sob o modelo logistico. o estimador de MV de DL;gop é, pela propriedade invari-

ante,

o 1 PN\ 21 _ 4 ,
DLigop = E—l{lﬂ(ﬁ) —50} = d(p), (2.52)

onde B = (BO, Bl )T é o estimador de MV do parametro do modelo.

A variancia assintotica de D Lyggp sera construida com base na série de Taylor até

~

primeira ordem de d(B) em torno de B = (3o, 51)7, i.e.

™)

d(

od(B)1"
aﬁ](ﬂ—M-

>—amz[

Assim, fazendo

o 9dB) [ 1 17, P r
o6 = 55 = (7))
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temos

Var,[d(B)] = D(B)T[1(8)]'D(B) . (2.53)
Com base em (2.53), um intervalo de 100(1 — «)% de confianga para DL,¢op, em

DLygop T z1-2\/Varald(B)] (2.54)

onde Var 4 [d(E)] ¢ a variancia (2.53), avaliada em B, e z1—2 € o percentil 100(1 — $)% da

distribui¢ao Normal padrao.

grandes amostras, €

2.9. Exemplos.

Nesta secao ilustraremos alguns dos métodos descrites neste capitulo para anélise
de modelos logisticos. Dois exemplos serdao considerados retratando duas situacoes es-
pecificas. O primeiro exemplo aborda dados retrospectivos numa aplicacao direta da Sub-
secao 2.8.1, e o segundo trata do modelo de dose-resposta voltado principalmente para a

estimagao das doses letais .

Exemplo 2.2 : No setor de Anatomia e Patologia do Hospital Heliopolis, Sao Paulo, entre
1970 e 1982, foi realizado um estudo retrospectivo, cujos dados, apresentados no Apéndice
2, foram obtidos de Paula et al. (1984). O objetivo principal desse estudo era avaliar a
associacao entre algumas variaveis histolégicas e o tipo, maligmo ou benigno, do Processo

Infeccioso Pulmonar (PIP).

Neste estudo de caso-controle, os casos foram todos os pacientes diagnosticados,
no periodo e hospital hd pouco mencionados, como portadores do PIP de origem maligna
(71 pacientes). Os controles foram formados por uma amostra de 104 pacientes de uma
populacao de 270, os quais foram também diagnosticados na mesma época e local e tiveram

confirmado o PIP de origem benigna.

A observagao de cada um dos 175 pacientes fez-se através de varidveis histologicas
nos fragmentos de tecidos retirados da regido pulmonar. Dessas varidveis somente as
intensidades de histidcitos-linfécitos e de fibrose-frouxa foram consideradas importantes na
discriminacao dos dois tipos de PIP. Além destas, o conjunto de covariaveis serd formado
por dois fatores potenciais de confundimento, sexo e idade. A descri¢ao da codificacao das

variavels encontra-se na Tabela 2.3.
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Tabela 2.3 : Codificacao dos dados do Processo Infeccioso
Pulmonar, Paula et al. (1984).

Variavel Nome Codigo Notacao do

Apéndice 2

y Tipo de Processo l1=maligno PIP
Infeccioso Pulmonar O0=benigno

T Idade anos IDA

T Sexo 1=masculino SEX

O=feminino

T3 Intensidade de Histiocitos- 1=alta HL
Linfocitos O=Dbaixa

Ty Intensidade de Fibrose 1=alta FF
Frouxa O=Dbaixa

Como discutimos na Subsecdo 2.8.1, o modelo logistico (2.43) sera ajustado aos
dados retrospectivos. Os parametros (3;, 7 # 0, sao estimados diretamente deste modelo.
enquanto fJy, se g1 e ¢g forem conhecidos, pode ser introduzido posteriormente, visto que

as razoes de chances sao invariantes com a introdugao deste.

Para selecao de covariaveis que formem o “melhor” modelo logistico usaremos
o método de selecao stepwise. Os testes de razao de verossimilhancas de Wilks entre
modelos com inclusao ou exclusdo de varidveis, ou mesmo interagoes, darao origem aos
niveis descritivos apresentados nas tabelas que se seguem. Por exemplo, na etapa 1. selecao
dos efeitos principais, o valor observado da estatistica do teste que compara o modelo sé
com intercepto (modelo inicial) com o modelo com inclusao da covaridavel DA a este, é
Eyyv = 236,34 — 190,92 = 45,42, O uso da distribuicao Qui-Quadrado com 1 grau de

liberdade produz o nivel descritivo P = 0, 000.

O nivel descritivo acima faz parte da Tabela 2.4, onde encontram-se os outros niveis
descritivos para inclusao ou exclusao de covariaveis em cada passo de decisao da etapa 1
do método de selegao. O passo 1 inclui a covaridavel ID A4, pois o seu nivel descritivo, que
é o minimo neste passo. € inferior a Pr = 0,20 (nivel padrao para inclusao de varidveis).
O passo seguinte nesta etapa inclui a varidavel H L, e agora com duas variaveis incluidas
no modelo serao testadas as exclusoes individuais destas variaveis. Os niveis descritivos

associados a esses testes encontram-se na Tabela 2.4. na linha de referéncia do passo 3 e
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abaixo da curva em forma de escada. O maximo desses niveis estara identificado por um
asterisco e, sendo inferior a Ps = 0,25 (nivel padrao de exclusdo), a variavel associada a
este nivel nao é retirada do modelo. Seguindo esta logica, encontramos os niveis descritivos
minimos em cada passo de decisdao como o primeiro elemento acima da curva em “escada”.
Sendo todos inferiores a Pp concluimos pela entrada no modelo de todas covaridveis.
Relativamente as exclusoes observamos que os niveis com asterisco sao inferiores a Pg, e
assim nenhuma das covariaveis sai do modelo. Em resumo, o modelo resultante da etapa 1

da selegao stepwise é o modelo com todos os efeitos principais do conjunto das covariaveis.

Tabela 2.4 : Niveis descritivos usados na selecao

stepwrse - Etapa 1.

Passo de decisao Idade HL Sexo FF
1 0.000 0,000 0.288 0,001
2 0.000 0,000 0.100 0,003
k_.__[ s
3 0.000 0,000* | 0,050 0.124
4 0,000 0,000 0,050* 0,182
) 0,000 0,000 0,050 0,182*

De forma analoga processar-se-a a etapa 2, cujos niveis descritivos para tomada de
decisao em cada passo encontram-se na Tabela 2.5. Concluimos entao que sé trés interacoes

de primeira ordem serao incluidas no modelo, e nenhuma delas foi excluida posteriormente.

Estas interacoes sao IDA.HL, HL.FF ¢ SEX.FF.

Tabela 2.5 : Niveis descritivos usados na selegao stepwise - Etapa 2.

Passode IDA.HL HLFF SEX.FF IDAFF IDA.SEX HL.SEX

decisao
1 0,012 0.014 0.059 0.056 0,663 0,063
2 0,012  0.027 0,060 0,232 0,218 0,099
3 0,023 0.027* = 0,012 0.233 0,275 0,176
4 0,028 0.005 0,012 ) 0,207 0.403 0,791
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Na etapa 3 nenhuma interacao de segunda ordem foi incluida, ja que o minimo dos
niveis descritivos dos testes de inclusao foi inferior a Pg. Assim, o modelo resultante da
selecao stepwise possui todos os efeitos principais do conjunto de covariaveis e as interagoes

de primeira ordem IDA.HL, HL.FF e SEX.FF. As estimativas dos parametros e os

respectivos desvios padroes assintéticos deste modelo encontram-se na Tabela 2.6.

Tabela 2.6 : Estimativas dos parametros e desvios padroes associados

ao modelo logistico resultante da selecao stepwise.

Efeito Parametro Estimativa  Desvio padrao
constante Bo -1.,409 0,937
IDA 3 0,039 0,017
HL B2 -5,521 1,682
SEX B3 1,402 0.583
FF 4 -1,978 0,887
IDAHL Bs 0,062 0,029
HL.FF B 2,908 1,103
SEX.FF Bz -3,349 1,476

O teste de ajustamento do modelo logistico selecionado produz para a estatistica
(2.30) o valor 146, 22 correspondente a um nivel descritivo 0,8751 (calculado de uma dis-
tribuicao Qui-Quadrado com 167 graus de liberdade). Logo, conclui-se que ha adequacao

do modelo. Outras técnicas de avaliagao do modelo encontram-se na Segao 2.7.

Como o interesse principal é estudar a associagao entre o tipo de PIP e as varidveis
histolégicas no conjunto de covariaveis, formaremos as razoes de chances para os niveis

dessas variaveis.

A razao de chances de um paciente com nivel alto de intensidade de H L, em relacao
ao nivel baixo de H L, estar com PIP do tipo maligno é denotada por ¥ ;. Supondo que
os pacientes tenham o mesmo sexo. idade (2, ) e nivel de intensidade de F'F (z4). a razao

de chances acima pode ser estimada por

vpp = exp{—5.521+ 0,062z, + 2,908z,} . (2.55)

Da expressao (2.55) podemos concluir que a chance de um PIP maligno é menor
I

para os pacientes com alta intensidade de H L que para os pacientes com baixa intensidade
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de HL, isto no nivel de baixa intensidade de F'F e no intervalo de variacao amostral da
idade. Ja na categoria alta de F'F, z,ZHL torna-se maior do que a unidade apés a idade de
42 anos (aproximadamente), pelo que a afirmagao anterior é valida se substituirmos menor
por maior. Em ambos os niveis de F'F' a razao de chances referida cresce com o aumento

da idade .

Para ilustramos a aplicacao da expressao (2.55), suponhamos que dois pacientes
de 60 anos e do mesmo sexo tenham sido submetidos a exames no hospital referido a fim de
ser diagnosticado o tipo de PIP. Apods os exames, admitamos que se constatou para ambos
o nivel baixo de intensidade F'F', enquanto apenas um apresentou alta intensidade de H L.
Deste modo, a chance estimada do paciente, cujo exame nao detectou alta intensidade de

HL. estar com PIP maligno, em relacao ao outro, é 'z,/b\HL = exp(—1,801) =0, 165.

Um intervalo de 100(1 — a)% de confianga para g, em grandes amostras, é

formado pelos limites

Vi hL = 61’P{’"*¢"HL T 31—%-\/"'07%(177*@")111,)} ; (2.56)

onde ":U\HL esta expresso em (2.55), z;_ 2 é o percentil de ordem 100(1 — > )% da distribuicao

Normal padrao e

V(”'A“ZHL) = Z ‘1‘,'"'(1.7‘_,‘(/3'\,') + Z '2.17,'27]‘ C'Ol-‘,;(g,'. B]) . T] = 1.

i=1,2.1 i#j=1,2.4

Analogamente, Y rp é a razao de chances de um paciente com alta intensidade
de F'F, em relacao ao nivel baixo de FF, estar com PIP do tipo maligno. Supondo
que os pacientes sao semelhantes nas demais covariaveis e recordando que 1, e 23 sao,

respectivamente, sexo e H L, o parametro acima é estimado por

T exp{—1,978 — 3,349z5 + 2,90823} . (2.57)

Desta expressao podemos deduzir que a chance de um PIP maligno é menor para os
pacientes com alta intensidade de F'F' que para os pacientes com baixa intensidade de F'F.
isto entre os homens independentemente do nivel de intensidade de H L e para as mulheres
com baixa intensidade de HL. Para as mulheres com alta intensidade de HL ocorre o
contrario nesta chance. Em ambos niveis de H L a razao de chances ¥'pr é maior para as

mulheres do que para os homens.
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Se houver interesse em prever 7(x), probabilidade de um paciente da populacao

com uma determinada configuragao estar com PIP do tipo maligno, deveremos antes esti-

mar [, 1.e.,

~ ~ 71/71 ~
By = Bﬁln(u’m%m) & By = —1,409 — (0,954) = —2,363 .

Deste modo, ficamos aptos a estimar 7(x) para qualquer valor de x. como ilustra-se na

Tabela 2.7.

Tabela 2.7 : Estimativas de 7(x) para varias configuracoes.

Idade Sexo HL FF m(x)
51 masculino alto alto 0,022
29 feminino baixo alto 0,038
62 feminino alto baixo 0,159
29 feminino baixo baixo 0.224
50 feminino ~ baixo baixo 0,395
44 masculino baixo baixo 0,677

%

Exemplo 2.3 : Em Bliss (1935) encontramos uma situagao tipica para ajuste do modelo
dose-resposta. O estudo baseia-se no comportamento de besouros adultos a exposi¢ao a
cinco horas de disulfeto de carbono gasoso (C'S2). A curva de dose-resposta da mortalidade
dos besouros foi formada a partir de oito dosagens (valores de 2). Os resultados obtidos

dos 481 besouros investigados encontram-se nas trés primeiras colunas da Tabela 2.8.

O modelo logistico simples foi ajustado aos dados. e a equacao de regressao ¢

estimada por
logit[m(z)] = —60,72 + 34,272 .

Os valores ajustados por este modelo e pelo modelo probit para o numero de besouros
mortos apresentam-se nas colunas 4 e 5. respectivamente. da Tabela 2.8. Observamos

assim uma grande concordancia entre os valores preditos pelos dois modelos.
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Tabela 2.8 : Mortalidade de besouros (Bliss,1935).

Dosagem Besouros Besouros Ajuste Ajuste

log10C Sa( 1i7%) mortos logit probit
1,6907 59 6 3,45 3,27
1,7242 60 13 9,84 10,89
1,7552 62 18 22,45 23,65
1,7842 56 28 33,89 - 33,88
1,8113 63 52 50,10 49,60
1,8369 59 53 53,29 53,63
1,8610 62 61 59,22 59,63
1,8839 60 60 58,74 59,21

No modelo logistico as estimacoes, pontual e intervalar, das doses letais cons-
tituem aplicacoes das expressoes (2.52) e (2.54), respectivamente, avaliadas no vetor

B =(—60,72 34, 27T e na sua matriz de covariancia assintética estimada

26,03 —15,08) (2.58)

1(B) " = <_15,08 .48

Por exemplo, o intervalo de 95% de confianga para a dose letal mediana é
P

~ — 2
1,772+ 1,96, /(~0,029 — 0,052) [1(8)]~" (_8852) .

Esta e outras estimacoes para a dose letal encontram-se na Tabela 2.9.

Tabela 2.9 : Estimacao de algumas doses letais no modelo

logistico para mortalidade de besouros.

Dose Estimacao Intervalo de 95%
Letal Pontual de Confianga

D L5 1.772 (1.764;1,779)
D Lgy 1.906 (1.885;1,927)

DL, 1.889 (1,615;1,663)
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O teste de ajustamento do modelo logistico de dose-resposta produz para a es-
tatistica deviance o valor de 11,23 com o correspondente nivel descritivo de 0.0815 (6
graus de liberdade). O modelo logistico ndo constitui, assim, um instrumento capaz de
uma descrigao satisfatoria dos dados, o mesmo acontecendo ao modelo probit ji que conduz

a um nivel descritivo de aproximadamente 10%.

Deste modo, interessa prosseguir na via da procura de modelos que se mostrem

mais apropriados para a explicacao destes dados. Tal serd feito no préximo capitulo. ¢



CAPITULO 3

MODELOS DE REGRESSAO LOGISTICA GENERALIZADOS

No Capitulo 2 ficou evidente a importancia do modelo logistico para analise de
dados binarios. Porém, nas ultimas duas décadas foram propostos novos modelos com o
objetivo de aperfeicoar o ajuste do modelo logistico. Todos esses modelos tém a particu-
laridade de envolverem parametros adicionais de forma, introduzidos na funcao de ligacao
ou na funcao de tolerancia ou ainda no preditor linear, e de englobarem o modelo logistico
como caso especial. Alguns desses modelos logisticos generalizados serao apresentados
neste capitulo. Um destaque serd dado ao modelo de Stukel (1988) por possuir uma maior

capacidade generalizadora.

Os problemas de dose-resposta serao aqui enfatizados por serem suscetiveis a ina-
dequagao do modelo logistico. Com efeito, a estimacao de doses letais extremas é bastante
sensivel ao grau de ajuste do modelo, sendo particularmente beneficiada por modelos de
dose-resposta mais flexiveis. Os exemplos selecionados neste capitulo sao uma prova desse

fato.

Este capitulo sera estruturado de modo a privilegiar a andlise dos modelos de
regressao logistica generalizados (MRLG's) mais comentados na literatura, referindo al-
gumas das dificuldades que lhe estdo associadas. Em seguida, proceder-se-a a descrigao

das inferéncias para o modelo de Stukel, com as necessarias adaptacoes para os demais
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modelos. Havera destaque, nesse contexto, para o teste de ajuste do modelo logistico
padrao.

7

E importante observar que todos estes modelos estruturais séao enquadrados no

modelo probabilistico produto de Binomiais, expresso em (2.9).

3.1. Modelo de Prentice.

Prentice (1976) propés a seguinte func¢ao de tolerancia

1 w 1 —(m .
— mi(q wy—(mi1+m2) A
flw) B(my, msq) ¢ (1+e%) ’ (3.1)

representando a funcao de densidade de probabilidade do logaritmo de uma distribuigao
F-Snedecor com 2my e 2m graus de liberdade. Ela pode ser vista como uma generalizagao
da fungao de tolerancia do modelo logistico através da inclusao dos dois novos parametros

mip e msy.

Note que quando m; = my = 1, a expressao (3.1) define o modelo logistico.
No caso de mj;,my — +o0o obtém-se o modelo probit. O modelo complementar log-log
corresponde ao caso de m; — 400 e my = 1. Quando m; = ms tém-se os chamados
modelos simétricos, e quando m; < ms e my; > mg a funcao (3.1) é dita ser assimétrica

negativa e positiva, respectivamente.

A probabilidade de sucesso 7(7), onde n = xT' B, fica entéo definida por

O Grafico 3.1 descreve as formas para a probabilidade de sucesso 7(7) com base em
alguns valores de m; e ms na funcéao (3.1). Pode-se notar que (1), onde g € (—6;6), cresce
mais lentamente (rapidamente) do que a funcao 7(7) do modelo logistico (m; = my = 1)
quando (m; > 1,m9 > 1) ((m; < 1,my < 1)) até o ponto mediano. A partir deste ponto,
o crescimento da-se de forma contraria. Além disso. nas situacoes (m; > 1.my < 1) e
(my < 1,mg > 1) a curva w(n) evolul. respectivamente, de forma mais lenta e mais rapida,

do que a curva logistica, em todo o seu dominio.
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(1)
1.0000 -+ N
0.8000 -+
0.6000 +
1;1)
———————— 2;2)
0.4000 +
(0,5;2)
0,500 - ) i (2;0,5)
———(0,5;0,5)
0.0000 - t t +—t t + t } t + t + } i 7]
-6 -4 -2 0 2 4 6

Gréfico 3.1 : Curva de 7(7) no modelo de Prentice para alguns valores de

(1m;:m9): modelo logistico - (1;1).

Portanto, o modelo de Prentice pode proporcionar um bom ajuste para (7).
quando esta funcao nao ¢ simétrica. ou mesmo sendo simétrica, quando tem uma inclinagao
mais pronunciada ou mais suave. do que a logistica. Porém, partilha da desvantagem de
nao possuir uma expressao fechada para (7). Uma consequéncia imediata desta limitagao
ocorre na estimacao do novo vetor de parametros do modelo. contituido por f e m =
(m1.m2)T. De acordo com a fungao log-verossimilhanga. dada em (2.23). a probabilidade
de sucesso depende agora de 8 e m: logo devemos usar também as derivadas parciais
amifomy ot = 1,.... kel =1.2, para obtencao dos estimadores de MV dos referidos

parametros. Estas derivadas, que sao definidas abaixo. podem nao admitir uma expressao

o7, O F(w) .
— = —_F r o 8= liimss cel=1,2. .2)
omy /,x< omy )du =1 kel (3.2

em forma fechada

Para amenizar esta dificuldade. Prentice (1976) lembra que para mi; e m, fixos
(digamos, m = myg) pode-se construir um processo iterativo para estimacao de B. Desta
forma. o procedimento de Newton-Raphson requer somente as submatrizes da matriz de
informacao de Fisher e da fungao score referentes a f. avaliadas em cada etapa do processo

em Mg e ﬁéi).f > 0.
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Uma outra possibilidade de ajuste para o modelo de Prentice consiste em fixar o
valor de um dos parametros adicionais. Os modelos mais usados, nesse caso, sao obtidos
fazendo ms = 1 ou m; = 1, e sao denominados, respectivamente, de modelos Prentice-m;

e Prentice-m,. Esses modelos podem ser expressos em formas fechadas, dadas por

o= (14+e™™)™ e 7= 1—(14+e%)™, i=1,...,k (3.3)

Pelas expressoes apresentadas em (3.3) nota-se que as respectivas derivadas par-
ciais, definidas em (3.2), também possuem uma forma fechada. Consequentemente, os
estimadores de MV dos parametros envolvidos nos 2 modelos convenientes sao facilmente
encontrados através de um processo iterativo para solugao do sistema de equagoes nao
lineares. Nota-se ainda que o modelo logistico é obtido de (3.3) quando m; =1 e my = 1.
respectivamente. Com a fixa¢ao de outros conjuntos de valores para m; ou ms pode-se

obter uma variedade de modelos.

Com o intuito de avaliar se a troca do modelo logistico pelos modelos de Prentice
melhora substancialmente a qualidadade do ajuste, o teste de score tem sido bastante uti-
lizado pelo fato de os calculos serem avaliados sob a hipétese nula, i.e., com as estimativas

dos parametros da regressao logistica.

Métodos assintoticos para inferéncias simultaneas de # e m no modelo de Pren-
tice tém sido inibidos pela dificuldade dos calculos das derivadas parciais, apresentadas
em (3.2). Entretanto, Prentice (1976) sugere que inferéncias sobre (m;m2) podem ser
baseadas na distribui¢ao assintética da estatistica da razao de verossimilhancas de Wilks,
associada a maximizacao da funcao log-verossimilhanca para um conjunto de valores de

(mq; my) previamente fixados.

El-Saidi and George (1990) utilizam o modelo Prentice-m; para detalhar a es-

timagao de MV e o ajuste do modelo em quatro problemas particulares de dose-resposta.

3.2. Modelo de Pregibon.

Como ja foi mencionado na Subsegao 2.8.2, a identificacao dos modelos para dados
bindrios pode ser feita também através da funcao de ligacdo. A definicao ou escolha
da funcao de ligagao torna-se assim um instrumento importante para a investigagao da
adequagao do modelo. Pregibon (1980), no contexto dos modelos lineares generalizados.
preocupa-se com a funcao de ligagdo assumida na modelagem dos dados, definindo com

1sso um método para testar a adequagao da mesma.
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Pregibon (1980) parte do principio que a fungéo de ligagao assumida num modelo
particular, denotada por go(7), e a fungao de ligacao correta, porém desconhecida, deno-
tada por g.(7), pertencem a uma dada familia de fungoes de ligagao, g(r). Em particular,
Pregibon assume que a funcao de ligacdo depende de dois parametros desconhecidos, a

serem estimados, i.e., g(7) = g(m; A1, \q).

Usando para ¢.(7) a expansao de Taylor de 1% ordem em torno de go(7), temos
I g Yy g

g+(m) 2 go(m) + (AT = ADz1 + (A3 = A3)z2 (3.4)

Ag(mA1,A2) i i 0 i 5
onde z; = [ga—,\:z] hoaor A = (A, A2)7, AT = ALADT e AF e MY, 1 = 1,2, sdo os
parametros associados as fungoes de ligagao g.(7) e go(7), respectivamente. Sendo assim,

podemos aproximar a fungao de ligacao ¢,(7) = x* 8 por

go(m) ~ xTB+ 2T (A" —2*). (3.5)

onde z = (z1,2)T e X" = (A5, A3)7.

Uma vantagem pratica deste desenvolvimento é que podemos encontrar uma apro-
ximagao para a funcao de ligagao g.(7) , e a partir desta, elaborar o seguinte procedimento

para testar a adequagao da funcao de ligagéo go(7) :
1) Ajustar o modelo com funcgao de ligacao go(7), i.e., go(7) =1 = x1 B
11) Construir as variaveis adicionais z; = z,(B),I = 1,2

i) Adicionar z obtido em ii) as varidveis explicativas e ajustar o novo modelo com

funcéo de ligacio go(7) = xTf + 27 (\° — A).

Uma reducao significativa no resultado do ajuste feito na etapa iii) indica a ina-
dequacao da funcao de ligagao go(7). Essa verificagao pode ser feita comparando a variaciao
da funcao dewviance, ou da estatistica do teste de score, com os niveis nominais da dis-

tribuicao Qui-Quadrado com 2 graus de liberdade.

As estimativas obtidas para 8 e A no final do procedimeto descrito acima nao
coincidem necessariamente com aquelas resultantes do método de MV completo. Pregibon
define um processo iterativo para obtencao dessas tltimas estimativas. usando as primeiras
como valores iniciais. Com base em Bickel (1975), Pregibon argumenta que o seu método

com uma unica itera¢ao produz um estimador assintoticamente equivalente ao estimador

de MV.



Cap. 3: Modelos de Regressao Logistica Generalizados 69

A parada na primeira iteragao deste processo, visando conseguir as estimativas de
MYV para os parametros f# e A, reduz na maioria dos casos as dificuldades para obtengao da
inversa da funcao de ligagdo. Consideremos, por exemplo, a familia de fungoes de ligacao

proposta por Pregibon

A 1 (1—g)hitre -1

93 Ar, Aa) di=hz AN

(3.6)

onde \; € R, [ = 1,2, e que tem como caso particular a fungao de ligacao logit, definida
por

go(m) = lim g(m; A\, A2) .

golm) = | lm  g(mA1,2)
Nota-se que a inversa da funcao de ligagao (3.6) nao possui uma forma fechada, impossi-

bilitando assim a computacao da probabilidade de sucesso .

Em particular, quando Ao = 0 em (3.6), temos uma familia de ligagao simétrica
que gera uma classe de modelos denominados modelos Pregibon-A;. No caso do modelo
ser de dose-resposta a taxa de crescimento da curva é controlado por A; verificando-se que,
quando A\; descresce, a taxa de crescimento aumenta. Analogamente quando A\; = 0 em

(3.6) temos uma familia de ligagao assimétrica que forma os modelos Pregibon-A,.

As etapas para o teste de adequacao da funcao de ligacao logit (go(7) = In{;=-})

no modelo de Pregibon sao dadas por :
1) Ajuste do modelo logistico para obténcao de ,B o estimador de MV de S;

ii) Célculo de 7 e, consequentemente de T = ¢, ' (7)) para composigao das varidveis

adicionais no modelo de Pregibon, 1.e..

By = l{(—1)’”“[171(?)]2 — [In(1 — %\)]2} , r=1,2; (3.7)

u‘)

iii) Ajuste do modelo logistico com go(7) = xTB 4+ 2T (=A).

Um fato importante no procedimento de Pregibon para teste da adequacao da
funcao de ligagao go(7) é que o teste de score da hipotese Hy : AY — X\* = 0 é ideéntico ao
teste de score da hipétese Hy : A = A° na familia que abrange todas as funcées de ligacao
g(7) (Pregibon, 1985).
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3.3. Modelo de Aranda-Ordaz.

Ainda com o objetivo de melhorar a qualidade do ajuste da probabilidade de
sucesso de um modelo Binomial, Aranda-Ordaz (1981) apresenta duas familias de trans-
formacoes (ou familias de fungoes de ligagao) que generalizam a funcao logit. Ele preocupa-
se em atribuir a cada uma das familias de transformagoes da probabilidade de sucesso 7 a

caracteristica simétrica ou assimétrica.

A familia de transformacoes simétricas é definida por

(3.8)

* 61 — - 61
g b} = 2[” (1-m) ]

b [T+ (1— )

onde 6; é chamado de parametro de transformacao. A funcao (3.8), ao satisfazer a
expressao (2.47), é uma funcao simétrica, possuindo ainda a seguinte caracteristica :
gs,(7) = g—s, (7). A transformacao logistica é obtida de (3.8) quando 6; — 0. A pro-
babilidade de sucesso, obtida pela inversao de (3.8), caracterizara o chamado modelo de

Aranda-Ordaz simétrico,

s
0, 7 2l £ =13
o (145 By _
w(n) = FEICI T T | =% | 1 (3.9)
&1
1. >

Ja a familia de transformacoes assimétricas, bastante oportuna em situacoes com

problemas no ajuste de valores extremos. tem a forma

_ \—b2 _
L —n) 1], (3.10)

J7) = In -
gs,(7) [ 5
onde o parametro de transformacao é ¢,. Quando 6, = 1 e 63 — 0 a fungao (3.10) da
origem aos modelos logistico e complementar log-log, respectivamente. A inversa desta

funcao compoe o denominado modelo de Aranda-Ordaz assimétrico,

. X —1/6'_) 7 . .
7r(77)_{1 (14 6ye) . pe > —1 (3.11)

1. Spe < —1 .

Os dois modelos mencionados podem ser vistos como modelos lineares genera-

lizados, diferindo do modelo logistico através da fungao de ligagao. As respectivas fungoes
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de ligagao sao definidas em termos da inversa das transformacoes (3.9) e (3.11) para evitar
situagoes desagraddveis, como, por exemplo, a estimacao de w(7) fora do intervalo (0,1)

ou pesos nao finitos no método de estimagao por minimos quadrados ponderados.

Os dois modelos de Aranda-Ordaz podem assim ser ajustados facilmente no pa-
cote estatistico GLIM (Baker and Nelder, 1978) para cada valor do parametro de trans-
formagao. Fixar valores para 6;, [ = 1,2 |, e observar a fungéo deviance é a maneira
apresentada por Aranda-Ordaz para encontrar os estimadores de MV dos parametros e

para testar o ajuste dos modelos.

Esse procedimento, embora bastante simples, exige o ajuste de varios modelos
e nao garante que as estimativas correspondentes ao modelo de menor dewviance sejam
as estimativas de MV. A obténgao das estimativas de MV num unico processo iterativo

exigiria a implementacao de um algoritmo mais complexo que o utilizado no pacote GLIM.

3.4. Modelo de Guerrero/Johnson.

Na mesma linha dos modelos discutidos na ultima secao apresenta-se agora uma
outra familia de transformagoes. Esta também é discutida em McCullagh and Nelder

(1989, ch.11) por introduzir um parametro na fung¢ao de ligacao do modelo.

O uso de transformacoes nos dados antes do ajuste do modelo é uma técnica
usual na analise de modelos lineares. Entre outras utilidades. estas transformagoes cor-
rigem a nao linearidade da equagao de regressao. Uma familia de transformacoes bastante
abrangente foi desenvolvida por Box and Cox (1964), denominada de familia de trans-
formagoes poténcia. Guerrero an Johnson (1982) aplicam este tipo de transformacao a

chance de sucesso () como forma de generalizagao do modelo logistico.

Assim, a transformacao poténcia da chance de sucesso deve satisfazer a seguinte

relacao linear

[1i_l D (3.12)

onde a funcao de ligagao é dada por
[ T ]T {177-(117,)-, r=0;
1—x] — 1 2l(3Z=) -1, 7#0.

Observe que o modelo (3.12), que denominaremos de modelo Guerrero/Johnson,
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inclui o modelo logistico como caso especial, firmando-se assim como um modelo alternativo

ao modelo logistico.

Ao supormos o modelo (3.12) aceitamos a existéncia de algum valor de 7 que o
torne verdadeiro. Entao para alguns valores de # e 7 podemos obter a probabilidade de

sucesso Como

(1 -+, r=0;
_J0 T#0emn < -1
m(n) = L+ 14+, 74£0e|m|<1; (3.13)
1, r#0eTn2>21.

Salientamos desde ja que a determinagao dos estimadores de MV de f e 7 nao

requer um procedimento muito complicado, como sera evidenciado na Segao 3.6.

Os modelos de dose-resposta usam frequentemente a transformagao logaritmica
nos niveis de dosagens. Guerrero and Johnson (1982) seguem a sugestao de Cox and Snell
(1989) de aplicar a transformacao poténcia nestes niveis em lugar da logaritmica. Detalhes
sobre o uso de transformacoes nas varidveis independentes podem ser encontrados em Box

and Tidwell (1962).

Uma desvantagem desta familia de transformacoes é a necessidade de controle de

7 e 1, a fim de evitar estimacoes da probabilidade de sucesso fora do intervalo (0,1).

3.5. Modelo de Morgan.

Morgan (1985), preocupado com a complexidade dos MRLG's, apresentados até
entao, se baseia num modelo intitulado quantit, proposto por Copenhaver and Mielke
(1977), para mostrar com base em certos conjuntos de dados de dose-resposta que modelos

menos complicados podem melhorar significativamente o ajuste do modelo logistico.

O modelo proposto por Morgan, também chamado de modelo logistico ctbico, é
um desses modelos menos complicados para a analise de dados binarios. tendo a forma

67]—{-1/1)3
Quando v = 0 obtemos o modelo logistico, logit(w) = n = xT 8. Este modelo pode ser

visto como uma aproximacao de 1¢ ordem do modelo de Aranda-Ordaz simétrico.

Morgan direciona o modelo (3.14) para dados de dose-resposta, objetivando assim

uma melhoria na estimacao das doses letais extremas. O interesse por tais doses vinha ja
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sendo encarado na literatura com certa expectativa. Veja-se, e.g., Wetherill (1963), onde as
doses letais extremas sao consideradas mais relevantes do que a dose letal mediana. Uma
justificativa desta relevancia é que, por exemplo D Lg ¢ frequentemente mais dependente

do ajuste do modelo usado, do que DLsy.

Uma dificuldade do modelo de Morgan é causada quando v < 0, pois nesse caso
7(n) ndao é uma fungao mondtona em 7. Isto implica que as doses letais extremas, hd pouco

referidas, nao existam ou ndo sejam unicas.

3.6. Modelo de Stukel.

Uma nova classe de modelos é proposta agora na descricao da dependéncia da
probabilidade de sucesso de um modelo Binomial em relagao a um conjunto de variaveis
independentes. Esta classe inclui-se nos MRLG’s, tendo a particularidade de superar as

dificuldades associadas aos modelos anteriores.

Parametros de forma sao introduzidos também com o objetivo de modificar a curva
logistica nas diferentes regides de m(7), principalmente nos extremos onde o ajuste pode

ser inadequado.

Esta generalizacao foi apresentada por Stukel (1988), tendo a seguinte forma

elza(n)

To(n) = ———1 T+ ehe () (3.15)
ou
: Ta
logit(my) = In [——} = ha(n) ,
‘ 1 —m,

onde hq(n) é uma fungio nao linear estritamente crescente em 7, indexada por dois
parametros de forma a = (ay, ay )T, definida em duas regices A; = {n > 0} = {7, > 1/2}

e Ay = {n < 0} = {7, < 1/2}, por

(1) Hag e e 1) (ap > 0)N A,
ha(n) =4 7. (a, =0)NA,; (3.16)
(=1) a7 n[l + (-1 amm], (o, <0)NA,, r=12

Quando a; = as = 0 em (3.15) temos o modelo logistico. Cada parametro de
forma cuida, independentemente do outro, do comportamento de cada cauda das curvas

Ta(1) ou he(1n). Por exemplo, quando a; < 0 a curva m,(n) cresce mais lentamente do que
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a curva logistica na cauda superior. enquanto para «; > 0 a curva torna-se mais ingreme
(vide Gréfico 3.2). Se a; > 0 e ap > 0 as fungdes exponenciais correspondentes causam
um crescimento mais rapido de w4(7) relativamente ao da curva logistica. As curvas de

To(1n) sdo simétricas ou assimétricas consoante a; = az ou o # a,. respectivamente.

m(n)
1.00007 . em—====

0.8000 +

0.6000 -+ (0;0)

———————— (0,25;0,25)

9-4000 1 -1;1

0.2000 -

7

0.0000 t
-6 -4 -2 0 2 4 6

Gréafico 3.2 : Curva de 7(n) no modelo de Stukel para alguns valores de

(aq;aq): modelo logistico - (0;0).

O modelo (3.15) é aqui denominado de modelo de Stukel. sendo algumas de suas
subclasses obtidas por delimitacao do dominio de @. Entre outros. temos os modelos
Stukel-a;, Stukel-a,, Stukel-a e Stukel-a_, caracterizados, respectivamente, por as = 0.
a; =0,a; =as =aea, = —as = a—. Os dois primeiros modelos sao uteis quando
o objetivo de melhoria do comportamento de 74(7) concentra-se nas caudas superior e
inferior. respectivamente. Os dois tltimos sdo atraentes quando os dados indicam um
tratamento simétrico e assimétrico. respectivamente. Todos estes tém a vantagem de

operar s6 com a inclusao de um parametro no modelo.

As funcoes m4(7) definem uma familia de fungdes de distribuigao indexada por
a e associada. pelas propriedades citadas de h,(7), a uma correspondente familia de
funcoes de densidade. Varios membros desta familia aproximam até os primeiros qua-
tro momentos algumas distribuigoes importantes. como, por exemplo. a distribuigao Nor-
mal (modelo probit) quando a; = a, ~ 0.165. a distribuigdo Gumbel de minimos (mo-
delo complementar log-log) ou de maximos (modelo log-log) quando a = (0.62: —0. 037)7
e a = (—0.037:0.62)7. respectivamente. e a distribuicao de Laplace reduzida quando

a; = ag ~—0.077.
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O modelo (3.15) tem como objetivo manter uma relativa simplicidade algébrica e

numérica. A sua aproximagao por expansao de Taylor até 1% ordem ¢é definida por

. 1 1
logit(ny) = n+ ;alUQIAl — 5a21721A2 . (3.17)

O uso desta aproximacao simplificadora tem o inconveniente de néo conduzir a uma fungao
mondtona para m(n) quando a; < 0, j = 1,2. Se a; = —ay = a_ em (3.17) temos o
modelo Stukel-a_ de 1% ordem, que é idéntico ao modelo de Guerrero/Johnson, até 1%

ordem.
3.6.1. Estimacao dos Parametros.

Fixados os parametros de forma, o modelo (3.15) é um modelo linear generalizado

com funcao de ligagao dada por

g(m) = h 'logit(wa)] = 1 . (3.18)

As fungoes hq(n), expressas em (3.16), e suas derivadas de primeira ordem sao continuas
em a e em 7). A garantia de continuidade de 74 (7)) para qualquer valor de & e da existéncia
do estimador de MV de B, dado a, podem ser verificadas utilizando-se os resultados de

Wedderburn (1976).

Para encontrar a estimativa de MV de 8 e a Stukel propoe um método semelhante
aos métodos mencionados para alguns dos modelos anteriores. Isto é, fixa a e estuda o
comportamento da fungao deviance. A impijlementacao deste método no GLIM encontra-

se em Stukel (1985).

Propomos aqui, alternativamente, o uso do algoritmo de Newton-Raphson para a
estimacao simultanea de 6 = (BT.O'T)T, ja que temos o respaldo de um software (SOC,
1988) que permite facilmente a sua implementacao. Para a construcao do método iterativo,
note-se que a fungao log-verossimilhanga, expressa em (2.23). com m; = 74(7;). dado em

(3.15), tem a seguinte forma

K k
L(8) = Zy,‘ha(ﬂi)— [Zniln(l—i-eh“(""))] ; (3.19)

1=1 =1

onde hq4(n;) é dada pela funcao (3.16) referente a :-ésima configuracao de covariaveis.

Sendo 6; o j-ésimo elemento do vetor paramétrico 6. o elemento j da fungao score €

BL(O) Zk Yi — N7y aﬂi X
09J- =1 TFi(l—Tn'i) 897 r 0“'“'])_*—1 L (3 0)
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e o elemento (J,1) da matriz de informacao de Fisher é

2 k . . .
E[_a L(a)] = Z{ }am oM il—0,...p+1. (3.21)
=1

89]-891 7r,-(1—7r,') 69] 891

Em forma matricial a fungao score e a matriz de informagao de Fisher sao, respec-
tivamente, definidas por

U(f) = DI Wi(y —p) (3.22)

1) = DI'wW,D, , (3.23)

onde Wy = diag{1/[ni(1 — m)], 1 = 1....,k}, Wy = diag{nimi(1 — 7;), 1 = 1,...,k},
p = (1. p)l com p; = nymy, 1 =1,...,k e Dy = [0m/00; , 1 =1,....k e

De acordo com o modelo (3.15). os elementos da matriz D; podem apresentar-se
como

om;  Om; Ohalni) _ il — )8110(77 i)
89]' N aha(?],') 80] - e 89

a=1,....keyg=0,....,p+1, (3.24)

onde as derivadas parciais das funcoes hq(7;), definidas em (3.16), em relagao a cada um

dos parametros do modelo. sao expressas por

)" il )
Oha(ni) _ el i, (ar>0)N A,
aﬂ Tij, (a, =0)N A, :

J [1 + (_1)"+lal‘77l]m7]- (O’T < 0) m .4_,- . j:ov s _’1)_1 :

a2 L= arnifq g4 (—1)7 _1)r+1 , A
Oha(ni) _ {’"e“n"/’ [apni + (=1)7] 4+ (=1)"1}, (ar > 0) N Ay 5
o 72{ D Un(l + (=) ammi] + arnill + (=1)7ami] '}, (ar <0)N A,

r=1.2. Fora dos dominios indicados. as derivadas sao nulas.

Assim, a estimativa de MV de 6. 8, é encontrada pela solugao iterativa do sistema
de equacdes nao lineares. U(6) = 0. Para o efeito, o algoritmo de Newton-Raphson tem a

forma geral

ittt — 0 1oy~ tud?y, t=o0,1,..., (3.25)



Cap. 3: Modelos de Regressao Logistica Generalizados 77

onde 0 = (,BT, aT)T e I(8) e U(h) sao a matriz de informagao de Fisher e a fungao score,

dadas em (3.22) e (3.23), respectivamente.

O processo iterativo (3.25) quando a; = a; = 0 é semelhante ao processo (2.27).

Este processo tera sua convergencia dependente do valor inicial para o vetor paramétrico.
Parece razodvel inicia-lo com 6% = (ﬂ 0,0)T, onde ﬂ ¢ o estimador de MV de B no
modelo logistico, e adotar como frlterlo de parada | (0;”1) - G;t))/Qy) | < e, Vyj=0,
.,p+ 1, para algum ¢. Sendo 8 o estimador de MV de @ temos, em grandes amostras,

V'arA(a) = [I(8)]~*, onde I(f) encontra-se definida em (3.23).

Aproveitando a apresentacao do processo iterativo (3.25) para o modelo de Stukel,
tentaremos agora definir condensadamente as adaptagoes necessarias para que os demais
modelos descritos neste capitulo possam ser expressos como casos particulares do mesmo.

Observamos que isto é possivel se tivermos os elementos da matriz Dy = [On;/06;].

A Tabela 3.1 resume tais modifica¢oes para alguns MRLG's escolhidos de forma

a incluirem somente um parametro de forma por razoes de simplicidade.

Tabela 3.1 : Derivadas parciais para adaptacao do processo iterativo (3.25)

dos diversos MRLG's.

om; i __ ek
Modelo  8,(x) ﬁ, j=0,...,p-1 ag,,
Prentice-m; my ( %{- ) miln( % )
Prentice-my  mo — ;) 7—"%;,,1,1 —(1 —m;)in(1 4 ™)
3 etz in boe™i
Aranda—O. bg (1 — W,)(W) 1 — 1)[—&6—)’%
assimétrico W]I(%e"' >—1)
| (1— i)[ TN
Guerrero/ T (1 — 7)) (=5 ]+re”- ) Lo [#;)— In(1+ ;)| Ig+
Johnson mi(1 —mi)(—ni/2) I(r=0)
Morgan v w1 = m)[(1 +3vnP)ay;] mi(l - mind

(*) Parametro de forma ; B = {(7 #0)N (| ™; |< 1)}.

Uma outra maneira de se proceder a estimaciao de MV simultanea de f e a é
através do algoritmo Delta ( Jorgensen. 1984), um tipo de algoritmo de Newton-Raphson
equivalente ao usado no procedimento de minimos quadrados reponderados iterativamente
nos modelos lineares generalizados, que atualiza a matriz de planejamento apds cada ite-

racao. Na situagao em estudo, a matriz de planejamento é acrescida de duas colunas
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adicionais referentes as variaveis
(1) _(t+1), _ [ _9g(m) Og(r)
(Zl y <9 ) - - aa s T aa ﬂ A(l) 3 (3.26)
1 2 (
onde et
(a'lnl_l:e Lsinal(n), (ar >0);
A = & 1p2ginal(n), (a, =0);
{OTIUH[I_O’L"W”(I— . ["I)}sinal(n), (a, <0), r=1.2
~(1) (8 (i S
com a, = a(rH]) 7 = nf xI'B ,i=1,...,k e (B *a(t)) é a estimacao de (B, a) na

t-ésima iteragao.

Um caso particular da aplicagdo do algoritmo Delta ja foi referido neste capitulo

a propdsito dos comentarios feitos na Secao 3.2, ver Pregibon (1980).

Em muitas aplicagoes o interesse concentra-se na estimagao da curva m, (1), proces-
sada pontualmente por (3.15). avaliada em (BT, aT‘)T. Quanto aos intervalos de confianga
para T4 (1), uma maneira de encontra-los consiste em determinar os intervalos de confianga
para logit(m, ) e efetuar a devida transformagao. A expansao de Taylor até 1¢ ordem de

h~(7) ao redor do verdadeiro hq(n) resulta em

p—1
~ 011
logit(Fa) = h~h+ Y (85— Bj) + —a; (
g ;ﬂ I 6;3‘ Z ) o,

1=1

)
B
N

onde T, = 7T4(17) € h= hg (7). Entao Varallogit(7a)] = E(h —h)? ~ Df_,TVa.r_,,;(a)DQ:
onde D, é o vetor de derivadas parciais de h,(7) com respeito aos parametros do modelo.
Para amostras grandes, o intervalo de 100(1 — a)% de confianga para logit[n,(n)] é dado

por

logit(Fa) T z1-2 \/D,_TVE-A(E)D2 . (3.28)

onde Dy e Var4(0), inversa da matriz de informacao de Fisher, dada em (3.23), sao
avaliadas em 6 = (,[)' al\T e z1-g é o percentil de 100(1 — $)% da distribuigao Normal
padrao. Consequentemente, apos a transformacao, dada em (3.15), encontramos o intervalo

de 100(1 — a)% de confianga para 7, (7).

O teste de ajustamento dos MRLG's pode ser efetuado, analogamente ao modelo
logistico, pela fungao deviance definida em (2.30), que sob a hipdtese do modelo verdadeiro

tem distribuicao nula Qui-Quadrado com k—p—2 graus de liberdade. em grandes amostras.
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3.6.2. Teste de Score.

Uma maneira conveniente de efetuarmos o teste de melhoramento do modelo
logistico por MRLG's ¢ através do teste de score pela economia computacional que resulta

do uso exclusivo das estimativas sob o modelo logistico.

Vamos entdo construir o teste de score, no contexto do modelo de Stukel, para a
hipdtese Hy : @ = 0. Sendo 6 = (BT, aT)T | as partigoes correspondentes da fung¢ao score e

da matriz de informacao de Fisher, dadas em (3.22) e (3.23), sao definidas por

T
. U oL(8) . oL(8) .
U(f) = 1 m U; = . i =0,...,p—1] e Uy = c 5 =1,2
(6) <U2> com U, [aﬁj . § =10, D e Uy 3 1 =1,
e
I I
P 11 li2
1) (Igl 122>
2 2
onde I;; = [%;_i.l:&...,p—l], I, = [gﬂfégz;jzo,...,p—l61:1,2].
121 = 1’11; e 122 = [gof’ég)l,‘],l:l,z]

Seja U, o vetor score de a avaliado sob Hy. Sob essa hipétese U, segue as-
sintoticamente uma distribuicio Normal bivariada, com vetor de média nulo e matriz de
covariancia VU = Iy — 1211;11112, onde as submatrizes I;,, 7.h = 1,2, sao avaliadas em
(ET,OT)T com ,B sendo o estimador de MV de B sob Hy. Assim, a estatistica de score,
sob Hy, fica dada por

ulv;iu, , (3.29)
onde 62 = (u21, u22)! com

. 0°L(6) 1, P ~ .
ugzj = lim e - Z S5 [yi — nimg(i)]sinal(ii), = 1,2,
J J 5 -
1EA;
seguindo aproximadamente uma distribuicao Qui-Quadrado com 2 graus de liberdade para

grandes amostras.

Uma alternativa para testar o melhoramento do modelo logistico pelo modelo de
Stukel, ainda através do teste de score, é baseada na Secao 3.2. Pregibon (1985) adi-
ciona novas variaveis no modelo logistico em quantidade igual aos parametros introduzi-

dos e consegue disso um teste de score para a hipétese de anulamento dos correspondentes
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parametros. No caso presente, estas variaveis adicionais encontram-se em (3.26), e sob Hy.

tém a forma ) i
(21,22) = (;772IA1,—57’7\2IA2) : (3.30)

onde A; = {77 > 0} e Ay = {i) < 0}. Com as variaveis adicionais no modelo logistico, este
torna-se logit(w) = n + a1z + @222, definindo o novo contexto de referéncia para o teste

de score de a; = ay = 0.

A utilidade desta métodologia reside na sua praticidade, ja que o teste da nulidade
de coeficientes de regressao encontra-se bastante difundido. Além disso, outros MRLG's
podem ser igualmente beneficiados por esta opgao. As respectivas derivadas de g(m) com
relacio aos pardmetros de forma de alguns modelos definidos neste capitulo, avaliadas no

modelo logistico (variaveis adicionais), encontram-se na Tabela 3.2.

Tabela 3.2 : Variaveis derivadas usadas no teste de score para

os parametros de forma nos diversos MRLG's.

Modelo Parametro Varidvel adicional
de forma
Prentice m (1 —7)"tin(7)
ma ()" n(1l = 7)
Pregibon A (@) = [In(1 — 7)]?}
Ao — 3+ {[In(7)]? + [In(1 — 7)]?}
Aranda-0O. simétrico o1 M
Aranda-O. assimétrico 0, [1+71n(l-7))
Guerrero/Johnson T —17?
Morgan v n
Stukel aq %ﬁzf(;fzo)
= ~37 IGco)
Stukel-a a=a; =a 3% sinal(7)
Stukel-a_ a.=a] = —Qs %ﬁ“

3.6.3. Modelos de Dose-Resposta.

Os MRLG’s apresentados neste capitulo como alternativa a uma possivel ina-

dequacdo do modelo logistico, sao utilizados frequentemente em dados de dose-resposta
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devido ao fato da estimacao de doses letais extremas ser bastante dependente do modelo

ajustado.

Consideraremos apenas a classe d¢ MRLG’s de Stukel para estimagao das doses
letais por tratar-se da classe mais geral. Lembramos ainda que os parametros de forma
correspondentes conferem uma maior flexibilidade ao comportamento da curva de dose-

resposta, pela facilidade de tratamento assimétrico e controle do peso das caudas.

Usando os mesmos passos da Subsecdo 2.8.3 e considerando 74(7), expresso em
(3.15), uma familia de fungées de distribuigao acumulada indexada por a, passemos a
estimagdo da dose letal de 100P% de sucesso, 0 < P < 1. O estimador de MV de DLqgop,
dado pela inversao das funcoes ho(n), expostas em (3.16), tem a seguinte forma
np — Po S

DELigop = = d(9) , (3.31)
Jo

onde 7p é obtido das fungoes hq(7), em (3.32) abaixo, por avaliagao em 6= (B .aT)T :

(—1)™Hatin(l + (=1 a,logit(P)], (ar>0)NA,;
np = { logit(P), E _ (a, =0)N A, ; (3.32)
(_1)r+1ar—1[1 _ 6(_1)10'1'10911(13)]’ (ay <0)N A4, , r=172 . :

onde A; = {P >1/2} e A4y = {P < 1/2}.

Observamos que a expressio (3.31) quando a3 = as = 0 define o estimador de
MYV de DLyop no modelo logistico, dado em (2.52).

A variancia assintética de DLjgop obtida de uma expansao em série de Taylor de

d(/o\') até 1% ordem em torno de d(8), fica dada por

Vara[d8)] = D(6)T[1(8)]7'D(8) . (3.33)

onde D() é o vetor de derivadas parciais de D Ljgp em relagao aos parametros do modelo

de dose-resposta, 8 = (Bo.Br.ar,a0) e,

Do) — [~ L fo=ne L (onp) 1 (One)]0
31 By By \ Oay ) 1 \ Das

sendo, para 4; = {P >1/2} e 4, = {P < 1/2}.
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logit(P . . . |
aL% |:1+(—?)':go?£lo?qit(1’) +(-1) ln{l +(=1) +1arlogzt(P)}], (ar >0)NA,;

onp
Oar | 42 H(—l)’“ + arzogz't(P)}e‘””'“'“’g“(’” + (‘W]’ o R4
0, e ¢., r=1,2 .
(3.34)

Dados (3.31) e (3.33), um intervalo de 100(1 — )% de confianga para a dose letal

de 100P% de sucesso, em grandes amostras, tem a forma

EIIOOP * :1_%\/V/CL?A [d(a)] y (3.35)

~

onde Var[d()] é a variancia assintética (3.33), avaliada em 6, e z;_¢ € 0 percentil

100(1 — £)% da distribuigao Normal padrao.

Este método de construcio de intervalos de confianca assintéticos para as doses
letais em MRLG’s, usado por Stukel (1990), é fundamentado na base de sua simplicidade
e de sua performance em peqﬁénas amostras, de acordo com os estudos de Schwenke and
Milliken (1983) sobre intervalos de confianga para o valor inverso de uma equacao de

regressao nao linear.

Contudo, a aplicacio deste a doses letais extremas pode levar a intervalos de
confianca inadequados por abrangerem valores impossivels para as doses, ainda que. as
estimativas pontuais possam ser positivas. Como refere Stukel (1990), tal possibilidade
resulta de uma inflagio da varidncia assintotica provocada pelo aumento de | dnp/0a, |,
r = 1,2, quando P tende a 0 ou 1 (note-se que esta quantidade é usada para calculo de
D(#)). Este aumento ¢ particularmente substancial quando «, < 0, 7 = 1,2, devido a
forma funcional daquelas derivadas - recorde-se (3.34). Dai a sugestao de Stukel em evitar
modelos com &, < 0, r = 1,2, quando a estimacao de doses letais extremas for um objetivo

de analise.

3.7. Exemplos.

Uma vez apresentados varios MRLG’s passamos agora a exemplificagao de al-
guns destes modelos alternativos ao modelo logistico. Para esse fim, consideraremos tres
conjuntos de dados onde se verifica a necessidade de um melhoramento no ajuste do mo-
delo logistico. Os dois primeiros sao referentes 4 situacdo de dose-resposta, uma das mais

sensiveis a ajustes inadequados do modelo logistico.
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A analise descrita de todos esses exemplos serd baseada na classe de modelos de
Stukel. A razdo esta na diversidade desta classe e no fato dos outros MRLG's, por nos

também ajustados, ndo terem proporcionado resultados superiores.

A analise dos exemplos incidird sobre a estimacao de 7(%), o teste de score do
modelo logistico em relagao aos MRLG's, o teste de ajustamento do modelo em referéncia
e a estimacao de algumas doses letais. Os céalculos sao efetuados, em sua maioria, através
de 2 programas por nés elaborados na linguagem SOC apresentados no Apéndice 3. O
primeiro programa elabora o teste de score do modelo logistico no contexto dos modelos de
Stukel e implementa o algoritmo para encontro da estimativa de MYV do vetor paramétrico
e para ajuste dos modelos de Stukel. O segundo estima doses letais, sendo assim usado s6

para dados de dose-resposta.

Os dois primeiros exemplos foram analisados na maioria dos artigos que originaran
os MRLG’s discutidos aqui. Decidimos continuar a usa-los para exemplificar a aplicagao
dos nossos programas que se revelam distintos dos procedimentos computacionais usados
naqueles artigos. O terceiro exemplo difere dos anteriores no aspecto em que introduz mais
do que uma covaridvel, servindo entdo como ilustragao da aplicacao dos modelos de Stukel

num contexto de regressao logistica multipla.

Exemplo 3.1 : Retomando o estudo da mortalidade de besouros devido a exposi¢ao a

gas carbono (Bliss, 1935). verificamos no Exemplo 2.3 um mau ajuste do modelo logistico.

Esta situacio sugere a investigacao de um novo modelo que melhore significativamente tal
g | 8

ajuste.

Alguns modelos de Stukel sio os candidatos ao melhoramento do modelo logistico.
Testes de score para avaliacao destes encontram-se montados na Tabela 3.4, onde, de acordo
com os niveis descritivos, todos os modelos apresentados sao significativamente melhores
do que o logistico. A preferéncia de melhor ajuste cairia sobre o modelo Stukel-ay se nao
fosse o fato de este possuir estimativa do pardmetro de forma negativa, como se registra
na tltima coluna da Tabela 3.3. Tal escolha provocaria estimagoes inconvenientes para as

doses letais extremas, ja comentadas na Subsegao 3.6.3.

Deste modo, o modelo escolhido para melhorar o ajuste do modelo logistico € o
modelo Stukel-a;, tendo o menor desvio padrao dos estimadores dos parametros de forma
em relacdo ao modelo anterior. Do processo iterativo (3.25) encontramos a estimativa de

MYV do vetor paramétrico e da matriz de covariancia assintética do respectivo estimador.
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dadas por
~ —47,386 R 41,863 —23,678 1,487
6 = 26,649 e [I(O)] = 13,397 —0,849
0,532 0,081

Observe-se de os elementos de [I(8)]™! acima, referente ao parametro B, nao se alteram

]
muito quando comparados com [I(ﬁ)]_1 do modelo logistico, dada em (2.58).

Tabela 3.3 : Testes de score e estimacao dos parametros referentes a

alguns modelos de Stukel para mortalidade de besouros.

Modelo Teste de score Estimacao
Estatistica G.L.  Nivel
descritivo
Stukel-(ay,a9)  7.731 2 0.021 0,157 * 0,265
0,532 F 0,444
Stukel-a, 6,244 1 0,012 0,532 * 0,285
Stukel-ap 6,776 1 0,009 -0,771 * 0,324

A estatistica do teste de ajustamento, dada em (2.30), do modelo Stukel-a; tem
como valor observado ,\'(25) = 3,83, apresentando-se assim com ajustamento bastante sig-
nificativo (P = 0,574). A apresentacao visual do melhoramento do ajuste do modelo

escolhido face ao modelo logistico encontra-se no Grafico 3.3.

Com base num melhor modelo para o estudo da mortalidade dos besouros (modelo
Stukel-a1 ), partimos para a estimacao de doses letais neste experimento. Estimativas de
algumas doses letais e seus respectivos desvios padroes e intervalos de 95% de confianga,
encontram-se na Tabela 3.4. Desta concluimos que as doses estimadas referentes ao modelo
Stukel-a; sdao de grandeza inferior as respectivas doses estimadas pelo modelo logistico, o

que parece traduzir uma super-estimagao das doses letais por este modelo.

Ainda com relagao as estimativas das doses letals. encontramos nas estimativas
dos desvios padroes das doses letais estimadas, para P > 1/2, no modelo Stukel-a; valores
inferiores as respectivas estimativas no modelo logistico. Isto é um exemplo de que nem

sempre a inclusdo de parametros de forma inflaciona a variancia.



Cap. 3: Modelos de Regressao Logistica Generalizados 85

()
1.0000 1 P
/."/fx”
0.8000 - B
0.6000 e
A X Observada
///// X
0.4000 /,” ———————— Logistica
;//X === IS tukel
0.2000 - B
e
0.0000 . ; , Ul
1.6907 1.7552 1.8113 1.8610
Gréfico 3.3 : Curva de 7(n) ajustada nos modelos logistico e Stukel-a; e os

valores observados para mortalidade de besouros.

Tabela 3.4 : Estimacao de algumas doses letais nos modelos logistico e

Stukel-a; para mortalidade de besouros.

p Modelo Logistico Modelo Stukel-a,
I/)T/loop(*) Int. confianga ﬁ]gop(*) Int. confianca
[E\L100P195%] [ﬁlooPl%%]
0,001  1.570(,015) 1.535-1,606 1.519(0.034) 1.451-1.586
0,005 1.617(9014) 1.589-1.645 1.579(0.026)  1.528-1.631
0,010 1.638(9.013) 1.613-1.662 1.606(0.023)  1.561-1.650
0,050  1.686(¢009) 1.669-1,703 1,668(0.014) 1.639-1.696
0,200  1.731(g.p06) 1.720-1,742 1,726(9,007y  1.712-1.740
0,500  1,772(9.004) 1.764-1,779 1.778(0,005)  1.769-1.788
0,800  1.812(g005) 1.803-1.822 1.817(0.005y 1.808-1.826
0,950  1.858(0.00s)  1.842-1.873 1.845(0.006) 1.834-1.856
0,990 1.906(901:) 1.883-1.928 1.865(0.010) 1.847-1.884
0995 1.926(9013; 1.900-1.952 1.873(0.011)  1.850-1.895
0,999  1.973(0.017) 1.940-2.007 1.887(0.016) 1.857-1.917

(*) desvio padrao assintdticos da dose letal estimada DLjoop -
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Outros MRLG’s também foram ajustados a este conjunto de dados, sendo os
mais significativos os que privilegilam a assimetria da curva 7(7), nao se distanciando das

conclusoes obtidas pelo modelo Stukel-a;. ¢

Exemplo 3.2 : Os problemas de dose-resposta nao se esgotam em Toxicologia. Milecer
and Szczotka (1966) investigam a idade do inicio de menstruagao em 3918 garotas de
Varsévia. Para 25 médias de idade observou-se a ocorréncia ou nao do inicio de periodos
de menstruagdo nas adolescentes. Os dados deste estudo encontram-se nas 3 primeiras
colunas da Tabela 3.5.

A estatistica do teste de ajustamento, dada em (2.30), para o modelo logistico
tem o valor observado ,\'(2,,3) = 26,2, logo observa-se um ajuste razodvel deste modelo ao
cunjunto de dados. Porém, pela andlise de residuos, ou mesmo pela observacao do Grafico

3.4, nota-se que as caudas da curva 7(7) podem ser melhor ajustadas.

Portanto, faremos uma investigagao sobre os MRLG's que poderao melhorar o
ajuste nas caudas. De acordo com a Tabela 3.6, observamos que para os varios testes
de score, onde o modelo logistico é posto em confronto com véarios MRLG's, o modelo
Stukel-ay é 0 que produziu o melhor nivel descritivo significativo, sendo assim o modelo

escolhido para suprir a inadequacao do modelo logistico nas caudas.

O ajuste do modelo Stukel-ay aos dados produziu como estimativa de MV do vetor

paramétrico e da matriz de covariancia assintotica do respectivo estimador os seguintes

valores
N —18,821 R 0,933 —-0,070 0.058
0= 1,457 ¢ [I(8)]' = 0,005 —0,004
0,219 0.006
As estimativas pontuais de n;7;. 1 = 1,...,25, referente ao modelo adotado encontram-se

nas 2 ultimas colunas da Tabela 3.5. A sua comparagao com os correspondentes valores

para o modelo logistico refletem bem o fraco ajuste deste na cauda inferior da curva n(7).

O teste de razao de verossimilhancas de Wilks para ajustamento do modelo Stukel-
a9 produz ,\'(222) = 15,94 com nivel descritivo P = 0,819. O bom ajuste deste é facilmente

perceptivel no Grafico 3.4.
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Tabela 3.5 : Ocorréncia de periodo menstrual quanto a idade de

garotas (Milicer and Szczotka, 1966).

Idade Numero de garotas Estimacao de n«
Menstruadas Entrevistadas M. Logistico M. Stukel-a,
9,21 0 376 0,76 0,01
10,21 0 200 2,06 0,37
10,58 0 93 1,74 0.58
10,83 2 120 3,34 1,56
11,08 2 90 3,72 2,28
11,33 5 88 5,36 4,10
11,58 10 105 9,32 8,44
11,83 17 111 14,19 14,45
12,08 16 100 18,06 19.72
12,33 29 93 23,15 26,02
12,58 39 100 33,26 37,21
12,83 51 108 46,27 50.42
13,08 47 99 52,46 55,25
13,33 67 106 66,67 68,38
13,58 81 105 75,41 75,96
13,83 88 117 92,79 92,45
14,08 79 98 83,51 82.73
14,33 90 97 86,97 85,98
14,58 113 120 111,45 110,19
14,83 95 102 97,05 96,06
15,08 117 122 118,00 116,97
15,33 107 111 118,55 107,78
15,58 92 94 92,61 92,09
15,83 112 114 112,87 112,38
17,53 1049 1049 1048.,40 1047.82
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Tabela 3.6 : Teste de score para o modelo logistico com relagao a diferentes

MRLG's no estudo do inicio da idade menstrual.

Modelo Estatistica Graus de Nivel

liberdade descritivo

Prentice 8,089 2 0,018
Stukel-(ay, as) 7,938 2 0,019
Pregibon 7.742 2 0,021
Stukel-as 7,232 1 0.007
Prentice-m; 5,753 1 0.016
Guerrero/Johnson ou Stukel-a_ 3.726 1 0.054
Pregibon-A; 3.652 1 0.056
Aranda-Q. assimétrico 3.267 1 0.071
Prentice-mo 3.267 1 0.071
Stukel-a 3.097 1 0.078
Pregibon-\, 2,892 1 0.089
Aranda-O. simétrico ou Morgan 2,489 1 0,115
Stukel-a; 0.706 1 0.401
m(n)

1.000 -
( >5,.4‘1<-<-x""*”f'x—x’x

0.800 4 A

X%
0.600 + /X
_‘--"}:}/ X Observada
XX
0.400 + X,/ ———————— Logistica
i ~————— stukel
0.200 + 7
x'/)'*
X
X
0.000 ¥~x=y%=X=F —t ! ; ) 4 ' " " n
9.21 11.08 12.08 13.08 14.08 15.08 17.58

Grafico 3.4 : Curva de 7(7) ajustada nos modelos logistico e Stukel-as e os

valores observados para inicio da idade de menstruacao.
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A Tabela 3.7 apresenta a estimagao de algumas idades de inicio da menstruagao
permitindo uma comparagao entre os modelos logistico e Stukel-a;. Observa-se assim que
as idades de inicio da menstruagao extremas localizadas na cauda inferior foram aumen-
tadas no modelo Stukel-ay em relacao ao logistico, no resto da curva as idades de inicio
da menstruacao no modelo escolhido sao mais parecidas entre si. Os intervalos de 95% de
confianca para quase todas as idades de inicio da menstruagao no modelo escolhido sao
maiores do que no logistico, devido logicamente ao aumento da estimativa de variancia

assintotica.

Tabela 3.7 : Estimagao de algumas idades de inicio da menstruagao nos modelos

logistico e Stukel-as no estudo da idade menstrual.

P Modelo Logistico Modelo Stukel-ay

137:‘100 p Int. confianca 1/771100 p Int. confianca
[DL100p;95%) [DL100p;95%)

0,001 8,774 8,464-9,085 10,034 9.542-10,527
0,005 9,763 9,520-10,006 10,509  10,170-10,847
0,010 10,191 9,976-10,406 10,739  10.465-11,012
0,050 11,202 11,053-11,352 11,361  11,219-11,502
0,200 12,157  12,059-12,255 12,089 11,989-12,189
0,500 13,007  12,931-13,082 12,920 12,827-13,013
0,800 13,856  13.760-13,952 13,872  13,769-13,974
0,950 14,811 14,664-14,958 14,941 14.759-15,123
0,990 15,822  15,611-16,034 16,074  15.790-16,358
0,995 16,250  16.010-16,490 16,554  16,225-16.883
0,999 17,239  16,931-17,546 17,661  17,227-18,095

Outro modelos nao referidos na Tabela 3.6 tiveram resultados semelhantes ao
modelo Stukel-as, como é o caso do modelo probit ou do modelo considerado por Guerrero

and Johnson (1982) com transformacao poténcia na variavel independente.

Exemplo 3.3 : Um conjunto sobre o efeito convulsivo da insulina em ratos é encontrado
em Finney (1978, sec.18.2). Nesse estudo consideram-se dois grupos caracterizados de
acordo com o tipo de droga (padrao ou insulina) a aplicar nos ratos. Em cada grupo houve

aplicacao de algumas dosagens da respectiva droga, e para cada uma das 14 configuragoes
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definidas pela combinagao das duas covariaveis (droga e dosagem), observou-se o nimero
de ratos que apresentaram convulsao ou sintomas de colapso. Os dads obtidos neste

experimento apresentam-se na Tabela 3.8.

O teste de ajustamento do modelo logistico padrao com as duas covariaveis inclusas
(sem interagao) produz 26,61 como valor observado da estatistica (2.30), cuja distribui¢ao
nula /\’?11) origina um nivel descritivo P = 0,005. Se incluirmos o termo de interagao
entre as covariaveis no modelo anterior o teste resulta no nivel descritivo P = 0,013
(/\'%10) = 22,38). Logo, concluimos pela falta de ajustamento do modelo logistico padrao.
Conclusoes semelhantes sao obtidas para os modelos probit e complementar log-log. Dai a

necessidade de partirmos para a investigacao de um dos MRLG’s como alternativa.

Tabela 3.8 : Convulsao em ratos (Finney. 1978).

Droga Dosagem Ratos Ratos com

(0,001 IU) convulsao
padrao 3.4 0 33
padrao 5,2 ) 32
padrao 7,0 11 38
padrao 8,9 14 37
padrao 10,5 18 40
padrao 13,0 21 37
padrao 18,0 23 31
padrao 21,0 30 37
padrao 28.0 27 30
insulina 6.5 2 40
insulina 10,0 10 30
insulina 14,0 18 40
insulina 21.5 21 35
insulina 29,0 27 37

O modelo de Stukel-(a;.as) sem interacao entre as duas covariaveis melhora sen-
sivelmente o modelo logistico padrao visto que o teste de score com Hy : a3 = as =0
(modelo logistico) resulta num valor observado para a sua estatistica, expressa em (3.29).

igual a x%Q) = 9,83 (P = 0,007). Os demais MRLG's foram testados nao originando
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resultados significativamente superiores.

Portanto, diante da escolha do modelo de Stukel-(aq,a2) encontramos pelo pro-
cesso iterativo (3.25) a estimativa de MV de 6 = (Bo, B1, B2, a1,a2)T, onde B e By se
referem, respectivamente, a droga e dosagem, e a estimativa da matriz de covariancia

assintética de 6, dadas respectivamente por

—1,131 0,206 —0,020 0,055 0,285 0,970
R 0,102 R 0,002 —0,005 —0,029 —0,091
0=\ —0,277 e [IO) ' = 0,021 0,080 0,266
—0,053 0,495 1,282
3,327 4,797

Note-se, para efeitos comparativos, que as correspondentes estimativas para o modelo

logistico sem interagao sao

. —2,078 R 0,051 —0,003 —0.002
B = 0,161 c [P = 0.000 —0.001
—0.875 0.055

O teste de ajustamento do modelo de Stukel-(aj,az) produz /\'?9) = 8,11 (P =
0,523), o que revela uma vantagem significativa deste modelo relativamente ao modelo
logistico. O ajuste pode ainda ser substancialmente melhorado com a introdugao do termo
de interacao ja que se obtem ,\?8) = 22 (P = 0,974). Na tabela 3.9 encontramos os
valores observados e ajustados pelos modelos logistico padrao e Stukel-(a;,a3), ambas

sem interacao e com seus respectivos residuos.

Ainda com relacao a Tabela 3.9, observamos um melhoramento das frequéncias
preditas pelo modelo de Stukel-(a;, as) em cada grupo de droga, principalmente nas dosa-
gens inferiores, o que evidencia a habilidade dos parametros de forma (fundamentalmente.
a;) na explicacao das frequéncias observadas. O efeito da droga pode ser testado usando
o teste da razao de verossimilhancas de Wilks, expresso em (2.32). adaptado ao modelo de
Stukel-(aj, as). Nesta situagao o valor observado da estatistica ,\?]) =13.49 (P = 0,0002)

sugere um efeito significativo da insulina na inducao de convulsao em ratos.

Como observacao final referimos que a introdugao da transformagao logaritmica na
dosagem, como é comum no estudo de dados de dose-resposta, altera parte das conclusoes
acima citadas. Com efeito. o modelo logistico (sem interagao) passa a ter um bom ajuste
(P ~ 0,72), embora também fortemente superado pelo correspondente modelo de Stukel-
(a1,a9) (P ~ 0,998). Neste contexto. a introdugao de interacdo em ambos os modelos

nao se mostra relevante.
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Tabela 3.9 : Estimacao e residuos dos modelos logistico e Stukel-(ay, as)

na convulsao em ratos.

Droga Dosagem  Observado Logistico Stukel-(ay, asy)
*) (0,001 IU) 7w Residuo n7w Residuo
0 3,4 0 5,87 -5,87 0,75 -0,75
0 5,2 5 7,18 -2,18 4,15 0,85
0 7,0 11 10,60 0,40 11,04 -0,04
0 8,5 14 12,21 1,78 14,71 0,71
0 10,5 18 16,20 1,80 19,38 -1,38
0 13,0 21 18,67 2,33 20,33 0,67
0 18,0 23 21,55 1,45 20,70 2,30
0 21,0 30 29,13 0,87 26,98 3,01
0 28,0 27 27,59 -0,59 25,20 1,80
1 6,5 2 5,18 -3,18 1,49 0,51
1 10,0 10 6,22 3,78 9,44 0,56
1 14,0 18 13,31 4,69 20,25 -2,25
1 21,5 21 21,90 -0,90 23,97 -2,97
1 29,0 27 31,39 -4,39 30,24 -3,24

(*) 0 - padrao , 1 - insulina . ¢
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Programa ESTCOND.K22

ESTCOND.K?22 é uma macro elaborada no médulo CM (Calculo de Matrizes) do
pacote cientifico SOC. Este programa tem como objetivo principal encontrar a estimativa
de MV condicional da razao de chances (v*) comum as k tabelas 2x2. A estimativa referida

faz parte da teoria apresentada na Se¢éo 1.2. sendo a solugao do processo iterativo (1.26).

Para execucao do ESTCOND.K22 s6 é necessario a definicao da martriz TC. Essa
matriz de ordem kx4 serd formada pelos valores observados nas k tabelas 2x2. De acordo
com os valores apresentados na Tabela 1.3. a 7-ésima linha da matriz TC devera respeitar

a seguinte ordem : (yy;. 11, — Yii- Y2i- Moi — Y2i) 1= 1o k.

A saida deste programa fornece. além da estimativa de MV de v. as seguintes
estimativas : Mantel-Haenszel. Woolf e de MV nao condicional dos ; s. expressas. res-
pectivamente. em (1.24), (1.25) e (1.20). Estas estimativas citadas no Exemplo 1.2. apre-

sentadas na Tabela 1.7. podem ser obtidas atraves do seguinte programa :

cm

anote " —----- DADOS DE INNES ET AL. (1969) =-=-=-- LU
anote " ";

anote " Estudo Prospectivo - Exemplo 1.2";

anote " ";

anote " ";

!
TC = { 4 12 5 74 , 2 14 3 84 , 4 14 10 80 , 1 14 3 79 } ;
exec "a:estcond.k22";
fim ;
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Listagem do Programa ESTCOND.K22 :

[fF e Programa ESTCOND.K22 / Versao 1.0 - Nov.91 —-=—===—-—- */

/* Este programa estima a razao de chances comum a k tabelas
2x2 via estimacao de maxima verossimilhanca (MV) condicional
pelo processo iterativo de Newton-Raphson com procedimentos
sugeridos por McCullagh e Nelder (1983, pg.89-90), e ainda
fornece as estimativas: Mantel-Haenszel, Woolf e MV nao

condicional para o vetor das razoes de chances. */
| H e * /
/* Matrizes auxiliares (uso interno). */
K = nlin(TC) ; auxl = vdiag(ident(k)) ;

N1 = TC[,1) + TC[,2] ;
N2 = TC[,3) + TC[,4] ;
TC[(,1] + TC[,3] ;
N1 + N2 ;

T = soma(TC(,1]) ;

M
N
Y

/* Estimativas inicias : media, variancia e P definidas no
processo iterativo, denotadas, respectivamente, por U0, VO
e P0; Estimativas de Mantel-Haenszel (PMH), Woolf (PW) e o
vetor estimativa de MV nao condicional (PNC). */

PNC = (TC[,1]*!TC[,4]))/!(TC[,3])*!TC[,2]) ;

aux2 = (TC[,3]*!TC[,2])/!N ;

PMH = soma (aux2*!PNC) /soma (aux2) ;

PO = PMH ;

aux3 = auxl/!( (auxl/!TC(,1]) + (auxl/!TC[,2])) + (auxl/!TC[,3])
+ (auxl1l/!TC(,4])) ) ;

PW = exp(soma(aux3*!log(PNC) ) /soma(aux3) ) ;

VO = (N1*!N2*!M*x! (N-M)) /! (N*IN*! (N-auxl)) ;

auxi4 N2 - M + (N1 + M)*!(aux1*P0O) ;

aux5 VO - (N1*!M + VO)*! (auxl1l*P0O) ;

U0 = (—aux4+(aux4#2 -(auxl#*4*(1-P0O))*!aux5)#.5) /! (auxl*2*(1-P0O)) ;

/* Metodo iterativo para razao de chances comum (P). */

INA = PO ;
DELTA = (YT - soma(UO0)) /soma(VO0) ;
P = exp(log(INA) + DELTA) ;
R=0 ;
U = auxl ; V = auxl ;
enquanto ( (abs(DELTA) > 0.0001) &&(R<=25) ) |
aux4 = N2 - M + (N1 + M)*! (auxl*P) ;
U = (-aux4 + (aux4#2 - (auxl#*4* (1-P))*!(-N1*!M*P))#.5)/! (auxl*
2*(1-P)) ;
V = auxl/!( (auxl1l/!U) + (auxl/! (N1 - U)) + (auxl/!(M - U)) +
(aux1l/!'(N2 - M - U)) ) ;
DELTA = (YT - soma(U))/soma(V) ;
P = exp(log(P) + DELTA) ;
R=R+1 ; }
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[* mmmmmm e Saida do Programa —-—-——-—————=—————————- */
anote M-----mm e ———————————————— - "
anote " ";
anote " ";
anote " PROGRAMA ESTCOND.K22 ";
anote " ";
anote " Estimacao da Razao de Chances em k Tabelas 2x2",;
anote " ";
anote " ";
se (( K==1) {
anote " ";
anote " Situacao : Uma unica tabela 2x2";
anote " Notacao de TC : (y\x)";
anote " ";
imprime TC $ ("(1\1),(0\1),(1\0), (0\0)")
anote " ";
anote " Estimativa de maxima verossimilhanca condicional";

}

anote "(PC) e nao condicional (PNC) e numero de iteracoes do ";
anote '"processo iterativo da razao de chances.";

anote " ";

S={ PNC PR };

imprime S $ 15:3 ("PNC,PC,R");

se (K> 2) {
anote " ";
anote " Situacao : K tabelas 2x2";

anote " Notacao de TC : colunas (y\x) e linhas (estrato ",
anote " ",
imprime TC $ ("(1\1),(0\1),(1\0), (0\0)") ;

anote " ";

anote " Vetor de estimativa de maxima verossimilhanca (MV)";
anote "nao condicional (PNC)";

anote " ";

S = PNC’ ;

imprime S $ 15:3 ;

anote " ";

anote " Estimativas : Mantel-Haenszel (PMH) , Woolf (PW) e";

anote "MV condicional (PC) e numero de iteracoes do processo";
anote "iterativo da razao de chances.";

anote " "

S1 = { PMH PW P R };

imprime S1 $ 15:3 ("PMH,PW,PC,R");

}

anote " ";

anote " Fim do programa ESTCOND.K22";

B e Fim do programa ESTCOND.K22 —=-==—=—-—-—————e—- */
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APENDICE 2

Dados do Processo Infeccioso Pulmonar
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As siglas referentes as varidveis encontram-se definidas na Tabela 2.3

Obs :
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Programas : MRLG-ST.AJU e MRLG-ST.DOS

Os programas MRLG-ST.AJU e MRLG-ST.DOS também sao macros elaboradas
no modulo CM do SOC (1988), que objetivam implementar os MRLG’s de Stukel desen-

volvidos na Secao 3.6.

O programa MRLG-ST.AJU ajusta o MRLG de Stukel e também apresenta como
alternativa dois dos seus sub-modelos (Stukel-a; e Stukel-ap) . Este esta dividido em
trés partes : a primeira e a terceira sao referentes ao ajuste do modelo e estimagao dos
parametros nos modelos logistico padrao e Stukel selecionado, respectivamente, e a segunda
elabora um teste de score para avaliacao do melhoramento do modelo de Stukel face ao

modelo logistico padrao.

O programa MRLG-ST.DOS esta confinado a dados de dose-resposta, objetivando

a estimacao de doses letais, e s6 podera ser utilizado apds a execugao do MRLG-ST.AJU.

O método de estimagao usado nos programas é o de maxima verossimilhanca, e

no primeiro deles os calculos foram obtidos através do algoritmo de Newton-Raphson.
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Para execugao do MRLG-ST.AJU sao necessarios os seguintes dados :
Y : vetor de observagoes (nxl) ;
N : vetor dos totais amostrais (nx1) ;
X : matriz de especificagao do modelo (nxp) ;

m = 1 : modelo Stukel-a; é selecionado ;

m = 2 : modelo Stukel-a, é selecionado ;

m # 1 e 2 : modelo Stukel-(a,as) é selecionado ;

mvb = 1 : solicita impressao da estimativa da matriz de covariancia dos para-
metros estimados no modelo logistico padrao:; caso contrario mvb devera ser diferente de
L

re = 1 : os residuos dos modelos selecionados serao apresentados na saida do

programa ; caso contrario m # 1 ;

a : coeficiente de confianga a usar nos intervalos de confianga apresentados na

saida do programa;

mvt = 1 : solicita impressao da estimativa da matriz de covariancia dos para-
metros estimados no modelo de Stukel selecionado; caso contrario mvt devera ser diferente

de 1 ;

mv = 1 : proporciona a impressao dos valores obtidos para a fungao log-verossimi-

lhanca nos modelos considerados e no saturado ;
ic = 1 : intervalos de confianca para nm nos modelos considerados .

Para execucao do MRLG-ST.DOS ¢ necessario definir somente a probabilidade
associada a dose letal a estimar, por exemplo, pd = 0.5 para estimacao da dose letal

mediana.

As saidas dos programas oferecem uma descricao detalhada dos vetores e ma-
trizes usados na analise dos modelos logistico e Stukel selecionado, evitando assim uma

apresentacao antecipada.
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Como exemplo do uso destes programas apresentamos a Seguir um pPrograina de

comandos. cuja saida proporcionou a andlise do Exemplo 3.1 :

cm
/* Arquivo de dados * /
anote " ";
anote "

anote " ";

Os dados para analise sao de BLISS (1935). ";

I

X2 <~

/*
m=1;

pd=0
pd=0
pd=0
pd=0
pd=0
pd=0
pd=0
pd=0
pd=0
pd=0
pd=0

fim;

Conjunto

de Dados

{ 6 13 18 28 52

{ 59 60 62 56 63

{11.6907 , 1 1.
1 1.8369 , 1 1.

53 61 60
59 62 60
7242 ,
861

Execucao dos programas de referencia.

mvb=1; re=1l; a=95; mvt=l;
.001;
.005;
.01;
.05;
.23
25}
.8;
<95
.99;
<9955
.999;

exec "a:mrlg-st.dos"
exec "a:mrlg-st.dos"
exec "a:mrlg-st.dos"
exec "a:mrlg-st.dos"
exec "a:mrlg-st.dos"

exec "a:mrlg-st.dos"

exec "a:mrlg-st.dos"

exec "a:mrlg-st.dos"
exec "a:mrlg-st.dos"
exec "a:mrlg-st.dos"
exec "a:mrlg-st.dos"

1 1.7552 ,
1 1.8839 } ;

*/

Yo
Yo

1 1.7842 , 1 1.8113 ,

*/

mv=1l; ic=1; exec "a:mrlg-st.aju"



Apeéndice 3 : Programas : MRLG-ST.AJU e MRLG-ST.DOS 101

Listagem do Programa MRLG-ST.AJU :

¥ memsewme Programa MRGL-ST.AJU - versao abril/92 -----—----- */

/* Este programa ajusta o modelo de regressao logistica
generalizado de Stukel (1988) via estimacao de maxima
verossimilhanca pelo processo iterativo de Newton-Raphson.

[ o */
/* Matrizes auxiliares no programa (uso interno). */
kK=NLIN(Y) ; p=NCOL(X) ; UM = vdiag(ident(k)) ; aux01=UM;

aux02=UM; aux41=UM; aux42=UM ; Y1 = UM ; PI = UM ; H = UM ;

U0 = vdiag(ident(p)) ;

Ul = vdiag(ident(p+1l)) ; U2 = vdiag(ident(p+2)) ; I0 = ident(p) ;

I1 = ident(p+1) ; I2 = ident(p+2) ;

D1 = UM*U1’

D2 = UM*U2'’ ; /* notacao das derivadas da funcao h(eta) em

relacao aos elementos do vetor parametrico theta. */

J* mmmm o PARTE 1 =—=——————emmmmem e e e e * /

/* Metodo iterativo para estimativa do vetor parametrico no
modelo logistico (B). * /

ina0 = UO0*0 ; /* valores iniciais */

delta0 = vdiag(ident(p)) ;

B = ina0 ;

r=0 ;

enquanto ( ( max(abs(delta0)) > 0.0001)&&(r<=25) ) {
/* criterio de parada */

PO = UM/! (UM + exp(-X*B)) ; /* probabilidade de sucesso */
U0 = X’'*(Y - N*!PO) ; /* funcao score */
I0 = X’*diag(N*!PO*! (UM - PO))*X ;/* matriz de informacao de

Fisher */
delta0 = inv(IO0)*U0 ;

B =B + deltaO ; /* vetor parametrico */

r=r+1 ; }
rl=r; /* numero de iteracoes para estimacao de B */
/* Estimativa do vetor das probabilidades de sucesso (P0) e

da matriz de covariancia dos coeficientes estimados no

modelo logistico (VB). */
E = X*B ; /* preditor linear do logistico */
PO = UM/! (UM + exp(-E)) ;
VB = inv(X’*diag (N*!PO*! (UM-P0O))*X) ; /* matriz de covariancia

de B estimado no logistico */
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/* Intervalo de 100(1-a)% de confianca para a equacao de
regressao (n*pi i) no modelo logistico. */

aux0 = ninv((1-(a/100))/2);

s=1;

enquanto ( s <= k ) {
aux01l([s, ] X[s,]*B - aux0* (sqgrt(X[s,)*VB*X([s,]’)) ;
aux02([s,] X[s,]*B + aux0*(sqrt(X[s, )*VB*X[s,]’))

!

s=s+1 ; }
ICL1 = N*! (UM/! (UM+exp(-aux01))) ; /* limite inferior */
ICL2 = N*!(UM/! (UM+exp(—aux02))) ; /* limite superior */
/* Teste de ajustamento do modelo logistico. */

L0 = Y’*log(PO) + (N-Y)’*log(UM - PO) ; /* funcao log-verossi-
milhanca estimada no logistico */
s=1; /* correcao para eliminar prob. observada = 1 ou 0 */
enquanto ( s <= k ) {
se ( (Y[s,) == 0)|]|(¥[s,] == N(s,]) ) {
se ( Y[s,]) == 0 ) Yl[s,] = 1/N[s,] ;
se ( Y[s,] == N[s,] ) Y1l[s,] = Y[s,] - 1/N[s,] ; }
cc { Yl(s,]) = Y[s,] ; }
s=s+1; }
LS = Y1’/*log(Y1l/!N) + (N=-Y1l)’*log(UM - (Y1/!N)) ; /* funcao
log-verossimilhanca no saturado */
EAL = 2* (LS - LO); /* estatistica do teste de RV de Wilks */

[* mmmmm e PARTE 2 —=——————mmm o */

/* Calculos do teste score do modelo logistico no modelo
logistico generalizado de Stukel. */

s=1;
enquanto ( s<=k ) { D2[s,l:p] = X[s,] ;
se ( E(s,] >= 0 ) { D2(s,pt+l] = 0.5*(E[s,]#2); D2([s,p+2]=0; }
cc { D2[s,p+1])=0; D2(s,pt+2] = -0.5*(E[s,]#2); }
s=s+1 ; }
U2 = { D2[,p+1] D2[,pt+t2] }’*(Y - N*!P0) ; /* funcao score sob
modelo logistico no modelo Stukel-alphal,alpha2 */
U21 D2[,p+1]/*(Y - N*!P0O) ; /* idem para Stukel-alphal */
U22 D2[,p+2])/*(Y - N*!PO) ; /* 1idem para Stukel-alpha2 */
auxl = D2’*diag(N*!PO*! (UM-PO))*D2 ;
aux1ll = {D2[,1:p] D2[,p+1]}’*diag(N*!PO*! (UM-P0O))*{D2[,1:p]
D2[,p+1]} ;
{D2[,1:p) D2[,p+2]}’*diag (N*!PO*! (UM-P0O))*{D2[,1l:p]
D2[,p+2]} ;
aux2 = auxl[p+l p+2,1l:pl*inv(auxl(1l:p,1l:p])*auxl[l:p,p+l p+2] ;
aux21l auxll(p+l,1l:pl*inv(aux11(1l:p,1l:p])*auxll(l:p,p+1] ;
aux22 auxl2([p+l,1l:pl*inv(auxl12[1l:p,1l:p])*auxl2[1l:p,p+1l] ;
aux3 = auxl[p+1l p+2 , p+l p+2] - aux2 ;
aux31l = auxll(p+1l,pt+tl] - aux2l ;

auxl2

aux32 = auxl2([p+l,p+l] - aux22 ;

El = U2’*inv(aux3)*U2 ; /* estatistica do teste score no
modelo Stukel-alphal,alpha2 */

El1l = U21’*inv(aux31)*U21 ; /* idem para Stukel-alphal */

El12 = U22’*inv(aux32)*U22 ; /* idem para Stukel-alpha2 */
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J* e PARTE 3 ——===————mmm——m——— e * /
/* Metodo iterativo para estimativa do vetor parametrico (T)

no modelo de regressao logistica generalizado de Stukel. */
ina = {B,0,0} ; /* valores iniciais */
delta = vdiag(ident (p+2)) ;
T = ina ;
r=0 ;

enquanto ( ( max(abs(delta)) > 0.0001)&&(r<=25) ) {
/* criterio de parada */
E=X*T[1:p,];
s=1;
enquanto ( s<=k ) {
se ( E[s,] >= 0 ) { D2(s,pt2] = 0 ;
se ( T[ptl,] > 0 ) {
H[s,) = (exp(E[s,]*T[p+1,])-1)/T(p+1,] ; /*funcao h(eta) */
D2[s,1:p] = exp(T[pt+l,]*E[s,])*X[s,] ;

D2[s,pt+1] (T(p+1,)*E[s,)*exp(T(p+1,]*E[s,])
exp(T[p+1,]1*E[(s,]) + 1)/(T(p+1,]#2) ; }

se ( T(pt+tl,] == 0 ) |

H(s,] = E[s,] ;

D2(s,1:p] = X[s,] ;

D2[s,p+l]) = 0.5*%(E[s, #2) ; }
se ( T(pt+tl,] < 0 ) H{

H(s,) = -log(1-E(s,]*T(p+1,])/T[p+1l,] ;

D2[s,1l:p) = (1/(1-T[p+l,]*E[s,]))*X[s,] ;

D2[s,p+1]) = (log(1-T(p+1,]*E(s,])+((T(p+l,])*E[s,])/

. (1-T(p+1,]1*E(s,])))/(T(p+1,])#2) ; }
se ( E[s,] < 0 ) { D2[s,pt+l] = 0 ;
se ( T(pt2,] > 0 ) {
H(s,) = -(exp(-E[s,]*T(p+2,]) - 1)/T[pt2,] ;

D2(s,1:p) = exp(-T[p+2,]*E[s,])*X[s,] ;
D2[s,p+2] = (T[p+2,]*E(s,]*exp(-T[p+2, )*E[s,]) +
exp (-T[p+2,]*E[s,]) - 1)/(T[p+2,]#2) ; }
se ( T(p+2,]) == 0 ) {
H(s,] = E(s,] i
D2(s,1:p] = X[s,] ;
D2(s,p+2]) = -0.5%(E[s,]#2) ; }

se ( T[p+2,] < 0 ) {
H(s,] = log(1l+E(s,]*T(p+2,])/T[p+2,] ;

D2[s,1:p] = (1/(1+T[pt+2,])*E[s,]))*X[s,] J
D2(s,p+2] = (-log(1+T[p+2, ]*E[S,])+((T[p+2 1*E(s,])/
} (1+T([p+2,)*E(s,])))/(T(p+2,]#2) i }
s=s+1; }
PI = UM/! (UM+exp(-H)) ; /* probabilidade de sucesso */
U2 = D2/*(Y-N*!PI) ; /* funcao score */
I2 = D2’*diag (N*!PI*! (UM-PI))*D2 ; /* matriz de informacao de
Fisher */
delta = inv(I2)*U2 ; /* vetor parametrico */
T =T + delta ;
r=r+1 ; }

rs=r; /* numero de iteracoes para estimacao de T */
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/* Metodo iterativo para estimativa do vetor parametrico (T)
no modelo de regressao logistica generalizado Stukel-alphal

e Stukel-alpha2. * /
se (((m==1)||(m==2) ) {
inal = { B , 0 } ; /* notacao analoga ao modelo de Stukel-

alphal,alpha2 */
deltal = vdiag(ident (p+1)) ;
Tl = inal ;
r=0 ;
enquanto ( ( max(abs(deltal)) > 0.0001)&&(r<=25) ) {
E=X*T1(1:p, ];

s=1;
enquanto ( s<=k ) {
se ( ((m==1)&&(E[s,]>=0)) || ((m==2)&&(E[s,]<0)) ) {

se ( Tl(p+1l,] > 0 ) {
H(s,) = ((-1)#(m+1))*(exp(((-1)#(m+1l))*E[s,)*T1[p+t1,])
- 1)/T1(p+1l,] ;
Dl(s,1:p] = exp(((-1)#(m+l))*T1(p+1,]*E[s,])*X[s,] ;
D1(s,p+l] = (T1(p+l,]*E(s,)*exp(((-1)#(m+1l))*T1[(p+l,]*
E(s,]) + ((-1)#m)*exp(((-1)#(m+1))*T1(p+1l,]*E[s,])
+ ((-1)#(m+1)))/(T1[p+1,]#2) ; }

se ( Tl[p+l,] == 0 ) |
H(s,] = E[s,] i
Di(s,1:p] = X[s,] ;
D1[s,ptl) = ((-1)#(m+1l))*0.5*%(E(s,]#2) ; }
se ( Tl(p+l,] < 0 ) {
H(s,] = ((-1)#m)*log(1+((-1)#m)*E(s,]*T1(p+1,])/T1[p+1l,];
D1(s,1l:p] = (1/(1+((-1)#m)*T1l[p+1l,)*E[s,]))*X[s,] ;
Di(s,p+1l] = (((-1)#(m+1))*log(1l+((-1)#m)*T1(p+1,)*E[s,])
+((T1[p+1l, )*E(s,])/ (1+((-1)#m) *T1(p+1l,)*E[(s,])))/
(Tl(p+1l,1#2) ; } }
cc { H[s,) = E(s,] ; Di1[s,1:p) = X[s,] ; D1[s,ptl] =0 ; }
s=s+1; }

PI = UM/! (UM + exp(-H)) ;
Ul = D17% (Y-N*!PI)
I1 = D1’*diag (N*!PI*! (UM-PI))*D1l ;
deltal = inv(I1)*Ul ;
Tl = T1 + deltal ;
r=r+1 ; }
rs =r ; }

/* Calculo da estimativa da matriz de covariancia de theta
estimado (VT). */

se ( (m==1) || (m==2) ) {
se (m==1) T2 = { T1 , O } ;
se (m==2) T2 = { T1{1l:p,} , O , Ti[p+l,] } ; '}
cc { T2 =T ; }
E=X*T2([1:p, ];
s=1;
enquanto ( s<=k ) {

se ( E[(s,] >= 0 ) { D2[(s,pt2] = 0 ;
se ( T2(ptl,] > 0 ) {
H(s,] = (exp(E[s,])*T2[p+1,]) - 1)/T2(p+l,] ;
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D2(s,1:p] = exp(T2(p+l,]1*E[s,])*X[s,] ;
D2(s,p+l) = (T2[p+1l,])*E(s,]*exp(T2(p+1,])*E[s,])
exp(T2(p+1,]*E(s,])) + 1)/(T2(p+1,])#2) ; }
se ( T2[(ptl,] == 0 ) {
H(s,] = E[s,] ;
D2(s,1:p] = X[s,] ;
D2[s,ptl]) = 0.5*%(E[s, ]#2) ; }
se ( T2[pt+tl,]) < 0 ) H{
H(s,] = -log(1-E[s,]*T2[p+1,])/T2[p+t1l,] ;
D2([s,1:p] = (1/(1-T2[p+1,]*E(s,]))*X[s,] ;
D2(s,p+1] = (log(1-T2[p+1,])*E(s,])+((T2[p+l,]*E[s,])/
(1-T2(p+1,)*E(s,]))))/(T2[p+1,]#2) ; }
}

se ( E(s,] <0 ) { D2[s,ptl]) = 0 ;
se ( T2[pt+t2,] > 0 ) {
H(s,] = -(exp(-E[s,]*T2(p+2,]) - 1)/T2[p+2,] ;
D2[s,1:p] = exp(-T2[p+2,]*E[s,])*X[s,] ;
D2(s,p+2] = (T2(p+2,]*E([s,]*exp(-T2[p+2,]*E(s,]) +

exp(-T2[p+2,]*E[s,]) - 1)/(T2(p+2,]#2) ; }
se ( T2[p*+2,] == 0 ) {
H(s,] = E[s,] ;
D2[s,1:p] = X[s,] ;
D2([s,p+2) = -0.5*%(E[s,])#2) ; }

se ( T2[(p+2,] < 0 ) {
H(s,] = log(1+E[s,])*T2(p+2,])/T2[pt2,] ;
D2(s,1:p] = (1/(1+T2[p+2,]*E[s,]))*X[s,] ;
D2([s,p+t2) = (-log(1+T2([p+2,)*E([s,])+((T2(p+2,]*E[s,])/

(1+T2(p+2,]1*E(s,]))) / (T2[p+2,]#2) ; }
}
s=s+1; }
PI = UM/! (UM + exp(-H)) ;
se ( (m==1) || (m==2) ) { /* calculo da matriz informacao de

Fisher */
se (m==1) aux43
se (m==2) aux43

I

{ D2(,1:p] D2[,p+l] } ;
{ D2[,1:p] D2([,p+2] } i }

cc { aux43 = D2 ; }

I2 = aux43’/*diag(N*!PI*! (UM-PI)) *aux43 ;

VT = inv(I2) ;

/* Intervalo de 100(1-a)% de confianca para a equacao de
regressao (n*pi i) no modelo de regressao logistica
generalizado de Stukel. xf

s=1;

enquanto ( s <= k ) {
aux4l(s, ] H(s,] - auxO0#*(sqrt(aux43(s,])*VT*aux43(s,]’)) ;
aux42(s, ] H(s,] + auxO0*(sqrt(aux43(s,)*VT*aux43(s,]’)) ;

I

s=s+1 ; }
ICS1 = N#*! (UM/! (UM+exp(-aux41l))); /* limite inferior */
ICS2 = N*! (UM/! (UM+exp (-aux42))); /* limite superior */
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/* Teste de ajustamento do modelo logistico generalizado de
Stukel.

L = Y’*log(PI) + (N-Y)’*log(UM - PI) ;

EAS =

anote
anote
anote
anote
anote
anote
anote
anote
anote
anote
anote
anote
anote

2% (LS - L); /* estatistica do teste de RV de Wilks

----------- Saida do programa MRLG-ST.AJU =-====—======—==

" PROGRAMA MRLG-ST.AJU ";

I
" Modelo de Regressao Logistica Generalizado de Stukel";

LU |
!

!
"Parte 1 : Modelo de Regressao Logistica ";
L |
!
" Vetor Parametrico : Beta ";
" Estimativa de MV de Beta :";

!
imprime B 10:3 ("Beta") ;

anote
anote

"non.
1

"n on.
!

se ((mvb == 1) {

anote
anote

" Estimativa da Matriz de Covariancia de Beta™";
n 1" .

7
imprime VB 10:3 ;

anote
anote
anote
anote

sail =

LU 1 I
’

n .

i}
" Teste de Ajustamento do Modelo Logistico";
L LI | B

!
{ EAL (k-p) xprob(EAL,k-p) } ;

imprime sail $ 10:3 ("Estatist.,G.L.,Nivel Desc.") ;

anote
anote

imprime s

anote
anote
anote
anote
anote
anote
anote
anote
anote
anote

[URNE o

) A
N (N*!P0) (Y-N*!P0) } ;
2 $ 10:3 ("Observado,Total,Ajustado,Residuo")

"n o w.
!

I
"Parte 2 : Testes score do modelo logistico em alguns";
" modelos logistico generalizados de Stukel.'";

u Teste score no modelo Stukel-alphal,alpha2";

*/

*/



anote "

anote
anote "
sai4 {
imprime
anote "
anote
anote
anote "
saib {
imprime
anote "
anote
anote
anote
anote
se (
se
se
cc { a
anote "
anote
anote
anote
anote
se ( (
cc imp
anote "
anote
se ( mvt
anote "
anote
imprime
anote "
anote
anote
anote "
sai6 {
imprime
anote "
anote
se ( re
sai7

"P
(

n
n
"
n

imprime sai7 $ 10:3

anote "

anote
se ( mv
anote "

"
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" .
!

Teste score no modelo Stukel-alphal";

"o
!

E1l 1 xprob(E11,1) } ;
sai4 $ 10:3 ("Estatist.,G.L.,Nivel Desc.")

" .
/

’

"o
’

Teste score no modelo Stukel-alpha2";
L LY
!
El1l2 1 xprob(E12,1) } ;
sai5 $ 10:3 ("Estatist.,G.L.,Nivel Desc.")

LIS
!

!
arte 3

Modelo de Regressao Logistica Generalizado";

m==1) | | (m==2) ) {
(m==1) { anote " Stukel-alphal"; }
(m==2) { anote " Stukel-alpha2"; } }
note " Stukel-alphal,alpha2"; }
"n .
ll:-

Vetor Parametrico Theta ";

Estimativa de MV de Theta :";
" e

!

m==1) | | (m==2) ) imprime T1 10:3 ("Theta") ;

rime T 10:3 ("Theta")

"n.
’

!

L1
!

Estimativa da Matriz de Covariancia de Theta*";
.
14
VT 10:3 ;
" .
14
"7}
Teste de Ajustamento do Modelo de Stukel";

7
EAS (k-nlin(VT)) xprob(EAS,k-nlin(VT)) } ;

sai6é $ 10:3 ("Estatist.,G.L.,Nivel Desc.") ;
n.
l!’.

!

{ Y N (N*!PI) (Y-N*!PI) } ;

("Observado, Total,Ajustado,Residuo")



Apeéndice 3 : Programas : MRLG-ST.AJU e MRLG-ST.DOS

anote "Valor da funcao log-verossimilhanca nos modelos :";

anote

LI
’

sai8={ LS LO L };
imprime sai8 $ 10:3 ("Saturado,Logistico,Stukel");

anote
anote

LY
4

LIRS
/

anote "Numero de iteracoes nos metodos iterativos dos modelos

anote
saig =
imprim
se ( i
anote
anote
anote
anote
anote

e

C
"

LI
!

{ RL RS } ;

sai9 $ 10:3 ("Logistico, Stukel");

L1
!
LU

1) A

’
Intervalo de 100(1-a)% de Confianca para n*Pi i no";
Modelo Logistico e Logistico Generalizado de Stukel.";

!
sail0=a/100;
imprime

anote
anote
anote
anote
saill=

n
n
"
"

{

imprime

anote
anote

sail0 $ ("Coef.Conf.");

LI
!

Notacao

n .

[L] e do modelo de R.L.G. de Stukel [S].";

!
Y ICL1 ICL2 ICS1 ICS2 };

saill $ 10:2 ("Observado,ICInf L,ICSup L,ICInf S,ICSup S")

"o
!

Fim do programa MRLG-ST.AJU ";

/¥ mmmmmmm———— Fim do programa MRLG-ST.AJU

108

e
7

IC (limites de confianca do Modelo Logistico";

/

}
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Listagem do Programa MRLG-ST.DOS :

[* —m——————— Programa MRGL-ST.DOS - versao abril/92 —-—-—=——=————- * /
/* Este programa estimativa a dose letal de 100P% de sucesso
[DL_(100P) ] no modelo de regressao logistica generalizada de
Stukel via estimacao de maxima verossimilhanca. */
X e %/
/* Calculos auxiliares (uso interno). */
LP = log(pd/(1-pd)) ; /* logit de DL (100P) */
DE = 1 ; /* preditor linear indexado pela probabilidade P */
DP1 = 1 ; /* derivada de DE em alphal */
DP2 = 1 ; /* derivada de DE em alpha2 */
Vs = 1 ;/* variancia do estimador da DL (100) no modelo stukel */
/* Calculos iniciais para estimacao de DL_(100P). */

se ( pd > 0.5 ) { DP2 = 0 ;
se ( T2[3,] > 0 ) { DE = log(1+T2[3,]*LP)/T2[3,] ;
DP1 = ((T2[3,)*LP)/(1+T2[3,]*LP)-log(1+T2[3,]*LP))/
(T2(3,1#2);}
se ( T2[3,] == 0 ) { DE = LP ; DP1 = 0 ; }
se ( T2(3,) < 0 ) { DE = (1l-exp(-T2[3,]*LP)
1)

/T2[3,] ;
DP1 = ((1+T2[3,]*LP)*(exp(-T2[3,)*LP))~- (T

)
/(T2[3, #2);}
}

se (pd < 0.5 ) {

DP
se ( T2[4,] > 0 )
*
2

1 =0 ;
{ DE = -(log(1-T2[4,]*LP))/T2(4,] ;
DP2 = ((T2(4,]*LP)/(1-T2[4,]*LP)+1log(1-T2(4,]*LP))/
(T2[4,]#
se ( T2[4,]) == 0
se ( T2[4,] < 0 ) { DE = =(1-exp(T2

= 9
[4
DP2 = ((T2[4,]*LP-1)*(exp(T2[4,]*LP

P)

LP)
)i}
) { DE = LP ; DP2
/T2[4,] ;

i)
*LP) )
+ 1) /(T2(4,1#2) ; }

~—
.

}

/* Estimacao de DL(100p). *yf

EPDL = (LP - B(1,))/B[2,] ; /* estimativa de MV de DL_(100P)
no logistico */
(DE - T2([(1,])/T2(2,]) ; /* estimativa de MV de
DL (100P) no modelo Stukel */
{(-1/B[2,]) , (-(LP-B[1,])/(B[2,]#2))} ; /* vetor de
derivadas DL _ (100P) em beta (logistico) */
), (-(DE-T2(1,])/(T2(2,])#2)), (DP1/T2([2,]),
)}; /* vetor de derivadas DL _ (100P) em theta
(modelo de Stukel-alphal,alpha2) */
VL = DPDL’*VB*DPDL ; /* variancia do estimador da DL _ (100) */
se ( (m==1) || (m==2) ) {
se (m==1) VS = DPDS[1:3,)’/*VT*DPDS([1:3,] ;
se (m==2) VS {DPDS[1:2,] , DPDS[4,]}’*VT*{DPDS[1:2,] ,
DPDS(4,]1}; }
cc { VS = DPDS'’*VT*DPDS ; }

EPDS

DPDL

I

DPDS = {(-1/T2[2, ]
J

(DP2/T2[2

I
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anote M-m—mmmmmmmm e e e e "
anote " ";
anote " ";
anote " PROGRAMA MRLG-ST.DOS ";
anote " ";
anote "Estimacao de Dose Letal no Modelo de Regressao Logistica";
se ( (m==1) || (m==2) ) {
se (m==1) {

anote " e Logistica Generalizado de Stukel-alphal";}
se (m==2) {
anote " e Logistica Generalizado de Stukel-alpha2";}}
cc {
anote " e Logistica Generalizado de Stukel-alphal,alpha2";}
anote " e os respectivos desvios padroes DPDL DPDS";
anote " 1.
14

gai1.= { pq*lOO EPDL sqrt (VL) EPDS sqrt(Vvs) } ;
imprime sail $ 10:3 ("Dose (P),Logistico,DPDL, Stukel,DPDS")
anote " ';

anote " ";
anote " Intervalos de 95% de Confianca para a Dose Letal ";
anote "non.

!
sai2 = { (EPDL-auxO*sqrt (VL)) (EPDS-auxO*sqrt(VS)) ,
_ ' (EPQL+auxO*sqrt(VL)) (EPDS+aux0*sqrt (VS)) } ;
imprime sai2 10:3 ("Logistico,Stukel");
anote " ";
anote " Fim do programa MRLG-ST.DOS ";

[H e Fim do programa MRLG-ST.DOS —-——=—==—=sss—==< */
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