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Abstract

The ama of tllis work is to present the principal regression modems for

binary data. Particular emphasís is given for the logistic regressíon inodels.

In Chapter l tlie classical statistical metliods for binary data in contingency

tables are presented. The linear logistic nlodel, wliich has been largely applied

in the Bionaedical Sciences, is discussed in Chapter 2.

In Chapter 3 several logistic regression models are presented. These l-nod-

els were in general developed for the purpose of improving the extreme prob-

ability fittings. Special enaphasis is given for the nonlinear logistic modem pro-

posed by Stukel(1988) and for the estimation of letal doses in quintal essays.

Several illustrative examples are given in the work and a particular pro-

graln was developed for fitting the Stukel's naodel.



Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar os principais modelos de regressão

para a análise de dados binários, com ênfase especial para os modelos logísticos

de regressão.

No Capítulo l são apresentados os métodos tradicionais para tabelas de

contingência com respostas binárias. O modelo logístico linear, que tem sido

largamente utilizado na área de Biociências, é discutido no Capítulo 2.

No Capítulo 3 são apresentados diversos modelos logísticos generalizados,

os quais foram desenvolvidos com o intuito de aperfeiçoar o ajuste de pro-

babilidades extremas. Um destaque especial é dado ao modelo logístico não-

linear proposto por Stukel(1988) e a estimação de doses letais ein experimentos

binomiais de dose-resposta.

Diversos exemplos são apresentados no decorrer do trabalho e um pro-

grama foi desenvolvido no ''Software'' SOC para o ajuste do modelo de Stuckel.
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SUMÁRIO

Em várias áreas do conhecimento científico se coloca. a questão do estudo estatístico

do efeito, numa detenninada. variável de interesse, de vária.s outras variáveis que se julga
telein un] papel importante na. explicação da variabilidade daquela. Para esse fim, existena
vários métodos estatísticos cuja relevância e aplicação dependem da natureza das variáveis
envolvidas. Esta dissertação confinam-se-á a. situação onde a variável de interesse ( resposta)

é do tipo binário.

A análise de da.dos binários sela aqui descrita. numa forma sequencial atl'avés
de 3 blocos de modelos estlutLua.is citja difelenciaçã.o ocorre na. natureza das variáveis

explicativas ( cox'árias,eis) incluídas e na complexidade de sua. estrutura matem)ética. I'odor
eles se enquadram dentro do mesmo modelo piobabilístico, o modelo produto de Binomiais

independentes, cuja validade é portanto assumida ao longo da dissertação. .A análise
estatística de todos estes modelos basear-se-á na aplicação da metodologia de máxima
verossimilhança.

O objetivo central deste traballlo é apresentar uma. panorâmica. dos vários métodos
de análise de dados binários e contribuir pala. a definição de instrumentos que pennitanl
a implementação computacional de métodos ainda pouco familiares ao analista de dados
deste tipo.

O Capítulo l retrata. a. análise de da.dos binários por tabelas de contingência cen-
trado no uso de certos parâmetros de interesse e na aplicaçã.o a algumas situações es-
pecíficas. Estes métodos são considera.dos tradicionais na. análise de dados binários, tendo
sido muito utiliza.dos no campo de Epidemiologia. Daí a relevância que é atribuída neste
capítulo aos estudos prospectos,os. cona base nos quais se podena ana.lisas os da.dos i'etros-
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pectivos

A análise descrita neste capítulo não se esgota enl illétodos assintóticos, contraria.

mente ao que se passará nos capítulos seguintes, já que uma pa.rte desta é dirigida às
inferências coladicionais exatas frequentemente usadas (não sem controvérsia, dadas as
vozes discordantes). Dois exemplos foram selecionados pala apresentar a aplicação de
parte destes métodos. O Apêndice l contém um programa na linguagem SOC poi nós
elaborado pala. efeitos de conlputaçã.o das estimativas de máxima verossimilhança ein k
tabelas 2x2.

A adaptação dos modelos de regressão a dados binários possibilita uma nova abor

darem deste tipo de dados, sem a. limitação da natureza. categorizada. das covariáveis pre
sentes na abordagem tradicional. Esta, nova abordagem, a. que o Capítulo 2 é dirigida, fica
quase que circunscrita aos modelos de t'egressão logística, pela sua. capacidade de inter-
pretação e simplificação de cálculos inferênciais, face aos seus coinpetidoies (piobit, coin-
pleinentai log-log, etc). A descrição da.s inferências paiainétricas basca.das nestes modelos,
do ajustan-Lento destes e do problema. de seleç.ã.o de modelos ocupa uma. parte substancial
do conteúdo desse capítulo. A aplicação destes métodos é ilustrada. através da zulálise de
dois exemplos. O conjunto de dados pala unl destes exemplos encontra-se iegistrado no

Apêndice2.

O Capítulo 3 tem como objetivo apiesentai várias generalizações do modelo de
regressão logística, construidas na. base da necessida.de de melhoria do ajuste. eventual
dente fraco. deste. Estes modelos têm a particularida.de de, ao englobarem parânletios de
forma, pennitireln uma. maior flexibilidade da. curva de resposta, propiciando assim uma
maior capacidade de explicação dos dados.

Dentro desta extensa classe de modelos de iegiessão logística generalizados, di-
rigimos a nossa. atençã.o a. uma. subclasse (os modelos de Stukel) pelas suas características

mais englobadoras. A inspeção de sua estrutura funcional e a descrição do seu ajuste e
do seu uso na. "predição" de doses letais em dados de dose-resposta. constituen] unia parte
significativa. do conteúdo desse capítulo. .A impleintentação deste tipo de inferências é
possibilitada pela. elaboração cle programa.s conlputacioi-La.is via. SOCA (lue ieproduziienlos
no Apêndice 3.

Por fim, a aplicaçã.o destes modelos generalizados e, ein particular, dos modelos
de Stukel é ilustrada cona base en) três exemplos, dos quais 2 são relativos a. estudos de

dose-resposta .



CAPITULOI
#

MÉTODOS TRADICIONAIS PARA ANÁLISE DE DADOS BINÁRIOS

Os estudos com cla.dos binários vêm se ampliando nas últimas décadas, principal-
mente na. área. epidenliológicz\ com importante participação dos estudos em Cancelologia

(Oncologia). Porén-t, só ai)ós a. publicação de dois altivos, Cornfield (1951) e h'lantel and
Haenszel (1959), é que o uso da metodologia estatística. na análise deste tipo de dados foi
gel:teralizado no campo e])ideini(51ogico.

Gare (1971) elaborou um excelente artigo de revisão dos métodos estatísticos.
aqui considerados tradicionais, para. análise de dados binários. Breslow and Dal' (1980)
apresentam um livro bastante didático direcionado para o estudo de caso-controle, que
introduzirenaos no decorie[ deste capítulo, com ênfase em ])esquisa de câncer. Além destes,
outros textos referem-se parciali-Dente a estes naétodos e serão citados no decorrem desta
apresentação.

Mas o qlte são dados binários ? Para. esta caracterização nos lefelirenlos primeira
mente ao conjunto das variáveis envolvidas num experimento a ser analisado pelos métodos
tradicionais en] citação. Hã uma. valiáx:el de interesse ( }' ), habitualmente designada poi
variável resposta, ])ossuinclo somente dois valores possíveis. Em face da dicotomização
dessa vai'iá.vel atl'ibui-se pol conveniência o código l a un] dos valores, definindo geral-
naente o acontecimento de interesse ( "sucesso" ). e 0 ao outro valor ligado ao acontecimento
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complementar ("insucesso"). Voltaremos a nos referir a esta escolha no próximo capítulo.
Assim, y é uma variável binária, fato que justifica a designação de dados binários pala os
dados resultantes de um estudo com uma variável resposta desse tipo. As demais variáveis

envolvidas no experimento são chamadas covariáveis ou variáveis explicativas, podendo ser
ou não binárias.

Como ilustração de algumas situações envolvendo variáveis respostas binárias
temos

i) A ocorrência ou não de câncer pulmonar em indivíduos com hábito de fumar;

ii) O resultado positivo ou negativo de uln exame médico

iii) A quebra ou não de um componente resistente após um determinado teste de
impacto;

iv) A sobrevivência ou não, após um pelíodo fixo, de um animal que recebeu uma
dose de uma. certa droga.

Nestes estudos o interesse concentra-se fundanaentalinente nas probabilidades de
ocorrência dos valores da. variável }'', que denotaiemos por

7ÍI == P(}' 1) c «'2 = P(}'' = 0)

Um favor importaitte é a inaneila de fazer a. amostragem dos dados binários da.
qual depende o modelo probabilístico que se considera getador dos dados. Tal anlostiagein
pode conduzir, entre outl'os, aos estudos prospectivos (coorte ou seguimento) nos quais são
fixos os totais correspondentes aos níveis das covariáveis, e aos estudos retrospectivos onde
os totais fixos, identificados como os casos e os controles corlespondein agol'a. aos níveis da
vaiiávelresposta.

Neste trabalho nos dedicaremos a análise de dados prospectivos. Os métodos
considerados apenas necessitam de simples adaptações pa.ra. se tornarem aplicáveis aos
dados retrospectivos, aliás. bastante frequentes en-l Epidemiologia. A análise tradicional
dos estudos retrospectivos cona elnpaielllainento dos casos e controles pode ser vista. em
Breslow and Day (1980, ch.5).

Neste capítulo as cox'ariáveis envolvidas seixo considetadas categoiizadas: razã.o
pela qual os dados binários serão agrupados de maneira a folinarem tabelas de contingência.
Dessa maneira os estudos englobar-se-ã.o nas análises tradicionais de dados categorizados
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( vede Bishop et al. (1975), Agreste(1990), etc.)

Apresentaremos em seguida três situações importantes de dados binários descritas
poi tabelas bi ou tridimensionais, acompanhadas de métodos tradicionais de análise. Plo-
priedades das distribuições estatísticas mencionadas neste texto poderão ser encontradas
em qualquer texto introdutório de estatística (e.g., Armitage, 1971).

1.1 Uma Unica Tabela 2x2

Consideremos inicialmente no estudo de dados binários uma. única covariável tam

bém do tipo binário. Denotando-a pol X, ela formará. com a variável icsposta }' unia
tabela de contingência 2x2. Pala ilustra.ção considere-se o seguinte exemplo

Exemplo l.l(Estudo Prospectivo) : Ena um estudo envolvendo câncer pulmonar e hábito
de fumar é usual considerei a. primeira. va.fiável como a. variável resposta }'', onde a.
ocorrência ou não de câncer pulmonar ein un] indivíduo são designados, respectivamente,
pelos acontecimentos (}' = 1) e (}' = 0). A população estudada é dividida em duas sub-

populações, fulnante e não fumante (níveis da covariável X) e, de cada uma, é extraída
uma amostra aleatória. simples. Os indivíduos amostrados ficam em observação por um
período fixo de tempo - daí a denominação de estudo de seguimento - e ao fim desse período

verifica-se quantos foram diagnostico.dos como ])ortadores de câncer pulmonar entre os fu
mantos e os não fuinantes. Esses dados formam uma tabela. de contingência 2x2, ponto de

parida pala, análise estatística« <>

Geralmente no estudo de tabela 2x2 11á interesse en] verificar se há. ou nã.o as

sociação entre as duas variáveis. As medidas de associação são as quantidades usuais
que visam avaliam a intei-tsidade de uma possível associação. No Exemplo 1.1 tenros unia
indagação imediata: Existe associação entre o hábito de fumar e a ocorrência de câncei
pulmonar ? Em caso afirmativo, é possível quantifica-la '?

No quadro da Tabela 1.1 podem ser definidas várias naedidas de associação, através
das proporções populacionais correspondentes aos quatro grupos (caselas) formados pelos
níveis da. variáx,el resposta }' e da covariáx,el X

O risco relativo é uma. medida. de a.ssociação bastante conhecida. na área epi-
demiológica, sendo definido como a. lazão entre a proporção de índia'íduos cona (}' = 1)
na subpopulação l (nível l da covariáx'el X) e a proporção de indivíduos cona (}' = 1) na
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outrasubpopulação:ou seja
P\ l T)3

P] + P2 / P3 + P4

No Exemplo 1.1 o risco relativo é definido como o risco de um fumante contrair câncer
pulmonar, {pi/(pi + p2)}, dividido pelo risco de uin nã.o funiante contrair essa doença.
{P;/(P; + P.)}.

Tabela l. l Proporções populacionais no estudo

Se !)] e Pa são bem pequenos ein relação a p2 e p4, respectivamente (como acontece

com as doença.s taras), o fisco lelativo é aproximado pot uma. outra medida. de associação.
denominada. razão de chances ou lazão de produtos cruzados ( Odes -Ratão), definida poi

PtP4 /n l \
'?/; == . \ l..L J

A interpretação desse pa.râmet.ro quanto a associaçã.o entre a. variável }' e a covatiável X
repete-se em três situações : -té, = 1 indica. inexistência. de associação: 0 < V, < 1 ie])iesenta
associaçã.o negativa. e @ > 1 associação positiva« No Exenaplo 1.1 a. lazão de chances pode
ser traduzida como a c]lance de um fumante contlaii câncei ])ulnlonar (p1/])2) dividida
pe[a chance de u[n i-tão fun]ante adc]uirir ta] doença. (]u3/p4 ).

Existem outras naedidas de associaçã.o que são comumente baseadas na razão de
chai-ices, das quais a mais comuna é /lzÚ. falais detalhes sobre medidas de associação

podem ser encontrados em Goodinan aild lÇruskal (1979) e ein textos de análise de dados
categorizados

l.l.l Modelo Probabilístico Não Condicional

Uma vez definida. a razão de cllances como o principal paiâinetro de interesse

passemos à. collsideiação de um modelo prol)abilístico que sirva de base à realização das
inferências pretendidas.

de uma única tabela 2x2.  
Covariável Vãl'iá\rel i'esposta }''

x }' - l }''- o 
ní\;el l pi p2  
nure12 P3 Pa  
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Como já foi referido, denotaremos a ocorrência de sucesso (insucesso) por }' = l
(y = 0). Os dois níveis de X serão codiâcados igualmente por X - l e X = 0. As
probabilidades de sucesso para. qualquer indivíduo de cada subpopulação são designadas,
respectivamente, por ni ' P(y = 1 l X = 1) e n2 = P(y = 1 X = 0). Supõe-se
assim que estas probabilidades positivas e constantes para. todos os indivíduos de cada.
subpopulação.

Sejam ni e n2 = n--?zi as dimensões das duas amostras aleatórias simples extraídas

independentemente das subpopulações identificadas pelos níveis l (X' = 1) e 2 (X = 0) da
covariável, cujos tamanhos são considerados suficientemente grandes. Denotando pol yl e
y2 a frequência (absoluta) de sucessos em cada uma das amostras referidas, fica claro que
essas duas variáveis aleatórias são independentemei-tte distribuídas (dado (7z{, ní ), { = 1, 2)

segundo distribuições binomiais de parâmetros (n] , ai ) e (lz2, ae), respectivamente.

Os dados resultantes da classificação dos n indivíduos estão descritos na Tabela 1.2

Tabela 1.2 Distribuição de n indivíduos no estudo de

Pelo aiguniento desenvolvido, estes dados são considerados gerados pelo modelo
produto de Binomiais (ii«tdependentes), deânido pela função de probabilidade conjunta

''«-,«, - Ú(;:)«:«': - «:'"''" ': ',
A função de verossinailllança sei'á identificada pelo núcleo da função de probabi-

lidade da an-mostra, e o seu logaritmo (natural) será denominado função log-veiossinailhai-tça

e denotado por -L(e). Pala. o modelo probabilístico (1.2) tem-se então

.L("-, ":) = }, {yi/n«'f +("f - y{)Z"( 1- "1)}

9

lZ

uma única tabela 2x2.  
Covariável Variável resposta. y  

x }' - l }' - o Teta!

nível l(X = 1) y- "- -- y- 72]

nível 2(.X = 0) y2 n2 -- 3/2 n2

Total llz lz -- ?ll  
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Esta função desempenhará um papel importante pelo fato de conduzir aos estimadores
de máxima verossimilhaiaça, denotados neste texto por MV, aos quais nos restringiremos
pelas "boas" propriedades de que desfrutam. Neste caso, maximizando a função acima en]
relação aos parâmetros nl e r2, encontramos os estimadores dc MV desses parâmetros,
dados, respectivamente, por yl/?zl e y2/n2. Logo, usando a propüedade inval'iante desses
estimadores, temos pala. a razão de chances, definida en] (1.1), o seguinte estimador de

T y: (,,, - y,) ,. ,~

y2(?zl -- 3/i J

MV

Este estimador de @ é viciado, ou mais concretamente, seu valor esperado é infinito

(Gare , 1971)l porém a.ssintoticamente é não viciado cona variância dada. poi

*: { -aLa * ;aLa }
O estinladoi @ sela cha.medo de estiinadol de MV não condicional de V,, porque se

baseia no modelo (1.2) dito não condicional pala diferenciação com os outros naodelos que
consideraretnos posteriormente. Obserx'e que o modelo não condicional pode ser tambén]
considerado "condicional", já que temos fixos os totais nlaiginais da covariável X. Neste
texto tais totais serão sempre tomados como fixos, e, desse naodo, as distribuições em
estudo nunca. serão entendidas como distribuições condicionais.

Como já foi deferido. unia das funções da razão de cllances mais usadas é /7zt'. cujo
estimados de MV não condicional é /7zV, cona variância assintótica dada por

l

;i;;ii':';Õ + «ü(i - «,) J ' (1.4)

Em estudos prospectivos os totais marginais lzi e ?z2 da Tabela 1.2 são frequente-

mente fixos, e o modelo (1.2) encaixa-se perfeitamente a esses estudos. Já os estudos
retrospectivos têm como anos nã.o os totais marginais da. covariá.vel X, Dias sim os to
tais marginais da. vaiiável resposta. }'. Assim, pala. usei o modelo piobabilístico (1.2)
nos estudos retrospectiÀ'os devemos efetuai uma. troca. nas variáveis, do tipo : }' passa a
funcionar como X, e vice-versa. Urna vantagem da razão de chances, sobre outras medi-
das de associação consiste plecisainente na. sua. invariância face a várias modalidades de
an:tostragem.
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1.1.2 Modelo Probabilístico Condicional

O carácter assintótico das inferências de interesse sob o modelo (1.2) e o confronto

com situações de pequenas amostras les,ou à procura de modelos alternativos capazes de
viabilizar inferências exatas .

Uma reparainetrização do tipo nl = V'a2/{Úa2 + (l -- n2)} na distribuição (1.2)

produz uma nova apresentação dessa distribuição, ou seja,

''«- , «,, - «, 1«:,«* -- '«- -- «,,'« (Jh) l ...l=T(,,«:
Agora usando o critério da fatorização, temos o conjunto de estatísticas suficientes

pala. IJn@ , Jn.{n-2/(l -- a-2)}l dado pol (y] , y] + y2). O fato de a. distribuição (1.2)
condicionada na. estatística. yi +y2 = 7?z não depender do parâmetro peiturbadol Znln-2 /(l--

n2)} (vede Lehmann, 1986, pg. 58), tem justificado a sua. escolha como modelo base para
a rea.lização de inferências sobre o ])aiâinetlo de interesse Ü (vede, poi exemplo, Cox and

Snel1, 1989, pg.27-28).

A eliminação do pala.metro perturbador a2 , através do condicionanaento em lyl +g2
nã.o é um procedinaento pacífico da.do que essa estatística nã.o é ancilai pala. d'. Os trabalhos

de Basu (1977), Berkson (1978a,1978b) - com a discussão subsequente de Barnard, Basu,
Corsten and de lÇroon e l<en:Lptllolnc (1979) U])ton (1982). Yates (1984) e Habet (1989)
ilustram bem a polêmica. existente na. conaunidade estatística.

O condicionamento eni ly1 + 1/2 = 71?. de (1.2) ])roduz o modelo caracteriza.do pela

família de distribuições Hipergeonlétlicas não-centrais definida.s pol
(= :)( ..T,.. )@':

ph- l '";a - e'(«\lil=!.).ó
0 < &, < +oc- (1.5)

onde t varia do ??zaz(0, 7?? ,,2 ) ao ",{"(,,] , ",)

Quando d, = 1, a expressão (1.5) traduz a. conhecida. distribuição Hipergeométrica.
cent-al, ou seja,

;:) (.=, )
(":="')p(w- 1 «.; #', = 1) (1.6)

cuja média e variância. são. respectivamente,
7?2?2]

.D(ll = z(}i; V, = i) = -J li.7)
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e

}''(1) -(yl;@ ',:,,,(« «)«.
n:(n l) li.8)

Para este modelo condicional a função log-veiossimilhança é definida por

.L(vo w-/«v,-'''l}, (":

O estimador de MV condicional de @, @, é obtido como solução positiva da equação

y-

Atendendo a. que o momento de oidenl ?' da. distribuição condicional, -E(}'l'; d'), pode
s': expr"se p'r P.(Ú) = -E(}'\':d')Po(V,) o:.de P,.(Ú) = E, f'("1') (.1'3.1Ú',,' = 1. 2, . . . e

Po(Ú) = E, (1:) (,=.)@', a 'quação de verossimilha:'ça pode re""'~'e:-se como

p: (V, )
&(@)

(1.9)

Com o aumento das marginais da Tabela 1.2, o procedimento para encontrar @
en] (1.9) torna.-se ilnplaticável, pois a equação que dá. origem ao estinlador p contém
polinõmios ein @ de grau bastante elevado. Nesse caso: unia saída. é o uso de métodos
numéricos para. estimei iterativamente @ sana ])tecisai extiaii as raízes dos polinõinios
Po(@) e Pi(@). Este ploblenla será discutido na. pióxinta seção.

1.1.3. Testes de Hipóteses e Estimação Intei'valar

Unam. vez apresentada a. estimação pontual pala o parâmetro de interesse @ pa-s

saltemos agora a testes de hipóteses e intervalos de confiança para. l/'. Tais testes e intervalos
podem ser construídos com base em an)bos os modelos, não condicional e condicional

Iniciando a. ai.Lálise pelas infetências condicionais exatas de d', seja. a. hipótese
no : @ = V'o versus HiJ : &' < Üo. O nível descritivo do teste dessa hipótese - ])loba
bilidade sob .ao de obtenção de valores da estatística do teste tão ou mais desfavoráveis

a. Ho (no sentido de -Hil) do que o valor obsen'ado - é aqui deânido pela probabilidade
nula" de cauda infeiioi da distiibuiçã.o condicional, i. e

P/ = }: P(t l 17z;Úo)
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Note-se que P/ se mantém com a modificação de -Ho pata @ ? Úo. Analogamente pa-ra
testarmos a hipótese no versus .Hi2 : @ > Úo temos o nível descritivo do teste representado

pela probabilidade "nula" da cauda. superior dada por

Ps l "'; @o )
t2:"t

Pma. o teste bilateral da hipótese -Ho versus -HI : «, # Úo (vede Cox and Snel1, 1989, pg.30)
o nível descritivo do teste será 217?zin(P/, Ps)}.

Quando nestes testes fa.zelos @ = 1, estamos objetivamente testando se não há
associação entre a. variável resposta }'' e a covariáÃ,el X, sendo o teste resultante o conllecido
teste excito de Fishei (Fishel. 1934).

Tabelas para facilitar os cálculos do teste excito de Fisher podem sei encontradas
en] Pearson and Hartle3' ( 1976, ta.b.38). Outros a.utoies inspiraram-se no teste excito de
Fisher para. proporem testes exatos alternativos pa.ia tabela.s 2x2, como por exemplo Davis
(1986).

Para a. estimação intelvalar excita do pa.iânletro de interesse Ü, usando o modelo
condicional, os respectivos limites de confiança são baseados nas probabilidades P/ e Ps.
Denotando poi «'.r e Üs os limites de confiança. infeliol e superior de V,, respectix,anaente,

associados a.o intervalo de confiança. a 100( 1 -- a)%, eles íicanl determinados pelas equações

g -- }: P(t l "'; 'ó.r) C , }: P(f l m; 'Ps)

Com o aun:tento dos totais marginais da Tal)ela 1.2: ou seja, quando vl.l,?z2,v?'-

e 71. -- in são gia.ndes, encontramos dificuldades en] fazei ilaferências exatas. Neste caso
usaremos duas distribuições assintóticas para inferir sobre «'. A piimeila distribuição
assintótica é baseada. na. distribuiçã.o condicional, cuja. aproximação será feita. pela dis

tribuição Normal (vide Hannan and Harkness, 1963), com média, -E,4(@), obtida pela.
solução da equação

.[,{(V,){«2 «:+ .D,.{(V')} . ,. ...
{«- - .E,{('/,)}{«, - -E,.!(V')} ' ' ''''''

que para «' fixo resulta nullla equação quadiática. eni -E.,!(V'), e variância dada poi

'hon - IEJ-m ''" TZ':'É='m + T;'.'lz©
1 1 ''

+ .t rl 't" -o,,it'ç'JJI (1.11)
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Somente quando q; = 1 a expressão (l.lO) não resulta numa equação quadrático,
verificando-se que a média assintótica é igual a.o valor médio excito da distribuição condi-
cional, expresso em (1.7). Co«sequente:Dente, yÁ(1) = {nin2«.(n «.)}/n*, e-: (1.11),
sendo pois aproxima.dainente igual à variância. excita da mesma distribuição, expressa em
(1.8)

A equação (l.lO) quando @ # l apresenta duas raízes. Somente a raiz (que é

única) que for inalar do (lue o maa:(0, ?n -- n2) e menor do que o màn(nl,m) será aceita.
Essa raiz (vide Paula, 1982) pode ser definida pol

.E,*(@) =ll, -sl,

onde I' = 0.5ll?z/(u/, 1)} + «: + «-1 e . { «l« IÚ/( d, i)}l:/:

Após a. estimação de E,.l(@) pala um valor fixo de @, podenaos também construir'
un] teste de hipóteses do tipo .Ho : l/' - V,o, de modo semelhmlte ao feito no procedimento
excito. Assim, as aproximações para as probabilidades das caudas inferior e superior do
teste dessa. llipótese nula, naediante a. considei'ação de corleções de continuada.de. são, res-

pectivamente, dadas por

,,~.{-:=:':} .*~:-.{"' 3=:':}
onde '}(e) é a funçã.o de distiibuiçã.o da. Normal ])cidrão

Outra maneira. de testar a. hipótese nula, .27o : d' = V'o, enl a.naostras grandes, é
através da. seguinte estatística

{l gl -- Z,{(.d,) l 1/2l:
} .4 (@ )

li.i2)

tendo, aproximadamente. distribuição Qui-Quadrado com l grau de liberdade
Quando a hipótese i-Lula é u', = 1, a estatística (1.12) torna-se

sob .H'o

{ly](712 7?2+yi)--(7?z yi)(711 --yl)l--?z/2l'(7z l)

"]«2nz(« m )
l i.i3)

No contexto de an:tostias grandes, consideienlos atola. o modelo nã.o condicional
como base de inferêi-tcias a.proxiinadas para o palânletio de interesse d'. Tem-se ein Woolf
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(1955) a distribuição assintótica de Zn@, que é uma Normal com média /nÚ e variância
yar,,l(/nd,), expressa em (1.4). Assim, dado um esticador consistente pala I''ar,4(Zn«,),
yar..{(ZnV,), uma estatística alternativa a (1.13), sem correção de continuidade, para o teste
da hip(5tese -Ho : V' = 1, é dada. por

*: -Í#hl', (1.14)

que sob -Ho tem igualmente uma distribuição assintótica Qui-Quadrado cole l de liberdade.

Ainda com relação a esta distribuição, temos o intervalo de 100(1 a)% de confiança para
Zn@, dado por

(/«Ü.r, Jn'Ós) @!;: -g- VÜ«;.,{(JnÚ)) , (1.15)

onde z] $ é o percenti1 100jl $)% da distribuição Nonnal padrão. Consequentemente,
aplicando a função exponencial aos limites de confiança de Jn@ acima, chega-se aos limites

de 100(1 -- a)% de confiança para. 'P, (ú.r, ús).

Em algumas situações Va7'.,!(/?z@) pode sel supel'-estimada, fato que tem servido
para. a. apresentação de outros intervalos de confiança para V'. Uin destes procedimentos
baseia-se no cálculo do valor da estatística (1.13) e na sua. substituição em (1.14), de modo
a. obter-se unha. expressão pala. ya?'.,!(/?z@). Uma vez substituída. en] (1.15), obtém-se os
seguintes limites de 100(1 -- a)% de conhai-tça. para d,,

(d'.r, 'Ps ) = (@(:- (1.16)

onde z é a raiz quadrada. do valor observado da estatística. (1.13), sem correção de con
tinuidade.

Elementos adiciona.is sobre inferências ein uma única. tabela. 2x2 podem ser encon

irados em Agreste(1990. ch.3).

1.2 Combinação de Tabelas 2x2

Os métodos apresentados na Seção 1.1 para análise de dados binários agrupados
em uma. única. tabela 2x2, podem sofiei deduções na eâciência de sua análise. Na maior
parte das vezes tais reduções ocoiiem devido ao fato de haver outras variáveis interferindo
nas varia.x,eis principais, valia.vel resposta. \' e co't'a.iiá.vel X. associadas à. tabela 2x2. Essa.
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interferência pode vir através de associações existentes entre todas as variáveis citadas
(confundimentos).

Nesta. seção consideraremos somente uma variável causadora de confundimentos.
Essa variável será denominada farol de confundiinento. Um método de controle do fatos de

confundimento consiste em categorizal o lnesnlo, ein digamos, k níveis, e na formação de
uma tabela. tridimensional kx2x2. Neste conjunto de k tabelas 2x2, podem evidenciar-se
diversos padrões de associação entre as variáveis principais nos diferentes níveis do favor
de confundimento, geralmente denominados de estratos ou blocos.

No Exemplo 1.1, onde a. variável resposta (}') é o diagnóstico de câncer pulmonar
e a covariáve] X é o ]lábito de fumar, podemos considerei razoável que a variável idade
seja introduzida no estudo como uni fatal de confui:tdimento. Assim, os estratos senão as
faixas etárias en] que é categorizada. tal s,ariável.

As probabilidades de ocoiiência. da. valias,el resposta, pata os níveis l e 2 da
covariável X, referentes ao í-ésinlo estrato, será.o denotadas por nii e no , iespectivainente
Destas pi'obabilidades, forniaremos o pai'âmetro de interesse en] cada estrato: ou seja, a
razão de chances do estio.to í. dada. por

'/;. (1.17)

classificação dos 7zi indivíduos, supostos amostrados alem.toriainente do estra.to
, Ê, com ielaçã.o aos níveis das va.liá.veia principais. está exposta na Tabela 1.3.

Tabela 1.3: Distlibuiçã.o de vzl indivíduos do estrato í.

Covariável Variável resposta. }''
X }-' = 1 }'' = 0 Total

nível l(X = 1) yi] ?zi] yii ?'i]

níve12(X=0) yi2 71i2--yf2 7'í2

Total 7n.f l?f -- 7?zi 7'.
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1.2.1 Inferência sobre as razões de Chances

Como já vimos na seção anterior, necessitamos de modelos probabilísticos pala
fundamental as inferências sobre os parâmetros de interesse. Assim, apresentaretnos duas
faiTiílias de distribuições de probabilidades para a combinação das tabelas 2x2.

O primeiro modelo generaliza o modelo não condicional da Seção 1.1 no sentido
en] que as observações (y.] , }l2) ein cada estrato são modeladas por um produto de duas
Binomiais independentes, e consideradas independentes de estrato para. estrato. Sendo
assim, este produto de kx2 Binonaiais continuará sendo chamado de modelo não condicioi-tal

e definido pela função de probabilidade conjunta

p(y- , y, ) l «-.j'''(i - «'.j )"'' ''''
k 9

t.7l .j lZ

(1.18)

onde y.f = (ylj , ytj )a" , j = 1,2

O segundo modelo pala as k tabelas 2x2, será formado a. partil de cada modelo
nã.o condicional pala cada. tabela 2x2 pol condicionamento no número total de sucessos
em cada estrato. Clonao vimos anteriormente, o condicionamento de yii em g/li + yo -: ?ní
iesuta na distribuiçã.o Hi])ergeonaétiica não central,

rnit \ r ni2 )T/)yft

P(yil l l?l.{) =
\ yi 1 / \mi --3fii / I'' z

E (1:') (,,=:.;)v,f
(1.19)

Oladefi variado 77zaz(0,7?2f 71{2) ao l?zilz(7z l,nti), á = 1,. . . ,k. A conjunção de(1.19) pala
todos os estratos leva. ao chainaclo modelo condicional deânido pela função de ])tobabilidade
conjunta

111

onde m = (nli ,,nl)r

A partir destes dois tipos de distribuições conjuntas, descrer'ereinos a estimação
pontual dos Úf's, definidos en] ( 1.17). Usando inicialmente a distribuição conjunta não
condicional de (yl , y2)a'', expressa. en] (1.18), deduz-se iillediatainente que os estimadoies

de MV nã.o condicional pala. Üi's sã.o dados poi

yfl (l?.lz yi2 )

yf2(n l y l )
;- 1 (1.20)
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A função log-verossiniilhança pala V' - (Úi, . . . , Úx;)r correspondente ao i-nodelo

condicionalé

.[('P) - >, yi- /nÚ: (@{),
i-l {-l

(1.21)

o.de Po(')(@{) = }:.. (n.l:) (.T?,;)@!' . Consequente«,ente, os estimadores de MV condi-
cional dos Ú{'s , V'i's, são obtidos como solução das seguintes equações não lineares

- =f;Í::Çj&) , {-l,...,k , (1.22).do(8:) ' ' '''''''" , -'''''

onde .df)(V,{) = )ll:.; ti'(níl:) (,,.TP.;)ÚI' , I' = 1, 2, . . .. E mais uma vez ficamos diante de di-

ficuldades nos cálculos dos polinõnaios Po(i)(@i) e .Z:ti)(#,i), i= 1, . . . , k, para encontraiinos
os Úi 's. Novamente, pol conveniência, deixaienaos para. a próxima. subseção a apresentação
de uin processo iterativo para. solução das equações dadas en-l ( 1.22).

Para a construção de intervalos de confiança e testes de hipóteses referentes à razã.o
de chances en] cada estrato, podem-se usam os resultados apresentados na Seção l.l.

1.2.2 Estimação Pontual da Razão de Chances Comum

No estudo de k tabelas 2x2, unia nova questão surge naturahliente. As razões de
chances são llomogênea.s '? Ou seja, entre os Ã: estratos do fa.toi de confundimento os Úf s

perma-necein consta.ntes ? .A hipótese iefeiida. é descrita. poi

Ho\ '. $\ = $1 = = @A.(= d, ) l1.23)

onde @ é o valor comuna (desconlaecido) dos Ú{'s. Embora a sua interpretação seja. discutida

no próximo capítulo, adiantamos já. que a hipótese .27ol corresponde a inexistência de
interação entre o fatos de confundiinei-tto e a covariável X

Inicialmente suporenlos peida.deira. a hipótese ( 1.23) . Neste contexto, apresentare.
mos quatro estimatix,as pontuais pala d,. A prillaeira. é a. estimativa de h'lantel-Haenszel.

bastante conhecida em Epidemiologia., devido à. simplicidade do seu cálculo, tendo a forma

yí1( « ,2 yo }/?z ,-
©h;IH (1.24)

yo (« f- y;- )}/,.
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Vista de outra maneira, a estimativa de Mantel-Haenszel nada mais é do que uma
média aritmética ponderada de todos Úi's, definidos enl (1.20), i. e.

E: oi'P;
Ú«.w - :q

>, o{

k

lZ

onde oi = yi2(nil -- yii)/nf

A segunda. estimativa de @, sugerida em Woolf (1955), é uma média geométrica
ponderada dos Ú{'s definida poi

k .

,", - .,,(Ê=)A

E'.
{-1

(1.25)

cona os pesos uf :: {it- + ;;;;:l:iZ- + ;t + l }-i, { :: l,...,k. Observe que para
coinporinos (1.25), devemos ter as frequências das caselas da Tabela 1.3 diferentes de zero,
em cada estrato. Claso isso nã.o ocolia, usualmente soma-se à frequência. de cada casela uma

constante a, a. > 0, sendo frequente tomar-se a. = 0, 5. Feita essa adaptação o estinaador é
recomposto coll] base nas frequências n)odificadas .

A terceira estimativa de @ é a. estimativa de MV não condicional baseada no mo-

delo (1.18) com a reparainetrização, a-fl = ní2/{l/,n{2 + (l -- ni2)}. Tal estimativa, denotado
por V', é obtida. conho soluça.o não trivial de un] sistema não liceal de (# + 1) equações com
(k + 1) incógnitas. O cálculo desta. estiillativa será deixado para o próximo capítulo, onde
descievereinos como as diâculdades computacionais motnentâneas na. determinação de @
são contornadas a. partir de outros pai'âinetros mais fáceis de estimar.

A última estimatix,a de i/) que apresentaremos é a chamada estimativa de MV
condicional, @. Tal estimativa é obtida diretainente da distribuição ( 1.21), sob a hipótese
(1.23). De novo, @ é encontra.do através da solução de unia equação não linear,

}:y.- - >ll: -EO';.;8).
k A

l lZ '?

Este cálculo pode sei efetua.do atl'avés do método iterativo de Nexvton-Raphson
composto T)OI'

{y. z(d, yl t - o.l (1.26)
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onde -E(d,) = E,Z{(@), t/(d') = Ef%(d'), -E{(@) = Z(b-;Ü), H(@) = 1'a«(b:;@) e

y.i - },f yfi, á = 1, . . . , k

O algoritmo (1.26) exige a determinação de .Ei(@) e H(@), média e variância
da distribuição condicional do estrato i. { :: 1, . . . , k, que, por sua vez, requer as raízes
dos polinõnlios Po({)(@), .I'](í)(@) e P2(i)(«,). A determinação destas em anaostras grandes
confronta. uma complexidade computacional ao processo. O procedimento proposto por
McCullagh and Nelder (1983, pg.89-90) pernoite obter .E{(@) e K(@), á = 1, . . . , k, em cada

passo do processo iterativo, sem precisar encontrar as raízes dos polinõmios envolvidos,
coillo descreveremos enl seguida.

A etapa. inicial do ])locesso (1.26) usa. como valor inicial de @ a. estimativa de
h/lantel-Haenszel, dada. enl ( 1.24), i. e., V,(o) = ÕAíw. A variância inicial pala. cada estrato
V}(V'(o)), é a. variância da. distiil)uiçã.o (1.19), quando d,f = 1, dada en] (1.8), adaptada ao
estrato ã, i= 1, . . . . t. Daí decorre, naturahnente, l,'(#/'(o) ) = :,f U(v/'(o)).

A média inicial do i-ésinao estrato, será então deduzida pela seguinte ielação
apresentada por h'la.i-ttel and Hankey ( 1975)

E{(Ú){7zi2 -- «tf+ -E{(@)} + lá(V,) ,
{,,i: --.Ei(Ü)}ln,f .E{(@)} +%(@) ''

que, para V' e U(@) âxos, resulta. numa. equação quadrático ein -nf(V'), ou seja

li -- @)-E{(V,): + {?z 2 z?l; + (ll.] + z?zí)«'l-Ef(V') + IE(V,) -- {7zíll?lf + v}(./')}V'l = o.
(1.27)

.A solução positiva. dessa equação, para. lq(d,(o) ) e V,(o) fixos, define Ef(y/,(o) ), e consequente.

mente, .E(d,m) = >1:f -E{(V'(U), í = 1, . . . , k

Substituindo Ú(o): E(@(o).) e }'(d,(o)) ein (1.26), obtemos J7zV,(1) e consequente.

mente, V}(i). As etapas seguintes do processo (1.26) usan] o #) estimado na etapa iinediata-
nlente anterior na equa.çã.o ( 1.27) modificada, fazendo t';(d' 1 = 0, para. a. obtenção de Ef(@)
e. consequentemente, de Z(V'). Utilizando -E{(@) na expressão da x,ariância assintótica,

dada ein (1.11), relativa ao estrato {: obtém-se U(d,) e, portanto: y(V') = ::íU(@)
Repetindo este procedimento até atingirmos uma convergência. razoável encontraremos a
estima.uva de máxima. veiossin-tíBIa.nça condicional d, procurada..

Esta aproximaçã.o nulllélica. produz resultados satisfatótios quando os totais naaigi-
nais da. Tabela 1.3 forem pelo menos iguais a. 5. No caso contrário é aconselhável einplegal
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os cálculos exatos pala estimam Ú. O processo (1.26) é também adequado pata uma única

tabela 2x2; logo podemos usá-lo para solução das equações não lineares (1.9) e (1.22).

No Apêndice l encontra-se un] programa pala a estimação de @, usando os pro-
cedimentos citados pala- a implementação do algoritmo iterativo (1.26). Um algoritmo
alternativo a este, mais apropriado para pequenas amostras e de custo computacional
relativamente pequeno, encontra-se em Gaill et al. (1981).

Os quatro estimadores de @ deferidos são consistentes e assintoticalnente possuem
distribuição Normal. Para amostras grandes mostra-se (vida Gare, 1962) que as variâncias
assintóticas de Úi.t, e Ú são

I''ai'.,i(@Pt, ) }''«,.«(Õ) = @'-«''

onde zo := },f zof

, - {;;la * ú;Jal'' klZ (1.28)

Quando l?. = :,f lzf cresce, ou para. ?z fixo, os totais 7zii , ?zí2, nz{ e (?l.i -- ?lzi) descem,
i= 1, . . . , k, o estiinador d, concretizado pelo processo ( 1.26) converge ein distribuição para
uma Normal (vede McCullagll and Nelder, 1983, pg.90), cuja variância assintótica. é dada.
por

I'' az' .a ( d, )
d,2

k

E 'r«,'(};- ; «')
{-1

onde Var(}il l d,) é a variância da distribuição ( 1.19). Por último, ainda. com suposição de
amostras grandes. temos a. x'aiiância assintótica do estinladol de Mantel-Haenszel, dada
poi

k

E ;f«,-'

(E ;{)'{-]
yar.4 (ÚA4 H l

onde tu{ está. expresso em (1.28) e :: = («f-«{:/«i)(l --ÍI )ri2

Mckinla)- ( 1975) fez uma colnpaiação, em termos do eno quadrático naédio, entre
dois dos estinladoies llá. pouco apresentadas pal'a #', Üu, e PÀ/H, e outro sugerido em Birch
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l 1964). Desse estudo concluiu a favor da estimativa de Woolf, ÚLV, por possuir na maioria
das situações estudadas o menor erro quadrático médio. Breslos't, (1981) também discute
os quatro estimadores de @ ein grandes amostras, destacando que as variâncias assintóticas
dos estimadores Ü, Úu, e d', são assintoticamente equivalentes. Contudo, devido a facilidade
de cálculo, usa-se geralmente a estimativa de Mantel-Hanszel, pmW.

1.2.3 Testes e Intervalos de Confiança para a Razão de Chances Comum

Há pouco consideramos a hipótese de homogeneidade dos Ú{'s nos estratos, .Hoi,
dada ein (1.23), pala estinaação pontual do «,{ comum. Agora apresentarenaos três es
tatísticas para. avaliação dessa hipótese num contexto de grandes amostras, e, enl seguida,
unl intervalo de confiança. pala @ na nlesllla. situação.

A hipótese -Hol pode sel testada, a paitil do naodelo condicional
lazão de verossimilllanças de \Árilks (1962), cuja estatística é

xX.., - -2 >ll: y-;/«(8/8;) + >: /«{.do(8;)/-do(8)}
k A

l l? ?

pelo teste da

onde d, e üi são as estimativas de MV condicional de @Í, iespectivainente restrita a .Hoi
e iriestrita« Quando 7? --, +oo, onde ?l. = }:f 7zf, esta estatística. sob .aol , tem distribuição
assintótica Qui-Quadi'ado cona (X: 1) graus de liberdade

A segunda estatística. ])ara. teste da hipótese -z7oJ é mais simples do que a. anterior,
já que é baseada na. soma ponderada. dos (quadrados dos desvios do logaritnao dos Ú{'s, em
relação ao logaiitnlo de Úkl (vida Hosmet and Lemeshos\:, 1989, pg.74), ou seja.

xí, «,.(/''8. - J,,8,* y
l

lZ

onde wi,Úf e @l.x, estão expressos em (1.28), (1.20) e (1.25), iespectix,ai-mente. De novo,

sob -aoi , esta estatística. tens disttibuiçã.o assintótica. Qui-Quadrado cona (1« 1) graus de
liberdade.

A terceira e última. estatística. pala- testar a hipótese nula de homogeneidade dos
yói's (vede Bieslow and Da.}'. 1980, pg.142). é definida. ])oi

xi,, - E .!xa.i:l:rw . o.2
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onde as estimativas .Ei(Ú) e %(Ú) são obtidas da solução positiva da equação (1.27), quando

tq(d,) = 0, e da expressão (1.11), restrita ao estrato á, ã = 1, . . . , k, respectivamente. Se n é

bem maior do que o número de estratos, a. estatística (1.29), sob .ao] , tem aproximadamente
distribuição Qui-Quadrado caiu (k 1) graus de liberdade.

Se a hipótese nula .Hoi não for rejeitada, a suposição da homogeneidade dos Ú{'s
permite construir testes de hipóteses e intervalos de confiança. para o d'{ comum a partia
das distribuições conjuntas citadas. No entanto, restringir-nos-emos a apresentação de um
só teste de hipóteses e intervalo de confiança para d', baseado na distribuição conjunta
condicional, sob .Hol , e en] anlostzas grandes. Outros testes e intervalos pala #' podem
sel encontrados particularmente em Gare (1962, 1971 e 1985). Breslow and Day (1980,
pg.141-143), Hosinei and Leineshow (1989, pg.74).

Sob a validade de -Hol a hipótese de não associação das valia.vens Y' e X coi'responde
a -H02 : «' = 1. O teste desta hipótese, citado en] lv{a.ntel and Haenszel (1959), usa a

estatística. ( com colieção dc continuidade)

{l }, gf] -- >1: -Ei(1) 1/212
{-] {-]

E U(1)

A

k

l'i
(1.30)

onde E{(1) e K(1 ) são a. média. e variância da distribuição condicional deferente ao estrato í,
expressas, iespectivainent,e, em ( 1.7) e (1.8), unia vez adaptadas a.o estrato {, i= 1, . . . , k

Sob -H02, a. estatística. (1.301 tem distribuição assintótica Qui-Quadrado coi]] l grau de
liberdade. hlostia-se que este teste é e(lula'dente ao teste de escole da hipótese -Z702 (vede
Dal' and Byai (1979) e Ptegibon ( 1982)), nuns modelo logístico linear.

Uln interx'alo de confiança pala. @ pode ser construído de forma análoga ao exposto

eni ( 1.16), tomando como base a distribuição assintótica de /?lü e a estatística ( 1.30), sem
correçã.o de continuidade. A referida. distribuição ])ala. Jzzd, é NoriTial, com média. /71Ú e
variância estima.da poi I'j4(V')'l : resultante da expressa.o jl.ll), após o cálculo de -E(@)
na relação (l.lO) (x,ide N'lcCullagh and Neldei, 1983, ])g.90). Os limites (to intervalo de

100( 1 -- o')% de confiança. para. V, sã.o dados ])oi

(«'.r,y's) z(d,''-'' 5'''') ,(1.31)
+

onde =z: é a raiz quadrada clo valor observado da estatística Xi,/W, seda coneção de con
tinuidade, dada en] 1 1.30) e ;l - g- é o percentil 100( 1 -- {)% da. distribuição Normal padrão
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referência, o qual formará com os demais níveis, as razões de chances. Aqui escolheremos

o nível l como referência, sendo então as razões de chances

$\ = L e $j
n'.f( l n'i

«'- (l - «'j)
,h (1.32)

onde nj é a probabilidade de sucesso, (}' = 1), de uin indivíduo pertencente ao nível .j da
covariável X

Para a situação estratificada as razões de chances passam a ser representadas por

«'fj(l -- «'ii)
«-í-(l «-ij)

,k e .j = 1,. ..,h (1.33)

onde nij é a probabilidade de sucesso pala. un] indivíduo pertencente ao .j-ésimo nível de
X e ao estrato i do favor de confundimento (Úil = 1,Vã).

A hipótese de ausência de associação completa entre as três variáveis enx,ouvidas

sela denotado, por

Hü l $ij -- '\- , v {- l , k . .j h (1.34)

O estudo da influência. colajunta. na resposta da. covariá.vel e do fatos de confundi-
mento sob o modelo não condicional (produto de kx/z Binonliais independentes) é tratado
nos textos correntes de análise de dados categol'izados (uma. boa referência. é Agresti, 1990).

Aqui nos concentraremos no modelo condicional, restringido a .Ho, que é considerada colmo
a. única hipótese pa.ia a. qual se dirige o nosso interesse.

E fácil constatam que o deferido naodelo é traduzido pelo produto de k distribuições
Hipergeométricas (multivariadas) centrais, definido pela função de probabilidade conjunta

/?

'w l -") - ll :!Htr li.3Õ)

ondey =(yli,--.,yi/.,y2i, ..,3/x;/,)r, n] =(z?zi,...,??zx;)r e 7?z. = >1..jyij. f = 1,...,k
A média: a. vai'iâl-toa e a covaiiância desta. distribuição são, respectix,ainente, dadas poi

.Eíj(1) = -E( }''lj l l?l.f)
?l't in' {j

11.36)
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(1.37)V'a,(}:j l n,l) nfj( n í -- «fj)(«{ -- ,nf)n,{
n?(,,f - l)

e

C'-OÜ., }l, l mJ - (1.38)

onde i = 1, , k e .j, / = 1, . . . , /z

Uma estatística pala testar a hipótese global de não associação entre as variáveis
}' e X nos vários estratos, expressa em (1.34), é dada em uma forma quadrático, ou seja,

xá = qrA-:q (1.39)

onde o vetou q é fonnado pelos desvios y.j -- -E.J(1), y.j = },i 3/fj e E.j(1) = )1:f EiJ(1)
j :: l, . . . , /z -- 1, e a matriz de covariância A :: jajZI pelos elementos

v' -( }qja.j.j
í-l

/? 1

k

a.fl = }:C'-(};.Í,}ll l «z{), .J #/-i-l
l /z -- l

cujas parcelas são definidas em (1.37) e (1.38). Quando os totais ma.iginais da Tabela 1.4
en] todos os estro.tos são grandes, a. esta.tística. (1.39), sob -ao . temi aploxilnadan-Lente uma
distribuiçã.o Qui-Quadrado com /z l graus de liberdade

Na situação não estratificada, a. estatística. (1.39) reduz-se à estatística usual do
teste de homogeneidade de /z propor'ções (vede At'naitage, 1971), dada por

T) $'«:. - "-.':,,: {Ú *n4H } (1.40)

Sob -ao, a. distribuição da estatística. (1.40), ])ode ser aproximada. pela distribuição Qui
Quadrado cona /l -- l gra.us de liberdade

Há situações eni que a covaiiável X possui níveis quantitativos ou qualitativos
ordinais. Unl exemplo é da.do pelo estudo da. associação entre a. dose de uma. determinada
droga e o percentual de cuja de um tratamento específico. onde cura é a ies})testa com
sucesso, (}' = 1). e as doses. os níveis de .V. Nestas condições, a estatística (1.40) não
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leva em conta o valor real da dose obtida. e sim a categoria que ela pertence. Daí a
necessidade de recorrem a estatísticas alternativas que leveza em conta a informação contida

nos níveis quantitativos. Bresloxx, and Da}, (1980, pg.149) sugerem uma estatística baseada
na. regressão dos desvios {yíj -- .Eij(1)} em relação aos níveis quantitativos zj,.j = 1, . . . , h,

da covariável X. Essa estatística também tem origem na distribuição (1.35), (quando X- = 1,

e é obtida pelo quociente da. variável }l:j zjlyij -- -Eij(1)} e sua. variância, resultando ein

«IÍ(«: - 1){ E «.í(v-j - -n-j(i))}'

«:-(": "'-){": E"3«-j -- E «j«{j}7-l J-l

/J

xÉ,- (1.41)

Quando os 71.lj ciescen], .j = 1: . . . : /z, a distribuição da. estatística tende pala a ditiibuição
Qui-Quadrado com l grau cle liberdade. Uma. generalização da estatística. (1.41), pala X"

estratos do fatal de confundinlento, encoi-ttra-se na mesma deferência. A incorporação do
cai á.crer quantitativo da. covaiiável na. análise encontra um quadro favorável na metodologia

que aborda.lemos no próximo ca])ítulo, onde inclusive a. consideração de várias covariáveis
não provoca. problen-Las maiores.

1.4. Exemplos

Encerrada. a apresentação de alguns naétodos estatísticos tradicionais para análise
de dados binários, passamos à ilustração dos mesmos a.través de dois exeillplos. O piiineiro
exemplo serve-nos para. a])licai a. teoria. exala., en] ])equenas anaostras, e o outro a. teoria
apropriada. ])ara gi'andes aniosti'a.s.

Exen[plo 1.2 : Eni Fisl]er ( 1935) desci'eve-se un] experimento envolvendo apreciadores
de chá. Unam mulher bi'itânica. se diz capaz cle distinguia' se o leite ou o chá é o piilneiro
a. ser introduzido nas xícaras. Para testar sua. afirmação Ihe foram dada.s 8 xícaras de chá
com leite, onde somente eln 4 delas o leite foi o primeiro a. sel' introduzido. Eln seguida, as

xícaras foram aleatorizadas, e apresentadas individualmente à mulher que deveria iespon-
de[ a. favor do leite en] 4 xícaras, e do chá nas restantes. Os resultados deste experimento
encontram-se na. Tabela. 1.5.

Os totais marginais cla Tabela 1.5 são pequenos, e, de acordo coil-l o planejamento,
fixos. Logo, é razoável ada.ptalnlos à. situa.ção descrita, a. teoria exala de uma. tabela
2x2, Subseçã.o (1.1.2). A distiibuiçã.o ( 1.5) fundainentará o estudo da. associação entre as
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variáveis : verdadeira ordem de colocação do leite nas xícaras de chá, covariáx,el X, e a
resposta da britânica quanto à essa ordem, variável resposta. Y

Tabela 1.5 :Experimento da distinção do sabor de chá, quanto
a colocação inicial do leite ou chá na xícara.

Colocação inicial Resposta quanto a colocação inicial
na xícara Leite Chá Total

Leite
chá

3

l

l
3

4(«.)
4(«,)

Total 4(«) 4(«-,,.) 8(«)

O teste excito de Fishei será usado pala analisei a. possível existência de associação
positiva, aÊrnaação da britânica, entre a variar,el resposta Y e a covaiiável X. As hipóteses

associadas ao teste são : -Ho : d, = 1 (não existêl-toa de associação) versus .#,.l : @ > l

(associação positiva). Sob .Ho, o nível descritivo deste teste é

E
f>3 \4/

/h - P(tlm;@ ({)+(:)(il) : 0,243.

4

Devido a.o valor de -Ps, razoavelmente glande pala. um percentual de eno, conclui-
se pela. "aceitação" cle Ho. Ou seja, os dados não favorecem a afirinaçã.o da. britânica.
Nesta base, ctê-se ser inadequado prosseguir com a estillia.ção do parâmetro de interesse
@ Q

Exemplo 1.3 : Innes et al. l 1969) expõem alguns conjuntos de dados, entre os quais esco-
lhemos um subconjunto desse estudo prospectivo. O objetivo do experimento consiste en]
verificar o possível efeito cancerígeno do fungicida Avadex (2.3 - Dichloroallyl diisoprophyl
triolcarbamate)

O planejamento deste experimento in[c[a-se cona a. observação de 403 camundon-
gos. Destes, alguns foram ali]nentados cona 560 ppm do fungicida. Avadex, constituindo
o grupo dos tratados. Os camundongos restantes, que não receberam este tiatainento.
formam o grupo controle.

Para elimina' os favores de confundimentos estabeleceram-se estratos. Os estratos

foram formados pela combinação de duas raças de cainundoi:tios, raça X e raça Y', e das
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categorias de sexo. Após 85 semanas, os animais foram diagnosticados como portadores
ou não de tumores pulmonares. O resultado deste experimento encontra-se na Tabela 1.6.

Tabela 1.6 :Distribuição dos cainundongos, quanto a ocorrência de

tumores pulmonares, causados pelo fungicida Avadex
(Innes et al., 1969).

A ocorrência ou não de tuinoles pulnlonales nos cainundongos pode ser convide
Fada como uma. vatiável resposta. binária. }'. Os grua)os de animais tratados e de controle
representam os níveis da. covariáx,el X e os estratos correspondem aos níveis do cruzamento

da raça colll o sexo. A análise destes dados binários podem ser efetuada. pelos métodos
apresentados na Seção 1.2.

Diante do fato de termos totais marginais razoavelmente elevados para. os 4 es-
tratos (ve[ Tabela 1.6), tolda.-se i]np]aticável analizatmos estes dados cona base na. dis-
tribuição excita. Assim, a.poialemos as inferências enl métodos assina.éticos. Poi questões
didáticas, dividilenaos a análise dos dados ena três partes. A primeira. pare será. baseada
na distribuição assintótica não condicional e as partes restantes na. distribuição assintótica
condicional.

Estrato Grupo con) tumor sem tumor Total

X-Machos Tratados 4 12 16

  Controle 5 74 79

  Total 9 86 95

X-Fêmeas Tratados 2 14 16

  Contl ole 3 84 87

  Total 5 98 103

Y-Macllos Tratados 4 14 18

  Cloi:Ltrole 10 8() 90

  Total 14 94 108

Y Fêmeas Trai ados l 14 15

  Controle 3 79 82

  Total 4 93 97
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Tabela 1 .7 Análise estatística dos dados da Tabela 1.6

Parte l (Estimação dos @i's)
Estrato

X-Macho(1)
X-Fêmea(2)
Y-Macho(3)
Y-Fêmea(4)

@] = 4, 93
Ü2 = 4, 00
Ú3 = 2, 29
Ú4 = 1, 88

Int Con6ança (95%), (1.15)
1,16 < Úi < 21,01
0, 61 < Ü2 < 26, 12
0, 62 < Ú3 < 8, 33
0, 18 < Ü4 < 19, 39

Parte 2 (Testes de hipóteses)
Hipótese Estatística. G. liberda.de Níx,el descritivo

.Hoi:d'i=...=@4(=V') XBo=0,867 3 0,8334
H02 :@= 1 Xbw = 6,908 1 0,0086

Parte 3 (Estimação de #,)

ÚA4H = 3,079 l 'Üu, = 3, 109 ; d, = 3,093 ;

Intervalo Confiança (95%), (1.31) : 1,33 < @ < 7, 18

Na parte l da Tabela 1 .7 observa-se que as razões de cllances nos 4 estratos vaiiain,

aproximadamente, enfie 2 e 5. Isto possibilita. a especulação de unia. associação ])ositiva
enfie as va.fiáveis Y e X, dentro dos estratos. Poi exemplo, no estrato 1, a razão de chances
é Úi =(4.74)/(5. 12) = 4, 93(vede(1.20)), cuja interpretação é que a cllance de ocorrência
de tumor pulmonar no grupo tratado, é aproximadamente 5 vezes maior' do que a. cl:Lance

no grupo controle. Os intervalos de conâança para. os d,i's, foram detenninados atrás,és de
(1.15) cona coeficiente de confiança. de 95%. Dos intervalos produzidos, somente o primeiro

nào contém a unidade. Logo, concluímos (lue somente dentro do primeiro estrato existe
evidência de associação enfie o fungicida. Ax'adex e a. ocorrência. de tuinoies pulnlonaaes ao
nível de 5% de significância.

Na parte 2 da Tabela. 1.7 evidencia-se a "aceitação" da hipótese de homogeneidade
dos Ü{'s, .Ho], já que a. estatística. usada, ex])cessa em ( 1.29), produziu o nível descritivo
de 83, 34%. Uma. vez considerado o ü con]ui]] nos 4 estratos, o teste de Mantem-Haenszel,

dado em (1.30), gerou o nível descritivo de 0, 86%. Logo, conclui-se a favor da rejeição de
t/, = 1. Esta conclusão é confinllacla. ])ela.s estimativas de #, exposta.s na parte 3 da Tal)ela,
em especial pelo intervalo de confiança. nela. iefeiido. As estimativas pontuais sugelenl que
a. cl]ance de ocorrência. cle tun]ores pulmonares nos ca]-nundongos tratados cona Avadex.
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é aproximadamente 3 vezes maior do que a chance para o grupo controle. Em resumo, a
análise aponta para a existência. de uma associação positiva entre a ocorrência de tumores
pulmonares e o tratamento com o agente fungicida. O



CAPITULO 2
a

MODELOSDE REGRESSAOLOGISTICA

A análise de dados binários, que até agora foi baseada em tabelas de contingência,
será a partir deste capítulo aborda.da. nana perspectiva de análise de t'eglessão. Se, pol
um lado, o estudo via dados agrupados pode facilitam a interpretação de certos resultados,
poi outro, este novo ponto de vista. peiinite escla.tecer certas questões que seriam de difícil
análise no anterior.

Cromo os modelos tradicionais de regi'essão não. podem ser aplicados diretainente
aos dados binários, há necessidade de construir modelos especiais. Este capítulo preocupa-
se basicamente com o modelo de regressão logística, sendo duas seções dedicadas a sua
análise, ajustamento e intelpletação. Na Seção 2.8 e no Clapítulo 3 serão apresentados

outros modelos para dados binários.

Referências a.o n)odeio de regressão logística podem ser encontradas ein textos já
citados no Capítulo 1, entre outros, Cox and Snel1 (1989), Breslow and Day (1980) e Agreste
(1990). O livro de Hosmer and Lemeshosv (1989) é dedicado exclusivamente à análise do
modelo en] referência. l<leinbaum et al. ( 1982) concentram-se ila aplicação deste modelo

à. á.tea epideinio1(5gica..
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2.1 Introdução ao Modelo Logístico

Como já foi referido no Capítulo 1, os estudos mais simples de dados binários
envolvem uma variável resposta. binária, denotado por y, e uma covariável que denotare

mos daqui eni diante por =, em vez da correspondente letra maiúscula usada no capítulo
anterior. A investigação de um "bom" modelo de regressão para descrever a relação entre
y e a; deve basear-se, pelo tipo de modelo piobabilístico envolvido, na probabilidade de
sucesso, dada por

P(y «(.). (2.1)

Notemos que n-(z) representa o valor esperado de y dado #, quantidade básica no modelo
de regressão linear, definido pol

.E(}'' 1 «) = Po + P-" (2.2)

onde Po e Pi são constantes reais desconhecidas. Todavia a expressão (2.2) é pouco apto
priada para dados binários já que Po + /3i # varia ao lolago da rega enquanto .E(}' l z) está
necessariamente contida em(0,1).

Uma. maneira de resolver a limitação citada. adn:ta. é encontrei uma função matemá-

tica que se adapte à situação. A função logística, lÇotz and Johnson (1985, pg.122-123),
dada [)or

/(") - Í:Fa (1 + . "')': (2.3)

tem contradomínio em (0,1), e é monótona crescente em w. Assim, adaptando a. equação
de regressão (2.2) à função (2.3) temos, para to - Õo + al :, a probabilidade de sucesso

«(«)
e#'+P- '

1 + ePo+Pl= (2.4)

A expressão (2.4) é equivalente a

',,lí :bl - #.--#-«
(2.5)

na. qual se destaca a lineaiidacle em telnaos do logaritmo da lazão de chances de sucesso,
geralmente denominado de Zogit. As expressões (2.4) e (2.5) são assim fonnas alternativas
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de definição do modelo de regressão logística linear simples, ou simplesmente, modelo
logístico simples.

Este modelo apresenta as seguintes características

i) «(z) âca restrito ao intervalo (0,1) para qualquer valor de #

íi) É essencia]mente linear em z para 0, 2 5; a(a) 5; 0, 8 ;

iii) Os coeficientes de regressão são facilmente interpretáveis, em termos da lazão de
chances e do tipo de amostragem dos dados, como veremos posteriormente.

A análise de regressão logística. é regida pelas mesmas linhas da. análise de regressão
linear, apesar de seus modelos não terem as suposições de normalidade e variância bons
tente. Notemos que a. variável resposta possui distribuiçã.o de Bernoulli com variância
dependente de r e dada poi'

V'«,'(}'') «-(a)ll - --(«)l

Os modelos logísticos sela.o , poi enquanto, ajustados pa.ia estudos prospectivos,
em concordância cona a sua. origem. A sua a.daptação a estudos ietiospectivos sela referida
numa seção futura deste ca.pítulo.

E importante salientam que alguns modelos logísticos constituem casos especiais
dos modelos log-lineares, relevantes na. análise de dados categorizados (vede, e.g., Bishop

et al (1975), Fienberg (1980) e Agiesti(1990)).

2.2 Modelo Logístico Múltiplo

A explicação da probabilidade de sucesso de uma variável resposta binária, em
muitas situações, é feita. através de um conjunto de covariáveis. Essas covariáveis podem sei
favores de confundinlento, como vimos no Capítulo 1, interações entre variáveis explicativas
ou até mesmo x,at'iáx,eis indicadol as de estratos.

Ao consideiarnlos várias covaiiáveis no modelo logístico t.enlos o x,etor de co
variáveis x = (zo, . . . ,zp-l)r, onde cada componente #.j, .j = 1. . . . ,2) 1, cora'esponde
a uin valor fixo de cada. variável (zo = 1 ) associado à probabilidade de sucesso do seguinte
modo

.p.+E;:l pí ,

p.+E;:: pj 'j
a'(x). = P(}'' = 1 l x) = (2.6)
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onde /3j é o paiâlnetro desconhecido associado à covariável zj, J = 1, . . . ,p -- 1. A ex-
pressão (2.6), que se particulariza em (2.4) quando p = 2, define o chamado modelo de
regressão logística. múltipla que, por conveniência, denominaremos somente de modelo
logístico. Outra forma de apresenta-lo é

'..*t«h)] - ;«Ir;w l Po + }: #.f"j (2.7)

Deste modo, Pj pode ser interpretado colho variação do logaritmo das chances, provocada
pelo acréscimo de unia unidacte de zj , J = 1, . . . , ])-- 1, com os valores das outras covariáveis

pennanecendo inalterados.

A formulação (2.7) permite verificam facilmente que a. razão de chances de sucesso
para dois valores distintos do vedor de covariáveis, x e x*, é

ú*,*. - «(*x'«(''H . -,IEp '«.-«;,l. l2.8)

Para a situação apresentada, os dados observas,eis pala unia amostra aleatória
de lz indivíduos são formados pela.s variáveis respostas }) (sucesso ou insucesso) e pelos
valores xj das covariáx,eis explicatix'as, .j = 1, . . . , 7z. Considerando as variáveis aleatórias

}li independentes (condicionalmente aos x.f) o iiiodelo probabilístico ficará definido por uin
produto de 7z distribuições de Belnoulli

Contudo. enl muitas situações, o i:lúinelo de contbinações possís,eis dos valores das
covariáveis é linütado (digamos X:) e ca.da. configuraçã.o ã é apresentada. poi ?zf indivíduos,

i= 1, . . . , k, de modo que )ll:l.] lzf = zz.

Designando por n-i, í = 1, . . . , k. a. probabilidade de sucesso em cada configuração,
suposta constant.e para. todos os l?.f (supostos anos) indivíduos, podeillos associar uma
distribuiçã.o Binomial pala. o número de sucessos em cada. configuração com parâmetros
?l-f e a{. Deste Díodo, tais dados poderia sei considerados gera.dos pelo modelo produto de
Binomiais

P(y; r) a'fv' 1 1 -- n'f.)"''"' l2.9)

onde y = (y] yx: lr . «- - (,. --* )r
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Os dados não agrupados por configurações, listados individualmente, podem ser
considerados um caso particular dos agrupados. Ein virtude disso tomaremos preferência

por esta apresentação i:la. análise de regressão logística.

2.3. Interpretação dos Parâmetros da Regressão Logística

Uma das principais vantagens do modelo logístico é a facilidade de interpretação
dos seus parâmetros devido ao fato de haver uma relaçã.o entre os coeÊcientes de regressão

e a razão de chances, o principal paiâinetro de interesse conforme foi visto no Capítulo l.

A caracterização dos modelos será feita com os dados agrupados en] configurações
de covariáveis. Para. cada. configuração designalenaos o pieditor linear, o último naembro
da expressão (2.7), como

(2.10)

onde xi = (=io , afi , . . . , zl(p-l))r é o vedor de valores das covariáveis para a configuração
í (a;io = 1), ã = 1, . .. ,k, e # = (/3o,#i,. . . ,/j,-i)r. A função Zogit, primeiro membro da

expressão (2.7) será denota.da. poi

/.g itl«' ( Xf)l ',,[=h] , : - :,. k (2.11)

A matriz de especiíicaçã.o do modelo. contendo os Ã' valores de todas as covaiiáveis, sela.
designada poi X = (xi , . . . , xk )r, usualmente chmlaada. de matriz de planejamento.

2.3.1 Parâmetros no Modelo Logístico Simples

O modelo logístico simples, expresso en] (2.4) ou (2.5), será ilustrado pala algumas
situações particulares.

A primeira dessas situações é justamente a descrita na Seção 1.1, onde a co
variável também é binária. Cloi-Lsequentenlente, as probabilidades de sucesso pa.ra as duas

coi:tfigurações de a, definidas pol =z: ' l e ít: = 0, sã.o da.das, iespectivainente, poi
.Po+Pi ,Po

"(1) - Í:F;Bi-ia- e «(0) - Í:Í;Ã-

Consequentelnente, a razão das cllances de sucesso é traduzida por

«(1)li - "(o)j .#.
«(o)li - «'(1)l

(2.12)
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tornando evidente a interpretação de Pi através de @

Se a. codificação da covariável binária # for en] termos dos valores genéricos a e Z)
temos

n-(a)jl n(b)l
«'(«)li «'(z,)j '

(2.13)

Se a -- Z) = 1, a expressão (2.13) é igual a (2.12). Caso contrário a relação entre @ e Ói
depende da codiâcação adorada. Por exemplo, usando a = 1 e b = --1, a codificação em
ternos dos desvios da média das caselas usada na análise de regressão dammy, na análise
de vai'iância usual e na modelagem log-linear tradicional, temos lz; - €2Pi

Deste modo, a inteipretaçã.o corneta dos parâmetros através de @ não pode sei
processada sem antes conltecern[os a codificação adotada. De agora en] diante adotare-
mos a. = 1 e b = 0, usualment.e conllecidos como codificação de casela. de referência ja
configuração ])cidrão = = 0), ])or pelmitir uma interpietaçã.o simples e automática. dos

palâlnetros.

A segunda situação que considetaienlos é a(ruela. onde a. covariável é contínua.
Neste caso o coeficiente Pi pode sel intelpretado como a variação ocolrida no logaritmo da
ra.zão de chai:ices quando l]á. un] acréscimo de "l" unida.de en] # , i.e., /3i = /z(z + 1) -- h(=),
para todo valor de a, onde /z(:z ) é a função definida enl (2.5).

Algumas vezes o aciéscinao de "l" unidade na. covariável pode não fazei muito
sentido no contexto do problema. Poi exenaplo, ein alguns estudos biológicos a. verificaçã.o
do efeito da idade dos indivíduos numa. escala de l ano (ao invés, e.g., de 10 anos) náo
teria significado real. .Assim. ao mudarmos de "l" para. "c" a unidade de variação de a;, o
logaritmo da lazão de chances muda em /z(= + c) -- /z(a) = c/il .

Caso haja. sus])eira que /z(a) não seja linear ein z devemos agrupar a covariável
contínua para a.nálise, ou n-lesão ajustam relações de outro tipo (quadrático, cúbico, etc);

para. maiores detalhes x'ide Hosmer and Lenaeshow l 1989, ch.4).

Um exemplo típico deste ca.se é a situação enunciada no final da Seção 1.3 e
reexposta no Exemplo 2.1

Exemplo 2.1 : Su])onlia. (lue a covaiiável contíllila a: seja. dosagem de unia deteiniinada

droga e o interesse do estudo é veriíicai a possível relação enfie z e a probabilidade de
cura. Admitindo que a probabilida.de de cura. pala uma dosagem a, a-(#), é dada por (2.4),

o logaritmo da razã.o de cllances de cura. para- as dua.s doses. z] e a2, é proporcional à
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diferença entre essas doses, i.e., Jn(@) = /ii(zl z2). Deste modo, pala /il > 0 a lazão de
chances de cura entre duas doses cresce caiu o aumento da dosagem e para /3i < 0 ocorre
o contrário. <>

Consideraremos apoia uma terceira situação com uma. covariável politõmica. com
p níveis, p 2 3. Na adoção da. parametrizaçã.o de cadela de referência (nível l de #)
devemos considerar um vetou de dimensão p -- 1, cujos valores identificam os p níveis de =z

do seguinte modo : O nível l (de referência) é dado pelo vedor nulo e os restantes p l
níveis pelos vetores(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,1). O nível {, í = 2,...,p
é assim representado pelo vedor resultante do vedor nulo substituindo por l a. componente
i 1. Por exemplo, no caso p = 4 temos a seguinte representação

nível l
níx,el 2

nível 3

níx,el 4

o o o l
l o o )
o l o )
o o l )

Notemos que esta representaçã.o é equivalente a considerar ]o -- l variáveis di&mmy

Z)J, .j = 1,...,2) 1, tal(lue o nível léindicadopor .Z)j - 0,.j = 1,...,p-- 1, e o nível

á, á = 2,... ,]), por -D.Í ' l, .j = í -- 1, e -D.f' = 0, j' # J = 1,. . . ,p -- 1. Desta forma.
cada nível corresponde a. cada. configuração possível destas p l variáveis cle planejanlento.

Este conjunto de ]) l configurações pode sel representado por uma matriz X* = lzijl de
dimensão px(]o -- 1 ) , onde ca.da. coluna. representa. os valores =z:ij, í = 1, . . . ,p, da .j-ésima

variável de planejalnento e cada linha xl' = (zi] , . . - , z{(p-l))r representa a. configuração
de valores das ]) -- l x,aria.vens diimmy identificadora.s do nível ã (notemos que xl' = Ol").

Denotando os paiâinetlos associados a. cada. valia.vel dl&mmy poi /7i j, .j
p -- 1, o modelo logístico fica lepiesentado poi

/ogãtl«' (x{ )l Po + >1.Plj"i.í
7) l

,P (2.14)

No caso particular deferido

õ. + *;'l p::Zogitl«' ( Xi)j 1..... 4
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..,.l. .*r Á , l;,.ha á de\./A&\Xv /b Z \-r W A AXX&W U UV

0
0
l
0 i) (2.15)

As razões das chances das diferentes configurações com relação à primeira

«(xf)ll -- «(x: )l

v':: ' «'(x-)ll -«(xl)l

são assim traduzidas por

(2.16)

Devemos relembrar que o novo modelo podeis ser especificado por uma. matriz de

planejamento formada por ull:la. outra. codificação. Por exemplo. a. codificaçã.o do tipo da
utilizada em análise de variância, expressando os desvios da média dos vários Zogits. No
caso de p = 4, a matriz (2.15) ficaria só com a primeira linha alterada, por substituição
do vetou (0, 0, 0) por (--1, --1, --1). com esta nova reparainetrização já não há uma relação

direta entre os parâmetros e a razão de chances. Por exemplo, V'fi = ezp(2/ilf + }l:j#f Pi.f),
á = 2, 3,4 e Úi] = 1.

Se a covariável politõnlica ein referência fot considerada. oidinal devemos obter
melhores resultados na. análise se usam:los ein lugar da matriz do tipo de (2.15) uma
matriz de polinõnaios ortogonais. Este método é bastante colnunl na análise cle regressão

linear, pois ele possibilita. o estudo da. tendência linear, (luadrática,. . ., entre a variável
resposta e os níveis crescentes da covariável. Hosmer and Lemeshow (1989, ch.4) ilustram
a aplicação deste tipo de método na análise do modelo logístico.

2.3.2. Parâmetros no Modelo Logístico Múltiplo

Ao consideramos a interpretaçã.o dos parâmetros no naodelo logístico com p -- l
(p > 2) comriáveis dados enl (2.6) ou (2.7), deven:tos ter cuidado com ca possível existência.
de interações e (ou) confundiinentos. Recordando, o termo confundimento é usado fre.
quentemente na área. epidemiológica para descrever a. possível interferência ( associação) das
covariáveis na variável resposta. O termo interação, já conhecido da. análise de regressão
e da análise de variância, é usado quando nas configurações de covariáveis a suposição de
linearidade da. função Zogit é aceita. mas a inclinação nã.o é constante.
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Para fins ilustrativos. a primeira situação que consideraremos envolve duas co
variáveis binárias, #l e a2, seda interação. O modelo resultante de (2.7) tem a fonna

/.g tl«'(x)l Po + Pi zl + P2z2 (2.17)

onde x = (ai , z2) e ai, í = 1, 2 são codificadas colho 0 ou l

«(o,o)
«'(l,o) 'P' P: )': ,

«(0,1) 'P' P')'' e

«(1,1) = (1 + . -P')'"

Deste modo

Destas podemos constiuii lazões de chances entre cada. pai de configurações de covariáveis;

t.omando por exenaplo a primeira configuração como casela. de referência, i.e

«'(i,.j)li «'(o, o)
«'(o, o)ll «'(i,.j)l'ç'í.f í,j

consequentemente teremos

@00 = 1, @10 = cP-J, V,01 = cP'J e @ll = cP +P21 (2.18)

Observe que ao assu[nin[[os o n[odelo (2.17) encontran]os en] (2.18) a seguinte relação
multiplicativa

Ü[i = Ú]o.'Úo] . (2.19)

Ao aclescentarnlos o ternto interação no naodelo (2.17) o tornamos nun-nllodelo
satura.do cona a. seguinte forma

/ogÍtl«'(x)l :«: + P,-': + #; ,: (2.20)

As [azões de chances ])ermanecein a.s mesmas, cona exceção de Úi] que passa. a sei dada

por Ú[[ = CP:+P'+Pa. Logo, .03 :: Jnl@]] /(@]o.@o])l, o que torna evidente que a. ausência
de interação enfie =i e =2 (/i3 = 0) equivale à. verificação da. relaçã.o multiplicativa (2.19)

Outra situação en] dados binários foi descrita na. Seção 1.2, onde foram conside
fadas uma covaliá.vel binária e um fatos de confundimento com k estiat.os. Esta situação
pode ser tia.duzida. pelo n)odeio logístico

r, doi+ /jt í z

1 + ePoi+Piiz
n í - l. [ (2.21)

t



Cap. 2: Nlodelos de Regressão Logística 39

onde z assume os valores l ou 0. A razão de chances dentro de cada estrato âca dada por

HH[H . .':', :-:,...,*
Notemos que o modelo (2.21) representa uma estrutura saturadas logo há interesse

em considerar casos especiais que refeita.m uma estrutura simplificada nas relações entre
as variáveis envolvidas. Por exemplo, a imposição da condição /3i{ = /3i, á = 1, . . . ,k.

leva à homogeneidade da. associação entre a variável resposta. e a covariável pala. todos os
estratos.

A generalização de (2.21) a uma situa.ção cona dois ou mais favores de confundi-
mento torna-se ina.dequada no sentido em que não detalha os efeitos desses favores quando
tomados individualmente. Por este motivo, torna-se mais eficiente partir do modelo
logístico (2.7) cona a. inclusa.o dos efeitos principais dos fatoles de confundilnento e das

suas interações cona as covariáx,eis principais, julgadas importantes, e tentar a sua. simpli
ficação. Por exemplo, no caso paiticulai considerado, modelado segundo (2.20), a ausência
de interação entre =2, tomado como fator de confundimento, e a;i l/33 = 0) conesponde à
homogeneidade das razões das chances pala os vários níveis de z2 - situação já englobada
na expressão (1.23).

2.4 Estimação no Modelo Logístico

Uma. vez apresentada a interpretação dos parâmetros de alguns naodelos logísticos
partimos agora para a sua estimação no ca.se do modelo geral, i.e.,

n-(x{) = 1.t.d. ' ''l,...,k, (2.22)

onde 77{ = xrP = }1, :Z zij/ij encontra-se definido detalhadamente em (2.10)

Para o modelo piobabilístico (2.9) temos a seguinte função log-verossiinilhança

-L(r) = >1:1yÍJ7z(7'i) + (7zf -- y{)J7z( 1 -- 'rÍ)j . (2.23)

l

lZ

Como af = n(xf), dado ein (2.22), é funçã.o de /i, reparaJnetrizando (2.23) obtemos

«',, - $«.*:,- [$«:',,(: *'*'')] . ':.:',
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A função score, U(P) - !!ig), temi como componente .j , .j = 0,

40

P l

õ.L(P)
â«.«:. $«:«:.(Jn

e em forma matricial tem a seguinte expressão

U(,8) = Xry x'p(P) , (2.25)

onde X é a matriz de plpnejamento e p(P) -(pl,...,px)r com pi = 7zf«(xi), { = l

Poi conseguinte. o estimados de MV de P, P, é obtido da soluça.o do sistema de
equações nao Inteaies

, k

x'jy - p(ã)l (2.26)

Como, eln geral, o sistema. ( 2.26) nã.o tem uma. solução analítica há necessidade de
uin procedimento iteiatix,o. O método de Newton-Raphson Leda base no seguinte algoritnto:

P(í+l ) P(') + IXTW(/J(o)XJ'' Xa''W(P(o)y* t - o,l (2.27)

ondeW(P) = diagllzf«(xi)ll --(xf)l, í =l
: = { f --Pf}/{«f«'(x{)ll «-(xi)l}.

k} e y* , Vi )r com colllponentes

O processo (2.27) pode ter início cona P(o) - O j7rjxi) = 0,SI prosseguindo até
que as diferenças das estimativas de duas itel'anões sucessivas sejam pequenas. Condições
suficientes pala- a. existência. e unicidade de P e considerações sobre a. convergência do
processo podem ser vistas em MlcCullagla and Nelder (1989, ch.4).

Observemos que a matriz Hessiana da função (2.24) é

tJ:P; - -x'w(B)x

logo sendo identifica.da. cona o simétrico da. matriz de infonnação de Fisllei

lw) = .El-gliEl#l - x'wH)x (2.28)
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A inversa de l(P) é a matriz de cox,ariância assintótica dos estimadores de MV
dos parâmetros de regressa.o logística, cuja estimativa de MV será dada por jl(P)I''

Quando min(nl, . . . ,zzk) --, +oo, para k fixo, ou quando k --, +c» e os zzf's são

fixos, podemos dizer que vçi(P -- P) tem distribuição assintótica Normal p-variada. com
vetor n)édia nulo e naatriz de comriância. estimada pol jl(P)I'i. Do exposto podemos
construir intervalos de 100(1 -- a)% de confiança para #j através da expressão

ãj t t(t-p.i-{) (2.29)

onde /jj(P), .j = 1, . . . ,p são os elementos da diagonal principal de jl(P)I': e t(t-,,i--'f)
é o peicenti1 100(1 -- 7)% da. distlibuiçã.o t-Student coi-n Ã' p graus de liberdade. Logo,
levando em conta a relação entre os coeficientes de regressão e as razões de chances, exposta
na Seção 2.3, .obten]os seda dificuldade intervalos de confiança para estes paiân-tectos de
interesse. Por exemplo, no modelo logístico simples com covariável binária, o intervalo de
confiança 100(1 -- a)% para a. razão de chances (2.12) é obtido de (2.29) via. aplicação da
função exponencial aos seus limites de confiança.

A estimação dos paiâlnetros do modelo logístico nã.o tem que ser restrita ao método

de máxima. verossin]ilhança.. Existen] outras a.bonda.Bens ao problenaa das quais citamos
o método de niíninlos quadra.dos ])onclei'idos (nã.o it.ei'a.tive). introduzido ])or Giizzle et

al. (1969) e o método da análise discriminante devido a Cornfield (1962) - para uma
comparação enfie este último método e o nLétodo da MV (vede Efron ( 1975), Press and
\\rilson (1978) e Hoslaaer et al. l 1983))

Notemos que os estimadoies de MV são frequentemente calculados usando um
algoritino de mínimos quadrados itelativamente lepondeiados. sendo ta.nlbénl considera-
dos estimadores de "mínimos quadrados". A abordagem sugerida por Grizzle et al. usa
somente unia iteração no pi'ocesso.
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2.5 Testes de Hip(5teses no Modelo Logístico

Uma vez considerado um modelo logístico para a explicação de dados binários o
passo seguinte será a análise da. sua adequação e simpliâcação. Este objetivo será con-
cretizado através da construção de testes de ajustamento do modelo e testes sobre os seus
parâmetros.

Se o vetor de palâmetros do modelo, P, tiver dimensão igual ao nomeio de ob
servações o modelo é dito saturado, ajusta-se completamente aos dados, sendo os valores
preditos os próprios valores observados. Assim, podemos formar um teste de ajustamento
de um modelo logístico não saturado se o comparamaos com o modelo saturado. Esta
compai'anão pode ser feita. através da. estatística da razão de verossimilhanças de XVilks
cuJ a. expressão e

:Ê [«;',, (:) * '«. - «.,'« (:3) ] l2.30)

onde ;i{ = 7zí#(xi) = 7z{(l+ c'"TP)-i, í = 1,...,k, e P é o estimados de MV do vedor

de parâmetros do modelo logístico referido. Quando temos grandes amostras, no mesmo
sentido apresentado na seçã.o anteriol, a estatística (2.30) tem, sob a hip(5tese de validade
do naodelo logístico, a.p]oxin]adanaente distribuição Qui-Quadrado cona À« -- ]) gla.us de
liberdade, onde !) é a quantidade de parâinetios. A estatística (2.30) na literatura de
modelos lineares generalizados é cllainada. deu anca, e será denotada. pol -D(y, ji), onde
i; = (ii- , . . . ,Pky

Outra estatística. para. o teste de ajustamento do modelo logístico é a estatística
do Qui-Qua.doado de Pearson. dada. poi

*: - ÊÍhsPl: l2.31)

que sob a laipótese nula é e(luivalente assintóticaniente a. .D(y, ;i). Pala. os problemas

derivados de k podem aulllentai com 7z, vide Hoslnei and Lemeshow (1989, cli.5).

Considerennos apoia. os testes de significância. dos ])arân-Letios do modelo. Para
isso, seja P = (#; ,P7-ç)r. q < ]). unia partição do vedor de parâmetros, e consideieinos

a hipótese nula definida. pol -Ho : Pç = PSO). Unl caso particularmente importante desta
llipótese é P(o) = O, cuja. validade proporciona. unia. siinpliíicação do modelo ein questão.
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A hip(5tese .Ho pode sel testada através de várias estatísticas de teste. Uma. delas
é a estatística da razão de verossimilhanças de Wilks, dada por

-2l-LWlo, il,'?P - .z;(ê., ã,-,)i (2.32)

onde .L(e) é a função log-verossimilhança, expressa em (2.24), e PI,=ç e (Pç,P,-ç) são os
estimadores de MV de PP-ç, sob -Ho , e de P, respectivamente. Uma expressão equivalente
da. estatística (2.32) é dada através da. diferença entre as deuiances, i.e.,

.o,-.(x,Pw)) .o,(y,P), (2.33)

onde P(o) e p são os estima.dotes de MV de p, sob -ao, e p, respectivamente

Outra estatística pala- o teste de -Ho, baseada no vetor das q restrições impostas

por -Ho a P, Pç -- êço) = O, é a chamada estatística de Wald

(ã. ãln)'li««(ã)I':(ê. êln) (2.34)

onde lçç(P) é a sub-matriz de l(P) associada do sub-vedor ,6ç de P. Caso o interesse esteja
en} testar a nulidade de somente um parâmetro do modelo logístico, #,- = 0, j = 1, . . . ,p,

a. estatística (2.34) tolda. a forma

(2.35)

onde /jj(P) foi definido enl (2.29)

Uma terceira estatística. para testar -Ho está ligada à função score U(P). Por

definição de P, U(P) = 0 e, sob a. validade de -Ho, o estimador iestiito P(') - (Pqo)r, pp.I")r
deve estai próximo de P. Deste modo, valores pequenos de U(P ' ) sugerem a consistência

de -Ho. Uma forma de medir a distância. entre U(P ') e o vetou nulo é através da forma
quadrática

.Es - U(Pw)yrll(P( ))I''U(,Õm)) , (2.36)

0

0

denominada. estatística score eficiente de Rao. Este teste, chamado teste de score ou teste
dos multiplicadores de Lagrange, torna-se abra.tivo pelo fato de exigir apenas os estimadores
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de MV de P, sob -Ho, o que só por si simplifica a parte computacional do teste. Quando,
no contexto do modelo (2.21), queremos testar -ao : #lj = 0 através do teste de score, a
expressão (2.36) corresponde à estatística. de Mantel-Haenszel, apresentada en] ( 1.30).

As três estatísticas de teste .Eav,.Ew e -Es mencionadas sáo todas assintotican-

lente equivalentes, sendo a distribuição aproximada, para amostras grandes e sob .Ho,
à distribuição Qui-Quadrado com g graus de liberdade. A sua. comparação en] termos
assintóticos é discutida particulannente em Cox and Hinkley (1974, sec.9.3), Rao (1973,
sec.6e) e ouse (1982).

2.6 Seleção de Covariáveis

Uma. vez descrita. a estima.ção e a construção de testes sobre os paiâinetios de um
determinado modelo logístico, interessa. sa.bei como ligam esses procedimentos inferenciais
com vista a encontrar o modelo que -melhor" descreva os dados, i.e., um modelo reduzido

que inclua as covariáveis mais iinpoltantes para a explicaçã.o das probabilidades de sucesso

«(*)

Este problema pode ser esses-Lcialmente resolvido pelos métodos de seleção de
variáveis usados em análise de iegressâ.o. Contudo, a. (luestã.o de intelpieta.ção do il)odeio
é aqui destacada., inaplicando pa.rticulainlente (lue a inclusa.o de celtas inteiações impõem
a. inclusa.o dos seus efeitos associados cle ordem infeiioi. na. ética do princípio hieiárcluico.

Outro aspecto que interessa. cha.mai atençã.o é que o processo de eliminação e (ou)
inclusão de covariáveis não deve ser a.plicado de uma fonlaa mecânica e sim conjugado com
o bom senso. Por exemplo as varia.vais consideradas "biologicamente" importei:ates não
devem sei deixadas de filão pela. sua. possível falta. de signiâcâi-toa. estatística.

Concentraremos a(lui eni dois métodos que são frequentemente usados na. seleção
de modelos logísticos. Outros n]étodos poderia sei encontrados en] Hosiner and Leineshow
(1989, ch.3) e Cordeiro e Paula (1989, cap.4).

2.6.1. Seleção Usual.

/

Há. dois ti])os de piocedilnelltos pala- a investigação do "tnelltol': modelo : seleção

/armara ou elinlinaçã.o ba.ckwa.rd. O primeiro procedimento consiste em partia do modelo
mais simples em direção aos modelos mais complexos enquanto o segundo segue no sentido
contrário.
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Dado o menor custo computacional do primeiro procedimento, utilizaielnos a ideia
básica da seleção /armara pala enunciaimos um algoritino de busca. do "melhol" modelo.
Este será formado de etapas, onde a etapa l diz respeito à seleção dos efeitos principais do
modelo, a etapa 2 à seleção das interações de ptinleira ordem das cox,ariáveis selecionadas

na etapa l e assim sucessivamente em relação às demais ordens de interações.

Nos preocuparemos en] descrever sonaente a etapa 1, já que as restantes se pro-
cessam de forn-ta completamente análoga. Assina, partindo do modelo mais simples, que
possui somente o intercepta como parâmetro, o modelo inicial, seguiremos os seguintes
passos na.etapa l

( 1 ) Cada covariável forma um modelo logístico simples que coinpaiamos cona o modelo
inicial através do teste da. lazão de x,erossimilhcanças, dado enl (2.32). O nível
descritivo P desses testes determina a inclusão ou não da respectiva. covariável

conforme P seja, ies])ectivamente, inferior ou nã.o a 25% - critério de Mickey and
Greeland (1989);

(2) Consideramos o naodelo com todas as covaliáveis selecionadas no passo (1) e,
cona base nele, testados a. nulidade cle cada um tios seus coeficientes, através da
estatística. de Wald, expressa ei]] (2.35). A exclusão ou não de cada covariável é
detennina.da pelo nível descritivo do respectivo teste de M/ald : se foi superior à
5% ou 10% (níveis cona'êncionais) a. Ã,ariável é excluída;

(3) Con-Lpalanaos alia.vés da. iazã.o de verossi]nilhanças o ajustan]ento do naodelo seno

as covariáveis excluídas no passo anterior com o modelo inicial do passo (2), e de
acordo com o resultado, tomamos uln ou outro como o modelo base para as etapas
seguintes.

Como já adiantamos, estes passos são apoia essencialmente repetidos nas etapas
seguintes, envolvendo as intelações de primeira. ordem, segunda. ordem, e assim sucessiva-
mente, associadas à.s covariá.reis presentes no modelo final da. etapa. l.

2.6.2 Seleção Stepwise

Outro método dc seleçã.o de covaliá.veia "importantes" para. explicam a. varias,el res-
posta. é o n]étodo step]oíse. Este método baseia-se num algoritino ]nisto de seleção /armara
e de eliminação backwízrd, que inclui ou exclui as covariáveis confonne a. sua inaportância
de acordo cona algulll cl,itéiio.
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O grau de importância de uma covariável é medido pelo nível descritivo do teste
da razão de velossiinilhanças entre os modelos que a incluem e a excluem. Quanto menor
for este nível tanto mais importante será considerada a covaiiável. Confio a covariável
mais importante por este critério não é necessariamente significativa do ponto de vista
estatístico, há que impor um limite superior PE (os valores usuais estão no intervalo
lO, 15 -- 0,2SI) pala. estes níveis descritivos, a âm de atrair candidatos importantes em
princípio à entrada.

Da.do que a. presença de várias cowariáveis num modelo pode tomai unia ou outra
dispensáveis, faremos a. verifica.çã.o da. illtpoitância da. presença. de cada. covariável con-
frontando o seu respectivo nível descritivo com um limite inferior Ps, superior a Pr. As
covaliáveis com un] i:tíx,el descritivo a.ssociado supelioi a Ps sel'ão assina candidatas à.
renloçao.

Descreveremos agora unia. variante deste algoritmo usada por Hosmer and Le
naeshow (1989, ch.3). A eta.pa. inicial conheça. cona o ajustamento do modelo só com inter
cepto e é constituída. pelos seguintes passos

(1) Construímos testes da. razã.o de verossiinilhanças entre o modelo inicial e os ilaode-
los logísticos simples forntados com cada unia das coÀ,ariáveis do estudo. O mínimo
dos níveis descritivos associados a. cada. teste será. comparado com Pr = 0, 15. Se
Pr for lliaioi incluínaos a covaiiável deferente àquele nível lníninlo e passmlaos ao
passo seguinte; caso contiálio, paramos a seleção e selecionanlos o último modelos

l2) Pa.rtindo clo naodelo incluindo a. covariável selecionada no pa.sso anterior, introdu-
zimos index,idualniente as demais cox,ai'dáveis. Coada. un] destes modelos com duas

cova.dáveis é testa.do colhia. o modelo inicial deste passo. Novamente o mínimo dos
níveis descritivos, se for menor do que PE, implica. a. inclusão no n:modelo da sua
respectiva. covariável. e a. passagens ao passo seguinte. Caso contrário, pal'anjos a
seleçãol

(3) Clomparalilos o ajuste do modelo logístico contendo as covariáveis selecionadas
nos passos anteriores com os modelos que dele resulta.in poi exclusão individual
de cada uma. das covariáveis. Se o máximo dos níveis descritivos destes testes da

razão de verossinlilhmlças foi nlenol do que Ps = 0, 20, a covariáx,el associada a
este nível permanece no modelo. Caso contiáiio, ela é removida. Em qualquer

circunstância, o algoiitmo segue para o passo seguinte.
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(4) O modelo resultante do passo anterior será ajustado, e antes de tornar-se o mo-
delo inicial da etapa. 2 (seleção de interações de primeira ordem das covariáveis
incluídas), repetiremos os passos anteriores quantas vezes foiein necessárias até
termos a indicação de parada nestes passos ou todas as covariáveis inclusas no
modelo.

(5) Uma vez selecionadas as covariáveis "importantes" , i.e., os seus efeitos principais,
na etapa 1, damos enteada na. eta.pa 2 através do passo (1) com o objetivo de
selecioi-Lal as intera.ções que envolvem aquelas covariáveis, e assim pol diante.

Uma desvantagens deste plocedinaento é a de exigir as estimativas de MV ein cada
passo, o que encarece o trabalho coinputacioi-Lal, particularmente ein grandes amostras.
Alguns autores opta.iam por aproxin:tacões ])ara. este método de seleção. O pacote científico
BMDP (Dixon, 1987) usa aploxilnações lineares nos testes da razão de veiossimilhanças.
Peduzzi et al. (1980) a.presentam uma x'adiante deste método baseada no uso da. estatística
de Wald pala. testam as covaiiá.vens nã.o inclusos no modelo.

2.7. Análise de Resíduos

Una modelo logístico ])ode ser as'aliado de várias maneiras. Por exemplo. através
das medidas que comparam os valores observados com os valores pleditos pelo modelo, já
apresentadas na. Seçã.o 2.5. A(lui faremos essa. avaliação atina'és do estudo dos resíduos,
uma. técnica cle dia.gnóstico bt\sta.nte usa.da. na. iegressã.o linear.

A diferença entre o valor observado da. variável resposta. (y) e o valor ajustado
pelo modelo corrente (7i) é cllanaada de resíduo. O resíduo da i-ésima. configuração de
co\rãFlâvels e

«.-,:-"; f(*J-«: (2.37)

onde P é a estimativa. de MV do vedor # no modelo corrente, i= l Ã

O resíduo n)ais conluni é o resíduo de Pearson

yi-- «il(xi)
'«i#(xi)ll - #(Xi)l

b (2.38)

que é parte integlant.e da estat.ística (2.31 )
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Quando os ?ti's sã.o pequenos ou n(x{) está próximo de 0 ou l a aproximação
Normal pala os resíduos de Pearson torna-se precária. Resíduos mais apropriados para
esta situação são baseados na deuãance, apresentada em (2.30), e deânidos pol

d: = ].12V./n P *:'',. «;,'«(t])];, ;-:,...,*, (2.39)

onde o sinal é o mesmo de (yf -- Pi). Para as situações particulares gf = 0 e 3/í = ?z{ os
resíduos (2.39), chamados de resíduos det;lance, são respectivamente,

dí = e di

De acordo com Cox and Snel1 (1968) pode-se obter uma outra. padronização pala
os resíduos, que leva. em consideração a. variabilidade de #(xf ). Esta idéía pode sel con-
cretizada através da. divisão dos resíduos (2.38) e (2.39) por (l -- /zif){, onde /}if é a
estimativa. do {-ésimo elemento da diagonal piincipal da matriz de ])rojeção

n(p) #){XJXTW(p)XJ''XTW(p){ (2.40)

onde as matrizes apresenta.das estão definidas no processo (2.27)

Além das medidas expostas para análise dos resíduos, existem os métodos giáíicos.

O gráfico de resíduos de 7'i ou df versus Pi sel've para detectam' pontos abei'rentes ( otétZáers)

no ajustall-Lento do naodelo. LandÀvehl et al. (1984) apresentam outros métodos gráficos
para o modelo logístico. Willia.ms (1987) através de gráficos estuda a adequação de su
posições distribucionais do modelo.

Outra.s técnicas de diagnóstico para. o modelo logístico podem ser encontradas com
detalhes en] Pregibon (1981), Pielce and Schafer (1986), Mrilliams (1987) e Hoslnel and
Lemeshow (1989, ch.5).

A falta. de ajustamento clo modelo logístico pode ser atribuída a. vá.rias causas.
Uma. delas tem a. vei' cona a. inadequação do modelo Binonlial na. explicação da variabili-
dade da variável resposta- O caso de Ouerdispersáon é un] exemplo dessa incide(luação. O
tratamento deste pioblenla. pode ser encontrado particularmente em \4rilliams ( 1982), An-
derson (1982), McClullagli and Neldei (1989, pg.124-128) e Follmann and Lainbert ( 1989).
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2.8. T(épicos Especiais

Esta seção tem como objetivo apresentar questões específicas relativas aos modelos

logísticos para. dados binários que temos vindo a considerar. No entanto, queremos chamar

a atenção que tais modelos podetn ser generalizados pala dados polítõinicos (i.e., com uma
variável resposta com distribuição Multinomial) usando vários tipos possíveis de ZogiZs,

associados ou não ao cai'ater nominal ou ordinal das categorias da. variável resposta. Dado

que o tratamento destes modelos sai fora do âmbito deste trabalho remetemos o leitor
eventualmente interessado pala McCullagh and Nelder (1989, ch.5), Hosmer and Lemeshou'

(1989, ch.8) e Agreste(1990, ch.9), entre outros.

2.8.1 Modelo Logístico pai'a Estudos Reti'ospectivos

Eln vária.s situações. os dados sobre a. vai'iável resposta. binái'ia }'' e o vetou de
covariáveis x não são obtidos de maneira prospectiva. Ena vez desse planejamento, uin
conjunto de lz] casos (indivíduos cona }' = 1) e vzo = vl. -- 11.. controles (indivíduos com

}' = 0) é selecionado e posterionnente identificado segundo os valol'es de x. Este tipo
de estudo, chamado de retrospectivo, é muitas vezes motivado poi questões econõnaicas
ligadas ao custo e a duração do experimento, paiticularnaente quando }'' é incidência de
uma doença rara.

Os dados sobre casos e controles iesultan[ assina de unha. a.n-Lostragem direta de un]
modelo pala P(x l y), Z/ = 0. 1 , contiaiiaillente aos dados prospectivos que estão associados
ao modelo n'(x) = P(yl x). A sua ai-tálise pode sel' pl'ocessada de modo análogo àcluele que

foi visto pala os dados de um estudo de seguimento, i.e., através da especificação e ajuste
de uin modelo estatístico pala P(x y). Este procedimento pode tornar-se complicado
quando x envolve um gtande núnleio de variáveis explica.uvas, particularmente contínuas.

Uma abordagem alternativa. consiste em es])ecificai uin modelo para P(3/ l x) de
ntodo a induzir unl iTiodelo para. P(x l y), que é então usa.do pala. as inferências de interesse.
Neste situação, o uso de uin modelo prospectivo logístico revela-se conveniente pelo fato da

metodologia de MV pala. os dados letrospectivos envolver ainda um modelo numa. forma
logística. Descreveremos. em seguida, uma. justificativa. enl traços gerais desta afirmação,
baseada no arguntento de Farewel1 ( 1979).

Para. isso, suponhamos então que P(]' = l x) é representada pelo modelo logístico
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onde x = (zo, zi, . . . , z,.i )r caiu ao = 1 é um valor genérico para o vetou de p-- l variáveis

explicativas e P = (ao, /ii , . . . , a,-i )r

A função de verossimilhança para a amostra de nl casos e lzo = 7z -- zzl controles
é definida poi

.L(P) ll P(xij l y:)
{=o j=l

(2.41)

onde yf = á e xij representa os ll.f valores de x observados no grupo á, { ' 0, 1

Nos restringiremos ao caso em que x é discreto. A função de probabilidade P(x l y)
para um indivíduo da população global com resposta y coincide com a mesma probabilidade
pa.ia um indivíduo da. amostra se a. seleção desta não depender de x. Isto é, se : iepre
sentar a valia.vel inclicadora. da seleção rallaostlal para qualquer indivíduo, com distribuição

condicional en] cada grupo independente de x e decotada. por

P( l ly=1)=éi ' P( 1 1 y = 0) = Óo

temos

P(xly;,-U - Ph' IP)PP-lll";':) - PQ.Id (2.42)

Poi' outro lado, para. qualquer' indivíduo selecionado co]]] vetou de covaliá.vens x

P(y l x: : = 1) P(y l x)P(: = 1 l g)
>l: P(y xlP(: = 1 l y)

y-o,l

e assim

: -- 1=1 Ê
«*(*) = Ph - il *;; - :l) - «(*)é- +ll - «(*)lé.

ou melhor

,'*( x )
exa''(I'

1 + Cx'a (2.43)

onde a = (#J, PI ,P, . )r co:ll /3il = /j. + /,.h
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Tendo em conta (2.42), a aplicação do teorema de Bayes permite leescrevei (2.41 )
como

"w;-':;-'a - 111lc@ .m:;t?11TI'k:pl , p.«)

onde, por definição, P(yi l z = 1) = n, à = O, 1. A estimação por MV dos parâmetros é
processada assim por maximização de (2.44) sujeita à restrição de

>l: «'*(x-j)P(x:j l ,

Anderson (1972) e Plentice a.nd Pyke (1979) mostram com argumentos distintos que o
estimador de MV de cv é aquele que resulta. da maximização irrestrita de

l rz:í 7t l ll o

H
í=o .j=1 .j=] .j= l

L*(a) H HP(yf l xij;; = 1) = «-*(x:j) 1111 - «*(x-j)l (2.45)

e que a matriz de covaiiância assintótica. do estimados de (/JI
resulta de (2.45).

Pp-i )r é idêntica. à que

A análise da. expressão (2.45) I'ex'ela que a. funçã.o cle verossilnílllança. relevante é a
verossimilhança de un] modelo logístico, definido enl (2.43). Assim, as inferências sobre a,
que inclui o parâmetro de interesse (/3i , . . . , ©P : )r en} estudos de caso-controle podem ser

processadas de modo idêntico aquele (lue foi discutido pala dados prospectivos. Porém,
devemos tei cuidado que, sen-l infollnaçã.o adicional, nã.o é possível fazei inferências sobre o
parâmetro /3o de P e os parâinetios perturbadores él e Óo devido à sua. não identiâcabilidade

no modelo(2.44), visto que a = P+ é, onde Ó =(/?1.h-, Or.:))r

Para mais detallles sobre a. análise de dados letiospectivos via regressão logística,
incluindo a. considera.ção de covariá.x'eis contínuas, x,ide Anderson (1972) e Pientice and
Pyke (1979)

Outra abordagem pala a. funçã.o de verossimilhança. (2.44) é construirmos uma

distribuição condicional ])aia elilnillaçã.o dos parâmetros perturbadores com base nas es
tatísticas suficientes do modelo, da. inesllla. forma. que referimos no Capítulo l pala. tabelas
de contingência. A distribuição resultante serviria para inferências exatas dos paiâinetros
Pj, .j = 1, . . . ,7o 1. Esse modelo é chamado de modelo logístico condicional, e pode sei

visto com detalhes en] Breslosv and Day (1980, cl:t.7), Cox and Snel1 (1989), Prentice and
Breslow (1978), Fat'esvel1 (1979) e Prentice and Pyke (1979).



Cap. 2: Nlodelos de Regressão Logística 52

Um caso importante para o uso do modelo logístico condicional é o de dados

retrospectivos emparelhados. Vede, e.g., Breslow and Day (1980, ch.7), 1':leinbauin et al.
(1982) e Hosmer and Lemeshow; (1989, ch.7).

2.8.2 Modelos Lineares Generalizados

O modelo logístico e outros modelos pala dados binários são casos especiais dos
Modelos Lineares Generalizados (MLG's) introduzidos por Nelder e Wedderburn (1972).
A especificação desses modelos faz-se via três componentes

i) A componente aleatória, que identifica. a distribuição de probabilidade da. variável
resposta. consiste de observações index)endentes de nlenabros da. família. cxponen-
cia.ll

ii) A componente sistemática, que especifica unia função linear das variáveis explica
uvas que é usada como um ])leditol;

iii) A função de ligação g(e), onde g é diferenciável e monótona, descrevendo a relação
funcional ente'e a componente sistemática e o valor espera.do da. componente alea-
b(JlliX.

Pala uma. longa exeinplificaçã.o de u]]] MLG vede lvlcCullagh and Neldei (1989)
Relativamente ao modelo logístico, a distribuição (2.9) pode sei repl'esentada poi

''«-«;' - ': '";'«(;;)-,l« '«(=
, k . (2.46)

chamando atençã.o que ca.da. obse]vaçã.o da. x,aiiável resposta. en] cada. configuração pertence

à fantília exponencial. Po! outro lado, a. funçã.o de ligação é o ZogãZ de n-{, { = 1, . . . , Ã, poi

sinal o parâmetro natural dessa. sub-família, estabelecendo a relação com a. coin])oriente

sistemática, dada em (2.10). Deste modo, fica. clamo como o ntodelo logístico se encaixa na
definição de um MLG.

Ainda. em relação ao modelo logístico é sabido que o valor es])eia.do da. coin])oriente
aleatória referente a. cada observação da. ã-ésima configuração é p{ = 7zíai ; daí o uso
frequente de g(nÍ) en] vez de g(ltf) pa.ia. a função de ligação ao preditor l?f. A função
Zogit, dada ein (2.11), é aqui a função de ligação canónica, pois tlansforina pi(ou n-i)
no parâlnetio i-natural. Ouvia. função de ligaçã.o coinunlente usada. em outros contextos
é a função g(pf) = pf, coiilaecida. como funçã.o de ligaçã.o identidade. Porém: no modelo
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logístico ela pode produzir estimativas de nf fora do intervalo 10 -- 11, como já referimos no
início deste capítulo.

A Tabela 2.1 descreve alguns exemplos de MLG's

Tabela 2.1 Alguns Modelos Lineares Generalizados

O modelo logístico nào é o único MLG capaz de descrevem dados binários. Três
outros modelos apiesentain-se na Tabela 2.2. O modelo probát ficou popularizado en]
experimentos toxicológicos (Bless, 1935) para maiores detall:tes vede Finney (1971). O
modelo coin])leinentar log-log ( ezZremãZ) tem sido usado em análise de sobrevivência (vede
Lee (1980) e Cox and Oakes (1984)) - o uso nesta do illodelo logístico pode sei visto nos
recentes artigos de Efron (1988) e Abbott (1985).

Tabela 2.2 : Modelos ])aia dados binários a paltil de
função delira.ção.

Função de Ligação Modelo

g:(«') 1 «)l
g2(a') = 'b':(a')0)
g:(«') z«(i - «-)l

g4("') = /?zl--/«( «-)l

Logístico
Pro bit

Conipleinentar Log-log
Log-log

b) ©(.) função de distribuição da Nora-Lal padrão

De acordo com h'lcClullagll and Neldei (1989, ch.4) é difícil distinguia as funções
logit e probít no intervalo 0. 01 < a < 0. 99 ; a. função compleinentai log-log está. próxima

Componente Componente Ligação Modelo
Aleatória Sistemática    

Normal contínuas identidade R co ],eqsân T .;«,-..'
Nonnal categorizados identidade Allálise de Variância
Nonnal mistas identidade Análise de Covas'iância
Binoinial mistas   Regressão Logística
Poisson ilaistas logaiitmica Log-linear
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da função logística para valores pequenos de a e apresenta um crescimento mais lento do

que as Zogit e probàt para. valores de a próximos de 1 1 as funções gl(n ) e g2(n) são funções
simétricas, i.e.,

g(«') 1 «') , (2.47)

o mesmo não ocorrendo com relação a g3(a) e g4(n). Além disso, destacam as vantagens
do modelo logístico pela facilidade de estima.ção e interpretação dos parâmetros nos vários
tipos de amostragem dos dados.

2.8.3 Distribuição de Tolerância e Dose Letal

O modelo logístico é fiequenteinente usado ein Toxicologia, ollde se pretende geial-
inente descrevem o efeito de un] nledicanaento tóxico na morte dos indivíduos en] estudo.

Este caso envolve unia covariável coi:ttínua. e uma variável resposta binália. e a relação entre
elas é frequentemente denominada de modelo de dose-resposta.

A relação entre a. probabilidade de sucesso no modelo de dose-resposta e o preditor
linear, 77 = /io + P] z, é feita. pot unia. função illjetora g(a) = z7. Notando que a- está restrito
ao intervalo (0, 1) ])a:a velo:es de ,? en: (--.o, +.o), é -azoá.,el :modela::nos « co«.o u:na
função de distribuição acumulada. ou seja,

7r g''(,7) = r'(,7)
}/

/(to)dtt, , (2.48)

onde ./(e) representa uma. função de densidade de probabilidade, denominada de função
de tolerância. Isto porque nos estudos de toxicologia podemos interpretar a- como a
probabilidade de morte para unia. dosagem 77.

Todos os quatro modelos pala dados binários apresentados na Tabela 2.2 podem
sel obtidos da expressão ( 2.48) através das funções de tolerância Logística, Normal padrão,
Gumbel de mínimos e Guinbel de máximos, respectivamente. Deste modo, as probabi-
lidades de sucesso em (2.48) pala. os modelos proZlit, complementar log-log e log-log são.
respectivamente

«-( ,/) c «'(77) = e'''' (2.49)

onde 'D(e) é a função de distribuição da. Normal pa.drã.o. Pala o modelo logístico a pro
babilidade de sucesso, dada ein (2.4), corresponde à função de distribuição Logística, se
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Pi > 0. No caso P] < 0, é 1 -- a(z) que representa essa. função de distribuição. A função
de distribuição logística é definida por

--00 < T < +00 , (2.50)

onde p e 1- são parâmetros de locação e escala, respectivamente. Logo, o preditor linear
1? := /3o + /3lz tem os parâmetros /Jo :: --p/r e /31 = 1/r, I'- > 0.

Os naodelos de dose-resposta visam não só a predição da probabilidade de sucesso
pala uma dosagem específica mas tainbénl a determinação da dosagens necessária para
se atingir uma proba.bilidade de sucesso P. Essa dosagens é chamada de dose letal. A
notação usual pala unia dose letal de 100P% de sucesso é -D.LlooP, logo

P = F(/3o + /dl-D-Z.,look) o < P < 1, (2.51)

onde F(e) é uma fui-Lção de distribuição acunaulada

A dose letal mais comum em Toxicologia é a dose n[ediana. (.D-LÕO), embora. ei]]
certos casos sejam as doses extremas, ])or exemplo .D.LI ou .D.L99, o centro das atenções.
Convém lembrar (!ue ]toje os inode]os de dose-resposta estão difundidos em x,árias áreas
do conhecimento logo a. covariá.x el pode ser idade, peso, resistência de um material, etc.

Sob o modelo logístico. o estiinador de MIV de -D-Lloop é, pela piopiiedade invari-
ante,

DL\ooP à [,,, (& -- /3o a(P), (2.52)

onde P = (ao, ÕI )r é o estimados de MV do parâmetro do modelo.

A varia.ncia. assintótica de -D-Lioop será construída. cona ba.se ]la. série de Taylor até

primeira oidenl de d(#) en] toldo de P = (#o, #] )r, i.e.,

a(ã)-.ZM= leg?.l (ã-A
Assim. fazendo

,#]'. ,«.(&)]l'
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(2.53)

temos

}''«..* la(P)l D(P)'li(P)I' :D(P)

Com base em (2.53), um intervalo de 100(1 -- a)% de confiança para -DZloop, em
grandes amostras, é

ÕIE:oo, t ,:-{ v'V=;«la(ã)l , (2.54)

onde }'ar.4ld(P)l é a variância (2.53), amliada em P, e zi--} é o percenti1 100(1 -- {)% da

distribuição Normal padrão .

2.9. Exemplos

Nesta seção ilustraienlos alguns dos métodos descritos neste capítulo para análise
de modelos logísticos. Dois exemplos serão considerados retratando duas situações es
pecíficas. O primeiro exemplo aborda da.dos retrospectivos numa. aplica.ção direta. da Sub-

seção 2.8.1, e o segundo trata do modelo de dose-resposta voltado principalmente pala a
estimação das doses letais

Exemplo 2.2 : No setor de Anatomia e Patologia do Hospital Helió])olis, São Paulo, entre
1970 e 1982, foi realizado um estudo retrospectivo, cujos dados, apresentados no Apêndice
2, falam obtidos de Paula et al. (1984). O objetivo principal desse estudo eia avaliam a
associação entre algumas variáveis histológicas e o tipo, inaligmo ou benigno, do Processo
Infeccioso Pulmonar (PIP).

Neste estudo de ca.se-controle, os casos folana todos os pacientes diagnosticados,
no período e hospital há pouco mencionados, como polta.deles do PIP de origeila maligna
(71 pacientes). Os controles foram formados por uma amostra de 104 pacientes de uma

população de 270, os quais foram também diagnosticados na mesma. época. e local e tiveram
confirmado o PIP de origem benigna.

A observação de cada um dos 175 pacientes fez-se através de variáveis ]listológicas
nos fragmentos de tecidos retirados da região pulmonar. Dessas variáveis somente as
intensidades de histiócitos-lii-Lfócitos e de fibrose-frouxa. foram consideradas importantes na

discriminação dos dois tipos de PIP. Além destas, o conjunto de covaliáveis será formado
por dois favores potenciais de confundimento, sexo e idade. A descrição da. codificação das
variáveis encontra-se na Tabela 2.3.
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Tabela 2.3 Codificação dos dados do Processo Infeccioso

Como discutimos na Subseção 2.8.1, o modelo logístico (2.43) será ajustado aos
dados retrospectivos. Os parâmetros Dj, J # 0, são estinaados diretamente deste modelo.
enquanto Po, se é] e Óo foiena com:tecidos, pode ser inti'oduzido posteiioi'mente, visto que
as lazões de chances sã.o invariantes com a introduçã.o deste

Pala seleção de covaliáveis que fornaella o ''naell:toi'' modelo logístico usaremos
o naétodo de seleção stepwise. Os testes de lazão de verossimilhanças de Mrilks entre
modelos cona inclusão ou exclusão de variáveis, ou inesnlo interações, da.ião origem aos
níveis descritivos apresentados i:las tabelas que se seguem. Poi exemplo, na etapa 1, seleção

dos efeitos principais, o valor observado da. estatística. do teste que conlpa.ra. o naodelo só
comi intercepto (n:modelo inicial) com o modelo com inclusão da covariável /.D.4 a. este, é
.Emv = 236,34 -- 190, 92 = 45,42. O uso da. distiibuiçã.o Qui-Quadi'ado cona l grau de

liberda.de produz o nível desclitix,o .P = 0, 000.

O nível descritiÀ,o acima faz parte da Tabela 2.4, onde encontrara-se os outros níveis

descritivos para inclusão ou exclusã.o de covaliáveis em cada. passo de decisão da. etapa l
do método de seleção. O passo l inclui a covariável /-D.4, ])ois o seu nível descritivo, que
é o mínimo neste passo é infei'ior a Pr = 0, 20 (nível padre.o para. inclusão de varia.vais).
O passo seguinte nesta. etapa inclui a. \-alia.vel .H.L, e apoia cona duas varia.vens incluídas
no modelo seixo testadas a.s exclusões individuais destas valia.veis. Os níveis descritivos

associados a. esses testes encontl-ain-se na Tabela. 2.4. na. linlla. cle deferência do passo 3 e

  Pulmonar. Paula et al. (1984).  
Variável Nome Código Notação do

      apêndice 2

  Tipo de Processo l=maligno PIP

  Infeccioso Pulmonal 0=benigno  
T] Idade anos IDA
r2 Sexo l=masculino SEX

    0=fenlinino  
Z3 Intensidade de Histiócitos l falta HL

  Linfócitos 0=baixa  
T4 liltensidade de Fibrose l falta FF

  Frouxa 0=baixa  
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abaixo da curva. em forma. de escada. O máximo desses níveis estará identificado por um
asterisco e, sendo inferior a Ps = 0, 25 (nível padrão de exclusão), a variável associada a
este nível não é retirada do modelo. Seguindo esta lógica, encontramos os níveis descritivos
mínimos em cada passo de decisão como o primeiro elemento acima da curva em "escada"

Sendo todos inferiores a Pr concluímos pela entrada no modelo de todas covariáveis.
Relativamente às exclusões observamos que os níveis com asterisco são inferiores a. Ps, e
assim nenhuma das covaiiáveis sai do modelo. Em resumo, o modelo resultante da etapa l
da seleção iteptoise é o modelo caiu todos os efeitos principais do conjunto das covariáveis.

Tabela. 2.4 Níveis descritivos usados na seleção

De forma análoga. processar-se-á. a etapa 2, cujos níveis descritivos pala toldada de
decisão ein ca.da passo encontialn-se na. Tal)ela 2.5. Concluínaos então que só tios interações
de primeira ordem saião incluídas no modelo, e nenhuma delas foi excluída. posteriormente.
E,seus \nketa(;ões sã.o IDA.HL. HL.FF e SEX.FF

Tabela 2.5 Níveis descritivos usados na seleção $teptoÍse Etapa 2

  ) b c// u/üo ç - li dali a- l .        
Passo de decisâ.o Idade HL   Sexo   FF

l o.ooo o,ooo   0.288   o.001
           

2 o.ooo ! o.ooo   o.100   0.003
           

3 o,ooo o,ooo*   0,050   0.124
4 o,ooo o,ooo   0,050*   0,182
5 o,ooo o,ooo   0,050   0,182*

Passo de IDA.HL HL.FF SEX.FF IDA.FF IDA.SEX HL.SEX
decisã.o            

l 0,012 0.014 0,059 0.056 0,663 0,063
2 0.012 0,027 0.060 0,232 0,218 0,099
3 0,023 0,027* 0,012 0.233 0,275 0,176
4 0.028* 0.005 0,012 0,207 0,403 0.791
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Na etapa 3 nenhuma interação de segunda ordem foi incluída, já que o mínimo dos
níveis descritivos dos testes de inclusão foi inferior a PE. Assim, o modelo resultante da
seleção steploãse possui todos os efeitos principais do conjunto de covaiiáveis e as interações
de primeira ordem /D.A..H.L, .H.L..F.F e S.EX.FF. As estimativas dos parâmetros e os
respectivos desvios padrões a.ssintóticos deste modelo encontram-se na Tabela 2.6.

Tabela 2.6 Estimativas dos pa.râlnetros e desvios padrões associados

O teste de ajustamento do modelo logístico selecionado produz pala a. estatística
(2.30) o valor 146, 22 correspondente a. um nível descritivo 0. 8751 (calculado de uma dis-
tribuição Qui-Quadrado com 167 graus de liberdade). Logo, conclui-se (lue llá. adequação
do modelo. Outras técnicas de avaliaçã.o do modelo encontram-se na. Seção 2.7.

Como o interesse principal é estudar a. associação entre o ti])o de PIP e as variáveis
histológicas no conjunto de covariáveis, fornlarenios as i'azões de chances para os níveis
dessas varia.vens.

A razão de chances de um paciente cona nível alto de intensidade de -H.L, em relação
ao nível baixo de .H.L, estar cona PIP do tipo maligno é denotado. por V'mi . Supondo que
os pacientes tenllam o ]nesmo sexo. idade (=i ) e nível de intensidade cle FF (a;4 ). a razâ.o
de chances acima pode sei estimada. por

ÚHZ,:: e=p{ 5,521+0,062zl+2,908#4} l2.SS)

Da expressão (2.551 podemos concluir que a. chance de um PIP ntaligno é menor
pala os pacientes com alta intensidade de H-L (lue para os pacientes com baixa intensidade

ao modelo logístico resultante da. seleçâo sfepwíse.

Efeito Pa.râinetro Estimativa. Desvio padrão

constante ao -1,409 0 ,937
IDA al 0,039 0.017
HL P2 -5,521 1 ,682
SEX /3s 1,402 0 ,583
FF Õ4 -1,978 0 ,887
IDA.HL as 0,062 0,029

HL.FF ac 2 ,908 1 ,103
SEX.FF /jv -3 ,349 1 ,476
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de -H-L, isto no nível de baixa intensidade de /'/' e no intervalo de variação amostral da
idade. Já na. categoria alta de -FF, @HZ, torna-se maior do que a unidade após a idade de
42 anos (aproximadamente), pelo que a aíirinação anterior é válida se substituirmos menor
por maior. En] ambos os níveis de .FF a razão de chances referida cresce cona o aunaento
daidade

Para ilustramos a aplicação da. expressão (2.55), suponhamos que dois pacientes
de 60 anos e do mesmo sexo tenhan] sido submetidos a exames no hospital referido a fim de
ser diagnosticado o tipo de PIP. Após os exames, admitamos que se constatou para ambos
o nível baixo de intensida.de FF, enquanto apenas un) apresentou alta intensidade de .H.L.
Deste modo, a chance estimada do pa.ciente, cujo exame não detectou alta intensidade de
.Z].L, estar com PIP maligno, em relação ao outro, é @ = ezp( 1, 801) = 0, 165.

Uin intervalo de 100(1 -- a)% de confiança pala. l/'HL, em grandes amostras, é
fortnado pelos limites

$'...$\. +..:p-l /,,'PHZ, H }C;.u«8«0} (2.56)

onde Oal está expresso enl (2.55), zi- g é o pelcentil de Ordem 100( 1 -- ?)% da distribuição
Normal padre.o e

Va7'..4 ( ÚH z, ) } «'.v'«,..*(ã)+ }. 2"i.'jC'o«.*(ljl,A)
í- 1 ,2 .4 i#j- 1 ,2 ,4

Analogamente, Wpr é a. iazã.o de chances de uin pacielate com alta. intensidade
de F-F, em relação ao nível baixo de F-F, estai com PIP do tipo naaligno. Supondo
que os pacientes sã.o semelhantes nas demais covariáveis e recordando que =2 e =3 são,
respectiva.mente, sexo e -H.L, o paiâinetlo acinaa é estimado por

V'r'r' = e=p{ 1, 978 3, 349:2 + 2, 908a;3 } (2.57)

Desta. expiessâo podemos deduzia que a. chance de um PIP maligno é illenor pala os
pacientes com alta intensidade de FF (lue para. os pacientes com baixa. intensidade de FF
isto entre os llomens independentemente do nível de intensidade de .Zlí.[ e pala as mu]heres
com baixa intensidade de .#Z. Pala. as mulheres com alta. intensida.de de .H.L ocorre o

contrário nesta chance. Enl ambos níx,eis de -H-L a. razão de chances Üpp é nlaioi pala. as
mulheres do (lue pala os homens.
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Se houver interesse em prever a(x), probabilidade de um paciente da população
com uma determinada conâguraçã.o estai com PIP do tipo maligno, devereiTios antes esti-
mar #o, i.e. l

ã - Ã--,«(án) ; ' - "' "'' - -:,";
Deste modo, ficamos aptos a. estilTiar a(x) pala qualquer valor de x, como ilustra-se na
Tabela 2.7.

Q

Exemplo 2.3 : Eill Bless (1935) encontramos uma situação típica pala ajuste do modelo
dose-resposta. O estudo baseia-se no comportamento de besouros adultos à exposição a
cinco horas de disulfeto de carbono gasoso (C'S2). A curva de dose-resposta da mortalidade

dos besouros foi formada. a. partir de oito dose.Bens (valores de =). Os resultados obtidos

dos 481 besouros investigados encontram-se nas tl'ês primeiras colunas da Tabela 2.8.

O modelo logístico simples foi ajustado aos dados, e a equa.ção de regressão é
estimada pol

/oglÍtlT(?)l = --60,72+ 34,27#

Os valores ajustados poi' este modelo e pelo ntodelo probít pala. o núnleio de l)esouios
mortos apiesentain-se nas colunas 4 e 5. iespectivainellte. da Tabela 2.8. Observamos
assim uma grande concordância enfie os valores preditos pelos dois modelos.

I'abala :Z.l Estimativas de n(x) para. varias connguiaçoes.

Idade Sexo HL FF a'(x)

51 masculino alto alto 0.022
29 fenainino baixo alto 0.038
62 fenainino alto baixo 0.159
29 feminino baixo baixo 0.224
50 feminino l)eixo baixo 0.395
44 masculino baixo baixo 0.677
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No modelo logístico as estiinações, pontual e intervalar, das doses letais cons-
tituem aplicações da.s expressões (2.52) e (2.54), respectivamente, avaliadas no vedor

P = (--60, 72 34, 27)r e na sua. matriz de covariância assintótica. estimada.

[: õJ-: - (-?::s: ':::!:) . ':."'
15.08
8.48

Poi exemplo, o intervalo de 95% de confiança para a dose letal mediana. é

:,": : ',"\l'-.,", -',":; ':.i,:-:(:-S:S::)
Esta. e outras estinaa.iões para a. dose letal encontra.nl-se na. Tabela 2.9

Tabela 2.9 Estimaçã.o de algunaas doses letais no naodelo

.Lapela Z.õ : lvlortali(lacle ae oesouros {unss,iuóoJ.  
Dosagem Besouros Besouros Ajuste Ajuste

logro C;S2( Í::t) hortos Zogit probí

1,6907 59 6 3,45 3,27

1,7242 60 13 9,84 l0,89
1,7552 62 18 22,45 23,65

1,7842 56 28 33,89 33,88
1.8113 63 52 50,10 49.60

1,8369 59 53 53,29 53,63
1.8610 62 61 59,22 59,63
1.8839 60 60 58,74 59.21

  logístico pala mortallda(le de besouros.

Dose Estimação Intervalo de 95%
Letal Pontual de Confiança

  1,772 (1.764;1,779)
Z).Loo 1.906 (1.885;1,927)
Z).Li 1.889 (1,615;1,663)
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O teste de ajustamento do modelo logístico de dose-resposta. produz para a es-
tatística deuiance o valor de 11,23 com o correspondente nível descritivo de 0,0815 (6
graus de liberdade). O modelo logístico não constitui, assim, um instrumento capaz de
uma descrição satisfatória dos dados, o mesmo acontecendo ao modelo praz)it já que conduz
n, um nível descritivo de aproximadamente 10%.

Deste modo, interessa prosseguir na via da procura. de modelos que se mostrem
mais apropriados pala a explicação destes dados. Tal será kit.o no próximo capítulo. <>



CAPITUL03
P

MODELOS DE REGRESSÃO LOGÍSTICA GENERALIZADOS

No Capítulo 2 ficou evidente a importância. do modelo logístico pala análise de
dados binários. Porém, nas última.s duas décadas foram propostos nox,os modelos com o
objetivo de aperfeiçoar o ajuste do modelo logístico. Todos esses modelos têm a particu
laridade de envolverem parâmetros adicionais de forma, introduzidos na função de ligação
ou na função de tolerância. ou ainda no preditor linear, e de englobaiem o modelo logístico
como caso especial. Alguns desses modelos logísticos generalizados serão apresentados
neste capítulo. Um destaque será dado a.o naodelo de Stukel (1988) por possuir uma maior
capacidade generalizadola.

Os problemas de dose-resposta serão aqui enfatizados por serem suscetíveis à ina-
dequação do modelo logístico. Com efeito, a estimação de doses letais extrema.s é bastante
sensível ao grau de ajuste do modelo, sendo particulaiinente beneficiada. por modelos de
dose-resposta mais flexíveis. Os exemplos selecionados neste capítulo são unia prova desse
fato

Este capítulo sela. estiututa.do de naodo a. ])rix,ilegiai a análise dos naodelos de
regressão logística generalizados (MRLG's) mais comentados na literatura, referindo al-
gumas das dificuldades que llle estão associadas. Em seguida, proceder-se-à à descrição
das inferências para. o modelo de Stukel, com as necessárias adaptações pala os demais
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modelos. Haverá destaque, nesse contexto, para. o teste de ajuste do modelo logístico
padrão.

E importam:Lte observar que todos estes modelos estruturais são enquadrados no
modelo probabilístico produto de Binomiais, expresso em (2.9).

3.1. Modelo de Prentice

Prentice (1976) propôs a seguinte função de tolerância

l
/(«)

-B(7?z1 , ??'2
e""''(l + e")'(":+",) , (3.1)

representando a função de densidade de probabilidade do logaritmo de uma distribuição
F-Snedecoi cona 27?zl e 27?z2 graus cle liberdade. Ela pode sei vista como unia generalização
da função de tolerância. do modelo logístico através da. inclusa.o dos dois novos parâllletros
7'7'z] e ?'722 .

Note quc quando ??z] = 1?z2 = 1, a expressão (3.1) define o naodelo logístico.
No caso de ?7zi,v?l.2 --> +(x) obtêna-se o modelo probãZ. O modelo coinplenaentar log-log
corresponde ao caso de 71zi ---} +oo e l?z2 :: 1. Quando 7?z1 :: ??l.2 têm-se os chamados

modelos simétricos. e (lua.ndo l?zi < 7?1.2 e 771i > 7?z2 a. função (3.1) é dita sel assimétrica
negativa e positiva, iespectivmnente.

A probabilidade de sucesso a'(1?), onde 77 = xrP, fica então definida. poi

1/

(n) = 1 J(««)d:«

O Gráfico 3.1 descreve as formas para. a probabilidade de sucesso n(77.) com base ein
alguns valores de z?zl e vlt2 na função (3.1). Pode-se natal que n(1?), onde ?? C ( --61 6), cresce

mais lentamente (rapidamente) do que a função a(?7) do naodelo logístico (llzl = 7?z2 = 1)
quando (nzi > 1,??z2 > 1) ((7?1.] < 1,7?z2 < 1)) até o ponto mediano. A partia deste ponto,
o crescimento dá-se de forma. contrária. Além disso, nas situações (in.i > 1,ní2 < 1) e
(??1.1 < 1,7?22 > 1) a. curva. n-(7?) evolui. respectivamente, de forma mais lenta e mais rápida,
do que a cur']'a logística, en] t.odo o seu domínio.
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Gráfico 3.1 : Curva de n(?7) no modelo de Prentice para alguns valores de
tv?z1 : ?ll.2): modelo logístico -(1;1).

Portanto, o modelo de Prentice pode proporcionar um bom ajuste para- a(77).

quando esta função nao é simétrica. ou mesmo sendo simétrica, quando tem uma inclinação
mais pronunciada ou mais suave, do que a logística. Poréna, partilha da desvantagem de
não possuir uma expressão fecllada pala n(77). Uma. consequência imediata desta limitação
ocorre na. estimação do novo vetar cte parâmetros clo modelo. contituído poi P e nl =
1??zl . l?z2)]". De acolho com a função log-verossimilhança. dada enl (2.231. a probabilidade
de sucesso depende agora. de P e m: logo dex'eixos usei tainbénl as derivadas parciais
an{/a??zZ , f = 1,. . . .À e / = 1: 2 , para obtenção dos esticadores de MV dos repelidos

parâmetros. Estas derix'idas, que são definida.s abaixo: podem nã.o admitir uma expressão
em forma fechada

du A' e / = 1,2 (3.2)

Pala amenizar esta dificuldade. Prentice (1976) lembra que para 7?zl e 7??2 fixos

jdigamos, n] = mo) pode-se construir u]]] processo ibera.tive para estimação de P. Desta
forma. o procedimento de Newton-Raphson requer somente as submatrizes da matriz de
informação de Fisher e da função score referentes a #. ax:aliadas em cada. etapa do processo
em nlo e P(f). f > 0.
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Uma. outra possibilidade de ajuste pala. o modelo de Prentice consiste ein fixei o
valor de um dos parâmetros adicionais. Os modelos mais usados, nesse caso, são obtidos
fazendo me = 1 ou mi = 1, e são denominados, respectivamente, de modelos Prentice-nzl
e Prentice-nz2 . Esses modelos podem ser expressos em formas fechadas, dadas por

«'i ''; ) " ' . «'{ = 1 -(1 + .''')'"' , i - l, , k (3.3)

Pelas expressões apresentadas em (3.3) nota-se que as respectivas derivadas par-
ciais, deânidas em (3.2), também possuem uma forma fechada. Consequentemente, os
estimadores de MV dos parâmetros envolvidos nos 2 modelos convenientes são facilnaente
encontrados através de un] processo iterativo para solução do sistema de equações nâo
lineares. Nota-se ainda que o modelo logístico é obtido de (3.3) quando vlzi = 1 e l?zu = 1,
respectivamente. Com a fixação de outros conjuntos de valores para 7?z] ou l??2 pode-se
obter uma. variedade de modelos.

Com o intuito de avaliar se a troca do naodelo logístico pelos modelos de Prentice
melhora substanciahllente a (lualidadade do ajuste, o teste de score teill sido bastante uti-
lizado pelo fato de os cálculos serem avaliados sob a hipótese nula, i.e., cona as estimativas
dos parâmetros da regressão logística.

Métodos assintóticos pala inferências simultâneas de P e m no modelo de Pren
vice têna sido inibidos pela dificulda.de dos cálculos das derivadas parciais, apresentadas
em (3.2). Entletalato, Pientice (1976) sugere (lue inferências sobre (??tl ; nz2) podem sel

baseadas na. dista'ibuiçâ.o assintótica. da. estatística da razão de verossimilhanças de Wilks,
associada à maximização da função log-verossilnilhança. pala um conjunto de valol'es de
(??tl ; m2) previamente âxados.

El-Saidi and George (1990) utilizam o modelo Prentice-nzl para detalhar a. es
timação de MV e o ajuste do modelo em quatro problemas particulares de dose-resposta

3.2. Modelo de Pregibon

Colmo já foi mencionado na Subseção 2.8.2, a identificação dos modelos para dados
binários pode sel feita tanlbéna atrai,és da função de ligaçã.o. .A definição ou escolha
da função de liga.çã.o toma-se assim uin instrumento importa.nte para. a investigação da
adequação do naodelo. Pregibon (1980), no contexto dos modelos lineares generalizados.
preocupa-se com a funçã.o de ligação assumida na. modelagem dos dados, definindo cona
isso um método para testar a adequação da mesma.
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Pregibon (1980) parte do princípio que a função de ligação assumida num modelo
particular, denotada por go(n), e a função de ligação correra, porém desconhecida, deno-
tado por g*(n), pertencem a uma dada família de funções de ligação, g(a). Em particular,
Pregibon assume que a função de ligação depende de dois parâmetros desconhecidos, a
serem estimados, i.e., g(«) = g(«; ÀI , ,X2).

Usando para g*(n) a expansão de Taylor de lg- ordem em torno de go(n), temos

g*(«') = gO(«') + (ÀT À?).: + (.x; - À8),: (3.4)

o:.de zl = lea(!3àl-:àÜI IX..X', À = (Ài,À2)r, .X' = (À?,Àg)r e ÀF e ÀI', / = 1,2, são os

parâmetros associados às funções de ligaçã.o g*(a) e go(n), res])ectivamente. Sendo assim,
podemos aploximai a função de ligação g*(n) = xrP por

go(a ) = xrp + zr(À' À*) (3.5)

onde z = (z-], z2)r e À* =(.Xl:,À;)r

Uma. venta.Rena prática deste desenvolvimento é que podemos encontrar uma apro-
ximação para a função de ligação g*(a) , e a parir desta, elaborar o seguinte procedilalento

para testam a a.dequa.ção da função de ligação go(n)

i) Ajustar o modelo cona função de ligação go(a ), i.e., go(a) = v? = xrP

ii) Construir as variáveis adicionais zl = zl(P). / = 1, 2;

iii) Adicionar z obtido en] ii) às variáveis explicativas e ajustam o novo modelo cona
função de ligação g.(a ) = xrP + zr(À' -- À).

Unia. redução significativa. no resultado do ajuste feito na etapa. iii) indica. a ina-
dequação da função de ligaçã.o go(a'). Essa verificação pode ser feita comparando a. variação
da função deuiance, ou da. estatística. clo teste de score, com os níveis nominais da. dis-
tribuição Qui-Qua(Lado cona 2 graus de liberdade.

As estimat.ovas obtidas pala ê e À no final do piocedimeto descrito acima nâo
coincidem necessariamente com a.quelas resultantes do método de MV completo. Pregibon
define um processo iterativo pala. obtençã.o dessas últimas estimativas. usando as primeiras

como valores iniciais. Com base eni Bickel (1975), Pregibon arguinel)ta. que o seu iliétodo
com uma única. iteração produz um estimadol assintoticamente equivalente a.o esticador
deMV
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A parada na primeira iteração deste processo, visando conseguir as estimativas de
MV para os parâmetros P e À, reduz na naaioria dos casos as dificuldades pata obtenção da
inversa da função de ligação. Consideren-tos, poi exemplo, a família de funções de ligação
proposta por Pregibon

«*':::d ÇL:!y:11:d
g('''; À- , À') ,x: + .x, (3.6)

onde Ài C W, / = 1,2, e que tem como caso pa-rticulai a função de ligação ZogÍZ, definida
por

go(a ) = lim g(a; ÀI , À2 l
Àt,À2--+0

Nota-se que a inversa da funçã.o de ligaçã.o (3.6) não possui unia forma fechada, impossi
bilitando assim a. computação da probabilidade de sucesso a.

Em particular, quando À2 = 0 em (3.6), temos uma família de ligação simétrica
que gera uma classe de modelos denomina.dos modelos Piegibon-ÀI . No caso do naodelo
ser de dose-resposta a taxa de crescínlento da curva. é controlado por Ài verificando-se que,
quando Ài descresce, a taxa de crescimento aumenta. Analogamente quando À] = 0 em
(3.6) temos uma família de liga.ção assimétrica que forma os modelos Piegibon-À2.

As etapas pala. o teste de a.dequaçã.o da. função de ligaçã.o ZogíZ (go(n ) = J7z{ i:i})
no modelo de Plegibon são dada.s poi

i) Ajuste do modelo logístico pala. obtenção de P, o estinaadoi de MV de P

ii) Cálculo de # e, consequentemente de â: = gi'(#) ])a.ia composição das x'ariáveis

adicionais no modelo de Pregibon, i.e.,

;,(-1)'''':lz"(T)I'-lz"(l-#)l:} , "- i,e (3.7)

iii) Ajuste do modelo logístico com gO(n) = xr/j + zr(--À)

Uin fato importante no procedimento de Pregibon para. teste da. adequação da
função de ligação gO(n) ó que o teste de score da lüpótese -Ho : À' -- À* - O é idêntico ao
teste de score da hipótese .Ho : À = Ào na família que abrange todas as funções de ligação
g(n) (Pregibon, 1985).
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3.3 Modelo de Aranda-Ordaz

Ainda com o objetivo de melhorar a qualidade do ajuste da probabilidade de
sucesso de un] modelo Binomial, Aranda-Ordaz (1981) apresenta duas famílias de trans-
formações (ou famílias de funções de ligação) que generalizam a função Zogát. Ele preocupa-

se em atribuir a cada uma das fanaílias de transformações da. probabilidade de sucesso a a
característica simétrica. ou assimétrica.

A família de transformações simétricas é definida por

«...«, - ;]:qü$Ê] (3.8)

onde .5] é chamado de parânaetro de transfoiinação. A função (3.8), ao satisfazer a
expressão (2.47), é uma. função simétrica, possuindo ainda. a. seguinte caiacteiística
gÓ.(a) = g ó:(n). .A transfornlaçã.o logística é obtida de (3.8) quando ól --, 0. A pro-
babilidade de sucesso, obtida pela inversa.o de (3.8), caia.ctelizará o chamado modelo de
Alanda-Ordaz simétrico,

«'«, -{ b-. (3.9)

Já a fa[nília. de transformações assin]étricas, ba.stante oportuna en] situações con-]

problemas no ajuste de valores extremos, tem a forma

«.,(«) - '«lo' l (3.10)

onde o parâmetro de transformação é (52. Quando i52 = 1 e ó2 --} 0 a. função (3.10) dá
origem aos modelos logístico e coinpleinental log-log: respectivamente. A inversa desta
função compõe o denon)inado modelo de Arando-Ordaz assimétrico,

«oo-ll o+ó:.'o'''':, 1l=:;:l (3.11)

Os dois modelos mencionados podeila sel vistos como modelos lilleaies genera-
lizados, diferindo do modelo logístico através da função de ligaçã.o. As respectivas funções
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de ligação são deÊnidas em termos da inversa. das transformações (3.9) e (3.11) pala evitar
situações desagradáveis, como, poi exemplo, a estimação de a(?7) roía do intervalo (0,1)
ou pesos não finitos no método de estima.ção por mínimos quadrados ponderados.

Os dois modelos de Arando-Ordaz podem assim ser ajustados facilmente no pa-
cote estatístico GLIM (Baker and Nelder, 1978) para cada valor do parâmetro de trans-
formação. Fixar valores para. õz, / = 1,2 , e observar a função deuiance é a maneira
apresentada por Arando-Ordaz para encontrar os estimadores de MV dos parâmetros e
para. testar o ajuste dos modelos.

Esse procedimento, embora bastante simples, exige o ajuste de vários modelos
e não garante que as estimativas col'respondentes ao modelo de lnenol detiiance sejam
as estimativas cle MV. A obtênçã.o das esti]]]a.uvas de MV nuns único processo iterativo
exigiria a implementação de un] algoritnlo mais complexo que o utilizado no pacote GLIM.

3.4 Modelo de Guerrei'o/Jollnson

Na mesma linlla dos modelos discutidos na. última. seção apresenta-se agoi'a uma
outra família de transformações. Esta tan]bém é discutida en] McCullagh and Nelder
(1989, ch.ll) por introduzir uni paiânletro na função de ligação do modelo.

O uso de transformações nos dados antes do ajuste do modelo é unia. técnica
usual na análise de modelos lineares. Enfie outras utilidades. estas tiansfoilliações col
rigenl a não linearidade da equa.ção de regressão. Unia. família de transformações bastante
abrangente foi desenvolvida poi Box and Cox (1964), denominada de família de trens
formações potência. Guerrero a.n Johnson (1982) aplicam este tipo de transfonnação à
chance de sucesso ( i-h) como filma de generalização do modelo logístico.

Assim, a transfonlla.çã.o potência da. chance de sucesso deve satisfazer a. seguinte
ielaçao Imeai

77 xr.8 l3.12)

onde a funçã.o de ligação é da.da poi

Í /"( i!; ),
'l 11(i=)' - ll

Observe que o modelo (3.12), que denominaremos de modelo Guerrero/Johnson
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inclui o modelo logístico como caso especial, firmando se assim como uln modelo alternativo
ao modelo logístico.

Ao supormos o modelo (3.12) aceitamos a existência de alguma valor de a'- quc o
torne verdadeiro. Então para alguns valores de P e 1- podemos obter a probabilidade de
sucesso como

r (i + .''')'' , ', = o ;
a.r.\ r # 0 e 1-77 < --l' +(i+.'-,Z)':/'l':, ,-#0el,-0l<i

L 1, r # 0 e r,7 2 1

(3.13)

Salientamos desde já que a detetminaçã.o dos estilnadoies de MV de # e r não
requer um procedinaento muito complicado, como sela evidenciado na. Seção 3.6.

Os modelos de dose-resposta. usam fi'equentenlente a transfornaaçã.o logalitmica
nos níveis de dosagens. Gueneio and Johnson (1982) seguem a sugestão de Cox and Snell
l 1989) de a.plicar a transfoin]]ação potência nestes níveis en] lugar da logaritinica. Detalhes
sobre o uso de transformações nas variáveis independentes podem ser encontrados em Box

and Tidwel1 (1962).

Unam. desvantagem desta família de transformações é a necessidade de controle de

r e 77, a fim de evitei estimações da. probabilidade de sucesso fora. do intervalo (0,1)

3.5 Modelo de Morgan

M.organ ( 1985), pieocu])ado com a. complexidade dos MRLG:s, apresentados até
então, se baseia num n:modelo intitulado qüanZ{Z, proposto poi C:openhavei and Mielke
l 1977), pala naostrai com base em certos conjulltos de dados de dose-ies])osga. (lue modelos
menos complicados podem mellloiar significa.tix,aillente o ajuste clo modelo logístico.

O n[odelo propost.o poi N'lorgan, tan]l)én] cliainado de modelo logístico cúbico, é
um desses modelos menos cona])licados para a análise de dados binários, tendo a. forma

, 1? + p l7

«-('7) - í:Í;;l:;?- . (3-14)

3

Quando p = 0 obtemos o modelo logístico, /ogãt(n) = 77 = xrP. Este modelo pode ser

visto como unia aproximação de ln- ordem do modelo de Arando-Ordaz simétrico.

Morgan direciona. o naodelo (3.14) para dados de dose-resposta, objetivaJ-Ldo assim
uma melhoria na. estilhaça.o das doses letais extremas. O interesse pol tais doses vinlla. já
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sendo encarado na literatura com certa expectativa. Veja-se, e.g., Wetheril1 (1963), onde as
doses letais extremas são consideradas mais relevantes do que a dose letal mediana. Unia
justificativa desta relevância é que, por exemplo .D-L90 é frequentemente mais dependente
do ajuste do modelo usado, do que D.LSO.

Uma dificuldade do modelo de Morgan é causada quando u < 0, pois nesse caso
n-(77) não é uma função naonótona e11] ?7. Isto implica que as doses letais extremas, há pouco
referidas, não existam ou não sejam únicas.

3.6. Modelo de Stukel

Uma nova. classe (te modelos é proposta agora na descrição da dependência da.
probabilidade de sucesso cle un] modelo Binoinial em relação a uin conjunto de variáveis
independentes. Esta classe inclui-se nos MRLG's, tendo a particularidade de superar as
dificuldades associada.s aos modelos anteiioles.

Parâmetros de tardia. são introduzidos também cona o objetivo de modificar a curva

logística nas diferentes regi(1)es de n(1?), principalmente nos extremos onde o ajuste pode

serinadequado.

Esta generalizaçã.o foi a.piesenta.da. ])or Stukel ( 1988), tendo a seguinte filma

n-.(7?) =
e /}. ( 71)

1 + Ch. (tl)
(3.15)

ou

z.çit(«.) = z«lí';:;l - h.oo

onde /z«(77) é unia funçã.o não linear estritamente crescente ein 77, indexada pol dois
parâmetros de forma a = (al,a2)r, definida eln duas regiões .Ai = {?7 ? 0} = {a-. ? 1/2}

e .A2 = {77 < 0} = {n.. < 1/2}, poi

Í(--1)'+'al':le(':)'r:'''l ll,(a, > o) n.A,.
/z.(77) = '1 77,(a, = o) n .A, ;(3.16)

1.(-1)'aÍ:/7zll +(-lyc-,?71, (a, < o) n.A,-, r=1,2.

Quando ol = a2 = 0 em (3.15) temos o modelo logístico. Cada paiâmetio de
foiilaa. cuida, independentemente clo outro, do comportamento de cada cauda das curvas

n-.(?7) ou /z..(??). Por exemplo, (quando al < 0 a. curva. n'..(77) cresce mais lentamente do que
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a. curva logística na. cauda superior. enquanto para al > 0 a curva torna-se mais íngreme
lvide Gráfico 3.2). Se ai > 0 e a2 > 0 as funções exponenciais correspondentes causam
um crescimento mais rápido de n...(1?) relativamente ao da curva logística. As curvas de
n.(77) são simétricas ou assimétricas consoante al = aa ou ai # a2, respectivamente.
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Gráfico 3.2 Curva de a(?7) no ntodelo de Stukel pala. alguns valores de
(al ; ae ); modelo logístico - (0;0).

O modelo (3.15) é aqui denominado de modelo de Stukel, sendo algumas de suas
subclasses obtidas por delimitação do donaínio de a. Entre outros. temos os modelos

Stukel-a i, Stukel-ct2, Stukel-a e Stukel-a., caracterizados, respectivamente, por o:2 = 0.
o] := 0, al = a2 = a e ai :: --a2 :: a.. Os dois primeiros modelos sã.o úteis quando

o objetivo de melhoria. do comportamento de n.:.(??) concentra-se nas caudas superior e
inferior. respectis,amante. Os dois últimos são atraentes quando os dados indican] un]
tratamento simétrico e assilnétiico, respectivamente. Todos estes tên-L a. vantagem de
operar só com a inclusão de um parâmetro no modelo.

As funções n.(77) definem uma família de funções de distribuição indexada por
a e associada. pelas propriedades citadas de h..(?7), a. uma. correspondente família. de
funções de densidade. vários meinbios desta família aproximam até os primeiros quat-
ro momentos algumas distribuições importantes. como: por exemplo. a distribuição Nor-
mal (modelo probiZ) quando a] = t]2 = 0. 165. a distribuiçã.o Guinbel de mínimos (mo-

delo complementar log-log) ou de máximos (modelo log-log) quando o = (0. 62: --0. 037)r
e a = (--0.03T:0.62)r. respectivamente. e a distribuição de Laplace reduzida quando
01 :: a2 =
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O modelo (3.15) tem como objetivo manter uma relativa simplicidade algébrica e

numérica. A sua aproximação por expansão de Taylor até IS- ordem é definida por

z.çíf("-) - 'z + ;«-o''": - il«:o'.z'«, . H.t7)

O uso desta aproximação siinplificadora tem o inconveniente de não conduzir a uma função

monótona para n..(77) quando aj < 0, .j = 1,2. Se al = --a2 = a. em (3.17) temos o

modelo Stukel-a de lg- ordem, que é idêntico ao modelo de Guerrero/Johnson, até la
ordem.

3.6.1 Estimação dos Parâmetros

Fixa.dos os parân]etros de foinaa, o modelo 13.15) é un] naodelo linear generalizado
com função de ligação da.da. poi

g(«-) :lZogát(«'.. )l (3.18)

As funções /z..(77), expressas em (3.16), e suas derivada.s de primeira. ordem são contínuas
en] a e em ?7. A garantia de continuidade de a.:. (?7) pala qualquer valor de a e da. existência
do estimador de MV de P, dado a, podem sel verifica.das utilizando-se os resultados de
\Vedderbunl (1976).

Pala encontrei a estimativa de MV de ê e a Stukel propõe uin método semelhante
aos métodos mencionados pa.ra alguns dos modelos anteriores. Isto é, fixa. a e estuda o
comportamento da funçã.o deuia7zce. A impileinentação deste método no GLIM encontra.-
se enl Stukel (1985).

Propomos aqui, a.lteinativainente, o uso do algoritino de Newton-Raphson pa.ia. a
estimação simultânea. de 0 = (pr, ar)r, já. que tenros o respaldo de un] se.Nware (SOC,
1988) que ])ernlite facilmente a. sua. implementação. Pata. a. construção do método iterativo,
note-se que a funçã.o log-veiossiinilhança, expressa. en] (2.23), caiu n{ = n.(??f), da.do en]

(3.15), tem a. seguinte forma
k

.[(o) yi }t .( 'l. [$ «:,«(: * '»''«'')]
(3.19)

onde /z.*(v7i) é dada. pela funçã.o (3.16) deferente a ã-ésima configuração de covariáveis.
Sendo 0j o .j-ésiino elenlent.o do vetou paiantétrico 0. o elemento .j da função score é

"tM . xl:ú:;31ã , .j-o,...,«+:, p.")
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e o elemento (.j, J) da matriz de informação de Fisher é

«l-$21 - âla2-alãã, ','-., ,,*:
(3.21)

Em forma. n-matricial a. função score e a matriz de informação de Fisher são, respec

vivamente, definidas por
u(o) Tw:(y - p) (3.22)

e

1(0) = D7'W2Di (3.23)

onde Wi = dãagll/lni(l ni)l, í = 1,.. .,k}, W2 = díaglniai(l -- «-i), i

P - (pi,...,pt)r com pf = ?mini, z = 1,...,k e DI = lõai/aOj , ã = 1.

j = o. . . . ,p + il.

k},
k e

De a.cardo com o naodelo (3.15), os elementos da matriz DI podem apresentar-se
como

õv. - ãil:llüeil;1110 - «;(i-":)g4l;l:z0 ,i :,...,k ..j ..,p+i, 0.24)

onde as deriva.das parciais das funções /?....(77{), definidas em (3.16), em relação a. cada un-l
dos parânletlos do modelo. sã.o expressas poi

Í lc(-1)'+'o-,,I'l2:l.j,(ar > o) n .4.
'l zf.Í, (a, = o) n .4,-
1. 11+(-1y+'a,z7Ílzij,(a, < o) n.A,- , j=o,...,P'i

a /z .( 77 i

J

0/z .( 77í )

õa,
.Í' {.(-n'+'«,«' la,,7í +( --iyl+(--1)'+:},
( --ly+ : 77? /2 ,
aÍ'{(-ly+:/7 li +(-1)'a,z7il + a,77ill +(-1)'a,?ÍI''}, lc-, < o) n.A,

(a, > o) n.'l,.
cl, = o)n.A,

r=1.2 Fol a. dos domínios indicados, as derivadas sã.o nulas

Assim, a. estiinatix,a de MV de 0. 0: é encontrada pela solução iterativa. do sistema
de equações não lineares, U(0) = O. Pala. o efeito, o algoritino de Newtoil-Raphson Leda a
forma geral

0(t+l) . 0(í)+j1(0(í))l i'U(0(0) , f=0,1,... : (3.25)
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onde 0 = (pr, ar)r e 1(0) e U(0) são a matriz de informação de Fisher e a função score
dadas em (3.22) e (3.23), respectivamente

O processo iterativo (3.25) quando cr] = a2 = 0 é semelhante ao processo (2.27).
Este processo terá sua convergência dependente do valor inicial para o vetor paiainétrico.
Parece razoável inicia-lo com 0(o) = (P' ,0,0)r, onde P é o estimador de MV de P no
modelo logístico, e a.dotar como critério de parada l (0(t+l) /0(t) 1 < c:, V j = 0,

,p + 1, para algum-t c. Sendo 0 o estimador de MV de 0 temos, em grandes amostras,
yar.,l(0) = j1(0)I'' , onde 1(0) encontra-se definida em (3.23).

Aproveitando a apresentação do processo iterativo (3.25) para o modelo de Stukel,
tentaremos agora. definir condensadamente a.s adaptações necessárias pala que os demais
modelos descritos neste capítulo possant ser expressos como casos particulares do mesmo.
Observamos que isto é possível se tivennos os elementos da matriz Di = 18ai/aOjl.

A Tabela. 3.1 resume tais naodificações pala alguns MRLG's escolhidos de forma
a incluírem somente um pa.râmetlo de coima por razões de simplicidade

Tabela 3.1 Derivadas parciais para. adaptação do processo iterativo (3.25)

(*) Parâmetro de forma -a :# o) n (l ,,?f 1< i)}

Uma. outra lnaneiia. de se procedem à. estinaaçã.o de MV simultânea. de # e a é
através do algoritnao Delta ( Jorgensen. 1984), un] ti])o de algoritmo de Nesvton-Rapllson
equivalente ao usado no ])iocedimento de naínimos quadrados iepondeia.dos iteiativamente
nos modelos lineares generaliza.dos, que atualiza. a matriz de plailejanlento após ca.da. ite
ração. Na. situação em estudo, a lnattiz de planejamento é acrescida de duas colunas

dos diversos MRLG's.  
Modelo OP(+) @n-,j=0,...,p'l Ê

Prentice-«21 «,] «i(t1l::H-) «:Z«.( í:Í:r )

Prentice-7712 7n2 (l -- n'i)(!2Z!!!!Ü-) --(l a-{)/7z(l + e'';)

Arando-O. ó2(l n{)(-!!!!ü--) 0 )1-eúx:E$;ü+
assimétrico

+ó,.,i)l-r(ó,'"-'> 1)

Guerrero/ ' --f(l rf)(i:i:h-) =a-i:;a líÍth - z«(i + ,-,7:)l.r,+
Johnson a'f(l -- n'{)( --v7?/2)/(,.-q

Morda« z, «-i(l -- «i)l(1 +3p77?)zijl «'i(1 -- «'{)q?
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adicionais deferentes ás variáveis

(,í'+n , ;S'+n ) (-%:', -%9) .;..,,;''', (3.26)

onde

Í (''1''1-1+.-'''"')si7zaJ(q),(a, > 0) ;
.I'+0 {,7?sÍn.Z(q), (a, = 0)

1. {gd'7l+l'-a,lqlll«(l '!:bD} sinal(?), (a, < 0), r-1,2

- â('+:), ,7 . dO . xrpm, { - l,
t-ésima iteração.

,k, e(p(').a(t)) é a estimação de(P,a) na

Um caso particular da aplicaçã.o do algolitino Delta. já foi referido neste capítulo
a proposito dos comentários feitos na Seção 3.2, vei Piegibon ( 1980).

Ena muitas aplicações o interesse concentra-se na estimação da cura'a a-.. (1/ ), ploces

fada pontualmente pol (3.15). avaliada. ein (P' , â' )r. Quanto aos intervalos de coníiançz\

para a.-(77), urna maneira. de encontra-los consiste en] detenalinar os intervalos de confiança
pala. /ogãt(n.) e efetuai a. devida transformação. A expansão de Taylot até la- Olclem de
/la(0) ao redor do verdadeiro /t. (?7) resulta en]

/. ~w.) - z : ': -- E(ã Em. - '-Jã-- (3.27)

onde f.. = #a(0') e 7; = /iâ(8). Então I''a7'.41/ogát(#a)l = -E(Â -- /}): = Drl''a7'.A(0)D2,
onde D2 é o vetou de derivadas pa.iciais de /z..(77) com respeito aos paiânnetios do modelo.
Para amostras glandes, o intervalo de 100( 1 a)% de confiança. ])ala. /ogãtln.:(v?)l é dado
poi

/ogát(#. ) ! :l - $- 'v/DTVa7'..1(0)D2 (3.28)

onde D2 e ya7',.{(0), inversa. da matriz de inforn-tacão de Fisher, dada. en] 13.23), são
avaliadas em 0 = (P' ,âr)r e :.-f é o pelcel:útil de 100(1 {)% da. distribuição Norinàl
padrão. Collsequentemente, após a ti'ansfoi'mação, dada. em ( 3.15), encontramos o intervalo
de 100(1 -- a)% de confiança pa.ra. a.(77).

O teste de ajustamento dos MRLG s pode sel efetuado, analoganaente a.o ilnodelo
logístico, pela função deuiance definida en-l (2.30), que sob a hipótese do naodelo ç'erdadeiro
tem distribuição nula Qui-Quadrado cona À' --p 2 graus de liberdade, ein grandes amostras.
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3.6.2. Teste de Score

Uma maneira. conveniente de efetuarmos o teste de melhoramento do modelo

logístico por MRLG's é através do teste de score pela economia computacional que resulta
do uso exclusivo das estimativas sob o modelo logístico.

Vamos ente.o construir o teste de score, no contexto do modelo de Stukel, para a

hipótese .ao : a = O. Sendo 0 = (pr, ar)r, as paitições correspondentes da função score e

da matriz de informação de Fishel, dadas em (3.22) e (3.23), sã.o deânidas poi

-.',-(::)' ««,---lT;'-., ,,-:l .-:-lT;'-:,:l
e

(}:: 1::)
[$1:e; J - o,

1(0)

onde lli := 13PjaP;.7,Z::0....,P ll, li2
1,. = il e l22 ' lgi;aa-;.Í,Z=i,21.

,7) l e / = 1,21

Seja U2 o vetou' score de a ax,aliado sob -ao. Sob essa llipótese U2 segue as-
sintoticamente uma. distribuição Normal bivariada, com vedor de média nulo e matriz de
covariância Vu :: l22 12111 jlli2, onde as subniatrizes l.i/., j, h :: 1, 2, são avaliadas en]

(P' , Or)r com P sendo o estimados de MV de ê sob -Ho. Assina, a. estatística de score,

sob .Ho, üca. da.da. poi

üfvõ:ü: (3.29)

onde U2 = (u21 , u22 lr com

]i... ?1411$
Ú=o aa.j Ela'". ,,{ «'a (qí )lsá,'«/(Ü )

seguindo aproxima.dainente unia. distribuição Qui-Quadlado com 2 graus de liberdade pala
grandes amostra.s.

Uma alternativa pala. testar o melhoramento do modelo logístico pelo modelo de
Stukel, ainda. atrai,és do teste de score, é baseada na Seção 3.2. Pregibon (1985) adi-
ciona novas variáveis no modelo logístico eni quantidade igual aos paiâinetros introduzi-
dos e consegue disso uin teste cle score pala. a llipótese de a.nulainento dos correspondentes
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parâmetros. No caso presente, estas variáveis adicionais encontram-se em (3.26), e sob .Ho ,
têmaforma. ,. . ~

(':,',) - l.;8:-r«.,-io'.r«:.l , H.3q

onde .41 = {q ? 0} e A2 = {77 < 0}. Com as variáveis adicionais no modelo logístico, este

torna-se Zogát(n) = 77 + alzi + a2z2, definindo o novo contexto de referência pala o teste
de score de a] = a2 :: 0.

A utilidade desta metodologia reside na sua praticidade, já que o teste da nulidade
de coeficientes de regressão encontra-se basta.nte difundido. Além disso, outros MRLG's
podem ser igualmente beneficiados por esta opção. As respectivas derivadas de g(n) cona
relação aos pa-iâmetros de forma de alguns modelos definidos neste capítulo, avaliadas no
modelo logístico (variáveis adicionais), encontram-se na Tabela 3.2.

Tabela 3.2 : variáveis derivadas usadas no teste de score pai'a
os parâmetros de forma nos diversos MRLG's.

Modelo Parâinetlo Variável adicional
de forma

Prentice

'52

T

P

al
a2

0=' == Cr ll == C12

CÀ:-- == CU1 == --(]='2

1 1 -- 2)': /7t(1)
If)':/7zjl â:)
{ll/«(#)I' - lz«(t -
-111/?z(T)l: + IJ,z( l
$'
li + I':J,,(i #)l

f
{8' -r(bm
- } 02 -r(T<m
# 8' sí««/(õ')

Pregibon R)I'}
- f)I'}

Atando-O. simétrico
branda-O. assimétrico

Guerrelo/Johnson
Morgan
Stukel

Stukel-a
Stukel a.

3.6.3 Modelos de Dose-Resposta

Os MRLG's apieseiltados neste capítulo como alternativa. a. unia possível ina-
dequação do modelo logístico, sã.o utilizados frequenten]ente ei]] dados de dose-resposta
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devido ao fato da estimação de doses letais extremas ser bastante dependente do modelo

ajustado.

Consideraremos apenas a. classe de MRLG's de Stukel pala estimação das doses

letais por tratar-se da classe mais geral. Lembranaos ainda que os parâmetros de forma
correspondentes conferem uma maior flexibilidade ao comportamento da curva de dose-
resposta, pela facilidade de tratamento assimétrico e controle do peso das caudas.

Usando os mesmos passos da Subseção 2.8.3 e considerando a.*(77), expresso em

(3.15), uma família de funções de distribuição acumulada indexada por a, passe:'los a.
estimação da dose letal de 100P% de sucesso, 0 < P < 1. O estimados de MV de -D.Lioop,
dado pela inversão das funções /1...(77), expostas ein (3.16), tens a. seguinte forma

.D -L ioo p d(o) (3.31)

onde $p é obtido das funções /z...(v?), en] (3.32) abaixo, poi ax'filiação ein ó = (P' - âr)r

f(--i)'+' a;: /?zll+(--l y+:a.Zogát(P)l,
,?p ' < Z'gàt(P),

1.(--1y+icrÍI jl -i)'',I'çit(P)l,

(a, > o) n .A,. ;
(a,
(.,, < o)n.A,

(3.32)

onde .4] = {P ? 1/2} e ..42 :: {P < 1/2}.

Observamos que a. expressa-o (3.31) quando al = a2 = 0 define o estimados de
MV de .D.LiooP no modelo logístico, dado em (2.52).

A variância assintótica de .D.LJooP obtida de uma. expansão en-l série de Tayloi de

d(Õ) até la ordem em torno de d(0), fica dada poi

v'«,'«la(o)l D(0)rl1(0)I' ' D(0 ) (3.33)

onde D(0) é o vedor de derivadas parciais de -D.LiooP enl ielaçã.o aos parânletios do ntodelo
de dose-resposta, 0 =(Po, êi , a,, a2)r , i.e.

-'', - [-i,"F,i(:),à(2)]',
sendo, pala .A] = {P ? 1/2} e .4U :: {P < 1/2}
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L 0,

2- $ 1í;í:#íg#l-:à-am+(-i)'z"{ i+(-iy''':'-,z.pÍt(p)

ã l{(-ir''": + a,Z.git(P)}'('0'«,'.,:'(') +(-lyj ,

] , (a, > o)n.A,;

(a, < o) n .'l, ;

c. c., r=1,2
(3.34)

Dados (3.31) e (3.33), uni intervalo de 100(1 -- a)% de confiança pa:a a dose letal
de 100P% de sucesso, em grandes amostras, tem a forma

ãlE:..p . ;:-} '«Ú;ã..la(ê)l , l3.35)

onde t/arÁjd(0)l é a. variância assintótica (3.33), avaliada
100(1 -- {)% da distribuição Normal padrão.

Este método de construção de intervalos de confiança assintóticos pala as doses
letais em MRLG's, usado por Stukel (1990), é fundamentado i-la base de sua simplicidade
e de sua performance em pequenas amostras, de acordo com os estudos de Schwenke and
Milliken (1983) sobre intervalos de confiança. para o valor inverso de uma equação de
regressão não linear

zi-{ é o percentil

Clontudo, a aplicação deste a doses letais extremas pode levei a intervalos de
confiança inadequados por ablangetem valores impossíveis para. as doses, ainda que. as
estimativas pontuais possam ser positivas. Como refere Stukel (1990), tal possibilidade
resulta de uma inflação da. variância assintótica. proa'oca.da pelo aumento de l a7?p/aa, l,
I' = 1, 2, quando P tende a. 0 ou l (note-se que esta. qua.ntidade é usada para. cálculo de

D(0)). Este aumento é paiticulanllente substancial quando a, < 0, I' = 1,2, devido à
forma funcional da.quelas derivadas - recorde-se (3.34). Daí a. sugestão de Stukel eni evitam
modelos com â, < 0, r = 1, 2, quando a estimação de doses letais extremas for um objetivo
de análise

3.7. Exemplos

Uma vez apresentados vários MRLG's passamos agora à exemplificação de al-
guns destes modelos alternativos ao modelo logístico. Para. esse fim, consideraremos três
conjuntos de dados onde se verifica. a. necessidade de um melhoramento no ajuste do mo-
delo logístico. Os dois primeiros são referentes à situação de dose-resposta, uma das mais
sensíveis a ajustes inadequados do modelo logístico.
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A a.nálise descrita. de todos esses exemplos será baseada na classe de modelos de
Stukel. A razão está na diversidade desta classe e no fato dos outros MRLG's, por nós
também ajustados, não terem proporcionado resultados superiores.

A análise dos exemplos incidirá sobre a estimação de a(77), o teste de score do
modelo logístico eii] relação aos MRLG's, o teste de ajustamento do ]]aodelo en] referência
e a estimação de algumas doses letais. Os cálculos são efetuados, em sua. maioria, através
de 2 programas por nós elaborados na linguagens SOC apresentados no Apêndice 3. O
primeiro programa elabora o teste de score do modelo logístico no contexto dos modelos de
Stukel e implemente o algoritn-LO para encontro da estimativa de MV do vetou paiamétrico
e para ajuste dos modelos de Stukel. O segundo estima doses letais, sendo assim usado só
pala dados de dose-resposta..

Os dois prinleilos exemplos foiain analisados na maioria dos antigos que oiiginarmll
os MRLG's discutidos aqui. Decidimos continua.r a usá-los pala exemplificam a aplicação
dos nossos programas que se lex'elas distintos dos procediilientos computacionais usados

naqueles antigos. O terceiro exentplo difere dos anteriores no aspecto em que introduz mais
do que uma covariável, será,indo então como ilustração da aplicação dos modelos de Stukel
num contexto de legressã.o logística múltipla.

Exemplo 3.1 : Retomando o estudo da mortalidade de besouros devido à. exposição a
gás carbono (Bless, 1935), verificanaos 1-10 Exenaplo 2.3 unl ma.u ajuste do modelo logístico.
Esta situaçã.o sugere a investigaçã.o de um novo naodelo (lue nielllore signiâcati\;amante tal

ajuste.

Alguns modelos de Stukel são os candidatos ao melhoranaento do naodelo logístico.
Testes de score pala avaliaçã.o destes encontram-se montados na Tabela 3.4, onde, de acordo
com os níveis descritivos, todos os modelos apresentados são significativamente inelllores
do que o logístico. A preferência. de inelllol ajuste cairia sobre o modelo Stukel-a2 se não
fosse o fato de este possuir estimativa do parâmetro de forma negativa, coillo se legistra
na última coluna da Tabela 3.3. Tal escolha. provocaria estimações inconvenientes pala as

doses letais extremas, já. comentadas na Subseção 3.6.3

Deste modo, o n)odeio escolhido pala melhoram o ajuste do modelo logístico é o
modelo Stukel-a 1 , tendo o menor desvio padre.o dos esticadores dos parâmetros de forma
ein relaçã.o ao modelo a.nterior. Do plocesso iterativo (3.25) encontramos a. estimativa. de
MV do vetou pa.iainétrico e da matriz de covariância assintótica do respectivo estintadol:

+



Cap. 3: h'lodelos de Regressão Logística Generalizados 84

dadas por

47,386
26.649
0,532

41,863
. li(ã)I''

23,678 1,487
13,397 0,849

0,081
0-

Observe-se de os elementos de j1(0)I'' acima, referente a.o parâmetro P, não se alteram
muito qual:tdo comparados com j1(.0)I': do modelo logístico, dada em (2.58).

Tabela 3.3 : Testes de score e estimação dos parâinetios deferentes a
alguns naodelos de Stukel pala. naortalidade de besouros

hlodelo Teste de score
Estatística. G.L. Nível

desci itiÃ,o

Estimação

aE..Jth:®,b
Stukel-(al , cl'2 ) 7,731 2 0.021 o,lõ7 t 0,265

0,532 1 0,444

0,532 1 0,285

-0,771 1 0,324

Stukel al
Stukel-a'2

6,244 1
6,776 1

0,012

0,009

A estatística. do teste cle ajustamento, dada. em (2.30), do modelo Stukel-cll teima

colho valor observado Xf.) = 3, 83, apresentando-se assim com ajustamento bastante sig-
niâcativo (P = 0, 574). A a.])resentaçã.o visual do melhoramento do ajuste do modelo
escolhido face ao modelo logístico encontl'a-se no Gráfico 3.3.

Com base num melhor modelo pala. o estudo da mortalidade dos besouros (modelo
Stukel-al), partimos pala. a. estimação de doses letais neste experimento. Estimativas de
algumas doses letais e seus respectivos desvios padrões e interx'aios de 95% de confiança,
encontram-se na Tabela 3.4. Desta. concluímos que as doses estimadas iefelentes ao modelo

Stukel-ctl são de gl'andeza infeiioi' às iespcctivas doses estima.das pelo modelo logístico, o
que parece traduzir unia. super-estilhaça.o das doses letais poi este modelo.

Ainda. com relação às estimatis,as da.s doses letais, ellcontra.mos nas estimativas
dos desvios padrões das doses letais estimadas, para P ? 1/2, no modelo Stukel-ai valores

inferiores às respectivas estimativas no modelo logístico. Isto é uin exemplo de que nem
sempre a inclusão de paiâinetios de fora)a inflaciona a vat-iâ.ncia.
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«'(?)

l.m

o.m

0.4m0

0.2m
:.':

X Observada

-- --- Loglsti ca

Stukel

o.m
1.6907

77

1.7552 1.8113 1.8610

Gráfico 3.3 : Curva de a(77) ajustada nos modelos logístico e Stukel-al e os
valores observados para- mortalidade de besouros.

Tabela 3.4 : Estimação de algumas doses letais nos modelos logístico e
Stukel-al para mortalidade de besouros

(* ) desvio padrão assintóticos da dose letal estimada .D-Lloop

P hlodelo Logístico Modelo Stukel-a.

  Z).LiooP(+) Int. confiança .D.LlooP(*) llat. confiança

  1.0 -Lio. P :95%j 1-0 .L ] oo p :95 %- l

o,001 1.570(o.oi8) 1.535-1.606 1.519(o.034) 1.451-1.586
0.003 1.61T(o.oi4) 1.589-1.645 1.579(o.02q 1.528-1.631
0,010 1.638(o.oi3) 1.613-1.662 1.606(o.02s) 1.361-1.650
0,050 1.686(o.o09) 1.669-1,703 1,668(o.oi4) 1.639-1.696
0.200 1.731(o.ooc) 1,720-1.742 1,726(o,o07) 1.712-1,740
0,500 1,772(o.o04) 1.764-1,779 1.778(o.oon 1.769-1.788
0.800 1.812(o.oos) 1.803-1,822 1.817(o.ooõ) 1.808 1.826
0.950 1.838(o.o08) 1.842-1,873 1.845(o,ooq 1.834-1.856
0.990 1.906(o.Oli) 1.883-1.928 1.865(o.Olo) 1.847-1.884
0.993 1.926(o.oi3) 1.900-1,952 1.873(o,oil) 1.830-1.895
0.999 1.973(o.oiT) 1.940-2.00T 1.887(o.Ole) 1.83T-1.917
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Outros MRLG's também foram ajustados a este conjunto de dados, sendo os
mais significativos os que privilegiada a assimetria da curva n'(77), não se distanciando das
conclusões obtidas pelo modelo Stukel-al . Q

Exemplo 3.2 : Os problemas de dose-resposta não se esgotam en] Toxicologia. Milecer

and Szczotka (1966) investigam a idade do início de menstruação em 3918 garotas de
Varsóvia. Para 25 médias de idade observou se a ocorrência ou não do início de períodos
de menstruação nas adolescentes. Os dados deste estudo encontram-sc nas 3 primeiras
colunas da Tabela 3.5.

A estatística do teste de ajusta.]llento, dada. em (2.30), pala o modelo logístico
tem o valor observado À?,;) = 26, 2, logo observa-se um ajuste razoável deste naodelo ao
conjunto de dados. Porént, pela análise de resíduos, ou inesino pela. observaçã.o do Gráfico
3.4, nota-se que as caudas da. curva n(77) ])odem ser melhor ajustadas.

Poltanto, faielnos unia investigação sobre os MRLG's que poderão inellaorar o
ajuste nas caudas. De acordo cole a. Tabela 3.6, observamos que pala. os vários testes
de score, onde o modelo logístico é posto ei]] confronto cona vários MRLG's, o modelo
Stukel-cr2 é o que produziu o melhor nível descritivo significativo, sendo a.ssina o modelo
escolhido para suprir a inadequação do modelo logístico nas caudas.

O ajuste do modelo Stukel-aU aos da.dos produziu como estimatix,a de MV do vetou
paramétrico e da. matriz de covaiiância. assintótica. do respectivo estima.dor os seguintes
valores

0-
-18.821

1,457
0,219

0,933 0,070 0.058
0,005 0,004

0.006
. ll(ê)I''

As estimativas pontuais de ?zir{, i= 1, . . . , 25, referente ao modelo adorado encontram-se
nas 2 últimas colunas da Tabela 3.5. A sua. comparação comi os correspondentes valores
pala o modelo logístico reíietem bem o fraco ajuste deste na cauda inferior da cur\;a a(?7).

O teste de lazão de verossimilhanças de Urilks para ajustamento do modelo Stukel-

o'2 produz X?::) ' 15, 94 com nível descritivo P :: 0, 819. O bom ajuste deste é facilmente
perceptível no Gráfico 3.4.
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Tabela 3.5 : Ocorrência. de período menstrual quanto à idade de
e:frotas rMilicer and Szczotka. 1966).

9

10

10

10

11

11

11

11

12

12

12

12

13

13

13

13

14

14

14

14

21

21

58

83
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83
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58

83
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33
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0

0

0

2

2
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100
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120
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0
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0

0
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82

l
3

3

5

9

14

18

23

33
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Tabela 3.6 : Teste de score para o modelo logístico com relação à diferentes
MRLG's no estudo do início da idade menstrual.

Modelo Estatística Graus de Nível
liberdade descritivo

Prentice

Stukel-(al , a2 )

PreaibOD

Stukel-a2
Prentice-??l l

Guerrero/Johnson ou Stukel-a -

Piegibon-À2
branda-O. assimétrico

Prentice-7?i2
Stukel-a

Pregibon-ÀI
Arando-O. simétrico ou h/largai-t

Stukel-al

8,089

7,938
7,742

7,232
5,753
3.726
3.652
3.267
3.267
3.097

2,892

2,489
0,706

2

2

2

l
l
l
l
l
l
l
l
l
l

0,018
0,019

0.021
0.007

0.016

0.054

0.056

0.071

0.071

0.078

0.089

o.115

0.401

«'(?)

x Ã-;X«,xnl:''x--x-x

./

X Observada

Logística

Stukel

9.21 11.08 12.08 13.08 14.08 15.08 17.58

Gráfico 3.4 : Cur\b de n(77) ajustada nos modelos logístico e Stukel-o2 e os
valores observados para início da idade de menstruação
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A Tabela 3.7 apresenta a estimação de algumas idades de início da naenstluação

permitindo uma comparação entre os modelos logístico e Stukel-a2 . Observa-se assim que
as idades de início da menstruação extremas localizadas na cauda inferior foram aumen-
tadas no modelo Stukel-cr2 em relação ao logístico, no resto da curva as idades de início
da menstruação no modelo escolhido são mais parecidas entre si. Os intervalos de 95% de
confiança para quase todas a.s idades de início da menstruação no modelo escolhido são
maiores do que no logístico, devido logicamente ao aumento da estimativa de variância
assintótica.

Tabela 3.7 Estimação de algumas idades de início da menstruação nos modelos

Outro modelos não referidos na Tabela 3.6 tiveram resultados semelhantes ao

modelo Stukel-cv2, como é o ca.se do naodelo probát ou do modelo considerado por Gueriero

and Johnson (1982) com transfonnação potência na variável independente. <>

Exemplo 3.3 : Una conjunto sobre o efeito convulsivo da insulina. en] latos é encontrado
em Finney (1978, sec.18.2). Nesse estudo consideram-se dois grupos caracterizados de
acordo com o tipo de droga. (padrão ou insulina) a aplicar nos ratos. Ein cada grupo houve
aplicação de algumas dosagens da respectiva droga, e para. cada unia. das 14 configurações

  logístico e btuKel a2 no estu(to (la. i(laje menstrual.

P Modelo Logístico Modelo Stukel-a2
   

  Z).LiooP Int. confiança. .D.LiooP Int. confiança
   

  l.DZioop;95%l l.0 -L look;95%l

o,001 8,774 8,464-9,085 10,034 9,542-10,527

0,005 9,763 9,520-10,006 10,509 10,170-10,847

0,010 lO,191 9,976-10,406 10,739 10,465-11,012

0,050 11,202 11,053-11,352 11,361 11,219-11,502

0,200 12.157 12,059 12,255 12,089 11,989-12,189

0,500 13,007 12,931-13,082 12,920 12,827-13,013

0,800 13,856 13,760-13,952 13,872 13,769-13,974

0,950 14,811 14,664-14,958 14,941 14,759-15,123
0.990 15,822 15,611-16,034 16,074 15,790-16,358

0,995 16,250 16,010-16,490 16,554 16,225-16,883

0,999 17,239 16,931-17,546 17,661 17,227-18,095
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definidas pela. combinação das duas covariáveis (droga e dosagem), observou-se o número
de ratos que apresentaram convulsão ou sintonias de colapso. Os dads obtidos neste
experimento apresentam-se na Tabela. 3.8.

O teste de ajustamento do modelo logístico padrão com as duas covaríáveis inclusas
(sem interação) produz 26, 61 como valor observado da estatística (2.30), cuja. distribuição

nula X,..\ origina um nível descritivo P = 0,005. Se incluirmos o termo de inteiação
entre as covariáveis no modelo anterior o teste resulta no nível descritivo P = 0,013

(X210) = 22, 38). Logo, concluímos pela falta de ajustamento do modelo logístico padrão.
Conclusões sen:talhantes são obtidas pala os il)odelos probit e complenlentai log-log. Daí a
necessidade de paltirmos pala a. investigação de um dos MRLG's colho alternativa.

padrão
padrão

padrão
padrão
padre.o

padrão

padre.o

padrão
insulina
insulina
insulina
insulina.

insulina.

5,2

7,0

8,5

l0,5
13,0

18,0

21,0

28,0
6,5

10,0

14,0

21,5

29,0

5

11

14

18

21

23

30

27

2

10

18

21

27

32

38

37

40

37

31

37

30

4()

30

40

35

37

O nnodelo de Stukel-(ol , a2 ) sem intelaçã.o ente'e as duas covaliá.vens nlelhoia sen-

sivelmente o modelo logístico padre.o visto que o teste de score com -Ho : cll = a2 :: 0
(modelo logístico) resulta num x,dor observado pala. a sua estatística, expressa em (3.29).

igual a X2,) - 9,83 (P = 0,007). Os demais MRLG's foram testados não originando

'.L'abela 3.8 Convulsão em ratos l }'lnnes'. 19r8).

Droga Dosagem R.fitos Ratos con)

  l0,001 IU) convulsão

padrão 3.4 0 33
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resultados significativamente superiores

Portanto, diante da escolha do modelo de Stukel-(ai, o2) encontramos pelo pro
cesso iterativo (3.25) a estimativa de MV de 0 = (/3o,#i,/32,ai,a2)r, onde #] e /32 se

referem, respectivamente: a droga. e dosagem, e a estimativa da matriz de covariância
assintótica de 0, dadas respectivamente por

0-

Note-se, para efeitos comparativos, que as correspondentes estimativas pala. o modelo
logístico sem interação sã.o

2,078
0,161
0.875

0,051 0.003 0.002
o.ooo o.001

0.055
. ll(P)I''

O teste de ajustamerLto do modelo de Stukel-(al,a2) produz Xf9) ' 8,11 (P
0, 523), o que revela unia. vantagem significativa. deste modelo relativamente ao modelo
logístico. O ajuste pode ainda sel substancialmente melhorado com a introdução do termo
de interação já que se obteria XÍ8) = 2,2 (P = 0,974). Na. tabela. 3.9 encontlainos os
valores obserÀ,idos e ajustados pelos n)odeias logístico ])cidrão e Stukel-(ai, a2), ambas
sem interação e cona seus respectivos resíduos.

Ainda cona relação a Tabela 3.9, observamos ui]] inelhoia]]aento das frequências

preditas pelo modelo de Stulçel-(a ] , a2 ) en] cada grupo de droga, principalmente nas dosa-
gens inferiores, o que ex'idencia. a. laabilidade dos parâmetros de forma. (fundamentalmente,
o2) na explicação das frequências observadas. O efeito da droga pode sei testado usando
o teste da razã.o de verossillailhanças de XXrilks, expresso em (2.32). adaptado a.o modelo de

Stukel-(ai , a2). Nesta situaçã.o o x,alol ol)servido da. estatística. Àf. ) = 13. 49 (P = 0, 0002)
sugere un] efeito significativo da. insulina na indução de convulsa.o em latos.

Como observação final referimos (lue a. intioduçã.o da. transformação logarítmica na.

dosagem, como é comum no estudo de dados de dose-resposta, alteia parte das conclusões
acima citadas. Com efeito. o modelo logístico (sem intelação) passa. a. ter um bole ajuste
(P z 0, 72), enlbola tainbéna fortemente super'ado pelo coilespondentc modelo de Stukel-
(a],a2) (P = 0,998). Neste contexto, a intloduçã.o de inteiação em anabos os modelos
não se mostra. relevante

  e ll(ã)I'' 
0,206 0,020

0,002
0,055
0,005
0,021

0,285
0.029
0,080
0,495 
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Tabela 3.9 Estimação e resíduos dos modelos logístico e Stukel-(ai, cr2 )

0

0

0

0

0

0

0

0

l

l

l

l

l

5

7

8

10

13

18

21

28

6

10

14

21

29

2

0

5

5

0

0

0

0

5

0

0

5

0

5

11

14

18

21

23

3()

27

2

10

18

21

27

7

10

12

16

18

21

29

27

5

6

13

21

31

18

60

21

20

67

55

13

59

18

22

31

90

39

2
0

l
l
2

l
0

.0

3

3

4
0

.4

18

40

78

80

33

45

87

59

18

78

69

90

39

4

11

14

19

20

20

26

25

l

9

20

23

30

15

04

71

38

33

70

98

20

49

44

25

97

24

0

.0

.0

l
0

2

3

l
0

0

2

.2

3

85

04

71

38

67

30

01

80

51

56

25

97

24

(*) 0 - padrão , l insulina . <>

  lla vLJii \ uiDci\J vivi i CLUB/D.    
Droga Dosagem Observado Logístico Stukel-(ai , a2 )
(*) (o,001 lu) :,# Resíduo nT Resíduo

0 3,4 0 5,87 5,87 0,75 -0,75
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Programa ESTCOND.K22

ESTCOND.1<22 é uma macio elaborada no módulo CÀI (Cálculo de À'latrizes) do
pacote científico SOC. Est.e programa tem como objetivo principal encontrei a estimativa
de MV condicional da razão de chances (#' l comum as k tabelas 2x2. .A estimativa referida

faz parte da. teoria a.piesentada na. Seção 1.2. sendo a soluça.o do processo it.erativo ( 1.26).

Para execuçã.o do ESTCOND.1{22 só é necessário a definiçã.o da matriz TC. Essa
matriz de ordem kx4 sela fornaada. ])elos x,dotes observados nas Ã' tabelas 2x2. De acordo
cona os valores apresentados na Tabela 1.3. a í-ésinaa linha da naatriz TC deverá i'espeitai

aseguinteordena: (y[f. 71]; yJÍ. ly2i. 7z2; y2f).Í::l:....À'.

A saída deste programa fornece. além da estimativa de MV de t.- . as seguintes
estimativas : plantel-Haenszel. \Ã;oolf e de MV nâ.o condicional dos ç'. s. expressas. res-

pectivamente. eln (1.24): (1.23) e j1.20). Estas estimativas citadas no Exemplo 1.2. apre
sentadas na Tabela 1.7. podem sei obtidas atláves do seguinte programa

cm
anote íl ----- DADOS DE INNES
anote -- '-;
anote 1l Estudo Prospecto.vo -
anote '' '';
anote '' '';
TC = { 4 12 5 74 , 2 14 384
exec ''a:estcond.k22'';
fim ;

ET AL. ( 1969) 1 1

/

Exemplo 1.2 1 1
/

, 4 14 10 8 0 , 1 14 3 79
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Listagem do Programa ESTCOND.K22

/ 'Ü Programa ESTCOND.K22 / Versão l.O Nov.91 +/

/+ Este programa estima a razão cie chances comum a k tabelas
2x2 via estimacao de máxima verossimilhanca (MV) condicional
pelo processo iterativo de Newton-Raphson com procedimentos
sugeridos por McCullagh e Nelder (1983, pg.89-90) , e ainda
fornece as estimativas: Mante].--Haenszel, Woolf e MV nao
condici.ona]. para o vetou das razões de chances. +/

/ +

/+ Matrizes auxiliares (uso i.nterno)

+/

+/

K
NI
N2
M
N

YT

nli.n(TC) ; auxJ-
TC[ , 1] + TC[ , 2]
TC[ , 3] + TC[ ,4]

TC[ ,1] + TC[ ,3] ;
NI + N2 ;

soma (TC[ , 1] ) ;

vdiag(ident(k))

/+ Estimativas ini.clãs : media. vara.anciã e P definidas no
processo iterativo, denotadas, respectivamente, por UO, VO
e PO; Estimativas de Mantel-Haenszel (PMH) , Woolf (PW) e o
vetar estimativa de MV nao condicional (PNC) . +/

PNC
aux2
PMH
PO -
aux3

(TC[ , 1] 'elTC[ , 4])/ !(TC[ , 3] i' ! TC[ , 2])
= (TC[ , 3] +!TC[ , 2] ) / !N

soma (aux2 + ! PNC) /soma (aux2 )
PMH ;
= auxl/!((auxl/!TC[,1]) +(auxl/!TC[,

+ (auxl/ !TC[ , 4 ] ) )
exp(soma(aux3+ ! 1og(PNC))/soma(aux3 )
(Nl+!N2+! M+ !(N-M))/ !(N'';! N+!(N-auxl) )
= N2 - M + (NI + M)J'!(auxlJ'PO)
= VO - (Nl+!M + VO) J' ! (auxl+PO)
(-aux4+(aux4#2 -(aux].+4+(1-PO)) :klaux5)

f

/
/

/

/
/

2]) +

/

( auxl/ ! TC [ , 3 ] )

PW -
vo -
aux4
aux5
uo - k . 5 l l\ ( auxl+2+ ( 1-PO) ) ;

/'e Metodo iterativo para razão de chances comum (P) +/

INA - PO ;
[)ELTA = (YT - soma(UO))/soma(VO)
P = exp(log(INA) + DELTA)
R-O ;
U = auxl ; V = auxl
enquanto((abs(DELTA) > 0.000]-)&&(R<=25)

aux4 = N2 - M + (NI + M)v'!(auxl'kP) ;
U =(-aux4 +(aux4#2 -(auxl+4+(1-P))+!

2 'e ( l-P) ) ;
V = auxl/!((auxl/!U) +(auxJ-/!(NI - U)

(auxl/! (N2 - M - U)) )
DELTA = (YT - soma (U) ) /soma (V)
P - exp(log(P) + DELTA)
R-R+l

f

/

l

}/

) {

(-Nl+ !M+P) ) # . 5) / ! (auxl+

) + (auxJ-/! (M - U)) +
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/+ Saída do Programa +/
23.i'lote li « «
anote '' '';
anote '' '';
anote '
anote -

anote '' Está.macas da Razão de Chances em k Tabelas 2x2'';
anote '' '';
anote '' '';
se ( K == 1 )

anote '' '';
anote li Situacao : Uma única tabela 2x2ii
anote '' Notacao de TC
anote '' '';
imprime TC $("(]-\l),(o\l-),(l\o),(O\O)'')
anote '' '';
anote '' Estimativa de máxima verossimi.Ihanca condicionâlii :
anote ''(PC) e nao condicional (PNC) e numero de iteracoes do n;
anote ''processo iterati.vo da razão de chances.t- :
anote '' '-;
S ; { PNC P R };
imprime S $ 15:3 ("PNC,pc,R'');

/

f

{

l

/

1 1

PROGRAMA ESTCOND.K22 '';

(y\x) '' ;

}

se
{

l

/

f

/

( K > 2 )
anote -- '';
anote ii Si.tuacao : K tabelas 2x2ii
anote '' Notacao de TC : co]unas (y\x) e ].i-nuas (estrato i)''
anote '' '';

Imprime TC $("(1\l),(o\l),(l\O),(O\O)'')
anote '' '';
anote '' Vetou de estimativa de máxima verossimilhanca
anote ''nao condici.oral (PNC)''
anote '' --;
S = PNC/
imprime S $
anote '' --;

anote " Está.nativas : Mantel-Haenszel (PMH), Woolf (PW) e";
anote "MV condici.oral (PC) e numero cie iteracoes do processo";
anote ''i.terati.vo da razão de chances.ii:
anote '' '';
SI - { PMH PW P R };
i.mpri.me SI $ 15:3 ("PMH,PW,PC,R") ;

tabelas 2x2ti:
colunas (y\x) e ].i.nuas

\

(PNC)'';
(MV) " ;

15:3

}

anote ''
anote ií

1 1
r

Fi.m do programa ESTCOND.K22''

/ + Fi.m do programa ESTCOND.K22 +/
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Dados do Processo Infeccioso Pulmonar

PIP
0
0
0
0
0
0

0
0

IDA SEX HL FF PIP IDA SEX HL FF PIP IDA SEX HL FF
26
19
72
39
26
27
27
23
82
20
22
29
50
43
24
40
42
38
21
63
77

l
0

0

l
0

l
l
l

l
l
l
l
l
l
l
l

D
l
l
0
l
l
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0

21
16
53
41
27
65
32
42
23
23
50
24
38
27
46
21
23
53
57
21
58

l
0
l
l
0
l
0
0

1 0
1 1
1 0
1 0
1 1
1 0
1 0
1 0

0
0
0
0
0
0
0
0

45
43
33
49
46
55
22
34
18
28
64
59
20
20
44
21
43
53
36
45
18

1 1
1 1
1 1

1 1
1 1
0 1
1 1

l
0

0

0

0
0
0
0

000 l
00 0 0
0l l 0
0l 00
0l0l
0l l l
0l 0l

l 0l 0
Dl ll
0l0 l
0l 0 0
00 l 0
00l 0
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PIP IDA SEX HL FF PIP IDA SEX HL FF PIP IDA SEX HL FF

0
0
0
0
0
0
0
D

22
78
56
23
23
49
41
51
27
67
87
30
31
76
34
60
62
43
58
60
56
75
73
52
51
40
69
58
57
58
69
69
50
49
74
75
70

l
0

l
l
l
l
0
l
l
l

l
l
0

0

l
l
l
0

l
l

l
l
0

0
0
0
l
l
0
l

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

30
23
56
62
23
21
45
62
18
75
53
48
56
64
51
73
60
62
15
61
78
56
56
57
77
65
67
72
36
59
61
52
48
78
50
55

l
l
l
l
l
l
l
0

l
l
l
0
l
l
l
l

l
l
l
0
0
l
l
0

0
0
0
0
0
0
0
0

46
64
44
53
63
17
49
48
33
67
18
58
48
44
45
72
58
55
61
56
21
56
62
29
73
60
57
51
70
59
67
59
64
66
57
50

l
l
l
l
l
l
l
l

0

0
0
0
l
l
0
0

0

l
0

0

0

l
0
0

0l0

l0l
00 0

ll
0l
0l
ll
ll

00 0
0l 0
0l 0
00 l
0l 0
000
00l
000
lll
00l
lll
0ll
000

0ll

00 l
0l 0
ll 0
ll l
0l l
0l 0
0l 0
ll l
00 0
0l 0

00 0

00 l
0l 0

00l
0l0

000

00l
0l 0
000
000
00l
0l 0

00 0l
0l l l

l0 l
lll

l0 0l
l0 0l
l0 0l
l0 0l
l0 0l
l0 0l
l000

0l 0

00 0

00 0

0l 0

00 l
00 l

ll 0 0
ll
ll

l
0

l
l
0

0

l
0
l

l
l

l
l
l
l
l
l

l
l
l
l
l
l
l
l

0
l
l
l
0

0

0

0

0

l
l
l
l
l
l
l

1 0
1 1
0 0
1 0
1 0
0 0
0 0

l
l
l
l
l
0

1 0
0 0
0 0
0 0
0 0
1 1

l
l
l
l
l
l

l
l
l
l
0
0

0 0
1 0
D O
0 0
1 0
0 0

Obs As siglas referentes as variáveis encontram-se deânidas na Tabela 2.3
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Programas MRLG-ST.AJU e MRLG-ST.DOS

Os programas MRLG-ST.AJU e MRLG-ST.DOS tan-tbéna são macros elaboradas
no módulo CM do SOC (1988), que objetivam implementar os MRLG's de Stukel desen-
volvidos na Seção 3.6.

O programa. MRLG-ST.AJU ajusta o MRLG de Stukel e também apresenta como
alternativa. dois dos seus sub modelos (Stukel-al e Stukel-cv2) . Este está dividido em
três partes : a primeira. e a. terceira são referentes ao ajuste do modelo e estimação dos
parâmetros nos modelos logístico padrão e Stukel selecionado, respectivamente, e a segunda
elabora um teste de score para avaliação do inelhoranlento do modelo de Stukel face ao
modelo logístico padrão.

O programa M.RLG-ST.DOS está confinado a dados de dose-resposta, objetivando
a estimação de doses letais, e só poderá ser utilizado após a execução do MRLG-ST.AJU.

O método de estintação usado nos programas é o de máxima. verossimilhança, e
no primeiro deles os cálculos fora.na obtidos através do algoritino de Newton-Raphson.



Pa.ra execução do À4RLG-ST.AJU são necessários os seguintes da

Y : vedor de observações (nxl) ;

N : vetar dos totais amostrais (nxl)

X : matriz de especificação do modelo (nxp) l

m :: 1 : modelo Stukel-nl é selecionado l

m = 2 : modelo Stukel-a2 é selecionado l

m # l e 2 : modelo Stukel-(ai,a2) é selecionado

ntvb :: 1 : solicita impressão da estimativa da matriz de covariância dos para
metros estimados no modelo logístico padlâo; caso contlálio mvb deverá sei diferente de

re :: 1 : os resíduos dos modelos selecionados sei'ão apresentados na saída do

piogiama ; caso contrário m # l

a : coeâciente de confiança. a. usar nos intervalos de confiança apresentados na
saída do progtamal

mvt :: 1 : solicita impressão da. estimativa da matriz de covariância dos para.-
metros estimados no n-modelo de Stukel selecionado; caso contrário nlvt deverá sei diferente
de l

nav := 1 : proporciona a. impressão dos valores obtidos pala a função log-vei
Ihança nos modelos considerados e no saturado

ic :: 1 : intervalos de confiança para nn nos modelos considerados

Pala execução do NIRLG-ST.DOS é necessário definir somente a probabilidade
associada a. dose letal a. estimar, pol exemplo, pd :: 0.5 para. estimação da. dose letal
mediana.

As saídas dos piogt'amas ofeiecenl uma. descrição detalllada dos x,etoz'es e ma-
trizes usados na. allálise do
a.oresenta,ca.o antecioada.

MRLG-ST.AJU e l\4RLG-ST.DOSApêndice 3 Programas 99P

dos

l

ossimi

Stllke[ se]eciona.(]o evita.ndos modelos logístico e l a.ssiin umal\

l
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Como exemplo do uso destes programas apresentamos a seguir un] programa. de
comandos. cuja saída proporcionou a. análise do Exemplo 3.1

cm
/+ Arquivo de dados +/

anote
anote
anote

l l l l
/

1 1

l l l l
/

os dados para analise sao de BLISS (1935)

/+ Conjunto de Dados +/

Y
N
X

6 13 18
59 60 62
1 1.6907
1 1.83 69

28 52
56 63
, l l
, l l

53 61 60
59 62 60
7242 , 1
861 , 1

} '
} ' ;
1. 7552
1.88 3 9

/

}

1 1.784 2 1 1.8113

/ + Execucao dos programas de referencia +/

m=1; mvb=1; Temi; a=95; mvt=1; rnv=1; ic=1; exec ''a:mrlg-st.aju''

pd:
pd:
pd:
pd:
pd:
pd:
pd;
pd:
pd:
pd
pd

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

001;
005;
01;
05;
2 ;
5 ;
8 ;
95 ;
99 ;
995;
999;

exec --a:mrlg-st.dos
''a:mrlg-st.dos

'-a:mrlg-st.dos''
iia:mrlg-st.dos''

''a:mrlg-st.dos''
-'a:mrlg-st.dos''
-'a:mrlg-st.dos''

'-a:mrlg--st.dos''
lia:mr].g-st.dos''

iia:mrlg-st.dos
iia:mrlg-st.dos

1 1

1 1

r

/

/

/

r

/
1 1

exec
r

r
exec

exec
exec

exec
exec

exec
exec
exec
exec

/

/
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Listagem do Programa MRLG-ST.AJU

/ +

IN(Y) ; p=NCOL(X) ; UM = vdi-ag(ident(k)) ; auxOl=UM;
2=UM; aux41=UM; aux42=UM ; YI = UM ; PI = UM ; H = UM ;

Matrizes auxiliares no programa (uso interno) .

Este programa ajusta o mode].o de regressão logisti-ca
generalizado de StukeJ- (1988) vi-a estimacao de máxima
verossimi-lhanca pelo processo i.terativo de Newton-Raphson.

t'tugtailla I'irççaIJ'OI.ÍIÜU ' veisdu dlilxx/=z ''''''---''Programa MRGL-ST.AJU versão abril/92 +/

/+ Este programa ajusta o modelo de regressão logo.sti.ca
genera].i.zado de Stukel (1988) via estimacao de máxima
verossimi.Ihanca pelo processo iterativo de Newton-Raphson.

/+ Matrizes auxiliares no programa (uso i.nterno)
/+ +/

+/

k=NLIN(Y) ; p=NCOL(X) ; UM = vdiag(i.dent(k))
aux02=UM; aux41=UM; aux42=UM ; YI = UM ; PI
UO = vdiag(i.dent(p)) ;
UI = vdiag(i.dent(p+l)) ; U2 = vdi.ag(i.dent(p+2))
1]. = i.dent(p+1) ; 12 = i-dent(p+2) ;
DI = UM+UI/
D2 = UM+U2/

f

; auxOl=UM;
PI - UM ; H - UM

/ 10 = i-dent(p)

; /+ notacao das derivadas da funcao h(eta) em
relacao aos elementos do vetar parametrico theta. +/

/+ PARTE l +/

/+ Metodo iterati.vo para estimativa do vetar parametri.co no
modelo logo.suco (B) +/

i.naO = U0+0 ;
deltao = vdiag(i.dent(p))
B = i.naO ;
r=O
enquanto

/

/ + valores ini-dais +/

( ( inox(abs(deltaO)) O . 0001) && (r<=25) )
/+ criterio de parada

/+ probabilidade de sucesso
/+ funcao score

;/+ matriz de informacao deFi.sher

{
+/
+/
+/

+/

+/

+/

PO
uo
10

UM/!(UM + exp(-XI''B))
X' + (Y -- N'':!PO)
X''ediag(N+!PO'';!(UM

/
PO) ) seX

de].taO = inv (IO) +UO
B = B + de].taO
r=r+l ; }

r].=r;

/ /'e vetou parametrico
/

/+ numero de iteracoes para estimacao de B

/+ Estimativa do vetar das probabilida(ies de sucesso (PO) e
da matriz de covari.anciã dos coeficientes estimados no
modelo logo.suco (VB). +/

E
PO
VB

X+B ; /+ premi.tor li.near do logístico +/
UM/!(UM + exp(-E)) ;
inv(X'+di.ag(N+!PO+! (UM-PO))+X) ; /+ matei-z de covari.ano.a

de B estimado no logístico +/
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/''; Intervalo de 100(1--a)% de confianca para a equacao (ie
regressão (n'kpi i.) no modelo logo.suco. +/

buxo = ninv ( ( l- (a/100) ) /2 ) ;

enquanto ( s <= k ) {
auxOl[s,] = X]s,]J'B - auxo+(sqrt(xEs,]J'VB'eX]s,]'))
aux02]s,] = X]s,]+B + auxO+(sqrt(xEs,]+VB+X]s,]'))
s=s+l ; }

ICI,l = N+!(UM/!(UM+exp(
ICI.2 (UM/!(UM+exp(

1;S

/

/

auxOI))) ;
aux02 ) ) ) ;

/:k limite inferior +/
/+ limo.te superior 'e/

/+ Teste de ajustamento do modelo logístico +/

LO - Y'+log(PO) + (N-Y)'+log(UM - PO) ; /''; funcao log-verossi-
milhanca estimada no logístico

s=1; /''; correcao para elimi.nar proa. observada = 1 0u O
enquanto ( s <= k ) {

se((Y[s,]=- o)]](V]s,] == N]s,])) {
se( Y]s,] == O) Yl]s,] = 1/N]s,] ;
se(Y[s,] ==N]s,]) Y]]s,] =Y]s,] -]/N]s,] ; }

cc { Yl]s,] = Yts,] ; }
s=s+l; }

LS = Y]'+]og(Y]./!N) +

+/
+/

(N-YI) ' +log (UM - (YI/ !N) ) ;
log--verossimilhanca

/J' estati.ética do teste de

/+ funcao
no saturado
RV de WilksEAL (LS - LO) ;

+/
+/

/J' --» «» »----=---« P.AbRTE 2 -----=n ----------=-- J/

/+ Cálculos do teste score do modelo logístico no modelo
logisti.co generalizado de Stukel. +/

s=1;
enquanto ( s<=k ) {

se ( EÍs,] >= O )
cc { D2ls,p+1l=0;
s=s+]. ; }

U2 = { 02[,p+l]

/
/
f

D2Ís,l:P] = X]s, ] ;
{ D2]s,p+1] - 0.5+(E]s,]#2); D2ls,p+2l=0;

-0. 5+ (E]s,]#2) ; }
{ uzls,Pt
D2]s,p+2]

D2[,p+2] }'J'(Y - N'çlPO) ; /+ funcao score sob
modelo ].ogistico no modelo Stukel-alphal,alpha2

U21 = D2lrp+lJ'+(Y - N+!PO) ; /+ i.dem para Stukel-alphal
U22 = D2t,p+2J''k(Y - N+!PO) ; /+ idem para Stukel-alpha2
auxl = D2'J'di-ag(N+!PO+! (UM-PO))+D2 ;
auxll = {D2[,1:p] D2[,p+]]]'J'di.ag(N+!PO'k!(UM--PO))+ID2[,1:p]

D2 [ ,p+l] } ;

aux12 = {D2[,1:p] D2[,p+2]]''':dias(N+!PO+!(UM--PO))+ID2[,1:p]
D2 [ ,p+2] } ;

aux2 - auxl]p+l p+2,1:pJ+inv(auxl]l:p,l:p])+auxl]l:p,p+l p+2]
aux21 - aux]]]p+], ]:pJ+inv(aux]]]]:p,].:p]) '''auxll]l:p,p+l]
aux22 = aux12]p+l,l:pJ+inv(aux12]1:p,l:p])+aux12]1:p,p+l]
aux3 = auxl]p+l p+2 , p+l p+2] - aux2
aux3]- = auxll]p+l,p+l] - aux21
aux32 = aux12tp+l,p+l] - aux22
EJ- = U2 ' +inv(aux3 ) +U2 ;

+/
+/
+/

/'v estatisti.ca do teste score no
modelo Stukel-alphal,alpha2
/+ idem para Stukel-alphal
/+ idem para Stukel-alpha2

Ell
E12

U2 1 ' +inv ( aux3 1 ) +U2 1
U22 ' + inv ( aux32 ) J'U2 2

+/
+/
+/
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/+ PARTE 3 +/

/+ Metido iterativo para estimati.va do vetar parametrico (T)
no modelo de regressão logística generalizado de Stukel. +/

ina {B, O, O} ;
= vdiag(ident(p+2))

/+ valores Iniciais +/
delta
T -
r=O

ina

enquanto ( max(abs(delta)) > O . 000 ]- ) && (r<=25 )
/J' criterio

{
de parada +/

E=X+Tll P ];

enquanto ( s<=k
se ( E]s,] >=

se ( Tlp+l
HEs,] -
D2 [ s , 1 : P]
D2 [s,p+l]

, ] {>

] l

)

0
{

) D2]s,p+2]

(exp(E[s,] +TEp+],]) -l)/T]p+l, ]
= exp(T]p+], ] +E]s , ] ) +Xls

(T[p+[,]+E]s,]'''exp(T]p+],]+EEs,]) -
exp(TEp+].,]J''E]s,])+ ])/(T]p+l,]#2)

0 )
/+funcao h(eta) +/

se 0
{

f

/

P]

( T]p+l,] ==
H[s,] = EÍs,]
D2 [s, l:P] = X]s, ]
D2 [s,p+1] = 0. 5+ (E]s, ]#2)

( T[P+l,] < O ) {
Hts,] = -]og(]-E]s,]+T]p+l,])/T]p+l,]
D2 [s, l
D2]s,p+l]

/
f

}r

}

se

([/([-T[P+],]+E]s,])) +X]s, ]
([og([-T[P+],] +EÍs,])+((Ttp+],] Reis,]) /\x\-Jsy\x XL.pix/J''x-'LO/J/ ' \\'LL.b'''-/J
([-T[P+],] ''-E]s,])))/(T[P+],]#2)

}

se
se

E[s,] <
( Tlp+2,

H[s,] =
D2 [ s , 1 : P]
D2]s,p+2]

) 0 /
) {0>

, ] /

{ D2]s,p+l]

-(exp(-Ets,]'eT]p+2,]) -].)/Tlp+2
= exp(-T]p+2,]'eEEs,])+X]s,] ;
=(T]p+2,]+E]s,]'eexp(-T]p+2.]+Ets,]) +

exp(-TEp+2,]J'EEs,]) - ])/(TEp+2.]#2)

0

]

}

se , ] 0 {
l

f

/

( Tlp+2
H[s,] = E]s,]
D2 [s, l:P] = XÍs, ]
D2]s,p+2] = -0.5J'(E]s,]#2) ; }

( r]p+2,] < o ) {
Hts,] = ]og(]+EEs,]+T]p+2,])/T]p+2,]
Does,]:P] =(1/(1+T[P+2,]J'E]s,]))+X]s,]
D2]s,p+2] =(-1og(]+TEp+2,]'vens,])+((T]p+2,]+E]s,])/

([+T[P+2,]:Reis,])))/(T[P+2,]#2) ; }
}

}

/

se

s=s+l;
UM/!(UM+exp(-n))
D2'J'(Y-N"!PI)
D2 ' 'ediag(N+!Pl+!(UM-PI)) +D2

probabilidade de
/'v funcao

sucesso
score

+/
+/

matriz de informacao
Fi.sher

de
+/
+/delta

T - T
r-r+l

inv ( 12 ) J'U2
delta ;
\J

vetar parametrico

rs-r; numero de iteracoes para estimacao de T +/
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/''' Metodo iterativo para estimati.va do vetou parametrico (T)
no modelo de regressão logística generalizado Stukel-alphal
e Stukel-alpha2. +/

se ( (mmal l (m
0 }

2 )
B / Ü' notacao análoga mode].o de Stukel-

a].phal,alpha2 Jç /

deltas
TI

vdiag(ident(p+l))
ina].

r=O
enquanto

E=X+Tlll
(

P, ] ;
max ( abs ( de].tal ) ) 000 ]. ) & & ( r<=2 5 )

enquanto ( s<=k ) {
se ( ( (m==1) && (E]s, ]>-O) ) l

se ( T[]p+l,] > O
n[s, ] = ( (-1)#(

{

+
( 0 {

}

}

( (m==2 ) && (E [ s , ] <0) )

1 ) #' ( m-ti ) ) * ( exp ( ( (
- ]) /T]- [P+]. , ]

D[]s,]:p] = exp(((-1)#(m+].))+T]Ep+],]''-Ets,])J'X]s,]
o].[s,p+]] =(T]]p+],]J'Ets,]+exp(((-J-)#(m+]))'kTl]p+J-,]+

E[s,]) +((-1)#m)'':exp(((-1)#(m+]))+T]Ep+],]:Reis,])
((-1)#(m+].)))/(Tl]p+l,]#2) ; }

T[Ep+],]
HEs,] = E]s, ]
D[]s,]:P] = XEs,]
D].[s,p+]] = ((-].)#(m+1))+0.5'''(E]s,]#2) ; }

( T[]P+].,] < 0 ) {
H[s,] =((-1)#m)'';]og(1+((-1)#m)J'E]s,]+T]]p+],])/T]]p+l,]
D[]s,]:p] =(]-/(1+((-1)#m)+T]]p+],]y''E]s,]))+X]s,]
Does,p+J-] =(((-1)#(m+]))+]og(1+((-1)#m)+T]]p+],]J'E]s,])

+((T].[p+]- ,] +E]s,])/(].+((-1) #m) '';T]Ep+l, ]+E]s,])))/
(TI [P+l , ]#2) ; }

H[s,] = E]s,] ; D]]s,]:P] = X]s,] ; Dlrs,p+l]

UM/!(UM + exp(--H))
DI ''''(Y-N'''! PI)
DI' 'ediag(N+! PI'';!(UM-PI)) '':DI

inv ( 1 ]- ) +UI
TI

((-1) #(m+].)) J'(exp(((-J-) #(m+]-)) J'E]s,]+T].[p+l,] )

se

se

cc {
s=s+l;

PI -
UI
11
deltal
TI -

}

LJ C .L L- CI .L r

rs
r=r+l l

/ + Calculo da estimativa da matriz de covaríancia de theta
estimado (VT) +/

se ( (m==1)
se (m==1)
se (m==2)

cc { T2
E=X'çT2ll

T
P

(m==2)
TI ,
rali

{

0 T[]P+].,]

] ;
b

enquanto ( s<=k ) {
se ( E]s,] >- O ) { D2]s,p+2]

se ( T2]p+l,] > O )
HEs, ] = (exp(EEs, ]tT2]p+l, ] )

{
l ) /T2 [ p+l-
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D2]s, l:P]
D2]s,p+l]

exp (T2 [p+l , ] +E[ s, ] ) +X[ s , ]
(T2]p+l,] 'Reis,] +exp(T2]p+l,] REIS,
exp(T2Ep+l,]+E]s,]) + l)/(T2Ep+l

0 {

] )
]#

se ( T2]p+l, ]
n[s,] = EÍs,]
D2]s,l:P] = X]s,]
D2]s,p+l] =

se ( T2]p+l,] <
H[s,] =
D2 [s, l:P]
D2]s,p+l] =

}

0 . 5+ (E]s, ]#2)
o ) {

-[og([-Ets,]+T2]p+],])/T2]p+], ]
=(]./(1-T2]P+],]+E]s,]))+X]s,]

([og([-T2]P+],]+E]s,])+((T2]P+],]+E]s,])/
([-T2EP+],]+E]s,])))/(T2]P+],]#2)

}

se
(

se
0

{

+

{

]

}

E[s,] < 0 ) { Does,p+l] =
( T2EP+2,] > O )

H[s,] = -(exp(-E]s,]+T2]p+2.]) - 1)/T2]p+2,]
D2Ís,l:p] = exp(-T2]p+2,]+Ers,])+X]s,]
D2]s,p+2] =(T2]p+2,]+EEs,]'''exp(-T2]p+2.]+Ets,])

exp(-T2]p+2,]+Ets,]) - l)/(T2]p+2,]#2) ; }
( T2Lp+2,] == O

HEs,] = Els
D2]s, l:P] = X]s, ]
D2]s,p+2] = -0.5'v(E]s,]#2); }

( T2]P+2,] < O ) {
H[s,] = ]og(]+E]s,]+T2]p+2,])/T2]p+2.]
1)2]s,].:P] =(1/(1+T2EP+2,]'''Ets,]))J'X]s,]
D2Es,p+2] =(-1og(]+T2]p+2.]+E]s,])+((T2]p+2,]'';Els

(l+T2EP+2,]+E]s,])))/(T2tP+2,]#2)

se

se

E[s, ] ) /

s=s+l ; }
UM/!(UM +
( (m==1)se

PI exp(-H))
( m==2 ) )

l
Í

\
calculo da informacao

Fisher
de

+/
se

(m==2)
aux43 = D2 ; }

aux43 ' +cii.ag(N+!Pl+!(UM-PI)) '''aux43

(m==1) aux43
aux43

{ ]

D2[
D2[, 1

l P]
P

D2[,p+l]
D2 [,p+2]se

{
cc

12
VT inv ( 1 2 )

/+ Intervalo de 100(1-a)% de confianca para a equacao de
regressão (n+pi i.) no modelo de regressão logística
generali.zado de Stukel */

s=l
enquanto

aux41]s,]
aux42 [s,]

ICSI = N+!(UM/!(UM+exp(-aux41)) )
ICS2 = N+!(UM/!(UM+exp(-aux42)))

k<S

+
s+l }S

n[ s, ]
n [ s, ]

{

auxO+ ( sqrt ( aux4 3 [ s
auxO'v(sqrt(aux43Es

] 'eVT+aux43 [ s , ] ' ) )
] :kVT+aux4 3 [ s , ] ' ) )

/+
/ +

li.cite inferior +/
li.mi.te superior J'/
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/+ Teste de ajustamento do modelo logístico generalizado de
Stukel +/

L = Y''''].og(PI) + (N-Y)'+log(UM - PI) ;
EAS = 2J'(LS - L) ; /+ estatística do teste de RV de Wi.lks 'e/

/+ ---------------- Saída do programa MRLG-ST.AJU ------------------ +/

anote
anote '' '';
anote '' '';
anote '-
anote '-
anote ii Modelo de Regressão Logo.sti.ca General-azado de Stukel'';
anote '' '';
anote '' '';
anote iiPaTte l
anote '' '';
anote ii Vetar Parametrico : Beta
anote ií Estimativa de MV de Beta
anote '' '';
imprime B 10:3 (''Beta'')
anote '' '';
anote '' '';

Estimati.va da Matriz de Covarianci.a de Beta"''

f

/

l
1 1

l {
l

}

/

11 .

/

PROGRAMA MRLG--ST.AJU '';
1 1

Modelo de Regressão Logo.ética ''
1 1

/

se ( mvb ==
anote '-
anote '' '';
impri.me VB 10:3 ;
anote '' '';
anote '' '';
anote ii Teste de Ajustamento do Modelo Logístico'';
anote '' '';
sai.l = { EAL (k-p) xprob(EAL,k--p) }
impri.me sail $ 10:3 ("Estatist.,G.L. ,Nível Desc.")
anote '' '';
anote '' '';
se ( re == ]. ) {

sai2 = { Y N (N+!PO) (Y--N+!PO) }
imprime sai.2 $ 10:3 ("observado,Total,Ajustado,Resíduo'')

anote '' '';
anote '' ''; }
ê]. lp10t(e ll

anote '' '';
anote itParte 2 : Testes score do modelo logo.suco em alguns'';
anote i' modelos logisti.co generalizados de Stukel
anote -'
anote --
anote ''
anote '' '';

(''Estatist
/

1 1

/

1 1
/

1 1
/

Teste score no modelo Stukel-alphal-,alpha2''
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anote ''
anote '' Teste score no modelo Stukel-alphal'';
anote -'
sai4 = { Ell l xprob(Ell-,l) }
imprime sai4 $ 10:3 ("Estatist.,G.L.,Ni.vel Desc.")
anote '' '-;
anote '' '';
anote '' Teste score no modelo Stukel-alpha2'';
abate -'
sai.5 = { E12 1 xprob(E12, 1) }
imprime sai5 $ 10:3 ("Estati.st.,G.L.,Nível Desc.'')
anote '' '';
anote '' '';
allote ll----..--------------
anote --
anote ''Parte 3 : Modelo de Regressão Logística Generalizados';

se ( (Tn--l) l l (m==2) ) {
se (m--]) { anote '' Stuke]-a]pha].'';
se (m-=2) { anote '' Stukel-alpha2'';

cc { anote '' Stukel-alphal,alpha2'';
anote '' '';
anote '' '';
anote '' Vetor Parametrico : Treta ii;
anote ii Estimati.va de MV de Treta :il
anote -'

se((m--l) ll(m--2)) imprime TJ-].0:3("Treta'')
cc i.oprime T 10 : 3 ( ''Theta'' )

anote '- --;
ar)ot.e li ii
se ( mvt == 1 )
anote ii Está.mau.va da Matriz de
anote '' '-;
imprime VT 10:3 ;
anote '' '';
anote '' ''; }
anote '' Teste de Ajustamento do Modelo de Stukel'';
anote '' '-;
sai6 - { EAS (k-nlin(VT)) xprob(EAS,k-nli.n(VT))
impri.me sai6 $ 10:3 ("Estati.st.,G.L.,Ni.vel Desc.")
anote '' --;
anote '' '';
se ( re == 1 ) {

sai7 = { Y N (N+!pl) (y-N+!PI) }
imprime sai7 $ 10:3 ("observado,Total,A:juntado,Regi.doou)

anote -- '-;
anote '' ''; }
se ( mv == 1 )
anote -- -- ;

1' ;

11 .

f

1' ;

/

/

1' ;

}

/

1' ;

/

f

/

{

}

f

{

J
} }

Covari.anciã de Theta"'';
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anote ''Valor da funcao log-verossi.milhanca nos modelos
anote '' '';
sai8={ LS LO L } ;
imprime sai8 $ 10 : 3
anote '' '';
anote '' -';
anote liNuHero de i.teracoes nos metodos iterativos dos modelos
anote " '';
sai.9 = { RL RS ]-
imprime sai9 $ 10:3 ("Logístico,Stukel")
se ( i.c == 1 ) {
anote '' '';
anote '' '';
anote '' ]nterva].o de 100(1-a)% de Confianca para n+PI i no'';
anote ii Mode]o Logístico e Logo.sti.co Genera].i.zado de Stukel.";
anote '' -';
sailO=a/100;
imprime sai].O $("Coef.Cona.'');
aiaote ií ii
anote ''
anote --
anote '' '';
sai.ll={ Y ICLI ICL2 lcsl lcs2 };
imprime saill $ 10:2 ("Observado,IClnfanos.e ii ii
anote ll Fi.m do programa MRLG-ST.AJU ''

/

l

( ''Saturado, Logístico, Stukel") ;

) ; }

r
Notacao IC (li.cites de confianca do Modelo Logisticoii;

[L] e do mode].o de R.L.G. de Stuke] [S].'';

L,ICSup L,IClnf S,ICSup S'')

r

/+ tl lrlt flf\ r\r'rlrlr'am= IVIL/lr=.\=lll /\ lll .. ....----.Fim do programa MRLG-ST.AJU +/
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Listagem do Programa MRLG-ST.DOS

/+

Este programa estimativa a dose letal de 100P% de sucesso
[DL(100P) ] no modelo de regressão ]ogistica genera]izada d
Stukel via estimacao de máxima verossi.milhanca.

r'tuytaitta i-iiç\aIJ'DI.LiçiD ' versam dlilxl/uz ''''''---'Programa MRGL-ST.DOS versão abril/92 +/

/+ Este programa está.rnativa a dose letal de 100P% de sucesso
[DL (100P) ] no modelo de regressão ]ogistica genera]izada de
Stuke[ via está.macao de máxima verossi.mi].banca. 'e/

/+ +/

/+ Cálculos auxiliares (uso interno) +/

LP
DE
DPI
DP2
vs

log(pd/(l-pd)) ;/+ logit de DL(100P)
1 ; /+ predi-tor linear indexado pela probabi-li.dade P
1 ; /+ derivada de DE em alphal
1 ; /+ derivada de DE em alpha2

1 ;/+ vara-ano.a do esticador da DL (loO) no modelo stukel

+/
+/
+/
+/
+/

/+ Ca].colos inicial.s para estimacao de DL (100P) +/

se
se

pd >= 0.5 ) { DP2
( T213,] > 0) { DE = ]og(]-+T213,]'tLP)/T213,]

((T213,]+LP)/(l+T213,]+LP)-log(l+T213,] 'eLP)) /
(T2 [3 , ] #2) ; }

T213,] -- O ) { DE - LP ; DPI - O ; }
T213,] < O) { DE =(1-exp(-T213.]+LP))/T213.]

((l+T213 ,] :eLP) J'(exp(-T213 ,] '';LP)) -l)/(T213 ,]#2) ; }

0 /
f

/

DPI

se
(

LP
se

DPI
}

se
(

se
pd < 0.5 ) { DPI = O ;
( T214.] > 0) { DE = -(log(l-T214,]+LP))/T214,] ;

OP2 =((T214,]+LP)/(l-T214,]'';LP)+log(l-T214,]J'LP))/
(T2 [4 , ] #2) ; }

( T214,] -- O ) { DE - LP ; DP2 - O ; }
( T214,] < O) { DE = -(1-exp(T214,]+LP))/T214,]

DP2 =((T214,]'eLP-l)+(exp(T214,]+LP)) + l)/(T214,]#2)
/

se DP2
se

}

/t Estimacao de DL(100p) +/

EPDL (LP Bll, ] ) /B[2 , ] estimati.va de de DL (100P)
logo.suco
de MV deEPDS (DE T2 [ ]- , ] ) /T2 [ 2 ,] estimativa

no +/

+/

+/
DPDL l L ]./ B [ 2 , ] )

DL (loOP) no modelo Stukel
-(LP-B]l,])/(B]2,]#2))} ;/+ vetou de
feri.varias DL (100P) em beta (logístico)

(-(DE-T2]1,])/(T212,]#2)),(DPl-/T212,]),
/+ vetar de derivadas DL (100P) em theta

(modelo de Stukel-alphaJ-,alpha2)
variância do estima(ior da DL (100)/ +

DPDS { (-l/T2 [ 2 , ] ) ,
(DP2/T2 [ 2 , ] ) }

VL DPDL'+VB+DPDL
l (m==2) ) {

(m==1) VS = DPDSll
(m==2) VS = {DPDsll

DPDS[4,]}
= DPDS'tVTI'DPDS ; }

( ]. )
3

2

J'/
+/estlmaclor

se r +VT+DPDS [ l

DPDS [ 4 , ] } ' +VT''; {DPDS [ l
3 , ]

]se 2 , ]

cc vs
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/ + Saída do programa MRLG-ST.DOS +/

anote
anote
anote
anote
anote
anote
se (

anote '' e Logo.stica Generalizado
se (m==2)

anote '' e Logística Generalizado
anote ''
anote '-
anote '' '';
saia = { pd+].00 EPAL sqrt(VL) EPDS sqrt(VS) } ;
i.oprime sai.l $ 10:3 ("Dose (P) ,Logístico,DPDL,Stukel,DPDS'')
anote '' '';
anote '' '';
anote '' Intervalos de 95% de Confianca para a Dose Letal
anoto '' '';
saia = {(EPDL-auxO+sqrt(VL))(EPDS-auxO+sqrt(VS))

(EPI)L+auxO'vsqrt(VL))(EPDS+auxO+sqrt(VS)) }
i.mpri.me sai.2 10:3(''Logo.suco,Stukel'');
anoto '' '';
anote '' Fi.m do programa MRLG-ST.DOS '';

1 1

/

/

/

se

{

l l l l

ii PROGRAMA MRLG-ST.DOS '';
l l l l

iIEstiHacao de Dose Letal no Modelo de Regressão Logisticait;
(m--l) l l (m 2) ) {
( m== ].) {

11 .

de Stukel-alphal'';}

de Stukel-alpha2''

e Logo.ética General i.zado de Stukel-alphaJ-,alpha2'';}
e os respecti.vos desvi.os padroes DPDL DPDS'';

/+ Fi.m do programa MRLG-ST.DOS +/
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