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Abstract 

It is always possible to construct a real function cp, given two random variables X 
and Y with continuous distribution functions F and G, respectively, in such a way 
that cp(X) and if>(Y) , also random variables, have both the sarne distribution function, 
say H. 

Based on this result, it is introduced an alternative method aiming to somehow 
characterize the "opinion" of a group of experts about a continuous random quantity of 
interest, the Fields of coincidence of opinions. A Field of coincidence of opinions 
is a finite union of intervals where the opinions of the members of the group coincide 
with respect to that quantity of interest. 

Resumo 

Sempre é possível construir uma função real e/;, dadas duas variáveis aleatórias 
X e Y com funções de distribuição contínuas F e G, respectiYamente, de modo que 
as novas variáveis aleatórias cp(X) e cp(Y) possuam, ambas, uma mesma função de 
distribuição , d_igamos H. 

A partir deste resultado, é apresentado um método alternativo visando de alguma 
forma caracterizar a "opinião" de um grupo de especialistas a respeito de uma quan­
tidade aleatória contínua de interesse denominado Campos de coincidência de 
opiniões . Um Campo de coincidência de opiniões é uma união finita de intervalos 
reais onde as opiniões dos membros do grupo coincidem a respeito da quantidade de 
interesse em questão . 

11 
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Introdução 

O objetivo desta dissertação é apresentar de modo detalhado o interessante resultado 

acerca de transformações de variáveis aleatórias contínuas demonstrado por De Finetti 

em 1953, bem como exibir uma interpretação deste resultado dentro da problemática 

existente em teoria de decisão coletiva. 

A exposição do problema é feita quase que inteiramente em um único capítulo, 

a menos de alguns lemas auxiliares cujas demonstrações figuram no Apêndice. Este 

capítulo único é dividido em três seções . 

Na seção 1, introduzimos o problema abordado por De Finetti em seu artigo de 

1953, através da exposição de um outro teorema sobre transformações de variáveis 

aleatórias muito conhecido na literatura, a saber, que dadas uma variável aleatória 

real X com função de distribuição contínua F e uma outra função de distribuição H 

qualquer, existe uma transformaçã.o real f da variável aleatória X tal que a função 

de distribuição da transformada Z = J(X) seja H. 

Este teorema e os exemplos de sua aplicação direta apresentados no texto sugerem 

a seguinte questão : dadas duas variáveis aleatórias X e Y com funções de distribuição 

contínuas F e G, respectivamente, é possível obter uma única função real </> tal que 

as variáveis aleatórias </>(X) e </>(Y) possuam, ambas, função de distribuição H? 

A resposta - afirmativa - a esta pergunta é dada por De Finetti em seu artigo de 

1953, onde é exibida a função real cp que satisfaz as condições exigidas na questão 

acima. Nosso alvo na seção 2 é demonstrar, de forma mais detalhada que no trabalho 

original de De Finetti, o teorema da existência de tal função real </>. Para tanto, 

dividimos a seção 2 em três subseções . 

Na primeira subseção , construimos uma função real cp, que figura na expressão 

de </>, através de algumas propriedades de funções de distribuição contínuas, apresen-

1 
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tadas sob a forma de propos1çoes . Em seguida, verificamos a mensurabilidade de 
cp (segunda subseção ) e, por fim , determinamos, numa última subseção , as funções 
de distribuição das variáveis cp (X) e cp (Y) , encerrando a demonstração do teorema 
proposto por De Finetti. 

São destacadas ainda na seção 2 algumas características da função <p, e também 
das variáveis aleatórias cp(X) e cp(Y), e enunciamos a extensão do teorema para o 
caso em que X e Y são vetores aleatórios de dimensão n E JN. 

Por fim, na seção 3, exibimos uma interpretação do resultado demonstrado na 
seção 2. O enfoque mais interessante deste resultado, segundo De Finetti, corres­
ponde ao caso em que as variáveis aleatórias X e Y são relacionadas com uma única 
quantidade de interesse , isto é, em que F e G são as opiniões de dois indivíduos acerca 
desta quantidade de interesse, em uma situação em que um grupo de pessoas deve 
tomar uma decisão coletivamente. 

Dentro deste contexto, podemos destacar o seguinte fato no processo de cons­
trução da função real cp ( e das variáveis aleatórias cp(X) e cp(Y)): é possível construir 
uma união finita de intervalos reais, a qual De Finetti denominou Campos de coin­
cidência de opiniões , onde as opiniões de ambos os indivíduos coincidem com 
relação a quantidade de interesse em questão . 

Este fato, segundo De Finetti, acena uma possibilidade de tentar caracterizar a 
"opinião conjunta" de um grupo de pessoas, uma vez que algumas características dos 
Campos de coincidência de opiniões , que são listadas naquela seção , são consideradas 
requisitos importantes na descrição da "opinião " de um grupo de pessoas. 

Dentre estas propriedades, podemos destacar que um campo de coincidência de 
opiniões pode ser visto como uma atribuição genuína de probabilidade, diferentemente 
do que ocorre com os procedimentos usuais de mistura de probabilidades. Deste 
modo, podemos verificar que as opiniões individuais são preservadas na construção 
dos campos de coincidência. 

Finalizando a seção 3, alguns aspectos negativos dos Campos de coincidência de 
opiniões são considerados e várias questões sobre a natureza de tais campos são 
levantadas. 

2 
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Capítulo 1 

A Transformação de De Finetti 

1.1 Introdução 

Como mencionamos anteriormente, o principal objetivo deste trabalho é demonstrar 
o interessante resultado acerca de transformações de variáveis aleatórias contínuas 
apresentado por De Finetti em 1953. Tendo em mente este objetivo, introduzimos 
nesta seção o problema abordado por De Finetti em seu artigo de 1953, por intermédio 
da exposição de um outro teorema sobre transformações de variáveis aleatórias muito 
conhecido na literatura e de exemplos de sua aplicação direta. 

Definição 1. 1 Seja X uma variável aleatória real definida em um espaço de proba­
bilidade (D , :F, P). A função de distribuição da variável aleatória X, a qual represen­
taremos por F, é definida por 

F(x) = P(X < x), x E IR. 

Notemos que a definição acima difere um pouco da definição usual de função de 
distribuição . Justificamos a opção por esta definição pelo fato de ter De Finetti 
utilizado esta convenção em seu artigo; deste modo, estamos nos mantendo fiéis à 
notação do texto original. Destacamos que, com esta definição , uma função de 
distribuição torna-se contínua à esquerda, ao invés de contínua à direita. 

Definição 1.2 Seja F uma função de distribuição contínua. Definimos, Yy E (O, 1), 
a seguinte função F- 1 ("inversa "): 
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p-l (O , 1) 4 IR 

y r-+ sup{xEIR:F(x):c;y} 

Notemos que p - 1 (y) = sup{x E IR: F(x ) ::; y} está bem definida, Vy E (O, 1) . 
Tomemos y E (O, 1) qualquer. Como limx➔ -oo F(x ) = O e F é contínua, existe 
x0 E IR tal que F(x0 ) < y. Assim, {x E IR: F(x )::; y} é não -vazio. Por outro lado, 
como limx---t+oo F(x) = 1, existe x1 E IR tal que F(x i) > y, pois Fé não -decrescente. 
Logo , x 1 é um limitante superior de {x E IR : F(x) ::; y}. Assim, este conjunto 
admite supremo, Vy E (O, 1). Observemos que quando F é estritamente crescente, 
p- i corresponde à função inversa usual de F . 

Lema 1.1 Sejam F uma função de distribuição e p - l definida conforme a definição 
1.2. Então , Vy E (O, 1) e Vt E IR , vale 

p-l(y) < t {=} y < F(t) 

Prova: Seja { Xn : n ~ 1} uma sequência não -decrescente em Xn E { x E IR : 
F(x) ::; y}, com X n t p-l(y). Como F é contínua à esquerda, temos F(xn) t 
F(F- 1(y)) . Como F(xn) ::; y , Vn ~ 1, resulta F(F-l(y)) ::; y. A partir deste fato, 
provaremos as duas negações do lema, isto é, provaremos que 

(⇒) p- 1(y) ~ t ⇒ F(F- 1(y)) ~ F(t) , pois Fé não -decrescente. Mas, como 
F(F- 1(y))::; y, segue que y ~ F(t). 

(~) y ~ F(t) ⇒ t E {x E IR : F(x )::; y} ⇒ t::; p- 1(y). 

Lema 1.2 Sejam F uma função de distribuição contínua e p - 1 definida como na 
definição 1. 2. Então F(F- 1(y)) = y , Vy E (O, 1). 

Prova: Tomemos y E (O, 1). Seja A y = {x E IR: F(x ) = y }. Como limx➔-oo F( x ) 
= O , limx---t+oo F(x) = 1 e Fé contínua, Ay i=- 0. Se Ay possuir apenas um elemento, 
digamos x0 , então F(F- 1(y)) = F( x 0 ) = y. Se Ay possuir mais que um elemento, 
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então , sendo F não -decrescente, .-1y será da forma Ay = [x 1, x 2], para x 1 ,x2 E IR, 
x 1 < x 2 . Em consequência, F(F-l(y)) = F(x2 ) = y. Em qualquer um dos dois 
casos, F(F- 1 (y)) = y. 

Enuncia.mos agora o seguinte teorema: 

Teorema 1.1 Consideremos uma variável aleatória real X com função de distri­
buição contínua F . Seja H uma outra função de distribuição contínua qualquer. 
Então , existe uma transformação real f da variável aleatória X tal que a função de 
distribuição da transformada Z = f(X) seja H . 

I 

Prova: Definindo-se, \;/y E (O , 1) , H - 1(y) de modo análogo à definição de F- 1(y) , 
basta estabelecermos Z = H - 1 (F(X)) e verificarmos que esta nova variável aleatória 
possui função de distribuição H (como Fé contínua, F(X) E (O, 1) quase certamente) . 
Deste modo , para z E IR, temos 

P(Z < z ) = P(H- 1(F(X)) < z) = P(F(X) < H( z )) = P(F(X) ::; H(z)) , 

onde as duas últimas igualdades decorrem do lema 1.1 e da continuidade da F, 
respectivamente. Mas, pelo lema 1.1 e continuidade da distribuição de X, temos 

1 • 'Z-

P ( F (X)::; H( z )) = P(X S F - 1(H(z))) = P(X < F - 1 (H(z))) = 

onde a última igualdade decorre do lema 1.2. 

Observemos que o teorema 1.1 continua válido sem a suposição de continuidade 
da função de distribuição H. Destacamos ainda que as demonstrações dos lemas 1.1 
e 1.2 e do teorema 1.1 apresentadas aqui são adaptações das provas feitas em Roussas 
[9]. 

A título de ilustração do resultado acima, consideremos os seguintes exemplos. 

Exemplo 1.1 Seja X uma variável aleatória com distribuição exponencial de parâmetro 
a. Vamos obter, a partir de X, uma variável Z = f(X) com distribuição exponencial 
(3. 
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Para obtermos a transformação desejada, vamos utilizar o teorema acima, onde 

F(x) = 1 - e-o:x e H(x ) = l - e-(3x , x 2:: O ; 

Obtendo a função inversa de H, H- 1
, temos: H- 1 (y) = -½ log (1 - y) , Vy E (O , 1). 

Logo, 

_ 1 1 , 1 -o:x a 
Z = H (F(X)) = -

13 
log (1 - F(.X.)) = - {3 log e = 

13
x 

Deste modo, Z = ix possui distribuição exponencial de parâmetro {3. 

Exemplo 1.2 Seja X uma variável aleatória com distribuição logística, isto é, CUJa 
Jun ção de distribuição é dada por: 

ex 
F(x) = -- , x E IR 

1 + eX 

Vamos determinar a transformada Z = f (X) que possui distribuição exponencial 
de parâmetro a. 

Fazendo uso do teorema 1.1, temos: 

Z = H- 1 (F(X)) = -~ log (1 - F(X)) = -~ log (1 - ex x) = 
a a l +e 

1 

Logo, Z = log {1 + ex}º possui distribuição exponencial de parâmetro a . 

Do teorema demonstrado acima decorrem os seguintes dois corolários: 

Corolário 1.1 (Transformação Integral de Probabilidade} 
S e X é uma variável aleatória com função de distribuição contínua F , então a variável 
aleatória F(X) possui distribuição uniforme no intervalo (O, 1) . 

Prova: Basta aplicarmos o teorema 1.1, tomando H como sendo a função de 
distribuição de uma variável aleatória uniforme em (O, 1). 
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Corolário 1.2 Sejam U uma variável aleatória com distribuição uniforme sobre 
(O , 1) e H uma função de distribuição contínua. Nestas condições , H- 1(U) é uma 
variável aleatória com função de distribuição H . 

Prova: H- 1(U) possui a mesma distribuição que H- 1(F(X)), que, pelo teorema 
1.1 , possui função de distribuição H. 

Destacamos que o resultado do corolário 1.2 pode ser estendido para o caso em 
que H não é uma função de distribuição contínua, diferentemente do corolário 1.1, 
cuja validade é restrita às funções de distribuição F contínuas. 

Observemos que o resultado do corolário 1.2 é de grande importância para técnicas 
de simulação uma vez que fundamenta o Método da Transformação Inversa (Ross 
[8]). Este método permite gerar pseudo-observações de qualquer variável aleatória 
cuja função de distribuição é analiticamente inversível. Por fim, observamos que o 
título entre parênteses do corolário 1.1 é tradicional na literatura (ver, por exemplo, 
Roussas [9] e Thomasian [10]). 

Retomemos agora a situação do exemplo 1.1, onde obtivemos, a partir da variável 
aleatória X com distribuição exponencial de parâmetro a, uma variável Z = f (X) 
com distribuição exponencial {3 . Se considerarmos uma terceira variável aleatória 
contínua Y com função de distribuição G, diferente da função de distribuição de X 
( a qual denominamos F), podemos construir, a partir de Y, uma variável aleatória 
HI = g(Y) com função de distribuição H (isto é, de modo que vV possua distribuição 
exponencial {3) . Para isso, basta definirmos W = H- 1(G(Y)). 

No entanto , ao analisarmos as transformações f e g citadas acima, verificamos que 
estas funções não são necessariamente idênticas. Em outras palavras, para obtermos 
uma variável aleatória com uma dada função de distribuição H em duas situações 
distintas (numa, a partir de X e, noutra, a partir de Y), precisamos aplicar transfor­
mações diferentes em cada um destes casos. 

Para ilustrar esta afirmação , consideremos a situação a seguir. 

Exemplo 1.3 Sejam X e Y variáveis aleatórias com distribuição exponencial de 
parâmetros a e {3, respectivamente, com a f. (3. Suas funções de distribuição são , 
portanto, 

F(x) = 1 - e-ox , X ~ O e G(y) = 1 - e-f3y , y ~ O . 

7 
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Consideremos agora a seguinte função de distribuição 

{ 

O se x < O 
H(x) = x se O~ x < 1 

1 se x 2 1 

isto é, H é a função de distribuição de uma variável aleatória uniforme sobre o 
intervalo (O, 1). 

Pelo teorema 1.1 , a variável Z = J(X) = H- 1(F(X)) = F(X) = 1- e-ox possui 
distribuição uniforme em (O , 1) . No entanto, f(Y) = H- 1(F(Y)) = 1 - e-oY possui 
distribuição beta com parâmetros 1 e f Logo, H- 1(F(Y)) não possui função de dis­
tribuição H. Analogamente, a variável l1V = g(Y) = H- 1(G(Y)) possui distribuição 
uniforme em (O , 1) , ao passo que H - 1 (G(X)), não (mais precisamente, H-1(G(X)) l 
possui distribuição beta com parâmetros 1 e~)- Deste modo, as transformações apli­
cadas às variáveis X e Y com o intuito de obter variáveis uniformemente distribuídas 
em (O, 1), a saber, f e g, são distintas. 

Temos, portanto, a seguinte situação : dadas duas variáveis aleatórias contínuas 
quaisquer X e Y, é sempre possível, pelo teorema 1.1, construir duas novas variáveis 
aleatórias Z = f (X) e l1V = g(Y), ambas possuindo uma certa função de distribuição 
H. No entanto, de um modo geral, f não é igual a g. Dentro deste contexto, uma 
questão é colocada: é possível obter uma função real cp tal que as variáveis aleatórias. 
cp(X) e cp(Y) possuam, ambas, função de distribuição H? 

A resposta - afirmativa - a esta pergunta é dada por De Finetti em seu artigo de 
1953. Neste artigo, De Finetti exibe uma função real e/> que satisfaz as condições exigi­
das na questão acima e apresenta vários passos da construção das variáveis aleatórias 
cp(X) e cp(Y), bem como da derivação de suas respectivas funções de distribuição . 

Nas próximas seções deste capítulo, vamos apresentar, de forma mais detalhada 
que no trabalho original de De Finetti, o teorema da existência de tal função real </J, 
bem como a sua demonstração , além de citar uma interpretação deste resultado. 
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1.2 Resultado Principal 

Nesta seção , enunciamos e demonstramos o teorema que garante, a partir de duas 
variáveis aleatórias contínuas quaisquer X e Y, a existência de uma função real </> 
que possibilita a coincidência das distribuições das duas novas variáveis </>(X) e <f>(Y) 
com qualquer distribuição dada. 

Com o intuito de facilitar a compreensão do resultado a ser apresentado, organi­
zamos esta seção do seguinte modo: inicialmente, estabelecemos o teorema citado no 
parágrafo anterior, bem corno a argumentação básica de sua demonstração (Roteiro 
da prova). Em seguida, numa primeira subseção , construímos uma função real cp que 
figura na demonstração deste teorema principal. Feito isso, definimos as variáveis 
cp(X) e cp(Y) e dedicamos as subseções 1.2.2 e 1.2.3, respectivamente, à verificação 
de sua mensurabilidade e à determinação de suas funções de distribuição . 

Iniciemos, então , enunciando o teorema: 

Teorema 1.2 (Bruno de Finetti) 
Sejam X e Y variáveis aleatórias com funções de distribuição contínuas F e G, 
respectivamente. Seja H uma função de distribuição qualquer. Existe uma fun·ção 
real </> tal que as variáveis aleatórias </>(X) e </>(Y) possuem, ambas, a mesma função 
de distr:ibuição H. 

Roteiro da prova: Basta provarmos que existe uma função real cp tal que as 
variáveis aleatórias cp(X) e cp(Y) possuem distribuição comum uniforme sobre o inter­
valo (0,1), pois, então, tomando</>= H-L o cp, concluiremos - pelo corolário 1.2 - que 
</>(X) e <f>(Y) possuem, ambas, função ele distribuição H. Desta forma, procederemos 
à construção elas variáveis aleatórias uniformemente distribuídas cp(X) e cp(Y), sem 
perda de generalidade. 

1.2.1 Construção da função <p 

No processo de construção da função real cp mencionada acima, utilizaremos algumas 
propriedades de funções de distribuição contínuas que destacamos a seguir. Estas 
propriedades serão apresentadas sob a forma de proposições , com as correspondentes 
demonstrações . Estabelecidos estes resultados, exibiremos a expressão da função cp. 

9 



������������	
����
������

������

���������

�
���������

���

����
���������

���
����
�
��
���������

����
���
��������
���������
�
���
������
��
��
���������
��������
 	
�����
��!
������

���
"#$
�
���%����
��

�������

��
�	
�
��
&	
"#$
'
(�
�
 )
� *��+
'
,-�

.
������
�
�

������
��
��
���%����

����
�����
������
	
��
������������	
���
/0$

�
�$1�
 2
��
���%����
 &
���
!�����
�
��������	
 ���

! 
&
���
������
 *��
��
���������
 +
���������

3�������
	
��
���
����
���

�����	
����
��
4
*5	
66	
�
���%����
�1)*(�-+
 '
(�
7
�
)
 *�+
 '
�-�
 ����
����
�
4
*5	
6+	
�
��
���%����
&	
���������	
���
!�����
�

��������
*����
	
��������	
 �!)*(8-+
 '
0#$+�
"�&�
��

�	
�
1*(�-+
 &
���9���	
���


&
�
������
�����
�
��
���%����
���9���
(�-
����
������
��������
 �
.�
������

���	
����
 
&
������!	
! 
)*�+
'

���
1*(�-+	
:�
�*5	6+�

3��������

����&�
�
���%����
.$1
���

4$
 *�	
�+
4
�1
�

-
�1*�	+
!
�1*;+

����
�� �
�
(!�;-
�
(<;	-

=�����

���
4$
&
���
!�����	
���

�������!
�
��
���
��������
�������
���

��
��������
��
�1)*()-+
 ��
��������
����������
�
��
��������
��
�1)*(>-+
 ��

������
����������
*�
��
&	
�������!
�
������

��
��������
�
��������
�����
��
 +	
�
��
���
��������
����������
�
41$

3�
������

�����
���	
����
�
����
�����
*�	
/#+
��
��?@	
���
�
A
B#	
�����
�����
��
C����
���������
*�	
/#�
��
����	
�$
����

��
��
��
����
�
���%����
��
����

�

���������

��
�C����

����

����
�
�������������
��
�
�

����
������

��
���������

�


�%�
D

���
���	
������

�����
���	
���
���
�
��
�������
	
�
����

���������
�
��

�!
��������
�
'
!!���
=�
��
��
�	
*!!��	�$+	
 ���
�$������	
&
����&�
��
��������
��

4$�
"
��
��
��
�������
����
����
�
��
�
�
'
<���

E���
6�B
F�%��
�
�
G
��������

�#�������

���
#�����

��
��
�9������
�����9��


 1
 �
H	
 ;1����;;��;���
 F�1
 .$
 '
 (*;	�+
 7
 �1
 )
 1*�+
 !!
 1*1+
 '
 (
 	
 !!1;
 A
 ;
 A

�
A
<�-�
F�
I$
�
J#�
'
5	
�;���
11(����
(��;#��
*;!	
�)�	
*;@	
9�K
1�/	;
��
.$	

65

Inicialmente, apresentamos algumas definições e convenções que serão utilizadas 
por todo este capítulo. 

Para uma variável aleatória X com função de distribuição contínua F, represen­
taremos por ./l.1x o conjunto das medianas de X, isto é, J\llx = {x E IR: F(x) = ½}. 
O ínfimo e o supremo deste conjunto serão representados, respectivamente, por mx 
e mx. Este conjunto é não -vazio e limitado, pois F é uma função ( de distribuição ) 
contínua. 

Definimos, de um modo mais geral, para a E (O , 1], o conj unto p- 1 ({a}) = {x E 
IR : F(x) = a} . Para todo a E (O, 1), este conjunto é, novamente, não -vazio e 
limitado ( temos, portanto, p - 1 

( { ½}) = J\llx) . Além disso , p- i ( {a }) é fechado, pois 
é a imagem inversa do conjunto fechado {a} pela funçã.o contínua F. Observemos 
que, como Fé contínua, p - 1(a) = sup p- 1

( {a}) , Va E (O , 1). 

Definimos também o conjunto C x por 

- - 2 1 
Cx = {(a,b) E IR : F(b) -F(a) = 2} , 

onde IR = IR U { -oo} U { +oo}. 

Notemos que Cx é não -vazio, pois tomando-se um par ordenado formado por 
um elemento de p - 1 ( { ¼}) na primeira coordenada e um elemento de p-1 ( { ¾}) na 
segunda coordenada (isto é, tomándo-se quartis de primeira e terceira ordem de F), 
este par ordenado pertencerá a C x. 

Destacamos ainda que, como a cada ponto ( x, y) de IR2
, com x < y, corresponde 

um único intervalo (x, y] da reta, C x pode ser visto como o conjunto de todos os 
intervalos de números reais onde a probabilidade de X assumir valores no intervalo 

. l seJa 2. 

Por fim, devemos citar que, num abuso de notação , estamos admitindo a possi­
bilidade a = -oo. Neste caso, (-oo, mx ), por exemplo, é também um elemento de 
Cx. A mes:rna observação vale para o caso b = +oo. 

Lema 1.3 Sejam X e Y variáveis aleatórias com funçõ es de distribuição contínuas 
F e G, respectivamente. Seja Cx = { (a , b) E IR2 

: F(b) - F(a) = ½ , -oo < a < 
b < +CXJ }. Se JWx íl J\1y = ©, então existem intervalos (a 1, b1], (a2 , b2], ambos em Cx, 
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Lema 1.4 Seja X uma variável aleatória com função de distribuição contínua F. O 
conjunto Cx = { (a , b) E JR,2 : F(b) - F(a) = ½ , -oo < a < b < +oo} é conexo. 

As demonstrações dos dois lemas acima estão apresentadas no Apêndice, uma vez 
que exibi-las aqui desviaria a leitura do curso natural do texto. 

Por fim , estabelecemos a seguint~ proposição : 

Proposição 1. 1 Sejam X e Y variáveis aleatórias com funçõ es de distribuição contínuas 
F e G, respectivamente. Existe um intervalo 11 = (a , b], com -oo S a < b < +oo, 
que satisfaz 

1 
F(b) - F(a) = G(b) - G(a) = 2 

Prova: Duas situações necessitam ser consideradas: 

(1) J\1x íl My =f. f/J, isto é, F e G possuem ao menos uma mediana comum: Neste 
caso, a conclusão é imediata. Basta tomarmos um elemento de !Vlx íl My, digamos 
m0 , e considerarmos o intervalo (-oo, m 0], pois 

1 i 
F(m0 ) - F(-oo) = G(m0) - G(-oo) = - - O= -

. 2 2 
... 

(2) !Vlx íl J\;Jy = (/J, isto é, F e G não possuem mediana comum. Aqui, provaremos 
que existe um elemento (a, b) de Cx (como definido no lema 1.3) tal que também 
G(b) - G(a) = ½- Para tanto, definimos a função D : Cx ---+ IR dada por: 

D(x, y) = G(y) - G(x). 

Afirmamos que D é contínua em seu domínio Cx. De fato, fixemos (x, y) E Cx. 
Para toda sequência { (xn, Yn) : n 2'.: 1} de pontos de Cx que converge para (x, y), 
temos 

Xn ➔ X e Yn ---+ y . 

11 
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Mas, como G é contínua em IR, temos 

de modo que 

sendo D, portanto, contínua em Cx. 

Por outro lado, pelo lema 1.4, o conjunto Cx é conexo e sendo D contínua neste 
conjunto, resulta que a imagem de D é também um conjunto conexo e, em particular 
neste caso, um intervalo real (Lima [5]). Mas, pelo lema 1.3, :l (a 1,b1), (a2 ,b2 ) E Cx 
tais que D(a 1,b1) <½e D(a2 ,b2 ) >½-Logo, a imagem de D é um intervalo real que 
contém um valor menor que 1/2 e outro maior que 1/2. Assim, existe (a, b) E Cx tal 
que 

1 
D(a, b) = G(b) - G(a) = 2 = F(b) - F(a) , 

uma vez que (a, b) E Cx. 

Devemos destacar que em situações onde há mais de um intervalo satisfazendo a 
proposição 1.1, representaremos sempre por ! 1 o intervalo com menor ínfimo dentre 
os que satisfazem esta proposição , para evitar ambiguidades (aqui, estamos admi­
tindo, num abuso de notação , -oo como sendo o ínfimo de um conjunto ilimitado 
inferiormente). Feita esta escolha e havendo ainda mais de um intervalo satisfazendo 
a proposição 1.1, ! 1 representará o intervalo com menor supremo. Além desta con­
venção , faremos também o intervalo li sempre fechado à direita e aberto à esquerda 
e representaremos por 10 o complementar de 11 em relação a IR. 

A título de ilustração da proposição 1.1, apresentamos alguns exemplos de va­
riáveis aleatórias contínuas X e Y e correspondentes intervalos (a, b] de probabilidade 

1 comum 2. 

Exemplo 1.4 Sejam X e Y variáveis aleatórias com distribuições uniformes sobre 
os intervalos (l, 2) e (2, 3), respectivamente. Assim: 
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{ 

O se x < 1 
F(x) = x - 1 se 1 :S x < 2 

1 se x ~ 2 
e 

{ 

O se x < 2 
G(x) = x - 2 se 2 :S x < 3 

1 se x ~ 3 

É fácil ver que o intervalo 11 = (a, b] neste caso é o intervalo (~,~],pois 

Convém destacar que, neste exemplo, (~,~]é o único intervalo real satisfazendo a 

proposição 1.1. Segundo as convenções acima, 10 = (-oo, ~] U(~, +oo) 

Exemplo 1.5 Sejam X e Y variáveis aleatórias com distribuições normais com 
média comum O e variâncias 1 e 4, respectivamente. 

Como ambas as variáveis são simétricas em torno do ponto O, temos que O E 

ivlx íl J\1y. Deste modo , o intervalo (-oo, O] satisfaz a proposição 1.1, pois 

1 1 
F(0) - F(-oo) = - e G(0) - G(-oo) = -

2 2 

Contudo, diferentemente da situação do exemplo 1.4, neste caso não é único o 

intervalo real que possui probabilidade ½ sob ambas as distribuições . Basta obser­

varmos que o intervalo (O, +oo) também satisfaz tal propriedade. No entanto, não 

diremos que este intervalo satisfaz a proposição 1.1, pois teríamos b = +oo. Neste 

exemplo, 10 = (O, +oo). 

Exemplo 1.6 Sejam X e Y variáveis aleatórias com distribuições Normal (0,1) e 
Cauchy (1,1) , respectivamente. 

Neste caso, temos li = (-0, 066; 1,938], pois 

F(l, 938) - F(-0 , 066) = O, 9736 - O, 4736 = 1 e 
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G(l , 938) - G(-0 , 066) = O, 7398 - O, 2398 = 1 
Exibimos, por fim, um exemplo no qual existem infinitos intervalos de números 

reais satisfazendo a proposição 1.1. 

Exemplo 1. 7 Sejam X e Y variáveis aleatórias com Junções de distribuição F e G 
dadas , respectivamente, por: 

F 1, F2 , G 1 e G2 são as funções de distribuição das variáveis aleatórias uniformes 
sobre (-1 , O), (3 , 4) , (O , 1) e (2 , 3) , respectivamente. 

Qualquer intervalo da forma (a,b], com a E (-oo,-1] e b E [1,2] satisfaz a 
proposição 1.1, pois 

1 1 
F(b) - F(a) = G(b) - G(a) = - - O= -

2 2 

Aqui , segundo as convenções feitas anteriormente, 11 = (-oo, l]. 

Prosseguimos com a seguinte nova propriedade de funções de distribuição contínuas. 

Proposição 1.2 Suponhamos as condições da proposição 1.1 e os conjuntos 10 e 11 

dela obtidos. Então: 

(i) existe um conjunto 101 C 10 tal que P(X E 101 ) = P(Y E 101 ) = ¼ e 

(ii) existe um conjunto 111 C 11 tal que P(X E 111 ) = P(Y E ln) = ¼ 

Prova: 

(i) Seja 11 = (d, b]. Há duas situações a serem consideradas: 

(1) Suponhamos -oo < a < b < +oo. Pela proposição 1.1, F(b) - F(a) 
G(b) - G(a) = ½- Definamos a seguinte função de distribuição F a partir de F: 

{ 
2F(x) 

F(x) = 2{F(x + b - a) - ½} 

14 
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Analogamente, definamos G por: 

- { 2G(x) 
G(x) = 2{G(x + b - a) - ½} 

se x < a 
se x ~ a 

Notemos que a transformação F (G) é definida de tal forma que sua representação 
gráfica é obtida, da representação gráfica de F ( G), suprimindo-se os pontos (x, F(x)) 
((y, G(y))) correspondentes aos valores de x (y) do intervalo (a, b] e, em seguida, 
unindo-se (justapondo-se) as curvas remanescentes através da devida translação (para 
a esquerda) dos pontos (x, F(x)) ((y, G(y))) relativos aos valores de x (y) maiores 
que b. Deste modo, temos (fazendo-se a adequada normalização), por construção , 
que F e G são também funções de distribuição contínuas. 

Pela proposição 1.1, :3 (ao, b0 ] C IR tal que F(b0 ) - F(ao) = G(b0 ) - G(a0 ) = ½­
Analisemos as possibilidades: 

• b0 < a. Neste caso, F(b0 ) - F(ao) = 2F(bo) - 2F(ao) e G(bo) - G(a0 ) = 
2G(b0 ) - 2G(a0 ). Assim, 

- - - - 1 1 
F(b0 ) - F(a0 ) = G(b0 ) - G(a0 ) = - =} 2F(bo) - 2F(ao) = 2G(bo) - 2G(a0) = - =} 

2 . 2 

1 
⇒ F(b0 ) - F(a0 ) = G(bo) ~ G(ao) = 4 

Pela continuidade das funções F e G, podemos escrever ainda que 

1 
P(X E (a0 , b0 ]) = P(Y E (ao, bo]) = 4 

Basta então tomarmos 101 = (a0 , b0]. 

• a0 < a ::; b0 . Nesta situação , F(bo) - F(a0 ) = 2{F(b0 + b - a) - ½} -
2F(a0 ) e G(b0 ) - G(a0 ) = 2{G(bo + b - a) - ½} - 2G(ao)- Logo 

- - - - 1 
F(b0 ) - F(a0 ) = G(bo) - G(ao) = 2 =} 

1 1 1 
⇒ 2{F(b0 + b - a) - 2} - 2F(a0 ) = 2{G(b0 + b - a) - 2} - 2G(ao) = 2 ⇒ 
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⇒ F ( b0 + b - a) -
1 
-
2 

'-..,-,' 

-F(ao) = G(bo + b - a) -
1 
2 

1 
-G(a0 ) = - ⇒ 

4 
'-..,-,' 

F(b)-F(a) G(b)-G(a) 

. 1 
⇒ F ( b0 + b - a) - { F ( b) - F (a) } - F ( a0 ) = G ( b0 + b- a) - { G ( b) - G (a) } - G ( a0 ) = - ⇒ 

4 

1 
⇒ { F(b0+b-a)-F(b) }+{ F(a)-F(a0 )} = { G(b0 +b-a)-G(b)}+{ G(a)-G(a0 )} = -

4 

Como F e G são cont ínuas , vale que 

1 
P(X E (a0 , a])+ P(X E (b , b0 + b - a]) = P(Y E (ao , a])+ P(Y E (b, b0 + b- a]) = 4 

Portanto, 

1 
P(X E (a0 , a] LJ(b, b0 + b - · a]) = P(Y E (ao , a) LJ(b, bo + b - a]) -:- 4 

e, consequentemente, temos 101 = (a0 , a] U (b , bo + b - a) 

• a ~ a0 . Aqui , F(b0 ) - F(a0 ) = 2{F(b0 + b - a) - ½} - 2{F(a0 + b - a) -
½} e G(b0 ) - G(a0 ) = 2{G(b0 + b- a) - ½} - 2{G(a0 + b - a) - ½}- Assim, 

- - - - 1 
F(b0 ) - F(a0 ) = G(bo) - G(ao) = 2 ⇒ 

1 1 1 1 1 
⇒ 2{F(b0+b-a)-- }-2{F(a0+b-a)--} = 2{G(b0 +b-a)--}-2{G(a0+b-a)--} = - ⇒ 

2 2 2 2 2 

1 1 1 1 . 1 
⇒ {F(b0 +b-a)- - }-{F(a0+b-a)--} = {G(b0+b-a) - -} - {G(a0+b-a)--} = - ⇒ 

2 2 2 2 4 
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1 
⇒ F ( b0 + b - a) - F ( a0 + b - a) = G ( b0 + b - a) - G ( a0 + b - a) = -

4 

Novamente pela continuidade das funções F e G , resulta que 

1 
P ( X E ( a0 + b - a, b0 + b - a]) = P (Y E ( a0 + b - a, b0 + b - a]) = 4 

Neste caso, 1 01 = (ao+ b - a, b0 + b - a]. 

Concluímos então que existe um intervalo ( ou união finita de intervalos) 1 01 e 1 0 

tal'que P(X E 1 01 ) = P(Y E 101) = ¼-

(2) Supondo a= -oo, temos 11 = (-oo, O]. Nesta situação , definimos 

- { O se x < m:,.-
F(x) = 2F(x) - 1 se x ; m:\: 

Da mesma forma, definimos G. Como em (1), F e G definidas aqui são também 
funções de distribuição contínuas. Logo, pela proposição 1.1 , existe (a0 , b0 ) e IR, com 
mx < a0 < b0 , tal que F(b0 ) - F(ao) = G(b0 ) - G(a0 ) = ½- Portanto, 

- - - - 1 
F(b0 ) - F(ao) = G(bo) - G(ao) = 2 ⇒ 

1 
⇒ {2F(b0 ) - 1} - {2F(a0 ) - 1} = {2G(b0 ) - 1} - {2G(ao) - 1} = 2 ⇒ 

1 1 
⇒ 2F(b0 ) - 2F(a0 ) = 2G(bo) - 2G(ao) = - ⇒ F(bo) - F(ao) = G(bo) - G(ao) = -

2 4 

Denotando por 101 o intervalo (a0 , b0 ] , o resultado em (i) fica provado. 

(ii) A demonstração da existência do conjunto 111 C 11 tal que P(X E 111 ) = 
P(Y E 111 ) = ¼ é análoga à demonstração da parte (i) desta proposição . Basta 
considerarmos as funções de distribuição 

· 17 



�� ������ ��� �����
	
��
�
���
�

���������� ���
�
���	
�
�
��
�

���������
�� ������ ��� �����

������������������������ ��!�"#���������$%��!�"� �� �$&�!��'�� ���
�

�����
�
�(��
�
�(�)*�+�,��-% - ��"� �,*,'�,
��'������
�'���$���.!���
��

�
/0
����
�0
�1�2��.�

0��
*

��
*0


�
��0
�����
�0
� ��0
����
�0


0��	���
��0
���*�
�
3��	���
40
�����
�
3���	��
��
����
�
3���	��
4�
���
�
3����00�

05�%�
�'0
���*�
�0
� ���
�0


6 ���� �7���(�
��'����'���-�%$��
��
����-% - ��"� �)*	�8���$�����$�

9��$���� ��.!�� �� ��!�$ �*%�������%�$ ����
��
���%:����-%��!��;��� ���$�%<�� 
%���'�����-�����$����$�������!�"#���������$%��!�"� �*�����'�� �-��� �.!��� ����%:� !
!����$�%<�� �%���� !�!���!��� �����$�������$�%<�� ��%����'���-������ ������ %�������
����%=-�����-�%0

>��� 2����$��� �.!��� �����$ �-�%�� ���$�%<�� �7�'������$!�"#������.!��? !<�%

��������!����$�%<�� �%������$�������� ���-% - ��"� �)*	'�-�%$��
��
'�$ ��%�� �� 
��$�%<�� �� ���@$%�� ��4�����A���.!�%��4�� �$�� ����7��� � ����� �*%�$*�B��7 '
��� $�%�� ��- %�7 �� �� ��!�$ ���$�������� ���-�%$��
�
����-% - ��"� �)*	�� �- �$ 
-�� ���� %��;��% ������$�%<�� �������*�C�� ��@��$���� ��� !������� ��!�$ �����$��
� ���"#������7 '�$ ��%�� ���.!����� ����� %�&���� �� � ����� �7 ��
�.!�'���$�� �
����$��� ���  �� � ����� � �&���� ����!��� ��!�$ ������$�� �����%� %���$�
*�>�8�
���� '���� $�%�� ��- %�*%$ � �� ��!�$ �� �-�����$�%����7������%���"� ���7����- %�7  
 �� �-�����$�%����7 �����%���"� ���7 *

D �$��� �� ��@��-� �)*E��-%����$�� ���$�%� %���$�'�$�� �

�����
�*�'0,F
�'0,'� �**��
0'��F
0'�

)G

{ 

O se x < a 
F(x) = 2(F(x) - F(a)) se as; x S b 

1 se x > b { 

O se x < a 
e G ( x ) = 2 ( G ( x ) - G (a)) se a s; x s; b 

1 se x > b 

F e G definidas acima são funções de distribuição contínuas, com F(a) = G(a) = 
O e F(b) = G(b) = 1. Pela proposição 1.1, :3(a1, b1] e (a, b] tal que F(b1 ) - F(a 1) = 

G(bi) - G(a 1) = ½- Segue que 

. 1 
⇒ 2{F(b1) - F(a)} - 2{F(a1 ) - F(a)} = 2{ G(b 1) - G(a)} - 2{ G(ai) - G(a)} = 2 ⇒ 

Tornando 111 = (a1 , b1], a parte (ii) da proposição 1.2 é satisfeita. 

Destacamos que o conjunto I 11 descrito em (ii) será sempre um único intervalo 
real, independentemente das funções de distribuição F e G, ao passo que 101 será ou 
um intervalo real ou urna união finita de intervalos reais, dependendo das formas das 
funções F e G. 

Analogamente ao que foi feito para o intervalo 11 , em situações em que houver 
mais de um intervalo real satisfazendo a proposição 1.2, parte (ii), tornaremos o 
intervalo com extremos "mais à esquerda" contido em 11 como sendo 111 . Em 10 , 

denotaremos por 101 o conjunto satisfazendo a parte (i) da proposição 1.2 composto 
pelo menor número de intervalos reais. Caso existam dois ou mais conjuntos nestas 
condições em 10 , tornaremos aquele com menor ínfimo como sendo 101 (aqui, estamos 
admitindo -oo corno sendo o ínfimo de um conjunto ilimitado inferiormente). Além 
disso, denotaremos por 110 o conjunto complementar de 111 em relação a 11 e por 100 

o complementar de 101 em relação a 10 . 

Voltando ao exemplo 1.4 apresentado anteriormente, temos: 
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No exemplo 1.5, estes conjuntos são aproximadamente 

101 = (O , 635; 2, 35] , loo = (O; O, 635] LJ(2, 35; oo) , 

1 11 = (-2, 35; -0, 635] e 110 = (-oo; - 2, 35] LJ( -0, 635; O] 

Destacamos que para os conjuntos obtidos através da proposição 1.2, valem as 

seguintes relações : 

Aplicando o mesmo procedimento utilizado nas demonstrações das proposições 1.1 

e 1.2, podemos dividir cada um dos conjuntos 100 , 1 01 , 110 e 1 11 em dois subconjuntos 

disjuntos tais que ambos contenham 1/8 tanto da distribuição de X quanto da dis­

tribuição de Y. Isto é, podemos dividir, genericamente, Íiii2 , i 1 = O, 1, i 2 = O, 1, em 

dois subconjuntos disjuntos li 1i2 ,o e hi2 ,1, tais que P(X E li 1i 2 ,o) = P(Y E hi2 ,o) = ½ 

e P(X E li1i2 ,1 ) = P(Y E hi2,1) = ½-

Como antes, estes novos conjuntos serão formados por uniões finitas de intervalos 

reais. Destacamos também que convenções similares às adotadas nas proposições 1.1 

e 1.2 são feitas para esta última construção . 

Em geral, procedendo deste modo, sucessivamente, podemos obter, Vn E IN, 2n 

conjuntos disjuntos h .. . in, (i1 , ... , in) E {O, ir, tais que 

J. · - J. · o LJ 1- · 1 Vn E IN ll · ··tn - 1.1 ... tn, Z1 ... 1n 1 , 
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Uma outra característica dos conjuntos Ii 1 . . . i,., sobre a qual voltaremos a falar na 
próxima subseção , é apresentada no lema 1.5. 

Lema 1.5 Qualquer conjunto da forma li 1 .. . i
11

, (i1, ... , in) E {O, 1r, construído se­
gundo o procedimento que acabamos de descrever, é composto, no máximo, por n + l 
intervalos reais. 

Uma demonstração simplificada deste lema encontra-se no Apêndice. 

Estabelecidas as proposições 1.1 e 1.2, bem como a extensão destes resultados 
exposta logo acima, podemos exibir, enfim, a função real cp citada no início desta 
subseção . 

Seja cp : IR-+ [O , 1] dada por: 

00 1 
cp ( x) = I: in ( 2 t , 

n=l 

onde i 1 ,i2 , . . . são tais que x E Ii 1 ••• i", Vn .?: 1 (aqui, os conjuntos h ... in corres­
pondem aos conjuntos construídos acima através das funções de distribuição F e 
G) . 

Notemos que, rigorosamente, cp é função também das funções de distribuição F e 
G, pois, na sua definição figuram índices { Ín : n ?: 1} que dependem exclusivamente 
de F e G . No entanto, visando não sobrecarregar a notação (mas, tendo em mente 
este fato), vamos omitir, quase sempre, estes argumentos ao nos referirmos a função 
cp. Em outras palavras, optamos por escrever cp (cp(x)) ao invés de '-PF,G (cpF,c(x)), 
por simplicidade. 

Analisando a expressão de cp, observamos que esta função associa, a cada número 
real x, o número do intervalo [O, 1] que tem uma representação diádica dada por 
O, i 1 i 2 . .. , com x E h ... in , Vn ?: 1. Uma caracterização bem detalhada de represen­
tação (ou expansão ) diádica de um número real do intervalo [O, 1] é encontrada em 
Billingsley [2]. Mostramos, a seguir , que cp é, de fato , uma função real. 

(a) Verifiquemos primeiro que, para cada x real , existe y E [O, 1] tal que cp(x) = y . 
Seja x E IR. Vamos provar, por indução, que, Vn?: 1, existe (i1 , ... , in) E {O, 1r tal 
que X E Ii1 .. . in. 
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Pela proposição 1.1 , existem subconjuntos reais 10 e 11 tais que IR = 10 U 11 e 

lo n 11 = (/J. Como X E IR, então X E lo u 11. Logo, X E lo ou X E 11 e, portanto, 
:3i1 = O, 1 tal que x E Ii 1 • Suponhamos então que, para n E IN, existe (i1 , ... , in) E 

{O, 1r tal que x E Ii 1 . . • in .(Hipótese de Indução). Como para todo natural n vale que 

segue que 

Em qualquer um dos dois casos, :l(i1, ... , Ín, in+i) E {O, 1r+1 tal que X E h .,.inin+l 

e a indução está verificada. 

Assim, podemos associar a x a sequência de índices i 1,i2 . . . , tal que x E Ii 1 ... in, 

'í/n 2 1. Mas, como para uma dada sequência binária qualquer existe um número 
do intervalo [O, 1] que tem uma representação diádica dada por esta sequência, segue 

que existe y E [O, 1] tal que y = I::~=l in(½t = <p(x). Em outras palavras, podemos 
associar a sequência de índices i 1 , i 2 ... e, consequentemente, ao número real x, o 
número y do intervalo [O, l]. Logo, 'í/x E IR, existe y E [O , 1] tal que <p(x) = y. 

(b) Provemos agora a unicidade de y E [O, 1] tal que <p(x) = y . Como a cada 
sequência binária i 1, i 2 ... podemos associar um único número real y de [O, 1] tal que 

I::~=l in(½ti = y, basta provarmos que é única a sequência de índices i1, i2 ... tal que 

X E Ii1 ... in, 'í/n 2 1. 

Tomemos duas sequências binárias { in : n 2 1} e {jn : n 2 1} tais que 

Consideremos o conjunto C = {k E IN : ik =/= jk}. Vamos verificar que C = (/J, o 

que é equivalente a verificar a igualdade das duas sequências { Ín : n 2 1} e {jn : n 2 
1}. 

Suponhamos, por absurdo, que C # (/J. Pelo Princípio da Boa Ordem, :3k0 E IN 
tal que k0 = min C. Vejamos: 

1) k0 ,t l , pois, caso contrário, teríamos i 1 O e }1 1 OU Zt 1 e J1 = O. 
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Em qualquer uma destas possibilidades, x E 10 e x E 11, o que seria absurdo pois 

10 íl li = í/J , por construção . Consideremos então o caso k0 > 1. 

2) Se k0 > 1, temos, em decorrência da definição de k0 , que ik Jk, 'í/k = 

l , ... ,ko-l , ejko =/- ik0 , implicandoquej1,:0 = 1-ik0 ., iko E {O, l}. Assim, Íj 1 ... Jko-1Íko = 

Íi1 .. . ik
0

_ 1,1-iko· Mas, por hipótese, x E I i 1 . • . ik
0

_ 1iko e x E Íj 1 .. • Jko - 1Íko' ou ainda, x E 

J. · · e X E J · 1 · Logo X E J. · . · íl J · · ou equivalen-
11- --lko-1 lko t 1.- -lko-l > -1ko" ' 11 ... lko-tlko l !-- -'lko-l,1-tko' ' 

temente, X E Ji1 ... iko-l •º n Ji[ ... i ko-1,1 1 0 que é absurdo , pois h ... ika-1,0 íl Ji[ .. . iko-t,l = (/j 

por construção . Portanto, C =/- (/J e as sequências { in : n 2 1} e Un : n 2'. 1} são 

iguais . Assim, é único y E [O, 1] tal que cp(x) = y . 

De (a) e (b), concluímos que <p é, de fato, uma função real. 

Embora a forma funcional de <p = cp F,G seja bastante complexa, tornando difícil 

até mesmo a elaboração de sua representação gráfica para casos em que F e G são 

funções de distribuição bem simples, podemos destacar algumas características desta 

função . 

De um modo geral, <p não é uma função contínua. A título de ilustração deste 

fato, retomemos o exemplo 1.4 e vejamos que 3/2 é um ponto de descontinuidade de 

<p nesta situação . Com efeito, 

cp( ~) = Ü X ~ + Ü X ~ + f in ( -
2

1 r 
2 · 2 4 n=3 

. 3 I , pois 2 E oo , 

onde i3, i4, ... são tais que ~ E Iooi3 ... in , 'í/n 2'. 3. Mas, 

Por outro lado, se tomarmos uma sequência { Xk : k 2 1} não -crescente, com 

xk -l- ~' temos que :3k0 E IN tal que k 2'. k0 ⇒ Xk E 11 , de tal forma que 

Deste modo, ou existe limk-t+oo cp(xk) 2 ½ (e limk-t+oo cp(xk) #- cp(~) quando 

Xk -l- ~' pois cp(~) :S ¼) ou este limite não existe. Logo, segue que 3/ 2 é ponto de 

descontinuidade de cp. Assim, vemos que <p , em geral, não é uma função contínua. 
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Uma consequência imediata da descontinuidade de cp é que , em geral, esta função 
também não é diferenciável (Lima [5]). Notemos ainda que cp não é inversível (basta 
observarmos que, no exemplo 1.4, (-oo, 1] e cp - 1({½})). 

Há ainda várias propriedades da função cp a serem exploradas, como, por exemplo, 
a existência ou não de condições sobre as funções de distribuição F e G sob as quais 
cp seja contínua ( em caso afirmativo, um aspecto interessante a ser abordado seria a 
determinação de tais condições e, em caso negativo, a caracterização dos pontos de 
descontinuidade de cp). No entanto, não faremos aqui um estudo mais minucioso da 
função cp, uma vez que esta análise não corresponde ao objetivo central do presente 
trabalho. 

1.2.2 Mensurabilidade de <p 

Nesta subseção , vamos verificar que a função real cp : IR ➔ [O, 1] é B-mensurável, 
onde B é a u-álgebra de Borel em IR. Isto é, vamos provar que cp(X) e cp(Y) são 
variáveis aleatórias definidas em IR. Para isto, mostraremos que {x E IR : cp(x) < 
t} E B , Vt E IR. 

Como a imagem de cp corresponde ao intervalo [O, l] , temos que {x E IR: cp(x) < 
t} = 0EB,set~Oe{xEIR:cp(x) <t} = IREB,set>l. Assim,aprovada 
mensurabilidade de cp se restringe a demonstrar a inclusão acima para t E (O, l]. 

Fixemos t E (O, l] . Sabemos que t pode ser escrito da forma t = I::~=l dn(t)(½t, 
onde d1 (t), d2 (t) ... são tais que O, d1 (t)d2 (t) ... é uma expansão diádica de t. Para 
evitarmos qualquer ambiguidade na definição de expansão diádica de um núnero real 
t E (O, 1], consideraremos para t , aqui, a representação diádica infinita, isto é, 
a representação em que figuram um número infinito de 1' s. Assim, por exemplo, 
para t = ½, consideraremos a expansão O, 01111 .. . , que possui uma infinidade de 
1' s, ao invés da expansão O, 10000 ... , que possui um número finito destes (notemos 
que sempre é possível escolher uma sequência com infinitos 1' s) . Tomemos então 
xo E {x E IR: cp(x) < t} e seja cp(xo) = I::~=l in(½t- Logo: 

00 \.~ 1 00 1 
Xo E {x E IR: cp(x) < t} {=} cp(xo) < t {=} I>n(2r < I: dn(t)(2t 

n=l n=l 

Como estamos considerando uma expansão diádica infinita para t , segue que a 
última desigualdade acima é verdadeira se e só se 

o 
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:3 no E IN tal que no= inf{n E JN: in # dn(t) e in = 1 - dn(t) = O} {:} 

{:} :3 no E IN tal que Xo E Idi(t) ... dno-1(t) ,l-dno(t) e dno (t) = 1 

Definindo a sequência de conjuntos { An : n 2: 1} por: 

temos que 

e 
Jd1 (t) ... dn-1 (t), 1-dn (?) 

00 

se dn(t) = O 
se dn(t) = 1 

{:} :3 no E IN tal que Xo E Ano {:} Xo E LJ An 
n=l 

Assim, Xo E {x E IR: cp(x) < t} {:} Xo E u~=l An. Logo, 

00 

{ X E IR : cp (X) < t} = LJ An 
n=l 

, n > 1 

Mas, Vn E IN , cada conjunto da forma Ii 1 . .. in é formado por uma união de no 
máximo n + 1 intervalos reais, conforme o lema 1.5. Assim, como An = 0 ou An é 
da forma h ... in, Vn 2: 1, segue que An E B, Vn 2: 1, pois ou é o conjunto vazio ou é 
uma união finita de elementos de B ( em qualquer um dos dois casos, An é elemento 
de B ). Como An E B, Vn 2: 1, segue que U~=l An E B e, consequentemente, 
{x E IR: cp(x) < t} E B, Vt E (O, 1]. 

Assim, temos que cp(X) ( e também cp(Y)) são, de fato, variáveis aleatórias reais. 
Determinemos então as distribuições de cp(X) e cp(Y). 
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1.2.3 Determinação da distribuição de ({J 

Provemos, finalmente, que cp (X) e cp(Y) têm ambas distribuição uniforme no intervalo 
(0 ,1). Calculemos então Fip(X)(t), Vt E IR, , a função de distribuição de cp(X) pela 
definição . 

Fcp(.:q(t) = P(cp(X) < t) = P(X E cp- 1 ((-oo,t)) = Px({x E IR,: cp(x) < t}), 

onde Px é a medida de probabilidade em (IR, , !3) induzida pela variável aleatória 
· X e cp- 1 (A) é a imagem inversa do conjunto A E l3 pela função cp. Assim, temos: 

(1) t:::; O ⇒ {x E IR: cp(x) < t} = 0 e, portanto, Px( {x E IR: cp(x) < t}) = 
Px(0) = O. 

(2) t > 1 ⇒ {x E IR: cp(x) < t} = IR,. Logo, Px({x E IR: cp(x) < t}) = 
Px(IR) = 1. 

(3) O < t :::; 1, vale que: 

00 

{x E IR: cp(x) < t} = LJ An. Deste modo, 
n=l 

00 

Fip(X)(t) = P;d LJ An) 
n=l 

Afirmamos que { An : n 2: 1} é uma sequência de conjuntos disjuntos dois a dois, 
isto é, Ai íl Ai = 0 se i =J. j. Para verificarmos tal afirmação , consideremos, sem 
perda de generalidade, i < j. Se Ai = (/J ou Ai = 0 , obviamente teremos Ai íl Ai = 0. 
Tomemos então índices i,_j 2:_~ tais_ que Ai =J. 0 e Ai =J. 0 (tais indíces existem pois 
estamos considerando uma representação diádica infinita para t). Neste caso: 

Mas, Aj = Id1(t) .. . d;-1(t)d;(t) ... ,l-dj(t) e Id1(t) ... di-1(t)d;(t) e Id1(t) ... d;-1(t)d;(t) n Ai = 0, 
pois Ai= Idi(t) .. . d;-i(t),1-di(t)· Assim, vale que AiílAi Ç Aíl1d1(t) ... d;_ 1(t)d;(t) = 0 e, 
consequentemente, A íl Ai = (/J , i < j. Logo, os conjuntos A1, A2 , ... são disjuntos 
dois a dois. 

Voltando ao cálculo da função de distribuição de cp(X) , temos: 
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00 

F,p(X) (t) Px( LJ An) 
n=l n=l 

Determinemos então Px(An), n E IN. Se dn(t) = O, temos An = (/J e, portanto, 
Px(An) = O. Caso dn(t) = 1, temos Px(An) = Px(Jd1(t) ... dn-1(t),I-dn(t)) = (½t, pois, 
por construção , o conjunto Id1 (t) ... dn-i(t) ,L-dn(t) contém (½)n da distribuição de X. 
Assim: 

Substituindo na expressão da função de distribuição de cp(X), temos: 

00 1 
F,p(X)(t) = L dn(t)(-t = t , 

n=l 2 

pois, como O, d1(t)d2 (t) ... corresponde a uma expansão diádica do número real t, 
vale que I:~= 1 d11 (t)(½t = t. Logo, de (1), (2) e (3), temos que 

{ 

O se t < O 
F,p(x)(t) = t se O< t :S 1 

1 se t > l 

que é a função de distribuição de uma variável aleatória com distribuição uniforme 
no intervalo (O, 1). Logo, cp(X) ~ U(O, 1). Analogamente, obtemos que cp(Y) ~ 
U(O, 1). 

Citamos no início desta seção que a prova do teorema 1.2 consiste em verificar a 
existência de uma função real cp tal que as variáveis aleatórias cp(X) e cp(Y) sejam uni­
formemente distribuídas em (O, 1). Deste modo, com a construção que apresentamos 
nas subseções 1.2.1 , 1.2.2 e 1.2.3, concluímos a demonstração do teorema 1.2. 

Destacamos, inicialmente, que nas hipóteses do teorema 1.2 nada é mencionado 
sobre os espaços de probabilidade onde X e Y são definidas, sendo feita referência 
apenas à estrutura das suas funções de distribuição F e G (respectivamente). Deste 
modo, o resultado do teorema 1.2 é válido, inclusive, para variáveis aleatórias defini­
das em _espaços de probabilidade distintos. Notemos também que X e Y são supostas 
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serem variáveis aleatórias contínuas quaisquer, absolutamente contínuas (isto é, que 
apresentam funções densidade de probabilidade) ou não. X e Y podem ainda possuir 
ou não momentos bem definidos. 

Em segundo lugar, ressaltamos que não é única a transformação real c.p tal que 
as variáveis aleatórias c.p(X) e c.p(Y) sejam uniformemente distribuídas em (O, 1). Por 
exemplo, uma outra função c.p' que goza desta mesma propriedade é dada por c.p' = l -
c.p. Mais precisamente, existem infinitas funções nestas condições ( em geral, podemos 
considerar várias indexações para os conjuntos obtidos a partir das proposições 1.1 e 
1.2 (e extensões) diferentes daquela adotada na subseção 1.2.1) . 

O resultado do teorema 1.2 pode ser generalizado para um número n E JN qual­
quer de variáveis aleatórias contínuas. Isto é, dadas n variáveis aleatórias X 1 , ... , Xn, 
com funções de distribuição contínuas F1, ... , Fn, respectivamente, e uma função de 
distribuição contínua qualquer H, existe uma função real </> tal que </>(X1) ~ ... ~ 
</>(Xn), cada uma delas possuindo função de distribuição H . 

Por fim, vale mencionar que o resultado do teorema 1.2 continua válido no ca­
so em que X e Y são vetores aleatórios de mesma dimensão n E JN. Assim, se 
X = (X1 , ... , Xn) e Y = (Y1 , .. . , Yn) são vetores aleatórios com funções de distri­
buição conjunta contínuas F e G, respectivamente, e H uma função de distribuição 
unidimensional qualquer, então existe uma função real </> : IFC ➔ IR tal que as va­
riáveis aleatórias </>(X) e </>(Y) têm ambas função de distribuição H. A extensão para 
o caso multivariado se dá de modo similar à demonstração do teorema 1.2 na sua 
versão unidimensional feita aqui. 

Na próxima seção , apresentamos uma interpretação do resultado que acabamos 
de provar. 

1.3 Interpretação do Resultado 

Segundo De Finetti, o enfoque mais interessante do teorema 1.2 corresponde à situação 
em que as variáveis aleatórias X e Y são relacionadas com uma única quantidade 
de interesse, ao invés de duas quantidades de interesse distintas, e F e G são as 
representações numéricas de incerteza (as opiniões ) de dois indivíduos acerca desta 
única quantidade de interesse. Notemos que esta formulação é natural sob a concepção 
subjetivista de probabilidade. 
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Dentro deste contexto, em que duas pessoas expressam suas opiniões a respeito 
de uma certa quantidade de interesse, podemos destacar o seguinte fato no processo 
de construção da função real cp (e das variáveis aleatórias cp (X) e cp(Y)): é possível 
construir uma união finita de intervalos reais, a qual De Finetti denominou Campos 
de Coincidência de Opiniões , onde as opiniões de ambos os indivíduos (repre­
sentadas por F e G) coincidem com relação a quantidade de interesse em questão a 
um certo "nível de unanimidade". Em outras palavras , sempre é possível construir 
uma união finita de intervalos reais que contenha, 'í/a E (O , 1), pelo menos 1 - a 
das distribuições de X e Y simultaneamente. Formalmente, enunciamos este fato na 
seguinte proposição : 

Proposição 1.3 Sejam X e Y variáveis aleatórias com funções de distribuição contínuas 
F e G , respectivamente. Então , 'í/a E (O, 1), existe uma união finita de intervalos 
reais B = B(a) tal que 

Px(B) = Py(B) 2'. 1 - a 

Prova: Fixemos a E (O, 1) qualquer. Sabemos que :3 n0 = n0 (a) E IN tal que 
1 - (½fº 2: 1 - a. Assim, basta definirmos, por exemplo, a sequência de conjuntos 
{ Bn : n 2'. 1} por 

B1 = 11 

B2 = foi 

B3 = 1001 

Bn = I 0 ... 01 
'-,,.--' 

n-1 ::. ero1 s 

e tomarmos B = u~~l Bn . Deste modo, temos que: 

no no 

Px(B) = Px( LJ Bn) = L Px(Bn) 
n=l n=l 

onde a última igualdade decorre do fato de que { Bn : n 2'. 1} é uma sequência 
de conjuntos disjuntos dois a dois. Como, por construção Px(Bn) = (½f , 'í/n 2: 1, 
segue que : 
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�:

Analogamente, verificamos que Py(B) = 1 - (½fº :2: 1- a, concluindo a demons­

tração da proposição 1.3 . 

Destacamos que o resultado da proposição 1.3 pode ser estendido para um número 

finito qualquer de funções de distribuição contínuas. Assim, é possível estabelecermos 

campos de coincidência de opiniões para. um grupo finito de indivíduos ( opinando a 

respeito de uma mesma quantidade de interesse). Este fato , segundo De Finetti, acena 

uma possibilidade de tentar caracterizar (se é que tal caracterização faz sentido) a 

"opinião conjunta" de un grupo de pessoas, conforme argumentamos a seguir. 

Imaginemos uma situação em que um grupo de pessoas devem tomar uma decisão 

coletivamente (problema de decisão em grupo) e que , para tanto, necessitam opinar a 

respeito de uma certa quantidade aleatória através da exposição de suas respectivas 

funções de distribuição ( que aqui suporemos contínuas) para esta quantidade. A 

construção de campos de coincidência de opiniões delineia um método alternativo para 

tentar expressar qual seria a "opinião" deste grupo de pessoas sobre a quantidade de 

interesse em questão , uma vez que algumas propriedades dos campos de coincidência 

, que passamos a listar a partir de agora, são consideradas, segundo a literatura, 

requisitos importantes na tentativa de caracterizar a "opinião " de um grupo. 

Em primeiro lugar, destacamos que os campos de coincidência podem ser vistos 

como uma atribuição genuína de probabilidade para o grupo, diferentemente do que 

ocorre com os processos usuais de mistura de probabilidades, que produzem distri­

buições de probabilidades desprovidas de qualquer interpretação dentro do paradigma 

subjetivista, excetuando-se as situações bem particulares de ditaduras ou unanimida­

de. Em outras palavras, as distribuições de probabilidade resultantes destes processos 

de mistura não correspondem a opinião de pessoa alguma, opondo-se à visão de De 

Finetti. 

Outro aspecto positivo deste método reside no fato de que as opiniões individuais 

são preservadas quando da construção dos campos de coincidência. Esta última pro­

priedade dos campos de coincidência confere a este método um caráter objetivo no 

sentido de que, preservadas as opiniões individuais, parece não haver motivo espe­

cial algum, além daquele de cunho matemático que citamos no próximo parágrafo, 

para que os membros do grupo rejeitem os campos de coincidência de opiniões como 

uma expressão de consenso ( de fato, nenhum membro do grupo precisa abrir mão de 
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suas convicções a respeito da quantidade de interesse na formação destes campos de 
coincidência). 

Apesar das vantagens que destacamos acima ( em relação às formas habituais de 
agrupar opiniões), o método baseado nos campos de coincidência também apresenta 
algumas limitações . Inicialmente, podemos observar que um campo de coincidência 
de opiniões não determina uma distribuição de probabilidade propriamente dita, pois 
consiste apenas de uma união finita de intervalos reais e suas respectivas taxas de 
incerteza segundo os membros do grupo . Assim, a teoria normativa bayesiana de 
tomada de decisão , que está fundamentada na maximização de utilidade esperada, 
não se aplica a qualquer procedimento de tomada de decisão que tenha por base os 
campos de coincidência como descrição da "opinião " do grupo ( embora esta solução 
bayesiana tenha sido formulada somente para a versão unipessoal do problema de 
decisão ). 

Outra deficiência que podemos apontar neste método é a ausência de uma sus­
tentação axiomática, em termos de coerência, que justifique a adoção dos campos de 
coincidência como uma representação da "opinião " de um grupo de pessoas. Este 
inconveniente, presente também em todos os demais processos de agrupamento de 
opiniões , decorre da inexistência de um conceito de coerência (racionalidade) coleti­
va. Embora Arrow [l] tenha demonstrado a impossibilidade dé um grupo de pessoas 
coerentes tomar decisões de maneira racional, muitos trabalhos têm sido feitos vi­
sando estabelecer tal conceito de coerência conjunta e, consequentemente, uma forma 
numérica de traduzir a incerteza de um grupo de pessoas. 

Dentro deste contexto de problemas de decisão coletiva, onde não há nenhuma teo­
ria normativa para tomada de decisão e sim várias tentativas de caracterizar coerência 
conjunta, julgamos que a existência dos campos de coincidência de opiniões venha a 
contribuir para a discussão e a reflexão sobre esta questão , ainda bastante em aberto. 
Esta contribuição pode ser tanto mais significativa a medida que existe "um ponto 
que está se tornando cada vez melhor compreendido em teoria de decisão em grupo, a 
saber, que um grupo de bayesianos não pode ser totalmente bayesiano mesmo quando 
seus membros queiram que assim seja" (Genest e Zidek [4]). 

A seguir, apresentamos alguns exemplos de campos de coincidência de opiniões . 

Exemplo 1.8 Consideremos novamente a situação do exemplo 1.4, onde X e Y são 
variáveis aleatórias com distribuições uniformes sobre os intervalos (l, 2) e (2, 3), 
respectivamente. 
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Um campo de coincidência de opiniões com o: = 0,125 seria a união de interva­

los (1, 1
8
1] U(~, 2

8
3

] (correspondente a I1 U Io1 U Ioo1, conforme construção da subseção 

1.2.1), ou ainda o intervalo real (~, 2
8
3

]. Notemos que como os suportes das distri­

buições de X e Y são disjuntos, o campo de coincidência de opiniões não estará 

contido na intersecção destes suportes. O mesmo não ocorre no próximo exemplo. 

Exemplo 1.9 Retomemos o exemplo 1.5, onde X e Y são variáveis aleatórias com 

distribuições normais com média comum O e variâncias 1 e 4, respectivamente. 

Aqui, um campo de coincidência de opiniões com o:= 0,25 corresponde ao conjunto 

(-(X), O] U (O, 635 ; 2, 35]. Neste caso, parece não haver nenhum intervalo real que 

constitua um campo de coincidência, diferentemente do exemplo anterior. 

Estes dois exemplos nos mostra que há vários pontos obscuros na caracterização 

dos campos de coincidência, trazendo à tona algumas questões : Sob quais condições 

sobre os suportes das funções de distribuição F e G é possível obter um único intervalo 

real como um campo de coincidência de opiniões? Qual seria uma cota superior para 

o número de intervalos reais que compõem um campo de coincidência em função de o:? 

(Quanto a última pergunta, um limitante superior bastante grosseiro para o número 

de intervalos reais seria no(n;+i) , onde n0 = n0 (o:) = min{n E IN: 1- (½t 2:: 1- o:}) 

Além das questões de caráter matemático que mencionamos no parágrafo anterior, 

existem várias indagações de ordem filosófica: Faz sentido a construção de campos 

de coincidência quando os suportes das distribuições de X e Y são disjuntos? Será 

que quando F e G possuem mesmo suporte os campos de coincidência fornecem uma 

interpretação mais clara (precisa) sobre a incerteza do grupo do que em situações 

mais gerais? Admitindo que um campo de coincidência seja uma expressão bastante 

razoável de consenso, qual seria um "nível de unanimidade" adequado a ser adota­

do? Este valor dependeria do particular problema que estaria sendo considerado? 

Como podemos ver, há muito ainda a ser estudado e entendido sobre os campos de 

coincidência de opiniões de De Finetti . 
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Apêndice 

Neste apêndice, apresentamos as demonstrações dos Lemas 1.3, 1.4 e 1.5 que foram 

omitidas anteriormente. 

Lema 1.3 Sejam X e Y variáveis aleatórias com funções de distribuição contínuas 
F e G, respectivamente. Seja Cx = { (a, b) E JR2 

: F(b) - F(a) = ½ , -oo < a < 
b < +oo}. Se Mx íl !vfy = í/J, então existem intervalos (a 1, b1], (a2 , b2], ambos em Cx, 
tais que G(b1 ) - G(ai) < ½ e G(b2 ) - G(a2 ) > ½-

Prova: Sejam mx = inf Mx e mx = sup !vfx. Notemos que mx E Mx e 

mx E ivlx, uma vez que !vfx é fechado por ser a imagem inversa do conjunto fechado 
{½} pela função contínua F. 

Além disso, sejam n0 = [mx] e N0 = [mx ]+ 1. Como !vfx íl My = í/J, suponhamos, 

sem perda de generalidade, que G(mx) < ½ (é claro que G(mx) < ½ => G(mx) < ½ 
, pois G é não -decrescente). Consideremos as sequências de pares ordenados ( ou de 

intervalos reais) Un : n 2: 1) e (Jn : n 2: 1) dadas por: 

1 
I n = ( no - n ; su p { x E IR : F ( x) = 2 + F ( no - n)}] e 

. 1 
ln= (mf{x E lR: F(x) = F(N0 +n)- 2}; No +n] 

Observemos que estas duas sequências estão bem definidas, pois n 0 -n < sup{ x E 

IR: F(x) = ½ + F(n0 - n)} e inf{x E IR: F(x) = F(N0 + n) - ½} < N0 + n, para 

todo n 2: 1, pelo não -decrescimento de F. Destacamos que, com esta construção , 

ln E Cx, ln E Cx, 't/n 2: 1. 

Notemos que sup{x E lR: F(x) = ½ + F(n0 - n)} .J, mx e inf{x E IR: F(x) = 
F(No + n) - ½} t mx , quando n ➔ +oo. Assim, Pn = P(Y E ln) ➔ G(mx) e qn = 
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P(Y E ln) ➔ 1 - G(mx) , quando n ➔ +oo , pela continuidade da função de 
distribuição G. Deste modo, temos que :3 n 1 E IN tal que n ~ n 1 ⇒ Pn < ½ (basta 
considerarmos, por exemplo, E = ½(½-G(mx))) e :3 n 2 E IN tal que n ~ n2 ⇒ qn > ½ 
(tomando, por exemplo , E1 = ½(½ - G(mx ))). 

Logo, para n ~ n * = max{n1, n2}, P(Y E ln) < ½ e P(Y E ln) > ½- Assim, 
denominando In- = (a1 , bi] e ln• = (a2, b2], segue o resultado, pois P(Y E In-) = 

G(b1) - G(ai) < ½ , P(Y E ln-) = G(b2) - G(a2) > ½ e In- , ln• E Cx . 

Lema 1.4 Seja X uma variável aleatória com função de distribuição contínua 
F. O conjunto Cx = {(a,b) E JR2 : F(b) - F(a) = ½ , -oo <a< b < +oo} é 
conexo. 

Prova: Vamos demonstrar este lema por absurdo. · Suponhamos, então , que 
Cx não seja conexo, ou seja, que existam (conforme em Marsden [7]) conjuntos não 
-vazios Ao e A1 , abertos em JR2

, tais que: 

Como antes, definimos p- 1({a}) = {x E IR: F(x ) =a}, O< as; 1, e mx e mx, 
o ínfimo e o supremo de p- 1 ({½}), respectivamente. Consideremos os seguintes dois 
casos: 

(1) p- 1 ({1}) = í/J. 

Neste caso, definindo, Vx E (-oo,mx), Ex= {x} x p- 1({F(x) +½}),temos 

Cx = u 
Afirmamos que, Vx E ( -oo, m x), E x é conexo, pois é conexo por caminhos. De 

fato, dados Pi = (x, y~) E Ex, i = 1,2, existe uma curva contínua 1 : [O, l ] ➔ JR2 

unindo P; a P;, com ,(O)= P; , 1 (1) = P; e 1 ([0, l]) e Ex , a saber 

,(t) = (,1(t), ,2(t)) = (x , (1 - t)y; + ty;) , ·t E [O, l] 

É fácil ver que I é contínua, pois 1 1(t) = x e 12(t) = (1 - t)y~ + ty;, suas 
componentes, o são. Além disso , ,([O, l]) e Ex, pois , Vt E [O, l], 
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e sendo F não -decrescente, 

F(min{y;, y;}) :S F((l - t)y; + ty;) :S F(max{y;, y;}) 

Como F(min{y;,y;}) = F(max{y;,y;}) = F(x)+½, concluimosque F((l-t)y;+ 
ty;) = F(x) + ½ , Vt E [O, l]. Logo, ,([O, 1]) e Bx. 

Estabelecida a conexidade dos conjuntos Ex, iniciamos a demonstração propria­
mente dita (por absurdo) da conexidade de Cx. 

Se C.x não é conexo, existem conjuntos abertos não -vazios Ao e A1 em IR-2 
satisfazendo as condições em (1). Assim , tornemos P0 = (x0 , y0 ) E Ao íl Cx e 
P1 = (x1,Yi) E A1 ílCx. 

Afirmamos que, Vx E (-oo, mx ), Ex=/=- 0, e, ou Ex C Ao ou Ex C A 1 , pois, em ca­
so contrário, Ex não seria conexo, uma vez que teríamos Ex C C X C Ao LJ A1 , Ex n Ao i= 
0 , Ex íl A 1 =/=- 0 e Ex íl A0 íl A 1 e Cx íl A 0 íl A1 = 0. Notemos que, do mesmo modo, 
x 0 i= x 1 , pois, em caso negativo, Exo = Ex, não seria conexo. 

Podemos, portanto, considerar a função I : ( -oo, m x) ➔ { O, 1}, definida por: 

I(x) = { O se Ex C Ao 
1 se Ex e Ai 

Vamos verificar que J é contínua em (-oo, mx )! Evidentemente, isto é absurdo, 
pois I é uma sobrejeção (I(x0 ) = O e I(x 1) = 1 ). De fato, tomemos x* E (-oo, mx) 
qualquer e, sem perda de generalidade, suponhamos que Ex- C A0 , de tal forma que 
J(x*) = O. 

Como Fé contínua, F(inf p- 1({a} )) = a, qualquer que seja a E (O, 1). Por isso, 
F(inf p- 1({F(x*) + ½})) = F(x*) +½,de modo que o ponto (x*,inf p-1({F(x*) + 
½} )) E Ex- e, consequentemente, pertence a A 0 . Sendo A0 aberto, temos que 

:3 E1 > O tal que B((x*,inf p- 1({F(x*) + l}),E 1) é:: Ao , onde 
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B((x* inf p - l({F( ·*) + 1}) ) . 
( 

. * . f p ~ 
1 

x 2 , " , r ep resen ta a bola fechada de raio e 1 centrada em 

x ' m ( {F(x* ) + ½} ). 

P' As_sim , e~iste P' = ( x' , y') E Ao com :'' < x', tal que F(y') - F( x') = l: este ponto 
e per tencc ao menor arco da crrcunferencia de centro em (x' , inf p -

1
( { F(x') + ½}) 

p;i:
10 

" r que une (x', rnf p - 1 ( { F(x' ) + ½)) - c i) a (x' - c 1, inf p-
1 

( { F(x') + ½)) ), 

Deste modo, (x' , y') E Bx' e, consequentemente, I( x') = O. 

E mais: \:/x E [x' ,x*] , J(x) = O.Com efeito , considerando-se o segmento que une 

(x, y') a (x, inf p - t ( {F(x* ) + ½} )) , temos que: 

. 1 1 1 
F(mf p - 1( {F(x* ) + 

2
} )) - F(x) 2: 2 e F(y') - F(x) ~ 2 

Logo, existe (x, y) neste segmento tal que F(y) - F(x) = ½ e, consequentemente, 
(x, y) E B, . Como este segmento está contido em B(x',inf p - '({F(x') + ½)), c i} C 

Ao , segue que (x, y) E AoílB, e J(x ) = O.Portanto, \/x E [x',x'], I(x) = O. 
Analogamente, podemos verificar que =J x" > x' tal que \/x E [x', x"], I(x) = O. 

Tomando-se ô = min{:r* - x', x" - :r* }, temos que 

\/ e > O , =J O> O tal que [x - x'I < O ~ [I(x) - I(x' )I = O < E 

Logo, I é co n tí 
II 
u a cm ( -oo, m x) . Mas isto é absurdo, pois I ":'sume valores 

cm {O, l} e não é nma função constante (temos, na hipótese de Cx nao ser conexo, 

I( xo ) = O e J( x
1

) = 1) . Portanto, Cx é conexo. 

Da mesma forma, podemos provar a continuidade da função I quando B,· C A,. 

(2) p - 1({1}) -:/- í/J . (Nes te caso, Bx i- 0 , Vx E J\,/x ) 
omo p - 1 ( {D) é da form a p- 1 ( n}) = [mx , mx j, ternos, neste caso, 

Cx = u Bx ( u Bx) u ( u Bx)· 

-
I ( - ,íiíx l 

xE(- ,mxl 
xE[mx,mx l 
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à d Observam~s, inicialmente, que a prova de que U i:E(- ,I!lxl B x é conexo é análoga 

cmoustraçao fe ita cm (1) . 

Em segundo I · · U B • 

Ux _ -~gar, 0 conJunto xE[I!lx ,m/ J x e conexo por caminhos, pois, V (x , y) E 

_E/rr!.x ,mx) B.c, \ale que F(y) - F(x) = 2 e, consequentemente, dados dois pontos 

quaisquer des t · d 
Ux _ e c~nJunto, o segr_nento e 1:eta que os une é uma curva contínua em 

~ÍIT!.x ,1nx ) B x (o argumento aqui exposto e o mesmo apresentado em (1) quando da 

verificação da conexidade ele Bx)- Logo, UxE[m _ m ·) Bx é conexo. 
-X• X 

Por fim , Cx é a união de dois conjuntos conexos com pelo menos um ponto em 

comum (um ponto ele B!B._,J. Assim, Cx é conexo (Lima [6]). 

Lema 1.5 Qualquer conjunto da forma ! 11 . •• i,., (i 1, .. . ,in ) E {o,1r, construído 

segundo o procedim ento descrito na subseção 1. 2.1 é composto, no máximo, por n + l 

intervalos reais . 

. Prova: Provaremos este lema por indução. Para n = l , a afirmação é verdadeira, 

Pors, pela proposição l. 1, vimos que 11 é um único intervalo real e lo é formado por 

um ou dois in tervalos. Suponhamos, então , que este fato é verdadeiro para n E lN 

(Hipótese de inclução ). Assim, suponhamos que todos os 2n conjuntos da forma 

Ii, ... i,,, (i1 , ... , in) E {O, 1r, são formados por, no máximo, n + l intervalos reais. 

. Tom mos 11m destes conjuntos qualquer, digamos h ... i,. , constituído de k ~ n + l 

ltcrvalos r a is. D stc modo, h .. . in = uJ=1_(~1: bj] 'com ªj+I > bj ) j:: l , .. . , k - l 

( crnbramos que , tamos admitindo as poss1bd1clades a1 = - 00 ou bk - + oo). Pro­

cedendo como na proposição 1. 2, podemos obter um subconjunto h .. . in,I de h._. .in qu: 

será da forma ( b ] U( l ] U U(a b ] com 1 < r ~ s ~ k. Este conJtmto e 

ao , r ar+ 1, Jr+ 1 · · · s, O , -

onstituíclo d s _ r + 1 < k < n + l intervalos, enquanto que seu complementar em 

~·claçào a l i, ... i"' h ... i ,. ,O ,6 co;posto por, no máximo, r + k - s; l ~ k + l ~ n + 2 

iu ~c r:valos reais. Logo, qualquer conjun to da fonna h ... i,.in+1 e compoS
t
O por, no 

rnaxrnio , n + 2 in tervalos reais, concluindo a indução · 

36 



Conclusão 

ai e~ t~ -~raball~o, verifi camos, de maneira bem detalhada, que, dadas duas variáve is 

l
catoIIas rca1 X e Y om funções de distri buição contínuas F e G, sempre é possível 

o )ter 1 • , · -

-
, 

. , . 
1ma un1ca fun çao real </; tal que as transformadas q;(.,\ ) e q,(Y) (tambem va-

n avcis aleatórias) possuam, ambas, a mesma fun ção de distribuição , digamos H . 

1 
Destacamos ainda que este resul tado possui uma in terpretação interessante dentro 

~: ~ontcxto de p~·o blcmas de decisão col_etiva, qu~ndo duas pesso~s possuem_ opiniões 

tintas a respeito de uma dada quantidade de mteresse traduzidas numencamente 

Por F e G. ·este caso, De Finetti apontou a possibilidade de se obter, no processo de 

:ºnstrução da fu nção </; ( e das variáveis aleatórias </;(X) e q, (Y) ), uma união finita de 

Jn tcrvalos reais, a qual denominou Campos de coincidência de opiniões , onde 

as opin iões de ambos os indivíduos coincidem com relação a quantidade ele interesse 

cm questão . 

. Segundo D Finetti, es ta constatação acena uma possibilidade de tentar caracte­

_n zar a "opinião " de um grupo de pessoas a respeito ele uma certa quantidade de 

1nt?ressc, uma vez que um Campo de coincidência de opiniões corresponde a uma 

atn l · -
)uiçao genuína de probabilidade . 

. _Por fim , 1 vantamos algumas ques tões sobre a natureza do~ Ca_mpos d_e coin­

cicl ucia c.1 ' opi11iôes ; Ji;:i ai nda. vários pontos obscuros na cara~tc_n zaçao ele tfüs cam­

pos. busca de respostas a es tas indagações pode sem duvida, nortear fu turos 

trabalhos nesta á rea. 
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