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Abstract

It is always possible to construct a real function ¢, given two random variables X
and Y with continuous distribution functions F' and G, respectively, in such a way

that ¢(X) and ¢(Y"), also random variables, have both the same distribution function,
say H.

Based on this result, it is introduced an alternative method aiming to somehow
characterize the “opinion” of a group of experts about a continuous random quantity of
interest, the Fields of coincidence of opinions. A Field of coincidence of opinions
is a finite union of intervals where the opinions of the members of the group coincide
with respect to that quantity of interest.

Resumo

Sempre é possivel construir uma funcgao real ¢, dadas duas varidveis aleatérias
X e Y com fungoes de distribui¢ao continuas F' e G, respectivamente, de modo que

as novas varidveis aleatdrias ¢(X) e ¢(Y') possuam, ambas, uma mesma funcio de
distribuicao , digamos H.

A partir deste resultado, é apresentado um método alternativo visando de alguma
forma caracterizar a “opiniao ” de um grupo de especialistas a respeito de uma quan-
tidade aleatéria continua de interesse denominado Campos de coincidéncia de
opinices . Um Campo de coincidéncia de opinides é uma unido finita de intervalos

reais onde as opinioes dos membros do grupo coincidem a respeito da quantidade de
interesse em questao .
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Introducgao

O objetivo desta dissertagdo é apresentar de modo detalhado o interessante resultado
acerca de transformacoes de varidveis aleatérias continuas demonstrado por De Finetti
em 1953, bem como exibir uma interpretagao deste resultado dentro da problemdtica
existente em teoria de decisao coletiva.

A exposicao do problema ¢é feita quase que inteiramente em um tnico capitulo,
a menos de alguns lemas auxiliares cujas demonstracoes figuram no Apéndice. Este
capitulo tnico ¢ dividido em trés segoes .

Na se¢do 1, introduzimos o problema abordado por De Finetti em seu artigo de
1953, através da exposi¢ao de um outro teorema sobre transformacoes de varidveis
aleatérias muito conhecido na literatura, a saber, que dadas uma varidvel aleatoria
real X com funcdo de distribui¢do continua F' e uma outra fungao de distribuigao H
qualquer, existe uma transformacao real f da varidvel aleatéria X tal que a fungao
de distribuicdo da transformada Z = f(X) seja H.

Este teorema e os exemplos de sua aplicagao direta apresentados no texto sugerem
a seguinte questdo : dadas duas varidveis aleatorias X e Y com fungoes de distribuicao
continuas F e G, respectivamente, é possivel obter uma tnica fungao real ¢ tal que
as variaveis aleatérias ¢(X) e ¢(Y) possuam, ambas, fungéo de distribuicao H?

A resposta - afirmativa - a esta pergunta é dada por De Finetti em seu artigo de
1953, onde é exibida a fungao real ¢ que satisfaz as condicoes exigidas na questao
acima. Nosso alvo na secdo 2 é demonstrar, de forma mais detalhada que no trabalho
original de De Finetti, o teorema da existéncia de tal funcao real ¢. Para tanto,
dividimos a se¢do 2 em trés subsegoes .

Na primeira subsegdo , construimos uma funcao real ¢, que figura na expressao
de ¢, através de algumas propriedades de fungées de distribui¢do continuas, apresen-



tadas sob a forma de proposi¢coes . Em seguida, verificamos a mensurabilidade de
¢ (segunda subsecdo ) e, por fim, determinamos, numa ltima subsecdo , as funcdes
de distribuigao das varidveis p(X) e ¢(Y’), encerrando a demonstracao do teorema
proposto por De Finetti.

Sao destacadas ainda na segao 2 algumas caracteristicas da funcao ¢, e também
das varidveis aleatdrias ¢(X) e ¢(Y), e enunciamos a extensao do teorema para o
caso em que X e Y sao vetores aleatérios de dimensao n € IN.

Por fim, na secao 3, exibimos uma interpretacao do resultado demonstrado na
secao 2. O enfoque mais interessante deste resultado, segundo De Finetti, corres-
ponde ao caso em que as varidveis aleatérias X e Y sao relacionadas com uma tinica
quantidade de interesse, isto é, em que F' e GG sao as opinioes de dois individuos acerca
desta quantidade de interesse, em uma situagao em que um grupo de pessoas deve
tomar uma decisao coletivamente.

Dentro deste contexto, podemos destacar o seguinte fato no processo de cons-
trugao da funcao real ¢ (e das varidveis aleatérias ¢(X) e p(Y)): é possivel construir
uma uniao finita de intervalos reais, a qual De Finetti denominou Campos de coin-
cidéncia de opinides , onde as opinides de ambos os individuos coincidem com
relacao a quantidade de interesse em questao .

Este fato, segundo De Finetti, acena uma possibilidade de tentar caracterizar a
“opiniao conjunta” de um grupo de pessoas, uma vez que algumas caracteristicas dos
Campos de coincidéncia de opinides , que sao listadas naquela se¢ao , sao consideradas
requisitos importantes na descrigdo da “opiniao ” de um grupo de pessoas.

Dentre estas propriedades, podemos destacar que um campo de coincidéncia de
opinioes pode ser visto como uma atribuicao genuina de probabilidade, diferentemente
do que ocorre com os procedimentos usuais de mistura de probabilidades. Deste
modo, podemos verificar que as opinides individuais sdo preservadas na construcao
dos campos de coincidéncia.

Finalizando a secao 3, alguns aspectos negativos dos Campos de coincidéncia de

opinioes sao considerados e varias questoes sobre a natureza de tais campos sao
levantadas.



Capitulo 1

A Transformacao de De Finetti

1.1 Introducao

Como mencionamos anteriormente, o principal objetivo deste trabalho é demonstrar
o interessante resultado acerca de transformacoes de varidveis aleatérias continuas
apresentado por De Finetti em 1953. Tendo em mente este objetivo, introduzimos
nesta se¢ao o problema abordado por De Finetti em seu artigo de 1953, por intermédio
da exposi¢ao de um outro teorema sobre transformacoes de variaveis aleatérias muito
conhecido na literatura e de exemplos de sua aplicacdo direta.

Definigao 1.1 Seja X uma varidvel aleatoria real definida em um espago de proba-
bilidade (2, F, P). A funcdo de distribui¢ao da varidvel aleatoria X, a qual represen-
taremos por F, € definida por

F(z)=P(X <z), z€R.

Notemos que a definicao acima difere um pouco da defini¢cao usual de fungao de
distribuicao . Justificamos a opgao por esta definicao pelo fato de ter De Finetti
utilizado esta convencao em seu artigo; deste modo, estamos nos mantendo fiéis a
notagao do texto original. Destacamos que, com esta definicio , uma fungao de
distribuigao torna-se continua a esquerda, ao invés de continua a direita.

Definicdo 1.2 Seja F' uma fungao de distribui¢ao continua. Definimos, Yy € (0,1),
a sequinte fun¢do F~' (“inversa”):



F' (0,1 - R
y — sup{z € R: F(z) <y}

Notemos que F~'(y) = sup{z € R : F'(z) < y} estd bem definida, Yy € (0, 1).
Tomemos y € (0,1) qualquer. Como lim,, o F(z) = 0 e F' é continua, existe
Ty € IR tal que F'(x9) < y. Assim, {z € R : F(z) < y} é nio -vazio. Por outro lado,
como lim,_, ;o F'(z) = 1, existe z; € IR tal que F(z;) > y, pois F' é nao -decrescente.
Logo, z; é um limitante superior de {z € R : F(z) < y}. Assim, este conjunto
admite supremo, Yy € (0,1). Observemos que quando F é estritamente crescente,
F~! corresponde & funcao inversa usual de F'.

Lema 1.1 Sejam F uma fungao de distribui¢cao e F~' definida conforme a defini¢ao
1.2. Entao ,Vy € (0,1) eVt € R, vale

Flyy<t & y<F()

Prova: Seja {z, : n > 1} uma sequéncia nao -decrescente em z, € {z € R :
F(z) < y}, com z, T F~'(y). Como F é continua & esquerda, temos F(z,) 1
F(F~(y)). Como F(z,) <y, Vn>1,resulta F(F~'(y)) <y. A partir deste fato,
provaremos as duas negacgoes do lema, isto é, provaremos que

Flyy>t & y>F(t)

(=) F ' (y)>t= F(F'(y)) > F(t), pois F é ndo -decrescente. Mas, como
F(F~ 1(y)) y, segue que y > F(t).
(<) y>F@it)=te{zeR:F(z)<y}=t< Fl(y).

Lema 1.2 Sejam F uma funcgdo de distribui¢do continua e F~' definida como na
definicao 1.2. Entao F(F~'(y)) =y, Yy € (0,1).

Prova: Tomemosy € (0,1). Seja A, = {z € R : F(z) = y}. Comolim,,_, F(z)
=0, lim;, 4o F(z) = 1 e F é continua, A, # 0. Se A, possuir apenas um elemento,
digamos zy , entdo F(F~!(y)) = F(zo) = y. Se A, possuir mais que um elemento,
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entdo , sendo F nao -decrescente, A, serd da forma A, = [z, ], para z,,2, € R,
T, < To. Em consequéncia, F(F~'(y)) = F(z2) = y. Em qualquer um dos dois
casos, F(F~'(y)) = v.

Enunciamos agora o seguinte teorema:

Teorema 1.1 Consideremos uma varidvel aleatoria real X com func¢do de distri-
buicio continua F. Seja H wma outra funcdo de distribuicdo continua qualquer.
Entao , existe uma transformagao real f da varidvel aleatéria X tal que a fungao de
distribuicdo da transformada Z = f(X) seja H.

Prova: Definindo-se, Vy € (0,1), H~!'(y) de modo andlogo & definigao de F~1(y),
basta estabelecermos Z = H~'(F (X)) e verificarmos que esta nova variavel aleatéria
possui funcao de distribui¢ao H (como F' é continua, F'(.X') € (0, 1) quase certamente).
Deste modo, para z € IR, temos

P(Z < 2) = P(H\(F(X)) < 2) = P(F(X) < H(2)) = P(F(X) < H(2)) ,

onde as duas iltimas igualdades decorrem do lema 1.1 e da continuidade da F,

respectivamente. Mas, pelo lema 1.1 e continuidade da distribuicao de X, temos
‘ n.L

P(F(X) < H(2)) = P(X < FT'(H(2))) = P(X < F7'(H(2))) =

= F(F~'(H(2))) = H(2) ,

onde a tultima igualdade decorre do lema 1.2.

Observemos que o teorema 1.1 continua valido sem a suposi¢ao de continuidade
da funcao de distribui¢ao H. Destacamos ainda que as demonstracoes dos lemas 1.1
e 1.2 e do teorema 1.1 apresentadas aqui sdo adaptagoes das provas feitas em Roussas

[9].
A titulo de ilustragao do resultado acima, consideremos os seguintes exemplos.

Exemplo 1.1 Seja X uma varidvel aleatoria com distribuigcao exponencial de parametro
a. Vamos obter, a partir de X, uma varidvel Z = f(X) com distribui¢ao ezponencial

B.



Para obtermos a transformacao desejada, vamos utilizar o teorema acima, onde

Fizy=1—-¢ e H@=1-e" ,2>0;

b

Obtendo a funcio inversa de H, H™!, temos: H™!(y) = —l-lj log (1 —y), Yy € (0,1).
Logo,

_ H Y (F(X)) = -1 CF(X)) = — L logeeX = &
Z =H '(F(X)) ﬂlog(l F(X)) ﬁloge ﬂX

Deste modo, Z = %X possui distribuicao exponencial de parametro f.

Exemplo 1.2 Seja X uma varidvel aleatoria com distribuicao logistica, isto é, cuja
funcao de distribuicdo é dada por:

T

e
= -, € R
1+ e®

F(z)

Vamos determinar a transformada Z = f(X) que possui distribui¢do ezponencial
de parametro a.

Fazendo uso do teorema 1.1, temos:

1 1 eX
— HY(F(X)) = ——log (1 - F(X)) = —=log (1 — -
7= H™ (F(X)) = —~ log (1 - F(X)) =~ log (1 - ———)
1 1 X1&

ry = N T T ’ &
Logo, Z = log {1 + e* }= possui distribuigao exponencial de parametro c.
Do teorema demonstrado acima decorrem os seguintes dois corolarios:

Corolério 1.1 (Transformagdo Integral de Probabilidade)
Se X € uma varidvel aleatoria com funcgao de distribuigao continua F', entao a varidvel
aleatdria F(X) possui distribui¢do uniforme no intervalo (0,1).

Prova: Basta aplicarmos o teorema 1.1, tomando H como sendo a func¢do de
distribuigao de uma varidvel aleatéria uniforme em (0, 1).
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Coroldrio 1.2 Sejam U uma varidvel aleatéria com distribuicdo uniforme sobre
(0,1) e H uma fungdo de distribui¢ao continua. Nestas condigoes , H-'(U) é uma
variavel aleatoria com fungao de distribui¢cao H.

Prova: H™!'(U) possui a mesma distribui¢ao que H~'(F (X)), que, pelo teorema
1.1, possui funcao de distribuicao H.

Destacamos que o resultado do coroldrio 1.2 pode ser estendido para o caso em
que H nao é uma funcao de distribuicao continua, diferentemente do corolério 1.1,
cuja validade é restrita as fung¢oes de distribui¢do F' continuas.

Observemos que o resultado do coroldrio 1.2 é de grande importancia para técnicas
de simulagao uma vez que fundamenta o Método da Transformagao Inversa (Ross
(8]). Este método permite gerar pseudo-observacoes de qualquer varidvel aleatéria
cuja fungao de distribuicdo é analiticamente inversivel. Por fim, observamos que o
titulo entre parénteses do coroldrio 1.1 é tradicional na literatura (ver, por exemplo,
Roussas [9] e Thomasian [10]).

Retomemos agora a situacao do exemplo 1.1, onde obtivemos, a partir da varidvel
aleatéria X com distribui¢ao exponencial de pardametro o, uma varidvel Z = f(X)
com distribuicao exponencial 4. Se considerarmos uma terceira varidvel aleatéria
continua Y com funcao de distribuicao G, diferente da fungao de distribuicao de X
(a qual denominamos F'), podemos construir, a partir de Y, uma varidvel aleatéria
W = g(Y') com funcao de distribuicao H (isto é, de modo que W possua distribuicio
exponencial ). Para isso, basta definirmos W = H=}(G(Y)).

No entanto, ao analisarmos as transformacoes f e g citadas acima, verificamos que
estas fungoes nao sao necessariamente idénticas. Em outras palavras, para obtermos
uma varidvel aleatéria com uma dada funcao de distribui¢ao H em duas situacoes
distintas (numa, a partir de X e, noutra, a partir de Y'), precisamos aplicar transfor-
macoes diferentes em cada um destes casos.

Para ilustrar esta afirmacgao , consideremos a situacao a seguir.

Exemplo 1.3 Sejam X e Y wvaridveis aleatdrias com distribuicdo ezponencial de

parametros o e 3, respectivamente, com a # (3. Suas funcoes de distribui¢do séo ,
portanto,

Fl@)=1-e ,2>0 e G =1-e , y>0.



Consideremos agora a sequinte funcdo de distribuicdo

0 sex<0
H(z)=¢ = se0<z<1
1 sex>1

isto €, H € a fungao de distribuicao de uma varidvel aleatéria uniforme sobre o
intervalo (0, 1).

Pelo teorema 1.1, a varidvel Z = f(X) = H Y(F(X)) =
distribui¢ao uniforme em (0,1). No entanto, f( )=HYF
distribuigao beta com parametros 1 e g Logo, H'(F(Y')) ndo possui funcio de dis-
tribuicao H. Analogamente, a variavel W = ¢(Y) = H~'(G(Y')) possui distribuicao
uniforme em (0, 1), ao passo que H'(G(X)), ndo (mals precisamente, H~!(G(X))%
possui distribuigao beta com pardmetros 1 e %) Deste modo, as transformagoes apli-
cadas as varidveis X e Y com o intuito de obter varidveis uniformemente distribuidas
em (0,1), a saber, f e g, sao distintas.

X)) =F(X)=1-e"¥ possui
H- (} )) =1 —eY possui
(

Temos, portanto, a seguinte situacio : dadas duas varidveis aleatérias continuas
quaisquer X e Y, é sempre possivel, pelo teorema 1.1, construir duas novas varidveis
aleatorias Z = f(X) e W = g(Y), ambas possuindo uma certa fungao de distribuicao
H. No entanto, de um modo geral, f nao é igual a g. Dentro deste contexto, uma
questao é colocada: é possivel obter uma fungao real ¢ tal que as varidveis aleatérias.
¢(X) e ¢(Y) possuam, ambas, funcio de distribuicio H?

A resposta - afirmativa - a esta pergunta é dada por De Finetti em seu artigo de
1953. Neste artigo, De Finetti exibe uma funcao real ¢ que satisfaz as condicoes exigi-
das na questao acima e apresenta vérios passos da construcio das varidveis aleatérias
$(X) e ¢(Y), bem como da derivagdo de suas respectivas fungoes de distribuicio .

Nas préximas se¢oes deste capitulo, vamos apresentar, de forma mais detalhada
que no trabalho original de De Finetti, o teorema da existéncia de tal funcdo real ¢,
bem como a sua demonstragao , além de citar uma interpretacio deste resultado.



1.2 Resultado Principal

Nesta se¢ao , enunciamos e demonstramos o teorema que garante, a partir de duas
variaveis aleatdrias continuas quaisquer X e Y, a existéncia de uma funcao real ¢
que possibilita a coincidéncia das distribuigoes das duas novas varidveis ¢(X) e ¢(Y)
com qualquer distribuicao dada.

Com o intuito de facilitar a compreensao do resultado a ser apresentado, organi-
zamos esta se¢ao do seguinte modo: inicialmente, estabelecemos o teorema citado no
pardgrafo anterior, bem como a argumentacao bdsica de sua demonstragao (Roteiro
da prova). Em seguida, numa primeira subsecao , construimos uma funcgao real ¢ que
figura na demonstragao deste teorema principal. Feito isso, definimos as varidveis
»(X) e p(Y) e dedicamos as subsegoes 1.2.2 e 1.2.3, respectivamente, a verificagao
de sua mensurabilidade e & determinacao de suas fungoes de distribuigao .

Iniciemos, entao , enunciando o teorema:

Teorema 1.2 (Bruno de Finetti)
Sejam X e Y waridveis aleatérias com funcgoes de distribui¢cdo continuas F' e G,
respectivamente. Seja H uma funcao de distribuicao qualquer. Eziste uma fungdo

real ¢ tal que as varidveis aleatorias ¢(X) e ¢(Y') possuem, ambas, a mesma fungao
de distribuicao H.

Roteiro da prova: Basta provarmos que existe uma funcao real ¢ tal que as
varidveis aleatérias ¢(X) e p(Y") possuem distribui¢cao comum uniforme sobre o inter-
valo (0,1), pois, entdao, tomando ¢ = H ™' o ¢, concluiremos - pelo coroldrio 1.2 - que
#(X) e ¢(Y') possuem, ambas, fungao de distribuigdo H. Desta forma, procederemos
a construcao das varidveis aleatorias uniformemente distribuidas ¢(X) e ¢(Y), sem
perda de generalidade.

1.2.1 Construgao da funcao ¢

No processo de construcao da fungao real ¢ mencionada acima, utilizaremos algumas
propriedades de fungoes de distribuicao continuas que destacamos a seguir. Estas
propriedades serdo apresentadas sob a forma de proposigoes , com as correspondentes
demonstragoes . Estabelecidos estes resultados, exibiremos a expressao da funcao .



Inicialmente, apresentamos algumas defini¢oes e convencoes que serdo utilizadas
por todo este capitulo.

Para uma varidvel aleatéria X' com funcao de distribuigao continua F, represen-
taremos por My o conjunto das medianas de X, isto é, My = {z € R : F(z) = %}
O infimo e o supremo deste conjunto serdo representados, respectivamente, por my
e my. Este conjunto ¢ nao -vazio e limitado, pois F' é uma fungao (de distribuigio )
continua.

Definimos, de um modo mais geral, para a € (0, 1], o conjunto P~}({a}) = {z €
R : F(z) = a}. Para todo a € (0,1), este conjunto é, novamente, ndo -vazio e
limitado (temos, portanto, P~'({3}) = Mx). Além disso, P~'({a}) é fechado, pois
¢ a imagem inversa do conjunto fechado {a} pela fungao continua F. Observemos
que, como F' ¢ continua, F~!(a) = sup P~!({a}), Va € (0,1).

Definimos também o conjunto C'y por

Cx={(ab)eR : F(b) - F(a) = 5} ,
onde R = IR U {—o0} U {+c0}.

Notemos que C'x é ndo -vazio, pois tomando-se um par ordenado formado por
um elemento de P~'({}}) na primeira coordenada e um elemento de P~'({3}) na
segunda coordenada (isto ¢, tomando-se quartis de primeira e terceira ordem de F),
este par ordenado pertencerd a Cy.

Destacamos ainda que, como a cada ponto (z,y) de IR?, com z < ¥, corresponde
um tunico intervalo (z,y] da reta, C'x pode ser visto como o conjunto de todos os

intervalos de nimeros reais onde a probabilidade de X assumir valores no intervalo
ig L
seja 5.

Por fim, devemos citar que, num abuso de notagao , estamos admitindo a possi-
bilidade a = —oc0. Neste caso, (—oo, my ), por exemplo, é também um elemento de
Cx. A mesma observacio vale para o caso b = +oco.

Lema 1.3 Sejam X e Y wvaridveis aleatorias com fungoes de distribuicdo continuas
F e G, respectivamente. Seja Cx = {(a,b) € R* : F(b) — F(a) = 3, —o<ac<
b < 4oo}. Se My N My =0, entdo ezistem intervalos (ay, b, (as, by], ambos em Cyx,
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tais que G(by) — G(a1) < 5 e G(b2) — G(az) > 3.

Lema 1.4 Seja X uma varidvel aleatoria com funcgao de distribuigao continua F'. O
conjunto Cx = {(a,b) € R*: F(b) — F(a) =4, —co < a < b < 400} €é conero.

As demonstracoes dos dois lemas acima estao apresentadas no Apéndice, uma vez
que exibi-las aqui desviaria a leitura do curso natural do texto.

Por fim, estabelecemos a seguinte proposigao :

Proposigao 1.1 Sejam X eY wvaridveis aleatorias com fungoes de distribui¢ao continuas
F e G, respectivamente. Eziste um intervalo I, = (a,b], com —oo < a < b < o0,
que satisfaz

1
P(b) - F(a) = G(b) ~ G(a) =
Prova: Duas situacoes necessitam ser consideradas:

(1) Mx N My # 0, isto é, F' e G possuem ao menos uma mediana comum: Neste
caso, a conclusao é imediata. Basta tomarmos um elemento de My (| My, digamos
myg, e considerarmos o intervalo (—oo, mg|, pois

F(my) — F(~00) = G(mg) — G(—00) =

LN

(2) Mx N My =0, isto é, F' e G ndo possuem mediana comum. Aqui, provaremos
que existe um elemento (a,b) de Cx (como definido no lema 1.3) tal que também
G(b) — G(a) = 1. Para tanto, definimos a fungao D : Cx — IR dada por:

D(z,y) = G(y) — G(z).
Afirmamos que D é continua em seu dominio Cy. De fato, fixemos (z,y) € Cx.

Para toda sequéncia {(z,,y,) : » > 1} de pontos de C'x que converge para (z,y),
temos

Tn =T € Yn—Y.
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Mas, como G é continua em /R, temos

G(x,) = G(z) e G(ya) = G(y) ,

de modo que

D(2n,yn) = G(yn) — G(zn) = G(y) — G(z) = D(z,y)

)

sendo D, portanto, continua em C'x.

Por outro lado, pelo lema 1.4, o conjunto C'y é conexo e sendo D continua neste
conjunto, resulta que a imagem de D é também um conjunto conexo e, em particular
neste caso, um intervalo real (Lima [5]). Mas, pelo lema 1.3, 3 (ay,b,), (as, by) € Cyx
tais que D(ay, b)) < 5 e D(ap, by) > §. Logo, a imagem de D é um intervalo real que
contém um valor menor que 1/2 e outro maior que 1/2. Assim, existe (a,b) € Cy tal
que

D(a,b) = G(b) - Glo) = = = F(b) - F(a)
uma vez que (a,b) € Cyx.

Devemos destacar que em situagoes onde ha mais de um intervalo satisfazendo a
proposicao 1.1, representaremos sempre por I, o intervalo com menor infimo dentre
0s que satisfazem esta proposicdao , para evitar ambiguidades (aqui, estamos admi-
tindo, num abuso de notagao , —oo como sendo o infimo de um conjunto ilimitado
inferiormente). Feita esta escolha e havendo ainda mais de um intervalo satisfazendo
a proposicao 1.1, I; representara o intervalo com menor supremo. Além desta con-
vengao , faremos também o intervalo I; sempre fechado & direita e aberto & esquerda
e representaremos por I, o complementar de I; em relacao a IR.

A titulo de ilustragao da proposi¢dao 1.1, apresentamos alguns exemplos de va-

ridveis aleatdrias continuas X e Y e correspondentes intervalos (a, b] de probabilidade
1

comum 3

Exemplo 1.4 Sejam X e Y wvaridveis aleatdrias com distribui¢ées uniformes sobre
os intervalos (1,2) e (2,3), respectivamente. Assim:
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0 sex <1 0 sex <2
Flz)= z—-1 sel<z <2 e Gz)=q¢ -2 se2<z<3
1 sex > 2 1 sex >3

E facil ver que o intervalo I; = (a, b] neste caso ¢ o intervalo (2, 2], pois
) 3 3

F(2Y— F(2y = = 2 () =
Gy -ry=1 e od)-ald)

Convém destacar que, neste exemplo, (%, g] ¢ o unico intervalo real satisfazendo a
proposicao 1.1. Segundo as convengdes acima, Iy = (—o0, 3] U(2, +o0)

Exemplo 1.5 Sejam X e Y waridveis aleatorias com distribuicoes normais com
média comum 0 e variancias 1 e 4, respectivamente.

Como ambas as varidveis sdo simétricas em torno do ponto 0, temos que 0 €
Mx N My. Deste modo, o intervalo (—oo, 0] satisfaz a proposigao 1.1, pois

F(0) = F(~00) = % e G(0) — G(—o0) = %

Contudo, diferentemente da situagao do exemplo 1.4, neste caso nao é tnico o
intervalo real que possui probabilidade % sob ambas as distribuicoes . Basta obser-
varmos que o intervalo (0,+oc0) também satisfaz tal propriedade. No entanto, nao
diremos que este intervalo satisfaz a proposicao 1.1, pois teriamos b = +oc0. Neste

exemplo, Iy = (0, +00).

Exemplo 1.6 Sejam X e Y wvaridveis aleatdrias com distribuicoes Normal (0,1) e
Cauchy (1,1), respectivamente.

Neste caso, temos I, = (—0,066; 1, 938], pois
1 ,
F(1,938) — F(~0,066) = 0,9736 — 0,4736 = = ¢
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1
G(1,938) — G(~0,066) = 0,7398 — 0,2308 =

Exibimos, por fim, um exemplo no qual existem infinitos intervalos de nimeros
reais satisfazendo a proposicao 1.1.

Exemplo 1.7 Sejam X e Y varidveis aleatorias com func¢oes de distribuicao F' e G
dadas, respectivamente, por:

_m@:%m@y+§u@ e<ﬂmzécm@+%ﬁu%ome

Fy, F>, G, e Gy sao as fungoes de distribuigao das varidveis aleatorias uniformes
sobre (—1,0), (3,4), (0,1) e (2,3), respectivamente.

Qualquer intervalo da forma (a,b], com a € (—oo0,—1] e b € [1,2] satisfaz a
proposicao 1.1, pois

F(b) — F(a) = G(b) —G(a) = = — 0 =

1
2
Aqui, segundo as convengoes feitas anteriormente, I} = (—oo, 1].

Prosseguimos com a seguinte nova propriedade de fungoes de distribuigao continuas.

Proposigao 1.2 Suponhamos as condigoes da proposi¢ao 1.1 e os conjuntos Iy e I,
dela obtidos. Entao:

(i) eziste um conjunto Iy, C Iy tal que P(X € Iny) = P(Y € Ip1) = ; e
(i) eziste um conjunto Iy, C Iy tal que P(X € I)) = P(Y € Iy) = §

Prova:
(i) Seja I, = (d,b]. Hé duas situagoes a serem consideradas:

(1) Suponhamos —co < a < b < +oo. Pela proposigdo 1.1, F'(b) — F(a) =
G(b) — G(a) = 3. Definamos a seguinte fungao de distribuicao F' a partir de F":

=/ _ | 2F(x) sez <a
F(m)—{ 2{F(z+b—a)—3} sex>a
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Analogamente, definamos G por:

_ B 2G(;1;) sex <a
G(I)—{ 2{G(z+b—a)— 3} sez>a

Notemos que a transformacao F' (G) é definida de tal forma que sua representagao
grifica é obtida, da representagdo grafica de F' (G), suprimindo-se os pontos (z, F'(z))
((y,G(y))) correspondentes aos valores de z (y) do intervalo (a,b] e, em seguida,
unindo-se (justapondo-se) as curvas remanescentes através da devida translacao (para
a esquerda) dos pontos (z, F(z)) ((y,G(y))) relativos aos valores de z (y) maiores
que b. Deste modo, temos (fazendo-se a adequada normalizacao ), por construcao ,
que F e G sdo também funcgoes de distribui¢ao continuas.

Pela proposicao 1.1, 3 (ag, bg] C IR tal que F(by) — F(ao) = G(by) — G(ag) = 3
Analisemos as possibilidades:

e by < a. Neste caso, F(by) — F(ag) = 2F (by) — 2F(ap) e G(by) — G(ap) =
2G(bo) — 2G(ag). Assim,

F(bo) — Fag) = G(bo) — Glao) = % = 2F(by) — 2F (a) = 2G(bp) — 2G/(ap) = % -

= F(by) — F(ao) = G(bo) — Glao) = i

Pela continuidade das fungoes F' e GG, podemos escrever ainda que

P(X € (a0, by]) = P(Y € (ao, bo]) = i

Basta entdo tomarmos I, = (aqg, bo)-

e ap < a < by. Nesta situagio , F(bo) — F(ag) = 2{F(bo + b — a) — 3} —
2F(ag) e G(by) — G(ag) = 2{G(by +b—a) — 1} — 2G(ap). Logo

2

F(bo) — F(ag) = G(bo) — G(ao) = 5 =

N | =

= 2 F(bo+b—a) - é} — 9F(ag) = 2{G(bo + b — a) — %} — 9G(ag) =

N
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S Flo+b-a)— 5 ~Fla)=Glo+b-a)— 3 —Gla)=7=
F(tr:f‘:(a) G(l;—/g(a)
= Flbo+b—a)~ {F(8) ~ F(a)}~ Flas) = Gloo+b—a) ~{G ()~ G(a)}~Gla) = 1 =

s (F(bo+b—a)— F(b)}+{ F(a)—F(ao)} = {Glbo+b—a)—G(b)}+{GC(a)—GC(as)} = i

Como F' e (G sao continuas, vale que

P(X € (ap,a]) + P(X € (b,bop+b—a]) = P(Y € (ap,a]) + P(Y € (b,by+b—a]) = %
Portanto,
P(X € (ag,a]|J(b,bo +b—a]) = P(Y € (ao,a] | J(b,bo + b —a]) = i

e, consequentemente, temos Io; = (ag,a] U (b,bo + b — a)

e a < ap. Aqui, F(by) — F(ag) = 2{F(bo +b—a) — 1} — 2{F(ao + b — a) —
1} e G(b) — G(ag) = 2{G(bo + b—a) — 1} — 2{G(ao + b —a) — 3}. Assim,

F(bo) — F(ao) = é(bo) — @(ao) = % =
1 1 1 1 1
= 2{F(b0+b—a)—§}—2{F(a0+b—a)—5} = 2{G(b0+b—a)—5}—2{G(ao+b—a)——§} =5 =
1 1 1 1,7 1
= {F(bo+b—a)—5}—{F(a0+b—a)—§} = {G(b0+b—a)—§}—{G(a0+b—a)—§} = Z =
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:>F(b0+b—a)—F(a0+b—a):G(b0+b—a)—G(a0+b_a):i

Novamente pela continuidade das fungoes F' e GG, resulta que

1
P(XE(ao—i—b—a,bo—i-b—a])=P(Y€(ao+b—a,b0+b—a]):Z

Neste caso, Ip; = (ap + b — a,by + b — al.

Concluimos entao que existe um intervalo (ou uniao finita de intervalos) Iy, C I
tal'que P(‘\’ € Io[) = P(}’ c [01) = i

(2) Supondo a = —oo, temos I; = (—o0,0]. Nesta situagao , definimos
= ~_ )0 sex < my
F(a:)—{ 2F(z) =1 sex > my

Da mesma forma, definimos G. Como em (1), F e G definidas aqui sdao também
fungoes de distribuigao continuas. Logo, pela proposicao 1.1, existe (ap,bp) C IR, com
my < ag < by, tal que F(by) — F(ag) = G(bo) — G(ao) = 3. Portanto,

F(bo) ~ Flao) = Tlbo) ~ Clao) = 5 =

= {2F (bo) — 1} — {2F(ao) — 1} = {2G(bo) — 1} — {2G(a0) — 1} = 5 =

N | =

= 2F(bo) — 2F (ag) = 2G (bo) — 2G(ap) = % = F(bo) — F(ap) = G(bo) — G(ao) = %

Denotando por Iy, o intervalo (ao, bo] , o resultado em (i) fica provado.
(ii) A demonstragao da existéncia do conjunto I1; C I; tal que P(X € Iy;) =

P(Y € I,)) = ; é andloga a demonstragao da parte (i) desta proposi¢io . Basta
considerarmos as funcoes de distribuigao
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0 sex<a 0 ser <a
F(z)={ 2(F(z) — F(a)) sea<z<b e G(z)=1 2(G(z)—G(a)) sea<z<b
1 sex>b 1 sex>b

F e G definidas acima sdo fungdes de distribui¢do continuas, com F(a) = G(a) =
0 e F(b) = G(b) = 1. Pela proposigao 1.1, I(ay, bi] C (a,b] tal que F(b)) — F(a;) =
G(b1) — G(a1) = 3. Segue que
F(b) — Fla) = Gow) - Glan) = 5 =
= 2(F(b) - Fla)} ~2{F(m) - F(e)} = 2{G(h) - G(a)} - 2{Gl@) - G(a)} = 5 =
= F(by) ~ F(a) = G(b) - Glar) = ;

Tomando I}, = (a1, by], a parte (ii) da proposicao 1.2 é satisfeita.

Destacamos que o conjunto I;; descrito em (ii) serd sempre um tnico intervalo
real, independentemente das fungoes de distribuicao F' e GG, ao passo que Ip; serd ou
um intervalo real ou uma uniao finita de intervalos reais, dependendo das formas das
funcoes F' e G.

Analogamente ao que foi feito para o intervalo I, em situagoes em que houver
mais de um intervalo real satisfazendo a proposicao 1.2, parte (ii), tomaremos o
intervalo com extremos “mais a esquerda” contido em I; como sendo I;,. Em I,
denotaremos por Iy o conjunto satisfazendo a parte (i) da proposigao 1.2 composto
pelo menor nimero de intervalos reais. Caso existam dois ou mais conjuntos nestas
condicoes em I, tomaremos aquele com menor infimo como sendo I (aqui, estamos
admitindo —oo como sendo o infimo de um conjunto ilimitado inferiormente). Além
disso, denotaremos por I;g o conjunto complementar de /,; em relagao a I, e por Iy
o complementar de Iy, em relagao a fp.

Voltando ao exemplo 1.4 apresentado anteriormente, temos:

) 11 5 3 11
Iy = (— ‘]U % 4 ) IOOZ(Zyi]U("Zl_;
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79 :
I = (=, — I = (-, — _ -
11 (4’4] € 10 (274]U(4’2]
No exemplo 1.5, estes conjuntos sao aproximadamente

Ioy = (0,635;2,35] , Ioo = (00,635] J(2,35;00) ,

I = (—2,35,-0,635] e Ijp = (—o0;—2,35]| J(-0,635;0]

Destacamos que para os conjuntos obtidos através da proposi¢ao 1.2, valem as
seguintes relagoes :

1
P(JYEIiliQ):P(YGIiliz):Za ?:120,1,’1:2:0,1 e

L =1, 0JZLiy ,com I o[V Liin =0, 4 =01

Aplicando o mesmo procedimento utilizado nas demonstragoes das proposigoes 1.1
e 1.2, podemos dividir cada um dos conjuntos Ing, fo1, 10 € 111 em dois subconjuntos
disjuntos tais que ambos contenham 1/8 tanto da distribuicdo de X quanto da dis-
tribuicdo de Y. Isto ¢, podemos dividir, genericamente, I;,;, , i1 = 0,1, i3 = 0,1, em
dois subconjuntos disjuntos I;,i, 0 € i iy1, tais que P(X € I;i,0) = P(Y € Liji0) = 3
€ P(X € Iilig,l) = P(}f = Iiliz,l) = %

Como antes, estes novos conjuntos serdo formados por unides finitas de intervalos

reais. Destacamos também que convengoes similares as adotadas nas proposicoes 1.1
e 1.2 sao feitas para esta ultima construgao .

Em geral, procedendo deste modo, sucessivamente, podemos obter, Vn € IN, 2"
conjuntos disjuntos I;, ., (i1, .-, %) € {0,1}", tais que

n

1
P(‘\r € Iil...in) = P(}’ € Iil--.in) = (5) , V(il, ...,in) € {0, 1}n e

Liin =Ly inoU Ly ing , VR € IN
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Uma outra caracteristica dos conjuntos [;, ;. , sobre a qual voltaremos a falar na
préoxima subsecao , é apresentada no lema 1.5.

Lema 1.5 Qualquer conjunto da forma I, ;,, (i1,....,in) € {0,1}", construido se-
gundo o procedimento que acabamos de descrever, é composto, no mdzimo, por n+ 1
intervalos reais.

Uma demonstragao simplificada deste lema encontra-se no Apéndice.

Estabelecidas as proposicoes 1.1 e 1.2, bem como a extensao destes resultados
exposta logo acima, podemos exibir, enfim, a funcao real ¢ citada no inicio desta
subsecao .

Seja ¢ : R — [0, 1] dada por:

ol@) =3 inl3)"

n=1

onde 1;,1,... sdo tais que z € I;, ., Vn > 1 (aqui, os conjuntos I;, ;. corres-
pondem aos conjuntos construidos acima através das funcoes de distribuicao F' e

G).

Notemos que, rigorosamente, ¢ é fungao também das funcoes de distribuicao F' e
G, pois, na sua defini¢ao figuram indices {i, : n > 1} que dependem exclusivamente
de F' e G. No entanto, visando nao sobrecarregar a notagao (mas, tendo em mente
este fato), vamos omitir, quase sempre, estes argumentos ao nos referirmos a funcao

¢. Em outras palavras, optamos por escrever ¢ (¢(z)) ao invés de ppg (Yrc(z)),
por simplicidade.

Analisando a expressao de ¢, observamos que esta funcao associa, a cada nimero
real z, o nimero do intervalo [0,1] que tem uma representacao diddica dada por
0,%1%3... , com z € [;, ; ,Vn > 1. Uma caracterizagao bem detalhada de represen-
tagao (ou expansao ) diddica de um nimero real do intervalo [0, 1] é encontrada em
Billingsley [2]. Mostramos, a seguir, que ¢ é, de fato, uma funcao real.

(a) Verifiquemos primeiro que, para cada z real, existe y € [0, 1] tal que p(z) = v.
Seja z € IR. Vamos provar, por indugdo , que, Yn > 1, existe (i, ...,1,) € {0,1}" tal
que z € [;

1.in”
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Pela proposicao 1.1, existem subconjuntos reais Iy e I; tais que IR = IoUI, e
IoN I, = 0. Como z € R, entdao z € IgUI,. Logo, x € Iy ou & € I, e, portanto,
Ji; = 0,1 tal que = € I;,. Suponhamos entdo que, para n € IV, existe (iy,...,1n) €
{0,1}" tal que z € I;, ;, (Hipdtese de Indugao ). Como para todo natural n vale que

L i, = [il...in,OU Liyinn € Ly inp mIil...i,,,l =0

segue que

z€ L, i, TE Iil...in,OU]il...in,l = %€ Iy i.0 00 TE Ly d.4

Em qualquer um dos dois casos, 3(i1, ..., in,ins1) € {0,1}"" tal que z € L, i,
e a inducao estd verificada.

Assim, podemos associar a z a sequéncia de indices iy,1,..., tal que = € I;, .,
Yn > 1. Mas, como para uma dada sequéncia bindria qualquer existe um nimero
do intervalo [0, 1] que tem uma representagao diddica dada por esta sequéncia, segue
que existe y € [0,1] tal que y = Y02, in(3)" = ¢(z). Em outras palavras, podemos
associar a sequéncia de indices i,1,... €, consequentemente, ao nimero real z, o
ntimero y do intervalo [0,1]. Logo, Yz € IR, existe y € [0, 1] tal que p(z) = y.

(b) Provemos agora a unicidade de y € [0,1] tal que p(z) = y. Como a cada

sequéncia binéria i;,1,... podemos associar um tnico numero real y de [0, 1] tal que

ol in(%)" = y, basta provarmos que ¢ unica a sequéncia de indices 7,, %2... tal que
€L i Y2 1.

Tomemos duas sequéncias bindrias {i, : n > 1} e {j, : n > 1} tais que
z€l, i, ¢ €l 5., Vn>1

Consideremos o conjunto C = {k € IN : i # jx}. Vamos verificar que C =0, o
que é equivalente a verificar a igualdade das duas sequéncias {i, :n > 1} e {jn:n >

1}.

Suponhamos, po-r absurdo, que C # (. Pelo Principio da Boa Ordem, 3k, € IV
tal que kg = min C. Vejamos:

—
-

1) ko ¢ 1, pois, caso contrdrio, terfamos iy =0 e j; =1loui =1ej =0.
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Em qualquer uma destas possibilidades, = € Iy e € I, o que seria absurdo pois
IoN I, =0 , por construcao . Consideremos entao o caso kg > 1.

2) Se ko > 1, temos, em decorréncia da definicio de kg, que ix = jk, Vk =
1,....ko—1, € jro 7 iko, implicando que jr, = 1 —1ko, iky € {0,1}. Assim, [, _j 1k, =
Liy gy _1,1—igy- Mas, por hipétese, T € Tiy iy rieg € T € Lt jig-1iry> OU ainda, = €
Iil---iko—-liko ex € Iil---iko—lyl—iko' Logo, = € Iil---iko—liko ﬂfil...iko_;.l—ik(,) ou, equivalen-
temente, T € Iil-uiko—lxoﬂIilml:ko—l;l , 0 que ¢é absurdo, pois Iil---iko—laon'[il-‘-iko—lal =0
por construgdo . Portanto, C' # 0 e as sequéncias {in, : n > 1} e {jn : n > 1} sdo
iguais. Assim, é tinico y € [0,1] tal que @(z) =y.

De (a) e (b), concluimos que ¢ ¢, de fato, uma fungao real.

Embora a forma funcional de ¢ = ¢ seja bastante complexa, tornando dificil
até mesmo a elaboracao de sua representagao grafica para casos em que F' e G sao
funcdes de distribui¢ao bem simples, podemos destacar algumas caracteristicas desta
fungao .

De um modo geral, ¢ nao é uma fungao continua. A titulo de ilustracado deste
fato, retomemos o exemplo 1.4 e vejamos que 3/2 é um ponto de descontinuidade de
¢ nesta situagdo . Com efeito,

3 1 1 A | .3
cp(§)=0><§ Es OXZ + ;Zn(i)n ,pOIS'Q'GIOO:

onde i3, 44, ... sdo tais que 3 € Ioois...in » V1 = 3. Mas,

1 > 1 1 3
Z'Ln(i)n < 2(5)71 =71 Logo, ¢(35) <
n=3 n=3

Por outro lado, se tomarmos uma sequéncia {z) : k > 1} nao -crescente, com
i | 3, temos que 3ko € IN tal que k > ko = zx € I, , de tal forma que

1 1,1
plzx) =1x = + > in(5)" 2 5, para k 2 ko.
2 n=2 2 2

Deste modo, ou existe limg_ o0 @(Tk) > 3 (€ liMiorioo 9(Tk) 7 ¢(3) quando
2 | 3, pois @(2) < §) ou este limite nao existe. Logo, segue que 3/2 é ponto de

descontinuidade de ¢. Assim, vemos que ¢ , €m geral, nio é uma fungdo continua.
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Uma consequéncia imediata da descontinuidade de ¢ é que, em geral, esta funcao
também nao ¢ diferencidvel (Lima [5]). Notemos ainda que ¢ nao ¢ inversivel (basta
observarmos que, no exemplo 1.4, (=00, 1] C ¢~ '({3})).

Hé ainda vérias propriedades da fungao ¢ a serem exploradas, como, por exemplo,
a existeéncia ou nao de condicoes sobre as fungoes de distribuicio F' e G sob as quais
¢ seja continua (em caso afirmativo, um aspecto interessante a ser abordado seria a
determinacao de tais condigoes e, em caso negativo, a caracterizacao dos pontos de
descontinuidade de ¢). No entanto, nao faremos aqui um estudo mais minucioso da

funcao ¢, uma vez que esta andlise nao corresponde ao objetivo central do presente
trabalho.

1.2.2 Mensurabilidade de ¢

Nesta subse¢ao , vamos verificar que a funcao real ¢ : IR — [0,1] é B-mensuravel,
onde B ¢ a o—dlgebra de Borel em IR. Isto é, vamos provar que ¢(X) e ¢(Y) sao

varidveis aleatérias definidas em JR. Para isto, mostraremos que {z € R : ¢(z) <
t} e B,Vie R.

Como a imagem de ¢ corresponde ao intervalo [0, 1] , temos que {z € R : ¢(z) <
t} =0eB,set<0ef{zeR:¢p(x) <t} = Re€B,set>1. Assim, a prova da
mensurabilidade de ¢ se restringe a demonstrar a inclusao acima para ¢ € (0, 1].

Fixemos ¢ € (0,1]. Sabemos que ¢ pode ser escrito da forma ¢t = 352, d,(¢)(3)",
onde d;(t),dx(t)... sdo tais que 0,d;(¢)d>(t)... é uma expansao diddica de t. Para
evitarmos qualquer ambiguidade na definicao de expansao diddica de um ntnero real
t € (0,1], consideraremos para ¢t , aqui, a representagio diddica infinita, isto é,
a representacao em que figuram um numero infinito de 1's. Assim, por exemplo,
para t = %, consideraremos a expansao 0,01111... , que possui uma infinidade de
1's, ao invés da expansao 0,10000... , que possui um numero finito destes (notemos
que sempre ¢é possivel escolher uma sequéncia com infinitos 1's). Tomemos entao

zo € {z € R: p(z) < t} e seja (zg) = 52, in(3)". Logo:

o ) o
so€{z€R: pz) <t} & plz) <t & ;in(%)" < Z:ldn(t)(%)"

Como estamos considerando uma expansao diddica infinita para ¢ , segue que a
ultima desigualdade acima é verdadeira se e so se ,
i / 5
( n) " ' W L
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I ng € IN tal que ng =inf{n € IN i, #d,(t) e i, =1—d,(t) =0} &

& I ng € IN tal que 2o € Iy (1)..dng_1(1)0 € dnp(t) =1 &

& dng € IN tal que zg € Idl(t)~--dn0—1(t),l—dno(t) e dno(t) =1

Definindo a sequéncia de conjuntos {4, : n > 1} por:

0 sed(t)=0 0 se dn(t)
A == ‘4"' =
! { 1 ¢ Idl(t)...dn_l(t),l—dn(t,) se dy(t) =

temos que

3 ng € IN tal que o € a,(t)...dng-1(t),1~dnp(t) © dno(t) =1

(o]
& dnp€ IN tal quezg € A,, & zo € UAn

n=1

Assim, 2y € {z € R: p(z) <t} © zo € U2, A,. Logo,

{zeR:p(z) <t} = UA

Mas, Vn € IN , cada conjunto da forma I;, ; € formado por uma unido de no
maximo n + 1 intervalos reais, conforme o lema 1.5. Assim, como A, = @ ou A, é
da forma I;, ;, , Vn > 1, segue que A, € B, Vn > 1, pois ou é o conjunto vazio ou é
uma unido finita de elementos de B (em qualquer um dos dois casos, A, é elemento
de B). Como A, € B, Vn > 1, segue que 02, A, € B e, consequentemente,
{reR:p(z) <t} eB,Vte (0,1].

Assim, temos que ¢(X) (e também ¢(Y')) sdo, de fato, varidveis aleatérias reais.
Determinemos entao as distribuigoes de p(X) e p(Y").
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1.2.3 Determinacao da distribuicao de ¢

Provemos, finalmente, que ¢(X) e p(Y") tém ambas distribuigao uniforme no intervalo
(0,1). Calculemos entao F,x)(t), Vt € R , a fungao de distribuicao de ¢(X) pela
definicao .

Fyx)(t) = P(p(X) <t) = P(X € 7' ((~00,t)) = Px({z € R: p(z) < t}),
onde Py é a medida de probabilidade em (IR, B) induzida pela varidvel aleatéria
X e o !(A) é a imagem inversa do conjunto A € B pela fungao ¢. Assim, temos:

(D)t<0={zeR:p(x) <t} =0 e, portanto, Px({r € R: p(z) < t})=
Px(0) = 0.

(2)t>1= {ze€ R:px) < t} =R Logo, Px({xr € R: p(z) < t}) =
Px(R) = 1.

(3) 0 <t <1, vale que:

{z € R:p(z) <t} = ] An. Deste modo,

n=1
F,x)(t) = Px(lJ An)
n=1

Afirmamos que {A, : n > 1} é uma sequéncia de conjuntos disjuntos dois a dois,
isto é, A;NA; = 0 se i # j. Para verificarmos tal afirmacao , consideremos, sem
perda de generalidade, 1 < j. Se A; = @ ou A; = 0 , obviamente teremos A; N A; = 0.
Tomemos entao indices 7,7 > 2 tais que A; # 0 e A; # 0 (tais indices existem pois
estamos considerando uma representagao diddica infinita para t). Neste caso:

Ai = Ig,).dii1-di) € Aj = Lay(t)..d;_1(0)1-d;(t) = Ldy(t)...di_r (t)di (8)....1—d; (2)

Mas, A; = Io@)..dioi@di(®).1—d;(t) < Lar()..dii i) © Lan(e)..dicy @iy N Ai = 0,
pois A; = Iy (t)..di_y(t)1-ds(t)- Assim, vale que A;NA; C AiN Lo t)..ai_y(tyasry = 0 e,
consequentemente, A; N A; =0, ¢ < j. Logo, os conjuntos Aj, Ay, ... sdo disjuntos
dois a dois.

Voltando ao cdlculo da fungao de distribuicao de ¢(X) , temos:
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o0 oo

Fox)(t) = PX(U A,) = ZPX(A")

n=1 =4 |

Determinemos entao Px(A,), n € IN. Se d,(t) = 0, temos A, = 0 e, portanto
Px(An) = 0. Caso dn(t) = 1, temos Px(An) = Px(a,(t)...dn-r(t),1~dn(t)) = (3)™, pois,
por construgao , o conjunto Ig, (s)...d,_,(t),1—dn(t) CONtEM (—) da dlstrlbulgao de X.
Assim:

0 se dy,(t)

Px(4,) = { (1" se do (1) :(1) ,ou ainda, Px(A4,)= (%)"dn(t)

N[

Substituindo na expressao da fungao de distribuigao de (X), temos:

0
1\) Z t,

pois, como 0, d;(t)d(t ) . corresponde a uma expansao diddica do nimero real ¢,
vale que 352, dy(t)(3)" = t. Logo, de (1), (2) e (3), temos que

0 set<0
F(p(,\')(t): t sel0<t<1
1 set>1

que ¢ a fungao de distribuigao de uma varidvel aleatéria com distribui¢io uniforme
no intervalo (0,1). Logo, ¢(X) ~ 4(0,1). Analogamente, obtemos que (V) ~
U, 1).

Citamos no inicio desta se¢do que a prova do teorema 1.2 consiste em verificar a
existéncia de uma fungao real ¢ tal que as varidveis aleatérias ¢(X) e ¢(Y) sejam uni-
formemente distribuidas em (0,1). Deste modo, com a construcao que apresentamos
nas subsegoes 1.2.1, 1.2.2 e 1.2.3, concluimos a demonstragao do teorema 1.2.

Destacamos, inicialmente, que nas hip6teses do teorema 1.2 nada é mencionado
sobre os espacos de probabilidade onde X e Y sao definidas, sendo feita referéncia
apenas a estrutura das suas funcées de distribuicdo F' e G (respectivamente). Deste
modo, o resultado do teorema 1.2 é vélido, inclusive, para varidveis aleatérias defini-
das em espacos de probabilidade distintos. Notemos também que X e Y sdo supostas
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serem varidveis aleatdrias continuas quaisquer, absolutamente continuas (isto é, que
apresentam funcoes densidade de probabilidade) ou nao. .X e Y podem ainda possuir
ou nao momentos bem definidos.

Em segundo lugar, ressaltamos que nao é tnica a transformacao real ¢ tal que
as varidveis aleatorias ¢(X) e ¢(Y) sejam uniformemente distribuidas em (0, 1). Por
exemplo, uma outra funcao ¢’ que goza desta mesma propriedade é dada por ¢’ = 1—
¢. Mais precisamente, existem infinitas funcoes nestas condigoes (em geral, podemos
considerar varias indexacoes para os conjuntos obtidos a partir das proposigoes 1.1 e
1.2 (e extensoes ) diferentes daquela adotada na subsecao 1.2.1).

O resultado do teorema 1.2 pode ser generalizado para um nimero n € IN qual-
quer de varidveis aleatdrias continuas. Isto é, dadas n varidveis aleatorias X1, ..., X,,
com funcgoes de distribuicao continuas Fi, ..., F},, respectivamente, e uma funcao de
distribui¢ao continua qualquer H, existe uma fungao real ¢ tal que ¢(X;) ~ ... ~
#(X,), cada uma delas possuindo funcao de distribuicao H.

Por fim, vale mencionar que o resultado do teorema 1.2 continua valido no ca-
so em que X e Y sao vetores aleatérios de mesma dimensao n € IN. Assim, se
X =(Xy,...Xn) e Y = (Y},...,Y,) sdo vetores aleatdérios com funcoes de distri-
buicao conjunta continuas F e G, respectivamente, e H uma funcao de distribuigao
unidimensional qualquer, entdo existe uma fungao real ¢ : IR" — IR tal que as va-
ridveis aleatorias ¢(X) e ¢(Y) tém ambas fungao de distribuigdo H. A extensdo para
o caso multivariado se da de modo similar & demonstragao do teorema 1.2 na sua
versao unidimensional feita aqui.

Na préxima se¢ao , apresentamos uma interpretagao do resultado que acabamos
de provar.

1.3 Interpretacao do Resultado

Segundo De Finetti, o enfoque mais interessante do teorema 1.2 corresponde a situagao
em que as varidveis aleatdrias X e Y sao relacionadas com uma unica quantidade
de interesse, ao invés de duas quantidades de interesse distintas, e F' e G sao as
representacoes numéricas de incerteza (as opinides ) de dois individuos acerca desta
tinica quantidade de interesse. Notemos que esta formulagao é natural sob a concepgao
subjetivista de probabilidade.
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Dentro deste contexto, em que duas pessoas expressam suas opinioes a respeito
de uma certa quantidade de interesse, podemos destacar o seguinte fato no processo
de construgao da fungdo real ¢ (e das varidveis aleatérias p(X) e p(Y)): é possivel
construir uma uniao finita de intervalos reais, a qual De Finetti denominou Campos
de Coincidéncia de Opinioes , onde as opinioes de ambos os individuos (repre-
sentadas por I e (G) coincidem com relacao a quantidade de interesse em questdo a
um certo “nivel de unanimidade”. Em outras palavras, sempre é possivel construir
uma unido finita de intervalos reais que contenha, Va € (0,1), pelo menos 1 — «
das distribuigoes de X e Y simultaneamente. Formalmente, enunciamos este fato na
seguinte proposicao :

Proposigao 1.3 Sejam X eY wvariaveis aleatorias com fungoes de distribuigao continuas

F' e G, respectivamente. Entdo , Va € (0,1), existe uma unido finita de intervalos
reais B = B(«) tal que

Px(B)=Fy(B) 21—«

Prova: Fixemos a € (0,1) qualquer. Sabemos que 3 ng = ng(a) € IN tal que

1- (%)"" > 1 — a. Assim, basta definirmos, por exemplo, a sequéncia de conjuntos
{B,:n>1} por

Bl = Il

B2 = 101

B3 — IOOl

B, =19 01
——

n—1 zero's

e tomarmos B = 2, B,. Deste modo, temos que:

Pe(B) = Px({J B = - Px(By)

onde a ultima igualdade decorre do fato de que {B, : n > 1} é uma sequéncia
de conjuntos disjuntos dois a dois. Como, por construgao Py (B,) = (%)" , Vn > 1,
segue que:
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1,

Pe(B)=3(35) =1-(3) >1-a

|

Analogamente, verificamos que Py (B) =1 — (3)™ > 1—a, concluindo a demons-
tracao da proposigao 1.3.

Destacamos que o resultado da proposigao 1.3 pode ser estendido para um nimero
finito qualquer de funcdes de distribui¢ao continuas. Assim, é possivel estabelecermos
campos de coincidéncia de opinides para um grupo finito de individuos (opinando a
respeito de uma mesma quantidade de interesse). Este fato, segundo De Finetti, acena
uma possibilidade de tentar caracterizar (se é que tal caracterizagao faz sentido) a
“opinido conjunta” de un grupo de pessoas, conforme argumentamos a seguir.

[maginemos uma situagao em que um grupo de pessoas devem tomar uma decisao
coletivamente (problema de decisao em grupo) e que, para tanto, necessitam opinar a
respeito de uma certa quantidade aleatdria através da exposicao de suas respectivas
funcoes de distribuicio (que aqui suporemos continuas) para esta quantidade. A
construcio de campos de coincidéncia de opinides delineia um método alternativo para
tentar expressar qual seria a “opinido ” deste grupo de pessoas sobre a quantidade de
interesse em questdo , uma vez que algumas propriedades dos campos de coincidéncia
, que passamos a listar a partir de agora, sao consideradas, segundo a literatura,
requisitos importantes na tentativa de caracterizar a “opiniao ” de um grupo.

Em primeiro lugar, destacamos que os campos de coincidéncia podem ser vistos
como uma atribuicio genuina de probabilidade para o grupo, diferentemente do que
ocorre com 0s processos usuais de mistura de probabilidades, que produzem distri-
buicoes de probabilidades desprovidas de qualquer interpretagao dentro do paradigma
subjetivista, excetuando-se as situagoes bem particulares de ditaduras ou unanimida-
de. Em outras palavras, as distribui¢oes de probabilidade resultantes destes processos

de mistura nio correspondem a opinido de pessoa alguma, opondo-se a visao de De
Finetti.

Outro aspecto positivo deste método reside no fato de que as opinides individuais
sdo preservadas quando da construgdo dos campos de coincidéncia. Esta ultima pro-
priedade dos campos de coincidéncia confere a este método um carater objetivo no
sentido de que, preservadas as opinides individuais, parece nao haver motivo espe-
cial algum, além daquele de cunho matematico que citamos no proximo paragrafo,
para que os membros do grupo rejeitem os campos de coincidéncia de opinides como
uma expressao de consenso (de fato, nenhum membro do grupo precisa abrir mao de
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suas convicgoes a respeito da quantidade de interesse na formagao destes campos de
coincidéncia).

Apesar das vantagens que destacamos acima (em relagao as formas habituais de
agrupar opinioes ), o método baseado nos campos de coincidéncia também apresenta
algumas limitagoes . Inicialmente, podemos observar que um campo de coincidéncia
de opinides nao determina uma distribuicao de probabilidade propriamente dita, pois
consiste apenas de uma unido finita de intervalos reais e suas respectivas taxas de
incerteza segundo os membros do grupo. Assim, a teoria normativa bayesiana de
tomada de decisao , que estd fundamentada na maximizacao de utilidade esperada,
nao se aplica a qualquer procedimento de tomada de decisao que tenha por base os
campos de coincidéncia como descrigao da “opiniao ” do grupo (embora esta solugao

bayesiana tenha sido formulada somente para a versao unipessoal do problema de
decisdo ).

Outra deficiéncia que podemos apontar neste método é a auséncia de uma sus-
tentacdo axiomatica, em termos de coeréncia, que justifique a adogao dos campos de
coincidéncia como uma representacao da “opiniao ” de um grupo de pessoas. Este
inconveniente, presente também em todos os demais processos de agrupamento de
opinides , decorre da inexisténcia de um conceito de coeréncia (racionalidade) coleti-
va. Embora Arrow [1] tenha demonstrado a impossibilidade dé um grupo de pessoas
coerentes tomar decisoes de maneira racional, muitos trabalhos tém sido feitos vi-
sando estabelecer tal conceito de coeréncia conjunta e, consequentemente, uma forma
numeérica de traduzir a incerteza de um grupo de pessoas.

Dentro deste contexto de problemas de decisao coletiva, onde nao ha nenhuma teo-
ria normativa para tomada de decisao e sim vdrias tentativas de caracterizar coeréncia
conjunta, julgamos que a existéncia dos campos de coincidéncia de opinioes venha a
contribuir para a discussao e a reflexao sobre esta questao , ainda bastante em aberto.
Esta contribuigdo pode ser tanto mais significativa a medida que existe “um ponto
que esta se tornando cada vez melhor compreendido em teoria de decisao em grupo, a
saber, que um grupo de bayesianos nao pode ser totalmente bayesiano mesmo quando
seus membros queiram que assim seja” (Genest e Zidek [4]).

A seguir, apresentamos alguns exemplos de campos de coincidéncia de opinides .

Exemplo 1.8 Consideremos novamente a situa¢ao do exemplo 1.4, onde X eY sao
varidveis aleatdrias com distribuigées uniformes sobre os intervalos (1,2) e (2,3),
respectivamente.
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Um campo de coincidéncia de opinides com a = 0,125 seria a uniao de interva-
los (1, %] U(2, 2] (correspondente a I U Io1 U Toor, conforme construgao da subsegao
1.2.1), ou ainda o intervalo real (3, 2]. Notemos que como os suportes das distri-
buicoes de X e Y sao disjuntos, o campo de coincidéncia de opinides nao estara
contido na interseccao destes suportes. O mesmo nao ocorre no préoximo exemplo.

Exemplo 1.9 Retomemos o ezemplo 1.5, onde X e Y sao varidveis aleatdrias com
distribui¢des normais com média comum 0 e varidncias 1 e 4, respectivamente.

Aqui, um campo de coincidéncia de opinies com o = 0,25 corresponde ao conjunto
(—o0,0] U (0,635 ; 2,35]. Neste caso, parece nao haver nenhum intervalo real que
constitua um campo de coincidéncia, diferentemente do exemplo anterior.

Estes dois exemplos nos mostra que ha varios pontos obscuros na caracterizagao
dos campos de coincidéncia, trazendo & tona algumas questoes : Sob quais condigoes
sobre os suportes das fungoes de distribuicdo F' e G é possivel obter um 1nico intervalo
real como um campo de coincidéncia de opinides ? Qual seria uma cota superior para
o numero de intervalos reais que compoem um campo de coincidéncia em fungao de a?
(Quanto a tltima pergunta, um limitante superior bastante grosseiro para o nimero
de intervalos reais seria "—°Q‘§—+D ,onde ng = ng(a) =min{fn € IN : 1—(3)" > 1—a})

Além das questdes de cardter matemético que mencionamos no paragrafo anterior,
existem vérias indagacdes de ordem filoséfica: Faz sentido a construgao de campos
de coincidéncia quando os suportes das distribuicoes de X e Y sao disjuntos? Serd
que quando F' e G possuem mesmo suporte os campos de coincidéncia fornecem uma
interpretacao mais clara (precisa) sobre a incerteza do grupo do que em situagoes
mais gerais? Admitindo que um campo de coincidéncia seja uma expressao bastante
razoavel de consenso, qual seria um “nivel de unanimidade” adequado a ser adota-
do? Este valor dependeria do particular problema que estaria sendo considerado?
Como podemos ver, ha muito ainda a ser estudado e entendido sobre os campos de
coincidéncia de opinices de De Finetti.
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Apéndice

Neste apéndice, apresentamos as demonstracoes dos Lemas 1.3, 1.4 e 1.5 que foram
omitidas anteriormente.

Lema 1.3 Sejam X eY wvaridveis aleatorias com fungoes de distribuicdo continuas
F e G, respectivamente. Seja Cx = {(a,b) € R* : F(b) — F(a) = 5, —0 < a <
b < +o00}. Se Mx N My =0, entdo ezistemn intervalos (ai, b}, (az, bs], ambos em C,
tais que G(by) — G(a1) < 5 e G(by) — G(ag) > 3.

Prova: Sejam my = inf Mx e iy = sup Mx. Notemos que my € Mx e
My € Mx, uma vez que My é fechado por ser a imagem inversa do conjunto fechado
{3} pela fungao continua F'.

Além disso, sejam ng = [my] e Ny = [mx]+1. Como Mx N My = 0, suponhamos,
sem perda de generalidade, que G(7ix) < 1 (é claro que G(my) < § = G(my) < 3
, pois G é nao -decrescente). Consideremos as sequéncias de pares ordenados (ou de

intervalos reais) (I, : n > 1) e (J, : n > 1) dadas por:

I,=(no—n; Sup{ﬂZER:F(QJ):%-{-F(TLO—TL)}] e

1
J, = (inf{z € R: F(z) = F(No+n) — 5} ; No+nj
Observemos que estas duas sequéncias estao bem definidas, pois ng—n < sup{z €
R:F(z) =1+ F(ng—n)}einf{lz € R: F(z) = F(No +n) — 3} < No+n, para
todo n > 1, pelo nao -decrescimento de F'. Destacamos que, com esta construgao ,

In eC,\', Jn, EC/\’,VTLZ ]..

Notemos que sup{z € R: F(z) = 3 + F(ng —n)} | mx e inf{z € R: F(z) =
F(No+n)— 1} t my , quando n — +o0. Assim, p, = P(Y € 1) = G(Mx) e ¢, =
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P(Y € J,) - 1 —G(my) , quando n — +oco , pela continuidade da fungdo de

distribuicdo G. Deste modo, temos que 3 n, € IN tal que n > ny = p, < % (basta

considerarmos, por exemplo, ¢ = 3(3 —G(Myx))) e Iny € IN tal quen > ny = ¢, > 3
1/71

(tomando, por exemplo, ' = 5(5 - G(my)))-

Logo, para n > n* = max{ny,n2}, P(Y € I,) < 3 e P(Y € J,) > 3. Assim,
denominando I,- = (a1,b1] e Jo- = (as, by], segue o resultado, pois P(Y € I,-) =

G(b) — G(ar) < &, P(Y € Ju-) = G(by) — G(ag) > L e I, Joe € Cx.

Lema 1.4 Seja X wma varidvel aleatoria com fungao de distribui¢ao continua
F. O conjunto Cx = {(a,b) € R? : F(b) — F(a) =}, —00 < a < b < +oo} €
COnezo.

Prova: Vamos demonstrar este lema por absurdo. Suponhamos, entdao , que
Cx nao seja conexo, ou seja, que existam (conforme em Marsden [7]) conjuntos nao
-vazios Ag e A, abertos em IR?, tais que:

Cx C AglJA , CxNA#0 , Cx(NAi#0 e CxNANA=0 (1)

Como antes, definimos P~ '({a}) ={z € R: F(z) =a},0<a <1, emy emy,
o infimo e o supremo de P‘l({%}), respectivamente. Consideremos os seguintes dois
casos:

(1) P7I({1}) =0
Neste caso, definindo, Vz € (—00,my), B, = {z} x P7'({F(z) + 3}), temos

CX = U B,

z€(—co,my)

Afirmamos que, Vz € (—oo,my), B, é conexo, pois é conexo por caminhos. De
fato, dados P = (z,9.) € By, i = 1,2, existe uma curva continua v : [0,1] — R?
unindo P} a P2 com v(0) = P! , v(1) = P? e 4([0,1]) C B; , a saber

~ M

7(t) = (), 1)) = (1 — )y, +ty;) , t€0,1]

E facil ver que v é continua, pois 1, (t) = z e 7(t) = (1 — t)yt + ty2, suas
componentes, o sao . Além disso, ([0, 1]) C Bz, pois, Vt € [0,1],
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min{yl, y2} < v2(t) < max{y,, v},

e sendo F' nao -decrescente,

F(min{ys,y2}) < F((1 — t)ys + ty2) < F(max{y.,y2})

Como F(min{y},y2}) = F(max{yl,y2}) = F'(z)+3, concluimos que F((1—¢)yL+
ty?) = F(z) + % , Vt € [0,1]. Logo, ¥([0,1]) C B,.

Estabelecida a conexidade dos conjuntos B.., iniciamos a demonstragao propria-
mente dita (por absurdo) da conexidade de C'x.

Se C'y ndo é conexo, existem conjuntos abertos nao -vazios Ay e A; em IR?
satisfazendo as condi¢oes em (1). Assim, tomemos Py = (zo,%) € AoNCx €
Py = (z1,1) € 41 NCx.

Afirmamos que, Vz € (—oo,my), By # 0, e, ou B, C Ay ou B; C Ay, pois, em ca-
so contrario, B, nao seria conexo, uma vez que teriamos B, C Cx C AgU A, , B, N Ao #
0,B.NA #DeB,NANA C CxNAgNA; =0. Notemos que, do mesmo modo,
xo # 1, pois, em caso negativo, B, = B;, nao seria conexo.

Podemos, portanto, considerar a fungao I : (—oco,my) — {0,1}, definida por:

| 0 se By C Ay
I(x)_{l se B, C A

Vamos verificar que I é continua em (—oco, my)! Evidentemente, isto é absurdo,
pois I é uma sobrejecao (I(zp) = 0 e I(z;) = 1). De fato, tomemos z* € (—oo, my)
qualquer e, sem perda de generalidade, suponhamos que B;- C Ay, de tal forma que
I'{z*) = 0.

Como F' é continua, F'(inf P~ ({a})) = «, qualquer que seja o € (0, 1). Por isso,
F(inf P~Y({F(z*) + }})) = F(z*) + 3, de modo que o ponto (z*,inf P~*({F(z*) +
5})) € B,- e, consequentemente, pertence a Ao. Sendo Ay aberto, temos que

3 &, > 0 tal que B((z*,inf P7'({F(z*) + 5}),61) C Ay , onde
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E _','* mf =i (¥
((2*,inf P-Y({Flz*) + %}), £1) representa a bola fechada de raio €, centrada em

(z*,inf P~} ({F(z*) + %})

A’i\"f. r1ate = 3

ssim, existe P’ = (2',y') € Ao com ¢’ < z*, tal que F(y)-F(') = 1: este ponto
inferéncia de centro em (2", inf PY({F(z*) +3})
+ih)—e)a(e’ - ey, inf P71 ({F(z") + s

P’ pertenc

pertence ao menor arco da circt
e r‘axo g1 que une (z*, ian”l({F(x*)
pois

o | =

F(illfP_l({F($*)+—;—})—51)—F(z*) < % e F(infP'l({F(I*)-F%}))—F(iE*—El) s

Deste 0l
este modo, (2',y') € Br € consequentemente, I(z') = 0.

" E’ mais: Vz € [2', "] s I(zx)=0. Com efeito, considerando-se 0 segmento que une
=0 w8z inf P~1({F(z") + %})), temos que:

DO | =

e F(y)-Flo)s

1
et
=2

F(int P (F(z") + 51) = F@
F(z) =3 & consequentemente,
x*,ian‘l({F(x*) +1i}),e) C
vz € [,2"] I(z) = 0.
[z*, "], I(z) = 0.

neste segmento tal que F(y) —
(z,y) € By. Como este segmento est4 contido em B(
‘flO , segue que (r,y) € AgNB: e I(z) = 0. Portanto,
Analogamente, podemos verificar que 3 2’ > ¢ tal que Vz €

s L :
omando-se § = min{z* — g, 2" - £*}, temos que

Logo, existe (z,y)

@) - 1) =0 < €

Mas isto ¢ absurdo, pois ] assume valores
lipotese de Cx nao ser conexo,

V€>0,3(5>Otalque|:L‘—1"|<(5 = I

Logo, I é continua em (—oo,mﬂ\-).
e = =
Im {0,1} e nao ¢ uma funcao constante
(o) =0e I(zy) = 1). Portanto, Cy é conexo.

(temos, na !

Da mesma forma, podemos provar & continuidade da fungao I quando By C A

(2) P1({1}) # 0. (Neste caso, Bx #0 V2 € M)
Pl 1B l({l)}) ¢ da forma P”l({%}) - [Ul’,\'va\'L temos, neste €aso,

b= ( U B UL U e

z€[my Mx]



()l) ser « v . )
Serve 1( 1 cla < . 5 ] y l E; A ‘l

'\l \ 4 3 01
a demonstracao feita em (1)

Em seg
om segundo lugar, o ¢ i _ 4 CONEX : :
UIE[ i_,( . 0 conjunto Uxe[m‘\_‘,”i\.] B, ¢ conexo por caminhos, pois, ¥ (2, y) €
71 ; —— re 1 — r P > "] ]
(111;11:1('\117(21'}] 1B_p, vale que Fly) - F(z) = 3 ¢ consequentemente, dados dois pontos
U squer deste conjunto, 0 segmento de reta que os une é uma curva continua em
r€lm Ty D: Argur aqul m
(m, mix] Bz (0 argumento aqul e \presentado e (1) quando da

T e xposto ¢ 0 mesmo &
rificacao da conexidade 4 "
cao da conexidade de B,). Logo, Uselm, ix) B, ¢ conexo.

xos com pelo menos um ponto em

Por B ; . . .
r fim, C'y ¢ a unidao de dois conjuntos cone
~ Assim, C'y € conexo (Lima [6]).

COl t e B

num (UIH ])()Il .0 d ; 771\-)
. >
1,) = {O, I} y C()ﬂSt? uLdo

forma I;..in> (1, s U
o mdzimo, porn+1

L r .
ema 1.5 Qualquer conjunto da
9.1 é composto, T

Sequ; L e ! o
qundo o procedimento descrito na subsegao 1.
intervalos reais.

4 afirmagao € verdadeira,
ico intervalo real e Io € formado por

ste fato € verdadeiro para n € IN
on conjuntos da forma

este lema por inducao . Paran = I,

0s que [; ¢ um un
que e

'Prova: Provaremos
pois, pela proposigdo 1.1, vim
umh ()}1 dois intervalos. Suponhamos, entao ,

(IHIPOU‘S(‘. de inducdo ). Assim, suponhamos que todos 08
iriny (31, .0, i) € {0, 1}", sao formados por, 1o méximo, n + 1 intervalos reais.

r, digamos L, ..ins constituido de k <n+1l
T — L

5 conjuntos qualque
com @+l ~ bis 1.5
)., Prce

= Ule((zj,l)J] ,

F()II](‘,III()S u deste

intervalos reai
0 rvalos reais. Deste modo, Liy..in
e : 33 N i apll -
mbramos que estamos admitindo as p()SSlbllld‘d(lOb fy = =80 20 by =+
ce _ L L oy -
dendo como na proposicao 1.2, podemos obter um subconjunto Liy...in 1 de fiy...in 4UE

serd da forma (ay, br U(ar+l»br+l] U U((Ls’bo], coml £7 58 < k. Este conjunto ¢
constituidode s —r +1 < kS P +1 intervalos, enquanto qué seu complementar em

relacs ‘o " B &
.('l‘“““’ 8 1y s digidadd no maximo, 7 +k-—38 +1<k 1<n+2
II g . 'n oidng o ) ‘ ’

itervalos reais.  Logo, qu la forma [ij inin+1 & composto por, 1o

maxi v g o
aximo, n + 2 intervalos reais, 1dugao -

, 6 composto por,
quer conjunto ¢
concluindo a i1
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Conclusao

Nest

veste trabalho, verificamos aneir: iavei
sl i c ‘ .(?, ?(Tlf}(/dm()b, (10~ maneira b-cm detalhada, que, dadas duas variaveis
obi as reais X e Y com funcoes de distribuigao continuas F e (7, sempre ¢é possivel

Ler a 1INices ~ ) - ¥ ,
Pidat uma tnica funcao real ¢ tal que as transformadas #(.X) e ¢(Y) (também va-
2)\'(‘]3 g 34 L - = , ” 51 e ,
s aleatorias) possuam, ambas, a mesma funcao de distribuicao , digamos H.

acao interessante dentro

estacamos ainda que este resultado possul uma interpret
tiva, quando duas pessoas possuem opinioes

oresse traduzidas numericamente
dade de se obter, no processo de
), uma unido finita de
e opinioes , onde
dade de interesse

df) contexto de problemas de decisao cole
distintas a respeito de uma dada quantidade de int
I.)Ul‘ F e G. Neste caso, De Finetti apontou a possibili
construcao da funcio ¢ (e das varidveis aleatorias ¢(X) e d(Y)
enominou Campos de coincidéncia d

Intervalos reais, a qual d
coincidem com relagao a quanti

as oniniRec e
as opinides de ambos os individuos
em questao .

lidade de tentar caracte-
uantidade de
nde a uma

acena uma possibi
a respeito de uma certa q

léncia de opinioes correspo

. Segundo De Finetti, esta constatagao
Flzar a “opiniao 7 de um grupo de pessoas
.”lt(.’.r(ls:se, uma vez que um Campo de coINCic
atribuigiao genuina de probabilidade.

stoes sobre a natureza dos Campos de coin-
s na caracterizagao de tais cam-

Por fim, levantamos algumas que
sem divida, nortear futuros

cidénci; 6L 4 - . .
léncia de opinides ; ha ainda vdrios pontos obscuro
s pode,

)05 . L
POs. A busca de respostas a estas indagacot

trabalhos nesta drea.
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