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Resumo

Este trabalho estuda as flutuações, temporal e espacial, do processo de médias ale-

atórias (PMA), que representa um sistema de alturas, denotado por v7t e com conÊgurações

em .l?z', assumindo como configuração inicial uma superfície parabólica de dimensão d

passando pela origem. Mostra que no caso simétrico e com alcance finito, as flutuações

da altura do sítio # se estabilizam apenas quando d ? 5 e são da ordem de ti d/4, se

d = 1, 2 ou 3 e da ordem de (log t):/', se d = 4, mas, no caso viesado, 77t(a) flutua sempre

em todas as dimensões. Estuda também o processo visto da altura da origem, denotado

por Õt, no caso simétrico e de alcance 1. Prova que as flutuações de Õt(z) são limitadas

quando d ? 3 e que este converge fracamente para uma superfície aleatória Õ(z), quando

Z -> oo, que é invariante para o processo de médias aleatórias. Os resultados são obtidos

para um processo a tempo discreto (um autómato celular probabilístico) e no caso do
processo a tempo contínuo, considera-se aproximação através de uma família de procesos

a tempo discreto.

Abstract

Tais thesis studies the time and space .Huctuations of a d-dimensional paiabolic surface

submitted to a random averaging process (RAP) . We show that in a symmetric Ênite range

case the time fiuctuations are bounded in d 2 5. In d = 1, 2 and 3 they are of the arder

ti-a/4, respectively. In the d = 4, they are of the order (logo)i/2. In a biased case, they

are of the arder t5/4 in d = 1, t(logo)i/2 in d = 2 and t in d ? 3. We also study the
time fiuctuations of the surface as seen from the height of the origin and show that in

d = 3 and 4 they remam bounded for a symmetric nearest neighbor case. For all bounded

fluctuation cases, we obtain a stationaty measure as a time limit of the evolution. We also

obtain the magnitude and shape of the spatial fiuctuations of that measure. The resulta

are fiist obtained fol discrete time versions of the dynamics. \Ve use discietizations of the

continuous time dynamics to get the results from the discrete case by approximation.
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Capítulo l

Introdução

Superfícies aleatórias têm sido usadas como modelos para o estudo de diversos fenómenos

em mecânica estatística. Vede ]21, 13], l41 e l71. O ponto de vista usual é de equilíbrio:
define-se uma sequência de superfícies aleatórias indexada por volumes finitos de uma re-

de infinita que convergem para a rede inteira, em geral a partir do formalismo Gibbsiano.

Um objeto central do estudo são as flutuações de uma porção da superfície ao redor da

origem como função do volume. O ponto de vista deste trabalho é o de fora do equilíbrio:

começamos com uma superfície inicial fixa e a submetemos a uma evolução estocástica. O

objeto central do nosso estudo são as flutuações de uma porção da superfície ao redor da

origem como função do tempo. A dinâmica, a ser descrita em mais detalhe adiante, é de

natureza local, o que permite realiza-la em volume infinito. Nossa referência básica é l61.

Neste trabalho é introduzido e estudado o processo de médias aleatórias, que chamamos

de PMA, assumindo como configuração inicial um hiperplano passando pela origem, entre

outras condições iniciais. O PMA, tratado no referido artigo, pode ser definido da seguinte

forma: consideremos um processo estocástico denotado por v7t, t 2 0, com configurações

pertencentes a Hz'. Para cada sítio ã € Za e em cada tempo t, temos uma altura 77,({) e

estas alturas evoluem de acordo com a seguinte regra: sejam {Nt({), { C Zd} uma família

de processos de Poisson independentes cle parâmetro l e {u(i, .),i C ZÚ} uma família de

vetores de probabilidade aleatórios independentes entre si e da configuração inicial 77o, sen-

do estas duas famílias independentes estocasticamente. Além disso, (u({,.j)){,j.z. é uma
matriz estocástica aleatória, isto é, cada entrada é uma variável aleatória e a soma destas
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variáveis em cada linha é l com probabilidade l e u({,J) tem a mesma distribuição de

u({ + b,.j + A), para todo {,.j, A C Z', ou sda, u(á,.j) é invariante por translação. Quando
o relógio exponencial toca para o sítio { no tempo t, uma realização de zi é escolhida e a

altura deste sítio é renovada por uma combinação convexa aleatória das alturas de todos

os sítios .j C Zla, a qual é dada por EjcZa' u(i,.j)z71(J). Os coeficientes desta combinação

convexa são escolhidos independentemente em cada tempo.

O PMA é um caso especial dos processos lineares tratados por Liggett j101, Capítulo

IX, em quc condições iniciais com distribuição invariante por translação são considera-

das, diferentemente de Ferrari and Fontes l61 e do presente trabalho. Como exemplos
particulares de PMA temos o processo suavizado com ruído e o modelo do votante. No

primeiro, existe uma matriz a tal que u({a}) = 1, onde z,' é a distribuição da matriz u
e p concentra toda sua massa em uma matriz constante. Para cada manca do processo
de Poisson, a combinação convexa é multiplicada por uma variável aleatória positiva e

independente W, de média 1, chamada de "ruído" . Liggett and Spitzer l91, Andjel jll

e Liggett j101 estudaram questões relacionadas a existência e ergodicidade deste processo

com "ruído'. No segundo exemplo, p concentra massa num conjunto de matrizes com a

seguinte propriedade: para cada i existe exatamente um j com u(i,.j) :# 0 e portanto,

igual a l. Isto é, quando o relógio toca para o sítio {, sua altura é renovada pela altura

do sítio .j para o qual temos u(i,.j) = 1. Em Durrett ISI podemos encontrar uma recente
revisão deste modelo.

Nosso trabalho estuda questões relativas às flutuações, temporal e espacial, do processo

de médias aleatórias, assumindo uma configuração inicial parabólica dada por Xo({) =

lill2. Resultados para condições iniciais parabólicas do tipo Xo(z) = clllzll2 + bz + c, com

ü C .F?, a # 0, b C .F?a, c C #? fixos, podem ser obtidos do caso em que consideramos.

Nós estendemos os resultados de l61, obtidos pala o caso de uma superfície inicial planar,

para o caso de uma superfície inicial parabólica.

No Capítulo 2 definimos o processo das alturas em tempo discreto (um autómato

celular probabilístico), denotado por X«, com configurações em E2z'. No caso discreto,

as alturas de todos os sítios são renovadas a cada tempo n. Definimos então o proces-

so {u«(á,.j), {,.j C Zd}«?l onde, pala n fixo, u.(.,.) satisfaz as mesmas condições da
matriz u do caso contínuo e as matrizes {u«(-,-), n ? 1} são independentes. Então,
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X«(i) = Ej.z' u«({,.j)X« i(.j). Escrevemos a altura do sítio { no tempo n em função das
matrizes ux;,k 5; n e da configuração inicial Xo. Esta relação é escrita como uma espe-

rança condicional da posição inicial calculada em sítios ocupados por um passeio aleatório

simples definido num meio aleatório. Introduzimos o processo L«, dua/ a X«, e a partir

deste ponto, tendo em vista que X. :g: .L. para todo n fixo, obtemos todos os resultados

pat'a Z'n. Denominamos este modelo, descrito no Capítulo 2, como/etamente {ndependenfe

ou CI. Utilizando o fato de que uma versão de .[. centrada é um martinga], obtemos

expressões para a val'iância do processo .[«. Esta variância é escrita em função de va]ores

esperados de funções de uma cadeia de Markov. Na parte final são provados alguns lemas

relacionados com esta cadeia os quais serão utilizados no Capítulo 3. Também introdu-

zimos duas definições, uma sobre a simetria da variável u«(í,.j) (Definição 2.5.1) e outra

sobre o alcance do processo (Definição 2.5.2). Estas definições são relevantes pala o nosso

cálculo da ordem de magnitude eln n da variância do processo Zn-

No Clapítulo 3 determinamos a ordem de magnitude em rz das flutuações da altura do

sítio z, para todo z C Z:a, pala o processo L. no modelo Cll, no caso dos u's simétricos

e dos u's viesados. No caso simétrico tornou-se necessário supor que o processo Z. tenha

alcance limitado. Concluímos que as flutuações da altura do sítio z, se d 5; 4, não se

estabilizam, isto é, elas são da ordem de ni'a/4, se d = 1,2 ou 3, e são da ordem de
(logny/', se d = 4. Mas, se d 2 5, estas flutuações são limitadas (Teorema 3.1.1). Pala

o caso viesado não fizemos restrições quanto ao alcance mas assumimos que o processo

tem quarto momento finito. Concluímos que para todo d 2 1, as flutuações de Z,«(3)

nunca se estabilizam, flutuando sempre em todas as dimensões. Isto é, as flutuações da

altura do sítio z são da ordem de ns/4, se d = 1, da ordem cle n(logo)i/2, se d = 2, e da

ordem de n, se d 2. 3 (Teorema 3.2.1). Ainda neste capítulo, analisamos a convergência

temporal de .L«(a), provando que este converge quase certamente e em ,C' para a variável

Z'(a), quando d ? 5, os u's são simétricos e de alcance limitado. Como consequência,

concluímos q« X.(z) con«rge em distrib«ição par' É(:«) e L''-(X«(z)) --} y«(L(z)),
quando n -} oo. Em relação à convergência espacial, estudamos a forma das flutuações

espaciais da medida limite, no caso dos u's simétricos e limitados e d 2 5 (Teorema

3.1.2). Neste ponto, nosso caso difere do caso estudado em l61 em que a superfície limite

exibe flutuações espaciais não triviais em todas as dimensões d 2 5. A forma da medida
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invariante nos permite obter com relativa facilidade um resultado de convergência fraca

pala as flutuações normalizadas da medida invariante. Também, para o caso particular

unidimensional de alcance estritamente l e dos u's simétricos e limitados, encontramos

a ordem de magnitude em n da variância de Z«(a), provando que existe uma constante

positiva e finita c, tal que n-;/'\'ar(L«(z)) converge para c, (quando n --} oo (Teorema

No Clapítulo 4 apresentamos o processo das alturas vistas da altura da origem, deno-

tado por -L.. Não foi possível estimar a ordem de magnitude em n da variância deste

processo no modelo CI. Introduzimos então um novo modelo, o qual chamamos de Zempo-

ra/mente ndependenfe ou TI. No modelo CI a altura de cada sítio no tempo n é renovada

por médias aleatórias das alturas dos seus vizinhos no tempo (n -- 1) possivelmente em

todas as direções coordenadas. No novo modelo (TI), a cada unidade de tempo, pri-
meiro escolhemos, de acordo com uma distribuição uniforme, uma direção coordenada e

depois a altura em cada sítio é renovada por médias aleatórias das alturas de seus vizi-

nhos independentemente porém todas na mesma direção escolhida. As outras hipóteses

sobre o modelo continuam as mesmas. Argumentamos que todos os resultados obtidos

pala o modelo CI, nos Capítulos 2 e 3 e na Seção 4.1 são válidos para o modelo TI. Na

Seção 4.2 tratamos da convergência temporal de Z;«, no modelo TI, no caso de alcance
estritamente l (ver Definição 2.5.2) e d ? 3. Neste caso, temos independência entre as

redes pai (soma das coordenadas de cada sítio é par) e ímpar (soma das coordenadas de

cada sítio é ímpar). Por esta razão consideramos o modelo apenas em 2Za (rede par).

Provámos que .i.(a) converge quase certamente e em ,C', para uma superfície aleatória

Z'(z), para todo r C 2Za (Teorema 4.2.1). Logo, temos convergência em distribuição

de -t«(r) = X«(=) -- X«(0) para -E(=), para todo # C 2Za. Na Seção 4.3 estudamos a

ordem de magnitude (Teorema 4.3.1) e a forma (Teorema 4.3.2) das flutuações espaciais

do processo L(sç), neste mesmo modelo, e provámos que estas são da mesma ordem do que

as de L(r), se n C 2Za e d ? 3. Aqui também temos flutuações não triviais em todas as

dimensões d ? 3 e também obtemos a forma assintótica das flutuações normalizadas, em

contraste com o caso planar de l61 (ver Proposição 5.1 e Corolário 5.2 de IÁ.61) em que

não há flutuações não triviais da superfície invariante vista da altura da origem em d = l

e 2 e nestes casos as formas assintóticas das flutuações espaciais das medidas invariantes

3.1.3)
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ainda não foram obtidas (possivelmente por tratarem-se de casos consideravelmente mais

difícieis).Para obter os resultados dos Teoremas 4.3.1 e 4.3.2, trabalhamos com quanti-

dades envolvendo uma cadeia de Maikov -D.. Esta cadeia é simétrica e perturbada na

origem, isto é, suas probabilidades de transição são espacialmente homogêneas fora da

origem. Com o objetivo de utilizar resultados clássicos sobre passeios aleatórios, fazemos

comparações dessas quantidades com outras correspondentes, envolvendo os passeios ale-

atórios simples e simétricos #« (ver 3.1.10) e -Zle (ver 4.3.9). Cromo em Ferrari and Fontes

l61, as comparações são obtidas a partir das funções geradoras das respectivas quantidades.

No Capítulo 5 tratamos do processo das alturas a tempo contínuo e obtemos resultados

análogos ao processo em tempo discreto. Consideramos uma discretização do processo,
isto é, uma família de processos a tempo discreto, denotado por XnN, n 2 0, sendo N' o

indexador da família. Na Seção 5.1 provámos que X[W,] converge em ,C2 para v7t quando

/V --} oo, pala todo Z fixo, assumindo que o processo tem quarto momento finito (Teorema

5.1.1). Como conseqüência deste teorema obtemos a variância do processo 77t como limite

da variância de XÊW.,], quando N --> oo, pala todo 3 C Za fixo. Na Seção 5.2, considerando
alcance finito, caso simétrico e existência do quarto momento, provámos que as íiutuações

da altura do sítio a são limitadas, quando d ? 5, mas não se estabilizam quando d $ 4,

pois são da ordem de t:'a/', se d = 1, 2 ou 3 e da ordem de (logo):/', se d = 4 (Teorema

5.2.1). Na seção 5.3, estudamos o caso viesado e concluímos que as flutuações da altura

do sítio # são da ordem de ts/4, se d = 1, da ordem de t(log t):/', se d = 2 e da ordem de t,

se d ? 3, ou seja, 77t(aç) flutua sempre em todas as dimensões (Teorema 5.3.1). Na Seção
5.4 definimos e estudamos o processo visto da altura da origem, denotado por Õt, t ? 0,

no caso de alcance estritamente l e u's simétricos. Provámos clue as flutuações de Õt(z)

são limitadas em d ? 3 e que Õt(r) converge em distribuição para 0(z), quando t --} oo,

com a correspondente convergência das variâncias, para todo z C Z d

Todos os resultados de Ferrari and Fontes [61 que são utilizados neste trabalho estão

relacionados no Apêndice ,4.6.

Em relação a Ferrari and Fontes l61, todos os resultados deste trabalho são originais

jexcetuando o Apêndice .4.6). Os métodos utilizados são no entanto os mesmos que

produziram os resultados daquele trabalho: a representação das alturas como valores
esperados de um passeio aleatório para frásl a dualidade com um passeio aleatório para
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/re7ztel a martingalidade destes as variâncias das alturas como valores esperados de funções

de uma cadeia de Markov espacialmente não-homogénea. A principal dificuldade adicional

em relação a Ferrari and Fontes l61 relaciona-se a este último objeto: no presente caso ele

é consideravelmente mais complicado, envolvendo um processo a mais, S., correlacionado

com um outro processo, Z)«, o único a aparecer em Ferrari and Fontes l61. Neste ponto, é

necesário separar as contribuições (divergentes) de S« e Z)«. A análise torna-se bastante
mais difícil, requerendo maiores restrições do que em Ferrari and Fontes l61. Separada
a contribuição de S., obtida uma expressão envolvendo uma esperança de D. apenas,

seguimos Ferrari and Fontes l61 e comparamos D« com uma cadeia homogênea. Esta
comparação também, como em Ferrari and Fontes l61, é feita a partir de funções geradoras,

com a dificuldade adicional considerável de se tratar aqui da derivada da função geradora

analisada em Feriari and Fontes l61.



Capítulo 2

O processo de médias aleatórias

Neste capítulo estudamos o processo de médias aleatórias a tempo discreto, isto é, um

awtómafo ce/u/ar proóaó /&tãco denotado por X«-

Na Seção 2.1 definimos o processo das alturas a tempo discreto e, neste caso, as alturas

de todos os sítios são renovadas a cada tempo. Isto é, altura do sítio i no tempo n, para

todo { C Z;a e n 2 1, é dada por uma combinação convexa aleatória da sua própria

altura e das alturas de seus vizinhos no tempo (n -- 1). Definimos o processo L«, dwa/ a
X., tal que X. :g .L.. Denominamos este modelo de como/eZamenfe independente ou CI.

Escrevemos X«(z) e -L«(a) em função da conâguração inicial Xo e dos passeios aleatórios

simples (}'r'")k2o e (}'#r)kZO, respectivamente, ambos definidos num ambiente aleatório.

Na Seção 2.2 apresentamos estes dois processos, X. e Z)«, com uma configuração

inicial específica dada por uma superfície parabólica de dimensão d passando pela origem e

escrevemos o processo Z'« em função de dois novos processos, denotados por Ln e Z«. Além

disso, provámos que o processo L« centrado é um martingal (Lema 2.2.1) e calculamos

sua variância que é dada em função de uma cadeia de Markov (Z)«, .5«)«?o (ver 2.2.37).

Na Seção 2.3 apresentamos duas definições, uma sobre a simetria dos coeficientes

aleatórios da combinação comvexa (Definição 2.5.1) e outra sobre o alcance do processo

X. (ou Z«) (Definição 2.5.2). Ainda nesta seção, provámos quatro lemas relacionados com

a cadeia (Z)«, S«) tratando de homogeneidade espacial, simetria e propriedade de Markov

ILemas 2.5.1, 2.5.2, 2.5.3 e 2.5.4).
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2.1 Processo das alturas a tempo discreto

Consideremos (X«)«ZO o sistema das alturas em tempo discreto, com configurações

em .f?z' e com a seguinte evolução: no tempo n, a altura do sítio { C Z:a é dada por
uma combinação convexa aleatória da sua própria altura e das alturas dos seus vizinhos

no tempo (n -- 1). Para todo n 2 1 e todo i C Za, X«(í) representa a altura do sítio { no

tempo n e definimos como

x«(j) )ll: ««(í,.j)x«-:(.j),
.jazz'

(2.1.1)

U (i,i + .), n ? 1, { C Z'}, (2.1.2)

uma família de velares de probabilidade aleatórios, independentes e identicamente distri-

buídos e independentes da configuração inicial Xo. Ou seja, pata cada n fixo temos

uma matriz estocástica aleatória u., cujas linhas são os vetores de probabilidade iid

{u.(i,i+ .),{ C Za} e a soma destas variáveis em cada linha é l com probabilidade

1. Como conseqüência temos que variável aleatória u«(í,.j) é invariante por translação,

isto é, u.(i,.j) g: u«({+A,.j +k), pala todo i,.j, k C Za. Denotaremos por P' e E a medida

de probabilidade e a esperarlça associadas ao espaço Q onde a família U está definida.

Sejam p a distribuição marginal de ul( , .) e PP e @., a medida de probabilidade e a

esperança induzidas pela distribuição p. Logo, para todo i, J C Z:a e todo n 2 1, temos

Pp Í E «.(i,.j) - l l - l.

sendo

(2.1.3)

OBSERVAÇÃO: A partir de agora, para simplificar, usaremos a notação p(X) para
indicar a esperança da variável X associada à distribuição u. Isto é, ©,(X) =: ü'(X).

Chamaremos este modelo de como/eZamente {ndependerzfe ou CI. Condições para que o

processo CI estqa bem definido são discutidas em Ferrari and Fontes l61. Em particular,

a( lixo(.j)ll ) ll.jll') e
}l: ll.jll' a,(«:(o,.j)) l.jll' «(«:(o,.j)) < '«

jCZójCZd

(2.1.4)

(2.1.5)
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que adotaremos, são suÊcientes. Além disso, vamos assumir que para todo É; = 1, . . . , d,

existe z C Z;a com zk # 0 tal que

Pp(u:(0,a) # 0) > 0.

Seja / a a-álgebra gerada pela família U. Pode-se ver que, fazendo .jo = z, temos

X«(«) }: ll u«-;+:(.j:-:,.j:) Xo(.j«)
j. CZ:a lZ.7i

(2.1.6)

/' ) Xo(.j«)
j.CZÓ

al Xo (}'='") /'1 , (2.1.7)

sendo (V:''")2:. um passeio aleatório começando em z, com probabilidades de transição

dadas por

]''(}'F'" = .j }'2tl(j, .j).(2.i.8)

Ou seja, podemos expressar X.(aç), z C Za, em termos do passeio aleatório }T'" e
de Xo. Vamos considerar agora o passeio aleatório (yA=)kZO, dado pelas probabilidades de

transição

P'(}'F =.j yka.: /') = «A({,.j).

O passeio }'= será dito o daa/ do passeio yn='" . Note que, para todo n ? 0,

{#'(}'r = - 1 /'); « C Z', 0 5; k $ n }

g: {#:'(}'r'"=. 1/'); z C Z', 0 $ k$n },

(2.1.9)

(2.1.10)

Note também que, as distribuições incondicionais (a /) de X' e X''" os tornam, ambos, o

mesmo passeio aleatório (em distribuição), com probabilidades de transição espacialmente

homogêneas, dadas por

«(«,3/)(«,v)l(o,v-«)l -«),v«,vcz'

Sd;m

p r(0,.j) C n e
.jazz'

(' - p ' «'(0,.j) c to,'«),
.jazz'

(2.1.11)

(2.1.12)

9



a, média e variância do incremento do passeio incondicional, respectivamente. Seja agora,

para n ? 0 e z C Z:'í,

Z«(«) Eixo(}'=) /:'1. (2.1.13)

De (2.1.9) temos clue, pala todo n fixo,

X. g: {-L«(z); g C Z'} = Z;.. í2.1.14)

Dizemos que L. é d?la/ a X., referindo-nos a (2.1.14). Os resultados desta tese referem-se

à distribuição de X«, para n individual, ainda que assintótico. E suficiente pois estabelecê-

los para Z'n E o que faremos-

2.2 Processo com configuração inicial parabólica

Seja (X«)«2o o sistema das alturas definido na Seção 2.1. Consideremos como confi-
guração inicial uma superfície parabólica de dimensão d, passando pela origem e definida

da seguinte forma: para cada z C Z;a,

2 2
Xo(« Z (2.2.1)

Então,

z;«(«) EI lll'=ll' l /'l.

Como }wr é um passeio aleatório começando em z, temos

Elz,.(-)l yn=ll:) «ll') ll«ll'+2«(«p) +«e'+n'llpll'.

(2.2.2)

(2.2.3)

Seja .Fn a cr-álgebra gerada por

Un = { uk(«,3/); 0 $ k $ n, «,y € Z' }. (2.2.4)

Com o objetivo de encontrar uma expressão para yar(-L«(a)), consideremos

}=' (2.2.5)

o que implica

iTll' + 2(« + «p)W + ll« + «Pll'. (2.2.6)

10



l)ai, usando (z.z.o) em l.z.

z.(«)

ZíJ ) \J L/ U\-lll\JD

Z«(«) + 2(«+ nP)Z«(«)+ l(«+ «P)l ', (2.2.7)

sendo

Z«(«) ll' l Fn) e (2.2.8)

ã, («) lrn ) . (2 .2 .9 )

Note que, as distribuições de .Ê«(#) e de Z«(z) não dependem de z, pela invariância por

translação do modelo. Soam Z«(0) = L« e Z«(0) = Z«. Portanto,

}''«(z.«(«))(Z«)+ 4}''«l(«+ «p)Z.l +

+ 4C'o«(Z«,(« + np)ã.).(2.2.10)

Como veremos adiante, as ordens de magnitude em n dos dois primeiros termos da ex-

pressão anterior são distintas. Por esta razão, para obter a ordem de Var(Z)«(z)) não pre-

cisamos estimar C'ou(.É«, (3ç + np)Zn) pois utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwai'tz

temos que a ordem de magnitude deste último termo é inferior à ordem máxima dos dois

primeiros.

(a) Cálculo de y-(.É«): Sda yn = }'=. Então,

-u(-Ê«) E(llE.ll') (2.2.11)

Usando(2.2.5) e(2.2.8), temos

Z. (yn - np)ll' l ;nl

)l: }: ll(.j - «P)ll' J''(yn #:'(yn--
kCZ:Ó .jCZÓ

}: }: ll(k-(n -i)P)+(.j-k P)ll'u«(k,.j) P'(yn-:
kCZ:d .jCZ:'i

}: l (É - (n - t)P)ll' #:'(yn-:

+ 2 E(k -(n - l)P)( }:(.j - k -P) ««(k,.j)) I'(yn-:
kCZ'i.jCZ'i

+ }l: ( >: ll(.j - k - p)ll' ««(k,.j)) ]''(yn-:
keZÚ jCZa

lllE.--li' l /n-:l +

+ 2 }: (k - (n - ])P) Õ«(k) ]''(yn-: l En) + }: 0=(Â) ]''(yn-:
kCZa kCZ; 'i

Fn)

11



0«(A)

a;l(k)

}: (.J - k - p)««(k,.j) c n',
.jazz'

}: ll(.j - k - p)ll' ««(A,.j) c n,
.jazz'

E(yn-: ó«(yn-:) E.) e

E(0;l(yn--) l Z,),

(2.2.12)

(2.2.13)

(2.2.14)

(2.2.15)

temos

Z,. = .[..i + 2M« + Wn'

Note que as distribuições de é?«(A) e 0;l(k) nao dependem de k e,

E( Õ«(0)) >1: (.j - P)u«(0,.j))
.jc 2z 'í

©( o=(o)) }l: ll(.J -p)ll' ««(o,j) )
.jazz'

odemos escrever

z« 2}q + t'q' ).

então, pDaí, como

lJ

(2.2.16)

(2.2.17)

(2.2.18)

Sda

Wn+ ) Õ;l(yn-:)IFn),

sendo Õ=(0) (0) - ('

Portanto, usando (2.2.11) e (2.2.19), temos

L. - E( L. )

(2.2.19)

}: 2Wj + }q'. (2.2.20)

Observe que, no caso não viesado (p = 0) e de alcance 1, isto é, ul(0, z)
temos

0 se 11«11 # i,

01 (0) = 0 e portanto, }rj' = 0. (2.2.21)

E
.j=1 .j=i
E @.} ' &e:- (2.2.22)

12



Oe (2.2.14) e (2.2.17), temos

@llt. l Fn-:l E{Elyn-:0«(yn-:) Xnl l J5.-:} :0.(Xn-:) l n. :l
>: EI(h - (n - l)P)Õ«(k) l yn-:

x -Plyn-i = k .7;-il

0, (2.2.23)

e de (2.2.15) e (2.2.18), obtemos

E(Wn' l En-:) { IÕ;(yn-:) l Xnl l En-:} Elã:(xn-:) IEn-:l

)l: lõ (A) l yn-:

x J''lYn-: = 0. (2.2.24)

Observe que, de (2.2.23) e (2.2.24), podemos afirmei' que JMn e À/n+ são martingais em
relação à filtragem {/«, n ? 0}. Como,

z,« (2.2.25)

então, concluímos a prova do seguinte Lema.

Lenda 2.2.1 (1) processo L. n(2 á m marZánga/ em re/anão ti./i/aragem {F., n 2 0].
Observe que,

}: l(É-(.j i)p)Ê(k)l ]''(b-: 18-:) e

E q(k) ]''(b-:

(2.2.26)

(2.2.27)

com

E(};r.) :oj(b-:)) e E(W.') (0;(» -)) 0

Sejam S e Z,) cadeias assumindo valores em Z:d, começando no zero c definidas por

Z). = X. yn e S. yn+ yn, (2.2.28)

sendo (yn)«ZO uma cópia independente de (yn)«2o, dado F . 'Provaremos mais adiante,

no Lema 2.5.2, que (Z,)«,S«)«2o é uma cadeia de Markov. Usando (2.2.28), podemos

13



escrever

El-p(4-- kl& :)I' alz'(b-: )#'(b-: l

nlJ''(b-:
#'(b-: b-:

« (9 - «, «.-: - .) .

- )]

(2.2.29)

Pelo Lema 2.2.1, temos

}''-(z« ) E
.j=i

7Z

E
29), temos

}''«,(21'K + PG')

l4}''-(Wj)+ }'-(W.')+ 4a«(W,, }q')i. (2.2.30)

(a)(i) De (2.2.26) e (2.2

E(@.y

E l E(k-(.j-i)p)©(À)p'(4-: kl%--)l x
L \Aczz' /

E E {l(k - (.j - t)p)ê(k)I' x l-P(b--
kCZ:'i

E « l(k - (J - i)p)Ê(k)I' E ip(b--
kcZ:'i

;,« l@ - o- nücml' «(+ - «,«.-: - .) ,
pela independência de 0j(k) e Fj-i , devido a independência temporal dos u's, e pelo fato

de 0j(k) e 0.f(r) serem não correlacionados quando k :# r

N. i«t«it. d. ;imph6"' ' -t-çã. «j, Õ =(n"', 6(n"'), í') «m. .ópi' d'(n"', 6(n"') , «)
e seja @ : Õ --} (m'í,6(n')) tal que

x l >ll: (« - (.j - i)p) õj(,) #'(%-:
\,C2Z'

}'ar(W. )

P- (0) e #:b(p :# 0) > 0, (2.2.31)

para todo p, sendo .F\ a medida de probabilidade induzida pela distribuição D. Então,

a partir de agora, vamos tomar o espaço de probabilidade Q x Q, onde Q é o espaço de

14



probabilidade anterior em que o modelo estava definido. Neste novo espaço, é claro que

P é independente de 7:'. As esperanças envolvendo variáveis aleatórias que não @ serão

denotadas por .E:, como antes e aquelas envolvendo apenas (P serão denotadas por ã A

not-ção E(P(-)) e ü(©(-)) indic;m esper"ç-s com relação ' @ x P e D x E.

Portanto, usando (2.2.31) na expressão anterior, temos

"«'"',, - E,'""-'' ,«,*.'«(+-',«.-- -.)
kCZd ~ ' '

E.'""-'' ,«,,.'«(:l#-«,«..:
kCZó '''' '"' '

*:.«('"'-o n«,*l':l+ -',«.-: -.})
«(,[(+ .'-:,«)'1'''".-:-.,)
: ", l, ($-:py :l".-- - 'll ,

se«do .$-: - 1)p E(8-:).
(a)(ii) Usando (2.2.27) e (2.2.29), obtemos

}''-(w.') - E(@.'y

E. .E { IqWI' * [J''%-: - k]F,.O]'}
É€2Za '' '

E « lq(A)I' alJ''(b--

;, "« @«.o « (%' - *, «.-: - .)
kCZ'i \ a '

.'? P'(Dj-:

.E

X >l: q(,) ]''(%-:
rCZ3'Z

>l: õ;(k) ]"(b-: X

(2.2.32)

(2.2.33)

pois quando A # I', 0;(k) e 0;(r) são não correlacionadas, 0;(k) é independente de Fj i,

pela independência temporal dos u's e sendo

.': - }''-(õí(o)) - « lii(o)I' (2.2.34)
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(a)(ni) Usando (2.2.26), (2.2.27) e (2.2.29), temos

x Í E e(,) .P(b-: - ,IF,-:)l
\,coza / J

E all(k - (.j - i)p) ê(k) Õ;(k)l x l#'(b-- - klr,.:)I'}
kcZ:ó

E « l(A - (j - i)p) Õ(k) Õ;(k)l -El#'(b-: lr,.:)I'

;,«[''-o %'©qw] «(%'-*,«.-: -.)
;,« ''-:,«, «[q'© q.©] «(%' -',«.-: -.)

pelas mesmas razões de não correlação e independência explicadas nos itens ante

C'«(@.,@j') l )l: (k - (.j - i)p)C(A) I'(b-:
L \kczz'

X

dores

Sda

P :Q--> (n',6(n')) tal que ê g: õ:(0) õl'(0). (2235)

Cromo antes, no novo espaço Q x n temos que /i é independente de /. Então, usando

(2.2.35) na expressão anterior, temos

'«M':,,"'D - 'm E@ 0-nd«'(\'-*,«.-:-.)
keZú \ ' /

'ü, *:, o o«,«(:l#-*,«..:
ÜW E.zl@ Ud:llr--k,o.
,',,«[(#-'' «,«):'«.--

;a (&-:lÍ-o.-: -o})
Substituindo(2.2.32),(2.2.33) e(2.2.36) em(2.2.30), temos

}''«(Z«) - Ea Íi'(.S--Py 1l0j-: P(Dj-: - O) +
.j=i ' ' .j=i

+ 2ü(ê) E ©(sj--tloj-: - o}) .(2.2.3r)

l

m.

(2.2.36)
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Pelas deHnições de ]14. e /k7n*, dadas em (2.2.22) e usando (2.2.32), (2.2.33,l e (2.2.36),

observe que

"-("«) - x",l,(ã-:py:l".-: -'ll ,.j:=1 '

}''-(7€) Dj-:

'''«(Mn, "'= - 'ME"'(.%-::l",-: -0})

(b) Cálculo de }'arl(z + np)Z«l: Usando (2.2.9) note que,

}''««l(« + np).Z«l np)E(yn l xn)l l(«+ «p)2nl,

sendo .2« = 2«(0) = -E(yn l En) (Definição 2 de .4.6). Portanto, usando o resultado da

Proposição 2.3 (ver .A.6) temos

}''«l(« + «P)Z.l (a: + 2«'7,, + «'.'Z) E P'(0?-:

sendo 0i(0) = Ej:Zz'.jui(0,.j), com base em (2.2.12) '

a3 («0:(0)),

ai (P0:(0)) '

7,. (,0-(0),P0:(0)).

n

lJ

lJ

n

lJ

(2.2.38)

(2.2.39)

(2.2.40)

(2.2.41)

(2.2.42)

(2.2.43)

(2.2.44)

2.3 Definições e resultados básicos

Definição 2.5.1 .4 "r áue/ u«(i,.j) é dita s'r ./bife«.ente não uáesa'Za,

Z.Ü , se sün distribuição é simétrica, 110 seguinte sentido:

1«:(o,i)u:(o,.j)l:g lu-(o, -í)«:(o, -.j)l.

Uma condição suficiente pala a definição anterior é dada poi

{«:(o,j);{ € z'l:g{«:(o,-i);ic z'}.
da Definição 2.5.1, temos

«:(o,j) :g «:(o, -i), vic za',

Como conseciüência

17
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o que implica p = 0. Se p # 0 então dizemos que a distribuição de u«({,.j) é viesada para

todo n ? l e i,.7 C Za

Definição 2.5.2 0 processo (X«)«ZO fem a/canse / matado se ezjste JW > 0 ta/ gue

]''(u:(0, {) > 0) o, 1 {11 > m'.

Dizemos que o menor MI tat (lue satisfa.z a De$nição '2.5.'Z é o alcctnce do processo.

Lema 2.5.1 (yn, yn) é Uma cadeia de ]l/arX;ou em Za xZI', c0«2 as seguintes proóabá/ dados
rlp trai'içiif'n n'

]''(Xn #« l yn - l k.-i) @l«-(.j«-: , .j«)u-(A«-: , A«)l

pl«:(.j«-: , j«)«-(k«-: , k«)l .

Prova: Ver Apêndice A.l.
Lema 2.5.2 (-D«,S«) á wma carte a de .ü/arcou em Z'i x Za, com as seguintes proóaó /

rl n H p H p +rnn c:i f"n n -

z''(n« s« lo.-: a..-,s..-

«[« (-;ü,:P)«: (-iü,:?)]
[/'s..i+d..i s.+d.v's..i--d..t s.--d.\]

"l":t'
Prova: A propriedade de Markov decorre do lema 2.5.1. Para a probabilidade de tran

lição, temos

I' ÇD« = d«, S« = s.Õ

Ell'(D«

.E }l: #'(O« : ,S..: .«-:,Fn) X

La«-: ,.« - :
x #' (D«-: ,S..: .«-:l7:)l

E #'
d.-i ,s« -- l

« - 'P,Ê. s..i + d..i
2

P'(D«-: - a«.:, S..: - ..-:,n.-:)l (/)
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E Z' lyn -
Ld.-i,s«.i \

*«I';-:-? --sü,'.l *
x #'(-0«-: = d..:,Sn-: = ...-,Fn--)l

"[..à..««(-;ü,:P) ««(-i©,:?)
x #:' (D«-: ,s..: .«-:l/n-:)l

..=.. « 1« 1-+'', 4'1 «- i-p', h'll
x P' (0«-: , S..-

X

X

Portanto, temos

#' (D« S« IP«-: d«-:,Sn.:

« [«: (-;ü, '?) «: (-5©, :?)]

« [«: (-+ü, ~?) «: (-?b, ~?)]

sendo as igualdades (1) e (11) justificadas pela independência dos passeios yn e yn, dado a

cr--álgebra .Fn, e pela independência entre u. e a o--álgebra F«-l , respectivamente. Logo,

concluímos a prova do Lema 2.5.2. []

Lema 2.5.3 .4 cadeia (Z)«, S«) á espacÍa/«.ente Aomogên« em {0} x Z' e (Z'\l0}) x ZI'

separadamente, mas não em ;Za x Z:'

Prova: Se a cadeia (Z)«,S«) está em {0} x Z' no tempo (n 1) então Z).-: = 0. Neste

caso, pelo Lema 2.5.2, temos

z'(n« s. :+.In..:

1« 1v, %' * 'p) «: lv, '? * 'pii
[«: (.,w) «: (., v)]

« [«: (., y) «: (., v)] ,
19



pois os u's são invariantes por translação. Mas, se a cadeia(Z)«, S«) está em(Z'\Í0}) xZ'
no tempo (n -- 1) então Z.)«-i # 0 e portanto, temos

P' (D« : + a, S. l n«-: a..:,S..:

« l«: l-;'Ü, -+ü * 'l «: l-t'Ü, - íu * yll
« 1«: 1-+'-, -+':: * 4'11 « 1«: 1"#-, -i'':: * vii
« 1«: 1., 'pii « 1«- 1., h'll
« 1«: 1., q'll « 1«: (., K'll

Portanto, temos

]''(s« : +;, n. als«-: o..:
J «l«: (o,s') «: (o,$')1 «a«-: -'
l «l«:(',$')1 «1«:(',V)l «'«-: #',

o que prova que a cadeia (D«, S«) não é homogênea em Z'z x ZÚ. []

Como conseqüência do Lema 2.5.3, podemos construir (Z)«, S«) da seguinte forma: sejam

(''o,õo) o incremento de (D«,S«) em {0} x Z' e (7,Õ) o increme«to de (O«,Sn) em

(2Z' \ {0}) x Z', isto é,

(2.3.1)

« [«: (., y) «: (., ç)]
«[«:(.,ç)«:(.,y)] .

« 1«: 1., u'll « 1« 1., n'll
« 1«: 1., 4'11 « 1«- 1., s'll

Soam {(7«(i), .5«(á)); iC (Z' \ {0}), n 2. 1} e {('y«(0), õ«(0)); n 2 1} d«as f«mílias de

vetores aleatórios iid e independentes entre si tais que, para todo { C (Zd \ {0}) temos

]''('yo Õo

(2.3.2)

#'('y á

(2.3.3)

('y:({)),á:({) :É ('y,á),

(7-(0),Ó-(0)) g: ('7o,Óo).

(2.3.4)

(2.3.5)
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Lema 2.5.4 Se u«(á,.j) é /ortemenfe não oÍesado, para lodo n 2 1 e i,.j C Za, erzfão a

cadeia (D«, S,.) satisfaz

]''(s« : + ., o.

]PÇS« = s«-\ -- s, D« = d«

para qlalqüet valor de d..\,s..\,d,s C Za

porlanfo lemos

: + d ip.-: :,s..:
: + d in.-: ,s..-

Isto é, o incremento dü cadeia é simétrico e

]''(Ó«(d«--) 7«(d«-:) d) J''(Ó«(d«-:) 7.(d«-:)

Prova: (1) Se d«-i = 0, então por (2.3.1)

J''(S« : + ., 0«

« [«- (., v) «: (., y)] - ..

«[«: (.,'F)« (.,:#)]

« [«: (., :#) «: (., -P)] - ..,
]''(.h : ., n«

sendo que as igualdades (a) e (c) seguem da prova, do lema 2.5.3, no caso de Z,)«-i = 0, e

a igualdade (b) segue da hipótese de que os u's são fortemente não viesados.

(2) Se d«-t # 0, então por (2.3.1)

J''(S« : + ., D.

« 1«: 1., s'll « 1«: 1., 'pii -
« l« l., -:i'll « l«: l., :';'ll
« l«: l., ::á'-'ll « l«- l., -:i'll
z'(s« : - ., n. aln.-:

s«-:)

(/)

d.-i, S«.i = s.-i),

sendo que as igualdades (d) e (f) seguem da prova do lema 2.5.3, no ca.se de Z)«-i # 0, e

a igualdade (e) segue da consequência da deÊnição 2.5.1. Logo, os itens (1) e (2) provam
o Lema 2.5.4. D
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Capítulo 3

Ordem de magnitude das 6utuações

temporais

Neste capítulo determinamos a ordem de magnitude em n de yar(-L«(z)) e, como
consequência, a ordem das flutuações da altura do sitio z, para todo z C Z:a, para o
processo d-dimensionar Z. no modelo CI, pala os seguintes casos: dos u's simétricos, o

que implica /z = 0, e dos u's viesados, isto é, p # 0.

Na Seção 3.1 estudamos o caso dos u's simétricos e suporemos que o processo L. tem

alcance limitado. Provámos que neste caso as flutuações da altura do sítio #, para todo

z C Za, estabilizam-se apenas quando d 2 5 (Teorema 3.1.1). Em relação à convergência

temporal de Z.(z) mostramos que este converge quase certamente e em ,C' para a variável

Z'(z), quando n --} oo, no caso de d 2 5 e do processo com alcance limitado. Como con-

sequência concluímos que X.(3) converge fracamente para Z'(z) quando n --> oo. Ainda
neste caso, tratamos da convergência espacial de L(z) estudando a forma das flutuações

espaciais desta medida limite e a ordem de magnitude em r destas üutuações (Teore-

ma 3.1.2). Também nesta seção apresentamos resultados referentes ao caso particular de

d = 1 e alcance estritamente l (vizinhos mais próximos) onde encontramos o limite excito.

Na Seção 3.2 tratamos do caso dos u's viesados e assumimos que o processo tem

quanto momento finito. Nesta situação mostramos que as flutuações de L.(a) nunca se

estabilizam, flutuando sempre em todas as dimensões (Teorema 3.2.1).
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3.1 Caso dos u's simétricos

Seja u.(i,.j) como na Definicao 2.5.1, para todo n ? l e i,.j C Za. Então temos que

p = 0 e de (2.2.10), obtemos

}''-(z«(z))(.[«)+ 4}''-(«ã.)+ 4c'-(Z«, zZ.). (3.1.1)

Fazendo i= .j -- l e escrevendo Si como soma dos seus incrementou em (2.2.37), temos
n, -- l {

E nlp(}1: 4(pj-:)p)'tlo:
n--l { n,--l

+ 2Ü(P))l:-EI(}:e(Dj-:))llD;+a:>:J''(0.(3.1.2)
i-l j-i i:l

onde, neste caso de p = 0, com base em (2.2.12), (2.2.13) e (2.2.34), temos

l l2 J
}''-(-L«)

a«(k) >ll: (.j - k)u«(k,.j),
.jc2z'

o;l(k) }l: ll.j - kll'««(k,.j),

«? -(o:(o)) lo:(o)I'.

(3.1.3)

(3.1.4)

(3.1.5)

Além disso, p e p são definidos como em (2.2.31) e (2.2.35), respectivamente, tais que

p:g 0:(0) e p g: 0:(0)01(0). (3.1.6)

3.1.1 Cota superior para yar(.L«)

Vamos analisar, separadamente, cada parcela de yar(L«), com o objetivo de deteimi

nar cotas superiores para a sua ordem de magnitude em n

(A) Estudo da primeira parcela
1 / . \ 2 1

/n--l { \

::' l E E ", IP.(".-0d':l": - oll l +
\i=t.j=i /

E«
1« , IÊ«..«.-:,«,: * , *Ê:"*'"*-:',"*'".-:",,:'«; - .,l l

2

>ll: ój (oj-:)p llo.P
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+ 2ú l >1: }: -nl(â*(o*-:)p)(õj(pj-:)p)ilp: l . (3.i.z)
\Í=1 A<.j=1 ./

Comoe(/))+(b b-:) e«t« llói(/)ll 5; llb-b-: +llb-b-:ll $2M,
sendo /V o alcance do processo. Portanto,

(&(/)py $ 11a,(/) l:llpll' = 4M''llpll'.

Então, usando (3.1.8), para todo g temos

l.4i) EI(&(Pj--) yi{ i -UI(Ój(/)PytlPj-:

; : al4w'llpll'ilnj-: o. pll'z'(o;

Portanto, para a primeira parcela de (3.1.7), obtemos

n, l

4M''ú(llpll') E jp'(o: - o).(3.1.9)

Em relação à segunda parcela de (3.1.7), pala todo g temos

(..'!2) E l(Ók(0*-:)9)(e(Dj-:)9)1l0:

)ll: E al(õ*(,)p)(ü(/)p)iln*-: Dj-: D;

E >1: -nl(á*(,)p)(&(/)p) x
/,r C:Zó wl ,ziJ2 C:Z

x lll)A.i:: r, Z)A:: r+ w2, Z)j.i:: /, .Dj:= /+ toi, Z,){ = 0JI

E E E (,:p)(,,p) x
Z,rCZ:Ó wl ,tu./2 C;Z zl ,z2 CZ:

x P(âk(r) = z2, 5j(/) = zi, Z)x;-i = r,Dj-i = /, Dt =r+ m2, Z)j = /+ wi,D

Sabemos que D« é Markoviano e que

Z)i = Z)j + >: '7«(Z)«-i), para todo .j, 0 $ .j $ i.
m=.j+l

Portanto, dado que Z)j = / + wi, temos que

O; - Z + .«- + E l«(D«-:).

24

/n--l {

ü l E E l(ój(.oj-:)v:'Fila: - oll
\i=i j=t

n--l { \

E }l: 4w'llpll'J''(p;
{=t.j=i /

P

lZ

t

'z

(3.1.8)
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Ou seja, dado Z)j, temos que Z){ só depende de Z).-i, para todo m 2 J + 1. Como
h < .j então 1){ fica independente de DA-i, Z)k, Z)j.i, ót(Z)A-t) e de e(Dj-i). Além disso,

sabemos que

loj + «,:, -oj-: lnj-: = /,7j(/) = «,il e

IZ)k = r + zo2, Z)k-i ' rl ln*-: ,, 'r*(«)

Portanto, para k < .j e todo p , temos

al(á*(p*-:)p)(ój(pj-:)p)t{ n:

E }: }: (,:P)(z,9)]''(-0:
r,reZrd tt/l,w2C:Z zl ,z2€:Z

x #'(ój(/) = zi,'L(/) = «,1, 5k(,) = z2,'yk(r) = «,,, Oj.i = /, Ok-i = r)

E }l: >1: ('-p)(,,p)z'(n;
l,rCZ;d tz/l ,w2 CZi zl ,z2CZ/

x J''(&(/) («) 'r*(,)
x -P(ák(,) = .,,'yk(,)

E }: }l:(;:p)(,,p)-p(ój(/) b(/)
!,rCZçd wl,w2C:Z zl ,z2C:Z

x ]''(ók(,) = ,,,7k(,) = :«,, Dj-: = /, Ok-: = ,)#'(D{ = OjPj = / + .«i)

0,

pois como vimos na Lema (2.5.4), a cadeia S« tem incrementou simétricos neste caso de

p = 0 e porá-t., ]''(ój(/) = ,:,'yj(/) = «,-) = #:'(.5j(/) = --,:,b(/) = «,:). D.í, p':- «

segunda parcela de (3.1.7), temos

>l: >1: -ul(õ*(o*-:)p)(ój(oj-:)p)ilp;
i=ik<.j=i

Logo, usando (3.1.9) e (3.1.10) em (3.1.7), concluímos o item (A) obtendo uma cota

superior pala a primeira parcela de yar(.L.), dada por

n l

$ 4w'«(llpl ') )ll: {J''(n:
{-18«

{ 1

}: ói(Dj :)P lÍD;

lZ

2

z/

(3.1.10)

(3.1.1 1)
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(B) Estudo da segunda parcela

n--l {

}:)l: }: ©(Õj(/)llZ,).Í-: -0j +««:,Di=0})
i=lj=ll,wiCZa
n--l {

1: : : 1: ,:J''(e(/) o:
{=1 .j=1 /,wi CZ:'í zi CZ:a

n--l {

E : : : ,:z'(o. l-oj
{=1 .j=1 l,wi CZ:Ó zi CZ:Ó

x Z'(e(Z) = .:,'b(/) : X'(-0j-:
n,--l {

E : : l: ,:.p(õ(/) (/)
i=1 .j=i Z,wi CZ:'Í zl CZ:'d

x #'(0i )#'(Dj-:

n l

{-1

{ \ l n--l{

>ll:e(nj-:) l iln: (z)iÍoj-:
.j=i ./ J i=1 .j=i .j€2z'i

0})

0, (3.1.12)

novamente pelo fato da cadeia S« ter incrementos simétricos no caso dos u's simétricos (

ver Lema 2.5.4).
Substituindo (3.1.11) em (3.1.2) e fazendo ci = 4JW'p(llpll'), temos

n, -- l n, -- l

}'«(.É,) $ ': }: k#'(-O* +a:E: Z'(D*
k-l k:l

Seja .17n um passeio aleatório começando no zero, homogêneo e probabilidade de transição,

para todo J, A C Za, dada poi

(3.1.13)

'yx(/, k) :(0, .j))«(«-(/, .j+ A)).(3.1.14)
.jazz'

Por Spitzer (1964), P7.9, página 75, existe constante Z,o tal que, para todo # C Za,

]PÇH: = u) $ La«-''l' , vd>l (3.1.15)

O passeio aleatório Z,). é simétrico, homogêneo fora da origem e tem probabilidade de

transição dada por

70(/,k) }: «(«:(o,.j)«-(/,.j + k)).
.jazz'

(3.1.16)
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Observe que, as probabilidades de transição de D. e .27n diferem apenas na origem. Isto

é, se / = 0, temos

'yn(0,k) :(0,.j)«:(0,.j + A)j # 'x(0, k), Vk C Z',

e, se Z :/ 0, temos

«lu:(o, .j)l.«lu:(/, .j + k)j
.jc2z'

>l: «l«:(o,.j)l.plu(o,.j +k - /)l(/,k),

serldo que a primeira igualdade segue da independência entre ui(0,.) e ui(/,.), e a segunda,

vem do fato de ui({, i + .) ser invariante por translação. Para estimar a primeira parcela

do lado direito da desigualdade (3.1.13), vamos utilizar o seguinte Lema:
Lema 3.1.1 P«« t.do 0 < . < 1, sd.«. .f(s) . g(s) «s sé,{« d' p.fê«.á« d' I'(Z)« = 0) .

]P(.H. = 0), respectivamente, e .f'(.s) e g'(.s) smas derivadas. Então, existe ama constante

c < oo tal qle

kcz:'í

70(/,k)

Prova: Ver Apêndice A.2.
Portanto, o Lema 3.1.1 nos galante que existe constante c, 0 < c < oo, tal que

}: Ê-p(n* 5; ':: >1: kJ''(x*
h>1 k>i

Daí, usando(3.1.15), no caso de z = 0, em(3.1.17), temos

(3.1.17)

E kf'(n* $ '-L. >: Ã;--'/'.*.
k>1 k>l

Por outro lado, para todo 0 $ s $ 1, temos

(3.1.18)

E kJ''(D* ): A]''(n.
k>1 A-l

Observe que, para k $ n vale

(3.1.19)

(i - :-)* ? (i - Z-)" ? ê > o- (3.1.20)
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Então, considerando (3.1.19) pala s ' 1 -- .! e usando (3.1.20), temos

E kz'(o* - o) $ ; E k-p(n* - o)(i - ;')*.
k-l ' k>1 '"

Substituindo(3.1.18), no caso particular de s = 1-- : , no segundo membro da desigualdade

(3.1.21), temos

ÉA"'P*-QSS?Ek:-'''0 -e}/*0
À;:=1 ' k>1 '' '

Vamos estudei o comportamento de /*(s) = E >: k:''í/'st, para todo d ? 1, com o
objetivo de estimar EZ.: kl'(Z.)E = 0) e, consequentemente, encontrar uma cota superior

pala yar(-É«), usando (3.1.13) e o Lema, 3.3 IA.61, (lue garante que existem constantes

Z,i, L2 e Z3 tais que

n

(3.1.21)

(3.1.22)

Z: ,z i/2 , se d = l

se d = 2

se d > 3.

(a) Se d = 2 então

/*(') - àl '' - íl; -:' /*(i - :) - " - 1 < " -:» E kJ''(o* - o) 5; 9 «

Sejam k2 = gtJ?a e k2 = o3Z,2. Então, yar(-L«) $ A2n + k2 logo. Logo, temos

limsup Ye 1 } 5; A,.
n, -..> oo 7'2,

í3.1.23)

(b) Se d = 3 então
l n--l l

(àlÜ'"r - }l(àlÜvJ=).".
S-d. «* - :l , /("') - v;à.== ' A«* - i,

n-- l n -- 1 1 n -- l

.,i:=.. E /(«0':«. - JU E -7RÜ.= - JU, E
Portanto, existe constante ,4 tal que

(/* (.)) '

g- l <Á pala todo n > l
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Logo, lazenQO .x = yn, temos

(J'*(')y 5; lê; 'i;" - '''ií:-; -:> .r*(') $ ~'''ãl.

./'*(i - :-) 1; Â(" - 1):/' < 'i":/' -+ }l: A]''(o* - o) $ el4 ":/,.
Fazendo A3 = !a!;#a4 e A3 = a3Z3, temos yar(-t«) $ A3ni/2 + A3. Portanto,

«=smu- !-T$a :: ";. (3.1.24)

(c) Se d = 4 então

/* - E :;.* - XÇZ' «'':a«) - i.; ÍL -:»

/*(1 - :') - i'g " -:> E AP'( o' - o) $ s?' i'g«

Sendo k4 = Clip e k4 = k3, obtemos Var(.Ê«) 5; k4 log n + k4. Então

limsupY 1 ) $A4.0n--too
(3.1.25)

ld) Se d ? 5 então

/* -ZZ;;lL;* . ã lã;-:»/*M$EFilL':m.

êste constante ..4 > 0 tal blue /*(s) 5; .4, V0 5; s 5; l. Ou seja

/*(1 - :') 5; À ::::> >1: kJ''(o' - o) 1; 9.4.k:l

Fazendo, As = ç-gÊM e Ãls = Àl3, temos yar(-Ê«(0)) 5; ks + ilS 'b::::> yar(.[«) é

Isto é,

Logo, ex

limitada

}''-(Z«(0)) 5; co«st-te, V«

je) Se d = 1 então, usando os Lemas 3.1 e 3.2 IA.61, pode-se mostrar que existe

0 < ai < oo, tal que

(3.1.26)

constante

"'p« - Q - ;b ,
29
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onde a. «. Àc. significa que lim...}. := = À. Portanto, existe constante co > 0 tal que

P(Z)« = o) $ con :/' :::> >1: k-P(-Dk = 0) $ }: c.k:/' $ cona/2
k=1 A := l

Fazendo ki = oco e Ãi = a:Z,i, temos }'ar(.i«) $ Ain;/2 + Àl:ni/'. Logo,

«=smu- [TéP : *:. (3.1.28)

3.1.2 Cota inferior para yar(.L«)

Novamente, vamos estudar cada parcela de yar(Z,«) e, para isto, consideremos a
expressão dada em (2.2.37).

(C) Estudo da primeira parcela: usando (2.2.29), temos

n-- l /, (í. \ n--l

'E .;,'ad'«(} - «,« - .) - 'EI .;,'a©'"Í"'o'; - "i')].
{=1 keZ:ó ''' ' ' {=1 ACZ:

Pela desigualdade de Jensen, temos

n -- l n -- l

}: .EID(Si yiÍOí = 0JI = 4 }: -E
{:= 1 {= 1

Si
-Tç'

2

lÍo:P

alP''(X ? (alJ''(X lz'(X

Então, pala qualquer c ? 0
n, -- l n -- l

)il: alü(s: silo: ? 4 >: }: í'(kpyJ'''(x
i=1 {=1 kcZ d

n, -- l n -- l

4 )l: : ü(kpyJ'''(x 4 :'i : I''(x
i=1 k; Ü(ky)2>cieXd i=1 k; Ü(kp)2>c CZa

4 : il : #''(X }: p''(X
l

kCZ:'ilZ

}: p''(X i.29)
k; D(k9)2$c eZa

Seja (yn).?o uma cópia independente de (yn)«20, começando na origem. Consideremos o
passeio aleatório (D«)«?o, definido pela diferença de dois passeios independentes, que não

apresenta a não-homogeneidade na origem que estava presente em Z).. Isto é,

D.-h h, (3.1.30)
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Llv UI CÜllDl\(Lv \A(+\J(D b/vl

'yn(/,k) }: «(«:(0,.j))«(«:(0,.j + k /)),
.jazz'

que depende apenas de (k /). De (3.1.14) e (3.1.31), note que, D.

>ll: a'''(x
ÉCZaAeZókeZ'i

]''(x

Substituindo(3.1.32) em(3.1.29), temos
n, l
:: alü(&p)'iÍp:

n l

4 : ílJ''(.Õ. P'(X
=i k; ü(kv)iÉ.ícza'

Por Spitzer (1964), P 7.9, página 75, existem constantes JMo e itZo tais que,

#'(i)« = 0) 2 Mon''/' e sup ]''(yn = k) 5; MOn''/2.

Substituindo(3.1.34) em(3.1.33), temos que
n, l
E Elú(s pyiln:

n l

2 4. E]©.,i:-'/' Moâ:''''J'' (ÜW©' 5; .j)]

Como }'' é um passeio aleatório podemos escrever }q = }1:j:i Aj, sendo Ai, A2, . . . vetores
aleatórios independentes e identicamente distribuídos. Daí, temos

>: }: ao«(Ajk, a.j, )
.j=i.j=i

para todo É,r = 1, . . . , d. Sendo U = f}, tenos que

31

n, l
4c >: ii'a/2

i:l

ao«(X) X,)

C' o«(U )

E A.*, E .Ã',
.j=i .j=i

: = { (J;,, ,

Mo -- MlojP (3.1.35)

com probabilidadeT l l l

{-1

k

i:=l

t=l

Z Z

(3.1.31)

Logo,

(3.1.32)

#'(X . (3.1.33)

(3.1.34)



para todo k, r = 1, . . . , d. Como o passeio X tem segundo momento finito, pelo Teorema

Central do Limite temos que

U :$ y.

onde y «, N(0, .4) e .4 é a matriz de variâncias e covariâncias cujas entradas são dadas por

(k,,, para todo Ã;,r = 1, . . . ,d. Observe que, como conseqüência de (2.1.6) e de (2.2.31)

temos que para todo p,

#'(X 9 # o) > o, para todo i ? l

Como D l(U.ç'rl é "ma fu"ção "ntínua de U '«tão

ü l(u.p)'l :$ z - Ê l(v.p)'l

A não trivialidade da matriz .4 e o fato de que #:b(g # 0) > 0 (ver (2.2.31)), implicam

que Z é contínua e, logo, dado â > 0 existe 6 > 0 tal que quando { --> oo,

]'' (ü l(u.p)'l $ ') -} ]''(z $ .) $ á. (3.1.36)

Logo, dado (í > 0 existe c > 0 tal que para i suficientemente grande, í > {o, temos

+ 4.(M. - Moâ) }: j'''/'
i=áo+l

io n -- l

4 Ei '/' .:::(')+, E {:''/:,
i=1 {=io+l

de forma que (]üo -- Moó) > o ' f«-do c{(c) = IJüo -- Mo-P(DI(%.ç')'l $ c)j ' « =

4c(.IMo -- A4o(í) > 0. Substituindo a expressão anterior em (2.2.37) e considerando que a

segunda parcela desta última se anula (ver (3.1.12)) temos que

ko n,-- l n -- l

}'-(.Ê«) 4' l:k -'/'c*(') +, }l: k:-'/'+ anel: I'(-O* 1.38)
k=1 A =ko +l A=0

Portanto, usando a desigualdade anterior e o Lema 3.3 l.4.61, vamos estabelecer uma cota

inferior pra I''ar(Z;«(0)), para todo d ? l.

}' EIÜ(Si9)2lÍZ)i = 0ll ? 4c }l:Íi'a/2 Mo -- MolP ÜI(%.9yl$c +
l lZ

l

(3.1.37)
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(i) Se d 1, ente.

q# * '\yw*«*E::ã*f(*a:>a)
Sej am ZA :, /(-.) 3'.A". i, para todo A. Então,

«..E,;
Portanto,

:üu.náP * ;«. (3.1.39)

(ii) Se d = 2, então

! .*n+ ,(n -l
A-l

XZ;3 I'(Dk
logo

Portanto,

liminf Yl?T(ze) > r
n--} oo 7Z (3.1.40)

liii) Para d = 3, então

"-(.[«) ? '. E :g '''" *:.... Ü -- .': E "'(". -Q
Como h 5; n então JF ? <ln' Portanto,

[-i:7í 2 -: E ..n --«(n -l
k-l @ -- ''? àl"(". 0)

Logo,

ilnbíl3=191:d ? ,. (3.1.41)

liv) Quando d = 4, temos

ko l n--l l n--l

}''«,(-Ê«(o)) 2 4' E i'*(') + ' . E . i+ «Í E p'(o* - o)
k=1 '" k=Ào+l '' k=0
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Sejam zÉ â, .f(zk) = â ' A"x; = -!. Então,

n,--l l n,--l

E i E../("*)'x"* p- I'g«-l.g(Ao+l)É=ko +l '" A=ko+l

Da

n:P : ÜE gi s'P -- ,o':" 'i.l=ú*. ''' u
.2 n--l

+üh E "'o'* - o.
Portanto,

liminf Yer(z;?(0)) > r.
'ã+Ü" logo '

(3.1.42)

3.1.3 Ordem de magnitude de Vür(-L«)

Portanto, utilizando as expressões de(3.1.23) a(3.1.28) e de(3.1.39) a(3.1.42), temos
o seguinte resultado:

se d = 1, 2 ou 3

log n, se d = 4
limitada. se d > 5.

V'«(-L« é da ordem de (3.1.43)

3.1.4 Ordem de magnitude de yar(.L«(z)) no caso simétrico

Observe que, usando (2.2.41) e o fato de que p = 0, temos

«3 )1: p'(nl!-:

pois, o2 = ',P = 0 e sendo a3 independente de n. Logo, pelo Lema 3.3 l.4.61, temos

l n:/', seda 1,

l/ar(z2«) édaordemde l logo, sed=2
l limitada, se d 2 3.

Observe que, para todo d ? 1, a ordem de magnitude em n de Var(Z«) domina a ordem

de Var(zZ«). E, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, podemos garantir que a ordem

lJ
}''-(«z. )

(3.1.44)
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de C'ou(É«,aZ«) é inferior a essa ordem máxima. Portanto, na expressão (3.1.1), temos

que, a ordem de magnitude de yar(Z)«(z)) é dada pela ordem do termo dominante que,

neste caso, é }'ar(Z)«). Então, usando (3.1.43), (3.1.44) e (3.1.1), concluímos a prova do

seguinte teorema:

Teorema 3.1.1: Sd« Z«(z) como de#«id. .m Íe.e.V9. S -L«(a) fe«. «/««« /{«.{t«'í' '

u.Q,j), para todo n Z \ e i,3 ç: 'üü, éfortemente não uiesa,do, então

n2-a/2 se d = 1,2 ou 3

log n se d = 4

limitada se d > 5.

O teorema acima nos diz que, no caso não viesado e com alcance limitado, as flutuações da

altura do sítio z, para todo # C Za, são da ordem de: ni'ú/4, se d = 1, 2 ou 31 (logo)i/2,

se d = 4; e constante, se d ? 5. Isto é, as flutuações da altura do sítio z se estabilizam

quando d ? 5 e L«(z) não converge para o equilíbrio se d $ 4.

Observe que, em d 2 5, devido à martingalidade dc É. e do Teorema de Convergência de

Martingais em Z2 Durrett lõl, temos que

}''ar(-L«(z)) é da ordem de

L. -+ L. q.c. e em -L2, quando n --} oo,

sendo .Ê tal que ya,(.[(z)) = ]im«-- yar(-É«(z)) < .o ,independente de z.

Do Lema 2.2, da Proposição 2.3 e do Lema 3.3 l.A.61 e do fato de que Z.(z) g: Z«(a),
temos que

z. -+ z, q.c. e em L2, quando n --} oo,

com Z tal que y«r(g Z(z)) = lim.-- yar(z Z«(a)) < .o , independente de :«

Logo, de (2.2.7), para d 2 5, temos que

L. -'l L, q.c. e em -L2, quando n --} cn,

sendo Z calque

z(«) - ll«ll' z(«) + «z(,)

De (2.1.14), temos que

x. ::4 .c, quando n --} oo
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Como as distribuições de L(a) e Z(aç) não dependem de #, temos provado o seguinte
Teorema.

Teorema 3.1.2: Para lodo a C -#?'Í ta/ gue 11011 = 1,

É(1liãl-llr ::$ 20Z(o) ' 'rléliS!» --* }''-(20Z(o)) < m,

quando llall -> oo e Íia --} 0

Note-se que, ao contrário do resultado correspondente para o PMA com configuração

inicial planar, a superfície limite/invariante no caso parabólico tem flutuações espaciais
não triviais.

3.1.5 Caso unidimensional e alcance estritamente l

Agora, consideramos o caso particular de d = 1 e "vizinhos mais próximos". Isto é,

pala todo n ? l e i,.j C Z:,

««({,J) se l{ -.jl # l e

«.(j,j - l) (í,j + l).

Observe que, neste caso, os passeios S. e Z). não pulam simultaneamente. Sejam

e li(Di-i), i,.j ? 1, como definidos em (2.3.4) e (2.3.5). Portanto, temos

< 1/4,

l 1/4,

1 1 2P,

sendo ,a = plu:(0, 1)l. Com o objetivo de identificam qual dos passeios, S« ou

saltar, vamos definir uma nova variável, que indica qual deles pula no tempo (.j

{ 77j(Dj-i), .j ? 1 } uma família de variáveis aleat(árias, tal que

e(Dj- : )

0se z

2se z

2se z
J''(ói(Dj-:) Oj-i # 0) (3.1.45)

se z = 0

se z = 2

2se z
I'(â,(nj-:) lpj-: (3.1.46)

D.,vai
i). sd.

1. j(Oj-i) = 1 'F:::> ap'n's 8 ';lta - tempo (.j -- l)

e Di -- Di-l\
Sj = Sj.: + 2 ou Sj-i -- 2

36



2. j(Dj-:)
ou Z)j-i -- 2.

apenas Z)j salta no tempo (.j 1) Si -- Si-\ e Di

Seja { 77j(z), .j 2 1, z C Z } umafamíliade v.a.'s independentes, sendo ,7j(a) C {0, 1},

para todo # C Z. Se z # 0 então v7j(z) tem distribuição de Bernoulli com parâmetro 1/2

e, se :c = 0 , tem distribuição de Bernoulli com parâmetro 2P. Sejam .5j(Z)j-i) e +j(Dj-i)
v.a.'s que representam o tamanho e o sentido do salto de S« e D«, respectivamente, no

tempo (.j - 1), dado que este salto ocorreu. Portanto, a variável e(k), V k C Z , tanto

no caso Z)j-i # 0 como Z)j-t = 0 tem a seguinte distribuição:

2 com probab l
--2 com probab l

Então, podemos expressam os passeios S« e Z)« da seguinte forma:

S« = >1: 8(-Oj-:),7.f(n.Í-:) e

n« 8(oj -)Õj(Dj :),

(3.1.47)

(3.1.48)

(3.1.49)

sendo Õj(Dj-:) = 1 - ?j(Dj-*).
Logo, {.5j(k), J ? l,V A C Z]. é uma família de variáveis aleatórias independentes e
identicamente distribuídas com a distribuição dada em (3.1.47). Observe que, neste caso

de d = 1 e alce«e l temos, 0;(0) = 1 e 0:(0) = 2u:(0, 1) -- 1. Portanto, p(p) = a: = 0 e,

seja o' = p(p') = }''ar(0i(0)) = 4/3 -- 1. Então, usando (3.1.2) e escrevendo S« como em

(3.1.48), temos

}''-(z.« )
n, l
E
í=i .j=l

9a' Eal( IÇj (nj - :)oj ( oj-:)yi{ o.
2

(3.1.50)

observe ciue

nl(}: 8j(nj--)oj(n.í :)yil-o:

E E15j(oj-:)?j(nj-:)ilo:

4 E E -EI?j(A)I{Dj-: - klI{O: - O}I,
.j=i kc2z

Z

Z

(3.1.51)
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pois, e(k) e õi(r) são independentes entre si e de qualquer outra variável e tem valor

esperado zero. Note (lue, escrevendo ?7j(A) = ,7j(k) = ll77j(k) = 1}, temos

zloj(k)iloj-- }í{ :

#'(0i(k) = 1, Oj-i = k, D{ = 0)

IP(Di-l = k, Di = k, Di = QÜ

#'(0i = OJPj = k, Dj-i = k)]''(0j = klDj-i = A)]':'(Dj-i

J''(0i = 0l0j = k)J''(-0j = Al-0j-l = k)]''(-0j-t = #),

k)

(3.1.52)

sendo a última igualdade decorrente do fato de Z)« ser Markoviano. Substituindo (3.1.52)

em (3.1.51), temos

4E: }: ]''(-0{ = A)#:'(Dj Dj-- = Ê). (3.1.53)

Substituin(lo(3.1.53) em(3.1.50), temos
n--l {

4a' )l: }: )l: #'(O: Dj
i=i j=i kcZ

Z'(0j = klDj-i = k)]''(D.í-l = k).

Z

>l: ãj (-Oj- -)oj (Dj- : )
2

lÍD;
2

}'-(L«)

(3.1.54)

Note que, pelo fato de D. ser homogêneo no tempo, temos

]''(D: 0j : oj-: (3.1.55)

P'(Dj = klDj-i = É) P'(qj(-0j-i) Dj-: = k)

]''(,7j(k)) : (qj(A))

!, ;. É#o
2/3, se k = 0.

(3.1.56)

Substituindo(3.1.55) e(3.1.56) em(3.1.54), temos
n--l { l

v'-(.[«) l;z'(-o.-- - ]'(Dj-:
{=1 .í=1 k#o "

38



+ 2PI''(Z,).-: j-Oj-: O)Z'(Dj--
n,--l i l

4a'E:>jj:j; >ll: #:'(O.-: : -P(Dj-:
=ij=i ~ kczz

+ (2# - ;).P(Di-: Dj--
n,--l l l {

4«' El;i-P(n'-: - O) + (2@ - 1;) E r'(-O:-j - Ojn. - O)-P(Dj{=1 ' ' .j=i
l o)l

n l

2.'' E iJ''(o;-: - o) +
n-- l {-- l

+ 2«' }: E p'(.o:---.
{:=1 m::O

{:1

(3.1.57)

fazendo .j -- 1 :: m e usando o fato de que a2 = 4P l

Teorem.a 3.1.3: Se p Q então existe Hmcl constante c , positiva e $nita., tal qKe

. ;/'\''-(z;«) quando n ----} oo

Prova: Observe que, usando (3.1.27), temos que existe constante ci tal que

]'' (D. - :

Portanto, existe constante c, 0 < c < oo, tal que

n, l
E
{-1

2a2 jJ'' ( o:- : (3.1.58)

Por outro lado, fazendo .j = i 1, temos

n-- l {--l

E E p'(-o.-:-. IP. ]''(-o«
{::l m::O

}: )l: z'(oj-«
.j=Om=O

0)

<
n .7

E E J''(-oj-«
.j=O m=O

0)#'(D« (3.1.59)

E, fazendo k = .j «a em (3.1.59), temos

n-- l {--l

E E I'(n.-:-«
{::l m::O

olp. J''(n« < E E #'( o*
A=O m::O

0)

(Ê «'«* - .,) ' . l3.i.60)
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Logo, usando o Lema 3.3 IÁ.61, página 161, temos que existe constante 0 < /Ti < oo tal
que

/ n \ Z

l E ]''(o* - o) 1 - Ã': «.x.k=o/

Portanto, usando (3.1.58), (3.1.60) e (3.1.61) em (3.1.57), completamos a prova do Teo-

rema 3.1.3. D

(3.1.61)

3.2 Caso dos u's viesados

Agora, vamos considerar o caso em que p :# 0. De (2.2.10), temos

}'' -(z;«(«) ) }''-(Z,«) + 4}''-l(« + nP)Z«l

+4C'o«(Z«, (« + «P)Z«), (3.2.1)

e, fazendo i= .j -- l em (2.2.37), obtemos
n, -- l n, -- l

}''-(z«) 5; yiÍ-o: + 2ü(p) )l: E(5;ito:
{::o {::o

(3.2.2)+ .'? }: #'(D:

sendo o? e P como definidos em (2.2.34) e (2.2.35), respectivamente

3.2.1 Cota superior para rar(.L«)

Exatamente como foi feito na seção anterior, vamos estudar cada parcela de yar(L«).
(E) Estudo da primeira parcela
Usando (2.2.28), temos Si = X + y{, sendo X = (X íp) e y{ = (X -- {p). Portanto,

podemos escrever

l.UIÜ(.g.@yil0: l IÊ(X@+É':@y1l0i

EIÜ(XP + ? Pyiln: $ -nlal2(RPy + 2(Í'i@):l1l0{ = 0}

4Elü(R yl{ : lü(llXll'llPll')iÍn:

.$ 4ü(llpll')la(llÉllyJ''(p; :/',(3.2.3)
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usando a desigualdade de Hõlder, no caso de p = q = 2, e o fato de que

ül(E#yl $ ü(llEll'llPll') Xll' p(llPll')

Seja ã,, para todo r 2 1, o r-ésimo momento central do incremento do passeio incondici

anal }':, definido por

ã, - Pll'«(u-(0,.j)) Pll'«'(0,.j).
.jCZa .jCZ:a

Então, supondo que ã4 < oo, temos

(3.2.4)

a(llEll') (3.2.5)

= 6ã! = 6(4 < oo, sendo (2 como definido em (2.1.12). Daí, existe

constante 0 < /T < oo tal que, -E(llEll') 5; -/ri', VÍ 2 1 e, fazendo c = 4X:/'p(llPll')
obtemos, para a primeira parcela de yar(L«), a seguinte expressão

n -- l n -- l

}: .ulü(5:PyiÍp; $ . >1: i«]''(n: (3.2.6)i-oi-o

(F) Estudo da segunda parcela
Procedendo de maneira análoga ao caso anterior e usando (2.2.11), encontramos

pois, limo-.}- :g(HP

E(Si1l0i = 0}) 5; 2la(llXll')J''(-0{ = 0)j:/' = 2€vi.F'(0 ::: 0)

Portanto, pala a segunda parcela de yar(L«), temos
n -- l n -- l

2D(ê) }: -Z(S.il-o: (ê) }: «jz'(o:
{::o á:=o

(3.2.7)

3.2.2 Ordem de magnitude de }'ar(-L«(z)) no caso viesado

Agora, vamos comparar \''ar(Z«), dada em (3.2.2), com Vara(z + np)Z«l, em relação

às sua ordens de magnitude em n. Observe que, a ordem de }''arl(z + np)Z«l é dada pela

ordem do termo dominante da expressão, que é

«« «'E-P(0. Vn2 1, (3.2.8)
l

0
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e, usando o Lema 3.3 IÁ.61, podemos dizer que

se d :: l

se d = 2

se d > 3

a. é da ordem de n'log n, (3.2.9)

Então, vamos comparar cada parcela de yar(Z,«) com a« e mostrar que, em relação à

ordem de magnitude, a« é o termo dominante. Ou seja, cada parcela tem ordem inferior

à ordem de a. e portanto, a ordem de magnitude em n de yar(-L«) é inferior à ordem de

magnitude de yarl(z + np)Z«l, que é dada pela ordem de a.. Sejam, para todo n ? l

}: .Zlü(5:P)'i{.o{

2ü(p) >ll: a(.alia;

Para concluir que a« é o termo dominante, vamos mostrar que

)

l

0Z

l

0Z

d.

en. (3.2.10)

lim
n--loo JÜ,(=) - '

Por (3.2.6) e (3.2.10), temos
n, l

d. 5; c Z

{-0

Consideremos a distribuição de probabilidade dada, por

.j ...,(n l), (3.2.11)

sendo A. tal que >ll:j::f k. $- = 1. Neste caso, temos A. = ;li3- --> 2, quando n --} oo

Então,

Z

x*«Si-o

Usando a desigualdade de Jensen para uma função côncava, temos

'« : f iiiv«'«:-.,i:''- x lil;«.«.-.,l:''

42



Portanto,

'x;3 {J''(n:

Como i $ n, então

n,--l l n--l

>: iJ''(n? = O) $ «a ~l >1: f'(DI'
{=o ' {=o

Logo, usando o Lema 3.3 IÁ.61, temos

d. , d. C<
2n

rE;= ]''(D

5; .3111:=i7i "'} 0, quando n -+ oo. (3.2.12)

Então,

(3.2.13)

Isto é, d. é de ordem menor que a«, para todo d ? l

Por (3.2.7) e (3.2.10), sabemos que

n l
.« 5; 4(ü(») }: \4.

i-o

Daí, usando (3.2.11), como no caso anterior, temos

n l

$ 4(ü(P) }: ií:o

o $ %. : %. . !i.ew«89?@(il®«« «- : «G \&

4( P(ê)/r ni/4 0, quando n -+ oo.K .:/' (3.2.14)

Logo,

(3.2.15)

Portanto, de (3.2.13) e (3.2.15) garantimos que, neste caso viesado, a ordem de magnitude

de yarl(z+np)Znl domina a ordem de yar(Z;«). Logo, usando novamente a desigualdade

de Cauchy-Schwartz, como na seção anterior, e a expressão (3.2.1), temos que, a ordem
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de magnitude de yar(l,«(z)) é dada pela ordem de }'arl(# + np)Z«l, que é o termo
dominante. Então, concluímos a prova do seguinte teorema:

Teorema 3.2.1 Sda Z«(z) como de$n do e«. ÍP.e.V9. S. u«({,.j) é uáesado, p-a todo

n ? l e i,.j C Z', ' Ej.z' ll.j - pll' r(0,.j) < '» 'nfã.

nõ/2 se d - l

n2 log n se d = 2
.2 .. J'b Q

}''-(L«( « é da ordem de

Isto é, no caso viesado as flutuações da altura do sítio a, para todo 3 C Za, são da ordem

de: n;/' , se d = 1 l n(Ioga)'/' , se d = 2 e n , se d ? 3. Ou seja, L«(r) não converge

pala o equilíbrio, para todo d ? 1, no sentido que a altura do sítio z nunca se estabiliza,

flutuando sempre em todas as dimensões.
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Capítulo 4

O processo das alturas vistas da

altura da origem

Neste capítulo definimos e estudamos o processo das alturas vistas da altura da origem

a tempo discreto, denotado por Z«.
Na Seção 4.1 definimos o processo -L« para o modelo CI e o escrevemos em função

dos proc"s's (L«(:«) -- -L«(0)), (Z«(z) -- Z«(0)) . Z«(a). Concluímos q«e no caso dos

u's viesados }''ar(.[«(sç)) não converge, quando n --> oo, porque seu termo dominante é
da ordem de n2. Para os u's simétricos, concluímos que o processo -t«(z) centrado é um

martinga[ (ver 4.1.7). (]a]cu]amos a variância de Z,«(z) para p = 0 e conc]uímos que o
processo converge quase certamente e em ,C', se d 2 5, quando n --} oo (ver 4.1.25).

Na Seção 4.2 apresentamos um novo modelo que apresenta modificações em relação ao

modelo original, tendo em vista as dificuldades que encontramos para estimar a primeira

parcela de y(L«(z)) (ver 4.2.1). Denominamos tal modelo de tempera/mente ndepende zíe

ou TI e argumentamos que todos os resultados obtidos para o modelo CI são válidos neste

caso. Estudamos a convergência temporal de Z)«(z) para o modelo TI no caso de alcance

estritamente l e provámos que este converge, quase certamente e em ,C2, quando n --> oo,

para uma superfície aleatória denotado por Z,(aç), para todo 3 C 2Za e d 2 3 (Teorema
4.2.1). Como consequência concluímos que neste caso X«(a) = X«(z) X«(0) converge

fracamente para Ê(#), para todo 3 C 2ZÚ e d ? 3.

Na Seção 4.3 determinamos a ordem de magnitude em # de yar(.[(z))(Teorema 4.3.1)
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e obtemos resultado que trata da forma e da ordem de magnitude em # das flutuações da

superfície limite .L(z) (Teorema 4.2.1).

Neste capítulo, nos concentrados apenas nos casos não triviais (em vista dos resultados

do capítulo anterior) em que as flutuações são limitadas, o que exclui um exame mais

detalhado da ordem de magnitude das flutuações em d = 1 e 2.

4.1 Definição, características e variância do processo

visto da altura da origem

Seja É. o processo das alturas, como definido em (2.2.7). Definimos o processo (L«)«ZO

por

Z,. -L«(0),

sendo, para cada sítio z C Z;a, dado por

(4.1.1)

Z «(«) -L«(0) (4.1.2)

Isto é, L. é o processo Z., quando visto da altura da origem, em cada tempo n 2. 0
Então, podemos escrever

E«(«) - -L«(o)) + 2«p(z«(«) Z.(o)) + 2z2«(z)+ 2anp+ llzll'. (4.1.3)

Usando(2.2.3) e(4.1.2), temos

E(-Ê«(z)) + 2nzP, (4.1.4)

e portanto,

2,«(«) - a(-E«(«)) É«(0))+ 2nP(Zn(«) - Z«(0)) + 2«Z«(«). (4.1.5)

Observe que,

z«(«) z«(o) z«(«) « e Z«(«) = --'üP') (4.1.6)

sendo Z«(a) e Z«(z) como na Definição 2 l 4.61. Da prova da Proposição 5.1 l..4.61, temos

que, yar(Z«(a) Z.(0)) = }'«,(Z«(z)) é uniformemente limitada em n, pala todo d?

46



1. Portanto, }''arl2np(Z«(z) Zn(0))l é da ordem de n', se /z # 0. Além disso, pela

Proposição 2.3 e o Lema 3.3 l.A.61, sabemos que, yar(Z«(z)) é de ordem inferior a n',
pala todo d 2 1. Por outro lado, usando(3.2.2),(3.2.10),(3.2.13) e(3.2.15), sabemos que

yar(.[«(aç)) é, também, de ordem inferior a n', para todo d ? l e # C Za, e portanto,

o mesmo ocorre com }'ar(-L«(a) -- Z«(0)). Então, (lu-do p :/ 0, de (4.1.5) observe que,

yar(Z,«(a)) não converge, quando n --} oo, porque o teimo dominante é da ordem de n'
Sendo assim, basta estudar o caso de p = 0, que é o que faremos. Além disso, por razões

técnicas, vamos considerei neste capítulo apenas o caso simétrico, no sentido da Definição

2.5.1 l.A.61. Portanto, temos

z« («) E(Z«(«)) - Z;«(0)) + 2«Zn(.), (4.1.7)

que é um martingal em relação à filtragem {F«, n 2 0j}, para todo z C Z;d, quando p = 0,

como consequência do Lema 2.2.1 (deste trabalho) e do Lema 2.2 l.A.61.

De (4.1.7), temos que

}''-(L«(«)) }''«,(Z.«(«) - Z«(0)) + 4}''-(«Z«(«))

+2C'o«l(-L«(«) - Z«(0)), «Z«(«)l. (4.1.8)

Cálculo de y«(Z«(«) -- Z«(0))

Em (2.2.37), calculamos }'.zr(-L«) = b'ar(-L«(0)) = yar(-L«(z)) pois, a distribuição de

Z.(z) não depende de z , pela invariância por translação do modelo. Logo, para encon

tra- y«(il«(:«) - Z«(0)) base' calcular Co«(-É«(;«),-É«(0)). Us-do (2.2.5), (2.2.8) e .s

expressões de (2.2.12) a (2.2.20), temos

Z.«(g) = -t«-i(z) + 2PVn= + PVn''',

sendo

Wn= 0«(}'=:) Fn),

}tÇ'' o;l(}'=:) /L),

(4.1.9)

(4.1.10)

e, õ.(k) e 0;l(É) como «tes. Como Zo(«) = 0 e«tão,

.[«(') 1>1: 2@ja + Wj+''.
lJ

(4.1.11)
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Usando(2.2.20), podemos escrever

L«(«) E(z«(«)) 1: V, (4.1.12)

sendo K= 2Wja + }q'''.
Então, usando (4.1.12), temos

IZ,.(:«) - -E(Z.«(z))l
.7=1 .7=l

n l
E l E 2(A «)Õ(k)-p(}T-: ) + E q(k)-p(}T:
j=i LAc2zd Acz'

}: }: l2(k «)Õ(A) + q(k)l2::'(}'::
.j=1 kCZ:ó

Portanto,

*-:,]

l n

c'-(-t«(«), Z«(o)) E [2(k «)6(À)+ q(k)]
L {,.j=i A,ZC2Zó

l2/Õ:(/) + Õ;(/)l p(}=-: ) #'(X-: (4.1.13)

Obser« q«e, se á # .j então 0j(k) e 0;(A) são «ão correlacion-dos com 0{(/) e 0;(/), V k, / C
»;Ú. Neste caso, em cada parcela com i # .j temos que o favor correspondente ao maior

índice entre ie .j é independente dos demais e tem esperança zero. Ou seja, toda as
parcelas com { # .j são iguais a zero. Também, quando A # / temos que 0j(Ê) e 0;(k)

são não correlacionados com 01(/) e 0;(/), respectivamente. Então, a esperança falara e
cada uma delas é igual a zero. Portanto, basta considerar a soma quando É = /. Como

estamos tratando do caso de p = 0 usaremos, a partir de agora, 0j(k),0;(k),a:,p e p
como definidos em (3.1.3), (3.1.4), (3.1.5) e (3.1.6) respectivamente. Então temos

C'o«(i«('), -Ê«(0)) al(2kOj(A) + 0;(k))' - 2«0j(k)(2kOj(k) + 0;(k))l x
j=1 kCZ;a

x al#'(}'Z: :)]''(b-: l E-:)l

}: }: l4p(kOj(k)y + 4p(kOj(A)0;(k)) + p(0;(A)y - 4«(aOj(k)kOj(k))
j=i kcZ:ó

- 2«(«O.í(k)O;(k))l.nlJ''(W..)-P($--)1,(4.i.ió)

n
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sendo (yn)«2o uma cópia de (yn)«?0, que dado E. é independente de (}'=)«?o Vz C Z'
Denotando

Sl;,' e Oj:,'

erando o equivalente a (2.2.29), podemos escrever

c'-(-t«(«), z«(o)) -nlü(s;3 Fila;&

+ 2õ(p) E a](s;E)i]og - o]] - 2alü(sSp«p)ilo;& - oll +

+ («? + 2«ü(p)) >1: z'(n;S

Observe que, pelo Lema 2.5.3, podemos fazer uma transformação v

de tal forma que: (Z):'', S:,o) :g (Z):'', S:'' + :«). Então, temos

(«) alü(s;Eç'Fila;& 4S Filas + alp(«pyilo;&
+ 2p(-zl(s:Sp)(«p)iÍo;S

e consid]

.7:=l

ertical no erti

(4.1.15)

(4.1.16)

sp'ç' (D, S)

(z,) EI(s=)iÍp=. -ul(s=)lln;& - oll + «r'(n;$ - o)

(') .ulú(s;Ev'«p)ilp $ 1a(43p«p)iÍn;S ip(«pyiÍp;S

Logo, usando(a),(b) e(c) em(4.1.16) e fazendo { = .j -- 1, temos

0'o«(-t«(:«),Z«(0)) alÜ(S?''Pyil-0Í'' Ü(P) )l: al(SF'')lÍP:''
n -- l n -- l

+ .? }: ]'(n:'' - ': E ]''(o;'' (4.i.i7)

0 02 Z

0 0Z Z

Como

}''-(Z«(«) - Z«(o)) (.É«(«)) + }''-(.[«(o))

- 2C'«(-t«(,), Z«(0)) í4.1.18)
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então, substituindo (2.2.37) e (4.1.17) em (4.1.18), temos

}''««(.[«(,) - -t«(o)) (.ulp(s?''ç'yílo:'' alp(s?''v'silo:''

+ 4D(p) >:(al(SF'')iÍnl''' - .UI(SF'')il-O:''

+ 2.': >1:1Z'(O?'' O) - ]''(O:'' + 2«3 E I'(D:''{-oi-o

Observação: Para simplificar, até o final deste capítulo usaremos a notação

representar S',o e S. para representei So,o, o mesmo valendo pala a cadeia Z,)..

Usando (2.2.41), sabemos que

l

0
l

0t

-o]]) +

(4.1.19)

S: pala

n l

Ei-o #'(o:yar z Z. 9
=a;a (4.1.20)

Portanto, usando (4.1.8) observe que, para encontrar Var(L«(z)), precisamos apenas
calc«la- C'o«(.L«(z) - .[«(0), «.Z«(«)).

Cálculo de C'o«(-L«(«) -- Z«(0), «Z«(z))
Usando (2.2.20), deste trabalho, e (2.24) de IFerrari/Fontes(1998)l, temos que

C'«(.[«(«), :«ã.(:«)) ll>1: >1: (2(k - «)0j(k)+0;(A)) #'(}T-: l &-:)} x
.j=i ACZó

x {>: }.1 «0:(/) ]''(X:.: ] E-:)}]
{=1 /CZ:Ú

}: }: -E(2kOj(k)aOj(k) - 2aOj(k)zO.Í(k) + :«0j(k)0;(k))Elr''(}'Z: = k l .F,-:)l
.j=i keZ:a

E E E(2kOj(k),0j(A) - 2«0j(k)«0j(k) + *0í(k)0;(A))J'' l :2?- - k, Dj-: - 0 l

}: a(p1(8=-p).(«ç,)liÍ-oj-:

- 2ü(zpy }l: #'(Dj-: = 0) + «D(p) }: Z'(Dj-- = 0)
.j=i .j=i

}: E(ÜI(&-:9).(z9)lllDj-:(P) }: #'(Oj-: = 0),

n

n

lJ

l lJJ
(4.1.21)
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usando o correspondente a (2.2.29) e a translação vertical descrita nos itens (a), (b) e (c).

De maneira análoga, encontramos

C'o«(Z«(0), «.2«(,)) E(P1(8-:p)(«p)li{.0;-.: D(p)
lJ

E #:'(n;..

2
0+ ü(«P J (4.1.22)

Então, usando (4.1.21), (4.1.22) e fazendo i= .j -- 1 , encontramos

C'0«(Z«(«) - É.(0), «Zn(«))

}: IE(ü l(S.p)(,p)l llD: E(P l(S.p)(«p)l iÍD:

+ «P(p) }: IP'(0; >: -P(D:
i=o .j=i

Portanto, substituindo (4.1.19), (4.1.20) e (4.1.23) em (4.1.8), encontramos

"-a«(«» - : E ("' l,w.d':l"; - oll .©':l'': - oJI) --

+ - E ("' l,«'.©(«W:]"? - o]l [,«;:©(«W:Í"Í - o]]) --

+ 4D(p) >ll: (nl(S:)ilO: - -n[(S.)iÍOÍ

+ 2('3 + 2«D(p) + a3) >:1J''(n:
z=U

+ 2.3 E ]''(o: - o).

Note que, escrevendo S. como soma dos seus incrementos, temos

Elõ((s:p)(«p))iln: oll -ul(s;p)(«p)tln:
ü((«p).KI(s:p)iln:)(«p)(p-K(s:ilo:

ül(«p)(p }l: -n(&(-oj--){o:

Como estamos tratando o caso dos u's simétricos então, usando (3.1.12), como con-

seqüência do Lema 2.5.4, temos que -Z(SI)lÍni = 0}) = 0. Logo, usando na expressão
anterior. temos

l

0&

l

02

l

0&
l

0Z

l

l

0t

lJ

(4.1.23)

(4.1.24)

nlõ((s: p)(«p))lln;
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e portanto, de maneira análoga, obtemos

alú((s;p)(«p))i{ oí 0

Então, neste caso, }'ar(-L«(z)) é dada por
n, l

: E (",[,W:d':Í"; - ']] ['H:«0':-1"? - o]]) --{-0
n, l

+ 2(.3 + 2«D(p) + a?) }: ll'(D;
{-0

n l

+ 2a3 E J''(D? - 0).
0Z

}'-(z« («) )

(4.1.25)

Queremos verificar se Z,«(a) converge em n, para um limite finito. Pelo Teorema 3.1.1,

sabemos que }'ar(L«(z)) é uniformemente limitada em n se d 2 5. Então, usando o
Teorema de Convergência em L2, Durrett l51, temos que o processo -L«(z) converge quase

certamente neste caso. Portanto, se d ? 5 temos convergência quase certa e em Z2 de
L«(a), pois cada termo de (4.1.2) converge separadamente. Logo, basta verificar se existe

convergência nos casos de l 5; d 5; 4. Tendo em vista as dificuldades que encontramos para

estudar a primeira parcela de }'ar(-L«(z)), não analisamos a convergência de Z,«(z) no
modelo original, denotado por CI. Sendo assim, adoramos algumas modificações no modelo

CI, em relação à família U, e consideramos um novo modelo, denotado por Temporalmente

Independente ou TI, que será estudado na próxima seção.

4.2 Convergência de .L. no modelo TI e alcance es
tritamente l

Consideremos (X«)«?o o sistema das alturas, como definido em (2.1.1), e

em (2.1.14). Seja P a família como definida em (2.1.2), de tal forma que

l ««(k,k+ej)

l ««(k,k - ej) - Ü«(k)),

L. como

(4.2.1)
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sendo

(1)e: ...,0),e,...,0),...,..(0,...,0,1);
(2) {Arn, n 2 1} uma família de variáveis aleatórias independentes e identicamente distri-

buídas, uniformes em {1, 2, . . . , d} e independentes de Un(k), para todo n 2 1 e k C ZÜ ;

(3) {Crn(k), n 2 1, k C Za} uma família de variáveis aleatórias independentes e identica-

mente distribuídas, com Un(A) C 10, 11 e simétrica em torno de 1/2.

Consideremos também que, l,.(aç) tem alcance estritamente 1, ou seja, que a distribuição

dos coeficientes da combinação convexa aleatória (distribuição dos u's) satisfaz a:

««(á , .j ) se ll{ - .jll # l VÍ,.J C Za e Vn ? l (4.2.2)

Portanto, IAm = .jl « os passeios aleatórios }'= e }'=' pulam, no tempo (n -- 1), na direção

.j +:> }'= = }'=.i J: ej e }'=' = }'=..i ü ej, Vj = 1,2,...,d. Logo, tendo escolhido a

coordenada que irá saltar através da variável Arn, OS passeios }'= e }'T pulam de A para

(A + ej) com probabilidade z,'lu«(A, k + ej)j e pulam de k para (A -- ej) com probabilidade

plu«(k, k -- ej)l, sendo ,'lu«(k, k + ej)l como definido em (4.2.1). Daí, para todo k C Z' e

n 2 1, temos que

«l««(k,k + 'j)l - ]''(Nn - .j) ''(ã«(k)) - ã, e

«lu«(k,A-ej)l (k,k+.j)l + plu«(0,ej)l lu«(0,-.j)l,

para todo .j = 1, 2, . . . , d.

Sejam .5.(Z)«-i) e l«(Z)«-i) os incrementos de S« e Z)«, respectivamente, como definidos

na seção 2.3. Então, neste caso, temos

(4.2.3)

(4.2.4)

.5«(-D«-i), 7«(D«-i) CÍO,:L 2ei, i= 1,...,d},
õ.(D.-:) + 7«(D«-:)

õ.(Z)«-t) =0 0 '«(D«-i) = :L2e{, Vi=1,...,d.

Daí, temos

#'(Õ« (D«-: ) ]''(yn =.j+.{,yn =A+ei yn-l =J,yn-l =k)

l «(u«(.j,.j + e.))«(«.(A,k + ':)) se .j :# k
l «("«(.j,j + e.)««(k, k + ':)) se .j
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:ü ;. D«-: # '
g se Z)«--i = 0,

.n(tC(k)) = p(Ül?(k), p;ra t.do n ? l e A C Z'. Portanto, temos

#'( á« (D«- :) #'(ó« (D«-: )

se O«-: # 0

se Z)..i = 0

sendo P

(4.2.5)

J'' (Ó« (D«-: )
se D«-: :# 0

1 -- 2P se Z)..l = 0.
(4.2.6)

Usando (4.2.1), temos

0«(k){Nn(k)-ejlÍNn(l-Ün(k))l
d

(2Ün(A) - 1) }: ':1ÍNn

todo É C ZÚ e n 2 1,

U(2Ün(A)-1)=0 e p(2Õ«(k)-ly=4#-l,

d

sendo, para

(4.2.7)

o que implica,

E(0«(A)) 0«(k))

Além disso, como estamos tratando o caso de alcance estritamente l e p = 0
tpTnnq

(4.2.8)

por (3.1.4),

o=(À) }: ll.j-k '««(k,.j)
.jazz'

d

E
{-1

e, como consequência, obtemos

ü(p) o.(k)o;l(k)) (k))
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Para o novo modelo TI, temos que:

(a) a independência temporal dos 0's é preservada. Isto é, para tempos diferentes os 0's são

independentes, pela independência dos componentes das famílias {Un(k), n 2 1, k C Za}

e {.Arn, n ? 1}. Por isto, continua valendo a martingalidade citada no Lema 2.2.1 e em
(4.1.7) pois, u«(k, -) é função de Nn e de Un(k) que é independente de Fn-l, para todo

(b) Podemos garantir não correlação espacial pois, pala todo n fixo, temos que 0.(k) e

0«(r), com k # r, são não correlacionados, pela independência entre U«(A) e ZI/«(r).

Portanto, (a) e (b) nos garante (lue todos os resultados obtidos para o modelo Cll, nos
Capítulos 2 e 3 e na seção anterior, são válidos para o modelo TI.

Observe que, a rede Z:a pode ser subdividida em duas sub-redes: a sub-rede par, denotado

por 2Za, e a sub-rede ímpar, denotado por (Z;a\2Z;a). Note que, neste caso de alcance

1, os processos nestas sub-redes são independentes porque as sub-famílias de u's, de que

cada um depende são disjuntas. Portanto, se z g 2ZÚ então # e 0 estão em sub-redes

distintas. Logo, L«(3) e 1,«(0) são independentes. Então, usando (4.1.2), temos que
}'-(Z«(r)) = y-(-L«(z)) + }'-(.L«(0)) e, pelo Teorem. 3.1.1, sabemos q- c.da «m«

dessas parcelas explode em 0 5; d 5; 4. Portanto, }'ar(-L«(z)) não é limitada em n ,
se z g 2ZÚ. Então, a partir de agora, vamos analisar se yar(-E«(z)) é uniformemente

limitada em n, nos restringindo ao caso de z C 2Z:a e l 5; d 5; 4. Substituindo (4.2.10)

em (4.1.25), temos que }'ar(L«(z)), neste caso, é dada por

"-a«(«» - : E ("' l,W:«0':Í'': - oll W;d':l": - oll) +

+ 2.: >:lJ''(O. - J''(Df E f'(O;

n >l

ln.

0Z

l l

0 0Z 2

(4.2.11)

Estudo da primeira parcela de }'ar(L.(a))
Como õ.(Z)«-i) CÍO, ü 2ei,{ = 1,...,d} então, usando(4.2.7), temos

pl4 :(2Ü«(A)-lyllNn(O«-:) =:L2eÍll

4(4P - l)'; }: iló«( o«-:):L2':}.(4.2.i2)
d

ü(õ. ( o«- -)py
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Logo,

alí'(s:pylÍ-o. IP(}: ój(nj-:) Fila:

}: -Ela(4(nj-:)pyí{ :

l d

>l: -©l4(4P - l)i ll: llój(Oj-t) = :L2ekllÍDi = oll
.j=i " A=i

l d

4(4@ - l)i E E #'(e(Dj-:):L 2'*, O.".j=iA=i

2

2

(4.2.13)

Mas, note que

P(.5j(Dj :) = :E2ek, Z){ = 0) = )ll: P'('5j(/) = :L2eA, Z)j-: = /, Z)i = 0)

>: #'(.oi

>l:J''(Oi IPj Oj-: Z'(Dj lnj-: /)J''(Dj--=/). (4.2.14)

E, além disso,

#'(Dj=/IDj-i =/) = #'(õ«({)= ü2e{,{=1,...,djOj-i =J)
á «/#'
2/3 se / = 0

Portanto, substituindo (4.2.15) em (4.2.14), temos

P'('5j(-0j-:) - :L2'Ê, Z)i = 0) - >1: " -P(D'-: - 0l-0j-: = /)P'(Dj-: - /)
IC2Zó,l#0 '"

+ I'(Di-: : 2#l'(Dj-:

ã }: I'(n:-: - oloj-: f'(nj-: - /)

+ (2p à)Z'(O:-: -ODj-: Oj-: -0)

Lí'(p:-: - o) + (2p - L)#'(o;-: - oloj-: (4-2.i6)

independente de A, VÉ = 1, . . . , d, e a primeira igualdade do fato de Z). ser Markoviano

e homogêneo no tempo

(4.2.15)



0UIU l..llllUV \.T'Z''-LV./ t'''l \.T'Z''lU./} VUU--".l.laVO

-Elp(s.pyílo;

a análoga à anterior, temos, para todo z C 2Z;a

-ulõ(s:pytÍof

o, usando(4.2.17),(4.2.18) e fazendo a soma em i, temos

E E lü(s;ç'yi{ o; - oll - E lü(s:ç'Fila: - oll

llyê;-D E {lJ''(O.-: - O) - ]''(O:.: - 0)l +
n n,--l {

+ (4a 1)(8p - i) }l: Ell'(P:-: - 0,Dj-: O:-: - O,D;-:{=i.j=t

Fazendo h = á -- l e / = .j -- 1, temos que, a primeira parcela de yar(Z«(z)) fica da íorm

E E ip(s;ç'Fila; - oll - -u ip(s:v'yiÍo: - oll
/' ') n--2 g n--2

(4p - i) i.iàl kl#:'(-0* - O) - P'(ní - 0)l + iêlliJ''(O* - O) - ]''(-OÍ - 0)l +
n n--2 # \

+(8P-;)EElz'(n*-o,n.-o)-2''(-oÍ-o,nf l-(4.2.i9)u k:ll:i /

Portanto, pala o modelo TI de alcance 1, substituindo (4.2.19) em (4.2.11), temos
H n,--2

\,''«(-Ê«(«)) (4P - i) E jl#'(D; - #:'(of
n n,--2 {

+(8,e-2)(8P-:)}:E:l#'(o: oj p'(o: n;
' {=i.j=i

n -- l n -- l

+ 2&/(«) EI]''(P. - ]''(OÍ >1: r'(n:

(4P - i)

(4P - i)

:iz'(n.-: -0+ p 3)EJ"(-o.-: -o,o.-- -Q (4.2.17)

9 9 l

iiZ'(O=: - O) + (8p - i) gl #'(-0L: - O, D;-: - O)
(4.2.18)

Então sub)

De maneio

Porta.ntT

i-l

a

n l

&=o

{-1

{-0{=0
(4.2.20)
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:.nd. M(«) - .3 + 2C%:D

Note clue, como p(Un(k)) = 1/2, então P = u(tC(A)) 2 1/4 . Logo, todos os coeficientes

de (4.2.20), que dependem de P, são não negativos. Além disso, para a segunda parcela

de (4.2.20), temos

>l: }:lJ''(O:

}l:E:l-P(n.-j P'(-Oj -J''(D:-j J''(D;

>: >: Z:'(O.-j nj J''(01

e, por Ferrari and Fontes l61, sabemos que, [-P(Z)j = 0) #:'(Z); = 0)) é não negativo.
Por outro ]ado, do Lema 3.3 IA.6j, temos que >1:;:] #'(Z)i = 0) não é limitada se d = l
ou d = 2. Sendo assim, concluímos que ya7'(L«(z)) não é limitada em n nesses dois
casos e, então, .[.(z) não é limitada quando d = 1 ou d = 2. Portanto, basta ana]isar a

convergência de .L«(aç) quando d = 3 e d = 4. Observe também que, se z é 2ZÚ então
P'(Z)f = 0) = 0 pois, partindo de z o passeio aleatório nunca chega no zero, qualquer que

seja i. Então, neste caso, a primeira parcela de }''ar(-L«(z)) fica da forma,
,l n -- 2

](4/3 - i) E jl'(D. - O),

2 2

l J lZ

2 2

l .j lZ

2 Z

l .j l2

sendo blue,

}: iP(-D{ = 0) -} oo quando n --} oo.

Isto nos garante que, yar(-Ê«(aç)) explode, quando z g 2Z'í, como já havíamos antecipa-

do. Portanto, basta analisar a convergência de Z,«(g) , em n , se d = 3 ou d = 4 , para

todo z C 2Z:Ú, que faremos a partir de agora.

Note que, pelo Lema 3.3 e pela Proposição 5.1 IA.61 , a terceira e quarta parcelas de

(4.2.20) são limitadas em n. Para a segunda parcela de (4.2.20), como P(Z)Í = 0, Z)? =

0) ? 0 e«tão,

)l: }:lz:'(n{ = o) - J''(o: ]''(o{ = o, aj
i-tj:i {:ij-i

}: )l: ]''(o: = olnj I'(ni-j
i=i.j=1 =ij=i

2

l&
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Então,

E
{=i.j=i

l#'(D: O? D; EE ]''(o«-j
«,>ij=i

o) ]'' ( oJ

E p'(o«

e, já sabemos que, para d 2 3,

}: J''(D« = 0) < m.
n,>l

.Portanto, temos que

}: }ll:lr'(Di = 0, Z)j = 0) -- Z'(-O: = 0, Z); = 0)l é uniformemente limit.da em(4.2.21)

No restante desta seção, vamos analisar a primeira parcela de (4.2.20), com o objetivo de

mostrar que ela é limitada em n, para todo ]ç C 2Z:Ú. Portanto, vamos provar que

7Z Z

l .j lZ

}: nlP'(-D« = 0) -- P(Z); = 0)l < oo, Vz C 2Z'.
n>l

Sejam .4(s) e a(s), as seguintes séries de potência

(4.2.22)

,'!(') .'l«'
n,>0

. «(') - E ««;",
n,>0

(4.2.23)

sendo

,4« II''(D.
i-o

«« (D« -P(D;

Observe que,

.'l(.) E ''i.;" - «. + E(«« + .'i«-:);" - «. + E ««." + E .'i..:;"
n,>0 n,>1 n>1 n>l

E ««;" + . >1: .A«." - «(') + '.'i(;).
n>0 m,>0

Isto é.

«(.) - .).'1(.) (4.2.24)
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Portanto,

!U"(') - !U(i - ')'i(;), (4.2.25)

sendo

!i«l«(') o« - -p(ol:
n>0

Obs.: Todos os limites acima existem ( e podem, em princípio, ser +oo), pela positividade

de P(Z)« = 0) P'(Z): = 0) IFerrari/Fontes(1998), página 231.

De (4.2.24), temos que

«'H - E -..«-' - + E -.;«
n>1 ' n>l

Isto é,

.«'(') )l:«««." E«IZ'(O« -d''(Dl:
n>0 n>0

De (4.2.26), temos

(4.2.26)

IÜ '«'(;) - )l: "lJ''(p« - o) - I'(o: - o)l-
n>0

Portanto, para provar (4.2.22), basta mostrar que

(4.2.27)

h«- «'(;) < m,s-+l

de acordo com (4.2.27) e valendo a observação acima

Sda ./(s) a série de potência de P(D« = 0), isto é,

/(') o«
n>0

Sabemos, pelo que foi feito no lema 3.2 IFerraii/Fontes (1998), página 131, que

l/(1 - .)
1 + (1 'r).é,(.y

sendo T o tempo do primeiro retorno à origem do passeio -D., que começa no zero,

é,(;) = >1: -P(T > n)'" =
l - -E(.')

n>0 ' '
)

(4.2.28)

/(.) - (4.2.29)

60



em que

E('') >: ]''(7' ;"
n,>0

e, por (3.1.16), temos

'r (o,o) (o, 'j)y < l

Obs.: 7 = 1 é, em princípio, possível; corresponde ao Modelo do Votante;

este caso, em que os resultados desta tese não valem.

Do Lema 4.3 IFerrari/Fontes (1998), pág. 201, sabemos que

.4« [J''(O. (OÍ D«-*
{-ok:o

d

lJ

podemos excluir

k), (4.2.30)

sendo T= o tempo de chegada na origem do passeio -D«, partindo de z C

Portanto, usando (4.2.23), (4.2.28), (4.2.29) e (4.2.30), temos

>l: }l:J''(D«-k k)'" ]''(D« )'")(}:
n>0 k:=0 n>0 m,>0

.rU©=W-i+l/l! s@ '#'m
l ©=(.)

(1 - .) 1 + (1 - 7).@r(;)

Usando(4.2.31) e(4.2.25), temos

2Z'z, # # 0

.'l(.) #'(T= > n).")

(4.2.31)

«N - Í-ÍÜf!)s@H ' (4.2.32)

Sda

a('') }: -u(''lx )z'(x
n#0

}l: .E(sr=)P, = >: Ü'r=(')P,,
r#Or#O

sendo p,, # # 0, a distribuição do salto cla origem. Portanto

©,(;)

@(') @rz(s)P,.
z#0

(4.2.33)
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Usando(4.2.33) em(4.2.32), temos

«u - í-íxJ=@=w,, ' (4.2.34)

sendo À = 1 -- '.

De (4.2.33) sabemos que @T(s) = E,#oql,TP(s)p,, sendo os valores possíveis de y 7é 0

todos os sítios em 2Z:a para onde o passeio Z)« pode pular partindo do zero. No caso que

estamos tratando esses sítios são os "vizinhos mais pr(5ximos" da origem. Se .Ar denotar

o conjunto de todos os sítios que são "vizinhos mais próximos" da origem então

#«(') - E,#'rp(;)P« - i E,Mp('),
üç:N ' ueN

pois P, = i, Vy C ./v'
Portanto, as variáveis Tv, Vy C A/, são identicamente distribuídas. Seja yo C .V, digamos

yo :: 2ei, por exemplo. Então,

@,(') - i E, é%.(') - Mp.(').

Logo, sendo g/o C .V e substituindo (4.2.35) em (4.2.34), temos

«w-:g:l:m.
(1) Consideremos o caso em que z = yo C .V. Então, obtemos

«u - --#bP
1 + À'@g. (')

(4.2.35)

(4.2.36)

(4.2.37)

Daí

«'(.) -
#h,. (') - À@h,. (')

Para todo 0 < s < 1 , temos

0<@Tp.(') #'(%. ?n)'" 2 }:#'(TV. )'"
n>0 n>0 n>0

sendo po = P'(71,. = oo) > 0, pois, como estamos considerando d ? 3 então o passeio

aleatório D. é transitório. Temos

1 -- s
n. '> it P

Po
) (4.2.38)
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(.)
.)

(E.;.o Z'(T ? n)s"y , (E.»o ."y
(E«ZO P'(7' 2: n)'")' ": (E«ZO ]''(T
(l/(i - ;)y l
';à=F' ' ã ': '"

Isto é,

óh. (;) <
óh,.(')

l

P2 '''' (4.2.39)

Portanto, lim.-.*i a'(s) é finito. Logo, provámos que, quando z C .V temos

>l: nll'(D= #'(D:
n,>0

(4.2.40)

Então, usando (4.2.40) e (4.2.21), concluímos que yar(Z«(z)) é uniformemente limitada

em n , quando # C ./V'

(11) De (4.1.8), da Proposição 2.3 e do Lema 3.3 IA.61, basta mostrar que Var(-L«(aç) --
É.(0)) é limitada em n. De (1), sabemos que isto é válido pala g/o € .V. Para z C 2Za,

d ? 3, escrevemos -L«(z) -- É«(0) como uma soma telescópica de "vizinhos mais próximos"

( em 2ZÚ), da seguinte forma

.É.(«) - -t«(o) = )ll:(.i«(z*) - Z«(«k-:)),
k-l

sendo m o número de sítios do caminho a partir da origem até z, #« = z e zo = 0.

Note que,

(4.2.41)

}'-(-t«(«) - Z«(0)) 5; m >1: }''«(É«(«.) - -i«(«k-:))
k-l

«.'t''«(Z«(g/o) - i«(o)) (4.2.42)

sendo yo C .V arbitrário e a última igualdade seguindo da invariância por translação do

modelo. A última expressão é limitada em n por (1).

Como (-i«(z) -- @(.[«(a))) é um martinga] então, usando o Teorema de Convergência em

.L2, Durrett, l51, temos que

Z«(a) --> L-(«) (4.2.43)
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quase certamente e em Z,2. Portanto, (4.2.43) completa a prova do seguinte Teorema:

Teorema 4.2.1 Sda L. o processo das a/furas t;ásZo da a/lura da origem, no made/o Ty.

de$nido por

Z«(z) = L«(n) -- L«(0), p;r; todo :« C Z'

Se d ? 3 então {.Ê.(z), # C 2ZÚ} cona;erre quase certamente e em -L', quando n --} oo
p"" "m« -p.«fz'cáe «/e«tó«{«, gw. d.n.i«.« p., Ê = {Z(a), :« C 2Z'}.
As flutuações espaciais de Z, são da mesma ordem do que as de L, para d 2 5, devido

à independência em relação a # da distribuição de E«(3ç) e da limitação em n de suas
Hutuações. Como veremos adiante ( Teorema 4.3.2), o Teorema 3.1.2 do Capítulo 3 é

válido se substituirmos Z, por Z'

4.3 A forma e a ordem de magnitude das fllutuações

espaciais no modelo TI

Pelo Teorema 4.2.1, da seção anterior, temos que o processo das alturas, visto da altura

da origem, converge fracamente para para uma superfície aleatória Z, quando d 2 3.
Agora, vamos estudar a ordem de magnitude das flutuações espaciais dessa medida e a

forma dessas flutuações.

Seja /n = Ê« E(.Ê«), para todo n ? 1. Para todo z C Za, temos

./;(«) («) - E(L«(,))

Usando o Teorema 4.2.1, temos que

,IU, I'''-(z'«(«)) «(-L(')).

Então, usando (4.3.1) em (4.2.20), temos

(4.3.1)

V'«(.Ê(«)) }: nl#'(D« - #:'(0:
n>l

+ 2w(«) >1:1.p(n« - p'(ol: }: f'(o«
n>1 n>l

+ A,E >1:1J''(-0« (-O: n;
n>lj=l

7Z

0) +

(4.3.2)
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sendo ki = 1(36:O, Ê2 = kid(4#-- }) e 2M(z) = 2a3+ki. Provámos, na seção anterior, que

Var(.[(r)) é finita, para todo # C 2Z'i e d ? 3. Portanto, nosso objetivo agora é estudar

sua dependência em z e seu comportamento quando llzll --} oo, pala todo # C 2Z:d e d ? 3.

Mas, note que, se d 2 5 então, pela independência em relação a z da distribuição de Z«(z)

e por (3.1.43), sabemos que yar(-É«(z)) = }''ar(.[«) é ]imitada em n, com limitantes que

não dependem de a, V# C Z'. Logo, se d ? 5, temos que lim.-,- yar(.[«(z)--Z«(0)) < oo,
não depende de a:. Como (Z«(z) .[«(0)) é um martinga] (Lema 2.2.1), então pe]o Teorema

de Convergência de Martingais em Z', Durrett l51, temos que (il.(z) -- -t«(0)) converge

quase certamente e em .L', cluando n --} oo. Seja .[(n) este limite. Então, -t(z) tem

flutuações limitadas em =, quando d ? 5. Como, por (4.1.7), sabemos que

Ê«(«) (.É«(«) - Z«(o)) + 2:«.2«(,) + ll«ll', (4.3.3)

então, observe que, se d 2 5 , as flutuações espaciais de L«(3) são provenientes, uni-

camente, das flutuações do termo 2aZ«(z), que já conhecemos do estudo do PMA line-

ar. Portanto, basta analisar a ordem das flutuações espaciais de }'ar(Z-(z)) quando
d = 3 ou d :: 4, sendo # C 2Z:d. Para isto, precisamos estudar o comportamento de
yar(Z«(=) -- L«(0)), cluando d = 3 ou d = 4. Usando (4.2.10) em (4.1.19), temos que

{-0
n l

+2a3 E P'(Ofi:o

Seja a3 como definido em (2.2.42). Então, usando (4.2.7), note que

.: - !ej:Üil«ii'. (4-3.s)

Substituindo (4.2.19) e (4.3.5) em (4.3.4) e, considerando kt e k2 como definidos em (4.3.2),
temos

}''-(-L«(«) - Z«(0))
n l

2 >ll: -EI«(s:pyl{ : [«(S;P)'l]D:

(4.3.4)

,JU, }''««(Z«(«) - -Ê«(O)) - Ã': }: «I1''(0« - O) - P'(Oj:
n,>0

+ A, )l: )l:lJ':'(P«
n2:l .j=i

+ k:('EIE - i) E ]''(D: - O) + k: E ]''(O« - O).
' n)'0 n>0

+

(4.3.6)
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Observe que, lirnn➔oo Var(Ln(x)- Ln(O)) < oo, pelas seguintes razões : 

(l) Ln?:O IP (D~ = O) ~ Ln?:O IP(D~ = O) < oo pois, como vimos em [Ferrari/Fontes 

(1998), página 23], [JP(D~ = O) - JP(D~ = O)] é o incremento da variância de um 

martingal e portanto, tem que ser não negativo. Isto é, 

JP(D~ = O) ~ JP(D~ = O) Vn ~ l. 

(2) As parcelas restantes de limn➔oo Var(Ln(x)-Ln(O)) aparecem também na expressão 

de Var(L(x) , j á provamos na seção 4.2, que nesses casos Var(L(x)) < oo . 

Para todo x E 2'lld, !l xll2 = r:,f=
1 

/xi / é um número par e o número total de passos para 

chegai· ' t· . , , . . l lEll I t , d d 

ao s1 10 zero, partrndo de x, e no mm1rno 1gua a 2 . s o e, para to o x E 2'll , 

Então 
' 

JP(D~ = O) = O, 
Vn < // xi/_ 

2 

L JP(D~ = O) = I: JP(D~ = O) ~ I: JP (Dn = O) , 

n?:O n?: 1411 n?: 1411 

e sabemos que Lin?:O JP(Dn = O) é uma séri e convergente. Portanto, 

li rn I: IP( D~ = O) = O. 

/l x ll ➔ex> n?:0 

Por outro lado , como vimos seção 4.2, 

( 4.3. 7) 

(4.3.8) 

e não depende d x. Portanto, para ntend r o comportamento de limn➔oo Var(Ln(x) -

Ln(O) clad ( 1 3 6) l // xi/ oo, basta analisar 

, e o nrt cx pr . são L . . , qu anc o . 

I: n[ // (Dn = O) - JP (D~ = O)]. 

11 > 0 

0
mo sal mo , 

0 
pas ·cio a leatório Dn ' sirnétri ·o, com t mpo de espera, isto é, 

1
* = : 

t'D(O , O) > o , p rturba lo na origem. Consideremos agora os passeios al atório Hn, 

0
rno I fin iclo m (J . .L..lO ), e {!~, definido ela. s guinL forma: passeio aleató rio simétrico , 

6G 



homogéneo, sem tempo de espera, isto é, '*

transição, dada por

'yX.(0,0) = 0, e com probabilidade de

,«.o, © - x..;:l=. «««, «d'
para todo / # Ã;, /, A C 2Za. De (4.2.37), para o passeio D«, temos

««w - :g:l:m'
sendo g/o C .A/', o conjunto de todos os sítios que são "vizinhos mais próximos" da origem

e T=, como definido em (4.2.30), tal que

@T=(.) = l l s

(4.3.9)

(4.3.10)

(4.3.11)

sendo

Úr=(') }: ]''(T=
n,>0

Portanto, substituindo (4.3.11) em (4.3.10), temos

««M - 0

De maneira análoga, para o passeio #«, temos

««';,-n: Eh,
sendo lrn definido como 7;, porém relativo ao passeio }7n, À = 1 -- j e

? (0, 0) («:(0, 'j)).

Observe que, a diferença entre os pa-sseios Z). e /{n é a não homogeneidade na origem de

D« e que as variáveis T= e T= não envolvem as transições neste sítio. Portanto

d

.7::l

(4.3.12)

(4.3.13)

(4.3.14)

@T=(') = éí.('). (4.3.15)

Então, como consequência, temos

é:í(.) >l: ó&(')p« (')p,
uç:Nlç:N

ü.(') E p, - ü.('),
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para yo C .Ar, digamos 3/o = 2et =(2,0,...,0). Isto é,

@T(;) = My. (;), Vy0 C .V.

Logo, substituindo(4.3.15) e(4.3.16) em(4.3.14) e usando(4.3.11), temos

«"M - 0 - 4 + *<- @..,(4 .
analogamente, temos

««,u-nqil:m'

Para o passeio /7;,

(4.3.16)

(4.3.17)

(4.3.18)

Portanto, usando(4.3.11), temos

««.u - a;A:Ptüm.
,vel T=, que aparece nas expressões de ao(s) e de aH(s), é da

sendo À* = 1 -- ,y* = l

Observe que a vara

(4.3.19)

forma

(4.3.20)

sendo

(i) N= a variável aleatória que conta o número de passos efetivos do passeio

Z).) no caminho percorrido de # até zero;

(ii) % a val'iável aleatória que representa o tempo de espera do passeio .17n (OU

i-ésimo sítio visitado, no caminho que vai de # até zeros

(iii) q tem distribuição geométrica com parâmetro l (o parâme

0«), V{ ? 1, isto é,

ra ol

P

Hn (O«

Z).) no

"r pa passeio

(n = Â) (1 -?)111,2,...}(k);

(iv) As variáveis a'-i,r2, - - , são independentes e identicamente distribuídas.

Então.

Üza(.) '') (.E=''lw=)l
alE(;'')I'''' l@,.(.)I''''(@,.(s))
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Usando (iii) e (iv) de (4.3.20), temos

@,.(') :: '*Z'(rl(1)*':(1 - '7) =!
k>i k>l

Logo, para todo a,

1 - j) .j
? (1 - .?)

(1 - ?).
l - ?s

= n)s"

Para o passeio #;l, temos % = 1, Vj 2 1. Então,
]\Ç

{-1

sendo AÇ a variável aleatória que conta o número de

caminho percorrido de z até zero, z # 0. Portanto

$T,tsÕ= $N, (4.3.21)

(4.3.22)

passos efetivos do passeio J:e, no
)

@«: (') }: #'(/v;
n>l

(4.3.23)

De maneira análoga, temos

"«.''' - «~,. (t#) (4.3.24)

e

#'%,(') (') n>l
(4.3.25)

Sabemos, de (4.2.27), que

yP«b(') - ;l; "l-p(D« - o) - z'(o: - o)l-

De maneira análoga, temos para os passeios /in e /íl:, respectivamente

(4.3.26)

jj#«h(;) - àl"iz'(Á'« - o) - J''(-Hl: - o)j

ijn«b.(') «II''(Xl; X;'
n>0

Lema 4.3.1: Se a c 2Z;a está /oca/azado num dos eiras coordenados e llz

par de '2 então existe'm, constctntes c, cl <. oa tais que

}: nlJ''(H;. - ]''(#;l;
n>0

c ll#ll, se d

c' log l zll, se d = 4

(4.3.27)

(4.3.28)

é um mlíltipto
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Prova: Ver Apêndice A.3.
Lema 4.3.2: Seja a C 2Z;a fa/ gwe llz l á um mtí/tãp/o par de 2 e z tem apenas tina

coordenada diferente de zero. Então,

>ll: nlJ''(-0« - J''(-0: nlJ''(.r< Z'(Xl:'
n>0 n,>0

são da mesma ordem, para d = 'à ow 4. Isto é,

:.:.:.[B:: ".
s.«d'7 70(0,0) :p(u:(0,'j))' < 1.

Prova: Ver Apêndice A.4.

Retornando à expressão (4.3.6), temos

+íí$hEEl-p(n« - o,o, - Q -o: - o,o; - Ql+A:(;lh)Ez'(o: -Q

+ã-€1 E p'(o« - Q
ll'll n>0 l

Portanto, utilizando os lemas 4.3.1 e 4.3.2 e as expressões (4.3.7) e (4.3.8), concluímos
que

,ll lim«-*m Va'(.H:lz) - Z,«(0)) . ll ]i!:,., Ü';iP- E «[J''(O« - Q - -P(D: - Q]

(4.3.29)

llrll-,m llZil' '

pala todo z C 2Z;a tal que llzll é múltiplo par de 2, # tem apenas uma coordenada

diferente de zero e d = 3 ou 4.

Consideremos agora # C 2Z:a ta] que llsçll é mú]tip]o ímpar de 2, localizado num dos eixos

coordenados. Ou seja, 3 tem apenas uma coordenada diferente de zero e ll=ll = lzil é da

forma 2(2k + 1), para algum k > 0 e algum i= 1,. . .,d.

Seja z' C 2Z:'z um múltiplo pai de 2 que é o vizinho mais próximo de # no mesmo eixo

coordenado. Então,

(4.3.30)

Jin, V-(Z«(") E«(0)) \''a'l(.[«(«) - Z«(«')) + (Z«(«') - Z«(0))l

$ 2,JIH, }''«,(-Ê«(«) - -É«(«')) + \'''-(Z«(«') Z«(o)). (4.3.3i)
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Como .[.(z) g: Z«(0), pe]a invariância por trans]ação do modelo, garantimos que

l-t.(«) - -t«(«')l g: IZ«(yo) - Z«(0)1, (4.3.32)

sendo yo vizinho mais próximo de zero e no mesmo eixo coordenado de z e z'. Portanto,

y-( .[«(« ) .[.(a')) (.[«(g/o) .É«(o)), (4.3.33)

e não depende de 3 e z'

Observe (lue, }'ar(-t«(a') .[«(0)) satisfaz (4.3.30). Então, usando (4.3.33) e (4.3.31),
temos

para z C 2Z;d tal que, llzll é múltiplo ímpar de 2 e # localiza-se num dos eixos coordenados.

Agora, seja # C 2Z:a qualquer, com pelo menos duas coordenadas diferentes de zero

« = (z:,«,, . . . ,3d). Então,

JU, v-(.[«(") - .[«(o)) 5; Jin, l]''-(Z«(«) - Z«(«:, . . . ,«.-:, o))

+l''«(z«(«:,.. . , «.-:, o) - z.«(«:,. . .,«.-,,o, o))

+. .. + }''-(.[«(«:,o,. . .,o) - .É«(o))j .(4.3.3õ)

Note que, cada parcela de (4.3.35) é a variância da diferença de L« entre sítios que
diferem em apenas uma coordenada. Pela invariância por translação da distribuição de

{-L«(z), g C Za}, cada variância é portanto a variância da diferença de Z« entre sítios num

mesmo eixo coordenado. Então, podemos usam os dois casos analisados anteriormente.

Logo, concluímos que,

lim
llrll-+m

lim«-- y-(-L«(z) -- Z«(0))
«11'

- 0, (4.3.34)

[hm«-.,- }''«(.[«(«) - Z«(0))]
L ll«ll' J

converge a zero, quando llzll --> oo. Ou seja,

(4.3.36)

.]in: }''«(-É«(«) - Z«(o)) «ll'),n-->oo

para todo z C 2Z:d e d = 3 ou 4.
Teorema 4.3. 1: $e d > 3 então

}'-(.L(z)) é da ordem de 1«11',
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p«« 3 C 2Z', «o «.« de p = 0 . «/c-c. l. /sto é, « ./7«t-çõ« esp«cá«{. d. .E(a) sã.

da ordem de llall, z C 2Za, se d 2 3

Prova: Usando (4.3.2) e (4.3.5), podemos escrever a yar(-L(z)) da seguinte forma:

V'«(.Ê(«)) l#'(D« (O:
n,>l

+ k:(ll«ll: + i) E Z'(D« - O) - k:('ÜIF+ i) >1: P'(n= - O) +
n>1 ' n>l

+ k, )ll: }l:lZ'(-0« Dj - ]''(n:
«,>tj=i

Então, usando (4.3.7), (4.3.8) e (4.3.36), para os casos de d = 3 ou 4, temos

iilil=« !qiál0 - A: E z'(n« - Q « m,

sendo ki como definido em (4.3.2) e usando o fato de que E.>: #:'(Z)« = 0) é uma série
convergente IFerrari/Fontes (1998), página 16]. Para d ? 5 o resultado do Teorema

também é válido pois,

,IU, }''-("Z«(")) - }'-("Z(")) - '3 E I'(o« - o) - =c:;í-:ll«ll' E p'(o« - o),n,>1 '" n>l

usando (4.3.5) e a Proposição 2.3 IA.61, o que completa a prova do Teorema. []

Agora, partimos pala obter alguma informação a respeito da forma dessas flutuações

espaciais. De (4.3.3) e (4.1.4), temos

z.(«) - z}«(o) E(Z«(«))) 2«Z«(«), (4.3.37)

se«do, E(«Z«(«)) («))

Do Lema 2.2.1, sabemos que (-L«(z) É«(0)) é um martingal em relação a {Fn, n 2. 0}.

Além disso, ja vimos que lim«-- yaz'(L«(z) -- Z«(0)) < .n. Portanto, usando o Teorema

de Convergência de Martingais em Z,2, Durrett ISI, temos que

Z.(z) - -t«(0) --} .É(,), q.c. e em Z2, quando n --} oo (4.3.38)

Também usando o mesmo Teorema de Convergência, temos que

«Zn(«) --} «Z(=), q.c. e em Z2, quando n --} oo, (4.3.39)
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utilizando Lema 2.2, Proposição 2.3 e Lema 3.3 IA.6), e sendo Z«(z) como na

IA.61. Então, de .Z«(z) g: Zn(0) e usando (4.3.5) e (4.3.39), temos

ZZn(r) -} aZ(z), q.c. e em .L', (quando n -+ oo.

Logo, usando(4.3.37),(4.3.38),(4.3.40) e o Teorema 4.2.1, temos

Ê(«)-ll«ll' Z(«)+.É(«), se«do ®(.Ê(«)) ll'.

T)pG.;,;.. 9
y-- '

(4.3.40)

(4.3.41)

Então,

&êw - :ú,.«, * h (4.3.42)

sendo que

Z
)

-lili} -5 0 quando llzll --> oo,

usando (4.3.36) e (4.3.38) e,

}''-Pííâíz(«» - !ezlF-0 E ]''(o« - Q - #: E I'(o« - 0,
usando (4.3.40). Então, para todo iç C 2ZÚ tal que

->(p, quando # --> oo
tl«ll

(4.3.43)

(4.3.44)

(4.3.45)

(4.3.46)

temos

:Êeqãlbw :S. 2p.àW,

sendo p C n' tal que llpll = 1, a(2p2(0)) = 0 e

}''«(2v2«(o)) - 4.'3EI'(P.
n>1 "

pll' E P'(D«
n>l

0)

k: E z'(o«

Portanto, (4.3.45) e (4.3.46) completam a prova do seguinte teorema:

Teorema 4.3.2: Sda z C 2Z;Ú e d ? 3 1a/ qtze Íi;iÜ ''> p ' quando z --} oo, sendo
p C ta/ q e llpll = 1. Então,

:ÊÇSliãlt:r :$ 29.ã(o) ' Xeiélili!» --* v«(2ç'Z(o)) < m,

guand. ll:«ll --} .o, com E(2p2-(0)) = 0 e yar(2g2-(0)) = AiE.>: 1'(D.
sendo ki como de$nído em 4.3.2.

0),
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Capítulo 5

Processo das alturas a tempo
contínuo.

Neste capítulo estudamos o processo das alturas a tempo contínuo, denotado poi 77t,

Z ? 0, obtendo resultados análogos ao processo a tempo discreto.

Na Seção 5.1 fazemos uma discretização do processo contínuo considerando uma
família de processos a tempo discreto, denotado por XnN, pal'a todo n ? 0, sendo N'

o indexador da famlüia e provámos que X[Wf] converge em ,C2 para o processo 77t quando

]V -+ oo, para todo t fixo, supondo a existência do quarto momento (Teorema 5.1.1). De

ma.negra análoga definimos Zr tal que XW 'i .Z,W. A partir daí encontramos a variância

de 77t(z) como ]imite da variância de X]WW.](n) quando ]V -} oo, pala todo z C Za

Na Seção 5.2 tratamos do caso dos u's simétricos e alcance limitado e encontramos a

ordem de magnitude em n de Var(?7t(a)). Provámos que neste caso as flutuações da altura

do sítio #, para todo a C Za, somente se estabilizam quando d 2 5 (Teorema 5.2.1).
Na Seção 5.3 estudamos o caso dos u's viesados e, assumindo a existência do quarto

momento, mostramos que as flutuações da altura do sítio z nunca se estabilizam, para

todo , C Z' (Teo«m- 5.3.1).

Na Seção 5.4 definimos o processo das alturas vistas da altura da origem denotado por

Õ, e estudamos sua convergência temporal no caso dos u's simétricos, alcance estritamente

l e d ? 3. Provámos que neste caso o processo Õt(sç) converge fracamente para uma su-

perfície aleatória Õ(z), quando t --} oo. Este resultado envolve uma segunda discretização,
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desta vez dos processos auxiliares -Dt e St

5.1 Discretização do processo contínuo

Nesta Seção consideraremos o modelo contínuo 77f, t ? 0, como deânido na Introdução.

Denotaremos por #' e -E a medida de probabilidade e a esperança correspondentes ao

espaço onde as famílias dos processos de Poisson {Nt(á),i C Z }tZO e dos vetores de

probabilidade aleatórios {u(i, -), í C Zd} estão definidos. Sendo # a distribuição comum

dos vetores u(i, .), denotaremos por Pu e #:, a medida de probabilidade e a esperança

associadas a p. Como antes, usaremos a notação p(X) para indicar ©,(X).
Para cada sítio { C Za consideremos um processo de Poisson (Nt({))tZO de parâmetro

1, independente dos demais sítios. Então, sempre que o relógio exponencial toca para o

sítio i C Z:a, a altura correspondente a este sítio é renovada por uma combinação convexa

aleatória da sua própria altura e das alturas dos sítios vizinhos. Sejam T(i, k) os sucessivos

tempos do processo de Poisson do sítio i, i C Z;a, para todo k 2 1. Isto é,

T(á, k) é o tempo da A--ésima marca de Poisson no sítio i C Za. (5.1.1)

sd-

uÉ(i, -) a k ésima realização independente do vetor aleatório ?&(i, -). (5.1.2)

Consideremos {P:Íi; n ? 1, i C Z;'z} uma família de variáveis aleatórias independentes e
identicamente distribuídas, definidas por

sendo JV um inteiro positivo, denotado como parâmetro de escala.

Cada variável #;Íi tem distribuição de Bernoulli com parâmetro p dado por

p (i,l) $ 1/N) - e':/". (5.1.4)

Para cada sítio i C Z:a, o tempo contínuo é discretizado em intervalos de comprimento

PI.- l r({,k) c
n --l n

, pala algum k 2 1 ) (5.1.3)

$ (ocorreu pelo menos uma marca do i-ésimo processo de Poisson no intervalo

+ (a altura do sítio { será renovada no tempo n). (5.1.5
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Sej;

(5.1.6)

o número de marcas do {-ésimo processo de Poisson no intervalo 10, #l. Então, o processo

a tempo discreto, (-Pí.nN)«?o, será definido da seguinte forma: pai'a todo n ? l,

Xo({)

Pã }: «Kj.(Í,.j)Xr-:(.j) + (l - #:)Xr-: (i).

álgebra gerada por {/3Ü, uk(i, ') l $ A $ n, í C Za} . De (2.1.6) sabemos

Xow(i)

XnN(j) (5.1.7)

sd. /=' ., «
que

X,y(«) - -E IXow (}/''''") t.r='1 , (5.1.8)

sendo }'r''''", A = 0, . . . , n, um passeio aleatório começando em aç, dado pelas probabili-
,[ . ,]pc dp trnna; r;n

#'(}T'''" - .j l }'Z'í'" , .r='') Pr.*,:uKj..*({, .j) + (l - P=*,:)ilj
«=..*({ , .j ) . (õ.i.9)

Assim, U/v = {ur(i, ') : k 2 0, i C Z'z} é uma família de vetores de probabilidade
aleatórios independentes e identicamente distribuídos. Utilizando a configuração inicial

dada em (2.2.1) temos

x,y(*) E( }'r'''"ll' (5.1.10)

Consideremos agora o passeio aleatório }'llv'', começando em z C Z:a, dado pelas proba-

bilidades de transição

p'(}'f''({,.j)+(i - /3Ê)lli(i,.j).(s.i.ii)

Então, analogamente a (2.2.2), temos

z,:' (« ) a(111'''11' 1 /='). (5.1.12)
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Sejam, para todo n 2 1 e k C Z:a,

a:'(A) E(.Í - A)«:'(A,.j) - k)l,6,T.«Ká(k,.j)+(l -Õ=1.)ilk
.jCZ:a .j eZ, 'í

P=* E(.Í - h)«K!(k,.j)(A),(5.1.13)
.jc2z'

sendo a segunda igualdade decorrente de (5.1.11). Sejam Sr'',v e Z)nN'''y cadeias em ZÓ,

definidas por

sy,'," - }T,' + {/',"
OnN,'," - }',' - fP''", (5.1.14)

sendo {;Ív'' uma cópia do passeio aleatório }';:v-', independentes dado .Z:y, para todo

z C Za. As probabilidades de transição da cadeia Z):r'''o são

70W(/, k) 0:''''' - k l n:E'' (0,.j)«I"(/,j + k)l
.jc2z'

E E l(pã««?o,.Ü + 0
.jC2Zó

*(PIL««!«,.j+©+(i i{/ - k+.j})l
(l - ' :/'''y }l: «lu:(0,.j)u:(/,.j + A)j + ' '/"(l - e':/''')«l«:(0,/ - k)j +

.jazz'
+ .-'/'''(i - .':/''')« 1«:(/, k))j + .''/'''i{/

Usando a invariância por translação do modelo temos

,yoW(/,k) - (i - e-:/"y E «(«:(o,.j)«:(l,.j+A)) +
.jc2z'

+ e-'/'''(1 - .-:/''')(«l«:(0,k - /)l + «l«-(0,J - k)l) +

+ e-'/Wl{/ = A}. (5.1.15)

Observe que, como no Lema 2.5.3 as probabilidades de transição são homogêneas fora da

origem. Para a cadeia S:r,',o, temos

'ysW(/,k) - l:'(SnN'' -/) - E al«{"(Z,k J)«I"(o,.i)l
.jazz'

E al(PB««{(/,k j)+(i-õÊ)t{/-#-.j}) x
.jC2Zd



* (PB««?0,.D + (i #n) i{.j - o})j

(l - '':/'''y >1: «1«:(/,k .j)«:(0,.j)l + e':/"(1 - .':/''')«lu:(0,k /)l +
.jazz'

+ .-:/"(1 - '':/''')p lu-(/, A))l + .''/"1{/ 1.16)

Observação: Denotando por 'W ,s) a probabilidade de transição da cadeia (DJV, SW) então,

para todo (/,k) e (d,.) C Za' x Z', temos

7&,ql(/,k),(/+ d,k+.)l - ]''(D:' - /+d,SnN D=.: - /,S=: - k)

l«r ly, ''gn'l «r IÇ, '-:*'i':'ll
ll,:««.p ly, T -- qyl -- (: - ,h) :'' - -',l *
* l«b«.p IÇ,y--ÇI --(: -'h) :'' -',ll

': ..-:''o' «l«: IV,Ç--'yl«: IÇ,T--Vll --
-- .-:'''' ': . .-:'~) « l«: I'#, '# -- n'll :.. - ', --
-- .-''''' ': . .-:'~) « 1«: i'p, ç -- s'll :.. - -', --
+ . '/'''lÍ;

Observe que também temos homogeneidade espacial da cadeia (Z.)r, SnN) em {0} x Za

e (Zd \ {0}) x Za, separadamente, como no Lema 2.5.3. Isto é, se a cadeia está em
{0} x 2Z' <-+. / = 0, temos

«&,.,"',"',''," -- ;" - ': . .-:'~r « l«: l.,u'l «: 1., '11 --
* .-:'~ ': . .-:'~) « 1«: 1., 3'11 :'. - ', --
-- .-:'~ ': . .-:'~) « 1«: 1., s'll :.. - -', --

-'/'''l{. o,d

Se a cadeia está em (Z' \ {0}) x Z'

7ow..l(/, k), (/ + d, A + .)l - (l

(5.1.17)

/ # 0, temos

,[«: (.,
s+d

«: (.,v)] *
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* .-:'~ ': . .-:'~) 1« 1«: 1., 'yll :'.
* « [«: (.,y)] :'; - -',) *
e''/P''1{. = 0, d = 0}. (5.1.18)

Pela própria construção do passeio aleatório }';lv,',", 0 5; k $ n, temos que

,Jln,H",,,t''':t w

quase certamente, sendo }'F't, 0 5; s 5; t, um passeio aleatório a tempo contínuo, que

utiliza as marcas de Poisson e as realizações dos u's "pala trás" , no intervalo de f a zero e

com taxas de transição dadas pela distribuição de {u.(., .)}. Portanto, como consequência

temos blue

(5.1.19)

,J!=:,hwwi - X' (5.1.20)

quase certamente, sendo X' o passeio aleatório "pata frente" a tempo contínuo, que
também utiliza as mesmas marcas de Poisson e as realizações dos u's "pala frente" e

com taxas de transição dadas pelos u's. Sejam E! a o--álgebra gerada pelos processos de

Poisson e pelas realizações dos u's correspondentes às marcas de Poisson entre zero e t e,

b'' e E" cópias de X', independentes dado .7], para todo zo, 3/o C Za. Usando (5.1.14)

e (5.1.20), temos que

Jy::, nB'''" - Df''"
,Jl!=, SB;i''"' - Sf'-".

Observação: Vamos utilizar a notação (Z)t, St) para representar a cadeia (Z)?'', $f'').

Note que, (X'' , X" ) é um processo de saltos (provaremos mais adiante que é Markoviano)

com o seguinte comportamento:

(«)

(b) (5.1.21)

(a) Se num dado instante t os passeios X'' e X" estão em sítios diferentes, o que equivale

a dizer Df''v' # 0, então cada um deles espera um tempo exponencial de taxa l,

até aparecer a primeira marca de Poisson. Aquele que apresentar a primeira manca,

depois do tempo t, pode saltar enquanto o outro permanece no mesmo sítio. Isto é,
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o processo espera um tempo exponencial de taxa 2, dado pelo mínimo entre duas

exponenciais de taxa l de cada um deles, e salta com probabilidade de transição
dada pela distribuição dos u's.

(b) Se em t os passeios estão no mesmo sítio, o que significa Z)Í''" = 0, eles esperam

um tempo exponencial de taxa l até aparecer a primeira marca de Poisson, que é
a mesma para ambos. Nesse instante eles pulam de acordo com a distribuição dos
u/s

Lema 5.1.1 0 p«ce«o (X', b') á wm p«sso &/«Ê.«{-. de .«/tos "«. p«ó«ói/{d«d«

de tra,nsição da cadeia imersa, nos instantes d,os saltos, e tempos de espera 'r« dados T)or

(j) Z'(yZon - «+«',+E, -«+y' l }'Z.. -«,ÊTon..

P«« tod. =,=' . y- ç:' d

«(«:(o, «')«:(o, y')),

{«(«:(o, «')), y' o, «' # o,

M "(e -,--,',a -«-'-«'iq.. -«,a.. -«,- l :o,««",:), #' = o, y' = o,
z' = 0, g/' # 0,

0, caso contrário,

:c :#by, para todo =,U,z' e U' C 'nü

(iii) Tn fem d strÍóaiçâo ezporzencÍa/ de ta a 1, 7zo caso (0, e Tn é ezponerzcia/ de laca 2,

n,0 CASO ('L'L).

Prova: (iii) já foi argumentado em (a) e (b) acima. Ver Apêndice A.5. para (i) e (ii).

Lema 5.1.2 0 processo (Z)t, St) á um processo MarAouáano de sa/fos, não Aomogêneo e«.

Xa x Za , com, probabilidades de transição da cadeia imersa, dadas por

r'(Dr. = d,Srn = s«-i + sj-Drn-i ' 0, St..i = s«-i) = p ul o, !.;-y)«:0,
s -- d

(j)

para todo d, s, s..: C Z:a

(Íj) P'(DZn = d«-i + d,Sr. = s.-i + s Z)rn-i = d.-i,Srn.i s«-l)
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{«l«:(o,:y)l - !«(«:n,4, .-a#o
{«l«:(o,:?)l -{«(«:0, ©), .--a:#o
«[«: (o,o)], .
0, caso contrário

.. (d«-:, .«-:) C (Z' \ {0}) x Z'

(iii) Os tempos de espera são eaponenciaÍs de taça 1, se DZn-i = 0, e são ezponenc aís de

taça 2, se Z)Tn-l # 0.

Prova: Imediata, utilizando o Lema 5.1.1, o Lema 2.5.2 e as expressões (5.1.17) e
(5.1.18). []

Seja 77t o processo das alturas a tempo contínuo, definido poJ

'7. - ,JiU.,x$:] . ?. -Xow

sendo, X]WW.] como definido em (5.1.8), no tempo IIVtj-
Portanto, usando (5.1.19), podemos mostrar (lue

,7:(«) (X''')lz).

al parabólica temos

77. = .!im Xâw,l

(5.1.22))

Usando a configuração iniciS l

/v --} oo
(5.1.23)

?:(«) -n(llX'''ll' IX).(õ.1.24)

ora, vamos mostrei que X[W,] --} ?7t, quando N ---} oo, para t fixo. Observe que,

",("Ê,:,H (,)y - "'l"'(lixa;Í''''"'ii' l alww.-) X'':ll' tr)I'
"l"(ilH:;'''"'ii' 'n' l ':')I' ' "(«l(nxl;T'"''ii' n'y í':;l)
",(iihl;í'''"'ii' iix''n'y - "' l(iinz;í'''"'ti' nx':ii'y :.«r,l ,

sendo

(1) a segunda igualdade devido ao fato de n]WWt] C Ft, para todo f;

Ag
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(2) a terceira desigualdade verdadeira pela desigualdade de Jensen para a esperança

condicional entre colchetes;

(3) a última, iguladade válida porque .4r é definido, dado # C Z;a, da seguinte maneira

,4r = {ll='t pula duas vezes no intervalo de tempo l N , #l para algum

l 5; n 5; lartl, ou pula uma vez no intervalo l lxtl, IArtl + #l}

Ou seja, os passeios X''t e HZIT']Wt] são iguais fora do evento .4r. Logo, fora de .4lv a
esperança se anula e só tem sentido examina-la dentro de 4r

Portanto, temos:

a(-L$:](«) - '7.(«)y $ ai(hZ;'t'''*jqZiÍ't''"t - X','b'':yi{«fll
}: (ll.jll' - llíll'yp'(Hl;']''"] - J, X','

i,.jCZ:Ó

5; )ll: (ll.jll' + lli i'yz'(hliT't''"t - .j, X','
i,.jCZ:Ó

EI(llvll;;'l''"lll' + llX'''ll'yi{«rll n( lvlli'l''"lll'i{«f}) + a(llX'''l 'i{«{«}).

Para todo r ? 1, seja a, o r-ésimo momento do incremento do passeio incondicional

XN,r,[Nt], definido por

a, I'«(u:(0 , .j)) ,
jC2Zú

(5.1.25)

e vamos supor qu% a4 < oo.

Como .F)(.4r) --} 0, quando ]V --> oo, para todo l fixo, o passeio X''' não depende de N e

tem quarto momento então, temos

a(llX'''ll'i{..lr}) -'> o, (5.1.26)

quando JV --} oo, pala todo ffixo

Agora vamos mostrar que

,J!=:, E(llHwWIÍ'l"'lll'l{«f}) - 0

Escrevendo o passeio ylN''']JVt] em função dos seus incrementos, temos
[Nt]

ylww;Í''"'] - « + E#.,x:.fa:(Xlyf').
Z

(5.1.27)
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Então, usando (5.1.27) para calcular llqW.] 'lW'1114, multiplicando por l..4r e passando a
esperança, temos

-u( ll vlli'l''"l ll'i«!«) -$ 11«11'J''(Ál") + 4ll ', ll' >1: K(PI.«,,,[«,.] i«f ).u('A:(Xl1l''t''"}))
[Nt]

+ 2llall' : l(P&=.Í't,«'iPÀ*f.,,[,«.])l«{'lE(A:(XTf'']''"])Aj(}€1'']"']))

+ 4 }: @l(P;T,Í'.~'-/3j,v.T-f..~']P rh:f't«.])l...f'l

z(, A .( XIY{'' [''"]) Aj( }rÇ'' [''"]) A.( }'='1'' ["']) )
[Nt]

+ >: -EI(P&T.f't",, PáC'f'.«..- P* rABi''",, PU=f't«-.l)l«f'l{,j,k,Z=i ' ''' '' '

al(a.:(XT;''t''"l) Aj(}$Tf't":l))(a.*(}'='1"'t"'t) A.(Xly;''l"'t))l

+ 4 }: al(#;Tr.l,«'} Pj v.Z-f't«,.})l.-l«IEI(zA{(XIY;'']''"]))("Z\j(}=i'']''"]))l-

Observe que, na expressão (5.1.28), a esperança dentro de cada soma pode ser fatorada,

porque as variáveis Z\'s dependem somente dos u's, enquanto os /3's e o l..{r dependem ape-

nas das marcas de Poisson. Como a4 < oo então, existem constantes positivas, ci ) c2) c3, c4

e cs, independentes, em todos os casos, de Ar 2 1, tais que

lZ

(5.1.28)

E( lqlã'l"'lll'i«f) 5; ll«ll'P'(.4f') + 4ll«ll'.:a(i..,f >: P&,«:,)

lwtJlwt]

+ 2ll«ll'c,E(l«?' .E./3Ü fP b.f) + 4';E(l«:« .:: : PÜCTP;b,ÍPB;::Í)
[Nt[[/Vt]

+ ..a(i«f ;j::. PÜcrp b,íP& fpüz,,) + 4';-u(i«f ;E. P;=.fP;b.f)
«ll'.P(.4Í")+ 4ll«ll'c: E(l«:« Â'«.,:(«))+(2ll«ll'c, + 4c5)E(l«P Â'i,,(-))

+ 4c;E(l.,*fÂ'i,.(,))+ c.E(l«f-Ri,,(«)),(5.1.29)

sendo Ã'N,t(z) - E{Wi]/3W ,[,.,., o número de vezes que o processo Y[Wlj']W'] saltou pelo
menos uma vez até o tempo IXtl , começando em z.

Portanto,

lZ

KN,tÇ=) $ Nt, (5.1.30)
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;-d' Ní - Nt (}''''',',["'], «, ]V, Ns({), iC 2Z', ' .$ t,) . «úm«. d. m.«;; d. P'i"- .m

[/Vt] -l .

U nlJ;T']''"] x -; ll.Vtl - j, IIVtl - á - l)

Note que Nt é um proc'sso de Poisson em (0, ' l.Vtl) devido à independência entre os

saltos de yW''']W'] (dado que houve salto) e os processos de Poisson (Nt(ã))t2o,i.z'. Então
temos:

0t

E(lÍbIa't''"Jll'i.{«) 5; ll«ll'#'(Ár) + 4ll«ll'c-E(i«f'W )

+(2ll«ll'., + 4c;)-E(l..-f./v?) + 4c;.E(l«f'Jvf)
+c.E(l«f .JVf ) . (5 .1 .31)

Note que para, todo k ? 1, Zi;(JVf) existe e é uniformemente limitada em N pois Ne é

dominado estocasticamente por um processo de Poisson em (0, t). Além disso, 1'(..4r) -->
0 , quando Ar --.} oo para todo t. Logo, para todo k ? 1, temos que

E(l.41«/\e) --> 0 quando N --} oo. (5.1.32)

.Portanto,

E(llqlj't/'"lll'l.4f) --> 0 quando N --> .o.

Então, de (5.1.26) e (5.1.33), temos que

E(X&,](«) - ?.(a)): --> 0,

quando AÍ -+ oo, o que prova o seguinte Teorema.

Teore«-a 5.1.1 Se Ej.ZZ. ll.jll'u(ui(0,.j)) < .o 'nZão . p«c«s.
em L2 , quando N -+ (x) , para todo t ji=o.

Como conseqüência do Teorema 5.1.1, temos que

}''«(x$.](«)) --} }''-(q.(«)),

quando N --> oo, pala cada = C Z:Ú fixo.

Observe que, vale a expressão (2.1.10) para os passeios }:r''," e }T,',. Portanto, como
conseqüência, temos

(5.1.33)

(5.1.34)

x#[Nt] converge'pctra qt,

(5.1.35)

x,r :g {z:'(«), « c z'} - z,:'. (5.1.36)
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Então, a partir de agora, vamos estabelecer resultados para L:, o que é suficiente. Sqa

'n }T,' - .E(}'''), (5.1.37)

sendo }'7'' como definido em (5.1.11). Observando que (l -- expl--l/N}) tem o mesmo

comportamento de l/JV, quando JV --> oo, podemos escrever -E(}'=v'') = z +np/iV, sendo

p como em (2.1.11). De (2.2.10), sabemos que

v'« lz:'(«)l + 4v« l(« + «{).z,r(«)l

-- -'« l;:'(«), (« -- «{) ;:'(*)l ,
sendo .[y(z) e .Zy(a) como definidos em (2.2.8) e (2.2.9), respectivamente, em relação ao

passeio };r'' e com distribuições independentes de a, pela invariância por translação do

modelo. Então, como já argumentamos antes, para determinar a ordem de magnitude de

}''-(q.(«)) é suficiente e«contrar }''«(.[:'(0)) = }''-(.[:') e }''-(ZnN(0)) = }''«,(.2nN).

Usando (2.2.37), no caso de p :# 0, para o processo -Ér, temos

v-(-É:') - E E l«(S:.:P"Fila ? - oJI

+ 2«(ê''') E E (SZ.:iln=? - o}) + «l"' E ]''(o=? - o), (s.i.39)
.7=i .7=i

:.-d. SZ-: - Sg.: 2(} - i)# , p" l: (Õâ'(k).Õ:''*(k)) , «y' - }''« (OI'*(k)) , . «;
novos parâmetros são definidos da seguinte forma:

(1) S'jam Õ:* = (Pn:A ]Ç) e OnN(k) c'mo definia' 'm (5.1.13). Então,

':'w - («:'w í) - 1«1* '«.w - {-)

lJ
n.

}''-(z:' («) )

(5.1.38)

P:l. ÕK.(A) + P Ó:l.. (5.1.40)

(2) Considerando dK.(k) e 0}.(k) como definidos em (2.2.12) e (2.2.13), respectiva-
mente, temos

anw*(k) - E, ll.j - k - -lii' «:'(k,J) - Pã 0k«(k)
.jC2Za ''

-- :« (« - ;) «:. '««m -- (: (5.1.41)
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clehnido em (Z.Z.31), temos

«," :g («:'m - (pã õ««m -- «Õ:.)
g: (P:.P + PÕ«.m),

pois por(2.2.31) temos(lue 'ê - 01(0).

(4) Usan(lo (5.1.41), temos que

"e:'*w)-;.--;(:-i-y«««', .
;:'*'",-,='*.',-({.--;(: ;y
,=,; ;;.'«,--,« (: ,=.'«.m -'-

-- (« ll«ll' õ:,;-'.r''*.
(5) Usando (5.1.40), (5.1.44) e a definição de P/v, dada em (5.1.39), temos

«';''o - ;«.,,-*,;(:-;)«@,, -- «; {(«-;); --

* « .' ; (: - ;) ,
se«do P c'mo d'finid' 'm (2.2.35) ' ê« :g (ÕK.(k) p õK.(h)).

(6) Utilizando (5.1.41) e a definição de c,:r', dada em (5.1.39), temos

:-- Ç(: -;) -- 7(:-;), .':«,

sendo o? e a: como definido em (2.2.34) e (2.2.43), respectivamente, e 'rl:
c'«lo=(k), (po«(k))l.

(7) Note que, utilizando (5.1.42), temos

«(q:@'''y - «[ab(C:py]+ «(ón « C:)'
;«(q:py-'- -; (: q:y, o.:.")

p':;, "M - 0, «(PJI.) - #, «IÕ:i*) - ]Ç(: ., q: é ««;'-'' .m
rpl nr3n à mp.4 ; rl n l/

(3) Sendo comoP

L a . l .'t '; /

(5.1.43)

(5.1.44)

(5.1.45)



ituincio (õ.1.4D), (õ.1.4b) e {b.1.4r) em l.b.1.39), o

"-a:'(«» - ; E "' l« (a: y :i"z? - 'll

-- {-(: - ;) Ê« l(a:ü':l"=:? -.}l
-- { l,«w--'«OJ(:(: - {-) --:« ''(: - ;)l

E ", (q::-1',2? - o})

-- { l«?--'' (: ;) --'«i(' - ;) --',; («
E ]''(n=? - o).

Utilizando a Proposição 2.3 IA.61, exatamente como foi feito em (2.2.41), temos

«- l., -- «{,'r.,,l - l,r' -- $';" -- Ç,â.l $ «.«j':? - '',

m os parâmetros dados por:

(i) Sendo a3 como definido em (2.2.42), temos

«'' - "« (, ":'..» - # -- @f (« - ;)

(ii) Considerando ai como definido em (2.2.43), temos

«'' - "- G ":'.«» - # -- T (: - ;)

(iii) Seja '. como definido em (2.2.44). Então,

,z. - '« (« ':''©,« ":''*D - # -- e'We (: - ;)
Substituindo(5.1.50),(5.1.51) e(5.1.52) em(5.1.49), temos

v-l(«+T) (,)l-;-x"''pr:?-o

1.: -- .« «,' (: - -{) -- «'$ -- «' y (« - '1)
*:«#*:«b#d(: ;)]

Portanto, subst btemosl

.7=l

lJ

co

(5.1.48)

(5.1.49)

(5.1.50)

(5.1.51)

(5.1.52)

(5.1.53)



Observe que, utilizando (5.1.48), no tempo IXtl e passando o limite quando N --} oo, no

caso de p :# 0, temos

,JÜ, "« l;$.,(«)1 - .Z' « l(« (j:*y -- (5;«)') :{«: - .}l '.
+ (2«(p) + 4«(ê,) + 2p; + 2p r) ./I' .n ls:iÍ-o! - o}) a'

+ («Í + r + 4.'Z + 47l:) .Á' -p(n! - o)a',

e, usando ( 5.1.53), também no caso de /z # 0 , temos

JR. '''- 1(, + PVqz$.,(,)1
(Ao + A- t + â, t')

(5.1.54)

]''(D: (5.1.55)

:e«do Ao py, : («p) llpll' e A,

Para o caso de p = 0, usando (5.1.48), temos

JU. }''« l-É&.,(«)l - .Á* "! l« (51py :lD! - Oll a;

+ 2«(p) .Z' .n (s:il-o! - o}) a' + («: + r) .Z' ]''(n: - o)a',

e, usando (5.1.53), temos

(5.1.56)

,JU. }''- (« .z&,](«)) Z:'(D!
'0

t

(5.1.57)

5.2 Ordem de magnitude de rar(77t(z)) no caso de al-

cance finito e p

Nesta seção, estudamos a ordem de magnitude das flutuações da altura do sítio a,

r C Za, para o processo contínuo, no modelo original CI.

Usando (5.1.35), (5.1.36) e (5.1.38), para o caso de p = 0, temos que

}''- h.("» - ,Je. }''- (z;&,](«)) - ,Jiu }''- (.[&.]('))
+ 4,JU, v«(« ZÊ,](«))+ 4,JU. c'«(z&,](«),« z&.](,)) , (5.2.1)
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e, por (5.1.56) e (5.1.57), sabemos que

,.iu. "- (z&: (,)) - .Z* "' l« (s:,y :Í": - 'll a.

+ 2«(p).Z'-E(s:ilp: - o}) a' +(«3+r) .Z' z'(o: - o)a;,

sendo p:g 0:(0) ÕI(0), pg: 0:(0) ,e

,JÜ« }''« (, ZÊ.](")) - «3 .Z' ]''(o! - o)a' (5 2.3)

Como fizemos nos capítulos anteriores, vamos analisar, separadamente, cada parcela de

hm~-- }'« (ZH..t(«))
(1) Estudo da primeira parcela

(a) Vamos encontrei uma cota superior para esta primeira parcela. Note que,

ZI' -E I«W:d'I{O! - O}I d. - .E I.Z' «W:@'I{D! - ODd.I

+ .E lll:«(S:PyiÍ-0? }q...:lÍNt > .tll , (5.2.4)
Li::O J

para algum 0 < c, grande, ct > 0, sendo ri, r2, . - , os tempos de espera entre os saltos e

Nt o número de saltos até o tempo t.

Observe que,

e que

}:«(SPP)'tl0? 0ln-..:l p(SfPy1l0? 11W 5;.tll
{-OJLi-OJ

>:p(sf'pyllo? iÍX $.fll $ nl>ll:p(sl'pyllo? l(s.2.s){-0JLi:0J
E

(5.2.2)

E IE«(s? yil-o? - oln-.-:llN > .íll
LÍ-0J

E E E l«(s?v'yiÍPI' - 0l'l--:llNt - All
A>ct {=0

Então, substiuindo (5.2.5) e (5.2.6) em (5.2.4), temos:

r ' -E l«(s: Fila: - oll a. $ E .E l«(s?ç'Fila? - ol':--:l

+ E EEI«(s?pyiÍn? llNz -kll
k>ct {::0

k

cí

Ê

(5.2.6)

(5.2.7)
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clo a desigualdade de Holder para p = q :: z

E l«(SPv'Fila? - ol'l....:iÍX

5; {@ l(«(sf'pyyilo? oln+:yl I'(lv. - k)}:/' . (s.2.8)

Note que, dado Z)? = 0 então q+i é independente de (-D?, SI)) e -E(Tá.:) = 1, para todo
á 2 0. Além disso, usando o fato de que S? = } {o + to, temos

1«(s?ç')'l' - l«(X'ç' + t'pyl' -$ 16 llX'll' l«(llç'llyl',

maneira análoga a (3.2.3). Portanto, retornando para (5.2.8), podemos escrever

©l«(spç'yi{ ? ilx kll $ {.E l("(s?v'yyilo? - oll l:'(JV.

s; l.n(«(s?v'yy p'(w :/' 5; 4,(llpll') l.E(ttX'lt') J''(w (s.2.9)

Seja cl4 < oo, como em (5.1.25). Então, existe constante Z, > 0, tal que

E(llX'll') $ Lí', para todo i2 1.

Substituindo(5.2.10) em(5.2.9), temos

.Elp(SP%'Fila? llN }l $ õjll'(N (5.2.11)

se«do õ 4~/i «(llpll').

Portanto, usando (5.2.11) e considerando que i 5; k, temos

}: .E l«(s?ç'Fila? }q-.: llN lJ''(Nti::o i:=o

; l:õ l-P(N = k)l:/' = õk' II''(-N. (S.2.i2)

Por outro lado, escrevendo SI) como soma dos seus incrementos e usando o que foi feito

em (3.1.9), temos

}:-n l«(s?ç'Fila? n+.l 5; 4w'«(llv'll') }:iz'(o? - o)

, temosObserve que, usan

de

k k
2

{-0

ct cf

{::0

(5.2.10)

.: EÍI'(n? - o): í5.2.13)
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pois, dado que Z)l) = 0, .E(q+i) = 1, sendo M o alcance do processo e ci = 4M2z.'(llpll2).

Usando (5.2.12) e (5.2.13) em (5.2.7), temos

-E l«(s:ç'Fila! - oJI a.
t

0

ct

.:E jz'(n?i-o

+ ê >ll: k' l#'(N:

Sqa lr'(2) o instante do k-ésimo salto, de um processo Markoviano de saltos, homogêneo,

cujos tempos de espera são exponenciais de taxa 2. Pelo comportamento dos tempos de

espera do processo (PI), Sj)), descrito no item (iii) do Lema 5.1.2, temos

Tkm ; TÊ -:> #'(Tk 5; t) $ ]"(Tkm $ t).

k>ct
(5.2.14)

ko z.ioJ

Por outro lado, temos

#'(Nt = k) = -P(Tk $ t, T#+: > t) 5; #'(Tü 5; f).

Logo, usando (5.2.15) em (5.2.16), temos

X'çN* p'çTEÕ 'st].

Usando a desigualdade de Chebychev, temos

$ .«Plk/c} .«Plk /og(2/3)} Plk li/.+ /og(2/3)l}

e«pÍk a},

pois, se À > ct então exp]Z] < explk/c} e, sendo a = 1/c+/og(2/3).
Portanto, para que se tenha cl < 0, devemos ter

'; ;'' ai;éz©'' 0':.iq
Assim, usando (5.2.18) e (5.2.17) em (5.2.14), obtemos, para a primeira parcela, a seguinte

cota superior

"' ( d'' $ * ) - "''

5; e«plZ} E

ezp

ezp -Êd''

> .«Pt-t}
k2

3

(5.2.16)

(5.2.17)

(5.2.18)

E l«(SE'pyi{ :

.: Ejl'(P? - o) + :E k' «p I'fl'

Z

0

(5.2.20)
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sendo ê, ci e a < 0 como dehnidos em (5.2.11).(5.2.13) e (5.2.18), respectivamente.

(b)Agora, vamos estabelecer uma cota inferior para a primeira parcela. Observe que,

E l«(s:v'yi{ : - olj a.

E l>ll:«(S:-:Ç'FITO:-.: 11N ? c"t} + a' l>ll:«(S:-:V:'Fila:.-- < ."tll

? E IE «(s:-:v'Fila:-: ? .'''tll

para algum 0 < c*, pequeno, c*f > 0. Então,

/I' -u l«W:©'iÍo: - oll IX «H:.:d'ilo:..: - o}.ilw ? .*tll
E © l«(s:-:ç'Fila:-.: oln (i - l{.w. < .*t})j
c't c+t

E E l«(s:-:ç'Fito:..: - 0Jql - E -E l«(s:--v')'noZ-- - 0JqlÍNt < c*tll

E -E l«(s:..:v'silo:-.: - oll

E .E l«(sg-:v'silo:-.: - olnllN < .*tll ,

pois, como antes, dado que Z):..: = 0, então q é independente de (Z):.: , S:..:) e En) = 1.

Usando a desigualdade de Hõlder (p = q = 2) para a última parcela de (5.2.21), exata-

mente como fizemos em (5.2.8), podemos escrever

l.Z' «H:@'ito! - oJa.
>©

]Vt

E «(SZ.: ytÍn:..:
i-l

t

0

c' t

l?

llZ 2

c t

lt

c t

lt
(5.2.21)

E l«(S:-:ç'yll-O:-: c*tll $ êj II''(N < c'''t)l:/' (5.2.22)

Observe que,

1) Nt 'Z Nll) ::::+ ]P(Nt < d't» $ 1P(NSI) < (f't», (5.2.23)

sendo T#(i) o instante do k-ésimo salto e Adi) o número de saltos até o tempo t, referentes

a um processo Markoviano de saltos, homogêneo, cujos tempos de espera são exponenciais
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de taxa l.

Portanto, utilizando (5.2.23) e (5.2.22), temos

}: E ip(S:-:ç'ylÍ0:-.- < c*tJI 5; }l: zj II''(JV. < '*t
5; ê('*ty l-p(Mo<'*t)l:/'.

Seja À < 1. Então, utilizando a desigualdade de Chebychev, temos

"'(vf:' «:.*,) $ "'(d:? » ') - "''(.xd:? » .x')
""(-pl*'H} ' -p'''') -.*p{ '''"(-pl"H})

{::1 t=l
)l:/'

(5.2.24)

(5.2.25)

" [«» {* d'?]] - « 1-, 1* glv:'ll - (Ú)
«P {-(c*t) log(l - .X)}

5.2.26) em (5.2.25), temos

I' (JV.IO < c*t)) $ expl-t IÀ +c'':log(l - À)l }

exp { --t /i} ,

c*t

(5.2.26)

(5.2.27)

se«do # c* log(l - À).

Portanto, para se conseguir /i > 0, pala qualquer 0 < À < 1, devemos ter

. « .* « - (-JR) .
Então, substituindo (5.2.27) em (5.2.24), temos

Usando (3.1.37) e (3.1.38), note que, podemos escrever

E© l«(s:--v'Fila:-.: - oll ? 4.Eí:-'/'.:(') +' E i:''/'.
t =1 t :; l

:: .E ip(S:-iç:'yllO:-i = 01%llNt < c*tll $ ê(c'''tyexp
{-1 } ..y

2

c+t

(5.2.28)

(5.2.29)

(5.2.30)
i=io+l
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Portanto, usando (5.2.29) e (5.2.30) em (5.2.21) obtemos, para a primeira parcela, a
seguinte cotainferior

E l«(s:pyiÍp: - oll a.

4 E í:-'/'.;(') + ' .:àl.. j:-'/' - e('*t)' "p l:i-
sendo /i e ã como definidos em (5.2.27) e (5.2.11), respectivamente, e c, ci(c) e r como

definidos em (3.1.37).

Retornando às expressões (5.2.20) e (5.2.31), observe que

limo(c*t) expj'tP}'0, pois P>0, e

t

0

(5.2.31)

(5.2.32)

nE'' --lT} - ..
Pelo que vimos nas expressões de (3.1.23) a (3.1.28), em relação a E::.i P'(Z)? = 0), e

nas expressões de (3.1.39) a (3.1.42), em relação a 4eElli :-d/'ci(c) + rE:=.+:i /2,

podemos concluir, usando (5.2.32) e (5.2.33), que

(5.2.33)

Zz-a/2, se d :: 1,2 ou 3

log t, se d = 4

limitada, se d ? 5.

E l«(SS''pyiÍp: - oll a.
t

0
(5.2.34)é da ordem de

(11) Estudo da terceira parcela
Procedendo de maneira análoga ao item (a) de (1) e usando (5.2.7), podemos escrever

C' "''«'! - Qa. - .Z' -Z l.-lO: - 0Jj a. - ", l.Z' :ÍD? - 0l'í'l

$ E-nliÍP? - 0ln+:l + E E li{.0? - 0lq--:llNt - kll
{=1 A>at i=l

para algum a > 0 grande, at > 0.

Usando(5.2.8),(5.2.17),(5.2.18) e(5.2.19), para a ' c, e considerando que E jllZ)l) = 0ll $
1. temos

kn.f

(5.2.35)

E FILE? lÍNt .g l-n (110? ) #'(N

expj''T'l, sendoa<0. l5.2.36)
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Portanto, usando (5.2.36) em (5.2.35), temos

/l:-PP:-0a.:g E]''PP -0+ E X«pl'fl
E ]''(o? - Q + E k .':p I'ÍI ' (5.2.37)

Observe que

n=« «-lTI - ., (5.2.38)

pois a série EA?O k exp {ka} é convergente, já que a < 0 e que E::O P(Z)' = 0) é da
ordem de ti/2 se d = 1, 1ogt, se d = 2 , e limitada se d = 3, pelo Lema 3.3 IA.61

(111) Estudo da segunda parcela
Vamos mostrar que esta parcela se anula, pois estamos tratando do caso simétrico. Note

que, sendo á e ' os incrementos de Sn e Z)«, respectivamente, como definidos em (2.3.2)

e (2.3.3), temos

Zl: " i'::Í"! - .}i '. - « l.Z' ;::l": - .}';l
Li-l J A>li-l$ -u IX SP:ll'? - o}«-*:l - E E .u ls?:lo? - o}.---:ÍW - kll

E E >1: E lá,(.o?-:)iÍ-o? - oln--:lÍN - klj
kà:i {=o .j=t

EEE E -EIe(-OF-:)I{D?-O,D, V, ..,k,«#j,N
k>1 {=1 .j=1 zi ,...,ii--i
' li+l,...,IA

Observe que, dado todos os Z)'s, a variável Ní fica independente de todo o resto e, dado

que Z)l) = 0, n+i fica independente também. Portanto, temos

-u ls:lÍo: - oJI a.

$ }:E:E: }: l:'(X. }l:,:J''(ü(/j-:) n? ..',
k?1 {=0 j=1 il,...,ii--i . zicz't

Z;.[ l ,... ,Zk Czd

A

k>lÍ-l

Z

E4(n?-: ) lÍ0? }a+:llNt
h 2

k 2

t

0
h 2
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D:.: = /i -,D? Oh: :,...,nE
k { rk-{

EEE E ]''(Nt-A) 111 J''(n2.. -/*..1p2..-:
k>1 i=0 .j=1 zi,...,zi-i ,ii+i Ln=0

lk,zl€2ad

,i#'(Ój(Zj-i) = '-,7j(/j-:) = /j - /j :l-ol?.: = /j-i, Ol?., = /j
I'(n'l., = tj-l,D'l., = lj z,. .. ,n'i = [1)

EEE E r'(Nt-A)llP'(Dil..-/. .l02...: -
k>1 {=0 .j=1 ii ,...,zi.i, n::0

li+ l .. . ,Zk C2a d

]P(.D(l.l -- lj-l, D(l.z = tj-z, . . . , Dol

>: ,iZ'(b(/j-l) = ,:, 7j(/j-:) = /j -- /j-i) = 0,
zi CZ:a

pois, como consequência do Lema 2.5.4, temos que

2} .

/*-.. :)

F'(&(/j-:) 7j(/j-:) /j-l) (Ój(/j :) zi, 7j(Jj-i) = /j /j-i)

Usando o mesmo argumento no outro lado da desigualdade, concluímos que

lslt{ ! - oJI a. - o. (õ.2.39)

Portanto, usando(5.2.34),(5.2.37) e(5.2.38), concluímos que a ordem de magnitude, em t,

d. hmw-- }''- (ilN,.t(«)) é «-p«i'- à '-d.m d. m-g«it«d., .m f, d. hm«,-« }'- (Z$,](«))
Então, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, exatamente como argumentamos no Capítulo

3, nã' é necessári' analis'r a ord'm de magnitude d' limo-,m O- (.ÉN ,](3), z Z$.}(a)),
que também é inferior. Sendo assim, retornando à expressão (5.2.1), podemos afirmar

que a ordem de magnitude de Var(77t(a)) é dada pela ordem do termo dominante, que é

hmW.« }''- (ZH,.l(,)). P.,t-t', «-l«ím« , p'"' d' "g«i«t. Te.«m;.
Teorema 5.2.1 S . p«c«s. contou. ?:(a) lem «/c-c. ./imita M, M > 0, p = 0 e

Ej.2;. ll.jll'u(u:(o,.j)) < m e«[ã.

t

0

Í t2 d/2, se d= 1,2 , ou3
yar(77t(0)) édaordemde 'l logo, se d=4

l limitada, se d 2 5

Isto é, no caso não viciado as $tttaacões temporais dct atenta do s tio u, = ç: Za são da

ordem de t:'a/' se d = 1,2 ow 3,' (]ogt):/', se d = 4 e /ám fadas se d ? 5.
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5.3 Ordem de magnitude de yczr(?7t(z)) no caso de p :#
0

Agora, nesta seção, nosso objetivo é determinar a ordem de magnitude das flutuações

da altura do sítio z, z C Z:'z, no caso de p # 0, para o processo contínuo 77t, no modelo

Como antes, de(5.1.35),(5.1.36) e(5.1.38), temos

CI

}''« h.("» - JU. }''- (z;&](')) - Jg. v'« (z&](«))

-'- 'Je. «« 1(« -- [«,]{) 'Ê,(«)l -- ' ,JÜ. '« l;oç,(«), (, -- [«,]{) '&oot-n
De (5.1.55), sabemos que

JÜ. «- l l« -- ":"l ;&,. ,,l
l.ho + ht t -+ hz t' ) 1. #'(D: = 0)ds

Z

) (5.3.2)

Em (5.2.37), já determinamos uma cota superior para .a Z'(.D: = 0)ds, dada por

sendo a < 0, como definido em (5.2.18). Portanto, precisamos encontrar uma cota inferior

para esta expressão. Procedendo exatamente como em (5.2.21), temos

z'(n? - o)a' ilo: - ola. l
0 \JO /

-Q (:1":--: -'}.):1". ««*:})

/o (D1-0)a' $ êllZ'(n?-O)+,::k 'xp y )

a.'Í

lZ

(5.3.3)

E I'(D:.:

E ]''(n:..: (5.3.4)

sendo a* = c*, como definido em (5.2.28) e P 2 0, como definido em (5.2.27)

Sda

CL(t) - tz l ]P(.Dos = t))ds.
0

t

(5.3.5)
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Então, usando (5.3.2), (5.3.3), (5.3.4) e o Lema 3.3 IA.6j, concluímos que a ordem de

magnitude, em t, de limo-*m yar l(a + /Vt] p) .2W:](z)l é dada pela ordem de a(t), que é
o termo dominante da expressão. Portanto, fazendo

'-':' - JU. «- 11« -- q«l ;Ê,:.«,l , (5.3.6)

podemos atirmar que

tS/2 se d - l

t2 logo se d = 2

Z2 se d > 3

Z\(t) é da ordem de (5.3.7)

De (5.1.54), temos que

JH. "- 1;0Ç..(«)l - .Z' « l(« (5: ,y -'' (;? «) ') :{«: - .}l '.
+(2«(p)+4"(p«) + 2p; + 2p ?) ./I' E(s:iip: - o}) a'

+ (.: + r + 4«l: + 4,r;) .Z' -p(-o! - o)a'-

Observe que, como @ = p -- /z, sendo g como deânido em (5.2.2), então

« (.gE' «y - « (s: p + .ç! «y - « (s: py + « (51 «) ' ,

(5.3.8)

(5.3.9)

pois I'(#) = 0 e .g.o é constante em relação à medida

(5.3.8), temos

p. Então, substituindo (5.3.9) em

,Je. "- i.[H,,,(«)i - .Á' "' l« (j!
+ (2«M+4«ÜJ+2P;+2P e') .Z
+ (.'3 + {' + 4«i+ 47l:) .Z' ]''(D: -

Agora, vamos analisar cada parcela de (5.3.10)

(1) Estudo da primeira parcela: Seja

'm - .Z' ", l« (s: «y :l" :

t
«y :l"! - .}l '.
E (.g:iln! - o}) a.

o)d.. (5.3.10)

oll '.. (5.3.11)
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Vamos mostrar que, pala todo d 2 1, d(t) tem ordem de magnitude menor que A(t)

Usando(5.2.7), podemos escrever

'm $ gi «' l« (5? «y :l"? - o}«--:l

+ E E© l«(s: pylÍD: - 0ln--:lÍN 3.i2)
k>cti=0 ' '

Daí, utilizando (3.2.6), (5.2.12), (5.2.17) e (5.2.18) na expressão anterior, temos

'n $ ; :;("'("? -o):''-''; ã'' -pl'íl' ';.;.:H
Agora, como fizemos em (3.2.11), consideremos

pj-k(f)Éh', .j-l,...,l.tl

sendo k(t) tal que Ej:;: A(t) Í;$ = 1. Ou sda, A(t) - iilg- e lim,-- k(t) - 2- Portanto,

:: ("p? - d''' - Hgl«© Ú ("(": - ®:''

usando Jensen na primeira desigualdade acima e considerando que i 5; lctl. Substituindo

(5.3.14) em (5.3.13), temos

Portanto, usando o Lema 3.3 IA.61 e a expressão (5.3.15), concluímos que, pala todo
d ? 1, temos

g lgl $ ; «'«; - .,1 "' - Â IÊI ; «'«; - ''
1/2

d(t) 5; ã Êl"'«;-.,l"'*: ã*' «-l'?l ''; «,

[ct]

E I'(o?
{-1

1/2

, (5.3.14)

d(t)
:lU, iÓ - o. 0.3.t6)

Então, temos que a ordem de magnitude, em Z, de d(t) é inferior à ordem de A(f)

(2) Estudo da segunda parcela: Seja

z,(t) - /. a(j:iÍ-o:
Z

(5.3.17)
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Então, usando a desigualdade de Hõlder para p - q = 2 e o fato de que

então q+i é independente de (Z)l), S?) e (lue -E(7â:) = 1, temos

z,W ; EE (.g?ilo? - o}«...:ilw - k})
k>1 {:=1

5; EE I.E (.g:I{D? - O}':--:I{N - Ê}) Ik>li-l

$ E E (.E l©D':ln? - old-:l ]''(Nt - ©y''
A>1 {:=1

$ E g: (", 16D':lp? - o1l "'0". - ©y''.A>li-l

De maneira análoga ao que fizermos em (3.2.3) e usando (2.2.11), temos

I(5PrI{D! - O}I - -E I(E' + Í:yI{D? - O}I
4a(X'X') = 4 j (:.

Ê

h

k

da.do Z)o't

(5.3.18)

(5.3.19)

Portanto, substituindo (5.3.19) em (5.3.18), usando (5.2.17) e (5.2.18) e
í < À;. temos

considerando que

b(t) $ 2(k>ik3/2 expjA l::2(r, (5.3.20)

para todo t, sendo a < 0 como definido em (5.2.18) e
Então, de (5.3.20), concluímos que

r = }:k>: k;/' expl!!f} < oo

ii. ](a-- o
'== A(t) ''

Ou seja, temos que a ordem de magnitude em t, de b(t)

para todo d ? l.

(3) Estudo da terceira parcela: Seja

h(t) I'(o:
Í

(5.3.21)

, e menor que a ordem de A(t),

(5.3.22)

Então, usando a definição de z\(t), é imediato que, para

h({)
:lu Ãü - ''

todo d > 1.

(5.3.23)
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Portanto, usando a deânição de }'ar(?7f(z)), dada em (5.3.1), o resultado de (5.3.7),
(5.3.10), (5.3.16), (5.3.21) e (5.3.23), concluímos (lue a ordem de magnitude, em t, da

variância da altura do sítio z, para o processo contínuo, no caso de p # 0, é dada pela

ordem de A(Z), que é o termo dominante da expressão em (5.3.1). Então, provámos o

seguinte Teorema.

Teorema 5.3.1 Sega ?7f,t ? 0. o processo das a/t ras a tempo corzt hzío. Se p # 0 e

Ej.,a. ll.jll'p(u-(0,.j)) < m '«tão

l tS/2 se d = l
}''ar(7?t(0)) é daordemde l t'logo se d=2

l t2 sed?3

Isto é, no caso uiesado, üs F.utuações da attlra do sítio =, para todo = ç: Za , são da ordem

de; t;/', se d = 1; t(logo):/', se d = 2 e t, se d 2 3. Ou sda, 77t(z) nunca se esta6i/íza,

jtutKundo sempre em todas as dimensões.

5.4 Processo contínuo visto da altura da origem, no

caso de alcance l e H

Nesta seção, analisamos o processo contínuo visto da altura da origem, denotado por Õt,

pala d 2 3, alcance estritamente l e p = 0, com o objetivo de aplicar os resultados obtidos

para o processo em tempo discreto, estudado no Capítulo 4. Assim como no capítulo

anterior, vamos supor que a distribuição dos u's é invariante por troca de coordenadas,

isto é, que a distribuição de ui(0, eA) não depende de k, pata todo k = 1, . . . , d.

Seja Ly(n) como definido em (5.1.12). Então, usando (4.1.2), definimos o processo Z,r(z)
visto da altura da origem, denotado por -Lr(z), pala cada sítio 3 C Za, por

Êr(«) .L:'(«) -L:'(0). (5.4.1)

Observe que, de (5.4.1) e do Teorema 5.1.1, concluímos que

(5.4.2)
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em -L2 , quando ]V --> oo , para todo t fixo, sendo, para cada z C Z:a,

õ,(«) - q.(o). (5.4.3)

Portanto, como canse(lüência de (5.4.2), temos

y-(Ê$.](,)) --> }'a,(Õ.(«)),

quando Ar --> oo,para cada z C Z;'z

Utilizando (4.1.24), pala o processo Ê7(z), no tempo n = IXtl, e considerando os valores
dos parâmetros calculados em (5.1.42), (5.1.45), (5.1.46) e (5.1.50), no caso de p = 0,

encontramos

(5.4.4)

2 [Wlt':
}'«(Ê&,](")) - 'I E "(EI(S;"''9yI{Df''' - .EI(S!"''9yI{Of''' - O}I){-0

4 [wlÜ--

+ -i E «(K'l(sf'''p)("ç')il-of''' - oll - al(s;"''p)("'p)ilof''' - oll)' ' {::o

4 [WIL-:+ -=«(p) E (-nlsr'''ilnf''' - oJI - als;"''i{.of'''
[NÍ] l

+ i-('i + 2-(p) + a: + (] - -i)(') E lz:'(nr'' - o) - ]''(or'" - o)l{-0

2 .[W!!L'i
+ -i.'Í E #'(of'''-Q.

Como estamos tratando o caso de alcance estritamente um e levando em conta a simetria

dos u's então, usando (4.1.25) e (4.2.10), temos

2 [Jv!!t-i ,

"-a$.,(«» - 'i ' $ « ("'1W/"''d':]"f''' - ']] - ",[HT''d':]"f''' - o]])

. [Ntl-i

+ -;.': E z'(oí"'' - o).
l T ;--fl

Portanto, usando (5.4.4) em (5.4.6), temos que, yar(Õt(z)) é dada por

}''«(Õ,(«))(al«(SE'pyil-o: - -zl«(s:pyilp:

+ 2("3 + (') .Á l#'(0? - 0) - #:'(D: - 0)I'í; + 2a3 .Á #'(D: - 0)d'. (5 4.7)

lwfJ-i
E II''(-O;''' Ol"''-'- ;'.:-- l - ;)e'

0Z

0Z

f

0
Í Í

(5.4.5)

(5.4.6)
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Observe que, se d ? 5, temos que #.(z) converge, porque }''ar(77t(z)) é limitada para todo

r, como vimos no teorema 5.2.1, e portanto, cada parcela de (5.4.3) converge separada-

mente. Então, basta analisei a convergência de Õt(a) nos casos de d = 3 e d = 4. Para

isto, vamos fazer uma discretização do processo (Z)t, St). Isto é, para cada sítio { C Za,
o tempo contínuo é discretizado em intervalos de comprimento l/N, sendo Ar um inteiro

positivo fixo. Seja (1)r, jnN)«21 o processo a tempo discreto, que se comporta, da seguinte

maneira: a cadeia (-Dr, .gnN) pula, no tempo n, sc houver pelo menos uma marca de Pois-

;- - i«t«l. I'#-, #). C.mo « temp'; '"'" -; marc,: d. P'i"- sã. «p--'i'i:
e, levando em conta o comportamento do processo (-Dt, St), descrito no Lema 5.1.2, temos

que, a cadeia (-Dr, .gnN) pular no tempo n é equivalente a dizer que o tempo transcorrido

entre (n -- ])/]V e a próxima marca de Poisson seja menor que l/N. Logo,

P((,Õr, .gnN) pular no tempo ',) =
(l - e :/'''), se -Õ=.:

(l - e''/'''), se .Õ=.: # 0.
(5.4.8)

Soam TA(á) A ? l e í € Za, os tempos do processo de Poisson. Isto é, Tk(i) representa o

tempo da k--ésima marca de Poisson no sítio i. Seja {P;Íi, n ? l i C Zd]. uma família
de variáveis aleatórias i.i.d., definidas por

Observe que, #;lí tem distribuição Bernoulli com parâmetro p, sendo

l (i - .-:/"), « .õ=.:
TI -- /

1 (1 - '''/'''), :' õ=-: #o

Usando as probabilidades de transição da cadeia imersa do processo (Z)t, St), descritas no

Lema 5.1.2, temos

11) Se (d,.)

Õ: - lÍÀ(i) c
n -- l n

N 'N para algum À; > 1}. (5.4.9)

#'(-ÕnN :,.g,T :l-Õ=.:
e'\jN

.-aln,

(n) Quando (d, s) # 0, temos a seguinte situação
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(a) Se d«-: # 0 então,

]"(-Õ:' - d«-: + d, .gnN - '«-: + .l-Õr.: - .«-:)
!(l - e''/''')«(«:(0, ::y)) - l:5W«(«:(0, ')), « ' - d,
{(1 - '''/''')«(«:(0, #)) - l:':W«(«:(0, -d)), * s - -d
0, caso contrário

(b) Se d«-t então,

]''(.Õ:' : +d, jnN .l.Õ=.: .9=:

(' .*-' ;,)«[«:(.,v)«:(.,y)]
Sejam +nN(D=.:) e ânN(D=..) os incrementou dos passeios .Õr e inW, respectivamente, no

tempo n -- 1, e consideremos o caso de alcance um, que estamos tratando. Então, no caso

la), quando d«-i # 0, podemos ter: (a.l) s = d = e{ ou s ' d = --ei e (a.2) s = ei e

d = --e{ ou s:= --eí e d= ei . Logo, pata todo i= 1,...,d, temos

(e{, 'i) com prob. !(l -- e''/v)p(u:(0, e{)),
(--'i, ei) com proa. {(l -- e''/v)p(u:(0, ei)),

(ei,--'{) com prob. {(1 -- ' '//")''(u:(0,--ei)), (5.4.10)

(-';, -';) «m p:.b. !(1 - '''/''')«(«-(0, -'.)),
(0,0) com prob. e''/N

E, no caso (b), quando d.-i = 0, podemos ter: (b.l) s = 2e{ e d = 0 ou s = --2eí e

d=0;(b.2)s=0ed=2eious=0ed= 2ei;(b.3)s=(ei+ej)ed=(ei--ej)ou
s=-(.{+ej)ed -(.{-.j);(b.4);=(.{ ej)ed(.i+'.j)o«.=-(ei-ej)e
d = -(ei + ej). Então, para todo i,.j = 1,. ..,d, temos

(+rW«-0,ânNH«-0) -

(e: - 'j, e; + ej)
-(e: .j, .: + .j)
(.: + .j, .: - .j)
--(ei + ej, e{ ej)

(o,o)

com prob

com prob

com prob.

com prob.

com prob

li - .-'/")«l«:(o, .;)«-(o, .j)l,

li - .-'/''')«lu:(0, -.:)«:(o, -ej)l
(1 - .''/''')ulu-(0, .;)«:(0, -ej)l,
(1 - .':/")«l«:(0, -e;)«:(0, .j)l,
e'i/N

({nN (0) , ânN (0) )

(5.4.11)
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Note que, podemos escrever a primeira parcela de b'ar(Õt(z)), dada em (5.4.7), da seguinte

forma

C' ("' l«W:©':Í": - oll l«W:©':i": - 0lj) ''
. [NÍl--l

,J!=:, i' E (-z l«Oí"''d'i{.õf''' - oll

", l«0e/"''d':{.ÕT'' - oll)

Observe que, escrevendo Slv'' como soma dos seus incrementou e usando (3.1.10), devido

a simetria dos u's, temos

Z

(5.4.12)

E l«(j;"'' yi{.Õf''' - 0JI - E -E 1«(8"(o)v'yl{.ÕZ:? .Õl"'' - oll

+ E E 1«(8"(/)ç')'i{.Õ=? - /, .Õf''' - oll
j=i zc2zú

2

lJ
2

l#o

(5.4.13)

Se / # 0 então, usando (5.4.10), note (lue if(z) C {0,:Le:, . . . , :Leal . Pela definição de

ai(0), dada em (3.1.3), temos que

â;"(/) i: 'i, <:::::> (8"(/) 0:(0)) (u:(0, ei) - u:(0, -'{))
(âjw(/)O:(o)y = («-(o,':) -- «-(0, ':)y, p"; t'd' j = i,..

e portanto, sendo p como em (3.1.6), concluímos que

«(âf(/) ?y - «(âf'(/)o:(o)y - E «(«:(o, '*) - «:(o, -'*))' iÍ8"(/)

Então, para / # 0, temos

# l

,d,

E al«(ây(/)v'yi{.õ=? .Õl"''
!:#o

E E«(k)-p(e"(/) .õ=? bf'''-o),
[czaa k=l
l#o

sendo «(k) = «(u-(0,«) «:(0,--.*)y, k = 1,...,d.
Se / = 0 então, utilizando (5.4.11), temos

d

(5.4.14)

â:r(o) c {o,:L('. + ',),:L('* - ',), k, , ,d}
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(.) âj''(o) =::E 2'k .+::>(ár(o) 0:(0)) =:L 2(u:(0, 'k) - u:(0, -'k))

«(8"(o) ç')* - 4(«:(o, '*) - «:(o, -'*)y

(b) âf(o) ',) <:::::> (âr(o) o:(o))

:tl(«:(o, .*) - «:(o, -.*)) +(«:(o, .,) - «-(o, -.,))l
«(e"(o) ç:' - « l(«:(o, e*) - «:(o, -'*)) +(«:(o, ',) - ":(o, -',))I'

âj"(o ('A - e,) +::> (á;''(o) 0:(0))

:L[(«:(0,e*) - «:(0, -.*)) -(u:(0, .,) - «-(0,-e,))]

«(e"(0) y')* - « 1(«:(0, '*) - ":(0, -e*)) -(«-(0, ',) - «:(0, -',))I'
Agora, usando o fato que a, distribuição dos u's é invariante por troca de coordenadas,

paratodo k,7' = 1,...,de V.j 2 1, r # A, podemos escrever

« (âj (o) y : ilây(o)
+ c,lÍÃj"(0)('.+e,)}+';lÍâ7(0)('.-',)}.

Sda . axÍc:,c,,c;}. E«tão,

(.)

« (â;''(o) py ilâ3"(o) # o}.

.Portanto

KI«(â;"(o)pyiÍÓ2?
s; . I'(âr(o) # o,-õ=? .Õl"'' (5.4.is)

Usando, novamente, a suposição de invariância por troca de coordenadas da distribuição

dos u's em(5.4.14), temos(lue, a(A) = a, para todo É = 1,. .. ,d , e

E E l«(ây(/)v'yil-õ=? - /, õ;'''' - oll
l#o

« E E -p(âr(/) .ÕZ? - /, .õf''' - o)
iczd k=l
l#o

« E #'(âr(/) # o, .Õ2?
l:#o

d

(5.4.16)
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Por (5.4.10), observe que, quando / # 0, temos a segguinte equivalência

iâf(/) # o] '+:-> ]]J"(z) # o]
Logo,

p'(8"(/) # o, -õ=? - /, ,õf''' - o) (d"(/) # o, -õ=? /, .õl"'' - o)
p'(.õ=? - /, .õl"'' - o) - -p({f(/) - o, .ÕZ? - /, .õ!"'' - o)

]''(-õ=? - o) - ]''(.õ=? -õy'' - /,.õf''' - o). (5.4.17)

Substituindo(5.4.17) em(5.4.16), temos

l:#o

E1«(8"(/)pyi{.Õ=? - /, .Õl"'' - ollE
a E lJ''(-Õ!? - o) - ]''(-Õ2? - /, -Õ;'''

l#o

" t'j-ip'(-Õ2? - /, -Õ;''' - o)l

«[E
z#o

I'çõT.R -!,õ'y''
l#o

E #'d)n - l)õr,' -l,bN''

«l.p(bÍ"'' .ÕZ:? .õf'''
>ll: J''(al"'"
l:#o

]''(-Õf''' '' J''({3"(/) -Õ=?

«[ ]'' (n]"«[J''(.Õ]"'' .Õ2?

-.{-â}
l:#o

#'(-Õf''' ' #:'(,Õ2?E

«II''(nl"'' - J''(P;=T
2

.*p{ 't}
«[J''(-õf''' (ó=? .õf'''

E .p(-ÕE? - Z)+"P{ i'lJ''(Õn? - o, .Õ=? - o)j

«l#:'(.õl"'' .õ2? - /, .õf''' - o)

«p{ Õ2? - O) + -pl--;lJ''(Õ2? - O, .Õ=? - 0)j- (5.4.18)

Daí, substituindo (5.4.18) em (5.4.13), obtemos

al«( .9r'''pyi{ .Õl"'' - oll al«(âf(o)pyil-Õl:?
lJ

- o,.õ?','

+ a i#'(-Õf''' = 0) - « exp{a exp-Í -- -i} (í - l)J''(-ÕE? - O) - « «pl-
0

i.}J''(ó=? - o)

«E ]''(-õ:? - o,.õl"'' + ' -pl-®lE#'(õ=? - o,.õ:? (5.4.i9)
ZZ

JJ
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De maneira análoga, obtemos

EI«(.9/"''py i{ .Õf''' oll E EI«(âjW(o)p)'l{.ÕZT
2

lJ
o,.Õf'''

+ « jJ''(.õl"'' « exp{ Í} ({ - i)J''(Êl!'f - O) - " "p{ i'lJ''(Õ=Í - O)

« E P'(-Õ=T - 0, Ól"'' - 0) + ' expl-'p} E J''(ÓEÍ - 0, .Õ=T (5.4.20)
Z2

J

Portanto, usando (5.4.19) e (5.4.20) em (5.4.12), temos

. [/Vtj--l

,Je. ; ''E' ("' 1«0;"''©':lÊf''' - oll - "' l«Cgf'''«0':1Ó!"'' - oll)

,« JÜ. I'$1:ÊI ; 'E' { ["'"''' - ., :"'' - .,]
+ «J*. luFI [«."8z.: - ., .: - .,]

:« JÜ. i'li:üi ú 'E'i ["''*'' - ., ",'' - ', z'(.Õf''' o,-Õr'' - QI

"ln.; E'i"'(.ÕPZ l o,.õf,' o) - ]''(-õRã--

l [A'k-' !=
+ Á:lj), (5.4.21)

sendo

.E l«(âf(o)ç'yil-Õ=? - o, .ÕÍ"'' oll i: o .
o1l 2 0.Á'

t ,.7 -u l«(á;''(o)ç')'i{.Õ=T

Observe que,

(1)
. [Ntl-2

J x''Ê'{ II''(.Õi"''-0 .ÕT'''-01

l.P(P: - O) - J''(Df - 0)j a'; (5.4.22)

(2) ,JIK Uqf-! ip(.Õ&Z.: - 0
l#'(n? -o) (of -o)l

J''(.ÕDâ-: - o)l

(5.4.23)
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(3) l;. ...:.
N:;= ]V2

l l/v'tl-2 i--i .

E E l#:'(-ÕT''
i=i .j=o

- o,-õy'' K'ÇbT''

II''(-O! o, pl? - o) - z'(o: - o, nf - o)j a'a';0
(5.4.24)

(4)
[/vt] - 2

E
i-l J''(.ÕDZ-: - o, .Õl",'- o) - ]''(-ÕB:i l o, .Õl"'' - o)l

Z'(D? - O, O: - O) - #'(Df - O, D; - 0)j a'. (5.4.25)
0

Por (5.4.15), temos que

.'l11, 1; . z'(âf(o) # o, .Õ=? .Õf'''

e, observe que,

lâ;'(o) # ol :-:* IÓA :] houve ma:ca de Poisson no intervalo l ]v , #)

Portanto,

0 $ .A:.Í 5; ' #'(-õÍ"'' o, Õ$ - 1, .õ=? - o)

EC #:'(-õf''' - o,ÓZ, - 1,%(o) - ««, -õ=? - o)

]''(.õf''' - o,d"(o) - '«, -õ=? - o)

#'(.Õl"'' - ole'Oje'(O) - «,, Õ=? - O)J''(d"(O) - :«l-Õ=? ]''(-Õ2? - O)

Z'(.Õf''' '' - ««)J''(+j"(O) - «,)-P(-Õ=?
,wCZ:Ó

(: - .*-'-;,) E p'(.Õf''' - olo;"ol.Õf'' (o) ]''(.Õ:?

<
(«-«-{ «0='r-.i"2:-o"@2:-o
(« - «.{--1}) «@:'? - ., "r:: - Q, (5.4.26)

considerando que,

#'(-õl"'' - «,) -õ:;--: - o.õÍ''''

$ ]''(Õ2F-.: - ol.Õl"'' - o) - p'(.Õl"'' - o .Õf'' -),
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usando a expressão (5.8) [Ferrari/F'ontes (1998), página 231 e pelo fato de .DnN'O ser Mar-

koviano e homogêneo no tempo. Substituindo (5.4.22), (5.4.23), (5.4.24) e (5.4.25) em

(5.4.21) e depois usando (5.4.12), obtemos

(", l«W:d':Í"! - 0lj :d':l": - oll) '.

. II''(p! - o) - I'(-o: - o)l a'
l.p(-o?-o) 2''(.of

:..Á'.Á' IZ'(D: - O,D: - O) D: - O,D: - QI d,d.
{l' II''(.O? - O, -O! - O) - Z'(nÍ - O, O: - 0)l 'í'

l [Ntl-t {

-- ,Ji=-t'E :l(":.
Então, substituindo (5.4.27) em (5.4.7) temos:

}''-(õ'(")) - 4" ./' ; l-p(p: - o) - z'(o: - o)l 'í;
+ 2(a3+(') /I' lz'(-o! -z'(-o: o)ld'+2a3

+ 2« t ll'(P? - o) - #:'(Df - 0)j

-« /I' Z' l-p(n: - o, ol? - o) - p'(o; - o, of - o)j a«a'

2« /I' l-P(P? - O, n! - O) #'(Of - O, D: - 0)j a'

] .
(a) Como ll'(D! e«tão

C' l#'(p? - o) - J''(o: - o)l 'í; $

e, usando(5.2.37), (5.2.38) e Lema 3.3 IA.61, garantimos que

P'(1)! = 0)ds é limitada em t,

quando d = 3 ou d = 4 e, consequentemente,

lr'(Z)! = 0) -- Z'(Z): = 0)lds é limitada em t,

+ 2 J ;'T:E(«:,-":,)

Í

0

t

0

f

0

(5.4.27)

o)d.

(5.4.28)

.[l:'(D: Q)d;

(5.4.29)

IS.4.30)
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quando d = 3 ou d = 4. Além disso, como IP'(OI) = 0) -- P'(Z)7 = 0)j ? 0, então,

ainda usando (5.4.29), temos que

f IP'(Z,)? = 0) -- P'(Z)Í = 0)j é limitado em t,

p'is, ' IZ'(D? #'(D? $ ./1 ]''(01

(b) Como ll'(D: D: af 2 0 e«tã.

ll'(-O: - O, nl? - O) - r'(D: - O, n: a'a'

1..1.1:'(n: D? Q)d«ds l.I'(nE.,=o)I'çn:
Portanto, temos

:lU .Z' .Z' II''u,': - o, n: - Q - -p(-o: - o, o: - nl ,
$ }uJ. l. "'to:-, - q"'W? - qd«a.

]''(D!.,

/. I'(D3

fazendo a seguinte transformação: r = r e y = s -- r. Logo, por (5.4.29) temos que

ll'(.o! -o)-p'(o: -o)la'a'(õ.4.32)0 ./0 L

é limitada em t, para d = 3 ou d = 4.

(c) T;mbém temos l.P(-O? = 0, Z): = 0) #:'(D? = 0, Z): = 0)j ? 0. Então,

lf'(o? - o, o! - o) - J''(Df - o, -o: - o)l a' 5; /I' .p(n? - o)a'

X'(OI... D! )a. $ / -P(-O?

pois P(OI.., = 0) $ 1. Portanto, de (5.4.29), temos blue

ll'(ZX = 0, Z)! = 0) -- P'(Z,)f - 0, .D: = 0)l ds é limitada em t. (5.4.33)

S

t S

S

0

t S

f

!

t

0

(5.4.31)
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(d) Usando (5.4.26), podemos escrever

[Ntj-l { [N+]-t {

E E (.,aSI, E E.4:,i:l j-i {-l j-i

1 -- exp ;
. [Ntl-i {

l E Ef'(-õ:? - o,.ÕZ:? - o).
/ . . q' {=i .j=i

Logo,

,J ;'E:x(":.'' i=i .j=i

t rs rt fs
c l l ['ÇO:=0,D':=Q)drds=c l l ]:'(O:.,=0)]:'(O?=Q)drds,0 JO ' JO JO

que é limitada em t, como vimos no item (b). Portanto,

J J,'T:xo:,-":a '"«";--.«'

l [Wlk''..L
Ü E EI''(.õl"''-o,.õ;'''-0< clim " - .*P {-#}

l/N

(5.4.34)

Retomando à expressão de yar(Õt(z)), dada em (5.4.28), e observando as expressões de

(5.4.29) a (5.4.34), temos que, para concluir que Var(Õt(z)), é limitada em t, basta provar

que

,IÜ. /I' . IP'(n? - O) - I'(D: - 0)l a; < m.t--'loo./0 L ' ' ' ' ' 'J

Consideremos a série de potência, no caso contínuo, de lr'(Z): = 0) -- P(Z,): = 0)j, dada

por

p(À)- .Á l-p(n:p(À) = /1' 1Z'(P: (D: = 0)j «plÀ'l'ís, À 5; O. (5.4.35)

Observe que,

P'(.x) lf'(n! =0) f'(D: À'la'. (5.4.36)

Portanto.

.Z' ; I-P(D: - O) - ]':'(D: - O)I d' - 'P'(O) - UWP'(À)- (5.4.37)
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Logo, para concluir que yar(Õt(a)) é limitada em t, basta provar que p'(0) < c».

Sejam gi, i = 1,2,... os sucessivos tempos de espera do passeio Z)t na origem e 71i,

á = 1,2, . . . os sucessivos tempos de retorno para a origem, depois que saiu dela. Além

disso, pata todo n 2 1, sejam

G. sendo go = 0 e sendo To = 0

Observe que,

ln! UI c laí +n,Gi+- +'a)l
{>0

Logo,

Z'(D! = 0) la{ + n, Gi+- + n))
{>0

E.Á J''0 C [,,, + W:...d/c.-.,.Ha« - E.Á p'b:--: > .

E.{' «,{-o - ol'..*.n', - Z' l: ":«.nl «-{

SS

«) .h. +,: (,) a«

(. ,)}d,
S

gi (r)g2 (s

sendo g:(,) = E{ZO/c.+.-.(,) e g,(' -- ,) = exp{ (s -- «)}. Seja
oo roo rs

pi(À) = / P'(Z): = 0)explÀslds = / / gi(r)g2(s -- r) exp{,Xsldrds0 JO JO

(.Z' .: («) «-{«}',) (.Z' ., M «-{,«}'«)

(/' E *.*,. '«, .*.'*«,',) (/' .*-' «, .*-'»«,'«)

>l:Jo '+,-.(z)explÀ"ld"Jo '"p{(l

Íe"X E E("P{À(G; + ':)}) - Í:'X EI-E(«P{À:I gj})E(-P{ÀII 7''})I

Í.l-X :lE(«plÀg:})E(«plÀTl})l; - l - .X l - .E(expÍÀg:})-E(explÀTl})

1 - Ài- get1lêm 1 - À- w.(À)'
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sendo ©:(À) e*') = JF' .*'./b(,)a,
De maneira análoga, encontramos

]''(D: - .[g,(r)g,(.-,)'',

sendo g:(,) = Ei;..o/C.+,.+«,(,) e g,(' ,) = expÍ--(. ,)}, e

Qv= (.X)
l - ,x - ©,(À) '

(JqlÀ l

sendo

Q«,(.X) E(exp{,XT=}) explÀ««}JL(«,)d««.
0

Daí, temos

p(À) = / IZ'(P! = 0) - #'(D: = 0) exp{.Xslds

P:(À) - 9,(.X)
1 - tPT=(,X)

l - .X - tP,(À)

0

Usando(4.3.20), podemos escrever

sendo, a o tempo de espera do passeio Dt no {--ésimo sítio visitado, no caminho que vai

de z até zero, q «' exp(2), Vi e Nz o número de sítios visitados no caminho de z até zero
7vz r /vz l

Qr=(À) {.XT=}) xpÍÀ>ll:n})(expÍÀE:nljX«)l

-EIE(exp{,X''':})I'''' a(tP,.(,X)y'" o©,.(,à),
l lZZ

se«do W«.,(.X) (À''''). Como W.-.(À) e*'') ã:k, então

w«,(À) - -K(íl-.íy''' - 'p.«,(íe.í)

De (4.2.36), sabemos que,

tp,(À) - i :à; ©r=. (À) - 'pr=.(À),
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pois as variáveis T=, Vz C .A/', são identicamente distribuídas e p,
digamos zo = 2ei. Logo,

cN.

tPr(À) - 'Pr=.(À) - Ww=. (Í;'Í)-
Então,

P(À) 1 - WW,(!:k)

Portanto, temos

sendo

!$.?'(À) - (l - Ww,.(1))' }, Ç'l.,.(i)(i - @w=(1)) - ;q'h,(i)(i ©«,,.(1)) + (1 w«,,m)j

Ü«,,(1) }: P'(Nr 1 - a'«.,(1)
n,>0

q'X.,(À) - 11 E "J''(N= - ")À"'' n,>l

Por (A.4.12), temos

/(;)(')(l - ©«,,(')) - Qh,(')(i - tPx,.(')),

e, em (A.4.31), provámos que

II!«/(5) tPh.,.(1)(1 - @N:.:(1)) - QIV,(1)(1 - ©N.. (1))I < .D
tl ' / ' ''r

Então, concluímos que

ilU,.Á .lr'(o? - o) - I'(-o: - o)I'z; - iiHp'(À < "".
Logo, podemos afirmar que Var(77t(aç)) é limitada em t, quando d ? 3. Portanto, usando

o Teorema de Convergência em Z,2 IDurrett (1996), página 2õ21, concluímos a prova do

seguinte Teorema.

Teorema 5.4.1 Seja Õt o processo das a/furas a tempo comi hléo, Disto da a/tara da orígern

de$nido, para todo = C 'Za , por

t

;

õ.(«) - ,7:(0).

No caso de a/carece 1, se p = 0 e a disfrib«{ção de ul(0,ek) não depende de h então

{Õt(z), # C Z'} conoerye /raramente, quando t --} oo, para uma slzpezfz'cie a/eatórãa, que

de«ot«.o. p.« Õ « C Z'}.
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.A.pêndice A

A.l Prova do Lema 2.5.1

(,) Propriedade de Markov

#'(yn

#'(yn

lJ'' ( yn - -

#..j.,Ê. .j. l,yn

h =.ji,b =ki.7n

k.- Jn-l

alJ'' ( yn &. h
- A..#'(yn-l 'n, l

J.,KEII'' ( yn h« lyn- l

,h k:)

h:)j':
A: IFn )l

,h Ü k:)j':
.j..i, yn.l = k.-i, . .. , h = .ji,K

Z'(yn-: t..: :,...,h Ü

lJ''(yn-: t..: :,.. .,h k:)I':

ElJ''(yn = .j.-i , . . . , h

#'(t. Ih-: :,...,Ê
#'(yn-- Ê..: :,...,h k:lZ,-:)l
l-P(yn-: t..: -,. . .,h k:)I':
El#'(yn = J.lyn-: = .j.-:, Fn)

P'(yn lyn-: :,Fn)

P(yn-l = .j.-i, yn.l = k.-i,..., b = .jt,h = kil.F;--)l.

lf'(yn-: Ê..- -,. . .,h A:)I':

Elu.(.j«-:,.j«).u«(k«-:,A«)Z'(yn-: yn.: -,...,h

&: , Fn)

a'Lrn l =Jn--l,rn l= /Çn--l}. .)r1::.71)rl:= Hll/'n--l,J

lr'(yn-: e..: -,.. .,h k:)I':

= .j.- : , Fn)

p'(X, ln-: :,.Fn)

#'(yn-: Ê,.: :,. . .,h b:lZ,-:)
l#'(X,-: Ê,.: :,.. . ,h A.)I''

. Mr?/..r.í. . +.\?z.ík. ..k.\PT'y{. . :: {. ..'t'.. . -k. .. .jl,yi = ki /; : )]
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lJ''(yn-: Ê..- :,...,h h:)I':

@ lu«(.j«-: , .j.) .u«(k«- : , k«)l

©l#'(yn-: Ê..: :,...,h k:lFn :)l

l#'(yn-: Ê..: :,.. .,h k:)I':
@l.P(yn

z'(Ê. IÊ..: :,Fn)l

El#'(yn .j«,Ê. lyn-: :,t..:
P'(yn Ê. lyn-: :,Ê..:

.lll)

.j.lyn-t = .j.-l,Fn

Isto é,

Z:'(yn yn

Z''(yn yn

h«-:, . . . ,h h

k«-i)

(b) Probabilidade de transição

]''(yn h«) alZ:' (Yn

nl }: ]':'(yn
.j..i,k.-i

P(yn-i = .j..i , yn.

nl }: ]''(Xn
.j.-i,k.-i

P'(yn

EI >: ««(.j«-:,
.j..i,k..i

#:'(yn-l = .j..i , yn.

EI«« (.j«- : ,

É« IFn ) l

.j.,yn IV«-- :

: in,)l

j.IK-: - J«-:,&)

Ê«-: , /L ) ]'' ( yn- :

.j« )««(k«-: , k«)

: lz.-:)l

: IFn--)l

J«)««(k«-:,k«)l
j..i,k..i

P(yn-l k.-i)

Portanto temos

#:'(yn k. lyn- l k.-i) Elu«(.j«-: , .j«)««(k«- - , k.)l

As igualdades (1), (11) e (111) são justicadas da seguinte maneira
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(1) pela independência dos passeios Xn e yn, dado a a--álgebra /;;

(11) pelo fato de yn e yn serem Markovianos;

(111) pela independência entre u« e a a--álgebra JB,-i.

Logo, (a) e (b) provam o gema 2.5.1. []

A.2 Prova do Lema 3.1.1

Soam

/(') J''(O« '" e g(;)
n>0 m,>0

Logo, suas derivadas em relação a s, são dadas por

.f'(') .O« );" . g'(.) >ll:«J''(-a«
n,>1 n>l

3.2 IFerrari/Fontes(1998), página 13], temos que

/(') -(i - .) +(i - 7).ll - tp,(')l

Pelo Lema

(A.2.1)

g(;)- (1 -?)'li-©f(.)l

sendo ' = 70(0, 0), + = 7X(0, 0), T e T os tempos do primeiro retorno à

de sair dela, dos passeios Z). e .IJn, respectivamente, e,

©,(;) >1: z'(r );" . @f(')
n,>0 n,>0

Então, derivando (A.2.1) e (A.2.2) em relação a s, temos

: 2lllZ.l1l ! ! : .Z)!y}.l.a - rl - '«.
((i - l;T-ilÍ - Ü.iÍi - Ü;l.)ll'

1+(1 - ?)tPf(') +(1 - ?);W}(') -(1 - '?)
g is,l - -

11 Q

(A.2.2)

origem, depois

(A.2.3)

(A.2.4)

(A.2.5)



Portanto,

/'(.) /l + À©,(;) + À.©ç(')
g'(') \l + .XtP:Í(')+ Xs©;(;)

.) + À.li - ©:í(')IV

.) + .x.li ©,(')l/ (A.2.6)

Observe que, sendo po, pt ? 0, temos

Ih 'p,(') E z'(r - «l 1 - #'(7' m) (A.2.7)

IÜ 'pj:'(') l - -p(r m) (A.2.8)

(A.2.9)

Podemos escrever (A.2.6) da seguinte forma

;il=1 - .4H.[.aN]'. (A.2.10)

sendo

B(.)

À(s)

(i - .) + À.ll @:í(.)l
(i - ;) + À.It - ©,(')l
li/tP}(')l + ÀltP,(')/©;(')l+ À'lW;(')/tP}(')l - IÀ/W}(')l

li/o;(')l + .xlw:í(;)/'p}(')l + .x' - l.x/©}(')l

(i) Se Z)« e ]7n são transitórios então po e pi são positivos. Então, temos

!Ü -B(;) - ÀPo
(A.2.11)

(ii) Se Z)« e Hn são recorrentes então pO = pi = 0. Neste caso,

!H -e(;)
(À - l) - ,X'Q;(') - ,\©Í(')

!ü i* - :l - »;«l.i.l ÀW,(.)
1(.x - t)/©;(')l ,x'l©;(s)/a'Ç(')l - .xwí(;)/tpÇ(')l

!h '' ilÀ - ':l.lw oll .:'.x:' \i;;N/:p;1.31

Usando (A.2.3), temos

Ü;(.)
tP;(')

E.;..: nJ''(T
E.»: nJ''(T

e (A.2.12)

p'(r E ]"(r
r#0

«l o: I'(-o:
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sendo IZ)i = zl -+::::> 1 o salto da origem foi até x 1. Denotando por p(sç), z :# 0, a
distribuição do salto da origem do passeio Z,)., temos

E #'(Tr

sendo T= o tempo de chegada na origem do passeio Z)«, começando em a. Seja Tr o

análogo, em relação a #«. Observe que, os tempos Ta e T= não envolvem os saltos da

origem e que Z,)« e .27n só diferem neste ponto. Portanto,

z#0
f'(r (A.2.13)

n, 4 Ê,. (A.2.14)

De maneira análoga a(A.2.13) e usando(A.2.14), temos

}: #'(P, P(«) p'(r=
r#0r#0

sendo »(3ç), # # 0 , a distribuição do salto da origem do passeio -Z7n

(A.2.13) e(A.2.15) em(A.2.12), temos

q'}(') E:,#O(E«Z: n#'(Tz n);")P(«)
tp}(') E,#o(E«?: nJ''(Z )P(z)

E,#o QL(')P(«)
E,#o @h(;)P(«) '

sendo ©ra(s) = E.>o P'(T= = n)s" . Por (3.1.10), sabemos que

p'(r (A.2.15)

Substituindo

(A.2.16)

»(«)(o,«) }: «(«:(o,.j))«(«:(o,.j+«)).
i.c''»d.

Logo, se par' um " C Z', «: fixo, j(z) = 0 então p(ui(0,.j))u(u:(0,.j + z)) = 0, par'

todo .j C Z'. Port«to, «,(u:(0,.j)) = 0 ou p(ui(0,.j + :«)) = 0, p,r- todo .j C Z'
Então, ui(0,J) = 0 q.c ou ui(0,.j + z) = 0 q.c, pata todo .j, o que equivale a dizer

lu:(0,.j))«(u:(0,.j + «)l = 0, q.c VJ C Z'. Portanto,

«l«: (0, .j))«(u:(0, .j + «)l 'q5 Ç: Ta .

e então, usando (3.1.12), temos

>l: «lu:(o,.j)«:(0,.j + «)l
.jazz'
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O« sda, se P(«) = 0 então p(z)
0 < C, < oo, tal que

Logo, para todo z C Z:a, a # 0, existe C',,

P(z) $ 0, »(z) 5; .: »(z), j(z) # 0, (A.2.17)

sendo c = maxÍC',, z C Z',a :# 0, j(z) # 0}, .:: < .«

Obs.: O conjunto {Cz, r C Za,z # 0, P(z) # 0} é finito pelo fato de que o alcance é
finito.

Substituindo (A.2.17) em (A.2.16), temos (lue existe constante c, 0 < c < oo, tal blue

li.yâld <.
;='i w;(') ' ''

De maneira análoga mostramos que existe constante d, 0 < d < oo, tal que

(a) Supondo que lim,ti ©}(s) = lim,-»t ©;(s) = .o, temos

(a.l) Se po,pi > 0 então usando(A.2.18),(A.2.11) e(A.2.10), temos

"lp'lw - ;-ipl:iu'-r '
!uH : # l:l'

(a.2) Se po = pi = 0 então usando(A.2.18),(A.2.19),(A.2.10) e o item({í), temos

-l#'u - ll-tP:liras.í' .

(A.2.18)

(A.2.19)

]l# 'i(')
logo

/'(.)lim
'-*: g'(.)

(b) Supondo que lim.ti tPÇ(s) = a < .o e lim.ti W}(s) = b < .o, temos

(b.l) Se po,pi > 0 então usando(A.2.11),(A.2.10) e a expressão de Á(s) dada em(A.2.6),
temos

]l.F 'l(')
]:. /Id
;:;í g'(.)

1 + À(« - Po)
1 + À(b - P:)

nã4 (b)'
e
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(b.2) S. P.

temos

0 então usando o item (ii) e a expressão de .A(s) dada em (A.2.6),

]l# -e (')

]j:F Á(' )

Àb+l

Àb+l

Portanto,

!üH - UF«-'-:.
a prova do Lema 3.1.1 pois, tanto no caso transitório como no recorAssim, concluímos

rente, temos

!ü :i8 $ ««;'-'.. -

A.3 Prova do Lema 4.3.1

Seja z C 2Z:a tal que llzll = )ll:'z l lzíl é um múltiplo par de 2. Ou seja, llall é da forma

2(2A) = 4A, para algum # ? 0

(a) Cálculo de P(.le = 0)
Para todo n ? 1, P'(-H;no.l - 0) = 0. Ou seja, o número total de passos para chegam'

ao zero, partindo dele, deve ser um número par, isto é, da forma 2n, Vn ? 1. Sejam

JWt , M2, . . . , it/ú variáveis aleatórias que reperesentam o número de passos do passeio -Zíl;

nas direções 1, 2, . . . , d, respectivamente. Portanto

(A.3.1)

Para todo i = 1, 2, . . . , d,

1.:,1',..1.;,«
Observe que, o passeio aleatório vai partir do zero e queremos que no tempo 2n haja um

retorno ao zero. Então, em cada direção i,Vã = 1,2, . . . ,d, o número de passos pala a

P(]t/: = m:, . . . , Md ' ma) (A.3.2)
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direita e pala a esquerda são iguais. Ou seja, T- = número de passos à direita = número

de passos à esquerda. Logo,

.=;,1';,«' '"';,. (]''(.#;. . , Ma
.:/2

Portanto, usando (A.3.2) e (A.3.3), temos

E -p(x;. .,w.
ml , . . . ,md 2i0

ml + . . .+n7}d=2n

J''(M- . . . , M.

«=:::;mmÓd:lB. \. "'l,'..,"'d ./ \ '"l/' ./ \

\--

,fS.;.('?)!(%'')!.. .(!y)!(!7)1*2a' '
ml+...+md=2n

(b) Cálculo de P(-H:' = 0)
Como ll#ll é um múltiplo pai de 2 então, o número total de passos para chegar ao sítio

zero, partindo de z, é um número par, Portanto,

=;:E
7ni , . . . , md

2n

I'(#;.

ll 2n2n
2

(A.3.4)

#:' ( .r4; P' ( -H;;. : 0 Vn > l

Seja Z.,j a variável aleatória que conta o número de passos na direção .j, pala todo .j

1, 2, . . . , d. Então, dado que .Lj = /j, sejam nj e (Zj -- nj) as variáveis que representam os

números de passos pala a direita e para a esquerda, respectivamente, na direção .7, Vj =

1 , 2, . . . , d. Então,

nj -- (Z.j --nj) = zj nj - !jL::.-:i V.j = 1,2,. . . ,d

Ou seja, o passeio aleatório dará ! , passos para a direita e !i:, passos pala a esquerda,

na direçã de.j. Logo,

Z'(L: ...,L.
2n ]

(4)'"d
/

:.I';,'']''(.H;. , Lü = ta]
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.Portanto, temos

pr n* \' (2n)l r l \2«
:-,:l=;.({-P-)!(!-:5z'-)!. ..(L-!z')!(l«F'')! ~ 2d'

Zl+...+ld=2n

Consideremos, em particular, n pertencente a um dos eixos coordenados, digamos z =

(ai,0,...,0), sendo llzll = ai ttm múltiplo par de 2. Então, usando (A.3.4) e (A.3.5),
temos

2n, (A.3.5)

II''(X;. X;l;

.-.;. lc p w .en,w (ir"-(«?«pe'q:"p...("r
ml +...+md =2n

leal?1lpn,(i)'" - «. -- ,:,,.,(",p ! . . . «.o, (áp"l

E;. m#lw'L,« l: .,: ... ,Í;1111 . ,.,:l
ll+...+ld=n

...E;. @#l@.L,« 1: - 'iXIL:gj. ;?: ;ll' lzl'i?l
ll+...+ld:n

\. (2n)l r l \2«
--,fZ;.(/ii)' .. .(/.i1)'~2d'

ll+...+ld=n

F. /:(/:-i)({:-2)...(/:-,:+2)(/:-,:+i) l
L" ' J'

sendo /{ = T, Và = 1,2,...de zi = ? = 1,

Usando (4.3.28) do Capítulo 4, temos

)!("wqlbp "I

(A.3.6)

.«l,.(') }: nlZ'(H; - -P(#;' IZ'(-fq.
n>1 n>l

}:2nlf'(H;. - I'(-a;l: }: 2«IZ'(X;. P'(-H;: 0)l;'"
n=1 n>z?

:: 2nf'(#;. >1: 2«l#'(X;« J''(X;l;
n, =1 n :: l

o)j.'"
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pois #'(H;..: = 0) = P'(H;n=.1 = 0) = 0 para todo z C 2Zd tal que llzli é múltiplo par
de 2. Portanto, vale

.«h.(') 5; >1: 2«]''(-H;. )''" + }: 2«IJ"(X;.
n=1 n,=l

«?

I'(H;; .(A.3.7)

Substituindo (A.3.6) na desigualdade (A.3.7) temos

.«L.(;)
4,?

}: 2n-P(.#;. = 0)s'" + >: s'"2n
n=1 n>4z?

--«;l;' w )'"
ll+...+ld'n

[: /:(/: - 1)(/, - 2) . . .(/: - ,: + 2)(/:
(/:+ 1)(/:+ 2) . . .(/- + ,: - 2)(/: + .: #L]

«x: " ..,..;. pj-l?la,(Lr"' ll+-.+zd=

1: - .,: evi . '3: ...E:':'íi,i.:l ,:,l , (A.3.8)

sendo 2zi = ai +:# 4z? = z? = llzll2

Por Spitzer (1964), página 75, temos que

J''(x;. l(2n):?l

Logo, existe uma constante c > 0 tal (lue

#'(H;.

Então,

y# E 2«x'(x;,. - Q.'"
«?

E 2nJ':'(H;. - 0) $ E '(2«)(2«):#
n::l n=l

E
n, :: l n = l

(2n):'! = c2:-# )l: .i-{ < .oC

(i) Se d = 3,

E 2«z'(x;« - o)''" $ '2#' Ê =L: < . 2#'

22

c':J::'« ©'": cl#l õ:ll«l
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(ii) Se d = 4,
.2
E 2«1'(x;.
n:=l ! « ;o -'- /': li-ü - ;o -- ''.««-,

õ,(li+ /'g«:) ê,(i + /'pll«ll).

Portanto, vale o seguinte: Se z c 2Z:a está localizado num dos eixos coordenados e llsçll é

múltiplo par de 2 então, existem constantes cl e cÍ < oo tais quc

E2«z'(x;. jl«l «:, ;.a, '-~'''n '' l cÍ/ogllzll=/oglail, sed=4.
Consideremos agora a segunda parcela da desigualdade (A.3.8), dada por:

«x: " ..,., . pa-J??aa,(âr"

(A.3.9)

\ '

..,f:c:. (/:!)
ll+...+ld:n

. /:(/: - 1) . . . (/: (,: - 1))
'(Z:+l)...(/:+(,:-1))(J:+,:)

Observe que,

ll+...+Zd=n

$ }: z:'(#;: .[: $ ]''(z.:

sendo Li = ]f e, de (A.3.2) sabemos que Mt «. B(2n, :). Daí, Mi = E2:Xi, X{
B(1,}), -E(.X.) = } para todo { = 1, . . . ,2n. Logo,

#'(Z': 5; Ú) - ]''(#l $ â) - P'(M: 5; 2"á) - #:'(M: - E(M:) $ -3)
z'(s,« $ -;) - z:'(-s,« $ 3),

sendo(--S,«) = -- E=:(X{ -- E(X:)) = E=:(--Z{), Z:, Z,,. .. iid e p = E(Zi) = 0.

Pela Teoria dos Grandes Desvios IDurret, Richard(1991), páginas S7-631, temos que se

p(0) = -Ele oz'l < oo para algum 0 > 0 e a > /z então P(--S2« ? 2na) -} 0 exponencial-

mente rápido. Isto é

--«::' 2n)! y"

. /:(/: - i)...(z: - (,: - i)) l

P'(--S2« 2 2na) 5; e''""'('),
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se«d' 7(a) = «0 -- k(0), k(0) = /ogp(0) e, p'ra "da a > p -ist' 0. ? 0 tal que « = Z!(W

No nosso caso, temos

P(o)

P'(o)

nt.-'':] - g.}!.'/' + ã':'$:' - .'/'W l + .-q,

gjJ.'''o - .-o,
e

1(«)-«0 k@-.o .«m-/..7=''-ÍD (A.3.10)

Resolvendo a equação a = ÇP(0a) ' temos

91 1
o - /'gT:-i- (A.3.11)

Substituindo(A.3.11) em(A.3.10), encontramos

,v(«) - 7(i) - /.pl:(:/.:;.):-à ::» o.

Então, temos

]''(-s,« ? 2n:lli) -$ e''"m,

sendo a(d) = /og{(;lÍl=):'à > 0. Porá-to,

]l# E ''"-:'«
n,>4z?

l
ll+...+ld:2

ll+...+Zd:2

--«:;' M y"

.E;. ©#l@.i,'«

Z:(/: 1 ) . . . (J:
(/: + 1) . . . (/: + (,:

E'«
n,>4z? '3:i'ê:'l :i,i;.:r,:,lIJi + (zi

'2nlPI.L\ $< á) - E. 2«]''(-s,. ? 2«à)
n>4.z?

>l' 2ne''"'(d) --} 0
n>ll«ll'

< >l' 2ne''"(d) - quando «l --} m,
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pois a série )ll:.>o 2ne'2"'(d) é convergente, já que o(d) > 0.

Portanto, pata a segunda parcela de (A.3.8) temos o seguinte: se z C 2ZÚ está localizado

num dos eixos coordenados e llall é múltiplo par de 2 então

«x"' ,.,...:. h-ül?oLp(á)'"
1l+...+Zd=2

quando llzll --+ oo, sendo zi = ? = 1 ,
Tratemos agora da terceira parcela do lado direito da desigualdade (A.3.8), dada por

Zl+...+ld'n

-.> o,. z:(z: - l) . . . (/: - (,: - 1))
'(/:+1)...(J:+(,--1))(/:+,:)

... . aa-J??m5,(&r"(i)'"
. /:(/: - 1) . . . (/: - (,: - 1))
'(/-+1)...(/:+(.:-1))(/:+.:)

(A.3.12)

Observe que,

/:(/: - i). ..(/: -(,: - i)) ã-)(i - É') . . .(i - 'P)
(/:+i)...(/:+(':-i))(/:+'-)+á-)(i+á-)...(i+l-)
expll'g Hgi:(l - ã)} explE=: 1'g(l - Ê)}
expll'g HZi:(i + Ê)} {E2:i: log(l + Ê)}

.Então, temos

ii;. ©/$©.i,« l: - .,: lvi . li: iE:'l':i,ilha
Zl+ . . .+Zd=2n

Como lim.t.o !:!!!:a. = 1 então l::!Ç!.:.!2 . l é limitada numa vizinhança de zero. Logo,ii '' 'q' 'íi
existem .4 > 0 e (5i > 0 tais que

;-l « á- -:» ilEg.:Pi .: .'!.

}: I'(-H;. . -plEã5': log(l - É')}
' explEZ;: log(l + Ê)}

l

De l:i!!!.:ái2 < ...{, temos
ll

.'i,:(,: - 1)
2/t

128



Logo,

.*p{ àl i'g0 - Í)} ::» -p{ Z'->: - 0}. (A.3.13)

De maneira análoga, temos lim.t.+o I'g(l+J) = 1.Logo, existem .B > 0 e (52 > 0 tais que
l l

-il « á, :::» ilEQ:-Ldi « B
'i a'

Então,

«p{ E i'g0+Í)} ::, -p{ ;-':(,:-U}. (A.3.14)

Usando(A.3.13) e(A.3.14), temos

«, {E ..;o i,} .*. {-E «.;.: *Í,}
»--l-w ,J +';(,?+,o}. (A.3.15)

Sda M maxlÁ, B}. Então,

exp{ â('? - ':)} > exp{ ;('Í - '-)},
exp{ ;->? + ,o} > exp{ ;l(.í + ,o}.

Logo,

."plE '':0 Ê-)l«pl' E "':0 -- t)l ;'' «pÍ'H'?}
Daí, temos

.:3=1:1 1111, . [:l
«- { - #l,?ll (A.3.16)

Como Zt > â então h < Zi!!á. Daí,

«-ÍIF} > «.{?y{4}n

l «-{4F} < 1--expÍ- n ] ;:l--exp{
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Portanto, podemos escrever

i:: iiah ' i:l (A.3.17)

Usando (A.3.17), temos

ll+...+td=n
ll >n/2d

.:,E;. ©;@ha(àr" l /:(/- - 1) . . . (/: - (,: - 1))
(/- + 1) . ..(/-+(,: - 1))(/- + ,:)

ri>n/2d
p'(x= z,: l:)(i .'á"ii'ii') <

ll>n/2d
d

#'(H= /:)-ãZwir"ii'

< Ã'wll«ll'âl'(-#;: - o, -L: > n/2d)
< Â'wll«ll' 2n I'(x;l:

Portanto, para a terceira parcela, temos

-i"«x: .:,E PJl??pa,(ir"

[:
l) . . . (/- - (,: - 1))

(/: + (,: - 1))(/- + ,:)

m#Hm.i,'« [:
a +1)

E 2n E
{ : ,... ,zó2o

ll+...+Zd:n
ll >n/2d

/:(/: - 1) . . . (/:
(/: + 1) . . . (/: + (.:

(,: - i)) l
i)l(jl + ;l)J

< E 2n:l:--ãM llzll' ]''(H;. KM& «ll' }: I'(-#;.
n>llrll'

0)

< Ã' ê m'a ll«ll'.i,.,á «>llrll'

sendo Á :: /r ê iWd uma constasnte positiva e,

z'(x;«-o)- ;L, v"?i
Como d = 3 ou 2 então, a série

E«Zt ;;a7Ç:í = O(ia7b:í), se d ? 3. Logo,

é convergente. Além disto, sabemos que,

lE .(Ú), -«,«'.':;.
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Portanto,

1«11' }: « '/'
n>llrll2

O (11«11) , se d

O(1), se d = 4

Portanto, para a terceira parcela de (6.2.8) temos o seguinte: se z

num dos eixos coordenados e llall é um múltiplo par de 2 então

\-- 2n \' f2n\l r l x2.

«>ll.ll' .l....z-.(/ily ...(/d1)''2d'
ll >n/2d

r: .
I'(/:+i)...(/:+(,--i))(/:+,:)J ''

quando llzll --} oo, sendo llall = 2zi.

Usando(4.3.28) e(A.3.8) temos:

c: 2Z.a está ]ocajizado

(A.3.18)

>ll: «IJ"(X;. - P'(X;:
n,>0

$ G:(«) + G,(«) + G.(«), (A.3.19)

sendo

G-(«)

G',(,)

ll,ll'

}l: 2«z'(x;.

ll+...+Jd:n
11 $n/2d

ll+...+ld=n
ll >n/2d

usando(A.3.19),(A.3.18),(A.3.12) e(A.3.9), concluímos a prova do Lema 4.3.1. O

«E ..-«E:' 2n)! my"

«E .--«E;' w ny"
. z:(/- - 1) . . . (/: - (,: - 1))
'(/:+1)...(/:+(,- -1))(z:+.:)

. /:(/- - 1) . . . (/: - (;: - 1))
'(/:+1)...(z:+(,:-1))(/:+,:)

l

G;(«)

Então,

A.4 Prova do Lema 4.3.2

Substiuíndo(4.3.21) e(4.3.24) na expressão(4.3.17) e,(4.3.23) e(4.3.25) na expressão

(4.3.19), temos

««(.)- ,. . ,,."-nqE&
(i - ') +Ã;(l @«'«(8-:B))

(A.4.1)
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1 - ©.«:(.)
««'M - 0

membros de (A.4.1) e (A.4.2), em relação a s, encontram

1(1 - ;)+(i - ?;)(l - 'pw«(ll:t!))I''

{o - w«,(}l-:ll» - o - 4(Íi:-l$wh,(ll$jl)

(l - j)(i - ww,(}1-'::1))(i - w~«(ll:jl))

+ }1-:{5 [l';.,.. ({l-:jl) o - I'«, ( g-:tã »

-©h,(1-1-1-:1)o - @Ng.(l ::$»]}

(A.4.2)

Derivando ambos

.;(.)

h.(.) 1(1 - ') + '(1 - tPW;. ('))I''
+{(i - ü'«T(')) -(i - ')tph(') -(i tp«,;('))(l

+'rtPI»a.(')(i - tP«,;(')) - ©&(')(l - Ç'«';.(;))ll-

tPw;. ('))

sd

«(.)

s, é dada p

~'(.)

W . c qwd

(1 - ?).
(1 - ].)

(1 - ?)
(1 - ?.):

então

cuja derivada, prol rpl;.,.ã,-.

.moN:L N.

(A.4.3)

Além dl

tPU(') (A.4.4)

D tbstiuíndo (A.4.3) e (A.4.4) nas expressões de ah(s) e ah,(s), tem

l(t - ')+ .i'(l - W«.;.(a(')))I''
+{(l @m,:(a('))) - (1 - ')a'(s)©lv,(a(')) - li(i - ©w=(a(')))(l ©w,.(a(')))

+.Xa'(')I'PI«,.(a(;))(l 'P«,,('-('))) - ©h,(a('))(l - 'Pw«(a(;)))l} (A.4.5)
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a SH 1(1 ') + s(l - ©Wã, (;))l-'
+{(l - @w=(s)) -(1 -')Wh,(') -(l Ww,('))(l - ©/«,.('))

+'lWh,.(')(i - W«,(;)) - 'Ph,(')(l 'Pw«('))ll- (A.4.6)

l

De (A.4.5) e (A.4.6), podemos escrever

«h(.) , M'(;) ~, lc(a(')) -- ,id(a('))l + li;/(a('))
«h.(') ' 1'(') -- d(')j + '/(')

(A.4.7)

sendo

ú'(') ;) + '(l ©«.,.(')),

Ã(s) - ') + l\'(i - ©«,,.(a('))):

(A.4.8)

(A.4.9)

:(.) - ®w=(;)) - (i - ')©h,(')l
:(a(.)) - W/«:.(a(;))) --(1 ')(úw=(a('))yl

l(t - ©«,,(a(.))) -(1 - ')a'(s)tP&,(a('))l
(A.4.10)

d(.)
d(a(.))

üw= ('))(1 - q'w,. ('))
QW=(a(')))(l - úw,. (a('))):

(A.4.11)

1::3,,,
Observe que

IW'Ç.,,.(')(l Ww=(')) - Wh.(')(t 'Pwp.('))l (A.4.12)
a'(')l©l»,.(a(;))(i - w«b(a('))) - w;«,(a('))(l - ®«'«(a(')))l.' '

©«,,. (') ) tP«.,.(1)

]PÇN,.

E #'(Nv.
n>0

P(yo), 0 < P(g/o) < l (A.4.13)

(A.4.14)
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Então, usando (A.4.13) em (A.4.8), temos

li# &/(') - P(yo) < 1. (A.4.15)

Usando (A.4.13), (A.4.14) e o fato de que ©w,. é uma função contínua de s, em (A.4.9)
temos

)

]j.P N'(') - Àj(g/.) < m.
Logo, de (A.4.15) e (A.4.16), temos

sendo À como definido em (4.3.14).

Como ©w=(.) = E.» #'(N= = n)." então

Ü';.,(') - ; E «#'(Nn - «)'
' n>l

U
2

n

(A.4.16)

(A.4.17)

IN ote que,

E «]''(w= >ll: n."l#:'(n - 1 < N= < .«) - -P(n < Nr < m)l
n>l

}:(n + l)'"'F'J''(n < N= < '«) >ll: n'".P(n < Nr < '«)
n, >0 n, > l

.]''(n < N= < .o) + >1:(n + l)s"'t'#'(n < N= < .o)
n>l

>ll: n."l'(n < Nn < '«)
n>l

.(l - P(«)) + ' >:(n + l)'"l:'(n < N= < w)
n,>l

- )l: n."f'(n < Nn < «,)
n>l

sendo

P(«) .4.i8)

Somando e subtraindo a expressão E.>:(n + l)s"-P(n < N= < oo) no desenvolvimento

anterior e agrupando os termos, temos

>ll:«Z'(Wr n)'" -P(«))-(i ')}:(n+l)'"J''(«<Nz <m)

1:{4



+ >1: ."P'(n < Na < .o
n>l

.(i - P(«)) (1 - ;) >1: ns"r'(n < Nr < m) + ' }: '"J''(n < Wa < ':«)
n,>1 n,>l

Isto é,

>: «#'(w=
n,>l

.(l -P(«))(t -s)>ll:n'"Í'(n< Nr < m)
n>l

+. >1: ."l'(n < Na < m).
n,>0

(A.4.19)

Usando (A.4.19), temos que

(i - ')©h,(') (l--:d >ll: «]''(w= n)'"
s :;;i

(1-;)(1 -$(«))+(1 ')>ll:'"Z'(n < N= < m)
n,>0

(l-.:!E )l: n."J''(n < Nz < m).S

Isto é,

(i ;)©l»,(') i-ê(«))+(i - ') >1:««'" {l!-:!E>1:.«.. ,
n,>0 ' n>l

(A.4.20)

sendo «« e Á« Na < .«1.

Como .,4. .1, 0 então a. --> 0, quando n --> oo, o que equiva]e a dizer: Vc > 0, ]no

que, Vn 2 no, a. = P'(.4.) < c. Portanto, podemos escrever
no -- l no -- l

E ««;" + E ««." .$ E ««s" +. E ;"
n=0 n2:no n=0 n2lno

T«.."* Cano

n=0

Logo, V c > 0 e pata todo 0 < s < 1, temos

C ZV tal

no -- l

o 5;(i - ;) }: ««;" <(i - ') )l: ««;" + «"'
n,>0 n::0

Isto é, Vc > 0,

o$n#l(i s)n>o"«'"l<c. Então,
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y.P0 4x««."-'.

De maneira análoga, temos

(!-=!E E .«.;" - (l - ;y E -«'"': - (i - 'yl E «««."': + E
' n21 n2:l n=1 nono

nO -- l nO -- l cn0

$ (1 - ;yl >1: ««.."': + .( E '"yl l E «««."': + .(i-:--yl
n,:=1 n2lno n=l

0 [E -..«-- ... .«: ?rw-: ''''"''].
Para todo 0 < s < 1 e Vc > 0, temos

o $ (L-:!F E ««.." < 1(t - 'yl E «««." + .((i - ')«.
n,=l

Ou seja,

o $ 1iPtCLta E «««."] « ..

Portanto, temos

!m a-Ü-a E ««.." - ..
Então, de (A.4.20), (A.4.21) e (A.4.22), concluímos que

il#(i '):p&(;) -o-

emos

y#(i - W«,,(;)) - 1 - tPw=(1) - 1 -êl;J''(X= - ")
#'(Na

Usando(A.4.23) e(A.4.24) em(A.4.10), temos

y# .(') - »(")
Como c é uma função contínua de s então, usando (

h !« .(a(.) )
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n,>l

Além disso, t

A.4.14) e (A.4.25), temos

S

(A.4.21)

na«s"'il

(A.4.22)

(A.4.23)

lim cear.s)} = õín).

lim c(.s) = õíz).

Como c é uma função contínua de s então, usando(A.4.14) e(A.4.21

Usando(A.4.23) e(A.4.24) em(A.4.10), temos

n!!iLi \s,JJ ' l 'pw=Li,J ' l

(A.4.24)

(A.4.25)

(A.4.26)



Como d também é uma função contínua de s, usando (A.4.13), (A.4.14) e (A.4.24) em

(A.4.11), temos

]j#d(a(;)) - U#a(') - »(")»(3/.) (A.4-27)

Portanto, usando (A.4.25), (A.4.26) e (A.4.27) concluímos (lue:

]j.P('(') a(;)) - p(")(i p(g/.)), (A.4 28)

sendo 0 < P(z)(l - P(3/o)) < m e

q:Fi.('-(')) À'í('-('))l - P(")(i - ÀP(g/o)), (A.4.29)

sendo 0 < P(z)(l - ,à»(g/o)) < .«.

Observe que

«h.(;)(á'(.))''l(c(.) - d(.))+ ./

e, pelo Lema 4.3.1, concluímos que

n#«h.(') < ", (A.4.30)

para todo # C 2Z:Ú tal que z encontra-se localizado num dos eixos coordenados e llall é

um múltiplo par de 2.

Então, usando (A.4.15), (A.4.28) e (A.4.30) podemos garantir que, neste caso,

li:r/(s) < 'o (A.4.31)

e, como consequência, obtemos

li#/(a(;)) < ". (A.4.32)

Note que, podemos garantir que esses limites, descritos em (A.4.31) e (A.4.32), são finito

mas, ainda não conhecemos a sua dependência com z. Como,

«b(;) =(Ã(.))''l(c(a(.)) -- IXd(a(s)))+ IX./(a(.))l

então, usando (A.4.16), (A.4.29) e (A.4.32), temos clue

il#«b(') < m.

Observe que:

(.)]

S

(A.4.33)



(i) lim,ti JI/(s) não depende de z;

(ii) lim,ti(c(s) d(s)) depende de :« porém não cresce quando llzll -} .o

(iii) (lim.O ah.(s)) vai para +oo quando zll -} oo, pelo Lema 4.3.1

Sda

./'(,)

Então, da expressão de ah.(s) e levando em conta os itens (i), (ii) e (iii), temos (lue a

dependência de /(a) com z é tal que /(aç) cresce quando llzll cresce. Isto é,

S
(A.4.34)

1,1iilk, J'(") - ii.liilL(]j# /(')) - "".

Como / é função contínua de s e a(s) 4 l quando s t 1, então

(A.4.35)

.r(") - ]jF/('-('))

Portanto, usando(A.4.7),(A.4.17),(A.4.28),(A.4.29),(A.4.34) e(A.4.36) temos

ul. "l'N - o-u-,t':ll.l 1 :111 Íl;)]

o -u'' 1 1 -: '(«).

(A 4.36)

(A 4.37)

E, de (A.4.35), temos que

i,lil=,.ol# :l:y&) - ii,lii=,. /'(') - í!--i
Portanto, usando (4.3.27), (4.3.28) e (A.4.38), temos

E.« nl-P(.rC - ]''(.re
n,lii!:« É==;]P(H'-Q -Q]

(A 4.38)

l oj ág)
(1 - ?)': = cte. (A 4.39)

Substiuindo (4.3.21) e (4.3.24) em (4.3.13) e derivando essa nova expressão de an(s) em

relação a s, temos

«b(.) (N(.)) '' l.(a(')) ,Xd(a(.)) + .X./(a(.))l, (A.4.40)
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utilizando t d . . 
u o o que fo1 fe1to no caso de a~(s) e sendo 

N(s) = (1 - s) + Às(l - IJJNYo (a(s))) . 

Usand0 (J\.4.13) e (A.4.14) temos 

lim N( s) = Àp(y0 ) < oo. 

stl 

(A.4.41) 

Da xpres ão de a~( ) - de (A.4.40) obtemos: 

a'o(s) = (N(s))2[c(a(s))- ,,\d(a(s)) + Àst(a(s))] 

a~1 (s) N(s) [c(a(s)) - ,,\d(a(s)) + Àst(a(s)))' 

D 
man ira análoga à comparação anterior podemos concluir que, 

(A .4.42) 

lim a'o( s) = ( ~ )2 [ p(.1: )(1 - 0f5(yo)) + ,,\f(.1: )] 

s t1 aÍ-JCs) À ft(x)(l---\ft(yo))+--\f(x) · 
(A.4.43) 

Portant 0 , como ant s temos 
' 

1.
 Ln>O n[IP(D~ = O) - IP(D~ = O)] 

1 m ----'-__:___:__:::___:.___.:...__:.=---~ -

1/x// L n?O n[JP(H~ = O) - JP(H; = O)] 
1. (l ' aD(s)) 
1m 1m --

//x//➔oo stl a';1(s) 

,:X 1- i' 
= , = -- = constante, 

/\ 1 - ' 

( A.4.44) 

1 vando m onta que ft( x) não cresce quando // x// -+ oo, ft(yo) não depende de x e 

(A.4.35). 

Portanto, (J\.4.39) (A.4.44) completam a prova do Lema 4.3.2. D 

A..5 Prova do Lema 5.1.l 

Scja,n, T, T
2

, ... , s ins tant de a lto do processo (y; :i·a, )~Yº ). Vamos analisar as pro-

l abi /' 1 d . - . . ,r 
. t t D d (},,r:i·o y,:' Yo ) 

IC a s d tran 1çao, con l1 c1011 adas a Jt, n ss s ms an es . a o que Tn - 1 ' Tn - 1 = 

(:r,y), Lcrn . s s •uinL s cas s para analisar: .1: :/ Y e .1: = Y 

( 1) , < .r -t y is Lo é l .i:o - vo ..J. o usando o ítem (i) do t xto, temos: 

r T11 - I , ' 

( L. J) 
, I x .. J/YO _ :F) 

IP(Y,;.'0 = :i; + x ' Y.l,~ = Y .Y;~º-1 = .i, Tn-1 - y, 

, ,, 

= {un(x , x + x') 

= tu1 (O , .1:1
) , V.1:

1 
/:- O. 
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(1.2)

p'(}'Z - «, tX - y + v'lllU..: «,}'z..
l

««(g/, y + y')
2

l
u-(0, g/'), Vg' # 0

2

(1.3)

#:'(}a' - «, $Z - yll'Z.: - v,/') {««(«, «o + ;««ü, «o

;«:P, Q + ;«:0,Q
«:(o,o)

(2) Se z = 3/, isto é, Z,)Z::Í' = 0, por (n) (no texto), temos

z'(}'Z+«',Çe z/+3/'ll'X.. }Z.. «.(«, « + «')««(., « + g/')

«:(o, «')«:(o, y'),

q=' ,U' Ç:. Ta

Procedendo exatamente como na prova do Lema 2.5.1, mostramos que a cadeia imersa

(}%on, }'o )«2o é uma cadeia de Maikov em Z'i x Z'í, isto é,

#'(}'T {Z }E:.. :, vi l;h 5; «)

#'(}'Z - ««,ÍZ - ««-:,$E... - ,«-:), (A.õ.i)

com probabilidades de tansição, nos tempos de salto, dadas por

]''(}'a - ««, +X - ,« l }'&.. - ««-:, {E..: - ,.-:)
EI.p(}'Z - ««, {X l }'Z.. - ««-:, ÉE... (A.5.2)

Sejam Tn = Tn Tn.l, Vn ? 1 , sendo To = 0 , os tempos de espera entre o (n-- l)--ésimo

e o n--ésimo saltos. Portanto, usando (A.5.1), (A.5.2) e as probabilidades condicionais

descritas em (1) e (2), concluímos a prova do Lema 5.1.1. O
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A.6 Resultados de Ferrari and Fontes (6] 

eJ a , o x = x À• para algum vetor determinístico À. Então, 
Definição 1: S · X ( ) 

Definição 2: Para todo x E 'llf sejam 

e 

Re
5
ultado 1: Para todo n ~ l , temos Zn(x) !b Zn(x). 

Lema 2. 2: O processo Zn - nµ é um martingal em relação à filtragem { F. : n 2: O} . 

Proposição 2.3: Seja Pn = I:?;t ff'(D, ~ DIDo ~ O). Então, 

endo a 2 = V ar[ 0. (O) À•] e 0. (O) = I:ien' ju. (O, j) · 
D sde que Z. ( x ) Í Z. (O) + x À', o resultado acima vale para Z. ( x) , para todo x E n'. 
Corolário 2.4: Quando X. começa com um hiperplano, isto é, Xo(i) = iÀ' para todo 

i E 'lld nclo ,\ um vetor determinístico então 

Lema 3.1: JP(Dn = DIDo = O) é não crescente em n . 

D finição 3: , jan 

! ( s) = '°' IP( D. = Oi Do = O)s" e g( s) = I: ff'( H. = DiHo = O) s" 
0 n> O 

a , cr,·icc; l l A . ri ,n(f - Oi Do ::::: O) e de JP(Hn::::: Olffo ::::: O) , respectívamente

1 

· (, po encw ,e ,r u -

· endo li ,. 
0 

pa . io ai atório homogêneo definido em (3.1.10). 

L ma 3.2: f (l ) ' clci orrl m ri g(t), L 
2 

s;:--n- t 1,p(D· ::::: Oi Do ::::: O) é ela ordem ele Jn e log n, 

ma 3. 3: l','m d ::::: l , L-,1==º JJ 

1 

1·esp ,clivamc 11J c. S l > 31 f' la é limitada . o t , . \-
1 

. ielerminístico não nulo em n' e asuma que o

2 

2: O. 

ro ario 3.4: Se.7a II um v ,0 1 r ' ' 
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l .«a, « a-:
yar(.2«(0)) édaordemde l Ioga, sed=2

l constante, se d ? 3

Corolário 3.5: Sd« Xo(i) = {À* p«« lodo { s.«do À «m «'to, d.f«m nútíc« não
nu/o em Z:a e asuma qae a2 2 0. Então,

l .ai, ;. a- l
yar(X«(0)) é daordemde 'l Ioga, se d=2

l constante, se d 2 3

Definição 5: Sd« .2. := .ã. .ã.(o), {.t. é, .2«(a) := .2«(.) É«(0), p«« í.d0 3

Proposição 5.1: Z. conuerye quase certamente. Sqa .Z.. este /imite. Se a2 > 0,

Í l« -g/l, « a- l
}'arl.g«(r) -- .2-(W)l é da ordem de 'l log lz -- g/l, se d =2

l constante, se d ? 3.

S.a' 0, .«Zão 2.(«)-.á«(p)(«)-.2o(g/) P«« tod.« ?0.
Corolário 5.2: Quarzdo X. começa com um Aíperp/ano, isto é, Xo = {iÀ*,{ C Z:a},

sendo X um uetor determinístico de 'Za , então X. converge fracamente. Seja X.. este

limite jrcLco. Se aa Z q, então

Í l« -3/l, « a- l
}'arl-X.(a) -- -X.«(y)l é da ordem de 'l log lz -- 3/l, se d =2

l constante, se d 2 3.

Se a' o, .«fã. x«(«) - x«(y) Xo(«) - Xo(3/) P«« t.do n ? 0
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