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Resumo

Este trabalho estuda as flutuagoes, temporal e espacial, do processo de médias ale-
atorias (PMA), que representa um sistema de alturas, denotado por 7; e com configuracoes
em de, assumindo como configuracao inicial uma superficie parabdlica de dimensao d
passando pela origem. Mostra que no caso simétrico e com alcance finito, as flutuagoes
da altura do sitio z se estabilizam apenas quando d > 5 e sdo da ordem de t'~%4 se
d =1,2 ou 3 e da ordem de (logt)'/?, se d = 4, mas, no caso viesado, 7;(z) flutua sempre
em todas as dimensoes. Estuda também o processo visto da altura da origem, denotado
por 7, no caso simétrico e de alcance 1. Prova que as flutuagdes de 7;(z) sdo limitadas
quando d > 3 e que este converge fracamente para uma superficie aleatéria 7(z), quando
t — oo, que é invariante para o processo de médias aleatorias. Os resultados sao obtidos
para um processo a tempo discreto (um autémato celular probabilistico) e no caso do

processo a tempo continuo, considera-se aproximacao através de uma familia de procesos

a tempo discreto.

Abstract

This thesis studies the time and space fluctuations of a d-dimensional parabolic surface
submitted to a random averaging process (RAP). We show that in a symmetric finite range
case the time fluctuations are bounded in d > 5. In d = 1,2 and 3 they are of the order
t1=4/4 respectively. In the d = 4, they are of the order (logt)'/2. In a biased case, they
are of the order t*/% in d = 1, t(log?)'/? in d = 2 and ¢ in d > 3. We also study the
time fluctuations of the surface as seen from the height of the origin and show that in
d = 3 and 4 they remain bounded for a symmetric nearest neighbor case. For all bounded
fluctuation cases, we obtain a stationary measure as a time limit of the evolution. We also
obtain the magnitude and shape of the spatial fluctuations of that measure. The results
are first obtained for discrete time versions of the dynamics. We use discretizations of the

continuous time dynamics to get the results from the discrete case by approximation.
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Capitulo 1

Introducao

Superficies aleatorias tém sido usadas como modelos para o estudo de diversos fenomenos
em mecanica estatistica. Vide [2],[3],[4] e [7]. O ponto de vista usual é de equilibrio:
define-se uma seqiiéncia de superficies aleatérias indexada por volumes finitos de uma re-
de infinita que convergem para a rede inteira, em geral a partir do formalismo Gibbsiano.
Um objeto central do estudo sdao as flutuacées de uma porgao da superficie ao redor da
origem como funcao do volume. O ponto de vista deste trabalho é o de fora do equilibrio:
comecamos com uma superficie inicial fixa e a submetemos a uma evolugao estocdstica. O
objeto central do nosso estudo sao as flutuagoes de uma porcao da superficie ao redor da
origem como funcao do tempo. A dinamica, a ser descrita em mais detalhe adiante, é de
natureza local, o que permite realizd-la em volume infinito. Nossa referéncia bésica é [6].
Neste trabalho é introduzido e estudado o processo de médias aleatérias, que chamamos
de PMA, assumindo como configuracdo inicial um hiperplano passando pela orig'em, entre
outras condigoes iniciais. O PMA, tratado no referido artigo, pode ser definido da seguinte
forma: consideremos um processo estocastico denotado por 7, ¢ > 0, com configuracoes
pertencentes a RR%‘. Para cada sitio i € Z* e em cada tempo #, temos uma altura m(2) e
estas alturas evoluem de acordo com a seguinte regra: sejam {N;(z),i € Z*} uma familia
de processos de Poisson independentes de pardametro 1 e {u(i,-),7 € Z*} uma familia de
vetores de probabilidade aleatérios independentes entre si e da configuragao inicial 7, sen-
do estas duas familias independentes estocasticamente. Além disso, (u(z,7)); ;ez¢ ¢ uma

matriz estocastica aleatoria, isto €, cada entrada € uma variavel aleatéria e a soma destas



varigveis em cada linha é 1 com probabilidade 1 e u(z,7) tem a mesma distribuicdo de
w(i+k,j+k), para todo i, 4, k € Z?, ou seja, u(i,j) é invariante por translagdo. Quando
o relégio exponencial toca para o sitio 7 no tempo ¢, uma realizacao de u é escolhida e a
altura deste sitio é renovada por uma combinacdo convexa aleatéria das alturas de todos
os sitios j € Z?, a qual é dada por Yiemd (1, 7)m(7). Os coeficientes desta combinagio
convexa sao escolhidos independentemente em cada tempo.

O PMA é um caso especial dos processos lineares tratados por Liggett [10], Capitulo
IX, em que condigoes iniciais com distribuicdo invariante por translacao sao considera-
das, diferentemente de Ferrari and Fontes [6] e do presente trabalho. Como exemplos
particulares de PMA temos o processo suavizado com ruido e o modelo do votante. No
primeiro, existe uma matriz a tal que v({a}) = 1, onde v é a distribuicdo da matriz u
e v concentra toda sua massa em uma matriz constante. Para cada marca do processo
de Poisson, a combinacao convexa é multiplicada por uma variavel aleatéria positiva e
independente W, de média 1, chamada de “ruido” . Liggett and Spitzer [9], Andjel [1]
e Liggett [10] estudaram questdes relacionadas a existéncia e ergodicidade deste processo
com “ruido’. No segundo exemplo, v concentra massa num conjunto de matrizes com a
seguinte propriedade: para cada ¢ existe exatamente um j com u(z,7) # 0 e portanto,
igual a 1. Isto é, quando o reldgio toca para o sitio z, sua altura é renovada pela altura
do sitio 7 para o qual temos u(i,7) = 1. Em Durrett [5] podemos encontrar uma recente
revisao deste modelo.

Nosso trabalho estuda questoes relativas as flutuacoes, temporal e espacial, do processo
de médias aleatérias, assumindo uma configuracdo inicial parabdlica dada por Xo(z) =
||2]|%. Resultados para condigdes iniciais parabdlicas do tipo Xo(z) = al|z||* + bz + ¢, com
¢« €R, a0, be R ce IR fixos, podem ser obtidos do caso em que consideramos.
Nés estendemos os resultados de [6], obtidos para o caso de uma superficie inicial planar,
para o caso de uma superficie inicial parabdlica.

No Capitulo 2 definimos o processo das alturas em tempo discreto (um automato
celular probabilistico), denotado por X,, com configuracées em R%‘. No caso discreto,
as alturas de todos os sitios sdao renovadas a cada tempo n. Definimos entdo o proces-
so {un(,7), t,J € Zd}nzl onde, para n fixo, u,(-,-) satisfaz as mesmas condigoes da

matriz v do caso continuo e as matrizes {u,(-,), n > 1} sdo independentes. Entao,



Xn(i) = ¥ jega tn(i,7) Xn-1(7). Escrevemos a altura do sitio ¢ no tempo n em fungéo das
matrizes ug, k < n e da configuracdo inicial Xy. Esta relagao é escrita como uma espe-
ranca condicional da posicao inicial calculada em sitios ocupados por um passeio aleatoério
simples definido num meio aleatério. Introduzimos o processo L,, dual a X,, e a partir
deste ponto, tendo em vista que X, 2L, para todo n fixo, obtemos todos os resultados
para L,. Denominamos este modelo, descrito no Capitulo 2, completamente independente
ou CI. Utilizando o fato de que uma versao de L, centrada é um martingal, obtemos
expressoes para a variancia do processo L,. Esta variancia é escrita em funcao de valores
esperados de fungoes de uma cadeia de Markov. Na parte final sao provados alguns lemas
relacionados com esta cadeia os quais serao utilizados no Capitulo 3. Também introdu-
zimos duas definicoes, uma sobre a simetria da varidvel u,(z,7) (Definicdo 2.5.1) e outra
sobre o alcance do processo (Definigdo 2.5.2). Estas defini¢oes sao relevantes para o nosso
calculo da ordem de magnitude em n da variancia do processo L.

No Capitulo 3 determinamos a ordem de magnitude em n das flutuagoes da altura do
sitio z, para todo z € Z*, para o processo L, no modelo CI, no caso dos u’s simétricos
e dos u's viesados. No caso simétrico tornou-se necessario supor que o processo L, tenha
alcance limitado. Concluimos que as flutuagdes da altura do sitio z, se d < 4, nao se
estabilizam, isto é, elas sio da ordem de n!~%* se d = 1,2 ou 3, e sdo da ordem de
(logn)'/?, se d = 4. Mas, se d > 5, estas flutuagdes sao limitadas (Teorema 3.1.1). Para
o caso viesado nao fizemos restri¢gdes quanto ao alcance mas assumimos que o processo
tem quarto momento finito. Concluimos que para todo d > 1, as flutuagées de Ln(z)
nunca se estabilizam, flutuando sempre em todas as dimensdes. Isto é, as flutuagoes da
altura do sitio = sdo da ordem de n®*, se d = 1, da ordem de n(logn)'/?, se d = 2, e da
ordem de n, se d > 3 (Teorema 3.2.1). Ainda neste capitulo, analisamos a convergéncia
temporal de L,(z), provando que este converge quase certamente e em £? para a variavel
L(z), quando d > 5, os u's sdo simétricos e de alcance limitado. Como conseqiiéncia,
concluimos que X, (z) converge em distribuigao para L(z) e Var(Xa(z)) = Var(L(z)),
quando n — co. Em relagdo a convergéncia espacial, estudamos a forma das flutuagoes
espaciais da medida limite, no caso dos u's simétricos e limitados e d > 5 (Teorema

3.1.2). Neste ponto, nosso caso difere do caso estudado em [6] em que a superficie limite

exibe flutuacdes espaciais nao triviais em todas as dimensdes d > 5. A forma da medida



invariante nos permite obter com relativa facilidade um resultado de convergéncia fraca
para as flutuacoes normalizadas da medida invariante. Também, para o caso particular
unidimensional de alcance estritamente 1 e dos u’s simétricos e limitados, encontramos
a ordem de magnitude em n da varidncia de L,(z), provando que existe uma constante
positiva e finita ¢, tal que n=%/2Var(L,(z)) converge para c, quando n — oo (Teorema,
3.1.3).

No Capitulo 4 apresentamos o processo das alturas vistas da altura da origem, deno-
tado por L,. Nio foi possivel estimar a ordem de magnitude em n da varidncia deste
processo no modelo CI. Introduzimos entao um novo modelo, o qual chamamos de tempo-
ralmente independente ou T1. No modelo CI a altura de cada sitio no tempo n é renovada
por médias aleatérias das alturas dos seus vizinhos no tempo (n — 1) possivelmente em
todas as dire¢des coordenadas. No novo modelo (TI), a cada unidade de tempo, pri-
meiro escolhemos, de acordo com uma distribuicao uniforme, uma dire¢do coordenada e
depois a altura em cada sitio é renovada por médias aleatérias das alturas de seus vizi-
nhos independentemente porém todas na mesma direcao escolhida. As outras hipoteses
sobre o modelo continuam as mesmas. Argumentamos que todos os resultados obtidos
para o modelo CI, nos Capitulos 2 e 3 e na Secao 4.1 sao validos para o modelo TI. Na
Secao 4.2 tratamos da convergéncia temporal de f,n, no modelo TI, no caso de alcance
estritamente 1 (ver Definigdo 2.5.2) e d > 3. Neste caso, temos independéncia entre as
redes par (soma das coordenadas de cada sitio é par) e impar (soma das coordenadas de
cada sitio é impar). Por esta razao consideramos o modelo apenas em 272 (rede par).
Provamos que Ln(z) converge quase certamente e em £?, para uma superficie aleatéria
L(z), para todo & € 2% (Teorema 4.2.1). Logo, temos convergéncia em distribuigio
de Xn(r) = Xn(z) — X,(0) para z,(:z:), para todo z € 2% Na Secio 4.3 estudamos a
ordem de magnitude (Teorema 4.3.1) e a forma (Teorema 4.3.2) das flutuacdes espaciais
do processo f/(:c), neste mesmo modelo, e provamos que estas sao da mesma ordem do que
as de L(z), se x € 2%% e d > 3. Aqui também temos flutuacdes nao triviais em todas as
dimensoes d > 3 e também obtemos a forma assintotica das flutuacoes normalizadas, em
contraste com o caso planar de [6] (ver Proposi¢do 5.1 e Coroldrio 5.2 de [A.6]) em que
nao ha flutuacoes nao triviais da superficie invariante vista da altura da origem em d = 1

e 2 e nestes casos as formas assintéticas das flutuacoes espaciais das medidas invariantes



ainda nao foram obtidas (possivelmente por tratarem-se de casos consideravelmente mais
dificieis).Para obter os resultados dos Teoremas 4.3.1 e 4.3.2, trabalhamos com quanti-
dades envolvendo uma cadeia de Markov D,,. Esta cadeia é simétrica e perturbada na
origem, isto é, suas probabilidades de transicdo sdo espacialmente homogéneas fora da
origem. Com o objetivo de utilizar resultados cldssicos sobre passeios aleatérios, fazemos
comparacoes dessas quantidades com outras correspondentes, envolvendo os passeios ale-
atérios simples e simétricos H, (ver 3.1.10) e H (ver 4.3.9). Como em Ferrari and Fontes
[6], as comparacoes sdo obtidas a partir das funcoes geradoras das respectivas quantidades.

No Capitulo 5 tratamos do processo das alturas a tempo continuo e obtemos resultados
analogos ao processo em tempo discreto. Consideramos uma discretizagao do processo,
isto é, uma familia de processos a tempo discreto, denotada por X», n > 0, sendo N o
indexador da familia. Na Se¢ao 5.1 provamos que X[]]\’Vt] converge em L? para n; quando
N — oo, para todo t fixo, assumindo que o processo tem quarto momento finito (Teorema
5.1.1). Como conseqliéncia deste teorema obtemos a variancia do processo 7; como limite
da variancia de X[’X,t], quando N — oo, para todo z € Z® fixo. Na Se¢ao 5.2, considerando
alcance finito, caso simétrico e existéncia do quarto momento, provamos que as flutuacoes
da altura do sitio = sao limitadas, quando d > 5, mas nao se estabilizam quando d < 4,
pois sdo da ordem de t*~%* se d = 1,2 ou 3 e da ordem de (logt)'/?, se d = 4 (Teorema
5.2.1). Na secao 5.3, estudamos o caso viesado e concluimos que as flutuacoes da altura
do sitio = sio da ordem de t*/4, se d = 1, da ordem de t(logt)!/?, se d = 2 e da ordem de ¢,
se d > 3, ou seja, n(z) flutua sempre em todas as dimensoes (Teorema 5.3.1). Na Segao
5.4 definimos e estudamos o processo visto da altura da origem, denotado por 7, ¢t > 0,
no caso de alcance estritamente 1 e u’s simétricos. Provamos que as flutuacoes de ()
sao limitadas em d > 3 e que 7;(z) converge em distribuicdo para 7j(z), quando ¢t — oo,
com a correspondente convergéncia das varidncias, para todo z € Z°.

Todos os resultados de Ferrari and Fontes [6] que sdo utilizados neste trabalho estao
relacionados no Apéndice A.6.

Em relacdo a Ferrari and Fontes [6], todos os resultados deste trabalho sdo originais
(excetuando o Apéndice A.6). Os métodos utilizados sdo no entanto os mesmos que
produziram os resultados daquele trabalho: a representacdo das alturas como valores

esperados de um passeio aleatorio para trds; a dualidade com um passeio aleatério para



frente; a martingalidade deste; as variancias das alturas como valores esperados de funcoes
de uma cadeia de Markov espacialmente ndao-homogénea. A principal dificuldade adicional
em relacao a Ferrari and Fontes [6] relaciona-se a este tltimo objeto: no presente caso ele
é consideravelmente mais complicado, envolvendo um processo a mais, .S,, correlacionado
com um outro processo, D,, o Unico a aparecer em Ferrari and Fontes [6]. Neste ponto, é
necesdario separar as contribuicoes (divergentes) de S, e D,. A andlise torna-se bastante
mais dificil, requerendo maiores restricoes do que em Ferrari and Fontes [6]. Separada
a contribuicdo de S, obtida uma expressao envolvendo uma esperanca de D, apenas,
seguimos Ferrari and Fontes [6] e comparamos D, com uma cadeia homogénea. Esta
comparagao também, como em Ferrari and Fontes [6], é feita a partir de fungoes geradoras,
com a dificuldade adicional consideravel de se tratar aqui da derivada da funcao geradora

analisada em Ferrari and Fontes [6].



Capitulo 2
O processo de médias aleatorias

Neste capitulo estudamos o processo de médias aleatérias a tempo discreto, isto €, um
automato celular probabilistico denotado por X,.

Na Secao 2.1 definimos o processo das alturas a tempo discreto e, neste caso, as alturas
de todos os sitios sdao renovadas a cada tempo. Isto é, altura do sitio ¢ no tempo n, para
todo 7 € Z* e n > 1, é dada por uma combinacido convexa aleatéria da sua prépria
altura e das alturas de seus vizinhos no tempo (n — 1). Definimos o processo L, dual a
X, tal que X, £ I.. Denominamos este modelo de completamente independente ou CI.
Escrevemos X, (z) e L,(z) em funcao da configuracao inicial X, e dos passeios aleatérios
simples (Y,"")k>0 € (Y¥)r>0, respectivamente, ambos definidos num ambiente aleatério.

Na Secao 2.2 apresentamos estes dois processos, X, e L,, com uma configuragao
inicial especifica dada por uma superficie parabdlica de dimensao d passando pela origem e
escrevemos o processo L, em funcio de dois novos processos, denotados por L, e Z,. Além
disso, provamos que o processo L, centrado é um martingal (Lema 2.2.1) e calculamos
sua variancia que é dada em funcdo de uma cadeia de Markov (D, Sp)nso0 (ver 2.2.37).

Na Secao 2.3 apresentamos duas definicdes, uma sobre a simetria dos coeficientes
aleatérios da combinagao comvexa (Definigdo 2.5.1) e outra sobre o alcance do processo
X, (ou L,) (Definigao 2.5.2). Ainda nesta secdao, provamos quatro lemas relacionados com
a cadeia (D,, S,) tratando de homogeneidade espacial, simetria e propriedade de Markov

(Lemas 2.5.1, 2.5.2, 2.5.3 e 2.5.4).



2.1 Processo das alturas a tempo discreto

Consideremos (X,)n>0 0 sistema das alturas em tempo discreto, com configuragoes
em R%' e com a seguinte evolucao: no tempo n, a altura do sitio 7 € Z* é dada por
uma combinacdo convexa aleatéria da sua prépria altura e das alturas dos seus vizinhos
no tempo (n — 1). Para todo n > 1 e todo i € 7, X, (i) representa a altura do sitio i no

tempo n e definimos como

jezs

sendo

U={u,(6,i+"), n>1,i¢eZ'}, (2.1.2)

uma familia de vetores de probabilidade aleatérios, independentes e identicamente distri-
buidos e independentes da configuracao inicial Xy,. Ou seja, para cada n fixo temos
uma matriz estocastica aleatéria u,, cujas linhas sdao os vetores de probabilidade iid
{un(z,e + -),1 € 7Z%} e a soma destas varidveis em cada linha é 1 com probabilidade
1. Como conseqiiéncia temos que varidvel aleatdria u,(7,7) é invariante por translacdo,
isto é, un(z,7) £ un(t1+k,j+k), para todo z,7,k € 7Z¢. Denotaremos por P e I a medida
de probabilidade e a esperanca associadas ao espaco § onde a familia U esta definida.
Sejam v a distribuigao marginal de u;(-,-) e /P, e IE, a medida de probabilidade e a

esperanca induzidas pela distribuicao v. Logo, para todo z, 7 € 7Z% e todo n > 1, temos

P, (Z Unl(; 7) = 1) = , (2.1.3)
jez?

OBSERVACAO: A partir de agora, para simplificar, usaremos a notacio v(X) para

indicar a esperanca da varidvel X associada a distribuicao v. Isto é, IE,(X) =: v(X).

Chamaremos este modelo de completamente independente ou CI. Condig¢oes para que o

processo CI esteja bem definido sdo discutidas em Ferrari and Fontes [6]. Em particular,

E(1 X)) = OUl5lI*) e (2.1.4)
Yo P Eu(wa(0,7)) = > dlI? #(u(0,5)) < o0 (2.1.5)
JEZ? jez?

o0



que adotaremos, sdo suficientes. Além disso, vamos assumir que para todo k = 1,...,d,

existe z € Z¢ com z;, # 0 tal que
IP,(uy(0,2) # 0) > 0. (2.1.6)
Seja F a o-algebra gerada pela familia U. Pode-se ver que, fazendo jo = z, temos

X lz) = > ﬁ Un—i+1(Ji-1, Ji) Xo(Jn)

1 e dn €Z4 =1

= > P(Y"™ = ju|F) Xo(jn)
in€Z°

= B[ X (") | 7, (2.1.7)
sendo (Y."")7_, um passeio aleatério comecando em z, com probabilidades de transicao
dadas por

PY =5 =14, F) = tnr+1(2,7). (2.1.8)
Ou seja, podemos expressar X,(z), € 7%, em termos do passeio aleatério Y>" e
de X,. Vamos considerar agora o passeio aleatério (Y)7)r>0, dado pelas probabilidades de
transicao
PYF=37|YE, =1, F)=mu(s,j). (2.1.9)
O passeio Y* serd dito o dual do passeio Y,>" . Note que, para todo n > 0,
{(P(Y¢=-|F);z € %, 0< k<n}
L (P = |F)yz e Z'0< k<n}, (2.1.10)
pois U £ Up—k+1-

Note também que, as distribuigdes incondicionais (a F) de Y;* e Y;*" os tornam, ambos, o

mesmo passeio aleatério (em distribuigao), com probabilidades de transigao espacialmente

homogéneas, dadas por

m(z,y) = viui(e,y)] = vfw(0,y - 2)) = 7(0,y — z), Y2,y € Z".

Sejam
p= ir(0j)ER e (2.1.11)
jez?
&= 3 |li— wll* 7(0,5) €0,00), (2.1.12)

jez?



a média e variancia do incremento do passeio incondicional, respectivamente. Seja agora,

paran > 0ez € Z°%
L.(z) = E[Xo(Y)) | F). (2.1.13)
De (2.1.9) temos que, para todo n fixo,
X, £ {Lu(2); z € %%} =L, (2.1.14)

Dizemos que L, é dual a X,, referindo-nos a (2.1.14). Os resultados desta tese referem-se
a distribuicao de X,,, para n individual, ainda que assintotico. E suficiente pois estabelecé-

los para L,. Eo que faremos.

2.2 Processo com configuracao inicial parabdlica

Seja (Xn)n>o O sistema das alturas definido na Segao 2.1. Consideremos como confi-
guracdo inicial uma superficie parabdlica de dimensao d, passando pela origem e definida

da seguinte forma: para cada x € zZe,
d
Xo(z) =) 2i = ||| (2.2.1)
k=1

Entao,

La(z) = ELIIYI* | 7] (2.2.2)
Como Y,* é um passeio aleatério comegando em z, temos
E(Ly(2)) = B(|Y7|?) = E(Y, + <)) = l|l2l” + 2n(zp) +n&®* +nllpl®. (2.2.3)
Seja F, a o-algebra gerada por
Up={u(z,y); 0 < k < n, z,y € Z*}. (2.2.4)

Com o objetivo de encontrar uma expressao para Var(L,(z)), consideremos

YP=Y?— E(Y]), (2.2.5)
o que implica
V2R = V2N + 2o + ) + o+ nal® (2.26)
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Dai, usando (2.2.6) em (2.2.2), obtemos

La(z) = Ln(z)+2(z 4+ nu)Z.(z) + ||(z + np)|?, (2.2.7)
sendo
Lo(z) = E(IYZI* | Fa) e (2.2.8)
Zn(z) = E(YF|F). (2.2.9)
Note que, as distribuicdes de L,(z) e de Z,(z) nido dependem de z, pela invaridncia por
translacdo do modelo. Sejam L, (0) = L, e Z,(0) = Z,. Portanto,

Var(Ln(z)) = Var(L,) +4Var((z +np)Z.] +
+4Cov(Ly, (z +np)Z,). (2.2.10)
Como veremos adiante, as ordens de magnitude em n dos dois primeiros termos da ex-
pressao anterior sao distintas. Por esta razdo, para obter a ordem de Var(L,(z)) néo pre-
cisamos estimar Cov(L,, (z +nu)Z,) pois utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwartz
temos que a ordem de magnitude deste tltimo termo é inferior a ordem maxima dos dois
primeiros.
(a) Célculo de Var(L,): Seja ¥, =Y,). Entao,
E(L,) = E(||Ya|*) = né. (2.2.11)

Usando (2.2.5) e (2.2.8), temos

L = E[(Ya—np)l | Fal
= 3 Y NG -l P(Ya=3|Yas =k, Fp) P(Your = k |Fn)

. Z:I 2: 0k = (0 = D) + G = k= I b, ) P(Yoer = k| o)
- ezdf(k—(n—l)mn? P(Vos = k| F) +
e > (k= (0= 00) (5 G = = ) (b)) P (Yo = | 52) 4
+ z:( > G-k - DIl ) (Yot = k| )

= E[Yaorl® | Faci] +
125 (k= (n— D)) Gu(k) P(Yoy = k| Fa)+ 32 05(k) P(Yooy = k | F).

keZd kezz?
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Denotando

0.k) = > (5 —k— p)ua(k,j) € R, (2.2.12)

jez
0:(k) = > IG—k—pl® ualk,j) € R, (2:2.13)

jez
W, = EY,_10,(Ya_1)|Fn) e (2.2.14)
Wy = E(0,(Yaa) | Fa), (2.2.15)

temos

Ln=Lny+2W, +W. (2.2.16)

Note que as distribuigoes de 0,,(k) e 85 (k) nao dependem de k e,

E(0,0)) = B( 3 (G~ wua(0,)) =0, (2:2.17)
E(6;0) = B( 311G~ )l ua(0,)) = € (2.2.18)

Dai, como Lo = 0 entdo, podemos escrever

Lo= 3 (2W; + Wy).
g=1
Seja
Wy = (W;—¢&)=E(0,(Ya)|Fn), (2.2.19)

sendo 0%(0) = 07(0) — &2
Portanto, usando (2.2.11) e (2.2.19), temos
Lo—E(L,) = Y 2W;+W;. (2.2.20)
71=1

Observe que, no caso nao viesado (u = 0) e de alcance 1, isto ¢, u1(0,z) = 0 se ||z|| # 1,

temos
0;(0) =0 e portanto, W; =0. (2.2.21)
Sejam
M, = Qf: W; e M::= Zn:W;: (2.2.22)
J=1 3=1

12



De (2.2.14) e (2.2.17), temos

EW, | Fasi]l = E{E[Yu10,(Yao1) | Fuo) | Facr} = E[Y,-10,(Yao1) | Fazi)
= > El(k—(n—1)u)0n(k) | Yooy =k, Fari] X

kezd

X P[Yn_l =k I fn—l]
—_— (2.2.23)

e de (2.2.15) e (2.2.18), obtemos

E(W; | Fat) = E{EG;(Ya-1) | Fal | Facr} = E[6,(Ya1) | Fai]
= ZE[Q* |Yn1—lu fnl]x
kezd
x P[Yp_y =k | Fa_t] =0. (2.2.24)
Observe que, de (2.2.23) e (2.2.24), podemos afirmar que M, e M, sdo martingais em
relagao a filtragem {F,, n > 0}. Como,

Ln=M,+ M (2.2.25)

entdao, concluimos a prova do seguinte Lema.
Lema 2.2.1 O processo L, — né? € um martingal em relagio a filtragem {F,, n > 0}.

Observe que,

Wi = 3 (k=G = 1)p)0;(k)] P(Yi1 = k|Fj1) e (2.2.26)
wr = Za* k) P(Y;_y =k | Fi_1), (2.2.27)

com

E(W;) = E(Y;-10;(Y;-1)) =0 e E(W]) = E(0;(Y;-1)) =0.

Sejam S e D cadeias assumindo valores em 7Z?, comecando no zero e definidas por

~ ~

Do=Y,—V, e S,=Y,+7V,, (2.2.28)

sendo (Y,,)n>0 uma cépia independente de (Y, )n>0, dado F . Provaremos mais adiante,

no Lema 2.5.2, que (Dy, Sn)n>0 € uma cadeia de Markov. Usando (2.2.28), podemos

13



escrever

E[P(Y;_1 = k|F;-1))* = E[P(Yj_1 = k|Fj_1)P(Yj—1 = k| Fj-1)]
= E[P(Yj1=kYjo1 =k | F1)]
= P(Yj-1 = Y51 = k)

= P (S"z“ =k, Dj_y = 0) . (2.2.29)

Pelo Lema 2.2.1, temos

Var(2W; + W;)

M

Var(fn) =

<
ﬂ‘

[4Var(W;) + Var(W;) + 4Cov(W;, W) (2.2.30)

I
NE

<,
Il
-

(a)(i) De (2.2.26) e (2.2.29), temos

Var(W;) = E(W;
= [(z (k= (5 = 1)) O3(k) Pm_lzkm_n) x
x (Zd(r—(J—l)u)f) (r) P(Yj1 = 7|75 ))}
= 3 E{{(k= (i - V()" x [P(Yes = KIF;-)I}
= 3 o[t = G- Dk )] E[P(Yie = k| Fim)]”
. = 2 Si-1
= % [ G- D) P (£ =k, D, =0),

pela independéncia de 0;(k) e F;_;, devido a independéncia temporal dos u’s, e pelo fato

de 0;(k) e 0;(r) serem ndo correlacionados quando k # r.
No intuito de simplificar a notacao seja ) = (de, B (]RZ > ) uma copia de (IRZ B (de) ,y)
e seja @ : ) = (IR?, B(IRY)) tal que

@ L 0,000 e Po(e#0)>0, (2.2.31)

para todo ¢, sendo IP; a medida de probabilidade induzida pela distribuicao v. Entao,

a partir de agora, vamos tomar o espaco de probabilidade £ x Q, onde Q é o espaco de
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probabilidade anterior em que o modelo estava definido. Neste novo espaco, é claro que
© é independente de F. As esperancas envolvendo variaveis aleatérias que ndo ¢ serao
denotadas por IE, como antes e aquelas envolvendo apenas ¢ serdo denotadas por 7. A
notacio I (#(+)) e #([E(+)) indicam esperancas com relacio a £ x v e v x IE.

Portanto, usando (2.2.31) na expressao anterior, temos

Var(W) = 3 ol(k— G~ Duel P (P52 =k, Dy, =0)

keZzd

= Y olk-G Vel E (1 {SJ; =k Dj- = 0})

kezd

U

= ¥ B(vlk— G- wel1 {Z =k, 0, =0}

- ({50 r01-0)
_ [ (5, 190) 1D, , _0}] (2.2.32)

sendo S;_; = S5;-1 — 2(j —Dp =51 — E(Sj-1).
(a)(ii) Usando (2.2.27) e (2.2.29), obtemos

Var(W;) = E(W;)?

- [(Z G (k) P(Y;_y = k| F;_ 1)) X
keZzd
(ZHT)JP -1 =r|Fj- 1))}

reZz¢

= 2 E{[gj(k)r X [P(Yj-1 = k|7'_j—1)]2}

kezz?
= Y v[t®)] EUPE=kFo)]
kez?
. S;_
= Var (0:(0)) P (=L =k D;_, =0
3 var (50) P (% )
= o2 P(D;_, =0), (2.2.33)

pois quando k # r, 03(k) e 03(r) sdo ndo correlacionados, 0% (k) é independente de Fj_j,
pela independéncia temporal dos u's e sendo

2

o? = Var(0;(0)) = v [0;(0)] . (2.2.34)
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(a)(iii) Usando (2.2.26), (2.2.27) e (2.2.29), temos

Cov(W;, W;) = E[(Z(k—(j—l)u)éj(k) P(Yj_lzkm_l)) x

kezzd

(ng* Yio1 = r|F;- 1))}
. ZE{[ (7 — D) 0;(k) G3(k)] x [P(Yi—1 = k|F;1)])*}

= 2 v[t= G- D) 6(8) G(R)] BUPEYm1 = KF5-))
= 3 o[- G- 0w 60 W) P (ZE =k Dy = 0)
= 3 (= G- 1) v [0 G®) P (FE =k Dy = 0)

pelas mesmas razoes de nao correlagdo e independéncia explicadas nos itens anteriores.
Seja

= d d ~ d g 0%

p:l— (R , B (]R )) tal que p = 6,(0) 67(0). (2.2.35)

Como antes, no novo espaco  x { temos que 5 é independente de F. Entao, usando

(2.2.35) na expressao anterior, temos

ConlW3,W7) = i(3) X (k= (G = P (5 =k, Dy = 0)
S

= v(p) kezﬂd (j—Du)E (1{ 5 —A,DJ_I—O})

- Zd]E[ j—l)u)l{sgl—ijl— H

= WP |(Z2 - (- Du) 1D = 0}]
(p)IE (5;11{D;y = 0}). (2.2.36)
Substituindo (2.2.32), (2.2.33) e (2.2.36) em (2.2.30), temos

Var(L iE[ ( 4 1(,9) 1{D;_, = 0}] + inP(D]—_l =0) +

anzE( Si11{Dj_y =0}). (2.2.37)

Jj=1
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Pelas definicoes de M, e M, dadas em (2.2.22) e usando (2.2.32), (2.2.33) e (2.2.36),

observe que

Var(M,) = i E [,; (@_@2 1{D;_, = 0}} : (2.2.38)
Var(M?) = o? Zn: PP(Dj-1=0) e (2.2.39)
CO’U(.}V[n, 11/[;:) = D(ﬁ) zn: IE (S’jmll{Dj_l = O}) . (2240)

(b) Célculo de Var[(z 4+ nu)Z,]: Usando (2.2.9) note que,

Var[(z + nu)Z,] = Var[(z + np) E(Y, | Fo)] = Var[(z + np)Z,),

sendo Z, = Z,(0) = E(Y, | F,) (Definicdo 2 de A.6). Portanto, usando o resultado da
Proposicao 2.3 (ver A.6) temos

n

Var[(z + np)Z,] = (02 + 2nye, +n’02) Y IP(D]_, = 0), (2.2.41)

i=1

sendo 01(0) = X;cza jui(0,7), com base em (2.2.12) e

o2 = Var(z6,(0)), (2.2.42)
ol = Var(u61(0)) e (2.2.43)
Yeu = Cov(z01(0), £01(0)). (2.2.44)

2.3 Definicoes e resultados basicos

Definigao 2.5.1 A varidvel u,(1,j) € dita ser fortemente ndo viesada, ¥Yn >1 e V1,5 €

7%, se sua distribuigdo € simétrica no seguinte sentido:
. N d : :
[u'l(oaz)ul(oa])] = [ul(oa _Z)ul(oa _])]'
Uma condigao suficiente para a definicao anterior é dada por
: % d d : s d
{w1(0,2);0 € Z°} = {wi(0,—1);1 € Z°}.
Como conseqiiéncia da Definicao 2.5.1, temos
. d . . d
u1(0,2) = uy(0,—1), VieZ",
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o que implica pr = 0. Se p # 0 entdo dizemos que a distribuigdo de u,(7,7) € viesada para
todon >1e1,j € Z.
Definicao 2.5.2 O processo (X, )n>0 tem alcance limitado se existe M > 0 tal que

P(u1(0,2) > 0) =0, ||¢|| > M.

Dizemos que o menor M tal que satisfaz a Defini¢do 2.5.2 € o alcance do processo.

Lema 2.5.1 (Y,,Y,) € uma cadeia de Markov em Z* < 7%, com as sequintes probabilidades

de transigao:

P(Yn = ]n’i/” = knlY;"l = j’“—l’ffn—l = kn~1) = E[ul(jn—lajn)ul(kn—lakn)]
= l/[ul(jn—hjn)ul(kn—hkn)]-

Prova: Ver Apéndice A.1.

Lema 2.5.2 (D,,S,) € uma cadeia de Markov em 7t x 7%, com as sequintes probabili-

dades de transigao:

P(Dn = dnasn = snan—-l = dn—l;Sn—l = Sn—l)

Spn—1 + dn—l Sn + dn Sp—-1 — dn—l Sn — dn
= Blu 2 2 " 2 ' 2

- Sn—1 + dn—l Sn + dn Sp—1 — dn—l Sn — d-n
= VUV |Uy 5 3 9 U1 9 5 9 v

Prova: A propriedade de Markov decorre do lema 2.5.1. Para a probabilidade de tran-

sicao, temos

P(Dn = dn, Sﬂ = '371)
== E[P(Dn = d-n,,Sn = Snlfn)]

= FE Z P(Dn = dTL)STL = 5n|Dn—l = dn—l; Sn—l = Sn—ly-}—n) X
_dn—lvsn—l

X P(Dn—l = Cl'n—la's'n—l —= Sn—llj:n)]

= F Z P(Klzsn;dnayn: 9

Sp — anY — Spn—1 =+ dn—l
n—1 9 )

dp—1,5n—1

‘)

4

- el — p_
Vo1 = 3—1‘—f) P (Dny = dn1,Snt1 = 5n1, Fac)| = (I)
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n dTL n— dn_
- JE[ ' P(yn:‘g;r |yn_1:f%_l,}—n>
d

n—1:5n—1

2 2
X P(Dn—l = dn—l;Sn—l - 'Sn—l;fn-l)]

Sn—1 + dn—l Sn = dn) <3n—1 - dn—l Sp — dn)
Un

:ELZ un< 5 , 5 5 , 5

n—1,5n—1

X P (Dp-r = dn—1,Sn-1 = $n-1|Fn-1)] = (1)

Sp—1 + dn—l Sn + dn Sp—1 — dn—l Sp — dn
= Z IE |uy 5 — Uy 5 S

dpn—1,5n—1

Y n_dn C n—1 — WUnp—
% P(Y;l _ S IY'n—l = wvfn) X

X P(Dn—l = dn——lysn—l = Sn—l) .
Portanto, temos

P(Dn = dn, Sn = Snan-—l = dn—l)STL—l = Sn—l)

o E " Sn—1 + dn—l Sn + d’n . Spn—-1 — dn—l Sn — dn
- ! 2 2 ! 2 2

_ Sn—1 + d -1 Sa + dn Sp—1 — dn—l Spn — dn
B 2 2 )" 2 2

sendo as igualdades (I) e (II) justificadas pela independéncia dos passeios Y, e Y,,, dado a

o—algebra F,, e pela independéncia entre u, e a o—algebra F,_;, respectivamente. Logo,
concluimos a prova do Lema 2.5.2. O

Lema 2.5.3 A cadeia (D,, S,) € espacialmente homogénea em {0} x Z* e (Z*\{0}) x Z*
separadamente, mas nio em 7Z* x 7Z°.

Prova: Se a cadeia (D, S,) estd em {0} x Z% no tempo (n — 1) entdo D,_; = 0. Neste

caso, pelo Lema 2.5.2, temos

P (Dn d, Sn = Sp—1 + S | Dn—l = 0, Sn——l = Sn—l)

Sp—1 Sp—1 . S+d Su—1 Sp-1  S=d
2 o T 2)“‘(2’2+2)]
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pois os u's sdo invariantes por translacio. Mas, se a cadeia (D,, S,) estd em (Z*\{0}) x Z*

no tempo (n — 1) entdao D,_; # 0 e portanto, temos

P(Dn = dn—l + d’ Sn = Sn—1 +s l Dn—l — dn—l:Sn—l = Sn—-l)
_ E -u1 (Sn—l + dn—l Spn—1 + dn_l + S + d) iy (371—1 ;d'n—-l Spn_1 — dn—l S — d)jl

2 ’ 2 2 ’ 2 + 2

= FE -ul (Sn_l + dno1 Sn—1+ dn n s+ d)] E [Ul (Sn-—l—dn—l Sp—1 — Op—1 n s—d

s
- ol (0259 o[ (0557)]

Portanto, temos

P(Sn = Sp_1t S, D'n = dp_1 + dIS'n—l = Sn—l)D'n—l = dn—l)

) [ul (0, sJZrd) - (0’ s;d)] e d =0
) { v [ul (O’ s;d)] B [ul (0, %)] se dp_y # 0, (2-3.1)

o que prova que a cadeia (D,, S,) ndo é homogénea em Z* x 7Z¢. O

Como conseqiiéncia do Lema 2.5.3, podemos construir (D,, S,) da seguinte forma: sejam
(70, 80) o incremento de (D,,S,) em {0} x Z* e (v,6) o incremento de (D,,S,) em
(Z*\ {0}) x Z¢, isto é,

d —d
Pyo=d, o=3s) = E[UI(O,S; )ul 0,32 )]

= y[ul (0, f%l) u (0,3;‘[)} e (2.3.2)
Ply=d, 5=3) E[u (o%dﬂjg[u <o—d>]
)

3
= I/[ul (05——) y[ul (0,3;‘1)]. (2.3.3)

Sejam {(7n(2), 6a(7)); i € (Z*\ {0}), n > 1} e {(7.(0), 6,(0)); n > 1} duas familias de

vetores aleatérios iid e independentes entre si tais que, para todo i € (Z?\ {0}) temos

((i),81() = (7,9), (2.3.4)
(11(0),81(0)) £ (70, 60)- (2.3.5)
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Lema 2.5.4 Se u,(i,j) € fortemente ndo viesado, para todon > 1 e 1,5 € Z°, entio a

cadeta (D, S,) satisfaz

P(Sn = Sp-1+ S, Dn =dp-1 + d IDn—l = dn-—l,Sn—l = Sn—l)
= P(Sn = Sp—1 — S)Dn = dn—l +d |Dn——1 = dn—l)Sn—l = Sn-—l)y

para qualquer valor de dn_y,5,_1,d,s € Z%. Isto € o incremento da cadeia ¢ simétrico e

portanto temos
P(an(dn_l) =5 7"((1‘"'—1) = d) = P(Jn((ln—l) =95 7n(dn—1) = d)
Prova: (1) Se d,—; = 0, entdo por (2.3.1)

P(Sn =5p1+ S, Dn = dlDTl—l = 07511—1 = Sn—l) = ((1)

A Nk
o)
o5 )

0

= P(Snzsnl 'SD “dIDnlz ,Sn 1= Sp— l)

sendo que as igualdades (a) e (c) seguem da prova do lema 2.5.3, no caso de D,,_; =0, e
a igualdade (b) segue da hipdtese de que os u’s sao fortemente nao viesados.

(2) Se d,,—1 # 0, entdo por (2.3.1)

P(Sn = Sp-1+ S,Dn = dn—l + dan—l = dn—laSn—I = Sn—l) = (d)

- 0] (055 -0
o o)
= o] (0, == ")] y [ (o, = d)] ~ (/)

P(Sn = Sp—-1 — San = dn—l * dan—l = dn—lysn—l = 371—1)7

sendo que as igualdades (d) e (f) seguem da prova do lema 2.5.3, no caso de D,_; # 0, e
a igualdade (e) segue da conseqiiéncia da defini¢do 2.5.1. Logo, os itens (1) e (2) provam

o Lema 2.5.4. O
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Capitulo 3

Ordem de magnitude das flutuacoes

temporais

Neste capitulo determinamos a ordem de magnitude em n de Var(L,(z)) e, como
conseqiiéncia, a ordem das flutuacdes da altura do sitio z, para todo z € Z<, para o
processo d-dimensional L, no modelo CI, para os seguintes casos: dos u's simétricos, o
que implica u = 0, e dos u's viesados, isto é, u # 0.

Na Secao 3.1 estudamos o caso dos u's simétricos e suporemos que o processo L, tem
alcance limitado. Provamos que neste caso as flutuagoes da altura do sitio «, para todo
z € Z?, estabilizam-se apenas quando d > 5 (Teorema 3.1.1). Em relagdo a convergéncia
temporal de L, (z) mostramos que este converge quase certamente e em £* para a varigvel
L(z), quando n — oo, no caso de d > 5 e do processo com alcance limitado. Como con-
seqiiéncia concluimos que X,(z) converge fracamente para L(z) quando n — co. Ainda
neste caso, tratamos da convergéncia espacial de L(z) estudando a forma das flutuagoes
espaciais desta medida limite e a ordem de magnitude em z destas flutuagdes (Teore-
ma 3.1.2). Também nesta secdao apresentamos resultados referentes ao caso particular de
d = 1 e alcance estritamente 1 (vizinhos mais préximos) onde encontramos o limite exato.

Na Secao 3.2 tratamos do caso dos u's viesados e assumimos que o processo tem
quarto momento finito. Nesta situacdo mostramos que as flutuacées de L,(z) nunca se

estabilizam, flutuando sempre em todas as dimensdes (Teorema 3.2.1).

22



3.1 Caso dos u's simétricos

Seja un(i,7) como na Definicao 2.5.1, para todo n > 1 e 1,5 € Z%. Entao temos que

p =0 e de (2.2.10), obtemos

Var(Ln(z)) = Var(L,) + 4Var(22,) + 4Cov(L,,zZ,). (3.1.1)

Fazendo : = 7 — 1 e escrevendo S; como soma dos seus incrementos em (2.2.37), temos

Var(L Z Eo( 25 ©)?1{D; = 0}]

i=1

ZE Z D;_1))1{D; —0}]+022P =0), (3.1.2)

onde, neste caso de u = 0, com base em (2.2.12), (2.2.13) e (2.2.34), temos

0u(k) = 3 (G — KJun(k, ), (3.1.3)
M=t/

= 'Zd ”.7 - k”2un(k’j)’ (3'1'4)

o = Var(6,(0)) = v[6,(0))>. (3.1.5)

Além disso, ¢ e p s@o definidos como em (2.2.31) e (2.2.35), respectivamente, tais que

0L 0,000 e p<06,(0)0:(0). (3.1.6)

3.1.1  Cota superior para Var(L,)

Vamos analisar, separadamente, cada parcela de Var(L,), com o objetivo de determi-
nar cotas superiores para a sua ordem de magnitude em n.

(A) Estudo da primeira parcela
[

> E v (Z:: 5j(Dy’—1)90) H{D; = 0}}

= Y E| (2(5 ) +2 Z (0(Di-1)9)(6;(Dj-1)))1{ Ds =0})}

k<y=1

(n 'y IE [(8;(Dj-1)¢)*1{D; _0}])

.ﬂ
._.A

J=
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+20 (Z Z B [(8(De-1))(5( Dy—1)p)1{D; = 0}1) . (3.1.7)
Como &;(1) = (¥; — Yj_1) + (¥; — Yj_1) entao [|6;(1)]| < [Y; = Yiall +1IY; = Yioa |l < 2M,

sendo M o alcance do processo. Portanto,
(6;(D)@)* < 115D llell* = 402l o] (3.1.8)
Entéao, usando (3.1.8), para todo ¢ temos

(A1) E[(8;(Dj-1)¢)*1{D; = 0}] = > B[(8;(1)¢)*1{D;-1 = I, D; = 0}]

lez?
< Y EUM|p|P1{D; =1, D; = 0}] = 4M>?|j|[*IP(D; = 0).
lezz?

Portanto, para a primeira parcela de (3.1.7), obtemos

(HZZJE[ Dj_1)¢)*1{D; —0}]) < ﬁ(fiél]\/ﬁ]hp][zP(Di:O))

=1 j=1 1=1 5=1
n—1
= 4M? (|le|?) > ilP(D: = 0). (3.1.9)
i=1
Em relagio a segunda parcela de (3.1.7), para todo ¢ temos

(A2) IE[(3x(Dr-1)yp )(5'(D'—1)S0)1{Di =0}]
= Y E{(6:(r)e)(6;()9)1{Dis =1, Djy = 1, D; = 0}]

leZ?® rez?

= 2 > E[(r)e)s(1)e) x
l,reZd wy,wy €724

X H{Dy_1=r,Dx =71+ wsy,Dj_1 =1,D; =+ wy, D; = 0}]

= 2 2 2 (2p)(=w) x

lreZd wy 'LUQEE Z],ZQEEd
X P(8k(r) = 22,6;(1) = 21, D1 = 7, Dj_1 = |, Dy =7 4+ ws, Dj = I+ wy, D; = 0).

Sabemos que D, é Markoviano e que

Dy= D; + Z Ym(Dm-1), para todo 7, 0 <7 <.
m=j3+1
Portanto, dado que D; = [ 4+ w;, temos que

Di =1 + wy + Z ’)’m(Dm—l)-

m=j+1
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Ou seja, dado Dj, temos que D; s6 depende de D,,_y, para todo m > 7 + 1. Como
k < j entdo D; fica independente de Dy_y, Dk, Dj_1,6x(Dr-1) € de 6;(D;j—1). Além disso,

sabemos que

[D;j=1l4+w,D;y =1 = [Dioy=L(l)=w] e

[Dr, =7r+we, Dpy =7] = [Di—1 =r,7(r) = wa).
Portanto, para k£ < j e todo ¢ , temos

E[(6x(Dk-1)¢)(8;(Dj-1)p)1{ Di = 0}]
= ¥ 3, > (z19)(z29)P(D; = 0|D; =l +wy) X

l,reZ® wy wo €ZY z) 20 €2

x IP(6;(1) = z1,7;(1) = w1, 0k(r) = 22, 7k(r) = w2, Dj—1 = |, D1 =7)
= Z Z Z 21(10 22(,0 .LD(D, = OIDJ = +w1) X

1,reZz? w; wgez 21 zzeﬂd

x PP(8;(1) = z1,7;(1) = w1|6x(r) = 20, 7k(r) = wa, Dj_y =, Dy = 7) X
X IP(6k(r) = z2,7k(r) = w2, Dj_y =1, Dy =)
= > 2 D (219)(2290)P(8;(1) = z1,7;(1) = w1) x

ITEE wi,wo e%d z] zgezd

X IP(6(r) = 2z2,7k(r) = w2, Dj_y =1, Dy = 7)IP(D; =0|D; =1 + wy)
— 0,

pois como vimos no Lema (2.5.4), a cadeia S,, tem incrementos simétricos neste caso de
i = 0 e portanto, P(6;(l) = z1,7;(l) = w1) = P(6;(l) = —z1,7j(l) = wy). Dal, para a
segunda parcela de (3.1.7), temos

n

5 S Bl6uDe1)0) (D)) 1{D; = 0}] = 0. (3.1.10)

=1 k<j=1
Logo, usando (3.1.9) e (3.1.10) em (3.1.7), concluimos o item (A) obtendo uma cota

superior para a primeira parcela de Var(L,), dada por

<AM?*v(||le]l?) ni:l iP(D; =0). (3.1.11)

=1

n—1
Y E
=1

v (i 51'(Dj—1)89) 1{D; =0}
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(B) Estudo da segunda parcela

f]E{(Z& )I{D_O} TZZIZZ (0)1{D;_y =1,D; =0})

n—1 1

=1 j=1 |y, €Z?

n—1 1

= >3 >, > zaP(6(l)=2,Dj—1=1,D; =1+ w;,D; =0)

=1 j=1|w, €% z) €ZZ¢

n—1 1

= ZZ Z Z le(DiI()le:l-l-’wl) X

=1 j=1] K1Y /AN =y/Ad

x P(8;(1) = 21,7(1) = w1| D = P(Dj-r = 1)

= ZZ > X aP((l) = 21,70 = w) x
=1j= llwleﬂdzlézzd

= 0, (3.1.12)

novamente pelo fato da cadeia S, ter incrementos simétricos no caso dos u's simétricos (

ver Lema 2.5.4).
Substituindo (3.1.11) em (3.1.2) e fazendo ¢; = 4M*v(||¢]|?), temos

n—1 n—1
Var(L,) < ¢ Y kIP(Dy=0)+02) IP(Dy=0). (3.1.13)
k=1 k=1

Seja H, um passeio aleatério comegando no zero, homogéneo e probabilidade de transigao,

para todo [,k € Z%, dada por

'YH(l’k) = Z (ul(o ])) (u’l( ’.7 4 ]")) (3‘1'14)

JEZS

Por Spitzer (1964), P7.9, pagina 75, existe constante Lo tal que, para todo z € %,
P(H® = z) < Lon™ %%, Vd>1. (3.1.15)

O passeio aleatorio D, é simétrico, homogéneo fora da origem e tem probabilidade de

transicao dada por

(L k)= > v(ui(0,7)ui(l, 7+ k)). (3.1.16)

jezd
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Observe que, as probabilidades de transicao de D,, e H, diferem apenas na origem. Isto

é, se [ =0, temos

vp(0,k) = Z v[ui(0,7)ui(0,7 + k)] # vu(0, k), Vke /5

jeZ?

e, se [ # 0, temos

'7D(lak') = Z V[ul(ovj)]'y[ul(laj+k)]

jez?

e Zd v[ui(0,5)].v[ui(0,5 +k — )] = yu(l, k),

sendo que a primeira igualdade segue da independéncia entre u; (0, ) e u1(/, -), € a segunda,
vemn do fato de u;(7,7 + -) ser invariante por translagao. Para estimar a primeira parcela
do lado direito da desigualdade (3.1.13), vamos utilizar o seguinte Lema:

Lema 3.1.1 Para todo 0 < s < 1, sejam f(s) e g(s) as séries de poténcia de IP(D, =0) ¢
IP(H, = 0), respectivamente, e f'(s) e ¢'(s) suas derivadas. Entdo, eriste uma constante
c < oo tal que

1)

=1 g/(s) =

Prova: Ver Apéndice A.2.

Portanto, o Lema 3.1.1 nos garante que existe constante ¢, 0 < ¢ < oo, tal que
ST kIP(Dy = 0)s* < ¢ > kIP(Hy = 0)s*. (3.1.17)
k>1 k>1
Dai, usando (3.1.15), no caso de z = 0, em (3.1.17), temos
ST kIP(Dy, = 0)s* <cLo Y k'™%s, (3.1.18)
k>1 k>1
Por outro lado, para todo 0 < s <1, temos
>" kIP(Dy = 0)s* > > kP(Dy = 0)s*. (3.1.19)
k>1 k=1
Observe que, para k < n vale

1

(-2 > (-

n

> &> 0. (3.1.20)
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Entéo, considerando (3.1.19) para s = 1 — + e usando (3.1.20), temos
= 1
S kP(D =0) < - Z kIP(Dy = 0)(1 — =)k (3.1.21)
k=1 € k>1 o

Substituindo (3.1.18), no caso particular de s = 1— 1, no segundo membro da desigualdade

(3.1.21), temos

~ cLo 1 clL 1
g =2y gy o Syk o 20 3.1.22
SEPD=0) < LT R = Rra-0). (L)
Vamos estudar o comportamento de f*(s) = Yy k'"%%s¥, para todo d > 1, com o

objetivo de estimar yp_, kIP(D} = 0) e, consequentemente, encontrar uma cota superior
para Var(L,), usando (3.1.13) e o Lema 3.3 [A.6], que garante que existem constantes
Ly, Ly e L3 tais que
Lin'?,  sed=1
ZP(Dkzo)S Lylogn, sed=2

L3, se d > 3.
(a) Se d = 2 entao
1 cLo
ZS ——:>f(1——)_n—1<n:>ZkPDL—O)<—n
k>1 " k=1 ¢

Sejam k; = QE—L‘L e ky = 02L,. Entdo, Var(L,) < kon + kylog n. Logo, temos

Vv
lim sup ————= al ( n) <k (3.1.23)
n—0co n
(b) Se d = 3 entdo
e | 1
( = ( )Sn.
g:l n>1 k=1 VEkvn —k
Sendo z = £, f(zx) = —— e Az =1,
L zp(l—zk) LC
n—1 n—1 1 n—1 1 1
lim flzp)Azy = lim — = lim —_— =
ML_,OZ n—)ook;l k(n—k) n—}ookz1 %( _%)n

Portanto, existe constante A tal que

-1

k=1 k(n - k)

S

———— < A, paratodon>1.
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Logo, fazendo A = /A, temos

<\/_

- =

(s))? <ZA5 =

n>1

(- %) <An -1V < Ap'? = Z kIP(Dy =0) < CL" nt/2,

k=1

Fazendo k3 = 91%0—4 e ky = 02 L3, temos Var(L,) < kan/? + k5. Portanto,

Var(L,) <k
Ml Sl 7Ry

lim sup S
n

n—»00

(c) Se d = 4 entao

/ 2 1ldz) = logl1 =

— S

lk
V=2t =

f(1——)_logn=>Z:IQHD(D,¥—0)<i log n.
k=1

k>1

Sendo k4 = ELCE—L—Q e ky = [33, obtemos Var(l_}n) < kylogn + k,. Entao

Var(L,
lim sup —ar( ) <k
nsco  logmn

(d) Se d > 5 entao

. N | d 3 . 1
f(S)—;WS e 5—12—2—:‘>f(8)gl§lm<00

Logo, existe constante A > 0 tal que f*(s) < A, V0 < s < 1. Ou seja,

f(l——)<A:>ZAP Dy =0)< —A

cLo
k=1 G

(3.1.24)

(3.1.25)

Fazendo, ks = 91%’& e ks = k3, temos Var(L.(0)) < ks + ks < Var(L,) é limitada.

Isto é,

Var(L,(0)) < constante, Vn.

(3.1.26)

(e) Se d = 1 entdo, usando os Lemas 3.1 e 3.2 [A.6], pode-se mostrar que existe constante

0 < a1 < o0, tal que

(3.1.27)



onde a, ~ Ac, significa que lim,,_, %f = \. Portanto, existe constante ¢y > 0 tal que
P(Dn = 0) S C()’)’Lv—l/2 — Z kP(Dk = O) S Z Cok'l/z S CQRS/Q.
k=1 k=1

Fazendo k; = cico € ky = 02Ly, temos Var(L,) < kyn®? + Eynl/?. Logo,

. Var( 71)
hnm—yigp n3/2

< k. (3.1.28)

3.1.2 Cota inferior para Var(L,)

Novamente, vamos estudar cada parcela de Var(L,) e, para isto, consideremos a
expressao dada em (2.2.37).
(C) Estudo da primeira parcela: usando (2.2.29), temos

Z 5(Si) 1{1)_0}]—42173[ (52 )21{01-:0}}

=1

_iZ (kep)* P <£_kD_O)_4ZZ (ke)? E[P(Y; = k|F)].

=1 rezd

Pela desigualdade de Jensen, temos
E[IP*(Y; = k|7)] 2 (B[P(Y; = k|F)])* = [IP(Y; = k)]*.
Entao, para qualquer € > 0

ZE[U.S(PZ].{D —O}]>4Z > (ko) IP*(Y; = k)

=1 ez
> 45 Y dkePPM=kzeYE Y Pi=k)
1=1 k; 5(ke)2>eicZZ? =1k p(ke)2>e€ZZ?
n—1
= 4> aly, PY(Yi=k)— > P*(Y; = k)]. (3.1.29)
=1 ez k; v(kp)2<eieZZ?

Seja (Yy,)n>0 uma cépia independente de (Y, )n>0, comegando na origem. Consideremos o
passeio aleatério (D, )0, definido pela diferenca de dois passeios independentes, que nio

apresenta a nao-homogeneidade na origem que estava presente em D,,. Isto €,

Dn=Y,—Y,, (3.1.30)



com probabilidade de transicao dada por

1o(Lk) = 32 v(ui(0,5))w(u(0,5 +k = 1)), (3.1.31)

jez?
que depende apenas de (k — ). De (3.1.14) e (3.1.31), note que, D, L H,. Logo,

Y PYi=k) = Y PYi=RPTi=k=Y PY;=kY=k)

keZzd ke7zZ4 keZZd

= P(Y;=Y;) = IP(D; =0). (3.1.32)

Substituindo (3.1.32) em (3.1.29), temos

n—1

Z E[i(Si)*1{D; = 0}]

> 4 Z a[P(D; =0) — sup P(Y; = k) > P(Y;=k). (3.1.33)

k; o(ke)2<eicZZ®

Por Spitzer (1964), P 7.9, pagina 75, existem constantes My e M tais que,
PP(D, =0)> Mon~%? e sup P(Y,=k) < Mon =42, (3.1.34)
k

Substituindo (3.1.34) em (3.1.33), temos que

ZIE (Sip)*1{D; = 0}]

> 452[1010#—“‘/2 Moi' =" IP (5(Yip)? < €i)]
1-d/2 Yip
= 4e Z 0 My — MoP [ 5(=2)2 < )] (3.1.35)
z 7
Como Y; é um passeio aleatério podemos escrever Y; ZJ 1 Aj, sendo Ay, A,, ... vetores

aleatorios independentes e identicamente distribuidos. Dai, temos
Cov(Y;) = Cov(Y,Y:r) = Cov (Z Ajp, ZAJT)

= 33 Cov(Ajk, Ajr) =4* &y,

7=13=1

para todo k,7 =1,...,d. Sendo V; = %, tenos que

Cov(V;) = Cov (%) =1 Ekyrs
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para todo k,7 =1,...,d. Como o passeio Y; tem segundo momento finito, pelo Teorema

Central do Limite temos que
Vi =V,

onde V ~ N(0,A) e A é a matriz de variancias e covariancias cujas entradas sao dadas por
k.-, para todo k,r = 1,...,d. Observe que, como conseqiiéncia de (2.1.6) e de (2.2.31)

temos que para todo ¢,
P(Y; ¢ #0) >0, paratodo > 1.
Como » [(%.cp)?] é uma funcdo continua de V; entao
o [(Vio)!| = 2 = 7 [(Vip)?] .

A nao trivialidade da matriz A e o fato de que P;(p # 0) > 0 (ver (2.2.31)), implicam

que Z é continua e, logo, dado § > 0 existe ¢ > 0 tal que quando ¢ — oo,
P (v |(Vig)’] <€) - IP(Z<e) <6 (3.1.36)

Logo, dado 6 > 0 existe € > 0 tal que para 7 suficientemente grande, 1 > 7o, temos

nz_f E[5(Sip)?1{D; = 0}] > 4e iil-dﬂ (Mo — MoP (7](Vip)?) < €)] +

i=1 =1

n—1
+ de(My — Mys) S it~4/2

i=1p+1
‘io n—1
= 4e Zil_d/2 cle)+r D it (3.1.37)
=1 1=19+1

de forma que (My — Mod) > 0 e fazendo c¢;(€) = [1\7[0 — Mo P (7[(V;p)?] < e)] g =
4e(My — MpS) > 0. Substituindo a expressio anterior em (2.2.37) e considerando que a

segunda parcela desta tltima se anula (ver (3.1.12)) temos que
_ ko n—1 n—1
Var(L,) > 4> k"¢ (e)+r > kK7 41623 P(D,=0). (3.1.38)
k=1 k=ko+1 k=0

Portanto, usando a desigualdade anterior e o Lema 3.3 [A.6], vamos estabelecer uma cota

inferior pra Var(L,(0)), para todo d > 1.
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(i) Se d =1, entao

Var(L,) . 4e R kY 2¢(e) Z ﬁ o (Trzs IP(Dx = 0)
n3/2 = ns/z Wanln o nl/2 :
: _k _ Jk o1 . ~
Sejam zx = -, f(zx) = \/; e Az = -, para todo k. Entao,
D SIETLE AV
k=ko+1 "
Portanto,
.. Var(Ly) _ 2
(ii) Se d = 2, entao
Var(L,) > de i ce(e) + r(n —1— ko) M ollogn Y pZs P(Dy = 0)
n n = n n log n
Portanto,
liminfvaT—(Ln) = (3.1.40)
n—rco n

(iii) Para d = 3, entao

Var(L >4Z (6) Z\r zzzp(m_m

k=ko+1
Como k < n entao T . Portanto,
Var(L 4 Ko k o2 !
n1/2 ——ch() ——0) = > P(Dy, = 0)
=0
Logo,
.. Var(L,)
(iv) Quando d = 4, temos
_ ko n—1 1 n—1
Var(La(0)) >4e Y —ci(e)+r Y, —+02> IP(Dp=0)
k=1 k=ko+1 k=0



Sejam z = £ f(zy) = % e Azy = L. Entéo,

n?

n—1 1 n—1

E Y, flze)Awzy > logn —log(ko + 1).
k=ko+1 k=ko+1
Dali,
Var(Ln) o e g8 eule)  rllogn —log(ko +1))
logn = lognz k logn
2 n—1
U* P(Dk _ 0)
logn (=
Portanto,
it L) -

n—co log n

3.1.3 Ordem de magnitude de Var(L,)

Portanto, utilizando as expressoes de (3.1.23) a (3.1.28) e de (3.1.39) a (3.1.42), temos

o seguinte resultado:

n?=42  sed=1,20u3
Var(L,) ¢é da ordem de log n, sed =4 (3.1.43)

limitada, sed > 5.

3.1.4 Ordem de magnitude de Var(L,(z)) no caso simétrico

Observe que, usando (2.2.41) e o fato de que p = 0, temos

Var(zZ,) = o2

T

n
1=

P(Dg—l = O)a
1

pois, 02 = v, = 0 e sendo o independente de n. Logo, pelo Lema 3.3 [A.6], temos

n'/?, sed=1,

Var(zZ,) é daordem de logn, sed=2 (3.1.44)
limitada, se d > 3.

Observe que, para todo d > 1, a ordem de magnitude em n de Var(L,) domina a ordem

de Var(zZ,). E, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, podemos garantir que a ordem
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de Cov(L,,2Z,) é inferior a essa ordem méxima. Portanto, na expressao (3.1.1), temos
que, a ordem de magnitude de Var(L,(z)) é dada pela ordem do termo dominante que,

neste caso, é Var(L,). Entao, usando (3.1.43), (3.1.44) e (3.1.1), concluimos a prova do
seguinte teorema:
Teorema 3.1.1: Seja L,(x) como definido em (2.2.7). Se L,(z) tem alcance limitado e
un(1,7), para todon >1 et,5 € Z°, ¢ fortemente nio viesado, entdo
n* 4% sed=1,20u3
Var(L,(z)) é da ordem de log n sed=4
limitada se d > 5.

O teorema acima nos diz que, no caso nao viesado e com alcance limitado, as flutuagées da
altura do sitio 2, para todo z € Z¢, sio da ordem de: n'~%* se d = 1,2 ou 3; (logn)'/?,
se d = 4; e constante, se d > 5. Isto é, as flutuagdes da altura do sitio z se estabilizam
quando d > 5 e L,(z) ndo converge para o equilibrio se d < 4.
Observe que, em d > 5, devido & martingalidade de L, e do Teorema de Convergéncia de

Martingais em L? Durrett [5], temos que

L, — L, q.c. eem L% quando n — oo,

sendo L tal que Var(L(z)) = lim,_y0 Var(La(z)) < oo ,independente de z.
Do Lema 2.2, da Proposicio 2.3 e do Lema 3.3 [A.6] e do fato de que Z,(z) A Zn(z),

temos que

Zn — 7, q.c. eem L?, quando n — co,

com Z tal que Var(z Z(z)) = lim,o Var(z Z,(z)) < co , independente de z.

Logo, de (2.2.7), para d > 5, temos que
L, - L, q.c. eem L% quando n — co,
sendo L tal que
L&) = loll* = L(x) + 2 2(a).
De (2.1.14), temos que
Xn =2, L, quando n — cc.
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Como as distribuigdes de L(z) e Z(z) nido dependem de z, temos provado o seguinte

Teorema.

Teorema 3.1.2: Para todo § € R* tal que ||0]| = 1,

@”;Nﬂ 4, 297(0) %ﬁ — Var(202(0)) < oo,

quando ||z|| = co € T 6.

Note-se que, ao contrario do resultado correspondente para o PMA com configuracao
inicial planar, a superficie limite/invariante no caso parabdlico tem flutuagoes espaciais

nao triviais.

3.1.5 Caso unidimensional e alcance estritamente 1
Agora, consideramos o caso particular de d = 1 e “vizinhos mais préximos”. Isto é,
para todon > 1ez,5 € Z,
un(Z)]):()? se IZ—]I#I €
Un(2,2 — 1) =1 — un(t,0 + 1).

Observe que, neste caso, os passeios S, € D, nao pulam simultaneamente. Sejam §;(D;_;)

e vi(Di-1), 1,7 > 1, como definidos em (2.3.4) e (2.3.5). Portanto, temos

1/2, sez=10
P(8;(Dj_1) = 2|Dj_1 #£0) = < 1/4, sez=2 (3.1.45)
| 1/4, sez= -2
(11— 28, se z=10
P(6;(Dj-1) = 2|Dj-1 =0) = B sez=2 . (3.1.46)
B se z = —2,

sendo B = v[uZ(0,1)]. Com o objetivo de identificar qual dos passeios, S, ou D,, vai
saltar, vamos definir uma nova variavel, que indica qual deles pula no tempo (7 —1). Seja

{nj(Dj-1), > 1} uma familia de variaveis aleatérias, tal que

1. nj(Dj-1) =1 <= apenas S; salta no tempo (j —1) <= S; = S5;_1 +2ou Sj_; — 2
€ D]' = Dj_l;
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2. nj(Dj-1) = 0 <= apenas D; salta no tempo (j—1) <= S; = S;_1e Dj = D;_1+2
ouD;_; —2.

Seja { nj(z), j > 1, z € Z } umafamiliade v.a.’s independentes, sendo 7;(z) € {0,1},
para todo z € Z. Se z # 0 entdo n;(z) tem distribuicao de Bernoulli com parametro 1/2
e, se ¢ =0, tem distribuicdo de Bernoulli com pardmetro 28. Sejam &;(D;—1) e ¥;(D;-1)
v.a.’s que representam o tamanho e o sentido do salto de S, e D,, respectivamente, no
tempo (5 — 1), dado que este salto ocorreu. Portanto, a variavel &;(k), V k € Z , tanto

no caso D;j_1 # 0 como D;_; = 0 tem a seguinte distribuicao:

= 2 co robab %
9;(k) = TR (3.1.47)
—2 com probab %
Entao, podemos expressar os passeios 5, e D, da seguinte forma:
= > 8;(Dj-1)ni(Dj-1) e (3.1.48)
J=1
=27l 1i(Dj-1), (3.1.49)

=1

sendo 7;(Dj-1) =1 —n;(Dj-1).

Logo, {8;(k), 7 > 1,¥ k € Z} é uma familia de varidveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas com a distribui¢do dada em (3.1.47). Observe que, neste caso
de d =1 e alcance 1 temos, 0;(0) =1 e 6,(0) = 2u,(0,1) — 1. Portanto, v(p) =02 =0 e,

seja 02 = v(p?) = Var(0,(0)) = 48 — 1. Entao, usando (3.1.2) e escrevendo S, como em
)

(3.1.48), temos
Var(L,) = o° Z E(( Z D;_1)n;(D;-1))*1{D; = 0}]. (3.1.50)

Observe que,

Z D;_1)n;( j—l))zl{Di = 0}]
= g (B3(Ds-1)1} (D) 1{Di = O}
= 42 > Elni(k)1{D;_y = k}1{D; = 0}], (3.1.51)
j=1keZ
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pois, §;(k) e &(r) sio independentes entre si e de qualquer outra varidvel e tem valor

esperado zero. Note que, escrevendo n?(k) = n,(k) = 1{n;(k) = 1}, temos

Eln}(k)1{Dj-1 = k}1{D; = 0}]
= P(nij(k) =1,D;—1 = k,D; =0)
— P(Dj_1 =k, D; = k, D; = 0)
— P(D; = 0|D; = k, D;_y = k)IP(D; = k|D;_, = k)P(D;_, = k)
— P(D; = 0|D; = k)P(D; = k|D;_y = k)P(D;_y = k), (3.1.52)

sendo a iltima igualdade decorrente do fato de D, ser Markoviano. Substituindo (3.1.52)

m (3.1.51), temos

E (2 i( 11)773 .71)) 1{D; = 0}

]:

-

4 P(D; = 0|D; = k)P(D; = k|D;_y = k)P(Dj1 = k). (3.1.53)
J=1k€eZZ

Substituindo (3.1.53) em (3.1.50), temos

n—1 1
Var(L,) = 40>> > > IP(D;=0|D; =k)
i=1 j=1k€Z
P(D; = k|D;_, = k)P(D;_, = k). (3.1.54)

Note que, pelo fato de D,, ser homogéneo no tempo, temos

P(D; = kD;oi = k) = P(n(Dj1) = 1Dy = k)
— P(n(K)) = 1ID;s = k) = P(n,(k)) = 1)

1 k#0
_ | » ek (3.1.56)
2B, se k=0.
Substituindo (3.1.55) e (3.1.56) em (3.1.54), temos
n—1 1
VCLT’ = 40’2 Z Z[Z P -1 = OID]—I = k)P(DJ_l = k) +
=121 k0 2
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= 40? Z Z[— > P(Di—y =0|Dj_y = k)P(Dj-y = k) +
=1 j=1 kez
+ (26 - 5)P(D»~-1 = 0|Dj—1 = 0)IP(D;-1 = 0)]

nll

— 407 Z ZiP(Di-y = 0) + (28 — %) izp(p,-_j = 0|Do = 0)P(D;_, = 0)]

= 20 Zup(Di_1 =0) +
=1
n—1 i—1
+ 20’4 Z Z P(Di—l—m = OIDQ p— O)P(Dm — 0)7 (3157)

i=1 m=0

fazendo 7 —1 =m e usando o fato de que o? =48 — 1.

Teorema 3.1.3: Se p =0 entdo existe uma constante c , positiva e finita, tal que
n*?Var(L,) — ¢, quando n — co.
Prova: Observe que, usando (3.1.27), temos que existe constante ¢; tal que
C1
P(D;—y =0) ~ —.
( 1 ) \/Z_

Portanto, existe constante ¢, 0 < ¢ < oo, tal que
n—1
20% Y " iP(Di—y = 0) ~ cn®> (3.1.58)

Por outro lado, fazendo 7 = 7 — 1, temos

1

|
—

n—

IP(Di-i—m = 0|Dg = 0)IP(Dy, =0) = Z

2
)=0

3
|

Xj: P(Dj-m = 0)IP(Dr, = 0)

1 m=0

1

< P(Dj_, = 0)P(D,, =0). (3.1.59)

NE
Mg

Il
o

1=0m

E, fazendo k = 7 — m em (3.1.59), temos

; i P(Di_1_p = 0| Do = 0)P(D,, =0) < i P(Dy, = 0)P(D,, = 0)

1 m=0 k=0 m=0

n

|

i

39



Logo, usando o Lema 3.3 [A.6], pagina 16], temos que existe constante 0 < K; < co tal
que
5 2
(Z P(Dy = 0)) ~ K n. (3.1.61)
k=0
Portanto, usando (3.1.58), (3.1.60) e (3.1.61) em (3.1.57), completamos a prova do Teo-

rema 3.1.3. O

3.2 Caso dos u’s viesados

Agora, vamos considerar o caso em que g # 0. De (2.2.10), temos

Var(Lao(z)) = Var(L,)+4Var((z + nu)Z,)
+4Cov( Ly, (z + np)Z,), (3.2.1)

e, fazendo i = j — 1 em (2.2.37), obtemos

Var(L,) = iE[ﬁ(&@)%{Di — 0} + 2&(5)2 E(SA{D; = 0}) +
+ o? zn: P(D; = 0), (3.2.2)

=0

sendo o2 e p como definidos em (2.2.34) e (2.2.35), respectivamente.

3.2.1 Cota superior para Var(L,)

Exatamente como foi feito na secio anterior, vamos estudar cada parcela de Var(L,).

(E) Estudo da primeira parcela

~

Usando (2.2.28), temos S; = Y; + }T/i, sendo Y; = (Y; —u) e }:/i = (Y; —iu). Portanto,
podemos escrever

|E[(S:2)*1{D; = 0}]| = | E[i/(Yi¢ + Yip)*1{D; = 0}]

E|i(Y:g + Yip)*1{D; = 0}| < E|7[2(Y:p)* + 2(Y:@)*]1{ Di = 0}

<
< AE[(Yip)'1{D: = 0}| < 4E|(||Y;|*|l¢*)1{D: = 0}
< 4u(lel®) Y P(D: = 0)'7, (3.2.3)
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usando a desigualdade de Holder, no caso de p = ¢ = 2, e o fato de que
o[(Yip)’] < (1Y I71l2l”) = 1Y)l 2(llell®)

Seja a,, para todo r > 1, o r-ésimo momento central do incremento do passeio incondici-

onal Y}, definido por

&= Y 7= plv(w(0,5) = > llj— pl'=(0,5). (3.2.4)

jez! jexz!

Entao, supondo que &4 < co, temos
E(|Y:|*) = 0(*) (3.2.5)

pois, lim; E(”g‘ B = 6a2 = 6£* < oo, sendo &* como definido em (2.1.12). Dai, existe
constante 0 < K < oo tal que, E(||Yi|[*) < Ki?, Vi > 1 e, fazendo ¢ = 4KY?u(||@||?)

obtemos, para a primeira parcela de Var(L,), a seguinte expressao

S Bl(S) 1D = 0)] < e 3 iy/P(D; =0). (326

(F') Estudo da segunda parcela

Procedendo de maneira analoga ao caso anterior e usando (2.2.11), encontramos

E(S:1{D; = 0}) < 2[E(||Y:|*) P(D; = 0)]'/* = 2¢,/ilP(D; = 0).

Portanto, para a segunda parcela de Var(L,), temos

n—

25(7) Y- E(51(D; = 0)) <469(s) - (iP(D; =0). (327)

=

3.2.2 Ordem de magnitude de Var(L,(z)) no caso viesado

Agora, vamos comparar Var(L,), dada em (3.2.2), com Var[(z + nu)Z,], em relacio
as sua ordens de magnitude em n. Observe que, a ordem de Var[(z +nu)Z,] é dada pela

ordem do termo dominante da expressao, que é

n—1
an = o.n’®) IP(D; =0), VYn>1, (3.2.8)
-
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e, usando o Lema 3.3 [A.6], podemos dizer que

n®?  sed=1

an é da ordem de ¢ n2logn, sed=2 (3.2.9)
n?, se d > 3.

Entao, vamos comparar cada parcela de Var(L,) com a, e mostrar que, em relacdo a
ordem de magnitude, a, é o termo dominante. Ou seja, cada parcela tem ordem inferior
a ordem de a,, e portanto, a ordem de magnitude em n de Var(L,) é inferior a ordem de

magnitude de Var[(z + nu)Z,], que é dada pela ordem de a,. Sejam, para todo n > 1,

n—1

dy = Z: E[lj(s'z(ﬁ)zl{Dl = 0}], e
€p = 217(5) nz—:l E(S’il{Di = 0}) (3210)

Para concluir que a, é o termo dominante, vamos mostrar que

€
lim (=) = lim (=) = 0.
Hem () = dmio )

Por (3.2.6) e (3.2.10), temos

n—1
1=0

Consideremos a distribui¢ao de probabilidade dada por

pi=kal, j=1,2,...,(n—1), (3.2.11)

n?’
sendo k, tal que Z;‘;ll k, 7—1% = 1. Neste caso, temos k, = T%‘l — 2, quando n — oo.

Entao,

|
—

nc °

1
<.__ S J— . = .
d S 5= 3 kamg/P(D; =0)

[l
o

1

Usando a desigualdade de Jensen para uma funcao concava, temos

n2c ("z_:l k.1 12 ne ”Z"f \f?
0w < 2 (SEp0-0) -2 (Sirwi-0)
\/H 1=0

kn \isg n?
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Portanto,

d, _ d, _ &/SitiP(D;=0)
U s .
a, ~— n: — nv/k,

Como 7 < n, entdo

=0 =0

JYSUI’(D?:O) < \/ﬁ\‘nz_jlll’(D?:O).

Logo, usando o Lema 3.3 [A.6], temos

dn _dn _ _c /2 P(Di=0)
b & —5 =X
~ a, — n? = Vk, N
¢ K n'/4
< N — 0, quando n — oo. (3.2.12)
Entao,
.y
lim =% = 0. (3.2.13)
n—oo Up

Isto é, d, é de ordem menor que a,, para todo d > 1.

Por (3.2.7) e (3.2.10), sabemos que

en < 4513(,3)723\/2\/113(&:0) < 4§D(p)7§i\/P(D,-:O).

Dai, usando (3.2.11), como no caso anterior, temos

e e _ H0(p) Vit P(D; = 0)

<
O—an—nz—\/kn Vn
4¢ o(p) K nt/*
< — 0, quando n — oo. (3.2.14)
Vkn nt/?
Logo,
lim Z—" = 0. (3.2.15)

Portanto, de (3.2.13) e (3.2.15) garantimos que, neste caso viesado, a ordem de magnitude
de Var[(z+np)Z,] domina a ordem de Var(L,). Logo, usando novamente a desigualdade

de Cauchy-Schwartz, como na segao anterior, e a expressao (3.2.1), temos que, a ordem
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de magnitude de Var(L,(z)) é dada pela ordem de Var[(z + nu)Z,], que é o termo
dominante. Entdo, concluimos a prova do seguinte teorema:

Teorema 3.2.1 Seja L,(z) como definido em (2.2.7). Se u,(i,j) € viesado, para todo
n>1ei,jeZ? e Yieze ll7 — pll* 7(0,5) < oo entdo

n?  sed=1
Var(L,(z)) ¢é daordem deq n?logn sed =2
n? se d > 3.

Isto é, no caso viesado as flutuagdes da altura do sitio , para todo = € Z%, sdo da ordem
de: n®* se d=1; n(logn)/? ,se d=2 e n,se d>3. Ouseja, L,(z) ndo converge
para o equilibrio, para todo d > 1, no sentido que a altura do sitio  nunca se estabiliza,

flutuando sempre em todas as dimensoes.
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Capitulo 4

O processo das alturas vistas da

altura da origem

Neste capitulo definimos e estudamos o processo das alturas vistas da altura da origem
a tempo discreto, denotado por L

Na Secao 4.1 definimos o processo L, para o modelo CI e o escrevemos em funcao
dos processos (Ln(z) — Ln(0)), (Zn(z) — Z,(0)) e Z,(z). Concluimos que no caso dos
w's viesados Var(L,(z)) ndo converge, quando n — oo, porque seu termo dominante é
da ordem de n2. Para os u's simétricos, concluimos que o processo Ln(z) centrado é um
martingal (ver 4.1.7). Calculamos a variancia de j}n(m) para g = 0 e concluimos que o
processo converge quase certamente e em £?, se d > 5, quando n — oo (ver 4.1.25).

Na Secao 4.2 apresentamos um novo modelo que apresenta modificagbes em relagao ao
modelo original, tendo em vista as dificuldades que encontramos para estimar a primeira
parcela de V (Ln(z)) (ver 4.2.1). Denominamos tal modelo de temporalmente independente
ou TI e argumentamos que todos os resultados obtidos para o modelo CI sao validos neste
caso. Estudamos a convergéncia temporal de L, (z) para o modelo TT no caso de alcance
estritamente 1 e provamos que este converge, quase certamente e em £2, quando n — co,
para uma superficie aleatéria denotada por I:(’L), para todo z € 2%Z% e d > 3 (Teorema
4.2.1). Como conseqiiéncia concluimos que neste caso X,(z) = X,(z) — X,(0) converge

fracamente para z,(r), para todo z € 2Z% e d > 3.

Na Secéo 4.3 determinamos a ordem de magnitude em = de Var(L(x)) (Teorema 4.3.1)
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e obtemos resultado que trata da forma e da ordem de magnitude em = das flutuagdes da
superficie limite L(z) (Teorema 4.2.1).

Neste capitulo, nos concentramos apenas nos casos nao triviais (em vista dos resultados
do capitulo anterior) em que as flutuagoes sdo limitadas, o que exclui um exame mais

detalhado da ordem de magnitude das flutuacoes em d =1 e 2.

4.1 Definicao, caracteristicas e variancia do processo
visto da altura da origem

Seja L, o processo das alturas, como definido em (2.2.7). Definimos o processo (z’n)nZO

por
Ln =: Ln — L,(0), (4.1.1)

sendo, para cada sitio z € %%, dado por
Ln(z) = Ln(z) — L(0). (4.1.2)

Isto é, I, é o processo L,, quando visto da altura da origem, em cada tempo n > 0.

Entdo, podemos escrever
Ln(z) = (Ln(2) = Ln(0)) 4 2nu(Zn(z) — Za(0)) 4 222, (2) + 2znpu + ||z||®.  (4.1.3)
Usando (2.2.3) e (4.1.2), temos
E(L,(z)) = ||z||” + 2nzpy, (4.1.4)
e portanto,
Ln(2) — E(Ln(z)) = (La(2) — Ln(0)) 4 2nu(Zn(2) — Z,(0)) + 22 Z,(z).  (4.1.5)

Observe que,

Zn(@) — Z0(0) = Zn(z) — € Zn() = Zn(z) — x — np, (4.1.6)
sendo Z,(z) e Zy(z) como na Defini¢io 2 [A.6]. Da prova da Proposigio 5.1 [A.6], temos
que, Var(Zn(z) — Zn(0)) = Var(Z,(z)) é uniformemente limitada em n, para todo d >
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1. Portanto, Var[2nu(Z,(z) — Z,(0))] é da ordem de n?, se p # 0. Além disso, pela
Proposicio 2.3 e o Lema 3.3 [A.6], sabemos que, Var(Z,(z)) é de ordem inferior a n?,
para todo d > 1. Por outro lado, usando (3.2.2), (3.2.10), (3.2.13) e (3.2.15), sabemos que
Var(L,(z)) é, também, de ordem inferior a n?, para todo d > 1 ez € %Z?, e portanto,
o mesmo ocorre com Var(L,(z) — L,(0)). Entdo, quando u # 0, de (4.1.5) observe que,
V(Lr(i/n(m)) nao converge, quando n — 0o, porque o termo dominante é da ordem de n?.
Sendo assim, basta estudar o caso de u = 0, que é o que faremos. Além disso, por razoes

técnicas, vamos considerar neste capitulo apenas o caso simétrico, no sentido da Definicao

2.5.1 [A.6]. Portanto, temos
Ln(z) — E(Ln(z)) = (Ln(z) — Ln(0)) + 222, (z), (4.1.7)

que é um martingal em relaco & filtragem {F,,n > 0}, para todo z € Z*, quando u = 0,
como conseqiiéncia do Lema 2.2.1 (deste trabalho) e do Lema 2.2 [A.6].

De (4.1.7), temos que

Var(Ln(z)) = Var(Ln(z) — La(0)) + 4Var(zZ,(z))
+2Cov[(Ln(z) — Ln(0)),2Z.()]. (4.1.8)

Célculo de Var(L,(z)— L.(0))

Em (2.2.37), calculamos Var(L,) = Var(L,(0)) = Var(Ln(z)) pois, a distribuicao de

L,(z) nio depende de =z, pela invaridncia por translagio do modelo. Logo, para encon-
trar Var(L,(z) — L,(0)) basta calcular Cov(L,(2), L,(0)). Usando (2.2.5), (2.2.8) e as
expressoes de (2.2.12) a (2.2.20), temos

Ln(z) = Lu_i(z) + 2WF + W2e,
sendo

W = EZ, 0.(Y7)) | Fa), (4.1.9)
Wi = E0,(Y,) | Fa), (4.1.10)

e, 0,(k) e 0%(k) como antes. Como Lo(z) = 0 entao,

Lo(z) =) 2WF + W) (4.1.11)

7=1
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Usando (2.2.20), podemos escrever
Ln(z) — E(La(z)) = > _ V7, (4.1.12)

sendo V= 2WZ + W;".
Entao, usando (4.1.12), temos

(L&) = B(La(@)] = 32 V7 = 32 905 + W
= 3| S Ak -G (R P(YE, = k| Fi) + X G R)POYE, = k| Fioa)
= 3 0k — B (R) + B RP(YE, = k| Fo)l

Portanto,

Cov(Ln(), Ln(0)) = E {Z >, [2 0;(k) + 05 (k)]

63=1 kg leZ
[200:(0) + 0; (D) POy = k | Fima) P(Yima = 1| Fica) }. (4.1.13)

Observe que, se i # j entéo 0;(k) e 87(k) sdo ndo correlacionados com (1) e 07 (1), V &, €
7Z°. Neste caso, em cada parcela com 1 # 7 temos que o fator correspondente ao maior
indice entre ¢ e j é independente dos demais e tem esperanca zero. Ou seja, toda as
parcelas com i # j sdo iguais a zero. Também, quando k # [ temos que 0;(k) e 07(k)
sdo ndo correlacionados com ;(1) e 0%(1), respectivamente. Entdo, a esperanca fatora e
cada uma delas é igual a zero. Portanto, basta considerar a soma quando & = [. Como
estamos tratando do caso de u = 0 usaremos, a partir de agora, 0;(k),05(k), 02,0 e p

como definidos em (3.1.3), (3.1.4),(3.1.5) e (3.1.6) respectivamente. Entdo temos

Cov(Ln(@), n(0)) = 32 37 E((2k0;(k) + 03(k))? — 200;(k)(2k0;(k) + 03(k))] x
x BIP(Y", =k I;Jl kle)Zd(Yj—l =k | Fj-1))
i 3 (0,00 + 4R (658 + TR ~ a0 (080(4)
ey (RN BLP(YE, = hFs2) P(jr = K], (1.1.14)
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sendo (f/n)nzo uma cépia de (Y )n>0, que dado F, é independente de (Y,?),>0 Vz € 7°.

Denotando
SO =YT4Y, e D =Y*_Y,, (4.1.15)
e considerando o equivalente a (2.2.29), podemos escrever
Cov(L,(z), L Z E[5(S2%¢)*1{D7, = 0}] +
+ 2V(P)ZE[ FOUDS = 0] - 2B[0(S7l ) 1{ D70 = 0}] +

+ (02 + 220(p)) ZIP(D 71 =0), (4.1.16)
j=1
Observe que, pelo Lema 2.5.3, podemos fazer uma transformacao vertical no espaco (D, S)

de tal forma que: (D%°,5%0) £ (D=0 5§90 4 ). Entio, temos

n n

() BA(S250) D5 = 0)) = B[S0l 1{D, = 0}] + Eli{ap)’1{D3% = 0}] +
+ 25(E((S250)(2)1{ D35 = 0}]).

(®) E[(ST)UD =0} = E[(S7)1{D7 = 0}] + «P(DFY; = 0).

(¢) B(Si5pep)L{D5) = 0}] = E[o(S;5pze)1{D" = 0}] + E[i(z¢)*1{D;%, = 0}].

Logo, usando (a), (b) e (c) em (4.1.16) e fazendo 2 = j — 1, temos

Cov(La(z), Ln(0)) = i B[(57°p)*1{D;° = 0}] + 2ﬁ(p)§ E[(S7°)1{DF" = 0}] +
+ aznzl P(D¥°=0)—0 nf P(D?° = 0). (4.1.17)

Como,

Var(Ln(z) = Ln(0)) = Var(La(z))+ Var(La(0)
— 2Cov(Ln(2), L,(0)) (4.1.18)
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entéo, substituindo (2.2.37) e (4.1.17) em (4.1.18), temos

Var(Ln(z) — Ln(0)) —2Z(E[u SP%)?1{DY° = 0}] — E[#(SP%)1{D}° = 0}]) +

n—1

+ 40(p) Z}(E[(S?’O)l{D?") = 0}] — B[(S7°)1{DP° = 0}]) +
+ 2af§[P(D?’° =0) — P(D?° = 0)] 4 202 nzl P(D¥° =0). (4.1.19)

Observagao: Para simplificar, até o final deste capitulo usaremos a notacao S; para
representar S0 e S, para representar S2°, 0 mesmo valendo para a cadeia D,,.

Usando (2.2.41), sabemos que,

n—1
Var(z Z,(z)) =02 > IP(D; =0). (4.1.20)
=0
Portanto, usando (4.1 ) observe que, para encontrar Var(L,(z)), precisamos apenas

calcular Cov(Ly(z 2 La(0), 2Z,(2)).

Célculo de Cov(L,(z) — L.(0), zZ,(z))
Usando (2.2.20), deste trabalho, e (2.24) de [Ferrari/Fontes(1998)], temos que

Con(La(2), @ E[{lekéd 0,(k) + 0;(k)) P(YE, = k| Fio)}
: {z 272: 201) P(YZ, = k| Fi)}]
_ lekezzjdﬂ(.‘zké) Vo0 (k) — 20;(k)a0;(k) + 20;(k)0; (k) EIP*(YE | =k | Fjy)]
_ Z::LEZZ:dE(lej(k)xej(k)—%&( )ob;(k) + 26;(k)07 (k)P (szfl —k Dy =0)
- Z (S 1)- (eI 1{ Dyor = 0}) —

— 20(zp)* Y P(Dj_y =0)+ai(p) > IP(D
7=1

= Zn:IE(D[(Sj-lsO) (z)]1{Dj-1 = 0}) + z¥(p) ilp b (4.1.21)
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usando o correspondente a (2.2.29) e a translacdo vertical descrita nos itens (a), (b) e (c).

De maneira anéaloga, encontramos

Cov(Ln(0), zZ,(z)) ZIE P[(Sj—10)(zp)|1{Dj_; = 0}) + zi(p ilp DY , =0) +
+ o(zp)? znj IP(D3_y =0). (4.1.22)

Entéo, usando (4.1.21), (4.1.22) e fazendo 7 = 7 — 1 , encontramos
C’ov(— (z) — Ln(0), Z,(z))
ZUE Sip) (@) 1{D; = 0}) — I (7 [(Sip)(zp)] 1{D] = 0})] +

+ a0 (p) Z[P(Di =0)— P(D? =0)]—0o2 Y IP(D? =0). (4.1.23)
- o
Portanto, substituindo (4.1.19), (4.1.20) e (4.1.23) em (4.1.8), encontramos

Var(L _zz( [7(Sip)?1{D; = 0}| - E [5(Si)*1{D? = 0}]) +

+4Z(1E[ ((Sip)(z))1{DL = 0}] — B [5((Sp) () 1{ DF = 0}]) +

+ 45 p)z (E[(S;)1{D; = 0}] — E[(S;)1{Df = 0}]) +

+ 20 +203(p) + o) W [P(Ds = 0) = P(DF = 0)] +

+ 202> IP(D; =0). (4.1.24)

1=0

Note que, escrevendo S, como soma dos seus incrementos, temos
E[i((Sip)(wp))1{D; = 0}] = v(E[(Si)(zp)1{D; = 0}])
= U(wp)E[(Sip)1{Di = 0}]) = 7[(zp)(p E(S:1{D: = 0}))]
= (a3 BEH(Dsm){D: = D)L
4=
Como estamos tratando o caso dos u's simétricos entdo, usando (3.1.12), como con-

seqiiéncia do Lema 2.5.4, temos que F(S?1{D; = 0}) = 0. Logo, usando na expressao

anterior, temos
E[H((Sip)(z¢))1{D; = 0}] =0,

51



e portanto, de maneira analoga, obtemos

E[(Sip)(z))1{Df = 0}] = 0.

Entéo, neste caso, Var(L,(z)) é dada por

Var(Ln(z)) Z:O(]E'[V 10)?1{D; = 0}] — E[7(Sip)*1{D? = 0}]) +

+ 2(02 + 220(p) + 02?) > [P(D; = 0) — P(Df = 0)] +

i=0

n—1
+ 202> IP(D? = 0). (4.1.25)

i=0
Queremos verificar se L,(z) converge em n, para um limite finito. Pelo Teorema 3.1.1,
sabemos que Var(L,(z)) é uniformemente limitada em n se d > 5. Entao, usando o
Teorema de Convergéncia em L?, Durrett [5], temos que o processo L,(z) converge quase
certamente neste caso. Portanto, se d > 5 temos convergéncia quase certa e em L? de
f,n(m), pois cada termo de (4.1.2) converge separadamente. Logo, basta verificar se existe
convergéncia nos casos de 1 < d < 4. Tendo em vista as dificuldades que encontramos para
estudar a primeira parcela de Var(L,(z)), ndo analisamos a convergéncia de Ln(z) no
modelo original, denotado por CI. Sendo assim, adotamos algumas modificagdes no modelo
CI, em relagao a familia U, e consideramos um novo modelo, denotado por Temporalmente

Independente ou TI, que sera estudado na préxima secao.

4.2 Convergéncia de L, no modelo TI e alcance es-
tritamente 1

Consideremos (X,),>0 o sistema das alturas, como definido em (2.1.1), e L, como

m (2.1.14). Seja U a familia como definida em (2.1.2), de tal forma que

un(k, k+e;) = 1{N, = ]}Un(k)

v (4.2.1)
un(k,k — e;) = 1{N, = j}(1 — U,(k)),
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sendo

(1) e = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0),..., eg=(0,...,0,1) ;

(2) {Np,n > 1} uma familia de varidveis aleatérias independentes e identicamente distri-
buidas, uniformes em {1,2,...,d} e independentes de (7,,(10), para todon > 1ek € Z¢;
(3) {Un(k), n > 1, k € Z*} uma familia de varidveis aleatérias independentes e identica-
mente distribuidas, com U, (k) € [0,1] e simétrica em torno de 1/2.

Consideremos também que, L,(z) tem alcance estritamente 1, ou seja, que a distribuicao

dos coeficientes da combinagio convexa aleatéria (distribuicdo dos u's) satisfaz a:
un(i,7) =0, se |i—j||#1 Vi,j€Z® e VYn>1. (4.2.2)

Portanto, [N, = j] < os passeios aleatérios Y7 e Y* pulam, no tempo (n—1), na direcao
jeYFP=Y" 4 ee¥VF = Ye, o+ ej, V3 =1,2,...,d. Logo, tendo escolhido a
coordenada que ira saltar através da variavel IV,, os passeios Y.* e Yn‘” pulam de k para
(k +e;) com probabilidade v[u,(k, k + e;)] e pulam de k para (k — e;) com probabilidade
v[un(k, k —€;)], sendo v[u,(k, k + €;)] como definido em (4.2.1). Dal, para todo k € Z* e
n > 1, temos que

Vfun(k, k + e5)] = PNy = §) v(Ta(k)) = %, . (4.2.3)

V(e k= )] = vl b+ e3)] & plun(0e)] = vfun(0,—e)l,  (4:2.4)
para todo 7 =1,2,...,d.
Sejam 6,(Dp—1) € Yn(Dp—1) os incrementos de S, e D, respectivamente, como definidos

na secao 2.3. Entao, neste caso, temos

8a(Dncr), Yn(Dact) € {0, + 2e;, i=1,...,d},
5n(Dn—1) = +2¢ & ')’n(Dn—l) =0 e
5n(Dn_1) =0 & ’)’n(Dn_l) == :{:282', Vi= 1,...,d.

Dai, temos

P(6p(Dn_y) =2¢;)) = P(Yo=j+4e,Yo=k+e|Y1=75Ye1=k)

| G+ ek k) se s # k
Vun(G, + eunlh b+ e))  sej=k
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NS

% se D1 #0
se D,_1 =0,

&l

sendo B = IE(U2(k)) = v(U2(k), para todo n > 1 e k € Z*. Portanto, temos

P(6,(Dn-1) = 26;) = IP(6p(Dn-1) = —2¢;)
{ % se D1 #0

'~

se D,_1 =0

[

1—2% seD,_; #0

T 2d

Plon(Dn-1)=0) = { 1-28 se Dy =0

Usando (4.2.1), temos

d

On(k) = > [e;1{Nn = j}Un(k) — &;1{Na = 5}(1 — Un(k))]

j=1
= @O - DL e{M =)
i=
sendo, para todo k € Z? e n > 1,
v(Un (k) —1) =0 e v(2Un(k) — 1) =48 —1,
o que implica,

E(0,(k)) = v(0.(k)) = 0.

(4.2.5)

(4.2.6)

(4.2.7)

(4.2.8)

Além disso, como estamos tratando o caso de alcance estritamente 1 e g = 0 por (3.1.4),

temos

0n(k) = 22 3=kl ua(k, )

jez?

d
= Y 1{N.=i}=1,Yn>1 e VkeZ,

=1

e, como consequéncia, obtemos

#(p) = v(0a(K)05(K)) =0 e o = Var(63(k)) = 0.
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Para o novo modelo TI, temos que:
(a) a independéncia temporal dos ’s € preservada. Isto é, para tempos diferentes os 6’s sdo
independentes, pela independéncia dos componentes das familias {U,(k), n > 1, k € /A
e {N,, n > 1}. Por isto, continua valendo a martingalidade citada no Lema 2.2.1 e em
(4.1.7) pois, un(k,-) é funcio de N, e de U,(k) que é independente de F,,_;, para todo
n>1; ’
(b) Podemos garantir nao correlagao espacial pois, para todo n fixo, temos que 0,(k) e
0,(r), com k # r, sdo ndo correlacionados, pela independéncia entre U, (k) e U, (r).
Portanto, (a) e (b) nos garante que todos os resultados obtidos para o modelo CI, nos
Capitulos 2 e 3 e na secdo anterior, sao validos para o modelo TI.
Observe que, a rede Z? pode ser subdividida em duas sub-redes: a sub-rede par, denotada
por 27Z¢, e a sub-rede impar, denotada por (Zd\ZZd). Note que, neste caso de alcance
1, os processos nestas sub-redes sao independentes porque as sub-familias de u’s, de que
cada um depende sio disjuntas. Portanto, se z ¢ 27Z¢ entdo z e 0 estio em sub-redes
distintas. Logo L,(z) e L,(0) s@o independentes. Entao, usando (4.1.2), temos que
Var(Ln(z)) = Var(La(z)) + Var(La(0)) e, pelo Teorema 3.1.1, sabemos que cada uma
dessas parcelas explode em 0 < d < 4. Portanto, Var(f,n(x)) nao é limitada em n
se z ¢ 27%. Entdo, a partir de agora, vamos analisar se Var(L,(z)) é uniformemente
limitada em n, nos restringindo ao caso de z € 27 e 1 < d < 4. Substituindo (4.2.10)
m (4.1.25), temos que Var(Ly,(z)), neste caso, é dada por

Var(Ln(z)) = zi (I [#(Sip)*1{D; = 0}] — IE [#(Sip)*1{DF = 0}]) +
¥ 202§[P(Di =0) — P(D? = 0)] + 20§7§ P(D; =0). (4.2.11)

Estudo da primeira parcela de Var(L,(z))
Como 6,(Dyp-1) € {0, + 2¢;,2 =1,...,d} entdo, usando (4.2.7), temos

d
(80(Dp_y)p)? = ( Z (20, (k) —1)21{N, = i}1{6,(Dn_1) = :i:Zez-}>

= 4(48 —1)= 21{5 = 42¢;}. (4.2.12)
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Logo,
E[i(Sip)*1{D; = 0}] = E{ﬂ(§6j<0j_l>¢)21{19{ ~ 0}]

— Y B(6(Dy-1)e) 1{D; = 0}]

=1
i 14
= Y E[4(4B-1) E > 1{6;(Dj-1) = £2¢,}1{D; = 0}]
J=1 k=1
1 1 d
= 4(48 —1)=>_> IP(6;(Dj-1) % 2ex, D; = 0). (4.2.13)
d]:l k=1
Mas, note que
P(6;(Dj-1) = +2e, D; =0) Z IP(6;(l) = £2e, Dj—1 =1, D; =0)
lezz?
= Z P(Di =0, 0; =, D; 4= l)
lez
= Z P(D,- =0 | D; =1,Djy = l)P(Dj = IID]-_I = Z)P(Dj_l = l). (4.2.14)
lezz?

E, além disso,
P(D] = lIDj-—l = l) = P((Sn(l) = 4 2ei,i = 1,, . ’dle_l — [)

L osel#0
_ {;dﬁ :::7—&0 . (4.2.15)

Portanto, substituindo (4.2.15) em (4.2.14), temos

1
P(8;(Dj-1) = £2ex, Di=0)= », 5 P(Di-y =0|Dj_1 = )P(D_y =)
1€Z24,1#0
+ P(D ~1=0|Dj_y =0)28P(D;-1 =0)
= Z P -1 = OIDj—l = Z)P(DJ_l = l)
Iezd

+ (2/3’ - —)P(Di—l =0|Dj-1 = 0)P(Dj_, =0)

1
— = )P(Di_, = 0|Dj_; =0), (4.2.16)

= Lp, =0+ =

2d
independente de k, Vk =1,...,d, e a primeira igualdade do fato de D,, ser Markoviano

e homogéneo no tempo.
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Entéao, substituindo (4.2.16) em (4.2.13), obtemos
E[i(Sip)*1{D; = 0}]

(4p-1) |3

2. 2, <

—ZP(DZ'_I = 0) + (8,3 - Z) Z P(Di_l - O,Dj_l = O)J . (4217)
7=1

De maneira analoga & anterior, temos, para todo z € 27,

E[(Sip)*1{ D} = 0}])

(48 —1) %up(n;‘_l —0)+ (38 — -) ZP (D7, =0,D%, = 0)} (4.2.18)

Portanto, usando (4.2.17), (4.2.18) e fazendo a soma em ¢, temos

ZE[ (Sip)*1{D; = 0}] — IE |#(S:0)*1{ D} =0}

. A ii[lP(Di_l — 0)— P(DE, =0)] +

(48 -8 - 25 YUP(Dis = 0,D1m1 = 0) — P(DE, = 0,7, =0)).

i=1 =1

Fazendo k =1—1el = j7—1, temos que, a primeira parcela de Var(f/ (z)) fica da forma

ZIE[ (Si0)*1{D; = 0}] — IE [#(Sip)*1{D? = 0}

_ (4B -1) (ZZZI» zp(pﬂ:_m]ﬂrf[zp (De = 0) — P(D? = 0)] +
(88 — 7 S 2i[P D= 0,D; = 0) — P(DF =0, D :0)]). (4.2.19)
G r=11=1

Portanto, para o modelo TT de alcance 1, substituindo (4.2.19) em (4.2.11), temos

Var(bn(z)) = -‘f(43—1 Z:j [P(D; = 0) — P(D? = 0))

+ (88— 2 ﬂ—g nfij[zp — 0)— P(Df = 0, D% = 0)
© 2M(2) SSP(D: = 0) — P(DF = 0)] + 2035 P(D; = 0), (4.2.20)

1=0

I
(=]
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sendo M(z) = o2 + ﬂ%l .
Note que, como v(U,(k)) = 1/2, entdo 8 = v(U?(k)) > 1/4 . Logo, todos os coeficientes
de (4.2.20), que dependem de B, sao nao negativos. Além disso, para a segunda parcela

de (4.2.20), temos

HZZZ D; = 0) — P(D* =0, D* = 0)]
= nzzi D;_; =0)IP(D; = 0) — IP(D;—; = 0)IP(Dj = 0)]

= Y ZP(Di—j = 0)[IP(D; = 0) — IP(D; = 0)],

i=1 j=1
e, por Ferrari and Fontes [6], sabemos que, [IP(D; = 0) — IP(Dj = 0)] é nao negativo.
Por outro lado, do Lema 3.3 [A.6], temos que Z”__Ol IP(D; = 0) nao é limitada se d = 1
ou d = 2. Sendo assim, concluimos que Var( »(z)) nao é limitada em n nesses dois
casos e, entdo, Ln(z) ndo é limitada quando d = 1 ou d = 2. Portanto, basta analisar a
convergéncia de L,(z) quando d = 3 e d = 4. Observe também que, se = ¢ 27 entéo
IP(D? =0) = 0 pois, partindo de z o passeio aleatério nunca chega no zero, qualquer que

seja i. Entdo, neste caso, a primeira parcela de Var(L »(2)) fica da forma,

2us -0 X ip(Di=0)

sendo que,
n—2

> ilP(D; =0) = c0 quando n — co.

i=1

Isto nos garante que, Var(j}n(m)) explode, quando = ¢ 27%, como ja haviamos antecipa-
do. Portanto, basta analisar a convergéncia de f,n(m) ,emn ,se d=3ou d=4, para
todo z € 272%, que faremos a partir de agora.

Note que, pelo Lema 3.3 e pela Proposicao 5.1 [A.6] , a terceira e quarta parcelas de
(4.2.20) sao limitadas em n. Para a segunda parcela de (4.2.20), como IP(Df = 0, D} =
0) > 0 entao,

S SP(D; = 0,D; = 0)— P(DF = 0,D% =0)] < 55 P(D; =0,D; =0)

i=1 7=1 =1 j7=1

iilp(Di =0|D; = 0)P(D; =0) = > > P(Di-j =0)IP(D; =0).

i=1 7=1 1=13=1



Entao,

lim > Y [P(D; =0,D; = 0) — P(Df =0,D% =0)] <

1=1 j=1

e, ja sabemos que, para d > 3,

Portanto, temos que

> IP(D, =0) < co.

n>1

> > P(D; =0,D; =0) — IP(Df =0,Df =0)] ¢é uniformemente limitada em(4.2.21)

i=1 =1

No restante desta secao, vamos analisar a primeira parcela de (4.2.20), com o objetivo de

mostrar que ela é limitada em n, para todo z € 2Z%. Portanto, vamos provar que

> n[P(D, =0) — P(D% = 0)] < 00, Yz € 2%

n>1

Sejam A(s) e a(s), as seguintes séries de poténcia

sendo

Observe que,

As)

Isto é,

Do Anst =ao+ ) (et An1)s" = a0+ ) ans” + ) Anrs”

n>0

n>0

A, = _[IP(D;
1=0

an, = [IP(D,

n>1

n>0

= 0)— P(D} = 0)]

= 0) - P(D; = 0)].

Z a,s" + s Z Ans™ = a(s) + sA(s).

n>0

n>0

A(s) =D Aus™ e a(s) =) ans",

n>1

n>1

(4.2.22)

(4.2.23)



Portanto,

lima(s) = ll_I)Ill(l — 5)A(s), (4.2.25)

s—1

sendo
ll_rg} a(s) = 7Z%[P(Dn =0) — P(D; =0)].
Obs.: Todos os limites acima existem ( e podem, em principio, ser +c0), pela positividade
de P(D, =0) — IP(D* = 0) [Ferrari/Fontes(1998), pagina 23].
De (4.2.24), temos que
1
a'(s) = Z na,s" ! = = Z na,s".
n>1 S n>1
Isto é,
sa'(s) = > naps" =Y n[P(D, =0)— P(D; =0)]s". (4.2.26)
n>0 n>0
De (4.2.26), temos
lim sd'(s) = g%n[P(Dn =0)— P(D; =0)]. (4.2.27)

Portanto, para provar (4.2.22), basta mostrar que

* /
ll_r)l}a (s) < o0,

de acordo com (4.2.27) e valendo a observagdo acima.

Seja f(s) a série de poténcia de P(D, = 0), isto é,

f(s)=>_IP(D, =0)s". | (4.2.28)

n>0

Sabemos, pelo que foi feito no lema 3.2 [Ferrari/Fontes (1998), pagina 13], que

/(1 —s)
s) = , 4.2.29
sendo T" o tempo do primeiro retorno a origem do passeio D,,, que comeca no zero,
1 - E(sT
qu(S) = Z P(T > 'I'L)Sn = T(S),

n>0
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em que

E(s") =Y IP(T = n)s" = ¥g(s),

n>0

e, por (3.1.16), temos

d

v =:70(0,0) = > _v(wi(0,¢;))* < 1.

i=1
Obs.: v = 1 é, em principio, possivel; corresponde ao Modelo do Votante; podemos excluir
este caso, em que os resultados desta tese nao valem.

Do Lema 4.3 [Ferrari/Fontes (1998), pag. 20], sabemos que

A =S UP(Ds = 0) = P(DF = 0)] = 3. P(Doy = O)P(Ty > k), (4.2.30)

=0 k=0

sendo T o tempo de chegada na origem do passeio D,, partindo de = € 27%, = # 0.
Portanto, usando (4.2.23), (4.2.28), (4.2.29) e (4.2.30), temos

As) = 3 P(Dack = O)P(Ty > k)s™ = (3 P(Dy = 0)s")(3" P(Ty > n)s")

n>0 k=0 n>0 n>0

_ _ 1/(1—s)
= F@9L) = Ty P

_ 1 ¢r.(5)
I EDIE =) )

Usando (4.2.31) e (4.2.25), temos

_ ¢1.(s)
a(s) = T (L= 7)562()" (4.2.32)

Seja

Ur(s) = E(s) = %j E(sT)X =2)P(X = z)

= S E(G™)pe =Y Ur,(s)pa,

z#0 z#0

sendo p;,  # 0, a distribuigao do salto da origem. Portanto,

= 3 br(s)pe. (4.2.33)

z#0
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Usando (4.2.33) em (4.2.32), temos

uls) — ¢1.(s)
() =135 > z0 S ()P (4.2.34)

sendo A =1 — 7.

De (4.2.33) sabemos que ¢r(s) = 3,20 ¢1,(5)py, sendo os valores possiveis de y # 0
todos os sitios em 277 para onde o passeio D, pode pular partindo do zero. No caso que
estamos tratando esses sitios sdo os “vizinhos mais préximos” da origem. Se N denotar
o conjunto de todos os sitios que sdo “vizinhos mais préximos” da origem entao

br(s)= X dn(o)ps = 3 3 o1, (9),

yEN yeN
pois p, = %, Vye N.
Portanto, as variaveis T}, Yy € NV, sdo identicamente distribuidas. Seja yo € NV, digamos
Yo = 2e1, por exemplo. Entao,
1
41(6) = 7 T 61 (5) = 91 9) (4.2.35)
vE

Logo, sendo yo € NV e substituindo (4.2.35) em (4.2.34), temos

__ ¢n(s)
a(s) = [T Asdr, (5)" (4.2.36)

(I) Consideremos o caso em que z =yo € N. Entéao, obtemos

P, (8)
a(s) = TF s (3] hoo7,. (5)' (4.2.37)

Dai,

vy = Pl =28,
B (1+ /\.sngTyo(s))2 '

Para todo 0 < s <1, temos

1
0< d1(5) = 50 P(Tyy 20)s" 2 Y P(Tyy = c0)s™ = po Y 8" = po—,

n>0 n>0 n>0 $

sendo py = IP(T,, = c0) > 0, pois, como estamos considerando d > 3 entao o passeio
aleatério D,, é transitorio. Temos
1 1-s

4.2.
¢1,,(5) po Po>0 e (4.2.38)

IN

0<
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) _ >ms™) - (Twes
¢f21'y0 (s) (Znso P(T > n)s™)? — (ano P(T = oo)s™)?

Isto é,

< — < oo (4.2.39)

Portanto, lim,_,; a’(s) é finito. Logo, provamos que, quando = € N temos

> n[P(D} = 0) — IP(D; =0)] < co. (4.2.40)
n>0
Entéao, usando (4.2.40) e (4.2.21), concluimos que Var(L,(z)) é uniformemente limitada
em n , quando = € NV,
(II) De (4.1.8), da Proposicio 2.3 e do Lema 3.3 [A.6], basta mostrar que Var(L,(z) —
L.(0)) é limitada em n. De (I), sabemos que isto é vélido para yo € N. Para z € 27Z¢,
d > 3, escrevemos L,(z) — L,(0) como uma soma telescépica de “vizinhos mais préximos”

(‘em 27Z*), da seguinte forma
I,n('v Z (:Bk (:171~ 1)) (4241)

sendo m o nimero de sitios do caminho a partir da origem até z, z,, =z e o = 0.

Note que,
Var(Ln(z) — L,(0)) < mgj Var(La(zr) — La(zk-1))
= m*Var(L,(yo) — Ln(0)) (4.2.42)

sendo yo € N arbitrdrio e a 1ltima igualdade seguindo da invariancia por translagao do
modelo. A 1ltima expressao é limitada em n por (I).
Como (Ln(z) — E(Ly(z))) é um martingal entao, usando o Teorema de Convergéncia em

L?, Durrett, [5], temos que

Ln(z) — Loo(z) (4.2.43)
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quase certamente e em L?. Portanto, (4.2.43) completa a prova do seguinte Teorema:

Teorema 4.2.1 Seja Lno processo das alturas visto da altura da origem, no modelo TI,

definido por
Lu(2z) = Ln(z) — L,(0), para todo = € Z%.

Se d > 3 entao {f,n(:c), x € 27} converge quase certamente e em L?, quando n — oo
para uma superficie aleatoria, que denotamos por L= {]3(7:), x € 27},

As flutuacoes espaciais de L sdo da mesma ordem do que as de L, para d > 5, devido
3 independéncia em relagdo a = da distribuigio de L,(z) e da limitacio em n de suas
flutuagdes. Como veremos adiante ( Teorema 4.3.2), o Teorema 3.1.2 do Capitulo 3 é

valido se substituirmos L por L.

4.3 A forma e a ordem de magnitude das flutuacoes
espaciais no modelo TIT

Pelo Teorema 4.2.1, da secao anterior, temos que o processo das alturas, visto da altura
da origem, converge fracamente para para uma superficie aleatéria L, quando d > 3.

Agora, vamos estudar a ordem de magnitude das flutuagbes espaciais dessa medida e a

forma dessas flutuagoes.

Seja fr, = f/n — E(fjn), para todo n > 1. Para todo z € Z%, temos
fa(®) = Lu(2) = E(Ln(z)).
Usando o Teorema 4.2.1, temos que
lim Var(Ln(z)) = Var(L(z)). (4.3.1)

Entdo, usando (4.3.1) em (4.2.20), temos

Var(L(z)) = k1 Y n[P(Dn = 0) — P(DZ = 0)] +

+2M () Z[]P_(Dn =0)— P(D; =0)]+202 > IP(D, =0) +
thy Yy an[JP(Dn =0,D; =0) — IP(D =0,D% = 0)], (4.3.2)

n>1j=1
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sendo k; = 3(4[;—"1), ky = kid(48—1%) e 2M(z) = 202+k;. Provamos, na segio anterior, que
Var(ﬁ(:c)) é finita, para todo = € 2Z% e d > 3. Portanto, nosso objetivo agora é estudar
sua dependéncia em z e seu comportamento quando ||z|| = oo, para todo z € 2Z% e d > 3.
Mas, note que, se d > 5 entdo, pela independéncia em relagao a = da distribuigao de L, (z)
e por (3.1.43), sabemos que Var(L,(z)) = Var(L,) é limitada em n, com limitantes que
néo dependem de z, Yz € Z*. Logo, sed > 5, temos que lim_o0 Var(L,(z)—Ln(0)) < oo,
néo depende de z. Como (L, (z)—L,(0)) é um martingal (Lema 2.2.1), entao pelo Teorema
de Convergéncia de Martingais em L?, Durrett [5], temos que (L,(z) — L,(0)) converge

quase certamente e em L%, quando n — oco. Seja L(z) este limite. Entdo, z(x) tem

flutuagdes limitadas em z, quando d > 5. Como, por (4.1.7), sabemos que
Ln(@) = (Lal2) = Ln(0)) + 2220 () + lall, (43.3)

entao, observe que, se d > 5 , as flutuagbes espaciais de L,(z) sdo provinientes, uni-

camente, das flutuagdes do termo 2zZ,(z), que j& conhecemos do estudo do PMA line-

A

ar. Portanto, basta analisar a ordem das flutuacdes espaciais de Var(Le(z)) quando

d =3 oud =4, sendo z € 2Z%. Para isto, precisamos estudar o comportamento de

Var(Ln(z) — La(0)), quando d = 3 ou d = 4. Usando (4.2.10) em (4.1.19), temos que

Var(Lo(e) = n(0) = 23 Elv(Sie)*1{Di=0)] - Bl(Sw)1{D; =0}
+20§7§ P(D¥ = 0). (4.3.4)

Seja 02 como definido em (2.2.42). Entéo, usando (4.2.7), note que

48 —1
o2 = y Ilz||?. (4.3.5)

Substituindo (4.2.19) e (4.3.5) em (4.3.4) e, considerando k; e k; como definidos em (4.3.2),

temos

lim Var(La(z) — Ln(0)) = k1 »_ n[IP(D, = 0) — P(DZ = 0)] +

n—00

4 ky Y0 Y O[P(D, = 0,D; = 0) = P(DZ = 0, = )] +

n>17=1
-||2
+ k’l(—”lz“ —1) > P(D; =0) +k ) P(D,=0). (4.3.6)
n>0 n>0
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Observe que, limy—yeo Var(La(z) — L.(0)) < o0, pelas seguintes razoes:

(1) Yon>0 P(DE = 0) < Yonxo (DS =0) < oo pois, como vimos em [Ferrari/Fontes

(1998), pagina 23], [P(Dg = 0) -
que ser nao negativo. Isto €,

b e o
P(D? = 0)] é o incremento da variancia de um

martingal e portanto, tem

P(D° =0)> P(D; = 0) Vn>1

(En(:v) —L,(0)) aparecem também na expressao

(2) As parcelas restantes de limn—c0 Var
sses €asos Var(L(x)) < 00.

de Var(L(z) e, ja provamos na secio 4.2, que ne
| é um ndmero par € o nimero total de passos para

Para todo 2 € 2%, ||z = Sy i
IJ_U [sto é, para todo = € /A

exr, é no mmlmo 1gua

p(DZ=0)=0, Vn <|| a

Che . e v
gar ao sitio zero, partindo d

Ent&o,

S P(DE=0) = ZIPD””:OSZP
nz I3l

T

n>0 n> 12
€ sabemos que 3,50 IP(Dn = 0) é uma série convergente. Portanto,
lim Z P(D, = 0) =0, (4.3.7)

lell—+0 50

Por

or outro lado, como vimos segao 4.2,

S SO[P(D, = 0,D; = 0) = P02 =00 <(LP(D.=0),  (438)
! n>1

n21j=1
omportamento de limy—so0 Var{Ln(z) —

€ na ; ;
0 depende de . Portanto, para entender o C

o
n(0), dado na, exXpressao (4.3.6), quando ||| = ©0 basta analisar

Z n[IP(Dn = 0

n>0

) (D% =0)]

Cc : ;
) N . , . £ o rice . o) S oeener \ S

Mo sabemos, o passeio aleatorio D, é simétrico, com tempo de espera, 1sto e, 7" =
asseios aleatorios H,,,

To(( 1 Yy . AOOTS
(0, 0) > 0 e perturbado na origem. (‘onsideremos agora 0S P

€Ol e eeeto aleatdrio simétri
no definido em (3.1.10), e [y, de finido da seguinte forma: passeio aleatorio simetrico,
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homogéneo, sem tempo de espera, isto é, v* =: vg+(0,0) = 0, e com probabilidade de

transicao, dada por

’)’H(l) k)
* l k' = sJ.
i ( , ) Emezd,mgﬁl fyH(l’ “2’.), (4 ’ 9)

para todo [ # k, [,k € 27Z%. De (4.2.37), para o passeio D, temos

ap(s) = %, (4.3.10)

sendo yo € NV, o conjunto de todos os sitios que sdo “vizinhos mais préximos” da origem

e T, como definido em (4.2.30), tal que

pr(s) = L= ¥z=lo) (4.3.11)

1=sg 7

sendo
br,(s) = > IP(Ty = n)s". (4.3.12)

Portanto, substituindo (4.3.11) em (4.3.10), temos

1 - ¢TI(5)
=) F As(l = ¢Ty0). (4.3.13)

De maneira analoga, para o passeio H,, temos

ap(s) =

ap(s) = % (4.3.14)

sendo T, definido como T, porém relativo ao passeio H,, A=1—7 e
d
3 =:vm(0,0) = > v*(u1(0, ¢;)).
J=1

Observe que, a diferenca entre os passeios D,, e H, é a nao homogeneidade na origem de

D,, e que as variaveis T, e T, ndo envolvem as transigoes neste sitio. Portanto,
¢1.(s) = ¢7,(5)- (4.3.15)
Entao, como conseqtiéncia, temos

¢p(s) = D b7,(s)By = D ¢r,(s)By

yeN yeEN

= ¢1,,(s) D Py = ¢1,,(5),

yeEN
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para yo € N, digamos yo = 2¢; = (2,0,...,0). Isto é,
¢r(s) = dp(s) = é1,,(s), Yy € N.

Logo, substituindo (4.3.15) e (4.3.16) em (4.3.14) e usando (4.3.11), temos

aH(s) _ 1 - 1/)Tz(3) _
(1 —s)+ As(1 — ¢Tyo(5))

Para o passeio H, analogamente, temos

¢1:(s)
ag«(s) = ———F———,
+(s) 1+ sy (s)
sendo \* =1 —v*=1.
Portanto, usando (4.3.11), temos

ag+(s) = L — Y (s)
(1—=s)+s(1 = (s))

(4.3.16)

(4.3.17)

(4.3.18)

(4.3.19)

Observe que a variavel T;, que aparece nas expressoes de ap(s) e de ag(s), é da forma

Nz
Te=3_m,
=1

sendo

(4.3.20)

(i) Ny a varidvel aleatéria que conta o numero de passos efetivos do passeio H, (ou

D,,) no caminho percorrido de z até zero;

(ii) 7; a variavel aleatéria que representa o tempo de espera do passeio H, (ou D,) no

i-ésimo sitio visitado, no caminho que vai de z até zero;

(iii) 7 tem distribui¢do geométrica com parametro J (o parametro é  para o passeio

D,), Vi > 1, isto é,

P(r; = k) = (7)) (1 = 9)1{1,2,.. .}(k);

(iv) As varidveis 7y, 73, ..., sdo independentes e identicamente distribuidas.

Entao,

br(s) = E(s™) = E(sZih™) = BE(sXm|N,)]

= IE[E(ST‘)]NI = E[¢Ti(3)]N$ = ":Z’Nz('ﬁbﬂ'(s)) = 77sz @ ¢7‘i(3)'
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Usando (iii) e (iv) de (4.3.20), temos

k k-1 N A= 7 (A=7)s
(s gslpn—k) 1; SO = T s T s

Logo, para todo z,

1—7s

1=%)s
Yr.(s) = ¥, <( 7) ) : (4.3.21)
Para o passeio H, temos 7; = 1, Vj > 1. Entao,
N:
=> 1=N;, (4.3.22)
i=1

sendo N} a variavel aleatéria que conta o numero de passos efetivos do passeio H), n

caminho percorrido de z até zero, z # 0. Portanto,

Yra(s) = ¥ns(s 2;1 P(N; = n)s" (4.3.23)
De maneira andloga, temos
¥, (s) = ¥n,, (% - 2‘9) (4.3.24)
e
by () = ¥y (s) 2 P(N;, =n)s". (4.3.25)
Sabemos, de (4.2.27), que
lim ap (s) = T;)n[ﬂ?( =0) — IP(D* = 0)]. (4.3.26)

De maneira analoga, temos para os passeios H, e H, respectivamente:

1;%{1%,( 8) = ; n[IP(H, = 0) — IP(H? = 0)] (4.3.27)
131TmaH,( s) = ;n[IP(H,’: =0) — P(H* = 0)]. (4.3.28)

Lema 4.3.1: Se z € 27% estd localizado num dos eizos coordenados e ||z|| é um mailtiplo

par de 2 entdo existem constantes ¢, ¢’ < oo tais que

c ||z, sed=3

> nlP(H;, = 0) — IP(H;7 = 0)] <
d log||z||, sed=4.

n>0
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Prova: Ver Apéndice A.3.
Lema 4.3.2: Seja = € 27Z° tal que ||z|| é wm miltiplo par de 2 e = tem apenas uma
coordenada diferente de zero. Entao,

S nlP(D, = 0) ~ P(D;=0)] e Y. n[P(H; =0)~ P(H;* = 0)]

n>0 n>0

sao da mesma ordem, para d =3 ou 4. Isto €,

im Enzon[P(Dn =0) — P(D} = 0)] _ 1
llzllsoo Spson[IP(Hy = 0) — IP(Hz* =0)]  1—7’

sendo v =: yp(0,0) = X0_; v(u1(0,¢;))? < 1.
Prova: Ver Apéndice A .4.

Retornando a expressdo (4.3.6), temos

limp 00 Var(Ln(z) — Ln(0))

>_ n[lP(Dy = 0) — IP(D;; = 0)]

leiloeo EE " il oo ||cc||2n>0 "
iz HQZZ[P n=0,D;=0) = P(D} = 0,05 = 0)] + k(5 ||2)ZJP(Dn:0)
n>1 j=1
” ”2 3 P(D, =0)]. . (4.3.29)
n>0

Portanto, utilizando os lemas 4.3.1 e 4.3.2 e as expressoes (4.3.7) e (4.3.8), concluimos
que

limy, 00 Var(L,(z) — L,(0))

1
llzll—co ]|

=0, (4.3.30)

para todo z € 27Z? tal que ||z]| é miltiplo par de 2, z tem apenas uma coordenada
diferente de zero e d = 3 ou 4.

Consideremos agora z € 27° tal que ||z|| é muiltiplo impar de 2, localizado num dos eixos
coordenados. Ou seja, z tem apenas uma coordenada diferente de zero e ||z|| = |z;| é da
forma 2(2k + 1), para algum k£ > 0 ealgum i =1,...,d.

Seja ¢’ € 27Z% um multiplo par de 2 que é o vizinho mais préximo de z no mesmo eixo

coordenado. Entao,

lim Var(L,(z) — La(0)) = lim Var[(La(z) —

n—oo

<2 lim Var(La(z) — La(2") + Var(L.(z') — L,(0)). (4.3.31)
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Como Ly(z) £ L,(0), pela invaridncia por translagio do modelo, garantimos que
[Ln(2) = Ln(2")] = [Ln(o) — La(0)), (4.3.32)
sendo yo vizinho mais préoximo de zero e no mesmo eixo coordenado de z e z’. Portanto,
Var(Ln(z) — La(2") = Var(La(vo) — La(0)), (4.3.33)

e nao depende de z e z'.
Observe que, Var(L,(z") — L.(0)) satisfaz (4.3.30). Entdo, usando (4.3.33) e (4.3.31),

temos

lim [hmn_,oo Var(an(:c) — Ln(O))} 0,
llzll—o0 |||

para z € 27 tal que, ||z|| é miiltiplo impar de 2 e z localiza-se num dos eixos coordenados.

(4.3.34)

Agora, seja ¢ € 27Z* qualquer, com pelo menos duas coordenadas diferentes de zero
z = (z1,2,...,%4). Entéo,

lim Var(Ly(z) — L,(0)) < lim [Var(f/n(a:) — La(21,...,24-1,0))

- n—oo
+Var(La(z1,..-,%a-1,0) — La(21, - . .,24-2,0,0))
+... 4 Var(Ln(21,0,...,0) — La(0))] . (4.3.35)

Note que, cada parcela de (4.3.35) é a variancia da diferenca de L, entre sitios que
diferem em apenas uma coordenada. Pela invariancia por translagdo da distribuicdo de
{L.(z),z € Z*}, cada varidncia é portanto a variancia da diferenga de L, entre sitios num
mesmo eixo coordenado. Entado, podemos usar os dois casos analisados anteriormente.
Logo, concluimos que,

limy, 0o Var(La(z) — L,(0))

l]|?

(4.3.36)

converge a zero, quando ||z|| — co. Ou seja,

lim Var(L,(z) — L,(0)) = O(||z||?),

n—oo

para todo z € 2Z% e d = 3 ou 4.
Teorema 4.3.1: Se d > 3 entao

Var(L(z)) éda ordem de |z|?,
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para x € 27%, no caso de p = 0 e alcance 1. Isto €, as flutuagies espaciais de f,(t) sao
da ordem de ||z||, = € 27°%, se d > 3 .
Prova: Usando (4.3.2) e (4.3.5), podemos escrever a Var(L(z)) da seguinte forma:

Var(L(z)) = k1 Y n[lP(D, = 0) — IP(D% = 0)] +

n>1
2
+k(llz|)* + 1) D P(Dn = 0) — kl(”‘—;”— +1) 3 P(DZ =0) +
2l n>1
+ k2 Y. Y_[IP(Dy = 0,D; = 0) — P(D = 0, D} = 0)).

n>1 j=1

Entéo, usando (4.3.7), (4.3.8) e (4.3.36), para os casos de d = 3 ou 4, temos

A

M'zkIZP(DFOKOO,

llell2oo  [|2]|2 a1

sendo ki como definido em (4.3.2) e usando o fato de que 3,51 IP(D, = 0) é uma série
convergente [Ferrari/Fontes (1998), péagina 16]. Para d > 5 o resultado do Teorema

também € valido pois,

Jim Var(zZ,(z)) = Var(zZ(z)) =02 > IP(D, = 0) = 4ﬁd_ ! llz||* > P(D, = 0),
n>1 n>1

usando (4.3.5) e a Proposi¢do 2.3 [A.6], o que completa a prova do Teorema. O
Agora, partimos para obter alguma informacao a respeito da forma dessas flutuacoes

espaciais. De (4.3.3) e (4.1.4), temos
Lu(2) = Ln(0) = (Ln(z) — E(Ln(2))) — 22 Z,(2), (4.3.37)

sendo, E(zZ,(z)) = IE(zZ,(z)) = 0.
Do Lema 2.2.1, sabemos que (L, (z) — L,(0)) é um martingal em relagio a {F,, n > 0}.

Além disso, ja vimos que lim,_o, Var(L,(z) — L,(0)) < co. Portanto, usando o Teorema

de Convergéncia de Martingais em L?, Durrett [5], temos que
Ln(z) — L,(0) = L(z), q.c. eem L? quando n — oco. (4.3.38)
Também usando o mesmo Teorema de Convergéncia, temos que

zZ,(x) = xZ(z), q.c. e em L?, quando n — co, (4.3.39)
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utilizando Lema 2.2, Proposigao 2.3 e Lema 3.3 [A.6], e sendo Z, (z) como na Definigao 2
[A.6]. Entao, de Z,(z) = Z,(0) e usando (4.3.5) e (4.3.39), temos

tZ,(z) = 2Z(z), q.c. eem L?, quando n — co. (4.3.40)

Logo, usando (4.3.37), (4.3.38), (4.3.40) e o Teorema 4.2.1, temos

L(z) — ||z)|* = 22Z(z) + L(z), sendo E(L(z))= || (4.3.41)
Entao,
L) —|el* _, = L(e)
=2 Z - 4.3.42
el el 7T T (4342)
sendo que
L
ﬁ 5 0 quando ||z — oo, (4.3.43)

usando (4.3.36) e (4.3.38)
2e) = XL 5 p(p, —0) =k S P(D. =), (13.44)

n>1 n>1

Var(2—
Cr

usando (4.3.40). Entdo, para todo z € 2% tal que

— — ¢, quando z — oo, (4.3.45)

temos

%””"’”2 =2y 9 Z(O) (4.3.46)

sendo ¢ € IR tal que ||¢]| =1, E(2¢Z(0) =0 e
Var(2p2ea(0)) = 4033 P(Dy=0) = "Dy 5~ pip, — )

n>1 n>1

= kY. P(D, =

n>1
Portanto, (4.3.45) e (4.3.46) completam a prova do seguinte teorema:
Teorema 4.3.2: Seja x € 2Z% ¢ d >3 tal que ﬂz—” — ¢ , quando = — oo, sendo
¢ € R tal que ||p|| = 1. Entdo,
L) = oll a5 500) o Yorll(e)
]l el
quando ||z|| = oo, com E(2¢Zx(0)) =0 e Var(20Z.,(0)) = k Y1 P(Dn, = 0),

sendo ky como definido em 4.3.2.

— Var(2¢Z(0)) < oo,
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Capitulo 5

Processo das alturas a tempo

continuo.

Neste capitulo estudamos o processo das alturas a tempo continuo, denotado por 7,
t > 0, obtendo resultados analogos ao processo a tempo discreto.

Na Secao 5.1 fazemos uma discretizagao do processo continuo considerando uma
familia de processos a tempo discreto, denotada por X, para todo n > 0, sendo N
o indexador da familia e provamos que X[JJVWJ converge em L? para o processo 7; quando
N — oo, para todo ¢ fixo, supondo a existéncia do quarto momento (Teorema 5.1.1). De
maneira analoga definimos L tal que X £ LY. A partir daf encontramos a variancia
de mi(z) como limite da variancia de X[]X,t](:c) quando N — oo, para todo z € Z*.

Na Secao 5.2 tratamos do caso dos u's simétricos e alcance limitado e encontramos a
ordem de magnitude em n de Var(n:(z)). Provamos que neste caso as flutuacoes da altura
do sitio z, para todo z € Z?, somente se estabilizam quando d > 5 (Teorema 5.2.1).

Na Secao 5.3 estudamos o caso dos u's viesados e, assumindo a existéncia do quarto
momento, mostramos que as flutuagdes da altura do sitio  nunca se estabilizam, para
todo & € Z* (Teorema 5.3.1).

Na Secao 5.4 definimos o processo das alturas vistas da altura da origem denotado por
n; € estudamos sua convergéncia temporal no caso dos u's simétricos, alcance estritamente
1 e d > 3. Provamos que neste caso o processo 7;(z) converge fracamente para uma su-

perficie aleatdria 7(z), quando ¢ — oco. Este resultado envolve uma segunda discretizagao,
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desta vez dos processos auxiliares D; e S;.

5.1 Discretizagao do processo continuo

Nesta Secao consideraremos o modelo continuo 7;,¢ > 0, como definido na Introducao.
Denotaremos por IP e IE a medida de probabilidade e a esperanca correspondentes ao
espaco onde as familias dos processos de Poisson {N:(7),7 € %d}tzo e dos vetores de
probabilidade aleatérios {u(i,-),i € Z?} estdo definidos. Sendo v a distribuicio comum
dos vetores u(z,-), denotaremos por IP, e IE, a medida de probabilidade e a esperanca
associadas a v. Como antes, usaremos a notagao v(X) para indicar IE,(X).

Para cada sitio i € Z* consideremos um processo de Poisson (NV;(i))i>o de pardmetro
1, independente dos demais sitios. Entao, sempre que o relégio exponencial toca para o
sitio 7 € Z%, a altura correspondente a este sitio é renovada por uma combinacio convexa
aleatéria da sua prépria altura e das alturas dos sitios vizinhos. Sejam 7'(z, k) os sucessivos

tempos do processo de Poisson do sitio 7, i € Z¢, para todo k > 1. Isto é,
T(i,k) é o tempo da k—ésima marca de Poisson no sitio 1 € Z%. (5.1.1)
Seja
ur(z,+) a k—ésima realizacao independente do vetor aleatério u(z,-). (5.1.2)

Consideremos {ﬂn ;sn>1 1€ Zd} uma familia de variaveis aleatorias independentes e

identicamente distribuidas, definidas por

—1
N
= > oL
i 1{ (z, k)e[ N N] para algum k 1} (5.1.3)

sendo N um inteiro positivo, denotado como parametro de escala.

Cada variavel ﬁ tem distribuicao de Bernoulli com parametro p dado por
p=IP(T3,1)<1/N)=1—-e/V, (5.1.4)
Para cada sitio 1 € Z%, o tempo continuo é discretizado em intervalos de comprimento

1/N e

n,t

& (a altura do sitio 7 sera renovada no tempo n).
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Seja
K, =3 B (5.1.6)
k=1

o nmimero de marcas do i-ésimo processo de Poisson no intervalo [0, %-]. Entdo, o processo

a tempo discreto, (X2),>0, serd definido da seguinte forma: para todo n > 1,

X3'(i) = Xo(i)

Xiv(l) = 1]1\,’1' %Uf(;;(i,j)X:]q(j) + (1 - TJLVz)X'IILV—I(Z) (5-1-7)

Seja FY a o—4lgebra gerada por {BL;, ux(i,-) 1 <k <n, i€ Z*} . De (2.1.6) sabemos

que
X (@) = E X ()17 (5.1.8)
sendo YkN’x’n, k =0,...,n, um passeio aleatéorio comecando em z, dado pelas probabili-
dades de transicao
P =Y ) = Blurg-x(i0) + (1= 8L, ) 1{i = j}
= ', (i,7). (5.1.9)

Assim, UV = {ukN(z,) k>0, 1€ Zd} ¢ uma familia de vetores de probabilidade
aleatorios independentes e identicamente distribuidos. Utilizando a configuracao inicial

dada em (2.2.1) temos
X (z) = E([Y,"="> | 7). (5.1.10)

Consideremos agora o passeio aleatério YV comegando em z € Z¢, dado pelas proba-

bilidades de transicao
P, =07 =4, FY) = Blugi (5,5) + (1 = B 1{i = 5} =: w (4,5). (5.1.11)
Entdo, analogamente a (2.2.2), temos

Ly (z) = E(IY;"|* | 7). (5.1.12)

n
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Sejam, para todon > 1 e k € 7Z¢,

0y (k) = > (=K, (k5) = > (= k)Bayuxy(k,j) + (1 = Bry)1{k = j}]

J€z! jez?
= BN, 3 (G — k)ugx(k,5) = BOx., (K), (5.1.13)
jez?

sendo a segunda igualdade decorrente de (5.1.11). Sejam SY*¥ ¢ DN'®¥ cadeias em Z°,

definidas por

Nazy _ Nz | Ny
Sn - }/n + Yn

DN=y — yN= _ f/nN»y, (5.1.14)

sendo YHN  uma cépia do passeio aleatério Y,V*  independentes dado FY, para todo
@ € Z°. As probabilidades de transigao da cadeia DN'*° sio
(k) = P(DY=0 =k | DN50 = 1) = 5 B [ul (0, 5)u (1, + ¥)]
JEZ?

— 3 B[(Blun0.0) + (- A1 = 03)

i€zt
x (B (L + k) + (1= BY) 1{l = k +j})]
= (1- e"l/N)2 Z v{ui(0,7)ur(l, 7+ k)] + e_I/N(l — e_l/N)z/ [ui (0, — k)] +
JE€Z?
+e N1 — eV [ug (k)] + e N 1{l = k}.

Usando a invariancia por translagdo do modelo temos

WK = (1= 3 w(u(0, ) (bi+k) +

4 e UN (1 _ e—l/N) (V[ui(0,k = 1)] + v[us (0,1 — k)]) +
+ 6—2/N1{l = k}. (5.1.15)

Observe que, como no Lema 2.5.3 as probabilidades de transicao sao homogéneas fora da
origem. Para a cadeia SY*° temos
WLk = PSY"=kSE =)= 3 E[ul(l,k-j)ul(0,5)]
jex!
= > EB[(BNux(k—3)+0—BN)1{l=k-j}) x

jez?
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x (Blours(0,5) + (1 — BL) 145 = 0})]
= (1—e? 3 vl k= 7)ua(0,5)] + e M1 — e YV [uy (0,k — 1)] +
jez?
+ e N1 — e MYy [uy(l, k)] + e N 1{l = k}. (5.1.16)

Observacao: Denotando por 7(1}’)' s) a probabilidade de transi¢do da cadeia (DN, SN entao,

para todo (I,k) e (d,s) € Z* x Z*, temos

’7(1}7),5)[(1716)7(["{_ d7k+s)] = P(Drly = l+d"5’7]LV = k+5ID7]1V—1 = Z,Svjav—l = k)

_ E[ui\,(k+l,k+s+l+d)u1 (A—l L+s—l—d)}

2 2 2
= K l:(,@{vkizuh Y
172 &

A—I—lk—l—l s+d
(R rioe0)

k—lk—l
o (5425222 e-a)

1

+6_1/N(1_6_1/N>V[u1 (k;l,k;l+s;d”1{s:d} .,

+e-1/N(l_6_1/N>V[ul (k—z k—z+s;d>}1{sz_d} N

2 " 2
+ e N1{s=0,d = 0}.

Observe que também temos homogeneidade espacial da cadeia (DY, SN) em {0} x Z¢

e (Z%\ {0}) x Z?, separadamente, como no Lema 2.5.3. Isto &, se a cadeia estd em

{0} x Z* <=1 =0, temos

ool = =) o fu (05w (05

+ e MV (1 - e"l/N) v [ul (0, i ; d)] 1{s=d} +

—d
+ e N (1 - e_l/N) v [ul (0, S——)} 1{s=—-d} +
2
+e N1{s =0,d = 0}. (5.1.17)

Se a cadeia estd em (Z?\ {0}) x Z¢ <= [ # 0, temos
l —d
Bl et ] = (1= ) o fur (0,54 w (0,557 +
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ce ) (oo (025 660 +

v [ul (0, #)} 1{s = —d}) 4

e N1{s =0,d = 0}. (5.1.18)
Pela prépria construgao do passeio aleatério YkN’x’", 0 <k <mn, temos que

. N,z,[Nt z,
;\}%YU\’SJ[ = yo (5.1.19)

quase certamente, sendo Y** 0 < s < ¢, um passeio aleatério a tempo continuo, que
utiliza as marcas de Poisson e as realizagoes dos u's “para tras”, no intervalo de ¢ a zero e
com taxas de transi¢ao dadas pela distribui¢ao de {u (-,-)}. Portanto, como conseqiiéncia,

temos que

. N,z z
]\}I_I')Iolo Ying =Y. (5.1.20)

quase certamente, sendo Y;® o passeio aleatério “para frente” a tempo continuo, que
também utiliza as mesmas marcas de Poisson e as realizagoes dos u’s “para frente” e
com taxas de transicdo dadas pelos u’s. Sejam F; a o—algebra gerada pelos processos de
Poisson e pelas realizacoes dos u’s correspondentes as marcas de Poisson entre zero e ¢ e,
Y% e V}¥° cépias de Y7, independentes dado F;, para todo 2o,y € Z¢. Usando (5.1.14)
e (5.1.20), temos que

. N,zq, o,
(a) ]\}H;Igo D[Nt]O Yo = Dto Yo
(b  Jlim SN = Sy, (5.1.21)

Observacgdo: Vamos utilizar a notacao (D, S;) para representar a cadeia (D, 5¢°).

Note que, (¥;°°,Y;”®) é um processo de saltos (provaremos mais adiante que é Markoviano)

com o seguinte comportamento:

a) Se num dado instante t os passeios Y;™ e Y;* estao emsitios diferentes, o que equivale
t t ) |

a dizer D{** # 0, entdo cada um deles espera um tempo exponencial de taxa 1,

até aparecer a primeira marca de Poisson. Aquele que apresentar a primeira marca,

depois do tempo t, pode saltar enquanto o outro permanece no mesmo sitio. Isto é,
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o processo espera um tempo exponencial de taxa 2, dado pelo minimo entre duas
exponenciais de taxa 1 de cada um deles, e salta com probabilidade de transicao

dada pela distribuigao dos u's.

(b) Se em ¢ os passeios estdo no mesmo sitio, o que significa D% = 0, eles esperam
um tempo exponencial de taxa 1 até aparecer a primeira marca de Poisson, que é
a mesma para ambos. Nesse instante eles pulam de acordo com a distribuicdo dos

u's.

Lema 5.1.1 O processo (Y}, )A/to) € um processo Markoviano de saltos com probabilidades

de transi¢ao da cadeia imersa, nos instantes dos saltos, e tempos de espera T, dados por
() PR =z+2 VR =a+y |Y2_ =2,V2 =2) = v(w(0,2)us(0,y)),

para todo z,z' ey € Z°.

v(ui(0,2"), v =0,a’ #0,
V(ul(o,y’))a ¢’ = O,y’ % O,
I/(ul(0,0)), g’ = O,y/ =0,

caso contrério,

[SIEEE N T

1 PYL =z+a', Y8 —y4+y|¥YS =2,V =y) =
Tn Tn Tn—l Tn—l

=

& # vy, para todo z,y,’ ey’ € Z°.

(iii) 7, tem distribuicdo exponencial de taza 1, no caso (i), e 7, € exponencial de taza 2,
no caso (ii).

Prova: (iii) ja foi argumentado em (a) e (b) acima. Ver Apéndice A.5. para (i) e (ii).
Lema 5.1.2 O processo (D, S;) € um processo Markoviano de saltos, nao homogéneo em

It x 7? , com probabilidades de transicio da cadeia imersa, dadas por

d —d
(z) IP(Dr, =d,S1, = $p—1+8|D1,-1 = 0,57,_1 =8,_1) =V [Ul (0, S;— Ju1(0, - 5 )} )

para todo d, s, s,y € Z°.

(12) P(Dr1, = dp_1 +d,St1, = Sp—1+ 8| D11 = dp—1, S1,01 = Sn—1)
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L fus (0,259)] = Lu(u(0,5)), s=d#0
]:%Amw;dn,s:—d#o
v [ug (0,0)], s=d=10

0, caso contrario

se (dp_1,80-1) € (Z*\ {0}) x Z°.

(iii) Os tempos de espera sio exponenciais de taza 1, se Dr,_; = 0, e sdo exponenciais de

taza 2, se Dr,—1 # 0.

Prova: Imediata, utilizando o Lema 5.1.1, o Lema 2.5.2 e as expressoes (5.1.17) e

(5.1.18). O

Seja n; o processo das alturas a tempo continuo, definido por

7 = lim X[IJ\’W] e no=X, (5.1.22)

N—oo

sendo, X[JJVWJ como definido em (5.1.8), no tempo [N{].

Portanto, usando (5.1.19), podemos mostrar que
n(z) = B(no(Y)|F).

Usando a configuracao inicial parabdlica temos

ne = Jlim X, (5.1.23)
e para todo = € Z? , vale
n(z) = E(|Y)* | 7). (5.1.24)

Agora, vamos mostrar que X[]X,t] £ 7, quando N — oo, para t fixo. Observe que,
2 N,z,[N T, 2
E (X{y(2) = (@) = B [E (Y ™0 | FNg) — B (1Y | 7))
N,z,[N e, 4 N,z,[N z,tp2) 2
= BB (g™ - e 7)) < (8 (e - veE)” 1 #)

N,z,[N z, 2 N,z,[N B, 2
E (I e = 1) = 8 (™ - 1) 1|

sendo

(1) a segunda igualdade devido ao fato de -7:[11\\,”] C JFi, para todo t;
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(2) a terceira desigualdade verdadeira pela desigualdade de Jensen para a esperanga

condicional entre colchetes;
(3) a dltima iguladade valida porque AY é definido, dado & € 7%, da seguinte maneira
AN = {Ys“ pula duas vezes no intervalo de tempo [ﬁlN‘_ll7 1%] para algum

1 < n < [Nt], ou pula uma vez no intervalo [ [Nt], [Nt]+ %]}

. . Nz, T
Ou seja, os passeios Y™ Y[NtT[ sao iguais fora do evento AN. Logo, fora de AY a
esperanca se anula e s6 tem sentido examina-la dentro de AY.

Portanto, temos:

Nx,N N,z[N z iz,
E(Liy(z) — m(2))* < E[(YVg™yne™ — ¥ 21 4m]
= 3 (51 = NPVt = 5, Y =4, AY)
i,j€Z?
. . N,z,[N z,
< S I+ N PNt = 5, vt =4, AY)
i,j€2Z
N,Z‘,N T, V z,
= B[V N™ 1+ 15 0 1 amy] = EQYNG ™ 1 0am) + BN 1 0am)-

Para todo r > 1, seja o, o r-ésimo momento do incremento do passeio incondicional

Y[x'tf’[m], definido por

> Nl v (i (0, 7)), (5.1.25)

Jjez?
€ vamos supor que, oy < 0O.

Como IP(AN) — 0, quando N — oo, para todo t fixo, o passeio Y,*' n&o depende de N e

tem quarto momento entao, temos
B[V 1gary) = 0, (5.1.26)

quando N — oo, para todo t fixo.

Agora vamos mostrar que

N,z,[N
lim E(|[ Yy 41 amy) = 0.

N—co
Escrevendo o passeio Y[Nt] =N o funcgdo dos seus incrementos, temos
5, [N] [Nt
z,[Nt V:z:
Yivg' z + Zﬂz s DY), (5.1.27)
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N, J,',[Nt]”4

Entéo, usando (5.1.27) para calcular ||Yy multiplicando por 1,4~ e passando a

esperanca, temos

(V]
BV L) < el P(AY) + Allal 30 B maama L B AV EE)

(V1]

+ 2lall® 30 BUB mea Bl e Lap L E(ALY; NPV A (P INY)
1,7=1
[N1]
+ 4 Z E Nz[Nt]ﬁ N:[Nt]ﬂkyNz[Nt])lAN]
1,7,k=1
E(l’A( N:L‘[Nt])AJ(YN:L',[N't])A ( N:L‘,[Nt]))
[Nt]
+ Z E[ Nx[Nt] ﬂ Nz[Nt] 'Bk y, Nzl ,BIYNI[NL‘])]-AN]
1,7,k,l=1
Nz' N N,z,[N N,z,[N V:z:,N
E[(A “) AN (A A
[Ni]
+ 43 BB e By o) Lap B AV ) @2 (I (5.1.28)
tg=1

Observe que, na expressao (5.1.28), a esperanga dentro de cada soma pode ser fatorada,
porque as variaveis A’s dependem somente dos u’s, enquanto os f’seo 1 av dependem ape-
nas das marcas de Poisson. Como a4 < oo entao, existem constantes positivas, c1, ¢z, €3, ¢4

e ¢s, independentes, em todos os casos, de N > 1, tais que

[N]
b )N
E( Y ' 1ay) < lell*P(AY) + dllz]'e  E(Lay 3 B ms)
=1 '

[Nt] [N1)
+ 2||.’EH2C2E(1A{V Zlﬂ N:ﬂ YNJ:) + 4C3E lAN Zk: ,3 YN:,B N:z,Bk YN:)
)= 1,5,k=1
[NVt] [Vi]
+ C4]E 1AN Z ,3 A iy ',YjN'f'Bljc\fYkN’f’Bli,\,}’,N'l’) +des I 1AN Z ﬁ YNzﬂ YNI)
1,7,k,1=1 - T - 1,7=1

= lal*P(AY) + 4lle|l*c B(Lay Kni()) + (2llelles + des) E(1aw K 4(2))
+ A E(1yn K}, (2) + caB(1w Ky ,(2)), (5.1.29)

o Nt (Nt
sendo Ky :(z) = [1 ],BN Wiy © nimero de vezes que 0 Processo Y[Nt] I saltou pelo
menos uma vez até o tempo [Nt] , comecando em z.

Portanto,
Kn(z) < Ny, (5.1.30)
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sendo V; = N, (YN"’”[N‘],m, N,N,(i),1 € Z s < t,) o numero de marcas de Poisson em
[Nt]-1 N [N 1
\z, [ . .
U Y™ (N — s, (V1) —i 1),
1=0

Note que NV; é um processo de Poisson em (O, TIV[Nt]) devido a independéncia entre os
saltos de YV'®IV! (dado que houve salto) e os processos de Poisson (Ni(2))s50,icz¢- Entéo
temos:
N,z,[N
E(IVng™ 1) < o' P(AY) + 4ljz]ici E(1 4. N,)
+(2||z||%c2 + 4c5)E(1A{v.NtZ) + 4C3E(1A{V.Nf’)
+eaB(14n.Ny). (5.1.31)
Note que para todo k& > 1, IE(NF) existe e é uniformemente limitada em N pois N, é

dominado estocasticamente por um processo de Poisson em (0,¢). Além disso, P(AN) —

0, quando IV — co para todo ¢. Logo, para todo k& > 1, temos que

E(lA{thk) — 0 quando N — co. (5.1.32)
Portanto,
E(ID’E%}T’[M]IPIA{V) — 0 quando N — co. (5.1.33)
Entao, de (5.1.26) e (5.1.33), temos que
E(X{Ng(z) = me(2))* — 0, (5.1.34)

quando N — o0, o que prova o seguinte Teorema.
Teorema 5.1.1 Se 3 ez ||7]|*v(u1(0, 7)) < oo entdo o processo X[y converge para n,,
em L?, quando N — oo , para todo t fizo.

Como consequéncia do Teorema 5.1.1, temos que
Var(X[IJVVt](a:)) — Var(m(z)), (5.1.35)

quando N — oo, para cada z € Z* fixo.
Observe que, vale a expressdo (2.1.10) para os passeios Y,V e YN:# Portanto, como

consequéncia, temos
XN 2 {I(2), « e '} = LY. (5.1.36)
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Entdo, a partir de agora, vamos estabelecer resultados para L', o que é suficiente. Seja
YNe = yNe _ gy Ne), (5.1.37)

sendo Y,'* como definido em (5.1.11). Observando que (1 —exp{—1/N}) tem o mesmo
comportamento de 1/N, quando N — oo, podemos escrever IE(YV'®) = z+nu/N, sendo

{1t como em (2.1.11). De (2.2.10), sabemos que

Var(LY (z)) = Var [l_),]y(a:)] + 4Var [(T + n%)Z—',iv(a:)]

+ 4C’0v[ N(z), (:c—I—nN) ZN(x )] (5.1.38)

sendo LY (z) e Z¥(z) como definidos em (2.2.8) e (2.2.9), respectivamente, em relacio ao
passeio YV e com distribuicdes independentes de z, pela invariancia por translacio do
modelo. Entao, como ja argumentamos antes, para determinar a ordem de magnitude de
Var(n(z)) é suficiente encontrar Var(LY(0)) = Var(LY) e Var(ZN(0)) = Var(ZV).

Usando (2.2.37), no caso de u # 0, para o processo LY, temos
Var(L ZE[ i IQBN)ZI{D;-V_’? = 0}]
+ 20(pN) Z E (S¥,1{D}% = 0}) + o S P(DY] =0),  (5.1.39)
=1 7j=1

sendo SN, =S5N, -2 —-1)&, pN = (GN(A) @’*(k)) , o =Var (Hf*(k)) , € esses

novos parametros sao definidos da seguinte forma:

(1) Sejam BY, = ( N — 1%) e 0N (k) como definido em (5.1.13). Entéo,

0N (k) = (03 (k) — %) = (B2 0uc,(B) = £} = B, b, (&) + 1 B, (5.1.40)

(2) Considerando 0, (k) e 0% (k) como definidos em (2.2.12) e (2.2.13), respectiva-

mente, temos

o (k)= lls —k— |2UN(A 7) = By 0%, (k)
jez?
L2 (1 i) ¥ O (k) + 1 i) )2 BN (5.1.41
/’L IV n,k Kn IV H n,k» t )
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(3) Sendo ¢ como definido em (2.2.31), temos

L (- B = (N B (k) + )
L (BN @ + wilk,(k)), (5.1.42)

pois por (2.2.31) temos que @ < 8, (0).
(4) Usando (5.1.41), temos que

B0 ®) = v+ 5 (1= %) Il e (5143

o) = 00 - (€ + (1 - 3) el?)
= B T () + 2 (1 - ) BT (k) +

1
b (=) i B B (5.1.44)

(5) Usando (5.1.40), (5.1.44) e a definigéo de pV, dada em (5.1.39), temos

W) = v+ (1= ) vl + it (1= %) 4
b N(l_ji\/)’ (5.1.45)

sendo p como definido em (2.2.35) e p, - (51‘—n(k) 1 ék-n(k)).

(6) Utilizando (5.1.41) e a definicio de ol*, dada em (5.1.39), temos
FERTER TN 1
U*_N+N1N+N1N E(1-5),  (5.146)
sendo ¢ e o2 como definido em (2.2.34) e (2.2.43), respectivamente, e v =

Cov[07(k), (10n(E))]-

(7) Note que, utilizando (5.1.42), temos

o (SNae™)" = v B (3100) ] 4o (B B

= %y (S}V_ﬁa)@%(l—%) (u 5N, (5.1.47)
pois, v(¢) = 0, z/( f:’k) = &, 1/(_,1:{,6) = llv(l—]iv) e, SN, & constante em

relacao a medida v.
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Portanto, substituindo (5.1.45), (5.1.46) e (5.1.47) em (5.1.39), obtemos

Var(LY (z)) = —Zn:E [ (S’N ") l{D = 0}]

=1

(5 ,4)" 1{DYS = 0}]

N
¢yl (1) van (- ) e (-3

Z (57,14DYS = 0})
+ oglrre(i-g) iz (1-5) v (1-5)]

i P(D; = 0). (5.1.48)

Utilizando a Proposi¢ao 2.3 [A.6], exatamente como foi feito em (2.2.41), temos

_ . 2 n
Var [(m + n%)Z,iv(w)] = ( + %U{X + A’;ﬂ) S P(DYS =0),  (5.1.49)
=

com os parametros dados por:

(i) Sendo o2 como definido em (2.2.42), temos

2 2 1
= Var (v 0¥(k)) = % + (xj‘\‘[) (1 _ N) . (5.1.50)
(ii) Considerando o como definido em (2.2.43), temos
2 o, A 1
ol =Var (,u 0,,]_:,(]%')) N“ % ”?JI (1 ~ N) : (5.1.51)

(iii) Seja vz, como definido em (2.2.44). Entao,

1, = Cov (z 6 (k), u 0} (k)) = =2 + (W)[%”z (1 - %) . (5.1.52)

Substituindo (5.1.50), (5.1.51) e (5.1.52) em (5.1.49), temos

nhyaNa] = LS ppho
Var [(.7:+ oV (m)] = § 2 PO} =

T £ ? 1
om 7Vu+2n% (1__” (5.1.53)



Observe que, utilizando (5.1.48), no tempo [IN¢] e passando o limite quando N — oo, no

caso de pu # 0, temos
Jim Var [Zy(@)] = [ ‘B [(1/ (5%)" + (5%) 2) 1{D° = 0}} ds
+ () +4(pa) + 2 + 2 €) [ I (331{D0 = 0}) ds
+ (af + & 4402 + 47;) /Ot P(D? = 0)ds, (5.1.54)

e, usando ( 5.1.53), também no caso de p # 0 , temos

]\}1_1)20 Var [('L + [le\f/] N)Z[]]Vvt](ﬂl)]

i
— (ho+hy t + ks t?)/ P(D° = 0)ds, (5.1.55)
0

sendo ho = o7 + (2 1)*, 1 =29eu + (zp) [|Lll* € ha = oy + [|pl*.
Para o caso de p = 0, usando (5.1.48), temos

]\}]_l;lgo Var [Z_}fx,t](m)] = /Ot E [1/ (5295)2 1{D? = O}J ds

+o(p) [ "B (S01{D0 = 0}) ds + (o2 + ) | "P(D° = 0)ds,  (5.1.56)

e, usando (5.1.53), temos

t

lim Var (:c Z[J;’Vt](:v)) = g2 / P(D? = 0)ds. (5.1.57)

N—ooo 0

5.2 Ordem de magnitude de Var(n(z)) no caso de al-
cance finito e ;=0

Nesta secao, estudamos a ordem de magnitude das flutuagdes da altura do sitio z,
z € 7%, para o processo continuo, no modelo original CI.

Usando (5.1.35), (5.1.36) e (5.1.38), para o caso de u = 0, temos que

Var (m(z)) = l\}l_rgo Var (Lf}(,t](z)) = ]\ll_r)rgo Var (I,f}’\,t](:c))
+ 4 lim Var (z ZNg(2)) +4 lim Cov (Lig(e), @ Zy(2)),  (5.2.1)
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e, por (5.1.56) e (5.1.57), sabemos que
Jim Var (Liiy(2)) = /OtjE [y (5%)" 1{D? = 0}] ds
+ 2(p) / (521{D? = 0}) ds + (o7 + &) / P(D° = 0)ds,  (5.2.2)
sendo p £ 60,(0) :(0), ¢ < 6,(0),e
Jim Var (z Ziy(2)) = o /0 P(D° = 0)ds. (5.2.3)

Como fizemos nos capitulos anteriores, vamos analisar, separadamente, cada parcela de
limy_eo Var (I’f}fvt](";)) .
(I) Estudo da primeira parcela

(a) Vamos encontrar uma cota superior para esta primeira parcela. Note que,

/: E [V(SSSD)ZI{DS - 0}] ds=IF [/ot (8%0)?1{D° = 0})ds]
Nt

< B[S0 = 0| = B[S (S0 = 0}, < et

=0 =0

+ FE [gt: v(S20)?1{D? = 0} ;11 1{N; > ct}} , (5.2.4)

1=0
para algum 0 < ¢, grande, ct > 0, sendo 71, 72,..., 0os tempos de espera entre os saltos e
N; o numero de saltos até o tempo t.

Observe que,

Nt ct
E [Z v(S20)*1{D? = 0} ;1 1{N; < ct}} < FE [Z v(Sp)?1{ D] = 0}Ti+1] (5.2.5)

1=0 1=0
e que
Nt
FE I:Z I/(SZOSO)zl{D? = 0}Ti+11{jvt > Ct}
1=0
k
> 3 E [v(S%)*1{D? = 0}ria 1{N, = k}]. (5.2.6)
k>ct i=0

Ent&o, substiuindo (5.2.5) e (5.2.6) em (5.2.4), temos:
t ct
/ E [/ 1{D0 = 0}] ds < Y [v(SP)"1{Df = 0}ris]
0 1=0

+ Z E [v(S%)*1{Df = 0}ria 1{N, = k}|. (5.2.7)

k>ct =0
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Observe que, usando a desigualdade de Holder para p = ¢ = 2, temos

E [v(S%)*1{D? = 0}7i1 1{N, = k}|
< {E[US%))*1{D? = 0yren )Y P(N, = )} ”. (5.2.8)

Note que, dado D? = 0 entéo 741 é independente de (D?,S?) e FE(rf,) = 1, para todo

) K3

i > 0. Além disso, usando o fato de que S? = Y 4 Y, temos
2 A 2
[(S%)?]" = [v(¥P0 + Y20)2]” <16 V21" [w(llell)?,

de maneira andloga a (3.2.3). Portanto, retornando para (5.2.8), podemos escrever

B [U(S20)"1{D? = 0}rens L{N, = k}] < { B [(1(5%)*)*1{D¢ = 0}] P(N, = k)}"”?

< (B2 PV = K)" < a(llolP) [BAYOIY) POV, = 1) 7. (5.2.9)
Seja a4 < 0o, como em (5.1.25). Entao, existe constante L > 0, tal que

E(|Y°|*) < Li* paratodoi>1. (5.2.10)

Substituindo (5.2.10) em (5.2.9), temos
E [v(S20)*1{Df = 0}ripn 1{N, = k}| < ci[P(N,=k)]'?, (5.2.11)

sendo € = 4v/'L v(||¢||?).

Portanto, usando (5.2.11) e considerando que ¢ < k, temos

k k

ZE[ 21{D0 — O}Tz+11{Nt = l,,}] Ea’ [P(Nt _ k,)]l/z
< Zc,l., [P N, = L)]1/2 k2 [P(Nt )]1/2 (5.2.12)

Por outro lado, escrevendo S? como soma dos seus incrementos e usando o que foi feito

em (3.1.9), temos

ct ct

g I [v(S%0)"1{D¢ = 0}ripa| < 4AMv(|lp]|?) ;)UP(D? =0)
= q cztz'P(D? =0), (5.2.13)

1=0
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pois, dado que D? = 0, [E(7i41) = 1, sendo M o alcance do processo e ¢; = 4M?v(]|¢||%).
Usando (5.2.12) e (5.2.13) em (5.2.7), temos
t ct
/ E [v(8%)1{DS = 0}]ds < ) iP(D} =0)
0

1=0

+ &> K [P(N;, = k). (5.2.14)

k>ct
Seja Téz) o instante do k-ésimo salto, de um processo Markoviano de saltos, homogéneo,
cujos tempos de espera sao exponenciais de taxa 2. Pelo comportamento dos tempos de

espera do processo (Df, S?), descrito no item (iii) do Lema 5.1.2, temos
TP < T, = P(Ty < t) < P(T{P < t). (5.2.15)
Por outro lado, temos
PP(Ny =k) = P(Ty, <t,Tp41 > t) < P(Ty < t). (5.2.16)
Logo, usando (5.2.15) em (5.2.16), temos
P(N, = k) < P(T® < t). (5.2.17)

Usando a desigualdade de Chebychev, temos

P(TP<t)="P ( exp{—zr}”} > e:z:p{—t})

=1

< emp{t}E(emp{—j;ﬁ‘”}) =exptt)(5)

< exp{k/c}t exp{k log(2/3)} = exp{k [1/c+ log(2/3)]}

= ezp{k a}, (5.2.18)

pois,se k > ct entdo exp{t} < exp{k/c} e, sendo a=1/c+ log(2/3).

Portanto, para que se tenha a < 0, devemos ter
S 1
c> ————.
log(2/3)

Assim, usando (5.2.18) e (5.2.17) em (5.2.14), obtemos, para a primeira parcela, a seguinte

(5.2.19)

cota superior
t
/ FE [V(SS(,D)H{DS = 0}] ds
0

ct [~
< ey iP(D}=0)+¢c > k* exp {ATQ} : (5.2.20)

=0 k>ct
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sendo ¢, ¢; e a < 0 como definidos em (5.2.11).(5.2.13) e (5.2.18), respectivamente.

(b)Agora, vamos estabelecer uma cota inferior para a primeira parcela. Observe que,
t
/ E [1(S%)*1{D? = 0}] ds
0
-t
= E / v(S5p)*1{D; = O}ds] 2 b [Z v(Sie) DL, = O}Tz]
LJo

'N: Nt
— B[S HDLs = i (e 2 )| 4 B[ L oSEae V(DL = 0 < )]

Li=1 =1

> E V(5 190)21{D = 0} 1{NV; > C*t}l )

para algum 0 < ¢*, pequeno, c*t > 0. Entao,

c*t

/OtlE [/(S09)*1{D? = 0}| ds > IE [ (52 ,0)21{D%_, = 0}r:1{N, > ¢ t}}

=1

_ ZE[ 0 ©)21{D? 1_0}71(1—1{Nt<ct})]

c*t

- ZE v(SL19)" 1{DL, = 0}r| — > I [u(S2,0)"1{ DY, = 0}r1{N, < c*t}|

=1

= 5 Bt 1DL, = 0}

- i-’E V(S19) 1{ DY, = 0} 1{N; < e't}], (5.2.21)

pois, como antes, dado que DY | = 0, entdo 7; é independente de (D?_,,S? ;) e ET) = 1.
Usando a desigualdade de Holder (p = ¢ = 2) para a tltima parcela de (5.2.21), exata-

mente como fizemos em (5.2.8), podemos escrever
E [v(SL19)"1{D}_, = 0}r1{N, < ct}] < @G[P(N.<ct)]/?.  (5.2.22)
Observe que,
T, < T <= N, > NV = P(N, < c*t)) < P(N" < ¢*t)), (5.2.23)

sendo T( ) o instante do k-ésimo salto e N( ) 6 niimero de saltos até o tempo ¢, referentes

a um processo Markoviano de saltos, homogéneo, cujos tempos de espera sao exponenciais
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de taxa 1.
Portanto, utilizando (5.2.23) e (5.2.22), temos

¥ -
E [v(S219)"1{ D}, = 0}r1{N, < ¢'t}| < 3" & [P(N, < ct)]'/?

1 . i=1

(et [PV < )] (5.2.24)

o~

c

.
Il

Seja A < 1. Entao, utilizando a desigualdade de Chebychev, temos

P(NY<ct)<P(T8 >t) =P (ML) > x)
= P ( exp {)\ } > exp {At} ) =exp{—-At} E ( exp {/\ C(‘lt) ) . (5.2.25)

Note que,

Blow (1)) = B ow {3 S0 = (1£5)”

1=1

= exp{—(c't) log(l — A)}. (5.2.26)
Substituindo (5.2.26) em (5.2.25), temos

P (Nt(l) < c*t)) < exp {—t [/\ + c log(l — )\)] }
= exp{—tpB}, (5.2.27)

sendo 8 = A + ¢*log(1 — A).
Portanto, para se conseguir # > 0, para qualquer 0 < A < 1, devemos ter

0<c <— (ﬁ_—)\)) . (5.2.28)

Entdo, substituindo (5.2.27) em (5.2.24), temos

> IE[ 0 1@)P1{D? | = 0}r1{N; < c*t}] &(c*t)* exp {—%} : (5.2.29)

=1

Usando (3.1.37) e (3.1.38), note que, podemos escrever

*

c c*t

B [v(S2,9)"1{DY_, =0}] > 4e§:il_d/2ci(e)+r S md2 (5.2.30)

1 t=1 1=1g+1

o~

7
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Portanto, usando (5.2.29) e (5.2.30) em (5.2.21) obtemos, para a primeira parcela, a

seguinte cota inferior
t
/0 E [V(Sgcp)zl{Dg = O}] ds
10 c*t . —t 6
> ded i 2e) 4 Y0 iR —gct) exp {—} , (5.2.31)
=1 1=1g9+1 2
sendo 3 e ¢ como definidos em (5.2.27) e (5.2.11), respectivamente, e €, ci(€) e r como

definidos em (3.1.37).
Retornando as expressoes (5.2.20) e (5.2.31), observe que

t—o00

—1
lim ¢(c*t) exp {T'B} =0, pois >0, e (5.2.32)

lim » k* exp {k_g} =0. (5.2.33)

t
oo k>ct 2

Pelo que vimos nas expressoes de (3.1.23) a (3.1.28), em relagdo a 352,71 P(D? = 0), e
nas expressdes de (3.1.39) a (3.1.42), em relagdo a de i, 11~ 2¢;i(e) + r it 4 12,
podemos concluir, usando (5.2.32) e (5.2.33), que
{42 sed=1,2o0u3
/t E [V(S’Stp)zl{Dg = O}] ds ¢ da ordem de { logt, se d =14 (5.2.34)
i limitada, se d > 5.

(II) Estudo da terceira parcela

Procedendo de maneira analoga ao item (a) de (I) e usando (5.2.7), podemos escrever
t t t
| P02 =0)ds = [ B[1{D2 =0}]ds = B [/ 1{D° = O}ds}
0 0 0
at k
< S E[MD? =0+ 3 Y E[1{D! =0}l {N. =k}  (5.2.35)
=1 k>at i=1

para algum a > 0 grande, at > 0.
Usando (5.2.8), (5.2.17), (5.2.18) e (5.2.19), para a = c, e considerando que IE [1{D? = 0}] <

1, temos

B [1{D? = 0}repy 1{N, = k}] < [B (1{DP = 0}72,) P(N, = k)]

k
< exp {70{} , sendo a < 0. (5.2.36)
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Portanto, usando (5.2.36) em (5.2.35), temos

/Ot]P(DS:O)ds < ; DO—O)+ZZexp{ }

k>ct 1=1
ct k‘ o
= Y IP(D?=0)+ > k exp {7} ; (5.2.37)
1=0 k>ct

Observe que,

lim 3 & exp{l” a} =0, (5.2.38)

t
—)ook>t 2

pois a série Y gsok exp{kTa} é convergente, ja que a < 0 e que Y5ty P(D? = 0) é da
ordem de t'/2 se d = 1, logt, se d = 2, e limitada se d = 3, pelo Lema 3.3 [A.6].
(ITI) Estudo da segunda parcela

Vamos mostrar que esta parcela se anula, pois estamos tratando do caso simétrico. Note
que, sendo ¢ e 7y os incrementos de S, e D,, respectivamente, como definidos em (2.3.2)

e (2.3.3), temos
[ B [s01(02 = 0}] ds = B[ [ 521{D? = 0}as]
E [% 57D} = 0}7',~+1} ;é [S?I{D? =0} I{ N, = k}]

i=1

IA

= ZZE [(i 5]’(D?—1)) I{D? =0} 1{N; = k}}

k>11=1

= ZZZJE[ _)1{D? = 0}rey 1{N, = k}]

k>11:=0 j3=1

- Yy S B [5D5)HDE = 0D, = V=1, kyr #6,Ne= K]
k>11=13=1 U,
Observe que, dado todos os D’s, a variavel NV; fica independente de todo o resto e, dado

que D? =0, 7,4, fica independente também. Portanto, temos

i
/ E [$°1{D? = 0}] ds
0
k1

< TS Y PW=k) S wP(Si(lia) = 21,08 =1y,

kZ]_ 1=0 j3=1 U3 yossals g Z]EEd
Lig1rlg€zd
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D'[O—l = li—~17 D? = 0, D?+1 = li+1, e ,Dg - lk)

= ZZi Y., [P(N.=k) l:f P(D}_, = lp—n| Dy = l—n-1)

k>14=0 j=1 l,-lim dign n=0
el 2y ezd

21 IP(6;(Li—1) = z1,7i(lis1) = L = 21| D§_y = Liq, Dy = lja,..., D} = 1)

P(D_?—l = lj‘l)D?_2 = lj_z, . ’D(l) = [1)
k—:

k1
= 22> > PW=k) ][] P(Di,=k-nlDi s =lk-n)
k>11=073=1 l1.bi—g, n=0
Lig1--lp €24

P(D?—l — lj_l,D?_2 = lj_z, ey D? = ll)

> z21lP(8;(lj-1) = z1,7(lj-1) = 4 — =) =0,
ZIEZd

pois, como conseqiiéncia do Lema 2.5.4, temos que
P(65(lj-1) = 21,7i(lj-1) = l; — i) = P(8;(lj-1) = —2z1,7i(lj-1) = i — L)
Usando o mesmo argumento no outro lado da desigualdade, concluimos que
/Ot E[$°1{D? = 0}] ds = 0. (5.2.39)

Portanto, usando (5.2.34), (5.2.37) e (5.2.38), concluimos que a ordem de magnitude, em ¢,
de limy_y00 Var (f,f)’\,t](x)) é superior a ordem de magnitude, em ¢, de limy_,o, Var (Z{}’Vﬂ(a:)>.
Entao, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, exatamente como argumentamos no Capitulo
3, ndo é necessario analisar a ordem de magnitude de limy_,o, Cov (I:fy\,t](:z:), T Z[]]VW](:I:)),
que também é inferior. Sendo assim, retornando a expressdao (5.2.1), podemos afirmar
que a ordem de magnitude de Var(n;(z)) é dada pela ordem do termo dominante, que é
limy_ye Var (EfVNt](a:)). Portanto, concluimos a prova do seguinte Teorema.

Teorema 5.2.1 Se o processo continuo n;(z) tem alcance finito M, M >0, u =10 e
ez 17II*v(wa(0,5)) < oo entdo

$2-if2 sed=1,2,0u3
Var(n(0)) ¢é da ordem de { logt, se d=4

limitada, sed >5

Isto €, no caso ndo viciado as flutuacées temporais da altura do sitio z, © € Z® sio da

ordem de t'=* se d = 1,2 ou 3; (logt)"/?, se d = 4 e limitadas se d > 5.
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5.3 Ordem de magnitude de Var(n:(z)) no caso de p #
0

Agora, nesta segdo, nosso objetivo é determinar a ordem de magnitude das flutuacoes
da altura do sitio z, € Z%, no caso de p # 0, para o processo continuo 7;, no modelo

CL
Como antes, de (5.1.35), (5.1.36) e (5.1.38), temos

Var (m:(z)) = 1\}1_{20 Var (Lf}’v](:v)) = lim Var ([:f}’v]('c»

N—o0

+ 4]\}1_{20 Var [(m + [N]%) Z[]]\’V](m)] + 4]\}1_{130 Cov [I)f}’v](a:), (CL + [N]%) Z[N](("E’)]3 1)

De (5.1.55), sabemos que

N—o0

lim Var Kx [N]g ”) Z[Nt](:v)J
= (hothithyt?) [ (DR =0)ds, (5.3.2)

Em (5.2.37), ja determinamos uma cota superior para f3 IP(D° = 0)ds, dada por

/OtIP(DO—O)ds < ZP D0—0)+Zkexp{k2a} (5.3.3)

k>ct

sendo a < 0, como definido em (5.2.18). Portanto, precisamos encontrar uma cota inferior

para esta expressao. Procedendo exatamente como em (5.2.21), temos
/Ot P(D° = 0)ds = (/t 1{D° = O}a’s)
> Z/P | =0) E]E(l{D ) =0}m)1{N, < a*t})
b Z]P 1 =0)—(a"t) exp{—Tt}, (5.3.4)

sendo a* = ¢*, como definido em (5.2.28) e 8 > 0, como definido em (5.2.27).
Seja

o(t)=2* [ " P(D° = 0)ds. (5.3.5)
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Entao, usando (5.3.2), (5.3.3), (5.3.4) e o Lema 3.3 [A.6], concluimos que a ordem de
[Nt]u

magnitude, em ¢, de limy_,0o Var [(z + Zy ¢é dada pela ordem de a(t), que é
[N\ T

o termo dominante da expressao. Portanto, fazendo

A(t) = lim Var [( Ll t“‘) Z[Nt](:v)}, (5.3.6)

N—oo N
podemos afirmar que

1572 sed=1
A(t) é da ordem de t%logt se d =2 (5.3.7)
12 se d > 3.

De (5.1.54), temos que
. _ ¢ 0 N2 =0 \2
A}lm Var [Lf}’\,t](m)] = / E [(I/ (SO (,0) + (SS ,u) > 1{D? = 0}] ds
+ (2p) + () + 24 + 20 €) [ B (521{D2 = 0}) ds
+ (0% + € + 402 + 47} / P(D° = 0)ds. (5.3.8)
0
Observe que, como @ = ¢ — u, sendo ¢ como definido em (5.2.2), entdo
v(300) =v(00+30u) =v(520) +0v(504)", (5.3.9)
pois v(@) = 0 e SO é constante em relagio & medida . Entdo, substituindo (5.3.9) em

(5.3.8), temos
; [1/ (52 go)2 1{D? = 0}] ds
+ (20(p) + 40(p,) + 2% + 20 €) / (5°1{D? = 0) ds

| (a*+§4+4%+47;)/0 P(D° = 0)ds. (5.3.10)

_ ¢
]\}_l_r)lgo Var [fo,t](rc)] :/ E

Agora, vamos analisar cada parcela de (5.3.10).

(1) Estudo da primeira parcela: Seja

d(t) = /Ot E [V (5°¢)*1{D, = 0}] ds. (5.3.11)
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Vamos mostrar que, para todo d > 1, d(¢) tem ordem de magnitude menor que A(t).

Usando (5.2.7), podemos escrever

ct

dt) < 3B [ (50 9)" 1{D0 = 0}

=0
k
Y E [,, (50 )" 1{D0 = O}ripa 1{ N, = k}] . (5.3.12)
k>ct 1=0
Dal, utilizando (3.2.6), (5.2.12), (5.2.17) e (5.2.18) na expressao anterior, temos
ct k‘
a) <z i (P02 =0))" +2 ¥ &2 exp{Ta} . (5.3.13)
=0 k>ct

Agora, como fizemos em (3.2.11), consideremos

Py = k(t)#, J=1,...,][¢et]

sendo k(%) tal que Zg-c:tll k(t) Et]LZ = 1. Ou seja, k(t) = 2L e limyo0 k() = 2. Portanto,

[et]+1
[ct] i1 ct]? [ef] ; .
;i (P(D? = 0)) 2 _ %;k(t) R (IP(D? _ 0)> /
e (S o N e (Y
= k) (El fepe " P 0)) k(@) ; 1 P(D7 =0) |-
< (% P(D? = 0)) " 5314
BRZOA=R 3.

usando Jensen na primeira desigualdade acima e considerando que 7 < [ct]. Substituindo

(5.3.14) em (5.3.13), temos

3/2 [ [et] 12
¢ [c* (Z P(D? = 0)) +¢ > k* exp {k?a} : (5.3.15)

k(t) \i=1 k>t

IA

d(t)

Portanto, usando o Lema 3.3 [A.6] e a expressdao (5.3.15), concluimos que, para todo

d > 1, temos

L d(t)

Entéo, temos que a ordem de magnitude, em t, de d(t) é inferior a ordem de A(t).

(2) Estudo da segunda parcela: Seja

bt) = | " B(5°1{D° = 0})ds. (5.3.17)
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Entdo, usando a desigualdade de Holder para p = ¢ = 2 e o fato de que dado D? = 0

entdo 7,41 é independente de (D7, S?) e que IE(77,) = 1, temos

b(t) <> Ek: E (S?l{D? = 0} 1{N, = k})

k>11:=1
k
< Y Y IE(501{D? = 0}ripa1{N, = k}) |
k>1i=1
u 0 0 1/2
< Y Y (B[(5)%1{D? = 0}72, | P(N, = k)
k>11:1=1
d 021 £ O 12
< Y3 (E[(S)%1{D? = 0}] P(N, =k)) " (5.3.18)
k>11=1
De maneira andloga ao que fizemos em (3.2.3) e usando (2.2.11), temos
E [(5971{D? = 0}] = B (%0 + ¥ 1{D! = 0}
< AB(YPY?) =41 & (5.3.19)

Portanto, substituindo (5.3.19) em (5.3.18), usando (5.2.17) e (5.2.18) e considerando que

1 < k, temos

bt) < 26D K? exp {I”Ta} =2¢r, (5.3.20)

k>1

para todo t, sendo a < 0 como definido em (5.2.18) e 7 = Y 45g k3% exp {’”7“} < oo.

Entdo, de (5.3.20), concluimos que
b(t
lim L0} =, (5.3.21)
Ou seja, temos que a ordem de magnitude em ¢, de b(t), é menor que a ordem de A(¢),

para todo d > 1.
(3) Estudo da terceira parcela: Seja

¢
h(t) = / P(D° = 0)ds. (5.3.22)
0
Entéao, usando a definicao de A(t), é imediato que, para todo d > 1,

() _
o= (5.3.23)
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Portanto, usando a definicio de Var(m(z)), dada em (5.3.1), o resultado de (5.3.7),
(5.3.10), (5.3.16), (5.3.21) e (5.3.23), concluimos que a ordem de magnitude, em ¢, da
variancia da altura do sitio z, para o processo continuo, no caso de p # 0, é dada pela
ordem de A(t), que é o termo dominante da expressao em (5.3.1). Ent&o, provamos o
seguinte Teorema.

Teorema 5.3.1 Seja ni,t > 0. o processo das alturas a tempo continuo. Se pu # 0 e

Ejezd ||j||4’/(u1(0,j)) < oo entao

£5/2 sed=1
Var(n:(0)) é da ordem de t?logt sed=2
12 sed>3

Isto é, no caso viesado, as flutuagées da altura do sitio z, para todo x € %%, sio da ordem
de: 1914, se d = 1; t(logt)'/?, se d =2 e t, se d > 3. Ou seja, ni(x) nunca se estabiliza,

flutuando sempre em todas as dimensdes.

5.4 Processo continuo visto da altura da origem, no
caso de alcance 1 e =10

Nesta se¢cdo, analisamos o processo continuo visto da altura da origem, denotado por 7,
para d > 3, alcance estritamente 1 e 4 = 0, com o objetivo de aplicar os resultados obtidos
para o processo em tempo discreto, estudado no Capitulo 4. Assim como no capitulo
anterior, vamos supor que a distribuicdo dos u’s € invariante por troca de coordenadas,
isto é, que a distribuigédo de u;(0, ;) ndo depende de k, para todo k=1, ---, d.

Seja LY (z) como definido em (5.1.12). Entéo, usando (4.1.2), definimos o processo LY (z)

visto da altura da origem, denotado por LY (z), para cada sitio z € Z¢, por

A

LN(z) =: LY (z) — LY(0). (5.4.1)

Observe que, de (5.4.1) e do Teorema 5.1.1, concluimos que

Ly — e (5.4.2)
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em L?, quando N — oo, para todo ¢ fixo, sendo, para cada z € /A
Hi(z) = ni(z) — n:(0). (5.4.3)
Portanto, como conseqiiéncia de (5.4.2), temos
Var(Liy(z)) — Var(i(z)), (5.4.4)

quando N — oo , para cada ¢ € Z%.
Utilizando (4.1.24), para o processo LY (z), no tempo n = [Nt], e considerando os valores

dos pardmetros calculados em (5.1.42), (5.1.45), (5.1.46) e (5.1.50), no caso de p = 0,

encontramos
X [N{]-1
Var(Ifly(@) = 5 3 v(BIS ) 1{D = 0} - BI(S )" 1{D}'" = 0}])
[Nt]-1
* % Y B[S ) (ep)L{DI = 0}] — BI(S]" ) (2){D™ = 0}))
[Nt]-1
+ o) Y (BISMU1{DN® = 0}) - EBIS!**1{D = 0})
2 2 N 2 1 2 il N,0 N,z
+ (ot +2eu(p) +ol+ (1= ) 3 (P(DY = 0) — P(DY* = 0)
9 [Nt]-1 N
+ 5ok Z P(DN* = 0). (5.4.5)

Como estamos tratando o caso de alcance estritamente um e levando em conta a simetria
dos u's entdo, usando (4.1.25) e (4.2.10), temos

[Nt]-1

Var(Lfig(@)) = 5 3 v (EIST )" 1{D]" = 0}] — B((57)*1{D}"* = 0}])

1=0
+ 20 +(1 N )[Nil[fp DN — o) — P(DV* = 0))
N\ Nt = -
9 [Nt] -1
+ 0 Z P(DN° =0). (5.4.6)

Portanto, usando (5.4.4) em (5.4.6), temos que, Var(n:(z)) é dada por
t
Var(ie(@)) = 2 | (Blv(S%)*1{ DL = 0}] — Bu(S%)*1{D3 = 0}])ds
0

+ o2 +eh [ "[P(D° = 0) — P(D* = 0)]ds + 20° / CP(D° = 0)ds.  (5.4.7)
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Observe que, se d > 5, temos que 7;(z) converge, porque Var(n:(z)) é limitada para todo
z, como vimos no teorema 5.2.1, e portanto, cada parcela de (5.4.3) converge separada-
mente. Entdo, basta analisar a convergéncia de 7;(z) nos casos de d = 3 e d = 4. Para
isto, vamos fazer uma discretizagao do processo (D, S;). Isto é, para cada sitio 1 € Z¢,
o tempo continuo é discretizado em intervalos de comprimento 1/N, sendo N um inteiro
positivo fixo. Seja (lA?,]:’, S’f:’)nzl o processo a tempo discreto, que se comporta da seguinte
maneira: a cadeia (bN SN ) pula, no tempo n, se houver pelo menos uma marca de Pois-
son no intervalo [%, ﬁ) Como os tempos entre as marcas de Poisson sao exponenciais
e, levando em conta o comportamento do processo (D, S;), descrito no Lema 5.1.2, temos

que, a cadeia (DY, SN) pular no tempo n é equivalente a dizer que o tempo transcorrido

entre (n — 1)/N e a préxima marca de Poisson seja menor que 1/N. Logo,

(1—e'N), se DN, =0

NG (5.4.8)
(1—e / ), se DY, #0.

P((DY, SNy pular no tempo n) =
Sejam Ty(1) k > 1 e i € 7%, os tempos do processo de Poisson. Isto é, Ty(1) representa o
tempo da k—ésima marca de Poisson no sitio z. Seja {ﬂm, n>1 i€ Z uma familia

de variaveis aleatorias i.i.d., definidas por

= 1{T}(i) € [ N ! N) para algum k > 1}. (5.4.9)

Observe que, ,BN tem distribuigdo Bernoulli com parametro p, sendo

(1—e V), se DN =0
(1—e 2N, se DN 0.

Usando as probabilidades de transicao da cadeia imersa do processo (D, S;), descritas no

Lema 5.1.2, temos

(I) Se (d,s) = 0 entao

e N sed,_, =0;

GN NN
= n—1,571 :Sn—lan_ =t 1,5 —_1 = Sn- 1) o/N
e N, sed,_; #0.

P(DY

n

(IT) Quando (d, s) # 0, temos a seguinte situagao:
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(a) Se d,—1 # 0 entdo,

~

P(DN = dn—l =+ d) 'SA'riV = Sp—-1 + Slbrlzv—l = d’n—h S'rizv—l = 3"1"1)
(L= M (0,54) = =550 (0,5),  ses=d,
(1= M (0, 559) = 25w (0, ~d)), ses=—d

caso contrario.

11
2
1
2
0,

(b) Se d,,—1 = 0 entao,
P(DTILV = d’n—l + dJ ‘SA",]:, = Sp-1+ Slbfy_l = dn——l;*é",];,\]—l = sn—l)

_ (1 . exp{—%}) v [u1 (0, %ﬁ) " (0, #)J .

: AN DN CN( N S : NN OGN .. :
Sejam 4. (DY_,) e 6, (D,_,) os incrementos dos passeios D, e S;', respectivamente, no
tempo n — 1, e consideremos o caso de alcance um, que estamos tratando. Entao, no caso

(a), quando d,—; # 0, podemos ter: (a.l) s =d=e;ous =d = —¢; e(a2) s=e¢e

d=—e;ous=—e; ed=e; . Logo, para todo 7z =1,...,d, temos
’ (e:,€:) com prob. %(1 — e M (uy(0, &)),
(—ei,ei)  com prob. (1 — e~ M (ui(0, €)),
(ﬁfy(dn_l),gg(dn—l)) =1 (e, —e;)  com prob. (1 — e My(uy(0,—e;)), (5.4.10)
(—e;, —e;) com prob. %(1 — e My (uy(0, —e;)),
(0,0) com prob. e~2/N

E, no caso (b), quando d,—; = 0, podemos ter: (b.l) s = 2¢; e d = 0ous = —2¢; e
d=10; (b2)s=0ed=2e;,0us=0ed= —2¢; (b.3) s =(ei+e;) ed=(e—e¢j)ou
s=—(eitej)ed=—(e;—¢j); (bd) s=(ei—¢e;)ed=(e+e;)ous=—(e—ej)e
d = —(e; + €;). Entao, para todo 1,7 =1,...,d, temos

f (e; —ej,ei+¢€;)  com prob. (1 — e 2M)u[uy(0, e)ui(0,¢;)],

( (
A —(e; — ej,e; +e;) com prob. (1 — e"Z/N)z/[ 1(0, —ei)ui (0, —ej)],
42(0),65'(0)) = 3 (ei+ej,ei—e;)  com prob. (1—e 2N )ufuy(0, ei)us(0, —e;)),

( (

—(e; + ej,e;i —e;) com prob. (1 — e 2M)u[uy(0, —e;)us(0,¢;)],
~1/N

(0,0) com prob. e
(5.4.11)
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Note que, podemos escrever a primeira parcela de Var(7:(z)), dada em (5.4.7), da seguinte

forma

/0 t (E [v(S2%)*1{D) = 0}] — E [v(S%0)*1{ D5 = 0}]) ds

[N#]-1

_ ]3520% > (B /(5N 0)1{ DN = 0}]
= E[V(SNO ) 1{DY* = 0}]). (5.4.12)

&N,0 : .
Observe que, escrevendo 5; * como soma dos seus incrementos e usando (3.1.10), devido

a simetria dos u‘s, temos

7

E [/(8M°0) L{DN® = 0}] = 3 [v(8Y (0))*1{DYS =0, DY® = 0}]

=1

+ Z S E vV (1)) 1{D}YS =1, DN = 0}]. (5.4.13)
=1 1ezd
1#0

Se [ # 0 entéo, usando (5.4.10), note que SJN(I) € {0,+eq,...,+eq} . Pela definicdo de
6,(0), dada em (3.1.3), temos que

(1) = £ e, = (57(1) 62(0)) = & (1(0, &) — wi(0, —e:)
= (3?’(1)91(0))2 = (u1(0, &;) — u1(0,—e¢;))?, paratodoi=1,...,d,

e portanto, sendo ¢ como em (3.1.6), concluimos que

d

v (SJN(I) (p) = 1/( 1)6:1(0) ) Z (u1(0, ex) — u1(0, —ex))? I{Sjv(l) = F g}
Entao, para [ # 0, temos

> E (8 ey 1{DY =1, D =0}

1ezd
1#£0
d -~ A A
= > Y a(k) POYN(l) =+ e, DY =1, DY° =0), (5.4.14)
lleﬁ)d k=1

sendo a(k) = v(uy(0, er) — ui(0,—ex))?, k=1,...,d.
Se [ = 0 entao, utilizando (5.4.11), temos

SN(0) € {0, (ex+er), £ (ex—e), kb, r=1,...,d}.
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(a) 3N (0) = + 2ep, <= (67(0) 61(0)) = = 2(w1 (0, ex) — w1 (0, —ey))
— v (80) ¢) =4 (w0, &) — ua(0, ~ex))’.

(6) N(0) = % (ex + ) <= (61'(0) 61(0))
= £[(w(0,ex) — u1(0, —ex)) + (u1(0, e,) — uy (0, —e,))]
— Vv (S;V(O) 90)2 =¥ [(ul(o’ ek) - ul(oa _ek)) + (u1(07 er) - u1(07 —6,))]2 :

(¢) 670 =% (ex — &) = (5(0) 6:(0))
= & [(w(0ex) — (0, —ex)) = (ur(0, ;) — ua (0, —¢,))]
= v ) = v (w0 e) = ua(0,—ex) — (ur(0, ) = ua(0, —e))I".
Agora, usando o fato que a distribuigio dos w's é invariante por troca de coordenadas,

para todo k,r=1,...,deVjy > 1, r # k, podemos escrever

v (87(0) ¢)" = e 1{8)(0) = + 2,
+ 1{6N(0) = + (ex + &)} + c31{6N(0) = + (ex —e,)}.
Seja ¢ = max{e;, ¢z, cs}. Entdo,
v (87(0) )" < e1{87(0) # 0}.
Portanto,
Ev(5}(0))*1{ DX} = 0D}"° = 0}]
< ¢ P(§N(0) #£0,DN9 =0,DM° = 0). (5.4.15)

Usando, novamente, a suposi¢dao de invariancia por troca de coordenadas da distribuicao

dos w's em (5.4.14), temos que, a(k) = a, para todo k=1,...,d , e

> E[v(8¥(1)e)*1{DNS =1, D" = 0}]
lezd
170

= (LZZP :tek,D;y’gzl,sz’O:O)

lezd k=1
1#0

:(LZP lj

lezd
1#0

0 =1, DM = (). (5.4.16)
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Por (5.4.10), observe que, quando [ # 0, temos a segguinte equivaléncia

[N (1) # 0] <= 4N (1) # 0.

Logo,
P(5Y (1) # 0,050 =1, D" = 0) = P(3(1) # 0, i = 1, D" = 0)
= P(DYS=1,DM =0) - PGEN(1) = 0,05 =1,D1° = 0)
= P(DYS =1,DM° =0) - P(DYS =1,D° = 1,D}° = 0). (5.4.17)

Substituindo (5.4.17) em (5.4.16), temos
S B e {DYS =1, DY — oy

lle;ezd

0

= o 3 [P(Df =1, D" = 0) = P(D;3 =1, D}"* = 1, D' = 0)
lezd
1#0

= oY P(DYS = 1,00 =0)— 3 P(DYS =1, D)0 = 1,0} = 0)]
e tezd

b 0

= a[lP(DM° =0)— P(DYS =0,DM° = 0)
— Y PDY° =0 DY =1)P@HE](1) = 0)P(D] = 1)]

lezd
10

= a[P(DY°=0)— P(DY =0,D° = 0)
— exp{-x} ¥ PN =0| DY = )P(DYS = 1)

lezd
1#0

= a[P(DN’O =0)— P(DYS = 0,07 =0)
2 & 5
_ exp{——} S PDYY =0,DN =1) +exp{-ﬁ}1p(pg_r$ = 0,05 =0)]

/A
= o[P(D¥° =0)— P(D}¥} =1,D° = 0)
2 \ 2 , ,
= eXP{—N}P(D?ﬁ’? =0)+ exp{——}P(va;? =0,D% =0)]. (5.4.18)

Dai, substituindo (5.4.18) em (5.4.13), obtemos

E[v(5]%)*1{D;"* = 0}] = Z E[v (5] (0)p)*1{D}"} = 0, D" = 0}]
. A . 2 &
+ a zP(DfV’O =0)—a exp{——} (z — 1)P(Di]\i'? =0)—ua exp{~N}P(Dﬁ’? =0)
— aZJP(DN? =0,DM =0)+a exp{——}ZP DY =0,DN0 =0). (5.4.19)
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De maneira analoga, obtemos
B8y 1{ DY = 0}] = 3 Blv(3Y (0)p) 1{DY5 = 0, DN = 0}]
. AN 2 . ~N,z 2 AN,z
+ aiP(D;"" = 0) —a exp{—5} (¢ = YP(DiZy = 0) — a exp{~}P(Diy =0)

= aZ.IP(A e =, DNz—O)+aexp{——}ZP DNT=0,DY% =0). (5.4.20)

g=1
Portanto, usando (5.4.19) e (5.4.20) em (5.4.12), temos
j AN, N, &N, AN
lim — Z (B [v(5M°)P1{DN° = 0}] — E [(5)°p)"1{D}"* = 0}])

N—=oco N

(N]—2
B . - exp{—]%} 1 2 ANO ANz
= 2a lim (——— N > = [P(D,- =0)—-P(D; " = 0)]

N—oo 2/N o
(VD =1\ [, AN,
+oagim ( [P(D[N?]—l =0) - ]P(D[Nt] 1= 0)]
. l—exp{—% 1 WVid-2i-1 R o 08 _ e
- 2“&5{;( N )W A JZ_;[]P (DY° =0,D)° = 0) — P(D}'* = 0, D} = 0)]
[Nt] 2 No . .
- aim > [P = 0,00 = 0) — PO, = 0,0} = )]
[Nt —24-1
+ Nhféo_ X; 2 — A%, (5.4.21)
sendo:
A = E[v(E0)p)1{D} =0,D}" =0} >0 e
A5y = E () (0)ey1{DY5 = 0,0 = 0}] > 0.
Observe que,
| V-2 .
(1) Z [ No — 0) - P(DN* =0)]
=1
/ (DY =0) — P(D; = 0)] ds; (5.4.22)
L .
(2) f\lfl—rgo [P(DEX’?]—I = 0) - P(DC\IH] 1= 0)]
= ¢ [P(D} = 0) - P(D} =0)]. (5.4.23)
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[Nt]-24i-1 . . A )
() Jim s > 5 [P(DY° =0,D0 = 0) - P(DY* =0, D} = 0)]

N—soo N2 =1 =0 J
/0 /0 [P(D = 0,D% = 0) — P(D? =0, D% = 0)] drds; (5.4.24)
1 PR A N,0 AN AN
(4 Jim ;‘ [P(D{-, = 0,DN° = 0) — P(Di_, = 0, D" = 0)]
- /0 [P(D? = 0,D° = 0) — P(D; = 0,D% =0)] ds. (5.4.25)

Por (5.4.15), temos que
AY; < e P(6Y(0) # 0, D = 0,01 = 0),
e, observe que,
[ (0) # O] [ N = 1] <= houve marca de Poisson no intervalo [J—R,—l, —]]\7) .

Portanto,

0< A% <cP(DY°=0,pY=1,D =0)
= ¢ Y. P(DN° =0,8N, =1,4%;(0) = w, D)} = 0)

weﬂd
= ¢ 3 P(DM=0,4"(0) = w, DY = 0)
weﬂd
= ¢ Y P(DM° =0KN(0) = w, D} = 0)IP(4] (o>:w|D§-V_'2=o>P(z‘>;V_'?=o>
weZZ?
= ¢ Y PDN =0DM° = w)P(¥¥(0) = w)P(DY = 0)
wEZd
_ (1 _ exp{__}> S PN = 0] DN = w)P(5;(0) = w)P(D2 = 0)

weZ?

1 A A
< ¢ (1 —exp{-}) PO} = 01D = 0)P(DYS = 0)

= € <1 —exp{—%}

N SN A

P(DYY =0, D7 = 0), (5.4.26)
considerando que,

P(D* = 0|D;" = w) = P(Di%3,, = 0D = w)
< P(DY, = 0D =0) = P(D° = 0D} =),

1—7+1
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usando a expressao (5.8) [Ferrari/Fontes (1998), pagina 23] e pelo fato de DN ser Mar-
koviano e homogéneo no tempo. Substituindo (5.4.22), (5.4.23), (5.4.24) e (5.4.25) em
(5.4.21) e depois usando (5.4.12), obtemos

[ (B (821402 = 0)] — E [u(29)"1{D; = 0}]) ds
_ 2a/0ts [P(D° = 0) — P(DZ = 0)] ds
+ at [P(D)=0)— P(D} =0)]
- za// P(D?=0,D° = 0) — P(D = 0,D% = 0)] dr ds

_ /O[P(DO_ODO—O) P(Df =0, D% = 0)] ds

| vo-1
+ Jfffmﬁ X} ;( —~ Az;)- (5.4.27)

Entao, substituindo (5.4.27) em (5.4.7) temos:
t
Var(fu(z)) = 4a / s [IP(D? = 0) — P(D? = 0)] ds
0
2(0? + &) / [P(DP = 0) — P(D? = 0)] ds + 20 / " P(D° = 0)ds
x 0 S S T 0 S
2at [IP(D} = 0) — P(D} = 0)]
[ [P(D° =0, D P(D® = 0,D° = 0)] drd
_4GA/;[ (5—07 r—o)— (3—07 T—O)]TS

- 2a/0t [P(DY =0, D¢ = 0) — P(Df = 0,D% = 0)] ds

] INg-1
+ 2 1&5{1}0 = 2; z;(Ag{j—A:ﬁj)}. (5.4.28)
=1 g=

(a) Como [IP(D? = 0) — IP(D? = 0)] > 0, entéo
/Ot [P(D° = 0) — P(D? = 0)] ds < /Ot]P(Df — 0)ds,
e, usando(5.2.37), (5.2.38) e Lema 3.3 [A.6], garantimos que
/Ot P(D? = 0)ds ¢ limitada em t, (5.4.29)
quando d = 3 ou d =4 e, consequentemente,
/ ‘[P(D° = 0) — P(D = 0)]ds & limitada em ¢, (5.4.30)
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quando d = 3 ou d = 4. Além disso, como [P(D? = 0) — IP(D?¥ = 0)] > 0, entao,

ainda usando (5.4.29), temos que
t [IP(D} =0) — P(Df = 0)] ¢ limitado em ¢, (5.4.31)
pois, ¢ [IP(D? = 0) — IP(Df = 0)] <t P(D} = 0) < f5 P(D] = 0)ds.
(b) Como [IP(D° =0, D° = 0) — IP(D* = 0, D* = 0)] > 0 entéo
/Ot /0 [P(D? =0, D% = 0) — P(D =0, D¢ = 0)] drds

t s t s
P(D° =0,D° = 0)drds = P(D° = V= .
/0/0 (D; =0, D, = 0)drds /0 /0 (Ds_, =0)P(D, =0)drds

Portanto, temos

t—o0

lim / / )P(D° = 0)drds

t—co

= / / )P(D? = 0)drds

- /O /0 P(DC = 0)P(DC = 0)dzdy = (/Ooo P(D° = O)dy)z,

t s
lim// [P(D? =0 DO:O)—P(D::O,Df:O)]drds

IN

fazendo a seguinte transformagao: z =r e y = s —r. Logo, por (5.4.29) temos que
/Ot /0 [P(D? = 0,D° = 0) - P(D =0,D; =0)] drds (5.4.32)
é limitada em ¢, para d = 3 ou d = 4.
(c) Também temos [IP(D? = 0, D% = 0) — P(D? = 0, D* = 0)] > 0. Entao,
/Ot [P(D¢ = 0, D2 = 0) — P(Df = 0,D% = 0)] ds < /Oth(D? —0,D° = 0)ds
= [P, =0)P(D} = 0)ds < [ P(Df = 0)ds,
pois IP(D?__ = 0) < 1. Portanto, de (5.4.29), temos que

t
/ [P(D? = 0,D% = 0) — P(Df = 0,D% = 0)]ds & limitadacmt. (5.4.33)
0
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(d) Usando (5.4.26), podemos escrever

IN-1 i Ng-1 4
> 2. (A?,j - Af,j) < A
i=1 j=1 =1 j=1

[Nt]-1 ¢ R R
< c(l—exp{——}) S S PN =0, DY = 0)
=1 g=1
Logo,
. 1 [Nt]-1 . A
Jim, (4% - 45)

1 —expy—+i Wi-2 4 A 5

=1 =i

t s t s
= c/ / P(D° = 0, D° = 0)drds = c/ / P(D°_, = 0)P(D? = 0)drds,
0 JO 0 JO

que ¢ limitada em ¢, como vimos no item (b). Portanto,
| V-1

lim — Z Z (Agj - Af’j) é limitada em ¢. (5.4.34)

Naoco N =1 j=1

Retomando a expressdo de Var(7:(z)), dada em (5.4.28), e observando as expressoes de

(5.4.29) a (5.4.34), temos que, para concluir que Var(f:(z)), é limitada em ¢, basta provar

que

t
lim [ s [IP(D?=0)— P(D? =0)|ds < oo.

t—o0 Jo
Consideremos a série de poténcia, no caso continuo, de [lP(D? = 0) — IP(D? = 0)], dada

por
o(\) = /0 T [P(D? = 0) — P(D? = 0)] exp{As}ds, A<0. (5.4.35)

Observe que,

o()) = /0 T [P(D? = 0) - P(DF = 0)] exp{As}ds. (5.4.36)
Portanto,
t
lim [ s [P(D =0) — P(Df = 0)] ds = ¢'(0) = lim¢'(A). (5.4.37)
t—o00 Jo ATO
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Logo, para concluir que Var(n;(z)) é limitada em ¢, basta provar que ¢'(0) < co.
Sejam g;, 1 = 1,2,... os sucessivos tempos de espera do passeio D; na origem e 7T},
i = 1,2,... os sucessivos tempos de retorno para a origem, depois que saiu dela. Além

disso, para todo n > 1, sejam

G, = Zgi, sendo go =0 e 7, = ZTJ- sendo Ty = 0.
=1

i=1

Observe que,

[D¢=0] = U[s € [Gi + 7, Gipa + 7).

i>0

Logo,

P(D?=0)=> P(s€ [Gi+i,Git1+ 1))

= Z/Os P(s € [r,r + giz1)) fai4n(r)dr = ;/OS P(giy1 > 5 — 1) fGirn (r)dr
- ;_/Os exp{—(s - T)}fGi+ri(r)dr = /()s (; fG£+Ti(T)) exp{—(s — T)}d?‘

= [ a(r)gsls —r)ar,
sendo g1(r) = Siso fausn(r) € ga(s — ) = exp{—(s — r)}. Seja
o1(A) = /0 " P(D° = 0) exp{)s}ds = /0 - /0 " () ga(s —r) exp{As}drds
_ ( [” 0@ exp{:c}d:z:) ( I~ gz(y)exp{/\y}dy)
- ( 75 fonle) exp{Aw}dx) ([ expl-vt exp vy

= X7 founl@)expiradde [ exp{(1 - Ny}dy

— =5 2 Bl {G 1)) = oy S Y ) Elexp( L 11)
1 .o "~ 1 "

T 1o g[w (expAg NE(xp AT = I3 T e b DEEp L))
1 1 1

T 1o EeOT T 13— w,(3)
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sendo U,(A\) = E(e’) = [5° e fr(r)dr.

De maneira andloga, encontramos
P(D2=0) = [ gi(r)gu(s —r)dr,

sendo ¢1(r) = Ciso feitn+1.(r) € ga(s —7) = exp{—(s — 1)}, e

_ ()
p2()) = l—AT—\IJT(,\)’

sendo
Ur. () = Blexp{A}) = [ exp{huw}fr, (w)dw.
Dal, temos

@) = ["IP(DS = 0) — P(DZ = 0) exp{As}ds

= 21N = (A = 5 1_; %Ti;(:()x)'

Usando (4.3.20), podemos escrever

Nz
Te=)_m
=1

sendo, 7; 0 tempo de espera do passeio D; no 1—ésimo sitio visitado, no caminho que vai

de z até zero, 7; ~ exp(2), Vi e N, o numero de sitios visitados no caminho de = até zero.

Nz Nz
Ur,(A) = E(exp{\T:}) = E(exp{\Y_7}) = IE | E(exp{) Z:TiHNIII)

=1

= E[E(exp(Am )V = BT, (V)Y = (Unzoly, (3),

sendo W p,(A) = E(AN®). Como ¥, (\) = [E(e*) = 52, entdo

2

¥z () = B = Unal5 =)

De (4.2.36), sabemos que,

() = = 3 U, () = U, (),

zeN

114



pois as variaveis Ty, Yz € N, sdo identicamente distribuidas e p, = %, sendo zo € N,

digamos zo = 2e;. Logo,

2
Ur(A) =¥, (N) = \I’Nzo(g_—)\)'
Entao,
1-Un. (%)
A= z\2—\
Portanto, temos
. / . 1 [l 7 _ _ i ! _ _ ]
1){,%150 (’\) - {1 — ‘I’Nzo(l))z 4’ Nz (1)(1 ‘I;Nz(l)) 4\I}NI(1)(1 \I]Nzo(l)) + (1 \PNz(l)) )
sendo

Un, (1) =) P(Ny=n) 1—Un/(1)=P(N; =0c0) = p(z),

n>0

! 1 n
Uy, (A) = 3 > nlP(N, =n)\".

n>1

Por (A.4.12), temos
I(s) = T, ()1 — Un,(s)) — Ui, (s)(1 = Un,,(5)),
e, em (A.4.31), provamos que
lim i(s) = [y, (1)(1 = ¥, (1)) = iy, (1)(1 = U,y (1))] < 0.

Entao, concluimos que

t
. 0 __ . S, . /
tllglo A s[P(D§ =0) — IP(D; = 0)]ds = l/{%lfp (A < o0.
Logo, podemos afirmar que Var(n:(z)) é limitada em ¢, quando d > 3. Portanto, usando
o Teorema de Convergéncia em L? [Durrett (1996), pagina 252], concluimos a prova do

seguinte Teorema.

Teorema 5.4.1 Seja 7); o processo das alturas a tempo continuo, visto da altura da origem,

definido, para todo x € Z?, por

f(z) = m(z) — m(0).
No caso de alcance 1, se p = 0 e a distribuigao de uy(0,er) ndo depende de k entdio
{#(z), © € Z*} converge fracamente, quando t — co, para uma superficie aleatdria, que

denotamos por 1 = {fi(x), © € Z"}.
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Apéndice A

A.1 Prova do Lema 2.5.1

(a) Propriedade de Markov:
P(Yy = jn, Y = kn|Yacs = jn1, Yot = kn_gy.. ., Y = 51, Vi = k)
= P =jn, Yo =kn,..., Y1 =51, Y1 = k1)
[P(Yor = jn1, Yoot = bno1y- o, Yo = g1, Y1 = k)]
= BlP(Y, = ju, Vo = kn, ..., Y1 = 51, Vi = k1| F)]
[P(Yn—l = jn—l,Yn—l = kn—l; . --,Yl :jlaﬁ = kl)]_1
= E[P(Yy = jn,Yn = kn|Yac1 = jno1, Yot = kn_1y.. ., Yi = J1, Vi = k1, ).
P(Ypoy = jut, Yoot = kn_1, ..., Ya = 51, Y1 = k4| F))-
[P(Ynor = jue1,Yoct = kno1y -, Y = 1, i = k)™ = (1)
= E[P(Y,= In|Yac1 = Jn—ty. . s Y1 = 51, F)
P(Y, = kn|Vpoy = kn1,..., Y1 = k1, Fp)
P (Yot = Jnot, Yoot = a1y, Y1 = 51, Ya = k| Fy)]
[P(Yo-t = jn-1, Yoot = kn_1,..., Y1 = 51, Y1 = k1) = (1)
= E[P(Ys = julYa-1 = Jn-1,Tn)
P¥, = &sl¥o1 = b1, Fn)
P(¥oi = fnts Yot = Bn-ty00 ¥ = f1s Y =8| Fn )]
[P(Yoot = jpet1, Yoot = kn_1, ..., Y1 = 1, Vs = k)]
= Eun(ja-1,Jn)-tnlkn-1, k) P(Yaet = jno1, Yacs = kn1, .., Ya = j1, Vi = k1| Foca)]
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[P(Ypoy = jne1, Yooy = kn1,.. ., Y1 = g1, Vi = k)] = (1I1)
= E[un(fn-1,n)-tn(kn-1,kn)]
E[P(Yp-1 = jn-1, Va1 = ka1, -, Y1 = 1, Vi = k1| Fci)]
[P(Yn_y = jnt, Yoot = kn_y,.. ., Ya = 51, Y1 = Ky)] 2
= E[P(Yn = jn|Yn-1 = jn-1,Fn)
P(i\/;z = kn|Yoo1 = kn_1, Fn)]
= B[P(Yy = jn, Yo = ka|Yno1 = jn-1, Yao1 = kn1Fn)]
= P(Yn = jn, Yo = kn| Yoot = jno1, Va1 = knoa).

I

P Yy = jn, Vo = kn|Ya1 = jne1, Yot =kn_ay .., Ya = G0, Vi = ky)
= P(Yn = jn,Yn = anYn—l = jn—l, }A/n—l = kn—l)

(b) Probabilidade de transicao:

~ ~

P(Y;t :jn)Y;t = kn) = E[P(Yn :jn,Yn = knlfn)]
= E[ Z P(Kl = ]na?:n - anYn—l = jn—laffn—l - kn—lyfn)

jn—l:kn—l

P(Yn—l = jn—-l,Yn—l = kn—1|fn)] = (I)
= E[ Z P(Yn = jnIYn—l = j’n,—l)j:n)

Jn—1,kn—1

P(ffn = knl}hfn—l = kn—l,fn)P(Y;z-l = jn—l, f/n——l = kn—llfn—l)]
= E[ Z un(jn—lajn)un(kn~l7kn)

Jn—1.kn—1

P(Yooi = jnt, Y1 = kn1|Fai)] = (I1I)
= > Efua(in-1,Jn)talkn-1,kn)]
jn—lvkn—-l
P(}/n—l = jn—l, }A/'n—l — kn—l)-
Portanto temos:
P(Yn — ]nyffn = knlY;z—l = j’n—l:)‘\/:n—l = kn—l) = E[un(jn—lajn)un(kn—lakn)]-

As igualdades (I), (II) e (III) séo justicadas da seguinte maneira:
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(I) pela independéncia dos passeios Y, e Y,,, dado a o—algebra F;
(IT) pelo fato de Y, e Y, serem Markovianos;
(III) pela independéncia entre u, e a o—algebra F,_;.

Logo, (a) e (b) provam o lema 2.5.1. O

A.2 Prova do Lema 3.1.1
Sejam

f(s)=>_P(D,=0)s" e g(s)=> IP(H,=0)s".
n>0 n>0
Logo, suas derivadas em relacao a s, sao dadas por
fi(s)=s1> nP(D,=0)s" e ¢(s)=s")> nP(H,=0).

n>1 n>1

Pelo Lema 3.2 [Ferrari/Fontes(1998), pagina 13], temos que

1
1) = T @ sl - 0ee)] (A.2.1)
e, analogamente,
1
96) = AT T = 3)sll = Up(s)] (8-22)

sendo v = vp(0,0), ¥ = vu(0,0), T e T os tempos do primeiro retorno & origem, depois
de sair dela, dos passeios D, e H,, respectivamente, e,
Ur(s) =Y P(T=n)s" e Wz(s)= > P(T=n)s" (A.2.3)
n>0 n>0

Entao, derivando (A.2.1) e (A.2.2) em relagdo a s, temos

oy L L0 = )Ur() + (1= 7)sl(s) ~ (1)
P = o+ =)l = Ta())? (A.2.4)

L+ (1= 7)Ws(s) + (1 = 7)sW5(s) — (1 —7)

96 = T F A= 3)sll = (9] (A.2.5)
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Portanto,

flis)  [1+ AU(s) + AsUh(s) — A (1 —s)+ As[l — Wz(s)] 2
(1 + AWz(s) + ;\S\D;(s) o 5\) ((1 —8) + As[L — ‘I’T(S)]> - (A.2.6)

q'(s)

Observe que, sendo pg, p1 > 0, temos

lim Ur(s) = > PP(T=n)=1—-IP(T=00)=1-py, (A.2.7)
limVs(s) = Y P(F=n)=1-P(T=co)=1-p, (A.2.8)
) (A.2.9)

Podemos escrever (A.2.6) da seguinte forma:

f'(s) — A(s S)2
7(s) = A(s).[B(9)]". (A.2.10)

sendo
_ (1 —5)+ As[l — Ws(s))
(1 —38)+ As[l — Up(s)]
W] + A W) + Aol (s) W(s)] — /()
[1/9%(s)] + A[U7(s)/ Wi (s)] + As — [A/W%(s)]

(i) Se D, e H, sdo transitérios entdo po e p; sdo positivos. Entao, temos

. _ Ap1
ll_r)rll B(s) = 7o (A.2.11)

(i1) Se D, e H, sao recorrentes entao pp = p1 = 0. Neste caso,

_ (A =1) = AsUL(s) — AU4(s)
limBe) = lm oy 35 (s) = 3r(s)
i A= 1)/ W(s)] = As[ Wi (s)/ W (s)] = AW (s)/ ¥ (s)]
1 [(A = 1)/Wh(s)] — As — A[Tp(s)/P(s)]

Usando (A.2.3), temos

Ur(s)  Xam nP(]j:n)s” e (A.2.12)

Up(s) ~ TamnP(T=n)sr

P(T=n) = ;P(T=n|D1 =z)P(D; = z),
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sendo [D; = z] <= | o salto da origem foi até x ]. Denotando por p(z), = # 0, a
distribuicao do salto da origem do passeio D,,, temos
P(T=n) = > P(T, =n)p(z), (A.2.13)
z#0
sendo T, o tempo de chegada na origem do passeio D,, comegando em z. Seja Ty o
anélogo, em relagdo a H,. Observe que, os tempos T} e T, nio envolvem os saltos da

origem e que D, e H, s6 diferem neste ponto. Portanto,
T, £ T, (A.2.14)
De maneira andloga a (A.2.13) e usando (A.2.14), temos
P(T=n) = > P(T,=n)p(x) =3 P(T. =n) p(z), (A.2.15)
z#0 z#0
sendo p(z), z # 0, a distribuicdo do salto da origem do passeio H,. Substituindo
(A.2.13) e (A.2.15) em (A.2.12), temos

7(s) _ Ywz0(Lns1 nIP(Tz = n)s™)p(z)
Wi (s) Yaz0(Lnz1 nlP(Te = n)s™)p(2)
>0 Vi, (s)p(2)
Zz;éo \I],TI(S)];(’L‘) ) (A216)

sendo U7, (s) = Y,50 P(Ty = n)s™ . Por (3.1.10), sabemos que

p(z) = yu(0,2) = Y v(w(0,5))v(w(0,] + z)).
/A

Logo, se para um ¢ € Z%, z fixo, p(z) = 0 entdo v(ui(0,7))v(ui1(0,7 + z)) = 0, para
todo j € Z% Portanto, v(u1(0,7)) = 0 ou v(uy(0,5 + z)) = 0, para todo j € Z*.
Entao, u1(0,7) = 0 q.c ou u1(0,5 + ) = 0 q.c, para todo j, o que equivale a dizer
[u1(0,7))u(ui(0,7 4+ )] =0, qc Vj€ 7Z°. Portanto,

V[ul(ovj))u(ul(oaj + .’lt)] = 07 VJ € Eda
e entdo, usando (3.1.12), temos

> v[ug(0,5)ui(0,5 + )] = p(z) = 0.

jez?
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Ou seja, se p(z) = 0 entdo p(z) = 0. Logo, para todo z € Ze, & # 0, existe Cy,
0 < C; < o0, tal que

p(z) < C.ile) <epl(e), #(z)#0, (A2.17)
sendo ¢ = max{C,, ¢ € Z%, = #0, p(z) # 0}, ¢ < co.
Obs.: O conjunto {C,, = € Z% z # 0, p(z) # 0} é finito pelo fato de que o alcance é

finito.
Substituindo (A.2.17) em (A.2.16), temos que existe constante ¢, 0 < ¢ < oo, tal que

. Wz (s)
lim=-—22 < e (A.2.18
s—1 \I’%(S) )
De maneira analoga mostramos que existe constante d, 0 < d < oo, tal que
A
lim 22(8) (A.2.19)
s—1 \I/’T(,s)

a) Supondo que limg4 Wi(s) = limy_y; Uli(s) = oo, temos
1T T

(a.1) Se po,p1 > 0 entdo usando (A.2.18), (A.2.11) e (A.2.10), temos

) A WL(s) _Ae
= = < —
imA(s) = ylmp ST ©
) B 2
lim f'(s) < Ac (ﬂ) :
=1 g/(s) A \po
(a.2) Se po = p1 = 0 entdo usando (A.2.18), (A.2.19), (A.2.10) e o item (2z), temos
. A WL(s) A
= 2 <2
imB(s) = Flmgpysy? e
. A Un(s) A
= = < =c.
imdls) = 7 im Wi(s) X °©
logo,
, -
im 2 < Aop
s—1 g’(s) A

(b) Supondo que limyy ¥7(s) =a < co e limgy Vi(s) = b < oo, temos
(b.1) Se po, p1 > 0 entdo usando (A.2.11), (A.2.10) e a expressao de A(s) dada em (A.2.6),

temos
. _ 14 Xa—po)
Al = T m)
I f'(s) 14 Xa—po) Apy ?
im = - JHTTERY
s=1 g'(s) L+ Ab—p1) \Apo
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(b.2) Se po = p1 = 0 entdo usando o item (2%) e a expressdo de A(s) dada em (A.2.6),

temos
: Ab+1
B =
i T EE
. Aa+1
lim A = = .
imAls) = 1333
Portanto,

f'(s) Ab+1
1m =
s—1 g’(s) A

Assim, concluimos a prova do Lema 3.1.1 pois, tanto no caso transitério como no recor-
rente, temos
. f'(s)
lim
s—1 g’(s)

< constante. O

A.3 Prova do Lema 4.3.1

Seja z € 27 tal que ||z|| = 24, |z;| é um muiltiplo par de 2. Ou seja, ||z|| é da forma
2(2k) = 4k, para algum k > 0.
(a) Cdlculo de P(H} =0)
Para todo n > 1, IP(H;°_, = 0) = 0. Ou seja, o nimero total de passos para chegar

ao zero, partindo dele, deve ser um nimero par, isto é, da forma 2n, Vn > 1. Sejam

My, My, ..., My varidveis aleatdrias que reperesentam o nimero de passos do passeio H;
nas direcoes 1,2, ...,d, respectivamente. Portanto,
d
Z M; = 2n. (A31)
=1
Para todo 1 =1,2,...,d,
1
M; ~ B(2n,-) e
d
2n |
P(A/[l =m1,...,]\/[d :md) = (_l) ", (A32)
mMiy...,My d

Observe que, o passeio aleatério vai partir do zero e queremos que no tempo 2n haja um

retorno ao zero. Entao, em cada diregao 7,V2z = 1,2,...,d, o numero de passos para a
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direita e para a esquerda sao iguais. Ou seja, 2t = nimero de passos a direita = numero
» o

de passos a esquerda. Logo,

. m L - m L
P(H;, = 0|My = my, ..., My=my) = g C "G (asd)
m1/2 md/2
Portanto, usando (A.3.2) e (A.3.3), temos
P(H;, =0) = > IP(H;, =0|My =my,..., My = ma)
o
P(Ml :ml,...,Md :md)
2n my mq 1 1
S G Cy™
m g 20 Mi,y..., Mg my /2 mq/2 2 d
my+...+my=2n
(2n)! 1
= B— =, A.3.4
e (BB (GO 2 (34

my+...+mg=2n
(b) Célculo de P(H;* =0)
Como ||z|| é um muiltiplo par de 2 entdo, o nimero total de passos para chegar ao sitio

zero, partindo de z, é um nimero par, Portanto,
P(H:=0)>0 e IP(H;_1=0)=0 Vn2>1.

Seja L; a variavel aleatéria que conta o nimero de passos na direcdo j, para todo j =
1,2,...,d. Entao, dado que L; = [}, sejam n; e (I; — n;) as variaveis que representam os
nimeros de passos para a direita e para a esquerda, respectivamente, na diregao j, Vj =
1,2,...,d. Entao,

L 4 2.
it yi19....d

n;—(lj —n;) =x; n;=

. . s s litz; o lj—z;
Ou seja, o passeio aleatério dara J+Tl passos para a direita e 252 passos para a esquerda,

na direca de 7. Logo,

2n 1
Plly=by....La=1lz) = _271’
! ! ) ll> '7[05 (d)
P(H;, =0|Ly =1 Lai=13) = h 1y, la l"‘
(H3, =0lL1=h,...,La=1ls) = [T (2) o\ lazea (2)
5 2
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Portanto, temos

(2n)! 1

PiH;, =0)= —)*" A3.5
( 2 ) !1.;;20 (h%)l(i%ﬂ)l(id%d)l(%y(zd) ( )
Iy +...+lg=2n

Consideremos, em particular,  pertencente a um dos eixos coordenados, digamos z =

(z1,0,...,0), sendo ||z|]| = z; um multiplo par de 2. Entdo, usando (A.3.4) e (A.3.5),

temos

[P(H;, = 0) — P(t3: = O)
_ (2n)! | (2n)! 1.,
I (cre o Cr e e e

2

(2n)! (i on (2n)! 1 ]

= [(11!)2-.-(&!)2 2d _(zl+z1)!(11—zl)!...(zdz)z(ﬁ)zn

1y,eslg>0
li+...+lg=n
_ (2n)! : 1 Jon [ L) ]
wise ()2 (W)?2d” [T (b 2)l(h — =)
h+...+lg=n
1ol g0 (l]’)2 .ee (ld')2 2d L (11 = Zl)(ll + z2] — 1) “ee (ll + 1)
Li+...+lg=n
- ,Zdz (11!)2...(1d!)2(2d)
4. +lg=n
(11 +1)(ll+2)(11+21 —2)(11+21—1)(11+Z1) '
sendo [; = B Vi=1,2,...dez =% = lzl,

Usando (4.3.28) do Capitulo 4, temos

sap(s) = 2; n[IP(Hy = 0) — IP(H,® = 0)]s" = ; 2n[P(H;, = 0) — IP(H;7 = 0)]s™

- Z on[P(H, = 0) — P(H = 0)]s™ + 3 2n[P(Hj, = 0) — P(H;® = 0)]s*

n=1 nZa:f
2?2 22

< Y 2mP(Hj, = 0)s" + . [ P(H;, = 0) — P(H;Z = 0))s™,
n=1 n=1
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pois IP(H;,_, = 0) = P(H;*_, = 0) = 0 para todo z € 2% tal que ||z|| é miltiplo par
de 2. Portanto, vale

2 2

saha(s) < Z onlP(H;, = 0)s* + Z 2n[IP(H;, = 0) — P(H;F = 0)]s*™.(A.3.7)

n=1 n=1

Substituindo (A.3.6) na desigualdade (A.3.7) temos:

#1
saj.(s) < > 2nlP(H;, =0)s+ > s™2n

n>4zf
Z ﬂ'_(i)%
W imse ()2 (la!)? 2d
h4...+lg=n
ll<2d

[1_ Wi —1)(l—2)...(h— 2 +2)(h — 21 +1) }
L+DL+2)...(h+zn-2L+za-D)lL+2)]

(2n)!

+ s"2n S o N

n§ ZZ () 2d)
1 4. Hlg=n
hW<3y

[1 - Lh=1)...(L— (21— 1)) J (A3.8)

ll =+ 1) s (ll + (Zl = ]_))(ll ‘|‘Zl) ’
sendo 2z; = 27 & 4z} = i = ||z|]%.

Por Spitzer (1964), pagina 75, temos que
P(H;, =0) = O[(2n) 7.
Logo, existe uma constante ¢ > 0 tal que

P(H;, =0) < c¢(2n)7 Vn>1.

Entao,
z? z? %%
11m Z 2nlP(Hy, = 0)s"" = > 2nlP(H;, =0) <> c(2n)(2n)_7d
n=1 n=1
ll Gl
= cy (2n)"2=2""2) n'"? <
n=1 n=1
(1) Se d =3,



(ii) Se d = 4,

Y 2nlP(H;, = 0)s®

n=1

—Z— 1+/ —dy 1+2[0g:1:1)

nln

IA

1
= &(5 +log) = &(; + loglz])

Portanto, vale o seguinte: Se & € 2% est4 localizado num dos eixos coordenados e ||z é

muiltiplo par de 2 entdo, existem constantes ¢; e ¢] < co tais que

[l — 1 =3:
S onlP(HL, =0) < { lell = =, eSS (A.3.9)
n=1 c; log||z|| = log|z1|, se d=4.
Consideremos agora a segunda parcela da desigualdade (A.3.8), dada por:
2n)! 1
52n2n ( _~ \2n
n>z422 ,1;,;20 (L2 .. (ld!)2(2d)
1 l1+..+lg=n
nh<gy

[1_ Lli—=1)...(L = (=1 — 1)) ]
(Lh+1)...(lh+ (21 = 1))(ls + 1) )

Observe que,

(2n)! 1 5 Lilh=1)...(l1 = (21 — 1))
Z> (11!)2...(1d!)2(ﬁ) [1 41 (b (=) + 21)]

I +...+lg=n
n
h<2g

< > P(Hjy =0,Ly=1;) <IP(L; < =
e 2d”’

sendo L; = Mt e, de (A.3.2) sabemos que My ~ B(2n,}). Dai, My = £, Xi, X; ~
B(1,%), E(X;) = § para todo i = 1,...,2n. Logo,
My

n

n n n
< o = < —) = —_— ) = — P
n n
—_ < — —
P(Sz"l — d) ( 5271 — d)
sendo (—S2) = — X2 (Xi — E(X1)) = £2.(—2Zi), Z1, Za, .. - iid e p = [E(Z;) = 0.

Pela Teoria dos Grandes Desvios [Durret, Richard(1991), pdginas 57-63], temos que se
¢(0) = [E[e~%%] < co para algum 6 > 0 e a > p entdo IP(—S3, > 2na) — 0 exponencial-

mente rapido. Isto é,

IP(—S2, > 2na) < e"zm(“),
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sendo v(a) = al—k(0), k(0) = logp(P) e, para cada a > p existe 8, > 0 tal que a

No nosso caso, temos

= L
“ T
, d— 1 —e(a—1
o(8) = Ele%]= - 169/d+ 384_: ) _ d(d — 1+ e7?),
d—1 _
P0) = —5=l 1),
e
(a) = al — k(0) = ad — logp(0) =1 4 0
= B IO =09 T e? 24
Resolvendo a equacao a = %’(gf)l, temos
d—1 2d —1
-6 _ _
=gd—1 ¢ V=legT1

Substituindo (A.3.11) em (A.3.10), encontramos

1 1,2d-1,, 1
v(a) =(55) =log5(7—7)""# >0.

Entao, temos

1
P(~S3m > 2n57) < e,

sendo o(d) = log%(zdi__l—l)l‘;_d > 0. Portanto,

S (Plgea!
— w(a)

(A.3.10)

(A.3.11)

Wil —=1)... (= (21— 1))

) 2n)! 1
lim s 1on (— ey [1 —
stl ngli,f 11.;;12_0 (L4H2. .. (ld!)2(2d) (Lh4+1)...(h+ (z1 = 1))l + 21)
11-5;..;21&:_2
= 2n ———(=)" |1 —
n>z:4z2 ll.-;izo (;11)2... (ld!)2(2d) (L4+1)...(L+ (s = 1)L + =)
L 4. +lg=2
h<zy
n 1
< 22 onlP(L, < ﬂ) = 22 2nIP(—S9n > Qn%)
n>4zj n>4z;
< > one~no(d) = > 2ne” (@ 50 quando ||z]| = oo,
n>4z} n>||=|?
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pois a série ), 50 2ne~27(4) ¢ convergente, ja que a(d) > 0.
Portanto, para a segunda parcela de (A.3.8) temos o seguinte: se « € 27 estd localizado

num dos eixos coordenados e ||z|| € multiplo par de 2 entao

(2n)! 1.,
2n _ @n)t T g,
n>§|;‘~”2 ’1.-2.1,:120 ((11')2 . (ld')2(2d)
Iy 4. Flg=2
h<3y
ll(ll—l)...(ll—(zl_l)) ‘|
. —+0, A.3.12
(L4+1)...(b+(z—1))(L+ =) ( )
quando “:E” — 00, sendo z; = §21. — l;l _

Tratemos agora da terceira parcela do lado direito da desigualdade (A.3.8), dada por

n (272)' 1 2n 1 2n ll(ll_ ].)(ll —(Zl —1))
Z s“"2n ,1,,220 (11')2 - (ld')z ﬁ) (ﬁ) l:]- - (ll + 1) e (ll + (21 - 1))([1 + 21)

2
n>4z
1 li4...Hlg=n
n
>34

Observe que,
Lhlh=1)...(LL — (21 — 1)) _(l_ﬁ)(l— fedsae {1 —a__l)
(h+1)...(h+ @ -))h+=zn)  Q+HA+E) . (1+F)
exp{log [T (1 — 1)} _ exp{TiLy" log(1 - 1)}
exp{log [T2AT" (1 + 1)} exp{Tiy log(1+ 1)}

Entao, temos

(n)! 1, Wi —1)... (I — (21— 1))
11,.-2,1(:120 (L1 (ld!)z(ﬁ) ll LD+ (D)) Zl)l

L4...+lg=2n
1 >'£§

) exp{2 log(1 — 1))
- 2“‘““11)[ exp i Tog(1 1 1))

ll>2d

log(1—77) . log(1-7) . s o
Como lim 0 —— =1 entdo ——= =1 é limitada numa vizinhanga de zero. Logo,
I

I

existem A > 0 e é; > 0 tais que

| | <6 = | | < A
11
D log—(_,,_—’—) < A, temos
)
gy ALzl Az(z1 — 1)
glog(l—g)>gi=12:— o0



Logo,

z1— 1 A
exp{ > log(l — ——)} > exp{— —21(21 -1} (A.3.13)
=1
lo ok
De maneira anéloga, temos limll_m g(lj“) = 1.Logo, existem B > 0 e §; > 0 tais que
1 I
' log(1 + +
< s A
11 oy
Entao,
z1—1 B
exp{— Z log(1 +7 )} > exp{——zl(zl - 1)} (A.3.14)

Usando (A.3.13) e (A.3.14), temos
z1—1 g z1—1
exp{z log(1 —l—)}exp{ Z log( 1+l )}
1

>wmp{—A@fﬁzﬂ4"B@l+zo}. (A.3.15)

204
Seja M = max{A, B}. Entao,

exp{-2- (=)} > epl—yr (- =),
exp{—g (2 +a)} > exp{-g (42},

Logo,
z1—1 z1—1 A/[
exp{z log( 1——)}exp{ > log(1+ )} >exp{——zf}.
=1 =1 ll 211

Dai, temos

exp (S log(1 — )} M
1 - - {—Zz‘ gl 1 ,1)} < [1 - exp{—izf}] ‘ (A.3.16)

. Mz2 _ 2dM
Comoll>%‘azent‘.aonL<—nzL Dai,

M 22 2dM z?
1} exp{——}

QdZV[z dM

! } =1 —exp{——— 1}

exp{
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Portanto, podemos escrever:

exp {Zzl llog 1 — —)} < [1 —exp{—ﬂv{wz}} _ (A.3.17)
eXP{ Syt log(l+ 1)}~ 1

Usando (A.3.17), temos

@) 1ol Lhi—1)..(h—(a—1)
2 T () 2d) [1 (11+1>..-<11+(z1—1>>(zl+z1)J

li+-..+lg=n
Iy >n/2d
< Y PHPR=0,L=h)1-e =M < S P(H=0,1 = 1)K ian;n2
li>n/2d l,>n/2d

o d -
< RMIelP L P = 0,1y > n/2d) < KM |Jalf o= P(H; = 0),
n n
Portanto, para a terceira parcela, temos

s 2n (27’2.)
2 2, T (P 2 0

li+...4+lg=n
ly>n/2d

11(11—1)(11—(21—1)) :|
(Lh+1)...(lh+ (21— 1)) (L + z1)

1—

(271)' 2 [ ll(ll - ].) .o (ll — (21 = ].))
= on () 1 -
2, W@ 2d) | T @Dt G D) )
Y i
d ~ .
< X amLRM el P(H;, =0) = KMd|el! Y P(H;,=0)
n>4zl n> ||z
< ReMdlal? ¥ —5 = Allal? ¥ n~,
n>||z[|? n>||z||?

sendo A = K ¢ Md uma constasnte positiva e,

% C
P(HZn:O):W> VTLZI

Como % = g— ou 2 entdo, a série ), d1/2 é convergente. Além disto, sabemos que,

Zn>k nd/? T = O(Ld/z 1) se d > 3. Logo,

1 1
Z 'm = ) <|—|’1)_”d_—2) , quando d 2 3.

n
n>|f]]?
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Portanto,

O(llzll), sed=3
O(1), se d =4.

n>||<|?

uwzzrﬂ”={

Portanto, para a terceira parcela de (6.2.8) temos o seguinte: se z € 27 estd localizado

num dos eixos coordenados e ||z|| € um multiplo par de 2 entao

(2n)! 1.0

2n o n)t L

”%f:llz i Z,l;izo (LhH2... (ld!)z(Zd)

U+ tlg=n
131 >n/2d
Ll —=1)...(L = (z— 1))
- =0 A.3.18
G+ Dt (= D)+ 2) (A3.18)
quando ||z|| — oo, sendo ||z|| = 22;.

Usando (4.3.28) e (A.3.8) temos:

S n[P(H;, = 0) — P(H;2 = 0)] < Gi(2)+ Ga(z) +Ga(z),  (A3.19)

sendo:
[I=]?
Gi(z) = ) 2nlP(H3, =0),
B (2n)! 1], Lili—=1)...(LL = (21 — 1))
Gale) = n%”f" Z;,Z (11!)2...(ld!)2(2d) _1 L+D)...(h+ (2 =1))l+2)]
Hnba
_ (2n)! 1, hh=1)...(L=(a—1))
Gal=) = n>%”22” 2,;; A A B ES B T E (TN B
ey

Entdo, usando (A.3.19), (A.3.18), (A.3.12) e (A.3.9), concluimos a prova do Lema 4.3.1. O

A.4 Prova do Lema 4.3.2

Substiuindo (4.3.21) e (4.3.24) na expressao (4.3.17) e, (4.3.23) e (4.3.25) na expressao
(4.3.19), temos
1 -y, (25)

(1-7s)

(1—s)+ As(1 — Uy, (4=22y)

(1=7s)

ag(s) = (A.4.1)
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1—\111\/ (S)

ag+(s) = 0=s)+s( - Un; (l)) (A.4.2)
Derivando ambos os membros de (A.4.1) e (A.4.2), em relagdo a s, encontramos:
(o) = [0-5)+ -390 - U (G2
g =B (1-%) (-9
{(1 \I’NI((].—"_)’S))) (1 )(1 = )2‘DN (( S))
P VN Gt ) LAV NS Clnte) L
(1 7)(1 ‘I;Nz((l —_ ’—73)))(1 \I'Nyo(( )))
Q=30 (A=), . (1- “7)5
e (T30 (T 50)
g = F)en (1—7%)s
\I}NI((].—’?S))(I \I’Nyo((l-—’i(s)))]}
age(s) = [(1—s)+s(1— Ty (s))]
H{(1 = Unz(s)) = (1= s) e (s) — (1 — Unz(s))(1 = Uny, (5))
+5[ W (8)(1 — Ung(s)) — Uiy (s) (1 — Uy, (5))]}-
Seja
(=)
&)= =7
cuja derivada, em relacdo a s, é dada por
/ _ (1 _ ’7)
a'(s) = =75 (A.4.3)
Além disso, como N} S N,, Vz € 2% , entdo
Uny(s) = Un,(s). (A.4.4)

Dai, substiuindo (A.4.3) e (A.4.4) nas expressoes de aly(s) e afy-(s), temos

dyls) = [(1—s)+As(L — Wy (a(s)))]™?
F{(1 = U (als))) — (1 = ) ()T, (a(s)) = A(L = U (a(s)))(1 = Upy (a(s)))
1A/ ()[ W, (o)) (1 = U (a(s))) = i ()1 = Tyo (@)} (A5)
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diye(s) = !
108 = T T s = Uy ()]
(L= () = (1 — 8)Why (5) — (1 — Ui, (5))(1 — Ty (5))

+5[ Ty, (8)(1 = Un,(s)) — Uiy, (s)(1 — Uiy, (5))]}- (A.4.6)

De (A.4.5) e (A.4.6), podemos escrever

ayls) _ M(s)slela(s)) = Md(a()] + Asl(a(s)) (A4.T)

Ge(s) W) ) - @)
sendo
M(s) = (1—s)+s(l—Ty,(s)), (A.4.8)
N(s) = (1—s)+As(l— Uy, (a(s))), (A.4.9)
os) == (s) = (1 = )W, (5]
(als) =[(1 =P, (a(s)) = (1 = $)(¥n. (a(s)] (A4.10)
(1= W (@(s)) = (1 = s)o'(s) W, (a(s))]
{ ds) = (1= Un ()1~ T, (5)) o
d(a(s)) = (1= T, (als))(1 = T, (a(s))),
{ () = (¥, ()1~ T (8)) = W (5)(1 = g, ()] i)
a(s)) = o/(5)[Wh, (@)1 = U (o)) = Ty (@())(1 = Wi ((s)))]:

Observe que,

131{11'1(1 — Uy, (s) = 1—=Un, (1) =1=3 P(Ny =n)

n>0

= IP(Ny, = 00) =p(yo), 0<p(y) <1, (A.4.13)

= 1. (A.4.14)
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Entéo, usando (A.4.13) em (A.4.8), temos
lim M(s) = p(yo) < 1. (A.4.15)

Usando (A.4.13), (A.4.14) e o fato de que Wy, € uma fungdo continua de s, em (A.4.9),

temos

li)glN(s) = Ap(yo) < co. (A.4.16)

Logo, de (A.4.15) e (A.4.16), temos

[ M(s) 2_‘2_ ~\—2
131%111 (m) =(\)*=(01-79)7"%, (A.4.17)

sendo A como definido em (4.3.14).
Como Wy, (s) = Zpso IP(Nz = n)s™ entao
1
N (s) = " > nlP(N, = n)s".

n>1

Note que,

Y nlP(N, =n)s" = Y ns"[P(n—1< Ny <o0)—IP(n<N; <o)

n>1 n>1

= > (n+1)s"""P(n < N; <o0)— > ns"IP(n < N, < c0)

n>0 n>1

= sP(n< Ny, <oo)+ > (n+1)s""P(n < N, < c0)

n>1

- ns"IP(n < N, < c0)

n>1

= s(1—p(z))+s) (n+1)s"P(n < N; < c0)

n>1

— Y ns"P(n < N, < o0),

n>1

sendo
B(z) = IP(N; = o). (A.4.18)

Somando e subtraindo a expressao Y. ,>1(n + 1)s"IP(n < N, < o0) no desenvolvimento

anterior e agrupando os termos, temos

Y nP(N; =n)s" = s(1—p(z))—(1—5)> (n+1)s"IP(n < Ny < c0)

n>1 n>1
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+ Y s"P(n < Ny < 00)
= s(1—p@) = (1—8) S ns"P(n < N, < 00) +s 3 s"P(n < Ny < oo).

n>1 n>1

Isto é,

> nlP(Ny =n)s" = s(1—p(z))—(1—s) Y ns"IP(n < N, < o0)

- +s %s“lP(n < N, <nZo;). (A.4.19)
Usando (A.4.19), temos que _
(1= )W (s) = & B ) S nP(N, = n)s"
= (1- 5)(Zzi p(z)) + (1 - 3);3“17’(” < Ny < 00)
_a - s S ns" P(n < Nz—< ol
Istod, —
(1= )i, (8) = (1 =)(1 = 5(&) + (1= 5) T ans” - a ‘33)2 3 nens”, (A420)

sendo a, = IP(A,) e A, = [n < Ny < o0).
Como A, | 0 entdao a, — 0, quando n — co, o que equivale a dizer: Ye > 0,3no € IV tal

que, Yn > ng, a, = IP(A,) < €. Portanto, podemos escrever

ng—1 ng—1
Zans“ = Z a,s" + Z ans" < Z a,s" +¢ Z s"
n>0 n=0 n>ng n=0 n>ng
il gs™
= Z ans” +
—0 1—3s
Logo, ¥V ¢ > 0 e para todo 0 < s < 1, temos
ng—1
0<(1—8)) ans" < (1—38) Y aps" +es™.
n>0 n=0

Isto é, Ve > 0,

0 <lim[(1 —s) > a,s"] <e. Entéo,
sT1 7>0
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hm 1—5)Y ans" =0. (A.4.21)

n>0
De maneira analoga, temos
(1—3) e
Znans = —S)ZZnans"_I:(l—s Znannl—l—Znan 1]
n>1 n>1 n>ng
ng—1 ng—1 no
< (1=9)2Y naps™ 4e( 3 ™) = (1 —)[ Y nans™ +e(13 )]
n=1 n>ng n=1 —é
mo—1 1 — s)ngs™ 1 4 s™0)
— (1 —23)? e e(( 0 '
I
Para todo 0 < s < 1 e Ve > 0, temos
(- 1
0< Z nans” < [(1—3)*[ > nan,s™ +e((1 — s)nos™ " + s™)].
n>1 n=1
Ou seja,
0< hm[( Z na,s"] < e.
& n>1
Portanto, temos
_ )2
lim -9 3 A = 0. (A.4.22)
gil S n>1
Entao, de (A.4.20), (A.4.21) e (A.4.22), concluimos que
li%ll’l(l —5)U, (s)=0. (A.4.23)
Além disso, temos
liTr?(l —Un,(s) = 1=Un,(1)=1-> IP(Ny;=n)
s n>0
= IP(N; = o0) = p(). (A.4.24)
Usando (A.4.23) e (A.4.24) em (A.4.10), temos
lime(s) = p(z). (A.4.25)

st

Como c é uma funcado continua de s entdo, usando (A.4.14) e (A.4.25), temos

lsiﬁlc(a(s)) = p(z). (A.4.26)
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Como d também é uma funcdo continua de s, usando (A.4.13), (A.4.14) e (A.4.24) em
(A.4.11), temos

lim d(a(s)) = limd(s) = 7(z)5(yo). (4.2
Portanto, usando (A.4.25), (A.4.26) e (A.4.27) concluimos que:
lim(e(s) — d(s)) = p(«)(1 ~ A(y0)), (A.4.28)

sendo 0 < p(z)(1 — p(yo)) < oo e
lim[e(a(s)) = Ad(a(s))] = A(2)(1 = A6(30)), (A.4.29)

sendo 0 < p(z)(1 — Ap(yo)) < 0.

Observe que
aye(s) = (M(5))*[(c(s) — d(s)) + sl(s)]
e, pelo Lema 4.3.1, concluimos que

lsigla'H,(s) < 00, (A.4.30)

para todo & € 27 tal que z encontra-se localizado num dos eixos coordenados e ||z|| é

um multiplo par de 2.

Entao, usando (A.4.15), (A.4.28) e (A.4.30) podemos garantir que, neste caso,

ligll(s) < o0 (A.4.31)
e, como conseqiiéncia, obtemos
ligll(a(s)) < oo. (A.4.32)

Note que, podemos garantir que esses limites, descritos em (A.4.31) e (A.4.32), s@o finitos

mas, ainda ndo conhecemos a sua dependéncia com z. Como,
agr(s) = (N(s))[(c((s)) — Ad(a(s))) + Asl(a(s))]
entiio, usando (A.4.16), (A.4.29) e (A.4.32), temos que
lsigla},(s) < oo. (A.4.33)
Observe que:
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(i) limgy M (s) ndo depende de z;
(i) limgyi(c(s) — d(s)) depende de @ porém nao cresce quando ||z — oo.
(iii) (limgy aly+(s)) vai para +oco quando ||z|| — oo, pelo Lema 4.3.1.
Seja

f(z) = liTr? [(s). (A.4.34)
Entdo, da expressao de a%.(s) e levando em conta os itens (i), (ii) e (iii), temos que a

dependéncia de f(z) com z é tal que f(z) cresce quando ||z|| cresce. Isto é,

(z) = lim (lim{(s)) = oo. (A.4.35)

1m
ll|—o0 [lz[|—+o0 " 511

Como [ é fungao continua de s e a(s) = 1 quando s T 1, entao

f(z) = liml(a(s)). (A.4.36)

sT1
Portanto, usando (A.4.7), (A.4.17), (A.4.28), (A.4.29), (A.4.34) e (A.4.36) temos
ag(s) _ (1- ,_Y)_z[ﬁ(l')(l — AB(yo)) + /\f(fc)]

st1 afya(s) Bx)(1 — B(wo)) + f(=)
#(z) (1=25(yo0)) + (1 _ ,7) B

_ _ mA=2 f(=) )
= (1-7) ﬁ[f![}(—;;[yon Ty =: F(z). (A.4.37)
E, de (A.4.35), temos que
!/
lim (lim “,”(5) = Tim Fle)= —— (A.4.38)
[|lz|]| oo sT1 G,H.(S) ||lz||—o0 1—-%
Portanto, usando (4.3.27), (4.3.28) e (A.4.38), temos
. Yaxon[IP(Hp =0) — P(Hy = 0)] o ay(s)
lim - = T = lim (lim
i Ssa P = 0) — P(Hz = 0)] 0o o e 5))

= (1-%)"" =cte. (A.4.39)

Substiuindo (4.3.21) e (4.3.24) em (4.3.13) e derivando essa nova expressao de ap(s) em

relacdo a s, temos
ap(s) = (N(8)) *[e(a(s)) — Ad(a(s)) + Asl(a(s))], (A.4.40)
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utilize .
ando tudo o que fol feito no caso de aly(s) e sendo

N(s)=(1—s)+As(l— Uy, (a(s)))-

Usando (A.4.13) e (A.4.14) temos

i N(s) = 9(0) <

(A.4.41)

Da expressio de aly(s) e de (A.4.40) obtemos:
ap(s) _ (/\7(3))2 [e(a(s)) = Ad(a(s)) + Asl(a(s))] e
d(s)  N(s)" [elals)) ~ M(a(s)) + Asl(a(s))] 4.42)

rior podemos concluir que,

De -
mar i o \ ~
laneira analoga a comparagao ante

do(s) A [PE) = Ap(yo)) + M (2)
lim 2222 = (=) — = .
im oy~ W [ﬁ(w)(l A i0) + M) (A-4.43)
Portanto, como antes, temos
lim Enzo [ P(Dn = =0) = P(Dn = 0)] = lim (hm?—D—(‘i))
1E] an() Tb[P(H,? == ) ]P(Hx — O)} [|z||—+00 511 G,H(S)
A 1-7
— constante, (A.4.44)

levando em conta que p(z) ndo cresce quando Jlz|| = o0 H(yo) Nao depende de z e

(A.4.35).
a prova do Lema 4,3.2. O

Im(anto (A.4.39) e (A4 44) completam

A.5 Prova do Lema 5.1.1

lto do processo (Y%, ¥). Vamos analisar as pro-

Sejam ,1T1,,..., 08 instantes de sa

i J inste S rro V¥ ) —
bilidades de transicao, (on(hclonadae a JF;, nesses instantes. Dado que (Y72, Y‘n-l) o

a analisar: © tyer=Y

(2,1 \ 4
' Y), temos os seguintes casos par
yZo—¥0 £ 0, ysando o item (i) do texto, temos:

(1) Se T # y isto é, D, -1

YA
1 o~ v 'I
PV =2 e ’) Yo ‘/“11 = £, )1"_ =y, F) = §ttn({L,{l.+CL)
|
= 51(,1((),.1"), W' £ 0.
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(1.2)
. A 1
P(Ype =z,Y° =y + ylYee =z,Y° =y, F) = iun(y,y +y)

1 7
= 5“1(0,?!), Vy' # 0.

~ N 1 1
P(Yz° = az,Yy: = y|Yr}”'i’_1 = x,Yf}’:_l =y, F) = —uu(z,2)+ Eun(y,y')

2

1 1
= §u1(0,0)+§ul(0,0)
= ul(0,0)

(2) Se z =y, isto é, D"} =0, por (ii) (no texto), temos:

P(Y7? =z + &, Yy: =y+y|¥r ==, 177’4:_1 =z,F) = uu(z,z+ 2 ua(z,24+Yy)
= U’l(O:x,)ul(Oy y,)7
va' ' € Z°.

Procedendo exatamente como na prova do Lema 2.5.1, mostramos que a cadeia imersa

(Y2, Y2 )n>0 é uma cadeia de Markov em 7 x 7Z°, isto é,

P(Yf: = .’IJn,Y'}/: = Zn | quk—l = :Ek_l’ngk—l = Zk-1, V 1 S k _<_ n)

= PY =20, Y& = 2. | Y2 | = Tac1, YA, = Zn-1), (A.5.1)
com probabilidades de tansi¢do, nos tempos de salto, dadas por

To __ Yo _ 0 _ 70 _
P( T, — Tp,y YTn = Zn I YTn—l = xn_l,YTn_l = Z'n.—l)

= E[P(YE =2, V¥ =2, | YR _ =201, YR _ = za-1,F1,).  (A5.2)

Sejam 7, = Ty — Tn_1, ¥n > 1, sendo Ty =0 , os tempos de espera entre o (n —1)—ésimo
e o n—ésimo saltos. Portanto, usando (A.5.1), (A.5.2) e as probabilidades condicionais

descritas em (1) e (2), concluimos a prova do Lema 5.1.1. O
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A6 R
esultados de Ferrari and Fontes [6]
Definica e X
¢ao 1: Seja Xo(x) =z A" para algum vetor deterministico A. Entao

X,(z) = E(¥2" | Fa) X

D s o~

efinicao 2: Para todo x € L sejam
Zu(w) = B 1R,

- Zn(m) /\* %

Zln) =
R B
esultado 1: Para todo n > 1, temos Zu(z) L Zalx ).
relagdo d filtragem {Fy :n 2 0}.

Le ~

ma 2.2: O processo Z, — ¢ um martingal em

Proposicio 2.3: Seja Pu = Lizo s ;
Seja Pn = Xizo P(D; =0Do = 0). Entdo,

Var(2.(0)) = 7" Pns

sendo o? = ‘/(17'[0'”(0))\*] e 0.(0) = Eﬂdju"(o 7)
para todo T € /A

]) 0 S ) ~ d A~

esde que Z,(x) 3 Z,(0)+ + 2, 0 resultado acima vale para —’n(l)
C I -

oroldrio 2.4: Quando X, ¢, Xo(i) = 1A™ para todo

t €79 o
Z? sendo N um vetor de

comega com um hiperplano, isto

terministico entdo

Vm'(X,L(O)) = 0 P

rescente €m 1.

Lema 3.1: P(D, =0/Do = 0) € ndo cres
Definigao 3: Sejan
N Z P(D, = 0|Do = 0)s" e g(s Z P(H, = 0| Ho = 0)s”
>0 n>0
P(D =0 Do = 0) e de P(H, = 0| Ho = 0), respectivamente,

as '\"(‘/‘.‘ e ” §
ries de poténcia de

co definido em (3.1.10).

.\'(',l( ¥
lo H, o passcio aleatorio homogen

L a5 8 @
ema 3.2: f(t) € da ordem de g(t).
w1 p(D; = 01Do = 0) ¢ da ordem de /n e logn,

l € 27 zi =0
respeets .
spectivamente. Se d 2 3, ela ¢ limitada.

Coroldr;
oroldrio 3.4: Seja A W vetor (e

L('llld 3.3: l'/'/”r ([ -
d e asuma (- 0 i
o (5w qu€ Z ’

Lerministico nao nulo em /s
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Entao,

v, sed=1
Var(Z2,(0)) é da ordem de ¢ logn, sed=2

constante, se d > 3.

Corolario 3.5: Seja Xo(1) = iA* para todo v sendo A um vetor deterministico ndo

nulo em Z% e asuma que o > 0. Entdo,

v, sed=1
Var(X,(0)) é da ordem de < logn, se d=2

constante, se d > 3.

Definigdo 5: Seja 2, 1= Zn — Zn(0), isto € Zn(a) := Zn(z) — Z,(0), para todo z.
Proposigao 5.1: Z, converge qﬁase certamente. Seja Z.. este limite. Se o > 0,
entao
|z — vy, sed=1
Var[Ze(z) — Zeo(y)] é da ordem de { log |z —y|, sed=2

constante, se d > 3.

Se o2 =0, entio Z,(z) — Zn(y) = Zo(z) — Zo(y) para todo n > 0.
Coroldrio 5.2: Quando X, comega com um hiperplano, isto ¢, Xo = {i)*,i € Z?},
sendo \ um vetor deterministico de 7%, entdo X, converge fracamente. Seja X este

limite fraco. Se 0? > 0, entdo

|z — vy, sed=1
Var[Xe(z) — Xoo(y)] é da ordem de { log|z —y|, se d =2

constante, se d > 3.

Se 02 = 0, entio Xn(m) — Xn(y) = Xo(m) - );’o(y) para todo n > 0.
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