
::'

l

r-.+

r

F
Estimação do grau de habilidade

em testes de múltipla-escolha

Gustavo Geram Tola Frachia

Dissertação apresentada ao Instituto de Matemática

e Estatística da Universidade de São Paulo

para a obtenção do Grau de Mestre em Estatística

Área de Concentração: Estatística

Orientador: Prof. Dr. Carlos Alberto de Bragança Pereira

São Paulo,julho de 2001

L

,l,iq %-} .2ó



Este exemplar corresponde à redação final

da dissertação devidamente corrigida e

defendida por Gustavo Geram loja Frachia

e aprovada pela comissão julgadora.

São Paulo,6 dejulho de 2001

Banca examinadora:

Prof. Dr. Carlos Alberto de Bragança Pereira (Orientador) - IME - USP

Prof. Dr. Flávio Wagner Rodrigues - IME -USP

Prof. Dr. José Afonso Mazzon - FEA - USP



Ag radecimentos

'Gradas a la vida,
que me ha dado tanto..
Violeta Parra, compositora chilena

Agradeço os ensinamentos dos meus pais que, desde a primeira infân-
cia, me mostraram que o esforço e a honestidade são dois dos principais
ingredientes do caráter de uma pessoa. Creio tê-los incorporado à minha
personalidade. Ensinaram-me também muitas outras coisas fundamentais
para tornar-me um grande homem, mas, lamentavelmente, não as aprendi
muito bem.

Agradeço ao meu primeiro professor de Estatística, Orual Andina, do
curso de Psicologia da Universidade Católica do Uruguai, pela seriedade
com a que encarou o programa da disciplina e que motivou-me a continuar a
estudar Estatística.

Agradeço ao professor Cardos Alberto de Bragança Pereira por ter me
dado uma opodun/dada de v/da. Poucos são os seres humanos que têm a
chance ou a capacidade ou a vontade de dar opo/fun/danes de vida aos
outros.

Agradeço a minha esposa Ângela, pelo seu incentivo nestes três anos
de Mestrado.

Finalmente, agradeço aos meus filhos Matilde, Felipe e Gabriel por
serem o combustível que faz o motor da minha vida funcionar em altas rota-
çoes



Abstract

The true levei of proficiency of an individual who is tested using a multiple-
choice test is studied in this work. Usually, the portion of answers that the
respondent really knows is neglected, regarding only the total of correct
answers.

Grades, in many testa alike Exame Nacional de Cursos, are fixed in an
arbitrary way. taking into account the results of the hole set of grades of the
individuais who were tested (standarization). This last aspect may produce
great distortions. prizing bad performances or puníshíng good ones.

The proposal of this work is that grades must be obtained taking into
account the intrinsical test characteristics and, algo, the minimal individual
skills required for thattest.
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Resumo

O verdadeiro grau de habilidade de um indivíduo que é submetido a
um teste de múltipla-escolha é estudado neste trabalho. É comum observar
que quem avalia o teste negligencie a porção de respostas que o respondente
consegue acertar devido ao acaso, observando apenas o número de res-
postas corretas.

As notas de aprovação de muitos testes - como as do Exame Nacional
de Cursos - são determinadas de forma arbitrária, levando em consideração
os resultados do conjunto de indivíduos submetidos à prova (padronização
das notas). Este último aspecto pode levar a sensíveis distorções na atribui-
ção das notas, premiando maus resultados ou penalizando bons.

Este trabalho propõe que estas notas de coorte sejam determinadas
levando em consideração as características do teste e também as habilida-
des mínimas que o respondente deveria possuir para ser considerado apro-
vado
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Capítulo l

Introdução

Propósito do Estudo

Uma das formas mais freqüentes de avaliação do rendimento escolar
é o teste de múltipla-escolha. Tal teste consiste na administração de um
conjunto de itens nos quais é feita a formulação de um enunciado ou pergunta
e é proposta uma série de alternativas. das quais, geralmente, apenas uma
resposta é correta.

A possibilidade de acerto casual geralmente disfarça o verdadeiro
grau de conhecimento (habilidade) do indivíduo. Por este motivo, é relevante
o propósito de investigar, dado o número de respostas corretas que o indivíduo
obteve, qual a distribuição de probabilidades do número de respostas que o
mesmo realmente sabe.

Vamos supor que temos uma caixa que contém itens do seguinte
tiPO

Assinale um x na altemativa de resposta que você considera como carreta
para a seguinte pergunta:

A Olimpíada de 1956 foi realizada em qual cidade?

a)Tóquio.
b) Helsinski
c) Atlanta.
d) Moscou.

Vamos supor também que a caixa contém outros itens como o de
cima para cada Olimpíada realizada na Era Moderna.
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Consideremos um indivíduo que irá responder perguntas desta
natureza. E razoável supor que este indivíduo conhece um certo número de
Itens da nossa caixa imaginária.

Se deselássemos saber o número exato de itens que o indivíduo
conhece, na referida caixa, nos encontraríamos em dificuldades. Isto porque
existe uma chance de acerto por escolha casual. Por outro lado, pode
descartar as altemativas que ele sabe que são incorretas. Por exemplo, ele
pode saber que as Olimpíadas de Tóquio, Atlanta e Moscou não foram
realizadas em 1 956. de tal forma que sua única opção possível é a alternativa
b. Esse conhecimento das opções incorretas ajuda a escolher a correta.
aumentando a probabilidade de acerto.

É claro que essa dificuldade de determinar o número verdadeiro
daqueles itens que ele sabe a resposta, não impede que procuremos
estabelecer a nossa opinião sobre as possíveis opções para esse número.
De fato, representaremos nossas opiniões por meio de probabilidades.

Se o número de itens da caixa for pequeno, poderemos fazer com
que o indivíduo responda a todos eles. Assim, teríamos de estimar o número
daqueles itens que tiveram resposta correta. mas por escolha casual.

Caso a análise exaustiva dos itens da caixa não seja recomendável
pelo grande tamanho da caixa, podemos pensar em fazer a retirada de uma
amostra aleatória, chamada de teste, do total de itens. Por teste
consideramos qualquer conjunto finito de itens submetidos a um respondente.
O número de respostas corretas ao teste. as probabilidades de acerto aos
itens e o nosso conhecimento da história do indivíduo, servirão então para
estimarmos o número de itens que o indivíduo conhece a resposta.

Os procedimentos para a construção de testes têm sido objeto de
exaustivo estudo. Podemos destacar os trabalhos de Harris e Steward (1 971).
Glaser e Nitko(1971), Popham(1975), Millman(1974) e Hively et al.(1973).
A proposta destes autores é a de definir apropriadamente o conjunto de
itens que contém todas as questões possíveis sobre determinado assunto.
similar àquele descrito na nossa caixa imaginária. Este conjunto é
normalmente conhecido como "domínio". O "nível de proficiência" ou o
"verdadeiro nível de habilidade" corresponde ao número de itens que o
indivíduo conhece do domínio (Millman, 1 972 e 1 974).

Vários autores, dentre eles Novick e Lewis (1971), Kriewal1 (1972).
Millman (1974). Hamilton (1975), Visco (1977) e Zúfliga (1978), propõem
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alternativas para a estimação do verdadeiro nível de habilidade de um certo
indivíduo, levando em consideração o seu rendimento em um teste com
itens extraídos aleatoriamente do domínio.

A principal divergência entre alguns destes autores está na forma em

que a amostragem é realizada. Millman (1972 e 1974), Kriewal1 (1972) e
Novick e Lewis (1974) desenvolveram teorias sob a suposição de que os
itens do teste são extraídos com reposição do Domínio. Hambleton (1 975)
adicionou a suposição de que as respostas do respondente provêm de uma
população distribuída normalmente.

Visco (1977) e Zúõiga (1978) preferem adotar o modelo
hipergeométrico. isto é, assumem que os itens são escolhidos aleatoriamente
do domínio, mas sem reposição. É claro que quando o número de itens da
caixa é grande ou desconhecido, a suposição de reposição não é absurda.
O modelo sem reposição parece ser mais realístico pois, para domínios
relativamente pequenos, um determinado item teria alta chance de ser
selecionado por mais de uma vez. Evidentemente só seria incluído no teste
uma vez.

Na mesma linha de pesquisa, mas com uma modelagem matemática
bastante diferente, a ãeo/ía da Resposta ao /fem utiliza técnicas "para
representar a probabilidade de um indivíduo dar uma resposta certa a um
item como função dos parâmetros do item e da habilidade (ou habilidades)
do respondente' (Andrade, Tavares & Valle, 2000). A Zeona da Resposta ao
/fem (TRI) se preocupa principalmente com as características do próprio
item e com a habilidade que o respondente tem para esse item. O domínio
de onde os itens são extraídos e o teste como um todo. não são os focos do
modelo TRI. Sem dúvida, uma das grandes contribuições da TRI é o fato de
podermos "comparar duas ou mais populações de respondentes, desde que
tenham respondido itens comuns", ou ainda comparar 'indivíduos da mesma
população que tenham sido submetidos a testes diferentes" Andrade et al.
(2000). Por afastar-se bastante do enfoque escolhido para o nosso estudo.
não nos aprofundaremos nas peculiaridades da TRI. Recomendamos ao
leitor a seguinte literatura sobre o tema: Lord (1 980), Mislevy (1 986). Goldstein

e Wood (1989), Baker (1992), Linden e Hambleton (1997), Andrade e Malte
(1998) e Andrade, Tavares e Valle (2000).
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O suporte teórico principal do nosso estudo está baseado na análise
bayesiana de dados categorizados, em especial no que se relaciona com o
estudo do problema da não-resposta ou censura. Para o desenvolvimento
do nosso trabalho iremos nos remeter a Basu & Pereira (1982) e Paulino &
Pereira (1995).



Capítulo 2

Modelo Hipergeométrico

Neste capítulo apresentaremos a abordagem do problema de estimar
o verdadeiro nível de habilidade de um individuo. segundo a suposição de
nao-reposição.

2.1 0 problema

Dados

a)

b)

c)

Um domínio de N itens de múltipla escolha, no qual cada item i
(i=1 ....,N) contém m. respostas alternativas.
Uma partição do domínio em subdomínios ou categorias, na qual
cada categoria k está composta por itens permutáveis com respeito
à probabilidade de acerto.
Um teste construído a partir da seleção de amostras de tamanho

nm(i= 1,...,k), de cada categoria do domínio. O tamanho do teste
e

n = ll(1)+ 11(2)+

O teste é administrado a um indivíduo que conhece © itens do
domínio e desconhece N -- a) itens do mesmo domínio. O número

de respostas carretas na categoria k será notado com x,...
Para cada item do teste, o indivíduo escolherá a alternativa
certa se ele souber a resposta e, caso não saiba a resposta,
tentará o acerto com probabilidade, na hipótese de ignorância

total, igual a l/m:.

d)

O nosso objetivo para este estudo consiste nos seguintes pontos
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l Determinar a distribuição de probabilidades de x. (ver tabela 2), o
número de respostas que o indivíduo sabe no teste, como função
do número de itens que ele acertou xe dos parâmetros de acerto
casuale habilidade.

Determinar a distribuição de probabilidades de ® (ver tabela 1), o
número de respostas que o indivíduo sabe no domínio, em função
do tamanho de respostas certas no teste x e dos parâmetros de
acerto casuale habilidade.

Obter uma medida de informação para avaliar a precisão de um
teste específico.
A medida de informação a ser utilizada, que chamaremos função
de incerteza, será a variância do estimador de Bayes:

2.

3.

Var(Q) = Var(©) - E War('D) l X}

Podemos representar por meio de uma tabela de dupla entrada a
distribuição de frequências dos valores de interesse, tanto no domínio, quanto
noteste:

No DOMÍNIO
CERTAS ERRADAS

0 0
®-© N-®

® N-®

TOTAL
®

N-©
N

SABE
NÃO SABE
TOTAL
Tabelas

No TESTE
CERTAS ERRADAS TOTAL

n

SABE
NAO SABE
TOTAL

Tabela2

x n -x
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O problema que estamos estudando refere-se a testes compostos
por itens de múltipla-escolha o que não é uma limitação. Poderemos
generalizar a solução também para os casos em que o acerto casual não é
possível, ou sela onde tem-se probabilidade zero de acerto aleatório. Este
extremo será apenas um caso limite das equações inferidas.

2.2 - Notação

N - Número de itens do domínio

N, - Número de itens da partição r.

P (.) Probabilidade do evento ou expressão contida nos parênteses

(a l b) - Representa o número de conjuntos que podem ser formados com
ó elementos, a partir de um conjunto de a elementos, as chamadas
Conob/nações. que são calculadas assim:

(a ; ó)
bl (a -- b)l

.ll - Símbolo que representa a independência entre duas variáveis

11 - Probabilidade de responder corretamente um item cuja resposta
correta é desconhecida pelo indivíduo que está sendo testado.

x - Número de respostas corretas no teste

Xk Número de respostas corretas para a categoria K do teste

n - Número de itens no teste

n* - Número de itens na categoria k

n -x Número de respostas incorretas no teste
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nk - xk Número de respostas incorretas para a categoria K do teste

Notação adicional será introduzida ao longo do presente estudo e definida
oportunamente.

2.3 Definições sobre as distribuições de probabilidades
relevantes a este estudo

Definição 1 - Uma quantidade aleatória p tem uma função de probabilidades
Beta com parâmetros reais positivos ct e l3 e escrevemos p - Be(a,l3), se sua
função densidade de probabilidade for:

P "' (l-P)p''

B(a,P)

Com Bra,#)
r (a +l3)

A generalização da distribuição Beta para um vetor k-dimensional
positivo p :(pl, ... ., p*) tal queàp.: lé denominada distribuição de Dirichlet
de parâmetros reais não-negativos (a., a:, ... ... cE*).

Definição 2 -- Sejam a e P números reais positivos e n um inteiro positivo.
Uma quantidade aleatória x. O S x S n, tem função de probabilidades Beta-
binomial com parâmetros n. a e l3, se sua função densidade de probabilidade
for

f(x) = (n ; x)
B(a + x, J3+ n -x)

B(a,P)

8



A generalização da distribuição Beta-binomial para um vetor de inteiros

não-negativos x = (xl, ..., x*) é chamada de distribuição de Dirichlet
Multinomial, cuja função de probabilidades é dada por:

nlF (a) .
11
i:l

F (a + n)

r (a:+ x.)

xlF (a)
(2.1)

k

onde a = E cl:
i:l '

2.4 Distribuição de Probabilidades para o número de questões
que o indivíduo sabe (x,) dado o número de respostas
certas (x)

Seja X = (x.,.....,x*) um vetor de dados distribuído como Dirichlet
Multinomial com parâmetros (n; ct., ...... %).

Proposição l
então

Se (i., ......, i*) é uma permutação de (l
(xi.,....xi*) - DM(n; oq., .. .-.., q.).

k)

Proposição 2. Se m € {1 ,2. .k} é fixado,então para li : ;loq

m

(x
m

,x., n - .: x.)
m

x=Ex
i:l l

DM (n; ct., ..-...., a..a - l3)
e

BB(n; Í3 cl - l3)

Estes dois resultados são conseqüências imediatas de propriedades
análogas das distribuições Multinomial e Dirichlet.

Proposição 3. Para m e x definidos como acima, temos que

(x.,.....,x.) lx - DM(x; cl., ......, a..,)

9



Prova - Observe-se que a distribuição de probabilidades
condicional(x.,.....,x.) lx é obtida pela divisão da função de probabilidades
de (x.,....-,x., n - x) e a função de probabilidades de x, a qual fornece a
distribuição de probabilidades de uma DM (xl ct., .... .., a.).ü

O resultado seguinte é uma importante caracterização da Distribuição
Dirichlet-Multinomial.

. Sela (x.,......x*) um vetor aleatório de inteiros não-negativos com
;l x; = n fixo. Escolha um inteiro m 8 {2,......,k-l} e denote x = ã x, e y= n -x.
Considere agora o seguinte conjunto de condições:

(x,,.....,x,,,) .ll (x..,,.....,x2 1 x
(x,,.....,x,,,) l x - DM (x; a,, ..'...., q,,) (2.2)(i)
(X...,,.....,XPI X - DM (y; am.,, ..-...., aO, (2.2)(ii)

m

x - BB(n; E q cr - :;l a9
m

(2.2)(iii)

Teorema 1. 0 conjunto de condições (2.2) é necessário e suficiente para
éx,,.....,xP a,,..'...., aJ (iv)

Prova - Pelas proposições 1, 2 e 3. (iv) implica (ii) e (iii). Para provar as
outras implicações precisamos notar apenas que (2. 1) pode ser fatorado
como:

n! r (ct)
r (a+ n)

r (l3'. x) r (a- nv 'V)
x! y! r (p )r (a- P)

X

x xlr(p)
r (p'. x)

r (a.+ x:)

x F (a)

x W-r(a-H Ú
/''(a -# + y) ':"''

r (a. t x:)

xlr(al)

10



Onde, como antes, cl = E oh e l3 = E oç. O primeiro fator é a função de
probabilidades de uma BB(n; P a - l3), a segunda é uma função de

probabilidades de uma DM(xl a., ........ a.) e, finalmente, a terceira é a
função de probabilidades de uma DM(yl a..., ......, a*). n

k m

Aplicando os resultados anteriores ao nosso problema, observamos
que a distribuição de probabilidades do número de respostas corretas
que o indivíduo sabe (x.) dado o número de respostas corretas (x)
é uma BB (x; ct., a:).

2.5 A Estimação do Grau de Habilidade em Testes de
Múltipla-Escolha

vamos voltar à idéia de que um certo dom/nlb de itens de múltiplae-

scolha, é passível de ser particionado em categorias de acordo com, por
exemplo, itens de diferentes tipos de dificuldade, de diferentes disciplinas ou
qualquer outro critério que o divida em categorias disjuntas.

Para cada categoria, assocíaremos dois valores: o primeiro
corresponde à probabilidade de o indivíduo acertar o item quando não sabe
(escolha aleatória da resposta) e o outro corresponde a nossa opinião sobre
o nível de habilidade que o indivíduo tem para esta categoria.

Assim. o tratamento dado à habilidade não é dicotõmico, isto é, não
partimos da base de que o indivíduo possui ou não habilidade, mas admitimos
que ele tem um certo grau de habilidade, que representaremos por uma
proporção entre O (ausência total de habilidade, devido a qual o indivíduo
optaria, fatalmente, pela escolha aleatória da resposta) e l (habilidade plena.
graças a qual o indivíduo acertada, sempre, a resposta correta).

Em relação ao conceito do Domínio acima citado, estabeleceremos
que existe um conjunto finito de possíveis perguntas que poderão ser
utilizadas para confeccionar um teste. Este conjunto de perguntas pode ser
particionado em subconjuntos (subdomínios ou categorias) com uma ou mais
características comuns, como por exemplo, perguntas mais ou menos difíceis
ou perguntas sobre determinado assunto ou perguntas cujos conteúdos foram
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bem trabalhados ou não em sala de aula, etc.. O importante é que cada
subdomínio seja mutuamente exclusivo em relação aos outros.

Podemos representar, esquematicamente, para uma certa categoria
k, como seriam divididas as respostas nesse subdomínia, na tabela 3:

categoria k
SABE
NÃOSABE
TOTAL
TABELA 3

CERTAS ERRADAS TOTAL

Lembremos que aqui, q) representa o número de questões no
subdomínio que o indivíduo realmente sabe e que responderia corretamente
com probabilidade 1 , caso alguma pergunta deste subdomínio seja escolhida
para compor o teste.

O valor 0 (zero) indica que se o indivíduo souber a resposta, ele não
errara.

O valor ® - ® representa o número de respostas que o indivíduo não
sabe mas que poderia responder corretamente, quando escolhe
aleatoriamente uma alternativa do item.

Finalmente, o valor N - ® está vinculado ao número de respostas que
o indivíduo não sabe e que também não acertada na escolha casual.

(D é, portanto, o parâmetro de interesse, cuja estimativa é objeto do
nosso estudo.

G) representa o número de questões que o indivíduo responderia
corretamente.

N é o tamanho do subdomínio.

Podemos imaginar que o domínio é uma espécie de prédio no qual.
em cada andar, estão as perguntas com os mesmos valores de probabilidade
de acerto casual e habilidade. Cada pavimento deste prédio é um subdomínio
e pode ser descrito com uma tabela similar à mostrada acima.

12



Para confeccionar o teste, são feitas retiradas sem reposição de
perguntas de cada subdomínio. Se a partição foi feita, por exemplo. em k
subdomínios, um teste de tamanho n, estará composto pelo vetor

{nl, n2, .......,nkl'; com
rl = n.+ rl.+ .......+ri,.

n é a amostra extraída da categoria

A escolha dos valores n., n,. .n*faz parte da construção do

13



teste e é, portanto, arbitrária.
O seguinte quadro (tabela 4) mostra a distribuição das respostas do

indivíduo no teste, para a categoria j.

Categoriaj
SABE
NAOSABE
TOTAL
TABELA 4

CERTAS ERRADAS

O número de questões que o indivíduo sabe não é observável. nem o
número de questões que ele não sabe quando as acerta, mas podemos
representar as suas freqüências como um vetor x = (x.. x2). Com esta
modificação a tabela 4 teria este aspecto:

Categoriaj
SABE
NÃOSABE
TOTAL
TABELA 5

CERTAS ERRADAS

O que nós observamos no teste são as quantidades x e n - x.
Naturalmente. também saberemos quantas questões da categoria 1, 2,..,
j,..,k, foram respondidas corretamente. Assim, uma tabela análoga à de cima
poderá ser feita para cada categoria.

Então o parâmetro de interesse passa a ser a)= { (1)., (D2, ....., (Dk }

e a função de verossimilhança associada ao fato de acertar x dentre n
questões, tem distribuição hipergeométrica com parâmetros (O. N, n):

('D; x,)(®-'D; x:)(O; x)(N -®; n-x)

(O ; x) (N ; n)

L (2.3)
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Considerando o vetor de parâmetros como (O, (D, N - ®), a priori pode
crita da seguinte forma equivalente:

@- BB (N; a, + az a2 (2.4)
@l @- BB (@; a,, aJ

(@- @9 1 @- BB (@; a2' cz2

Observamos também que (D l (Q , x) Q pois x não traz qualquer
informação sobre çb

De(2.3) e(2.4) obtemos: O-xlx'' BB(N-n; a.+a,+x, a.+ n-x)(2.5)

O nosso propósito é determinar agora a distribuição a posteriori de (D l x:
N--n +x

Pr @ = k l x) =.ét P/@ = m l xj . PÍO = k l (x , @ = /zW=

N-n

m-x=o rt ///'À IÀ/. rtu'''nl (cv'//il/y

Agora, todas as distribuições envolvidas nessa
(ver2.4 e 2.5)

Sn X) 'r(aí+aa+m0'r (a +]V--mJ ]''Ía.+a2+a4+n9
.-Po --- -' .r(a,+aP+a+N9 'r(a,+a2+x)-r(a4+n-x)

(m,k) r(al+k)r(az+m--k) r(a,+a:)
r (a,+ a,+ m) r (a.)r (a,)

seres

composi aresção são famili
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2.6 Estimação do parâmetro de interesse a) e determinação
da medida de informação por meio da variância do
estimador de Bayes.

E'Í@ l xJ =EÍEÍ@ l@ , x7 lxJ =EÍEÍ@ l @Jlx)
E {0 [a,/ (a,+a:)] \ x}

cz. (a, + aP + x)

[(N -- n) + x]

(a.+a ) (cr + n9
E r@ l x7 P.o

Com a= cz,+a2+cz4

uar {@ l xJ var/@ l @, x? l x7 + VarIE @ l é?, xJ l xJ

Narro l @ l x; + VarIE {@ l @ } l xJ

a2 (CZí+aZ+ @ )

(a,+a2) (a,+a + 7)
x} + uarÍ@ a, lxJ:

(a,+a2)

cz+ (z. 7 (z.2

ã+aJ Ú' +aJ @;:EiT E{(a,''«,' @) @ l x) ''Õla; Vara lxj

Ainda,

E {(a,+a2+ 0) @ l xl ra,+a:) Er@ l xj + Er@ 'l xJ

(a,+a:)Er@ ]x] +var @lx)+E'r@ lxJ
e

Var {@ l x) = Var /@- x W ,o 3.=3---
a +n

(a4 n-X)
a+N

cr+ n+7

16



De tal forma que:

"' '« - « : €6 %Ú ",.««« qH ' " '

«,' ===T"'« x) t {(N- n)
a.+aP+X
a+n '+ x }'l'+

a?'

@,*©'
@Tf? fT?qTIV? (N
6a + n9áa + n + 7)

'nJ(«.+'7 4

A função de incerteza (Fll.) é dada por:

F.l. = Var(8) = Var(a))-- E {Var{(D \ Xl} uar {Er@ 1 )(2y

Uar lera 1 4} Var { ..!L /Ím d Cr,+ a2+ X
a +n +'xJ}

Var {t ( N - n)(al+a9+ (N - n) x
'' (a + n9 (a+ n)Ía,+aP)'

x/;

a.z N -- n

1:1;1:1:1;)Var {t -;:-- ' l ]xJ:

i:ll:i;;[-N.:!-- + ] ]: Var {x}

17



Agora,

x ; a,+a,c14) ver (2.2)(iii)

Portanto.

VartE{(D\xll:n (a14 a4o?(a.FI) t o+n) llZ
(2.7)

Definimos o ganho relativo de informação como

1= 100x F. 1. / Var {(1)}

Vamos determinar agora a Var { © }.

Lembremos que @ - BB (/\C a,, a2 a2

a.
Var {O} = N :

(a'+ N)
(2.8)

(2.9)

Então, o ganho de informação é determinado por:

1: n a.a.(a+n)(a+N) [ N-n +]]a
/V (a. + a )Ía+ 7)' (a2+aJ ' 'z + n '

2.711ustração

A solução computacional para a aplicação dos resultados acima
apresentados foi conseguida com o auxílio da planilha eletrõnica Excelw)
da Microsoft Inc..

Com pequenas adaptações, mostramos qual seria a visualização
dos resultados, usando a planilha desenvolvida.
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Quando um teste múltipla-escolha éaplicado a um indivíduo,
esperamos que os acertos em algumas das questões sejam devidos ao
acaso e não ao grau deconhecimento ou habilidade que ele possui.

Por essa razão, seria interessante poder estimar o real
.ralordas questões que ele conhecera teste e no universo do qualas
perguntassãotiradas.

Se considerarmos este universo ou DOMíNiO pequeno em

relação ao número de perguntas do teste. seráapropriado que repre-
sentemos nosso modelo de escolha aleatória das perguntas como
hipergeométrico.

Para uma certa categoria, a distribuição de freqüências cer-
tas ou erradas que o indivíduo sabe ou não, pode ser representada pela

seguinte tabela:

CERTAS ERRADAS TOTAL

SABE

NÃOSABE

0 ®©

N-® N-©

® NN-OTOTAL

b é o parâmetro de interesse

Uma vez aplicado o teste de tamanho n. o resultado do
indivíduo pode ser representado da seguinte forma:

CERTAS ERRADAS

SABE
NAOSABE

TOTAL

19



Utilizaremos a informação de que dispomos, o número de
respostas certas x, para estimar o número de respostas que ele conhe-
ce tanto no Teste quando no Domínio.

Por meio de um exemplo, veremos os principais resultados
desteestudo.

A probabilidade de acerto casual é. normalmente. o inverso
de número de alternativas do teste. Nada impede que você considere
.falares maiores ou menores para esta probabilidade.

O'grau de conhecimento do indivíduo" é a sua avaliação
subjetiva de quanto ele sabe para cada categoria. por exemplo, se vaca
considerar que ele sabe a metade do conteúdo dessa categoria. então o
grau de conhecimento é 0,5.

Nesta ilustração, trabalharemos com um teste composto
por 40 perguntas tiradas. sem reposição, de um domínio de 100 ques-
tões, divididas em 3 categorias de dificuldade, com probabilidades de
acerto casualiguaisa 0,2; 0,25 e 0,3 respectivamente. ehabilidades
iguais a 0.9; 0.7e 0.5 respectivamente.

Probabilidade de acerto casual

Categoria l
Categoria 2
Categoria 3

0,20
0,25
0,30

Grau de conhecimento do indivíduo

Categoria ].
Categoria 2

Categoria 3

0,90

0,70

0,50

20



Para esta ilustração, consideraremos os seguintes tama-
nhos de categoria(no domínio): 50, 30 e 20 questões, respectivameri

Fe, por categoria.

ÕÜÍNiÕ 100

Ede cada categoria serão escolhidas, aleatoriamente. 20,
12 e 8 perguntas, respectivamente. por catqoria.

quantos itens da categoria l hino Teste?

quantos itens da categoria 3 háno Teste?
uantositens da categoria abano Teste?

TES'n

Uma vez aplicado o teste. suponhamos que o individuo acer
Fou 12, 6 e 3 perguntas em cada categoria. respectivamente.

PONTUAÇÃO BRUTA 21

Estabeleceremosagora um valorpara Alfa priori. Quanto
maior for o valorde alfa. menorseráa variârtciadadistribuiçõo(que
duma DirichletMultinomial). Um valor neutro para Alfa priorié2
(distribuição uniforme).

AlfaPriori 2

21

)a categoria 1. quantos itenso indivíduo acertou? \2
)a categorias. quantos itenso indivíduo acertou? 6

)a categoria 3, quantositensõindiçídüõàêéi;tõü? 'ã

liualo tamanhodacategoria 1? 5ç3

ljualo tamanhodacategoria 2? 3n
12ualo tamanhodacategoria 3? 2Q



A seguir apresentamos os resultados para os alfas de cada
célula da tabela de dupla entrada mostrada acima.

Observe que alfa3 é zero, pois o valor associado a esta

Parâmetros para À
Categorias

Parâmetros para a
Categoria 3

1,80 1,40 a/7b/ 1 ,00

0,04 a//l72 0,30

alfa4 0.70

+ alfal : Grau de habilidade x alfa
alfa2 : Probabilidade de acerto casual * (alfa - alfaí)
alfa4 : alfa - (alfal + alfa2)

A partir desses dados. determinaremos a esperança e
/ariância do número de itens que o indivíduo sabe no teste, dado o

número de itens que ele acertou.

Espera-se que o individuo saiba17.64 perguntasdas40 que
compõem o teste. A esperança e variância do número de itens que o
indivíduo sabe no teste dado o número de acertos são obtidas por meio
de (2.2)(iii)

sperançado n' de itens quesabe no teste dado o n' de acenos XIS4.
/ariância do n' de itens que sabe no teste dado o n' de acertos S9S

Naturalmente, o nosso objetivo é estimar o número de

questões que o indivíduo sabe no Domínio. dado o número de acertos rlo

leste. Para detertninar este valor. utilizaremos o esticador de Bares.
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Assim, estimamos que conhece 50.67 questões do total de
100 que hino Domínio. Ver(2.6).

Esticador de Bares do n' de itens que o indivíduo conhece no Domínio
50,67

A seguinte tabela, traz informações adicionais, sobre o

comportamento do esticador de Bares de (D para cada categoria,

dependendo do número de respostas que o indivíduo acerta no teste.
Depois vocêpoderá observar o gráfico da distribuição de

probabilidades do número de itens que o indivíduo sabe no teste. dado
o número de acertos que conseguiu.

Categorias A
de acertos ©

Categoria 2
b.F de acertos ©

Categoria 3 A
F+' de acertos @

0
l
2
3

4
5

7
8
9

10

11

12

1,80
3,86
5,93
7,99
l0,06
12,12

7,97
9,66
11,35
13,05
14.74

16,25
18,32
20,38
22,45
24,51
26,57
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) estirador de Bares do rlúmero de itens que o indivíduo
:onhece no Domínio foi obtido somando os valores correspondentes de ©
para o número de acertos que o respondeste obteve no teste: 30.20+
14.19+6,28:50,67

Gráfico da distribuição de probabilidades
do número de itens que o indivíduo sabe

no teste, dado o número de itens corretor

0.1800

0.1600

0,1400

0.1200

o,1000

0.0800

0.0600

0,0400

0,0200

o,oooo
CD tf) 1"- a) q-» (D 1{) 1-- 0) .p

'l''- 'l''- -l''- 'rw -r= ('q

Número de Respostas

Agora apresentamos a distribuição de probabili
dada do número de questões que o indivíduo sabe no teste. dado o
número de respostas carretas.

Logo depois, você teráinformações importantes sobre o

parâmetro de interesse.
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Respostas
quesabe

0

l

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

Probabilidade

o,oooo

o,oooo

o,o001

0,0002

0,0005

0,0009

0,0017

0,0028

0.0044

0,0065

0,0090

0,0123

0,0188

0.0289

0,0435

0,0644

0.0848

0,1104

0.1554

0,1643

0.1588

0.1326

Acumulado

o,oooo

o,oooo

o,o001

0,0004

0,0009

0,0018

0.0035

0,0063

0.0107

0,0171

0,0261

0.0384

0,0572

0,0861

0,1295

0,1939

0,2786

0,3890

0,5444

0,7086

0,8674

l,oooo

Ácum. Inverso

l.oooo

l,oooo

l,oooo

0.9999

0,9996

0,9991

0,9982

0.9965

0.9937

0,9893

0,9829

0.9739

0.9616

0.9428

0,9139

0,8705

0,8061

0,7214

0,6110

0,4556

0,2914

0.1326
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O objetivo principal deste estudo é o de obter informações

sobre o parâmetro 'D e medir qual é o ganho de informação ao

considerar a porção não observáveldo teste, isto é. o número de itens
que o indivíduo realmente sabe.

Definimos a função de inceNeza como:

F.l. = Função de incerteza Variância do esticador de

Eo ganho relativo de informação como

Ganho relativo de informação Inox F.l. x Var-t{(D)

/eja os resultados.

Esperançado(D dadoonúmerodeacertosno Teste SORri Ver(2.6)
/ariância de ® dado o número de acertosno Teste 5ü.X'Z

/ariânciadoestimadorde (D paraacat.l(F.l. 1) SRl\'3B Ver(2.7)

/ariância do estimados de ® para a cat. 2 (F. 1. 2) ó.\ Szs
.rariânciado estimadorde © parda cat. 3 (F. 1. 3) «1=3RAÓ.

/ariância de ® parda categorias
/ariância de © parda categorias
/ariância de ® parda categoria3

78,0000 Uer(28y

67,2000

36,6667

Ganho relativo de Informação para a categoria l
Ganho relativo de Iriformaçõo para a categoria 2

Ganho relativo de Irlforrnaçõo para a categoria 3

73,99% p# ag
61 ,94%

47.38%
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/ocê poderá observar agora como o ganho relativo de in-

formação varia de acordo com as mudanças no tamanho do Domínio. no

tamanho do teste. a probabilidade de acerto casual, a habilidade e o
valordealfa.

i/ocêpode observar o que acontece quando. por exemplo. o
.ralar de alfa éaumentado, mantendo aprobabilidade de acerto
casual a habilidade e os tamanhos do domínio e teste constantes.

Quandoalfaaumenta, a variância, emgeraldiminui. Mas, a
variância do estimados decresce mais rapidamente em relação à
.variância do parâmetro, o que significa uma diminuição do ganho relati-

.ro de informação. Como comentam Basu & Peneira(1981) quanto maior
a variância do estimados. maior éo montante de informação no experi-
mento.

/ejamos um exemplo: mantendo a probabilidade de acerto
casual iguala 0,2. a habilidade em 0,7, o tamanho do teste em 20 e o
tamanho do domínio em 50 observemos que acontece quando alfa vale.
2.5.10,20,50e100.

Alfa
Ganho

2
69,67%

5
64,84% 58,95%

20 50 100

51.58% 42,11% 36,84%

O ganho estabiliza-se em 29.47%. quando alfa cresce indefinidamente.

Se agora decidíssemos fazer a probabilidade variar. man-
tendo alfa. a habilidade e os tamanhos do teste e do domínio constar

res. observaremos quequanto maior a probabilidade de acerto casual,
menor será o ganho relativo de informação. Isto é natural. pois uma
maior probabilidade de acerto casual nos fará perder informação
sobre o realgrau de conhecimento do indivíduo.

/ejamos um exemplo: mantendo alfa constante é igual a 2. a
habilidade em 0.7e o tamanho do teste em 20pergurttas, observemos
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como o garçho relativo de informação se modifica para os seguintes

.rQloFBS de probabilidade de acerto casual: 0.001(quase zeros); O,l;
0.2;0,25;0,33;0,5.

Prob. 0,001
Ganho 94.41a%o

0,/ e,.?
81,59% 69.67%

0,25 0.33
64.05% 55,50%

ês
38,93%

/ejamos que acontece quando o tamanho do teste émodifi-
cado. Para valoresmuito baixosdeperguntasrto teste oganho de
informação é pequeno. Isto se explica pelo fato de que a probabilidade
deacerto casualtem peso maior quandoo teste tem poucaspergun-
Fas. Isto significa que se eu fizer mais perguntas. terei mais chances
de forçar o indivíduo a mostrar conhecimentos. Mas, o ganho de infor-
mação se estabiliza em um certo patamar(em torrão de 70%, para
21 perguntas). a partir do qual qualquer aumento no tamanho do teste

não representa ganho relativo de informação. Exemplo: para uma pro-

babilidade de acerto casualiguala 0.2(5alternativas), um alfa de 2, a
habilidade iguala 0,7, o domínio iguala 50 e valores de tamanho de
lestediversos: 2. 5. 10, 30, 40, 50.

n 2 5 10

Ganho 38.32% 54.74% 63.86% 71.84% 72,98% 73.68%

Por último, vejamos que acontece quando o tamanho do
Domínio cresce.

N 20 100 200 500 1000 Infinito
Ganho 73.68% 68.33% 67.66% 67.25% 67.12% 66.99%

Observemos que o ganho relativo de informação decresce
atéestabilizar-se em 66,99%. que corresponde ao valor obtido quando
o modelo multinomial é considerado. Como esperávamos, os modelos

multirtomiale hipergeométrico coincidem no limite, quando o tamanho
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do domínio cresce indefinidamente.

Graficamente. mostraremos agora o comportamento da
distribuição de probabilidades do rlúmeros de itens que o indivíduo
conhece no Domínio. dado o número de respostas carretas no Teste.
gráfico é baseado nos dados iniciais do problema.

0

PROBABILIDADEDE® DAD00
NUMERO DE RESPOSTAS

CORRETAS NO TESTE

0,0700

0.0600

.d o.0400

0.0300

0,0200

o,0100

o,oooo

@

® $

©

lh- CV) a) tO x- I'- (q a) 1{) x'- I'- CÍ) (»
x'- v- ('q CV) (f) 'q' q' tO (0 (0 1--- 1---

®

Para os nossos dados iniciais a tabela da distribuição de

probabilidades do número de itens que o indivíduo sabe no Domínio,

dado o número de itens corretor no teste éa seguinte:

Respostas que sabe Probabilidade Acumulado Acurn. Inverso

0
l
2
3
4
5
6
7
8
9

10

12

o,oooo o.oooo l,oooo

29

o.oooo o,ooo l.oooo
o.oooo o.oooo l.oooo
o.oooo o.oooo l,oooo
o,oooo o.oooo l.oooo
o.oooo o.oooo l.oooo
o.oooo o.oooo i,oooa
o.oooo o,oooo l.oooo
o.oooo o.oooo l.oooo
o.oooo o.oooo l,oooo
o.oooo o.oooo l.oooo
o.oooo o.oooo l.oooo
o.oooo o.o001 l.oooo



Respostas que sabe Probabilidade Acumulado Atum. Inverso

13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58

o,oooo
o.oooo
o,oooo
o.o001
o,o001
o,o001
o,o001
0,0002
0.0002
0.0003
0.0004
0,0004
0.0005
0,0007
0.0008
o,0010
0,0013
0,0016
0.0020
0.0026
0,0033
0,0041
0.0052
0,0066
0,0082
0.0103
0.0127
0.0156
0.0190
0,0228
0.0270
0,0317
0,0365
0,0414
0,0461
0,0505
0,0542
0,0569
0.0586
0.0590
0.0580
0,0557
0.0522
0,0477
0.0424
0.0367

o,o001
o,o001
0.0002
0,0002
0,0003
0,0004
0,0006
0,0008
o,0010
0,0013
0,0016
0.0021
0.0026
0.0033
0.0042
0.0052
0,0065
0,0081
0,0102
0,0127
0,0160
0,0201
0.0254
0.0319
0,0402
0,0504
0,0632
0,0788
0,0977
0,1205
0,1476
0.1792
0.2157
0,2571
0,3033
0,3538
0,4079
0,4649
0.5235
0,5824
0.6405
0,6962
0,7484
0,7961
0,8385
0.8752

0
0
0
0
0
0
0
0
0
D

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0.
0
0

.9999

.9999

.9999
9998
.9998
.9997
.9996
9994
9992
9990
9987
9984
9979
9974
9967
9958
9948
9935
9919
9898
9873
9840
9799
9746
9681
9598
9496
9368
9212
9023
8795
8524
8208
7843
7429
6967
6462
5921
5351
4765
4176
3595
3038
2516
2039
1615
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Respostas que sabe Probabilidade Acumulado Acém. Inverso

59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0309
0252
0199
0152
0113
0080
0055
0036
0023
0014
0008
0004
0002
0001
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000

0
0
0

0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
l
l
l
l
l
l
l
1,
l

9061
9313
9512
9664
9777
9857
9912
9948
9971
9984
9992
9996
9998
9999
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0.
0.
0.
0.
0.

.1248
0939
0687
0488
0336
0223
0143
0088
0052
0029
0016
0008
0004
0002
0001
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
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Capítulo 3

Modelo Multinomial

Neste capítulo apresentaremos a abordagem do problema de estimar
o verdadeiro nível de habilidade de um individuo, segundo a suposição de
reposição.

3.1 Apresentação do problema

Neste modelo. estipularemos que o tamanho do domínio é
suficientemente grande como para ser considerado infinito. Desta forma.
para denotar as características do Domínio, iremos trabalhar com proporções.
em vez de números absolutos. Estas proporçoes populacionais são mostradas
na seguintetabela 2 x 2:

categoria k
SABE
NÃOSABE
TOTAL

TABELA 6

CERTAS ERRADAS

Uma vez aplicado o teste, os resultados podem ser resumidos assim

Categoria k
SABE
NÃO SABE
TOTAL

TABELAS

CERTAS ERRADAS

A verossimilhança é descrita assim

L = (1- P.)"'x' P.' (3.1)
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vamos admitir que

p:(l-p.,p4)- B(a.+ a,,a.) a pnorl (3.2)

Então, a distribuição a posteriori será

B(cz,+ ap+n 'x., a +x,)

A seguinte reparametrização vai ser útil para introduzirmos uma solução
Bayesiana para o caso das respostas com censura (Basu & Pereira, 1 981):

q : Pf
P,+P,

P,
7 -- P4

ql= Pl+ Pz

com transformação reversa sendo

Pl: q. q.
P,: q.(l- q)
P4: 1-- q.

3.2 Importante resultado teórico e sua aplicação à resolução
do problema

O seguinte resultado teórico para as distribuições Dirichlet é o caminho para
a solução do problema. Seja m Ê {2, ......., k-l) fixo.

Lema -- Se (p,, p2,'....., p2 - D ra,, az
de afirmações pode ser verificado:

.ak), então o seguinte conjunto

y = 2 p.- B (E a.,HI hl 0
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+",,',. p.)- D(a.,a, @

e

y l- -7 úp,, p,
P,,.)

Prova -- Para o nosso problema é suficiente limitarmos a demonstração para

y = pl +p2 e pl / y . Ver apêndice.

Suponha que, a priori, (3.2) é considerada. Pelo Lema, isto é equivalente a:

q-B(cr,,a9 , q,"-(7--p2-B(a,+aP'a4) e ç.JI.ç,

A reparametrização modifica a verossimilhança (3.1) para:

L = q"'x (7 - Ç9'' (3.4)

De (3.3) e (3.4), derivamos as distribuições a posteriori de ép, l x.) e Úq l x.):

q ..hP, l x., (3.5)(i)

p, l x. - B (a +x,, a,+a,+n--x,) e (3.5)(ii)

q l x, - q - B (a,, ap) (3.5)(iii)

Pois x. é não informativo para q.
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3.3

Para

Estimação do parâmetro de interesse, determinação da
Função de Incerteza e do Ganho de Informação.

estimar p., o parâmetro de interesse, lembremos que:

P.: q (l-P.)

e que

q.EP.lx.

E {q (l-P.) \ x; : E {E {q(l-p4) \ x« P.} \ x.J :

E {(l-P4) E {q \ x4,p.} \ x.} =

E {(l-P.) E {q \ P.} \ x.} = E {(l-P.) E {q} \ x.}

Z;;'&r #''-PJ 1 *.} : ''=;lE- ", '' a. n

E{P,lx,;

$

Então.

E{P,lx,;=

e

uarrp,lx.}

cr, áa,+ a2+/7' xJ
áa, + a2) áa + n)

Ua/" Óq (7'p,) l x,; =

E r Var gç (7'pJ l p, , x.,; l x,; + Var ÍE fç (í-p.)ip. , x,; l x,;

E r ( 'p,)' Var ga l x.; l x.; + Var Órí'p,) E Óq l x,; l x,; =

CZ, a, Qz

(a,+ a9' (a, ' .:: Cg(í'p,): l x,; '?; + a9 Va'á(7-p,) l x,;

35



a. a.

(cr, + a0' (cr. + a2 + Í) á(7'P,) ] x,; + e'ÓTÍ'P2' ]x.]y +

Var Í(í'p,)l x.}

:

(a.+a9:(a,+a:+l) ' (a+n't'f)(a+ny (a+n)' '

a,'(a,+a2+'7-x.P ('q+x2
' (a,+ aJ' (a + n +7)(cr + nJ'

A função de incerteza (F.l.) é dada por:

VarÓp,) : var(p,)- ETVarfp, lx,D= VarÍEÍp, lx.}y=

", ' ',, - *." : «, { z= 1:':';
e

'",'«:)'(«'''n9' V"r*';

Mas como p,

então

x,- BB(n, a4,aí a2)

x4lP4'Bjn(n,P,)

ver (2.2) (iii)
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Portanto,

Uar ÍE {p, l 'bJy : (a. .- a9 (a '' nJ (a ' 7) a :

o caso hipergeométrico, o ganho relativo de informação

Ganho=100xF.l./Vartp}

vamos determinar agora Var {p, ;.
Lembremos que p, - B (crí, az+í:zJ

Uar p =
a: (a+ 'r)

a,(a2+ «.)

Como vimos n
como

to o ganho relativo de informação é igual

'..... -. . J,. .. n - aÍ. (Z4

(a, + a2) (a2+a ) (a+ n9

3.4 Determinação da função densidade de probabilidade de p,lx4

vamos determinar agora a densidade de probabilidade de p.lx.

Lembremos que:

P,lx, - B(a4+x,, a,+ ap+ n--x,)

qlx,- q - Báa,, a:.)

Portan a
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7 -- Pó

ç.ILp, l x,

fúq,P,lx2 'r' fíqlx.). f6P,lx2=f(q9. fCP,lx.,)=

:-;$;$ f'''.'--'-l'',. .««o%*© *

rÍ-P..) a,+ %+ n - x -- í
Fazendo C = B-'(a,,a2) B'(a4+x. ,aí+a2 +n-x4)

: ' ai;: a --&..- f' 'd'''7'-,.p','""-"'- '

=C P:''l [(l-p.)-p.}"a'l ](''''*.-l (l-p)n'*''l

= C P.''' 't] - P,) 'f' l]l - --2a.--] q' IP4 ' x'' l (l-P.)"' x'

: fÚP,,P,lx.,)

vamos desenvolver o binómio /7 - -? P4 /q' 7 em séries

Caso 1: aa<7

.. -a3)-''' : ' ''' ''- aJ 'a-m 2/

de potências

+

(í - p,.F
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+ aJP-a90-aJ p.3 ...

3i (l - p.f'

rO,, P,l x2 : CP,',' t'Í -PJ %' tÍ ' a- aJ 'Z;"e:b). '''

... Ü-aJP-aJ ..EÍ..
z! (l- p.y'

}P4' ''l(l-P;' '

=C P'f'' l (l-P,) "' lÍPT'* x-' tl-P-)" ' x'' l + (l-a,)
r7 - X. + ía +x.

(7 - P.)& +
(7 - P,)

(l-aJ(2-a) p;' x'+ t (l-p)n
21 (1- P):

+ +

(l-a)(2-a) (3-a) P+' x++2 (l-p)n' x4+ l

31 (1 - P,)'
+ ;

Integrando f Úp,,p, l x2 no intervalo (O , 7) em p,, fei'mo a fe/mo:

-."''' ' a.../ - '' ' .» : ' G'.+xJ ' (n-"''21 : .Ü,,'''*,, " -*.'''a

l

4:
0

I'aJ p..+*'(l-p)n'*'+ldp.: l-a) B(a4+x+l, n-x4+2)
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o 

(1-a)(2-a;) a+ x + 1 n -x + 1 (1-a;)(2-a) 

21 (t -p1
)2 P4 

4 4 
(t-p) 

4 
dp4=---B(a +x +2 n-x +21 

21 (1 - P,J2 4 4 ' 4 i 

I = (1-a) (2-a;) ... (k-1-a;) 

K ---.;:;~----==------!:.- B( a +x +k-1 n-x + 2) 

(k-1)1(1-p,Jk-1 4 4 ' 4 

Portanto , 

Finalmente 
' 

a - 1 a - 1 
00 

f /p / . 1 
_ P, ' (1 - p1) 

2 r (1-a) (2-a) ... (k-1-a) 

", X4/ - -----
--- LJ ------

- B(a4+x4
+k-1,n-x +2) 

B( a,, a)B( a4 
+x

41 
a, +a2 

+n-x) k = 1 (k-1)! (1 - pJ k-
1 

4 

Caso 2: a > 1 
2 

Operando analogamente ao Caso 1, chegamos à seguinte expressão: 
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3.5 Ilustração dos resultados deste capítulo e uma aplicação
prática

Novamente, a solução computacional para a aplicação dos resultados
acima apresentados foi obtida com o auxílio da planilha eletrõnica Excel®)
da Microsoftn).

Com pequenas adaptações. mostramos qual seria a visualização
dos resultados, usando a planilha desenvolvida.

Quando o tamanho do Domínio puderser considerado infinito

em relação ao tamanho do teste. o modelo apropriado serão Multinomial.
Isto é. trabalharemos com um modelo de escolha aleatória das pergun-
tas com reposição.

Para explicitar as características do Domínio iremos traba-
lhar com proporções. Estas proporçõespopulacionais podem sermos-

tradas na seguinte tabela:

CERTAS ERRADAS TOTAL

SABE

NÃOSABE
TOTAL

p~ é o parâmetro de interesse

Uma vez aplicado o teste. os resultados podem ser apõe

sentados na seguinte tabela:

CERTAS ERRADAS
SABE

NÃOSABE

TOTAL

0
n -x4

'4
Xrl -- x4 R4
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Jtilizaremos o número de respostasincorretasx.para
estimar a proporção de respostas que ele conhece no Domínio.

Por meio de um exemplo, veremos os principais resultados
desteestudo.

A probabilidade de acerto casual é. normalmente. o inverso
do número de alternativas do teste. Porém. nada impede que você consi-
dere valores maiores ou menorespara estaprobabilidade. caso possua

alguma informação adicional.
Aqui. consideraremos esta probabilidade de forma livre.

Ograu de conhecimento do indivíduo é a sua avaliação subje-
liva de quanto ele sabe para cada categoria. por exemplo, se voga consi-
derar que ele sabe a metade do conteúdo dessa categoria. então o grau
de conhecimento é 0,5.

Nesta ilustração, trabalharemos com um teste composto por

40 perguntas, divididas em 3 categorias de dificuldade. com probabili-
dades de acerto casual iguais a 0,2; 0,25 e 0.3 respectivamente. e habi-
lidades iguais a 0.9; 0.7e 0,5 rapectivamente.

Probabilidade de acerto casual

Cafegoriaí
Categoria 2

0,20

0,25

0.30

Grau de conhecimento da indivíduo

Categoria l

Categoria 2

0,90

0.70

Q.®

Suponhamos que o teste contém. 20 perguntas da categoria
1, 12 perguntas da categoria 2 e 8 perguntas da cat-agonia 3.
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Quantos itens da categoria l há no Teste?

Quantos itens da categoãa 2 há no Teste?

Quantos itens da categoria 3 há no Teste?

Tamanho do deste

20

12

8

40

Uma vez aplicado o tate. constatamos que o indivíduo
acertou, respectivamente, 12. 6 e 3 perguntas.

Da categoria 1, quantos itens o indivíduo acertou?

Da categoria 2, quantos itens o indivíduo acertou?

Da categoria 3, quantos itens o indivíduo acertou?

Pontuação Bruta

12

6

3

21

Porúltimo, estabeleceremos um valor para Alfa priori. Um

galar neutro para Alfa priori é 2(distribuição uniforme).

A continuação aparecem os alfas para cada célula.
Observe que alfa3 ézero. pois o valor associado

a esta célula é zero.

Parâmetros para a

Categorias

Parâmetros para a

Categoria 2

Parâmetros para a

Categoria 3

1,800

0,040

0,160

1.400

0,150

0,450

a/Ea 7

alfa2

alfa4

l.ooo

0,300

0,700

A seguir obteremos algumas informaçõessobre Pr Vamos

medir também qualéo ganho de informação ao considerar a porção
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não observável do teste. isto é. o número de itens que o indivíduo
realmente sabe.

Definimos a função de incerteza como:

F.l. = Função de incerteza = Variância do

Ganho relativo de informação: 100x F.l. x Var' {P)

Como vimos, a variância do esticador de p., é obtida por.

/ariância do estirnador de p. = n ala a. (a.ç ay (aç nY' (a+ lYI a-a

Entanto que a variância do parâmetro p: éobtida por:

Pariânciadep:= a. (a,+ a) a'' (a+ l)-'

Portanto o ganho pode ser medido por:

Eo ganho relativo de informação comoa 0

Ganho + a.)-' (a + n)-'.7-''a9 @100n n cr. a (a / 2 4

i/eja os resultados, a partir dos dados acima estabelecidos.

Esperança de p. dado o n'de respostas incorretas no leste, na categoria 1 0,61 54

Variância de p. dado o n' de respostas incorretas no Teste. na categoria 1 0,0071

Esperança de p. dado o n'de respostas incorretas no Teste, na categoria 2 0,4871

Variância de p. dado o n' de respostas incorretas no Teste. na categoria 2 0,0454
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Esperança de p, dado o n'de respostas incorretas no Teste, na categoria 3

Variância de p. dado o n' de respostas incorretas no Teste, na categoria 3

0,3308

0,0507

Variância do estimador de p. para a categoria l (Função de Incerteza l)

Variância do estimador de p. para a categoria 2 (Função de Incerteza 2)

Variância do estimados de p. para a categoria 3 (Função de Incerteza 3)

0,0213

0.0406

0,0359

Variância de p,para a categoria l

Variância de p.para a categoria 2

Variância de p.para a categoria 3

0,0300

0,0700

0.0833

Ganho relativo de Informação para a categoria l

Ganho relativo de Informação para a categoria 2

Ganho relativo de Informação para a categoria 3

71,15%

58,06%

43,08%

Observaremos agora o que acontece com o ganho. quando a
probabilidade de acerto casual émodificada.

Suponhamos que para Q categoria 3 diminuímos a probabili-
dade de acerto casual de 0,3 para 0.2.

Probabilidade Teste

0.20 8
Habilidade

0.50
Ganho

53.33%
Alfa

Z

Oganho aumenta(de 43,08% para 53.33%). Isto é coerente,
pois quanto maior for a probabilidade de acerto casual. o número de
respostas conhecidas ficarácada vezmais disfarçado e serámaisdifí-
cilobter informaçõessobre o parâmetro de interesse. Quando a proba-

bilidade de acerto casualse aproxima de 1, o ganho diminui rapidamente

parazero.
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l/amos observar agora o que acontece quando, por exemplo. o

.ralar de alfaéaumentado, mantendo aprobabilidade de acerto casu-

al. afabilidade e o tamanho do teste constantes. Quando alfa aumenta,

as variâncias em geral. diminuem. Mas, a variância do esticador decres-
ce maisrapidamente em relação à variância do parâmetro, o que significa
uma diminuição do ganho relativo de irçformaçõo. Como comentam Basu &
Peneira(1981), quanto maior a variância do estimados. maioréo montan-

te de informação no experimento.

/ejamos um exemplo: mantendo a probabilidade de acerto casual igual
a 0,2. a habilidade em 0,7e o tamanho do teste em 30, observemos

que acontece quando alfa vale: 2. 5, 10, 20, 50 e 100.

A/h
Ganho

2 5 10

69,08% 63,16% 55,26%

20 50
44.2t% 27.63%

100
17.00%

Se agora decidíssemos fazer a probabilidade variar. man-
tendo o alfa e o tamanho do teste constantes, observaremos que quan-

to maior a probabilidade de acerto casual. menor será o ganho relativo
de informação. Isto é natural, pois uma maior probabilidade de acerto
casual nos faráperder informação sobre o realgrau de conhecimento
do indivíduo.

/ejamos um exemplo: mantendo alfa constante é igual a 2.

ahabilidade em 0.7e o tamanho do testeem 30perguntas. observe-

mos como o ganho relativo de informação $e modifica para os seguin-
tes valores de probabilidade de acerto casual: 0.001; O,1; 0,2; 0,25;
0,33;0,5.
Probab. 0,001 0,1 0,2 0.25 0,33
Ganho 93.62% 80.91% 69.08% 63.51'Za 55.03%

0,5
38,60%
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i/ejamos que acontece quando o tamanho do teste émodifi-
cado. Para valoresmuitobaixosdeperguntasno teste oganho de
informação é pequeno. Isto se explica pelo fato de que a probabilidade
de acerto casual tem peso maior quando o teste tem poucas pergun-

tas. Isto significa que se eu fizer mais perguntas. terei mais chances
de forçar o indivíduo a mostrar conhecimentos. Mas, o ganho de infor-
mação se estabiliza em um certo patamar. a partir do qual qualquer
aumento no tamanho do teste não representa ganho relativo de infor-

mação.

i/eja os exemplos: para uma probabilidade de acerto casual
iguala 0,2(5 alternativas). um alfa de 2. a habilidade iguala 0,7e
valoresde tamanhode testediversos: 2. 15. 30, 5Q. 500. 5000.

Teste 2
Ganho 36.84% 65.02% 69,08% 70.85%

500 5000
73.39% 73,65%

/amos imaginar agora que você deseja confeccionar um

teste com as seguintes características: a habilidade do indivíduo deve
ser de pelo menos 75%. probabilidade de acerto casualigual a 0.2. alfa
priori iguala 2. tamanho do teste iguala 30e que "garanta" que o

indivíduo sabe pelo menos 70% dasperguntas no Domínio. Qualseriaa
nota de coorte deste teste?

n Prob. Hábil. Alfa E(pl) Coorte
30 0.2 75% 2 70% 23

Para os dados acima, a nota de coorte é 23. Isto significa
que o ittdivíduo deve acertar mais de 76%(23 em 30)do teste para
considerar que, em média. ele conhece 70% do domínio.
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Em muitas ocasiões, a nota de coorte é estabelecida de

acordo com os resultados do conjunto de pessoas que participaram do

No Exame Nacional Cursos. que é aplicado a alguns cursos
das Universidades do Brasil, para avaliar a'saúde" da educação universi-
tária. as notas de coorte foram determinadas, até o ano de 2000, por
percentis da distribuição(P12. P30, P70, P88)para definir o 'conceito"
da Instituição. Papão ano de 2001 utilizar-se-á uma metodologia um
pouco diversa: determinar a média e o desvio padrão das notas absolutas
e dividir as categorias segundo elas se afastem da média t.. l desvio pa-
drão (Notas A e E). entre -0,5 e 0.5 desvios (Nota C) e entre -l e -0,5

desvios e 0,5e l desvios para as notas D e B. respectivamente.

No caso específico do Exame Nacional de Cursos(ENC)a
determinação prévia das notas de coorte seria mais carreto. acredita-
mos, pois este tipo de metodologia pode apresentar distorções muito
importantes. Umalnstituição de Ensino Superior(IES)pode ter tirado
uma nota absoluta muito ruim(como vem acontecendo atualmente)mas

ser considerada A por ser uma das melhores(dentre as piores).

Inclusive pode acontecer a situação curiosa de um curso me-
lhorarem formaabsoluta, maspiorarem termosrelativos. deum exame
para o outro: um cedo alto um curso obtém nota B tendo conseguido nota

absoluta, digamos, 5(na escala Oa IO)e rlo ano seguinte ser C, com nota
absoluta 6. caso asoutrasIESmelhorem maisainda. Qualseriaa conclu-

são? A instituição melhorou ou piorou? Uma IES não faz o seu prometo
de ensino de acordo com as outras Universidades mas de forma autóno-

ma. Portanto. parece-nos falha esta forma de avaliação.

No Vestibular da Fuvest os resultados do teste tem impor
tangia relativa desde que a nota de coorte édeterminada por um ele-
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mento extrínseca ao teste. o número de vagas.

No cao do Exame Nacionalde Cursos(ENC), cremos que
nada justifica a adoção de um sistema de determinação de notas de
coorteaposteriori.

Uma Instituição de Ensino Superior(IES) deve ser consi-
derada A se for realmente ótima. Nos Exames Nacionais de Cursos

anteriores. as notas de alguns cursos nõo superaram 30% de acertos
em médiaIMesmo assim, as instituições que conseguiram pouco acima
de 30% de aceNosobtiveram notam.

Écomo ser um astro de futebolna llh« Fidji. Pode nõo

significar muita coisa...

Atualmente. a prova do ENCdivide-se em duas partes. Q pri-
meira é um teste com 40perguntas de múltipla escolha com 5alternati-
u'QS por pergunta(probabilidade teórica de 0,2 de acerto caual). A se-
gunda parte édiscursiva e. portanto. a probabilidade de acerto casual é

Poderíamos pensar em utilizar o nosso trabalho para atribuir
conceitos às IES. Para fazer i«o, devemos pensar em algumas caracte-
rísticas dos alunos, que selara apropriad«ao perfil de formando que o
Ministério de Educação -precursor do ENC- estima adequado. Por exem-

plo, um valor para a habilidade. que representa aqui o quanto o indivíduo
aprendeu no seu curso. poderia ser fixado em 75%.

A Esperança de p,representa a capacidade que o indivíduo
tem para responder as perguntas do domínio com a habilidade que ele

possui e éo que vai determinar as diferentes notas de coorte para cada
categoria(A. B, C, D ou E). Fixaremos um alfa neutro iguala 2.

Suponhamos. que decidimos que a IES obterá nota A se a

zero
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esperança de p, for maior ou igual a 85%(saber mais de 85% do domí-
nio). B será quem souber entre 70 e 85% domínio, C quem souber entre
30 e 70% do domínio, b quem possuir conhecimentos entre 15 e 30%
domínio e. finalmente. E quem estiver abaixo de 15% de respostas co-
nhecidas no domínio. Para a parte múltipla-escolha usaremos 0,2 como
probabilidade de acerto casuale para a pane discursiva esta probabili-
dade será zero. Utilizando anossa'máquinade determinação de notas
de coorte". teremos:

f
< 6 questões

D
6ü ll

r
22a29

8 H
h4últ-Esc.

Discursivas <5 quc«ões 5a ll 12a27 28a34

+A parte discursiva tem. na realidade. bem menos perguntas que a de

Múltipla-Escolha. Consideramos também 40 perguntas para esta parte discursiva. ape-

nas para comparar com as notas de coorte da parte de Múltipla-Escolha

Observe-se que a exigência de acertosparaa prova discursiva

é menor pois estamos retirando a aleatoriedade das respostas.
Acreditamos que a forma de determinação das notas de

coorte para o ENC que propomos seja maisjusta que a utilizada atéhoje.
Com certeza, a fotografia do ensino superior no Brasil ficaria ainda mais
nítida.
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Conclusões

Este estudo teve o objetivo de jogar uma luz sobre um aspecto que,
geralmente, é desconsiderado tanto na confecção de um teste múltipla-es-
colha quanto na interpretação dos resultados do mesmo: a porção de res-
postas que o individuo realmente sabe dentre aquelas que acertou. E uma
maneira de separar o joio do trigo nas respostas certas do individuo.

Tanto para o caso hipergeométrico, quanto para o multinomial obtive-
mos as distribuições de probabilidades do número de respostas que o
individuo sabe no domínio, a partir de seus resultados no teste. Com estas

distribuições a posteriori calculamos os estimadores bayesianos dos
parâmetros de interesse.

Como sugestão de aplicação dos resultados deste estudo propusemos
uma alternativa à forma de implementação e interpretação atual do Exame
Nacional de Cursos do Ensino Superior.
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Apêndice

A demonstração do lema da página 34 é baseada em resultados obti-
dos utilizando os Teoremas de Basu, especialmente o Teorema l.

O teorema t de Basu diz que dada uma estatística suficiente e comple-
ta 7; a estatística Yé ancilar se ela for (condicionalmente) independente de
T para cada valor do parâmetro @.

Suponha uma sequência Xí, X2, ....'....de variáveis gama mutuamente
independentes com parâmetros cr,, a9, .... . Isto é, a função densidade de

probabilidadedeX.éfrx,,) = Cx'«-le'* , x> 0, n = 7, 2,
Seja T.=Xl+X2+... +X e y'.= 7./7'..,, n= í, 2, ..... r.possui

distribuição gama com parâmetro a, + a2 + + a. e y. tem distribuição

beta com parâmetros cz, + a2 + + a. e a..,, como pode ser provado
facilmente.

Agora, o fato de y], yz ...., VI,.,, 7. terem de ser mutuamente indepen-
dentes não é trivial. vamos mostrar que isto procede.

Introduziremos um parâmetro de escala ® na distribuição conjunta de
Xí, X2, ....'. Assim, as X.'s são mutuamente independentes com função den-
sidade de probabilidade igual a: ftxJ = C('@) x'h- l o'"/o , x > O, n = 7, 2,
Considere os a's como constantes positivas e @ como o parâmetro desco-
nhecido.

Sela XÍ J = (Xí, Xz '.-....)(2 a amostra. Então T. = Xf +X2 + ... +X é
uma estatística suficiente completa. A estatística-vetar
W"o = (yí, yz ....., yn2 é invariante em escala. Como @ é o parâmetro de
escala. concluímos que V'o é ancilar. Do teorema l de Basu segue que.
para cada n, V"o é independente de r.. Como (V'o, 7? é função dos pri-
meiros /7.X's, o par (V'o, 72 é independente deX..,. Desta forma V'Q, r.e
X..., são mutuamente independentes.

Em decorrência do anterior temos que V''u é independente de
Y. = 7. /('r. + X..2. Portanto, para cada n 2 2, o vetor yl, yz '...., Yn, é
independente de Y. e isto significa que os 'Es são mutuamente independen-
tes

Basu (1 982) caracterizou as distribuições de Dirichlet por transforma
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ções de variáveis aleatórias gama independentes.
Para a adaptação do anterior ao nosso lema, considere p,, pa, p4 ga-

mas independentes, com parâmetros a,, az % respectivamente. Então a
distribuição conjunta de Úp,, p2. p2 é D (a,, az %)-

Considere 72 = y : pí + p2 e yí= pí /Úpí + p2). Assim definidos, temos
que yí - B('a,, a+aP, o que representa a afirmação (ii).

Pela conclusão acima observada temos que y é independente de p,/y.
Isto prova a afirmação (iii) do lema.

Para a afirmação (i) temos que se 6p,, p2, pJ - D (a,, azar, então
(pí + p,, p.2 - D ('aí + crz,a.P ou, escrito de outra forma,
Cp, + pa) - B (a, + aPa4.). como é convencionado.
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