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Resumo

Consideramos um sistema de particulas interagentes no plano inteiro bi-dimensional, com-
posto por particulas de uma mesmo tamanho e uma particula maior que as outras. A
interagao entre elas ocorre por exclusao com uma deriva para baixo, representando a forca
da gravidade. O fenémeno denominado Brazil nuts mostra experimentalmente que medi-
ante uma agitagao no sistema, a particula maior se segrega das outras, movendo-se para
cima com relacao as menores. O que fazemos aqui é formalizar matematicamente este
resultado observado, primeiramente para o caso em que as particulas estio inicialmente
em equilibrio utilizando a reversibilidade da medida, e, na segunda parte, para o caso fora
do equilibrio, utilizando a construgao de um processo de ramificacdo dual. Em ambos os

casos, estudamos o sistema cuando a agitagio cresce para infinito.



Abstract

We consider an interacting particles system in the bi-dimensional integer lattice, with
two kinds of particles: many with the same size and one much larger than the others.
The interaction is exclusion with a downward drift, describing the gravity. The Brazil
nuts phenomena shows experimentally that under shaking, the particles segregate by size,
leading the biggest one to the top. We formalize this empirical result. Firstly, we consider
the system initially in equilibrium, that is, distributed according to an invariant measure;
and in the second part, we treat the system out of equilibrium, using a dual branching

process. In both cases, we study the behaviour when the shake increases to infinity.



probabilidade, sem recorrer a argumentos fisicos, mas o paralelo é tao simples e bonito,

que achamos interessante apresenta-lo aqui.

O processo fora do equilibrio foi estudado no Capitulo 3, onde dedicamos as cinco

primeiras segoes ao sistema habitado por mondmeros apenas. A Secao 3.6 estuda o sistema

também com o polimero.

Finalmente, no Capitulo 4, apresentamos e estudamos um passeio aleatério nos intei-
ros, a tempo continuo, nao-homogéneo nem temporal nem espacialmente. Este passeio
apareceu em nosso estudo como uma alternativa a um problema que nio pdde ser re-
solvido completamente: encontrar uma forma explicita para o processo limite no caso
fora do equilibrio, para uma condigao inicial especifica. O resultado mais interessante é
o comportamento de renovagao de tal passeio (cf. Teorema 4.2.1), inspirado no livro de

Thorisson, [Tho00]. Os resultados sdo muito gréficos, e por isso mesmo muito intuitivos.

Os resultados do segundo capitulo foram publicados em Ferrari et al [FMRRO0], com

uma demonstragao diferente a apresentada aqui. Os resultados do caso fora do equilibrio

estdo em preparagao ([FMRRO02]).

O simbolo * foi usado para indicar o fim das demonstracées.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Modelo

. - p . 2@ 8 2 ’ P
Consideremos um processo de exclusdo simples assimétrico em Z ° com particulas de dois
tamanhos diferentes: monémeros, ocupando um sitio cada um, e um polimero ou barra

em AN(y) = {(1,¥),...,(N,y)} (Figura 1.1), com N € IN o tamanho do polimero e

y € ZZ sua posigao vertical.

Figura 1.1: Configuracao dos monomeros e do polimero a uma altura y

Cada monoémero tenta pular uma unidade a direita ou & esquerda com taxa 7, uma
unidade para cima com taxa p ou uma para baixo com taxa ¢ =1 —p, p < ¢. O polimero
tenta dar saltos somente para cima, com taxa a, e para baixo, com taxa b, a < b (cf.
Figura 1.2). As tentativas de salto so se realizam quando o sitio de destino estiver vazio.
Como a barra se move somente na vertical, sua altura define completamente sua posicao.

A deriva pra baixo representa a forca da gravidade e estamos supondo que a posicao do
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polimero nao ¢ afetada pela agitagao horizontal, definida pelo parametro 7.

p a
vy |
q b

Figura 1.2: Taxas de salto das particulas

DEFINIGAO DO GERADOR DO PROCESSO

Formalmente, consideramos o processo {(7:,Y;")}i>0 definido no espaco de configu-

2 2

ragoes X = {(n,y) € {0,1}Z xZ :n(z) = 0,z € AN(y)}, ou seja, n; € {0,1}Z
e Y € Z indicam a configuragdo dos mondmeros e a posicao da barra no instante ¢,

respectivamente. A condigao sobre 7(z) diz que ndo pode haver monémeros no lugar do

polimero.

O gerador do processo, L = L, estd dado por

L f(ny) =Lm f(n,y) + L, f(n,9) (1.1)
L F(n,y) = > pla,2)n(x)(1 —n(2))1{z,z ¢ AN ()} [F(1"*,y) — f(n,9)](1.2)
z2€’
Ly f(n,y) = o I (L=n() [f(n,y+1)— f(n,y)]
z€AN (y+1)
z€AN (y—1)
onde

p see=(0,1)
plz,z+e)=<q see=(0,-1) (1.3)
v see=(+l,0),

n(w) sew#z,z
% (w) =< n(z) sew=z
n(z) sew=z

e f € uma funcao real continua para a topologia gerada pelos conjuntos cilindricos.
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CONSTRUGAO GRAFICA

Graficamente, colocamos processos de Poisson (ou relégios ou marcas) nos sitios de Z >
com taxa p+q = 1, {N/(-)}:, de modo que cada vez que apareca uma marca do processo
(ou cada vez que toque o reldgio) num determinado sitio, 0 monémero que estiver nesse
sitio (se houver) resolverd dar um salto para cima com probabilidade p ou para baixo com
probabilidade ¢. Para indicar as tentativas de salto na horizontal, associamos relégios com
taxa v, {N*(-,-)}¢, a pares de vizinhos préximos com mesma ordenada. Quando aparece
uma marca entre os sitios (1, z2) e (z141, z2), os valores destes sitios sao intercambiados.
Ambos os relégios sao vistos apenas pelos mondmeros e se algum dos saltos sai de ou vai

a um sitio ocupado pelo polimero, ele é ignorado. A configuracao dos mondémeros no

instante t sera denotada 7.

Denotemos por {7;}ieny 0 i-ésimo instante do processo de Poisson {T}};cp+ em IR*

com taxa a + b, e definamos as variaveis aleatdrias U;, independentes dos T; e entre si,
com distribuicao

a _—
T seu =1

b
a+b

Para as tentativas de salto do polimero, usamos os processos {7;}ieny € {U; }ien defi-

nidos acima: no instante 7}, a barra tenta saltar uma unidade para cima se U; = 1, ou

uma para baixo, se U; = —1. Denotamos por ¥; = Y;", a posicao do polimero no instante
T:, Yi =Yg,
Definamos o evento BN(y) = {n : Yrean(y)n(z) = 0}, para indicar que ndo ha

mondmeros em AM(y), e as varidveis ¢; da seguinte maneira

1 se(U=lenp€BY(Yioi+1))ou (Ui=—-1leny— € BY(Yii; —1))

0 caso contrario,

ou seja, &; = 1 se o i-ésimo salto ocorreu e 0 se nao. Desta maneira, podemos escrever

Y=Y+ e U.
k=1
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1.2 Processo em equilibrio

1.2.1 Distribuicao gerada por uma medida reversivel

Suponhamos inicialmente que o plano Z ? est4 habitado por particulas do mesmo tipo e

consideremos o processo de exclusdo n; com gerador L,,, definido em (1.1), com AN (y) = 0.
2
Definamos a medida produto v, em {0, 1}Z com densidade

__c(p/9)”
pwmy_l+6@hfﬁ (14)

Le, v,{n : n(z) = Ln(@) = 1} = p(z,c)p(Z,c), onde x5 é a segunda coordenada de z.
Observemos que p é invariante horizontalmente; é como se em cada reta da forma = = z,

puséssemos uma densidade unidimensional com o perfil como o da Figura 1.3.

Figura 1.3: Funcao de densidade da medida invariante v,

A distribuicao v, € invariante para o processo 7; e, mais ainda, tal invariancia perma-
nece com o polimero dentro do sistema, se ele estiver numa posicio fixa AV (y), y € Z
(cf. Liggett [Lig85], pg. 97). Neste caso, estamos considerando uma regiao proibida para.
os monomeros: as tentativas de salto de e para A™(y) nao sio consideradas. O siste-
ma se comporta como um fluxo ao redor de um obstaculo. Denotamos por /¥ a medida

invariante definida pela a medida v, com a restrigao v,{n : n(z) = 0,z € AN(y)) =1} = 1.

Observemos no entanto que a invariancia se perde quando o polimero segue as marcas
de seu relégio. De fato, quando o polimero salta, surge a condicao “nao ha monémeros”
no lugar que a barra ocupava antes do salto. Se ndo consegue saltar, surge “ha um sitio
ocupado” no lugar para onde a barra tentou ir. Ou seja, a cada tentativa de salto do
polimero, surge uma nova condigdo sobre os monomeros nos sitios afetados pelo movi-
mento da barra, modificando o perfil da medida inicial. Como conseqiiéncia, temos que

o movimento da barra ndao é Markoviano, intuitivamente, porque para conseguir realizar
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o salto em um dado instante, precisamos conhecer a distribuicao dos mondémeros, que vai

depender de todo o passado.

Denotemos por AM(Y;) os sitios inicialmente ocupados pelo polimero e assumamos
que os monomeros estao distribuidos de acordo com a medida 1/3"’. Quando a agitacao
do sistema aumenta, no limite y — oo, a trajetéria percorrida pelo polimero pode ser
modelada por um passeio aleatério simples com taxas nao-homogéneas. Tal passeio é

recorrente se a deriva do polimero for proporcionalmente menor que a dos monémeros.

Teorema 1.2.1 Com as hipoteses anteriores e a notagdo da Seg¢io 1.1, a familia de
processos {Y,"}., converge em distribuicdo, quando vy — oo, a um passeio aleatério em Z ,
Z; , com tazas de transi¢ao dadas por

a(l—ply+1))Y sez=y+1

Q(y,2) :=
b(L—ply— 1)V sez=y—1.

Proposicao 1.2.2 Se a/b> (p/q)N, entdo o passeio aleatdrio dado no teorema anterior

tem uma tinica medida reversivel em Z dada por

1 (et
W)= T W

onde k € uma constante normalizadora. Em particular, o passeio aleatdrio é recorrente

positivo € a moda de m, ou seja, a posi¢io onde m alcanga seu mdazimo € da ordem log N,

quando N — co.

Teorema 1.2.3 O processo Z, € recorrente se e somente se a/b > (p/q)*".

1.2.2 Distribuicao de Bernoulli

Para p € [0,1], denotemos por v, a medida produto de Bernoulli com densidade p. Ou
2
seja, v, € a medida de probabilidade no espaco de configuracdes {0, 1}Z obtida colocando

em cada sitio uma particula com probabilidade p independentemente dos outros sitios.

Tal medida é invariante para o processo assimétrico, mas nao reversivel. O Teorema
1.2.1 e valido para esta distribuicao homogénea no espaco, no entanto, o passeio Z; é
bl b

transiente se a # b.
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1.3 Caso nao-estacionario

Assumamos novamente a auséncia do polimero, mas agora com as demais particulas ini-

cialmente fora do equilibrio, mais especificamente, distribuidas de acordo com a medida

produto vy, com densidade d,) em Z?* definida por

A sexzy >0

p sexzy <0 \1.5)

b

dop(z) = {

dp A

A

Il L It 1 i 1 Il 1 L L g

0 z

Figura 1.4: Densidade da distribuicdo inicial, d,

Esta distribui¢io nao ¢ invariante para o processo 7. Para conhecer sua evolucio
no tempo, observemos que ela é constante nas retas horizontais. O primeiro resultado
nos diz justamente que, quando a vibragao val para infinito, a medida v, satisfaz uma

equagao de tipo Burgers unidimensional, que representa na verdade o seu comportamento

na segunda coordenada.

Teorema 1.3.1 Denotemos por IE+* a esperancga do processo definido pelo gerador (1.2),
com AN(y) = 0, e distribui¢do inicial v,\. Para qualquer t > 0, a familia de medidas
E(0:(+)) converge a medida Vu(-t), quando v — oo, onde v, € a medida produto com

densidade u(-,t) satisfazendo a equagdo

%(fﬁ,t) = —pu((l),t) (1 - u(:v + eZ»t)) - qu(m,t) (l B u(:B a 62,t))

—f—pu(l‘ - e?’t) (1 - u(a;, t)) + q'LL(.’L‘ + e'bt) (1 B ll.(fl,‘,t)) ) (16)
com condigdo inicial dada por (1.5).

Fixando o polimero a uma altura y, obtemos o seguinte resultado, para o fluxo através

do obstaculo AN (y).
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Proposigao 1.3.2 Paray € Z, fizo, seja v\ = 1{n(z) = 0,z € AV(y)}von a medida
U.’/
produto inicial para o processo com gerador L,,, dado em (1.2). A familia IE5"* (n(-,1))

converge fracamente a medida produto vy, com densidade u(-,t) satisfazendo a equagdo

_a—u(z) t) = [_Pu(x7t) (1 - u(:c + e2,t)) + qu(m + 627t) (1 - u(r’t))] 1{‘77>$ + ez g AN(y)}

ot
+ [—qu(z,t) (1 —u(z — e, 1)) + pu(z — e, t) (1 —u(z,t)) ] H{z,z — es & AV (y)}
com condi¢do inicial dada por (1.5).

E finalmente para o processo completo, temos que a distribuicio limite do processo

realizado pelo polimero se comporta como uma cadeia de Markov nio-homogénea.

Teorema 1.3.3 Paray € Z, fizo, seja vy x &, a medida produto inicial para o processo
(74, Y,") com gerador L, definido em (1.1). Para cadat >0, quando vy — oo, a familia de

rocessos {(Y,"):}, converge em distribuicdo ao passeio 7, com tazas de transicio dadas
¢ ~y g

por

a(l—u(ly+1,¢)V sez=y+1

Qi(y,z) = (1.7)
bl —u(y—1L,8))N sez=y—1.

onde u salisfaz a equagio da proposi¢ao anterior.

1.4 Estudo de um passeio nao-homogéneo em Z

A contraparte continua da equacdo (1.6) é

Ou N Au(l —u)(q — p)]

Considerando a condigao inicial definida em (1.5), a solugao fraca de (1.8) é u(z,t) =
ug(z — vt), que assume o valor A para x > vt e p para z < vt. O valor v é a velocidade
com que se propaga a descontinuidade, v = (¢ — p)(1 — p — A). Substituindo u(z,?) na

equagao do Teorema 1.3.3, o que obtemos é uma cadeia de Markov, que chamaremos Z,,

em Z , com taxas de transicao a(z,t) e b(z,t) dadas por

a(z,t) = plz,z+1)=a(l —p)V 1{z <vt -1} +a(l =NV 1{z > vt — 1}
b(z,t) = pz,z—1)=b(1—p)N 1{z <vt}+b(1 -\ 1{z > vt}.
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Este passeio é claramente transiente, pois ¢ < b. O interessante aqui é estudar a

relagao entre Z; e a reta vt, Xy, = Z; — vt. Definindo o tempo aleatério
7 =min{t > 0: Z, = vt}
obtemos o seguinte teorema de renovagao.

Teorema 1.4.1 Suponhamos que Xo = 0. Se ay —by < v < a, — b, entdo os processos

Xi e Xipr, tém mesma distribuigdo.



Capitulo 2

Processo em Equilibrio

Neste capitulo provaremos os resultados da Se¢do 1.2. A ferramenta mais importante
utilizada € a construgao do acoplamento entre o nosso processo e outro sem memdria para
a dinamica do polimero. O Lema 2.2.3 foi um dos pontos fundamentais da tese para
conseguir provar os resultados do problema em equilibrio e se encontra em Ferrari et al.

[FMRRO00], com uma prova diferente da apresentada aqui.

Comegaremos este capitulo definindo um processo, {(¢;, Z¢)}, com mesmas taxas de
transi¢ao que {(n, ¥;)}, mas com um comportamento markoviano em ambas as coordena-
das, ou seja, as tentativas de salto do polimero nao afetam a distribuicao dos mondmeros
(Lema 2.2.1). Apresentamos também uma medida reversivel para tal processo (Propo-
si¢ao 2.3.1). Provamos que a familia de processos {Y,"}, converge em distribuicao a cadeia

{Z:}, quando v — co (Proposigao 2.2.2).

A prova do Teorema 1.2.1 (Segao 2.2) é feita segundo o seguinte esquema. Considera-
mos uma realiza¢ao {t,} do processo de Poisson que rege o movimento do polimero e da
cadeia {Z;}, e para tal realizagdo encontramos as probabilidades de transicio do processo
a tempo discreto, Z, = Z,, (Lema 2.2.1). A seguir provamos que quando 7 — o0, as
distribuicoes finito-dimensionais de Y’ =Y, convergem as de Z,. Finalmente, no Lema
2.2.5, mostramos que a partir dos processos {Z,} podemos reobter o processo a tempo

continuo {Z;}. Este tltimo resultado é um resultado cléssico e pode ser encontrado em

Doob [Doo65], pg. 253.

No Apéndice, ao fim do capitulo, fazemos a apresentacao tipica de circuitos elétricos
vinculados a teoria de passeios aleatérios: um circuito simples (isto ¢, com resisténcias em
série e/ou em paralelo) pode ser associado a um passeio aleatério sobre um grafo, conside-

rando grosso modo o inverso da resisténcia entre dois pontos diretamente proporcional a
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probabilidade de ir de um desses pontos ao outro. Esta introdugao esta baseada em Doyle
and Snell [DS84]. Um bom livro cléssico sobre eletricidade é Alonso and Finn [AF67].
A prova do Teorema 1.2.3 poderia ter sido feita com elementos puramente probabilistas,

mas € interessante dar uma olhada neste outro enfoque puramente fisico.

2.1 Construcao do processo independente

Construamos um novo sistema, {((;, Z;)}, usando as mesmas marcas definidas na Secao
1.1, T3, U; para Z, e N?, N} para (;, com a seguinte diferenca: se em um dado instante
os sitios em AM(y) forem afetados pela barra, ou porque a barra saira da posicio y ou
porque ela tentara saltar para y e ndo conseguira, entao colocaremos em A" (y) um vetor
aleatério, WM (y), com distribuicio de Bernoulli v,(-,y) e independente de {T:}, {U:},
Vi)

Definimos a variavel W/¥(-) como o vetor que surge na i-ésima tentativa de salto do
polimero. Este vetor, entdo, substitui a configuracdo de monoémeros em AM(y) (sitios

afetados pela barra) por outra distribuida de acordo com a medida produto v,(-,y), in-

dependentemente de tudo.

Dados S C Z* e uma configuracio ¢ € {0, 1}Z~, denotaremos por (|s a restricao
{¢(z)}ses. Formalmente podemos escrever o gerador de {(¢;, Z;)} como L™ = L,, + Ly,

onde L,, é o mesmo de (1.2)
f(¢y) =2 p(z,2) = (), 2 & AV}, y) = F(C,v)]

e Lz esta dado por

Lz [(C,y) = zq(wy){a I (=) [fCluvme @ wny+1) = £(Cv)]

Wy z€AN (y+1)

+6 TT (=) [f(Clare ®wyy —1) = FC, J>J}

z€AN (y~1)
+ > q(wy)al{ > ((z) >0} [f(CI[AN(yH)]C @ Wyt1,Y) — f(C,y)}
Wy 41 z€AN (y+1)
+ 32 qlw-)b{ Y (=) > 0} [F(Cum-ne @ wyr,y) — F(C)]
Wy—1 z€AN (y—1)

w, é uma realizagao de W™ (y), que ocorre com probabilidade

a(wy) = (p(y)) 2= (1 = p(y))N -2l
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e (lavgye @ wy : [AV(y)]°U AN (y) — {0, 1} estd definida como
N =) sexze[AN(y)]°
C'[AN(y)]c & Wy (l) - {(wy)z1 e & AN(y)

2.2 Prova do Teorema 1.2.1

Consideremos {t,} uma realizacao dos instantes 7, das tentativas de salto do polimero e

da cadeia Z;. Denotemos por Z; a posicao do passeio assim que toca seu reldgio, Z; = Zr..

Lema 2.2.1 Com a construgdo feita na Sec¢io 2.1, o processo {Z,} € uma cadeia de

Markov a tempo discreto em ZZ com probabilidades de transigao

e v(BN(z)) sez=y+1
Qa(y, z) :=

g V(BY(2) sez=y—1,
onde BN(y) = {( : ZZEAN(y) C(:L') = O}
Prova.

Sejam [ um conjunto finito em Z? e fr definida por f;(¢) = [T,es C(2).

Consideremos a primeira tentativa de salto de Z, no instante ¢;, dado que Zy = yo.

Temos que

Efi(¢)= ), P(((x)=1,2€l,Z =yo+1).

i=—1,0,1
Estudaremos o caso para 1 = 1, jd que os outros sao tratados analogamente. Observemos

que se I N AN (yo+ 1) # 0, esta probabilidade é zero. Assim, podemos escrever
P (¢ () =1L LINAN(yo+1)=0,Z, = yo +1) =

= P (Gu(e) =1,z € (1N AY(g)) U (TN [A"(w))) ,
INAN(yo+1)=0,% =yo+1)

= v (W (Wo))w: = 1, (w:,00) € 101 AV (o))
P(G-(x) =1,z € IN[AY(wo)]*, IN AV(yo +1) = 0,2, = yo + 1)

= v(((x) = 1,2 € In AV(yo))
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v(C() =1,z € In[AY(yo)l", TN AV (yo+1) = 0) P(Z, = yo + 1)

= Vyr1(I) P(Z), = yo + 1),

onde na segunda igualdade, usamos a independéncia de W/N, no instante ¢;. Para o
segundo fator, notemos que os sitios de I N [AN(y0)]° ndo sdo afetados pelo salto, ji que
I[N AN(yo + 1) = 0. Assim eles tém a mesma distribuicio em ¢, e t7. Devido & condicio
In AN (yo + 1) = 0, podemos definir v(¢(z) = 1,z € A¥(yo + 1)) = 0, obtendo a Wltima

igualdade. Fazendo a soma sobre as outras possibilidades de Z;, temos
Efi(¢) = vy, (1) para todo t; <t < t,.

Em particular, deduzimos as probabilidades

a

b v(BY(y1 + 1))

Qaly, 1 +1) = P((- € BN(y, +1)) =

a-+b

b b
Qaly,yn — 1) = a+b P(Ct; € BN(Z‘II —1)) = atb V(BN(yl —=1)).
Suponhamos que a igualdade
Efi(G) = vy, (1) (2.1)

com t;i_y <t < t; el tal que I N AV(y,_,) = 0, se satisfaz para ¢ < n. Para o caso

Zn = Yn—1 + 1, temos

P (Co(z) =12 € LINAN(yuey +1) =0, Zy = Yoy +1) =

= P (Cu(e) =12 € (10 AY(yar)) U (10 [AY(ya)])
INA(yos +1) = 0,2y = yoy + 1)

= v (WY Wnt)ei = 1, (20,901) € 10 AV (yo))
P (Ci;l—(fl?) = 1,(1) € In [AN(yn_l)]c, IN 14N('yn_1 + 1) = @,Zn = Yn—-1 -+ 1))

= v((@) =Lz e 1N AY(yaur)) vy, (10 [AY(Wac)]) P(Zn = yamr +1)

= v (1) P(Zn =yt +1),
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onde para a terceira igualdade aplicamos a hipétese de inducao.

Assim,
Efi(¢) = v, (1) para todo t, <t < tnyq,

de onde deduzimos que

Qulynyn +1) = = P((y € BY (4 +1)) = —— (B (3 + 1))
a+b 2
b
Qd(yn)yn - 1) = a+b P(Ctz_ € BN(yn - 1)) = a+b (BN( 1))

Como isto vale para qualquer realizacdo {t,}, concluimos que {Z,} tem as probabilidades

de transicao dadas pelo lema.

Para uma realizacao {t,} de {7}, denotaremos por P]y'o{t"}(m €-)e P;’O'{t"}(Yt € )
as distribuigoes marginais do processo (7, Y;) no instante ¢ comegando com a medida

Vyo X Oy, Yo € Z , € por Pjot“} a distribuigao do processo Z; no instante ¢ comecando em

Yo-

Proposicao 2.2.2 Com a notacio anterior, dados Yo = Zy = yo, temos que quando

v — o0, as distribuigdes finito-dimensionais P;z'{t"} Yi=vy1,..., Y = yi) tendem a
k
PN (Zy =y, ..., 2 = w) H a(Yi-1, i)
Prova.

Faremos a prova por inducao em k, mostrando que

¥ {tn} : a z——l)V2
Pyo’ " (lezyl;--wY;c: ) HQ Jz I)Jl SZ t =¥ ))1/2.

=

Construiremos o acoplamento entre ¥; e Z, utilizando para ambos os processos as

mesmas marcas de U;, e tomando para os monomeros, 7; e (;, a mesma realizagao de N/

e VY, com 19 = (p.

CONSTRUGAO DO ACOPLAMENTO ENTRE Y; E Z,
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Definimos as discrepancias no instante ¢ por o; = |n; — (;|. Tais discrepancias vao
aparecer em cada tentativa de salto do polimero, ou seja, nos instantes ¢;, nos sitios

ocupados pelo vetor aleatério WV.

2
Para um conjunto cilindrico C' € {0, 1}Z dado, definimos o conjunto de dependéncia

ou base de C', D¢, por
Dg :={z € Z”: 1¢(n) # 1c(7") para algum 7} .

Seja Cy um cilindro com base D¢, = AN (yo) U AN (yo +1) U AV (yo — 1). Tal conjunto
satisfaz 0y, (z) = ¢, (z) para todo z € Z*\ D¢ e em cada sitio 2 € D¢ temos uma das trés
possibilidades seguintes: 7, (z) — (;,(z) = 0, ndo ha discrepancia; (n;, (z) — ¢, (z))* > 0,

chamada discrepancia positiva; ou (1, (z) — (¢, (z))” > 0, uma discrepancia negativa.

Seguindo a evolucdo das particulas, segundo as marcas N/(-), podemos perceber que
se uma discrepancia positiva pula sobre uma negativa, entao ambas colidem, dando lugar
a uma particula acoplada e a um espago vazio, como na Figura 2.1(i). Se uma particula
acoplada tenta pular sobre uma discrepancia, o salto acontece e elas trocam de lugar
entre si (Figura (ii)). Inversamente, se uma discrepéancia tenta pular sobre uma particula
acoplada, nada acontece (Figura (iii)). Este comportamento sé acontece nos saltos verti-
cals. Nos horizontais, as discrepancias e as particulas acopladas apenas intercambiam de

posi¢ao de acordo com as marcas N/ (Figura (iv)). Observemos que nao é possivel criar

bi D1

novas discrepancias.

t
(if)

DT

(iii) (iv)

Figura 2.1: Dinamica entre discrepancias (sitios com uma tnica particula) e particulas
acopladas (sitios com uma particula de cada processo, diferenciadas pela cor)

Dado que as particulas acopladas seguem uma dinamica sem levar em conta as dis-

crepancias, dizemos que ha uma particula de primeira classe no sitio z no instante ¢ se
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&i(z) = ni(2)G(x) = 1. Definimos uma particula de segunda classe positiva (7¢); co-

mo (n¢):(xz) = m(z) — G(z) = 1 e uma de segunda classe negativa como ((n):(z) =
G(z) = mu(z) = 1.

As particulas de primeira classe ocupam inicialmente os sitios z ocupados por 7 e (.
Localmente no tempo, o movimento das particulas de primeira classe esta dado pelo gera-
dor L, mais um processo de nascimento puro. Com taxa p(n()¢(z1,z2 — 1) ({n):(z1, 22)
as particulas de segunda classe em (z;,%, — 1) e (z1,22) se aniquilam e aparecem uma
particula de primeira classe em (z;,z;) e um sitio vazio em (z;,x; — 1); similarmente,
com taxa q (7¢):(z1,z2 + 1) (Cn)e(z1,22), as particulas de segunda classe em (zy,zy + 1)

e (21, ;) se eliminam deixando uma de primeira classe em (z,,23) e um espago vazio em

(IL‘I,IEQ + 1)

Na direcao horizontal, a distribuicdo marginal de uma discrepéancia entre dois saltos, ou
um salto e uma aniquilagao, corresponde a lei de um processo de exclusao simples simétrico
com reflexao na barra a altura y. Na direcao vertical, o movimento nao é Markoviano,
pois depende da configuracdo das demais particulas no instante das tentativas de salto,
podendo ocorrer uma aniquilagdo se no outro sitio houver uma discrepancia, um salto se

ele estiver vazio, ou nada se houver uma particula acoplada.

O seguinte lema nos descreve o comportamento assintético (em ) dos mondémeros
quando assumimos uma restri¢ao inicial sobre um conjunto finito de sitios, com o polimero
fixo a uma certa altura, y; é como se considerassemos o fluxo ao redor de um obstéculo
fixo. Em poucas palavras, o que obtemos é que quando 7y — co, o processo esquece

bl ) 1

condigoes 1niciais finitas, em qualquer instante.

Lema 2.2.3 Fizemosy € Z . Seja A wm conjunto no espago de configuragoes, {0, l}z-,

que depende apenas de um nimero finito de sitios. Entdo, para todot > 0 e todo conjunto

cilindrico J % (0,y),(N + 1,y),

¢|Da]|Dy]
’EZg(.|,4)(1J(?7z)) - EZg(lJ(Ut)) I < W

Notemos que oy, além de seguir o comportamento de uma particula de segunda clas-
se, obedece também a um processo de nascimento logo apds cada tentativa de salto do
polimero, nos sitios A™(-). Denotaremos por Xtiit', a posicao da j-ésima discrepancia,
0 <7 < N, criada na i-ésima tentativa de salto da barra, no instante ¢. Se nao houver,

usamos a convencao X% = ().
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PROVA DA HIPOTESE DE INDUGAO PARA k = 2
Denotemos por D; a diferenca
Dy :=|H{Y1 =y, Ya =y} — H{Z = y1, Z2 = ya}| .
Usando o acoplamento acima, podemos escrever

D, < MMi=Zi=y,Yo=y,Z#y2} + {1 = Z1 =y1,Ya # 12, %2 = y2}

g Zvjl{ > Xiu(= )>0}-

J=1 z€AN (y1+U>)

Entao,

< ED;

’P” (Y =y, Ya=9a) - PN (20 =1, 2o = )

<y % P (X () =1)

7=1z€ AN (1 +U>)
< N?c
T (v(ta =)
onde a tltima desigualdade é dada pelo Lema 2.2.3, na pagina 18.

Il

PROVA DA HIPOTESE DE INDUGAO PARA k = n, DADO QUE E VALIDA PARA kK =n — 1

Suponhamos que a hipétese de indugdo é verdadeira para kK = n — 1. Escrevendo
Dn = ll{leylp---,Yn:yn}—l{Zl:yl)'”;Zn:y’n}l
S ll{Yi =Yy Yn—l = yn—l} - 1{Zl = Y1,-- ',Zn—l = yn—l}l
—|—1{Yn_1 = Zn—l = yn—l,Yn = yn,Zn # yn}
+1{Yn—1 = Zn—l = yn—an # y'/uZn — yn} .

obtemos
k
Pt (Y =y, Ve =) — [ Qwiz1,4:)| < ED,
=1
n—1 (Z ) n—-1 N i
< 1/2 Z Z Z P (/\t,,—t.'(fﬁ) = 1)
= (vt -t 1 §=1 N
- 1= TEA (Iln 1+Un)
n—1 n—1 2
(¢ — ) N?c
<
— = (= ))‘/2 * Z * (v(tn — t:))V?
n—1 ') . 9
(z — ) “e (n—1)N*c
% +
S LAt Bl L)
- . (i —1)N%c .
= ("/(ti—tz’ 1 )1/2
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*

Proposicao 2.2.4 A familia {Y,}., converge em distribui¢io, com v — oo, & cadeia
{Zn}-

Prova.
O resultado anterior nos da a convergéncia das distribuigoes finito-dimensionais. Para

obtermos a convergéncia em distribuigao, precisamos ter a condigao de que a familia {Y},,
é tensa (tight) (cf. Billingsley). Observemos que as distribuigdes dos processos Y7 e Z,
estio definidas no espaco Z IV, e como bem lembrou a Professora Maria Eulalia Vares,

durante a defesa, a propriedade de tightness sai de graca pela discreticidade de IV.

Lema 2.2.5 Com a notagdo anterior, o processo Z;, dado por
Zy(w) = Zy, (w) tn(w) <t <tpp(w),

¢ uma cadeia de Markov, com tazas de transi¢io dadas por (a + 0)Qu(z,y)1{z # y}.

Prova.
Se temos uma variavel aleatéria positiva, 7', com densidade c exp(—ct) (c,t > 0) e

s > 0 qualquer entao

P(T(w)>t)=P(T(w)—s>t/T(w) —s>0).

[sto implica que se na lei construida no Lema 2.2.1 nds escolhermos algum s > 0
e pararmos o procedimento no primeiro ¢; maior que s, de modo que Z; fique definida
somente para ¢ < s; e se entao a construgdo for recomecada em ¢t = s da mesma forma
que em ¢ = 0, usando, no entanto, Z; como valor inicial, entdo os t,’s e Z,’s seguintes
terao a mesma distribui¢dao que teriam tido se o processo nio tivesse sido interrompido.
A diferenca agora é que:
a) a distribuigao de Z; condicionada a valores dados de Z,, 7 < s, depende apenas de Z;,
ou seja, o processo tem a propriedade de Markov; e
b) a probabilidade P(Z, = j/ Z, = i) é uma funcao de ¢ — s, i.e., o processo tem proba-

bilidades de transicao estacionarias.
Além do mais, a condicao de continuidade

im P(Z, =35/ Zo = 1) =&
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é trivialmente satisfeita.

Finalmente temos que a taxa de Z;, que denotaremos Q(z,y), é igual ao produto entre

a taxa do reldgio {71, } e Q4(z,y). Com isto terminamos a prova do Teorema 1.2.1.

Prova do Lema 2.2.3.
Seja Dy o conjunto de dependéncia de A.

Para calcular a diferenca das esperancas, construimos o seguinte acoplamento: consi-
deramos dois processos, 7; e (;, com as mesmas marcas V'(-), e N*(-,-) até o instante ¢
e com configuragoes iniciais 7 e (, respectivamente. A fim de acoplar tais configuracoes
iniciais, definimos a medida conjunta fiy com marginais vY(-|A) e v¥, de tal maneira que

n(z) = ((z) para todo @ € Z*\ D,. Tal medida existe j4 que v¥ é uma medida produto.

Denotemos por /¢ a esperanga do processo acoplado comegando com (7, () e seja J

um conjunto cilindrico. Podemos escrever

|3y (Lo (0) = By (L (n)) | = [ Fialdlm, €)) Bue[Ls(m) — 15(C]
Notemos que o nimero de discrepancias iniciais é finito, j& que

S 1(n(z) # ((2)) < |Dal < oo (2.2)

Além do mais, o acoplamento tal como foi definido na prova da Proposicio 2.2.2 tem

a propriedade que o nimero de discrepancias nao pode aumentar com o tempo:

Py {Z L(ne, (z) # ¢y () > Z 1(ne,(z) # Ctz(m))} =1 para todos t; <ty.  (2.3)

De (2.2) e (2.3), obtemos a cota

Ey[Ls(n) — 1)) = Prelmi(z) # G(z), e € J)
< Y Y P =a), (2.4)

onde X"(¢) é a posi¢ao no instante ¢ de uma particula de segunda classe inicialmente em

u € Dy e Dy éabase do cilindro J. Se o sitio u nao tiver uma discrepancia no instante
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t = 0, usamos a convengio X"(¢) ¢ Z>. Se temos discrepancias u e v de signos opostos

que colidem antes do instante ¢, temos também X*(t), X*(t) ¢ Z>.

O comportamento horizontal de X} é o de um passeio aleatdério simétrico de taxa 7,
exceto quando ele se encontra a um dos lados da barra, em (0,y) ou (N + 1,y), ja que
neste caso ele nao pode saltar para nenhum dos sitios (1,y) e (N, y). Consideremos entao

a particdo entre o evento (X* # (0,y),(N+1,y),s < t) e seu complemento, para escrever

P(X*(t)=2) = P(X}=2,X" £ (0,y),(NV + Ly),s < 1) (2.5
+P(X} =, (X} # (0,y),(N+1,y),s < 1))

< PO = 00, X £ (0,9), (N +1,y),5 < 1)
+P((Xtu)1 =T, (Xsu 7£ (07 y))(jv+ ]‘)y)78 < t)c)
1/2 12 (yE)M
< e ()P4 enr, (sa(s2 = 51) .. (t— sar, )y) 7 AR
-

M-,

onde (z); é a primeira coordenada de z; M, é uma realizacio do nimero de marcas
horizontais entre 0 e ¢ que liga (0,y) a (—=1,y) e (N +1,y) a (N + 2,y) (depende de v),
que sao as marcas mais provaveis de acontecer para v > v, € {sl}g’1 € uma realizacao
dos instantes destas marcas. Como o somatério val para zero mais rapidamente que o

primeiro somando quando y — oo, temos, portanto, que existe v tal que
P(X"(t) =) <c(ty)™?  VYy>10.

Substituindo isto em (2.4), obtemos finalmente

c|D4l|D
Euclt(n) - 1,(6)] < <A
*
2.3 Propriedades do polimero no limite
Proposicao 2.3.1 A medida em 2 = {0, 1}Zz x 4, u, definida por
T2 b Y
W) = (o) € 4,2 = y) = [T ol WOy 50 4vy) — )

s L+ e(p/a)™ (1+c(p/q))

¢ reversivel para (C;, Z;).

Prova.
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Queremos provar que [gL™ fdu = [ fL™gdp para todas f,g locais em § (cf. Liggett
[Lig85], p. 90). Para tanto basta tomar f e g da forma [[;e; 1{¢(2) = a;} 1{Z = y}.
Como p é uma medida produto, é suficiente considerar os casos

Hl{é fl I{Z_J}

el

=[[11{¢t) = ¢} 1{Z =y},

€]
de modo que f; = g;, para todo i € I\ {j,k}, fx =9; # f; = gr, com j e k vizinhos
proximos, < 7,k >, e

=[11{¢6) = i} H{Z =y +1}.

i€l

Suponhamos para fixacao de idéias que f; = 0. Entao

L™ f(¢, 2)

= 3 23,2000~ (ENHZ =) [T{e6) = /)

= 2 P HZ =) [T1{ct) =7}

+<§>p z, k)C(2)(1 = ((k)1{Z = y},-EHII{Ckx(i) = £}

= 2 plk )00~ CENHZ =} [T = 1)

+w§ q(wy_l)aAgy)<1 —((@)1{Z = - LT Gl © wa(0) = £

-2 alwy)e gm(l ~ @12 = 1y ®wil) = 1}

+wy§+:l q(wy41)b H (1—C(=){Z =y+ l}gl{CI[4N s @ wyp1 (4) = fi}

- Z q(w,) AN(IJ[ 1)(1 ((2))1{Z = y}g 1{Clan (e ® wy(3) = £}

+ Z g(wyi1 al{AVZH)c ) > 031{Z = y} [L{Cluvrine ® won (i) = fi} = 1{CE) = fi}]
+ 2 alw) bl{Aéj (@> 0}1{Z = y} [HClum e @ wy-1(0) = £i} = 1{C() = £}]

L™g(¢, Z2)
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szj 2)(1 = CONHZ =y} [[ 1{¢"() = i}

- Z P(j>-’B)C(j)(1—C(fv))l{Z=y}H1{C(i)=gi}
+ Zpk'c —((z)) l{Z—J}Hl{C“ (i) = g:}
= ZI; p(z, k){(z)(1 — (k) 1{Z—y}H_1{C =g}

+ Y q(wy-1)a (I=((@)1{Z =y~ 1}H1{CI[A~(y 1je @ wy—1(2) = gi}

wy—1 N ()

—ZQ(wy)a H (1-¢(z)1{Z = y}Hl{CI[AN e @ wy(1) = g}

AN (y+1) i€l
+ > qlwyn)b ] (1 1{Z =y+1} H H{Clian y41)je @ wy1(2) = gi}
Wy+1 N(J
_Zq (wy)b H z)){Z = y}H 1{C|[AN @) ® wy(2) = g:}
AN (y— 1) i€l
+ 2 g(wyr)al{ > ((z) > 0}1{Z = v} [1{llumnpe @ wpa(6) = fi} — 1{C(E) =
Wy+1 AN (y+1)
+ >0 q(wy-1)b1{ > ((z)>0}1{Z = y} [1{C|[AN(y—1)]c ®wy-1(2) = fi} — 1{¢(2)
Wy—1 AN (y-1)
Assim

fL™9(¢, 2) = 2p(k,5) C(k) (1 = C(7)) 1{Z =y}

gL™ (¢, 2) = 2p(5, k) C(7) (1 = ((k)) L{Z =y} .

Se 7 e k tém mesma ordenada, entao

J UL g~ g fldn = 2z =) W(CG) = 0,6(0) = 1) ~ u(¢() = 1,E(8) = O)
= 0,

pois u € invariante horizontalmente.

Se j e k estdao na mesma vertical com 73 = ky — 1,

/ [fL™g — gL™ f] dp
= 2u(Z ) [p(k,7) u(C(5) = 0,C(k) = 1) — p(5,k) u(¢(4) = 1,{(k) = 0)]
= 2u(Z

[q<1 p/q ) c(p/af*™ c(p/a)” (1_ c(p/q)”*! )J
L+ <o/ T e /gy

L+c(p/g)=t ~ "1+ e(p/o)
= 2u(Z =

9:}]
=g} .
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o c(p/g)>*tt <l q)” 1
1+c(p/q)2 1+ c(p/q)=t! 1+c(p/q)= 1 +c(p/q)2*!

Fazendo os mesmos calculos para h, temos

FL™h(¢, Z Zq (w)a I ( o) [T 1{¢(E) = £} 1{Z =y}
AN(y+1) i€l
R (6 2) = 3 a(wya)b [T (1= () TT1H{CG) = £} 1{Z =y +1}.
Wy 1 AN (y) 1€l
Logo,

JUL™h =L fldu = w((G) = fu¥i € 1) [ap(C(e) = 0,Ya € AN(y+1), 2 = y)
—bu(((z) =0,Yz € AN(y),Z = y +1)]
_ D= £ Vi 2 {1 c(p/q)**! )N (a/b)Y

oy e/ " (a/p)H
b<1 1+C(P/‘J)”> (1+C(p/q)y+1)N}

= 0,

COmMo queriamos provar.

Prova da Proposigao 1.2.2.

A reversibilidade de m(y) é imediata e a condigao a/b > (p/q)" nos garante que m é de
Y q g 1

fato uma medida de probabilidade. A recorréncia positiva vem do fato da existéncia de

uma medida reversivel para o processo.

Para encontrar a moda de m, escrevamos a seguinte continuizacao da distribuico:

exp(—az) 1 .

) = (14 exp(—pBz))N f:(a,ﬁ,N)Cl ’

onde
exp(—az)

k(e, B, N) = /_Oo 0T exp(—ﬂa:))Nd%

ee ™ =a/b e =p/q.
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A funcao m alcancard seu valor mdximo no ponto que satisfizer

B (—ln exp(—az)
0 = s )

dz 1 + exp(—pz))N
—Be~ b=
- g
14 e b

Daqui,

Mo(m) = 1 In (g N — 1)

B
:(_m@MW”m(%%g%ud)

log N', quando N — co.

1

—log (p/q)

Prova do Teorema 1.2.3.

Podemos representar o passeio Z; como uma rede elétrica, conforme apresentado no
apeéndice ao fim deste capitulo. Consideramos uma fonte ligada & origem e a 400 e
—o0, de modo que o potencial em 0 seja um, e nos extremo, seja zero, como se a origem

fosse um interruptor para duas lampadas.
Dessa maneira, a conductancia entre 7 e 7 + 1 serd
[Tizo a(k)/b(k)  sei>0
Ciiv1 =< 1 se1 = —1
H;c—:li—l-l b(k)/a(k) sei<—1,

onde a(k) e b(k) sdo as taxas de transigao

c(p/q)+t \V ~-N
o) = (1= 1) = el ra)

b(k) =b (1 - %) =b (1 + c(p/q)k_l)_N :

e o valor 1 foi assumido arbitrariamente para poder estabelecer a relacao entre a resisténcia

e as taxas de transicao acima.
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Como as resisténcias para cada lado da origem estao em série, o sistema anterior é
equivalente a um sistema com duas resisténcias, uma entre 0 e +0o, R*, e outra entre 0
e —oo, R™, com

t

RY = > [ b(k)/a(k)

= 1+ U+l T (9) (14 etpfay)" (1+clp/a*)"

B = 143 ] a(—k)/b(—k)

i>1 k=1

= 14+ 1+ (1+cp/a)™) "

> (%) (1+elp/a)™)" (14 elpla))

i>1

O sistema serd recorrente se e somente se a corrente total do sistema for zero, ou seja,
sse RY = R~ = co. Observemos que R' é sempre divergente, ja que a < b. Para R, o

1-ésimo termo, ¢;, é da ordem de

Portanto, B~ = co se e somente se a/b > (p/q)*, como afirmado.

Observagao. Se p(y) = p, para todoy € Z, R~ =1+ Y (a/b) < cose a < be
Rt =3 i(b/a)" < co se b < a. Portanto, se a # b, o processo Z; é transiente.



2.4. APENDICE - CIRCUITOS ELETRICOS 25

2.4 Apéndice - Circuitos elétricos

Genericamente falando, definimos um grafo, G, como um conjunto de pontos unidos por

lagos. Dizemos que G' é um grafo conezo se for possivel comunicar dois pontos qualsquer

através dos lagos.

Num grafo conexo, podemos imaginar um circuito elétrico da seguinte forma:
e escolhemos dois pontos, a e b, como nossa fonte de energia, ou seja, colocamos entre
eles uma diferenga de potencial, com voltagens v, = 1 e v, = 0, digamos, e
e em cada lago zy colocamos uma resisténcia (uma lampada, por exemplo) cujo valor serd

um numero real nao-negativo que chamaremos resisténcia do lago, R, .

E claro que estamos supondo que nosso grafo é “bem-comportado”, apto para formar

um circuito com resistores em série e paralelo, sem intersecdes entre os lagos, assim como

o da Figura 2.2.

=
Figura 2.2: Circuito elétrico

Na contraparte estocastica, podemos associar este circuito a uma cadeia de Markov
sobre (¢, definindo a probabilidade de transicao entre z e y, p,,, para = e y pontos unidos
por um lago, como

— OIy
Pzy = —C'_r )
onde Cyy = 1/ R,y é a conductdncia do lago zy e C, = >y Czy- Isto nos dd o paralelo

entre resisténcia e probabilidade de transicao.

Pela Lei de Ohm, a corrente através do resistor zy estd determinada pela relacio entre

a diferenca de potencial entre = e y, e a resisténcia do laco zy,
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Sabemos também, pela Lei de Kirchhoff, que o fluxo de corrente total em qualquer ponto
entre a e b deve ser zero, ou seja, a quantidade de corrente que chega deve ser igual a

quantidade de corrente que sai do ponto, lembrando que a corrente vai do maior para o
menor potencial, 3~ 4z, = 0. Portanto
Vg = Z% Uy = szyvy )
y =z y
para & # a, b. Esta equagdo é por definicao a equagdo de uma fungio harmoénica para a
cadeia {pzy}, isto é, uma funcdo cujo valor em um ponto interior do dominio, z, é igual

a pgy-média dos valores sobre qualquer bola centrada em z.

Seja h, a probabilidade de, comecando em z, alcancar o estado a antes do b. Observe-
mos que h também é harmoénica para a cadeia, j& que h, = >y Pzyhy. Além disso, temos
hoe = v, =1, hy = v, = 0. O problema de encontrar uma fun¢ao harménica, conhecidos
seus valores na fronteira é chamado problema de Dirichlet. O chamado principio de unici-
dade nos assegura que nao existe mais de uma funcao harménica satisfazendo tais valores.
Tomando como fronteira do nosso dominio os pontos a e b, encontramos que A = v. Em
outras palavras, quando colocamos uma diferenca de potencial unitirio entre dois pontos

aeb, comv, =1 ew, =0, a voltagem v, representa a probabilidade de que um passeio

comegando em x chegue a a antes de alcancar b.

Denotemos por 2, = )_, 14y, a corrente total que entra no circuito. Definimos a re-
sisténcia efetiva do sistema como Ry = v,/i, = 1/i,. A quantidade reciproca Cep =
1/Rey = 24 é a conductincia efetiva do sistema. Podemos interpretar este valor como

uma probabilidade de escape. De fato,

. Cs
la = Z('Ua — 'Uy) Cay = Z('Ua — 'Uy) C—yc’a

Yy Yy
= Co|ve— D Payy
y
= (ell~ Z Payhy
=i CoPascaps ,J '

onde USamos Pescape para denotar a probabilidade de que, comecando em a, o passeio

alcance b antes de retornar a a.

Com a analogia estabelcida acima, para provar que um passeio aleatério é recorrente,
devemos provar que a corrente total do sistema elétrico associado ¢ nula ou, equivalen-

temente, que a resisténcia efetiva do sistema é infinita. No caso de um passeio em Z , o
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respectivo circuito pode ser visualizado partindo da origem com duas séries em paralelo

indo para o infinito (Figura 2.3).

-1 -2 -3 .. -

Figura 2.3: Circuito elétrico equivalente a um passeio em Z .

Tal sistema pode ser reduzido a uma rede iniciando-se na origem com apenas uma
resisténcia ligando a 400, R, e outra a —oo, R*. Cada uma destas resisténcias é igual

a soma das resisténcias do circuito original, no respectivo ramo,
+00 oo
+_ - _
Rt =3 Riin ’ R =) R_ii.
1=0 =0

Este passeio serd entao recorrente se ambas as séries forem divergentes, que foi o argu-

mento utilizado na prova do Teorema 1.2.3.



28

CAPITULO 2. PROCESSO EM EQUILIBRIO



Capitulo 3

Processo Fora do Equilibrio

Nas cinco primeiras segoes nos dedicamos a provar o Teorema 1.3.1 referente ao sistema

apenas com monomeros, € na 5e¢ao 3.6, a provar a Proposicao 1.3.2 e o Teorema 1.3.3.

No capitulo anterior, no estudo da distribuigao do processo limite (¢, Z;), usamos for-
temente o fato da medida v, ser invariante para 7, (cf. Lema 2.2.1). Agora, se comecarmos
com uma medida inicial ¥ ndo invariante para o processo original, nao podemos utilizar o
mesmo argumento de andlise quando ¥ — oco. Para contornar este problema, introduzire-
mos a nogao de processo dual. No caso de um processo de exclusao simples nao simétrico,
o processo dual nao é um processo dual stricto sensu (cf. Liggett [Lig85]), mas sim, um
processo de ramificagao, como veremos a seguir. Esta técnica estd desenvolvida em De

Masi et al. [DMFL86] e Durret and Neuhauser [DN94], para citar alguns.

As duas primeiras se¢bes estdao dedicadas a definir e relacionar o processo dual com o
processo original. Na terceira secao introduzimos o conceito de processo de ramificacio
independente e na segao seguinte o comparamos com o dual, fazendo o acoplamento entre

eles. Na Secao 3.5, obtemos os resultados para o processo dos mondémeros usando as

propriedades da dualidade.

3.1 Processo de ramificacao dual (PRD)

Consideremos o processo 7, com gerador Lﬁl definido como o gerador L, dado por (1.2)
com a condicio AM(y) = (), para todo y € Z; ou seja, 7, é um processo de exclusio

simples em Z ? com taxa p(z, z) como em (1.3).

Seja T' € IR*, fixo. Dada uma configuraciao 7o no instante inicial e uma realizacao em
]

[0, 7] das marcas NV e N definidas na Secao 1.1, queremos saber se existe uma particula

29
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em um sitio # no instante ¢ = 7. Para tal precisamos conhecer o estado inicial dos

sitios que interferem em 77(z) e de que modo eles interferem. Isto sera feito através da

construgao do processo dual a 7;.

Tomemos o sitio 2 e observemos a primeira marca antes de 7', em ¢; digamos. Se esta
marca for do tipo N* (tentativa de salto horizontal) entre z e & = z + ae;, (o = —1, 1),
entao z tera uma particula no instante 7' se e somente se ntl—(iz) = 1. Sigamos entao as
marcas de & anteriores a ¢). Se a primeira marca, em ¢y, for do tipo N*, procedemos
como antes. Se for um salto vertical (marca NV) de & para & + aes, entdo nr(z) = 1
se e 56 se 1, (T) = M- (Z 4+ aey) = 1. Se for um salto de & + aey até &, nr(z) = 0 sse
n-(Z) = M- (2 + aez) = 0. Em ambos os casos, precisamos agora conhecer as marcas
anteriores a ¢ tanto em Z quanto em & + aey; ou seja, em uma marca do tipo NV, aparece
mais um sitio afetando n7(z), dito de outra maneira, nas marcas NV, o processo dual
se ramifica. Continuamos com este procedimento até o instante t = 0. Observemos que
novos “ramos” podem aparecer em sitios ja ocupados por um ramo mais velho; neste caso,

claramente, ambos os ramos se movem juntos.

Sabemos que, com probabilidade 1, somente um nimero finito de ramos pode aparecer
em um intervalo finito de tempo, ji que o processo NV tem taxa 1. Assim, poderemos
determinar o valor de nr(z) conhecendo a ramificagao completa de z em [0, 7] e a configu-

ragao no no conjunto finito determinado por ela no instante ¢ = 0, como exemplificaremos

a seguir.

A Figura 3.1 (7) representa uma realizacdo das marcas em Z? x [0, 7], com o tempo
¢ indo para baixo. Os saltos horizontais sao representados por um elo entre os sitios, e as

tentativas dos saltos verticals por uma seta no sentido da tentativa.

Suponhamos que os sitios z + €3, © + €, € T + e; — e; estejam originalmente ocupados
por monomeros. Neste caso, seguindo as marcas, teremos que no instante ¢ = 7', os sitios

ocupados serao z, z + €, e z + 2ey, se ndo houver nenhuma outra interacio além das da

figura.

O processo de ramificagao ilustrado na Figura 3.1 (i7), é o que aparece no dual de
ne, a0 estudar o sitio x, com a realizacao da Figura 3.1 (). Neste caso, os sitios que

determinam o estado em z no instante 7" sdo z, z + ey, 2 + 2e; e T + €; — €.

CONSTRUGAO GRAFICA DO PRD
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e -

(=2}

() (iz)

Figura 3.1: (i) uma realizacao do processo 7, em [0,7T]; (ii) processo dual de 7;, R;, para
a realizacao anterior.

Para estudar a correlagao entre n sitios, devemos olhar n processos de ramificacio que

interagem entre si; esta interagdo ocorre nas marcas entre os ramos dos diversos processos.

Chamemos Dy = D™, o vetor em (Z *)" dos n sitios diferentes cujo estado no instante 7'
queremos conhecer. Denotamos por D; a componente espacial do processo de ramificacéo
dual (PRD) e a definimos como o vetor cujas coordenadas sio os sitios no instante { = 7'—t¢,

t € [0,77], que deteminam o estado dos sitios em D;.

A fim de relacionarmos Dy com D;, denotaremos por z;,7 = 1...,n, cada coordenada
de D™ e a interpretaremos como a posi¢ao no instante 0 de uma particula, que chamaremos

i-particula. Estas particulas obedecerao a seguinte dinamica.

A cada par de sitios vizinhos z,z € Z ?, associamos independentemente um dos pro-
cessos de Poisson a seguir:
a) um processo de taxa 27, N;}’Z, se x —z=e;; e
b) se @ — 2z = Fe,, um processo N, com taxa p+ ¢ = 1, que com probabilidade p escolhe
o sentido e,, e com ¢ escolhe o sentido —e;.
Se uma particula encontra uma marca do tipo N", ela simplesmente muda de sitio; se a
marca for do tipo NV e ela estiver no sitio « (respectivamente, z), entao uma nova particula
é criada no sitio z (resp., ) que comega a seguir as marcas que encontrar no caminho,
independentemente da particula do sitio z (resp., z). Se uma particula for criada em um
sitio ocupado por outra particula, ambas passam a seguir as mesmas marcas horizontais

para se moverem, e ¢ criada apenas uma nova particula por cada marca vertical que elas

encontrarem.
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Para todo £ > 0, definimos as seguintes varidveis aleatérias
N;: o nimero de particulas no instante ¢;
Ti: instante da [-ésima marca do tipo N¥ em alguma das particulas existentes em Tl_l,
T() = 6,
M; = N; —n: nimero total de marcas do tipo N até o instante ¢;

Ti={Ty:l=1,...,M;}.

Chamaremos n + [ a particula criada em Tl, [ > 1. Definimos ”cz(tA) como a po-
sicdo no instante ¢ da i-particula, e D; = (:Cl(f),...,a:NE(f)), a posicao de todas as
particulas existentes no instante £. Chamaremos a i-particula de particula de primei-
ra classe (respectivamente, segunda classe) se z;(Ti_,) # zx(Ti_,), para todo k < (resp.,
se 1:1(7%,_") = rck(f’,-_n), para algum k£ < ), 7 > n. As n primeiras particulas sio todas de

primeira classe.

Assim, no exemplo da Figura 3.1, temos Dy = (z) e D7 = (z+2e1,z+e1—eq, z+ey, 2},

e que todas as particulas sdo de primeira classe.

As particulas 1,...,n serdo chamadas de primeira geraciao de cada uma das n familias.
Notemos que as particulas de segunda classe podem pertencer a mais de uma familia.
Dado i € {1,...,n} e i > 0, definimos
Nj(t): o nimero de particulas da familia ¢ no instante ¢;

M;(): mimero total de marcas do tipo NV até o instante £, na familia s;
Ti(6) = {Ti() : L =1,..., M;(i)},

[;(2): conjunto de indices das particulas pertencentes a familia 7 no instante {;
DG, 1) = (va(d), @ € I(3)).

Podemos ver que |[;(¢)] = N(i) e que N; < ; V;(7), onde a desigualdade estrita
ocorre se e sO se as particulas de segunda classe pertencentes a mais de uma familia

tiverem descendentes.

As variaveis definidas até agora, N;, 7; e D(¢), nos dizem o niimero de particulas
existentes no instante ¢, o momento em que elas foram criadas e sua posicio em ¢; mas

nao dizem nada sobre a genealogia da ramificacao.

Para cada i-particula do instante £, i = n + 1, ..., NV;, definimos a varidvel F; €
{0,1}*7!, que entrega o(s) indice(s) da(s) particula(s) geradora(s) de . No nosso exemplo,

para i =T, F'(1) = {1}, F5'(1) = {1}, F7'(1) = {3}.
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Definimos a histéria da ramificagdo até o instante £, A;, como o vetor

A = (T;, N j € Fuk=nt1,... ).

Ty (Tk—n)’xj(Tk—n) ?

No exemplo que estamos seguindo,

~

Az = ({flaf%fs},62($2(f1),$1(£1))7 82($3(£2),$1(f2))7 —62($4(t3)7$3(£3)))-

Com D(f) € Uis1(Z ?)¢ construido acima, definimos 0 PRD, R;, como R; = ({D(s)}s<is As).

Denotamos por Pp. (ou simplesmente P,) a lei de R; com estado inicial D*, e por
IE}n (ou [E,) a esperanca com relagio a medida PJ., definidas no espaco de probabilidade

resultante do produto dos processos de Poisson {N;y(s), Ny (s),z,y € Z% s <1t}

3.2 Dualidade entre 7, e 0 PRD

2
Fixemos n sitios em Z?*, D™ = (zy,...,2,), T > 0, 10 € {0,1}Z e uma realizacao de

{N} e {N!}, te€|0,T).

A partir de D", de T' e da realizagdo das marcas horizontais e verticais, construimos
o processo R;, como anteriormente. Estabelecemos que as particulas em z;(7), 1 €
{1,..., N3}, assumem o estado no(:(7")), Ny = Nj. Agora refazemos o caminho das

ramificacoes no sentido original do tempo.

Cada vez que uma particula encontrar uma marca horizontal, ela trocara de posicao,
seguindo a marca, sem interferir em seu estado. Cada vez que aparecer uma marca vertical
entre duas ramificagoes, observamos o comportamento seguinte. Sejam k e h os indices
das particulas de primeira classe conectadas por NV em Tl, digamos. Se a marca for
zi(T)) — ax(T)) (de k para h) e 77Tl—($k(Tl+)) =1le nTl-(mh(fi}+)) = 0, entdo os estados
da k- e da h-particula trocam entre si no instante 7} (assim como o estado das particulas

de segunda classe que as acompanham); nos demais casos, os estados das particulas nio

mudam.

Se a particula criada em 7} for de primeira classe, entdo ela desaparece em 7;”; se for
de segunda classe, entao em 7" temos duas particulas de segunda classe a menos, nada

acontecendo com as particulas de primeira classe envolvidas.

Com a descricao acima, o estado de todas as particulas fica bem especificado no

intervalo de tempo [0, 7].
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Para cada i-particula da primeira geracao, 1 € {1,...,n}, definimos a i-ramificacio

ou i-familia como

Ri(2) = ({(Di(s))jer.(}s<ir Ai(7))
e usamos a notagao no(D;(7")) para o vetor (n0($j(T)))jejT(i) € {0,1}V200),

Usando o critério descrito para a mudanga dos estados das particulas, podemos chegar

até o valor do estado na particula raiz de cada familia no instante 7". Denotaremos a
funcao que nos entrega tal valor por H(no(Di(T)),RT(i)). No nosso exemplo da Figura

3.1, H(no(Dy(T)), R3(1)) = 1 se e somente se 1o(z + e; — e2) =1 ou no(z+2e1) = no(z) =

no(z 4+ e2) = 1. Um tratamento mais extenso em processos de ramificagio estd dado em

[Har89], Capitulo 6.

Teorema 3.2.1 (Dualidade) Para qualguer T > 0, D" = (zy,...,2,)
n e {O,I}Z-, existe uma probabilidade conjunta, IP,, dos processos (D(-,t

com configuracao wnicial D™ e respectivamente, tal que
J J

]jn(:ci,T) = ﬁH(no(D(i,T)),AT(i)) , P, — quase certamente. (3.1)

i=1
Prova.

Faremos a construcdo de {n;, ¢t > 0} e {(D(£), A;),% > 0} no mesmo espaco de probabi-
lidade (2, IP,), definido como o produto direto entre Hwez 2(QF P! ) e Hz,zeZ (2, P ),
onde (Qﬁyz, Prh’z) é um processo de Poisson com taxa vy para cada z € Z?, z = & + ae;,
a=-—1,1,e (Q;z,

= 2 — ey. Usaremos a notacio w® € Q" e w? . € Q¥ . Assumimos que nio aparecem
T,z o

IP},) é um processo de Poisson com taxa p se z = = + ey, e taxa ¢ se

N

duas marcas ao mesmo tempo.

Dado um w € §2, uma trajetéria de {n;,0 < ¢t < T’} esta dada pela construcio feita no

Capitulo 1.

T 2 ; ;
Sejam T' > 0 e zy,...,2, € Z~ fixos. Qualquer w € 2 dado determina um caminho,
w, do processo de ramificacao, primeiramente restringindo w a [0, 7] e depois revertendo
o tempo, ¢ = T —t, como fizemos acima. Observemos que o estado nr(z;) depende dos

estados no instante ¢ = 0 dos sitios z;(1"), 7 € [;(7) e da histéria da ramificagao R4 ().

Esta dependéncia é a que vem dada pela funcao H.



3.3. PROCESSO DE RAMIFICACAO INDEPENDENTE (PRI) 35

Agora que ja estabelecemos a dualidade, simplificaremos a notagido do processo Ry

para R; simplesmente.

3.3 Processo de ramificacao independente (PRI)

Na construgio feita, vimos que R, ndo é um processo de ramificacio independente, ou
seja, um processo no qual as particulas se movem de acordo com uma exclusao simples e
criam novas particulas independentemente umas das outras. No entanto, pode-se provar
que o comportamento na coordenada vertical de ambos os processos é o mesmo salvo

termo de ordem y~'/2. Denotaremos o processo independente definido a seguir de RY.

Para qualquer inteiro n > 1 e qualquer vetor D™ = (zy,...,z,), a i-particula inde-

. 2 . . e
pendente comega seu movimento em z; € Z°, 1 = 1,...,n. Consideremos a familia de
processos de Poisson, {N;%'}i>1, com a mesma distribuicio dos N, ,, € independentes

entre si e com relagao a NV, ,. O processo R{ usa as marcas N, e Ngy da seguinte

maneira.

Todas as particulas usam as marcas N* para se moverem horizontalmente e as marcas
NV para gerar novas particulas; a menos que exista mais de uma particula no mesmo sitio.
Isto pode acontecer quando uma nova particula é criada em um sitio ja ocupado. Neste
caso, a primeira particula continua seguindo as marcas N', enquanto que cada particula

que chegar depois dela, 7, digamos, passa a seguir as marcas N*%' desse momento em

diante.

Chamamos -familia independente, o processo de ramificagio independente que comeca
em z; no instante zero e, para todo ¢ > 0, denotaremos por z((¢) a posicdo no instante ¢
da k-particula independente e por D°(t) = (2Q(t),k = 1,...,N?). Definimos A? e A%()

da mesma forma que antes.

A diferenga fundamental entre o PRD e o PRI é que neste, todas as particulas se
comportam como particulas de primeira classe. Notemos também que nao é possivel
definir uma fungao H, ja que o PRI nao é o dual de um processo de exclusao. No entanto,

podemos comparar a distribuicao de ambos os processos, como veremos na seguinte se¢ao.
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3.4 Acoplamento entre o PRD e o PRI

Construimos o acoplamento entre o PRD e o PRI, realizando ambos os processos no espaco
de probabilidade gerado pelo produto dos processos de Poisson {N,, (1), N;g’i(t),x,y €

Z%i€ N, €{h,v},t>0}, de modo que as distribuicoes marginais sejam as esperadas.

Pela definicao do PRI nos instantes 7} € 7%, [ = 1,..., M%, uma particula indepen-
dente é criada por outra particula independente, digamos k. Por outro lado, uma particula
(dual) serd criada no instante T se e somente se a k-particula (dual) for uma particula
de primeira classe. Dado um instante 77 > 0 e uma realizagao das marcas, tomamos
D(0) = D°(0) e indexamos as particulas de modo que as A particulas independentes e
duais tenham os mesmos indices dados de acordo com a ordem em que elas sdo criadas.

As NP — Nr particulas independentes excedentes tém indice diferente das outras.

Observemos que a k-particula dual e a k-particula independente se movem juntas,
exceto quando a k-particula dual for uma particula de segunda classe, pois entio ela
se move de acordo com a correspondente particula de primeira classe e ndo de forma
independente. No entanto, a probabilidade de, num dado instante fixo, 7}, criar uma
nova particula em um sitio j4 ocupado é dominada pela probabilidade de que um passeio
aleatério simples esteja nesse sitio no instante 7;. No nosso caso, tal passeio tem taxa v,

logo essa probabilidade ¢ da ordem de (v77)'/2. De fato, temos o seguinte resultado.
Lema 3.4.1 No contexto acima, dado T > 0, consideremos o evento

C(T) = 1{ para todo k € {1,..., N7}, k € uma particula de primeira classe } .
Entao existe d = d(T) > 0 tal que

EL(C(T)) 21 —dy™/?.

Prova.
Para provar o lema, usaremos os seguintes eventos para quaisquer ¢,7 € {1,...,n},
B:;(T) = 1{ existem somente duas particulas de segunda classe, & € Ir(i) e k € I7(j) :

t5(T) = 24(T),2o(T") = z;(T), onde a e k sao as correspondentes
particulas de primeira classe que geram & e k, respectivamente } e

B(T') = 1{ existem mais de duas particulas de segunda classe } .
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Podemos escrever o conjunto C como segue

1-C(T) = Z >_Bii(T)+B(T).
=
A seguir provaremos que existe um numero positivo d = d(T') > 0 que satisfaz

E,(B;;(T)) < dy™Y? ¥i,j¢e{l,...,n}, (3.2)
E,(B(T)) < dv', (3.3)

obtendo assim a desigualdade desejada.

Denotemos por E() a esperanga com relagao a lei de Ny, {T},l =1,..., Mz}, e por
Eﬁlw(~) a esperanga com relagao a lei do PRD condicionada a N7, {T},l =1,..., M}, com

M7 = M, ou seja, condicionada ao nimero de novas particulas no instante 7'.

Observemos que para todos 7,5 € {1,...,n},

A NT
E,(B;;(T)) < IE > EY1{za(Ti) = x(Tu), za(Tur) = 21(Tnr)} |
a€lp(i),kelT ()
a#Zk
onde & e k sdo as particulas de segunda classe e o e k suas respectivas “progenitoras”;
lembremos que & e k sio criadas na mesma marca. Para todos ok, &, ke {1,...,n+ M},

podemos escrever a esperanca dentro da soma, da seguinte maneira

Efywl{.ra(TM) = z3(Twm), za(Tnr) = z1(Tar) }
< EY1{|(za(Tyv-1) — 21(Trr-1))2] = 1} P (a, k, M)
+ ) Hza(Th-1) = 2i(Trr-1), 2a(Tv-1) = wx(Ti1)} (3.4)

onde P7(c, k, M) é a probabilidade que duas particulas comecando em To(Tr-1) e zi(Thr-1)
e movendo-se por exclusdo com intensidade vy estejam a distancia 1 no instante Thy —Ths_;
sabendo que esses sitios iniciais estio em linhas horizontais vizinhas. Fazemos esta res-
trigao, pois lembremos que as particulas de segunda classe s6 aparecem nas marcas ver-
ticais. Com isto temos duas realizacées independentes do mesmo processo de exclusio
simétrico em Z , com uma particula marcada cada um, que chamaremos para efeito dos
calculosde Y e }7, comegando em zo(Thr-1) € zx(Thr—1), respectivamente, e queremos que

elas estejam no mesmo sitio em Ty; — Ths—;. Assim,

P (Yeu(rag) (Dot = Trst) = Yau(r_y(Tor = Tr))
L ([Y‘TQ(TM—I) - Y/xk(TM—l)J (T = Tar—) = O>
< b 7—1/2(TM — TI\,,_I)‘I/2 , b constante.

P'(a, k, M)

A
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A ultima desigualdade provém do fato de que o processo Y, (7,,_,)— Y/zk(TM_l) se comporta
como um passeio aleatério simétrico de taxa v; e, portanto, a probabilidade de estar em

zero depois de um tempo Ty — Ty é proporcional a (v (Ths — TM_I))_I/z.

Iterando a equacao (3.4) até o instante 0 e aplicando a majoragao anterior, temos

. Np—1
E.,(B;;(T)) <b~y™ 'k [/V% > (Tigr —Th)M2

=0
Lembremos que os incrementos 7,1 — 7} tém distribuicao exponencial de parametro 1 e
1 +

sao independentes entre si e com relagdo a N7. Assim, para cada [ € {0,..., M — 1},

1

P(Tiyr —T) V2> t)=P(T1y —Ti < t7})=1—¢"=

E(Tiy, — Tl)‘l/z = /oo(l — e_e%)dt =7'? < 0.
0
Por independéncia de Tiy, — 1} e Nz, para todo [ € {0,..., N7 —1}, e dado que [E(N7) =
n + T, temos finalmente

. Np—1
E {Aﬁ% > (T —Ty)7M2

=1

<bn+T) < oo,

o que nos da (3.2).

Para mostrar (3.3), notemos que temos o limitante
Np

E,BT)<E| Y  EYUHza(Tr) =5 (Tn), 26, (Tar) = 21,(Tar),i = 1,2}

e que nele podemos aplicar o mesmo raciocinio que usamos para (3.2).

Corolario 3.4.2 Os processos R} e Ry tém mesma distribuicio, quando v — co.
P t t v

Prova.

5 : 0,
Como haviamos observado antes, as diferencas entre R; e R,” aparecem como nas-
cimento de particulas de segunda classe. Mas pelo lema anterior, a probabilidade de ter

particulas de segunda classe vai para zero com vy — co, e daqui o corolario.
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3.5 Comportamento assintotico dos monoémeros

Em cada reta horizontal, Y = y, as particulas do processo {R?'“’}t que nascem em um
sitio ja ocupado, se movem de forma independente de acordo com um passeio aleatério
simétrico unidimensional. As que nascem em sitios vazios, tém a dinamica de passeios
aleatorios simétricos unidimensionais e que interagem por exclusao. Como a taxa de nas-
cimento ¢ limitada igual a 1, para todo v, temos que em um intervalo finito de tempo,
havera um numero finito dessas particulas. O comportamento assintético (em t) destes
passeios interagentes foi estudado e comparado com a dindmica de particulas independen-

tes movendo-se simetricamente em Ferrari et al. [FGLO0].

Assumamos que inicialmente os monomeros estao distribuidos de acordo com uma

medida produto invariante por translacées horizontais, ndo invariante para a dinamica

vertical, v.

Proposigao 3.5.1 Sejano uma configuracio distribuida de acordo com a medida produto

v e fizemost >0 en > 1. Para quaisquer zy,...,z, € Z*, diferentes entre si,

ES (HU(%’J) H v (n(zi,t))| =0, 7= o0,
t=1

onde IEY € a esperanga IE, com a condig¢do inicial dada por v.

Prova.

Sejam . ..,x, € Z* diferentes entre si. Aplicando a férmula de dualidade dada por

(3.1), obtemos

P, (ﬁH(now(i,t‘)),Af(z')) -1)

= |

3
C—
—=
3
=1
G
"“
SN—r
I
s
N——
I

= Z (w) v (ﬂ U {no(D = aijl.}) , (3.5)

1=1 7i=1

D(w)

onde, para cada familia ¢, a;; € {0, 1}V7() depende de w e é escolhido de modo a ter uma
particao do espaco de probabilidade tal que n(z;,¢) = 1. Por exemplo, para a realizacio

da Figura 3.1, temos J;, =2 e

II

(1,5) & mlz+e —e)=1 | B
( O 1 ) = 7]0(2l3 + 261) = T/O(:[;) = 770(.’1,'-{— 62) = } g 77('E,T) =1.

II
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Podemos reescrever v(D(w)) como

Z Z (o (D(1,8) = an,,.omo(D(n, ) = any,)) - (3.6)

Jn=1 n=1

Por outro lado, temos

11 E; (1)) = ﬁu(g{maw,m:a@,})

= 33 TTv (DG, ) = o) (3.7)

Fazendo a diferenca entre (3.5) e (3.7), trajetdria a trajetéria, e usando (3.6), obtemos

i=1 =1
T Ji
— Z P,Y(LU) Z 174 (UO(D(la t) 0'1“7 7770(D( t) - an]n ))
w Fa=1 n=1

_ Z— Z Hl/ (nO(D(Z)tA)) = aiie)

onde § € o conjunto das realizagdes que tem particulas de segunda classe entre ramas de
familias diferentes. Vejamos que isto acontece porque quando nao hé este tipo de interacao

entre as familias, o primeiro termo pode ser escrito simplesmente como o produto

~ ~

v (o(D(1,4) = v,y 10(D(n, E) = atn,)) = [T v (00(DG,E) = ) -

=1
Finalmente, pelo Lema 3.4.1, IP,(S) — 0, quando ¥ — oo, e como a diferenca entre a

intersecao e o produto permanece limitada para todo v, temos o resultado estabelecido

pela proposicao.
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Lema 3.5.2 A fun¢do u(x,t) = lim, . I (n(z,t)) satisfaz a equagdo

%(m,t) = —pu(z,t)(1 —u(z + ez, t)) — qu(z,t) (1 —u(z — ey, t))

+pu(z —et) (1 —u(z,t)) + qu(z + e t) (1 —u(z,t)) .

Prova.

Escrevendo a diferenca

u(z,t+ h) —u(z,t)

= lim {ph B [n(z — e2) (1 = (=, )] + g h B [n(z + e2) (1 — (2, 1))] + o(h)
—ph By [n(2,8) (1 = n(z + e,1)] = ¢h I [n(z,1) (1 = n(z - es,1))] + o(h) }

= lim {ph B} (n(z — e2)) E4(1 = n(=,t)) + gh I (5 + €2)) B(1 —n(z, 1))
—ph Iy (n(z, 1)) I (1 = n(x + e2,8)) — g h B (n(=,1)) (1 = n(z — e3,1)) + o(h) }

= phu(z —es) (1 = u(e, 1)) + ghu(z + e2) (1 — u(a, 1))
—phu(z,t) (1 — u(z + es,1)) — ghu(z,t) (1 — u(z — es, 1)) + o(h),

encontramos

lim tloy £ h}z — u(z,1) = —pu(z,t) (1 —u(z + ez, t)) — qu(z,t) (1 —u(z — ey, t))

+pu(z — ey t) (1 —u(z,t)) + qu(z +est) (1 —u(z,t)).

Prova do Teorema 1.3.1

A Proposigao 3.5.1 nos garante que no limite v — co a distribuicio dos mondmeros
se comporta como uma medida produto, em cada instante ¢, cuja densidade, pelo Lema

3.5.2, satisfaz a equacao de diferencas finitas dada no enunciado do teorema.

3.6 Comportamento assintético da barra

Todos os resultados da segao anterior para o sistema apenas com os mondémeros continuam

validos para o processo adicionado do polimero.

Consideremos o polimero fixo a uma altura y. Notemos que as tentativas de saltos

verticals dos monomeros até a barra funcionam como tentativas de saltos a um sitio
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ocupado por outro monémero. De fato, se temos uma marca indo do sitio (z;,y £ 1)
a (z1,y), com z; € {l,..., N}, no processo dual, definido na Secdo 3.1, nasce uma
particula com estado zero e que ndo segue as marcas N enquanto o polimero estiver
nessa posi¢ao. Ja no PRI, que ndo tem o polimero, nesta tentativa de salto nasce uma
particula independente no sitio (z1,y), que pode estar em outro sitio quando a particula

dual associada tentar saltar novamente.

De maneira analoga a demosntracao do Lema 3.4.1, provamos que a probabilidade de
uma particula se encontrar exatamente abaixo ou acima do polimero em um instante ¢ é
limitado por ¢(yt)~/2, com ¢ constante para + e t. Portanto a probabilidade da ocorréncia

de um salto vertical sobre o polimero, tende a zero com v — co.

Vejamos o que acontece com os saltos até a barra vindos dos sitios (0,y) e (N + 1,y).
No processo dual, a particula ndo pode pular, ficando no mesmo sitio; ja a particula
independente vai para o sitio ocupado pela barra, sem nenhum problema. Quando uma
destas duas particulas quiser saltar na vertical, a outra ndo vai acompanhé-la, pois as
marcas foram definidas nos sitios. Isto faria com que o processo de criacao dos ramos no
processo dual fosse diferente ao do independente. Para evitar tal separacao, estabelecere-
mos que os relégios de Poisson N” e N encontram-se nas particulas e nio nos sitios, de
modo que o relégio da particula independente seja o mesmo da particula dual relacionada.
Isto claramente nao muda a lei exponencial das marcas, j& que o relégio de um par de
sitios s6 era considerado se houvesse uma particula em um deles, e tanto a particula de
primeira classe quanto a independente usavam as mesmas marcas. Redefinamos os saltos
do processo independente da seguinte maneira. Suponhamos que a particula dual ficou
em (N +1,y) e a independente relacionada com ela saltou para (V,y). Quando tocar
o relogio vertical delas, ambas as particulas gerarao outras em sitios diferentes; a fim de
eliminar também esta diferenca, criamos as duas novas ramificagoes no sitio definido pela
posigao da particula dual nesse instante. O ponto chave desta definicao é que nas linhas
imediatamente acima e abaixo do polimero, o processo de nascimento é o mesmo em am-

bos os processos. Com esta construgdo, obtemos o seguinte resultado para o processo com

o polimero fixo a uma altura y.

Proposicao 1.3.2 Para y € Z, fizo, seja v¥ = 1{n(z) = 0,2 € AV(y)}v a medida
produto inicial para o processo com gerador L,,, dado em (1.2), com v satisfazendo as

propriedades dadas no inicio da Secio 3.5. A familia IE%" (n(-,1)) converge fracamente d
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medida produto vy, com densidade u(-,t) satisfazendo a equagdo

Pat) = [=pule,t) (1 — u(z +ent) + qulz +ent) (1 — ulz, )] Lz, 2 + e & AV(y)}

at
F - qu(e, ) (L - u(e —es,) + pule — e2,8) (1 — u(2,8)) | 1{z, 2 — e ¢ AV(y))
com condi¢do inicial v/Y.

Consideremos novamente o comportamento dos mondmeros a altura do polimero: en-
quanto que no PRI os ramos se movem segundo um passeio aleatério simétrico, no PRD
as ramificagoes ficam barradas pelos sitios (/V, y), pelo lado esquerdo, e (1,y), pelo direito.
No entanto, depois que o polimero muda de posicdo, a vibragao horizontal faz com que as
particulas duais voltem a seguir um passeio aleatdrio, se comportando como o processo
independente: as particulas associadas entre si seguem as mesmas marcas N”, ainda que
defasadas na mesma linha horizontal. O importante é que o comportamento produto dos

monomeros descrito na Proposicdo 3.5.1 continua ocorrendo no limite, de onde concluimos

o teorema 1.3.3 enunciado no primeiro capitulo.

Teorema 1.3.3 Paray € Z, fizo, seja v, X 6, a medida produto inicial para o processo
(76, Y;") com gerador L, definido em (1.1). Para cadat >0, quando v — oo, a familia de
processos {(Y;"):}, converge em distribuigio ao passeio Z;, com tazas de transicio dadas
por

a(l—uly+1,t)V sez=y+1

Qt(yaz) =
b(l—u(y—1,¢))V sez=y—1.

onde u salisfaz a equag¢io da proposi¢ao anterior.

Exemplo 3.6.1 Se considerarmos o problema com valor inicial

du  Iu(l —u)(p — q)]
ot * 0z

=0,

A sex>0
uo(®) = p sex <0

comp+q=1e0 < p < q, obtemos que a velocidade com que se propaga o choque

?

intcialmente na origem €

AL =) (p —qA):Z(l —p)p=a) _ (P—a)(1—p—2A).

A solugao determinista desta equagdo com tal condigio inicial € u(z,t) = ug(z — v4t),

Vg =

A sex > vt
u(:z:,t)—{p se i <t (3.8)
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OBSERVAGOES

1. Podemos relacionar choque micro e macroscopico da seguinte maneira. Intuitivamente,
seja R(0) tal que a densidade & sua esquerda é p e a sua direita é ). Se esta situacio se
mantiver para todo ¢, entao concluimos que a velocidade esperada de R(t), i.e., a taxa de

salto a direita menos a taxa de salto a esquerda, sera

v = (P(1—=A)+qA) —(q(1 —p)+pp)
= (p—q)(1=p—12),

que é exatamente a velocidade do choque macroscopico para a equagao do Exemplo 3.6.1.

2. Lembremos que a densidade dos mondémeros no instante ¢, satisfaz a equacao (1.6), que
pode ser vista como a versao discretizada da equagao 1.8. No entanto, a solugdo (3.8) dada
no Exemplo 3.6.1 nao é solucdo da equacgao (1.6). Alguma informagao sobre equacoes de
diferengas finitas nao lineares pode ser encontrada em Boole [Boo58], p.166-169. Alguns
textos-base para estudar melhor a nogao de choque sao Smoller [Smo83], Lax [Lax72] e

Ferrari [Fer91].

3. Observemos que se p = A, estamos no caso da Secao 1.2.2 de uma distribuicao de

Bernoulli. O choque R(t), no caso homogéneo, tem velocidade v = (p — q) (1 — 2p).



Capitulo 4

FEstudo de um passeio
nao-homogéeneo

Com o resultado obtido no capitulo anterior para o movimento do polimero no limite
v — oo, dado pela equagdo (1.7), o caminho natural a seguir foi procurar uma solucio
estaciondria para a equacao (1.6) e substitui-la em (1.7). Nossa primeira aproximacao foi

tentar achar uma solugdo do tipo tangente hiperbdlica,

u(z,t) = /\+(p—/\)1i(lz(/§w’

pois ela seria uma extensao natural do caso A = 1 — p = 0, apresentado na Secao 1.2.1.

).’L’—‘Ut

Esta tentativa falhou, assim como a de encontrar uma solugao por meios analiticos, através

de métodos para equagoes de diferengas finitas nao lineares (cf. Boole [Boo58], p.166-169).

Decidimos entao estudar o passeio como gostariamos que ele fosse idealmente falando,
ou seja, estudamos o passeio com taxas obtidas supondo que ele se move num meio com
densidade de monémeros dada pela solugao fraca do Exemplo 3.6.1. Assim, temos um
passeio, que chamaremos Z;, nao homogéneo no tempo e no espago, claramente transiente,
e cuja diferenca com a reta vt nos dd um processo com propriedades interessantes para

certos valores dos parametros, como recorréncia e estacionariedade ciclica (cf. Thorisson

[Tho00]).

Na primeira segao construimos a cadeia de Markov Z; e definimos um tempo de parada

que nos sera 1til para provar o Teorema 1.4.1, sobre estacionariedade, na segao seguinte.

4.1 Construcao do Processo Z;

Sejam a < b, p < g, comp+g¢g=1,e A < p < 1 reais positivos e N um inteiro positivo.

Consideremos a cadeia de Markov em Z a tempo continuo, Z;, definida pelas taxas de

45
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transicao
a,l{z <vt—1}+ay1{z >vt-1} y=z+1
pi(z,y) = ¢ b, 1{z < vt} + by 1{z > vt} y=z—1
0 em outro caso ,

onde a, = a(l — p), b, = b(1 — p)V, ay e by definidas analogamente, e v = (p — q)(1 —
p — A). Ou seja, a cada certo tempo determinista, dado por 1/v, as taxas de transicio

se transladam uma posicao a esquerda, se v for negativo ou a direita se for positivo. Se

v =0, pi(z,y) = po(z,y), para todo ¢ > 0.

Relacionando com o contexto dos capitulos anteriores, podemos interpretar estas taxas

como as de um polimero de comprimento N que se move em um meio de mondémeros com
densidade u(z,t) definida por

u(:z:t)—{/\ se ¢ > vt
U lp sex <t

1/v

2/v

3/v

vt t

Figura 4.1: Taxas de transi¢dao do passeio Z;.

Graficamente, o que temos sao trés processos de Poisson em Z que definem o movi-
mento do passeio: inicialmente nos sitios z > 0, colocamos um reldgio de Poisson {72 },5,
com taxa ay + by, dirigindo o salto para a esquerda com probabilidade by/(ay + by) ou
para a direita com probabilidade complementar; nos sitios 0 e —1, colocamos um relégio,
{Tr*},>1, com taxa ay + b,, e probabilidade de salto para a esquerda igual a b,/(ax+b,)
e para a direita, ay/(ax +b,); finalmente, nos sitios z < —1, definimos o processo {17 },>1

com taxa a, + b, e probabilidades de salto como as anteriores. A cada intervalo de tempo
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de comprimento 1/v, cada sitio recomeca com um relégio com taxas iguais as do seu

vizinho da direita, se v for negativo, ou as do vizinho da esquerda, se v for positivo. Os

relégios sao independentes entre si.
Chamaremos {7} a seqliéncia crescente de instantes que satisfaz
e =inf{t > 71 : Zi=vt}, k>1,
70 = 0, com a convencao que 7, = oo se o conjunto for vazio. Definimos a varidvel

Sk = Tk — Tr_1, k > 1, o comprimento do intervalo de tempo entre dois instantes de

encontro do passeio e da reta vt.

OBSERVAGOES

1. As varidveis Sy, k > 1, sdo independentes entre si. De fato, no instante 7, é quando
ocorre a troca de relégios nos sitios, tornando qualquer evento que dependa da infor-
magao posterior a 7 independente do que aconteceu antes, em particular S, e S, sio

independentes entre si, para todos n < k e m > k. Como isto vale para todo &, temos a

afirmacao.

2. As varidveis Si, £ > 1, tém mesma distribuigio, e se Zo = 0, também Sy tem a
mesma distribuigao. Para ver isto, notemos que no instante 74, o passeio Z, se encontra
com relacao a reta z = vt, nas mesmas condigoes em que ele se encontrava no instante

0, se Zop = 0, com os mesmos relégios de Poisson, ou taxas de transigao, regendo seu

movimento.

Y i ™

Figura 4.2: Uma realizacao do passeio Z,.

Notemos que o passeio Z; se comporta como um passeio homogéneo em cada uma das

regices: z > vt e z < vt — 1 (ver Figura 4.2).
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Prova.

Isto € claro, pois usando o teorema central do limite para Z,, temos

- vt — vyt
P(Z, >vt)=~ P <¢ > (@ +bA)t)1/2) — 0

quando t — 0o se vy < v, onde ¢ é uma varidvel aleatéria com distribuicio normal.

Fim da prova do Lema 4.1.3.

Lema 4.1.4 Se ay — by < v,

Eft < 0.
Prova.
Et* = P (f+ > t) dt = /OO P (ﬂse(o,t]{Zs > US}) di
IP(Z; > vt)dt

&Q

IN
\80\8,:\

Desenvolvendo ® como integral e aplicando Fubini, obtemos que ¢+ é limitada quando

ay — b,\ <.
Fim da prova do Lema 4.1.4.

CONDIGAO INICIAL Zy < —1

Definamos o tempo de parada £~ = inf{t > 0: Z, > vt — 1}. Observemos que Z; segue
o relégio {T!},>) até o instante £~ logo podemos tratd-lo como um passeio homogéneo

com taxa a, + b,, quando ¢ < {*, para obter um resultado analogo ao Lema 4.1.4.

Lema 4.1.5 Sea, — b, > v,
Ef < .

E(Sk) < 00

Denotemos por X; o processo diferenca Z, — vt. Dos lemas 4.1.4 e 4.1.5 obtemos que

IP(|X:| <1, infinitas vezes ) =1,
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