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Resumo

Consideramos um sistema de partículas interagentes no plano inteiro bi-dimensioilal, com-

posto por partículas de lmla mesmo tamanho e uma pa.rtícula maior que as outra.s. A

interação entre elas ocorre por exclusão com uma. deriva. para- baixo, representando a força.

da. gravidade. O fenómeno deitominado praz / rzaís mostra experimentalmente que medi-

a.nte uma agitaçã.o no sistema, a partícula maior se segrega. das outras, movendo-se pa.ra
cima com relaçã.o às menores. O que fazemos aqui é formalizar matemática.mente este
resultado observado, primeiramente para o caso em que as partículas estão inicia.Imente
em equilíbrio utiliza.rido a. reversibilidade da medida., e, na. segunda parte, para o caso fora.

do equilíbrio, utilizando a construção de um processo de ramificação dual. Em a.m})os os
casos, estudamos o sistema cua.rido a agitação cresce para- infinito.



Abstract

We consider an interacting partia:les system in the bi-dimensionar integer lattice, with
two kinds of particles: many with the some size and one much larger than the others
The interaction is exclusion with a. downward draft, describing the gravity. The /3raz{/

nüZs phenomena. shows experimentally that under shaking, the particles segregate by dize,

leading the biggest one to the top. We normalize this empirical result. Firstly, we consider

the system initially in equilibrium, that is, distributed according to an invariant mea.fure;
and in the second pari, we trea.t the system out of equilibrium, usíng a dual branching
process. In both cases, we stucly the behaviour when the shake increases to infinity.
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probabilidade, sem recorrer a argumentos físicos, mas o paralelo é tão simples e bonito,
que achamos interessante apresenta-lo aqui.

O processo fora do equilíbrio foi estudado no Capítulo 3, onde dedicamos as cinco

primeiras seções ao sistema habitado por monõmeros apenas. A Seção 3.6 estuda o sistema
também com o polímero.

Finalmente, no Capítulo 4, apresentamos e estudamos um passeio aleat(brio nos intei-

ros, a tempo contínuo, não-homogêneo nem temporal nem espacialmente. Este passeio
apareceu em nosso estudo como uma alternativa a um problema que não pôde ser re-
solvido completamente: encontrar uma forma explícita para o processo limite no caso
faia do equilíbrio, para uma condição inicial específica. O resultado mais interessante é
o comportamento de renovação de tal passeio (cf. Teorema 4.2.1), inspirado no livro de
Thorisson, ITho001. Os resultados são muito gráficos, e por isso mesmo muito intuitivos.

Os resultados do segundo capítulo foram publicados em Ferrari et al IFMKR001, com
uma demonstração diferente à apresentada aqui. Os resultados do caso fora do equilíbrio

estão em preparação(IFMRR021).

O símbolo + foi usado para indicar o fim das demonstrações
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Capítulo l

Introdução

1.1 Modelo

Consideremos um processo de exclusão simples assimétrico em Z?- 2 com partículas de dois

tamanhos diferentes: monâmeios, ocupando um sítio cada um, e um polímero ou barra
em ,4P''(g/) = {(1,g/),...,(JV,g/)} (Fiou«a 1.1), com /V C W o tamanho do políme:.o e

g C ZI sua posição vertical.

Figura 1.1: Configuração dos monâmeros e do polímero a uma altura y

Coada monâmero tenta pular uma unidade à direita ou à esquerda com taxa ,y, uma

tmidacle para cima com taxa p ou uma para baixo com taxa q = 1 -- p, p < q. O polímero
tenta dar saltos somente para cima, com taxa a, e para baixo, com taxa b, cz < b (cf.
Figura 1.2). As tentativas de salto só se realizam quando o sítio de destino estiver vazio.

Como a barra se move somente na vertical, sua altura define completamente sua posição.

A deriva pra baixo representa a força da gravidade e estamos supondo que a posição do

l
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polímero não é afetada pela agitação horizontal, definida pelo parâmetro ,y

P

Y Y

q

Figura 1.2: Taxas de salto das partículas

DEFINIÇÃO DO GERADOR DO PROCESSO

Formalmente, consideramos o processo {(v7f, XV)}t?o definido no espaço de configu-

r'ções X {(?,g/) C {0,1J2Z' x Z. : ,7(«) C .'l'''(3/)}, o« sda, q. C {0,1JZ:
e XV C Z indicam a configuração dos monõmeros e a posição cla baila no instante t,
respectivamente. A condição sobre 77(#) diz que não pode haver monõmeros no lugar do
polímero.

O gerador do processo, L = LW, está dado por

L ./'(q, g/) L« ./'(q, g/) + L. /(,7, 3/) (1.1)

com

L« ./'(T,y) >: p(«, ,)?(«)(i - o(;))i{«,, g .A'''(y)} l./'(?",z/)
.; . ;eZI

« ll(i-?(«)) l./'(o,v+i)-./'(q,v)l
rC .4 N (y+l)

+ó ll(i -,7(«)) l.f(q,v-i)-/(,z,y)l
rC .4 ]''' (y - l)

0
./'(m, y)l( i.2)

L, .f(q,y)

onde
ÍP ;.. (o,l)

p(«, « + e)
l ' se . (:H,0),

Í ,7(.«) s. «« :/ *,,
?"(.«) 'l q(«) se ««

1 ?(.) se -«

real contínua pala a topologia gelada pelos conjuntos cilíndricos

(1.3)

e ./ é uma função
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CONSTRUÇÃO GRAFIA.\

Graficamente, colocamos processos de Poisson (ou relógios ou marcas) nos sítios de Z 2
com taxa p + q = 1, {AÇ'(.)}t, de modo que cada vez que apareça uma marca do processo

(ou cada vez que toque o relógio) num determinado sítio, o monâmcro que estiver nesse
sítio (se houver) resolverá dar um salto para cima com probabilidade p ou para baixo com

probabilidade q. Para indicar as tentativas de salto na horizontal, associamos relógios com
taxa 7, {JVf(., -)}t, a pares de vizinhos próximos com mesma ordenada. Quando aparece

uma marca entre os sítios(zi, z2) e(zi+ 1, sç2), os valores destes sítios são intercambiados.
Ambos os relógios são vistos apenas pelos monõmeros e se algum dos saltos sai de ou vai

a um sítio ocupado pelo polímero, ele é ignorado. A configuração dos monâmeros no
instante Z será denotacla v7..

Denotemos por {7}} cw o {-ésimo instante do processo de Poisson {T1lFlcn+ em .F?+

com taxa a + b, e definimos as variáveis aleat(árias [4, independentes dos 7} e entre si,
com distribuição

''- - «, -{ =
Para as tentativas de salto do polímero, usamos os processos {17tlicX e {Z,&licx defi-

nidos acima: no instante 7}, a barra tenta saltar uma unidade para cima se [& = 1, ou
uma para baixo, se [4 = --1. Denotamos por yi - }Ç , a posição do polímero no instante

De$namos o evento BW(g/) = {77 : E.C.4"(v)v7(z) = 0}, para indicar que não há

monõmeros em ,4/v(y), e as variáveis c{ da seguinte maneira

ÍI se(K CB'''(X-:+i))'«(Ü e'7«.-C.B'''(X-: l))

1 0 caso contrário,

ou seja, c{ = 1 se o i ésimo salto ocorreu e 0 se não. Desta maneira, podemos escrever

K' -le'+ : *u
k-l
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1.2 Processo em equilíbrio
1.2.1 Distribuição gerada por uma medida reversível

Suponhamos inicialmente que o plano Z 2 está habitado por partículas do mesmo tipo e

consideremos o processo de exclusão 7?t com gerador L«, definido em (1.1), com Á/v(y) = 0.

Definimos a medida produto u, em {0, 11a- com densidade

P(«, c) . (P/q)''
1 + c (P/q)''

i.e., ,',{77 : ,7(z) = 1,z7(ã) = 1} = p(z,c)p(ã,c), onde :z;2 é a segunda coordenada de #.

Observemos que p é invariante horizontalmentel é como se em cada neta da forma z = zo

puséssemos uma densidade unidimensional com o perfil como o da Figura 1.3.

2

(1.4)

P

l

C
.Z+c

0 Z

Figura 1.3: Função de densidade da medida invariante p,

A distribuição u, é invariante para o processo qt e, mais ainda, tal invariância perma-

nece com o polímero dentro do sistema, se ele estiver numa posição fixa AW(y), g/ C Z-
(cf. Liggett ILig8SI, pg. 97). Neste caso, estamos considerando uma região proibida para

os monâmeros: as tentativas de salto de e para ÁW(y) não são consideradas. O siste
ma se comporta como um fluxo ao redor de um obstáculo. Denotamos por I'Z a medida
invariante definida pela a medida p, com a restrição P,{77 : 77(z) = 0, # C ,4W(g/)) = 1} = 1.

Observemos no entanto que a invariância se perde quando o polímero segue as marcas

de seu relógio. De fato, quando o polímero salta, surge a condição "não há monâmeros"

no lugar que a paria ocupava antes do salto. Se não consegue saltar, surge "há um sítio
ocupado" no lugar para onde a barra tentou ir. Ou seja, a cada tentativa de salto do
polímero, surge uma nova condição sobre os monâmeros nos sítios afetados pelo movi-

mento da. baila, modificando o perfil da medida inicial. Como conseclüência, temos cine
o movimento cla barra não é R/larkoviano, intuitivamente, porque para conseguir realizar
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o salto em um dado instante, precisamos conhecer a distribuição dos monõmeros, que vai
depender de todo o passado.

Denotemos por A/v(Yo) os sítios inicialmente ocupados pelo polímero e assumimos

que os monõmeros estão distribuídos de acordo com a medida pr'. Quando a agitação
do sistema aumenta, no limite 'r --> oo, a trajetória percorrida pelo polímero pode ser
modelada por um passeio aleatório simples com taxas não-homogêneas. Tal passeio é

recorrente se a deriva do polímero for proporcionalmente menor que a dos monõmeros.

Teorenaa 1.2.1 0om as AápóZe.ses anZerãores e a Ralação da Senão /..7, a /am{7áa de
processos {Xv},r conuerye em dÍsfrãó áção, quando 'r --} oo, a um passeio a/eafórão em ZI ,
Zt , com talas de transição dadas por

Í « (i p(y + i)y'' ;. ;
Q(g/, ;) :

l b (l p(g/ - l))''' .e .

Proposição 1.2.2 Se a/ó > (p/q)JV, então o passeio a/eafórÍo dado no teorema anterior
Lem ama única, mediclct reuersíuel em Z- dctda por

, ~ l («/b)"
"''w - io -.}' ,/«m"' '

onde K é lma constante normalizadora. Em particular, o passeio a,leutório é recorrente

positivo e a, moda de 'm, ou seja, Q posição onde m alcança, seu máximo é da ardeu\ \ag N,
quando N -+ (x.

Teorema 1.2.3 0 processo Z á recorrente se e somente se a/b ? (p/çyW

1.2.2 Distribuição de Bernoulli

Para p C 10, 11, denotemos por z'p a medida produto de Berrloulli com densidade p. Ou

seja, p, é a medida de probabilidade no espaço de configurações {0, 11Z- obtida colocando
em cada sítio uma partícula com probabilidade p independentemente dos outros sítios.

Tal medida é invariante para o processo assimétrico, mas não reversível. O Teorema

1.2.1 é válido para esta distribuição homogênea no espaço, no entanto, o passeio Zt é
transiente se a :/ ó.
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Assumimos novamente a ausência do polímero, mas agora com as demais partículas ini-
cialmente fora clo equilíbrio, mais especificamente, distribuídas de acordo com a medida
produto u,À, com densidade dÀ em Z!. 2 definida por

se z2 ? 0
se zu < 0 (1.5)

Figura 1.4: Densidade da distribuição inicial, dÀ

Esta distribuição não é invariante para o processo 77t. Pata conhecer sua evolução
no tempo, observemos que ela é constante nas netas horizontais. O primeiro resultado
nos diz justamente que, quando a vibração vai para infinito, a medida p,À satisfaz uma

equação de tipo Burgers unidimensional, que representa na verdade o seu comportamento
na segunda coordenada.

Teatexna 1,.3..1 Denotemos por El:'* a, esperança da processo de$nido pelo gerador (1.2),
com AN ÇU) -- $, e distrib\Lição inicictl u.x. Parti qualquer t 2. ç], cl família de medidas

IEuaP* ÇqtÇ'» converge à medida. y.(..t), quantia 'y -+ oo, onde y. é Q medidct produto com

deTtsidude uÇ. , t) satisfazeTido a eqlaçáo

p«(z,t)(l «(«+e2,t)) - q«(«,f)(l-«(«-.:,t))

+P«(:« ',,Z)(l-«(z,t))+ q«(«+.,,1)(1-«(«,t)), (1.6)

com condição inicial dada por (1.5)

Fixando o polímero a uma altura g/, obtemos o seguinte resultado, para o fluxo através

.lo obstáculo ,4p''(g/).
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Proposição 1.3.2 Para g/ C Z, ./izo, sda «;* = llr7(z) = 0,# C .A/v(y)}P,À a med da

produto i.«icial pura. o processo com gerador L., dado em (1.2). A Jamüi,a E\'* QnÇ. ,t»

converge fracamente à medida, produto u.t..t) com densidade ut. ,t) satisfazendo a equaçã,o

y

l-p«(«,{)(i «(«+e,,t))+ q«(z+e,,t)(l «(«,t))lt{«,«+., #.,4'''(y)}

l-ç«(«,t)(i «(«- ',,t))+ p«(« e,,f)(l -«(«,f))lt{«,«-., g',4'''(y)}

com condição inicial dada 'por (1,5)

E finalmente para o processo completo, temos que a distribuição limite do processo

realizado pelo polímero se comporta como uma cadeia de Markov não-homogênea.

Teorema 1.3.3 r'ara y C ZI , ./izo, seja p'À x (S, a medida produto án cáa/ para o processo

kqt.Yta ) com gerador L, de$nido em (1.1). Pc-ra cctda t 'Z q, qKa«\do ''f -l m, ü família de

processos {(b'v)fJI conuerye em d sZrióu ção ao passeio Z. com fazes de ZransÍção dadas

por

Í « (l - «(y + l,z))" .. ;
Q.(g/, ,) := -l

l ó (i - «(g/ - i, z))''' .. , - z/ l

ovtde u scLtisfaz a equaçiio dn proposição anterior.

(1.7)

1.4 Estudo de um passeio não-homogêneo em Z.

A contraparte contínua da equação (1.6) é

:. .... W" - dh (1.8)

Considerando a condição inicial definida em(1.5), a solução fraca de(1.8) é u(z,t) =
u.(z -- ot), que assume o valor À para # ? ut e p para z < oZ. O valor u é a velocidade

com que se propaga a descontinuidade, o = (q -- p)(l p -- À). Substituindo u(z,í) na
equação do Teorema 1.3.3, o que obtemos é uma cadeia de Markov, que chamaremos Zt,

em Z , com taxas de transição a(z, t) e ó(#, í) dadas por

«(«, f) +l) P)P''lÍz<«Z-ll+«(l À)p''l{«2«t-l}
:::: p.(«,«-i) py''i{« 5;«fl+ó(i ÀF''i{«>«f}b(«, t
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Este passeio é claramente transiente, pois a < ó. O interessante aqui é estudar a
relação entre Zt e a rega uZ, Xt = Z. ut. Definindo o tempo aleatório

Zt = ot}

obtemos o seguinte teorema de renovação

Teorema 1.4.1 SwponAamos que Xo
Xt e Xt-},. têm mesma distribuição.

Se ax bÀ < u < a, b. então os processos



Capítulo 2

Processo em Equilíbrio

Neste capítulo provaremos os resultados da Seção 1.2. A ferramenta mais importante
utilizada é a construção do acoplamento entre o nosso processo e outro sem memória para
a dinâmica do polímero. O Lema 2.2.3 foi um dos pontos fundamentais da tese para
conseguir provar os resultados do problema em equilíbrio e se encontra em Ferrari et al.

IFMRR00j, com uma prova diferente da apresentada aqui.

Começaremos este capítulo definindo um processo, {((t, Zt)}, com mesmas taxas de
transição que {(771, b)}, mas com um comportamento markoviano em ambas as coordena-

das, ou sqa, as tentativas de salto do polímero não afetam a distribuição dos monâmeros

(Lema 2.2.1). Apresentamos também uma medida reversível para tal processo (Propo-
sição 2.3.1). Provámos que a família de processos {Xr},v converge em distribuição à cadeia

{Zt}, quando ' --> oo (Proposição 2.2.2).

A prova do Teorema 1.2.1 (Seção 2.2) é feita segundo o seguinte esquema. Considera-
mos uma realização {Z.} do processo de Poisson que rege o movimento do polímero e da

cadeia {Zf}, e para tal realização encontramos as probabilidades de transição do processo

a tempo discreto, Z« = Zt. (Lema 2.2.1). A seguir provámos que quando ' --> oo, as
distribuições finito-dimensionais de }'7 = X: convergem às de Z.. Finalmente, no Lema

2.2.5, mostramos que a partir dos processos {Z«} podemos reobter o processo a tempo
contínuo {Zt}. Este último resultado é um resultado clássico e pode ser encontrado em
Doou IDoo6SI, pg. 253.

No Apêndice, ao fim clo capítulo, fazemos a apresentação típica de circuitos elétricos

vinculados à teoria de passeios aleatórios: um circuito simples (isto é, com resistências em

série e/ou em paralelo) pode ser associado a um passeio aleatório sobre um giafo, convide

bando grosso modo o inverso cla resistência entre dois pontos diretamente piopotcional à

9
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probabilidade de ir de um desses pontos ao outro. Esta introdução está baseada em Doyle

and Snell IDS84j. Um bom livro clássico sobre eletricidade é Alonso and Finn IAF67j.
A prova do Teorema 1.2.3 poderia tcr sido feita com elementos puramente probabilistas,
mas é interessante dar uma olhada neste outro enfoque puramente físico.

2.1 Construção do processo independente

Construamos um novo sistema, {((t,Zt)}, usando as mesmas marcas definidas na Seção

1.1, Ti,Uí para Zt e /Vr, AV' para (t, com a seguinte diferença: se cm um dado instante
os sítios em Á/v(y) forem afetados pela barra, ou porque a barra saíra da posição g/ ou

porque ela tentara saltar para y e não conseguira, então colocaremos em À/v(g/) um vedor

aleatório, WW(y), com distribuição de Bernoulli P,(.,g/) e independente de {r}, {Uí},
{&}

Definimos a variável W:/v( ) como o vedor que surge na {-ésima tentativa de salto do

polímero. Este vedor, então, substitui a configuração de monõmeros em A/v(y) (sítios
afetados pela barra) por outra distribuída de acordo com a medida produto p,( ,y), in-
dependentemente de tudo.

Dados S (: Z 2 e uma configuração ( C {0,11Z', denotaremos por (is a restrição
{((z)}.;cs. Formalmente podemos escrever o gerador de {((t, Zt)} como L'" = L. + Lz,
onde L« é o mesmo de (1.2)

L« ./'((, g/) P(«,')((«) (l ((,))i{«, , # ..4'''(p)} l./'((", y) /(( , g/)j

e Lz está dado por

Lz /((, g/) Eç(«,,) l« ll(i -((«)) ly'((lt«,«ul'®'".,y+l) -/((,3/)j
wv l =C,4W(3/+1) ' '

+Ó H(i-((«)) l/((lt««,U]''8'",,v-i)/((,z/)ll
«c,4"(v i) J

+ }: q(«,,+:)"i{ >: ((") > o} II'((lt..«,u+o] 'a'".+:,y) ./'((,y)j
"y + l rC .4 N (3/+1)

+ }l: q(-«,--)z'i{ >: ((';) > o} l./'((lt.-'«ü-o]. ®'",-:,v) ./'((,y)j
w, l rC.4l'''(3/ 1)

to. é uma realização de T'V/v(3/), que ocorre com probabilidade

q(w,) =(P(W))E'("J'(i - P(y))W'E'0«J.
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e (lt.4x(V)]' (8 "« : [Á/v(g/)]'U .4/V(g/) 4 {0, 1} está definida como

a'"".,«. « «, («) -lUI,. se « c l.4'''(y)I'
se « C ,4'''(g/)

Prova do Teorema 1.2.1

Consideremos {t.} uma realização dos instantes Tn das tentativas de salto do polímero e

da cadeia Zt. Denotemos por Zi a posição do passeio assim que toca seu relógio, Zi = .Zr;

Lema 2.2.1 0om a construção /Cala na Secção 2.-Z, o processo {Z.} é #ma cadeia de

Mctrkou a tempo discreto em Z com probabi,Li,dados de transição

Í ih «(B'''(z)) ;. ;
Q.(g/, ;) :

l ;h «(B'"(,)) '' ,

ond. B'''(y) : E,...,«,U ((«)

Prova.

Sejam / um conjunto finito em Z ' e // definida por //(O = rl,./ ((a)

Consideremos a primeira tentativa de salto de .Z, no instante ti, dado que Zo = yo
Temos que

E./'.((.. ) (.: («) Z:

i--l,o,l

Estudaremos o caso para i ' 1, já que os outros são tratados analogamente. Observemos
que se / n ,4/v(yo + l) :# 0, esta probabilidade é zero. Assim, podemos escrever

#:'((:.(«) - i,« c /,/n Á'''(v.+ i) - 0, z- - g/. + i) -

"'(G.(«) - ',« .('- "'''hD) u('« ["''bd]')
/ n Á'''(3/. + i) - 0 , z- - l/. + l)

« ((Pr."'(g/.)), - l, («:,go) c / n 'l'''(g/.))

x:'((.i(«) - i,« c / n l,4'''(Z/.)I', /n 'l'''(v. + i) 0 , z- - w. + i)

« 1««) - : , « . ' - "'''üa)
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« (((«) - 1 , « c / n l,4'''(Z/.)I' , / n Á'''(l/. + i) - g) z'(z: - g/. + l)

«,.+:(.r) #'(Z- - 3/o + l) ,

onde na segunda igualdade, usamos a independência de WiW, no instante íi. Para o
segundo favor, notemos que os sítios cle / n l,4/v(yo)I' não são afetados pelo salto, já que
/ n H7v(g/o + 1) = 0. Assim eles têm a mesma distribuição em t. e ti'. Devido à condição

/ n .4/''(yo + 1) = g, podemos definir p(((z) = 1 , z C .4P''(g/o + 1)) = 0, obtendo a última
igualdade. Fazendo a soma sobre as outras possibilidades de Zi, temos

EjiÇ(t) = -'u. ÇI) para todo tl $ Z < Z2

Em particular, deduzimos as probabilidades

Q.(g/-,g/: + ]) - ;-il ]''((t; c a"(z/- + l)) ;l.z "(B'''(y: + i))

'2.(g':,y- - i) - ;{.-B p'((.; c B'''(z': - i))
Suponhamos que a igualdade

e

il-B "W"b: - U

E fiÇ (t) (2.1)

com /{-i $ f < Z{ e / tal que / n ,4JV(yi-i) = ©, se satisfaz para à $ n.

Zn = y.-i + 1, temos

#' ((.«(«) - 1, ' c J', / n ,4'''(y«-: + 1) - @ , z« - y..: + l) -

"'(G.(«) - :,« .(' « "'''b«-0) u(' n [,''''b«-D]') ,

/ n À'''(v«-:+ i) - g, z« - v..: + l)

Para o caso

«((w,f'(y«-:)),. - i,(«., z/«-:) c / n 'i'''(v«-:))

#:' 1(,;(«) - i, « c / n l,4'''(v«-:)I', / n 'l'''(v«-: + i) 0 , z. - y.-: + i))

« (((«) - i, " c / n ..4'''(v«--)) «,« (/ n l.,4'''(v«-:)I') p'(z« - v«-- + i)

«,.(/) #'(z« - + l) ,
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onde para a terceira igualdade aplicamos a hipótese de indução

Assim,

fiÇ(t) para todo f. $ f < f«+l ,

de onde deduzimos quc

Q.(y«, y« + i) - ;-l-i #:'((.; c B'''(p« + i)) - ;-lh "(B'''(3/« + i))
e

Q.(g«,3/« - i) - ;:l:i p'((.; c B'''(v« - i)) - ;l-li "(B'''(l/« - i))

Como isto vale para qualquer realização {Z«}, concluímos que {Z.} tem as probabilidades
de transição dadas pelo lema.

#

Para uma realização {t«} de {Tn}, denotaremos por 'fZI'«}('7t € ') e /'''Í*«}(X C ')

as distribuições marginais do processo (?7t, Z) no instante Z começando com a medida
pv. X (5,., yo C ZI , e por /=yloz"} a distribuição do processo Zt no instante t começando em
yo

Proposição 2.2.2 Com a Ralação anferÍor, dados Yo = Zo :: yo, temos gue quando

,y --> m, « á f, ó«{çõ« ./i«ãf.-dama«.{.««{s ,rU'l'-} (h . . . , XA

/:Ü"} (z-
k

, z. - ll Q.(y.-:,y:)
{:1

Prova.

Faremos a prova por indução em A, mostrando que

a't'«} M - «:, . . . , h - «o '2.ü:-:,«J $ E t;li'!'i:ijiín

Construiremos o acoplamento entre h e Zí utilizando pala ambos os processos as
mesmas marcas de [A, e tomando para os monâmeros, 77t e ([, a mesma lea]ização de /Vf
e 7Vr, com v7o = (o.

CONSTRUÇÃO DO ACOPLAN'LENTO ENTRE yt E .Zt
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Definimos as discrepâncias no instante Z por ot - lv7t (:l. Tais discrepâncias vão
aparecer em cada tentativa de salto do polímero, ou seja, nos instantes fi, nos sítios
ocupados pelo vetou aleatório W../v

Para um conjunto cilíndrico C' C {0, 1].Z dado, definimos o conjunto de dependência

ou base de C', Z,)a, por

{z C Z ' : lc(q) / lc(q') p.:a ,lg«m ?}

Sda C't um cilindro com base Dc. = ,4/v(yo) U ,4P''(yo + 1) U .4P''(g/o -- 1). Tal conjunto

satisfaz 77f. (z) = (t. (z) para todo z C Z '\l)a e em cada sítio z C Z)o temos uma das três

possibilidades seguintes: 77:.(#) -- (.. (z) = 0, não há discrepância; (77::(z) -- (*. (#))+ > 0,

cha.meda discrepância positivas ou (77t.(z) (t.(z)) > 0, uma discrepância negativa.

Seguindo a evolução das partículas, segundo as marcas Nr(.), podemos perceber que

se uma discrepância positiva pula sobre uma negativa, então ambas colidem, dando lugar

a uma partícula acoplada e a um espaço vazio, como na Figura 2.1(i). Se uma partícula
acoplada tenta pular sobre uma discrepância, o salto acontece e elas trocam de lugar

entre si(Figura (ii)). Inversamente, se uma discrepância tenta pular sobre uma partícula
acoplada, nada acontece (Figura (iii)). Este comportamento só acontece nos saltos verti-
cais. Nos horizontais, as discrepâncias e as partículas acopladas apenas intercambiam de

posição de acordo com as marcas 7Vth (Figura (iv)). Observemos que não é possível criar

novas discrepâncias.

\

/

/'

Í

)

/

Figura 2.1: Dinâmica entre discrepâncias (sítios com uma única partícula) e partículas
acopladas (sítios com uma partícula de cada processo, diferenciadas pela coi)

Dado que as partículas acopladas seguem uma dinâmica sem levar em conta as dis
crepâncias, dizemos que há uma partícula de primeira classe no sítio z no instante f se
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(*(=) = ,7.(z)(t(z) = 1. Definimos uma partícula de segunda classe positiva (,7Ot co

mo (,7O:(z) = ?.(#) (.(«) = 1 e «m; de segund; classe -Bati- como ((q),(#) =

(.(«) q.(#)

As partículas de primeira classe ocupam inicialmente os sítios z ocupados por 77 e (
Localmente no tempo, o movimento das partículas de primeira classe está dado pelo gera-

dor L. mais um pro"sso de nascimento puro. Com taxa p (qO.(=i, z2 -- l) ((q).(:«:, z2)
as partículas de segunda classe em (zi,z2 1) e (zi,z2) se aniquilam e aparecem uma

partícula de primeira classe em (ai,a;2) e um sítio vazio em (zi,z2 -- 1); similarmente,

com tax' q (?0.(z:, «, + l) ((q).(:«:,«,), ~s partíc«l,s de segu«da classe em (#:, =, + 1)

e (zi, z2) se eliminam deixando uma de primeira classe em (zi, z2) e um espaço vazio em
(zi, z2 + l).

Na direção horizontal, a distribuição marginal de uma discrepância entre dois saltos, ou

um salto e uma aniquilação, corresponde à lei de um processo de exclusão simples simétrico

com reflexão na barra a altura y. Na direção vertical, o movimento não é Markoviano,

pois depende da configuração das demais partículas no instante das tentativas de salto,
podendo ocorrer uma aniquilação se no outro sítio houver uma discrepância, um salto se
ele estiver vazio, ou nada se houver uma partícula acoplada.

O seguinte lema nos descreve o comportamento assintótico (em ') dos monõmeros
quando assumimos uma restrição inicial sobre tlm conjunto finito de sítios, com o polímero
fixo a uma certa altura, yl é como se considerássemos o fluxo ao redor de um obstáculo
fixo. Em poucas palavras, o que obtemos é que quando ' --> oo, o processo esquece

condições iniciais finitas, em qualquer instante.

Lema 2.2.3 F'iremos y C Z- . Sega Á m corÜurzZo no espaço de c07z#gurações, -ÍO, llZ- ',

que depende apenas de um número anito de sítios. Então, pcLrct todo t > ü e todo conjunto

i/ü ,i« J g (o,3/), (x + i,z/),

©«x(.i4(i'('z:)) - .ua(i'('7.)) l 5;
clD«llo.l

(7 t) :/'

Notemos que at, além de seguir o comportamento de uma partícula de segunda clãs

se, obedece também a um processo de nascimento logo após cada tentativa de salto do
polímero, nos sítios Álv( ). Denotaremos por XtZ-í. a posição da .j-ésima discrepância,

0 $ .j .$ 7V, criada na i ésima tentativa de salto cla band, no instante t. Se não houver,
usamos a convenção Xi.Í :: 0.
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PROVA DA HIPÓTESE DE INDUÇÃO PARA k - 2

Denotemos por Z)2 a diferença

D2 := jllyi = g/t, y2 ' g/2l' -- lÍZi = g/i, Z2 = 3/2ll

ndo o acoplamento acima, podemos escrever

D2 5; lÍli::Zi:: g/i,y2::y2,Z2:#g/2J+ lÍVI = Zi:: yi,}'b 7ég/2,Z2 = g/2}
N (

$ Ei < E xF...(«) > o
.j=i L zC.,4N'(Z/i +U2)

Usa

Então,

.fn,{'«}(h::: y:,y2 ' "') .rU"}(Z:::: y:,Z2 ' "') $ EO,

$ E E "'' (xE-..:(«) - ')
j=i rC,4N(Z/l+U2 )

/v

N'zc<
'r(z, t:)y/'

onde a última desigualdade é dada pelo Lema 2.2.3, na página 18.

PROVA DA HIPOTESE DE INDUÇÃO PARA k :: n, DADO QUE E VALIDA

Suponhamos que a hipótese dc indução é verdadeira para A :: n -- l.

Z,)« := lllyi =yl,...,yn=3/«}--llZI =yí,...,Z«=y.}l

ilK =g/l,...,yn-l 'g/«-i} lÍZi =g/i,...,Z«-t '

+lÍyn.t = Z.-i = y« 1, yn = y«, Z« # 3/.}

+llyn-: -, xn # y., z« ::: y.}

PARA k ::n

Escrevendo

l

g/«-:ll

obtemos

.F«,,{'«}(h . . .,Hk Q(p:-:,g/:)l $ ED«

: E an:-L=-s« + ãlx ~'--"«' ('''1:-:.(«)

(n - ])]V'c

k

i-l

:)
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#

Proposição 2.2.4 Á /am#ãa {lal},r cona;erre em dsfr ówÍção, com '7 --> oo, ã cadeia
}n

Prova.

O resultado anterior nos dá a convergência das distribuições finito-dimensionais. Para

obtermos a convergência em distribuição, precisamos ter a condição de que a família {lal},v

é tensa (tight) (cf. Billingsley). Observemos que as distribuições dos processos ynl e Zn

estão definidas no espaço ZI #V, e como bem lembrou a Professora Mana Eulalia Vares,

durante a defesa, a propriedade de tightness sai de graça pela discreticidade de /V

#

Lema 2.2.5 C'om a Ralação anterior, o processo Zf, dado por

z.(«,) f«(«,) $ z < t«+:(«.,) ,

é "«,« c«d.{« de &/«,Éo«, «m f« d. f««siga. d«d« p.« (« + ó)Q.(«,g/)i{« # g/}

Prova.

Se temos uma variável aleatória positiva, T, com densidade c exp(--cf) (c, t > 0) e
s > 0 qualquer então

p(r(«.,) > t) s '> t IT(«) . > o)

Isto implica que se na lei construída no Lema 2.2.1 nós escolhermos algum s > 0
e pararmos o procedimento no primeiro tj maior que s, de modo que Zt fique definida
somente pala Z $ sl e se então a construção for recomeçada em Z = s da mesma forma

que em Z = 0, usando, no entanto, Z, como valor inicial, então os t.'s e Z.'s seguintes

terão a mesma distribuição que teriam tido se o processo não tivesse sido interrompido.
A diferença agora é que:

a) a distribuição de Zt condicionada a valores dados de Z.-, r $ s, depende apenas de Z,,
ou sqa, o processo tem a propriedade de h/[arkovl e

b) a probabilidade P(Zt = J / Z, = i) é uma função de t s, i.e., o processo tem proba-

bilidades de transição estacionárias.

Além clo mais, a condição de continuidade

IU p(z. - j / z. Í) = .5i.f
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é trivialmente satisfeita

Finalmer)te temos que a taxa de Zt, que denotaremos Q(z, g/), é igual ao produto entre
a taxa do rel(5gio {Tn} e Qd(#, g/). Com isto terminamos a prova do Teorema 1.2.1.

#

Prova do Lema 2.2.3

Seja Z),4 o conjunto de dependência de ,4

Para calcular a diferença das esperanças, construímos o seguinte acoplamento: consi-

deramos dois processos, ?t e (., com as mesmas marcas /V:(.), e óC'(., .) até o instante t
e com configurações iniciais 77 e (, respectivamente. A fim de acoplai tais configurações

iniciais, definimos a medida conjunta P.,l com marginais PX( 1.4) c p', de tal maneira que
77(z) = ((z) para todo z C Z 2 \ Z).,i. Tal medida existe já que pg é uma medida produto.

Denotemos por Eq( a esperança do processo acoplado começando com (?7, O e seja /
um conjunto cilíndrico. Podemos escrever

-/E.8( i4(i'(m,)) aÜ(i'('7.)) P..* (d(,7, 0) @.(llJ(q. ) IJ((.)l

Notemos que o número de discrepâncias iniciais é finito, já que

}: l(q(z) # ((«)) $ 1O.41 < «,.(2.2)

Além do mais, o acoplamento tal como foi definido na piava da Proposição 2.2.2 tem
a propriedade que o número de discrepâncias não pode aumentar com o tempo:

Pn(1 :1(?..(:«) # (:.(z)) 2 }:1(,7:,(z):# (.,(z))l= 1 pa:'t'dos t: <t,.(2.3)

Z

Z Z

De (2.2) e (2.3), obtemos a cota

E.(llJ(q.) - i.((.)l Pn((,7.(«) # (.(«), « C J)

$ }: E J''(x"(z) ::: «),
uC.D,{ zC.DJ

onde X"(t) é a posição no instante f de uma partícula de segunda classe inicialmente em
u C Z)..l e Z)J é a base clo cilindro ./. Se o sítio zl não vivei uma discrepância no instante

(2.4)
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Z = 0, usamos a convenção X"(Z) gl Z '. Se temos discrepâncias u e o de signos opostos

que colidem antes do instante f, temos também X"({), X"(Z) g Z '

O comportamento horizontal de Xtu é o de um passeio aleatório simétrico de taxa 'y,

exceto quando ele se encontra a um dos lados da barra, em (0,g) ou (JV + 1, g/), já que

neste caso ele não pode saltar para nerlhum dos sítios (l, y) e (N, y). Consideremos então
a partição «tre o evento (Xsu # (0, y), (N + 1 , g/), s < Z) e seu complemento, para escrever

P' (x "(t ) z'(xf x: #(o,z/),(JV'+ l,v),. < t)(2.5)
+P'(Xf(Xy:#(0,y),(N+l,y),s < t)')
p:'((xf): -x; #(o,g/),(jv+ i,z/),. < t)

+J''((Xr):(Xr:#(0,g/),(JV + l,g/),. < f)')

, « -'/' + E.m.6:0, - ;0.. .0 - '«..Jd-:/' (ÉIT.-'' ,

<

<

onde (z)i é a primeira coordenada de zl /Wv é uma realização do número de marcas
horizontais entre 0 e f que liga(0,y) a(--l,g/) e(/V+ 1, g/) a(N+ 2,g/)(depende de '),
que são as marcas mais prováveis de acontecer para '7 > 71), e {sili;: é uma realização
dos instantes destas marcas. Cromo o somatório vai para zero mais rapidamente que o
primeiro somando quando 7 --> oo, temos, portanto, que existe 7o tal que

z' (x"(t ) «) $ c (t'r)':/' q"'t '> "to

Substituindo isto em (2.4), obtemos finalmente

E,(llJ(?.) -- IJ((.)l $
c l o.,* l loll

(v íy/'

2.3 Propriedades do polímero no limite

Proposição 2.3.1 4 medida enz (2 :: {0, 1].Z ' x ZI, p, de$nida por

p(Ü«:, «,) - i, (*-,«J c J, z - v) - ll íi?á9;p íí'iTál?i;pp lÍin.A'''(d

á "«.«ü./ P«« ((., z.)

Prova
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Queremos provar que J'gL'"/ap = J'./L'"pap pala todas ./,g locais em Q (cf. Liggett

ILig85], p. 90). Para tanto basta tomar ./ e g da forma ITic.r 1{(({) = ai} llZ
Como p é uma medida produto, é suficiente considerar os casos

./'((, z) l{((i)

g((,z) (i) lÍZ

de modo que ./; = gi, para todo i C / \ {.j, k}, /A = gj # /j

próximos, < .j, A >, e

e

gA, com J e k vizinhos

h((, z) 11 i{((i)

Suponhamos para fixação de idéias que /j = 0. Então

L'"./'((, Z)
«)((.j)(t - ((«))ltz /} n i{(j'(í)

<a ,.j > {C .r

- >1: p(«,.j)((«)(i - ((.j))iÍZ ((i)
<z,.j> {C]'

+ }: P(«,k)((z)(l - ((k))llZ g/}Ht{(*'(Í)
<a,k> {C.r

- >: P(A,«)((k)(1 ((«))11Z l{((Í)
<z,A> {e/'

+ >1: q(«,,--)« ll (i - ((«))iÍZ t{(it««u-ot' ®.«,--(i)
w,-- .4 /'(y) iC/

->:q(.«,)« H (i ((«))ilz it.,*«,ut. ®«,,({)::: .Â}

w, .4/''(y+l) iC/

+ )i: q(.«,+:)z, ll (i - ((«))iÍZ lli{(it««ü+nl' 'a«,,+:(j)
w,+1 .4J"(y) {C/

->:q(««,)b ll (1-((«))11Z Í{(it««, ] w,(i)
wP .4N(V-l) ÍC/

+ }: q(w,+-)'1{ >: ((';) > 0JltZ y} li{(lt,.*«,Ü+oj' ®«,.+:({) :
w,+ : .4 "(3/+1)

+ >1: q(.«,-:)bl{ )l: ((z) > 0lllZ /} li{(lt..*«Ü-ol' ®«,.-:(j) -
w,-- .4'''(y l)

É}

Â}

./;} - l{(({)

./;} - l{(({)

e

L'"g((, Z)
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.j )((«)( l

}: p(.j, «)((J)(i -

+ }: P(A, ,)((k)(l
<r,k>

- }: P(«,A)((*)(l -
<z,k>

+ E q(«,.-:)« ll (i
w,-- .4''' (3/)

-Eç(««,). ll (i
"v .4J'''(V+i)

+ )l: q(.«.---)ó ll (i
"p+- .4N(y)

-Eç(««,)ó ll (i -
"p .4p''(y-l)

+ E q(w.:.:)«l{ E
wv+ l AP'' (y]

+ >: q(.«.-:)ói{ E
w, - : .4 ''' (y -

((.j))i{.z i{('í'(i)

((«))lÍZ(({)

((z))l{ .Z (''(Í )

((k))lÍZ((j)

- ((a))iÍZ = y - i} ll i{(it.:.I'''(
- ((z))iÍZ = z/} ll i{(it..I" ] ®

i€/

((z))ilz = g + i} ll i{(ll.,l«,ü

- ((z))llZ = y} ll l{(lt.4«.M]' ®

((z) >olilz= } li{(lt...{«,ü+
1)

((#) > ollÍZ = z/} li{(lt...l,«ü

,-0]. 'D «,-:({)

«,,(i)

g.}

g;})]. ® «,,--- ({)

,(i)

)]' ® ",-'-: ({)

)]. '9 «,,-: (ã)

/.} - l{((j)

./;} - l{((j)

/L'"g((,Z) p(A,.j)((k)(l ((.j))ilZ

gL'"/((, z) p(.j, k) ((.j) (i - ((k)) ilz
Se .j e A têm mesma ordenada, então

1./'L'"g - pt'"./'lap 2'rp(z l#(((.i) ((A) - P(((.i)
0

pois p é invariante horizontalmente.

Se .j e k estão na mesma vertical com .j=

l/L' 'g - gL'"./'lap
p) ip(A,.j)p(((.j) ((k)
y)

y)

c (P/q)"
1 + c (P/q)j'

c Çpjq)i'--'

1 + c (P/q)j'

i) p(.j, k) p(((.j) ((A)

,ús h (,- c (P/q)j: ''' -)]
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[«-àmHWS= ,dyà-aLp]
0

Fazendo os mesmos cálculos para A, temos

./'L'"A((,Z))« ll(i ((«))lli{((j)
"y .4X(3/+1) Íe/

e

Logo,

hL''./'((,Z)(«,,+:)ó ll(i-((«))lli{((i) iÍZ
w,+: .4"(y) {e/

/

l

[./'i,'"A - AL'"/]ap p((({) /)l«p(((«) c.4'''(y+l),z
-z,p(((") - o,v« c ,4'''(v),z y+ l)j

«''';,-',«,',,[ (, aWK)~ («/z,)"

-'(: Ü' b)~r#8h]
0 ,

como queriamos provar

#

Prova da Proposição 1.2.2

A reversibilidade dc rn(g/) é imediata e a condição a/ó > (p/q)W nos garante que m é de
fato uma medida de probabilidade. A recorrência positiva vem do fato da existência de
uma medida reversível para o processo.

Para encontrar a moda de m, escrevamos a seguinte continuização da distribuição

«u«) - üf=11%vRa-b'm'« ,
onde

«(«, #, ") - Ê Ú==:tl$1u~'"
= e ' = ujb. e o = pla.
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A função m alcançará seu valor máximo no ponto que satisfizer

á «« (ü==3.)
A, .:ês.!.

1 + C--Pr

Daqu1 .

Mo(m) }:- (:~ :)
' "«','«',-: .« (UH - :)
:i;É:t;7i} log N , quando J\r -} oo

Prova do Teorema 1.2.3

Podemos representar o passeio ZI como uma rede elétrica, conforme apresentado no
apêndice ao fim deste capítulo. Clonsideramos uma fonte ligada à origem e a +oo e

oo, de modo que o potencial em 0 sqa um, e nos extremo, seja zelo, como se a origem
fosse um interruptor para duas lâmpadas.

Dessa maneira, a conductância entre ã e { + l será

Hi;:. «(k)/b(A) se i 2 0

se { :: --l

H=:].: ó(&)/«(k) se i < -1 ,

onde «(A) e ó(k) são .s taxas de tr«sição

«'*, - « 1, - . o -- .'«'«,"o''"

'.«, - ' 1: - uyX;l '" - ' o -- .',,«,*-o '~
e o valor l foi assumido aibítrariamente para poder estabelecer a relação entre a resistência

e as taxas de transição acima.

e



24 CAPÍTUL02. PROCESSO EWiEQuiLÍBKiO

Como as resistências para cada lado da origem estão em série, o sistema anterior é
equivalente a um sistema com duas resistências, uma entre 0 e +oo, R+, e outra entre 0
e --oo, R , com

e

E ll ó(k)/«(k)
{>0 A-0

o -- o'" o -'- .,/ü-''' : l;l :*: (: -''- 'ü/ü:y'' (" -'- 'ü/õ;*:y'

Z

1 + E ll «(-k)/ó(-A)
{>lA-l

"+ o -- o''''(" -'' 'ü/ü-:)''''E(:y(« --'ü/o-:y''(" -- ' / -'-'y''

Z

O sistema será recorrente se e somente se a corrente total do sistema for zero, ou seja,

sse R+ = R = oo. Observemos que R+ é sempre divergente, já que cl < ó. Para R', o
i-ésimo termo, ci, é da ordem de

- - m'll;l'~l''
Portanto, R' = .,':' se e somente se «/ó ? (p/çyr'', como afirmado

#

Observação. Se p(y) = p, para todo y

R'F = E{(6/«y < .:» se & < «. Porá-to, se

R' = 1 + Ei(a/b): < .» se « < b e

o processo Zt é transiente.
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2.4 Apêndice Circuitos elétricos

Genericamente falando, definimos um gr(q/o, (7, como um conjunto de pontos unidos por
laços. Dizemos blue G é um gra/o conexo se for possível comunicar dois pontos quaisquer
através dos la.cos.

Num grato conexo, podemos imaginar um circuito elétrico da seguinte forma:
e escolhemos dois pontos, a e b, como nossa fonte de energia, ou sela, colocamos entre

eles uma diferença de potencial, com voltagens u. = 1 e uó = 0, digamos, e
. em cada laço zy colocamos uma resistência (uma lâmpada, por exemplo) cujo valor será

um número real não-negativo que chamaremos resistência do laço, R,3r.

É claro que estamos supondo que nosso grato é "bem-comportado", apto para formar

um circuito com resistores em série e paralelo, sem interseções entre os laços, assim como
o da Figura 2.2.

Figura 2.2: Circuito elétrico

Na contraparte estocástica, podemos associar este circuito a uma cadeia de Markov

sobre G, definindo a probabilidade de transição entre z e g/, p,z/, para z e g/ pontos unidos
por um laço, como

T

\-'' z 3/
P-u - '';- ,

onde C',;, = 1/R.,, é a corzd cftíncáa do laço zg/ e C= = >1:. (.J,.. Isto nos dá o paralelo

entre desistência e probabilidade de transição.

Pela Lei de Ohm, a corrente através do resistot ay está deteiminacta pela relação entre
a diferença de potencial entre z e g/, e a resistência do laço zy,

:,, - 11:1:-% - («,
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Sabemos também, pela Lei de Kirchhoff, que o fluxo de corrente total em qualquer ponto

entre a e b deve ser zero, ou seja, a quantidade de corrente que chega deve ser igual à
quantidade de corrente que sai do ponto, lembrando que a corrente vai do maior para o
menor potencial, >ll:. i.:;. = 0. Portanto

", -;H «, -x',«"« '

para z # a, 6. Esta equação é por definição a equação de uma função harmónica para a
cadeia {p,,}, isto é, uma função cujo valor em um ponto interior do domínio, z, é igual
à p,,,-média dos valores sobre qualquer bola centrada em #.

Seja Â, a probabilidade de, começando em #, alcançar o estado a antes do ó. Observe-

mos que /z também é harmónica para a cadeia, já que A, = >ll:, p,:;,A,. Além disso, temos
A. = u. = 1, /zb = ub = 0. O problema de encontrar uma função harmónica, conhecidos

seus valores na fronteira é chamado problema de Dirichlet. O chamado princípio de unici-

dade nos assegura que não existe mais de uma função harmónica satisfazendo tais valores.

Tomando como fronteira do nosso domínio os pontos a e ó, encontramos que /z = u. Em

outras palavras, quando co/ocamos uma dii/Crença de potenc a/ un farão entre dois pontos
a e b, com u. -- \ e ut, -- q, a voltagem u, re'presente a probabilidade de (lue um passeio

começando e'm, = chegue u a antes de ülcctnçar b.

Denotemos por ja - >ll:Vjay, a con'ente total que entra no circuito. Definimos a re-

sÍsfêrzcÍa e/efiua do sistema como R./ = u./{. = 1/i.. A quantidade recíproca C..r =
l/R./ = {. é a corzduc/áncáa e/eZiua do sistema. Podemos interpretar este valor como
uma probabilidade de escape. De fato,

E(«. - «,) c'., - E(«.. - «,) ygc'.
y y '-'CL

c'. l«.
-\ b .F

c'. ll
\. 'y .f

C.P.sc.pe )

onde usamos p«.. para denotar a probabilidade de que, começando em a, o passeio
alcance b antes de retornar a a.

Com a analogia estabelcida acima, para provar que um passeio aleatório é recorrente,

devemos provar que a corrente total do sistema elétrico associado é nula ou, equivalen

temente, cine a resistência efetiva do sistema é infinita. No caso de um passeio em Z , o
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respectivo circuito pode ser visualizado partindo da origem com duas séries em paralelo

indo pata o infinito (Figura 2.3).

Figura 2.3: Circuito elétrico equivalente a um passeio em ZI

Tal sistema pode ser reduzido a uma rede iniciando-se na origem com apenas uma
resistência ligando a +oo, R+, e outra a --oo, R+. Cada uma destas resistências é igual

à soma das resistências do circuito original, no respectivo ramo,

x' = >1: R-f.-i-..

Este passeio será então recorrente se ambas as séries forem divergentes, que foi o argu-
mento utilizado na prova do Teorema 1.2.3.

+00

0Z



28 CAPITUL02. PROCESSO EM EQuiLÍmKio



Capítulo 3

Processo I'ora do Equilíbrio

Nas cinco primeiras seções nos dedicamos a provar o Teorema 1.3.1 referente ao sistema

apenas com monâmeros, e na Seção 3.6, a provar a Proposição 1.3.2 c o Teorema 1.3.3.

No capítulo anterior, no estudo da distribuição do processo limite ((t, Zt), usamos for-

temente o fato da medida p, ser invariante para v7t (cf. Lema 2.2.1). Agora, se começarmos

com uma medida inicial p não invariante para o processo original, não podemos utilizar o
mesmo argumento de análise quando ,y --> oo. Para contornar este problema, introduzire-

mos a noção cle processo dual. No caso de um processo de exclusão simples não simétrico,

o processo dual não é um processo dual sfrácío senso (cf. Liggett ILig8õ]), mas sim, um
processo de ramificação, como veremos a seguir. Esta técnica está desenvolvida em De

Mass et al. [DMFL861 e Durret and Neuhauser IDN941, para citar a]guns.

As duas primeiras seções estão dedicadas a definir e relacionar o processo dual com o

processo original. Na terceira seção introduzimos o conceito de processo de ramificação
independente e na seção seguinte o comparamos com o dual, fazendo o acoplamento entre

eles. Na Seção 3.5, obtemos os resultados para o processo dos monâmeros usando as
propriedades da dualidade.

3.1 Processo de ramificação dual (PRD)
Consideremos o processo ?7t com gerador LL definido como o gerador L« dado por (1.2)
com a condição Á/v(g/) = 0, para todo y C Z l ou seja, z7f é um processo de exclusão
simples em Z ' com taxa p(#,z) como em(1.3).

Seja T C #?+, fixo. Dada uma configuração 77o no instante inicial e uma realização em

10, rl das marcas Ar" e .IVh definidas na Seção 1.1, clueremos saber se existe uma partícula

29
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em um sítio # no instante Z = T. Pai'a tal precisamos conhecer o estado inicial dos
sítios que interferem em 77T(gç) e de que modo eles interferem. Isto será feito através da
construção do processo dual a v7t.

Tomemos o sítio z e observemos a primeira marca antes de T, em ti digamos. Se esta

marca for do tipo Nh (tentativa de salto horizontal) entre # e i = z + aei (cv = 1, 1),

então z terá uma partícula no instante T se e somente se ?,=(ã) = 1. Sigamos então as
marcas de ê anteriores a tt. Se a primeira marca, em t2, for do tipo ATA, procedemos
como antes. Se for um salto vertical (marca 7V') de ã para ã + ae2, então ?7T(#) = l

'7.i(ê) = q:;(ã + ae,) = 1. Se for um salto de ã + ae2 até ã, r(a) = 0 sse
,7,;(ã) = ,7.;(ã + ae2) = 0. Em ambos os casos, precisamos agora conhecer as marcas

anteriores a t2 tanto em i quanto em ã + ae2; ou seja, em uma marca do tipo N", aparece

mais um sítio afetando v7r(z), dito de outra maneira, nas marcas N", o processo dual
se ramifica. Continuamos com este procedimento até o instante t = 0. Observemos que
novos "ramos" podem aparecer ern sítios já ocupados por um ramo mais velho; neste caso,
claramente, ambos os ramos se movem juntos.

Sabemos que, com probabilidade 1, somente um número anito de ramos pode aparecer
em um intervalo finito de tempo, já que o processo Ar" tem taxa 1. Assim, poderemos
determinar o valor de 77T(z) conhecendo a ramificação completa de z em lo, rl e a configu-

ração v7o no conjunto finito determinado por ela no instante t = 0, como exemplificaremos
a seguir.

A Figura 3.1 (i) representa uma realização das marcas em Z2 x l0,7'l, cona o tempo
Z indo pala baixo. Os saltos horizontais são representados por um elo entre os sítios, e as
tentativas dos saltos verticais por uma seta no sentido da tentativa.

Suponhamos que os sítios # + e2, z + ei e z + ei -- e2 estejam originalmente ocupados

por monâmeros. Neste caso, seguindo as marcas, teremos que no instante f = T, os sítios

ocupados serão #, # + ei e z + 2 ei, se não houver nenhuma outra interação além das da
figura.

O processo de ramificação ilustrado na Figura 3.1 ({i), é o que aparece no dual de
l71, ao estudar o sítio #, com a realização da Figura 3.1 (i). Neste caso, os sítios que
determinamo estado em z no instanteTsão z, z+e2, z+2ei ez+ei e2.

CONSTRUÇÃO GRÁFICA DO PRD
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Figura 3.1: rO uma realização do processo v71 em lo, rl; riiJ processo dual de 77t, Ri, para
, ,.. 1 ; , , ,;. n n +o..;..r

Para estudar a correlação entre n sítios, devemos olhar n processos de ramificação que
interagem entre sil esta interação ocorre nas marcas entre os ramos dos diversos processos.

Chamemos Z)Õ = D", o vetar em (Z ')" dos n sítios diferentes cujo estado no instante T

queremos conhecer. Denotamos por Di a componente espacial do processo de ramificação

dual (PRD) e a definimos como o vedor cujas coordenadas são os sítios no instante { = 7' t,

t C 10, Z'l, que deteminam o estado dos sítios em DÕ.

A fim de relacionarmos DÕ com D{, denotaremos por z{, á = 1 . . . , n, cada coordenada

de D" e a inteipretarcmos como a posição no instante 0 de uma partícula, que chamaremos
i-partícula. Estas partículas obedecerão a seguinte dinâmica.

A cada par de sítios vizinhos z, z C Z. 2, associamos independentemente um dos pro-
cessos de Poisson a seguir:

a) um processo de taxa 2"y, AC.;, se r -- z = :Leal e
b) se # -- z = üe2, um processo AC,, com taxa p + q = 1, que com probabilidade p escolhe
o sentido e2, e com q escolhe o sentido e2.

Se uma partícula encontra uma marca do tipo ATA, ela simplesmente muda de sítios se a
marca for do tipo iV" e ela estiver no sítio z (respectivamente, z), então uma nova partícula

é criada no sítio z (resp., z) que começa a seguir as marcas que encontrar no caminho,

independentemente da partícula do sítio z (resp., z). Se uma partícula for criada em um
sítio ocupado por outra partícula, ambas passam a seguir as mesmas marcas horizontais

para se moverem, e é criada apenas uma nova partícula poi cada marca vertical que elas
encontrarem .
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Para todo t 2 0, definimos as seguintes variáveis aleatórias

.A4: o número de partículas no instante {l

Tl: instante da /-ésima marca do tipo N' em alguma das partículas existentes em TI
-zo == ul

./Uf = .A4 n: número total de marcas do tipo Ar" até o instante {;
7i = {Tz : / = 1, . . . , .Mi}.

1 )

Chamaremos n + / a partícula criada em TZ, / ? 1. Definimos zi(f) como a po-

sição no instante { da i-partícula, e Z)f = (zi(f),...,ZM({)), a posição de todas as
partículas existentes no inata.nte {. Chamaremos a i-partícula de partícula de primei-
ra classe (respectivamente, segunda classe) se zi(Ê-«) # 3k(Z «), para todo k < { (resp.,
se zi(Z-«) = zk(Ê-«), pata algum A < i), { > n. As n primeiras partículas são todas de
primeira classe.

Assim, no exemplo da Figura 3.1, temos Z,)Õ =(z) e Z)f. =(#+2 ei,z+ei--e2, z+e2, z},
e que todas as partículas são de primeira classe.

As partículas 1 , . . . , n serão chamadas de primeira geração de cada uma das n famílias

Notemos que as partículas de segunda classe podem pertencer a mais de uma família
Dado { C {l, . . . , n} e Z ? 0, definimos

.M(i): o número de partículas da família i no instante f;

.Mf(i): número total de marcas do tipo JV' até o instante f, na família ã;

'6({) ({) : / i, . . . ,.wi(j)},
/i(i): conjunto de índices das partículas pertencerltes à família á no instante f;

0(j,É) (z.*(f),a C /i(j)).

Podemos ver que l/i({)l = .A4(i) e que ./v} $ E{JV}(i), onde a desigualdade estrita
ocorre se e só se as partículas de segunda classe pertencentes a mais de uma família
tiverem descendentes.

As variáveis definidas até agora, .M, % e Z)(;), nos dizem o número de partículas
existentes no instante t, o momento em que elas foram criadas e sua posição em tl mas
não dizem nada sobre a genealogia da ramificação.

Para cada à-partícula do instante f, = n + l, . . . ,./K, definimos a variável /Ü C

{0, 11''', blue entrega o(s) índice(s) da(s) partícula(s) geradora(s) de i. No nosso exemplo,
par; í ' T, &-'(1) = {1}, &''(1) = {1}, .rÇ":(1) =Í3}.
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Definimos a história da ramificação até o instante {, .4f, como o vedor

.4{ 7V=.@:-«),,,Ü:..),j C FA,A «+ i,...,.M)
No exemplo que estamos seguindo,

.4:Í, f,, {3}, '2(«,(f-), ««(f:)), ',(«;(f,), «-(f,)), -e:(«.(f3), «.({;)))

Com D(f) C U{Z (Z ')' construído acima, definimos o PRD, Rf, como Rf = ({Z)(s)},.i, .4f)

Denotamos por p'l$« (ou simplesmente 7) ) a lei de R{ com estado inicial Z)", e por

#:lb. (ou E.,) a esperança com relação à medida p'Z«, definidas no espaço de probabilidade

resultante do produto dos processos de Poisson {AC.,(s), AT,,(s), #, y C Z ', s $ f}.

3.2 Dualidade entre ?7f e o PRD
Fixemos n sítios em Z', Z)" = (zi,. . .,z.), T ? 0, ?7o C {0, 1JZ e uma realização de

{JW'} e {JVf}, f c lo, rl.

A partir de Z)", de T e da realização das marcas horizontais e verticais, construímos
o processo Rf, como anteriormente. Estabelecemos que as partículas em z{(T), i C
{l,. . . ,A%}, assumem o estado ?o(zi(7')), yüp = Nf. Agora refazemos o caminho das

ramificações no sentido original do tempo.

Cada vez que uma partícula encontrar uma marca horizontal, ela trocará de posição,

seguindo a marca, sem interferir em seu estado. Cada vez que aparecer uma marca vertical

entre duas ramificações, observamos o comportamento seguinte. Sejam k e A os índices
das partículas de primeira classe conectados por /V' em TZ, digamos. Se a marca for

«A(TI) -- «k(T!) (de k pára A) e qZ-(zt(t'h)) = 1 e ,7e-(:«À(ã')) = 0, e«tão os est.dos
da 4;- e da /z-partícula trocam entre si no instante TI (assim como o estado das partículas

de segunda classe que as acompanham)l nos demais casos, os estados das partículas não
mudam.

Se a partícula criada em TZ for de primeira classe, então ela desaparece em TZ'; se for

de segtmda classe, então em Tz' temos duas partículas de segunda classe a menos, nada
aconteceítdo com as partículas de primeira classe envolvidas.

Com a descrição acima, o estado de todas as partículas fica bem especificado no
intervalo cle tempo to, rl.
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Pala cada i-partícula da primeira geração, { C {l, . . . , n}, definimos a i-ramificação
ou i família como

Rí(j)({(Dj(s))j./;u},${, .4i(i)) ,

e usamos a notação ,7o(Z){(1/')) pa-a o vedor (qo(zj(f')))jc/,({) C {0, 11J«P(:)

Usando o critério descrito para a mudança dos estados das partículas, podemos chegar
até o valor do estado na partícula raiz de cada família no instante 7'. Denotaremos a

função que nos entrega tal valor por n(77o(Z){(T)), /%(i)). No nosso exemplo da Figura

3.1, #(qo(D-(r)),Rí(1)) esome«te;e?o(:«+e:-',) ,7o(a+2.:) =?o(z)
77o(z + e2) = 1. Um tratamento mais extenso em processos de ramificação está dado em

IHar891, Capítulo 6.

Teorema 3.2.1 (Dualidade) Para q a/quer 7' ? 0, Z)" = (zi,...,z«) C (Z')", e

q C {0,1J" , .,á.'' "m« p«ó«ó{/{d«de ««/-f«, PI, d« p«"« (P(-,f),.'t{) e q(.,{)
co'm, con$gura,ção inicial D" e 'rl, respectiuctmente, tal qKe

11 ?(«; , r)
{-1

11 H'(qo(-0({, f')), .4:f(i))
i-l

IP,.l -- qlctse certamente. (3.1)

Prova.

Faremos a construção de {77f, f ? 0} e {(P(f), .4{), { ? 0} no mesmo espaço de probabi-

lidade(Q, PI), definido como o p'oduto direto entre H,,,.Z. '(n",,, Zn.,) e rl,.,.Z '(n;l,;, ,rX,),
onde (Qh,,, #?;) é um processo de Poisson com taxa ,y para cada z C Z 2, z = z + ael,
a = --1, 1, e (Q:l,;, .F:T,;) é um processo de Poisson com taxa p se z = z + e2, e taxa q se

z :: z e2. Usaremos a notação wA C QA e cozo,, C Q',;. Assumimos que não aparecem
duas marcas ao mesmo tempo.

Dado um w C n, uma trajetória de {v7t, 0 $ f $ T} está dada pela construção feita no
Capítulo l.

Sejam T ? 0 e zi, . . . ,z. C Z' fixos. Qualquer w C Q dado determina um caminho,

cD, do processo de ramificação, primeiramente restringindo w a 10, 7'l e depois revertendo

o tempo, t ' 7' -- t, como fizemos acima. Observemos que o estado ?r(z{) depende dos

estados no instante Z = 0 dos sítios #.Í(T), .j C /f(í) e da história da ramificação R,?(i).
Esta dependência é a cine vem dada pela função #

#
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Agora que já estabelecemos a dualidade, simplificaremos a notação do processo Rf
para Rt simplesmente.

3.3 Processo de ramificação independente (PRI)

Na construção feita, vimos que Rt não é um processo de ramificação independente, ou
sqa, um processo no qual as partículas se movem de acordo com uma exclusão simples e
criam novas partículas independentemente umas das outras. No entanto, pode-se provar
que o comportamento na coordenada vertical de ambos os processos é o mesmo salvo

teimo de ordem ,y'i/2. Denotaremos o processo independente definido a seguir de ]#

Para qualquer inteiro n ? l e qualquer vedor D" = (zi, . . . ,z.), a {-partícula inde-

pendente começa seu movimento em #l € Z 2, { = 1, . . . ,n. Consideremos a família de

processos de Poisson, {AC'E,ÍliZi, com a mesma distribuição dos AC:,v, e independentes
entre si e com relação a Ar ,v' O processo .rW usa as marcas AÇ,v e AC,, da seguinte
m abeira.

Todas as partículas usam as marcas ATA para se moverem horizontalmente e as marcas

JV" para gerar novas partículasl a menos que exista mais de uma partícula no mesmo sítio.

Isto pode acontecer quando uma nova partícula é criada em um sítio já ocupado. Neste
caso, a primeira partícula continua seguindo as marcas /V , enquanto que cada partícula

que chegar depois cICIa, í, digamos, passa a seguir as marcas 7V ,o,i desse momento em
diante.

Chamamos i-família independente, o processo de ramificação independente que começa

em #{ no instante zero e, para todo t ? 0, denotaremos por z2(t) a posição no instante Z

da A-partícula independente e por -Z,)'(f) = (z2(t), k = 1, . . . ,yvP). Definimos .49 e .4(í)
da mesma forma que antes.

A diferença fundamental entre o PRD e o PRI é que neste, todas as partículas se
comportam como partículas de primeira classe. Notemos também que não é possível
definir uma função H, já que o PRI não é o dual cle um processo de exclusão. No entanto,

podemos comparar a distribuição de ambos os processos, como veremos na seguinte seção.
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3.4 Acoplamento entre o PRD e o PRI

Construímos o acoplamento entre o PRD e o PRI, realizando ambos os processos no espaço

de probabilidade gerado pelo produto dos processos de Poisson {AÇ,,(t), Ar '.o,i(t), z, g/ C
ZI 2, i C /V, . C {A, o}, f ? 0}, de modo que as distribuições marginais sejam as esperadas.

Pela definição do PRI nos instantes 7'o C '77o, / = 1, . . . , .A4;, uma partícula indepen

dente é criada por outra partícula independente, digamos A. Por outro lado, uma partícula
(dual) será criada no instante TZo se e somente se a k-partícula (dual) for uma partícula
de primeira classe. Dado um instante T > 0 e uma realização das marcas, tomamos
Z,)(0) = Zy(0) c indexamos as partículas de modo que as Nr partículas independentes e

duais tenham os mesmos índices dados de acordo com a ordem cm que elas são criadas.
As ./v; -- Vr partículas independentes excedentes têm índice diferente das outras.

Observemos que a A-partícula dual e a k-partícula independente se movem juntas,
exceto quando a A-partícula dual for uma partícula de segunda classe, pois então ela
se move de acordo com a correspondente partícula de primeira classe e não de forma
independente. No entanto, a probabilidade de, num dado instante fixo, Tz, criar uma
nova partícula em um sítio já ocupado é dominada pela probabilidade de que um passeio
aleatório simples esteja nesse sítio no instante TZ. No nosso caso, tal passeio tem taxa 7,
logo essa probabilidade é da ordem de ("yTi)'i/2. De fato, temos o seguinte resultado.

Lema 3.4.1 Aro corzZezZo ac ma, dado T > 0, cona detemos o euenfo

C(T) P«« Zod. A C {l, ,Nr}, k á uma parZícu/a de pr rne{/'a c/asse }

Então existe d = d(T) > q tal qae

Ev(C(7')) 1 ':/'

Prova.

Para provar o lema, usaremos os seguintes eventos para quaisquer {,.7 C {l, . . . , n},

B. ,j (r) 1{ existem somente duas partículas de segunda classe, à C /r(j) e Ã C /r(.j)

«õ(T) = :«t(T), z..(T) = :«Ã(T), onde a e k são « corresp'"de«tes

partículas de primeira classe que geram â e k, respectivamente } e

1{ existem mais de duas partículas de segunda classe }23 (r)
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Podemos escrever o conjunto C como segue

l c(T) >: zgi,j(r) +6(7')
{::l .j=i

.j:#i

A seguir provaicmos que existe um número positivo d = d(T) > 0 que satisfaz

@v(6{,j(r)) 5; d"y :/' vi,.jcll,...,n} ,

Ev(6(r)) $ d7':

obtendo assim a desigualdade desejada

(3.2)

(3.3)

Denotemos por #l;( ) a esperança com relação à lei de Nr, {TZ, / = 1, . . . , .M7'}, e por

ZÇ,y( ) a esperança com relação à lei do PRD condicionada a Nr, {T/, / = 1, . . . , A'f}, com
./Ur = M, ou seja, condicionada ao número de novas partículas no instante 7'

Observemos que para todos i,.j C {l, . . . , n},

EI(B.,i(7))$À }: #:ylÍz.(Tm)(T.w),=;(Tm)
l ac/r(i) ,kc/r (j) l

onde (ã e k são as partículas de segunda classe e a e A suas respectivas "progenitores"l
lembremos que (ã e k são criadas na mesmamarca. Para todos a,k,â,k CÍI,. .. ,n+JI/},
podemos escrever a esperança dentro da soma, da seguinte maneira

E,yI{«..(TM) (TM),Z;(TM)
$ E.ylll(«.*(Tm--) - «.(7'm-:)),l }P'(a,k,M)

+.E,yl{«.(Tm--) -),«.(Tm :)(Tm-:)},(3.4)

onde P'(cl, k, M) é a probabilidade que duas partículas começando em z«(7'M-l) e zA(TM-l)
e movendo-se por exclusão com intensidade "r estejam a distância l no instante Tm -- Tm..
sabendo club esses sítios iniciais estão em linhas horizontais vizinhas. Fazemos esta res-

trição, pois lembremos que as partículas de segunda classe só aparecem nas marcas ver-
ticais. Com isto temos duas realizações independentes do mesmo processo de exclusão
simétrico em ZI , com uma partícula marcada cada um, que chamaremos para efeito dos

cálculos de y e y, começando em r.*(TM-l) e zk(7'm-i), respectivamente, e queremos que

elas estalam no mesmo sítio em Tm -- Tm.i. Assim,

P'(«, k, M) - ]':'(y=.p«.OFm Ü*p..0Pm
$ "'(1'ç...«.., ..,lwm
.$ &7 '/'(7'm Tm i)':/', bc.nstante.
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A última desigualdade provêm do fato de que o processo yn.(rm-i) y=k(7'm-i) se comporta
como um passeio aleatório simétrico de taxa 'l e, portanto, a probabilidade de estar em

zero depois de um tempo T.vr T.w-i é proporcional a ('y(Tm 7'M-:)) :/'

lterando a equação (3.4) até o instante 0 e aplicando a majoração anterior, temos

[ Mr-l ]

E,(B:,.f(r)) $ z, ' :/'Ê liv; >1: (Tz+: - Tz)''/'l
l /=o l

Lembremos que os incrementos Tl+i -- Tz têm distribuição exponencial de parâmetro l e

são independentes entre si e com relação a NT. Assim, para cada / C {0, . . . , M -- l},

P((Ti+i Tz)':/' > Z) = P(T!+i -- Tz < f'') = 1 -- e'$

e

E(Tz+t -- Tz)':/' = / (1 -- e-ê)df = «-'/' < oo

Por independência de T/+i TI e NP, para todo / C {0, . . . ,X7. -- 1}, e dado que #Ç(Wr)
n + 17', temos finalmente

r #r-l l

Ê IÀ4 >: (z--: - TI)':/'l 5; À(n + r); < m ,
l /=i l

l o- .-'h.

o que nos dá (3.2).

Para mostrar (3.3), notemos que temos o limitante

l Nr
EI(ZJ(7')) $ .© l }l:

l ai.k{ ,'q ,Ai=:
Laí#ki,'Ü #a'2

e que nele podemos aplicar o mesmo raciocínio que usamos para (3.2).

:,]@,yl{«..(Tm) (Tm),«..(Tm) 1,

Corolário 3.4.2 0s processos R;r têm 'm,esm,a distrib'ui,ção, q'fiando -f -.» oo

Prova.

Como havíamos observado antes, as ctiferenças entre R* e R?'"r aparecem como nas-
cimento de partículas de segunda classe. Mas pelo lema anterior, a probabilidade de ter
partículas de segunda classe vai para zero com ' -} oo, e daqui o corolário.

$
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3.5 Comportamento assintótico dos monâmeros

Em cada reta horizontal, y = y, as partículas do processo {R?''rlt que nascem em um
sítio já ocupado, se movem de forma independente de acordo com um passeio aleatório

simétrico unidimensional. As que nascem em sítios vazios, têm a dinâmica de passeios
aleatórios simétricos unidimensionais e que interagem por exclusão. Como a taxa de nas-

cimento é limitada igual a 1, para todo ', temos que em um intervalo finito de tempo,
haverá um número finito dessas partículas. O comportamento assintótico (em f) destes

passeios interagentes foi estudado e comparado com a dinâmica de partículas independen-

tes movendo-se simetricamente em Ferrari et al. IFGL00].

Assumimos que inicialmente os monâmeros estão distribuídos de acordo com uma
medida produto invariante por translações horizontais, não invariante para a dinâmica
vertical, p.

Proposição 3.5.1 Seja v?o uma corz#gzzração dástrió í a de acordo com a medida produzo
i,' e $:cenas t 2. Q e n Z \. Pa,ra qzüisqler =\. . . . ,=. ç: Z.a , dilereTltes entre si,

/ n \ n,

.©;lH?(«:,t)l-ll©;l(?(z;,{))l-#o , 7--}.«,
\i-l / {-l

onde IEua é Q esperança ]E-í com a condição inicial dada por y

Prova.

Sejam zi , . . . , #. C Z 2 diferentes entre si. Aplicando a fórmula de dualidade dada por

(3.1), obtemos

PI (Ü «.«:,', - «) « (1 «'-.'"':, ;,', «;';,, - «)

; «:,.«, « lri ,Ú..«'"';, ", - «..,l ,
0(w)

(3.5)

onde, para cada família {, a{,; C {0, 11WP({) depende de w e é escolhido de modo a ter uma
partição do espaço de probabilidade tal que ?7(3{, t) = 1. Por exemplo, para a realização
da Figura 3.1, temos /i = 2 e

al.=(.,1,.,-) O r7o(z+e: e2)=l
a-, 0,1,1) # qo(z+2.:)(z)(«:+.,)
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Podemos reescrever «,(Z)(«,)) como

«(D(«,l = « (?.(o(l, f) a:.j., , ?.(D(«, {) - ««,. )) (3.6)
.j.=i

Por outro lado, temos

11 ©l: (,z(«.
i:l

n E « («.("o, ü - «:,.)
i=1.7Í=l

Jn J\. .rl

E . .. E n« («.("o,ü - «:,:)
.7n=1 jt ::l {=l

Ü,
í;l

&

U {qo(D(i, f))
.7i-:l

(3.7)

Fazendo a diferença entre (3.5) e (3.7), trajetória a trajetória, e usando (3.6), obtemos

/ n \ n

P.y l ll,7(«:,t) il- llPI(,7(«:,t)
\Í-l / {-l

E"'*(«) E ... E «(«.PO,õ -«-,.,-..,«.w(«,õ -««,.))
c''' l .7n=1 .ji=i

E n « («.("o,ü - «.,.)
.ji::l i::l

E... E «(«.(oO,Õ - «-,.,...,«.W(«,Õ - ««,.))
.j«=i .ji =i

E n«(«.("o,ü - «:,.)
.7i:=1 {:=1

./ 71.

./ n.

EÍ («) .ji ) ' ' ' ) '/U\.-''\.'') '/ ''n.jn.//

onde S é o conjunto das realizações que tem partículas de segunda classe entre ramas de
famílias diferentes. Vejamos que isto acontece porque quando não há este tipo de interação

entre as famílias, o primeiro termo pode ser escrito simplesmente como o produto

« (?.(D(l, f) - «:,. , , q.(D(«, Õ - ««,. )) ll « (?.(n({, f))
n.

«.,.){:1

Finalmente, pelo Lema 3.4.1, Z'r(S) -} 0, quando ' --} oo, e como a diferença entre a
interseção e o produto permanece limitada para todo ', temos o resultado estabelecido
pela proposição.

#
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Lema 3.5.2 Á /unção u(z, f) = li«««-,- #q (?(#, í)) s«Zis/az " .q««çã.

-p«(«,t)(l -«(«+e,,t)) - q«(«,Z)(l -«(« .2,f))

+P«(« - ',,t)(l - «(z,t))+ q«(«+ .,,{)(l - «(«,t))

Prova.

Escrevendo a diferença

«(«,t + A) - u(«, t)

,JiH,{pA@;l l,7(" ',) (l 'z(',t))l + qAa,; l,7(« + ',) (i - 'z(«,f))l + '(A)

-PAZqlO(",t)(i -'7(«+',,t))l - çÀXql?(",f)(i -'7(« e,,t))l+.(A)}
.IÜ,{pA E{(?(" - ',)) ©;(i - 'z(",{)) + qA ©;(?(«+ ',)) -r{(i - 'z(«, t))

-PÃ-E{('7(",f))-E{(l - '7("+ '2,t)) qA@{(q(",t))-E{(l - '7(« - ':,f)) + '(A)}
pÃ«(«-',)(l «(«,z))+qA«(«+.,)(i -«(«,t))

PA«(«,t)(l - u(«+ ',,f)) - qA«(«,t)(l - «(« - .,,t)) + o(6) ,

encontramos

«(«, t + A) - «(«, f)

É-,a h -p«(«,t)(l u(«+e,,t)) - q«(«,t)(l -«(«-.,,t))

+P«(« - ',,f)(l - «(«,t)) + q«(«+ .,,t)(l - u(«,t))

#

Prova do Teorema 1.3.1

A Proposição 3.5.1 nos garante que no limite 'r --> oo a distribuição dos monâmeros

se comporta como uma medida produto, em cada instante t, cuja densidade, pelo Lema
3.5.2, satisfaz a equação de difererlças finitas dada no enunciado do teorema.

#

3.6 Comportamento assintótico da barra

Todos os resultados da seção anterior para o sistema apenas com os monõmeros continuam
válidos para o processo adicionado do polímero.

Consideremos o polímero âxo a uma altura g/. Notemos blue as tentativas de saltos
verticais dos monõmeros até a barra funcionam como tentativas cle saltos a um sítio
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ocupado por outro monõmero. De fato, se temos uma marca indo do sítio (zl,g/ :L l)
a (zi,y), com ai C {l,...,N}, no processo dual, definido na Seção 3.1, nasce uma
partícula com estado zero e que não segue as marcas /V enquanto o polímero estiver
nessa posição. Já no PRI, que não tem o polímero, nesta tentativa de salto nasce uma

partícula independente no sítio (zi, y), que pode estar em outro sítio quando a partícula
dual associada tentar saltar novamente.

De maneira análoga à demosntração do Lema 3.4.1, provámos que a probabilidade de

uma partícula se encontrar exatamente abaixo ou acima do polímero em um instante t é
limitado por c('yt)'i/', com c constante para ' e f. Portanto a probabilidade da ocorrência
de um salto vertical sobre o polímero, tende a zero com ' --} oo.

Vejamos o que acontece com os saltos até a barra vindos dos sítios (0,y) e (N + 1, g).
No processo dual, a partícula não pode pular, ficando no mesmo sítio; já a partícula
independente vai para o sítio ocupado pela barra, sem nenhum problema. Quando uma
destas duas partículas quiser saltar na vertical, a outra não vai acompanha-la, pois as
marcas foram definidas nos sítios. Isto faria com que o processo de criação dos ramos no
processo dual fosse diferente ao do independente. Para evitar tal separação, estabelecere-
mos que os relógios de Poisson Ar" e ATA encontram-se nas partículas e não nos sítios, de

modo que o relógio da partícula independente seja o mesmo da partícula dual relacionada.

Isto claramente não muda a lei exponencial das marcas, já que o relógio de um par de
sítios só era considerado se houvesse uma partícula em um deles, e tanto a partícula de
primeira classe quanto a independente usavam as mesmas marcas. Redefinamos os saltos

do processo independente da seguinte maneira. Suponhamos que a partícula dual ficou

em (N + l,3/) e a independente relacionada com ela saltou para (JV,y). Quando tocar
o relógio vertical delas, ambas as partículas gerarão outras em sítios diferentes; a fim de
eliminar também esta diferença, criamos as duas novas ramificações no sítio definido pela

posição da partícula dual nesse instante. O ponto chave desta definição é que nas linhas

imediatamente acima e abaixo do polímero, o processo de nascimento é o mesmo em am-

bos o$ processos. Com esta construção, obtemos o seguinte resultado para o processo com

o polímero fixo a uma altura g/.

Proposição 1.3.2 Para y C Z, ./izo, sda pv = lÍv7(z) = 0,# C .4jv(y)}P a medida

proa«'to inicial para, o processo co« gerador L«, dado em (1,2), com u s.«tisjaze«.do as

propriedades (fadas no início da Seção 3.5. A família E<' Çnç.. ,t» converge fraccLmente à
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medida produto v.(.,t) com densidade uÇ. ,t) SatiSfaZeTldO a equação

3:(",í) - l-p"(",t)(i "("+',,t))+ q«(«+.,,f)(l -"(",t))lil","+., «.4'''(v)}
+ l-ç«(«,t)(i -«(«-',,t))+ p«(« -',,t)(i -«(«,{))li{«,*-., g,4'''(v)}

ram ran rt4r;i a 4.i ,.i n] - ,y

Consideremos novamente o comportamento dos inonõmeros à altura do polímero: en

quanto que no PRI os ramos se movem segundo um passeio aleat(brio simétrico, no PRD
as ramificações ficam barrados pelos sítios (JV, g/), pelo lado esquerdo, e (l, y), pelo direito.

No entanto, ctepois que o polímero muda de posição, a, vibração horizontal faz com que as

partículas duais voltem a seguir um passeio aleatório, se comportando como o processo
independente: as partículas associadas entre si seguem as mesmas marcas Arh, ainda que

defasadas na mesma linha horizontal. O importante é que o comportamento produto dos
monâmeros descrito na Proposição 3.5. 1 continua ocorrendo no limite, de onde concluímos

o teorema 1.3.3 enunciado no primeiro capítulo.

Teorema 1.3.3 Para 3/ C ZI , ./izo, seja p,À x áv a med da proa fo inicia/ para o processo

h.,Y?) com gerador L, definido em (1.1). Para cada. t Z ç), quando «{ -'r m, Q família de
processos {(b'v)t},v cona;erre em dásZráóuição ao passeio Zf com Zaaas de transição dadas
por

« (l - «(g/ + 1, t)y'' s. ;

b (l - «(3/ - l,Z))''' .. ;

onde u satisfaz a eqüctção da proposição anterior.

Q.(g/, ,)

Exemplo 3.6.1 Se considerarmos o proa/ema com oa/or inicia/

Õ« . al«(l - u)(P - q)j .
Í)t' Õu ''

«.(«)-Í; :::::

com p-} q :: \ e Q '$ p < q, obtemos que a velocidade caiu qu,e se propaga o choque

ínác a/mente na ozágem e'

À 1 - À)(P - q) -P(l -P)(P - P - À).
À -- P

A solução determinista desta eq'nação com tal condição inicial é uÇ=,t) -- uoÇ= -- 'u:t),

«(«,o-l; :::: il . o
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OBSERVAÇOES

1. Podemos relacional choque micro e microscópico da seguinte maneira. Intuitivamente,
seja R(0) tal que a densidade à sua esquerda é p e à sua direita é À. Se esta situação se

mantiver para todo {, então concluímos que a velocidade esperada de R(t), i.e., a taxa de
salto à direita menos a taxa de salto à esquerda, será

(P(l À) + qÀ) - (q(l P) + PP)

(P-q)(l P À),

que é exatamente a velocidade do choque macroscópica para a equação do Exemplo 3.6.1

2. Lembremos que a densidade dos monâmeros no instante {, satisfaz a equação (1.6), que

pode sei vista como a versão discretizada da equação 1.8. No entanto, a solução (3.8) dada

no Exemplo 3.6.1 não é solução da equação (1.6). Alguma informação sobre equações de

diferenças finitas não lineares pode ser encontrada em Boole IBoo581, p.166-169. Alguns
textos-base para estudar melhor a noção de choque são Smoller ISmo831, Lax ILax721 e
Ferrari IFer91].

3. Observemos que se p = À, estamos no caso da Seção 1.2.2 de uma distribuição de
Bernoulli. O choque R(Z), no caso homogêneo, tem velocidade u = (p q) (1 2p).



Capítulo 4

Estudo de um passeio
não-homogêneo

Com o resultado obtido no capítulo anterior para o movimento do polímero no limite
,y --> m, dado pela equação (1.7), o caminho natural a seguir foi procurar uma solução
estacionária para a equação (1.6) e substituí-la em (1.7). Nossa primeira aproximação foi
tentar achar uma solução do tipo tangente hiperbólica,

«(«,o -À+ b

pois ela seria uma extensão natural do caso À = 1 -- p = 0, apresentado na Seção 1.2.1.
Esta tentativa falhou, assim como a de encontrar uma solução por meios analíticos, através

de métodos para equações de diferenças finitas não lineares (cf. Boole IBoo581, p.166-169).

Decidimos então estudar o passeio como gostaríamos que ele fosse idealmente falando,

ou seja, estudamos o passeio com taxas obtidas supondo que ele se move num meio com

densidade de monõmeros dada pela solução fraca do Exemplo 3.6.1. Assim, temos um

passeio, que chamaremos Zt, não homogênco no tempo e no espaço, claramente transiente,

e cuja diferença com a rega of nos dá um processo com propriedades interessantes para

certos valores dos parâmetros, como recorrência e estacionariedade cíclica (cf. Thorisson
ITho001)

Na primeira seção construímos a cadeia de Maikov Zf e definimos tim tempo de parada

que nos será útil para provar o Teorema 1.4.1, sobre estacionariedacle, na seção seguinte.

4.1 Construção do Processo Zf

Sejam a < ó, p < q, com p + q = 1, e À < p < 1 reais positivos e Ar um inteiro positivo.
Consideremos a cadeia de Markov em Z a tempo contínuo, Zt, definida pelas taxas de

45
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i; ra.ri s ] (:a.o

ÍaPlÍz<uZ--ll+aÀlÍz?t;f--l} g/=#+l

p.(', v) - 'l z', í{« $ «t} + ó, i{« > «t}

onde a, = «(1 -- p)N, b, = ó(l -- p)JV, ax e bÀ definidas analogamente, e D = (p -- q)(l --

p -- À). Ou seja, a cada certo tempo determinista, dado por l/u, as taxas de transição
se transladam uma posição à esquerda, se u for negativo ou à direita se for positivo. Se
« = 0, p.(#, g/) = po(z, y), para todo t ;. 0.

0 )

y = z -- l

em outro caso

Relacionando com o contexto dos capítulos anteriores, podemos interpretar estas taxas
como as de um po]ímero de comprimento ]V que se move em um meio de monâmeros com

densidade u(z,t) definida por

À
«(«, t)

P

a a

3 .2 0 27

b bbb X ÀP PP

se z > of

se # < ut

Figura 4.1: Taxas de transição do passeio Zt

Graficamente, o que temos são três processos de Poisson em ZI que definem o movi-

mento do passeio: inicialmente nos sítios z > 0, colocamos um relógio de Poisson {TnÀ}«ZI

com taxa aÀ + bÀ, dirigindo o salto para a esquerda com probabilidade óÀ/(aÀ + bÀ) ou
para a direita com probabilidade complementará nos sítios 0 e --l, colocamos um relógio,

{TnP }«Zi, com taxa aÀ + 6,, e probabilidade de salto para a esquerda igual a b,/(aÀ + b,)

e para a direita, aÀ/(aÀ + ó,); finalmente, nos sítios z < 1, definimos o processo {TnP}«?i
com taxa a, + b, e probabilidades de salto como as anteriores. A cada intervalo de tempo
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de comprimento l/u, cada sítio recomeça com um relógio com taxas iguais às do seu
vizinho da direita, se u for negativo, ou às do vizinho da esquerda, se u for positivo. Os
relógios são independentes entre si.

Chamaremos {rklA; a seqüência crescente de instantes que satisfaz

rk = inflf > rk-l : Zt = ut} , k ? l ,

zo = 0, com a convenção que rk = oo se o conjunto for vazio. Definimos a variável
SÃ; = rA -- rk.l, k ? 1, o comprimento do intervalo de tempo entre dois instantes de

encontro do passeio e da rota uf

OBSERVAÇOES

1. As variáveis Si;, A ? 1, são independentes entre si. De fato, no instante rA é quando
ocorre a troca de relógios nos sítios, tornando qualquer evento que dependa da infor-
mação posterior a rk independente do que aconteceu antes, em particular S. e S. são
independentes entre si, para todos n $ k e m > A. Como isto vale para todo k, temos a
a fi -m - r: n

2. As variáveis Sk, k > 1, têm mesma distribuição, e se Zo = 0, também So tem a
mesma distribuição. Para vei isto, notemos que no instante rk, o passeio Z* se encontra
com relação à rega z = ut, nas mesmas condições em que ele se encontrava no instante

0, se Zo = 0, com os mesmos relógios de Poisson, ou taxas de transição, regendo seu
movimento.

Figura 4.2: Uma realização do passeio Zf

Notemos que o passeio Zt se comporta como um passeio homogêneo em cada uma das
regiões: z > of e z < u{ -- l (ver Figura 4.2).
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Em pariicular ~e Zo = o 

Prova. 

l•arrm o . . , f). I . . . l • cc 1ova r1 11 roLs pass . 1 r1mr1r s 1pon q1 
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co lll tax · b ' ct a,\+ ,\, pa ra l < ~+. 

L ma 4.1.2 Na~ crmdú;õ ' Cl ima, se l < e 
e 

Prova. Dcnot mos por (; E ( - l , 1) o senti lo do i-ésimo salto do passeio, de modo que zt :::: LN, ·. , . t. té o instante t. Assim, 
1

= L ~1, om / 
1 0 11 
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L n 

V a1· r/ 
/ J / 

1/õZ, "' C, (;) = E { /E (t (;/ N(t) )} b 
li! [ N, Ili (( ,)) = t( o, + b, )( ª' - b,1)/( ª·' + b; ) = ( º' - '

1 
)l 

\lr11 · ( , ·
1 (i) == Var {11,,, (f;, (i / 

i - 1 t- 1 

= //~2((1 )\101· ( V,) /- /l i,'{! ,VM((,)} 
(u \ h) 2 ,lob ( 

- ( 11 \ 1- b \ ) I 1- - -
11 

\ ( n \ h \ )'2 ( u ., + b,\ )'2 , 

- (rt \ 1- b\) I 11 1 ·) 
l•' i11 1 dr\, prova do Lema . . -~-

1 ''\ A . L . 3 l < (! · t \ / ; · • 1 ·. • ·c• a , - >\ (I S ('()//( /(O( 'S (ti/ (' (/()/ 1 ·' , ,.., • 
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Prova.

Isto é claro, pois usando o teorema central do limite para Zt, temos

quando f --> oo se ux < u, onde @ é uma variável aleatória com distribuição normal.

Fim da prova do Lema 4.1.3

]PÇZ. '> ut) H P
uf -- uÀt

((«* + b,)f) :/'
-..> o

Lema 4.1.4 Se ax -- óÀ < u,

Prova

Í iP çe' >'Üdt - l. I' b;:w,üÇZ,'>

$ 1. ]P (Zt 'Z ut)dt

z' 1: - . i*:''zLgii ~*
Á' . l,'''h3PI «

Desenvolvendo (} como integral e aplicando Fubini, obtemos que ,ll;(+ é limitada quando

Fim da prova do Lema 4.1.4

CONDIÇÃO INICIAL.Zo < --l

Definimos o tempo de parada (' = inflt ? 0 : Zt ? ut -- l}. Observemos que Zt segue

o relógio {TnP}«?l até o instante { , logo podemos trata-lo como um passeio homogéneo
com taxa a, + óp, quando f < {+, para obter um resultado análogo ao Lema 4.1.4.

Lema 4.1.5 Se a, -- b, > u,

E(' < .:«

EtsK) <. m

Denotemos por Xt o processo diferença Zf oZ. Dos lemas 4.1.4 e 4.1.5 obtemos que

P(IXI < 1, infinitas vezes ) 1 .
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