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Resumo

Neste trabalho consideramos o problema de estimar a intensidade de um processo pon-
tual geral, isto é, que pode apresentar qualquer estrutura de dependéncia, homogéneo ou
nao, estaciondrio ou nao, sobre a reta real. Caracterizamos a intensidade e as densidades
produto de ordem m. Definimos seqiiéncias inferentes e analise de inferéncia segura. Pro-
pomos estimadores para a intensidade e estudamos as suas propriedades, incluindo casos
onde sao utilizados limiares. Como caso particular, decorrem as propriedades para o pro-
cesso de Poisson nao homogéneo. Uma aplicagio é feita utilizando dados da série do indice
Dow Jones da bolsa de Nova York, na qual determinamos a intensidade e demonstramos o
cardter nao homogéneo do seu processo pontual de valores extremos advindo dos retornos
logaritmicos. Fazemos também o estudo de processos pontuais submetidos & interferéncia,
de ruido e, finalmente, indicamos possiveis extensdes deste trabalho.

Palavras chave: intensidade, ondaletas, processo de Poisson, processo de ruido, processo

pontual, seqliéncias inferentes.

Abstract

In this work we consider the problem of estimating the intensity of a non-homogeneous
point process on the real line. The approach used is via wavelet expansions. We define
inferential sequences and sure inference analysis. Characterizations of the intensity and
m-th order product density are given. Estimators of the intensity are proposed and its
properties are studied, including the case of threshold versions. Properties for the non-
homogeneous Poisson process follow as special cases. An application is given for the series
of daily Dow Jones index showing the non-homogeneous character of the extreme value
point process derived from its log-returns. Point processes under noisy conditions are also
studied. Extensions to more general settings are also indicated.

Key words: inferential sequences, intensity, noisy point process, point processes, Poisson

processes, wavelets.
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Introducao

Nosso trabalho apresenta uma solucao extremamente abrangente para o problema da
estimagao de intensidade de um processo pontual IV sobre a reta real, denotada por py (¢).
Este topico é de importancia central no estudo dos processos pontuais e tem sido discutido
em diversos trabalhos, dentre os quais mencionamos Brillinger (1975, 1978), Snyder ( 1975),
Rathbun e Cressie (1994) e Helmers e Zitikis (1999).

Contrariamente ao enfoque adotado em varios trabalhos, nés nao assumimos que a in-
tensidade py (t) pertenca a alguma familia de modelos paramétricos, py (¢,0), caso em que
o problema se reduz a estimagao de um parametro vetorial desconhecido, @, pertencente
a um espaco de dimensio finita. O enfoque aqui adotado é o da expansio da intensidade
em séries de ondaletas, semelhante ao feito em Donoho et al. (1996). O uso de ondaletas
fornece uma maneira de estimar as intensidades de processos pontuais nio-homogéneos
devido ao fato destas poderem ajustar sinais com largura de faixa varidvel. Embora fo-
calizemos nossa atenc¢ao em processos pontuais sobre a reta real, nosso trabalho pode
ser estendido para espagos mais gerais, como desenvolvemos em de Miranda e Morettin
(2002a). Como referéncias em processos pontuais e ondaletas citamos Brillinger (1997),
Timmermann e Nowak (1997), Kolaczyk (1999a,1999b) e Besbeas et al.(2002).

Para manter o cardter geral de nosso trabalho, desenvolvemos a anilise de inferéncia
segura que nos permite obter substitutos aos intervalos de confianca e s bandas de con-
fianga para valores reais e fungoes estimados, sem que precisemos saber a distribuicao das
varidveis aleatérias ou dos processos estocdsticos a eles associada. Definimos o conceito
de sequéncia inferente, elemento central desta andlise, que nos permite obter, a partir de
seus valores calculados para um ponto w € {2, espago de probabilidade subjacente, in-
tervalos ou bandas, conforme seja a seqiiéncia inferente formada de varidveis aleatérias e
variancias ou de processos estocdsticos e fungdes varidncia, para os quais podemos dizer
que, com probabilidade maior ou igual a uma probabilidade pré-estabelecida, o niimero
real ou fungao estimados com uso da seqiiéncia inferente pertence aos intervalos menciona-
dos ou apresenta cada ponto de seu grafico com ordenada limitada pelas referidas bandas,
independentemente da distribuicao das variaveis aleatérias ou da estrutura probabilistica
dos processos estocdsticos da seqiiéncia inferente.

Para resolvermos o problema da estimagao da intensidade de um processo pontual
adotamos a seguinte metodologia. Expandimos a restricio da fungio intensidade, a um
intervalo onde conhecemos os pontos de uma trajetéria do processo pontual, em série de
ondaletas. Propomos entao estimadores nao viesados para os coeficientes desta expansio
em série assim como estimadores para a varidncia de cada um destes estimadores. Também
obtcmos uma sequéncia inferente para os coeficientes de ondaleta para processos pontuais

e Poisson. A partir dos estimadores dos coeficientes de ondaleta construimos, por sintese,



um estimador nao viesado para a funcio intensidade e, calculando este estimador sobre o
conjunto de eventos no intervalo de observagio para uma trajetoria do processo pontual,
obtemos a funcao intensidade estimada.

Para fazermos proveito, em toda a sua extensao, do poder dos métodos de estimacao
por ondaletas aqui desenvolvidos definimos as classes de processo pontuais *B e *A| isto &,
dos processos pontuais que satisfazem as hipSteses *B e *A. Estas classes contém, respec-
tivamente, as classes de processos sob as hipéteses B e A que sio hipéteses desenvolvidas
de uma maneira direta, a partir das condigoes cldssicas (1.9), (1.10), (1.18) e (1.19) com
limites definidores uniformes para py, a fim de fazer valer Para estes processos os enunci-
ados dos Lemas 2.3, 2.4 e 2.5 e seus coroldrios. Adotamos assim o procedimento de definir
classes de objetos para os quais se torna vélido o enunciado de proposicoes de interesse.
No nosso caso, estas proposicoes sao as de nimero 3.3, 3.4 e 3.5 que generalizam os lemas
e coroldrios mencionados acima. Isto nos levou a criar as definicoes das classes *B e *A .

No Capitulo 1 apresentamos conceitos basicos sobre Processos pontuais e ondaletas.
No Capitulo 2 deduzimos alguns lemas e corolarios necessarios ao desenvolvimento da te-
oria de estimacdo via ondaletas apresentada nos Capitulos 4, 5 e 7. Para este fim, sdo
particularmente importantes os Lemas 2.3, 2.4 e 2.5. Entretanto, notamos que todos sio
dependentes do Lema 2.2 cuja esséncia é dizer quando podemos negligenciar infinitésimos
de ordem superior para concluir a igualdade de integrais. Este lema foi anteriormente
estabelecido para h no conjunto das fungdes continuas e depois no conjunto das funcgoes
Riemann integraveis. Na nossa procura pelo conjunto maximal de fun¢des para o qual
¢ vdlido o Lema 2.2, descobrimos o interessante resultado enunciado no Lema 2.1 sobre
a integral de Lebesgue. Assim, pudemos aumentar nosso conhecimento da validade do
Lema 2.2 para a classe das fungdes que sio Lebesgue integrdveis em intervalos limitados
em IR™. A Proposi¢ao 2.1 mostra que a interseccao desta classe maximal com o conjunto
das fungoes mensurdveis Lebesgue que sio limitadas em intervalos limitados do IR™ est4
contida na classe das funcées Riemann integriveis em intervalos limitados do IR™. Para o
caso da reta, isto é, m = 1, a classe maximal est4 contida na classe das fungoes continuas.
O estudo desta classe maximal é importante pois tanto a intensidade quanto as densidades
produto dos processos pontuais ordenados, no sentido das condigbes (1.9), (1.10), (1.18)
e (1.19) com a uniformidade dos limites definidores, pertencem a esta classe de fungges.
No Capitulo 3 caracterizamos as fungées intensidade e densidade produto e definimos as
classes de processos *B e *A. Este capitulo também é dedicado a estabelecer a anilise de
inferéncia segura. No Capitulo 4 desenvolvemos o método de estimacao da intensidade e
apresentamos os estimadores nao viesados para os coeficientes de ondaleta assim como 0s
estimadores nao viesados de sua variincia. Também, caso N seja um processo de Poisson,
exibimos seqiiéncias inferentes para os coeficientes de ondaleta. Apresentamos, entao, o
estimador ndo viesado de p, a intensidade restrita ao intervalo de observacao, p, e para
ele determinamos sua funcio varidncia e também exibimos, para processos de Poisson,
uma sequiéncia inferente de processos estocasticos para p. O Capitulo 5 faz o estudo de
estimadores de p para os quais limitamos o nimero de escalas e também para aqueles em
que submetemos os coeficientes de ondaleta a um procedimento limiar. Sio indicados limi-
tantes superiores para o viés destes estimadores da intensidade, medido na norma de 2,
assim como a sua taxa de convergéncia que demonstramos ser exponencial com o nimero
de escalas. Seqiiéncias inferentes também sio apresentadas. O Capitulo 6 é dedicado a
uma aplicagao. Como resultado estabelecemos a conclusio de que o processo pontual de
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valores extremos do retorno logaritmico advindo do indice DJTA da bolsa de Nova York
€ um processo claramente nao homogéneo que apresenta forte variagao temporal em sua
intensidade. No Capitulo 7 fazemos o estudo de processos pontuais imersos em ruido, isto
€, aos quais é somado outro processo pontual de forma que nao distinguimos se os eventos
sdo oriundos do processo inicial ou do ruido. E interessante observar que o processo obser-
vado é “estruturalmente” diferente dos processos que o originaram; assim, se os processos
N e R sao processos pontuais que satisfazem as condigdes (1.9) e (1.10), por exemplo,
entao ja nao podemos garantir que M = N + R as obedega, mas M satisfaz & condicdes
similares que nos permitem desenvolver a teoria de estimagao de maneira inteiramente
similar ao que foi feito nos Capitulos 4 e 5. Para isto, foi importante estabelecer, na
secao de lemas, o Coroldrio 2.4 e também a caracterizacio da intensidade e das densidades
produto (neste caso py) como derivadas de Radon-Nikodyn, no Capitulo 3. Aqui notamos
mais uma clara vantagem de se trabalhar com as classes *B e *A pois tais classes contém,
como subclasses bastante amplas, as classes *B+ e *A+ que sao classes fechadas por soma
independente, isto ¢, por soma de processos independentes nelas contidos. Na secio de
comentdrios finais e nas referéncias apresentamos alguns trabalhos desenvolvidos a partir
das idéias apresentadas nesta tese e outras em desenvolvimento. Qutros virao.

Desejo uma leitura agradavel!
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Capitulo 1

Processos pontuais e ondaletas

Neste capitulo fazemos um resumo dos pontos principais sobre processos pontuais e
ondaletas os quais utilizaremos posteriormente.

1.1 Processos Pontuais

Denotaremos por N(A) o nimero de eventos que ocorre em A C IR. Se A = (o, 3]
escreveremos N («, 8] em vez de N((«, B]). Também denotaremos por N a funcéo a valores
inteiros definida pelas igualdades N (t) = N(0,¢], set > 0,N(0) =0 e N(t) = —N(t,0] se
t < 0. Claramente N(o, 8] = N(B) — N(a). Escreveremos {---,7 0 <71 <719 <71 <
72 < ---} para denotar os tempos nos quais os eventos ocorrem. Entdo, N(t) = n se e

somente se 7,1 <t < T,
Se pudermos definir as probabilidades

P(N(oaa, pr1] = n1, ..., N(og, Br] = ng) (1.1)

de forma consistente para todo & € IN* = {1,2,...}, e todos ny,...,n; inteiros nao
negativos, poderemos também definir um espago de probabilidade (£2, A, P), tal que existe
uma funcao mensuravel deste espaco em (lRZ , Bpz) com imagem em S C IR? , o conjunto
de todas as sequéncias nao decrescentes de nimeros reais, isto ¢, de eventos no tempo,
definindo assim, um processo pontual estocdstico que também serd chamado de N. Veja
Cramér e Leadbetter (1967) e Daley e Vere-Jones (1988) para maiores detalhes e definigoes
alternativas.

Um importante processo pontual € o processo de Poisson nio homogéneo definido a
partir de uma fungio nao decrescente continua a direita A(t), e que satisfaz & relacio

k R
P(N(Ofl,ﬁll = MYy ,N(ak,ﬁk] = nk) = H ([A(ﬁj) A( “7)] exp{A(ﬁj) = A.(Ozj)})

=T nj,|
(1.2)

sempre que (a;, §;] N (e, B;] = 0, para todos ¢,37, i # j.
Como conseqiiéncia de (1.2), as varidveis aleatérias N(a;, ;] formam um conjunto
completamente independente (tém a propriedade de independéncia completa) ou equiva-



lentemente, eventos em intervalos disjuntos sao independentes. Um caso especial impor-
tante é aquele para o qual A(f) = M, A sendo a intensidade média do processo.

Outra classe importante de processos pontuais é a dos duplamente estocdsticos for-
mados a partir de uma realizagio A(%) de um processo estocdstico estaciondrio cujas tra-
Jetdrias sao fungbes nao decrescentes continuas i direita. Esta realizacao é tomada como

a intensidade A(%) de um processo pontual de Poisson.
Defina dN(t) = N(t + dt) — N(t). Uma suposicio bésica é que existam medidas M,

limitadamente finitas tais que

ou seja, E(Hf:1 N) = M.
No caso de um processo de Poisson com intensidade A(t),
E{dN(t1) - dN(t)} = A(dt1) - - - A(dty), (1.4)

para t; distintos e intervalos (t;,t; + dt;) disjuntos. No caso em que dA(t)/dt = A(t), o
lado direito da expressao acima torna-se A(t;) - -~ A(tg)dty - - - dty.
Trabalharemos freqilientemente com integrais da forma,

[ewan® =3 o). (1.5)

Suponha que ¢;,1 < i < k, sao funcbes mensurdveis (essencialmente) limitadas com

suporte compacto. Entao,

B([o1(t)aN () -+ [ on(e)dN (@)} = [one) - orlt)dmtiter, ... n). (1.6)

Em particular, temos

Teorema 1.1 (Teorema de Campbell). Seja N tal que EN(A) < co para todo A
limitado pertencente a Bg. Entdo, para toda funcdo @ mensurdvel limitada de suporte

compacto, temos

B{ [ p()an ()} = [ e®Ban). (1.7)

(Ver Daley e Vere-Jones (1988).)

Para o processo de Poisson com intensidade A(t),
B ()} = B{ [ o(aN(©)} = [ o)A () (18)

A partir daqui, a menos de mencdo contraria, consideraremos somente processos orde-
nados. Isto significa que, quase certamente, o conjunto dos eventos nio apresenta pontos
de acumulacao. De fato, assumiremos mais. Vamos supor que existe um niimero real posi-
tivo d e uma constante K > 0 tal gue para todos os intervalos A ¢ IR com comprimento
|A] < 4, todos os inteiros n > 1 e todos os t € IR, ndao somente a relacio



P{N(A) =n} < K§|A", (1.9)
é valida, mas também, o limite

1

i ~—P{N(A)=1} =
A TA] {N(A) =1} = pn (), (1.10)
existe uniformemente em ¢.
A desigualdade (1.9) implica que
P{N(A) > 1} < K5(D_ |AF) = O(|A]?). (1.11)

322
Note que se a desigualdade (1.9) fosse vdlida para n = 1 entdo terfamos P{N(A) =
1}/|A| € K5 e portanto, caso existisse, py(¢) seria uma fungao limitada em IR. Observe
também que (1.10) implica que Vz € IR, P{N({z}) = 1} = 0 pois em caso contririo
existiria ¢ € IR para o qual o limite py(¢) seria infinito.
A relagdo (1.10) é equivalente a

P{N(A) =1} = pn(t)|A] + o, a(|A]), (1.12)

para um infinitesimal o; A (z) com as seguintes propriedades:
Ve>0,36>0,Vte R, VACR,t€ A, (0<|A] <6) = |og,a(|A])] < §|A] e 0,4 (0) = 0,

ou seja,

Ve>0,30>0,(0<2z<d) > sup |oga(z)| <52z<ezeon(0)=0.
telR,ACIR
LEA,|A|=2
A quantidade sup |o;a(z)| = o(z) é um infinitesimal nao negativo independente
teR,ACIR
tEA|A|=2z

de t e A. Também escrevemos, com este sentido, |o;a (|A])] < o(|A]).
Para facilidade de notacao, escreveremos o; ao invés de oy .

Proposicao 1.1 Sob as suposi¢oes estabelecidas acima, temos

P{N(A) =1} < B{N(A)} < P{N(A)=1}+0(AP),
P{N(A) =1} - A< Var{N(A)} < P{N(A)=1}+B,

nas quais A e B sio O(|A[?) sempre que suppy(t) € finito.
teA

Assim podemos escrever

E{N(A)} = pn()|A] + o (|A])

Var{N(A)} = pn ()|A] + o (|A]).

Demonstragdo Para todo A tal que |A| < min{4, 1} temos

I,

V(A) =1} + Y SPIN(A) = j} <
j>2

B{N(A)} = P{



S P{N(A) =1} + K5 Y jlAP.

j=2

Como

DoIAF =377 IAP = Y (1A Y |Ap) =

iz2 kz2j>k k=2 j=>0
A.k — 1A - IZXF A k:= 2 j ?
1A/ 18D) = 5 At = ) (=)

e limja|0(1/(1 — |A])?) = 1, podemos escrever

P{N(A) =1} < E{N(A)} < P{N(A) = 1} + O(|AP).

Entao,

E{N(A)} = P{N(A) = 1} + o, (|A]).

De P{N(A) = 1} = pn()|A| + o(JAl), sogue que E{N(A)} = py()|A] + ox(|A]) o
a primeira parte da demonstracao fica estabelecida. Notamos que este iltimo o (|A]) que
aparece na expressao da esperanca de N(A) é limitado em médulo por um infinitésimo
independente de ¢ e A pois é soma daquele relativo & probabilidade P{N(A) = 1} que
tem esta propriedade e um infinitésimo independente de t e A, o(|Aa]).

Agora, para estimar a varidncia, observamos que

E{N(A)*} = P{N(A) =1} + > j*P{N(A) = j}
j>2
S P{N(A) =1} + K5 Y 72|A.
Jj=2
Seja f(z) a funcdo analitica sobre o disco |z| < 1, definida por F2) = ¥ 553742,
Assim, f(z) =2'/(1—z) e -

d? 1222 2(4-32)23
Eif(z) T (L =z) T (1-2)3

Por outro lado,

d2 d2 d2
—f@) =5 > =Y P =N (4 2)(n+ 1)
dz? dz2? et e dz? =i
Entao, para 0 < z < 1 temos
(i2
Ff(z) = Z(n +2)(n+1)z" > Z n?z",
& n>2 n>2

€ escrevemos
ari‘
BIN(A)*} < PIN(A) = 1} + K55 [ (2)]ompa) =

4



121A17 | 2(4 - 3]AD|AP
L=]al - @=14p)?

Como, quando |A| =0, 12/(1 — |A|) = 12 e 2(4 — 3|A[)/(1 — |A])? — 8, temos

= P{N(A) =1} +

B{N(A)*} < P{N(A) = 1} + O(|A]%) + O(JA]%).
Segue que

P{N(A) =1} + O(IAP") + O(I1AF) — (pn ()| A] + ar(]A]))*
P{N(A) = 1} + O(|A]%).

Var{N(A)} <
<

Também é verdade que

Var{N(A)} = E{N(A)’} = (B{N(A)})? = P{N(A) = 1} — (pn (£)|A] + 0r(|A[))?
> P{N(A)=1} - (fggpw(t)lﬁl +0o(|A])? = P{N(A) =1} — O(|A).

Combinando as duas inequagoes, temos a segunda parte da Proposicao e, imediata-
mente,

Var{N(A)} = pn (£)|A] + o (|A]).
|

Estes o; = 0y, o podem depender de ¢ e A mas seus valores absolutos sao limitados por

outros o que sao independentes de .
Dizemos que py (t) é a intensidade de ocorréncia de eventos no tempo t. Utilizaremos

a notagao diferencial

P{dN(t) =1} = pn(t)dt+ o(dt), (1.13)
P{dN(t) >1} = o:(dt), (1.14)
P{dN(t) =0} = 1—pn(t)dt+ oy(dt), (1.15)
E{dN(t)} = pn(t)dt+ oy(dt), (1.16)
Var{dN (t)} = pn(t)dt+ o(dt). (1.17)

Para o processo de Poisson, py (t) = A(¢).

Poderemos também supor a existéncia de um nimero real positivo § e uma constante
ksm tal que para todos os intervalos Ay, ..., A,, da reta real com comprimentos 0 < |A;| <
d, 1 <1 < m, todos inteiros n; > 1 e todos vetores (t1,...,t,) € R™ tais que t; # t; para
todos i # 7,1 <1 <m, 1 <j <m ambas as propriedades abaixo sao validas: '

m

se (n1,--.,7m) # (1,-..,1) entdo P{N(A;) = nj,1 <i<m} <k [] |A:I™  (1.18)

i=1

e para A = (|JA1],...,|Ar]) € (IR})™, t; € A;, 1 < i < m, existe o limite



iimo = P{N(A) =1L1<i<m} =pu(t, ..., tn), (1.19)
—

'Hl [Aq

uniformemente em ¢ = (¢1,...,%y).

Observamos que para m = 1 o simbolo A possui dois significados diferentes, o intervalo
e o comprimento; no entanto, isto nao prejudicara o entendimento do leitor.
O limite acima mede a intensidade da ocorréncia conjunta de eventos nos diferentes
tempos 1, ...,¢rn. Poderiamos chama-lo de intensidade conjunta. Como sob as relacoes
" 2 1 L
(1.18) e (1.19) também ¢é vélido que lim — E{]] N(A:)} = pm(t1,---1tm), Pm é
A0 =1
_HI |A]
=

chamado densidade produto de ordem m. A relacao (1.19) implica que

P{N(A;) =11<:2< m} =Dalty; oo i) H lAil + Ot’Hin:l Ag(A) (1.20)
. =1 o

para o, 7ym A, (A) um infinitésimo tal que

sup o m ()] = of2),
temm—gm [T™ A;cr™ t=H A;
e[ T2 Alal=2;1<i<m =1

z = (z1,---,2m) € ( 3)™ é outro infinitésimo que é independente de ¢t € IR™ — gm e
A
21 Ay C IR™ que satisfaz r:( ) — 0 quando A — 0.
'H1 [Aq]
1=

Denotamos por £™ o conjunto
{(t1,. .., tm) € R™[t; = ¢; para algum 5 # j}.

Para facilidade de notagéo, escrevemos o; ao invés de o ﬁ .
L] A

=i
Proposigao 1.2 Sob as hipéleses acima temos, para m > 1,

P{N(A)=1,1<i<m}<E {ﬁ N(Ai)}

i=]

m 2 m
SP{N(A) =1, 1<i<m}+ksp {H (l_—l—m_|> - 1} 11 1A
* i=1

=1
Demonstragao Sejan = (n,...,n,) € N™ IN* = N — {0}.

ne(IN*)m \ i=1

<SP{N(A)=1,1<i<m}+ > (ﬁ nz) ksm ﬁ [A ™
=1

ne(IN*)m—{(1,.,1)} \i=1

m m
=P{N(Aj=1,1<i<m}+ > kd,mﬁmmif”i—kalmHmii.
ne(*)ym i=1 i=1
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Agora,

> ﬁnilﬂz‘l“" = ﬁ (nZ ”i|Af|ni) ﬁ( (1—1|A |)2)

ne(IN*)m i=1 i=1 \n;eIN* i=1

Portanto,

m

E{ﬁN(A)}<P{N(A)=1 1<z<m}+kamH|Al(ﬁ (1*|A|)2 1)

i=1

Podemos também definir cumulantes para N(t¢); e, em particular, definimos a co-
varidncia limite, para u 7 v, por
Cov (N, N)(A; x As)
u,v) = lim ! .
2] = A T AA

Para processos pontuais que satisfazem (1.18) e (1.19), sob determinadas condicdes,
como veremos no Capitulo 2, podemos escrever a igualdade de medidas em notacio dife-

rencial
E{dN(t1)dN (t2)} = Ma(dt;,dts) (1.21)

pa(t1,t2)dt1dts,
P{dN(t1) = 1,dN(t5) = 1},

Il

para todos os pares (¢1,t2) tais que t; # to.

Se t1 = tg, entdo E{dN(t)*} = E{dN(t)} = pn(t)dt; E{dN(t)?} é a restricao da
medida E(N x N) & diagonal do IR?.

Para processos de Poisson

E{dN(t;)dN (t2)} = A(t1)X(t2)dt,dts,
portanto

pa(t1,t2) = A1) A(t2), 11 # ta.

Também teremos

Cov{dN(u),dN(v)} = E{dN(u)dN(v)} — E{dN(u)}E{dN(v)},
= @a(u,v)dudv, u#w, (1.22)

que é zero para os processos de Poisson.



1.2 Ondaletas

Ondaletas sao funcoes “elementares” que utilizamos na construcao de novas funcdes.
Elas sdo obtidas de uma tnica funciio 9(t), chamada de ondaleta mae, por translacoes e
dilatacoes. A ondaleta mae 1(t) satisfaz is condicdes

(o0}
f P(t)dt = 0, (1.23)
o0
[ 1w dt <o, (1.24)
podendo satisfazer também
(s5] 7 2
[olr,, 20
—0 | w|

na qual 'e,ﬁ(w) € a transformada de Fourier de 1(t), isto ¢,

b = [ e an

—00

Dada a ondaleta mae 1(t), para todos os reais, a, b(a # 0), construimos um conjunto
de ondaletas por translagdes e dilatacses de 1(t),

veR ) a2 g, (1.26)

na qual e representa o parametro de dilatacio e b o de translagao.
Para escolhas especiais de 9 e a, b, o conjunto w(“’b) constitui uma base ortonormal de
L?(IR). Em particular, se escolhermos a = 277, b= k277, j k € 7, entio existe ¥ tal que
i, (8) = @0 () = 29/2p(27¢ — k), (1.27)

é uma base ortonormal de L?(IR).

Existem muitas formas diferentes de 1(t), todas satisfazendo As condigoes (1.23), (1.24)
e (1.25). O mais antigo e simples exemplo de funcao v para o qual as Yr,; definidas por
(1.27) formam uma base ortonormal de L?(IR), é a funcio de Haar,

I, 0<t<1/2
Yy ={ -1, 12<1<1 (1.28)
0, caso contrario.

De (1.28), temos
” 23_'/2, 27k <t<279(k+1])
Yoy (6 = =202 27k + 1) <t <29 (k+1)
0, caso contrdrio.



Uma maneira de obter uma ondaleta ¢é pelo uso da equagdo de dilatagao
$(t) = V2 lp(2t — k),
k

com ¢(#) uma fungao que é chamada de funcio escala ou também de ondaleta pai que
satisfaz [°0 ¢(t)dt = 1. A ondaleta maée é entdo obtida da ondaleta pai por

P(t) = V2> hyp(2t — k),
p

com hy = (—=1)¥l,_;, também chamada de relagio de filtro de quadratura simétrica, na
qual os coeficientes [ e hy sao os coeficientes dos filtros passa-baixa e passa-alta dados

pelas férmulas

= \/5./_00 S(8)p(2t — k)dt

e
o0
he=v2 [ w()pt - R,
-0
respectivamente.
Para a ondaleta de Haar,
(H) () — 1, 0<t<«1
$(t) { 0, caso contrario.
Portanto,
1/v2, k=0,1
- zf £)p(2t — k)dt = ) :
k V2 pt)4( ) { 0, caso contrario,
e
ho =0 =1/V2, hy=—ly=-1/V2.
Conseqiientemente,

(1) = V2((1/V2)$(2t) — (1/V2)$(2t - 1)),

e obtemos (1.28).
Exceto para casos especiais, nao ha “férmulas analiticas” para as funcoes ondaleta.

Um tépico de importancia no estudo das ondaletas é a andlise de multi-resolugio (ver-
Meyer (1992)). Uma andlise de multi-resolucio em L%(IR) é uma seqiiéncia crescente,
(V;)jem, de subespagos fechados de L%(IR) que satisfaz as seguintes propriedades:

i) N V; ={0}, U V;édenso em L*(IR).
JET i€Z

(ii) Para toda func¢io f € L*(IR) e todo j € Z, f(z) € V; se e somente se f(2z) € Vg1,
(iii) Para toda funcao f € V5 e todo k € Z, f(z — k) € Vj.

(iv) Existe um funcao g € Vj tal que g(z — k), k € 7, é uma base de Riesz de V4.



Lembramos que, sendo H um espago de Hilbert e (er)kez uma seqiiéncia de vetores
de H, dizemos que esta seqiiéncia é uma base de Riesz quando existirem duas constantes
0 < €y < (s tais que para toda seqiiéncia &, de coeficientes escalares, tem-se para todo

m > 1,

o 1/2
<6 (znsklﬂ)

m 1/2 m
Ch (Zl&clz) <D &rex

m
e as somas finitas > {rer,m > 1, formam um subespago vetorial denso em H.
—m
Caso tenhamos uma analise multi-resolucio, observamos que, como [(J V; é denso em
JEZ
L*(IR), toda funcio f € L%(IR) pode ser aproximada por uma funcido dos subespacos Vi
no seguinte sentido: Ve > 035 € Z 3f; € V; || f; — f|| < e. Os subespagos Vi e Vi41, para
qualquer j € Z, podem ser obtidos um a partir do outro por uma mudancga de escala e,
conseqiientemente, quaisquer subespacos Vj e V| tém esta propriedade. Assim, flz) ey

se e somente se f(2/z) € V; para todo j € Z. Também temos as equivaléncias:

f@)eVie fR72) eVo W eZ f(277(z+10) eV
GWEZ F2 Iz +0277) eV flz+279) ¢ V;

dito de outra maneira,
f@z)eVio fr) eV VLER flz—0) eVyp o VeEZ f(@z— ) eV,

e, como de (iv) temos garantida a existéncia de g € V; tal que g(z — k), k € Z é base de
Riesz de Vj, temos:

flz)e Ve f(277z) e

GVe>03Im>13, —m<k<m, ||X%, &z — k) — f(2*j:z:)”2 < g2

OVe>03Im =213, -m<k<m, [5[X7, &z —k) - f(277z)* dz < €2
©Ve>03Im 2136, m<k<m, g X0, &g(Py—k) - f(y)|dy < &

Ve’ >03Im > 13, —m<k<m, |[£%, &gy — k) - f(y)|” < ()2

> {9(2z — k) | k € Z}

é uma base de Riesz para Vj jd que de

m 2 m m m m

Y ber| = <Z§k6k, Z&ee> =D &éeler,er)
= 26k [ 9o Bga— e
= P> et [ 9@s- K@z - )

2

= 233 &lilch,el) =2 !!Z&‘e:‘c

—m —m
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com e} = g(2z — k) para todo k € ZZ, podemos obter: 3C1,Cy, 0 < C] < CY, C} =
C1/27/2, Cf = Cy/27/? tais que

, m 5 1/2 1 m m , , m ) 1/2
CLI DI | < o |2 oken| = Do &rei]) < G (o1&l )

A titulo de ilustracgao, citamos que, se definirmos o espago Vj com o auxilio da funcio
g podemos obter virios exemplos de andlises de multi-resolugio de L%(IR). Se tivermos
9 = X[o,1) fungao indicadora de [0,1), entao as fungoes de ¥} sdo aquelas que sao constantes
em cada intervalo [k,k + 1). Se escolhermos g(z) = 6(z) = 1 — |z| quando |z] < 1 e
8(z) = 0 se |z| > 1 entdo as fungdes f € Vy sao fungdes afins por partes, e f(z) = arz + by
se k <z < k+ 1. Se tivermos o produto de convolugao g = 6 % 6 entao as fungées f € V;
sa0 os splines ciibicos que sdo fungdes de classe C? pertencentes & L?(IR) para as quais a
restricao a cada intervalo [k, £+ 1) é um polinémio de grau menor ou igual a trés. Dizemos
que uma andlise de multi-resolugdo é r-regular r € IN se pudermos escolher g € V; de sorte
que g(z — k), k € 7 seja uma base de Riesz de Vj tal que, para todos q,0 < ¢ < r, e todos

d\?
_ WA
(5) o
com C}, € IR, constantes.
Partindo de uma anélise de multi-resolu¢ao r-regular, obtém-se os seguintes resultados.

inteiros m > 1,

< C(l+|z)™ (1.29)

Teorema 1.2 Eziste uma fungdo ¢ € Vo que verifica (1.29) e tal que as funcdes ¢p(z — k),
k € 7, formam uma base ortonormal de Vy. (Ver Meyer (1992).)

Teorema 1.3 Euziste outra fungdo y € Vi que verifica (1.29) e tal que as fungies p(x—k),
k€7, etp(z — k), k € Z, constituem uma base ortonormal de V. (Ver Meyer (1992).)

Seja Wy o complemento ortogonal de Vg em Vi (Vi = Vo @ Wy, Vo L Wy). Entdo,
as funcoes ¢Y(z — k), k € 74 constituem uma base ortonormal de Wj. Definindo-se W;
por f(z) € Wy < f(27z) € W;, temos que . j(z) = 29/%%(29z — k), k € Z é uma base
ortonormal de W;. Também podemos escrever, para todo j € 7 e para qualquer que seja

te 7,
Vi= @ Wee QW =ViaPw,.
£<i~1 €% izt

Como L%(R) = Ujez V;, podemos escrever L*(IR) como a soma direta hilbertiana

L*R)=Pw,=vie (@Wj).

JEZL =t

Assim, tanto {y ;|k,5 € Z} como {¢i ¢, Vi lj k € Z,j > £} para qualquer ¢ € Z,

sdo bases ortonormais de L*(IR).
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Caso estejamos interessados em aproximar uma funcio f € L*(IR), notamos que sem-
pre existe um J € 7 tal que existe f; € V; que aproxima f na norma de L%(IR). Podemos
entao escrever f = fy = f;1+gs-1, fr—1 € Vi_1, g7-1 € W_; de maneira tinica em
L?(IR), j4 que funcdes h e A’ tais que [ — A'|| = 0 sao consideradas iguais. Continuando

este processo, temos que

J-1
f=fru+ Y 9, fr-m€Vi_pegie W,
i=J—-M

Um resultado importante, obtido por Daubechies, garante, para todo inteiro 7, a
existéncia de bases ortonormais para L?(IR) da forma 27/ 21/)(,)(23'3: — k), j,k € Z, tendo
as seguintes propriedades: o suporte de Y(r) € 0 intervalo [0,2r + 1] e

0 :/¢(r)($)d$= Z/f%ﬁ(r)(ﬁ)dﬂr,

e 1) tem ~yr derivadas continuas e a constante positiva v é aproximadamente 1 /5. A
base de Haar é um caso particular para o qual temos r = 0.

Neste trabalho, vamos supor que ¢ e 1) sdo (essencialmente) limitadas e de suporte com-
pacto. Veja Daubechies (1992). Para generalizacoes veja de Miranda (2002a). Encerramos
este capitulo com alguns comentdrios sobre anilise de ondaletas e de Fourier (Priestley
(1996)). Numa base de ondaletas, as funcées sio indexadas por dois parametros, ao passo
que, numa base de Fourier, apenas a freqiiéncia é necessaria. As ondaletas sio localizadas
no tempo e sao bons elementos na construgio de sinais que nio sio suaves e que tém
caracteristicas variantes no tempo. Para este tipo de sinal, os coeficientes da série ou
da transformada de Fourier ndo sdo bem apropriados. Intuitivamente, a escala pode ser
interpretada como o inverso da freqiiéncia, como mostra o seguinte argumento: quando
j cresce, o fator de escala 27 também cresce e hd uma redugao na escala de tempo. Si-
multaneamente, as oscilages na ondaleta mie crescem e exibem um comportamento de
alta freqiiéncia. Por outro lado, quando j decresce e a escala cresce, obtemos um com-
portamento de baixa freqiiéncia. Uma apresentacio bastante abrangente da teoria e das
aplicagées de ondaletas pode ser encontrada em Morettin (1999).



Capitulo 2

Lemas

Neste capitulo provamos alguns lemas que serdo necessarios ao desenvolvimento da
teoria de estimacao via ondaletas da intensidade de um processo pontual apresentada nos
Capitulos 4, b e 7.

Trabalharemos com fun¢oes mensuraveis Lebesgue, h : IR™ — IR que sao limitadas
em intervalos limitados do IR™ ou, equivalentemente, que sao integraveis no sentido de
Lebesgue e limitadas sobre intervalos limitados de IR™. Vamos chamar esta classe de
'fun(;ées L™. Denotaremos por £ a classe das funcdes Lebesgue integraveis sobre interva-
los limitados de IR™. A classe das funcoes h : R™ — IR que sdo Riemann integriveis em
intervalos limitados do IR™ serd indicada por R™. Como toda funcdo Riemann integravel
em intervalos limitados é limitada nestes intervalos, temos R™ C L™.

Utilizamos a notagao |a,b|, a = (a1,...,am), b = (by,...,by) para representar qual-
quer um dos 4™ possiveis intervalos de IR™ que podem ser escritos na forma []%, |a;, b,
na qual |a;, b;| representa algum dos intervalos (a;,b;), (a;,b;], [ai,b;) ou [a;,b;] da reta
real. Entendemos, quando necessério, o intervalo (a,b) da reta como sendo o conjunto
{z € R|min{a,b} < z < maz{a,b}} e, analogamente, o fazemos para [a, b] ; caso b < a en-
tendemos (a, b] como sendo o conjunto {z € R|b < z < a} e [a,b) como {z € R|b < z < a}.
Também utilizamos a notagao xc para a fungao caracteristica, também chamada de in-
dicadora, de um conjunto C' (x¢(z) =1z € C A xec(z) =0+ = € C). A medida
de Lebesgue em IR™ serad denotada simplesmente por ¢ independentemente da dimensio
m. Somente quando quisermos enfatizar a dimensdo ou quando houver necessidade, indi-
caremos a dimensao escrevendo £,,. Fungoes que diferem em um subconjunto de medida
nula de seu dominio comum ou de extensoes comuns de seus dominios sdo, naturalmente,

quando necessario, consideradas idénticas.

2.1 Infinitésimos e medidas

Lema 2.1 Sejam h € L™ e [a,b] C IR. FEntao, para todo € > 0 eziste uma particdo
de [a,b], a = vy < --- < 7y = b, tal que a particao produto induzida em [a,b]™, P™ =
{wz = ITi% [zis Va1l ) z2=(z1,...,2m) €{0,...,p— ]}m}, tem a seguinte propriedade.

De cada w, € possivel escolher um ponto z} e formar uma fungdo degrau *p,

*p = > kbR,
ze{0,...,p—1}"
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que salisfoz a desigualdade

/[b] l+vp—hlde= 3 f[h(m:)—h|d€<s

z€{0,...p—1}m

e, consequentemente,

< E.

> [ () —nyae

ze{0,...,p—1}m

Demonstragdo Primeiro vamos provar que dada uma funcdo simples ¢ definida em
A= [a,b]" e e >0, existe ¢ : A = [a,b™ — IR uma funcdo degrau tal que £{z €
[a, 5" o(x) # (z)} < 1.

Como ¢ é simples, ela pode ser escrita como Zle a;xA;, a; € IR, A; conjuntos men-
surdveis, a; #* aj e A; N A; = 0, para todo i e j, 1 # j. Seja My > |p|eo. Assumimos
sem perda de generalidade que £(4;) > 0 para todo 7 e tomamos £, < min{f(A4;)|1 <i <
k}/(k + 1) para evitar a possibilidade de qualquer dos conjuntos A%, definidos abaixo, ser
vazio.

Sendo A a diferenca simétrica e 4; um conjunto mensursvel limitado, Ve; > 0, JV;
uniao finita de intervalos disjuntos de IR™ tal que LAAV) < ey [k, by = k(k+1)/2.

Sejam A¢ = Vi e A% =V, —nUIVi, 2<n<k Paratodon,1<n <k, Aﬁ é também

: i=1
uma uniao finita de IR™-intervalos disjuntos, assim como o conjunto [a, b]™ — [I_CJ Vi =
i=1

k
[a, o)™ — U Af. Assim, podemos construir a fungio degrau
i=1
k
(,Dd — Zaix"l"i =+ (*ﬂ/fl)x{a b]m_Uk v
E:I 1 ) i=1 1
Agora, p(z) = a; se e somente se z € A; e p%(z) = a; se e sé se z € A¢. Portanto,
o conjunto D1 = {z € [a,b]"p%(z) = a1 # p(z) V p%(z) # a1 = p(z)} = (4% — A) U
(A — A‘f) = AIAA‘f = VhAA; tem medida menor que €1/k1. Também, ¢(z) = a, se e s6

n—1
sex € Ap e p'(z) =a,seesésez e A=V, — |J V. Assim, o conjunto
i=1

Dn = {z€[a,b"|p"(z) = an # 0(2) V *(z) # an = p()} = (AL — A,) U (4, — A%)
n—1 n—1

n—1
= (Vo= U W)Aadn = ((Vadd4y) - (Van (U V) U (Ve n (U Vi) N 4,)
1=1

=1 =1

M

n—1 n—1
(VaAAn) U (A N ([J W) = (VaAA) U (| (AN 1)),
=1 i=1
Como (A NV;) C An N (A U (AiAV;)) = (A, N A3 U (A, N (A:AV)) C DU (A4:AV),

para todo 7 # n, temos
n—1

Dn L (I/;IAAH) u (U (AIAV;.))

=

14



T
e, portanto, £(D,) < > U(V;AA;) =nei /K.

=1

Como D = {z € [a,b]™|p(z) # ¢ (z)} C UL, D;, temos

k k
; E(E+1
(D) < ZE(Di) < ZZEL = —(“E*lz—i = €1.
1=1

=1

Agora, como h ¢ limitada em A, existe M > sup, |h| e, como ela é Lebesgue integravel,

df:/hde: i f/ ae,
sup [ it = [ e~ g [

p<h

sendo F; a classe das fungoes simples.
ASSiHl., Yn > 0, EILPn S -?:s: Pn S h’a 31[)11 = ]:‘S) Q.bn 2 h‘:

1 1
ngh—gondf<%, OS/r,bn—hd£<_.
A 4dn A 4n

Para‘todo £2 > 0 existe ¢? uma funcio degrau tal que
Apn = {x € [a,b]"p(2) # pn(z)}
tem medida menor que £2. Analogamente, Vn > 0, Vea > 0, Ftp¢ fungio degrau tal que
Apn = {2 € [0,b]" 5 (z) # Yn(2)}

satisfaz £(Ayn) < €2
Formemos uma parti¢cio produto de [a,b]™ a partir de 2 e 2.
Podemos escrever % como

n.i

K
d
= E ApiXad — M Kim
o =1 nﬂXA'ani X[a,b]m“Uiil Ve

e, analogamente,
Eyn

d
= brnixqga —M k ;
P ; n,zXAwmi X[“sb}m_UiiT Vi

Eon kg,
sendo os conjuntos A%n e Aﬁ,n I [a, )™ — '01 Vi € [a,b]™ — EJJ Vi, i unides de intervalos
de IR™. 1 i=1

Seja a colecao destes intervalos {|a’:,ﬁi”a’; = (&4,...,0%,), B: = (Bi,...,0.) € R™,
i € I} e, a partir desta colegiio, formemos o conjunto de niimeros reais {a;'-, ﬁ;] 1<j3<m,
i € I'}. Todos estes nimeros pertencem ao intervalo [a, b] e, ordenando-os, obtemos uma,
particao de [a,0], {a0 = 70 < --- < 9, = b}. Tomemos a particio produto induzida
pela parti¢ao anterior. Chamaremos w;, z € {0,...,p — 1}™ o intervalo [T/%, [V, Yz 41/,
2 =(Br5v5 viZm)s _

Esta partigao é construida de tal forma que para todos os seus intervalos w; as fungodes
(pg e ’qb,‘f sao fungoes constantes quando restritas a qualquer um destes intervalos.
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Queremos escolher de cada intervalo w, um ponto z;, tal que

v (z3) < h(zh) < 9d(z?). (2.1)

Suponha que para um intervalo w, nio possamos escolher T; € w, que satisfaca &
condigdo (2.1). Entao, para todos os pontos z € w, temos o2 (z) > h(z) ou h(z) > 94(z) e,
portanto, w, C ({z € [a,b]™|pd(z) > h(z)}U{z € [a, 0] |¢(z) < h(z)}). Lembremos que
{z € [a, 0"l (2) > h(z)} C {z € [0, 5|42 (2) # pu(z)} = App pois sempre valo g, < h
e também que {z € [a, 5" [(x) < h(z)} C {o € o, " (x) # pu(z)} = A, pois
%n > h. Lembremos também que (A, ,) < &3 e l(Ay ) < €3. Assim, w, C ApnUAy,.
Seja C} a unido de todos os intervalos deste tipo, isto é, C1 = U{w,| Az} € w, tal que (2.1)
é verdadeira}. Claramente, C}, C (Apn UAyn) e 8(C)) < 2. Seja Cy = U{w,|3z* € w,

tal que (2.1) é verdadeira}.
Como €} U Cy = [a,b]™, concluimos que para uma uniio disjunta de intervalos que

mede pelo menos (b—a)™ — 2e5 podemos escolher pontos z, que obedecem a relacio (2.1).
Vamos construir agora a funcao #y,.
Nos intervalos w, dos quais podemos escolher z} colocamos

*Pn (.’L‘) = h(ﬂ?;):

para todo z € w;, e nos outros intervalos w, escolhemos, para cada intervalo, um ponto
qualquer z* deste intervalo e definimos g, (z) = h(z*) para todo = € w,. (Observamos

que, para todo n, | * ¢l < |hle-)
Para *¢, : |a,b/™ — IR temos

/’*(pnfh[dfz-/ [*rpn—hldf-l-/ | #0 — h|de
A Cy Cs

< f oMde + | +n — h|de+ | *on — h|dL.
Cy CZ-{A@,nUAg,‘n) C3ZCQH(A?,RUA‘D.”)

Como C3 C (Apn U Ayn), €(C3) < 265, para todo z € Cy — (Apn U Ay ), temos
©n(2) = pn(@) € Yi(z) = Yn(e) e, também, p¢(z) = pu(z) < A(z) < Yo(z) — Yi(z).

Assim, para todos = € w,, w, contidos em Cy — (Apn U Apn),

| #¢n(z) = h(z)| = |h(z}) — h(z)| < Wl(z) — ol (z)],
pois
pa(@) < h(z) < Pi(z), vi(zl) < h(z?) < ¥ (z?)

e ambas fungoes p? e 1h¢ sio constantes em Wy.
Desta maneira,

[, 1eon—Hide < 21(e(Cy) +ecs) + [ [~ ilae
A Ca—(Ayp nUAy 4)

< 8Me, +/ [ton — @ |de
A

8Mes +/ |t — h|dE -I-/ |h — @n|de
A A

1

1
< 8Me — 4 —.
2 4n w 4dn

IA
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Assim, obtivemos Vn > 0, Yea > 0, 3 ¢, funcao degrau,

1
/ﬂ*@n—hmz<8mkg+—<
A 2n
Tomemos g3 = m para obter, ¥n > 0, 3*¢p, [, |*p, — hldl < ﬁi-

Como
J 1w —hide =3 [ |h(a2) - hiae,

escolhendo n tal que % < € e *(p = *(,, o0 lema é estabelecido. il

Coroldrio 2.1 O Lema 2.1 € vilido para h € L.

Demonstragdo Seja h € L e [a,b] C IR. Definimos os conjuntos e a funcio Cl={ze
[a,6]™||h(z)| < 2} para todo z €R e f: R = R, f(z) = [ |h(z)|dl. Claramente, f(z)
C;
é monétona nido-decrescente. Como h € L temos f(z) — [ |h(z)|d¢ € IR quando
[a,b]™
z — co. Assim, Ve > 0, IM, € IRy, 1l |h(z)|de < /3. Seja Car, = [a, b]™ — Chy.-

[a.6]™~C),_
Definamos he por he(z) = h(z) se = € C};_ e h(z) = 0se z € Cy,.

Pelo Lema 2.1, existe xp. tal que [ |* @ — he|dl < e/3. Agora,
[a'b]m

/ |+ . — hlde :~/ H¢f4ua+/'|*%_mﬂ
[a,b]™ Gl Cwn,

M e

< *E—mu+f olhlde < E + 25 =
f[a,b]m| © | o, || 3+ 3 €,

pois, Vz € [a, b]™,
| * e (z) — h(z)| < | * @e(z)] + |h(z)] < | * @eloo + |h(2)]
e, Vz € Cip., |h(z)| = M, > |he|oo = | * @eloo €, portanto, |+ @, — h| < 2|h| em Cyy..

Logo, basta tomarmos xp = xp, e obtemos, Ve > 0, 3 % ¢,

f | — hlde <&,
[a'rb]m

Coroldrio 2.2 Se, no enunciado do Coroldario 2.1, substituirmos |a,b|™ por qualquer in-
tervalo limitado |c,d| de IR™ com £(|c,d|) > 0 obtemos, para uma particio produto afim,

uma afirmac¢ao verdadeira.

Demonstragao Seja T : [0,1]™ — [c,d] uma transformacao afim bijetora e det (JT) o
determinante de sua matriz jacobiana. Para € > 0 tome *p a fungao degrau associada i
fungao h o T dada pelo Corolario 2.1, tal que

j[r | ¥ — h o T|dl < e/|det (JT)|.
0,1)m
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Como
/ |*poT ! —hlde = [[ : |*@oT ' oT — hoT||det (JT)|de
le,d] 0,1]m

= Idet(JT)j/ |49 —hoT|dl <e,
.1

#p o T~ é a funcio procurada.
Os intervalos e pontos procurados sio as imagens por 7' dos intervalos w, da particao

e dos pontos z; obtidas pelo Corolario 2.1 para [0,1]™ e ho T [ ]

Lema 2.2 Sejam h € L™, a = (a1,...,am), b= (by,...,by,) € R™ ¢ [a,b) = [a1,b;) x
- X [@m, bm), [ai;,b;) C IR. Seja p : Agrm — R uma medida para a qual, sobre todos os

intervalos de IR™, vale a relagdo sequinte:
#([a, b)) = h(a)e([a, b)) + 0a,(£([a, b))) (2.2)
para um infinitésimo og(z) tal que sup |oap(z)| = o(2) é ainda um infinitésimo que
beR™

a,
satisfaz 0(¢([a,b)))/¢([a,b)) — 0 quando b—a — 0 e 0(0) = 0, sendo Agrm= a o-dlgebra
dos conjuntos mensurdveis Lebesgue e ¢ a medida de Lebesgue em IR™. Entao, para toda

v : IR™ — IR, p-integrdvel, temos

/ wdp 2/ phdf. (2.3)
m ]Rm
Se assumirmos o hipdtese menos restritiva na qual

sup |oa,n(2)| = or(2), 0r(¢([a,b)))/£([a, b)) — 0 (2.4)

ael be@

quando b —a — 0 e 07(0) = 0, para todo I = [z,y] intervalo limitado de R™, O aberto
que contém I, a conclusio € vilida para toda fungio @ p-integrdvel com suporte limitado.

Em notagao diferencial, se pudermos escrever dy = p(df) = hdf + 0a,(d€) para in-
tervalos de R™, significando isto que (2.2) € satisfeita, entdo teremos a tqualdade das
integrais na relagio (2.8). Diremos que negligenciamos infinitésimos de ordem superior
para obtermos tal igualdade. As medidas pp = Agm - R e v: Agpm — R, v(A4) = L4 hde
sao wguais e diremos que du e hdl sdo iguais como medidas.

Utilizaremos, por facilidade, as notagoes o, 4(¢([a, b)) = Oa,[a,6) (£([@, 0))) = 04 (¢([a, b))).

Demonstragao (a) Primeiramente provemos que p < ¢. Seja A ¢ IR™ tal que £(A) =0.
Se A é tal que diam (4) < oo, entao tome [c,d] a interseccio deé todos intervalos fechados

de R™ que contém A. Seja C' = {[¢;, di)|e;,d; € R™,i € I} tal que Ulei,di) D A e
el
|C| = sup diam ([¢;, d;)). Também, seja C conjunto de todas coberturas de A desta, forma.
el
Entao,

p(A) < Z ,U,([Ci, dl)) = Z[h‘(ci)g([ci! dl)) + 0c; d; (g([ch dz}))]

tef el
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na qual 0, .y tem a propriedade

Ve > 0,36 > 0,Yw,w' € R™,V[z,y) C R™(|[z —y|| <6 — low,w (£([z,y)))| < el([z,y)) v

(€([z,y)) =0 A 0w (£([z,y))) = 0)). (2.5)
Assim, tomando C' tal que |C| < §, temos
n(A) < > (Ih(e:)| + €)e([ci, di)). (2.6)
il

Como £ ¢ limitada em intervalos limitados, existe M > 0 tal que Vz € [c,d], |h(z)| <

M. Portanto,
A) <Y (M +e)([eiydi)) = (M +€) Y £([ci, di))
el el
Seja z = (z1,...,2m) € Z™. Agora, dada uma cobertura C' de A, podemos formar

uma nova cobertura

¢ = {ledy)li € 7}
= {lei,di) N[20/(2vm), (z + (1,...,1))0/(2v/m)) | i € I,z € Z™}

de A que satisfaz as condigdes

IC') < 6/2e Y i, d) =D (e, ds)

jeJ el

Seja Cj a colegao de todas coberturas deste tipo, isto ¢, coberturas tais que |C| < §. Entéo,

p(d) < 1nf{]\/I+E ) > U[ej,ds)} = (M +¢) mf Zeqq,,d)
JjeJ

= (M +¢) Cl'régz-ezxmq’di)) = (M +€)t*(A) = o,

Jja que para um conjunto limitado A C IR™ basta tomarmos coberturas de A por intervalos
de IR™ contidos em [c, d] para calcular £*(A), a medida exterior de Lebesgue de A.

Se diam (4) = co, entdo tomemos A = U (AN[z,z+(1,...,1)), 4, = AN[z,z+
zEHX™

(1,...,1)). Para todos z temos p(A,) = 0 e, portanto, p(A) = 3 ,cpm p(A,) = 0. Assim,
completamos a prova de que p < £.

(b) Como p < ¢, existe f = duu/d¢, a derivada de Radon-Nikodym, tal que para toda ¢
p-integravel, temos [@du = [@fdl. Agora vamos provar que p e v, v(A) = J4 hdl sao
medidas iguais e, conseqilentemente, f = h q.s[£].

Primeiramente provemos que » ¢ uma medida positiva, mostrando que A : R™ — IR.,.

Seja z € IR™ um ponto arbitrario. Para todo y € IR™ temos

0 < p([z,y)) = h(z)l([z,y)) + o-(£([z,y))).
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Se h(z) # 0, tomemos 0 < & < |h(z)|/2. Existe § > 0 tal que para todos y € IR™ tais que
ly — zll < ¢ vale Joz(¢([z,y)))| < f([z,y)). Assim, sob esta condicio,

0< () < he)ella ) + Dy, ),

Se escolhermos y1 = z + (1,...,1)6/(2\/m) € R™, temos |jy; — z|| < 6 e {([z,y)) #o0.
Assim, se h(z) < 0 teriamos 0 < h—gﬂf([m,y)) < 0, uma contradigdo. Logo, k(z) > 0 para
todos z € IR™.

Agora vamos provar que p e v sdo iguais sobre os intervalos limitados de R™.

Como i < £ev < £, afronteira de qualquer intervalo é um conjunto de p e v medidas
zero. Assim s6 mostraremos a igualdade em intervalos da forma [c, d).

Seja [¢,d) # 0 um intervalo limitado arbitrdrio de IR™. Seja ¢ = (¢1,-..,¢m), d =
(di,...,dm) e, portanto, [¢,d) = [[i%;[ci,d;). Para todo i, 1 < i < m, dividamos o
intervalo [c;, d;) em n partes com o auxilio dos pontos ¢; = aip < - < a;n = d; tais que
para todos 7;, 0 < ji <n — 1, a; 5,41 — aij; = (d; — ¢;)/n e formemos a particao produto

m
P= {A(jl _____ Jm) = H Ia‘i,ji:ai.ji-l—ll ’ V’E:,l S 1 S m,Vji,O < j,’ S n— 1},
=1

resumidamente denotada por P = {A4; | j = (j1,...,jn) € {0,...,n—1}"}.

Seja zj = (arjy,---,8m,j,). Caso £([c,d)) = 0 j& sabemos que 1([c,d)) = v([e,d)) = 0.
Caso contrério, como diam (A4;) = ||d — ¢||/n, para todo g1 > 0 podemos escolher n; tal
que ||d — c||/n; < 61, §; dado por (2.5), para o qual temos

Vﬂ)ﬂ,l

Zom,- (£(A45))] < Z lox; (LA < &1 3 S 4(4;) = e1£([c, d)).

Suponhamos que p([e,d)) — v([c,d)) = [ f — hdl é positiva.

0</[C,d]f—hdéﬁgf/{jfdé’—§/;‘jhde’:;(ﬂ(Aj)v[qjhdf).

Agora, para todo j e para qualquer €5, pelo Corolario 2.2, existem particoes

-Pj = {Ldjl;_;lz € {0, sy Pj ].}m}, 4 (AJA U U.Jj,z) = 0!

ZE{O,...,]Dj—I}m
e pontos zj , € wj, tais que

> [h(z},) — h|de < g;.
z€{0,...,pj —1}m “ Wiz

Como wj , é um intervalo de IR™, ele tem 2™ vértices, distintos ou ndo. Vamos chami-
los bj, %, 1 < k < 2™ Formemos os intervalos lx}’-‘,z, bjz k| = wj . Para estes intervalos

o gm AR [ \
temos £ kwj,z/_\ AU wj,_,‘;c)} =0 e, como ¢ (AjA ; U wj,z) = 0, temos também
k=1 z€{0,....p;—1}m
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I (AjA (U wj,z,k) = 0, pois a relagao L ~ M definida por L ~ M ¢ ¢(LAM) =0 é
Z,R
uma relagao de equivaléncia fechada por unido enumeravel.

Desta maneira,

0 < ; (u(Aj) = A hdﬂ) = ZJ: (u (Ukwjk) - Z/w,-,,,k hde)

z,k
- wisi)— | hdl
> (k (#( k) = | ))
3 )

(h(x;,z Uwjo ) + 0us_ (Lwja)) — [ hdﬂ)
Gk ' Wiz k
= Z ( h(z ;z) hdé’-i—ol (E(wj,z,k))).

Jezke N Wik

Como diam (w; ;1) < diam (A4;), tomando valores absolutos temos

0 < f[d) f—hdt < Z (Z/w hldé’) +er ) lwj )

3.2,k
< Zsj—i-elf([c,a’)).
J
Assim, para € > 0 arbitrario, escolhemos &; = m € £j = 5o para todo j e

podemos escrever

0 <f F—hdl<e.
fed)

Fazendo ¢ — 0, temos 0 < f[c,d) f — hd€ <0, uma contradicao.
Se supusermos que f[c,d) f — hd{ é negativa, analogamente podemos escrever

0 < f h—fde< > (Z/ |h(z} ,) —h|d£) b 0zs  (8(wj,z )
[C}d) 7 z Wiz 7,2,k
< ZEJ.‘ -0
J

e concluir que 0 < f[c, d) h — fd¢ < 0, outra contradigao.

Portanto, f[c, 4)h — fd€ =0 para qualquer intervalo limitado [c,d) C R™.

Como todo intervalo de IR™ é unido enumeravel de intervalos limitados, concluimos
que [, 4 h — fd€ =0 para todo intervalo [c,d) do R™.

Seja agora A € A= um conjunto limitado.

Como A é um conjunto mensurdvel limitado, para todo £ > 0 existe um conjunto
aberto @ D A tal que £(O — A) < e.

Para cada n > 1, seja (;) O A um aberto tal que £(0, — A) < 1/n e paran =1, O,

limitado. Seja O = ﬂ O para todo n Claramente, O, 11 C O, e @, é limitado
k=1



para todon > 1. Como O, é aberto, podemos escolher intervalos abertos disjuntos (c;, d;)
de IR™, i € I, contidos em Oy, tais que £(©, — L} (ci,d;)) =0, #1,, < #IN.
iel,
Observamos que, para todo conjunto limitado B C IR™, temos [ fd¢ < co pois, sendo
B limitado 3 I intervalo limitado de IR™ tal que B C I e podemos escrever [p fd¢ =
#(B) < p(I) = [; hdl < . '
Suponhamos que 0 < [, f — hdf. Entdo podemos escrever

0 < /f—hde=/ ffhdé’—f f— hde
A Oy Op—A
- 3 fkhdf—/ F— hde
d;) On—A

iel, * (e
< Yo+ [ hde- ae
B i;i On—A On—A !
1
< / hdf < sup |h|—. (2.7
On,—-A Oy n

Como A ¢ limitada em @, fazendo n — co obtemos uma contradicio.
Por outro lado, se [, f — hd? é negativa entdo, para todo n > 1, temos

O</hﬁfde:off h—fdeg[ de:/ fX(oan)df-
A Op—A On—A IR™

Seja. fr, = fX(on—A)- Entdo f, | fX( N Cu-a) ecomof( N O, —A) =0, X( () On—a) =

reEWN €N neN

0 q.s.[¢].
Portanto,

o<Lh—fde<n1L%Amfndezfmmmnfnde: [ 0de=o,

outra contradi¢ao. Assim, concluimos que para todo conjunto limitado A € Agm, v(A) =

1(A).

Como podemos escrever qualquer conjunto nio limitado A € ARrm como uma uniio
enumeravel disjunta de conjuntos limitados pertencentes a Agm, finalmente concluimos

que v = pem Agm, f =h qs.[f] e

f (pd,u=/ g;fde:/ ohd®.
R™ IR™ IR™

Para a segunda parte do lema, sendo supp ¢ um conjunto limitado, escolhemos I tal
que Int (/) D supp¢ e repetimos o argumento acima para as medidas u e v restritas aos
conjuntos mensuraveis contidos em I. Isto completa a demonstracao do Lema 2.2. ]

Coroldrio 2.3 O Lema 2.2 ¢ vdlido para h € L.
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Demonstracao Repetimos os passos da demonstragao do Lema 2.2, com as seguintes

modificagoes.

(a) Para provar que p < £. Sejam, para todo n € IN, A, = AnNh~ln,n+ 1), C, =
{lei, di)li € I} cobertura de A, e C, a classe destas coberturas. Seja |Cy,| = sup diam [¢;, d,_).

t€ln

Para uma cobertura C,, de A, sempre podemos formar uma cobertura C} que é escrita
como Cy = {[cf,di]li € I;,cf € A,} pois, se [c;,d;) € Cp é tal que [¢;,d;)) N A, = 0
nao o incluimos em C} e se [¢;,d;) N A, # 0 escolhemos ¢ € [¢;,d;) N A, e formamos
os intervalos [cf,bix), 1 < k < 2™, b; ; é vértice de [c;,d;) e os incluimos em Cr. Cla-

ramente, C;, assim formada é uma cobertura de A4, e |C}| < |C,|. Também temos que
C* = {[c},bixlli € I* = U I¥}= U C} é uma cobertula de Aese,Vne N, |Ck| <6
nelN

entdo |C*| < 4. Seja C;, 5 a. classe de todas as coberturas C;; de A, tais que |[C}| < §/2 e
uCy, 5 a classe de todas as cobertulas de A formadas por uniées de coberturas em C* 60 1860
é, das coberturas da forma | C7, Cf € C} 5. Claramente, VC* € uC;, s temos [C’*[ <.

nelN
Observe que, para todo intervalo [a,b) de dimensao m, p([a,b]) = p([a,b)) pois [a, b] —
fm) 2
[a,b) C O[a,b] = U laj,bj], [a;,b;] face de codimensao 1 do intervalo [a, b], sendo f(m) o
nimero de tais faces do hipercubo de dimensido m, e Va € IRY |
p(la;, b)) < nllas, b + alb; — &)
= h(a;)¢([a;, bj‘ + a(bj —aj))) "'O@j,ﬂj_;.a(;}j,aj)(e([&j: bj + a(b; — a;))))
= h(@;).0+0=0.
Caso a dimensao de [a,b) seja menor que m temos, com visto acima, p([a,b]) =

1([a, b)) = 0. Observe que sempre temos u(d[a, b)) = 0.
Agora, Ve > 0,30 >0,0< 2 < = o(z) <ez.

pA) < ot Do u(lehbil) = inf 30 37 p(le,

Creut, s iel* 6 neNiel;
= 2 i S (e bid)) + 0 (2Ll b))
HEC 8 5 - i
nelN nd gefx

< X i 3 (h(e]) Fe)ellef, bi))

C,
nelN nTTmd jers

< Z(n+l+£)clélf Zf[cz,bﬂc) Z(n+1+e)0:0,

nelN L 1= 6 nelN
pois £*(A,) = 0se £(A) =

(b) Basta estabelecer a equagao (2.7).
Como O; é limitado, temos [ hd¢ € IR. Assim, Ve > 0, IM € Ry, [ hdl < ¢,
Oy Car

Cum = {z € O1|h(z) > M}. Portanto,

i

[ hae— / hde+ [ hdl < &+ ME{(Opn — A) — Ci) < e+ M.
jonff'l Cjun{o,;f.il) J(On -—A)—Cp‘,; n
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Assim, Ve > 0, Vn > 1, [ hdl < €+ %. Fazendo ¢ - 0 e n — oo temos
Op—A

[ hdf—0.
Op—A
Sendo estas as tnicas modificacées necessédrias na demonstracio do Lema 2.2, fica o

coroldrio estabelecido. ]

Coroldrio 2.4 O Coroldirio 2.3 € vilido para toda funcdo o, p-integrdavel, sob a hipétese
de eristéncia de uma cobertura {I;};c; de R™, I, intervalo de R™ e J enumerdvel, tal

que, Vj € J, sup |ogy(2)| = or,(2) com OF aberto O 5 13
aEl; beOi

or;(£([a,b)))/¢([a,b)) — 0 quando b—a — 0 e or;(0) = 0. (2.8)
Infinitésimos que satisfazem (2.8) serdo chamados infinitésimos do tipo oy.

Demonstragao Suponha, sem perda de generalidade, que J = IN e que todo intervalo

I; é limitado, j& que se ndo o fosse poderiamos escrevé-lo como uma uniio enumersvel de

intervalos limitados nele contidos e, portanto, para os quais (2.8) ainda seria vilida.
Dada uma cobertura {I;} jen, construamos a particio {A;}jen de R™ fazendo Ay = I,

n—1 —
eVn € IN*, A, = I, — U Aj. Sendo 84, = 4, — Int (4,,) temos, Vn € IN, £(84,) =0
=0
n P
e 94, C U 9I;. Ja que p(d1;) = 0, relagio esta estabelecida para h € £™ no Corolario
j=0

2.3, também temos Vn € IN, u(dA,) = 0. Aqui notamos a necessidade de termos ©7 S Ty
aberto, para podermos repetir o correspondente argumento do referido corolirio.

Entao,

pdp = f pdp = / odp = f PX1nt (4;)dp-
f m U Ax ]'EZJI:\I Int (A;) jEZIN R™ nt (A;)
jEN

Agora, seja Bj = {z € Int (4;) | d(z,d4;) > 1/k}. Claramente, Bj x ¢ um conjunto

aberto contido em Int (4;), para todo k > 1. Também temos |J Bjr = Int (A;).
keIN*®

Como, Vk € IN*, supp (pxs;,) C {z € Int(4;) | d(z,04;) > 1/k} C Int A; C I;,
podemos repetir a argumentacao final da demonstracio do Lema 2.2, ja que o fato de
Int (A;) ser um conjunto aberto garante a existéncia dos conjuntos @, que aparecem na
demonstracao do Lema 2.2 (Coroldrio 2.3) e também temos garantida a condicdo de o,
ser um infinitésimo que é em médulo majorado pelo infinitésimo or; que é independente

do ponto z € Int (4;) D supp XB,, Para todo k.
Portanto, Yk € IN¥,
/m tox; dp = fm . xB;, hdl.
Agora, V5 € IN,
/]R Xt (4;)dp = lim o PXBjdp = lim / ¢xB; , hdl

k—o0

= /1;1'“ PXint (a4;)hdl .
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Logo,

| oximcaphde= [ phae
JR.TT! ]Rm

/m pdp = f X (ap)di = )
jemn /R jEN
|

Corolério 2.5 O Coroldrio 2.3 é vdlido para toda funcdo p, p-integrdvel, sob a hipdtese
da ezisténcia de uma cobertura {Cj}jes de R™, C; € Agrm, J enumerdvel com €(0C;) =
p1(0C;) =0 para todo j € J tal que

Vi e J, sup  |oq(2)| = oc;(2), @7 aberto que contém Cj,
a,beC; be @i

conh oc (£([a, b)) /£([a, b)) — O quando b—a — 0 € og,(0) = 0.
Demonstragao Imediata.
Para generalizagoes, ver de Miranda (2003).

O Lema 2.2 e o0s seus coroldrios podem ser estendidos para o caso em que p é uma
medida com sinal, fazendo-se a decomposi¢ao da medida p com o auxilio dos conjuntos

At ={z e R™|h(z) >0} e A~ = {z € R™|h(z) <0}

e colocando
pt(A) =p(ANAY) e p=(A) = —p(An A7),

para todo A € Agm.
Como pp = pt —p~, pt e p~ medidas positivas que satisfazem as condi¢oes do Lema

2.2 e seus corolarios para h™ = max{h,0} e h~ = —min{h, 0}, temos

/cpd;_z - fc,adw e /(,od,u_ = /rph,+d€— /gm-de: /tphdf..

Analisemos o exemplo. Seja h : IR — IR, h(Q) = {1} e h(IR — Q) = {0}. A relagio
p([a, b)) = h(a)é([a,b)) + 045(¢([a,b))) nao gera uma medida em IR pois se u fosse uma
medida teriamos, para uma particao de [0, 1) da forma 0 < % <...< m?*l <1,m > 3,

([0, 1)) =n§:1 (h (n; 1) (%) + 01 (%)) = 1+§:o%l (%) —+ 1 quando m — 0o

pois para I = [0, 1],

m m
1 1 i
E on1 [ — || < § oy | — | =moj (| — | = 0 quando m — oo;
m \m m m
n=1 n=1
e, por outro lade, tomando a particano 0 =15 < i; < % Lo L g K —;}l L, =1, 2

irracional para 1 < k <m — 1, temos
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#((0,1)) =0+ > 05, (in —in_1) — 0 quando m — 0o

n=1

pois

m m m
Zo'infl(?:n —in_1)| < Z or(tn—in—1) < Z sup or(y) =m sup or(y) = 0, m — oco.
n=1 n=1 n=10<y<2 o<y<

- —=m . ; "
Este exemplo mostra que nem todas as funcées £ geram medidas. Enunciamos entdo,
o seguinte resultado:

Proposicao 2.1 Se p € uma medida sobre os intervalos de IR™ definida pela relacdo
1([a,b)) = h(a)l([a, b)) + 04 5(£([a,]))), na qual o infinitésimo Oap Salisfaz

sup  |oap(2)| = 07(2) € outro infinitesimal tal que or(¢([a,b)))/£([a, b)) — 0
(a,b)elxO

quando b —a — 0 e 0;(0) = 0, para todo I intervalo finito de R™ e @ algum aberto que.
contém I, e h € L™, entdo a funcdo h é Riemann-integrdvel nos intervalos limitados.

m
Demonstragao Seja [a,b) = [] [a;, b;) arbitririo e P uma parti¢ao produto qualquer,
=1
P gerada pelas particoes de [a;,b;), a; = a;p < --- < @ip, = b;, 1 < 4 < m. Sejam
m m
J= 1—11{0, ceey Pi— 1} e A_;l = ‘Hl Ia’i,jﬂai,ji-l-ll: J = (jl:'- . :Jm) €J.
1= =

Para cada j € J existe uma seqiiéncia {x;fk}ke]N C Ay, h(z:;k) — sup h(z) quando
TEA;
k — oo com sup h(z) — h('}:;‘k) < % para todo k € IN*. Analogamente, existe {ﬂrf,x}kem C
IEAJ' )
Ass h(scf*) o ziEn/fj h(z) quando k — oo tal que, Vk € IN*, h(:r:f*) — :cien/f_,- h(z) < 1.

Sejam y; ¢ 0s vértices dos intervalos Aj. Podemos entdo escrever para todo k € IN*,
m

2"1
Aj ~ U |z, yjel e 4; ~ U |z%,, vl na qual ~ é a relagdo equivaléncia A ~ B <
=1 =1
2(AAB) = 0.
Temos
A= Uzt yie € U 0lat¥,yjel e 45— U lz5., wiel € | 0la%,, ;4.
=1 =4 =1 =1

Como estas fronteiras sio formadas por uniées finitas de intervalos de IR™ de medida, de

Lebesgue 0, pois estdo contidos em hiperplanos de codimensio maior ou igual a 1, temos
para todo k € IN*,

2m 2m
w(4y) = > nlles yiel) = 3 ullak,, yiel),
=1 =1

i que p(9|z3*,y;0)) = ,u(@]:r:f*,yj,gl) = 0, para todo k e ¢ pois, sendo [, d) um intervalo
de dimens&o menor ou igual a m—1, temos £([c,d)) = 0 e assim, ille, d)) = h(c)e{[e, d)) +

0c,a(£([c,d))) = h(c)0 + 0 = 0 e estas fronteiras sdo unides de tais intervalos.
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Agora vamos mostrar que h é Riemann-integrdvel em [a,b) e que pu([a,b)) = [ hde.
[a,0)

Para isto precisamos mostrar que, Ve > 0, 30 > 0, VP,

<€

> h(z;)e(A;) — pla,b)

JjeJ

|P| = mea.xdlam(A ) <4, Vz; € Aj,
ou, equivalentemente, Ve > 0, 36 > 0, VP, |P| < 6,

( > sup h(z)e(4;) — p([a, b))

<e AN

Z mf h(z)l(A;) — p([a,b))

E]

Como p é uma medida sobre os intervalos, escrevendo para todo k € IN,
[a': b) U (U [zj*iyj‘ fl) U (U IT 1yj,€l) )
Jj€J jed
temos

g
p(la,0)) = > > nllz5av50))

JEJ =1

= Z(h(.’ﬂf* )E([.Tj'“ y],f)) + Or(:;?_ i (E([Z‘f*, yj,e))))
7L
= S hEE)HA) + Yo, (b u))
Vi

JjEJ
Para o infinitesimal oy, 3) temos,
Ver > 0,361 > 0,V[z,y) CR™ ([l =yl <61 = oa,) (([2,7))) < e1f([z,y))
Vo (U[z,y)) =0 A opp(E(lz,y))) = 0)). (2.9)

Assim, tomando |P| < 4, temos

Z Ola,b) (€(|zf*, yj,fl)) < Z E]E(lﬂ??*, yj,fl) = Elg([aa b))

at 4
Ja que
1
Zh (z5,)E(A; Z (mlélfj h(z k) L(A;),
temos
1
4 h(z)e(A;) L(A; f h(z)l(A;)+ - :
ZJ: inf h(z)é( Zj: 5) & Zzlen ) i)+ kf([a,, b))
Portanto,
1
}szléli h{z)e(A;) — p(le, b)) < Eé’([a,b)) +&1£([a,b)).



Analogamente,

< %e([a, b)) + e1€([a, b)).

Y sup h(z)e(A;) — u([a, b))
[ TEA;

Assim, obtivemos Yk € IN¥, Ve, > 0, 34, > 0, VP, |P| < 6,

S inf h(z)€(4;) — p(le, )| < (% +81) o[, b)) A

jed IEAJ:

< G + sl) &((a, ).

Z sup h(z)é(A;) — u([a,b))
jEJ :I:EAj

2
Basta agora, Ve > 0, escolher & > E([’;", b)) — T D) 11

Observe que se modificarmos o enunciado da Proposigao 2.1 escrevendo 1, o fecho de
I no lugar de O, obtemos outro enunciado verdadeiro.

Proposigao 2.2 (de Miranda, Tausk.) Se p([a,b)) = h(a)([a,b)) + 0,4¢([a, b)), com
hel' e Oq,b como na Proposicio 2.1 para m = 1, é uma medida sobre os intervalos de
IR, entao h é continua em IR.

Demonstragao De fato, do Corolério 2.3, se h € L' entio w1([a, b)) = f[ﬂ’b) hdl. Assim,
para b # a temos:

%0 —af) _ p((a,)) — h(a)lb—a| _ Jjap) hdl

lb—a] lb—a = ma] el 0
quando b — a, uniformemente em a.
Z hdl
Seja f(t) = [ hdl. Como f'(a) = lim, ,o LO=L _ iy, %T = h(a), sendo este

a
limite uniforme em a, a fungao f é uniformemente derivavel e conseqientemente f é de

classe C'. Logo h = f’ é continua.
]

2.2 Infinitésimos e processos pontuais

Lema 2.3 Sejam &™ = {z = (z1,...,2,) € R™|z; = T; para algum par i,7,i # j}, @
m

uma funcao E ( dN(ti)) -integravel em R™ —E™, p, a densidade produto de ordem m
2=

e p1 = pN a fungao intensidade de um processo pontual N que satisfaz (1.18) e (1.19).
Entdo, se pj, € L, m > 1, temos
m

[ ee{Tlaves) = [ w HED
m (A
b e (L) = [ o]
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Observamos que este lema mostra que se a fungao intensidade ou a densidade produto
Pm € definida ¢.s.[¢] como um limite uniforme e é Lebesgue integravel nos intervalos li-

mitados de IR™, entao ela também é a derivada de Radon-Nikodym de F ( 1 N) com
=1

relacio a £.

Demonstracao Utilizamos a notacao py = pi1, ks = k51, t = (t1,..-,tm), A =
(1A, - [Am])-
Para todo m > 1, pela Proposicao (1.2)

P{N(A;))=1,1<i<m} <FE (ﬁN(Ai))
i=1

SP{N(A;) =y 1 Sigm}+K5,mﬁlAi[{ﬁ (I%W)Q_l}-

=1 =1
De (1.20),
m m m m 1 2
E (H N(Ai)) < Pm(f)il:Il |A;| + 0i(A) + Kd,mil:ll |A;] {11_11 (1_—|_AT|> - 1} '
Agora,
m m 1 2
o+ s {1 ()" -1}

m m 1 2
< o(A)+ Ksm A —_— —13 =ol(A).
<o)+ Ko [T TT (=) 1} =o')

= =1

. oY A) . o(A) ) = 1 2
lim — = lim + K m Al_l’:lﬂ H (1 = IAil) —13=0.

A0 T A0 B
- _I—Illf—\z'l - _H1|Ai| i=1
1= 1=

. - sl T B " R
Assim, existe um infinitésimo of (A) = %™, A tal que

£ (H N(Ai)) — pnl®) [ 1] + 0} (2),
i=1

i=1

; o* (A
com o* = sup O[] A que satisfaz m( ) — 0 quando A — 0. Como p,, € L, a
JIC [T [A]
i=1

m
hipétese do Coroldrio (2.3) estd satisfeita para p = E (H N). Assim, negligenciando
i=1

infinitésimos de ordem superior, obtemos entao

[ e (E (lj N)) = | . eE @ dN(t.z-)) =/ . wm f{ldti.

A primeira igualdade é apenas uma notacao. &

Claramente, ! =0 e £2 = D = {(z,7) € IR?|z € R} é o conjunto diagonal de IR2.
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Lema 2.4 Sejam N um processo pontual que satisfaz ds condicies (1.9), (1.10); (1.18)
—1 =2 . .

e (1.19) para m = 2 com p; € L e P2 € L, p2 essencialmente limitada em intervalos

limitados e ¢ uma funcao pydi-integrdvel, equivalentemente EdN -integrdvel, com suporte

limzitado. Entao,

[ et = [ (o) var (an (), (210)

igualdade na qual o segundo membro significa [[}, ¢; (1, v)Cov (dN(u),dN(v)), D sendo o

conjunto diagonal em IR? e p(t) = (¢, t).
A 1gualdade (2.10) continua vdlida para ¢ pydt-integrdvel se p, —p1 ®p1 for essenci-

almente limitada em IR? — D e p; limitada em R.

Demonstragdo Seja p = Cov (NV,N) : Agz — IR e definamos p1 2 Agz — IR por

p1(A) = p(AND) e ps: Ag2 = IR por py(A) = u(A - D).
Sejam (u,v) € R? u # », [A] > 0, |Az| > 0 tais que [u,u + A;) x [v,v + Ag) tem

intersecgao vazia com D. Temos
E(N[u,u+ A1)Nv, v+ A2)) = pau,v)|A]|As] + O(uw) (A)
E(N[u,u+ A))E(N[v, v+ A2)) = (p1(u)|Ar] + 0u(]A1])) (51 (v)|Az] + 04 (| As))).
Assim,

Cov (N[u,u + A1), N[v,v + Az)) = (p2(w,0) — p1(w)p1 (v))|Aq]|Ag| + Ofu,u) (D)
= (p1(w)|Ar]oy(|A2]) +p1(v)|Az]ou(|AL]) + ou(| AL )0y (|Ag]))
= (p2(w,v) — p1(u)p1(v))|A1]|A2] + 60y ) (D).

Agora, seja I D suppy, tal que I = [a,b]?, [a,b] C R.
sup [0(,)(A)] < sup [og,)(A)] + Sup P (U)lﬂli(SU)P lov(|Az])]
u,v)erl

(uw)el (u,w)erl u,v)e
+ sup p1(v)[Asz] sup Jou(JA1])| + sup |ou(JA1])] sup |ou(|As])|
(u,v)el (u,p)el (u,v)er (u,w)el
< o(A)+ sup pi(u)|Aifo(|Az]) + sup pi(v)]Aso(|A])
(u,v)erl (uw)el

+o(|A1])o(|Az]).

Logo,
; Ia(u v) (A)] . o(A) 0(‘A2D
lim sup —+—— < lm —"2"_1 gy u) lim ——=%
A0 (uyer [O1]]Dq] A5 A A ¥ i P10 B S
. o(|Ad]) . o(|Aq]) o(|Aq])
+ sup pi(v) lim ———~ + ljmjm =72 =0,
oI TIAT A AT A

jd que sup pi(u) e sup p;(v) sdo finitos pois, pela Proposi¢ao 2.2, p; é continua e
(u,w)el (u,v)el
portanto é limitada nos conjuntos limitados.
—2 —1 —2 .
Como py € L7 ep) € L temos po —p1 ®@py € L7, podemos aplicar o Coroldrio 2.3
juntamente com a observacao de sua validade para medidas com sinal e vem

dCov (N,N) = (p2 — p1 @ p;)d?
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para A € Az tal que A C IR? — D, ou seja, duz = (p2 — p1 ® p1)de.
Sejam u = v e A] = As.

Cov (N., N)[(U,H), ('IL,’U.) + (AIJAZ)) = E((N[u,u + Al))Q) - (E(N[‘U.,'U. = < AI)))Z

Como
P{N[u,u+1) =2} < E((N[u,u+A))?
< P{N[u,u+ A1) =1} +0(|A1]%) + O(|A,?),
temos
E(N(u,u+ A1))? = py(u)|Ar] + 05 (|A4])

com

. [0} (|A1])] : lou(|A1))] | .. O(AL]?) + O(Aq1]3)

lim sup ——— < lim sup ————— + lim =0. (2.11
A% TR I A A e Al (2:11)

Seja [u, u+A1)2ND = DU+A1 o segmento de reta sobre a diagonal de IR? com extremos
em (u,u) e (u+ Ar,u+ 4Ay).

.U'I(D'::-!-A!) = M([U,U+A1)2)—ﬂg([U,H+A1)2—D)
u(DE21) = Cov (N[u,u+ Ar), N, u+ Ay)) — / p2(2,9) — p1(w)p1 (v)dudy
[u,u+A1)2—D

(Pr(w)|Ax] + 0y (|A1]) = (pr(w)|A1] + 0u(|A1]))?) — m(u,u + Ay),

com

m(u,u + A;) = f p2(u,v) — p1(u)p1 (v)dudo.
[wut+Ay)2—D

Seja M = esssup(y,)er [P2(u,v) — p1(u)p1(v)|. Assim,

p (DAY = pi ()| A ] + 0l (1A4]),

na qual
o (1A1]) = —(p1(w)|A1] + 0u(| A1) — m(u,u + Ar) + 0} (|A1]).

Como

2
sup |o"(|A1])] < (SUP p1(U)!A1|+o(]A1|)) + M|A 2

(u,v)El u€[a,b]
+ sup o, (|Aq])];
u€[a,b]
temos, como decorréncia de (2.11),
lim sup low” (12D = .

A=0 (yv)er |Al|

Agora, seja m : D — IR a primeira projecao. Como ¢(t) = ¢, (t,t), temos
I(l 1 — d — — r i -1
[ edu= | prdm = [ pomdm= | edlumm).
D D D ‘i’rl(D)
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Como a7 ([u,u + Ay)) = D¥+A1 ] temos
pam ([, w + A1) = py (DY) = py (u)| A | + 05 (|Aq ),

ou seja, d(p77 ) = py (u)du + 0, (du) sobre intervalos e estamos sob a hipétese do Lema
2.2 (Corolario 2.3). Assim, negligenciando infinitésimos de ordem superior para a medida

pr = mfrfl, escrevemos

f wd(m?ﬁ_l)=/ sapldu=[ wprdu .
m1(D) w1(D) R

Finalmente, [, p1dp = [ opidu.
Se pa —p1 @ p; for essencialmente limitada em IR2— D e também p; for limitada em R,

entao sup pi(v), sup pi(u)e sup  |po(u, v) —p1(u)p1(v)| sdo finitos e podemos
vESupp @ uESUpp (u,v)Esupp
repetir a demonstragao acima. Isto prova a segunda afirmacao deste lema. |

Coroldrio 2.6 Seja N um processo pontual que satisfaz as condicoes (1.9), (1.18), para
m =2, e tal que eziste o limite definidor de p,(t), 1 <m < 2, para o qual o infinitésimo
apresentado na equacio (1.20) € do tipo of, sendo pE e P2 € ZZ, p2 essencialmente
limitada em intervalos limitados. Entdo para toda funcgdo ¢, pndt-integrdvel, equivalente-
mente EAN -integrdvel, com suporte limitado temos

[ ettipn(e)dt = [ et Var (an ).

Demonstragao Basta repetir a demonstragio do Lema 2.4 substituindo os infinitésimos

0 por oy. |

Definicao 2.1 Diremos que um processo pontual N satisfaz a

(B): hipétese B: quando N satisfaz as relacées (1.9) e (1.10) e py = py € L.
Como (1.9), (1.10) e p; € L implica py € C(R™,IR) c R c £ ¢ ZI, a hipdtese
B ¢é equivalente a (1.9), (1.10) e p, continua.

(A): hipdtese A: quando N satisfaz a hipétese B e também s relagoes (1.18), (1.19) para
—=2 ) s s . .
m =2 ep; €L, p» essencialmente limitada em intervalos limitados.

Lembramos que, para u # v,

Cov (N,N)(Al X Ag)

Bl = A T A
. T E(N(A1)N(Ag)) i E(N(A1)) E(N(A,))
A—0 |A1]|As A=0 A ||

= p2(u,v) — p1(u)pa(v)

sempre que existirem po(u,v), p1(u) e py(v).
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Observamos que, como foi visto na demonstragao do Lema 2.4 para u # v, quando
pL € L e py € L, pa essencialmente limitada em intervalos limitados, temos ga = py —
pL®p) € 22, g2 essencialmente limitada em intervalos limitados, e também dCov (N, N) =
(p2 — p1 ® p1)d€ como medidas, ou seja, dCov (N, N) = go(u, v)dL.

O lema a seguir é 1itil para o cdlculo de covaridncias de varidveis aleatdrias associadas
a processos pontuais descritas como integrais.

Lema 2 5 Sejam X e Y waridveis aleatorias definidas pelas integrais estocdslicas X =
Ja f( e Y = [gg(t)dN(t). Também sejam D o conjunto diagonal de R2?, 7 :
IR? ~+ ]R tal que m (z,y) = = ¢ A, B € Ag. Fntdo, se N satisfaz a hipdtese A e (AN
supp f) x (BNsuppg) € limitado, temos

Cov (X,Y) = /f sy | IR [ @90

Além disto, se N é um processo de Poisson,

Cov (X,Y) = F(t)g(t)pn (2)dt.

fm((AxB)ﬂD)

Demonstragao Como

BxV)=E([[  rwoe)aN WANW) =[] 7we) BN @IN )
e também
B(X)E(Y f F(u) BAN () / 9(v)EAN (v) = / f v) BAN (u) EAN (v),
temos
Cov(X,Y) = /[A v w) [B(AN (u)dN (v)) — EAN (u) EAN ()]

=[] 1(we(v)Cov(aN(u),aN ).
AxB
Portanto, pelo Lema 2.4 decorre que

Cov (X,Y) = //A . F(wgv)Cov (AN (), dN (v))

5 fm({AxB)nD) Do) Var (AN (E)

= [ rwo)a(uv)dudv+ [ FOg(Opn(t)dt.
AxB-D

=1 ((Ax B)ND)

Se N é Poisson, entao g2(u,v) = 0 e o lema esta estabelecido. |
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Capitulo 3

Caracterizacoes, hipSteses e
analise de inferéncia segura

3.1 Caracterizagdo da intensidade e da densidade produto

Inicialmente observamos que, como decorréncia do Lema 3, se existe o limite uniforme
que define a densidade produto p, (m > 1) e se a fungdo densidade produto (ou in-

m
tensidade) pertence a £, entdo ela é a derivada de Radon-Nikokym de E [] N, isto &,
i=1

P = dE ﬁ N/d¢. Também, quando existe este limite uniforme e p,, € £™ temos obri-
i=1
gatoriamente p,, € R™ devido & Proposicio 2.1. Em especial para m = 1, se p; € '
entao p; € C'(IR™, IR), o conjunto das funcées continuas de IR™ em IR, como decorréncia,
da Proposigio 2.2. Uma pergunta importante é se é valida alguma afirmagdo reciproca,
isto €, sob que condigoes podemos afirmar que se existir a derivada de Radon-Nikodym,
que € obrigatoriamente uma funcao integravel, entdo ela serd a densidade produto p,,.
Aqui entendemos a densidade produto Pm, m 2 1, como sendo a funcio que associa a
cada ponto ¢ € R™ — £™, para o qual existe o limite definidor da, densidade, o valor deste
limite, isto é, py,(t) como dado pela equacio (1.19) sem a necessidade da hipétese deste
limite ser uniforme. Isto nos leva a propor os Teoremas 3.1, 3.2 e 3.3. Antes, porém,
recapitulemos os teoremas de diferenciacio de Lebesgue em IR e IR™.

Proposicao 3.1 (Teorema da Diferenciagio de Lebesgue em IR) Seja f integrdvel

3 d
Lebesgue em R e seja w(z) = [ f(y)dy. Entdo temos ag = f q.s.[l]. (Ver Fernandez
(1976).)

Proposicéo 3.2 (Teorema de Diferenciacao de Lebesgue em IR™) Seja f Lebesque
integrdavel em R™. Seja Q(z,r) um hipercubo de centro z e aresta 2r > 0. Entdo

0 4G ) Sy T = F@) 010
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Se fizermos a substituicdo de Q(z,r) por B(z,r) obtemos ainda um teorema mas, se
substituirmos Q(z,r) por Q(z), hipercubo que contém z, ou R(z), intervalo arbitrério
de R™ que contém z, e fizermos o limite para didmetros tendendo a zero nio obtemos

enunciados verdadeiros.

Definigao 3.1 Dizemos que f : A CIR™ — IR, £(IR™ — A) = 0 pertence essencialmente a
L™, equivalentemente, f € essencialmente limitada em intervalos limitados, quando existir
um conjunto D, £(D) = 0 tal que a funcio f : R™ — IR definida por flrm—p = flrm—p,
le =0, pertenca a L™. Denotaremos tal fato por f € ess L™ e chamaremos de ess L™ o
conjunto das funcées essencialmente limitadas em intervalos limitados.

Definicao 3.2 Dizemos que uma funcdo f : A C IR™ — IR € essencialmente continua
em A quando existir um conjunto D, £(D) = 0 tal que fla_p é uma funcdo continua. O
conjunto das funcoes essencialmente continuas serd chamado de essC™.

Por exemplo, a funcao f : R™ — R, f(Q™) = {1}, f(IR™ — Q™) = {0}, é uma
funcao que nao € continua em nenhum ponto; para todo A conjunto de interior nao vazio,
ela nio ¢ Riemann integrdvel sobre este conjunto pois o conjunto dos seus pontos de
descontinuidade contém o interior de A que, por ser nido vazio e aberto, tem medida
maior que zero. Entretanto, esta fungdo é essencialmente continua ji que £(Q™) = 0 e
em IR™ — Q™ ela é identicamente 0. Ela também é Lebesgue integravel sobre todo A
mensuravel.

Claramente, sendo essL™ o conjunto das fungoes essencialmente limitadas em intervalos
limitados e essC™ o conjunto das fungoes essencialmente continuas de IR™ — IR temos
essC™ C essL™.

O teorema (3.1) fornece uma caracterizagao da intensidade py = p; entendida como
seu limite definidor, pontualmente, sem a necessidade de ser um limite uniforme para

processos pontuais que satisfazem (1.9).

Teorema 3.1 Seja N um processo pontual que satisfaz (1.9) e EN sua medida de espe-

ran¢a. Entao temos:

Se além disto

(i) se ewistir py, satisfazendo (1.10) e py € fl, entdo existe

N
EessL;

e
pNn € LY entio

(ii) se existir entdo eziste py q.s.[t]. Em particular, se 'S essﬁl, entdo

eziste D C IR, £(D) = 0, e existe a fungao intensidade em IR. — D. Também, se
pn=py em IR —D epy =0 em D, entdo py € L, ou seja, py € ess L.

dEN
Em todos os casos temos py = TR g.s.[l].

e dEN
Demonstragao (i) .3, 3 W = PN q.s.[£).
dEN dEN
5 =py qs.[f) Apy €L — = € essC!.
(68 L
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(ii) Para todo ¢ € IR, calculemos o limite definidor de py (2):

= hm LA =1} BN —a(A]) _ . EN(A)
pN(t)_ te%l IA] é?ﬁu lA, |.£‘f£;o IA' )

|Al—=0
Ja que, para N satisfazendo (1.9), temos

P{N(A) =1} < EN(A) < P{N(A) =1} + ) jlAF = P{N(A) = 1} + O(|A[?)

7=2

e portanto EN(A) = P{N(A) =1} + o:(|A]).
dEN z
Sejam f = TR w(z)=[fly)dy, A=la,bl,a<b hy=b—tehy =¢t—a. Assim,

Pt + h1) — o(t — ha)

1) =
O P+ by
Agora,
P+ ) —plt—h) _ plt+h)—pl) b 4+ Pt —ha) —p(t) by
hi + hs hi hy + ha —hs hi + hy

= U0+ o)+ (0 + o -2

+ou(—ha) - +h2)

= t) + (Ot(hl)h —|—h

na qual, pelo temema da diferenciagio de Lebesgue, o; é infinitesimal q.s. [£].

Como 0 < 4 <1e0<hh+°h <1, temos
. p(t+h1) — ot — hs)
1 = s.[4].
Aim, Fa T oo f(t)+0 qs.[f
kg —0
dEN
Assim, py (t) = T q-s.[4].
dEN 1 . ; 4
Se € ess L7, entao existe Dy, (D)) = 0 tal que para o conjunto IR — D; temos

N
dfg € limitada nos conjuntos limitados de IR — D;. Como dEN

dEN
£(D5) = 0 tal que =py em (R — D) — D,.
Seja D = Dy U Dy, ¢(D) = 0.
. - . = dEN
Assim, py definida por py|r_p = m — 5~ IR-D, Pn|p = 0 € tal que fy € L, j& que

dEN
T ———|m—p € integrdavel e limitada sobre intervalos limitados. Portanto, py €ess£!. W

que = pn q.s.[¢], 3Dy,

dF N - Esta afirmacao é na realidade,

o item (i) do Teorema 3.1.
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Teorema 3.2 Seja N um processo pontual que satisfaz (1.18) ou, de maneira mais geral,
que salisfaca a

=1 i=1 i=1

Seja f = dE H N/d¢ a derivada de Radon-Nikodyn de E H N. Se f € essencialmente
=1
continua em IR™, isto é, 3D C IR™, ¢(D) = 0, tal que thm D € continua, entdo eziste

: IR™ — D — IR densidade produto de ordem m de N e p,, = f em R™ — D. Em
particular Pm € essC™.

Demonstragao Sejat e (R™ —£&™)— D

P{N(A;) = 1,1 <i<m}

pm(t) = lim

T m
tEH Aj H lAil
i =1
1A8;1—=0
1<i<m
m m fde
piiv(ffa) I8 sep
. - i=1 i=1 _ 2 i=1
= l}nm = = lrlnm ——
te [T a; H |A] e[ a; IT 14
: =1 i—1 =1
|A;]1—=0 |A;|—=0
1<i<m 1<i<m

Como f é essencialmente continua,
VteIR™ - D, Ve >0, 36 >0, Ve R™ - D, [lz—t|| <6 |f(z) - f(t)|| <e.

Assim, quando diam ([, A;) < 4,

F(8) —e)e (HA D) [HA, fde< (f E)e(f[ )

Logo,
m d¢
T ot
lim =L = f(£)

te [] &; £ (H A —D)

|A‘“4}0 =

1<i<m
e portanto, py(t) = f(2) #l

Novamente observamos que, para um processo pontual que satisfaz (1.9) ou (1.18), para
m > 1, se existir o limite uniforme para p,,, p, € £, (se p;n € L™ temos forgoeamente

pm € R™) entdo p,, é a derivada de Radon-Nikodym de E H N, pm = dE H N/de
i=1

q.s.[¢]. Entretanto, para m > 1, para um processo que satisfaz (1.18), se existir a derwada
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m
dE [] N/d¢, ndo é claro que exista p,,. Nao podemos fazer uso do teorema da diferenciacao

i=1
de Lebesgue para o caso m > 2 como fizemos no caso m = 1 para o Teorema 3.1, pois o

limite a ser calculado para p,, é um limite que utiliza IR™-intervalos que contém z. Assim,
para o caso m > 2, a validade da reciproca que procurdvamos vai depender de como é
a derivada de Radon-Nikodym. O Teorema 3.2 mostra que para a classe das funcoes
essencialmente continuas a reciproca mencionada é verdadeira para qualquer processo
pontual que satisfaz (1.18). Observamos que é crucial, para o caso m > 2, termos a
existéncia de py, garantida. Assim, enunciamos o teorema abaixo:

Teorema 3.3 Se um processo pontual satisfaz ds condicées (1.18) e existe Pm, @ funcdo
densidade produto, entao:
m n
(i) se existir dE [ N/d¢, entdo p,, = dE [[ N/d¢ q.5.[2] e, em particular, se
i=n i=1
m
dE [] N/dl € ess L™ entdo p,, € ess L™;

=1

(ii) se p, € L e o limite definidor de p,, for uniforme, entdo p,, = dE ﬁ N/de q.s.[¢].
i=1

n
Além disto, se pp, € L™ entdo dE [| N/dl € ess L™.
i=1

n —
Observe que em (i) podemos ter dE [| N/d¢ € (£™ — ess L™), situagao na qual o
i=1
MEesmo Ocorre para pn, e em (i) caso p, € L™ temos forcosamente p,, € R™.

Demonstragao (i) Pela hiptese, a existéncia p,,, : R™ — £™ — IR é garantida, ou seja,
o limite definidor de p,, é existente em cada ponto ¢ de IR™ — £™. Como tal limite existe,
podemos calculd-lo por qualquer caminho e, em particular, calcularemos para os hipercu-
bos centrados em £, ji que para tal caminho podemos usar o teorema da diferenciagao de

Lebesgue para IR™.

Assim,
. ETN ( I .f_\,)
PIN(A;)) =1, 1<3 < : = oS
pm(t) - IlﬂITl {1 (A ) — 2 'm} — lim 1m 1
e [T a; IT 1A te[] a; IT |A;]
b=l =1 i=1 i=1
14;]—0 |4;]—0
1<i<m 1<i<m
2L n
E _Hl N(Q(t,r)) fQ{t,r) (dE Hl N/de)de
= i = = 1 i=
Eé_)?l) 0Q(t, 1)) eec]i{;r) 2Q (1)
m
dE[I N
_ i=1
=~ (1) q.s.[£].

(i) Pelo Lema 3, p, € L = p,, = dE [1 N/d¢ q.s.[¢).
=1

dE [ N/l = pp q5.[€] A p € L™ - dE [ N/de € ess L™,
i=n =1
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Voltando a nossa pergunta inicial, obtivemos, resumidamente, as seguintes respostas.

Se o processo pontual satisfaz (1.9) e se existir a derivada de Radon-Nikodym de EN,
entdo existird py e py = dEN/d¢ q.s.[¢).

Também, para processos pontuais que satisfazem (1.18), se a derivada de Radon-

m
Nikodym de E [ N existir e for essencialmente continua, entao existe p,, e ambos sio
i=1
iguais.
Se o processo pontual satisfaz (1.18) e existe o limite definidor de p,, entdo, se existir

m m m
a derivada de Radon-Nikodym de E [[ N, dE [[ N/d¢, temos p,, = dE [[ N/d¢ q.s.[f].
=1 =1 i=1
Note que nao temos necessariamente p,, € L™ ou, ainda melhor, p,, € R™ pois nio temos
forcosamente a uniformidade do limite para p,,. Alids, como sabemos, se tivéssemos estes
fatos, a uniformidade e p,, € £ O L™, também ja terfamos a existéncia da derivada
de Radon-Nikodym garantida, assim como a sua igualdade a p,, q.s.[f] e nao haveria

informacao nova.

3.2 Classes de processos *B e *A

Faremos a seguir duas defini¢des que permitirao uma maior abrangéncia, no sentido de en-
globar um conjunto maior de processos pontuais, nos métodos de estimagao da intensidade

apresentados nos Capitulos 4, 5 e 7.
Definicao 3.3 Um processo pontual N satisfaz a hipdtese *B quando ndo somente sua
medida de esperanca € absolutamente continua em relagao a medida de Lebesgue, EN < ¢,

ou seja, quando existe dEN/dL € Zl, mas também quando € wvalida a relagdo Yt € R
VA C IR, A intervalo, t € A, EN(A) = P{N(A) =1} + or,a(|A)).

Observamos que para tais processos existe py, limite definidor da intensidade, e
dEN/d¢ = py q.s.[f]. Alids, este fato estd provado na demonstracio do Teorema 3.1
(ii).

Definicao 3.4 Um processo pontual N satisfaz d hipdtese *A quando, além de obedecer
a hipdtese *B, satisfaz ¢ igualdade

E(N x N)(AN D) = ENm (AN D)

para todo A € A2, na qual D é o conjunto diagonal de R? e m, é a primeira projecao
candnica.

Observamos que esta ultima condigao é equivalente a dizer que a medida E(N x N)
restrita & diagonal, E(N x N)|p : Ap — IR, é a medida induzida na diagonal pela medida

EN sobre a reta por my, isto é, E(N x N)|p = ENmw,.
Para processos pontuais que satisfazem a hipétese *B, temos a seguinte proposicio

analoga ao Lema 2.3.

Proposicao 3.3 Se N satisfaz 6 hipdtese *B entdo, para toda funcdo @ EdN -integrdvel,
temos [ @dEN = [ ppydt.
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Demonstragao Imediata, ji que py = dEN/dL q.5.[¢]. 5]

Para processos pontuais que satisfazem & hipétese *A temos, analogamente ao Lema,
2.4 e Corolario 2.6, a seguinte proposicio.

Proposicao 3.4 Se N satisfaz a hipdtese *A entio, para toda fungao @, integrdvel com
relagio @ medida de covaridincia, Cov (N, N), temos:

f ©1dCov (N, ) = / @1dCov (N, N) + / opndt, p(t) = (2, 8).
R2—D R
Demonstracao Basta provar que [ p1dCov (N, N) = Jr epNdt.
f ©1dCov (N, N) = / ©1d(E(N x N) — EN x EN)
D D
= / ©1dE(N x N) —/ 01d(EN x EN)
D D
dFE dF
= / tpﬂ'ldE(NxN)—/ ©1 N®—Nd£’xd€
D D ds d¢

- ftpﬂ'ld(EN'Irl)—O:/ godEN:[ —
D w1 (D) R

jd que &(D) =4 x £(D) = 0.

De maneira similar ao que foi feito anteriormente, escrevemos
[ ewpn ()t = [ plvar @v )

para processos sob a hipétese *A.
O andlogo ao Lema 2.5 é indicado abaixo.

Proposicao 3.5 Sejam X e Y wvaridveis aleatérias definidas pelas integrais estocdsticas
X = [4fdN e¢Y = [39dN, D o conjunto diagonal de IR?, m a primeira projecao
canonica e A,B € AR tais que (supp f N A) x (suppg N B) ¢ limitado. Para N sob a
hipotese *A temos

f®g Cov(dN,dN) + [ fopwdt.

Cov (X,Y) = /
( ) W]{(AXB)”D)

(AxB)—D

Caso Cov (AN, dN) < d€ x d¢, isto é, existe g» € L, dCov (N,N) = q2(u,v)dudv,
Cov (X,Y) = [ f(u)g(v)as(u,v)ddud + 7 (9t (t)dt.
(AxB)—-D T1((Ax B)ND)
Se N € um processo de Poisson entdo

r
Cov(X,Y)= ¢
v ) jvrl{(AxBJﬂD)

f(t)g(t)pn(t)de.
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Demonstracao Fazendo uso da Proposi¢ao 3.4 ao invés do Lema 2.4, repetimos o argu-

mento da demonstracao do Lema 2.5.
|

Lembramos que se N é um processo pontual simples entio nao ha a ocorréncia de

eventos simultaneos.

Teorema 3.4 Se N é um processo pontual simples e estd sob a hipdtese *B entido N

satisfaz a hipdtese *A.

Demonstragéo Sejam A € AR limitado e ), = {w € QIN,,(A4) = co}. Como dEN/dl €
L' temos J4(dEN/dE)de = EN(A) < co. Portanto P(Q) = 0 pois, em caso contrario,
terifamos EN(A) = fﬂ*QhN (A)dP-f—fn;A w(A)dP = co.

Agora, VA € AR limitado Yw € Q — Q/; podemos representar a medida N,|4 como
uma medida de contagem N,|4 = ZjeJA njtij, Ja conjunto finito Vj € Ja,x; € A e
Nula(A) = Xjes, 1i0z;(A) = e, nj € IN. Assim, Vw € O — ) temos Ny|a x N4 =
ZjieJA njlazjl ijgeJA njzazjz = Z(jl J2)eJd njlnj26$j] Xé‘wjz = E(jl,jg}e‘fﬁ nj1nj2‘5(:rjl,a:j2 .

Logo, Ny x Nylaxa((4 x A) N D) = Z(JI J2)EJ? njlnjil(s(l‘j],mjz)({(w'l z)lz € A})

ZLEJA nka(ﬂ;‘k xk)({(m :I:)l‘,‘,: € A}) ZkEJA nkdmk (A)
Como N é smlples para todo k, nk =ng =1 e temos N, X Ny|axa((A x A)N D) =

#Ja = Ny|a(A

Assim, obtivemos VA € Ar limitado Vw € Q — Qly, P(Q) =0, (N, x N,)((A x A)n
D) = N, (A).

Logo, E(NyxN,)((AxA)ND) = [,_ ), (N, wa)((AxA)ﬂD)dP Jo_ o, Vo (A)dP =
EN,(A). Ou seja E(N x N)((A x A) N D) N(A).

Seja agora C' € A2. Se C é limitado entao E(N X N)(CND)=EN xN)((r (Cn
D) xm(CND))NnD)=EN(m(CND)). Caso C nio seja limitado, sendo IP = [z, z +
1)2ND, CNIP ¢ limitado e temos E(N x N)(CND) =3, cpm E(N x N)(CODDIE) =
Y ez EN(m(CNDNIP)) = EN(m(CND)). Assim fica estabelecido o teorema. |

3.3 Analise de inferéncia segura

Vamos assumir que X : £ — IR seja um estimador nio viesado para z e que Var (X) =
o?. Suponhamos também que tenhamos uma seqiiéncia de estimadores nao-negativos
e variancias finitas, V e Vo para todo n > 1 tais que V; = Var(X), Voy1 = Va,rV
e EV, = V,. Entdo, pela desigualdade de Tchebichev teremos para A; > 0, P{X(w) €

[z— Moy, z+A101]} > 1—1/A? e, equivalentemente, P{z & [X (w)—A,01, (w)-i—)\lai]} <

1/)%. Sejam o, = /V, € 6, = \/TZ Analogamente, podemos escrever P{o,, & [6,(w) —
An+10n+1, 67 (W) + Anp10n41]} < 1/(Aag1)?, para todos n > 1. Pode ocorrer, e esta é a
situagao mais freqiiente na prética, que nao conhecamos o valor de o; e usemos &, (w) e
X (w) para formar intervalos de confianga para z quando a distribuicio de X : ) — IR é
conhecida. Nestas situagoes poder-se-ia, apos ter sido feita alguma andlise, concluir que,
com probabilidade p, = pertence ao intervalo [X (w) — A6} (w), X (w) + X161 (w)]. Estamos
interessados na situagao na qual nao conhecemos a distribuicao de X e queremos diminuir
a incerteza devido a substituicao de oy por 7 (w).
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Como P{o) & [61(w) — Az02,61(w) + Agoy]} < 1/A2, temos

P{oy <61(w) + A202} = 1- P{o; > 01(w) + g0z}
" % 1
2 1 —-P{O’l ﬁ [O'l(f.u‘) = AzO’g,O’l(w) + /\20‘2]} 2 1— XE
2

Sejam L(w, A1, A2) = A1 (61(w)+A202), A(w, A1, Xo) = X(w)=L(w, A1, A2) e B(w, Ay, Ag) =
X(w) + L(w, )\1,/\2).
Sejam, também,

Ot = {weQ|oy <61(w) + Mo},
0 = {w € Qz € [X(w) — Aoy, X(w) + Ao},
Q' = {weze[X(w) - Lw, A1, A2), X (w) + L(w, A1, A2)]}-

Temos portanto P(°) > (1 - )%2) e P(QF) > (1 _ /\%)
1 2
Entao, como L(w, A1,A2) > Aoy quando o7 < G1(w) + Ago3, temos (QF N ol o
(2t N QY% e podemos escrever

Pz € [A(w, A1, A2), B(w, A1, A2)]} = P(Y)
>P(Q'nQt) > P@°nat
1 1
zP(Q°)+P(Q+)—121ﬁF—5\5.
1 2
A desigualdade acima nos permite obter conclusdes como a seguinte: com pelo menos
probabilidade (1 — ;\17 - A—lg , « pertence ao intervalo [X (w) — A;(61(w) + A203), X (w) +
1 2
Ai(ﬁ'l (C:J) + )\20‘2)].
Este intervalo pode ser substituido na pratica por

[X({:J) - /\1(5’1 (w) + )\25’2(&})), X(w) + /\1(5’1 (w) + )\25’2((.:)))]

e esta substituicao ¢ acompanhada por alguma incerteza. Podemos continuar o processo

n
de analisar o pior caso e obter probabilidades da forma 1 — > A—lg- para intervalos da forma
i=1 "%

[X(w) = Ln(w, AL, .-, Am)y X (W) + Lin (w, Ay s v 5 Npm)] COME
L@, A15 -3 Am) = M(61(w) + A2 + A1 (6rm1(w) + Amom) -+ +)).

Defini¢ao 3.5 A terna (X, (Va)nen+, (Va)nen+) formada por uma varidvel aleatéria X
2 = IR, uma seqiéncia de mimeros positivos (Va)new+ € uma seqiéncia de varidveis
aleatérias (V, : @ = IR),ew+, € uma seqiiéncia inferente para z € R se e somente se

valerem

(i) EX =z, Vi = Var(X),

(ii) ¥n € IN* V1 = Var(V,),
(iii) Yn € N* EV,, =V,

(vi) ¥n € IN* V,(Q) C R, .



Também utilizaremos a notagao (X, V,, Vn) para representar uma seqiiéncia inferente
e por vezes diremos apenas que as seqiiéncias V,, e V,, formam uma sequéncia inferente para
z. Observe que nesta defini¢ao jd estd embutido o fato de todas as varidveis aleatérias,
istoé, X e Vn, n > 1, terem esperanca e varidncia finitas, condicdo esta necesséria para
podermos usar a demgualdade de Tchebichev para cada uma delas.

Teorema 3.5 (Da seqiiéncia inferente de varidveis aleatérias.) Seja (X, V,, V,)

uma seqiiéncia inferente para © € R e o, = \/Vy,, 6, = \/ Vo, para todo n € IN*. Se
Lm(wa ’\la el A'm) = A1(5'1 (w) + )\2( ot f\m—l (&m—l(w) + ’\mUm) ot ))a

Ai € RY para 1 <i < m, m & IN*, entdo

NMIH

P{z € [X(w) — I (@, A1, - -, Am), X(@) + Lin (@, Ar, - f:

Demonstragao Se m = 1, entao
P{‘T € [X(Cu‘) - )\10’1,X(&J) + )\10'1]} =1- P{SU t}f [X(CL)) — Algl,X(w) -k )\101]} >1- _A_z.,
1

pela desigualdade de Tchebichev.
Para facilidade de notagdo, seja Ag(w) = X (w) — Li(w, A1, ..., Ax) e Bp(w) = X (w) +

Lk(w': Al? o e 7Ak)‘
Supondo a afirmagao vilida para m — 1, temos

P{z € [An(w), Bn(w)]} = Plze€[An(w), Bn(w)] A om_1 < 0m_1(w) + AmOm }
> Pl{z€[An-1(w), Bu-1(w)] A om-1 < 6m_1(w) + Amom}

pois

[Am—1(w), Bm—1(w)] C [Am(w), B (w)]

quando o1 < G l(w) + )\mam

Assim, P{z € [An( w)]}
> P{z € [Am-1(w), Bm-1(W)]} + P{om-1 < m-1(w) + Anom} — 1

mly 1 4
2 (I‘ZE)JF(“AT)” = 1=
=1 "1 m L i=1 "7
ja que
P{Um—-l = 6m—i(w) + )\mgm} >1-— P{Um—l g [&m—l(w) I )\mo'm:a'm-d (w) ~+ }\mo'm]}
1

ZI_A_Z.

Se substituirmos o, por d,(w) alguma incerteza serd introduzida em nossa anilise.
Este tipo de incerteza pode ser eliminada se conhecermos o valor de g para algum J ou
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oo
alguma cota superior para o;. Podemos, para raciocinios tedricos, tomar o limite 1— 3 A—lg

quando nos for possivel escolher \;, 7 > 1, tais que o somatério infinito convirja para E;Eglur;l
valor menor do que um.

Observamos que, ao aplicar esta andlise de inferéncia segura, podemos obter estes
intervalos de confianca de “pelo menos probabilidade p” para seja qual for a distribuicio
de X. Além disso, esta analise é mais conservadora que aquela feita se assumirmos uma
distribuicao e fizermos uma anélise de intervalos de confianca, onde quer que esta iiltima
possa ser aplicada.

Assim como variaveis aleatérias sido estimadores de niimeros reais, processos estocasticos
podem ser entendidos como estimadores de funcoes.

Se X : 2 x IR — IR é um processo estocdstico que é um estimador nio viesado para
a funcao z : IR — IR, ou seja, que as funcdes E)fr e z Sao iguais, e temos seqiiéncias
de estimadores, neste caso processos estocasticos, V,, : 2 x IR — IR, ndo negativos e de
varidncias, mais claramente fungdes variincia, V, : IR — IR para n > 1, tais que

Vi=VarX: Ro R, Vo1 = Var (V,) e EV, =V,
t— Var (X(f) : Q2 > R)
podemos desenvolver uma analise de inferéncia segura e obter bandas de confianga de “pelo
menos probabilidade p” de uma maneira totalmente similar Aquela apresentada acima para

varidveis aleatérias.

Definicao 3.6 A terna (X, (V,)nem-, (I?n)nelN') formada por um processo estocdstico X -
OxI— 1R, uma sequéncia de fungées (Vy, : I — R)pew- € uma segiéncia de processos
estocdsticos (V, : 2 x I — R), e+ € uma seqliéncia inferente para z : / — IR se e

somente se valerem
(1) EX =z, V] = Var(X),
(ii) Yn € N* Viyy = Var(Vy),
(iti) Yn € N* EV, = V,,

(vi) Vn € IN* V(2 xI) C R,.
Teorema 3.6 (Da seqiiéncia inferente de processos estocésticos). Seja (X, V;,V,)

uma sequéncia inferente para z : I — R,0, = /V, e Oy = T}fn. Definindo para todo
m € IN*, Ly, : Q@ x I x (IR%)™ — Ry por '

Lm(w,t, Al: T ;Am) = /\1(5’1 (w,t) + )\2( i /\m_l(ﬁm_l(w,t) + Amﬂm(f)) i3 )),

temos, para todo t € I, e todo m € IN*,

m
Pla(t) € [X(w,t) = Lm(w,t, A1, ., An), X (0,8) + L (w, 8, A1,y Am)]} > 1 — ) )‘iz
i=1 7%

Demonstracao Basta observar que, para cada ¢ arbitrario fixo, temos como conseqiiéncia
direta das definicoes (3.5) e (3.6) que (X (@), (Va())nen*, (Va(t))new+) é uma seqiiéncia

inferente para z(t) e aplicar o Teorema 3.4. &



Capitulo 4

Estimacao da Intensidade

Seja N um processo pontual sobre o espago mensurdvel (IR, Br), com funcao intensidade
desconhecida py.

Seja {ts; : 1,7 € ZZ} uma base ortonormal de ondaletas da forma v;;(t) = 27/%4)(27¢—1)
ou t;;(t) = 27/%4p(27t — iT) para alguma ondaleta mae 1 obtida, se necessirio, pela
composigao de uma ondaleta padrao com uma transformagao afim de forma que seu suporte
seja [0, T]. Seja ¢ a ondaleta pai a ela correspondente.

Analogamente, seja {¢g i, %i; : 1,k € Z, j > ti,j, ¢i € Z} uma base ortonormal de
ondaletas que apresenta todas as escalas a partir de um niimero inteiro & fixo.

E extremamente agradavel adotar a seguinte notagio. Seja 47 = {z€eZ:z>d},de
ZU{—oc0} e Ze(li) = ZLU (Z x4 7Z) se ti € ZZ. Caso ¢i = —oo entdo, Ze(li) = ZZ°.

Vamos utilizar letras gregas para indices em Ze(fi) e escreveremos 1, = ¢, ¢ se e s6
se n € Z e v, = 1; ; se e s6 se n = (,5) € Z2.

Assim, as expansoOes em ondaletas

F@) =" duabis(t) (4.1)
€L jEL
F) =D mbralt) + > > Siabij(t) (4.2)
keEZ i€ jey L

serao simplesmente escritas na forma
f= 2 oy, (4.3)
neZe(£:)

com os coeficientes o, dados por

/Oo fippdt = /R(Z etpe)thydt = Z‘/Ha,f’gbfi,bndt
— 00 g E

13
= Z e < Pg, Yy >= oy (4.4)
£



O nosso objetivo é obter a restri¢io de py para o intervalo [0, T] com base nos pontos
de uma trajetéria do processo contidos neste intervalo. Defina

_Jpn sete]0,7],
P {0 caso contririo. (4.5)
A partir daqui assumimos p € L2[0, T]. Portanto, para a expansao em ondaletas de p
temos
P=2_ By, (4.6)
1
com
T
= dt = / dt. 4.
By = [ pont= [y )

O objetivo principal é estimar p através da expansio (4.6) e para isto, precisamos

estimar os coeficientes de ondaleta 3, dados por (4.7).
Nos teoremas e proposicdes que seguem, neste capitulo e também nos Capitulos 5 e

7, as demonstracoes sao feitas para o caso de N satisfazer s hipéteses B ou A. Estas de-
monstragoes sao igualmente validas para as hipéteses *B ou *A sendo que as modificagées
necessarias sao a substituicdo dos Lemas 2.3, 2.4 (ou seu Corolirio 2.6) e 2.5 pelas Pro-
posigoes 3.3, 3.4 e 3.5 respectivamente. Na verdade, bastaria provar estes teoremas para
as hipéteses *B ou *A pois todo processo sob a hipStese B est4 sob a hipétese *B e, como
pode ser visto na demonstragao da Proposicao 5.3 (ii), todo processo sob a hipétese A est4
sob a hipétese *A . Caso nao tenhamos dCov (N, N) < 5, a substituicao de g (u, v)dudv
por dCov (N, N) mantém a veracidade dos enunciados dos teoremas e Proposigoes.

4.1 Estimacao dos coeficientes de ondaleta
Propomos um estimador de g, dado por
. T
By = /0 YndN (2). (4.8)
As propriedades principais do estimador (4.8) sao indicadas no seguinte teorema.

Teorema 4.1 Se N satisfaz ¢ hipotese B (*B), entio

(i) o estimador »én € nao viesado.

Se N satisfaz @ hipotese A (*A), entio
(it) para todosn e €,
ConlBrBe) = [ [ alwhe(w)as(os, v)ctudo
T
+ [ dn(e(lp(uydn (4.9
0
ne qual C =[0,T)? — {(z,2) e R*:0< z < T} e g2(u,v) é dado por {1.28).
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(i) Em particular,
Var(f,) // oo ()b (0) g2 (11, v dudv+/ 2 (u)p(u)du. (4.10)

Demonstrac¢ao (i) Como

N T T T
B =B [ ndN(©) = [ tupw (e = [ it = p,
B,, é nao viesado.

(ii) Temos
~ ~ T T T 4
Cont ) = ([ nturan o) | w.g(v)dmv))— [ wiEant) [ o) Ean)
= / / A ()b (v) E(AN (w)d N () / / o ()i (v) E(dN () B(dN (v))
- [ [D hy(u)he () Cov(dN (), AN (v)).

Separando em duas integrais, uma sobre C' e a outra sobre o conjunto {(z,z) € 1R2|0 <
z < T} e fazendo uso do Lema 2.4, obtemos (4.9).

(iii) Imediato de (ii). 1

Assumamos que N é um processo de Poisson. Neste caso, go(u,v) = 0 e (4.9) torna-se

B T i
Cov(fy, fe) = [U PaliWe(p(E)at = B |y (e()aN (0 (4.11)

e (4.10) reduz-se a

" T it T
Var(By) = [ wiwpie = [ w0 B@N®} = B [ inave. @1
Isto nos leva a propor as seguintes expressoes para estimadores de (4.11) e (4.12),
Gov (P ) = [ (0N ) (413
e
. T
Var(B,) = /U P2(1)dN (2), (4.14)

respectivamente, que sao evidentemente nao viesados.
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Vamos utilizar a seguinte notacgdo para uma seqiiéncia de estimadores e variancias:

Veo = Be, Veo = Be, Ve = Var(Ven), 12 0. (4.15)
Notamos, por substituicio direta de (4.6) em (4.12) que

A T o T
Var(fe) = fg YE() Y Bytby(t)dt = B, fo W ()9, (t)dt.
n n

Definindo
T
K2, = | viowta (4.16)
temos que (4.12) pode ser escrita como
Ver = Var(Be) = 3 B K7, (4.17)
n

Agora, calculemos a varidncia do estimador (4.14):

) T
Ve = Var(Vg,) = Var ( / wé(t)dfv(t))
= B(Ver ~ V)" = B (Ver - %)
_ T o (T ’
= E( /0 Y2(1)dN (1) fu wf(t)EdN(t))

T 2
- E( | v [dN(t)—EdN(t)])
T T
= 1 2 U 2 v u) — u v) — v
= B[ [ @@V @) - BN @)]N ) - BV )
T
/ fc W2 (u) 2 (v) Cov(dN (u), dN (v)) + /0 2 (u) Var(dN ()
Finalmente, pelo Lema 2.4 (Proposicao 3.4) temos

VU_/[ Y2 ()2 () g (u, vduvarf 2 (w)p(ur) . (4.18)

Jé que gz(u,v) = 0 para um processo de Poisson, temos

T
V‘”:/o PA()p( d.’t_/ WA(t) BN (1 E/ wA()AN () (4.19)

Como anteriormente, defina

) T
Veo = A Y (t)AN (), (4.20)

que é um estimador nao viesado para V5. Se escrevermos
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m T 4
KL, = [ vt (4.21)

temos, de maneira similar a V¢ ;,

Vea =D BpK{, (4.22)
n
Definindo
W
Kl = [ 90 @a 0, (4.23)
T
%m=A¢WMM% (4.24)

temos o seguinte resultado.

Teorema 4.2 Se N ¢ um processo de Poisson que estd sob a hipdtese A (*A), entio

Ven =D BnElpn 121, Ven=EKean, n>0, (4.25)
n

sao seqiuéncias tais que 175‘" € um estimador nao viesado de Vens Vel = Var(ffg,n) e

Veo =B

Demonstragao Inicialmente provamos que Veo = Be e que os estimadores sdo nio
viesados. Para n = 0, como

. g )
Voo = Keo = [ (0N (t) = e

temos que

) & T
B(Veo) = B [ wc0aN(®) = [ velt)p(e)dt =
| vewpvyit= [ V(02 B0t = 525, [ et =

2By <,y > = By = Veo.
n
Para n > 1 obtemos

~ T n
E(Vgn) = B(Keyn) = E /0 Y2 (AN (1) =

[ vz oroa = [ 470 (o =
0 (3 0 13 ; nen
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T
360 J, ¥ Obt)de = 5 oKl = Ve

Agora, voltamos nossa atengio para a seqiiéncia de variincias. Para n — 0 temos, de

TA/E,G = B¢ e de (4.17) que

Vei=> ByK(, = Var(Be) = Var(Vg o).
‘J]

Para n > 1,

Var(Ven) = E(Vem — Ven)? = E(Kgan — D ByKls)?
n
T T T n 2
= F (]; ?,bg (t)dN (1) _z,,:ﬁ”/o ¢§ (t)w,,(t)dt)

T . T 4
ZE(fD ¥ (t)dN(t)—/0 Pe (ﬂ?ﬁn%(t)dt)

% 2
.y ( /0 ’ »E" (H)dN (1) — fo i Wi (t)p(t)dt) =E ( /,, ’ W& (£)[dN () — EdN(t)])

. ] /C »E" (w)E" (v) g2 (u, v)duduv + fn Tv/)an(t)Var(dN(t)).

Como g3(u,v) = 0, pelo Lema 2.4, obtemos

e T n+1 T n41
Var(V ) = fo W2 (p(t)dt = fo W20 S By (t)dt =
n

T 1
SB[ a0t = 3 5K i = Ve
n n

Teorema 4.3 (Da seqiiéncia inferente para os coeficientes de ondaleta.) Sob a
hipétese do Teorema 4.2, temos: para todo & € Ze(li) as sequéncias fffln e Vein,n >0
formam uma seqiiéncia inferente de varidveis aleatdrias para f.

Demonstﬁragéo Dado o conhecimento do Teorema 4.2, basta provar que V¢ € Ze(li)
Vn e IN* V¢ ,(2) C IRy. Como Yw € 2

" . r .
Von(w) = ( | (t)dN(t)) @) = [ ¥ ) 20,
0 teorema esta estabelecido.
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Portanto, no caso de N ser um processo de Poisson, os estimadores para f¢ e as respec-
tivas e sucessivas varidncias sao ficeis de calcular, sendo todas da forma f; WE" (t)dN(2),
e para uma trajetéria particular com m pontos no intervalo [0, 7], nos instantes de tempo
TO, T1s - - -y Tm—1, €Sta expressao se reduz a Zf;gl qu“(Ti).

Para obter as varidncias sucessivas, para fins de simulagiio, pode ser necessirio conhecer
os valores de Kg, on, que dependem da familia de ondaletas utilizada.

Para a familia de ondaletas de Haar, é vilido o seguinte resultado.

Proposigao 4.1 Para as ondaletas de Haar reescalonadas para o intervalo [0, T] tais que
Yool =1, os Kggn dados por (4.23) sdo escritos por

(i) Se &,n €7 x4 7%, & = (z1,41), N = (T2,y2) entado:
Para n > 0 temos

(a) Sey1 <0 eys <0, entdo

2(2""y1+y2/2)T—(2"“1*1/2) quando 1 = x9 =0,
uj =
Kg‘zn N
0 caso contrdrio.

(b) Sey1 =0 ou ys > 0, entao

2" =Dyitye/2) (2271 -1/2) quando valer A ou B,
Klon = ¢ =2 =Dyitu/2p(2* 1 =1/2) - g0 ygler C,

0 caso contrdrio,

para A sendo (y1 > 0> ya A0 <z <291 — 1),

B sendo (y1 >y > 0A0 <y < 2V2 — 1 AN V2gy < 3y < QU102 4 Q01— 12-1)
e C sendo (y1 > y2 = 0A0 < zp < 292 — 1 AN W2y 4 01021 < 4 <
2?}1—3;2(1.2 + 1))

Para n =0 temos
(a) Se y; =0 ou ys > 0 entao

0¢ . se )<z <20 =1,

K],

0 caso contrdrio.

(b) Seyr <0 eya <0, entao

2(yk+y2)/2 SET] = Ty — 0,

n
K¢

0 caso contrdrio.

(i1) Se &,n € 7L, entao



(a) Para ¢i >0,

2“—1)

23’1’ ( 2
—_ Ot (?) quando 0 <7 <2™ -1,
£2m —

0 caso contrdrio.

(b) Para ti <0,

2" 41

. 222' 2
Kg’zﬂ == 55171671,0 (‘3—1') T

(i1t) Se & =z €L en = (z2,y2) € Z x4 7, entio

2@ /T2 -1/D) guando #i < Y2 <0 exy =0,
Kl =
0 caso contrdrio.
(Z"U) ge &= (:cl,yl) el xpul e = x99 € Z, entao

(a) Para n > 1 temos

(2@ n+bi/2) (21 -1/2) parayy <0 ez =2y =0,

J (2"~ =1y +i/2)p—(2n—1-1/2) para (y; > 0,0 <z <290 — 1,
Ko = ezy=0) ou (Li >0,0<n<286 ]
e 201ty < 3y < M-ty 1 1)),

0 caso contririo.

\

(b) Para n =0, temos
0,00z, 0201 H/2 50 4 < 0,

n_
Keon = N
0 caso contrdrio.

Demonstracao Seja 1) = P(o,0) = Y 2(I[G,T /2) —1ir/2,7)) & ondaleta mie para a familia
de Haar reescalonada para o intervalo [0, 7] tal que 1¥(0,0yll = 1. I representa a funcio
caracteristica (indicadora) do conjunto A. Colocando ¢ = (z;,y;) e n = (z2,y2), temos
he = 2122V — 31 T) e gy (t) = 29/ 24(292¢ — 2,T).
Como ¢ € supptye ¢ 2V'y — z,T € [0,T) ¢» t € [z, T/2%, (z + 1)T/2¥1], temos
supp ¢ = [21T/2%, (z1 + 1)T/2%']

e, analogamente,

supp iy = [22T/2%2, (25 + 1)T/2¥2).
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A ondaleta pai, ¢ = ¢(o,0y = T~/*Ijg 1, é tal que ||¢]| = 1. Temos
¢E,f1’ = 2&/2(}6(281:15 - fT), E = Z:

supp d¢ ¢ = [€T/2%, (¢ + 1)T/2%).

(i) Para n > 0, temos

(a) Sey1 <0eyy <0exz =x9 =0, entdo

T (ou/2\?" [ 9u2/2
o _ — 9@ 'ntya/2)p—(2771 -1/2)
KD, /0 (T1/2) (Tl/z)dt 2 /i

Se y1 < 0ex #0, entdo suppft/)g N[0,T) = 0 e, analogamente, para y» < 0 e z5 # 0,
suppi, N[0,T) = 0. Logo, Kf o» = 0 nestas condigdes.

(b) Se y; > 0 ou y2 > 0, entao,
Se y2 > y1 temos obrigatoriamente y» > 0 e, portanto, supp, C [0,7] ou supp Py N
[0,T] = 0. Também, (suppp, C supp i V supp i, Nsuppye = 0). Assim,

. T gui/2\ %"
Kg,zn = c/ﬂ Isupp¢£¢ndt =0, c¢= Tz ;

Se y2 = y1, entdo supp, = supp; ou supp i, N supp e = 0 e, em ambos os casos,
Kg gn = 0.

Se y1 > y2, entdo suppe C suppi, ou suppie Nsuppy, = 0. Além disto, caso
supp s C supp @b,,, entao supp g estd contido num semi-suporte de 1,, isto é, supp ¢
estd contido em 9, (IR7) ou em 31 (IR ).

Vamos dividir em casos.

Se y1 > 0 > yo, entao

. N 2J1/2 2y2/2
_ 2(2" Ly +y2/2)T—(2“_3+1/2)T/2y1
2((2" =1)n +y2/2)T—(2"'1*1/2),

sempre que supp ¢ C [0,T], ou seja, que z; € {0,...,2% —1}. Se z; ¢ {0,...,2¥% — 1},
entdo suppipe N[0, T) =0 e Kg;_m = )
Seyi > yz = 0, entdo supp y¢ C 1, HIRY) > [z T/2%, (z,4+1)T/2%1) C [$2T/2y2 (2z9+
DT/292 4] ¢ 21— ¥2g, < 3y < 20 Jz:cg + 2u1=¥2=1 o também, supp e C ¥, {R*) &
[z1,T/2%, (z1 + 1)T/291) C [(2z2 + 1)T/2¥2 %1 (25 + 1)T/2¥2) & 20125, 4 21“ v2-l <
zp < 2Y77¥(z3 + 1). Para termos suppyy, N [0,7] # 0 devemos satisfazer & condicio
0 <zp <2¥2 — 1. Logo, neste caso temos

K1 = g@ mtmp-@yy [T (2 iy~ Bt o 38
£ o PUPPYe Uluy (R T Tuy(R2)

— o@Dy +y2/2)p— (271 -1/2)
= 3 el (Zy; gy~ L ey (2)

=
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para qualquer z € supp .
Para m = 0 podemos supor, sem perda de generalidade, que y2 > ;.

(a) Suponha y2 > 0 e y2 > y;. Entéo,
T
K7, =c/ Ypdt =0, c€ TR,
g 0

pois supp 1, C [0,T] ou supptp, N[0,7] = ) e suppp, estd contido num semi-suporte
de v¢. Caso ¥ = y1, se z; # z2 temos supp Ye Nsuppiy, = 0 e portanto K 1 = 0; se,
entretanto, T; = z» temos

T 1 sexe{0,...,29 —1},
K&:fo P2dt =

0 em caso contririo.

(b) Se z1 # 0, como y1 < 0, temos suppy N [0,T) = @ e, analogamente, para zz # 0
obtemos supp,; N [0,7) = 0. Nestes casos, K ”1 = 0. Se z; = z3 = 0, entdo

T = 2(n1+y2)/2

T 9y1/2 9y2/2 9(v2+y2)/2
L=, FETEt =g

(ii) Se &,n € Z, entao

Kl = [ Butnsdi=ag, [ giar

com

gti\ (¥5)
cit= = Ity enry-
it T (% 25)

Se #i > 0, entédo

[7T/2%, (n + 1)T/2%) quando 0 <7 < 2% — 1

[nT/2%, (n + 1)T/2%) N[0, T) =
] caso contrario.

Se ¢i < 0, entdo [nT/2%, (n + 1)T/2%) N[0, T) # 0 se e somente se 7 = 0 e neste caso

a interseccao é [0,7).
Portanto, para ¢ > 0, temos

3 i (21;1) T oti (Z%fl)
K
£,2 &m T 2 Jf}’? T ) )

quando 57 € {0,...,2" — 1} e KE on = 0 caso contrério.
(2t

Ja, para £i <0, temos K/, = (J;)( ? Tsen=0e Ky, =0sen#0.
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(i) Vir = (23,92) € 2 xps Zy IE(E* = |222572]) (suppeby C supp de- i A (VE # €7,
supp v, Nsupp ¢e ¢ = 0)).
Se i >0,
supp ¢¢¢; quando £ € {0,...,2% — 1},

supp e N[0,T) =
] caso contrario.

portanto,
2“ 13
Klp= [ hdi=ee [ g upgdt=0.
Supp ¢¢ ¢ SUpP = gy

Se i < 0, entdao: para z; # 0 temos supp tei N [0,7) = 0 e portanto K =0,
para z; = 0 temos os casos b <ys<0eyy>0.

Se y; > 0, entao fo tpdt = 0, donde K?2n =0.

Se i < yy < 0, entao

. 4 ol = 2y2/2
Keon = f¢5&¢ndt / (T) (m) d

(2" M eity2/2)p— (27 1-1/2)

(iv) &€ = (z1,y2) € Z x4 7, 1 = z9 € 7. Temos, neste caso, como ¢i < y;, que

supp 1z C supp ¢y,¢; ou supp ¢ Nsupp ¢y, e = 0.
Para n = 0 temos:
se y; > 0, entdo Kg,1 = cfngbndt =0,celRy;
sey; <0, temos £ <y; <0e
IR

Ké’,l = 05,00z, ,U/U Yedy,eidt
T 9y /2 9lif2 )
_ _ (Eity1)/2
072,002,,0 . TIETIE di = 0,00z, ,02 1)/2

Para n > 0, temos:
T T
Kgon = /g Ve bpadt

"
_ 2n Loy +8i /) r— (20t -1/2
— 9@ lyitbi/2) (271 41/2) /O T Tt

Agora, (supp¢nei N[0, T) #0) < (0<n<2% —1AL>0)V(n=0Al< 0)).
Cason=0e i <0, temos supp ¢, N[0,T) = [0,T).
De fOT Tsupp e dt = 2%, paray; > 0e0 <z <21 -1, e fﬂT Isuppwfdt =T, paray; <0
e z; = 0, temos
Kg,2n _ 2((2“_'—1)y1+e7;/2)T—(2ﬂ-1—1/2)’
paray; 20, p=0e0 <z <291 —1,
Kggu (2 tyy+tif2)p— (27 l—1/2)
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paray; <0,n=0exz; =0, ¢ ngn = 0 nos outros casos.
Seli >0e0<n< b 1, entao supp e C supp ¢, s & [z, T/2%, (z + 1)T/2%) C
[(nT/2%, (n + 1)T/2%) & 2978n < o) < gy +1 < W bi(n 4 1) & Wlip < 4 <

2918 (n + 1),

Assim,
T

1 _ o2ty +Li/2) n— (271 41/2)
R, =20 rtbfly =

quando 4 >0,0<n < 2% —1e2ntip < g < 2=t 1 1); e ngn = 0 caso contrario.
[ |

4.2 Estimacao da funcao intensidade via ondaletas

Agora estamos aptos a estimar a fungao intensidade p por um procedimento de sintese
utilizando as estimativas dos coeficientes de ondaleta.

Teorema 4.4 Seja p — > oneZe(ti) B,,?/Jn.
Se N satisfaz d hipdtese B (*B), entdo

1) a fungdo p € um estimador ndo viesado para a funcdo intensidade p.
p ¢ p

Se N satisfoz a hipétese A (*A), entdo

(it) a variancia de p é dada por

Var(p) = 3 ( | [ #ne@artu,v)dudo + [ qu(t)-wg(t)p(t)dt) Yl

UES

Se N satisfaz a hipdtese A (*A) e é processo de Poisson, entio
(iii)
. T
Var(p) = ) ( /0 Py (t) e (t)P(tJdt) Y,
mE

(iv) e um estimador ndo viesado para Var(p) é

- T
Var(p) = 3 ( /D wn(t)wg(t)dmt)) e
n,€

Demonstragao (i) Como £ é um funcional linear continuo,

B() =B Byba) = 3 Bytby =
mn uj
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(if) Var(p) = B(Z,(By — B)%n)* = B (Se 3By — By) (Be — Be)mi) =
= Zf Zn Cov (ﬁm ﬁ{)'l/)?}"ab&-

Portanto, no caso geral,

T
Var (ﬁ)zgg( | [ #nte @t vdudo + [ wn(wg(z)p(t)dt) e

(iii) Para um processo de Poisson, como gy (u,v) = 0, a expressio acima se reduz A soma
do segundo termo dentro do parénteses.

(iv) Imediato pois p(t)dt = EdN(t). i

Seqiiéncias inferentes para p podem ser obtidas utilizando os resultados dos dois teo-

remas a seguir.

Teorema 4.5 Seja n = (n1,...,m27) € (Ze(£i))?" um elemento do produto cartesiano de
Ze(i) por ele proprio 2" vezes, e N um processo de Poisson que satisfaz a hipdtese A

(*A). Seja

T 2"
Va(p) = ( f H ?/Jmpdt) H e
??E(Ze(fz))zﬂ
e
. 1 i
Va(p) = Z (f H wmdN) H Y, para todosn > 1.
ne(ze(@)) \70 =1 =1
Entdo, Vi (p) e Vu(P) sdo seqiiéncias de varidncias e estimadores, respectivamente, tais
que:

(1) V1(p) = Var(p).
(i) Va1 (9) = Var(Va(p)).

(i) Vi(p) é uma estimador néo viesado para V(D).

Demonstracao (i) Imediato.
(ii) Temos que, devido ao fato de E ser um funcional linear continuo,

. T 2"
Var (Vi (p)) = Var ( (/ H Ve dN) H ¢nc) =
ne(Zewz)V“ 0

=1

on

Cov ( / qumdzv f H @bgmdN) T o IT v

m=1

m; 56(76(&))”"

Usando o Lema 2.5 obtemos
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) T " 2n on 2n
Var( n(ﬁ)) == Z ( . H¢ﬁz H 1,[)§mpdt) H me H ¢§m =
=1 =1 =1 m=1

n,¢€(Ze(ti))™"
an+l 2n+1
= Z (L H 'l,bmpdt) H Y = Var1(p)-
pue(Ze(#i))2+! =1 =1

(iii) A igualdade EV},(5) = V;,(p) decorre da linearidade e continuidade de E, do Teorema
de Campbell e do Lema 2.3. ]

Teorema 4.6 (Da seqiiéncia inferente para a intensidade.) Para processos de Pois-
son sob a hipdtese A (*A), as seqiiéncias V,,(p) e Vo(p), n > 1, constituem uma seqiiéncia
inferente de processos estocdsticos para a intensidade p, ou seja, (p, Vi, (p), V(D) ) € uma

sequéncia inferente para p.

Demonstragao Basta provar que Vn > 1, V,(5)(2 x [0, T]) € IRy. Como Vn € IN*,
Vw € Q, Vt € [0, 7],

R T 2" 2n
Va () (w,t) = Z (/0 H wnszw) H Y (t) =
=1

ne(Ze(ti))?" £=1

T o 2" on o
= Z /U- (H 'f/)m) (H Pn; (t)) dN, = Z /UT (H Yng s (t)) dN,, =
= I=t =1

ne(Ze(8i))2" ne(Ze(ti))2"

T an
= fo > (H ¢n¢¢nz(t)) dN,, =

ne(Ze())2” =1
T gn—1 an—1
:/0 Z H Yo tn, (£) H ¢§m¢gm(t)) dN,, =
mEe(Ze(£i))2" ! \ =1 m=1

21171

T g
- /0. Z (H U (t)":b'?e) Z (H ’l,bgm (t)'l,bfm) dN, =
£e(

ne(Ze(ti))?* \ &=1 Ze(ti))2~1 \m=1

2

T a3
= > I by, | dN, >0,

ne(Ze(ei))>" ! =1

é estabelecida a validade do teorema.

Para generalizagées veja de Miranda (2002b).
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Capitulo 5

Estimacao com uso de limiares

Sejam ¢Z, = {z € ZL|d < z < e}, d,e € ZU{—oco}U{+co} ; Ze(ti); = ZU(Z x5, Zg)
selicZe Ze(li)y =% x {z € Z|z < J} se i = —co0.
Utilizaremos a notagao

faJ — Z ﬁn",bn = Zﬁrﬂbm (5.1)

nEZe(ti) isd
para a funcao intensidade estimada por ondaletas 1, com escalas até a J-ésima ordem,
J = 0, lembrando que quando 7 é um par ordenado o representamos por (, 7). Observamos
que se J < fi entao a funcdo intensidade é estimada apenas por ondaletas ¢n.ei e se
li = —oo a expansao ¢ feita apenas por ondaletas escalonadas a partir da ondaleta mae.

Usamos a notacio

ﬁTJ:A = Z iy (Bm Ay Var(B,,)) Brﬂbn = Z T (Bn: Ay Var(Bﬂ)) 37;1% (5.2)

nEZe(ti); j<J

para a fungao intensidade estimada formada a partir dos coeficientes de ondaleta subme-
tidos a um procedimento limiar.

Uma fungao limiar T : IR x IR, — IR é uma fungio mensurdvel tal que 0 < T'(z,y) < 1
e, para todo y, T'(z,y) = 1 se |z| > y,T(z,y) ¢ ndo decrescente em [0,y] e nio crescente
em [—y,0].

Observamos que o simbolo 7' possui dois significados diferentes, o niimero real que
indica o extremo do intervalo [0, 7] e a funcdo limiar T'(z,y). No entanto, isto nio preju-
dicard o entendimento do leitor.

Seja £ a medida de Lebesgue na reta. Denotaremos esssup, f(essinfs f) o supremo
(infimo) essencial de uma fungao f sobre o conjunto A. Para facilidade de notagao, escreve-
remos ess sup, f no lugar de ess SUPguppy, f = ess SUP,csuppy, f (), na qual supp 1, sig-
nifica o suporte da ondaleta 1),,. Se f = ZneZe(Ei} ayty, escrevemos f; = Z,JEZE(&-)J iy
e [T\ = Cnezeqen), T, LA 0))anpy L: Ry x Ze(li); — Ry.

Definigao 5.1 Diremos que a func¢dio f é essencialmente a- Hélderiana em A C IR se e
somente se existem duas constantes, K e a, e um conjunto D C IR, (D) = 0, tal que
para todo x ey em A — D temos |f(z) — f(y)] < K|z —y|* a > 0.



Esta defini¢ao pode ser imediatamente estendida para f : X — Y, (X, A, 1) espaco de
medida; (X, d;), (Y, d2) espagos métricos.

Il

Definicao 5.2 Definimos esslim,_,, f(z) = L, quando eziste um conjunto D C IR, £(D)
0, tal que o limite quando = — y da funcdo fla—p, restricdo de f a A — D, é o nimero
real L.

Analogamente, podemos estender o conceito de limite essencial, definir fungoes essen-
cialmente diferencidveis, etc.

5.1 Velocidade de convergéncia e limitantes para o viés

Os resultados a seguir fornecem limitantes superiores para a magnitude do viés, medido
na norma L2, dos estimadores (5.1) e (5.2), no caso de p essencialmente a-Holderiana,

Teorema 5.1 Seja {y,|n € Ze(li)}, ti < 0, £i € Z U {—oc0} uma base ortonormal de

ondaletas tal que supp 1) = [0,T] e (0,0 € essencialmente limitada.
Seja N um processo pontual que satisfaz a hipdtese B ( *B). Suponha que p, a funcdo
intensidade de N restrita a [0,T], seja essencialmente a-Holderiana com constantes K e

a > 0. Entao,

A K2 M?|suppipo,g)[*FY) /1 \ T+
Ip — B < =P — ()7 xau(e, (53)

para todo J > 0, na qual M = max{|ess inf(o 77 90,0, €88 sup(o,] ¥(0,0) }-

Demonstragao Para todo p e J > 0 vale a seguinte igualdade:

e =EGN? =113 Boton — E Bybyll? =
7 i<
I Z(ﬂn - E(Bn))i/)n + Z Butoyll* = || Z Botbnl? = Z ﬁg

i<J neEXZ2 j>J NEHZ?,5>J nc#Z?,j>J

Agora, encontraremos para cada 7, limitantes superiores e inferiores para f3,. Seja
PF = max{1,, 0}, ¥y, = max{—1,,0} e supp 9, = [a,,b,]. Como p ¢é nio negativa,

By = [ wapde= [ wipit ~ [y pat
< / 1,0,'7" ess sup,pdt — / t,, ess infypdt =
— / (qp:{ — 9, Jess inf,pdt + / TP-; (ess sup,p — ess inf,p)dt =
= ess infnp/@/)ndt + (ess sup,p — ess inf,p) /n '!,b;'dt
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< 0+ K(by — ag)®(by — ay)ess sup,py =

= K (b, — ap)®t127/%ess sup(p,0)%(0,0)-

Analogamente,

By = / 1/);" ess infypdt — f V¥, ess sup, pdt

>0— K(by — an)“/?ﬁ;dt > —K (b — ay)**'272ess inf(g 0)1h(0,0) -

Seja M = max{ess supjg 71%(0,0), —€ss infig 719 (0,0} Entao podemos escrever

a+1
1Bal < KM (by — ay)*+127/% = KM (@Z’f{—m) 272,

6723 S K2A/I2ISUPP?,L'(0’0}|2(a+1)2—(2a+1)j-

Como a j-ésima escala tem no maximo 27 coeficientes de ondaleta ndo nulos,

Yo B <Y Y(KPMP|suppif )Mtz (2e+i)

I/ i>J
— I{2M2|Sllpp¢(g’o)l2{ﬂ+l) Z 2—2&j —
i>J
(2—20)J+1

= KglesuPPTﬂ(o,o)lz(aH}m.

Agora, se &« > 1 e A C IR é um intervalo da reta, toda funcio essencialmente a-
Holderiana é constante em A — D pois, sendo z e y € A — D, z < y, podemos escrever
() = f(2)] < T2 |f (1) — f(23)] € D0 K (@ig1 — 7)* < K(mazo<i<n—1(Tip1 —
;) S (@ig1 — 2:) = K(masocicn—1(Tir1 — 2:))* (y —z), na qual z = 2 < 77 <
..<zp=yeparatodoi, 0<i<n,z;€ A—D. Como Ve > 0 podemos escolher tais
pontos de forma a termos mamosignﬁl(:ﬁ“ — ;) < €, pois caso contrario teriamos um
intervalo contido em D e este nao obedeceria a (D) = 0, temos Ve > 0 |f(y) — f(z)| < e

e portanto f(y) = f(z) para todos z e y em A — D.
Sendo p essencialmente constante, temos £, = [ 1,pdt = 0 para todo J > 0 donde

lo-E@HI*= > BE=0.
nEX2,5>J

Teorema 5.2 Sob as condigoes acima e a hipdlese adicional de que N é um processo de
Poisson sob a hipdtese A (*A), que Ze(li) = Z* e que ewiste esslimy_,g Yo (t) = L,
temos para qualguer funcao limiar T e A > (),
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A K2 M suppipo XD 7 1 I+
Ip-BGP < ——Gmo i () xen@ 6.4

+ A%k + 204D 1)ess sup p,
(0,T]

para alguma constante k; € IR.

Demonstragao Temos que

”p = E(ﬁ{x)ﬂz = “ Zﬁn"/}n - E(Z T(Bn: A V Va-r(BTJ))Bn"ubn)”z =
n

J<J

=11 X2 Botn + D (By — BT (By, M/ Var(B,))Ba)) 12,

i>J i<J
assim
lp = EGIII* = D" By + 3 (By — E(T(By, M/ Var(B,))B,))° (5.5)
i>J is<Jd
Agora,

— B(T(By, A/ Var(8,))B,) = B(By — T(By, M/ Var(8,))3,).

Seja v = B, — T(f,, A\/Var(ﬁn))ﬁn- Disto decorre que v é uma variavel aleatéria tal

que v = 0 se ]B,,| > )\\/Var(ﬁ,,), 0<v<pB,sed< By < )\\/Va.r(Bn) and Bn <v <0

if —Ay/ Va.r(B,,) & Bq < 0. Assim, separando a integral [vdP em duas integrais sobre os

intervalos (—\4/Var(§,),0] e [0, A/ Var(,)), temos
E(v) < M/ Var(B,)P([0, \\/ Var(8,))).

E(v) > —Ay/Var(8,) P((—=\y/ Var(8,), 0]).
Segue que
|E()|* < X*Var(8,).max{(P((—\/Var(8,),0 P([0, A/ Var(8,))))?

e obtemos

Analogamente,

> (By — B(T(By, M/ Var(B,))B,))? < D MVar(B,). (5.6)

n,i<J nJ<d

Como, para processos de Poisson,
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val‘(ﬁn) = /'c,bgp(t)dt < ess sup,?pqu),%dt ==

= ess sup,p < ess sup(g )P,

podemos escrever, para 77 € Z2 e m nio negativo,

Z Va.r(['}n) < Z ess sup,p < 2™ess sup 7P,
{7=m} {s=m}
devido a existéncia de exatamente 2™ ondaletas de escala m com suporte nao disjunto de
[0,7]. Desta maneira

J
Z Var(By) < ess suppg yp( > 2m) = (271! — 1)ess sup(g,7P-
0<ji<J m=0

Para j negativo, estamos interessados somente naqueles 1 da forma (0,7). Assim é
devido ao fato de que, para n = (i,7), 1 # 0 temos supp#(; j) N [0, 7] = ¢. Como

. T
Var(8,) = fd)gpdt :[0 w,?pdt,

obtemos

) i s .
Var(f,) < ess sup[OlT]p/ 1/)§dt = ess Sup[O)T]p/ {23/21/)(0:0)(2315 = z'T)}2dt.
0 0

Ja que 7 = 0,

% T . T2i
Var(f3,) < ess sup{O,T]p/O 231/)(20?0)(2%)(115 = ess sup[O,T]p/O "waqo,o) (z)dz.

Da existéncia do limite essencial esslim;_,g+ ¥(0,0)(z) = L temos que existe D C IR,
{(D) = 0, tal que para todo € > 0, existe um d > 0 tal que para todo = € [0,T] — D temos
a implicacdo 0 < & < & = Y(o0)(z) € (L — ¢, L +€). Assim, para todo j tal que 277" < §
temos

. T2i
Var(f,) < ess supjg r)p /0 1xb(zo,o) (z)dz
< (ess Sllpio,T]p)ZijaX{(L —e)%, (L + &)%}.
Seja j. o maior inteiro j tal que 2T < §. Entéo,

Z Var(8,) < 27+ (ess supyg,r)p)T'max{(L — )2, (L +¢€)?}).
n=(0,7),7 <7+

Estas desigualdades implicam que
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Z Var(ﬁn) < (ess sup[O,T]p)2j"+1Tmax{(L —e)? (L + €)%}
7,7<0

-1 29T
+(ess Sup|o,7yP) Z f Q,b(QO,O} (z)dz.
j=js+170
Seja
) =1 28T
b = 2P Tmax{ (L —&)?, (L+¢€)?} + Z f ?b(zu,n) (z)dz.
j=jut170
Entao escrevemos
Z )\QVar([;’,,) = }® Z Va,r(B,,) + Z Var(ﬁ,,)
misd 0<5<J J<0
< A (ky + 27 — 1)ess Sup[o,71P-

Finalmente, do Teorema 5.1, (5.5) e (5.6) deduzimos

; K2M?[suppipg,p |2t /1 I+
Ip - B@5IP < =72 (2™ xan(@

A% (ky + 274 — 1)ess supg,)p-
|

Teorema 5.3 Seja {1y)|n € Ze(i)}, ¢i € Z, #i < 0 uma base ortonormal de ondaletas
tal que suppyg0) = [0,T) e (0,0 € essencialmente limitada. Seja N um processo pontual
de Poisson sob a hipotese A (*A) com p essencialmente a-Hélderiana com constantes K
e o > 0. Entao, para qualquer funcdo limiar T e X > 0 temos

; KM ||suppo,|**1) 7 1 7+
I~ BEEI” < ——7 28— (2 xoute)

+A%(ky + 271 — 1)ess SUp[o,71P;
para alguma constante k; € IR.
Demonstracao Basta notar que, neste caso,
lp=E@IF= > B+ 3 BowP’< 3 B+ Y aVar(g,).
neZe(li)—Ze(ti); neZe(li)y neze(li)—Ze(ti); ncZe(ti);

De Znezz Va*r(lér],fi) B ZEigjg—l Va'r(B(_O,j)) P Zj:o Var (B{i,j))
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23T
> ] w(o oy(z)dz + @/ - ))

j=t

/ q5(0 )P dt + (ess Supjg, T]p (
e [T ¢2 dt <esss [rg2 . dt =
0 PP ¢ = UPp, TP Jo Po,i)0t =

T s . 2ti
— ess S“P[O,T]Pfo (2¢i/2) ¢.(20’0)(2£zt)dt = ess SUP[O,T]P/U qb(zo,o) (z)dz ,
pelo Teorema 5.1 estabelecemos a desigualdade com

2T

gt
ki :/0 %0y (x)dz + Zf W 0 (@) ds.

g=F

Para as ondaletas de Haar, o Teorema 5.2 se reduz a seguinte proposicio.

Proposigao 5.1 Sob a hipdtese do Teorema 5.2 ou a do Teorema 5.3, para a familia de
ondaletas de Haoar temos

@) + 22200+ egs sup p. (5:7)

K2T2a+l 1 J+1
( ) 0,1 (
[0,7]

_ 5 2 » _
Il» E(PJ,,\)” B (1_2_2a) 22

Demonstragao Basta dizer que para ondaletas de Haar, M = T~1/2 = [, ¢ observar que
para todo € > 0,

K27-172(et1) 1 \/+1
2
Ip = BGEI® < = — () xoa(@

422 (2j‘+1Tma,x{(T_1/2 + 5)2, (T*lf? — 5)2}) €ss sup(g, 7P

j:j* +1

-1
) ( S oIty ol 1) €ss sup(o, |p
K272+l ( 1 )Hl

T (1 - 1/22) \ 2%

—1
+22 ( Z 27 4 29 M max{(1 + eT?)?, (1 - gTURRY | 9L 1) ess Supyg 7}p-
J=ja+1

Fazendo € — 0 obtemos (5.7). Também, se ¢i € Z temos

24T 4 =1 2iT ( N _
k=[ —dz + f —dl— ) L 2 =1
[T B e (S0 - 5

\j=ti j<—1
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donde vem (5.7).
|

A préxima proposi¢ao nos fornece uma maneira de escolher um valor “étimo” para J.
Proposicao 5.2 Sob as hipéteses do Teorema 5.2 ou do Teorema 9.3, dado A > 0, pode-
mos escolher J tal que

lp = BE@II? < 9(A) = min(4, B),

com

1 la]+1
4=k (_) X(0,1)(€) + A% (ky + 2Lexen(@+1 1) o55 qup, .
(0.7]

1 {ﬂ]ﬁ-l
B =k (@) X(0,1)() + A2(ky + 2lelxen(@+ _ 1) og sup

_ KQM?ISHPDWU,D)F(QH)
(—220)

k1 dada na prova do Teorema 5.2 ou da prova do Teorema 5.8,

ko

_ £n(2aky [ess supyy 1) p) — 20n
(20 + 1)n2 ’
e, caso a« < 1, J serd |a| ou [a], dependendo de qual destes dois valores minimiza a(N);
caso contrdrio, isto €, a > 1, J serd zero e A= B = g(\) = A2(k; + 1)ess supyg 7y p.

Demonstragao Do Teorema 5.2 ou do Teorema 5.3, temos

; 1 J+1
lp — BE@EII? < ko (22—&) + A% (k1 + 27 — 1)ess supp 7pp = F(J, A).

Estenda f: IN x IR|. - IR a f: IR, x IR, — IR. Entdo

af LYV
E(J, A) = kobn (Eéa) (27& + A%ln2.2" " ess Sup(o, 7P,

62fjA~k ¢ LYY (_Ly™ A2(n2)? 27+
B_Jz(’ )=ko (ln 32 750 + A(én2)>. €ss supyg 712,

portanto, a segunda derivada é positiva para todo J e A\. A primeira derivada é zero se e
somente se

2(1]&’:0
1)(2a+1) =1 -
(/ +1)(2a+1) = logy ( e Supmp)

a qual fornece o valor de a mencionado nesta proposicio. Como, para um dado A, f(J, )
tem somente um ponto critico que é um ponto de minimo, f (J,A) assumird seu valor
minimo sobre os inteiros para J =[a] ou J =|a). Caso o > 1, entio lp — E(gﬁjﬁ’/\)”? <
N (ky + 271 — 1)ess supp 7P cujo minimo é assumido para J = 0. =
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5.2 Sequéncias inferentes para as intensidades estimadas
Finalmente temos as seguihtes propriedades para py e ﬁ?;’ A
Teorema 5.4 Se N satisfaz a hipdtese B (*B), entio

(i) Py € um estimador assintoticamente ndo viesado para a funcdo intensidade p.

Para N sob a hipdtese A (*A):

(@) Var(Ds) = X gee), 2 ze(eiy, ([ Jo ¥n(1w) e (v) g2 (u, v)dudv)ip,
+ 2 ze(tiyy Loze(eir, (o Pn(t)he (O)p(t)dt)ype.
Se N € um processo de Poisson satisfazendo & hipdtese A (*A), entio

(i) Var(ps) = 3 ze(es), 2o ze(ti), (fg %(ﬂ%(ﬂp(f)dt) Yntbe, e

(iv) T/E‘(ﬁJ) = ZZE(&-)J X ze(ti), (fOT 't,b,,(t)z,bg(t)dN(t)) Ynthe € um estimador nao viesado
para Var(py).

Demonstracgao X
(i) limye0 E(ps) = lim.lﬂ—mo E(En,jg.] /Bn"»b??) —
= N yes Z’J‘JS“’ E(ﬂn'ﬁbn) = limy ;00 qu,jgj ﬁﬂ¢ﬂ = Zq ﬁn"/)n =P, em LZ[O:T]'

(i), (i) e (iv): basta repetir o argumento da prova do Teorema 4.4, observando que
yRS ZE(E"")J L

Teorema 5.5 Seja n = (m1,...,m2») € (Ze(¢i)s)*" e N um processo de Poisson sob a
wp g * ~ T n Tt
hipdtese A (*A) Seja Vn(PJ) = E,,E(Ze(gi)J)Z" (fo Ht2:1 i,bmpdt) HIZ:]_ 7/’?1: €

~ & T 27‘1 271.
Va(Bs) = Ene(Ze(Ei)J)"" (fo 1Tz, wmdN) [1i=: ¥n, para todos n > 1.
Entao, V,(pJ) e Vn(ﬁJ) sao, respectivamente, sequiéncias de varidncias e estimadores

tais que
(i) Vi(ps) = Var(ps)
(5) Vo (ps) = Var(Va(p1))
(ii3) Vi(P) € um estimador ndo viesado para V,(p).
Demonstragao
(1) Teorema 5.4 (711) e (Wv).
(ii) Basta substituir Ze(¢:) por Ze(¢i); na demonstragio do Teorema 4.5.

(iii) Mesmo argumento da demonstracio do Teorema 4.5. o
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Teorema 5.6 (Da seqiiéncia inferente para p;.) Para N processo de Poisson sob a
hipdtese A (*A), a seqiiéncia (p1, Vo (D), Va(Bs)) constitui uma segiiéncia inferente de pro-
cessos estocdsticos para py = Z,?E Ze(ti) Bntby, aprozimacao da intensidade por ondaletas

até a J-ésima escala.

Demonstracao Basta substituir Ze(4:) por Ze(¢i); na demonstracio do Teorema 4.6.
|

Proposigao 5.3 Se N satisfaz d hipétese A (*A) entdo, para todas as funcaes limiares,

temos

(i) |Eps — EﬁJ:AHQ — 0, quando A — 0, para p e 1y satisfazendo ds hipdteses do
Teorema 5.2 ou do Teorema 5.5.

(i) Var(ﬁi{)\) < Z.g,neZe(Ei)J (f fc Wr}(@ﬂ’&(”) [p2 (u, v)dudv) |¢q¢§|
+ D EmE By (foT |¢n(t)¢£(t)h9(t)dt) [bnbel + X nezeqeny, 1enpllLl|ep| |1 [nibe|.

Se N também é um processo de Poisson, temos:
(iii) Var(p5,) < Seczeen, (o Woa()be@)lp(t)dt + 21lpmpllalleplly) Iisybel.

(iv) M%T(ﬁ:{/\) =
Ccezetens (200 n@IAN @) J5 We(WIAN () — [ 1y (0)e (AN (1)) (el

€ umn estimador nao viesado para o lado direito da inequagdio acima.

Observamos que (i) e (iv) fornecem limitantes independentes de ).

Demonstragao (i) Devido ao argumento usado na demonstracio dos Teoremas 5.2 e 5.3,

podemos escrever
1B@s) — E@IL) =

=1l > BBy — E(T(By, M\ Var(By))By))byll* < A2(ky + 27! — 1)ess SUpo,7P-
nEZe(ti)y
Assim, o lado esquerdo da inequagao tende a zero quando \ — 0.
(ii) Escreva 'f’n para representar T(ﬁ’,,, )\\/Var(,BA,,)) e &y = Tnﬁnn. Entao
2 _

Var(ﬁ?,)\) = E(ﬁ:JF,,\ - E@?A))Q = B( Z ‘En"pn - Z E(-‘%n)"/’n) =
Ze(ti) s Ze(ti) s

= E( Z (i'n - E(ﬁn))(i'{ - E(ﬁf))'ﬂbn‘pé) = Z COV(SE"??} i&)"/)n’l’&
n,E€Ze(li)y mEE€Ze(ti),

Portanto,
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Var(pya) < D |Cov(y, &¢)|[wniel-
??»EEZB(Ei}J

Agora,

|Cov(zy, Z¢)| < IE(TT}T;SBT}JBf)’ + ,E(Tnén)HE(TfB&),
< E,Tnfaénéfl +E|Tnﬁn|EITE£E|

< E|3HBE| + EIBG|E|B£I)

pois [Ty| < 1e|T¢| < 1. De B, = [ ndN (t) temos |8, < [ |thy|dN (¢) e, conseqiientemente,
E|By| < [ 1lypdt = |lsbypll1. Analogamente, B|fe| < |epl;-

De
B = [ [ nibe@iin @an )

temos

Blbabel < [ [ Wn(se@lpatwv)duao-+ [ [ e )| Banwyan w)),

=[0,7]2 N D.
Agora, representando por du tanto o nimero quanto o intervalo [u, u+du), escrevemos:

E(N x N)(du x du) = E (N[u,u + du) N[u, u + du))

P{N[u,utdu) = 1} < E{N[u,u+du)*} < P{N[u,u+du) = l}-|—Z 72 P{N[u, u+du) = i}
=2

Portanto, E{N[u,u + du)? } = P{N['u. u+ du)} + o, (du) = py(u)du + 0y (du).
E(N x N)((du x du) — = [utdv purdep Al < M(du)?, pois, como N satisfaz a

hipétese A, existeM > 0, pg( ,y) < M em du x du.

Seja E(N x N)|p(A) = E(N x N)(AN D), para todo A € Agr

Assim, py(u)du + o, (du) — M(du)? < E(N X N)|p(du x du) < p(u)du + o,(du) e,
portanto, E(N x N)|p(du x du) = p(u)du + o, (dwu).

Negligenciando infinitesimais de ordem superior, temos

| [, i@ B@N@aN ) = [ beldB W xN)lo = [ ln(aelp(aia

A igualdade acima é imediata sob a hipétese *A. Observe que o argumento acima
mostra que os processos sob a hipdtese A estao sob a hipétese *A.
Portanto,
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(Covlin, 26)| < [ [ Woa(ue(o)lpa(u,v)dudo-+

T
n /O |8 (1) the (1) [p(w) due + [[4pmp ]l lnpep s

Var(pspn) < Y. ( f /C I¢n(UJ¢§(U)IP2(U,v)dudv) [ the |+

mEEZe(ti)

+ ( [ onrpetipurdu + il nwgpul) el

7, EEZB(&

(111) Para N um processo de Poisson, temos pa(u,v) = p(u)p(v), u # v. Seja p*(x, u)
p*(u) e p*(u,v) = pa(u,v), u # v. Entao

T T
| L nrbeolipaae vidudo = [ [ iy (o)l ) ducto —
T T
= [} Wnwlpdu [ e)lp)do = Il el

A conclusao segue por direta substitulgao na expressao em (ii).
(iv) Como |[4p|; = fo [thy|pdt = Efo |4n|dN (t), podemos escrever

”'ﬁ%ﬁ”t“%ﬁ”l =

E ( f T|¢,,.|dN(t) [ ! |1p§|dN(t)) — Cov ( / T|1[),,|dN(t), / T]v,bf[dN(t)) .

Pelo Lema 2. 5 para processos de Poisson, a covariincia no lado direito da equacdo
acima é ignal a fo |9y ||9pe |pdt = Efo f'gb,,?,bgldN( ), assim

T T
||¢ﬂp|m|¢gpuhEUU ol (o) [ stldN(t))—E || wpelan o),

T
| e ®rte@lp (01t + 2typllepl, =

__E( f || dN (2) [ [1be|dN (t) f I%wgldN(t))

Somando para todos 0s 7 e £ in Ze(¢7),, a proposicio é estabelecida. |
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Proposigéo 5.4 Seja N satisfazendo i hipdtese A (*A). Se escolhermos T(zy) = 1
quando |z| >y e T'(z,y) = 0 caso contrdrio, e fizermos

TZe(ti)s = {n € Ze(ti) 1T (fy, M Var(By)) = 1},
entdo
(i) Var(p},) = ¥, ccrzeei), (f Jo ¥n(u)tbe(v) ga(u, v)dudv + [ 4, (f)¢§(t)P(t)dt) Yntbe.
Se N também ¢ um processo de Poisson, temos (ii) e (iii) abaizo:
(ii) Var(p]) = o eerzeqs, (o $n(Owe()p(t)dt)pyie.

(iii) %}(ﬁ?,l\) 2o, .fETZe(Ez)J(fo Py (E)1he (£)dN () hntpe € um estimador ndo viesado
para Var(pJ,A)

Demonstragio Como

16?11,/\ = Z T(Bm Ay Va'r(Bn))Bn@bn = Z 5’:7%,

nEZe(fr), neT Ze(li),

basta repetir o argumento usado na prova do Teorema 4.4. [ |

Teorema 5.7 Seja N um processo de Poisson sob a hipdtese A (*A) e T(z,y) = 1 quando
|z| >y e T(z,y) =0 caso contrdrio. Sejam TZe(li); = {€ € Ze(fi)JlT(Bg,)\\/Var(Bg =
1} en=(m,...,nm) € (TZe(ti);)?". Entdo,

Va(5T,) = fTﬁq/) dt
n\PJ A 5 neP H¢nz

TJE(TZE(EIJJ)zn (

~ T 2n
Vn(ﬁ{A = (/ H'z,medN) H Y, para todo n > 1,

nE(TZe(Ez)J)Z" £=1

sao, respectivamente, sequéncias de variancias e estimadores tais que
(i) i (ﬁz,\) = Va.r(ﬁ?;,)\),
(i1) Var1(],) = Var(Va(37,)),
(iit) Vn(ﬁTJjA) € um estimador nao viesado para Vﬂ(;ﬁi,\).
Demonstracgéao
(i) Proposigdo 5.4 (i) e (iii).

(ii) e (iii) Imediatas.

iE
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Teorema 5.8 (Da segiiéncia inferente para pi\.) Para N um processo de Poisson
sob a hipétese A (*A), a seqiéncia (ﬁif,)\, Vn(ﬁ%\) , Vn(ﬁ}j)\)), n > 1, constitui uma
sequéncia inferente de processos estocdsticos para a funcdo p%,, aprozimacdo sob limiar
da intensidade por ondaletas até a J-ésima escala, com L : IRy x Ze(li); — R, definida

por L(\,n) = )q/Va'r(B,?), T(z,y) =1 quando |z| >y e T(z,y) = 0 caso contririo.

Demonstracao Imediata.
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Capitulo 6
Aplicacao

Apresentaremos aqui uma aplicagdo dos resultados obtidos nos capitulos anteriores.
Estimaremos a intensidade de um processo pontual advindo dos retornos logaritmicos do
indice da bolsa de Nova York “Dow-Jones Industrial Average”. O processo pontual que
estudaremos ¢ formado da seguinte maneira. Um evento deste processo ocorre no tempo t
se e somente se o valor absoluto do retorno logaritmico é maior do que um nivel limiar pré
estabelecido. Um conjunto de T' = 4225 dados de retornos, correspondentes ao periodo
de 2 de janeiro de 1986 a 26 de setembro de 2002 serd utilizado, e o nivel limiar serd de
0,01452 equivalente a 1,28 vezes o desvio padrao destes retornos.

Este procedimento gera 558 eventos, os quais vamos assumir que sejam uma realizacio
de um processo de Poisson com intensidade py(f). Uma vez que é necessdrio limitar
o numero dos coeficientes de ondaleta que serdo estimados e usados para a sintese de
P, escolhemos um conjunto de coeficientes que engloba exatamente todos os coeficientes
de todas as escalas de ordem menor ou igual a um nimero positivo .J. Se a intensidade
fosse constante, esperariamos (558/4225)c eventos dentro de um intervalo de comprimento
c. Sob esta suposicao, esperariamos ter 558/2°% =~ 8 eventos dentro do suporte de cada
ondaleta da sexta escala e se a intensidade em algum intervalo de tempo é a metade da
intensidade média, esse nimero pode diminuir para 4. Ondaletas que possuem poucos
pontos em seu suporte podem fornecer informagoes enganosas. Esse argumento heuristico
nos levou a escolher todas as ondaletas até a quinta ordem para o nosso processo de sintese.

Uma importante vantagem do nosso método de estimagio é que temos acesso direto
a varidncia de Bﬂ, por meio de \7;}(5,,), para cada 7 individualmente e ndo por uma
estimativa para esta varidncia que dependa de todo um conjunto de coeficientes de ondaleta
de uma dada escala ou de qualquer outro subconjunto do conjunto de todos os coeficientes
de ondaleta. Observamos que quando é usado um estimador de Var(ﬁﬂ), para um dado 7,
baseado na varidncia dos valores de todos os Bﬂg, que podem pertencer & mesma escala que
3, ou a um conjunto maior de coeficientes, o que estamos realmente fazendo é calculando
um estimador da varidncia dos coeficientes pertencentes a este conjunto, e esta variancia,
provavelmente, na sua maior parte é devida & diversidade dos indices ¢’s, isto &, dos
intimeros f¢’s diferentes neste conjunto, e esta varidncia pode nio ter nenhuma relagao
com a varidncia de ,5’,, para aquele 7 de particular interesse.

Vale notar que, quando o processo estd na presenca de ruido, pode acontecer que todos
os coeficientes de ondaleta sejam afetados e a varidncia do conjunto dos coeficientes das
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escalas de ordem superior é uma medida da intensidade do processo pontual de ruido.
De fato, se o ruido que é adicionado a N é um processo pontual homogéneo de Poisson,
com intensidade A, entdo a varidncia dos coeficientes que pertencem a J-ésima escala &
um estimador assintoticamente nao viesado de A, ou seja, E{Var(f s, ..., ,Hﬂz.)'_]_, =2
quando J — co. Neste caso, ainda podemos obter a intensidade estimada do Processo
N por meio de sintese feita sobre o processo observado e posteriormente subtraindo-se da
intensidade estimada do processo observado a intensidade estimada do ruido.
Utilizamos nesta aplicagao ondaletas de Haar. Assim,

P(o,0) = Tﬁl/z(f[o,T/z) —lirp2my) s b0 = T_I/ZI[D,T) , T = 4225

e
97/2
i = T2 (I[iT/2i,(2i+1)T/2i+1) — 1 {(2i+1)T/2J'+1,(i+1}T/21')) ,
27
Yis = ol Giyrya):
Os estimadores ﬁ',, e \75,}(371) foram obtidos pelas férmulas
Bij= f".bi,de(t) = > tijiln) =
TRESUPDY; ;
27/2 s Fere -+i . —— :
= i7a (#r € BT/2, (26 + DT/} ~ fe{m € (23 + DT/, G+ 1)7/27)))
e

Var(Big) = [whanN® = Y . hstn) =
TR ESUPDY; ;

27 . )
= o (#{n € (T/2, (i + 1)T/27)}).
Analogamente, obtivemos pg e Va.rBU. Também

. 1 1 . €10, T
Podbw.o) = iz pap e €0, T]} = e 5 bty ?[ zil4

Esta € a intensidade média, 558/4225, que é o valor médio de p.

A fungao limiar escolhida foi 7'(z,y) = 0 para |z| <y e T(z,y) = 1 para |z| > y. Este
procedimento limiar é equivalente a adotar uma politica de teste de hipétese bilateral para
determinar se um coeficiente de ondaleta é igual ou diferente de zero. Lembramos que para
A = 3 temos, devido & desigualdade de Tchebichev, um “nivel de confian¢a” de pelo menos
1 —(1/3)? = 8/9 ou, aproximadamente, 88, 8%, para qualquer que seja a distribuicdo de
B

A Figura 1 mostra o niimero acumulado de eventos e a Figura 2 a intensidade estimada,
onde se observa claramente o cardter nio estacionirio do processo. As Figuras 3 e 4
apresentam, respectivamente, o desvio padrdo estimado da funcio intensidade e a sua
versao sob limiar, como fornecidos pelas proposicdes 5.3 e 5.5.
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As Figuras 5 e 6 mostram, respectivamente, a intensidade estimada e a intensidade
estimada sob limiar acompanhadas de suas bandas de confianca nao negativas. Novamente,
estas figuras confirmam a nao homogeneidade do processo pontual de Poisson ajustado.

Nas Figuras 5 e 6, as bandas de confianca sdo calculadas somando ou subtraindo-se 7
vezes a fungao desvio padrao a fungao intensidade, limitadas inferiormente por zero.

Se nao assumirmos que N é um processo de Poisson, tanto a intensidade estimada como
a sua versao submetida a limiar continuam sendo aquelas j& apresentadas mas, neste caso,
nao podemos calcular as bandas de confianca.
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Figura 1: Numero acumulado de eventos.
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Figura 2: Intensidade estimada.
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Figura 4: Desvio padrao estimado sob limiar (A=3).
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Capitulo 7

Estimacao da intensidade de
processos sob interferéncia de

ruido

Agora estudaremos uma situagio na qual um processo pontual ocorre sob condigoes
de ruido. Temos inicialmente, um processo pontual N que é objeto do nosso estudo. A
este processo pontual é somado um outro processo pontual que serd chamado de pro-
cesso pontual de ruido, ou simplesmente, ruido. O processo pontual resultante M é
aquele possivel de ser observado. Escrevemos M = N + R e isto ird significar que
para todo A C Br, M(A) = N(A) + R(A). Vamos assumir que N e R sio indepen-

dentes. Formalmente, tomemos dois processos pontuais (Qn, AN, Pyn) .Y (NRﬂBﬁm) e
(Qr, Ar, Pr) 2, (N’m,BMR) e definamos o processo (Qy x g, Ax x Ag, Py x Pg) .y

(Nm,Bﬁm), (wi,ws) € QN X Qr = M((w1,w2)) = N(w;) + R(w;), com Ny o conjunto
das medidas limitadamente finitas a valores inteiros definidas sobre os conjuntos de Borel

de IR.

7.1 Processos pontuais sob ruido

Proposicao 7.1 Sejam N e R processos pontuais que satisfazem ds relagoes (1.9) e
(1.10). Sejam py e T suas intensidades, respectivamente. Entao, ezistem nimeros re-
ais d > 0 e K5 > 0 tais que para todos t € IR e A intervalo de IR com |A| < & a relagdo a
sequir € vdlida:

VieN* P{M(A) =j} < Ks(j —1)|A] + P{N(A) = 1}P{R(A) = j — 1}

+P{N(A) = j - 1}P{R(A) = 1}. (7.1)
Temos também
tim, A= () = ptt) + 10 72)

—1 . - s s .
e, se py er pertencem a L, ou seja, N e R estdo sob a hipdtese B, entio

P{M(A) = 1} =m(t)|A] + o1, a(t, |A])

77



e o1,A(t,|A[) tem a propriedade: para todo intervalo limitado I C R, existe oy infinitesimal

tal que

sup |o1a(t, 2)| < or(z) com or(|A])/|A] = 0 quando |A] = 0 € 0;(0) = 0. (7.3)

tel ACRR

teA |Al=z

Denotamos 0,4 (¢, |A[) simplesmente por o (¢, |A[).

Um infinitésimo que satisfaz & relacio su-ptem lo¢(z)| < o(z), limg_yq @ =0eo(0) =0,
serd chamado infinitésimo uniformemente limitado. Claramente, o conjunto dos infi-
nitésimos uniformemente limitados, com as operacées usuais de multiplicagio por escalar,
soma e produto de fungoes, formam uma 4lgebra comutativa sem unidade sobre IR. Um
infinitésimo que satisfaz & relacio 7.3 serd chamado de infinitésimo uniformemente limi-
tado sobre intervalos limitados. Novamente, é imediato que o conjunto destes infinitésimos
¢ uma dlgebra comutativa sem unidade sobre IR. Claramente os infinitésimos uniforme-
mente limitados em intervalos limitados satisfazem a relagao (2.8) pois basta, para cada I
intervalo, tomar O intervalo aberto tal que @ O I para verificar tal relacdo. Assim, estes
infinitésimos sao do tipo o;. Estendemos naturalmente estes conceitos para infinitésimos

0.

Demonstragido Primeiro provamos a relagio (7.1).
Da condigdo (1.9) para N, observando que sempre podemos escolher ks, > 1 de modo

a fazer valer P{N(A) = 0} < ks, |A|° = ks, , e, analogamente, para R vem
36, > 0,3K5,Vj € N - {1},Vt € R, YA C IR, |A| < 81, P{N(A) = j} < K; |A),
362 > 0,3K5,,Vj € IN — {1}, ¥t € R,VA C IR, |A| < b3, P{R(A) = j} < Ks, |Af.

Donde obtemos, devido & independéncia de N e R,

36 = min{d1, 02}, IKs = K5, Ky, Vi € NVt € R, VA C R, |A| < 3,

J 7
P{M(A) =j} =3 P{N(A) =k, R(A) =j— k} = Y P{N(A) = k}P{R(A) = j — k}
k=0 k=0

= P{N(A) = 1}P{R(A) = j — 1} + P{N(A) = j — 1}P{R(A) = 1}

J
+ Z P{N(A) = k}P{R(A) = j — k}
RE(LI-1)

Como ij P{N(A) = k}P{R(A) =j —k} < i K5 |AIF K, |AP*

k=0 k=0
kg{l.j-1} k¢{1,j-1}

i
=K, K5, ) |AV — 2K, K5, |AJ = Ky, K5, (7 — 1)|AF,
k=0

(7.1) estd estabelecida.
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Agora voltamos nossa atencdo para as intensidades. Como (1.11) e (1.12) decorrem
das hipéteses da proposigao (7.1),

P{M(A) =1} = P{N(A) = 1, R(A) = 0} + P{N(A) = 0, R(A) =1}
= P{N(A) = 1}P{R(A) = 0} + P{N(A) = 0}P{R(A) = 1}.

Como P{N(A) = 0} = 1— P{N(A) = 1} ~ P(N(A) > 2} = 1~ pn(£)|A] — o}y (|A]) -
op n(A]) 5 o n(IA]) € o) y(JA]) infinitésimos uniformemente limitados, pois por hipStese
o, n(|A]) 0 é, e também temos o n(IA]) < O(]AJ?), temos P{N(A) = 0} = L—pn(#)|A| -
oy, N (|A]), 0, infinitésimo uniformemente limitado.

Analogamente, P{R(A) = 0} = 1—r(t)|A| -0y z(|A]), ot,r infinitésimo uniformemente
limitado.

Assim,

P{M(A) =1} = (ov(W)IA] + 0f § (JAD) (1 = r(£)|A] — o, r(|A]))
Hr@IAl+ ot r(IAD)(A — pa (1)]A] — 0, (1A]))
= (pn(t) +r(O)IA] + 0p w (AL = 7(2)|A] — 0, r(|A]))
+orr(IAN1 = pn (8)|A] — 0w (|A]))
—pPn @OIA|(r(DIA] + 0, r(IAD) = r(#)|Al(px (IA] + onn (JA]))
= (pn(8) + r(D)IA] + 01 (2, |A])

o1(t,|A])

Jim, R = i o0 0+ i, P 4y

Para todo intervalo / C IR, se py e = pertencem a Zl, pela proposigio 2.2, py e r
pertencem a C! e temos que 7 = supypy € p = sup; r sao finitos.

Sttelfglm(t, IADI < o (AN + plA] + 0r(JA]) + oR(JAN + 7|A| + on(JA]))
+a|Al(p|A] + 0r(A)) + p|A|(7|A] + on (A)),

logo, sup;e; |o1(t, |A])|/|A] = 0 quando Al > 0e supyer |o1(¢,0) = 0.
Portanto, o0 (%, |A|)| satisfaz (7.3).

Proposigao 7.2 Se N e R satisfazem (1.9) e (1.10) entdo
(1) P{M(A) > 1} < O(¢,|A[%);
(w) P{M(A) =1} < E{M(A)} < P{M(A) = 1} + O(t, |A]?);

(15i) E{M(A)} = m(t)|A| +o01(t,]A]). Se N e R estdo sob a hipdtese B entio o1 (t, |A|)
satisfaz (7.3).
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Em notacao diferencial escrevemos EAM (t) = m(t)dt + oy (¢, dt).

Demonstracao (i)

P{M(A) > 1} < S (Ks(j — DIAP + PIN(A) = 1}P{R(A) = j — 1)
i>1
+P{N(A) = j — 1}P{R(A) = 1})
=P{N(A)=1}) P{R(A) =j— 1} + P{R(A) =1} }_ P{N(A) = j — 1}
§>1 3>1
+K5) (5 —1)|AP.
j>1

Observamos que a funcao f(z) = Y (j + 1)z’ ¢ analitica no disco |z| < 1. Entio

j>2
_ d . d . d .
Z(j + 1)z = Z — It = — ZZJH =— (23 Zz*"
i>2 jzs 9% d 53 dz \ " 5
_d (23 1 ): 32%(1 — z) — 23(—1)
dz 1—=z (1—2)2

32 —22°  ,(3-22)

Q=27 % =gz =0

Agora, de 3751 P{R(A) = j — 1} = P{R(A) = 1} + X5, P{R(A) = j} = r(t)|A| +
o r(1A]) + o;:R(]/_\]) e de sua andloga para N temos, para 0 < |A| < 1,

P{M(A) > 1} < (pa (DIA] + 04y (IAD)(r ()| A] + 0r,2(|A]))

+HrOIA+ o r(1AD) (pn (DA + o, n (JA]) + ksO(|A)

ja que 3555, (G — DAY <€ Tjs,( + 1)|AY.

Portanto, P{M(A) > 1} < 2pn(t)r(t)|A24o(t, |A]?) = O(t,|Al?). Observe que, como

0y N+ OLN, Op g € Otk 530 uniformemente limitados, se py e r pertencem a £!, o(t, |AJ?) é
uniformemente limitado sobre intervalos limitados, assim como O(%, |A|?).

(i1)

E{M(A)} = P{M(A)=1}+) jP{M(A) = j}

< P{M(A)=1}+ ?{QN(A) =1}) iP{R(A) =j -1}
+P{R(A) =1} ng{N(A)le -1} + ;Ksj(j -1)|ap
< P{M(A)=1}+ ;{N(A) =1} _};l(j + I)P:U_fﬂ(/-‘-) =4}
+P{R(A) = l}j;(j + 1)P{fi’_m) =7} + Kdlﬁlj;j(J' +1)jAap!

< P{M(A) =1} +2(P{N(A) = 1}E(R(A))
+P{R(A) = 1}E(N(A))) + O(IA),
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Ja que

. 2 2 _

Ksz) jG+1)7 ' =Ksz ) %ZJH = Kﬁz% Y
i>2 32 #j>2
d (2%(3—22) 6z — 622)(1 — 2)% — 22(3 — 22)2(1 — 2)(—1
ﬂmaGtﬁjﬂmU -2 )()(U
B 6z(1 — 2)3 + 22%(1 — 2)(3 — 22)
=K 1-2)"
1 z(1—2z/3

= 6Kz (1 =& ((1 —z)/3 )) = 0(z%).

Como P{N(A) = 1} = pn()|A] + o} y(|A), E(N(A)) = pn(t)|A| + o, n(|A]), exis-
tindo expressoes andlogas para R, sendo todos estes infinitesimais uniformemente limi-
tados, temos E(M(A)) < P{M(A) = 1} + O(t,|A]?), sendo O(t,]Al?) uniformemente
limitado em intervalos limitados se tivermos py e r € £1.

(iii) P{M(A) = 1} < E{M(A)} < m(t) + o1 (t, |A]) + O(¢, |A2). Assim
E{M(A)} = m(t) + 0} (t,]A]),

sendo que 0] tem as mesmas propriedades de o;(t,|A|) quando py e r pertencem a £! e
podemos escrever E{M(A)} = m(t) + o;(t,|Al). Portanto, em particular, se N e R estio

sob a hipétese B entao o, (¢,|A|) satisfaz (7.3).
|

Definigdo 7.1 Um processo pontual N satisfaz & hipétese *B+ se e somente se satisfaz
a hipdtese *B e dEN/dL € essL!.

Definigao 7.2 Um processo pontual N satisfaz d hipdtese *A+ se e somente se satisfaz
d hipdtese *A e dEN/d¥ € essL!.

A hipétese *A+ é equivalente as hipéteses *B+ e *A simultaneamente.
Proposigao 7.3 Para ¢ EM-integrdvel, se N e R satisfazem a hipétese B (¥B), temos
B = [ o@ma
Demonstragao Como m(t) = py(t) + 7(t) € L e EAM = m(t)dt + o, (¢, dt) sendo

01(¢,dt) um infinitésimo uniformemente limitado sobre intervalos limitados, negligenciando
infinitésimos de ordem superior, pelo Coroldrio 2.4, obtemos

/ o(t) EAM () = / o()m(t)dt.
Veja a demonstragao da Proposigao (7.6) para o caso de N e R estarem sob a hipétese

*B,
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Proposicao 7.4 Sejam N e R sob a hipétese A (*A) e

E{dN(t1)dN(t2)} = py (1, t2)dt1dts, E{dR(t1)dR(t2)} = p(ty, t2)dt; dis,
Cov {dN(t1),dN (t2)} = g3 (t1,t2)dt1dts, Cov {dR(t1),dR(t2)} = ¢&(t1, t2)dt;dty.

Entao
E{dM(t1)dM (t2)} = pdl(t1, t2)dt1dts

e

Cov {dM (1), dM (t2)} = g2 (t1, 12),
com

Pyl (t1, 1) = pd (t1, t2) + pE (b1, t2) + P (t1)7(E2) + pn(t2)r(t1)

e

a3 (t1,t2) = @ (t1,t2) + a3 (t1,12).
Demonstracgao

E{dM (t1)dM (t2)} = E{(dN(t1) + dR(t,))(dN(¢2) + dR(t))}
= E{dN(£,)dN(t2)} + E{dN(t1)dR(t2)} + E{dR(t1)dN (t2)} + E{dR(t,)dR(t;)}
= p3’ (t1, b2)dtrdtz + pi (t1)r (to)didts + 7 (t1)p (t2) dtrdty + pl(t, t2)dt de

Cov {dM (t1), dM (t2)} = Cov {(dN(t1) + dR(t1)), (AN (t2) + dR(t2))}
= Cov {dN(t1),dN(t2)} + Cov {dN(t;), dR(t2)} + Cov {dN(t3), dR(t;)}
+Cov {dR(¢1)dR(t2)}
= g8 (t1, t2)dt1dts + 0 + 0 + gl (1, t2)dt 1 dts,
devido & independéncia de R e N. ]

Proposigao 7.5 Se N e R satisfazem d hipétese A (*A) e sao processos pontuais de

Poisson, entao
Py (tr,t2) = pv (01) (P (82) +7(12)) +7(t1) (pv (12) + r(t))

e g3 (t1,t2) = 0.

Demonstracao Imediata. - |

Proposigao 7.6 Se N e R satisfazem & hipétese *B+ entdo M = N + R também a
satisfaz. Se N e R satisfazem a hipélese *A entdo M = N + R também a satisfaz e,
consequenternente, se N e R satisfazem a hipdtese *A+ entdo M também a satisfaz.
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Demonstracao Se N e R satisfazem & hipétese *B entdo existem dEN /d¢ e dER/d e,
portanto, existe
dEN " dER _ d(EN + ER) dE(N + R)  dEM
de e de B de Code
a derivada de Radon Nikodyn da medida de esperanca de M. Dito de outra maneira,
como EN « £ e FR < £ temos EM = E(N + R) = EN + ER < ¢. Como dEN/d¢ e

dER/d¢ pertencem & essC!, pois N e R satisfazem & hipétese *B+, dEM/dl € essL!.
Como N e R satisfazem & hipétese *B temos

VieR VACIR t€A EN(A)=P{N(A) =1} +ol\(JA])

vieR VACIR t€ A ER(A)=P{R(A) =1} + ofty(|A]).

Assim, EM(A) — P{M(A) = 1} = EN(A) + ER(A) — P{N(A) = 1,R(A) =0} —
P{R(A) = 1,N(A) = 0} = EN(A) — (EN(A) — o (JA])) P{R(A) = 0} + ER(A) —
(ER(A) — of (|A])) P{N(A) = 0} < BN(A)(1— P{R(A) = 0}) + ER(A)(1 — P{N(A)
0}).

Seja Ap intervalo tal que t € intAj e k; = ess supp, (AEN/dE), ks = ess supp, (dER/dE).
Como N satisfaz & hipétese *B+, dEN/dl € essL! e portanto, k; ¢é finito. Analogamente,
ko também é finito. Para todo A C A; temos

EN(A) _ [\MEN/d)de _ kA _
|Al |A| .

- Também ¢ verdade que (1 — P{R(A) = 0}) — 0 quando |A| — 0 pois, em caso contrario
terfamos P{R(A) > 1} — 2, z > 0 quando |A| — 0 e, conseqiientemente, FR(A) > z
para todo A intervalo que contém ¢, desigualdade esta contraditéria com o fato de termos
R sob a hipdtese *B+ ja que neste caso temos

ER(A) = /A (ABR/t)de < sup(dBR/AOIA| = eyl

para todo A C A; e, portanto, ER(A) — 0 quando |A| — 0.

Assim, lim|a|50 e %“—'Aﬁﬁ—]u—P{R(A) = 0}) = 0. Analogamente, lima|_04ca Eﬁ_f”(h
P{N(A) = 0}) =0.

Temos entao

EM(A) — P{M(A) = 1}

0 < lim

A—0,teA | |A|
, N(A) - . ER(A) o
< [A|Bﬂﬁea N (1 - P{R(A) =0}) + m:lifﬁeg Al (1 P{N(A)=0}) =0

e, portanto, podemos escrever EM(A) = P{M(A) = 1} + oi‘:‘rA(l.f_\U. Isto completa, a
prova de que M estd sob a hipétese *B+.
Agora, como N e R sdo independentes, temos

EMxM) = E((N-I—R)x(N-}-R))=E(N><N“|—R><N+N><R+R><R)
= E(NXN)+ERxEN+EN xER+ E(RxR).
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Se NV e R satisfazem a hipétese *A temos, para todo A C ARz,

E(M x M)(AND) = E(N x N)(AND)+ E(R x R)(AND)+ (ER x EN)(AN D)
+(EN x ER)(AN D)

N dF
= ENm(AND)+ERm(AnD)+ [ SEN oIBR 4
Anp df ds¢
dER dEN
—® ——d/
fmp gz @ ~qp dbxdf

E(NWI(AQD) +R?T1(AHD)) +0
— E((N + R)m(AN D)) = EMm (AN D)

ja que (£ x £)(D) = 0. Portanto M satisfaz a hip6tese *A.
Se N e R satisfazem a hipétese *A+ entao satisfazem as hipéteses *B+ e *A e , assim,

M satisfaz as hipdteses *B+ e *A e portanto 3 hipétese ¥*A+.
]

7.2 Estimacao da intensidade sob ruido

Seja ., = m|jp,7) a restricio de m ao intervalo [0,T] e r, = 7o,7)-
Sejam

T ) T
BM — fa Yymadt e fM = fo o d M

e também

T R T
T4 :[0 Yyredt e ’}'7,=/0 PpdR

os coeficientes de ondaleta das expansoes de m, e r, e seus estimadores.

Proposicao 7.7 Se substituirmos 3, por ﬁ,‘;w, B,? por B,;"[, p(t) por m.(t), pa(u,v) por
pM (u,v), ga2(u,v) por @M (u,v), py por M.y, ﬁ;ﬂ\ por ﬁﬁ},)\, P por M, e assumirmos que
R satisfaz ds mesmas hipdteses que N, em particular, v é suposta essencialmente c-
Holderiana quando p o é, R € processo de Poisson quando N o é, e, especialmente, N e R
satisfazem a hipdtese A (*A+) ou B (*B+) se N satisfaz a hipdtese A (*A) ou B (*B),
nos enunciados dos Lemas 2.3 a 2.5; Coroldrio 2.6; Teoremas 4.1 a 4.6; Proposigoes 5.1 a
3.4 € Teoremas 5.1 a 5.8, obtemos novos enunciados vilidos que chamaremos Lemas 2.3*
a 2.5% Coroldrio 2.6%; Teoremas 4.1% a 4.6*% Proposicées 5.1* a 5./* e Teoremas 5.1% a

. 5.8%

Demonstracao Se fizermos também as mesmas substituicdes nas demonstracées dos
teoremas obteremos novas provas para os lemas, corolério, teoremas e proposigoes corres-
pondentes. Notamos aqui, a importancia do Coroldrio 2.4, pois os infinitésimos associados
a M sao do tipo oy; e o fato de que precisamos, para garantir a existéncia de p,“,’{ , densidade
produto de ordem m para M, ter a existéncia de pY e p& as densidades produto de ordem

n, de N e R, para todos os n, 1 < n < m, para podermos estabelecer 0 Lema 2.3*.
]
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Assim, a partir do Teorema 4.1%, podemos escrever

~ T
Var (B)) = [ wn(upa )3 (wv)udo + [ g2upm.(uya,
e da Proposicao 7.4,
" T
Var(By) = [ wn(u) () (w0)dudo + [ i wlp)an
T
+ [ o @)af e, o)dudo + [ g2 ()

= Var (B,?) + Var (9y).

Em particular, se impusermos restrigdo apenas sobre o ruido, podemos estabelecer o

seguinte teorema.

Teorema 7.1 Sob as hipdteses do Teorema 4.1%, se supp¥,0) = [0,T] e o ruido ¢ Pois-
son homogéneo com intensidade €, entio B,‘;"[ € um estimador de B, com as sequintes

propriedades:

(i) para todo 1= (%,7), J;E 0, EB,‘;” =By, Var(ﬂé"") = Var (B,)+€ se0 <i < 27 1,
e 0 = Var (6,?4) = Var (83,) caso contrdrio;

(ii) para todo n, = (0,5), j < 0, BAM = B, + 279/ 02"'7’11;(0,0) (t)dt e Var (BM) =
2 7]
Var (8,) +¢ 02 T"tbgb,o}(t)dt:'

(iii) para todo n, n = (3,7), i # 0 e j <0, EBY =B, =0 e Var (BM) = Var (8,) = 0;

(1) para todo n € 7L temos: se 1 > 0 e 0 <75 < 2%~ 1 entdo EB,’?” = B, +276/2% ¢
Var (ﬁ,ﬂw) = Var (Bn) + &,
. b - AM —ij2 (28T AMY _ 3
seli <0 en=0 entio Ef) = B, +e2 Jo " 9(0,0)(t)dt e Var (By") = Var (8,)+

£y
elg T ¢l ()dt,

2 EB#J = B, = Var ([}#4') = Var (Bﬁ) = 0 caso contrdrio.

Demonstragao

) T T T T
EfM - E / Y dM = / Wy BAM = / AN + f Yo EdR
0 0 0 0
Vi
= ﬁn+5/ Py dt,
) 0

o « . T R T
Var (ﬁf;”) = Var (8,) + Var (4,) = Var (8,) +/D wgsdt = Var (f,) + S/D qudt.

(i) Se = (i,5), j = 0, entdo

v i ;
j Ppdt =0 e j Ppdt =1 se e somente se 0 <4 <2/ — 1,
0 0
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sendo esta 1ltima integral igual a zero caso contrario. Como £(supp(tp, ® Yp) NC) =0
quando 7 < 0 ou i > 27, temos Var (By) = 0 e o resultado segue.

(ii) Set=0e j <0, entdo

T T - ) ~ije 2T
/0 Wyt = fo 224 0,0y(27t)dt = 277 fo Y(0,0)(z)dz

T 5 T 5 ] 28T 9
/0- wﬂdt:/o QJw(O,O)(2Jt)dt:A ¢(0,0J($)d$

(iii) Sei £ 0 e 7 < 0, entao suppt(; ;) N [0,T) = 0. Por isso,
BY =0, EBY =0, B, =0=4,, Var (B)Y)=0 e Var(3,) =o0.

(vi) Se #i > 0 temos
g - 6i)2 ol —tif2 2T 2i/2
fo Pn,eidt = fo 2%2p(2%¢ — T)dt = 274/ [ﬂT b0 (wdu =27%2L 1 oy

T T
€ fO ¢?y,fidt = fo ¢?o,g)dtfne{g,__,2¢i,1}.
Se ¢i < 0 temos supp P,y N[0, T] # 0 se e s6 se 7 = 0, e assim

T bl 2tip
fo Bt = 278/ [D B0 (H)dt

T 2t
e fo ¢ pdt = [ ‘35(20,0)dt' ]

Entao, estamos interessados em encontrar um método para estimar e. Para este fim,
apresentamos o seguinte lema.

Lema 7.1 Seja {X,; x|l < i < ne}l, ng > 2 para todo k, um conjunto de wvaridveis
aleatdrias tal que para todo k € IN* e todo i,j € {1, o ) Var X;r = € + O;(k),

com  max |Oi(k)| = 0 quando k — co e também, para i # j, Cov (Xik, Xjx) = 0. Seja
SIS

g
Pig =BEXik evig = pip— (3 pug)/ng. Se v; i € tal que | nax [vik| = 0 quando k — oo,
'!:1 _Zink

entao

g T 2
(k) = : > (Xi,k — (Z X!,k) /'”-k)
=1

Tk _11':1

€ um estimador assintoticamente nao viesado de .

ne
Demonstragdo Sejam Yie = Xip—pir e Zig =Yk — (2 Y[,k) /ng. Entao BZ; p=0.
=1

Ja que
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Ty 2
ni ( 2, Xk

1
k) = Xip — EL
(k) ng — 1 z:zl Gk g
( A
i i JE.Z(Xtﬂc—;uu\,) 2o MLk
ng — 1 = i - Hi, ke -
r k Nk 2
1 T IZ:L }i,k Z Mk
nk . 1 1; I,k nk MI,A ’H,k
1 o 9
— T e
- ;( ik — Vik)
1 L 5 Tig n
= = (ZZi,A: —QZZi,kUi,k-FZUiz,k) ;
- i=1 i=1 i=1
Temos
pet) = oy (B A2 Dm0 ) = L (e5an 3un)
(7.4)
L 2
ikj 2 o .!21 Yie | mg—1 R ’
E) Z) = E Yepe— =E Yk ——Y Y
4 . = e ; g kL 'nk; toF
1#i
g np — 1 ! NE TN
= F ( e ) QZYMJFZZGMYSAYQJC
=1 k s=1 t=1
z;e; s#t
2 Ng g N nE ngp Ny
= B ( ) Z —222}’2’[: +Zzzast,E skYék)
i= 1!174 i=1 =1 t=1

Como E(Y;,Y;x) = Cov (X4, Xy ) = 0, para s # ¢ temos

Egza = [(”*‘I)Mj nrl)z ]
- (2 () o

(’n.;; - l)nk e NE — 1 i
= _—TBE_ E}—:{ Var (x‘{i’k) = —nk Z Var (X1 ;‘)
= =1
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De 7.4, temos

Bé(k) = — ”k_lfj\/r(x )+§:2

= a i 'Ui L |-
e 3 * i=1 *

Ja que Var X; ; = ¢ + O;(k),

1 ng ng
Eé(K) = — (nk6+20i(k)) + : Z‘U,—%k
3 i=1

ng = ng — 1
L & 1 &,
= e+ -T;;Oi(k) e 2. v2p.
Agora,
. 1 2k 1
~ zoi(k)’ < a;_zllog(k)l < anklggﬁk |O; (k)|
= lg}%}ék |©O;(k)] = 0 quando k£ =
e o
T2 S o e ol <2 o

Como max |v; x| — 0 com k — oo, existe M tal que para todo k > M), max lv?k[ o
1<i<n; = 1<i<n, = % —

max |v; x| e obtemos
1<G<n;,

ng

1
Z v?,;c

ng — 1 =

<2 max |vir] = 0 com k — oo.
1<2<ny ’

Entao, combinando estes dois limites, temos

T

vakﬂscomkﬁoo.
e — 12"

iy
Eé(k) = e + niZoi(k) +
k ;=

i=1
|

Teorema 7.2 Seja {1,,n € Ze(ti)} uma base ortonormal de ondaletas tais que supp P(o,0) =
[0,T] e 0,0 seja essencialmente limitada. Sejam N e R processos pontuais que satisfazem
a hipétese A (*A+). Se o ruido é Poisson com intensidade €, entdo

2

- ! s 1 AM
)= X B - | S
; £

¢ um estimador assintoticamente nao viesado de e.

Demonstragac Aplicagao direta do Lema 7.1 para Xip = [5‘("1" k)-

iJem

Observemos que
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~ -~ T I
(i) Se 7 # 7, Cov (5(¥[k),ﬁgfk)) = f?/)(i,k)'t,b(j,k)mdt = 0 como uma consequéncia do fato
> ’ D
de que supp; x) Nsupp ;) = 0.
~ o T 2 T 2
(i) Var B} =&+ Var (8,) =¢ + of Yppdt e ﬂf Wi; kyPdt

< (ess {801111% p) Jo 2695}, ) (258 —iT)dt

((+1)/25)T
< (esssupp)M?2 [ dt = (esssupp)M2T/2*¥, M, = esssup [Y0,0)]5
[0,T] iT /2% [0,7]
isto é, Var [:Iaf{k) =€+ 0;(k), maxoc;<n, —ok_1 Oi(k) < MZ(esssupp)T/2% — 0

[0,T]
quando k& — co.

& T T T
(iil) pix = BBy = Eoffﬁ(i,k)(t)dM(t) = g Wi pymdt = Of%b(f,k)(:v +€)dt,

((i+1)/2k)T
ikl < S [ l(p + €)dt < 25/2M, (ess suppg 1y p + €) /f dt =
iT 2k

= M. (esssupy 1) p + €)T/2%/2,

nE—1 ngp—1

> Hk > Il
vijel = |pig — S| < lpigl + =% < |pix] + 2 M, (ess sup p + €)T/2k/2 =

k k k [D T]
2M, (ess sup p + )T /252 g = 2%,
(0,77
Entao, max |v;x| < M, (esssupp + &)T/2¥/2~1 - 0 quando k — oo. [ |
0<i<2k—1 7 [0,7]

Agora podemos calcular um estimador de p, a funcao intensidade do processo pontual

que esta sob a interferéncia do ruido.
Utilizamos a estimativa de ¢, a intensidade do ruido, e escrevemos:

S

= m—E= Zﬂ:ﬁ”;;“fe/),; —& &= lim &(n),
Ze(ti)y
Foa = 3 T(BY0/Varlt) i, —e(), 1>,
Ze(li)

e, na pratica, utilizamos Varﬁé” ao invés de Var 534.
Para mais detalhes, propriedades dos estimadores, limitantes para o viés, velocidade
de convergéncia, seqiiéncias inferentes e andlise de inferéncia segura, veja de Miranda e

Morettin (2002b).
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Comentarios Finais

Neste trabalho, lidamos com o problema. de estimar a intensidade dependente do tempo
de um processo pontual nao homogéneo sobre a reta real e em particular de processos de
Poisson. Um tratamento semelhante pode ser feito para processos pontuais em geral
(Daley e Vere-Jones, 1988). Nesta situacio, consideramos X um espaco métrico completo
separavel, N um processo pontual sobre X e definimos p-densidade e p-densidade produto
com respeito a uma medida limitadamente finita. Este tépico nio serd apresentado aqui,
mas este trabalho estd desenvolvido em de Miranda e Morettin (2002a). Outra situacao de
Interesse aparece quando temos tais processos pontuais sujeitos 3 interferéncia de ruido e o
objetivo entdo é estimar a intensidade de N que vai depender da estimativa da intensidade
do ruido. Resultados similares aos obtidos aqui podem ser enunciados nesta situacao (ver
de Miranda e Morettin (2002b)). As técnicas aqui apresentadas sio diretamente estendidas
para processos pontuais marcados (ver de Miranda e Morettin (2003)).
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