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CJonfia no SENnon e faze o bem;
habita na terra e alimenta-te da verdade

Agrada-te do Snwnon,

e ele satisfará os desejos do teu coração.
Entrega o teu caminho ao SENHOR,
confia nele, e o mais ele fará.

Fará sobressair a tua justiça como a luz
e o teu direito, como o sol ao meio-dia
Salmos 3'1.3-6

Então, disse Pedra a Jesus: Senhor, bom é estarmos

aqui; se queres, farei aqui três tendas; uma será tua.
outra para Moisés, outra para Elias.

Falava ele ainda, quando uma nuvem luminosa os en.

volveu; e eis, vindo da nuvem, uma voz que dizia:

Este é meu Filho amado, em quem me comprazo; a
ele ouvi.

Ouvindo-a os discípulos, caíram de bruços, tomados
de grande medo.

Aproximando-se deles, tocou-lhes Jesus, dizendo:
Erguei-vos e não temaisl

Então, eles, levantando os olhos, a ninguém viram,
senão Jesus.

hlctteus 1'7.4-8

Respondeu-lhe Jesus: Eu sou o caminho, e a verdade.

e a vida; ninguém vem ao Pai senão por mim.
Jogo í4.6

Paz seja com os irmãos e amor com fé, da parte de
Deus Pai e do Senhor Jesus Crista.

A graça seja com todos os que amam sinceramente a
nosso Senhor Jesus Crista.

Bjési.os S.ÊS-Z,i

Confia no SENHOR e faze o bem; 
habita na terra e alimenta-te da verdade. 
Agrada-te do SENHOR, 
e ele satisfará os desejos do teu coração. 
Entrega o teu caminho ao SENHOR, 
confia nele, e o mais ele fará. 
Fará sobressair a tua justiça como a luz 
e o teu direito, como o sol ao meio-dia. 
Salmos 37.3-6 

Então, disse Pedro a Jesus: Senhor, bom é estarmos 
aqui; se queres, farei aqui três tendas; uma será tua, 
outra para Moisés, outra para Elias. 
Falava ele ainda, quando uma nuvem luminosa os en
volveu; e eis, vindo da nuvem, uma voz que dizia: 
Este é meu Filho amado, em quem me comprazo; a 
ele ouvi. 

Ouvindo-a os discípulos, caíram de bruços, tomados 
de grande medo. 
Aproximando-se deles, tocou-lhes Jesus, dizendo: 
Erguei-vos e não temais! 
Então, eles, levantando os olhos, a ninguém viram, 
senão Jesus. 

Mateus 17.4-8 

Respondeu-lhe Jesus: Eu sou o caminl10, e a verdade, 
e a vida; ninguém vem ao Pai senão por mim. 
João 14,6 

Paz seja com os irmãos e amor com fé, da parte de 
Deus Pai e do Senhor Jesus Cristo. 
A graça seja com todos os que amam sinceramente a 
nosso Senhor Jesus Cristo. 
Efésios 6.23-24 
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Neste trabalho consideramos o problema de estimar a intensidade de um processo pon-
tual geial, isto é, que pode apresentar qualquer estrutura de dependência, homogêneo ou

estacionário ou não, sobre a neta real. Calacterizamos a intensidade e as densidades
produto de ordem m. Definimos seqiiências inferentes e análise de inferência segura. Pro-
pomos estirnadores para a intensidade e estudamos as suas propriedades, incluindo casos
onde são utilizados limiares. Como caso particular, decoriem as propriedades para o pro-
cesso de Poisson não holnogêneo. Uma aplicação é feita utilizando dados da série do índice
Dow Jones da bolsa de Nova York, na qual determinamos a intensidade e demonstramos o
caláter não homogêneo do seu processo pontual de valores extremos advindo dos retornos
logarítmicos. Fazemos também o estudo de processos pontuais submetidos à interferência
de ruído e, finalmente, indicamos possíveis extensões deste trabalho

PaZauras cãaue: intensidade, ondaletas, processo de Poisson, processo de ruído, processo
pontual, sequências inferentes

Abstract
In this work we consider the problem of estimating the intensity ofa non-homogeneous

point piocess on the rea] cine. The approach used is via wavelet expansions. We define
inferential sequences and sule inference analysis. Characterizations of the intensity and
m-th order product density are given. Estimators o:f the intensity are proposed and its
pioperties are studied, including the case of threshold versions. Properties íor the non-
homogeneous Poisson process follow as special cases. An application is given for the series
of daily Dow Jones index showing the non-homogeneous character of the extreme value
point plocess derived from its log-returns. Point processes undei noisy conditions are also
studied. Extensions to more general settings are algo indicated

Key Horas: inferential sequences, intensity, noisy point piocess, point processem, Poisson
processos, wavelets.

Resumo 
Neste trabalho consideramos o problema de estimar a intensidade de um processo pon

tual geral, isto é, que pode apresentar qualquer estrutura de dependência, homogêneo ou 
não, estacionário ou não, sobre a reta real. Caracterizamos a intensidade e as densidades 
produto de ordem m. Definimos seqüências inferentes e aná lise de inferência segura. Pro
pomos estimadores para a intensidade e estudamos as suas propriedades, incluindo casos 
onde são utilizados limiares. Como caso particular, decorrem as propriedades para o pro
cesso de Poisson não homogêneo. Uma aplicação é feita utilizando dados da série do índice 
Dow Jones da bolsa de Nova York, na qual determinamos a intensidade e demonstramos o 
caráter não homogêneo do seu processo pontual ele valores extremos advindo dos retornos 
logarítmicos. Fazemos também o estudo de processos pontuais submetidos à interferência 
de ruído e, finalmente, indicamos possíveis extensões deste trabalho. 

Palavras chave: intensidade, ondaletas, processo de Poisson, processo de ruído, processo 
pontual, seqüências inferentes. 

Abstract 
ln tbis work we consider the problem of estimating the intensity of a non-homogeneous 

point process on the real line. The approach used is via wavelet expansions. We define 
inferential sequences and sure inference analysis. Characterizations of the intensity and 
m-th order product clensity are given. Estimators of the intensity are proposed and its 
properties are studied, including the case of tlueshold versions. Properties for the non
homogeneous Poisson process follow as special cases. An application is given for the series 
of daily Dow Jones índex showing the non-homogeneous character of the extreme value 
point process derived from its log-returns. Point processes under noisy conditions are also 
studied. Extensions to more general settings are also indicated. 

K ey words: inferential sequences, intensity, noisy point process, point processes, Poisson 
processes, wavelets. 
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Introdução

Nosso trabalho apresenta uma solução extremamente abrangente para o problema da
estimação de intensidade de um processo pontual iV sobre a rega real, denotado par PW(t)
Este tópico é de importância central no estudo dos processos pontuais e tem sido discutido
em diversos trabalhos, dentre os quais mencionamos Brillinger (1975, 1978), Snyder (1975),
Rathbun e Cressie (1994) e Heliners e Zitikis (1999)

Contrariamente ao enfoque adorado em vários trabalhos, nós não assumimos que a in-
tensidade PX(t) pertença a alguma família de modelos paramétricos, PX(t, 0), caso em que
o problema se reduz à estimação de um parâmetro vetorial desconhecido, 0, pertencente
a, um espaço de dimensão finita. O enfoque aqui adorado é o da expansão da intensidade
em séries de ondaletas, semelhante ao íêito em Dotloho et al. (1996). O uso de ondaletas
fornece uma maneira de estimar as intensidades de processos pontuais não-homogêneos
devido ao fato destas poderem ajustar sinais com largura de faixa variável. Embora fo-
calizemos nossa atenção em processos pontuais sobre a rega real, nosso trabalho pode
ser estendido pala espaços mais gerais, como desenvolvemos em de Mirando e Morettin
(2002a). Como referências em processos pontuais e ondaletas citamos Brillinger (1997)
Timmermann e Nowak (1997), Ko]aczyk (] 999a,1999b) e Besbeas et al.(2002)

Para manter o caráter geral de nosso trabalho, desenvolvemos a análise de inferência
segura que nos permite obter substitutos aos intervalos de confiança e às bandas de con-
fiança para valores reais e funções estimados, sem que precisemos saber a distribuição das
variáveis aleatórias ou dos processos estocásticos a eles associada. Definimos o conceito
de sequência inferente, elemento central desta análise, que nos permite obter, a partir de
seus valores calculados para um ponto w € Q, espaço de probabilidade subjacente, in-
tervalos ou bandas, conforme seja a seqüência inferente formada de variáveis aleatórias e
variâncias ou de processos estocásticos e funções variância, para os quais podemos dizer
que, com probabilidade maior ou igual a uma probabilidade pré-estabelecida, o número
real ou função estimados corri uso da seqiiência inferente pertence aos intervalos menciona-
dos ou apresenta cada ponto de seu gráfico com ordenada limitada pelas referidas bandas.
independentemente da distribuição das variáveis aleatórias ou da estrutura probabilística,
dos processos estocásticos da sequência inferente.

Para resolvermos o problema da estimação da intensidade de um processo pontual
adotamos a seguinte metodologia. Expandimos a restrição da função intensidade, a um
intervalo onde conhecemos os pontos de uma trajetória do processo pontual, em série de
ondaletas. Propomos então estimadores não viesados para os coeficientes desta expansão
eln série assim como estimaclores para a variância de cada um destes esticadores. Também
obtemos uma seqÍiência iníerente para os coeficientes de ondaleta para processos pontuais
de Poisson. A partir dos estimadores dos coeficientes de ondaleta construímos, por síntese:
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Nosso trabalho apresenta uma solução extremamente abrangente para o problema da 
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Rathbun e Cressie (1994) e Helmers e Zitikis (1999) . 
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um estimador não viesado para a função intensidade e, calculando este estimador sobre o

.conjunto de eventos no intervalo de observação para uma trajetória do processo pontual,
obtemos a função intensidade estimada

Pala fazermos proveito, em toda a sua extensão, do poder dos métodos de estimação
por ondaletas aqui desenvolvidos deânimos as classes de processo pontuais #B e +A. isto é.

dos processos pontuais que satisfazem às hipóteses +B e #A. Estas classes contém,'respec-
tivamente, as classes de processos sob as hipóteses B e A que são hipóteses desenvolvidas
de uma maneira direta, a partir das condições clássicas (].9), (i.10j, (1.18) e (1.19) com
limites de6nidores uniformes para pa, a, fim de fazer valer para estes processos os enunci-
ados dos Lemas 2.3, 2.4 e 2.5 e seus corolários. Adoramos assim o procedimento de de6nir
classes de objetos para os quais se torna válido o enunciado de proposições de interesse.
No nosso caso, estas proposições são as de número 3.3, 3.4 e 3.5 que generalizam os lemas
e corolários mencionados acima. Isto nos levou a criar as definições das classes +B e #A

No Capítulo l apresentamos conceitos básicos sobre processos pontuais e ondaletas.
No Capítulo 2 deduzimos alguns lemas e corolários necessários ao desenvolvimento da te-
oria de estimação via ondaletas apresentada nos Capítulos 4, 5 e 7. Para este 6m. são
particularmente importantes os Lemas 2.3, 2.4 e 2.5. Entretanto, notamos que todos são
dependentes do Lema 2.2 cuja essência é dizer quando podemos negligenciar infinitésimos
de ordem superior para concluir a igualdade de integrais. Este lema foi anteriormente
estabelecido para À no conjunto das funções contínuas e depois no conjunto das funções
Riemann integráveis. Na nossa procura pelo conjunto maximal de funções para o qual
é válido o Lema 2.2, descobrimos o interessante resultado enunciado no Lema 2.1 sobre
a integral de Lebesgue. Assim, pudemos aumentar nosso conhecimento da validade do
Lema 2.2 para a classe das funções que são Lebesgue integráveis em intervalos limitados

em JH.'" A Proposição 2.1 mostra que a intersecção desta classe maximal com o conjunto
das funções mensuráveis Lebesgue que são limitadas em intervalos ]imitados do ]R''t está
contida na classe das funções Riemann integráveis em intervalos limitados do Rm. Para o
caso da teta, isto é, m :; 1, a classe maximal está contida na classe das funções contínuas.
O estudo desta classe maximal é importante pois tanto a intensidade quanto as densidades

classes de processos #B e #A. Este capítulo também é dedicado a estabelecer a análise de
inferência segura. No Capítulo 4 desenvolvemos o método de estimação da intensidade e
apresentamos os estimadores não viesados para os coeâcientes de ondaleta assim como os
estimadores não viesados de sua variância. Também, caso .N seja um processo de Poisson.
exibimos seqÍiências iníerentes para os coeficientes de ondaleta. Apresentamos,

'"}
então. o

estimados não viesado de p, a intensidade restrita ao intervalo de observação, », e para
ele detein.lidamos sua função variância e também exibimos, para processos de Poisson.
uma seqüência infelente de processos estocásticos pala p. O Capítulo 5 faz o estudo de
estimadoies de p pala os quais limitamos o número de escalas e também pala aqueles em
que submetemos os coeficientes de ondaleta a um procedimento limiar. São indicados limi-
tantes superiores para o viés destes estimadores da intensidade, medido na norma, de .L2
assim como a sua taxa de convergência que demonstramos ser exponencial com o número
de escalas. Seqüências inferentes também são apresentadas. O Capítulo 6 é dedicado a
ima aplicação. Como resultado estabelecemos a conclusão de que o processo pontual de
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Lema 2.2 para a classe das funções que são Lebesgue integráveis em intervalos limitados 
em JR.m_ A Proposição 2.1 mostra que a intersecção desta classe maximal com o conjunto 
das funções mensuráveis Lebesgue que são limitadas em intervalos limitados do IR.m está 
contida na classe das funções Riemann integráveis em intervalos limitados do IR.m. Para o 
caso da reta, isto é, m = 1, a classe maximal está contida na classe das funções contínuas. 
O estudo desta classe maximal é importante pois tanto a intensidade quanto as densidades 
produto dos processos pontuais ordenados, no sent ido das condições (1.9), (1.10), (1.18) 
e (1.19) com a uniformidade dos limites definidores, pertencem a esta classe de funções. 
No Capítulo 3 caracterizamos as funções intensidade e densidade produto e definimos as 
classes de processos *B e * A. Este capítulo também é dedicado a estabelecer a análise de 
inferência segura. No Capítulo 4 desenvolvemos o método de estimação da intensidade e 
apresentamos os estimadores não viesados para os coeficientes ele ondaleta assim como os 
estimadores não viesados de sua variância. Também, caso N seja um processo de Poisson, 
exibimos seqüências inferentes para os coeficientes de ondaleta. Apresentamos, então, o 
estimador não viesado de p, a intensidade restrita ao intervalo de observação, fJ, e para 
ele determinamos sua função variância e também exibimos, para processos de Poisson, 
uma seqüência inferente de processos estocásticos para p. O Capítulo 5 faz o estudo de 
estimadores de p para os quais limitamos o número de escalas e também para aqueles em 
que submetemos os coeficientes de ondaleta a um procedimento limiar. São indicados limi
tantes superiores para o viés destes estimadores ela intensidade, medido na norma de L 2 , 
assim como a sua taxa de convergência que demonstramos ser exponencial com o número 
de escalas. Seqüências inferentes também são apresentadas. O Capítulo fi P. dP.dicado a. 
uma aplicação. Como resultado estabelecemos a conclusão de que o processo pontual ele 
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valores extremos do retorno logarítmico advindo do índice DJIA da bolsa de Nova l/ork
é um processo claramente não homogêneo que apresenta foice variação temporal em sua
intensidade. No Capítulo 7 fazemos o estudo de processos pontuais imersos em ruído, isto
é, aos quais é somado outro processo pontual de forma que não distinguimos se os eventos
são oriundos do processo inicial ou do ruído. E interessante observar que o processo obser-
vado é "estruturalmente" diferente dos processos que o .originaram; assim, se os processos
iV e R são processos pontuais que satisfazem às condições (1.9) e (l.lO), por exemplo,
então já não podemos garantir que JU = ./V + R as obedeça, mas JW satisfaz à condições
similares que nos permitem desenvolver a teoria de estimação de maneira inteiramente
similar ao que foi feito nos Capítulos 4 e 5. Para isto, foi importante estabelecer, na
seção de lemas, o Corolário 2.4 e também a caracterização da intensidade e das densidades

produto(neste caso p2) como derivadas de Radon Nikodyn, no Capítulo 3. Aqui notamos
mais uma clara vantagem de se trabalhar com as classes +B e $A pois tais classes contêm
como subclasses bastante amplas, as classes #B+ e #A+ que são classes fechadas $or soma
independente, isto é, por soma de processos independentes nelas contidos. Na seção de
comentários finais e nas referências aplesentamos alguns trabalhos desenvolvidos a partir
das idéias apresentadas nesta tese e outras em desenvolvimento. Outros virão.

Desejo uma leitura agradávell
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Capítulo l

Processos pontuais e ondaletas

Neste capítulo fazemos um resumo dos pontos principais sobre processos pontuais e
ondaletas os quais utilizaremos posteriormente.

1.1 Processos Pontuais

Denotaremos por ]V(A) o número de eventos que ocorre em A c n. Se .4 =(ct,/il
escreveremos ]V(a, É?l em vez dc N«a, #l). Também denotaremos por N a função a valores
inteiros definida pe[as igua[dades JV(t) = N'(O, tl, se t > 0,JV(0) = 0 e ]V(t) = N(t, 01 se
f < 0. C]aramente ]V(a,P] = N(P) JV(c-). Escreveremos {. - .,T 2 $ T l $ .'a $ ri $

r2 $ ' ' } para denotar os tempos nos quais os eventos ocorrem. Então, /V(f) = 7z se e
somente se Tn.l $ t < Tn

Se pudermos definir as probabilidades

P(N(ai, Pil = nl, . . . ,N('«e,Phl = nk)(1.1)
de f'arma consistente para todo k C ZV* = {1,2,...}, e todos ni,...,rzk inteiros não
negativcls, poderemos também deânir um espaço de probabilidade(Q, JI, P) , tal que existe
ulila função menslirável deste espaço ertl(mZ, Bnz) com imagem em S C P?z , o con.junto
de todas as seqiiências não decrescentes de números reais, isto é, de eventos no tempo,
definindo assim, um processo pontual estocástico que também será chamado de ./V. Veja
Craméi' e Leadbetter (1967) e Daley e Vere Jones (1988) para maiores detalhes e definições
alternativas

Um importante processo pontual é o processo de Poisson não homogêneo definido a
partir de uma função não decrescente contínua à direita A(t), e que satisfaz à relação

P(N(at ,#ll = ní,
,~'«.,'*. - «», - j("'a- .*-'"'"' - "'«,,,)

(1.2)
sempre que(a{, Pil n(a.f,Pjl = @, para todos {,.j, i/ j.

Como consequência de (1.2), as variáveis aleatórias JV(ctj,#ll formam um conjunto
completamente independente(têm a propriedade de independência completa) ou equiva-
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Denotaremos por N(A) o número de eventos que ocorre em A e IR. Se A = (a,,8] 
escreveremos N(a,,8] em vez de N((a,,8]). Também denotaremos por Na função a valores 
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de forma consistente para todo k E JN* = {l, 2, ... }, e todos n 1, . . . , nk inteiros não 
negativos, poderemos também definir um espaço de probabilidade (D, A, P), tal que existe 
uma função mensmável deste espaço em (IRZ, BR.z) com imagem em S C IRZ , o conjunto 
de todas as seqüências não decrescentes de números reais, isto é, de eventos no tempo, 
definindo assim, um processo pontual estocástico que também será chamado de N. Veja 
Cramér e Leadbetter (1967) e Daley e Vere-Jones (1988) para maiores detalhes e definições 
alternativas. 

Um importante processo pontual é o processo de Poisson não homogêneo definido a 
partir de uma função não decrescente contínua à direita A(t), e que satisfaz à relação 
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Como conseqüência de (1.2) , as variáveis aleatórias N(aj,/3j) formam um conjunto 

completamente independente (têm a propriedade de independência completa) ou equiva-
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lentemente, eventos em intervalos diqjuntos são independentes. Um caso especial impor-
tante é aquele para o qual A([) = Àt, À sendo a intensidade média do processo.

Outra classe importante de processos pontuais é a dos duplamente estocásticos for-
mados a partir de uma realização A(1) de un] processo esLocástico estacionário cujas tra
jetórias são funções não decrescentes contínuas à direita. Esta realização é tomada como
a intensidade A(t) de um processo pontual de Poisson

Defina dJV(/) = iV(t + dt) /V(t). Uma suposição básica é que existam medidas À/k
limitadamente finitas tais que

EÍdN(fi) ' - ' dN(fÊ)} = Mk(dfi,. .. , dlk),

ou seja, Z(tTi::. N)
No caso de um processo de Poisson com intensidade A(t),

(1.3)

{d(ti)' ' 'dN(fÉ)} = A(dfi) . . - A(dft),
para fj distintos e intervalos (Zj, fj + dtj) disjuntor. No caso ein (]ue dA(1)/dt
lado direito da expressão acima torna se À(fi) . - . À(tk)dfi - - . df

Trabalharemos Êeqüentemente com integrais da forma

(1.4)

À(t), o

}.Ip(u)Í«M« «\ -
j

(1.5)

Suponha qite pi, l $ à $ Ê, são hmções Trlensuráveis (essencialmente) limitadas com
suporte compacto. Então,

Eq.IP\tt\)dNtt ) . IPktLk)dNtLk\\= Í'P\(t\).-- Pk(tk)dM.tt\.

Em particular, temos

[k). (1.6)

Teorema l.l (Teorema de Campbell). Seca /V far g?le E'JV(/1) < oo para lodo ,á

imitado pertenceTtte a. Bn. Elttão, pttrü toda fuvlção ip mensurável limilndn de suporte
=o'rnpacto, teurílfos

nl. llPtt)aw it )'t = ltPttjnaN tt\.
(V« D«t.y . Ve«-J-e; (1988).)

(1-7)

Para o processo de Poisson com intensidade A(t)

n\X' y\'ri)\ = ntjlPtt)ÚN(t)X = ltP(t)ft(at\. (\.81

A partir daqui, a menos de menção contrária, consideraremos somente processos orde-

nados. Isto significa que, quase certamente, o conjunto dos eventos não apresenta pontos
de acumulação. De fato, assumiremos mais. Vamos supor que existe um número real posi-
tivo á e uma corlstante ]ró > 0 tal que para todos os intervalos A, c .#? com comprimento
IAI < J, todos os inteiros n > 1 e todos os t C #i, nãn somente a relação

!entemente, eventos em intervalos disjuntos são independentes. Um caso especial impor
tante é aquele para o qual A(t) = >-.t, À sendo a intensidade média do processo. 

Outra classe importante de processos pontuais é a dos duplamente estocásticos for
mados a partir de uma realização A(t) de um processo estocástico estacionário cujas tra
jetórias são funções não decrescentes contínuas à direita. Esta realização é tomada como 
a intensidade A(t) de um processo pontual de Poisson. 
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E{dN(ti) · · · dN(tk)} = Nh(dti, ... , dtk), 

ou seja, E(ITf=1 N ) = Mk-
No caso de um processo de Poisson com intensidade A(t), 

(1.3) 

(1.4) 
para ti distintos e intervalos (tj, tj + dtj) disjuntos. No caso em que dA(t)/dt = >.(t), o 
lado direito da expressão acima torna-se >.(ti )··· >.(tk)dt1 · · · dtk-

Trabalharemos freqüentemente com integrais da forma 

J cp(t)dN(t) = I: cp(Tj )-
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(1.5) 

Suponha que cpi, 1 ;::; i ;::; k , são funções mensuráveis (essencialmente) limitadas com 
suporte compacto. Então, 

Em particular , temos 

Teorema 1.1 (Teorema de Campbell). Seja N tal que EN(A) < oo para todo A 
limitado pertencente a BR- Então, para toda função cp mensurável limitada de suporte 
compacto, temos 

E{j cp(t)dN(t)} = j cp(t)EdN(t). 

(Ver Daley e Vere-Jones {1988).) 

Para o processo de Poisson com intensidade A(t), 

E{~ cp(rj)} = E{j cp(t)dN(t)} = j cp(t)A(dt). 
J 

(1. 7) 

(1.8) 

A partir daqui, a menos de menção contrária, consideraremos somente processos orde
nados. Isto significa que, quase certamente, o conjunto dos eventos não apresenta pontos 
de acumulação. De fato , assumiremos mais. Vamos supor que existe um número real posi
tivo ó e uma constante K ,5 > O tal que para todos os intervalos 6. e IR com comprimente 16.I < ó, todos os inteiros n > l e todos os t E IR, não somente a relação 
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P{N(A) = m} $ KiiAl",
é vá]ida, mas também, o limite

(1.9)

l [io,'.a T::ÍP{X(A) - ] } - F'/«(t),

existe uniformemente em f.

A desigualdade (1.9) implica que

(l.lo)

plx(z\) > 1} $ KIQl: lalj) AI').(i.ii)

Note que se a desigualdade(1.9) fosse válida pai'a 7z = 1 então teríamos P{/V(A) =
[ }/IAI $ KÍ e portanto, caso existisse, PX(t) seria uma função ]imitada em ]R. Observe

também que ([.]O) implica que Vz € ]R, P{/V({z}) = 1} = 0 pois em caso contrário
existiria t C ]R para o qual o limite PX(t) seria infinito

A relação (l.lO) é equivalente a

P{N(A) = 1} =P(t)lal+ oe,a(IZ\l),(].12)
para um infinitesimal ot,a(z) com as seguintes propriedades
Vc > 0, ]Õ > 0, Vf € ]R, VA C R, { € A, (0 < IAI < õ) o loe.a(IAI)l $ $1al e ot,A(0) = 0,
ou seja,

Vr>0, ]õ>0, (0<z<ã) + sup lot,z,(z)l $ {z<czeat,zi(0) =0
€ Et,a.C E{ '
Ca.lal=;

A quantidade sup lot,a(z)l = o(z) é um infinitesilnal não negativo independente
C]R,ACIR

tca.la
de t e A. Também esci'evemos, com este sentido, lot,a(IAI)l $ o(IAI).

Para facilidade de notação, escreveremos ot ao invés de ot,a.

Proposição l.l .Sob as suposições esfaóe/ecddas acima, temos

P{N(A) - ]} $ E{N(A)} $ P{N('\)
P{N(A) 1} Ua,{N(A)} $ P{N(A)

iJ+ o(IAI')

nüs q'urlis A e B são o(lal') sempre que suppX(f) é $rzifo

.Assim podemos escrever
[€A

E{N(A)} (t)IZKI + ot(lz\l)

e

UarlN(A)} = p (f)IAI + ot(lz\l)

Demonstração Para todo A tal que lal < miitlõ, 1} temos

E{/v(A)} = P{N(A) jPt!'Xr(A)

3

é válida, mas também, o limite 

lim I :
1
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(1.10) 
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Note que se a desigualdade (1.9) fosse válida para n = l então teríamos P{N(b,.) = 
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\/E> O, :ló> O, \/t E IR, \/6. e IR, t E b,., (O< Jb.J <ó) ➔ Jot,6.(Jb.J)I S ~16.I e Ot,6.(0) = O, 
ou seja, 
\:/E;> O, :ló> O, (O< z <ó)-+ sup Jot,6.(z)I S ~z < Ez e Ot,6.(0) = O. 

tEIR,óCIR 
tEó,lól=z 
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Proposição 1.1 Sob as suposições estabelecidas acima, temos 

P{N(b.) = 1} S E{N(b.)} < P{N(b.) = 1} + O(J6.J2
), 

P{N(b.) = 1} - AS Var{N(b.)} < P{N(b,.) = l} + B, 
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tEõ. 

Assim podemos escrever 

e 

Var{N(b.)} = PN(t)Jb,.J + Ot(Jb,.J). 

Demonstração Para todo 6. tal que Jb.l < min{ó, 1} temos 
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j~2 
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$ P{N(A) 1} + Ã'i >1:jlAIJ

Como

)l:jlalj = )1: )1.1 1alj I' }l: IAlj)
.j?2 A2:2.j?Ê k22 .j?o

>: lal'(i/(l
k>2 '»;,-J? E'»''-'»,:(: h)'

e limlalHo(l/(l IAI)') = 1, podemos escrever

P{N(A) ]} {N(A)} $ P{N(A)
Então

iJ+ o(IAI')

Elx(A)} w(A) + .*(lal)

Dc P{N(A) = 1} = PX(Z)IAI + at(IAI), segue que E{N(A)} = PW(Z)IAI + oz(lal) e
a primeira parte da demonstração fica estabelecida. Notamos que este último at(IAI) que
aparece na expressão da esperança de ]V(A) é limitado em módulo por um inlinitésimo
independente de t e A pois é soma daquele relativo à probabilidade P{JV(A) = ] } que
bem esta propriedade e um infinitésimo independeílte de Z e A, O(IAl2)

Agora, para estimar a variância, observamos que

EÍ]V(A):} i} + >: j'P{W(a)

$ P{N(A) = 1} + Xõ )ll:j:lalJ

Seja /(z) a função analítica sobre o disco lzl < 1, definida por f(z)
As-im, /(,) =z'/(] z) e ' ' ' '

>'n>2Zn

,P

Éã/(')
3z)z;
.);

Poi outro lado.

g;/(') - $ E ;"*' - E a,'«*,
Então, pala 0 $ z < 1 temos

>: (n + 2)(n + ]);"
l>2

il:/(') - E(" + 2)(" + i)''
"=2

e escrevemos

EÍX(a):} $ plw(A) - 1} + A'ás/(,)l, íal

4

Como 

:S P{N(t::.) = 1} + K5 L jjt::.ji. 
j?:_2 

'""" k lt::.1
2 

'""" k 2 ( 1 ) 
2 

~ lt::.I (1/(1 - lt::.I)) = 1 _ lt::.I ~ lt::.I = lt::.I 1 _ lt::.I , 
k?:_2 k?:_0 

e limló/-to(l/(1 - lt::.1)2) = 1, podemos escrever 

Então, 

E{ N(t::.)} = P{ N(t::.) = 1} + Ot(lt::.I). 

De P{N(t::.) = 1} = PN(t)lt::.I + Ot(lt::.I), segue que E{N(t::.)} = PN(t)lt::.I + Ot(lt::.I) e 
a primeira parte da demonstração fica estabelecida. Notamos que este último Ot(lt::.I) que 
aparece na expressão da esperança de N(t::.) é limitado em módulo por um infinitésimo 
independente de te t::. pois é soma daquele relativo à probabilidade P{N(t::.) = 1} que 
tem esta propriedade e um infinitésimo independente de te t::., O(lt::.j2). 

Agora, para estimar a variância, observamos que 

E{N(t::.)2} = P {N(t::.) = 1} + L,j2P{N(t::.) =j} 
j?:_2 

:S P{N(t::.) = 1} + K5 L,ilt::.li. 
j?:_2 

Seja J(z) a função analítica sobre o disco lzl < 1, definida por J(z) = Ln>2 zn+2. 
Assim, J(z) = z4 /(1 - z ) e -

d2 12z2 2(4 - 3z)z3 

dz2j(z) = {1 - z ) + (1- z) 3 

Por outro lado, 

d2 d2 d2 

d 
2f(z) = d 2 L zn+2 = L, d 2zn+2 = l)n + 2)(n + l )zn. 

Z Z n?:_2 n?:_2 Z n?:_2 

Então, para O :S z < l temos 

e escrevemos 
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- 'Í"(a) - :} + i!:llK -- 'o 'u' )IAI

Como, quando lal o o, 12/(1 IAI) -} 12 e 2(4 3lAI)/(l lzXI): H 8, temos

zÍW(ay} $ plx(a) i} + o(lal:) + o(lal')
Segue que

Va-lN(A)} $ P{N(A)
$ P{N(A)

i} + o(IAl:) + o(IAl;)
il+ o(IAI')

(PX(t)IAI + ot(IAI))'

Também é verdade que

VarIA(A) } E{N(A)'}(E{N(Zi)})' 2 P{N(A) = 1}(P/v(t)IZLI +ot(IAI»:
plx(A) - t}(T"PP'«(t)lal +'(IAI»: - plx(a) - i} o(lal')

Combinando as dum inequações, temos a segunda parte da Proposição e, imediata-
mente,

Va:lN(A)} = PX(t)IAI + ot(IAI)

Estes ot = ot,.a podem depender de f e A. mas seus valores absolutos são limitados por
outros o que são independentes de t

Dizemos que PX(t) é a intensidade de ocorrência de eventos no tempo f- Utilizaremos
a notação diferencial

Para o processo de Poisson, PX(t) = À(t).
Poderemos também supor a existência de um número real positivo õ e uma constante

kÕ,. tal que para todos os intervalos a.i, . . . , A,n da Teta real com comprimentos 0 < laia <
ã, ] $ { $ m, todos inteiros ni Z ] e todos vetores (tl, . . . ,t.) C ]R" tais que ti / f.j para

todos i/ j, l $ i$ nz, l $ J $ m ambas as propriedades abaixo são válidas

se("I,...,n«) #(1,...,1) ente' P{/V(Ai) = ni,l$i$ n,} $ kÕ.m ll IAi

e para A '(laia,..., IA«l) C(m})", t{ C Ai, l$ã $ m, existe o limite

(1.18)

5

PtdN(t)   Pj« (t)dt + .t (dt), (1.13)
PldN(f) > 1}   .*(dt), (] .14)
PÍdN(f) = 0}   l PX (t)dt + ot(dt), li.is)

E{ dN(t) }   P.« (t)dt + .. (dÉ) , (1.16)

V«{ dN(t) }   PX(t) dt + ot (dt) . (1.17)

= {N(Li) = } 12JíiJ
2 

2(4 - 3J6J)J6J
3 

p l + 1 - Jti.J + (1 - JLi J)3 . 

Como, quando J6J ➔ O, 12/(1 - Jíil) ➔ 12 e 2(4 - 3J61)/(1 - Jti.1) 3 ➔ 8, temos 

Segue que 

Var{N(6)} < P{N(Li) = 1} + O(JL'ij2) + O(J6 J3 ) - (PN(t)Jíil + Ot(J6J)) 2 

< P {N(Li) = 1} + O(JLiJ 2
). 

Também é verdade que 

Var{N(Li)} = E{N(ti.)2} - (E{ N(Li)} )2 2: P{N(6) = 1} - (PN (t)Jti.l + oi(IL'il)) 2 

2: P{N(Li) = 1} - (suppN(t) J6J + o(J61))2 = P{N(Li) = 1} - O(JLiJ2 ) . 
t E.6. 

Combinando as duas inequações, temos a segunda parte da Proposição e, imediata
mente, 

Var{N(Li)} = PN(t)Jíil + oi(JL'il) . 

■ 

Estes Ot = Ot,6. podem depender de te 6 mas seus valores absolutos são limitados por 
outros o que são independentes de t. 

Dizemos que PN(t) é a intensidade de ocorrência de eventos no tempo t. Utilizaremos 
a notação diferencial 

P { dN ( t) = 1} ' PN (t)dt + Ot (dt) , (1.13) 
P{dN(t) > ·1} Ot(dt)' (1.14) 

P{dN(t) = O} 1 - PN(t)dt + Ot(dt), (1.15) 
E{dN(t)} PN(t)dt + Ot(dt), (1.16) 

Var{dN(t)} PN(t)dt + Ot(dt). {1.17) 

Para o processo de Poisson, PN(t) = >.(t). 
Poderemos também supor a existência de um número real positivo ó e uma constante 

kJ,m tal que para todos os intervalos L'i1, ... , L'im da reta real com comprimentos O < Jti.i J < 
ó, l ::; i ::; m, todos inteiros ni 2: 1 e todos vetores (ti, ... , tn) E IR.m tais que ti f= tj para 
todos i f= j , 1 S i S m, 1 S j :s; m ambas as propriedades abaixo são válida~: · 

m 

se (ni, ... ,nm)-:/ (1, . .. , 1) então P{N(ti.i) = ni, 1 Si S m} S kJ,m II J6iJni (1.18) 
i=l 
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lln5: -PÍ]V(AI)-l,l iÉm}(ÉZ,...,t«),(l.lg)lllail

uniformemente em t = (tl, . . . , l.).
Observamos que para m ;; l o símbolo a. possui dois significados diferentes, o intervalo

e o comprimento; no entanto, isto não prejudicará o entendimento do leitor.

O limite acima mede a intensidade da ocorrência conjunta de eventos nos diferentes
tempos fi, - . . , f.. Poderíamos chama-lo de intensidade conjunta. Como sob as relações

(1-18) e (]-19) também é válido que Âilb ãÍ-! B i=- (Ai)} - Pm(tl,--.,l«), Pm é

chamado densidade pi'ocluso de oi'dem m. A relação (1.19) implica que

P{N(Ai) = 1,1 É í $ m} - f'm(li,-..,Z«)lllA.l +of,Hl:.a:(A)(1.20)

7n.

l

pala al,Hl=. A,(A) um inJlnitésimo tal quc

;".n=;. '..«« 1'.,Ê A (')1 - .(,),
ell;:. Ai.iaít ,i.i$ism

; (zi, - - . , z«) C (]R+)" é outro infinitésimo que é independente de

li Ai C IRm que satisfaz !!(ê} > 0 quando A }0
[llail

Denotamos por fm O conjunto

Z

n
JI C 'lP7 e" e

É«) C m."lti = Zj para algum i / J}.

Para facilidade de notação, escrevemos ot ao invés de o «
t,H ZL:

{ (f:,

Proposição 1.2 Sob as Àál)ófeses acima lemos, para m 2 1,

P{N(Ai) Sm} $ Elll N(Ai)l

De«ionstração Sejarl =(nl,...,n«) C IN", [N' = N {0}

&'{ ll JV(Ai)} l(llni)pÍN(A:)
=l J ne(N*)" \ i=l

$ P{N(A{) = 1, 1 $ { $ m} + ki,.
] 2

H :ln l»:í

k.,« ll Fa:l
l

$«.}

$ P{N(A{) = 1, 1 $ á $ m} +

kÕ.,« H nilAil";
ã-l

E
e(w')" -{(1, .. . ,1) }

Ü":

= r'ÍXCAi)=i,iSiS mi+ E
«e(N')"

k..« lula:i
l

6

1 
m P{N(6i) = 1, 1 $ i $ m} = Pm(t1, ... , tm), (1.19) 
I1 l6il 

i=l 
uniformemente em t = (t1, ... , tm)-

Observamos que param = 1 o símbolo 6 possui dois significados diferentes, o intervalo 
e o comprimento; no entanto, isto não prejudicará o entendimento do leitor. 

O limite acima mede a intensidade da ocorrência conjunta de eventos nos diferentes 
tempos t1 , . .. , tm- Poderíamos chamá-lo de intensidade conjunta. Como sob as relações 
(1.18) e (1.19) também é válido que lim m 

1 
E{ IT N(6i)} = Pm(t1, . .. , tm), Pm é 

6.~0 I1 l6il i=l 
i=l 

chamado d ensidade p roduto d e ordem m. A relação (1.19) implica que 
m 

P{N(6i) = 1, 1 $ i $ m} = Pm(t1, ... 'tm) n l6d + ºt,IT:1 6..(6) 
. = I 

para ºt,IT:,
1 

6.; (6) um infinitésimo tal que 

sup 
t E IRm - em rrm A ·CIRm 

' i = l 1 

!E rr: 1 A;,IAil=z;,l:',i:,m 

lo m (z)I = o(z) , t, TI Ó.; 

i=l 

(1.20) 

z = (z1, ... , zm) E (IR.+ )m é outro infinitésimo que é independente de t E IR.m - t;m e 

nm " lR.m . c 0(6) O d " O i=l Ll.i C que sat1s1az m ➔ quan o Ll. ➔ . 
TI l6i l 

i= l 
Denotamos por Em o conjunto 

{(t1, ... , tm) E IR.mjti = ti para algum i :/- j}. 
Para facilidade de ·notação, escrevemos Ot ao invés de o m • 

t, I1 6.; 
i =I 

Proposição 1.2 Sob as hipóteses acima temos, param~ 1, 

P{N(6i) = 1, 1 $ i $ m} $ E {D N(6i)} 

$ P{N(b.i) = 1, 1 Si S m} + kli,m {fi (i _ ~6 i
1
) 

2 

- 1} fi l6J 

Demonstração Seja n = (n1 , ... ,nm) E lNm, IN* = IN - {O}. 

E {fi N(b.i)} = L ((TI ni)P{N(6i) = ni, 1 Si$ m}) 
i=l n E (lN')m i=l 

$ P{N(6i) = l, 1 $ i $ m} + L (ft ni) kli,m fi l6i ln; 
nE(JN•)m-{ (1, ... ,1)} i=l i= l 

m m 
= P{N(b.i) = 1, l :S i :S m} + L kli,m IT nil6dni - kli,m II jLliÍ· 

n E(JN •)m í=l i= l 
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Agora:

>l.l ll n:la:l'
nC(N*)- i=l :$1.=.«: (»: u«):i

Portanto

'Íú~'»:,} . ,'~'»,, - -,: '''«'*'..«l,»:(l(-h): :)

Podemos também deânir cumulantes para JV(t); e, em particular, definimos a co
variância limite, para u # u, por

g2 (u, u) .:. gsp!(g:g)!êtl40
Á3õ IA-lla,l

Para processos pontuais que satisfazem (1.18) e (1.19), sob determi1ladas condições
como veremos no Capítulo 2, podemos escrever a igualdade de medidas em notação dize
rencial

EldN (ti)dN(t2 ) } M2 (dt] , dtz)

p2 (tl , t2 )dtidt2,

PldN(ti) (t2)

(1.21)

para todos os pares (fl, tU) tais que ti # tZ
Se ti = t2, então EÍdN(t)'} = X'ld/V(t)}

medida E(JV x /V) à diagona] do ]RZ-
Para processos de Poisson

px(t)dt; EÍdN(f):} é a restrição da

EÍdN(tt)dN(tz) } = À(ti)À(t2)dtidt2

portanto

P2(tt, t2) = À(ti)À(Í2), ti # {2

Também teremos

Co«{dN(u) , dN(«) } EldN(u)dN(«)} X'tdN(u)}EÍdN(«)}
g2(u, u)dudu, u / ", (1.22)

que é zero para os processos de Poisson

7

Agora, 

Portanto, 

■ 

Podemos também definir cumulantes para N(t); e, em particular, definimos a co
variância limite, para u =/ v, por 

Para processos pontuais que satisfazem (1.18) e (1.19), sob determinadas condições, 
como veremos no Capítulo 2, podemos escrever a igualdade de medidas em notação dife
rencial 

M2(dt1, dt2) 

p2(t1, t2)dt1dt2, 

P { dN ( t 1) = 1, dN ( t2) = 1}, 

para todos os pares (t1, t2) tais que ti =/ t2. 

(1.21) 

Se t 1 = t2, então E{dN(t)2} = E{dN(t)} = PN(t)dt; E{dN(t)2} é a restrição da 
medida E(N x N) à diagonal do JR2

. 

Para processos de Poisson 

portanto 

Também teremos 

Cov{dN(u), dN(v)} E { dN ( u) dN ( v)} - E { dN ( u)} E { dN ( v)}, 

q2(u, v)dudv, u =/ v, 

que é zero para os processos de Poisson. 

7 
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1.2 0ndaletas

OndaleLas são fimções "elementares" que utilizamos na construção de nova funções.
Elas são obtidas de uma jnict função Ü(t), chamada de ondaleta mãe, por translações e
dilatações. Aondaletamãe@(f) Satisfazàscondições ' ' '

(1.23)

(1.24)1. \+çl)\ÜL<«,.
podendo satisfazer também

C qH'.« « ",
na qual Ú(w) é a transe)rmada de Fourier de @(t), isto é

(1.25)

@tu\ = 1 $\$àe i"* dt

Dada a ondaleta mãe @(t), para todos os reais
de ondaletas por translações e dilatações de @(f),

a, b(a / 0), construímos um conjunto

.P(',')(ü) =1 a l '/2 @(!=]),

na qual a representa o parâmetro de dilatação e b o de translação

(1.26)

Para escolhas Pqpeciais de # e a, b, o conjunto IP(- Ó) constitui uma base orLonormal de
LZ(#?). Em particular, se escolhermos a = 2 j, b = k2 j, j, É C Z, então existe @ tal que

Üt,j(t) = @(' ü)(t) = 21/21P(2jt X;),

é uma base ortonormal de Z,2(#?)

(1.27)

;.f:X H::: 31; HX:lE H ;z:á:=:u=::i
@(H)(f)

1, 0 $ f < 1/2
1, 1/2 $t < l
0, caso contrário.

li.2s)

De (].28), temos

ÜÍ: )(Í)
2.j/2.

a' .

0.

2 J t<2 '(k+ á)
2 j(k + 4) $ É < 2 j(Ét i)
caso contrário.
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1.2 Ondaletas 

Ondaletas são funções "elementares" que utilizamos na construção de novas funções. 
Elas são obtidas de uma única função 'lf;(t), chamada de ondaleta mãe, por translações e 
dilatações. A ondaleta mãe 'lf;(t) satisfaz às condições 

podendo satisfazer também 

l: 'lf;(t)dt = o, 

l: l 1/J(t) 1 dt < oo, 

/_

00 1 'ifJ(w) 12 

1 1 
dw < oo, 

-00 W 

na qual 'ifJ(w) é a transformada de Fourier de 'lf;(t), isto é, 

(1.23) 

(1.24) 

(1.25) 

Dada a ondaleta mãe 'lf;(t), para todos os reais, a, b(a =/; O) , construímos um conjunto 
de ondaletas por translações e dilatações de 'if;(t), 

1/J(a,b)(t) =Ia 1- 1/2 'lf;(t - b) , 
a (1.26) 

na qual a representa o parâmetro de dilatação e b o de translação. 

Para escolhas especiais de 1/J e a, b, o conjunto 'lf;(a,b) constitui uma base ortonormal de 
L 2 (JR,). Em particular, se escolhermos a = 2-i, b = k2-i, j, k E 'll, então existe 1/J tal que 

1Pk,j(t) = 1/J(a,b)(t) = 2i/2 'lf;(2it - k), 

é uma base ortonormal de L2 (JR,). 
(1.27) 

Existem muitas formas diferentes de 'lf;(t), todas satisfazendo às condições (1.23), (1.24) 
e (1.25). O mais antigo e simples exemplo de função '!jJ para o qual as VJk ,j definidas por 
(1.27) formam uma base ortonormal de L 2 (JR,), é a função de Haar, 

De (1.28) , temos 

1, O S t < 1/2 
- 1, 1/2 .St< l 

O, caso contrário. 

2il2 , 2-ik S t < 2-i(k + ½) 
- 2J/2 , 2- i(k + ½) S t < 2-i(k + i) 

O, caso contrário. 

8 

(1.28) 



Uma maneira de obter uma ondaleta é pelo uso da equação de dilatação

@(t) v5E: ltÇÓ(21 Ê)
k

com çb({) uma função que é chamada de função escala ou também de ondaieta pai que
satisfaz Jl:= ç5(t)dt = 1. A ondaleta mãe é então obtida da ondaleta pai por

ü(t) «ã y' hh@(2t É)
k

com hÉ =(--1)ÊZi A, também chamada de relação de filtro de quadratura simétrica, na
qual os coeficientes /k e AÀ: são os coeâcientes dos filtros passa-baixa e passa-alta dados
pelas fórmulas

t.-Üul +kÜ t

«- - " f\ @(t)é(2t k)at,

respectivamente

Para a ondaleta de Haar

ó(mw-l .l 'm.'.=«:-á-i..

Portanto

a/+wóp' ©a.-l:/a,
h : o,l
caso contrário.

e

o = Zt = i/vã, ài /0

Conseqiientemente:

@(t) Ó«i/v'ã)4(2t) (i/«ã)@(2t i»

e obtemos (1.28)

Exceto para casos especiais, não há "fórmulas analíticas" pala as funções ondaleta.
Um tópico de importância no estudo das ondaletas é a análise de multi-resolução(ver

Meyer (1992». Uma análise de mu]ti-reso]ução em LZ(]R) é uma sequência crescente,

(%)jCzõ, de subespaços fechados de L'(]R) que satisfaz às seguintes propriedades:

li) n b
.jcz

{0}, U b é denso em L2(]R)
.jc zz

(ii) Para toda função / c Z,'([R) e todo j c Z, /(=) c b se e somente se .f(2z) c b+

(iii) Para toda função / c Uo e todo k c Z, .f(n

(iv) Existe um função g C Un tal que g(z k), k C Z, é uma base de Riesz de yn

9

Uma maneira de obter uma ondaleta é pelo uso da equação de dilatação 

</>(t) = h2:)k</>(2t - k), 
k 

com <jJ(t) uma função que é chamada de função escala ou também de ondaleta pai que 
satisfaz J~

00 
<jJ(t)dt = 1. A ondaleta mãe é então obtida da ondaleta pai por 

'lj;(t) = V2 I: hk<f>(2t - k), 
k 

com hk = (-l)kl 1_k, também chamada de relação de filtro de quadratura simétrica, na 
qual os coeficientes lk e hk são os coeficientes dos filtros passa-baixa e passa-alta dados 
pelas fórmulas 

l k = V2 I: </>(t)<jJ(2t - k)dt 

e 

hk = V2 I: 1/;(t)<jJ(2t - k)dt , 

respectivamente. 

Para a ondaleta de Haar, 

</>(H) (t) = { 1, O~ t < l 
O, caso contrário. 

Portanto, 

lk = hj<fa(t)<jJ(2t - k)dt = { l /,/2, k = o, l , . 
O, caso contrario, 

e 

Conseqüentemente, 

'lj;(t) = V2((1/V2)</>(2t) - (l/V2)</J(2t - 1)), 

e obtemos (1.28). 
Exceto para casos especiais, não há "fórmulas analíticas" para as funções ondaleta. 
Um tópico de importância no estudo das ondaletas é a análise de multi-resolução (ver· 

Meyer (1992)). Uma análise de multi-resolução em L2(JR.) é uma seqüência crescente, 
(v'j)jE7l, de subespaços fechados de L 2 (JR.) que satisfaz às seguintes propriedades: 

(i) íl ½={O}, LJ ½ é denso em L 2 (JR.). 
j E7l jE7l 

(ij) Para toda função J E L2(JR.) e todo j E 7l, J(x) E½ se e somente se f (2x) E ½+l · 

(iii) Para toda função f E Vo e todo k E 'll, f (x - k) E Vo. 

(iv) Existe um função g E Vo tal que g(x - k), k E 'll , é uma base de Riesz de V0 . 

9 



Lembramos que, sendo JÍ um espaço de Hilbert e (ek)kcZÕ uma sequência de velares
de -H, dizemos que esta seqüência é uma base de Riesz quando existirem duas constantes

0 < (3Z $ (J2 tais que para toda sequência (k de coeficientes escaleres, tem-se para todo

' (Ê.'*,:):''' $;. 1'',($ :.-:)'''
e as somas finitas >: (kek, m 2 1, formam um subespaço vetorial denso em /í.

Caso tenhamos tuna análise multa resolução, observamos qite, corno U IÇ é denso em

LZ(JR), toda função / C Z'2(IR) pode seí aproximada por uma função dos subespaços V,
uo seguinte sentido: Vf > 0 ]J C Z; ]/J C }j ll/j /ll < c. Os subespaços U] e IA+l, para
qualquer .j C Z:, podem sei obtidos um a partir do outro por uma mudança de escala e,
consequentemente. quaisquer subespaços IÇ e H têm esta propriedade. Assim, /(z) C Un
se e somente se /(2'z) C IÀ para todo j C Z. Também temos as equivalências:

/(r)Cbo/(2 'a)eUo VZCZ/(2 j(z+/»CUn
oVZ C Z /(2 'r+ g2 j) C Uo H J'(z+Z2 j) c q

dito de outra maneira,

/(2'z)Cbo/(z)çUn VgcZ.f(r g)CUnoVfcZ/(2jsç OçB.

Riesz de Un. it mos garantida a existência de g C Uo ta] que g(z k), A C a é base de
/(#) C }Ç u /(2 j=) € Uo

'+V.>0 ]m? ] ]eÉ , «.$k$"', 11E='.(Êg(z k)/(2'jr)ll: <c:
0Vc>0]m? ] ](É, m$A$m,Jml>:T.(kg(z Ê) /(2 jsç)l2dz<c'
oVc>0]«.?1](A. m$k$m,JmlE=.(kg(2Jy k)/(v)lav<g
nVc. > 0 ]"t ? ] ](!,. «. É k $ m, llET,.{kg(2iy k) .f(Z/)ll: < (c')i
'* {g(2'r A) l k C Za}

é uma base de Riesz para T/J já que de

m m \ m m
E e«.,Ee«. > -EE {*ü<«, «>
--7n --?7} / --77Z --7n

7n m

E.Ee-e. lgt.-K\gt: ,
m 7n

zi 'Í.. }.,eKt;t lg(ai = - k\g\ }= - !)d=
7n m "

m m ll m 112

2' >1.1 >: {.e,(.l, .;> lll: {...l ll
m.--m ll--m ll
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Lembramos que, sendo H um espaço de Hilbert e (ek)kE7l uma seqüência de vetores 
de H, dizemos que esta seqüência é uma base de Riesz quando existirem duas constantes 
O < G1 :::; G2 tais que para toda seqüência Çk de coeficientes escalares, tem-se para todo 
m 2: 1, 

m 
e as somas finitas I.: çkek, m 2: 1, formam um subespaço vetorial denso em H. 

-m 

Caso tenhamos uma análise multi-resolução, observamos que, como U ½ é denso em 
jEZl 

L2 (IR), toda função J E L2 (IR) pode ser aproximada por uma função dos subespaços ½ 
no seguinte sentido: VE > O 3j E Zl, 3Jj E½ llh - !li < E. Os subespaços½ e ½+1, para 
qualquer j E 'll, podem ser obtidos um a partir do outro por uma mudança de escala e, 
conseqüentemente, quaisquer subespaços ½ e ½ têm esta propriedade. Assim, f (x) E Vo 
se e somente se f(2ix) E½ para todo j E 'll. Também temos as equivalências: 

f(x) E V; H f(2 -jx) E Vo H Vl E 'll J(ri(x +l)) E Vo 
H Ve E 'll f(2-ix + n-i) E Vo H f(x + fTJ) E Vj 

dito de outra maneira, 

f(2jx) E Vj H f(x) E Vo H Vl E Zl, f(x - e) E Vo H Vl E 'll f(2jx - e) E VJ· 
e, como de (iv) temos garantida a existência de g E V0 tal que g(x - k), k E Zl, é base de 
Riesz de Vo , temos: 
f(x) E Vj H !(2-ix) E Vo 
H VE > O 3m 2: l 3çk , -m:::; k:::; m, JII.:~m f.kg(x - k) - f(2-Jx)jj2 < E2 

H VE > O 3m 2: l 3çk , -m:::; k:::; m, frn. lL~1
m Çkg(x - k) - /(2- Jx)j

2 
dx < E2 

H VE > O 3m 2: 1 3çk , -m:::; k:::; m, frn. JI.:~m Çkg(2Jy - k) - J(y)j dy < ~ 
H VE' > O 3m 2: 1 3çk, -m:::; k:::; m, JJI.:~m Çkg(2iy - k) - J(y)JJ2 < (E')2 
H {g(2ix - k) 1 k E 'll} 
é uma base de Riesz para ½ já que de 

(~f.kek, ~f.tee) = ~~çkçe(ek ,ee} 
mm 

= L L ÇkÇl J g(x - k)g(x - e)dx 
- m - m 

mm 

2i L Lf.kçe j g(2jx - k)g(2jx - e)dx 
-m-m 

mm m 2 

2i L L f.kf.e(e'i., e~} = 2i L çke~ 
-m-m -m 
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com el = g(2jz k) pala bodo k C Z, podemos obter: 3C'i,C';, 0 < OI $ C';, C{
Oi/21/2, (;2 = (;2/2;/2 tais que

= 1:(kl''(gl :':'ó Ê.«* ' '; (4 .* ') '''
A título de ilustração, citamos que, se deânirmos o espaço Uo com o auxílio da função

g podemos obter vários exemp]os de análises de mu]ti-reso]ução de Z2(]R) . Se tivermos
g = XÍO,i) função indicadora de 10,1), então as funções de Uo são aquelas que são constantes
em cada intervalo IA,k + 1). Se escolhermos g(z) = 0(]ç) = 1 lzl quando lzl $ 1e
a(z) = 0 se lrl > 1 então as funções / C Uo são funções afins por partes, e /(z) = a#sç + ók
se k $ z $ k + 1. Se tivermos o produto de convolução g = a + f? então as funções .f C Uo

são os sp]iiles cúbicos que são funções de c]asse (72 pertencentes à Z,2(]R) para as quais a
restrição a cada intervalo lk, É +l) é um polinõmio de grau menor ou igual a três. Dizemos
que uma análise de multi-resolução é r-regular r € m se pudermos escolher g € Uo de sorte
que g(z #), k € Z seja uma base de Riesz de Uo tal que, para todos q, 0 $ q É r, e todos
inteiros m 2. 1,

(1)','«, . "':* ., « (1.29)

com C;« C ]R-r constantes.
Partindo de uma análise de multi-resolução r-regular, obtém-se os seguintes resultados.

Teore«ia 1.2 Ezás e 'u«a/u7zção C Un q'ue uerdDca r].l?g; e ta/ que zs/uniões Ó(z
# C Z, /ormalíz urna base ortonormal de Un. roer' dever r/PP21.J

k)

Teorema 1 .3

k C ZZ, . @(z
Existe outra Í«nçãe @ C V\ que ueriPca (1.29) e tal qv üs funções 'bkz k)
k), # c Z, c07zsfátuem uma base OI'folzorma/ de yi. roer Me /er r/99eJ.J

Seja Wo o complemento ortogonal de Un em yi (K = Uo © }rn, Uo l Wn). Então,
as funções Ú(z k),A C Z constituem uma base ortonormal de }rn. De6nindo-se Wí
por /(z) c Wn H /(2jz) c Wj, temos que @Ê,.f(sç) = 21/2@(2Jr k), k c Z é uma basl}
ortonormal de }yj. Também podemos escrever, para todo .j € Z: e para qualquer que soja

yJ - (ID Wf . (D W - U1 0(11)W
z$.j-t .jcz jZZ

Como [,2(]R) = U ( Z b, podemos escrever L2(]R) como a soma direba hi]berLiana

":'"' - g « - « * l2 «l
Assim, tanto {@k.Jlk,J C Z;} como {@h,z,@k..]lJ,k C Z,J ? 1?} para qualquer Z C Z;

são bases ortonormais de L:(]R)
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com e~ = g(2jx - k) para todo k E 7l, podemos obter: 3C[, C!i, O < C[ < C!i, C[ = 
C1/2j/2, C2 = C2/2j/2 tais que 

A título de ilustração, citamos que, se definirmos o espaço V0 com o auxílio da função 
g podemos obter vários exemplos de análises de multi-resolução de L 2 (1R). Se tiverm os 
g = X[o, l ) função indicadora de [0,1), então as funções de V0 são aquelas que são constantes 
em cada intervalo [k, k + 1). Se escolhermos g(x) = 0(x) = 1 - lxl quando jxj :S 1 e 
0(x) = O se lxl > 1 então as funções J E Vo são funções afins por partes, e f( x) = akx + bk 
se k :S x :S k + 1. Se tivermos o produto de convolução g = 0 * 0 então as funções f E Vo 
são os splines cúbicos que são funções de classe C 2 pertencentes à L 2 (lR) para as quais a 
restrição a cada intervalo [k, k + 1) é um polinômio de grau menor ou igual a três. Dizemos 
que uma análise de multi-resolução é r-regular r E IN se pudermos escolher g E V0 de sorte 
que g(x - k), k E 'll seja uma base de Riesz de Vo tal que, para todos q, Os q :Sr, e todos 
inteiros m 2: 1, 

(1.29) 

com Cm E lR+ constantes. 
Partindo de uma análise de multi-resolução r-regular, obtém-se os seguintes resultados. 

Teorema 1.2 Existe uma função q> E Vo que verifica {1.29} e tal que as funções cp(x- k), 
k E 'll , formam uma base ortonormal de Vo. (Ver Meyer (1992).) 

Teorema 1.3 Existe outra função 'ljJ E Vi que verifica {1.29} e tal que as funções cp(x-k), 
k E 7l, e 'ljJ(x - k), k E 'll, constituem uma base ortonormal de Vi- (Ver Meyer {1992}.} 

Seja W0 o complemento ortogonal de Vo em Vi (Vi = Vo EB Wo, Vo ..L Wo). Então, 
as funções '1./J(x - k), k E 'll constituem uma base ortonormal de Wo. Definindo-se Wj 
por J(x) E W0 +-t J(2ix) E Wj , temos que 1Pk,j(x) = 2il21.p(2ix - k), k E 'll é uma base 
ortonormal de Wj . Também podemos escrever, para todo j E 'll e para qualquer que seja 
e E 'll, 

Vj = ffi vVe e EB Wi = Ve EB ffi Wi . 
e-::;j-1 jE'll i?.e 

Como L2 (lR) = U jE7l Vj, podemos escrever L2 (1R) como a soma direta hilbertiana 

Assim, tanto {'l/Jk,jlk,j E 'll} como {</>k,e,1Pk,jlj,k E 'll , j 2: e} para qualquer e E 'll , 
são bases ortonormais de L2 (IR.). 
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Caso estejamos interessados erl] aproximei uma função / C LZ(IR) , notamos qiie sem
pre existe um J C Z tal qite existe // c rJ que aproxima .f na norma de L2(]R)- Podemos
então escrever / = /; = /J l +g.r i, /; l C yi-i, g.r l C Wi l de maneira única em

L2(]R), já que furlções h e A' tais qne llh A'll = 0 são consideradas iguais. Continuando
este processo, temos que

/

J l
// «. + >1: g:

i-J-M
/.r M C yJ M e gi C K

Um resultado importante, obtido por Daubechies, garante, para todo inteiro r. a
existência de bases ortonormais para Z;2(]R) da fnrn)a 2j/2@(,)(2jz #), j, k C Z, tendo
as seguintes propriedades: o suporte de @(,) é o intervalo ]O, 2r + 1] e

I'' '>v}(- )'' ,
e @(r). tem 'r derivadas contínuas e a constante positiva ' é aproximadarnenbe 1/5. A
base de Haar é um caso particular para o qual temos r = 0

Neste trabalho, vamos sitpor que çó e @ são (essencialmente) limitadas e de suporte com
pacto Veja Daubechies (1992) . Para generalizações veja de Mirando (2002a). Encerratnos
este capítulo com alguns comeJltários sobre análise de ondaletas e de Füurier (Priestley
(1 996)). Numa base de ondaleLas, as funções são indexadas por dois parâmetros. ao passo
que, numa base de Fourier, apenas a freqÍiência é necessária. As ondaletas são localizadas

no tempo e são bons elementos na construção de sinais que não são suaves e que têm
características variantes no tempo. Para este tipo de sinal, os coe6cientes da série ou
da transformada de Fourier não são bens apropriados. Intuitivamente, a escala pode ser
interpretada como o inverso da freqüência, como mostra o seguinte argumento: quando
.j cresce, o favor de escala 2j também cresce e há uma redução na escala de tempo. Si-
multaneamente, as oscilações na ondaleta mãe crescem e exibem um comportamento de
alta freqüência. Por outro lado, quando .j decresce e a escala cresce, obtemos um com-
portamento de baixa frequência. Uma apresentação bastante abrangente da teoria e das
aplicações de ondaletas pode ser encontrada em Morettin (1999)
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Caso estejamos interessados em aproximar uma função f E L2 (1R), notamos que sem
pre existe um J E 'll tal que existe ÍJ E VJ que aproxima f na norma de L 2 (1R). Podemos 
então escrever f ~ ÍJ = ÍJ-1 + 9J- I, ÍJ- 1 E V1 - 1, 9J- I E W1-1 de maneira única em 
L2 (lR), já que funções h eh' ta is que IJh - h'II = O são consideradas iguais. Continuando 
este processo, temos que 

J - 1 

f ~ f J-M + L 9i , ÍJ- M E VJ- M e 9i E Wi. 
i=J - M 

Um resultado importante, obtido por Daubechies, garante, para todo inteiro r, a 
existência de bases ortonormais para L 2 (lR) da forma 2i/2'1/J(r)(2ix - k), j, k E 'll, tendo 
as seguintes propriedades: o suporte de 'lj;{r) é o intervalo [O, 2r + l] e 

e 'l/J(r) tem 'F derivadas contínuas e a constante positiva I é aproximadamente 1/5. A 
base de Haar é um caso particular para o qual temos r = O. 

Neste trabalho, vamos supor que q> e 'l/J são (essencialmente) limitadas e de sup orte com
pacto. Veja Daubechies (1992). Para generalizações veja de Miranda (2002a). Encerramos 
este capítulo com alguns comentários sobre análise de onda letas e de Fourier (Priestley 
(1996)). Numa base de ondaletas, as funções são indexadas por dois parâmetros, ao passo 
que, numa base de Fourier, apenas a freqüência é necessária. As ondaletas são localizadas 
no tempo e são bons elementos na construção de sina is que não são suaves e que têm 
características variantes no tempo. Para este tipo de sinal, os coeficientes da série ou 
da transformada de Fourier não são bem apropriados. Intuitivamente, a escala pode ser 
interpretada corno o inverso da freqüência, como mostra o seguinte argumento: quando 
j cresce, o fator de escala 2i também cresce e há uma redução na escala de tempo. Si
multaneamente, as oscilações na ondaleta mãe crescem e exibem um comportamento de 
alta freqüência. Por outro lado, quando j decresce e a escala cresce, ob temos um com
portamento de baixa freqüência. Uma apresentação bastante abrangente da teoria e das 
aplicações de ondaletas pode ser encontrada em Morettin (1999). 
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Capítulo 2

Lemas

Neste capítulo provámos alguns lemas que serão necessários ao desenvolvimento da
teoria de estimação via ondaletas da intensidade de um processo pontual apresentada nos
Capítulos 4, 5 e 7

'tYaba]haremos com funções mensuráveis Lebesgue, A : ]R" --} ]R que são limitadas
em intervalos limitados do .R'" ou, equivalentemente, que são integráveis no sentido de
Lebesgue e ]imitadas sobre interva]os limitados de ]R". Vamos chamar esta classe de
funções .Cm. Denotaremos por É a classe das funções Lebesgue integráveis sobre interva-
los limitados de ]R". A c]asse das funções A : ]R" --} ]R que são Riemann integráveis em
intervalos limitados do ]R" será indicada por 'R'n. Como toda função Riemann integrável
em intervalos limitados é limitada nestes intervalos, temos R.'" C .C"

Utilizamos a notação la,ól, a = (ai, . . ,a«), b = (bl, , . . ,b«) para representar qual-

quer um dos 4" possíveis intervalos de IR"' que podem ser escritos na forma H;=i lai, óál,
na qual ]ai, ói] representa algum dos intervalos (ai,bi), (ai, õi], [ai, bi) ou ]ai, ói] da neta
rea[. Entendemos, quando necessário, o interva]o(a, ü) da rega como sendo o con.junto
{r C ]Rjmári]a, b} < n < mania, b]} e, analogamente, o fazemos para ]a, ó] ; caso b < a en

tendemos (a, ól como sendo o conjunto {sç C mló $ r < a} e la, b) como {r C IKjó < r $ a}
Também utilizamos a notação XC para a função característica, também chamada de in-
dicadora, de um conjunto (y (XC(n) = 1 0 r C O A XC(r) = 0 O n # a). A medida
de Lebesgue em ]R" será denotado simplesmente por Z independentemente da dimensão
m. Somente quando quisermos enfatizar a dimensão ou quando houver necessidade, indi-
caremos a dimensão escrevendo Zm. Funções que diferem em um subconjunto de medida
nula de seu domínio comum ou de extensões comtms de seus domínios são, naturalmente.
quando necessário, consideradas idênticas

2.1 Iníinitésimos e medidas

Lema 2.1 Se/am h C r'n e la,ól C ]R. Então, para toda c > 0 existe uma partição
de la,bl, a = 'o < ' '' < 7P = b, fa/ que a parfêção produto induz da em la,ól", p"'' =

{u, = Tlg: I'r.,'r,.+il z = (zi,- -.,z«) C {0,... ,p ll"}, !em « seguinte propNedade
De cada uz é posseuet escolher um ponto e Jorlliür bma função deg?-üu +lp,

}l: h(«;)x
eto,. . . ,P-l} "
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Capítulo 2 

Lemas 

Neste capítulo provamos alguns lemas que serão necessanos ao desenvolvimento da 
teoria de estimação via ondaletas da intensidade de um processo pontual apresentada nos 
Capítulos 4, 5 e 7. 

Trabalharemos com funções mensuráveis Lebesgue, h : IRm ➔ IR que são limitadas 
em intervalos limitados do IRm ou, equivalentemente, que são integráveis no sentido de 
Lebesgue e limitadas sobre intervalos limitados de lRm. Vamos chamar esta classe de 

· funções .t:,m_ Denotaremos por -z::n a classe das funções Lebesgue integráveis sobre interva
los limitados de lRm. A classe das funções h : IRm ---+ IR que são Riemann integráveis em 
intervalos limitados do m.m será indicada por nm. Como toda função Riemann integrável 
em intervalos limitados é limitada nestes intervalos, temos nm e .t:,m. 

Utilizamos a notação la, bl, a = (a1, ... , am) , b = (b1, ... , bm) para representar qual
quer um dos 4m possíveis intervalos de IRm que podem ser escritos na forma ílr!:1 lai,bil, 
na qual lai, bil representa algum dos intervalos (ai, bi), (ai, bi], [ai, bi) ou [ai, bi] da reta 
real. Entendemos, quando necessário, o intervalo (a, b) da reta como sendo o conjunto 
{ x E IRlmin{ a, b} < x < max{ a, b}} e, analogamente, o fazemos para [a, b] ; caso b < a en
tendemos ( a, b] como sendo o conjunto { x E IRlb ~ x < a} e [a, b) como { x E JR.lb < x ~ a}. 
Também utilizamos a notação xc para a função característica, também chamada de in
dicadora, de um conjunto C (xc(x) = 1 ++ x E C /\ xc(x) = O ++ x (/. C). A medida 
de Lebesgue em lRm será denotada simplesmente por e independentemente da dimensão 
m. Somente quando quisermos enfatizar a dimensão ou quando houver necessidade, indi
caremos a dimensão escrevendo em. Funções que diferem em um subconjunto de medida 
nula de seu domínio comum ou de extensões comuns de seus domínios são, naturalmente, 
quando necessário, consideradas idênticas. 

2.1 Infinitésimos e medidas 

Lema 2.1 Sejam h E .t:,m e [a, b] C JR.. Então, para todo E: > O existe uma partição 
de [a, b], a = ,o < · · · < 1p = b, tal que a partição produto induzida em [a, bim, pm = 
{ Wz = fir!:1 l,z;, 1z;+ 11 / z = (z1, ... , Zm) E { O, ... , p - I}m}, tem a seguinte propriedade. 

De cada Wz é possível escolher um ponto x; e formar uma função degrau *'P, 

zE {O, ... ,p-1 }"' 
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que satisfaz à des g'uüldüde

.[,.J-l*ç' hl dZ zelo,...,P--
IA(r;) -- hl (iZ < f

e, consegüenfemenfe

E .. ./..(h(z;) h)drl<'-
ZCÍO,...,P jlm JW;

Demonstração Primeiro vamos provar que dada uma função simples g definida em

'4 = ja,ól- e cl (> 0<exisLe pa ; Á = la,ól" -+ #{ uma função degrau tal que fÍs C

Como p é simples, ela pode ser escriba coml] }:f..T a.X,i;, al C JR, .4i con.juntos men
suráveis, a. # aJ e -4i í] ,41 = Ü, para todo ie j, á # j. Seja A/i > lpl.,. Assumimos
sem perda de generalidade que g(,4i) > 0 pala todo í e tomamos ci < minta(.41)jl $ í $
k}/(k + 1) para evitar a possibilidade de qualquer dos conjuntos ,4. , definidos abaixo. ser
vazio

Sendo A a diíêrença simétrica e Ái um conjunto mensurável limitado, Vej > 0, ]U
união finita de intervalos disjuntor de ]lt" Lal que Z(ÁfaK) < ci/kt, Êi = k(k + 1)/2.

Sejam.4Í=yi edjÍ= Un U'K,2$7t$k. Paiatodorz, l$n$Ê, 41 étambém

uma união 6nita de lli" inLervajos disjuntor, assitn colho o conjunto la,ól"' UK
l

ja, ól"' ;U. .4/. Assim, podetilos construir a função degrau

J
P'

k

:l, alx,.ií + (-MI)xl.,ól. U::: 'ç

Agora, p(r) - ai se e ?oinente se z C .4i e p'(z) = al se c só se n C .4{. Portanto
o conj«nto OI = {r C ja,ül"lp'(z) - 'l # P(Z) y P'(z) # «i = P(=)} = (AÍ - .4i) U
(HI -4i) - ÁiA 4' = hall tem medida menor que c:/kt. Também, p(z) = a. se e só

se z c A« e p'(r) = a« se e só se r C .4li = Un 'U' K. Assim, o con.junto

{r C la, ól''lp'(:') = a« / p(z) V ç''(z) # a. = p(n)} .4«) U (.4,
n--l n--l n-l

(vn U%)AH«(unz\H«)(unn(UK»u(unn(UK)n.4.)
l j-]

C
l n--l

(unam«)u(Á«n(U K» una'l«)u(U(4«nK»
í-l i-l

Como(Á« n K) c d« n('4 u('4iAK» -(A« n 'ti) u(Á« n (Aias» c 0u(ALAR)
pma todo ã / n, temos

/lz--l \

". ' ÜhaH«) u l U U:'m l
\á-l /

],4

que satisfaz à desigualdade 

e, conseqüentemente, 

L 1 (h(x;) - h)dl < €. 
z E{O, ... ,p- l}m w, 

Demonstração Primeiro vamos provar que dada uma função simples cp definida em 
A = [a, br e € 1 > O, existe cpc1 : A = [a, br ---t IR uma função degrau tal que l{x E 
[a,brlcp(x) ,/: cpd(x )} < €1-

Como cp é simples, ela pode ser escrita como I:f=1 ª iXA;, ai E IR, Ai conjuntos men
suráveis, ai :/: ª i e Ai n Aj = 0, para todo i e j, i :/: j. Seja M1 > jcpj00 • Assumimos 
sem perda de generalidade que l(Ai) > O para todo i e tomamos e1 < min{i(Ai)j l ~ i ~ 
k}/(k + 1) para evitar a possibilidade de qualquer dos conjuntos Af, definidos abaixo, ser 
vazio. 

Sendo D. a diferença simétrica e Ai um conjunto mensurável limitado, 'í/€1 > O, 3¾ 
união finita de intervalos disjuntos de IRm tal que e(AiD.¾) < Ei/k1 , k1 = k(k + 1)/2. 

n-1 
Sejam Af = Vi e A~ = Vn - U ¾, 2 ~ n ~ k. Para todo n, 1 ~ n ~ k, ~ é também · i=l 

k uma união finita de IRm-intervalos disjuntos, assim como o conjunto [a, br - U ¾ 
i = l k 

[a, b]m - U Af. Assim, podemos construir a função degrau 
i= l 

Agora, cp(x) = a1 se e somente se x E A1 e cpd(x) = a1 se e só se x E Af Portanto, 
o conjunto D1 = {x E [a, b]mlcpd(x) = a1 :/: cp(x) V cpd(x) :/: ai = cp(x) } = (Af - Ai) U 
(Ai - At) = A1b.Af = Vib.A1 tem medida menor que E1/ k1. Também, cp(x) = an se e só 

n - 1 
se x E An e cpd(x ) = CLn se e só se x E A~= Vn - U ¾- Assim, o conjunto 

i=l 

Dn - {x E [a, brlcpd(x) = ªn :/: cp(x) V cpd(x) :/: ªn = cp(x)} = (A~ - An) u (An - ~) 
n-1 n - 1 n - 1 

= (Vn - LJ ¼)D.An = ((VnD.An) - (Vn n ( LJ ¾)) U (Vn n ( LJ ¾) n An) 
i=l i=l 

n-1 n - 1 

e (½1D.An) U (An n ( LJ ¼)) = (Vnb.An) U ( LJ (An n ¾)). 
i = l i = l 

Como (An n ¼) e An n (A U (Aíb. ¼)) = (An n Ai) U (An n (Aib. ¾)) e 0 U (Aí D.¼), 
para todo i :/: n, temos 

14 



e, portanto, Z(D.) < E Z(%AÁ{) = mei/AI

Como D = {r C la, óJ'lp(z) / p'(z)} C UÊ;:: l)i, temos

ZU4 EZU:'J«E: -* Ç-'.

Agora, como A é limitada em .4, existe A/ > sup,â IAI e, como ela é Lebesgue integrável

suP

P$
J.««- - !,«-- jg /@«,

sendo /s a classe das funções simples.
Assim, V7z > 0, ]p« C Fs, p. $ h, ]@« € Fs, @. ? h

.' J.« -««'' à, .' j.»« «'-« L
Para'todo c2 > 0 existe pi uma função degrau tal que

'ÁP, {z C la, ól"'lplÍ (=) # p.(z)}

tem medida menti' que f2. Analogamente, V71 > 0, Vc2 > 0, ]@: função degrau tal que

A@, {r c [., b]"]@;](r) # @.(=)}

satisfaz Z(ÁÚ,«) < c2

Formemos uma partição produto de la, Z)l:
Podemos escrever pi como

a partir de p! e @g

[.,ó]

e, analogamente,
k@.

@;l '",:x"Í.,. u2í'ó.

sendo osconjuntos.4.p, .A"..,. la,ól" U UP..i e la,ól" U U@..i tmiõesde intervalos
de ]R"

Sda a colação destes intervalos {la:,p:l a: = (aj , . . . ,ai,.), 0i = (/jÍ, . . . ,#ã:) C R"
á C /} e, a partir desta coleção, formemos o conjunto de números reais {aj , /ijl l $ j É m,
€ C /}. Todos estes números pertencem ao intervalo la, ól e, ordenando-os, obtemos uma
partição de ]a,ó], {ao = 'o < ''. < 'P ' b}. I'tememos a partição produto induzida

pela partição anterior. Chamaremos to;, z C {0, . . ,p -- 1}," o intervalo lll=i I'yz:,'yzí+l l,

Esta pa.tição é construída de tal forma que para todos os setas intervalos cüy as funções
pl{ e IPg são funções constantes quando restritas a qualquer um destes intervalos

(,1 z.)Z
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n 
e, portanto, f(D11 ) < ~ f(¼.6.Ai) = nE:r/k1. 

i=l 

Como D= {x E [a,b]mlcp(x)-/- cpd(x)} C Uf=r Di, temos 

k k k(k+l) 
f(D) '.S L f(Di) < L iE:1 = ----'----'-kEi = E:1. 

. 1 · 2 l 1= i=l 

Agora, como h é limitada em A, existe M > sup A lhl e, como ela é Lebesgue integrável, 

sendo Fs a classe das funções simples. 
Assim, Vn > O, :lcpn E Fs, 'Pn ::; h, 37.pn E Fs, 7Pn 2: h, 

O :S { h - 'Pn df < 
4
1 

, O ::; { 1/Jn - hdf < -
4
1

. 111 n }A n 

Para· todo E:2 > O existe <p~ uma função degrau tal que 

tem medida menor que E2. Analogamente, Vn > O, VE:2 > O, :l'ljJ~ função degrau tal que 

satisfaz f(A,t,,n) < E2-

Formemos uma partição produto de [a, br a partir de cp~ e 'l/J~
Podemos escrever <p~ como 

e, analogamente, 

k~n k~n 
sendo os conjuntos A~ i> A~ i> [a, br - LJ V'Pn ,i e [a, bim - U V,t,n,i uniões de intervalos 

n, n, i=l i=l 

de IR.m. 
Seja a coleção destes intervalos {lai, ,Bil Jci = (ai, ... , a~), f3i = (,Bf, ... , .B:n) E IR.m, 

i E J} e, a partir desta coleção, formemos o conjunto de números reais {a} , .Bj 1 1 ::; j ::; m, 
i E J}. Todos estes números pertencem ao intervalo [a, b] e, ordenando-os, obtemos uma 
partição de [a, b], {ao = ,o < · · · < IP = b}. Tomemos a partição produto induzida 
pela partição anterior. Chamaremos W z, z E {O, ... ,p - l}m o intervalo IT~ 1 il'z;,'Yz;+1 I, 
z = (z1 1 ••• 1 zm). . 

Esta partição é construída de tal forma que para todos os seus interva los Wj as funções 
cp~ e 7.p~ são funções constantes quando restritas a qualquer um destes intervalos. 
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Queremos escolher de cada intervalo co, um ponto z; tal que

PIÍ(=;) $ A(n;) $ @;l(=;).

;?-":B8#11HIUgyKI.$11#
tal que (2.1) é verdadeiras

Como (,;i u a2 = [a. ó]", concluímos que para uma união clisjunta de intervalos que
mede pelo menos (à a)" -- 2c2 podemos escolher pontos =; qite obedecem a relação (2.1).
Vamos construir agora a função +p.

Nos intervalos w, dos quais podemos escolher z; colocamos

(2.1)

*P«(a)

para todo z € u:, e nos outros intervalos o, escolhemos, para cada intervalo, um ponto
qualquer n' deste intervalo e.definimos +y.(z) - A(1') para todo z C u,. (Observamos
que, para todo n, 1 + P.l.. $ 1AI...) '

Para +p. : la, ól" > IR temos

í.~*«« «~''- J.. #p. -- hjdZ +
.[ l*p« hldr

/I' 2À/d?+./l ('l«.«uÁp..) rdz+./l ,n(H-.«UH+..)

Como (J3 C (AP,« U -4lp.«), g((b) < 2cZ, para todo sç C a2 (dP,« U .4+
PIÍ(z) - ç'-(").' 'Pg(r) - 'é«(") ', também, y'g(z) = P«(r) $ h(r) $ W.(z)
Assim, pata todos T ç u., co; contidos em C'2 (4P.. u -4+,.),

,), t.mos
; @g(«)

*P« (z) h(r) lã(r;) h(1)l $ 1@lÍ(z) P:(z)
pois

P:(z) $ A(n) $ @;l(z), PÍI(z;) $ A(z;) $ @:(=;)

e ambas funções ya e @# são constantes em u,
Desta maneira.

2M(g(C:) + g(0a)) + /
/ 0, -(A, UA+..)

p:ldZ

Shlez + l \lbn -- 9n\dE

SM"*Í.X+« "\üt*l.\h p.ldZ
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Queremos escolher de cada intervalo Wz um ponto x; tal que 

(2.1) 
Suponha que para um intervalo Wz não possamos escolher x; E W z que satisfaça à 

condição (2.1). Então, para todos os pontos x E Wz temos cp~(x) > h(x) ou h(x) > 'lf,~(x) e, 
portanto, Wz C ( {x E [a, bimlcp~(x) > h(x)} U {x E [a, b]ml'l/J~(x) < h(x)} ). Lembremos que 
{x E [a, brlcp~(x) > h(x)} e {x E [a, brlcp~(x) f:- 'Pn(x)} = A,p,n pois sempre vale 'Pn ~ h 
e também que {x E [a, biml'lf,~ (x) < h(x)} e {x E [a, brl'lf,~(x) f:- 7Pn(x)} = Av,,n pois 
7Pn 2'. h. Lembremos também que l(A,p,n) < t:2 e l(Av,,n) < t:2. Assim, Wz C A,p,n U A,t,,n· 
Seja C1 a união de todos os intervalos deste tipo, isto é, C1 = U{wzl ~x; E Wz tal que (2.1) 
é verdadeira}. Claramente, C1 C (A,p,n U Av,,n ) e l(Ci) < 2t:2. Seja C2 = U{wzl3x; E Wz 
tal que (2. 1) é verdadeira}. 

Como C1 U C2 = [a,br , concluímos que para uma união disjunta de intervalos que 
mede pelo menos (b-a)m - 2t:2 podemos escolher pontos x; que obedecem a relação (2.1). 
Vamos construir agora a função *'Pn· 

Nos intervalos Wz dos quais podemos escolher x; colocamos 

para todo x E Wz, e nos outros intervalos Wz escolhemos, para cada intervalo, um ponto 
qualquer x* deste intervalo e definimos *'Pn (x) = h(x*) para todo x E Wz. (Observamos 
que, para todo n, 1 * 'Pnloo ~ lhloo-) 

Para *'Pn : la , blm ➔ 1R temos 

Como C3 C (A,p,n U A,t,,n), l (C3) < 2t:2, para todo x E C2 - (A,p,n U A,t,,n), temos 
cp~(x) = 'Pn(x) e 'lf,~(x) = 7Pn(x) e, também, cp~(x) = 'Pn(x) ~ h(x) ~ 7Pn(x) = 'lf,~(x) . 
Assim, para todos x E Wz, Wz contidos em C2 - (Acp,n U A,t,,n), 

1 * 'Pn(x) - h(x) I = lh(x; ) - h(x)I ~ l'lf,~(x) - cp~(x)I, 

pois 
cp~(x) ~ h(x) ~ 'lf,~ (x), cp~(x; ) ~ h(x;) ~ 1/J~(x; ) 

e ambas funções cp~ e 'lf,~ são constantes em Wz. 

Desta maneira, 

{ 1 *</Jn - hlde 
11-1 

< 21VI(l(Ct) + l(C3)) + { 17P~ - cp~ ldl 
l cr(A ,p,nUA ,t,,n) 

< 8lVfr2 + l l7Pn - 'Pnldf 

< 81Vf €2 + l 11/Jn - hldf + l Ih - 'Pn ldf 

1 1 < 81vl t:2 + - + -4 . 4n n 
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Assim, obtivemos Vm > 0, Vc2 > 0, ] +pn função degrau,

.[l+P« hld/<8M2+Õ];
Tomemos c2 =
Como

Íiiii;i para obter, Vn > 0, ] +p« /H l +p« hjdg <i

.Á l *p« - AldZ = )1: .[ 1h(":) - hldZ.

escolhendo n tal que 1 < E e #p = +pn, o lema é estabelecido.

Corolário 2.1 0 -Lema ,g.-Z é uá/ do para À € 1Zm

Demonstração Sda A C Z" e la, ól C IR. Definimos os conjuntos e a função (7' = {z C
la,ól"llÀ(n)l < z} para todo z C R e / : R o R, /(z) = .f IA(z)ld/. Claramente, /(z)

é monótona não-decrescente. Como h C Z"' temos /(z) + J lh(z)jdZ C ]R quando

zoom. Assim,Vc>0, ]A{. cR+, - c'h. (z)jd/< c/3. Seja aM. = la,ól" Ch..
Definimos h. po- h.(z) = h(r) se z C Oh. e A.(n) = 0 se z C C'm.
Pelo Lema 2.1, existe #p. tal que J' 1 + p. h.jdZ < c/3. Agora,

C

fa,bl

ja,õl

.[....l*«. hldZ = .[ t+p.-h;idZ+.L l+p. hldr

.4,,.i«l*V'' -A.ldZ+.[ 2lhldf< ;+2ã c
pois, Vr c la, ól"

1 * P.(z) h(z)l $ 1 * P.(n)l + IA(r)l $ 1 * P. + lh(a)

e, Vz C (7M., IA(z)l ? ME ? lh.l« Z 1 + p.l. e, portanto, 1 + p.

Logo, basta tomarmos +p = +p. e obtemos, Vc > 0, ] # p,

/ l+p AjdZ < c
; [. , b] "

hl$2jàjem Om.

Corolário 2.2 Se, lza elzulzc ado do (;oro/ária 2./, suóstãtti amos la, õl" por gua/quer áTZ

fe««/. /{máf«d. I',al de R" com g(lc, al) > 0 .ót'm«, p«« u".« p«lição p«duf. ad«.
uma a$rmação uerdadei 'a

Demonstração Seja T : 10, il" o [c,d] uma transformação afim bijetora e det (JT) o
determinante de sua matriz jacobiana. Para c > 0 tome #g a função degrau associada à
função h o T dada pelo Corolário 2.1, tal que

lo,iJ"'/

P h . rjdz < c/jdet (JT)l
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Assim, obtivemos Vn > O, VE:2 > O, 3 *'Pn função degrau, 

li *'Pn - h jd.e < 8Mé2 + 2~. 

Tomemos é2 = 16iifn para obter, Vn > O, 3 *'Pn JA i *'Pn - hide < ¾
Como 

l i *'Pn - hide = ~ l. lh(x; ) - h/de, 

escolhendo n tal que ¾ < ê e *'P = *'Pn, o lema é estabelecido. 

Corolário 2 .1 O Lema 2. 1 é válido para h E?. 

■ 

Demonstração Seja h E zm e [a, b] e JR. Definimos os conjuntos e a função C~ = {x E 

[a ,b]mll h(x) I < z} para todo z E 1R e f: 1R --+ 1R, f(z) = J /h(x)/df. Claramente, f(z) 
e~ 

é monótona não-decrescente. Como h E r'1 temos f(z) --+ J /h(x)jdf E 1R quando 
[a,b]m 

/h(x) /df < é/3. Seja CM, = [a, bim - Ck, • z--+ oo. Assim, Ve > O, 3ME E 1R+, J 
[a,b]m -c;,_fe 

Definamos hE por hE(x) = h(x) se x E C~. e hE(x) = O se x E CM,· 
Pelo Lema 2.1, existe *'PE tal que J 1 * cpE - hE/df < e/3. Agora, 

[a,b] m 

f 1 * <pE - h/de 
l ra,b]m 

pois, Vx E [a, b]m, 

1 * cpE(x) - h(x)I ~ 1 * cpE(x)I + /h(x)I ~ 1 * 'PE loo + /h(x)I 

e, Vx E CM,, /h(x) [ 2: ME 2: /hEloo 2: 1 * cpEloo e, portanto, 1 * cpE - h/ ~ 2/hl em CME· 
Logo, basta tomarmos *'P = *eh e obtemos, Vê > O, 3 * cp, 

f 1 * cp - h/df < ê . 
lra,b]m 

■ 

Corolário 2.2 Se, no enunciado do Corolário 2. 1, substituirmos ja, blm por qualquer in
tervalo limitado jc,di de lR.m com f ( /c,dj) > O obtemos, para uma partição produto afim, 
uma afirmação verdadeira. 

Demonstração Seja T : [O, l]m --+ [e, d] uma transformação afim bijetora e det (JT) o 
determinante de sua matriz jacobiana. Para ê > O tome *'P a função degrau associada à 
função h o T dada pelo Corolário 2.1 , tal que 

Jr i *'P - h º T/àe < e/[det (JT)i. 
[o,1Jm 
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Como

./l,.ri* p ' 7' ' hjdz .6.,i« 1* ç' ' T
jdet(J7')l.[,:]« 1* q'/z 'rjdz < f,

/ l P.T : .7' h .Tljdel (ir)jdz

+.p o T--i é a função procurada.

Os intei'valor e pontos pi'ocultados são as imagens por 7' dos intervalos wz da partição
e dos pontos r* obtidas pelo Corolário 2.1 para lO, lj"% e À o T. ' 'H

Lema 2.2 Se/aTíl h c C", a =(ai,...,a,,.). b=(bt,...,ó.) c IR" e ja,b) = jal,bi) x
x la.,b«). lai,ói) C R. Sda p : An« H ]R uma medida para n qua/, sopre fadas as

ãntematos de M" , vale Q relação seg%ante

p(la, ó))(a)Z(ja, ó»+ o.,ü(f([a, b»)(2.2)
pa" u"'' ínlin lésimo ..,b(z) lü/ que sup. I''-Ó(z)l - a(') é aí"da un' inÓnílési«.. gue

safíVaz o(/(ja,b)))//(la,b» 0 0 quando b a 0 0 e o(0) = 0, sendo Anm a a áZgeóra
ios co'n3u'n,{os 'm,e'nsuráue'is Lebesgue e € Q med'ida de Lebesg'ue em yCm . Então, pa,ra toda
P : ]Rm --} ]R, p-ãnfeyráueZJ fen7}0s

J.«'- - í.«"«-.
Se asse'm'i:nuas Q hipótese me'nos resttã-tida 'na q'uat

(2.3)

-c/.MO I'.,b(')1 - '/ ('),'/(Z(l«, Ü)»/Z(I', b)) # 0 (2.4)

gu-do b a 0 0 e o/(0) = 0, p«a todo / = lz,yl án eru«/p /áK.át«do de R", O aó«*o
que coiltéTn 1, ü ccl\ctusão é uátid para toda juT\ção y » {ntegráuel com suporte !ãm fado

E«. n.f«çã. di/e«nci.l, " pud"""" ""« dp(dZ) = hdZ + o..ó(dZ) p«« Ín

.eluntos de R", sigTli$cnndo isto que (2.2) é satisfeita, então tereqltos ü igutildüde das

.ntegrais 11« relação (2.3). Diremos que negligencialrtos infinitésimos de ordeTrt superior
pa" oólel'"':os lal zg«a/d«d'. Zs medidas p = An« a IR e " : Amm a R, "(4) = /A AdZ
são água s e d remos gue dp e hd/ são gua s como medidas

Utilizaremos, po' facilid"de, m «rações o..ó(é(la, ó))) = o..l.,Ó)(Z(la, b))) = o.(g(la, ó»)

Demonstração (a) Primcirarnenbe provemos que p qK f. Seja ,4 C R" tal que g(Á) =0
Se .'l é tal que doam(A) < oo, então tome lc, al a intersecção dé todos intervalos inchados
de R'' que contêm À. Seja a = {lci,dl)lcí,di C R",i C .r} tal que Ulc:,di) ) .4 e

IC'l = supdiaítl (lci,di». Também, seja C conjunto de todas coberturas de .4 desta íorlna

Então,

P(d) S; >:P(lc,, di» = }:1/l(ci)r(lc., di)) + o.:.Ú.(g(lq, a.)»l
É:.Í
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Como 

r 1 * <p o r-1 o T- h o Tlldet (JT)ldl lro,qm 
ldet(JT)I r '*<p-hoTjdl<e, l ro,l)TTl 

*<{) o r - 1 é a função procurada. 
Os intervalos e pontos procurados são as imagens por T dos intervalos Wz da partição 

e dos pontos x; obtidas pelo Corolário 2.1 para [O, l]m e h o T. ■ 

Lema 2.2 Sejam h E cm, a = (a1, . .. , am), b = (b1, ... , bm) E JRm e [a, b) = [a1, b1) x 
· · · X [am, bm), [ai, bi ) C JR. Seja µ : AIRm ➔ 1R. uma medida para a qual, sobre todos os 
intervalos de lR.m, vale a relação seguinte: 

µ([a, b)) = h(a)i([a, b)) + oa,b(l([a , b))) (2.2) 
para um infinitésimo oa,b(z) tal que sup loa,b(z)I = o(z) é ainda um infinitésimo que 

a,bElR.m 
satisfaz o(l([a, b)))/l([a, b)) ➔ O quando b - a ➔ O e o(O) = O, sendo AIR.m a a-álgebra 
dos conjuntos mensuráveis Lebesgue e f. a medida de Lebesgue em JR.m. Então, para toda 
cp : ]Rm ➔ JR., µ-integrável, temos 

r cpdµ = r cphdl. Jm.m Jrn.m (2.3) 

Se assumirmos a hipótese menos restritiva na qual 

sup loa,b(z)I = 01(z), 01(l([a, b)))/l([a, b)) ➔ O 
aEl,bEO 

(2.4) 

quando b - a ➔ O e 01(0) = O, para todo I = [x, y) intervalo limitado de JR.m, O aberto 
que contém I , a conclusão é válida para toda função <p µ-integrável com suporte limitado. 

Em notação diferencial, se pudermos escrever dµ = µ(dl) = hdf. + Oa,b(di) para in
tervalos de JR.m, significando isto que (2.2} é satisfeita, então teremos a igualdade das 
integrais na relação (2.3}. Diremos que negligenciamos infinitésimos de ordem superior 
para obtermos tal igualdade. As m edidas µ = AIR."' ➔ 1R. e v : AIR.m ~ lR., v(A) = JA hdl 
são iguais e diremos que dµ e hdi são iguais como medidas. 

Utilizaremos, por facilidade, as notações oa,b(l([a, b))) = oa,(a,b)(l([a, b))) = oa(l([a, b))) . 

D emonstração (a) Primeiramente provemos queµ« e. Seja A e JR.m tal que l(A) = O. 
Se A é tal que <liam (A) < oo, então tome [e, d] a intersecção dé todos intervalos fechados 
de JR.m que contêm A. Seja C = {[Ci, di)ICi, di E IR.m, i E I} tal que U [Ci, di) ::) A e 

iE f 
ICI = sup diam ([Ci, di)). Também, seja C conjunto de todas coberturas de A desta forma. 

iEI 
Então, 

iEJ iE/ 
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na qual o.o,«, tem a propriedade

Vc > 0, ]á > 0, Vw, w' c ]R' Vl=, Z/) C n"(llz Pll < á -+ lo«,«,(Z(in, 3/»)l < cZ(lz, y)) V

(Z(lz,y)) = 0 A .«,«,(/(lz,g/))) = 0»
Assim, tomando a tal que ICI < ã, temos

(2.5)

P(Á) $ >:(1h(ci)l + c)g(lc{, di».

Como A é limitada em intervalos limitados, existe J1/ > 0 tal que Vr c lc, d, Ih(z)l <
JW. Portanto,

Í€/
l2.õ)

P(.4) $ )1:(m + c)/(lq, di)) =(M + c) )l:/(lci, d{))
{e/ {e/

z.) € Z". Agora, dada uma cobertura (7 de A, podemos íbimarSeja ,
uma nova cobertura

0'' {Íq, d.j)IJ c J}
{la, di) n lzá/(2v/m) , (z + (l l»á/(2v'ã» l Í C /,z C ZÓ"}

de .A que satisfaz às condições

la'l $ õ/2 e }.l g(lcj, dj)) = >:Z(lci,di»
jcJ ic.r

Seja câ a coleção de todas coberturas deste tipo, isto é, coberturas tais qlte IC'l < ã. Então

p('i) É .lgg,{(m + ')};r(I'j,a,»} - (m + ').1111.:i;z(I'j,ój))

(M + f) .QÍc )l: r(lq, di)) - (M + ')é'('1) - 0,

já que para um conjunto limitado .Á C ]R" basta tomarmos coberturas de .A por intervalos
de ]R" contidos em lc,4 para calcular Z*(.4), a medida exterior de Lebesgue de A

Sediar(Á) - '", então tomemos Á = .y..(Ánjz,z+(1,.,1», 4, =An[.,z+
11, . . . , 1». Para todos z temos p(A.) = 0 e, portanto, p(Á) = E,.zm p(A,) = 0. Assim,
completamos a prova de que p « .g.

jb) Como p «K Z, existe/ = dp/d/, a derivada de Radon-Níkodym, tal que para toda p
11 integráve], ternos J'pdp - J'p.fd/. Agora vamos provar que p e p, p(.4) = J,.l Adé são
ttledidas iguais e, conseqüentemente. / = h q.slZI

Primeiramente provemos que # é uma medida positiva, mostrando que À : ]R" --} ]R+
Sda z C ]R" um ponto arbitrário. Para todo Z/ C .IRm temos

0 $ P(lz, g/» h(z)Z(lr, y)) + ..(Z(l«, y)))
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na qual Ow,w' tem a propriedade 

Vc > o, 35 > o, Vw, w' E IRm, V(x, y) e IRm(ll x - YII <ó ➔ low,w' (e([x, y))) I < c€([x, y)) v 

(€([x, y)) = 0 /\ Dw,w'(e([x, y))) = 0)). (2.5) 

Assim, tomando C tal que ICI < ó, temos 

µ(A) ::S I:)lh(ci) 1 + t:)€([ci, di)). (2.6) 
iE/ 

Como h é limitada em intervalos limitados, existe M > O tal que Vx E [e, d], lh(x)I < 
NI. Portanto, 

iE/ iE/ 

Seja z = (z t, .. . , zm) E 71,m. Agora, dada uma cobertura C de A, podemos formar 
uma nova cobertura 

C' {[cj,dj)jjEJ} 

{[Ci, dí) n [z5/(2y'm), (z + (1, ... , 1))5/(2vm)) i i E J, z E 71,m} 

de A que satisfaz às condições 

jEJ iEf 

Seja CJ a coleção de todas coberturas deste tipo, isto é, coberturas tais que ICI < ó. Então, 

µ(A) < 

já que para um conjunto limitado A C IRm basta tomarmos coberturas de A por intervalos 
de IRm contidos em [e, d] para calcular e*(A), a medida exterior de Lebesgue de A. 

Se <liam (A) = oo, então tomemos A = U (A n [z, z + (1, ... , 1)), Az = A n [z, z + 
zE7Zm 

(1, .. . , 1)). Para todos z temos µ(Az) = O e, portanto, µ(A) = LzE7lm µ(Az) = O. Assim, 
completamos a prova de que µ « e. 

(b) Comoµ « e, existe f = dµ/de, a derivada de Radon-Nikodym, tal que para toda <p 

ti-integrável, temos J cpclµ = J cpf de. Agora vamos provar queµ e v, v(A) = JA hde são 
medidas iguais e, conseqüentemente, f = h q.s[e]. 

Primeiramente provemos que v é uma medida positiva, mostrando que h : IRm ➔ IR+. 
Seja x E IRm um ponto arbitrário. P ara todo y E IRm temos 

0 ~ µ([x,y)) = h(x)e([x,y)) + ox(e([x,y))). 

19 



Se h(z) # 0, tomemos 0 < c < IA(=)1/2. Existe á > 0 Lal que para todos # E ]R'
llp zll < J vale lo,(Z(lz,y»)l < cZ(in, y)). Assim, sob esta condição,

tais que

0 $ P(lz,y» < A(")Z(la, y)) + l/ (z)l g(l,, y».

Se escolhermos yi = T + (1,- - . , 1)ã/(2v/M) C ]R", te'nos ll /l zll < á e r(l=,y» # 0.
Assim, se A(r) < 0 teríamos 0 $ &ÇaZ(lz, y» < 0, uma contradição- Logo, h(=) ? 0 para

Agora vamos provar qt.ie /z e z' são iguais sobre os intervalos limitados de ]R"'z.

mo /z «K / e I' « /, a fronteira de qualquer intervalo é um conjunto de p e p medidas
zero. Assim só mostraremos a igualdade em intervalos da firma lc,d)

Seja lc,d) # 0 um intervalo limitado arbitrário de R". Seja c = (cl,. . . ,q,.), d =
(dl,.-. ,dm) e, portanto, lc,d) = ll=ilci,á)- Para todo í, l $ { $ m, dividimos o

intervalo [ci,di) em 7z partes colíl o auxílio dos pontos ci = ai.o '( - ' < rzi,. = di tais que

para todos ji, 0 $ ji $ rz 1, a,.j:+l ai.j. = (di ci)/lz e formemos a partição produto
( m

P - ] '4(J-« jm) ' J] lai,n,ai,j. Fil l Vi, l $ í $ 7rx,Vyi, 0 $ jl $ 7z :} ,
i-esumidamente deilotada poro- {AJ lj =(ji,...,j«) € {0,...,n ll'"}.

Seja sc, =(al.j-,.-- ,a«.j.)- Caso e(1c,d)) = 0 já sabemos que p(lc,d)) :: p(lc,d» = O-
caso contrário, como aliam (Aj) = lla cll/rt, para todo ci > 0 podemos escolher ni tal
que lló cll/ni < ái, ái dado por (2-5), para o qual temos

$ >: 1.,, (Z(ÁJ))l < cl }: g(.4j) lc,a))

Suponhamos que p([c, d» p(]c, d» = J'/ AdZ é positiva

J J

-' i~.,.. «'-'=i.,'«'- ).,í.,"'- \. Ç««,~ i.,««b
Agora, para todo .j e pala qualquer c.j, pelo Corolário 2.2, existem partições

p ,,l. € {o, .pl il"}, zl .4ja U uj,z
zelo, «Pj-lJm

e pontos aç;,z C coy,, tais que

IA(sçj,,) AjdZ < c.j

Como oy,, é um inteiva]o de ]R", ele tem 2m vértices, distintos ou não. Vamos chamá-

]os ój,.,t, l $ É $ 2". b'ormemos os intervalos lzj,,, bj.:.kl ' uj,,.Ê. Para estes intervalos

"-;'l«,:' li!.«;.*ll -..,«.'l' »l... ü, .,.«.,l -., «-: "«"«

20

Se h(x) -:f. O, tomemos O< E< lh(x)l/2. Existe 8 > O tal que para todos y E JR.m tais que 
IIY - xll < 8 vale lox(l([x, y)))I < d([x, y)). Assim, sob esta condição, 

O$ µ([x,y)) < h(x)l([x,y)) + lh~x)le( [x,y )). 

Se escolhermos Yi = x + (l, ... , 1)8/(2jm) E JR.m, temos IIY1 - xi/ < 8 e l([x, y)) -:f. O. 
Assim, se h(x) < O teríamos O $ h~x)e([x, y)) < O, uma contradição. Logo, h(x) ~ O para 
todos x E JR.m. 

Agora vamos provar queµ e v são iguais sobre os intervalos limitados de JR.m. 
Como µ « e e v « e, a fronteira de qualquer intervalo é um conjunto de µ e v medidas 

zero. Assim só mostraremos a igualdade em intervalos da forma [e, d). 
Seja [c,d)-:/ 0 um intervalo limitado arbitrário de JR.m_ Seja e= (c1 , . .. ,Cm), d= 

(d1 , •.. ,dm) e, portanto, [c,d) = TI~ 1 [ci,di)- Para todo i, 1 $ i $ m, dividamos o 
intervalo [Ci, di) em n pa rtes com o auxílio dos pontos Ci = ai,O < · · · < ªi,n = di tais que 
para todos ji, O $ ji $ n - l, ai,j;+I - ai,j; = (di - ci)/n e formemos a partição produto 

p = {Aui, .. ,,jm) = fi /ai,j;, ªi,j;+II I Vi, 1 $ i $ m, Vji, o~ ji ~ n - 1}, 
i=l 

resumidamente denotada por P = {Aj I j = (j1, ... ,jn) E {O, ... ,n - l}m}. 
Seja Xj = ( a1,j,, ... , am,im). Caso l([c, d)) = O já sabemos que µ([e, d)) = v([c, d)) = O. 

Caso contrário, como diam (Aj) = lld - cll/n, para todo t:1 > O podemos escolher n1 tal 
que lld - cll/n1 < 81, 81 dado por (2.5), para o qual temos 

j j j 

Suponhamos que µ([e, d)) - v([c, d))= J J - hdl é positiva. 

o < hc,dl f - hdl =~li Jde - ~ li hde = ~ (µ(Aj) - li hde). 

Agora, para todo j e para qualquer Ej, pelo Corolário 2.2, existem partições 

e pontos xj,z E Wj,z tais que 

Como Wj,z é um intervalo de IR,m, ele tem 2m vértices, distintm; ou não. Vamos chamá
los bj,z,k, 1 $ k $ 2m_ Formemos os intervalos lxj,z, bj,z,d = Wj,z,k· Para estes intervalos 

( /2m )\ ( \ temos e I Wj,z6 1 -~ Wj,z,k ) = o e, como e Âj6 u. m Wj,z ) = o, temos também \ \k - l zE{O, ... ,p1 -I} 
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g l JA l U wj,;.k 1 1 = 0, pois a i'elação L N iv definida por L N JI/ o g(ZAJI/)

uma relação de equivalência fechada por união enumerável.
Desta maneira,

2
o é

0

« ;l«'«.,-.c,«')

Yl:l«'~,,,,.,
â l«..; ,,''~,.,.*' * '.; , '''«,,,..» - ,c, . .
ã l,c, . . «.,;,,' «" * ',; . '''«,.,.*«l

«")-;l«lu« .l :z,
z.,.«'ll

/ h
.A -')

Como doam (oj,,,k) $ doam (Áj), tomando valores absolutos temos

0
<

<
!~'.' "':'' Çbí..
>: ', + .-r(I', a))

J

/ IA(';,,) hld/ 1 + - )1: Z(uj..,Ê)
/ 3,z.k

Assim, para c > 0 art)itrário, escolhemos cl

podemos escrever

'z)

e c.j :: 2;f= para todo .j e

ü < 1 f t\ <

Fazeítdo c -+ 0, temos 0 < Jt..a) -f /zd/ $ 0, uma contradição.
Se supusermos que jlc,Ó) / ' Adg é negativa, analogamente podemos escrever

0 <

«

!~....« - ;'' ' \ h!.,.
E'i o

J

IÀ(-;,;) \'',.
.j,z,k

(Z(uj,,,t»

e concluir qiie 0 < Jjc,d) h /dg $ 0, Olttra contradição
Portanto, .6c.Ó) h /dg - 0 para qualqiler intervalo limitado lc, d) c IR"
Como todo intervalo de llir" é união enumerável de intervalos limitados, concluímos

que Jjc.ó) h .fd/ - 0 para todo intervalo lc, d) do IR"
Seja agora .4 C ARm um conjunto limitado
Como .A é um conjLlnto mensurável limitado, para todo c > 0 existe um conjunto

aberto O :) À tal que r(O .4) < c.

Para cada TZ ? 1, seja O. 3 a um aberto tal que Z((0. .4) < 1/71 e parara = 1, Õi

limitado. Sda O. = n ok para todo n Z 1. Claramente, O.+i c O. e O., é limitadok::l
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e ( Aj6. e~ Wj,z,k)) = o, pois a relação L ~ lvl definida por L ~ lvl H e(Lb..M) = o é 

uma relação de equivalência fechada por união enumerável. 
Desta maneira, 

= L (h(x;,z)e(wj,z,k ) + ºx;,z (f(wj,z,k)) - 1. hde) 
j,z,k W;,z,k 

L (1 . h(x;,z) - hde + ºx;,. (e(wj,z,k))) . 
j,z,k wJ,z,k 

Como <liam (wj,z,k) _s; <liam (Aj ), tomando valores absolutos temos 

o < 1. f - hdf < L (I: 1. lh(x;,z) - hjde) + €1 L e(wj,z,k) 
[c,d) j z W3,z j,z,k 

< L Ej + t:1f([c, d)). 
j 

Assim, para é > O arbitrário, escolhemos t:1 = 2e([~,d)) e Ej 

podemos escrever 

O < 1 J - hde < € . 
[c,d) 

Fazendo € -+ O, temos O < Í[c,d) f - hdf :S O, uma contradição. 

2;m para todo j e 

Se supusermos que frc,d) J - hdf é negativa, analogamente podemos escrever 

º < 1 h - Jde _s; L (I: L. lh(x;,z) - hjde) - L ºx;,, (e(wj,z,k)) 
[c,d) J z J,z j,z,k 

e concluir que O < Í[c,d) h - J df _s; O, outra contradição. 
Portanto, Í[c,d) h - f df! = O para qualquer intervalo limitado [e, d) e ]Rm. 

Como todo intervalo de 1Rm é união enumerável de intervalos limitados, concluímos 
que Í [c ,d) h - Jdf! = O para todo intervalo [e, d) do IR.m. 

Seja agora A E AIR.m urn conjunto limitado. 
Como A é um conjunto mensurável limi tado, para todo € > O existe um conjunto 

aber to O:) A tal que /!(O - A) < E . 

Para cada n 2'. 1, seja Õn :) A um aberto tal que E(Õn - A) < l /n e para n = l, 6 1 
n -

!imitado. Seja On = íl Qk para todo n 2'. l . Claramente, On+1 e On e On é limitado 
k=l 
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para todo n ? 1. Como O. é aberto, podemos escolher intervalos abertos disjunLos (ci, di)
de ]R", iC in, contidos em On, tais que Z(O. U (ci, d.» = 0, #/« $ #IN.

- ==TTT H == n==':='::U:?'::; FI' :'=.k'=:.=r [';;?!
Suponhamos que 0 < J.4 .f AdZ. Então podemos escrever

0 ' j.; «''- J..' "''. J.
Z.j-'-.'..' ««' J.. .'

; =*J.. .««' j.
' Í'. .

JO.--A
/

AdZ

Í.. ,.«'

"' ': TF l"l;l (2.7)

Como A é limitada em (=)i, fazendo n -.> oo obtemos uma contradição.
Por outro lado, se /J / ÀdZ é negativa então, para todo 7z ? 1, temos

' J." jdt- 1.,.." í" l.,..íü'l.'x-..«}«-

Seja/n = .fX(on 'l)' Entãoll. .l/X( Elmo« À)ecomoZ ( n o. 4 1 - 0, X( Í) o. 4)
heIN

0 q.s.IZI
Portanto,

) l.h-ÍÜ's:H-l..Í"' 'Í.\:«-f.aE l OÜ!-.,

outra contradição. Assim, concluímos que para todo conjunto limitado A c ARm, P(H) =

Como podemos escrever qualquer conjunto não limitado .A c An«. como uma união
enumerável diqjunta de conjuntos limitados pertencentes a ARm , finalmente Concluímos
que p = p em Anm, / = h q.s.IZI e

l «,an- l pide- l .püüe.
JR" JR" ' ' /R'- '

Para a segunda parte do lema, sendo suppp um conjunto limitado, escolhemos .r tal
que [nt (/) 3 suppp e repetimos o argumento acima para as medidas p e p restrita aos
conjuntos mensuráveis contidos em /. Isto completa a demonstração do Lema 2.2. 8

Corolário 2.3 0 .Lemcz .g..g é uá/{do parca A C .C:

22

para todo n 2'.: 1. Como On é aberto, podemos escolher intervalos abertos disjuntos (Ci, di) 
de rn.m, i E l n, contidos em On, tais que e(On - U (Ci, di)) = O, #ln~ #"JN. 

iEln 
Observamos que, para todo conjunto limitado B C rn.m, temos f 8 Jde < oo pois, sendo 

B limitado 3 J intervalo limitado de rn.m tal que B C I e podemos escrever f 8 J df. = 
µ(B) ~ µ(I) = f1 hdf. < oo. 

Suponhamos que O< JA f - hde. Então podemos escrever 

Como h é limitada em 01, fazendo n ➔ oo obtemos uma contradição. 
Por outro lado, se f A J - hde é negativa então, para todo n 2'.: 1, temos 

(2.7) 

Seja Ín = ÍX(On - A)· Então Ín-!- ÍX( íl On-A) e como e ( íl On - A) = 0, X( íl On-A) = 
n EIN n EIN nEIN o q.s.[eJ. 

Portanto, 

O < { h - fdf. ~ lim { fnde = { lim fndf = { Ode= O, }A n -->oo }IR.m }IR.m } IR.m 

outra contradição. Assim, concluímos que para todo conjunto limitado A E AIR.m, v(A) = 
µ(A). 

Como podemos escrever qualquer conjunto não limitado A E AIR.m como uma união 
enumerável disjunta de conjuntos limitados pertencentes a AlRm, finalmente concluímos 
que v = µem AIR.m , f = h q.s.[f.J e 

f <pdµ = { <pf de= ( r.phde. }JR.m }lR.m }rn_m 

Para a segunda parte do lema, sendo supp <p um conjunto limitado, escolhemos I tal 
que Int (J) ::J supp r.p e repetimos o argumento acima para as medidas µ e v restritas aos 
conjuntos mensuráveis contidos em I. Isto completa a demonstração do Lema 2.2. ■ 

Corolário 2.3 O Lema 2.2 é válido para h E .C,m _ 
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Demonstração
modificações.

Repetimos os passos da demonstração do Lema 2.2, com as seguintes

ja) Para provar que p <K Z. Sejam, para todo n C ]N, Á. = ,4 n h :lri,n + 1), an =

{Íci, di)l{ C ln} cobertura de A« e Cn a classe destas coberturas. Soja IC'n = sup doam lq, d{)

Para uma cobertura (1%. de .4« sempre podemos formar uma cobertura Cn que é escrita
como (= = {lc;,óill{ € 4,c; C A.} pois, se lci,di) C Cn é ta] que lcí,d{) r] .4. = 0

não o incluímos em C= e se lcí,di) n .4« # 0 escolhemos c; C lc:i,di) n Á. e formamos
os intervalos lc;,bí,#), l $ k $ 2", bi,t é vértice de lci,di) e os incluímos em (Z. Cla
lamente, (8 assim formada é uma cobertura de A. e 1(:=1 $ 1C4.1. Também temos que
a* = {lc{,õ{,kll{ C /* = U ]=} = U Cn é uma cobertura de A e se, Vn c ]N, IC'. <J

neJN n€1N

então la*l $ á. Seja C=.ã a classe de todas as coberturas (J* de Á. tais que l('.l < ó'/2 e
uC;,õ a classe de todas as coberturas de A formadas por uniões de coberturas em Cl:..Í, isto
é, das cobettuias da fot'ma U . O', ('n c C..Õ' Claramente, VC- c uC..á temos IC';'' <õ

Observe que. para todo intervalo ja, ó) de dimensão m, p([a, ó]) = p(]a, b)) pois ja, ó] --

[a,b) C a]a, ó] = U jãi, bj], ]ãJ, ój] face de codimensão l do intervalo ]a, b], sendo .f(m) o

número de tais faces do hipercubo de dimensão m, e Va C ]R;

F

n

.7

p(jãj , ó.jl) P(IÕj,Ój + a(Ój ãj»)
ü(ãj)z(laj,ój + c-(bj ãi») +oã,,i,+aÚ, õ,)(/(jãj,8j +a(8j ãJ)»)
h(ãj).o + o

Caso a dimensão de la,b) seja menor que 771 temos, com visto acima, p(la,bl)
p(la, b» = 0. Observe(lue sempre temos p(ala, ól) = 0

Agora, Vf > 0, :3ã > 0, 0 $ z $ õ » o(z) $ cz.

P(.4) <
!:l';.' E p(I';, ó:,*l) - ..à:iÊ; ' E )l: p(I';, ó:,.»

>l'. c=i nf >1.1 (A(c;)Z(lc; , bi.k)) t o.; ,Ó. .. (/(lc;, bi.k)»)eIN '" ''n.ó ie.r-'

<

<

>l- c ig. . )l: (A(c;) + c)z(I';, bi,k))=i. c: "=,. .;B

>: (" + 1 + ') .:iéÊ. E z(I';, b:,t»
>:(n +1+')0
2€JN

0

p'is Z*(A.) se r(.4)

jb) Basta estabelecer a e(luação(2.7)
Como Oi é [imitado, temos J' Adg C ]R. Assim, Vc > 0, ]JW C at+, .r hdg < c

(7hÍ = {n € Oilh(z) > M}. Portanto,

I'. hü' I'«"t'« N It'. Q '~hüt<:'-hlt«O« Aà-C«)<:-LM~

23

Demonstração Repetimos os passos da demonstração do Lema 2.2, com as seguintes 
modificações. 

(a) Para provar que µ « f.. Sejam, para todo n E 1N, A n = A n h- 1 [n, n + 1), Gn = 
{[ci, di)li E ln} cobertura de A n e Cn a classe destas coberturas. Seja IGnl = sup <liam [e; , di), 

i Eln 
Para uma cobertura Gn de An sempre podemos formar uma cobertura C~ que é escrita 
como C~ = {[C:, di]li E I~, C: E An} pois, se [ci, di) E Gn é tal que [e;, d;) n An = 0 
não o incluímos em G~ e se [e;, di) n A n I= 0 escolhemos e; E [ci, di) n An e formamos 
os intervalos [c'[,bi,k ), 1 :S k :S 2m, bi,k é vértice de [ci,di) e os incluímos em G~. Cla
ramente, C~ assim formada é uma cobertura de An e jC1~i :S jC11 j. Também temos que 
C* = {[C:, bi,k]li E J* = U I~} = U C~ é uma cobertura de A e se, Vn E lN, jC~I < o 

nEIN nElN 

então /C* I :Só. Seja C~ó a classe de todas as cobertmas C~ de A11 tais que jC~I < o/2 e 
uC~,ó a classe de todas a~ coberturas de A formadas por uniões de coberturas em C~,5 , isto 
é, das coberturas da forma U C~, G~ E C~ ó· Claramente, VC* E uC~ 5 temos IC*I < o. 

nEJN ' ' 

Observe que, para todo intervalo [a, b) de dimensão m , µ([a , b]) = µ([a, b)) pois [a, b] -
/(m) - -

[a,b) C 8[a,b] = U [ãj,bj], [ãj,bj] face de codimensão 1 do intervalo [a,b], sendo J(m) o 
j=l 

número de tais faces do hipercubo de dimensão m, e Va E IR+, 
µ([ãj, bi]) < µ([ãj, bj + a(bj - ãj))) 

h(ãj)f([ãj, bj + o:(bj - ãj))) + ºã· b·+o(b - ã)(f.([ãj, bj + a(bj - ãj)))) 
J) J J J 

h(ãj).O +O= O. 

Caso a dimensão de [a, b) seja menor que m temos, com vis to acima, µ([a, b]) 
µ([a, b)) = O. Observe que sempre temos µ(8[a, b]) = O. 

Agora, Vt: > O, 35 > O, O :S z :S ó ➔ o(z ) :S t:z. 

µ(A) < 

< 

< "'(n + 1 + t:) inf "'f.([c;, bi k)) = "'(n + 1 + t:)O = O, ~ C•EC• ~ ' ~ 
nEIN n n ,J iEI:, nEIN 

pois f*(A11 ) = O se f(A) = O. 

(b) Basta estabelecer a equação (2. 7). 

Como 0 1 é limitado, temos J hdf E IR. Assim, Vt: > O, 3J\II E IR+, J hdf < t:, 
01 C,w 

C1w = {x E 01lh(x) > kl}. Portanto, 

}( hdE = { hcle + 1 hclf < t: + NU((011 - A) - C,v1) < ê + ..1vf .!__ 
On-A l c,wn(O,. -A) (On·-A)-C,w n 
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Assim, Ve: > 0, Vn 2. 1,
J' hdZ o 0.

Sendo estas a$ única«s modificações necessárias na demonstração do Lema 2.2.
corolário estabelecido

} 0 e rz -> oa/'

0. -- .4
AdZ < € +

.Âd
'F' temos

fica o

Corolário 2.4 0 Coro/áMo 2.3 é uál do przra foda /unção p, p inZegráuel, soó a ãàpótese
de ezás]ência de 'umcz coóerfura{/jllç.r de ]Rm, /f árzfe7'ua/o de ]R,' e J erzu7zzerá'ue/, fa/
que, Vj C J, sup. lo.,Ó(z)l - o/,(z) caril Oj aóerZo Oj 3 &,

aeb,bC01 ' '

o/, (g(la,b»)/g(la,ó)) a 0 qualz o b ü o 0 e oÜ(0) = 0. (2.8)

Iníinitésimos que satisfazem(2.8) serão chamados inânitésimos do tipo o/

Demonstração Suponha, sem perda de generalidade, que J := ]N e que todo intervalo
/j é limitado, já que se não o fosse poderíamos escrevê-lo como uma união enumerável de
intervalos limitados nele contidos e, portanto, para os quais(2.8) aii)da seria válida

Dada uma cobertura {/J }jçW, construamos a partição {HjllcW de IRm Ihzendo 4o = /o

e V" C ]N', Á« - /n .U..4j. Sendo aA« - ã« Inl('4«) ben'os, Vn C N, /(ad«) =0

e aÁ. C U. a/J. Já que p(a/J) = 0, relação esta estabelecida para h C Z' no Corolário

2.3, também temos Vlz C IN, p(a.4«) = 0. Aqui notamos a necessidade de termos Oj 3 7;.
aberto, para podermos repetir o correspondente argumento do referido corolário

J

Então

.4t. PdP = ./U A. PdP )I' .['(ÁD q:'dP ' J}Ó .Znm ç'x'"UJdp'/

Agora, s.ja Bj,k = {z c ]n] ('4j) l d(z,a']J) > ]/k}. Claramente, B,.t é um conjunto
aberto contido em Inl (HJ), para todo h ? 1. Também ternos . U B,.# = Int (H,)

Como, Vk C W*, supp(ç'Xe,,.) C {n C Int('lj) l d(z,a.4j) ? l/k} C Inl.4j C /J,
podemos repetir a argumentação final da demonstração do LelTla 2.2, já que o fato de
Int (Áj) ser urn conjunto aberto galante a existência dos conjuntos O. que aparecem na
demonstração do Lenta 2.2 (Corolário 2.3) e também temos garantida a condição de o;
ser um inânitésimo que é em módulo majorado pelo infinitésimo o.r, que é independente
do ponto sç C Int (.4j) D suppXB,,b para todo k

Portanto, Vk € Tq*

Â.PXBi.KdF= 1 pxB,..hdt.
Agora, Vy € ]N,

In. -px\" tAildH : 'm in«'pxn,.'ün

.Zlt. pxi« (Á,)hd/

wHm .I'pxB,..t-Üe
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Assim, Vt: > O, Vn > 1, J hdl < E + 1
: . Fazendo E ➔ O e n -+ oo temos 

0,. -A 
f hdl ➔ O. 

On-A 
Sendo estas as únicas modificações necessárias na demonstração do Lema 2.2, fica o 

corolário estabelecido. ■ 

Corolário 2.4 O Corolário 2.3 é válido para toda função cp, µ-integrável, sob a hipótese 
de existência de uma cobertura Ui }iEJ de IRm, Ii intervalo de IRm e J enumerável, tal 
que, Vj E J, sup _ loa,b(z)I = 01i (z ) com Oi aberto Oi => li, 

aElj,bEOJ 

01i (l([a, b)))/l([a,b))-+ O quando b- a-+ O e 01i(0) = O. {2.8) 

Infinitésimos que satisfazem {2.8) serão chamados infinitésimos do tipo 01. 

Demonstração Suponha, sem perda de generalidade, que J = IN e que todo intervalo 
l i é limitado, já que se não o fosse poderíamos escrevê-lo como uma união enumerável de 
intervalos limitados nele contidos e, portanto, para os quais (2.8) ainda seria válida. 

Dada uma cobertura {li }iEIN, construamos a partição {Ai}iEIN de IRm fazendo Ao = lo 
n - 1 

e 'ln E IN*, An = ln - U Ai. Sendo 8An = An - Int (An) temos, Vn E IN, l!(âAn) = O i =O 
n 

e &An e U &Ii. Já que µ(&I1) = O, relação esta estabelecida para h E r'1 no Corolário i =O 
2.3, também temos Vn E IN, µ(âAn) = O. Aqui notamos a necessidade de termos Oi => Ii, 
aberto, para podermos repetir o correspondente argumento do referido corolário. 

Então, 

r m cpdµ = J cpdµ = L r cpdµ = L r m 'PXInt(Aj)dµ. }IR. LJ An iEIN jlnt (Aj) iElNjlR 
jEIN 

Agora, seja Bi,k = {x E Int(Ai) 1 d(x,&Ai) > 1/k}. Claramente, Bi,k é um conjunto 
aberto contido em Int (Ai), para todo k 2'.: l. Também temos U Bi,k = Int (Ai)-

kEIW 
Como, Vk E IN*, supp(cpxsi,k) C {x E Int(Ai) 1 d(x,âAi) 2'.: 1/k} C IntAi e Ij , 

podemos repetir a argumentação final da demonstração do Lema 2.2, já que o fato de 
Int (Aj) ser um conjunto aberto garante a existência dos conjuntos On que aparecem na 
demonstração do Lema 2.2 (Corolário 2.3) e também temos garantida a condição de Ox 
ser um infinitésimo que é em módulo majorado pelo infinitésimo 01i que é independente 
do ponto x E Int (Aj) => supp XBi,k para todo k. 

Portanto, Vk E IN*, 

r cpxs -kdµ = r cpxs khdt }m_m 1 • frn.m 1 • 

Agora, Vj E JN, 
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Logo,

Zt. pdp ç'xi«G.i,)dp - >: .Zn" ç'xl" UJhdZ - .Â.. ç,hdr.

Corolário 2.5 0 Coro/ár o 2.3 é uá/ do para toda /urzção p, p-infegráueZ, soó a Àãpófese

d« «i.fêncáa d' «',« c.ó«fu« {OjljcJ d' R", q C Aa:m, J "um«á«l «« Z(aOI') =
»ÇaCj) = Q parti todo j e J tat q'ue

Vj c J, sup lo«,ó(z)l =ocJ(z), O'aperto gue carzfém (4
z,ccj ,z,e oj

coá OCJ (/(la,ó»)//(la,ó)) 0 0 gu-d. b a H 0 e oq(0) =0

Demonstração Imediata.

Para geíleralizações, ver de Mirando(2003)

O Lema 2.2 e os seus corolários podem ser estendidos para o caso em que p é uma
medida com sinal, fazendo-se a decomposição da medida p com o auxílio dos conjuntos

.,4+ {n C R"lh(z) Z 0} e .4 {z c JR'jh(=) < 0}

e colocando

p+(.4) e p (.4) p(AnÁ ),

para todo .Á € AK,.

Como p = p+ -- p-, /z+ e p' medidas positivas que satisfazem as condições do Lema
2.2 e seus corolários para h+ = maxth,0} e A = min{/i,0}, temos

«-- J«-* j«-/ í-Ph*üt- IPK t IPK !.
Ana[isemos o exemplo. Seja h : n -+ ]R, A(Q) = {1} e h(]R C?) = {0}. A relação

p(la, b» = h(a)Z(la, b)) + o..Ó(Z(la, b») não gela uma medida em ]R pois se p fosse uma
medida teríamos, para uma partição de 10, 1) da forma 0 < 1 < . . . < m-l < 1, m ? 3,

«''', -,, -É(«(T)(á) * .-(i)) --*É .;(á) - : -«;«'' " - "

pois para / = lO, l

É.,(à) 'É.,(i) :«.(i) -'-«-«''"-~;

e, po!' outro lado, tomando a partição 0 = {o < ã] < à < ... < áxn.l < n=1 < {,
irracional para l $ k $ m -- 1, temos

1, ix;
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Logo, 

ln cpdµ = L ln 'PXInt (A )dµ = L ln 'PXInt(A-) hde = ln cphde.. 
IRm IRm l IR.m J IRm 

jEIN jEIN 

■ 

Corolário 2.5 O Corolário 2 .3 é válido para toda função cp, µ-integrável, sob a hipótese 
da existência de uma cobertura {Cj}jEJ de mm, Cj E i\.JRm, J enumerável com e(8Cj) = 
it(âCj) = O para todo j E J tal que 

Yj E J, sup . /oa,b(z) / = oci(z), ()Íaberto que contém Cj, 
a,bECi ,bEOJ 

com oci (t'([a, b)))/t'([a , b)) ➔ O quando b - a ➔ O e oci (O) = O. 

Demonstração Imediata. 

Para generalizações, ver de Miranda (2003). 

O Lema 2.2 e os seus corolários podem ser estendidos para o caso em que µ é uma 
medida com sinal, fazendo-se a decomposição da medida µ com o auxílio dos conjuntos 

e colocando 

para todo A E AJRm, 
Comoµ = µ + - µ -, µ + e µ - medidas positivas que satisfazem as condições do Lema 

2.2 e seus corolários para h+ = max{h, O} eh-= - min{h, O} , temos 

j cpdµ = j cpdµ+ - j cpdµ- = j cph+de - j cph - dt' = j cphdt' . . 

Analisemos o exemplo. Seja h : IR ➔ IR, h(Q) = {l} e h(IR - Q) = {O}. A relação 
µ([a, b)) = h(a)t'([a, b)) + oa,b(e([a, b))) não gera uma medida em IR pois se µ fosse uma 
medida teríamos, para uma partição de [O, 1) da forma O< ,; < ... < m~l < 1, m 2-: 3, 

µ([O, 1)) = f ( h (n :n l) (!) + O n;. 1 (!)) = l+ f º";.1 (!) ➔ 1 quando m ➔ oo 
n=l n = l 

pois para J = [O, l], 

e, por outro lado, tomando a partição O = io < i1 < ¾i < ... . < Ím-1 < m~ l < im = 1, ik 
irracional para 1 ::::; k ::::; m - 1, temos 
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p(lo,i» o+E-
n=l

i. . (Í, {n i) -+ 0 quando m } oo

pois

({« á« :) z) $ )1: suP o/(y)
n=1 0<p<á

m suP o/(g/) 0 0, «} 0 00
o<p<á.

Este exemplo mostra que nem todas as funções IZm geram medidas
o seguinte resultado:

Enunciámos então

Proposição 2.1 Se p é mina zzledidíz sopre os ilz]er'z/aios de ]R"' de$1z da pe/a re/açãa
p([a, ó» - h(a)g(]a, b» + o ,Ó(Z([a, b»), n« qual o ínániZésima o..Ó ralis/a,

, 'crio lo.,Ó(z)l - o/(z) é o«Iro {nánüesí«.a/ faZ gí e o/(Z(ja, ó»)/Z(ja, b» H 0

g-nd' b a # 0 ' ./(0) - 0, pa'« f.d. r ínl«/. Jinüo d' R" ' O «/g«.« «Ó.d. q«
:ovltérn i, e h e í:'", então ü ju:tção h é Riélltaltn-integráuet Tios ãntelnatos iimàtüdos

Demonstração Seja [a, b) = ;n ]ai, ói) arbitrário e P uma partição produto qualquer.

P gerada pelas pattições de lni,óf), ai = ai.o < --' < rZi,p. = ói, ] $ i$ rn. Sejam

} = ]]ÍO,...,pi 1} e .4j = 1]. 1ai.j.,ai.j:+:l,j=(ji,...,j«) C J.

Para cada j c J existe uma sequência {scjtl#CW C .4j, A(n;k) o suP A(z) quando

k o 'D comi sup A(a) h(n*') < " para todo k C IN'. Analogamente, eHste {=A.}k.W C

.4j, À(z*.) o ,CHJ A(z) qua"do k o .o ta] que, Vk c ]N', À(z**) -- ,ÇH. h(") < ' -
Sqám y3,/ os vértices dos,intervalos .A.j. Podemos então escrever para todo k € ]N*

'4j N .U. l=Jt,yj,fl e .4j N U lsj.,yJ,fl na qual N é a relação equivalência .4 N B o.a.j U lz;',gy,zl e H.j

g(dAB)
Temos

4j U l=;',b,el c U al=;',yj.f
z:: l z:: l

2 2

e

2" 2"'
Áj U l,f*,z/j.el c U al-j,,u..lz-l z-l

Como estas 6'onteiras são formadas por uniões finita de interva]os de ]Rm de medida de
Lebesgue 0, pois estão contidos em hiperplanos de codimensão maior ou igual a 1, temos
para todo k €1Eq*, ' '

2 2

P('4j) - }.l P(lz;*, yj,rl) = )1: p(lzj., yj,€1).
é-l z-l

já que p(alzj*,y,,el) - p(alzj*, p,,el) = 0, para Lodo k e Z pois, sendo lc, d) um intervalo
d- dimensão :menor ou !g-! a m 1, t:mos Z(I', J)) = 0 e msim, p(lc, új) = X(c)#(1., "'))+
o.,a(/(lc, d») = h(c)0 + 0 = 0 e estas fronteiras são uniões de tais intervalos.
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m 

µ([O, 1)) =O+ L Oin - l (in - in-1) ➔ O quando m ➔ 00 
n =l 

pois 

Este exemplo mostra que nem todas as funções yn geram medidas. Enunciamos então, 
o seguinte resultado: 

Proposição 2.1 Se µ é uma medida sobre os intervalos de 1R.m definida pela relação 
µ([a, b)) = h(a)e([a, b)) + oa,b(f([a, b))), na qual o infinitésimo Oa,b satisfaz 

sup loa,b(z)I = or(z) é outro infinitesimal tal que 01(f([a, b)))/f([a, b)) ➔ O 
(a,b)ElxO 

quando b - a ➔ O e 01(0) = O, para todo I intervalo finito de JR.m e O algum aberto que. 
contém I , eh E ,em, então a função h é Riemann-integrável nos intervalos limitados. 

m 
D emonstração Seja [a, b) = IT [ai, bi) arbitrário e P uma partição produto qualquer, 

i=l 
P gerada pelas partições de [ai, bi) , ai = ai,o < · · · < ai,p; = bi , l ::; i ::; m . Sejam m m 
J = n {O, . . . ,Pi - l} e Aj = n lai,j;, lli,j,+11, j =Ui, ... ,jm) E J. i=1 i = l 

Para cada j E J existe uma seqüência {xthEIN C Aj, h(xt) ➔ sup h(x) quando 
xEAi 

k-+ oo com sup h(x) - h(xt) <½para todo k E lN*. Analogamente, existe {xj.hEIN e 
xEAj . 

A j, h(x
1
'\) ➔ inf h(x) quando k ➔ oo tal que, Vk E JN*, h(xj. ) - inf h(x) < Í-xEAi xEAi 

Sejam Yi,l os vértices dos intervalos Aj. Podemos então escrever para todo k E JN*, 2m 2m 
Aj ~ U lxt, y1,el e Aj ~ U lxj., Yi,tl na qual ~ é a relação equivalência A ~ B ++ l=l l = l 
f(A~B) = O. 

Temos 

2m 2m 2m 2m 

Aj - LJ lxt, Yi,el e LJ â lxt, Yi,tl e Aj - LJ lxJ., Yi,el e LJ âlxJ., Yi,tl-
l=l l=l l=I l=l 

Como estas fronteiras são formadas por uniões finitas de intervalos de JR.m de medida de 
Lebesgue O, pois estão contidos em hiperplanos de codimensão maior ou igual a 1, temos 
para todo k E JN*, 

2m 2m 

µ(Aj) = Lµ(l x;\Yj,tl) = Lµ(jxJ.,Yj,el), 
l=l l = l 

já que µ(âlxJk,Yj,el) = µ(âlxJ.,Yj,el) = O, para todo k e e pois, sendo [c,d) um intervalo 
de dimensão menor ou igual a m - 1, temos €([e, d)) = O e assim, µ([e, d)) = h(c)E([c, d))+ 
oc,d(e([c, d))) = h(c)O +O = O e estas fronteiras são uniões de tais intervalos. 
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Agora vamos mostrar que h é Riemann integrável em la, b) e que p(la,b))

Para isto precisamos mostrar que, Vc > 0, ]á > 0, VP,

./' hdz
la,b)

IP max diarn ('4j) < ã, Vaj C -4, E ( JZPij)-pl. b)l < .

ou, equivajentemente, Vc > 0, ]J > 0, VP, l.r'l < á,

Is«:"'-,''"., ««.,'" «' " :,"'','''".' ,"
Como /z é uma medida sobre os intervalos, escrevendo para todo A

-.,',-,ulÉ ,,)-UIP ,;*,«,

>l: )l: p(I'f. , yj,.) )
.jcJ z=i

}:(h(=$.)Z(lzf. , yj.f))+ .,}. ,,...(é(lz}., yj,z)»)

>: A(zf-)Z(Hj) + >: ',f. ,... (Z(l"f* , y,.z)»-
jc.J i.t

Para o infinitesimal OÍa,b) temos,

Vfi > 0,]Õi > 0,Vjr,y) C R"(llz Vll < ãi + ol.,Ü)(g(1=,3/») < ciZ(lz,Z/»

V (Z(lz,Z/)) = 0 A o[.,ó)(Z(in,y») = 0)).

Assim, tomando IPI < ái temos

>. 't..q (Z(lzj. , g/j.ZI)) < )1: fir( lzj,, p,.ZI) ja, b))
j,t 3,&

2

j,z

P([., b»

(2.9)

Já que

E: "'.;.'''".' ': ; (,u, «',' -- ;) ''«.'
temos

, ,iX h(')r(.4j) $ E: h('$.)z('ij) < X,iq h(,)/('il) + ;/(I', ó»
Portanto,

j "iíjA(z)g(Áj) p(la:b)) < lií(i«,ó» +'lZ(l«,b))-
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Agora vamos mostrar que h é Riemann-integrável em [a, b) e que µ( [a, b)) = J hde. 
[a,b) 

Para isto precisamos mostrar que, Vé > O, 3ó > O, \:/P, 

ou, equivalentemente, Vé > O, 3o > O, VP , IPI < ó, 

( L sup h(x) l(Aj) - µ([a, b)) < E /\ L inf h(x)e(Aj) - µ([a, b)) < E) . 
jEJ xEAj jEJ xEAj 

Como µ é uma medida sobre os intervalos, escrevendo para todo k E lN, 

temos 

2m 

µ([a,b)) = LLµ([xj*,Yj,e)) 
jEJ f = l 

= I:(h(xj*)e([xj*, Yi,e)) + ºxJ. ,Yj,t (l( [xj*, Yj ,e) ))) 
j,f 

= L h(xj* )e(Aj ) + L ºxj.,Yj,/l([xj*, Yj,e))). 
jEJ j,e 

Para o infinitesimal º[a,b) temos, 

Vc1 > o, 3ó1 > o, \:/[x, y) e IR.m(ll x - YI I < Ó1 -+ º [a,b)(e([x, y))) < é1l([x, y)) 

V (l([x,y)) = O /\ º [a,b)(l([x,y))) = 0)). 

Assim, tomando IPJ < Ó1 temos 

L º[a,b)(e(Jxj*, Yj,el)) < L E1l( Jxj*' Yj,el) = E1l ([a, b)). 
j,e j,e 

Já que 

temos 

L xif{ h(x)e(Aj) :S L h(xj*)e(Aj ) < L x~nt h(x)l(Aj) + } e([a, b)). 
J J J 

Portanto, 

~ . e II .\n(A \ (r b') 1 n([ ' )' e([ !..)) L mi fi\XV ljJ - µ lª, J, < -ki: a, o J + €1 n., u, . 
. xEAJ 

J 
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Analogamente

E sup Á(')r('4j) p(I', ó))l< liz(i',ó»+ ':r(I', ó»

Assim, obtivemos VÊ C ]N*, Vci > 0, ]ái > 0, yp, lpl < âi

:,u, "'.'''",' - «"., '«l « (; * '') '"','« "

:m "',,''',' - ,"','''l ':(: *') '''','"
Balsta agora, Vc > 0, escolher k > ?11(111-!iD e cJ < i?iiã:ó»

Observe que se modificarmos o enunciado da Proposição 2.1 esci'evendo 7, o fecho de
/ no lugar de O, obtemos outro enunciado verdadeiro

posição 2 2 rde M{«nda, 7'ausÊ.) S' p([a,b» - ü(a)Z(]a,ó)) + o..Óg([a,b)). c.m
À C .C e oa,b con710 na .Proposição .g.] para in :: 1, é un7za medida sobre os {nferuaZos de
]R, então ã é confãhua em ]R,

Demonstração De fato, do Corolário 2.3, se h e Zi então p(ja,ó» = .4.,Ó) /zdl' Assim.

..,õ(lb «l) p(I', ó)) h(a)lü .l
lü - al ló !Íli!=d.:lÍ;lT h(.)oo«1

quando ó --} a, uniformemente em a

S.ja /(Z) - ' hdl Como /'(a) - limüq. J(êl:'fU = li'%+. :qi:!ir = Â(a), sendo este

limite uniíoime em a, a funç?oua é ""ifnrmemente derivável e conseqüenternente J' é de

2.2 Infinitésimos e processos pontuais

l,ema 2.3 Sejam f"' = {z = (zi,- - ,z«) C [R"jz{ - =j para a]gurrl par' i,j,i # j}, P

uma /urzção A' l :H. dJV(Éi) l -i7zfegrát,e/ em R" f"', p. a de7zs dado pr'oduEo de ordem m

Então, se pm E F ITttensiaade de u7n processo pool'iítl N que satisfaz (1.18) e (1.19).

z:« .. «, IÜ «':':;) - z:,
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Analogamente, 

Assim, obtivemos \/k E IN*, \/€1 > O, 361 > O, VP, IPI < Ó1, 

L inf h(x)e(Aj) - µ([a, b)) < ( -k
1 + €1) e([a, b)) Â . 

1 xEA; 
JE 

L sup h(x)e(Aj) - µ([a, b)) < (¼ + c1) f([a, b)). 
jEJxEA; 

2f([a, b)) € Basta agora, Vê> O, escolher k > € e €1 < 2l([a, b)) • 
Observe que se modificarmos o enunciado da Proposição 2.1 escrevendo 1, o fecho de 

I no lugar de O, obtemos outro enunciado verdadeiro. 

Proposição 2.2 {de Miranda, Tausk.) Se µ([a, b)) = h(a)f([a, b)) + oa,bl([a, b)) , com 
h E J:,

1 e Oa,b como na Proposição 2. 1 para m = 1, é uma medida sobre os intervalos de 
IR., então h é contínua em IR.. 

Demonstração De fato, do Corolário 2.3, se h E :Z:1 
então µ([a, b)) = fra,b) hdl. Assim, 

para b =/: a temos: 

oa,b(lb - ai) = J.L([a, b)) - h(a)lb - ai = fra,b) hdl _ h(a) ➔ O 
lb - ai lb - ai lb - ai 

quando b ➔ a, uniformemente em a. 
t 1 h& Seia f (t) = f hdl. Como J'(a) = limb J(b)- J(a) = limb l«,bJ = h(a) sendo este ~ ➔a b-a ➔a jb-al ' a 

limite uniforme em a, a função f é uniformemente derivável e conseqüentemente f é de 
classe C 1. Logo h = f' é contínua. 

• 
2.2 Infinitésimos e processos pontuais 

Lema 2.3 Sejam Em = { x = (.1:1, ... , Xm) E IR.mi xi = x1 para algum par i, j, i =/: j }, cp 
uma função E (D

1 
dN(ti) ) -integrável em IR.m -Em, Pm a densidade produto de ordem m 

e p 1 = PN a função intensidade de um processo pontual N que satisfaz {1.18} e {1.19}. 
Então, se Pm E zm, m 2: 1, temos 
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Observamos que este lema mostra que se a função intensidade ou a densidade produto
p. é deãnida q.s.IZI como um limite uniforme e é Lebesgue integrável nos intervalos li

mijados de ]R", então e]a também é a derivada de Radon-Nikodym de E f ll ]V ) com

relação a Z.
á :: ]

Demonstração Utilizamos a notação pjv = pt, kã = Aõ.t, { = (tl,

(IA:l, - . . , IA«l)
Para todo 77z ? 1, pela Proposição (1.2)

f«), A

/m \

P{N(A:) - 1, 1 $ i $ m} 1 11 N(Ai) l
\í-l /

$ P{N(A.) ] $ í $ m} + KJ.« ll rAlI
l

l ln
l

De (1.20),

Agora,

fi « (»J
7n m

$ P«(1) ll mail + .t(A) + Kâ,« ll mail
á:; l í= l -h)'- :HE

l

,.:.:".. ..'»' * «.,«ü »: IÓ (,::h): - :l
' .'»' * *.,«ú »:.{ó(.h)' - :} - .'.»,.

1::« {: - n, '" * "..« Â:« 18 (:-hy :l -'
Assim, existe um infiniLésimo o;(A) - o.,IT.. a. tal qile

/'m \ m

E 1 11 N(Ai) l Pm(Z) ll mail + .:(A),

e,sup ot.llai que satisfaz ('(A) } 0 quando A } 0. Como p. € Z' .

hipótese do Corolário (2.3) está satisfeita para /z - E' l ll ]V 1 . Assim, neg]igenciando

inânitésimos de ordem superior, obtemos então

z:. .. «- l, li«ll - z:« .. «' IÊ-,«'*:,l
A primeira igualdade é apenas uma notação.

Claramente, f: = Ü e C2 = D = {(=,z) C ]i2ln C ]R} é o conjunto diagona] de ]R'

l

Â".. pp. ll dli
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Observamos que este lema mostra que se a função intensidade ou a densidade produto 
Pm é definida q.s.[t'] como um limite uniforme e é Lebesgue integrável nos intervalos li-

mitados de lRm, então ela também é a derivada de Radon-Nikodym de E (B
1 
N) com 

relação a f. 

Demonstração Utilizamos a notação PN 

(l~il, ... , l~ml)-
Para todo m 2: 1, pela Proposição (1.2) 

P{ N(!::,.i) = l , 1 ::; i ::; m} ::; E (g N(!::,.i)) 

::; P {N(!::,.i) = 1, 1 ::; i::; m} + Ko,m g l~il {fi (1 _ ~~i,) 2 

- 1} . 

De (1.20), 

E (fi N(!::,.i) ) ::; Pm(t) I~ l6il + Ot(6) + Ko,m Q l~il Lg (i _ ~/::,.il) 
2 

- 1}. 
Agora, 

Assim, existe um infinitésimo o; (!::,.) = º~.TI~:, ó.; tal que 

E (g N(!::,.i) ) = Pm(t) i:g l~il + o;(~), 

. o*(!::,.) 
com o* = sup º1,TI Ó.; que satisfaz m ➔ o quando 6 ➔ o. Como Pm E r 1 a 

t,IT Ó.; TI 11::,.i 1 
i=l 

hipótese do Corolário (2.3) está satisfeita para µ = E (5
1 
N). Assim, negligenciando 

infinitésimos de ordem superior, obtemos então 

f m cpd (E (fi N)) = f m m <pE (fi: dN(ti)) = f m m <pPm fi dti. 
}IR - [m i=l Jm. -[ i=l }rn_ -[ i= l 

A primeira igualdade é apenas uma notação. • 
Claramente, [ 1 = f/J e [ 2 = D = {(x,x) E IR2 lx E IR} é o conjunto diagonal de IR2 . 
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l.ema 2.4 Sejam N uln process!.poTit"al Te satisfaz às coTtdições (1.9), (1.10); (1.]8)
c rJ./gy para llz = 2 com pi C /'i e p2 € Z: , PZ essenczízlmerzte lzmzlada elli lnZeruafos
in itüdos e (p in.n Juvlção PNdl integrúuel, equiuulenlemeTtte EdN inLegráuet, co'm suporte
lãm'ando. E'ntão,

l p(1)PNt )dt ip(t)Val ( Nllà), (2.\o)

água/dada ';a qua/ o seguido mernb« sig«@cn Jn Pt (u, U)CoV (d/V(u), dlV(u», Z) sendo o
c.@unt. d{«g-«/ .«. R' . P(f)

A igualdade (2. 10) coTttiitucl uúlidü pürn p PNüt-integráuel se T)a p\ ® pl for essenci
a/mente /2 nzfadcz em ]R2 -- .Z) e Z)i /27ntfczda e7n ]R

monstração . Seja /i = Cnv (/V,N) : Anz H R e deíinarnos pl : An, a R por
PI(A)-P('Íno)e#Z:An'oRpo'p2(d)=p(.4 0). " '

Sejam (?i,t') C IR', u # u, hall > 0, lazl > 0 tais que lu,u + Ai) x lz,,t, + A2) Cem
intersecção vazia com .D. Temos

Z(XI«, u t l)Nlt,, u + A2))

E(Nlu, u + Ai»B(Nlü, « + A2))
p2(u, z')IAtlla21 + o(«,«) (A)
lpi(u)IAz 1+ o«(mail»(pi(u)IA21 + o«(IA21»

Assim

Cov(]Vlu,u + AI), ;Vju,o + A2» -(p2(u,u) pl(u)pl(u»IAlllA21 +o(:
(P- (")IAi I'«(la,l) + P-(«)IA21.-(rali)+ .«(IAll).,(la21»

= (7'2(u,u) F'i (u)PI(z'»IAillA21 + Õ(«,,)(A)

Agora, seja / :) supppi tal que r = la,óJ2, [a, ó] C ]R

»(A)

suP IÕ(«
(u.U)E/ '

.)(A)l $ ;«P lo(«,0(A)l+ suP Pi(u)IAil «P lo,(IA21)1
(u,u)c/ (u.,)c/ (u.v)e/

+ -uP Pi(u)IA21 suP lo«(IAtl)l+ suP lo«(hall)l suP lo,(IAZI)l
(u,u)e/(ZI,u)cl(u.u)e/(u,v)cr

$ .(a) + .;:,E p-(")la-l'(la:l) + .=:E, p-(")IA,I'(la:l)
+.(la:l) o(IA:l) .

Logo:

À% .::=#, qHÜ <
l"n Íz:ilb '' .=li', -- (") Ãh elÊIP

* .:=:', p- (") lq, ellâP+ li% IÃÍ IÃ;Í' 0

já que . sup,pl(u) e . sup .pl(u) são anitos pois, pela Proposição 2.2, pl é contínlta e
(u,.,)e.r (u,«)e.r

portanto é limitada nos conjuntos limitados.

Como p2 C .Cz e pi c .Ci temos p2 -- pt (8 PI € .C2, podemos aplicar o Corolário 2.3
juntamente com a observação de sua validade para medidas com sinal e vela

dCov (]V, N) = (p2 pl ®pi)dl?
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Lema 2.4 Sejam N um processo pontual que satisfaz às condições (1.9), (1.10}; (1.18} 
e ( 1.19) para m = 2 com Pi E J:, 

1 
e p2 E l 2

, P2 essencialmente limitada em intervalos 
limitados e <p uma função PNdt-integrável, equivalentemente EdN-integrável, com suporte 
limitado. Então, 

j <p(t)pN(t)dt = j <p(t)Var (dN(t)), (2.10) 

igualdade na qual o segundo membro significa Ifo <p1(u, v)Cov (dN(u), dN(v)), D sendo o 
conjunto diagonal em lR.2 e <p(t) = <p1 (t, t). 

A igualdade (2.1 O) continua válida para cp PNdt-integrável se P2 - Pl @ Pi for essenci
almente limitada em lR.2 

- D e PI limitada em lR.. 

Demonstração Seja µ = Cov (N, N) : Arn.2 ➔ 1R. e definamos µ 1 : Arn.2 ➔ lR. por 
µ 1 (A) = µ(A n D) e µ2 : J\IR.2 ➔ lR. por µ2(A) = µ(A - D). 

Sejam (u,v) E IR.2, ui- v, l.6.11 > O, l.6.21 > O tais que [u,u + .6.1) x [v,v + .6.2) tem 
intersecção vazia com D. Temos 

E(N[u, u + .0.i)N[v, v + .6.2)) 
E(N[u, u + .6.1))E(N[v, v + .6.2)) 

= P2{u,v)l.6.ill.6.2I + º(u,v)(.6.) 

(p1(u)l.6.1I + o,.(l.6.11))(p1(v)l.6.2I + Ov(l.6.21)). 

Assim, 

Cov (N[u, u + .6.i), N[v, v + .6.2)) = (p2(u, V) - Pl (u)p1 (v ))l.6.1 ll.6.21 + º(u,v) (.6.) 
-(p1 ( u) l.6. 1 lov (l .6.2 I) + Pl (V) l.6.2 lou (l.6.11) + Ou (l.6.1 l)ov (l.6.21)) 
= (P2 ( u, V) - pi( u)pi( V)) l.6.tl l.6.21 + Ô(u,v) (.6.) • 

Agora, seja I :=) supp cp1 tal que J = [a, bj2, [a, b] e JR.. 

sup lõ(u,v)(.6.)I ~ sup lo(u;u)(.6.)1 + sup P1(u)l.6.1I sup lov(l.6.21)1 (u,v)E l (u,v)El (u,v)Ef (u,v)El 

Logo, 

+ sup P1(v)l.6.2I sup lou(l.6.11)1 + sup lo,.(1.6.il)I sup lov(l.6.21)1 
(u,v)Ef (u,v)Ef (u,v)EI (u,v)Ef 

~ o(.6.) + sup Pt (u)l.6.ilo(l.6.21) + sup P1(v)l.6.2lo(l.6.il) 
(u,v)El (u,v)El 

+o(l.6.1 l)o(l.6.21). 

. o(.6.) . o(l.6.21) 
lim IA IIA I + sup P1(u) hm l.6. I ô--tO u1 u2 (u,v)E/ ô--tO 2 

+ sup P1(v) lim o(l.6.il) + lim o(l.6.il) o(l.6.2 1) = o 
(u,v)El õ.--tO l.6.d ô--tO l.6.11 l.6.21 ' 

já que sup P1 (u) e sup P1(v) são finitos pois, pela Proposição 2.2, PI é contínua e 
(u,v)El (u,v)El 

portanto é limitada nos conjuntos limitados. 
-2 - 1 -2 Como P 2 E l e PI E J:, temos P2 - P1 @ PI E J:, , podemos aplicar o Corolário 2.3 

juntamente com a observação ele sua validade para medidas com sinal e vem 

dCov (N, N) = (p2 - PI @ PI )de 
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para Á C AJR.2 ta] que .4 C ]R' 1), ou seja, dp2 = (p2 pi ®pi)dZ
S(!jam u :: u e Ai := A.2.

Cov(N, N)l(t',u),(u, tl) +(Ai,A2)) = E((Nlu, u + Ai»')(E(Nlu,u + Ai»)'

P{Nlu,u+l) = At} $ E«Nlu,u+Ai»')
$ P{Nju,u+Ai) lail:)+0(IAil;),

Como

E(Nltl,u + A:»' = P](u)IAi 1+ o=(mail)

.Jly. .:E,, bqqÉIP $ .:11u..ZH,, kbé11P * ,Ji=. çl04ü:l;;lKlêa - ' p:
Soja I'u, 'u+Ai)2nZ) = 1).+al o segmento de neta sobre a diagonal de IR2 com extremos

em (u, u) e (u + Ai,u + Ai)

Pt(0:+a:) = P(lu,w+Ai)') P2(lu,'u+Ai)' 0)

pt(1)'+a:) - Cov(JVlu,u+Ai),JVju,u+Ai» ./l,,.+a.)2 o ' ) --pi(u)pi(u)dudu
IAil+.=(mail)(Pi(«)IAil+.«(mail»') m(u,u+Ai)

m(u,u + Ai) - .4.,.+a.)' o ) fll(u)pi(u)d'udu.

Seja JW = ess sup(u,u)C/ lp2('u, u) pi (u)pi (u)l. Assim,

p:(D:l+a:) = pi(u)IAil+ o;*(mail),

com

na qual
a=*(mail) = --(Pt(u)IAil+ o«(IAil))' ,«(u,u +Ai) +o=(lail)

Como

suP l.='(lall)l $ 1 suP PI(u)IAll+.(IAll) l +MIAil'
(u,«)e/ X.ucEa,ül /

+ suP lo;(IAll)l,
«c[.,b]

temos, como decorrência de (2.11),

Â:%.=«' IÃF'.
Agora, seja 7ri : D H ]R a primeira projeção. Como p(t) = pi(f, t), temos

1.««'-- 1.'''-'"' ' 1.«.«~'"* - ]«-- , t».«i'~

:i ]

para A E Arn,2 tal que AC IR.2 - D, ou seja, dµ2 = (p2 - PI® P1)df. 
Sejam u = v e .6.1 = ..6.2. 

Cov (N, N)[(u, u), (u, u) + (.6.1, ..6.2)) = E((N[u, u + .6.i))2) - (E(N[u, u + .6.i)))2. 

Como 

P{N[u, u + l ) = .6.1} < E((N[u, u + ..6.1))2) 

< P{N[u, u + ..6.1) = l} + O(l.6.112) + O(l.6.113
), 

temos 

com 

Seja [u, u+ti.1)2 nD = D~+Lli o segmento de reta sobre a diagonal de IR.2 com extremos 
em (u,u) e (u+ó.1,u+..ô.1)-

µ1 (D~+t::.i) 

µ1(D~+t::.i) 

com 

µ([u, u + .6.1)2) - µ2([u, u + ..ô.1)2 - D) 

Cov (N[u, u + .6.1), N[u, u + ..6.1)) -1 P2(u, v) - PI (u)p1 (v)dudv 
[u,u+õ.1 )2-D 

(pi(u) l.6.il + o:(16.il) - (p1 (u)l.6.il + Ou(l.6.11))2) - m(u, u + .6.1), 

m(u, u + .6.1) = f P2(u, v) - P1(u)pI(v)dudv. 
J[u,u+t::.1)2-D 

Seja !VI= esssup(u,v)El IP2(u,v) - P1(u)p1(v)I- Assim, 

na qual 

Como 

µ1 (D~+t::.i) = PI (u)l..6.il + o:*(16.11), 

sup lo:*(16.il)I < ( sup P1 (u)l6.tl + 0(!6.11)) 

2 

+ Nll6.il2 
(u,v)El uE[a,b] 

+ sup lo:(l.6.11)1, 
uE[a,b] 

temos, como decorrência de (2.11), 

lim sup io~*(l.6.11)1 = O. 
ll➔O (u,v)El l..ô. ti 

Agora, seja 1r1 : D ➔ IR a primeira projeção. Como cp(t) = cp1 (t, t), temos 

J, <pidJ.t = J, 'Pidµ1 = /, <p o 1r1dµ1 = jf cpd(µpr11
). 

D D D 1r1(D) 
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Gamo zÍ: (lu, u + AI)) .D#-P'a' , temos

pi7rÍ'(lu,u+ A]» = Pi(Ou'+a:) =Pi(u)IAil+ o:*(hall),

ou stlja, d(ptvrÍt). - pi (u)du + o;'(du) sobre intervalos e estamos sob a hipótese do Lema
Z.Z {UoroJário 2.3). Assim, negligenciando inílnitésimos de ordem superior para a medida
p' :: pizt ', escrevemos

1-....««ç«««i'.- í.--- «-' ' L"'',:'«/
F'inalmeTlte, Jo ptdp = /m ppid'u

Se p2 --pt ®pi for essencialmente ]imitada em ]R2 -- .D e também pi for limitada em ]R.

'c -ppv' uc;uppç'(u,,)c-«pq, 'u)--Pi(u)Pz(u)I'sãofinítosepodemos
repetir a demonstração acima. Isto prova a segunda afirmação deste lema. B

Corolário 2.6 Seja N ?lm processo p07ifzlal que sa/is/az às coridíções r/.gy, r/./81, para
771 = 2, e fal que ezísfe a l 7ni/e de/inidor de p«(t), l$ m $ 2, para o qua/ o in$nifésín''a
apresenta(lo na equação r/.2ay é do Zzpo o/, serzdo pi C /'l 2 C /' , p2 esiellctallzle zle
lí«.irada em infe,'«alas /imifad«. Então p«a pda /unção p, pxdt-infeyrauel, .quina/enf.-
rne'nte Eà.N-integráue!, com sapo'üe t'imitado teTn,os

Ptt)PNQt\d = jpttàVal \ N(t])/
Demonstração
o por o/

Basta repetir a demonstração do Lema 2.4 substituindo os infinitésimos

Definição 2.1 Z) m'llzos gue um processo pontuar /\r satÍz$az a

(B): tLipóLese B: qurutdo N satisfaz às relações (1.9) e (].IO) e p\ = PP C t

Como r/.gy, r/./ay e pi C Z: árnp]ica pi C C(]R",R) C 7?' C r: C Z', a Âipóle.e
B é aqui-Leme. « (1.9), (!.1Q) . P\ «,ntenu.. ' '

\ipólesc A: quando N satisfaz à hipótese B e tavnbém às relações (1.18)
m C' , PZ esse'nc'ialme'nte l,àmãtada em {nterual.os tã'm,àta.dos

(1.19) P«»

Lembramos que, para u # u

g: (u, «) i::.. g!?!!!L#À{41 :.êQ
IAilla21

&(/V(Z\i )/VJA2jl . lim g(1(41l} 11(g AZ»
laillA21 awo hall IA21

P2(u, u) Pi (u)P2(«)

sempre que existirem p2(u, u) , pi (u) e p2('u)
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ou seja, d(µ 1n11
) = p1 (u)du + o:*(du) sobre intervalos e estamos sob a hipótese do Lema 

2.2 (Corolário 2.3). Assim, negligenciando infinitésimos de ordem superior para a medida 
µ* = µ11r11

, escrevemos 

Finalmente, f D 'Pl dµ = fm. cpp1 du. 
Se P2 -pi @p1 for essencialmente limitada em IR.2 - D e também p 1 for limitada em IR, 

então sup p1(v), s up P1(u)e sup IP2 (u,v) - p1(u)p1(v)lsãofinitosepodemos v Esupp rp uEsupp <p (u,v)Esupp rp 
repetir a demonstração acima. Isto prova a segunda afirmação deste lema . ■ 

Corolário 2.6 Seja N um processo pontual que satisfaz às condições (1.9), {1.18), para 
m = 2, e tal que existe o limite definidor de Pm(t), l ~ m ~ 2, para o qual o infinitésimo 
apresentado na equação {1.20) é do tipo 01, sendo P1 E C.1 

e P2 E l.2, P2 essencialmente 
limitada em intervalos limitados. Então para toda função cp, PNdt-integrável, equivalente
mente EdN -integrável, com suporte limitado temos 

J cp(t)pN(t)dt = J cp(t)Var (dN(t)). 

Demonstração Basta repetir a demonstração do Lema 2.4 substituindo os infinitésimos 
o por 01. 

■ 

Definição 2.1 Diremos que um processo pontual N satisfaz a 

(B}: hipótese B: quando N satisfaz às relações (1.9} e (1. 10} e PI = PN E l.1
. 

Como (1.9}, {1.10) e p1 E .d implica P1 E C(IR.m,IR) e R 1 e I:,1 e d, a hipótese 
B é equivalente a {1.9), {1.10} e P1 contínua. 

{A}: hipótese A: quando N satisfaz à hipótese B e também às relações {1.18}, {1.19) para 
m = 2 e p2 E I:,

2
, P2 essencialmente limitada em intervalos limitados. 

Lembramos que, para u-:/- v, 

l
. Cov (N, N)(!:::,.1 x l:::,.2) 1m --------

õ.-+O 11:::,.i111:::,.21 

= lim E(N(!:::,.t)N(/:::,.2)) _ lim E(N(b:.1 )) E(N(b:.2)) 
6 -tO lb:.1llb:.2I õ.➔D 11:::,.11 11:::,.21 
P2(u, v) - Pi (u)p2(v) 

sempre que existirem P2(u, v), Pt (u) e P2(v). 
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Observamos que, como fni visto na demonstração do Lema 2.4 para u # t;, quando
pt € .CI e p2 C .C , p2 essencialmente limitada em intervalos limitados, temos q2 :: p2 --
pt pl c r , q2 cssencia]mente ]imitada em inberva]os ]imitados, e também dCov (]V, JV) =
lp2 pt ®pi)dZ como medidas, ou seja, dCov (/V,N) = q2(u, ti)d/.

O lema a segilir é útil pala o cálculo de covariâncias de variáveis aleatórias associadas
a processos pontuais descritas como integrais.

Lema 2.5 Sejam X e y 'uarãáueis aleafóMas de$nádas pe/as integra s estocástãcas X =
/A .f(t)dN(1) e y = JL g(t)dN(é). Também sejam D o conjvinlo diagonal de R', ,rl
R' o R far gue TI(z,y) = r e .'!,B C An. Erztão, se /V salas/az à hàpátese A e (.4 n
suPP/) x (B n suPPg) á /imitada, lemos

Cov(X,y) - .«,:i* B) p/(")g(u)q2(:', ")dudu+ .{.((,.!*a)no)/(1)g(t)PX(t)dt

Além disto, se N é 'um 'processo de Po'isson,

COV (X, r) - .{.((AXB)nD) /(t)g(Í)PN(Z)dt-

Demonstração Como

n(XV)= E Çf.l J(u)g(u)dN(u)dN(uÕ = /J J(u)g(u)E(dN(uldN(u»

e também

nkX)n(V) = 1 ftuànüN(ü l g(u)E Ntu) = lIAxn EdNQu)EàNtu)

temos

Cov (X, y) A
&

/(u)g(u) IE(dN(u)dN(«»
xB

EdN(u) /ÇdN («)

/(u)g(u)Cov (dN(u) , dN(u»
B

Portanto, pelo Lema 2.4 decorre que

Co« (X, y) llA*n o Co« taNt«),ÜNku)}

.[-«Á ' B)np)(t)g(Z)Var(dJV(t))

/J.,:- .Jt«)g(«)a,(«,«}Ü«Ü« + j . /(t)g(t)px(t)df
23)nO)

Se JV é Poisson, então ç2l'u, 'u) 0 e o lema está estabelecido
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Observamos que, como foi visto na demonstração do Lema 2.4 para u f: v, quando 
p 1 E L1 e p2 E l-2, P2 essencialmente limitada em intervalos limitados, temos q2 = p 2 -

p 1 @p1 E Z2
, q2 essencialmente limitada em intervalos limitados, e também dCov (N, N) = 

(p2 - p1 ® pi)de como medidas, ou seja, dCov (N, N) = q2(u, v)de. 
O lema a seguir é útil para o cálculo de covariâncias de variáveis aleatórias associadas 

a processos pontuais descritas como integrais. 

Lema 2 .5 Sejam X e Y variáveis aleatórias definidas pelas integrais estocásticas X = 
ÍA J(t)dN(t) e Y = fs g(t)dN(t). Também sejam D o conjunto diagonal de JR.2, 1r1 : 

IR,2 ➔ IR, tal que n1 (x,y) = x e A , B E AJR. Então, se N satisfaz à hipótese A e (A n 
supp J) x (B n supp g) é limitado, temos 

Cov (X, Y) = !r ( J(u)g(v)q2(u, v)dudv + ( J(t)g(t)pN(t)dt. 
J(A xB)-D l1r1 ((AxB)nD) 

Além disto, se N é um processo de Poisson, 

Cov (X, Y) = ( J(t)g(t)pN(t)dt. 
l1r1((AxB)nD) 

Demonstração Como 

E(XY) = E (f l xB f(u)g(v)dN(u)dN(v)) = f lxB J (u)g(v)E(dN(u)dN(v)) 

e também 

E(X)E(Y) = ( f(u)EdN(u) /, g(v)EdN(v) = ( ( f(u)g(v)EdN(u)EdN(v) , 
J A B JJAxB 

temos 

Cov (X, Y) !r ( f(u)g(u) [E(dN(u)dN(v)) - EdN(u)EdN(v)] 
}AxB 

!r f f(u)g(v)Cov (dN(u), dN(v)) . 
JA xB 

Portanto, pelo Lema 2.4 decorre que 

Cov(X,Y) = ff f(u)g(v)Cov(dN(u),dN(v)) 
JJAxB-D 

+ { f (t)g(t)Var (dN(t)) 
l 1r1((AxB)nD) 

= f f f(u)g(v)q2(u, v)dudv + { f (t)g(t)pN(t)dt. 
J J AxB-D l1r1((AxB)nD) 

Se N é Poisson, então q2(u , v) = O e o lema está estabelecido. • 
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Capítulo 3

Caracterizações, hipóteses e

análise de inferência segura

3.1 Caracterização da intensidade e da densidade produto
Inicialmente observamos que, como decorrência do Lema 3, se existe o limite uniforme

que define a densidade produto p« (m ? 1) e se a função densidade produto (ou in-

tensidade) pertence a Z'", então ela é a derivada de Radon-Nikokyrn de E IT /V, isto é.

P. = dE ]] /V/dg. Também, quando existe este limite uniforme e p. € r" temos abri

iil u:ai:saç:'iux .Rubi:iki;
isto é, sob que condições podemos aSrmar que se existir a delivada de Radon-Nikodym,

limite, isto é, p.(t) como dado pe]a equação (] .19) sem a necessidade da hipótese deste
limite ser uniforme. Isto nos leva a propor os Teoremas 3.1, 3.2 e 3.3. Antes, porém,
i'ecapitulemos os teoremas de diferenciação de Lebesgue em ]R e ]Rm. ''-"''

Proposição 3.1 (Teorema da Dit'erenciação de Lebesgue em IR) Seja / íritegráue/

Leóesg?.c em R e se/a p(z) - . /(Z/)dy En ão lemos lg = / g.s./2/. roer Aernandez
l}9?õ)-)

Proposição 3.2 (Teorema de Diferenciação de Lebesgue em R") Seja/ Eeóesgue
i,'lega'íuel e"' R". Seja C?(r, r) um Àipercuóa de centro z e aresta 2r > 0. Balão

IU ?ÍZãi; 'D Z(,,o J'M«v - .f(«) ç...[zJ.

ÍVer Fer,«a-.ãez (}976)-)
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Capítulo 3 

Caracterizações, hipóteses e 
análise de inferência segura 

3.1 Caracterização da intensidade e da densidade produto 
Inicialmente observamos que, como decorrência do Lema 3, se existe o limite uniforme 

que define a densidade produto Pm (m 2: 1) e se a função densidade produto (ou in-
m tensidade) pertence ar, então ela é a derivada de Radon-Nikokym de E IT N, isto é, 

i=l m 
Pm = dE f1 N /de. Também, quando existe este limite uniforme e Pm E ,em temos obri-i = I 

gatoriamente Pm E nm devido à Proposição 2.1. Em especial param = 1, se p1 E .C1 

então p 1 E C(JR.m, IR), o conjunto das funções contínuas de IRm em IR, como decorrência 
da Proposição 2.2. Uma pergunta importante é se é válida alguma afirmação recíproca, isto é, sob que condições podemos afirmar que se existir a derivada de Radon-Nikodym, 
que é obrigatoriamente uma função integrável, então ela será a densidade produto Pm· Aqui entendemos a densidade produto Pm , m 2: 1, como sendo a função que associa a cada ponto t E IRm - Em, para o qual existe o limite definidor da densidade, o valor deste 
limite, isto é, Pm(t) como dado pela equação (1.19) sem a necessidade da hipótese deste limite ser uniforme. Isto nos leva a propor os Teoremas 3.1, 3.2 e 3.3. Antes, porém, 
recapitulemos os teoremas de diferenciação de Lebesgue em IR e IRm. 

Proposição 3.1 (Teorema da Diferenciação de Lebesgue em IR) Seja f integrável 
X d<p Lebesgue em IR e seja ip(x) = _[ J(y)dy. Então temos dx = f q.s.[fj. (Ver Fernandez 

{1976).} 

Proposição 3.2 (Teorema de Diferenciação de Lebesgue em IRm) Seja f Lebesgue 
integrável em JR.m. Seja Q(x, r) um hipercubo de centro x e aresta 2r > O. Então 

. 1 1 hm e(Q( )) f(y)dy = f(x) q.s.[e]. r - >0 x, r Q(x,r) 

(Ver Fernandez (1976).} 
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Se fizermos a substituição de C?(z,r) por B(r, r) obtemos ainda um teorema mas. se
substituirmos Q(z,r) por Q(r), hipercubo que contém z, ou R(z), intervala arbitrário
de ]R" que contém z, e fizermos o limite para diâmetlos tendendo a zero não obtemos
enunciados verdadeiros

Definição 3.1 1)ãzemos gue / : J C R" + R, Z(El" A) = 0 perterzce esserzcia/rnerzte a

C" , eq'uãuale7tteTrtente, f é essellc aiTiieThte [emãtada em {71teruüios !imitados, q'ua7}do e star

!m ««j-t. O, Z(D) - 0 t'/ g- « Anca. / : R" o R ú.F«{a. P- /in« o = .fl":" o,
/lo = 0, perfelzça a /'m. Z)erzotaremos fa/ /ato por / C esse,,: e cAa7rzare17 as de ess rm o
conju7zfo das /uzzçõcs cssenc aZmenle / 77z fadas em zzferua/os Zirnitados

Definição 3.2 Z)iremos gae 'urlza /nrzção / ; '] C ]R" -+ ]R é esserzciaZmenfe corzfíhua

em A gua7zda ezástir 'um conjunto 1), Z(1)) = 0 ta/ g'ue/l..i o á 'umcz Junção confz'nua. O
cona'u11to (Lüs junções essencialmente contáltuüs será chamado de essC"*

Por exemplo, a função / : IR" -} ]R, /((2") = {1}, .f(IR" Q") = {0}, é uma
função que não é contínua em nenhum ponto; para todo ,4 conjunto de interior não vazio.
ela não é Riemann integrável sobre este conjunto pois o conjunto dos seus pontos de
descontinuidade contém o interior de .4 que, por ser não vazio e aberto, tem medida
maior que zero. Entretanto, esta função é essencialmente contínua já que Z(Q") = 0 e
em ]R" Q" ela é identicamente 0. Ela também é Lebesgue integrável sobre todo .4
mensurável

Cruamente, sendo ess.Cm o conjunto das funções essencialmente limitadas em intervalos
limitados e essCm O conjunto das funções essencia]mente contínuas de ]Rm --> ]R temos
essCm C ess,Cm

O teorema(3.1) f'nrnece uma cat'acterização da inteílsidade PX = pi entendida como
seu limite definidor, pontualmente, sem a necessidade de ser um limite uniforme para
processos pontuais que satisfazem (1.9)

Teorema 3.1 Seja N um processo pontual que satàsfc'z (1.9) e EN sua í«edidü de esse
ra'n,ça. E'ntão te'm.os.

(i) se e'zistir PN, stxtisjazen.do (l.lO) e PU € 1'

PW C .Ci então 511::- C ess.Ci;

então ezÍsfe
dEN

Se além dã,s-to

riiJ $e eãsZÍr ! :iZ- crzfãa ezásóe PX g.s./Z7. Zm pari czilar, se S!:;! C essrl, então
«{.t. D C R, Z(D) = 0, . «isto « Ançã. ánt«.{d«d. .m Ê:.- O. Tamóé«, ,.

PX =p em IR--D eP.M::0 em .D, enfãopX C.Ci, ou sqa, PW C essri

E'm, todos os ca,sos te'mos T)N
dEN
d/ Q.s.lel.

Demonstração (i) Pe[o Letna 2.3, ]p A p C Z' o ]--

ãi- = PN q.s.lel /\ PW € Ci } !!BAr C essa:i.

PX q.s.IZI

Se fizermos a substituição de Q(x,r) por B(x,r) obtemos ainda um teorema mas, se 
substituirmos Q(x,r) por Q(x), hipercubo que contém x, ou R(x), intervalo arbitrário 
de m,m que contém x, e fizermos o limite para diâmetros tendendo a zero não obtemos 
enunciados verdadeiros. 

Definição 3.1 Dizemos que J : A C m.m -+ ffi., f(ffi.m -A) = O pertence essencialmente a 
1:,m, equivalentemente, J é essencialmente limitada em intervalos limitados, quando existir 
um conjunto D, f( D) = O tal que a função J: m.m-+ ffi. definida por flm.m-D = Jlm.m-D, 
fl D = O, pertença a ,em. Denotaremos tal Jato por J E ess .c.m e chamaremos de ess .c.m o 
conjunto das funções essencialmente limitadas em intervalos limitados. 

Definição 3.2 Dizemos que uma função J : A C m.m -+ IR é essencialmente contínua 
em A quando existir um conjunto D , e(D) = O tal que !IA-D é uma função contínua. O 
conjunto das funções essencialmente contínuas será chamado de essCm. 

Por exemplo, a função J : IRm -+ ffi., /(Qm) = {1}, J(IRm - Qm) = {O}, é uma 
função que não é contínua em nenhum ponto; para todo A conjunto de interior não vazio, 
ela não é Riemann integrável sobre este conjunto pois o conjunto dos seus pontos de 
descontinuidade contém o interior de A que, por ser não vazio e aberto, tem medida 
maior que zero. Entretanto, esta função é essencialmente contínua já que f(Qm) = O e 
em m,m - Qm ela é identicamente O. Ela também é Lebesgue integrável sobre todo A 
mensurável. 

Claramente, sendo ess..Cm o conjunto das funções essencialmente limitadas em intervalos 
limitados e essCm o conjunto das funções essencialmente contínuas de m,m -+ ffi. temos 
esscm e ess.c.m. 

O teorema (3.1) fornece uma caracterização da intensidade PN = p 1 entendida como 
seu limite definidor, pontualmente, sem a necessidade de ser um limite uniforme para 
processos pontuais que satisfazem (1.9). 

Teorema 3.1 Seja N um processo pontual que satisfaz {1.9) e EN sua medida de espe
rança. Então temos: 

1 dEN 
(i} se existir PN, satisfazendo (1.10} e PN E .C. , então existe d f . Se além disto 

_ dEN 1 PN E .C.1 entao ~ E ess .C. ; 

( ) dEN _ . ~ej E . l dEN rl ii se existir ~ entao existe PN q.s.1, • 'm particu ar, se ~ E ess 1.., , então 

existe D C ffi., f(D) = O, e existe a função intensidade em ffi. - D. Também, se 
PN = PN em IR-D e PN = O em D, então PN E L1, ou seja, PN E ess.C.1. 

dEN 
Em todos os casos temos PN = dP q.s.[fj. 

-1 dEN 
Demonstração (i) Pelo Lema 2.3, 3pN /\ PN E .C. -+ :3~ = PN q.s.[e] . 

dEN - l dEN . l df - PN q.s.[R] /\ PN E ..C -+ dl E essL . 
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(ii) Para todo Z € ]ft, calculemos o limite definidor de PX(t)

«m ' .111 !XalâlÜ ' .H. galglifKw ' .P. 'w(A) .

já que, para N satisfazendo (1.9), temos

pfw(a) iJ$ (A)splw(a) +>:Jlalj {w(A) il-po(IAI')

e pare'"Lo E'JV(E) - PiJV(A) - 1} + ot(IAI)-
Sejam / = =:ãi, ç'(z) - . /(y)dy, A = ja, ól, a < b, Ai = b -- t e h2 = t -- a. Assim,

pw(É) = .lim 5g(!:L/-i) - 'É'(l á2)

i!:: 1+ 2

Agora,

p(t + Ài) y(t h2)

:

P(t+À]) P(t) ÀI . P(t A2) P(f) Az

h] ht+h2 ' --À2 /1 +h2

(/(z) + '.(A] »);ilil6 + (/(t) + 't(-h2» };ilizi;

''',* (.'«:,çL*.' «:,ül),
na qual, pejo teorema da diferenciação de Lebesgue, ot é infiniLesimal q.s.lgl.

Como 0 $ ii;:fli; $ 1 e 0 $ h +h2 $ 1, Lemos

P(f+ hi) P(t h2)
ÉÍ'-:i-j;'-'::' +o q.s.lzl

ssC: Esta aârmação é na realida

lim

Assim, PN(f) - dE/V q.s.IZI.

Se dEN C esse', então existe J)l, e(1)i) - 0 tal que para o conjunto IR Z)l temos

que !!$y é limitada nos conjuntos limitados de IR -- l)i. Como dE/V - PX q.s.IZI, ]D2,

Z(O2) - 0 tal que !!ãi- - PX 'm (R - Oi) - D2
Seja 1) = Di U l)2, Z(1)) = 0

Assim, PX definida por PKln o = dENln .xlz) = 0 é tal que PN c Z:i, já que
dEN "
ãi in o é íntegrável e limitada sobre intervalos limitados. Portanto, PX C essCi. H

Observa,mos quc sob a hipótese B temos !!gPt € e
o item 61 do Teorema 3.1. "

ade,
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(ii) Para todo t E IR, calculemos o limite definidor de PN(t): 

PN(t) = lim P{N(6.) = l} = lim EN(6.) - ot(l~I) = lim EN(~) 
!ELI. 16.I ! ELI. 1~1 !ELI. 1~1 ' ILl.l➔O ILl.l➔O ILl.l➔O 

já que, para N satisfazendo (1.9), temos 

e portanto EN(~)= P{N(6.) = l} + ot(l~I). 
dEN X 

Sejam J = ~' cp(x) = f J(y)dy, 6. = la, bl, a< b, h1 = b- te h2 = t - a. Assim, 

( ) 1
. cp(t + hi) - cp(t - h2) PN t = 1m -------. 

h1 ➔0 h1 + h2 
h2➔0 

Agora, 

cp(t + h1) - cp(t - h2) 

h1 + h2 

na qual, pelo teorema da diferenciação de Lebesgue, Ot é infinitesimal q.s.[e]. 
Como O::; hih_/.h

2 
::; 1 e O::; hi':f:h

2 
::; 1, temos 

1. cp(t + h1) - cp(t - h2) f( ) O [e] lID ------- = t + q.s. . h1 ➔0 h1 + h2 
h2-tO 

dEN 
Assim, PN(t) = ~ q.s.[l]. 

Se~: E essL:1
, então existe D1, l(D1) = O tal que para o conjunto IR- D 1 temos 

dEN ' 1· . d . 1· . d d IR D C dEN [º] que de e 1m1ta a nos conJuntos muta os e - 1· orno de= PN q.s. e., :3D2 , 

dEN 
l(D2) = O tal que de = PN em (IR - D1) - D2. 

Seja D = D1 U D2, l(D) = O. 
dEN 

Assim, PN definida por PNl!R.-D = delrn.-D, PNID = O é tal que PN E L:1
, já que 

d1{1rn.-D é integrável e limitada sobre intervalos limitados. Portanto, PN E ess,C1. ■ 

Observamos que sob a hipótese B temos dft E essC1. Esta afirmação é na realidade, 
o item (i) do Teorema 3.1. 
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Teorema 3.2 Seja N ulll processo llol\tuüt que satisfaz (1-18) Ob:
q'ue satisjüçü a

de ma'ne'ira 'm,a.'is geral,

''"'»:,--, :'''«,-,$~(ú»:) .(i »:)

Seja j = dE 'í\ Njat a derãuaãa de Rüdon Nãkodyn de E \\ N. Se f é essenc atinente

confú'ua em ]R"', ísfo é, ]D C ]R", Z(1)) = 0, fa/ que .rIEm o á corzlz'nua, erztão ezisfe
pm : ]R"' --l) + IR c/ensác/ade produto de 07dem r7z de 7V e p,,: = .f em ]Rm 1). ETn
pari calar Pm C essCm

z=l

l)emonstração Seja t C (R' f") - D

P«(f) lim

l
aÍI -+ ol<í<m

P{N(Zki) = 1, 1 $ { $ m}

í-l

[llAíl
l

«:q~ .q'. r« fdZ
'rl a. o'

lim

ziil-+o

lim

:eH 'i
laia -+ o

[llail
:1

Como / é essencialmente contínua

v+ c IRI
.D, Vc > 0, ]â > 0, Vz € ]R' o, lln tll < ã -+ ll/(z) /(t)ll < .

Assim, quando doam (ll :i Ai) < J

'''', -','(Ó»: «) '4.. ,'''' '''',*.,'(1»: «)

Logo,
f« fd/
" n z,: o 'l

' (:E ': - «)

lim
E€11 A.=1
l ail -+ o

j'(t)

e portanto, p,v(t) = /(t)

Novamente observamos que, para um processo pontual que satisfaz (1.9) ou (1.18), pala
m ? 1. sc existir o limite uniforme para Pm, P«. (: Z", (se p« E r" temos forçosamente

p.. C 7Z") então Pr. é a derivada de Radon-Nikodyrn de E n N, p. = dE r] ]V/dg
q.s.lgl. Entretanto, para m > 1, para urn processo que satisfaz (1.18), se existir a derivada
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Teorema 3.2 Seja Num processo pontual que satisfaz {1.18) ou, de maneira mais geral, 
que satisfaça a 

m m 
Seja f = dE [1 N/di a derivada de Radon-Nikodyn de E TI N. Se f é essencialmente 

i=l i=l 
contínua em mm, isto é, 3D C m.m, i(D) = O, tal que fliRm-D é contínua, então existe 
Pm : mm - D -+ IR densidade produto de ordem m de N e Pm = f em mm - D. Em 
particular Pm E essCm. 

Demonstração Seja t E (JR.m - [m) - D. 

Pm(t) lim 
P { N ( f:::.i) = 1, 1 ~ i ~ m} 

Tn 

lE TI ô; 
i = l 

Jô;J-+0 
l~i$m 

lim 
Tn 

tE TI ó; 

i=l 
Jó;J-+0 
1$i::Çm 

m 

TI Jt::.íl 
í=l 

E iªl N CB1 t::.i) 
m 

TI lt::.il 
i=l 

Como f é essencialmente contínua, 

lim 
m 

tE [l ô; 

i=l 
Jô;J-+0 
l~i_Sm 

f m fde 
TI !:,., - D 
i=l 

Vt E mm - D, Vc > o, 3<5 > o, \:/x E m.m - D , Jlx - til <ó-+ llf(x) - J(t)II < é. 

Assim, quando diam (TI~1 f:::.i) < 8, 

Logo, 

(J(t) - c)i (ft !:::,.i - n) ~ Ir ·- fdf!. ~ (J(t) + c)f!. (ft !:::,.i - n) . 
i=l TI t:,., D 1=1 

i=l 

lim 
m 

!E íl ói 
í=l 

Jó;J-+0 
1$ i$m 

f m fdl 
TI b.i-D 

i=~ = J(t) 
e. ( .TI t::.i - n) 

i=l 

e portanto, PN(t) = J(t) • 
Novamente observamos que, para um processo pontual que satisfaz (1.9) ou (1.18) , para 

m 2' 1, se existir o limite uniforme para Pm, Pm E Lm, (se Pm E Lm temos forçosamente 
m m 

Pm E nm) então Pm é a derivada de Radon-Nikodym de E TI N, Pm = dE TI N/de 
i=1 i=l 

q.s.[e]. Entretanto, param> 1, para um processo que satisfaz (1.18), se existir a. derivada 
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d E n Ar/dg, não é claro que existam.. Não podemos fazer uso do teorema da diíêrenciação

de Lebesgue para o caso m ? 2 como âzemos no caso m = 1 para o Teorema 3.1, pois o
limite a ser calculado para Pm é um ]imite que uti]iza ]R"-intervalos que contêm z. Assim
para o caso m Z 2, a validade da recíproca que procurávamos vai depender de como é

a derivada de Radon-Nikodym. O Teorema 3.2 mostra que para a classe das funções
essencialmente contínuas a recíproca mencionada é verdadeira para qualquer processo
pontual que satisíhz(1.18). Observamos que é crucial, para o caso 7TI ? 2, termos a
existência de pJ,, garantida. Assim, enunciámos o teorema abaixo:

Teorema 3.3 Se ?lrn processo powzlua{ sali$/nz âs ca71d Pães r/./8; e existe p., a /unção
de'ns'idade produto, e'n,tão

ri se eríslir dE H JV/dg, en]ãa p,. = dE' ;r]. ]V/dZ g.$./Z/ e, eni parlicuZar, se

dE' n /V/dg C esse" enfia p. C essa:"

lii) se p." E E e o limite definidor de p«. jor ulLijorTne, evttão p«- ' dE " . N/dt q.s.l1l.

,4/ém disto, se p« C r" então dE ll JV7dZ C esse"
l

Observe que em riJ podemos Ler dE .rl. /V/dZ C (Z" esse'"), situação na qual a

mesmo ocorre para pnl e em Ü{J caso pm C r'" temos forçosamente p. ç 7Zm

Demonstração (i) Peia hipótese, a existência p« : ]R" f"' H 11{ é garantida, ou seja.
o limite definidor de p. é existente em cada ponto t de IR" -- e"'}. Cromo ta] limite existe

podemos calcula-lo por qualquer caminho e, em particular, calcularemos para os hipercu-
bos centrados em f, já que para tal caminho podemos usar o teorema da diferenciação de
Lebesgue para ]R'n

Assim,

P«(t) lim

:€1T 'i
l

laia-+ o

P{N(Ai) = 1, 1 $ { $ m}
m '

[llAil
l

':Ü. ~ (:Ü »:)lim

:1

laia--} ol<Í<m

i-l

E' ll w(Q(t,,»
l

Z(C? (f, r»
lim

CQ( t , ,'l
--lo

= lim
: CQ(t,r)

-+0

)(da .H. W/dí)dr

g(Q(t, ,»
n

l
dz (f) q.;.lz)

[ii) Pelo Lema 3, p« c Z" o p. = dE ]] JV/dg q.s.]é]

dÊ' [l /v/dg=p« q.s.]z]/\p. c r" }dE r] /v/dgCessr"'
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m 
dE TI N / de, não é claro que exista Pm· Não podemos fazer uso do teorema da diferenciação 

i = l 
de Lebesgue para o caso m 2: 2 como fizemos no caso m = 1 para o Teorema 3.1, pois o 
limite a ser calculado para Pm é um limite que utiliza m.m-intervalos que contêm x. Assim, 
para o caso m 2: 2, a validade da recíproca que procurávamos vai depender de como é 
a derivada de Radon-Nikodym. O Teorema 3.2 mostra que para a classe das funções 
essencialmente contínuas a recíproca mencionada é verdadeira para qualquer processo 
pontual que satisfaz (1.18). Observamos que é crucial, para o caso m 2: 2, termos a 
existência de Pm garantida. Assim, enunciamos o teorema abaixo: 

Teorema 3.3 Se um processo pontual satisfaz às condições {1.18} e existe Pm, a função 
densidade produto, então: 

m n 
{i} se existir dE TI N/de, então Pm = dE [1 N/d.f. q.s.[ej e, em particular, se 

i=n i=l m 
dE Il N / de E ess ,Cm então Pm E ess.Cm; 

i = l 

n {ii} se Pm E J::" e o limite definidor de Pm for uniforme, então Pm = dE Il N/de q.s.{ej. 
i=l n 

Além disto, se Pm E ,em então dE TI N / de E ess ,em. 
i=l 

n -m Observe que em (i) podemos ter dE TI N/df. E (,C - ess .Cm), situação na qual o 
i=l 

mesmo ocorre para Pm e em {ii} caso Pm E _cm temos forçosamente Pm E nm. 
Demonstração (i) Pela hipótese, a existência Pm : m_m - em ➔ ffi. é garantida, ou seja, 
o limite definidor de Pm é existente em cada ponto t de m_m - em. Como tal limite existe, 
podemos calculá-lo por qualquer caminho e, em particular, calcularemos para os hipercu
bos centrados em t, já que para tal caminho podemos usar o teorema da diferenciação de 
Lebesgue para lRm. 

Assim, 

Pm(t) lim ,. 
IE Il .ô.; 

i=l 
IA;J-;O 
1$i$m 

P { N ( t::,.i) = 1, 1 ~ i ~ m} 
m 
íl l.6.i 1 

i=l 

m 

lim 
n 

IE íl A; 
i=l 

IA;l-;O 
1$ i~n~ 

n 

E iBl N CB1 t::.i) 
m 
íl l.6.il 
i=l 

E Il N(Q(t , r )) 
lim _i_·=_l _ ____ = lim 

ÍQ(t,r/dE igl N/df.)de 

tEQ (t,r) f ( Q( t, r)) tEQ(t,r) 
r-+0 r-tO 

e(Q(t, r)) 
m 

dE Il N 

~~1 (t) q.s.[f.]. 

m 
(ii) Pelo Lema 3, Pm E z:n ➔ Pm = dE [1 N/de q.s.[e]. 

i=l m m 
dE [1 N/df = Pm q.s.[e] /\ Pm E _cm ➔ dE [1 N/df E ess.Cm. 

i=n i = l 
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Voltando à nossa pergunta inicial, obtivemos, resumidamente, as seguintes respostas.
Se o processo pontual satisfaz(1.9) e se existir a derivada de Radon-Nikodym de E/\í

então existirá PN e px = dE]V/dZ q.s.[él

Também, para processos pontuais que satisfazem(1.18), se a derivada de Radon

Nikodym de Z ll JV existir e fbr essencialmente contínua, então existe p. e ambos são

iguais.

Se o processo pontual satisfaz (1.18) e existe o limite definidor de p. então, se existir

a derivada de Radon-Nikodym de E ,ll ]V, dE ll Ar7dg, temos p. = dE .H ]V/dZ q.s-lgl.

Note que não temos necessariamente p. C .Cm OU, ainda melhor, pm € Rm pois não temos
forçosamente a uniformidade do limite para Pm. Aliás, como sabemos, se tivéssemos estes
fatos, a uniformidade e p« C .C''' :) ,C", também já teríamos a existência da derivada
de Radon-Nikodym garantida, assim como a sua igualdade a p. q.s.IZI e não haveria
informação nova.

3.2 Classes de processos #B e #A

Faremos a seguir duas definições que permitirão uma maior abrangência, no sentido de en-
globar um conjunto maior de processos pontuais, nos métodos de estimação da intensidade
apresentados nos Capítulos 4, 5 e 7

Definição 3.3 [rrlz processo paTztual /V saf afaz à hipótese J? quando rzão somerzfe sua
medida de es'pera'nça é a.bsotutame'nte contínua em retctção à, medida de Lebesg'ue, EN « e,

ou sqa, quarzdo ezisfe dÉ;/V/dZ C Z', lilás famóém q'fiando é 'uá/ida a relação Vf € ]R
VA C m, A inf«-/., t C A, BN(ZK) a(IAI)

Observamos que para tais processos existe PW, limite definidor da intensidade. e
dã'JV/dZ = PX q.s.IZI. Aliás, este f'ato está provado na demonstração do Teorema 3.1
(Ü)

Definição 3.4 [/T7z processo porzfua/ iV sat s/az â Áipófese 4 guarda, aiézíz de oóedecel
ü hipótese #B, satisfaz à àg\ atdüde

E(N x N)(.4 n o) ENzi (,4 í] D)

para todo .4 € A]R,z, na gua/ .D é o c07%junto dáagona/ de ]R2 e ai é a pMmeára p7xÜeção
canonzca

Observamos que esta última condição é equivalente a dizer que a medida E(/V x Ar)
restrita à diagona[, E(/V x ]V)lo : Ao o ]R, é a medida induzida na diagona] pe]a medida
E[V sobre a rata por 7rl, isto é, E(iV x N)lo = E]V7ri

Pai'a processos pontuais que satisfazem à hipótese +B, temos a seguinte proposição
análoga ao Lema 2.3

Proposiçãín 3.3 Se iV sofás/az à àápáfese #B então, para foda /unção p Zçd/\r-z7ifegrá'uel
temos JCpazw = J ppndt
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Voltando à nossa pergunta inicial, obtivemos, resumidamente, as seguintes respostas. 
Se o processo pontual satisfaz (1.9) e se existir a derivada de Radon-Nikodym de EN, 

então existirá PN e PN = dEN/d f q.s. [i]. 
Também, para processos pontuais que satisfazem (1.18), se a derivada de Radon

m 
Nikodym de E TI N exis tir e for essencialmente contínua, então existe Pm e ambos são 

i=l 
1gua1s. 

Se o processo pontua l satisfaz (1.18) e existe o limite definidor de Pm então, se existir 
m m m 

a derivada de Radon-Nikodym de E TI N, dE TI N/de, temos Pm = dE TI N/df q.s. [f]. 
i=l i=l i=l 

Note que não temos necessariamente Pm E ,em ou, ainda melhor, Pm E nm pois não temos 
forçosamente a uniformidade do limite para Pm· Aliás, como sabemos, se tivéssemos estes 
fatos, a uniformidade e Pm E e"" ::J ,em, ta mbém já teríamos a existência da derivada 
de Radon-Nikodym garantida, assim como a sua igualdade a Pm q.s.[e] e não haveria 
informação nova. 

3.2 Classes de processos *B e * A 

Faremos a seguir duas definições que permitirão uma maior abrangência, no sentido de en
globar um conjunto maior de processos pontuais, nos métodos de estimação da intensidade 
apresentados nos Capítulos 4, 5 e 7. 

Definição 3.3 Um processo pontual N satisfaz à hipótese *B quando não somente sua 
medida de esperança é absolutamente contínua em relação à medida de Lebesgue, EN « e, 

ou seja, quando existe dEN/de E ,e1, mas também quando é válida a relação Vt E IR 
V6. e IR, 6. intervalo, t E 6., EN(t::.) = P{N(6.) = 1} + Ot,6(16.1). 

Observamos que para tais processos existe PN, limite definidor da intensidade, e 
clEN/de = PN q.s.[e]. Aliás , este fato está provado na demonstração do Teorema 3.1 
(ü). 

Definição 3.4 Um processo pontu al N satisfaz à hipótese * A quando, além de obedecer 
a hipótese * B, satisfaz à igualdade 

E(N X N)(A n D) = EN1r1 (A n D) 

para todo A E AJR2, na qual D é o conjunto diagonal de IR2 e 1r1 é a primeira projeção 
canônica. 

Observamos que esta última condição é equivalente a dizer que a medida E(N x N) 

restrita à diagonal, E(N x N)ln : An -* IR, é a medida induzida na diagonal pela medida 
EN sobre a reta por 1r1, isto é, E(N x N )I D = EN1r1 . 

P ara processos pontuais que satisfazem à hipótese *B, temos a seguinte proposição 
análoga ao Lema 2. 3. 

Proposição 3.3 Se N satisfaz à hipótese * B então, para toda função cp EdN-integrável, 
temos f cpdEN = f 'PPNdt. 
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Demonstração Imediata, já que px = dE/V/d/ q.s.[éJ

Para processos pontuais que satisfazem à hipótese #A temos, analogamente ao Lema
2.4 e Corolário 2.6, a seguinte proposição

Proposição 3.4 Se /V safio/az â Áipóíese *Á erzlão, par'a foda /arzção pi irztegrát/e/ cozz&

«/«çã. ã «..dád« de«Manei', Cov(]V, N), tem«

lwt Cav (N.N) = Inz o'PtdC'" tN,W) + l PPndt, 'ptt) = .pl(t,t}.

Demonstração Basta provar que /n pidCov (JV, JV) = Jn ppwdt.

lp\dCovkN.N\ = In'P\ NxN)-ENxEN}

ltP\aE(NxN) Íwtd(ENxEN)

J.««-"-~*~. !.«-T»T''*«.
I-PT\d(ENT\) Q= J t .PdEN= IR.PPNdt

já que g2(D) (D)

De maneira similar ao que foi feito anteriormente, escrevemos

IVkL\PN(t)ü = 1-p(tWa t N(t»
para processos sob a hipótese #A

O análogo ao Lema 2.5 é indicado abaixo

Proposição 3.5 Sejam .r e y uaHáueis a/eaZódas de$rz das pelas inlegmis esfocásticas

:.=:": ; : iür=. Z.;;;H5'*'i=:;=TXLT=',=.,=#E= ç":í'=
Àápófese +A temos

;OVtX,Y\= IAXB) D LdN,dN)+ Í AXB)nD) PNdt.

Caso Cov (dAr, dlV) «K dg X dg, isto é, erisZe g2 C Z:, dCov (/V,N) = q2(u,u)d?zdu.

=QV(X,Y\= IÇ - JtUàgtUIq'2tU,IJldUdU-F Í AXBnD\ (tlPNÇt)dl.

Se N é bm processo de Poisson e'ntão

COV (X, r) = .Í.((AXB)nO) t)PN(t)dZ.
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Demonstração Imediata, j á que PN = dEN /de q.s. [f]. • 
Para processos pontuais que satisfazem à hipótese * A temos, analogamente ao Lema 

2.4 e Corolário 2.6, a seguinte proposição. 

Proposição 3.4 Se N satisfaz à hipótese * A então, para toda função <p1 integrável com 
relação à medida de covariância, Cov (N, N), temos: 

J<p1dCov(N,N) = { <p1dCov(N,N)+ { 'PPNdt, ip(t) =<p1(t,t). lm.2 -D lm. 
Demonstração Basta provar que f O <p1dCov (N, N) = fm. 'PPNdt. 

l <p1dCov (N,N) l <p1d(E(N x N) - EN x EN) 

l 'PI dE(N X N) - l 'Pl d(EN X EN) 

/, <p7r1 dE(N X N) - /, 'Pl dE-: ® dEN df X df 
D D de. df 

= /, <p1r1 d(EN1r1) - O= 1 <pdEN = { 'PPNdt 
D 1r1 (D) lm. 

já que f2(D) = f x f(D) = O. 

De maneira similar ao que foi feito anteriormente, escrevemos 

J <p(t)pN(t)dt = J <p(t)Var (dN(t)) 

para processos sob a hipótese * A. 
O análogo ao Lema 2.5 é indicado abaixo. 

■ 

Proposição 3 .5 Sejam X e Y variáveis aleatórias definidas pelas integrais estocásticas 
X = J;1 f dN e Y = J 8 gdN, D o conjunto diagonal de IR 2, 1r1 a primeira projeção 
canônica e A, B E Am. tais que (supp f n A) x (supp g n B) é limitado. Para N sob a 
hipótese * A temos 

Cov(X,Y)=j f ® g Cov(dN, dN)+1 fgpNdt. 
(Ax B)-D 1r1((AxB)nD) 

Caso Cov {dN, dN) « de x de, isto é, existe q2 E Z2
, dCov (N, N) = q2(u, v)dudv, 

Cov (X, Y) = 1 J(u)g(v)q2(u , v)dudv + { f(t)g(t)pN(t)dt. 
(A x B)-D l 1r1((AxB)nD) 

Se N é um processo de Poisson então 

Cov (X, Y) = { j(t)g(t)pN(t)dt. 
l 1r1((AxB)nD) 
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Demonstração Fazendo uso da Proposição 3.4 ao invés do Lema 2.4
mento da demonstração do Lema 2.5

repetimos o argu

Lembramos que se .N é um processo pontual simples então não há a ocorrência de
eventos simultâneos.

Teorema 3.4 S'e ./\r é um processo pontua/ sÍmp/es e está soó a Àdpófese #B então ./\r
scztãslüz a hipótese +A

Demonstração Sejam A C An limitado e {2h = {u C {)IAr«(A) = oo}. Como dE'JV/dZ C

Z' temos /Á(dE]V/d/)dg = E]V(Á) < m. Portanto P(nh) = 0 pois, em caso contrário,
teríamos E]V(Á) = Jl2 sz,. Nu (A)dP + JIZ.. N"(Á)dP = .n

Agora, V.4 C Am limitado Vu C g2 (2h podemos representar a medida Azul,â como
uma medida de contagem Arma,l = },jcJA rzjózj, JA conjunto finito Vj C JA,zf C A e
Wml,.l(.4) = Ej:.r. njó,,(a) = EJCJ. nj C N. Assim, V«, C í2 nh temos IV«l.,! x Xul,.! =

}=i.CIA ni. Õa] . x E,i,CIA ni,Õzi, = >'(il ,i2)elã nii 71i,Õz,. x ó=j: = }=(jl .jz)çiâ nil zij2á(=j. ,E,,)

Logo, Nu x xul,.lxÁ«Á x Á) n o) - Eb..j,)elâ'zJ.'tj,ã(:,..~:)({(z,z)lz € A}) =
Et:J. nÍÕ(«,a({(n, z)lz C A}) = Ek.J. nZã. (A)

Como N é simples, para todo k, nZ = llk = 1 e temos Aru x àrul..!*,4«A x 4) n l)) =
#JA = Nu l,l(.4)

Assim, obtivemos VA C AU limitado Vu € Q Kih, P(nh) = 0, (Nn x Nu)«Á x 4) n
U 1 = JV,.. [ /l l

Logo, B(]vuxNu)((-4xA)nD) - /n nh(N"xN")«ÁxH)no)'lP - Jn n,. N"(A)dp=
BIX«(A). Ou seja E(N x N)«A x .4) n o)

Sda agora a € An,. Se (7 é limitado então E(JV x JV)(a n D) = E(JV x N)«ri ((7n
O) x ri(cn D)) n D) = E'JV(zl(a n o)). Caso C' não seja limitado, sendo /,n = lz,z+
[): r] D, on /f é limitado e temo; E(N x w)(an o) = E;.z E(N x N)(anon Iro) =
E,.z Eiv(zl (c n o n i?)) = EJV(zt(a n D». Assim âca estabelecido o teorema

3.3 Análise de inferência segura

Vamos assumir que X : ç2 -} ]R seja um estimador não viesado para = e que Var(X)
a?. Suponhamos também que tenhamos uma seqüência de estimadores não-negativos
e variâncias finitas, Un e Un para todo n ? l tais que Vi = Var(X), Un+t = VarUn
e EUn = Un. Então, pela desigualdade de Tchebichev teremos para XI )' 0, P{X(co) c
lr miai,z+Xiail} ? l l/À? e, :guivalenLemente, Plz # IX(n) miai,X(w)+Àiall} $

l/À?. Sejam a. = vUn e õ« = VUn. Analogamente, podemos escrever PÍa. # lõ.(w)
À«+ia.+i,â«(u) + À«+ia«+il} É l/(À«+i)', pal'a todos n 2 1. Pode ocorrer, e esta é a
situação mais fteqüente na prática, que não conheçamos o valor de al e usemos âl(u) e
X(w) para formar intervalos de confiança para z quando a distribuição de ,r : í2 oJR é
conhecida. Nestas situações poder-se-ia, após ter sido feita alguma análise, concluir que,
com probabilidade p, r pertence ao intervalo IX(u) Àiâi(w), X(u) + Àiâi (co)l. Estamos
interessados na situação na qual não conhecemos a distribuição de X e queremos diminuir
a incerteza devido à substituição de cri por âi (w)
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Demonstração Fazendo uso da Proposição 3.4 ao invés do Lema 2.4, repetimos o argu
mento da demonstração do Lema 2.5. 

■ 

Lembramos que se N é um processo pontual simples então não há a ocorrência de 
eventos simultâneos. 

Teorema 3.4 Se N é um processo pontual simples e está sob a hipótese *B então N 
satisfaz a hipótese * A. 

Demonstração Sejam A E AIR. limitado e DA= {w E DINw (A) = oo}. Como dEN/ di E 

l 1 
temos f A ( dEN /dP)df = EN(A) < oo. Portanto P(DÁ) = O pois, em caso contrário, 

teríamos EN(A) = fn-n~ Nw(A)dP + fn~ Nw(A)dP = oo. 
Agora, \IA E AIR. limitado \fw E n - DA podemos representar a medida NwlA como 

uma medida de contagem NwlA = LjEJA njÓxi, JA conjunto finito \fj E JA , Xj E A e 
NwlA(A) = LjEJA njÓxj(A) = LjEJA nj E lN. Assim, Vw E n-nA ternos NwlA X NwlA = 

LjiEJA nj,Óxii XLj2EJA nj2Óxiz = L(j1 ,h)EJ1 n11njiÓxh XÓxh = L(j,,h)EJ1 nj,njiÓ(xii,xh)· 
Logo, Nw X Nw lAxA((A X A) n D) = L(j, ,h)EJ1 nj1 njiÓ(xii,xh)({(x,x)lx E A}) = 

LkEJA nkÓ(xk,xk)({(x,x)lx E A})= LkEJ;1 n~Óxk(A) . 
Como N é simples, para todo k, nl = nk = 1 e ternos Nw x NwlAxA((A x A) n D) = 

#JA = NwlA(A). 
Assim, obtivemos VA E Arn. limitado Vw E n - nA, P(D'.,i) = o, (Nw X Nw)((A X A) n 

D)= Nw(A). 
Logo, E(NwxNw)((AxA)nD) = fn-n' (NwxNw)((AxA)nD)dP = fn-n' Nw(A)dP = 

A A 
ENw(A). Ou seja E(N x N)((A x A) n D) = EN(A). 

Seja agora CE AIR.2. Se C é limitado então E(N x N)(C ri D)= E(N x N)((1r1 (C n 
D) x 1r1 (C n D)) n D) = EN(1r1 (C n D)). Caso C não seja limitado, sendo Jf = [z, z + 
1)2 n D, C n IP é limitado e temos E(N X N)(C n D)= LzE7Z E(N x N)(C n D n Jf) = 
LzE'll, EN(1r1 (C n D n Jf)) = EN(1r1 (C n D)). Assim fica estabelecido o teorema. ■ 

3.3 Análise de inferência segura 

Vamos assumir que X : n -+ JR seja um estimador não viesado para x e que Var (X) = 
af. Suponhamos também que tenhamos uma seqüência de estimadores não-negativos 
e variâncias finitas, Vn e Vn para todo n 2: 1 tais que Vi = Var (X), Vn+l = Var Vn 
e EVn = Vn. Então, pela desigualdade de Tchebichev teremos para >.1 > O, P{X(w) E 
[x-Àia1,x+>.1a1]} 2: 1-1/>.f e, equivalentemente, P{x f/. [X(w)->-ia1,X(w)+>.ia1]}::; 

1/ Àf. Sejam an = ffn e Ô-n = ~- Analogamente, podemos escrever P{an (j_ [ô-n(w) -
Àn+ 1ªn+1,ô-n (w) + Àn+1ªn+1]} ::; l/(Àn+1)2

, para todos n 2: 1. Pode ocorrer , e esta é a 
situação mais freqüente na prática, que não conheçamos o valor de a1 e usemos ô-1(w) e 
X(w) para formar intervalos de confiança para x quando a distribuição de X : n -+ JR é 
conhecida. Nestas situações poder-se-ia, após ter sido feita alguma análise, concluir que, 
com probabilidade p , x pertence ao intervalo [X(w) - À1ô-1 (w), X(w ) + À1ô-i(w)]. Estamos 
interessados na situação na qual não conhecemos a distribuição de X e queremos diminuir 
a incerteza devido à substituição de a1 por ô-1 (w). 
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Como Play e lâi(.,) À2a2,âi(w) + À2azJ} $ i/Àg, temos

Play $ õi («,) + À2a2} l Pfai > âl(w) + À2a2}

l Pla gla-(«,) À,a,,â:(w)+À,a,l} ? i-:L.
2

u)+ Z;(o,À- -,À,) - À-(â:('')+À,',), A('',À-,À,) - X(")-Z(",À-,À:) 'B(w,À:,À,)
Sejam, também,

Q+ {w C nlai $ âi (u) + Xza2},

{«, C nlz C IX(u) -- Àzai, X(«,) + Xiail},
{«, C nlz C IX('') É(u, XI , X2), X(u) + L(u, ÀI, À2)]}

Q

nm«p"'"''P(S2') ?(1 #) .p(ÍZ')2(i- Ê)

+ nno) e podemos escrever uando al $ âl(h') + À2a2, temos (!2+ n n:)
D

Plr C l,4(u, À], Àz),B(w, ÀI, À2)l} = P({2:)

? p(f2: n {)+) z p(íz' n sl+)

? p(n')+p(sl') 1 1 $ i
A desigualdade acima nos permite obter conclusões como a seguinte: com pelo menos

pr'babilidade (1 ' ' ), z porte"ce ao lutei«]o [X(") -- Ài(âi(«) + À2a2),X(u) +
Xi (â- (u) + À2a2)]

Este intervalo pode ser substituído na prática por

IX(") Ài(âi(")+ À2â2(.')), X(w)+ Àt(âi(u) + À2â2(o»l

e esta substituição é acompanhada por alguma incerteza. Podemos continuar o processo

de analisar o pior caso e obter probabilidades da forma 1 -- >- j$ para intervalos da forma

IX(") Lm(«,,Ài,. . . ,À«), X(U) + L«(w,Ài,. . . ,À«.)J com '

L.(w,Àt À«) Xi (â] (u) + Àz(- + À« l(õ« 1(«,) + À«a«) - - ))

Definição 3.5 a fe-a (X. (Un)«W', (Ün)«W') /n«nada po, «lna u«há«l a/e.ló,.i. X

Ç) -.} ]R, uma seqtlêzicia de rztímeros positíuos(}Ç«)«CW' e ur/ rl següência de ua íáueis
rllealóhas (Un : n H R)«CEN', cí 'lr71a seqüência inferente para z c R se e somelzíe ie
baterem

@ ZÇX Ví

ÜO Vn C W* Un+i = yar(Ü")

Oii vrz c w* zu« = un,

ruim Vn C W* Ün(Q) C R,
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Como P{o-1 <t [â1(w) -À2a2,ô-1(w) + À2a2]} :'.S 1/À~, temos 

P{cr1 :'.S â1(w) + À2a2} 1 - P{cr1 > ô-1(w) + À2a2} 

> 1 - P{o-1 (/. [â1(w) - À2cr2, â1 (w) + À2cr2]} 2: 1 - ) 2. 
2 

Sejam L(w, À1, >-2) = À1 {â1 (w)+>-20-2), A(w, À1, >-2) = X(w) - L(w, À1, À2) e B(w, À1, >-2) = 
X(w) + L(w, À1, >-2)-

Sejam, também, 

n+ = {w E Ojcr1 :'.S ô-1(w) + À2a2}, 
n º = {w E Dlx E [X(w) - ÀiCT1 , X(w) + À1cr1]}, 
D1 { w E Ojx E [X(w) - L(w, À1, À2), X(w) + L(w, À1, À2)]}. 

Temos portanto P(Dº) 2: ( 1 - fr ) e P(n+) 2: ( 1 - :¾). 
Então, como L(w,>.1 ,>.2 ) 2'. >.icr1 quando 0-1 ::; â 1(w) + >.2a2, temos (n+ n D1) => 

(n+ n Dº) e podemos escrever 

P{x E [A(w,À1 , >.2),B(w,À1,À2)]} = P(D1) 
2: P(D1 n n+) 2: P(nº n n +) 

> P(nº) + P(n+) - 1 > 1 - I_ - I__ - - .>.2 .).2 
l 2 

A desigualdade acima nos permite obter conclusões como a seguinte: com pelo menos 
probabilidade (1 - fI - ~), x pertence ao intervalo [X(w) - À1(â1(w) + À2a2),X(w) + 
>.1(â1(w) + >.20-2)]. 

Este intervalo pode ser substituído na prática por 

e esta substituição é acompanhada por alguma incerteza. Podemos continuar o processo 
n 

de analisar o pior caso e obter probabilidades da forma 1 - _I; f'! para intervalos da forma 
i= l • 

[X(w) - Lm(w, À1, ... , Àm) , X{w) + Lm(w, À1, ... , Àm)] com 

Lm(w, À1, ... , Àm) = À1(ô-1(w) + >'2(- · · + Àm- 1(ô-m_i(w) + Àmcrm) · · ·)). 

Definição 3.5 A terna (X, (Vn)nEJN•, (Vn)nEIN".) formada por uma variável aleatória X : 
D ➔ JR, uma seqüência de nú.meros positivos (Vn)nEJW e uma seqüência de variáveis 
aleatórias (Vn : n ➔ 1R)nE1N", é uma seqüência inferente para x E IR se e somente se 
valerem 

(i) EX= x, Vi = Var(X), 

{ii} Vn E lN* Vn+ l = Var(Vn), 

{iii} Vn E lN* EVn = Vn, 

{vi) Vn E lN* Vn(D) e IR+-
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Também utilizaremos a notação(X, Un , Un) para representar uma seqiiência inferente
e por vezes diremos apenas que as sequências U. e Un formam uma seqüência inferente para
aç. Observe que nesta definição já está embutido o fato de todas as variáveis aleatórias
isto é, X e Un, n 2 1, terem esperança e variância finitas, condição esta necessária para
podermos usei a desigualdade de Tchebichev para cada uma delas.

Teorema 3.5 (Da seqüência inferente de variáveis aleatórias.) Sda (X, Un, t;h)

uma segtiêrzcia {7V6rerzZe para z C ]f{ e a« = vUn, â. = vU", pa7-a lodo rz C IN'. Se

L«(w,Ài,...,À.) =ÀI(ât(o) +À2(.. +À--i(õ« i(u)+À«a«). .»

À{ C ]R} para ] < { < m, m € ]N*, então

PÍr C IX(u) - L. (w, Ài À«), X(«,) + J,. (u, Xi

Demonstração Se m l,então

r 'tz C la- LWJ ' 'Xlol} '\ \wJ 't '\lolJJ
l

PlzCJX(") Àial,X(")+ÀiaiJ} gl-x(") miai,X(u)+Àlalll?l é

pela desigualdade de Tchebichev.
Para facilidade de notação, seja Ak(w) = X(co) LÉ(w, Ài ,

Lk(w, XI, . . . , Àk).

Supondo a afirmação válida para m -- 1, temos

À#) e Bk(u) = X(«,) +

PÍz C IAm(w),Bm(w)1} 2 PÍz C IA«..(«,),B-(w)l A a« l É â« i(w) +À«a«}

? Plr C l.4« i(co),Bm l(o)) /\ a«-! $ â. i(w) + À«a«}

pois

l.4. ](«,), B« 1(0)1 C [A«(o), B.(«,))

quando a« l $ â« l(w) + X.c,.
A«im, PÍ# c l 4« (u), B«(u)l}

? PÍz C IA« i(«,),B.

: (- }'$)*(: V

(«,)l} + PÍa.-t $ â, :(u) + À«a.«} l

Ja que

Pla« l $ õ. i(w) + À«a.} 2 1 pta« l g la« i(n)+À«a«,â« i(u)+À-a«l}
]

> 1

Se substituirmos cr«, por âm(o) alguma incerteza será introduzida em nossa análise.
Este tipo de incerteza pode sei eliminada se conhecermos o valor de aJ para algum J ou
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Também utilizaremos a notação (X, Vn, Vn) para representar uma seqüência inferente 
e por vezes diremos apenas que as seqüências Vn e Vn formam uma seqüência inferente para 
x. Observe que nesta definição já está embutido o fato de todas as variáveis a leatórias, 
isto é, X e Vn, n 2: 1, terem esperança e variância finitas, condição esta necessária para 
podermos usar a desigualdade de Tchebichev para cada uma delas. 

Teorema 3.5 (Da seqüência inferente de variáveis aleatórias.) Seja (X, Vn, Vn) 

uma seqüência inferente para x E IR e an = ffn, ân = Fn, para todo n E lN* . Se 

Ài E IR~ para l :S i :S m, m E IN*, então 

Demonstração Se m = 1, então 

1 
P{x E [X(w) - >-ia1,X(w) + >-ia1]} = 1- P{x (/. [X(w) - >-io-1,X(w) + À1a1]} 2: 1- ).

2
, 

1 

pela desigualdade de Tchebichev. 
Para facilidade de notação, seja Ak(w) = X(w) - Lk(w, >.1 , ... , Àk) e Bk(w) = X(w) + 

Lk(w, À1, ... , Àk)-
Supondo a afirmação válida para m - 1, temos 

P{x E [Am(w), Bm(w)]} > P{x E [Am(w), Bm(w)] /1. ªm- 1 :S âm-1 (w) + Àmam} 

> P{x E [Am-1 (w) , Bm_i(w)] /\ ªm- 1 :S âm-1 (w) + Àmam} 

pois 

quando ªm-1 :S âm- l (w) + Àmam. 
Assim, P{x E [Am(w), Bm(w)]} 

> 

já que 

m 1 
l-~L.J , 2, 

i=l Ai 

■ 

Se substituirmos am por âm(w) alguma incerteza será introduzida em nossa análise. 
Este tipo de incerteza pode ser eliminada se conhecermos o valor de a1 para algum J ou 

'• 
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alguma cota superior para aJ- Podemos, pata raciocínios teóricos, tomar o limite l >: ll

quando nos for possível escolher Ài, á 2: 1, tais que o somatório infinito convitja para algum
valor menor do que um

Observamos que, ao aplicar esta análise de inferência segura, podemos obter estes
intervalos de confiança de "pelo menos probabilidade p" para z sela qual for a distribuição
de X. - Além disso, esta análise é mais conservadora que aquela feita se assumirmos uma
distribuição e 6zermos uma análise de intervalos de confiança, onde quer que esta última
possa sei' aplicada.

Assim como variáveis aleatórias são estimadores de números reais, processos estocásticos
podem ser entendidos como estimadores de funções

Se X : Q x ]R --» ]R é um processo estocástico que é um estimador não viesado para
a função sç : ]R -.} ]R, ou soja, que as funções .EX e a são iguais, e temos

'' . ' . ''
sequenclas

de estimadores, neste caso processos estocásticos, Zn : Q X ]R --} ]R, não negativos e de
variâncias, mais claramente funções variância, Un : ]R --> ]R para n 2: 1, tais que

1,/i= Vara ]R -+ ]R

f + Var (X(f) : !2 + R)
Un+i = Vm(Ü") e EÜ" = U.,

podemos desenvolver uma análise de inferência segura e obter bandas de conâança de "pelo
menos probabilidade p" de uma maneira totalmente similar àquela apresentada acima para
variáveis aleatórias

l)eflnição 3.6 Z Ze7na (X, (U")«€1N., (b(«)«(W') /orrnada pnr ur/z processo esZacáslica X

Q x /. -+ R, .!"''' !eqdê«.{. de Ançõ« (Un : / o m)««.' ' «".« "qüência d' p««
esÍocásfácos (U« : g2 x / -+ ]R).CW' é u7rm seqüência iníbrente para z : / -} JR se e
somente se valerem

rO ax H

00 Vn C ]N* Hn+i = ynr(Ün)

$ã{) Vn C W* EHn = t4.,

ru0 Vn ejN: Un(Q x /) C R+

Teorema 3.6 (Da seqüência inférente de processos estocásHcos). Se/a (X, Un, Un)

tlmrz seqliêricia inle7rrile para z : / } D{,a. = #l<. e ân = «1<.. Z)c#nindo para !oda
m C N*, L. : Q x / x (R;)" a m+ p07' '

L«(«,, f, À: , À«) = Ài(âl (w, f) + À2(. + À« l(â« :(o, t) + À«a«(t»
lemos, para todo t É; /, e todo m € ]N*

.) ) ,

PÍz(f) C IX(«,, f) h(u, f, xi À«),X(o, {) + L.(o,f, Ài À«)l} ? l

Demonstração Basta observar que, para cada f arbitrário 6xo, temos como consequência
direta d"- definições (3.5) e (3.6) que (X({), (Vn(l»«CW',(Un(t»«cm') é uma seqüência
illkrente Faia z(t) e aplicar ü Teorema 3.4. ' 'B
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00 alguma cota superior para a J. Podemos, para raciocínios teóricos, tomar o limite 1- _L f'! 
t=l • quando nos for possível escolher Ài, i 2:: 1, tais que o somatório infinito convi1ja para algum 

valor menor do que um. 
Observamos que, ao aplicar esta análise de inferência segura, podemos obter estes 

intervalos de confiança de "pelo menos probabilidade p" para x seja qual for a distribuição 
de X. Além disso, esta análise é mais conservadora que aquela feita se assumirmos uma 
distribuição e fizermos uma análise de intervalos de confiança, onde quer que esta última 
possa ser aplicada. 

Assim como variáveis aleatórias são estimadores de números reais, processos estocásticos 
podem ser entendidos como estimadores de funções. 

Se X : n x IR ➔ IR é um processo estocástico que é um estimador não viesado para 
a função x : IR ➔ IR, ou seja, que as funções EX e x são iguais, e temos seqüências 
de estimadores, neste caso processos estocásticos, Vn : n x IR ➔ IR, não negativos e de 
variâncias, mais claramente funções variância, Vn : IR ➔ IR para n 2'.: 1, tais que 

Vi = Var X : IR ➔ 1R , Vn+l = Var (Vn) e EVn = Vn, 
t ➔ Var(X(t): n ➔ IR) 

podemos desenvolver uma análise de inferência segura e obter bandas de confiança de "pelo 
menos probabilidade p" de uma maneira totalmente similar àquela apresentada acima para 
variáveis aleatórias. 

Definição 3.6 A terna (X, (Vn)nEIN", (Vn)nEIN*) formada por um processo estocástico X : n x J ➔ IR, uma seqüência de funções (Vn : I ➔ IR)nEIN" e uma seqüência de processos 
estocásticos (Vn : n x I ➔ IR)nEIN* é uma seqüência inferente p ara x : I ➔ IR se e 
somente se valerem 

(i) EX= x, Ví = Var(X), 

(ii) Vn E IN* Vn+ 1 = Var(V,i), 

{iii) Vn E IN* EVn = Vn, 

(vi) Vn E IN* Vn(n X I) e IR+-

Teorema 3.6 (Da seqüência inferente d e processos estocásticos) . Seja (X, Vn, Vn) 
uma seqüência inferente para x : I ➔ IR, an = ffn e ân = /¼,. Definindo para todo 
m E IN*, L m: n XI X (lR+)m ➔ IR+ por ' 

Lm(w, t, À1, ... , Àm) = À1 (â1 (w, t) + >.2(- .. + Àm-1 (âm-1 (w, t) + Àmam(t)) ... )), 

temos, para todo t E J, e todo m E IN*, 

Demonstração Basta observar que, para cada t arbitrário fixo, temos como conseqüência 
d iret a das definições (3.5) e (3.6} que (X(t), (Vn(t))nElW, (V,1 (t))nEIN") é uma seqüência 
inferente para x(t) e aplicar o Teorema 3.4. iiii 
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Capítulo 4

Estimação da Intensidade

Seja ]V um processo pontua] sobre o espaço mensui'áve](]E{, BR), com função intensidade
desconhecida p.N

Seja {@ij : i,j C Z} uma base ortonormal de andaletas da forma @iJ(t) = 2j/'@(2Jt {)
ou @ij(t) = 2j/'@(2Jf {T) para alguma ondaleta mãe @ obtida, se necessário, peia
composição de uma ondaleta padrão com uma transformação aâm de forma que seu suporte
seja [0, T]. Sqa é a ondaleta pai a ela correspondente.

Analogamente, seja {@k,a,@ij : á,A C Z, i ? Zi,j, ZÍ C Z} uma base oreonormal de
ondaletas que apresenta todas as escalas a partir de um número inteiro /ã 6xo.

É} extremamente agradável adorar a seguinte notação. Seja ÚZ = {z C Z : z ? d},d C
Z U { .»} e Z.(Zá) = ZU (Z xe{ M) se Z{ C Z. Caso Z{ = «, então, Z.(Z{) = Z:

Vamos utilizar letras gregas para índices em Ze(Zi) e escreveremos @ = q5o,eÍ se e só
se 77 C Z e @, - @Í,j se e só se TI = (i,j) C Za:

Assim, as expansões em ondaletas

/(z) >: }: õ:j@:j(t)
{c2a .j € 2a

(4.1)

e

Í\;««'' '

/(t) = >: 7kók,e.(t) + >1: >1: õij@ij(t)
kCZ íeZ .jCzí Z

serão simplesmente escritas na forma

(4.2)

J- )., a.'b..
qCZe(Z{)

com os coeficientes ao dados por

l4.3)

Z:(}: -eú{)ú-at

ll:a( < @{,@. >:(

/ E .L «.@.,,,'*
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Capítulo 4 

Estimação da Intensidade 

Seja N um processo pontual sobre o espaço mensurável (IR, Brn.), com função intensidade 
desconhecida p N. 

Seja { V,Jij : i, j E 7.l} uma base ortonormal de ondaletas da forma V,Jij(t) = 2il2'1jJ(2it-i) 
ou 1Pij(t) = 2íl2'ljJ(2it - iT) para alguma ondaleta mãe 'ljJ obtida, se necessário, pela 
composição de uma ondaleta padrão com uma transformação afim de forma que seu suporte 
seja (O, T ]. Seja cp a ondaleta pai a ela correspondente. 

Analogamente, seja { <Pk,ei, VJij : i, k E 7.l, j 2: l!.i, j, l!.i E 7.l} uma base ortonormal de 
ondaletas que apresenta todas as escalas a partir de um número inteiro /!,i fixo. 

É extremamente agradável adotar a seguinte notação. Seja d7.l = {z E 7.l: z 2: d}, d E 
7.lu {-oo} e Ze(l!.i) = 7.lU (7.l Xei 7.l) se l!.i E 7.l. Caso ei = -oo então, Ze(l!.i) = 7.l2 • 

Vamos utilizar letras gregas para índices em Ze(l!.i) e escreveremos 'ljJ11 = </>11,ei se e só 
se T/ E 7.l e 'lj;11 = VJi,j se e só se rJ = (i,j) E 7.l2 . 

Assim, as expansões em ondaletas 

f (t) = L ~ Óij1Pij(t) 
iE'l.l, j E'l.l, 

e 

kE'l.l, 

serão simplesmente escritas na forma 

íE'l.l, jEliZl 

com os coeficientes a11 dados por 

1 = Z: ªriVJri, 
71EZe(ei) 

[

00

00 f 'l/J11dt = ln (I: Üf.'lpf.)V,J71dt = L lo Ctf,VJE,VJ11dt 
R f. f. IR 

Z: ªE. < VJ[., 1/J,, >= ª1,-, 
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O nosso objetivo é obter a LesLrição de PW para o intervalo lO,rl caiu base nos pontos
de uma trajetória do processo contidos neste intervalo. Defina

.-Í:" :=:':Z:t::.
A partir daqui assumimos p c L2lo, rl. Portanto, para a expansão em ondalebas de p

temos

P = ).,$n+.,
a

(4.6)

H"- ].W.al W«at. l4.1\

O objetivo principal é estimar p através da expansão (4.6) e para isto, precisamos
estimar os coeficientes de ondaleta Pq dados por(4.7)

Nos teoremas e proposições que seguem, neste capítulo e também nos Capítulos 5 e
7, as demonstrações são feitas para o caso de ./V satisfazer às hipóteses B ou A. Estas de-

monstrações são igualmente válidas para as hipóteses +B ou +A sendo que as modificações
necessárias são a substituição dos Lemas 2.3, 2.4 (ou seu Corolário 2.6) e 2.5 pelas Pro..
posições 3.3, 3.4 e 3.5 respectivamente. Na verdade, bastaria provar estes teoremas para
as hipóteses +B ou +A pois todo processo sob a hipótese B está sob a hipótese +B e, como
pode ser visto na demonstração da Proposição 5.3 (íi), todo processo sob a hipótese A está
sob a hipótese +A . Caso não tenhamos dCov (N, /V) «K g2, a substituição de q2(u,u)dudt;
por dCov (]V, /V) mantém a veracidade dos enunciados dos teoremas e proposições.

T

4.1 Estimação dos coeficientes de ondaleta

Propomos um estimador de P? dado por

Dn- l. +ndN{.q. (4.8à

As propriedades principais do estimados (4.8) são indicadas no seguinte teorema.

T

Teorema 4.1 Se ]V satís/az â Àípotese 1? r#f?;, ezzfão

(t) o cslimador $n é Ttão uses«do

Se N satisfaz à ttipótese A (*A.), então

(ài) para Lados n e

c« ($« , Bt) lc'l'n(uà+( t«)qz tu, «)dudu

+ l $«Çu) (lu\p(uàd\ ,

/
(4.9)

lo,rl' {(=,") C m' : 0 $ z $ 1''} e q2(u,o) é dado por r/.ePy
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O nosso objetivo é obter a restrição de PN para o intervalo (O, T] com base nos pontos 
de uma traj etória do processo contidos neste intervalo. Defina 

_ {PN se t E (0, T] , p- , . 
O caso contran o. (4.5) 

A partir daqui assumimos p E L2(0, T]. Portanto, para a expansão em ondaletas de p 
temos 

(4.6) 

com 

(4.7) 

O objetivo principal é estimar p através da expansão (4.6) e para isto, precisamos 
estimar os coeficientes de ondaleta /371 dados por ( 4. 7). 

Nos teoremas e proposições que seguem, neste capítulo e também nos Capítulos 5 e 
7, as demonstrações são feitas para o caso de N satisfazer às hipóteses B ou A. Estas de
monstrações são igualmente válidas para as hipóteses *B ou * A sendo que as modificações 
necessárias são a substituição dos Lemas 2.3, 2.4 (ou seu Corolário 2.6) e 2.5 pelas Pro
posições 3.3, 3.4 e 3.5 respectivamente. Na verdade, bastaria provar estes teoremas para 
as hipóteses *B ou * A pois todo processo sob a hipótese B está sob a hipótese *B e, como 
pode ser visto na demonstração da Proposição 5.3 (íi), todo processo sob a hipótese A está 
sob a hipótese * A . Caso não tenhamos dCov (N, N) « l2, a substituição de q2 ( u, v )du dv 
por dCov (N, N) mantém a veracidade dos enunciados dos teoremas e proposições. 

4.1 Estimação dos coeficientes de ondaleta 

Propomos um estimador de /371 dado por 

(4.8) 

As propriedades principais do estimador (4.8) são indicadas no seguinte teorema. 

Teorema 4.1 Se N satisfaz à hipotese B (*B), então 

(i) o estimador ~T/ é não ·uiesaclo. 

Se N satisfaz à hipótese A (* A), então 

(ii) para todos rJ e ç, 

Cov(/371 , /3ç ) = j k 1/;71 (u)1/;ç(v)q2(u, v )dudv 

+ foT 1/;71 (u)1/;((u)p(u)du, 

na qual C = [O, T]2 - {(x, x) E JR2
: O~ x ~ T} e q2(u, v) é dado por {1.22} . 
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('iü) Em 'paü'tc'uta,r,

t'«tÕnÕ = 1 1.+.t«)+.(-)qa(u. «\dud« -F l Ú2n(Épjuàdu (4.10}

Demonstração (i) Como

E(É3n) = E l +ndNtt) = 1 ©npNtt\dt = 1 +npdt = Í)n.

Po é não viesado

lü) T:m«

- l. l +«tü+et«)otan(«)aN\-» l. l +«(«)+(ku)n(aN(«ü)E(aNI«»

- l. l. +.(«)+t]«)c«taN(u],aN(«».

Separando em duas integrais, uma sobre (7 e a outra sobre o conjunto {(z, sç) C #Z2l0 $
r $ T} e fazendo uso do Lema 2.4, obtemos (4.9)

(iii) Imediato de (íi)

CUCO., Be) = E Z Z
I' rT

b.Qu)aNk«) l. +(t-)aNt«)
T rT

b.\uàEdNtu\ l. +((«)EdNQu}

Assumamos que ]V é um processo de Poisson. Neste caso, q2(u,u) = 0 e (4.9) torna-se

rT ,T

=ov(Dn.B( = lü $n($à t\t)plt\at = E l n( )$(kt)dNtt\

e (4.10) reduz-se a

(4.11)

vat(p.õ= 1 \14\t pçtjdt = 1 x14ktlU\aNjt)\ = E l l14kt)anta).

Isto nos leva a propor as seguintes expressões para estimadores de (4.11) e (4.12),

sa«tÕ.,õ!) 1. $.kt)+(llàdN(t)

(4.12)

l4.i3)

<ÍL(Íi«)- l. +znÇI)dNÇt\,

respectivamente, que são evidentemente não viesados.
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(4.14)

(iii} Em particular, 

Demonstração (i) Como 

E(/JTJ) = E loT 'lj;TJdN(t) = loT 7PTJPN(t)dt = loT 'lj;TJpdt = /3TJ, 

/3,1 é não viesado. 

(ii) Temos 

Cov(/JTJ,/3() = E (loT 'lj;TJ(u)dN(u) loT 7P((v)dN(v)) - loT 'ljJ71 (u)EdN(u) loT VJ((v)EdN(v) 

= loT for 'lj;TJ(u)'l/Jç(v)E(dN(u)dN(v)) - loT loT 'lj;TJ(u)'lj;ç(v)E(dN(u))E(dN(v)) 

= loT for 'lj;TJ(u)1!J((v)Cov(dN(u), dN(v)). 

Separando em duas integrais, uma sobre C e a outra sobre o conjunto { (x, x) E .m210 ~ 
x ~ T} e fazendo uso do Lema 2.4, obtemos (4.9). 

(iii) Imediato de (ii). ■ 

Assumamos que N é um processo de Poisson. Neste caso, Q2 ( u, v) = O e ( 4. 9) torna-se 

e (4.10) reduz-se a 

T T T 
Var(/37J) = lo 'lj;~(t)p(t)dt = lo 'lj;~(t)E{dN(t)} =Elo 'lj;~(t)dN(t). (4.12) 

Isto nos leva a propor as seguintes expressões para estimadores de (4.11) e (4.12), 

( 4.13) 

e 

- {T 
Var(/31/) = ./o 'lj;~(t)dN(t) , (4.14) 

respectivamente, que são evidentemente não viesados. 
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a seguinte notação para uma seqiiência de estimadores e variâncias:

UGO = #f, Q.o = ÕO VC,«+l = Var(UG«), n à 0. (4.15)

Notamos, por substituição direta de (4.6) em (4.12) que

/

Definindo

Var(Pf) -
/@f(í) :P @ (t)dz = >1.1P.

T

@f(&)@q(Z)dt.

Vamos utilizar

7

? q

r7'

K!,- $2((1)+.tl )dt.

temos que(4.12) pode ser escrita como

Ue,: (ÓC) - )l:P«KG2'

Agora, calculemos a variância do estimados(4.]4):

q

(4.16)

(4.17)

*,: - "«'*,-, - «« lz'«;.''''«'',l
"(q, "Q.-)'-'(%,: ue,.y

,ç.l:@'««-*' l: .''~-.$
,l/"*:.''''«,'*' "''«'*«I'

nl. 1. dztlu) («)\dNtu) EaN(u)\\aNl-) EdN(u)\

l lc'+ttul$2( tu)C" (ÜN lul,aN(«» + l. +\(ul''J«taN(«»

F'inalmente, pelo Lema 2.4(Proposição 3.4) temos

't.- - llc'6tul$ze(«)q,Qu.«)dud" + 1. @tu\ptu)d"'
Já qne q2('u, u) = 0 pai'a um processo de Poisson, temos

':.-- l:«t ,-"''- l:«t-«'"«-.- , l:« ,' ~«.
Como anteriormente, defina

(4.18)

(4.19)

"ü, - 1, @ttlüNln,
que é um estimados não viesado para Ve,2. Se escreverino:

(4.20)
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Vamos utilizar a seguinte notação para uma seqüência de estimadores e variâncias: 

VE,,O = /3E,, ~,o = /3E,, ½,n+l = Var(Í'ç,n), n 2'. O. 

Notamos, por substituição direta de (4.6) em (4.12) que 

Definindo 

Kl,2 = for 'IJ;l(t)'lj;TJ(t )dt, 

temos que (4.12) pode ser escrita como 

Vç,1 = Var(A) = L,f3riK2,2 -

T/ 

Agora, calculemos a variância do estimador (4 .14): 

VE. ,2 = Var(Vc i) = Var (for 1/Jl(t)dN(t)) 

(
A A )2 (A )2 = E Vc1 - E½,1 = E VE,,1 - Vç,1 

E (for 1/Jl(t)dN(t) - for "Pi (t)EdN(t)) 
2 

= E (foT 'lj;l(t) [dN(t) - EdN(t)]) 
2 

E for for 'IJ;t (u) 'IJ;J (v)[dN(u) - EdN(u)][dN(v) - EdN(v)] 

j fc 'IJ;f(u)'IJ;f (v)Cov(dN(u) ,dN(v)) + for 'lj;!(u)Var(dN(u)) 

Finalmente, pelo Lema 2.4 (Proposição 3.4) temos 

Vp = j fc '1J;f (u)'lj;l(v)q2(u, v)dudv + foT 'lj;t(u)p(u)du. 

Já que q2 (u, v) = O para um processo de Poisson, temos 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

Vc2 = foT 'lj;t(t)p(t)dt = for 'lj;t(t)EdN(t) = E for 'lj;i(t)dN(t). (4.19) 

Como anteriormente, defina 

(4.20) 

que é um estimador não viesado para ½ .2- Se escrevermos 
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Á/.4 - ]o V'i([J@a(t)dt, (4.21)

temos, de maneira similar a Ue,i

U 2 1: Pq KÉl4- (4.22)?
Definindo

K!.. +Tlt)©.tt\Út, lq.za)

r7'

Kç«- 1. Ttt)aN\t). tç.u4}

Teorema 4.2 Se iV é um processo de Poisson que está soó a Àápátese .4 r#Á;, então

Ue.« P,K?.,«n21, h,« .,-,"20, (4.25)

qó. "güência' I'i' qu. VG. é u«. «lí«..d" ':ã' "i«ad. d' UG«, VG-l = Ua,(%,«) .

Demonstração inicialmente provarnns que U(.o = /3f e qlte os esLimadores são não
viesados. Para n = 0, como

?e.ü E,\ (11)dNttl=Õ

--'.." - - j:' «: '~'~«» - !:«:,'',"'''-

In ( (t)dt= 1 eltVE.B.$.tt)at-'>upnIR " ( =
: a < ÚÍ,'Üq > = PT = Ue,o

q

? l obtemos

r7'

E(Vçn] = EtKGZ«) = E l allÇ(tàcINjt) =

Z
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$ze" tt)Ptt)at +aE" kt\ \..B.4.(tàat

]

temos o seguinte resultado

a

temos que

Para n

ternos, de maneira similar a Vc1, 

Definindo 

temos o seguinte resultado. 

~.2 = "J:J3TJK2,4 . 
T/ 

K J,m = laT 1/;7{(t)'1j;T/(t)dt, 

K f. m = {T 1/J'{(t)dN(t), 
· lo 

{4.21) 

{4.22) 

(4.23) 

{4.24) 

Teorema 4.2 Se N é um processo de Poisson que está sob a hipótese A (* A), então 

Vcn = L, f3T/KJ,2n n 2: 1, Vç,n = Kf,,2", n 2: o, 
T/ 

{ 4.25) 

são seqüências tais que Vf.,n é um estimador não viesado de Vf. ,n, Vf..n+l = Var(Vç,n) e 
Vç,o = 13,_. 

Demonstração Inicialmente provamos que lfç,O = /Jf. e que os estimadores são não 
viesados. Para n = O, como 

temos que 

E(Vç,o) = E foT '1/Jç(t)dN(t) = foT 'l/Jç(t)p(t)dt = 

r 1/Jdt)p(t)dt = r 1/Jdt) L f3T/w11 (t)dt = L 1311 r 'l/Jri1/Jçdt = }IR lR. 1/ T/ JR. 

L /311 < 1Pç, 1PTJ > = /311 = Vç,0· 
T/ 

Para n 2: 1 obtemos 

~ { T 2" 
E(Vç,n) = E(Kf.,2") =Elo '1/Jf. (t)dN(t) = 

rT '1/Jr (t)p(t)dt = 1T '1/Jr (t) L f3111P11(t)dt = lo o 11 
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!..B« l. +aE- tt\$.\t)üt - )..0«K'!,.«

Agora, voltamos nossa atenção para a sequência de variâncias
Ue,o = #e e de (4.17) que

Para n 0 temos, de

EP. /''c,
q

Var(Pf) Var(Uâo)

Param >l

v, -(ÇZ,« ) )'- E(KÍ.2« >:#VK:,.)'

E Ç~l. +at' { aN« \,'. i:"?«»«««'.' q'

E ÇI l+e' tt)aNtt)

T \2

@g" (t) >: a,@.(z)at l
' 'n J/

Çl:«r''.-~«. l:"r«»««.q- ' Çl:q ..«'-«-~ ""«»V

- l l.«r-«w'«'«-«.-.««'« * l:w'*" «..-.'.--'»'''»
Como q2(u,u) = 0, pelo Lema 2-4, obtemos

",-':'..«. - l:©'*' «.,«*'-. .Ír @:.*.(1) }:Po'P- (t)dt

\..« ll' @'*' «",.«ü'' EP,J''c'« *: Ue,«+i

Teorema 4.3 (Da sequência inferente para os coeficientes de ondaleta.) Soó a
hipá!«. d' Te"'ma 4.e, te«''«.' pa« t.d' { C Ze(ei) « «güênc{« UG« ' Ue,«, « ? 0
forTitti.Tn. lilrlíl sequelictn t !Crente de urinaliets nleatorins pura [3E

Demonstração Dado o conhecimento do Teorema 4.2

V7z C ]N* U{.«(ÍZ) C IR+. Como Vu C
basta provar que V{ C Ze(Z{)

Üç..lu\- Ç~l. ut- WÜN(tb\«) úa(- (t)aN.H\ZO

o teorema está estabelecido.
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L,/3r, loT '1/Jr (t)'l/Jr,(t)dt = L,/3r,KJ,2n = ~,n· 
T/ T/ 

Agora, voltamos nossa atenção para a seqüência de variâncias. Para n = O temos, de 
Vç,o = /3ç e de {4.17) que 

Vç,1 = L, /3r,K2,2 = Var(/Jç) = Var(~,o). 
T/ 

Para n ~ l, 

( T T )2 ( T )2 = E lo 'l{Jr (t)dN(t) - lo '1/Jr (t)p(t)dt = E lo '1/Jr (t)[dN(t) - EdN(t)] 

= / fc '1/Jr (u)'l/Jr (v)q2(u , v)dudv + foT '1/Jr+l (t)Var(dN(t)). 

Como q2(u,v) = O, pelo Lema 2.4, obtemos 

T T 
Var(~,n) = 1 '1/Jr+I (t)p(t)dt = 1 '1/Jr+• (t) I: /3r,'l/Jr,(t)dt = 

o o T/ 

• 
Teorema 4.3 (Da seqüência inferente para os coeficientes de ondaleta.) Sob a 
hipótese do Teorema 4-2, temos: para todo ç E Ze(li) as seqüências ~.n e Vç,n, n ~ O 
formam uma seqüência inferente de variáveis aleatórias para /Jç . 

Demonstração Dado o conhecimento do Teorema 4.2, basta provar que Vç E Ze(ei) 
Vn E JN* Vcn(Q) e lR+ Como Vw E n 

o teorema está estabelecido. • 
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Portanto, no caso de JV ser um processo de Poisson, os estimadores para #f e as respec-

tivas e sucessivas variâncias são fáceis de calcular, sendo bodas da forma á:7' tpf'(t)dN(t).
e para uma trajetória particular com 7n pontos no intervalo 10, rl, nos instantes de tempo
ro, I'l, . - . , r« 1 , esta expressão se deduz a El=;Õ' @Í"(ri).

Para obter as variâncias sucessivas, para âns dc simulação, pode ser necessário conhecer
os valores de Ji:Z2., que dependem da família de ondaletas utilizada.

Para a família de ondaletas de Haar, é válido o seguinte resultado.

Proposição 4.1 Para as omdaletas de Haar reescaZa?fadas para o nfe7-ua/o lO,rl tais g'ue

iilP(o.o)ll = 1, os K .2« dados por Í2.PgJ sãa escrílos por

ri Se{,q C Z xziZ, {=(ai,yi), 77 =(n2,y2) erztão.-
Para n > 0 temos

raJ Se yt < 0 e y2 < 0, erzfão

2(2" ' iyi+Z/2/2) 7' -- (2' '1/2) qua7zdo zl :: z2 = 0

0 caso confráMo

róJ $e yÍ ? 0 ou 3/2 ? 0, ezzfão

2((2"'X -- l)yi +g/2/2) 7'--(2'

-- 2((2"' i-- l)yi+y2/2){F(2'

0

i/2) quando ua/er .A ou .B

i/2) se ua/er (l;

caso contrário

para 4 sendo (!ft Z 0 > g2 A 0 $ zi $ 2V: -- l),

B serzdo(g/i >y220/\0$r2É2V: IA2V: v'zz$zl <2P''W'+2P: p' :)

ease7zdo(yt >y2 )' 0A0 Sr2 $ 2V: IA2VI X2z2+2Vi'VZ i<n] .(

2v: v' (z2 + l»

Para n = 0 temos

Ía) Se 3/i ? 0 ou y2 ? 0 então

se 0 $ zi $ 2yi -- l

caso contrário

ÍÓJ Se yi < 0 e y2 < 0, erzZão

2(vi+pz)/2 se al = z2 = 0

caso confráráo

lü) Se (. q çl 'Z, e,«tão
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Portanto, no caso de N ser um processo de Poisson, os estimadores para f3E. e as respec

tivas e sucessivas variâncias são fáceis de calcular, sendo todas da forma Jt 'l/Jt" (t)dN(t), 
e para uma trajetória particular com m pontos no intervalo [O, T], nos instantes de tempo 

~ d 'Ç""""'m- 1 .,,2n ( ) To, T1, ... , T m-1, esta expressao se re uz a L..,i=O 'l'f. Ti . 

Para obter as variâncias sucessivas, para fins de simulação, pode ser necessário conhecer 
os valores de K2,2n, que dependem da família de ondaletas utilizada. 

Para a família de ondaletas de Haar, é válido o seguinte resultado. 

Proposição 4 .1 Para as ondaletas de Haar reescalonadas para o intervalo [O, T ] tais que 
ll"P(o,o) li = 1, os Kl,2n dados por (4.23} são escritos por 

{i} Se ç, 'T/ E 'll xei 'll, ç = (xi, y1), 'T/ = (x2, Y2) então: 
Para n > O temos 

quando X1 = x2 = O, 

caso contrário. 

{b} Se Y1 2: O ou Y2 2 O, então 

o caso contrário, 

para A sendo (y1 2 O > Y2 /\ O ::; x1 ~ 2Y1 
- 1), 

B sendo (y1 > y2 2: O/\ O ~ x 2 ::; 2Y2 - 1 /\ 2Y1 -y2x2 ::; x 1 < 2Y1 -y2 + 2Y1 -v2-l) 
e C sendo (y1 > y2 2: O/\ O ~ x 2 ~ 2v2 - 1 /\ 2Y1-v2x2 + 2Y1 - v2-1 ::; x 1 < 
2v1-Y2(x2 + 1)). 

Para n = O temos 

( a} Se Y1 2 O ou Y2 2 O então 

se O~ X1 ::; 2Y1 - 1, 

caso contrário. 

{b} Se Y1 < O e Y2 < O, então 

caso contrário. 

{ii} Se ç,'T/ E 'll, então 
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raJ Para Zi ? 0

;.., (;) '*'
0

q,, quando 0 $ ?7 $ 2' l

cczso contrário

(b) Parti < Q

"z,« - ';,.'.,. (;) ;" ,-
(z2,y2) € Z xzi Z, então0 iJ Se = r] CZ e 77

2((2' l/i)+g2/2)7'--(2"--1/2) quando Z $ y2 < 0 e içl 0

0 caso contrário

GuJ Se =(zi,yi)çZxZÍZe =z2CZ, erzfão

raJ Para TZ 2 1 lemos

2(2"'i !rl +Z{/2) T-(2'' 1 -- 1/2) para yi < 0 e zi :: z2 :: 0

«,, 2((2' ' i)n+fi/2)7- (2' ' i/2) para (yl >0,0$zt <2PI l.

e z2 = 0) ou (gÍ ? 0, 0 $ T7 $ 2ej

e 2P: e:q $ n < 2": ei(77 + 1)),

l

0 caso contrário

ró,) Para n = 0, temos

õq,o (iF. .o2(virei)/2 se Z/i < 0

caso con rár o

Demonstração Sda @ = Ú(o,o) ' T j/2(/to,r/2) /lr/2,r)) a ondaleta mãe para a família

de flaar reescalonada para o intervalo 10, PI tal que ll@(o.ü)ll ' l. /A representa a função
característica (indicadora) do conjunto .4. Colocando { ='(z], g/]) e 7] = (z2,y2), Lemos

@{ - 2P-/'@(2V'l rtT) e @«(t) = 2''/:@(2V't #2T)

Como t C supp@{ +> 2V:3/ ziT € 1o, rl t € 1ziT/2y' , (z + l)T/2P-l, temos

suPP@{ lz:T/2'' , (zi + l)T/2P'l

e, analogamente

suPP@# lr,T/2"', (n2 + l)T/2y'l
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(a) Para fi ~ O, 

1 
J. ( 2li ) (2\- l) 

T/ uç,T/ T quando O ::; 'f/ ::; 2n - 1, 
J({,2" = 

O caso contrário. 

{b} Para fi < O, 

(iii) Se f, = x1 E 'll e 'fJ = (x2, y2) E 'lL Xti 'lL, então 

{ 

2((2" -
1
li)+y2/2)r -(2n - 1/ 2) quando fi ::; Y2 < Ü e X1 = o, 

J(T/ -ç,2" -
O caso contrário. 

(iv) Se f, = (x1,Y1) E 'll Xti 'lL e 'f/ = x2 E 'll, então 

( a) Para n ~ 1 temos 

para Y1 < O e X 1 = x2 = O, 

2((2n- 1_ l)y1+ti/2)T- (2"- l - l/2) para (y1 ~ Ü,Ü::; X J ::; 2Yl - 1, 

o 

e x2 = O) ou (li ~ O, O::; 'f/::; 2ti - 1 
e 2Y1-li'f/::; Xt < 2Y1 - li('T/ + 1)), 

caso contrário. 

(b) Para n = O, temos 

Demonstração Seja 'if; = 1P(o,o) = r - 112 (110,T/2) - I (T/2,T)) a ondaleta mãe para a familia 
de Haar reescalonada para o intervalo [O, T] tal que 11 '1/J(o,o) II = 1. I A representa a função 
característica (indicadora) do conjunto A. Colocando ç = (x1,Y1) e 'T/ = (x2,Y2), temos 

e, analogamente, 
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A ondaleta pai, Ó = q5(o.o) ' T t/2/lo,r), é tal que ll@ll = 1. Temos

Óe,a - 2ei/2é(2':t eT), € C Z,

suPP Ç6{,Zi Kr/2':, ({ +- 1)r/2f:j

(i) Para 71 > 0, temos

(a) Se yi < 0 e y2 < 0 e zi então

l 'Fi7T J dt = 2t''' 'yl-'rv:/*JT-(

Se 3/1 < 0 e rl # 0, então suPP@e n lo,r) = ç] e, analogamente, para y2 < 0 e sç2 # 0
suPP@q n lo, T) = 0. Logo, KÉl2. = 0 nestas condições

«a,« - z' l=1'' 1=) '' - ,''« -,-*,,''', ',«
1/2)

(b) Se Z/t ? 0 ou Z/2 à 0, então,

Se y2 > yi temos obrigatoriamente 3/2 ? 0 e, portanto, supp@q c to.rl ou sitPP@# í]
lO,rl = @. Também, (supp Úq C suPP@e v suPPIPv n suPP@e = 0). Assim,

Se Z/2 = yi, então sttpp@# = supp@{ ou supplPç n supp@e = 0 q em ambos os casos,

Se 3/i > Z/Z, então supp@( C suPP@,7 ou suPP@e n suPP@o = ©. Além disto, caso
supp@f C supp@qi.então supp@{ está contido num gemi-suporte de Úq, isto é, supP@(
está contido em @i:(IR}) ou em @;: (R:)

Vamos dividir em casos.

Se 3/i ? 0 > Z/2, então

"?.:. - ..Á''"....*.', - ., ' - l=y"
0

<:« .{'*;'*,-* - l=y'
2(2' 'vi+pz/2)T(2' '+1/z)T/2vi
2((2" - 1)Z/i+3/z/2)7 -(2"'1 --1/2)

/ Is UPP 'P( l;;i7Í

sempre que supp@e C [0,r], ou seja, que zi C {0, . . . ,2vi -- ]}. Se ri Í {0, . . . ,2PI l},

então suPPtüe n lo, T) - 0 e KO.2« = 0

Se Z/i > g/2 ? 0, então supp tÚ{ C @;:(Xtl) o lziT/2V' , (ni+l)T/2V: ) C ln2T/2vz, (2n2+

l)T/2V'+ll H 2V' v:r2 $ =1 < 2V' i'=2 + 2Pt pz l e, também, supp@e C @;i([RI') o
lzi,7'/2V',(ri + l)T/2VI) C l(2rZ + l)T/2V2+i, (z2 + l)T/2gz) +> 2PI v2z2 + 2vi pz l <

a;i < 2P: v'(r2 + 1). Para tei'mos supp@q n to,rl # 0 devemos satisfazer à condição
0 $ z2 $ 2V' -- 1. Logo, neste caso temos

2vi -- 1}. Se ri Í {0,

fqn--l... i.../q\.. /nn--l l l/aX /'7' . /

'«.«: ('« .«,'2('" 'ylty2/2)T (:" '+i/2).Z' /s..p@( (/ü;i(n;) ' /üi'(n=)) dt

2«z' ' Op-+v,/ P' ' i/a(/@;(m;) / i(R ))(z),
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e 

A ondaleta pai, <p = <l>(o,o) = T-1/ 2 I[o,T), é tal que 11</J II = l. Temos 

<PE,,ei = 2ti/2cp(2lit - f,T), ç E 7l, 

(i) Para n > O, temos 

(a) Se Y1 < O e Y2 < O e x1 = xz = O, então 

](TI = rT (2v1/2)2n (2y2/2 ) dt = 2(2n-ly1+y2/2)T-(2n-l_l/2) 
ç,2" lo Tl/2 Tl/2 . 

Se Y1 < O e x1 -1- O, então supp 'lpf. n [O, T) = 0 e, analogamente, para y2 < O e x 2 -1- O, 
supp'lj;77 n [O, T) = 0. Logo, K2,2n = O nestas condições. 

(b) Se Y1 2: O ou Y2 2: O, então, 
Se Y2 > y1 temos obrigatoriamente yz 2: O e, portanto, supp 'lj;77 C [O, T] ou supp 'lj;

17 
n 

[O, T] = 0. Também, (supp'lj;77 C supp'l/Jç V supp'lj;77 n supp'l/Jç = O). Assim, 

K2,," = e { [,"PP~,,t,.dt = 0, e= (::::r 
Se Y2 = Y1, então supp 1µ17 = supp VJç ou supp 'lj;17 n supp 1/Jç = 0 e, em ambos os casos, 

KJ,2n = O. 
Se Y1 > Y2, então supp 'l/JE. C supp 'l/JTJ ou supp VJç n supp 'lj;77 = 0. Além disto, caso 

supp VJç C supp 'lj;11 , então supp VJç está contido num semi-suporte de 'lj;17 , isto é, supp VJç 
está contido em 'l/J;;- 1 (IR+) ou em 'l/J;;- 1 (IR':.). 

Vamos dividir em casos. 

Se YI 2: O > Y2, então 

[T 2n (2Y1/2 )
2
" 2Y2/2 

KJ,zn lo VJç 'l/J11dt = Tl/2 jsupp 'l/Jçl Tl/2 

2(zn-lYI +y2/2)T- (2n-l + l/2)T /2Yl 

2((2n - l)y1 +y2/2)r-(2"- 1- l/2) 
' 

sempre que supp 'l/JE. C [O, T], ou seja,_ que x 1 E {O, ... , 2Y1 - 1}. Se x 1 rf_ {O, ... , 2Y1 - 1}, 
então supp 7PE. n [O, T) = í/J e K2,zn = O. 

Se Y1 > Y2 2: O, então supp 'l/Jç e 'l/J,;;-1(IR~) H [x1T/2Y1, (x1 + l)T/2Y1) e [x2T/2Y2, (2x2+ 
l)T/2Y2+1] H 2v1-Y2x2 :::; x1 < 2v1-v2 x 2 + 2v1-v2 -

1 e, também, supp'lj;ç e 'l/J,;;- L(IR':. ) H 
[x 1, T /2Y1, (x 1 + I)T /2Y1) e [(2x2 + l)T /2Y2+1, (x2 + l )T /2Y2) H 2v1 - yzx 2 + 2Y1-y2 -1 :::; 

x 1 < 2v1- Y2 (x2 + 1). Para termos supp'lj;77 n [O, T] -1- 0 devemos satisfazer à condição 
O :::; x2 :::; 2Y2 - 1. Logo, neste caso temos 

T.(i,2n 2(2n- ly1+Y2/2)r- (2n-t+1/2) rT T (1 - l ) dt 
I' ~ lo .Lsupp-t/J{ 1/J; t(IR'.iJ 1/J;' (IR:. ) 

= 2((2n- 1- 1)y1 +y2/2)r-(2n- 1 - 1/2) (1 - l ) ( ) 
1/J;,t(IR+) 'l,b;, 1(1R:_) Z , 
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para qualquer z C supp@(

Para n :: 0 podemos supor, sem perda de generalidade, que g/2 ? g/i

(a) Suponha g2 ? 0 e y2 > yl. Então

K}., +.dt cç:w.,

pois supp[Pq C lO,rl ou snpptÚq í] lO,rl = 0 e supp@v está contido num gemi-suporte
de @C. Caso y2 = yZ, se ri # z2 Lemos suPP@( n suPP@v = 0 e portanto X;li = 0; se,
entretanto, zl :: z2 temos

K!.- - 1. ©.Ü. - [)

se z C {0, . . ,2PI ]}

em caso contrário

(b) Se zi # 0, como Z/t < 0
obtemos suPP @? r] t0,7') = 0.

temos supplPe n 10, T) = 0 e
Nestes casos, KZi = 0. Se z:

analogamente, para nz 7É 0
: z2 = 0, então

K;.. .Á li;i7Í ?;i7fÚf = ?!!:;::!e7' - 2h' +vd/2.

(ü) Se e, q C Z, então

n..« - l:<«+«*.'' - '.« 1:e:' .*,

*$,--1;1'':'',,*..,«,
Se Z{ ? 0, então

le7'/2':, (77 + 1)T/2':) n to, 7') = ! /2':, (q + l)T/2':) quando 0 $ T $ 2z: - l,
1 0 caso contrário.

Se Zi < 0, então l77r/2'', (q + l)T/2':) n lo,r) # ü se e somente se T
a intersecção é 10, T)

Portanto, para Zá 2 0, temos

0 e neste caso

"a,« - '.,, (;l '*'' : - '.,« (TI ''''
quando 77 C {0, . . . ,2" 1} e K;.2. = 0 caso contrário

Já, p-:' gá < 0, Le«-« Á'l'.,. - ('") (3=F') r .. T o e /q,. 0 se q # 0
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para qualquer z E supp1h. 
Para n = O podemos supor, sem perda de generalidade, que Y2 2'. y1 . 

(a) Suponha Y2 2'. O e Y2 > Y1. Então, 

K2,1 = e foT 'lf;11dt = O, e E lR, 

pois supp 'lf.,11 e [O, T] ou supp 'lf;71 n [O, T] = 0 e supp 'lf;71 está contido num semi-suporte 
de '1/JE,. Caso Y2 = Y1, se x 1 =1- x2 temos supp 1PE. n supp 'lf;71 = 0 e portanto K2_1 = O; se, 
entretanto, x 1 = x2 temos 

(T 
2 

{ 1 sexE {0, . . . ,2Y1 - 1}, 
K2,1 = ln 'lfJ,.,dt = 

0 O em caso contrário. 

(b) Se x1 =1- O, como Y1 < O, temos supp '1/Je n [O, T) = 0 e, analogamente, para x 2 =f- O 
obtemos supp1/J71 n [O, T) = 0. Nestes casos, K?1 = O. Se x1 = x2 = O, então 

(ii) Se ç, 7J E 7Z, então 

com 

Se fi 2'. O, então 

quando O~ 7J ~ 2ti - 1, 

caso contrário. 

Se fi < O, então [1JT/2ti, (1J + l)T/2,.i) n [O,T) =1- 0 se e somente ser,= O e neste caso 
a intersecção é [O, T). 

Portanto, para ei 2 O, temos 

quando 77 E {O, ... , 2n - 1} e K2,2,. = O caso contrário. 
( 2" +1) 

, . n. r,r·11 - ( 2t• ) -i- T - O 1(11 - -1. Ja, para ti < O, temos .L\.{,2" - T se 1J - e ç,2" - O se 1J r O. 
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(iii) Vr7 = (n2,3/2) € Z xzi Z, ]!e*({'
suPP oq n suPP éc,z{ - ü».

Se Zi ? 0,

.z22ei #2J) (supp@u c supp@e',zi/\ (v{ # {

suPP çóG/i n to, T) =
quando € C {0,...,2zÍ-- l}

caso contrário

portanto,

K!,.«=1 ç.tidze:'ÚndL=õ(.e' Ó?:,zi@,,dt = 0.
suPP 4'e''.ZÍ

/

Se /{ < 0, então: p;ua ri # 0 Lemos supP@e.fi n lo,r) = 0 e portanto /(?.2,
para zl :: 0 temos os casos Z{ $ 3/2 < 0 e Z/2 Z 0

Se g/2 ? 0, então á:7' @qdt = 0, donde X?.2. = 0
Se Z{ $ 3/2 < 0, então

0

í:'t««««* - i:ÇH"
2(2"' l Zi+y2/2) 7'--(2"'1 -- 1/2)

/

(iv) ( = (n],y2) C Z xziZ, 7] = r2 C a. Temos

supp@e C supp @o,zi ou supp@f Í] supp dq,z{ = 0.
Para n = 0 temos:

se yi ? 0, então KU.t = cá:l'@?d] = 0, c c ]R+;
se Z/i < 0, temos Zã $ g/i < 0 e

como Zá $ yi que

8..üõ.n l. +t+..tida

;...'..,.j:u? '* Õl7,0 áz, ,02(Zi+yi)/2

Para n > 0, temos

21z" *u +tilz)T \z" ' +\r'} l. l-pp'bLl"pp+...,dt.

Agora,(supp@,,zínÍO,T) # g) o«o $T $ 2e' IAg{ ? o) V(T7 =oAzã < 0))
Caso rl = 0 e /{ < 0, temos suppçbo,zi n lo,r) = lo,r)
De .l:r .r,upp@(dt = 21Í, para yt ? 0 e 0 < ri < 2Pi -- 1, e Jo /supp@edt = T, para Z/t < 0ue Jo isuPPV'(at :: 2}Í) para Z/i :3 u e u $ zl $ 2w

e zi = 0, temos

.K'7,. - 2((2"' l)yi+Z{/2) 7'-- (2" ' : 1/2)

pai'a 3/i 2 0, 77 -: 0 e 0 -< zl $ 2g/i l

/l-a2. = 2(2"'iyi+Z{/2)T-(2' 1/2)
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(iii) \/'f/ = (x2, y2) E 7l X li 7l, 3!ç* (ç* 
supp'lj;11 n supp r/>f,,f.i = 0)). 

Se fi 2: O, 

{ 

supp </>ui 
supp c/Jcfi n [O, T) = 

0 

{ li quando ç E O, ... , 2 - 1}, 

caso contrário. 

portanto, 

Se ei < O, então: para x1 -1 O temos supp c/Jcei n [O, T) = 0 e portanto K 2,
2

n = O, 
para x 1 = O temos os casos ei :'.S Y2 < O e Y2 2: O. 

Se Y2 2: O, então Jt 'lj;1Jdt = O, donde K2,2n = O. 
Se ei :'.S Y2 < O, então 

Kl.2• t · fD,'P,dt - t ( ;r-, ( ~::) dt 

2(2n-l li+y2/2)r- (2n-l - 1/2) . 

(iv) ç = (xi, Y2) E 7l Xf.i 7l, 'f/ = x2 E 7l. Temos, neste caso, como ei < y1 , que 
supp 'lfJr, e supp </>11,ei ou supp i/Jç n su pp </>11,ei = 0. 

Para n = O temos: 
se y 1 2: O, então K2, 1 = e Jt 'lp11dt = O, e E IR+; 
se Yt < o, temos ei ~ YI < o e 

Kl,1 Ó11,0Óx1 ,o for 1Pr,</>11,eidt 

= {T 2Yi/2 2P.i/2 - (f.i+yi)/2 
Ó71,0ôx1 ,o Jo Tl/2 Tl/2 dt - ó1J,Oôx1 ,o2 . 

Para n > O, temos: 

Agora, (supp</>11,ei n [O, T)-:/ 0) B ((O~ 'T/ :'.S 2ei -1 /\ f'.i 2: O) V ('TJ =O/\ ei < O)). 
Caso TJ = O e ei < O, temos supp </>11,ei n [O, T) = [O, T). 

De Jt Isupp'!/J~dt = 2[ 1 , para YI 2: O e O~ X1 :'.S 2Y1 -1, e J[ Isupp '!/J~ dt = T, para Y1 < O 
e x1 = O, temos 

para Y1 ~ O, TJ = O e O :'.S x 1 :'.S 2Y1 
- 1, 

Kl,2n = 2(2n-lYI Hi/2)r-(2n-l _ 1/2)' 
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para Z/i < 0, 77 := 0 e zi = 0, e Ke:2. = 0 nos outros casos

Se éi à 0 e 0 $ 17 $ 2zi 1, então supp@( C supPq5V./i lzi,2'/2P', (z + l)T/2p )C
l7]7'/2zi,(17 + 1)T/2zi) H 2v' zll7 É ri $ zl + l $ 2vi Zi(17 + 1) ++ 2vi zll7 $ ri <
2v: ':(q + l)

Assim

.FÍ'72. = 2(2"''yl+z{/2)T-(2" ' :+i/2) JC.-

quandoZã20,0$77$2'i le2P' zi7$sçt <2V''fÍ(17+1); e io.0 caso contrár

4.2 Estimação da função intensidade via ondaletas

Agora estamos aptos a estimar a função intensidade p por um procedimento de síntese
utilizando a$ estimativas dos coeâcientes de ondaleta

Teorema 4.4 Sega P = >'ocz.(zi) aQWq

Se N sütbjüz à hipótese B (*B), então

({) Q fu?Lção $ é um estiTttaãar nãa uàesüão para Q junção inteltsidüde p.

Se N sütisjüz à hãpó ese A (+A), então

({i) cl 'pari,ân,càa de $ é da.da por

""«, - : 1/ z «..«'".'«'«'«, «,'«'« * .('".':,«.''','',«l «.«.

Se N satisfaz à hipótese A (+A) e é processo âe Paisson* el\tão

"'',, - : l.c' «,'''". ':'-'',«l «.«. .

Ü«J .«. e.fá«.«d« «ã. ,{««d. p«« Ha,(P) é

"',, - : (/' «,'''«. ''''~'',l «.«.

Demo::'stração(i) Como E é um funcional linear contínuo,

a(») Ó-@.) >: P«@« ''
q a
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para Y1 < O, 7) = O e X1 = O, e K2,2 n = O nos outros casos. 

Se f.i 2 O e O ~ r,· ~ 2ti - 1, então supp VJE, e supp ifJr,,ti H [x1 , T /2Y1 , (x + l)T /2Y1 ) e 
[ryT/2ti, (rJ+l)T/2ti) f-t 2Y1-fi1) ~ X1 ~ XI +1 ~ 2Y1-li('TJ+l) f-t 2Y1-fi1) ~ X1 < 
2YI -fi('TJ + 1). 

Assim, 

KT/ n = 2(2n-ly1Hi/2)T- (2n-I+l/2).I_ 
ç,2 2Y1 

quando f.i 2 O, O ~ 'TJ ~ 2ti - l e 2Y1 -ti'TJ ~ x1 < 2Y1 -f\ 1) + l); e K2,
2

n = O caso contrário. 

■ 

4.2 Estimação da função intensidade v ia ondaletas 

Agora estamos aptos a estimar a função intensidade p por um procedimento de síntese 
utilizando as estimativas dos coeficientes de ondaleta. 

Teorema 4.4 Seja p = ~r,EZe(fi) /Jr,Vlr,· 

Se N satisfaz à hipótese B (*B), então 

(i) a função p é um estimador não viesado para a função intensidade p. 

Se N satisfaz à hipótese A (* A), então 

(ii) a variância de p é dada por 

Se N satisfaz à hipótese A (* A) e é processo de Poisson, então 

(iii) 

{iv) e um estimador não viesado para Var(p) é 

Demonstração (i) Como E é um funcional linear contínuo, 

T/ T/ 

56 



(Ü) V«(P) A'(E.(ÓV PV)@O)' ', (z. x.M, õa PJO,ú.)

E( 1:. C-«ÇB. , 6e)$«$t

Portanto, no caso geral

"" «, - ; ; l.r z «.'«,«. '«'«'«, «,'«~« * z' *,'*,*.''','',':) «,«.

(iii) Para um processo de Poisson, como q2('u, u) = 0, a expressão acima se reduz à soma
do segundo termo dentro do parênteses.

liv) Imediato pois p(f)dt = BdjV(f). H

Seqüências inferentes para p podem ser obtidas utilizando os resultados dos dois teo-
remas a seg:ulr.

T-rema 4.5 Sej. ,7 = (771, . . . ,q2«) C (Ze(Zà»'" «m .le««f. d. p«duf. «,feri-. d.

Ze(P{) p- e]e própria 2" u«, e ]V u«- Fracas« de Po $so" que satáe/« à Àepófese 4
j*A)- S.j«

"',' - ,..::,,,. lz" i ««,«l ji ««

"',' - ...;ã,,,. l/'ji««"«l ji««, « "'" « : :
Un($) ' Un(P) sãa segtiêncÍas d' -Máncías e exlá«-«dares, «spec íuamenfe

que.

aJ vl(P)

0i Un+i(P)

rüiJ Ü.(P) é «m« «Éi«'«d« «ão «i««d' pa,« Un(P)

Demonstração (i) Imediato.

lii) Temos que, devido ao fato de E ser um funcional linear contínuo

v.r(Ü,@)) -v,-l E
\.,7 e(Ze(Z{ ))2 ' z'ji««'~l i*«l/

''«:»,. '« lz' i ««'~, z' .Ü. «.«"«l Íi ««
Usando o Lema 2.5 obtemos
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(ii) Var(p) = E("E,r,(/Jr, - /3r,)'I/Jr,) 2 = E (Lç Lr,(/Jr, - /3r,)(/Jç - (Jç)'I/Jr,1/Jç) = 

= Lç Lr, Cov(/Jr,,A)'I/Jr,'1/Jç· 

Portanto, no caso geral, 

( iii) Para um processo de Poisson, como q2 ( u, v) = O, a expressão acima se reduz à soma 
do segundo termo dentro do parênteses. 

(iv) Imedia to pois p(t)dt = EdN(t). ■ 

Seqüências inferentes para p podem ser obtidas utilizando os resultados dos dois teo
remas a seguu·. 

Teorema 4.5 Seja TJ = (TJ1, ... ,TJ2n) E (Ze(fi) )2n um elemento do produto cartesiano de 
Ze(fi ) por ele próprio 2n vezes, e N um processo de Poisson que satisfaz à hipótese A 
(*A). Seja 

e 

Vn (p) = L 1 II '1/Jrit dN IT '1/JT/t, para todos n 2: l. ( 

T 2n ) 2n 

r,E(Ze(tí)) 2" O l= l l=l 

Então, Vn (fi) e Vn (p) são seqüências de variâncias e estimadores, respectivamente, tais 
que: 

(i) Vi (p) = Var(p). 

(ii) Vn+i(P) = Var(Vn(p)). 

(iii) Vn (p) é uma estimador não viesado para ¾i (p). 

Demonstração (i) Imediato. 
(ii) Temos que, devido ao fato de E ser um funcional linear contínuo, 

L _ n Cov (foT ij 'lj;T/t dN, foT ij '1/Jçm dN) IT VJTJt ij 'lPçm. 

T/,çE(Ze(ti))2 e- l m-1 f=l m - 1 

Usando o Lema 2.5 obtemos 
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Var (Un (P) )
,,...,..,:,,,. l.í'ji «« ,i ".«,'') Ji «« .Ê «.. -

lz'li' «««'l li' «« - ««"'
E

pe(Ze(Z{»2'

(iii) A igualdade Z?Un(P) = Un(P) decorre da linearidade e continuidade de E, do Teoierna
de Campbell e do Lema 2.3. n

Teorema 4.6 (Da seqiiência inferente.para a intensidade.) Para processos de Pois

"n .«b . /liPÓI«. .4 r*'iJ, " «güên.ia' Un(P) ' K-(P), « ? l, «n.fíf"'m u".' "güênc{«
i-/e«"f' d' p"""" "I«á.ti«. P.,« - {nf«,.id'd' P, - .d«, (p, U.(É), Ün(P) )' é -..
seqiiênc Q àiifelzTlte para p

Demonstração Basta provar que VTZ 2 ], Un(P)(n x ]0,7']) C IR+. Como V7z C JN
vu c íz, vt c lo, 7'l,

"',"«, '' - ,...=,,,. lz'ii ««'«-l Íi ««.',

;=,,,. z' li ««) U ««, '',l '« - ....:,,,. z' IJI «««« ',,) '«
2n \

11 @..ú..(t) l aw"

/',...,:,,,. . lli' ««««'',l 1) «.««.« '',1 '«-
./

I' «.,'',««l ...,.:,,. . lbl «.« .',«.«l '«

-z'l,..,.:,,
é estabelecida a validade do teorema.

\ 2
2"

11 @..(1)ú., l awu 20
\ t='1 l

Pala generalizações veja de Mirarlda(2002b)
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= L 
µE(Ze( li))2n+ 1 

(iii) A igualdade EVn(P) = Vn(P) decorre da linearidade e continuidade de E, do Teorema 
de Campbell e do Lema 2.3. ■ 

Teorema 4.6 (Da seqüência inferente para a intensidade.) P ara processos de Pois
son sob a hipótese A (*A), as seqüências Vn(p) e Vn(P), n ~ l, constituem uma seqüência 
inferente de processos estocásticos para a intensidade p, ou seja, (p, Vn(fi) , Vn(p) ) é uma 
seqüência inferente para p. 

Demonstração Basta provar que Vn ~ 1, Vn(p)(n x [O,T]) C lR+ · Como Vn E lN*, 
Vw E D, Vt E [O,T), 

= loT ( L 
2Ji 'I/J17t (t)1pT/t) 

2 

dNw ~ O , 
O 11E(Ze(ti))2n-t l = I 

é estabelecida a validade do teorema. 

Para generalizações veja de Miranda (2002b). 
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Capítulo 5

Estimação com uso de limiares

Sej«mÚa. =Í' C ZlaSz $ .},d,' C ZU{ mJUÍ+ml; Z.(Zà)J
seZáC2ZeZ.(Zá)J=ZóxÍzCZI,$J} seZÍ= m

Utilizaremos a notação

Z U (2Z x/i Z.r)

PJ = )ll: Õ.@. = )1: Óq'Pq, (5.1)
reze(Zi)J .jÉ;

para a função intensidade estimada por ondaletas @# com escalas até a J-ésima ordem.
/ 2 0, lembrando que qualldo ?7 é um par ordenado o representamos por(á, j). Observamos
que se ./ < ZÍ então a função intensidade é estimada apenas por ondaletas Óq.fi e se
Z{ = --oo a expansão é feita, apenas por ondaletas escalonadas a partir da ondaleta mãe.
Usamos a notação

':, - .. E;. . ." (ó., ,óa)) ó.«. - E , ló., *~''üa)) õ.««qe.Ze(ZÍ)J ~ ' .j$J \ /
(5.2)

para a função intensidade estimada formada a partir dos coeficientes de ondaleta subme-
t;idos a um procedimento limiar.

Uma função limiar T : #? x m+ o #t é uma função mensurável tal que 0 $ T(z,g/) $ 1
e, para todo y,T(z,y) = 1 se lsçl ã y,T(z,3/) é não decrescente em lO,yl e não crescente
em l--z/, 01

Observamos que o símbolo 7' possui dois significados diferentes, o número real que
indica o extremo do intervalo lo,rl e a função lintiar T(=, g/). No entanto, isto não prdu-
dicará o entendimento do leitor

Seja / a medida de Lebesgue na rega. Derlotaremos ess sup,.!/(ess mfA /) o supremo
jíilfimo) essencial de uma função/ sobre o conjunto .4. Para íàcilidade de notação, escreve-
remos ess supo / no lugar de esssupsupp+. / - ess sup=csilPPÜ4 f(r), na qual supp Úv sig-
nifica o suporte da ondaleta Úq. Se / = >,Ocde(Zi) açÚT' escrevemos .f; ' >.ocde(/{); a @

e .r31À = E,cz.(fi). T(aq, L(À,,7))aT@q Z, : R+ x Ze(Zi)J -+ R+

Definição 5.1 Z)íre7zzos g'ue a /urzção / á e$se7 cía/merzíe a- HÓ/der anil e17i .4 C .F: se e

««.e"f' " "{.f.m 'l"as «nsf-tes, K ' a, e «« c.«y-f. O c m, Z(Z)) = 0, f«/ qu.

p««t.doz .g/ .m.'l D t.m«l/(r) .f(y) $Klr yl',a>0
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Capítulo 5 

Estimação com uso de limiares 

Sejam d'lLe = {z E 7ljd S z S e},d,e E 'ZLU{-oo}U{+oo}; Ze(fi)J = 7lU('lLxei'lLJ) 
se li E 7l e Ze(ii)J = 'lL x {z E 'lLJz S J} se fi = -oo. 

Utilizaremos a notação 

PJ = I: /31, 7/Jri = I: /Jri 7/Jri, (5.1) 
riEZe(ii)J j~J 

para a função intensidade estimada por ondaletas 'l/Jri com escalas até a J-ésima ordem, 
J 2'. O, lembrando que quando 1J é um par ordenado o representamos por (i,j). Observamos 
que se J < fi então a função intensidade é estimada apenas por ondaletas q;TJ,f.i e se 
fi = -oo a expansão é feita apenas por ondaletas escalonadas a partir da ondaleta mãe. 
Usamos a notação 

P).>. = L T (/-Jri, >-Jvar(/371)) firi'l/J71 = I: T (/371 , >.Jvar(/371)) firi7P11 (5.2) 
71EZe(li)J j~J 

para a função intensidade estimada formada a partir dos coeficientes de ondaleta subme
tidos a um procedimento limiar. 

Uma função limiar T : IR x IR+ ➔ IR é uma função mensmável tal que O S T ( x, y) S 1 
e, para todo y, T(x, y) = 1 se Jxl 2'. y, T(x, y) é não decrescente em [O, y] e não crescente 
em [-y, O] . 

Observamos que o símbolo T possui dois significados diferentes, o número real que 
indica o extremo do intervalo [O, T] e a função limiar T(x, y). No entanto, isto não preju
dicará o entendimento do leitor. 

Seja e a medida de Lebesgue na reta. Denotaremos ess supA J(ess infA f) o supremo 
(ínfimo) essencial de uma função f sobre o conjunto A. Para facilidade de notação, escreve
remos ess sup71 f no lugar de ess supsupp,t.,'7 f = ess supxESupp,t.,q f (x), na qual supp 'l/;

71 
sig

nifica o suporte da ondaleta 1/Jw Se J = 'I:11EZe(li) ªriVJ11 , escrevemos f1 = LriEZe(li)J a
11

'lf;
71 

e Í],>. = L 11EZe(li)J T(a11 , L(À, 17))et11'l/J11 L: lR+ X Ze(fi)1 ➔ lR+. 

Definição 5.1 Diremos que a função f é essencfolmente a- Holderiana em A e IR se e 
somente se existem duas constantes, 1( e a, e um conjunto D C IR, f(D) = O, tal que 
para todo x e y em A - D temos IJ(x ) - J(y)J S Klx -yjª, a> O. 
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Esta definição pode ser imediatamente estendida para /
medida; (X, dl), (y, d2) espaços métricos.

X o y, (X, .4, p) espaço de

Definição 5.2 De/irlimos ess lim.o, j'(n) - L, qua7ido ezisfe unl conyurzlo Z) C n, g(D) :
0, fal gue o Zárrzáfe g'uazzdo r > y da /unção/l,4 0, restrição de / a .4 1), á o númel'o
ren.]. T.

Analogamente, podemos estender o conceito de limite essencial, definir funções essen-
cialmente diferenciáveis, etc.

5.1 Velocidade de convergência e limitantes para o viés
Os resultados a seguir fornecem limitantes superiores para a magnitude do viés, medido

lla norma L', dos estimadores (5.1) e(5.2), no caso de p essencialmente a-Hõlderiana

Teo"ma 5.1 Sda {@«lr7 C Z.(/{)}, /{ $ 0, Zã € Z U {--m} ««- Ó«. «ton«««l d.

orzda/elas fa/ gue s'upp IP(o,o) =10, T] e lé(o,o) á esseTzciaZmerzfe /inalada.
;eja N uln processo paUL\ nl que srltisfaz {L hipótese B (+B). Suponha qhe p, ü junção

inteízs dado de JV resthla a]0,T], sey'a essenc a/merzte a #ó/dimana corri comsla7zfes K e
a > 0. .Então,

, ""., ' . !pqT??:ÇW (á)":*...--'«,,
para lodo J ? 0, rla qual À/ = maxljessinflo.rJ @(o.o)l,esssnp]o,r] @(o.o)}

(5-3)

])emonstração Para todo p e J 2: 0 vale a, seguinte igualdade

llP E(PJ)ll' rrEP,ú.
q

EEÓ.@,H'
j$J

ll )l:(#- E(Ó«»'P.+ >1: /3.@.ll' P.@.ll'
j$J Cz2.j>J VCZ2.j>J ocZz.j>J

Agora, encontraremos para cada 77, limitanLes superiores e inferiores para /3V
Ún+ = maxÍIPu,0}, @ = rnax{ @?,0} e supp @q - [aq,bq]. Como p é não negativa

Sda

on= 1 npdt= j+:lpat l+;jpdt

Ê: 1++ ess swp.pdt -- l+;lpss \ni.pdl

:l i)ess inínpdt + l+l(ess swpnp ess \nhp)dl/

ess \ntnp l+nü2 + (ess swpnp -- ess utinP\ Í+:iat
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Esta definição pode ser imediatamente estendida para f : X ➔ Y, (X, A ,µ) espaço de 
medida; (X, d1), (Y, d2) espaços métricos. 

Definição 5.2 Definimos ess limx➔y f (x) = L, quando exist e um conjunto D e IR, .e(D) = 
O, tal que o limite quando x ➔ y da Junção !IA- D, restrição de f a A - D , é o número 
real L. 

Analogamente, podemos estender o conceito de limite essencial, definir funções essen
cialmente diferenciáveis, etc. 

5.1 Velocidade de convergência e limitantes para o viés 

Os resultados a seguir fornecem limitantes superiores para a magnitude do viés, medido 
na norma L 2, dos estimadores (5.1) e (5.2), no caso de p essencialmente a-Hõlderiana. 

Teorema 5.1 Seja {'l/111 117 E Ze(fi)}, fi :S O, .ei E 7Z U {-oo} uma base ortonormal de 
ondaletas tal que supp 'l/lco,o) = [O, T] e 'l/lco,o) é essencialmente limitada. 

Seja N um processo pontual que satisfaz a hipótese B (*B). Suponha que p, a função 
intensidade de N restrita a [O, T], seja essencialmente a -Holderiana com constantes l( e 
a > O. Então, 

A 2 K 2M2 jsupp'l/l(o,o) l2(0+1) ( 1 )J+l 
IIP - E(p; )li :S (l _ 2-20) 220 X(o,11(a), (5.3) 

para todo J 2: O, na qual M = max{jessinf[o,rJ'l/l(o,o)l,esssup[o,rJ'l/l(o,o)}-

Demonstração Para todo p e J 2: O vale a seguinte igualdade: 

li L (/311 - E((317))'l/111 + L .B111P11ll
2 = li L f3111P11112 = L ,B~. 

j '5:J 71E 'll,2 ,j>J 71E'll,2 ,j>J 71E 'll,2 ,j>J 

Agora, encontraremos para cada 77, limitantes superiores e inferiores para ,871 • Seja 
1/Jt = max{ 1P1,, O}, 7/J;; = max{-'l/171 , O} e supp 7/J71 = [a71 , b11 ]. Como pé não negativa, 

/311 = j 1/J11pdt = j 7/Jt pdt - j 'l/1; pdt 

= j ( 7/Jt - 'l/1; )ess infr,pdt + j 7/Jt ( ess sup71p - ess inf71p )dt = 

= ess inf~p j -it,11dt + ( ess su p11p - ess inf71p) j -it,-:; dt 
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$ o + K(õ, av)'(ó,l a,/)ess supq@q+

K(b? -- aq)'+' 2j/2ess sitp(o.o)@(o,o)

Analogamente

B,t'Z l+:leis \litnpdt l4;leis supnpdt

? 0 K(b? ao)'/@od ? K'(bç aO)'+'2'/'jess inf(o.o)@(o,o)l-

Seja ]W = maxless duplo.rl@(o,o) , ess infjo,rl@(o,o) }- Então podemos escrever

', ' ""''. - «,''*-,"' - *« (HWM)'*' :''',
OIÍ $ /fz1142lsuPP@(o,o) l2('+])2 (2'+1)j

Como a .j-ésima escala tem no máximo 21 coeficientes de ondaleta não nulos

>: /3Í $ )1: 2j(K':M'lsuPP@(o.o)l:('+')2 (2'+')j) =

nCZ?,j>J j>J

= /f2A42lsuPP@(o,o)l ('+1) >' 2 2'J =

= X'2À/'lsuPPIP(o,o) l2('+ ') l:l;l;!n]
Agora, se a > 1 e .Á C ]R é um intervalo da reta, toda função essencialmente a-

Hõlderiana é constante em .A -- -D pois, sendo z e 3/ € .A -- .D, z < Z/, podemos escrever

1/(V) /(z)l $ El:# l/(ri+t) /(zl)l $ E:!= K(=i+l ui)' $ K(«,ar0.i«. i(zi+i
zi))' 'E;l:J(zi+i =,) = A'(«.a=o$i<« 1(zi+l z',))' '(y r), naqual;; o <zi <

< zn = Z/ e pai'a todo ê, 0 $ { g n, z{ C .A -- .D. Como Vc > 0 podemos escolher tais
pontos de forma a termos mazo<i<n i(zi+i ni) < e, pois caso contrário teríamos um
intervalo contido em 1) e este não obedeceria a g(1)) = 0, temos Vc > 0 l/(v) /(z)l <e
e portanto /(y) = /(z) para todos r e 3/ em .4 Z)

Sendo p essencialmente constante, temos Po = .f@opdt = 0 para todo J ? 0 donde

llp z(P})ll:
ne'a? ,j'>J

0

Teorema 5.2 Soó as cona Cães acima e a Àãpótese adicional de que JV é um processo de

Poá soro sob a hipótese H r*ÀJ, gue Ze(Z{) - Z: e q?'e ezfsie esslimtaoÚ(o.ü)(1) = L,
ferrzos pf7rfl quíaZquer /u7zção / m ar 7' e À ? 0,
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Analogamente, 

2:: o - K(bT/ - aT/)ª J '1/J-;;dt 2 -K(bT/ - aT/)0+121l2jess infco,o) 'I/Jco,o)I• 

Seja M = max{ ess sup[o,rJ'I/Jco,o), -ess inf[o,rJ'I/Jco,o)}. Então podemos escrever 

l/3T/I::; KM(bTJ - aT/)a+l2j/2 = KM ('sup~~(O,o)I ) a+l 2j/2, 

/32 < 1(2 M2jsupp•'• 12(a+1) 2-(2a+l)j. TJ - 'f'(O,O) 

Como a j-ésima escala tem no máximo 2Í coeficientes de ondaleta não nulos, 

L /3~ ::; L 2í (K2 M2jsupp'I/J(o,o) 12(a+l)r(2a+l)j) = 
17E7Z2,j>J j>J 

= 1(2 M2 jsupp'I/J(o,o) 12(a+l) L r2aj = 
j>J 

(2-2a)J+l = K21\ll2lsupp'I/J 12(0+1) ____ . 
(0,0) (1 - 2-2e<) 

Agora, se a > 1 e A e lR é um intervalo da reta, toda função essencialmente a
Holderiana é constante em A - D pois, sendo x e y E A - D, x < y, podemos escrever 
IJ(y) - f(x)I ::S I:f:C:-□1 IJ(xi+1) - f(xi)I ::S I::f:C:-□1 K(xi+I - Xi)ª ::S K(maxo<i<n- dxi+ I -
xi))a-l I::f~0

1(xi+l - Xi) = K(maxo:Si:Sn- 1 (xi+I - Xi))ª-1 (y - x), na qual~,: xo < x1 < 
.. . < Xn = y e para todo i, O ::; i ::; n, Xi E A - D. Como \/é > O podemos escolher tais 
pontos de forma a termos maxo:Si:Sn-1(xi+1 - Xi) < é, pois caso contrário teríamos um 
intervalo contido em D e este não obedeceria a l(D) = O, temos 'tlé > O IJ(y) - f (x)I < é 

e portanto f(y) = f(x) para todos x e y em A - D. 
Sendo p essencialmente constante, temos /3TJ = J '1/JTJpdt = O para todo J 2:: O donde 

IIP - E(ftJ )11 2 = L /3~ = o. 
TJE'll2 ,j>J 

• 
Teorema 5.2 Sob as condições acima e a hipótese adicional de que N é um processo de 

Poisson sob a hipótese A (*A), que Ze(li) = 'll2 e que existe esslimt➔o1P(o,o)(t) = L , 
temos para qualquer função limiar T e À 2:: O, 
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llp z(P3'-)11' <
«'"' ;"-~...., :''*:' (á) " ' *..,-, '-,
À2(kt + 2('r+l) l)ess supp,

lo,I'')

(5.4)

+

para atg'uma co%sta'nte k-t C ]R

Demonstração Temos que

llP E(P31x)ll' rl E #.@.
q

E( >: 1"(Ó., À 'v«(Ó?))Ó.@.)ll'

1 )1: p.ú. + >1:(p«
j>J jÉJ

X'(r(/j-, ÀvV«(Óç»/j.»@, ll '

assim

llP E(P31À)ll' - >: Pi + >1:(p« z(r(Ó-, ÀV/v«(Ó,]))/i.))'.
j>J j$J

Agora,

(5.5)

P. E(]"(ó-, Xy'V«(õ-))ó-) (Ó, r(Õ«, ÀV/v«(Ó,i))Ó.)

Seja u = #. T(Pv, ÀVVar(/iv»0.. Disto decorre que u é uma va,lavei aleató.ia tal

qlle t; - ( se IÓvl ? ÀVVar(/3V), 0 É u $ /i. se 0 $ P. < Ày/Var(#.) and P. $ u $ 0

if ÀVVar(Pq) !al $ 0. Assim, separando a integral luar em duas integrais sobre os

intervalos ('ÀVVar(Õo), 01 e 10, ÀyfVar(Óv)), temos

E(u) $ ÀVVar(Õ.)P(to, À
Analogamente:

a(«) ? ÀVrv«(/ã,)p« À
Segue que

IZ(")I' $ À'V"(Õa).maxi( P(( ÀvV«(#.), 01»',(p(lO, Ày/y«(Óo)»):}
e obtemos

E (õ« B(r(Õo, Àvv«(/%,»Õ-))' $ )1: À:V«(Õ«)-
'7,.j$; a,.j$J

Como, para processos de Poisson,

(5.6)
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K2M2jsupp'lµ(o ,o)l2(a+1) ( 1 )J+l IIP - ECftI>.)ll2 
< {l _ 2- 20) 220 X(o,J]{a) {5.4) 

+ .Ã2{k1 + 2 (J+l) - l)ess sup p, 
[O,T] 

para alguma constante k1 E JR. 

Demonstração Temos que 

IIP - E(ft),>.)112 = 11 I:: ,B17'lj)17 - E(L T(/311 , >../var(/3TJ)){3TJ'lj)11 )112 = 
TJ i9 

= li L .811'lj)11 + L(,BT/ - E(T(/3TJ, À/Var(/3T/))/311 ))'lj)11 11 2
, 

j>J j ~ J 

assim 

IIP - E(ftI>.)112 = L ,B~ + I::(.BT/ - E(T(/3TJ , >./var(/3T/ ))/3r, ))2
. (5.5) 

j>J i9 
Agora, 

,811 - E(T(/311 , >.. Jvar(/311 ) )/3TJ ) = E(/3TJ - T(/3TJ, >. /var(/Jr, ) )/3r,). 

Seja v = /3TJ - T(/3TJ, >../Var(/JTJ))/Jr,- Disto decorre que v é uma variável aleatória tal 
que v = O se l/3T/ I ~ >./Var(/3TJ), O ~ v ~ /3r, se O ~ /3TJ < >..Jvar(/3TJ) and fJT/ ~ v ~ O 
if - >../Var(/3r,) < /311 ~ O. Assim, separando a integral J vdP em duas integrais sobre os 
intervalos (->..✓Var(/3r,),O] e (o,>../Var(/3T/ )) , temos 

E(v) ~ >.. /var(/JT/)P{[O, >.. /var(/3r, )) ). 

Analogamente, 

E( v) 2 - >..Jvar{/JT/ )P((->.. /var(/3r,) , O]) . 

Segue que 

e obtemos 

(5.6) 
11,i9 TJ,i<::J 

Como, para processos de Poisson, 
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al(Dn) = jl14ptLlat $ ess supnp laj;zndt

= ess supor :É ess supÍO,a"lp

podemos escrever, para 77 C Z;2 e m não negativo,

}: Vni(ÕÇ) $ }, ess supor $ 2"ess supl0,7'lp
{j-«} {j-«}

devido à existência de exatamente 2" ondaletas de escala m com suporte não disjunto de
lO,rl. Desta maneira

>ll: Va-(/iq) $ ess dupLO.rjp( }1: 2")
o$.j$/ «}=o

J

l2;+' 1)ess suPlo.rJP

Para j negativo, estamos interessados somente naqueles 77 da forma (0,J). Assim é
devido ao fato de que, para 77 ' ({,j), { # 0 temos suppzü(i,j) n [o,r] = çb. Coma

ValtD ) = 1+lpdl = 1 +znpdt.

obtemos

Vat(l3nh $ ess sup\üF\p IV +z ess sup\0T\p l \2jlZ \ü.0)(2lt iT\jZdt.

Já que { = 0,

rTr7'21

v«(õnà çm: -p\n.v\p 1. iwü.n(zitàat ,upwp\p 1. q...}t-\a-

Da existência do limite essencial esslim,-o+ @(o,o)(n) = L temos que existe J) c #?,
Z(1)) = 0, tal que para todo f > 0, existe um õ > 0 tal que para todo n c lo,rl D temos
a implicação 0 < n < õ @(o,o)(z) € (J, c,L + f). Assim, para todo j tal que 2jT <á
temos

r7'2j

Var(PT) $ ess st-Plo,rJP .Á 'Pê),o)(n)ds

S(ess supl0,Tlp)2jTlnax{(L c):,(L + c)'}

Sda .j* o maior inteiro .j tal que 2;T < á. Então,

}: Var(Pq) $ 2''+:(ess suPlo,rlP)Tmax{(L c)', (L+ c):}
o=(o ,.j ) ,.j $.j..

Estas desigualdades implicam que
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= ess sup7Jp ~ ess sup[O,T]P, 

podemos escrever, para T/ E 'll2 e m não negativo, 

L Var(/37)) ::::; L ess sup1Jp ~ 2mess SUP[o,TJP, 
{j=m} {j=m} 

devido à existência de exatamente 2m ondaletas de escala m com suporte não disjunto de 
[O, T]. Desta maneira 

J 
~ ' ~ m J+l ~ Var(/37)) :s; ess SUP[O,T]P( ~ 2 .) = (2 - l)ess SUP[ü,T]P· 

05_j'5:_J m=O 

Para j negativo, estamos interessados somente naqueles Tl da forma (O, j). Assim é 
devido ao fato de que, para T/ = ( i, j), i f O temos suppVJ(i,j) n [O, T] = cp. Como 

Var(/J7J) = / VJ~pdt = for 'lj;~pdt, 

obtemos 

Já que i = O, 

Da existência do limite essencial ess limx~o+ 'lp(o,o) (x) = L temos que existe D C IR, 
e(D) = O, tal que para todo e > O, existe um ó> O tal que para todo x E [O, T] - D temos 
a implicação O < x < ó ➔ 'lp(o,o) (x) E (L - e, L + e). Assim, para todo j tal que 2JT < ó 
temos 

T2i 

Var(/371 )::::; ess SUP[o,T]P lo "P[o,o)(x)da; 

::::; (ess SUP[o,T]P)2jTmax{(L - c)2
, (L + c)2}. 

Seja j * o maior inteiro j tal que 2JT < ó. Então, 

L Var(/37))::::; 2J•+1 (ess sup[O,T]P)Tmax{(L - c)2, (L + t:}2}. 
TJ=(0,j),j5_j . 

Estas desigualdades implicam que 
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}.l Var(Óa) $ (ess suPFO,rlP)2j'+:Tmax{(E c)', (L + f)'}
?,j<o

+(';; "plo,qp) :31: .Á,' úõ,o(')d'-
Seja

ki = 2j'+:Tm«.{(L -- c)', (l + r):} +j d ..Z j oâ).o)(')a'
Então escrevemos

x, *"«'õ.' - *' C:, "«''-' * :i "«''.,l
$ Àz(É] + 2J+i l)ess supra,rJP-

Finalmente, do 'l'eorema 5.1, (5.5) e (5.6) deduzimos

", '',s=*,«: :; !yq:gH:rw (á) ": *...-- '..,
+À2(ki + 2'r+ l l )ess supl0,7'lP-

Teo-ma 5.3 Sd' {@.l77 c Z (Z{)}, Z{ e Z, Z{ $ 0 «.« ó«e «[-««.,.r d. -d«/.f«.,
laZ que supp@(o.o) ' 10, T) e tê(o,o) tí esse'lcialmen]e ]imiZada. Sela ]V uln processo pontual
de Po sson saó a Aipátese .4 r+.'l) cam p essenciaZme7zle a HÓ/deóarza com conslanZcs K
: a > Q. Então, para qualq'uet junção lilliiar T e X > Q teltLos

"« '"s:.,«: . g9aFT:EylW (á)"' *..,-,'..,
+ÀZ(ki + 2J+i l)ess suPlo,rlP,

para a/gama constante ki C ]R.

Demonstração Basta notar que, neste caso

llp E(Ó31À)ll': : PÍ+ : (")'$ }: #Í+ >:À'v«-(/j.).
reze(ei) Ze(fi)J QCZe(ei)J reze(ei) Ze(fi); ?eZc(Zi)J

De E.CZ Var(P?.zi) + ETÍ$j$ 1 Var(PÍO.j)) + ELo Var(/i(i.l))
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Seja 

L Var(Í3r,) ~ (ess SUP[o,T]P)2i•+1Tmax{(L - €) 2
, (L + €)2

} 
r,,j<O 

-1 2iT 

+(ess suplO,T]P) L 1 'l/J[o,o/x)dx. 
j =j.+1 o 

-1 2iT 
k1 = 2i•+1Tmax{(L - E:)2, (L + E:)2} + L 1 'l/J[o,0/x)dx. 

j=j.+l O 
Então escrevemos 

~ >.2 (k1 + 2J+l - l)ess SUP[O,T]P· 

F inalmente, do Teorema 5.1, (5.5) e (5.6) deduzimos 

■ 

Teorema 5.3 Seja {'l/Jr,lrJ E Ze(t'i)}, t'i E 7l, t'i ~ O uma base ortonormal de ondaletas 
tal que supp1/;(o,o) = [O, T) e VJ(o,o) é essencialmente limitada. Seja N um processo pontual 
de Poisson sob a hipótese A {* A) com p essencialmente a -Holderiana com constantes K 
e a > O. Então, para qualquer função limiar T e >. ~ O temos 

+>.2 (k1 + 2J+l - l)ess SUP[o,TJP, 

para alguma constante k1 E lR. 

Demonstração Basta notar que, neste caso, 

IIP - E(pJ,>.)112 = L /3~ + L E(v)2 ~ ~ 2 ~ 2 A L.., f3r, + L.., >. Var(/311). 
11EZe(li) - Ze(li)J r,EZe(l!i)J 11EZe(li) - Ze(li)J 11EZe(li)J 
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' "' *;.:,- " * '«; "-..,,,,, E '""; .,',,', * .:": - :,l
e J:l' Ólo,/i)p dl $ ess siipl0,7'lpJo çb(o.zi)dt =

.T\p Í. Q':rz f4.,nU':t)út = «s sup\n.T\P 1. ©ü.nt )dz
pelo Teorema 5.1 estabelecemos a desigualdade com

E\' l. «o.qk-)d=+'}., Í. dzo.ü\(u)d=.

Para as ondaletas de Haar, o Teorema 5.2 se reduz a seguinte proposição.

Proposição 5.1 Soó a hàpátese do 7'eorema J.2 ou a do Teorer7za 5-3, para a /n'T7}2aia de
on,do,l.eta,s de Ha.ar te'm,os

"- ""',,«' . #?;; (ú)"' *...--'-, '. *','":'";m' '' ',
Demonstração Basta dizer que para ondaletas de Haar, JW = 7'-i/2 = .Z, e observar que
para todo c > 0,

"« "",*,«' . q?iG;; (Ú)"' *..,-,'«,

--*' ('''*''--*{('' ''' ' d', o'' :': d'}) «; «-..,.--,

+À: l )I' 2JT'T-i +2J+t

- lç:h (á)"'

2' + 2j,' 'm«{(l + 'r'/'):, (i 'r'/:)'} + 2' '' -- 1 l «s '«Plo,''13'

Fazendo c + 0 obtemos (5.7). Também, se Zd C Z temos

*- - /":';«*;á'";« - IÊ,* ':l -,E. , - :
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l

il ess supra,rJP

'.S J,T 1>~,ti)P dt + ( ess SUP[O ,T)P) e~ l j T ,J, /n,O) ( x )dx + ( 2J+ 1 - 1)) 
e J;f c/Jf o,ei)P dt ~ ess sup(O,T]P J;f </Jf o,ei) dt = 

ei/2 2 2 ei r 2 1
T ztir 

= ess SUP[o,T]P 
O 

(2 ) c/J(o,o/2 t)dt = ess SUP[o,rJP lo c/J(o,o)(x)dx , 

pelo Teorema 5.1 estabelecemos a desigualdade com 

Para as ondaletas de Haar, o Teorema 5.2 se reduz a seguinte proposição. 

■ 

Proposição 5.1 Sob a hipótese do Teorema 5.2 ou a do Teorema 5.3, para a Jamflia de 
ondaletas de Haar temos 

(5.7) 

Demonstração Basta dizer que para ondaletas de Haar, lvl = r-1/ 2 = L e observar que 
para todo r:: > O, 

+>.2 (. f 21 + 2í•+lmax{(l + c:T112)2, (1 - c:T 112)2} + 2J+l - 1) ess SUP[o,r]P· 
J=J.+1 

Fazendo e: ➔ O obtemos (5.7). Também, se fi E 71, temos 
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donde vem (5-7)

A próxima proposição nos fornece uma maneira de escolher um valor "ótimo" para J.

Proposição 5.2 Soó as Àl@ófeses do Teorema 5..2 ou do Teorema 5.3, dado À 2 0, .pode-
m.os escolher J tal que

llP E(P31*)11' $ g(À) = mi«(.4, B),
co'ín

« - *. (Ú) '''*'X(o,il(a) + À2(ki+ 21'1xn.il(a)+t . 1) ess supP,
to,r]

« - *. (á) '''*: X(o,i](a) + À2(kt + 2[']xP.ti(o)+i 1) ess sup p.
[0,T]

k\ dada. na pro'ua do Teorema 5.2 ou da prova do Teoremct 5.3,

. Zn(2ako/esssuplo,rJP) 2Z7zÀ .

(2cr+ l)g712 ''

', "" a $ 1, J "'á laJ - [al, d'p«de«d. d' q-] d«!« d'í; «/« ,«i,'i«'.Í« g(À)
caso conZ7ário, isto é, a > 1, J será zelo e Á = B = g(À) = ÀZ(kt + l)esssuplo.I'lp

Demonstração Do Teorema 5.2 ou do Teorema 5.3, temos

", '',,,'": ' *. (Ú)"' * *'.*: -- ,": - :,'" ;"-'..,-, - ''', *,
Estenda / : ZV x P?t #? a / : ,B?+ x #?+ + #?. Então

g''. ', - *.'«(À)(ú)"' * *''., ,":"; "-'.,,-,,
9'', *, - *.('«(Ã))'(Â) "' * ,'.'«:''.:"-'" "-'.,,',,

portanto, a segunda derivada é positiva para todo J e À. A primeira derivada é zero se e
somente se

(J+1)(2a+l)=1.g2r 2'k" ~l.
\.Àzess supra,7'lp,/ '

a qual fornece o valor de a mencionado nesta proposição. Como, para um dado À, J'(./, À)
tem somente um pontc} crítico que é um ponto de mínimo,/(.7, À) assumirá seu valor

mínimo sobre os inteiros par' J 'fa] ou J =jaJ- Caso a > 1, então llp -- Z(Plx)ll' <
X*(#i +2't' !)e$$ duplo.rlP cujo mítiimoé assumido para J =0. '"' a
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donde vem {5.7). 

• 
A próxima proposição nos fornece uma maneira de escolher um valor "ótimo" para J. 

Proposição 5.2 Sob as hipóteses do Teorema 5.2 ou do Teorema 5.3, dado >. ~ O, pode
mos escolher J tal que 

IIP - E(pIJll2 :S g(>.) = min{A, B), 

com 

A = ko (-1-) LaJ+1 X(o,11(0-) + >.2(k1 + 2laJxco,11(a)+1 - 1) esssupp, 
~°' ~~ 

( 
1 ) fal+ l B = ko - X(o,11(0-) + >-2 (k1 + 2í0 lX(o,l}(°')+l - 1) ess sup p, 2~ ~~ 

K2 M21supp'I/J(o,o) 12(0+1) 
ko = {l - 2-2°') , 

k1 dada na prova do Teorema 5. 2 ou da prova do Teorema 5. 3, 

ln(2ako/ess sup[o,TJ p) - 2ln>. a = - --------':......:..._-'---- - - 1, 
{2a + 1)en2 

e, caso a :S 1, J será laJ ou f a l, dependendo de qual destes dois valores minimiza g(>.); 
caso contrário, isto é, a > 1, J será zero e A= B = g(>.) = >.2(k1 + l )esssup[O,TJP· 

Demonstração Do Teorema 5.2 ou do Teorema 5.3, temos 

IIP - E(pIÃ)ll2 :S ko (
2
;°') J +l + >-2 (k1 + 21 +1 - l)ess SUP[o,TJP = f(J, >.). 

Estenda f : JN X IR+ ➔ m a f : m+ X IR+ ➔ m. Então 

8f (l)(l)J+l 2 J+l ôJ (J, >.) = koln 22°' 22°' + .À ln2.2 ess SUP[o,TJP, 

8
2 
f ( ( l )) 

2 
( l ) J+I 8J2 (J, >.) = ko en 220 22a + >.

2
(en2)2.21+1ess SUP[o,TJP, 

portanto, a segunda derivada é positiva para todo J e .À. A primeira derivada é zero se e 
somente se 

(J + 1){2a + 1) = lo92 ( >.2 

2
ªko ) , 

ess SUP[O,T]P 
a qual fornece o valor de a mencionado nesta proposição. Como, para um dado>., J(J, >.) 
tem somente um ponto crítico que é um ponto de mínimo, f(J, >.) assumirá seu valor 
mínimo sobre os inteiros para J =r al ou J =LaJ. Caso a > 1, então IIP - E(pJ,,x)ll2 :S 
>.2 (k1 + 21+1 

- l) ess sup(o,TJP cujo mínimo é assumido para J = O. m 
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5.2 Seqüências inferentes para as intensidades estimadas

Finalmente temos as seguintes propriedades para .pz e .P31À

Teorema 5.4 Se /V sat /nz a hipótese B ('+BJ, e7zfão

(i) ÊJ é «m. estimndof üssintoLic«me-.Le não uiesado para ü !unção intensidade -P

Para N sob Q hipótese A (+A).

rÜJ Un,@J) = Ez.(?i). Ez'(fi). (J' /c @q(u)'p((u)qz(u, u)Judo)@,@e

+ Ez.(ei)/ Ez.(ri); (#' Úv(f)We (í)p(t)d&)@,@e.

Se N é um processo de Poisson satisfazendo à hipótese A (+A), eittão

r*: "«ü'J - x...«,, x''...,, (.F@«w-'.M,M'') @,@., .

r;-; %'M) - E,...:,, E'..-,, (#'@, W"'W) @«@. ' «" «"«.'« «'. «'«.'.

Demonstração
(i) litnlow E(PJ) - lim.rnm Z(E.,S.r/jV'PT) =

= lirnJH« }:o.j$.r E(Pv@V) - limJ+« Eq,j$.r Pq@? ' }:q /jT@a = p, em L2l0, 7'l

(ii), (i]]) .e .(iv): basta repetir o argitmenLo da prova do Teorema 4.4, observando que
q, ( C Ze(/á)J. ' H

Te"'ma 5.5 S'j« 77 = (Ti,...,qz-) C (Ze(Zã);)'" . N u«- P"«. d. p.á«- «Ó «

üí,ú'«' A Í''iJ s j unG'D - E..(..(",,,« (iü'llC. ú..-a,) nE:. @,, .

ü.bi : E..(''«o,,« (.F n=: ú.,ax) nÊ:: @,. ,«. '.d" « ? :
E7zfão, Un(PJ) e Un(P.r) sãa, respecÉáuamerzfe, seqüêncÍas de uaücirzcias e estímadore.s

t;a'is q'ue

PJ V] (@J) = Ua,(P;)

QiJ U.ti(P;) = Ua,(Ün(PJ))

OiíJ B,(P) é «, e.fi«..«d" "

Demonstração

li) Teorema 5.4 riiiJ e Ót/J

lii) Basta substituir Ze(Z{) por Ze(Z{).r na demonstração do Teorema 4.5

(iii) Mesmo argumento da demonstração do Teorema 4.5

ão «{««d. p«a Un(P)
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5.2 Seqüências inferentes para as intensidades estimadas 

Finalmente temos as segui~tes propriedades para PJ e P}.>. . 

Teorema 5.4 Se N satisfaz a hipótese B {*B}, então 

{i) PJ é um estimador assintoticamente não viesado para a função intensidade p. 
Para N sob a hipótese A (*A): 

{ii) Var{pJ) = LZe(li)J LZe(li)J (J f c 'l/J,1(u)'ljJF, ( v )q2 (u , v )dudv )'ljJ11 '1/J( 

+ LZe(ii)J LZe(ii)J U[ 1P11(t)'ljJç(t)p(t)dt)'ljJ17'lpf,-
Se N é um processo ele Poisson satisfazendo à hipótese A (* A), então 

{iii) Var(p1) = LZe(li)J Lze(li)J (J[ 'I/J11 (t)'l/Jç(t)p(t)dt) 'ljJ11'1/JF,, e 

{iv} lfar(pJ) = Lze(li)J LZe(li)J (J[ 'I/J11 (t)'l/JF,(t)dN(t)) 'I/J11'1/JF, é um estimador não viesado 
para Var(pJ ). 

Demonstração 
(i) limJ-too E(pJ) = liIDJ-too E(L11,j5:.J /Jri'I/J11) = 

= limJ-too LT/,i5:.J E(/3111/Jri) = limJ-too LT/,i9 /311'1j)11 = Lri {371 'ljJ71 = p, em L2[0, T]. 

(ii), (iii) e (iv): basta repetir o argumento da prova do Teorema 4.4, obse'rvando que 
TJ, ç E Ze(ei )1 . ■ 

Teorema 5.5 Seja 1J = (TJ1,•••,1J2n) E (Ze(ei)1) 2" e Num processo de Poisson sob a 
hipótese À (* A). Seja Vn (PJ) = L71E(Ze(ii)J )2" (I[ nr:1 'I/J111Pdt) n~:l 'I/J111 e 

Vn(pJ) = L17E(Ze(li)J)2n (I[nr:1 "P111dN) nr:1 'I/J111 para todos n 2: l. 
Então, Vn(pJ ) e Vn (PJ) são, respectivamente, seqüências de variâncias e estimadores 

tais que 

(i) Vi (PJ) = Var(pJ) 

(ii) Vn+1(p1) = Var(Vn(P1)) 

{iii) Vn(P) é um estimador não viesado para Vn(fi). 

Demonstração 

(i) Teorema 5.4 (iii} e {iv}. 

(ii) Basta substituir Ze(ei) por Ze(ei)1 na demonstração do Teorema 4.5. 

(iii) Mesmo argumento da demonstração do Teorema 4.5. 
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Teorema 5.6 (Da seqüência inferente para p.r ) Para JV processa de Pa sson soó a

alfa e.se A r*ÁJ, a següêricia (»J, Un(PJ), 14-(P.r» conslilu{ Tina seqüêncÍa in/erenZe de pra
:ossos estacas cos Faia PJ = 1' neZejei)J gn$ } aPTo àínação ãü intensidade poi- onda elas
até cl J-ésãma escol.a,

Demonstração Basta substituir Ze(Zê) por Ze(Z{).r na demonstração do Teorema 4.6

Proposição 5-3 Se ]V saZiõ/az à Ázpófese .4 r ÁJ erzfão, para bodas as /alzções ] zrzáams
te'm,os

riJ llX'PJ EpJ.XllZ > 0, quarzdo À > 0, para p e Wo,o .satilÜazendo às /iipófeses da
Teorema 5.2 ou, do Teores,ct 5.3

rÜ Unr(P31x) $ Ee.,cz'(ü), (J' Jc l@q(u)@((u) lp2(u, u)dado) l@.@€1

-'-E',«"'(«),(-al@«W mi«w'') rú.ú.i+x.,.« ), ir íi n ,ii-r@.w.l
Se N também é u'm, processo de Poãsson, temos:

r':J '-,@311 $ E..« ' ,,, (X'l m wi,w'*,-:ipú.,ri-ii ,il ) lú,ú.í

íí«; úüa,(êl:*)

E«,''..«,, ('-f l,'«MI''"w .r l,'.Mla'"w # l«',w l~"n) l@«@.

á um esta'm,a,do'r não ui,esa,do para o ta,do direito da 'in.equctção acama.

Obseru««os q*«e ({ü) e (ãu) jo«Rege«, !i«àtantes {ndepenãenl« de X

Demonstração(i) Devido ao argumento usado na demonstração dos Teoremas 5.2 e 5.3
podemos escrever

llE'(P.r) E'(Pl;lx)ll'

,7€Ze(Zi)J

Assim, o lado esquerdo da inequação tende a zero quando À -} 0.

(ii) Escreva Tn para 'ep'es'ntar T(Õç, ÀVVar(PV)) e â? = TnÕ,. Então

E E(P, F(T(/3a, À7Var(Pq»pV))@q ll' $ À'(ki + 2'r+ ' l)ess duplo,rlP

v«(p'l' , ) X'(P3,À r(P31À»' É;( >: â«@,
Ze(Z{)J

>: E(i«)@,)'
Ze(Z{).r

= E( )l: (â« E(âO»(â( E(âe))'Pq@J (iÇ,id@«@{
q,reze(Z{)J ?,reze(Z{)a

Portanto,
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Teorema 5.6 (Da seqüência inferente para PJ-) Para N processo de Poisson sob a 
hipótese A {* A), a seqüência (.fu, Vn (PJ), Vn (PJ)) constitui uma seqüência inferente de pro
cessos estocásticos para PJ = L1JEZe(ei)J {31J1p1J, aproximação da intensidade por ondaletas 
até a J -ésima escala. 

Demonstração Basta substituir Ze(li) por Ze(li)J na demonstração do Teorema 4.6. 

■ 

Proposição 5.3 Se N satisfaz à hipótese A (* A) então, para todas as funções limiares, 
temos 

(i) 1/EpJ - Efitll2 -+ O, quando .À -t O, para p e 'lpo,o satisfazendo às hipóteses do 
Teorema 5.2 ou do Teorema 5.3. 

{ii) Var(fiI,\) ::; Lç,?JEZe(li)J (J Íc /1p17 (u)1pç(v)/p2(u,v)dudv) 11/'?J't/Jtl 

+ Lç,17EZe(li); (J[ l't/J11(t)'t/Jç(t)/p(t)dt) l't/J11't/Jtl + Lç,17EZe(ei); ll1P1JPll1ll7/JtPlhl't/J11'1Ptl• 

Se N também é um processo de Poisson, temos: 

{iii) Var(pI,\) ::; L 17,çEZe(ei); (J[ l't/J11(t)1pç(t) /p(t)dt + 2ll1p11Plldl7/JtPll1) l't/J11't/Jtl• 

(iv) MVar(fi},>.) = 

L?J,çEZe(fi); ( 2 J[ l7/J11(t)/dN(t) J[ /'t/Jç(t)/dN(t) - J[ l't/J17 (t)'t/Jç(t)jdN(t)) j7j,,177/Jçl 
é um estimador não viesado para o lado direito da inequação acima. 

Observamos que (iii) e {iv) forn ecem limitantes independentes de .À. 

Demonstração (i) Devido ao argumento usado na demonstração dos Teoremas 5.2 e 5.3, 
podemos escrever 

IIE(pJ) - E(fi},,\)11 2 = 

= li L E(/J1J - E(T(/J77 , .>./var(/317))/37J))'t/J77 ll2 ::; .X2 (k1 + 2J+1 
- l)ess sup[D,T]P· 

77EZe(li); 

Assim, o lado esquerdo da inequação tende a zero quando À -t O. 

(ii) Escreva TTJ para representar T(/JTJ, .x/var(/311)) e 5.:7/ = TTJ/JTJ. Então 

Var(fiI,\) = E(p),,\ - E(p),,\))2 = E( L 5.:TJ't/J17 - L E(x1J)1t,TJ) 2 = 
Ze(li); Ze(ei)J 

= E( L (x,7 - E(xr,))(xç - E(xç))'t/JT)'IPç ) = L Cov(xr,, Xç)'lj;1]7/Jç-
1J,çEZe(fi)J 11,çEZe(li)J 

Portanto, 
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Vai'(P31X) $ }.1 ICov(â,,â{)ll@.@(
q,{CZe(Z{)a

Agora

ICo«(â«, i{)l $ 1E(Â4Õ-ÕÇ)l + IE(ÂÓ.)llE(4/jdl

$ zlÊ,4Õ.Õel + EIÉ,Õ.lz14Ó(l

$ EIÓ.Ó(l+ zlÓ.IEI/je

pois IZ;l $ 1 e IZ(l $ 1- De Pq = J'ÚqdJV(1) temos IP.l É .f l@,lax(z) e, consequentemente

El#ol $ J' l@lopdt = ll@oplli. Analogamente, r10fl $ 1@eplh.
De

Õ.Bc = 1 1+.tu )+((« \aNtuà.tN (« \

temos

n\Õ.Be\ $ 1 lc\q'nl"\+(tu)\pa(u.u)auau -F Ílo. \q'n(u)-kE(u)\E(dN(uldN(u».

l)i = [0, T]2 ÍI D

Agora, representando por d'u tanto o número quanto o intervalo I'u, u+du), escrevemos

E(N x N) (d'u x du) E (XI«, u + du)Nlu, u + du))

P{WI« , u+du) 1} $ {Nlu,u+du)'} $ P{Nlu, u+du) 11+ >: j'P{Nlu, u+du)

"Ft:,..E{,=1", « + a:)'} =~ptwbZ+ÉÜ + : (du),-.pl\(«)a« + ..W«).
E(JV x N)«du x du) l)) = lu'+''lu"+'"p2dZ < À/(du)', pois, como N satisfaz a

hipótese A, existeJW > 0, p2(n, g/) < ]1/ em d'u x du

Seja E(N x /V)lo(''1) = E(]V x N)(Á n o), pa-a todo Á C An'
A»im, PJ«(u)d" -F '«(d") A/(d"): $ E(.JV x ]v)lo(du x al) $ P(u)du + o«(du) e.

p"t-to, E(N x N)lo(du x du) = p(u)du + o=(du).
Negligenciando infinitesilnais de ordem superior, temos

/Á l@.(u)@((«) IE(aX(")aW(")) = .Á,. l@.@(IÚZ(X x N) lo = .Á l@,(")'Pf(u)IP(u)du

A igualdade acima é imediata sob a hipótese #A. Observe que o argumento acima
mostra que os processos sob a hipótese A estão sob a hipótese +A

Portanto.
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Agora, 

Var(P),>.) ~ L ICov(x1), xç)IIVJr/lh l-
1),çEZe(li)J 

~ E l1\AI + EI.Bl)IEI.Bçl, 

pois IT,71 ~ 1 e IT€1 ~ 1. De ,81) = J 1f/1JdN(t) temos 1.81)1 ~ J IVJ11 ldN(t) e, conseqüentemente, 
E l,81) 1 ~ J l1Pl1Jpdt = l11f.,11pll 1- Analogamente, El,8€ 1 ~ ll'l/JçPII 1. 

De 

,81)/3ç = J J 1P11(u)1f;ç(v)dN(u)dN(v) 

temos 

EI.Br,.Bçl ~ j fc l1P1J(u)VJç(v)IP2(u, v)dudv + j l
1 

IVJ11(u)VJç(v)IE(dN(u)dN(v)), 

D1 = [O, Tj2 n D. 
Agora, representando por du tanto o número quanto o intervalo [u, u+du), escrevemos: 

E(N x N)(du x du) = E (N[u, u + du)N[u, u + du)) 

P{N[u, u+du) = l} ~ E{N[u, u+du)2} ~ P {N[u, u+du) = l}+ L j2 P{N[u, u+du) = j }. 
j'?_2 

Portanto, E{N[u,u + du)2
} = P{N[u,u + du)} + o~(du) = PN(u)du + ou(clu). 

E(N x N)((du x du) - D) = J;:+du J;:+dup2dl < M(du)2, pois, como N satisfaz a 
hipótese A, existeM > O, p2(x, y) < M em du x du. 

Seja E(N x N)lv(A) = E(N x N)(A n D), para todo A E AIR2. 
Assim, PN(u)du + ou(du) - M(du)2 ~ E(N x N)lv(du x du) ~ p(u)du + ou(du) e, 

portanto, E(N x N)ln(du x du) = p(u)du + o~(du). 
Negligenciando infinitesimais de ordem superior, temos 

A igualdade acima é imediata sob a hipótese * A. Observe que o argumento acima 
mostra que os processos sob a hipótese A estão sob a hipótese * A. 

Portanto, 
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lcov(io, â01 $ / .Z: l@,(")'P( («)in(", u)d"d«+

+ Jo l@, (")@((") IP(")a"+ ll@.Pll l ll@Wll l

",-',.,,, : ....:.:,, (/ z «-'«'". '«, «,'«, «,'«'«) '«««..*

* .,..:,:,, l/' «,.«'". '«','«''« * "«.," - "«««:l «.-

l;ull,;:T.Z,=;==";:1 : ;'::;='. "« ,,(«,,) - -(«),(«), « # « s.j, ,'(«, «)

/zl@.(u)'P( (") lp2 (", «)d"d" - .Z7' .Á l@.(")'ée(«)lp' (", «)dud«

.Á l@,(u)ip(")a".Á l@c(«)IP(")a" - ll'P.Pllill@Plli

A conclusão segue Eor direta subsytuição na expressão em(ii)
(iv) Como ll@.plli = JI' l@.IPÓZ = Eánr l@.law(í), podemos escrever

ll@,plhll@eplli

- ÇJ:~««~'~''» j: ". ',,) .-lz ",'~.',,z''«.''~'*,)

;cima é ig«al a ]:7' l@.ll@(Irai = E Jr l@.@(laiv(1), asse«-

"",,"-"".,«- ; « l,c'-««."''',z''«; '~'',) ,/' «.
e

]o l@«(f)'Úf(1) IP(t)a1 + 2ll@,Pll l ll@Plli

- - Ç!:~".~-~,'~ í:~«.~-~--' - J:~»««:~-~ q
Somando pai'a todos os 77 e { in Ze(Z{).r, a proposição é estabelecida
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e 

jCov(x11, i:{) I ~ J fc i-ip11 (u)-ip(-(v)IP2(u, v)dudv+ 

+ foT j-ip11 (u)-ipe(u)lp(u)du + ll1P11Pllill1P{Pll1 

Var(PJ,Ã) ~ L (/ i l1P11 (u)-ip{(v)IP2(u,v)dudv) j-ip71-ip(I+ 
11.{EZe(li)J C 

+ L (1T -ip11 (u)-ipe(u)p(u)du + ll1P11Pll1 ll1P{Plli) l1P711P,d-
11.{EZe(li)J O 

(iii) Para Num processo de Poisson, t emos P2(u,v) = p(u)p(v), u =/:- v. Seja p*(u,u) = 
p2(u) e p*(u, v) = p2(u, v), u =/:- v. Então 

J l l-ip71 (u)·1!J((v)IP2(u, v)dudv = foT foT l-ip11 (u)-ip{(v)jp* (u , v)dudv = 

= foT l1P11 (u)lp(u)du foT l-ip{(v)lp(v)dv = ll1P11Pll1ll1P{Pll1-

A conclusão segue por direta substituição na expressão em (ii). 
(iv) Como ll1P11Plli = J[ l1P71 lpdt = E J[ l1P11 ldN(t), podemos escrever 

E (foT l1P71 ldN(t) foT l"P{ldN(t)) - Cov (foT l1P71 ldN(t), foT l1P{ldN(t)) . 

Pelo Lema 2.5, para processos de Poisson, a covariância no lado direito da equação 
acima é igual a J[ l1P11 ll1P{IPdt = E J[ l-ip11-ip{idN(t), assim 

ll1Pr,Plli ll1P{Pll1 = E (foT l1P11ldN(t) foT l-ip(ldN(t) ) - E foT l1P111PddN(t), 

e 

Somando para todos os 'T/ e ç in Z e( li) J, a proposição é estabelecida. • 
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Proposição 5.4 Seja ]V satállfazerzdo â Àápófese .4 r#.41
g-«d. lzl ? y . r(=,y) cona,áMo, e $«,«.«

Se escotherlThos 'rt=,ljl

rze(z{).r - {'7 C Ze(Zã).rlr(Ó., Ày/ Har(Ó,)) = 1}.

r;J ";,@311 - E....-'(«), (.r /c @« («)@.(«)«,(«, «)d«d« -- .f .''«H,'.W,na') «'.@.

Se N ta«bé« é u«~ pro"sso de Poàsson, te«os ({i) e (iã{) ahüi o

rüJ Uar(P31*) = E,.ecrã.(ri). (/Z7' @,(f)tüf(&)P(t)dt)@.@(

rii J i;i;r(P31x) - E.,fcrze(!i).(.e@q(t)IP{(Í)dJV(t))@,@e é um esümador não uiesado
p«« un,(P$1À)

Demonstração Como

plZÀ :: r(Ó.,Àvv«(#.))J.@.
qCZe(Z{)J

basta repetir o argumento usado na plova do Teorema 4.4

Te-ema 5.1' S'j. ]V «m p""«. d' P'i"- «ó « AlpóZ«e ,4 r*Á (z, y)
lzl ? y e T(z,3/) - 0 caso conZráóo. Seja7n rZe(Zi).r = {( C Ze(/i)JIT(#e,À
1} e 77 = (OI, . . . , r72«) C (TZe(Zá).r):'. E7zfão,

são, respectivamente, seqdênc as de uariánceas e estãmadores país gue

r.; Vi(P31x) -'(P31x),

rÜJ Hn :(P:*) = un'(Ü(P31X»,

riíiJ Ê.(PiX) é ""l estinlador nóo uíesada pa,a Un(P31x)

Demonstração

li) Pi'oposição 5.4 rii) e pízJ

(ii) e (iii) Imediatas

u« (P:À)
,7 € (7'Ze(Z{)J)2'

E
qe (1"Ze(Z{)J)2'

.Á ll @,.pdt

.Á llÚ,,EdX
2n

11 @.C, para lodo TI ? l
z:l

I'Íu tlSt] -
l quando

Ê,(p31x)
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Proposição 5.4 Seja N satisfazendo à hipótese A (*A}. Se escolhermos T(x,y) l 
quando lxl 2: y e T(x, y) = O caso contrário, e fizermos 

então 

(i} Var(fiI>. ) = L 11,çETZe(ei)J (f Íc1P11 (u)'l/Jç(v)q2(u ,v)dudv + J[ 1f-iTJ(t)1f;ç(t)p(t)dt) 1J;111f;ç. 
Se N também é um processo de Poisson, temos (ii} e (iii) abaixo: 

(ii) Var(;ô},,\) = L 11,çETZe(li)J (f[ 1f;11 (t)1f;ç(t)p(t)dt)1j;T/1f;ç. 

(iii} llar(pI,\) = L 11,çETZe(ti)J (f[ 1J;11 (t)1f,iç(t)dN(t))1j;TJ 1f.i{ é um estimador não viesado 
para Var(fi},,\). 

Demonstração Como 

P),,\ = L T (/311' >. j Var (/311)) fl111P11 = L fJTJ 1Pr,' 
TJEZe(li)J 11ETZe(li)J 

basta repetir o argumento usado na prova do Teorema 4.4. • 
Teorema 5. 7 Seja N um processo de Poisson sob a hipótese A (* A) e T(x, y) = l quando 
lxl 2: y e T(x, y) = O caso contrário. Sejam TZe(ei)J = {ç E Ze(ei)JIT(/Jç, >.Jvar(/Jç) = 
1} e T/ = (1J1, ... ,1J2n) E (TZe(ei)J)2n. Então, 

( 

T 2n ) 2" 
Vn(P},>.) = L h II 1/Ji7tEdN II 1Pr,u para todo n 2'. 1, 

17E(TZe(li)J )2n O l=I i=l 

são, respectivamente, seqüências de variâncias e estimadores tais que 

(ii} Vn+I (P},,\) = Var(Vn(P},,\)), 

{iii} Vn (P},>. ) é um estimador não viesado para Vn(P},,\). 

Demonstração 

(i) Proposição 5.4 {ii} e (iii). 

(ii) e ( iii) Imediatas. 

71 

• 



Teorema 5.8 (Da seqiiência iníerente para p31X') Para /V' 'nm processo de Poásson

«ó . ã@áfese Á r*ÁJ, « «qúên á (P31À, Vn@31.) , Ê.(PT*», n à 1, c-.titu{ «'m«
}eqiiêltcàü àlifererlte de processos estocásticos pata Q f\ lição }$.x, apto àTTtüção sob tàlll ar
da i"l-'id'd' wl=Ud'/'z" 'Éé « J-ésim' «Za, «'« L : if( x Ze(ri)J o IR.+ d.Brida
p07 L(À, T) = ÀVyar(Óç), T(z, y) = 1 criando lzl Z Z/ e (z, y) = 0 caso cc,7ztrário.

Demonstração Imediata
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Teorema 5.8 (Da seqüência inferente para P) >. ·) Para N um processo de Poisson 
sob a hipótese A (*A), a seqüência Cfi) ,>., VnCfi) ~) , VnCfi) >.)), n 2'.: 1, constitui uma 
seqüência inferente de processos estocásticos para ' a função p~ ,>., aproximação sob limiar 
da intensidade por ondaletas até a J -ésima escala, com L : lR~ x Ze(ii)J ➔ IR+ definida 
por L(>-.,rJ) = >--✓Var(/311) , T(x,y) = 1 quando lxl 2'.: y e T(x,y) = O caso contrário. 

Demonstração Imediata. ■ 
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Capítulo 6

Aplicação

Apresentaremos aqui uma aplicação dos resultados obtidos nos capítulos anteriores.
Estimaremos a intensidade cle um processo pontual advindo dos retornou logarítmicos do
índice da bolsa de Nova York "Dow-Jones Industrial Average". O processo pontual que
estudaremos é formado da seguinte maneira. Um evento deste processo ocorre no tempo t
se e somente se o valor absoluto do retorno logarítmico é maior do que um nível limiar pré
estabelecido. Um conjunto de 7' :: 4225 dados de retornos, correspondentes ao período
de 2 de janeiro de 1986 a 26 de setembro de 2002 será utilizado, e o nível limiar será de
0,01452 equivalente a 1,28 vezes o desvio padrão destes retornou.

Este procedimento gera 558 eventos, os quais vamos assumir que sejam uma realização
de um processo de Poisson com intensidade PX(t). Uma vez que é necessário limitar
o número dos coeficientes de ondaleta que serão estimados e usados para a síntese de
p, escolhemos um conjunto de coeficientes que engloba exatamente todos os coeficientes
de todas as escalas de ordem menor ou igual a um número positivo J. Se a intensidade
fosse constante, esperaríamos(558/4225)c eventos dentro de um intervalo de comprimento
c. Sob esta suposição, esperaríamos ter 558/2Õ H 8 eventos dentre do suporte de cada
ondaleta da sexta escala e se a intensidade em algum intervalo de tempo é a metade da
intensidade média, esse número pode diminuir para 4. Ondaletas que possuem poucos
pontos em seu suporte podem fornecer informações enganosas. Esse argumento heurístico
rios levou a escolher todas as ondaletas até a quinta ordem para o nosso processo de síntese.

Uma importante vantagem do.posso método de estimação é que temos acesso direto
à variância de Pq, por meio de Var(aT), para cada 77 individualmente e não por uma
estimativa para esta variância que dependa de todo um conjunto de coeficientes cle ondaleta
de uma dada escala ou de qualquer outro subconjunto do conjunto de todos os coeficientes

de ondaleta. Observamos que quando é usado um estimador de Var(/3V), para um dado 77,
baseado na variância dos valores de todos os P(, que podem pertencer à mesma escala que
Pç ou a um conjunto maior de coe6cientes, o que estamos realmente fazelldo é calculando
um estimador da variância dos coeficientes pertencentes a este conjunto, e esta variância,
provavelmente, na sua maior parte é devida à diversidade dos índices ('s, isto é, dos
inúmeras/3('s diferentes neste conjunto, e esta va] iância pode não ter nenhuma relação
com a variância de Pq para aquele v7 de particular interesse.

Vale notar que, quando o processo está na presença de ruído, pode acontecer que todos
os coeficientes de ondaleta soam afetados e a variância do conjunto dos coeficientes das

73

Capítulo 6 

Aplicação 

Apresentaremos aqui uma aplicação dos resultados obtidos nos capítulos anteriores. 
Estimaremos a intensidade de um processo pontual advindo dos retornos logarítmicos do 
índice da bolsa de Nova York "Dow-Jones Industrial Average". O processo pontual que 
estudaremos é formado da seguinte maneira. Um evento deste processo ocorre no tempo t 
se e somente se o va·lor absoluto do retorno logarítmico é maior do que um nível limiar pré 
estabelecido. Um conjunto de T = 4225 dados de retornos, correspondentes ao período 
de 2 de janeiro de 1986 a 26 de setembro de 2002 será utilizado, e o nível limiar será de 
0,01452 equivalente a 1,28 vezes o desvio padrão destes retornos. 

Este procedimento gera 558 eventos, os quais vamos assumir que sejam uma realização 
de um processo de Poisson com intensidade PN(t). Uma vez que é necessário limitar 
o número dos coeficientes de ondaleta que serão estimados e usados para a síntese de 
p, escolhemos um conjunto de coeficientes que engloba exatamente todos os coeficientes 
de todas as escalas de ordem menor ou igual a um número positivo J. Se a intensidade 
fosse constante, esperaríamos (558/4225)c eventos dentro de um intervalo de comprimento 
e. Sob esta suposição, esperaríamos ter 558/26 ~ 8 eventos dentro do suporte de cada 
ondaleta da sexta escala e se a intensidade em algum intervalo ele tempo é a metade da 
intensidade média, esse número pode diminuir para 4. Ondaletas que possuem poucos 
pontos em seu suporte podem fornecer informações enganosas. Esse argumento heurístico 
nos levou a escolher todas as ondaletas até a quinta ordem para o nosso processo de síntese. 

Uma importante vantagem do nosso método de estimação é que temos acesso direto 
à variância de /Jri, por meio de ½r(/311 ), para cada T/ individualmente e não por uma 
estimativa para esta variância que dependa de todo um conjunto de coeficientes de ondaleta 
de uma dada escala ou de qualquer outro subc01::ijunto do conjunto de todos os coeficientes 
de ondaleta. Observamos que quando é usado um estimador de Var(/Jr,) , para um dado T/ , 

baseado na variância dos valores de todos os A, que podem pertencer à mesma escala que 
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escalas de ordem superior é uma medida da intensidade do processo pontual de ruído.
De fato, se o ruído que é adicionado a .N é um processo pontual homogêneo de Poisson
com intensidade À, então a variância dos coeficientes que pertencem a J-ésima escala é
um estimador assintoticamente não viesado de À, ou seja, E{Var(Po,.r, . . . ,/321 i.J)} oX
quando J --} oo. Neste caso, ainda podemos obter a intensidade estimada do processo
./V por meio de síntese feita sobre o processo observado e posteriormente subtraindo-se da
intensidade estimada do processo observado a intensidade estimada do ruído.

Utilizamos nesta aplicação ondaletas de Haar. Assim,

Ú(oo) ' T '/2(/lo,r/2) /lr/2.r)) , Ó(o.o) ' T '/'/to,r) , T ' 4225
e

»I'z ,

@i.i - á' (/[ir/n ,(2i+ i)r/2i' ') /](2i+i)1"/21 +' .(i+i)r/p ))

'PL - F/[i7'/P.o] Dr/2")'

Os estimadores/3. e $;;(P.) foram obtidos pelas Hrmulas

$i.j' J+i.jaNkt)= 1' +i.j(VK}
r& CSUPP'Ú{,j

;; (#{« ' [:'"/:', (" * u,/," D} #{« . [(" -- o,/,''', H ' u'/'a})
e

VhtÕi.i) j@.}aNtl\- 1., 'P:,i(«)
q CSUPP'Üi,j

- ; (#{« : [:,/,', « '- o'/'o})
Analogamente, obtivemos Po e Varão. Também

Õ.ép.U li;l7i#Í"clo,rl}

Esta é a intensidade média, 558/4225, que é o valor médio de p
A função limiar escolhid;l [oi T(r, Z/) = 0 para lrl < g/ e T(z, y) = 1 para lrl > y. Este

procedimento limiar é equivalente a adorar uma política de teste de hipótese bilateral para
determinar se um coeficiente de ondaleta é igual ou diferente de zero. Lembramos que para
À = 3 temos, devido à desigualdade de Tchebichev, um "nível de confiança" de pelo menos
1 (]/3)2 = 8/9 ou, aproximadamente, 88, 8%, para qualquer que sqa a distribuição de

A Figura l mostra o número acumulado de eventos e a Figura 2 a intensidade estimada
onde se observa claramente o caráter não estacionário do processo. As Figuras 3 e 4
apresentam, respectivamente, o desvio padrão estimado da função intensida,de e a sua
versão sob limiar, como fornecidos pelas proposições 5.3 e 5.5

q
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intensidade estimada do processo observado a intensidade estimada do ruído. 

e 
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Utilizamos nesta aplicação ondaletas de Haar . Assim, 

2i/2 
"Pi,j = Tl/2 (1[iT/2i,(2i+l)T /2i+1) - I [(2i+l)T/2i+1 ,(i+l)T/2i)) , 

2 2i 
"PiJ = T l [iT/2i ,(i+l)T/2i) · 

Os estimadores /JT/ e Viu:(/JT/ ) foram obtidos pelas fórmulas 

/Ji,j = J "Pi,jdN(t) = L "Pi,j(Tk) = 
rkESUpp,J,,,j 

= ~ (#{rk E [iT/2i,(i + l )T/2i)}). 

Analogamente, obtivemos fio e Var/Jo. Também 

Esta é a intensidade média, 558/4225, que é o valor médio de p. 
A função limiar escolhida foi T(x, y) = O para !xi < y e T (x, y) = 1 para !xi > y. Este 

procedimento limiar é equiva lente a adotar uma política de teste de hipótese bilateral para 
determinar se um coeficiente de ondaleta é igual ou diferente de zero. Lembramos que para 
À= 3 temos, devido à desigualdade de Tchebichev, um "nível de confiança" de pelo menos 
1 - (1/3)2 = 8/9 ou, aproximadamente, 88, 8%, para qualquer que seja a distribuição de 
/3T/. 

A Figura 1 mostra o número acumulado de eventos e a Figura 2 a intensidade estimada, 
onde se observa claramente o caráter não estacionário do processo. · As Figuras 3 e 4 
apresentam, respectivamente, o desvio padrão estimado e.la função intensidade e a sua 
versão sob limiar , como fornecidos pelas proposições 5.3 e 5.5. 
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As Figuras 5 e 6 mostram, respectivamente, a intensidade estimada e a intensidade
estimada sob limiar acompanhadas de suas bandas de confiança não negativas. Novamente,
estas figuras confirmam a não homogeneidade do processo pontual de Poisson ajustado.

Nas Figuras 5 e 6, as bandas de confiança são calculadas somando ou subtraindo-se p
vezes a função desvio padrão à função intensidade, limitadas inferiormente por zero

Se não assumirmos que ./\r é um processo de Poisson, tanto a intensidade estimada como
a sua versão submetida a limiar continuam sendo aquelas já apresentadas mas, neste caso.
não podemos calcular as bandas de confiança.
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Figura 1: Número acumulado de eventos. Figura 2: Intensidade estimada
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Figura 1: Número acumulado de eventos. 
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Figura 3: Desvio padrão estimado. 
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Figura 5: Intensidade estimada com bandas 
de confiança não negativas (µ=3). 
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Figura 2: Intensidade estimada. 
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Cl:apítulo 7

Estimação da intensidade de
processos sob interferência de
ruído

Agora estudaremos uma situação na qual um processo pontual ocorre sob condições
de ruído. Temos inicialmente, um processo pontual ./V que é objeto do nosso estudo. A
este processo pontual é somado um outro processo pontual que será chamado de pro-
cesso pontual de ruído, ou simplesmente, ruído. O processo pontual resultante .À/ é

aquele possível de ser observado. Escrevemos .À/ = ./V + R e isto irá significar que
para Lodo 4 C fip, A4(Á) - JV(A) + E(Á). Vamos assumir que ]V e R são indepen-

dentes. Formalmente, tomemos dois processos pontuais (QX,.4N, /'x) r'' (Ân, B&.)c
(na,-4R,Px) -=+ (JVn, B&.) e defi-mos o processo (ç2X x {)X,.4/v x .4R,PX x pn) -lb
(]Vn,6&.), (ui,u2) C (}x x g2R a À/((oi,u2)) = ]V(ul) + R(u2), com Ón o conjunta
das medidas limitadamente finitas a valores inteiros definidas sobre os conjuntos de Borel
deIR

7.1 Processos pontuais sob ruído

Preposição 7.1 Sejam N e R processos poTituris que sa]ãsjazem às relações r].9) e
11.10), Seã.m PN . « :u« int.,«;id«d", ",P«t'««,-t.. Então, eú;t:«~ nú«e«: m
ais ã > 0 e J(Õ > 0 cais f/vée pín'a lodos t C JR e A i7zZerualo de IR com IAI < â a relação rz
segue' é uá\i,da

P{M(A) J} Kã(j i)lalj+plX(A)=ilpÍR(A)=j l}
+-ptw(A) = j ilptR(A)

Temos também
(7.1)

!T. !:Í:!eÍâl-=a = m([) - p'«(z) + '(z)[eA '

e, se PN e r pel"vencem a I' , ou, seio., N e R estão sob Q h'ipótese B, e'ratão

Pl&d(A) = 1} = «.(t)IAI + ol,A(t, IAI)
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de ruído. Temos inicialmente, um processo pontual N que é objeto do nosso estudo. A 
este processo pontual é somado um outro processo pontual que será chamado de pro
cesso pontual de ruído, ou simplesmente, ruído. O processo pontual resultante M é 
aquele possível de ser observado. Escrevemos M = N + R e isto irá significar que 
para todo A e BIR, M(A) = N(A) + R(A). Vamos assumir que N e R são indepen-
dentes. Formalmente, tomemos dois processos pontuais (DN,AN,PN) ~ (NJR.,B;;,IR.) e 
(DR,AR,PR) ~ (IVTR.,B,v!R.) e definamos o processo (DN x nR,ÀN x AR,PN x PR)-!!!.+ 
(NrH.,B;;,m.), (w1 ,w2) E nN x DR -+ M((w1,w2)) = N(wi) + R(w2), com IVTR. o conjunto 
das medidas limitadamente finitas a valores inteiros definidas sobre os conjuntos de Borel 
de lR. 

7.1 Processos pontuais sob ruído 

Proposição 7.1 Sejam N e R processos pontuais que satisfazem às relações (1.9) e 
{1.10}. Sejam PN e r suas intensidades, respectivamente. Então, existem números re
ais ó> O e ]{5 > O tais que para todos t E lR e ~ intervalo de lR com l~I < ó a relação a 
seguir é válida: · 

Vj E IN* P{M(t..) = j} ~ K5(j - l)l~li + P{N(~) = l}P{R(~) = j - 1} 

+P{N(t..) = j - l}P{R(t..) = 1}. (7.1) 
Temos também 

. P{M(~) = 1} 
hm l~I = m{t) = PN(t) + r(t) lil.1->0 
tELl. 

e, se PN e r pertencem a L 
1

, ou seja, N e R estão sob a hipótese B, então 
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e ol,A(z, lal) leFlz a praphedade.' para lodo n flua/a /ízriífada / C IR afaste o/ i7iÓ'rzilesíma/
l;at q'ue

:'suP . lot,a(1, ')l $ o/(z) com or(lal)/lal H 0 q?.«do lal -+ 0 e o,(0)
ca lal=;

0. (7.3)

Denotamos ol,A(f, lal) simplesmente por oi (f, IAI)

Um infinitésimo que satisfm à relação suplcn lot(z)l $ o(z), lim,-o e(d = 0 e o(0) = 0
será chamado infinitésimo uniformemente limitado. Claramente, o conjunto dos infi-
nitésimos uniformemente limitados, com as operações usuais de multiplicação por escalar
soma e produto de funções, formam uma álgebra comutativa sem unidade sobre ]R. Um
inânitésimo que satisfaz à relação 7.3 será chamado de infinitésimo uniformemente limi-
tado sobre intervalos limitados. Novamente, é imediato que o conjunto destes infinitésimos
é uma álgebra comutativa sem unidade sobre ]R. Claramente os infinitésimos uniforme-
mente limitados em intervalos Ifrnitadns satisfazem a relação (2.8) pois basta, para cada r
intervalo, tomar O intervalo aberto tal que O D / para verificar tal relação. Assim, estes
infinitésimos são do tipo o/. Estendemos naturalmente estes conceitos para infinitésimos

Demonstração Primeiro provámos a relação (7.])

Da condição (1.9) para N, observando que sempre podemos escolher kÓ. ? l de modo
a [mer va]er P{N(A) = 0} $ Êd. IAlo = ÊÕ. , e, analogamente, para E vem

]ãt > 0,]Kõ.,V) C NÍl},Vt C R,VA C m,lal < Ói,P{/V(A) =j} $ Kõ.IAIJ

]ó2 > 0,3Kó,,Vj C WÍl},Vt C R,VA C Jn,lal <ó2,P{R(A) =j} É Kõ,rali

Donde obtemos, devido à independência de ./V e R,

]ó = mint]t,õZ}, ]J(Õ = ](J.Kã,, Vj C ]N',yZ C JR, yA C IR, lal < ã.

pÍm(A)-j} pÍX(a) j } )l:pllv(a)=kJpÍR(a)
k-oÊ-o

- ilpÍa(a) +pÍW(A) j llpÍX(a)

+ >1.1 pÍX(A) pÍR(A) J k}
x; {i..j-t}

.7

J

j

P{N(A) R(A)
.]

E
h=o

x: eÍt,j - i}

Kd. IAl*Ã'õ:lalj *

= Kõ. Kõ: >: lalj 2Ã'i. Ã'd,IAI' = Ã'Õ. Kó,(J' - i)IAlj
.1

É-o

IZ.t) está estabelecida.
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e o1,b. (t, l~I) tem a propriedade: para todo intervalo limitado I C IR existe 01 infinitesimal 
tal que 

sup I01,ó(t, z)I S 01(z) com 01(I~1)/l~I ~ O quando l~I ~ O e 01(0) = O. (7.3) tE/ ôClll 
tEL'. lôl=• 

Denotamos o1,b. (t, l~I) simplesmente por 01 (t, l~I). 
Um infinitésimo que satisfaz à relação S~PtEIR lot(x)I S o(x), limx~ o o~) = O e o(0) = O, 

será chamado infinitésimo uniformemente limitado. Claramente, o conjunto dos infi
nitésimos uniformemente limitados, com as operações usuais de multiplicação por escalar, 
soma e produto de funções, formam uma álgebra comutativa sem unidade sobre IR. Um 
infinitésimo que satisfaz à relação 7.3 será chamado de infinitésimo uniformemente limi
tado sobre intervalos limitados. Novamente, é imediato que o conjunto destes infinitésimos 
é uma álgebra comutativa sem unidade sobre IR. Claramente os infinitésimos uniforme
mente limitados em intervalos limitados satisfazem a relação (2.8) pois basta, para cada J 
intervalo, tomar O intervalo aberto tal que O =:) I para verificar tal relação. Assim, estes 
infinitésimos são do tipo 01. Estendemos naturalmente estes conceitos para infinitésimos 
o. 

Demonstração Primeiro provamos a relação (7.1). 
Da condição (1.9) para N , observando que sempre podemos escolher kó

1 2:: 1 de modo 
a fazer valer P{N(~) = O} S kó1 l~Iº = kõ1 , e, analogamente, para R vem 

3ó1 > O, 3KêiJ) \/j E 1N - {1}, \/t E IR,\/~ C IR, l~I < ó1, P{N(~) = j} S Kêi1 l~li, 
3ó2 > O, 3Kêi2 , \/j E 1N - {1} , Vt E IR,\/~ C IR, l~I < ó2, P{R(~) = j} S Kó2l~li. 

Donde obtemos, devido à independência de N e R, 

j j 
P{1vf(li) = j} = L P{N(~) = k, R(~) = j - k} = L P{N(~) = k}P{R(ô) = j - k} 

k=O k=O 

= P{N(ô) = l}P{R(li) = j - l} + P{N(ô) = j - l}P{R(ô) = l} 
j 

Como 

+ L P{N(li) = k}P{R(ô) = j - k} 

j 

k=O 
k ~{l,j - 1} 

L P{N(ô) = k}P{R(ô) = j - k} s 
k =O 

k~{l,j-1} 

j 

j 

L Kó. lôlk KÓ2 lôlj- k 
k =O 

k~ { 1,j - 1} 

= KÓ1Kó2 L lôlj - 2K61Kêi2ltilj = KóJ(ó2(j - I)lôli, 
k=O 

(7.1) está estabelecida. 
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Agora voltamos nossa atenção pala as intensidades. Coí]io (1.]1) e (1.]2) decorrem
das hipóteses da proposição (7.1)

P{M(A) - l} =P{ (A) R(A) =0l+P{N(A) =0,R(A)
- ]lPtn(A) =0} +P{N(A) P{R(A)

1}

Como P{N(A) - 0} - 1 P{N(A) - l} --pÍN(A) ? 2} - 1 --PX(t)lal oÍ,J«(lal)--
ollX(IAI) , ot,W(IAI) e ol X(lal) iníinitésimos uniformemente limitados, pois por hipótese
.;,X(IAI) o é, ' também L'mo; .llX(IAI) $ O(IA]'), temos PÍ]V(A) = 0} = 1 P fl\161
ot.x(IAI),oe,xinnnitésimounifn;menlentelimitado. ' ' '' - '- '

Analogamente, P{R(A) = 0} = 1 r(t) lal --ot,z(IAI), ot.a in6nitésimo u.ífn-memente
1{ tn ;+ n H ''\

Assim,

P{M(A) (px(t)IAI +a;.N(IAI))(t r(É)IAI .t.n(lal»
+(r(t)IAI + o:,a(IAI))(l PN(Z)IAI -- ot.W(IAI»

(PX(&) + r(t»IAI +o{.x(IAI)(l r(t)IZ\l ot,n(IAI»
+o;,X(IAI)(l PX(t)IAI ot,X(IAI»

PX(Z)IAI(r(t)IAI + ot.X(IAI)) ,(1)IAI(PX(t)IAI + ot,N(IAI»
IP.«(t) + ,(t»IAI + oi(f, lal)

r?UO ptJI/(A - 1} . i!-a'(p«'([) +'(z» + .Jtn.!!1llJ?} px(t) + '(t) - "'(t)

Para todo intervalo / c ]R
pertencem a Ci e temos que n

se p2v e r pertencem a .Ci, pela proposição 2.2, p.v e r
sup.rp.N e p := suP.r r são finitos.

s«play(t, lal)l $ '1«(1al)(l +Plal+ on(IAI»+oh(IAI)(i + "lAI + o/«(lal»

+zlal(Piar + ox(A)) + PIAM(zlAI + ojv(A»,

logo, suPtcr loi(t, IAI)l/lal -+ 0 quando IZXI + 0 e suptc/ loi(é, 0)
Portanto, ol(t, lal)l satisfaz (7.3)

0

Proposição 7.2 Se N e R satisfazem (1.9) e (l.IQ) eTitão

riJ plw(A) > i} $ o(f, IAl:),'

ri,J pÍm(a) $ EÍm(a)} $ pÍA/(a) + o(t,lal'),'

riiiJ F:w(z\ll, ;l«'(f)pAi + '-(t, IAI). s' À' ' R «lã. «ó ipóz«. B .« ã. . (t, lal)
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Agora voltamos nossa atenção para as intensidades. Como (1.11) e (1.12) decorrem 
das hipóteses da proposição (7.1), 

P{M(L\) = 1} = P{N(L\) = l,R(L\) = O} +P{N(L\) = 0,R(L\) = 1} 
= P{N(L\) = l}P{R(L\) =O}+ P{N(L\) = 0}P{R(L\) = l}. 

Como P{N(L\) =O}= l-P{N(L\) = l}-P{N(L\) 2: 2} = l-pN(t)IL\l-o~ N(ló.1)
otN(ló.l) , o~,N( IL\I) e o~:N(IL\I) infinitésimos uniformemente limitados, pois por' hipótese 
º~.N(IL\I) o é, e também temos or,N(IL\I) ::; 0(16.12

), temos P{N(L\) =O}= l-pN(t)IL\I
Ot,N(IL\I), 0t,N infinitésimo uniformemente limitado. 

Analogamente, P{R(L\) =O}= l -r(t)IL\l-ot,R(IL\I), 0t,R infinitésimo uniformemente 
limitado. 

Assim, 

P{M(L\) = 1} = (pN(t)l.ô.l + o~,N(l.ô.1))(1 - r(t)l.ô.l - Ot,R(l.ô.l)) 
+(r(t)IL\I + o~,R(l.ô.1))(1 - PN(t)IL\I - Ot,N(l.ô.l)) 

= (PN(t) + r(t))l.ô.l + o~,N(l.ô.l)(l - r(t)l.ô.l - Ot,R(l.ô.l)) 
+o~,R(l.ô.l)(I - PN(t)l.ô.1- Ot,N(l.ô.l)) 
-pN(t)l.ô.l(r(t)IL\I + Ot,n(IL\I)) - r(t) l.ô.l (PN(t)l.ô.l + Ot,N(llll)) 

= (PN(t) + r(t))l.ô.l + 01(t, l.ô.l) 

lim P{M~~i = l} = lim (PN(t) + r(t)) + lim 
01 (;~~1) = PN(t) + r(t) = m(t) lll.l➔O lól->O jb.j--tO tEll. tEll. 

Para todo intervalo I e JR, se PN e r pertencem a l 1
, pela proposição 2.2, PN e r 

pertencem a C1 e temos que 1r = supr PN e p = supr r são finitos. 

sup 101 (t, 16.l)I < oN(l.ô.1)(1 + Pl.ô.l + OR(l.ô.l)) + o~{l.ô.l)(l + 1rl.ô.l + oN(IL\I)) tEI 

logo, suptEJ io1{t, l.ô.l)l/16.I-+ O quando l.ô.l -+ O e suptET lo1(t,0)I = O. 
Portanto, 01(t, l.ô.1)1 satisfaz {7.3). 

Proposição 7.2 Se N e R satisfazem {1.9) e {1.10} então 

{i) P{Nl(L\) > 1} ::; O(t, 16.12
); 

{ii) P{M(L\) = 1} ::; E{Nl(L\)}::; P{NI(L\) = 1} + O(t, IL\1 2
); 

■ 

{iii) E{M(L\)} = m(t)l.ô.l + 01 (t, 16.1). Se N e R estão sob a hipótese B então oi(t, 16.I) 
satisfaz {7.3). 
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Em notação dilêiencial escrevemos -FdÃ/(f)
l)e«ionstração (i)

«,(f)dt + .i (f, df)

pÍW(a)> it$ :(Kõ(j i)lalj+plw(A) ilpÍR(A)

+pÍW(A) = j ilpÍR(a)
i})l:pÍR(a) -j iJ+ pfR(a) i})l:pÍX(a)

.j>i .j>i

+Kã }:(j t)lalj

1}

Observamos que a função /(z) = E (j + l)zj é analítica no disco lzl < 1. Então
J

>l: (j + i),j :l;": -:s'«' -É l,'s:'l
l (''d) - *xhFklu
'? 'za . ,: ("- 2z) - 0(,D

Agora, de E,>i P{E(A) = j 1} - P{R(A) = 1} + Ej>. P{R(A)
o;,Z(IAI) + alia(IAI) e de sua análoga para ]V temos, para 0 $ 1al < l

,(f)IAI +

P{M(A) > 1} $(pw(t)IAI + o;,X(IAI»(r(f)IAl+ at,X(IAI»

+(r(t)IAI + O;.R(IAI»(PN(t)IAI + Ot,N(IAI» + AÕO(IAI:)

já que Ej>i(j í)IAlj $ Ein(j + i)lalj
Pc'rtanto, P{M(A) > 1} $ 2pX(t)r(t)IAI'+o(t, IAI') = O(f, IAI'). Observe que, como

o;./.r, ot,x, o;,X e at,X são uniformemente limitados, se px e r pertencem a ri, o(t, lal') é
uniíbrmemente limitado sobre intervalos limitados, assim como O(t, IAI').

(Ü)

E{M(A)} P{M(A) {M(A)

ptm(A)=il+plw(A) }.IJpÍa(a) j i}

+plx(a) - i} }:jP{JV(A) i} + >:Ã'õJ(j
j>ijZ2

P{.U(A) 11+ P{N(A) E:(j+ IIP{R(A)

+p{/t(A) +i)plw(a) +Kõlal>:J
j?t .j?2

P{M(A) !} 2(P{N(A)

+pÍR(A) = ilz(x (A») + o(IAl:),

j>2

.j2: ]

<

i)lal'

<

(.f + i)lal

<
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Em notação diferencial escrevemos EdM(t) = m(t)dt + o1 (t, dt). 
D emonstração (i) 

j>l 

+P{N(ti.) = j - l}P{R(ti.) = 1}) 

= P{N(ti.) = 1} L P{R(ti.) = j - 1} + P{R(ti.) = 1} L P{N(ti.) = j - 1} 
j>l j>l 

+Kó L(j - l )/fi./1. 
j>l 

Observamos que a função J(z) = L (j + l)z1 é analítica no disco /zl < 1. Então 
j?_2 

L(j + l )z1 = L ~zí+1 = _i_ L zí+l = ~ ( z3 L zÍ) 
J.>_ 2 J">2 dz dz .>2 dz ·>o 

- J _ J_ 

= ~ (z3_1_) = 3z
2

(1 - z) - z 3(-1) 
dz 1 - z (1 - z)2 

3z2 - 2z3 
2 (3-2z) 2 

= (1 - z)2 = z (1 - z)2 = O(z ). 

Agora, de Lj>l P{R(.6.) = j - 1} = P{R(.6.) = 1} + Lj>l P{R(ti.) = j} = r(t)l.6.I + 
o~,n(lti.l) + o~.n(/ti.l) e de sua análoga para N temos, para O :S /ti.l < 1, 

P{M(fi.) > l} :S (PN(t)lti. l + o~,N(lti.l))(r(t)lti. l + Ot,R(lti.l)) 

+(r(t)lti.l + º~,R(lti.l))(pN(t)lti.l + Dt,N(lti.l)) + k50(lti.l2
) 

já que Lj>l(j- l)jti.jí :S Lj>I(j + l)jti.jí. 
Portanto, P{M(.ô.) > 1} :S 2pN(t)r(t)l.6.l2 +o(t, /ti.12 ) = O(t, lti.12 ) . Observe que, como 

o~,N• 0t,N, o~,R e Dt,R são uniformemente limitados, se PN e r pertencem a L 1 , o(t, jti. j2) é 
uniformemente limitado sobre intervalos limitados, assim como O(t, jti.j2). 

(ii) 

E{M(ti.)} = P{M(ti.) = 1} + LjP{NI(ti.) = j} 

< P{M(.6.) = 1} + P{N(ti.) = 1} LjP{R(.6.) = j - 1} 
j>l 

< P{M(ti.) = 1} + P{N(ti.) = l } I)j + l)P{R(ti.) = j} 
j?_ 1 

+P{R(ti.) = 1} L(j + l)P{N(ti.) = j} + K ,5/ti.l Lj(j + 1)1.6.lj - l 
j?_ l j?_2 

< P{M(ti.) = 1} + 2(P{N(.6.) = l}E(R(~)) 

+P{R(.6.) = l}E(N(.6.)) ) + O(l.6.12
) , 
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Ja que

K«Ej0+D'' : - K',E$,' ': -K,,$E,":

- ««: lq;::#) - «« (' -"''ú-q

- '«.,: (á * qhP) - .',',.

2,)2(1 ,)( 1)\
/

Com' P{/V(A) - 1} = P.«(t)lal + .{,,,(lal), E(iv(A)) = P.«(t)lal + õt,J«(IAI), exis-
tindo expressões análogas para .R) sendo todos estes infinitesimais uniformemente limi-
tados, temos E(M(A» $ P{M(A) = 1} + O(f,IAI'), sendo O(t, IAI') uniformemente
limitado em intervalos limitados se tivermos PX e r c .Ct

(Üi) P{M(A) 1} $ E{JW(A)} $ 77z(t)+ ol(t, IAI) + O(f, IAl2). Assim

zÍW(a)} + .{ (f, lzil)

sendo que o: tem as mesmas propriedades de ol(t, IAI) quando PX e r pertencem a ri e
podemos escrever E{JI/(A)} = m(t) + al(f, lal). Portanto, em particulm, se JV e R estão
sob a hipótese B então ol(t, lal) satisfaz (7.3)

Definição 7.1 U77z processo porztuaZ /V saías/az d Âãpótese #B#- se e sorlze7zfe se satíltfnz
à hil)ótese +B e aENjat C essLt

Deânição 7.2 rrl processo pontual /V salas/az à Àzpófese 4+ sc e $orne7zfe se satisfaz
à ãdpófese #.4 e dE]V/d/ C essCi

A hipótese #A+ é equivalente às hipóteses +B+ e +A simultaneamente

Proposição 7.3 Para p EIW. nfegr(íuel, se iV e R safál/agem a Àipátese B r#BJ, tezízos

l tptt)iÇÜM(t)= Ig(t)m(t)dt.

Demonstração Como m(Z) = PM(1) + r(t) C C' e EdM = m([)dt + oi(],df) senda

ol (Z, dt) um infiniLésimo uniformemente limitado sobre intervalos liiniLados, negligencii\ndo
infinitésimos de ordem superior, pelo Corolário 2.4, obtemos

l p(t)EdM(t)= llP(t)m(t)dt

Veja a demonstração da Proposição (7.6) para o caso de /V e R estarem sob a hipótese
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já que 

. " d2 . 1 d2 " . i J(óz Lj(j + l)zJ - l = Kóz 0 - 2z1 + = K óz-2 0 z1+ 
.>2 .>2 dz dz .>2 } _ J _ J_ 

= ~ (z
2
(3-2z)) =K z ((6z- 6z

2
)(1- z)

2
-z

2
(3 -2z)2(1- z) (- l)) 

Kóz dz (1 - z)2 ó (1 - z)4 

6z(l - z)3 + 2z2(1 - z)(3 - 2z) 
= Kóz (1 - z )4 

= 6K c5z2 ( -1- + z(l - 2z/3)) = O(z2). 
1 -z (1 -z)3 

Como P{N(6.) = l} = PN(t)l6.I + o~,N(l6.I) , E(N(6.)) = PN(t)l6.I + Õt,N(l.6.1), exis
tindo expressões análogas para R, sendo todos estes infinitesimais uniformemente limi
tados, temos E(M(-6.)) :::; P{l\lI(-6.) = 1} + O(t, l.6.12

), sendo O(t, l.6.12 ) uniformemente 
limitado em intervalos limitados se tivermos PN e r E L 1. 

(iii) P{M(6.) = l} :::; E{M(6.)} ~ m(t) + 01(t, 16.I) + O(t, 16.12
). Assim 

E{M(6.)} = m(t) + o~ (t, 16.1), 

sendo que o~ tem as mesmas propriedades de 01 (t, 16.1) quando PN e r pertencem a L1 e 
podemos escrever E{M(6.)} = m(t) + 01 (t, 16.1). Portanto, em particular, se N e R estão 
sob a hipótese B então 01(t, 16.I) satisfaz (7.3). 

■ 

Definição 7.1 Um processo pontual N satisfaz à hipótese *B + se e somente se satisfaz 
à hipótese *B e dEN/dl E essL1

• 

Definição 7 .2 Um processo pontual N satisfaz à hipótese *A+ se e somente se satisfaz 
à hipótese *A e dEN/ dl E essL 1

• 

A hipótese *A+ é equivalente às hipóteses *B+ e * A simultaneamente. 

Proposição 7.3 Para cp EM-integrável, se N e R satisfazem a hipótese B (*B), temos 

j cp(t)EdM(t) = j cp(t)m(t)dt. 

Demonstração Como m(t) = PN(t) + r(t) E L1 e Edl\lI = m(t)dt + o1 (t, dt) sendo 
o1 (t, dt) um infinitésimo uruformemente limitado sobre intervalos limitados, negligenciando 
infinitésimos de ordem superior, pelo Corolário 2.4, obtemos 

j cp(t)EdAtf(t) = j cp(t)m(t)dt . 

Veja a demonstração da P roposição (7.6) para o caso de N e R estarem sob a hipótese 
*B. R 
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Proposição 7.4 Seja7n JV e B sob a Aipátese .4 r+,41 e

EÍd/V(tl)dN(tZ)} = PX(ÉI, f2)dZtdt2, EldR([i)dR(t2)} = PaR(tt, t2)dZtdt2,

CovÍdJV(Zi),d/V(t2)} = q2x(ti, t2)dlidt2, Cov {dR(zl),dR(z2)} = q2R(t1, l2)dtldtz

EldJW(f!)dJI/(f2)} = p#(fi , t2)dfidt2

Co« {dM(t: ), dM (t,)} çy(t:, t,)

pf (f: , f,) P2W(fi, f2) + pf(ti, t2)+ PN(h)r(tZ) + PN(Z2)r(ti)

Çy(t:, [,) - q2W(f:, ],) + qaR(Í-, t,)

Demonstração

BÍdM(ti)dM({2)} ZÇ{(dN(ti) + dR(fi»(dN(tz) + dR(t2»}

)dJV(12)} + {dN(t-)dR(Z2)} + JÇldE(Zi)dM(12)}+ EÍdR(Zi)dR(f2)}
= P2N(t1, I2)dlIdÉ2 + PN(ÍI)r(f2)dÍI df2 + r([1 )PN(Í2)dtId]2 + P2R(fI, t2)dtIdI2

e

Cov {dM(+i),dM(f2)} = Cov{(dN(tt) + dR(ti»,(dN(t2) +- dR(f2»}
= Cov {clN(ti ), dN(tz)} ]' Cov {dN(fi), dR(f2)} + Cov {dN(t2), dE({i)}
+Cov {dB(fl)dR(t2) }

= qaW (fl , t2)dfl dt2 + 0 + O -F qX(tl , Z2)dtidt2,

devido à independência de .R e .N

Proposição 7.5 Se /V e R safíllfazem à À3pófese .4 r#ÁJ e são processos pontuais de
Po'isson, e'ntão

Py(ti, t2) = PW(ti)(PW(12)+ r({2))+ r(ZI)(PX(12)+ r(f2»

. g# (f: , t,)

Demonstração Imediata

Proposição 7.6 Se iV e R salas/alem â Àápófese B erzfão iW = JV +R famóém a
seLtãsfnz. Se N e R satisfüzell\ à hipótese +A então M = N \- R tüljtbévrt a satisfaz e,
soTiseqâieTltenLente, se N e R sütisjüzetl} à hà'pótese A + eíttão M tült\bélTt a satisfaz.
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Proposição 7.4 Sejam N e R sob a hipótese A (* A) e 

E{ dN(t1)dN(t2)} = pfJ (t1, t2)dt1 dt2 , E{ dR(t1)dR(t2)} = pf(t1, t2)dt1 dt2 , 

Cov {dN(t1), dN(t2)} = qfJ (ti, t2)dt1dt2, Cov {dR(t1 ), dR(t2)} = qf(t1, t2)dt1dt2. 

Então 

e 

com 

e 

Demonstração 

E{dM(t1 )dM(t2)} = E{(dN(t1) + dR(tt))(dN(t2) + dR(t2))} 

= E{dN(ti)dN(t2)} + E{dN(ti)dR(t2)} + E{dR(t1)dN(t2)} + E{dR(t1)dR(t2)} 

= pfJ (ti, t2)dt1 dt2 + PN(t1 )r(t2)dt1 dt2 + r(t1)PN(t2)dt1 dt2 + p:(t1, t2)dt1 dt2 

e 

Cov {dM(t1), dM(t2)} = Cov {(dN(t1) + dR(t1)), (dN(t2) + dR(t2))} 

= Cov { dN(ti), dN(t2)} + Cov { dN(ti), dR(t2)} + Cov { dN(t2-), dR(t1)} 

+Cov {dR(t1)dR(t2)} 

= q~v (ti, t2)dt1 dt2 +O+ O+ q{(t1, t2)dt1 dt2, 

devido à independência de R e N. ■ 

Proposição 7.5 Se N e R satisfazem à hipótese A (*A) e são processos pontuais de 
Poisson, então 

Pt1 
(t1, t2) = PN(t1)(pN(t2) + r(t2)) + r(t1)(pN(t2) + r(t2)) 

e qf1 (t1, t2) = Ü. 

Demonstração Imediata. ■ 

Proposição 7.6 Se N e R satisfazem à hipótese *B+ então M = N + R também a 
satisfaz. Se N e R satisfazem à hipótese * A então M = N + R também a satisfaz e, 
conseqüentemente, se N e R satisfazem à hipótese *A+ então J\;f também a satisfaz. 
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Demonstração Se ]V e R satisfazem à hipótese +B então existem dE]V/dZ e dE/Z/dg e
portanto, existe

dEN . dER . d(EN+En) dE(N+R) ' dEIU
ã7''t''ã7'' de ' dZ ' 'li?

a derivada de Radon Nikodyn da medida de esperança de ]v. Dito de outra maneira.
;omo EN «Kte ER «t ten)os EM = EÇN +R] = EN + ER «K t. Co\lxo dENfdte
dER/dg pertencem à essCi, pois /V e R satisfazem à hipótese +B+, dEJI//dZ C esses

Como ./V e ./? satisfazem à hipótese $B temos

vt c R VA c R f c A EN(A) ]} + .ZA (lal)

vt c R Vaca tc a zn(zi) =p{/t(a) = iJ+./l(lal)
A.ssi.m, Eiv(A). P{M(A) - ]} - E]V(A) + En(A) pÍN(A) = 1,/t(A) = 0}

pln(a) - i,x(a) - o} = zx(a) - (zw(a) .!"(IAI» pla(a)
(zn(a) 'f(IAI)) pÍX(a) = o} $ zw(a)(i - ptx(a) = o}) + En(A)(i -pfJV(A) =

Seja AI intervalo tal que l C íntAi e Éi = esssupa-(dEIV/dg), k2 = esssupa.(dE'R/d/)
Como /V satisfaz à hipótese *B+, dE'/V/de C essCj e portanto, ki é finito. Anajogam'/ "e.
k2 também é finito. Para todo a. C Ai temos ' '

qP - '"TW 'T - *.
Também é verdade que(l -- P{R(A) = 0}) 0 0 quando lal + o pois, em caso contrário
seríamos P{R(A) ? 1} o z, z > 0 quando lal -} 0 e, conseqüenbetnente, ER(A) ? z
para todo a. intervalo que contém t, desigualdade esta contraditória com o fato de termos
R sob a hipótese +B+ já que neste caso temos

ER(A) - .[(dER/dé)dZ $ TP(dEX/dZ)IZil - k2lAI

para todo A c Ai e, portanto, ER(A) + 0 quando lal -+ o

Assim, limlAho tca JIÍ;lP(l P{R(A) - 0}) - 0- Analogamente, limlzil+o,zca 41Í:l?(l

Temos então

0 <

<

-:. g!!(ê}. ':çylêl=B
aoã7Ea lal

nU.. 11/v(a)(i pln(a) - o}) + ...!a.. bílis»(iP{N(A)

e, portanto, podemos escrever E]W(A) = PlJI/(A)
prova de que Jt/ está sob a hipótese #B+

Agora, como -N e -/? são independentes, temos

1} + oÍlk(IAI). Isto completa a

Elm x À/) E«]V + X) x(N+ R)) = Z?(N x JV + /t x JV +N x R+ Rx R)
E(N x N) + ER x EN + EN x ER + EtK x Kb
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Demonstração Se N e R satisfazem à hipótese *B então existem dEN/de e dER/df. e, 
portanto, existe 

dEN dER d(EN + ER) dE(N + R) dE!vl 
de + de = de = de = dl ' 

a derivada de Radon Nikodyn da medida de esperança de Jvl. Dito de outra maneira, 
como EN « e e ER « e temos Elvl = E(N + R) =EN+ ER « f.. Como dEN/de e 
dER/ df. pertencem à ess.C 1, pois N e R satisfazem à hipótese *B+, dE!vl / de E ess.C 1. 

Como N e R satisfazem à hipótese *B temos 

Vt E lR Vb. e lR t E b. EN(!J.) = P{N(b.) = l} + of;Li (lb.l) 

Vt E lR VD. e lR t E 6 ER(!J.) = P{R(I::!.) = 1} + ofli(lb.l). 

Assim, EM(!:::.) - P{M(!J.) = l} = EN(b.) + ER(!J.) - P{N(!J.) = 1, R(D.) = O} -
P{R(b.) = 1, N(D.) = O} = EN(!J.) - (EN(!J.) - of (lb.l)) P{R(!J.) = O} + ER(D.) -
(ER(I::!.) - of(lb.l)) P{N(!J.) = O} ::; EN(D.)(1- P{R(b.) = O})+ ER(b.)(1 - P{N(D.) = 
O}). 

Seja b.1 intervalo tal que t E intl::!.1 e k1 = ess supli1 (dEN /de), k2 = ess supL~q (dER/<le) . 
Como N satisfaz à hipótese *B+, dEN/de E ess.C1 e portanto, k1 é finito. Analogamente, 
k2 também é finito. Para todo 6 C D.1 temos 

EN(I::!.) = Jli(dEN/de)de < k1l1::!.I = k 
lb.l l!J.I - l!J.I l· 

Também é verdade que (1 - P{R(!J.) =O}) ➔ O quando ID.I ➔ O pois, em caso contrário 
teríamos P{R(b.) 2': l} ➔ z, z > O quando lb.l ➔ O e, conseqüentemente, ER(b.) 2': z 
pa ra todo b. intervalo que contém t, desigualdade esta contraditória com o fato de termos 
R sob a hipótese *B+ já que neste caso temos 

ER(!J.) = { (dER/de)de::; sup(dER/de)l!J.I = k2l!J.I J Íi Li1 

para todo /J. C b.1 e, portanto, ER(b.) ➔ O quando l!J.I ➔ O. 
Assim, limllil➔D,tELi Efdfl (1-P{R(!J.) =O}) = O. Analogamente, limllil➔D,tELi Ef1fl (1-

P{N(/J.) =O}) = O. 
Temos então 

O < lim EM(b.) - P{M(!J.) = 1} 
Íi➔O,tELi lb.l 

< lim E~~~) (1 - P{R(!J.) =O})+ lim E~f) (1 - P{N(b.) =O}) = O ILil➔O,tELi ILil➔O,tELi 

e, portanto, podemos escrever EM(!J.) = P{Jvl(b.) = l} + of~(l!J.I). Isto completa a 
prova de que M está sob a hipótese *B+. ' 

Agora, como N e R são independentes, temos 

E(M x !vl) E((N + R) x (N + R)) = E(N x N + R x N + N x R + R x R) 
= E(N X N) + ER X EN+ EN X ER + E(R X R). 
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Se ./V e .R satisfazem a hipótese #A temos, para todo .A c A]R.2

E(M x M) (.4 n o) E(N x /v)(-4 n o) + É;(E x /z)(A n o) + (ER x EN)(.4 n D)
+(EN x ER)(Á n o)

ENri(d n o)+ #Rzi(H n n)+ ./Ino dXW ® dEXd/ x d/

* j... T» T'' * '.
E(Nri (A n o) + RKI (.4 n o» + o

B((N + R)TI (A n o»

já que(Z x Z)(D) = 0. Portanto ]W satisfaz a hipótese +A
Se .N e .R satisfazem à hipótese #A+ então satisfazem às hipóteses #B+ e #A e . assim

]W satisfaz às hipóteses +B+ e #A e portanto à hipótese 4'A+.

7.2 Estimação da intensidade sob ruído

Sda m,
Soam

m[lo,rl a restrição de m ao interva]o ]O, T] e 7-, rito,zl

o:' - l:+««.'- . õv- l:+«.«
e também

os coeficientes de ondaleta das expansões de m:.: e r* e seus estimadores

Proposição 7.7 Se substiLuinitos ]3n por f)#t, Bn por Í]V, p(L) por nl*(t), p2(u,u) por
pf(u,"), q2(u,u) po' q#(u, u), PJ par ü*J, 31À por 'hhÀ, P po, 'h. e assumi«nos quc
R satisfaz às mesmas hipóteses que N, em purtic'mar, r é s'upostn essenciattrleTtte Q
Hõtde'dana quando p o é, R é processo de Potsso'n quando N o é, e, esX)eciatme'nte, N e R

}ntisjtizenl u hipótese A (*A+) ou B (*B+) se N satisfaz a htpóLese A (*A) o\l B (*B)
\o$ enuTtciados dos Lemas 2.3 fl 2.5; Garotada 2.6; Teore'tiras 4.t n 4.6; Preposições 5.1 n
S.4 e 'l'eoremas 5.! a 5.8, ob errLos novos enu7tcindos válidos que chavilarevnos l,e17tas 2.3#
n 2.5+; Coronária 2.6+; Teare'inüs 4.i+ Q 4.õ+; Proposições 5.!+ Q S.4+ e Teore'mas 5.1+ ü
5.8:'

Demonstração Se âzeimos também as mesmas substituições nas demonstrações dos
teoremas obteremos ]lovas provas para os lemas, corolário, teoremas e proposições corres-
pondentes. Notamos aqui, a importância do Corolário 2.4, pois os infinitésimos associados
a ]t4 são do tipo o/; e o fato de que precisamos, para garantir a existência de PmM, densidade
produto de ordem m para À/, ter a existência de pnN e pnR as densidades produto de ordem
n, de ./V e -R, para todos os n, l $ m $ m, para podermos estabelecer o Lema 2.3$
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Se N e R satisfazem a hipótese *A temos, para todo A .e Am.2, 

E(M x M)(A n D) = E(N x N)(A n D) + E(R x R)(1 n D) + (ER x EN)(A n D) 
+(EN x ER)(A n D) 

f dEN dER EN1r1(A n D)+ ER1r1 (A n D)+ JAnD de® ~de x di 

f dER dEN 
+ JAnD df ® dedi x di 

= E(N1r1(AnD) + R1r1(AnD)) +o 
- E((N + R)1r1(A n D))= EM1r1(A n D) 

j á que (ex l)(D) = O. Portanto M satisfaz a hipótese * A. 
Se N e R satisfazem à hipótese *A+ então satisfazem às hipóteses *B+ e * A e , assim, 

M satisfaz às hipóteses *B+ e * A e portanto à hipótese *A+. 

■ 

7. 2 Estimação da intensidade sob ruído 

Sejam* = mJ[o,T] a restrição de m ao intervalo [O, T] e r* = rJ[o,T]· 
Sejam 

e também 

'Yri = foT '1/Jrir*dt e i'T) = foT '1/Jrid.R 

os coeficientes de ondaleta das expansões de m* e r * e seus estimadores. 

Proposição 7.7 Se substituirmos /3TJ por fJt, /3ri por /3f1 , p(t) por m*(t), P2(u,v) por 
M( ) ( ) M( ) • • ·T ·T • • · · p2 u, v , q2 u, v por q2 'l.L, v , PJ por m*J, p J,>. por m.J,>., p por m* e assumirmos que 

R satisfaz às mesmas hipóteses que N, em particular, r é suposta essencialmente a
Holderiana quando p o é, R é processo de Poisson quando N o é, e, especialmente, N e R 
satisfazem a hipótese A (*A+} ou B (*B+) se N satisfaz a hipótese A (*A) ou B (*B), 
nos enunciados dos Lemas 2.3 a 2.5; Corolário 2.6; Teoremas .4, 1 a 4- 6; Proposições 5.1 a 
5.4 e Teoremas 5.1 a 5.8, obtemos novos enunciados válidos que chamaremos Lemas 2.3* 
a 2.5*; Corolário 2.6*; Teoremas 4-1* a 4-6*; Proposições 5.1* a 5.4* e Teoremas 5.1* a 

. 5.8*. 

Demonstração Se fizermos também as mesmas substituições nas demonstrações dos 
teoremas obteremos novas provas para os lemas, corolário, teoremas e proposições corres
pondentes. Notamos aqui, a importância do Corolário 2.4, pois os infinitésimos associados 
a M são do tipo 01; e o fato de que precisamos, para garantir a existência de p![, densidade 
produto de ordem m para !vi, ter a existência de pi;[ e pt:, as densidades produto de ordem 
n, de N e R, para todos os n, 1 ~ n ~ m, para podermos estabelecer o Lema 2.3*. 

• 
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Assim, a partir do Teorema 4.1+, podemos esci'ever

Vm tÕT) - ÍI.+.k«\o.Qu)-y(«,«}a«d« + 1. ©*t«\m.tule«.

e da Proposição 7.4,

v« (Õr)

l

U

ll.Ü.(uà+.Wqlt«,«}ü«ü« *- 1. @.(«)pkÜ'"

* IÍ.ü.tule.(«)q!(«,«)ü«ü« + l. +znt«).. l«)'"
Var (a.) + Var (+.)

Em particular, se impusermos restrição apenas sobre o ruído, podemos estabelecer o
seguinte teorema.

Teorema 7.1 Soó as Àz'pófe$e da Teore?7za #./#, se supp@(o.o) ' lO,rl e o ruído á PoÍs-

ioli Itomogêneo caIR tntensidítde e, Guião ÍSy é unl estàvrtüdor de $n com as seguintes
T) ropràedades

ríJ para lodo l7, 77 = (i,j), j Z 0, EDnU = #? , Var (aw) = Var (/3.)+c se 0 $ { $ 2j l,

. 0 . (Õum) (Õ,) «s. c-l,á,-i.,-

(ii) pata. lodo T], n = (0,j), j < 0, E$r = Bn + e.2 j/' jz'r @(..)(t)dt e Var (/3W) .

Vür (Pq) + c Jl2'''' .P: .o) (t)(it;

ríiiJ pa« f.d' '7, '7 - (í,j), i/ 0 ' i < 0, É;/jom = /30 = 0 . Var (Ónm) = Va' (Ó,) = O,'

r uJ para lodo 71 C Z lemos. se Z{ ? 0 e O $ 71 $ 2fi -- l ezzíão Epal = Pç + 2 fi/Zc e
V« (Óou)

se /d < 0 e l7 = 0 Calão EÕUm = P. +r2 "/' in2"r@(...)(t)dt e Var (D#) = Var (P.)+
E Xn2"r çó(o..)(t)dt .

. EÓnm = D. = V« (Õom) = V«' (Õ.) = 0 « «nf,áM..

Demonstração

/
P.+t l $.dt,

Var (Õq) + Vm ('7q) = Var (/io) + .Á 'pgcdt = Var

Z@vdA/ = /
T

$nEdMI =
]' rT

k.EÜN+- l. +.EÜR

Va- (Õr)

li) Se q (i,J), j ? 0, então

7o odZ= 1 seesotnenbese0$d$2J--l
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Assim, a partir do Teorema 4.1 *, podemos escrever 

e da Proposição 7.4, 

f la 1P11(u)1/J11 (v)qf (u, v)dudv + laT 'ljJ~(u)p(u)du 

+ fia 'IP11(u)'ljJ11 (v)qf(u,v)dudv + foT 'ljJ~(u)r.(u)du 

Var (/311 ) + Var (i'11). 

Em particular, se impusermos restrição apenas sobre o ruído, podemos estabelecer o 
seguinte teorema. 

Teorema 7.1 Sob as hipóteses do Teorema 4.1*, se SUPP7P(o,o) = [O,T] e o rnído é Pois
son homogêneo com intensidade E , então /3;/ é um estimador de f3TJ com as seguintes 
propriedades: 

(i) para todo 1/, 1J = (i, j) , j 2: O, E/J~W = /311 , Var (/Jt') = Var (/JT/ ) +E se O~ i ~ 2i - 1, 
e O= Var (/3~) = Var (/311 ) caso contrário; 

(ii) para todo 1J, 1J = (O,j), j < O, E/3~ = /3T/ + E.2-i/2 JtT 7P(o,o)(t)dt e Var (/Jf/) = 
Var (/JTJ) + Ef/T 7P[o,o)(t)dt; 

(iii) para todo 1/, 1J = (i,j), i =/- O e j < O, EfJ[(' = /3TJ = O e Var (/3/(') = Var (/3TJ) = O; 

(iv) para todo 1/ E 7l temos: se fi 2: O e O ~ 1J :S 2ti - 1 então E/3;(1 = (311 + 2- P.i/2E e 
Var (/3;(1) = Var (/311 ) + E, 

se fi < O e 1J = O então E/3t1 = /3T/ + E2-f..i/2 Jt;T if>(o,o) (t)dt e Var (/3!(1) = Var (/JTJ) + 
r2liT 2 ( ) 

E Jo <P(o,o) t dt, 
e E/3;(1 = (311 = Var (/3;(1) = Var (/JTJ) = O caso contrário. 

Demonstração 

E/Jt1 E lar 'ljJ11dM = lar 'ljJTJEdM = lar 'ljJ11EdN + laT 'lj;11EdR 

= f311 + E {T 1/J11dt, 
· lo 

Var (/Jt1) = Var ({3TJ) + Var (i'T/) = Var ({JT/) + laT ~p~Edt = Var (/311 ) + E laT 'ljJ~dt. 

(i) Se 1/ = (i,j) , j ~ O, então 

hT 'lj;,1dt = O e hT 'ljJ~dt = l se e somente se O :::; i :::; 2J - 1, 
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sendo esta última integral igual a z?ro caso contrário. Como g(supP(@o ® Ov) r] (;)
quando ã < 0 ou ã ? 21, temos Var(P.) = 0 e o resultado segue

0

(ü) Se { = 0 e j < 0, então

1. $.üt l:zií''>o.Btajtlüt i/' J.' 'bw.n(-)',/

l:4.' - Í:''q....v*\«. - 11'" %..»t.)',/
(in) Se i# 0 e J < 0, então supP@(l,J) n lo,r) @. Por isso

Õy-Ç}, nBT- D, Õ«- 0 - B.. V.- tBr)- Q -. VmÚ.)
(vi) Se Zã ? 0 temos

0

+..lide = 1. 2t'f'+(2t:t nl')dt= 2 ':r' l2t"r nr} '' JQ ' '' J-líF/ Ó(o,o) ('u)(lu 2'zi/2/gelo,...,2zi-- i}

e j:r Ó:.f:dt = ánré2 o)dt/VC(o, ,2fi ]}

Se gí $ 0 temos supp Ó(o,zi) íl lo,rl # 0 se e só se l7 = 0, e assim

1. 'b«J:dt - 2 e'l, Í.'- 'l'O.-\(t\at/
c ]or # ,f:dZ = án2"r @'o,o)dZ-

Então, estamos interessados em encontrar um método para estimar c.
apresentamos o seguinte lema.

Para este fim

Lema 7.1 SeU'a { [i,kj] $ á $ nk}, 72Ê 2 2 para lado k, u?7z conjunto de uadáueis
«l«tôda' t'l qu. pa« f.d. k C N' e É.d. i,j C {l,...,nÊ}, VmXi,k = [ + Oi(Ê),
corri :y$,. 1Oi(É)l o 0 guandc, k d oo e Zamóé«T, para i# j, Cov (Xf,k, XJ,k) = 0. Sda

n.t = ZIXi,k c ui,# = Pi,t (.!ipi,t)/n#- Se ul.# é Za/ gue :Hg it,i.kl o 0 q««do k a «),

;'*, - ú $ 1*.,. - 1$*,,.) '«1'
é um esta'nadar assãntoti,ca.men,te n,ão uã.esa,do de e.

".m-"-';' Sd,« X,. - .*:.' ' ,:,- . '.,. - *,. - (.$1 H,.l /« "«'h ":,. -.
Já que

86

sendo esta última integral igual a zero caso contrário. Como f(supp(tp11 ® tp11 ) n C) = O 
quando i < O ou i ~ 2i, temos Var (/Jri) = O e o resultado segue. 

(ii) Se i = O e j < O, então 

e 

(iii) Se i -f O e j < O, então supp'lf'(i,j) n [O, T) = 0. Por isso, 

(vi) Se f.i ~ O temos 

r r ei/2 li -ei/2 · -li/2 
T T 12tiT- 1JT 

lo <Pri,tidt = lo 2 </;(2 t -17T)dt = 2 -riT <P(o,o)(u)du = 2 JriE{0, ... ,2t; _ 1} 

e J{ <P~,lidt = J{ <Pfo,o)dtJT/E{0, ... ,2li - 1} · 
Se li :'S O temos supp <P(ri.ii) n [O, TJ i= 0 se e só se 77 = O, e assim 

• 
Então, estamos interessados em encontrar um método para estimar é . Para este fim, 

apresentamos o seguinte lema. 

Lema 7.1 Seja {Xi,kll :'S i :'S nk}, nk ~ 2 para todo k, um conjunto de variaveis 
aleatórias tal que para todo k E lN* e todo i,j E {l, ... ,nk}, VarXi,k =é+ Oi(k), 
com max IOi(k)I ➔ O quando k ➔ oo e também, parai :/= j, Cov (Xi k, Xj k) = O. Seja 1::;i::;n.1: • • 

n.1: 
µi k = EXi k e Vi k = µi k - ( ~ µ1 k)/nk. Se Vi k é tal que max Jvi kl ➔ O quando k ➔ 00 1 ' ' ' ' l=:l ' ' 1::;i::;nk ' 
então 

t(k) = ~ f: (xi,k - (f:x,,k) /nk)

2 

nk li==l l==l 

é um estimador assintoticamente não viesado de é. 

Demonstração Sejam Y;:,k = Xi,k - µi,k e Zi,k = ½,k - (~ YÍ,k) /nk. Então EZi,k = O. 
I== l 

Já que 
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u'l'f(É)

l
nk' ')'

l
nA-

2.., »t.k

nk

l
nA-

]

:($z:?. ,$,,.«:,.*Ê,:»)
Temos

Eé(k) ú l,gl ':* ,gl'-;,.,«,- * gl«;*l
l

nk ' : (,Ê ':. *g«:.)
(7.4)

:.E".*

r .

Como E(ys.kb,k) Cov (X,,Ê, Xt,k) 0, para s # t temos

«l('h'):gl*%* '«. :,gl'l
l('t'y * I'i'll gl '.*%,
gb-l:;b E "« (x.,0 - !1lr E ".. (x:.0

87

t (k) = 

Temos 

nk 

EI:Zlk 
i =l 

nk [ ( 1) 2 1 nk nk nk l = E~ nkn~ ½~k + n~ ~1Í~k +?; 8ªs,tYs,kYt,k 
1-i •-1 

= E [(nkn~ 
1

)

2
f=½~k + : 2 i= f Yi~kl + f f f as,tE(Ys,kYt,k)-

k i = l k i=l l = l i=l s= I t=l 
i#cl ,,t,t 
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De 7.4, temos

';'*, - :s l:'r Ê «« ..*:,-, * $«:.)

Já que Var Xj,# = c + Oi(#),

Eê(K) ;l 1«. * $ .:'*,1 *
. + IE o:w + J

nk

nk

aL-E";'

l

Agora

iE'a.w belo:wi $ i"':a!". lo:wl
- m$x IOi(t)l H 0 quando k H m

e

ni .gg.l«ckl$2.HH. l«:ltl

l mlx lui,tl } 0 com k o oo, existe À/i tal que para todo k > A/i, imlx loÍlkl $

-g$« 1ui,AI eabteinos

;;i.l . t':#l $ 2 :max it/i,tl + 0 caIU A H oo

Então, combinando estes dois limites, temos
l nk l rlk

Eê(Ê) - c t ;i : Oi(k) + ;;i.:l:T >. -:lt H . co-n A -+ .D.

trema 7.2 Seja {@o, 77 C Ze(éi)} uma base orla la?mal de «ndalelas Éai$ que silpp@í0.0}
10, rl e @(o,o) sega esse7icialmenfe limitada. Soam N c/Z processos porzZua s que safz#azem
à ààpáfese A r#.4-PJ. Se a r't12'do é Poêssan com i7zfensàdade c, erzfâo

'*-ál!«'ll'
é um, estãmadov a.ssãhtoti,cam,ente n,ão uiesa,do de e

IDemonstração Aplicação direta do Lema 7.1 para Xli,t - P({.k)
Observemos que
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Agora, 

e 

1 nk 1 - L IC\(k)I :::; - nk ~ax IOi(k)I nk i = l nk l:Si:Snk 

~ax IOi(k)I ➔ O quando k ➔ oo 
l :Si:Snk 

1

-
1-I: v;k l :::; _n_k_ max lv1\1 :::; 2 max lv;kl• nk - 1 i = l ' nk - 1 l :Si:Snk ' l:St:Snk • 

Como max lvi,kl -l- O com k ➔ oo, existe M1 tal que para todo k > M1, ~ax lv;kl :::; l :S1:Snk l :Si :Snk ' 
max lvi k I e obtemos 

l :Si:Snk ' 

Então, combinando estes dois limites, temos 

■ 

Teorema 7.2 Seja {1/JTJ , T/ E Ze(fi)} uma base ortonormal de ondaletas tais quesupp'ifJ(o,o) = 
[O, T] e 1/J(o,o) seja essencialmente limitada. Sejam N e R processos pontuais que satisfazem 
à hipótese A (*A+). Se o ruído é Poisson com intensidade E, então 

é um estimador assintoticamente não viesado de E . 

Demonstração Aplicação direta do Lema 7.1 para Xi,k = fltt\ i
Observemos que 
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(i) Se i# j, Cov (#Hh),pWk)) - .f@(i.e)@O,k)md

de que supplP({,A) n suPP @(j,k) = 0

0 como uma consequência do fato

(ii) var#ç = E + Var (PV) - E + .r@jpdf e .r@ê,Ê)pdf

$ (ess ÊTTH p) ánr 2*'Pã),.) (2'1 {7')dt
(({+1)/2k)]"

É (ess s.r]p)Jt/' ,7./2' dl ' ('ss n.r] P)jt/'7'/2*, JI/. = esssuP I'P(o,o)l,

isto é, Vai P((k) ' E + (9i(k), maxo$iSnk=2 1 Oi(Ê) $ ]W.2(esssupp)7'/2t >0
[o,I'']

quando k --} oo.

(Üj) Pi,e = Z/illk) - E. @(i,k)(t)dM(1) = J'@H,k)mdt = .r+(i,Ê)(p + e)dZ,

lpi,kl $ á:7' l@(f,k)l(p + c)dt $ 2k/'Àf. (ess suP]o,r] P + r) ((:+i)/2')V'dt -

T

7'/2

= À/,(ess sup]o,r] p + c)T/2k/2,

E p','
l«;,.l

E lpt.l
$ 1PI.el+ l:g;i; $ 1pi,kl + :EJ14*(ess suE p + r)7'/2k/2" to,]'']

2M.(ess supp + e)T/2À/2, nl; - 2Ê
lo,I''l

Então, o<m3f : lui,tl $ JI/,(ess supp + c)T/2t/2 1 -} 0 quando J; -+ oo

Agora podemos calcular um estimador de p, a função intensidade do processo pontual
que está sob a interferência do ruído.

Utilizamos a estimativa de c, a intensidade do ruído, e escrevemos:

é :Ónm'P« ê, e-.ilké(")

)., BV+. âtl), L z J,
q

Ze(Zi)J

E
Ze(Zi).J

»',L,À 'Ü@)Õ#*, :.",, ';',
e, na prática, utilizamos raro.f ao invés de Varia

Para mais detalhes, propriedades dos estimadores, limitantes para o viés, velocidade
de convergência, seqiiências inferentes e análise de inferência segura, veja de Miranda e
Morettin (2002b)
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(i) Sei=/:- j, Cov (/3{tk)'/3tf.k)) = J 7P(i,k)7P(j,k)mdt = O como uma conseqüência do fato 

o 
de que supp 7P(i,k) n supp 7P(j,k) = 0. 

( ii) 
"M " T 2 T 2 

Var /3TJ = € + Var (/31/) = € + J 7/J11pdt e J 7/J(i k)pdt 
o o . 

~ ( ess sup p) J[ 2k7/Jto o) (2kt - iT)dt 
(O,T] ' 

((i+l)/2k)T 

~ ( ess sup p )M; J dt = ( ess sup p )M;T /2\ M* = ess sup 17/Jco,o) 1, 
[O,T] iT/2k [O,T] 

isto é, Var /3t(k) = € + Oi(k), maxo <i<nk=2L 1 Oi(k) ~ M;(ess sup p)T/2k ➔ O 
' - - [O,T] 

quando k ➔ oo. 

T T T 

(iii) µi,k = E/Jt\) = E f 7P(i,k)(t)dM(t) = f 7P(i,k)mdt = f 'lj)(i,k) (p + t:)dt, 
o o o 

((i+l)/2k)T 
/µi,k 1 ~ J[ 17/J(i,k) 1 (p + € )dt ~ 2k/2 M* ( ess sup[o,TJ p + e) J dt = 

iT/2k 

nk-1 

I:: lµ1,kl 
~ /µi,k l + -''=-º=-n-k- ~ /µ i,kl + ~M*(ess sup p + t:)T/2kf2 = 

k (O,T] 

2M*(esssupp+c)T/2kl2 , nk = 2k. 
[O,T] 

Então, max lvi,k l ~ M*(esssupp+ t:)T/2k/2 - 1 ➔ O quando k ➔ oo. 
0:Si:S2k-l [O,T] ■ 

Agora podemos calcular um estimador de p, a função intensidade do processo pontual 
que está sob a interferência do ruído. 

Utilizamos a estimativa de e, a intensidade do ruído, e escrevemos: 

e, na prática, utilizamos '(i";;rfJt ao invés de Var /3{'/. 
Para mais detalhes, propriedades dos estimadores, limitantes para o viés, velocidade 

de convergência, seqüências inferentes e análise de inferência segura, veja de Miranda e 
Morettin (2002b). 
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Comentários Finais

Neste trabalho, lidamos com o problema de estimar a intensidade dependente do tempo
de um processo pontual não homogêneo sobre a reta real e em particular de processos de
Poisson. Um tratamento semelhante pode ser feito para processos pontuais em geral
(Daley e Vele Jones, 1988). Nesta situação, coruideramos X urn espaço métrico completo
separável, .N um processo pontual sobre X e definimos p-densidade e p-densidade produto
com respeito a uma medida limitadamente finita. Este tópico não será apresentado aqui
mas este trabalho está desenvolvido em de Mira!)da e Morettin(2002a). Outra situação de
interesse aparece quando temos tais processos pontuais sujeitos à interferência de ruído e o
objetivo então é estimar a intensidade de .M que vaí depender da estimativa da intensidade

do ruído. Resultados similares aos obtidos aqui podem ser enunciados nesta situação (ver
de Mirando e bZlorettin(2D02b». As técnicas aqui apresentadas são diretamente estendidas
para processos pontuais mmcados (ver de Mirando e Morettin (2003))
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