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Resumo

O modelo de regressao linear usual supde que os erros, que constituem seu componente aleatério,
séo homosceddsticos. Em muitas aplicagbes préticas, no entanto, essa suposicdo ndo ¢ satisfeita.
Na presenga de heteroscedasticidade, as inferéncias baseadas no modelo homoscedéstico podem
ser muito imprecisas. Diversos testes de heteroscedasticidade sdo propostos na literatura. Esses
testes baseiam-se em aproximagGes assintéticas que conduzem a resultados configveis em grandes
amostras, mas nao necessariamente em amostras pequenas a moderadas. Nesse trabalho, 28
diferentes testes de heteroscedasticidade sdo comparados com relagdo a tamanho e poder, em
amostras finitas. Tais comparagdes foram feitas com o uso de simula¢des de Monte Carlo.
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Abstract

The usual linear regression model assumes that the errors, which are the random component,
are homoskedastic. In many practical applications, however, this assumption is not satisfied.
In the presence of heteroskedasticity, inferences based on the homoskedastic model can be very
innacurate. Several heteroskedasticity tests are proposed in the literature. Such tests rely on
asymptotic approximations which can lead to reliable results in large samples but not necessarily
in small to moderate samples. In this work, 28 different heteroskedasticity tests are compared
with respect to size and power in finite samples. Such comparisons are performed using Monte
Carlo simulations.
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Capitulo 1

Introducao

O modelo de regressdo linear é amplamente utilizado em aplicacdes préticas com o objetivo
de relacionar uma varidvel resposta a uma ou mais varidveis explicativas. Esse modelo supde
que os erros, que representam seu componente aleatério, tém varidncia constante, propriedade
conhecida como homoscedasticidade. Esse termo deriva de duas rafzes gregas: homds, que significa
“semelhante”ou “igual”, e skeddnnumi, que significa “espalhar”’ou “dispersar”.

Em muitas aplicagdes préticas a suposi¢cdo de homoscedasticidade pode ndo ser adequada.
Lyon e Tsai (1996) citam um exemplo econométrico em que o objetivo ¢ relacionar, por meio de
um modelo de regresséo, o retorno de um ativo financeiro ao retorno de mercado. Segundo eles,
¢ empiricamente bem conhecido que os erros de tal modelo de regressio freqiientemente (mas
ndo sempre) exibem heteroscedasticidade, termo utilizado para designar a situaggo em-que a
homoscedasticidade ndo é satisfeita. Ali e Giacotto (1984) comentam que tal problema é comum
em dados de corte transversal ! em que haja diferenca nos “tamanhos” das unidades amostrais.
Esse problema foi encontrado por Prais e Houthakker (1955) e Jorgenson (1965) em estudos
sobre or¢camento familiar utilizando individuos com diversas rendas e tamanhos familiares, e por
Meyer e Kuh (1957), em estudos do comportamento dos investimentos de empresas de diversos
tamanhos.

Sob as hipéteses usuais do modelo de regressdo, a estimacdo dos pardmetros é geralmente
feita por meio do método de minimos quadrados ordinérios (MQO). Esse método, além de apre-
sentar facilidade computacional, fornece estimadores com propriedades bastante desejdveis, tais
como néo-viciosidade, consisténcia e eficiéncia. Sob a presenga de heteroscedasticidade, esses
estimadores mantém-se néo-viciados, mas sdo ineficientes, isto é, ndo possuem a menor variancia
possivel para estimadores ndo-viciados. O maior problema, no entanto, é o fato de que nessa
situagéo o estimador usual da matriz de covaridncias dos estimadores MQO torna-se nio consis-
tente. Nesse caso, inferéncias baseadas em tal estimador podem ser muito imprecisas. Portanto,
em situagOes préaticas faz-se necessdrio avaliar se a suposigao de homoscedasticidade é satisfeita

pelos dados.
Uma maneira usual de efetuar a verificagdo da homoscedasticidade é a anslise de graficos de

'Dados de corte transversal sio aqueles em que um certo nimero de unidades amostrais sio observadas
em um dado ponto no tempo, em contraste com os dados de séries temporais, em que uma dnica unidade
amostral é observada em diversos pontos no tempo.
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residuos. Os residuos do modelo, ou alguma versdo padronizada, sdo plotados contra varidveis
preditoras ou valores ajustados. Caso esse gréfico apresente o aspecto de uma banda horizontal,
nao hd evidéncias de que os erros do modelo sejam heterosceddsticos. A existéncia de algum
padrdo de alteragdo da variabilidade dos residuos, como por exemplo um formato de megafone,
pode indicar a existéncia de heteroscedasticidade. O problema desses grificos, no entanto, é
que a interpretacdo dos mesmos é subjetiva. Como avaliar se um aumento ou diminui¢do na
variabilidade dos residuos exibido pelo gréfico é forte o bastante para levar a concluir pela het-
eroscedasticidade? Para tanto, faz-se necessario o uso de testes de hipéteses para testar a hipétese
nula de homoscedasticidade.

Na literatura sdo propostos diversos testes de heteroscedasticidade. Segundo Harrison e Mc-
Cabe (1979), no entanto, “na literatura econométrica empirica, em contraste com a preocupacao
com a correlacdo serial, os resultados de testes de heteroscedasticidade raramente sdo reporta-
dos”. Comentério semelhante é encontrado em Evans e King (1985), segundo os quais “testes
de rotina para a heteroscedasticidade néo parecem tdo prevalentes quanto para a correlagéo seri-
al, apesar das conseqiiéncias potencialmente mais sérias de ignor-la”. Uma possivel explicacgdo
apontada por Harrison e McCabe para tal omissdo era o alto esforco computacional envolvido na
aplicagdo dos testes em sua época. Hoje em dia, porém, a omisséo parece se manter, apesar dos
grandes avancos dos recursos computacionais. Em grande parte dos textos sobre regressao nao
séo abordados testes de heteroscedasticidade, assim como em vérios dos pacotes estatisticos mais
conhecidos nenhum desses testes estd implementado.

Os testes de heteroscedasticidade sdo divididos por alguns autores em ndo-construtivos (ou
gerais), para alternativas indefinidas ou muito amplas, e construtivos (ou especificos), os quais
requerem & especificagéo da forma da heteroscedasticidade. Alguns exemplos de testes do primeiro
tipo sao os propostos por Goldfeld e Quandt (1965) e White (1980). Do segundo tipo, alguns
exemplos s8o o teste da razéo de verossimilhangas e o teste escore de Breusch e Pagan (1979).

Para grande parte dos testes, a distribuicdo exata da estatistica néo é conhecida, sendo que
somente se conhece sua distribuicéo assintética. Espera-se que a distribuigdo assintética produza
resultados confidveis para tamanhos amostrais grandes, o que muitas vezes nio ests disponivel
em aplicacbes praticas.

O objetivo desse trabalho é avaliar e comparar os desempenhos dos diversos testes propostos
na literatura em amostras finitas, além de avaliar a robustez dos mesmos & violagdo de outras
suposigoes do modelo de regressdo linear, tais como a normalidade dos erros. Alguns autores
Jé se dedicaram & questdo de comparacdo de testes, como por exemplo Ali e Giaccotto (1984),
Griffiths e Surekha (1986) e Lyon e Tsai (1996). No entanto, cada um desses considerou somente
um pequeno subconjunto dos testes existentes, além de néo inclufrem os testes propostos mais
recentemente, tais como os testes com correcoes de Bartlett e tipo-Bartlett.

1.1 O modelo de regressao linear

O modelo de regresséo linear pode ser definido como

y=XpB+u, (1.1)
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onde y é um vetor aleatério de dimensdo n, § é um vetor de dimenséo p de pardmetros descon-
hecidos, X é uma matriz n x p de varidveis preditoras néo aleatérias de posto p e u = (U1, ., Us)
é um vetor de erros aleatérios de dimensao n tal que E(u) = 0 e Cov(u) =Q = dlag(al, ., 02),
com 0 < 0f < oo representando a varidncia (desconhecida) do erro u;. Se 07 = 02, uma con-
stante finita positiva, para t = 1,...,n, o modelo é homosceddstico. Caso contréario, o modelo é

heteroscedéstico.
Sob o modelo (1.1), o estimador de minimos quadrados ordinérios (MQO) de S, ou seja,

= (X'X)7' X"y

é néo viciado, consistente e tem distribuicdo assintoticamente normal, mesmo se o modelo for
heteroscedédstico. No entanto, sob heteroscedasticidade esse estimador nio é eficiente.
A matriz de covariincia de E deve também ser estimada para serem feitas inferéncias sobre
(. Esta é dada por
= (X'X) 1 X'0x(X'Xx)"!
que se reduz a o%(X’X)~! caso o modelo seja homoscedéstico.
Se o modelo for homoscedéstico, o estimador usual de ¥ é

U= 2(X'X), (1.2)

onde s? é o quadrado médio do residuo da regressio, dado por s? = @/ (n—p),comu = (I—H)y
representando o vetor de residuos ordinérios, sendo H = X(X'X)~'X’. Este é um estimador
consistente sob a suposigdo de homoscedasticidade mas no o é sob heteroscedasticidade. Logo, o
uso do estimador usual na presenca de heteroscedasticidade pode conduzir a inferéncias invalidas
a respeito do vetor de parametros 3.

Alternativas ao estimador usual de ¥ quando uma inspecéo nos dados indica que um modelo
heteroscedéstico é mais adequado que o modelo mais simples, homoscedéstico, sdo o estimador
de White (1980) e vérias de suas versdes modificadas (MacKinnon e White, 1985), que sdo
consistentes embora possam ter um viés pronunciado em algumas situacdes (Chesher e Jewitt,
1987). Recentemente, Cribari-Neto, Ferrari e Cordeiro (2000) obtiveram uma corre¢do para
o viés do estimador de White que possibilita a definicdo de estimadores modificados com viés
substancialmente reduzido. O trabalho de Cribari-Neto, Ferrari e Cordeiro (2000) foi estendido
para estimadores alternativos ao de White por Cribari-Neto e Galvdo (2002). Embora a corr €cao
de viés seja efetiva, testes de hipSteses tipo Wald sobre o vetor de pardmetros [ baseados nos
estimadores corrigidos sdo muito vulnerdveis & presenca de pontos de alavanca na matriz X e
os testes tendem a rejeitar a hipétese nula com uma freqiiéncia bem maior do que o nivel de
significdncia nominal dos testes (Cribari-Neto, Ferrari e Cordeiro, 2000; Cribari-Neto e Galvio,
2001; ver também Long e Ervin, 2000 e Cribari-Neto, Ferrari e Oliveira, 2002).

Uma outra maneira de lidar com o problema de heteroscedasticidade é através da deter-
minagdo de uma forma funcional que relacione as variancias o%,...,02 com alguns pardmetros
desconhecidos, que ndo dependem do vetor de parametros de regressao (3, e algumas varidveis
auxiliares. Em outras palavras, admite-se que

O’t?' = 0’2’U)t = O’Z’U)(Zt, 5) > 0, (13)

onde % é um vetor k x 1 de varidveis auxiliares, 02 é uma constante positiva desconhecida e finita e
d € um vetor kx 1 de pardmetros desconhecidos. A matriz de dimensao nxk de varidveis auxiliares,
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com ¢-ésima linha dada por z;, serd denotada por Z. A funcdo w; = w(z;,6) é denominada por
alguns autores funcéo cedéstica ou funcgdo de pesos. Assim, tem-se que

Cov(u) = oW, (1.4)
onde W = diag(wy, ..., w,). Duas formas que comumente se assumem para o7 sdo os chamados
modelos aditivo e multiplicativo, dados respectivamente por

of = (1 + 2,6)? (1.5)
e
of = 0% exp(}6). (1.6)

1.2 Estimacao pelo método de méxima verossimilhanca

Sob a suposi¢ao de normalidade dos erros e com varidncias dadas por (1.3), o logaritmo da fungéo
de verossimilhanca é dado por

L=L(y;d,0%0) = — glog((f?) — % ;logw(zt,J)
— %(y — XB)W~Y(y — XB) + constante. (1.7)
Se ¢ for conhecido, os estimadores de méxima verossimilhanga (EMVs) de 3 e 0 sdo dados por
Bs = (X'W™X)"1X'Wy, (1.8)
e
0 = (v~ XB)' W'y~ XBy). (19)

No entanto, usualmente ¢ é desconhecido e os EMVs de 8, 02 e § ndo tém forma fechada e vém
como solugdo das equagdes em (1.8), (1.9) e 8L,/9§ = 0, onde L, é o logaritmo da funcdo de
verossimilhanga perfilada, dado por

N | =

L, = Ly(y; 8) = L(y; 6,53, B5) = —g log 5% — Zlog'w(zt,é) -+ constante. (1.10)
t=1

Harvey (1976) apresentou o algoritmo scoring (Rao, 1965) para obter os estimadores de
méxima verossimilhanca dos parametros no caso do modelo multiplicativo dado em (1.6). Rees-
crevendo tal modelo como of = exp(z}'6*), com 2z}’ = (1, 2]) e 6*' = (log 2, ¢"), temos que

a(m+1) . 73(m) 82—L B a—L
B Y = B +{E [8ﬁ8ﬂ’] B=3(m) } [8[3 p=p(m)

5*—3* (m) 61!:8‘*('"2.)

n

= Bm 4 Z exp (—zt*’g*(’")> mtmi} h Zn:mt exp (—zf'g*(m)) <yt - m{ﬁ(m))
=1 =1
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. - 9’L 1oL
*(m+1) _ *(m)
Y g + {E [35*86*'} B=p(m) } [85*} p=p(m)

6*:3"(”‘) 6*=3t(m)
n -1 5
= §*m 4 (Z zfzf') Zzé‘ [exp (—zf'g*(m)) (yt - wiﬁ(m)y - 1} ,
t=1 t=1

onde ™) ¢ §*(m) s50 as estimativas de B e 6*, respectivamente, na m-ésima iteragdo e z; (p x 1)
é o vetor de varidveis explicativas da t-ésima observagdo, correspondendo & t-ésima linha da
matriz X. Como valores iniciais, pode-se tomar ﬁ(o) igual ao estimador de MQO de B. Além
disso, pode-se tomar o primeiro elemento de 6*(©) igual ao logaritmo do EMV de ¢? no modelo
homoscedéstico, e os  demais elementos desse vetor iguais a zero.

Denotemos por 0 = (,65, ,8) 0 EMV de 0 = (8,02, d)’. A distribuicdo assintética de

6 6 normal multivariada com medla ¢ e matriz de covaridncias igual ao inverso da matriz de
informagao de Fisher, dada por I = —E(8%L/00066’). Assim, tem-se que assintoticamente

Bs
0= 32 | ~N(0,17),
5

em que

X'W-1X
5 0 0
’ 1
O%L n L -1
— _E (W) - 0 594 321" D |, (1.11)
/ 1 Iyx7—2

— —D'W2D

0 202DW SD'W

sendo D uma matriz n X k com a t-ésima linha dada por dw(z;,8)/86" e 0 denotando matrizes
ou vetores nulos de dimensdes apropriadas. Como a matriz I é bloco diagonal, é f4cil ver que
assintoticamente N

Bs ~N (B, 0> (X'WX)1).
Esse estimador coincide com o estimador de minimos quadrados generalizados de 3, calculado
utilizando-se W como estimativa da matriz de pesos, isto é, a matriz W calculada em 5. Ao
contrario do estimador de MQO ﬁ5 ¢ assintoticamente eficiente para 8. O EMV da matriz de

covaridncias assintética de 65 é dado por

C;(\ES) =3 (X'Wix)L (1.12)

Hipéteses sobre o parametro 8 podem ser testadas com o uso de testes da razao de verossim-
ilhangas ou de Wald, por exemplo.
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Nos modelos heteroscedésticos ndo hé uma medida de qualidade de ajuste andloga ao R? do
modelo homoscedéstico. Uma possibilidade simples seria considerar

(y — XBs)' (y — XBs)
Yo —9)?

com §J =n"' Y |y, isto é, a mesma expressdo de R? no modelo homosceddstico, substituindo

o estimador de MQO de  por Eg- Essa medida, no entanto, ndo estd limitada no intervalo entre
0 e 1 e, além disso, ndo diminui, necessariamente, ao serem excluidas varidveis do modelo, como
ocorre com R?. Logo, deve ser vista com cautela, néo podendo ser usada confiavelmente para
comparar modelos.

RZ_—1-

1.3 Organizacao da dissertacao

Essa dissertac@o de mestrado é constituida por quatro capitulos. No segundo capitulo, sédo ap-
resentados 28 testes de heteroscedasticidade propostos na literatura. Tais testes podem ser divi-
didos em construtivos e ndo—construtivos, sendo que o primeiro grupo inclui o teste da razao de
verossimilhancas e o teste escore, além de versdes modificadas dos mesmos. No terceiro capitulo,
séo avaliados os comportamentos dos testes propostos com relagio a tamanho e poder, sob di-
versas situacoes, por meio de simulagdes de Monte Carlo. Procurar-se-4 identificar os testes que
tenham tamanhos empiricos préximos aos nominais e, a0 mesmo tempo, tenham um poder alto.
No quarto capitulo, é apresentada a aplicacéo dos testes propostos a um conjunto de dados.

Foi desenvolvido na linguagem de programacéo R um programa para célculo das estatisticas
dos testes de heteroscedasticidade tratados nesse trabalho. Esse programa é apresentado no
Apéndice B e estd disponivel no site http://sites.uol.com.br/biancamatos.



Capitulo

Testes de heteroscedasticidade

Conforme mencionado no Capitulo 1, os testes de heteroscedasticidade sdo divididos por alguns
autores em construtivos e nao-construtivos. Nas Segdes 2.1 e 2.2 seréo apresentados os principais
testes de cada tipo tratados na literatura. A Secgdo 2.3 traz um procedimento para escolha das
covaridveis que devem compor o vetor z; no caso do modelo multiplicativo.

Inicialmente, introduziremos algumas notagoes que ser@o utilizadas nas préximas segoes. Em
geral, serd empregado o sub-indice 0 para explicitar que a quantidade em questdo é obtida a
partir do modelo homoscedéstico. Assim, 3y e 63 denotardo, respectivamente, os estimadores de
méxima verossimilhanga de 8 e 02 no modelo homoscedéstico, dadas por

Bo = (X'X) X"y (2.1)

63 = Wio/m, (2.2)

em que Up é um vetor n X 1 com t-ésimo elemento dado por Uy = 3, — xifa’\o, 0 t-ésimo residuo
ordindrio do modelo homoscedéstico, sendo y; a observagio da varidvel resposta para a t-ésima
unidade amostral e z; (p x 1) seu respectivo vetor de varidveis independentes, correspondendo
& t-ésima linha da matriz X. As estimativas de méxima verossimilhanca de 3 e o2 - em fungao
do verdadeiro valor do parametro d, dadas em (1.8) e (1.9), serdio denotadas por ﬁ5 e 02, re-
spectivamente. As estimativas desses pardmetros, quando tratadas como fungoes de 6 sendo &
a estimativa de méxima verossimilhanga de d, serdo denotadas por ﬂ5 e a«. As fungoes de peso

w(z,6) = w, quando calculadas em §, serdio denotadas por w(zy, 6) Wy. A matriz chapéu, que
exerce um importante papel em modelos de regressdo, serd denotada por

H=X(X'X)"1x', (2.3)

e o t-ésimo elemento de sua diagonal por hy, t =1,...,n.

As estatisticas dos testes serdo denotadas por siglas que explicitem qual o teste em questao.
Por exemplo, RV denota a estatistica do teste da razdo de verossimilhancas e S denota a es-
tatistica do teste escore. Para denotar as estatisticas das versdoes modificadas desses testes, serdo
acrescentadas letras que sugiram a modificacio em questdo. Assim, RV B denota a estatistica do
teste da razdo de verossimilhangas com corregdo de Bartlett, por exemplo.

Por dltimo, o vetor unitédrio » x 1 serd denotado por 1 = (1,...,1)" e a matriz identidade
n X n, por 1.
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2.1 Testes construtivos

Nos testes construtivos é necessério estabelecer uma forma para a heteroscedasticidade sob a
hipétese alternativa. Assumiremos que a matriz de covariancias dos erros do modelo (1.1) é dada
por (1.4). Desta forma, as hipteses de homoscedasticidade e de heteroscedasticidade sao dadas,

respectivamente, por
Ho:6=00 e Hij:0d+# do, (2.4)

onde dp é um vetor k x 1 de constantes tal que w(z¢,d0) =1 parat =1,...,n.
No desenvolvimento de alguns testes apresentados a seguir, assume-se uma forma mais restri-

tiva que (1.4) para a variincia dos erros dada por
of = h(z}'6*) = h(7y + 26), (2.5)

onde h(.) é qualquer funggo independente de ¢ que assuma valores positivos e possua primeira
e segunda derivadas, z{' = (1,2}), com z; = (241, -..,2%) € 6*' = (v,d’), com 7 escalar e § =
(61,...,0k). Nesse caso, as varidncias dos erros sdo fungio de uma funcéo linear das covaridveis
em z; e as hipéteses de homoscedasticidade e de heteroscedasticidade sdio dadas, respectivamente,

por
Ho:6=0 e Hy:6+#0,

onde 0 denota um vetor nulo de dimenséo k, de forma que, sob Hp, 07 = h(y), t =1,...,n. B
importante notar que esse modelo ndo apresenta a constante multiplicativa o? e, portanto, pode
haver modelos dessa forma que néo sejam caso particular do modelo (1.4). Alguns dos modelos
mais utilizados na prética, no entanto, podem ser escritos de ambas as formas. E o caso do
modelo aditivo (1.5), em que a variancia dos erros é dada por (2.5) com A(z) = z?%, 2z}’ = (1,2)) e
§*' = (0,08) e do modelo multiplicativo (1.6), com h(z) = exp(z), z;’ = (1,2}) e §* = (log a2, &').

Os modelos considerados nesse trabalho ndo compreendem a situacdo em que a variancia dos
erros é uma fungéo da média da varidvel resposta, isto é, o = f(z}8) = f(u). Tal situagdo é
tratada, por exemplo, em Bickel (1978) e Carroll e Ruppert (1981).

A categoria dos testes construtivos inclui o teste da razdo de verossimilhangas e o teste escore.
Os demais testes consistem, na maioria dos casos, em versdes modificadas desses dois testes
originais. Em tais versoes, busca-se melhorar as propriedades dos testes originais com a utilizagéo
de funcoes de verossimilhanga alternativas, ou correcoes das estatisticas dos testes ou dos valores

criticos assintéticos.

2.1.1 Teste da razao de verossimilhancas

Seja § a estimativa de maxima verossimilhanga de §, obtida maximizando a log-verossimilhanga
perfilada dada em (1.10). Sob a suposicdo de normalidade dos erros, a estatistica do teste da
razao de verossimilhancas é dada por

RV = —2(L,(y; 60) — Lp(y; 9)). (2.6)

Uma dificuldade imposta por esse teste € a necessidade de efetuar a estimagdo tanto sob a hipétese
nula quanto sob a alternativa. Rutemiller e Bowers (1968) derivaram essa estatistica assumindo
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que a variancia dos erros é da forma (1.3) com w; = 2,4, e Harvey (1976) derivou-a no caso do
modelo multiplicativo dado em (1.6). Nesse tltimo caso, tem-se que

RV = nlog( > Zzgd

Essa estatlsmca, assim como as suas versdes modificadas apresentadas a seguir, tem distribuicdo
assintética x% com k graus de liberdade sob Hy, a hipétese nula de homoscedasticidade, onde &
¢ a dimenséo do vetor J. Sabe-se que essa aproximagdo tem erro de ordem O(n~ 1) e pode ser
muito ruim caso a amostra nao seja suficientemente grande.

2.1.2 Teste da razao de verossimilhangas com correcao de Bartlett

A estatistica RV pode ser modificada por um fator de ajuste de Bartlett, de forma a melhorar a
aproximagao de sua distribuic@o & distribuicdo qui-quadrado. A estatistica corrigida, dada por

RV

RVB=—,
1+e¢

onde ¢ vem de E(RV) = k{(1+c¢) + O(n~%?)} e é de ordem n™!, tem distribuicio X2 com erro
de ordem n~? (Barndorff-Nielsen e Hall, 1988). A quantidade ¢ pode depender de pardmetros
desconhecidos. Nesse caso, os pardmetros devem ser substituidos por seus respectivos estimadores
de méxima verossimilhanga e a ordem de aproximagéo permanece em O(n~2).

Sob heteroscedasticidade multiplicativa, dada por (1.6), Cordeiro (1993) obteve o fator de
ajuste de Bartlett c:

3p+1)2-1
L aex, my - 2ot DE1]
onde
WX, R) — —%tr(Ag) + %1’,4(3)1 + %1’AdAAd1 + tr(AgHy) — V(H® o 4)1

+ %1’HdAH41 + 1A AH, 1,

onde A = R(R'R)™'R/, com R = [1, Z], H é a matriz chapéu dada em (2.3) e 1 é o vetor unitdrio
de dimenséo n. O indice d indica que uma matriz diagonal foi formada a partir da matriz nio-
indexada, substituindo-se todos os elementos fora da diagonal por zero. Além disso, o simbolo
© denota o produto de Hadamard (direto) de matrizes de mesma dimensdo, M® = M © M e
M®) = M® o M, onde M é uma matriz dada.

2.1.3 Teste da razao de verossimilhancas condicional

Sabe-se que o teste da razéo de verossimilhancas pode ter um desempenho ruim, mesmo com um
nimero pequeno de parametros de perturbacdo. Como as estatisticas & 05 e ,85, dadas em (1.9) e
(1.8), sdo conjuntamente suficientes e completas para os pardmetros de perturbacdo o2 e [ para
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cada valor fixado de ¢, Honda (1989) adaptou as sugestdes de Cox e Hinkley (1974) para obter o
logaritmo da fungdo de verossimilhanga perfilada condicional, dado por

. 1 - _
CLp(y;6) = CLy(y|Bs,53;6) = Ly(y;0) + 5{(p+2)log 5§ —log | X'W~1X|}

—p—9 I = 1
= — (%) log 53 — g Zlogwt -5 log | X'W~1X| + constante.
t=1

A estatistica do teste da razo de verossimilhangas condicional, proposta por Lyon e Tsai
(1996), é dada por

RVC = —2{CLy(y; &) — CLy(y;3)}. (2.7)

Sob a hipdtese nula de homoscedasticidade, RVC tem distribuicio x? com k graus de liberdade.

2.1.4 Teste da razao de verossimilhancas modificado

Cox e Reid (1987) propuseram um ajuste para a funcdo de verossimilhanca perfilada no caso em
que o pardmetro de interesse e o pardmetro de perturbagéo sdo ortogonais'. No caso considerado
aqui, o pardmetro de interesse ¢ é ortogonal a 3, mas ndo a g2. Simonoff e Tsai (1994) obtiveram

a transformacéo
i 1/n
Y= 02 <H wt) )
t=1

de tal forma que 7y é ortogonal a § ¢ . Entéo, eles adaptaram a equagéo (9) de Cox e Reid (1987)
e obtiveram uma fungdo de verossimilhanga modificada. O logaritmo dessa funcéo é dado por

MLy(y;6) = MLy(ylBs,As; )

B n—p—2 ~ 1 Ferr—1 P —
= (T) log Vs 3 log | X'W—X| o glogwt -+ constante

1 n
= CLy(y;0)+ — Z log w; + constante, (2.8)
i

onde 75 é o estimador de méxima verossimilhanca de y para o valor dado de §.
A estatistica do teste da razdo de verossimilhancas modificado é dada por

RVM = —2{M Ly(y; o) — M Ly(y; 3)}. (2.9)

!Seja 0 um vetor de pardmetros de dimensao g, particionado em (01,05, ...,07), em que 0; tem dimenséo
gi, com Zizl gi = g. Diz-se que os subvetores de pardmetros 0; e 0;, i # j, sdo ortogonais se I;; =
—E(L?/ 90;007) = 0, sendo L o logaritmo da fungdo de verossimilhanca. Nesse caso, os estimadores de
maxima verossimilhanca de 6; e 0; sao assintoticamente independentes.
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E f4cil ver que
% e N
RVM =RVC+ ~ > logidy,
t=1

onde @ é w; calculado em 4.

Apesar de essa estatistica ter distribui¢do assintética )(,2c com erro de ordem O(n~!), assim
como a estatistica do teste da razdo de verossimilhangas original, espera-se que este teste pro-
duza inferéncias mais precisas que o original, j& que o mesmo reduz os efeitos de parametros de
perturbacdo em tais inferéncias.

Uma forma alternativa ao teste proposto por Simonoff e Tsai (1994) é obtida substituindo-se
& em (2.9) por 6, com § denotando o valor que maximiza o logaritmo da fungao de verossimilhanca
modificada (2.8). Essa estatistica serd denotada por RV M;.

2.1.5 Teste darazao de verossimilhancas modificado com correcio
de Bartlett

DiCiccio e Stern (1994) mostraram que é possivel aplicar uma correcéo de Bartlett para o teste
da razéo de verossimilhangas modificado com estatistica RV M;, conforme dado acima, isto é,
encontrar um fator de corre¢do ¢ usado para definir a estatfstica corrigida

RV M,

o (2.10)

RVMB,; =

a qual tem distribui¢do x? com k graus de liberdade com erro de ordem O(n™?).
Ferrari, Cysneiros e Cribari-Neto (2002) obtiveram ¢ no caso do modelo multiplicativo (1.6).
Esse fator é dado por

1 1 1 1 1 2 1
c A [ 5 r(JaJg) + m + 2 JagJ Jgl + 3 J1 nk+ nl JY1
onde J = V(V'V)™IV' com V = (2 — Z,. —z),emque Z=n"137 2% e1éo vetor

unitario. As notagGes referentes as operagoes matrlclals sao as mesmas empregadas no caso do
teste da razdo de verossimilhangas com correcio de Bartlett.

2.1.6 Teste da razao de verossimilhancas residual

Verbyla (1993) usou a fungéo de verossimilhanca residual para obter o teste escore residual.
Lyon e Tsai (1996) utilizaram essa fungdo de verossimilhanca e propuseram o teste da razdo de
verossimilhangas residual. Se tanto o quanto & forem tratados como pardmetros de interesse, tem-
se que a funcdo de verossimilhanga residual é a funcdo de verossimilhanca perfilada condicional
dada a estimativa de mdxima verossimilhanca de 3. A funcgo de log-verossimilhanca resultante é

RLy(y;0%68) = RL,(ylBs)

= CLp(y; 6) - log53
= ML,(y;6) —log7s. (2.11)
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A estatistica do teste da razdo de verossimilhangas residual é dada por
RVR = —2{RLy(y; 33, 80) — RLy(y;3,0)},

onde 53, dado em (2.2), é a estimativa de méxima verossimilhanga de 02 no modelo homosced4stico

e 8‘% ¢ a estimativa de mdxima verossimilhanga desse pardmetro quando § = 3, dada por (1.9),

com a matriz W avaliada em §.
Usando a equagdo (2.11), temos que

RVR = RVC +2(log 5§ — log 53).
Além disso, é f4cil mostrar que

RVR = RV M + 2(log 7o — log 73),

em que Yo € y; sdo as estimativas de méxima verossimilhanga de v quando § = &y e § = 5,
respectivamente. Sob a hip6tese nula de homoscedasticidade, RV R tem distribuicéo assint6tica
x? com k graus de liberdade.

2.1.7 Teste escore

Seja L(0) o logaritmo de uma fungdo de verossimilhanca dependendo de um vetor de parametros
0 = (01,05)" de dimensdo g, sendo 01 = (01,...,0,,) o vetor de pardmetros de interesse e 0y =
(Og141, - --,04)" 0 vetor de dimenséo go = g — g1 de parémetros de perturbag@o. Sejam ainda
U = (U1,U3) o vetor escore, com U; = OL(0)/80; (i =1,2) e

j ( Ih Lo )
Ly Ipp

a matriz de informagdo de Fisher, com I;; = —E(62L(0)/69.;80;.), (4, =1,2) e inversa dada por

I—l — < Iikll Iikz )
* * *
12 {22
A estatistica escore, também conhecida como estatistica de multiplicadores de Lagrange,

proposta por Silvey (1959) e Rao (1947) para testar a hipdtese Hy : 61 = 69 contra a alternativa
H; : 61 # 69, onde 69 é um vetor fixado de dimenséo g;, é dada por

S=U; {IﬁUl,
onde os circunflexos indicam que o vetor escore e a matriz de informacéo de Fisher sio avaliados
em 0 = (6, @g')’ , onde 58 ¢ a estimativa de maxima verossimilhanga de 6, sob Hy. Essa estatistica
tem distribui¢do nula assintética x? com g; graus de liberdade.

Esse teste é particularmente 1til em situagGes em que a estimacgo sob a hipétese alternativa, é
computacionalmente trabalhosa, uma vez que sé requer a estimacéo sob a hipétese nula. Assim,
em nosso caso a aplicagdo desse teste requer somente a estimacdo dos pardmetros no modelo
homoscedéstico.



2.1 Testes construtivos 13

Godfrey (1978), Breusch e Pagan (1979) e Cook e Weisherg (1983) obtiveram, independente-
mente, o teste escore para testar a hipétese nula de homoscedasticidade. A diferenca entre os trés
trabalhos consistiu na escolha do modelo para as variéncias dos erros. Godfrey (1978) admitiu o
modelo multiplicativo dado em (1.6), enquanto Breusch e Pagan (1979) assumiram a forma dada
em (2.5). Cook e Weisherg (1983), por sua vez, admitiram o modelo mais geral, dado em (1.3).

Considerando o modelo mais geral (1.3), o logaritmo da fungao de verossimilhanga é apresen-
tado em (1.7) e as hipSteses de homoscedasticidade e de heteroscedasticidade sdo dadas em (2.4).
As estimativas de méxima verossimilhanca de 3 e o2 restritas sob Hg correspondem as estima-
tivas de méxima verossimilhanga desses parametros no modelo homosceddstico, sendo dadas por
(2.1) e (2.2), respectivamente. Nesse caso, o vetor escore referente a § avaliado nas estimativas
de méxima verossimilhanga sob Hy é dado por

~ 1
Us = 5Dl(f - 1)’
onde D é uma matriz n x k£ com {-ésima linha dada por dw(z, §)/8¢’, onde os elementos sdo
avaliados em dg, e f é um vetor » X 1 com ¢-ésimo elemento dado por G, 4%,
A matriz de informacdo de Fisher é dada em (1.11) e pode ser particionada em

Ipp 0 0
I= 0 Iy2,2 Io5 |,
0 I;ZJ Iss

onde Ipg, 1,2,2 e Iss referem-se, respectivamente, as segundas derivadas em relaco aos elementos
de B, 0% e 6 e I,25 refere-se s derivadas mistas em relagdo a 02 e aos elementos de §. Essas
submatrizes sdo dadas por

1 1
Iss = 5D'W-ZD, I = —1'W™ID.

1 Iyx7—1
Ipg = ;§X WX, I, = 597

204’

A submatriz da inversa da matriz de informacao de Fisher correspondente ao vetor de parametros
0 avaliada nas estimativas dos parametros restritas a Hg é dada por

‘/[}6 = 2(D’D)_1a
onde D = D — 11'D/n é uma matriz n x k obtida da matriz D, subtraindo de cada elemento a
média de sua coluna. Assim, ¢ fécil mostrar que a estatistica escore é dada por

v'D(D'D)~*D'y
203 ’

§= 5 ' DID/D) D' =

onde v é o vetor n X 1 com ¢-ésimo elemento dado por v; = %, Essa estatistica corresponde &
metade da soma de quadrados da regressdo de f sobre D, considerando um modelo com intercepto,
da forma f = A1+ A1 D +e. Sob Hy, S tem distribuigdo x% com k graus de liberdade, onde k é a
dimenséo do vetor §, com erro de ordem O(n™?), de forma que P(S < ¢) = P(x} < ¢)+ O(n™?).

No caso particular em que as variancias séo da forma considerada por Breusch e Pagan (1979),
isto é, o = h(2}6), com 2z =1, t=1,...,n, é possivel mostrar que a estatistica do teste escore
simplifica-se em



2.1 Testes construtivos 14

1 _ eZ(2'Z)"17e
§=30 -2z (1) = LED e (212)
%o
onde Z = (21,...,%,)" € e é um vetor n x 1 com ¢-ésimo elemento dado por 4% — 2. Nota-se que

nesse caso a estatistica ndo depende da particular escolha da fungéo h(.), e corresponde & metade
da soma de quadrados da regressdo de f sobre Z. Essa é uma caracteristica bastante desejsvel,
uma vez que, em geral, € diffcil determinar em situagdes préticas a funcéo cedéstica h(.).

Embora este teste tenha um bom desempenho em amostras grandes, os resultados de sim-
ulacdo em Breusch e Pagan (1979), Godfrey (1978), Griffiths e Surekha (1986) e Honda (1988)
mostram que o mesmo rejeita a hipétese nula de homoscedasticidade com uma freqiiéncia menor
do que o esperado com base em seu tamanho nominal em amostras pequenas.

2.1.8 Teste escore com correcoes tipo-Bartlett

Cribari-Neto e Ferrari (1995) utilizaram resultados de Cordeiro e Ferrari (1991) para obter uma
correcao tipo-Bartlett para a estatistica 5. Na construgéo desse teste, assume-se que as variancias
dos erros séo da forma (2.5). A estatistica corrigida é dada por

SB=8{1-(c1+caS+0c35%)},

onde
Ay — Ay Aj Ay — 243 Az
Cl =093 3 ==t = .
12k 12k(k + 2) 12k(k + 2)(k + 4)
Os coeficientes A’s sao dados em Honda (1988), e podem ser escritos matricialmente como
1
A== {24k(p — 1) — 24ntr(J4Hy) + 6n1' HyJHyl +1201'(J © H<2))1} , (2.13)
— . (2) /
Ap ==~ { —24k(k + 2) + 36ntr(J$?) — 24n1 JdJHdl} (2.14)
¢ 1
Ag =~ {24n1’JdJJd1 # 16n1'J<3)1} , (2.15)

onde H é a matriz chapéu dada em (2.3), 1 é o vetor unitdrio de dimensdo n e J é a mesma do caso
do teste da razéo de verossimilhangas modificado com corre¢do de Bartlett. As notacoes referentes
as operagGes matriciais coincidem com as utilizadas no teste da razio de verossimilhangas com
correcao de Bartlett.

A estatistica proposta tem uma distribui¢do nula x? com k graus de liberdade, com erro de
ordem O(n~%/?). Assim, a estatfstica com correcdo de Bartlett converge para uma distribuicao
qui-quadrado sob a hipétese nula mais rapidamente que a estatistica escore original, e portanto,
deve resultar em tamanhos empiricos mais préximos aos nominais em amostras finitas.

Cordeiro e Ferrari (1994) mostraram que o coeficiente A3 em (2.15) é ndo-negativo. Entdo, se
A3z >0ouse A3 =0e Az > 0, valores altos de S podem, em amostras finitas, conduzir a valores
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negativos de SB. Uma estatistica alternativa que procura contornar este problema foi sugerida
por Cribari-Neto e Ferrari (1995) e é dada por

SBy — SB, se S <ts N
S, caso contrario,

onde t; é uma constante positiva convenientemente escolhida. A justificativa para essa proposta
é o fato de que, quando S for grande, maior que ¢, digamos, h4 fortes evidéncias contra a hipétese
nula, e portanto nenhuma corre¢do é necesséria. O valor £; pode ser escolhido como sendo, por
exemplo, o quantil de 99,5% da distribui¢go qui-quadrado com k graus de liberdade.

Cribari-Neto e Ferrari (1995) mostraram que no modelo de regressdo com uma tinica covarigvel
(m) eo? = h(o1+agz:), o teste corrigido é afetado pelas medidas de assimetria e curtose amostrais
da covaridvel. Nesse caso, os A’s dados em (2.13)—(2.15) simplificam-se em

Ay = —6(4y2s — 377, —4), A2 =12(372, — 273, —6) e Az =402,

onde 71, = §3$§2_$3/ %6 e = $1285,, com 3j; = n~ ' " (2, — Z)7, sdo as medidas usuais de
assimetria e curtose amostrais da covaridvel z.

Recentemente, foram desenvolvidas formas alternativas para a corregéo tipo-Bartlett, equi-
valentes & de Cordeiro e Ferrari (1991), e que sdo transformacdes monétonas da estatfstica escore
original. Seguindo Cordeiro e Ferrari (1991), Kakizawa (1996) sugeriu uma estatistica escore
modificada alternativa dada por

1 4 9
SBy =SB+ 1 {c%S +2¢10258% + <2clcs + §c§> S3 + 3cac3 St + 50;3.5'5} .
Cordeiro, Ferrari e Cysneiros (1998), por outro lado, apresentaram uma forma alternativa dada
por

SB, seco=c3=0

2
£ “ _ VoS4 ] 2w —a (]2
8B, = 3¢ exp <303 cl> {<I> ( 6¢3S + 3¢3 02) d ( 3 cz)} , sec3 >0 (2.16)

1
. exp(—c1){1 —exp(—2¢2S)}, se cz =0 e cy #0,
2
em que ®(.) é a funcdo de distribui¢do de uma varigvel aleatéria com distribui¢do normal padrao.
Ambas as estatisticas tém, sob Hy, distribuigéio x? com k graus de liberdade com erro de ordem
O(n=3/?).

2.1.9 Teste escore com corregao no valor critico

Harris (1985) propds um procedimento geral de correcdo de tamanho do teste escore, em que, ao
invés de se corrigir a estatistica, corrige-se o valor critico do teste. Honda (1988) utilizou esses
resultados para obter uma corre¢do para o valor critico do teste escore de heteroscedasticidade.
No desenvolvimento desse teste assume-se que a variéncia dos erros é da forma (2.5).
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O valor critico corrigido é dado por
g = Q{1+ (Cl + coq + C3q2)} ,

onde q é tal que P(x? > q) = a, em que a denota o nivel de significincia nominal do teste e X3 é
uma varidvel aleatéria com distribuicdo qui-quadrado com k graus de liberdade. Os coeficientes
€1, C2 e c3 sao os mesmos do teste escore com correcao de Bartlett.

Nas simulagdes de Honda (1988), o teste corrigido apresentou tamanhos mais préximos dos
valores nominais que o teste original e, além disso, em geral apresentou um maior poder.

Cribari-Neto e Ferrari (2001) desenvolveram formas alternativas, equivalentes ao valor critico
ajustado ¢*, que sdo transformacdes monétonas dos valores criticos nio modificados. O primeiro
valor critico modificado alternativo segue argumentos utilizados em Kakizawa (1996) e é dado
por

«_ s+, L] 9 2 45\ 3 1,925
G =q + 1 {clq+ 2c1c2¢” + (26103 + 502) ¢" +3cacsq” + =034 } .

O segundo valor critico modificado alternativo é baseado em alguns argumentos utilizados por

Cordeiro, Ferrari e Cysneiros (1998) e é dado por

q*, seco=c3=0

1 [« ¢z —3cics ——
=19 2\ —3c exp{ —3c3 } terf (v=3caq - K) o )}y st 0
exp(c1){exp(2¢caq) — 1}

262

ysecg =0ecg #0,

onde K = cz/v/—3cs, erf(.) denota a chamada fungdo erro, dada por erf(z) = 27~ % J§ e tdt,
z € C, onde C é o conjunto dos niimeros complexos.
O terceiro valor critico modificado alternativo é baseado na idéia utilizada por Fujisawa (1997)

e pode ser escrito como

(g*,sec1>0ecy >0

1
T gt et} sec1<0ec >0
—C1

1
%{1—\/l—402(q+clq+csq3)},secl20ecz <0
2

1
%{l—cl—\/(1—01)2—4cz(q+03q3)},secl <0ecy <0.
2

\

Cysneiros, Cribari-Neto e Ferrari (2002) propuseram um outro valor critico modificado obtido
da transformagéo inversa de SBs dada em (2.16). Este é dado por

( g*,secy =c3 =0

\/éa {cb—l [q (\/%exp (% . cl))_l +3 (\/EL)J - \/§L} se ca £ 0

—1 Cc1 =1
1 — 1 =
5 og{q [exp( 202)+ J },se c3=0ecy #0,

\
onde L = cy/+/3cs.

S
Il
.
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avaliado em ¢ = gy e 7; é o j-6simo elemento do vetor 7 = (D'D)~'1D'f de dimensdo &k x 1, em
que D e f sfo os mesmos definidos no caso do teste escore. No caso do modelo multiplicativo
dado em (1.6) com k = 1, o termo de ajuste somado a S em (2.17) é dado pela forma simples

Doy bz — 2)] [Do0 1 U (2 — z)]
>ty 0 (2 — 2)?
Sob a hipétese nula de homoscedasticidade, SM tem distribuigdo assintética x2 com k graus de
liberdade.

2.1.12 Teste escore studentizado

A estatistica S tem o problema de depender fortemente da normalidade dos erros do modelo de
regressdo. Koenker (1981) propds “studentizar”a estatistica S no caso em que as variancias dos
erros séo da forma (2.5), admitida por Breusch e Pagan (1979), substituindo 2G4 no denominador

da expressdo (2.12) por
17)\:16,621 = (a2 _32)2
n ™ t§:1: to —0q)"-

A estatistica do teste é dada por

~4 ¢
55 — 2005
P

Koenker (1981) mostrou que se os erros forem independentes e identicamente distribuidos,
com uma distribui¢do que tenha o quarto momento finito, e satisfizerem algumas condigdes de
regularidade, S'S tem distribuicdo nula assintética x2 com k graus de liberdade.

2.1.13 Teste escore studentizado modificado

Simonoff e Tsai (1994) propuseram modificar o teste escore studentizado (Koenker, 1981) adi-
cionando a SS o mesmo termo de ajuste considerado em (2.17). A estatistica resultante é dada

por
k n
SSM =SS+ 1y huay,
j=1 t=1

onde os valores envolvidos no termo de ajuste sdo os mesmos do caso do teste escore modificado.
Sob a hipétese nula de homoscedasticidade, SSM tem distribuigdo assintética x* com k graus de
liberdade.

2.1.14 Teste escore residual

Sob o logaritmo da fungdo de verossimilhanga residual (2.11), Verbyla (1993) obteve o teste
escore residual para o modelo multiplicativo dado em (1.6). Lyon e Tsai (1996) adotaram essa
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abordagem e obtiveram o teste escore residual para a fun¢dio de pesos geral, cuja estatistica é

dada por .
1—h)(1—h) B
SR:EA’D D M—( ) ) D| DA,
2 (n—p)
onde A =v/s%— (1 —h), sendo que v é o vetor de dimenséo n de residuos de M QO ao quadrado,
M € uma matriz n x n com termos da diagonal iguais a (1 — h;)? e termos de fora da diagonal
iguais a hZ;, hi; é o elemento (4, §) da matriz chapéu H, h = (hy, . .. yhnn)', 82 =n68/(n —p) e
D é a mesma definida no caso do teste escore. Essa estatistica leva em consideragao pontos de
alavanca, ao contrério de S. Verbyla (1993) afirma que possivelmente o teste baseado em SR,
assim como aquele baseado em S, é conservativo. Sob a hipétese nula de homoscedasticidade,

SR tem distribuigdo assintética x? com k graus de liberdade.

2.2 Testes nao construtivos

Nos testes ndo construtivos, ao contrdrio do que ocorre nos testes construtivos vistos anteri-
ormente, ndo € necessdrio conhecer a forma exata das varidncias o sob a hipétese alternativa.
Nesses testes sao feitas somente algumas suposi¢des amplas a respeito da estrutura das variéncias,
como por exemplo, a suposicdo de que, sob a hipétese alternativa, as observagdes podem ser or-
denadas conforme suas varidncias, isto é, de forma que 0% < 02 < ... < 62, ocorrendo a0 menos
uma desigualdade.

Desta forma, estes testes levam a concluir simplesmente pela presenca ou auséncia de het-
eroscedasticidade nos erros. No caso de presenca, ndo trazem informacdes a respeito da forma
que as variancias devem assumir, o que seria necessirio para efetuar a estimacao eficiente dos
parametros de regressao por meio do método de méxima verossimilhanga.

2.2.1 Teste de White

White (1980) apresenta um estimador para a matriz de covariancias dos pardmetros de regressdo,
consistente tanto sob homoscedasticidade quanto sob heteroscedasticidade dos erros. Esse esti-
mador ndo depende da especificagio de um modelo para a variancia, nem faz suposicdes sobre a
distribuicao dos erros.

Nesse artigo sdo apresentados dois testes de heteroscedasticidade, os quais consistem em uma
comparagao dos elementos do novo estimador e do estimador usual da matriz de covaridncias.
Na presenca de homoscedasticidade, os dois estimadores serdo aproximadamente iguais, mas caso
contréario, diferirao.

O primeiro teste, apresentado no Teorema 2 de White (1980), ndo faz suposicdes sobre a
distribuicdo dos erros nem sobre a forma da heteroscedasticidade, supondo somente que algumas
condiges de regularidade estejam satisfeitas. A estatistica desse teste é dada por

W1 =4/'D(D'SD)~ D', (2.18)

onde S = diag(si,-..,8,), com s = e = (4% — G2)% t = 1,...,n, v é o vetor de residuos de

MQO ao quadrado e D = (I —11'/n)D*, em que D* é uma matriz n x p(p + 1)/2 contendo as
fungdes polinomiais de segunda ordem das p varidveis independentes, isto é
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2 2
T3 T1u%i2 ... Z1p-12%1p :E]p
2 2
Tog1 L2122 ... T2 p—122p iL'Qp
D= . o I (2.19)
22 T 2
nl n1Tn2 --- Tnp—1Tnp CE.,lp

O teste do Coroldrio 1 de White (1980) também nao faz suposices a respeito da forma da
heteroscedasticidade, mas introduz uma suposi¢do a respeito da distribui¢do dos erros. Supse-se
que E(ut) = pu4, para todo t = 1,...,m, ou seja, que os erros tém todos a mesma curtose. Com

isso, obtém-se uma estatistica mais simples que W1, dada por

W,y = nR?,

onde R? é o coeficiente de determinagio da regresséo dos quadrados dos residuos sobre os p(p+1)/2
quadrados e produtos cruzados das varidveis explicativas originais, isto é,

P p

ﬁtzo =g+ Z Z QT Ttk (2.20)

j=1 k=j
onde [ é um indice que varia entre 1 e p(p + 1)/2. Esse teste coincide com 0 S, no caso em que
a funcdo de pesos envolve os termos polinomiais de segunda ordem de p varigveis independentes

Sob a hipétese nula de homoscedasticidade, W7 e W» tém distribuicio assintética x? com
p(p + 1)/2 graus de liberdade. Para aplicacdo desses testes é necessério que n > p(p+1)/2.

I importante notar que caso a matriz de covaridveis X tenha um termo constante, digamos,
zyp = 1,1t =1,...,n, o célculo de ambas as estatisticas apresentard problemas de singularidade.
No primeiro teste a matriz D em (2. 18) apresentard a coluna correspondente & constante nula,
de tal forma que a linha e a coluna de D’SD correspondentes a constante também serdo nulas, e
no segundo teste, a regressdo (2. 20) apresentard uma constante redundante. Nesse caso, deve-se
eliminar a constante redundante em (2.20), ou a coluna de D e a linha e a coluna de ['SD
correspondentes & constante, e diminuir os graus de liberdade em uma unidade. Esse mesmo
problema pode ocorrer caso X contenha um termo constante e termos polinomiais. Por exemplo,
se zy1 = 1 e &3 = 27, entdo zy T3 = T3, Nesse caso, deve-se proceder da mesma forma, isto é,
eliminar o termo redundante em (2.20) ou a coluna de D e linha e coluna de 'S D correspondentes
ao termo redundante, e reduzir um grau de liberdade.

Segundo White (1980), espera-se que os testes que supdem um modelo para a heteroscedas-
ticidade tenham um poder maior que W; e Wy em amostras finitas, mas que W; e Wy tenham
desempenho igual ou superior aos testes que especificam incorretamente a estrutura de variancias.

2.2.2 Teste de Goldfeld-Quandt

O teste de Goldfeld-Quandt (Goldfeld e Quandt, 1965) é amplamente utilizado em aplicagoes
econométricas, possivelmente devido & sua grande facilidade computacional. Na construgio desse
teste supoe-se que as observacoes podem ser ordenadas de forma crescente de acordo com suas
variancias. Por exemplo, no caso em que a varidncia dos erros cresce com uma das varigveis
preditoras, deve-se ordenar as observacdes de acordo com tal varigvel. Feito isso, deve-se escolher
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um certo niimero 7 de observagoes centrais para serem omitidas, e ajustam-se regressoes separadas,
por MQO &s (n—r)/2 primeiras e (n —r)/2 dltimas observagoes, satisfazendo a condicdo de que
(n—7)/2 > p+1, o niimero de pardmetros a serem estimados. Denotando por S; e Sp as somas de
quadrados do residuo das regressdes baseadas nas observagoes com menores e maiores variancias,
respectivamente, tém-se que sob a suposigdo de normalidade dos erros,
Sy

GQ = 5,
tem distribuigéo exata F' com (n —r — 2p)/2 graus de liberdade no numerador e (n — 7 — 2p) /2
graus de liberdade no denominador sob a hipétese nula de homoscedasticidade.

Os autores comentam que o poder desse teste depende do valor escolhido para 7, o nimero
de observagoes omitidas. Para valores muito altos de r o poder do teste deve ser baixo, mas nao
é 6bvio que o poder do teste aumente monotonicamente conforme 7 tende a zero. A explicagdo
para isso é o fato de que, quando r é muito pequeno, apesar de as duas regressoes serem baseadas
em mais observagoes, conduzindo a um maior poder, ocorre que as varidncias das observacoes dos
dois grupos diferirdo menos do que quando 7 é relativamente grande. Esse tltimo efeito tende
a diminuir o poder. Eles comentam também que o poder do teste dependerd da natureza da
amostra de valores da varidvel de ordenacdo. Assim, se a varidncia de tal varidvel for pequena
em relagdo & sua média, espera-se que o poder do teste seja baixo.

Por meio de simulago, os autores mostraram que a escolha de r nio causou grande impacto
ao poder do teste, a ndo ser nos casos em que r era muito grande quando comparado ao niimero
total de observagoes.

2.2.3 Teste de Levene

Levene (1960) propds um teste para a comparacao de varidncias de g grupos de observagoes,
situacdo tipica no contexto de modelos de anilise de varidncia. Neter et al (1996) propoem a
utilizagao desse teste para testar a existéncia de heteroscedasticidade em modelos de regressao.
Eles apresentam o teste com modificagoes sugeridas por Conover et al (1981) para aumentar a
robustez & ndo-normalidade.

Esse teste supoe que as varidncias dos erros aumentam (ou diminuem) com uma varidvel pred-
itora X. Para aplicd-lo, deve-se dividir as observaces em dois grupos, sendo um deles formado
pelas observagdes com valores relativamente baixos de X e o outro formado pelas observagoes
com valores relativamente altos dessa varidvel. Denotemos por Ty 0 t-ésimo residuo do grupo 1 e
por Uz o t-ésimo residuo do grupo 2, e por n; e ng, respectivamente, os nimeros de observagoes
nesses grupos. Além disso, sejam 1 e iy as medianas dos residuos dos dois grupos e dy e dgo
os desvios absolutos dos residuos em relacdo 4 mediana de seu grupo, isto é, dyy = |uy — U] e
dig = |uge — Ug|. A estatistica do teste é dada por

di — da
/it

onde d; e dy sdo as médias amostrais de dy1 e dyo, respectivamente, e 33 ¢ a variancia ponderada
dos desvios dada por

LV =



2.2 Testes nao construtivos 22

Doty (dey — i)+ 772 (dio — do)?
n—2 )

Fica claro, assim, que esse teste corresponde a um teste ¢t de comparacio das médias dos
desvios absolutos dos dois grupos. Mostra-se que mesmo que os erros da regressao nio sejam
normais, LV segue, sob a hipétese nula de homoscedasticidade e com tamanhos amostrais n; e
n2 nao muito pequenos, distribuigao aproximadamente ¢-Student com n — 2 graus de liberdade.

5=

2.2.4 Teste de Szroeter

Na construgéo do teste de Szroeter (Szroeter, 1978), assim como na do teste de Goldfeld-Quands,
supOe-se somente que as observagoes podem ser ordenadas de acordo com suas varidncias, nio
sendo necessdrio conhecer a forma exata das varidncias o7 sob a hipétese alternativa. As obser-
vagGes podem ser ordenadas, por exemplo, com base nos valores de alguma varidvel preditora,
ou nos valores previstos da varidvel dependente. Também é feita a suposicdo de normalidade dos
€erros. R R

Seja Uy = y¢ — 3, onde 3 é algum estimador consistente de 3 (como por exemplo o estimador
de MQO). A estatistica do teste é dada por

=

SZ = n(5 — 5) ,:2 i(bt — B)2J — )
t=1

onde b= 37 pebe, e = U3/ Sp 0, b=n"2Y " by eby,...,b, é um conjunto de 7 escalares
néo-estocdsticos com a propriedade b; > b se t > s. Sob a hipétese nula de homoscedasticidade,
isto é, Ho : 0 = 0f_, para todo t = 2,...,n, contra a hipétese alternativa H; : 02 > o2, para
pelo menos um ¢t € {2,...,n}, SZ segue uma distribuicdo assintética normal com média zero e
varidncia unitaria.

Se for tomado by = t, t = 1,...,n, a estatistica do teste assume uma forma simples, dada por

1
6n 2 /. n+1
s2=(72) (-"57),

onde b=, tu?/ > " , U?. Esta serd a forma considerada nesse trabalho.

2.2.5 Teste de Ramsey

Ramsey (1969) propés uma adaptacao ao conhecido teste de Bartlett (Kendall e Stuart, 1961) de
comparacdo das varidncias de g grupos no modelo de anélise de variancia, para testar a hipétese
de homoscedasticidade no modelo de regressdo. O teste foi denominado BAMSET (Bartlett’s M
Specification Error Test).

Em sua versdo original, o teste baseia-se em um tipo alternativo de residuos proposto por
Theil (1965). Tais residuos possuem a propriedade de terem distribui¢io normal e serem ho-
mosceddsticos e néo-correlacionados caso os erros do modelo (1.1) tenham essas propriedades, ao
contrério dos residuos de MQO. Estudos de simulagdo de Ramsey e Gilbert (1972) e Ali ¢ Giac-
cotto (1984), no entanto, mostraram que com o uso de residuos de MQO em tal teste obtém-se
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um melhor desempenho, além da maior facilidade computacional. Assim, serd apresentada aqui
a versao baseada nos residuos de MQO.

Esse teste supoe que os erros do modelo (1.1) sejam normais, mas ndo exige que as observagoes
sejam ordenadas segundo suas varidncias. As observagoes devem ser divididas em trés grupos com
tamanhos aproximadamente iguais, denotados por n1, ny e n3. A estatistica do teste é dada por

3
RS =nlogda — Zni log 52;

onde 53 é dado por (2.2) e G3; = n; ' 3., U, onde C; é o conjunto dos fndices das observacdes
no grupo %, 1 =1, 2, 3.

Sob a hip6tese nula de homoscedasticidade, RS tem distribuigdo assintética 2 com 2 graus de
liberdade. Caso as observagdes possam ser ordenadas segundo suas variancias antes da composicao
dos grupos, é de se esperar que esse teste tenha um maior poder do que no caso em que as
observagoes ndo sao ordenadas.

2.3 Escolha das covaridveis no modelo da variincia

Uma questao importante na aplicagdo dos testes construtivos tratados nesse capitulo é a escolha
das k covaridveis que devem compor o vetor z;, ¢ = 1,...,7n, em (1.3) ou (2.5). Talvez a forma mais
intuitiva de se fazer tal escolha seja a seguinte: avaliar os gréficos de dispersao dos residuos, ou
alguma versdo padronizada dos mesmos, versus as covaridveis que se imagina que possam afetar a
varidncia dos erros do modelo de regressao, incluindo em z; as covarigveis para as quais os gréficos
exibirem alguma tendéncia de alteragdo da variabilidade dos pontos. Esses gréficos sdo eficazes
no caso em que as variancias sdo afetadas por apenas uma covaridvel (k = 1). No entanto, caso
k > 2, devem ser vistos com cuidado, conforme ilustrado pelo exemplo a seguir. Suponhamos que
as variancias dos erros de um determinado modelo de regresséo sejam determinados pelo modelo
multiplicativo (1.6) com k = 2. Nesse caso,

Ut2 = 02 exp(61z1t + 52Z2t).

Suponhamos ainda que & > 0 e o > 0. E f4cil observar que as varidncias o7, nesse caso,
aumentardo com o aumento de z;, mantendo-se 22 constante. Da mesma forma, aumentarao
com o aumento de zi, mantendo-se z;; constante. Nesse caso, os gréficos mencionados podem
nao ser adequados & selecdo de varidveis, uma vez que as covarigveis néo consideradas no grafico

nao sdo mantidas constantes.

Verbyla (1993) utilizou resultados de Harvey (1976) e Cook e Weisberg (1983) e sugeriu um
procedimento graﬁco ttil para auxiliar na escolha das covariéveis no caso do modelo multiplicativo
(1.6). Tem-se que Uz ~ vZx3. Cook e Weisberg (1983) mostraram que

l/t :(1—htt)2 +th:’ ],
i#t

onde h; sdo 0s elementos da matriz chapéu (2.3). Em geral, os termos hy; (t # §), sdo pequenos,
de forma que v} ~ (1 — hy)?0?. Além disso, Harvey (1976) mostrou que, assintoticamente,

1
E logﬂ?0+log§— <§>} =log /7,
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w2

. 1 1
Var [logufo +log§ - (5)} =3

onde %(.) é a funcdo digama, dada por 9(s) = I"(s)/I'(s), em que I'(.) é a fungdo gama. Com
base nesses resultados, e considerando que log(1/2) —1(1/2) = 1, 27036, Verbyla (1993) mostrou
que no caso do modelo multiplicativo (1.6),

,L’ZZ
E {log [mJ +1, 27036} ~ 20, (2.21)
e que log(t%/(1 — hy)?) tem varidncia constante. Uma vez que essa quantidade é linear nas
covaridveis em z¢, pode-se utilizar os métodos convencionais de anélise de regressdo para escolha
das covaridveis. Uma dificuldade prética ocorre se ;g = 0 para um ou mais valores de t, caso em
que ndo é possivel calcular o logaritmo. Verbyla (1993) sugeriu que tais pontos fossem omitidos
no procedimento.

Uma sugestdo para a escolha das covaridveis em z é a utilizacio de grificos de varidvel
adicionada (Atkinson, 1985). Na construgdo desses gréficos é necessdrio ajustar modelos de
regressao tanto da varidvel resposta em (2.21), isto é,

e = log[tizy /(1 — het)?] + 1, 27036, (2.22)

quanto de uma dada varidvel z;, em fungdo das outras covaridveis sob consideraggo. Em cada
ajuste, devem ser obtidos os residuos, os quais refletirdo as por¢des de cada. varidvel que nao sdo
explicadas pelas demais varidveis. O gréfico desses residuos, um contra o outro, compde o grafico
de varidvel adicionada. Assim, esses graficos sdo mais adequados que os gréficos de residuos versus
covaridveis menCJOnados anteriormente, uma vez que refletem a importancia de 2;; na explicagéo
das varidncias o7, dadas as demais varidveis. Se ztj ndo for importante na presenca das demais
varidveis, o gréfico exibird o formato de uma banda horizontal. Caso contrario, o formato obtido

sugerird a natureza da relagdo entre o7 e 2y;.



Capitulo 3
Avaliacao numérica

Nesse capitulo serdo avaliadas numericamente as propriedades, em amostras finitas, dos testes
de heteroscedasticidade apresentados no capftulo anterior. Buscar-se-§ identificar, entre os 28
testes considerados, quais apresentam melhores desempenhos em pequenas amostras, sob diversas
condigdes.

Mas, o que vem a ser um teste com bom desempenho? Pode-se considerar que um dado
teste de heteroscedasticidade tem um bom desempenho em amostras finitas se, nessa situacao,
apresentar baixas probabilidades de erros dos tipos I e II, correspondentes & rejeicao da hipétese de
homoscedasticidade quando os dados séo na verdade homoscedésticos, e ndo rejeicdo da hipétese
de homoscedasticidade quando os dados sdo heteroscedésticos, respectivamamente. Os testes que
apresentam taxa de rejeigdo superior ao nivel de significincia nominal sdo ditos anticonservativos,
sendo, portanto, inadequados para uso em pequenas amostras. Esses testes levam & rejeicdo da
hipétese nula de homoscedasticidade erroneamente com probabilidade mais alta que o desejado,
induzindo a que sejam feitas, desnecessariamente, anélises mais sofisticadas que as usuais baseadas
no método de MQO. O oposto disso sdo os testes conservativos. A primeira vista, pode parecer
uma caracteristica desejivel o fato de um teste ser conservativo, uma vez que nessa situacao o erro
tipo I ocorre com baixa probabilidade. No entanto, em geral testes conservativos apresentam um
baixo poder, ndo sendo capazes de detectar niveis baixos ou moderados de heteroscedasticidade.
Assim, busca-se identificar testes que tenham tamanhos empiricos razoavelmente préximos (ou
menores) ao nivel de significincia nominal e, a0 mesmo tempo, tenham um alto poder.

3.1 Detalhes metodolégicos

Os resultados numéricos apresentados a seguir baseiam-se no modelo de regressdo linear da forma

Yt = Po+ Bz + ...+ Brp—1Zep-1 + U,

t=1,...,n, em que uy,...,u, s40 nao-correlacionados, cada u; tendo média zero e varidncia
dada por of = o?w(z,6), com 2 = (2u1,-..,2) € 6 = (1,... ,0k)’

Para a obtencao dos resultados, utilizou-se a linguagem de programagcéo matricial 0x (Doornik,
2001). Em todas as simulagbes tomou-se fo = 1 = ... = Bp =1e0? =1. O nimero de
replicagoes de Monte Carlo foi fixado em 10.000 e o nimero de replicacdes de bootstrap (B),
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empregado no caso do teste escore, foi igual a 500. As maximizacdes ndo-lineares necessérias
para o cdlculo de estimativas de méxima verossimilhanga foram feitas utilizando-se o algoritmo
quasi-Newton BFGS, disponivel em uma fungédo pré-definida da linguagem 0x. A matriz Z foi
formada a partir das colunas 2,...,k+1 de X, sendo Z a matriz com t-ésima linha dada por )
e X a matriz com t-ésima linha dada por z; = (1,24,...,2¢p-1). Essa escolha deve-se ao fato
de que, em situaces préticas, em geral as covaridveis que explicam a varidncia dos erros séo um
subconjunto, ou a totalidade, das covaridveis que afetam a média da varidvel resposta. Nos casos
em que k£ > p—1, as colunas extra de Z foram obtidas independentemente a partir da distribuico
u(o,1).

Nos casos em que k > 1, ocorrem dificuldades para se ordenar as observagdes segundo suas
varincias, conforme requerido em vérios testes ndo-construtivos. Se, por exemplo, as variancias
forem da forma of = h(z}6), sendo h(.) uma fungdio néio decrescente, as observacdes devem ser
ordenadas de acordo com os valores de z;d. No entanto, os pardmetros em § sdo desconhecidos,
inviabilizando na prética a correta ordenagdo das observacdes. Uma possivel forma de viabilizar
a aplicagdo prética desses testes quando k > 1 seria ordenar as observacdes apenas de acordo
com uma das varidveis explicativas das varidncias (z;1). Esse foi o procedimento adotado nesse
trabalho. Seré necessdrio avaliar se esse procedimento produz resultados satisfatérios, ou seja, se
os testes séo robustos a uma ordenagéo incorreta das observacdes. E de se esperar que a ordenagio
das observagoes néo afete o tamanho dos testes. No entanto, é possivel que o poder desses testes
seja afetado pela ordenacédo incorreta.

No caso do teste de Goldfeld-Quandt, foram eliminadas cerca de um tergo das observagoes.
Assim, para n = 20, 30, 50 e 100 os nimeros de observagcdes eliminadas (r) foram, respectivamente,
6,10, 16 e 34 observagoes. Além disso, no teste de Levene as observacdes foram divididas em dois
grupos de igual tamanho.

Em uma primeira etapa, foram feitas simulagdes para avaliagio dos tamanhos empiricos dos
testes. Em tais simulagdes, tomou-se §; = ... = dx = 0, de forma a gerar dados homosced4sticos.
Os resultados s@o apresentados na se¢ao 3.2.

Nas simulagoes desta etapa buscou-se variar os elementos que podem influenciar o tamanho
dos testes em amostras finitas. Tais elementos consistem no tamanho amostral (n), nimero de
pardmetros de perturbagéo (p + 1), nimero de parametros de interesse (k), valores das varidveis
independentes e distribuicdo da varidvel dependente. Foram considerados niveis de significincia
nominais (a) de 10%, 5%, 1% e 0,5%. E importante notar que os tamanhos observados dos
testes estao sujeitos a erros amostrais, uma vez que foram obtidos a partir de um ntimero finito
de replicacoes (10.000). Ao nivel de 0,5%, um teste é significantemente anticonservativo! se sua
taxa de rejeicao observada exceder 10,8%, 5,6%, 1,3% e 0,7% respectivamente, para. niveis de
significéncia nominais de 10%, 5%, 1% e 0,5%. Por outro lado o teste sers significantemente
conservativo se suas taxas de rejeicdo forem inferiores a 9,2%, 4,4%, 0,7% e 0,3%, para os niveis
de significancia considerados. Os resultados apresentados basearam-se no modelo multiplicativo
dado por (1.6).

A segunda etapa consistiu no estudo do poder dos testes sob diversas situacdes. Nesta etapa,

!No sentido de que a probabilidade observada excede o valor critico do teste de comparacao de pro-
porgoes com hipéteses Ho : m = a versus H; : m > a, sendo 7 a probabilidade real de rejeicio da hipdtese
nula de homoscedasticidade por um determinado teste, em uma certa situacdo, e o o nivel de significancia
nominal adotado.
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novamente assumiu-se o modelo multiplicativo.

Todas as entradas das tabelas apresentadas correspondem a porcentagens. Além disso, os
resultados relativos ao teste escore com corre¢do no valor critico sdo denotados por siglas que
envolvem um asterisco sobrescrito. Assim, S*, S, S3, Si e S} denotam os resultados relativos ao
teste escore com valores criticos modificados ¢*, ¢f, g3, ¢4 e ¢}, respectivamente, e Sho corresponde
aos resultados considerando os valores criticos obtidos pelo método de bootstrap.

3.2 Tamanhos dos testes

A Tabela 3.1 traz os tamanhos observados dos testes para tamanhos amostrais n — 20, 30, 50
e 100, fixando-se p = 5, k = 2, covaridveis geradas independentemente a partir da distribuicdo
U(0,1) e erros com distribui¢cdo normal.

Observa-se que os tamanhos empiricos dos testes aproximam-se dos niveis de significdncia
nominais com o aumento de n, conforme esperado.

Destaca-se o fato de que o teste da razéo de verossimilhangas (RV) é altamente anticonser-
vativo para tamanhos amostrais pequenos. No caso em que n = 20 e ao nivel nominal de 5%,
por exemplo, a taxa de rejeicdo observada (24,6%) é quase 5 vezes maior que a nominal. O
teste mantém-se anticonservativo até mesmo para n = 100. A correcdo de Bartlett aplicada a
esse teste (RV B) reduz as taxas de rejei¢do, porém néo o bastante, de forma que para amostras
com tamanhos menores ou iguais a 50, o teste manteve-se anticonservativo. O teste da razio de
verossimilhancas modificado proposto por Simonoff e T'sai (RV M) foi eficiente em reduzir as taxas
de rejeic@o do teste original. No entanto, em amostras com n = 20 e n = 30 a correcdo ocorreu de
forma exagerada, tendo resultado em testes altamente conservativos. A formulacdo alternativa
desse teste (RV M;) apresentou melhores resultados, tendo sido menos conservativa. A aplicagéo
da corregéo de Bartlett a esse teste (RV M B;) produziu resultados bastante favoréveis, de forma
que as taxas de rejeicdo empiricas sdo préximas &s nominais mesmo em amostras pequenas, tais
como n = 20 e n = 30. O teste da razéo de verossimilhangas condicional (RV C) mostrou-se um
pouco anticonservativo para tamanhos amostrais menores ou iguais a 50, enquanto que o teste da
razéo de verossimilhangas residual (RV R) apresentou resultados bastante satisfatérios até mesmo
para tamanhos amostrais pequenos.

O teste escore (S) mostrou-se um pouco conservativo para tamanhos amostrais pequenos. A
corre¢ao tipo-Bartlett (SB), assim como as corregdes monétonas (SB;, SB; e SB3) e corregdes
do valor critico (S*, ST, S3, S5 e St) tiveram efeitos muito semelhantes sobre a estatistica do teste
escore original. Em todos os casos, houve pequenas melhorias, tendo esses se mostrado menos
conservativos que o original. A aplicagdo da corre¢ao de bootstrap ao valor critico do teste escore
(SBo) também trouxe pequenas melhorias em relacéo ao teste escore original, sendo esse teste, no
entanto, ligeiramente conservativo para tamanhos amostrais pequenos. O teste escore modificado
(SM) apresentou, em todos os casos, um desempenho praticamente igual ao do teste original.
O teste escore studentizado apresentou resultados razodveis, mesmo para tamanhos amostrais
pequenos como 7 = 20 ou n = 30, ao nivel de significAncia nominal de 5%. Ao nivel de 10%,
no entanto, mostrou-se ligeiramente anticonservativo, enquanto que aos niveis de 1% ou 0,5%
mostrou-se conservativo. A versdo modificada desse teste (SSM) apresentou desempenho quase
idéntico ao original. O teste escore residual, por sua vez, mostrou-se em geral conservativo.

Com relagéo aos testes ndo-construtivos, chama a atencéo o fato de que o primeiro teste de
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White (W7) é extremamente conservativo, apresentando baixissimas taxas de rejeicdo da hipétese
nula, mesmo para n = 100. Percebe-se, assim, que embora esse teste apresente caracteristicas
altamente desejdveis em aplicagdes préticas, ndo requerendo a especificacio da forma da variancia
e da distribuic@o dos erros, seu desempenho é bastante ruim em pequenas amostras, uma vez que
as baixas taxas de rejeicio devem refletir em baixo poder do teste. O teste Ws, no entanto, é
altamente conservativo para amostras de tamanhos menores ou iguais a 30, mas para n = 50
ou n = 100 apresenta desempenho mais aceitdvel. Os testes de Goldfeld-Quandt (GQ), Levene
(LV) e Szroeter (SZ) apresentaram bons resultados mesmo em amostras de tamanho n = 20.
Por dltimo, nota-se que o teste de Ramsey (RS) é ligeiramente anticonservativo para todos os
tamanhos amostrais considerados.

Na Tabela 3.2 sdo apresentados resultados obtidos variando p, a dimensio de 3. Foram
considerados os valores p = 2, 4, 6 e 8. Fixou-se n = 30, k = 2, as covaridveis em X foram
geradas independentemente a partir da distribuigao 24(0,1) e os erros foram gerados a partir da
distribuigdo normal.

B possivel observar que com o aumento de p, os testes RV e RV B tendem a se tornar cada
vez mais anticonservativos. Para p =8 e a = 5%, por exemplo, as taxas de rejeicdio desses testes
sé@o iguais a 28,3% e 15, 8%, respectivamente, excedendo em muito o nfvel nominal. O teste RV
apresentou tendéncia semelhante para valores de p menores ou iguais a 6, porém suas taxas de
rejeigio regrediram para p = 8. O aumento de p teve o efeito de tornar RVM e RV R mais
conservativos, sendo que nesse ltimo isso se deu sobretudo para p = 8. Nos casos dos testes
RV M, e RV M By, no entanto, o aumento de p ndo causou alteracdes substanciais nas taxas de
rejeicdo. O primeiro teste, em todos os casos, mostrou-se ligeiramente conservativo, enquanto o
segundo mostrou resultados muito favordveis, até mesmo para p = 8.

As taxas de rejeigdo do teste escore (S) ndo foram fortemente afetadas pelo aumento de D,
o mesmo podendo ser dito com relagdo as versGes desse teste com correcdes tipo-Bartlett ou
correcdes no valor critico (SB, SBi1, SBy, SBs, S*, Sf, S5, 5% e S3). Mais uma vez, todos
esses testes apresentaram taxas de rejeigdo praticamente idénticas. As correces foram efetivas
em tornar o teste escore menos conservativo, nos casos em que p = 2 e p = 4. Nos demais
casos, a alteracdo obtida foi muito pequena. Para valores de p iguais a 6 e 8, o teste escore com
valor critico corrigido por bootstrap (Sg) tornou-se ligeiramente conservativo. Os testes escore
studentizado (S5) e escore residual (SR) também néo foram muito afetados pelo aumento de P,
sendo que o segundo manteve-se, em todos os casos, conservativo. Mais uma vez podemos notar
que as modificagoes do teste escore e escore studentizado propostas por Simonoff e Tsai (SM e
SSM) néo tiveram praticamente nenhum efeito sobre as taxas de rejeigao dos testes originais.

Com relagdo aos testes de White (W; e Ws), observa-se a tendéncia de se tornarem cada vez
mais conservativos com o aumento de p. Para p = 6, ambos apresentaram taxas de rejeicdo da
hipétese nula extremamente baixas. Vale lembrar que no caso em que p = 8, nao foi possivel
calcular as estatisticas dos testes, j& que nesse caso p(p +1)/2 = 36, excedendo n. Os demais
testes nao construtivos néo foram muito afetados pelo aumento de p, exceto SZ, que se tornou
ligeiramente conservativo para p = 8. Mais uma vez, GQ, LV e SZ apresentaram taxas de
rejeicao razoavelmente préximas aos niveis nominais. O teste de Ramsey, conforme observado
anteriormente, foi em todos os casos ligeiramente anticonservativo.

Na Tabela 3.3 séo apresentados resultados envolvendo o aumento de &, o nimero de parametros
de interesse. Foram considerados os valores k=1, 2, 3 e 4. Além disso, fixou-se n = 30, p =3,
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as covaridveis foram geradas a partir da distribuicdo 2£(0,1) e os erros a partir da distribuicao
normal.

Os comportamentos verificados foram bastante similares aos obtidos no caso do aumento de
p- Os testes que tiveram suas taxas de rejeigdo mais afetadas pelo aumento de k foram RV, RVB
e RVC, tornando-se mais anticonservativos, e RV M, tendendo a se tornar mais conservativo.
Novamente, observou-se que para qualquer valor de k o teste SR foi um pouco conservativo, os
testes de White (W1 e Wa) foram altamente conservativos e que o teste de Ramsey (RS) foi
ligeiramente anticonservativo. Os demais apresentaram desempenhos razodveis, tendo tamanhos
empiricos préximos aos niveis nominais, ou entdo sendo ligeiramente conservativos.

Nas simulagbes apresentadas até esse ponto, as caracteristicas das covaridveis e da varigvel
resposta foram mantidas em condigdes ideais, sem a ocorréncia de pontos de alavanca, “outliers”ou
pontos influentes nos dados, problemas tipicos em aplicagdes praticas. Assim, os resultados a
seguir contemplam situagdes mais realisticas, com a variagio da distribuicdo das covariveis e da
varidvel resposta.

Na Tabela 3.4 sdo apresentados resultados obtidos com diferentes configuracdes das covaridveis.
Fixou-se n = 30 e p = 5. Foram considerados modelos com intercepto, de forma que a primeira
coluna de X é unitdria. As 4 demais colunas foram geradas de diferentes formas. Foram con-
siderados os casos em que essas colunas foram geradas a partir das distribuicdes ¢3, LN(0,1)
(log-normal), normal multivariada (NM) com média nula e matriz de covariancias > dada por

1,0 0,7 0,0 00
- 07 1,0 0,0 00

00 00 1,0 07 |’

00 00 0,7 1,0

e a matriz correspondente a um modelo de andlise de variancia (ANOVA) com um fator e cinco
grupos, havendo em cada grupo 6 observacdes. O primeiro caso consiste em uma distribuicdo
simétrica com caudas pesadas, enquanto o segundo consiste em uma distribui¢do assimétrica. No
terceiro caso, ilustra-se o comportamento dos testes na presenca de multicolinearidade moderada,
uma vez que 0s pares Tiz € I3, € T4 € Zy5, foram gerados com um coeficiente de correlacio de 0,7.
No dltimo caso, tém-se uma situacéo em que h4 interesse em se testar a igualdade das variancias
dos grupos, isto é, Ho : 07 = ... = 0} = 0%, em que o7 é a variancia das observacées do i-ésimo
grupo. Nos trés primeiros casos, fixou-se k = 2, e no tltimo, tomou-se k = 4, para obter um
modelo que admita varidncias diferentes para cada grupo.

No caso do modelo de ANOVA, cabem alguns comentrios a respeito da aplicacdo de alguns
testes nao-construtivos. O primeiro deles refere-se ao teste de Goldfeld-Quandt. Esse teste supoe,
conforme mencionado na segdo 2.2.2, que as observacdes sejam ordenadas de acordo com suas
variancias, e que sejam excluidas r observagdes centrais. Feito isso, as observacdes sdo divididas
em dois blocos, sendo o primeiro formado pelas primeiras (n — )/2 primeiras observacoes, e o
segundo formado pelas tltimas (n —r)/2 observagdes. Assim, para aplicar o teste no contexto de
modelos de andlise de varidncia seria necessério classificar as observacoes em ordem crescente das
variancias dos grupos, eliminando-se, eventualmente, um ou mais grupos centrais. O problema,
ocorre no ajuste de modelos de regressdo a cada um dos dois blocos de observacdes formados, o
que é requerido para o célculo da estatistica desse teste. Para as observacdes do primeiro bloco,
por exemplo as colunas de X que contiverem as varidveis indicadoras dos grupos incluidos no
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segundo bloco serdao constantes e iguais a zero, causando problemas de singularidade. Logo, esse
teste, tal como apresentado originalmente por Goldfeld e Quandt (1965), néo é adequado para
aplicac@o no contexto de modelos de anélise de varidncia. O segundo comentério refere-se aos
testes de White. Nesse caso, a matriz de quadrados e produtos cruzados das varidveis em X , dada
em (2.19), terd diversas colunas redundantes ou nulas. Essas colunas deverdo ser removidas para
célculo dessas estatisticas, de forma que s6 restardo em (2.19) as colunas (2,...,p) da matriz X.
O numero de graus de liberdade da distribuigdio assintética serd igual a p — 1.

B possivel observar na Tabela 3.4 que as caracteristicas das covaridveis que tiveram major im-
pacto sobre os tamanhos empiricos dos testes, em relacéo aos resultados obtidos com covarigveis
uniformemente distribuidas reportados na Tabela 3.1, foram a curtose e assimetria. Os testes
da razéo de verossimilhangas (RV) e sua versdo com correcéo de Bartlett (RV B) mostraram-se
ainda mais anticonservativos que anteriormente, sobretudo sob assimetria das covarigveis. Para
covaridveis com distribuicdo LN(0,1) e ao nivel nominal o = 5%, por exemplo, foram obtidas
taxas de rejeigao de 35,2% e 16, 2% para cada um deles, excedendo em muito o nfvel nominal. As
versoes modificadas desse teste (RVM, RVM; e RVM B;), assim como RV R, tornaram-se con-
servativas sob curtose e assimetria das covaridveis. Dentre essas, a que apresentou resultados mais
razoéveis em ambas as situagdes foi RVMB;. O teste da razio de verossimilhangas condicional
(RVC), por sua vez, mostrou-se fortemente afetado pela curtose das covaridveis, tendo sido muito
conservativo no caso da distribuigéo ¢3. Sob assimetria das covaridveis, os resultados obtidos para
este teste foram bastante razodveis. Este teste também foi afetado pela multicolinearidade, tendo
sido conservativo no caso de covaridveis NM(0,3").

Com relacdo ao teste escore (), houve também forte impacto da assimetria e curtose das
covaridveis, que o tornaram altamente conservativo. Para a distribuicio LN (0,1) e ao nivel
de significAncia nominal de 5%, por exemplo, sua taxa de rejeicdo foi de apenas 1,1%. Nessas
situagbes, ao contrdrio do que vinha sendo observado até entdo, as correcoes tipo—Bartlett e
corregbes do valor critico (SB, SBy, SBa, SBs, S*, Sj, S5, S5 e Sf) produziram resultados
diferenciados entre si. Nota-se que essas correcbes foram eficazes em aproximar as taxas de
rejeigio dos niveis nominais, sobretudo aos nfveis de significincia nominais mais altos, de 10%
e 5%. Dentre essas correcdes, as mais eficientes, no sentido de tornar o teste escore menos
conservativo, foram SBjz e S;. A correcdo do valor critico por meio de bootstrap conduziu a
taxas de rejeicdo préximas as nominais no caso de curtose, sendo esse teste apenas um pouco
conservativo no caso de assimetria das covaridveis. O teste escore studentizado (S:$) também foi
afetado pela assimetria e curtose das covaridveis, tendo se mostrado bastante conservativo. Assim
como observado nas simulagdes anteriores, as correcdes propostas por Simonoft e Tsai (1994) aos
testes escore (SM) e escore studentizado (.SSM) ndo trouxeram praticamente nenhuma melhoria
aos testes originais em termos de taxas de rejeicdo. O teste escore residual (SR) apresentou,
tanto sob curtose quanto sob assimetria, tamanhos préximos aos nominais ao nivel o = 5%. Para
os demais niveis, foi por vezes ligeiramente conservativo ou anticonservativo.

Os testes de White, sobretudo W1, mantiveram, sob as diferentes configuragdes das covarigveis,
seu comportamento altamente conservativo verificado anteriormente. A tnica excegéo foi Wa no
caso do modelo de ANOVA, em que as taxas de rejeicdo ndo se distanciaram exageradamente
dos niveis nominais. Os demais testes ndo construtivos ndo foram afetados pela curtose das
covaridveis. No entanto, os testes de Levene (LV) e Szroeter (SZ) tornaram-se consideravelmente
conservativos sob assimetria das covaridveis (sobretudo o primeiro). O teste de Ramsey (RS)
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manteve seu comportamento anticonservativo sob as diferentes configuragoes das covariveis,
com excecao do modelo de ANOVA.

Na Tabela 3.5 sdo apresentados os tamanhos dos testes variando-se a distribui¢do dos erros.
Foram consideradas as distribuicoes ¢3 e t19, com caudas pesadas, e a distribuicéo x§ padronizada?,
assimétrica. Fixou-se n = 30, p = 5, k = 2, e as covaridveis foram geradas independentemente
a partir da distribuicdo ¢(0,1). Conforme visto no Capitulo 2, a grande maioria dos testes
supoem normalidade dos erros. As tnicas excecOes sdo o teste escore studentizado ($.5), sua
versdo modificada (SSM), os testes de White (W1 e Wa) e o teste de Levene (LV). Assim, as
simulagdes a seguir tém o intuito de avaliar a robustez dos testes que supdem normalidade em
situagOes em que essa suposicdo ndo é satisfeita.

Observa-se que todos os testes que supdem normalidade foram altamente anticonservativos
nas situacoes apresentadas. Isso ocorreu inclusive com testes que apresentaram, nas simulacdes
anteriores, comportamento conservativo. Um ponto importante a ser observado é que grande parte
dos testes foram consideravelmente anticonservativos no caso em que os erros foram gerados a
partir da distribuigdo t;0. No caso do teste escore (S), por exemplo, ao nivel de significincia
nominal @ = 5%, observou-se uma taxa de rejeicio de 9%, portanto quase igual ao dobro do
esperado. Conforme se observa na Figura 3.1.a, as caudas dessa distribuicéo sio razoavelmente
préximas das caudas da distribuicdo normal. Além disso, a Figura 3.1.b traz um gréfico de
residuos externamente studentizados® (ver Neter, 1996) obtidos a partir de uma regressao com
erros tio, 0 qual apresenta evidéncias muito fracas de ndo—normalidade, com a ocorréncia de
dois pontos um pouco superiores a 2. Isso indica que, em geral, os testes sio muito sensfveis
& suposicao de normalidade de erros. Portanto, ao menor indicio de ndo-normalidade, deve-se
avaliar com cuidado os resultados dos testes de heteroscedasticidade, dando maior atencao aos
testes robustos mencionados.

Assim, as simulagGes a respeito dos tamanhos empiricos dos testes trouxeram vérias con-
cluses interessantes. Observou-se, por exemplo, que o teste da razao de verossimilhangas (RV')
foi anticonservativo em todas as situagdes consideradas. Outros testes também se mostraram
anticonservativos em diversas situacgdes, embora em menor intensidade. Foram eles o teste da
razdo de verossimilhangas com corre¢éo de Bartlett (RV B), o teste da razdo de verossimilhangas
condicional (RC) e o teste de Ramsey (RS). Assim, o uso desses testes ndo é recomenddvel em
amostras pequenas, uma vez que os mesmos conduzem a rejeicao da hipétese nula de homoscedas-
ticidade erroneamente com uma probabilidade superior & desejada. Por outro lado, os testes de
White (W; e Wa) mostraram-se, quase sempre, excessivamente conservativos para os tamanhos
amostrais observados. Logo, apesar de esses testes terem caracteristicas bastante desejéveis, tais
como a nao-necessidade de que se especifique a distribuicdo dos erros nem a forma das variancias,
0s mesmos ndo parecem adequados para aplicacio em tamanhos amostrais menores ou iguais a
100, o que deverd ser confirmado a partir dos resultados das anélises sobre o poder. Observou-se
também que alguns testes sdo bastante sensiveis & presenca de pontos de alavanca, tornando-se

2A varidvel foi padronizada subtraindo 5 (média da distribuigao x2) dos valores gerados e dividindo-os
por V10 (desvio padrdo da distribuigao xZ), de forma a obter uma varidvel com média zero e variancia
unitaria

3Esses residuos tém distribuicdo ¢-Student com n — p — 2 graus de liberdade sob homoscedasticidade,

sendo amplamente utilizados no diagnéstico de modelos de regressio linear
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Figura 3.1: (a) FungGes densidade de probabilidade das distribuigao N(0,1) e t10; (b) Residuos ordinérios
obtidos a partir de uma regressao com n = 50, p = 5 e erros homosceddsticos com distribuicao t19

nesse caso muito conservativos. Foi o caso, por exemplo, dos testes RVM, RVM;, RVR, S e
SS. Um outro ponto importante é o fato de que os testes que supdem normalidade dos erros séo
altamente sensiveis a essa suposi¢do, mostrando-se anticonservativos até mesmo quando o desvio é
pequeno, como no caso da distribuigdo ¢19. Somente foram robustos os testes escore studentizado
(55), sua versdo modificada (SSM), os testes de White (W7 e Wa) e o teste de Levene (LV).

3.3 Poder dos testes

Nesta segao, seré avaliado o poder dos testes em estudo, sob diversas situagoes. Serdo descon-
siderados os testes que, nas simula¢ées de tamanho, mostraram-se anticonservativos em grande
parte das situagdes. Sao eles o teste da razao de verossimilhancas (RV), sua versdo com corregao
de Bartlett (RVB), o teste da razdo de verossimihancas condicional (RVC) e o teste de Ramsey
(RS).

Serd introduzida uma medida do grau de heteroscedasticidade exibido por um determinado
conjunto de dados simulados. Essa medida é dada por A\ = max(o?)/min(¢?). Sob homoscedas-
ticidade, tem-se que \ = 1.

Em primeiro lugar, apresentaremos os resultados relativos ao poder dos testes em uma situagao
muito simples: um modelo de anélise de variancia balanceado com um fator e dois niveis?. Nesse
caso, tem-se que p = 2 e k = 1, de forma que o7 = 0% e 07 = 0%exp(d), sendo o2 e o? as
varidncias das observagoes dos grupos 1 e 2, respectivamente. Assim, tomou-se § = log(b), com
b variando entre 1 e 7, com incrementos iguais a 0,5, de forma a obter valores de \ variando
entre 1 ¢ 7. O tamanho amostral foi fixado em n = 30, e os dados foram gerados a partir da
distribuicdo normal. Os resultados obtidos para o = 5% sdo exibidos na Tabela 3.6. Foram

“Considerou-se a parametrizacio do tipo casela de referéncia, sendo o grupo 1 o de referéncia.
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omitidos os resultados do teste escore com valor critico corrigido S}. Nessa situagdo, os valores
criticos corrigidos assumiram valores negativos, de forma que o teste rejeita a hip6tese nula de
homoscedasticidade 100% das vezes para qualquer A. O teste de Goldfeld-Quandt também foi
omitido, devido aos problemas que o mesmo apresenta no caso de modelos de an4lise de varidncia,
conforme mencionado anteriormente.

Na Tabela 3.6, observa-se que na situacéo considerada, grande parte dos testes apresentaram
desempenhos préximos. Foi o caso dos testes baseados no teste da razdo de verossimilhangas, do
teste escore, e de suas versoes com corregoes tipo—Bartlett e corregdes no valor critico, e do teste
de Levene (LV). Dentre esses, 0s testes que se mostraram ligeiramente melhores foram RV By,
RV R, testes escore com correcoes tipo-Bartlett ¢ LV. A Figura 3.3 traz as curvas de poder desses
quatro testes®. Por outro lado, os testes que se destacaram com poder razoavelmente mais baixo
que os demais foram o teste escore com corre¢do por bootstrap (SEo), teste escore studentizado
e sua versdo modificada (SS e SSM) e os testes ndo—construtivos de White (W) e W3) e de
Szroeter (SZ). No caso do teste escore com corregdo por bootstrap, portanto, hd evidéncias de
que a maior complexidade computacional requerida para sua aplicacio ndo reflete em ganho de
poder em relagdo aos demais testes.

Os resultados dessa tabela revelam que os testes, em geral, s6 apresentam poder maior que
50% para valores de \ superiores a 3,0, isto é, quando a varincia do grupo 2 é mais de 3 vezes
superior & varidncia do grupo 1. Além disso, o poder dos testes s6 excede 80% para valores de )
préximos a 5,0. Também foram obtidos os resultados para a = 10%, os quais serdo aqui omitidos.
Observou-se, nesse caso, que a maioria dos testes tém poder superior a 50% para valores de \
iguais ou superiores a 2,5. Além disso, o poder supera 80% para valores de A maiores ou iguais a
4,0, em grande parte dos testes.

Para visualizar melhor o que representam esses graus de heteroscedasticidade, foram con-
strufdos graficos de residuos externamente studentizados, simulados a partir de valores de \
iguais a 2,0, 3,0, 4,0 e 5,0 (Figura A.1 do Apéndice A). Observa-se que nos casos em que A > 3,0,
os resfduos apresentaram variabilidades com diferencas considerdveis.

Para avaliar a partir de qual valor de n os testes possuem poder razodvel no caso em que
A = 2,0, isto é, no caso em que a variéncia do grupo 2 é igual ao dobro da variancia do grupo 1,
foram feitas simulacdes considerando valores de n entre 20 e 200. Os resultados sdo exibidos na
Tabela 3.7. Observa-se que os testes, em geral, apresentam poder superior a 50% somente para
tamanhos amostrais maiores ou iguais a 80, e superior a 80% somente para tamanhos amostrais
maiores ou iguais a 140. Também foram obtidos os resultados tomando o = 10% (aqui omitidos).
Obteve-se, nesse caso, que o poder dos testes, em geral, é maior que 50% apenas para tamanhos
amostrais maiores ou iguais a 60, e maior que 80% para tamanhos amostrais maiores ou iguais
a 120. Em ambos os casos, ndo se observaram diferencas muito acentuadas entre os valores
do poder dos diversos testes, ocorrendo apenas uma ligeira superioridade do teste de Levene
(LV) em relagdo aos demais. Portanto, para tamanhos amostrais pequenos, menores que 80,
digamos, € baixa a probabilidade de se detectar heteroscedasticidade no caso em que a variancia
do segundo grupo ¢ igual ao dobro da do primeiro, sendo que isso vale para todos os testes de
heteroscedasticidade considerados neste estudo.

A seguir, sdo apresentados resultados relativos & aplicacéo dos testes de heteroscedasticidade

®No caso dos testes escore com correcoes tipo-Bartlett, escolheu-se SBs, que apresentou resultados

superiores aos demais em algumas situagoes consideradas nas simulaces de tamanho
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100
|
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Poder (%)

1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0

Figura 3.2: Poder dos testes RVM B, RVR, SB3 e LV no modelo de anslise de variancia com 1 fator e

2 grupos, com & = 5%, n = 30 e erros normais

na auséncia de réplicas, sendo as covaridveis geradas a partir da distribuigdo 2/(0,1). Foram
consideradas duas situacoes. Na prlmelra, tomou-se k£ = 1, e na segunda, k¥ = 4. Em ambas,
fixousen =30, p=5ea=5% B importante lembrar que na primeira situacdo os testes
nao—construtivos que exigem a ordenagdio das observagoes segundo suas varidncias podem ser
aplicados adequadamente, enquanto que na segunda situacio, as observagoes foram ordenadas
somente de acordo com os valores de z;. Os resultados sdo exibidos nas Tabelas 3.8 e 3.9.

Observa-se na Tabela 3.8 que, em geral, os testes s6 apresentam poder superior a 50% para
valores de ¢ iguais ou superiores a 2,0, o que corresponde a valores de \ iguais ou superiores a
7,0. Além disso, o poder em geral supera 80% para valores de § iguais ou superiores a 3,0, o
que corresponde a valores de A iguais ou superiores a 18,3. Situacdes tipicas de residuos exter-
namente studentizados gerados sob heteroscedasticidade, para alguns valores de & considerados,
sdo ilustradas na Figura A.2 (Apéndice A).

Destaca-se, na Tabela 3.8, a superioridade do poder do teste de Szroeter (57), para quase
todos os valores de ¢. Outros testes com poder razoavelmente alto, embora menor que o exibido
pelo teste de Szroeter, foram o teste da razio de verossimilhancas modificado com correcao
de Bartlett (RV M By), teste da razao de verossimilhancas residual (RVR) e testes escore com
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correcao tipo—Bartlett. A Figura 3.3 traz as curvas de poder desses quatro testes. Destacaram-se,
devido ao baixo poder, os testes robustos & ndo—normalidade dos erros, identificados no estudo
sobre os tamanhos dos testes (5SS, SSM, W1, Wa e LV).

Poder (%)

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

Figura 3.3: Poder dos testes RVMB;, RVR, SBz e SZ,comn=230,p=5, k= 1, covaridveis uniformes

€ erros normais

Na Tabela 3.9, por outro lado, observa-se que sob ordenacdo incorreta das observacoes, o teste
de Szroeter (SZ) ndo manteve os resultados favordveis observados no caso em que k = 1. Neste
caso, mereceram destaque o teste da razdo de verossimlhangas modificado (RV M), sua versdo
com corregdo de Bartlett (RVMB;) e o teste da razdo de verossimilhancas residual (RVR),
tendo apresentado valores de poder superiores aos demais testes. O teste escore e todas as
suas versoes corrigidas e modificadas apresentaram resultados consideravemente inferiores aos
anteriores. Dentre os testes ndo—construtivos, o que em geral apresentou maior poder foi o de
Goldfeld-Quandt (GQ). A Figura 3.4 traz as curvas de poder dos testes RV Mj, RVMB,,
RV R e GQ. Assim como na situagdo anterior, com k = 1, observou-se que os testes robustos
& ndo—normalidade dos erros apresentaram poder bem mais baixo que os demais. Nessa tabela,
observa-se que o poder dos testes mencionados como mais poderosos, apenas excede 50% para
valores de § = 61 = ... = 4 superiores a 2,0, o que corresponde a \ maior ou igual a 67,5.
Portanto, mais uma vez houve evidéncias de que todos os testes tém poder baixo, até mesmo
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para niveis razoavelmente altos de heteroscedasticidade, para o tamanho amostral considerado
(n = 30).

100
I

Poder (%)

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

Figura 3.4: Poder dos testes RV M;, RVMB,, RVR e GQ, comn = 30, p = 5, k = 4, covaridveis uniformes

€ erros normais

A seguir, serd avaliado o poder dos testes sob uma das condicbes que mais afetaram os tama-
nhos dos mesmos, conforme observado na segdo anterior: a presenca de pontos de alavanca. Para
tanto, considerou-se o caso em que as covaridveis tém distribuigdo ¢3. Fixou-se n = 30, p = 5,
k =1 e erros normais. Os valores do poder para § variando entre 0,0 e 0,4 sdo exibidos na Tabela
3.10. Observou-se que, dentre os testes considerados, o que apresentou maior poder para a maio-
ria dos valores de § fol o teste da razéo de verossimilhangas modificado com corregao de Bartlett,
seguido pelos testes da razdo de verossimilhangas modificado (RV M;) e pelo teste da razio de
verossimilhancas residual (RV R). O teste escore e suas versdes corrigidas e modificadas apresen-
taram valores de poder bem inferiores aos primeiros, com excecio do teste escore residual (SR),
para o qual a inferioridade néo é tdo acentuada. Os testes ndo-construtivos também apresentaram
valores baixos de poder. B possivel observar que o poder dos testes, em geral, ndo ultrapassa 20%
para valores de ¢ inferiores a 0,12, o que corresponde a um valor de \ igual a 35,5. Essa medida,
no entanto, deve ser vista com uma certa cautela, uma vez que foi influenciada por dois pontos
com alavanca muito alta existentes na particular matriz Z simulada. Para avaliar melhor o grau
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3.4 Impacto da heteroscedasticidade sobre os testes ¢ usuais envolvendo B 46

de heteroscedasticidade representado pelos valores de § considerados, foram construidos gréficos
de residuos externamente studentizados, gerados a partir de dados heteroscedésticos (Figura A.3).
Esses graficos ilustram a dificuldade de se diagnosticar a heteroscedasticidade caso ocorram pon-
tos com alavancas altas, uma vez que a maioria dos residuos encontram-se distribuidos em uma
faixa razoavelmente horizontal, com apenas os resfduos relativos aos pontos de alavanca fugindo
a esse padrao.

Por iltimo, avaliamos o poder dos testes robustos & ndo-normalidade (SS, SSM, Wy, W,
e LV), na situagdo em que os erros tém distribuicdo ¢19. Os resultados sdo exibidos na Tabela
3.11. Fixou-se n = 50, p = 5, & = 5%, as covaridveis foram geradas a partir da distribuigao
U(0, 1), considerando-se k =1 e k = 4. Observa-se que no caso em que k = 1, o teste de Levene
apresentou poder mais alto para todos os valores de § considerados. O teste escore studentizado
(S) apresentou resultados ligeiramente inferiores, e sua versio modificada (SSM) produziu
resultados piores que a versédo original. Os testes de White apresentaram poder muito mais baixo
que os demais testes. No caso em que k = 4, o teste de Levene nio pdde ter as observacoes
ordenadas corretamente, conforme mencionado anteriormente. Apesar desta limitacdo, esse teste
manteve seu desempenho superior aos demais. F interessante observar que nesse caso, s foram
obtidos valores do poder superiores a 50% para valores de § superiores a 2,0, o que corresponde
a valores de )\ iguais ou superiores a 85,2.

3.4 Impacto da heteroscedasticidade sobre os testes ¢

usuais envolvendo [

Um dos principais objetivos na aplicagdo de modelos de regressdo é fazer inferéncias a respeito
do vetor paramétrico 3. Conforme discutido anteriormente, inferéncias usuais sobre tal vetor
paramétrico baseadas no método de MQO podem ser pouco precisas na presenca de heteroscedas-
ticidade dos erros, o que leva a concluir pela importéncia da detecgdo da mesma. Uma pergunta
a ser feita neste ponto é a seguinte: os testes de heteroscedasticidade apresentados possuem um
poder razodvel em situagdes nas quais a heteroscedasticidade ocorre em grau capaz de prejudicar
consideravelmente as inferéncias baseadas em MQO? Essa secao apresenta alguns resultados que
visam a responder tal questdo.

Recordemo-nos da situagéo ilustrada na Tabela 3.8, em que os dados foram gerados com
heteroscedasticidade multiplicativa, sendo n = 30, p = 5, k = 1, covaridveis uniformes e erros
normais. Conforme observado anteriormente, o poder da maioria dos testes é préximo a 50%
quando ¢ = 2,0, e s6 se aproxima de 80% para § = 3,0. Considere que haja interesse em testar
a hipétese nula Hy : f1 = 0 contra a alternativa H; : ) # 0. A estatistica do teste ¢ usual para
tal hipétese é dada por

~

P
\V 32(31)

em que ﬁl é o estimador de MQO de S, correspondendo ao segundo elemento em (2.1), e 32(31)
é a estimativa da variancia de §; sob homoscedasticidade, dada pelo elemento (2,2) da matriz
(1.2). Sob Hy, t tem distribuigdo ¢-Student com 7 — p = 25 graus de liberdade. A Tabela

t =
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Figura 3.5: Poder dos testes RV My, RVMB;, RVR e SR, comn = 30, p = 5, k = 1, covaridveis i3 e

€rros normais

3.12 traz os tamanhos observados desse teste sob homoscedasticidade e sob diversos graus de
heteroscedasticidade dos erros, considerando-se niveis de significincia nominais de 10%, 5%, 1%
e 0,5%.

Observa-se que sob heteroscedasticidade o teste é anticonservativo. Considerando um nivel de
significAncia de 5%, tem-se que o tamanho do teste é igual a 9,3% e 10,9%, para § =2,0e 6 = 2,5,
respectivamente. Nesses casos, o tamanho observado é aproximadamente o dobro do nominal.
Esse exemplo simples mostra que hé casos em que os testes de heteroscedasticidade tratados
nesse trabalho ndo sdo altamente poderosos contra alternativas que prejudicam substancialmente
as inferéncias usuais sobre 3. Logo, conclui-se que em Pequenas amostras os resultados dos testes
devem ser vistos com cuidado, e complementados por outros métodos de diagnéstico, como os
gréficos de residuos, por exemplo.
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Tabela 3.11: Poder dos testes, com a = 5%, n = 50, p = 5, covaridveis uniformes e erros t1o

s
k|Estat. { 00 05 1,0 15 20 25 30 3,5 4,0 4,5 5,0
(L)  (1L6) (26 (43) (70) (11,3) (183)  (298)  (484)  (186)  (127,6)

1|88 53 93 210 397 595 760 84 930 953 96,8 97,9
SSM | 53 85 193 369 564 72,9 842 911 939 95,5 96,9
Wi ol 01 01 01 01 01 01 0,1 0,1 0,1 0,1
Wa 50 46 54 70 95 132 175 21,3 249 29,4 33,7
LV |52 135 263 435 61,8 77,1 87,8 943 97,0 98,6 99,5

(1O (30) (92) (281) (852) (259,0) (787,0) (23910) (7.2651) (22.0750) (67.073,0)

4188 43 7,0 165 326 489 581 636 651 638 62,3 59,9
SSM | 44 65 150 30,1 450 53,7 589 60,0 583 56,4 53,7
Wi ol o1 01 01 01 01 01 0,0 0,0 0,0 0,0
W 50 52 7,7 131 214 282 363 420 46,0 48,6 51,4
LV |57 13,9 251 398 529 61,6 669 692 688 66,2 62,8

Nota: Entre parénteses ¢ dado A = max(¢?)/min(c?

3.5 Robustez dos testes & m4 especificagdo da funcio

cedastica

A escolha da fungéo cedéstica wy = w(z,§), em geral, ndo é uma tarefa simples. Em grande parte
dos casos, nao h4 réplicas das covaridveis em X, de forma que n#o é possivel verificar se a particular
fungéo ceddstica assumida é compativel com as variancias observadas nos grupos determinados
pelas réplicas. Assim, faz-se necessério avaliar a robustez dos testes de heteroscedasticidade a
escolha inadequada de tal funcdo. Nessa secdo sdo apresentados alguns resultados obtidos com
essa finalidade. Foram considerados trés possiveis tipos de inadequacgdo da funcio cedéstica:
escolha incorreta da fun¢do, porém com as covaridveis corretas em Z , escolha correta da funcéo,
porém com omissao de covaridveis em Z e escolha correta da fungdo, porém com escolha incorreta
das covaridveis em Z.

No primeiro caso, foram gerados dados a partir do modelo aditivo dado em (1.5), com n = 50,
p = 3, k = 1, covaridveis uniformes e erros normais. A Tabela 3.12 traz o poder dos testes
para alguns valores de §, assumindo o modelo correto e assumindo o modelo multiplicativo.
E importante lembrar que os testes ndo-construtivos néo sdo afetados pela escolha da funcéo
ceddstica, o mesmo ocorrendo com o teste escore e suas versdes modificadas no caso em que
as variéncias dos erros sdo da forma (2.5). Portanto, os (nicos testes que poderiam ter seus
desempenhos afetados pela escolha incorreta sdo o TRV e suas versdes corrigidas e modificadas.
Observa-se que, no caso desses testes, houve uma redugdo muito pequena do poder ao assumir
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Tabela 3.12:  Tamanho do teste ¢t de Hy : $; = O contra H; : B1 # 0, sob homoscedasticidade e

diversos graus de heteroscedasticidade, assumindo o modelo multiplicativo com n = 30, p=5k=1e

o? = exp(6zy)

§ |10% 5% 1% 0,5%
00| 97 49 09 04
0,5]106 55 13 0,6
10133 68 1,6 09
1,5 (140 77 1,9 1,0
20163 93 27 16
2,5(187 109 32 19
30[195 121 38 2,1
3,5]21,8 140 49 30
401|252 166 59 3,7
4,5 | 256 174 64 4,3
501|270 183 74 48
551|286 196 82 54
60297 21,1 91 62

o modelo incorreto, sugerindo que a escolha correta da fungao cedéstica ndo é um ponto critico
para o desempenho dos testes.

No segundo caso, foram geradas observacdes a partir do modelo multiplicativo com n = 50,
p =3, k = 2, erros normais e covariéveis uniformes, sendo ¢? = exp(d12a + 022%). A Tabela
3.13 traz o poder dos testes assumindo o modelo correto, e assumindo o modelo o2 — exp(d124),
em que ocorre a omissédo de uma covaridvel em Z. Os resultados revelam que, curiosamente,
o poder dos testes tende a ser maior no caso em que se omite uma covarigvel. Portanto, esse
exemplo simples ndo trouxe evidéncias de que a omissdo de covaridveis em Z possa ser prejudicial
ao desempenho dos testes de heteroscedasticidade.

Por tltimo, foram gerados dados a partir do modelo multiplicativo com n =50, p =3, k =1,
erros normais e covaridveis uniformes, com o7 = exp(§logz,). Na Tabela 3.14 sio apresentados
os resultados obtidos ao assumir o modelo correto, e a0 assumir o modelo dado porg? = exp(024),
em que a covaridvel em Z é mal especificada. Nesse caso, ao contrario dos demais, observa-se
que ocorre, sobretudo no caso do TRV e de suas versdes corrigidas e modificadas, uma razogvel
diminuig&o do poder sob a m4 especificagio do modelo. No caso do teste escore e de suas versoes
modificadas, observa-se que a redugdo ocorre, em geral, apenas para os niveis mais altos de
heteroscedasticidade.

Logo, dentre os tipos de mé especificacio considerados, o que se mostrou mais prejudicial ao
desempenho dos testes foi a escolha inadequada da covaridvel em Z.
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Tabela 3.13: Poder dos testes para dados gerados sob o modelo aditivo, com 07 = (14+621)% n =50, p = 3,

k =1, erros normais e covaridveis uniformes, assumindo-se o modelo correto e o modelo multiplicativo

com o7 = exp(dz4)

Modelo aditivo (correto) Modelo multiplicativo (incorreto)

Estatistica | § =0,0 6=1,0 §=2,0 d=3,0|86=0,0 0=1,0 6§=20 §=3,0
RV 6,6 53,7 88,1 96,5 6,3 52,1 86,5 95,3
RVB 9,3 50,0 86,0 95,8 4,9 48,2 84,3 94,3
RVM 4,6 48,3 85,0 95,3 44 46,9 83,3 93,8
RV M, 4,6 48,4 85,1 95,3 4,4 46,9 83,3 93,8
RVMB, 4,9 49,4 85,5 95,5 47 47,9 84,0 94,2
RVC 95,6 30,7 70,3 87,4 9,7 33,1 71,5 87,7
RVR 9,1 50,0 85,9 95,7 4,9 48,6 84,5 94,3
s 4,5 46,4 80,4 91,5 45 46,4 80,4 91,5
SB 4,7 47,3 81,1 91,9 47 47,3 81,1 91,9
SB; 47 47,3 81,1 91,9 47 47,3 81,1 91,9
SB; 4,7 47,3 81,1 91,9 4,7 47,3 81,1 91,9
SBs 4,7 47,3 81,1 91,9 4,7 47,3 81,1 91,9
S* 47 47 4 81,2 92,0 4.7 A7 4 81,2 92,0
St 47 47,4 81,2 92,0 4.7 47,4 81,2 92,0
S2 4,7 47,3 81,2 92,0 4,7 47,3 81,2 92,0
x 47 47,3 81,1 91,9 47 47,3 81,1 91,9
x 4,7 47,3 81,1 91,9 4,7 47,3 81,1 91,9
- 5,6 454 77,6 89,0 5,6 454 77,6 89,0
SM 45 46,8 80,7 91,7 4,5 46,8 80,7 91,7
SS 4,9 44,1 75,4 874 4,9 44,1 754 874
SSM 4,9 44,6 75,9 87,7 4,9 44,6 75,9 87,7
SR 4,2 46,0 80,2 91,3 42 46,0 80,2 91,3
W, 14 4,9 13,0 19,7 1,4 4,9 13,0 19,7
W 42 17,7 355 475 42 17,7 35,5 47,5
GQ 5,2 54,1 85,6 94.9 5,2 54,1 85,6 94,9
LV 4,2 45,1 75,1 88,1 42 45,1 75,1 88,1
SZ 4,6 58,8 88,6 95,9 4,6 58,8 88,6 95,9
RS 5,4 37,2 73,4 89,1 5,4 37,2 73,4 89,1
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Tabela 3.14: Poder dos testes para dados gerados sob o modelo multiplicativo, com o = exp(612 +8222),
n =50, p = 3, k = 2, erros normais e covaridveis uniformes, assumindo-se o modelo correto e o modelo

o7 = exp(61241)

Modelo correto Modelo incorreto

Estatistica | § =0,0 6§=0,5 6=1,0 6=1,5[6=0,0 6=0,5 6§=1,0 §=1,5
RV 7,4 26,8 76,5 97,8 6,3 32,8 82,9 98,7
RVB 4,9 22,3 71,7 96,7 49 29,5 80,6 98,4
RVM 4,2 21,5 71,1 96,6 44 28,4 79,8 98,3
RV M, 4,2 21,6 71,3 96,6 4,4 28,4 79,8 98,3
RV M B, 44 22,2 71,8 96,8 4,7 29,3 80,5 98,4
RVC 5,1 14,0 58,4 92,2 5,7 17,9 68,5 96,2
RVR 4.8 23,1 72,8 97,0 49 30,0 81,0 98,4
S 4,0 22,7 70,6 95,7 4,5 30,2 80,5 97,9
SB 4,6 24,1 66,0 63,2 4,7 31,1 81,0 98,0
SB, 4,6 24,5 72,7 96,2 4,7 31,1 81,0 98,0
SBy 4,6 24,5 72,7 96,2 4,7 31,1 81,0 98,0
SB3 4,6 24,5 72,8 96,2 4,7 31,1 81,0 98,0
S* 4,6 24,6 72,8 96,2 4,7 31,1 81,0 98,0
st 4,6 24,5 72,8 96,2 4,7 31,1 81,0 98,0

S 4,6 24,5 72,7 96,2 4,7 31,1 81,0 98,0
S 4,5 24,0 72,3 96,1 4,7 31,1 81,0 98,0

" 4,6 24,5 72,8 96,2 4,7 31,1 81,0 98,0
Sto 4,9 22,0 66,5 92,9 5,6 29,1 77,9 97,0
SM 4,0 23,2 71,2 95,7 4,5 30,6 80,8 97,9
SS 4,2 20,9 62,3 89,2 4,9 28,6 5,7 96,1
SSM 4,3 21,4 63,3 89,9 4,9 29,1 76,1 96,3
SR 4,0 22,7 70,5 95,6 4,2 29,9 80,3 97,9
Wi 1,4 2,8 7,9 15,2 1,4 2,8 7,9 15,2
Wo 4,2 12,5 40,2 69,6 4,2 12,5 40,2 69,6
GQ 5,2 34,0 81,0 98,1 5,2 34,0 81,0 98,1
LV 4,2 28,4 69,6 94,4 42 28,4 69,6 94,4
SZ 4,6 40,1 86,9 99,1 46 40,1 86,9 99,1
RS 5,4 21,6 69,3 95,7 5,4 21,6 69,3 95,7

Nota: 61 = 52 =90
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Tabela 3.15:  Poder dos testes para dados gerados sob o modelo multiplicativo, com o7 = exp(élog Zt1),

n =50, p = 3, k = 1, erros normais e covarigveis uniformes, assumindo-se o modelo correto e o modelo

o7 = exp(dz)

Modelo correto Modelo incorreto
Estatistica | § =0,0 6=0,3 §=0,6 §=0,9|8§=0,0 0=0,3 6=0,6 §=0,9
RV 6,6 40,7 91,0 99,7 6,3 27,5 70,3 93,2
RVB 5,1 35,7 88,5 99,5 4,9 24.4 66,9 91,8
RVM 4.5 31,4 85,4 99,1 44 23,3 65,4 91,1
RV M; 4,6 31,8 85,8 99,2 44 23,4 65,4 91,2
RV M B, 4.8 32,6 86,5 99,3 4,7 24,2 66,5 91,6
RVC 5,7 43,0 92,1 99,7 5,7 13,3 49,0 82,2
RVR 5,0 33,3 86,9 99,3 49 24,7 67,1 91,8
S 4,0 15,1 60,7 91,2 45 21,9 59,2 85,8
SB 44 18,7 66,0 89,8 4,7 22,7 60,1 86,4
SB, 4,8 18,7 66,2 93,4 4,7 22,7 60,1 86,4
SBy 4,8 18,8 66,4 93,4 4,7 22,7 60,1 86,4
SBs 4,8 18,9 66,5 93,4 4,7 22.7 60,1 86,4
S* 4,8 18,6 66,1 93,3 4,7 22,7 60,1 86,5
St 4,7 18,5 66,1 93,3 4,7 22,7 60,1 86,5
S5 4,7 18,5 66,0 93,2 4,7 22,7 60,1 86,4
S3 4,6 17,6 64,4 92,8 4,7 22,7 60,1 86,4
Sh 4,8 18,9 66,5 93,4 4,7 22,7 60,1 86,4
SEo 5,4 16,5 57,4 84,6 5,6 22.2 56,5 81,9
SM 4,1 14,4 59,4 90,6 4,5 22,3 59,5 86,0
SS 4,6 13,6 50,7 77,5 49 21,0 55,0 80,0
SSM 4,7 12,8 48,9 75,7 4,9 21,3 55,5 80,4
SR 4,1 14,4 59,4 90,6 4,2 21,7 58,9 85,6
Wi 1,4 3,2 10,9 22.3 1,4 3,2 10,9 22,3
Wo 4,2 8,1 21,7 38,5 4,2 8,1 21,7 38,5
GQ 5,2 31,4 70,9 92,4 5,2 31,4 70,9 92,4
LV 4,2 25,0 59,1 83,8 42 25,0 59,1 83,8
SZ 4,6 33,5 73.5 93,3 4,6 33.5 73,5 93,3
RS 5,4 19,8 57,2 85,8 5,4 19,8 57,2 85,8
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3.6 Conclusoes

As simulagdes feitas conduziram a diversas conclusdes importantes a respeito do comportamento,
em pequenas amostras, dos testes de heteroscedasticidade em estudo.

Em primeiro lugar, o estudo dos tamanhos dos testes levou a concluir que os testes da razio
de verossimilhangas (RV'), sua versdo com correcao de Bartlett (RV B), sua versao que utiliza
a fungéo de verossimilhanga condicional (RVC) e o teste de Ramsey (RS) sdo, em geral, anti-
conservativos, conduzindo & rejeigcdo da hipétese de homoscedasticidade erroneamente com uma
probabilidade maior que o nivel de significAncia nominal dos testes. Logo, desaconselha-se o uso
de tais testes em aplicagGes préticas com pequenos tamanhos amostrais. Por outro lado, os testes
de White (W1 e W2) mostraram-se exageradamente conservativos para os tamanhos amostrais
considerados. Isso reflete em baixo poder dos testes, de forma que a probabilidade de que os
mesmos detectem heteroscedasticidade, até mesmo quando esta ocorre em grau acentuado, é
muito baixa. Portanto, esses testes também nao sdo recomendados para aplicacOes com pequenos
tamanhos amostrais.

As caracteristicas amostrais que mais afetaram os tamanhos dos testes foram a distribuicéo
das covaridveis e dos erros. No primeiro caso, na presenca de pontos de alavanca, grande parte
dos testes mostraram-se consideravelmente conservativos, de forma a apresentar baixo poder. No
segundo caso, sob erros com distribuicdes assimétricas ou com caudas pesadas, grande parte dos
testes foram bastante anticonservativos, com excecdo dos testes formulados para serem robustos
a essa condigdo.

As simulagdes envolvendo o poder dos testes ndo permitiram identificar um teste que fosse
mais poderoso em todas as situagdes. De qualquer forma, houve alguns que tiveram desempenhos
razodveis em certas situagoes. No caso em que a varidncia dos erros é fun¢do de somente uma
varidvel (k = 1) e ndo ocorrem pontos de alavanca, o teste de Szroeter apresentou poder ra-
zoavelmente maior que os demais, confirmando o resultado obtido por Griffiths e Surekha (1986).
No entanto, este teste é sensivel & ordenagio das observacdes, de forma que sua aplicabilidade é
limitada nos casos em que k£ > 1, em que na préitica néo é possivel ordenar adequadamente as ob-
servagoes. No caso em que k& > 1, destacaram-se os testes da razdo de verossimilhangas modificado
RV M, sua versdo com corregéo de Bartlett (RVMB;) e o teste da razdo de verossimilhangas
residual (RVR). No caso desse dltimo teste, confirmou-se o resultado de Lyon e Tsai (1996),
em que o mesmo destacou-se por seu alto poder. Esses trés testes também apresentaram bons
resultados na presenca de pontos de alavanca, sobretudo RVM B;. O teste escore e suas versdes
modificadas, em geral, apresentaram baixo poder, o que est4 de acordo com o observado por
diversos autores. I interessante observar que o teste escore com corregdo de bootstrap (SBo)
embora tenha tido melhor desempenho que o teste original, sobretudo sob a presenca de pontos
de alavanca nas covaridveis, o que confirma o observado por Cribari-Neto e Zarkos (1999), ndo
apresentou comportamento melhor que algumas versoes do teste da razio de verossimilhangas.
Logo, a maior complexidade existente na aplicagéo do teste néo reflete em vantagens com relagéo
ao poder, de forma que seu uso néo é aconselhado em pequenas amostras.

Os testes robustos & normalidade dos dados, isto é, testes de White (W1 e Wh), teste escore
studentizado (S.5) e sua versdo modificada (SSM) e teste de Levene, em geral também apresen-
taram baixo poder. Logo, sé sdo recomendados quando h§ evidéncias, mesmo que pequenas, de
ndo-normalidade dos erros. Dentre esses, o mais poderoso sob erros tio foi o teste de Levene,
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mesmo sob mé-ordenacdo das observacoes, quando k = 4.

Portanto, hd evidéncias de que nas situagdes “bem-comportadas”, em que as variancias séo
afetadas por somente uma varidvel, ndo ocorrendo pontos de alavanca, o teste de Szroeter é o
preferido. Nas demais situagGes, sob normalidade, os trés testes recomenddveis sdo o teste da
razdo de verossimilhancas modificado em sua versdo alternativa & de Simonoff e Tsai (RV M),
a versdo desse teste com correcdo de Bartlett (RV M B;) e o teste da razdo de verossimilhancas
residual (RV R).

E importante ressaltar que, mesmo os testes com melhores desempenhos mencionados acima,
86 apresentam valores razodveis de poder para altos graus de heteroscedasticidade, sob os tama-
nhos amostrais considerados neste trabalho. Logo, é possivel que os mesmos nio sejam capazes de
identificar, com alta probabilidade, graus de heteroscedasticidade capazes de prejudicar consider-
avelmente as inferéncias usuais baseadas no método de MQO. Portanto, em pequenas amostras
os resultados de tais testes devem ser vistos com cautela, e complementados com outros métodos
de diagnéstico, tais como os gréficos de residuos.



Capitulo 4
Aplicacao

Em estudos que relacionam gastos com alimentagdo e renda, é comum observar a existéncia de
heteroscedasticidade nos erros. A explicagdo para esse fato é simples: “domicilios com baixas
rendas ndo tém a opgdo de ter hébitos alimentares extravagantes; comparativamente, eles tém
poucas escolhas e sdo quase que forcados a gastar uma certa porgéo de sua renda em alimentacéo.
Domicilios com rendas altas, por outro lado, podem ter hébitos alimentares simples ou extrava-
gantes. A renda, sozinha, é provavelmente menos importante como varidvel explicativa para os
gastos com alimentos em familias com altas rendas” (Griffiths et al, 1993).

Nesse capitulo, apresentar-se-4 a aplicagdo dos testes de heteroscedasticidade tratados nesse
trabalho a dados de um estudo sobre gastos com alimentagdo. O objetivo desse estudo, cujos
dados sao apresentados na Tabela 15.4 de Griffiths et al (1993), é relacionar o gasto total anual
com alimentagéo dos domicilios (3, em milhares de délares) com a renda anual per capita (x4,
em milhares de délares) e o niimero de pessoas do domicilio (n;). A amostra é composta por 38
domicilios, e os dados sdo exibidos na Tabela 4.1.

Inicialmente, ajustou-se o modelo homoscedéstico da forma

Yt = Bo + Prze + Bane + u. (4.1)

A Figura 4.1 traz os graficos de residuos externamente studentizados plotados versus as varidveis
explicativas z; e n; (gréficos a e b). No gréfico (a), observa-se uma tendéncia de aumento da
variabilidade dos residuos com o aumento da renda familiar (z;), sugerindo, conforme esperado, a
existéncia de heteroscedasticidade dos erros. No gréfico (b), no entanto, nio h4 um padréo nftido
de aumento da variabilidade dos residuos com o aumento do niimero de pessoas no domicilio (ne).
Em (c) e (d) s8o apresentados os graficos de varidveis adicionadas descritos na Secdo 2.3, tteis
para a escolha das covaridveis em Z. No gréfico (c), é apresentada a situacio em que é eliminado
o efeito de n; sobre z; e 7, (2.22). Esse gréfico apresenta uma certa curvatura, sugerindo que se
deva incluir na matriz de covaridveis Z a varidvel zZ. No gréfico (d), é apresentada a situagdo em
que ¢ eliminado o efeito de z; sobre n; e ;. Nesse gréfico, os pontos parecem dispersos em uma
faixa horizontal, o que reforga as evidéncias, fornecidas pelo gréfico (b), de inexisténcia de efeito
do niimero de pessoas sobre as varidncias dos erros.

Com base nesses graficos, assumir-se-4 para as varidncias dos erros um modelo multiplicativo
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Tabela 4.1: Dados sobre gastos com alimentacio

[ Yt i n t Yt Tt Nt t Yt T n
1 15,998 62,476 1 14 21,141 82,251 2 27 18,561 82,469 1
2 16,652 82,304 5 15 17,446 59,862 3 28 11,629 44,208 2
3 21,741 74,679 3 16 9,629 26,563 3 29 18,067 49,467 5
4 7431 39,151 3 17 14,005 61,818 2 30 14,539 25,905 5
5 10,481 64,724 5 18 9,160 29,682 1 31 19,192 79,178 5
6 13,548 36,786 3 19 18,831 50,825 5 32 25,918 75,811 3
7 23,256 83,052 4 20 7,641 71,062 4 33 28,833 82,718 6
8 17,976 86,935 1 21 13,882 41,990 4 34 15,869 48,311 4
9 14,161 88,233 2 22 9,670 37,324 3 35 14,910 42,494 5
10 8,825 38,695 2 23 21,604 86,352 5 36 9,550 40,573 4
11 14,184 73,831 7 24 10,866 45,506 2 37 23,066 44,872 6
12 19,604 77,122 3 25 28,980 69,929 6 38 14,751 27,167 7
13 13,728 45,519 2 26 10,882 61,041 2

Fonte: Tabela 15.4 de Griffiths et al (1993), p. 512.

da seguinte forma:
2

of = o® exp(1z} + oz}?),

em que 27 = x;/10. Essa transformacéo foi feita para evitar problemas de singularidade aparente
no processo de maximizagdo da funcéo de verossimilhanga, os quais ocorrem ao se considerar a
varidvel ndo transformada, devido aos altos valores assumidos por 7. Em (4.1), serd utilizada
a varidvel transformada z} no lugar de z;. A escolha do modelo multiplicativo foi arbitréria.
Porém, conforme se observou na Segéo 3.5, a escolha da fun¢do ceddstica ndo parece ter grande
influéncia sobre o desempenho dos testes de heteroscedasticidade. Os resultados desses testes sio
apresentados na Tabela 4.2.

Observa-se que a maioria dos testes conduz a rejeicio da hipétese nula de homoscedasticidade
ao nivel de significancia de 5%. As tinicas excecbes foram o teste da razio de verossimilhangas
condicional (RV C), cuja estatistica assumiu um valor negativo, o teste escore studentizado (59),
sua versdo modificada (SSM), o teste de White (W1) e o teste de Goldfeld-Quandt (GQ). Ao
nivel de 10%, o tnico teste que ndo conduz & rejeicdo da hipStese nula de homoscedasticidade
é o teste de White (W), que conforme se verificou anteriormente, apresenta baixo poder para
pequenos tamanhos amostrais. Portanto, hd evidéncias de que os erros do modelo proposto séo
heteroscedésticos, o que estd de acordo com o comportamento observado nos gréficos de residuos,
e com O que se espera desse tipo de estudo.

Na Tabela 4.3 sdo apresentadas as estimativas de MQO dos pardmetros do modelo ho-
moscedéstico (com ) e as estimativas de mdxima verossimilhanca dos parametros do modelo
heteroscedéstico em estudo. Sao apresentados ainda as estimativas dos erros padrao dos esti-
madores dos componentes de [, as estatisticas t e z, e os p-values dos testes de significancia
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Residuos externamente studentizados
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T
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0
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Figura 4.1: (a) e (b) Graficos de residuos externamente studentizados versus varisveis explicativas; (c) e
(d) Gréficos de varidvel adicionada, apresentados na Secio 2.3

desses parametros. No caso do modelo heterosceddstico, as estimativas dos erros padrdo sdo
dadas pela raiz quadrada dos elementos da diagonal de (1.12).

Nota-se que as estimativas dos pardmetros do modelo heteroscedéstico nao diferiram muito
das obtidas assumindo-se 0 modelo homoscedéstico. No entanto, as estimativas dos erros padrio
foram consideravelmente menores no caso do modelo heteroscedéstico. Os testes de significancia
de 3 e (32 tiveram resultados semelhantes, com a rejeicio da hipétese de nulidade em ambos os
casos ao nivel de significAncia de 1%. Portanto, hé evidéncias de que os gastos com alimentagéao
aumentam, em média, com a renda e com o nimero de pessoas no domicilio. Além disso, conforme
esperado nesse tipo de estudo, hé evidéncias da existéncia de heteroscedasticidade dos erros, sendo
que a variancia desses aumenta com o aumento da renda dos domicilios.
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Tabela 4.2: Resultados dos testes de heteroscedasticidade para os dados sobre gastos com alimentacao,

assumindo o modelo o7 = o2 exp(61z} + S2272)

Teste Estatistica v.c. 10% v.c. 5% v.c. 1% v.c. 0,5% p-value
RV 12,677 4,605 5,991 9,210 10,597 0,002
RV B 10,574 4,605 5,991 9,210 10,597 0,005
RVM 9,225 4,605 5,991 9,210 10,597 0,010
RV M, 9,395 4,605 9,991 9,210 10,597 0,009
RV M B, 9,592 4,605 5,991 9,210 10,597 0,008
RVC -6,659 4,605 5,991 9,210 10,597 1,000
RVR 9,892 4,605 5,991 9,210 10,597 0,007
S 6,801 4,605 9,991 9,210 10,597 0,033
SB 7,340 4,605 5991 9210 10,597 0,025
SBq 7,340 4,605 9,991 9,210 10,597 0,025
S Ba 7,354 4,605 5,991 9,210 10,597 0,025
SBs 7,369 4,605 5991 9210 10,597 0,025
S* 6,801 4,196 5,467 9,004 10,940 < 0,050
Sy 6,801 4,206 5,480 9,029 11,050 < 0,050
S5 6,801 4,218 5,494 9,063 11,129 < 0,050
53 6,801 4,311 5,643 9,095 10,774 < 0,050
Sy 6,801 4,220 5472 8866 10919 < 0,050
SBo 6,801 5,437 6,826 9,707 13,161 < 0,050
SM 6,455 4,605 9,991 9,210 10,597 0,040
SS 5,636 4,605 5,991 9,210 10,597 0,060
SSM 5,290 4,605 5,991 9210 10,597 0,071
SR 6,656 4,605 5,991 9,210 10,597 0,036
2% 8,484 9,236 11,070 15,086 16,750 0,131
Wy 12,009 9,236 11,070 15,086 16,750 0,035
GQ 2,496 2,323 2,978 4,849 5,847 0,083
LV -2,936 1,306 -1,688 2434 -2719 0,003
SZ 1,760 1,282 1,645 2326 2,576 0,039
RS 8,232 4,605 5,991 9,210 10,597 0,016

Nota: v.c. 10%, v.c. 5%, v.c. 1% e v.c. 0,5% sdo os valores criticos assintéticos

para niveis de significincia de 10%, 5%, 1% e 0,5%.
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Tabela 4.3: Estimativas e testes de significAncia dos parametros dos modelos homoscedéstico e heteros-

cedéstico
Modelo homoscedéstico Modelo heteroscedéstico
Estimativa  Erro Estimativa  Erro
Pardmetro | de MQO  padrao 3 p-value de MV padrao - p-value
o 2,243 2,669 0,841 0,406 2,347 1,457 1,610 0,107
ol 1,645 0,354 4,645 0,000 1,527 0,233 6,561 0,000
Do 1,145 0,414 2,763 0,009 1,304 0,231 5,637 0,000
a? 16,957 — — — 0,005 — — —
01 — — — — 2,613 — — —
02 — — — — -0,194 — — —




Apéndice A

Graficos de residuos

heteroscedasticos
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Figura A.1: Graficos de residuos externamente studentizados para o modelo de anélise de varidncia com 1

fator e dois grupos (dados simulados, n = 30)
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Figura A.2: Gréficos de residuos externamente studentizados para dados heteroscedisticos simulados com

n =30, p =5, k = 1, covaridveis uniformes e erros normais
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Figura A.3: Gréficos de residuos externamente studentizados para dados heteroscedssticos simulados com

n =30, p =5, k =1, covaridveis com distribuicdo ¢; e erros normais



Apéndice B
Programa

Este apéndice traz um programa desenvolvido na linguagem de programacéo R para o cdlculo
das estatisticas dos 28 testes de heteroscedasticidade tratados neste trabalho. Esse programa estd
disponivel no site http://sites.uol.com.br/biancamatos.

# PROGRAMA: heteros_tests.src
# USD: Calcula as estatisticas de 28 testes de heteroscedasticidade no modelo de regressdo linear.
# AUTORAS: Bianca de Carla Hernandez Matos (biancamatos@uol.com.br)
# Silvia L. de Paula Ferrari (sferrari@ime.usp.br)

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn HHF W HHA wHERHH W HHH* R T T I

tr <- function(mX) # fungdo para calcular o trago de uma matriz
{sum(diag(mx))}

print.linha<-function(x=1) # fungdo para imprimir x linhas em branco

{for (i in 1:x) {cat("\n")}}

# Fungdo para calcular estatisticas dos testes baseados no teste da razfo de verossimilhangas

fTRVbased<-function(dbartlettTRV, dlogdetl, vzbar,dbartlettTRVM, dsigma2hatO, fMultip, ik, IN, ip, vy, nX,
mZ, stepmax, steptol, vP)

{

# Logaritmo da fungdo de verossimilhanga perfilada para o modelo multiplicativo
fLogLikProf <- function(vP)

{
mWinv <- diag(1l / (exp(mZ%*%vP))[,11)
vw <- exp(mZ}*%vP)
vbetahatdelta <- solve(t(uX)%*/uWinv/*/nX, tol=1e-15)%*%t (nX)Y*%uWinvy*%vy
dsigma2hatdelta <~ (1/IN)*t(vy - mX%*/vbetahatdelta)*’uWinv%+%(vy - mX%*%vbetahatdelta)
adFunc <- -(-(IN/2)*log(dsigma2hatdelta)-0.5*sum(log(vw)))

}

# Logaritmo da fungdo de verossimilhanga perfilada para o modelo aditivo
fLogLikProfAddit<-function(vP)
{
oWinv <- diag((1 / (1+mZ%*%vP)~2)[,1]1)
vw <- 1/diag(mWinv)
vbetahatdelta <- solve(t(mX)%*/mWinv/*/mX, tol=1e-15)%*%t(nX)%*/nWinv]*%vy
dsigma2hatdelta <- (1/IN)*t(vy - mX%*%vbetahatdelta)*/mWinv)+%(vy - mX%+*%vbetahatdelta)
adFunc <~ -(-(IN/2)*log(dsigma2hatdelta)-0.5*sum(log(vw)))
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# Logaritmo da fungdo de verossimilhanga perfilada sob homoscedasticidade:
fLogLikProfNull <- function(vP)

{
vbetahat <- solve(t(mX)%*)mX, tol=1e-15)%*%t (mX)%*vy
dsigma2hat <~ (1/IN)*t(vy - mX%*%vbetahat)¥*}(vy - mX%*%vbetahat)
adFunc <- -(-(IN/2)*log(dsigma2hat))

}

# Logaritmo da fungdo de verossimilhanga perfilda modificada para o modelo multiplicativo
fLogLikProfModif <- function(vP)

{

oWinv <- diag((1 / exp(mZj*}vP))[,1])

vw <~ exp(mZ}*%vP)

vbetahatdelta <- solve(t(mX)7/*/mWinv/*’mX, tol=le-15)%*%t(mX)%*Y%mWinvy*%vy

dsigmaZhatdelta <- (1/IN)*t(vy - mX%*/vbetahatdelta)*’uWinv¥*)(vy - mX%*}vbetahatdelta)

aux.det<-log(det (t (mX)%*YnWinv¥*%mX) )

adFunc <- -(-((IN-ip-2)/2)*log(dsigma2hatdelta)-0.5*sum(log(vw))-0.56*aux.det+(1/IN)*sun(log(vw)))
}

# Logaritmo da fungdo de verossimilhanga perfilada modificada para o modelo aditivo
fLogLikProfModifAddit <- function(vP)

{

mWinv <- diag((1 / (1+mZ%*%vP)~2)[,1])

vw <~ 1/diag(mWinv)

vbetahatdelta <- solve(t(mX)%*/mWinv¥*%nX, tol=1e-15) %*/t (mX) %*%aWinv)*)vy

dsigma2hatdelta <~ (1/IN)*t(vy - mX}*)vbetahatdelta)’*/nWinv)*%(vy - mX%+%vbetahatdelta)

aux.det<-log(det (t (mX)%*/mWinv¥*%mX))

adFunc <- —(—((IN—ip—2)/2)*log(dsigma2hatdelta)-0.5*sum(log(vw))—0.5*aux.dst+(1/IN)*sum(log(vw)))
}

# Logaritmo da fungdo de verossimilhanga modificada sob homoscedasticidade
fLogLikProfNullModif <- function(vP)

{
vbetahat <- solve(t(mX)%*%mX, tol=1e-15)%#*%t (mX)%*)vy
dsigma2hat <- (1/IN)*t(vy - mX*7vbetahat)’*%(vy - mX/*%vbetahat)
aux.det <- log(det (t(mX)%*%mX))
adFunc <- -(-((IN-ip-2)/2)*log(dsigma2hat)-0.5*aux.det)
}

# Valores iniciais para delta
vunit <- rep(1,ik)

# Maximizag8o da fung&do de verossimilhanga
if (fMultip)

vpl <- vP

vp2 <- vP

irl <- nlm(fLogLikProf, vpl, steptol=steptol, stepmax = stepmax, ndigit=400, iterlim=100,
gradtol=1le-7)$code

ir2 <- nlm(fLogLikProfModif, vp2, steptol=steptol, stepmax = stepmax, ndigit=400, iterlim=100,
gradtol=1e-7)$code

vpl <- nlm(fLogLikProf, vpl, steptol=steptol, stepmax = stepmax, ndigit=400, iterlim=100,
gradtol=le-7)$estinate

vp2 <- nlm(fLogLikProfModif, vp2, steptol=steptol, stepmax = stepmax, ndigit=400, iterlim=100,
gradtol=1e-7)$estinmate

}

else

{
vpl <~ vP
vp2 <~ vP

irl <- nlm(fLogLikProfAddit, vpl, steptol=steptol, stepmax = stepmax, ndigit=100, iterlim=100000,
gradtol=1e-6)$code
ir2 <- nlm(fLogLikProfModifAddit, vp2, steptol=steptol, stepmax = stepmax, ndigit=100, iterlim=100000,
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}

gradtol=1e-6)$code

vpl <- nlm(fLogLikProfAddit, vpl, steptol=steptol, stepmax = stepmax, ndigit=100, iterlim=100000,
gradtol=le-6)$estimate

vp2 <- nlm(fLogLikProfModifAddit, vp2, steptol=steptol, stepmax = stepmax, ndigit=100, iterlim=100000,
gradtol=le-6)$estimate

if ((irl==1 || iri==2) && (ir2==1 || ir2==2))
{

vdeltahat <- vpil

if (fMultip)

mWinv <- diag((1 / exp(mZ¥*%vdeltahat))[,1])
dMaxLogLikProf <- -fLogLikProf (vpl)
dMaxLogLikProfModif <- -fLogLikProfModif (vp2)

}

else

{
mWinv <- diag((1 / (1+mZ¥*%vdeltahat)~2)[,1])
dMaxLogLikProf <- -fLogLikProfAddit(vpl)
dMaxLogLikProfModif <- —fLogLikProfModifAddit (vp2)

vw <- 1/diag(mWinv)

vbetahatdelta <- solve(t(mX)%*/mWinvy*%mX, tol=1e-15)%*/t (mX) %*/nWinvy*%vy
dsigma2hatdelta <- (1/IN)*t(vy - mX)*)vbetahatdelta)’*%uWinv/*%(vy - mX%*/vbetahatdelta)
dMaxLogLikNull <- -fLogLikProfNull(vpl)

dMaxLogLikProfNullModif <- —fLogLikProfNullModif (vp2)

dconst <- (IN-ip-2)/IN

mGhatinv <- solve(diag(vw/((prod(vw))~(1/IN))))

# Calculo das estatisticas

dRV <- 2%(dMaxLogLikProf - dMaxLogLikNull)

dRVB <- dRV/(1+dbartlettTRV)

dRVM <- dconst*dRV + dlogdetl - log(det(t(mX)%*%mGhatinv¥+%nX))

dRVM2 <- 2%(dMaxLogLikProfModif - dMaxLogLikProfNullModif)

dRVMB2 <- dRVM2/(1+dbartlettTRVM)

dRVC <- dRVM -(2/IN)*sum(mZ %%}, vdeltahat)

dRVR <- dRVC + 2*(log(dsigma2hat0)-log(dsigma2hatdelta))

voutput <- c(dRV , dRVB , dRVM , dRVM2 , dRVMB2 , dRVC , dRVR, irl, ir2)
return(voutput)

}

else

{
}

return(c(rep(NA,7),ir1,ir2))

# Fungdo para calcular estatisticas dos testes baseados no teste escore
fScorebased <- function(vbetahato, dsigma2hatO, mIdent, vunit, mDbar,dcl, dc2, dc3, vh, mAux, mV, IN,

{

ip, ik, vy, mX, mZ)

vu0 <- vy - mX%*%vbetahatO

vu02 <- as.matrix(vu0~2)

ds <~ (t(vu02)y*%mDbar}*}solve(t(mDbar)%+*%nDbar, tol=1e-15)%*/t (mDbar) %+%vu02) / (2*dsigma2hat0~2)
dpsihat <- sum((vu02-rep(dsigma2hat0,IN))"~2)/IN

dsigma2til<-IN*dsigma2hat0/(IN-ip)

va<-rep((1/dsigma2til) , IN)*vu02-(vunit-vh)

vtau <- solve(t(mDbar)*/mDbar, tol=19—15)%*%t(mear)%*Z(vuOZ*(l/as.double(dsigmaZhatO)))

dSB <- dS*(1-(dcl+dc2*dS+dc3+*dS"2))

dts <- qchisq(0.995, ik)

if (dS<dts)

{
}

dSB1 <- dSB
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else

{

dSB1 <- dS

dSB2 <~ dSB+0.25%(dc1"2*dS+2*dc1*dc2* (dS"2)+(2+dcl*dc3+(4/3)*dc2"2)* (dS~3) +3*dc2*dc3% (dS~4) +
(9/5)*dc3"2%(dS"5))
if (dc2==0 && dc3==0)

{
dSB3 <- dSB
}
else
{
if (dc3>0)
dSB3 <- sqrt(pi/(3*dc3))*exp((dc272)/(3*dc3)~dc1)* (pnorm(sqrt (6%dc3)*dS+sqrt (2/(3%dc3))*dc2) -
pnorm(sqrt(2/(3*dc3))*dc2))
}
else
dSBS(—(l/(Z*dc2))*exp(—dcl)*(l—exp(-2*dc2*dS))
}
}

dSM <= dS+t(vh)%*%mV%*Y%vtau

dSS <- 2xdsigma2hat0~2*dS/dpsihat

dSSM <~ dSS+t (vh)%*%mVi*%vtau

dSR <- 0.5%t(va)*/nZ*%solve (t (mZ)¥%*%mAuxY*)nZ, tol=1e-15)%x*t(nZ)Y%*%va
voutput <- c(dS , dSB , dSB1 , dSB2 , dSB3 , dSM , dSS , dSSM ,dSR)
return(voutput)

}

# Fungdo para calcular a estatistica do teste escore para a corregio do valor critico por bootstrap
fScoreBoot <- function(vuboothat, mDbar, dsigma2hatOboot)

{
vuboothat2 <- as.matrix(vuboothat~2)
ds <- (t(vuboothat?2)}*)mDbar’*}solve(t(mDbar)%*%nDbar, tol=1e-15) %%}t (mDbar) ¥*%vuboothat2) /
(2*dsigma2hatOboot"2)
return(ds)
}

# Fungdo para calcular estatisticas dos testes ndo-construtivos
fNonConstruct <- function(vbetahatO, dsigma2hatO, mDtil, mDast, IN, ip, ik, vy, mX, mZ, icGQ,inLV)
{

vu0 <- vy - mX/*%vbetahat0

vu02 <- as.matrix(vu0~2)

vuO2bar <- mean(vu02)

vunit <- rep(1, IN)

nS <- diag(as.vector(vu02-vunit*dsigma2hat0)"2)

nXW2 <- cbind(vunit,mDast)

vbetahatW2 <- solve(t(mXW2)%*/mXW2, tol=1e-15)%*%t(nXW2)%*%vu02

viitW2 <- mXW2 %%}, vbetahat¥2

dSQTW2 <- t(vu02-vu02bar)%*%(vu02-vuO2bar)

dSQRW2 <- t(vu02-vEitW2)%*% (vu02-vEfitW2)

dR2 <- 1 - dSQRW2/d4SQTW2

dwi <- t(vuO2)%*%thilZ*%s01ve(t(thil)Z*ZmSZ*Zthil, tol=1e-15)%*%t (mDtil) %*%vu02

dW2 <~ IN*dR2

# Sort according to first column of matrix Z

vy.ord <- vy[sort.list(mz[,1])]

mX.ord <- mX[sort.list(mZ[,1]),]

ve.ord <- vuO[sort.list(mZ[,1])]

vyl <= as.matrix(vy.ord[1:((IN-icGQ)/2)]1)

nX1 <~ as.matrix(mX.ord[1:((IN-icGQ)/2),]1)

vbetahatl <- solve(t(mX1)%*/mX1, tol=1e-15)%+*%t(mX1)%*%(vy1)

ds1 <- sum((vyl - mX1%*Y%vbetahat1)"2)
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}

vy2 <- as.matrix(vy.ord[((IN-icGQ)/2+icGQ+1) : IN])

mX2 <- as.matrix(mX.ord[((IN-icGQ)/2+icGQ+1):IN,])
vbetahat2 <- solve(t(mX2)7*/mX2, tol=1e-15)%x*t(mX2)%*%vy2
dsS2 <- sum((vy2 - mX2%*Jvbetahat2)"2)

dGQ <- ds2/dsi

v.el <~ ve.ord[1:inLV]

v.e2 <- ve.ord[(inLV+1) :IN]

in2 <- length(v.e2)

vdl <- abs(v.el - median(v.el))

vd2 <- abs(v.e2 - median(v.e2))

ds <= sqrt(((inLV-1)x*var(vdl)+(in2-1)*var(vd2))/(IN-2))
dLV <- (mean(vdl)-mean(vd2))/(ds*sqrt(1/inLV+1/in2))
dhtil <- sum(t(seq(1,IN,1))*(ve.ord"2))/sum(ve.ord"2)
dSZ <- ((6%*IN)/(IN"2-1))"0.5*(dhtil-(IN+1)/2)

iN1 <- trunc(IN/3)

iN2 <- trunc((IN - iN1)/2)

iN3 <- IN-iN1-iN2

dsigma2hat01 <- sum((ve.ord~2)[1:iN1])/iN1

dsigma2hat02 <- sum((ve.ord~2)[(iN1+1):(iN1+iN2)])/iN2
dsigma2hat03 <- sum((ve.ord~2) [(iN1+iN2+1):IN])/iN3

dRS <- IN*log(dsigmthatO)-(iNl*log(dsigma2hat01)+iN2*log(dsigma2hat02)+iN3*log(dsigma2hat03))

voutput <- c(dWl , dWw2 , dGQ , dLV , dSZ , dRS)
return(voutput)

# Fungdo para impress&do de resultados

fPrintResults <- function(mTestStats, vcvBoot, dglWhite, dcl, dc2, dc3, fMultip, fBoot,
INESTAT, IN, ip, ik, icGQ, inLV, INBOOT, vy, mX, mZ, fFailed.MLE, irl, ir2, stepmax,steptol, vP)

{

# Initialization of matrices

nResult <- matrix(nrow=INESTAT+6,ncol=6) # matriz de resultados (estatisticas, valores criticos

e p-values)
vcvModif2 <- numeric(4)
dglGQ <- (IN-icGQ-2*ip)/2

# Valores criticos assintéticos e modificados

vev <- qchisq(c(0.90,0.95,0.99,0.995) ,ik)

vcvWhite <- qchisq(c(0.90,0.95,0.99,0.995) ,dglWhite)
vevModif <- vcv*(1+(dcl+dc2*vcv+dc3*(vev™2)))

vcvModifl <~ vcvModif+O.25*(dcl“2*vcvModif+2*dc1*dc2*(vcvModif”2)+(2*dc1*d03+(4/3)*dc2“2)*(vcvModif"3)+

3*dc2*dc3* (vevModif~4)+(9/6)*dc3" 2% (vcvModif~5))

if (dc2==0 && dc3==0)

{
vevModif2 <- vcvModif
vcvModif4 <- vcvModif
}
else
{
if (dc3!=0)
{
FFalhou <- T
vevModif4 <~ (1/sqrt(6*dc3))*(qnorm(vcv*(sqrt(pi/(3*dc3))*exp(dc2"2/(3*dc3)-dc1))‘(-1) +
pnorm(dc2*sqrt (2/(3%dc3))))-sqrt(2/(3*dc3)) *dc?2)
}
else
{
vevModif2 <- (exp(dcl)*(exp(2*dc2*vcv)-1))/(2%dc2)
vcvModifd <- (-1/(2%dc2))*log(vcv*(exp(-dcl/(2*dc2))+1)~(-1))
}
if (dci1>=0 && dc2>=0)
{

vcevModif3 <- vcvModif
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}
else
{
if (dcl<0 && dc2>=0)
{
vevModif3 <- (1/(1-dcl))*(vev+(dc2*vev™2+dc3*vcv™3))
}
else
{
if (dc1>=0 && dc2<0)
{
vevModif3 <- (1/(2%dc2))*(1-sqrt(1-4*dc2* (vcvidcl*vevtde3*vev™3)))
}
else
{
vevModif3 <- (1/(2*dc2))*(1-dcl-sqrt((1-dcl) "2-4*dc2% (vev+dc3*vey=3)))
}
}
}

vevGQ <- qf(c(0.90, 0.95, 0.99, 0.995), dglGR, dglGQ)
vevLV <- qt(c(0.10, 0.05, 0.01, 0.005), (IN-2))

vcvSZ <- qnorm(c(0.90, 0.95, 0.99, 0.995))

vcvRS <- qchisq(c(0.90, 0.95, 0.99, 0.995),2)

# Composigdo da matriz de resultados

# Primeira coluna: Estatisticas dos testes
mResult[1:12,1] <- mTestStats[1:12,1]
for (ci in 13:18)

mResult[ci,1] <- mTestStats[8,1] # teste escore com valores criticos corrigidos
mResult [19:28,1] <- mTestStats[13:22,1]

# Segunda & quinta colunas: valores criticos
for (ci in 1:12)

{

mResult[ci,2:5] <~ vcv

mResult[13,2:5] <- vcvModif
mResult[14,2:5] <- vcvModif1l
mResult [15,2:5] <- vcvModif?2
mResult[16,2:5] <- vcvModif3
mResult[17,2:5] <~ vcvModif4
mResult[18,2:5] <- vcvBoot
for (ci in 19:22)

{
mResult[ci,2:5] <= vcv
}
for (ci in 23:24)
{

mResult[ci,2:5] <- vcvWhite

mResult [25,2:5] <~ vcvGR
mResult[26,2:5] <- vcvLV
mResult [27,2:5] <- vcvSZ
mResult [28,2:5] <- vcvRS

# Sexta coluna: p-values
for (ci in 1:12)

{
}

mResult[ci,6] <- 1~ pchisq(mResult[ci,1], ik)
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mResult[13,6] <- NA
mResult[14,6] <- NA
mResult[15,6] <- NA
mResult[16,6] <- NA
mResult[17,6] <- NA
mResult[18,6] <- NA
for (ci in 19:22)

{
}

for (ci in 23:24)

mResult [ci,6] <- 1-pchisq(mResult[ci,1], ik)

mResult [ci,6] <- 1-pchisq(mResult[ci,1], dglWhite)

mResult[25,6] <~ 1-pf(mResult[25,1], dglGQ, dglGQ)
mResult[26,6] <- pt(mResult[26,1], (IN-2))

mResult [27,6] <- 1-pnorm(mResult[27,1])
mResult[28,6] <- 1-pchisq(mResult[28,1], 2)

vnomes .testes <- c("RV" , "RVB", "RVM", “RVM2" , "RVMB2", “RVC" , "RVR", ugw ,"SB", "SB1i", "gBa" )
IISBaII 5 n S*ll . " sl*ll , IIS2* n s " S3* " 5 |IS4*II R IISBoot " , IISM“ , IISS" 5 |ISSMI| 5 n SRII i Ilwi n 3
llw2ll 5 IIGQII 5 llLv“ § llszll 5 IIRSII)
if (!'fBoot)
{
mResult <- mResult[-18,]
vnomes.testes <- vnomes.testes[-18]

}

if (FFalhou)

{
mResult <- mResult[-15,]
vnomes.testes <- vnomes.testes[-15]

if (fFailed.MLE)
{

mResult <- mResult[-(1:7),]

vnomes.testes <- vnomes.testes[-(1:7)]
3
print.linha(3)
cat( "ESTATISTICAS DOS TESTES DE HETEROSCEDASTICIDADE E VALORES CRITICOS", £ill=T)
if (fMultip) {cat("MODELO MULTIPLICATIVO", £ill=T)}
else {cat("MODELO ADITIVO", £ill=T)}
if (!fBoot) {cat("SOMENTE VALORES CRITICOS ASSINTOTICOS", £ill=T)}
else {cat("VALORES CRITICOS ASSINTOTICOS E CORRIGIDOS POR BOOTSTRAP", £i11=T)}
cat( ", £ill=T)
if (fBoot) {cat("NUMERD DE AMOSTRAS DE BOOTSTRAP: ",INBOOT, £ill=T)}
cat("NUMERO DE OBSERVAGOES (n): ", IN, £ill=T)
cat("NUMERO DE COVARIAVEIS PARA O MODELO DA MEDIA (p): ", ip, £ill=T )
cat("NUMERO DE COVARIAVEIS PARA O MODELO DA VARIANCIA (k): *, ik , fill=T)
cat("NUMERO DE OBSERVAGOES ELIMINADAS NO TESTE DE GOLDFELD-QUANDT: *, icGQ , fill=T)
cat("NUMERO DE OBSERVAGUES NO PRIMEIRO GRUPO NO TESTE DE LEVENE: ", inLV, £ill=T)
cat("DATA: ", date(), fill=T )
cat( , fill=T)
dimnames(mResult) <- list (vnomes.testes, c("Estat","vc 10%", “vc 54", “"vc 1%", "vc 0,5%", "p-value"))
print(round(mResult,3))
print.linha()
cat("Nota: vc 10%, vc 5%, vc 1% and vc 0,5Y% sfo os valores criticos dos testes")
print.linha(2)
if (fFailed.MLE)

{

cat("AVISD: Ndo foi possivel calcular as estimativas de maxima verossimilhanga. As estatisticas
baseadas no teste da razdo de verossimilhangas foram omitidas.", fill=T)
cat("DICA: Voc& pode tentar alterar stepmax ou o valor inicial vP.", £ill=T)
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else

{

cat("A maximizagio da fungfio de verossimilhanga foi feita com sucesso.", fill=T)

cat("Cédigo resultante para o logaritmo da fungfio de verossimilhanga: ", irl, fill=T)
cat("Cédigo resultante para o logaritmo da fungiio de verossimilhanga modificada: ", ir2, fill=T)
if (FFalhou)

print.linha()
cat("AVISO: Ndo foi possivel calcular os valores criticos modificados para S2* (c3!=0).

A fungdo de erro complexa nio estad disponivel no R.")

print.linha()
cat( v £i11=T)

Argumentos: vy é o vetor de valores da variavel resposta, mX é a matriz de covariaveis para o modelo
das médias e mZ é a matriz de covaridveis para o modelo das varifncias.

fBoot e fMultip sdo variaveis indicadoras para realizagdo da corregio por bootstrap e modelo
multiplicativo. Se fMultip=1, assume-se o modelo multiplicativo e se fMultip=0, assume-se o modelo
aditivo. Stepmax e steptol sdo parametros para a maximizagiio do logaritmo da verossimilhanga perfilada.
vP é o valor inicial para a maximizag#do do logaritmo da fungdo de verossimilhanga e de sua versio
modificada

LR I R O

heteros.tests<-function(vy, mX, mZ, fBoot=1, fMultip=1, stepmax=2, steptol=le-7, vP=0%rep(1,ncol(mZ)))
{

cat("Wait...")

vy <- as.matrix(vy)

nX <- as.matrix(mX)

nZ <- as.matrix(mZ)

INBOOT <- 500

INESTAT <- 22

IN <- nrow(mX)

ip <~ ncol(mX)

ik <- ncol(mZ)

if (length(vP) != ncol(mZ))

{

cat("\n Dimensfio inadequada do valor inicial vP. Este deve ter ",ik, "elemento(s).", fill=T)
return(cat (,fill=T))

}

inLV <= trunc(IN/2)

icGQ <~ trunc(IN/3)

if ((IN-icGQ)%%42!=0) {icGQ <- icGQ-1}

nIdent <- diag(IN)

vunit <- rep(1,IN)

dlogdetl <- log(det(t(mX)%*%mX))

vzbar <- apply(mZ, 2, mean)

mR <- cbind(1, mZ)

mA <~ mR%*%solve(t(mR)%*%mR, tol=1e-15)%*%t (mR)

mAd <- diag(diag(mA))

nH <- nX/*%solve(t(mX)%*%mX, tol=1e-15)Y%*%t(mX)

mHd <- diag(diag(mH))

mH2 <- mH * mH

mH3 <- mH2 * mH

mV <- matrix(nrow=IN, ncol=ik)

for (ci in 1:IN)

{

mV[ci,] <~ mZ[ci,] - vzbar

mJ <- mV/*%solve(t(mV)%*%mV, tol=1e-15)%*%t (mV)
nJd <- diag(diag(mJ))
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mJ2 <- mJ*mJ

mJ3 <- mJ2*mJ

mJd2 <- mJd*mJd

mDbar <- (mIdent-vunit*%t(vunit)/IN)%*%nZ

cat(“ on )

dAl <- (24*ik*(ip-1)- 24*IN*sum(diag(mJd%*%mnHd))+6%IN*t (vunit)y*%mHdY*%nIY*%mHAY*Yvunit+
12%IN*t (vunit) %*% (mJ*mH2) % *%vunit) /IN

dA2 <~ (—24*ik*(ik+2)+36*IN*sum(diag(de2))—24*IN*t(Vunit)Z*Zde%*%mJ%*ZdeZ*ZVunit)/IN

dA3 <~ (24*IN*t(vunit)%*AnJd%*%mI)*%mId%*%vunit+16*IN*t (vunit)%*%mnI3%*%vunit) /IN

dcl <- (dA1-dA2+dA3)/(12%ik)

dc2 <- (dA2-2#dA3)/(12*%ik*(ik+2))

dc3 <~ dA3/(12*%ik*(ik+2)*(ik+4))

cat(" . n)

vh <- diag(mH)

mM <- mH2

diag(mM) <- (vunit-vh)~2

mAux <- mM - ((vunit - vh)%*%t (vunit-vh))/(IN-ip)

dInd <- 1

mDast <- matrix(nrow=IN,ncol=ip#*(ip+1)/2)

for (ci in 1:ip)

{
for (cj in ci:ip)
{
mDast [,dInd] <- mX[,ci] * mX[,cj]
dInd <- dInd+1
}
}

mDtil <- (mIdent - vunit%#*Yt(vunit)/IN)¥%*%mDast
if (all(@mX[,1] == vunit))

mDast <- mDast[,2: (ip*(ip+1)/2)]
mDtil <~ mDtil[,2: (ip*(ip+1)/2)]
}
dglWhite <- ncol(mDast)
# Fator de corregdo de Bartlett para o teste da razdo de verossimilhangas:
dbartlettTRV <- (-0.5*tr(mAd * mAd) + (1/3)*sum(apply((mA*mA)*mA,2,sum)) +
0.5%sum(apply (mAd %*% mA %*% mAd,2,sum)) +tr(mAd %*% mHd)-
sum(apply( mH2 * mA,2,sum)) + 0.5*sum(apply(mHd%+*%mA%*%mHd,2,sum)) +
sum(apply (mAd)*%mA%*%nHd,2,sum)) - (3*(ip+1)~2-1)/(6*IN))/ik

# Fator de corregdo de Bartlett para a estatistica do teste da razio de verossimilhangas modificado:
dbartlettTRVM <- (-0.5%tr(nJd)*%mJd)+(1/(2+IN))*ik"2+0. 5%t (vanit)%*YmId%*%mIY%*%mIdY%+Yvuni t+
(1/3)*t (vunit) J*%mJI3%*%vunit—(2/IN) *ik+(1/IN) #t (vunit) %*%mJ 2%*%vunit) /ik

# Inicializagdo das matrizes:

mTestStats <- matrix(nrow=INESTAT,ncol=1)
mTestStatsBoot <- matrix(nrow=12,ncol=INBOOT)
vcvBoot <- matrix(nrow=4,ncol=1)

# Estimativas de maxima verossimilhanga dos pardmetros sob homoscedasticidade

vbetahatO <- solve(t(mX)%*%mX, tol=le-15)%x/t (nX)%*%vy

dsigma2hatO <- (1/IN)*t(vy - mX)#*)vbetahat0)%*%(vy — mX%*%vbetahat0)

voutTRV <- fTRVbased(dbartlettTRV, dlogdetl, vzbar, dbartlettTRVM, dsigma2hatO, fMultip, ik, IN, ip,
vy, mX, mZ,stepmax, steptol, vP)

irl <- voutTRV[8]

ir2 <- voutTRV[9]

fFailed .MLE <- F

if (!is.na(voutTRV[1]))

{

# Testes baseados no teste da razfo de verossimilhangas
Cat(“ .II)
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mTestStats[1:7,1] <~ voutTRV[1:7]

}

else

{
}

# Testes baseados no teste escore
nTestStats[8:16,1]1<~ fScorebased(vbetahatO, dsigma2hatO,mIdent, vunit, mDbar ,dcl, dc2, dc3,vh,

mAux,mV,IN, ip, ik, vy, mX, mZ)

fFailed .MLE <- T

# Testes ndo-construtivos
nTestStats[17:22,1] <- fNonConstruct(vbetahat0,dsigma2hat0,mDtil,mDast,IN, ip, ik, vy, mX,

mZ, icGQ, inLV)

# Valores criticos corrigidos por bootstrap
if (fBoot)
{

vu0 <- vy - mX/*%vbetahatO

for (cj in 1:INBOOT)

vuboot <- sample(vuO, IN, replace=T)

vyboot <- mX)*)vbetahatO + vuboot

# Estimativas de MQO para a amostra de bootstrap

vbetahatOboot <- solve(t(mX)%*/mX, tol=1le-15)%*%t(nX)%*%vyboot

dsigma2hatOboot <- (1/IN)*t(vyboot - mX%*/vbetahatOboot)%#*%(vyboot - mX%*%vbetahatOboot)
vuboothat <- vyboot - mX)*}vbetahatOboot

nTestStatsBoot[1,cj] <- fScoreBoot(vuboothat, mDbar, dsigma2hatOboot)

}

vcvBoot <- quantile(mTestStatsBoot[1,], probs=c(0.90, 0.95, 0.99, 0.995))

}

# Impressdo de resultados
fPrintResults(nTestStats, vcvBoot, dglWhite, dcl, dc2, dc3, fMultip, fBoot,INESTAT, IN, ip, ik, icGQ,
inLV, INBOOT, vy, mX, mZ, fFailed.MLE, irl,ir2, stepmax,steptol, vP)

}# Fin do programa
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