FATORES COMPETITIVOS DE RISCO
SOB O MODELO WEIBULL:
UMA PERSPECTIVA BAYESIANA

Marcos Antonio Coque Jinior

TESE APRESENTADA
AO
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
PARA
OBTENCAO DO GRAU DE MESTRE
EM
ESTATISTICA

Area de Concentragio: Estatistica
Orientador: Prof. Dr. Carlos Alberto de Braganca Pereira

Sdo Paulo, Outubro de 2004



FATORES COMPETITIVOS DE RISCO
SOB O MODELO WEIBULL:
UMA PERSPECTIVA BAYESIANA

Este exemplar corresponde a redag¢io final
da tese devidamente corrigida e defendida
por Marcos Antonio Coque Jinior

e aprovada pela comisséo julgadora.

Banca examinadora:

e Prof. Dr. Carlos Alberto Braganga Pereira (orientador) — IME - USP
e Prof. Dr. Wagner de Souza Borges — IME - USP

e Prof Dr. Dani Gamerman - UFRJ



Agradecimentos

A minha Mae (Miriam) e ao meu Pai (Marcos) pela educagio e apoio que me deram
durante toda a vida. Sem eles nada seria possivel.

A minha namorada (Renata) pelo carinho e compreensio durante o periodo em que
escrevi minha tese.

Ao meu orientador (Prof. Carlinhos) pela confianga depositada em mim.

Aos meus amigos Bianca, Fabio, Jacqueline, Kelly e Priscila pelas nossas conversas na
graduagio que enriqueceram o meu conhecimento em Estatistica.

A todos os professores do Departamento de Estatistica do IME —~USP que contribuiram
para a minha formacao de Estatistico.



Resumo

Existem diversos fatores de risco de falha na vida de um sistema ao mesmo
tempo. Por esta razdo se diz que esses fatores estdo competindo para provocar a falha
do sistema. Neste trabalho estudou-se, sob a perspectiva Bayesiana, a aplicagdo do
modelo de “fatores competitivos de risco” sob o modelo paramétrico Weibull. Métodos
de simulagdo foram utilizados devido & complexidade matematica da distribui¢do
posteriori, mais especificamente o método Metropolis-Hastings. Desta maneira,
probabilidades de interesse e a medida de evidéncia para hipétese precisa (FBST - Full
Bayesian Significance Test) foram calculadas baseadas na amostra gerada pelo método
de simulagdo. Estas medidas auxiliaram no processo decisério de comparagao dos
fatores de riscos. Ao final, analisamos dois conjuntos de dados onde se pode aplicar a
teoria descrita ao longo da dissertacdo.

Abstract

There are many factors of risk of failure in the life of a system at the same time.
For this reason we say that these factors are competing to cause of the failure of the
system. The application of "competing factors of risk model" was studied in this work,
under the Bayesian perspective, with the Weibull parametric model. Simulation
methods were used due to the mathematical complexity of the posteriori distribution,
more specifically the Metropolis-Hastings method. Of this way, the probabilities of
interesting and the measure of evidence to precious hypothesis (FBST - Full Bayesian
Significance Test) were calculated based on the sample generated by the simulation
method. This process helped on the comparison of the factors of risks. Finally, we
analyze two data sets where we could apply the theory described in this thesis.



Capitulo 1

Introducao

No paradigma da teoria da confiabilidade, o intervalo de tempo para a
ocorréncia de um evento relevante é, talvez, o elemento aleatério de maior interesse
para os estudiosos da drea. Estes eventos sdo, na maioria dos casos, indesejaveis e
usualmente chamados de falhas. A sofisticagdo das metodologias de anélise de
confiabilidade permite incorporar informagdes parciais que estio presentes em
observagdes censuradas (ou suspensas ou mesmo omitidas). Informagoes censuradas,
dependendo do tipo de censura, podem fornecer informagdes adicionais sobre o
tempo de vida esperado de um produto.

Na vida de um sistema existem diversos fatores de risco de falha presentes ao
mesmo tempo, por esta razdo se diz que esses fatores estdo competindo para provocar
a falha do sistema. Entende-se que no modelo que se ird descrever, apenas um desses
competidores ¢ o responsavel pela falha do sistema. No restante desse trabalho, por
“fatores competitivos de risco” entender-se-4 o conjunto de fatores de risco de falha
presentes na vida de um sistema.

Néo € raro o uso da palavra “riscos” para, indiscriminadamente, designar a
causa da falha ou a probabilidade de ocorrer a falha. Para evitar confusdo, usa-se
risco para a probabilidade e fator de risco para a causa. Caso haja mais de um fator de
risco presente na vida de um sistema, serd usado o termo “fatores competitivos de
risco”.

O comportamento de falha de um sistema é, na maioria das vezes,
representado pela sua taxa de falha. Essa taxa pode ser crescente, decrescente ou
constante ao longo do tempo, principalmente quando o sistema esti exposto a
diferentes fatores de risco. Assim, ¢ desejavel o uso de um modelo probabilistico que,
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apenas por mudangas nos valores de seus parimetros, possa representar cada uma
dessas situacdes. A familia de distribuigdes Weibull € rica o bastante para representar
todos esses tipos de situagdes. Por esta razao foi escolhida essa familia para o
trabalho de descrever e estudar a confiabilidade de um sistema sob diferentes fatores
de riscos.

Os objetivos desse nosso trabalho sdo os seguintes:

e Descrever o problema da construgdo do modelo de confiabilidade quando
em presenga de fatores competitivos de riscos.

e Usar a familia Weibull como familia de probabilidades do tempo de vida
do sistema quando sujeitos a um fator de risco especifico.

e Combinar a confiabilidade dos itens que compdem o sistema para obter-se
a confiabilidade global do sistema.

e Usar a perspectiva Bayesiana nos processos decisorio de estimagdo e
testes de significincia estatistica.

e Utilizar a metodologia desenvolvida em exemplos reais de aplicagdo que
foram coletados ao longo do trabalho de consultoria de responsabilidade
do autor.

Em modelos complexos como a Weibull, eliciar a distribuigao a priori para 0s
parametros € tarefa ardua, ndo so6 pelo nimero de parametros envolvidos, como
também pela forma da distribuigao. A operagio Bayesiana, “prior to posterior”, é
também de dificil execugdo. Dessa forma, sera utilizado o ja consagrado método de
simulagio MCMC (Monte Carlo via Cadeias de Markov). Especificamente, o método
Metropolis-Hastings sera utilizado intensivamente para alguns problemas de
estimagdo e significancia.

Enfatiza-se aqui o objetivo de estudar, sob a perspectiva Bayesiana, a
aplicagio do modelo Weibull em problemas de confiabilidade sujeitos a fatores
competitivos de risco. Quantidades de interesse para a melhora da confiabilidade
serio avaliadas. Por exemplo, calculou-se a probabilidade de um determinado fator
provocar a morte do sistema antes da possivel a¢do de um outro fator. Calculou-se
também a evidéncia de uma determinada hipotese precisa como a equivaléncia do
efeito de dois fatores de risco. A medida de evidéncia usada ¢ a descrita ¢
desenvolvida em Pereira e Stern (1999).

O Capitulo 2 apresenta as definigoes basicas e a notacdo utilizada no modelo
Weibull. O Capitulo 3 é dedicado a descrigdo do método MCMC com as adaptagoes ¢
ajustes que se teve de recorrer para o este problema especifico. E importante ressaltar

que, embora o método seja bem geral, ele deve sofrer adaptagdes para muitos
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problemas especificos. O Capitulo 4 apresenta as quantidades de interesse, bem como
as suas estimativas e calculos. Finalmente, o Capitulo 5 apresenta dois exemplos onde
se pode exercitar a teoria descrita ao longo da dissertag3o.



Capitulo 2

Fatores Competitivos de Risco sob o
Modelo Weibull

Embora nas amostras observadas de tempos de vida de sistemas, as unidades
amostrais apresentem diferentes fatores (causas) para suas falhas, e mesmo algumas
ndo apresentem falhas, cada fator de risco pode ser estudado separadamente, sem,
contudo, abandonarem-se os tempos de vida daqueles que sofreram falhas por outros
fatores. Isto é, no estudo da distribuigdo do tempo t, de funcionamento do sistema,
até a ocorréncia de falha do sistema provocada por um fator especifico, todas as
unidades amostrais devem contribuir para esse estudo. As diversas distribuigoes
devem ser estudadas separadamente e depois combinadas para a avaliagdo global do
sistema ¢ de seus fatores de risco. O objeto principal da teoria de fatores competitivos
de risco ¢ a distribuicio do tempo de vida de um sistema que esta sujeito,
simultaneamente, a diferentes fatores.

Este capitulo apresenta as defini¢des basicas ¢ a notagdo utilizada na andlise
de tempo de falha, apresentando as relagoes basicas entre a fun¢do acumulada,
densidade e taxa de falha. Na secdo 2.1 sdo apresentadas as principais fungoes de
confiabilidade e como determinar a verossimilhanga na presenga dos dados
censurados. Na sec¢do 2.2 sera definido o Modelo de Fatores Competitivos de Risco e
a funcio verossimilhanga para este tipo de analise. A se¢do 2.3 apresenta a
distribuicio Weibull, bem como sua aplicagio para o Modelo de Fatores
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Competitivos de Risco. Finalmente, na segdo 2.4 definir-se-a a priori ndo informativa
utilizada e a posteriori para os pardmetros sob o modelo Weibull.

2.1 Modelo de Tempo de Falha

Na anélise de dados de confiabilidade ¢ ponto fundamental a caracterizagio da
distribui¢do de probabilidade para o tempo de falha t. Esta distribuigio pode ser
descrita pela fungdo de confiabilidade, pela fun¢do de densidade de falha ou pela
fungdo taxa de falha.

A fungéo de confiabilidade avaliada no tempo t indica a probabilidade que um
elemento da populagio ird apresentar um tempo de vida maior que t,

R(7)@)=P(T>1]0),

onde, & sdo pardmetros do modelo.

A fungdo de distribuigdo acumulada para t, avaliada no tempo t, indica a
probabilidade de um elemento da populagéo de interesse falhar até o tempo t,

F(t]6)=Pr(T <1]0)
Sendo assim R('#/6) ¢ um complemento de F( #/6), portanto R( #/0)= 1-F( /6).

A funcio de densidade de probabilidade para uma variavel T é definida como
a derivada de F(#/6) com relagdo a t: f{ /0)=dF(t/0)/dt . A funcio densidade pode
ser interpretada como uma freqiiéncia relativa dos tempos de falha em fungdo do
tempo.
A fungao taxa de falha é definida como:
Pr(t<T<t+ar|T>t)  f(1]6)
At ~ R(t]0)

Essa func@o expressa a propensdo de falha no proximo intervalo de tempo

h(t| 6)=/Li_n)10

“pequeno”, dado que sobreviveu até o tempo t.
b

A fungdo verossimilhanga dos dados é uma fungdo dos pardmetros do modelo
assumido e a sua forma depende dos dados obtidos (falha ou censura). Na analise de
dados de confiabilidade, se ndo existem dados censurados, a funcio verossimilhanga
¢ somente relacionada a fungdo de densidade f{' #/0), caso contrario a verossimilhanca
esta relacionada com a f{ #/6) e com a R( 1/8).
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Considere n tempos t = (fi ; i=1,2,..,n) com 0s respectivos labels & , definido
0, se t, for tempo censurado.

como, J, =
1,set. for tempo de falha.

Entio a funcio verossimilhanga ¢ dada por,
L(6]1)= D_/‘(r,\&)"" R(t]0)"" 2.1)

onde @ sio os pardmetros de interesse.

2.2 Teoria de Fatores Competitivos de Risco

Em um estudo de confiabilidade ¢ comum que existam diversos fatores de
falha (ou morte) de um sistema, e somente um desses fatores ird causar a falha.
Portanto, se diz que esses fatores competem na vida do sistema. O modelo para o
tempo de vida sujeita a ©sSCS fatores ¢ conhecido como modelo de fatores
competitivos de risco.

Na terminologia da teoria de fatores competitivos, o problema ¢ formulado
como segue. Suponha-se que para um particular individuo de uma populagéo, existam
k (k>2) independentes potenciais causas de falha. Cada membro da populagdo esta
sujeito a k fatores de falha. Isso ¢ chamado de fatores competitivos de risco.

Cada unidade esta exposta a k (k>2) fatores de risco independentes. Um e
somente um ira causar a falha do sistema. Este fator ¢ conhecido como causa da falha.
Suponha-se que Xir, Xiz,...Xy sejam variaveis aleatérias continuas e positivas
denominadas tempos de falha (ou tempo de vida) para uma determinada unidade i
(i=1, 2,..., n) exposta aos j fatores (j = 1, 2,..., k). Em outras palavras, Xj representa o
tempo de vida do i-¢simo individuo sob o j-ésimo fator de risco. Contudo, todos os k
fatores agem simultaneamente, mas como somente um ira aparecer, adotar-se-a outra
variavel aleatoria T=min(Xip Xiz....s ;). Alem disso sera observado o label ¢; que
representa a causa da falha do i-ésimo individuo sob o j-¢simo fator de risco, ou seja:

i

o, =1seo individuo i falhou por j,ouseja T, = X

i
5; =0 seo individuo i ndo falhou por j,ouseja T, # X

ij

Se o i-¢simo individuo nao apresentou nenhuma falha até um determinado

tempo V;, ou seja, T>V;, entdo se considera T.=V; e os labels ¢ desse individuo sdo
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todos iguais a zero. Neste caso, estd-se determinando um tempo de censura (ou
suspensdo) para o i-ésimo individuo.
Considere-se uma amostra de » individuos nas condicdes anteriores. Entio se
t€m disponiveis os dados (7, &1, 812,-.., O1)seees (T Sty Suoe-, Onk)-
Do ponto de vista paramétrico, suponha-se que as varidveis para os k fatores
de riscos independentes sejam continuas e positivas, com parametros G (j=1,...,k), e
considere-se n tempos / = ( ;i = 1, 2,..., n) com os respectivos labels ¢ , entdo a
fun¢do de verossimilhanca sera,
k_.n 5, 1-5,
L(6,-.0.10)=TTT1(1|,)" (1] 6,) 2.2)
j=1"i=l
Pode-se notar que quando se esta analisando um determinado fator J, 0 modelo
de fatores competitivos considera como falha os tempos em que ocorreram falhas
pelo fator j e considera como censura, além dos tempos que nio apresentaram falhas,

os tempos de falha provocados por fatores diferentes de ;.

2.3 Modelo Weibull

A distribui¢do de Weibull foi proposta originalmente por Wallodi Weibull em
estudos de tempo de falha devido a fadiga de metais. Em se tratando de fatores de
falhas, a distribuicio Weibull tem uma notavel aceitagio, pois apenas com mudangas
nos valores dos seus pardmetros ela permite modelar comportamento de falha
crescente, decrescente ou constante ao longo do tempo. Conseqiientemente, o ajuste
do modelo Weibull ¢ razoavel dentro do contexto de fatores competitivos de risco, ja
que cada fator pode apresentar um comportamento distinto para um mesmo sistema.

Nesta se¢o serdo apresentadas as principais fungdes e caracteristicas da familia
de distribui¢do Weibull que possui, na sua forma mais completa, trés pardmetros:

B: Pardmetro de forma (ou inclinagio);

n: Par@metro de escala (ou vida caracteristica);

v: Pardmetro de localizagdo.

Para o tempo t > 0, dados os pardmetros de forma (B>0), escala (n>0) e
localizagdo (y<t), a fun¢do densidade de probabilidade da distribuicado Weibull é
definida por



Fatores Competitivos de Risco sob 0 Modelo Weibull 13

/(] pny)= ﬁ(t—iyjﬁ—l exp{— (ﬂﬂ 2.3)

n

Neste trabalho serd considerado y = 0, portanto a funcdo densidade de
probabilidade da distribuigio Weibull dois pardmetros é dada por

B
/(1] pm)= nﬁ,, e exp[—(éj } 2.4)

Alterando o pardmetro de forma, S, tem-se uma variedade de comportamentos
desta distribuicdo. Alguns valores desse pardmetro sdo casos especiais:

S =1, a Weibull ¢ uma distribui¢io Exponencial;
£ =2, a Weibull ¢ uma distribui¢do Rayleigh;
S =3,6, a Weibull se aproxima de uma distribui¢io Normal;

B =5, a Weibull se aproxima de uma distribuicio Normal com pouca
variabilidade com relagido a média.

O parametro de escala 7 representa aproximadamente o tempo do 63° percentil
do tempo de vida do sistema.

A fungdo de densidade acumulada da distribuigdo Weibull:

F(t| Bg)=1- epr:— (éﬂ 2.5)

A fungdo de confiabilidade da distribuigio Weibull:

R(¢| Bn)=1-F(¢] p) = exp{—(éﬂ (2.6)

A fung@o taxa de falha da distribuigio Weibull é dada por:
h(t| Bm)= 7—7/’% 17 2.7)
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As principais formas da taxa de falha para a distribuicdo Weibull podem ser

descritas por £ <I, taxa de falha decrescente, £ =1, taxa de falha constante e f >1,
taxa de falha crescente.

A média da distribuigao Weibull € dada por:

E(T| Bn)=n" r(%—lj (2.8)

onde I'(x) = T s*'.e” ds

0

2.3.1 Verossimilhanca sob o Modelo Weibull na aplicacao
de fatores competitivos de risco

Considere-se n tempos ¢ = (¢ ; 1 = 1, 2,...,, n) com os respectivos labels ¢
(5=1,2,...,k); suponha-se que para uma populagdo que siga o modelo Weibull, existam
k independentes fatores de falha. Tem-se, entdo, que a verossimilhanga € o produto da
func¢do densidade e da fungdo de confiabilidade. Substituindo-se (2.4) e (2.6) em
(2.2), a fungdo verossimilhanga sob o modelo Weibull ¢ definida,

L(ﬂj’ﬂj| ’)=Hﬁ[f("ﬂp’71 )JI 'R(tl'gf’nf )‘_@j]

k
j=1 i=l

k p t &
L(ﬁp’hl’)= L] U—-ﬂjj'tiﬂj_l -€Xp _[_’)

J

j=li=1
s B o G ¥ Bj " b
L(,Bj,zyjl r):l“[. _ﬂj,-'t"j -exp —(—’—J -0, |-exp —[—’j -(1—5,.].)

J’fi /3,'
%'ff’"' exp| -| - 2.9)
j=li=l 77],’ 77]
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2.4 Definicdo da Priori ndo-informativa e da Posteriori

O processo de estimagdo e testes de significincia sob a perpectiva Bayesiana
baseia-se na fungdo verossimilhanga dos dados e na distribui¢io a priori para a
quantidade de interesse. Quando se espera que a informagdo dos dados seja
dominante, no sentido de que a informagfo a priori é nio-informativa, determina-se a
priori ndo-informativa ou priori de referéncia.

A primeira idéia de “ndo-informagio” a priori ¢ que todos os valores do
pardmetro sdo igualmente provaveis, isto é, representado por uma distribuicdo priori
uniforme. Algumas dificuldades inerentes a essa escolha sdo que a priori é improépria
e ndo invariante para transformagéo de varidveis.

Nio se dara importéncia a eventual impropriedade da distribuigio a priori, pois
o interesse € a distribuigdo a posteriori, e esta €, em geral, propria. Mas é interessante
definir uma priori que fosse invariante, ou seja, o raciocinio que leva a especificagdo
da priori do parAmetro de interesse ser ndo-informativa deveré levar a uma priori nio-
informativa da transformagdo do pardmetro. Entdo seréd utilizada a classe de prioris
nao-informativas propostas por Jeffreys (1961), que é eventualmente impropria,
porém invariante.

Considerando-se que a distribuigdo conjunta da distribuigdo a priori de Beta e
Eta sdo independentes e utilizando-se o conceito proposto por Jeffreys, a fungio
priori para os pardmetros desconhecidos seré

y e — i=1,2,.,k 2.10
7 (B,.m,)ec ,Hlﬁ oG ) (2.10)

Para maiores detalhes, veja-se Zellner (1971).
Considerando-se a priori ndo-informativa baseada na regra de Jeffreys e na
verossimilhanca definida em (2.9), tem-se a seguinte posteriori,

ﬁ(ﬂj,nj|t)oc7r(ﬂj,77j)-[, j,77j|t) 0=12,...,k)

5"1‘ ﬂj

k n 1 1 '6 -1 f.
7 (8.7t ) 11T NP7 exp| | L 2.11)
¥ /l =ll ﬂ ’7] I]Jﬂj ’7]

onde &=1 (6;=0) se a i-ésima observagdo do j-ésimo fator é uma falha (censura).

No processo decisorio de estimacio e testes de significAncia estatistica sob a
perpectiva Bayesiana, é interessante que se conhega a fungdo posteriori como uma
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densidade de probabilidade. Neste caso seria necessario determinar a constante de
proporcionalidade, calculada pela integragio de (2.11) para os pardmetros. Este
calculo ¢ matematicamente complexo e de dificil execugio, mas utilizando-se a forma
funcional da posteriori dos pardmetros, pode-se recorrer a métodos de simulacdo para
os cdlculos das medidas de interesse. A metodologia mais adequada para este
problema ¢ a simulagdo de Monte Carlo via Cadeia de Markov, especificamente o
método Metropolis-Hastings descrito no préximo capitulo.
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Capitulo 3

Monte Carlo via Cadeia de Markov

Os métodos de simulagdo de Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC)
vém sendo largamente utilizados em diversas 4reas e, particularmente, em Inferéncia
Bayesiana, para avaliar a distribuigfio posteriori.

A idéia central deste método ¢ simular uma cadeia de Markov, cuja
distribui¢do estaciondria seja a fungdo de densidade posteriori dos pardmetros de
interesse, onde a geragdo direta é complexa. Uma vez que existam evidéncias de que
a cadeia tenha atingido a convergéncia, tem-se uma amostra da densidade conjunta
dos pardmetros em questdo e, entdo se utilizard essa amostra para aproximar a
distribui¢do posteriori e proceder aos célculos de estimagdo e testes de significancia
bayesianos.

Nas proximas segdes apresenta-se o método para geragdo destas cadeias, bem
como testes para avaliagdo de convergéncia e formagao da amostra.

3.1 Algoritmo de Metropolis-Hastings

Uma forma de gerar valores de uma distribuigdo 7 ¢é utilizando o algoritmo
amostrador de Gibbs ou Metropolis-Hastings.

O amostrador de Gibbs ¢ uma técnica para geragio de uma amostra com base
nas densidades condicionais completas, tendo ele a possibilidade de gerar valores
diretamente, produzindo uma cadeia de Markov que tenha como distribuicéo
estacionaria a densidade posteriori.

No problema de fatores competitivos de risco, utilizando-se a distribui¢do
Weibull, apenas se conhece a forma funcional da posteriori e ndo é possivel gerar
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valores diretamente da distribuigdo condicional dos pardmetros. Neste caso serd
utilizado o algoritmo de Metropolis-Hastings, pois este método permite simular
amostras da distribui¢do 7, da qual é conhecida apenas sua forma funcional.

Para a defini¢do do algoritmo, considere-se uma cadeia de Markov com
nucleo de transigdo p. Para garantir a convergéncia para a distribuicio 7, devem-se
tomar cadeias reversiveis (Gamerman, 1997), isto é, que satisfazem,

m6).p(0y)=ny).p(.6)

O proximo passo € encontrar p(f)y) que satisfaga a condigio de
reversibilidade. Suponha-se que exista uma densidade ¢(8y) da qual se podem gerar
candidatos. Assim, quando o processo estd em 6, essa densidade gera um valor y. No
entanto, quase sempre € e y ndo satisfardo as condigdes de reversibilidade. Pode
acontecer, por exemplo,

6).9(6y)>n(y)-q(».6) 3.1

0 que diz que € se move para y com bastante freqiiéncia e y se move para
@ raramente.

Para a resolucdo desse problema introduz-se uma chance de movimento
a(6y)<l. Assim, a probabilidade de transicdo ¢ dada por p(4,y)= gq( 6y).a(6y). Além
disso, determina-se a(6y) de forma que a condigdo de reversibilidade seja satisfeita,

m6).q(8y).(0y)=n(y).q(,6).a(y,6)

Considerando-se a desigualdade (3.1), é possivel fazer o(y,6) tio grande
quanto possivel (a(y,6)=1), e para a garantia das condigdes de reversibilidade,
define-se a probabilidade aceita¢do como:

a(8,y)= min{M 1 } (3.2)

7(©)-q(y.0)

E claro que se a desigualdade (3.1) for revertida, faz-se a(6y)=1 e a(y,)
como descrito anteriormente. Perceba-se que a((6,y) e oy, 6) balanceiam os dois lados
de (3.1), garantindo a condigdo de reversibilidade, assim a probabilidade de
movimento deve ser dada por (3.2).
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Esta técnica permite gerar valores de uma distribuicdo de interesse
(m(@)) através de uma densidade proposta (g), e entdo aceitar ou rejeitar o valor
gerado (y) segundo uma probabilidade de aceitagio (a(8y)).

Para aplicagdes préticas pode-se utilizar o seguinte algoritmo para geragdo de
cadeias por Metropolis-Hastings:

Algoritmo 3.1

1. Inicie o contador de interagdes em m=1 e estabeleca o valor inicial do
parametro: 9.
Gere um ponto da distribui¢do proposta, y~q(6 ™", . ).
Gere um valor « de uma Uniforme no intervalo 0 a 1, u~U(0,1).
Calcule o valor da probabilidade de aceitagdo segundo (3.2), a0 ™" y).
Se u< a(8™"y), entdo o ponto gerado é aceito e 6™ =y. Caso contrério,
o ponto gerado ¢é rejeitado e & ™= g™V,

5. Incremente o contador de iteragdes, m=m+I e volte ao passo 2 do
algoritmo até que a convergéncia tenha sido atingida.

O sucesso do método depende de uma densidade ¢ facil de simular, de
convergéncia da simulagdo e de taxas de aceitagio ndo muito baixas. A taxa de
aceitagdo ¢ definida como a razdo entre o niimero de vezes que se aceita o valor
proposto (y) e o nimero total de simulagdes. Gelman, Roberts e Gilks (1996)
apontam para uma taxa de aceitagcdo de 20% a 50%.

No algoritmo acima a densidade de interesse 7 sé interfere através da razio
da probabilidade de aceitagdo. Em particular, como 7 é a densidade posteriori, ndo ¢é
necessario que se conheca o valor de sua constante de proporcionalidade; basta
apenas sua expressao funcional.

Outro ponto importante é que ndo existem regras definidas para a escolha da
distribuig@o ¢; algumas premissas é que o suporte da distribuicdo proposta cubra o da
distribuigdo de interesse e que a geragdo seja direta. Entretanto, existem alguns casos
particulares para o algoritmo de Metropolis-Hastings, sendo os seguintes os mais
usuais:

Cadeia Independente: Este algoritmo pressupde que a transicio proposta seja
independente da posicdo anterior da cadeia. Desta forma, q(v,0)=q(y), entio a
probabilidade de aceitagéo dos valores gerados reduz-se a:
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| 7(y)/q(y)
a(@,y)z mln{ﬁj,l }

Cadeia Simétrica: O algoritmo original de Metropolis pressupde simetria da
densidade proposta, ou seja, ¢(6,y)=q(y, §). Desta forma, a probabilidade de aceitacdo

fica da forma:
a(6’, y)= min{iy) 1}

7(0)’

Sera utilizado o algoritmo de Cadeia Independente para o pardmetro Beta, e
Cadeia Simétrica para o parametro Eta, pois os resultados de simulagdo foram mais
eficientes quanto a convergéncia da distribuigio 7 quando utilizados esses casos
particulares.

Para a aplicagdo do Algoritmo 3.1 utilizou-se a distribuigio Gamma como
densidade proposta g, pois esta apresenta como suporte valores estritamente positivos
e apresentou resultados satisfatorios quanto a convergéncia.

A densidade da distribui¢do Gamma é definida por

bll
q()'| a,b)= @ y*exp(=by), y>0 (3.3)

Os pardmetros da Gamma (a,b) serdo determinados de tal forma que a média
serd a estimativa de méxima verossimilhanga (EMV) do parametro de interesse, e a
variancia (VAR) sera determinada com o objetivo de controlar-se a taxa de aceitagao
do método, pois se houver uma densidade muito dispersa, os candidatos gerados
estardo longe do valor atual, portanto, havera baixas probabilidades de aceitacdo e
conseqiiente baixa taxa de aceitagdo. Por outro lado, se a dispersio ¢ reduzida por
demais, a cadeia fara movimentos pequenos com alta taxa de aceitacdo. Portanto, a
varidncia serd determinada de forma a obter-se uma taxa de aceitagdo em torno de
20% a 50%, conforme sugerido por Gelman, Roberts e Gilks (1996).

Para distribui¢do Gamma definida em (3.3), E(Y)=a/b e Var(Y)=a/b’, entdo a
escolha dos parametros serd da seguinte forma:

L (EMVY y_ EMV
VAR VAR
Com essa escolha de a e b, tem-se que E(Y)=EMV e Var(Y)=VAR.
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3.2 Verificacio de convergéncia

A monitoragdo da convergéncia de cadeias de Markov pode ser feita,
informalmente, por meio de técnicas gréficas. Podem-se, por exemplo, observar
meédias ergodicas dos valores gerados em busca de comportamento assintético. No
entanto, as técnicas graficas podem indicar uma constincia nio tio evidente caso uma
outra escala seja escolhida para os graficos, o que conduz ao desenvolvimento de
procedimentos formais para avaliagio da convergéncia.

Neste trabalho foram utilizados dois procedimentos de teste para
convergéncia: um informal, através das médias ergédicas, e um procedimento formal,
através do teste de Gelman e Rubin.

3.2.1 Grafico das Médias ergddicas

As primeiras simulagSes dependem dos valores iniciais dos pardmetros. Essa
etapa de iteragdes pré-convergéncia ¢ conhecida como periodo de aquecimento da
cadeia ou periodo de burn-in. Uma proposta informal de convergéncia é a verificacdo
grafica das médias ergddicas de uma cadeia ao longo das iteracdes. Através deste
grafico pode-se determinar o periodo de aquecimento e entdo serem excluidos esses
valores iniciais.

Defini¢do 3.1 — Teorema Ergédico: Seja #(@) uma fungio dos pardmetros, as médias

ergddicas (7,,) onde,

m

P o= Lf:r( 0”’), m=1273,

"

mi=l
convergem quase certamente para E//(6)] quando J=>». O grafico de médias
ergodicas € definido como a plotagem de 7, ao 1ongo das iteragdes. Entdo, a
convergéncia pode ser verificada se esse grafico, apds um periodo inicial, apresentar
um comportamento assintotico.
Embora essa técnica seja univariada, ela pode ser aplicada a posteriori como

um todo bastando para isso tomar #(¢) como funcio da posteriori. Para verificar a
convergéncia através do grafico de médias ergodicas sera definido #(@)=-2log =(8),
pois a posteriori € o nosso objetivo central, além disso -2/og 7(8) é um bom resumo
da posteriori.
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3.2.2 Teste de Gelman e Rubin

Gelman e Rubin (1992) sugerem um teste baseado em técnicas de analise de
varidncia. Partindo-se de m cadeias paralelas de tamanho n, com trajetorias
Jitfizseenofin, para i=1, 2,..., m, iniciadas em pontos sobredispersos em relagio a
distribui¢do de interesse, o teste fornece indicios de convergéncia se a varidncia entre
as cadeias, Vg, for menor que a varidncia dentro das cadeias, Vp. Estas varidncias sio
definidas a seguir:

"_$(7-7)

I St
E
m—1ia

1 m n

V,)=mzz(f,--—7,-f

i=l j=1

onde f; € a média das observagdes da cadeia i, i=1, 2, ..., m e f € amédia de todas

as observagdes. Um estimador consistente (Gamerman, 1997) para a varidncia de /'é
dado por,

V:(l—l]-VDJ{lJ-VE
n n

De acordo com Gamerman (1997), enquanto as cadeias ndo tiverem
convergido, ainda havera influéncia dos pontos iniciais, que foram escolhidos de

forma a ter dispersdo maior que f; portanto, ¥ superestima a verdadeira varidncia. Em
contrapartida, antes de se atingir a convergéncia, Vp subestimaria a verdadeira
variancia, visto que cada cadeia ndo teria coberto adequadamente todo o espaco de
estados.

Um indicador de convergéncia pode ser a redugfo potencial de escala. O fator
de redugdo é dado por

R= |V
V

D
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Quando 7 —> o, ambos os estimadores convergem para o valor exato da

varidncia de f'e R —1. Devem-se aceitar indicios de convergéncia se os valores
obtidos para a estimativa de R forem menores que 1,2. O critério anterior nio
assegura convergéncia, mas fornece indicios bastante confiaveis.

3.3 Formacio da amostra

r

Um dos aspectos bésicos do amostrador Metropolis-Hastings ¢ a regra de
formagdo da amostra. A seguir sera apresentada uma forma de realizar essa tarefa.

Serdo geradas trés cadeias de tamanho n iniciadas em pontos diferentes, e para
cada cadeia foi construido o grafico de médias ergoddicas e verificada a convergéncia
informalmente, determinando a partir de qual iteragdo a cadeia apresentou indicios de
convergéncia. Entdo, os valores pré-convergéncia serdo excluidos de cada uma das
trés cadeias. A seguir aplicar-se-4 o teste de Gelman e Rubin como procedimento
formal de verificagdo da convergéncia.

Apos a verificagdo da convergéncia, os valores gerados em cada cadeia
formam uma cadeia de Markov e, portanto, ndo sdo independentes. Uma maneira que
acomoda independéncia ¢ tomar como elementos constituintes da amostra valores
gerados pelo amostrador espagados de algumas iteracdes. A forma mais usual para
determinar-se um numero apropriado de espagamento ¢ calcularem-se as
autocorrelagdes em cada série e testar a partir de que ordem podem-se assumir
autocorrelagdes nulas. No contexto de autocorrelacdes, o espacamento € conhecido
como Lag, entdo se utilizard a denominagdo Lag para designar-se a ordem de
i})teragﬁo com correlagdo ndo significativa.

Uma amostra ¢ formada tomando-se os valores espagadas de Lag iteragdes
para cada uma das cadeias, e entdo todos os valores gerados de cada uma dessas
cadeias s3o provenientes essencialmente da mesma distribuicdo de equilibrio 7.
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Capitulo 4

Processos Decisorios utilizados na Teoria
de Fatores Competitivos de Risco

Este capitulo descreve os procedimentos de estimagio e testes de significancia
estatistica para a comparagdo entre os fatores competitivos de risco. Iremos
considerar a comparagao entre dois fatores independentes, ou seja, k=2.

Trés procedimentos serdo definidos: a comparagdo entre tempos futuros de
falha, comparagio da confiabilidade sob os fatores de riscos e a medida de evidéncia
para uma hipétese precisa, o FBST (Full Bayesian Significance Test).

4.1 Comparacio entre tempos futuros de falha

Considerem-se dois fatores competitivos de risco, o fator 1 e o fator 2 (j = 1, 2),
n tempos observados, £ = (f; ;i =1, 2,..., n) com os respectivos labels ;. Tem-se entdo
Y) e Y», respectivamente, o tempo de falha futura pelo fator 1 e o tempo de falha
futura pelo fator 2, porém somente um dos fatores ira provocar a falha do sistema.
Entdo se define o seguinte funcional:

‘)

p(YI,Yz(t):PI‘(Y, <l

Ou seja, a probabilidade da falha do sistema ocorrer primeiro pelo fator 1.
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Para calcular-se este funcional, ¢ necessario definir-se primeiramente a fungio
preditiva posteriori. Se Yj ¢ um tempo futuro de falha para um fator Jje g=(8.n)
seus pardmetros, entdo a fungdo preditiva é definida por

CADE If( ‘9) t9|t)

onde f('Y;/ 6;) ¢ a fungio densidade Weibull e (6, /¢ ) é a fungio posteriori.
Pode-se determinar o funcional p por

p (%o 1) 0)= [[1(x <5) £(¥] 1) £(x] 1) ar, av,

A fungdo / (Y;<Y) representara a fun¢do indicadora definida como,
0,seY >Y,
(Y, <1)= { )

lLse¥ <%,

O calculo desta probabilidade ndo pode ser determinado analiticamente, por
isso esta probabilidade sera determinada utilizando-se os valores dos pardmetros
gerados pelo método Metropolis-Hastings. A seguir, a definicdo do procedimento de
calculo.

Algoritmo 4.1 — Observe que p pode ser expresso como a esperanga posterior da
fungdo 1(Y;<Y,), ou seja, p=E[I(Y;<Y,)/t]. Portanto com base em uma amostra dos
parametros, de tamanho M, gerada pelo método Metropolis-Hastings para cada fator

de risco, 6;=(f;,77) , ou seja, a i-ésima amostra gerada dos pardmetros para o j-ésimo
fator (i=1,2...,M e j=1,2).

1. Gera-se amostra Uy, (i=1,2...,M e j=1,2) de uma distribuicio Uniforme entre
ZEero e um.

2. Para cada 6=(f;,ny) e Uy, utilizando-se o método de Monte Carlo, gera-se
um tempo de falha para os dois fatores com base na distribuigdo acumulada da
distribuicao Weibull, ou seja,

1

1
= [_ ln(Un)]ﬂ—" My e Y,= [_ ln(UiZ)]E i
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3. Para determinar-se p ¢ calculada a propor¢io do niimero de vezes em que o
tempo de falha sob fator 1 (¥;;) é menor que o tempo de falha sob fator 2 (Yi2)

para as M amostras, ou seja,
%

p(1.1) 1)~ =

=

K¥, <¥,)
M

™M

4.2 Comparacio da Confiabilidade sob os Fatores de Risco

Considerem-se dois fatores de risco, o fator 1 e o fator 2, (G =1, 2), n tempos
observados ¢ = ( ; i = 1, 2,..., n) com os respectivos labels &;. Tem-se entio
R(T/B1,m1) =Ri(T) e R(T/S>,172)=Ra(T), respectivamente, a fun¢do de confiabilidade
no tempo T sob o fator 1 e a fungdo de confiabilidade no tempo T sob o fator 2.

Entdo se define a seguinte medida:

(7|t )=Pr(R (1)< R,(T)| 1)
que ¢ a probabilidade da confiabilidade no tempo T sob o fator 1 ser menor que a
confiabilidade no tempo T sob fator 2.

Pode-se determinar a medida x da seguinte maneira:

K<T| ! ): ???EI[RI(T) < RZ(T)]'ﬂ(ﬂwﬂlquUzl t) dpdn,dp,dn,

A fung@o / (R (T)<Ry(T)) representara a fungio indicadora definida como

1(R,(T) < R,(T)) = { ? :: ,: 'g))j 122((;))

O calculo de x ndo pode ser determinado analiticamente, por isso esta
probabilidade sera determinada utilizando-se os valores dos parametros gerados pelo
método Metropolis-Hastings.

Algoritmo 4.2 - Observe que x pode ser expresso como a esperanca posterior da
fung¢do I(R;(T)<Ry(T)), ou seja, k=E[I(R;(T)<R(T))/t]. Portanto com base em uma
amostra dos pardmetros, de tamanho M, gerada pelo método Metropolis-Hastings
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para cada fator de risco, €;=(f;,7;) , ou seja, a i-ésima amostra gerada dos
parametros para o j-ésimo fator (i=1,2....M e j=1,2).

1. Para cada 6;=(fj,77;) da amostra gerada e dado um tempo 7, calcula-se a
confiabilidade sob os dois fatores com base na fungo confiabilidade Weibull,
ou seja,

R(T)=R(T| pyny)= exp[— [Ul)ﬂ }RZ(T) = R(T| Bsin) = exp{— (l]ﬂ'z}

il i2

2. Para determinar-se x ¢ calculada a propor¢io do numero de vezes em que a
confiabilidade no tempo 7 sob o fator 1 é menor que a confiabilidade no
tempo T sob o fator 2, para as M amostras,

gI[R(T| lBil”]il)< R(Tl ﬂm’]n)]
M

l%(T't)z

4.3 Medida de Evidéncia Bayesiana,
FBST (Full Bayesian Significance Test)

O procedimento para o calculo do FBST foi proposto por Pereira e Stern (1999).
Eles consideram uma medida de evidéncia Bayesiana para testar uma hipétese
precisa, ou seja, uma hipétese paramétrica com medida de Lebesgue nula baseada no
calculo da probabilidade posterior de uma regido do espago paramétrico.

Defini¢ao: Considere-se uma variavel aleatéria X, que, quando observada, produza os
dados x. O espago estatistico € representado pela tréplica (E, A, ®) onde E ¢ o espago
amostral, o conjunto de possiveis valores de x, A é a familia de subconjuntos
mensuraveis de = e ® ¢ o espago paramétrico.
Considere-se entdo:

- Um subconjunto ®, de ® ¢é de interesse.

- Uma densidade posteriori de 8, dada a observacio x, ﬂ(&l.\')

- A medida T(x) = {96@372’(9| x)> supo, ﬂ(@lx)}.
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A medida de evidéncia FBST é definida como:
EV(©,,x)=1-Pr[ 6 e T(x)| x]

De acordo com Pereira e Stern (1999), um valor grande da EV(@O,x)

significa que o subconjunto @, cai em uma regido do espago paramétrico de alta
probabilidade posterior, portanto, os dados favorecem a hipétese nula. Por outro lado,
um valor pequeno da EV(@O,x) indica que @ esti em uma regido do espago

paramétrico de baixa probabilidade posterior, portanto, os dados levariam a
desacreditar da hipotese nula. Discussdes mais detalhadas sdo encontradas em
Pereiras e Stern (1999) e Madruga (2002).

Neste trabalho serd calculada a medida de evidéncia FBST para as seguintes
hipoteses:
e Hipétese de igualdade dos pardmetros dos dois fatores de risco.

(EV[(IBI :ﬁ2)(771 =772)’t ])

e Hipotese de igualdade dos tempos médios de falha dos fatores de risco.
(EVIE@|B,m,)= E@B,, )t )

* Hipotese da confiabilidade sob o fator j em um tempo T ser igual a um

valor ﬁxp C.

(EV[R(T|B,m)=C.1]).

4.3.1 Hipdtese de Igualdade dos Paraimetros dos Dois
Fatores de Risco

Considerem-se dois fatores de risco, o fator 1 e o fator 2, (G =1, 2), n tempos
observados 7 = (¢ ; i = 1, 2,.., n) com os respectivos labels &;. O interesse é
determinar-se a medida de evidéncia FBST para a hipotese do Beta do fator 1 ser
igual ao Beta do fator 2 (f,=f) e o Eta do fator 1 ser igual ao Eta do fator 2

(m1=m2).
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Seja = (B, n1, B>, 172) o pardmetro de interesse, e @= {: S, n;, S ;> 0)
0 espago parametrico. A hipétese de interesse determina o seguinte subconjunto do
espago paramétrico Oy= {0 € O: =L, n,=n,}.

Sendo 7 (B,,m,, 55,1, t) a densidade posteriori de 6, dadas as observacdes

amostrais e T(t) = {0 €B: 72'( «9[ t )> SUpg, 7r( BI t )}, entdo a medida de evidéncia
FBST ¢ dada por:

EV[(B =B) i =m)1 ] = 1~T(I;r 1 Botho| £ )dB, di, dp, dn, .

O calculo desta medida ndo pode ser determinado analiticamente, por isso o
FBST sera determinado utilizando-se os valores dos pardmetros gerados pelo método
Metropolis-Hastings.

Algoritmo 4.3 - Observe que a medida de evidéncia FBST pode ser €Xpresso como
um menos a esperanca posterior da fungdo (@ eT(z), ou seja,
EV[@yt]=1-E[I(6 € T(1))/t]. Portanto com base em uma amostra dos pardmetros, de
tamanho A, gerada pelo método Metropolis-Hastings para cada fator de risco,

gi.z(ﬂih 77i11 /Bi.23’7i.7) 5 (121 12"':A/1)'

1. Determinar o valor maximo da posteriori 7z (ﬁ,,n,, B, | t ), sob a restri¢do

da hipotese de interesse, no caso @ = {0 €@ : =P, 11=12}, ou seja,

encontrar o valor de supg, 7r( 9] t )

2. Para cada 6.=(fu, 1, fi,7i2), (i=1,2...,M) da amostra gerada, calcula-se o
valor da densidade posteriori 7z (3,7, ’,Biz”hz' t )

3. Para determinar a medida de evidéncia E V[(,BI =4,) 1, =1, )t ], ¢ feita a
propor¢gdao do numero de vezes em que o valor da posteriori
T ],77,,,62,772| t ), para as M amostras, ¢ menor que o valor de
Supg, 7r(6’[ t ), ou seja,

M

R ZI[” il’nil’ﬂi2’77i2|r)<sup00 ”(€|t)]
EV[(IHI = ﬂz)(’h = 772)>’ ]z &= M
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4.3.2 Hipotese de Igualdade dos Tempos Médios de Falha
dos Fatores de Risco

Considerem-se dois fatores de risco, o fator 1 e o fator 2, (j = 1, 2), n tempos
observados ¢ = ( ; i = 1, 2,..., n) com os respectivos labels 0j. O interesse €
determinar a medida de evidéncia FBST para a hipotese do tempo médio de falha do
fator 1 ser igual ao tempo médio de falha do fator 2, ou seja,

E(Tlﬂ,,ﬂ,)=E(T|ﬂ2,772).

Seja 8= (B, ni, Bo, 172) o pardmetro de interesse, e @= {0: B, n1, fo. 172> 0)
0 espago paramétrico. A hipétese de interesse determina o seguinte subconjunto do
espago paramétrico @ = {0 €O : E(T|,B,,77,)= E(7|B,,7,)} Utilizando-se a equagio

(2.8), pode-se reescrever da seguinte maneira:

O o= {He 0: 7, r(ﬂ'T”:lJ =1, r[—ﬁﬂjl]}

Sendo 7 \f,,7,, ﬂz,nzl t) a densidade posteriori de 6, dadas as observagdes

amostrais t e 7(t) = {6’ €O: 7r( 6?| t )> Supg, 71( H| t )}, entdo a medida de evidéncia
FBST ¢ dada por

EV[U] r[%) =1 'r(ﬂfg-l_l]at } =1- fﬂ(ﬂpqlaﬂzaﬂzl t )dﬂl dn, dp, dn,
7(r)

1 2

O cadleulo desta medida ndo pode ser determinado analiticamente, por isso a
medida de evidéncia serd determinada utilizando-se os valores dos pardmetros
gerados pelo método Metropolis-Hastings.

Algoritmo 4.4 - Observe que a medida de evidéncia FBST pode ser expresso como
um menos a esperanga posterior da fungio [(@eT(r), ou seja,
EV[@t]=1-E[1(8 € T(1))/t]. Portanto com base em uma amostra dos pardmetros, de

tamanho M, gerada pelo método Metropolis-Hastings para cada fator de risco,

QiA:(ﬁiI: nii, /Bi?; 77[2) 5 (I:l ,2...,M).
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1. Determinar o valor maximo da posteriori ﬁ(ﬁ,,m, ,Bz,ry2| t ), sob a restri¢do

da hipotese de interesse, no caso &= {0 e@: 7, F(M] =1, F(MJ }
B

1 2

ou seja, encontrar o valor de sup, 7| @]z ).
] 0

2. Para cada 6,=(fis,ni1, fizsi2), (i=1,2...,M) da amostra gerada, calcula-se o
valor da densidade posteriori 7 ,.,,77,.,,,6’,.2,77,.2| t )

3. Para determinar a medida de evidéncia EV[E(T|,B,,)7,): E(T|,B2 ,772),t ], ¢ feita

a propor¢do do numero de vezes em que o valor da posteriori

ﬁ(,ﬁ,,nl,ﬁz,ryzlt), para as M amostras, ¢ menor que o valor de

SUp,, 72'(9|1‘ ), ou seja,

N _Af:[[”(ﬁmﬂmﬂizﬁizlt)<suP9,, 7[((9'[)]
EV[E(TIﬁ,,U,): E(Tlﬂz’nz)’t ]z = M

4.3.3 Hipotese da Confiabilidade sob o Fator j em um
Tempo T ser igual a um Valor Fixo C

Considere-se um dos fatores de risco j, (j = 1 ou 2), n tempos observados ¢ =
(#i ; i=1, 2,..., n) com os respectivos labels &;. O interesse é determinar a medida de
evidéncia FBST para a hipétese da confiabilidade sob o fator j em um tempo T ser
igual a um valor C, onde C é um valor fixoentre O e 1, EV[R,-(T|ﬁj, 7]j)= C,t ]

Seja 6=(f3, 1) o pardmetro de interesse, e @ = {€ : 3, 1, > 0) o espago
parametrico. A hipétese de interesse determina o seguinte subconjunto do espaco

paramétrico @) = {f € @ : Rj(T ‘,Bj,ryj)z C'} Utilizando-se a equagdo (2.6), pode-se
reescrever da seguinte forma:
T
1

[=n(C)lsr

O¢=10€0:p, =
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Sendo E(ﬂ 1% j| t) a densidade posteriori de 9=(/3, 7;) do fator j, dadas as

observagdes amostrais f e 7(t) = {9 €®: 7[( 9] t )> Supg, 72'( 0’ t )}, entdo a medida

de evidéncia FBST ¢é dada por
EV[RJ(Tlﬂj”7j)= C,t ]=1“T([’;f(ﬂp’7j| d )dﬂj dn;

O calculo desta medida ndo pode ser determinado analiticamente, por isso o
FBST para esta hipoteste serd determinado utilizando-se os valores dos pardmetros
gerados pelo método Metropolis-Hastings.

Algoritmo 4.5 - Observe que a medida de evidéncia FBST pode ser EXPresso como
um menos a esperanca posterior da fungdo (@ e T(t), ou seja,
EV[@yt]=1-E[1(6 € T(1))/t]. Portanto com base em uma amostra dos pardmetros, de
tamanho A, gerada pelo método Metropolis-Hastings para um dos riscos de falha Js

0=y, (=1,2...M) e = 1 ou )

. Determinar o valor maximo da posteriori ﬂ(ﬂj,ﬂ j| t ), sob a restricdo da

. ; r .
hipétese de interesse, no caso @ (= 0e®:n,=——————}, ou seja,

1
[-1n(C)}s;
encontrar o valor de supg, 7r( 0 | t )
2. Para cada G;=(fy,ny), (i=1,2...,M),(j = 1 ou 2) da amostra gerada, calcula-se a

o valor da densidade posteriori 7 (ﬂij,n,.jl t )
3. Para determinar a medida de evidéncia EV[R,(T |ﬁj~, 77,-)= C,t ], ¢ feita a
propor¢do do nimero de vezes em que o valor da posteriori 7 (ﬂy,77ij| t ) para

as M amostras, é menor que o valor de sup o, 7r( 9| t ),

M

. Z/’[zr(ﬂ,.j,77,.j|t)<sup9o zz'(é?lt)]
EV[RJ(T‘ﬂj”h):C”]z':] M
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Capitulo 5

Aplicacgoes

Neste capitulo se exercitard toda a teoria descrita anteriormente através de
dois exemplos. A aplicagdo 1 foi desenvolvida com base em dados reais de
consultoria, onde apenas os nomes das falhas e do sistema foram alterados para
manter sigilo. E a aplicagéo 2 foi feita com dados do artigo Meeker (2002).

Como ndo ha implementado em nenhum software a maioria dos algoritmos
descritos neste trabalho, todos os célculos e estimativas foram desenvolvidos pelo
autor através do software R.

5.1 Aplicagao 1

A bomba HDR-750CV fornece refrigeragdo aos mancais de uma prensa que
esta posicionada ao lado de um forno a 980 °C. A bomba também fica proxima ao
forno e, portanto, sujeita a alta temperatura, por isso a degradagdo de alguns
componentes da bomba € freqliente. A prensa mencionada trava frequentemente, pois
a bomba apresenta dois fatores de risco de falha:

Fator A: Degradacdo da vedagdo do rotor;
Fator B: Degradacéo da lubrificacio.

A empresa possui dados de falha da bomba em questo, onde algumas falhas
sao devido a degradagdo da vedagdo do rotor (fator A) e outras falhas, por degradacio
da lubrificagdo (fator B), os dados estdo apresentados na Tabela 5.1.
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Tabela 5.1 - Historico de falhas da bomba HDR-750CV

) Fator de . Fator de . Fator de . Fator de
Dias Risco Diag Risco Dias Risco Dias Risco
310 B 665 B 850 B 1400 A
320 A 670 A 870 A 1420 B
360 B 675 A 880 B 1430 A
380 B 690 A 930 A 1490 B
450 A 720 B 950 B 1540 B
525 B 730 B 1010 A 1660 B
530 B 800 A 1150 A 1740 A
565 A 810 A 1230 A 1850 B
620 A 810 B 1370 A 1930 B
648 A 840 A 1380 A

A - Degradagdo da vedagio do rotor
B - Degradacdo da lubrificagio

O interesse da empresa ¢ conhecer qual é o fator de risco mais critico para a
falha da bomba, para isso se determinara p ( Y ,,Y;| t ) e saber se existe equivaléncia
do efeito dos dois fatores de risco, neste caso se calculard a medida de evidéncia
FBST para a hipotese de igualdade dos paridmetros do fator A e B, ou seja,
(B, = Bs)n, = 1) Outras medidas serfo calculadas para auxiliar a concluséo.

Considerando-se que existem dois fatores de risco, A e B (k=2), o primeiro
passo € determinar a fung@o posteriori dos parametros. Utilizando-se a priori definida
em (2.10) e o modelo Weibull, tem-se a posteriori conforme descrita em (2.11) para
estes dados:

L[ 8 K ’
”(18_4:’7‘4’183»7719“)“““[ ¢ J ( jr -tiﬂ-’_'] -exp _(f_,]

==\ By oy ) \\ ) )

O calculo analitico de p ( YA,YBI t ) ¢ de dificil execugdo, para isso sera gerada

uma amostra da posteriori através do método Metropolis-Hastings, conforme descrito
no Capitulo 3.

A densidade proposta (q) para a geragdo dos valores candidatos serd uma
densidade Gamma e os seus pardmetros (a, b) serdo definidos de tal forma que a
média desta distribuicdo seja igual ao valor da estimativa de maxima verossimilhanca
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do parAmetro e a varidncia igual a um valor tal que taxas de aceitagdo fiquem em
torno de 20% a 50%. Os resultados obtidos estdo na Tabela 5.2:

Tabela 5.2 - Estimativas de maxima verossimilhanca e varidncias utilizadas no método
Metropolis-Hastings e os Pardmetros da fun¢io Gamma

Estimativa de
Parametros maxima Variancia a b
verossimilhanga
Beta do fator A (B,) 2,36 3 1,85 0,79
Eta do fator A (n,) 1408,90 130000 15,27 0,01
Beta do fator B (3p) 2,29 3 1,75 0,76
Eta do fator B (n) 1510,17 130000 17,54 0,01

Serdo geradas trés cadeias com 10.000 iteragdes e iniciadas de pontos
distintos, seguindo o Algoritmo 3.1, do Capitulo 3. Na Tabela 5.3 estio os valores
iniciais de cada cadeia e as taxas de aceitacio obtidas.

Tabela 5.3 - Valores iniciais dos pardmetros e taxas de aceitacdo

Cadeia 1 Cadeia 2 Cadeia 3
Parametros Valor | Taxade | Valor | Taxade | Valor | Taxade
inicial |aceitagdo| inicial |aceitagdo| inicial aceitacdo
Beta do fator A (B,) 4 27% 4 28% 0,5 27%
Eta do fator A (n,) 3000 43% 1000 43% 3000 43%
Beta do fator B (Bg) 0,5 28% 0,5 27% 4 28%
Eta do fator B (1) 500 49% 3000 49% 1000 47%

Para cada uma das cadeias foi verificada a convergéncia através do grafico de
medias ergodicas conforme descrito no tépico 3.2.1. Os gréficos estdo no Apéndice
A. Pode-se verificar que a partir'da iteragdo 2.500 a cadeia apresenta convergéncia,
entdo os 2.500 pontos iniciais gerados serdo excluidos de cada cadeia (periodo de
aquecimento) para a formac@o da amostra final.
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Apods a exclusdo das iteragdes pré-convergéncia, foi aplicado o Teste de
Gelman e Rubin (apresentado na se¢do 3.2.2) para verificar se as trés cadeias

apresentavam indicios de convergéncia. Obteve-se entio R = 1,0006. Este valor traz
grandes indicios de convergéncia para a densidade posteriori dos pardmetros.

Em seguida, foi verificado se existe correlagio dentro de cada uma das
cadeias. Os gréficos de autocorrelagdo estio no Apéndice A, onde se pode verificar
que a cadeia 1 apresenta correlagio significativa até o 7° Lag, a cadeia 2 até o 9° Lag
e a cadeia 3 até o 12° Lag. Apos excluir as iteracdes com autocorrelagdo, tem-se uma
amostra final de 2.265 valores dos pardmetros da posteriori.

Para verificar-se o resultado da simulagdo, na Figura 5.1 e 5.2, estio plotados,
respectivamente, os valores simulados dos pardmetros dos fatores A e B e as curvas
de nivel da posteriori dos pardmetros dos fatores A e B.

Eta do Fator A
1600 1800 2000
! ! 1

1400
|

1200
L

1000
1

1.5 20 25 3.0 35 4.0

Beta do Fator A

Figura 5.1 — Gréfico dos parametros do fator de risco A gerados pelo método
Metropolis-Hastings e Curvas de nivel da posteriori dos pardmetros do fator A.
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Ela do FatorB
1800 2000 2200 2400
1 1 1 1

1600
L

1400
1

1200
1

15 20 25 3.0 35
Beta do Fator B

Figura 5.2 — Grafico dos pardmetros do fator de risco B gerados pelo método
Metropolis-Hastings e Curvas de nivel da posteriori dos pardmetros do fator B.

Em ambos os graficos podem-se verificar que o resultado da simulagio foi
bastante satisfatorio, pois os pontos acompanham a tendéncia das curvas de nivel.
Com base nessa amostra gerada da densidade posteriori, far-se-do as estimativas e
céalculos de interesse.

Utilizando o Algoritmo 4.1 descrito no capitulo 4, pode-se determinar a
probabilidade do fator A promover primeiro a falha do sistema:

p(1,.7,1)=05321

Utilizando-se o Algoritmo 4.2 descrito no capitulo 4, pode-se determinar
probabilidade da Confiabilidade sob o fator A para um dado tempo T ser menor que a
Confiabilidade sob o fator B. Na Tabela 5.4 apresenta-se o valor de x para varios
valores de tempo T, e na Figura 5.3 estd o grafico com os valores plotados.
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Tabela 5.4 — Valores de #( T'| ¢ Ypara diferentes valores de T

T /c( T | t )

10 0,4649
100 0,4764
200 0,4962
300 0,5174
400 0,5347
500 0,5523
600 0,5687
700 0,5828
800 0,5974
900 0,6102
1000 0,6406
1100 0,6675
1200 0,6870
1300 0,6958
1400 0,7007
1500 0,7077

070

0.60 e

0.50 o

0,40 -

Probabilidade da Confiabilidade sob o Fator A
ser menor que a Confiabilidade sob o Fator B

0.30

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500
Tempo (horas)

Figura 5.3 — Grafico dos valores da Probabilidade da Confiabilidade sob o fator A ser
menor que a Confiabilidade sob o fator B para diferentes tempos.
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Para verificar-se se ha equivaléncia do comportamento de falha do fator A e
do fator B, serd calculada a medida de evidéncia FBST. Utilizando-se o Algoritmo
4.3, obteve-se:

EAV[(;BA = Bs) (1, =115)r1 ]: 0,9894

O FBST comprova (confirma) a hipétese de igualdade dos pardmetros com uma
evidéncia de 0,9894.

Sera calculado o FBST para a hipotese de igualdade dos tempos médios de
falha dos riscos A e B. Utilizando o Algoritmo 4.4, obteve-se:

EVIEB,m,) = E(T|B,.m,) 1 | = 0,9894

O FBST confirma a hipétese de igualdade das médias com uma evidéncia de 0,9894.

Conclusio

Através da medida [7(Y 4,YB| t )= 0,5321, pode-se verificar que existe uma
probabilidade de 0,5321 de o fator A provocar a falha do sistema antes da possivel
acdo do fator B.

Analisando a probabilidade 12( T | t ) ao longo do tempo, pode-se observar que

a partir do tempo 210 a probabilidade de a confiabilidade sob o fator A ser menor que
a do fator B é maior que 0,50. Portanto, a partir de 210 dias existe uma probabilidade
maior de 0,50 de o fator A apresentar a menor confiabilidade do sistema.

Para se verificar se os comportamentos de falha dos fatores A e B sio
equivalentes, foi calculada a medida de evidéncia FBST para a hipétese de igualdade

dos parametros EAV[ = B) (1, =15t ], onde se obteve um valor de 0,9894.
Entdo, pode-se aceitar que os pardmetros sdo iguais, ou ainda que o comportamento
de falha do fator A e B sdo semelhantes.

Foi calculada a medida de evidéncia FBST para a hipétese de igualdade das

médias dos tempos de falha dos fatores A e B, EAV[E(T|ﬂA,77A)= E(TI,BB,UB ),t ], onde

se obteve um valor de 0,9894. O valor foi igual ao da hipétese de igualdade dos
pardmetros, comprovando a propriedade de invaridncia da medida de evidéncia
FBST.



5.2 Aplicagao 2

gerador. A isolacdo consiste de um sistema de mica fundido junto a um ligamento

Os dados para esta aplicagdo foram extraidos de Meeker (2002). Este exemplo
diz respeito a um novo projeto para isolacio dielétrica das barras da armacao do

organico. Falhas de isolamento acontecem devido & degradacdo do material organico.

resultados na Tabela 5.5. As falhas foram atribuidas a dois fatores de risco:

Fator D (falha por degradag@o): degradagdo do material organico;

O novo projeto procura estender a vida do ligamento organico. Uma amostra
de 58 eletrodos (segmentos cortados das barras) foi colocada em um teste de vida,

Fator E (falhas prematuras): defeitos na isolagio devido a problemas no processo.

Tabela 5.5 - Resultados do teste de vida dos eletrodos

Horas Fatpr de Horas Fatpr de Hora Fat.or de Horas FatF)r de

Risco Risco Risco Sco

2 E 78 Susp 236 E 327 D

3 E 104 E 241 Susp 328 D

5 E 113 Susp 257 Susp 328 D

8 E 119 E 261 D 348 D

13 Susp 135 Susp 264 D 348 Susp

21 E 144 E 278 D 350 D

28 E 157 Susp 282 E 360 D

31 E 160 E 284 - D 369 D

31 Susp 168 D 286 D 377 D

52 Susp 179 Susp 298 D 387 D

53 Susp 191 D 303 E 392 D

64 E 203 D 314 D 412 D

67 Susp 211 D 317 D 446 D

69 E 221 E 318 D

76 E 226 D 320 D

D - Degradacdo do material organico
E - Defeitos na isolagdo devido a problemas no processo
Susp - Eletrodos que nio falharam




41

O principal objetivo ¢ avaliar se para 100 horas se terd menos de 1% de falha
(ou mais de 99% de confiabilidade), pois este é o valor do sistema benchmark
utilizado atualmente. Espera-se que o fator E possa ser removido, portanto, deseja-se
avaliar a confiabilidade do novo projeto, assumindo somente o fator de risco D. Além
disso, deseja-se saber qual o fator mais critico, ou seja, qual fator tem maior chance
de atuar primeiro na falha do sistema.

Considerando que se tem dois fatores D e E (k=2), o primeiro passo ¢é
determinar-se a fungdo posteriori dos pardmetros,

5,»1» ﬂj
2 s8] ] B, - t
”(ﬂoﬂ]p,ﬂsa’h“)‘xHA [_—) { pjj 'fiﬁl l) "€Xp _(_'}

O célculo analitico das quantidades de interesse ¢ de dificil execucao, para
isso serd gerada uma amostra da posteriori através do método Metropolis-Hastings.

A densidade proposta (g) para a geracdo dos valores sera uma densidade
Gamma e os pardmetros (a,b), os resultados obtidos estio na Tabela 5.6.

Tabela 5.6 - Estimativas de maxima verossimilhanca e varincias utilizadas no método
Metropolis-Hastings e os Pardmetros da fungio Gamma

Estimativa de
Parametros maxima Variancia a b
verossimilhanga
Beta do fator D (Bp) 5,60 5 6,28 1,12
Eta do fator D (np) 344,30 3000 39,51 0,11
Beta do fator E (Bg) 0,64 0,25 1,61 2,54
Eta do fator E (ng) 1170,18 800000 1,71 0,00

Utilizando-se a distribuicio Gamma com os pardmetros mencionados
anteriormente, serdo geradas trés cadeias com 10.000 iteracdes, iniciadas de pontos
diferentes, utilizando-se o algoritmo de Metropolis-Hastings. Na Tabela 5.7 estdo os
valores iniciais e as taxas de aceitacfio.
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Tabela 5.7 - Valores iniciais dos parAmetros e taxas de aceitagdo

Cadeia 1 Cadeia 2 Cadeia 3
Parametros Valor | Taxade | Valor | Taxade | Valor | Taxa de
inicial | aceitagdo | inicial | aceitagdo | inicial | aceitagdo
Beta do fator D (3p) 5 44% 2 43% 6 42%
Eta do fator D (np) 500 27% 1000 28% 300 26%
Beta do fator E (B) 2 24% 0,5 25% 1,5 24%
Eta do fator E (mg) 1000 46% 500 46% 2000 46%

No Apéndice B estdo os graficos de médias ergddicas para cada cadeia, onde
se pode verificar que a partir da interagio 2.500 a cadeia apresenta sinais de
convergéncia; portanto, o periodo de aquecimento da cadeia foi excluido.

Como método formal de verificagdo da convergéncia, o Teste de Gelman e

Rubin foi aplicado, e entdio se obteve um valor de R = 1,0002. Este valor traz indicios
fortes de convergéncia para a densidade posteriori dos pardmetros.

Para formagdo da amostra final, sera verificado se existe correlagdo dentro de
cada uma das cadeias. Os graficos de autocorrelacdo estdo no Apéndice B, onde se
pode verificar que a cadeia 1 apresenta correlagdo significativa até 11° Lag, a cadeia
2,até o0 11° Lag, e a cadeia 3, até o 12° Lag.

Apos a exclusdo das iteragdes com autocorrelacgio, ter-se-4 uma amostra de
2.000 valores gerados dos pardmetros da fungdo posteriori.

Para verificar-se o resultado da simulagio, na Figura 5.4 € 5.5 estio plotados,
respectivamente, os valores simulados dos parimetros dos fatores D e E, e as curvas
de nivel da posteriori dos parametros dos fatores D e E.
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Eta do Fator D

320
!

300
1

Beta do Fator D

Figura 5.4 — Grafico dos pardmetros do fator de risco D gerados pelo método
Metropolis-Hastings e Curvas de nivel da posteriori dos pardmetros do fator D.

Eta do Fator E
3000 4000
1

2000
1

1000
L

0.4 06 08 10 1.2

Beta do Falor E

Figura 5.5 — Grafico dos pardmetros do fator de risco E gerados pelo método
Metropolis-Hastings e Curvas de nivel da posteriori dos pardmetros do fator E.
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Em ambos os graficos pode-se verificar que o resultado da simulagdo foi
bastante satisfatorio, pois os pontos simulados estio muito préximos das curvas de
nivel. Tem-se uma amostra da densidade posteriori, da qual se pode determinar as
probabilidade e medidas de evidéncia de interesse.

Utilizando-se o Algoritmo 4.1 descrito no Capitulo 4, pode-se determinar a
probabilidade de a falha ocorrer primeiro por causa do fator D:

p(Y,.7,|1)=0,6395

Utilizando-se o Algoritmo 4.2 descrito no Capitulo 4, pode-se determinar a
probabilidade de a confiabilidade para um dado tempo sob o fator D ser menor que a
confiabilidade sob o fator E, os resultados estdo na Tabela 5.8 ¢ plotados no grafico
da Figura 5.6.

Tabela 5.8 — Valores de /G( T l t )para diferentes valores de T

T  «(7|1)
210 0,0005
220 0,0010
230 0,0040
240 0,0060
250 0,0135
260 0,0355
270 0,0850
280  0,1865
290 03495
300 0,5590
310 0,7350
320 0,8820
330 0,9575
340 0,9870
350 0,9985
360 0,9995
370 1,0000
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0.80

0.20 °

Probabilidade da Confiabilidade sob o Fator D
ser menor que a Confiabilidade sob o Fator E

Y ) ( ]
230 240 250 260 270 280 290 300 310 320 330 340 350 360 370

0,00

Be

210
Tempo (horas)

Figura 5.6 — Grafico dos valores da Probabilidade de a Confiabilidade sob o fator D
ser menor que a Confiabilidade sob o fator E para diferentes tempos.

Para verificar se os comportamentos de falha do fator D e do fator E sio
iguais, sera calculada a medida de evidéncia FBST. Primeiro ser4 calculado o FBST
para a hipotese de igualdade dos pardmetros. Utilizando-se o Algoritmo 4.3, obteve-
se:

EAV[(ﬁD = ﬂE)(’]D =77£)st ] =0

O FBST comprova (confirma) a hipétese de igualdade dos pardmetros com uma
evidéncia de zero.

Sera calculado o FBST para a hipotese de igualdade dos tempos médios de
falha dos fatores D e E. Utilizando-se o Algoritmo 4.4, obteve-se:

EAV[E(TIﬁDJ]D): E(TIﬂE’”E)’[ ]:O

O FBST comprova a hipétese de igualdade das médias com uma evidéncia de zero.
Espera-se que o fator E possa ser removido, portanto, deseja-se avaliar a
confiabilidade do novo projeto assumindo somente a existéncia do fator de risco D.
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Para isso sera calculado o FBST, definido no Algoritmo 4.5, para diferentes hipoteses
de confiabilidade em 100 horas sob o fator D.

EV[R,(100/8,,7,) = 0,99, | =0,061
EV[R,(100/8,,17,) = 0,993, | 0,156
EVIR,(100/8,,77,) = 0,995, | =0,293
EV[R,(1008,,7,) = 0,997,1 ]=0,613
EV[R,(100)8,,17,) = 0,999, 1 | =0,9925
Graficamente, podem ser vistos os valores da medida de evidéncia FBST para

a hipétese de a confiabilidade em 100 horas ser igual a 0,99, 0,993, 0,995, 0,997 e
0,999.

080

Medida de Evidéncia (FBST)

0.00 o
0.989 0990 0931 0.992 0993 0884 0995 0996 0897 0998 0999 1000

Confiabilidade em 100 horas

Figura 5.7 — Gréfico dos valores da Medida de Evidéncia FBST para diferentes
hipéteses para a Confiabilidade em 100 horas sob o fator D.

Conclusio
Através da probabilidade p ( Yiss Y£| t )= 0,6395, pode-se verificar que a

probabilidade do fator D atuar antes do fator E na falha do sistema é de 0,6395.
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Analisando-se a probabilidade 1%( T | t ) ao longo do tempo, pode-se observar

que, a partir do tempo 300, a probabilidade de a confiabilidade sob o fator D ser
menor que a do fator E é maior que 0,50. Portanto, a partir de 300 horas existe uma
probabilidade maior de 0,50 de o fator D apresentar a menor confiabilidade do
sistema.

Para se verificar se os comportamentos de falha dos fatores D e E sdo iguais
foi calculada a medida de evidéncia FBST para a hipétese de igualdade dos

pardmetros E V[(ﬁD . ﬂE)(ryD = 775),1‘ ], onde se obteve um valor zero. Neste caso,

rejeitamos a hipotese de que o comportamento de falha do fator D e o do E sio
equivalentes.

Um outro interesse € verificar se o valor da confiabilidade do produto atinge o
valor do benchmark (menos de 1% de falha em 100 horas) apenas sob o fator D.
Analisando a medida de evidéncia FBST para diferentes valores de confiabilidade
para 100 horas, somente sob o fator de risco D, pode-se verificar que 4 medida que o
valor da confiabilidade C cresce, a medida de evidéncia confirma que o sistema
atingiré a confiabilidade do benchmartk.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste trabalho estudou-se, sob a perspectiva Bayesiana, a aplicagdo do
modelo Weibull em problemas de confiabilidade sujeitos a fatores competitivos de
risco. A utilizagdo da distribuigio Weibull foi um modelo adequado para representar
os diferentes fatores de riscos, pois devido apenas a mudancas nos valores de seus
pardmetros podemos representar diversas situacdes de falha, o que é comum na
presenca de diversos fatores de falha.

A distribuicdo posteriori para este caso apresenta grande dificuldade de
manipulagdo matemética para os calculos das medidas de interesse. Por isso recorreu-
se a0 método MCMC, mais especificamente para o caso Metropolis-Hastings. A
escolha da distribuigdo proposta e verificagdo da convergéncia é um ponto importante
para obtengdo de resultados satisfatorios.

Com base na amostra obtida pelo método Metropolis-Hastings foi possivel
calcular as probabilidades de interesse e a medida de evidéncia para hipétese precisa
(FBST), que auxiliaram no processo decisério de comparagio dos fatores de riscos.

Destaca-se como topico de pesquisas futuras, a necessidade de:

e generalizar este trabalho para mais de dois fatores de risco avaliados em
conjunto e nio dois a dois.

e utilizar outras distribui¢des como modelo de confiabilidade, como, por
exemplo, a distribuicdo Gamma Generalizada.
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Apéndice A
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Figura A.1 - Grafico das médias ergddicas e graficos das autocorrelagoes da cadeia 1
para os valores gerados da aplicagdo 1.
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Figura A.2 - Grafico das médias ergodicas e graficos das autocorrelagdes da cadeia 2
para os valores gerados da aplicacio 1.

-2 log Post
Autocorreiagio

Figura A.3 - Gréfico das médias ergddicas e graficos das autocorrelacdes da cadeia 3
para os valores gerados da aplicacdo 1.
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Apéndice B
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Figura B.1 — Grafico das médias ergddicas e graficos das autocorrelagdes da cadeia 1
para os valores gerados da aplicagéo 2.
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Figura B.2 — Gréfico das médias ergodicas e graficos das autocorrelacdes da cadeia 2
para os valores gerados da aplicagio 2.
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Figura B.3 — Griéfico das médias ergodicas e graficos das autocorrelacdes da cadeia 3
para os valores gerados da aplicagio 2.
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