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Resumo

Neste trabalho foram estudadas as medidas de diagndstico em analise
discriminante em duas situagdes principais: para duas populagdes com matriz de
covaridncia constante € para duas populagdes com matrizes de covaridncias
diferentes (analise discriminante quadratica). E estudada ainda a abordagem
Bayesiana para a detecgdo de observagdes influentes. No final do trabalho examina-
se também as medidas de diagndstico para a analise discriminante multipla , ou
seja, quando se tem mais que duas populagdes. O estudo ¢ complementado com a

apresentagdo das principais medidas estudadas aplicadas a um conjunto de dados

reais.






Abstract

In this work the measures of diagnostics in discriminant analysis in two main
situations had been studied: for two populations with matrix of covariance constant
and for two populations with different matrices of covariances (quadratic
discriminant analysis). The Bayesian approach is studied still for the detection of
influential observations. In the end of the work it is examinated the measures of
diagnostics for the multiple discriminant analysis when there is more than two
populations. The study is complemented with the presentation of the main measures

studied applied to a real data set.
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Capitulo 1

Introducao

Anilise discriminante é uma técnica estatistica multivariada que, além de
separar populagdes em grupos com base em suas caracteristicas mais influentes,
também estabelece uma regra para a alocagdo de novos elementos (de origem
desconhecida) nos grupos anteriormente determinados ou em grupos ja pré-

existentes.

Diagnostico ¢ uma técnica que possibilita a identificagdo de pontos
influentes. Tais pontos, por diferirem dos demais em suas medidas, podem alterar de
forma significativa as conclusdes de uma andlise estatistica. Em problemas que
envolvem ajustes de modelos, de modo geral, afetam as estimativas dos coeficientes.
Métodos de diagndstico podem ser usados ainda para apontar colinearidade entre os
dados e também identificar aspectos que ndo condizem com as suposi¢des iniciais,

sugerindo entfo a¢des reparadoras para a analise adequada do ajuste.

A literatura sobre analise discriminante bem como sobre diagndstico € muito
vasta, mas a pesquisa na determinagdo de pontos influentes em analise discriminante

ainda ¢ pouco explorada.



O estatistico freqlientemente se depara com o problema de como detectar e
tratar observagbes aparentemente atipicas, € esse problema fica mais complicado

ainda quando se analisa dados multivariados.

Este trabalho dedica-se ao estudo do diagnodstico em analise discriminante,
apresentando as medidas definidas pelos principais pesquisadores do assunto nos

altimos 26 anos.

O Capitulo 2 constitui a base da dissertagdo, tratando  de medidas de
diagnostico para duas populagdes e matriz de covariancia constante. Inicialmente sdo
abordadas as medidas baseadas na fungfio de influéncia de Hampel (1974). Em
seguida, sdo apresentadas duas estatisticas fundamentais das quais varias medidas
dependem. Ainda no Capitulo 2 sdo analisadas medidas relacionadas com a
probabilidade de classificagdo incorreta. Medidas de influéncia para regressdo

logistica em conexdo com analise discriminante também s3o mencionadas.

O Capitulo 3 trata da detecgdio de observagdes influentes no contexto
Bayesiano, utilizando as medidas de divergéncia de Kullback-Leibler (1951). Sob

essa abordagem, sdo definidas medidas de influéncia globais, locais e individuais .

No Capitulo 4 s3o comparadas algumas estatisticas que, embora obtidas
através de abordagens diversas por autores distintos (Johnson (1987) e Fung
(1996-b)) , produzem resultados semelhantes . Além disso, sd@o comparadas medidas
obtidas por um mesmo autor, Fung (1992 e 1998), que, calculadas de formas

distintas também fornecem resultados similares.

O Capitulo 5 se destina a apresentar as medidas de diagnostico utilizadas na
analise discriminante quadratica, que € utilizada geralmente quando as matrizes de

covaridncia sdo diferentes, apesar de ser uma analise menos robusta.



No Capitulo 6, sio abordadas as medidas que detectam observagdes
influentes em analise discriminante multipla, ou seja, quando existem mais que duas
populagdes. Sdo feitas trés abordagens: a primeira usa a probabilidade estimada que
uma observacdo pertenga a determinado grupo, a segunda se utiliza da probabilidade
de classificagfo incorreta € a terceira leva em conta a fungdo de influéncia discutida

no Capitulo 2.

O Capitulo 7 mostra a aplicagdo das medidas de diagndstico a um conjunto

de dados reais e o Capitulo 8 finaliza o trabalho apresentando algumas conclusdes.

Sugere-se a leitura inicial do Apéndice A, uma vez que a maior parte da
notagéo utilizada para analise discriminante estd ai definida. Nesse apéndice sdo
revistos, de forma geral, alguns conceitos basicos sobre andlise discriminante e

diagnoéstico que serdo utilizados no decorrer da dissertagdo.



Capitulo 2
Diagnostico em analise discriminante
com duas populacoes e matriz de

covariancia constante

2.1 Introducio

Uma vez que em andlise discriminante os dados s3o multivariados, a
detecgdo e analise de outliers se torna muito mais complexa do que no caso
univariado. Isso porque um outlier multivariado nfo € ficil de ser caracterizado, o
que torna complicada a sua identificagdo. Pode surgir de um erro grosseiro em um
de seus componentes ou de pequenos erros em todos eles. Além disso, o outlier
multivariado pode distorcer medidas de locagéo e escala como  por exemplo, vetor

de médias e matriz de covariancias.

Essa complexidade faz com que os procedimentos de detecgdo sejam
elaborados com o cuidado de se proteger contra certos tipos de problemas como por

exemplo distor¢des da correlagdo, em que o outlier pode indicar que as varidveis sdo



relacionadas quando realmente nfo o sdo. Além do mais, deve-se ter em mente que
uma observagdo que € julgada discrepante para um proposito, pode ser considerada

normal para outro.

Este capitulo tem por objetivo o estudo de medidas de diagnostico que
apontam ourliers em analise discriminante com apenas duas populagdes e matriz de

covaridncia constante.

2.2 Funcio de influéncia em anilise discriminante

2.2.1 Fungdo de influéncia

Usualmente na analise de diagndstico, quando o procedimento estatistico
adotado envolve estimag3o, uma estratégia intuitiva na determinagdo de pontos
influentes é proceder ao ajuste com € sem o ponto suspeito € comparar as
estimativas obtidas. Nessa linha de estudo, Campbell (1978) sugeriu o uso da fungédo
de influéncia, proposta por Hampel (1974).

Num problema que envolve g populagdes com fungdes distribuigdo
Fy, Fayeeeee, Fryeeee, Fgys€ja 8= T (Fy, Fopeeees, Fieeee, Fy), um parmetro geral,
obtido a partir das fungdes de distribuigdo 3, k=1, -, g Paraumvalor x do

vetor aleatorio X, a fungdo de influéncia 7/(x; 8 ) ¢ definida como:

I(x ,-e)zhm(g‘e]

€0

emque O<e<l, 9~=T(IF) , ﬁz(E,...,ﬁk,...,F)

W



e F,=(-¢)F,+&5, ¢é a fungdo distribuigio F; apés sofrer perturbagio no
ponto X, sendo & uma fungdo de distribuigdo que assume probabilidade 1 no ponto
X.

Segundo Gnanadesikan (1997), a fungfio de influéncia €é muito til para
avaliar o efeito das observagdes em uma estatistica pois ¢ usada ndo s6 como uma
ferramenta para obter tipos especificos de estimadores robustos, mas também como

meio de desenvolver métodos para detectar outliers.

O objetivo principal da fungdo de influéncia tedrica € calcular a influéncia de
um particular ponto x no pardmetro 6, de modo que valores altos para essa fungdo

indicariam que x tem grande influéncia em @ Existem trés versdes amostrais da
fungdo de influéncia.

A fungdo de influéncia empirica (assim denominada por Mallows (1973)
citado em Gnanadesikan (1997) ) ¢ obtida trocando F da definigdo pela distribui¢do

acumulada empirica F},.

Na segunda versdo, o objetivo é estudar a diferenca entre 6 ¢ §+ (estimador
de & obtido com base nas n observagdes originais mais uma observagdo adicional x ):
1,(x;8)= (n+1X67+ —5), que coincide com a curva de sensibilidade usada por
Andrews et al (1972), citado em Gnanadesikan (1997), para estudar as propriedades

de varios estimadores robustos para pardmetros de locagao.

A terceira versdo, que sera aqui abordada, analisa o efeito individual das

observagdes da amostra, sendo entdo adequada para calcular a influéncia de

observagdes no estimador 6. E a chamada fungfio de influéncia amostral de Devlin,

Gnanadesikan e Kettenring (1975), definida como:

—-

1_(}(i ,-5)=(n-—1X§-—§_,.) 1=1,---,n em que @& € o estimador de @

i3

calculado quando se omite a observagdo x;.



Tanto /. como /- podem ser consideradas aproximagdes da fungdo de

A s . 1 1
influéncia empirica tomando &£ como —7 em [+ e & como B em
n+ n-

1-  (Mallows (1973) citado em Gnanadesikan (1997) ).

Em andlise de grupos multivariados, caso em que o pardmetro estudado

envolve mais que uma populagdo, conforme sera visto a seguir, a fungfio de
influéncia ¢ determinada excluindo uma observag@o de apenas um grupo. Se F, €a

fungdo de distribui¢do para o grupo %, eliminando-se a i-ésima observagdo desse

grupo, avalia-se o pardmetro com base no grupo perturbado ¢ nos restantes ndo

~

perturbados, 6, =T (E,Fz,-u,Fk,u-,F ) e subtrai-se o pardmetro calculado para

b4

todos os grupos antes da perturbagdo @ = T(F,,Fz,-u,F )

g
No calculo da fungdo de influéncia tedrica permanecem apenas os termos de
ordem €. Isso equivale, na versdo amostral, a assumir que termos de ordem n? podem

ser desprezados ( Definicdo B-1 do Apéndice B ).

A utilizagio de fungdes de influéncia para detectar outliers em andlise

discriminante foi proposta por Campbell (1978).

O autor considera o caso em que o vetor aleatorio X tem distribuigdo normal
p-variada com média p; € matriz de covaridncia X, ( X ~ N, (i, Z) ), para X
pertencendo a populagdom; , j =1, 2.

Sejam a fungdo linear discriminante dada em (A-1.2):
y=I'x=8L'x sendoque d=p, —p,,

¢ os pardmetros de interesse :

- distancia de Mahalanobis: A = (p, —p,) Z7' (i, — ;)



- média discriminante: I'p,

- vetor de coeficientes da fungfo discriminante: 1=X7"(u, —p,) .

R . ~ ~ .
Uma vez que os pardmetros de interesse sdo fungdes de X e de p ;» para

calcular a fungdo de influéncia serdo consideradas inicialmente perturbagdes em

z—lepj.

Seja. Z=wXy +w,k; emque L, €¢a matrizde covaridncias para a
populagdo 1, X, € a matriz de covaridncias para a populagdo 2, w, +w, =1 ¢
w; >0. Os pesos w; € w; sdo adotados uma vez que as amostras podem ter

n

: . n
tamanhos diferentes, entdo w, =——— e w, = ,
n +m, m+n,

Ly, =_{(X‘“5Xx““j)dp;‘ ©

T =IXdFj )

No caso, assume-se que X, =X, ou seja, as matrizes de covaridncias sdo
iguais. Perturbando-se a primeira populagdo, calcula-se X F, € M; 1o ponto

}?1 =(-g)F, +£5,.
Usando a notagdo * sobrescrito para o parimetro apds perturbagdo, tem-se:

™ =de[(1-e)Fl +£d,]

(1-e, +xe

= Wy —Epy+XE,



sendo que a integral aqui calculada ¢ a integral de Riemann e Stieltjes ( James (1996
p. 100)).

Portanto,
py=p, Fe(x—p)=p, +ez com z=Xx-Q, . 2.1
Para d=p,-p, tem-se:
8" = [xd[(1-&)F, +6,]- [xdF,
=(-ep, +ex-p,
=p —B, FEX-E N,

=u1—uz+8(X~u:) >

assim,

8 =8+cz . 2.2)

Da mesma forma,
= [(x-u)(x-n,)d F,
- j(x~n,)(x—u,)'d[(1—e)5 +ed,]

=(1-¢)E, +ezz' . (2.3)



Lembrando que
L=wkp +wX, ,
entdo, ¥ apos a perturbagdo fica
T =w[({l-e)E, +¢ zz' ]+ w, L,
=wX; +w,kp —ewk, +wezz' = (w, -z—wz)EFl -ewk, +wezz',
pois Ep =X .

Como Z=wX, +w,X; e X, =L, entdo Zzﬂﬁ(w,+w2),

L =E-ewE+wezz' eassim E =(l-¢w )E+ewzz' . (2.4)

Para calcular 1" usa-se o seguinte resultado matricial:
(A+BCD)" = A" -A"'B(C" +DA"'B)' DA™
onde A, B, C e D sdio matrizes de dimensdes p xp, pXn, nxn € nxp

respectivamente, sendo que no caso, n=1.

Portanto, tomando-se A=(l-¢w,)E, B=z, C=e¢w, e D=2z,
segue que

(-ew)'Ezz (1-ew) '

Z—l’ = 1__ *12—]
(1-em) ew ) +z (1-ew )2z
| |

ooy g o Ew ew)'s
e [ S e

10



RN
l-ew, +ewz L'z

. ewXL'zz T
C(-ew) (O-ewl-ewll-zx"z)|

Multiplicando e dividindo essa expressdo por (1+& w,) e mantendo apenas

os termos de ordem ¢ obtém-se :

- (+ewl-¢ wl)~(1+e w, Xl—e w,Xl——a wl(l—z'E‘lz)]

5 (+ew)x? (1+ew Je wE'zz £

_ 4 _ & w I lzz L
RLRCAC i vy e

Do mesmo modo, multiplica-se e divide-se o segundo termo por
[l+ew, (1 - z'Z“z)] € assim, segue que
" =(1+ew )2 —ewElzz T . (2.5)

Sdo apresentados a seguir os calculos da fungdo de influéncia para os

pardmetros de interesse da analise discriminante.

11



a) Fungio de influéncia para a distincia de Mahalanobis A’ =§'27'3
Usando (2.2) e (2.5) tem-se:

AT =(@+ez)[(l+ew)E —ewZ 222" (5+¢c2z)

e efetuadas as multiplicagdes, esta expressdo reduz-se a

A =83L0+8ew L 8+ezXx 8 +ezewE'9+8 L ez+8ew L ez +

+tezLl'ez+ezewEez-0ew L 'zzL 0 -czewE zZ L5 -

-dewX'zzZ'ez—czew L 'zzE e z.

Tomando ¢=8X%"z , (2.6)

AT =3T3 (l+ew)+ed +ewd +eo+e°wo +s2z'2"lz+€3w,z'2‘1z -

—ewod —e’wzL'zd ~fwoz L 'z-ew, (z'E“z)z.

Mas ¢ =¢ porque sdo quantidades unidimensionais, e mantendo apenas

os termos de ordem ¢,
AT =(1+ew A% +2c g—¢ w>. (2.7)
Calcula-se agora a fun¢do de influéncia :

2 _ 2 A2 2 _ 2
](x,‘Az)zlim(l+8w1)A +2eg—ewgp’-A zlimaw}A +2eg—-ewg

e—0 e £—0 e ?

Ix:A?)=wA? +24 - w g . (2.8)

12



Sendo 1 = X8 o vetor de coeficientes discriminantes, observa-se que ¢
pode ser escrito como Iz  que é o mesmo que a diferenga entre o escore

discriminante 8 X 'x e sua média discriminante para a primeira populagdo, 1'p, :
p=12=8L"'(x—p,)=8L ' x-8 L'y, =8 T 'x-1'y,.

Calculando a esperanga e varidncia de ¢, para x pertencendo a populagio

7t; que foi perturbada , tem-se:
E(¢)= E(S'E’lz)z (lll - uz)'z"lE(X - u:)= (“1 2 )‘E-x (“1 - lh)= 0

Var(g)=Varl(n, -1,V 27 (X -] = (o, — ) =7 Var(X -1, ) 27 e, ~ ;)

= (“1 “"2)'2‘122_1(“1 "112) = (“1 ‘”2)'2_1("1 ’“2)= A%,

Umavezque ¢ ~ N(O, A?), entdo a variavel aleatéria padronizada
8, =~§— tem distribui¢do normal padrio, € tomando ¢ = @A, a fungfo de

influéncia para A’ pode ser escrita em termos de ¢, como:
1,(x;A%)=w,A% + 20, - w,A42. 2.9)

Com base nisso, uma conclusfio importante de Campbell (1978) ¢ que a
funcdo de influéncia para A* é uma fungdio quadritica do desvio do escore

discriminante com relago a média discriminante do grupo correspondente.

13



b) Funcio de influéncia para as médias discriminantes 1'p 5

Foi calculada a fungdo de influéncia para a média discriminante do grupo 1
uma vez que foi esse o grupo perturbado, no entanto, valeria um calculo analogo

caso a perturbag@o fosse feita no grupo 2.
(n) =6="n,)
Usando (2.2), (2.5) e (2.1):

(l'u1 ) =@+cz) [(1 +ew BT —ewElzz' L™ ](;1l +£12)
=3 (+ew)E" -8ewE'zzE +ez(l+ew)E" -
~ezewE'zz L' (p, +¢2)

e considerando apenas os termos de ordem &, segue que
(l'g,t1 ) =3 (l+ew ="y, ~8ewE 2z, +e2 5y, +8 2 e 2.

Finalmente, devido a (2.6) e tomando 7, =z L', (2.10)

entio (l'pl)‘ =(l+ew)lp ~ewdn +en+eg .
Calcula-se agora a fungdo de influéncia:

I(X;l'!l )=lim(l+8 wlp +eg-¢ wn +en -1y,
1

g0 &

=1im€ (wtl'ux +P-won +’71)

e—0 &

=wlp, +é-won +n,.

14



c) Funcio de influéncia para os coeficientes da funciio discriminante 1= X3
Substituindo Z™° e &  pelas as expressdes (2.5) e (2.2):
I =(2%) =[(1+ew)E" - wE'22’Z |6 += 2)
=(1+ew )28 -ewE'2zzZ 8 +(1+ew )L e z-e’wE 22T 'z,
Usando (2.6) e eliminando o termo em &2 segue que
I's(l+ewi-ewXz¢ +Lcz
Lembrando que ¢= ¢’, a fungdo de influéncia é calculada como:

(+ewl-ewI'zp+L e z—-1
g

I(x;1)= linox
=wl-wX'zg+L 'z

=wl+(1-wglL'z . (2.11)

A quantidade /(x;1) ¢ um vetor. A fim de se obter um valor numérico como

nas fungdes de influéncia anteriores, basta calcular a fungdo de influéncia para 11,

dada por
Ez &) =@+ez)fi+ew)E —ew I 225G +e2)

= (6' +e z'){(l +ew YEE? —21+ew B lew L2z +6? WLz X 22 2]
(6+e2).

15



Desprezando-se os termos em & obtém-se :
() =@ +ez J0+2e w)E'E — 22 e T2z B |5 + £ 2)

=8 LE"8+82e wEET8 -8 2E e, L' zZE 0+ z 2 'L 5 +8' L2 e 2
=11+2e wll-2e wl' L2 +2'E e 2.

Finalizando,

. ' et et ‘
](x;fl)-—:]im“+28wlu 2ewl Xz +21 L ez~11

£-0 &

=2wll' +2(1-w gL'z . (2.12)

Nas proximas segdes sera vista a utilizagdo de algumas dessas medidas.

2.2.2 Distribuicdo aproximada para a fungéo de influéncia /(x;A?)

A fungdo de influéncia pode ser considerada como uma varidvel aleatoria,

uma vez que ela € uma transformagfo do vetor aleatério X.

Da expressdo (2.9), sabe-se que a fungdo de influéncia para a distancia de
Mahalanobis (A?) é:

I(A%)=wA? +2A4, -w A2 |

4

com ¢ =§- , ¢$=8%X7'z e z=x-p,.
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Se X tem distribuigdo normal multivariada, estd demonstrado na Se¢do B-4
do Apéndice B que a distribuigdio de probabilidades da fungdo de influéncia para a

distancia de Mahalanobis (A?) tem assimetria negativa.

Tomando a fungdo de influéncia para a distincia de Mahalanobis com ¢ ndo

padronizado, [ (x; A2)= w,A’> +2¢ — w,¢* e derivando em relagdo a ¢ obtém-se o

ponto de maximo para ¢ = -;Vl—l— assim, Im(x;A2)= w A’ +~£—1~ .
Campbell (1978) sugereousode I, (x;A2 )= I (x; A? )— I (x;A2 ), dada por
1,(x:A%)= wA? +w - (A + 244, - w,A%§?) (2.13)
=wA +w' —wA 200, +w A’

= w (1-2w,Ag, +w?Ag?) .

Esta variavel aleatoria ¢ sempre positiva e, como / (x; Az) tem assimetria

negativa, segue que /,, (x; Az) tem distribuigfo positivamente assimétrica.

Multiplicando e dividindo 7,,(x;A?) por 4, obtém-se

1,(xA%)= l;*;—(,»f, ~2wAg +wing!)

p

-1

:%(‘ﬁp - w1A¢127)2 :
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Como no ponto maximo ¢, = (wa)™',

-1

1, (x)= f‘:A_ (6, - wA(wA)?f

= w1A2(¢ —wA™ )2

Mas, como ¢, ~ N(0,1) entlo (¢p -w'A? )~ N ¢(— w A1 )
e usando o Resultado B-2 do Apéndice B tem-se que
(¢ —wA'f = (¢ —wlA 1! (¢ ~w'A')  tem distribuigio quiquadrado ndo

central com 1 grau de liberdade e pardmetro de ndo centralidade

Cw A Cwitat)=(wa Y.

I,\x; A o .
Portanto —i"—ng) tem uma distribuigdo quiquadrado ndo central com 1 grau
W

de liberdade ¢ parametro de ndo centralidade (w?A2)".

Observa-se que quiquadrado com um grau de liberdade é a  distribui¢do nula
da medida, sendo assim a distribuigdo esperada na inexisténcia de pontos

discrepantes. A utilizagdo desse fato sera discutida na proxima segio.

2.2.3 Graficos de probabilidade para detectar outliers

Campbell (1978) usou a fungfo de influéncia amostral para confirmar a
aproximagio quiquadrado por ele sugerida através de dados simulados de uma

distribui¢do normal bivariada com varidncias unitarias e correlagdo 0,9. As médias
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das populagdes foram (0, 0 ) para o primeiro grupo e ( 0, 2 ) para o segundo grupo.
Foram geradas 50 observagdes para cada grupo.

Uma vez que a distribuig@o quiquadrado ¢ um caso particular da distribui¢o
gama, o autor usou um grafico do tipo “QQ” dos valores da fungédo /,, (x;DZ) contra
os quantis da distribuigio gama, em que D* = (%, -%,) S7'(%, - X, ) ¢ a estimativa
da distAncia de Mahalanobis A?>, com os pardmetros desconhecidos estimados por

maxima verossimilhanga. Tal distribui¢do produziu também uma boa aproximagéo

para I, (x;D%).

Depois dessa verificagdo, o autor passou para a andlise dos dados de um
exemplo de Campbell e Mahon (1974) citado em Campbell (1978), no qual foram
examinadas as diferengas morfologicas entre duas espécies de caranguejos. Foram
medidas 5 caracteristicas em 100 animais de cada espécie (denominadas azul e
laranja). Para esses dados, as matrizes de covaridncias para as duas espécies eram

muito similares e D*=27.8 .

O objetivo dessa analise foi o de mostrar como a fun¢do de influéncia e as
estatisticas relacionadas podem ser utilizadas para determinar observagoes

discrepantes .

Determinou-se inicialmente o efeito da retirada da i-€ésima observagido na
medida D?. Tal efeito foi quantificado através de D?> -D?, sendo que D? éa
distdncia de Mahalanobis amostral calculada sem o i-ésimo ponto. Esta quantidade

foi analisada em fungdo do escore discriminante padronizado ¢, (xi —Sij) , sendo

X . . : .
que ¢, =-——=2—— ¢ o vetor padronizado de coeficientes discriminantes

amostrais, X; ¢ a i-ésima observacdo (a observagdo que vai ser eliminada) , X; € 0

n.
vetor de médias do j-ésimo grupo ( j =1, 2), os pesos w; sdo dados por !
n, +n,

e A’ ésubstituido por D
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Figura 2.1: Graficode D*~D?, contra c,(x, ~¥,) - O simbolo # representa um individuo e os

numeros indicam a quantidade de sobreposi¢des, sendo que o nimero 9 representa pelo menos 9
sobreposigdes.
Fonte: Figura 1 - Campbell (1978).

A Figura 2.1 mostra o grafico de D> - D? contra ¢, (x; —X,) exibindo uma

tendéncia quadratica . Observa-se que, para ambos 0s grupos, o ponto de maximo

ocorre em torno de ¢, (x; — X, ) =0,04.

Osvaloresde D?-D? sdo baixos para as observagdes com escores

discriminantes entre —0,5 e 1,5, enquanto que essa distAncia aumenta quando se
exclui uma observagdo com escore discriminante fora desse intervalo. O maior
aumento dessa medida ( em valor absoluto) ocorre com os escores mais distantes
dos obtidos para a média da outra espécie (-2,4 para a espécie laranja e 3,0 para a

azul).
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Figura 2.2: Grafico QQ-Gama para [, (X;D2 )
Fonte: Figura 2 - Campbell (1978)

Na Figura 2.2, os grificos do tipo “QQ-Gama” de Im(x;Dz) com

pardmetros desconhecidos estimados por maxima verossimilhanga apresentam
aspecto linear. A inclinagdo dos pontos para o grafico da espécie laranja esta proxima

dareta y = x, bem como a dos pontos da espécie azul, se eliminado o outlier.

Nenhum dos dois graficos indicam observagdes atipicas para a espécie
laranja. Ja para a espécie azul nota-se que trés observagdes devem ser examinadas,
sendo que o grafico da Figura 2.2.b mostra que uma delas € claramente atipica. Os
autores observaram que essas trés observagdes tinham em comum largura de
carapaga maior do que o esperado, em relagdo ao ldbio frontal do animal,
comparando-se com as demais observagdes. Notaram também que observagdes para
a espécie laranja, com escore discriminante semelhante a dois dos trés owtliers da

espécie azul, tém influéncia minima em D’
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O conjunto de dados utilizado ja havia sido analisado através de técnicas para
detecgdo de outliers multivariados e nenhum owtlier sério tinha sido encontrado. Do
mesmo modo, eliminando-se o mais 6bvio dos possiveis ouiliers, a estatistica D?

aumenta somente em 0,9 ( de 27,8 para 28,7), o que é minimo para este caso.

Por isso, deve-se examinar com cuidado a influéncia absoluta das
observagdes suspeitas, pois mesmo que alguns pontos paregam ter grande influéncia,

eles podem nfo afetar significativamente as estatisticas de interesse.

O mais importante fato exibido nos graficos ¢ o modo assimétrico no qual as
observagdes influenciam I, e que, surpreendentemente, a inclusdo de uma
observagdo com medida mais distante da média do outro grupo, pode diminuir a
estatistica D* a0 invés de aumenté-la. Este tltimo fato pode ser justificado pelo
aumento nas varidncias € mudanga no valor das correlagdes ocasionados pela

inclusdo dessa observagio.

E importante lembrar que os outliers podem “atrair” a média amostral em sua
dire¢do, bem como aumentar as varidncias. Sendo assim, os métodos classicos de
identificagdo, que sdo baseados nessas medidas, podem nio identificar os owtliers ,
ocorrendo o chamado “masking effect”. Rousseeuw e van Zomeren (1990) sugerem
medidas baseadas em estimadores robustos de locagio e covaridncia para detectar

esses pontos discrepantes em dados multivariados.

Do estudo feito, Campbell (1978) conclui que o exame apenas do escore
discriminante pode ndo ser adequado, uma vez que as suposi¢des de normalidade em
que sdo baseados podem ndo valer. Além disso, outliers 6bvios podem indicar

medidas incorretas ou alocago indevida no grupo.
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2.3 Principais estatisticas no diagnéstico em andlise discriminante

Nesta segdo, sdo apresentadas duas estatisticas propostas por Fung (1992),
fundamentais no diagnostico em analise discriminante, sendo que varias medidas de

influéncia dependem delas.

Na analise discriminante, 0o maior interesse € no grau de separagdo entre os
grupos. Da Sec¢do 1.1 do Apéndice A, sabe-se que a maior separagdo entre duas

populagdes (usando combinagdes lineares das observagdes) ¢ determinada para a

(tuly - ru2y)2

2

Oy

combinagdo linear y=1x e o maximo valor do quociente coincide

coma distincia de Mahalanobis (A?).

A partir da regra discriminante de Fisher (A-1.8), uma observagéo x ¢ alocada

na populagio m; se

= Y -1 1_.___'_1__. 1..._'_1_

(x1 —-xz)S 1(2«2—(1;1 —xz)S X, +5(x1 ~x2)S X, &

(il -X, )’S—lx 2 (i-l ~X, )'S_lil "';'(il "iz )’S—lil +%(il *iz)ys—liz A
(ix —i’z)'S‘lx 2 (—X—l _EZ)'S_IEI ‘%(ix —iz).s_l(il '"iz)@

e — Vo _ 1, _ veoi/~ =

(xl —XZ)S I(X—XI)Z——Z—(XI "Xz)s l(xl 'Xz)<3

I(x-x,)2 ~%D2 (2.14)

emque 1=S7'(X, -X,) ¢ o vetor de coeficientes discriminantes amostral.
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Deste modo, usando (2.6), a regra fica:

A 1 L.
alocar xgpara m se ¢ > —EDz ¢ alocar x¢ para m caso contrario.

Tomando a regra discriminante de Fisher (A-1.9) e assumindo os custos de

classificagdo incorreta iguais, aloca-se xq para 7 se :
;v[xo _L&ﬂﬁ] S ,,{.1.;41)
2 q

A quantidade i'[xo -E‘—;ﬁ)}—ln(}:—-q—) é denominada logaritmo
q

da razdo das probabilidades estimadas (Jog-odds). Em particular, na maioria dos
casos, admite-se 1 - ¢ = ¢, entfo essa quantidade reduz-se a fungdo discriminante

para a observagdo Xy que, no caso da regra (2.14) descrita anteriormente, fica

¢3+—;-D2 . (2.15)

De (2.8) pode-se obter a fungdo de influéncia amostral trocando-se A’e ¢

pelos seus estimadores D* ¢ g =1 (x, — X, ) respectivamente:

1(x;0%)=w,D* + 24— w,4*. (2.16)

A medida (2.13) sugerida por Campbell (1978) também pode ser escrita
¢

saubstituindo-se @, por " como

2
]m(x;Az)z w,A2 -6-w1'I ——(wlA2 +2A£Z—-w,A2 -i—z-)

= w;l—-2¢+wl¢2 =w1(¢2—-2¢ wl"+wl'2),

de modo que
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P a)=w(p-w'f . 2.17)

~

Observando-se (2.14) a (2.17), nota-se que ¢ ¢ importante ndo sé na

discriminagdo como também na anilise de influéncia.

Healy (1968) utiliza a estatistica

d2 =(x,~%,)$7(x; -%;) i=l--m;, j=12

b j’

em testes de normalidade e também com o objetivo de detectar outliers sob

normalidade.

Assim como o residuo € o ponto de alavanca em regressdo, Fung (1992)
aponta  di e §,= I'(x o= ij) como estatisticas basicas para detectar outliers e
observagdes influentes em andlise discriminante, uma vez que varias medidas de

diagndstico sdo escritas em fungdo dessas duas estatisticas.

Para facilitar a notagio serio usados os termos d} e ¢, nas proximas

segdes.

2.3.1 Distribuicoes assintoticas

. 3T (x~
Na Se¢do 2.2.1. verificou-se que %‘— = _____(___PQ tem distribuicio

normal padrio.
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Fung (1995-a) usou o teorema a seguir para mostrar que, assintoticamente,

“

d? ¢ distribuida como ;(,2, (p=dimensdo dovetor X ) e % tem distribuigdo
N(0,1).

Assim, a partir desse teorema, obtém-se as distribuigdes assintoticas das

medidas propostas e também de muitas outras medidas que s3o fungdes de d’ e (5: .

Na demonstrag@io, serdo utilizados os Resultados 2.1 e 2.2.

Resultado 2.1  ( Graybill (1976) ) :
Sejam o vetor aleatério X com distribuigdo normal de média p e matriz de

covariinciaZ , X ~N,(n,2), emqueX tempostop ( (Z)=p)e A uma
matriz quadrada de posto completo p.

Nessas condigdes X A X tem distribuigdo quiquadrado com r(A) graus
de liberdade e pardmetro de nfio centralidade “2p' Ap se e somente se AT &

1dempotente.

Além disso, tr (A) = r (A) quando A ¢ idempotente.

Resultado 2.2  Independéncia entre forma quadratica e linear ( Graybill (1976) ) :
Sejam o vetor aleatério X com distribui¢do normal de média u e matriz de

covaridanciaX , X ~Np(n,2), emqueZ tem posto p, € as matrizes A, quadrada
de posto completo p ¢ B umamatriz g x p.
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Nessas condigdes, a forma quadratica X A X é independente da forma linear

BX ,seesomentese BXA=0.

(ix _‘X—Z)'S_-l(xji -X;)
D

A \2 A
Teorema: As estatisticas DIF = d} —(%} e %’— B sdo

assintoticamente independentes e tém distribuigdo quiquadrado com p-1 graus de

liberdade e normal padréo.

Prova: Sabe-se que as estatisticas X,,X,, S € D? convergem quase certamente

para py, M2, 2 € A? respectivamente.

Por essa razdo,
y d A_ :
%— = %‘— ( a distribuigdo assintotica de % ¢ a mesma de % ) e

i = (xii‘“j)’z_l(xjimuj)'

Como £ ¢ de posto completo, entio pode ser decomposta como X =TT

onde I' ¢ a matriz triangular inferior ndo singular . Sejam

(g, -n,) _
lz——ir&—’ q)i:rl(x"i—u") € f = (Xﬁ""j)'zgl(xﬁ“l"j)'

Como conseqiiéncia, @, ~ N(0,I).
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Desse modo,
1} = p,p,, pois :(xji"l‘j)'zq(xji“Pj)z(xgi“Fj)'(r')—lr—l(xji“l‘;)z(D;(D:

9, _("l.—uZ)'Z—](xji“"'j)_ .
e —-= =M@, .
A A

2

O termo ¢} —%2— ¢ escrito como @;Ap, com A=I-L)\".

A matriz A ¢ idempotente e seu trago € p-1 ja que
a) (-2 ) (I-an)=1-ma -2 1402 ) ()

(ul ““2)'(r_1)'r‘1(“1 "“2)___ (”1 -l‘z)'z—l(!‘l "l‘z) =_4_2_=1

mas A A = A2 X e

entio, ([-A2)-(I-A2)=I-A0—=AA+AA'=1-22', e

b)  rI-ra)=mr(D)-r(r2").
Como #{(ha')=r(h" %), entio #(1)-1r(r 1)=p-1.

2

2
Desta forma, lembrando que ¢/ - %2—=¢;qu, . o,~N((O1I) evisto
que AI=A, que¢idempotente, entdo doResultado2.1, tem-se que
¢2
2

5 ‘
L '”Z—z' ~ Xpa-

28



A \2
Do Resultado 2.2 , para provar a independéncia entre DIF = d} —{%) e

(x,-%,)8™(x-X,)
D

%’. = , € preciso mostrar que A IA =0.

Realmente, A TA= AT(I-AX')=A'-A'A21'=1'-1'=0, entlo,
¢ ¢

A e t} - e sdo variaveis aleatdrias independentes com distribuicio normal

padrfio e quiquadrado com p-1 graus de liberdade, respectivamente.

Dessa forma, o teorema esta provado porque

" 72 2
¢i i ﬁ _‘i 2 i i 2 ¢i

D AT : *p?
Note-se também que d;° ¢ assintoticamente distribuido como ,z'f, R
pois usando o teorema sabe-se que
d 5 d
d} = u+v? e g2,
D
sendo que » = DIF ev sdo independentemente distribuidas como ,(f,_l e N(0,1)

respectivamente.

Esses resultados assintdticos sdo muito importantes uma vez que calculando-

A N2 A .
. . X, -X,)S7(x, - X,
se DIF =d} —(%—] e %— = &, 2) (%, ~ X;) para os elementos amostrais,

D

valores maiores que os respectivos valores criticos da distribui¢io quiquadrado ¢ da

distribuig@io normal sdo indicadores de pontos influentes.
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2.4 Medidas relacionadas com a probabilidade de classificacdo

incorreta

2.4.1 Maedidas baseadas na curva de influéncia

No Apéndice A, foi feita uma breve revisdo sobre as probabilidades de

classificagio incorreta . De (A-1.11), a probabilidade minima de classificagdo

incorreta, denominada agora simplesmente PCJ, é dada por (I{— %) .

Verifica-se que a fung@o de influéncia também pode ser escrita como
. -T\F
L T(E)-T(F)

b ) oA . )
—T (F ) | - »ouseja, acurva de influéncia ¢ a derivada do
£-0 € de ¥ ¢

funcional T(F,) com respeito a £ calculada para £ =0.

Lembrando que A% =(1+&w A% +2¢ ¢ —¢ w4°,

PCI” = ‘I’(-—Az;) - ‘D("%\/(AZ tewA®+2e4-s WWU ’

e ¢ possivel calcular a fungdo de influéncia para PCI através dessa forma alternativa.

Derivando em relagdo a £, segue que

1
I(x;PCI)= /(-—é—\/AZ +ewA? +2eg—¢ wl¢2).—-§%(A2 +ewA? +26 p—g wp?) 2
-1(x;A2)

emque f(.) ¢afuncgdo densidade da distribuigdo normal padrio.
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Assim, para ¢ =0 segue que
2 Ay,
1(x; PCI)=-I(x; A )f( 2)/ 4A,
que ¢ proporcionala / (x; A? )

Dessa forma / (x;PC] ) e/ (x; A? ) ( proposta por Campbell (1978) ) fornecem

basicamente a mesma informagdo do ponto de vista de influéncia .

Tomando-se a fungdo de influéncia amostral de Cook e Weisberg (1982

p.110), para £=-— , obtém-se

m

Fldgp = —(n - 1XT ( m) (» ,

em que F(,) ¢ a func¢do de distribuigdo amostral apds perturbago, ou seja,

eliminando-se a observagfo i do grupo 1.

. A . Dy, D
Trocando-se F,, ¢ F pelas fungbes P 5 e ® Y

respectivamente, tem-se:

FI(x; PCI)=~(n, - 1{@(— %‘lj - q{— ?ﬂ , (2.18)

sendo que Dy, € a estimativa de maxima verossimilhanga para A, sema a i-ésima

1
observagdo: D, = [X;, - X, )Sa (im) -X, )}5 :

As probabilidades de classificagdo incorreta estimadas da expressdo (2.18)

sdo calculadas sob duas regras de classificagéo:
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(I)(— —122) ¢ obtida sob a regra discriminante de Fisher com base na amostra toda e

D, . : .
(D(-— ——g)—) sob a regra discriminante de Fisher com base na amostra reduzida (sem

a i-¢sima observagdo), ou seja, alocar xg em m se

iﬁ,[x0 ——;—(Tx'm) +X, )} >0, (2.19)

caso contrario, alocar xg em 1

sendo que

-

1, € o vetor de coeficientes discriminantes calculado eliminando-se a observagio i,
. 2 -1 = —

ouseja, 1y =S (x,(D - xz) em que

X, € o vetor de médias da amostra da populagio 7 calculado sem a i-ésima

observacio e

S(‘.} ¢ a matriz de covaridncia ponderada calculada sem a observagdo i .

)

Avaliando a probabilidade de classificag@io incorreta sob essa segunda regra,

usando a distribuigdo N(ij,S) j=12 ,de (A-1.10) tem-se

PCl = ‘;‘(P(l /2),,+P2/1),)  emque

, S , P
PQ2/1),, = P(Ym <lg ‘2‘(le + Xz)j , P(/2),= P(Ym >1g E(Xm) + Xz))

sendo que P(2/ I)( ;) €a probabilidade de classificar incorretamente um elemento em

7, quando ele é de m;, P(l/ 2)(,.) € a probabilidade de classificar incorretamente um

elemento em m; quandoeleéden, e 7,

» =loX. Ambas as probabilidades s3o

calculadas eliminado-se o i-ésimo elemento da amostra da populagdo 1.
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Usando (A-1.1)

ar

. | P —
Yy - loX, ‘ilm(xm) + Xz)‘ 1pX,

sty Jisiy

P(2/1), =P

2G 2G

= P(Z < i;b(il(i) +§2)“ Zi;ﬂil J = P{Z < _iin(il X, )~ i;i)(il _ilﬁ)))

=01, &, - %,)-1 & - %))/ 2G], sendo que G* =TS iy, (2.20)

Do mesmo modo,

P(I/Z)U.) = P{Z > l(i)(xl(i) + Xz)—- 21X, }

2G

2G 2G 2G
(2.21)

. @( Iy & + X, )- 213 X, } _ q{— 1 &+ 5, )+ 205X, ] _ (D(— iy (&, — X, )+ 1%, - i'm))}

Fung (1992) propde uma medida de influéncia com base na diferenga das
estimativas das probabilidades de classificagdo incorreta, semelhante a (2.18),

definida como

DPCI, = B- (P 2),, +P21),, )} - [@(-— -?—ﬂ . (2.22)
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Comparando-se os diferentes termos presentes nas medidas (2.18) e (2.22),

- Dy, 1 . -
ouseja, P —5 e -Z—(P(l/ 2)(,.) +P(2/ 1)(,)), nota-se que s@o formas distintas
de célculo das estimativas da probabilidade de classificagdo incorreta sob a mesma
regra linear discriminante (2.19), apés a retirada da i-ésima observagdo: (D[— ——;—"—J é

calculada sob as distribuigdes N (ilm,Sm) e N (‘iz,Sm) que dependem de i,

—;-(P(I/Z)(,.) +P@/),) & calculada bascada na distribuigo original

NE,S) j=12.

Na expressdo (2.22), Fung (1992) usou a distribui¢do N(ij,S) j=12,

que € baseada na amostra inteira, para o calculo das probabilidades de classificagdo
incorreta. No entanto, observou em suas experiéncias praticas que, usando as

distribuigbes N (ilm,Sm) e N (iz,S(i)), obtém-se informagSes muito proximas a

DPCI,; calculado com base na amostra inteira.

Essas duas medidas podem ser usadas na pesquisa de observagdes influentes

em andlise discriminante. Altos valores de DPCI, indicam grandes diferengas entre

as estimativas da probabilidade de classificagdo incorreta na presenga e auséncia do

ponto, sugerindo uma alta influéncia do mesmo.

Ap6s calculos (Calculo B-5 do Apéndice B), verifica-se que as expressdes

(2.20) e (2.21) podem ser reescritas como:

PRN), = ch— n-3 [DZ bor__ ¢ } (n - 3)[¢ = di o, - l)]}/zc;}

n=2|" 1+bd> (1+6d?fm —1)| (n—2)m —1N1+bd’)
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— _n—*3 2 _ b&iz _ &12 (n 3*» dz/(nl
P(l/z)(”"q{{ n—2l:D 1+ bd} (1+bdfxnl"1)] (n~ 2)('71‘1X1+bd2) %6

Gz—("“3T o4 [ 4 1-bd? b4, 1 .
\n-2 1+bd? (nl-—1X1+bd2) 1+6d?  (m-1i+0d2)] “ |

bz-(———:_lz—xr—ll;‘:—zj’ ézi'(xn-_x-l) € d"zz(xli_il)'s_l(xﬁ_il)

A partir dessas expansdes, observa-se que as estatisticas basicas ja

apontadas, 4, € d; , tém papel importante no calculo de DPCI; .

Fung (1992) expandiu as medidas P(1/2); e P(2/1),, em série de Taylor ao
redor de (-1/2 D) até segunda ordem, obtendo

1p

(15 RN
DPCI, = 4—5(—”—:—"3)-2{(1 ~wé,fla> -4/ D)+ %¢f] , 2.23)

Tal aproximaggo sera utilizada no exemplo a seguir.
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O autor usou o conhecido conjunto de dados da iris versicolour (observagdes
de 1 a 50) e virginica (observagdes 51 a 100) utilizado por Fisher, analisando apenas
a largura da pétala e da sépala. Na Figura 2.3 estfo as medidas dessas duas varidveis

juntamente com o grafico da reta discriminante:

5+ Virginica + +

Largura da
pétala

Versicolour
+ ¢ 2 ¢
i+ +
N 2 T s 9
89 + + + + + + + + +

| S % I P Y S R i3 18 7

Largura da sépala

Figura 2.3 : Largura de sépala e pétala das plantas da espécie fris Versicolour e Iris Virginica.
Fonte : Figura 1 - Fung (1992).
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A Figura 2.4 mostra o gréafico de fm(x,Az) para todas as observagdes ; ndo

indica qualquer observagdo que tenha significativa influéncia na estimagdo da

distincia entre 0s grupos, mas mostra que as observagdes 19, 21, 80, 84 e 85 t€m os
maiores valores de 1, (x,Az) . E importante observar que sdo essas observagdes

classificadas incorretamente na analise discrminante executada, como mostra a

Figura 2.3.

TA

observagdes

Figura 2.4: Grafico de jm (x, A? )
Fonte: Figura 2 - Fung (1992).
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Observa-se adicionalmente, de (2.17), que/, (x; A2)= w, (;3 -w ‘)2 ¢ nulo
para §=1(x—%,)=w;"'. Assim, observagdes distantes do plano 1(x—%,)=w]'

terdio maior efeito na estimagfio de A?, enquanto que observagdes como as de nimero

68 ¢ 82, que estio proximas do plano, tém menor influéncia na estimag¢do da

distincia entre as populagdes.

Na Figura 2.5, o grafico de DPCI, para cada observagdo mostra que as de

namero 19, 70 e 82 sdo as mais influentes. Observando a Figura 2.3, pode-se notar

que essas observagdes estfio nos limites inferior e superior da largura da sépala e bem

proximas a reta discriminante.

DPCI x 10*

45T

ol

15 4

i1

254 |

4

Ls 4

] .

ol ;W '\N /1

3 "/\A—’*\J ; , ’ : LAWHTIAAA L
' w2 » q 5 0 » " M

observagdes

Figura 2.5: Grafico de DPCI, x 10*.

Fonte: Figura 3 - Fung (1992) .
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A Figura 2.6 apresenta o grafico da estatistica gz?i em fungio de d?. As
4D(n, -1)

curvas presentes nesse grafico representam os contornos de DPCI, x TN

-=D
2

obtidos por meio da aproximagdo (2.23). Observa-se que ndo existem valores

extremos para ¢, € d7. Além disso, pares com altos valores de ¢, e d nio

fornecem necessariamente grandes valores de DPCI, .

.
i
1

-~

Figura 2.6: Gréfico de 43,. € a',.2 , com contornos aproximados da constante
DPCI ,x 4D(n; - 1)2/4)(— %DJ

Fonte: Figura4 - Fung (1992)

Assim, um grande d} pode implicar que a observagdo i ¢é owtlier,
mas ndo necessariamente influente do ponto de vista da analise discriminante. No
entanto observagdes com grande d ¢ 4, negativo podem ter um grande DPCI,

(ver Figura 2.6). Uma observagdo que esta longe de sua média € mais perto da média
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do outro grupo, tendo portanto uma maior chance de ser classificada incorretamente,
apresentaria uma grande influéncia. E 0 que ocorre com as observagdes 19, 70 e
82, que uma vez excluidas, tiveram grande influéncia na regra de classificagdo e

portanto, séo altamente influentes na probabilidade de classificagdo incorreta.

2.4.2 Medidas alternativas

Critchley e Vitiello (1991), independentemente de Fung (1992), determinaram
duas estatisticas principais, que compdem algumas medidas de influéncia das
observagdes. Sdo elas a “atipicalidade” e a diferenca entre o escore discriminante

linear da observag#o € o escore discriminante de sua média amostral.

Verifica-se que o escore discriminante de Fisher associado a uma nova

observagdo x de origem desconhecida, FD(x)= l’(x - %(ul +1, )) =

= (!’ll - uz)'Z“ (X - %(P; +H, )) , pode ser escrito como

00 = - - com G = 6w =6-m), =12

A medida {a ; (11{)}2 ¢ interpretada como a “atipicalidade” da observagdo x

com relagio & populagdo j. Nesse sentido, seria analoga & quantidade d, obtida por

Fung (1992) e descrita na Segdo 2.3.

Para Critchley e Vitiello (1991), o objetivo principal era considerar o efeito
em A? produzido pela eliminag@o de uma tinica observagdo / da amostra proveniente

de 7, , ouseja, calcular Az(,) = (Tx‘,m - iz)S('; (im) —-i,). Com a restrigdo de que
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n, +n, =32 p e por intermédio do célculo B-7 do Apéndice B, chega-se a:

X

AZ n-— I{AZ 2e(xll) al (Xh) 1
i - ~
©7 n (n1 - 1)2 W, i(”1 - 1)"‘ alz(xli)

[(e(xﬂ))z _ 2e(xﬁ )an (Xn) a, (Xn ))2] }

n~1 ( 1"1)2

(2.24)

sendo que

n ~ —_ Vo - ~ -
n=n,+n,, le’;I'» alz(xli)z(xli—xl)sl(xli_xl)' e(x“)zl(xn—xl).

Observa-se que a eliminagdo de xy implica na mudanga dos valores dos
graus de liberdade, de X, e de S;. A expressdo (2.24) pode ser escrita

alternativamente como :

Az,,) =T (A +T +T4, +Tipsl)

_mrn - 1 T = “ze(xli)+ &12(Xii) T = ez(xli)

no+n, T n, ~1 (nl-—l)z’ S‘—wfl(nl——l)—df(x,i)

emque 7,

T, = df(xli)‘ 2("1 - lyzlz (xli )e(xu)‘
- (nl “1)2 {wl.l(nl - l)"‘i'lz(xli )}

Nota-se-se que T reflete a mudanga nos graus de liberdade com a retirada

de x4, ostermos 7; e Ty sfo devidos a mudanga em X, ¢ S
respectivamente e 7; s € o termo de interagdo, que representa a alteragdo

Xy

cojuntaem X, € S;

Mantendo somente os termos até O(n™') na expressdo A%,) escrita na forma

alternativa, segue que
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A21(‘) ___{nx tn, “lj[Az _ 2e(x1i)+ e’(x,) il

(nl - 1) w' (nl - 1)"‘ a; (xn)

-1
e somando e subtraindo ) ao segundo termo, segue que

1
W' (m ~1

Aim=(-——n‘+"2“1)[&— 1, l)owi'} } (2.25)

n+n, W (nl - 1) w l("’1 _1)' C“\’12 (xn)

Do mesmo modo, eliminando uma observagdo da amostra proveniente de 7

E(Xﬁ ) = FIA)(K2i )— 1“3’lﬂ)(’x’2 ) com e(:x2i ) = i'(x2i - iz) tem-se:

n+n, W, ("2 - 1) W, : (nz - 1)“‘ ‘222 (x2i)

Azz(i) = (————————-—-—n' b _1][52 - 1 + {e(xzi)— w;’}2 }

Dessa forma, o efeito de eliminar uma observagio na estimativa da

probabilidade de classificagdo incorreta (d{-%[\)) , que € uma fungdo decrescente

de A, ¢ determinado somente em fungdo das duas quantidades:

a) df. (Xp), J=12, que ¢ a estimativa da atipicalidade da observagio com
relagdo a propria populagdo a qual ela pertence, €
b) e(xji), j=12, que € a diferenga entre o escore discriminante da

observagdo em questdo € o escore discriminante da média amostral do grupo ao qual

a observagdo pertence. Esta quantidade coincide com a estatistica descrita por Fung

(1992) como ¢, =8'z (Segdio 2.2).
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As medidas descritas em a) e b) sdo similares respectivamente aos pontos de
alavanca e residuos em modelos de regressdo linear, mas existem importantes

diferengas.

Em modelos de regressio as observagdes com h; alto (Segdo A-2 do
Apéndice A) sdo os chamados pontos de alavanca, pois, de modo geral, trazem o
plano de regress@o em sua diregdo, o que tende a produzir pequenos residuos ( o
residuo mede a diferenga entre o valor observado e o valor ajustado). Ja na analise

discriminante, o termo residuo e(xy) pode variar independentemente do termo

alavanca @’(x,; ).

Observando a equag@io (2.25) nota-se que a melhoria na estimativa de

probabilidade de classificagdo incorreta se dara quando:
- aumenta o quadrado da diferenga entre o “residuo” e(x,,) e o inverso do
numero de observagdes na amostra (w,‘ ‘) €

- aumenta a estimativa da atipicalidade da observagdo (maior distAncia dessa
observagio em relagdo a média de seu grupo) . Este fato € mais intuitivo do que o

resultado descrito em a).

A analise apresentada confirma os resultados surpreendentes de Campbell
(1978), apresentados na Segédo 2.2.3. Tomando a expressdo (2.7) da Se¢do 2.2.1,

A =(1+sw)N +269—-cwg® e substituindo & por - l
n -

e(x,;), obtém-se

- fim oY) )

n -1 n -1 n -1

Multiplicando e dividindo o segundo e terceiro termos por w;”' e somando

e subtraindo ——(ﬂz———

a equacdo, seque que
T Bt
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A" 5(1- d JAZ L flx,)-w'

- R 2.26
m -1 wy ("1 "1) Wl-l(”l "1) ( )

expressdo essa que ndo envolve @; (x“) .

. 4P ~
Analisando-se a expressdo {e(x“)— w, ‘} , hota-se que as observagdes afetam

A? assimetricamente, ou seja, o efeito é menor quando é retirada uma observagio
com residuo e(x;) positivo, do que quando o residuo é negativo e de mesmo valor
absoluto.

Do mesmo modo que descrito no calculo de (2.25), a equag@o (2.26) pode

ser escrita como A =];,A2 +I;, +I5,, com uma decomposigio aditiva em termos de

2
g e T € (xli)

" n ~1 S 7 wl(n -1)

T o~ “2e(xn)

Para explicar o motivo da assimetria, verifica-se que, embora a magnitude

de 7; e T sejamas mesmas quando e(Xy;) muda de sinal, o valor da soma

-1
I +T5, ~ -{5(%}2- ndo € o mesmo quando da mudanga de sinal. Isso porque
W -

ao contrario de T , 7; muda de sinal quando e(xy;) muda o sinal.

Observa-se ainda que 7; e T sdo de mesmo sinal quando e(xy;) < 0, mas
t€m sinal contrario quando  e(xy; ) > 0 . Como Ts, € quadratico em  e(xy;)
enquanto 7; ¢ linear em e(xy) , T, domina quando e(xy) aumenta. Assim,

excluindo uma observago xy; com e(xy;) positivo, A’ sofre uma reduggio devido a

mudanga na média, mas esse efeito ¢ compensado pelo aumento em A’ causado por

T,
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2.5 Outras medidas de diagnéstico

2.5.1 Medidas baseadas na média quadritica

Tomando novamente a regra discriminante de Fisher (A-1.8), Fung (1995-a)
define varias medidas de diagndstico. Para isso, denotou o escore discriminante (que

também ¢é o logaritimo da razdo das probabilidades estimadas para g=1-q)

I'x- —;-i'(i, +X,) como

¥y emque ¥ =(-i'(x;;£?—2,i') e y'=(1, x') . 227
Com o objetivo de analisar o efeito da eliminagdo da observagdo i na

estimativa ¥ , o autor propde o uso da medida

Efy-75y) (2.28)

ou seja, a média do quadrado da diferenga entre os escores discriminantes da
amostra toda ¢ da amostra sem a observagdo i, sendo que

At At o i +.i v fol] i i +i [l

YY-YeY ::(_] _(__1_5__2__)_+l X)—'(——lmg—l-(-zi——z—)‘i-l@)l)

¢ a diferenga entre os logaritmos da razdo das probabilidades estimadas, denotada por
DLO; .

Para o calculo de E (DLO; )?, admitiu-se que X ¢ distribuida como
wN(p, . L)+ w,N(u,,L) e usou-se as estimativas plug-in X,,X, €S paraos

pardmetros iy, M2 € .

O principio plug-in (Efron e Tibshirani (1993)) ¢ um método simples de
estimar pardmetros através de amostras. A estimativa p/ug-in de um pardmetro

8= t(F) , ¢ definida como 0= t(I:" ) , emque se estima a fungio 6= ¢ (F) da

fungdo de distribuigdo F pela mesma funcdo da distribuigdo empirica F,0= t(ﬁ )
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O método plug-in ¢ excelente quando a tnica informagio que se tem sobre

F vem da amostra.

Observa-se que, neste caso, X,,X, ¢S sdo considerados constantes para o

calculo de E (DLO; ) :
E(DLO,Y =Var(DLO,)+ E*(DLO,).

No entanto,

Var(DLOi)=Var(‘i'(i’2+i’)+i‘;j(i’“2’+i2)+(i'-—i;,))x}:(i—i(D)Var(XXi—im)

=(i-1,)s(i-1,) . (2.29)

€

E(DLO,)= E{i'X—— i E—;iﬁ— i X+, (—Xi’;ﬂ)

T(wx (& +%,) o _ I (%, +X
=1 (wlxl+(1~WIF2)-—({I?&—)-—IG)(WIXI+(1_w;ﬁ2)+ (')( 1(2) 2)

= pi'w, +20%, ~ 2 wx, 1'%, - 1%, -2y W%, - 20, %, + 20w, + 1%, +1,E, /2

ol

Acrescentando e subtraindo 1,X, e posteriormente w, Iy (fi, -X )/ 2 agltima
expressdo, obtém-se

E(DLO,)= o (i ~ Ty )&, ~ X, )+ 1'%, — 1'%, ~ 0%, +1, %, ~ 1%, +1%, /2

= pw (i -1 )&, -%,) - -1 J&, - 5,)-1, &, -5, )} 2
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w{(i' - i;n Xil _ i22)‘ iZD(il ~Xig )} + (1 —w, {‘ (i, - i;n lil —X, )" i;i) (‘i, - il(i))}

2

Assim, E*(DLO,)=(w,B,+w,B,) e

E(DLO,Y = (w,B, +w,B,} +V , (2.30)
n,

sendoque w, =— , w, =1-w,
n

_ (i'im)(fl -%,) i (& - %)

b= 2 2 ’
B, - (i fm)z(x, - xz)_ i(n(ilz“im)) .
v={-i,)sli-i,) . @.31)

O Calculo B-6 do Apéndice B mostra que as quantidades B;, B, ¢ V

também podem ser escritas em fungdo das estatisticas fundamentais d; e 43,.

Usando a fungdo de distribuigdo empirica ndo-paramétrica para o calculo da

esperanga em (2.28) determina-se a medida

ou, de forma equivalente

F2= (?“?“’)ix(?"?‘“), 2.32)

que ¢ semelhante a estatistica D de Cook (A-2.2) utilizada em diagnostico em

regressao .
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Se usada a fungfio de distribuigdo empirica sem a observagdo i, a equagdo

(2.32) ¢ escrita como

que ¢ semelhante a estatistica de Welsh (1982).

FaI=(-94) XX, (7"71“’)

Assim como EZ(DLO), F2 e F2] também podem ser expressas em fungio de

d} e ¢,. Verifica-se ainda que essas estatisticas servem para detectar observagdes

com grande influéncia no logaritmo da razdo das probabilidades estimadas (escore

discriminante).

2.5.2 Medidas de influéncia para regressio logistica — uma abordagem para

andlise discriminante

E conhecida a analogia entre analise discriminante e regressdo logistica
( Efron (1975) ). No modelo de regressdo logistica, varias medidas de influéncia ja
foram sugeridas com o objetivo de identificar observagdes influentes na estimagdo do
vetor de coeficientes de regressdo e no deviance. Johnson (1985) propde novas
medidas com o intuito de detectar a influéncia relativa na determinagdo de

estimativas de probabilidades e classificagdo de futuras observagdes.

Dada uma amostra aleatoria de N observagdes (y1, X1), (Y2, X2), ....., (YN, XN),
com x; vetor 1 x ( p+ 1)de covariaveis, sendo que a primeira coordenada € um
para a inclusdo do termo constante, o modelo de regressdo logistica é tal que

P

COTRS SR
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sendo que y; tem distribuigdo de Bernoulli com pardmetro p; e B € um vetor

(p+ 1) x 1 de coeficientes de regressdo desconhecido.

A populagdo correspondente a sucesso (y =1 ) € m e a correspondente ao

fracasso (y=0)¢ m. O logaritmo da fungfio de verossimilhanga de B € indicado

por / (XB) e a estimativa de maxima verossimilhanga de B ¢ ﬁ

Seja X' = (xf,xﬁ,---,x‘;‘) (‘em que o termo f denota observagdo futura) o
conjunto de covaridveis para M individuos que ainda no foram classificados em 7,
ou m.

A estimativa de probabilidade de y =1 paraa k-ésima observagdo futura ¢ :

f)(y:l/x;)=1i —=pl ., k=12..M

In p"ﬂf =Xy
=~ Pk

~J ")

alocar o k-ésimo elemento em m se In P LA = >0 < ——’1";7->1 e
1-p; 1-p;

=1 f
em m se 1n——£§-},~<0 & p’if<1
1-py 1- pi

Para medir o efeito de cada observagio amostral na determinag@o do vetor de
probabilidades p/, Johnson (1985) propds o uso da medida de divergéncia simétrica
de Kullback-Leibler (1951) :
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J(ﬁ{,ﬁkfm)z I(ﬁ{,ﬁ;{(;))+1(ﬁ;ﬁ;),ﬁf) ,

em que 7 ( .

) € a divergéncia direcionada de Kullback-Leibler entre duas
populages Bernoulli ( Se¢do B-8 do Apéndice B) , € p/e pf,, sdo os valores de

p; calculados respectivamente com e sem a i-ésima observagio

Se fi e f, sdo fungBes densidade ¢ £, indica a esperanga calculada com

respeito a densidade £, / = 1, 2, as divergéncias direcionadas de Kullback-Leibler
s@o definidas como

Hf.f,)=E; 1 ?) e I1(f,.£,)= E}In(fz)

Analisando-se essas expressdes, verifica-se que medem distAncias entre as
densidades fi e f;, ja que sdonulaspara f; = f;

Para avaliar o efeito que a observago i tem na previsdo dos M elementos
futuros , o autor definiu:

D! = ZJ(Pf’Pkm) i

=1,2,..,N.

Neste célculo, estd-se comparando as estimativas das probabilidades de
observagdes futuras na presenga e auséncia da i-ésima observagio

E possivel ainda a utilizagdo de pesos, de modo que

Df(c) chJ(Pk aPk(.))

em que ¢=(c,c,,+,c,,) pode ser escolhido de modo a refletir a importincia

relativa associada a estimagfo de determinadas probabilidades. Por exemplo, uma
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escolha poderia ser ¢, =n{ , indicando que casos futuros com maior numero de
individuos, tém maior peso do que aqueles casos com um numero menor. Por outro

lado, a escolha ¢ =(L1,---,1) resultaria em D; .

Apb6s célculos , presentes na Seg¢do B-9 do Apéndice B, verifica-se que:
bl
1- b '
Df(c) ch(P Pk(:)) A}Dk

k(i)

~J
1- Pigy

= ick(ﬁl{ “ﬁk(i))xi(é‘ﬁm),

k=l

em que B, ¢ o estimador de mixima verossimilhanga de B no modelo de regressao

logistica com base na amostra excluindo-se a i-ésima observagéo.

Uma diferenga basica entre regressdo (linear e logistica) e andlise
discriminante é que em regress3o, Y ¢ aleatorio ¢ X ¢ ndo aleatério, mas na analise
discriminante ocorre o contrario, pois a observagdo x ¢ que deve ser identificada
(modelada) dado o valor de y (Kshirsagar (1972, Sec. 6.4)). Assim sendo, medidas
de diagnostico em regressdo, que sdo construidas sob as suposigdes de aleatoriedade

em y, ndo sdo apropriadas para a analise discriminante.
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Capitulo 3
Deteccio de observacoes influentes no

contexto Bayesiano

3.1 Densidades preditivas e divergéncia de Kullback-Leibler

Utilizando densidades preditivas, que sdo a base da analise discriminante
Bayesiana, estuda-se, neste capitulo, a influéncia que as observagdes tém sobre
aspectos inferenciais tais como alocagdio de futuras observagdes, separagdo entre
populagdes e determinagio da probabilidade de uma observagio pertencer a certa
populagdo. Para esse estudo sdo analisadas as estatisticas de influéncia definidas por
Johnson (1987).

Em adigfo a notagdo ja utilizada, sejam
- ovetor de parametros (j, Mz, Z), que sera denominado por &,
- Xji com distribui¢do normal p-variada condicional aos parametros,
- d, definido como o conjunto de todos os dados observados Xi j=1L,2,
i=1,2.n,
- p(B/m), j=12, adensidade a prioripara 8 sob T,
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- p(@/d,n), densidade a posteriori para 6 sobm; €
- Y vetor aleatorio de observagdes futuras, independente do conjunto de dados,

com distribuigfo condicional aos pardmetros N, (4, X ) sob ;.

No enfoque Bayesiano, o problema de previsdo de observagdes futuras €
resolvido utilizando-se f(y/d ), que € a densidade a posteriori da quantidade a ser

prevista, Y, dada a amostra observada d .

Essa densidade, denominada densidade preditiva a posteriori de Y dado d,

¢ definida como sendo a esperanga a posteriori da densidade amostral para Y :

£,6)=rly/d.n,)=[Nly/6.7,)plo/d.z )a0, j=1,2

esperanga essa tomada com relagdo a distribuigdo a posteriori de 8 dada a amostra
d.

Quando o vetor de parametros & ¢ conhecido, a densidade preditiva para Y

(sob ;) serd justamente a densidade amostral N (. /8, m;).
Quando @ é desconhecido, Johnson (1987) obtém densidades preditivas

aproximadas, substituindo os pardmetros da densidade normal pelas estimativas

plug in. Outra possibilidade seria o uso da priori de referéncia

po/z)x g3 =12, (3.1

sendo que, com base nessa distribuigdo, Geisser (1964, 1966) obteve a seguinte

densidade preditiva :

Y xz,~ Stv.x,(0+n'8)

que € a distribuigdo ¢-Student p-variada com v graus de liberdade, vetor de locagdo

X, e matriz de dispersdo (1 +n; E , emque
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ny

72}

=933 (x, -, Yy - K, = v (n-2)5. (3.2)

J=l i=}

Com o objetivo de avaliar a discrepancia entre duas densidades preditivas,

Johnson (1987) usou a medida de divergéncia de Kullback-Leibler / (f,., fj) (Segédo
B-8 do Apéndice B).

Para as fungdes densidade f; e /> , define-se as divergéncias direcionadas:

1.}, 7)1 L Ly

Quando £ ¢ a distribuigio N(,,Z,), verifica-se ( Segdo B-8 do
Apéndice B) que:

21(1,, £,)= 0 -, 25 Gy -y )+ 2 2] - fE 2] - p (3.3)

Quando f; for a densidade t-Student com m; graus de liberdade, vetor de

locagdo a; € matriz de dispersdo A; , nfio € possivel calcular / (f, , fj) explicitamente;

face a complexidade na solugdo das integrais envolvidas no célculo, aproxima-se tal

densidade por uma densidade normal multivariada apropriada.

Johnson (1987) propde aproximar a densidade r-student por uma densidade

normal com pardmetros p; € Z; de modo a minimizar / (St(n R yS j),N (p i Z; » .

Verifica-se que o infimo dessa expressdo € atingido para p;=a; €
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Dessa forma a estimativa normal oOtima para a densidade -Student
Stln.a;h;) &

¢ uma aproximagio para I(f,.,fj)édadapor T(f,,fj)zl(f,.,fj) .

3.2 Definicdo dos objetivos inferenciais

Tomado y, vetor p-variado observado de origem desconhecida, consideram-
se trés objetivos inferenciais:
- alocar y em w; ou my,
- estimar a probabilidade a posteriori de que a origem de y seja m;, denotada por
Pr(y e z,/d)= p(y).
- medir o grau de separagio entre as populagdes.

A correta alocagio de y, bem como a determinagio de p(y) , depende do grau

de separagdo entre as populagdes, assim, 0s trés objetivos sdo relacionados entre si.

Quando o objetivo ¢ alocar y em m; ou T, a regra 6tima consiste em alocar

yemm; (Segdo A-1.2 do Apéndice A) se:

(y)= Pr(ye;r,/d)> c(1/2)‘ 1-¢q

? —.Pr(yen'z/d) c2/1) ¢

em que ¢ ¢ a probabilidade apriori dem e 1-q ¢ aprobabilidade a priori de

Ty .
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Verifica-se que,

__a £0)
=T 70)

Quando os pardmetros sdo conhecidos, utiliza-se

U(y)=1Inlo(y))= ln-(-l-g;;ﬂ“{--;-(y—ul )'2"(y—u1)+;_-(y~uz)'2"(y—uz)}

1 e e [ § oy — ¥y — Tay — ' - . -
=In—1~—_q—‘;+{~5[y2 Y-y R By BT 4y 2y -y T, Ty 4 ’u:]}

_ ,na_g_&“)+{(y -—%—(pl ; pz))’Z"(ul - uz)}

P .
Sy, Y (PRTS B S (TR § St (T
(-q) 2

que ¢ a fungdo discriminante de Fisher (expressdo (A-1.8) do Apéndice A) quando
as probabilidades g e 1—¢g forem iguais.

Quando & ¢ desconhecido, os pardmetros presentes em [(y) s3o substituidos
por suas estimativas pl/ug-in, de modo que

V(y)= n—4—+ {[y - ~;—(ifl +X, )} S7(x, - %, )} € a estimativa de Ufy).

(1-9)

Ainda quando @ ¢ desconhecido, usando a priori de referéncia (3.1),
calcula-se o logaritmo da razdo das probabilidades estimadas (log odds) a posteriori
como:

g St(y/ v, X, ,K,g)
w(y)= lnl—q Hn(St(y/v,"x’z,Kzg)} (3.4)

com x, =l+n" e x,=1+n;".
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Quando o objetivo ¢ prever a origem de uma observagdo futura, o autor

reformula o problema de alocagfo considerando o vetor aleatorio (7, Y ) em que

T~Bernoulli(9)e (Y/T=1t, 68) ~ N X ). Dessa forma, 7 seria a variavel

aleatdria que indica a origem de Y.

Uma vez que o objetivo ¢é predizer 7, encontra-se T (y) tal que

E(le){T ~T (Y))2 /d } ¢ minima, sendo que a esperanga ¢ tomada com base na

densidade preditivade ( 7, Y ).

Essa quantidade ¢ minimizada para
T=E[r(y)/d]l=0P(T =0/d)+1.P(T =1/d)=P(T =1/d)= p(y e 7, /d)= p(y)

Assim, o preditor 6timo da origem de uma observagdo y ¢ a probabilidade a

posteriori p(y).

O grau de separag3o entre populagdes afeta as regras de alocagdo e predigdo.
No contexto Bayesiano, uma forma de medir esse grau de separagdo ¢ medir a
discrepancia entre as densidades preditivas f; ¢ 2 usando as medidas de divergéncia

de Kullback-Leibler. Johnson (1987) obteve a aproximagio:
20(f;, 1,)= A +c,

que depende somente de A’ , a menos de constantes.
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3.3 Medida de influéncia global, local e individual

Johnson (1987) definiu os conceitos de medida de influéncia global, local e
individual.

Uma medida de influéncia € dita global quando avalia o quanto uma
observagdo afeta dois ou mais aspectos da analise. E uma medida de influéncia
definida para as duas densidades preditivas ( f; e f; ) pois se uma observagio tem
um grande impacto nessas densidades, presumidamente, ird afetar varios aspectos da

analise relacionados aos objetivos inferenciais tais como a alocagfio e separagio.

A medida de influéncia € local quando mede o efeito de uma observagio em
um objetivo inferencial especifico, tal como por exemplo, alguma estatistica de

separagio.

Ji a medida de influéncia individual € aquela que avalia o efeito da
eliminagdo de determinada observagdo em quantidades como probabilidades
individuais ou logaritmo da razio das probabilidades estimadas (Jog-odds) . Este
estudo € de muita utilidade porque pode-se observar mudangas muito grandes na
estimativa da probabilidade de um elemento pertencer a 7, depois da eliminagio da

observagdo.

Medidas globais

Uma vez que a densidade preditiva f y dnx,; _’. My 0 d,r. }iﬁ

envolve varios elementos — fungdes densidade, probabilidades, dados, pardmetros —
analisando o efeito que as observagdes tém sobre a densidade preditiva, obtém-se

medidas de influéncia globais.
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O autor mediu o efeito de eliminar a observag@o x;, 1= 1,2, ..., n; na j-ésima

densidade preditiva, empregando a divergéncia simétrica de Kullback-Leibler
IV Fi)= 10 Fio e 1 1)

em que fj(,)(-) = f}(/ xm) e fJ(/ xm) ¢ a densidade a posteriori de y
dada a amostra sem a observagio x; . A partir dai, definiu a quantidade
J,=J (f , fl(,.))+ J (f R fzm), que avalia o efeito que a observagdo x; tem em ambas

as densidades preditivas.
Na impossibilidade de calcular J (fj, f j(,)) explicitamente, € necessario usar

~ ~ ~ ~ 2 ~
aproximagdes. Assim, define-se J(fj,fj(i))z J(jj,fjm) e J, = ZJ(fj,fj(i)).
j=1

Como visto anteriormente, se utilizada a priori de referéncia (3.1), a

densidade preditiva obtida ¢ St(r) 2G5k j), em que

n=n-p-1,
A= (1+ nJ’.IE e
a;, =X; .
Entdo a aproximagdo normal Otima para a esta densidade ¢
N{a‘., i )\.j} , sendo que
w,-2)
a; = X,

—_p— - I +1 - -
np1.1+_1_S=np1.nJ n2SE n2S‘
n—-p-1-2 n; n-p-3{ n, jn-p-1 n—-p-3
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Portanto a densidade ¢-student multivariada serd aproximada por Z ,

distribuida como N ( (- 2) ) Esta aproximag#o € utilizada no calculo de

" (n-p-3)

J (fj , fj(,.)) e devido a sua complexidade algébrica, nio sera aqui exibida. Verifica-se

no entanto que J (fj]’;( ,,)) depende dos dados apenas através da estatistica D.

Medidas locais

Johnson (1987) definiu medidas locais relativas a estimagdo do logaritmo da
razdo das probabilidades estimadas (log-odds), as medidas de separagio (/&2) € a0s
coeficientes discriminantes de Fisher ( I =(X, -%,)S™ e

‘1“(X1 "’Xz) S 1("2 “x1) )-

N

Para medir o efeito de uma observagio no logaritmo da razio das
probabilidades estimadas, o autor considerou a esperanga do quociente dessas
medidas na presenga ¢ auséncia da observagdo. Tal medida, denominada esperanga

do logaritmo da raz&io das probabilidades estimadas ¢ definida como:

ELO, =E 1n{0‘:f{y))} (3.5)

sendo que a esperanga € calculada em relagdo a densidade preditiva com todos os
dados,

fO)=a)+0-9)f(y) e

_ 9 A1)
=TI 70)

Se a estatistica ELO; for positiva, indica que a propensdo para alocar uma

futura observagdo y em 7; ¢ menor depois de eliminada a observagdo i . Por outro
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lado, se a estatistica £LO; for negativa, a propensdo de alocar y em 7 € maior

depois da excluséo da observagdo i.

Se usadas aproximagles para as densidades preditivas fy) , obtém-se a

esperanga do logaritmo da raz@io das probabilidades estimadas “aproximada™

= a(Y)
ELO, =E, m{N (Y)} : (3.6)

O

Para medir o efeito da observagéo # no logaritmo da razfo das probabilidades
estimadas amostral, o autor considera o logaritmo da raz@io das probabilidades

estimadas relativo amostral, definido como :
2 5 olX.
LORAM, =n—1221n{ (xa) } i=1,.,m. (3.7

Verifica-se no entanto que essa medida pode ficar muito préxima do zero,
em virtude dos cancelamentos dos efeitos individuais. Sendo assim € mais sensato
considerar a medida absoluta do logaritmo da razdo das probabilidades estimadas

amostral

LORAB, =n" Y ln{ o) } i=1,.m.
jeLk=t| O (xjk)

Com o objetivo de avaliar o efeito que a observagdo i tem na alocago das
observagbes amostrais € possivel ainda utilizar a fungfo linear discriminante de

Fisher ao invés das densidades preditivas. Assim, define-se:

LORAB =n™ ii]FD(xjk )-FD,,,(x;, ) (3.8)
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sendo que FD(xjk)= I'x, +m e
FD{:;(xjk)“‘ Toxy +my,),

A

1 \
s -— -3 A — —_— -— -1 f —
com lﬁ) = (}vxl(D - Xzbm e m, = '2‘("1@ +x2)S®(x2 - x,m)‘

Efeitos individuais

Depois de identificada a observagio que tem influéncia global ou local, deve-
se analisar o seu efeito individual. Se o objetivo de uma analise é a alocagdio de uma
observagdo y de origem desconhecida ou a determinagdo da probabilidade de y
pertencer a determinada populagdio, pode-se perguntar qual o efeito que essa
observagio da amostra, por exemplo x; tem na determinagio de p(y) , ofy) e
também na fungfo linear discriminante de Fisher. Calcula-se entio esses trés valores
para o conjunto de dados sem a observag#o i, e compara-se com os valores obtidos
quando calculados para o conjunto inteiro . Se as diferengas forem grandes pode-se

afirmar que x; € influente em relagdo aquele objetivo inferencial.

3.4 Exemplo

Johnson (1987) considerou o conjunto de dados de Johnson e Wichern (1992)
pg 564, em que foram tomadas quatro varidveis relativas a 21 empresas dois anos

antes de sua faléncia (m), e para 25 empresas sélidas financeiramente (7).
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As variaveis sdo:

X1 = fluxo de caixa / total dos débitos
X, = lucro bruto / ativo total

Xz = ativo circulante / passivo circulante
Xy = ativo circulante / vendas brutas

mas a variavel X, foi excluida em virtude do seu pequeno efeito na inferéncia.

O autor empregou go = 1—¢o =", que produz resultados mais comparaveis
com os classicos. No entanto, intuitivamente sabe-se que go € muito menor que %2,

assim posteriormente, foi utilizado go= 0,05 no calculo da medida ELO;.

X
5.3 M3
amy
L J
$.34 v a0
N
~ .
N

@ an

[ TURM ~
® | vis {110
rell
(l.m wle (0,16} r
SN © B

-0.§ -0.4 -0.2 8.0 0.2 0.4 0.1

Figura 3.1 ~ Gréfico para as variaveis X; e X ; circulo denota observagdo pertencente a & ¢ tridnguloa 7. A linha cheia
representa a reta discriminante com base no conjunto inteiro dos dados, enquanto que a linha tracejada € a reta discnminante
sem o caso (0,16) ¢ a linha com ponto e tragos € a reta discriminante sem a observagdo (1, 13).

Fonte : Figura 1- Johnson (1987).
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A Figura 3.1 mostra o grafico com as variaveis X; e X; (pode-se usar também
X1 eX;,oulX;eX;). Usando a notagdo ( / , k) para indicar que a observagio se
refere ao k-ésimo dado da populag@o /, nota-se que a observagio (0, 16) pertence a
m, mas esta alocada em 7, e a observagdo (1, 13) pertence a 7; mas esta alocada em

m. Ja os dados (0, 1) e (1, 25), embora alocados corretamente, estio muito

distantes da média de seu grupo.

Na Figura 3.2 (a-c) s@o exibidos os graficos das observagdes versus as
medidas .7, EL O, ,e LORAB]  para as empresas que faliram, enquanto a Figura

3.3 (a-c) mostra os mesmos graficos para as empresas solidas.
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Figura 3.2 - Grafico das medidas para as empresas falidas a:.J, b: ELO, com qo=0,05 ¢ ¢: LORAB,T
Fonte: Figura 2 (a,b e d) - Johnson (1987)
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Analisando-se a medida J, , verifica-se que as observagdes mais influentes

530 (0, 1), (0,11), (1,25)e(1,19).

Quanto 4 medida ELO, (com go = 0,05) , observa-se que os dados (0, 16),
(0, 1),(0,11),(1,25), (1, 13) e (1, 21) sdo os mais influentes . Notou-se que as
observagdes que sio influentes para go = %2 também o séo para go = 0,05, embora os
efeitos sejam maiores para este ultimo. Na observagéo (1, 13), quando da mudanga

no valor de ¢, muda também o sinal da medida de influéncia.

Nas Figuras 3.2-c € 3.3-c, que mostram os valores de LORAB/ , nota-se que

as observagdes mais influentes sdo (0, 16), (0,20),(1,13) ,(1,19)e (1,25).

"-"ﬁ

I'n [3.]
RBwu®BonY

o
‘F x
E 3
: ;
E -3
:: "
i %
*
P ”
* 3
% -
» "
A :
W
" H
»"
.o Y] y y Y : e
2 .3 oe -4z 03 o as
& b

e

|

- -
LI I Yy

debmuifl

Y e y Y -
| X [ ] 3 o4 s

0 teid.

Figura 3.3 - Grafico das medidas para as empresas financeiramente solidas , a:J; b: ELO, com qo=0,05¢

¢: LORABS .
Fonte: Figura 3 (a,b ¢ d) - Johnson (1987)

65



O autor analisou as observagdes (0, 1), (0, 16), (1, 13) e (1 ,25), uma vez

que elas aparecem como influentes em mais de uma medida.

As observagdes (0, 1) e (1, 25) sdo as mais distantes de suas médias. Ja as
observagbes (0 , 16) e (1, 13) sfo as mais influentes quanto a efeitos locais (Figura
32bec,e3.3bec) mas nenhuma delas esta distante da média de seu grupo embora

estejam alocadas incorretamente.
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Figura 3.4 — Grafico para as empresas falidas
d: diferengas de probabilidade com e sem a observagdo (1,13) (p—p 1.13))

e: diferengas dos escores discriminantes com ¢ sem a observagdo (1,13) (FD - FDy 13)
Fonte: Figura 2 (e-f)— Johnson (1987)
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Figura 3.5 — Grafico para as empresas financeiramente solidas
d: diferengas de probabilidade com e sem a observagdo (1,13) (p-p @,13)
e: diferengas dos escores discriminantes com e sem a observagdo (1,13) (FD- FD.13)

Fonte: Figura 3(e-f) — Johnson (1987)
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Obtendo E[N,O,O_16 ,>0  para go="2, aeliminagdo de (0, 16) implicou em
uma maior propensdo para alocar uma observagéo futura em m. Ja com EL On3, <0,

a retirada de (1, 13) resulta em maior chance de alocar a observagdo futura em 7.

Com a remogdo da observagdo (1, 13), a probabilidade de alocag@o no grupo
das empresas falidas aumenta para todas as firmas falidas (m), exceto para a
observagdo (0, 13) ( Figura 3.4). Aumenta também a probabilidade de alocagdo em
falidas para sete das empresas solidas (Figura 3.5), enquanto que para as demais
observagdes essa probabilidade diminuiu. Assim, o efeito de (1, 13) nas empresas

solidas é maior do que nas empresas falidas.

Nota-se que as observagdes que sdo mais influentes com relagdo a medida

~

J, n#o sdo as mais influentes de acordo com as medidas locais.

O autor finaliza concluindo que medidas baseadas apenas na distincia de

Mahalanobis nfio sdo suficientes para uma andlise de influéncia mais aprofundada.
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Capitulo 4
Comparacoes entre algumas medidas

de diagndstico

Johnson (1987) construiu medidas de diagnoéstico calculando a esperanga
(com relagéio a densidade preditiva de x ) da diferenga dos logaritmos da razdo das
probabilidades estimadas (log odds) de x baseados na amostra inteira € na amostra

sem a observagdo i ( Segdo 3.3, expressdo (3.5) ).

Utilizando uma abordagem similar, Fung (1996-b) considerou medidas de
diagnostico condicionais ao fato que a observagdo x estd préxima do plano
discriminante. Tal estudo tem interesse porque em analise discriminante esse tipo

de observagdio é dificil de classificar, despertando maior ateng#o.

Este capitulo tem por objetivo comparar medidas obtidas através de
abordagens diferentes pelos dois autores, mas que produzem resultados semelhantes.
Sdo comparadas também estatisticas obtidas por um mesmo autor, Fung (1992 e

1998), que, calculadas de formas distintas, fornecem resultados similares.
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Como visto nos capitulos anteriores, admite-se que a observagdo retirada
pertence a primeira populagdo, e tomando o logaritmo da razdo das probabilidades

estimadas definido na Segdo 2.3
- (5, +f2)/~z}_zog{1_:‘!_}
q

o efeito da observagdo i nesta quantidade pode ser estudado usando a medida
DLO,(x)=1{x - (&, +X,)/ 2}-1, & - &, +%,)/ 2} (Segao2.5). 4.1

Observa-se que essa diferenga do logaritmo da razfio das probabilidades

estimadas independe da probabilidade a priori g.

As medidas propostas por Johnson (1987), ELO; e LORAB; ((3.5)¢ (3.8))
sdo basicamente E (DLO;)e E ([DLO; |) nessa ordem, sendo que as esperangas sdo

tomadas em relagdo a densidade preditiva para x e definidas incondicionalmente.

Complementando esse estudo, Fung (1996-b) propds a medida condicional &

situagdo em que a observagdo x esta proxima do plano discriminante, definida como
E2¢,= E[DLO?/ A(x)=1"{X -(&X, +X, )/ 2} = k] (4.2)

e representa a meédia do quadrado da diferenga do logaritmo da razdo das

probabilidades estimadas quando x permanece no plano discriminante, ou seja

Ax)=k = Iog{tg—} :

q

Variando &k em A(x) tem-se planos paralelos ao plano discriminante. Pode-se
considerar também £k = A(iij), Jj=1,2. Alémdisso, se a(q)z log-l—_—q— , tomando
q

k= a(q) com diferentes valores de ¢, k= « (0,5 ) =0 ¢ de grande interesse, pois
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A(x) = 0 corresponde a fungfo discriminante de Fisher com probabilidades a priori
iguais. Portanto, as medidas condicionais para observagdes proximas do plano

discriminante podem ser calculadas através de £2¢; com escolhas adequadas para k.

Para xerx, j=1,2 , utilizando-se a distribuigio N(ij,S), calcula-se a

média quadratica condicional (4.2) do seguinte modo:

E2c, = E[DLOf /i‘{x_ﬁzz‘_f_z)} - k} - Var[DLO,. /i'{X—@%}L)} - k}
+E"'[DLO,./3'{X—@‘;—§2)} - k].

O vetor aleatorio (DLO,.,i'{X--(i'i1 +%,)/ 2}) tem distribuigdo  normal
bivariada, pois é combinagdo linear de x, que tem distribui¢do normal multivariada.

Como conseqiiéncia, usando novamente as estimativas plug-in X,,X, ¢ S para os

pardmetros py, M2 € X, seque que

Var[DLO,. / i{X - E‘—-—-;}-z-)} = kjf = 211 - 5-"122;;5-"21

com %, =Var(DLO,),

5, = Cov[DLo, : i'{x - _(};1__;_"_:_)}}

i22 = Var(i’{x—&;ﬁ}) e

221 = 5:'12
De (2.29) sabe-se que Var(DL()i)z(i—A )S(i-—i )=f) .

l(i)
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Adicionalmente,
5, = cOv(DLo, , i‘{x _ ﬁ’_‘_x__?_z)}}

C(I{XLT)},{XLE__)},{X &rn))
of - i cofuf -l

I

3, = Var(i' {x - w}] =1S1=(x,-%,)S7'SS' (¥, -%,)=D’.

Portanto,

N TAY:
oo B3]

Do mesmo modo que na Segdo 2.5, admitiu-se que X € distribuida como
w,N(,,Z)+w,N(u,, L), utilizando-se as estimativas plug-in para w spe .

Observa-se que X,, X, ¢ S sdo considerados constantes neste calculo ¢ neste caso,

s A s X, +X o
admitiu-se w;=w,= % . Como conseqiiéncia, E(X)= g—‘—i——l) e a partir dai,

E(DL()} / i'{x - L’?'—;ﬁ)} - k} = E2c,.

Tem-se que

E(DLQ /i'{x _@_;};)} = k) =u+3,55 (k- 1)
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com u =E(DLO,)= E(i'x i & ;iz)— ifx+1, gﬁ“;m’i’-))

-1 (-iﬁiz)_i' (iﬁriz)“i' (ix+iz)+i' (il(n’“iz)_i;n(ilm“il)
- 2 2 ® 9 ® 2 7 2

e U, =E}:ix—-i'—(—i—’—;:—§2—)—:} .

Se E(X)zg—‘——;—zz—), entdo 4, = 0 e com isto,

2 D?

E[DLO /j'{x_w} = ka itﬁ)(ixm -—i,)+ (i~i®)S ik
i
2

e E2c, =B} +V, emque

- i'(i)(im) “i1)+ k(i“ia))s i
2 D?

Bi

) fi-iy)sif

] D?

a3

4 =(i‘i(n)s

Grandes valores da medida FE2c¢; indicam que a observagdo i ¢ influente.

Essa medida também pode ser escrita em fungdo das duas estatisticas
fundamentais gz;,. e d’, conforme demonstrado nas Segdes B-10 e B-11 do

Apéndice B.
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As medidas de diagnostico propostas na Seg¢dio 3.3 sdo calculadas no

contexto Bayesiano com base em distribuigdes preditivas aproximadas pela

distribuigdo N(ij,(-—(f—:—%S) . J4 na analise cldssica, a distribuicio usada ¢
n-p-

N(‘ij,S) J =1, 2 . Entretanto, essa pequena altera¢do nas matrizes de covaridncia

tem pouco efeito nas medidas propostas, em virtude dos cancelamentos quando se
calcula a diferenga dos logaritmos da razdo das probabilidades estimadas. Portanto,

na prética, as duas abordagens fornecem resultados similares.

Equivaléncia assintética entre DPCI; e E2c/

Partindo do fato que a maioria das medidas de diagndstico em analise
discriminante podem ser escritas em fungfo das estatisticas fundamentais ﬁi e dt,

nesta se¢do, mostra-se que as medidas DPCI; (Segdo 2.4, expressdo (2.22)) e E2¢;

(expressfio (4.2)) sdo assintoticamente equivalentes.

Como ja foi visto, a probabilidade de classificagio incorreta de uma regra de
alocagdo ¢ de fundamental importdncia na analise discriminante. Fung (1992)
estudou o efeito da observagdo i , depois de sua eliminagdo, na estimativa dessa

probabilidade, obtendo a medida DPCI; :

DPCI, ={(®@[(- 4, - B,)/(2G,)]+ ®[(- 4, + B,)/(2G,))/ 2}-®(- D 2) (4.3)
emque 4 =iy(%,-%,} B = i'm(i'l -’im)) e Gl=IySl.

Para as observagdes proximas do plano discriminante, que de modo geral, sdo

de dificil classificagdo, Fung (1996-b) propds a medida de diagnéstico £2¢/” :
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E2 = E{DLO,? / i'[x - -(—i-‘-?l-)_] = 0}

m)_‘ ki - im)'S i}z .

D2

I
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4.4)

Nota-se das expressdes (4.3) e (4.4) que as medidas dependem da

observagdo i somente através de X, € fﬁ) =S, (‘x’lﬁ) -X, )
Apbs os calculos B-10 e B-11 do Apéndice B mostra-se que:
E2¢? =|enf, (B, - na? )i @)} +c2 2, + n1vfa? - 21 D?).

Substituindo pelas expressdes do Calculo B-5 do Apéndice B :

2.

E2¢! n-3 1 (nI—IXn—Z) (¢‘_ 1 df)/ 2n,
n-2 n -1 1— n d2 n -1 (n,-1)n-2)

Assintoticamente, tomando n; € n tendendo para infinito na mesma

13 : by n
velocidade” , ou seja, de modo que —- tende para w;, segue que
n
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Como visto na Secéio 2.4, Fung (1992) usou expansdo em série de Taylor até
segunda ordem em torno de (-1/2D), para a fungdo de distribuigdo normal padrdo
®(.) obtendo, assintoticamente, a medida DPCJ;

DPCI, = f;(( g 2)[( wi f (@2~ 8210°)g14]

Esta claro que DPCI; e E2c sdo assintoticamente proporcionais € suas

distribui¢des assintdticas podem ser obtidas com base nos resultados dados na Segdo

2.3.1 sobre as distribuigdes de ¢, e (d,” -2/ D? )

A relagdo entre as medidas DPCI; e E2c; foi analisada por Fung (1998) em
dois conjuntos de dados. No primeiro, os tamanhos de amostras eramn; = 19 e
ny; = 20 e o coeficiente de correlagdo entre as medidas resultou em 0,981. No
segundo conjunto, 7,= n,=50 e o coeficiente de correlagdo entre DPCI; e E2c ¢
igual a 1. Estes resultados mostram a forte relagéo linear entre as medidas, tanto para

amostras pequenas, quanto para amostras de tamanhos moderados.
Com essa comparagdo entre as medidas que fornecem resultados similares,

encerra-se 0 estudo de diagnostico em andlise discriminante para duas populagdes

com matrizes de covaridncia iguais.

75



Capitulo 5
Observacoes influentes em

analise discriminante quadratica

Neste capitulo, sdo propostas varias medidas de diagn6stico em analise
discriminante quadrética, caso em que as matrizes de covaridncia sdo diferentes
(Se¢do A-1.3-b do Apéndice A). Tais medidas envolvem estimativas das fun¢des
densidade de probabilidades, da probabilidade de uma observagio pertencer a
determinada populagéo e do logaritmo da razdio das probabilidades estimadas (log
odds ).

Partindo de duas populagSes normais p-variadas com vetor de médias p; e

matriz de covaridncia Xj , e considerando amostras aleatorias dessas duas

populagdes, sejam X, , E,

;> J=12 os estimadores ndo viciados dos vetores de

médias e matrizes de covaridncia. A estimativa da densidade normal correspondente

a populagdo j €

/}j(x)z —l(x—ij)'f‘.;’(x——ij)j; ' (5.1)
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Assumindo, como nas se¢des anteriores, probabilidades a priori e custos de
classificagdo incorreta iguais, a regra discriminante quadratica aloca uma observagéo
xo (de origem desconhecida) para o grupo com maior estimativa da densidade, ou

seja aloca xg em T se

(Xo - X, ) ‘214 (xo -X, )“' log

E|< (%o =%, ) 25" (x, - X, )+ log]E,| (5.2)
€ caso contrario, aloca xp em 7, .

Na analise discriminante quadratica, considerando duas populag@es normais
multivariadas, uma medida de “atipicalidade” ¢ a distdncia de Mahalanobis de uma

observagdo com relagdo a média do seu grupo:
di2 = (Xli "il)’iil(xli "ix) i=1--n

tomada para a populagdo 1. De forma similar, seria definida a medida para elementos

da populagdo 2.

Assim, uma observagio com um grande valor de d? é considerada outlier ¢

pode ser influente em analise discriminante quadratica.

Uma vez que a regra discriminante quadratica (5.2) depende da fungéo

densidade (5.1), analisa-se o efeito das observagdes nas densidades estimadas.

Considerando-se a eliminagdo da observagdo i do grupo 1, tém-se as

A

estimativas X,; € X, , sem essa observagdo, produzindo a densidade f;),

A

normal multivariada com média X, e matriz de covaridncia X,; . Nesta anilise,

as estimativas de pardmetros da populagio 2 nio sdo afetadas.
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Seguindo Johnson (1987), Fung (1996-a) propde o estudo da influéncia da

observagio i através da medida de divergéncia de Kullback-Leibler :

n f(X) f(,)(x)
i o) l(fm)(X)J Fa (f(X)}

Z(x JA (x) + in J}m)(")
m'{f )1“( 1(:)( ))dx J‘fw)( )1 ( fx(X) }dx

Com base na Segdo B-8 do Apéndice B,

J (fl’f (x)) Xxo x:) Elo(xxo "1)+ L E;(l) lnlﬁti,‘(‘,-,f— p}/2+
+ {(1(1 -x,m)El (;1{1 - x,(i))-i- trZ,(DZ‘.,' 1 ——ln,):,(nf.‘.,' ;— P}/ 2

= &%) B + 250 JE R, J+ 0B, 40 B ~2p-InfE, £ |- InfE, 271 /2.

Mas -InfE,E;l|- znlz,mz:;‘[=—zn(]z,][2;;)[)-1;1(]21@”2;‘])
= ~{infE, |+ 12 i3)- (il |+ 1] )=~z |+ 12 )~ (nf |+ )
= ~in{,| |57 ) l[250)| (o) = ~ {2 B7 |~ 2t By | = 1l = il = 1~ 11 = O
entio (7, i, )= (€%, ) Bi + £ &, — %y )+ B L+ £~ 2p)/2.

No entanto, essa medida ndo leva em conta a estrutura da anilise

discriminante. O autor propde o uso de medidas que levem em conta essa estrutura,

definidas nos célculos a seguir.

A probabilidade estimada que uma observagio x pertenga ao grupo ; ¢
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YO /. E—— Y

A+ £k)

Estuda-se o efeito da observagdo i nessa probabilidade através do calculo de
Ex[ﬁ (x)-p 1 )(x)}z Jj=12, emque p,, ).(x) ¢ a probabilidade estimada que

uma observagdo x pertengca ao grupo ; depois de eliminada a observagdo i.

Calculando-se essa esperanga com base na distribuigdo empirica, define-se a

medida de diagnostico de probabilidade quadratica relativa :

2
POR; = ’l“z [P ( jk)-—fylm(xjk)]z , 1=12,-m,
e

n

Para medir a influéncia da i-ésima observagdo no logaritmo da razio das

probabilidades estimadas, a medida proposta pelo autor é:

n.

3]»—*

LOQR, =

by (x)}—log{ Puy (x)} obtém-se

Calculando inicialmente R(x)= log{ . ~
p,(x) Pz(i)(x)
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R(x)=Iog{[Wexp[-%(x-il)'f.‘.,"(x-il)} [(Wl 5
exp[——lz—(x-fx'l)'ﬁ;l(x-x“l):l+ Wexp[-%(x—i,)"ﬁ;l(x——iz)]ﬂ N
Lzﬂ‘“f Y exp - Hx-x,) 6%, (w; £ exp -3 - £, +

Wex{_%(x_fz)'ﬁgl(x_i,)]} -

77 © L XX ﬁ1%) X— X * '_'“—_1—"—175
{{(27’)"/2‘ 10, p{ 2( ) ( )] [(27!)”/2!5‘1

10|
exp{:——;—(x—i,m)‘ﬁ;(lﬂ(x—im):} 5 )m{ Im p{—%(x~i2)'i;l(x—iz)j|ﬂ +
Lz R p{ L%, £t x - xz)] [(z,,y P
o -3~ ) Eiple i) |+ R p{-g(x-fz)'i:(x-ffz)m}

L

= ~loglE,| --;-(x ~%,) £ (x-%, )+ loglE |+ —;-(x ~Xio ) Bl (k= %, ).

Retornando a primeira expressdo, tem-se que

LOQR, = ZZRZ( ,k) com

J=l k=l

2Rj(xjk)=_loglzl[ Xy —X )Z (jk -X; +10g]£1(.)[ X jx xl(n))z;:i)(xjk“ilm)
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O termo R} (x jk) pode ser escrito como pog f‘,(x)ulog J}m )(x)]z , devido ao

cancelamento da estimativa da densidade para o grupo 2, que ndo ¢ afetado. Sendo
assim, € mais razoavel propor medidas de diagndstico para o grupo da observagdo

eliminada como

LOQRG, = ii[logj;(xlk )— log ﬁ(i)(xlk )]2 = "'}'ZRlz (Xlk) (5.3)

n1 k=1

em que

2R, (Xxk ) = logifll I - (xlk -X, ) i;l (xlk -X; )+ 10g!21(i)l + (Xlk - il(i))'il_(li)(xlk - il(i))‘

Pode-se definir também as correspondentes medidas de diferengas simples e
diferengas absolutas, no entanto, numa analise com dados reais, Fung (1996-a)
verificou que as medidas sugeridas de diferengas simples, absoluta e quadrada

forneceram resultados similares.

Tais medidas foram calculadas sob uma abordagem frequentista, mas
poderiam ser generalizadas para uma abordagem preditiva Bayesiana. No entanto,
devido a uma simplificagio nos calculos, a abordagem Bayesiana forneceria

praticamente os mesmos resultados.
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Capitulo 6
Observacoes influentes em

analise discriminante para g grupos

6.1 Observacdes influentes na probabilidade estimada de uma

observacio pertencer a determinado grupo

Neste capitulo sdo apresentadas as medidas que detectam observagdes
influentes em analise discriminante multipla, ou seja, quando existem mais que duas
populagdes. O capitulo é composto por trés se¢des. Inicialmente aborda-se a
influéncia das observagdes na probabilidade estimada que uma observagéo pertenga a
determinado grupo. Posteriormente, sdo estudadas a probabilidade de classificago

incorreta € a fung@o de influéncia discutida no Capitulo 2.
Como ja foi visto, a estimativa da probabilidade de uma observagio de
origem desconhecida pertencer a um certo grupo tem papel importante em analise

discriminante.
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Fung (1995-b) sugeriu quatro medidas de diagndstico para avaliar o quanto

estas estimativas podem ser afetadas pelas observagdes.
Seja xj, j=1,2,....,8, k=1,.. , n; uma amostra de tamanho
n=n; +ny + ... + n, selecionada aleatoriamente de g populagdes, de modo que
Xjk tem distribuigdo normal p-variada com média p; e matriz de covaridncia X
A média amostral do grupo j € denotada por X; € a estimativa da matriz de

covaridncia ¢ £ = ZZ(xjk -%,Jx, -X,) An-g) .
Jj k

Com base nessas quantidades, a estimativa da densidade normal para uma

observagdo da populagdo ; ¢€:
/ 1 ~x-%, )£ (- %)
fj(x)::————-——;—;—g—-———ex -5 &-%)27 -] (6.1)

Seja g; a probabilidade a priori de que uma observagdo X de origem
desconhecida venha da populagdo j, ;j=12,... ,g. A probabilidade estimada de
que Xp pertenga ao grupoj €:

. _ qjjj(XO) 1.
pj(x())" Zq}j}j(xa) J "'1' ¥4

e substituindo (6.1) em J}J obtém-se

— - 51 -X
(%) 4, expl (x, Xi)Z (x, jii)/z] j=12.g. (6.2)
i

- qu. exp[—(x0 —‘ij)i“ (xo )/ 2]
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Essa quantidade € muito importante uma vez que, quando os custos de
classificagdo incorreta sdo iguais, a regra de classificagdio € obtida alocando-se xg

no grupo j tal que f)j(xo) ¢ maxima.

Quando os custos nfio forem iguais, aloca-se X na populagio n; com
£
> q,p,(x)c(j/i) minima (A-1.4).
i=1
i®j

Para determinar elementos influentes no calculo de f)j(x) serd usado
novamente o método da omiss@io de observagdes. Se xy , i-ésima observagio do

grapor, r=1,2,..,g, i=1,2, .., n,. ,¢éaobservagio eliminada da amostra, a

média do r-ésimo grupo fica:

nox.

— — T

X = Z 1
j=1 .=
J#i

e as demais médias ndo sfo afetadas. A matriz de covariincia resultante ¢ denotada

como X, .

Ap0s a retirada de xy, a probabilidade estimada, p, (xo), ¢ calculada através

da expressdo (6.2) usando as estimativas para a amostra reduzida. Indicando esta

estimativa por p; ,,.)(x), a influéncia da observagéo retirada é calculada como
f’j(xo)" ﬁ’j(n’)(xo)
¢ com base nela, Fung (1995-b) propde as seguintes medidas de diagnostico:

a) adiferenga absoluta das probabilidades estimadas

DAP, = ii'ﬁj("m)“ ﬁj’(ﬁ)(xjkl

J=1 k=l h

, r=12,..,¢, i=1,2,...n
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b) a diferenga quadratica das probabilidades estimadas

22,58, i=1,2,..,n

DQPH.=i€:[ﬁj(xn‘)—fﬂ”)(x“)}z =12

j=l k=1

c) a diferenca absoluta dos logaritmos das probabilidades estimadas

DALPﬁ:iiIogﬁj(x"k)qogpﬂﬂ)(xjk] ,r=1,2.,g, i=1,2,.n

J=l k=1 n

d) a diferenga quadratica dos logaritmos das probabilidades estimadas

DOLP, = ii{logﬁj(x.ik)_logﬁj(ri)(xjk)]z r=1,2, g, i=12...m

=1 k=1 n

Na definigéo destas medidas, foi usado o estimador nfio viciado para . No
entanto, Fung (1995-b) verificou que, se usadas outras estimativas como a de
maxima verossimilhanga ou estimativas Bayesianas, na pratica os resultados sio

similares.
Os diagnésticos de influéncia propostos medem a influéncia total, pois sdo

definidos sobre todas as observagdes da amostra, mas pode-se também usar medidas

para um grupo especifico, por exemplo,

DOLPG

= nz [IOg b, (x“‘ )— log P, (xik )}2

jtriy = 3
k=1 n

J
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que mede o efeito da eliminagdo da observagdo x, no logaritmo da probabilidade
estimada para os elementos do grupoj, j=1,..,¢g As outras medidas

também podem ser definidas desse modo.

Depois de identificadas as potenciais observagdes influentes, pode ser
interessante considerar a mudanga nas probabilidades estimadas para casos
individuais, depois de omitidas essas observagdes. Assim, o efeito da observa¢do x4
na estimativa da probabilidade individual de xjx ser corretamente classificada no

grupo j pode ser analisado como
ﬁj(xik )—ﬁj(ri)(xjk) ou
logﬁj(xjx)_logﬁj(ﬁ)(xjk) k‘—‘l,---,nj j=1-g.

Fung (1995-b) verificou que as medidas propostas foram satisfatorias para um
conjunto de dados real e também sob um estudo de simulagdo. Usando medidas de
influéncia para grupos especificos para todos os pares possiveis dos g  grupos,
obteve informagdes adicionais que poderiam ter sido “mascaradas” no calculo das

medidas para todos os grupos.

No estudo de simulagdo, foi observado que as medidas quadraticas DQP e
DQLP fornecem resultados similares entre si e melhores do que as medidas
absolutas DAP e DALP, ¢ as medidas DALP e DQLP , que utilizam logaritmos, sio
superiores. Sendo assim, a medida DQLP seria preferivel dentre as quatro medidas
propostas. Foram usados também diferentes conjuntos de probabilidades a priori, e
os resultados foram proximos, sendo que a analise com as probabilidades a priori
iguais se aproximou mais do conjunto de probabilidades a priori real, o que indica o
uso de probabilidades a priori iguais quando n3o se tem informagdes sobre as

probabilidades a priori verdadeiras.
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6.2 Medidas baseadas na probabilidade de classificaciio incorreta

Prosseguindo sua pesquisa em andlise discriminante multipla, Fung (1996-c)
calculou a probabilidade de classificagdo incorreta , sob a seguinte regra de

classificagéo:

Um vetor aleatorio xo , de origem desconhecida, € alocadoem m; se x € R;,

sendo que
R —(g][z( —p,JT T -, T, <0 6.3
;= By — Iy Xo +H;ETpy —y 2y <0] (6.3)
k=1
k#j

que ¢ uma forma alternativa de definir a regra discriminante de Fisher.

A probabilidade de classificagdo incorreta para essa regra de classificagdo

esta apresentada na seguinte proposicdo.

Proposicio 6.1 - A probabilidade de classifica¢do incorreta para xo € 7;,
J=12,..,g, sobaregrade alocagdo (6.3) ¢

PCI, =1-Glb, b, , 1,0, 1ob ) (6.4)

7

Jk

A .
emque by, = Bk Azjk = (l—lj - uk) ! (uj - uk) ¢ a distancia de Mahalanobis

entre as populagdesje k, para k=1,2,...,g8 ¢ k# (6.5)

G(b FUREEN . N RN jg) ¢ a fungdo distribuigdo de uma normal multivariada, de

modo que Glb,,,+-.b,,1.b, b, )= P{ﬂzk < bjk} , (6.6)

k#j

(Azjk + Azjl - Azkl)

o~ N(0,1) e cov(z,z)= SAA
JES i

, k#j, [I#j.
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Prova: Sob a regra de classificagdo (6.3), a probabilidade de classificagdo
incorreta PCIj € 1-P(R;/ %o € m;). Quanto ao conjunto R;, tem-se que

£ — .
Ry =(2(ee =1, ) Z "%y + 1, T~ =M, < 0]
k=1

kej

= ﬁ[z(l‘k - l‘j)z_lxo '*’(l‘k - l‘j)z-l(llk + uj)< 0]

k#j

= é[z(}‘k _uj)x"lxo -_(pk -pj)Z*l(uk 'Hlj)"‘(l’x _uj)z—l(uk _uj)< Azjk]

k#j

4

= ﬂ[Z(yk -“i)z‘_lxo +("‘k - "j)z—l(l‘k R T —ﬂ;)< A1

k=l
k#j

- ﬁ(}lk _"j)z_l(xo "uj)< Ajk
k=1

A, 2
k#j *
—p, )T x, -, A,
Portanto, denotando (u" "’) (0 “’) por zx e —% por bk,
Ay 2
segue que
PR, 'x, e7,)=P |z < bJLkJ.
k#j

Se xp e m,

E(:j)z E((“k “l‘j)z_l(xo ‘“j)]z (Fk ‘“ﬂ,-)'z._l(ll,- "Ii,-):O ,

Ay A,

J 7
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Var(z .)= Va’{(ﬂk - uj)z" (Xo ‘“l‘j)] - (l‘u - ﬂj)‘xﬁlVa’(Xo )zal(ﬂk - ﬂj) -1

A & A? Jk

Desta forma, a normalidade de z; € conseqiiéncia do fato que Xy, tem
distribui¢do normal multivariada. Portanto, a varidvel z; tem distribuigdo normal
padrdo, com

COV(Zk,ZI)-‘— Co{(pk - “‘j)'z_l(x() _ﬂj) (llz - l‘j)'z—l(xo - “j)}

Ay ’ A

i

_ (l‘k - Fj)E_ICOV(Xo’Xo)E-I (“1 = “j) (ﬂk - l‘j)z—l (llz - llj)

I T T R T

2 E T -2 7, - 20T, 4 2
28 ,A,

Somando e subtraindo os termos p,X'p, € u,E7'p, no numerador e
agrupando convenientemente,
Cov(z,,z,)=

2 E Ty =2 B - 2T 2 B e B - B T -
28 ,A,

o T LTINS S0 TR TH TS S PRGNS ST YT STt
mE Ty - E e, - E s 24,4,
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A A -4

Nota-se entdo que a probabilidade de classificag@io incorreta da Proposigdo

6.1 € fungdo somente das distdncias entre as médias populacionais.

Influéncia de uma observacio

Tomando a amostra xjx, j=1,2,..,8, k=1,2,..,n, descrita no inicio

do capitulo, mas estimando a matriz de covaridncia por maxima verossimilhanga,

i=i:2;(xﬂ~ij£xn—ij) ’ 6.7)

obtém-se a regra de classificagio amostral substituindo os parimetros por suas
estimativas em (6.3). Sob essa regra amostral, a probabilidade de classificaco
incorreta para o grupo j, PCIE; (6.4) , pode ser calculada de maneira andloga,
trocando os pardmetros por suas estimativas na Proposigdo 6.1. Desta forma, a

estimativa da probabilidade de classificagdo incorreta ¢

¢, PCIE,
PCIE=Y —L.
=1 8

Uma vez que o critério mais comum para estudar a influéncia de uma
observagio ¢ o método da omissdo, seja X, a observagdo i do grupo r eliminada da
amostra. Sob essa amostra reduzida obtém-se nova regra de classificagdo bem como
diferentes estimativas para os pardmetros e para a probabilidade de classificagdo

incorreta que fica
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Como H ¢ idempotente,
Var(r)=o*(1- H)
Var(ri):az(l—'h,,) (h” <1)

(0"(" 7 ) - Y L

/Rt |

: (A-2.1)

C ~
omo y=Hy entio J, —h,,)’,’fz i

j—l
h; mede a influéncia

de m
0do _ 2
que /; mede a influéncia exercida por yjem Vi

€xercj
¢ida por yiem ,.

3 e .
evido ao fato que HH = H , prova-se que se hy=0 entdo y,~ 0,V yi (i
Ndp ¢

afetado por y ) e se hi= 1, a8

sio A-2.1 predomina influéncia de Vi sobre

Par
a valores altos de /; na expres
mo uma medida d

se h;; €0

bSe

rv

agdio sobre o proprio valor ajustado. O efeito

i ancia ¢ incerta,

Proy.

ave :

G Imente maijor se Ai ¢ alto, Mas
J.

e influéncia da i-ésima

Or a - . oy
Justado y,, por 150 utiliza-
gressdo ¢

do i-ésimo caso na re
pois depende dos

importante na

Iig ;
ortanto o elemento /; =X

u : :
630 de técnicas de diagnostico:

; de alavancagem (high Jeverage) por

mados pontos

tEr
u . ~
M peso desproporcional no proprio valor ajust

trazendo 0

destoam dos

Po
ntos com /; "alto" sd0 ¢ha
ado; geralmente

plano de regressio em sua dire¢do, 0 que

dem .
ais e
m alguma coordenada,

Pode

ou nda di L
U ndo distorcer algumas estimativas:

em. Como H ¢

Exi = .
istem critérios para consider
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idem ; _ ! ;
potente, isso implica que posto (H) = trago (H) = Zhﬁ - p e o valor médio de
i=l

E h,
- u
P (Considera-se entdo como de alavanca aqueles pontos onde ;i

n n

10r _ _ _
que duas vezes a sua média, ou SJ2 h, 2 2h ou k, & "

ende de Y), pode revelar pontos

H (que ndo dep
de ter um grande imp

Em .
resumo, a analise de
acto no

Vel ; ,
S, nos quais um valor discrepante €m ¥ po

duste,

M .
€dida de influéncia

Os métodos mais comuns para S€ detectar influéncia eliminam uma

0bseryans
TVagdo do conjunto de dados de cada veZ.

Gl B(i) o estimador de P calculado sem a observagao?
X, @ matriz (n-1)x P obtida excluindo-s¢ & i-ésima linha de X

r ) i
p O (X(i)x(i)) x(i)Y(i) '
ma possibilidade seria

: 8¢ BV
O problema é quantiﬁcar a distancid entr€ pe Bo
lltilizar
D, = (XB _' Xﬁ(i))(xﬁ - Xﬁ(i)) :

1

pis’

Send
0 )
Que s* ¢ o quadrado m
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Assi .
m surge a medida D-Cook (distancia de Cook):

b :(I?—iii | (x'X)(B-B
, ())(psz )B-Bo) 1,20 (A-22)

qU.e tamb ,
€m pode ser escrita em fungdo d

as estatisticas h; e r; como

2
Di = [___L___— hl: 1
s(t=h,) ) 1= p

r reflete falta de ajuste DO

Obse
Ponto ¢ rva-se que Di € crescente €m 7i e hi, i
B hy;
b i reflete a posigdo de x; com relagdo @ xeD alto € devido a \rl alto ou
ialto oy ambo
S .
30 ser adequada quando 7i for grande € hii

No
entanto, a distancia Di

Pequen,
0.
Por esse motivo, Belsley> Ku
ficientes de

DFF
ITS,
un , mais apropriada para medir influ uéncia nas estimativas dos coe
Onto
aberrante com i pequen?: Sua expresso €

(A-2.3)

1
DFF]ﬂS’i = _.———-—‘-""’_'lri| (/hﬁ ]2 i’ 1, 27
S — 1-hy
em que 57, ¢ o quadrado médio do residuo sema observagho i
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Apéndice B

Def‘
Inico ’
Icoes, resultados € calculos

B-1
Definiciio de Ordem

s de numeros reais, entdo

Se
{"n }nz[ € {b,, }”Z, sao0 seqiléncia
_y o ,0U seja,

4]
n =O(b )
5 a -
x) a, ¢ de ordem b,) 5° b/” ¢ limitada para 1
n
a
= no(m)> tal que B‘"“Sm,\/nzno_

€ ey
€Xisty
I um ny’
nimero m >0 € um inteiro 70

B
Distribui
tribuicao quiquadrado nio central
variada c0™ media B © matriz de

tem distribuic;ﬁo quiquadrado

Se
y tem distribui¢ao normal 7~
e -1

Covar:
Varidncig 3
, Y- Ny (p,,Z :
p'E"p :

nao centralidade

hdo
Centra]
com p grausde liberdade, ©



B-
3 - Resultado

Se - . . Y el
X tem distribuigdo Normal p-variada de média B ©€ matriz de covariancia

,
P Np (p 2
: ), entdo qualq

uer combinagao linear das yariaveis

nivariada de média

ax -
x‘alxﬁ'ax
2 2+'--+apo

A ,
M ©varidncia a'Za

Também, se a'X ¢ distribuida €™ N(ap,aZa) P todo a, entdo X

tem disy;
stribuics .
ibuigio N, (t,2).

B4

- Resultado
S
b=y eX ~ N, (mZX)e 7=X-B ~ NP(O,Z), dev1doaoResultado B-3,
Z ~N (0, 1IZ1).
Py

Dessa forma, _,_lf—— - NOD) ¢ 1zl
@/121
¢ ) 0,455,

Assim, P
E =1 _1, Mediand | s
¢’ '

) 05 ¢ P(¢2£0,455121)=0.5.

(1\21“’ 455

seja,

(¢’ )= 0455121 ou
imetria positiva.

.

0

. E(p?)=rz1 , Mediand
¢ tma551

A méd;
Cdia de 42
e ¢* é maior que @ median
negativa € €OMO wA €
wig, B0 assimetria 7 ‘
- 1
2 negativa.

e -
omo consequiéncia,
(x; A’) tera assimetr]

Stant
e e
€ 2A¢, ¢ simetrica, entdo
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B Calculos de iy (& ~%io)> 1ol

As féormulas a seguir , apresentadas no Apéndice A de Fung (1995-2), foram

4y

2
il . i (k. -X '—i)eG‘.
utilizadas para os calculos de Iy ("1 "l(i))’ lo (x 2

n—3 _ b
6‘:”_27 ﬁ~1+b42’

ia) = c(I - /,'S"zl z,.' )(l —iS ’z, ) sendo que

- k= __.._] z, =% %
(”J‘IXH-Z)’ 7, -]
1‘\1(,) =i 1
c = :
7 ~1 & =1 +bd]

an. 1

Céleulo de Iy (X, i)

A

B n-3 _ ! “(x.—il))
W = . A= _ —_— 1i
) \(I* 2 S_I(X1i‘i1xxli‘i1)j‘(s l(xl XZ) (”1’1)

"2 14bd?

& n- b oaify X )(x —'i,)'J
H = y 3 3 §7 (xy; — X M
\(S (%, ~X,)- : ls—l(xli "H)J '(I T:NT,Z '

b (-
X, .3
(i)(l Xl(i))= )' 1 (— B )
-3 b %, )% i S'j X, ~ X0
| | = y -X 1i
h\z[((xl ~i2)'s—1 _ (X“ —il) S—l].(lfm(xn 1
nl—-
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ol -\
=22 (& _5.)s M’S’ _1(x1i—x1)s i
hog| & %) [+bd g

1 e
\(x“ —il)s—ll+,l))d2 (x" ‘ilxxn 'xl)s }("1 xl('))
i

b o )( x )S—l (xll )
-3 (x; - %) < 'S—l/(x,i~xl Xi ™ n -1
S—" (¥ _= P | 1i ; I X __xz) d2 )
n~2|:(x1 X3) 8 -——/nl—-l (x 1+bd, l(x“_xl)

AR |

- (X -X) S n -1

x,) '§! /’b—"‘(xu

1 X 1
— ¢ _gyst Eno¥) S -%)P Topd
nl 1(1 x)S nl—l nl_-
d?
ol %) _, x)S“’b/("“ i)ﬁ—
=& s vt i~ X _(x -X, bd
n‘zl:(xl xz)S o l—]) 1+ ] v dlz :\
£.)——
1 - 1 = )'S_l /(xn n -1
S—(x. —% \ -1_(_"&_,1‘.12 — (% 1+bd;
nl\l(xli x])s nl_l +n]—-—1
.
i " 2t b(,dz)/
ey o Jé-’;bdf ’/‘:1 f/’fl:/l'z/
23§ w1 ATl
"=2ln -1 1+bd} m-D W |
3 R dz T (B-Sl)
o)

"2\ (1+bd?)(n, - 1)

e —
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B-5
Calculo de i'(i)(i, e}

i;i)(il‘i )=
=i
X, - X Q-1 1 — Ya-l
XZ)S - l(x“—x,)S )[l 1+bd -—Xl)(xn ‘lﬂ(xl—xz)

—1 _X. )
) b(xli xl) 14 bd,

\:\2{(& %,)8(, - %)~ &%

1

)‘s-*(fl—xz)}

: b < =
X )S—l ——7 K ’xlxxli X

\
. (X -7 V(5 -%
el X,)$ ("1"‘2)‘*;1’:”1‘("“—"1 1+bd,
i~ 3 2 N
R{D2__ b¢, 5 ¢i bd ¢1
1+bd> m -] (ﬂﬁj

(B-5.2)
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B-53  Calculode G”:

G2=(n_32‘—'1 B .
n—Z) (xl—xz)s- “(il“iz)sy m("li"ilxxn"il)s-]"

- — Y- o g . = Vs
(x -%,)S 1+"'l'i'("u -%,)8 IW(XH—XIXXH—XI)S 1]. >
1 i

1 _
bd2 l(x" xl)(xu )n ~ S l(xu"xl)}
|

G* = gf 4 bd’4, AL
Ln—z) { fé’;}; W“’:ﬂfﬁﬂ Tégdi 1+bd2)2+

i lYh e
oy ey (R B Gl od) -

U bhd:
W (/Mﬁzz’/} IM /7—1 ) ( —1)(1+bd)

b*(d?
(n ~1)2(1+bd,~2)2}

£ [ n-3\? A 1 ’ 2

= 3 A 2 b¢ 2
- 1 &b, i d,

[ j { ; l: b¢i ( b) ‘2 J+[jﬁ;’—‘;'?+(”l “1)i+0d; :‘ }

(B-5.3)
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B-6
Nas expressoes presentes em (2.30), yerificou-se que
B-4_4 PP | 4
e 2 ¢ 257 1

X ) e V=(i‘i(i)js(i'i(‘))'

=Ia Xi -X ~1 (—' 2
D ARy xz) , A, =X X0

Sera demonstrado a seguir que 51, B, eV sdo fungdes das estatisticas bdsicas

Caleulo de 4 = (i ~T'0 )% ~%2)

4, = i(il ——)Zz)—i'(i)(il ’iz)

€ do (s
Calculo B-5.2 do Apéndice B, tem-S€ que

ﬂ“’i bd?>9,
, /+/f15(1:'b?)
i

B~
| (X1~X) l(xl—xz)"r

=pD2_p2n-3 A 2 24,
2, g -

D2

= (6] + cndy el

€m andi
qQue < Apéndice B
¢, fi, be h estiodefinidos 14 Seqio B-3 do 5P
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B-6.2 Calculode 4, = i(.)(ix ’im))

Devido a expressdo (B-5.1),

[ d
¢i—' 1

4 _n=3 m- .
S N PRY | R

i

= C. h. (éi—- h.d,-2)gi.

B3 Calcuiode V= (i~ia,)'5(i‘iw)

(i -z fi- f2")

. L \r " i'i =C
Substltuindo i(_) :c(l— [S'lzizixl—hs lzi) L

N3 x
*Xpressio de , segue que

- hs—lzi)])

A iz i
bl s W

(L[C(i ~hS87z, - f8 'z 1+ f,-S"ziZ'ahSAZ‘ )
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=(i'—ci' P
i +ol fz,28" +che,S” —chz;S"f,.ziz'iS")
cl+che, +cfzz) —c_‘f,ziz;hS“zi).
¢ apds varios calculos obtém-se:

S bst‘ . A -
ubstity nd — = or X; — X
Indo 1 por S'l(x1 xz) e Z por Xy 1

—CD2 -|—c2D2 —C2h¢;- “czfi(éf)z +C2f1h¢3idi2
(¢ )Zdz_c 1 h¢( 2) +chf, —c*hd, +
2h2ﬁ(d,2)2 =

E -

' 2) ~cD? + chf, +f 9] b
C

] f;; f,)2 -c fi(qji)z $e fih¢id,2 +C
Chd} +c*hf a4, e £ -

Uy Y (@Y g+ (1Y)

chfd2¢, vl

sefhgd? -2 =2 oK

<D?_
2¢D? + ¢2D? + 2chd, + 20fi(¢ )Z
(@2f +’h 2q? - 20 Alaz) +

+4c2 pp 1o :
g e, e} ar -2 i
c*h (f;)z(dff

42 +4c 2 gl +°( f)z((i’i)zd B

D
( o) G +2chg(1-c) +20f.(¢3)2 1-c)- 26fh¢

27 P (a2 4 )

e D? A 2
W 2Ch¢ EM 267’,h¢?,.d,.2(1—c)+202ﬁh¢,.d,.2(1—f,di )+

/i (¢,)zdi2 +c*h*d} (l’ﬁdiz)z

D2 " bd}

\ 2 A 27 2 i ""’L’ +

i JBL 2 e ol a2 2L )
=2 1+bd;

Feha - fd?)z
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__ D 2cf(¢j+c (a2 b _,:"L&Jr PHd g
(n—2)2 o=

A ) 2, , fhed>+h cdz}
=_\+(c/i¢i+(;hgl{m+fl¢i6di giC¢i

(n-2F

(B-6.3)

- (njj") +C(f¢, +hgi{%+(/’}¢% +hgi¥d, } :

B-7

6-b
Usando os fatos presentes € Fung (1996-b)

a_ ¢§z2,8”
% og_ B o Sg=ds’- S5 )

=S

. ' z, =%, ~ X

SR T e
emque a=—"), fl-—(l—:bg;{) "

2( ) e(x = Flj(xli)—Flj(il) =1'(xy =% |
d* =287z = a; (X 1,

calcula-se A?,:

2 (. ~%,) —'(—.-i)
A =(x1(i)"x2)s(i) X16) 2

(i)



g x5 &R S T T

—ﬁi‘—;—%)“(il _iz)‘f;s—lziz;s—l (il 'iz)+

(xli xl) (xn 1) —1(x _x2)+(xlx 1) S—l( i )

_ -1 -1
+(X1 xz)fs zi lS nl_l nl__l 1_
LX) g as (& ), T (x“—x') £87'zzS” ————’———(x: _1‘) ]
1

n, -

~2 X — X% l(xn"xl)al l(xli—i1)+
[A l( i ) ( (x —'Xl))z-i-f 1 ———’——'"—’n‘__]

(al (xn ))2

al(xn) /al(xll)l(xl_xl) f(

-1y

=a

—d A 2i'(x1i—il) &f(xu)_ | G(x.. -X _2i'(x1i'i1)d12(x1i)+(df(xu)!]
= {A _/n,—l +/(n,—lf f,((l(u 1))2 71 (nl_l)z

:a\rAz__g(_,_,) a,(x,,)+//_1_’2,_,{(( P = (n)al( ) ((( .)))zﬂ
n, 1

e e ) AR U o4 N
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B-8 - Medida de divergencia de Kullback-Leibler

Na Segdo 2.5.2, a medida de divergéncia de Kullback-Leibler (1951) foi

utilizada para determinar pontos influentes no modelo de regresséo logistica . E uma

medida de distdncia entre duas populagdes, definida do seguinte modo :

se fi € f» sdo fungdes densidade de probabilidade e E, ¢ a esperanga com

respeito as densidades f;, /= 1,2, tém-se:

a) as divergéncias direcionadas

1(f,. )= E; ln[—/{:—) e

.| Lo
1(£,.f)=E, In[ =2 .

b) a divergéncia entre fi € f

I 5)= 10 1)+ 10 1):

Verifica-se que €ssas medidas sdo bem definidas e ndo negativas, sendo

nulas apenas quando /i =fy.

Além disso, se fi € f» 30 densidades de vetores aleatorios com distribuigio

N, (1, Zj ) com % positiva definida, j= 1.2, respectivamente,

21(fivf2)=(llz e )'E;(llz _“1)'”"212;1 —ln\zlz;‘_ p

em que ‘ZIE;'| representa o determinante da matriz E,X; -



Resultado 8.1 (Graybill (1976))

Se X é um vetor aleatorio com EX)=W, varX)= L ¢ A ¢ uma matriz

simétrica ontao F(X AX)=r(AZ)+ WAL

Resultado 8.2

Sejam fi € /2 densidades de vetores aleatorios com distribuigdo normal p-
matriz de covariancia Zj » positiva definida, j = 1, 2. Nessas

variada com média pj ©
Leibler entre f1€ /2 1(f1,/2) € tal que

condigdes, a divergéncia de Kullback-

21(f )= (s - s B2 0 B2 bz, =5 )

Prova:
Sejam f; a densidade Np (W1 > ¥, )e f22 densidade Np (W2 %, ), de modo que

i-(2) B exp{—g(wl)'z;‘(y—ul)}.

fy)= (—él;)pnpzz\"” exp{— 15(y ) E - “z)} e

1 +l n 4

+5(y —uz)’E;‘(y —uz)

LBl L 4 p) 1) ;(yw.)'f—‘f‘(y—u‘)-

2" B 2
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De acordo com & defini¢do, [ (fl, f2)= E, ln(—j}}) e portanto, tomando
J2

esperanga com respeito afi,
f £0) ¢
E.Inl Lt |= [In=5 AW H#

:%m%%Eﬁ[(Y—uz)"ﬂz‘(Y—mHY—ux)'zi‘(Y‘l‘l)]'

), entdo (Y-pl) ~ N, (0 JZy) ¢©

Como, sobf, ¥~ Ny (m > 21

1) € assim, devido a0 Resultado 8.1,

(Y-p2) ~ Ny (-H2 >

Efn [(Y - "2)'2;‘ (Y & “2)] & tr():;lz,)+ (pl = l‘z)' Z;l (“1 - “z) &

Ef.l(Y—u,)'E;‘(Y—u,)1=tr(21‘2l)=p-

Portanto,

E|ind =lln\z,2;‘|+l[(ul—uz)'ﬁ;‘(u,~u2)+fr(2;‘2,)—p]-
)2 2

-1 _ -1 =
Como 2 € Zz2 $30 gimétricas de mesma ordem, tr(212 E,)— tr(}l,22 ) entdo

Efx (ln%) = ‘;'("1 & llz)'z;l (“1 = “2)"'12'{"(212;1)' ln‘xlﬁ;‘\— p} .U
2
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B-9

Sejam f; e f» duas distribui¢des de Bernoulli:

£)=p0-p)"
£,0)=pi0-p)"

€

(A )

42

= yIn (pz}r(l y)ln( i‘]

No calculo da medida de influéncia para re

gressdo logistica, as divergéncias

direcionadas de Kullback-Leibler ficam
15, 5:)=E; ln(flj = {ylnp‘ﬂnl—pl—yln(l—p‘ﬂ
f: P 1-p, 1-p,

—pllnp‘+1n1 p—plln[l p‘]
P2 1-p, 1-p,

fs. [ )=E; ln[fzJ*p ln———+ln1—p2—p21n(1—p2].
p 1-p 1-p

Substituindo p; por p; € p2 POr Pry» @ medida sugerida por Johnson

(1985) ¢

D/ (c)= Zc,,](pf,p‘,,) i = L2, ..al.

Calculando apenas J (p{ ) f?f(,,),



(51, pl) = 1oL )+ 1Bk B )=

= Blinpl pflan)+ln(1 p) ln(l PA()) ﬁ[ln( 13A)+f’{ln('f’;{u))“"ﬁ;’;(,-)lnﬁ,{“)—
*PK(,.)lnpKHn(l PK(:)) 1“(1 PA) pA()ln(l PA())+PA(,)1 (1 PA)

(] "ﬁl{)+ ln(] —ﬁl{(l)»'

+ (ﬁ;{ = f),(f(,.)Xln pl—Inpf,—In

Pi

Mo ) 1-p/

Entdo Df C) ZCLJ(P Pku)) ;ck(Pl{_pkf(i))ln ﬁfpk
o == kG)

Ll—f){(n

ki: ( PA(:)XXRB xkp(.))

—ch Pk(x))"(p Bm)

B-10
i_i )si o
Calculando o termo Z‘.@.——gﬁ«)—/ , tém-s¢ do Célculo B-6.3 do Apéndice B que

S fzzS . entdo

st |

(i—i(i) =f = +d f2,2,8 'y chz,S” ' _ chz,

(i—i(i))Sizi'Si—cf'Si+ci'_fzzS 191+ chz,S"S 1-chz,S” ' r2,2,87S1
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(g, -%,) 57887, -%,)- ox, -X,) 787 (%, - X L)+
+cfX, - %,) S b filmy ~%, Nxy ~X,)S7'SS” '(x, ~X, )+ ch(xy —x,)S7SST(x, -X,)-
~ ch(x,, -%,)8™ iz ~%, N2y - )S7'SS” (X, %)

_ D? —cD? +cg2f, +chd, —chd?d,f; - (B-10.1)

Multiplicando por & € dividindo por D’ segue que

k(i-1,)S1 52 ) —kehd?$.f,
fi-ig)si_, . kobif+hehd, —kohdid]

D’ D?
=k(1— n—3]+kcf,!¢3f +h, 1 f,~hd}4,)
n-2 D?

v b/1+bd®
_ _
i D? =l D

f(& 1, (1-bd} 1+ bd; ))

Do Calculo B-6.2 do Apéndice B

! 2 ) - 2
—ch ¢ hd Chf ¢ hd assim
b kefldl +ho, b)} |

n-2 D?

(l) 1(1)

Portanto B; ¢ fungdo de g ed .
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B-11

Tem-se que

Devido ao célculo da Secdo B-6.3 do Apéndice B,

”i(i))s(i“i(i))z (nl_);)z (f¢ +hg{ 2 (f¢ +hg, }d }

>

~

= ) [cfé ”)[%ufw rofd? ’}

n=

D, 24 A YL Y. ,(;,
= : — 2d? +c dl—+ iJi” 4 ot fl, —d] +C 24 —
(n—2y - IR 2124 5 m-2p ¢ A c*fidi\ 5

2 £ A2 2 5.k f
R sl

(n—Z)’ n-2
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D’ 2cf¢, . Y
(n 2)2 (+¢)+cfd(¢+)‘

Da expressao (B-10.1) do Apéndice B tem-se¢ que

fi-i, )i DF —cD? +f? +chb, ~chdid

=D2—::;1)2+c]‘i(13,.(¢3,.+—hf———11d,.) _—(2—,2’—(2?—})’—+cﬁ¢3{¢1+ﬁ£1_:7fi1j)j

D’ A 2 pa? Y 1+bd; D* NN
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Apéndice C

Programas no S-plus

As medidas de diagnostico estudadas foram calculadas computacionalmente

utilizando o software S-plus ( Venables € Ripley (1994) ; Krause € Olson (2002) ).

Os dados  utilizados (RAE-CEA-9415) encontram-se na Tabela C.1 e

Tabela C.2 .

Tabela C.1 — Conjunto de dados referente a0 grupo i

grupo comprimento comprimento comprimento comprimento do
total (mm) da cauda (mm) do pé (mm) pelo do dorso (mm)
1 324 193 26 )
1 337 186 25 11
1 370 170 28 15
1 250 148 20 9
1 261 155 20 10
1 290 165 23 9
1 267 154 20 8
1 155 57 17 4
1 374 220 30 8
1 355 205 27 14
1 378 207 28 15
1 340 193 26 12
1 508 29_9* 38 10

\
|
!
|
|
|
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Tabela C.2 — Conjunto de dados referente a0 grupo 2.

total (mm da cauda (mm do pé (mm elo do dorso (mm
2 177 81 25 7
2 175 77 25 12
2 195 87 25 7
2 202 80 25 6
2 205 88 26 9
2 130 55 23 7
2 212 89 24 8
2 191 81 24 5
2 175 90 21 7
2 250 87 25 8
p. 180 85 25 9
2 175 80 25 12
2 200 90 27 9
2 155 53 20 7
2 200 80 24 9
2 140 46 17 6
2 192 88 25 10
2 223 114 33 11
P 177 81 24 10
. 193 83 31 12
2 320 162 38 11
2 235 121 34 12
2 184 88 26 10
2 143 51 20 6
2 291 123 34 12
2 180 79 25 11
2 294 137 37 12
2 137 57 21 6
2 195 92 25 16
2 155 53 20 7
2 131 51 19 7
2 196 89 26 11
2 277 120 37 12
2 139 50 20 7
2 197 92 25 11
2 206 98 25 10
2 132 47 20 8
2 187 100 21 11
7) 202 92 26 11
2 180 87 25 10
2 193 100 20 10
2 224 102 28 8
2 215 100 29 11
2 197 97 24 10
2 141 49 20 9
2 257 120 31 12
2 194 85 21 10
2 215 100 29 11
2 186 ,,,ii,/ - 26 11

s
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comprimento comprimento do

grupo comprimento comprimento
total (mm) da cauda (mm) do pé (mm) pelo do dorso (mm)

2 289 153 39 13
2 204 90 25 11
2 230 105 28 13
2 281 145 37 10
2 200 90 28 9
2 205 95 27 11
2 185 85 25 10
2 200 94 24 11
2 226 102 28 12
) 136 49 21 7
2 254 132 36 12
2 180 100 24 13
2 250 111 29 11
2 204 97 25 11
2 202 90 26 12
2 142 50 20 8
2 196 107 21 10
2 199 92 24 10
2 181 82 24 10
2 238 109 29 10
2 150 55 20 9
2 182 82 24 10
2 181 102 21 11
2 145 51 20 7
19 8

130 46

\S]

o conjunto de dados € obtém as estatisticas

Inicialmente o programa 1&
triz de covariancia ponderada.

resumo para cada grupo; bem como a ma

attach (DADOS) #1& o conjunto de dados #

dados<-DADOS [, -1] #dados recebe © conj de dados sem a coluna com O grupo i

ro total de observacées#

n<-88 #nume
o de observagoes de cada ¢

nl<-13 #numer
n2<-75

rupo#

dadosl<—dados[1:13,] #separa O conj de dados em grupos#

dadosZ<—dados[l4:88,]

medial<-array(0,4) gporque S4ao 4 variaveis P = 4 #
for (i in 1:4) {medial[i]<—mean(dadosl{,i])}

medial

#define o vetor de médias do grupo 1#
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media2<-array (0,4)
for(i in 1:4) {media2[i] <-mean

media2

(dadosZ[,i])}

difm<-medial-media2 #define o vetor da diferenca das médias#

mcoV<-((nl—l)*var(dadosl)+(n2—1)*var(dad052))/(n—2)

#idefine a matriz de covariancia ponderada #
mcovinv<-solve (mcov) #inversa da matriz de covariancia#

valdade das matrizes de covaridncias de cada grupo

Para verificar a 1
iancias (Morrison (1976, p.252)):

procedeu-se a0 teste de homogeneidade de var

k<-2 #ntmero de grupos#

library (Matrix)
ldmcovaux<- det.Matrix
1dmcov<—ldmcovaux$modulus[1]
ldmcovlaux<- det.Matrix(var(dadosl))
1dmcov1<—ldmcovlauxsmodulus[1]*ldmcovlaux$sign
ldmcov2aux<-det.Matrix(var(dadosZ))
ldmcov2<—1dmcov2aux$modulus[l]*ldmcovZaux$sign

(mcov)
*ldmcovauxssign

M<- (n-k)* 1dmcov- ((n1-1)*
ldmcov1+(n2-1)*1dmcov2)
p<-4 #numero de variaveis#

)/(6*(p+1)*(k—1))

Claux1<—(2*pA2+3*p—1
n2-1))-(1/(n-k))

Claux2<—(1/(nl—1)) +(1/¢(
C1aux<—C1aux1*C1aux2
Cl<-1-Claux

M*C1
gl<—0.5*(k—1)*p*(p+1)

qchisq(0.95,gl)

o maior que 0 valor critico do quiquadrado

Como M*C1 ¢ muit

rejeita-se a hipotese de que as varidncias sdo iguais.



: Calculo da estatistica ¢; :

medialrep<—matrix(medial,nl,4,byrow=T)#matriz ¢/ média do grupo 1 nl vezes#

media2rep<-matrix(media2,n2,4,byrow=T)

dadosdif1<—dadosl—media1rep #diferenga entre as obs e a média de seu
grupo#

dadosdif2<—dadosz—mediaZrep

dadosdifltransp<—t(dadosdifl)
dadosdithransp<—t(dadosdifZ)

s+3dadosdifltransp #célculo de fi para O grupo 1#

fil<-difmé*¥mcovinv
ransp

fi2<-difm%*%mcovinv%*%dadosdith

par (mfrow=c(1,2))

x1lab="numero da observacgao (grupo Ly

plot (x=1:nl, £i1,type="h",
ylab="fi1",xlim=c(l,n1))
plot (x=1:n2, £i2,type="h", xlab="numero da observacao (grupo 2)" ,

ylab="fi2",xlim=c(1,n2))

. Calculo da estatistica &

dil<-matrix(0,nl,1) #calculo da medida di para o grupo 14
for (i in 1:nl)

dil[i,]<—dadosdifl[i,] ¢+dadosdifltransp[,i]

3 *gmcovinvi*

#calculo da medida di para o grupo 24

di2<-matrix(0,n2,1)
for (i in 1:n2)
di2[i,]<-dadosd

if2[i,]%*%mcovinv%*%dadosdif2transp[,i]

par (mfrow=c (1,2))
plot (x=1:nl, dil,type="h", xlab="numero da observacdo (grupo 1)" ,

ylab="dil", xlim=c (1, nl))

plot (x=1:n2, diz,type="h", xlab="numero da observagdo (grupo 2)" ,

ylab="di2", xlim=c (1, n2))
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Céalculo da medida LOQORG (Capitulo 5) utilizada quando as matrizes de

covariancias ndo sdo iguais :

LOQRG, = _En:[log ji(xlk)_ log ]}1(‘1)("11( )]2 = ’—ql—zk:Rf (Xlk)7

1
n]kd

difmlinha<—matrix(difm, 4,1) #inverte vetor difm#
delta2<—difm%*%mcovinv%*%difmlinha #calcula distancia de Mahalanobis#
quadrada da dist de Mahalanobis#

delta<—sqrt(de1ta2) #calcula raiz

wl<-nl/n #proporgao de obs do grupo 1 em relacao a todas obs#

w2<-n2/n

sigmalinv<-solve

(var(dadosl))
sigma2inv<-solve )

(var(dadosZ)
ula a media do grupo 1 sem a observagao il

medialsemi<—matrix(0,nl,4) #calc

#
for ( i in 1:nl) .
medialsemi[i,]<-media1—(dadosdif1[1,]/(nl—l))

#calcula a media do grupo 2 sem a observacado i

media2semi<—matrix(0,n2,4)
#
for (i in 1:n2)

mediaZSemi[i,]<—media2—(dadosdifZ[i,]/(n2—1))

a<-(n-1)/n

0), dim=C(4,4:n1)) #calcula a matriz de covariancia

mcovinvsemi1<—array(c(
grupo 1#

sem a obs 1 para ©
for ( i in 1:nl)

mcovinvsemil[,,i]<—a*(mcovinv— o ' .
(ffil[i]*mcovinv%*%dadosdifltransp[,1]%*%dadosdlfl[l,]%*%mcoVinV))

mcovinvsemiz<—array(c(0), dim=c (4,4,n2)) #calcula a matriz de covariancia

sem a obs 1 para © grupo 2#
for ( i in 1:n2)

mcovinvsemiZ[,,i]<—a*(mcovinv- _ . ’
(ffiZ[i]*mcovinv%*%dadosdithransp[,i]%*%dadosdle[l,];**mcovinv))

ldmcovl
ldmcov2

dadosltransp<—t(dadosl)
dadoslsemi<—array(c(0), dim=c(4,(nl—l),n1f
for(i in 1:nl)

dadoslsemi[,,i]<—dadosltransp[,-i]

dadoslsemit<—array(c(0), dim=c((nl—l),4,n1f
for (i in 1l:nl)

dadoslsemit[,,i]<-t(dadoslsemi[,,i])
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dadOsZtransp<—t(dad052)
dadosZsemi<—array(c(0), dim:c(4'(“2'l)’n2))
for(d in 1:n2)
dadOstemi[,,i]<-dad052tran5p[,-i]

dad052semit<-array(c(0), dim=c((n2—1),4,n2))
for (i in 1:n2)

dad052semit[,,i]<-t(dadosZsemi[,,i])

mCovsemil<—array(c(0),dim=c(4,4,n1))

for ( i in 1:nl) .
mcovsemil[,,i]<—var(dadoslsemit[,,1])
llbrary(Matrlx)
1°9d51gmalsem1< array(O,nl)
logdsigmalsemi
for (i in 1:nl){
auxiliarl<- det. Matrlx(mcov
logdsigmalsemi [1]1<7 _auxiliar r1$modulus

semil[,,i]) Ry ‘
[1]*aux111ar1$51gn

_determinantes sem a observ i do grupo

}

#monta um vetor com os valores dos lo9
14

mCovsemi2<-array(c(0),dim=c(4,4,n2))

for ( i in 1:n2)
mcovsemi2 [, ,i]<-vVar
mcovsemi?2

(dadosZsemit[,,i])

logdsigma2seni<~ _array (0,02)

109d51gma25em1
for (i in 1:n2){
auxiliar2<- de
lOgdSigmaZSeml[l

}

. Matrlx(mCOVSemlz[,, L .
] <= —auxiliar Smodulus 1]*aux111ar2551gn

medialsemirep<_array(c(O),dim=c(n1,4,n1))

for (i in 1:nl)

medialsemireplss31<
grupo 1 sem © i

—matrix(medialsemi[i,] ,nl, 4, byrow—T)#matrlz ¢/ média do

nd vezes

mediazsemirep<—array(c(O)’dim:c(n2'4’n2))

for (i in 1:n2)

mediazsemirepl, 1<
grupo 2 sem oi

—matrix(mediaZsemi[i,],n2,4,byrow=T)#matriz ¢/ média do

n2 yvezesH

(0),dim=c(n1,4,n1))

dadOSdiflsemi<-array(C
for (i in 1:nl)
dadosdiflsemi[,,i]<-dad051‘med

ialsemirep[,,i]

dadosdiflsemit<—array(c(0):dim‘c(4'n1'n1))
for (i in 1:nl)

dadosdiflsemit[,,

i]<—t(dadosdiflsemi[,,i])

,dim=c(n2,4,n2))

dadosdifzsemi<—array<c(0>
for (i in 1:n2) . , ,
dadosdifzsemi[,,i]<—dadosz-medla;sem1rep[,,1]

dadosdif25emit<—array(c(0),dim=C<4r“2rn2)’
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for (i in 1:n2)
dadosdistemit[,,i
auxlgrupol(—matrix(o,nl,1)

for (i in 1:nl) -8
auxlgrupol[i,]<- -ldmcovl—dadosdlfl[l

]<—t(dadosdif25emi[,,i])

,]%*%sigmalinv%*%dadosdifltransp[,i]

auxlgrup02<—matrix(0,n2,1)

fior (4. 11 1:n2)

auxlgrupo2[i, )<~ —1dmcov2—dadosdif2
aux2grupol<—array(c(0),dim=C(nl,l,nl)) o ‘ o
for (i in 1:n1) { for (§ in 1:nl) aux2grupol[j,,11<— logd51gm§1sem1[1]+
dadosdiflsemi[j,,i]%*%mcovinvsemil[,,i]%*% dadosdiflsemitl,3,i] }
aungrup02<-array(c(0),dim=c(n2,l, n2)) o . o
for (i in 1:n2) for (j in 1:n2) aux2grupo?2 [J,,}]<— lggdS}gma2sem1[1]+
dadosdifzsemi[j,,i]%*%mcovinvsemiZ[,,i]%*% dadosd1f2sem1t[,3,1] }

i %*%sigmaZinv%*%dadosdithransp[,i]
[1,

1oqrgl<—matrix(0,nl,l)

for (i in 1:nl) logrglli, 1<~ ) .
1/(4*n1)*((sum(auxlgrupol)+sum(aux2grupol[,,1])) 2)

loqrg2<-matrix(0,n2,1)

for (i in 1:n2) loqrgZ[i,]<— ' )
1/(4*n2)*((sum(auxlgrupoZ)+sum(aux2grupo2[,,1])) 2)

par(mfrow=c(1,2))

plot (x=1:nl, 1oqrg1,type="h",xlab="numero da observagdo (grupo n",
ylab="LOQRG1",xlim=c(1,n1))

plot(x=1;n2, 1oqrg2,type="h", xlab="nunero da observagao (grupo 2)"

ylab="LOQRG2",xlim=c(1,n2))
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% Cilculo da medida Bayesiana LORAM (Capitulo 3) :

LORAM, = 3 S In o)

j=1 k=l 0(;) Xjk

oy -
em que In(o(y)) = In 9 +(u,—u2)2'y——(u,-uz)2 (1, +12)
(1-9) 2

dadostransp<-cbind(dadosltransp,dados2transp)

oy<-matrix(0,n,l) #calcula primeira parte do oly) #
for (1 in 1:n)
oy[i,]<—difm%*%mcovinv%*%dadostransp[,i]

mediale2<-matrix(media1+media2,4,1) #calcula segunda parte do o(y)#

mediale2
cte<—0.5*difm%*%mcovinv%

*smediale2
lnodey<-matrix(0,n,1)
for(i in 1:n)

1nodey[i,]<-oy[i,]—cte ds das obs do grupo 1#

#calcula © log-od

difmsemil<—matrix(O,n1,4)

for (i in 1:nl) .
difmsemil[i,]<—medialsemi[i,]—med1a2

difmsemi2<—matrix(0,n2,4)
for (i in 1an2) :
difmsemiZ[i,]<—media258mi[i,]-med1al

Oysemi1<—array(c(0),dim=c(n,1,nl)) #calcula primeira parte do o(y) sem obs
i grupo 1#

for (i in 1:nl) {for (§ in 1:n)

oysemil[j,,i]<— difmsemil[i,]%*%mcovinvsemil[,,i]%*%dadostranSp[,j]}

oySem12<—array(c(0), dim=c (n,1,n2)) #calcula primeira parte do o(y) sem obs
i grupo 2#

for ( 1 in 1:n2) f{for (3 in i:n) . .
oysemi2[j,,i]<— difmsemi2[i,]%*%mcovinvsem12[,,1]%*%dadostran5p[,j]}

aux3<—matrix(0,n1,4)

for (i in 1:nl)
aux3[i,]<—medialsemi[i]+media2
aux3t<-t (aux3)

aux4<—matrix(0,n2,4)

for ( i in 1:n2)
aUX4[i,]<-media25emi[i]+media1
auxdt<-t (aux4)

ctesemil<—matrix(0,n1,1)
for (i in 1:nl)

ctesemil[i,]<—O.5*difmsemil[i,] s *3aux3t(,1]

t*vmcovinvsemil[,,i]

ctesemi2<—matrix(0,n2,l)

for (i in 1:n2)
ctesemiZ[i,]<—O.5*difmsem12[i,
lnodeysemil<—array(c(0), dim=c (n,1,nl))

]~*-mcovinvsemii[,,il~*'aux4t[,i]
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for (i in 1:nl) (for (3 in 1l:n)
lnodeysemil[j,,i]<—oysemil[j,,i]—ctesemil[i]} #calcula o log-odds da obs

sem i grupo 1l#

lnodeysemi2<- array (c(0), dim=c (n,1,n2))

for (i in 1:n2) { for (§ in 1:n)
lnodeysemiZ[j,,i]<-oysemi2[j,,i]—ctesemiZ[i] } #calcula © log-odds da obs

sem i grupo 2#

lnodeysemi1g1<—matrix(0,nl,1)
for ( i in 1:nl)
lnodeysemilgl[i,]<—sum(lnodeysemi1[,,i])

lnodeysemi2g2<—matrix(0,n2,1)
for (1 in 1:n2)

lnodeysemiZgZ[i,]<—sum(lnodeysemi2[,,i])

LORAM1<—matrix(O,nl,1)

for (i in 1:nl)
LORAMl[i,]<—1/n*(sum(lnodey)—lnodeysemilgl[i,])
LORAM2<—matrix(O,n2,1)

for (i in 1:n2)

LORAMZ[i,]<—1/n*(sum(lnodey)—lnodeysemiZgZ[i])

par(mfrow=c(1,2))

plot(x=1:n1, LORAMl,type="h", xlab="numero da observagao (grupo 1) ,
ylab="LORAM1",xlim=c(1,n1),ylim=c(-450,0))

plot(x=l:n2, LORAMZ,type="h", x1lab="numero da observagao (grupo 20"

ylab="LORAM2",Xlim=c(1,n2))
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. Calculo de medida de influéncia para A*  (Capitulo 2):

I(x;A%)= w A% +24 - w¢’

infludeltal<-matrix(0,nl,1)

for (i in 1l:nl)

infludeltal[i,]<-w1*delta2+2*(fi1[i])—wl*(fil[i]AZ) #calcula funcao de#
#influencia para delta do grupo 1#

infludelta2<-matrix(0,n2,1)

for (i in 1:n2)

infludelta2[i,]<—w2*delta2+2*(fi2[i])—w2*(fi2[i]A2) #calcula funcgao de#
#influencia para delta do grupo 2#

par(mfrow=c(1,2))
plot (x=1:nl, infludeltal, type="h", xlab="numero da observagdo (grupo 13"
ylab=" £.influencia",xlim=c(1,nl))

plot (x=1:n2, infludelta2, type="h", xlab="numero da observacdo (grupo 25"
ylab="f. influencia",xlim=c(1,n2))

. Célculo da medida 7, (x;4*) (Capitulo 2):

Im(x;AZ)z wl(¢— wl"')2

Iml<-matrix(0,nl,1)

for(i in 1:nl)
Iml[i,]<—w1*((fil[i]—l/wl)AZ) #calcula o Im de Campbell para © grupo 1#
Im2<-matrix(0,n2,1)

for(i in 1l:n2)
Im2[i,]<—w2*((fi2[i]—1/w2)A2)
par(mfrow=c(1,2))

#calcula o Im de Campbell para o grupo 24

plot (x=1:nl, Iml, type="h", xlab="numero da observacdo (grupo 1)" ,

ylab="Im",xlim=c(l,n1))
plot (x=1:n2, Im2,type="h", xlab="numero da observacgéao (grupo 2)" ,
ylab="Im",xlim=c(1,n2))




g Calculo de medida DPCI :

D (D_%D 1
oL & ( ‘)2(2 22 /D2 52
v A [ YY) | Ui /D)o

e
gzz<— dnorm(—1/2*de1ta,0,1) gcalcula @ pCIH#
d .
Pc1aprox1<—matrix(0,n1,1)

l—wl*fil[i])“Z x (dil[i]-

gor_(i fmy Jenil)
Peiaprox1(i, ] <= pelfi
((fll[i]AZ)/deltaZ))+

4*delta*((n1 l)“2)))*((
(1/4)* f11[1] ~2))

d .
fgilaprox2<—matrix(0,ﬂ2r1)
: (1 in 1:n2) s = o
PClaprox2[1 J<-( pcil/ 4*delta*((n2 1)A2)))*((1—w2*f12[1]) 2 (@gi2[il-
((£12[1]~2)/delta2))* (1/4)*(fi2[i]A H
(grupe 17

par (mf
row=c(1,2))
npumero da observacao

plo g
108 (x=1: nl, dPClaprOXl typ ="h", Xlab"
1,n1))

ylab="
ab="dpciaproxl " ,xlim=c (1
§}Ot(x_l in2, dpc1aprox2 ,type ="n", xlab="numero da observagao (grupo 2)" s
ab—"delaprox2 " Xllm ( nz))
* . & .
Calculo da medida de influéncia d Critchley:
R
ety
Al n +n,—1] 4 1 M
i) = 1 2 1 A} - et ’1( ,])’dz(x)
n, +n, wl(n]——l) w, \"h L R
d .
fziticrltchleyl<—matrix(O,nl,1)
l .
deltaCrlizhiegiil J<= ((n-1)/0] * oleltaz—(l/wl‘*(“1'1)”+ (((£3113]
1/wl)~2)/(((1/wl)* (R 1))—dil[i])))
de ’
£ orl t?Cn tchley2<-ma triz(0, nz,1)
d i in 1:n2) ‘ . 1/(w2*(n2—l)))+ (((flz[l]_
®ltacritchley2[i,]<~ ((n-1)/2) * ge1taZ!
1)}—d‘2[1MH

1 A
/w2) 2)/(((1/w2)*(n
o da observacao (grupo 1)"

Pa
pl ' 1 ”'numer
' 3;;2 } :nl, deltacritchleyl; Ype"hlg)XIab
='deltacr1tch1ey ,xlim =c (1,
xlab’"ﬂumefo da observacao (grupo o'y 2
="h"+ -

; Yl;z l. £Hidy deltacritchleyz typ i
deltaCrltchely , X131 c{1eB
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) Calculo da medida E (DLO,)2 ;

E(DLO,) = (w,B, + W, B, P +V , expressdo (2.30)

4 A -A A

em que =-—l~——JL e B =:———l”___L

@ =5 279 2
D? n 7 .

Ay = ———-—+cf,(¢,.)2 +chg, —Chf;d12¢1

n-2
4 =c h - hd? ),

2 2 +C(fi¢;1+hgt %Jr(m;fJ’hg‘)Dd"z

= 5-D

bl<—(—n1)/((n1—l)*(n-2))
b2<—(—n2)/((n2—l)*(n—2))

ni<-1/ (ni=1)
h2<-1/ (n2-1)

c<—(n—3)/(n-2)

gi1<—matrix(0,n1,1)
gil<—l/(l+bl*di1)
gi2<—matrix(0,n2,1)
gi2<—1/(1+b2*d12)

ffil<-matrix(0,nl,1)
ffi1<-b1*gi1

ffi2<—matrix(0,n2.l)
ffiZ<—b2*gi2

V1<—matrix(0,n1,1)

for (i in 1:nl)
Vl[i,]<—(delta2/((n—2)A2)) # c*( ffil[i]*fil[i]+h1*gi1[i])*
((2*fil[i])/(n-2)+ (ffil[i]*fil[i]+hl*gil[i])* c*dil[i] )

V2<-matrix(0,n2,1)
for (i in 1:n2)
V2[i,]<—(delta2/((n
((2*fi2[i])/(n-2)+

-2y%2)) * ¥ ffi2[i]*fi2[i]+h2*gi2[i])*
(ffiZ[i]*fi2[i]+h2*gi2[i])* c*di2 (1] )

A1g1<-matrix(0,nl,1)

for (i in 1:nl)

Algl[i,]<—(delta2/(n-2))+(c*ffil
c*hl*ffil[i]*dil[i]*fil[i])

[i]*(fil[i]”2))+(C*h1*fil[i])—(

A1g2<—matrix(0,n2,l)

for (i in 1:n2)

Alq:[i,1<—(delta3/xn—2>)+ o ri1% (£i2[i]72))+ (c*h2*f
c'hﬁ'ffi?[il'diZ[i]'112[1];



A2gl<-matrix(0,nl,1)
for (L il onl)
A2gl[i,l<=c*hl*(fil[i]-hl*dil([i])*gil[i]

A2g2<-matrix(0,n2,1)
for (i 1n 14n2)
A2¢g2[i,]<-c*h2* (fi2[i]-h2*di2[i]) *gi2[i]

Blgl<-(Algl/2)-(A2gl/2)
Blg2<-(Alg2/2)~(A292/2)

B2gl<- ((-Algl)/2)-(A2g1/2)
B2g2<- ((-Alg2)/2)-(R2g2/2)

EDLOl<-matrix (0,nl,1)
EDLO1<- ( (wl*Blgl+w2*B2gl)"2)+V1l

EDLO2<-matrix(0,n2,1)
EDLO2<- ( (Wl*B1lg2+w2*B2g2) "2)+V2
par (mfrow=c(1,2))

plot (x=1:nl, EDLO1,type="h", xlab="numero da observacgdo (grupo 1)" , ylab="
EDLO1",x1lim=c(1,nl))
plot (x=1:n2, EDLOZ,type="h", xlab="numero da observac¢do (grupo 2)" , ylab="
EDLO2",x1lim=c (1,n2))

. Céalculo da medida E2 condicional :

126" = [onf (6, - ha?)@0)f + 2126, + niof (a2 - 42 107)

auxlgl<-matrix(0,nl,1)

for (1 in linl)
auxlgl[i,]<—(c*h1*ffil[i]*(fil[i]—hl*dil[i]))/2*b1

auxlg2<-matrix (0,n2,1)

for (i in 1:n2)
auxng[i,]<—(c*h2*ffi2[i]*(fi2[i]—h2*di2[i]))/2*b2

Vcl<-matrix(0,nl,1)

for(i in 1l:nl)
Vel [i,]<=c*2* (££11[1]42)* ((fil[i]+h1/bl)“2)*(dil[i]-((ffil[i]A2)/delta2))

Vc2<-matrix(0,n2,1)
for(i in 1:n2)

Ve2 [i, ]1€~e”2*(££12[1]°2) * ((fi2[i)+h2/b2)"~2) *(di2[i]-((£f£fi2[i]"2)/delta2))

E2cl<-matrix(0,nl,1) #calcula a medida E2 condicional para o grupo 1#

for (i in 1:nl)
E2cl[i,]<-(auxlgl[i]"2)+Vcl[i]
E2c2<-matrix(0,n2,1) #calcula a medida E2 condicional para o grupo 2#
for (i in 1:n2)

E2c2[i,]<-(auxlg2[i]"2)+Vc2[1i]
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par (mfrow=c(1,2))

plot (x=1:nl, E2cl, type="h", xlab=
ylab="E2cl ",xlim=c(1,n1))

plot (x=1:n2, E2c2, type="h",
ylab="E2c2",xlim=c(l,n2))

. Célculo da medida E2 condicional aproximada:

E2e" = %2-+(1—w1¢3,.)z(df-g$,?/132) /n?

E2caprox1<—matrix(0,nl,1)
for (i in 1:nl)
E2caproxl[i,]<- (1-wl*fi1[i])

( Aok (Ail[i]-((£11[i]172)/deltaz))+
(Fi1[i]72)/4)/(n1"2)

E2caprox2<—matrix(0,n2,1)

for (i in 1:n2)
E2caprox2[i,]<— ((1—w2*fi2[i])AZ*(diZ[i]—((

(fi2[i]“2)/4)/(n2A2)

£i2[1]172)/delta2) )+

par(mfrow=c(l,2))

plot(x=1:n1, E2caprox1,type="h",
ylab="E2caproxl ",xlim=c(1,n1))

plot (x=1:n2, E2caprox2,type="h",
ylab="E2caprox2 ",xlim=c(l,n2))
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