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Resumo

Neste trabalho coram estudadas as medidas de diagnóstico em análise

discriminante em duas situações principais: para duas populações com matriz de

covariância constante e para duas populações com matrizes de covariâncias

diferentes(análise discriminante quadrático). É estudada ainda a abordagem

Bayesiana pam a detecção de observações influentes. No âulal do trabalho examina-

se também as medidas de diagnóstico para a análise discriminante múltipla , ou

seja, quando se tem mais que duas populações. O estudo é complementado com a

apresentação das principais medidas estudadas aplicadas a um conjunto de dados

reais





Abstract

In this work the measures of diagnostics in discriminant analysis in two main

situations had been studied: for two populations with matrix of covariance constant

and for two populations with diHerent matrizes of covariances(quadratic

discriminant analysis). The Bayesian approach is studied still for the detection of

influential observations. In the end of the work it is examinated the measures of

diagnostics 6or the multiple discriminant analysis when there is more than two

populations. The study is complemented with the presentation of the naain measures

studied appliedto arealdataset.
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Capítulo l

Introdução

Análise discriminante é uma técnica estatística multivariada que, além de

separar populações em grupos com base em suas características mais influentes,

também estabelece uma regra para a alocação de novos elementos (de origem

desconhecida) nos grupos anteriormente detemunados ou em grupos já pré-
existentes.

Diagnóstico é uma técnica que possibilita a identificação de pontos

influentes. Tais pontos, por diferirem dos demais em suas medidas, podem alterar de

forma significativa as conclusões de uma análise estatística. Em problemas que

envolvem fustes de modelos, de modo geral, afetam as estimativas dos coeficientes.

Métodos de diagnóstico podem ser usados ainda para apontar colinearidade entre os

dados e também identi6lcar aspectos que não condizem com as suposições iniciais,

sugerindo então ações reparadoms para a análise adequada do ajuste.

A literatura sobre análise discriminante bem como sobre diagnóstico é muito

vasta, mas a pesquisa na determinação de pontos influentes em análise discriminante

ainda é pouco explorada.
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O estatístico âeqtlentemente se depara com o problema de como detectar e

tratar observações aparentemente atípicas, e esse problema bica mais complicado

ainda quando se analisa dados multivariados.

Este trabalho dedica-se ao estudo do diagnóstico em análise discriminante,

apresentando as medidas deãnidas pelos principais pesquisadores do assunto nos

ütimos 26 anos.

O Capítulo 2 constitui a base da dissertação, tratando de medidas de

diagnóstico para duas populações e matriz de covariância constante. Inicialmente são

abordadas as medidas baseadas na função de influência de Hampel (1974). Em
seguida, são apresentadas duas estatísticas fundamentais das quais várias medidas

dependem. Ainda no Capítulo 2 são analisadas medidas relacionadas com a

probabilidade de classificação incorrera. Medidas de influência para regressão

logística em conexão com análise discriminante também são mencionadas.

O Capítulo 3 trata da detecção de observações influentes no contexto

Bayesíano, utilizando as medidas de divergência de Kullback-Leibler (195 1). Sob

essa abordagem, são deHmidas medidas de influência globais, locais e individuais

No Capítulo 4 são comparadas algumas estatísticas que, embora obtidas

através de abordagens diversas por autores distintos (Johnson (1987) e Fung

(1996-b» , produzem resultados semelhantes . Além disso, são comparadas medidas

obtidas por um mesmo autor, Fung (1992 e 1998), que, calculadas de formas
dbtintas também comecem resultados similares.

O Capítulo 5 se destina a apresentar as medidas de diagnóstico utilizadas na

análise discriminante quadrático, que é utilizada geralmente quando as matrizes de

covariância são diferentes, apesar de ser uma análise menos robusta.
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No Capítulo 6, são abordadas as medidas que detectam observações

influentes em análise discriminante múltipla, ou sela, quando existem mais que duas

populações. São deitas três abordagens: a primeira usa a probabilidade estimada que

uma observação pertença a determinado grupo, a segunda se utiliza da probabilidade

de classificação incorreta e a terceira leva em conta a função de influência discutida

no Capítulo 2.

O Capítulo 7 mostra a aplicação das medidas de diagnóstico a um canüunto

de dados reais e o Capítulo 8 ânaliza o trabalho apresentando algumas conclusões.

Sugere-se a leitura inicial do Apêndice A, uma vez que a maior parte da

notação utilizada para análise discriminante está aí deHmida. Nesse apêndice são

revistos, de forma geral, alguns conceitos básicos sobre análise discriminante e

diagnóstico que serão utilizados no decorrer da dissertação.



Capítulo 2

Diagnóstico em análise discriminante

com duas populações e matriz de

covariânciaconstante

2.11ntrodução

Uma vez que em análise discriminante os dados são multivariados, a
detecção e análise de oz/f/iers se toma muito mais complexa do que no caso

umvariado. Isso porque um oz////er multivariado não é fácil de ser caracterizado, o

que toma complicada a sua identiÊlcação. Pode surgir de um eno grosseiro em um

de seus componentes ou de pequenos erros em todos eles. Além disso, o ouf/ier

multivariado pode distorcer medidas de locação e escala como por exemplo, vetar

de médias e matriz de covariâncias.

Essa complexidade Êaz com que os procedimentos de detecção soam
elaborados com o cuidado de se proteger contra certos tipos de problemas como por

exemplo distorções da correlação, em que o oz/f//er pode indicar que as variáveis são
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relacionadas quando realmente não o são. Além do mais, deve-se ter em mente que

uma observação que é julgada discrepante para um proposito, pode ser considerada

normal para outro.

Este capítulo tem por objetivo o estudo de medidas de diagnóstico que

apontam ou///ers em análise discriminante com apenas duas populações e matriz de

covariâncía constante.

2.2 Função de influência em análise discriminante

2.2.1 Função de influência

Usualmente na análise de diagnóstico, quando o procedimento estatístico

adotado envolve estimação, uma estratégia intuitiva na detemunação de pontos

influentes é proceder ao ajuste com e sem o ponto suspeito e comparar as
estimativas obtidas. Nessa linha de estudo, Campbel1 ( 1978) sugeriu o uso da fiinção

de influência, proposta por Hampel ( 1974).

Num problema que envolve g populações com funções distribuição

F/. F;,. -..., Fi,.. ., /Ç , seja O - T ( F/, Fz, -..., F#,..- --, .%.), um parâmetro geral,

obtido a partir das funções de distribuição /Ü , k - 1, --...., g. Para um valor x do

vetar aleatório X, a função de influência / ( x ; 0 ) é deâlnida como:

,« .o: {«:l

em que 0 < e< 1 p:h,,ã,,nl
5



e Ft =(1- »t + â* é a fiinção distribuição FÁ após soâ'er perturbação no

ponto x, sendo ã. uma função de distribuição que assume probabilidade l no ponto

X

Segundo Gnanadesikan (1997), a função de influência é muito útil para

avaliar o efeito das observações em uma estatística pois é usada não só como uma

ferramenta para obter tipos específicos de estimadores robustos, mas também como

meio de desenvolver métodos para detectar ouf/iers.

O objetivo principal da função de influência teórica é calcular a influência de

um particular ponto x no parâmetro O, de modo que valores altos para essa filnção

indicariam que x tem grande influência em a Existem três versões amostrais da

ftlnção deinfluência.

A ftJnÇão de influência empírica (assim denominada por Mallows (1973)

citado em Gnanadesikan ( 1997) ) é obtida trocando /' da deüuillção pela distribuição

acumulada empírica Fn.

Na segunda versão, o objetivo é estudar a diferença entre Õ e Õ.(estimados

de Oobtido com base nas /z observações originais mais uma observação adicional x):

,*6 .'o: --*$* -õl, -« ««.:'. «« , ."", '. «:«:'-'ü'' -','' ..,.
Andrews et al (1 972), citado em Gnanadesikan (1997), para estudar as propriedades

de vários estunadores robustos para parâmetros de locação.

A terceira versão, que será aqui abordada, analisa o efeito individual das

observações da amostra, sendo então adequada para calcular a influência de

observações no estlmador O . E a chamada função de influência amostrar de Devlin,

Gnanadesikan e Kettenring ( 1 975), deõlnida como:

,.G. ,.õ):(«-*)0-Õ.,) ::,,..',- .« -« ;., ' . «ü««d.. d. O

calculado quando se omite a observação xi .
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Tanto /+ como /- podem ser consideradas aproximações da função de

influênciaempíricatomando € como -- em À- e € como ---:- em/z+l n-l

/- ( Mallows (1973) citado em Gnanadesikan (1997) )

Em análise de grupos multivariados, caso em que o parâmetro estudado

envolve mais que uma população, conforme será visto a seguir, a função de

influência é determinada excluindo uma observação de apenas um grupo. Se /\ é a

função de distribuição para o grupo k, eliminando-se a i-ésima observação desse

grupo, avalia-se o parâmetro com base no grupo perturbado e nos restantes não

pe't":gados, Õ. = rh,r;,...,ã, ,al e subtrai-se o parâmetro calculado para

todos os grupos antes da perturbação O = r(& , F: , , C ).

No cálculo da função de influência teórica permanecem apenas os termos de

ordem e. Isso equivale, na versão amostrar, a assumir que tempos de ordem n'2 podem

ser desprezados ( Definição B- l do Apêndice B ).

A utilização de funções de influência para detectar oz///iers em análise

discriminante foi proposta por Campbel1 ( 1978).

O autor considera o caso em que o vetar aleatório X tem distribuição normal

p.-variada com média Hj e matriz de covariância E, ( X - .\Ç) (H , E) ), para X

pertencendo a populaçãomj , j - 1, 2

Sejam a função linear discriminante dada em (A- 1 .2)

y=1'x = õ'E-'x sendo que õ = F.

e os parâmetros de interesse

distância de Mahalanobis: Â2 (p: - p:yE''(p. - n,)

7



média discriminante: I'pi

vetar de coeõcientes da função discriminante: 1: E-'(P.- P:)

Uma vez que os parâmetros de interesse são ftmções de E'i e de p}, para

calcular a função de influência serão consideradas iúcialmente perturbações em

L epJ.
-4

Seja E = vier, +w2Er em que EEi é a matriz de covariâncias para a

população 1 , Er é a matiz de covariâncias para a população 2 , w: + w: = 1 e

w.f >0. Os pesos wi e w2 são adotados uma vez que as amostras podem ter

tamanhos diferentes. então w. - ---3
n, +/2,

:. :.f(*--;X*-«;)'«q .

«, :Jüp.

No caso, assume-se que E8 = Er2 sela, as matrizes de covariâncias são

iguais. Perturbando-se a primeira população, calcula-se ETJ e pÍ no ponto

& : (i - .)e -- . á.

Usando a notação I' sobrescrito para o parâmetro após perturbação, tem-se

l :J*aKi - .)8

(l - .b. -- x.

Pi--c P. + xc



sendo que a integral aqui calculada é a integral de Riemann e Stieltjes

P. 100 )).

Portanto,

p; :F.+.(*-F.):F:--.z "m z:*-p*

Para õ = F. -p, tem-se:

õ' :JüKi- .)& -'' õ,]- .fMF2

: (i - .h. ,- ' * - ",

= Pi -- Pz + 8 x -- c lti

: P- - F:-..(x - P.) ,

assíal

Õ' = Õ +e z

( games (1996

(2.1)

(2.2)

Da mesma forma,

zk : .l(* - p.)(* -p. ya Ã

:J (* - p.) (* - F. ya Kt- ')8

: (1 - .)E. -- . z.' (2.3)

9



Lembrando que

E = vier +w2Er ,

então, E após a perturbação ülca

E' : w.[ (1 -.)E, +. zz' ]+ w:E.

+ W2EFa -- 8 wiEfi + Wi8 ZZ' :

pOiS Eã = Er

Como E=w.E,3 +w:Er e E. =Ea então E=E.(w.+w:),

E':E-'w:E--w..«' eusi- E' :(l-.w:)E--.w.zz'

Para calcular E-t' usa-se o seguinte resultado matricial:

(A -- BCD)'' : A.'' - A-'BIC-' -. nA-'B)'' nA-'

onde A, B, C e D são matrizes de dimensões p x p, p x n,
respectivamente, sendo que no caso, n - ].

Portanto, tomando-se A = (1 - 8 w. )E

segue que

E-i' -- Í] -- ç .i, \-' E-i .

- '~' ""'' ' (;w.)''--,'(l-;w:)''E-',

E-'m' (1-.«. )''E'' ]

(. w.)''(1 -. «:)'' Ki -. «.)-* . «..' E-',IJ

» 8 W] 2=x. + Wj8 ZZ ' ,(w.+ w2 R l .6

C e

l

(2.4)

D=z

: (]-. w. )'' E



= (1 -- c w. E 8 w.E-' zz' E-' )

' w: + ' w:z' E''z.Jl

E-' € w.E-'zz' E-'

(l-. w.) (l-. w.}l-. w.Q -,'E-',

Multiplicando e dividindo essa expressão por (l + € w. ) e mantendo apenas

os termos de ordem € obtém-se

T- -l- (l .. . w. »-'
(l--. w.Xl-. w.)

(1 -* «,. ). w:E--m' E-'

U--.w:Xl-. «.Xl-.«:0-,'Z-',

(l ..- . w. )E''
l

8 w:E-' zz'E

-'w.(l-z'E''z

Do mesmo modo, multiplica-se e divide-se o segundo temia por

[l + a w. li -- z'E-' z)] e assim, segue que

T- -l- (l *.. . w. )E'' - . w.E-'«'E-' (2.5)

São apresentados a seguir os cálculos da flinção de influência para os

parâmetros de interesse da análise discriminante.



a) Função de influência par"a a distância de Mabalanobis A2 = õ'E-'õ

Usando (2.2) e (2.5) tem-se:

Â:' :(Õ --. z)'t(l -* . w.)E'' - . w.E 'zz'E-' ](Õ -- . z)

e eÊetuadas as multiplicações, esta expressão reduz-se a

A2' Õ'E.-tÕ + õ'c wi:.'iÕ+ 8 z'E.-iÕ+ € z c wtE.'iÕ + Õ'E-ic z+õ'c wiE=

+c z'E-'c z+8 z 8 wiE''c z -- Õ'& w:E-'zz'E-'Õ -- € z e w.E-'zz'E-'Õ

-- Õ'e w.E-'zz'E-'c z -- 8 z e w.E-'zz'E-'c z

Tomando # =õ'E':z , (2.6)

.â:' :Õ'E''Õ(l+. w.)+.+' +.:w.Ó' +.$+ :w:'b+.:z'E-'z+.'w.z'E-''-
-8 w:++' - C:W.Z'E''@' - c:w.+ z'E-'z - C'w:(z'E-'zy.

Mas é = #' porque são quantidades unidimemionais,

os tempos de ordem f ,

a2' ; (l + 8 w: )Â2 + 2c é -- 8 w.é2

Calcula-se agora a ftlnção de infl

/(x,.A:): /jm(l+c w,)A: + 2€ ó-8w,ó: -Â: : //m a w.A: +2c é - .; w.Ó

,l*.-»:): «.»: -- 2é - «.é:

e mantendo apenasn

vencia

(2.8)

(2.7)
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Sendo 1 = E'iõ o vetar de coeãcientes discriminantes, observa-se que é

pode ser escuto como I'z que é o mesmo que a diferença entre o escora

discriminante õ'E':x e sua média discriminante para a primeira população, I'p.

# I'z:Õ'E-' (x-».):Õ'E-'* ''H. Õ'E-: x -- I'P .

Calculando a esperança e variância de # , para x pertencendo a população

7ti que foi perturbada , tem-se:

z(é)- x(õ'z-'-):(F. - »,)'l':r(x - n.)-(p. - F,)'z''(p. - n.): o

Ha,(é): Ka,kK, - p,)'E''(X- F.)l-(p. -p,yX'' Ha,(X - F.)E'''(p.

:(n. -H,yE''EE-'(p: -p,) :(n: -p,yx''(p. -p:):A:

Uma vez que # - N ( 0 , A2 ), então a variável aleatória padronizada

é, =.e tem distribuição normal padrão, e tomando é - ç%,A, a fiação de

influência para AZ pode ser escuta em termos de dP como:

/,(x,'A:l: «.A: -- .ZAé, - «.A:": (2.9)

Com base nisso, uma conclusão importante de Campbel1 (1978) é que a

função de influência para Az é uma f\unção quadrática do desvio do escora

discriminante com relação à média discrÍmlnante do grupo correspondente.

13



b) Função de influência para as médias dbcriminantes I'P/

Foi calculada a ftlnção de influência para a média discriminante do grupo l

uma vez que foi esse o grupo perturbado, no entanto, valeria um cálculo análogo

caso a perturbação fosse feita no grupo 2.

G'«.} : 6':-'«. )'

Usando (2.2), (2.5) e (2. ] )

G'F. I' :(Õ -- . ,)'kI -- . «:)E'' - . «,E-'«'E-- I(P, -- . ,)
: [Õ' (l -- . w: )Z-' - Õ'. w.E-:«'E-' -- . -' (] -- . w. »-'

- ' ,'. w.E-'zz'E'' ] (P. -- . ,)
e considerando apenas os termos de ordem & , segue que

ll'p.)' ; õ'(i -- . «.)z''p. -õ'; «.z-'«'z''p: -.-. ,'x''p. --õ'x-'. ,

Finalmente, devido a (2.6) e tomando l7.

«a. li'p.y : (1--. «.)i'p. -. «,é '7- -'-; #. -'-.#

: z'E''Pi (2.10)

Calcula-se agora a fiação de influência

/(x;l'P.):liR«'w.) «. --'é '".@"- --;#: --'"-
c''H .C

!(";-'«, '- @ "." «. .- «:)
e-+oP

w,I'P. + é -- w.çó /71 + /7.

14



nção de influência para os coeHcientes da função discrimin

Substituindo E''' e õ' pelas as expressões (2.5) e(2.2):

I' : (E-'ÕI' : [(1 -- . «: )E-' - . w.E-'«'E-' ](Õ -- . z)

:(l .. . w, »-'Õ-. w.E-'«'E-'Õ ..(1 .- . «.)E-'' '

Usando (2.6) e eliminando o termo em é2 segue que

I' ;(l+. w:)-. w*E-'zé' .- E-'' z

Lembrando que @ - @', a filnção de influência é calculada como:

/(x;l) : hm(1 '' ; "- )-. w:E''zé -'.. E-'. z- -
e-+0 .g

= w.l -- w.E''zé + E-'z

= w.]+(]-w.#)E''z . (2.1})

A quantidade /(x;l) é um vetor. A Him de se obter um valor numérico como

nas funções de influência anteriores, basta calcular a fiação de influência para lrl

dada por

(õ'z-' I' lz-'õl' :(õ -. . -)' kl -- . «.)I'' -. «.x-:«'l-' l :(õ *. -)

: (Õ' --. ,'}(l --. «. yX-'E-' - 2(1 --. w.)E-'. w.E-'zz'E-' -- .: «fX-'«'Z-'Z-'«'Z'']
(Õ -- . z) .

c) l

c2 w,E -izz'E-' z.

)
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Desprezando-se os termos em E" obtém-se

G'll' ;(õ' --; ,'ki -- 2. «.)z-'x-' - 2z''. «.E-:m'E-- lkõ -- . -)

: Õ'E'iE-iÕ+ Õ'2c w.E'iE-tÕ - Õ'2E'ic w.E-izz'E-iÕ+ € z'E-íE-iÕ+ Õ'E-iE-tc z

1'1+ 2c w:1'1 -- 2c w:l'E''zé + 21'E''

Finalizando,

.rl*; i'i) : iin ' ':-'' 2' «J'i -- ?!JVll?@di'z-'. , - i'ic-+0.g

: 2w.n' + 2(1 - w.#yE-'z

Nas próximas seções será vista a

&z

utilização de algumas dessas medÇ S e

(2.12)

.das

2.2.2 Distribuição aproximada para a função de influência /(x; A:)

A fiinção de influência pode ser considerada como uma variável aleatória,

uma vez que ela é uma transfomlação do vetor aleatório X.

Da expressão (2.9), sabe-se que a f\unção de influência para a distância de

Mahalanobis (A') é:

/G;A:):«.A: --2A@,-«.A:éj ,

com é : õ'E-tz e z= x--pi
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Se X tem distribuição normal multivariada, está demonstrado na Seção B-4

do Apêndice B que a disüibuição de probabilidades da função de influência para a

distância de Mahalanobis (A:) tem assimetria negativa.

Tomando a função de influência para a distância de Mahalanobis com # não

padronizado, /(x,.A:)= w.A: + 2é -- w,4: e derivando em relação a @ obtém-se o

ponto de máximo para @ : --, assim, /,,.(x.-Â: 1= w,A: + -.L
'VPt ' ' WP.

Campbel1 (1978) sugere o uso de /.(x..A: l= /,.(x,.A: )- /(x, A:), dada por

/.(x,-.&: ): «:Â: -. «Í; - («.»: -- 2Aé, - «,.:@i) (2.13)

wiA2 + wi 1 -- w:A2 -- 2A#p + wlz\2#:

«í'« - 2"-A#, -- «fA:#: )

Esta variável aleatória é sempre positiva e, como /(x. A:) tem assimetria

negativa, segue que /. (x,.A: ) tem distribuição positivamente assimétrica.

Multiplicando e dividindo /.(x,. A: ) por 4,2 obtém-se

..G,.A: ): -:,Gi - 2«.'Ó; *. «fA:é;)
w.

tc', - «..#: y
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Como no p.nío "ú*imo @, : (w.A)':

.. «, »: ) : -;l;bç, - «."(«,©-: i;

«.A:(#, - «í'A-'F

M's, "m' #, - .V(0,1) e«tão (é, -wÍ'A-:)- .V,(-.wÍ:A-',l)
e usando o Resultado B-2 do Apêndice B tem-se que

central com l grau de liberdade e parâmetro de não centralidade

G- «í'»-' ) ,-'(- «í'«-')- l«í:.-* y

Portanto -alil1:19] tem uma distribuição quiquadrado não central com l grauw.A'

de liberdade e parâmetro de não centralidade(w:A:)':

Observa-se que quiquadrado com um grau de liberdade é a disüibuição nula

da medida, sendo assim a distribuição espemda na inexistência de pontos

discrepantes. A utilização desse fato será discutida na próxima seção.

2.2.3 Gráficos de probabilidade para detectar ow/líe/s

Campbel1 (1978) usou a função de influência amostral para conünmar a
aproximação quiquadrado por ele sugerida através de dados simulados de uma

distribuição normal bivariada com variâncias unitárias e correlação 0,9. As médias
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das populações coram ( 0, 0 ) para o primeira grupo e ( 0, 2 ) para o segundo grupo

Foram geradas 50 observações para cada grupo.

Uma vez que a distribuição quiquadrado é um caso particular da distribuição

gama, o autor usou um gráÊlco do tipo "QQ" dos v'alteres da função /m (x;/)2) contra

os quantia da distribuição gama, em que D: = (í. - il,)' S': (i. -í: ) é a estimativa

da distância de Mahalanobis Az, com os parâmetros desconhecidos estimados por

máxima verossimilhança. Tal distribuição produziu também uma boa aproximação

para /m (x;Zy).

Depois dessa verificação, o autor passou para a análise dos dados de um
exemplo de Campbell e Mahon (1974) citado em Campbel1 (1978), no qual foram

examinadas as diferenças morfológicas entre duas espécies de caranguejos. Foram

medidas 5 carmterísticas em 100 animais de cada espécie(denominadas azul e

laranja). Para esses dados, as matrizes de covariâncias para as duas espécies eram

muito similares e /y - 27,8

O objetivo dessa análise foi o de mostrar como a f\unção de influência e as

estatísticas relacionadas podem ser utilizadas para determinar observações

discrepantes

Detemunou-se inicialmente o efeito da retirada da i-ésima observação na

medida D2. Tal efeito foi quantificado aü'avés de D2 -Z)j., sendo que D:. éa

distância de Mahalanobis amostral calculada sem o i-ésimo ponto. Esta quantidade

6oi analisada em ftmção do escore discriminante padronizado cl,(x. - í;) , sendo

que cP é o vetar padronizado de coeHlcientes discriminantes

anmstrais, xi é a i-ésíma observação (a observação que vai ser eliminada) , íj é o

vetor de médias do j-ésimo grupo ( j - 1, 2) , os pesos wl são dados por --!2
n, +n.

e A2 é substituído por Z)2
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D2-D2.i o,15

4,15

4,30

4,45

4,60

4,75

4,90

1,05

Figura 2. 1 : Gráâco de D: -- Z)f, contra c.(x. --i:) . O símbolo + representa um indivíduo e os

números indicam a quantidade de sobreposições, sendo que o número 9 representa pelo menos 9

sobreposições.

Fonte: Figura 1 - Campbel1 (1978)-

A Figura 2. 1 mostra o gráülco deZ): -- nj, contra c.(x. -- í. ) exibindo uma

tendência quadrática . Observa-se que, para ambos os grupos, o ponto de máximo

ocorre em tomo de c;(x. - í. ) - 0,04.

Osvaloresde Z)2 -Z)i; são baixos para as observações com estores

discriminantes entre ---0,5 e 1 ,5, enquanto que essa distância aumenta quando se

exclui uma observação com estore discriminante fora desse intervalo. O maior

aumento dessa medida ( em valor absoluto) ocorre com os encores mais distantes

dos obtidos para a média da outra espécie (-2,4 para a espécie laranja e 3,0 para a

azul).
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a) larmya b)azü

quantia da distribuição Gama quantia da distribuição Gama

Figura 2.2: Gráfico QQ-Gama para /. (x; D2 )

Fonte: Figura 2 - Campbel1 (1978)

Na Figura 2.2, os gráãcos do tipo "QQ-Gama" de /.(x,Z):) com

parânwtros desconhecidos estimados por máxima verossimilhança apresentam

aspecto linear. A inclinação dos pontos para o gráâco da espécie laranja está próxima

da rota y como a dos pontos da espécie azul, se eliminado o ou///er.

Nenhum dos dois gráficos indicam observações atípicas para a espécie

laranja. Já para a espécie azul nota-se que três observações devem ser examinadas,

sendo que o gráfico da Figura 2.2.b mostra que uma delas é claramente atípica. Os

autores observaram que essas três observações tinham em comum largura de

carapaça maior do que o esperado, em relação ao lábio frontal do animal,

comparando-se com as demais observações. Notaram também que observações pam

a espécie laranja, com estore discriminante semelhante a dois dos três ou///ers da

espécie azul, têm influência mínima em Z)2.
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O conjunto de dados utilizado já havia sido analisado através de técnicas para

detecção de ouf/ierx multivariados e nenhum ou//ier sério tinha sido encontrado. Do

mesmo modo, eliminando-se o mais óbvio dos possíveis oz/i/iers, a estatística Z)2

aumenta somente em 0,9 ( de 27,8 para 28,7), o que é mínimo para este caso.

Por isso, deve-se examinar com cuidado a influência absoluta das
observações suspeitas, pois mesmo que alguns pontos pareçam ter grande influência,

eles podem não afetar sigmÊlcativamente as estatísticas de interesse.

O mais importante fato exibido nos gráficos é o modo assimétrico no qual as

observações influenciam .[)2, e que, surpreendentemente, a inclusão de uma

observação com medida mais distante da média do outro grupo, pode diminuir a

estatística Zy ao invés de aumenta-la. Este último bato pode ser justificado pelo

aumento nas variâncias e mudança no valor das conelações ocasionados pela

inclusão dessa observação.

É importante lembrar que os ou//iers podem "atrair" a média amostrar em sua

direção, bem como aumentar as variâncias. Sendo assun, os métodos clássicos de

identificação, que são baseados nessas medidas, podem não identiõlcar os oz///fera ,

ocorrendo o chamado "mas#fng ({8ec/". Rousseeuw e van Zomeren (1990) sugerem

medidas baseadas em estimadores robustos de locação e covariância para detectar

esses pontos dbcrepantes em dados multivariados.

Do estudo deito, Campbel1 (1978) conclui que o exame apenas do escora

discrimlnante pode não ser adequado, uma vez que as suposições de normalidade em

que são baseados podem não valer. Além disso, ou//lerá óbvios podem indicar
medidas incorretas ou alocação indevida no grupo .
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2.3 Principais estatísticas no diagnóstico em análise discriminante

Nesta seção, são apresentadas duas estatísticas propostas por Fung (1 992),

fundamentais no diagnóstico em análise discriminante, sendo que várias medidas de

inOuência dependem delas.

Na análise discriminante, o maior interesse é no grau de separação entre os

grupos. Da Seção 1.1 do Apêndice A, sabe-se que a maior separação entre duas

populações(usando combinações lineares das observações) é detemnnada para a

combinação linear y I'x e o máximo valor do quociente coincide

com a distância de Mahalanobis (A2)

A partir da regra discriminante de Fisher (A- 1 . 8), uma observação x é alojada

na populaçã07tlse

(í: -í,)'s''* ; ;(í. -í,)'s''í. --.}(í. -:,ys''í, o

(í: -í:)'s''* ;(í. - í,)'s''í: -;(í: - í,)'s''í. -* .;(í: -í:ys''í: -.

(Í. -Í:)'S''* z $: - Í,)'S''Í. - .}(Í. - Í,)'S''(Í, - Í,)o

(Í: -Í:)'S '(*-Í.)Z -Í:yS''(Í. -Í:)o

i' (* - í.) à --; o:

em que Í = S-' (í. - í, ) é o vetar de coe6lcientes discriminantes amostrar

(2.14)
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Deste modo, usando (2.6), a regra üjca

alagar xo para zi se e alojar xo para z2 caso contrário

Tomando a regra discríminante de Fisher (A-1 .9) e assumindo os custos de

classificação incorreta iguais, doca-se xo para zl se

:' [*. - &P] » ']y] .

A quantidade I' [x. -- {!t-!-ill)] -/nÍ'l é denominada logaritmo

da razão das probabilidades estimadas(/og-ocZds). Em particular, na maioria dos

casos, admite-se 1 - g - q, então essa quantidade reduz-se à função discriminante

para a observação xo que, no caso da regra (2.14) descrita anteriomlente, alça

g

(2.15)

De (2.8) pode-se obter a filnção de influência amostrar trocando-se A2 e #

pelos seus estimadores Zy e ê = Í'(x. - í. ) respectivamente:

.fl*; A: ): w.D: -- 2ê - «:Ó: (2.16)

A medida (2.13) sugerida por Campbel1 (1978) também pode ser escrita
Ó

- ( :1 )rTl{ )

Asaubstituindo-se 4 por

,.(*,.»: ): «.«: * «.-' ; *:»{-«. :Ç]

wÍ' - 2@ + w.4: = w. (@: - 2@ wl''

de modo que
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/. G,. »: ) : «: ló - «í' y (2.17)

Observando-se (2.14) a (2.17), nota-se que ê é importante não s(S na

discriminação como também na análise de influência.

Healy ( 1968) utiliza a estatística

a3 :(x, -:,)'S-'l*.. - ,.) i : l, ,nj. j = 1, 2

em testes de normalidade e também com o objetivo de detectar ou//iers sob

normalidade.

Assim como o resíduo e o ponto de alavanca em regressão, Fung (1992)

aponta a.i e Ó,, = Í'(,.,. - í.) como estatísticas básicas p"a detecw -//f«. e

observações influentes em análise discriminante, uma vez que várias medidas de

diagnóstico são escritas em função dessas duas estatísticas.

Para facilitar a notação serão usados os termos dlz e éi nas próximas

seções.

2.3.1 Distribuições assintóticas

Na Seção 2.2.1. verificou-se que gi-

normal padrão.

Õ'E''(x-PJ) tem distribuição
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Fung (1995-a) usou o teorema a seguir para mostrar que, assintoticamente,

42 é distribuídacomo .Zj (p - dimensão do vetorX ) e -n temdistribuição

N'( 0 , 1 ) .

Assim, a partir desse teorema, obtém-se as distribuições assintótiças das

medidas propostas e também de muitas outras medidas que são fiinções de d.2 e é, .

Na demonstração, serão utilizados os Resultados 2. 1 e 2.2

ResziZtado 2.Z ( Graybil1 (1 976) )

Soam o vetar aleatório X com distribuição normal de média H e matriz de

covariânciaE , X -Np(p,E), emqueE temposto.p ( /'(E)-.p)e A uma

matriz quadrada de posto completo p.

Nessas condições X'A X tem distribuição quiquadrado com r(A) graus

de liberdade e parâmetro de não centralidade iy2p'Ap se e somente se AE é

idempotente.

Além disso, /r (A) r (A) quando A é idempotente

Resultado 2.2 Independência entre forma quadrática e linear ( Graybil1 (1 976) )

Sejam o vetor aleatório X com distribuição nomial de média p e matriz de

covariância E , X - Np (H , E ), em que E tem postos, e as matrizes A, quadrada

depostocompleto p e B umamatriz g x p
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Nessas condições, a forma quadrática X'A X é independente da forma linear

BX , se e somente se BEA - 0

7'earema: As estatísticas z)/r = c/lz -lgcl e gt - lil!:!!).11-!.ÇIJ!.:!j.} são

assintoticamente independentes e têm distribuição quiquadrado com p-l graus de

liberdade e normal padrão.

Prova: Sabe-se que as estatísticas í:, il,, S e Z)2 convergem quase certamente

para Hi, p2, E e Az respectivamente.

Poressarazão,

gt = gt (adistribuiçãoassintóticade gC éamesmade gi-) e

af ! (*,.-«;)z-'G';.-p;)

Como E é de posto completo, então pode ser decomposta como E = 1'1'

onde I' é a matriz triangular inferior não singular . Sejam

1 -- Pz , @. :r-:j*;.x-
A F.) . ,f G. - H.I' E-' (x;. - «;)

Como consequência, @: - N(O,l)
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LIVUV)

.f :«!"., «,i; .f:(*;. -«;)x-'(*. -«,): G. -«;)jr)''r-'G,. -«.):«;«,

. g..:o--:«J:+;, "'«,

2
= gig;, pois /

é escrito como @:A@. com A =l

A matriz A é idempotente e seu traço é p-l já que

4 G-*l')G-««'):--«*'-lx'---(xl')(xl') ,

...,; . .. : : Ü:.:.e,}lX=.G!;..:.e:;) : E.
A' A' A'

.-»., «-x«').G-*x'):i-xx'-""'--l~':i-xx', .

O temia f2 -- igC
2A

]

b) «'(l- x I'): «'(1)-',(1 À').

C.m. «l]]'):«(X' ]), «ü. .,(i)-.,(]' À,):p-]

Desta forma, lembrandoque /f --et--p.Ap,, @. - ,'V(0,1) evisto

que AI -A, que é idempotente, então do Resultado 2.1 , tem-se que

p.Ag,,
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Do Resultado 2.2 , para provar a independência entre z.)/r = dlz -l-Çil e

(íi -Íz)'D'(x-Íj) , é preciso mostrar que X' IA = O.

Re,Imente, I' U.- X'l(l-X À,'): X'-X'X I': I'- X': 0, e«tão,

padrão e quiquadrado como-l Paus de liberdade, respectivamente.

ér J e
A são variáveis aleatórias independentes com distribuição normal

Dessa Êomla, o teorema está provado porque

@, ' é, d

d? = t=l ê.: : ófd
/

2

Note-se também que d2 é assintoticamente distribuído como /Í

pois usando o teorema sabe-se que

a: = .....,: . 4.

sendo que u - D/F e v são independentemente distribuídas como ,rÊ., e N( 0, 1)

respectivamente.

D

Esses resultados assintóticos são muito importantes uma vez que calculando-

' l DJ D D

valores maiores que os respectivos valores críticos da distribuição quiquadrado e da

distribuição normal são indicadores de pontos influentes

se DIF = dz -- e ©- - 1 ! z)S''(x. íj) paraos elementos amostrajs,
Ó1""j
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2.4 Medidas relacionadas com a probabilidade de classificação
incorreta

2.4.1 Medidas baseadas na curva de influência

No Apêndice A, Êoi feita uma breve revisão sobre as probabilidades de

classificação incorreta . De (A-l.ll), a probabilidade mínima de classiâçação

incorreta, denominada agora simplesmente pcz, é dada por ©l - -; l.

Veríãca-se que a filnção de influência também pode ser escrita como

iim!<!iejjZ]!] = ii r(a ) l .;o , ou sela, a curva de influência é a derivada do

funcional T(.f'.. ) com respeito a f calculada para € :0

Lembrando que A2' (l + 8 w. )A2 + 2c # -- 8 w.@2 ,

PCI' - -rl : .l- .;.Jb: '; «.": -- :. @-. «.@JI

e é possível calcular a f\ração de influência para PC/ através dessa Êomla altemativa

Derivando em relação a € , segue que

/(* ;PC7 ) :

,G;»:)
-l-J': --. «.»: --:'"-: «.#'l.-l- ;b: --; «.»: --:: "-: «:él';

em que /(.) é a função densidade da distribuição nomlal padrão
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Assim, para F : 0 segue que

/(*,'pc7) : -/G,'A: }

queéproporcionala /(x. A:)

Dessa forma /(x;PC7) e /(x,.A: 1 ( proposta por Campbel1 (1978) ) comecem

basicamente a mesma informação do ponto de vista de influência .

Tomando-se a função de influência amostrar de Cook e Weisberg (1982

p.110), para f : -----=--, obtém-se
n.!

FIAM («. - .Xrk.,l- ,G'»

em que An é a função de distribuição amostral após perturbação, ou seja:

eliminando-se a observação í do grupo l

«.«..-* ':,, . ' "-"««.'« .l-+l . «l--;l
respectivamente, tem-se:

"'*;"a; -o': - "{.l-+l-.l-€11 , (2.18)

sendo que Z)Ü) é a estimativa de máxima verossimilhança para A, sem a a i-ésima

observação: O,,, = Kí.o ' xz )So (í:o ' x2 )}

As probabilidades de classificação incorreta estimadas da expressão (2. 1 8)

são calculadas sob duas regras de classificação:
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obtida sob a regra discriminante de Fisher com base na amostra toda e

sob a regra discriminante de Fisher com base na amostra reduzida (sem

a i-ésima observação), ou sda, alagar xo em ni se

:.l*. -;k.. *:,l» . ,
caso contrário,alocar xo

sendo que

ío é o vetor de coeficientes discriminantes calculado eliminando-se a observação i.

« ;.ü,, í. -s;lk..-:,).mq«
íto é o vetou de médias da amostra da população zi calculado sem a i-ésima

observação e

Sd é a matriz de covariância ponderada calculada sem a observação i

em

(2.19)

Avaliando a probabilidade de classificação incorreta sob essa segunda regra,

usando a distribuição XbJ,S) j = 1, 2 , de (A-l.lO) tem-se

PC7 : -}(P(1 ' 2)«,-'"P(2 ' 1). ,) em que

,'e o,;,:qn,, «í;,:;K..--::8 ,'o D,,, : '{,',,, ;. i;., ;k:. -- ::l
sendo que P(2/ 1).,, é a probabilidade de classificar inçorretamente um elemento em

xz quando ele é de 7ti, /''(1/ 2).,, é a probabilidade de classificar incorretamente um

elemento em lti quando ele é de 7t2 e ylü = lox. Ambas as probabilidades são

calculadas eliminado-se o i---ésimo elemento da amostra da população l.
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Usando (A-l.l )

,':'-, , ;l3#'$úà;n
';. J;.

2G 1 { 2G
\ / \. ,/

a)IÇ-i..(ii. --il,)-- l..(í. -- xio)).,' 2CI, sendo que G: = ibS lo. (2.20)

Do mesmo modo,

r'(i/2)..,:4lz. 2c 2i l

. .pÍ ii,k,« '- :, )- 2ii,í, 'l : .pÍ - íl:,k.., -- :, )-- 2i:,í: 'l : .pÍ - í:, (í- - í: )-' il-,k- - í,., )'l.

1. 2G ,J 1. 2G .J 1.. 2G J
(2.21)

Fung (1992) propõe uma medida de influência com base na diferença das

estimativas das probabilidades de classificação incorreta, semelhante a (2.18),

defiúda como

i. 2
'í''í J

DPCI
2 *''e o«,l-l.l--;ll (2.22)
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Comparando-se os diferentes tempos presentes nas medidas (2. 18) e (2.22),

" ;ü,, .Í-+l . :;1.:'0.4.;, --':'e'0..,), «»-« -« ;;. "«": ''"-:
de cálculo das estimativas da probabilidade de classificação incorreta sob a mesma

regra linear discriminante (2. ] 9), após a retirada da i-ésima observação: (PI - :-2e- l é

calculada sob as distribuições Nb.o,So) e À'k,,So) que dependem de í,

:llP(i/2),,-'"P(2/i).,,) é «i«i,ü b""'ü -' di;"ib"içã' ''igi",-

x'k,,s) j=i,2.

Na expressão (2.22), Fung (1992) usou a distribuição N(íi,S) j=1, 2,

que é baseada na amos&a inteira, para o cálculo das probabilidades de classiãcação

inconeta. No entanto, observou em suas experiências práticas que, usando as

distribuições .V(í..,,So) e .Vk:,S.:,), obtém-se informações muito próximas a

Z)PC7, calculado com base na amostra inteira.

Essas duas medidas podem ser usadas na pesquisa de observações influentes

em análise discriminante. Altos valores de DPC7; indicam grandes diferenças entre

as estimativas da probabilidade de classificação incorrera na presença e ausência do

ponto, sugerindo uma alta influência do mesmo.

Após cálculos (Cálculo B-5 do Apêndice B), verifica-se que as expressões

(2.20) e (2.2 1 ) podem ser reescritas como:

,':.-,.,,;.[{ s[,:-4-n-L /(«: - 1)
li -- óa/

e
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,'-':,.,,;.[{ =[,' 4 t-à (« - 3W, - af /(«: - l+
(n-2)(,z. -iXl+Ó f

em que

':; si'1«'-:'.14* - Üi*ia*-i:wi:';l.
ó:Ç::iÍi='ã' ã :i'(*«-í-) ' af:(*«-í,)'s''(*«-í-)

A partir dessas expansões, observa-se que as estatís

apontadas, Ó. e d2 , têm papel importante no cálculo de Z)PC/f

Fung (1992) expandiu as medidas P'(1/2)o e P(2/1)a) em série de Taylor ao

redor de (- 1/2 Z) ) até segunda ordem, obtendo

0Í.!D).

Tal aproximação sela utilizada no exemplo a seguir.

r'/ = ......=
'4D i-lo - «.ó,rç'f - ó; ' «]-- -;ó,:l

básicas járicas

(2.23)

35



O autor usou o conhecido conjunto de dados da üis versicolow(observações

de l a 50) e v/rgüica (observações 51 a 100) utilizado por Fisher, analisando apenas

a largura da pétala e da sépala. Na Figura 2.3 estão as medidas dessas duas variáveis

juntamente com o gráfico da rota discriminante :

2.$

Z.3

2. !

},}

i. 7

Virgíaíca
+.

+' +
Lwgura da
pétala

+.

+'

!.$

+' +' + + + +

+' +

+' + +' +. +

+.

Vens.i.colou.r
i. 3

Í. Í
+

8.9
$.,$ Z.1 2.3 2.S Z.7 2.9 3.1 3.3 ].S 3.7

Lugwa da sépala

Figura 2.3 : Largura de sépala e pétala das plantas da espécie /ris Heróico/ozir e /rfs I'T/lgüfc:a

Fonte: Figura 1 - Fung(1992)

36



A Figura 2.4 mostra o gráfico de /.(x,A:) para todas as observações ; não

indica qualquer observação que tenha signiHlcativa influência na estimação da
distância ente os grupos, mas mostra que as observações 19, 21, 80, 84 e 85 têm os

maiores valores de -f.(x,A:) . É importante observar que são essas observações

classificadas incorretamente na análise discm)inante executada, como mostra a

Figura 2.3.

IH(3 ;ó z)

observações

Figura 2.4: Gráãco de /. (x, A: ).

Fonte: Figura 2 - Fung(1992)
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observa-se adicionalmente, de (2.17), que.f.lx,A:)= w:G - wí'y é nulo

para é : I'(x-í.)= wÍ'. Assim, obsevações distantes do plano I'(x-í:)= wÍ'

terão maior efeito na estimação de A2, enquanto que observações como as de mlmero

68 e 82, que estão próximas do plano, têm menor influência na estimação da

distância entre as populações.

Na Figura 2.5, o gráfico de Z)PC/, para cada observação mostra que as de

número 19, 70 e 82 são as mais influentes. Observando a Figura 2.3, pode-se nota

que essas observações estão nos limites inferior e superior da largura da sépala e bem

próximas à reta discriminante.

DPCli x 104

observações

Figura 2.5: Gráfico de Z)PC/f x ] 04

Fonte: Figura 3 - Fung(1992)
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A Figura 2.6 apresenta o gráfico da estatística #, em função de dlz . As

curvas presentes nesse gráõco representam os contamos de z)PC/, x !Z{Ç--;---x.-
(DI - :Z)l

obtidos por meio da aproximação (2.23). Observa-se que não existem valores

extremos para é, e dlz. Além disso, pares com altos valores de #, e dlz não

comecem necessariamente grandes valores de Z)PC7, .

2

?0.

Figura 2.6: Gráâco de é. e c/lz , com contomos aproximados da constante

"", , * -"ü. - :r ..Í- -}«l
Fonte: Figura4 - Fung (1992)

Assim, um grande d;2 pode implicar que a observação l é ozd//er,

mas não necessariamente influente do ponto de vista da análise discriminante. No

entanto observações com grande dlz e ç;. negativo podem ter um grande DPC7.

(ver Figura 2.6). Uma observação que está longe de sua média e mais peito da média
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do outro grupo, tendo portanto uma maior chance de ser classificada incorretamente,

apresentaria uma grande influência. É o que ocone com as observações 19, 70 e

82, que uma vez excluídas, tiveram grande influência na regra de classi6lcação e

portanto, são altamente influentes na probabilidade de classiHlcação incorreta.

2.4.2 Medidas alternativas

Critchiey e Vitiello (199 1), independentemente de Fung ( 1992), determinaram

duas estatísticas principais, que compõem algumas medidas de influência das

observações. São elas a "atipicalidade" e a diferença entre o estore discriminante

linear da observação e o escora discriminlante de sua média amostrar.

Veriãca-se que o encore discriminante de Fisher associado a uma nova

observação x de origem desconhecida, /;o(x) = i'í x - ;(p. + F, ) l-

-(p. -p:)'Z''í x -4.(n. +p,)l, pode s" "coto «mo

0(x) ' ;Í'':(x)}: -5{«,(x)}: «m k,(x)l: = G- p,)'E-'G - p,), j - i, 2.

A medida kJ(x)}2 é interpretada como a "atipicalidade" da observação x

com relação à populaçãoJ. Nesse sentido, seria análoga à quantidade dz , obtida por

Fung (1 992) e descrita na Seção 2.3.

Para Critchley e Vitiello (1991), o objetivo principal era considerar o efeito

em A: produzido pela eliminação de uma única observação / da amostra proveniente

de pz. , ou seja, calcular .&lo = (il.o - í2 )So lí.o - i2). Com a restrição de que
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ni + n2 3 z p e por intermédio do cálculo B-7 do Apêndice B, chega-se a

- Ç1 -: - :9 * #!# ''' É'ü . o - 'f (*.) *
B.6.. »: - abillba ... {

sendo que

(2.24)

/2 = /ZI + /z2 , áf(x..):(*.: -Í.yS':(*:: -Í.) .(*..) i'(*.. Í,)

Observa-se que a eliminação de xu implica na mudança dos valores dos

graus de liberdade, de í. e de Si. A expressão (2.24) pode ser escrita

alternativamente como

&,, - 4,@ -''&. '-zs --a,,.l

'"-«' '. :\W , Ti. :!V*##, 4.
.: (* .. )

wÍ' («, - 1) - Óf (*:: )

e

. ár(x,.)- 2(«. - i»f(*..>(*.. )
/;. =

'(«. - 1):ÍwÍ'(«. -1)-Úl;(*..)}

Nota-se-se que Zg/ reflete a mudança nos graus de liberdade com a retüada

de xH , ostermos 7:. e rs. sãodevidos à mudançaem íi e St

respectivamente e C.,s, é o termo de interação, que representa a alteração

conjunta em il,

Mantendo somente os tempos até O(n'i) na expressão Âi;, escrita na Êomu

altemativa, segue que
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&'', TTlL':2.(*,:) . .:(*..) ]

(«. -1) ' wí'(«: -1)-âf(*.:)J

e somando e sub&ahdo ao segundo termo, segue que

*.,,:(Tejt«-«n*J>Lh]. (2 25)

Do mesmo modo, eliminando uma observação da amostra proveniente de z2

.(*,.): .f'Õ(*.)- /Ü(í,) «m .(*,,): i'(*,. -i:) tem-se

*.,,;(xr)[*--Ü*J>yh].
Dessa fomla, o efeito de eliminar uma observação na estimativa da

probabilidade de classificação incorreta l (Pí - -:A 1 1 , que é uma função decrescente

de Â , é detemlinado somente em função das duas quantidades:

a) á.Í(xj) j=1, 2, que é a estimativa da a/@'lccz/idade da observação com

relação à própria população a qual ela pertence, e

b) elxji) j=t,2, que é a diferença entre o estore discriminante da

observação em questão e o encore discriminante da média amostral do grupo ao qual

a observação pertence. Esta quantidade coincide com a estatística descrita por Fung

(1992) como #. = õ'z (Seção 2.2).
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As medidas descritas em a) e b) são similares respectivamente aos pontos de

alavanca e resíduos em modelos de regressão linear, mas existem importantes

diferenças.

Em modelos de regressão as observações com hü alto (Seção A-2 do

Apêndice A) são os chamados pon/os de a/avança, pois, de modo geral, trazem o

plano de regressão em sua direção, o que tende a produzir pequenos resíduos( o

resíduo mede a diferença entre o valor observado e o valor ajustado). Já na análise

discriminante, o termo resíduo e(xn) pode variar independentemente do termo

alva«a óf (x.. )

Observando a equação (2.25) nota-se que a melhoria na estimativa de

probabilidade de classificação incorreta se dará quando :

- aumenta o quadrado da diferença entre o "resíduo" e(x..) e o inverso do

nú«ero de obs""ações m amos&a (wÍ' ) .

- aumenta a estimativa da ar@ica/f(&zde da observação (maior distância dessa

observação em relação à média de seu grupo) . Este fato é mais intuitivo do que o

resultado descrito em a).

A análise apresentada consuma os resultados surpreendentes de Campbell

(1978), apresentados na Seção 2.2.3. Tomando a expressão (2.7) da Seção 2.2. 1,

A2' : (l + é' w. )z\2 + 2€ @ -- € w:é: e substitúndo é por
l

/z. -- l
e @ por

.(x..), obtém-se

.:. : r, . .n..IÂ: . &bJ .... !J41;:.y.
l «. -i,l «. -i «. -i

Multiplicando e dividindo o segundo e terceiro tem)os por wi

l«í' );
wÍ'(«. -l

e somando

esubtraíndo à equação,seque que
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':' ;C: -Üj*: '';iG::'D''" wi'(«.-i) (2.26)

expressão essa que Mo en«l« úf (x.. )

Analisando-se a expressão $(x:, )-- wÍ' } , nota-se que as observações aÊetam

Â2 assimetricamente, ou sqa, o efeito é menor quando é retirada uma observação

com resíduo e(xi) positivo, do que quando o resíduo é negativo e de mesmo valor

absoluto.

Do mesmo modo que descrito no cálculo de (2.25), a equação (2.26) pode

ser escrita como .&' =rz/& +7;, +Z$, com uma decomposição aditivo em tem)os de

.: (* .. )a.-e

Para explicar o motivo da assimetria, veriHlca-se que, embora a magnitude

de 4. e Zs. sejam as mesmas quando e(xn) muda de sinal, o valor da soma

G Zs. - -ÊI)làll:ilf- não é o mesmo quando da mudança de sinal. Isso porque

ao contrário de Zs, , 4. muda de sinal quando e(xu) muda o sinal.

Observa-se ainda que G, e rs, são de mesmo sinal quando e(Xn) < 0, mas

têm sinal contrário quando e(xll ) > 0 . Como Zs. é quadrático em e(xll)

enquanto G. é linear em e(xu) , Zs. domina quando e(xii) aumenta. Assim,

excluindo uma observação xn com e(xn) positivo, A: sobe uma redução devido à

mudança na média, mas esse efeito é compensado pelo aumento em A2 causado por

rsl
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2.5 Outras medidas de diagnóstico

2.5.1 Medidas baseadas na média quadrático

Tomando novamente a regra discriminante de Fisher (A-1 .8), Fung ( 1995-a)

define várias medidas de diagnóstico. Para isso, denotou o encore discriminante(que

também é o logaritimo da razão das probabilidades estimadas para q ' 1- q)

I'x - -:l'(í. + í. ) como
2

,'* .« -«. ,' - (- '' hP , :'] (2.27)

Com o objetivo de analisar o efeito da eliminação da observação l na

estimativa 't' , o autor propõe o uso da medida

zk'y-?l:,y} ,

ou seja, a média do quadrado da diferença entre os estores discriminantes da

amostra toda e da amostra sem a observação 1 , sendo que

é a diferença entre os logaritmos da razão das probabilidades estunadas, denotada por

DLOi

'yy-Yoy = - í;:, «-;g -- ';,*. Í, GLJIJ * Í'*
2

(2.28)

Para o cálculo de E (Z)Z,Oi y , admitiu-se que X é distribuída como

w*.V(p:.E)+ w:À'(p,,E) e usou-se as estimativas p/z'g-/n í., í, e S para os

parâmetros pi, »z e E

O princípio p/z/g-i/z (Eâon e Tibshirani( 1993» é um método simples de

estimar parâmetros através de amostras. A estimativa p/ug-zn de um parâmetro

0- r(F) ,édefinidacomo Ó=/(É) , emqueseestimaafmção 0- /(F) da

função de distribuição /= pela mesma função da distribuição empírica / , o = /1/;1
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O métodos/ug-f/z é excelente quando a única infomlação que se tem sobre
F' vem da amostra.

Observa-se que, neste caso, í] , í, e S são considerados constantes para o

cálculo de E (Z)EOj )2

E(DEO, ): : Ha,(DEO. )-- E: (DE0; )

No entanto,

:"") ; ««,l:lqa -- &htd * G' - i;, bl : G - i.J «,,(*# - i.)
-G-i;:,JsG-í;:,) ,

''0'0) : .{i'x - i' êüg - íi,x -- :;:,
: i'(«-Í- -'' (l - w: X, )- IGÇJJ - ÍI. («:Í: -'" (1 - «: )Í: )-'"

íl., k.., -- *, )

= }Í'W:Í. + 2i'Í, - 2i'W:Í: - Í'I. - t'Í, - 2iIDW:Í, - 2iIDÍ: + 2iIDW.Í, + I.,Í.O + I..1: }/2.

Acrescentando e subtraindo lbi. e posteriormente w, lo(ii -- í:o )/ 2 à última

expressão, obtém-se

É'(Z)Z,0, ) = $w. li' -- io XÍ. -- Í: )+ i'Í, -- i'Í. -- i.,i, + Í.,Í,.. -- i..,Í. + i.,Í: l/2

b«. G' - íi:.Xí. -i,)-6' - íi..'li. - i,)- íi:.k. -í..)l, 2

e

(2.29)

46



.,í ..f
'l. 2 J ~ ''l 2 ,

Asse", Z:(OZ,O,):(w..B .*. w:.B:): e

É'(DLO.): : (w.B: -- w:B: ): -- }''

l(i) ,

(2.30)

sendo que wi =!2- , w2 =1--wl

:G -í.)(í- - :,) . íl,k. - :..)

,. . -G-í.,I'(í- -:,).íi»k. -:.,) .

« -G -í.)sG-í.l . p.3D

O Cálculo B-6 do Apêndice B mostra que as quantidades .Bi, B2 e }''

também podem ser escritas em fiação das estatísticas ftlndamentais af e

Usando a filnção de distribuição empírica não-puamétrica para o cá

lança em (2.28) determina-se a medida

r2 = }.1 ll!::!!i!-l.-:;J- ou, de

k -t«I'x'xG' - ?.:,) , (2 32)
n

é semelhante à estatística D de Cook (A-2.2) utilizada em diagnóstico em

óculo daC

espe

forma equivalente

que

regressãoegress
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Se usada a fiação de distribuição empírica sem a observação J , a equação

(2.32) é escrita como

F2/ = G' - 'to ) XbXa - /z . l que é semelhante à estatística de Wekh (1982).

Assim como Ez(Z)Z,O), l:i2 e /;2/ também podem ser expressas em função de

d; e é, . Verifica-se ainda que essas estatísticas servem para detectar observações

com grande influência no logaritmo da razão das probabilidades estimadas(escora

discriminante).

2.5.2 Medidas de influência para regressão logística - uma abordagem para
análise discriminante

É conhecida a analogia entre análise discriminante e regressão logística

( Eâon (1975) ). No modelo de regressão logística, várias medidas de influência já

foram sugeridas com o objetivo de identi6lcar observações influentes na estimação do

vetar de coeficientes de regressão e no deviance. Johnson (1985) propõe novas

medidas com o intuito de detectar a influência relativa na determinação de
estimativas de probabilidades e classiülcação de futuras observações.

Dada uma amostra aleatória de N observações (yl, xl), (y2, xz), ....., (yN, xN),

com xj vetar l x ( p + 1) de covariáveis, sendo que a primeira coordenada é zzm

para a inclusão do termo constante, o modelo de regressão logística é tal que

,G,:«'*)::;;;,' .--,:, ,'';
l
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sendo que yJ- tem distribuição de Bemoulli com parâmetro pj e B é um vetar

(/} + 1) x l de coe6lcientes de regressão desconhecido.

A população correspondente a sucesso ( .y - 1 ) é /ri e a correspondente ao

âacasso ( y - 0 ) é z2 . O logaritmo da função de verossimilhança de $ é indicado

por / (XP) e a estimativa de máxima verossimilhança de P é P.

Sda X' = (x',x', .,xl) ( em que o termo ./ denota observação futura) o

conjunto de covariáveis para À/ indivíduos que ainda não coram classificados em z2

A estimativa de probabilidade de y - l para a k-ésima observação ftltura é

p :, *0-J:,:êÍ, *-,,:, ,«

Quando o objetivo é classificar observações, é comum utilizar-se o/ogffo

2L.
/

}n

e nesse caso a regra de classificação âca

alojar o k-ésimo elemento em zi se

em z2 se

Para medir o efeito de cada observação amostrar na detemlinação do vetor de

probabilidades .êt/ , Johnson ( 1985) propôs o uso da medida de divergência simétrica

de Kullbaçk-Leibler (1951)
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J${,b{..à , ){..à+l${...,}'k )' # - 1, 2, ,.., M
i -1,2,...,N

em que / ( . , . ) é a divergência direcionada de Kullback-Leibler entre duas

populações Bemoulli( Seção B-8 do Apêndice B) , e p/e pá;, são os valores de

.ê/ calculados respectivamente com e sem a i-ésima observação.

Se .Ã e /2 são ftlnções densidade e rz indica a esperança calculada com

respeito à densidade./i, / - 1, 2, as divergências direcionladas de Kullback-Leibler
são defíúdas como

{/(./1 ,/2 ) : E, l f «(
e .r(/:,.Á):E, l t

Analisando-se essas expressões, verifica-se que medem distâncias entre as

demidades .Á e /2, já que são nulas para /2 ' ./i.

Para avaliar o efeito que a observação l tem na previsão dos À/ elementos

futuros, o autordeÊnllu:

$l .G/ , .õi.,) , Í - 1,2,..., N

Neste cálculo, está-se comparando as estimativas das probabilidades de

observações futuras na presença e ausência da i-ésima observação.

É possível ainda a utilização de pesos, de modo que

/n:$1 *Jb/,.õzl;,)

em que c=(c:,c:, ,cw)' pode ser escolhido de modo a refletir a importância

relativa associada à estimação de determinadas probabilidades. Por exemplo, uma

1:1
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escolha poderia ser ct = nÊ/ , indicando que casos futuros com maior número de

indivíduos, têm maior peso do que aqueles casos com um número menor. Por outro

lado, a escolha c = (1,1,.. .,1) resultaria em Õ/

Após cálculos , presentes na Seção B-9 do Apêndice B

/ ;É.*GÍ-,õá,,)i« -!;#Í-
l=i l /''k(f)

t-.ê/.,,

veríülca-se que

!.,bí »á.,»{Ó -Ê.l,

em que Po é o estimados de máxima verossimilhança de P no modelo de regressão

logística com base na amostra excluindo-se a i-ésima observação.

Uma diferença básica entre regressão (linear e logística) e análise

discriminante é que em regressão, Y é aleatório e X é não aleatório, mas na análise

discriminante ocorre o contrário, pois a observação x é que deve ser identiâcada

(modelada) dado o valor de y (Kshirsagar (1972 , Sec. 6.4». Assim sendo, medidas

de diagnóstico em regressão, que são construídas sob as suposições de aleatohedade

em y, não são apropriadas para a análise discriminante.

51



Capítulo 3

Detecção de observações influentes no
contexto Bavesiano

3.1 l)ensidades preditivas e divergência de Kullback-Leibler

Utilizando densidades preditivas, que são a base da análise discrmiinante

Bayesiana, estuda-se, neste capítulo, a influência que as observações têm sobre

aspectos inferenciais tais como alocação de futuras observações, separação entre

populações e detemlinação da probabilidade de uma observação pertencer a certa

população. Para esse estudo são analisadas as estatísticas de influência deHmidas por

Johnson(1987).

Em adição à notação já utilizada, sejam

o vetar de parâmeüos (HI, Hz, E), que será denominado por O,

Xji com distribuição normal p-variada condicional aos parâmetros,

d , definido como o conjunto de todos os dados observados Xji, j
1- 1, 2 ... n{,

p(O/ nj ), j- 1,2 , adensidadeaprfonpara O sobxJ ,

1. 2
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p (O/ d , nj ) , densidade cepos/Criar/ para O sob n.i e

Y vetar aleatório de observações alturas, independente do conjunto de dados

com distribuição condicional aos parâmetros ]\j}) (A, E ) sob 7tj.

No enfoque Bayesiano, o problema de previsão de observações futuras é

resolvido utilizando-se ./(y / d ) , que é a densidade a posterior/ da quantidade a ser

prevista, Y, dada a amostra observada d

Essa densidade, denominada densidade preditiva a pos/arfar/ de Y dado d

é definida como sendo a esperança a poster/orl da densidade amostrar para Y

.6(y):.rG/ú,«,):J.~jy/o,«,)p(o/ú,«,»o, J - i,2
esperança essa tomada com relação à distribuição a pos/e/"fora de O dada a amostra

d

Quando o vetar de parâmetros O é conhecido, a densidade preditiva para Y

(sob xj) será justamente a densidade amostrar .V ( . /O. 7tj).

Quando O é desconhecido, Johnson (1987) obtém densidades preditivas

aproximadas, substituindo os parâmetros da densidade norma] pelas estimativas

p/ug //z. Outra possibilidade seria o uso dapr/or/ de referência

p(o «,l«lz';''*'' J:i,2 (3 1)

sendo que, com base nessa distribuição, Geisser (1964, 1966) obteve a seguinte

densidade preditiva

Y x,z',. ..l«, :; ,G -- «;'B)

que é a distribuição r-S/éden/ p-variada com v graus de liberdade, vetar de locação

íJ e matriz de dispersão (l + /z/ : $ , em que
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xj

i

n -- P - l

,--ÉÉ (*;. :,b;. - :;) ,'' (« - 2b (3.2)

Com o objetivo de avaliar a discrepância entre duas densidades preditivas,

Johnson (1987) usou a medida de divergência de Kullback-Leibler /(/1 ,./) ) (Seção

B-8 do Apêndice B).

Para as funções densidade.Á e/2 , derme-se as divergências dírecionadas

.k , .c ) : '. '«k.c-' l : ,i.Á u,«l.iEll''

Quando ./l é a distribuição N(p.,E.), verifica-se ( Seção B-8 do

Apêndice B ) que

:.(.Á,.4): l«: -«,):;'h, - «;)--.,:.:;' -i«l:::;' -, (3.3)

Quando./; Êor a densidade /-S/éden/ com rlJ graus de liberdade, vetor de

locação aj e matriz de dispersão XI , não é possível ca]cu]ar /(,C ,./; ) explicitamente;

face à complexidade na solução das integrais envolvidas no cálculo, aproxima-se tal

densidade por uma demidade normal multivariada apropriada.

Johnson ( 1987) propõe aproximar a densidade /-s/ude/z/ por uma densidade

normal com parâmeüos p] e 4 de modo a minimizar /is/(a, ,a,,lj .IÀ'hj,Ej))

Verifica-se que o intimo dessa expressão é atingido para pj:uÍ e
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s.(q,,«,,x;) é

densidadeforma normalDessa estimativa ótlma para aa S rS

' «u ap''"i"'ção p''' /(Á,./) l é üü p.r 7(/l,.C ): /(Z,}ll

3.2 Definição dos objetivos inferenciais

Tomado y, vetar p-variad

setrês obUetivosinferenciais:

alojar y em 7ti ou lt2,

estimar a probabilidade a posterior/ de que a ori

P'(y . «: / d) : P(y) ,

medir o grau de sepamção entre as populações.

A correta alocação de y, bem como a determinação de .fly) , depende do grau

paração entre as populações, assim, os três objetivos são relacionados entre si.

Quando o objetivo é alagar y em 7ti ou 7tz, a regra ótima consiste em alagar

y em ai (Seção A-1 .2 do Apêndice A) se

.',,-HSd»H'V
ue q é a probabilidade apriori de xi e 1 - q é a probabilidade apr/or/ de

o observado de origem desconhecida: considerame l iberaS

gem de y seja at,denotada pore ]

dose

\'utq
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Veriõlca-se que,

Quando os parâmetros são conhecidos, utiliza-se

"u : :-oG»: -« õ-$a -'' l- :;G - «J' :-' G - «J-- .;G - «J' :-' G - «JI

" r: -- l- ; l,':'', - ,':''-. :'', -'' «;:''-. -- ,':'', - ,':''": - «;:'', -'- ";:''-:+

'«õ-h -'- ll, - {-'«. -- «JI :-' ü. - «JI

/«Õlã-- h: - «J'E'', - l-0. - «J':-'G. -- «J ,

que é a fiinção discrlminante de Fisher (expressão (A-1 .8) do Apêndice A) quando

as probabilidades g e 1 -- q forem iguais.

Quando O é desconhecido, os parâmetros presentes em U(y) são substituídos

por suas estimativas .p/ug-/n, de modo que

r(y):ln g +ll,. ] (í: +í,)I's':(i- -í,)l é 'estimati« de c«XO.

Ainda quando O é desconhecido, usando a priori de referência (3.1),

calcula-se o logaritmo da razão das probabilidades estimadas (/og ocíds) a pos/erfor/
como:

"''M ; ,- íg-- -'- -
com x'i : l +/zÍ' e x'2 =1+n2t

(3.4)
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Quando o objetivo é prever a origem de uma observação futura, o autor

refomiula o problema de alocação considerando o vetar aleatório ( 7: Y ) em que

T- Bemoulli(g) e (Y .' T - / , O) - .Níh ,E,J. Dessa forma, Tseria a variável

aleatória que indica a origem de Y.

Uma vez que o objetivo é predizer T, encontra-se f(y) tal que

zp..){r--f(Y)f al é mínima, sendo que a esperança é tomada com base na

densidade preditiva de ( r, Y ).

Essa quantidade é minimizada para

f : zP'(y)/al:o p(r :o/ú)-- l p(r -i/d): p(r : i/ú): p(y : «. /d)- p(y)

Assim, o preditor ótimo da origem de uma observação y é a probabilidade a

posteriori p(1).

O grau de separação entre populações afeta as regras de alocação e predição.

No contexto Bayesiano, uma forma de medir esse grau de separação é medir a
discrepância entre as densidades preditivas ./i e/2 usando as medidas de divergência

de Kullback-Leibler. Johnson ( 1987) obteve a aproximação:

27(.Á,.A) ..Â: -- .:

que depende somente de A2 , a menos de constantes.
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3.3 Medida de influência global, local e individual

Johnson ( 1987) deülniu os conceitos de medida de influência global, local e
individual.

Uma medida de influência é dita global quando avalia o quanto uma

observação afeta dois ou mais aspectos da análise. É uma medida de influência

definida para as duas densidades preditivas ( f] e f2 ) pois se uma observação tem

um grande impacto nessas densidades, presumidamente, irá aÊetar vários aspectos da

análise relacionados aos objetivos inferenciais tais como a alocação e separação.

A medida de influência é local quando mede o efeito de uma observação em

um olÜetivo inferência! específico, tal como por exemplo, alguma estatística de

sepamçao.

Já a medida de influência individual é aquela que avalia o efeito da

eliminação de detemunada observação em quantidades como probabilidades

individuais ou logaritmo da razão das probabilidades estimadas(/og-oclds) . Este

estudo é de muita utilidade porque pode-se observar mudanças muito grandes na

estimativa da probabilidade de um elemento pertencer a ni depois da eliminação da

observação,

Medidas globais

Uma vez que a densiüde preditiva ./; ly d,,z, )= jW(y O,n, ip(o d,z, »o

envolve vários elementos funções densidade, probabilidades, dados, parâmetros

analisando o efeito que as observações têm sobre a densidade preditiva, obtém-se

medidas de influência globais.
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O autor mediu o efeito de eliminar a observação xi , i- 1, 2, ..., nl, na j-ésima

densidade preditiva, empregando a divergência simétrica de Kullback-Leibler

Jk , .6.,,)- /k, .4.,,)-. /(Á.,,, .C )

emque ./;.,,(-) = ./;Ç/x.) e ./)(./x.,) é adensidade «po./«f«/ de y

dada a amostra sem a observação xJ A partir daí, definiu a quantidade

J, - /(Á ,.Á.;,)+ J(A ,.Â.;, 1, q« «,lia . .fei:. q« , .b;"'''çã. *- :.m .m ,mb':

as densidades preditivas.

Na impossibilidade de calcular J(/;. , ./)m ) explicitamente, é necessário usar

aproximações. Assim, define-se i(C , ./;..,)= J(/, , .C.,, l e J'.;, = }..7(/), ./.,.;, ).

Como visto anteriormente,

densidade preditiva obtida é Sr(a,.

aJ' :/z' P 'l ,

«,:G--«;'» '

se utilizada a pr/orf

«;,X;), .m q«

de referência (3.1), a

(lj : xj

Então a aproximação normal ótima para a esta densidade é

:«;.Ü»;] ,;.-''-«.

e a matriz de covariância é dada por

n -- P -- l
/z -- P - 1 -- 2 T n.9

::--=- --s
n -- P -- ln-- p-- 3

p? -- 2
=:.---:---s

n -- p--'3
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Portanto a densidade f-s/ude/z/ multivariada será aproximada por .& ,

distribuída como Xlíi, lr-(11.-:-l1l=sl . Esta aproximação é utilizada no cálculo de
\. ' ln-- P --J,l ,,/

/(Á. , .C.m ) e devido a sua complexidade algébrica, não será aqui exibida. Verifica-se

no entanto que J(4 , .A.,,) depende dos dados apenas através da estatística D.

Medidas locais

Johnson ( 1987) definiu medidas locais relativas a estimação do logaritmo da

razão das probabilidades estimadas (/og-ocíds), às medidas de separação ( A: ) e aos

coeülcientes discriminantes de Fisher ( i' = (í. - í:)'S-: e

ú +í,)'s''(í:-í.) ).

Para medir o efeito de uma observação no logaritmo da razão das

probabilidades estimadas, o autor considerou a esperança do quociente dessas

medidas na presença e ausência da observação. Tal medida, denominada esperança

do logaritmo da razão das probabilidades estimadas é de6mida como:

sendo que a esperança é calculada em relação a demidade preditiva com todos os

dados,

./(y): d(y)-- (l-q).&(y) e

''*,:úa
Se a estatística EZ,Oi for positiva, indica que a propensão para alojar uma

futura observação y em zl é menor depois de eliminada a observação í Por outro
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lado, se a estatística É.Z,Oi 6or negativa, a propensão de alagar y em zi é maior

depois da exclusão da observação l.

Se usadas aproximações para as densidades preditivas ./(y) , obtém-se a

esperança do logaritmo da razão das probabilidades estimadas "aproximada":

Para medir o efeito da observação l no logaritmo da razão das probabilidades

estimadas amostrar, o autor considera o logaritmo da razão das probabilidades

estimadas relativo amostrar, deHmido como

2 B/".-. : «--ÊÉ.«] i- ! (3.7)

Verifica-se no entanto que essa medida pode ficar muito próxima do zero,

em virtude dos cancelamentos dos efeitos individuais. Sendo assim é mais sensato

considerar a medida absoluta do logaritmo da razão das probabilidades estimadas

amostra!

''"". : «-- ÉÉ '" .G;.)l i - 1,..., ni

Com o objetivo de avaliar o efeito que a observação í tem na alocação das

observações amostrais é possível ainda utilizar a função linear discriminante de

Fisher ao invés das densidades preditivas. Assim, define-se:

2 H.f

"o"'w,' : «-:ÉE«i*;.)- «,,,l*..l .

«-««;' ; «-- ÉÉI«(*;.)- «,,,(*;. }

61



sendo q« FD(x,*):Í'x,.+,ã '

rn,,,G;. ) : í'.,*,* -- ú';,

«m i., ;k.«-::bil ' ü«; :;.k«,--:,)slk: -:..,)

Efeitos individuais

Depois de identiãcada a observação que tem influência global ou local, deve-

se analisar o seu efeito individual. Se o objetivo de uma análise é a alocação de uma

observação y de origem desconhecida ou a determinação da probabilidade de y

pertencer a determinada população, pode-se perguntar qual o efeito que essa

observação da amostra, por exemplo xi, tem na determinação de p(y) , ofy) e

também na ftlnção linen discriminante de Fisher. Calcula-se então esses três valores

para o conjunto de dados sem a observação J, e compara-se com os valores obtidos

quando calculados para o Conjunto inteiro . Se as diferenças forem grandes pode-se

aülmlar que xi é influente em relação àquele objetivo inferencial.

3.4 Exemplo

Johnson ( 1 987) considerou o conjunto de dados de Johnson e Wichem ( 1 992)

pg 564, em que foram tomadas quatro variáveis relativas a 21 empresas dois anos

antes de sua falência (@), e para 25 empresas sólidas Hlnanceiramente (;zi).
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As variáveis são:

.Yi = fluxo de caixa / total dos débitos

X2 ' lucro bruto / ativo total

X3 = ativo circulante / passivo circulante

X4 ' alvo circulante/ vendas brutas

mas a variável X4 6oi excluída em virtude do seu pequeno efeito na inferência.

O autor empregou qo - 1 -- qo = iy2 , que produz resultados mais comparáveis

com os clássicos. No entanto, intuitivamente sabe-se que go é muito menor que iy2,

assim posteriormente, 6oi utilizado go - 0,05 no cálculo da medida Zi.LOi .

S.]l Xs
{t.M '

(} .!ilV;+.3
V
V

V
'\

'\ '''b'.
\e \e

'b e?+ {i.i»\
\

v''P
XI

«.$ 4.+ 4.2 $.$ 0.2 Q.+ O.l

Figum 3.1 - Gráfico pam as \amáveis .X'3 e Xí : círculo denoü obsmção pertencente a % e Mângulo a zi . A iinin cheia

representa a neta discnminante çom base no conjunto inteiro dos dados, enquanto que a bilha üacelac$a é a neta discnmi11ante

sem o wso(0,16) e a linim com ponta e traços é a wta disçíiminante sem a observação(1, { 3),

Fonte : Figura 1- Johnson (1987)
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A Figura 3. 1 mostra o gráfico com as variáveis Xi e X3 (pode-se usar também

..Yi e X2 , ou X2 e X3 ). Usando a notação ( / , k ) para indicar que a observação se

refere ao k-ésimo dado da população /, nota-se que a observação (0, 16) pertence a

@, mas está alojada em zt e a observação (1, 13) pertence a zi mas está alagada em

@. Já os dados (0, 1) e (1, 25), embora alojados corretamente, estão muito

distantes da média de seu grupo.

Na Figura 3.2 (a-c) são exibidos os gráficos das observações versas as

medidas /; , EZO; ,e -LOR,4B/' para as empresas que faliram, enquanto a Figura

3.3 (a-c) mostra os mesmos gráficos para as empresas sólidas.

«
#

P

4

+1'

1 .

t

a . .
H

t+ .

$

o» &H 8.is &B &81 +.n

Figura 3.2 - GráHlco das medidas para as empresas falidas a: J, . b: EZ,O, com qo : 0,05 e c: LOR,4B, F
Fonte: Figura 2 (a,b e d) - Jolmson (i987)

C
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Analisando-se a medida J, , veriHlca-se que as observações mais influentes

são(0,1),(0,11),(1 ,25)e(1, 19).

Quanto à medida XZO. (com qo - 0,05) , observa-se que os dados (0 , 16),

(0 , 1), (0 , 11), (1, 25) , (1, 13) e (1, 21) são os mais influentes Notou-se que as

observações que são influentes pam qo ' iy2 também o são para go ' 0,05, embora os

efeitos soam maiores para este último. Na observação (1, 13), quando da mudança

no valor de qo , muda também o sinal da medida de influência.

Nas Figuras 3.2-c e 3.3-c, que mostram os valores de Z,OR,4/3/ , nota-se que

as observações mais inOuentes são(O , 16),(0 , 20),(1 , 13) ,(1 , 19) e(1, 25).

Figura 3.3 - Gráfico das medidas paa as empresas financeiramente sólidas , a: J.
c: LOR.4B.r
Fonte: Figura 3 (a,b e d) - Johnson ( 1987)

b: ÉZOf com qo 0.05 e
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O autor analisou as observações (0 , 1), (0 , 16) , (1 , 13) e (1 , 25) , uma vez

que elas aparwem como influentes em mais de uma medida.

As observações (0 , 1) e (1 , 25) são as mais distantes de suas médias. Já as

observações (0 , 16) e (1 , 13) são as mais influentes quanto a efeitos locais (Figura

3.2 b e c, e 3.3 b e c) mas nenhuma delas está distante da média de seu grupo embora

estejam alojadas incorretamente.

H
H
8

H

8'

q

Ü

»

Figura 3.4 Grá6co para as empresas falidas
d: diínenças de probabilidade com e sem a observação (1 , 13) ( p --p U.ID )

e: diferenças dos escoras discriminantes com e sem a observação(1,13)(FD
Fonte: Figura 2(e-f)-- Jollnson ( 1 987)

FDa,i»)

Figura 3.5 Grá6im para M empresas Hmancekamente sólida
d: diferenças de probabilidade com e sem a observação ( 1, 13) ( p - p o.iD )
e: diferenças dos esgares discriminantes com e sem a obsen'ação ( 1 , 1 3) (FD
Fonte: Figwa 3(e-f) -- Johnson(] 987)

FD(i,iD)
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Obtendo E/IO,o..., > 0 para qo ' %Z2 , a eliminação de (0, 16) implicou em

uma maior propensão para alagar uma observação futura em zi. Já com /iZO,t..31 < 0,

a retirada de ( 1 , 1 3) resulta em maior chance de alojar a observação futura em %.

Com a remoção da observação (1 , 1 3), a probabilidade de alocação no grupo

das empresas falidas aumenta para todas as numas falidas (@), exceto para a
observação (0, 13) ( Figura 3.4). Aumenta também a probabilidade de alocução em

Cálidas para sete das empresas sólidas (Figura 3.5), enquanto que para as demais

observações essa probabilidade diminuiu. Assim, o efeito de (1 , 13) nas empresas

sólidas é maior do que nas empresas falidas.

Nota-se que as observações que são mais influentes com relação à medida

./; não são as mais influentes de acordo com as medidas locais.

O autor finaliza concluindo que medidas baseadas apenas na distância de

Mahalanobis não são suficientes para uma análise de influência mais aprofundada.
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Capítulo 4

Comparações entre algumas medidas

dediagnóstico

Johnson (1987) consüuiu medidas de diagnóstico calculando a esperança

(com relação à densidade preditíva de x ) da diferença dos logaritmos da razão das

probabilidades estimadas (/og ocíaç) de x baseados na amostra inteira e na amostra

sem a observação / ( Seção 3.3, expressão (3.5) )

Utilizando uma abordagem similar, Fung (1996-b) considerou medidas de

diagnóstico condicionais ao fato que a observação x está próxima do plano

discriminante. Tal estudo tem interesse porque em análise discriminante esse tipo

de observação é difícil de classiHlcar, despertando maior atenção.

Este capítulo tem por objetivo comparar medidas obtidas através de

abordagens diferentes pelos dois autores, mas que produzem resultados semelhantes.

São comparadas também estatísticas obtidas por um mesmo autor, Fung (1992 e

1 998) , que, calculadas de formas distintas, comecem resultados similares.
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Como visto nos capítulos anteriores, admite-se que a observação retirada

pertence à primeira população, e tomando o logaritmo da razão das probabilidades

estimadas deânido na Seção 2.3

Í'$ - (Í. + Í:)'' 2i- /ogl!::-g

o efeito da observação l nesta quantidade pode ser estudado usando a medida

DLO,(x) í'$-(í. +í:), 2l-íl.,$ -k:., +í,l,'2}(seção 2.5) (4.1)

Observa-se que essa diferença do logaritmo da razão das probabilidades

estimadas independe da probabilidade a priori q.

As medidas propostas por Johnson(1987), EZOi e Z,OR#Bi( (3.5) e (3.8) )

são basicamente E (Z)Z,OI ) e E (IZ)ÉOi 1) nessa ordem, sendo que as esperanças são

tomadas em relação à densidade preditiva para x e deHmidas incondicionalmente.

Complementando esse estudo, Fung (1996-b) propôs a medida condicional à

situação em que a observação x está próxima do plano discriminante, definida como

E2c. = Z']nZ,Of / Z(x)= ;'iX-(Í. + i:)/ 2l= #] (4.2)

e representa a média do quadrado da diferença do logaritmo da razão das
probabilidades estimadas quando x permanece no plano discriminante, ou seja

,m: * - -.;lh"l
Variando # em ,«x) tem-se planos paralelos ao plano discriminante. Pode-se

considerar também # = Z6;), J - i, 2. Além disso, se a(q)= log!:.g , tomando

k - a (q) com diferentes valores de q, k - a (0,5 ) - 0 é de grande interesse, pois
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,4(x) - 0 corresponde à função discriminante de Fisher com probabilidades a pr/or/

iguais. Portanto, as medidas condicionais para observações próximas do plano

discrimlnante podem ser calculadas através de E2ci com escolhas adequadas para #.

Para x € iz,, J = 1, 2 , utilizando-se a distribuição .V«j,S), calcula-se a

média quadrática condicional (4.2) do seguinte modo:

".; ; ,l«-,: ': 1*- ql : *l: «,l«.; ,: 1*- K-PI : *l *
«:l«.; ,: l*-G'Pl- «l

O vetar aleatório (nZ,O;,i'ÍX-(í. +í,)/2}) tem distribuição nomul

bivariada, pois é combinação linear de x, que tem distribuição nomnl multivariada.

Como conseqtlência, usando novamente as estimativas p/ug-/n ii , í2 e S para os

parâmetros pi, pz e E , seque que

«,[«.; ' :']* -E#} : *] - :.: -::::;::::

com Ê.. :Ha,(OZ,O,),

:.: : '«l«.« : l* -a-#ll

::::«,[:']*-hP]] .

+ . +'
A'21

De ( 2.29) sabe-se que Har(z)z,o,)= G -- i..,)sG - i.:,l= Ê-.
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Adicionalmente,

:.: : '.,(«.., , :'Í* - b#t]
; '.«[:'Í* - ©P} - :;»{* - h+}, :'Í*- ©P]]

:'.»(:'Í*-&P},:']*-bP})-'.«[:;«{*-$P},:'Í* &P]]

i'si-il:,sÍ: G-i.)si e

::: ; «;,l:'lx -: i's i: «. - :J's-'ss-' «. - *J: ":

Portanto,

«,l«., ' :'l*-bPI : *l : o- :.J;o- :.)- KllC
Do mesmo modo que na Seção 2.5, admitiu-se que X é distribuída como

w.N(p. ,E)+ w:.V(p, ,E), utilizando-se as estimativas p/z'g-f/z para pi, pz e E.

Observa-se que íi , í2 e S são considerados constantes neste cálculo e neste caso

admitiu-se wl - w2 - iy2 . Como consequência, É'(X)= -----T--, e a partir daí,

,l«..: ':l* -a-Pl: *l : «.,

Tem-se que

. L n J /"«'.,; ,' :'lx - «, -* Ê*:Ê;i@ - «J
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"« « : ,(""o) : ';li'* - i' GÜQ - :;:,* -- ';,

hP-:'EP-:;,,hP*::hP:q

; : ;L:* - :' EP]
Se É'(X):- ,«; - 0 e «m isto,

1«., '1*-K-Pl:*l: [d* G -í., I' s ü

E2c, = .Blz + K em que

:bh-d*4JJy
'' 2 Z)z

}

e /z

e

d

«; ; G -í..)sG-í.,)

Grandes valores da medida E2ci indicam que a observação í é influente.

Essa medida também pode ser escrita em função das duas estatísticas

fundamentais é; e df2, conforme demonstrado nas Seções B-10 e B-ll do

Apêndice B.
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As medidas de diagnóstico propostas na Seção 3.3 são calculadas no

contexto Bayesiano com base em distribuições preditivas aproximadas pela

Í/z - 2) . \
í:,-7..-=------1=S 1 . Já na análise clássica, a dtstnbuição usada é

(/z-- p-- 31 /

Nlíj,S) ./ . Entretanto, essa pequena alteração nas matrizes de covariancia

tem pouco efeito nas medidas propostas, em virtude dos cancelamentos quando se

calcula a diferença dos logaritmos da razão das probabilidades estimadas. Portanto,

na prática, as duas abordagens comecem resultados similares.

distribuição

Equivalência assintótica entre l)PCÜ e .E2cio

Partindo do bato que a maioria das medidas de diagnóstico em análise

discriminante podem ser escritas em filnção das estatísticas filndamentais @, e c4z ,

nesta seção, mostra-se que as medidas /)PC/l (Seção 2.4, expressão (2.22) ) e Z?2cl

(expressão (4.2» são assintoticamente equivalentes.

Como já foi visto, a probabilidade de classificação inconeta de uma regra de

alocução é de fundamental importância na análise discriminante. Fung (1992)

estudou o efeito da observação í , depois de sua eliminação, na estimativa dessa

probabilidade, obtendo a medida Z)/:'C7j

u' h''i {oK-,4; -B,)(2c;)]--oK-,4. --B,)(2c,)D, 2l-o(-n 2) (4.3)

'm q« ,4, : il.(í. -í:) õ, : ÍI.k, -:,..,) . G; = 1.oS l.o

Para as observações próximas do plano discriminante, que de modo geral, são

de difícil classinlcação, Fung ( 1996-b) propôs a medida de diagnóstico Z12c,o

73



;:., : ,{««-;: ' :']* - bP] : .}

;1.;,, % l: *o-:.J; o-:..J-bqbü .--,
Nota-se das expressões (4.3) e (4.4) que as medidas dependem da

observação l somente através de í.o e laÜ = So(il,o -il2).

Após os cá]cu]os B-10 e B-] ] do Apêndice B mostra-se qui

,:.: : k«4G, - «fl.(«)l; -, .:.Á:k -- «. .yG'/ - ó,: . «:l

Substituindo pelas expressões do Cálculo B-5 do Apêndice

r .n, ):

Assintoticamente, tomando ni e /z tendendo para inüini

"velocidade" , ou seja, de modo que !L tende pma wi , segue que
n

ell:*lel: l,.-t-l: o,:

['2c' ='''i s ü l,; -ü'.:i'-hi *
(«.-lX«-2)

:-çjha ',: lã*lü'm-:hall: G;-ê:.«:,

B

na mesma

#

/z. -- IXn -- 2

l --w.22
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t-l:ü;ê.: / o: l

}l*} lê' /"'lç; ã:/ :l

'Í--ü - «.ó,lof -ã: . ":4'«f

Como visto na Seção 2.4, Fung (1992) usou expansão em série de Taylor até

segunda ordem em tomo de (-1/2D), para a função de distribuição normal padrão

®(.) obtendo, assintoticamente, a medida Z)PC/.

"u, : :Efi#lÜ - «,ã y G,: - ,,: . «'l-- ã: ' -l
Está claro que Z)PC/, e E2cja são assintoticamente proporcionais e suas

distribuições assintóticas podem ser obtidas com base nos resultados dados na Seção

2.3.1 sobre as distribuições de çó, e (d.2 -çó,z /Z):).

A relação entre as medidas D/''C/. e E2cfo foi analisada por Fung (1998) em

dois conjuntos de dados. No primeiro, os tamanhos de amostras eram /zl - 1 9 e

n2 ' 20 e o coeficiente de correlação entre as medidas resultou em 0,981. No

segundo conjunto, /zl - n2 = 50 e o coeHlciente de correlação entre Z)PCy/ e /i2c.u é

igual a 1 . Estes resultados mostram a forte relação linear entre as medidas, tanto para

amostras pequenas, quanto para amostras de tamanhos moderados.

Com essa comparação entre as medidas que fornecem resultados similares,

encerra-se o estudo de diagnóstico em análise discriminante para duas populações

com matrizes de covariância iguais.
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Capítulo 5

Obsewações influentes em

análise discriminante quadrática

Neste capítulo, são propostas várias medidas de diagnóstico em análise

discriminante quadrática, caso em que as matrizes de covaríância são diferentes

(Seção A-1.3-b do Apêndice A). Tais medidas envolvem estimativas das funções

densidade de probabilidades, da probabilidade de uma observação pertencer a

determinada população e do logaritmo da razão das probabilidades estimadas(/og
orlas).

Partindo de duas populações normais p"variadas com vetar de médias H e

matriz de covariância EI , e considerando amostras aleatórias dessas duas

populações, soam ii , Êi, j=t. 2 os estimadores não viciados dos vetores de

médias e matrizes de co'ç'ariância. A estimativa da densidade normal correspondente

à população./ é

'c H ; ê;5=$q-- ';«l- ; G - :)' Ê;' G - :; H (5.1)
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Assumindo, como nas seções anteriores, probabilidades a /prior/ e custos de

classiHlcação incorreta iguais, a regra discriminante quadrática doca uma observação

xo (de origem desconhecida) para o grupo com maior estimativa da densidade, ou

seja alaga xo em ni se

(*. - í. yÊ;'(*. -í.)+ /og Ê.l«(*. - í,)'Ê;'(*. - í,)-- /og Ê: (5.2)

e caso contrário, alaga xo em lt2

Na análise discriminante quadrática, considerando duas populações normais

multivariadas, uma medida de "atipicalidade" é a distância de Mahalanobis de uma

observação com relação à média do seu grupo:

af :(x.. -Í.)'Ê;:(x.. -Í,) l:l, 'nl

tomada para a população 1. De üomla similar, seria deãnida a medida para elementos

da população 2.

Assim, uma observação com um grande valor de d.: é considerada ouí/ler e

pode ser influente em análise discriminante quadrática.

Uma vez que a regra discriminante quadrática(5.2) depende da função

densidade (5. 1), analisa-se o efeito das observações nas densidades estimadas.

Considerando-se a eliminação da observação í do grupo 1, têm-se as

estimativas il,o e E.o, sem essa observação, produzindo a densidade ./i,.,,

normal multivariada com média í:o e matriz de covariância E.o . Nesta análise,

as estimativas de parâmetros da população 2 não são afetadas.
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Seguindo Johnson (1987), Fung (1996-a) propõe o estudo da influência da

observação i através da medida de divergência de Kullback-Leibler

,Ü,z.,,l: ;, --(üJ* ,,... {u]
/&l'''*!-Â.,,'ü--li9,

Com base na Seção B-8 do Apêndice B

J(À,.Á.;,l- {k.., - i. )Êa,k:., - í.)--«.Ê.ÊÜ, - i- Ê,Êa, - p} / 2 -'.

-- {k: - :.,) Ê;: k. - :..)-- .,Ê..ii' - i- Ê..,Ê;' - ,} /2

{k.-:..,) ê;' -- Ê],k. - :..)-- .,Ê.Ê;à, -- .,Ê..,Ê;' - 2p - 1« Ê:ÊG, - i« Ê..:,Êi' } / 2

Mas /«IE.EÜ -/«lx..x;' -.«l:.i :H,)-'«l:..,l:i')

}«l:.l --/«:G, )- I'«x.. .-/«l:;'): -l'«i:. l--/« :;')- l.«:;à, --/«:.. ).(

/«lx.l z;' l-/«lzG, x.., ): -/«E.l;' -/«E;i,x...l : /«lll -/«ll ./nl--/n1= 0

«». .G , .Â..,): {k,-:...)IÊ;: ..- Ê],h: - :..:, )-- .,Ê.Ê;&, -. .,Ê,.;,Êi' - 2,} '' 2

No entanto, essa medida não leva em conta a estrutura da análise

discrimulante. O autor propõe o uso de medidas que levem em conta essa estrutura,

definidas nos cálculos a seguir.

A probabilidade estimada que uma observação x pertença ao grupo ./ é
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),.(*)
Ê.(*)

Â (* )*z (* ) '
para

Estuda-se o efeito da observação í nessa probabilidade através do cálculo de

X:b,(x)-»,.,,(x)l: J = i, 2 , em que .ê,,;,(x) é a probabilidade estimada que

uma observação x pertença ao grupo J depois de eliminada a observação /.

Calculando-se essa esperança com base na distribuição empírica, define-se a

medida de diagnóstico de probabilidade quadrática relativa

,e,, ;!Ê$ib,(*,.)-,;.,,,G,.# , ' :-, :,''',":

Para medir a influência da i-ésuna observação no logaritmo da razão das

probabilidades estimadas , a medida proposta pelo autor é:

;$ÉI'«IHl-'..ILUll:H ~' \= ' 'Í

Calculando inicialmente R(x) : /'XI Õ. (x)) . /.Kl-i:l;ll , obtém-se
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«-,: '':llt;;s4;r'"l ;(--:J't;'ü-:JI
i

(2zy' 2 E. i''2-[

«il-:!«-:J'Ê;'« -,.q''' ê;s=liV'«il-:;'*:J':;'G-:Jll
1/2

2z'y'': E, - .;(* - :,)'Ê;' (* - ,: )l - l

.67$r" - -;« -:J'Ê;' « - :Jl--

õãáEi-«'l {b-:J':;'ü :Jilll

-"llêã;l;7-«-l-;Ú-:..):;b'--:.«)l
l

1/2

(2z'y' 2 E. o

«41- -; i* - :.. ) Ê;i (* - :«, l ''' õiií$T "HI' } « - :J' Ê;' «

X2

.õHç" - :!G - :J'Ê;' « - ,JI - 1/2

(2n'y' 2 E.

«41-;'--:..J:ü'- -:..)l*õaàü-«dl {b :J Ê;'ü -:Jilll

/..:. ' : -:;G-:J'ti'G-:J-*/..t.., ' : --:;(* -:..,I'tii,(*-:«)

Retomando à primeira expressão, tem-se que

u''x.''i -:ÉÉ*jG,J com

2x,l*;*l: -i.gÊ. -l*.. -í,)Ê;'l*;. :. ).* i.g Ê,.., -- (-;- - :...,) Ê;i,l*;. - :..)
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O termo Rj(-,. ) pode ser escrito como liDE./i(x)- /og./l,,,(x)l: , de«ido ao

cancelamento da estimativa da densidade pam o grupo 2, que não é afetado. Sendo

assim, é mais razoável propor medidas de diagnóstico para o grupo da observação

eliminada como

zooKa, ; IÊk.g .À(x.«)-/.g .Ã,,,(x:«)l: - IERf(x..) (5.3)

em que

2x:(*.*): -i.gÊ. -(*.. -í.)'Êi'(*.. -í.)-- i.gÊ:.., -.l*.. -í..,I'Ê;&,G-- -í:..,)

Pode-se definir também as correspondentes medidas de diferenças simples e

diferenças absolutas, no entanto, numa análise com dados reais, Fung (1996-a)

verificou que as medidas sugeridas de diferenças simples, absoluta e quadrada

fomeceram resultados similares.

Tais medidas Saram calculadas sob uma abordagem ftequentista, mas

poderiam ser generalizadas para uma abordagem preditiva Bayesiana. No entanto,

devido a uma simplificação nos cálculos, a abordagem Bayesiana fomeceria

praticamente os mesmos resultados.
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Capítulo 6

Observações influentes em

análise discriminante para g grupos

6.1 Observações influentes na probabilidade estimada de uma

obsewação pertencer a determinado grupo

Neste capítulo são apresentadas as medidas que detectam observações

influentes em análise discriminante múltipla, ou sqa, quando existem mais que duas

populações. O capítulo é composto por três seções. Inicialmente aborda-se a

influência das observações na probabilidade estimada que uma observação pertença a

detemunado grupo. Posteriormente, são estudadas a probabilidade de classificação

incorreta e a fiação de iní.luência discutida no Capítulo 2.

Como já üoi visto, a estimativa da probabilidade de uma observação de

origem desconhecida pertencer a um certo grupo tem papel importante em análise
discriminante.
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Fung (1995-b) sugeriu quatro medidas de diagnóstico para avaliar o quanto

estas estimativas podem ser afetadas pelas observações.

Sela xJK, ./ ' 1, 2, ....., g , k - l, ..... , /zj uma amostra de tamanho

n - ni + n2 + .... + ng selecionada aleatoriamente de g populações, de modo que

xjk tem distribuição nomlal p-variada com média pl e matriz de covariância E.

A média amostrar do grupo./ é denotado por ilj e a estimativa da matriz de

co«.iâ«ia é Ê : EE(*;. -í;X*;. - í;l' (« - g)
lJ

Com base nessas quantidades, a estimativa da densidade normal para uma

observação da população J é:

'Â N : a;5Jl;l. .d- {- b - :)' Ê-' G - :; H (6.1)

Sda qj a probabilidade a pr/ori de que uma observação xo de origem
desconhecida venha da população ./, ./ - 1,2, .... , g . A probabilidade estimada de

que xopertença ao grupos é

», (x . ) :
q, .Ã (x . )

J

e substituindo (6. 1) em ./; , obtém-se

,,'*.': }l;l=:\:::: ;\::?l;!.
J

J': 1,2, ..,g (6 2)
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Essa quantidade é muito importante uma vez que, quando os custos de

classiÊlcação incorreta são iguais, a regra de classiHlcação é obtida alagando-se xo

no g«po / tal q« .ê,(x.) é «áú«u.

Quando os custos não forem iguais, doca-se xo na população x, com

5. q;p;(x}(J / i) mínima (A- 1 .4)

Para detemlinar elementos influentes no cálculo de .Í),(x) será usado

novamente o método da omissão de observações. Se x.i , i-ésima observação do

grupo r, r ' 1, 2, ..., g , / - 1, 2, ..., /z, ,é a observação eliminada da amostra, a

média do r-ésimo grupo bica:

:««:$Õ

e as demais médias não são afetadas. A matriz de covariância resultante é denotada

como Eoo.

Após a retirada de x..i, a probabilidade estimada, .Í)J(x.), é calculada através

da expressão(6.2) usando as estunativas para a amostra reduzida. Indicando esta

estimativa por .Ê),.w(x) , a influência da observação retirada é calculada como

», (*.)- »,.., (*. )

e com base nela, Pune ( 1995-b) propõe as seguintes medidas de diagnóstico

a) a diferença absoluta das probabilidades estimadas

«.,: -ÉÉbG,-l ?.:,lO
1;=''i=' n

r = 1, 2, ...,g , / - 1, 2, ..., n,
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b) a diferença quadrática das probabilidades estimadas

OQe, b.G;«)-»,,(*.)F , ,.i,2,..,x, í-i,2, ..,«,
H' i:Í /z

c) a diferença absoluta dos logaritmos das probabilidades estimadas

DHZ,e,:1E.:l?g.Õ,:(xj.)-lo » «(-J , ,.1,2,..,g, /-1,2,...,n,

d) a diferença quadrática dos logaritmos das probabilidades estudadas

«Q,.q:ÉÉbg.õ,l*;;.l:-.g.ê .G.# ,,- -,:, ,., '-',:,...,.,

Na definição destas medidas, foi usado o estimados não viciado para E. No

entanto, Fung (1995-b) verificou que, se usadas outras estimativas como a de

máxima verossimilhança ou estimativas Bayesianas, na prática os resultados são
similares.

Os diagnósticos de influência propostos medem a influência total, pois são

definidos sobre todas as observações da amostra, mas pode-se também usar medidas

para um grupo específico, por exemplo,

"p'",,.,: g E'?. », 1- '-* »,,.,(*« 11:
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que mede o efeito da eliminação da observação x..i no logaritmo da probabilidade

estimadaparaoselementosdo grupos, J ....,g. As outras medidas

também podem ser definidas desse modo.

Depois de identificadas as potenciais observações influentes, pode ser

interessante considerar a mudança nas probabilidades estimadas para casos

individuais, depois de omitidas essas observações. Assim, o efeito da observação x.4

na estimativa da probabilidade individual de xJK ser corretamente classiãícada no

grupo J pode ser analisado como

», (x ,. )- .ê,,., (x ,. ) ou

/.g .ê, (x ;. ) - /.g .ê,,., (*;. )

Fung (1995-b) verificou que as medidas propostas foram satisfatórias para um

conjunto de dados real e também sob um estudo de simulação. Usando medidas de

influência para grupos específicos para todos os pares possíveis dos g grupos,

obteve informações adicionais que poderiam ter sido "mascaradas" no cálculo das

medidas para todos os grupos.

No estudo de simulação, 6oi observado que as medidas quadráticas Z)Q/' e

Z)Ç?Z,P comecem resultados similares entre si e melhores do que as medidas

absolutas Z).4P e Z).4Z,P, e as medidas .í)HZ,P e Z)QZ,-P , que utilizam logaritmos, são

superiores. Sendo assim, a medida Z)QZ,.P seria preferível dentre as quatro medidas

propostas. Foram usados também diferentes conjuntos de probabilidades a priori, e

os resultados foram próximos, sendo que a análise com as probabilidades a pr/or/

iguais se aproximou mais do conjunto de probabilidades a p fora real, o que indica o

uso de probabilidades a prior/ iguais quando não se tem informações sobre as

probabilidades a priori verdadeiras.
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Medidas baseadas na probabilidade de classificação incorrera

Prosseguindo sua pesquisa em análise discriminante múltipla, Fung ( 1996-c)

calculou a probabilidade de classiãcação incorreta , sob a seguinte regra de
classificação:

Um vetor aleatório xo , de origem desconhecida, é alagado em xj se xo € R] ,
sendo que

R, = ll]2(n. -P;)E':xo+F;'E''Fj 'H" E P. <0](6.3)
k-l
k#./

que é uma üom-m altemativa de definir a regra discruninante de Fisher.

A probabilidade de classificação incorreta para essa regra de clãs

está apresentada na seguinte proposição.

Pronosicão 6.1 - A probabilidade de classificação incorreta para xo c nj

./ - 1, 2, ..., g , sob a regra de alocução (6.3) é

F'C/, = 1 - G(ó,. ,''',ó.,,-.,ó.,J.-l,''',ó,, l(6.4)

.mq« .,. ;!f-. , «:. ;l«, -«.I':-'l«, -«.) é-'';-«:,'.M'"''"'b::

entre as populações./ e X, para k - 1, 2, ..., g e # #: y (6.5)

G(6,.,.. ,'. ,..,'' .*, , .,b,,) é , h-çã. di;"ib"içã' d'«" ««ml m«lü«.i,ü, d.

odo que GG,,.- .ó.,-..b.,*:. ,ó,.)= /:' Í"):. < ó,. ,(ó.6)

.,,. .~ . ...., ~ IÂ:.-.-A:,-AI.,) ,.
2A,.A,/

6.2

siâlcacãol Ç

m

/ #/Jkl'l

; /:' í"l;.Ó
J , / -] l ' /'../ +]

l#,/



Prova: Sob a regra de classificação (6.3), a probabilidade de classiâcação

incorreta PC/] é 1 - P (Ry / xo € 7tj ) . Quanto ao conjunto Rv , tem-se que

4 õl:l«*n P,) E''xo + P,'E''Pj -- P.'E''P. < 0]

n -,)x-'*. -- l«* - «,)z-' Ü. .- «;).: o]

n «,)x-'*. - l«. - «,)z-'G. -- «;)-- l«. - «,)x-' h* - «,).« »3. ]

n -;)x-'*. -- l«. - «,)z-' G,. - ". ' «. - «,)« A3.]

6* - «,) :-' (*. - «;)
A.#

k+j '

Portanto,denotando {r!- «, )' :-' (*. - «, )

'=; "' :k
e

segueque

P(R, *. . «,): : « «,* ] .
Se xo € 7tj,

,':,,:{ ] :
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«,c): «,l 1 : ü. -«J' :-:« w.»-'ü. - «) : ,

Desta forma, a normalidade de ;k é conseqtlência do fato que Xo tem

distribuição nomul multivariada. Portanto, a variável ;t tem distribuição normal

padrão, com

A:,, A.. Jc«(;* , ;,)- c.«f l"- - «;Jz-'(x. - «;l,(-. - «.}:-:(x. - «.)

F* - P,)E-'C-(X.,X.)E'*(P, -F;) -P,)E-:(P, - H;)

A .,*AJ/

».E''F, -- F.E''Pj 'PjE PI +HJE''Pj

2KI.z''p, -- 2FI.z''pj -- 2FíE''F/ + 2Fjx''pj
2A,tA,,

Somando e subtraindo os termos FkE'iFk e pzE'lpl no numerador e

agrupando convenientemente,

c«(;* , :,) :

. 2FkE'lFI '2FkE''Fi '2FjE'iPZ +2pjE'ipj+pkE Pk 'pKE Pk +FIE Pi --P,E'lP
2A,tA,/

:hjE''Kj'PJZ P. --P.E''Pj+F.E':P. +PJE''Fj --PjE Pi P/E''Pi+
nlE''p, -hl.X':p. -- KI.X''p, -plZ''p. + nlX''p,IB /' 2A,.A,,
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AI,.--A;l, - At
2A jl,A ,/

Nota-se então que a probabilidade de classificação incorrera da Proposição

6. 1 é filnção somente das distâncias entre as médias populacionais.

Influência de uma observação

Tomando a amostra xjkp ./ - 1, 2, ..., g , #- 1, 2, ..., ny , descrita no início

do capítulo, mas estimando a matriz de covariância por máxima verossimilhança,

Ê:ÊÉ««j;b-d (6.7)

obtém-se a regra de classificação amostral substituindo os parâmetros por suas

estimativas em (6.3). Sob essa regra amostrar, a probabilidade de classi6lcação

incorreta para o grupo ./, P(::/4 (6.4) , pode ser calculada de maneira análoga,

trocando os parâmetros por suas estimativas na Proposição 6.1. Desta forma, a

estimativa da probabilidade de classificação incorreta é

PCIE

Uma vez que o critério mais comum para estudar a influência de uma
observação é o método da omissão, sela x...i a observação l do grupo r eliminada da

amostra. Sob essa amostra reduzida obtém-se nova regra de classificação bem como

diferentes estimativas para os parâmetros e para a probabilidade de classificação

incorreta que fica
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em que P C! ~(ri) é a probabilidade de classificação incorreta estimada para um 

elemento do grupo j eliminando-se a observação i, do grupo r. O efeito dessa 

observação na estimativa da probabilidade de classificação incorreta é avaliado pela 

diferença PC/E - PC'/.E · . 
'}(ri) . 

6-3 Uso de funções de influência para as medidas de probabilidade 

de classificação incorreta 

Nesta seção, será obtida a função de influência para a probabilidade de 

classificação incorreta. 

Conforme notação introduzida na Seção 2.2, os vetores de média e matriz de 

covariància para múltiplos grupos são 

µJ == f xd~ 

(6.8) 

,!: == Wl !; F + ... + W I; 

( 6. 9) 

1 
g F, 

l:rJ == J(x - µjXx - µJ'd0. 
(6.10) 

T ( F F F. .. . F. ) um parâmetro geral, obtido 

Alémdisso, seja 0= • 1, •2, ...... , k, ... ' g 

a Partir das funções de distribuição da normal mulüvaríada, Fk ' k = 1, .. .. , g. 

e b l tos Fung (1996-c) propôs o seguinte lema: 

om ase nesses e emen , 
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- , , · · •, g , en o a função 
Lema 6.1 - Se a r-ésima distribuição é perturbada, r - 1 2 tã~ 

de influência para t:i.21k é dada por 

(6.11) 

Prova: Do mesmo modo que na seção 2.2.l , fórmulas (2. 1 ), (2. 3 ), (2. 4) e (2 .5 ), 

calculando ( 6. 8 ), ( 6. 9) e ( 6. \O) para a distribuição perturbada F, ~ ( 1 - E )F, +E o, 

obtém-se: 
. 

µr == µr + & Z 

r, · == (1 -&w )r.+&w zz' r r 

e calculando a função de influência, tem-se 
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ii ) Para 1 = r 

e usando o cálculo do tópico a) da Seção 2.2.1 

Calculando a função de influência para -1
2
11< , 

A2* A2 

I (x . A 2 . ) = . {j jk - {j jk 

, 0 11< 1Jm __:_- --"-- = 
c➔o & 

iii) para k = r 

õ* == (µj - µ;)=(µj - Jlr - &z)= t5 - &Z , 

de modo que 

L\~; == (ô - & z)'[(I+& wJ1: -1 -c wrl: -'zz'z; -'J(õ - & z) · 

Efetuando as multiplicações obtém-se: 

93 

para j = r . 



Eliminando os termos de ordem maior ou igual a i/ 

e calculando a função de influência , obtém-se 

O autor apresenta a função de influência para a probabilidade de 

classificação incorreta para um elemento da população), com a r-ésima distribuição 

Perturbada, J(x ; PC!;), escrevendo-a a partir de I(x ;L1
2
1k) obtida anteriormente, 

]( 
) 

g 1: G1b b b .. · b · ) /x; .1
2 'k) 

x· PC'J _ ~ v \1 11, · · ·, 1,1-1, 1,1+1, , 1g • \- 1 

, j - -~ 

4.1 

N 
J~ ft 

k7'j 

(6.12) 

JG(.) 

em que J ( x ; ,1 ~:k) é dado em ( 6.11) e ~b. é a derivada parcial de 

V JK 
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A função de influência para a probabilidade de classificação incorreta total é 

definida como 

l(x;PCI)= f 1(x;PC1J_ 

J=1 g 

Uma vez que as funções de distribuição F'j, j = 1, 2, ... , g são freqüentemente 

desconhecidas, calcula-se a função de influência empírica, JE (x; PC!), obtida 

usando as estimativas amostrais x1 
e f para os parâmetros em (6.12). 

No cálculo de J(x;t1~/() e portanto no de J(x;PCI) foi assumido E➔O. No 

entanto, tomando-se um elemento amostral x = Xr; da distribuição perturbada e 

- 1 
ê = ~ , obtém-se a chamada função de influência amostral, JA(xr; ; PC!), que 

r 

coincide com a que seria obtida através do método da omissão de observações ou 

seja (6.13) 

Observa-se que a função de influência empírica geralmente dá uma boa 

aproximação para a função de influência amostral, especialmente quando nr é 

grande. Além disso com O uso da função de influência empírica o trabalho 

computacional é reduzido. 

A função de influência empírica e a função de influência amostral são 

calculadas para a PCI total. Mas, pode ser de interesse examinar a influência de uma 

observação na PCI de determinado grupo, !E (xr;; PCI_;) e /A(xr; ; PC]_;), J =1, 2, .. , g, 

0 que revelaria uma informação de influência mais detalhada, além de diminuir 0 

trabalho computacional. 
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Aplicação ao conjunto de dados da Íris de Fisher 

Fung (1 996-c) utilizou o conjunto de dados da Íris de Fisher (Johnson e 

Wichern (1992, p. 566) ) para ilustrar algumas das medidas definidas. Os dados 

consistem de três grupos com 50 observações cada um, numeradas de l a 50 para 
0 

grupo 1 da espécie Íris setosa, de 51 a 100 para o grupo 2 da espécie Íris versicolor 

e de 1 O 1 a 150 para O grupo 3 da espécie Íris virginica. São registrados para cada 

observação os valores de quatro variáveis, a saber, comprimento da sépala, largura 

da sépala, comprimento da pétala, largura da pétala. Como o tamanho dos grupos é 

constante, os pesos w1, w2 e w3 para estimar a matriz de covariância são iguais a 1/3. 

O autor observou que escolhendo diferentes denominadores para estimar a 

matriz de covariância , n (estimativa de máxima verossimilhança), (n-g) (estimativa 

não viciada) e ( n-g-p-1) (estimativa Bayesiana), os resultados obtidos são muito 

similares. 

0, 1 
84 

1 
• 

•• 134 

0,08 

71 

6 
• 

! 0,06 
• 

~ 
•• 

i 
• 

~ 
0,04 

.. -
1 • • -

0,02 
, 

/'~ o ' 

-0,02 ' 
0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 

-0,02 o 

IA (x,1;PCI) 

. . Gr , fi de IA (x,;;PC/) versus JE (xr1;PCI) 

Figura 6.1. a co . F (1196-c) 

Fonte: Figura 1 • ung 
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Na Figura 6 1 
, 

, . · encontra-se o grafico de /A (xrffC/) e /E ( .· 

analise su . 
xr.,PCI). 

. gere que as mformações fornecidas por essas duas medida 

praticamente idênticas. 

s 

Sua 

são 

A Figura 6.2 exibe o gráfico dos valores de / !E (x ·;PC/) 1 

observa ~ . 
" para cada 

çao. Venfica-se que, de acordo com a medida PC'/ b 

84 

' as o servações 71 e 

(do grupo 2) e J 34 (do grupo 3) têm a maior influência. 

6 
~-
J .._, 

~ 

0, 1 84 • 

0,08 
71 • 

0,06 
• 

0,04 

o 

o 30 
60 

90 

número das observações 

Figura 6.2: Gráfico da medida / IE (x,;;PCJ) / 

Fonte: Figura 2 - Fung (1996-c) 

• 
• 

• • ••• 

120 

• 134 1 

• 

150 

Observando a medida JE(xr1 ; PC~), para cada grupo, o autor verificou que os 

Valores de influência para O primeiro grupo são muito menores que dos outros dois. 

O gráfico da Figura 6.3 exibe as medidas calculadas para a PCI com relação ao 

grupo 2, onde as observações 71 , 84 e 134 são detectadas como mais influentes. 

Nota-se também que estas medidas são muito similares às da Figura 6.2, baseadas na 

função de influência empírica para a PCI total, com pequena diferença na escala do 

eixo d as ordenadas. 
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0,14 
• 84 

0,12 
71 ... 

• 134 

~ 0,1 

I 

t5 
~ 0,08 

~ 
~ 0,06 ' 

• 

• 

I 
• 

• • 
• 

• • • • 

0,04 

0,02 

o 1 

o 

• 
• • 

30 60 90 

número das observações 

Figura 6.3: Gráfico da medida / JE (xr1;PCl1) / 

Fonte: Figura 3 - Fung ( 1996-c) 

• 

120 150 

Finalizando, Fung (1996-c) faz uma comparação entre a função de influência 

empírica (IE) e a função de influência amostral (IA). Na função empírica, 
0 

Cálculo de G (-) dado em (6.12) exige integrais múltiplas de dimensão ( g- 2) . Um 

totaJ de g ( g - I ) integrais devem ser calculadas para a obtenção de IE (x; PC/) já 

que estas integrais não dependem dos valores de Xri . Freqüentemente essa 

quantidade, g ( g _ 1 ), é menor do que g ( n + 1 ), que é o número de integrais 

de dimensão ( g _ 1 ) necessárias para o cálculo de JA(xri ; PC/), pois, de modo 

geral, o número de elementos da amostra (n) é muito maior que o número de 

grupos (g) . Fica claro então a importância da utilização da função de influência 

empírica (IE) na redução da quantidade de cálculos necessários. 
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Capítulo 7 

das Verificação 

conjunto de dados 

medidas em um 

O objetivo deste capítulo é o da aplicação das medidas apresentadas a um 

conjunto de dados reais. Para esse fim foi utilizado um subconjunto do conjunto de 

dados obtido no Centro de Estatística Aplicada (CEA) do Instituto de Matemática e 

Estar · 
lStJca da Universidade de São Paulo (IME-USP). 

Trata-se dos dados referentes ao Relatório de análise estatística (RAE-CEA-

94 I 5) b 

·d d d . . 

so re o projeto: Biologia de uma comum a e e marsup1a1s e roedores, em 

floresta atlântica de montanha, no Parque Estadual da Serra do Tabuleiro, Santa 

Cat · 
anna, Brasil, (Leite, Singer e Lourenço (1994)) · 

O estudo teve como fonte O Parque Estadual da Serra do Tabuleiro, no 

E
stado de Santa Catarina com O objetivo de analisar espécies de marsupiais e 

, 

roedores (pequenos mamíferos) nativos da região. Os dados foram obtidos de 

ª 111 ostras resultantes de capturas-recapturas desses animais, com a utilização de 

ªfllladilhas, dispersas pelo parque, através da estratificação de uma região do parque 

ern três ni've · , 1 d 1 a doi·s metros e a nove metros e meio de altura em 

1s: mve o so o, 

' 

Inédfa, durante oito meses ( abril/91 a novembro/9 J). 
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1 

I 

1 
1 
1 
1 

1 
1 

A partir desses dados, foi estimado o número de animais da espécie Akodon 

montensis e obtida uma regra discriminante para facilitar a classificação de futuras 

capturas em marsupiais e roedores. Verificou-se também a importância da 

amostragem estratificada pois se ela não tivesse sido utilizada as espécies 

Thomasomys petipes e Echimys aff. dasythrix (estratos arborícolas) não ocorreriam e 

a espécie Marmosa cinérea (estratos terrestre + arborícolas) teria sido subestimada. 

Constatou-se também que o maior número de capturas-recapturas e de mortes, nas 

armadilhas, ocorreram nos meses de inverno na região (junho a agosto). 

Em cada animal capturado, foram medidas 26 características. Na análise 

discriminante feita no projeto foram testados 8 conjuntos de funções discriminantes e 

respectivas variáveis, sendo que o modelo utilizado neste exemplo é o que 

apresentou melhor relação custo/beneficio pois utiliza apenas 4 medidas, com 1 % de 

animais classificados incorretamente, e se baseia na informação de 88 animais, 13 do 

grupo 1, de marsupiais, e 75 do grupo 2, de roedores. As quatro variáveis em 

questão são comprimento total (mm), comprimento da cauda (mm), comprimento do 

pé (mm) e comprimento do pelo do dorso (mm). 

Assumindo que os dados têm distribuição normal multivariada, a análise de 

diagnóstico, objetivo do presente capítulo, inicia-se com o teste de homogeneidade 

de matrizes de covariâncias (Morrison (1976, pg 252) ) para verificar qual a 

medida mais adequada ao conjunto de dados. Toda a programação foi feita no 

softw 
A d ' e 

are S-plus e se encontra no Apen ice · 

matrizes de covariância diferentes, 

Uma vez que o teste apontou para 

Ut'/' 
OQRG de (5 3) para análise discriminante 

1 lZou-se primeiramente a medida L i · ' 

quadrática: 
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Tal medida apontou as observações de números 3, 8 e 13 do grupo 1 e 6, 9, 

l0, 20, 21 , 29, 41 , 67 e 73 do grupo 2 como as mais influentes no logaritmo da razão 

das probabilidades estimadas, conforme Figura 7.1. 

12 . 1 

2 -

1/l ,._ 

5 
a:: 

8 R 
...J 

-

:: . 

fil . 

11111I li 1 

1 1 

Ili o 
~ 1 

1 

o 20 40 60 

10 12 

2 4 6 8 número da observação (grupo 2) 

número da observação (grupo 1) 

Figura 7. l Gráficos da estatística LOQRG. 

t · s de covariâncias indicar 

Apesar do teste de homogeneidade de ma nze 
de ilustração, foi verificado também o 

covariâncias diferentes, para efeito 

desempenho das demais medidas. 

os gráficos dos valores destas medidas de 

As Figuras 7.2 a 7.1 O são 

diagnóstico para ambos os grupos. 
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• 

em que /n(o(y )) ~ ln O~ q t (µ1 - µ, )':i;-1y-½(µ1 - µ,)' :i;-1 (µ1 + µ, ), 

expressão (3. 7) 

o ~ 

~ 

, -

il 

1111111111 1 111111!1 

1 
20 40 

o 

1

111 

1 

11 
11111; 

60 

4 6 8 10 
12 número da observação (grupo 2) 

2 

número da observação (grupo 
1
) 

F1·g M grupo J e grupo 2. 
ura 7.2 Gráficos da estatística LORA para 

0 
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• 
expressão (2. 8) 

º 1 

1 1 

• 1 
1 1 1 1 

fil 
' 

5l 
o 20 40 60 

10 12 

2 4 6 8 número da observação (grupo 2) 

número da observação (grupo 1) 

Figura 7 3 , "( 2) · - Gráfico da função de influência 1 x; Ó · 
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º 1 
1 1 

o 1 ••. 1, 1 L., ' 11, 1111.,1 11 ., .111 11IIJ,1 11,l 1..1 11 

20 40 60 
o 

6 8 10 12 

2 4 
número da observação (grupo 2) 

número da observação (grupo 1) 

· - Grafico da estatística J"' x; ó para o grupo l e grupo 2. Figura 7 4 , A ( 2) 
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O gráfico a seguir apresenta a medida de influência 1,,, (x; tl) sugerida por 

Campbell em função da medida J~; Ll 
2
): 

O -

o 8 

1 

-150 

1 

-100 

1 

-50 

I(x;6' ) (grupo l) 

o 

o 
o 

o 

1 

o 

'b 
\ 

fil 
~ 

e:; 
8. ê-
2 
.9 
É 

fil -

o 

0 20 

l 

-150 

Figur 7 
5 

, , . ( ') ~ ão da estatística /~;A' )· 
ª · - Grafico da estaasnca J. x;L\ em iunç 
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l 

• 
<I> - - D 

( 
1 ) 

DPCI; ~ 2 [(i- ~ \2{ 2 ~2 2 ) 1 ~
2

] 4D(nl - Ir wi1P,1 \d, -IP, I D +i, , expressão (2.23) 

~ 
º 7 _ ___ _ _______ _ 

o 
o 

2 

1 1 

6 8 10 
4 

número da observação (grupo 1) 

o L 11 L1 . " ,li ' i.l .. J 1,, li ' l .i ., I .. ,. ,1 

o 20 40 60 

12 
número da observação (grupo 2) 

· - Gra.fico da estatística DPCI aproximada para o grupo l e grupo 2. 
Figura 7 6 , 
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2 4 6 6 10 

número da observação (grupo 1) 

Figura 7 7 . , · - Grafico da medida ô
2
i(il. 

1 

o 
:li 

"' lii 
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l 

• 

emque B, =~-~ 
2 2 

e 

Â l - D 2 f ~ V ~ 2 ~ 
- n _ 

2 
+ cf, \<P,) + chtp1 - chJ;d, <P, 

A2 = e. h. (J, - h.d/ k, 

o ~ 
..J o 
w 

o 

10 12 

2 4 6 8 

número da observação (grupo 1) 

igura 7.8 - Gráfico da estatística E(DL0)2 · p· 

g 
o 
uJ 
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o 

10 
6 

número da observação (grupo 1) 

· - Grafico da estatística E2 condicional. Figura 7 9 , . 
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• 

[ 
1l 
:;i 

o 
N 

"1 

o -

"' o 

o 
o 

1 1 
' 1 ' 

10 12 

número da observação (grupo 1) 

· - Gráfico da estatística E2 condicional aproximada. Figura7JO . . 

:g 
o 

:g 
o 

c;i 
o 
15. 
B ., 
fij 

o o 

20 40 60 

número da observação (grupo 2) 

São apresenmdos nas figuras 7. li e 7.12 os gráficos das duas estatísticas 

ais r, e d; , respectivamente. princip · ;, 2 
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1 1 1 1 

o 
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12 

número da observação (grupo 1) 

Figura 7 l l , ~ · - Grafico da Estatística ~; . 
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• d ;2 =(x -x Ys-•( -) 1· --l ··· n- J·--1 2 
Ji J J xJ.1 - xJ. ' ' J' ' . 

o 1 1 

20 
40 

10 12 número da observação (grupo 2) 

número da observação (grupo 1) 

· - Gráfico da estatística d/ . Figura 7 12 . 
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Complementando a análise gráfica, são apresentados a seguir alguns gráficos 

do tipo qqplol . A figura 7. 13 mostra os valores da função I"' (x; d') para os dois 

grupos, contra os quantis da distribuição gama, destacando as observações 

discrepantes. 

i ê 
2 
o, 
o 
e 
a. 
_g 

o oºººº 
1 

2 

o o 
o o 

1 

4 

qqgama 

1 

6 

8 

1 

8 

"' 8. 
2 8 "' ~ o 
I!! 
8. 
.5 

Fi ( ' ) tra quantis da distribuição gama. 

gura 7.13 - Gráfico da estatística /~ x;i\ con 
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~ 

A 

~ 
presenta-se na Figura 7.14 os valores da estatística contra os quantis D 

da diStribuição normal padrão. 
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T 
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T 
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-1 o 1 
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qq-normal padrao 

F

. ,1, . d distribuição normal padrão. 

igura 7 J 4 Gr . _'f, contra os quant:Js a 
· - áfíco da estatística D 
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. No gráfico da Figura 7.15 observa-se os valores da estatística ' 
quant1s da d· .b . d; contra os 

IS!n mção quiquadrado. 

10 ° 
sº 

~ 

~ 
o 

13 
o 

3 
29 o 

o 
N 

~ 

8. 

N ~ 
&. 
2 

33 
0 25 

"' 

o 

o 

2 1() 

"' 
~ 

o 
I!! 
"' 

o 

Q. 

I!! 
"' 

oºº 

.. o 

.; 
o0º 

#' 
'õ 

o 

~ 
1() ~ 

(ti 

o 

1() 

o / 
o 

o 
o o 

o 
/ o 

o o 
o 

o 

2 4 6 8 
10 
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qq-qLiquadrado 

qq-ququadrado 

F' 
igura 7 15 Gr ' fi 2 · d' 'b . - . dr d · - a 1co da estatística d

1 
contra quanlls da 1stn u1çao qu1qua a o. 

Observando os gráficos, selecionou-se as observações que apresentaram os 

maiores valores para as medidas em relação às demais, dentro de cada grupo. 

Nota-se que, para 
O 

gruPo t, as observações de número 8 e 13 foram 

apontadas por todas as medidas, sendo que a observação de número 3 deixou de ser 

apontada apenas pela estatística l (x ;A' ). Já para o grupo 2, as observações 20 e 67 

foram indicadas em todas as medidas e a observação 73 deixou de ser indicada 

apenas pela medida l (x ;A' ). No gruPo 1, destacam-se as observações 3, 8 e 13, e 

no grupo 2 , as observações 6, 20, 25, 33, 38, 41 , 
67 

e 
7

3. 
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A Tabela 7 I t b N 

· apresen a as o servaçoes que se mostraram ma· . fl 
os corr ,s m uentes e 

espoTI<lentes valores de cada medida de influência. 

Estatísticas 

LOQRG WRAM Ycx,t. 2) 
!rn(x,t. 2) 

DPCI 
~2 
~l(i ) 

EDLO E2c E2ca t/J, 

3 

d/ 

74 ,74 -403 ,40 -10,67 2,27E-+0 1 1,09E-04 37,49 1,57 

8 73,06 

1,08E-+00 0,49 -5,64 23 ,17 

9 

-442,90 -157,23 1 ,69E-+02 4,86E-04 56,13 73 ,70 1,17E-+O l 2,19 

70,22 -367,70 

-27,08 27,93 

12,06 2,83E-04 l,48E-04 34,87 0,18 1,67E-05 0,07 6,73 

85,32 

7,33 

-432,30 -2 1,29 3,34E-+0 1 2,29E-04 38,81 2,30 l,84E+-00 1,03 21,8 24,53 

6 12,50 188,09 -44,35 76,06 6,75E-06 36,49 0,11 6,28E-02 

8 11 ,45 

0,03 -8,27 4,66 

9 

194,18 26,20 5,52 l,02E-06 35,49 0,03 6, l9E-03 0,01 3,72 

12,19 

5,97 

198,89 -18,75 50,46 5,70E-06 36, 14 0,05 5,17E-02 0,03 

10 

8,87 5,58 

13,41 200,08 -5,65 37,37 l,72E-06 36,03 0,15 l ,57E-Ol 0,09 

20 

7,8 16,85 

11 ,77 206,22 -159,73 191,45 l,OOE-05 38,19 0,96 2,45E-OI 0,05 -13,82 

21 

6,82 

13,09 187,30 17,68 14,03 3,12E-06 35,62 º·ºº 2, l3E-02 0,02 

25 

5,23 7,76 

10,6 1 193,78 -30,54 62,25 l,50E-05 36,34 0,14 l,18E-O I 0,08 -7,37 

29 

9,46 

13,28 188,I 1 23,72 7,99 2,68E-06 35,53 0,03 1,90E-02 0,01 -1,89 

33 

11 ,39 

11 ,22 191,02 -38,91 70,62 1,55E-05 36,46 0, 17 1,25E-O l 0,08 -7,93 

38 

8,95 

11 ,46 189,52 -36,51 68,22 7,35E-06 36,39 0,09 7,7!E-02 0,04 10,12 

41 

6,08 

11 ,84 198,06 -95,32 127,03 9,2IE-06 
37,26 0,37 1,70E-0 1 0,05 13,38 7,05 

67 12,52 197,65 -94,66 126,37 l,13E-05 
37,26 0,38 1,85E-Ol 0,06 13,35 7,59 

73 11 ,89 188,87 -33,64 65,35 1,03E-05 
36,37 0,11 9,71 E-02 0,06 9,93 7,68 

Tabela 7 1 . Ob - · · · 1 d did d d. ' . · sen;açoes mrus mflu<ntes e ,especn,os" "'" as me as e ,.gnosnco 

Complementando 
O 

estudo, foraIO feitas análises discriminantes linear e 

quadrática para 
O 

conjunto de dados, através do software Minitab. 

Na análise discriminante quaJrática para o conjunto completo dos dados, a 

proporção de classificação correta foi de 0,989, sendo apontada apenas a 

obse ~ · b b·1 ·d d O rvaçao 8 do grupo 1, classificada incorretamente, com pro a 1 , a e ,33 de ser 

do grupo 1 e 0,67 de pertencer ao grupo 2. 

A distância de Mahalanobis é 35,8264, e na análise discriminante linear a 

proporção correta de classificação foi de 0,989, apontando também a observação do 

grupo 1 como classificada incorretamente. 
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A função linear discriminante para o grupo 1 é: 

Y1 === 25 
- ,056 + 0,261 x comprimentototal - 0,144 x cauda - 0,723 xpé + o,956 

x 

pelo 

e para o grupo 2: 

Y2 === 21 
- ,947 + 0,151 x comprimentototal - 0,379 x cauda + 1,273 x pé + 1,559 x 

Pelo. 

Procedeu-se à análise discriminante na ausência dos pontos 8 do grupo 1 e 

20
, 4 I e 67 do grupo 2, por serem os mais discrepantes. 

Eliminando-se somente a observação 8 do grupo 1 tanto na análise 

discriminante quadrática quanto na análise discriminante linear, obteve-se uma 

Proporção de J 00% de classificação correta. A distância de Manalanobis aumentou 

Para 56,6779, 0 que, na análise discriminante linear implica numa menor 

probabilidade de classificação incorreta. As funções discriminantes lineares obtidas 

foram · 

grupo 1: 

Y 1 === - 34 ,98 J + 0,278 x comprimento total + 0,010 x cauda - 1,552 x pé + 1,304 x 

Pelo 

grupo 2: 

Y2 === - 21 ,696 + 0,149 x comprimentototal - 0,377 x cauda + 1,278 x pé + 1,534 x 

Pelo. 

Com a retirada da observação 20 do grupo 2, a proporção de classificação 

correta é 0,989 tanto na análise linear quanto na quadrática, ( observação 8 do grupo 

1 classi·fi d . . t ) A di·stância de Mahalanobis ficou 37,42 , valor este 

1ca a mcorretamen e . 

que difce d d . " . D2 do coniunto de dados completo, que é de 35,8264. 

re pouco a rsta.ncra 'J 
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E 1 · 
xc umdo-se a observação 41 do grupo 2, verificam-se as m 

pro ~ 

esmas 

porçoes de classificação correta obtidas quando da retirada da observação 20 do 

grupo 2, 0 mesmo ocorrendo na ausência da observação 67 do grupo 2. 

Excluída a observação 41 do grupo 2, a distância de Mahalanobis é de 

38
,0

73 8 e excluída a observação 67 do grupo 2, essa distância é de 38,0813. 

Uma vez que a observação 10 do grupo 2 foi apontada pela medida LOQRG 

(quadr , · 

• 

atica) e apontada também por algumas medidas ( Bayesiana, DPCJ. E2 

condicional e outras ), foi feita a análise discriminante quadrática e linear sem esse 

Ponto. Observa-se que a distância de Mahalanobis nessa situação é de 36,5536 que é 

bemp , · 
. . 

roxima da distância de Mahalanob1s para o con1unto de dados completo, e a 

única observação apontada como classificada incorretamente é a de número 8 do 

grupo 1. 

Observou-se também os elementos 21 e 29 do grupo 2, apontados pela 

medida LOQRG como mais influentes. Na análise discriminante linear realizada na 

ausência desses pontos, obteve-se a distância de Mahalanobis de 35,9158 e 35,4021 , 

respectivamente, valores estes bem próximos de 35,8264 que é a distância de 

"Mahalanobis para O conjunto completo dos dados. As funções lineares 

discriminantes também foram próximas àquelas para o conjunto completo, e tanto na 

análise discriminante quadrática, quanto na análise discriminante linear é apontada 

ªPenas a observação 8 corno classificada incorretamente. 

Nota-se que os três pontos apontados pela estatística LOQRG como os mais 

influentes, casos 10 21 e 29 do grupo 2, são aqueles que apresentam altos valores 

' 

Para d 2 
d d e à análise discriminante na ausência desses 

i , no entanto proce en o-s 

Pontos, as alterações não são muito significativas. 

d O I verifica-se que apresenta 

Examinando a observação 8 ° grup ' 

com . 
. nto da cauda 57mm, comprimento do pé 

Pnmento total 155 mm, compnme 

17nun . 1 4 
mm Se excluído esse caso do grupo 1 , os valores 

e compnmento do pe o · 

118 



mínimos par . , . . 2 O 

a essas vanave1s senam 5 mm, 148mm, 20mm e g mm 

respectivamente. Portanto, todos os valores das variáveis da observação 8 do grupo 1 

e
stã

o abaixo desses valores mínimos, identificando-a claramente como um outlier. 

No grupo 2, os valores mínimos são de 130mm, 46mm, 17mm e 5 mm 

se
ndo que a observação 8, a princípio, estaria melhor classificada nesse grupo. 

Sugere-se então que se verifique as outras variáveis medidas nesse elemento a fim 

de explicar o porquê de sua inclusão no grupo 1, e questionar se essa classificação é 

realmente correta, uma vez que sua permanência no grupo 1 causa grande impacto 

não só na distância de Mahalanobis como também na probabilidade de classificação 

incorreta. 

Deste exemplo, pode-se concluir que as medidas de diagnóstico estudadas 

têm o potencial de apontar observações atípicas, que podem influir na análise. 

Desta forma, 0 pesquisador deve examinar com mais cautela essas observações, 

verificando a necessidade ou não da exclusão desses casos. Por outro lado, a escolha 

das med ·d d d· ~ · depende do obietivo inferencial e também das 

1 as e 1screpanc1a 
J 

características do problema apresentado. 

Considerando O 
estudo de todas as medidas apresentadas no presente 

trabalho 
d d.d Â2 de Critchley e Vitiello (1991) : 

, sugere-se o uso a me 1 a '-'cn 

u 
. distância de Mahalanobis quando da 

rna vez que ela fornece diretamente ª 

elim · 
entemente pode-se avaliar também a 

mação da observação, e, consequ ' 

1 

- · ta visto que PC/ = <P(- ,1) . 

ª teração da probabilidade de classificaçao mcorre ' 
2 
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Capítulo 8 

Considerações finais 

d
. . Neste trabalho, procurou-se descrever as técnicas de diagnóstico em análi 

1scr . 

se 

JJJJmante. Essas técnicas são exaustivamente estudadas em regressão ma 

Pouco 

s 

exploradas em análise discriminante. O objetivo foi agrupar em um só texto 

as 111 d. e 1das d d . , . 
1 . . . 

e 1agnost1co que foram propostas pe os pnnc1pa1s pesquisadores do 

assunto , . 
nos ultimos 26 anos. 

Foram apresentadas várias medidas usadas quando as matrizes de 

covariâ . 
nc1as das populações são iguais, a comparação entre algumas dessas 

111edid 
as, e também a abordagem Bayesiana para o assunto. Tratou-se ainda das 

medidas 
, . . . . 

, · ' J · J p · 1· 

. para a anallse discnmmante quadrat1ca e mu tip a. ma 1zando, foi 

UtIJízad 

fi -~ . d d. 

0 um conjunto de dados reais para testar a e 1c1enc1a as me idas propostas. 

Face · . 

. . 
. 

a mex1stência de programas que calculem essas medidas drretamente, mdica-

se O Uso do Apêndice C, em que algumas das principais medidas de diagnóstico 

Para an 'J · • 

' d ftw S 1 

a ise discriminante foram calculadas atraves o so are -p us 

Concluindo, sugere-se como primeiro passo da análise examinar aquelas 

0 bserv -

· J d 1 d 

açoes identificadas como mais influentes, pois a gumas e as po em se tratar 

de erros devendo . 'd s ou descartadas Para as outras observações influentes 

' ser co.mg1 a • · 
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que permanecerem no conjunto de dados, é importante verificar como as inferências 

de interess · 
~ • . 

e senam alteradas se esses casos nao tivessem sido observados. Sendo 

assim, 0 pesquisador poderá decidir sobre a permanência ou não desses outlliers em 

seu estudo, e talvez até partir para uma análise mais aprofundada dessas 

observações. 

No presente trabalho procedeu-se à análise de influência eliminando-se uma 

observação de cada vez. No entanto os dados da análise discriminante podem conter 

observações de influência múltipla. Examinar a influência conjunta de várias 

observações é sempre mais dificil do que a análise de uma observação 

ind · .d 

. l . b 

,v, ualmente, isso porque além do problema computac10na , existe o pro lema 

dos Possíveis efeitos de "mascaramento" (masking effect). 

Propõem-se então, para um trabalho futuro, o estudo de técnicas de 

diagnóstico quando da eliminação em bloco das observações, para analisar uma 

Possível influência múltipla. 
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Apêndice A 

1\ .. 1 
Conceitos básicos em análise discriminante 

J 
Esta seção do Apêndice foi elaborada tomando por base o Capítulo 11 d 

ohns 

e 

on e Wichern ( 1992). 

t\ .. 11 F 
· unção discriminante de Fisber para duas populações 

Análise discriminante é uma importante técnica multivariada. Um exemplo 

Prático d . . 

, . 
. 

e sua utJlJzação é aquele em que um medico, com base nos sintomas de seu 

Pacient 
e e resultados de exames preliminares, deve decidir se o paciente é portador 

ou não d 
e certa doença. 

Neste caso x· = ~ x .. . x j é o vetor aleatório contendo as p variáveis 

' L-1,2, 'P 

Paracd 

d d 

a a paciente, n, é a população de pessoas porta oras a doença e n2 a 

Popu]a ~ 
Çao de não-portadores da doença. 

Sejam n, e 7Cz as duas populações e suas funções densidade Ji(x) ( com 

111édia IJ.1) e h(x) ( com média µ,2) respectivamente, e matriz de covariância 

Positiv d 

ul -

ª efinída .r comum às duas pop açoes. 

' 
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Seja x' = [ x1 , x2, ... . ,xp] os valores observados de X na amostra. 

A função discriminante de Fisher tem valor histórico como a primeira solução 

específica pa ' l . d. · · A ·d ,. d p· h e.· 

ra a ana 1se 1scnmmante. 1 eia e 1s er 101 transformar as 

observações 1 · · 
· · d (d · 

mu t1vandas x em observações umvana as y envadas de n1 e n2
) 

que, quando calculadas para elementos de populações distintas, sejam o mais 

separadas possível. Para essa transformação, Fisher usou combinações lineares de x 

Pela facilidade de manuseio. Os coeficientes da combinação linear eram obtidos 

visando a maximização do quociente entre a diferença dos valores de y ( calculados 

Para as 'd · 
d · d ~ d . d ,J 

me ias populacionais ~tiy e µ2y), e o esv10 pa rao e y estima o uentro das 

arnostras, o que significa maximizar a distância entre as duas populações. 

O método de Fisher não assume que as populações têm distribuição normal, 

mas supõe que as matrizes de covariância são iguais. Define-se então: 

Y = l 'x combinação linear das variáveis originais em que 

l é um vetor P x 1 de constantes e x possui dimensão p x 1 , de modo que y é 

u . . 
nidunensíonal 

' 
~· ) , 

(A-1.1) 

µ1 y = E\l x i tr1 = 1 µ. 1 

µ 2y = E(l'x l 1r2)= l'µ.2 

2 ~ ' ) ' 

a-Y == Var\l x = 1 l: l . 

S 

, determinar o vetor I que maximiza 

e ô = µ1 
- µ

2 
, 0 objetivo e 

(µ \2 ~ J l,·s:. )2 
.d d , . . 

~ = \l 'µ 1 - l 'µ. 2 = ~ . Verifica-se que esta quant1 a e e max1m1zada 

a-y {!; 1 1 l: 1 

toma d 
O 

n o l = e!; -1 õ, para qualquer e :f. · 

Escolhendo e = 1, obtém-se 

Y:::: l'x = (µ1 - µ2)' i; -1x 

que é a função discriminante de Físher. 
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Verifica-se que, para 1 = z; -1 (µ.1 - µ.2 ), o valor máximo de ~ é dado 

1 z; 1 

Desta forma , as quantidades de interesse envolvidas na análise são 

Vetor de coeficientes : 1 = z; -1ô 

lllédia d . . . 
iscnmmante: 

distânc · d 
'ª e Mahalanobis : 

(µ.j , j = 1, 2 

,12 = õ"z; -1õ . 

(A-1.3) 

No entanto, em situações práticas µ1 , µ2 e L não são conhecidos e são 

substitu 'd 

. . . 

1 os por seus estimadores não viciados, descntos a segurr. 

Sejam n, observações de n1, 

As lllatr · 
IZes de dados são 

x1 - (x ) 
(Pr n, ) - 11,X12, ••••• ,xl!Ji e 

n2 observações de 1t2, com n, + n2 - 2 ~ p. 

X =(X21,X22, ..... ,x2nz),em 

2(,uz) 

que 

x;. ::::: (.x ) 
• 111, x,,2 • • • x 1· = 1 · · · n e 

, ' 1/p 
' ' 1 

x;; = (x211 ,x212 ,· ·•,x2;p) i = 1,· ··,n 2 ou seja, 

cada c I 

d tra 

0 una da matriz representa um elemento a amos 

f ::::: s 
Ú>onderada) = 

(n1 - 1)s1 + (n 2 - lfi2 

(n,+n 2
-2) 

que se , d 
ra enotada apenas como S , 

1 f' -X - )' 
S =--

(xz; -Xz Xz; -Xz . 

2(, xpJ n - 1 . 
2 ,~, 
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A distância de Mahalanobis é estimada por 

n 2== (x -x )'s -1(- -- ) 
1 2 X1 X2 . 

(A-1.5) 

Uma vez encontrada a função discriminante, é necessário estabelecer uma 

regra d 1 . 
e c ass1ficação para uma nova observação x0. 

Seja Y O == (µ. 1 - µ.2 )' 1:: -1x0 o valor da função discriminante para uma nova 

observ ~ 1 ( ) 

açao xo e m == - µ + µ 
2 

ly 2y · 

(A-1 .6) 

Escrevendo m em função de µj , 

m = ; (f 11, + 1'11,) = f {,' (11, + "' )] ~ f ((,., -"' )' :i::-'(,., + ,.,>) (A-1. 7) 

Calculando a distância da média de Yo em relação a m para xo pertencente 

ª 1t1 , obtém-se 

Assim, se E(y O; 7t
1 
)- m ~ o , aloca-se xo em n, e analogamente, se 

E(y o I n, )- m < O , aloca-sexo em 1t2. 

D 
descri.to anteriormente, na prática usam-se os 

a mesma forma que 

estimad . . d "metros desconhecidos. Desse modo a regra de 

ores não v1c1ados os para 

alocação baseada na função discriminante de Fisher fica: 

aloca 
- )' -1 ~> O 

(A-1.8) 

r Xoem n1 
seFD(x)=(x1 -x2 S xo-m -

e alocar Xo em n2 
se FD(x)< O , 

sendo que 
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A.-l.l Probabilidade de classificação incorreta 

. As regras de classificação não estão livres de erros, pois as características que 

distingu 

. 

em as duas populações podem não ser tão evidentes, surgindo assim a 

PossibiJ ·d d 1 a e de classificar incorretamente uma observação em 1t2 quando na verdade 

ela Pert 
. 

N 

ence a 1t1 , ou classificar como rc 1, quando a observaçao pertence a n2. A idéia 

então é · 
cnar uma regra que minimize a chance de cometer esses erros. 

Outro ponto a ser observado é o custo, ou seja, em muitos casos é mais sério 

cometer · 

d· · d 

um tipo de erro do que o outro. Por exemplo, 1agnost1car erra amente que 

0 
Paciente não tem uma doença fatal é muito mais grave do que concluir que o 

Paciente tem a doença quando na realidade não tem. Além disso, uma população 

Pode t · 
· d tr (d . d d 

er ma10r probabilidade de ocorrência o que ou a enomma a e 

Probab ·1· 1 ldade a priori) . 

Em resumo, um bom procedimento de classificação além de minimizar as 

Probabilidades de erro, deve levar em conta as probabilidades a priori e os custos 

associad , 
os as classificações incorretas. 

D · 
· to de valores de X para os quais as 

es1gna-se então por R1 ao conJun 

0 bservaço~e ~ 1 
.fi d rc e por R2 = Q - R1, ao conjunto de valores 

s sao e ass1 1ca as como 1 

restantes d X . b rvações são classificadas como rc2, em que 

e , para os quais as o se 

R,n R2 =0 

XJ 

Figura . . ~ 
em regiões de classificação 

A- J. 1 - D1v1sao do espaço amostral (Q) 
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q 

1- q 

São assumidas as seguintes notações: 

= probabilidade a priori de 1r1 

= probabilidade a priori de 1r2 

PC . 
IIJ) = probabilidade de classificar uma observação em 7ri quando ela é de 7rj 

C(i!") = 
J custo de classificar uma observação em 7ri quando de fato ela pertence a 1r· 

1 ' 

i, j = 1, 2 , i ;t j . 

Ass im, a probabilidade condicional de classificar uma observação como n1, 

quand0 na realidade é de n2 
é: 

P( l/2) = P(X E Ri/ n2 ) = f /2 (x)ix 
R, 

e, do mesmo modo, a probabilidade condicional de classificar uma observação como 

7t
2

' quando de fato ela é de n1 é: 

P(2! J) = P(X E Ri/ n1 ) = f Ji(x)ix 
R2 

R1 
P(2/ I) 

R2 

b b
Tdade de classificação incorreta (p = 1) 

Figura A-1 .2. Pro a J J 

lllodo: 

. . d de classificação certa e errada do seguinte 

Pode-se calcular as probabil1da es 

P(classificação correta em n1) = P(l l l) q ' 

P(classificação correta em 1t2 ) = P(212) (l- q) ' 

P(classificação incorreta em 1t1) = P(l /2) (1- q)' 

P(classificação incorreta em 1t2) == P(211) q. 
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As ·~ 
regioes R, e R2 devem ser determinadas de forma a minimizar a 

Probabilid d 
a e total de classificação incorreta denotada por PC! , 

PCJ === p ( l . 
c ass1ficar incorretamente em n1 ) + P(classifícar incorretamente em n2 ) 

=== P(J /2) (1- q) + P(2/1) q 

=== (1- q) J J; (x)dx + q J f, (x)dx 

R, 
R2 

Mas, como já foi mencionado, deve-se levar em conta o custo do erro na 

classific ~ 

1 .fi 

açao. Conforme tabela a seguir, tem-se custo zero para c ass1 1cações 

corretas (C(i!i) = O), e um custo para classificações incorretas( C(i/j) > O parai t= j ). 

População I Classificação 

O C(2/l) 

C( l/2) O 

1 
1 

Tabela A- 1.l • Cus/os de Classi/icaçílo 

Dessa forma o custo médio de classificação incorreta, CMCI ' pode ser 

' 

calculado como: 

CMCI = C(l /2) P(l /2) (1- q) + C(2/l) P(2/1) q. 

. _ d ve ter um CMCI tão pequeno quanto 

Uma boa regra de classificaçao e 

Possível. , e iões R, e R2 que minimizam CMCI 

Um resultado importante e que as r g 

sãoa . 
ssim definidas: 

R1. I ·~ 
· eg1ao dos valores de X em que 

J;(x) > C(l / 2)_ 1- q 

/2(;J- C(2! 1) q 

R2· . 
J;(x) < ~ (1 12). 1-q 

· região dos valores de X em que /2fxJ C(2 I 1) q 
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Uma sepa ~ · ·fi • 

re 
raçao s1gm 1cat1va entre as populações não implica em uma boa 

gra de alo ~ , . 
. 

, caçao. A eficac1a de uma regra de classificação pode ser avaliada pelo 

calculo de 
sua taxa de erro ( ou probabilidade de classificação incorreta). 

A-1.J Dua 1 - · I . . d 

s popu açoes normais mu tivarm as 

a) Matrizes de covariância iguais ( ~, = ~2) 

Seja .f, (x) uma densidade normal multivariada com vetor de médias µ1 e 

Illatriz d 

1 1 . . d 

e covariância r1 
e /2 (x) densidade norma mu t1vana a com vetor de 

ll1éd · 
ias µ2 e matriz de covariância ~2 , sendo que ~, = ~2 = ~ · 

A função densidade de probabilidade de X na população TCj é dada por: 

em que /!;/ é o determinante de~-

ve .fi 
·~ 1·n1·miz· am CMCI são: 

n zca-se que as reg10es que m 
1
7 c(112) 1- q 

exf ~ (x - 11,Jr'(x - 11,)+f(x-11,Ji:-'(x-1',)j ;,: c(211) ·q 

c(1 12) 1-q 
<--'--·--

c(211) q 

D 

d desigualdades acima, usando logaritmo 

esenvolvendo o primeiro membro as 

e reao-n, 
. 

0 • upando convenjentemente tem-se · 
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então a regra de alocação que minimiza CMCI é: 

alocar x o em ni se 
(µ1 - µ)'1:, -1 1( , [C(l /2)1-q] 

2 x
0 

-- 11 - 11 )t-1 (11 +11 ):2:ln ~ --2 r-1 r-Z r-1 r-2 C(2/J) q 

(A-1.9) 

Quando R, e R, são detemúJ1adaS adequadamente a fim de se obter o valor 

mínimo , . para a PC!, tem-se então a taxa de erro otuna (TEO) 

Supondo q == (1- q) == _!_ 

rn'd · 2 e 10 e · · 'd sperado mínimo ,cMCI, e para a ,nínnna PC! comei em. 

e 
C(l / 2) ~ C(2 11) , as regras para o custo 
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Mas Y é uma combinação linear de variáveis aleatórias, então as densidades 

de probabilidade de Y, fi(y) e J,(y), são normais univariadas (Resultado B-3 do 

en ice B ) com médias e variâncias dadas por: Ap" d' 

µl y = t'µ, = (µ1 - µ2)':i:: -1µ1 

µ 2y = t'µ 2 = {µ, - µ2)'2::: -'µ2 

(J ~ = t'I:1 = (µ, - µ2)'2:::-' (µ, - µ2) == ~ 2 

(A-1.10) 

e PC! = _!_ P(2 ll )+ !.. p(l/ 2) . 
2 2 

P(2 l 1) = 1 y < ½(µ, - µ,)' i; -
1 
(µ, + µ,)} Como 

padronizando-se, tem-se 

Se d 

l da da 
distribuição normal padrão. 

n 
O 

. ·b · ~0 acurnua 
que <I>(.) é a função de d1str1 uiça 

(A-1.11 ) 
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b) 
-Matrizes d ecov .,, · 

ananc1a diferentes ( I1 ~ I2) 

A re0r 
º'ª de class fi, ~ • 

covariân . ~ 
I icaçao fica mais complicada quando a 

c1a nao são . . . 
1 

s matrizes de 

iguais, pois o termo - _ x' (z; -1 z; -1) 

Cá/e 1 f, ( ) 

2 1 - 2 x permanece quando do 

u o de , x 

J;t) , di ferentemente do caso onde 1:1 = l:2 . 

A regra de alocaça~ . . . 

alocar x 
O que mm1m1za o CMCJ é dada por: 

o em 1r, , se 

1 

-2 x; (1;,-, - I:;') x, + {µ;z;,-1 - ,,;z:;' )x, - k " inf ct 2J- 1- q) 

rc 2/1 q j ' 

elll que k === .!_ ln( J51 / + _!_ f . - 1 
• - 1 

2 (lr2I) 2 \µ1.l:1 µ, -µ2E2 µ2), e alocar xo em n2, caso contrário. 

Como no 

Vic. 
caso em que .l:1 = E2 usa-se, na prática, os estimadores não 

lados x -
1

' x2 , S1 e S2 para µ1
, µ2

, E1 e E2
, respectivamente. 

Observ 

fu ~ a-se portanto que as regiões de classificação são agora definidas por 

llçoes 
quadráticas. 

dilll Regras de classificação com funções quadráticas para mais que duas 

ensões 

na Podem gerar resultados incoerentes, além de não ser um processo robusto 

ausê · 

8011w. JJcia de normalidade. Já a regra de classificação linear é a mais utilizada nos 

lJor ares disponíveis. Sua estrutura é mais simples e baseada em suposições de 

lllalidad . 

.,. . 

e e igualdade das matrizes de covanancm. 

Antes d 

· · 
· ~ 

llor 
e se adotar uma regra, deve-se testar pnme1ro as supos1çoes de 

lllalidad s 
· · ~ J 1 · · 

tr. 
e. e os dados não seguem uma distnbwçao norma mu tIVanada, pode-se 

ansform -

. . 

a . a-los aproximando-os para uma distribuição normal . Depois disso testa-se 

igUaldad 

d ' d . 

e das matrizes de covariância para a escolha o meto o mais adequado: 
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linea ( r para · matnzes de c ... . . . 

covariânc . ~ ovananc1as iguais) ou quadrático (quando as m t . 

ias sao diferentes). 

a nzes de 

o · ideal é sem 'fi 

escolh .d 
pre ven icar como se comporta o método de I 'fi 

1 o. um m 

c ass1 zcação 

Parte p odo de se fazer essa verificação é dividir a amostra usand 

~ ~~1 

o~ 

desern ecer ª regra de alocação (conjunto teste) e a outra para a 1. 

Penho da r _ . . 

va 1ar o 

egra escolhlda ( con1unto de validação). 

Disc · · nmmação entre g populações 

Análise discriminante 

observação Xo, de origem desconhecida, em uma de g populações. Tais 

Populações 

e 

são independentes com vetores de médias 

ova ... 
' 

nancia i;. . -

J

. _ 
:,, J - 1, 2, .. . , g • A probabilidade a priori da população ,r_; é q; , 

-- I, 2 

, 

' ... , g, e o custo de alocar uma observação em 7rk quando na realidade ela 

múltipla é o método de classificação de uma 

e matriz de 

Perten ce a n- , 

. 

1 e C(k/j), para k, j = 1, 2 , ... , g , k :;,= J. 

A a 'I· 

S 

na 1se discriminante 

egu· 1ntes m , etodos principais. 

múltipla pode ser realizada de acordo com os 

a) Método do custo médio de classificação incorreta 

Com g pop 
1 

~ custo médio de classificar uma observação que 

Pe 
u açoes, o 

rtence 

. 

a n I , em uma das g-1 populações é dado por. 

CAfc 

g · · 

J, ~ P(2 I 1 )::(2 / I )+ P(J I I f:(3 11)+ .. -+ P(g 11 f:(g 11) ~ f./(; 11 f:(; I) . 
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0 es 

Esse cust . 

d 
O vai ocorrer com probabilidade q1 

e 7t1 Entã 
· 

0 0 cálculo do CMCJ total será: 

que é a probabilidade a priori 

esse O problema é definir as regiões de classificação R1 , R2, .... ,Rg que tornem 

custo , · 
mm,mo. Verifica-se que essas regiões de classificação são obtidas 

alocand 

g 

o-se a observação x0 na população 1tj para a qual L q,/; (x 0 ):;(J / i) é a 

l =l 
l i'} 

0 
Se todos os custos de classificação incorreta são iguais, a regra que minimiza 

CUsto m 'd· 
e 10 de classificação incorreta é a mesma que a regra da menor 

Probabilid 
. 

. 
g ( ) 

ade de classificação incorreta, ou seJa para a menor L q,/; xº · 
i=l 

'"'i 

[) Assim, essa soma será mínima quando a parcela omitida qf;(xo) é máxima. 

essa fl 

. ~ . 

. 
0 rma, a regra do mínimo custo médio de class1ficaçao incorreta com custos 

l~· 1s fica: 

alocar x 
0 Para 7rj se q

1
-½ (x 0

)> q,/;(x0
), para todo i :t J · 

Quando 7rj tem distribuição normal multivariada, considerando todos os 

custos d . 
. 

e class1ficação incorreta igua1s, tem-se: 

EJ 
(p) ) que é a mesma para as g populações, 

iminando a constante 2 
ln(2.1l' ' 

core d 

·d r 

e classificação quadrática é defiro O po 

dº() 1 

. 

J X :::: -2 lnjz;ij -; (x - µJ'i:;1(x- µJ+lnq1, J == 1,2, .... .. ,g . 
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A regra de alocação definida anteriormente é equivalente a alocar x0 na 

PopuJaç~ 
ao para a qual d1º(x 0

) é o maior. 

Uma vez que nas aplicações usa-se x1 
e s1, a regra estimada para a mínima 

Probabilid d . 
, . ~ . 

a e de classificação incorreta JJara varias populaçoes normais com 

Va . .._ 
nancia d . 

s iferentes fica : 

alocar x 
~ . ( ) º ( \ 

0 para 7tj se o escore quadrático d} (x) é o mawr dos df x , d2 x f · · · , d; (x) , 

sendo que 

Se as matrizes de covariâncias forem iguais (E1 = I2 = ..... = Eg = E) 0 escore 

de classifi ~ 
caçao quadrática se reduz a 

dº ( ) 1 
1 

J X :::-- Jn/I:,/ - ..!..x·r.-1x+ µ. 'r. -1x--µ. '.r; -1µ.1+lnq1, j=l, .. . ,g . 

2 2 
1 2 

1 

D 
d 

·ma ignorando os termos 

a mesma forma que menciona o aci , 

1 ---ln/l:/- 1 , _, 
todos os valores de j , fica então 

2 2 
x l: x que são os mesmos para 

definid 
. 

0 0 escore de classificação Jmear: 

d1(x)::: 11 ''"' -' 1 , , . 1 g 

r-1"- x- - 11 .i:; - .. . +lnq 1= , ... , · 

2,.J r'J j 

Na ' · 
- para estimar P.1, J == l , 2, .. . , g e 

pratica usa-se x, , i 2 , ... , x g 

S:::: ½1 + (n2 - 1 )s2 + ... + (ng -1),.!. como estimador de r. 

n1 +n2 +··•+ng - g 

. . .d d de classificação incorreta com 

A 
, • robabili a e 

regra estimada para a m1mma P 

lllatr · 
. 

1Zes de covariâncias iguais é dada por. 
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alocar.., "º em 1r 
..._ 

J se O escore de classificação linear JJx) é o maior dentre os escores 

d, (x), ~ (x), ... J ( ) 
~ , 1 , 

, g X , em que d (x)= x.s-1x--x.s-1x. +ln q j = 1, .. ·,g. 

J J 2 J J j 

b) U' etodo de Fisher 

No , 
tenh metodo de Fisher, não é necessária a suposição de que as g populações 

ª01 distribuição normal multivariada mas é assumido que as matrizes de 

covar1·a"n . 
, 

c,a · se1am iguais e de posto completo. 

e B 
O 

== f (µ i - µXµ i - 'ji )' a matriz da soma de quadrados entre os 

J =I 

Con ·d 
· 

si erando a combinação linear Y = 1 x com 

E(y) == E(l'x )== {µi == µiY para cada população 7tj e 

para todas as populações, 

o Ob . . 
g (µ - )2 

~etivo é ma . . '\"' Jy - µY J 

x1m1zar ~ 2 
J=I (J'y 

( extensão do caso com duas populações), 

Coll) - , 
lly :::: 1 µ, 

g (µ . - ji J g (i'µ .i - {'ji f _ ~ verifica-se que o valor 

Como L JY 
2 

Y == I - (z; 1 - - {z; 1 ' 

J =I (J'y 
p=I 

de I q 
J'RJ 

grupos ; variabilidade dentro dos 

ue maximiza -. .vn- (variabilidade entre os 

J!;J 

grupos) , 
e dado por li = ei onde e1 

Corre 
spºndentes aos s autovetores 

:s f rnin(g _ I) P]. 

~ tovalores padronizados ( ei 'r CJ = 1 ) 

sao os au 
"'i ~ "':z ~ ... ~ "'s > O onde s 

de z:-1Bo , 
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Ficam -então definidas 

11 'x - primeira função discriminante 

12 'x segunda função discriminante 

1s 'x -== s-ésima função discriminante. 

é: 

A regra d 1 . 
. . e. N 

d. . . 

e e ass,ficação baseada nas r ~ s pnmeuas J.unçoes 1scnmmantes 

alocar Xo 
em 7tj se f (,/x0 

-xJf s f (,/x0 - ik)f para todo k;t j • 

J=I 
J=I 
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A-2 e 
onceitos básic . 

os sobre diagnóstico em regressão 

Análise de d . , . 

os Possíve . 1agnost1co é uma etapa da análise de regressão em que se verifica 

ob is afastamentos das . N 
• ••• 

servaç ~ 
supos1çoes 1mc1a1s do modelo bem como 

oes extr 

, 
as 

· 
emas ( ti' ) 

íiJUste. 
ou iers que afetam desproporcionalmente os resultados do 

Os , 
metodos d d . . 

anáJise d 
e mgnóst1co tiveram início no começo dos anos J 970 com a 

e resíduo 

collforrn . 
s para detectar a presença de pontos extremos e avaliar a 

Idade entr 

. . 

ProdUz 
e os dados e o modelo asswmdo, pois se o modelo ajustado não 

um con · 

rnodeJ U unto de resíduos que parece ser razoável então algum aspecto do 

o não e t' b 
· s ª em adequado. 

F 
Ern.1975 ªª""1. d 'd ., 

. t d ' I . d 

Oi entã 
"ª Ise e resI uos Jª era parte mtegran e a ana 1se e regressão. 

individ ~ que se desenvolveram métodos para calcular a influência de observações 

Íllt7u " ~Is, Permitindo uma maior compreensão das análises de dados. Na análise de 

enc,a u 

elll ' ma pequena perturbação que produz um grande efeito deve ser levada 

conta 
no procedimento estatístico. 

Inferên · 

, · dr d d 

fon 
c1as baseadas nos estimadores de rrummos qua a os po em ser 

%~~ -

. 

co mfluenciadas por poucas observações extremas do conJunto de dados, e 

Oseq --Uenteh, 

' · · d 

dados •uente, o modelo ajustado pode refletir caractenst1cas incomuns esses 

' quand 

. 
1 d · , · 

e tod O o correto seria refletir O relacionamento globa entre to as as vanave1s 

os os d 

1 d d 'J' 

lllu ados. Se essas observações forem ignoradas, o resu ta o a ana 1se pode 

dar total 
mente. São os chamados pontos influentes. 

, Portanto, a análise de diagnóstico tem dois objetivos principais: 

Perllli . tir o reco h . 
e. ,. 1

·mportantes pela detecção de outliers, 

que 
n ecunento de 1enomenos 

P0 dern t . 
d d niunto dos dados , e 

er maior relevância do que o estu o O co 'J 

Süge · Ilr 

· · · 1 te 

ações reparadoras para o modelo ajustado imcia men . 
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São d . 

d 
uas as prmcip . , . . 

e alavanca 
a1s estat1st1cas do diagnóstico na regressão linear: o ponto 

( hi) e o resíduo ( ) d , • . 

ser expre 
r i , sen o que varias medidas de diagnóstico pode 

ssas em ti ~ 

m 

unçao dessas duas estatísticas. 

Pontos de alav 
anca e resíduos 

Considera -se O modelo de regressão linear: 

Y, === /Ji +/J. X 
1 2 21 + · · · + /J X + e i = 1 · .. n 

ond 
P p1 , 

, , 

e os e 
co"" 1 

o vanave1s aleatonas independentes, normalmente distribuídas 

rros e· 's sa~ ., . , . . 

''! rn 'd· e ia zero e . A 

i 

vanancia constante (í . 

SirnpJifi icando a notação para y = XP+ e ( onde y, P e e são vetores e X é 

lllatriz) 
Varfi.) 0 eSfimador de máxima verossimilhança para P é: P = (X' xf X' y, 

\P ::::: a2(x 'x)-1 . 

Nap . 
revisão: y = x p 

y=X(X'X)-1X'y = Hy 

entã o lI - X(X ) 

,_ . " 1 

Cha , - 'X _, X' é denominada "matriz /,ai" porque Hy ~ y ou seJa, co oca 

Peu" no 
. . . 

2 == 

y. Essa matnz é simétnca e 1dempotente ( H H). 

O resíduo d d ·tc tre O valor observado e o valor ajustado 

Par . , que me e a 1 erença en 

a a 1 , · -es1 

1 2 

rna observação é dado por 'i = Y, - Y, , i = ' ' .. . , n · 

Matricial mente , 

r :::::y- ~ - ,_ X(X'X)-1Xy==r1-H]y e 

Y - y - X/J = y -
lj 

Var(r )= (I - H) Var(y) (1-H)' . 
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de rn. 

Como11 , .d 
e I empotente 

' 

Var(r ) == o-2(I - H) 

Var(,i)== a2(l - h11 ) 

Cov('i , l'_; )== - a 2h!i , 

li 

Como Y == Hy então Y, == hily, + L h!iy1 
, 

/# 
J=l 

(A-2. 1) 

Odo que h .. 
IJ 

e)(ercida 
Poryi em 

mede a influência exercida por Y.i em Y, e hii mede a influência 

Y, . 

Devido a fl 0 ato que HH = H prova-se que se k · = O 

llà 

' 
JJ 

o é afetado 
por Y ) e se h .. = 1 y" = v . 

li , i / 1 · 

então y, = O, 'í/ Yi ( y, 

Para Val 

. . " . 

0 " 1 
ores altos de h ii na expressão A-2.1 predomma a influencia de Yi sobre 

a or · 
a1ustado y~ · · · h 

d 'd d infl " . d . 

ob 
, , por 1sso ut1l12a-se ii como uma me 1 a e uenc1a a 1-ésima 

servação sobre , . . O r. . d . , . 

Pro 
o propno valor aJustado. ei.e1to o 1-es1mo caso na regressão é 

vaveJ 
Yj . mente maior se hii é alto, mas sua importância é incerta, pois depende dos 

Porta 
co nto o elemento h"=x;(x'xt'xi desempenha um papel importante na 

llstruçã , . 
0 de tecnicas de diagnóstico. 

Pont 
t os com hii "alto" são chamados pontos de alavancagem (high leverage) por 

er Ull] 

de . Peso desproporcional no próprio valor ajustado; geralmente destoam dos 

ll1a1s em 1 
Pod a guma coordenada, trazendo o plano de regressão em sua direção, o que 

e ou n~ . 
ao distorcer algumas estimativas. 

Existem critérios para considerar que O ponto é de aJavancagem. Como H é 
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idem 
Pütente isso . 1 · 

,, 

' unp ica que posto (H) = traço (H) = L h11 = p e o valor médio de 

l=l 

- th11 
h ::::: l : J p 

-;;- ::::: - • Considera-se então como de alavanca aqueles pontos onde h · 

n 

11 

é llla . 
Iorque d 

- 2 

uas vezes a sua média, ou seja h
11 

:?: 2h ou hu :?: _f!_ 
n 

Em res 
se , umo, a análise de H ( que não depende de y ), pode revelar pontos 

ns1veis 
· ' nos quais um valor discrepante em y pode ter um grande impacto no 

élJUste. 

Medida d . 
e influência 

Ob Os métodos mais comuns para se detectar ínfluência eliminam uma 

servação d . 
0 co~unto de dados de cada vez. 

SeJam P(i) o estimador de I} calculado sem a observação i 

X<i> a matriz (n-1) x p obtida excluindo-se ai-ésima linha de X 

íi(i) = (x~0x<1> J-1 x~0 }'<;> . 

Utilizar 
O Probl , 

d. ~ · tre p- e p- <,·>· Uma possibilidade seria 

ema e quantificar a 1stanc1a en 

D1 ::::: ~ - Xíic0 ) (xíi- xíi<o) 
p.s2 

sendo que s2 , 
. 'd , s o aiuste do modelo. 

e o quadrado méd10 do res1 uo apo 'J 
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Assun SUr 
. 

ge ª medida D-Cook ( distância de Cook): 

D, ::: U_<1))' (X'X)~ - p(i)) . 
2 

, 1= 1,2, .. . , n 

ps 

que talllbém 
Pode ser escrita em função das estatísticas hi e ri como 

(A-2.2) 

D,===--d- hul 

( )

2 

s~ 1-h" p . 

Observ 
a-se que D· ' 

h t1 ~ 1 d · 

Po 
e crescente em ri e ii , r; re ete 1a ta e aJuste no 

nto i h 
1 

h ' ii reflete a posição de Xi com relação a x e Di alto é devido a /'í / alto ou 

ii alto ou 
ambos 

Peqh No entanto, a distância Di pode não ser adequada quando ri for grande e hii 

"eno p 
DFFJTs. . or _esse motivo, Belsley, Kuh e Welsch (1980) propuseram a medida 

uni 
1 

' mais apropriada para medir influência nas estimativas dos coeficientes de 

Ponto ab 
errante com hii pequeno. Sua expressão é 

l 

DFF1rs _ /til ( h" J2 

, -s(l)./(1-hu) 1-h" i = l,2, ... , n 

(A-2.3) 

emqu 2 

b ~ • 

e s (i) é o quadrado médio do resíduo sem a o servaçao 1 • 
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l\p~ 
endice B 

Der,ni ~ 
Çoes, resultados e cálculos 

ll .. 1 D efin· ... 
•çao de Ordem 

Se {anJ,,?.1 e {b 1 
11 11?.I 

Q 
1,::::: O(b ) 

n (a , 
n e de ordem 

são seqüências de números reais, então 

b,) se /('/ é limitada para n ➔ "' , ou seja, 

se e . 
)(Jstir u.rn , 

f I 
nu.mero m > O e um inteiro no = no (m) , tal que a,, 5 m, 'í/ n:::: n0

. 

b" 

11..2 
Distr·b • 

1 u1ção quiquadrado não central 

& y 

'd. 

Cov . tem distribuição normal p-variada com me 1a µ e matriz de 

ªrzância i; 

, 1 
d. ·b · ~ · 

llà:o 
· Y ~ Mp ( µ , i;) , então y i;; - y tem 1str1 wçao quzquadrado 

centrai e 

~ 1 ·d , - 1 

orn p graus de liberdade, e parâmetro de nao centra 1 ade µ l: µ . 
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8 .. 3 
.. Resultado 

Se X tem distr1'b . ~ N 1 . ,J- d 'd. . d . 

X, " 
mçao orma p-vanawi e me 1a µ e matnz e covanância 

<'\ ~ N. 
a'" P ( µ , 1: ), então qualquer combinação linear das variáveis 

"-::::a X 
, 

1 1 + a 2X2 + · · · + aP X é distribuída como normal univariada de média 

a 
p 

I! eva ·" 
nancia a '.ta 

Também · 
· · 

d 

t 
, se a X é distribuída como N ( a µ , a !:a ) para to o a, então X 

elll distr .b 
1 uição llp ( µ' 1:). 

11 .. 4 
.. Resultado 

Se X N. 

~::::J' ~ P (µ, 1:) e 

z "' N (O, J'.t I) . 

z = x _ µ ~ Np (O, 1:) , devido ao Resultado B-3, 

Dessa forma , ~ N(0,1) e 

, E-;--- =1 
Assim ( t/J

2 
) 

J .t J , 
Mediana (,Ç,f o,455 , 

p( t/)2 : ) 

1tJ $ 0,455) = 0,5 e 

Bntão 
a , ' E(t/J2)== J'.t J , Mediana (t/J 2 )== 0,455 {J; l ' ou seja, 

llledia de t/J 2 é . 
d. rtanto ..1 2 tem assimetria positiva. 

maior que a me iana e po , 'f' 

Com0 con .. " . - w A2 ,,1 2 tem assimetria negativa e como w1L\
2 

é 

sequencia, 1 Ll y, P 

consta 

. . . 

nte e 2 A d. , . , . 
i(. . ,12) terá assimetna negativa. 

uy, P e s1metnca, então .x, 
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B-5 

As fórmulas a seguir , apresentadas no Apêndice A de Fung (1 995-a), foram 

utilizadas para os cálculos de i;1> (x1 - x1(1) ) , i;,> (x
1 

- x2 ) e G2
. 

1~ == e{,- .1;s -JZ;z.)~ - hS -
1

~) sendo que 

6- --~ 
~ - 1 n- 2} 

n -3 
C =-­

.n - 2 ~ 

~1):::: n-3( ~· ( b - 1 -x - x )']' 

;;::=-2 s-1(x - x )- 1 s -l(x -X) . I- 2 s (xJj - xl xli 1 

1 2 --1 
li 1 1 + bd. 

rli-
I 
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:::: n-3 

---­n-2 
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(B-5.1) 



B-s.2 Cálculo de " 1· 1v - ) 
c1)\X1 -Xz 

-- D2 b rp . ,1, _ 
bd; ,P; 

:::::n-3( M ,.. 2" ) 

n-2 - I 
__!!.-+ 

2 

l+hdf- n,-1 ~ 
(B-5 .2) 

147 



--
B-s.J Cálculo de G 2 : 
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B-6 

a ex iressões presentes em (2.30), verificou-se que 

i 

Ser ' d a emonstrado a seguir que B 1 , B2 e V são fünçõ 

d,2 e " </), . 

da e tati tica básicas 

e doe, 
alculo B-5.2 do Apêndice B , tem-se que 

eni que e . ~ B-5 do Apêndice B . 

' li, b e h estão defimdos na Seçao 
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B-6.2 Cálculo de A _ í (- - ) 2 - (l) X1 - X1(I) 

Devid ' 0 ª expressão (B-5 .1), 

n - 3 1 [,.. 1 2
] 1 =-- t/J __ d __.-: 

n - 2 n
1 
-1 ; n

1 
-1 ; 1 + bd;

2 

llaex press~ ao de V, segue que 
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Substit · ~ umdo I po s-1 ( - - ) - ' ' · ' l 1 bt ' r x
1 

- x
2 

e Zi por x
1
i - x

1 
e apos vanos ca cu os o em-se: 
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(B-6.3) 

B-7 

Usando os fatos presentes em Fung (1996-b) 

S_, "s-' .rs-' •s-') 
(i) = a~ - J; zi z, 

em que 
n - 1 

a = --
n 
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B-8 - Medida de divergencia de Kullback-Leibler 

Na Seção 2.5.2, a medida de divergência de Kullback-Leibler (1951) foi 

utilizada para determinar pontos influentes no modelo de regressão logística . É uma 

medida de distância entre duas populações, definida do seguinte modo : 

se fi eh são funções densidade de probabilidade e E Jj é a esperança com 

respeito às densidades fj , j = 1,2 , têm-se : 

a) as divergências direcionadas 

1(/i ,/, )= Eh ln(~ J e 

I(/, ,J;) = Er, 1n(J, J . 

b) a divergência entre /i eh 

J(fi ,J; ) = 1(/i ,/2 )+ 1(/2 ,/i ). 

Verifica-se que essas medidas são bem definidas e não negativas, sendo 

nulas apenas quando fi =.h . 

Além disso, se Ji eh são densidades de vetores aleatórios com distribuição 

NP ( µj , ~j ) com ~j positiva definida, j = 1,2, respectivamente, 

em que /:r. 11:;1 
/ representa o determinante da matriz l: 1 :r.;1 

. 
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Resultado 8.1 (Graybill (1976)) 

Se X é um vetor aleatório com E(X) = µ , Var(X) = L e A é uma matriz 

simétrica então E(X'AX)= tr(AI:)+ µ'Aµ. 

Resultado 8.2 

Sejam fi e fi densidades de vetores aleatórios com distribuição normal p­

variada com média µ1 e matriz de covariância LJ , positiva definida, j = 1, 2. Nessas 

condições, a divergência de Kullback-Leibler entrefi efi, I (/J ,fi) é tal que 

Prova: 

Sejamfj a densidade Np (µ1 , l:1 ) e fi a densidade Np (µ2 , L2 ), de modo que 

ln J; ((y)) = - p !n(2Jr )-1-tn/I: 1 /-l_(y - µ 1 )' l:~1 (y - µ 1 )+ p ln(2Jr )+ 1-tn/I:2 
/ + 

J; y 2 2 2 
2 2 

+ ~ (y - µ2 )' i:;1 (y - µ2) 
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De acordo com a definição, 1 (li , f, ) = E 1, ln(;, ) e portanto, tomando 

esperança com respeito àjj, 

Como, sob jj, Y ~ Np (µ1 , l:1 ) , então ( Y- µ1) ~ Np (O , l:1 ) e 

( Y- µ2) ~ Np (µ1 _ µ2 , 1:1 ) e assim, devido ao Resultado 8.1, 

Portanto, 

E 1, ( ln ;, ) = ~ In/I:,I:;' / + ~ k11, - Jl, )' :i:; 
1 (111 - 11,) + tr(I:;' I: 1 ) - p J 

Como 1:1 e 1:2 são simétricas de mesma ordem, tr(z:;11:1 )= tr(z:
1
1:;1 ) então 
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B-9 

Sejam li e h duas distribuições de Bernoulli: 

J;(y )= p{ (l - Pity 

f2 (y) = p{ (l- P2 Y-Y 

e 

No cálculo da medida de influência para regressão logística, as divergências 

direcionadas de Kullback-Leibler ficam 

e 

Substituindo P1 por Pk e P2 por Pku>, a medida sugerida por Johnson 

(1 985) é 

Calculando apenas J(j{ , fJ{u> ), 

157 



B-10 

Calculando o termo 
k(í - Í(i) )' S Í I I 6 d 
__:..-..cc...-- , têm-se do Cá cu o B- .3 o Apêndice B que 

D2 

então 
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== (x1 -xz)'s-1ss-1(x1 -xJ- c(x1 -xJ's -1ss-1(:x1 -x2)+ 

+c(xl - x2)'s -I.t;(xu -x1Xxu -x.)'s-Iss-1(x1 - x2)+ ch(xli - xl)'s-1ss-1(:x1 - x2)­

-ch(xli -xl)'s-1,t;(xli -x1Xxli -xl)'s-1ss-1(i1 -x2) 

Multiplicando por k e dividindo por D2 segue que 

k(i - Í(i) )' S Í = k _ kc + kcJ/ J; + kch;i - kchd/ ; ;J; 

D2 
D2 

Do Cálculo B-6.2 do Apêndice B 

Í~;> (x10> - x1 ) = - eh~ ; - hd;
2 k; = - chJ; ~ i - hd/ ) 

2 2 2b 

~ 

Portanto Bi é função de t/1, e d/ . 
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B-11 

Tem-se que 

Devido ao cálculo da Seção B-6.3 do Apêndice B, 

1 
e como g ---

1 - l+bd
1
2 ' 

= D
2 + ( f _;;,_ + ~(; J[ 2J1 +( f;;, _ + hJ; Jcd2

] 

(n-2)2 e J;'f, b n -2 J;'f, b 
1 

2 A2 A 2 

= D + 2cf, t/J, + c2 , 2;;, 2d 2 + c21, 2J. d 2 !!_ + 2c(/J,f,h + c21,2 J. !!_d .2 + c2J,2d2(!!_) 
(n -

2
)2 n-

2 
1 1 'f, , , 'f , , b (n - 2)b , 'f , b , , , b 
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= D2 2cJ;J, (h ;. ) 2 -r2d2
(;. h)

2 

( 

\2 + + V'1 + e 1 1 1 V'; + · 

n - 21 
n-2 b b 

Da expressão (B-1 O .1) do Apêndice B tem-se que 

Portanto 

Voltando a V, e subtraindo o segundo termo do primeiro : 



Apêndice C 

Programas no S-plus 

As medidas de diagnóstico estudadas foram ca1culadas computacionalmente 

utilizando o software S-plus ( Venables e Ripley (1994); Krause e Olson (2002) ). 

Os dados utilizados (RAE-CEA-9415) encontram-se na Tabela C. l e 

Tabela C.2 . 

Tabela C. l - Conjunto de dados referente ao grupo 1. 

grupo 
comprimento comprimento comprimento comprimento do 

total (mm) da cauda (mm) do pé (mm) pelo do dorso (mm) 

1 324 193 26 12 

l 337 186 25 11 

1 370 170 28 15 

1 250 148 20 9 

l 261 155 20 10 

1 290 165 23 9 

1 267 154 20 8 

l 155 57 17 4 

1 374 220 30 8 

1 355 205 27 14 

1 378 207 28 15 

l 340 193 26 12 

l 508 295 38 10 
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Tabela C.2 - Conjunto de dados referente ao grupo 2. 

grupo 
comprimento comprimento comprimento comprimento do 

total mm dacauda mm do é mm elo do dorso mm 

2 177 81 25 7 

2 175 77 25 12 

2 195 87 25 7 

2 202 80 25 6 

2 205 88 26 9 

2 130 55 23 7 

2 212 89 24 8 

2 191 81 24 5 

2 175 90 21 7 

2 250 87 25 8 

2 180 85 25 9 

2 175 80 25 12 

2 200 90 27 9 

2 155 53 20 7 

2 200 80 24 9 

2 140 46 17 6 

2 192 88 25 10 

2 223 114 33 11 

2 177 81 24 10 

2 193 83 31 12 

2 320 162 38 11 

2 235 121 34 12 

2 184 88 26 10 

2 143 51 20 6 

2 221 123 34 12 

2 180 79 25 11 

2 294 137 37 12 

2 137 57 21 6 

2 195 92 25 16 

2 155 53 20 7 

2 131 51 19 7 

2 196 89 26 11 

2 277 120 37 12 

2 139 50 20 7 

2 197 92 25 11 

2 206 98 25 10 

2 132 47 20 8 

2 187 100 21 11 

2 202 92 26 11 

2 180 87 25 10 

2 193 100 20 10 

2 224 102 28 8 

2 215 100 29 11 

2 197 97 24 10 

2 141 49 20 9 

2 257 120 31 12 

2 194 85 21 10 

2 215 100 29 11 

2 186 85 26 1 1 
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grupo 
comprimento comprimento comprimento comprimento do 

total (mm) da cauda (mm) do pé (mm) pelo do dorso (mm) 

2 289 153 39 13 

2 204 90 25 li 

2 230 105 28 13 

2 281 145 37 10 

2 200 90 28 9 

2 205 95 27 11 

2 185 85 25 10 

2 200 94 24 11 

2 226 102 28 12 

2 136 49 21 7 

2 254 132 36 12 

2 180 100 24 13 

2 250 111 29 11 

2 204 97 25 11 

2 202 90 26 12 

2 142 50 20 8 

2 196 107 21 10 

2 199 92 24 10 

2 181 82 24 10 

2 238 109 29 10 

2 150 55 20 9 

2 182 82 24 10 

2 181 102 21 11 

2 145 51 20 7 

2 130 46 19 8 

Inicialmente o programa lê o conjunto de dados e obtém as estatísticas 

resumo para cada grupo, bem como a matriz de covariância ponderada. 

attach (DADOS) #lê o conjunto de dados# 

dados<-DADOS( , -1] #dados recebe o conj de dados sem a coluna com o grupo # 

n<-88 #numero total de observações# 

nl<-13 #numero de observações de cada grupo# 

n2<-75 

dadosl<-dados[l : 13 , J 

dados2<-dados(14 : 88 , ] 

#separa o conj de dados em grupos# 

medial<-array(0 , 4) #porque s~o 4 variáveis p = 4 # 

for(i in 1 : 4) {medial[i]<-mean(dadosl[,i])) 

medial 

#define o vetor de médias do grupo 1# 
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media2 <-array(0 , 4) 

for(i in 1:4) {media2 [i] <-mean(dados2[ ,i]) J 

media2 

difm<-medial-media2 #define o vetor da diferença das médias# 

mcov<-((nl-l)*var(dadosl)+( n2-l)*var(dados2))/(n- 2) 

#define a matri z de covariância ponderada# 

mcovinv<- solve (mcov) # inversa da matriz de covariância# 

Para verificar a igualdade das matrizes de covariâncias de cada grupo 

procedeu-se ao teste de homogeneidade de variâncias (Morrison (1976, p.252)): 

k< - 2 #número de grupos # 

library(Matrix) 

ldmcovaux<- det.Matrix(mcov) 

ldmcov<-ldmcovaux$modulus[l]*ldmcovaux$sign 

ldmcovlaux<- det.Matrix (var (dadosl)) 

ldmcovl<-ldmcovlaux$modulus[l]*ldmcovlaux$sign 

ldmcov2aux< - det.Matrix(var(dados2)) 

ldmcov2<-ldmcov2aux$modulus [l] *ldmcov2aux$sign 

M<-(n-k) * ldmcov- ((nl-1)* 

ldmcovl+(n2-l) *ldmcov2) 

P <-4 #número de variáveis# 

Clauxl<-(2*pA2+3*p-l)/(6*(p+l)*(k-l)) 

Claux2 <-(l/(nl-1)) +(1/(n2-1))-(l/(n-k)) 

Claux<-Cl a uxl*Claux2 

Cl<-1-Claux 

M*Cl 

gl <- 0 . S*(k- l)*p*(p+l) 

qchisq(0.95 , gl) 

Como M*Cl é muito maior que o valor crítico do quiquadrado 

rejeita-se a hipótese de que as variâncias são iguais. 
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• Cálculo da estatística $i : 

medialrep<-matrix (me dial,nl , 4,byr ow=T) #ma t r i z c/ mé di a do grupo 1 nl vezes # 

me d i a 2rep<-matrix (media2 , n 2 , 4 , byrow=T) 

dadosd i fl <-dadosl - me dialre p #dife renç a e ntre a s obs e a mé dia de seu 

grupo# 

d adosdif2<-da dos2 -me di a2 r e p 

dad osdifltrans p <-t(dadosdifl) 

dadosdif2transp<-t(dadosdif2) 

fil <-difm%*%mcovinv%*%dadosdifltrans p 

fi 2<-difm%*%mcovinv%*%dadosdif2transp 

par(mfrow=c(l , 2 )) 

#cá l c ul o de fi para o grupo 1# 

plo t( x=l : nl , fil , type="h", xlab= " numero da observação (grupo l) ", 

ylab=" fil ", x lim=c(l,nl ) ) 

plot( x=l:n2, fi2 , type="h", x lab= "numero da observação (grupo 2) ", 

ylab= " fi 2 ", x lim=c(l,n2 ) ) 

• Cálculo da estatística cl-i : 

dil<-matrix (O,nl,l ) #calculo da medi da di para o grupo 1# 

f o r (i in l : nl ) 

dil[ i , J <-dados di f l [ i ,) %*%mcovinv%*%dadosdifltransp[ , i ) 

di 2<-ma trix( O, n 2 , l ) #calculo da medida di para o grupo 2# 

fo r (i in 1 : n2 ) 

di 2 [i,) <- dadosdi f 2 [i , ) %*%mcovinv%*%dadosdif2transp[ , i) 

p a r(mfrow=c( l, 2)) 

plot( x=l:n l , d il , type= "h ", x lab= " numero da obse r va ç ã o (grupo l ) " , 

y l ab= "di l ", xl im=c(l ,nl)) 

plot( x=l :n2 , di 2 , type= "h ", x lab= " numero da obs e rvaç ã o (grupo 2) " , 

ylab= " di2 " , xlim=c(l , n2 ) ) 
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• Cálculo da medida LOQRG (Capítulo 5) utilizada quando as matrizes de 

covariâncias não são iguais : 

difmlinha<-matrix(difm, 4 , 1) #inverte vetor difm# 

delta2<- di fm%*%mcovinv%*%difmlinha #calcula distânc ia de Mahalanobis# 

delta<- sqrt(delta2) #calcula raiz quadrada da dist de Mahalanobis# 

wl <-nl/n 
w2 <-n2/n 

#proporçao de obs do grupo 1 em relação a todas obs# 

sigmali nv<- solve(var(dadosl)) 

sigma2i nv <- solve(var(dados2)) 

medialsemi <-matrix(O , nl , 4) 

# 

#calcula a media do grupo 1 sem a observação i 

for ( i in 1 : nl) 

medialsemi[i ,J <-medial - (dadosdifl[i , J/(nl-1)) 

media2semi<-matrix( O, n2, 4) 

# 

#cal cula a media do grupo 2 sem a obser vação i 

for ( i in 1 : n2) 

media2semi [i , J <-media2-(dadosdif2[i , )/(n2-1)) 

a<-(n-1)/n 

mcovinvsemil<-array( c(O) , dim=c( 4, 4, nl)) #calcula a matriz de covariância 

sem a obs i para o grupo 1# 

f or ( i in 1: nl ) 

mcovinvsemil[ ,, i)<-a*(mcovinv­

(ffil[i)*mcovinv%*%dadosdifltransp[,i) %*%dadosdifl[i , ] %*%mcovinv)) 

mcovi nvsemi 2<-array (c(O) , dim=c(4,4,n2)) #calcula a matriz de covariância 

sem a obs i para o grupo 2# 

for ( i in 1 : n2) 

mcovinvsemi2[ ,, i] <-a* (mcovinv­

(ffi2[i]*mcovinv%*%dadosdif2transp[,i] %*%dadosdif2[i , ] %*%mcovinv)) 

ldmcovl 
ldmcov2 

dadosltransp<- t(dadosl) 

dadoslsemi<-array(c(O) , dim=c(4 , (nl -1 ) , nl) ) 

for(i in 1 : nl) 

dadoslsemi[ ,, i]<-dadosltransp[ ,-i) 

dadoslsemit<-array(c (O) , dim=c((nl-1) , 4,nl)) 

for(i in l : nl) 

dadoslsernit[ ,, i]<-t(dadoslsemi[,,i] ) 
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dados 2transp<-t(dados2) 

dados2 · f semi<-array(c(O), dim=c(4, (n2-1) , n2)) 

or(i in 1:n2) 
dados2s · [ · • emi ,, i) <-dados2transp[,-i) 

~ados 2semit<-array(c(O), dim=c((n2-1) , 4,n2)) 

or(i in 1 :n2) 
dados2semit[ ,, i) <-t(dados2semi[,,i)) 

mcovsemil <-array(c(O),dim=c(4,4,nl)) 

for ( i in 1:nl) 
mcovsemil[,,i) <-var(dadoslsemit[ ,, il) 

1· ibrary(Matrix) 
logdsigmalsemi<-array(O ,nl ) 

logdsigmalsemi 
for(i in 1:nl) { 
auxiliarl<- det.Matrix(mcovsemil[,,i)) 

logdsigmalsemi[i) <-auxiliar1$modulus [l) *auxiliarl$sign 

#monta um vetor com os valores dos log-determinantes sem a observ ido grupo 
} 

1# 

mcovsemi2<-array(c(O),dim=c(4,4,n2)) 

for ( i in 1:n2) 
mcovsemi2[,,i) <-var(dados2semit[,,il) 

mcovsemi2 

logdsigrna2serni <-array(O,n2) 

logdsigma2semi 
for ( i in 1: n2) { 
auxiliar2 <- det.Matri x (mcovsemi 2 [, , i)) 

logdsigrna2semi[iJ <-auxi liar2$modulus [l) *auxi l ia r 2$sign 

} 

rnedialsemirep<-array( c (O) , dim=c (nl,4,nl )) 

f or (i in l:nl) rnedialsemirep[,,iJ <-matr ix (rnedialsemi[i ,l, nl , 4 , bYrow=T) #matri z e / média do 

grupo 1 sem o i nl ve zes# 

media2sernirep<-array( c (O ) ,dim=c(n2, 4,n2)) 

f or (i in l:n2 ) medi a 2s ernirep[ ,, iJ <-matr ix(media 2semi[i , J , n2 , 4, byrow=T) #matri z e / méd i a do 

grupo 2 sem o i n2 vezes# 

dadosd i flserni <-arra y (c(O) ,dim=c(nl , 4 , nl) ) 

fo r (i i n 1:nl ) 
dadosdiflsemi [,, iJ <- dado s l - medialsemirep[, , i) 

dadosdiflsemit<- array (c (O) , dim=c( 4, nl , nl)) 

f or (i i n l:nl) 
dadosdiflsemit[ ,, iJ <- t (dadosdif l semi [ ,, i)) 

dadosdif2serni <- array (c(O) , d i m=c( n2 , 4,n2)) 

fo r (i in 1 : n2) 
dados d if2 serni[ , , iJ<- dados2 - media2sernirep[ , , i) 

dados dif2semit< - array(c(O) , dim=c(4 , n2 , n2) ) 
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for (i in 1 : n2) 

dadosdif2semit[ ,, i)<-t(dadosdif2semi[ ,, i)) 

auxlgrupol<-matrix(0 , nl , 1) 

for (i in 1 : nl) 

auxlgrupol[i , )<- - ldmcovl-dadosdifl[i , ) %*%sigmalinv%*%dadosdifltransp[ , i) 

auxlgrupo2<-matrix(0 , n2 , 1) 

for (i in 1 : n2) 

auxlgrupo2[i , )< - -ldmcov2-dadosdif2[i , ) %*%sigma2inv%*%dadosdif2transp[,i) 

aux2grupol<-array(c(0) , dim=c(nl , 1 , nl)) 

for (i in 1 : nl) ( for (j in 1 : nl) aux2grupol[j ,, i)<- logdsigmalsemi[i]+ 

dadosdiflsemi[j ,, i ] %*%mcovinvsemil[ ,, i] %*% dadosdiflsemit[ , j,i) J 

aux2grupo2<- array(c(0) , dim=c(n2 , 1 , n2)) 

for (i in 1 :n2) ( for (j in 1 : n2) aux2grupo2 [j ,, i]<- logdsigma2semi[i]+ 

dadosdif2semi[j ,, i) %*%mcovinvsemi2[ ,, i) %*% dadosdif2semit[ , j , i] ) 

loqrgl<-matrix(0 , nl , 1) 

for (i in 1 : nl) loqrgl[i , J<-

1/(4*nl)*((sum(auxlgrupol)+sum(aux2grupol[ ,, i])) A2) 

loqrg2<-matrix(0 , n2 , 1) 

for (i in 1 : n2) loqrg2 [i , J<-

1/(4*n2)*((sum(auxlgrupo2)+sum(aux2grupo2[ ,, i))) A2) 

par(mfrow=c(l , 2)) 

plot(x=l : nl , loqrgl , type="h", xlab= "numero da observaç~o (grupo 1) " , 

ylab="LOQRGl ", xlim=c(l , nl)) 

plot(x=l : n2 , loqrg2 , type="h", xlab="numero da observaçí!io (grupo 2)" , 

ylab="LOQRG2 ", xlim=c(l , n2)) 
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• Cãlculo da medida Bayesiana LORAM (Capítulo 3): 

dadostransp<- cbind(dadosltransp,dado s 2transp) 

oy <-matrix (O , n , 1) #cal c ul a p rimeira parte do o( y ) # 

f o r ( i in 1:n) 

oy[i , J <-difm%*%mcovinv%*%dadostransp [, i ] 

mediale2 <-matrix (medial+media 2 , 4,1 ) #c al c ul a s e gunda parte do o(y) # 

mediale2 

c te <- 0 . 5 *difm%*%mcovinv %*%mediale2 

lnodey<-matrix (O , n , 1) 

f or(i in 1:n) 

lnodey[i,J <- oy[i ,J-c te #c al c ula o l og-odds da s obs do gr upo 1# 

difmsemil <-matrix (O,nl,4) 

for (i in 1:nl) 

difmsemil[i , J <-me dial s emi [ i ,J-med i a2 

difmsemi 2< -ma t ri x(O , n2 , 4) 

f o r (i in 1:n2) 

difms emi2[i,J <-me d ia2semi[i , J - medial 

oys emil <-array (c (O),di m=c{ n,1,n l)) #c alcula prime ira parte d o o {y) sem obs 

i g r upo 1# 

for ( i in 1 : nl) ( for (j i n 1 : n) 

oys emi l[ j ,, i ] <- di f msemil[i , ] %*%mc ovinv semil[ ,, i] %*%dad ostransp[ , j ]J 

oysemi2 <-array (c(O) , dim=c (n , 1 , n2)) #c al c ula pri me ira parte do o( y) sem obs 

i grupo 2# 

fo r ( i i n 1 : n2) {for ( j in 1 : n ) 

o ysemi 2 [ j ,, i] <- difmsemi 2 [i , ] %*%mcovi nvsemi 2[ ,, i ] %*%dados tra nsp[ , j ]) 

aux3 <-matrix(O , nl , 4 ) 

f o r (i in 1 :n l ) 

aux3[i , J <- med i als e mi [ i ] +media2 

aux3t<- t (a ux3) 

aux4 <- matrix (O, n 2 , 4 ) 

f o r ( i in 1 : n 2) 

a u x 4[ i , J <-med i a 2semi[i]+medial 

a ux 4t<- t( aux 4 ) 

ctesemil< -ma t r ix(O , nl , 1) 

f o r ( i i n 1 : nl) 

ctes emil[i , ]<- 0 . S*difmsemil[i , ]•* mcovinvsemil[ ,, i] * aux3t[ , i] 

ctesemi2<-matrix(O , n2 , 1) 

for (i in 1 : n2) 

e esemi2[i , J<-0 . 5 difmsemi 2[i , ] * mcovinvsemi2[ ,, i] * aux4 [ , i) 

lnodeysemil<- array(c{O) , dim=c{n , l , nl)) 
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for(i in 1 : nl) {for (j in 1 : n) 

lnodeysemil[j ,, i] <-oysemil[j ,, i]-ctesemil[i]J #cal c ula o log-odds da obs 

semi grupo 1# 

lnodeysemi2<- array(c(0) , d i m=c(n , 1 , n2)) 

for(i in 1 :n2) { for (j in 1 : n) 

lnodeysemi2[j ,, i] <-oysemi2[j ,, i] - ctesemi2[i] ) #calcula o log-odds da obs 

semi grupo 2# 

lnodeysemilgl<-matrix(0 , nl , 1) 

for ( i in 1 : nl) 

lnodeysemilgl[i ,] <-sum(lnodeysemil[ , ,i]) 

lnodeysemi 2g2< - matrix(0 , n2 , 1) 

for ( i i n 1 :n2) 

lnodeysemi2g2[i , ] <-sum(lnodeysemi2[ , ,i]) 

LORAMl<- matrix(0 , nl , 1) 

for ( i in 1: nl) 

LORAMl[i , J <-1/n*(sum(lnodey)-lnodeysemilgl[i,)) 

LORAM2 <- matrix(0 , n2 , 1) 

for (i in 1 :n2) 

LORAM2[i , ) <- 1/n*(sum(lnodey) - lnodeysemi2g2[i]) 

par(mfrow=c(l , 2)) 

plo t( x=l : nl , LORAMl,type=" h ", xlab=" numero da observação (grupo l) " , 

ylab= "LORAMl ", x lim=c(l , nl),ylim=c(-450 , 0)) 

plot(x=l : n2 , LORAM2 , type= " h", xlab= " nume ro da observação (grupo 2) " , 

ylab=" LORAM2 ", x lim=c(l ,n2)) 
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• Cálculo de medida de influência para ô 
2 (Capítulo 2): 

infludeltal<-matrix (O , nl , 1) 

f o r (i in 1 :nl) 
influde l tal[i , J <-wl*de lta2+2*(fil[i])-wl*(fi l [i] A2 ) 

#influenc ia para delta do grupo 1# 

infludelta2 <-matrix(O , n 2 , l) 

for (i in 1 :n2) 
infludelta2[i , ] <-w2*delta2+ 2*(fi2(i])-w2*(fi2[i] A2) 

#influencia para delta do grupo 2# 

par(mfrow=c (l, 2 )) 

#c al c u l a f unção de# 

#cal c ula funç ã o de# 

plot( x=l : nl , influde ltal , type= "h ", xl ab= " numero da ob s erv a ção (grupo l ) " , 

ylab= " f.influencia ", x lim=c (l ,nl) ) 

plo t( x=l :n2 , infludelta2 , type= "h ", x lab="numero da ob servação (grupo 2 ) " , 

ylab= " f. influe nc ia ", x l i m=c (l , n2)) 

• Cálculo da medida l 111
(x;ô2

) (Capítulo 2): 

Iml <-matrix( O, n l , l) 

fo r (i i n l : nl ) 
I ml [ i , ]< -wl*((fil[i]-l/wl)A2) #calcula o Im de Campbell para o grupo 1# 

I m2<- matrix(O ,n2 , l) 

fo r (i i n l:n2) 
I m2 [ i , ]<-w2*((fi2[i]-l/w2)A2) #calcula o Im de Campbell para o grupo 2# 

par(mfrow=c(l , 2)) 

plot(x=l : nl , Iml , type=" h ", xlab= " numero da observação (grupo l) " , 

ylab=" Im", xlim=c(l , nl)) 

plot(x=l : n2 , Im2 , type= " h ", xlab= " numero da observação (grupo 2) " , 

y l ab= " I m", xlim=c(l ,n2)) 
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---

• Cálculo de medida DPCI : 

Pci norm( - 1/ 2* de l ta , 0, 1) #calcula a PC!# 
PCi<- d 

dp . c1aprox l for 
1 
. . <- ma tr ix (O nl 1) 
l l n 1 , , 

dpc • : nl) 
l aproxl [ . l 
((fil . , , <·( pci /(4 ' de lta • ( (n1 · 1) "2) ))'(( 1•Wl'fi l( i ] ) "2 • (dil[ i ] · 

[l ] " 2) /delta2)) + (1/4) * (fil (i] " 2)) 

dp . 
f o~1ª

1
~r~x2<-matrix (O n2 1) 
1 ln 1 , , 

dpci : n2 ) 
aprox2 [ · 
(( f i

2 

. > , ] < · ( pc i/(4 ' delta'((n2• 11 "2)) )'((1•W2'fi 2[i ] i "2 • (di 2 [i]· 

[J.] " 2 )/delta 2))+ (l/4)*(fi2 [i] " 2) ) 

Par(mfrow=c(l , 2 )) 

Plot( x=l · 
Y lab~ ,, d · ~ 

1 
, dpciap roxl , t ype• "h", x1ab• " numero da observação ( grupo 1) " , 

pc J.aproxl ", xlim=c (l , nl)) 

Ylab• ,, d · ~ 
2 

, dpci aprox2 , t ype• "h ", xlab•" numero da obs ervaç>o (grupo 2 ) " , 

Plot( x=l · 
pcJ.aprox2 ", xl im=c ( 1 , n2) ) 

• Cálculo da medida de influência de Critchley: 

deltacri f or ( . ~chleyl <-matrix(O , nl , ll 
1/:n:ch leyl[ i , J<· ((n· l) / n l • ( delta2• (1/i wl '(nl•l l]]+ (((fil[i]· 

del t a 1_1n 1 : nl) 

l) 2)/{{(l/wl)*(nl - 1))-dil[i] ) ) ) 

de e . for . ~ ey2<- atôK , 2., } e t acri • n : '2 / (
1

ti .1·21 ·1-

l /w te ey2 · , <- (t _ I ;, t ae1taZ• IJ 1 

Par lmf 2 l • 2 l / ( ((1/w2) • (n2· 1/ --di2 j IJ 
:row=c(l , 2)) Plot (X• l . 

1 

,, 1ao• "numero da obser ç>o t 11 .. 

' Ylab• " . n , de1tac ri t chleyl, type• "h , x . 
deltacritchleyl ", x1im=c(l , nl)) 

Plot( 

X= l · n

2 

"h" xlab= "numero da observaç ilo (g rupo 2) " 

' Ylab=••· , del t acritchley2 , tYPe= • 
delta c r itche l y2 11 , x1im=c(l , n

2
l l 
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• Cálculo da medida E(DLOJ : 

bl<-(-nl)/((nl-l)*(n-2)) 

b2 <- (- n2)/((n2-l)*(n-2)) 

hl <-1/( n l - l) 

h2 <-l/(n2-l) 

c<-(n-3)/(n-2) 

gil<- matrix(O , nl , l ) 

gil<-1/(l+bl*dil ) 

gi2 <-matrix(O , n2,l) 

gi2<-1/(l+b2*di2) 

ffil <-matrix(O , nl,l) 

ffil <-bl *gil 

ffi2<-matrix(O , n2 , l) 

ffi2 <-b2*gi2 

Vl< -matrix(O ,nl , 1) 

for (i in l : nl) 

e 
B - - AI - A2 

2 - 2 2 

Vl[i,J<-(delta2/((n-2) " 2)) + e*( ffil[i]*fil[i)+hl*gil[i))* 

((2*fil[i])/(n- 2) + (ffil[i)*fil[i)+hl*gil[i])* c*dil[i) ) 

V2<-matrix(O , n2 , l) 

for (i in 1 : n2) 

V2[i , )< - (delta2/((n- 2) " 2)) + e*( ffi2[i]*fi2[i]+h2*gi2[i))* 

( (2*fi2 [i]) / (n - 2) + (ffi2 [i) *fi2 [i) +h2*gi2 [i)) * c*di2 [i) ) 

Algl <-matrix(O,nl,l) 

f o r ( i in 1 : nl ) 

Algl[i,) <-(delta2 /( n-2 )) + (c*ffil [ i ) * (f il[i)"2)) + (c*hl*fil[i)) - ( 

c*hl*ffil(i]*dil[i]*fil[i] ) 

Alg 2<-matr ix(O , n 2 , 1) 

f o r (i i n 1 :n2) 

Al g2[ i, J< - (d e l a 2/( n- 2)) (c *ffi2[i)* (fi2(i] " 2 )) + (c *h2 -<- fi2[i )) - ( 

c *h2 -<- f i2(i) *di2(1] *f12[i) ) 
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A2gl <-matrix(0 , nl , 1) 
for (i in 1 : nl) 
A2gl [ i ,] <-c* hl *(fil[i]-hl*dil[i] )*gil[i] 

A2g2 <-matrix(0 , n2 , 1) 
for (i in 1 : n2) 
A2g2[i , J<-c*h2*(fi2 [i ] -h2*di2[i ] )*gi2[i] 

Blgl<-(Algl/2)-(A2gl/2) 
Blg2 <-(Alg2/2)-(A2g2/2) 

B2gl<- ((-Alg l )/2) - (A2gl/2) 
B2g2<- ((-Alg2)/2) - (A2g2/2) 

EDLOl<- matrix(0 , nl , 1) 
EDLO1<-(( wl*Blgl+w2*B2gl) A2)+Vl 

EDLO2<-matrix(0 , n2 , 1) 
EDLO2 <-(( wl*B l g2+w2*B2g2) A2)+V2 
par(mfrow=c(l , 2)) 

plot(x=l : nl , EDLOl , type="h", xlab=" numero da observaçÊlo (grupo 1) ", ylab=" 

EDLOl ", xlim=c(l , nl)) 

plot (x=l : n2 , EDLO2 , type="h ", xlab=" numero da observaçi:io ( grupo 2 ) " , ylab=" 

EDLO2 ", xlim=c(l , n2)) 

• Cá1culo da medida E2 condicional : 

auxlgl<-matrix (0 , nl , l) 
f or (i in 1 : nl ) 
auxlgl[i,J <-( c *hl*ff il (i]*(fil[i]-h l*dil [i)))/2*bl 

aux lg2<-mat r ix(0 ,n2,l ) 
fo r (i in 1:n2) 
aux lg2[i ,] <- (c* h2*ffi2[i]*(fi2[i)-h2 *di2[i]))/2*b2 

Vcl< -matri x(0 , nl , 1) 
fo r (i in 1:nl) 
Vcl[i , J< - cA2 * (ff il[ i )A2)* ((fil[i)+hl/bl) A2)*(dil[i] - ((ffil[i)A2)/delta2)) 

Vc2< - matrix(0 , n2 , 1) 
for(i in l : n2) 
Vc2 (i , J <-cA2* (ffi2 [i] A2) * ( (fi2 [i] +h2/b2) "2) * (di2 [i)- ( (ffi2 [i) "2) /delta2)) 

E2cl<-matrix(0 , nl , 1) #calcula a medida E2 condicional para o grupo 1# 

for (i in 1 : nl) 
E2cl[i , )< - (auxlgl[i)"2)+Vcl[i] 

E2c2<-ma rix(0 , n2 , l) #calcula a medida E2 condicional para o gru O 2# 

for (i in l : n2) 
E2c2[i , J<-(auxlg2[i]A2) Vc2[i) 
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par(mfrow=c(l , 2)) 

plot(x=l : nl , E2cl , type= "h " , x lab=" numero da observação (grupo 1) " , 

ylab= " E2cl ", xlim=c(l , nl)) 

plot(x=l : n2 , E2c2 , type= "h " , x lab= " numero da observação (grupo 2) ", 

ylab=" E2c2 ", xlim=c(l , n2)) 

• Cálculo da medida E2 condicional aproximada: 

E2caproxl <- matrix(O , nl,1) 

for (i in 1:nl) 

E2caproxl[i ,] <- ((1-wl*fil[i]) A2 *(dil[i]-((fil[i] A2 )/delta2))+ 

(fil[i]A2)/4)/(n1 A2 ) 

E2 caprox 2<-matrix (O , n 2 , 1) 

f o r (i in 1:n2) 

E2 caprox2 [i , ] <- ((1-w2*fi2[i]J A2*(di2[i] - ((fi2[i] A2)/delta2))+ 

(fi2[i]A2)/4)/(n2 A2) 

par(mfrow=c(l,2)) 

plot(x=l : nl, E2caproxl,type="h", xlab=" numero da observação (grupo 1) " , 

ylab= " E2caproxl " , xlim=c(l ,nl )) 

plot(x=l:n2 , E2caprox2,type="h", xlab= " numero da observação (grupo 2) ", 

ylab="E2caprox2 " , xlim=c(l , n2)) 
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