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Non nova, sed nove
Eslogan do CEFIRO

Cuando comenzé a sonar

nt siquiera lo escucharon

y el leve eco

sono a lo lejos ain mds leve
Cuando al fin lo escucharon

y el ligubre sonar de sus
cantares

a lo lejos, a lo lejos

Cuando la poesia se hizo hombre
y el nino quedo del jardin
sintiése aun mds nifio

y mucho mds....

Cuando inexplicablemente hombre
le ensenaron la “verdad”

Cuando la sin razén tuvo una razon
Entonces, sdlo entonces

habia nacido nuevamente.
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Resumo

A modelagem de dados bindrios é dominada pelo uso de ligagdes simétricas (em torno da prob-
abilidade de sucesso p; = 0,5) como o logito ou o probito. No entanto, ligagdes simétricas
podem ser inadequadas e muitas vezes mal especificadas. Na literatura, diversas propostas de
ligacGes assimétricas tem sido desenvolvidas, entre outras, em Prentice (1976), Aranda-ordaz
(1981), Guerrero e Johnson (1982), e Haro-Lépez et al(2000). Um dos propésitos desta tese
fol introduzir uma funcéo de ligagéo probito assimétrica generalizada que apresenta como casos
particulares as ligagdes propostas em Chen et al. (1999), Bazan et al. (2004) e a ligacio pro-
bito, assim como apresentar condigdes para as estimativas de mixima verossimilanca e para a
distribuicdo a posteriori para os pardmetros de regressdo. Além disso, desenvolvemos inferéncia,
bayesiana baseada na metodologia de cadeias de Markov por Monte Carlo (Makov chain Monte
Carlo - MCMC) que é de simples implementacio e comparamos o modelo proposto com ligacGes
alternativas para um conjunto de dados previamente analisado na literatura.

Por outro lado, a suposi¢do de normalidade para varidveis latentes e curvas caracteristicas
dos itens (CCI) tem sido usadas nos iltimos 50 anos em muitos modelos psicométricos para a
Teoria de Resposta ao Item (TRI). neste trabalho, introduzimos uma nova familia de modelos
assimétricos para a TRI, denominada familia TRI normal assimétrica (TRI-NA). Esta familia
estende o modelo probito normal, considerando a) CCIs baseadas na ligacio assimétrico gen-
eralizada apresentada e b) variiveis latentes que modelam a habilidade individual distribuidas
a priori com distribuicdo normal assimétrica. Quatro modelos fazem parte da familia TRI-NA,
considerando dois ou um tipo de assimetria na especificagio da CCI e na especificacao da varigvel
latente. Sao elas: 0 modelo probito assimétrico-normal assimétrico (PANA), probito normal as-
simétrico (PNA), probito assimétrico normal (PAN) e o probito-normal usual (PN). Assim, a
familia TRI-NA é uma familia de modelos mais flexivel para se ajustar a um conjunto de da-
dos com respostas dicotémicas. A metodologia Bayesiana de inferéncia é desenvolvida usando
a metodologia de dados aumentados para implementar o algoritmo MCMC. Escolha de mode-
los entre simétricos e assimétricos também é considerada usando os critérios DIC (critério de
informacao de desvio), AIC e BIC esperados e residuais latentes.

A metodologia desenvolvida para a familia TRI-NA é discutida e aplicada em dois conjuntos
de dados. O conjunto de dados de Tanner (1996, p. 190) é usado para um estudo da eficiéncia
na estimagao dos pardmetros do modelo usando a nocao de tamanho efetivo da amostra (ESS)

como definido em Kass et al. (1998) e o tamanho efetivo da amostra por segundo (ESS/s)
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como considerado em Sahu (2002). Finalmente, a metodologia é ilustrada em um conjunto de
dados de um teste de Matemética aplicado a estudantes de escolas peruanas, onde é analisada
brevemente a sensibilidade do modelo PAN & escolha, de prioris diferentes para os parametros
de discriminagéo e dificuldade dos itens.

Sugestoes para a implementagao de modelos usando programas livres (como BUGS) sdo apre-
sentados em diversos capitulos da tese. Também, diversas sugestdes para extensoes dos modelos

propostos tanto para regressao bindria como para a TRI sio proporcionadas ao longo da tese.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

Dados sao ditos bindrios quando cada resposta observada assume uma de duas categorias, tais
como sucesso ou falha, positivo ou negativo, correto ou errado. Dados bindrios sio comuns nas
ciéncias sociais e médicas, mas também em agricultura, genética e ciéncias do comportamento.
Dados bindrios sdo usados, por exemplo, na regressao binomial, modelos multiniveis, anslise de
dados longitudinais, meta-andlise e na teoria da resposta ao item.

Tradicionalmente os dados binérios sao modelados através de funcdes de ligagio simétricas,
tais como as ligagdes probito e logito. Entretanto, quando a probabilidade de uma dada resposta
bindria se aproxima de 0 em uma taxa diferente da que se aproxima de 1, ligages simétricas sio
inapropriadas (ver Chen et al., 1999). Neste trabalho, propomos uma nova familia paramétrica
de ligagoes assimétricas para dados bindrios. O objetivo principal do trabalho é utilizar a nova
ligagao proposta para o desenvolvimento de uma nova familia de modelos na teoria da resposta
ao item.

A teoria da resposta ao item (TRI) (Hambleton e Swaminathan, 1985) é um conjunto de
métodos usados na modelagem de varidveis relativas & conduta humana que substituem a teorfa,
dos escores de um teste ou teoria classica dos testes (Lord e Novick, 1968). Como estas varigveis
nao sao observéveis, elas sio denominadas varidveis latentes. Suposicoes estatisticas na mode-
lagem da proficiéncia académica e de outras varidveis associadas com a conduta humana estio
baseadas na suposi¢ao de normalidade para a distribui¢do dos escores. Virios autores tém ques-
tionado esta suposicao (veja Samejima, 1997 e Micceri, 1989) por considers-la restritiva para a
modelagem da conduta humana. Micceri (1989) apresenta varios exemplos de situagdes em que
as varidveis latentes podem ser assumidas como nao normalmente distribuidas. Em uma analise
de caracteristicas distribucionais de 440 pesquisas de aproveitamento em grandes amostras e
medidas psicométricas, Micceri (1989) encontrou que 15.2 % das distribuigdes tinham caudas
préximas da distribui¢ao Normal, 49,1% das distribuigées tinham pelo menos uma cauda desta-
cadamente pesada, e 18% tinha ambas caudas com pesos menores que a da distribui¢io normal.
Entre medidas de habilidade, as porcentagens foram similares com 19,5% tendo ambas cau-
das com pesos ao redor da distribui¢ao normal, 57,6% tendo ao menos uma cauda pesada, e

22,9% tendo ambas caudas menos pesadas do que as da distribui¢cido normal. Entre as medidas



1.1 Introducao 2

psicométricas, 13,6% tinham caudas préximas da distribuicio normal, 65,6% tinham ao menos

uma cauda pesada, e 20,8% tinham ambas caudas menos pesadas que a Normal.

Na teoria da resposta ao item para respostas bindrias sio usadas funcées de ligacdo simétricas,
cuja fungao inversa é denominada curvas caracteristica dos ftens. Este suposi¢io tém dominado
a pesquisa psicométrica nos ultimos 50 anos. Para contornar o problema, Samejima (2000)
propds uma familia de modelos, denominada familia de expoente logistico positivo cuja curva,
caracteristica do item pode ser assimétrica e inclui a curva caracteristica do item baseada na
ligacdo logito como um caso particular. Samejima (1997) considera que curvas caracteristicas dos
{tens assimétricas sao mais apropriadas para o modelagem da conduta humana. Samejima (1997)
também indica que pode haver restrigdes no uso de teorias estatisticas e métodos desenvolvidos
para outros campos além da pesquisa da conduta humana, em particular, aqueles baseados na,
suposicao de normalidade. Uma necessidade sob estas circunstancias é afastar-se da suposigao

de normalidade no desenvolvimento de teorias e metodologias psicométricas.

Neste trabalho, uma nova curva caracteristica dos itens (CCI), é assumida considerando a
funcéo de distribuicdo acumulada da normal assimétrica (Azzalini, 1985, Dalla Valle, 2004).
Além disso, uma nova distribuigdo para a varidvel latente é também considerada assumindo
a distribui¢do normal assimétrica. Considerando simultaneamente ou separadamente, CCI e
varidveis latentes assimétricas, uma nova familia de modelos TRI pode ser formada. A nova
familia serd denominada TRI normal assimétrica (TRI-NA) e como ser4 visto, inclui como caso
especial o modelo de ogiva normal ou modelo probito-normal. Assim, estendemos os modelos
TRI simétricos usuais.

A distribui¢do normal assimétrica é uma importante distribui¢ao assimétrica que inclue a dis-
tribuicdo normal como um caso especial, mas preserva as principais propriedades da distribuiccio
normal. Desenvolvimentos recentes nesta area incluem Azzalini e Dalla Valle (1996), Azzalini
e Capitanio (1999), Sahu, Dey e Branco (2003). Um excelente panorama de trabalhos na 4rea
pode ser visto em Genton (2004). AplicagGes recentes podem ser consultadas em Ozan (2003) e
Lachos (2004). Importantes propriedades da distribuicdo normal assimétrica dada por Azzalini
(1985) e Dalla Valle (2004) e novas propriedades siao dadas no Apéndice A.

Nesse sentido, o presente trabalho propde apresentar e discutir uma nova familia de fungdes de
ligacao para dados binarios, denominada probito assimétrico generalizada, e a aplicacao desta

familia na teoria da resposta ao item.

Os modelos TRI sao basicamente caracterizados por dois tipos de parametros: itens, relaciona-
dos as questGes ou perguntas do teste ou prova e habilidades (ou proficiéncia), relacionados

com as caracteristicas dos individuos que estdao sendo medidas.

Os métodos de estimagao para os modelos TRI podem ser agrupados em trés categorias:

estimagao freqiientista (ou cldssica), estimacao Bayesiana com e sem uso da metodologia MCMC

Bazan, Jorge L. IME/USP
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(Markov chain Monte Carlo). Neste trabalho nés desenvolvemos procedimentos de estimacio
Bayesiana usando MCMC.

1.2 Objetivos e Organizagao da Dissertacgao

O objetivo principal desta dissertagéo é o de propor, apresentar e discutir com detalhes uma nova
familia de modelos da Teoria da Resposta ao Item, a familia da TRI-NA. Ela é obtida pelo uso
de uma nova curva caracteristica do item baseada no uso da nova funcao de ligagdo proposta de-
nominada ligacao probito assimétrico generalizada e pelo uso da distribuigio normal assimétrica
para a distribuicao das varidveis latentes associadas & conduta humana. A metodologia de es-
timagao bayesiana é desenvolvida para os modelos obtidos e aplicagdes na avaliagio educacional
sdo apresentadas para os modelos propostos.

No Capitulo 2 nés apresentamos uma revisio da literatura a respeito do modelo probito-normal
na Teoria da Resposta ao Item sob uma perspectiva bayesiana, fazendo uso de metodologia
MCMC. Além disso, uma aplicacio é apresentada onde é desenvolvida uma anélise de sensibili-
dade com relagao a distribuic@o a priori. Esses modelos sio bastante utilizados e possuem ampla
importancia na area educacional.

No Capitulo 3, nés apresentamos a ligagéo probito assimétrica generalizada dentro do contexto
da regressao bindria. Sao apresentadas diversas propriedades e uma aplicacdo para ilustrar suas
vantagens em comparacdo com outros modelos, usando diversos critérios de comparacao de
modelos.

No Capitulo 4 apresentamos a nova familia de modelos de teoria da resposta ao item, denom-
inada familia TRI-normal assimétrica. Além disso, sdo apresentadas diversas caracterizacoes
desta familia e é discutido em detalhes a implementagao da inferéncia bayesiana.

No Capitulo 5 apresentamos algumas aplica¢des da familia TRI-NA. Uma anélise da sensibil-
idade a distribuicao a priori é desenvolvido, e no contexto de um conjunto de dados é discutida
a interpretacao dos pardmetros para o modelo proposto.

No Capitulo 6 sao apresentadas diversas conclusdes obtidas deste trabalho de pesquisa e
sugestoes para pesquisas futuras.

Sao também apresentados quatro apéndices a saber: A) Distribui¢cdo normal assimétrica, B)
Critérios de comparagao de modelos no contexto Bayesiano, C) Relagoes entre o modelo probito

assimétrico e o modelo probito e D) Programas para a implementacio dos modelos propostos
desenvolvidos no WinBUGS.

Bazan, Jorge L. IME/USP



Capitulo 2

O modelo Probito Normal na Teoria de Resposta ao

Item

2.1 Introducgao

A teoria da resposta ao item considera modelos estatisticos para descrever como a probabilidade
de responder corretamente a uma questéo (ou item) de um determinado teste ou prova depende
da habilidade do individuo (ou proficiéncia) e, também, dos pardmetros relacionados as questdes
que estao sendo respondidas. Muitas referéncias na literatura estatistica podem ser associadas a
tais modelos, especialmente numa abordagem freqiientista, por exemplo, Baker (1992), van der
Linden e Hambleton (1997) e na lingua portuguesa, o excelente resumo de Andrade et al., (2000).
Virias caracterizagoes para tais modelos tém sido desenvolvidas nos ultimos 40 anos, especial-
mente com respeito ao status da habilidade do individuo geralmente considerada como varigvel
latente (ver, por exemplo, Borsboom et al., 2003) ou, para outros autores, como parimetros
latentes (por exemplo Baker, 1992). Na abordagem desenvolvida neste capitulo, nés consider-
amos a caracterizacio devida a Holland e Rosenbaum (1986) e Bartholomew e Knoot (1999) e a
abordagem Bayesiana dada em Albert (1992). Isto é, as caracteristicas dos individuos associadas
a probabilidade de resposta correta de um item sao consideradas variiveis latentes e é assumida

uma distribuicao de probabilidade para estas varidveis.

Estimacao bayesiana nao é novidade nos modelos TRI e recentemente pode-se distinguir esta
estimacao em dois grupos; com ou sem o uso de métodos MCMC. Os métodos MCMC sao
um conjunto de métodos de simulagdo de amostras aleatérias de uma distribui¢io multivarari-
ada usualmente desconhecida (ver Chen et al., 2000, Patz e Junker, 1999). Tais métodos sio
baseados na construgiao de uma cadeia de Markov cuja distribuigao estacionéria é a distribuicao
multivariada de interesse. No contexto da Inferéncia Bayesiana, a distribuicio multivariada de
interesse é uma distribui¢ao a posteriori. Assim, estatisticas da distribuicao teérica de inte-
resse (desconhecida) podem ser estimadas através das correspondentes estatisticas da amostra

aleatdria simulada.

Os modelos TRI mais amplamente usados sdo os modelos de resposta dicotémica. Os mo-

delos logito-normal e probito-normal, descritos na préxima se¢do, fazem parte desses mode-
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los. Pesquisas de avaliagdo educacional conduzidas no Brasil e outros pafses tradicionalmente
baseiam-se no modelo logito-normal que sera explicado na segdo 2.1. Isto deve-se ao fato de que
este modelo encontra-se implementado em pacotes comerciais e de que um outro modelo alter-
nativo, o modelo probito-normal (veja-se se¢ao 2.1) necessita de procedimentos de estimagéo
mais complexos dentro de uma abordagem inferencial freqiiéntista. Por outro lado, no contexto
Bayesiano, o uso do modelo logito-normal é algo mais complexo do que o probito-normal (ver

Rupp et al,, 2004) devido a facilidade de conjugacao quando a distribui¢io normal é usada.

No Brasil, Assungdo (1999) implementou a metodologia dada por Patz e Junker para es-
timacao MCMC do modelo logito-normal.

Com o uso de técnicas MCMC, o modelo probito-normal tornou-se mais popular e vérias
extensoes foram propostas na literatura incluindo: modelos de trés pardmetros (Sahu, 2002, Glas
e Meijer, 2003), modelos multidimensionais (Béguin e Glas, 2001; Jackman, 2001; Linardakis e
Dellaportas, 2002), modelos multiniveis (Fox e Glas, 2001), Testlet (Wang et al, 2003), modelo
de andlise fatorial confirmatério de items (Segall, 2003), e modelos com erro de medida (Fox e
Glas, 2003).

Uma implementagdo da metodologia MCMC para o modelo probito-normal usando direta-
mente a fungao de verossimilhanga é dada em Spiegelhalter et al. (1996) considerando um método
de amostragem de rejeicio adaptativa adaptive rejection sampling (ARS) (Gilks e Wild, 1992) e
por Spiegelhalter, Thomas e Best (2003) considerando o amostrador de corte ou slice sampling
(Neal, 2003). Outra implementagio da metodologia MCMC, introduzida em Albert (1992), esta
baseada no método do amostrador de Gibbs considerando uma aumentacao de dados ou data
augmented Gibbs sampling (DAGS), usando varidveis latentes auxiliares. Embora a estimagio
bayesiana para o modelo probito-normal tenha sido desenvolvida na, literatura, poucos trabal-
hos tém discutido em detalhe o problema da especificagio das prioris para os pardmetros de
item. Alguns resultados nesta diregao sao encontrados em Albert e Ghosh (2000) e Ghosh et al.
(2000) onde é discutido teoricamente as conseqiiéncias do uso de distribuicdes a priori para os
parametros dos itens.

Neste capitulo nés desenvolvemos uma anélise de sensibilidade do modelo probito-normal com
respeito a distribuigoes a priori especificadas e um anélise da eficiéncia na estimagao dos pardmetros
dos métodos MCMC apresentados. Na se¢éo 2.2, o modelo TRI de resposta dicotémica é apresen-
tado bem como as suas caracteristicas e procedimentos de estimagio. Na Segdo 2.3 é apresentada
a inferéncia bayesiana usando MCMC para o modelo probito-normal. Também é discutida a es-
pecificagao da distribuigdo a priori e uma formulagéo adequada do modelo para estimagdo. Na
secao 2.4 é desenvolvida um analise da eficiéncia dos métodos MCMC apresentados e uma andlise
de sensibilidade com respeito & distribui¢es a priori usadas na literatura. Também é apresen-
tada a inferéncia e interpretacdo dos pardmetros para um conjunto de dados provenientes de um

teste de matemadtica.
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2.2 O modelo de resposta ao item dicotémico

2.2.1 Caracteristicas do Modelo
Seja
Yijlui, Bj ~ Bernoulli(p;;), (2.1)

onde y;; sao os valores de Y;; correspondentes as respostas dicotémicas do individuo i no item
\J e pi; € uma fungdo dos pardmetros Bj e ui, em que B; = (aj, b;)" séo os parametros de item,
onde a; e b; correspondem aos parametros de discriminagdo e dificuldade associados ao item j :
respectivamente, e u; é o valor correspondente & uma varidvel latente U; associada ao individuo
i, descrevendo a habilidade medida no teste. Esta habilidade o traco latente corresponde a
proficiéncia das pesquisas em avaliacio educacional. Para maiores detalhes na, interpretacao dos
parametros veja-se Andrade et al,. (2000).

A probabilidade (condicional) de que o individuo i responda corretamente ao item j, i =
1,...,n,j=1,...,k, p;j é dada por

pij = P(Ys; = 1| u;, B;) = F(my;), (2.2)

com m;; = aju; — bj, uma funcao linear de u;, i = 1,...,n,§=1,...,k (ver por exemplo, John-
son e Albert, 1999). Além disso, valores negativos de a; nao sao esperados e b; e U; assumem
valores reais u;.

Fazendo fo; = —b; e By; = a; temos que mi; = fBo; + Bijui e assim u; é um predictor
linear simples da probabilidade de acerto e o vetor de pardmetros do item corresponde aos
pardmetros da regressdo em que Bo; € um parémetro de intercepto e B1; € a inclinagao. Esta
tltima parametrizacdo é Wtil quando u; corresponde a um vetor p-dimensional (MacDonald,
1997, Jackman, 2001, e Segall, 2003). Também, se fazemos aj = a; e b} = bj/a; nés temos
que m;; = oy(u; — b;‘) a qual corresponde a uma parametrizacido mais difundida na literatura,
psicometrica (ver Lord, 1980, van der Linden e Hambleton, 1997).

Uma justificativa para o uso da parametrizagao (aj, bj) acima é que resulta em célculos mais
estdveis é (Cook, et al, 2002) e apresenta maior facilidade computacional que as parametrizacoes
(Boj, B15) e («j, b}), ndo em tanto a partir desta parametrizacao é facil obter os correspondentes
valores dos pardmetros das outras parametrizacdes. Uma discussio da histéria da parameter-
izagOes apresentadas é dada em Baker (1992).

A fungdo F(.) em (2.2) é conhecida com a funcdo de resposta ao item ou curva caracteristica
do item e satisfaz a propriedade de monotonicidade latente (fungdo estritamente nao decrescente
de U;) e F' tipicamente é a mesma para todo i e J. Os modelos TRI considerados tipicamente
satisfazem a propriedade de independéncia condicional, isto é, para um individuo i, as respostas
Yij, 7 =1,...,k, sdo condicionalmente independentes dado os valores das variiveis latentes U;,

i=1,...,n. Além disso, também é considerada a independéncia entre as respostas de diferentes
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individuos. Sob as suposigbes anteriores, a distribui¢do conjunta de Y = (Y%,...,Y.) com
Y; = (Ya,...,Yi)’, dado o vetor de varidveis latentes U = (Uy, ..., U,) e o vetor de parametros
de item B8 = (B1,...,0r)" pode ser escrita como
n k
P(Y = y|U =, =) = [T [] F(myj)*s(1 - F(my))'~%. (2.3)
i=i j=1

O primeiro modelo TRI foi formalmente introduzido por Lord (1952) e considera F(.) = ®(),
t=1,...,nej=1,...,k com &) a fungdo acumulada da distribui¢io normal padrio. O
modelo é conhecido como modelo de ogiva normal. Posteriormente, Birnbaum (1968) considera
F(.) = L(.) com L(my;) = ™ /(1+€™4) denotando a fungio de distribui¢io acumulada da dis-
tribuigao logistica. Este modelo é conhecido como modelo logfstico com dois parametros. Como
um caso especial deste modelo (a; = 1) nés temos o modelo de Rasch (Fisher and Molenaar,
1995).

O modelo TRI apresentado em (2.1)-(2.3) envolve um total de n + 2k pardmetros descon-
hecidos tendo como conseqiiéncia ser um modelo super parametrizado. De outra maneira, para
um numero fixo de ftens, pardmetros dos ftens sido conhecidos como parimetros estruturais e
as varidveis latentes sio conhecidas como parimetros incidentais, porque eles incrementam-se
quanto o tamanho da amostra n se incrementa, e porque a anélise estd focalizado de maneira
geral nos pardmetros dos itens. O modelo é também nao identificivel, desde que ele é preservado
sob uma classe especial de transformacgoes dos parimetros (veja-se Albert, 1992) e assim as
estimativas de méxima verossimilhanga podem nio ser tinicas. Um jeito de resolver tais dificul-
dades é impor restri¢des nos parametros dos itens tal como considerado, por exemplo, em Bock
e Aitkin (1981). Uma outra maneira, mais de acordo com a abordagem bayesiana, é especificar
uma distribuicao para a varidveis latentes, tal como, considerado por Lord e Novik (1968, Chap.
16),

Ui % Nu,0?),i=1,...,n. (2.4)

Esta suposigao estabelece que nés acreditamos que as varidveis latentes sio “bem compor-
tadas”e que as habilidades sao amostras aleatérias desta distribuicao (ver Albert, 1992). Embora,
alguma distribuigdo de probabilidade possa ser especificada para i e o2, como em Tsutakawa
(1984), neste capitulo nés consideramos aqui = 0 e 02 = 1. Esta especificagao da uma escala
de medida para U; com média 0 e varidncia 1 e resolve o problema de indeterminagdo da escala
da varidvel latente (Suen, 1990) e por tanto o problema de identificagio dos pardmetros dos
itens (Lord, 1980).

A escolha da escala ¢ arbitraria e uma nova escala pode ser obtida considerando transformagoes
lineares da escala (0 — 1), especificando outros valores de 1 e o2. Note-se que as probabilidades
condicionais em (2.2) permanecem as mesmas se diferentes escalas sao utilizadas. Este fato é

explicado por Andrade et al. (2000) como que a varigvel latente é invariante  escala de medida
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utilizada e por tanto ndo faz qualquer sentido analisar itens a partir de dos valores de seus
pardmetros a e b sim conhecer a escala na qual eles foram determinados.

Suen (1990) sinalizam que conceitualmente os valores de a; e bj "0 caracteristicas inerentes aos
itens e por tanto seus valores para um item dado s"h0 constantes e independentes da amostra,
exata de individuos usados para estimar esses valores. Esta propriedade dos parametros dos itens
é conhecida como invaridncia dos parémetros dos itens. Nao em tanto quando os paridmetros
dos ftens s ao estimados de uma amostra de individuos -num processo conhecido como calibrardo
dos itens- a invariancia dos paridmetros dos itens pode nio ser aparente, isto é, os mesmos itens
calibrados através de diferentes amostras de individuos podem de fato mostrar diferentes val-
ores dos parametros dos itens. Isto nio é por causa da perdida de invarisncia, e sim devido a
indeterminagéo da escala da varidvel latente.

O modelo TRI considerado em (2.1)-(2.4) é denominado por Albert (1992) e Lord e Novick
(1968) modelo de ogiva normal. Em Bartholomew e Knoot (1999), o modelo com ligagio pro-
bito e varidvel latente normal é denominado probito-probito e o modelo com ligacdo logito e
varidvel latente normal como logito-probito model. Nés consideramos como mais apropriado
usar a notagao de modelos probito-normal e logito-normal, respectivamente. Deixando explicito
o fato que a especificacio de F(.), define uma funcdo de ligagdo F'~1(.) est4 associado ao termo
logito ou probito e o termo normal estd associado a distribuicao da varidvel latente.

2.2.2 Estimacgao

Os problemas de estimacao podem ser agrupados em trés categorias: estimagéo freqiientista (ou
cléssica), estimacio Bayesiana sem MCMC e estimacao Bayesiana com MCMC.

A estimagéo cléssica tem sido dominada pelo uso da estimagio de méxima, verossimilhanga.
Usando esta abordagem, vérias propostas tem sido formuladas, tais como, a verossimilhanca
conjunta, verossimilhanca marginal e verossimilhanga condicional (Andrade et al., 2000, Baker,
1992). Mas, como Bock and Aitken (1981) sinalizam, estimativas de maxima verossimilhanca
para pardmetros estruturais nio sio consistentes na presenca de pardmetros incidentais (Ney-
man e Scott, 1948). Como conseqiiéncia, a abordagem mais usada é o método da verossimilhanca
marginal, o qual usa um algoritmo pseudo-EM com quadraturas gaussianas para aproximar as
integrais que sdo necessirias na implementaggo da etapa E do algoritmo (Book e Aitkin, 1981).
Este procedimento de estimacao estd implementado em software especificos como, por exemplo,
no programa BILOG (Mislevy e Bock, 1990), o que usa uma restri¢io “heuristica”do modelo
(Du Toit, 2003). A estimacio dos pardmetros de habilidade é executada numa segunda etapa,
com os parametros de items substituidos pelas suas estimativas obtidas previamente. Limitacoes
desta metodologia sio discutidas em Patz e Junker (1999) e Sahu (2002). Para citar sé algumas,

temos a impossibilidade de estimar U; no caso de escores extremos (valor de escore 0 o valor
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de escore n), limitacées nas condigées de regularidade que justificam a teoria assintética sob a,
qual a inferéncia para os parametros do modelo e ajuste do modelo estdo baseados (Froelich,
2000). Em situagdes préticas esta estimacdo em duas etapas define o paradigma de avaliagio
como no caso do pacote BILOG, o qual incorpora suas restrigoes computacionais como critérios
da drea de avaliagio. Especificamente, o fato de que a estimagdo seja feita em duas etapas,
faz com que a avaliagdo seja feita também em duas etapas: o algoritmo computacional define o
esquema de avaliagdo e ndo o esquema de avaliagdo define o algoritmo computacional.. Isto é
importante por quanto o principal é definir o sistema de avaliacdo que seja més apropriado para
um problema e logo definir o procedimento estatistico a desenvolver. Por outro lado, ainda que
a estimacdo de parte dos pardmetros, considerando conhecidos uma, outra parte, seja possivel
como acontece no procedimento de Bock e Aitkin (1981), a inferéncia baseada em argumentos
assintéticos poderia resultar numa estimacao néao consistente dos pardmetros do modelo (Patz
e Junker, 1999), especificamente na TRI nés temos observacoes independentes m4s no identi-
camente distribuidas e teoria assintética para estimadores de maxima verossimilhanca, marginal
ainda néo esta justificada (Froelich, 2000).

No caso da estimacéo Bayesiana (sem MCMC), é usada a estimagdo bayesiana marginal para
as varidveis latentes considerando-se modelos hierdrquicos ou nio (veja Baker, 1992; Kim et al.,
1994) com as estimativas baseadas na distribuicido a posteriori, tais como o mdximo a posteriori
e o valor esperado a posteriori. Uma caracteristica das abordagens cléssicas e bayesiana sem
MCMC é que elas estao baseadas tipicamente na funcio de ligacdo logito. Uma maior revisio
em detalhe das abordagens cléssica e bayesiana sem MCMC pode ser encontrada em Baker
(1992) e Andrade et al. (2000). Uma apresentacio geral da abordagem bayesiana usando MCMC
pode ser encontrada em Patz e Junker (1999). Esta tltima, abordagem para o casso do modelo
probito-normal considerando MCMC & descrita na secdo seguinte e é o foco de interesse nesta,
pesquisa.

2.3 Inferéncia Bayesiana usando MCMC para o modelo TRI probito-
normal

Para a inferéncia bayesiana é importante a especificacdo da fungéo de verossimilhanca e das
distribuigdes a priori dos pardmetros do modelo.

Seja Doys = vy, os dados observados. Entao, a funcio de verossimilhan¢a para o modelo
probito-normal é dada. por

n k
L(w, B1Dos) = [T T T ®(mis)# (1 — ®(my5))1=vs,

=1 j=1

em que ®(.) é a fun¢io acumulada da distribui¢ao normal padrio e mi; = aju; — b;.
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Nés consideramos a, seguinte classe geral de distribuicbes a priori independentes para os
pardmetros do modelo:

m(u, B) = mi(u)ma(B)

Além disso, seguindo propostas usualmente consideradas, assumimos independéncia a priori
entre as habilidades dos individuos, e os itens. Assim,

n k
(w, 8) = [ [ gus(ws) [ 023(85),

i=1 J=1
em que g1;(.), ¢ = 1,...,7n é a densidade da N(0,1). Adicionalmente, supomos que g9;(8;) =
9215(a;)922;(b;), em que 9215(.) deve ser uma distribuigao prépria para garantir uma distribuicao
a posteriori prépria para a distribuicao conjunta (u,3) (veja Albert e Ghosh, 2000 e Ghosh et
al. 2000). Distribuicdes proprias sdo aquelas cuja funcao de densidade de probabilidade integra,
um. Note que a priori de B no depende do tipo de funcao de ligacao usada.

Seguindo propostas usualmente consideradas (veja-se Jonhson e Albert, 1999), nés consider-
amos g215(.), 7 =1,..., k como a densidade da, N(pta,0?) com pq positivo, e gag;(.), 5 = 1,.. ., k,
como a densidade da N (0, 07?). Em conseqiiéncia, gy;(.) é a densidade da N, (18, 28),5=1,...,k
que denota uma distribuigdo normal bivariada com vetor de médias kg = (e, 0) e matriz de
a2 0
0 a,?
(Rupp et al.,, 2004, Sahu, 2002, Patz e Junker, 1999) consideram 9215(.), 7 =1,...,k como a
densidade da N (uq,02)I (aj > 0) que denota a uma distribui¢do normal truncada para valores
positivos ou como a densidade da LN (Hay02) que denota uma distribuigdo log-normal. Além
disso, quando especificada a a priori para b;-‘ no lugar de b; outros autores podem usar a mesma,
priori para u; considerando que estdo na mesma escala.

covaridncia Yg = ( ) Nao em tanto, considerando o fato que a; > 0, muitos autores

2.3.1 MCMC usando o algoritmo de amostragem com rejeicao adaptativa
(ARS)

Considerando a funcio de verossimilhanca e as prioris especificadas acima, a densidade conjunta
é dada por:

n k n k
(%, B1Dobs) o< [T [T ®(miz)¥is (1 — @ (rmy;))t-vi T gniuws) TT 925(85)
i=1

i=i j=1 Jj=1
ou
n k 1 n 1 k 1 k
F (2,81 Dane) o< [ H1 B(mij) 3 (1= (miz)) ~Veap| - ( Z;“?+¥ Zlb%g—g ;(aj‘lta)2>]
=1 j= i= Jj= Jj=

Desta maneira, o modelo probito-normal pode ser ajustado usando MCMC, por exemplo,
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através do software WinBUGS (veja-se exemplo LSAT em Spiegelhalter et al, 1996). Como a
densidade a posteriori conjunta acima é complexa, note que, todas as distribui¢des condicionais
completas nao sao padrdes e, portanto, uma implementacdo direta usando o amostrador de
Gibbs néo é possivel. Mas, todas as distribui¢des condicionais completas para o modelo probito-
normal sdo log-céncavas (o logaritmo de suas densidades é uma. funcdo céncava) de acordo
com Sahu (2002). Portanto, uma amostragem considerando distribuigées unidimensionais log-
cbncavas pode ser feita usando o algoritmo de amostragem por rejei¢ao, ainda que as constantes
normalizadoras sejam desconhecidas (Gilks e Wild, 1992). Esses autores também desenvolveram
um algoritmo de amostragem baseado num esquema de rejeicdo adaptativa ou Adaptive Re-
Jjection Sampling (ARS). O ARS constréi dinamicamente dois envelopes (um inferior e outro
superior) para a distribui¢ao a ser amostrada pelo uso de avaliagGes sucessivas da densidade nos
pontos a serem rejeitados. O algoritmo péra quando um ponto proposto é aceito, reiniciando o
ciclo de busca por um novo ponto. Também, no caso do pardmetro ter um intervalo de variagdo
especificado, outro procedimento MCMC que pode ser usado é o amostrador de corte (slice sam-
pling) (Neal, 2003) o qual é um método MCMC que se adapta as caracteristicas das distribuicées
a ser amostradas e pode ser construido usando o principio de que nés podemos amostrar de uma,
distribui¢do por amostragem uniforme da. regido sob o grafico de sua funcdo de densidade. As-
sim, uma cadeia de Markov que converge para sua, distribuigdo estaciondria pode ser construida
na diregao vertical com amostragem uniforme no corte (slice) horizontal definido pela posigao
usual vertical, ou de maneira mais geral, com alguma atualizacdo que leva a uma distribuicdo
uniforme sobre o corte (slice) invariante. Quando o modelo probito-normal é implementado en
WinBUGS, o método ARS é o procedimento padrio na versio 1.3 e o método Slice Sampling
na versao 1.4. .

Na préxima se¢ao, nés faremos uma deécrigéo detalhada de um terceiro algoritmo baseado
na introdugao de varidveis latentes, conhecido como DAGS e inicialmente proposto por Albert
(1992).

2.3.2 MCMC usando amostragem de Gibbs ao considerar um esquema de
dados aumentados (DAGS)

Proposicao 1. (Albert, 1992) O Modelo TRI probito-normal, envolvendo k itens e n in-
dividuos, com y;; ~ Bern(pi;) e pij = ®(mi;), na qual mi; = aju; — b;, é equivalentemente
definido considerando que

Zij = mij + e;j, (2.5)
€i5 ~ N(O, 1), (26)

1, Z,'j > 0;
T 2.7
Yij { 0, Zi]_ <o0. (2.7)
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Prova. Considere F(.) igual a ®(.) em (2.2). O resultado segue basicamente ao notar-se que
Pij = P[)/ij = 1|ui,ﬂj] = P[Zij > 0|ui,ﬂj] = ‘I’(m,;j), = 1,. oy Ty, _’] = 1,. . .,k, pOiS Z.;jlui,ﬂj ~
N(myj,1). 0
£
O resultado mostra que uma estrutura normal linear para a varidvel latente auxiliar Zij leva a
um modelo equivalente a0 modelo probito-normal. Usando esta nova formulagio e considerando
D = (z,y) como os “dados aumentados”com Z = (214, ..., Znk)', O vetor aleatério, segue que a

funcao de verossimilhanca dos dados aumentados é dada por

n k
L(u, BID) = [ | I 1 #(Zi5; maz, VI* (Zij, vi5).- (2.8)
i=1j=1
onde ¢(t; u, 0%) denota a densidade na distribuigdo normal da varidvel ¢ com média y e varidncia
o’ e I*(Z,-j,y,-j) = I(Zij > O)I('y-,;j = 1) —}-I(Zij < O)I(yij = 0), i=1...,n,j=1,...,k, é toma
valor zero ou 1 dependendo do valor da varidvel indicadora I (-) que assume valor 1 se seu

argumento é verdadeiro, e valor zero em caso contrario.

Proposicao 2. (Johnson e Albert, 1999 Considerando a fungio de verossimilhanca de dados
aumentados dada em (2.8) e as distribui¢ées a priori dadas na Se¢io 2.3 considerando uma
priori normal para a, para o Modelo TRI probito-normal as distribuicées condicionais completas,
necessdrios para o amostrador de Gibbs, sdo dadas por:

L] Zijlui)ﬂijobs X N(mij,l)I(Z:‘j,yij), i=1. sy, ] = 1,. ,k

e u;|Z;, 3, Dops  N(my,,vy,),i=1...,n

Tr_iai( Zij+b;
Vy; = 1 i=1...,n
E' 1“’2'+1 ) ui_fk__’ R L]
G

2
i j=1a5+1

com My, =

® ﬂj'u; Zj)Dobs X NZ(mﬁj:Uﬁj)1 .7 = 1)- .. ,k)
=1 -1
com mg, = [W’W + 2[;1] [W’Zj + Eglpﬁ], vg; = [W’W + 251] , em que pg =

(ga ). 2= ‘;3 U‘é ] e W = (u,~1) onde W} = (i, 1), i =1...,n.

Prova De (2.8) e das prioris especificadas na se¢do 2.3.1 a distribuicio posterior conjunta é dada
por

n k :n k k
F(Z,u, B|Daps) o ezp[—é(zZ[zij—mij12+zu?+al§Zb]%% > (@5=4a)?) | 1(Zi5,u15)
i=1 j=1 @ 5=

i=1 j=1

Para obter a distribui¢do condicional completa. para Z;; é suficiente considerar os termos corre-
spondentes, i.e

£(ZI, 8, D) ox eap - £( 3 S (2 - mij)?) | 1(Zis,v35)

i=1 j=1
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2.3 Inferéncia Bayesiana usando MCMC para o modelo TRI probito-normal 13

que corresponde ao ntcleo de nk distribui¢des normal truncada univariadas para cada Z;; de-
pendendo do sinal de Z;;.

Para obter a distribui¢do condicional completa para w é suficiente considerar os termos corre-
spondentes, i.e

n

k k
f(u|Z, B, D,ps) x exp[ - %Z ((1 + Zag)uf - 2Uizaj(bj + Zij))]
ij=1 4=1

&=l

que corresponde ao nicleo de n distribui¢des normal univariadas para U; con a média e desvio
padrao dados, os quais sao obtido completando quadrados convenientemente.

Para obter a distribui¢io condicional completa para 3 é suficiente considerar os termos corre-
spondentes, i.e

n k k k
f(B|Z,u, D) ﬁﬂﬂp[—%(z > [-2Zij(au; — b))+ (ajui_bj)2+a—lg' > b12'+% > (a —#a)2)]
\ =1 aj

i=1 j=1

que corresponde ao nticleo de k distribui¢oes normal bivariadas para. B;. O

Com as distribuigdes condicionais acima, é possivel implementar um amostragem de Gibbs,
considerando que foi necessério a introdugio de varidveis latentes o algoritmo é denominado
DAGS e pode ser facilmente implementado. Rotinas em R (veja o pacote MCMC por Martin e
Quinn, 2003), Matlab (veja-se Johnson e Albert, 1999) sdo disponiveis na Web. No WinBUGS
a implementagao dos procedimentos anteriores nao é direta e requer uma correta especificagao
para as varidveis indicadoras (Ver Apéndice D para o programa_correspondente). Também,
quando especificada uma distribuigéo a priori para a; normal truncada o Log normal o resultado
da proposicdo 2 é direto aproveitando a conjugacio destas distribuicdes com a normal. Assim
quando considerada uma distribui¢ao normal truncada nés acrescentamos uma funcéo indicadora
adicional I(a; > 0) e quando considerada a distribuigdo log normal, a; é substituido por Ina;
na expressao correspondente. Também o resultado é bastante geral sim outras parametrizacdes
em m;; como dadas na se¢ao 2.2.1 sdo usadas.

2.3.3 Implementagcao do MCMC

Para desenvolver procedimentos computacionais para o modelo TRI probito-normal nés podemos
escrever as seguintes estruturas hierarquicas baseados nas Secoes 2.3.1 a 2.3.2. Considerando o
algoritmo de amostragem ARS nés trabalhamos diretamente na verossimilahnga de Bernoulli,
ou seja,

vijlui, aj, b; ~ Bern(pi;);

pij = ®(ajui — bj);

Bazén, Jorge L. IME/USP



2.4 Uma aplicagao 14

u; ~ N(0,1);

a; ~ ga15(.);
b; ~ N(0,07).
Considerando o amostrador DAGS, nés temos a hierarquia
Zijlyijy wiy a5, b; ~ N(aju; — bj, 1)I(Z;, vij);
u; ~ N(0,1);
aj ~ g21;(.);
bj ~ N(0,0%),

em que g215(.) pode ser especificado considerando as propostas apresentadas acima, i.e con-

siderando uma distribuigdo normal, normal truncada ou lognormal.

2.4 Uma aplicagao

Nés ilustramos a proposta bayesiana usando MCMC para o modelo probito-normal desenvolvido
neste capitulo, usando um conjunto de dados provenientes de um Teste de Matematica aplicado
em escolas Peruanas. A especificagéo de prioris, valores iniciais para definir os estados iniciais
das cadeias de Markov, e diagndstico de convergéncia para as cadeias de Markov sdo discutidas
na implementacdo do MCMC usando o esquema DAGS.

Nesta aplicacao, 14 itens de multipla escolha do teste de matemaética foram aplicados a 131
estudantes de nivel sécio econdmico alto em escolas de ensino bésico no Peru (UMC, 2001).
Vetores de respostas com respostas corretas e incorretas para os itens sdo apresentados no
Apéndice D. O resumo das estatisticas dos escores do teste de Matemética (t=1,...,n, 3=

1,...,k) é apresentado na Tabela 2.1.

Tabela 2.1 Resumo de estatisticas dos escores de 1/ items no Teste de Matemdtica aplicado a 131 estu-
dantes de escolas peruanas

Estatistica  valor Estatistica valor
Média 10.840 Mediana 11
Variancia, 3.432 Desvio padrao 1.853
Assimetria -0.795 Curtose 0.449
Minimo 5 Maéximo 14
Alpha 0.481 P médio 0.774
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Considerando as estatisticas, os escores apresentam uma média aproximada de 11 pontos e
um desvio padrao aproximado de 2 pontos, assimetria negativa com presenca de escores altos e
uma proporg¢ao média dos itens de 0,774 indicando um teste facil para o grupo de respondentes.
Também considerando o valor da estatistica alfa de cronbach (Lord e Novick, 1968), a qual é
uma medida da consisténcia interna dos itens, nés achamos que o teste apresenta um nivel médio
de confiabilidade ou fidegnidade.

2.4.1 Andlise de Sensibilidade usando diferentes prioris para os parimetros
dos itens

Uma parte chave de qualquer anilise estatistica é a verificagio do modelo, ou a avaliacio do
ajuste do modelo. Antes de se tirar qualquer conclusio a respeito da aplicacio de um modelo
estatistico para um conjunto de dados, um pesquisador deveria avaliar o ajuste do modelo para
se assegurar que o modelo explica adequadamente importantes caracteristicas do conjunto de
dados (Stern e Sinharay, 2004).

Em inferéncia bayesiana, um pesquisador pode “conferir”o ajuste do modelo considerando os
seguintes procedimentos (Gelman et al., 1996): (1) checando se a inferéncia posterior é razosvel,
dado o contexto substantivo do modelo; (2) examinando a sensibilidade da inferéncia & mu-
dancas razodveis na distribuigdo a priori e/ou na verossimilhanca; e (3) checando se o modelo
pode explicar os dados, ou em outras palavras, que o modelo seja capaz de gerar dados como
os dados observados. Para conferir o ajuste do modelo probito-normal, neste capitulo, nés con-
sideramos uma andlise de sensibilidade da inferéncia Bayesiana usando MCMC para diferentes
especificacdes na distribui¢do a priori dos pardmetros dos itens usando o conjunto de dados do
teste de Matemadtica dados descritos antes.

O procedimentos de estimagao bayesiana usando DAGS como proposto na secio 2.3.2 e 2.3.3
foram implementados em WinBUGS. Cadeias com 50.000 iteracdes foram geradas considerando
saltos (“thin”) iguais a 1, 5 e 10, e descartando as primeiras 500 iteragdes como em Albert
(1992). Assim, os tamanhos efetivos da amostra foram 49.500, 9.900 e 4.950, respectivamente.
Quando é usado MCMC, os valores amostrais para as iteragoes iniciais da cadeia sdo desconsid-
erados devido a sua dependéncia do estado inicial e para garantir a convergéncia & distribuicdo
estaciondria. Além disso, presenca de autocorrelacio entre as variiveis latentes auxiliares é ob-
servada no procedimento DAGS (Chen et al. 2000), por tanto valores de salto acima de 10 sdo
recomendados para garantir um amostra de valores independentes da distribuigao a posteriori.

Como mencionado na Se¢éo 2.3.1, prioris préprias para a; e b; garantem que as posteriores para
o modelo sejam proprias. Albert e Ghosh (2000) argumentam que a escolha de uma distribuicao
a priori prépria para o trago latente resolve os problemas de identificagio do modelo; além
disso, distribuicoes a priori informativas colocadas para a; e b; podem ser usadas para refletir
uma opiniao a priori de que os valores dos parametros do item nao sao extremos (na fronteira

do espago paramétrico). Nas situagdes comuns em que pouca informacio a priori é disponivel
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sobre os parametros de dificuldade, nés podemos escolher valores grandes para o’f. Esta escolha
pode ter um efeito modesto na distribuicdo posterior para dados néo extremos, e pode resultar
em distribuigbes a posteriori préprias quando dados néo extremos sio observados, onde alguns
estudantes apresentam respostas corretas ou incorretas para todos os items, Albert e Ghosh
(2000) e Sahu (2002), estabelecem que a especificagdo de valores grandes da variancia of levam
a estimativas instéveis. Estas prioris sao denominadas prioris vagas (ver, por exemplo, Roberts,
2001).

Na Tabela 2.2 sao apresentadas algumas prioris consideradas na literatura para os parametros
dos itens B; = (aj,b;) no modelo probito-normal. Nés utilizamos a notagdo N(0,1)I(0,) para
indicar uma distribui¢do normal truncada para valores negativos, com média 0 e variincia 1.

Tabela 2.2 Especificagdo de prioris usuais para os pardmetros dos itens B; = (a;,b;) no modelo probito-
normal

Priori Autor a; priori b; prior
A Johnson e Albert (2000) N(2,1) N(0,1)
B Congdon (2001) N(1,1) N(0,1)
C Albert e Ghosh (2000) N(0,1) N(0,1)
D  Sahu (2002); Albert e Ghosh (2000)  N(0,1)  N(0,10000)
E Spiegelhalter et al. (1996) N(0,1)I(0,)  N(0,10000)
F  Sahu (2002); Patz e Junker (1999) N(1,0.5)I(0,)  N(0,2)

As prioris A, B e C sao prioris mais precisas (menos vagas). As prioris D e E designadas para
os pardmetros de dificuldade sdo prioris mais difusas (vagas). As prioris E e F designadas para
os parametros de discriminagao sao prioris truncadas.

Estimativas dos parametros de discriminacao a; e parametros de dificuldade b; baseadas na
média a posteriori para prioris diferentes dadas na Tabela 2.2 sdo mostradas na Figura 2.1. De
acordo com esta figura, o modelo probito-normal é insensivel as especificagées das prioris para
os parametros de dificuldade e de discriminagao.

Para comparar os modelos correspondentes as seis diferentes distribuigdes a priori consid-
eradas, nés calculamos a esperanca a posteriori do desvio ou posterior mean of the deviance
(Dbar), o desvio médio a posteriori ou deviance of posterior mean (Dhat), o niimero efetivo dos
pardmetros ou the effective number of parameters (pp), e o critério de informagao do desvio ou
Deviance Information Criterion (DIC), como considerado em Spiegelhalter et al. (2002). Eles
afirmam que o DIC, como implementado no pacote WinBUGS, pode ser usado para comparar
modelos complexos e grandes diferengas no critério podem ser atribuidas a diferencas preditivas
reais nos modelos. Assim, o modelo com menor DIC é estimado como o modelo que deveria

predizer melhor um conjunto de dados replicados da mesma estrutura dos dados observados
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Figura 2.1 Média posterior dos pardmetros de discriminagio (a) e dificuldade (b) para diferentes prioris
no modelo probito-normal no ezemplo do Teste de Matemdtica.

atualmente. Esta abordagem recebeu criticas de alguns autores (veja discussdao em Spiegelhalter
et al., 2002).

Para o célculo do do DIC necessitamos de Dbar, que é o valor esperado de D(B,u) =
—2In(p(y|B,w), i.e Dbar = E[D(B,u)] a qual é uma média calculada considerando todos as
estimativas a posteriori do desvio obtidas nas diferentes cadeias geradas onde y inclui todos os
valores dados (i.e. a amostra), e 3, u sa as estimativas a posteriori dos parametros de item e das
varidveis latentes nas diferentes cadeias geradas. Dhat é o valor de D(.) acima avaliado no valor
esperado a posteriori para (3, u), i.e Dhat = D(E[(83,u)]), pp, denominado ntmero efetivo de
pardmetros é dado por pp = Dbar — Dhat, e finalmente, DIC é dado por DIC = Dbar + pp =
Dhat + 2pp.(ver Apéndice B para maiores detalhes).

Na modelagem hierdrquica como acontece no modelo probito-normal a “verossimilhanca”ou
“complexidade do modelo”nao é tinica, assim, o desvio também n#o (o mesmo valendo para DIC
e pp que sao baseadas nesta) e pode ser calculada de varios modos (Delorio e Roberts, 2002).
Quando variaveis latentes auxiliares Z sdo introduzidas no procedimento DAGS, WinBUGS
usa a verossimilhanga para dados aumentados das varidveis observadas e as variaveis latentes

auxiliares introduzidas (y, Z) (que sdo efeitos fixos e aleatérios na modelagem hierarquica)
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para obter as distribuigdes posteriores para os parimetros de interesse. Quando este é o caso,
DICs marginais tanto para as varidveis observadas (efeito fixo) quanto para as varidveis latentes
auxiliares (efeitos aleatdrios) sdo apresentadas na saida no pacote. Para uma comparagao prépria
dos modelos propostos, nds consideramos o DIC marginal para as varidveis observadas dado que
o foco da anélise estd em p(y|u, 3) e embora as varidveis aleatérias auxiliares sejam consideradas
na estimacao elas nao sao o objetivo da andlise.

Tabela 2.3 Resumo do coeficiente de variagdo (c.v.) das estimativas a posteriori dos aj e b; e Critério de
Ajuste para o modelo probito-normal considerando diferentes prioris no exemplo do Teste de Matemdtica

priori  c.v dos a; c.v dos b; Criterio de Ajuste

média dp média dp Dbar Dhat PD DIC

0,590 0,344 -1,8905 6,747 1445,00 1352,90 92,11 1537,11
0,698 0,549 -0,999 1,827 1453,16 1368,36 84,80 1537,96
0,890 1,033 -0,979 1,286 1461,09 1383,61 77,48 1538,57
0,901 1,090 -1,099 0,646 1453,22 1375,48 77,75 1530,97
0,532 0,114 -1,101 0,634 1450,14 1369,86 80,28 1530,43
0,481 0,111 -1,048 1,101 1446,60 1358,26 88,34 1534,94

mEoOQW >

A anilise do DIC na Tabela 2.3 confirma que todas as prioris conduzem ao mesmo ajuste.

A Figura 2.2 apresenta comparagoes para prioris diferentes considerando o grafico das médias
versus desvios padroes dos coeficientes de variagdo a posteriori sobres as médias a posteriori
do parametros de dificuldade e discriminagdo mostrados na tabela 3.2. Para os parimetros
de discriminacao e dificuldade, as estimativas com diferentes prioris estao organizados no eixo
horizontal da menor até a maior média do coeficiente da variagao e o eixo vertical do menor até
o maior desvio padrao do coeficiente de variagcdo a posteriori. Claramente, prioris com grande
precisao no parametro de discriminacgdo, como é o caso das prioris truncadas F' e E, obtém
estimativas mais precisas. Este resultado sugere que prioris com hiperparametros que admitem
valores negativos para os pardmetros de discriminacdo (média iguél para zero nas prioris C e
D) obtém estimativas mais imprecisas.

Com respeito ao parametro de dificuldade, as estimativas com diferentes prioris estao organi-
zadas desde a priori menos precisa (em ordem, prioris D e E) até a mais precisa (menos vaga)
(em ordem, prioris A, B e C). Uma grande valor de média e desvio padrao sao obtidos para a
priori A devido ao fato que a estimativa do coeficiente de variagdo para o parametro de difi-
culdade do Item 3 é grande. A imprecisao para o Item 3 segue do fato que as estimativas sdo

préximas de zero e pequenos desvios padroes produzem um grande coeficiente de variagao. Este
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Figura 2.2 Comparagdo de prioris (A a F) do modelo probito-normal para o ezemplo do Teste de

Matemdtica usando resumos dos coeficiente de variagao das estimativas a posteriori dos pardmetros a e
b sob 14 itens
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fato implica que para a priori A as estimativas para o parametro de dificuldade sao préximas de
zZero.

Embora as prioris consideradas podem levar & uma andlise a posteriori similar (ajuste), nds
encontramos mais apropriada o uso das prioris E e F porque isto resulta em grande precisao
para as estimativas dos pardmetros de discriminagao e de dificuldade. Desde que prioris para
o pardmetro de dificuldade com grande varidncia podem conduzir a distribuigdes a posteriori
imprecisas nés consideramos a priori F' como sendo a mais apropriada. Este fato é observado
em Sahu (2002), em que outras escolhas para os hiperparametros foram também pesquisadas, e
conclusdes similares sao observadas em nosso trabalho.

2.4.2 Inferéncia e interpretacao do parametros

Estudos a seguir foram feitos considerando a seguintes distribuicdes a priori a ~ N(1;0.5)I(0,) e
b~ N(0,2) proposta em Sahu (2002). Nés consideramos um valor de descarte (burn-in) igual a
1000 e uma cadeia com 10000 iteragoes adicionais apés do descarte com um valor de salto (thin)
igual a 10 para reduzir a dependéncia das cadeias resultando num tamanho efetivo de amostra
igual a 1000. Neste trabalho nés usamos cinco cadeias paralelas. A convergéncia foi diagnosticada
usando a visualizagdo do grifico do trago da estatistica de Gelman e Rubin (1992) apresentadas
no pacote CODA (Best et al. 1997) dentro do programa R.

O tempo médio para o descarte tomou 90 segundos e para gerar 10000 iteracoes adicionais
para cada cadeia foi de 957 segundos num processador AMD Duron(tm) com 112 MB RAM).

Figura 2.3 mostra o histérico da cadeia e a densidade empirica para os parametros a e b de um
item do teste (item 12) e para a média e desvio padréo das varidveis latentes que descrevem a
habilidades dos individuos. Note que as cadeias convergem a um valor estacionario e amostram
densidades empiricas de uma moda so.

Estimativas dos pardmetros de discriminacéo e dificuldade do item sao apresentadas na tabela
2.4. O item 11 é o mais discriminatério enquanto que o item 9 é o menos discriminatorio.
Também, o item 11 é o mais facil e o item 12 é o mais dificil.

O item 11 diz: “Luiza, Dora e Maria compram certa quantidade de tela. Luiza comprou a
metade de um metro, Dora comprou 75 centimetros e Maria comprou 50 centimetros. Qual
delas comprou a mesma quantidade de tela?”. O item 12 diz: “Um recipiente recebe 4,5 litros de
dgua por minuto. Quantos litros de 4gua pode ter um recipiente depois de uma hora e meia?”. Por
outro lado, o item 9 diz: “Resolva as seguintes opera¢des em decimais: 0,75—0,2+ 1,2 —0, 30”.
Claramente, da leitura do enunciado dos itens, a habilidade (latente) requerida para resolver
corretamente o item 11 é menor que a requerida para resolver o item 12. Para um valor dado
de habilidade, um estudante tém maior probabilidade de sucesso com o item 11 do que com
o item 12. Assim, de acordo ao modelo probito-normal, o item 11 é mais ficil do que o item
12. Também é importante notar a respeito do item 11 que um incremento da habilidade dos

estudantes (conhecimento do significado do termo médio metro, por exemplo) se traduz em uma
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Figura 2.3 Histérico e densidade da cadeia para os pardémetros a e b do item 12 (a(12) e b(12)) e média
(mu) e desvio padrao (du) das varidveis latentes u;

incremento da probabilidade de sucesso para este item. Por outro lado, com respeito ao item
9, pode ser observado que um incremento na habilidade do sujeito (conhecimento dos lugares
decimais, por exemplo) nao é diretamente traduzido em um incremento da probabilidade de
responder corretamente o item. Assim, o item 11 parece ter um grande poder discriminatério
porque permite distinguir melhor entre estudantes que tem ou nao tem algum conhecimento
especifico a respeito dos itens. Nao em tanto, da tabela 2.4 se observa que os items do teste nao
apresentam valores muitos alto do pardmetro de discriminagao.

Box-plots para os parametros dos itens baseados na inferéncia posterior sao apresentados na
Figura 2.4 indicando a variagao na distribuigdo a posterior para os parametros dos itens. Este
resultado obviamente é impossivel de ser dado com a abordagem freqiientista. Neste caso nés
temos nao so uma estimativa pontual dos parametros do modelo e sim a propria distribuicao
a posteriori o que claramente mostra as vantagens da estimagdo bayesiana para ter maior in-
formagao dos parametros. Para detalhes adicionais na interpretacao dos parametros dos itens
veja Johnson e Albert (1999).
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Tabela 2.4 Resumo da inferéncia posterior para os pardmetros sob o modelo probito-normal no exemplo
do Teste de Matemdtica

Estatisticas a posteriori

média d.p. Pps mediana Pors

Parametro de discriminagao a1 0,54 0,24 0,13 0,52 1,09
as 0,29 0,18 0,03 027 0,70

as 0,55 0,24 0,16 0,53 1,09

a4 0,91 033 0,33 0,88 1,61

as 0,49 024 0,09 0,48 1,02

as 0,32 0,18 0,03 0,30 0,73

a7 0,88 0,34 0,29 0,84 1,60

ag 0,97 0,35 0,39 0,92 1,80

as 0,20 0,14 0,01 0,18 0,51

aio 0,49 0,23 0,08 0,48 1,02

an 1,35 041 0,64 1,32 2,18

a1z 0,39 0,19 0,06 0,38 0,80

a3 0,45 0,23 0,05 0,43 0,93

a4 0,41 0,26 0,03 0,37 0,97

Parametro de dificuldade by -0,90 0,16 -1,25 -0,90 -0,60
ba -1,09 0,15 -1,37 -1,08 -0,80

bs -0,03 0,13 -0,27 -0,03 0,23

I -1,91 0,33 -2,62 -1,88 -1,36

bs -1,23 0,18 -1,62 -1,22 -0,90

bs 0,37 0,11 0,16 0,37 0,61

by -1,82 0,33 -2,63 -1,78 -1,28

bs -1,53 0,31 -2,30 -1,50 -1,03

be -0,80 0,13 -1,06 -0,80 -0,57

bio -1,19 0,17 -1,55 -1,18 -0,87

b1 -2,31 046 -3,32 -2,25 -1,53

bis 0,43 0,12 0,21 0,42 0,67

bis -1,01 0,16 -1,35 -1,00 -0,71

b 41,71 0,28 -220 -1,70  -1,32

Varidvel latente média dos u; 0,94 0,06 0,82 0,93 1,06

d.p dos u; 0,04 0,08 -0,12 0,04 0,21

Com respeito a habilidade latente, nos temos que a média a posteriori da média das habilidades
dos estudantes é 0,94 a qual esta quase a um desvio padrio do média a priori fixada em 0.

Isto pode indicar que a maioria dos estudantes apresentam alta habilidade o qual concorda
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com escores observados que aparecem na figura 2.5. Assim habilidades estimadas sob o modelo

probito normal estao diretamente associadas com os escores observados.

2.5 Discussao Final

Um dos objetivos deste capitulo foi contribuir na revisdo da literatura associada ao modelo
probito-normal na teoria da resposta ao item. Este modelo foi escolhido porque permite ex-
tensoes para modelos de trés pardmetros, modelos multidimensionais, modelos multinivel, in-
clusao de varidveis preditivas e andlise fatorial confirmatdrio. O capitulo considera dois proced-
imentos usando a metodologia MCMC para fazer a inferéncia para os parimetros de itens e
de habilidades no modelo. A metodologia fora usada num teste de matemadtica aplicado a 131
estudantes de sexta série de escolas peruanas. Foi feita uma andlise de sensibilidade para checar
a adequacao do modelo que segue pelo uso de uma série de distribuigées a priori também. Isto
inclui a especificagao de distribuicGes a priori vagas para os pardmetros de dificuldade e hiper-
parametros precisos para o pardmetros de discriminagao. As prioris especificadas na Tabela 2.2
foram sugeridas em pesquisas anteriores por outros autores. As diferentes prioris consideraras
levam a estimativas similares do DIC (descrito em Spiegelhalter et al., 2002) levando a conclusio
que o analise bayesiana para o conjunto de dados sob consideragdo nao sio sensiveis a escolha
das prioris consideradas. Embora, a priori considerada por Sahu (2002), a qual especifica que
aj ~ N(1;0.5)I(0,) e b; ~ N(0,2), j = 1..., parece ser, para nés, mais adequada. No Capitulo
4 (veja também Bazdn et al., 2004) nds propomos o uso de uma familia mais geral de funcoes de
ligacdo F;;(.) a qual também pode acomodar distribuigées assimétricas para as habilidades na
populacao que podem ser aplicados neste conjunto de dados, ja que a distribui¢cdo dos escores

assimétrica poderia ser melhor ajustada com um modelo que tome em conta a assimetria.
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Figura 2.4 Diagrama de caizas (“boz-plot”) para pardmetros de discriminagdo (a) e dificuldade (b) dos
items no modelo probito-normal
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Figura 2.5 Histograma dos escores do teste de Matemdtica de 14 items para 131 estudantes

Bazan, Jorge L. IME/USP



Capitulo 3

Uma funcgao de ligacao probito assimétrica

generalizada para resposta bindria

3.1 Introducao

Tradicionalmente, os modelos utilizados para dados binirios sio os modelos probito e logito.
Em ambos os casos, a funcdo de ligacdo é simétrica. Entretanto, quando a probabilidade de
sucesso se aproxima de 0 a uma taxa diferente do que se aproxima de 1, ligacGes simétricas
podem ser inadequadas como é discutido, por exemplo, em Chen et al. (1999). Neste caso,
ligacoes assimétricas podem ser convenientes. Varias ligacGes assimétricas paramétricas tem sido
desenvolvidas na literatura e vdrios exemplos sio listados em diferentes livros texto.

Neste capitulo propomos uma familia paramétrica de ligacGes assimétricas bastante flexivel.
Para a construgado da nova ligagéo, a fda da distribuigdo normal assimétrica (Dalla Valle, 2004) é
considerada. Antes é recomendével revisar o apéndice A para uma apresentagao das propriedades
conhecidas desta distribui¢do e as novas propriedades derivadas nesta teses assim como casos
particulares da normal assimétrica que serdo usadas a seguir.

Neste capitulo introduzimos a funcio de ligacao probito assimétrica generalizada para o mod-
elo de resposta bindria a qual tem como casos particulares a ligacdo probito assimétrica dada
por Chen et al. (1999) baseada na normal assimétrica, CDS, a funcéo de ligagao probito dada
por Bazin et al. (2004a) a qual se baseia na normal assimétrica BBB e a usual ligagao pro-
bito. Apresentamos algumas propriedades desta ligagio assimétrica e também condigbes para
a existéncia das estimativas de méxima verossimilhanca e da distribuigdo a posteriori para o
pardmetro de regressao. Além disso, é desenvolvido o algoritmo MCMC e, finalmente, para um
conjunto de dados bastante conhecido na literatura, é desenvolvida uma comparagao de modelos
considerando diferentes fungdes de ligacdo.

O capitulo estd organizado da seguinte maneira. A Secdo 3.2 revisa as ligagOes para re-
sposta binéria na literatura. A Segao 3.3 apresenta o modelo probito assimétrico generalizado. A
Secdo 3.4 sdo discutidos resultados principais a respeito da existéncia de estimativas de maxima
verossimilhanca e propriedades da distribuicio posterior dos pardmetros do modelo quando a
priori uniforme imprépria é escolhida sdo discutidas. Aumentagio de dados é considerada na
Secdo 3.5, e uma metodologia da estimagio Bayesiana é desenvolvida na Secdo 3.6. Na Secao

3.7 um exemplo de aplicagdo é considerado.
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3.2 Ligacgoes para resposta bindaria

Considere y = (y1,¥2,..-,Yn) um vetor n x 1 de n varidveis aleatérias independentes, x; =
(Zi1y. .., Tin)" um vetor k x 1 de covaridveis. Seja X a matriz de planejamento n x k com linhas
x;, e B = (B1,...,Bk) um vetor k x 1 de coeficientes de regressdo. Suponha que y; = 1 com

probabilidade p; e y; = 0 com probabilidade 1 — p;. Numa modelagem para dados binarios, é
usual assumir que .

P1=F(77:)=F(ﬂ3;.3)7 i=1,...,n, (31)

na qual F'(.) denota uma fungéo de distribui¢do acumulada (fda). A inversa F~! é tipicamente
denominada fungao de ligagdo e 7; = x}8, i-ésimo predictor linear. Quando F é a fda de uma
distribuigao simétrica a ligacdo resultante é simétrica e p; tem uma forma simétrica em torno de
pi = 0.5. Exemplos s@o obtidos quando F é a fda na familia das distribuigdes elipticas (Arellano-
Valle, 1994) como a Normal Padrao, Logistica, T-student, Exponencial Dupla ou distribuicao
de Cauchy (veja-se Albert e Chib, 1993).

3.2.1 Ligacoes assimétricas

Existem diversas propostas para se obter ligacGes assimétricas, a saber:
(i) Considerando, em (3.1), que F' é uma fda de uma distribui¢io assimétrica;

(ii) Considerando, em (3.1), uma modificagdo do predictor linear 7; dada por 7; = m(ni, A),

onde m(.) é uma fungao nao linear e continua e A estd associado ao grau de assimetria;

(iii) Considerando, em (3.1), que F'(.) é uma fda na classe de misturas de escala de distribuicées
elipticas.

Na Figura 3.2.1 temos um exemplo de funcéo de ligagdo ndo simétrica. Ligacdes assimétricas
do tipo (i) sdo obtidas, por exemplo, quando distribui¢des assimétricas tais como a Gumbel (que
define a ligacao loglog) e a Weibull sdo consideradas. Entretanto, nestas distribuicées nio existe
um parametro que modele a assimetria, e assim nenhuma relagao é estabelecida entre as ligagoes
simétricas e assimétricas. Ou seja, nao se pode, por exemplo, obter as simétricas a partir das
assimétricas, portanto, as simétricas ndo podem ser consideradas como um caso particular das
assimétricas.

Exemplos do caso (ii) sdo dados em Prentice (1976) e Czado e Santner (1992a,b) que consideram
a distribui¢ao padrao de Burr; Guerrero e Johnson (1982) e Stukel (1988) usam a distribuicdo
logistica padrao e Czado (1994) que usa a distribui¢ao normal padrao mas com m(.) modificado.
Assim p; € obtida considerando p; = F(m(n;, A)) para algum limite de variacdo para 7; (por

exemplo para 7; > 0) e p; = F'(7;) para outro intervalo de variagio de 7; (por exemplo para
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7; < 0). Somente no caso da distribui¢do de Burr, p; = F(m(n;, A)) ndo é dada por uma fungao
particionada e nao é necessério particoes de 7; em intervalos na defini¢do de m(.). Outros casos
sao obtidos quando o preditor linear é substituido por uma expressdao polinomial, geralmente
quadrética ou ctbica (veja, por exemplo, Collet, 2003).

Outras familias mais de ligacoes sdo obtidas quando F' é escolhida na classe de funcdes de
distribui¢ao acumulativas de mistura de escalas elipticas F = {F'(.) = f[o, o8 H(.|\)dG(X)}, onde
G é uma fda em [0, 0] e H é uma fda eliptica (veja Basu e Mukhopadhyay, 2000, Haro-Lépez
et al., 2000 e Arellano-Valle, 1994).

Nos revisamos na se¢ao seguinte as formas de obter ligagoes probito assimétricas consideradas
na literatura que aparentemente levam a diferentes modelos.

3.2.2 Ligacgoes probito assimétricas

A primeira formulagdo de uma ligagdo probito assimétrica foi dada por Czado (1994). Esta
ligagdo é obtida usando a forma (ii) de obter ligacdes assimétricas, com F' sendo a fda da normal
padrao. Czado (1994) estuda o caso de uma particular m(.). Ainda que Czado (1994) tenha usado
uma, particular fun¢do m(.), em Czado (1997) é apresentada uma lista de vérias fungoes m(.) que
podem ser usadas para definir ligagGes probito assimétricas. Uma critica a esta construgao é o
fato de estas ligacGes assimétricas serem limitadas desde que m(.) é particionada para diferentes
intervalos de variacao de 7; e todas as possibilidades precisam ser checadas para inferir o sinal
do pardmetro de assimetria (veja por exemplo Czado, 1994, Czado, 2000).

Uma formulacao mais recente de ligagao probito assimétrica foi proposta em Chen et al.(1999),
Chen et al. (2001) e Chen (2004). Eles propuseram uma classe de ligagoes assimétricas quando
se considerada:

1, z>0;
_ L ; 3.2
v { 07 23 < 01 ( )
onde
%=1+ &, (33)
e
€ =Avy;+u;,, v;~G, uy~ H, (34)

Assim, a ligagao proposta por Chen et al. (1999) é dada por

pi = /_oo H(T]i + )\vi)g(vi)dvi. (35)

onde v; e u; sao independentes, G é a fda de uma distribuicdo assimétrica, H é a fda de uma
distribui¢ao simétrica e g a fun¢do de densidade associada a G.

A expressao (3.4) corresponde a representagio estocdstica dada por Sahu et al.(2003) para a
construcao de distribuigoes assimétricas, em que A € R é um pardmetro de assimetria. Na

formulagao de Chen et al. (1999), p; ndo tem uma expressio analitica. Assim, para estimagao dos
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pardmetros do modelo, Chen et al. (1999) apresentam uma, versao de verossimilhanga aumentada
considerando (3.5).

Quando H é a fda da Normal e G é a fda da normal positiva, a fda de 2; é a fda da distribuicao
normal assimétrica dada por Sahu et al. (2003) e Chen et al. (1999), isto é, usando a notacio
dada no Apéndice A e em Dalla Valle (2004), z; ~ NA(6) com 6 = (n;,1 + A2, ) com locacio
7i, escala 1 + A% e pardmetro de assimetria A. Neste caso, como é visto no Apéndice A, para
qualquer normal assimétrica existe uma expressdo analitica para sua fda e consequentemente
para p;, fato que nao foi notado por Chen et al. (1999). Esta ligacio probito assimétrica nés
denotaremos por CDS probito assimétrico ou simplesmente CDS pa.

Outra formulagao para uma ligagdo probito assimétrica é considerar diretamente F' como fda
da distribui¢do normal assimétrica padrdo (Azzalinni, 1985) a qual serd usada no desenvolvi-

mento dos capitulos 4 e 5. Neste caso, como é visto no Apéndice A, temos que sua fda é dada

PizF)\("H):2‘I)2((Tg ),(8),( _ld _ld )) (3.6)

onde F)(.) denota a fda da distribui¢do normal assimétrica com paradmetro de assimetria A € R,

por

e ®5(.) denota a fungdo de distribui¢do da distribuicao normal bivariada com coeficiente de

correlagdo —d, onde d = \/1_/\+—)\7 € [—1,1] (veja notagdo no Apéndice A). Esta ligacdo probito as-

simétrica serd denotada por BBB probito assimétrica ou simplesmente BBB pa. Para estimacao,
a verossimilhanca segue a verossimilhanga usual no modelo Bernoulli. No entanto, quando uma
estrutura linear latente é considerada como a dada em (3.2)-(3.4) em que (3.4) é substituida
pela representagao estocéstica de Henze (1986), como visto no Apéndice A obtemos que z; é
a fda de uma distribuicao normal assimétrica diferente da dada por Chen et al. (1999). Isto é,
zi ~ NA(6) onde 6 = (n;,1,—A), com locagdo n;, escala 1 e pardmetro de assimétria —\.

Um aspecto comum a CDS pa e BBB pa é que o parametro de assimetria esta associado com
a distribuicao de F'(.) e é independente do predictor linear. No entanto, a formulacio de ambos
modelos é diferente. Na ligacdo CDS pa sua formulacao é obtida considerando uma estrutura
linear latente e nenhuma forma fechada como em (3.1) é dada para p; em (3.5)) Na ligagao BBB
pa uma estrutura linear latente nao é necessiria para a definicdo do modelc; pois é suficiente
para sua formulacdo a escolha de uma nova distribui¢cdo para F. Embora as formulacdes de
ligacdes probito assimétricas CDS pa e BBB pa sejam diferentes, veremos que se tratam de
casos particulares de um modelo mais geral.

A ligagao probito assimétrica generalizada para o modelagem de resposta binaria considerada
neste capitulo tem como casos particulares o CDS pa, BBB pa e a usual ligagao probito. Também,
outras ligacdes probito assimétricas podem ser derivadas. Esta abordagem considera o seguinte:
a) p; é obtida quando considerada a fda de uma funcio de distribuicio avaliada no preditor
linear, b) o pardmetro de assimetria esta associado com a distribuicao de F(.) e é independente

do predictor linear, e ¢) a estrutura linear latente nao é necessaria para a formulaciao do modelo.
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A ligacao assimétrica proposta introduz um paridmetro que controla a taxa de crescimento
(ou decréscimo) da probabilidade de sucesso (falha) da resposta binéria e outros pardmetros de
locagdo e escala desta probabilidade.

3.3 Modelo probito assimétrico generalizado

3.3.1 Modelo

7

Um modelo probito assimétrico generalizado é obtido considerando F' em (3.1) como a fda
da distribui¢do normal assimétrica com vetor de pardmetros 8 = (p,0%,1), em que g é um

2

pardmetro de locacao, 0 é um pardmetro de escala e A é um pardmetro de assimetria. Assim,

usando a notagao introduzida no Apéndice A, nés temos que
Pi =F9(’l’h‘), 1= 1,...,77. (37)

A formulagao considerando uma distribuicdo normal assimétrica com pardmetros de locacao,
escala e assimetria constitui uma familia de modelos que leva aos casos particulares vistos na
Secao 3.2.2.

Proposicao 3 Considerando a ligagao probito assimétrica generalizado temos que
e Se 6 = (0,1,0) segue a ligacdo probito.
e Se & = (0,1+ A% —)) segue a ligagio CDS pa.
e Se § =(0,1,)) segue a ligacdo BBB pa.

Prova. Veja o Apéndice A e considere as proposicoes A.1 e A.2 e a defini¢do da funcao de ligacao
dos modelos CDS pa e BBB pa como explicada na se¢io anterior.O

A formulagdo do modelo probito assimétrico generalizado essencialmente implica que o modelo
probito é caso particular do modelo probito assimétrico. Para ver isto no caso particular de BBB
pa, nés apresentamos varias relagdoes no Apéndice C.

A Figura 3.1 mostra diferentes curvas de probabilidade dos modelos CDS e BBS pa usando
escalas diferentes para 7;. Note que o CDS pa apresenta probabilidade de sucesso que cresce
lentamente em relacao a ligacao BBB pa. Esta primeira, pode ser mais adequada se o intervalo
de variacao de 7; for mais amplo. ‘

Claramente, outras ligacoes probito assimétricas podem ser derivadas a partir de (3.7) quando
consideramos outras escolhas para p e o2. Em geral é mais conveniente considerar x = 0 e usar
o? para o controle do crescimento da probabilidade de sucesso para um mesmo valor de A e para
maior flexibilidade.
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Figura 3.1 Curvas de probabilidade dos modelos CDS pa e BBB pa considerando diferentes valores para
A= —5,—2,0,2,5 (nesse ordem) para escalas diferentes para n =z’

3.3.2 Verossimilhanca

A funcdo de verossimilhanga para modelos probito assimétricos generalizados é dada por

n

L(B,0ly, X) = [ [[Fo(m)]¥[L — Fo(ma)]* ¥ (3.8)

=1

Considerando a proposicao A.1 no Apéndice A, nés temos que para 6 = (i, a2, )

r=a(( 1) (2).( % 7)) 5

e (3.8) pode ter outra versao baseada na fda da distribui¢do normal bivariada. O uso do algo-
ritmo para a fda da normal assimétrica em (3.7) esta baseado na fun¢ao de Owen (Azzalini, 1985
e Dalla Valle, 2004), e sao disponiveis em programas R e Matlab. Entretanto, varios algoritmos
computacionais eficientes sao disponiveis para calcular integrais relacionadas com a distribuigao
normal bivariada, veja, por exemplo, Genz (1992, 1993), e a versao usando (3.9), que algumas

vezes podem ser mais convenientes.
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Além disso, considerando a proposigéo 2 no Apéndice A, nés temos que para 6 = (0%, 0)

Fo(m:) = /000 d (m_;gm - )\vi> g(v;)dv; (3.10)

2
onde ®(.) denota a fda da distribui¢do normal padrio e g(v) = #e_Tl (0,00) é a funcgdo de

densidade de probabilidade (fdp) da distribuigdo Normal positiva ou Half Normal (veja Apéndice
A).

Como conseqiiéncia, a funcéo de verossimilhanga para os modelos probito assimétricos gener-
alizados pode ser escrita (Chen et al, 1999) como

O R ‘ : i — 1-4i
LB, 01y, X) =] /0 (LN o [1- BB LT o) g(wi)as.
=1

(3.11)
Uma versao aumentada da funcdo de verossimilhanca é obtida considerando-se as varidveis

auxiliares v;, e é dada por
n
A s — 1-y;
L(B,6ly, X,v) =[] @(%\/1 +AZ = ;)% [1 - @(”‘a—“\h = )\vi)] “9(v). (3.12)
i=1

Considerando a Proposigao 3, é ficil obter as versdes da fungo de verossimilhanca para os mo-
delos BBB e CDS pa como casos particulares de (3.8), (3.9) e (3.12).

3.4 Resultados principais para prioris impréprias

Note que no modelo probito assimétrico generalizado o pardmetro # estd associado a escolha
da funcdo de ligagdo mas 3 representa um pardmetro com significado especifico na estrutura,
escolhida e eles podem ser considerados como inerente aos dados observados e niao dependentes
da definicao de um modelo especifico (para uma maior discusséo a respeito desta distingdo de
pardmetros, ver Taylor e Siqueira (1996) e Drapper (1995)). Portanto, dois cendrios podem ser
considerados. O primeiro cendrio é que ambos parametros B e 6 sio estimados; no segundo
cendrio s6 (3 varia e § é fixado com valor 6y “verdadeiro”. Semelhante a Taylor e Siqueira
(1996), nés podemos referir a esses dois cendrios como abordagem nio condicional e abordagem
condicional, respectivamente.

Na abordagem condicional, claramente, como no caso do modelo probito, calcular as estima-
tivas de méxima verossimilhanga (MLE) para (3 usando as versdes da funcio de verossimilhanca
consideradas na Segdo 3.3 é simples. Também, a inferéncia bayesiana pode ser facilmente formu-
lada apds a especificagdo de uma distribuigao a priori para 8. Mas condigdes devem ser impostas
sob a matriz de planejamento para a existéncia das estimativas de MV e para a existéncia da

distribuicdo a posteriori de 8 sob uma priori uniforme imprépria. Alguns resultados sobre a
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existéncia da estimativa de mdxima verossimilhanga e da posteriori quando prioris impréprias

séo consideradas, sdo apresentados a seguir. As provas sao baseadas em resultados apresentados
em Chen and Shao (2000).

3.4.1 Existéncia da posteriori e da estimativa de maxima verossimilhanca na
abordagem condicional

Proposigcao 4. Considere a abordagem condicional para a ligagdo assimétrica generalizada, isto
€, em que 0 ¢é conhecido ou fizado e s6 B é o parametro de interesse, e sejat; =1 sey; =0 e
ti = —1 sey = 1, X € a matriz de planejamento n X k conhecida com linhas X e defina X*

como a matriz com linhas t;x'. Sob, as seguintes condigies:

(C1) X € de posto completo;

(C2) Ewiste um vetor positivo a = (a1, ...,a,)" tal que X*'a =0,
entao,

e Para uma priori uniforme imprdpria para B3, isto é, n(f) « 1 a distribuigao posterior de
B € propria, isto €, [p. L(Bly)dB < oo;

o A estimativa de mdzima verossimilhanga (MV) de B exziste.

Prova. Quando 6 é conhecido, a verossimilhanca dada em (3.8) se reduz a L(8|y, X, 8) que por
simplicidade escrevemos L(B|y), e considerando a priori 7(3) o< 1 entdo, para que a posteriori
seja propria requeremos que [p. L(B|y)dB < oco. Se (C1) e (C2) se satisfazem, pelo Teorema
2.1 de Chen e Shao (2000) tais condigbes sao suficientes desde que a normal assimétrica é
uma fungdo de distribui¢do continua que satisfaz [°0_ e"dFy(r) = E(e'®) = Mp(t) < oo, e
E(luk)) = %?mh:o. Isto é tem momentos finitos, como pode ser verificado considerando a
expressao dada no Apéndice A para sua fungdo geradora de momentos.

A existéncia da estimativa de MV esta garantida desde que a fda da normal assimétrica é

continua e pelo Teorema 3.1 dados em Chen e Shao (2000) (C1) e (C2) sao suficientes. O

3.4.2 Existéncia da posteriori e da estimativa de maxima verossimilhanga na
abordagem nao condicional

Na abordagem nao condicional, calcular as estimativas de MV usando as versoes da fungao de
verossimilhanga dada na Sec¢do 3.3 nao é simples e novas condigbes para a existéncia das esti-
mativas de MV sao necessdrias. Além disso, para a especificagdo de uma distribuigdo a priori

uniforme imprépria para 3 e 6 é necessario ter outras condigoes para a existéncia da distribuigao
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a posterior de 8 como, por exemplo, as dadas em Chen et al., (1999). Em geral 1 e 0% devem ser
fixados como acontece nas ligagoes CDS e BBB probito assimétricas, sendo A o inico parametro
de interesse associado com a escolha da ligacdo probito assimétrica generalizada. Considerando
este fato, nés temos a seguinte proposicao.

Proposicao 5. Considere a abordagem ndo condicional para a ligagdo probito assimétrica
generalizada, isto é, em que 0 e (3 sao pardmetros de interesse, e seja Sp = {t : y; = 0},
S1 = {j : yi = 1}, mo = card(Sp), m1 = card(S1) e Xy e X1 sdo matrizes com linhas x,
i€ So ex;, j€ S1. Sob as seguintes condigbes:

(C1°) Xy e X1 sao de posto completo;

(C2°) Existem vetores positivos ag = (aoy,..-,a0,) € R™ e a; = (a11,...,01,) € R™ tal
que Xpao=0 e Xja; =0

entao,

e Para uma priori uniforme imprépria conjunta para (3 e A, isto é, (B, ) < 1 a distribuigao
posterior conjunta de 3 e X é propria, isto é, [*° [pw L(B, Aly)dBdA < oo;

e A estimativa de mdzima verossimilhanga (MV) de B eziste.

Prova. Desde que para 6 = (u,sigma?,\) tem-se especificada uma priori uniforme imprépria
2

apenas para A pois p e o“ se assumem conhecidos, o problema de garantir a posteriori prépria
quando especificada também uma priori uniforme imprépria para 3 ja fora abordado por Chen
et al.(1999) para a normal assimétrica CDS. Para a prova no caso da normal assimétrica geral
é conveniente usar a versio da funcdo de verossimilhanga dada em (3.11) onde g(.) é a fdp
da normal positiva que tem suporte nos reais positivos. Con isto a proposi¢ao é andloga aos
Teoremas 2 e 5 dado por eles. As condigdes indicadas no Teorema 5 de Chen et al. (1999)
sao satisfeitas desde que a normal assimétrica es uma fungdo de distribuicao continua e assim
a existéncia da estimativa de maxima verossimilhanga estd garantida. Além disso como fora
indicado na prova da proposicao 4 a fda de uma distribuigdo normal assimétrica tem momentos
finitos e entao, se satisfazé também a outra condigdo indicada no Teorema 2 e pelo tanto a

posteriori com priori uniforme imprépria em A e 3 é prépria.O

3.5 Verossimilhancas aumentadas para o modelo probito assimétrico
generalizado

Semelhante a versao de verossimilhanga aumentada para o modelo probito, introduzida por
Albert e Chib (1993) e vista no capitulo 2, e diferente da proposta por Chen et al (1999)
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apresentada em 3.2.2, nés propomos nesta Se¢ao uma verossimilhanga aumentada para o modelo
probito assimétrico generalizado. Considerando-se varigveis latentes auxiliares com distribuicao
normal assimétrica padrao. E fécil mostrar que a ligagdo probito assimétrico é equivalente a
considerar que

1, Z;> 0;

, i=1...,n (3.13)
Oa ZiSO,

y¢=I(Zi>0)={
onde Z; ~ NA(6), com 8 = (u+m;, 02, —)), e I(.) como j4 fora definida antes, é a funcio indi-
cadora. Claramente, no caso especial § = (0, 1,0) temos o resultado de Albert e Chib (1993). A
varidvel latente Z; é introduzida para evitar trabalhar com verossimilhangas de tipo de Bernoulli
e esta representacdo mostra uma estrutura linear latente, a qual produz um modelo equivalente
ao modelo probito assimétrico generalizado. Note que o sinal do pardmetro de assimetria para
a varidvel latente auxiliar é oposto ao do paradmetro de assimetria especificado em (3.7).
Entdo, a fungio de verossimilhanga de dados aumentados para o modelo probito assimétrico
generalizado é dada por

L(ﬂ,OIZ, y) = er(zi)I(Ziiyi)y (3'14)
=] -

em que I(Z;,y;) = 1(Z; > 0)I(y; = 1)+ I(Z; < 0)I(y; =0),i=1,...,n.

No Apéndice C sao apresentadas algumas relagdes entre esta verossimilhanca aumentada para
a ligacdo probito assimétrica e a verossimilhanga aumentada para a ligagio probito.
A verossimilhanca dada em (3.14) depende da. fdp da normal assimétrica o que pode ser restritivo
do ponto de vista inferencial em alguns casos. No entanto, é possivel obter uma verossimilhanca,
de dados aumentados alternativa para o modelo probito assimétrico generalizado. Primeiro con-
sidere a seguinte representacao linear latente para z;:

Z; =n; + e, eiNNA(e*), = 1y.00;m (3.15)

em que 6* = (u, 02, —A). Além disso, para e;, considere a representacio estocéstica para a
distribuigdo normal assimétrica padrao (Henze, 1986) como dado no Apéndice A, isto é

es=p—o(@Vi+(1-dOW;), i=1,...,n (3.16)

em que V; ~ HN(0,1), é a distribui¢do normal positiva, e W; ~ N(0,1), a distribui¢io normal
padrao. Segue que a distribuigao condicional e;|V; = v; é uma distribui¢io normal com média
1 — odv; e varidncia (1 — d%)o?. De acordo com este resultado, simulagao de Z; na estrutura
linear (3.15) pode ser feita em duas etapas. Primeiro, simule V; ~ HN(0, 1) e entdo simule
Zt = Zi|Vi ~ N(n; + p — odv;, (1 — d*)o?).

Portanto, a fungdo de verossimilhanga de dados aumentados alternativa para o modelo probito
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assimétrico é dado por

n
L(B,612,y) = [ [ #(zi; mi + p — odvs, (1 — d?)0®)(vi; 0, 1) I(Zi, yi) [(vi > 0), (3.17)
i=1
em que I(Z;,y;) = I(Z; > 0)I(y; =1)+ I(Z; < 0)[(y; =0),i =1,...,n.

A verossimilhanca aumentada alternativa é acima é muito conveniente para estimacio e é
facil obter as versdes da fungéo de verossimilhanca aumentada e aumentada alternativa para os
modelos BBB e CDS pa substituindo os valores correspondentes de 6 especificados na proposigéo
3 . Também note que o erro e; introduzido em (3.16) sdo residuais latentes i.i.d e podem ser usados
para a verificagdo do modelo (veja Albert e Chib, 1995). A distribuicdo a priori dos residuos
€1,...,en, fornece uma base conveniente com a qual comparar a distribuicdo a posteriori. Neste
caso, usando (3.16), alguma 4lgebra leva a

fe'(e1);‘(e(1>)~#—m) ify; =1
m(elB,0,y) =4 Pl @ ’ (3.18)
fr(ellasoun) iy —0,i=1,...,n.

em que 6* = (u, 02, —\), fo(.) e Fp+(.) sao a funcio de densidade e a fda da normal assimétrica
correspondente.

3.6 Analise Bayesiana

3.6.1 Especificagao de prioris

No contexto bayesiano é requerido especificar uma distribuicao a priori para 3 digamos, m(08) e

para 6, digamos, 7(0). Por facilidade, é comum considerar

7(B,0) = m(B)m(6), (3.19)

isto é, B e 6 independentes a priori. Procedimento Bayesianos podem entdo ser implementados
considerando as fungdes de verossimilhanga dadas em (3.11), (3.12), (3.14) ou (3.17).
Considerando uma estrutura de independéncia a priori como em (3.19) podemos escolher as pri-
oris para 7(/3) usualmente consideradas no modelo probito incluindo prioris impréprias. Assim,
podemos assumir como priori para 3, uma distribui¢do normal, prioris impréprias do tipo uni-
forme para B (7(8) = 1) ou ainda prioris de Jeffreys. Veja, por exemplo, Zellner e Rosi (1984),
Johnson e Albert (1999) e Ibrahim and Laud (1991).

De um modo geral nds consideramos para 6,

7(8) = ma1 (1) maa(02)mas(A), (3.20)

com a suposicdo de independéncia a priori. Escolhemos para ma;(p) e moz(0?) as prioris usual-

mente consideradas no modelo probito normal. Por exemplo, pt ~ N(po, 7¢) e 02 ~ Inv—x%(w, k)
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(isto é, uma distribuigéo ji quadrado inversa) ou se a precisdo definida como 1/0? é considerada,
entao uma distribui¢do gama inversa pode ser considerada.

Para o pardmetro de assimetrfa, como em Bazdn et al. (2004a, 2004b), nés podemos con-
siderar o modelo probito assimétrico generalizado em termos de d; = (IT:\\%)TE’ =101
Esta parametrizagao, nés denotamos “parametriza¢do d”, onde d; assume valores no intervalo
[-1,1]. O fato do espago paramétrico ser limitado permite especificar uma priori uniforme (ndo
informativa) que é prépria. Assim podemos considerar d ~ U(—1,1), ou equivalentemente,
A~ T(0,0.5,2), em que T(a,b,v) denota a distribui¢do t-Student com locagdo a, escala b e
v graus de liberdade. (Use a transformagao de varidveis \ = m) Quando a especificagio
do modelo é em termos de A, denotamos por “parametrizacao \”.

3.6.2 Esquema de dados aumentados para o amostrador de Gibbs (DAGS)

Usando a verossimilhanga em (3.11) ou (3.12) e a distribui¢do a priori em (3.19) com (3.20) é
possivel obter a distribui¢do posterior e implementar um procedimento de estimacio bayesiana
que envolve a verossimilhanga de Bernoulli. Contudo tal procedimento é complicado desde vez
que as integrais envolvidas para obter a distribuicdo posterior marginal sao dificeis de serem
obtidas. Representacoes baseadas na aumentacao de dados como considerado em Albert e Chib
(1993) foram introduzidas na Segdo 3.4. Considerando a estrutura latente envolvida, as dis-
tribuiges condicionais completas a posteriori para o modelo probito assimétrico podem ser obti-
das sem problemas para implementagao de inferéncia Bayesiana via MCMC, usando a primeira
funcao de verossimilhanga aumentada dada em (3.14) na Segao 3.4. Contudo, algumas das condi-
cionais completas nao podem ser diretamente amostradas e algoritmos tais como o Metropolis-
Hastings (Chib and Greenberg, 1995) precisam ser considerados. Um procedimento muito mais
simples é considerar a fungdo de verossimilhanca aumentada alternativa dada (3.17) que consid-
era varidveis latentes adicionais modificando a varidvel latente auxiliar Z;, i = 1,...,n.

No restante da segdo, nés desenvolvemos um procedimento computacional para o modelo pro-
bito assimétrico baseado nesta fungdo de verossimilhanca de dados aumentados alternativa.
Duas parametrizagées podem ser usadas. A especificacdo da verossimilhanga completa para a
parametrizagdo d é dada como segue:

«
Zt zi, vi, By b, o2, d~N (;z\+ 7 —odv;, (1 - d2)02 ) I(Z}, i),
Vi ~ HN(0,1),
B~ m(.),
K~ 721 ()’
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d~U[-1,1].

A especificagao de verossimilhanca completa para a parametrizagdo A é dada como segue:

Zi| i, yi, By py 02, A ~ N (u+7h = 1/-\M2 ovi, 1_’_1)\2 02>1(Z?,yi),
v;i ~ HN(0,1),
B~ mi(.),
#Nﬂzl(-),

0'2 ~ 7r22(.),

e
A ~ T(a, b, v).

As estruturas hierdrquicas acima podem ser facilmente introduzidas no programa WinBugs.
Note que todas as distribuicdes condicionais completas para o amostrador de Gibbs sdo faceis de
amostrar. Mas, em situagoes gerais i e 02 devem ser especificados e A é um parimetro vinico de
interesse associado com a escolha da ligacéo probito assimétrico generalizado. Este é o caso dos
modelos CDS e BBB pa. Considerando este fato, a quarta e quinta linha na hierarquia sao elim-
inadas. Também, note que quando dj =0ou A; = 0, a estrutura hierdrquica da verossimilhanca,
aumentada que correspondente ao modelo probito segue eliminando a sexta linha na hierarquia.

2

Se p e 0* sdo desconhecidas e, portanto, devem ser estimados, modelos probitos assimétricos

mais generais podem ser considerados.

3.7 Uma aplicacao

Nés ilustramos a abordagem Bayesiana desenvolvida neste capitulo usando dados da mortalidade
de insetos apresentados em Bliss (1935). Estes dados referem-se ao niimero de insetos adultos
mortos apds 5 horas de exposicio ao gés carbénico para vérias concentragoes deste gas. Estes
dados bastante conhecidos na literatura foram também analisados por Prentice (1976), Czado
(1994) e Stukel (1988) concluindo que suas ligagio assimétrica sio mais convenientes e melhoram
significativamente as ligagdes logito e probito. Em Spiegelhalter et al. (1996) uma ligagio cloglog
é sugerida.

Nés consideramos as seguintes ligaces: CDS pa, BBB pa , cloglog, logito e probito. Em todos

0s casos prioris nao informativas para os pardmetros de regressao reparametrizados siao usadas.
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Isto é, como em Spiegelhalter et al. (1996) nds consideramos escalas diferentes para as prioris
no modelo dada por

n =" + B(zi — T), com a=co* — (7, B ~ N(0,1000) e a* ~ N(0,1000).

Entretanto nés consideramos para a parametrizagdo BBB pa, as parametrizacoes d e lambda,
como especificado na Segao 3.5. Para a ligagdo CDS pa, nés consideramos sé a parametrizagdo
lambda com priori normal difusa para lambda como dada em Chen et al. (1999).

Para todos as ligagoes, exceto para a cloglog e logito, a abordagem usando verossimilhanga
aumentada é considerada. Chen et al. (2000) sugerem que presenca de autocorrelacdes entre
valores da cadeia é esperada quando a verossimilhanca aumentada é usada. Isto é significativo
no modelo probito assimétrico como serd também exibido no capitulo 5 quando aplicado o
modelo BBB pa em a TRI. Considerando este fato, valores de salto (“thin”) acima de 400 sdo
recomendados e conseqiientemente um nimero grande de iteragbes é necessirio. Em todos os
casos um tamanho efetivo da amostra igual a 2000 foi considerado. Numero de iteragoes, valores
de salto e tempo de execugdo sdo mostrados na Tabela 3.4.

A decisao sobre qual o valor de salto a ser usado foi baseada na condi¢ao de que a primeira
autocorrelagao para os pardmetros do modelo seja menor que 0.5. Vérios critérios calculados
usando o pacote CODA (Best et al. 1997), incluindo o critério proposto por Geweke (1992)
foram usados para a avaliagdo da convergéncia.

3.7.1 Comparacao de modelos

Para comparar os modelos, nés calculamos o Critério de Informagao de Desvio (DIC), descrito
em Spiegelhalter et al. (2002), o Critério de Informagao Esperado de Akaike (EAIC) e o Critério
de Informagao Bayesiano (Schwarz) Esperado (EBIC), propostos em Brooks (2002) e a soma
de quadrados dos residuais latentes (SQRL). Todos estes critérios sdo descritos no Apéndice B.
O dltimo critério ndo se aplica para a ligacdo cloglog e logito desde que residuais latentes nao
sao disponiveis para estes modelo.

Os critérios mostrados na Tabela 3.1 confirmam os resultados de Collet (2003) p. 149, o qual
nota, (usando deviancia e residuais na abordagem freqiientista, disponiveis por exemplo em
Splus) que o modelo log-log complementar ajusta melhor do que os modelos simétricos: logito e
probito. Isto também pode ser verificado usando o Factor de Bayes aproximado como encontrado
por Czado e Raftery (2001). Eles também encontram que a ligacao cloglog é mais adequada que
a ligac@o probito generalizada (Czado, 1994) e que tem um resultado similar do que a regressao
logistica usando um termo quadratico, modelos nao implementados aqui. Nao em tanto, da
Tabela 3.1, parece clara a indicagdo que os modelos probito assimétricos sdo mais convenientes

para os dados analisados pois obtiveram menores valores em todos os critérios do que a ligagao
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Tabela 3.1 Comparagdo dos dados sobre mortalidade dos Insetos data

modelos Bur-in DIC EBIC EAIC SQRL

logito 374,40 3764 386,8 3784
probito 373,40 3754 3858 3774 4822
cloglog 366,70 368,7 379,1 370,7
CDSpa 160,40 2734 (1789 (166,d) 4814
BBBpa 2023 @57 3108 2083 51,1

cloglog. Note que BBB pa é melhor quando é considerado DIC e SQRL e que CDS pa é melhor
quando considerados EBIC e EAIC. Nés consideramos que o BBB pa é mais adequado desde
que EBIC e EAIC sao penalizados com penalizagio dependente dos dados e DIC é penalizado
pelo nimero efetivo de pardmetros (Spiegelhalter et al., 2002) enquanto que SQRL mostra a
discrepéncia entre as observacoes e as estimativas posteriores como é indicado no Apéndice A.

O uso da ligacio probito assimétrica é mais conveniente para estes dados porque o modelo
cloglog néo tem um paradmetro que controla a taxa de crescimento (ou decréscimo) da proba-
bilidade de sucesso (falha) da resposta bindria e outros pardmetros associados com a locagio
e escala desta probabilidade. Além disso, estes modelos sio facilmente implementados e nao é
necessario especificar intervalo de variagdo como os discutidos na introducio para as ligacoes
assimétricas obtidas por modificacdo do preditor linear. Também, como provado na Secio 3.3,
as distribuigoes a posteriori existem, o que pode nao ser o caso de outras ligacoes assimétricas
com mudanga no preditor linear, como a devida a Stukel (Chen et al, 1999).

3.7.2 Estimacgao de parametros

Na Tabela 3.2 apresentamos as estatisticas a posteriori dos pardmetros de regressio para os
diferentes modelos considerados. Se nés olhamos somente os coeficientes estimados, entéo poderia
ser natural concluir que os modelos considerados produzem estimativas diferentes. Mas uma
comparag¢ao mais cuidadosa é comparar o “declive estimado”para os pardmetro (Green, 2003) .
Note que (_aﬁ(%@l = f(n)B) é uma medida para avaliar o efeito marginal dos pardmetros dado um
mesmo valor do z. Para obter uma estimativa desta medida nés consideramos o fator de escala
f(m), que corresponde & fungao de densidade avaliada nas médias a posteriori dos pardmetros a
posteriori e da média das respostas. Considerando este fator o “declive” pode ser estimado ao se
multiplicar por as estimativas baseadas nas médias a posteriori dos parametros. Considerando
estas medidas para os parametros de regressao note que estas sao similares entre os modelos.
Finalmente na Tabela 3.3, exibimos estatisticas a posteriori para os parametros de assimetria
nos modelos probito assimétricos. Como era esperado, o valor do parimetro de assimetria ap-

resenta sinais diferentes para o CDS pa e BBB pa. Por outro lado, nés notamos também que
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Tabela 3.2 Estatisticas posteriores dos pardmetros de regressio para diferentes modelos para os dados de

mortalidade de insetos

modelos  parimetros média mediana 95 % HPD declive  f(7)
Inferior Superior
logito a 60,04 -60,79  -7152  -51,45 7,41 0,12 LA
B 3440 34,34 2923 40,51 4,18 i ob
probito @ 3513 -3514  -39,95 -3001 -7,50 0,21
B 19,84 19,84 16,90 22,50 4,24
cloglog e’ -39,66  -39,58 -45,65 -33,24 -7,45 0,19
i 92,00 2204 1857 2545 4,15
CDS pa a 89,38 -85,05 -142,10 -42,55  -7,64 0,0
B 48,62 46,79 23,97 77,27 4,16
BBB pa d a 2872 2883  -386  -19,62 -7,25 0,25
8 16,00 16,09 10,57 21,67 4,04

as parametrizacoes d e lambda produzem resultados muito préximos, embora a parametrizagao

lambda é mais demorada quanto a convergéncia (veja a Tabela 3.4). Como exibido na Tabela

3.4, para os modelos probito assimétricos, um grande niimero de iteragdes sao necessirias (em

conseqiiéncia um maior tempo de execugao) e métodos como “over relax” (Neal, 1998) podem ser

considerados para garantir a reducio das autocorrelagoes. Este método gera amostras multiplas

em cada iteracdo e entdo escolhe uma que estd negativamente correlacionada com o valor re-

cente. O tempo de iteragdo pode ser incrementado, mas as autocorrelagoes dentro das cadeias

sao reduzidas e entdo poucas iteragoes resultam necessarias.

Tabela 3.3 FEstatistica posterior do pardmetro de assimetria para os modelos probito assimétricos em

dados de Mortalidade de insetos

modelos  pardmetros média mediana 95 % HPD Erro MC
Inferior Superior
CDS pa A 4,19 4,02 1,507 6,792 0,07
BBB pa d d -0,48 -0,70 -0,998 0,314 0,02
A -1,33 -0,99 -3,648 0,722 0,05
BBB pa A d -0,48 -0,69 -0,995 0,482 0,02
A -1,33 -0,99 -4,417 0,999 0,07
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Tabela 3.4 Desempenho de MCMC para diferentes modelos em dados de mortalidade de insetos

modelos  salto iteragoes tempo (seg.) tempo(seg.) método método
1000 it. 10000 it. regressao assimetria

logito 5 10000 9 89 GLM.Logit

probito 5 10000 18 186 Slice.Std
probito aug 5 10000 8 85 Normal.Std

cloglog 5 10000 22 198 Slice.Std

CDS pa 1050 2100400 16 162 Normal.Std  Normal.Std
BBB pad 450 904000 23 220 Normal.Std  Slice.Interval
BBB pa A 1200 2500400 29 302 Normal.Std Metnormal.

Time en seconds to 10000 iterations an Pentium IV with 1800 MHZ and 256 Ram

3.8 Discussao Final

Neste capitulo é proposta uma nova ligacdo assimétrica para a resposta binaria considerando a
distribui¢ao acumulada da distribuicdo normal assimétrica (Dalla-Valle, 2004). A ligacio probito
assimétrica generalizada introduzida tem como casos particulares a ligagdo probito assimétrica,
dada por Chen et al. (1999) (baseada na normal assimétrica CD.S), a ligagdo probito assimétrica
devida a Bazén et al(2004a) (baseada na normal assimétrica BBB) e a ligagdo probito. A
ligacao probito assimétrica controla a taxa de crescimento (ou decréscimo) da probabilidade
de sucesso (falha) da resposta bindria considerando um pardmetro de assimetria da curva de
resposta que é facilmente interpretado e outros pardmetros associados com a locac¢éo e escala
desta probabilidade.

Nesta ligagao, a probabilidade de sucesso é obtida considerando a fda de uma fungao de
distribui¢ao avaliada no preditor linear. O parimetro de assimetria estd associado com a dis-
tribuicao escolhida e é independente do preditor linear, também, para a formulagdo do modelo
nao é necessaria a especificagao de uma estrutura latente linear.

Foram apresentados resultados sobre a existéncia das estimativas de méxima verossimilhanca
e das distribuicGes a posteriori dos parametros do modelo sob prioris uniformes impréprias.
Estimagdo bayesiana foi desenvolvida e a implementacao da metodologia foi facilmente obtida
considerando as versao da verossimilhanga aumentada proposta.

Como ¢ estabelecido, para executar a inferéncia bayesiana na regressio bindria, nés devemos
adicionar a especificacao de uma densidade a priori no vector de pardmetros de regressdo 8. Como
Johnson e Albert (1999) mencionam, a especificagao direta de uma densidade a priori para os
parametros de regressao pode ser uma tarefa dificil devido ao efeito indireto que os parametros
de regressao tém nas probabilidades de sucesso. Também, Paulino et al. (2003) mencionam

que, numa andlise bayesiana, a introdugdo de parametros adicionais levam a potencialmente
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problemas sérios, porque estes parimetros niao estdo relacionados diretamente com os dados
como no caso em que escolhas competidoras da funcéo de ligagdo devem ser consideradas, o que
aconteceu na aplicacao desenvolvida. Eles recomendam a elicitagio de prioris por especialista e
sugerem que métodos como os propostos por Bedrick et al. (1996) podem ser usados. Nesta classe
de distribuigdes, prioris baseadas em opiniao para a locagio das probabilidades de sucesso p; sdao
avaliadas para casos particulares das covaridveis z;, e esta informagio é usada para construir uma
priori para o vector de parametros de regressao 3. Considerando a estimagio das probabilidades
de sucesso para vérios modelos na Tabela 3.2, a elicitacio de prioris para p; por especialistas,
pode ser importante para a escolha da funcio de ligagao.

Aplicagoes em virias dreas em que as ligagbes simétricas nio séo justificadas podem ser obtidas
com o modelo proposto como sera mostrado no capitulo 4 e 5 da teses em que se aplica a ligagio
para a Teoria da resposta ao item. Para outras aplicagdes em regressio veja Chen et al. (1999).
Comparacoes de modelos simétricos e assimétricos sao apresentadas usando os critérios DIC,
EAIC e EBIC mas nés também introduzimos residuais latentes para os modelos e medidas
de discrepéncia global como a soma de quadrados a posteriori de residuais latentes (SQRL)
pode ser usado para comparagio de modelos incluindo diferentes escolhas do modelo probito
assimétrico como fora mostrado com o exemplo é dado.
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Capitulo 4

A familia normal assimétrica na teoria da resposta ao

item

4.1 Introducao

A suposi¢ao de normalidade para as varidveis latentes e para a construgao da curva caracteristica
do item (CCI) tem sido usada nos tltimos 50 anos em muitos modelos psicométricos da Teoria da
resposta ao item (TRI). Este capitulo introduz uma nova familia de modelos assimétricos para
a TRI, denominada familia TRI normal assimétrica (TRI-NA). Esta familia estende o modelo
probito normal apresentado no Capitulo 2 de duas maneiras, considerando: a) CCI baseadas
na ligagdo probito assimétrica generalizada apresentada no Capitulo 3, e b) que as varidveis
latentes que modelam a habilidade individual tem distribuigdo normal assimétrica. Dependendo
da existéncia ou ndo de assimetria em (a) ou (b), quatro modelos podem ser considerados, a

saber:

e O modelo probito assimétrico-normal assimétrico (PANA),
" e O modelo probito-normal assimétrico (PNA),
e O modelo probito assimétrico-normal (PAN),

e O modelo probito-normal (PN).

O primeiro é mais geral e inclui os demais como casos particulares.

Assim, a TRI-NA é uma familia de modelos mais flexiveis para se ajustar a um conjunto de
dados com respostas dicotomicas. A inferéncia Bayesiana é desenvolvida, usando-se técnicas de
dados aumentados semelhante a introduzida nos Capitulos 2 e 3. Também, considera-se escolha
de modelos utilizando os critérios DIC, EAIC e EBIC, e a soma de quadrados de residuais
latentes SQ RL apresentados no Apéndice B.

Como j4 foi dito no Capitulo 2, a TRI para itens dicotémicos modela um conjunto de respostas
dicotomicas multivariadas obtidas a partir de n individuos avaliados num teste de k items
considerando uma variavel latente comum para os individuos e um conjunto de parametros
relativos aos itens do teste. A TRI modela a probabilidade de acerto das respostas obtidas em
funcdo de uma expressao nao-linear (fungio de ligacao) que liga a resposta bindria com uma

expressao linear entre a varidvel latente u e os parametros dos items 3; = (a;, b;).
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Formalmente, seja y;; a resposta dicotémica correspondente ao i-ésimo individuo, i =1,...,n
no j-ésimo item j, j = 1,...,k assumindo o valor 1, se a resposta é correta, e o valor 0 caso
contrédrio. Assume-se que: y;; ~ Bernoulli(p;;) com p;; = P(yi; = 1| w;, B;) sendo a probabili-
dade de que o i-ésimo individuo seja capaz de responder o j-ésimo item corretamente.

Como visto no Capitulo 2, na TRI considera-se que p;; = F(m;;), onde m;; € uma funcéo linear
da varigvel latente dada por m;; = aju; — bj, e, F'(.), conhecida como CCI, é comum para todo
i e todo j, e satisfaz a propriedade de mononoticidade latente.

No Capitulo 2, nés consideramos F' como a acumulada da distribuicio normal padrao que
define a ligagdo probito. No entanto, como foi mostrado no capitulo 3, ligagdes assimétricas
como o probito assimétrico podem ser adequadas para resposta binaria.

CCI assimétricas foram propostas por Samejima (1997, 2000), a qual propde a familia de ex-
poentes logisticos positivos que tém como caso particular o modelo logistico de dois pardmetros.
Entretanto, nenhuma extensao assimétrica tem sido proposta para o modelo probito-normal de
dois pardmetros.

Além disso, na TRI é assumido que u; ~ N(u,0?) o que estabelece que as varidveis latentes
associadas com os individuos que fazem o teste é bem comportada isto é, suas habilidades
sao uma amostra aleatéria desta distribuicdo (Albert, 1992). No entanto, como j4 foi dito na
introdugdo, concordamos com Samejima (1997) de que esta suposigio é muito restritiva para a
modelagem da conduta humana.

Neste capitulo uma nova CCI é considerada utilizando a ligagio probito assimétrica general-
izada apresentada no capitulo 3. Além disso, assume-se que a varivel latente tem distribuicao
normal assimétrica. Considerando-se simultaneamente ou separadamente, a CCI assimétrica ou
as varidveis latentes assimétricas, constrée-se uma nova familia de modelos TRI a qual de-
nominamos familia da Teoria da Resposta ao ftem normal assimétrica (TRI-NA). O modelo
probito-normal apresentado no Capitulo 2 segue como um caso especial.

O capitulo esté organizado como segue. A Secao 4.2 introduz a familia TRI-NA considerando
o pardmetro de assimetria na CCI, chamado aqui parimetro de penalidade, e considerando
assimetria na varidvel latente. Na Secdo 4.3 ¢é discutido o ajuste de méxima verossimilhanca. para
a familia TRI-NA. Uma abordagem bayesiana é desenvolvida na Secio 4.4 usando a metodologia
MCMC para simular das distribuigdes a posterior dos parametros de item e varidveis latentes.
Duas metodologias serao consideradas.

4.2 Modelo TRI normal assimétrico

4.2.1 A CCI probito assimétrica

Uma nova CCI para modelos TRI é obtida considerando que a probabilidade condicional pij de
uma resposta correta para o item j, dado o valor u; da varidvel latente correspondente ao i-ésimo

individuo, é igual a p;; = Fp(myj), i = 1,...,n, Fy é a fda da distribuicdo normal assimétrica
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com vetor de pardmetros 6 = (i, 02, \), com p parimetro de locagdo, 0% pardmetro de escala e
A pardmetro de assimetria. Fj ! ¢ denominada funcao de ligagao.

Embora o uso da fungéo de ligagdo probito assimétrica generalizada. seja bastante geral, pode
ser conveniente, para nao ter um modelo super parametrizado, assumir que p = 0 e 02 = 1. Neste
caso Fp(.) corresponde & distribui¢do normal assimétrica padrio (Azzalini, 1985) e podemos
escrever F)\(.) que é a ligacdo BBB pa. Note que, deixar que o pardmetro de assimetria seja,
diferente para cada item é muito conveniente pois possibilita obter items com CCI simétricos ou
assimétricos. Assim, nés admitimos a possibilidade de contar com itens que tém CCI simétricos
ou assimétricos. Considerando isto, nos temos que o pardmetro de assimetria é o tinico pardmetro
associada a funcao de ligagdo que também é um paradmetro associado ao ftem, isto é, temos um
novo pardmetro de item. Como serd visto posteriormente, isto ndo modifica a interpretagao dos
tradicionais parametros de dificuldade e discriminacio do item no modelo probito-normal, mas
incorpora um novo pardmetro de item que oferece interessantes interpretacdes dentro da TRI.

Assim, para a familia de modelos TRI normais assimétricos é assumido que
Dij =F)\j(mij), 1= 1,...,n (4.1)

Na expressdo (4.1), a probabilidade é expressa como funcio de u; e os pardmetros parametros
associados ao item j: B; = (aj,b;) e A;. Com o propésito de interpretar adequadamente a CCI
proposta, considerando a propriedade A.1 no Apéndice A e o Capitulo 3, podemos escrever (4.1)
como

B =2 (D). (L H)) W

em que P5(.) é a fda da normal bivariada e |d;| < 1 é o coeficiente de correlagio da nor-
mal bivariada. Segue diretamente da propriedade da normal assimétrica acumulada dada no

Apéndice A que d; = . Aqui, \; é o pardmetro de assimetria da normal assimétrica e d;

1422
é uma parametrizagio (um; transformacao 1-1) de \;, e portanto também é um parametro de
assimetria. Nés utilizamos a seguinte notacio simplificada ®, [(m,-j,O)' : —d] para nos referir a
distribui¢io normal bivariada em (4.2).

Observe que para o caso A; = 0 (normal bivariada com correlagdo 0) a expressio em (4.2)
se reduz a 2®(m;;)®(0) = ®(m;;) obtendo-se assim o modelo probito normal apresentado no
Capitulo 2.

A Figura 4.1 apresenta algumas CCI probito assimétricas quando fixamos os parametros
a;j = 1 e b; =0 e variamos os valores do parimetro de assimetria Ajy Aj = —2,-1,0,1,2. Na
Figura 4.2 apresentamos também algumas CCI probito assimétricas considerando d no lugar de
A como pardmetro de assimetria, d = —0.9, —0.7, —0.5,0,0.5,0.7,0.9.
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0.0

Figura 4.1 CCI probito assimétricos para a = 1,b = 0 e diferentes valores do pardimetro de assimetria
A=-2,-1,0,1,2 (nesse ordem)

Note que em ambos casos para d ou A = 0 a CCI é simétrica, e para d ou A > 0 a CCI

apresenta assimetria positiva, e para d ou A < 0 apresenta assimetria negativa.

4.2.2 Distéancia entre as probabilidades de uma CCI probito assimétrica e CCI
probito

A seguir analisamos a distdncia entre as probabilidades associadas com as CCI probito as-

simétrica pf; e probito pr para um valor dado da variavel latente u; e dos pardmetros dos itens
. 2 a

aj, bj, isto &, |pf; — pi|. |

Considerando a Propriedade 6 no Apéndice A, sabemos que esta distancia é no maximo % arctan A;.

Isto significa que para um valor dado da varidvel latente, quando cresce a assimetria positiva,

Q . ’ . . . . a - .
j24 ; decresce com respeito a pf] Caso contrério, se a assimetria negativa cresce, pfj é maior do
que a pf;.

Assim a CCI proposta é uma extensao natural da CCI do modelo TRI probito-normal pois
introduz diretamente um parametro de assimetria para controlar a forma de crescimento das
Pij-

Como pode-se ver na Figura 4.1, as distancias das probabilidades de resposta correta na
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penaliza alto nivel-bonifica baixo nivel penaliza baixo nivel-bonifica alto nivel
:
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variable latente proficiéncia variable latente proficiéncia

Figura 4.2 CCI probito assimétricos para a = 1,b = 0 e diferentes valores do pard@metro de assimetria d

CCI probito assimétrica e CCI probito variam também segundo os niveis da variivel latente.

Em presenca de assimetria negativa, pf;

latente. Entretanto quando a varidvel latente assume valores altos, a distidncia das probabilidades

e pfj sao mais similares para valores baixos da variavel

se incrementa a favor do CCI probito assimétrico. Isto acontece porque a forma da S da CCI
probito assimétrica cresce mais rapidamente do que a CCI probito. O contririo acontece em
presenca de assimetria positiva. Neste caso, pf; e p}; sdo mais similares para valores altos da
varidvel latente e apresentam maior distdncia para valores baixos a favor do CCI probito. Isto
acontece porque a forma da .S da CCI probito assimétrica cresce mais lentamente que a CCI
probito.

Maiores comparagoes destas ligagoes no contexto da regressdo bindria sdo dadas no Apéndice

C.

4.2.3 Interpretacao dos parametos dos itens na CCI probito assimétrica
Interpretacao do parametro de assimetria

Um outro aspecto importante é analisar como se comportam os p;; “s na CCI probito assimétrica
com relagao a pequenas mudangas na varidvel latente. Derivando p;; em relacdo a u;, temos a
seguinte expressao

dp,‘j dF,\(aju,- — b])

i e— falajui — bj)a; = 2a;¢(ajui — bj)®(Nj(ajui — bj))
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que corresponde a fungio de densidade da normal assimétrica para U; com locagio %, escala, a‘l;
e parametro de assimetria \;. Note que para valores fixos dos parametros dos {tens a; e bj, as
mudancas de p;; dependem do sinal de X e do valor da varivel latente. Do fato da CCI probito
assimétrica ser obtida considerando uma fda temos que a CCI é uma fun¢éo monétona crescente
da quantidade U; a qual é assumida unidimensional. Isto significa que os modelos TRI-NA séo
modelos de varidveis latentes monétonos unidimensionais (Junker e Ellis, 1997).

Da Figura 4.1 e considerando um valor da varidvel latente igual a zero, note que quando a
assimetria é mais negativa, a probabilidade de resposta correta pij € maior do que 0.5, e quando
a assimetria € mais positiva p;; é menor do que 0.5.

Em presenca de assimetria negativa, a medida que a habilidade latente cresce, a mudanga da
probabilidade de acerto como conseqiiéncia de uma mudanca da habilidade vai diminuindo. Isto
pode ser interpretado no contexto educacional da seguinte maneira. Quando existe assimetria
negativa, uma mudanca de uma unidade na medida de habilidade se traduz num incremento
maior da probabilidade de acerto para os estudantes com menor habilidade do que para os
estudantes com maior habilidade. Por outro lado, em presenca de assimetria. positiva, a medida
que a habilidade latente cresce, a mudanga de probabilidade de acerto como conseqiiéncia de
uma mudanga da habilidade vai aumentando.

Considerando este comportamento, o pardmetro de assimetria pode ser psicometricamente
interpretado como um pardmetro de penalidade (bonificagio) da probabilidade de resposta cor-
reta. Assim, um item com pardmetro de assimetria negativo penaliza (bonifica) estudantes com
grandes (pequenos) niveis da varidvel latente e um item com assimetria positiva bonifica (penal-
iza) individuos com grandes (pequenos) niveis da, varidvel latente (veja-se Figura 4.2). Portanto,

nés denominamos o pardmetro de assimetria genericamente de pardmetro de penalidade.

Interpretaciao dos parametros a e b

A Figura 4.3 apresenta seis diferentes CCI assumindo diferentes valores para A;. As primeiras
trés curvas consideram variagdes adicionais no pardmetro bj com a; fixo. As dltimas trés CCI
consideram variagGes nos pardmetros a; com b; fixo. O pardmetro b; é chamado o intercepto
do item ou pardmetro de dificuldade. Este parametro controla os niveis de dificuldade do item.
Se nés fixamos os pardmetros a; e A; e incrementamos o valor de b;, a forma basica da CCI
nao muda mas é trasladada para a direita. As curvas C1, C2 e C3 na Figura 4.3 correspondem,
respectivamente, a (a; = 1, b; = —1), (a; =1, b; =0) e (a; = 1, b; = 1). Um item de um teste
com altos valores negativos de b; (curva C1) corresponde a um item fécil no qual os individuos
com pequenas médias na varidvel latente apresentam relativamente baixa probabilidade de re-
sposta correta. Por outro lado, um item com um valor grande de b; (curva C3) é dificil, devido ao
fato de que individuos com grandes niveis da varidvel latente apresentam, relativamente, baixa
probabilidade de resposta correta. A conduta deste parametro para a ligacd@o probito assimétrica

pode ser observada na Figura 4.3 para diferentes valores do parametro de assimetria.
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Figura 4.3 CCI probito assimétricos para diferentes valores dos pardmetros b e a considerando assimetria

O pardmetro a; é chamado pardmetro de inclinagdo ou de discriminagdo. Este parametro
controla a inclinagio da CCI. Se consideramos uma CCI com valores de b; e A; fixos, a curva é
mas empinada para valores crescentes de a;. As curvas C4,C5, e C6 na Figura 4.3 correspondem
respectivamente a (a; = 0.5,b; = 0), (a; = 0,b; = 0)) e (a; = 1,b; = 0). Uma CCI mais
empinada corresponde a um item que é altamente discriminante entre estudantes de menor e
maior nivel da varidvel latente. A probabilidade de acerto muda rapidamente quando maior é
o valor da varidvel latente num intervalo em torno de 0. Isto significa que a probabilidade de
resposta correta muda apenas uma pequena quantidade quando a varidvel latente vai de um
estudante com baixo valor da varidvel latente a um estudante com alto valor da varidvel latente.
Um item com um pequeno valor de a; é relativamente de pobre discriminagio entre estudantes
para mudangas na varidvel latente.

Em resumo, a interpretagao dos pardmetros /3 é a mesma para CCI probito assimétrica e para
CCI probito no modelo TRI-NA. Seguindo diferentes propostas na literatura, nés reparametrizamos
os parametros do item considerando a = a e b = af tal que m;; = aju; — b; com 3; = (a;,b;) os

cldssicos parametros dos item correspondentes ao j-ésimo item. De acordo a Cook et al. (2002)
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e Baker (1992) esta parametrizacio resulta em célculos mais estdveis. Nos usamos a notagdo
a = (al,...,an)T eb= (bl,...,bn)T.

4.2.4 Variavel latente distribuida assimetricamente

Uma nova distribuicdo da varidvel latente U; correspondente ao i-ésimo individuo pode ser
definida considerando

U~ NA@B,), i=1,...,n (4.3)
onde 6, = (uo, 03, k) denota a distribuigdo normal assimétrica com pardmetro de locagio
—o00 < pp, < 00, parametro de escala 0(2, > 0 e parametro de assimetria —oco < kK < oco. No
apéndice A apresentamos algumas propriedades desta distribuicdo. Aqui sua funcéo de densidade
é denotada por gp, (u). Assim, nés consideramos que a varidvel latente segue uma distribuicao
normal assimétrica com pardmetro de assimetria comum para os individuos. Isto é, nés opinamos
que assimetria ndo muda de um individuo a outro desde que é uma propriedade da distribuigao
da varidvel latente para a populacio completa da qual o individuo é extraido.

A Figura 4.4 mostra as fungbes de densidade das varidveis latentes para diferentes valores dos
hiperpardmetros p e op e para o pardmetro de assimetria k. As trés curvas no lado direito sao
exemplos de pardmetros de assimetria k positivos, que modelam varidveis latentes concentradas
em valores baixos. As trés curvas no lado esquerdo sao exemplos de parimetros de assimetria
k negativos que modelam varidveis latentes concentradas em valores altos. Curva N(0,1) é ap-
resentada como uma referéncia em todos os casos. Note que as curvas mostradas na Figura 4.4
podem corresponder & distribuigdo da varidvel latente correspondente 4 conduta humana em
diferentes casos, como observada em Micceri (1989). Exemplos de tais condutas sdo depressio
(veja-se Riddle et al. 2002) e ansiedade (veja-se Zaider et al., 2003) em que alguma assimetria é
esperada considerando uma populagao nao clinica. Além disso, em virios contextos educacionais
varidveis preditoras relativas & proficiéncia das escolas podem ser assimetricamente distribuidas,
como notado em Hashimoto (2002) e Vianna (2003). Portanto, a distribui¢cdo normal assimétrica
é um modelo flexivel para modelar varidveis latentes e além disso acomoda & distribui¢cao normal
como caso especial.

4.2.5 A familia TRI normal assimétrica

A familia TRI-NA é definida considerando que
Yijlu, aj, b5, Aj ~ Bern(pij;) (4.4)

com p;; definida em (4.1), i = 1,...,n and j = 1,...,k, e satisfazendo os principios de in-
dependéncia condicional latente que considera que para o i-ésimo individuo, y;; sdo condi-
cionalmente independentes dado u; e a independéncia entre as respostas dos individuos (veja-se
Capitulo 2).
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Figura 4.4 func¢do de densidade da normal assimétrica 6 = (0%, Q)

E considerado que as varisveis latentes sdo igualmente distribuidas como em (4.3). Além disso,
como a familia TRI-NA é definida considerando a especificagdo de uma nova CCI assimétrica
e distribuicoes assimétricas para a varidvel latente, quatro modelos TRI-NA podem ser especi-
ficados: a) o modelo probito assimétrico-normal assimétrico (PANA), b) o modelo probito as-
simétrico-normal (PAN) com ); = 0, ¢) 0 modelo probito-assimétrico normal (PNA) com d; = 0;
d) o modelo probito-normal (PN) no qual A; =0 e d; =0. Um aspecto interessante dos mode-
los formulados acima é a flexibilidade na detecgdo de items especificados em concordéncia para
CCls com ligacdes probito assimétricas e itens especificados de acordo a CClIs com ligacoes pro-
bito. Assim, a familia de modelos TRI-NA apresentam modelos mais flexiveis para o modelagem
matemética da conduta psicoldgica e educacional, baseada em processos dedutivos (Samejima,
1997) e completa a pesquisa para modelos que ajustam a conduta em questao teoricamente.
Processos indutivos (Samejima, 1997) como TRI nao parametrico sao tao importantes quanto
os processos dedutivos e usos dinidmicos de ambos processos nés permitem simular a conduta

humana.

4.3 Estimacao por méaxima verossimilhanca

A seguir, utilizaremos a notagao a = (a1,...,ax)T, b = (b1, o)A = AL )Ty =
(v11, - - - ,ykn)T. Entao, a funcao de verossimilhanga p'ara a familia TRI-NA é dada por
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n k
L(w, B, Aly) = [T T B (mis)¥ (1 = By, (i)'~ (4.5)
i=i j=1
com F); dado na expressao 4.2.

Como no caso do modelo PN, o célculo das estimativas de maxima verossimilhanga e da matriz
de informagao de Fisher é simplificada se nés dispormos de procedimentos para o célculo da dis-
tribuicdo normal bivariada. Estimativas de méxima verossimilhanga conjunta (MVC) similares
as usadas com o modelo PN podem ser implementadas para a estimagdo de u, 8 e A (ou d).
Uma alternativa é obter estimativas interativamente, maximizando a verossimilhanca sobre os
parametros do item supondo fixas as variéveis latentes e vice-versa (Baker, 1992) usando o valor
obtido na primeira maximizacio. Entretanto, as limitaces deste método sao bastante conheci-
das (veja-se Baker, 1992, e Bock e Aitkin, 1981). Assumindo conhecidos a varidvel latente nés
podemos implementar estimativas de maxima verossimilhanca separada para os parametros dos
{tens, e viceversa, assumindo conhecidos os pardmetros dos itens nés podemos implementar esti-
mativas de méxima verossimilhanca separada para a varidvel. Um outro procedimento, baseado
na estratégia de “divide-e-conquistards”(Patz e Junker, 1999), ja comentada no Capitulo 2, é
estimar s6 os parametros do item e A (ou d) é o método de maxima verossimilhanca marginal
(MVM). O procedimento pode ser desenvolvido implementando um algoritmo tipo EM como
considerado em Bock e Aitkin (1981) tratando as varidveis latentes como dados perdidos e re-
querendo a especificagio de uma distribuigdo para a varidvel latente U. Como ndés propomos
considerar uma distribui¢cio normal assimétrica com parametro de assimetria comum para os
individuos, i.e. Ui ~ NA(6,), i = 1,...,n segue que a funcdo de verossimilhanca marginal para
a familia TRI-NA com interesse nos pa.rﬁ,metros pode ser escrita como:

LA = [ [T B i) 1. sy om0, (e (4.6)

i=t j=1

Procedimentos de estimagio baseados no algoritmo EM podem ser implementados a traves do uso
de quadratura gaussiana como uma maneira de aproximar a integral miltipla na verossimilhanga
(4.6). O mesmo pode ser feito para a verossimilhanga expressa em termos da distribuigao normal
bivariada truncada com correlation d;. Como mencionado em Patz e Junker (1999) quando
aumenta a complexidade do modelo, como no caso da familia TRI-NA, ou o uso de algoritmos
EM tornam-se menos satisfatérios e é dificil incorporar a incerteza (erros padrao) na estimagao
dos parametros de item e no calculo da incerteza (erros padrao) para a inferéncia dos examinados
(individuos), e por causa desta incerteza nio existe um modo de avaliar a extensao dos erros
padrao para que a inferéncia dos examinados seja mais precisa.

No Capitulo 3 discutimos as condigdes para a existéncia de estimativas de mdxima verossim-
ilhanca quando usado ligagdes probito assimétricas, estas condigoes podem ser estendidas natu-

ralmente para o modelo TRI-NA.
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Considerando a Propriedade A.2 no Apéndice A, nés temos que para 6 = (0,1, \)

oo
F)‘j (mij) = /0 ()] (miﬂ /14 /\? — )‘jvij) g(vij)dvij (47)

2
em que ®(.) denota a fda da distribui¢ao normal padrao e g(v) = \/%e_“i‘] (v > 0) é a fda da

distribuigao Normal positiva.

Conseqiientemente, a fungao de verossimilhanca para a familia TRI-NA pode ser escrita como

n koo | T — | 1-yij
L(u, ,3, /\ly,'u) = H H/o @(mij 1+ /\?—)\jvij)yi [I—Q(mij 1+ /\?—/\j'u,-j)] ]g(’Uij)d'Uij.

i=1j=1
(4.8)
Uma versao aumentada da verossimilhanca é obtida, considerando-se as varidveis auxiliares v;;,
por

n 5 . 1—y;
L(u, B, Aly,v) =[] @(’La—“ V14 22— ;)% [1—4’(%\/1 n ,\2—,\1;,:)] ¥ g(vi)dvi. (4.9)
i=1

4.4 Estimacao Bayesiana

4.4.1 Especificacao de Prioris

Para implementar o procedimento de estimagao bayesiana nés temos que incorporar distribuicoes
a priori para u,8 e A. Nés consideramos a seguinte classe general de distribui¢des a priori
independentes:

m(u, B, A) = m1(uw)ma(B)mr3(A). (4.10)

Além disso, seguindo propostas usualmente consideradas na literatura, assumimos independéncia
a priori entre as habilidades dos individuos e entre os itens. Assim temos:

' n k
m(w, B, A) = [ [ guiCws) [ ] 925(85)935(A) (4.11)
i=1 j=1
Adicionalmente supomos que g2;(8;) = g215(a;j)g22;(b;) em que g215(.) e g22;(.) devem ser
préprias a fim de garantir que a distribui¢do posterior conjunta seja prépria (Albert e Ghosh,
1999, pg. 178), Ghosh et al (2001). Seguindo as propostas usuais consideradas na literatura (ver
Rupp et al. 2004), nés consideramos goj1(.) como a densidade da N(pq, 02)I(a; > 0),5 =1,...,k
e ¢22;(.) como a densidade da N(O, 0%),j = 1,...,k e, portanto, g2;(.) é a densidade da
2 0
Ny(pp, Eg) com vetor de médias pg = (1q,0) e matriz de covaridncias Xg = ( UO“ . )
9%
Para maiores detalhes acerca das prioris para os pardmetros a; e b; revise o Capitulo 2.
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Nés consideramos gy;(.) como a densidade de NA(6),i = 1,...,n com 0 = (0,1,k) e g3 =
¢sn(A;w) com pg, Sq, Sp, k,w valores conhecidos. No entanto, para estimar x e w, uma estrutura
hierdrquica precisa ser introduzida considerando distribuigdes para. esses hiperpardmetros.

Usando a verossimilhanca tipo Bernoulli dada em (4.5) e as distribuigGes a priori especi-
ficadas acima poderia-se implementar um procedimento de estimacgido bayesiana usando ARS
semelhante ao procedimento para o modelo PN. Entretanto, tal esquema nao é possivel em Win-
BUGS, porque, as integrais envolvidas para obter a distribui¢do posterior marginal envolvem a
fun¢do acumulada da normal assimétrica ou da normal bivariada, as quais nao sao disponiveis
atualmente nesse programa. Nés usamos um esquema baseado em dados aumentados, como
considerado em Albert (1992) e Sahu (2002). Esta metodologia permite a implementacdo do
MCMC de uma maneira simples que simplifica eficientemente o amostragem das distribuigoes a
posterior marginais.

4.4.2 Algoritmo de dados aumentados

Como no caso do modelo de regressao bindria, quando uma ligagao probito assimétrica general-
izada é usada, nés podemos obter duas novas versoes da funcao de verossimilhanca baseado em
aumentac¢ao de dados. Nosso algoritmo também é similar ao algoritmo apresentado no capitulo
2 para o modelo PN e é obtido usando a representagéo estocéstica devida a Henze (1986).

Proposigao 6. O modelo TRI probito assimétrico, envolvendo k itens e n individuos, com y;; ~

Ber(pij) e pij = ®(mij, Aj) na qual m;; = aju; — b;, € equivalentemente definido considerando

1, Zy >0
g = 4 (4.12)
07 Zt] < 07

que .

em que Z;; ~ NA(f) com 6 = (m;5,1,-2;),5=1,...,kei=1,...,n.

Prova: A prova usa o fato de que 1 — F_y(z) = F\(—2z) (veja-se propriedade E em Azzalini,
1985) e € similar & dada em Albert (1992) e no Capitulo 2 para o modelo probito-normal.O

Claramente, no caso especial \; = 0, j = 1,...,k, segue o correspondente resultado do
modelo PN dado no Capitulo 2. A varidvel latente Z;; é introduzida para evitar trabalhar
com a verossimilhanga tipo Bernoulli. Entretanto, note que o parametro de assimetria com a
varidvel latente auxiliar é o oposto do pardmetro de assimetria da CCI. A seguir, nés usamos
a notacdo Z = (Zy,..., Zm)T. A funcdo de verossimilhan¢a aumentada para o modelo TRI

probito assimétrico com D = (Z7,yT)T, a e b é dada por

n k
L(u,a,b,A|D) =[] [ fo(Zi)1(Zij, vs5), . (413)
i=1 j=1

em que 6 = (mij,l,—/\j) e -mij = a]-u,- = bj, e I(Z,‘j,y,'j) = I(Zij > O)I(y,-j = 1) + I(Z,‘j S
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0)I(y;; =0),5=1,...,kei=1,...,n corresponde a densidade condicional p(y;;|Z;;) usada
para a derivagao de (4.13). Note que, se A; = 0 entéo a fungdo de verossimilhanga (4.13) é similar

& do modelo probito-normal apresentada no Capitulo 2.

Uma maneira alternativa de escrever o modelo TRI probito assimétrico é apresentada a seguir.

Proposicao 7. O modelo TRI probito normal assimétrico, com k itens e n individuos, com

yij ~ Ber(pij) e pij = ®na(mij, Aj) na qual mi; = aju; — bj, € equivalente a considerar que

1, Z;5>0
Yij = % )
0, Zij <0,

em que Z; ~ N(—6;Vij +mi; , 1—6?),erNHN(O,1) ,j=1,...,kei=1,...,n.

Prova: Definindo Z;."j = Zi;|Vi; a representacdo estocastica para a distribuicao normal as-
simétrica (Henze, 1986) para Z;;, em que Z;; ~ NA(mi; ,1,—-X;), 1 =1,...,k, i =1,...,n,
como a dada na Proposi¢ao 6. Entao, a prova segue pelo uso do Observagao 1 na proposigao A.1
para a distribui¢ao normal assimétrica apresentada no Apéndice A. O

Nés consideramos agora a fungao de verossimilhanga aumentada envolvendo varidveis latentes
Z*=(Z4,...,2;,)T. Seja d = (di,...,dx)T. A fungdo de verossimilhanga de (u”, a”,bT,dT)T
com dados aumentados D = (Z*, X, y) é dada por

n k
L(u,a,b, d|D) = [[ [] ¢(Z5 ; —diVij + ms; , 1 — dD)I(Z5; ,vi5)$ (Vg 50, DI(Vi5 > 0) (4.14)
i=1j=1
na qual mi; = aju; — b; e I(c,d) é igual a 1 quando {¢ > 0,d = 1} ou {c < 0,d = 0} e é zero
caso contrario.

4.4.3 Distribuigoes condicionais completas

As versoes de verossimilhanga aumentadas na Secao 4.4.2 e as distribuigoes a priori especificadas
na Segdo 4.4.1 levam a expressoes das distribui¢oes condicionais completas que podem ser us-
adas para o uso do amostrador de Gibbs. No entanto elas podem ser mais o menos complexas

de implementar.

Proposicao 8. Considerando a fungao de verossimilhancga (4.13) e as distribuigoes a priori dadas
na Secdo 4.4.1. Na familia TRI-NA, as distribui¢des condicionais completas para o amostrador

de Gibbs sao dados por:
o 7(Zi;|Ui, B4, Aj, Dobs) < dNa(Zij; mij, 1, —X;3)I(Zij,yij)

® W(Uilziy ,3, A, Dobs) X ¢(Ui;mUani)¢(Ui)
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em que: Y(U;) = §=1 ®(—);Zi; + b; — Uia;)@(xU;)
Tioias( Zis+b;
e T nTl
o m(Bjlw, Zj, Ajs Dobs) o $2(Bj; mp;, vp;)b(B5)
onde: ¥(8;) = [[i2; 2(—X;Zi; — W;B;)
com mg; = [W’W + 251] - [W’Zj + Zglpﬁ], vp; = [W’W + 251]_1, em que pg =

com my; = |

Ha _ 5'2 0 _ 7 _ )
( 0 ),E,,— [ 0 s ] e W = (u,—1) com W = (U;, -1)
o w(Aj|w, Z;, Bj, Dobs) o d(Aj)1(A;) em que

PY(A;) = [Tic1 B(=AjZi; — mij) D(wA;)

Prova: De (4.13) e das prioris especificadas na Secéo 4.1.1, temos que a distribui¢do conjunta a

posteriori é dada por:

n I
fu,m A, 2) =[] [ enalZiss mij, 1, =A)1(Zij, vi5)

i=1j=1

I n
I ona@is k) ] 620855 16, Sp)psn (s w)
j=1 i=1

A prova segue substituindo as densidades ¢sn(.) pela expressdo 2¢(.)®(.) e identificando na
distribui¢do conjunta os termos que contém os parametros desejados na condicional e agrupando
as densidades correspondentes ¢(.) e as distribui¢cbes acumuladas ®(.) separadamente. No caso de
agrupar as ¢(.) temos o resultado dado em Johnson e Albert (1999) para o caso probito-normal
nas primeiras trés condicionais, e no caso de agrupar as ®(.) temos uma funcéo ¥(.) que depende
do pardmetro mas é uniformemente limitada (as distribui¢oes acumuladas sao uniformemente
limitadas).O

Neste esquema, as distribui¢oes condicionais obtidas ndo correspondem a um procedimento
direto do amostrador de Gibbs. A primeira condicional corresponde a distribui¢ao normal as-
simétrica truncada que pode ser simulada facilmente usando a biblioteca sn dada por Azza-
lini (2003) para o programa R ou Matlab, entretanto, as outras distribuigoes condicionais nao
tém forma fechada, e precisa-se de um outro algoritmo para simular delas como, por exemplo,
Metrépolis-Hasting. Estas condicionais satisfazem o requerimento de Chib e Greenberg (1995)
correspondente a terceira familia de densidades geradas candidatas para implementar o algo-
ritmo Metrépolis-Hasting. Esta familia usa o conhecimento da distribuigao condicional digamos
7(t) que é da forma m(t) o< ¥(t)h(t) em que h(t) é uma densidade que pode ser amostrada
facilmente e (t) é uniformemente limitada. Neste caso, a probabilidade de mover-se na cadeia
é dada por a(z,y) = min{:’z—g%, 1} em que y é gerado da h(t) proposta e x é o antigo valor.

No modelo, as condicionais de U;,3; e A; sao da forma ¢(.)y(.) com ¢(.) densidade da normal
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univariada no caso das condicionais de U; e de A; e da normal bivariada no caso da condicional
de 7; que sao faceis de simular.

Outro aspecto importante dos resultados da Proposigao 8, é que recuperamos o modelo probit-
normal quando é assumido auséncia de assimetria para a varidvel latente U; (k = 0) e para a
fungdo de ligagdo Fj; (A; = 0). Nosso procedimento generaliza os procedimentos implementa-
dos em MCMCpack para R (Martin e Quinn, 2003) e Matlab (Johnson e Albert, 1999) para o
modelo probito normal desenvolvido no Capitulo 2.

Proposigao 9. Considerando a fungao de verossimilhanga (4.13) e as distribuigdes a priori dadas
na Secao 4.4.1 para u e 3, e as distribuigdes a priori uniforme e independentes para d no modelo
TRI normal assimétrico, as distribuigdes condicionais completas para o amostrador de Gibbs
sao dadas por:

o 7(Z%|Ui, B> dj, Vij, Dobs) o $(—d;Vij + maj, 1 — dN)I(Z3;, yij)
° 7r(Vij|Ui,'r]j,dj, Z%;Dobs) x ¢(dj(mij - Z:j), 1-— d?)I(VL] > 0)

° W(Uilz;’ V:.I')ﬁ) d’ Dobs) (e ¢ d)(Uu muy;, UU,-)@(I‘BU-;)

Tio19; (Z,-‘,-+djVij+bj) 1-d?
em que: my, = y W, = ——g i
¢ 14305, af —d? TR 1430, 0f~d?

° w(ﬂ]"”’; Z;) ‘/jwdj’ DObs) x 452("7.1;7”1;,-,'”11,-)
com

My, = [W'W + 251]_1 [W'(z; +d;Vi) + z:;lp,,],

_1171 Ha Sz 0
Uy, = [W’W+>3ﬂ1] , €m que pg = ( 0 ), Y= [ 0“ s ] e W = (u,—1) com
wW; = (U;,-1)
d:\Us, Z* Vi B:. D mi—Z 1
o ( _1| iy i i1 Bis obs) X &( Vi 172’)

ij
Prova:

Da verossimilhanca dada em (4.13) e das distribuigbes a priori dadas na Segdo 4.4.1, temos
que a distribuigdo conjunta a posteriori é dada por:

n I
f(uaﬁ) d) Z*,X) = HH ¢(Z:7) —dl‘/l] +mij’ l)I(Z:_;’yIJ)(ﬁ(‘/U!O) 1)1(‘/1_7 > 0)

i=1j=1

n 1
[ ena@i k) [T 62085, 8. Z5)
i=1 J=1

A prova segue substituindo a densidade ¢gn(.) pela expressido (2.2) e identificando na dis-
tribuicdo conjunta os termos que contém os parametros desejados na condicional, e agrupando

as densidades correspondentes ¢(.) por um lado e considerando a distribui¢do acumulada ®(.)
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por outro lado. As condicionais de Z{‘j, U; e B; sao as mesmas que as dadas por Johnson e Albert

(1999) para o caso do modelo PN em que néo é considerado assimetria na varidvel latente e na
funcao de ligagdo. O

4.4.4 Implementacao do MCMC

Nés desenvolvemos um procedimento computacional para a familia TRI-NA baseados na segunda
versao da fun¢ao de verossimilhanga aumentada dada em (4.1.4). Semelhante ao caso da regressao
bindria com ligagdo probito assimétrica desenvolvida no Capitulo 3, duas parametrizagoes serao
possiveis: d e A\. A especificagdo da verossimilhanga completa para a parametriza¢ao d é dada
por:

Z5 |z, vij» a5, by dj ~ N(mij — djzij, 1 — d2) (23, vi);
Vij ~ HN(0,1);
ui ~ NA(6y), 6., = (0,1,K);
aj ~ HN (pta, 0a);
bj ~ N(0,03);
e
d; ~ U[~1,1].

A especificagdo de verossimilhanca completa para a parametrizagdo A\ é dada por:

Ny 1

\/m ij’l_*_/\Jg)I(Z;jvyij);
J

Vij ~ HN (0O, 1);

Z3ilyij, a4, b, Aj ~ N(mij —

u; ~ NA(6y), 6, = (0,1,k);
aj ~ HN(fa,0p);
bj ~ N(0,03);
e
A~ T(p,02,v).

Esta estrutura hierarquica pode ser facilmente introduzida no programa WinBUGS. Note que
quando d; = 0, a estrutura hierdrquica da verossimilhanga aumentada correspondente ao modelo
probito-normal segue eliminando a segunda e quinta linha na hierarquia acima.

Bazin, Jorge L. IME/USP



4.5 Probabilidade nao condicional de resposta correta sob a familia TRI-NA 60

4.5 Probabilidade nao condicional de resposta correta sob a familia
TRI-NA

A seguinte propriedade da familia TRI-NA é uma generalizagdo da propriedade do modelo PN
simétrico.

Proposicao 10. Considere a familia TRI-NA com pardmetros de item f; e d; e denotemos a
probabilidade condicional de resposta correta com uma varidvel latente u, como p;; = P(Y;; =
1|ui, B;) = pj(u), entdo, a probabilidade de resposta correta nao condicional para o item j é
dada por

- —b; 0 1+ a? —d; ajk
pj = / Pj(u)¢sn(u; k)du = 43 O 1510 -4 1 0
—e0 0 0 ajk 0 1+k?

Prova: A prova usa propriedades da distribui¢do normal dada por Liseo e Loperfido (2003) que
é 1itil para o calculo com distribui¢des normais assimétricas (ver apéndice 1). Argumentos simi-
lares como os dados em Albert (1992) para o caso do usual modelo PN podem ser usados.O

Dois casos especiais sdo de interesse. Se ndés consideramos assimetria unicamente para a CCI
(k = 0), o modelo obtido é o PAN, e entao

oo —b; 0 1+a? —d; —b; —d;
pj = / Pj(u)¢p(u)du = 2@, 7 , J =®na ;0,1,—
—o0 [( 0 ) (0) ( —d;j 1 >] J1+a? 1+ a?+d?
Por outro lado, considerando assimetria s6 na varigvel latente (i.e d; = 0), o modelo obtido é o
modelo PNA com

pj = /_:Pj(U)¢SN(u; K)du =_2‘1’2[( _é)j ); ( g )’( 1:;-:? lti:,;2 )]

As duas expressoes acima apresentam generalizacoes com respeito ao usual modelo PN porque
se ndo existe assimetria na CCI e na varidvel latente nés obtemos a probabilidade nao condicional

de obter uma resposta correta para o item j é dada por p; = @(;b-Lz) como é apresentado em
° a’;
J

Albert (1992). Esta é a probabilidade de um individuo aleatoriamente escolhido obtenha uma

resposta correta para o item j.
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Capitulo 5

Aplicagoes da familia de modelos TRI-NA

5.1 Introducao

Neste capitulo, implementamos a inferéncia Bayesiana para a familia de modelos TRI-NA desen-
volvida no capitulo 4 em dois conjuntos de dados. Um conjunto apresentado em Tanner (1996,
p. 190) é usado para um estudo da eficiéncia na estimagao dos parametros do modelo, usando a
nogéo de tamanho efetivo (ESS) da amostra como definido em Kass et al. (1998) e o tamanho
de amostra por segundo (ESS/s) como considerado em Sahu (2002). A metodologia proposta é
ilustrada através de um conjunto de dados de um teste de Matemética aplicado a estudantes de
escolas peruanas de ensino bésico. Estes dados ja foram utilizados no Capitulo 2 ao se considerar
a o modelo PN. Para este ltimo conjunto de dados também é analisado brevemente a sensi-
bilidade do modelo PAN & escolha. de diferentes prioris para os parametros de discriminacao e
dificuldade.

Nés também mostramos a interpretacio do novo pardmetro proposto e mostramo as advan-
tages do modelo PAN sobre o modelo PN ao se considerar a probabilidade de resposta néao

condicional para o items .

5.1.1 A implementagao da estimagao MCMC da TRI-NA

A seguir sao discutidas a especificagéo de prioris, os valores iniciais para definir os estados iniciais
da cadeia de Markov, e diagnésticos de convergéncia para cadeia de Markov, na implementagao
do algoritmo MCMC. O procedimento MCMC esta baseado nos resultados da Proposicao 4 e é
implementado no programa WinBUGS.

A especificagdo de prioris

Como tem sido dito, para a familia de modelos TRI-NA é preciso especificar prioris préprias
para garantir que a posterior seja prépria. Também Albert e Ghosh (2000) observam que a
escolha de prioris préprias para os tragos latentes resolvem o problema de identificagao do mod-
elo. Além disso, distribuicoes a priori informativas podem ser especificadas e podem ser usadas
para refletir o fato de se acreditar a priori que os valores dos pardmetros dos itens nao sao

extremos (isto é, nao estdo na fronteira do espago paramétrico). Nas situagdes comuns quando
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pouca informagao a priori é disponivel a respeito dos parametros de dificuldade, nés podemos
escolher uma variancia grande, isto é af grande. Esta escolha pode ter um efeito modesto na
distribuigao posterior para dados nao extremos, e pode resultar em uma distribuicao posterior
prépria quando dados extremos (em que estudantes apresentam todas as respostas ao itens
corretas ou incorretas) sdo observados (Albert e Ghosh, 2000). Além disso, Sahu (2002) estab-
elece que a especificagdo de grandes valores da variancia de b levam a estimativas instaveis. No
Capitulo 2 nés comparamos o uso e a performance de seis diferentes prioris dadas na literatura
para os parimetros de discriminagao e dificuldade no modelo PN, através de uma anilise de
sensibilidade. Isto incluiu a especificagao de distribuigdes a priori vagas para os parametros de
dificuldade e prioris precisas para o pardmetro de discriminagdo. As prioris especificadas foram
sugeridas em pesquisas prévias por outros autores. As diferentes prioris consideradas levaram
a similares estimativas do DIC (descrito em Spiegelhalter et al., 2002) permitindo concluir
que para o conjunto de dados considerados a andlise bayesiana nfo é sensivel escolha da pri-
ori. Embora, a nosso entender, as prioris consideradas em Sahu (2002), a qual especifica que
a; ~ N(1;0.5)I(a; > 0;) e b; ~ N(0;2),5 = 1,...,k, resultaram mais adequadas porque se
obtém estimativas de grande precisdo para os paradmetros de discriminacao e dificuldade. Para
os outros modelos com ligagao probito assimétrica, i.e., modelos PAN e PANA, as prioris foram
especificadas para d; e ndo (diretamente) para A;,j = 1,...,k. N6s escolhemos trabalhar com o
parametro de assimetria d por oferecer a mesma interpretagao que o parametro A numa escala de
valores em [—1, 1]. A priori especificada para d; é U(—1, 1) ou equivalentemente A; ~ T'(0, 0.5, 2}.
Para os modelos com assimetria na variavel latente, i.e. modelos PANA e PNA, nés consider-
amos U; ~ NA(k), 7 = 1,...,n. Nés consideramos para o modelo PANA, uma especificagio
baseada nos valores sugeridos pelos escores no teste os quais para o conjunto de dados sob
analise (veja-se secdo 5.3) levam a 1, = 0.804 e 02 = 6.329. Esta especificacio esta baseadas em

que a distribui¢@o dos escores é uma aproximagao grosseira da distribuigcao das varidveis latentes.

Valores iniciais

Para a TRI-NA nés consideramos, como em Spiegelhalter (1996), valores iniciais de 1 e 0
para os parametros de item a; e b;, 7 = 1,...,k, respectivamente. Para o modelo PANA nés
consideramos o valor de 0 para o parametro k. Para os modelos PAN e PANA valores iniciais
para o pardmetro de assimetria d; podem ser aleatoriamente gerados, entretanto, preferimos
fixa-los. N6s propomos valores inicias d; = 0 or A\; = 0 para o pardmetro de assimetria porque
isto corresponde ao valor médio o valor esperado da distribui¢do uniforme em [—1, 1]. Valores
iniciais para U; as varidveis latentes e auxiliares tais como Z;; e V;; sao aleatoriamente geradas
considerando as correspondentes distribuigoes.

Convergéncia da cadeia de Markov
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O modelo PANA é o mais geral e para o conjunto de dados do teste de Matema4tica ele in-
volve 42 pardmetros de item e 131 tracos latentes (para 131 individuos na amostra,). Embora
nosso interesse seja restrito por simplicidade a média e desvio padrao dos tragos latentes da
amostra antes do que as estimativas dos tragos latentes ainda o niimero de pariAmetros é grande
(42 4 2). Por sua vex, ao se considera a metodologia DAGS para MCMC como j4 foi observado
no capitulo 2 e 3, um grande nimero de cadeias deve ser gerado para os diferentes pardmetros, a
que torna o procedimento MCMC demorado (com o algoritmo considerado, o modelo PN toma
aproximadamente 1 minuto para executar 1000 iteragdes num processador Pentium IV com 256
MB RAM). De maneira informal, a convergéncia no modelo PAN leva o dobro de tempo que
leva. o modelo PN; j4 no modelo PANA leva aproximadamente 1.5 vezes o tempo que leva no
modelo PN, e a geracdo dos valores foi um pouco mais demorada sob o modelo PNA mas menor
do que leva no modelo PN.

O tempo necessério para a execugdo das cadeias estd também relacionada com a presenca de
estruturas das varidveis latentes (Chen et al. 2000), e com o tamanho da amostra (Sahu, 2002),
o qual pode afetar significativamente o tempo de execu¢io dos modelos TRI-NA como ji foi
observado no capitulo 2 e 3. Quando é usado o MCMC, os valores amostrais para as iteracoes
iniciais das cadeias s@o descartados devido a sua dependéncia dos valores iniciais. Também, com
modelos TRI-NA, presenca de autocorrelagbes entre os valores da cadeia é esperado devido a
introducdo de varidveis latentes auxiliares (Chen et al. 2000). Nossa experiéncia recomenda,
valores de salto acima de 100 e o descarte de 2000 a 4000 iteragbes iniciais. Varios critérios
calculados usando o programa CODA e BOA no R incluindo o proposto por Geweke (1992)
foram usadas para andlise de convergéncia. Uma alternativa para ser considerada é gerar um

grande nimero de iteragoes e usar valores grandes de salto.

5.1.2 Critérios de Comparacao de Modelos

Para comparar os diferentes modelos da TRI-NA, nés estimamos o valor esperado do desvio
bayesiano posterior (Dbar), o desvio bayesiano das médias a posteriori (Dhat), o nimero efetivo
de parametros pp e o critério de informagao de desvio (DIC), como apresentado em Spiegelhal-
ter et al. (2002). Como também foi observado no Capitulo 2, na presenca de varidveis latentes
auxiliares, DICs marginais para as varidveis observadas devem ser especificados devido ao fato
de que o foco de andlise é a verossimilhanca p(y|u, a, b, d) antes do que a verossimilhanca au-
mentada p(y, Z*, V|u, a, b, d) na metodologia DAGS. Além disso, como no Capitulo 3, a com-
paragao dos modelos da TRI-NA é feita usando o Critério de Informagdo de Akaike esperado
(EAIC) e o Critério de informagao (Schwarz) bayesiana esperado (EBIC) como sugerido em
Carlin e Louis (2000) e Brooks (2002), e a soma de quadrados de residuais latentes a posteriori
(SQRL). Para maiores detalhes veja o Apéndice B.
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5.2 Um estudo da eficiéncia na estimagdo dos parametros da
familia TRI-NA

Nesta se¢do, nés consideramos, um estudo da eficiéncia na estimagao dos pardmetros da familia
TRI-NA usando um conjunto de dados previamente analisados na literatura. Os propésitos
desta pesquisa sdo: a) avaliar a conduta da autocorrelagdo dos pardmetros do modelo quando
o algoritmo dos dados aumentados é considerado, e b) avaliar o uso das parametrizagoes de A
introduzidas na segéo 4.4.4. Consideramos o conjunto de dados apresentado em Tanner (1996,
pag 190), o qual é constituido de k = 6 itens e n = 39 individuos.

Como j4 foi dito, é esperado a presenca de autocorrelagdes entre valores das cadeias para a
TRI-NA devido ao uso de técnicas de dados aumentados. Considerando este fato, é conveniente
executar uma andlise das autocorrelagdes para os parametros. Restringimos este estudo ao mod-
elo PAN a ao modelo PN. Com o propésito de fazer comparagoes entre a eficiéncia na estimagao
dos pardmetros propomos usar a nogio de tamanho de amostra efetiva (effective sample size :
ESS) como definido em Kass et al. (1998) e o tamanho de amostra por sequndo (ESS/s) como
considerado em Sahu (2002), isto é, ES.S dividido pelo tempo de execugdo. ESS é definido para
cada pardmetro como o ntimero de amostras MCMC, dividido pelo tempo de autocorrelagao,
y=1+2)2, ps, em que ps é a autocorrelagao até o lag s. Estimacao de  usando autocor-
relagdes amostrais é problemético porque amostras MCMC sdo usadas na estimagao p, quando
s cresce. Nés usamos s = 49 como mostrado no WinBUGS pois para valores s > 50 a estima-
tiva é desprezivel. Sahu (2002) usaram ESS/s para comparar dois diferentes aproximagdes de

—g%‘g%, pode ser considerada

estimagio para o mesmo modelo e sinalizam que a taxa EFy =
como uma medida de eficiéncia entre as aproximacdes de estimagdo, de maneira que grandes
valores de EF}y indicam que a estimagdo é mais eficiente sob a aproximagao 1 antes do que
sob a aproximacdo 2. Nés propomos usar este indice para comparar a eficiéncia na estimacao
de pardmetros diferentes sob o mesmo modelo e para o mesmo paradmetro estimado sob mode-
los diferentes. Nés usamos este conceito para estudar a eficiéncia na estimagdo de um mesmo
pardmetro entre o modelo probito assimétrico-normal (PAN) e o modelo probito-normal (PN).
Este conceito também é usado na comparacio da eficiéncia na estimagdo dos parametros do
modelo PAN quando considerada a parametrizagio d ou a parametrizagio A. Todos estes casos

sao considerados neste analise como modelos diferentes a serem comparados usando EFjs.

Na Tabela 5.1 apresentamos a média e desvio padrdo das estimativas de ESS e ESS/s por
cada tipo de pardmetro (obtidas sob todos os itens ou sob todos os individuos segundo seja o
caso) no modelo PN e no modelo PAN nas parametrizagées d ou A. Usando o indice de eficiéncia
definido acima, a Figura 5.1 mostra intervalos de confianca ao 95% para a Eficiéncia (EF}2) de
cada paradmetro para cada dois modelos considerados. Considerando os resultados da Tabela 5.1

e a figura 5.1 notamos que:
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Tabela 5.1 Performance na estimagao de pardmetros para os dados do ezemplo de Tanner (Dp: desvio
padrao)

Modelo Parametro ESS ESS/s

Médio Dp Média Dp.

PAN

(parametrizagdo d)

260,7 1259 3,7 18
1576 209 22 03
1373 167 19 02
1214 137 1,7 0,2

u 582,9 1655 82 23
Total 4253 2456 6,0 3,5

> A o R

PAN

(parametrizagdo )

182,8 938 23 1,1
1002 97 12 0,1
764 76 09 01
71,1 84 09 01

u 509,4 1999 6,3 25
Total 356,4 2544 44 3,1

> A o R

PN a 307,9 1275 9,1 37
b 9052 3388 26,6 10,0
u 783,5 2365 230 7,0

Total 7419 287,7 21,8 85

e Para qualquer parametrizagio (d ou \) no modelo PAN existe um ordenamento na eficiéncia
na estimagao dos parametros do modelo. A estimacdo é mais eficiente para o pardmetro
u, seguida pelos parametros a, os quais sao seguidos pelos parametros b, e, finalmente, d

seguido dos parametros A.

e No modelo PAN, a parametrizacao d é muito mais eficiente na estimagdo dos parametros
d e )\ do que a parametrizagao A. Além disso, na mesma parametrizagio, a estimacao d é

mais eficiente que a estimagao A.

e Quando um modelo PN é mais apropriado para um conjunto de dados (como é o caso do

conjunto de dados analisados), nota-se que existe uma redugao da eficiéncia na estimagao
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Figura 5.1 Comparagao da performance das estimativas dos pardmetros para o ezemplo de Tanner usando
intervalos de credibilidade de 95 % da eficiéncia entre os modelos considerados

do pardmetro a, b, u quando o modelo PAN é considerado, especialmente quando usamos
a parametriza¢do A.

Outros conjunto de dados (os conhecido LSAT e o exemplo de Matemética na seguinte segao)
apresentam uma conduta similar & descrita acima.

Considerando a presenga das autocorrelagoes no modelo PAN, valores de salto acima de 100
sao recomendados. Conseqiientemente uma grande numero de iteragdes sao necessirias para a
inferéncia baseada na densidade conjunta a posteriori. Este tipo de conduta foi também obser-
vada para outros modelos. Jackman (2004) considerando o modelo PN, executou meio milhao de
iteracoes e s6 uma de cada mil destas iteracoes foram consideradas para produzir uma seqiiencia
independente de valores amostrais da densidade conjunta a posteriori.

Chen et al. (2000) alertam que quando o tamanho da amostra n é grande (n > 50), é esperada
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convergéncia demorada do algoritmo de Albert-Chib. Na TRI-NA é encontrada convergéncia
demorada da cadeia para o pardmetro de assimetria especialmente na parametrizacdo lambda.
Alguns algoritmos para melhorar a convergéncia do amostrador de Gibbs na segunda abordagem
do algoritimo de dados aumentados sdo sugeridas em Chen et al. (2001) e devem ser exploradas

em trabalhos subseqiientes.

5.3 Uma aplicagao para um Teste de Matematica

Na pesquisa em avaliagido educacional é tipico detectar diferengas na proficiéncia escolar devido
a0 nivel sécio econdmico. Por exemplo, numa pesquisa no Perd, Bazin et al. (2001) reportam
diferengas observadas num teste de matemadtica para alunos de sexta série em favor dos alunos
com alto nivel sécio econdmico. Isto é, a maioria de alunos com alto nivel s6cio econdmico tendem
a obter altos escores no teste e porém os escores do teste mostram uma distribui¢ao assimétrica.

Nés ilustramos a abordagem bayesiana da familia TRI-NA usando os dados correspondentes a
um teste de matemadtica aplicado em escolas peruanas com o propédsito de estimar os pardmetros
dos {itens, incluindo o novo pardmetro de assimetria. Pretendemos mostrar as vantagens do
modelo PAN com respeito ao modelo PN para capturar mais informagao do item na presenca

de escores assimétricos.

5.3.1 Os dados

O conjunto de dados corresponde & aplicagao de 14 items de um teste de matematica disponiveis
para “download”em http://www.minedu.gob.pe/umc/ aplicado para 131 alunos de alto nivel
sécio econémico da sexta série.

Nesta aplicacao, 14 {tens do teste de Matematica do ensino basico (UMC, 2001) foram apli-
cados a 131 alunos de alto nivel sécio econdémico. Vetores de resposta aparecem no Apéndice D
e estatisticas resumo sdo apresentadas na Tabela 2.1 do Capitulo 2. Este mesmo conjunto de
dados ja foi analisado no Capitulo 2 sob modelo PN. Como fora indicado, a distribuicao dos
escores apresenta uma assimetria de -0.804 e uma propor¢ao média de resposta correta para os
itens de 0.774, indicando que o teste pode ser considerado faicil nesta populagio. Isto mostra que
os escores dos alunos de sexta série apresentam assimetria negativa; de aqui gréaficos do escore
do item vs escore do teste (regressdo item teste) para diferentes itens nao apresentam forma
simétrica. Embora uma regressao item-teste nao seja uma aproximacgao fechada como a curva
caracteristica do item (Lord e Novick, 1968, p. 363), isto pode dar idea da verdadeira forma da
CCI. Isto justifica explorar os modelos da familia TRI-NA para este conjunto de dados.

5.3.2 Uma comparacao de modelos PAN e PN

Com o prop6sito de nos familiarizarmos com o modelo PAN nés usamos duas diferentes com-

binagbes das distribui¢des a priori para os parametros tradicionais dos items (dificuldade e
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discriminagéo) ja usadas no modelo PN. Elas sao:
Priori A: aj ~ N(0,1)I(a; > 0), b; ~ N(0,10000), d; ~U(-1,1) e
Priori B: a; ~ N(1,0.5)I(a; > 0), b; ~ N(0,2), d; ~U(-1,1) .

A priori B é uma priori mais precisa e a priori A tem uma priori difusa para o parametro b.
A para d e u ja foi indicada na Secgao 4.1.

O modelo PAN involve 42 pardmetros de item: (aj,bj,A;(d;)),7 = 1,...14 e 131 pardmetros
das varidveis latentes (U;,i = 1,...,131). Embora este procedimento permita obter as dis-
tribuicbes a posteriori dos tragos latentes individuais para os 131 alunos na amostra nés repor-
tamos apenas a média e desvio padrao destes tragos latentes. Como indicado na Secao 5.1.1, um
grande ntimero de iteragdes deve ser gerado para o modelo devido a presenca de autocorrelagao,
o que torna o procedimento MCMC demorado. Para propdsitos de inferéncia a respeito dos qua-
tro possiveis modelos propostos, nés geramos 304000 iteracdes e descartamos os primeiros 4000
valores iniciais. Usando um salto de 150, o tamanho efetivo de amostras consideradas foir de
2000. A parametrizagio d foi usada. Estimativas dos pardmetros do modelos foram calculados
usando essas iteragoes.

Para avaliar a convergéncia vérios critérios foram considerados usando o programa CODA,
como por exemplo, o proposto por Geweke (1992).

Para a comparacio dos modelos PAN e PN utilizou-se apenas o DIC. Considerando-se os
valores mostrados na Tabela 2, concluimos que o modelo PAN, melhora o correspondente mod-
elo PN simétrico para qualquer priori considerada. Spiegelhalter et al. (2002) diz que pp pode
ser negativa e isto pode indicar conflito entre as prioris especificadas e os dados ou que a média
posterior é um pobre estimativa . Nos achamos que a mediana posterior pode ser melhor esti-
mativa especialmente no paridmetro d desde que é observado uma distribuicao assimétrica neste
pardmetro. Também a especificagdo de prioris informativas usando dados histéricos, como os

propostos por Chen, et al. (2001) podem ser explorados em subseqiientes trabalhos.

Tabela 5.2 Compara¢do dos modelos TRI PAN e PN usando DIC

modelos pardmetros  Dbar Dhat PD DIC
PN 159 1446,17 1358,13 88,04 1534,21
PAN (prioris A) 173 1315,88 1370,39 -54,511 1261,37
PAN (prioris B) 173 1330,97 1367,5 -36,528 1294,44

As analises do Capitulo 2, usando as prioris A e B, indicaram que o modelo PN é insensivel a
especificacao destas prioris. Entretanto, este resultado nao é observado no modelo PAN, o qual

é sensivel & especificacao de prioris difusas (menos informativas) como veremos a seguir.
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A Tabela 5.3 mostra correlagdes estimadas entre as médias a posteriori dos correspondentes
pardmetros para as prioris consideradas. Note que todos os parametros de item sao correla-
cionados sob a priori B. Note que, para as prioris A e B, os pardmetros a e b apresentam uma
forte correlagdo entre elas. Entretanto, é importante observar que d (ou A) sob as duas prioris
apresentam uma correlagdo muito baixa. Isto é, nao sdo correlacionados. As estimativas de d ou
A sao diferentes quando as prioris A e B sdo consideradas. Quando a priori A é usada as médias
a posteriori de d (ou A) estao todas em torno de zero ndo permitindo identificar assimetria como
acontece com a priori B. Nés escolhemos apresentar os resultados de inferéncia considerando a
priori B.

Tabela 5.3 Correlagdo das médias a posteriori para os parametros dos item sob duas tipos de prioris para
os pardmetros de discriminagao e dificuldade

priori A priori B

a b d A a b 6 A

priori A a 1

b -0,71 1

d -0,31 -0,32 1

A -0,23 -0,39 0,92 1
priori B 0,99 -0,70  -0,31 -0,22 1
0,64 099 -038 -0,45 -0,65 1
-0,90 0,88 0,09 0,02 -0,87 0,83 1
-0,91 0,74 0,27 0,19 -0,87 0,67 097 1

> A o R

Estimativas dos pardmetros de item discriminagio e dificuldade para os modelos PAN e PN
usando as priori B sao apresentados na Figura 5.2. Os dois tipos de pardmetros sao igualmente
interpretdveis sob ambos modelos. O item 11 é mais discriminativo e o item 9 é o menos dis-
criminativo. Também, o item 11 é mais facil e o ftem 12 é o mais dificil. Assim, o modelo PAN é
um modelo que oferece as mesmas conclusoes para os parametros de dificuldade e discriminacao
do que o modelo PN. Na Figura 5.3 nés apresentamos as diferengas entre os modelos PN e PAN
(soma de valores absolutos das diferencas nas médias a posteriori dos parametros a; e b;) para
o novo parametro de item dj;.

Como nés esperamos, as diferencas nos modelos PN e PAN sio minimas (os parametros de
dificuldade e de discriminacdo nos modelos PN e PAN sao aproximadamente iguais) quando o

pardmetro de assimetria se aproxima de zero. Isto nao acontece no caso dos itens 11 e 4, os quais
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apresentam estimativas dos pardmetros de penalidade (d ou M) altos e negativos (assimetria
negativa na CCI). Nestes casos, os parametros de dificuldade e discriminacao diferem nos dois
modelos. No caso especial dos itens 11 e 4, a diferenga entre modelos como conseqiiéncia do
pardmetro de assimetria afeta o pardmetro de dificuldade. Os outros itens apresentam estimativas
dos pardmetros de penalidade perto de zero indicando que o modelo PN é mais adequado para

explicar a conduta destes itens.

5.3.3 O uso da familia TRI-NA

Para ilustrar o uso da familia TRI-NA e sua utilidade, os modelos PN e PAN foram ajustados
novamente para ser comparados com o ajuste do modelo PANA. Neste caso nés consideramos
varios critérios de comparagao apresentados nos capitulos anteriores e descritos no Apéndice B.

Aqui nés consideramos um total de 204000 iteragdes para todos os modelos. Iniciando com

um burn-in de 4000 iteracdes e entdo usando salto igual a 100, é obtido um tamanho de amostra
de 2000.

Tabela 5.4 Comparando os modelos PN, PAN e PANA usando diferentes criterios

Criterios Modelos TRI-NA

Modelo PN Modelo PAN Modelo PANA

Numero de parametros 159 173 174
Dbar 1446,17 1317,28 1321,83
Dhat 1358,13 1365,11 1363,35
PD 88,04 -47,83 -41,52
DIC 1534,21 1269,44 1280,32
EAIC 1764,17 1663,28 1669,83
EBIC 2640,94 2617,25 2629,31
SQRL 1853 1362 1351

Considerando os valores DIC, EAIC, EBIC na Tabela 5.4, n6s vemos que fica confirmado
que o modelo PAN melhora o correspondente modelo PN simétrico e o modelo PANA. Este
ultimo modelo também apresenta melhor ajuste do que o modelo PN. Este resultado é também
observado considerando a soma de quadrados dos residuais latentes (SQRL) (ver Figura 5.4), no
qual o modelo PANA pode ser alternativo ao modelo PAN para o conjunto de dados. Resumindo,

o modelo PAN apresenta o melhor ajuste para o conjunto de dados.
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5.3.4 A interpretacao dos parametros

Assumindo que o modelo PAN é o melhor modelo para os dados propostos nés realizamos analises

adicionais a respeito da interpretacio dos pardmetros deste modelo em relagao com o modelo PN.

As Tabelas 5.5 e 5.6 ilustram a conduta. das estimativas dos parametros dos itens para os mo-
delos PN e PAN. Com j4 foi dito, estimativas dos parametros de discriminagéo e dificuldade para
ambos modelos apresentam conduta similar como pode ser analisado na tabela 5.5. Os dois tipos
de parametros sdo igualmente interpretéveis sob os dois modelos como fora discutido na Secao
4.2.3. O modelo PAN é um modelo que oferece as mesmas conclusdes que o modelo PN a respeito
dos pardmetros de dificuldade e discriminagdo porque estes sao igualmente interpretéveis.

A Tabela 5.5 mostra os valores estimados do pardmetro de assimetria ou penalidade d;. A
Figura 5.5 apresenta os histogramas das distribuicoes a posteriori do pardmetro d, o qual indica
a presenca de densidades simétricas e assimétricas. E importante dizer que considerando a nogao
de tamanho de amostra efetivo (ESS) usada em Sahu (2002) nés encontramos que o pardmetro a
tem melhor convergéncia. A convergéncia para os pardmetros b é mais demorada, uma indicagao
que uma cadeia grande é necesséria. Isto também acontece com os pardmetros d, mas em menor
grau. Existe uma indicagdo que se obtém melhor convergéncia com a parametrizagéo d do que
com a parametrizacao A.

Na Tabela 5.6, também é apresentada as diferencas entre a média a posterior para os parametros
a; e bj nos modelos PN e PAN. Como esperavamos, os parametros de dificuldade e discriminacao
s&o aproximadamente iguais quando o pardmetro de assimetria se aproxima a zero. Como esti-
mador do parametro de penalidade d; resulta mais conveniente considerar a mediana a posteriori
pela assimetria da distribuigao a posteriori. Itens 11, 4, e 7 sdo os tinicos que apresentam estimati-
vas do parametro de penalidade d; grandes e negativos. Portanto os pardmetros de discrimimagao
e dificuldade diferem nos dois modelos. A probabilidade a posteriori de valores negativos para o
paradmetro de assimetria foi calculada para os itens 11, 4, e 7, resultando nos seguintes valores:
0,732, 0,614 e 0,632, respectivamente, o qual indica que esses pardmetros nao sao iguais a zero,
indicando que o uso de CCI assimétricas para estes itens é adequado. No caso especial dos itens
11, 4, e 7, as diferencas entre os modelos como conseqiiéncia do pardmetro de assimetria afetam
o pardmetro de dificuldade. Também observamos que os itens 3 e 6 apresentam estimativas pos-
itivas dos parametros de penalidade indicando que eles apresentam CCI com assimetria positiva
mas seus valores nio sao significativamente diferentes de zero, e também que outros itens podem

ser modelados corretamente considerando o modelo PN com CCI simétricos.

O item 11 diz: “Luiza, Dora e Maria compram certa quantidade de tela. Luiza comprou a
metade de um metro, Dora comprou 75 centimetros e Maria comprou 50 centimetros. Qual delas
comprou a mesma quantidade de tela?”. O item 4 diz: ”Pepe divide um nimero por 17, obtendo

um quociente de 9 e um resto de 2. Qual é o niimero dividido?”. Os valores altos e negativos para
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Tabela 5.5 Média posterior, desvio padrdo (dp) e intervalos HPD de 90 % para os pardémetros comuns

sob os modelos PN e PAN

Modelo PN Modelo PAN
90 % HPD 90 % HPD
média dp mediana Inferior Superior média dp mediana Inferior Superior

al 0,535 0,228 0,520 0,149 0,880 0,491 0,222 0,469 0,147 0,860
a2 0,300 0,181 0,280 0,007 0,557 0,260 0,172 0,245 0,001 0,499
a3 0,552 0,228 0,531 0,197 0,912 0,496 0,209 0,480 0,141 0,809
ad 0,915 0,348 0,889 0,332 1,462 0,856 0,351 0,824 0,252 1,375
ab 0,512 0,249 0,493 0,117 0,912 0,465 0,231 0,440 0,093 0,824
a6 0,314 0,166 0,299 0,026 0,551 0,284 0,154 0,267 0,040 0,524
a7 0,838 0,341 0,801 0,307 1,375 0,801 0,341 0,755 0,251 1,339
a8 0,959 0,350 0,928 0,350 1,470 0,885 0,331 0,858 0,341 1,401
a9 0,199 0,140 0,171 0,001 0,393 0,180 0,130 0,158 0,000 0,355
al0 0,496 0,237 0,479 0,112 0,879 0,451 0,233 0,430 0,053 0,782
all 1,323 0,394 1,296 0,662 1,915 1,266 0,435 1,232 0,559 1,928
al2 0,387 0,196 0,369 0,043 0,668 0,357 0,179 0,340 0,047 0,616
al3 0,457 0,225 0,432 0,096 0,801 0,405 0,212 0,379 0,048 0,726
al4 0,445 0,276 0,411 0,001 0,825 0,404 0,257 0,364 0,002 0,753
bl -0,900 0,153 -0,895 -1,124  -0,630 0,780 0,421 -0,817  -1,449  -0,123
b2 -1,083 0,144  -1,080 -1,308 -0,840 -0,976 0,426  -1,043 -1,613 -0,285
b3 -0,026 0,127  -0,028 -0,217 0,195 -0,049 0,394  -0,055 -0,691 0,567
b4 -1,902 0,338 -1,861 -2,409 -1,374 -1,662 0,581 -1,701 -2,591 -0,690
b5 -1,232 0,178  -1,218 -1,524 -0,952 -1,057 0,458  -1,124 -1,798 -0,337
b6 0,373 0,121 0,371 0,181 0,570 0,328 0,392 0,347 -0,304 0,933
b7 -1,779 0,317  -1,746 -2,267 -1,278 -1,519 0,561 -1,578 -2,397 -0,574
b8 -1,517 0,294  -1,476 -1,953 -1,045 -1,332 0,512  -1,396 -2,060 -0,417
b9 -0,794 0,131 -0,790 -1,010 -0,592 -0,731 0,406  -0,777 -1,330 -0,079
b10 -1,179 0,176  -1,166 -1,467 -0,898 -1,051 0,441 -1,112 -1,709 -0,321
bll -2,290 0,440  -2,236 -3,025 -1,663 -1,829 0,719 -1,862 -2,945 -0,586
b12 0,424 0,123 0,418 0,226 0,627 0,388 0,386 0,405 -0,199 1,021
b13 -0,995 0,156  -0,988 -1,230 -0,740 -0,884 0,438 -0,934 -1,526 -0,174
bl4  -1,726 0,239 -1,705  -2,111  -1,388 -1,522 0502  -1,612  -2,306  -0,736
médiau 0,045 0,087 0,045  -0,105  0,1819 0,036 0,087 0,039  -0,100 0,178
dp u 0,933 0,062 0,933 0,872 1,039 0,931 0,060 0,930 0,828 1,027

as estimativas dos parametros de penalizagdo d indicam que estes {tens penalizam aos alunos

com maior conhecimento e bonificam aos estudantes com menor conhecimento. Alunos com alto

conhecimento tém poucas diferengas nas suas probabilidades de sucesso para o item, mais para

estudantes com menor conhecimento, possivelmente um esclarecimento do fato que a metade do

metro equivale a 50 centimetros no enunciado do item pode produzir uma mudanca significativa

na probabilidade de sucesso.
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Tabela 5.6 Média, mediana e desvio padrao (dp) a posteriori e intervalos HPD de 90 % para os pardmetros
d sob o modelo PAN

Estatisticas a posteriori Diferengas entre PN e PAN
90 % HPD Diferenga média

média dp mediana Inferior Superior Ena En b
dl -0,0568 0,486 -0,084 -0,772 0,823 0,044 -0,120
d2 -0,021 0,499 -0,053 -0,787 0,843 0,031 -0,108
d3 0,018 0,489 0,010 -0,802 0,781 0,056 0,023
d4 -0,110 0,525 -0,175 -0,892 0,788 0,059 -0,240
d5 -0,089 0,488 -0,136 -0,896 0,665 0,046 -0,175
dé6 0,006 0,488 0,027 -0,849 0,730 0,030 0,044
d7 -0,145 0,516 -0,219 -0,975 0,640 0,037 -0,260
d8 -0,077 0,506 -0,108 -0,854 0,767 0,074 -0,185
d9 -0,002 0,501 -0,031 -0,850 0,778 0,019 -0,064
di0 -0,048 0,488 -0,084 -0,850 0,740 0,044 -0,128
dil1 -0,334 0,554 -0,495 -1,000 0,571 0,057 -0,461
d12 -0,006 0,484 0,007 -0,737 0,826 0,031 0,036
di3 -0,028 0,510 -0,072 -0,834 0,830 0,052 -0,111
di4 -0,074 0,505 -0,134 -0,864 0,741 0,042 -0,204

Este tipo de andlise ndo pode ser feito com o modelo PN e mostra as possiveis vantagens na
interpretacao psicométrica dos modelos TRI-NA propostos.

5.3.5 A probabilidade de resposta correta nao condicional

Como Albert e Ghosh (2000) dizem, pode ser dificil interpretar o pardmetro de dificuldade b;
devido a que nado pode ser expresso numa escala de probabilidade. Uma medida alternativa
da dificuldade é a probabilidade de resposta correta nao condicional (ver capitulo 4), isto é, a
probabilidade de que um individuo escolhido aleatoriamente de uma populagao obtenha uma
resposta correta para o j-ésimo item, também interpretada como a proporgao esperada de alunos
que podem responder corretamente o j-ésimo item. A Tabela 5.6 apresenta as probabilidades de
resposta correta nao condicionais sob os modelos PN e PAN e as proporgoes observadas de alunos
na amostra, os quais respondem corretamente o j-ésimo item. A probabilidade nao condicional
é obtida usando a expressao no Apéndice 6 e é estimada usando a mediana a posteriori dos

parametros.
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Tabela 5.7 Comparagio das proporgées estimadas de resposta correta sob os modelos PN e PAN com as
proporg¢oes observadas na amostra

Propor¢ao Proporgdo estimada Diferengas estimada-observada

Item d estimado observada PN PAN PN PAN
1 -0,084 0,794 0,786 0,789 0,0075 0,0052
2 -0,053 0,855 0,851 0,854 0,0042 0,0007
3 0,010 0,519 0,510 0,517 0,0002 0,0022
4 -0,175 0,931 0,918 0,923 0,0134 0,0078
5 -0,136 0,870 0,863 0,872 0,0075 -0,0014
6 0,027 0,366 0,361 0,361 0,0053 0,0055
7 -0,219 0,924 0,914 0,921 0,0102 0,0026
8 -0,108 0,878 0,860 0,870 0,0175 0,0077
9 -0,031 0,786 0,782 0,786 0,0044 0,0004
10 -0,084 0,863 0,854 0,861 0,0091 0,0015
11 -0,495 0,931 0,914 0,929 0,0173 0,0021
12 0,007 0,351 0,347 0,349 0,0036 0,0024
13 -0,072 0,824 0,818 0,823 0,0066 0,0010
14 -0,134 0,947 0,943 0,948 0,0040 -0,0012

A probabilidade ndo condicional de resposta correta sob os modelos PN e PAN pode ser
considerada com a proporc¢io estimada de resposta correta e pode ser comparada com a pro-
porgao observada da amostra. A comparagao das diferencas (estimada menos observada) com o
parametro de penalidade é mostrada na Figura 5.6. Os circulos pretos correspondem as diferencas
sob o modelo PAN, e os circulos transparentes correspondem as diferencas sob o modelo PN.
Note que a distdncia entre as diferencas na propor¢ao de resposta correta sob os modelos PN
e PAN séo altas quando o pardmetro de penalidade é alto como no caso do ftem 11. Assim,
existe uma forte evidéncia que para alguns itens do conjunto de dados, o modelo PAN é o mais
apropriado.

5.4 Discussao

Os conceitos de tamanho de amostra efetivo (ESS) como definido em Kass et al. (1998) e o
tamanho da amostra por segundo (ESS/s) como considerado em Sahu (2002) foram considerados
para o estudo da eficiéncia na estimagéo dos pardmetros do modelo introduzido. Nés chamamos
a atencgao para a importincia de pesquisar tais quantidades quando uma abordagem de dados

aumentados é usada na familia TRI-NA e existe uma forte evidéncia de autocorrelagdo nas
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estimativas dos pardmetros que segue das cadeias geradas. Embora a ergodicidade da cadeia
de Markov segue das condigbes de regularidade requeridas para a convergéncia das cadeias de
Markov, a presenca de altas autocorrelages leva a necessidade de um grande ntimero de iteracées
para avaliar a variabilidade das estimativas (média amostral, moda amostral, quantiles). Para
obter amostras com baixa autocorrelagio sub amostragem sistemética das cadeias de Markov sio
sugeridas, isto também é uma ferramenta 1itil para minimizar requerimentos de armazenamento.
Com os dados do teste de Matemadtica da Secdo 5.2, nio foi possivel detectar assimetria quando
uma priori difusa foi considerada para o pardmetro b. Entretanto, isto foi possivel com prioris
mais precisas. Subseqiientes pesquisas no estudo da sensibilidade da posteriori de d (ou A) com
respeito a especificagdo de priori diferentes sdo necessarias.

Outra contribuicdo do capitulo é a facilidade de implementar o modelo TRI-NA usando a
versdo da verossimilhanca proposta no Capitulo 4 que é diferente de se considerar a ligagdo
probito assimétrica de Chen et al. (1999).

Outra contribuicao do capitulo é o estudo sobre comparacio de modelos. Todos os modelos
da TRI-NA sdo analisados usando DIC' (Spiegelhalter et al., 2002), EAIC e EBIC (Carlin e
Louis, 2000 and Brooks, 2002). Nés também introduzimos residuais latentes para os modelos e
uma medida de discrepancia global como é o caso da soma de quadrados residuais latentes a
posteriori, o qual pode ser usado para comparacao dos modelos TRI-NA de maneira conveniente.

Finalmente, do ponto de vista do pessoal que elabora itens, a presenca de um novo pardmetro
de item que pode explicar a conduta assimétrica da CCI em termos de variagdes da probabilidade
de sucesso para diferentes niveis de habilidade pode ser usada no desenvolvimento de testes mais
precisos na estimagao das habilidades dos examinados.

Nés apresentamos algumas interpretagdes para o novo parametro de item proposto denom-
inado pardmetro de penalizagdo no contexto do conjunto de dados do teste de matemética
considerado. Nés também mostramos que o modelo PAN resulta ser o que melhor ajusta os
dados observados. Embora os intervalos HPD na Tabela 5.6 indiquem os parimetros de penal-
izagao nao sao significativamente diferentes de zero, e portanto um modelo PN poderia ser mais
adequado para ajustar os dados, nds preferimos basear nossa conclusio usando os critérios tais
como DIC, AIC e BIC esperado e a comparagio entre proporgdes de resposta estimada e ob-
servada. Isto devido ao fato de que estimativas dos pardmetros de penalizacio apresentam uma
grande varidncia, o qual poderia ser explicado pelo tamanho pequeno da amostra de individuos.

Extensoes para considerar um modelo TRI-NA multidimensional, modelos hierdrquicos TRI-
NA, modelos TRI-NA multivel podem ser propostos em futuras pesquisas. Adaptaces dos algo-
ritmos propostos no Capitulo 4 para estes casos podem ser feitas facilmente. Outras extensoes da
ligacao probito assimétrica para respostas ordinais como em Johnson (2003) podem ser também

estendidas para correspondentes modelos TRI-NA de resposta ordinal.
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Figura 5.2 Pardmetros de discriminagao e dificuldade sob os modelos PN e PAN
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Capitulo 6

Consideracgoes Finais

O presente trabalho esteve motivado por dois grandes propésitos: I) Pelo desenvolvimento de um
modelo de resposta ao item que se afaste da suposi¢ao de normalidade o que tem dominado a
pesquisa e as aplicagdes destes modelos nos tltimos 50 anos, e II) o desenvolvimento de modelos
simples de ser implementados, estendidos, interpretados e aplicados sob a perspectiva Bayesiana

e mediante o uso de programas livres.

A suposigdo de normalidade esta presente ao se assumir que as varidveis latentes - habili-
dades ou proficiéncia na avaliagio escolar - sdo “bem comportadas”de acordo a normalidade
considerando um comportamento idealizado das varidveis para descrever a conduta humana,
semelhante & inteligéncia, como fora inicialmente proposto por Quetelet no século 19. A su-
posicio de normalidade esta presente também no uso de ligagoes simétricas como o probito
(também do logito, que apenas é uma metodologia aproximada) para as curvas caracteristicas
dos ftens ou fungoes de resposta dos itens que modelam a probabilidade de resposta correta em
funcdo da varidvel latente e de pardmetros associados aos itens. Embora, a idéia de afastar-se
de tais suposicdes tenha sido proposta por Samejima (1997, 2000) ndés desconhecemos até o
momento, uma aplicacdo de outro modelo TRI assimétrico e menos ainda sob uma perspectiva

Bayesiana.

Os métodos freqiientistas tem dominado as aplicagoes na TRI nos tltimos 20 anos a partir
do trabalho de Bock e Aitken (1981) cuja metodologia de estimagdo tem sido estendida para
quase todos os modelos paramétricos propostos na TRI e tem sido difundida pelo uso de pro-
gramas comerciais entre eles o BILOG embora ele também sea usado para uma aproximagao
bayesiana sem MCMC. No entanto diversas limitagoes tem sido indicadas na literatura, entre
elas Kim et al. (1994), Patz e Junker (1999) e Sahu (2002). Além disso, o uso das solugdes na
TRI é particularmente dominada por especialistas e estd generalizada nos grandes sistemas de
avaliacdo educacional, nao sendo freqiiente sua implementacao por profissionais da educagao e
pesquisadores mais interessados nas aplicagoes como psicélogos como pode ser notado nas pub-

licacoes destas dreas.

Para contornar estes problemas nds nos propusemos desenvolver um novo modelo da TRI
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para resposta binéria que se afastasse da suposi¢ao de normalidade mas que tivesse como caso
particular o modelo j4 difundido. Assim como, desenvolver uma metodologia de estimagao sob a
perspectiva bayesiana que seja simples de ser implementada, estendida, interpretada e aplicada
sob uso de programas livres. Isto nos levou ao desenvolvimento da familia normal assimétrica da
Teoria da resposta ao item (TRI-NA) proposta neste trabalho e ao uso do programa WinBUGS.

E importante dizer que o estudo das propriedades da familia TRI-NA levou ao estudo das
propriedades correspondentes no modelo Probito-Normal e nao o inverso, percebendo as vezes
que nem sempre estes estudos foram feitos. Esta revisdo envolvendo estudo de propriedades do
modelo Probito-Normal sdo apresentada no Capitulo 2.

Por outro lado, no momento de implementar o uso da familia TRI-NA algum dudvidas sur-
giram ao respeito da nova ligagdo proposta. Isto aconteceu porque esta proposta nido seguira
o desenvolvimento tradicional das ligagoes bindrias usadas na TRI. Isto é, na ordem histdrica,
primeiro é proposto uma nova ligacdo para resposta biniria em regressdo e apés esta é usada
em modelos mais complexos como na TRI.

Assim, embora a ordem histérica possa ser completamente diferente, na tese sao apresentados
os trés tipos de desenvolvimentos deste trabalho no ordem que achamos adequada: a) O Modelo
Probito-Normal na Teoria da Resposta ao Item, b) Uma func¢ao de ligagdo probito assimétrica
generalizada para resposta bindria e ¢) A familia normal assimétrica da Teoria da resposta ao
item.

6.1 Conclusoes
Em relacao ao Capitulo 3 nés mostramos que

e Modelos probito assimétrico generalizados sdo mais flexiveis para o modelagem de resposta

bindria que precisam ligacoes assimétricas.

e A assimetria da ligacio esta associada aos paridmetros da distribui¢do acumulada usada
na definicdo da probabilidade e o pardmetro de assimetria é independente do intervalo de

variagdo do preditor linear.

e Trata-se de uma funcao de ligacao que apresenta o caso simétrico como caso particular a
ser determinado pelos dados.

o Existem diversas versdes da verossimilhanga que facilitam o uso de diferentes métodos de

estimacao incluindo abordagem freqiientista e bayesiana.

o Proposicoes garantem a existéncia de estimativas de maxima verossimilhanca e a da dis-
tribuigao posterior quando prioris impréprias sdo usadas tanto na abordagem condicional
e nao condicional.
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o Considerando o resultado obtido na proposicao A.1 no Apéndice para a fda da distribuigao
normal assimétrica como a avaliagio de uma certa normal bivariada para valores condi-
cionados de uma outra varidvel de resposta positiva o uso de ligagdo probito assimétrica
generalizada pode ser justificada para uma resposta binéria condicionada numa outra
varidvel de resposta positiva. Por exemplo poupanga ou nao para determinado nivel de
renda.

Em relacao ao Capitulo 4 nés mostramos que

e A nova curva caracteristica do item incorpora um pardmetro (de assimetria) que tem
interpretacio no contexto do modelo e dd maior flexibilidade a CCI

o Diversas versoes da verossimilhanca e de verossimilhanca aumentada sao disponiveis para
a TRI-NA sendo possivel a escolha mais pertinente com fins computacionais.

e O afastamento da suposicdo de normalidade das varidveis latentes pode levar ao uso de
modelos TRI para varidveis até agora afastadas do uso da TRI (mais ligada a varidveis
cognitivas e educacionais) como varidveis clinicas, afetivas e emocionais, varidveis nas que é

esperada uma distribui¢ao assimétrica tedrica como acontece por exemplo com a depressao.

e Os parametros tradicionais de item, discriminagio e dificuldade sao igualmente inter-
pretéveis em qualquer dos modelos TRI-NA.

e Os modelos TRI-NA que incorporam assimetria podem ser mais convenientes para jus-
tificar a verdadeira chance de acertar um ftem quando algum tipo de assimetria pode
ser justificada, mas quando nao é o casso recuperam o modelo anterior. Assim temos um

modelo mais geral e (inico para ambas situagdes.

e O modelo TRI-NA pode ser aplicado em situagdes de populagdes restritas em que existe
certa evidéncia de assimetria devida & restricdo da populagao de interesse. Por exemplo em
populagdes carentes ou em populagdes favorecidas, em populagoes bilingiies, comunidades
nativas, regioes, na posgraduagao, etc. Estudos posteriores podem ser ilustrativos deste

uso de suas advantages em relagdo a modelos TRI simétricos.

Finalmente, os programas desenvolvidos para este trabalho constituem uma “library”de mo-
delos que podem ser aplicados facilmente usando um programa livre por usuérios e pode permitir

o desenvolvimento de extensoes ou modificagoes do modelo por pesquisadores.

6.2 Futuros Trabalhos

O presente trabalho, constitui um primeiro estigio na tentativa de se escrever um livro de
Inferéncia Bayesiana na TRI ausente ndo somente na lingua portuguesa mais também na lite-

ratura internacional. Um livro que possa combinar argumentos teéricos para o desenvolvimento
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da pesquisa nesta drea mas também metodologias féceis de serem implementadas em programas

livres.

Em relagdo ao Capitulo 3 nés propomos os seguintes trabalhos

Generalizagio do modelo de regressio bindria usando a ligagao probito assimétrica gener-
alizada para modelos mistos e modelos com erros de medigao.

Aplicagio do modelo de regressdo bindria usando a ligagdo probito assimétrica generalizada
para modelos binomiais, estudos epidemiolégicos, modelagem multinivel, anilise de dados

longitudinais, meta-andlise e teoria da resposta ao item.

Estender o uso da ligagdo proposta para dados assimétricos comuns nas ciéncias sociais,

ciéncias médicas, agricultura, genética e ciéncias do comportamento.

Implementacéo da solugdo freqiientista para ser introduzida como procedimento padrao
em programas como Splus e SAS.

Elicitacdo de prioris por espertos (conhecedores da 4rea da aplicacdo) para p; e nao para
3, como proposto em Bedrick et al. (1996) ou elicitagdo de prioris usando dados histéricos
como proposto em Chen, et al. (2001).

Desenvolver extensdes da ligacdo probito assimétrica generalizada para resposta ordinais
como em Johnson (2003).

Em relacdo ao Capitulo 4 nés propomos os seguintes trabalhos:

E possivel desenvolver importantes extensdes da TRI-NA para modelos que incorporem o
parametro de adivinhagéo ou ” chute” como acontece com o modelo PN (veja-se Sahu, 2002;
Glass e Meijer, 2003), Modelo multidimensionais TRI-NA (veja-se Beguin e Glass, 2001;
Simon, 2001; Linardakis e Dellaportas, 2002 para o modelo PN), Modelo multinivel (veja-
se Fox e Glass, 2001 para o modelo PN), Teslet (veja-se Wang et al., 2002 para o modelo
PN), Anélise fatorial confirmatéria (veja-se Segall, 2003 para o modelo PN) e Modelo com
erro de medida (Fox e Glass, 2003 para o modelo PN)

Desenvolvimento de modelos hierarquicos em todas as extensdes propostas acima.

Anélise da sensibilidade a escolha de prioris diferentes e ao desenvolvimento de critérios de

monitoramento da convergéncia multidimensionais para os diferentes pardmetros envolvi-
dos na TRI-NA.

Tomando em conta que diversas versdes da verossimilhanga e verossimilhanga para dados
aumentados sao disponiveis, pode-se sugerir uma analise de eficiéncia da estimacao dos

parametros sob estas diferentes versoes.
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Desenvolver e implementar outros procedimentos de comparagao de modelos para a escolha
do melhor modelo que se ajusta a um particular conjunto de dados usando os diversos

modelos apresentados que sejam préprios na TRI.

e Desenvolver anlise de ajuste e avaliagio de observagdes influentes baseados em residuais
latentes propostos.

o Desenvolver uma metodologia mais afinada para a estimagao das habilidades latentes para
estudos de grande escala como os do ENEM, SAEB e demais sistemas de avaliagao.

e Um ponto interessante seria desenvolver estudos de simulagao para investigar a eficiéncia
de estimagoes nos Modelos TRI-NA.
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Apéndice A

A distribuicao normal assimétrica

Na teses nés usamos a normal assimétrica, a normal assimétrica padrao devida a Azzalini (1985)
e a normal assimétrica devida a Chen et al. (1999). Propriedades para ditas distribuigcoes sao
dadas em diversos artigos, entre eles, Azzalinni (1985), Henze (1986), Arnold et al. (1993), Az-
zalini e Dalla Valle (1996), Loperfido (2002), Liseo e Loperfido (2003) e Dalla Valle (2004), nao
em tanto algumas propriedades importantes usadas na tese sao listadas aqui.

Uma varidvel R segue uma distribuigdo normal assimétrica (Dalla Valle, 2004), com vetor de
parametros 6 = (u, o2,)) em que p € R é um parémetro de locagdo e 0% > 0 é um pardmetro
de escala e \ € R é um parimetro de assimetria, se a fungao de densidade de R é dada por

folr) = 29 (’" - “’) o (A—%—“) , (A1)

onde ¢(.) e ®(.) denotam, respectivamente, a funcdo de densidade e de distribuicdo da dis-

tribui¢io normal padrao. A notagao considerada é R ~ N A(#) onde 8 = (u1,0?%, \), mas também
se pode usar a notagdo ¢na(T; i, o2, \) para representar a densidade. Fp(r), com 6 = (1,0 /\),
denota a fda da distribuicdo normal assimétrica. Quando considerada a transformacao d=—== m
a distribuicao normal assimétrica tem outra parametrizagio em que —1 < d < 1. Para volver a

parametrizagao original considere A = e :2)1 5

Casos particulares da normal assiméirica

e Se A =0, i.esef = (u,o02,0) adensidade de R em (A.1) se reduz a densidade da N(u,c?).
Em particular se § = (0, 1,0) obtemos a normal padrao.

e No caso especial de 6 = (0,1, \), a densidade de R em (A.1) se reduz a densidade da normal
assimétrica padrdo dada por Azzalini (1985) e neste caso escrevemos que S ~ NA(M) cuja

funcio de densidade é dada por:
~_

fa(s) = 2¢(s)®(As) (A.2)

Em particular se para a normal assimétrica padrao fazemos A — oo nos obtemos a densi-
dade da Half Normal o normal positiva (Chen et al., 1999) e escrevemos V ~HN(0,1) e
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sua funcdo de densidade é dada por

2 2
g(v) = \/2_71'6 /2

Em que E(v) = %1/2, Vwv)=1- %

(A.3)

e No caso especial de 8 = (0,1,—1), a densidade de R em (A.1) se reduz a densidade da
normal assimétrica padrio com pardmetro —A\ a qual é chamada aqui a normal assimétrica

BBB e neste caso escrevemos que S ~ NApgpp()\) cuja fungdo de densidade é dada por:
Fa(s) = 24(s)2(—As) (A4)

e No caso especial de 8 = (0,1+ A2, \), a densidade de R em (A.1) se reduz a densidade da
normal assimétrica padrio dada por Chen et al (1999) e Branco e Dey (2002) a qual por
sua vez é um caso particular da normal assimétrica dada em Sahu et al. (2003), e neste
caso escrevemos que S ~ NAgps()) chamada aqui normal assimétrica CDS cuja fungao
de densidade é dada por:

2 s s
s) = O NV—= |, A5
1o = ¢ (75m) ¢ () el
Propriedades teis da normal acumulada
As seguintes propriedades sao tteis para o cdlculo usando distribuicées normais assimétricas
porque aparecem com freqiiéncia.
e Se Z é v.a ~ N(0,1), temos que E(®(hZ +k)) = q>(\/—1’1=§h) (Azzalini, 1985)

e Se Z ~ Ni(0,X), temos que, Ez[®(u + a'Z)] = @(mafq‘mﬂg) (Azzalini e Dalla Valle,
1996).

o Se Z ~ Ni(0, 1), temos que, Ez[¢nm(u + AZ;0,9)] = ¢m(u;0,Q + AA") e Ez[Pm(u +
AZ;0,Q)] = ®(u; 0,9+ AA’) (Arellano e Genton, 2003).

e Se Z ~ Ni(p1,XZ), e u um vetor m dimensional e seja A uma matriz de posto completo,
com m < k , temos que,
Ez[®m(u+ AZ; pa, Q)] = ®m(u; p2 — Apq; Q + AT A" (Liseo e Loperfido, 2003).

Propriedades iteis da normal assimétrica padrao de Azzaling

S ~ NA()) é a distribuigdo normal assimétrica padrao, sua fungao de densidade dada em (A.2)
pode ser denotada também por ¢n 4(5;0,1; \) ou simplesmente por ¢(s; A). Como observado em
Azzalini (1985) temos que:
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1. —S é NA(—)) que corresponde & normal assimétrica BBB,
9. A densidade de S é fortemente unimodal, i.e logé(s; A) é fungao céncava de s.

A fungdo de distribuigdo acumulada de S pode ser denotada por ®(s;)) a qual é dada em
Azzalini (1985) por

8 dm

D(s;A) = 2/ ¢(m)¢(n)dndm

—00 J—00

que pode ser calculada usando a fungao T(h; a) estudada por Owen (1956), que da uma integral
da densidade normal bivariada padréo sobre a regido limitada pelas linhas z = hy=0,ey=azx
no plano (z,y). Entao obtemos

B(s;0) = B(s) — 2T(s;A)
em que o am
(53 = [ [ atmy(rindm.
A T(s;\) é uma funcao decrescente de h que satisfaze as seguintes propriedades:
T(—h; \) = T(h;A), —T(h;X) =T(h;—}), 2T (h; 1) = ®(h)®(—h)

as quais levam as seguintes propriedades adicionais dadas por Azzalini (1985)

3. 1 —®(—s;)) = ®(s; —A)

4. ®(s;1) = ®(s)?

5. sup |®(s) — ®(s; A)| = L arctan |A|

Representacées da normal assimétrica padrao de Azzalini

Embora simular da normal assimétrica padrao seja simples devido as diversas bibliotecas que po-
dem ser obtidas da WWW page: http://azzalini.stat.unipd.it /SN w, as seguintes representagoes
sdo tteis para entender a relagdo da normal assimétrica com a normal.

e Seja W ~ N(0,1) e V ~ HN(0,1) v.a independentes e |d| < 1. Temos que a distribui¢ao
de
S =dV + (1 - d)V*W

6 NA(\). Esta é a representagdo estocdstica marginal e foi provada por Henze (1986),
Azzalini e Dalla Valle (1996).

e Se V,W ~ N(0,1) sdo v.a independentes, a distribuigao de S = W[V < AW é NA(N).
Veja Henze (1986), Azzalini e Dalla Valle (1996)
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e Se S|V ~ N(dv,1—d?) eV ~ HN(0,1) (densidade normal positiva), a distribuigao de S
é NA(N).

e Seja (W‘j )~N((g),((11 ;l )) e |d| < 1. Temos que W|V > 0 ~ NA(}). Esta é

a representagio estocastica condicional e foi provada por Arnold et al (1993) e Azzalini e
Dalla Valle (1996).

OSeja(;f )NN((?)),(; f))e|d|<1.Temosque

W  SeV >0,

S = é NA(N).

-W c.c.
Esta outra representacdo estocdstica condicional foi provada por Azzalini e Capitanio
(1999).

.Seja(v‘; )NN((S)(; lp)).Temosque

maz(V, W) ~ NAQ\) e min(V, W) ~ NA(=X) com p= 53z € A = |/ 152

Esta representacéo foi provada por Loperfido (2002).

Propriedades da normal assimétrica padrdo CDS

S ~ NAcps()) é a distribuigdo normal assimétrica padrao CDS, e sua funcdo de densidade
dada em (A.3) pode ser denotada também por écps(s;0,1; ) ou simplesmente por ¢cps(s; A).
Como observado em Chen et al. (1999) temos as seguintes representagées sao uteis para entender

a relagdo da normal assimétrica CDS com a normal.

e Seja W ~ N(0,1) e V ~ HN(0,1) v.a independentes e A € R. Temos que a distribui¢ao
deS=\V+WEé NACDs(A).

e Se S|V ~ N(\v,1) e V ~ HN(0,1), a distribui¢ao de S é NAcps(N).

Propriedades da normal assimétrica

Dado R que segue uma distribuigdo normal assimétrica com vetor de parametros 6 = (k, a2, ),
ie R~ NA(u, 0% d)

a) A funcao geradora de momentos € dada por

Mg(t) = E(e'®) = 2ezp <ut + %02t2> ®(odt)
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b) Em particular a média e varianga sao dadas por:

2
pur=E[R]|=p+ \/;da = 1+ 0.79787846do;

0% =Var(R] = (1 - %d2)02 = (1 - 0.6366198d%)0?;

Aproximando até 2 decimais, note que pg € [p — 0.80, 1 + 0.80] e qual cresce conforme

| d | cresce e 0% € [0.3602,0%] o qual decresce conforme | d | cresce.
c¢) A Assimetria 7 o tercer momento é dada por v = 3 = E(-R—;jsﬁ)3

d) A Curtosis k o cuarto momento é dada por k = pj = E(R—;-§E)4

e) Em particular nés obtemos que

NA Azzalinni

2ezp (%(1 + A2)t2) ®(\t)

NA CDS
Ms(t) 2exp (3t%) ®(dt)
s (2)!/2x

0.79787846\

0.7978846d

o? 1+ (1— 2)A?

1+ 0.3633802\?

1 — 0.3633802d2

; 3 . 3
s (ZYP {1 = %)SZQ(A)(ITU_'AW (2)%%(2 - %)Slg(A)aW:\%W)—m

. 3
(2921 — 2)sig(e) gt

~0.843 < ST < 0843 0095 <

. 3
(2)%2(2 - g—)szg(d)(l——gd?f)?ﬁ

(1-0.636619842)%/2

< 0.995
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em que sign(.) é a fungao sinal que toma valor 1 quando seu argumento é positivo e valor

—1 em outro caso.

- Na normal assimétrica CDS, aproximando até 2 decimais, temos que pg € [—0.80|A|,0.80|Al],

o e(l,1+ 0.36)A2] e vy € [—0.84,0.84]. Note que ps € R, 0% > 1 e que v é baixo.

- Na normal assimétrica de Azzalinni temos que pg € [—0.80,0.80], 0% €[036,1] ey €
(—1.00, 1.00]. Note que tanto s, 0% e v sdo baixos.

f) A relacao que existe entre a normal assimétrica padrio devida a Azzalini e a normal as-
simétrica padrao CDS é a seguinte:
Dada a v.a S ~ NA()) entdo a v.a S* = V1+ A5 ~ NAcps(})

g) A varidvel S = (R — p)/o é distribuida de acordo com a distribuicdo normal assimétrica

padrao.

h) A varidvel R* = a + bR ~ NA(a + by, b202, sign(b)A) em que sig(.) é a funcdo signo que
toma valor 1 se seu argumento é positivo e —1 caso contrario. Em particular dado S ~
NA()), entdo S* =a +bS ~ NA(a,b?, sign(b)A) e por tanto R = p+0S ~ NA(p,02, )
e R=p—0S~NA(p,o% —N).

i) O fndice de curtose da normal assimétrica de Azzaline é dada por:

_ 8(m —3)d*
©T Tr — 2d2)?

implicando 0 < k < 0.8692. .

j) Quando fazemos p = —(i‘f—dg)l/z = —(;%7)1/2 eo?= 1—1232- = —Z = em (A.1) nés temos
2 —

que up=0e ‘7%?, — 1 e neste caso temos uma interessante distribuicdo normal assimétrica
padrao.

Proposicao A.1

E f4cil mostrar que que a fda da distribui¢do normal assimétrica é dada por

Fy(r) = 2®9 (cc; o, 2) (A.6)
em que = (r,0), onde ®(.) denota a fda da normal bivariada padrdo, com parametros
2 —d
p=(p,0)eX = ( ad ; ), em que —d € [—1,1] é o coeficiente de correlagao dado por
d= A
T VIR
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Prova. Dado S ~ NA(O 1,)) temos que Fp(s) = [°_ 2¢(t)@(At)dt = J2 o 26(t) (0 — (=A)t)dt =
J2 o 20(t)2(0 - )dt e considerando o resultado de Parrish e Bergmann (1981), o qual con-
sidera que a distrlbmgao normal padréo bivariada com correlagéo p avaliada no ponto (h, k) pode
ser escrita como ®a(h, k;p) = f o(w)d ( j_—pi) tem-se que a acumulada da distribuicéo

normal assimétrica padrio é Fp(s) = [ 26(t)@(At)dt = 2®; (s 0; 71+=>\2) = 2®,(s,0; —d).

Finalmente note que R = S + p e por tanto Fyp(r) = 2®2 ('—UL‘-,O, —d) e de aqui se obtém o
resultado desejado. O

Observacgdo 1. Este resultado indica que a fda da normal assimétrica avaliada no ponto r também
& obtida considerando uma. particular distribui¢do normal bivariada avaliada no ponto (r,0). Este
resultado é importante pois vérios algoritmos eficientes sao disponiveis para o cdlculo de integrais
relativas & distribui¢do normal bivariada (veja Genz 1992, 1993). Outro algoritmo para a fda
da normal assimétrica ests baseado na funcdo de Owen (Azzalini, 1985 e Dalla Valle, 2004)
indicado acima o qual é disponivel para os programas R e Matlab. Entretanto a distribuigao de

0 1
Arnold et al., 2002), os quais definem uma interessante interpretacdo de fdp de R considerando

2 g
R é obtida considerando (U, W) ~ N2 (( H ), ( ad ) e definindo R = U|W > 0 (veja

truncamento seletivo (Greene, 2003) ou reporte seletivo (Arnold and Beaver, 2002).

No caso da distribuicdo normal assimétrica padrao se tem a seguinte expressao de seu fda

sear=mi(( ) (D):( Y 7) )

A fungdo de distribuigao acumulada da normal assimétrica padrao denotada também por @y (2; A)
o simplesmente por ®(z; A) corresponde & fungéo de distribui¢do de uma normal bivariada trun-
cada padrao com correlagdo —d (Arnold et al, 1993), que podemos denotar por simplicidade por
®;[(s,0)’; —d]. Veja Arellano e Genton (2003) para uma expressdo similar no caso da normal
assimétrica multivariada.

No caso da distribui¢do normal assimétrica padrdao CDS se tem a seguinte expressao de seu
fda

oo =2m(§ () (%2 1) s

Também o seguinte resultado pode ser conveniente.
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Proposicao A.2

E facil mostrar que a fda da normal assimetrica também é dada por

Fy(r) = /000 g(v)@(%)dv = /ooog(v)é(z—;—#\/ 1+ A2 - /\v)dv, (A.9)

onde g(.) é a fdp da Half Normal ou Normal positiva, ®(.) e ¢(.) denotam, respectivamente, a
fda e fdp da distribui¢do normal padrao.

Prova

Considerando a representacdo condicional de § ~ N A()) temos que S|V ~ N(dv,1 — d*) e
V ~ HN(0,1) e de aqui a fungao de densidade de S pode ser obtida integrando sobre o dominio
de V a distribui¢do conjunta (S|V,V) isto é: fa(s) = I q,’)(;—l%)g(v)dv e por tanto a fda de S

é s

Fi(s) = /joo /Ooo ¢(%)g(v)dvdt = /Ooo [/;w¢(%>dt] g(v)dv

*° s—dv
Fx(s) —_/0 ‘I’(\/—l—_—=dz)9(v)dv
Agora defina R = p+ oS e por tanto Fy(r) = P(R<r)=P(p+05 < r) = P(S € =F). De

aqui temos que
r—p

Fy(r) = /0 m@(—&?:_%)%(v)dv

R = [ 3T o(w)an = [ (VTR —sw)owae, (410

No caso da distribui¢io normal assimétrica padrdo tem-se a seguinte expressdo de sua fda
Fr(s) = [ g(v)@ (r\/ T+ 22— /\v) dv e no caso da distribui¢io normal assimétrica padrao CDS

tem-se a seguinte expressio de sua fda FTP5(s) = [(° g(v)®@ (s - /\v) dv.

Proposicao A.3
Note que podemos escrever p = Fy(r) usando a seguinte estrutura lineal latente:

1, T>0;

-Y:I(T>0)={ gy

o T ~ NA(r — p,02,=)\).

Prova
Considere T = r + e, e~ NA(—p,0%,-)\), entdop=P(Y =1) = P(T >0) = Ple+r >
0)=Pe>-r)=1-Ple<-1)=1- Pt < O By a(ZHE, —X) A qual é igual
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a ®ya("=£, ) considerando a propriedade 3) acima. Finalmente temos que p = @y A(5E ) =

Fy(r) em que 6 = (p, 0%, X).
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Apéndice B

Critérios de comparacao de modelos no contexto

Bayesiano

O desenvolvimento dos métodos MCMC tem possibilitado ajustar uma grande quantidade de
modelos para um mesmo conjunto de dados, més isto leva a la necessidade de comparar modelos
alternativos com o propésito de identificar um modelo sucinto que possa describer adequada-
mente estes dados. Existe uma variedade de metodologias para comparar o ajuste de modelos
Bayesianos alternativos. Veja por exemplo o trabalho de Gilks et al. (1996). O critério principal
usado neste trabalho é o Criterio de Informagdo de Desvio (Deviance Information Criterion)
(DIC) proposto por Spiegelhalter et al. (2002). O DIC ¢ itil aqui porque é relativamente facil
de calcular, interpretar e é bem sucedido para modelos hierdrquicos complicados (Johnson, 2003)
e esta baseada na nogio de “Desvio Bayesiano” (Dempster, 1977).

O desvio bayesiano (Dempster, 1977) para os modelos TRI-NA nos capitulos 2,4 e 5 e para os
modelos de regressio proposto no capitulo 3, é definido, de maneira geral, usando a verossimil-
hanc¢a do modelo como

n k
D(B,6,u) = —2n(p(y|B,0,u)) = —2 > InP(Yyj = 4;8,6,u), (B.1)

i=1 j=1
onde y;; denota. a resposta observada (0 ou 1) de Y;j, a varidvel resposta do avaliado 7 no item
7 no modelo TRI-NA ou a varidvel resposta da observagao i no modelo de regressao em que j
pode nao estar presente o pode corresponder a réplicas das observagdes. 3 sao os pardmetros
associados aos items no modelo TRI-NA ou os coeficientes de regressao, 6 corresponde aos
paradmetros associados 4 funcao de ligagao que estdo presentes exclusivamente no modelo de
regressao, e u sio os parametros associados as habilidades dos avaliados que estao presentes
exclusivamente no modelo TRI-NA. O Desvio bayesiano é por sua vez uma medida de bondade
de ajuste. Dado dos modelos alternativo a serem comparados, o modelo que melhor ajusta
os dados é aquele que tem menor valor do Desvio bayesiano. Mas sua distribui¢do posterior
também pode ser usada para avaliar o ajuste (relativo) de um modelo dado como proposto em
vérios trabalhos, entre eles Gilks et al. (1996) e Spiegelhalter et al. (1996). Assim, a quantidade
E[D(B, G,u)], baseada nas distribuicdes a posteriori de 8,8 e u, é denominada o esperado do

desvio bayesiano a posteriori ou desvio médio a posteriori (posterior mean of the deviance )
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também é uma medida de bondade de ajuste. Esta esperanca pode ser aproximada usando o
algoritmo MCMC através de

G
E[D(B,0,u)] ~ 5 > D(67, 6%, u?), (B.2)
i=1

em que o indice g representa a g-ésima realizagao simulada de um total de G realizagbes simu-
ladas. Esta estimativa é denominado como Dbar em Spiegelhalter et al. (2002) e é obtido como
modo default em WinBugs.

De outra maneira, Carlin e Louis (2000) e Brooks (2002) tem sugerido penalizar E [D(ﬁ ,0, u)]
como no caso do critério de informagéo bayesiana (Schwarz) ou o critério de informagao de Akaike
(Akaike, 1973). Isto leva ao Esperado do Critério de Informacao de Akaike (EAIC) definido por

EAIC = E[D(8,6, u)| +2p, (B.3)

e ao Esperado do Critério de informagio (Schwarz) bayesiana (EBIC) definido por

EBIC = E [D(ﬁ, 0, u)] + plogN (B.4)

no qual p é o niimero de pardmetros no modelo e N é o ntimero total de observagdes e log
corresponde ao logaritmo neperiano. Estes critérios podem ser aproximados usando o algoritmo
MCMC através de

EAIC = Dbar + 2p, EBIC = Dbar + plogN (B.5)

Infelizmente, no caso dos modelos hierdrquicos temos problemas com estes critérios, pois nao
é facil definir p e N. Por exemplo, na TRI nés temos respostas de k {tens para os individuos
i=1,...,n, entdo, N = k x n o total de observagoes ou N = n o total de individuos?. Se
as respostas aos itens em cada individuo foram independentes, entdo a primeira escolha € mais
apropriada, mas se as respostas foram perfeitamente correlacionados em cada individuo, nés
podemos escolher a tltima. Na TRI nés consideramos o primeiro caso devido a suposigao de
independéncia condicional. A situagao real é algo intermedidrio entre estes dois casos. Similar-
mente, se nés manejamos uma colecdo de n efeitos aleatérios como acontece com as varidveis
latentes na TRI-NA, uma por cada individuo, como isto contribui para o nimero de parametros
p? Se os efeitos aleatérios ndo tem nada em comum (i.e., eles se comportam essencialmente como
os efeitos fixos), eles deveriam contribuir com todo os n parametros para p, mas se os dados
(ou prioris) indicadam que eles foram todos essencialmente idénticas, eles podem contribuir um
pouco mas do que um “ntimero efetivo de parametros” para o tamanho do modelo p.

Para direcionar este problema Spiegelhalter et al. (2002) propuseram pp como um valor apropi-
ado para penalizar E [D(ﬁ, o, u)] O DIC é uma modificacao do esperado do desvio Bayesiano
e é definido como
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DIC = E[D(ﬁ, e,u)] + pp, (B.6)

em que

pp = E[D(B,0,w)| - D[E(8), E(6), Ew)). (B.7)

é denominado como o nimero de pardmetros efetivos (Spiegelhalter et al, 1996) e D [E(,B), E(6),E (u))]
é o desvio bayesiano das médias a posteriori ou desvio bayesiano dos esperados a posteriori (de-
viance of posterior mean) obtido considerando os valores médios o esperados a posteriori dos
pardmetros do modelo. As esperangas acima sao baseadas nas distribuicées a posteriori de 3,0

& u a qual pode ser aproximada usando o algoritmo MCMC através de

1 G 1 G 1 G
D[E(8), E(6), E(w)Big] ~ D( ;ﬂg, E ; 0,2 ;ug), (B.3)

em que como antes o fndice g representa a g-ésima realizacao simulada de um total de G real-
izacdes simuladas. Esta estimativa é denominado como Dhat em Spiegelhalter et al. (2002) e é
obtido como modo default em WinBugs.

O DIC penaliza o esperado do desvio bayesiano pela complexidade do modelo ou nimero de
parametros efetivos representado por pp. O DIC é aproximadamente andlogo ao AIC e EAIC
e pode ser aproximado por:

DIC = Dbar — Dhat = Dbar + 2pp, (B.9)

em que valores baixos do DIC indicam o melhor ajuste. Outra vantagem do DIC é que como
esta baseado na fungdo de verossimilhanca, esta pode ser descomposta para cada, observagao de
onde se pode implementar residuais bayesianos (Gelfand, 1996) para avaliar a bondade de ajuste

local. A estimativa do DIC é obtida como modo default em WinBugs.

Spiegelhalter et al. (2002) indicam que o DIC como implementado no WinBUGS pode ser us-
ado para comparar modelos complexos (veja-se por exemplo Johnson, 2003) e grandes diferengas
nos critérios podem ser atribuidas a diferengas preditivas reais nos modelos. Na modelagem
hierdrquica a verossimilhanca (ou “complexidade do modelo”) nao é tnica no sentido que tem
varias versdes da verossimilhanga que podem ser usadas como acontece nos modelos propostos
na teses ao se usar variaveis latentes auxiliares. Portanto o desvio bayesiano do modelo nao é
{inico (e também ou DIC e pp que sao baseados nela) e pode ser calculado de védrias modos (ver
Delorio e Roberts, 2002). Este fato é importante quando usado varidveis latentes auxiliares.

Levar em conta a complexidade do modelo é particularmente importante na TRI-NA en na
regressao, a qual introduz um considerdvel nimero de varidveis latentes auxiliares Z. Con-

siderando estas varidveis nés usamos a versdes de verossimilhanga completa com as varidveis
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observadas e as variaveis latentes auxiliares introduzidas (como efeitos fixos e aleatérios na mod-
elagem hierdrquico) para obter as distribuicoes a posteriori para o parametros de interesse. Neste
caso, DIC's marginais para as varidveis observadas (efeitos fixos) e varidveis latentes auxiliares
(efeitos aleatérios) sao apresentadas. Para uma comparagao apropriada dos modelos propostos,
nos consideramos o DIC marginal para as varidveis observadas porque o foco do anélise esta
em p(y|u, B, 0) e embora as varidveis latentes auxiliares sio introduzidas (em duas etapas) elas
néo sao o foco do analise.

Em tanto tem acordo em relagdo ao uso do esperado do desvio bayesiano (e por tanto de
Dbar) nio se tem acordo em relagao ao uso do desvio bayesiano dos esperados (veja discussao
em Spiegelhalter et al., 2003). Assim Spiegelhalter et al., (2003) advertem que valores de Dhat
(e, por conseqiiéncia, pp e DIC) podem ser obtidos dependendo da parametrizacdo usada para
a distribuicdo a priori. Subseqiientes pesquisas no uso apropriado das parametrizagdes na TRI
podem levar a um uso adequado do DIC. Também Spiegelhalter et al. (2003) indicam que’
quando se tem distribuicées que nao sdo log-concavas, é teoricamente possivel obter valores de

pD que sao negativos. Quando isto é o caso trata-se das seguintes situagoes:
e as verossimilhancas néo sdo log-céncavas (e.g. distribuigoes t-Student)
e quando existe um conflito substancial entre prioris e os dados;

e quando a distribuicao posterior para o parametro é simétrica e bimodal, e assim a média

posterior é um resumo estatistico nao muito adequado que d4 grandes valores de desvio.

Nos capitulos 2 a 4 é proposto um procedimento de estimacao MCMC usando amostragem de
Ciibbs ao considerar um esquema de dados aumentados (DAGS) introduzindo varidveis latentes
auxiliares Z e incluso v: Neste caso nés usamos a verossimilhanca para dados aumentados das
varidveis observadas y e as varidveis latentes auxiliares (Z,v) (efeitos fixos e efeitos aleatorios
na modelagem hierdrquica, respectivamente), para obter as distribui¢des posteriores para os
parametros de interesse. Isto é a verossimilhanga p(y, Z,v|0, B, u). Quando este é o caso, DICs
marginais tanto para as varidveis observadas (efeito fixo) quanto para as varidveis latentes auxil-
iares (efeitos aleatérios) sao apresentadas na saida no pacote WinBUGS. Isto é, sao apresentados
diferentes DIC's marginais. Por considerando este fato uma comparacao apropriada de mode-
los que usam verossimilhanga aumentada com outros modelos que nido usam a verossimilhanca
original, nés consideramos o DIC marginal para as varidveis observadas dado que o foco da
andlise estd em p(y|u, 8, 8) porque embora as varidveis aleatérias auxiliares sejam consideradas
na estimagéo elas nao sao o objetivo da andlise.

Na presenca de varidveis latentes auxiliares, pode ser mas simple o uso de EAIC e EBIC
porque penalizam o esperado do desvio bayesiano usando 2p e plogN, em que como é usual, p é
o ntmero de parametros do modelo, e N é o nimero de observacoes os quais nao mudam ao se

usar a formulagao hierdrquica.
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Tomando em conta esta discusséo, e especialmente no caso de modelos hierarquicos complexos
como os apresentados na teses é muito conveniente usar mais de um critério para a comparagao
de modelos. Considerando as versdes da verossimilhanga aumentada para os modelos discutidos
na teses nés propomos usar, semelhante a Albert e Chib (1995), os residuais latentes a posteriori
e;‘j = eij|Bj,0i, Yij» Zij, Vij Para a os modelos TRI-NA e modelos de regressao. Como em Yan et
al. (2003) nés propomos usar a soma de quadrados de residuais latentes a posteriori (SQRL)
como uma medida de discrepancia global para a comparagao dos modelos, em que (SQRL) é
definida para o conjunto de dados como

n k
SQRL=> > e} (B.10)
i=1 j=1
Os valores de individuais de SQRL, isto é, os residuais latentes sao interessantes porque podem
ser usados como medidas de discrepancia de uma observagéo e sua distribui¢do posterior pode ser
comparada com sua distribuicao a priori. Valores especificos destas distribuigoes sao apresentados
nos capitulos correspondentes.
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Apéndice C

Relacoes entre os modelos probito assimétricos e

probito

Denotamos por Mj o modelo probito e M3 o modelo probito assimétrico generalizado. As su-
posicdes sobre estes modelos essencialmente implicam que os modelos sao encaixados, isto é
My C Ms. Para ver isto, nés apresentamos nas Proposices a seguir algumas relagoes entre a
verossimilhanca dos modelos M; e Mz usando versoes da verossimilhanca baseada no primeiro
esquema de dados aumentados introduzidos no Capitulo 3, isto é a fungdo de verossimilhanga
de dados aumentados para o modelo probito assimétrico generalizado dada na expressao (3.14)
e a fungdo de verossimilhanca de dados aumentados proposta por Albert e Chib (1993) para o
modelo probito dada na expressado (2.8).

Usando o algoritmo de dados aumentado como considerado em Albert e Chib (1993) para o
modelo probito, em que varidveis latentes subjacentes Z = (Zy,...,2y) sdo Z; ~ N(z;B, 1),
e seja D = (n,y, X, z) que denota os «dados aumentados”, temos que, a verossimilhanca de
dados aumentados de M; pode ser escrita como

n
LMi) = LBID) = [] é(zi — i) (7 ) (C.1)
i=1
onde, como antes, ¢(.) e ®(.) denotam a fdb e fda da normal padrao respectivamente e I(.) é a

funcdo indicadora definida antes.

Também, substituindo a fda da normal assimétrica em (3.14), nés obtemos que
T (FE-TB R z— B+ p
L(Mg) =2 iI_Ilqs( P o (-T2 JILERD (C.2)

Por facilidade nés escolhemos o BBB probito assimétrico definido na proposi¢ao 3. Assim, as
proposigoes seguintes indicam interessantes relagdes entre os modelos BBB probito assimétrico
e probito.

Proposigao C.1. A relagao entre a verossimilhanca aumentada dos modelos BBB probito as-
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simetrico e probito é dada por

log(L(Mz)|L(M1)) = nlog2 + »_ log®(=A(zi — i) (C.3)
i=1
Prova. Considere, como na Proposi¢ao 3, 6 = (0,1,}) em (C.2). Note que I(z;,y:) em (C.1)
é diferente de I(zi,y;) em (C.2) porque z; em (C.2) é distribuido como a normal-padrao e z;
em (C.1) é normalmente distribuida. Mas como ®(\z;) é positivo para qualquer z;, segue que
I(z,v;) em (C.1) e (C.2) sao iguais quando avaliados no mesmo 2; ~ N(z.3,1) e y;. Por tanto,
nés temos que

L((B,N)|Z,y) = 2" [ ] @(=A(z — =iB) L(BIZ,v) (C.4)

n
i=1

e o resultado segue tomando logaritmo nesta expressao.0

Existem vérios modos de medir a distancia entre modelos. Nés consideramos a divergéncia de

Kullback-Leibler que néo é propriamente uma distancia mas é nao negativa e alias, nao simétrica.

Proposigdo C.2. A divergéncia de Kullback-Leibler entre os modelos probito e BBB pa € dada

por

KLyg=—nlog2— Y / Llog®(—At;)(t:)dt; (C.5)

i=1

em que t; = z; — ;.
Prova. Usando (C.3) e usando a definigao da divergéncia de Kullback-Leibler nés temos que

KLip=E (log%) = —nlog2 — ; E1[log®;(—A(zi — z38))],

em que

E7[log®(—A(z — z;B))] = /ZOQ‘I’(—)\(Zi — xiB))¢(zi — x;B)dz: = /log‘b(—Ati)Cﬁ(ti)dtiD

Note que a medida de divergéncia KL nao depende dos valores observados z; e dos pardmetros
B. A Figura 1 mostra a expressao KL 5 para diferentes valores de A e o ntimero de observagoes
n usando integracdo por Monte Carlo. Observe que a divergéncia entre os modelos probito e
BBB pa cresce com |A| >0 e n.

Observagdo 1. Também KL 2 pode ser escrita como KLz = 3 i f Z(ti, A)¢(ti)dt;, em que
Z(ti, \) = log (2®(—At;)) € a fungao definida na librerfa sn no programa R, e pode ser estimada
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Figura C.1 Divergéncia de Kullback-Leibler entre os modelos probito e BBB pa para diferentes valores de
Aen

por KL12 = DIV D g(%)\—) com t; € N(0,1) e m — oo.

Outro modo de comparar M; e My é fazendo testes de hip6teses de M; em relagao a Ms o
qual pode ser feito usando o Factor de Bayes (Kass e Raftery, 1995). Suponha que nds estamos
comparando os modelos M e Ma, entao, o modelo M deve ser mais em acordo com os dados
D, se m(M;|D) > m(Ms|D). Conseqiientemente, considerando as duas hipéteses Hy e Hp que
correspondem a suposigao de dois modelos alternativos, o probito M; e o modelo BBB pa
My, para os dados D, temos que o factor de Bayes em favor de H; (e contra Ha) é dado pela
distribuicdo posterior para a razao a priori 4

p(DIM1) _ [ L(Mi)n(BIM1)dp
p(DIMs) [ L(M2)¢(B, \|Mz)dBdA

BFy; =

Considerando esta defini¢ao, a seguinte proposigao € uma conseqiiéncia direta.

Proposigio C.3. O Factor de Bayes para testar a hipdteses en favor do modelo probito My
quando €é considerado o modelo BBB pa é dado por

B [z — =B (2, yi)m(B)dB
B = Hl T Fo(z) I (zir yi)m(B)m (N dBX

onde 0 = (z'B,1,—X\). Em particular, se B € conhecido, o Factor de Bayes se reduz a seguinte
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expressao
1

[, [28(-A(zi — &B))m(N)dX’

A expressio BFj; nao tem forma fechada e célculos numéricos podem ser complexos. Mas,

BF‘I‘Z =

quando 3 é conhecido, BFY, tem uma forma simples. Os seguintes resultados sdo conseqiiéncias
direta da dltima expressao;

e Se A ~ N(0,1) entdo 2&(—A(z;—x8))p(A) = fo()), em que 6 = (0,1, z;—x}[3) corresponde
A distribuigdo normal assimétrica como uma funcao de A. Segue que BFj2 = 1 e assim o
Factor de Bayes néo pode distinguir entre os modelos probito e BBB pa.

o Em general, se A ~ N(m,v?) entdo

1
&, [—-m(z —iB), In + v2(z: — &B)(z — =i B))

BFf; =

em que ®,(p, ) é a fda da normal multivariada Nn(p, 3). Note que se m = 0 o resultado
particular acima segue. Este resultado é semelhante ao resultado encontrado por Vidal et

al. (2004) para comparar os modelos normal e normal assimétrico.

e Se A2 ~ G(a,b) and A > 0, entdo

1
T, [(z: — xB)\/5, In, 20]

onde T,(.,2,v) é a fda da t,(0, 3, v) multivariada e I, e a matriz identidade de ordem

BFf; =

n. Também este resultado é similar ao resultado encontrado por Vidal et al. (2004) e se
um sinal para A pode ser assumido nés podemos considerar uma priori dada a informagao
fornecida pelos dados. Expressoes similares sao obtidas quando A < 0e A ~ G(a,b) é
assumido.

A importancia de estes resultados es que o uso de prioris normais para A nao permite distinguir
o modelo probito do modelo BBB pa.
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Apéndice D

Programas para a implementacao dos modelos

propostos desenvolvidos no WinBUGS

D.1 Estudo de eficiéncia nos Modelos PN e PAN

Este programa corresponde aos modelos PN e PAN nas suas versoes DAGS considerando o
segundo método de dados aumentados no modelo PAN e as parametrizagdes d e A para os dados
de Tanner (1996).

model{
for (i in 1:n) {
for (j in 1:I) {
 mli,j] <= aljl*ulil - blj]
#PN model
# z[i,jl dnorm(m[i,j],1)I(lolyli,j1+1],uplyli,j1+11)
# resid[i,jl<-z[i,jl-ml[i,j]
#SPN model
muz[i,jl<- m[i,jl-d[jl*v[i,j]
zs[i,j] ~ dnorm(muz[i,j],preczs[j1)I(lolyli,jl+1],uply[i,jI+1])
v[i,j] ~ dnorm(0,1)I(0,)
resid[i,jl<-zs[i,jl-m[i,j]
#residuals
res2[i,jl<-pow(resid[i,j],2)
}
}
#priors for item parameters
for (j in 1:I) { b[j] ~ dnorm(0,0.5)
beljl <= b[j] - mean(b[])
a[j] ~ dnorm(1,2)I(0,)
ac[jl<-al[j]l/pow(al1]l*a[2]*a[3]*a[4]*a[5],0.2)
betal[jl<-be[jl/alj]
#SPN, SPSN model
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# delta parametrization
dlj1” dunif(-1,1)
preczs[jl<- 1/(1-pow(d[j],2))
lambda[j]l<-d[jl*sqrt(preczs[j])

#lambda parametrization

# lambdalj] ~ dt(0,2,2)
# preczs[jl<- 1+pow(lambdalj],2)
# d[jl<- lambdaljl/sqrt(preczs[jl)
¥

#prioris for latent variable in PN model
for(i in 1:n){ ulil~ dnorm(0,1)}

#PN model #

lo[1]<- -50; lo[2]<- 0; ## i.e., Z#|y=0"N(m,1)I(-50,0)
#up[11<- 0; up[2]<-50; ## i.e., Zx|y=1"N(m,1)I1(0,50) \\
#SPN, SPSN model#\\
lo[1]<- -50; lo[2]<- 0; ## i. ., Z%|y=0"N(-d*v+m,1-d~2)I1(-50,0)
up[1]1<- 0; up[2]1<-50; ## i.e., Z*|y=1"N(-d*v+m,1-d"2)1(0,50)

(0]

for(j in 1:I) { resmean[j]<-sum(res2[,j1)} sse<-sum(resmean[])
mu<-mean(u[]) du<-sd(ull)
}

Dados: TANNER

Inits list(b = ¢(0,0,0,0,0,0), a =c(1,1,1,1,1,1))\\
Inits list(b =c(0,0,0,0,0,0), a =c(1,1,1,1,1,1), d=c(0,0,0,0,0,0))
\\Inits list(b = ¢(0,0,0,0,0,0), a =c(1,1,1,1,1,1),
lambda=c(0,0,0,0,0,0))

Data list( n=39, I=6,
y= structure(.Data =
c(i,0,1,0,0,1,
1,1,1,0,1,1,
1,0,0,0,1,0,
0,1,0,0,0,0,
1,1,1,0,0,1,
0,0,1,0,1,1,
1,1,1,1,0,0,
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1,1,1,1,1,1,
0,1,0,0,1,1,
0,1,1,0,1,1,
0,1,0,0,0,0,
0,1,0,1,0,1,
0,1,0,0,0,1,
1,0,1,0,0,1,
1,0,1,0,0,0,
0,1,0,0,0,0,
0,1,1,0,1,1,
0,0,1,1,0,1,
1,1,1,0,1,1,
0,0,1,0,0,0,
1,1,0,0,0,1,
0,1,0,0,0,0,
0,1,1,1,0,0,
1,1,1,1,1,1,
1,0,0,0,0,0,
1,0,0,0,0,0,
0,1,0,0,0,1,
1,1,1,1,1,0,
1,0,0,1,1,0,
1,1,0,0,0,0,
1,0,0,0,0,0,
0,0,1,1,0,0,
0,0,0,1,1,0,
0,0,0,0,0,1,
1,0,0,0,0,0,
0,1,0,0,1,1,
1,0,0,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,
1,0,0,0,1,1),
.Dim = c(39,6))
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D.2 Analise de sensibilidade na especificacao de prioris no mod-
elo PAN

Este programa corresponde ao estudo de sensibilidade da escolha de prioris para o modelo PAN

usando o segundo método de aumentagao e a parametrizagao d para os dados de Matematica.

modelq{

for (i in 1:m) {

for (j in 1:I) {
m[i,j] <- aljl*ulil - b(j]
muz[i,j]<—m[i,j]—d[j]*v[i,j]

Zs[i,jl ~ dnorm(muz[i,j],preczs[j])I(lo[y[i,j]+1],up[y[i,j]+1])
V[i,j] ~ dnorm(0,1)I(0))
resid[i,jl<-Zs[i,jl-muz[i,j]
res2[i,jl<-pow(resid[i,jl,2)
}
}
#priors for item parameters
for (j in 1:1) {
#prior I: Sahu (2002)
aljl ~ dnorm(1,2)I(0,)
b[j] ~ dnorm(0,0.5)
d[j] ~ dunif(-1,1)
#prior II: Sahu (2002)
#alj] ~ dnorm(1,2)I(0,)
#b[j1 ~ dnorm(0,0.5)
#d[jl ~ dnorm(0,1)I(-1,1)
#prior III: Patz e Junker (1999)
# alj] ~ dlnorm(0,2)
# b[j] ~ dnorm(0,0.5)
# d[j1 =~ dunif(-1,1)
#prior IV Patz e Junker (1999)
# a[j] ~ dlnorm(0,2)
# b[j] ~ dnorm(0,0.5)
# dlj] ~ dnorm(0,1)I(-1,1)

preczs[jl<- 1/ (1-pow(dljl,2))
lambda [j]<-d[j]*sqrt (preczs[j])
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}

#prioris latent variable
for(i in 1:n){ ulil” dnorm(0,1) '}

1lo[1]<- -50; 1lo[2]<- 0; ## i.e.,
Zs*|y=O"N(-de1ta*V+m,1—de1ta*2)I(—50,0) up[1]l<- 0; up[2]<-50;
# i.e., Zs*|y=1"N(-delta*V+m,1-delta”2)I(0,50)

for(j in 1:I) { resmean[j]<-sum(res2[,j1)}
sse<-sum(resmean[])
mu<-mean (u[])
du<-sd(ull)

Dados Matem\’{a}tica

Inits list(b = c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), a
=c(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1), d=c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0))

Data list(n=131, I=14,

y= structure(

.Data = c(
1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0,1, 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0,1, 1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,0,0,1,0,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1,0,1,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,
0,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1, 1,0,1,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,
1,0,0,1,1,0,0,1,1,1,1,0,1,1, 1,1,0,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1, 1,0,0,1,1,1,0,1,0,1,0,0,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1, 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
0,1,1,1,1,0,1,0,1,1,1,1,0,1, 1,1,0,1,1,0,1,1,1,0,1,0,1,1,
1,0,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0,1, 1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1, 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,
1,0,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1, 0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1, 1,0,0,1,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 0,1,0,1,0,0,1,1,0,1,1,0,1,1,
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1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1,0,1,1,0,1,1,1,0,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,0,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1, 1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1, 1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1, 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1, 1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1, o,1,1,1,0,0,1,1,1,1,0,0,1,1,
0,1,0,1,1,0,1,1,1,0,1,0,0,1, 1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1, 1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0,1,
1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, o,1,1,1,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,0,1,1,0,0,1,1,1,1,0,1,1, 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,
0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1, 1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,0,1,0,0,1,0,1,1,1,0,0,1, 1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,1,
0,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0,1, 0,1,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1, 1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,1, 1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,
o,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,1, 1,1,1,1,1,0,0,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1, 1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,0,
1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1, i,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,
0,1,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1, 1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0,1, 1,1,1,1,1,0,1,0,1,1,1,0,1,1,
o,1,1,1,1,0,1,0,1,1,1,0,1,1, 1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
0,1,0,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1, 1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,
0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,0, 1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1, 1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,
1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,0,1,1,1,0,1,1,0,0,1,0,1,1, i,1,1,1,0,1,1,1,0,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1, 1,1,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 0,1,0,0,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,
1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,0,1,1,1,0,1,1,0,1,1,0,0,1, 0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,1, i,1,0,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,
1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1, 1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,
0,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1, 1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,
0,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1, 0,1,1,1,1,0,1,1,1,0,1,0,1,1,
1,1,0,1,0,1,1,1,1,1,1,0,1,1, 1,0,0,0,1,1,1,1,0,1,1,0,1,0,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,0,0,1,1,0,1,1,0,0,1, 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
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1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1, 1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,
0,0,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1, 0,1,0,1,0,1,0,0,1,1,1,0,0,1,
0,1,1,0,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1, 1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,
1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1, 1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,1,
0,1,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,1, 0,0,0,1,0,0,1,0,1,0,1,1,1,1,
1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1, 1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,1,0,0,1,
1,0,0,1,1,0,1,1,1,0,1,1,1,1, 1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
0,1,0,0,1,0,0,0,1,1,1,0,1,1, i,1,0,1,1,1,1,1,1,%,1,0,1,1,
1,1,0,1,1,0,1,0,0,1,1,0,1,1, 1,0,0,1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,
1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,1,0,1,1, 1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,
1,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,0,1,0,0,1,1,0,0,1,0,1,1),

.Dim = c(131,14))

))
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