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ABSTRACT

In this work, we present several different results about the univariate skew-t
distribution. This distribution includes as particular cases the t-Student, skew-
normal and normal distributions. Initially, it is considered different ways to
characterize this distribution and some properties. Inferential issues are argued
from Bayesian and Classical approaches. Under the first perspective, we consider
the methods of moments and maximum likelihood, and also we present graphical
model diagnostics. Through a simulation study we evaluate the performance of
these two types of estimation and we conclude that, in general, samples with
great skewness present maximum likelihood estimates closer the true value of the
parameter to those which were obtained by the method of the moments. However,
we observe a great bias in both the estimates. The classical estimators had
also presented theoretical problems. Under Bayesian point of view, we present
possible prior distributions for the parameters of the skew-t distribution. In
order to simplify the computational implementation of the Bayesian method, we
present several hierarchical forms to represent the skew-t model. The Bayesian
methodology revealed more efficient to estimate the shape and degrees of freedom
parameters. Finally, the inferences proposals previously are applied in two data

sets: notes of the pupils of the MAE-0116 course and one simulated sample.
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Capitulo 1
Introducao

Em grande parte a andlise estatistica desenvolvida para o estudo de varidveis
aleatérias continuas esta baseada no modelo normal. No entanto, supor que um
conjunto de dados pode ser modelado através de uma distribui¢iao normal requer
alguns cuidados, tais como, assegurar a suposi¢ao de simetria e um determinado
valor de curtose. Caso alguma destas condigoes sejam violadas, a razoabilidade

das inferéncias obtidas ao se supor normalidade podem ficar comprometidas.

Dessa maneira, outras propostas de modelagem tém sido discutidas a fim
de minimizar problemas como os descritos anteriormente. Como alternativa ao
modelo normal, o modelo t-Student tem sido sugerido por diversos autores, entre
eles, Arellano-Valle (1994). O uso deste modelo nos permite reduzir a influéncia
de valores extremos nas inferéncias, sendo considerado, portanto, um modelo mais
robusto que o normal (Lange, Little & Taylor, 1989).

Contudo, tanto a distribuigao normal quanto a distribuigao t-Student pres-
supoem a simetria dos dados. Em muitas situagoes, fazer tal suposi¢ao nao é
adequado. Embora tenhamos distribuigoes assimétricas bem conhecidas, como
por exemplo, a distribuicao gama, que é nao invariante por transformacao linear
e cujo espago amostral estd definido apenas para valores positivos, seria interes-
sante obter distribuigoes assimétricas menos restritivas e que tivessem, como caso
particular, distribuigoes simétricas conhecidas. Nesse sentido, Azzalini (1985)
propos a distribui¢ao normal-assimétrica como uma generalizacao do modelo nor-

mal. A partir de entdao, muitos trabalhos vém sendo desenvolvidos nesta 4rea e



novas distribuicoes assimétricas e propriedades tém sido relatadas na literatura
(Branco & Arellano-Valle, 2004).

Um possivel processo para assimetrizar uma distribuigao simétrica, com
fungao densidade de probabilidade f, consiste em considerar fz(z) = 2 f(2)
Q(W(z)), onde @ é uma func¢ao nao-negativa tal que Q(-z) = 1 - Q(z), para
todo z e W é uma func¢ao impar, para todo z, entdo Z é uma variavel aleatéria

distribuida assimetricamente.

Distribuigoes assimetrizadas segundo a proposta anterior tendem a preser-
var algumas propriedades da distribuigao simétrica f. Dessa forma, conseguimos
obter uma classe de familias de distribui¢oes paramétricas mais flexiveis, capazes

de modelar de maneira mais adequada dados oriundos de fendmenos reais.

Para obtermos a funcao densidade de uma distribuigao normal-assimétri-
ca, por exemplo, basta considerar W(z) = Az, f = ¢ e @ = ®, onde ¢(.) e ®(.)
sao as fungoes de densidade de probabilidade (f.d.p.) e de distribuigao acumulada
(f.d.a.) de uma distribui¢do normal padrao, respectivamente. Assim, a funcao

densidade de probabilidade de uma distribui¢gao normal assimetrizada é dada por

Jz(2) = 2 ¢(2) ®(X2).

Observe que, quando consideramos A = 0, obtemos a distribui¢cao normal
como caso particular. Maiores detalhes sobre a distribuigdo normal-assimétrica

univariada podem ser vistos em Azzalini (1985) e Rodriguez (2005).

Nos casos em que a amostra tem um comportamento assimétrico e, mais do
que isso, ha a presenca de valores extremos, a utilizagdo da distribui¢cao normal-
assimétrica para a modelagem do conjunto de dados pode ser ineficaz. Em si-
tuagoes deste tipo, propoe-se como alternativa mais robusta ao modelo normal-

assimétrico a versao assimétrica da distribuicao t-Student.

A distribuigao t-assimétrica é uma importante distribuicao assimétrica
que inclui nao sé a distribuigao t-Student como caso particular, mas também as

distribui¢oes normal e normal-assimétrica em casos limites.

Os primeiros trabalhos a apresentar a distribui¢ao t-assimétrica foram Bran-
co & Dey (2001) e Azzalini & Capitanio (2003). Nesses trabalhos a abordagem



¢ multivariada. No primeiro, é proposta uma classe geral de distribuigoes as-
simétricas que generaliza os resultados apresentados e discutidos para a distri-
buigdo normal-assimétrica multivariada em Azzalini & Dalla Valle (1996) e Az-
zalini & Capitanio (1999). Propriedades e aspectos inferenciais da distribuicao

t-assimétrica multivariada foram discutidos em Azzalini & Capitanio (2002).

Do ponto de vista univariado, propostas alternativas a distribuigao t-assimé-
trica foram feitas por Fernandes & Steel (1998), Jones (2001) e Jones & Faddy
(2003), e nao coincidem com o modelo discutido nesta dissertagdo. Como princi-
pal caracteristica, a distribuigdo descrita por Fernandes & Steel (1998) preserva
a moda e a de Jones (2001) desenvolvida em Jones & Faddy (2003) é baseada
em uma transformacao da distribuigdo beta. Uma forma multivariada da distri-
buigdo t-assimétrica foi proposta por Jones (2002), mas os aspectos inferenciais

associados nao foram discutidos.

1.1 'Objetivos e apresentagao dos capitulos

Um dos objetivos deste trabalho é mostrar que a distribuigao t-assimétrica
univariada pode ser caracterizada de diversas maneiras. Outro objetivo ¢ discutir
aspectos inferenciais desta distribuigéo, sob as abordagens cldssica e bayesiana.
Muitos dos resultados aqui apresentados foram obtidos em contextos mais am-
plos. No contexto multivariado, diferentes classes de distribuigdes elipticas as-
simétricas tém sido propostas na literatura (ver Branco & Arellano-Valle, 2004).
A distribuicdo t-assimétrica univariada aqui considerada é um caso especial da

distribuigdo eliptica assimétrica proposta por Branco & Dey (2001).

No segundo capitulo, apresentamos a distribuigao t-assimétrica univariada
padrao e geral, possiveis caracterizagoes e propriedades. Obtemos, também, a
funcdo geradora de momentos e, por conseguinte, momentos de ordem par e

impar, coeficientes de assimetria e curtose.

No Capitulo 3, através da metodologia cléssica, apresentamos uma dis-

cusséo sobre a estimacao dos parametros da distribuicdo t-assimétrica. Obtemos



os estimadores de momentos, as equacdes de verossimilhanca e fazemos uma breve
andlise de modelos de diagndsticos. Por fim, analisamos os resultados de um es-
tudo de simulagéo que nos permite comparar a eficiéncia dos estimadores obtidos

via abordagem cléssica.

No quarto capitulo, discutimos a metodologia bayesiana que, como vere-
mos, nos permitird controlar alguns problemas de estimagao resultantes da uti-
lizagio do método dos momentos (MM) e méxima verossimilhanga (MV). Pro-
pomos e comparamos diferentes modelos bayesianos hierdrquicos baseados nas

caracterizagbes e propriedades apresentadas no capitulo 2.

No quinto capitulo, apresentamos uma aplicagdo baseada em um conjunto
de dados relativos As notas da primeira prova dos alunos de Ciéncias Biolégicas e
Relagdes Piiblicas que cursaram a disciplina Nogoes de Estatistica (MAEO0116) no
1° semestre de 2006 no Instituto de Matemética e Estatistica da Universidade de
Sao Paulo. Também, é apresentada a anélise de um conjunto de dados simulados

através das abordagens bayesiana e classica.

Finalmente, no sexto capitulo sdo apresentadas nossas conclusoes e pers-

pectivas futuras de trabalho.

Sio também apresentados cinco apéndices, a saber: A) Provas das proprie-
dades; B) Obtencao dos estimadores de momentos; C) Obtengao das equagdes de

verossimilhanga; D) Tabelas e E) Figuras.



Capitulo 2

A Distribuicao t-Student

Assimetrizada

Neste capitulo apresentamos a distribuigéo t-Student assimetrizada univa-
riada, algumas de suas propriedades e caracterizagoes. Analisaremos o caso em
que a distribuicao depende de apenas dois parametros, associados a assimetria e
a curtose, a qual denominaremos distribuigao t-assimétrica padrao. Uma genera-
lizacdo desta distribuigdo é obtida quando consideramos também os parametros
de posicdo e escala. Por fim, apresentaremos a funcao geradora de momentos

para o caso padrao e geral.

Para demonstrar mais facilmente algumas das caracterizagoes da distri-
buicio t-assimétrica padrdo, precisaremos recorrer a algumas propriedades da
distribuicdo t-generalizada. Sendo assim, apresentamos a seguir a distribuigao
t-generalizada e um resumo das suas principais propriedades. Maiores detalhes

sobre esta distribuicio podem ser encontrados em Arellano-Valle (1994).
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2.1 A distribuicao t-generalizada univariada

Uma varidvel aleatéria continua X é denominada t-generalizada univariada,
com parametro de posigio (1 € R), escala (6% € R} ) e v, € R}, se a sua fungao

densidade de probabilidade é dada por:

+1

fx(x):F(%d) n"/* [ﬁ+<%)2} 2 (—oo <z < 00).

T'(5) Vno?
Notagdo: X ~ tg(u, o2, n, v).

Para obtermos uma varidvel aleatéria X ~ tg(u, 0?,n,v), basta considerar-
mos X p+0VV Z,onde V ~ GI(ZZZ, ) e Z ~ N(0, 1) sdo independentes.

A média desta distribuicdo é dada por u, para ¥ > 1 . Sua variancia
por ~L o?, para v > 2. O coeficiente de curtose depende apenas do parametro
v, sendo igual a 3 + V—L, para v > 4. Observe que o coeficiente de curtose da
distribuicéo t-generalizada é maior do que o coeficiente de curtose da distribuigao

normal.

Quando 7 = v temos a distribuigdo t-Student posigdo e escala, ou seja,
te(p, 0% v, v) = t,(u, 0?). Quando p = 0 e 0* = 1 obtemos a distribuigao ¢

padrao.

Uma importante propriedade relacionada a esta distribuigao, e que serd uti-
lizada para demonstrar as Proposiges 2.3 e 2.4, diz respeito ao condicionamento

de um vetor aleatdrio t-generalizado bivariado.

X
Considere X = )~ tc, th , i on ,7m,V|, entao
Xy [2%) O21 022

o X1 ~ to(p,o11,mv) e Xa ~ ta(pa,002,7m, V),

° X, | Xo=my ~ tG(,ul(sz), 011.2, Tq(z2)> Vl), com
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p1(z2) = 1 + 012 022—1(:1:2 — 2),

-1
0112 = 011 — 012 022 ~ 021,

q 9(@2) = (z2 — pa)? 0227, (2.1)
Na(zz) = 1 + a(T2),
V=V + 1.

2.2 Distribuicao t-assimétrica Padrao

2.2.1 Definicao e caracterizacoes

Definicao 2.1 Uma varidvel aleatoria continua Z é denominada t-assimétrica
padrdo, com parametros de assimetria (A € R) e curtose (v € R},), se a sua

fungao densidade de probabilidade é dada por:

fz(2) = 2t,(2)T, 11 (/\zﬂ%) (—o0 < z < ™), (2.2)

onde t, denota a funcdo densidade de probabilidade de wma distribuigdo t-Student
padrdo com v graus de liberdade e T,,; a fun¢do de distribuicio acumulada de

uma distribui¢ao t-Student padrio com v+1 graus de liberdade.

Notagao: Z ~ ST(v, \)

O parametro A regula a forma da distribuigcao t-assimétrica. Valores nega-
tivos de ) indicam assimetria negativa e valores positivos de A indicam assimetria
positiva. Quando A= 0, a densidade definida anteriormente seri simétrica e ira
coincidir com a densidade da distribuicao £ padrao. Na Figura 2.1 apresentamos
alguns gréficos que ilustram o comportamento da densidade descrita em (2.2)
para A igual a 0, 2, 10 e 50, fixado o valor de v, e para valores de v iguais a 2, 5
e 15, fixado o valor de .
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Parametro de assimetria fixo Parametro de curtose fixo
2 4 st(2, 10) 2 4 St(5, 0)
= = =85, 10) = = =S5i(5,2)
.« = « = Si(15, 10) L v St(5, 10)
g ----s:(s,so).
I\
x x
I I I T T
00 05 10 15 20 25 30 -2 -1 0 1 2

Figura 2.1: Funcoes de densidade para a distribui¢ao t-assimétrica padrao, com

diferentes valores para v e A

Apresentamos a seguir quatro maneiras diferentes de obter a distribuicao
t-assimétrica. A caracterizacao apresentada na Proposicao 2.1 foi motivada pela
maneira mais usual de obtencao da distribuicao ¢ padrao em inferéncia estatistica,
%,3) é também conhecida como uma distri-
buicao qui-quadrado com v graus de liberdade.

lembrando que a distribuicao Gama(

Proposicao 2.1 Sejam X e W varidveis aleatérias independentes e admita que
X ~ SN(A) e W ~ Gama(%,3), entdo

z4 —X; ~ ST (1, A). (2.3)

v

Prova:
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Seja U = W. Usando o método do Jacobiano para a transformacao de

varidveis, obtemos funcao de densidade conjunta de Z e U:

fzu(z,u) = fxw (z\/g, u> \/g

Como X e W sédo varidveis aleatdrias independentes, temos que

fao(mw) = fx (z\/g) fwla) \/@

Integrando em wu, resulta

fz(z) = /0002 ¢ (z\/% ) (Az\/g) fw(u)\/g du

00 Az /E _k2/9 v/2
= / z—l—e—%zu—“ VE et dk (3) v/ 1e~"/2( )l/2du.
o Vam iy Vo 1"(1//2) v

com z€R e u>0.

)

Sendo assim,

v+1
(+5)"
” 14 — X
) v

v=1
w B (TR) U oo

N

S
&
Il
no
=2
— <
NI N|+
~— —
S—r
§ -
5
/N
—
+
| N
3%
S
|
q
o\
8
! >
3 &
<
=
—
ot

Considere agora z = k (Z) ,/1:22, entao
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v 1

) S

fole) = 2t(z)/ /A‘/T i{_)<1+f’;>

v+ 22
dx d
o 2”+1 [ V1+v u

WEET () 1 (1+y)7 /‘” L5+
o T(E) VT (+v+a) S T(F)

=l 241 (v+22) 2 2\ 15+ _(z+1)
X e [’(H” v TR E ][1 (1+.z_)]2 (1+v)"\2 —— du dx.
ZANETY ) BRI R

X

= 24,(2)

Sl

\_/

Portanto,

H

_ MiE T (42) 1 (1+V)+ N TR
f2(2) = 2t”(z)/_oo T (4 Vr (14v+a? /0 T ’
$2
i 2

)%
LG ) B (1+Z—V2> )]%Hduda;.

2 2 2
Observe que podemos reescrever o termo (1 + %) (1 + lﬁr—u) como 1+ +

1 (v+2%) 72,
+o Assim,

v+l

“42) 1 1+ /°°
) 1+v+22)% I (42)
)]

(
—ui(14 2y t?) 2 2 L4+1
X e [2(1+" v 14y [ ( _Z_+l(y—:i) )} du dz.

/o T (
I (

—0o0

fz(2) = 2t,(2)

Note que, o integrando f(u) éa densidade de uma distribuicao gama com

pardmetros £ +1e 3 (14 % + 1(w+2%) 42 Portanto, a integral em u é igual a
v 1+v g

um. Logo,
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fz(2) = 21.(2) s dz

i - ERCER
(&) 1+1/+:1:2)

1
v 4 22

+
AN

= 21ty(2) Typ1 ()\z ) (—o0 < z < 00).

Uma segunda forma de obter a distribuigdo t-assimétrica consiste em re-
presenté-la como uma mistura no parametro de escala da distribuigdo normal-
assimétrica. Esta representacdo é fundamental para a obtengédo da fungdo gera-

dora de momentos da distribuigao (2.2).

Proposigio 2.2 Se 2| W~ SN (0, W /\) e Wn Gama(%, Y), entio Z~ ST(v, \).

Prova:

A funcédo densidade conjunta de Z e W, onde w > 0, é dada por:
fzw(z,w) = fzw (zlw)fw(w)

v/2
— 24(vD) Dreyi) B et

Entao,

v v/2 .
) = [ 26t 20avE) (8) v ¥4 o
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Portanto,

fZ,W(zx 'LU)

I
[}
=2
o °
S w‘-|—
~— -

ho—
5
<
~
QT
+ | Jf
N
nN
Nt
o
c\
8
/N
<
|+
N
[+
—
y
—
P
S| o=
wlt
S—r
m]
NS
N
..|.
=
g
N[
sl
X

Utilizando a transformacao t = % para resolver a integral em dk, temos

vil Az

© fy+22\ 2 1 1 —w(—‘i——‘2 "“2)
z) = 2t,(z w"/2/ —¢ 2 /dt dw.
e = [ (5F) mem 7
Logo,
v 2\NT 11 R i
= o, : (— 1) e e
f2(2) (z)/_w( 2 ) D) var \2 <z2+u+t2>
0 2 2\ 5+1 2aure?
x/ ul (z = )2 () W du dt
o I'(5+1) 4 )

Gama.(%+1, i"%“—z)

B x D (22) 1 2\ ~(5+)
- 20 [T ()
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14+v
v+z2)?

Fazendo uma nova mudanga de variavel, a =t temos que

f2(2) = 2t,(2) WD (2) 1 (,,+1+a2)—(g+1)da
) T e T'(4) r(v+1) v+1
WA (42 1 2 \-(5+)
= ztu(z) e 1‘\(1/;-1) ’]T'(Ij—l—l) (1 V+1) da

1+v
v+ 22

= 2ty(2) Typa (Az ) (—o0 < z < 00).

A seguir, obtemos a caracterizagao da distribuigao t-assimétrica padréo
através do condicionamento de um vetor aleatério t-Student bivariado. KEssa
construgao é denominada modelo de truncamento oculto (hidden truncation mo-
del) e pode ser entendida da seguinte maneira: suponha que um determinado
fen6meno possa ser modelado através de uma distribuicdo t-Student bivariada
mas que, no entanto, uma das varidveis aleatdrias esta restrita a alguma condigao
como, por exemplo, X; > 0. Se a quantidade de interesse for a varidvel X5, obser-
vada a condigdo imposta por X;, estamos diante de um processo de truncamento

em X; que induz a assimetria em Xj.

. - Xl 0 1 5 Y
Proposigao 2.3 SeX———(X2 ) ~ 1 ’(()),(5 1),1/]; onde(S:m,

entao

ZL X, | X, >0~ ST (1, \). (2.4)

Prova:
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Na Secdo 2.1, vimos que toda distribuigao t-Student pode ser entendida

como uma distribuigao t-generalizada. Dessa forma, temos que:

(2)= [0 2)]

Além disso, por propriedade, temos que

o X; ~ts(0, 1, v, v) =t,(0, 1),
o Xy ~ tg(0, 1y, v) = 1,(0, 1),

OXl IX2:ZNtG(62,1—62,V+ZZ,V+1).

Portanto, P(X; > 0) = 1 e

_ P(X1 >0 X3 = 2) fx,(2)
fz(2) = P(X; > 0)
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Fazendo a mudanga de variavel { = %, obtemos

0 2 52-_1 v42
fz(z) = 2t,,(z)/~ P( 5 ) (u+z72r) [u+z2+t2]_—;_ dt

v+i2
2

IR C O N S AT R
= Ztu()j_ﬁp("_ﬁ;l) (v + 22) [*T<W/J dt.

Pela simetria da distribuicdo ¢ padrao, notamos que

/_ ” Cfyde= /_ f—T £(8) dt.

1—-62

Dessa forma,

ey =20 [ TR

(31) V(v +22)

()

Ao fazer a mudanga na varidvel u = U:Z Vv + 1, temos

v+4-2

“emhom [ (42) 1
fZ(z) = Zt,,(Z) v+1
. t

T(4) /r(v+1) [H(\/TuﬁY] Qdu

B » v+1
— Qt,,( )T,,+1 (6 z\/(y+z2)(1—62)>'

Considerando A = \716—___75’ temos que

5 v+1 B 0 z/z/—|—1 _)\z/l/-{—l
(v+22)(1-62) 1—-062 Vv+22 v+ 22




2.2 Distribuigdo t-assimétrica Padrao 16

Entao,

1+v
v+ 22

fz(2) = 2t,(2)Tos1 (AZ ) (—00 < z < 00).

¢

Uma outra forma de construir a distribuigao t-assimétrica consiste em ob-
ter Z como uma combinacdo linear de variveis aleatérias dependentes. Tal cons-
trucdo se mostra itil na simulacdo da varidvel Z e ficou conhecida na literatura

como representagdo estocéastica.

X1 0 10
Proposicao 2.4 Se X = ~t 3 ,v|, onded = /—2"\ )

entao

ZL 51X +V1=8X, ~ ST (1, \). (2.5)

Prova:

A distribuigéo t-Student é um caso particular da distribuigéo t-generalizada.
Sendo assim, faremos uso das propriedades apresentadas na demonstragéo da Pro-
posicdo 2.3, com & = 0, para obtermos as distribui¢oes condicionais e marginais

do vetor aleatdrio X.

Agora, considere Z = § | X;|++V1 — 0% X3 eT = X;. Vamos obter a funcgao

de densidade conjunta de T' e Z através do Jacobiano da transformagao, entao

0 (o]
fz(z) = 1 fT,Z(t,Z) dt +'/0 fT’Z(t,Z) dt

B /Of (t z+5t> 1 it +
o N VI— ) V18

0 z—0t 1
$ t, dt
/0 fXI)X2 ( \/T_ 62) /1 — 62
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Resolvendo separadamente cada uma das integrais, temos:

1° Caso) Considere A = [ fx,,x, <t, %) \/&;7 dt.

Reescrevendo a expressao acima, segue

z — Ot 1
A= / Ixu1x2 ( 132 ) fxa (\/1 = 62> Nowr: dt.

A fim de facilitar a notagao, considere z = —%—.

Por propriedade, conhe-

cemos a distribuicdo de X;|X3, entdo:

Logo,

Substituindo z por %, temos que:

= P OOF(U—-ZLZ)L v _ﬂ 2 2 ’ Utz u;rl 1
Awty()/o P(i;f—l)\/v_r[+<m> +t} (v +2°) \/_1__62d,t.
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z—8t

18

2 (t=62)
Observe que a parcela v + ( ﬁ:_67> + t? é equivalente a v + tl 5;2

Portanto,

1-—4?

i

oo T (2
A:tu(z)/o I‘Ey_Qﬂg

S

Fazendo a mudanca de varidvel k =

_vi2
2

+z2] (v+2%)2

W’ obtemos

Mudando a variavel u por \/‘/’_‘?;\/u + 1 e substituindo

)1 (41T

0 F(ﬁ%
A:t,,z/ 2
) ez I

VT (v 1+ u?) S

B /"l\/ AU 1 @en
D (4N VT (v+1+u2)T
v+1

= t,,(Z) TU+1 <)\ A 7 + z2> &

v+1 ].

dt.

V1 - 462

\/11-?7 por A, temos:

du

du
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2° Caso) Considere B =ff°o X% <t, %) —— dt.

A resolugdo desta integral é similar aquela apresentada no 1° Claso e seu

resultado final é dado por:

0 z+ 0t 1
B = [me1,X2 (t’ \/1 —(52> \/1 — 52 dt

= t,(2) Tus1 (Az V+1>.

v+ 22

Dessa forma,

o0 z— 0t 1
fz(2) = /0 Fxi,x2 (t’\/1—62> =5 dt +

0 z+ 0t 1
¥ x5 | L dt
| /_oof" ’Xz( ¢1_52> NiEry

v+1 [v+1
= tV(Z) Tu+1 <)\ z vt z2> == tU(Z) Ty+1 (/\ z 7—*—7) .

Entéao, conclui-se que:

v+1
v+ 22

fz(2) = 2t,(2) Tona (A z ) (—o0 < z < 0).
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2.2 Distribuigao t-assimétrica Padrao

A Tabela 2.1 nos apresenta um resumo das diferentes caracterizagoes para

a distribuicéo t-assimétrica descritas anteriormente.

Tabela 2.1: Resumo das Caracterizagoes

Construgao de Z ~ ST (v, \)

Proposicao
I Se X ~ SN(\), W ~ Gama(%,3) e X L W, gn’céo
d
74 %
II ZIW ~ SN (0,%,)) e W ~ Gama(%, %)
Xy 0 146 -
111 Se X = ~ ty , ,V|, entao
X, 0 0 1
Z§X2|X1>0,parau5:‘/l—i75
X1 0 10 .
v Se X = ~ tg 5 ,V|, entao
X, 0 01
Z £ §|X1| + V1= 082 X,, para § = 2
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2.2.2 As Funcgoes de Distribuigao Acumulada e Geradora

de Momentos

Nesta segao, apresentamos a funcgéo de distribuigdo acumulada e obtemos
a funcdo geradora de momentos da distribuigéo t-assimétrica padréo. A partir da
funcdo geradora de momentos conhecemos medidas importantes da distribuigao

t-assimétrica, tais como, média, varidncia e os coeficientes de assimetria e curtose.

Para obtermos a funcéo de distribuigéo acumulada de uma varidvel aleatéria
com distribui¢do t-assimétrica, devemos considerar, a fim de minimizar célculos,
uma expressao equivalente a primeira caracterizagao (ver Proposicdo 2.1), cujo o
enunciado pode ser descrito da seguinte maneira: se X ~ SN()), V ~ Gama (¥, ¥

e X LV entdo Z = V12X tem distribuicio t-assimétrica padrao. Assim,

Fy(2) P(Z < z)=P(VY’X < 2)

_ /Omp(x <2 /o |V =) fy(v) dv= /Ooop(x < zv/v) fv(v) dv
_ / " Fx(+/5) fu () dv = By (Fx ().

0

Rodriguez (2005) apresenta uma expressao que nos permite calcular a
funcdo de distribuicdo de uma varidvel aleatéria X ~ SN(X), a partir da fungao
de distribui¢ao acumulada de uma distribui¢do normal bivariada, da seguinte

forma:

Fx(z) =2 ®y(z,0| X), com ¥ =

1 -6 5= A
-5 1|7 VTN
sendo @,(. | £) a fungdo de distribuigao acumulada de uma distribui¢ao normal

bivariada com média zero e matriz de variancia 2.

Antes de apresentarmos a fungdo geradora de momentos da distribuicao
t-assimétrica padrao, apresentaremos o Lema 2.1 (Rodriguez, 2005), que seré util

na demonstragao da Proposicao 2.5.
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Lema 2.1 Se V ~ Ni(n, %), entio E[®m(a+AV|y,T)] = ®m(aly— An, T+ ATAT).

Proposicao 2.5 A fungdo geradora de momentos da distribuigao t-assimétrica

padrdo € dada por

My(t) = /0 ™ () M ( %) dw, . (26)

onde hyw (w) corresponde a fung@o densidade de probabilidade de uma varidvel
aleatéria W com distribuicio Gama(¥%, %) e Mx(t) é a fungdo geradora de mo-

mentos da distribuicdo normal-assimétrica padrdo, dada por:

A

2
Mx(t) =2e2 @(5t), com 6= \/ﬁ

2.7)

Prova:
Através da Proposicdo 2.2, cujo o resultado nos diz que Z pode ser repre-
sentado como uma mistura da distribuigdo normal-assimétrica no pardmetro de

escala, temos que:

o0 (o] v v/2 .
Mz(t) E[e¥] =/_ et‘/o 2 p(z/w) ®(\zy/w) (222) e Y w'T dwdz

o (v v/2 —Yw (s} 2
= / (Fzz") e\/; 0 200 3 (+Vo-s) ®(Az/w) dz dw.
0 bl ™ —00
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Fazendo a mudanca de varidvel z = zy/w — ﬁ, entdo

1

o (¥ Y . 2 oo ,—1z? 1
Mz(t) = / (3) e 5 T 2e%w 67;_;<I> ()\:c—k%) ——&daz dw
0 —o0

_ /oo (%)V/Z e-%‘w 'LU%_I 2 6'2_120' /m ¢(x)(b (/\x_'_ ._/\i> dx dw
0 P(%) Y= \ \/’L_U P ‘

s (re+35)]

UtilizandooLemaZ.l,parakzmzl,n———o,2=1,a=%,A=)\,7=0e

I' = 1, obtemos que

Mz(t) = /°° (%)"/2 e~V il 26%@ (——A—L> dw
0 VI+ X Vw

onde hw(.) é a fungio densidade de probabilidade de uma varidvel aleatéria W

B, ¥

com distribuigao Ga,ma(Q, 5
varidvel aleatéria X ~ SN(A).

) e Mx é a fungdo geradora de momentos de uma

¢

A seguir apresentamos os momentos de ordem par e fmpar da distribuigao

t-assimétrica padrao obtidos a partir da Proposigao 2.5.
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k ; 2j prey S
B(7E) - \/g)‘(l + %)~ (k3) 27 (2K 4 1)! Z o i' 1()2|)(\])C — ) (5) *

r(e=2=1)

2

T

para v > 2k + 1. (2.9)

Conseqiientemente, tém-se que a esperanga e variancia sao dadas por:

o ryer(s)
E(2) = \/ﬁ (;) NOR para v > 1,
Var(Z) = ” Z 5 — 82, para v>2 e = E(Z).

Seja X uma varidvel aleatéria qualquer, com valor esperado p e desvio-
padrdo o. Supondo-se a existéncia do terceiro e do quarto momentos de X, os

coeficientes de assimetria e curtose sao definidos, respectivamente, por:

_ E[(X—p)3] o _ E[(X—p)?)
il o3 Y2 P R

Dessa forma, considerando § = E(Z) e utilizando-se dos resultados em
(2.8) e (2.9) obtém-se o coeficiente de assimetria para a distribuigao t-assimétrica

padrao, apresentado a seguir:

N

v v : v B
=pB|(3-2¢ -3 2p%| | ——= - B° ; 3
esfimiy o = 5 2 ] [ o] s

Tal medida nos indica o quanto a distribui¢do t-assimétrica se afasta da
condicdo de simetria. Observe que, para |A| infinito, 7; é uma fungéo decrescente

em v.

A Figura 2.2 nos mostra que a medida que os graus de liberdade variam,
o coeficiente de assimetria fica restrito a diferentes intervalos entre as curvas.
Quando v tende ao infinito, temos que 11 € [—0.99527,0.99527]. Além disso,
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Figura 2.2: Coeficiente de assimetria

CA(v)
0
!

3.0 35 4.0 45 5.0

vemos que para valores pequenos de graus de liberdade, o coeficiente de assi-
metria varia num intervalo mais amplo. Observe que o menor intervalo para o
coeficiente de assimetria corresponde justamente ao caso em os dados podem ser
modelados através de uma distribui¢ao normal-assimétrica (¥ — o) e, portanto,
a distribuicao t-assimétrica tem uma maior flexibilidade em modelar amostras

com grandes assimetrias do que a distribui¢ao normal-assimétrica.

O coeficiente de curtose da distribui¢ao t-assimétrica padrao, para § =

E(Z) e v > 4, é expresso por:

3v? 463%v(3 — §? 65%v v -
= [(V—Z)(V—tl) - u(—3 E uﬁ—z _3[}4] [u—z —’62] '

A curtose é uma medida que reflete o grau de achatamento de uma distri-
buigao. Distribui¢oes que possuem valor de curtose iguais a 3 sao denominadas
mesocurticas. Aquelas distribuicbes que possuem -, < 3 sao conhecidas por
distribuicoes de caudas leves (platicirtica). As que possuem 7, > 3 sdo denomi-

nadas distribuigoes de caudas pesadas (leptocirtica).
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Uma distribui¢ao normal padrao possui coeficiente de curtose dado por 3,
indicando que o formato de sua curva é mesoctrtica. A seguir, apresentamos o
grafico do coeficiente de excesso de curtose para a distribui¢ao t-assimétrica em
relacao a distribuicao normal padrao, nos casos extremos em que A — 00 e
A=0.

Figura 2.3: Excesso de curtose em func¢ao de v

50

EC(v)
20 30 40
|

10

O estudo destas duas curvas é relevante pois, considerando v fixo (v > 4),

72 serd fungao par em X e, sendo assim, os casos extremos do excesso de curtose

relacionados a v ficam representados por A — oo e A=0. No casode A =0, o

excesso de curtose da distribuigao t-assimétrica corresponde ao excesso de curtose
6

da distribuicao ¢ padrao que é ->;. Dessa forma, para qualquer v > 4 e ), a

distribuigao t-assimétrica possui caudas pesadas.

Para cada niimero de graus de liberdade fixado, obtemos um intervalo para

o excesso de curtose limitado pelas curvas apresentadas na Figura 2.3.

A Figura 2.4 apresenta a curva do excesso de curtose em funcio de ),

quando consideramos v — 00.
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Figura 2.4: Excesso de curtose em fungao de A

«Q |
o
© _|
o

~~

o)

o T ]

w o
N
o
o | B— Voo
o

-40 -20 0 20 40

Ao analisar o grafico de excesso de curtose para v — 00, vemos que coefi-
ciente assume valores limitados a [0, 0.8691], coincidindo, assim, com o intervalo
de excesso de curtose esperado para a distribui¢ao normal-assimétrica. Note que,

quanto maior a assimetria, maior sera a curtose da distribuicao t-assimétrica.
2.3 Distribuicao t-assimétrica Posicao e Escala

Com a introdugao dos parametros de posicao (i € R) e escala (¢ > 0),
conseguimos obter uma generalizacao da distribuicao t-assimétrica padrao. As-
sim, uma variavel aleatoria Y serd denominada t-assimétrica de posi¢ao e escala,
ou simplesmente t-assimétrica, se Y = p+ 0Z, onde Z ~ ST (v, A). A notagao
utilizada serd Y ~ ST (u, o2, v, ).

Como conseqiiéncia, a fun¢ao densidade de Y sera dada por:

Ir(y) = % t, (%) y [A (y;l‘) '\/V+0112-l(-y1_ H)2J .
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Adotaremos a seguinte nomenclatura para os parametros:
e ;.: parametro de posigao,
e o2: pardmetro de escala,
e v: graus de liberdade,
e )\: parametro de forma ou assimetria.
Assim como no caso padrao, a fungao geradora de momentos da distri-

buigao t-assimétrica (Y) pode ser escrita como uma mistura da fungao geradora

de momentos da distribui¢do normal-assimétrica. Entao,

to

My (t) = et /0 "~ h(w) My (ﬁ) . (2.10)

onde h(w) corresponde a funcao densidade de probabilidade de uma distribui¢ao

Ga.ma(%, %) e Mx(t) corresponde & funcao geradora de momentos da distribuigao

normal-assimétrica padrao.

Para obtermos a expressao (2.10) basta considerar:

My(t) = Ele"]= / e fr(y)dy

—00
w2, (y—n
- w iy, (=87
[me p u( p ) v+l

Fazendo z = £, temos que

A (y ; #) \/V + f:;yl— ﬂ)"’J w

My(t) — / 2 e+ ¢ () T (/\z ”“) dz

oo v+ 22
e 1
= e / 2 €% t,(2) Ty1 | N2 ut 2] dz
—co v+ 2z

= €' Mg(to), onde Z ~ ST(v, \).
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Portanto,

to

My (£) = et /O ™ h(w) My (ﬁ) .

A partir de (2.10), obtemos a média e a variancia de uma varidvel aleatéria
Y ~ St(u, 0%, v, A).

_ v s L (5) _
E'(Y)—,qua\/;(SW, onde6—ﬁ,u>1

2P2 v—1
Var(Y)zaZV[ ! —5——(—2}, onde § = ev>2.

2.3.1 Propriedades

A seguir apresentamos algumas propriedades da distribuicao t-assimétrica,
que serdo demonstradas no apéndice A. Dessa forma, considere Z ~ ST(v, A) e
Y ~ ST (u, 02, v, \):

(P1) |Z| ~ HT(v).
A notagdo HT'(v) indica que uma varidvel aleatéria T tem distribuigao

t-positiva ou half-t com v graus de liberdade. Sua fungao de densidade é dada

por:

fr(t) = 2F(UTI) = [1+ﬁ]—VT (t >0), (2.11)

= 2 fy(t), onde U~t, e t>0.
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(P2) Se v =1 entdo Z ~ SC (A).

A notacdo SC ()) é usada para identificar a distribuigdo Cauchy-assimé-

trica com pardmetro de assimetria X. Sua fungio de densidade é dada. por:

1 Az

fsc(z) = _—w(l o) [1 + TNIESOrS SO

] (—o0 < z < 00). (2.12)
Observe que a distribuicio de Cauchy padrdo é um caso particular do

modelo Cauchy-assimétrico, para A = 0.

(P3) Quando A — oo, Z converge a uma HT(v).

(P4) Quando v — éo, Z converge a uma SN()).

(P5) -Z ~ ST(v, -N).

(P6) Z? ~ F-Snedocor(1, v).

(P7) Fz(z; v, -)\) = 1 - Fz(-z; v, A).

(P8) Se Y ~ St(u, 0%, v, X) e Y] = a + bY entéo
Yy ~ ST(a + by, b*c?, sinal(b)), v).

E importante notar que a propriedade (P8) nos permite dizer que a dis-
tribuigdo t-assimétrica é fechada para transformagdes lineares, ou seja, qualquer
combinagio linear de uma varidvel aleatéria com distribuigao t-assimétrica serd

também uma distribuigéo t-assimétrica.



Capitulo 3
Inferéncia Classica

Nesta secio vamos considerar alguns métodos classicos que possibilitam a

obtencao de estimadores para os pardmetros da distribuigao t-assimétrica.

De maneira geral, os procedimentos clssicos fundamentam-se na idéia de

«

amostragem repetida. Segundo este principio, 0s métodos estatisticos de-
vem apreciar-se através do respectivo comportamento num nimero indefinido de
repeticdes - hipotéticas - efectuadas nas mesmas condigées. Uma das faces do
principio reside precisamente na interpretagdo frequencista de probabilidade, isto
é, na utilizagdo de frequéncias como medidas de incerteza; a outra face reside na
avaliagdo dos procedimentos estatisticos em termos de frequéncia com que pro-
duzem respostas correctas ou bons resultados” (Paulino, Turkman & Murteira,

2003).

O primeiro método considerado é o método dos momentos em que os esti-
madores sao obtidos igualando-se os momentos amostrais aos seus respectivos mo-
mentos populacionais. Na secdo subseqiiente, apresentamos o método de maxima
verossimilhanca em que os estimadores s@o obtidos a partir da maximizagao da
funcdo de verossimilhanca. Em ambos os métodos, serdo discutidas a funcionali-

dade e a existéncia de tais estimadores.

31
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3.1 Método dos Momentos

Inicialmente, analisaremos o caso padrdo. Seja Z = (Z1, Za, .- Zp) uma
amostra aleatéria simples de tamanho n da varidvel aleatéria Z com distribuigao

ST(v,\). O estimador de momentos de A e v é a solugdo da seguintes equagoes:

A vI(3) _ > v
= = 7 = 3.1
/——IHQ\/; NO) ¢ ;=g =™ (3:1)
sendo Z = —Z—?Enlﬁ e my = 25712—’2 Logo, temos que os estimadores para os

parametros de assimetria e curtose obtidos via método dos momentos sdo dados,

respectivamente, por:
ZT(5)
VI () -2 () el

A=

Note que a existéncia do estimador A estd condicionada ao radicando ser
maior do que zero, assim como o estimador de ¥ s6 existe quando o denominador
da fracdo é positivo e my > 0. Dessa forma, estas condigoes de existéncia se

traduzem em

—Z_e}— g%;—) %%(—g—;)[ e my > 1.

Figura 3.1: Dominio da média amostral

-2
|

-6 -4
1
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A Figura 3.1 apresenta as curvas do limite superior e inferior do intervalo
no qual a média amostral deverd estar contida para garantir a existéncia do esti-
mador de momentos dos pardmetros da distribuigdo t-assimétrica padrao. Note

que, quando v tende ao infinito, Z tem distribuigdo SN(A) e, neste caso, Z e
RERE
m? m|

Vejamos, agora, o caso em que Y = (Y, Y, ..., ¥) é uma amostra aleatéria

simples de tamanho n da varidvel aleatéria Y com distribuigao ST(y, o2, v, A).

Os estimadores de momentos dos pardmetros v, o e § = \/1:\+_,\7 da distribuicao

t-assimétrica sdo apresentados abaixo:

4 a(f) — 6 b(1)°
a(i) — 3 b(m)*

o a(@) b(A)
2 () — 3 ()

V=

* o (ma — )2 (a() — 3 b))
) 2 (i) b(7) ’
Ny

sendom; = >, T'Lj, para j=1,..,4 e

(i) = ma — 45°mq + 6[i°my — 4fimz + 11 e b(f) = —2fmy + my + G2

Observe que os estimadores de v, §2, 02 dependem do estimador de momen-
tos de p. O estimador para o pardmetro de posigdo é obtido a partir da seguinte

equagao:

~ =~ 14 = .y o o
g (3-0%) =_3 (m1 — [i) = mg + 3f*my — 3fim, — [i°.
A solucdo desta equagao pode ser obtida através de métodos numéricos ou
aproximacoes. No apéndice B, encontram-se as demonstragoes para a obtengao
dos estimadores de momentos para os pardmetros da distribuigao t-assimétrica

padréo e geral.
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3.2 Meétodo de Maxima Verossimilhanca

Inicialmente, vamos discutir o caso em que Z = (Zy, Z, ..., Zy) é uma
amostra aleatéria simples de tamanho n da varidvel aleatdria Z com distribui¢ao

ST(v,\). Neste caso, a fungdo de verossimilhanga é dada por:

2 [ 1+v
L(l/, )\, Z) = ll 2 t,,(z.i)T,,+1 K/\Z.,’_ o 22 .
i=1 *

Se considerarmos que o nimero de graus de liberdade é conhecido (v > 0),

a funco de verossimilhanga dependerd apenas do pardmetro A, logo:

R 1
L(\v,2z) « H Tys1 (Azi v

2
v Z;
i=1 + *

Considerando esta situacdo, se Vi z; > 0, entdo L(A;z,v) é uma fungdo
mondtona crescente em A e, como conseqiiéncia, o estimador que maximiza a
funcdo de verossimilhanga serd infinito. Utilizando o mesmo raciocinio, verifica-

mos que se Vi z; < 0, entdo o e.m.v. serd menos infinito.

Na Proposicao 3.1, vamos determinar a probabilidade de se conseguir amos-
tras cujo os e.m.v sejam infinitos. Para isso, precisamos enunciar o seguinte lema
(Liseo & Loperfido, 2006):

Lema 3.1 Seja X = (X1, Xa, ..., X,) uma amostra aleatdria simples de tama-
nhon de X ~ SN()\). A probabilidade de se obter uma amostra com e.m.v infinito

€ dada por:

1 " 1 "
PX<0)"+P(X >0)"= (% - arctan )\> -+ (% + - arctan A) .
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Proposigao 3.1 Considere Z = (Zy,Zs, ..., Zn) wma amostra aleatdria simples
de tamanho n de Z ~ ST(v, A\), com v > 0, conhecido. O e.m.v. do pardmetro
de assimetria serd infinito com probabilidade igual ao caso em que consideramos

7 uma amostra aleatdria de tamanho n de Z ~ SN(\).

Prova:

Como Z1, Zs, ..., %, é uma seqiiéncia de variaveis aleatérias independentes

e identicamente distribuidas de Z ~ ST'(v, A), temos que
P(Zy > 0,23 >0,...,Z, >0) = P(Z, > 0)P(Z, > 0)...P(Z, > 0) = [P(Z, > 0)]".

Sabemos que Z; pode ser obtida através da caracterizacao 2, que expressa
que se Zi|W ~ SN (0, vi,,/\) eW ~ Gama(z, 2) entdo Z; ~ ST(v,A). Dessa

forma,

P(Z, >0) = /Ooo fz,(2) dz = /Ooo /Ooo [z, w(z,w) dw dz
_ /0 " /0 " Fouw (2h) fu (1) dw dz
— /Ooo fw (w) /Ooo fzyw (z|w) dz dw

Z1
— [T pw p |2 |W w

= / fw(w) P(Y > 0|W =w) dw, onde Y|W ~ SN(M).
0

Portanto,
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P(Z,>0) = / fw(w) (% + -71; arctan /\) dw
0
T

= <l + 1 arctan A) / fw(w) dw

Gama(%,%)

1 1
= — 4+ —arctan .
2 7

De maneira anéloga, conseguimos mostrar que P(Z; < 0) = %——71; arctan A.

Portanto,

1 o111 "
P(Z<0)"+P(Z>0)"= (% - arctan )\) + (5 + - arctan )\> . (3.2)

¢

Na Tabela 3.1 apresentamos algumas destas probabilidades calculadas para.

valores especificos de \ e diferentes tamanhos de amostra.

Tabela 3.1: Probabilidade do e.m.v ser infinito
A=0|A=1|A=2|A=3[A=5|2A=8|A=10|A=20
o= 0.063 | 0.238 | 0.450 | 0.582 | 0.722 | 0.817 | 0.851 | 0.923
n=10 || 0.002 | 0.056 | 0.202 | 0.339 | 0.522 | 0.667 | 0.724 | 0.851
n=20 || 0.000 | 0.003 | 0.041 | 0.115 | 0.273 | 0.445 | 0.524 | 0.726
n =50 || 0.000 | 0.000 | 0.003 | 0.004 | 0.038 | 0.132 | 0.199 | 0.449
n =280 || 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.006 | 0.040 | 0.076 | 0.277
n = 100 || 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.001 | 0.017 | 0.039 | 0.201

Sartori (2006) apresenta o resultado (3.2) e cita que quando consideramos
ambos os pardmetros da distribuigao t-assimétrica padrao desconhecidos, a pro-

babilidade de se obter o e.m.v do pardmetro de assimetria infinito € menor que
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o mencionado na Proposicao 3.1. Tal situagao se deve a estimagao do parametro
de graus de liberdade.

Além disso, a estimativa para o parametro de graus de liberdade também
pode ser infinita (ver Fonseca, 2004). Um valor de # infinito indica que a amos-
tra foi gerada a partir do modelo normal-assimétrico. Da mesma forma que um
valor \ infinito, indica que a amostra é proveniente de um modelo t-positivo.
No entanto, existe uma probabilidade nao desprezivel de que distribuigoes com
parametro de assimetria finito gerem amostras com estimativas de maxima ve-

rossimilhanca infinitas, como pode ser observado na Tabela 3.1.

Nos restringiremos agora aos casos em que as amostras sao mais regulares,
apresentando os e.m.v. finitos, tanto para o parametro de assimetria, quanto para

os graus de liberdade.

Considere agora Y = (Y1,Ys,...,Y,) uma amostra aleatdria simples de
tamanho n de Y ~ ST'(u, 02, )\, v). Neste caso, a fungao de verossimilhanga é

dada por:

L(Il'yo-v)HV;Y) :H;tv (y = l’l’) Tv+1

=1

* (;,,- 7 #) \/ o sz |

Aplicando o logaritmo natural em ambos os lados da equagao acima, temos:

Wp, 0, N\, v;y) = log L(p,0,\v;y)

n
= nlog2—nlogor+210g t, (y, _IL) +

N g
i=1

En:logT A[EE 41

£y e o v+o2(y—p)?|

Ao derivar l(p, 0, A, v; y) em relagao a cada parametro, obtemos os seguintes

resultados:
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154 B ° 1 ty+1 (Aaik;)
o g{a(wa?) [(”“)‘“’Tm (Aa,-kz-)"""”]}’

ot o n = a.,-k,- a,-k,- v tu+1 (/\a,k,)
oo o +Z{ o [ o A v+ a? (T,,H()\a,-k,-) ’

i=1

ot = t,1(Aaik;)
= ok T, r1(Aaik;)’

=1

ot ~\ (1 v+1 v a?
% - ;{5[¢( 2 )—¢(§)+1—10g<1+7)—ki2:|+

+ %log Ty+1 (/\a,-k,-)} .

0
Observe que a; = ¥-£ k; = :T—:.lg e 1 corresponde a fungao digama, que

se caracteriza por:

Y(E) = 2 log T(z) = 1;(())

Assim como ocorre com a distribui¢ao t-assimétrica padrao, os estimadores
para o caso mais geral também devem ser obtidos através de métodos numéricos.
Observe que os resultados apresentados acima coincidem com os obtidos por
Azzalini & Capitanio (2002) no contexto multivariado para d = 1.

O programa R, disponivel em hitp://www.r-project.org, possui a funcao
st.mle no pacote SN, que utiliza, entre outros métodos, o quasi-Newton para a
obtencao das estimativas de maxima verossimilhanca. No entanto, alguns proble-
mas com o uso deste método dizem respeito a convergéncia. Se os valores iniciais
estiverem muito distantes do ponto de maximo, as estimativas podem nao ser

adequadas.
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3.3 Procedimentos Graficos

Em situacdes praticas, procuramos modelar um conjunto de dados através
de uma distribui¢do de probabilidade que esteja de acordo com as caracteristicas
desta amostra. A partir desse modelo probabilistico, sdo discutidos os aspectos
inferenciais (cldssicos ou bayesianos) utilizados para a estimagao dos pardmetros

desta distribuicao.

Uma vez obtidas estimativas para os pardmetros desta distribuigao, nos
cabe verificar a adequabilidade e a acurdcia destes valores a distribui¢do pro-
posta para modelar a amostra. Modelos de diagndsticos sdo fundamentais em
anélise estatistica pois nos permitem verificar se é razoavel considerar que um
determinado conjunto de dados pode ser modelado através de uma especifica

distribuigdo de probabilidades.

Nesse sentido, procedimentos graficos constituem-se em poderosos instru-
mentos para identificar se h4 alguma observagdo amostral discrepante ou md
modelagem dos dados. Vdrios modelos gréficos sdo propostos na literatura com
a finalidade de comparar distribui¢des empiricas e tedricas. Aqui discutiremos a
construgao dos gréficos de quantis, de probabilidades acumuladas, Healy-quantis
e Healy-probabilidades acumuladas, bem como os prés e contras em se adotar

cada um destes métodos.

Para isso, considere z, T, ...,T, uma amostra aleatéria e suponha que
queremos verificar se estes dados seguem ou néo uma distribuigao teérica Y, com

funcao de distribuigdo acumulada Fy.

3.3.1 Graficos de quantis

O gréfico de quantis é uma ferramenta visual muito conhecida por verificar
se uma amostra estd sendo adequadamente modelada ou ndo por uma particu-

lar distribuicdo conhecida. O uso mais comum desta metodologia consiste em
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examinar se uma amostra provém de uma distribui¢do normal.

No entanto, a aplicabilidade deste método néo se restringe apenas a dis-
tribuicdo normal. Os graficos de quantis se mostram muito tteis para comparar

distribuicdes empiricas e tedricas. Vejamos como construi-lo:

1. Ordenam-se os dados amostrais, obtendo z(1y, Z(2), ---, T(n)-
2. Obtemos g;, onde P(Y < ¢;) = tn(lé, para i =1, w7

3. O gréfico é obtido ao se desenhar, para i = 1, ...,n, os pares cartesianos forma-

dos por (gi, Z())-

A inspecdo deste tipo de gréfico pode nos fornecer um indicativo de valo-
res discrepantes ou de diferentes padroes de assimetria ou achatamento da distri-
buigao. E de se esperar que se a distribui¢@o tedrica e a empirica forem iguais,
entdo os quantis de ambas as fungdes também deverao ser iguais e, portanto, o
grafico de quantis coincidird com a reta bissetriz do primeiro quadrante. Toda a

anélise derivada do grafico de quantis estard baseada nesta premissa.

Dessa forma, se o grafico de quantis apresentar seus pares cartesianos pra-
ticamente sobre a reta bissetriz do primeiro quadrante, podemos dizer que as

distribuigoes tedrica e empirica coincidem.

Caso os pontos desenhados nos dé uma visao geral de uma reta nao coinci-
dente com a bissetriz do primeiro quadrante, podemos dizer que as distribui¢oes
tedrica e a empirica estdo relacionadas através de uma transformacao linear. Para
determinarmos os pardmetros desta transformagao, basta considerarmos o coefi-

ciente angular e linear de uma reta que melhor representa o grafico de quantis.

Os gréaficos de quantis descrevem bem regioes com baixas densidades, conse-
guindo ilustrar o comportamento nas caudas da distribuicao. Entretanto, torna-se
complicado comparar diferentes graficos de quantis para diferentes distribuigoes
tedricas, pois o conjunto de quantis g; para cada distribuigao pode estar em escalas

diferentes.
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3.3.2 Graficos de probabilidades acumuladas

Um procedimento gréfico alternativo ao de quantis consiste em substituir
os quantis observados e esperados pelas respectivas probabilidades acumuladas

empiricas e tedricas.

1. Ordenam-se os dados amostrais, obtendo (1), Z(2), - T(n)-

2. Calculamos as probabilidades acumuladas para a amostra ordenada, dadas por
F(z), F(z@), - F(@@m)-

i—0.5

3. Obtemos p; = ,parai=1,...,n, onde p; corresponde a probabilidade

acumulada empirica.

4. O gréfico é obtido ao se desenhar, para i = 1,...,n, os pares cartesianos forma-

dos por (F(z)), pi)-

Os objetivos de se utilizar um gréfico de probabilidades acumuladas sao
bastante similares aos do grafico de quantis, no entanto, a andlise visual nos traz

algumas informacdes diferentes daquelas apresentadas pelo gréfico de quantis.

Diferentemente dos graficos de quantis, cuja escala grafica depende da uni-
dade do conjunto de dados analisado, os gréficos de probabilidades acumuladas
apresentam sua escala limitada ao plano cartesiano de [0,1]x[0,1]. Por isso, torna-
se mais fécil comparar uma amostra especifica a diferentes distribuigao tedricas.
Se as distribuigdes tedrica e empirica foram iguais, o grafico de probabilidades acu-

muladas devers nos mostrar uma linha reta na diagonal do quadrado [0,1]x[0,1].

No entanto, os gréaficos de probabilidades acumuladas nao sdo capazes de
detectar transformacoes lineares que possam relacionar uma distribuigao teérica
a uma empirica. Além disso, a andlise das caudas de uma distribui¢ao através do

grafico de probabilidades ndo ¢ t&o sensivel quanto o gréfico de quantis.

Através deste tipo de grafico podemos determinar diferentes padrdes de

assimetria e/ou achatamento de uma distribui¢do. Distribuigdes assimétricas a
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esquerda (direita) apresentam pontos extremos no lado superior (inferior) da

diagonal e os pontos intermedirios no lado inferior (superior).

Padrdes especificos num gréfico de probabilidades acumuladas podem de-
terminar se uma distribuigdo empirica tem, por exemplo, caudas mais pesadas
do que a distribuicéo de referéncia. Distribui¢des com caudas leves (caudas pesa-
das) tendem a apresentar menores valores acumulados no lado superior (inferior)
da diagonal, cruzando-a no centro e concentrando no lado inferior (superior) da
diagonal os maiores valores. Casos acentuados dos padrées encontrados numa

distribuicdo com caudas leves podem representar distribuigées bimodais.

Na literatura, outras expressoes para p;, além daquela mencionada neste

trabalho, sdo utilizadas para elaborar graficos de quantis ou de probabilidades

~ i i-0.375 -
acumuladas. Alguns exemplos 880 7 € 355 - No entanto, para n suficien-

temente grande, estas expressoes praticamente nao se diferenciam.

Considere, nos dois métodos seguintes, z1, 3, ...,Z, uma amostra aleatéria
e suponha que estamos interessados em saber se é adequado modelar esta amostra
através da distribuicao ST(u, o2, v, A). Como notagao, adotaremos fi, 7, 7 e A
para indicar as estimativas dos pardmetros da distribuigdo t-assimétrica obtidas

através do método de maxima verossimilhanga ou momentos.

3.3.3 Graficos Healy-quantis

Nas secdes anteriores apresentamos dois métodos capazes de avaliar se uma
amostra estd sendo modelada adequadamente por uma distribuicgo univariada.
Gréficos do tipo Healy também tém esta fungdo, com a vantagem de poderem ser

utilizados também em analises multivariadas.

Healy (1968) descreveu esta metodologia para o caso normal multivariado.
Entretanto, esta proposta pode ser utilizada na anélise de outras distribuigoes,
por exemplo, as distribui¢des normal-assimétrica e t-assimétrica sao utilizadas em
Azzalini & Capitanio (2003).



3.3 Procedimentos Graficos 43

A construgao dos grificos do tipo Healy dependem necessariamente da
propriedade (P6), que nos diz que a forma quadratica de uma varidvel aleatéria
com distribuigao t-assimétrica é F-Snedocor. Outra peculiaridade deste grafico
diz respeito ao uso da distancia de Malahanobis que corresponde a distancia

quadratica de cada observagao em relagao a sua média amostral.
Vejamos como funciona este processo.

1. Calculamos as distancias de Malahanobis, dadas por D; = (Z£)”.
2. Ordenamos Dy, ..., D, de forma crescente, obtendo D(;) < D(g) < ... < D(y).
3. Obtemos ¢;, onde P(Y < ¢;) = n—’—J‘rl, parai=1,...,n e Y ~ F-Snedocor(l, 7).

4. O grafico é obtido ao se desenhar, para i =1, ..., n, os pares cartesianos forma-

dos por (g;, D))-

Observe que ¢; corresponde ao quantil de ordem i e, portanto, vamos nos

referir a este grafico como Healy-quantis.

Da mesma forma que no gréfico de quantis, comparamos a distribuigao
tedrica com a distribui¢ao empirica, fornecida pelos dados ordenados, analisando
se 0s . pares cartesianos estao em torno da reta bissetriz do primeiro quadrante.
Outra semelhanca diz respeito a escala grafica, que em ambas metodologias de-

pendem da unidade de medida do conjunto de dados analisado.

No entanto, os graficos Healy-quantis, assim como os graficos de proba-
bilidades acumuladas, nao sao capazes de detectar transformacoes lineares que

possam relacionar uma distribuicao tedrica a uma empirica.

3.3.4 Graficos Healy-probabilidades acumuladas

Uma variante do método apresentado anteriormente consiste em utilizar
as probabilidades acumuladas em substituigao aos quantis. Denominaremos tal

procedimento de Healy-probabilidades acumuladas.
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A andlise deste tipo de grafico é semelhante aquelas feitas na andlise de um
grafico de probabilidades acumuladas, lembrando apenas que agora nao é possivel
detectar transformacoes lineares que possam relacionar uma distribuigao tedrica
a uma empirica a partir de um grafico Healy-probabilidades acumuladas. Dessa

forma, nos limitaremos apenas em descrever o método.

1. Calculamos as distancias de Malahanobis, dadas por D; = (:"—(_:E)2
2. Ordenamos Dy, ..., D, de forma crescente, obtendo D(;y < D(g) < ... < Diy.

3. Calculamos as probabilidades acumuladas da amostra ordenada, através de

Fy(Dg)), parai=1, ..., ne Y ~ F-Snedocor(l, 7).

4. Obtemos p; = parai=1,...,n, onde p; corresponde a probabilidade

_i_
n+1?

acumulada empirica.

5. O gréfico é obtido ao se desenhar, para i = 1, ..., n, os pares cartesianos forma-

dos por (Fy (D)), pi)-

3.4 Estudos de Simulacao

Inicialmente, vamos apresentar e comparar o método dos momentos (M.M.)
com o método de maxima verossimilhanga (M.V.) para a obtengao das estimati-
vas dos parametros da distribuigao t-assimétrica padrao. Posteriormente, iremos
avaliar o desempenho do método de maxima verossimilhanga no caso em que 0s

quatro pardametros da distribuigio t-assimétrica sao considerados desconhecidos.

Os resultados destes estudos de simulagdo encontram-se organizados nas
tabelas do Apéndice D.

Consideramos X = (X, Xo, ..., X;,) uma amostra aleatéria de tamanho n
da distribuicao t-assimétrica padrao. Para amostras com o n fixado em 20, 50,
80, 100 e 200, A em 0, 1, 5, 20 e v em 3, 8, 12, 100, obtivemos 500 replicagoes.
Descartamos as amostras em que todas as observacoes fossem exclusivamente
positivas ou negativas, obtendo apenas estimadores de méxima verossimilhanga

finitos.
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3.4.1 Comparando M.M. com M.V.

Nesta se¢ao, vamos apresentar um estudo de simulagao que procura iden-
tificar em que situacoes o método de maxima verossimilhanga se mostra mais
eficaz que o método dos momentos na obtencao das estimativas dos parametros

da distribuicao t-assimétrica padrao.

Nas Tabelas D.1 e D.2 apresentamos a mediana e o desvio padrao das
estimativas do parametro de assimetria (\) para ambos os métodos. Resultados
similares sdo apresentados nas Tabelas D.3 e D.4, salientando que o parametro

analisado é v.

Para a obtencdo das estimativas de momentos utilizamos a teoria apre-
sentada na Secao 3.1. As estimativas de méaxima verossimilhanga foram obti-
das através da maximizacido da funcao de log-verossimilhanga da distribuicao

t-assimétrica apresentada na péagina 37, quando p =0e o = 1.

As Tabelas D.1 e D.2 nos indicam que quando A é inferior a 1 ambos os
métodos apresentaram boas estimativas do parametro de assimetria, indepen-
dente do mimero de graus de liberdade e do tamanho da amostra considerados.
Vemos que, as estimativas de momentos para A sao péssimas quando a amostra
possui grande assimetria. Em geral, observamos que as estimativas de maxima
verossimilhanca estao mais préximas do verdadeiro valor do parametro do que as

estimativas de momentos, para quaisquer casos analisados.

Ao analisarmos as Tabelas D.3 e D.4, vemos que, para A < 5 e v < §,
ambos os métodos apresentaram estimativas razodveis para o nimero de graus
de liberdade, independente do tamanho da amostra. Tal fato também se verifica
quando o tamanho da amostra é superior a 100 e v < 100. Ambos os métodos
nao se comportam bem quando o verdadeiro valor de v se enquadra no caso
limite (v = 100), ainda que o tamanho da amostra seja grande. Vale ressaltar
que, quando n = 200 e v = 100, as estimativas de maxima verossimilhanca para
v variam numa faixa de 48 a 69, longe do verdadeiro valor do parametro. No
entanto, valores de v superiores a 30 geram fungoes densidade de probabilidade

bastante similares, como podemos verificar na Figura 3.2.
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Figura 3.2: Funcoes de Densidade
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Em geral, as estimativas de médxima verossimilhanca para v tém um melhor
desempenho do que as estimativas obtidas via método dos momentos. Além disso,
por conta da condigao de existéncia do estimador de momentos (ver Sec¢ao 3.1),
vemos que o método de momentos tem um uso mais restrito do que o método de

maxima verossimilhanga, aplicando-se a poucas amostras.

3.4.2 Meétodo de M.V - distribuigao t-assimétrica posicao

e escala

As estimativas de mdxima verossimilhanca para os parametros da distri-
buicao t-assimétrica posi¢ao e escala foram obtidas através da funcao st.mle exis-
tente no pacote SN do programa R. Lembramos que na Secao 3.4.1 nao utilizamos
a funcao st.mle, pois esta rotina ndo permite que se considere os parametros de
posicao e escala fixos e, por isso, apresenta como resultado as estimativas para os

quatro parametros da distribui¢ao t-assimétrica.
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Analisemos, inicialmente, as Tabelas D.5 e D.6 que apresentam as médias
e as medianas das estimativas de méxima verossimilhancga para o pardmetro de

assimetria e, em parénteses, os desvios padroes associados.

Nos casos em que A < 5, tanto a média quando a mediana das estimativas de
maxima, verossimilhanca para A apresentaram resultados préximos ao verdadeiro
valor do parametro, independente do nimero de graus de liberdade e do tamanho
da amostra considerado. Tanto a média quanto a mediana das estimativas de
A apresentaram estimativas ruins, nos casos em que a amostra possui grande
assimetria e tamanho pequeno. Em geral, a mediana das estimativas de ) tiveram

um desempenho melhor do que as obtidas considerando a média.

Nas Tabelas D.7 e D.8 apresentamos a média, a mediana e, em parénteses,
o desvio padrao das estimativas de maxima verossimilhanca para v. Nota-se que,
tanto a média quanto a mediana das estimativas de v super estimam o verdadeiro
valor do pardmetro e possuem alta variabilidade. Em geral, vimos que a média
das estimativas de v estdo muito distantes do verdadeiro valor do parémetro,
para quaisquer n e A considerados. Para v < 3 e n > 20, a mediana das esti-
mativas de v apresentou resultados préximos do verdadeiro valor do parametro.
Amostras pequenas e/ou com grandes valores para o niimero de graus de liber-
dade apresentaram péssimas estimativas para v, tanto usando a média quanto a

mediana.

Amostras com tamanho superior a 200 e v < 100 apresentaram estimativas
razoaveis para o nimero de graus de liberdade quando consideramos a mediana,
das estimativas de v, porém com variabilidade alta. Para v = 100, a mediana das
estimativas para o nimero de graus de liberdade parece distante do verdadeiro
valor do parametro. Porém, como observado no estudo de simulagdo anterior,
valores de v superiores a 30 apresentam funcgbes densidade de probabilidade si-

milares, enquadrando-se no caso limite da distribui¢do t-assimétrica.



Capitulo 4

Inferéncia Bayesiana

- Inferéncia. estatistica é o processo pelo qual procuramos inferir proprieda-
des de uma populagao, baseados em resultados obtidos de uma amostra dessa
populagao. Tal raciocinio é intrinsecamente indutivo, pois procura fazer genera-

lizagoes a partir de casos particulares.

Fazer inferéncia do ponto de vista classico corresponde a estimar pardmetros
de interesse, baseando-se exclusivamente na informagao recolhida da amostra e

no modelo probabilistico proposto.

Do ponto de vista bayesiano, considerar a informagao oferecida por uma
amostra para fazer inferéncia sobre os parametros de uma determinada populagao
é uma condig@o necessdria, entretanto, deve-se levar em conta também a natu-
reza do parametro e possiveis informagoes a priori sobre ele. A questdo que se
coloca é como se deve incorporar esta informagao. Aceitando-se a interpretacao
subjetivista de probabilidade e reconhecendo o pardmetro 6 como desconhecido,
a incerteza sobre esta quantidade pode ser quantificada em termos de probabili-
dade.

Nesse sentido, “.. os bayesianos defendem que a informagado inicial ou a
priori - anterior ou externa em relag@o d experiéncia mas demasiado importante
para ser ignorada ou tratada ad hoc - pode traduzir-se formalmente por uma
distribuicdo de probabilidade, geralmente subjectiva, para 0, seja h(8), designada
distribuicao a priori...” (Paulino, Turkman & Murteira, 2003).

48
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Uma das principais ferramentas da teoria bayesiana é o Teorema de Bayes,
que relaciona a informag@o a priori a respeito do paradmetro (expressa através
de uma funcdo de probabilidade) com aquela fornecida pela amostra (expressa
através da funcdo de verossimilhanga). Assim, a distribuicdo a posteriori para ¢

é dada por:

L(6; y) h(6)
o L(6; y) h(6) db’

h(Bly) = 0 €0, (4.1)

onde h(f) é a distribuigdo a priori para 6, L(0; y) corresponde a fungdo de
verossimilhanca de 6, relacionada a uma amostra aleatéria Y = (Y3, Ya, ..., ¥y,)

de tamanho n de Y|0, e h(f]y) representa a distribuigao a posterior:.

4.1 Escolha da Distribuicao a Prior:

Uma etapa fundamental nos procedimentos bayesianos diz respeito a esco-
lha da distribuicdo que representard a informagdo a priori para os parametros.
Diante de uma informacao a priori mais ou menos substancial do fenomeno estu-
dado, a abordagem bayesiana permite traduzir este conhecimento e incorpora-la
a uma distribuicio de probabilidade. Dessa forma, cada particular problema es-
tabelece uma distribuigéo a priori especifica. Distribuigoes a priori que possuem

tais caracteristicas sao conhecidas como distribuigdes a priori subjetivas.

Quando nao existe uma informagao a priori palpavel pode-se recorrer ao
uso de distribui¢des a priori ndo informativas. Uma primeira técnica utilizada
para gerar distribuicdes ndo informativas estabelece que na auséncia de razio su-
ficiente para privilegiar umas possibilidades em detrimento de outras, decorrente
da escassez informativa a priori, deve-se adoptar a equiprobabilidade (Paulino,
Turkman & Murteira, 2003). No entanto, tal método muitas vezes produz dis-
tribuigdes impréprias, ou seja, distribui¢oes que néo satisfazem ao axioma de
probabilidade total e que podem resultar em distribuigdes a posteriori com o
mesmo problema. Por exemplo, no caso do espago paramétrico nao ser limitado,
a hipétese de equiprobabilidade induz a uma fungdo constante cuja integral é

infinita (distribuigao a priori imprépria).
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Vamos discutir, inicialmente, a determinagdo de distribuicoes a priori para

os pardmetros da distribuigéo t-assimétrica padrao.

Com base no principio de equiprobabilidade e considerando a parame-

trizacdo § = —2-;, a qual é limitada em [-1,1], podemos assumir que a escolha.

)
mais intuitivau\;)l;r—l;\a7 a determinacédo da distribuigao a priori para ¢ seria considerar
§ ~ U(-1, 1), onde U refere-se a distribuiao uniforme continua. Esta distribui¢ao
a priori para. ¢ induz no espago paramétrico de A a seguinte distribuigéo a priori
A~1(0,1,2).

Outra construcio consiste em utilizar a distribuigdo a priori de Jeffreys,
que é invariante por transformagdes injetivas. A distribuicdo a priori de Jeffreys
para o modelo t-assimétrico néo é simples de ser obtida. Portanto, usaremos a
mesma distribuigdo a priori de Jeffreys adotada para A quando a distribuigao

considerada é a normal-assimétrica, que é dada por:

1) o VIR

x \/7_00 2z%¢(x) qf;((:\;)) dz. (4.2)

Liseo e Loperfido (2006) mostraram que esta distribuiao a prior: é propria.

No entanto, sua expressao nao é fechada, sendo obtida apenas numericamente.

Rodriguez (2005) propde utilizar a distribui¢ao t(O, %, %) como aproxima-

¢do para. a distribuicdo a priori (4.2). Em seu trabalho, fica demonstrado que a
cauda desta aproximago tem a mesma ordem da distribuico a priori (4.2), que
é O(\~%/2).

A Figura 4.1 apresenta as curvas representativas das distribuigoes a priori

considerando as metodologias de Jeffreys e de equiprobabilidade.

Ao comparar as curvas das especificagdes a priori para A na Figura 4.1, no-
tamos que a distribuicdo ¢ induzida pela distribui¢do uniforme é mais informativa

do que a distribuicdo a priori da aproximada de Jeffreys.
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Figura 4.1: Especificagoes a priort para A e

E interessante notar que as distribuigoes a priori anteriores sao préprias,
ou seja, sao genuinas fungoes densidade de probabilidade. Este fato é importante

pois garante a existéncia de distribuigoes a posterior: proprias.

Uma, possivel distribuigcao a priori prépria para o ntimero de graus de liber-
dade baseada parcialmente no principio de equiprobabilidade consiste em adotar
v ~ U(1, 30). Observe que com esta distribuigao a priori, estamos considerando
que a nossa andlise contemplara do modelo Cauchy-assimétrico (v = 1) ao modelo
normal-assimétrico (v = 30), dado que, quando v > 30, temos que a fungao den-
sidade de probabilidade da distribuicao t-assimétrica pouco se altera, podendo
ser aproximada pela fun¢ao densidade de uma distribui¢io normal-assimétrica.
Entretanto, tal distribui¢ao a priori atribui probabilidade zero para os casos em

que 0 < v < 1 ou ¥ > 30, o que pode ser restritivo.

Uma proposta alternativa de distribuigao a priori para os graus de liberdade
considera v ~ Ezp(0.1)I(1,), ou seja, v tem distribuigdo exponencial truncada
com parametro 0.1. Utilizar esta especificagao subjetiva indica que acreditamos
ser mais provavel adotar modelos com caudas mais grossas, uma vez que para a
distribuigao exponencial, quanto menor o grau de liberdade, maior é a chance de

sua ocorrencia.
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Fonseca (2004) obteve a distribui¢ao a priori nao informativa de Jeffreys
para v, quando o modelo considerado é t-Student. Baseados nesta proposta,
analisamos a forma desta densidade e observamos que uma possivel aproximagio
para ela é obtida quando consideramos v ~ Ezp(0.5)I(1,).

A priori para v — exponencial Distribuigdes a priori parav

o
| — Exp(0.5) I(1, S e — U(1,30)
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Figura 4.2: Especificacoes a priori para v

Na Figura 4.2, podemos comparar as curvas das densidades a priori escolhi-
das para v. Ao comparar as especificagoes baseadas na distribui¢do exponencial
truncada, vemos que a distribuigao a priori aproximada de Jeffreys atribui maior
probabilidade de obtermos estimativas de graus de liberdade pequenos do que a
distribuicao a priori exponencial truncada de pardmetro 0.1. Anaélise similar a an-
terior pode ser descrita, quando comparamos as distribuigoes a priori exponencial

truncada com parametro 0.1 e a distribuigao uniforme.

No caso da distribuigao t-assimétrica geral, precisamos especificar as dis-

tribuigoes @ priori para os parametros de posicao e escala.

Recorrendo novamente a Proposi¢ao 2.2, vemos que os parametros de posi-
¢ao e escala estao relacionados a distribui¢ao normal-assimétrica de trés parame-
tros. Neste caso, Liseo & Loperfido (2006) utilizando o método de Berger &
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Bernardo (1992) sugerem a seguinte distribui¢do a priori para os parametros da

distribuigdo normal-assimétrica:

F(1,0,%) o = 9N

onde g(\) pode ser substituida pela distribuigao a priori de Jeffreys. Vale lembrar
que a distribuigdo a priori de Jeffreys para os pardmetros de posigao e de escala

é dada por L.

Utilizando os critérios discutidos anteriormente, podemos considerar a se-

guinte especificacdo para os parametros de uma distribuicdo t-assimétrica:

p(p, 0,0, N) = p(p,0) p(v) p(X)

1 A2 —5

29 <1+W)
kg1

(1+%2) " (4.3)

. 2 . ~ C .
Quando consideramos k = % e o’ = - obtemos a aproximagéao da distri-

K
SHE

Q [~

buigéo a priori de Jeffreys para A e quando k =2 e 0,% = % obtemos a distribuicao

a priori para A induzida pela uniforme.

4.2 Modelos Hierarquicos

Nesta segao apresentamos diferentes maneiras de representar o modelo t-
assimétrico de forma hierdrquica, a fim de que possamos facilitar a implementacao
computacional das técnicas bayesianas. Inicialmente, vamos discutir o caso em
que Z = (Zy, Zy, ..., Zn) é uma amostra aleatéria simples de tamanho n da

variavel aleatéria Z com distribuicao ST'(v, \).

Podemos obter o modelo hierdrquico através da Proposigao 2.4 que apre-
senta a distribuigdo t-assimétrica padrdo como uma combinagao linear, explici-

tada aqui da seguinte forma:
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A Uit —— X,

7, = (4.4)

para U; ~ HT(v) e X; ~ t, varidveis aleatdrias dependentes. Entao, o condicio-

namento em U; resulta em

A 1
ZilUi ~ t(\/]_—l——)\zU“ 1_*_)\2)1/)7
U, ~ HT®). (4.5)

Uma proposta mais simples que a anterior utiliza a estrutura descrita em

(4.4) considerando a parametrizagdo . Dessa maneira,
Z;=0U; +V1-46% X, (4.6)

onde U; ~ HT(v) e X; ~ t, sdo varidveis aleatdrias dependentes. Entao,

Zi\U; ~ t(6U;,1—6%v),
U, ~ HT®). (4.7)

Apresentamos agora uma forma hierdrquica alternativa construida a partir

da caracterizagio apresentada na Proposigao 2.2. Dessa forma,
1
Z|U; ~ SN(0, —, A,

Ui

Ui ~ Gama (; I;) | (4.8)

Observe que Z;|U; = Y; tem distribuigao normal-assimétrica e, portanto,

podemos representé-la segundo a seguinte combinagao linear:

”‘f(m )] (49)
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onde V; ~ HN(0, 1) e T; ~ N(0,1) sdo varidveis aleatérias independentes. Dessa
forma, condicionando Z;|U; = Y; em V;, obtemos o seguinte modelo hierdrquico

alternativo a (4.5):

/1 A 1 1
Zi i)‘/i e N T /= Yt 71 )
v ( Us \/1+/\2V Ui1+)‘2>

Vi ~ HN(0,1),

v v
Ui ~ Gama (5, 5) . (4.10)
Observe que se utilizarmos a parametrizagdo § = \/1:7 teremos entao

Zi|U, Vi ~ N (\/UI 5Vi, & (1- 52)) em (4.10).

Utilizando as distribuigdes a priori discutidas na segao anterior e escre-

vendo a distribui¢do t-Student em forma hierdrquica, temos:

2
AMw ~ N (0, ‘i) ,
w

_ k k
w v G’ama <§,§>,

v ~ U(1,30) ou v~ Ezp(0.1) I(1,) ou v ~ Ezp(0.5) I(1,). (4.11)

. 2
Lembramos que quando consideramos k = % g0y = T obtemos a apro-

ximagdo da distribuicdo a priori de Jeffreys e para k = 2 e 04> = % obtemos a

distribuicdo a priori induzida pela distribuigdo uniforme.

Todas as representagdes hierdrquicas e respectivas especificagdes a priori
sio facilmente implementadas no software “WinBUGS’. Este software utiliza o
Algoritmo de Gibbs, e variagdes deste, para obter amostras da distribuicdo a

posteriori e a partir delas obter medidas de interesse das distribuigdes a posteriori

marginais.



4.2 Modelos Hierdrquicos 56

Vejamos agora o caso em que Y = (Y3, Y3, ..., ¥,) é uma amostra aleatéria

simples da. varidvel aleatéria Y com distribuigao ST'(u, o?, v, A).

Os modelos hierdrquicos propostos em (4.5), (4.7) e (4.10) para a distri-

buigio t-assimétrica padrdo podem ser facilmente generalizados para a distri-

buigdo t-assimétrica posigao e escala se considerarmos Z; = Y‘;“. Além disso,

podemos utilizar as distribui¢des a priori para A e v descritas anteriormente.

Independente do modelo hierdrquico escolhido e das especificagoes a prio-
ri adotadas para A e v, escolnemos p ~ N (0, %) e 0 ~ Gama (5, 1a5) COmMO
possiveis especificagdes a priori para os parametros de posigao e de escala, res-
pectivamente. Observe que a variabilidade destas duas distribui¢des é muito
grande, implicando em distribui¢des a priori préximas das nao informativas,
porém préprias (distribuigdes a priori vagas). Tal consideragao se faz relevante

pois distribuicdes a priori impréprias néo podem ser consideradas no ‘WinBUGS'.
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Aplicacao

5.1 Notas de MAE-0116

Neste secdo vamos considerar as notas da primeira prova de 87 alunos
alunos de Ciéncias Biolégicas (CB) e Relagdes Publicas (RP) que cursaram no
perfodo da manha a disciplina Nogoes de Estatistica (MAE-0116), 1° semestre de
2006. Procuraremos identificar a distribuigao que melhor modela estes dados e,

para isso, faremos uso da teoria apresentada nos Capitulos 3 e 4.

Na Figura 5.1, apresentamos os boz-plots das notas de cada turma - RP e
CB - separadamente e verificamos que o comportamento de ambas as amostras
sao similares, o que nos permite analisar estas duas amostras conjuntamente. Na

Tabela 5.1 apresentamos as medidas resumo das notas da primeira prova (P1).

Tabela 5.1: Medidas-resumo das Notas da Primeira Prova

Min. | 1° Quartil | Mediana | Média | 3° Quartil | Méax. | var
RP | 0.000 4.650 7.100 6.618 8.400 9.700 | 5.564
CB | 0.000 6.700 7.800 7.063 8.500 10.000 | 5.282
Total || 0.000 6.300 7.700 6.951 8.500 10.000 | 5.327

o7
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Figura 5.1: Boxplots das notas da primeira prova (P1) por curso e em conjunto

Na Tabela 5.2, apresentamos as estimativas de mdxima verossimilhanca dos

parametros e os respectivos erros padroes quando consideramos as distribuigoes

normal e t-Student. A Tabela 5.3 apresenta os resultados quando consideramos

as distribui¢oes normal e ¢ assimetrizadas.

Tabela 5.2: Estimativas dos parametros das distribui¢ées normal e t-Student

Método de Maxima Verossimilhanca

Normal t-Student
Estimativa | Erro Padrao || Estimativa | Erro Padrao
i 6.951 0.246 7.647 0.211
o 2.295 0.174 1.299 0.233
1% - - 2.219 0.786

Tanto as estimativas dos pardmetros da distribuigdo normal quanto as da

distribuicdo t-Student foram obtidas no programa R através da funcao fitdistr

da biblioteca. MASS. No caso das distribuigdes normal-assimétrica e t-assimétrica

utilizamos a. biblioteca sn e as fungoes sn.mle e st.mle, respectivamente.
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Tabela 5.3: Estimativas dos pardmetros da normal-assimétrica e t-assimétrica

Método de Méxima Verossimilhanca

Normal-assimétrica t-assimétrica
Estimativa | Erro Padrao || Estimativa | Erro Padrao
[ 9.524 0.223 9.238 0.255
o 3.448 0.173 2.308 0.548
Ao -7.197 0.049 -4.194 1.270
v - - 3.653 2.084

Vale ressaltar que, a menos das estimativas dos pardmetros da distribuigao
normal, as estimativas dos pardmetros das outras distribuicdes foram obtidas
através da maximizacio da funcao de verossimilhanga, com o emprego de métodos

numéricos.

Comparando as Tabelas 5.2 e 5.3, vemos que os erros padrao das estimativas
dos pardmetros da distribui¢do t-assimétrica tendem a ser superiores aos que
foram apresentados por outras distribuigGes, principalmente no que diz respeito
as estimativas dos pardmetros de assimetria e de graus de liberdade. Isto pode ser
justificado pela complexidade do modelo t-assimétrico, quando comparado com

as distribuicoes normal, t-Student e normal-assimétrica.

Tabela 5.4: Quartis e média das distribuigoes

Distribuicao 1° Quartil | Mediana | Média | 3° Quartil
Normal 5.403 6.951 6.951 8.499
t-Student 6.607 7.647 7.647 8.687
Normal-assimétrica 5.558 7.198 6.799 8.427
t-assimétrica 6.084 7.520 6.933 8.485

A partir dos resultados das Tabelas 5.2 e 5.3, obtivemos os quartis e a
média para cada uma das distribuigdes consideradas, como pode ser visto na
Tabela 5.4. Ao comparar a Tabela 5.4 com a Tabela 5.1, vemos que os quartis
e a média amostral para o conjunto de notas estdo muito préximos das medidas

fornecidas pela distribuicao t-assimétrica. Temos, portanto, um indicio de que a
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Figura 5.2: Gréficos de Probabilidades Acumuladas
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distribuicio t-assimétrica pode ser a distribuicdo que melhor modela as notas da
primeira prova. Vejamos se nossa intuigao estéd correta, estudando os modelos de

diagndsticos graficos descritos na Secdo 3.3.

Na Figura 5.2 sdo mostrados os graficos de probabilidades acumuladas,
considerando as diversas distribuicoes estudadas e as respectivas estimativas de
seus pardmetros apresentadas nas Tabelas 5.2 e 5.3. No Apéndice E encontram-se

os graficos de quantis , Healy-quantis e Healy de probabilidades-acumuladas.
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Comparando as distribuicoes através dos graficos da Figura 5.2, vemos
que a distribuigao t-assimétrica é a distribuigao que melhor ajusta os dados. Vale
ressaltar que os outros métodos graficos de diagnéstico também nos trazem essa
informacao, como pode ser observado nas figuras do Apéndice E. No entanto, o
procedimento grafico que melhor distingue as diferentes distribuigoes utilizadas

para modelar o conjunto de notas é o de probabilidades acumuladas.

Tal afirmacao pode ser confirmada quando analisamos simultaneamente
os graficos das Figuras 5.2 e 5.3 em que apresentamos o histograma das notas

da primeira prova e as curvas de densidade associadas as estimativas obtidas

anteriormente.
Figura 5.3: Histograma das Notas
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No grafico acima, vemos que a curva da distribuigao t-assimétrica é a que

melhor se adequa ao formato do histograma das notas.
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Tabela 5.5: Probabilidade de se obter uma nota superior a 10

Distribuigao (X) || P(X < 0) | P(X > 10) | Total
Normal 0.001 0.092 0.093
t-Student 0.011 0.099 0.110
Normal-assimétrica 0.006 0.009 0.015
t-assimétrica 0.019 0.011 0.030

Sabemos que as notas variam de 0 a 10. No entanto, todas as distribuicoes
propostas para modelar os dados estao definidas em R. Na Tabela 5.5, vamos
obter a probabilidade de cada um dos modelos apresentar notas inferiores a 0 e
superiores a 10. Notamos que as menores probabilidades ocorrem para as distri-
buigoes normal-assimétrica e t-assimétrica, indicando que o modelo a ser escolhido

para modelar o conjunto de notas deve incorporar a assimetria dos dados.

Gupta & Chen (2001) propuseram o teste de Kolmogorov-Smirnov para
verificar a aderéncia dos dados & distribui¢cao normal-assimétrica. A seguir, apre-
sentamos o resultado deste teste para as distribuigoes normal, t-Student, normal-
assimétrica e t-assimétrica, baseados nas estimativas de maxima verossimilhanca

descritas nas Tabelas 5.2 e 5.3.

Tabela 5.6: Teste de Kolmogorov-Smirnov

Distribuicao P-valor
Normal 0.0136
t-Student 0.1717
Normal-assimétrica || 0.1294
t-assimétrica 0.9234

Ao nivel de significancia de 5%, o teste de Kolmogorov-Smirnov aponta
como aceitaveis a modelagem empregada através das distribui¢oes t-Student,
normal-assimétrica e t-assimétrica. No entanto, analisando exclusivamente os p-
valores, vemos que o teste indica que a modelagem mais adequada é feita através

da distribuigao t-assimétrica.
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As anélises anteriores foram descritas apenas para o método de maxima ve-
rossimilhanga pois, devido a condigoes de existéncia dos estimadores de momen-
tos, nao foi possivel aplicar o método do momentos para a amostra em questao.
Maiores detalhes sobre problemas de existéncia dos estimadores de momentos

podem ser encontrados na Secgao 3.1.

Do ponto de vista bayesiano, utilizamos o modelo hierdrquico (4.5) para
Z; = Y‘—;ﬁ e as distribuigoes a priori p ~ N (0, %), 0?2 ~ Gama (ﬁ,ﬁ) e
A~ (0, %, 2). Para a distribuic¢ao a priori de v utilizamos todas as especificagoes

apresentadas no Capitulo 4.

As medidas a posteriori foram obtidas através do programa ‘WinBUGS’
que utiliza o algoritmo de Gibbs. Para a simulagao geramos um burn-in de 5000
amostras e, devido a alta autocorrelagao entre as cadeias, tomamos os resultados
das iteragoes de 200 em 200 até obtermos uma amostra de Monte Carlo de tama-
nho 3000 aproximadamente independente. Resultados desta implementagao sao

apresentados na Tabela 5.7.

Veja que para cada parametro de interesse o erro Monte Carlo é menor que
5% do seu respectivo desvio padrao amostral, indicando que a simulacao apds a
convergéncia ja atingiu um numero suficiente de iteragoes necessario para obter

amostras que podem ser usadas na inferéncia a posteriori.

Observe que, pelos resultados das Tabelas 5.3 e 5.5, as estimativas de
méaxima verossimilhanga, a média e a mediana a posteriori para pu nao diferem
muito, independente da distribui¢ao a priori para v escolhida. No entanto, as
estimativas dos outros parametros da distribuigao t-assimétrica sao sensiveis a
escolha da especificacao a priori v, principalmente, a estimativa para o nimero

de graus de liberdade.

Note que, quando utilizamos a distribui¢ao aproximada de Jeffreys como
distribuicdo a priori de v, as estimativas pontuais do parametro de curtose se
assemelham mais a estimativa de maxima verossimilhanca de v dada na Tabela
5.3.

Através da estatistica bayesiana, conseguimos obter intervalos de credibi-

lidade com probabilidade 0.95 para os parametros da distribui¢ao t-assimétrica.
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Tabela 5.7: Estimativas Bayesianas - Notas de MAE 0116

Priori v Para || Média | Desvio | 2.5% | mediana | 97.5% | Erro MCMC

9.270 | 0.256 | 8.732 | 9.286 | 9.748 0.008

o | 2613 | 2.880 | 1.332 | 2.598 | 3.539 0.104

U(1, 30) v || 9131 | 7226 | 1799 | 6334 | 27.21 0.183

A || -4783 | 1.947 |-9.261 | -4.543 | -1.751 0.096

p || 9224 | 0.266 | 8.682 | 9.236 | 9.708 0.009

o || 2431 | 2660 | 1.249 | 2377 | 3.398 0.096

Ezp(0.DI(1) | v | 6241 | 5751 | 1.690 | 4.383 | 22.830 0.135

A || -4.626 | 2.083 |-9.769 | -4.272 | -1.623 0.094

po || 9108 | 0.239 | 8628 | 9.119 | 9.552 0.008

o || 2038 | 1.841 | 1.167 | 1.978 | 2.865 0.071

Ezp(0.5)I(1,) | v | 3.188 | 1.408 | 1.514 | 2.862 | 6.959 0.042
A

-3.836 | 1.530 | -7.461 | -3.579 | -1.517 0.076

Observe que quando consideramos a distribuigao a priori de v uma distribuicao
exponencial truncada com parametro 0.1 ou uma distribuicao uniforme, o inter-
valo de credibilidade para o pardmetro de graus de liberdade é pouco informativo
(grande amplitude). O mesmo comportamento ocorre quando consideramos o
intervalo de credibilidade para o pardmetro de assimetria. Vale ressaltar, ainda,
que para quaisquer especificagoes a priori escolhidas para v, os intervalos de cre-
dibilidade indicam que a estimativa de A é negativa e, portanto, a distribuicao

modeladora dos dados é assimétrica negativa.

Na Figura 5.4, apresentamos o histograma das notas dos alunos, e as curvas
de densidade da distribuigao t-assimétrica quando consideramos as estimativas de
maxima verossimilhanga, a mediana a posteriori quando v tem distribuicao a prio-
ri U(1, 30) e Exp(0.1)I(1,) e a média a posteriori para a distribuicao aproximada
de Jeffreys.

Observe que as curvas cujos parametros foram estimados através da media-
na a posteriori se diferenciam principalmente no cume, mostrando a influéncia da
estimativa do ntiimero de graus de liberdade. A curva associada a estimativa de

maxima verossimilhanca praticamente coincide com a curva em que a distribuicao
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Figura 5.4: Histograma das Notas e Curvas Associadas
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a priori para v é dada por Ezp(0.1)I(1,). Note que a escolha da distribui¢ao a
priori de v influi significativamente na modelagem das notas, sendo que a curva
que melhor se adequa ao histograma, corresponde aquela gerada pelas estimativas
da média a posteriori, quando v tem uma distribuigao a priori aproximada de
Jeffreys.

5.2 Dados Simulados

Como discutido no Capitulo 3, é sabido que amostras que possuem todas as
observagoes positivas ou todas negativas apresentam, com probabilidade positiva,

o estimador para o parametro de assimetria infinito.

Neste capitulo, procuraremos explorar o aspecto inferencial classico e baye-
siano em situagoes como as descritas anteriormente. Para isso, simulamos uma
amostra de tamanho 80 da distribuigao S7(0,1, 5, 20), onde todas as observagoes

sao positivas.
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Tabela 5.8: Maxima Verossimilhanca - Dados Simulados - v =5¢e A = 20

Parametro MYV - st.mle MYV - Padrao
Estimativas | Erro Estimativas | Erro
L 0.014 0.014 - -
a2 1.304 0.224 - -
1% 20.207 122.776 4.028 1.491
A 122.776 131.572 77.365 81.948
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Na Tabela 5.8, apresentamos as estimativas e os respectivos erros padroes
dos parametros da distribuigao t-assimétrica obtidas através da rotina st.mle
do programa R e da maximizagao direta da funcdo de verossimilhanca quando

consideramos e o fixos, o qual denotaremos padrdo.

Inicialmente vamos analisar as estimativas obtidas através da rotina st.mle
implementada no R. Observe que este processo nos fornece uma estimativa finita
para o parametro de assimetria mas, na prética, vemos que a estimativa 122.78
é equivalente a considerar )\ infinito. Quando consideramos os parametros fi e o
fixos e iguais a 0 e 1, respectivamente, vemos que a estimativa do niimero de graus
de liberdade nao est4 tao distante do verdadeiro valor do parametro, contrastando
com a estimativa obtida pela rotina st.mle implementada no R. Como estamos
interessados em estimar os parametros da distribui¢io t-assimétrica padrao, as
andlises subseqiientes do conjunto de dados simulados utilizarao apenas as esti-

mativas de méaxima verossimilhanca obtidas via método padrao.

A Figura 5.5 apresenta o grafico de quantis para a amostra simulada. Os
simbolos ()1, Med e Q3 indicam, respectivamente, o primeiro quartil, a mediana
(segundo quartil) e o terceiro quartil. Segundo o grafico de quantis, vemos que
parece razodvel modelar a amostra simulada por uma distribuigao t-assimétrica,
padrao, em que as estimativas dos parametros foram obtidas via maximizacao

direta da funcao de verossimilhanca.
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Figura 5.5: Grifico de Quantis - Dados Simulados
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Vamos agora analisar a amostra simulada sob o ponto de vista bayesi-
ano. Dessa forma, para obter as estimativas bayesia- nas, utilizamos o modelo
hierdrquico (4.5) e as distribuigdes a priori A ~ t(0,3,2) e v ~ U(3, 30) ou
v ~ Exp(0)I(1,), onde § = 0.1, 0.5.

As simulagoes foram implementadas no programa “Winbugs”’, com burn-
in de 5000 amostras e, devido a alta correlagao entre as cadeias, tomamos os
resultados das iteragoes de 400 em 400 até obtermos uma amostra de Monte

Carlo de tamanho 6000 aproximadamente independente.

Na Tabela 5.9, apresentamos as estatisticas obtidas através da analise baye-
siana. Segundo esta tabela, a média e principalmente a mediana a posteriori
para o ntmero de graus de liberdade nao diferem muito do verdadeiro valor do
parametro, quando consideramos as distribuigées a priori para v ~ U(1, 30) e
v ~ Ezp(0.1)I(1,). Note que, no caso em que consideramos a aproximagao da
distribuigao a priori de Jeffreys para v, a média a posteriori gera uma estimativa

mais razoavel do parametro de curtose do que a mediana a posteriori.
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Tabela 5.9: Estimativas bayesianas - Dados Simulados - v = 5, A = 20

Priori v Para || Média | Desvio | 2.5% | mediana | 97.5% | Erro MCMC
U(1, 30) A 35.040 | 33.160 | 6.935 | 24.180 | 129.500 1.365
v 6.545 | 3.818 | 2.652 | 5.463 17.930 0.038
Ezp(0.I(1,) || X | 3623 | 3545 |6.925| 2468 | 1438 1.685
v 5475 | 2.745 | 2.457 | 4.837 12.28 0.035
Ezp(0.5)I(1) | A | 33.940] 20.010 [ 7.221 | 25.300 [117.900]  1.303
v 4.136 | 1.382 | 2.199 3.892 7.625 0.019

Quando consideramos o parametro de assimetria, vemos que tanto a média
quanto a mediana a posterior: apresentam estimativas mais precisas do que aque-
las obtidas via método de maxima verossimilhanca, independente da especificagao
a priori escolhida para v. No entanto, as estimativas bayesianas sdo bastante

sensiveis a escolha da distribuicao a priori.

Analisando os intervalos de credibilidade, vemos que a estimativa de A
é positiva, indicando que a modelagem dos dados simulados serd descrita por
uma distribui¢ao assimétrica positiva. Veja que o intervalo de credibilidade para.
v torna-se mais preciso a medida que utilizamos distribuicoes a priori para v
mais informativas. Vale ressaltar que o menor intervalo de credibilidade para v
e A ocorre quando a especificagao a priori para v é dada pela aproximacao da

distribuicao a priori de Jeffreys.

Lembramos que, nao foi possivel obter as estimativas de momentos para a
amostra simulada, devido as condigtes de existéncia destes estimadores. Maiores
detalhes na Secao 3.1.

Apresentamos na Figura 5.6 o histograma dos dados simulados e as curvas
de densidade da distribuigao t-assimétrica padrao quando consideramos as esti-
mativas de maxima verossimilhanga obtidas via rotina st.mle do programa R e
maximizacao direta, as estimativas da mediana a posteriori quando v tem distri-
bui¢ao a priori U(1, 30) e Ezp(0.1)I(1,) e a média a posteriori para a distribuicao

aproximada de Jeffreys.
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Figura 5.6: Histograma dos Dados Simulados e Curvas Associadas
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Na Figura 5.6, observe que as curvas geradas via metodologia bayesiana
e maximizagao direta da fungao de log-verossimilhanga praticamente coincidem,
ainda que algumas das estimativas nao paregam tao préximas do verdadeiro valor

do parametro.



Capitulo 6

Comentarios Finais

Neste trabalho caracterizamos a distribuigao t-assimétrica de diversas ma-
neiras, obtendo resultados semelhantes as da distribui¢ao t-Student. Apresenta-
mos diversas propriedades, em especial, a fungao geradora de momentos que nos
permitiu obter os momentos de ordem par e impar da distribuicao t-assimétrica
padrao. Muitos dos resultados apresentados nesta dissertacao foram obtidos
em contextos mais complexos, tais como a classe de distribuigdes elipticas as-
simétricas. Aqui procuramos estudar de maneira mais detalhada a distribuicao

t-assimétrica univariada, tanto do ponto de vista inferencial quanto de proprie-
dades.

Em inferéncia classica, obtivemos o estimador de momentos e as equagoes
de verossimilhanga para a distribui¢ao t-assimétrica univariada. Através de um
estudo de simulagao comparamos as estimativas dos parametros da distribuigao t-
assimétrica padrao obtidas via método de maxima verossimilhanca e método dos
momentos. Um segundo estudo de simula¢ao nos permitiu avaliar o desempenho
das estimativas de maxima verossimilhanga no caso em que os quatro parametros

da distribuigao t-assimétrica sao considerados desconhecidos.

As estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros da distri-
buicao t-assimétrica padrao foram obtidas através da maximizagao direta da
funcao de verossimilhanga e para a distribuicao t-assimétrica posicao e escala
foram obtidas via fungao fungao st.mle do programa R. As estimativas de mo-

mentos foram obtidas através da metodologia apresentada na Secao 3.3.

70
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Considerando a distribui¢io t-assimétrica padréo vimos que, tanto o méto-
do de méaxima, verossimilhanga quanto o método de momentos apresentaram boas
estimativas para A quando a amostra possui pouca assimetria. Amostras com
grandes assimetrias apresentaram péssimas estimativas de momento para A\. Am-
bos os métodos apresentaram estimativas razoaveis para v, quando o valor ver-
dadeiro dos parametros foram A < 5 e v < 8. As estimativas de v obtidas por
ambos os métodos nao se comportam bem quando o verdadeiro valor de v se
enquadra no caso limite (v = 100), ainda que o tamanho da amostra seja grande.
Porém, para valores de v superiores a 30, as fungoes densidade de probabilidade

sao bastante similares.

Para a distribuigao t-assimétrica de posigao e escala notamos que, quando
a amostra possui pouca assimetria, tanto a média quando a mediana das estima-
tivas de A\ apresentaram bons resultados, independente do niimero de graus de
liberdade e do tamanho da amostra considerado. De um modo geral, a mediana
das estimativas de A\ apresentou resultados mais préximos do verdadeiro valor
do pardmetro do que a média das estimativas. Nota-se que, em geral, tanto a
média quanto a mediana das estimativas de v super estimam o verdadeiro valor
do parametro, com alta variabilidade. Em geral, considerar a mediana das esti-
mativas para v é muito melhor do que considerar a sua média. Observamos que

estimar v em amostras pequenas com grande assimetria pode nao ser adequado.

Do ponto de vista bayesiano, sugerimos algumas distribuigtes a priori para
os parametros da distribuicao t-assimétrica. Apresentamos diversas maneiras de
representar a distribuicdo t-assimétrica de maneira hierdrquica, como forma de

facilitar a implementagao computacional das técnicas bayesianas.

Através das aplicagoes do Capitulo 5, vimos que a distribuigao t-assimétrica
se mostra 1til em modelar amostras com valores discrepantes e comportamento
assimétrico, tendo, por isso, um desempenho superior as modelagens baseadas

nas distribuigoes t-Student, normal e normal-assimétrica.

Nas aplicagoes, vimos que as estimativas bayesianas sdo bastante sensiveis
a escolha das distribuicoes a priori para v. No entanto, em situagoes onde as

estimativas de maxima verossimilhanca foram ruins, como no exemplo de dados
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simulados, o desempenho das estimativas bayesianas se mostraram mais satis-

fatérios, para quaisquer distribuigbes a priori para v escolhidas.

Através da metodologia bayesiana, conseguimos determinar intervalos de
credibilidade para os pardmetros de interesse. Em especial, notamos que, inde-
pendente da distribui¢do a priori escolhida para v, os intervalos de credibilidade
para A conseguiram determinar com precisao se a distribuicao utilizada na mode-

lagem é assimétrica positiva ou negativa.

A seguir, apresentamos algumas possibilidades de futuras pesquisas relacio-

nadas a distribuicao t-assimétrica.

e Estender os resultados obtidos neste trabalho para familias de distribuicoes

mais gerais.

e Fazer um estudo de simulagdo para comparar estimativas bayesianas as de

méxima verossimilhanca.

e Asestimativas bayesianas dos pardmetros da distribuigao t-assimétrica mostraram-
se muito dependentes da escolha da distribui¢ao a priori para v. Nesse sen-
tido, caberia um estudo de simulagao para diagnosticar quais distribuigoes

a priori geram estimativas sensiveis a esta escolha.

e Obter, do ponto de vista bayesiano, distribuigtes a priori de referéncia para

os parametros da distribui¢ao t-assimétrica.

e Estudar o modelo de regressao linear simples com erros t-assimétricos.



Apéndice A

Provas das Propriedades

(P1) Se Z~ ST(v, M) entdo |Z| ~ HT(v).

Prova:

Considere T' = |Z|, onde t > 0. Entéo,

Fr(t) = P(T < t) = P(|Z] <t) = P(—t < Z < 1t) = Fy(t) - Fa(~t).

Derivando com relagao a t em ambos os lados da igualdade e sabendo que
Z ~ ST(v, \), temos

frt) = fz(t) + fz(~1)
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Portanto,

F(il) 1 2\ 1+v
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- L4l (At V+t2):|

F(g) 1 12 "2:7'.—_1

= 2 = = t>0.
F(%) Tow (1 + u) , para t>0

Conclui-se entao que T' = |Z| ~ HT(v).

(P2) Se Z~ ST(v, A\) ev =1 entdo Z ~ SC (N).

Prova:

Substituindo v por 1 em (2.2), obtemos:

2
fz(z) = 2t(2) T (Az 1+22>

- TR L (5) e

Alguns valores especificos da funcio gama sio conhecidos, tais como I'(1) =
l,F() 7re1"() ‘/_ Dessa forma,

o) = s /W_( 1+ 2)"3/261@

23/2 Az,/ 1+z 1 d
—— aa
(1 +22)v2 VE2+aP
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Fazendo a mudanca da variével a para v/2 tg 6, temos:

e 2+a2=2+(V2tg0)?=2+2tg>0=2(1+ tg? ) =2 sec 6,
o da= /2 sec® 0 b,

otgﬁzﬁﬁsenezﬁ,pois

Figura A.1: Relagédo trigonométrica

Sendo assim, resolvendo exclusivamente a integral, temos

2 sec? 0 0
/ 1 da=/ V2 sec? 6 _ 1 dQZ/cos dezsen i C
V(2 + a?)? [2 sec? 6)° 2 sec 2 2

Mas, sen 0 = ﬁ, entao

PN
982 1 a , e
fa2) = |0
7(1+22)v2 2 |V2+a? -

2
1 A2\ 132

im
'IT(1+Z2) 2 2 a — —0o 2—|—a2
2+ (/\Z T2

_ 1 [ Az (1)
T(1+22) |1+ 22+ (A2)? ‘
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Dessa forma, temos que

fofe) = - 1 AZ

R i ’
(1+42%) VI+ (1 +22) 22

para —oo <2z < 0oO0.
Portanto, Z ~ SC (\), quando v = 1.

(P3) Quando A\ — o0, Z ~ ST(v, A) converge a uma HT(v).

Prova:

Pela Proposicao 2.1, podemos representar Z como ﬁ, onde X ~ SN(}\),
W ~ Gama (%, %) e X independente de W.

Sabe-se que, se X ~ SN()\) e A\ — oo entdo X converge a uma HN(0,1)
(ver Rodriguez, 2005).

Dessa forma, para A — 00, temos que Z converge para Z*:

” X* ~ HN(O,1),
Z* = ——, onde W ~ Gama (%, 3),

\/W) 2
v X*1W.

Vamos obter a funciao de densidade conjunta de Z* e U = W, através do

Jacobiano da transformagéo. Dessa forma,

fZ*,U(z’u) = fX*,W (Z\/ga u)

Pela. independéncia das varidveis X* e W, temos

Fe p(2r0) = Fyx (@ ) \/E

U

v
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A distribuicdo marginal Z é obtida a partir da distribui¢do conjunta de Z

e W, da seguinte maneira:

I @ = [ hpeylewdn

23 U u/2—-le—u/2 ('l_f) 1/2 du
14

= 2t,(2), para z>0.

Portanto, Z ~ ST(v, A) converge a HT(v), quando A\ — oo.

(P4) Quando v — o0, Z ~ ST(v, \) converge a uma SN(A).

Prova:

Considerando a caracterizagdo apresentada na Proposigao 2.1, temos que

Z = X ~ ST (v,)), onde X ~ SN(X), W ~ Gama(%,%) e X 1L W
W

v

: o y (oo W 1
Vejamos o que ocorre com a varidvel aleatéria —-, para W ~ Ga,ma(%, 5),
quando v — co. Sabemos que E(W) = v e Var(W) =2 v, entao V € > 0, temos:

"

114 ' W 2
———1‘26)ZP(IW—V|ZEI/)SV#(2)=T—)O, quando v — 0.
v €%y €%y
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w

78

Ou seja, quando v — oo temos que - £ 1. Dessa forma, como X ~ SN()\)

e utilizando o teorema de Slutsky , temos

2, x.

SRl

Portanto, Z ~ ST(v, A) converge a uma SN(X), quando v — ©0.

(P5) Se Z ~ ST(v, \), entdo -Z ~ ST(v, -A).

Prova:

Considere Z ~ ST(v, A) e T' = -Z. Entao:

Fr(t) = P(T <t) = P(~Z < t) = P(Z > —t) = 1 — Fy(~1).

Derivando com relacio a t em ambos os lados e sabendo que Z~ ST'(v, A), temos

frt) = —fz(=t)(=1) = fz(-1)

D (et 1 12 =
BPLIC IET O P (P

r (%) NiZis
1+v
= 2t,(t) To41 ((—)\) t m) , para —oo<t<oo.

Portanto, T' = -Z ~ ST(v, -A).
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(P6) Se Z ~ ST(v, A), entdo Z? ~ F-Snedocor(l, v).

Prova:

Considere T' = Z?, onde 0 < t < co. Entéo,

Fr(t) = P(T <t) = P(2* < t) = P(~Vt < Z < V1) = Fz(V1) — Fz(= V).

Derivando com relagao a t, temos

frlt) = fz(\/i)%ﬁ—fz(—\ﬁ) (—ﬁ)

— o (/D) + (- VD)

1 1+4+v 14+v
= 57 {2 t (V) Ty (Aﬁ«/ — t) + 2 t,(—V) o (—/\\/E o tﬂ

t(1+v)
o ()

b Tou (—)\ ”let—”)ﬂ} (A1)

Como a funcédo densidade de probabilidade de uma distribui¢ao ¢ padrao é

Il
Sl
o~
——
=] 2
— T
(SRS w1+
S~—r -
-
§ -
3
e ——
p—t
+
R | o+
e ——
|
(&)

simétrica ao redor de zero, temos que:
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Ty (—A M) - 1-Tn <A t(”")>
v+t v+t
s (0S5 41 (3B - (r2)

Substituindo (A.2) em (A.1) e lembrando que /7 =T (3), obtemos:

1
fr@®) = 7
T 1 1/2 1 1
- t? ————, para t>0.

Esta tiltima expressdo é a fungao densidade de probabilidade de uma varidvel
aleatéria com distribuigdo Fy,. Portanto, Z2 ~ Fy,, quando Z ~ ST (v, A).

¢
(P7) Fy(y; v,-A) = 1- Fy(-y; v, A).

Prova:

Consideremos, inicialmente, o caso em que Z tem distribuigao t-assimétrica

padrdo. Por definigao,

Fz(z;v,—A) = / 2t,(z) Tysa <—/\$ ok ) dzx.

2
—55 v+

Fazendo uma mudanga de variavel em x = —u, temos

Fz(z;v,—A) = —/ 2 t,(—u) Ty ()\u —1—+i> du

2
&0 vV+u

0 [1+v
= /;Z 2 t,,(—u) T,,+1 </\'Ll, m) du.
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Sendo assim,

| —Z 14v
FZ(Z; v, __A) = 1- /—c‘0 2 tu(u) Tl/+1 (Au\/;;> du

= 1—Fz(—2z; v, \).

Logo, Fz(z; v, -A) = 1 - Fz(-z; v, ).

(P8) Se Y ~ St(u, 0%, v, A) e Y1 = a + bY entdo
Y1 ~ ST(a + bu, b*0?, sinal(b)), v).

Prova:

Analisaremos a distribuicdo de Y; em duas situagdes. O primeiro caso

considera b > 0. Entao,

Fyl(r):P(YlSr):P(a+bY§r):P<Y§T;a> =Fy<T;a>.

Derivando com relagdo a 7 em ambos os lados da igualdade, obtemos:

o) = 1(552);
_ %tu(r_(Z;b“))Tm [/\ <7‘—(ZU+ bu)) "

2 v—+1
v+ (ob)=2(r — (a + bu))?

Portanto, Y; ~ (a + by, b%c?, A, v).

Para b < 0, temos
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Fy(r) = P(Y;<r)=Pa+bY <r)=P@}Y <r—a)=P(-bY > —(r —a))
- (e -r ) e (<)

\

Derivando com relagao a r em ambos os lados da igualdade, obtemos:

fn(lr) = "fY(T ; a)%

X Tu+1

A (7” - Za_ b“) \/V + (ffb)—’;(:Ti ‘T bﬂ)z“

- g()-

r— (a+bu) v+1
A ( —bo ) \[f + (ab)=%(r — (a+ bp))?

Portanto, para b < 0, temos que Y; ~ (a + by, b*c?, —\,v). Dessa forma,

concluimos que Y; ~ (a + by, b%c?, sinal(b), v).

X Tu+l




Apéndice B

Obtencao dos Estimadores de

Momentos

Proposicao B.1 Seja Z = (Z, Zs, ..., Zn) uma amostra aleatdria simples
de tamanho n da varidvel aleatdria Z com distribuicio ST(v, ). Entdo, para
— n N n 2

Z = Lfblﬁ emy = ZJ'E;ELZL, o estimador de momentos para os parametros da

distribuicdo t-assimétrica padrdo sao:

JEr ) -7 () ma !
onde
= v=1 = v—1
Zejl_ _I_/_F(_gl’ \/ng).[ em2>1.
m T (%) ™ T(35) |
Prova:

Igualando os momentos amostrais aos populacionais, temos que

7o A [FTC
st e w7 T
A__Z F@ & A Zr5) (B.1)

83
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v - 2 my
=My <> V=

— —— (B.2)

E(ZZ):mg = z

Em (B.1) e (B.2) obtivemos os estimadores de momentos para os pardmetros
da distribuicdo t-assimétrica padrdo. Note que a existéncia dos estimadores esta

condicionada as seguintes situagoes:
o Ty % _ B=1 — p(E=1
T r(z) Vo r(3)

IL 7>0 & 222 >0emy; >0 & mp> 1L

E RN

¢

Proposicao B.2 Seja Y = (Y1, Ya, ..., Y3) uma amostra aleatdria simples de

tamanho n da varidvel aleatdria Y com distribuicio ST (u, 0, v, ). Considere &

. o} »
= \/I’J\r—)‘,f e os momentos amostrais dados por m; = Y i, ‘—:‘1—, para j = 1,...,4.

Entao, o estimador de momentos para o parametro de posicio € solugdo da se-

guinte equacao:
~ o U - = ~ >
0'2 (3 = (52) ,17'—_3 (m1 — /,L) =ms + 3#2m1 — 3/.&7712 = ,LL3.

e os estimadores de v, 62, 0% sdo dados em fungdo do estimador de momentos de

K, cOmo seque:

4 a(f) — 6 b(E)?
a(f) — 3b(@?

o _ __a(i) b(f)
2 a(7) — 3 (@)

o [T6) ] mom-m? @@ -35@?)
! ol bm

U=

onde

() = my — AFPmy + 612mg — 4fims + ' e b(F) = —2fmy +my + B
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Prowva:

Igualando os momentos populacionais aos amostrais e observando que Y
pode ser reescrito como p + o Z, onde Z ~ ST(v,A), obtemos as seguintes

igualdades:

I EY)=m & 7E?Z2)=m-

poed
bt

E(YQ) =m; & 52 E(Z2) = :2ﬁm1 +mg + ﬂi,

b(7)

III. E(Y®) =my & &° E(Z%) =ms - 3amy + 30*my - &%,

IV. BEYY)=my & & E(Z%) = mq — 4ims + 6°m, — 47°my + 1°.

a(i)

Através da fungdo geradora de momentos, obtemos em (2.8) e (2.9) os
momentos de ordem par e fmpar de uma varidvel aleatéria Z com distribuigao

t-assimétrica padrdo. Sendo assim,

A w12 T (& v
E(Z)= 5 (;r—) —F(—g)), parav >1 e E(Z%) = ——» parav> 2.

—

3 oy _ Y 4 3 v
== — _— B E = — .
E(Z°)=E(Z)(3 5)1/—3’ parav >3 e E(Z°) - —4) para v >4
Por (II), temos que
FE(Z%) = b(f) < ’52; 5 =b(i) & 57 =b(E) (7 -2). (B.3)

Substituindo o quarto momento da varidvel aleatéria Z e o resultado (B.3)
em (IV), obtemos

4 a(f) - 6 53"
() — 3V .

U=
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Substituindo (B.4) em (B.3) obtemos,

o ___a(B) b(E)
2 () — 3 (7

Em (I), substitu{mos o primeiro momento da varidvel Z e os estimadores

U e 02, encontrando, assim,

5 [T@) T 7 — )2 (@) — 35
v-1) 2 a(i) b(i) |

Substituindo os estimadores encontrados, o terceiro momento da varidvel
Z e observando que E(Z) = m—%‘—[‘- em (III) conseguimos visualizar a equagao,
cuja a solugdo nos permitird obter o estimador de momentos para o pardmetro
de posicao ji. Esta equagao é dada por:

~ = v ~ = s ~
% (3—6?) 53 (my — i) = ms + 3i*my — 3my — B°.



Apéndice C

Obtencao das Equacoes de

Verossimilhanca

Proposigao C.1 Considere Y = (Y1, Ys,...,Y,) uma amostra aleatoria simples
de tamanho n de Y ~ ST(u, 02, X\, v). Entdo as equagées de verossimilhanca

sao dadas por:

n

ot 1 t,,.H ()\aiki)
- = ———— ] 1)ai — 752k =0,
o ; { o(v+a?) [(V 2 Ty11 (Aaik;) Akiv f

o n " (aik; [aik; v tyr1(Aaik;) B
3 ~ ot Z{ o [ o A v+ a? (TVH()\aik,-) =0,

i=1

o¢ u+](Aa'1k)
o Z TonOak)

% = ;{ [ ('/+1)—z/z(g)+1—log<1+a—5)—k3]+

0
+ glog Tu+1 (/\a,k,)} =

=1
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onde a; = ¥>£ k; =,/ v+1 ¢ 4 corresponde a funcio digama, que se caracteriza

y+a?
I
por: P(z) = % InT(z) = %
Prova:

A funcao de log-verossimilhanga é dada por:

p, 0, v;y) = log L(p,0,\,v;y)

= nlog2—nloga+Zlog ty (yi;ﬂ) +

=1
V(M v+1
o v+o2(y; —p)? |

n
ZIOE Tyt
=1
Derivada em relacao ao parametro de posicao:

(%) \/v+a§<ry,-l—m2j }

Resolvendo separadamente a primeira parcela entre chaves, temos:

— | Zlog T,

i=1

0 yi—u> a L= 1 vs
—log t, (— = —log e P
op o op r) n v+ o2(y; — ”)2]%
_ 9 [ v+l 2 N2
= Bu{ 5 log [v+ 07 (u u)]}

v+l fyi—p 1
- ) ©

Agora, resolvendo a segunda parcela entre chaves, temos:

i— [ v+l

0 = 1 b [A (ya ) v+o~2(yi—p)?
LN [/\ (y u)\/ v+ J _ o2 (A
op

D 2 i— v+l
v+o (yz y’) T,,_|_1 |:/\ (yaﬂ) tha_"’—-z_yi—u)"’

o A v+1 B Yi — K 2 1
{0\/V+0‘2(yi—u)2 [ H( o ) V+0‘2(yi—#)2]}'(0'2)
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Considere a; = “=F e k; = 1/rcr_"2—‘(%:m em (C.1) e (C.2). Entéo,

ot v+l @ tut1 (Aaiks) [A a?
—_— = "—‘kz _]. L
o Z { o v+a? * Tos1 (Aaik;) o + v+a?

i=1 t

n

_ Z{U(—u:—a_z) [(y+1)ai— %Aku]}

i=1

Derivada em relacao ao parametro de escala:

% = _.gnloga+ Z{ log ¢, (yi;,u>+
a Yi — v+1
— log Ty41 | A :
" 5g 08 vn < o ) \/V+U_2(yi —M)ZJ }
Resolvendo a primeira parcela, temos que —% (n logo) = —2%. Para a

primeira parcela entre chaves, temos:

4 yi — u) 4 L) 1 v
log t, (—— = ——log = — e
do o do L(%) VTy+o2(y— i+
- 9 [ vtl 20y _ )2
= { 5 log [v+07%(yi — 1) ]}

v+1 (yi—p\’ 1
= . C.3
o ( o ) v+o 2 (ys — p)? (C3)

Derivando a segunda parcela entre chaves, temos:

t l/+1
A (yi — M) \/ v+1 jl i vto—2(yi—p)?
=2(q — )2 | v
o v+ o~y — 1) Tsi [ (yz +1

VT (v

. {g <yi ; M) \[Jr t:;(L.wl—u)2 {_1 i <yi;M>2 v+ o2 (yi —u)z]} (G4)

0
% log 1,41
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Considere em (C.3) e (C4) a; =¥>F ek; = ,/E,T’;h- Logo,

ot n e [a2k2  t,u (Aaks) [Aak; a?
. 3 'vi -1 4
o 0""2::{ o +Ty+1 (Naik;) [ o ( +1/+a?>]}

_ n i aik'i aik,; 14 t,,+1 (/\a,;ki)
o +Z{ o [ o /\u+a§ (Tu+1 (Aaik;) '

Derivada em relacao ao parametro de assimetria:

A (yi ; M) J; GY;(Lyil— u)ZJ

_ itu+1 [A(yi;“)m ’<yi_'u>\/ =) ]
i=t Topy [/\(""J“) m o v+ (yi — p)’

. _ Yi— _ +1
Para ai—%—geki— WTL-;(MT)?’temOS

ot 2. 8
a = -~ —8—)\ log Tl/+1

a < wl bt (Aaik;)
oA N N v T,,+1 (/\aiki)'

Il
-

1

Derivada em relagao aos graus de liberdade:

g (yi ; #> \/:+ Gf;(ryil— u)2} } '

Inicialmente, vamos resolver a primeira parcela entre chaves, entao

or N ) Yi — [ 0
5—2{&,1‘“( )+ gy1e8 T

i=
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; ; — (& 5
_d—log % (yz ﬂ) = ilog ( ,2, ) L d pES|
v o ov (%) VTlv+o2(y—p?*
d v+1 v v
= 5[logF(T)—logI‘(§)+§ logv +

i (_”; 1) log (v + 0~ 2(y; — #)2)] :

Mas, observe que 1 corresponde a fungao digama, que se caracteriza por:

0 _I'(2)
'¢(z)—az log I‘(z)—F(Z).
Entao,
0 1og 1, (B2 _ Ly (vE1Y Loy 11
aulogt”( o ) - 2¢( 2 ) 27’[’(2)+21°g"+2
1 2, ooy (vt 1
210g(1/+0 (v ﬂ)) ( 2 )u+a‘2(y,-—y)2

DN | =

() o @ (452 -

v+1
v+o2(yi — p)?

b e

Nao conseguimos desenvolver a segunda parcela entre chaves, entao para

a,—zﬁ%“ek,—:,/—HU_’;*(';_“)z,temos
ot (1 w41 v a? 3
o = Z{i[”’( ) - (3)+1-to(145) <]+

=

0
+ %log T,,+1 (/\a,-k,-)} .

¢



Apéndice D

Tabelas

Tabela D.1: Mediana das E.M. e M.V. (Padrao) para A

Parametro de Assimetria

n v 0 1 5 20
EMV-P| EM |[EMV-P| EM |EMV-P|[ EM |[EMV-P| EM
3 | 0015 | 0016 | 1.033 | 1.117 | 4.931 | 2.980 | 12.030 | 2.997
(1.37) | (0.46) | (1.59) | (1.66) | (7.73) | (6.42) | (13.40) | (7.04)
8 | 0010 |-0035 | 1.040 | 1.004 | 5068 [ 3.163 | 13.240 | 3.507
20 (0.83) | (0.38) | (2.08) | (1.44) | (6.17) | (5.83) | (24.36) | (5.74)
12 | -0.034 | 0015 | 1.024 | 1.180 | 4.765 | 4.032 | 13.790 | 3.396
(1.65) | (0.36) | (2.09) | (1.82) | (6.32) | (3.49) | (18.42) | (7.28)
100 | -0.002 | -0.026 | 1.105 | 1.329 | 5.209 | 3.291 | 14.050 | 3.596
(1.60) | (26.17) | (1.488) | (1.58) | (6.60) | (5.02) | (17.31) | (7.71)
3 | 0005 | 0009 | 1.017 | 1.071 | 5469 | 3.382 | 16.250 | 3.723
(0.19) | (0.25) | (0.36) | (0.89) | (5.49) | (11.0) | (12.40) | (6.10)
8 | 0002 | 0010 | 1.000 | 1.133 | 5192 | 3560 | 17.180 | 4.257
50 (1.28) | (0.19) | (0.99) | (0.71) | (9.46) | (3.87) | (19.87) | (10.9)
12 | 0008 | 0011 | 1018 | 1.091 | 5473 | 3.607 | 19.210 | 4.110
(018) | (0.19) | (0.35) | (0.92) | (7.52) | (3.81) | (32.67) | (6.01)
100 | -0.007 | -0.001 | 1.050 | 1.150 | 5.223 | 4.161 | 19.300 | 4.871
(0.19) | (0.18) | (2.93) | (0.54) | (5.86) | (5.03) | (54.14) | (5.71)

92




D Tabelas

Tabela D.2: Mediana das E.M. e M.V. (Padrdo) para A - Cont.

Parimetro de Assimetria

n | v 0 1 5 20
EMV-P | EM |EMV-P | EM | EMV-P | EM |EMV-P| EM
3 | -0.005 | 0007 | 1.018 | 1.078 | 514 | 3.534 | 19.020 | 4.230
(0.15) | (0.18) | (0.29) | (0.68) | (3.05) | (5.28) | (13.25) | (19.22)
8 | -0.003 |-0.002 | 1.014 | 1.071 | 5274 | 3.525 | 20.000 | 4.239
80 (1.01) | (0.14) | (1.44) | (0.33) | (4.13) | (6.76) | (22.19) | (5.34)
12 | 0005 | 0006 | 1.020 | 1.049 | 5260 | 3.820 | 21.790 | 4.684
(0.15) | (0.14) | (0.25) | (0.33) | (3.12) | (6.76) | (18.09) | (5.33)
100 | -0.009 | 0.017 | 1040 | 1.111 | 5.269 | 4.606 | 20.030 | 5.370
(0.16) | (0.14) | (0.26) | (0.37) | (3.19) | (8.42) | (46.31) | (6.49)
3 | -0001 | 0.012 | 0986 | 1.089 | 5.068 | 3.840 | 18.730 | 4.145
(0.12) | (0.16) | (0.23) | (0.48) | (2.27) | (4.01) | (11.63) | (12.85)
8 | -0.001 | 0.001 | 0998 | 1.043 | 5.183 | 3.660 | 20.260 | 4.457
100 (0.13) | (0.13) | (0.21) | (0.31) | (2.83) | (5.43) | (18.74) | (5.32)
12 | -0.001 |-0.001 | 0999 | 1.054 | 5.078 | 4.052 | 20.110 | 5.041
(0.13) | (0.13) | (0.22) | (0.29) | (2.99) | (8.51) | (21.79) | (8.78)
100 | -0.011 |-0.006 | 1.024 | 1.095 | 5.147 | 4.732 | 20.990 | 5.689
(0.13) | (0.13) | (0.21) | (0.28) | (3.23) | (11.70) | (23.08) | (6.19)
3 | -0.005 | 0.000 | 0998 | 1.050 | 5.032 | 4.089 | 21.220 | 4.805
(0.09) | (0.11) | (0.16) | (0.25) | (1.51) | (8.48) | (13.58) | (6.10)
8 | -0.001 | 0.001 | 1.008 | 1.019 | 5.037 | 4.195 | 21.300 | 5.015
20 | (0.09) | (0.09) | (0.15) | (0.19) | (1.37) | (4.89) | (16.23) | (57.57)
12 | 0000 | 0002 | 1.006 | 1.001 | 5.078 | 4.416 | 20920 | 5.648
(0.088) | (0.94) | (0.15) | (0.19) | (1.34) | (6.01) | (21.12) | (39.82)
100 | -0.005 | 0.001 | 1.027 | 1.059 | 5.290 | 5.023 | 20.740 | 6.456
(0.09) | (0.09) | (0.139) | (0.19) | (1.17) | (11.7) | (15.12) | (18.3)
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Tabela D.3: Mediana das E.M. e M.V. (Padréao) para v

94

Graus de Liberdade

no| A 3 8 12 100
EMVP| EM |EMV-P| EM |EMV-P| EM |[EMV-P| EM

0| 3172 | 3703 | 7.182 | 6.513 | 11.990 | 7.918 | 17.910 | 10.820
(23.9) | (9.33) | (41.17) | (17.65) | (42.86) | (19.09) | (51.54) | (26.17)

1| 3368 | 3983 | 8447 | 7.083 | 8770 | 8014 | 19.060 | 11.321

20 (16.48) | (10.09) | (27.20) | (14.61) | (33.70) | (25.88) | (37.70) | (23.93)
5 | 3512 | 4850 | 12.030 | 8.669 | 30.220 | 10.830 | 40.370 | 14.120
(17.82) | (15.99) | (34.11) | (25.05) | (32.44) | (26.48) | (39.68) | (30.93)

20 | 3.824 | 5022 | 15110 | 8.393 | 47.560 | 10.300 | 64.690 | 15.050
(20.69) | (15.99) | (46.25) | (25.05) | (48.92) | (26.48) | (51.03) | (30.93)

0] 3182 | 3565 | 8402 | 7.492 | 10.360 | 6.533 | 37.040 | 14.910
(10.84) | (6.20) | (31.22) | (17.95) | (33.11) | (20.77) | (27.52) | (29.69)

1| 3179 | 3662 | 8500 | 7.679 | 15.080 | 9.900 | 28.580 | 15.320

50 (6.901) | (4.13) | (22.44) | (17.01) | (24.99) | (21.90) | (41.93) | (27.24)
5 | 3303 | 4413 | 10210 | 9.534 | 16.440 | 12.680 | 43.830 | 19.050
(5.225) | (11.00) | (30.81) | (20.48) | (32.30) | (26.57) | (35.32) | (31.49)

20 | 3364 | 4049 | 9228 | 9.090 [ 18.120 | 12610 | 66.130 | 21.720
(13.62) | (6.15) | (38.77) | (27.17) | (53.83) | (24.14) | (61.4) | (34.99)

0| 3050 | 3409 | 7.965 | 7.727 | 15.590 | 10.170 | 54.400 | 18.670
(5.64) | (1.83) | (3L.7) | (21.00) | (34.12) | (26.32) | (40.65) | (31.26)

1 3.131 3.347 7.998 7.747 13.050 | 11.110 [ 39.750 | 20.140

80 (3.10) | (1.55) | (25.08) | (16.30) | (25.2) | (26.32) | (31.33) | (3248)
5| 3124 | 3718 | 9.540 | 9.437 | 14.860 | 12.710 | 43.860 | 22.570
(35) | (4.04) | (23.41) | (24.85) | (29.52) | (26.46) | (47.79) | (3261)

20 | 3.189 | 3740 | 8.862 | 9.913 | 15.950 | 13.360 | 78.110 | 25.790
(2.31) | (431) | (34.83) | (16.05) | (42.96) | (27.82) | (51.15) | (36.24)

0| 2994 | 3376 | 7.496 | 7.940 | 14.400 | 10.530 | 56.160 | 20.660
(1.35) | (1.49) | (4.36) | (13.38) | (30.29) | (24.15) | (40.57) | (33.40)

1| 3054 | 3385 | 8643 | 8194 | 13.410 | 10.940 | 42.960 | 20.220

100 (1.18) | (1.77) | (18.82) | (14.89) | (26.04) | (21.03) | (37.97) | (33.47)
5 | 3.006 | 3706 | 8734 | 9.223 | 15330 | 12.960 | 45.720 | 25.670
(14) | (253) | (18.44) | (17.72) | (28.92) | (24.20) | (37.37) | (35.01)

20 | 2.824 | 3642 | 9.113 | 9.571 | 13.590 | 13.620 | 71.880 | 28.900
(3.28) | (5.50) | (29.45) | (17.71) | (34.32) | (25.61) | (65.36) | (39.07)
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Tabela D.4: Mediana das E.M. e M.V. (Padréo) para v - Cont.

Graus de Liberdade
n A 3 8 12 100
EMV-P| EM |EMVP[ EM |[EMV-P|[ EM |EMV-P| EM
0 3.044 3.287 8.236 8.370 12.170 | 11.250 | 58.330 | 25.460
0.67) | (0.64) | (12.43) | (8.91) | (22.36) | (17.97) | (32.09) | (38.75)
1 3.014 3.276 8.236 8.092 12.550 | 11.440 | 54.640 | 23.980
200 (0.66) | (0.63) | (8.57) | (6.39) | (19.88) | (20.22) | (38.53) | (32.08)
5 3.077 3.386 8.174 9.075 13.350 | 13.050 | 48.560 | 33.340
(1.41) | (0.88) | (10.19) | (14.26) | (22.25) | (27.86) | (37.19) | (39.05)
20 3.065 3.326 8.630 9.284 13.450 | 13.840 | 68.050 | 36.200
0.95) | (0.82) | (13.3) | (13.04) | (30.26) | (24.69) | (54.03) | (41.61)
Tabela D.5: Estimativas de Méxima Verossimilhanca para A
Pardmetro de Assimetria
n v 0 1 5 20
Mediana - Média | Mediana - Média | Mediana - Média | Mediana - Média
(Desvio-padrdo) | (Desvio-padrdo) | (Desvio-padrao) | (Desvio-padrdo)
3 -0.092 -0.058 1.230 1.3670 3.684 4.398 5.352 6.207
(2.52) (2.75) (2.97) (3.77)
8 0.073 0.090 1.084 1.201 3.405 3.783 5.797 6.502
20 (2.79) (3.35) (3.35) (4.07)
12 -0.022 0.020 0.702 0.720 3.497 4.085 6.010 6.846
(3.42) (3.03) (3.46) (4.08)
100 -0.028 0.033 0.159 0.344 3.225 3.747 6.671 7.286
(3.22) (3.079) (3.52) (4.25)
3 -0.086 -0.066 1.174 1.528 5.428 6.630 12.42 13.140
(1.51) (1.77) (4.45) (6.41)
8 -0.054 -0.014 1.166 1.383 4.96 6.590 12.66 14.260
50 (2.89) (2.69) (5.22) (7.91)
12 -0.004 -0.049 1.097 1.045 5.035 6.749 13.030 14.740
(1.98) (1.92) (5.50) (8.09)
100 -0.030 0.029 0.803 1.028 5.021 6.455 12,900 14.670
(2.22) (2.77) (5.30) (8.26)
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Tabela D.6: Estimativas de Méaxima Verossimilhanca para A - Cont.
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Pardmetro de Assimetria
n v 0 1 5 20
Mediana - Média | Mediana - Média | Mediana - Média | Mediana - Média
(Desvio-padrdo) | (Desvio-padrao) | (Desvio-padrao) | (Desvio-padrao)
3 0.038 0.016 1.045 1.186 5.540 6.816 16.020 18.250
(0.74) (0.90) (5.09) (9.39)
8 -0.06 0.037 1.077 1.0990 5.750 7.104 16.632 19.370
80 (1.17) (1.24) (5.03) (10.49)
12 0.037 0.063 1.122 1.018 5.231 7.003 16.480 25.800
(2.06) (1.24) (6.12) (11.76)
100 -0.180 -0.078 0.708 0.622 5.032 6.719 17.500 20.070
(2.35) (1.73) (6.44) (11.8)
3 | -0.02 -0.021 1.010 1.179 5.082 6.215 17.520 19.990
(0.76) (0.81) (4.10) (10.51)
8 -0.080 -0.054 1.100 1.095 5.233 6.374 18.750 22.180
100 (1.18) (1.14) (4.10) (13.04)
12 0.090 0.061 1.130 1.095 5.529 6.781 18.400 22.080
(1.06) (1.09) (5.14) (13.11)
100 -0.123 -0.075 0.830 0.719 4.983 6.055 21.340 26.640
(1.33) (1.41) (4.2) (12.91)
3 0.039 0.031 1.024 1.082 5.411 5.989 20.210 25.120
(0.40) (0.47) (3.41) (16.36)
8 0.025 0.002 1.071 1.097 5.186 6.032 21.570 27.950
200 (0.72) (0.64) (5.42) (20.27)
12 0.003 0.023 0.997 1.001 5.297 6.007 21.270 27.640
(0.84) (0.69) (6.8) (16.63)
100 -0.035 0.0056 0.871 0.729 4994 5.373 21.39 27.460
(0.967) (0.86) (1.80) (20.10)
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Tabela D.7: Estimativas de Maxima Verossimilhanca para v

Graus de Liberdade

n | A 3 8 12 100
Mediana - Média | Mediana - Média | Mediana - Média | Mediana - Média
(Desvio-padrao) | (Desvio-padrdo) | (Desvio-padrdo) | (Desvio-padréo)
0 5.509 10%° 6302 103° 10570 101 11020 108
(10') (10%%) (20'%) (10
1 7.208 10° 7077 1042 10060 1011 11260 1029
20 (10t) (10%3) (10'3) (10%3)
5 4628 10% 9200 10'2 10270 1010 10810 10%!
(10%) (10M) (10%) (10™)
20 3.702 10%8 13970 10%° 54030 10°° 140600 103!
(10%) (101) (10%) (10%%)
0 3.493 10¢ 23.730 10?7 2628 106 9998 10'®
(107) (10%) (10%) (10'9)
1 3.474 10* 19.170 10'® 2134 1016 11060 10
50 (10°) (10%9) (1017) (1012)
5 3.382 108 11.950 104 170.300 107 10005 1043
(10°) (10°) (10%) (10*)
20 3.016 106 10.020 10'6 3.1970 107 10630 1033
(10%) (10'%) (10%) (210*)
0 3.248 103 10.470 10 77.030 102 9925 107
(109 (10°) (10%) (10°)
1 3.375 108 12.550 104 31.250 10% 9417 10'°
80 (10%) (109) (108) (10%1)
5 | 3.240 312.600 13.610 1046 27.260 10%° 10190 104
(10%) (10%) (10*) (10')
20 | 3.140 312.400 9.405 102! 24.790 102 10160 10°%°
(10%) (10%) (10'%) (10)
0 | 3.212 219.100 10.480 104 27.520 10° 7641 108
(10%) (109 (107) (10%)
1 3.174 103 10.910 104 25.960 10° 7514 108
100 (10%) (107) (1011) (10%)
5 3.121 10%3 9.969 10%° 21.020 10%° 10120 10
(10) (10'7) (10%%) (10')
20 3.156 103 9.857 10° 15.790 1022 10470 107
(10°) (10'2) (10*) (10'%)
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Tabela D.8: Estimativas de Méxima Verossimilhanga para v - Cont.

Graus de Liberdade

n | A 3 8 12 100
Mediana Mediana, Mediana Mediana
(Desvio-padrao) | (Desvio-padrao) | (Desvio-padrao) (Desvio-padrao)
0 5.057 3.096 9.334 10° 16.67 106 28.17 10°
(10°) (10°) (10%) (107)
1 3.11 4.190 9.797 103 14.33 10* 6292 104
200 (15.93) (10%) (109) (108)
5 3.113 3.398 8.638 10° 13.58 10%° 7379 104
(1.10) (10%) (10%1) (109)
20 3.019 3.267 8.9 108 13.3 106 10140 102
(1.07) (10%1) (1017) (1013)
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Apéndice E

Figuras
Figura E.1: Gréaficos de Quantis
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Distancia Mahalanobis
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Figura E.2: Gréficos Healy-quantis
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Fungéo de Distribuicdo Amostral
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Figura E.3: Graficos Healy-probabilidades Acumuladas
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