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Resumo

O objetivo principal das medidas de importéancia da confiabilidade dos componen-
tes para a confiabilidade do sistema é identificar aqueles cuja melhora implica em
um melhor funcionamento do sistema. Na teoria classica binaria varias medidas de
importancia de confiabilidade do componente para a confiabilidade do sistema fo-
ram propostas, tais como a de Birnbaum (1969), Barlow & Proschan (1975), Natvig
(1979), entre outras. Em todos estes casos os tempos de vida dos componentes sao
considerados estocasticamente independentes. Bergman (1985) observou que varias
medidas de importéncia da confiabilidade do componente podem ser obtidas através
da diferenca entre os tempos de vida médios do sistema quando modificamos a fun¢ao

de distribui¢do do componente.

O objetivo desta dissertagao é analisar a importancia da confiabilidade dos com-
ponentes para a confiabilidade do sistema assumindo que os tempos de vida dos
componentes sao estocasticamente dependentes. Para tanto, consideraremos os pro-
cessos pontuais das falhas dos componentes e seus compensadores, assumiremos que
existe uma relacio bijetiva entre o espaco das funcoes de distribuigao e o espaco dos
compensadores e utilizaremos a no¢ao de Bergman (1985) para definir a importancia

do componente através da transformacio dos compensadores.



Abstract

The main objective of the component reliability importance measures for the system
reliability is to identify those components whose improvement implies in a better

system performance.

In the binary classical theory several component reliability importance measures
for the system reliability were proposed, such as in Birnbaum (1969), Barlow & Pros-
chan (1975), Natvig (1979), among others. In all those works the component lifetimes
were considered stochastically independent. Bergman (1985) pointed out that many
component reliability importance measures can be obtained through the study of
the change in the system expected lifelenght due to variations on the component’s

lifetime distributions.

The main objective in this dissertation is to analyse the component reliability
importance measure were the component lifetimes are stochasticaly dependent. For
such we consider the component failures point processes and their corresponding
compensator processes. We assume that there exists a bijective relation between
the distribution function space and the compensator process space and then we use
Bergman'’s ideas to define the component reliability importance measure through a

compensator trasform.
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CAPITULO 1

Importancia da confiabilidade do
componente para a confiabilidade do

sistema: caso independente

O objetivo principal das medidas de importancias dos componentes é identificar
aquele cuja melhora implica no melhor funcionamento do sistema. Na teoria clas-
sica binaria varias medidas de importancia da confiabilidade do componente para a
confiabilidade do sistema foram propostas, tais como a de Birnbaum (1969), Barlow
& Proschan (1975), Natvig (1979), entre outras. Neste capitulo descreveremos tais
medidas considerando sistemas coerentes com componentes estocasticamente inde-

pendentes (Barlow & Proschan 1981).

1.1 TImportancia de Birnbaum

Consideremos que um sistema de engenharia ¢ e seus componentes c, . . . , ¢, assumam

dois estados possiveis, o de funcionamento e o de falha, representados pelas seguintes



1.1 Importéncia de Birnbaum 2
varidveis:
O estado do componente c;, j = 1,...,n, é representado por

1 , se o componente ¢; funciona

0 , se o componente c; falha.

O estado do sistema é representado pela variavel binaria:

1 , se o sistema funciona

0 , se o sistema falha

onde a fungdo ¢ é definida em {0, 1}", assume valores em {0, 1} e o estado do sistema
é completamente determinado pelo estado dos componentes, isto é, ¢ = ¢(x). O
vetor x = (z1,...,%,) é chamado vetor de estados e ¢ é denominado funcao de

estrutura do sistema.

Exemplo 1.1 Sistemas em série e em paralelo.
Sistema em série: Um sistema em série funciona se cada componente funciona.

Assim, sua funcgao de estrutura é dada por:

o(x) = I—[:I:Z = M1, .« L) (1.1)

= e e
Cl1 C2 C3 Cn

Figura 1.1: Diagrama de um sistema em série
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Sistema em paralelo: Um sistema em paralelo funciona se ao menos um dos

componentes funciona. Assim, sua funcdo de estrutura € dada por:

n

dlz)=1- H(l — ;) = max(zy,...,T,). (1.2)

i=1

Cl1

C2

C3

Figura 1.2: Diagrama de um sistema em paralelo

Sistema k-de-n: Um sistema k-de-n funciona se, e somente se, ao menos k dos

n componentes funcionarem. Assim, sua funcdo de estrutura é dada por:

n
1, se Zmizk
=1

¢(z) = n
0, se sz <k.
=1

(1.3)

E razoavel considerarmos que quando um componente que est4 no estado de falha
é substituido por um novo (em funcionamento) o sistema nunca se deteriore (ou
seja, passe do estado de funcionamento para o estado de falha). Da mesma forma,
quando um componente falhar ndo é razoavel pensarmos que isto cause a melhora do

sistema. Desse modo assumiremos que a fun¢io de estrutura ¢(x) é monotonicamente

crescente em cada componente.
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Suposicdo 1.1 A funcao estrutura ¢(x) € monotonicamente crescente em cada com-
ponente, isto €, para todos os vetores de estados T e y, com T > y temos que ¢(T) >

o(y). A representagdo T > y indica que Ty > Y1,. .., Tn > Yn.

Consideraremos também que cada componente em um sistema fisico tenha sua
utilidade. Nesse sentido, Barlow & Proschan (1981) propde o conceito de relevancia

do componente, que é definido da seguinte forma:

Definicao 1.1 O componente c; € relevante para a estrutura ¢ no vetor de estados

T quando

onde,

(1]', §E) = (271, ey Zj—1, 1,.’17j+1, T ,.’En)
(Oj, m) = (a:l, ey Lj—1, O,IEJ'_H, “wa ,xn).

Suposicao 1.2 Assumiremos que todos os componentes sao relevantes, ou seja, para
todo cj, j =1,...,n, eziste ao menos um vetor de estados T que satisfaz a defini¢ao

1.1.

Um sistema é coerente se sua estrutura é monotona e todos os seus componentes

sao relevantes.

Definicao 1.2 Chamaremos de sistemas coerentes os sistemas que satisfizerem as

suposicoes 1.1 e 1.2.

Nessa dissertacao nos restringiremos ao estudo deste tipo de sistema.
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Observacao 1.1 Em um sistema coerente, se todos os componentes funcionam o
sistema funciona, isto €, (1) = 1, e, se todos os componentes falham entdo o sistema

falha, isto é, ¢(0) = 0.

1.1.1 Importancia estrutural de Birnbaum

Ao determinarmos se um sistema coerente funciona ou nao verificamos que alguns
componentes sdo mais importantes que outros. Por exemplo, se um componente
estd em série com o resto do sistema seria razoavel pensar que ele é ao menos tao
importante quanto qualquer outro componente do sistema. Vamos considerar que um
componente é mais importante para o funcionamento do sistema no vetor de estados

(.j,x) quando este é relevante, ou seja, quando a configuracio (.;,x) é tal que,
5j(x) = ¢(1j1x) - ¢(Oj’x) =1, (1-5)
do que quando a configuracdo (.;,x) é tal que

5j(X) = qb(lj,x) - ¢(0j,X) =0. (16)

No primeiro caso o componente ¢; determina se o sistema funciona ou nao, en-
quanto que no caso alternativo o estado do componente c¢; nao interfere no funciona-

mento do sistema.

Defini¢do 1.3 Chamaremos (1;,x) de vetor de caminho critico para c; quando
este for relevante. O mimero total de vetores de caminhos criticos para c; € dado
por

n@) = ) (1.7)

{@lz;=1}
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A importancia estrutural de Birnbaum pode ser definida como a proporcao de
vetores de caminhos criticos observados entre todas as possiveis configuracoes de

vetores de estados.

Definicao 1.4 (Birnbaum 1969) A importdncia estrutural do componente c; para o

sistema ¢ € definida por

IPP =270 N g(a) (1.8)

{alz;=1}

onde a soma é estendida a todos os 27! vértices possiveis do vetor de estados .

Exemplo 1.2 Considere o sequinte sistema,

&) = 1122 . .. 241 — (1 — Tpg) ... (1 — 2n)] (1.9)

representado na figura 1.3.

Ck+l
@

Ck+2

Cl C2 Ck c. k+3

Figura 1.3: Exemplo de um sistema com k componentes em série e n-k em paralelo

Da equagao 1.9 temos,

k n
H Tr !1— H(l—mr)] ,para j=1,...,k

=1 . =k+1
G = ¢ 7 .

k
HSCT H (1—-=z.)| ,paraj=k+1,...,n.
r=1

1‘=k:+17.:/:j

(1.10)
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Note que, para j =1,...,k temos

k n n
I = [1— 1T (1-;@] =l<n=...=n=1e¢ [[Q-z,)=0

’f'=1r#j r=k+1 r=k+1
Logo, 1 = ...=xr =1 ez, = 1 para ao menos umr € {k+1,...,n}. Assim,
Ein—k
D (@) = Z( : > =r*_1, (1.11)
{@lz;=1} i=1

Para j=k+1,...,n,
> (@) =1 (1.12)
pois o vetor de estados x tal que
T1=1.., 2, =1,,2k4t1=0,... 2j-1 =0,2j41 =0,...,2, =0
€ o tnico tal que é;(x) = 1.

Logo, a importdncia estrutural de c; para ¢ serd,

227%—2™) ,paraj=1,...,k

IFE = (1.13)

227" ,para j=k+1,...,n.
Observe que os componentes cj, . . ., ¢, (dispostos em série) possuem importéancia
2(27% — 27"), muito maior que a importancia 2.2™" dos componentes Cgy1,...,Cn

(dispostos em paralelo).

1.1.2 Importancia de Birnbaum da confiabilidade do compo-

nente para a confiabilidade do sistema

Na secao anterior assumimos que os estados dos componentes z;, 7 = 1,...,n, sao

deterministicos. Nessa consideraremos que os estados dos componentes sao variaveis
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aleatoérias independentes definidas no espaco de probabilidade (2, 7, P), que deno-

taremos por X, com distribui¢ao de probabilidade,
P{X] = SC} = p;’(l _pj)l—x (114)

paraz € {0,1}ej=1,...,n.

Definicdo 1.5 A confiabilidade do componente c; é definida por p; = E(X;) =

P(X; = 1), ou seja, é a probabilidade do componente funcionar.

A confiabilidade do sistema é definida por:

P{¢(X) =1} = E[¢(X)].

ou seja, € a probabilidade do sistema funcionar.

Note que podemos expressar a funcao estrutura da seguinte forma:
d(x) = z;0(1;,x) + (1 — z;)$(0;,x). (1.15)

A igualdade acima permite expressarmos a funcio da estrutura de ordem n em termos
de funcoes de estruturas de ordem n — 1. Repetindo esse procedimento obtemos a
seguinte expressao:
n
6(x) =) [[ 21— =) ¥o(y) (1.16)
y =1

onde a soma é extendida a todos os vetores binarios y de ordem n e 0° = 1.

Desse modo, usando a suposi¢do de independéncia entre os componentes podemos
expressar a confiabilidade do sistema da seguinte forma:

EpX) = ED J[xra-x)“ex)=> [[ra—-p) o)

y =1 y =1

= h(p). (1.17)
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Logo, a confiabilidade do sistema é uma fun¢do multilinear da confiabilidade dos
componentes, denotada por hA(p), p = (p1,...,Pn), definida no cubo n-dimensional

{(p1,.--,pPn) : 0 <p; <1}

Observe que da expressao 1.15 podemos obter,

h(p) = E[¢(X)] = p; E[¢(1;, X) — 6(0;, X)] + E[¢(0;, X)], (1.18)
e portanto,
dh(p) _
W E[6;(X)] (1.19)

que é positivo pois ¢ é crescente e todo o componente é relevante (estritamente posi-
tivose 0 < p; < 1, j = 1,...,n). Concluimos que a funcio de confiabilidade h(p) é
crescente em cada p; e que a quantidade %E’f) é a taxa de crescimento da confiabili-

J

dade do sistema em relacdo a taxa de crescimento da confiabilidade do componente

¢;. Birnbaum (1969) usou essa nogao para definir a seguinte medida de importancia.

Defini¢ao 1.6 (Birnbaum 1969) A importdncia da confiabilidade do componente c;

para a confiabilidade do sistema ¢ €

I} = P(6(15X) - ¢(0;, X) = 1). (1.20)
Note que,
- dh(p
I = P(9(1;,) ~ 60, X) = 1) = Bl5; )] = T2
J
€ que no caso em que p; = ... = Py = % a importancia de Birnbaum se reduz a

importéancia estrutural de Birnbaum.

A importancia da confiabilidade do componente para a confiabilidade do sistema
sugerida por Birnbaum (1969) pode ser interpretada como a probabilidade do com-

ponente ser relevante para o sistema.
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Exemplo 1.3 Considere a estrutura do ezemplo 1.2 e p; = P(X; = 1) a confiabili-
dade do componente c;. Entdo, usando a suposico de independéncia dos componen-

tes, E(d;(x)) = I, com &;(x) dado na equagdo 1.12. Logo,

( & n
H pr[l_ H(l—Pr)} ,para j=1,....k
r=lpj r=k
=07, - (1.21)
Dr H (1-p)| ,paraj=k+1,...,n.
\ =1 r=k+1p-;

Um inconveniente da importancia de Birnbaum I f é sua dependéncia a um deter-
minado instante ¢, fixo no tempo. Introduziremos na se¢io seguinte a importancia de
Barlow e Proschan, que possui a caracteristica desejavel de nao depender do tempo.
Essencialmente, podemos interpreta-la como a probabilidade condicional que a falha

do sistema coincida com a falha do componente dado que o sistema, falhou.

1.2 Importancia de Barlow e Proschan

Nas secOes anteriores analisamos a confiabilidade do sistema e de seus componentes
em um instante fixo no tempo. No que segue analisaremos a confiabilidade do sistema
e dos componentes no intervalo de tempo [0,%]. A conexio entre os dois conceitos

pode ser realizada através de processos indicadores.

Se Ti, ..., T, sdo variaveis aleatoérias, definidas no mesmo espago de probabilidade
(Q, F,P), representando os tempos de vida dos componentes, definiremos os proces-

sos estocasticos X(t) = L{r;>¢}, continuos a direita, com limite a esquerda, de forma
que,
P{X;t) =1} = P{T;>1t}=Ft) (1.22)

P{¢(X(t)) =1} = P{T >t} =F() (1.23)
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onde T = inf{t > 0;¢(X(t)) = 0} é o tempo de vida do sistema (consideraremos
T = oo caso {} = 0).

Fi(t) = 1 — Fj(t) e F(t) = 1 — F(t) representam, respectivamente, a funcio de
distribuicao do tempo de vida do componente c; e a func¢ao de distribuicao do tempo

de vida do sistema.

Como os componentes nao sao reparaveis, interpretamos F](t) como a confiabili-
dade do componente c;, j = 1,...,n, no instante ¢ e F(t) como a confiabilidade do
sistema no tempo t. Note que a confiabilidade do sistema depende da confiabilidade
do componente através da relacio P(T > t) = h(F(t)) = h(Fi(t), Fy(t),..., Fu(t)),
onde h(F(t)) é definido em {(F},...,F,) :0< F; < 1,i=1,...,n}. Desta maneira

o tempo médio de vida do sistema, é

B(T) = / P(T > t)dt = / h(E(2))dt. (1.24)
0 0
Barlow & Proschan (1975) provou a seguinte proposicao.

Proposicao 1.1 Se o componente c; possui fungio de distribuicao F; absolutamente
continua com func¢ao densidade f; (7 =1,...,n), assumindo ci, . . ., ¢, independentes,

entdo a probabilidade que c; cause a falha do sistema, dado que o sistema falhou no

tempo t, é€,
P[g(1;, X(2)) — (05, X(t)) = 1{(o(X(t7)) — #(X(t)) =1)] = (1.25)
_ (1, F(®) = h(0;, F@IS(E)
Z[h(lj, F(t)) — h(0;, F(t))1£;(t)
Demonstragao

Como todos os tempos de vida dos componentes c;, 7 = 1,...,n, sdo independentes
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e tém fungoes de distribuicao absolutamente continuas, temos que,

P(e(15, X(t)) — 605, X(2)) = 1|(¢(X(t7)) — 6(X(?)) = 1)) =
P(¢(1;, X(t) — 6(0;, X(1)) = 1, 4(X(t7)) — (X)) =1)

P(o(X(t7)) — o(X(t)) = 1)
P15, X(#) — $(0;, X(#)) = 1,T; € [t,t + dt])

D PKE)) ~ 4(X() =1, Ty € [+ ae)
P(6(1;,X(8)) — 6(0;, X(1) = 1)f;(t)dt
ZP(cb(li,X(t)) — ¢(0;,X(t)) = 1) fi(t)dt
__[h15, P) — b0y PN (126)
Z[h(li, F(t)) — h(0;, F(1))] f:(2)

O seguinte corolario é uma consequéncia da proposi¢ao 1.1,

Corolario 1.1 A probabilidade que ¢; cause a falha do sistema em [0,t] dado que o

sistema falha em [0,t] €

/ (15, F(w) — h(0;, F(u))]dF;(u)
0 (1.27)

> [ 1h Fw) = 0, Py @

Considere ¢ — oo em 1.27 e teremos a probabilidade que c; cause a falha do
sistema quando o sistema eventualmente falhar. Note que nesse caso o denominador

é um. Essa probabilidade limite é a definicdo da Importancia de Barlow e Proschan.

Definigao 1.7 (Barlow & Proschan 1975) A Importdncia da confiabilidade do com-

ponente c; para a confiabilidade do sistema ¢ ¢,

127 = [ 10015, @) = b0, PN (0 (1.28)



1.2 Importéncia de Barlow e Proschan 13

Note que h(1;, F(t)) — h(0;, F(t)) = I7(t), que é a importancia de Birnbaum no
instante . Desse modo podemos entender a importancia de Barlow e Proschan como

uma média ponderada da medida proposta por Birnbaum, sendo o peso no tempo ¢

a funcdo densidade f;(¢).

Observacio 1.2 E interessante notar que, para t fizo,

dP(T >t) _dF(t) _ z": dF(t) dFy(t)

= _ (1.29)
dt dt £ dFy(t) dt

de forma que

ZIB (t)dF;(t) e F(t Z/ IP(s)dFy(s). (1.30)

Jj=1

Exemplo 1.4 Considere a estrutura do exemplo 1.2. Do exemplo 1.3 sabemos que

E(8;(x)) = I? onde:

( k n
H [1 H(l T] ,para j=1,...,k

Hpr H (1—pr) ,para j=k+1,...,n

Considerando os componentes independentes e identicamente distribuidos, com dis-

tribuicao exponencial de pardmetro \, temos que em um instante t fizado

R e e FEC TR
! e (1 —e M)kl para j=k+1,...,n

Portanto, para 7 =1,...,k temos

127 = [ et — (- eyt (131)
0
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Considere y = 1 — e~ . Assim,

1 1 1
EY = /0 (=)L —y"dy = /0 (1—y)"dy - /0 y" (1 - )y

1=k (=R —1) [ ! ) )
— _( ky) 0_(7’1, )n(' )/0 (n_k;;’(k—l)!yn k(l—-y)k 1dy
_ (%_(n—k)r!jk—l)!) (1.39)

pois f(y) = W&_kﬂy”_k(l — )1 € a funcdo densidade da distribuicdo
Beta[n — k + 1, k.

Para j =k+1,...,n, temos, considerando y = e™,

0 i
IJ}_BP - / e—k’\t(l _ e—At)n—k—l/\e—)\tdt - / yk(l _ y)n—k—ldy
0 0

_ k(n—-k-1)
= T o (1.33)

1.2.1 Importancia estrutural de Barlow e Proschan

Quando ndo temos informagdo a respeito da confiabilidade do componente p;(t),
podemos assumir que os componentes possuem a mesma funcao de distribuicao. Neste
caso a importéncia da confiabilidade de Barlow e Proschan do componente c; para ¢

com Fi(t) = Fy(t)=...=F,(t)=pé
= /0 [h(1;,p) — h(0;,p)]dp (1.34)

que chamaremos de Importancia estrutural de Barlow e Proschan de c; para ¢.

Teorema 1.1 Seja,

@)= > [5@) (1.35)

{z|zj=1Azx'=r}
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o nimero de vetores de caminhos criticos (ver definicdo 1.3) para o componente c;

de tamanho r. Entao, assumindo c,...,c, tndependentes,

n!

IjBPE _ i(r —Dl(n — T)!nr(j) (1.36)
r=1

Demonstracao:
1
pre = /0 [h(15,p) — h(0;,p)]dp

1

- / Y [8(15,%) = $(0;, )|p>#% (1 — )" > Tidp
0 X
1n

= / > (e (1 = p)"Tdp
0

e r— ‘\n—-rT): 1 1
= Zm(j)( DX )'/0 (T_l)?('n_r)!p’"l(l —p)"dp

n!
r=1

_ Z(T —1)l(n— T)!nr(j)

n!
r=1

pois f(p) = (T_l—)?('-n—_r)—!p"_l(l —p)" " é a funcdo densidade da distribuicdo

Beta[r,n —r + 1].

Observe que a importéncia estrutural de Birnbaum pode ser escrita como,

IFPP(g,t) = 2707 3 [5(x)]

{x|z;=1}

= 20Dy Y [5E) =20 nG). (137)

r=1 {x|z;=1Axx'=r}

Comparando as duas medidas de importancia estrutural vemos que I. fP E & de-
signado pelo termo n,.(j) ponderado por (L"—l);(,”—_r)', enquanto que I fE possui o0 peso

comum 2~™~Y para cada n.(j).



1.2 Importéncia de Barlow e Proschan 16

Exemplo 1.5 Considere a estrutura do ezemplo 1.2, onde,

( k n
H xr[l— H(l—zT)] ,para j=1,...,k

r=k+1

r=1ptj
5z = {7 (1.38)
z, H (l1—-=z)| ,paraj=k+1,...,n.
\ r=1 r=k'+l.,.#j

sendo ny(j) = Z{qzj=1 naw=13[05(2)] 0 miimero de vetores de caminho critico para

o componente c; de tamanho L.

Para j =1,...,k temos que
k n
II = [1 = | K¢ —x,)] =0 (1.39)
r=lp£j r=k+1
para todo | < k — 1. Logo,
n(j) =0, Vi<k-1. (1.40)

Quando k <1 < n temos,

ﬁ Ty ll— ﬁ (1—3:,)J:1<:>:v1:...=:1:k=1 e ﬁ(l—xr)zO.

r=lp£j r=k+1 r=k+1

Logo, 1 =...=xz =1 ez, = 1 para ao menos umr € {k+1,...,n}. Assim,

mi- X B@l=(" ) (L41)

{:BIZj=1AZZ’=l}
Para j=k+1,...,n,

@)= Y,  [G@=1 (1.42)

{a:|a:j=1/\zz’=l}

para | = k, pois o vetor de estados x tal que

.’111=1,...,$k=1,£L‘k+1—_—0,...$j_1=0,$j+1=0,...,$n20



1.3 Importancia de Natvig 17
€ o nico tal que 0;(z) = 1.

Logo, a importdncia estrutural de c; para ¢ serd,

nz—l(ln_k )W ,para j=1,....k

- = —k+1 n!

(k—1)!(n—k)!
n!

BPE
IJ'

,para j=k+1,...,n.

1.3 Importancia de Natvig

Intuitivamente parece que componentes que por sua falha causem maior reducao no
tempo de vida do sistema sdo os mais importantes. Através dessa nocao Natvig

(1979) define:

Definicdo 1.8 (Natvig 1979) A Importdncia da confiabilidade do componente c; para

a confiabilidade do sistema ¢ €

I' = E(Z;) (1.43)

onde Z; denota a reducao no tempo de vida residual do sistema devido a falha do

componente ¢;. Assumiremos E(Z;) < oo.

A idéia que envolve a importéncia [ ]N ¢ propiciar a analise da confiabilidade do
sistema durante sua realizacdo, permitindo que reparos ocorram aumentando seu

tempo de vida até o momento de sua falha.
Natvig (1982) introduz as seguintes varidveis aleatérias:

le = tempo de vida restante do sistema no instante imediatamente anterior a

ocorréncia da falha do componente c;.
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on = tempo de vida restante do sistema no instante imediatamente posterior a

ocorréncia da falha do componente c;.

Note que,

Z; =Y} -YP20.

J

Uma outra. interpretacao para -Y}l é

le = tempo de vida restante do sistema no instante imediatamente posterior a
ocorréncia da falha do componente c;, o qual é imediatamente reparado, tendo a
mesma distribuicdo do tempo de vida restante como teria no momento imediamente

anterior a sua falha.

O componente assim reparado teria um tempo de vida total R = T} + le com
funcao de distribuicao G;, onde o tempo de vida adicional Y;l tem funcao de sobre-

vivéncia definida por
P(Y;1 >t—s|T; =s) = P(T; > t|T; > s) (1.44)
onde s < t.

Desse modo,

Gi(t) = P(Y}+T;>t)=P(T; >t)+ P(T;+ Y} >t,T; <t)

t
=P@>ﬂ+/ﬂﬁ>%ﬂﬂ:$@@
0

t
::P@>o+/Pm>wn>mm@
0

==E@+[%%vmm@=ﬂw—ﬂmmﬂwm

= F()(1 - Fy(0). (1.45)
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Esta operacao de reparo é conhecida na literatura como um reparo minimo do
componente c¢; em que sua taxa de falha é reconstituida a condi¢do imediatamente

anterior a falha.

Agora, considere dois casos: T; < T e T; > T (como definidos em 1.22 e 1.23, T}
e T denotam os tempos de vida do componente ¢; e do sistema, respectivamente).

No primeiro caso temos que:
Z;=Y} -V =V} +T,— (P +T) = (}+T)-T=R-T.
No segundo caso note que R = T'. Logo,
Zj:le—Y}O:0—0=O:R—T.
Desse modo,
Z;j=R-T (1.46)
vale sempre.

Pela equacio 1.24 temos que
B(T) = / " h(E (@)t
Logo, O
I = B@)= [ GO RO - [ aE@
— [THIE®Q - mFE)L Bk~ [ aE@l
= [l B — oy FOUA (O~ Fy 0
- [ - EomBo)Pow (1.47)

Observe que como a medida de Barlow e Proschan I JBP , a medida de Natvig pode

ser interpretada como uma média ponderada da medida de Birnbaum.
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Exemplo 1.6 Do ezemplo 1.3 sabemos que E(3;(x)) = I onde:

( k n
H prll— H(l—pr)] ;para g =1,...,k
B r=lp£; r=k+1
Ij 9 k n
Hp'r H (l_pr) ;paraj:k+1,"'7n‘

L r=1 r=k+ 17.?5]'

considerando o sistema do exemplo 1.2. Tal qual o exemplo 1.4 consideraremos os
componentes independentes e identicamente distribuidos, com distribuicao erponen-

cial de pardmetro \. Desse modo, temos que, em um instante t fizado,

£ - e-(k—l)kt[l ={1= e—'\t)"‘k] ,para j=1,...,k
! e (1 —e M)kl para j=k+1,...,n.

Logo, para j =1,...,k temos

N = k—1)At At xeynty Ae
g =/ —e DM In(e N1 — (1 — e H 2t

0

Sejay=1—e . Assim,

1 1 1 1
N: _ - _ _ k—-111 _ ., n—k - __ _ _ k-—ll_ n—k
B = [ =50 -p0 -0 -y = =5 [ 1m0 ) @ -9 - vy
n (1)

Considere,

(I) In(1—y)=u—du= —ﬁdy
I  (Q-yrF -y Hdy=dv—v= /(1 —y)* L -y Mdy = /(1 —y)*dy

1 — k
_ /(1 _ y)k—lyn—kdy - _( ky) _ /(1 _ y)k'lyn_kdy.

(i)
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Desenvolvendo (II1), utilizando o método de integracao por partes,

/ (1—y)f Tty Fdy =

— )k _\k
— (_1)yn—k(l ky) -I-(n—k)/ (1 ky) yn—k—ldy

—y)* - — q)kt1 o)k
= (oL ky) + : [(_1)9""“‘1% +(n—k-1) / (1k—?:)1_+ y 2y
B n—k yn—k—j+1(1 y)k-H 1( )(] = 1)| (TL _ k)' . .
= (771! TR /y (1-)""dy

nktl yn—k—j+l(] _ 4)k+i-1 (ﬂ—f) (5 —1)!

- - Z (k+] 1)

Aplicando (III) em (II), temos,

]'

n—k+1 'n.k-—_7+11_ k+j—1(n—k =T
= Fa =y = -3 R

Logo, de (I) e (II), temos que,

N 1
¥ = —X(uv—/v(du))

Y n—k+1 , n—k—j+1 1 k4+j—1(n—k -1
__HMkauyy+zy (1-y) (XJ)H

1

k (k+] l)]|

j=1

0

1 1T 1— k n—k+1 yn—k—j+1(1 y)k+_] 1 (,7 _ 1)| 1
+X/_%%+Z mlf) -
i j=1 ( j )3! Yy

n—k+1 'nk

1 (1—y)’c 1 T - y)* () (G - )
= '):/0 + Z (k+] 1)]! dy

i i
1 AU S s el G T 1)‘ ki ;
— X [_A ( y) d 4 Z k+] 1 /0 y k J+1(1_y)k+J 2dy
J

+"§1 (52 k)( )(n k— ]+1)‘(k+]—2)']

(1-y*
k?

k‘+] 1 Tl'

1

_ i ) 1)'k+]—2]
- k:+y -1 .

j=1 J- (k+7;—1)
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Para j =k+1,...,n, considerando y =1 — e~ temos,

1
1
B [ -3ma-pa- v

-1 yn—k—;) y)k-i—] 2( ) ] _ 1

n—k
= In(1 —y) Z G

/1" b 1y" ’“‘J( —y) (NG -1 1
: (k+] 2)3' 1 -y

| M

kOG- g
(k+j—2) n /0 Y £ ](1—y)k+J de

1.4 O conceito de Bergman

Bergman (1985) observa que, de um modo geral, podemos obter medidas de confia-
_ bilidade do componente para a confiabilidade do sistema através da diferenca entre
as médias dos tempos de vida do sistema quando modificamos a func¢do distribuicao

do tempo de vida do componente.

Dessa forma considerando que Fj e G; sdo, respectivamente, as func¢oes de distri-
buigao original e modificada do tempo de vida 7} do componente c;, Bergman (1985)

propoe a seguinte medida de importéncia:

Defini¢ao 1.9 (Bergman 1985) A Importdncia da confiabilidade do componente c;

para a confiabilidade do sistema ¢ €

I7° = Eg,(T) — Ep,(T). (1.48)
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Note que, utilizando a suposicdo de independéncia, temos que,

BG
Ij

Eq,(T) - Ep,(T PG (T > t)dt — /OOPF (T > t)dt
0

= / PG] T < t ij(T S t)dt

- jA<%wwmﬁwn—M%F@D—ﬂ@wmﬁﬂm—hmiwmm

- 7/ﬂa—fmnr%1—ﬂmnmmjun—mmfwmﬁ

- [[G0-Foroe (1.49)

Observacao 1.3 Considere a sequinte modificacao infinitesimal da funcao de distri-

bui¢ao do tempo de vida do componente c;,

G,(t) = F(t7) (1.50)
Logo,
Eo,(T)~ B (1) = [ 1°6) (Bt) - Fio)
%AJWMNﬂ Fi())dt
" / TIB() () dt. (1.51)

Assim podemos interpretar que a importdncia de Barlow e Proschan é obtida

através de uma tranformacao infinitesimal de F;(t) quando se verifica 1.50.

1.4.1 Aplicagao 1: Modificacao por reparo minimo

Considere a modificacao do componente atraves de reparo mimino. Da equacao 1.45

temos que,

G,(t) = Fi(t)(1 ~ m Fy(). (1.52)
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Logo,

179 = B(2) = e, (1)~ Bn(D) = [ -~ BOWBOP@d =1 (1.5

que é a importancia de Natvig. Ou seja, para a modificacao através do reparo

minimo a relagao I JBG =1 JN é valida.

Seguindo a idéia proposta por Bergman (1985), sugerimos uma importancia cuja
modificacdo do componente corresponde a tranformagdo em paralelo do tempo de

vida do componente c;.

1.4.2 Aplicagao 2: Modificagao por transformagao em para-

lelo

Sejam S e T variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com
fungdo de confiabilidade Fj(t). A funcdo de confiabilidade da transformagdo em

paralelo do componente c;, SV Tj, é:

Gi(t) = P(T;VS>1t)=2P(T; > 1)~ P(Ty > t) = 2F5(t) — Fy(t)?

= F(t) + BO)F0). (1.54)

Note que,

7 = B0~ B0 = ([ BoRORO@+ [ Fored)- [Thoros
= [ moROIZO: (1.55)

que definiremos como a importancia por transformacao em paralelo.

Definicao 1.10 A Importdncia por tranformagio em paralelo da confiabilidade do
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componente c; para a confiabilidade do sistema ¢ é,

716) = [ @B @ (1.56)

Exemplo 1.7 De maneira similar aos exemplos 1.4 e 1.6 iremos aplicar ao sistema
do ezemplo 1.2 a importincia por transformagdo em paralelo. Da mesma forma
consideraremos os componentes independentes e identicamente distribuidos, com dis-
tribuicao exponencial de pardmetro A. Desse modo, temos que em um instante t

fizado

IB(t) B e~ ®=DX[] _ (1 —e M)k  paraj=1,... .k
J N1 —e?) T paraj=k+1,...,n.

Para 5 =1,...,k temos,

IJPL — / e—At(l _ e—)‘t)e—)\t(k—l) [1 _ (1 _ e—At)n—k]dt
0

Sejay=1—e . Assim,

1 1 B B 1 1 _ 1 e
TH —/ y(1—y)* 1 —y" ’“]dy=XU y(1—y)* 1dy—/(l—y)’“ Lyt dy
0 0 0

A
1[(n—k+DI(k—1) 1
X\ (n+1)! kk+1)]
Para j =k+1,...,n, considerando y = 1 — e~ temos,
] 1 1
IJPL — /0 e—’\t(l _ e—At)e—kAt(l _ e—At)n—k—ldt — X/0 y(l _ y)kyn—k—ldy

_ 1kl(n—k)!

A (n+1)°

De maneira equivalente a Se¢ao 1.2 definiremos a seguinte medida de importancia

estrutural para tranformacdo em paralelo,

IPEE(j) = / p(L — p)(h(L;, ) — h(0;,p))]dp (157)
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Teorema 1.2 Seja n,(i) o nimero de vetores caminho criticos para o componente

¢; de tamanho r. Entdo,

n

IPLE(j Z; n;;* D ). (1.58)

Demonstragao:
IZ*G) = /0 [p(1 — p)(h(15,p) — h(0;, p))ldp
1
N / Zp(l — p)[#(15,%) — ¢(05,x)|pZ™(1 — p)* 1 Xidp

- [Srowa-
= Z (9 )(n+2) /0 (nj2)pr‘1(1—p)”‘rdp

r=1

n—-r+1 )
Z( )(n+2)! )nr(J)~

Exemplo 1.8 Considere novamente a estrutura do ezemplo 1.2, onde,

( k n
H mrll— H(l—xr):l ,para j=1,... .k
b = { AL T
H:vr H (1-—=z.)| ,paraj=k+1,...,n
\ =1 T—k:+17.¢J

Como visto no exemplo 1.5, para |l > k — 1, temos que,

(l:‘,;'fl) ,para j=1,....k

nl(j)
1,paraj=k+1,...,n

Logo, a importdncia estrutural da transformagdao em paralelo de c; para ¢ serd,
n—1
—k Di(n—1+1)!
Z(lnk 1>M2——t—),pamj=1,...,k
JPLE _ =k L (n+2)!

B Dl(n—1+1)!
Z( ( )

,paraj=k+1,...,n
(n+2)! P



CAPITULO 2

Importancia da confiabilidade do
componente para a confiabilidade do

sistema: caso dependente

Consideremos o vetor (T1,...,T,) de n variaveis aleatoérias finitas e positivas defini-
das em um espago de probabilidade (€2, F,P), que representam os tempos de vida
dos componentes de um sistema coerente. Assumiremos que os tempos de vida sao

dependentes e que ndo existem falhas simultaneas, isto é, P(T; # T;) = 1 para todo

i#3,4,5€{1,2,...,n}

Observacao 2.1 Por simplicidade de notagao, vamos assumir no decorrer desta dis-
sertacdo que as relagoes como C, =, <, <, enire conjuntos mensurdveis e varidveis
aleatorias, respectivamente, sempre serdo com probabilidade um. Com isso o termo
P-q.c. serd omitido. Para esperangas condicionais nao vamos fazer diferenca entre

uma versao e a classe de equivaléncia P-q.c. dessas versoes.

27
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2.1 Representacao em série de um sistema coerente

Denotamos por Ty < T(9) < ... < T(n) os tempos de vida T3,...,T, ordenados,
como ocorrem no tempo, e chamaremos de marcas X; = {j : (3 = T3}, 1 < j < n.
Convencionalmente consideramos T(,11) = T(pt2) = ... =00 € Xpy1 = Xpyo = ... =
k onde k é uma marca finita (ficticia), ndo pertencente a {1,2,...,n}. A sequéncia

(Ts), Xi)i>1 define um processo pontual multivariado (defini¢do A.10), sendo

th = Z Ng’i = Z I{T(i)St,Xi=j} (2.1)
i 7

o processo de contagem associado ao componente ¢;, 1 < j < n.

A formulacao matematica de nossas observacoes é dada por uma familia de o-

algebras de F, denotada por (F;):>o onde

Fi=o{l{y>sx=j3,0 <8 <t,1<i<n, 1 <j<n} (2.2)

Intuitivamente, a cada instante ¢t o observador conhece a ocorréncia ou nao do

evento {I(;) <t,X; = j} e, caso tenha ocorrido, conhece o valor exato de T;.

O processo (N:’j )i>o definido por N = {1, <t,x,=j} € um Fi-submartingal. Pela
decomposi¢ao de Doob-Meyer (Teorema A.2) conhecemos que existe um tinico pro-
cesso estocéstico (Ai‘j )t>0 crescente, Fy-previsivel e continuo a direita, com Aé’j = 0 tal
que N} — A% ¢ um F,-martingal. Como N}’ conta somente no intervalo (Ti-1), T
o compensador correspondente A%/ deve ser constante fora do intervalo. A conta-

oo

gem de falha do componente c; é dada por N = ZNf’j com JF;-compensadores

i=1
o0
Al = E A}’ pois a soma finita de F;-martingais é um F;-martingal e a decomposi-
., =L
¢ao é unica.
O processo compensador é expresso em termos de probabilidades condicionais,

dada a informacdo até o instante ¢ e, desta forma, generaliza a noc¢do de risco (ver
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teorema A.4). Intuitivamente é a propencdo de falha no instante ¢ condicionada a

toda a informacao imediatamente anterior aquele instante.

Estamos interessados em analisar os tempos de vida dos sistemas coerentes, que

podem ser representados pela decomposicao série-paralelo

T =T(T) = min maxT; (2.3)

1<i<r jeK;
onde K;, 1 < i < r, sao os conjuntos de cortes minimais do sistema, isto é, um con-

junto minimo de componentes cuja falha causa a falha do sistema e T = (T3, ...,T,).

Observacgao 2.2 Como {T > t} = { ﬂ U {T; > t}} e T; sao Fi-tempos de
; 1<i<r jeK;
parada, T também é um F;-tempo de parada.

2.1.1 Importancia de Birnbaum

No caso em que assumimos independéncia entre os tempos de vida dos componentes,
uma interpretacdo da importéncia de Birnbaum IJB é considera-la como sendo a
probabilidade do componente c; ser critico para o sistema. Essa mesma no¢ao esta

implicita no conceito de nivel critico de um componente.
Definicao 2.1 O nivel critico de um componente c;, denotado porY;, € o primeiro
instante a partir do qual a falha do componente causa a falha do sistema,

Y; = inf{t > 0: (L, X()) — #(0;, X(1)) = 1}, (2.4)
sendo Y; = oo caso {} = 0.
Observagao 2.3 (i.) E fdcil notar que o nivel critico de um componente em série

com o sistema € zero e que o nivel critico de um componente em paralelo com

um subsistema, constituindo um sistema, € o tempo de vida do subsistema.
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(ii.) Note que o sistema pode falhar antes do componente se tornar critico, e também

que o componente pode falhar antes de se tornar critico.
Uma forma equivalente de expressar matematicamente que o componente c; é
critico no instante ¢ é

{Y; < t < T} & {015, X(t)) — (05, X(8)) = 1}. (2.5)
Portanto, no conjunto {7; = t} podemos definir

Definigao 2.2 A importdncia de Birnbaum da confiabilidade do componente c; para
a confiabilidade do sistema, no tempo t, € a probabilidade do componente ser critico

no instante t, isto €,

IP(t) = P(Y; <t < T|T; = t). (2.6)

Observagao 2.4 Claramente, se 0os componentes sGo independentes If(t} é a im-

portancia de Birnbaum dada pela definicao 1.4.

2.1.2 Importancia de Barlow e Proschan

Das realizagoes do processo pontual temos que, em um intervalo infinitesimal

{Tedty= |J {Tyedt} (2.7)

{5:Y5<t<T}

de maneira que podemos enunciar:

Teorema 2.1 Se T € o tempo de vida de um sistema coerente com n componentes

C1,C,...,Cn cujos tempos de vida Ty,Ts,...,T, sao tempos de parada totalmente
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inacessiveis, diferencidveis, e se A{ € o Fi-compensador de T; (de th = Lin<sy)
entdo, no conjunto {T > t}, o Fi-compensador de T (de Ny = lir<yy) €

A, = zn: (Al — 43, )+ (2.8)

=1

onde Y; é o nivel critico do componente c; e (a)* = max(0, a).

Demonstracgao:
Observe que o processo 1y, <<t} € Fi-previsivel e que, pela defini¢do de compensador

(definicdo A.11)

E [/ Ctl{Yj<tST}dth] =K {/ Ctl{Y,-<t§T}dAZ] (2.9)
0 0

para todo processo (ct):>0, positivo e F-previsivel.

Como {T € dt} = U {T; € dt} podemos escrever que
{3:Y;<t<T}

AN, = 1y, «<ydN} (2.10)

J=1

Portanto,

E I;/ Csts] = F [/ Cszl{i’j<SST}ng:| = ZE |:/ csl{Yj<s§T}ng:|
0 0 j j 0
j 0 9 j

de forma que
AT

t t
A = / D Liyy<ecrydAl =) / liy;<s<rydAl =) dA?
0 i 70 i

Y;

= Z(A{AT—A{,j)+. 1)

No que segue consideraremos o tempo de vida do sistema depois de seu nivel

critico Yj, e representaremos nossas observagoes por

Fype={A € Fo : AN{Y; +1 < s} € F,,Vs > 0}. (2.12)
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Definiremos T} = E[(T; — Y;)*|Fy;] os tempos de vida e
Mt] = l{TJrgt} =F [1{Yj<T,—SY-+tIfyj}} =B |:Ni7;_'j+t - N{,j|f1/j:| (2.13)

os processos de contagem correspondentes.

Teorema 2.2 Considerando as notagées acima, o Fy, ¢-compensador de M} é

B! = E[A} ,, — A, |Fy). - (214)

Demonstracao:
Pela decomposicio de Doob-Meyer temos que o F;-martingal N/ — A & uniforme-
mente integravel e Y; + ¢t é um F;-tempo de parada. Pelo teorema da amostragem

opcional (teorema A.1) temos,
E[N{’j—f-t - A%+t|-7:1G+S] = N)j’j+s - A{fj+s (2.15)
Logo,
E (M - Bi\Fys)] = E[B(Ni,, - N§IF) - B(AL, — ALIF) Fe]
= E[E(N}, ., — A | Fryes)| Py — E[E(NY, — AL, | Fryi0)| Fy]
= BNy, — Al Fy) — BN — 4| F)
= E(N.,— Ny|Fy,) — B(A, ., — AL |Fy,)

= M!-B. (2.16)

A teoria acima permite representar uma estrutura coerente através de uma estru-

tura em série.

Teorema 2.3 Com as notagées acima o tempo de vida do sistema T €, quase certa-

mente, igual ao tempo de vida do sistem em série T* = ;n<in (T} +7Y;).
;<00
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Observe, que a importancia de Barlow e Proschan da confiabilidade de um com-
ponente para a confiabilidade de um sistema pode ser interpretada pela probabilidade
de que a falha do sistema coincida com a falha do componente. Como 7™ é o tempo

de vida de um sistema em série temos,

P(I; =T*) = P(Ij <T") = Ell{r; <] = E[B}.] = E{E[A}, 1. — A}, |Fy]}
- E [(A; ~ A, )+] (2.17)

e definimos

Definicao 2.3 Seja T' o tempo de vida de um sistema coerente ¢ e seja T; o tempo
de vida do componente c;. A importincia de Barlow e Proschan da confiabilidade do

componente c; para a confiabilidade do sistema € definida por

IPP = E[(A} — 4,.)"]. (2.18)

Observagao 2.5 (i.) No caso em que T; € um tempo de parada totalmente inaces-

sivel o Fi-compensador de 11,<i} € continuo e
T o
B[4 — 4] = B| / dA)] = B / 1y, <cocrydd]. (2.19)
Y; 0

(ii.) Se os componentes sao independentes, o F;-compensador do tempo de vida T}
¢ A] = —log Fj(t AT;), onde F;(t) = 1 — Fj(t) € a funcdo de sobrevivéncia do
tempo de vida do componente c;, isto €, € a confiabilidade do componente c;

para o intervalo [0,t].

Proposigao 2.1 Se os componentes sao independentes com distribui¢oes absoluta-
mente continuas, a importdncia da confiabilidade do componente c; para a confiabi-

lidade do sistema €

IPF = / h IP (t)dFy(t). (2.20)
0



2.1 Representacao em série de um sistema coerente 34

Demonstracao:

2| [ 10seni-oe Bt n)| = B | [“1ogaendi-tog (1 a0 |
[ B[ [ 10saemd-toe ExonT = 5] ap(o

1), [ o B 0] =2 [ tosaengig [ anco] amce]

E[/O 1{yj<t5T}dF(t] / P(Y; < t < T|T; = )dF(t) = /mlf(t)dﬁ}(t).

0

Para provar a proposicao acima utilizamos a suposi¢ao de independéncia dos com-

ponentes. Mostraremos que a independéncia nao é uma condi¢ao necessaria para a

medida de Barlow e Proschan.

Proposigao 2.2 Sob a notagdo acima, se T; é um Fi-tempo de parada totalmente

inacessivel, entao

IFF = / - IP(t)dF;(t). (2.21)
0

Demonstracao:

Primeiramente observe que o processo l{y;<s<T} € continuo a esquerda e, portanto,

JFi-previsivel de forma que

t
[ tosccnd - 4) (2.22)
0

é um F;-martingal de média zero (LemaA.2). Segue que, em {7T" < t},

t i
E { / 1{Yj<ss¢r}d(A§)} = E [ / 1{Yj<ssr}d(Ns’)] =E [Lyy<ryeny] = P(Y; <T; < T)
0 0

= /oo P(Y; < s < T|T; = s)dF;(s) = /oo I7(s)dFj(s). (2.23)
0 0
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Exemplo 2.1 Dentre as ezxtensoes das distribuicoes exponenciais bivariadas, a pro-
posta por Freund (1961) modela a funcgao de distribui¢ao bivariada de dois compo-
nentes formando um sistema paralelo de maneira que quando um cbmponente falha
o sistema continua funcionando com o outro componente sobrecarregado.

T1
@

T2

Figura 2.1: Sistema em paralelo proposto por Freund (1961)

Esta distribuicao bivariada € definida pela funcao densidade de probabilidade,

af exp{—0t— (a+0—[0)s} ,se0<s<t
Ba! exp{—a't — (a+ B —ad')s} ,se0<t<s.

le,Tz (3’ t) =

sendo o, a, 3,6 > 0.
A importdncia de Barlow e Proschan para o componente 1 € definida por:
15 = B{(Ap - AQ)") = Bl 1oncueryddt
ondeY1=T, eT=T1VT.

Em {T; < s}, a intensidade do componente 1 €

A\ = Ba’ expla't — (a+  — &')s]
* [ B expla’t — (a+ B — o )uldu

ds=a+p—d (2.24)
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Logo,
52— / Ln<ocnydAl] = / P(T3 <z <T)(a+f — o')dz
0 0

= (a+pB-4a) /Ooo/oo/oxﬂa'exp[—a’t— (a+ B —a')s|ds dt dz

- %—_—?ﬁ /Ow [1 - exp(—a'z)] exp[—(a + § — a')z]dz
1 1
- ﬁ[(a+ﬁ—a')_(a+ﬁ)]' o

2.2 Importancia de componentes através de trans-

formacgoes nos compensadores

No primeiro capitulo observamos que, de um modo geral, podemos obter medidas de
confiabilidade do componente para a confiabilidade do sistema através da diferenca
entre os tempos médios de vida do sistema quando modificamos a fun¢ao distribuicao
do tempo de vida do componente. Nesta secdo, para generalizar os conceitos de
importancia para componentes com tempos de vida dependentes, utilizaremos esta

mesma idéia no espago dos processos compensadores.

Observamos um resultado bem conhecido de que existe uma correspondéncia bije-
tiva entre o espaco das funcoes de distribuigao e o espago dos processos compensadores
dada pela férmula exponencial de Déleans

P(T; > t|7) = exp[—(4])7] [[ (1 —A4) (2.26)
0<s<t
onde (A])i>0 € 0 processo Fi-compensador de (17, <)o, (A?) & a parte continua

de Al e AA] = A] - Aft_) a parte discreta.

Dessa forma interpretaremos a modificacao da funcao de distribui¢do de um com-

ponente através de uma transformacdo em seu compensador. O teorema enunciado
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abaixo permite determinarmos o compensador que corresponde a modificacao da fun-

¢ao de distribuicao deste componente.

Teorema 2.4 (Teorema de Girsanov) (Bremaud 1981)
Sejam T}, 1 < j < n, F;-tempos de parada totalmente inacessiveis, representando o0s
tempos de vida dos componentes c;, 1 < j < n, respectivamente, e sejam th = li1<ty

0s processos de contagens com os correspondentes Fi-compensadores A7, 1 < j < n.

Sejam (of)i>0, 1 < j < n, processos nao negativos, Fi-previsiveis, tais que, para

todot>0el <j<n,

t
Y, = / oddA’ < co. (2.27)
0
Entao,
- j \N j_ v
Lo, = [ [ (o%,)™ exp[A] — ] (2.28)
3=l
com oy = (af,a2,...,aP), é um F;-martingal local ndo negativo.

Em adigao, se E[L,,] = 1, a medida de probabilidade definida pela derivada de
Radon-Nikodyn,

dQq,
dP

= Lo, (2.29)

€ tal que, sob Q,,, F{;t é o tunico F;-compensador de Nj .

dQ_

Em particular, denotamos a{ =1, .51, a{, Livissl) €=t = La{.

Observacgao 2.6 No caso em que 0 < a{ < 1, o processo taza de falha a{dA{ € me-
nor do que o processo dA{ e podemos interpretar a transformagao como uma melhora

no tempo de vida do componente j.
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Demonstracao

Considere os F;-tempos de parada definidos por

Uy =inf{t >0: Al >k ouT%, > k}. (2.30)

Claramente temos que Uy T oo quando k T co.

Portanto é suficiente provar que o processo
at/\Uk H a] ) tAUk exp At/\Uk Fi/\Uk]' (2'31)

é um F;-martingal limitado para mostrar que L,, ¢ um F; martingal local.

Para qualquer tempo de parada U < U, podemos escrever
U s
L, =1- [ el [ (- ad)do}1 - (V] - Mpds (2.32)
0 0

que é um F;-martingal (ver lema A.2).

Note que se U < T}, entao,
U

U s s
b, =1 +/ exp{/ (1—ad)Ndv}(1—ad)Nds =1+ exp{/ (1 —ad)Mdv}
0 0 0

0

U
= exp{/ (1 - ad)Ndv} (2.33)
0 ;
Se U > T}, entao,
U s
L, = 1+ [ e[ (1-ohNdn}1 - axids -
U s
[ et [ @ ey - aav)
’ T; ’ o u L
= ([ (1-a¥dv+ [ (1—ad) Nv) -
0 T S~

T o .
s / (1 - ad)Ndv}(1 — o)

= ([ (-, (2.31)
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Como P(T; =T;) =0, Vi # j,

Loy, H ity (2.35)

é um F;-martingal limitado. Segue que Lat é um martingal local.

Agora queremos mostrar que sob a medida @,, definida pela derivada de Radon-
Nikodym

dQa,

-5 = La, (2.36)

I, & o F;-compensador de NN.

Primeiramente note que,

ElLy]|=1= / dQs, =1
Q

logo Q,, € uma medida de probabilidade.

Considere o tempo de parada U < Uy. Pelo teorema anterior L,,,, € um Firy-

martingal onde, sob Q,,, e usando a formula integral de Dellacherie (Teorema A.3),

temos,

Eo., [T = ElLyT%) = E| / LdrY]

- B / Hogsoy [] (o)™ expldl — T¥] expl] — TZJadpids
0 'i=1j9éi

— B[ tocen]] (oh)"™ expldi ~Ti]exp[4] ~ TYJotaN?
0

i i=lji

=

n i Ni' i i . o .
= B |lgeoy | II ((02)" explAf, — %)) expldh, — T, ]od,

i=1jti

= E _1{7}'§U}L-’_7Z"'j:| = Bq.,, [Lz<vy] = Eo., [N7). (2.37)

Logo, pelo Lema de Komatsu (Lema A.1) e pelo teorema de Doob-Meyer (Teorema

A.2) temos que I, é o Fi-compensador de N/
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Assumiremos que os tempos de vida dos componentes sao F;-tempos de parada
totalmente inacessiveis e, portanto, os compensadores de N] = 1{7,<¢ sao continuos.

Em adicao, assumiremos que sao diferenciéveis.

Exemplo 2.2 Caracterizacdo de um reparo minimo através da transfor-
macao dos compensadores.
Considere o tempo de vida T; do componente c; com fungdo de distribuicdo Fj(t).

Neste caso o F;-compensador de Ni no conjunto {T; >t} é Al = —In P(T}; > t| ).

Para o caso de componentes independentes verificamos na se¢ao 1.8 que o tempo
de vida T; com fung@o de distribuicdo Fj(t) € transformado em um tempo de vida

total T; + Y} com fungdo distribuicao
G;(t)=1—-F;(t)(1 — InF;(2)).. (2.38)
de forma que
G;(t) = exp[-Af](1 + A]) (2.39)
e —InGj(t) = Al —In(1+A]) é o Fy-compensador de T;+Y} no conjunto {T;+Y} >
1.

No caso de componentes dependentes devemos encontrar uma formulagao através
de transformagdo no compensador que preserve a intuicao acima. Notemos que
IV =Al —In(1+ A) = /t i.dAg , (2.40)
‘ o 1+ A

e propomos definir reparos minimos através de tranformagao nos compensadores por

t
¥ = / oddAl (2.41)
0

Al

i_ . .
Y eal=1parai#j.

onde ol =
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Seque que,

, A, \™ o .
Lz,t=<1+ ;V.) expl4] — (4] —In(1 + 4)] (2.42)
T;

- . _ . _ j
com lim;_,, L), =L} = ATj.

Como A%j , 1 < j < n, sao varidveis aleatorias i.i.d. com distribuicao exponencial

. aQ ; )

. Fa . _ b ad
padrao, temos E[AT,-] = 1. Podemos definir Q,,; por —p= = ATJ_ e, usando o teorema

de Girsanov (teorema 2.4), concluimos que, sob Qai.'o’ IV é o F;-compensador de th.

g

Exemplo 2.3 Caracterizagao de transformagao em paralelo através de com-
pensadores.
A fungdo de confiabilidade da transformagao em paralelo T'V Tj, do tempo de vida

do componente cj, onde T' e T sao i.i.d. €
G,(t) = P(TVT > ) = 2P(Ty > 1) P(Ty > 1)° = 2F5(0)-F (1) = Fy()+ F5 (1) Fy ).

Seque que, no caso de componentes independentes, Al = —InP(T; > t|F) € o F-
compensador de 1;r,<¢ no conjunto {t < T;}. Como P(T;VT > t|F;) = exp[—Al](2—

exp[—Al]), temos que
~InP(T; VT > t|F;) = Al — In(2 — exp [~ A]]) (2.43)
é 0 Fi-compensador de T; V T no conjunto {t < T; VT'}.

No caso de componentes dependentes, a transformagao que preserva o resultado

acima é
. ¢ - _AJ . . .
ro— / (2 2 exp] A.s]) dAI = Al — In(2 — exp[—Al]) (2.44)
¢ o \ 2— exp[—Al]
onde,
9 A
o = 2= 2exp[—Aj] (2.45)

* 2 —exp[—Al
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eal=1sei#j.

Segue que
. N
. 2 —2exp[-AL]| " ) . .
L= ) exp[A] — (A} — In(2 — exp[-A4]]))]
2 — exp[—-A7]
e que
Li, =2-2exp[-AL] (2.46)
com
E[2 — 2exp[—44,]] = / (2 — 2 exp|—1]) exp[—tldt = 1. (2.47)
) 0

Podemos definir Q o Giravés da derwada de Radon-Nikodym

dQ i .
%0 _9 _ —_AJ
7P 2 — 2exp[—A7] (2.48)

e, utilizando o teorema de Girsanov concluimos que, s0b Q ; , I'), € o Fy-compensador
{o o}

de N7.

2.3 Importancia de Bergman

Utilizando o teorema de Girsanov e a idéia de modificagao na funcao de distribuicao

dos componentes sugerida por Bergman (1985), propomos a seguinte importancia:

Definicao 2.4 Se La{ é uniformemente integrdvel, T é integrdvel e T} € finito, entao,

a importdncia da confiabilidade do componente para a confiabilidade do sistema €

I7%(ad,) = Eq , (T) = Ep(T). (2.49)

Observacoes:
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(i.) Podemos interpretar I fG (ad,) como a quantidade de tempo pela qual a esperanca
do tempo de vida do sistema cresce quando uma operagao correspondente a o,

é realizada no componente ¢; com tempo de vida Tj.

(ii.) A definicdo é significante para quaisquer tempos de vida. Em particular, ne-
nhuma suposigdo de independéncia é necessria no contexto em que 7; é o

tempo de vida do componente c; e T' é o tempo de vida do sistema.
(iii.) Dada a hipotese E[L,; | = 1, IPC(ad,) pode ser escrita como

BG(, i\ — .
I7%(ad,) = —cov(T, L, ). (2.50)

Exemplo 2.4 Considere a transformagdo no compensador originada por um reparo
minimo (ezemplo 2.2) do componente c;. Intuitivamente isto significa que quando
ocorre a falha do componente c;, em T}, o sistema retorna ao seu estado imediata-
mente anterior d falha. A sequnda ocorréncia de T; é considerada fatal e conside-

ramos a opera¢ao como uma melhora do componente. Esta melhora corresponde a

operagao
. t . . .
s, =/ aldAl e Ty(i)=A, sei#j (2.51)
0
em que
. Al .
= - e al=1sei#]. 2.52
=T Al : #J (2.52)

Segue que L; = A%j e
I7%(od,) = ~COV(T, AL), (2.53)

que corresponde a importéncia de Natvig no caso de dependéncia.
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Exemplo 2.5 Considerando a mesma funcao definida no exemplo 2.1 e assumindo

B = temos,

afexp{—(ft+as)} ,se0<s<t
le,Tz('g;t) =
pa’ exp{—a't — (a+B—a')s} ,se0<t<s.

sendo o/, o, 3, 8 > 0.

A importédncia de Bergman do componente 1 serd dada por

1B = —COV(T, AL,) = E(T) — E(TAY,) (2.54)
M )

Para (I) temos,

[e3] (o] 00 t o]
E(T) = /0 /0 (T1 \ TQ)le"I'2 (8, t)ds dt = /0 (A th1,T2(sa t)ds + ‘/t Sle’T2 (3, t)ds) dt

Ba’ exp[—(a + B)

f
P atf-o ¥

_ / ” Btexp(—pt)[1 — exp(—at)] + {texp[—(a + B)t] +

_ 5 [i 3 1 :l 5 Ba! [ 1 % 1 J
- (@+p?]  atB-o [(at+B)?  (at+B-a)(a+B)
e para (II), note primeiramente que,

A; = alinsey + (@ + B — ) n<q

L ¢ 1 at , set < Ty
A, =/ Ads =
0 aly+ (t—T)(a+p—-4d) , cc
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Logo,

E[TA%-’I] = E[Tl Vv TQ(OLTll{T1<T2} + [QTQ + (a + ﬁ =— a’)(Tl — TZ)]l{T12T2})]
= EleTTlir<ny] + E{[(a+ 8 - o/)(T1)* — (¢ — HT1 T2 Lz 5103 }
o] t fo’] o0
_ / / tseufry (5, E)ladt -+ / / (a4 B — &) fry (s, ) dsdt
o Jo 0o Jt

— /00 /oo(a, — ﬂ)sthl,Tz(s,t)det
0 t
1 Jij o 9

1 _ B 8 n 26a’ n 283a’
B (B+a)p (a+B)(a+p)? (a+p) (a+p)(a+p)
26a/ (o = B)Ba’ (ao/ — B)Ba’

T @ B-P@r B (a+f-a)(a+hP (a+8—a)(a+p)?

Assim, de (I), (II) e da equagdo 2.5/ temos,

56 — 4 af 2 2d B! B Bad’
(@+0)(@+p)? (a+p) (a+B)a+p) (a+8-a)(a+f)
(o — B)Bo! (o — B)Bo!

(a+B—a)(a+p)? (a+B-d)(a+p)

Exemplo 2.6 Considere a transformacdo no compensador correspondente a uma

operacao em paralelo. Do exemplo 2.3 temos que

o= B e i (2.55)
2 — exp[—Aj]
eal =1 sei#j. Seque que,
; ©2 —2exp[-4]] , . : .
r = 2dA’ e TY = A} sei#j. 2.56
ot /0 2 _ exp[_Ag] S i t # J ( )

e, portanto,
L, =2-2exp[-AL] e I7%(al) =—COV(2—2exp[-AL],T).  (2.57)

Consideremos esse exemplo para ilustrar o caso de componentes independentes.

Em tal caso, o F;-compensador de th no conjunto {7; > t} é

Al = —In Fj(t) (2.58)
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onde Fj ¢ a funcdo de distribui¢io do componente c; e Fj(t) = 1 — Fj(t). Assim, a
importancia em paralelo da confiabilidade do componente c;, para a confiabilidade

do sistema é

I7%(ad,) = —COV(T, 2F;(T3)) (2.59)
e podemos provar a seguinte proposicao:
Proposigao 2.3 No caso em que os tempos de vida dos componentes T;, 1 < j < n,
sao independentes,

P9l = [ BOBOIPE > ;>0 — P> AT, <olde. (2:60

Demonstracgao:
%%(ad,) = —COV(2—2explA},),T) = E {T(Z — 2exp[A], ])} — E(T)
= B{(@-2exl4}))ET4}]} - B(T)

= E {(2 — 2exp[A7.]) /Ow P(T > t|A§,j)dt} — E(T)

= E {(2 - 2exp[A%])/0 P(T > t|Tj < t)lir,<q + P(T > t|T; > t)l{Tj>t}dt}

~ BI)= [ P> 4T <) B{C - 2004} )iy +
0 ~ —~ J

0

P(T > #|T; > 1) B{(2 -2 exi)r[A%,j])l{TjM}J dt} — E(T).
a1 (arn
De (I) temos,
i —1n Fj(t) _ _
E{(2 - 2exp[4}, ) Lizy <y} = / [2 — exp(—t)|exp(~t)dt = F(t) - 2F;(t) + 1
0

de (II) temos,

E{(2 — 2eXp[Ag_}wj])l{Tj>t}} =1- E{(2 — 2€Xp[A%~j])1{TjSt}} = QFj(t) — F}z(t)

(2.61)
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e de (III) temos,

MHzAmE@@@>ﬂﬂ>ﬂ—PG>ﬂ@§M#+Awﬂﬂ>ﬂﬂgﬂﬁ

Logo, de (I), (IT), (III) e eq.2.61,
%6(al) = / TP > Ty < )(F2 () — 2Fy(8) + 1)+ P(T > 4T, > )(2Fy(t) — F2(0))de
0
- /OOF}(t)[P(T > Ty > t) — P(T > t|T; < t)|dt — /Oo P(T; > t|T; < t)dt

_ /%E@E@W@>ﬂﬂ>0—P@>ﬂﬁgmﬁ. (2.62)



APENDICE A

Algumas definigcoes

Por simplicidade de notacdo, vamos assumir no decorrer desta dissertacdo que as
relagoes como C, =, <, <, entre conjuntos mensuraveis e variaveis aleatorias, res-
pectivamente, sempre serao com probabilidade um. Com isso o termo P-q.c. sera
omitido. Para esperancas condicionais nao vamos fazer diferenca entre uma versao e

a classe de equivaléncia P-q.c. dessas versoes.

Seja (Q, F,P) um espaco de probabilidade. A informacdo no instante ¢ é dada
pela sub-o-algebra de F, F;. A filtragem F = (F;);>o € uma familia crescente de sub-
o-algebras (i.e., se s < t, entdo F, C F;), onde assumimos as seguintes condigoes,
conhecidas como "condigGes usuais de Dellacherie": F, C F contém todos os P-

conjuntos de medida nula de F e F;, = ﬂfs, i.e., F; sdo continuas a direita e
s>t
completas. Além disso definimos F, = o (Ut>0 .7-}) como a menor c-algebra que

contém todos os eventos de F; para todo ¢t € R,. Uma referéncia para as aplicagoes
de processos estocasticos na teoria da confiabilidade pode ser vista em Aven & Jensen

(1999).

Definicdo A.1 (Processos adaptados)

Um processo X = (X;)i>o0 € Fi-adaptado se X, é Fi-mensurdvel para todo t € R..

48
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Definigdo A.2 (Processos progressivos)
Um processo X = (Xi)i>0 € F-progressivo ou progressivamente mensurdvel se, para
todo t, a aplicagdo (s,w) — Xs(w) com (s,w) € [0,t] x Q é mensurdvel com respeito

a o-algebra B([0,t]) ® F, onde B([0,t]) € a o-algebra de Borel em [0,].

Pode-se provar que todo processo adaptado, continuo & esquerda ou & direita é
progressivamente mensuravel (Dellacherie & Meyer 1980). Se X é progressivo, entao

Y=(%),Y= fot X,ds também é progressivo.

Definigao A.3 Seja F uma filiragem em um espago de probabilidade (Q, F,P) e seja

P(F) a o-dlgebra em (0,00) x Q gerada pelos sistemas de conjuntos

(s,t] x A,0<s<t, AeFs, t>0.

P(F) é chamada de o-algebra F-previsivel em (0,00) x 2. Um processo X = (X;)
é chamado F-previsivel se X, é Fo-mensuravel e a aplicagdo (t,w) — X;(w) de

(0,00) x Q em R & mensuravel com respeito a P(F).

Todo processo adaptado e continuo & esquerda é previsivel, e todo processo F-

previsivel é F-progressivo.

Para obtermos o significado do termo previsivel observamos que para um processo
X F-previsivel, o valor X; pode ser previsto mediante informacoes disponiveis antes
do tempo t, isto é, X; é mensuravel com respeito a F;— = 0(Us; Fs) = 0{As, As €
Fs,0 < s < t}. Processos desse tipo sao elementos muito importantes na teoria dos

processos pontuais.

Definicao A.4 (Tempos de parada)
Uma varidvel aleatoria extendida positiva T é chamada um F-tempo de parada se

{r <t} € F; para todo t € R,. Um F-tempo de parada T €:



o0

(i.) previsivel, se eziste uma sequéncia crescente (7,), n € {1,2,...} de tempos de

parada T, < T, tal que lim 7, = T;

(ii.) totalmente inacessivel se P(T = ¢ < o0) = 0 para todo tempo de parada o

F-previsivel.

Definicao A.5 Seja T um Fi-tempo de parada. Entdo a o-algebra F, dos eventos

que ocorrem até o instante T é

Fr={A€ Fs: An{7 < s} € F,,Vs > 0}. (A.1)
Definicao A.6 Um processo estocdstico (X;)i>o € dito

(i.) integrdvel, se E|X;| < oo, Vt € R;

(ii.) uniformemente integrdvel, se lim sup E[|Xy|1x,|>c}] = O.
€70 teR+

Definigao A.7 (Martingal, Submartingal e Supermartingal)
Um processo integrdvel F-adaptado (X;), t € Ry, € um martingal (submartingal,

supermartingal) se, para todo s > t, t € Ry,

E[X,|F] = (2, ) Xe. (A.2)
Definicdo A.8 (Martingal local)
Seja X, um processo estocdstico Fi-adaptado, e seja (Sn,,n > 1) uma familia de
Fi-tempos de parada tal que
(i.) hrnnToo Sn = +00;,

(ii.) para cadan > 1, Xips, € .E—mdrtz'ngal.
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Entao X; é um F;-martingal local.

Teorema A.1 (Teorema da amostragem opcional)
Sejam X; um submartingal continuo & direita ¢ S e T dois Fi-tempos de parada

finitos tais que S <T. Se
(i.) S e T sao limitadas por uma constante ty < 0o ou

(ii.) (Xi)i>o0 € uniformemente integrdvel, entdo

EXr|Fs] > Xs. (A.3)
Se X, for um martingal, entao E[Xr|Fs] = Xs.

Lema A.1 (Lema de Komatsu)
Seja (Xi)i>0 um processo Fy-progressivo tal que para todo Fy-tempo de parada U, Xy

é integrdvel e E[Xy| = E(Xo). Entao (X;)i>o0 € um F;-martingal.

Teorema A.2 (Decomposi¢ao de Doob-Meyer)
Seja (Xi)i>0 um processo Fi-adaptado e continuo a direita. Entao (Xi)i>o € um

Fi-submartingal uniformemente integrdvel se, e somente se, possui a decomposicao
Xt = At + Mt (A4)
onde (At)i>o0 € um processo Fy-previsivel, crescente, continuo & direita com Ay =0 e

(M0 € um Fi-martingal uniformemente integrdvel. A decomposicao € tnica.

Lema A.2 Seja N; um processo pontual F;-adaptado e Ay um processo nao negativo,

Fi-progressivel, tal que

¢
/ Asds < oo0. (A.5)
0
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Seja X; um processo Fi-previsivel tal que para todo t > 0

t A
E [/ |Xs|)\sds} <oo t>0. (" (A.6)
0 \ A

Entao Y, = fot X dMs € um Fi-martingal, onde M; = N; —;‘ftol,fksds. Se a condicao

A.6 for substituida pela condig¢do menos restritiva
t
/ | Xs|Asds <00 t>0 (A.7)
0

entao Y; = fot X.dMs € um Fy-martingal local.

Teorema A.3 (Férmula integral de Dellacherie)
Seja A; um processo crescente Fi-adaptado e M; um F;-martingal ndo negativo, con-
tinuo a direita e uniformemente integrdvel. Entao para qualquer F;-tempo de parada

T

E [ /0 ’ MtdAt] — E[MpAq]

Definicdo A.9 (Semimartingales regulares)
Um processo estocdstico X = (X;)i<o € chamado um semimartingal reqular se ele tem

uma decomposicao da forma
t
Xt = X() =+ / fsds + Mt, (A.S)
0

onde f = (fi)i<o € um processo estocdstico progressivamente mensurdvel com

E[/o |fs|ds} < 0

para todo t € Ry, E|Xo| < 0o, e M = (My)i<o um martingal continuo & direita com

limite a esquerda com My = 0.

Lema A.3 (Dellacherie & Meyer 1980)
Seja (Q, F, P) um espago de probabilidade, F = (F;)i>0 uma familia de sub o-dlgebras
de F;, e T um F-tempo de parada.
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(i.) Se o processo N = (Ni)i>0, Ni = l(r<¢), tem uma representa¢do SMR
t
Nt = / ]-(TZS)Ast + Mt, te R+,
0

entao T' € um F;-tempo de parada totalmente inacessivel e o Fy-martingal M,

€ quadrado integrdavel de média zero;

(ii.) SeT é um tempo de parada totalmente inacessivel entio o processo N = (Ny)io,
Ny = l(r<y), tem uma tnica decomposicio N = A+ M, onde M ¢é um F;-

martingal uniformemente integrdvel e A é continua.

Definigao A.10 (Processos pontuais univariados)

Um processo pontual (univariado) é uma sequéncia crescente de varidveis aleatorias
positivas (T,,), n € {0,1,...} que podem assumir valores +o0o0 (0 < T7 < T, < ...).
As desigualdades sao estritas a menos que T,, = co. Vamos assumir que o processo

€ nao explosivo, isto €,

Tew = lim T,, = oo.
n—oo
Uma maneira equivalente para descrever um processo pontual é pelo processo de
contagem N = (N¢):<o, com realizagoes
Ni(w) =Y Imw)<)s
k>1
que é, para cada realizacdo w, uma funcao escada continua & direita com saltos de
tamanho 1 e Np(w) = 0. N; conta os nimeros de pontos 7, que ocorrem até o
instante t. Em geral dizemos que o processo de contagem associado N é um processo

pontual.

Uma generalizagdo deste conceito é o de processo pontual multivariado. Se

(T),n € {1,2,...} é um processo pontual e (V,),n € {1,2,...} uma sequéncia de
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variaveis aleatérias com valores no conjunto finito {as, as,...,an}, entdo a sequén-
cia de pares (7,,,V,),n € {1,2,...} é chamado processo pontual multivariado. O
processo Ny = (Ny(1),. .., N;(m)) onde,
N(&) =Y Iniwy<nltvima, 1 € {1,...,m},
k>1

€ o processo de contagem m-variado associado.

Dado um processo pontual univariado (7,,),n € {1,2,...} e o processo de conta-
gem associado (IV;):>0, com E(N;) < co para todo ¢ € R, em um espago de proba-
bilidade (€2, 7, P) com uma familia de sub o-algebras F = (F;):>0 de F, podemos

considerar a definicao de seu compensador:

Definicao A.11 (Compensador)
Seja N = (N;)i>0 um processo de contagem integrdvel, adaptado a uma filiragem F.

O 1nico processo crescente F-previsivel A = (A;)i<o, tal que
E / C,dN, = E / C,dA, (A.9)
0 0

para todo processo nao negativo F-previsivel C, é chamado o compensador de N com

respeito a F.

Definicao A.12 (Intensidade)
Seja (Ny)i<o um processo de contagem integrdvel com uma F-SMR representa¢ao

(veja defini¢ao A.9)
i
Nt :At+Mt =/ Asd8+Mt
0

onde (M)e>0 € um processo estocdstico nao negativo. Entdo A é chamado a F-

intensidade de N.
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Observacao A.1 Pode-se mostrar que se a intensidade for previsivel entdo ela é
dnica. Por outro lado, se existe uma intensidade, entdo sempre podemos encontrar

uma versao previsivel (Bremaud 1981).

Considerando a filtragem baseada na histéria interna do processo de contagem
N = (Ny)is0, isto & FN = (FN)y0, FN = 0{N,,0 < 5 < t}, Bremaud (1981) provou

o seguinte teorema:

Teorema A.4 (Bremaud 1981)

Seja N = (Ny)i>0 um processo de contagem e a filiragem F = (F;)i>0, Fz = 0{N;, 0 <
s <t}. SeG,(w, B) € a distribui¢ao condicional reqular dos tempos entre as chegadas
Un+1 =Tpni1—T,, n€{0,1,...}, To =0, dado o passado Fr, no F;-tempo de parada
Ty, i.e., Go(w, B) = P(Upy1 € B|Fr,), entao, para T,, <t < Tpi1 0 éompensador A

€ dado por

_ =T G, (dz)
At‘A“/o Gl o)

Se a distribuiciao condicional G, admite uma densidade g, para todo n, entao a F-

intensidade \ € dada por

g'n-(t - Tn)
Ap = 7 I <t<Tnsr)-
nZZO 1-— Ot " gu(z)dx "
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