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Resumo

O objetivo principal das medidas de importância da confiabilidade dos componen-

tes para a confiabilidade do sistema é identificar aqueles cuja melhora implica em

um melhor funcionamento do sistema. Na teoria clássica binária várias medidas de

importância de confiabilidade do componente para a confiabilidade do sistema fo-

ram propostas, tais como a de Birílbaum (1969), Barlow & Proschan (1975), Natvig

(1979), entre outras. Em todos estes casos os tempos de vida dos componentes são

considerados estocasticamente independentes. Bergman (1985) observou que várias

medidas de importância da confiabilidade do componente podem ser obtidas através

da diferença entre os tempos de vida médios do sistema quando modificamos a função

de distribuição do componente

O objetivo desta dissertação é analisar a importância da coníiabilidade dos com-

ponentes para a confiabilidade do sistema assumindo que os tempos de vida dos

componentes são estocasticamente dependentes. Para tanto, consideraremos os pro-

cessos pontuais das falhas dos componentes e seus compensadores, assumiremos que

existe uma relação bijetiva entre o espaço das funções de distribuição e o espaço dos

compensadores e utilizaremos a noção de Bergman (1985) para definir a importância

do componente através da transformação dos compensadores.
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Abstract

The main objective oí the component reliability importance measures for the system

reliability is to identify those components whose improvement implies in a better

system performance.

In the binary classical theory several component relíability importante measures

for the system reliability were proposed, such as in Birnbaum (1969), Barlow & Pros-

chan (1975), Natvig (1979), among others. In all those works the component lifetimes

were considered stochastically independent. Bergman (1985) pointed out that many

component reliability importance measures can be obtained through the study of

the change in the system expected lifelenght due to variations on the component's

lifetime distributions.

The main objective in this dissertation is to analyse the component reliability

importance measure were the component ]ifetimes are stochasticaly dependent. For

suco we consider the component failures point processes and their corresponding

compensador processes. We assume that there exists a bijective relation between

the distribution function space and the compensator process space and then we use

Bergman's ideas to define the component reliability importante measure through a

compensator trasform.
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CAPÍTULO I

Importância da confiabilidade do

componente para a confiabilidade do

sistema: caso independente

O objetivo principal das medidas de importâncias dos componentes é identificar

aquele cuja melhora implica no melhor funcionamento do sistema. Na teoria clás-

sica binária várias medidas de importância da confiabilidade do componente para a

confiabilidade do sistema foram propostas, tais como a de Birnbaum (1969), Barlow

& Proschan (1975), Natvig (1979), entre outras. Neste capítulo descreveremos tais

medidas considerando sistemas coerentes com componentes estocasticamente inde-

pendentes (Barlow & Proschan 1981).

1.1 Importância de Birnbaum

Consideremos que um sistema de engenharia @ e seus componentes cl, . . . , c,. assumam

dois estados possíveis, o de funcionamento e o de falha, representados pelas seguintes

l
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variáveis

O estado do componente cj, .j = 1, , n, é representado por

1 , se o componente cj funciona

0 , se o componente cj falha.

O estado do sistema é representado pela variável binária:

1 1 . se o sistema funciona

1 0 , se o sistema falha

onde a função é é definida em {0, 11", assume valores em {0, 1} e o estado do sistema

é completamente determinado pelo estado dos componentes, isto é, @ = Ó(x). O

vetor x = (zi, . . . ,z.) é chamado vedor de estados e é é denominado função de

estrutura do sistema

]gxemplo 1.1 SãsZ;Chás em some e em .parnZe/o.

Sistema em sévqe: Um sistema em sêde funciovia se cada componente funcional.

Assim, sua juvLção de estrutura é dada por:

@('') = lln{ = min(zl, . . . , z«).
lZ

(1.1)

CI C2 C3 Cn

Figura 1.1: Diagrama de um sistema em série
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riste'ma, em paralelo: Um sistema em paralelo funciona. se ao menos um dos

canil)one'ates funciona. Assim, sua fuTLção de estatura é dada por:

ó(z) -ll(t -«:) ...,«.). (i.2)
lZ

Figura 1.2: Diagrama de um sistema em paralelo

Sistema k-de-n: Um shtema k-de-n funciona se, e somente se, ao menos k dos

n componentes fuTLciovLarem. Assim, sua fuTLção de estrutura é dada por:

1 : , « E«. 2:*
@(z) (1 .3 )

1 . , .. E«: « *.

n

lZ

E razoável considerarmos que quando um componente que está no estado de falha

é substituído por um novo (em funcionamento) o sistema nunca se deteriore (ou

seja, passe do estado de funcionamento para o estado de falha). Da mesma forma,

quando um componente falhar não é razoável pensarmos que isto cause a melhora do

sistema. Desse modo assumiremos que a função de estrutura Ó(x) é monotonicamente

crescente em cada componente
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Suposição l.l .Á /unção esfrufura Ó(z) é mozzolonícamenfe crescente em cada com-

p'"-'"ü', i'to é, p«« t.dos os «.to«s d. est«d,os z e U, co« a Z 'y *'«« q«. @(=) Z

d'r'9. .4 represerztação z 2 Z/ indica que l 2: 3/i, . . . , iç. 2 y«

Consideraremos também que cada componente em um sistema físico tenha sua

utilidade. Nesse sentido, Barlow & Proschaíi (1981) propõe o conceito de relevância

do componente, que é definido da seguinte forma:

Definição 1.1 0 componente cj é re/euanfe para a esí7ufura @ rzo uefor de estados

a quando

Õ(z) lj, z) @(0j,z) (1.4)

ozzde,

(lj, z) =(]çi,..., zj-i, 1, zj+i,

(0j,z) =(zl,...,a;j i,0,a;j+i,

Suposição 1.2 ,4ssumáremos que todos os compozzentes são relevantes, ou sqa, para

Lodo cj, j -- \.. . . . ,n,, existe üo melros um 'uetor de estados z que bati.afaz a de$nição

].]

Um sistema é coerente se sua estrutura é monótona e todos os seus componentes

são relevantes.

Definição 1.2 Charrzaremos de sistemas coerentes os sistemas que safãs@zerem as

suposições 1.1 e 1.2.

Nessa dissertação nos restringiremos ao estudo deste tipo de sistema
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Observação 1.1 Élm um sãsíema coerente, se lodos os comporzente$ /urzcáorzarrz o

riste«« fu«-cio«-«, ist. é, ÓÇI) .e todos « c'"'-p'"-'"-t," f t «m e«tão o *ist.m«

falha, isto é, Ó(.0b = ç).

l.l.l Importância estrutural de Birnbaum

Ao determinarmos se um sistema coerente funciona ou não verificamos que alguns

componentes são mais importantes que outros. Por exemplo, se um componente

está em série com o resto do sistema seria razoável pensar que ele é ao menos tão

importante quanto qualquer outro componente do sistema. Vamos considerar que um

componente é mais importante para o funcionamento do sistema no vetou de estados

(.j, x) quando este é relevante, ou seja, quando a conâguração (.j, x) é tal que,

Õ(x) l.Í,x) @(0j , x) (1.5)

do que quando a configuração (.j, x) é tal que

Õ(x) lj,x) @(0j , x) (1.6)

No primeiro caso o componente cj determina se o sistema funciona ou não, en-

quanto que no caso alternativo o estado do componente cj não interfere no funciona-

mento do sistema.

De6nição 1.3 Chamaremos (lj,x) de t;etor de caminho cMtico para q quando

este jor rel.euante. O n'úlílero total. de uetores de caminhos cHticos para ci é dado

por

(1.7)
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A importância estrutural de Birnbaum pode ser definida como a proporção de

vetores de caminhos críticos observados entre todas as possíveis configurações de

vetores de estados.

Definição 1.4 ÍBárízbaurrz IPõq .Á imponência esfrutuzaZ do corrzporzenfe cj para o

sistema Ó é de$vtida por

#' -2-("-n >1: ©(,) (i.8)
{zlzj=1}

onde a soma é entendida a todos os 2n \ uéTtices possíveis do uetor de estados n.

Exemplo 1.2 Considere o seguinte sistema,

é(4 - «:«: «*li - (l - z*--:) (i - #«)l (1.9)

representado na $gura 1.3.

ck+l

CI C2

Figura 1.3: Exemplo de um sistema com k componentes em série e n-k em paralelo

Da, equação 1.9 teTrtos,

'ü.,,. [:-j:':-.,,] ..««,--

ll,.l.uÊ."o ,.)l ,wmj--'-:

,k

4(') (l.lO)
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Note que, para ii = \. . . . .k temos

1: o-.,)l-:-:»«:-. ll (i-«,)-o.
r=k+l

Z'ogo, zi - ... = zk = le aç, = 1 para ao merzos um r C {k + l,...,n].. ..assim,

.,-:*..., - il(" ; *) - '«-' - : '" ",
Para j = k + 1, . . . , n,

)l: 4(')- l
{elzj l}

pois o uetor de esl,aços u tal que

(1.12)

zi = 1,. . . ,#& = 1,zh+i = 0,. . . z.í.i = 0, zj+l = 0, . . . , z. = 0

é . ünjc. t«Z q«. ÕI(z)

Logo, a impoüâvtcia estrutural de cj para 4' será,

J 2(2-' 2'") , p""j- :,...,k
2.2'" , para .j = k + 1, . . . , n.

J (1.13)

Observe que os componentes cl, . . . , cj; (dispostos em série) possuem importância

2(2'k -- 2'"), muito maior que a importância 2.2 " dos componentes ck+i, . . . ,c.

(dispostos em paralelo).

1.1.2 Importância de Birnbaum da confiabilidade do compo

nente para a confiabilidade do sistema

Na seção anterior assumimos que os estados dos componentes a;.f, .j :: l, . . . ,n, são

determinísticos. Nessa consideraremos que os estados dos componentes são variáveis
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aleatórias independentes definidas no espaço de probabilidade (í2, /, P'), que deno

faremos por XJ, com distribuição de probabilidade,

P{Xj - «} P;(l -Pj): ' (1.14)

para z € [0, 1} e .j -: 1, . . . , n

Definição 1.5 .4 conãabiZádade do componente q é de$náda por pj = .E(X]) =

PÇXj :; \), ou seja, é Q probabilidade do covnponente fundo'nar.

A contabilidade do sistema é de$nida por.

plÓ(.x) lé(-x)l

ou seja, é Q probabilidade do sistema funcionar.

Note que podemos expressar a função estrutura da seguinte forma

Ó(x) - zj@(lj, x) + (l «j )é(0j , x) (1.15)

A igualdade acima permite expressarmos a função da estrutura de ordem n em termos

de funções de estruturas de ordem n -- 1. Repetindo esse procedimento obtemos a

seguinte expressão:

E
y {-l

onde a soma é extendida a todos os vetores binários y de ordem n e 0" = 1

é(*) - H «?:(1 :«;):'":@(y) (1.16)

Desse modo, usando a suposição de independência entre os componentes podemos

expressar a confiabilidade do sistema da seguinte forma:

E
y {-l y {-l

h(P).(1.17)

H Exy'(i - x:): ':é(x)l - Hp?:(i - p:):'':é(x).EIElé(x)
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Logo, a confiabilidade do sistema é uma função multilinear da confiabilidade dos

componentes, denotado por h(p), p = (pl, . . . ,p.), definida no cubo n-dimensional

{(P:, . . . ,P«) : o $ P: l}.

Obser'ç,e que da expressão 1.15 podemos obter,

õ(p) l@(x)l lj,x) é(oj,x)l + l@(oj,x)l, (1.18)

e portanto,

!:(0 - .E14(x)l (i.19)

que é positivo pois é é crescente e todo o componente é relevante (estritamente posi-

tivo se 0 < pj < 1, .j = 1, . . . , n). Concluímos que a função de coníiabilidade h(p) é

crescente em cada pj e que a quantidade !!$E} é a taxa de crescimento da confiabili-

dade do sistema em relação à taxa de crescimento da contabilidade do componente

cj. Birnbaum (1969) usou essa noção para definir a seguinte medida de importância.

?

Definição 1.6 ÍBárnóaum JPógy .4 imponência da cori#aóíZádade do componente cj

para a con$übüidüde do sistema $ é

« p(Ó(lj, .x) - @(oj, .x) (1.20)

Note que,

# ij,x) - @'(0j,X) - i) - Z14(x)l - !glP
e que no caso em que pt = . . . = p. = { a importância de Birnbaum se reduz à

importância estrutural de Birnbaum.

A importância da confiabilidade do componente para a coníiabilidade do sistema

sugerida por Birnbaum (1969) pode ser interpretada como a probabilidade do com-

ponente ser relevante para o sistema.
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Exemp[o 1.3 (707zsádere a estruttzra do ea;empZo ].2 e pj = P(XJ = 1) a c07@aZ,{Zi-

dade do coTitpovtevtte cj. Então, usattdo a suT)osição de independência dos componen-

tes, E(.õj(.aà) :::; 1?, com õj(.zà dado na equação 1.12. Logo,

11 p,lt- ll(i p,)l ,p««.j-:,...,k
r-lr#j. L r=É+l J
k l n l

llp, ll(i p,)l,p""j-A+t,...,«.
--i L' k+i,#j J

g (1.21)

Um inconveniente da importância de Birnbaum /f é sua dependência a um deter-

minado instante t, fixo no tempo. Introduziremos na seção seguinte a importância de

Barlow e Proschan, que possui a característica dele.sável de não depender do tempo.

Essencialmente, podemos interpreta-la como a probabilidade condicional que a falha

do sistema coincida com a falha do componente dado que o sistema falhou.

1.2 Importância de Barlow e Proschan

Nas seções anteriores analisamos a confiabilidade do sistema e de seus componentes

em um instante fixo no tempo. No que segue analisaremos a confiabilidade do sistema

e dos componentes no intervalo de tempo lO,tl. A conexão entre os dois conceitos

pode ser realizada através de processos indicadores.

Se Ti , . . . , Tn são variáveis aleatórias, definidas no mesmo espaço de probabilidade

(Q, .F, P'), representando os tempos de vida dos componentes, definiremos os proces-

sos estocásticos Xj(t) = ltTJ>t}, contínuos à direita, com limite à esquerda, de forma

que,

P{XJ (t)

plé(x(t)) - i}

Pl% > t}

P{ >t}

(1.22)

(1.23)
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onde T = inflt ? 0; Ó(X(t))

r = .« caso {}

tempo de vida do sistema (consideraremos

4(t) = 1 -- FJ(t) e F(t) = 1 -- F'(t) representam, respectivamente, a função de

distribuição do tempo de vida do componente cj e a função de distribuição do tempo

de vida do sistema.

Como os componentes não são reparáveis, interpretamos FJ(t) como a confiabili-

dade do componente cj, .j = 1, . . . , n, no instante t e .F(t) como a coníiabilidade do

sistema no tempo t. Note que a coníiabilidade do sistema depende da contabilidade

do componente através da relação P(T > t) = h(F(t)) = h(FI(t), F2(t), . . . , Fn(t)),

onde h(F(t)) é definido em {(Fi, . . . ,En) : 0 $ F. $ 1,{ = 1, . . . ,n}. Desta maneira

o tempo médio de vida do sistema é

roo roo
E(T) = 1 P(T > t)dt - l h(p(t»dt.

0 0

(1.24)

Barlow & Proschan (1975) provou a seguinte proposição

Proposição 1.1 Se o comporzerzte cj possuí /unção de dísfráóuáção .l$ aóso/utarnerzte

contínua com função densidade fi Çj = L. . . . , n], assumindo c\, . . . , c. independentes,

evttão a probabilidade que c] ca'use a falha do sistema, dado que o sistema falhou no

tempo t, é,

plÓ(tj, x(t)) - Ó(oj, x(t)) il(@(x(t')) é(x(t))
lh(ij, F(t)) h(oj, .F(t))l/,(t)

)ll:lA(ij, F'(t)) - h(oj, .F(t))l/, (t)
lJ

(1.25)

Demonstração

Como todos os tempos de vida dos componentes cj, .j = 1, . . . , n, são independentes
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e têm funções de distribuição absolutamente contínuas, temos que,

p(Ó(ij, x(t)) - Ó(oj, x(t)) l(é(x(t')) - é(x(t))
p(ó(ij, x(t)) - ó(oj, x(t)) d(x(t )) - é(x(t))

P(@(x(t-)) - @(x(t))
P(é(t.í, x(t)) - @(0j, x(t)) - i, % c it, t + atl)

}:p(d'(x(t')) - «'(x(t)) - i, Z € tt, t + atl)

p(é(ij, x(t)) - Ó(o.f, x(t))(t)at

>:p(d'(i., x(t)) @'(o;, x(t)) i)/.(t)at

lh(tj, F(t)) h(oj, p(t))l./)(t)

>l:lA(i:, .F(t)) h(o:, -P(t))l/.(t)

lZ

n

l&

lZ

(1.26)

O seguinte corolário é uma consequência da proposição l.l,

Corolário 1.1 .4 proóabáládade que q cause a /aJ/za do sistema em lO,tl dado que o

sistema /azia em 10, tl é

/ th(lj, F(u)) h(0j, ;'(u))ld-q(u)
JO

}lÍ./ IA(ij, ;'(")) - h(oj, P("))I'íp.(")

t

(1.27)

Considere t --, oo em 1.27 e teremos a probabilidade que q cause a falha do

sistema quando o sistema eventualmente falhar. Note que nesse caso o denominador

é um. Essa probabilidade limite é a definição da Importância de Barlow e Proschan.

Definição 1.7 ÍBarZow 8 Proschan ]975) .4 /mpoNânc a da c07z$abíZádade do com

poTLente cj para a coTt$nbilidade do sistema, # é,

lh(lj, .F(t)) - h(0j, F(t))l/J (t)dt. (1.28)
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Note que h(lj, F'(t)) /z(0j, F(t)) = //(t), que é a importância de Birnbaum no

instante t. Desse modo podemos entender a importância de Barlow e Proschan como

uma média ponderada da medida proposta por Birnbaum, sendo o peso no tempo t

a função densidade /J(t).

Observação 1.2 .E inferessaníe molar que, para t ./izo,

dPÇT'>t] dÍ'l.t] .;l-aÍ'(DdÍ'j(Ê
'ít at 'EÍ d.q(t) at

(1.29)

de forma que

EdF'(t) t)a4(t)J (1.30)

Exemplo 1.4 0orzsidere a eslrulura do ezemp/o -Z.2. Z)o exemplo -Z.3 saZ)ermos que

E(õjl.zà) = 1? ovtde:

k r n l

Hp, l H (i p«« .j-k+i
'-l L'-k+l,#j J

Oorzsáderarzdo os componentes ándependerzíes e áderzlãcamerzle dásfMbuídos,

ÍMóuição ezpor&erzcíaZ de parâmetro À, lemos que em um í7zstarzfe t ./fiado

l e'(k-:)xtjl --(l e X')"'hl, para.j = 1,...,k

l e-»:(l -- e'*')"'*':, p««.j - k+ l,...,n.

Poüabto, para ] -- \. , . . . . k temos

r=lr#.Í
i- ll (i-p,)

r=k+l
, para .j = 1, . . . , k

)
«

n.

e (k :)X'jl (l - e'*')" *l.X. *'dt. (1.31)
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C,omszdere z/ :: l -

.[(l - vy-' ll - u"''\du - uy':du - .[y"-' (l - vy-'dv

e-l:"X . m-:dê::l""-'o - ü*':'«0

(; - '" ' *lÍ* ' :'')
pois f(y)= ''1 y"-h(l -- y)k l é a fuvLção deTLsidade da distribuição

Betaln k + 1, kl.

.4 .s.sáme Z

.ÍB'
J

(1.32)

Para .j = k + 1, . . . , n, fe7rzos, corzsíderando y = e À',

roo rl

i?' - l .--*'ç\ *-*x''''';- l~'ç\-ü"-'-:-~

8%j:Jbi.U. G.34

1.2.1 Importância estrutural de Barlow e Proschan

Quando não temos informação a respeito da confiabilidade do componente pj(f),

podemos assumir que os componentes possuem a mesma função de distribuição. Neste

caso a importância da confiabilidade de Barlow e Proschan do componente cj para @

com F (t) (t)

lh(ij,p) - h(oj,p)lap

que chamaremos de Importância estrutural de Barlow e Proschan de cj para #'.

l

0
(1.34)

Teorema 1.1 Sda,

(1.35)
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o vlúmero de lietores de caminhos críticos (uer de$nição 1.3) para o componente cj

de tamavtho r. Então, assumi7Ldo cl, . . . ,c. independevttes,

«" - Ee:-.l!#!--a«,CÜ 0.3qr

Demonstração:

.[\h (lj , P) ' h (Qj, Pü\dP
pl

./ }l:lÓ(ij, x) - d'(0j, x)IPE'*'''(l - P)"':'E'*' ''@
l n

4, >1:o,(Dp'':0

E,,(o @ - :tl" -o!/: - d"''a«r=l

$l- @ - IH" -o! .,n
r

pois /(p) - Í;:TJÍ(i:Qp' 1(1 p)"'' é a função densidade da distribuição

l?etajr, n r + ll.

Observe que a importância estrutural de Birnbaum pode ser escrita como,

«'(@, f) 2 (" D }: l&(x)l
{xlzj =1}

o>ll: >1: 1&(x)l - 2'("-n>1:«,(.j).
r=1 {xiz.j=1».xx/=r} r=l

(«2 (1.37)

Comparando as duas medidas de importância estrutural vemos que /IfPZ é de-

signado pelo termo n,(.j) ponderado por .,! , enquanto que /jnz possui o peso

comum 2'(" i) para cada n,(.j).
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Exemplo 1.5 Considere a estrutura do ezempZo Z.2, onde,

ll «, li ll (i 1 , p«« .j- :,...,k
'=lr#j L ,=k+l J

'-i L'-k+i,#J J

«md. nl(.j) - E{,4,,-:«-,-zll©(z)l ' "'ím". d. «to«. de ««.í«ào

o covnponente ci de tamanho t.

Para j - L, . . . , k temos que

ll (i- «,) , para .j = k + 1, ,n

16

$(') (1.38)

crz'Zíco para

: - ,n:o - .,)l - ' (1.39)

para todo 1 < k -- \.. Logo

nl(.j) VZ < X; - l. (1.40)

Quando k $: t $: n l,amos,

Logo, içi :; . . . = zA; = 1 e z, = 1 para ao menos um r C {k + l,

«.",-,.. E. ..'''.«-(,rif:)
{zlzj=lAzz'=Z} ' '

k

H «,
r=lr#.Í

1- 11(i-z,)l- l <:::::>:«: - ...
r=k+l J ,=k+l

«,) - o

, n}. ,4ssírn,

(1.41)

Para .j = k + 1, . . . , n,

«.(.j)- >1: 14(')1 -i
{zlnj=lAaz'=Z}

= k, pois o uetor de estados u tat que

zi = 1, . . . , zk = 1, zk+i :: 0, . . . zj.i = 0, zj+i ;: 0,.

r

(1.42)
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é o Ü«á« t«/ q« 4(Z)

Logo, Q impoüância estrutural de cj para $ será,

l !ni=JT .:- ' - :'h;

1.3 Importância de Natvig

Intuitivamente parece que componentes que por sua falha causem maior redução no

tempo de vida do sistema são os mais importantes. Através dessa noção Natvig

(1979) define:

Definição 1.8 rJVafuãg .ZP79y .4 .rmpodância da corzáaZ)ãlãdade do comporzerzte cy para

a coTt$abilidade do sistema Ó é

1?- E(Zj) (1.43)

onde ZJ denota a redução no tempo de vida residual do sistema devido a falha do

componente cj. Assumiremos -E(ZJ) < oo.

A idéia que envolve a importância /JN é propiciar a análise da confiabilidade do

sistema durante sua realização, permitindo que reparos ocorram aumentando seu

tempo de vida até o momento de sua falha.

Natvig (1982) introduz as seguintes variáveis aleatórias

};l = tempo de vida restante do sistema no instante imediatamente anfeMor à

ocorrência da falha do componente q.
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}'? = tempo de vida restante do sistema no instante imediatamente posterior à

ocorrência da falha do componente q.

Note que

4 - b: - q' 2 0

Uma outra interpretação para };i é

};l = tempo de vida restante do sistema no instante imediatamente posterior à

ocorrência da falha do componente cj, o qual é imediatamente reparado, tendo a

mesma distribuição do tempo de vida restante como teria no momento imediamente

anterior à sua falha.

O componente assim reparado teria um tempo de vida total R = 7} + }l;t com

função de distribuição Gj, onde o tempo de vida adicional }ji tem função de sobre-

vivência definida por

p(X: >t ;lT: s) > t18 > .) (1.44)

onde s < t

Desse modo

Gj(t) p(b: +t > t) > t)+p(n +b: > t,n $ t)

P(% > t) + / P(b: > t -- sl% - s)d4(s)
JO

P(% > f) + / P(% > tl% > s)d.q(s)
JO

/
4(t)(i - In8(t)).

ã(t) + Ê8(-i)'íÕ(') - 4(t) - 4(t) i" ã(')ll,

f

(1.45)
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Esta operação de reparo é conhecida na literatura como um reparo mínimo do

componente cj em que sua taxa de falha é reconstituída à condição imediatamente

anterior à falha.

Agora, considere dois casos: 7} $ T e 7} > T (como definidos em 1.22 e 1.23, 7.}

e T denotam os tempos de vida do componente cj e do sistema, respectivamente).

No primeiro caso temos que:

q'-b:+t (q' + t) - (b: + %) T-R T

No segundo caso note que R = T. Logo,

0 0-0-R T

Desse modo

Zi-.R--T (1.46)

vale sempre

Pela equação 1.24 temos que

Logo,

a
oo roo

.E(4) 11Õj(t)lj,Í'(t)lat/ hlÍ'(t)lat.
0 JO

fçy fçK

/ hllã(t)(i In4(t))lj,í'(t)ldt / hlí'(t)lat
JO JO

roo

/ lhlij, F'(t)l - hloj, r(f)llp,(t)(- i« 8(t))at
0
roo

1 - Fj(t)Ç\nÍ'j(t»l?(t)dt.
JO

(1.47)

Observe que como a medida de Barlow e Proschan .rfp, a medida de Natvig pode

ser interpretada como uma média ponderada da medida de Bírnbaum.
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Exemplo 1.6 Z)o exemplo -Z.3 saZ)erros que .E(e(z)) = /Jn orzde;

k r n l

11 p, li ll (l 1 , p«« .j-:,...,k
r-lr#j. L r=k+l J
k l n l

llp, ll(t-p,)l,p««.j-k+i,...,«.
'-i L'-k+l.#J J

cottsãderaTtdo o sistema do ezempto 1.2. Tat qual o exemplo í.4 covisiderare7rios os

covrLpovtentes independentes e identicamente distribuídos, com distübuição exponen-

cial de T)arâvrtetro X. Desse modo, temos que, em um ini.soante t .filado,

«

,B J .-(k-l)xtjl -- (l -- e'*')"'kj , para.j = 1,...,k

' t . "'(1 '''')"''': ,p««.j-k+l,...,n.
boga, para j = 1., . . . , k temos

]/ / --.-a-O*' in(e'*')jl -- (l -- e'*')"''lÀe.À dt.

S©a g/ - 1 -- e À'. .Assim;

/ : i«o - üo - ü*-:li - v"-'la« - -: / 9g.;.gri - .\'-:'i
(/)(//)

É

Considere,

(-r) 1«(1 z/) d«

l.t -- uy': VI -- u"-*\du - du --, u = .1(t -- uy': li -- u"-'l(lu - /(l

3. - uy-' u"-'au lç\ - b)'-" u"-'au
(//r)

(.r/) g/)*':dy
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Desen«oluendo (111), utilizando o método de i"-teg«ção por pa''tes,

(l g/)' :y"''d3/

l)y
li - y)'

(n - k)/ (1 - 3/)'
k idyy

q - y)" n
[

1 ~
G -- g/)k+: / g -- y)k+:

k
(n -k 1) k

Ç:f z/"-*-j''':(i
lJ

- z/)'''''': (T.l;) (.j - 1)! (n -- k)l
/

/

I'' ' !(''''j ':) .j ! (::1:) (n k)!
'(1y g/ ) " ': dz/

n--k+l,.n. *-j''':(l g/)*'''' :('1:1;)(.j 1)!

rk+.j-
J ).j!

]

Aptic-ndo (HI) em (n), temos,

« - J'(i g/)' :li - z/"-'lay - ':#+"r: "n':,ZI'- ~:G:n(.j
* ' Ê'í (''''j':)J!

1)!

Logo, de (1) e (11), temos que,

a \(- - .l««u»

: l ':-«, l
/ -.- "g: <.==
" jn

Ü''' :(;

(*'''j ':) .j !

f)o 1)!

)]
l

.í/ l -*"x:.«-''''"': áp:''!(: 'j-u'l J..
0

+

l q -- g/)* :
n--k+l

lJ

«, -- k --.j+lr l
y z/)''"'''' (;:1;) (.j 1)!

J0 k (k-+j
J ')j!

[ - g/)k'
n, -- k+ ].

(ç.l;) (.j -

Jo

l

)'''-''«lk
u.y

("j :).j!
y"-''j''':(l -- z/)&+J

[ ' y)*
n--k+l (;:1;) (.j 1)! i)!(k + .j - 2)!

k2 (''''j ' :).j !

k+l

lJ

(;:1;) (j
J H (*= :)

j
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Para .j = k + 1, . . . , n, corzsíderarzdo y = 1 -- e-Àt temos,

-; 1«(1 y)(1 3/)'y"'*':'Íy
'0 A

1«0 "Í: ""''-'0 - Ü'o-:C;f;:)(j - 01 :

+ / \' y"-k-jÍl--y)k+j-2r"-*':)rj--l\l l dtr

' Jo ÉÍ ('+j'')J! i-v''

"$1: .ç+4(# /: ."-'-'o - ü'''''';'«
(";f;:)(.Í - l)! (n - k - .j)!(k + .j - 3)!

(*''3 :).í! (" 2)!

l

a

1.4 O conceito de Bergman

Bergman (1985) observa que, de um modo geral, podemos obter medidas de confia-

bilidade êlo componente para a confiabilidade do sistema através da diferença entre

as médias dos tempos de vida do sistema (quando modificamos a função distribuição

do tempo de vida do componente.

Dessa forma considerando que Fj e Gj são, respectivamente, as funções de distri-

buição original e modiÊcada do tempo de vida 7lí do componente cj, Bergman (1985)

propõe a seguinte medida de importância:

Definição 1.9 ÍBeryman .í985) -A -Zhpodáncía da corzáabíZidade do componente cj

para Q con$abüidade do sistema 4 é

IBC . Eõ,(T) -- Ep,(T). (1.48)
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Note que, utilizando a suposição de independência, temos que,
oo /'oo

/0 JO
roo

l PG,(T É t) PF,(T É t)dt
0
P00

- / Cj(t)(hli.í, F(t)j üjO.í, Í'(t)1) - 4(t)(hltj, Í'(t)l - hjOj, P(t)l)af
roo

JU

-/ l(i - Gj(t)) -(i - .q(t))l(hlt.í,Í'(t)l - AloJ,Í'(t)l)at
roo
JO

l (.Gj(t) Fj(t»l?(t)dt.
UU

PF;qT > tàatlmc -; EÕ: r) - Ep,(T) = 1 PG,(T > t)dt

(1.49)

Observação 1.3 Considere a seguinte Triodificação in$nãtesàmat da .fu7içào de dãstü

buição do tem'po de vida do comi)ovtente cj,

õj(t) - 8(t ) (1.50)

Logo,

.Eõ,(r) .Eã(r) /
/
/

/'(t) (.õ(t') - .ã(t)) at

/'(t)(-B(t) - -B(t ))at

I' (Üfj(Bat. (1.51)

Assim podemos interpretar que a ãmpoHância de Barlow e Proschan é obtida

através de uma tranfowiLaçào in$T\itesimal de Fi\tà quando se ueü$ca 1.50.

1.4.1 Aplicação 1: Mlodificação por reparo mínimo

Considere a modificação do componente atráves de reparo mímino. Da equação 1.45

temos que,

Gj(t) - -B(t)(i in .q(t)). (1.52)
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Logo,

/.n')(r)--EF,(r) .8(t)(in.8(t))-r"(t)dt(1.53)
0

que é a importância de Natvig. Ou seja, para a modificação através do reparo

mínimo a Fejâpão [BC rN á «41;H''í" 'j ' 'j ' ''-uu.

Seguindo a idéia proposta por Bergman (1985), sugerimos uma importância cuja

modificação do componente corresponde a tranformação em paralelo do tempo de

vida do componente q.

1.4.2 Aplicação 2: Modificação por transformação em para

leio

Sejam S e Tj variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas com

função de coníiabilidade Fj(t). A função de coníiabilidade da transformação em

paralelo do componente cj, S V 7}, é:

õj(t) p(n vs > t) (% > t) p(t > t): - ã(ty

ã(t) + ã(t)8(t). (i.54)

Note que,

r /'oo roo

18 (t)ã(t)14' (t)at

que definiremos como a importância por transformação em paralelo

E.;, (t) - -EF,(t) F'j(Üril.t)i?(t)út + .l F'i(t)!?(t)dt0 JO

0

#' l Ê',©:i'©«;

(1.55)

Definição l.IO .4 /mpoMâncáa por eram/armação ezrz paralelo da conáabiZádade do
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componente cj para a con$abàtidade do sistema, 0 é,

l"Çj)-l \FJUÊ'ittàÀi?Wat.
(1.56)

Exemplo 1.7 Z)e maneira similar aos e/empZos Z.# e Z.6 ãrerrzos aplacar ao sistema

do exemplo 1.2 a impoüância por travLsformação em paralelo. Da mesma forma

corzsáderaremos os componentes independentes e ãderztãcamemfe dãslhóuÍdos, com dís-

trib'lição e=povte7tcial de parâmetro X. Desse modo, temos que em um instavtte t

./dado

. @ o**ll-(1 .'*')"''l ,p««.j-:,...,k

. **'(l -- e *')" *': , p««.j - k+ l,...,n.

Para .j = 1, . . . , k lemos,

roo

4'' - / .-*'(l e'*')e *'@ Oli - (l -e'**)"''ldt
JO

Sda g/ - 1 -- e-x'. .Assim,

l F(n k+l)!(Ã;- l)! l l
À l (n+ 1)! k(k+ l)j

Para .j :: k + l, . . . ,n, considerando 3/ :: 1 -- e xt temos,

/
l kl(n k)l
À (n+ l)!

/ /

/
l

y(1 - 3/)'g/"'*':'Íg/

v(i - z')'':ti - v"-*lap - {

l

y(l Z/)' :d3/
0

l
(1 - 3/)' :y"

e-*'(l -- e'*').'"'(l -- e'*')"'*':d* - -}
À

l
À4' '':'«]

4' 'dy

De maneira equivalente a Seção 1.2 definiremos a seguinte medida de importância

estrutural para tranformação em paralelo

/óp"(.j) / b(l p)(h(lj,p) - h(0j,p))lap
l

0
(1.57)
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Teorema 1.2 Sda n,(ã) o rzúrnero de uetores camaRÃo cm'Zícos para o componente

c+ de tamanho r. Então,

4'"CÕ -XaXg.i' ny«,(D. (1.58)

Demonstração:

/óp"(.j) P)(h(t.f,P) - h(0j, P))IÓP

- P)l@(lj,x) - é(0i,x)lpE:*'*'(l P)' :'E:,'j"-dP

$«,..,(" : :) ':/'(" : '),'-:': - ,,"''',
Êm'l" «,cõ.É{ (n+2)!

Exemplo 1.8 Considere rzouamenfe a estrutura do ezempZo .í.2, orzde,

ll «,li H(i «,)l ,p««.j-:,...,k
r=lr#J L r=k+l J

Como Disto no e=empto 1.5, para 1, > k -- \, temos que,

Í (.riFA:) , P«« .j - :,...,k
nl(.j)

1 , para .j = k + l, . . . ,n.

Logo, a importâTtcia estrutural da traTLsjorm,ação elll paralelo de cj para 4' será,

l }l (,r;-f:)"FllP' , ,««'- :, ,*
l E e21g.i.:t-u , ,«« .j - * -- :

H (i -,,)
r-k+lr#j

, para .j = A + 1, . . . , n.

, 72.)

õj (z)



CAPÍTULO 2

Importância da confiabilidade do

componente para a confiabilidade do

sistema: caso dependente

Consideremos o vetou (TI, . . . , Tn) de n variáveis aleatórias finitas e positivas defini-

das em um espaço de probabilidade (Q, .F, 1"), que representam os tempos de vida

dos componentes de um sistema coerente. Assumiremos que os tempos de vida são

dependentes e que não existem falhas simultâneas, isto é, P(Z # 7}) = 1 para todo

á # .j, i, .j C {1, 2, . . . , n}.

Observação 2.1 Por sámpZácádade de Ralação, Damos asszimir rzo decorrer desça dis-

sertação que as relações coma C, <, evttfe conjuntos mensuráveis e 'uariáueis

aleatóüas, respectiuaTneTtte, sempre serão com probabilidade um. Com isso o termo

P-q.c. será omitido. Para esperanças condicionais Ttão vamos fazer diferença evttre

uma versão e ü classe de equiualêTtciü P-q.c. dessas versões.

27
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2.1 Representação em série de um sistema coerente

Deilotamos por T(i) < Z(2) < - - < 77n) OS tempos de vida TI,. . .,Zn ordenados,

como ocorrem no tempo, e chamaremos de marcas Xi = {.j : qí) = IZ.Í}, l $ .j $ n.

Clonvencionalmente consideramos T(n+l) = T(n+2) :: ' . . = (x) e Xn+l = X.+2 :; . . . =

k onde Ã; é uma marca finita (fictícia), não pertencente a {1,2, . . . , n}. A sequência

(T(i), Xi)CI define um processo pontual multivariado (de6nição A.lO), sendo

/q :: JW: - >, :lzo''',*.-j}

o processo de contagem associado ao componente c{, l $ .j $ n

Z Z

(2.1)

A formulação matemática de nossas observações é dada por uma família de a-

álgebras de .f, denotado por (rt)tào onde

Ft = atllrm>',x.-j}, 0 $ s $ t, l $ { $ n, l $ .j $ n].. (2.2)

Intuitivamente, a cada instante t o observador conhece a ocorrência ou não do

evento {Z(i) $ t, Xi = .j} e, caso tenha ocorrido, conhece o valor excito de 7.;.

O processo (AC'J)tZO definido por ]Vt''J = ltz $t,X: é um .7%-submartingal. Pela

decomposição de Doob--Meyer (Teorema A.2) conhecemos que existe um único pro-

cesso estocástico (.A:'')tZO crescente, rt-previsível e contínuo à direita, com .48' = 0 tal

que ]Ví''J ..4;'J é um Ft-martin.gal. Como AÇ'J conta somente no intervalo (Z({-i), Z(i)l

o compensador correspondente .A:'J deve ser constante fora do intervalo. A conta-

gem de falha do componente cy é dada por NíJ = >1, /V'j com rt-compensadores

.4{ = :: .A:,j pois a soma finita de Et-martingais é um Ft-martingal e a decomposi-

ção e unica.

lZ

lZ

O processo compensador é expresso em termos de probabilidades condicionais,

dada a informação até o instante t e, desta forma, generaliza a noção de risco (ver
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teorema A.4). Intuitivamente é a propenção de falha no instante t condicionada a

toda a informação imediatamente anterior àquele instante.

Estamos interessados em analisar os tempos de vida dos sistemas coerentes, que

podem ser representados pela decomposição série-paralelo

r - .mjg maxi (2.3)
* ' l:Éi$r.jC7C ' ' '

onde /(., l $ { $ r, são os conjuntos de cortes minimais do sistema, isto é, um con-

junto mínimo de componentes cuja falha causa a falha do sistema e T = (TI , . . . , Tn).

Observação 2.2 Como {T > t} = { ÍI U {7j > t}). e 7j são Ft-tempos de
l$i$r .feri

parada, T também é ulli Ft-tempo de parada.

2.1.1 Importância de Birnbaum

No caso em que assumimos independência entre os tempos de vida dos componentes,

uma interpretação da importância de Birnbaum /JB é considera-la como sendo a

probabilidade do componente cj ser crítico para o sistema. Essa mesma noção está

implícita no conceito de nível crítico de um componente.

Definição 2.1 0 nz'ue/ crl'taco de 'um componente cj, denotado por }l;, é o pMrrzeãro

instante a partir do qual Q falha do compovtevtte ca'usü a falha do sistema,

b 2 0 : @(lj, x(t)) - @(0j, x(t))

«nd. b = 'n caso {}

(2.4)

Observação 2.3 (i.) .É /ácáJ notar que o nüeJ cr#àco de um componente em série

colll o sistema é zero e que o níuet critico de um compovteTtte em paralelo com

um subsistema, constituindo 'um sistema, é o tempo de Tida do subsistema.
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Çll.] Note que o sistema pode falhar antes do compovtevtte se tornar crítico, e ta'íítbém

qKe o comporte'nte pode falhar antes de se tor'rtnr cHtico.

Uma forma. equivalente de expressar matematicamente que o componente cj é

crítico no instante t é

{% < t r} + {é(ij,x(t')) @(oj , x(t)) (2.5)

Portanto, no conjunto {7.} = t} podemos deânir

Definição 2.2 .4 ámpodâncãa de -Bãr7}óaum da c07z$aóà/ dado do comporzemte q. para

a con$abãiãdade do sistema, no tempo t, é a probabilidade do componente ser cMtico

no instante t, isto é,

/.B(t) < t $ r18 (2.6)

Observação 2.4 C'/altamente, se os cornporzerzfes são irzdeperzderztes .ZJn(t) é a im

poH,âvicia de BirTtbaum dada pela de$Ttição í.4.

2.1.2 Importância de IBarlow e Proschan

á
i

4
l

Das realizações do processo pontual temos que, em um intervalo infinitesimal

{ c t} U {%cdt}
{j:vj<t$r}

de maneira que podemos enunciar:

(2.7)

Teorema 2.1 Se T é o tempo de t;áda de urra sísfema coerente corri n comporzerztes

c\.cl. . . . ,c. cujos tempos de vida TI.Ta, . . . ,T. são teTTtpos de parada totalmente
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11%$tlJ'inacessíveis, diferencia.leis, e se Ail é o Ft-compensador de Ti (de Nt

ezztâo, no conlunlo {T > t}, o Ft-conzperisador de T rde Nt = llr$t}) é

«.-E("j« "L)'
.mde b é . «ü.Z «üác. 'í' "mp.«'"le cj e («)''' - max(0, «).

m.

lJ

(2.8)

T)nwann +rnp a.U)-UVe

Observe que o processo llb<t$r} é Zt-previsível e que, pela definição de compensador

(definição A.ll)

para todo processo (ct)tZO, positivo e Ft-previsível.

/ [,
ct lÍx: <ts7'ld/W -EE (2.9)

Como {r c dt} = U {7j edt} podemos escrever que
{j:%<tÉr}

Nt :llb.:.Érl'Í/W
lJ

(2.10)

Portanto,

« [/" .,'«] ' [/'., ;:'*«,.,*'«] - ;' [/' ,: *«..,,'~]

; ' i/' .,:."«,«,'«{i - , l./" .. ; :'"«,.,,'"ZI
de forma que

«. - /'

rtf't/\x

11, *t",.:,ç«}dX - }., J. L{«,.:.çr\d© - 'E., J"i dX
(2.11)

No que segue consideraremos o tempo de vida do sistema depois de seu nível

crítico }$, e representaremos nossas observações por

/b+t = {.4 c .f- : .4 n {b + t $ s} c ./l,,vs ? o}. (2.12)
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Definiremos %* = .EI(7j -- }j)+jFbj os tempos de vida e

@ - :tç..} - E l:l-'«n:n--'l«,}l - -E IM;-.. ©ial
os processos de contagem correspondentes.

(2.13)

Teorema 2.2 onsíderando as rzofações acima, o .7:yJ+t-compensador de ]l/tJ .é

BÍ -.E{.4t--.-.'lt,l.rbl. (2.14)

T)nmnna+rnp3n'u:suba

Peia decomposição de Doou-Meyer temos que o r!-martinga] ]VtJ -- .4{ é uniforme-

mente integrável e }3 + t é um rt-tempo de parada. Pelo teorema da amostragem

opcional (teorema A.l) temos,

ElJ%..., Át:+.IJ\;--.1 - ]%.... '4"..-, (2.15)

Logo,

E lJ@ .e?l/b--,l E l.EGw;..., /vÊIIL) - ZG4l;-.. .ALlrHl&-.,l

.EI.E(J%.,. - .4%...,l.7\--,)l j'bl - -EI.E(JVÊ - .4% l.zk+,)l.7\l

.E(]%..., - .A'n-..,l/b) .E(Jvt - .Át: IJ\,)

z(/vt--; /vtl7:k) -E(.4t--, .4%l.zb)

]@ .B!. (2.16)

A teoria acima permite representar uma estrutura coerente através de uma estru

Lura em série.

Teorema 2.3 C'orrz as notações acima o tempo de uída do sásíerna T é, quase ceda

«..nt', àg«/ " te«-p. d. «ãd« d. .i.'em .« .éM' r* = .«i« (Ti+ + b).
]
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Observe, que a importância de Barlow e ProschaTI da confiabilidade de um com-

ponente para a confiabiiidade de um sistema pode ser interpretada pela probabilidade

de que a falha do sistema coincida com a falha do componente. Como T* é o tempo

de vida de um sistema em série temos,

P(T; P(%' $ T*) - .ElilTsr'll ' E{.a},l l.At..r.

zl(.4+ P.iD

e de6nimos

Definição 2.3 Sega T o tempo de Dada de urn sásferrza coererzfe é e sega 7} o tempo

de vida do coTítpoTteTLte ci. A importâTtcia de BaTIam e ProschaTt da con$abitidade do

componente cj para Q con$abilidüde do sistema é de$nàda por

«'- -EI('@ .4t)'''l. (2.i8)

Observação 2.5 (i.) .No caso em que % é um tempo de parada lota/mente inaces-

sz'ue/ o rt-comzpensador de lÍTJÉt} é nÍínuo e

.EI.4} .4LI - ZI/ llX:«,Çpld.Á11.

(ii.) Se os componerztes são indepe7zdeníes, o Ft-comperzsador do tempo de vida 7

é.A{ log.B(tA%), ond. F,(t) -.B(t) é «unção de «Z,««â«êncá« d.

tempo de vida do componente cj, isto é, é a con$abitidade do componente cj

para o interuaZo lO,tl.

T

b 0
(2.19)

Proposição 2.1 Se os comporzentes são ãndeperzdenfes com distMbuáções aósoZufa

merzte conÉZhuas, a árrzpodáncía da corz$abí/idade do comporzente cj para a corz$abá

làdade do distem,ü é

1?(t)dFj(t). (2.20)
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T)Pmnnqtrnrân

a' 1/ :ÍU«.«}a(-t'g4(8 ,"-t))j - E {z l/ :tx:«.«}a(-i'g4(% A t))1%j }

/ l/ :lÍU«.«}a(- i'g-õ(t))1% - 'l 'ía(;)

' l/' /' :''.:*:,..,1lgl#a'owl - " l/' :'"':'''*$ib 1/" ap,nl d'$ 1
r r'oo l roo /'oo

E l / llb.:,Srld4(t)l < t $ rl% - t)a8(t) (t)a4(t).
LJO J JO JO

Para provar a proposição acima utilizamos a suposição de independência dos com-

ponentes. Mostraremos que a independência não é uma condição necessária para a

medida de Barlow e Proschan.

Proposição 2.2 Soó a notação acama, se 7 é um F!-terna)o de parada ZolaZmente

ánacessz'ueZ, enÍãa

4'(t)ap, (t) . (2.21)

Demonstração:

Primeiramente observe que o processo ltrJ<,$r} é contínuo à esquerda e, portanto,

.7t-previsível de forma que

/ ltvJ.:.$rl'Í(N.' - .A{)
JO

é um Et-martingal de média zero (Lemas.2). Segue que, em {T < t},

t" cn fçn

/ p(b<.sr18 d8(s) / .rf'(s)dF,(s).(2.23)

.:rlsrll - P(b < % $ r)/
t

:lyJ''''* (]W)E

(2.22)
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Exemplo 2.1 Z)erztre as ezlensões das dístMbuáções eaporzertciaãs óiuaMadas, a pro

posta por Freund (1961) modela cl função de disthbuição biuahada de dois compo-

ítelttes forlíLando 'úTIl SiSteVTta paralel.o de matreira que quaTtdo um componente falha

o sistema covttiTtua .junctonando corri o outro componente sobrecarregado.

TI

Figura 2.1: Sistema em paralelo proposto por Freund (1961)

Esta disthbuição biuaHada é de$nida pela juvlção densidade de probabilidade,

/T.,T2(s, t) expl'#'t ' ('- + © -- P')s} , se 0 < s < t
1. #a'exp{ '-'t(a+#-a')s}, «0<t<.

sendo a' , cx, Í3' , B > ç)

ra o com'po'Rente \ é de.R'n'tda por.

roo

.rf' l(.A} .4LF''l lÍyl.:,$T}'Í'''{.l/0

A {mportâTlcia de Barlow e Proschan pnr C

onde yi = :Zb e 1/' = 71 V :Zb

Erra {T2 < s}, a ánfensídade do comporzenfe l é

*: - t«Z,=:ii':%1.%':':UI.'. - '- -- ' - «'
(2.24)
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Logo,

.r- .EI / lÍb«,$rl'Í''{,l P(T2 < # $ r)(a+#- a')d:«
roo roo rz

rOlO

(a-F13-cl') 1 1 1 j3aiexp\-cl't-(a+13-c!')s'jdsdt'd=
0 ../z ../0

('' -t" /3 . .I')0 .Z" li . .xp(--a'z)l expj--(a + P -- a')zld"
1 1

(a + # .«') (a + ©)
(2.25)P

2.2 Importância de componentes através de trans

formações nos compensadores

No primeiro capítulo observamos que, de um modo geral, podemos obter medidas de

confiabilidade do componente para a confiabilidade do sistema através da diferença

entre os tempos médios de vida do sistema quando modificamos a função distribuição

do tempo de vida do componente. Nesta seção, para generalizar os conceitos de

importância para componentes com tempos de vida dependentes, Utilizaremos esta

mesma idéià no espaço dos processos compensadores.

Observamos um resultado bem conhecido de que existe uma correspondência bije-

tiva entre o espaço das funções de distribuição e o espaço dos processos compensadores

dada pela fórmula expoíiencial de Dóleans

P(% > tlb) - expj-(ÁÍ)'l ll (l Z\.4{)
0<s<t

onde (.4{)tZO é o processo rt-compensador de (ltTIÉt})tZO, (.A{)' é a parte contínua

de .4{ e A.4{ :: ..41 -- .AÍt-) a parte discreta

(2.26)

Dessa forma interpretaremos a modificação da função de distribuição de um com-

ponente através de uma transformação em seu compensador. O teorema enunciado
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abaixo permite determinarmos o compensador que corresponde à modificação da fun

ção de distribuição deste componente.

Teorema 2.4 r'Teorema de Gársanoti) ÍBremaud .Z98ZJ

Sejam Ti, \. $ á $ n,, J:t-temi)os de parada totatviteTtte iTtacessíueis, reT)resentaltdo os

tempos de vida dos coTrtl)oneíttes cj, L <- ii $ n, respecti'uavtteTtte, e se3aTn N{ -. \ (TJÇtX

o$ processos de contageTts com os correspovtdevttes J::t-compensadores A{, 1. $ j $ n.

Soam (d)t?o, l $ .j $ n, processos rzão rzeyafiuos, rt-preuásüeÍs, tais que, para

iodo t 2 0 e l $ .j $ n,

«d.A{ < oo. (2.27)

Z.. )M expl.4{

"« a. - (a}, a?, . . . , af), é ««. r -«.«dã«g.Z Z««Z não ney«t:"

lJ

(2.28)

Erra adição, se .EIZ..l = 1, a medida de praz)aóãZãdade di!unida reza deríuada de

nadou-Nikodyn,

(2.29)

é tal que, sob Q.., 'FJa. é O ÚTtico J:t-rompe'rtsador de' Ni

Em p«dác«Z«, denot«m« d =(1, ..., i,d, 1,. .., 1) ' -ã?- - Z'd

Observação 2.6 .No caso em que 0 < (q $ 1, o processo vaza de /azia aÍd4{ é me

flor do que o l)rocesso d.PÚ, e podemos interpretar ü transforTTLação como uma vrtethorü

no tempo de vida do componente j.
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Demonstração

Considere os /t-tempos de parada definidos por

Uk = infÍt 2 0 : .A{ 2 k OU I'Ja. 2 k}.

Claramente temos que Uk l (x) quando k T oo.

Portanto é suficiente provar que o processo

I''''«. - 11(4y":-' 'xPI'4{««. (2.31)

é um Ft-martingal limitado para mostrar que L.. é um Ft martingal local

Para qualquer tempo de parada U $ Uk podemos escrever
U'. fs

Z.i.-i/ exp{/(l d).XÍd«}(l-«Í)(NsJ-À{)d'
0 JO

que é um Ft-martingal (ver lema A.2).

Note (lue se U < 7j, então,

/
(2.33)

ruas

Ha. exp{ .[(l ' du)N,d«}(l - da)N.ds = 1 -+ exp{

S

(i - d).x11a«}

U

0

(2.30)

(2.32)

Se U 2 7}, então,

LJa- ' 'L'b l ew\l (\-du)N,du}(\-o4)N,ds-JO JO
rufo
/ exp{ / (l - d).Xió«}(i - «:)a(.nq)

JO JO

/
exp{/ j(1 - ''':)À:l'í"}(i - dr.)

exp{ / (1 - «!).XÍd«}dr,

/
U

r (i - d) .x:la«} -exp{ (i «!).x:la« +

0

(2.34)
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Como P(b = Z) = 0, Vá # .j,

(2.35)

é um Et-martingal limitado. Segue que L., é um martingal local

Agora queremos mostrar que sob a medida Q.. definida peia derivada de Radon

Nikodym

(2.36)

['J . é o Et-compensador de ]\T

Primeiramente note que

zl.c..l 1 ::> / aQ..

logo (2.* é uma medida de probabilidade.

Q

Considere o tempo de parada t/ $ uk. Pelo teorema anterior .L...u é um XtAU

martingal onde, sob Q.., e usando a formula integral de Dellacherie (Teorema A.3),

temos

Eo.. {l'Ju l

U

E

.EIL«Flui --EI/ L,ar11
JO

1/ :1",sullli(4.)'': 'n']Ai ri] -:plA: riidÀ:ül

.E 1 / tios,s«}TT (al)"'j expj'4: - i':l expj'41 - i':ldaJq l

E li{,,sulZ+;l - .EQ.rJ llt%$ulj - Ze..{Jql. (2 37)

Logo, pelo Lema de Komatsu (Lema A.l) e pelo teorema de Doou-Meyer (Teorema

A.2) temos que I'J.. é o Ef-compensador de N+J

ltTJ $Cr} [[ ((.D"'& .«,[.-i., -L]) .*p]"{
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Assumiremos que os tempos de vida dos compoíientes são rt-tempos de parada

totalmente inacessíveis e, portanto, os compensadores de ]W = ]iTIÉt} são contínuos.

Em adição, assumiremos que são diferenciáveis.

Exemplo 2.2 (;aracterãzação de um reparo n7zíhimo através da trens/or

mação dos compensadores.

Considere o temi)o de tida T3 do componente cj com fuíLção de distrüuição FJÇJb

]V«*' «.. o r -«mp'n«do, d. ]W «o ««j-fo {% > t} é ..4{ - InP(% > t F)

Para o caso de componentes independentes ueri$camos na seÇão 1.3 qIJ.e o tempo

de uidü Tj com função de distribuição Fj(}l é transformado em um tempo de 'uàda

Letal Tj -+ Y} com fulLção distübuição

cj(t) - 1 - 8(t)(i - i«4(t)). (2.38)

de forma que

cj(t) l(i + .4{) (2.39)

. -- l«êj(t) - .Á{ in(l+.A{) é o X -«mp.««d« de t +b: no «@-t. {%+%: >

No caso de covitpoTteTttes dependentes devemos e'r\centrar uma formulação através

de travLsformação 110 compensador que preserve a intuição acivrtct. Notevrtos que

rt .a.j

r!. - ..4{ in(1 + ..4{) -/ --=:::Td.4{
./o 1 + ,4Í

e propomos de$nir reparos m(mimos através de tranfoTmação nos compensadores por

(2.40)

(2.41)

onde a! = i:iih e a! ara { # .j
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Segue que,

.XPI.Á{ - (.A{ - l«(l + .Á{))l (2.42)

c077z limo-. IPa. ' 'Z;Jam ' '4q

Corrzo .Á}., l $ .j $ n, são uaríáueis aZeafóMas i.í.d. com dástMZ)lição ezponencãaJ

padrão, temos .EI.4' 1 = 1. Podemos de$nírQam por :=;i$'p - 4, e, usarzdo o teorema

de Girsanou (teorema 2.4), concluímos que, sob Qam, T%:.. é o Ft-compensador (le N{

Exemplo 2.3 (7aracte7'ízação de trens/armação em paralelo através de com-

pensadores.

A fuTlção de contabilidade da traTLsfomrLação em paralelo T''V Ti, do tempo de vida

do componente c3, onde T e Tj são i.i.d. é

aj(t) -p(nvr>t) - 2p(n > t)-P(B >t)'(t)-7j(t):(t)+Fj(t)r,(t)

Sey«e q«, - « d' "mpo«e«f« i«d.p.«d'«fe., .4{ = --1«P(b > f .&) é . F

compensador de ltTIÉt} no conjurzfo {t < Tj}. Como P(%vT > tlrt) = expj--'4ÍI(2-

expj--.'4ÍI), temos que

In P(% v r > tlb) In(2 exp l--'4ÍI) (2.43)

é o Xt-compensador de 7} V T no c07Üunfo {t < Z V T].

No caso de colítpoTtentes dependentes, a transfol"mação que preserva o resultado

aczzna é

:' (Ç=H) '«; - «: - -'' - .«'-":',
(2.44)

o'nde

2 -- 2 expj--ÁÍI
2 -- expl .ÁÍI

(2.45)
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. a!

Segue que

e gue

: :.*pt-."à]
2 -- expl

expj-4{ (.4Í in(2 expôr 4ÍI))l

' . = 2 -- 2 expj--'4; l (2.46)

.El2 2expt--.Á}.ll = / (2 -- 2expj--tl) expj--tjdt = 1./0

Podemos de$nir Qam airaués da dehuüda de nadou-Nikodyvn

!g:lÉ2. = 2 -- 2 expj--'441.ldP l ''TJJ

e, utilizando o teoreTrta de Girsanou concluímos que, sob Qam' F3 . é o Ft-compensador

(2.47)

(2.48)

2.3 Importância de Bergman

Utilizando o teorema de Girsanov e a idéia de modificação na função de distribuição

dos componentes sugerida por Bergman (1985), propomos a seguinte importância:

Definição 2.4 Se .L.,.{ é Hall/07wzemerzfe ãntegráueZ, T é à7zteyráueJ e Tj é ./inato, erztâo,

a impodánc a da co i#abiZídade do componente para a c07z$aóã/idade do sãsterrza é

/JBC(d-) - Ee.â., (r) - .EP(r). (2.49)

Observações
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(i.) Podemos interpretar /jna (ag.,) como a quantidade de tempo pela qual a esperança

do tempo de vida do sistema cresce quando uma operação correspondente a ag.,

é realizada no componente cj com tempo de vida iZlí.

(ii.) A definição é significante para quaisquer tempos de vida. Em particular, ne-

nhuma suposição de independência é necessária no contexto em que 7} é o

tempo de vida do componente cj e T é o tempo de vida do sistema.

(iii.) Dada a hipótese .DILaml 1, .rfC(ala,) pode ser escrita como

4''(dm) - -««(r, -L.k). (2.50)

Exemplo 2.4 0ormádere a frarzi formação no compensador originada por um reparo

mínimo (e=emp\o 2.2) do componente cj. Intuitivamente isto signi$ca que quaTtdo

ocorre a falha do coTítT)oneTtte cj, em Ti, o sisteTita retoTlta ao seu estado ivítediatü

mevtte aTtteüor à falha. A seguvtda ocorrêTtcia de Tj é coTtsiderada fatal e conside-

ramos ü operüçiio como ulllü melhora do componente. Esta melhora correspovtde à

operação

«dÁ{ e I'.(ã) « { # .j (2.51)

em que

a: = 1 se { # .j. (2.52)

Segue que .Lam = .4}, e

«'(Ü) - C0}''(T, .4+, ) , (2.53)

que corresponde a importância de Natvig no caso de dependência
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Exemplo 2.5 Considerando a rnesmza /unção di:$nída no ezempZo 2..Z e assumindo

$

/T. ,T2 (S, t)

sevtdo a' . ot, l3' , Í3 > ç].

A importância de Bergman do compovtevtte \ será dada por

.rf'- c'o\''a,.4+o-!12 !gilD
(.r) (n)

a#expl--(#í + as)} , « 0 < s < t

Pa' exp{ a't (a +P a').} , « 0 < t

(2.54)

P«« (1) te««,

E(T) - l l (T\vTzÕfv*.x,Çs.tàds dt- l l\..ltfT.{r,Çs,tias-v l sfT:.x.Çs.tàd:l\ldt

/ Pf .xp(-Pt)ll - 'xp(-"t)l + =;Ç?:alt.xpl'('- + #)tj + e:liÇ;':M'laí

' [à - @h] * -Çh [çh * .. * " - :''.. * ,,]
. p«« (11), -«.te pümei«me.«te q«e,

À: = allT2>,} + (a + # -- a')ltT2$,}

.4}
at , se t < T2

aT2 + (t T2)(a + # - .«') , ...
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Logo,

.Blr.4h EITO VT2(aTlleTi<T2l+ lclT2 +(a+P c-')(Ti T2)lllrlZz2})l

.ElaTIT2lÍri«z2ll + 'Ell(a+ # - a')(Tly -(a' - #)TiT2lllr-?r2l}

/
oo /'oo

l (a' - l3)StjT.,T2(S,t)dsdt
0 Jt

\ D a13 'Z . '2Í3d . 'Z13d
P(Play(.«+0)(a+©)' '(a+P); '(a+a)'(a+0)

. '2Ba' tai-Í3)13a' . Ça'-B){3al
'(a+#--a')'(a+#)'(a+#-a')'(a+Py '(a+#--a')(a+P):

de (1), (n) e d. eq«.çã. 2.S4 te««,

c»Í3 '2 '2Ba' Da' f3a'
'(a+#)(a+#)'(a+#);(a+#)'(a+P)(a+#-.«')'(a+#)'

Qai- BÕDal (a'- Baba'
r,-v.L n n/\2rn.L R)2 rn.L /\rn...L 4\3

Á" /
t

[Sa/T.,T2(S, t)dSdt + l Ça -b í3 - Qi )sz fT.T,Çs,tàdsdt

..4ssám,

+

Exemplo 2.6 C'onsídere a írans$ormação no compensador comesporzderzfe

operação em paralelo. Do exemplo 2.3 temos que

(H 2--2expj--'4ÍI
2 expj--.4tl

(2.55)

e a: = 1 se á # .j. ó'eyue que,

rã. - / -3':=1;Í:lg-a..4: . r: - .Ai « { # '. (2.56)

e, 'po'rtanto,

Lam = 2 -- 2expl--'4tl e /jBG((Pm) .CTO1'(2 2expj''4tl,r). (2.57)

Consideremos esse exemplo para ilustrar o caso de componentes independentes

Em tal caso, o Et-compensador de /VtJ no conjunto {7} > t]. é

.4{ (2.58)
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onde Fj é a função de distribuição do componente cj e 8(t) = 1 -- .q(t). Assim, a

importância em paralelo da confiabilidade do componente q, para a confiabilidade

do sistema é

.rfc(«L) 2-q(%)) (2.59)

e podemos provar a seguinte proposição

Proposição 2.3 .No caso em que os tempos de Dada dos comporzenfes 7}, 1 $ .j $ n,

são àvLdepe7Ldentes,

/f'(dm) / 8(t)-Õ(t)ip(r>tl% >t) p(r>tl% st)ldt.
0

(2.60)

T)nmnns=+rnrãn

e'(<) --C'Oy(2 -- 2expj-4' l,r) - E {T(2 2explA' 1)} -- E(T)

Z? {(2 2expjÁtl)SITIA' l} -- .D(T)

.B {(2 -- 2 expj4,1) /" P(T > tl% $ t)lt%$t} + P(T > tlZ}
roo

E(T) = / P(T > tl% É t) .E{(2 -- 2 expl.A}.l)lÍr,S*} +J0-.

p(r > tl% > t) zÍr2 -- 2 exnl.A},l)iÍ%>'} dt} -- 11Z.!'
(Ú)(n-r)

(2 -- 2 expj'4hl) /" P(T > tl'4' )dt
-E(r)E

(.r)

(2.61)

De (.r) temos,

/' í'j\t'J

E{(2 2expj4,1)ltqÉtll= /. l2 -- exp(--t)je:«p(--t)dt = 82(t) 2.Õ(t) +l

de (.//) temos,

.E{(2 2expl.4tl)llrJ>tl} = 1 -- .E{(2 2expj4,1)llTJ$tJ} ' 2FJ(t) Fj2(t)
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e de (.r/.r) temos,

roo

zl71 ã(f)ip(r > tlt > t) - p(r > tl% $ t)lata
JO
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p(n > t n $ t)at

Logo, de(1),(11),(111) e eq.2.61,

#''(dm) - / p(r > tl% $ t)(82(t) -2-8(t) +l)+p(T > tl% > t)(24(t) -Fj2(t))dt

/ 4(t)ip(r>t18>t)-p(r>tl%st)lat-/ p(%>tl%st)at

/ 4(t)4(t)ip(r > tl% > t) - p(r > tl% $ t)lat. (2.62)
0



APÊNDICE A

Algumas definições

Por simplicidade de notação, vamos assumir no decorrer desta dissertação que as

relações como C, =, $, <, entre conjuntos mensuráveis e variáveis aleatórias, res-

pectivamente, sempre serão com probabilidade um. Com isso o termo P-q.c. será

omitido. Para esperanças condicionás não vamos fazer diferença entre uma versão e

a classe de equivalência P-q.c. dessas versões.

Seja (ç2,.F, P) um espaço de probabilidade. A informação no instante t é dada

pela sub-a-algebra de /, Et. A filtragem F = (rt)tZO é uma família crescente de sub-

a-algebras (i.e., se s 5; f, então rs C Ft), onde assumimos as seguintes condições,

conhecidas como ''condições usuais de Dejjacherie": Et C .F contém todos os P-

conjuntos de medida nula de .F e Et = Í]./l,, i.e., at são contínuas à direita e

completas. Além disso definimos /k = o (U.>.Xí) como a menor a-algebra que

contém todos os eventos de Ft para todo t C IR+. Uma referência para as aplicações

de processos estocásticos na teoria da confiabilidade pode ser vista em Aven & Jensen

(1999)

s>t

Definição A.l éProcessos adaptados)

Um P"«. X - (X.).ZO é F -.d.PÍ«do « X. é E -«..«««á«Z P«« todo t C IR+

48
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Definição A.2 ÍProcessos progressáuos)

Um T)rocesso X = ÇXtàtzo é F-progressivo ou progressivamente mensurável se, para

iodo t, «p/à«ção (s,.«) --» X.(«,) «m (.,.«) C lO,tl x Q é m.n.«á«Z «m «.p.á''

« a-«Zg.b« n(lO, tl) ® f , .«d. tB(lO,tl) é « a-aZg.Z,« d. Bo«J .« 10, tl.

Pode-se provar que todo processo adaptado, contínuo à esquerda ou à direita é

progressivamente mensurável (Dellacherie & Meyer 1980). Se X é progressivo, então

y = (b), b = Xo' X,ds também é progressivo.

Deânição A.3 Sda -F 'uma ./i/tragam em um espaço de proóaZli/idade (Q, /, P) e sda

1"(.© « a-áZgeó« em (0, w) x Q g««d« p.Z« .isfe«« d' «'Ü-'"

(s,tl X .A,0 $ S < t, ,4€ Fs, t > 0.

P'(F) é chamada de o--álgebra F-previsível em (0, oo) x Q. Um processo X = (Xt)

é chamado F-previsível se Xo é no-mensurável e a aplicação (t,w) --, Xt(w) de

(0, oo) x Q em R é mensurável com respeito a P'(F).

Todo processo adaptado e contínuo à esquerda é previsível, e todo processo F

previsível é F-progressivo. +

Para obtermos o significado do termo previsível observamos que para um processo

X F-previsível, o valor Xt pode ser previsto mediante informações disponíveis antes

do tempo t, isto é, X, é mensurável com respeito a .n- = o(U,<t.FI,) = a{.A,, .A, C

Fs,0 $ s < t}. Processos desse tipo são elementos muito importantes na teoria dos

processos pontuais.

Definição A.4 r'Tempos de parada)

Uma variável aleatóüct entendida T)ositiun T é chamada um F-temi)o de l)atada se

{a'- 5; t} C Ft para lodo t C ]R+. Um -F-tempo de parada r é:
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(i.) preuisüeZ, se eaãste u«.a sequência crescente (Tn), n C {1,2, . . .} de tempos de

parada Tn < r, [a/ que ]im Tn = r;
7Z --} 00

(ii.) tataZmerzte ánacessüe/ se P(r

F-preuisÍuet.

< .«) Q para todo te'íít'po de T)atada a

Definição A.5 Sega r mz Ft-terripo de parada. Então a a-aZgeZ)ra .Fr dos euenfos

que ocorrem at,é o instante 'r é

r. = {..4 c J:- : .4 n {a'- $ s} c fs,vs 2 0}. (A.l)

Definição A.6 Um processo estocástãco (Xt)t2o é dito
.--+t"'fl')
t..;l'

'7

../

(i.) integráueZ, se .EJXtl < oo, Vt € R;

(ii.) unljformemerite ntegráueZ, se hm sup EljXtjltlx.l>.}1 = 0
c---»oo tÇIR+

Definição A.7 rÀ/aMaRga/, SuZ)madi7zgaJ e Super'madíngaZ)

Um processo ibtegráuel F-adaptado (.Xt], t C R.-+, é um maüingal (submadingal,

super'madãngaZ) se, pata todo s > t, t C R+,

.Elx,lxl (A.2)

Definição A.8 rÀ/adíngaJ /ocaZJ

Seja X. um processo estocástico Ft-adaptado, e seja (S.,«- Z \] um« fümiti« de

Ft-tempos de parada tal que

(i.) lim«T« Sn = +oo;

(n.) para ca a n 2 1, X.«s. é E -n«adíngaZ
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Então Xt é um J:t-maü"ngal to(nll.

[Feorema A.] r'Teorema da amostragem opcionaZ9

Sejam Xt um submadin,gal contínuo à direita e S e T dois Ft-tempos de l)atada

anitos tais q'ue S $ T. Se

(i.) S e T são Zámãfadas por urna corzstante to < oo ou

(ii.) (Xt)t=o é un4/ormemerite àrzteyráueZ, então

EJX,IFsj2Xs. (A.3)

Se Xt /or urn ma rzgaZ, então .EJXrl.7%l = Xs

Lema A.l ÍZerrza de Ã'orriaísuJ

Seja ÇXtàt20 um T)rocesso Ft-l)rogressíuo tal que T)ara todo Ft-temi)o de parada U, Xu

é ãnt g,á«J . .EJXnl = -E(Xo). ntã. (X.)*ZO é «m .8-«.«Ü{«g.Z.

Teorema A.2 r.Decompor ção de .Doou-.A/eg/er9

Seja ÇXtàt>.a ulll processo Ft-adaptado e coTtteTtuo à direita. Então ÇXtltZÜ é um

Ft -suórrzaNárzgaJ urze/orvrzerrzerzfe áníeg7áue/ se, e sornerzíe se, possua a decomposição

X. = .4t + Mt (A.4)

orzde (.4t)t?o é lzm p70cesso /t-preuísz'ueZ, crescente, confú uo à direita com .Ao = 0 e

(Mt)t?o é um at-maNánga/ unã/ormemente ãntegráueZ. .4 decomposição é única.

Lexia À.2 Seja Nt um processo pontual Ft adaT)Lado e Xt um processo não negatilio,

Ft-progressíuel, tal que

(A.5)

/

P.,o í# .f' 'U«.
D

'7yH 'áà %"p ,

}l;- "«~h''' 7.' «-
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Seja X.t um processo Ft-preuisíue\ tal que para todo t >

E l / lx,l.x,a;l < «, t 2
L../ o J

Então Yt = .ft X,dMs é um J:t-madingat, ovide Mt

A.6 for substituída pela condição menos resthtiua,

/ lx,IÀ,as < oo t 2 0
JO

eTitão Yt ::; 11) X,dMs é um Ft-madingal Local.

(A.6)

q. . ...ai,R.
bJ v la v\J l U\bU\ \Dv

(A.7)

Teorema A.3 rF'órm'ula integral de Z)eZ/acanhe,)

Seàü At uvrl l)rocesso crescente Ft-adaT)Lado e Mt um Ft-madingat Ttão negativo, con-

Éãhuo à dãreiía e un{/ormzemente iritegráue/. Então para qualquer Ft-tempo de parada

.E 1 / Mtd..4,l - .elWr..4,l.

T
T

0

Definição A.9 usem madãrzga/es reguZaresJ

Um processo estocástico X :: (.Xt)t$o é chamado um semimartingat regular se ele tem

uma decomposiçiio da forma,

(A.8)

onde f := Çjtàtç0 é uvn processo estocástico progressivamente Tne'nssráuel comi

para todo t C ]R.[, .DIXol < oo, e M = (Mt)t$o um madãngaJ confhtzo â direita com

limite ã esq'Herda com Mo = 0.

/ < 00l/sla.E

Lema A..3 (Del,lacherie 8 Meter 1980)

Sela qn, J: .'P) um espaço de probabilidade, F -. ÇFtàt2Ü uma, família de sub a-átgebras

de J:t, e T um F-tempo de parada.
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(i.) Se o processo .N = (Nt)t20, Nt = 1(r$t), lem uma represezztação SMR

Nt = / 1(r>uÀ,ds + Mt, t C ]R+

ent,ão T é unl J:t-temi)o de parada totallítente inacessível e o J:t-maüingül Mt

é quadrado integráuel de Títédia zero;

t

0

(l\.] Se T é um teTítpo de parada lota\mente inacessível enl,iío o processo N -. ÇNtàtzn,

Nt -- \.(T$t], tem umü única decomposição N = À. -t b4, OTtde M é um Ft

madámgaJ n firmemente {nÉeyráueZ e A é conZíhua.

Definição A.IO ÍProcessos pontuais uzziuaMadosJ

Um processo polttbal (uniuaüado) é \ ma sequência, crescente de uaúáueis aleatórias

posátíuas (Tn), n C {0, 1, . . .} que podem assumir uaZores +oo (0 5; TI $ T2 $ . . .).

.4s des guaZdades são esídtas a menos que Tn = oo. Vamos assurnàr que o processo

é Ttão mPtosiuo, isto é,

Uma maneira equivalente para descrever um processo pontual é pelo processo de

contagem .N = (Nt)t$o, com realizações

Nt(w) = )ll: /(Tk(«)ÉO,
k>l

que é, para cada realização zo, uma função escada contínua à direita com saltos de

tamanho l e No(to) = 0. Nt conta os números de pontos Zn que ocorrem até o

instante t. Em geral dizemos que o processo de contagem associado N é um processo

pontual.

Uma generalização deste conceito é o de processo pontual multivariado. Se

(Tn),n C {1,2, . . .} é um processo pontual e (Un),n C {1,2, . . .} uma sequência de
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variáveis aleatórias com valores no conjunto finito {ai, a2, . . . , a.}, então a sequên-

cia de pares (Zn,Un),n C {1,2, . . .} é chamado processo pontual multivariado. O

processo N =(N(1), . ..,N(m)) o-de,

Nt(á) = >, .r(Th(w)Ét)/(UÜ {l, . . . , m},
k>l

é o processo de contagem m-variado associado.

Dado um processo pontual univariado (Tn), n C {1, 2, . . .} e o processo de conta-

gem associado (Nt)t?o, com .E(Ní) < oo para todo t C IR+ em um espaço de proba-

bilidade (Q,f, P') com uma família de sub o-álgebras F = (Ft)t?o de .F, podemos

considerar a definição de seu compensador:

Definição A.ll rOorrzpemsador9

Seja N -- ÇNtàtzü um processo de coTttagewt integráuel, adaptado Q ullla Êlt gem F.

O .Z«i« p«""o "««fe .F-p««i.í«e/ .4 - (-4.).SO, f«J q«

roo roo
E l C,dN,- E l C,dA,

Jq JQ

para. todo processo não negativo F-preuiseuel C, é chumctdo o coTilpensüdor de N com

respeito Q F.

(A.9)

Definição A.12 Í7lzÍensádade)

Seca, tNtlt$o um processo de contagem integráuel com Mina F-SMR representação

(«j« de$nição A.9)

Nt = At -F Mt = 1 X,ds + Mt

onde (.Xt)t>.o é um processo estocástico não Ttegatiuo. Então X é cha7rtado a F-

{ntevisi,dado de N.

t

0
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Observação A.l Pode-se mostrar que se a irztensádade /or pre'uász'ueZ então e/a é

última. Por outro lado, se existe umü inteTtsidade, então sempre podemos eTtcontrar

um,a versão previsível (BremQud 1981).

Considerando a filtragem baseada na história interna do processo de contagem

N' = (Nt)t20, isto é, Fx = (/r)t20, J:7v = alas, 0 $ s $ t}, Bremaud (1981) provou

o seguinte teorema:

Teorema A..4 (BremQud 1981)

Seja N = ÇNtàtZÜ ulll processo de contagem e Q $ttrageTrt F-. ÇFtàtZÜ, Ft " a\N,. Q '$

s $: tÀ. Se G.Qm, B) é a distribuição cov\dicional regular dos tempos entre as chegadas

Un+l = Tn+l Tn, n C {0, 1, . . .}, Zo = 0, dado o passado .7lh. no Xt-tempo de parada

Tn, i.e., G«(w, -B) = P(Un+i C -al/h.), então, para Tn < t $ Tn+l o compensador .4

é dctdo por

.,4*
' Jo c.(l«, ml)

Se a distribuição condicional G. admite uma densidade g. para todo n,, então ü F-

iTttensidade }. é dada por

- }l: i p"GE " Z;') '(Zn«'$'L-'-O
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