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Resumo

Este trabalho trata da estimação de modelos semiparamétricos quando assumimos que o ruído segue uma
mistura de distribuições gaussianas na escala. Distribuições desta natureza são interessantes, pois, através
dela podemos representar qualquer distribuição simétrica contínua como, por exemplo, disüibuições com
caudas pesadas, tais como a t de Student, as da família de distribuições estáveis e a exponencial dupla. Estas
distribuições são especialmente úteis em problemas com altas taxas de valores extremos e oüf/iCEs. Combi-
nando a natureza de tais distribuições com o algoritmo EM, mostramos que, se usarmos bases de funções
convenientemente escolhidas, tais como B-splines ou ondaletas, obtemos uma ferramenta poderosa para a
estimação de curvas, tanto em problemas de regressão quanto de séries temporais, mesmo sob a presença
de valores extremos e out/íers e sem a necessidade de uma especificação a priori da fonna funcional da
mesma. Mais ainda, podemos assoÊjar outros tnétodos robuqlos a algumas destas distribuições e assim re-
plica-los para a estimação de curvas. Assim sendo, pudemos unificar diversos métodos de estimação em um
único procedimento, no qual devemos apenas alterar a ponderação dos ruídos para passamtos de um método
a outro. Aplicamos esta técnicas a modelos univariados onde a função média, ou sinal, era desconhecida, a
modelos parcialmente lineares e a modelos mistos. Além disso, (i) demonstramos que quando aplicamos este
método a séries temporais lineares autorregressivas, os estimadores obtidos são consistentes, e (ii) mostramos
como combinar bases de funções a misturas de distribuições gaussianas dentro de um enfoque bayesiano para
estimação de curvas, tanto em modelos univariados quanto em modelos parcialmente lineares.
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Abstract

This work is about the estimation of semiparametric models when assuming that the noise follows a Gaussian
scale mixture. Such distributions are panicularly interesting since any continuous symmetric distribution
may be represented as a Gaussian scale misture. Examples are the Student t, double exponential and stable
distributions. They are particularly useful in the presente of extreme values and outliers since these are
heavy tailed distributions. Together with the EM algorithm, we show that, by using suitably chosen function
bases, such as B-splines or wavelets, we get a powerful tool for curve estimation in regression and time series
problems, both under the presence of extreme values and without the need of any parametric assumption
about the functional form of the target function. One can relato it to other robust estimation methods and
switch between them byjust adjusting the residuais weighting and hence unify several methodologies in one
computational technique. Such techniques were applied to univariate modems with unknown mean function, to
partially linear models and mixed modela. Moreover, (i) we show that, when applied to linear autorregressive
time series, this method resulta in consistent estimates, and (il) we show how to combina functions bases to
Gaussian scale mixtures inside a bayesian framework in order to get curve estimates to univariate regression
models with unknown mean function and partially linear modems.
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Introdução

Este trabalho é sobre a estimação de curvas (função média) em modelos de regressão e de séries temporais na
presença de uma classe específica de ruído distribuído de acordo com uma mistura na escala de distribuições
gaussianas. Tal classe tem as propriedades de englobar todas as disüibuições contínuas simétricas e "robus-
tificar" o modelo (dado que muitas destas distribuições têm caudas pesadas). Dado que a estrutura funcional
de tais curvas não é conhecida a priori, necessitamos de meios para aproxima-las. Embora muito do que se
dirá mais adiante seja aplicável a diversos meios de aproximação, tais como ondaletas ou séries de Fourier,
daremos especial atenção ao uso de s/7/l/zes. Logo, a principal conuibuição desta tese está em uma série de
algoritmos para estimar curvas em modelos semiparaméúcos de regressão e séries temporais (incluindo mo-
delos parcialmente lineares e modelos mistos), sem, portanto, a necessidade de uma estruturação funcional
a priori da função alvo. Além disso, demonstramos consistência para a classe de algoritmos considerada
quando restritos a séries temporais lineares autorregressivas e como adaptar tais algoritmos dentro de um
enfoque bayesiano, especialmente no caso de modelos semiparamétricos univariados e parcialmente lineares.

Os dois primeiros capítulos são uma introdução às misturas de normais através da escala e das princi-
pais ferramentas utilizadas neste trabalho, como splines e o algoritmo EM. No capítulo 3 falamos sobre o
uso destas distribuições em modelos lineares de regressão e de séries temporais e apresentamos resultados
de consistência no caso de séries temporais e estendemos a teoria no caso de regressão para modelos pena-
lizados. No capítulo 4, desenvolvemos o algoritmo sugerido para modelos de regressão semiparamétrico e
como calcular intervalos e bandas de confiança usando boorsfrap e estendemos a teoria para modelos parcial-
mente lineares. O capítulo 5 é equivalente ao anterior, porém trata de dados de séries temporais. O capítulo 6
concentra-se na análise bayesiana destes modelos e utiliza basicamente o algoritmo de Gibbs para inferência
dos mesmos. Portanto, apresentamos neste capítulo a derivação deste algoritmo aplicado a este modelo e,
embora utilizemos principalmente splines, mostramos como poderíamos aplicar mistura de normais através
da escala e ondaletas sob a perspectiva bayesiana. Em todos estes capítulos (4,5 e 6) realizamos diversos
estudos de simulação para demonstrar a efetividade da técnica. O capítulo seguinte é uma breve nota sobre a
utilização de modelos mistos dado que o ruído e/ou a componente aleatória pertence à classe de distribuições
considerada aqui. Finalmente, concluímos com uma breve aplicação utilizando dados reais.
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Capítulo l

Mistura na Escala de Distribuições
Gaussianas

1.1 Introdução

Dizemos que a variável aleatória X segue uma distribuição definida pela miss {ra de gauisla/zas afrízvés do
para/}zefro de essa/a se ela puder ser escrita na forma

X - Zj~Fa

onde Z «., A/'(0, 1) e a é uma variável aleatória qualquer (contínua ou discreta) assumindo valores em (0, oo).
No caso em que a segue uma distribuição contínua, sua função densidade de probabilidade A, a qual pode ser
expressa analiticamente ou não, é chamada de de/zsfdade de /nís/[l/n. Distribuições deste tipo são de interesse
prático, pois, englobam quaisquer distribuições contínuas, unimodais e simétricas, veja [36]. Além disso,
sabe-se que a forma geral das funções densidades de tais distribuições é dada por

P(z) a:/'é(a:/'«)h(a)da
'0

(1.1)

para z c IR. Ou, de modo mais geral

P(«) .- :/'é(a:/'r)dH(a) .
'0

(1.2)

Em alguns casos, pode ser mais conveniente considerar a seguinte generalização de (1.1)

,'«, - /" Ú« (H) '«'«,

onde oo < z < oo, @ é uma função positiva e definida no intervalo (0,oo), c é uma constante e @ éa
densidade associada à distribuição normal padrão. De fato, essa notação permite que incorporemos parâmetros
associados exclusivamente a h em @ de modo a tomar o processo de estimação dos parâmetros de interesse

3



4 CMlm [üO J MISTURA NA ESC/ÜA DE DISTRIBUIÇOES GAUSSIANAS

mais simples. As constantes c e t5 são, respectivamente, os parâmetros de localização e de escala do modelo.
Note que para (1.1), @(a) = a i/2. É fácil ver (lema 1.1.2) que p é a densidade da variável aleatória
X = @(S)Z, onde Z «' ./V(c, õ2) e S > 0, com função distribuição -H, são variáveis aleatórias independentes.
Em particular, se a distribuição .lií admitir uma densidade h, então, p pode ser escrita na forma

,',, - Z" Ú« (M) «'.,-.. (1.3)

Indicaremos que a densidade de X é dada por (1.3) através da notação X «., s.A4h(c, õ; @), onde õ é o vetor
de parâmetros associados a A. No caso particular em que @(a) = a i/2, denotaremos simplesmente por
X ''- S.A4h(., Õ).

O [ema [. ].] genera]iza um resu]tado em [5] que mostra como determinar a densidade A em (1 .3) quando
c=0

Lema 1.1.1. Suão/z/za qlle a./ü/zção V' sda ínve úe/ e de$na

''., - a;$ÇGd« («-: (à))
Então, se

. lim.-o @(a)

.li«b--@(a)

«./Ü"Çã. g(z) pÇ©z) é a transfonnclda de Lnplace de (. Por outro lado, se

. hm.-o @(a)

.lim.--@(a)=0

então, g(.=] é trangormada de Laplace de (

Z)e/zzo/zsrração. Segue imediatamente da mudança de variáveis s = ãiiÉ;p na expressão (1 .3). n

Consequentemente, para determinar h basta aplicar a transformada inversa de Laplace em g.
particular em que Ú(o-) = a i, g(z) é a transformada de Laplace de

No caso

((.)

O lema abaixo indica um modo de se obter variáveis aleatórias com densidades da forma (1.3). E inte-
ressante também notar que o lema abaixo permite estender a teoria para outras misturas na escala além da
distribuição gaussiana.
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Lema 1.1.2. Se X = ©(.S)Z, onde S e Z são variáveis aleatórias independentes com S > 0, S «, h e © ltllla
fwtção positiva, etttão a dettsidade de X pode ser escrita txci fo)nta

«'«, - z" ú. (ú) «'.,'«,
(1.4)

ottde a densidade de Z é tal qtle

«w - :/ l;l
Por outro lado, se a densidade de X é dada por (.\ .4) e se h é urna função densidade de probabilidade, então
X é igtla!, etn distribuição, a @(.S)Z, onde S «' h e Z «, f são independelltes.

Z)e/nonsfração. Seja # C ]R, então

PJX <zl

p(,,a)d da

p(.)h(a)d,da

"''"'' il' (;) "u"''..
Logo, fazendo a mudança de variáveis z' = zV'(a), temos que

'~* « *~ -rJ:. h,Gà"-.'-:-..
n

Em particular, se Z «., .V(0, Õ2), e se X @(S)Z, então

,««. -f h.GH"'.'-.,
onde @ é a densidade da normal padrão.

Para modelar e simular variáveis seguindo uma mistura na escala, ie, com função densidade de probabili
dade dada por (1 .3), podemos usar o fato de que, se

Xja - .V (0, õ'@(a)') ,
a .- h,.

(1.5)

então, a densidade marginal de X é exatamente aquela dada por (1.3). No caso particular em que Ú(a)
a i/2, ao invés da variância, a variável aleatória a representa a precisão de Xja.

Abaixo listamos alguns exemplos de distribuições que podem ser representadas como misturas na escala
de gaussianas.
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Exemplo l.l.l (Distribuição t de Student). A dísfrlbz/íção t c0/7z z' grnz/s de /iberdade epará/?zefro
de escala õ, cuja dettsidade é dada por

,(,i«, o - í'Hgbvm ; (;)'] '* ,
pode ser representada rta jortna (.1.3), pois, se X «. t.(0,õ), erllão, vale a igualdade (etn

f r,fZ,«íçõ.) X - I' :/'Z, .,:d. Z - .V(0,õ') ' }'' - I' (5, ;). O« .da, « d"'ídad. d.

X pode ser representada por (\ 3), onde h é densidade associada à distribuição gama, T Ç5, !:1\.
Neste caso. ü(cr\ - -J>:

Utu caso particular de interesse, por ser uma distribuição com variâttcia inftüta, é a distribuição
de Cauchy, a qual obtemos totttattdo v :; L. A distribuição de Cattchy tantbém é um caso par-
ticular das distribuições estáveis descritas tlo próximo exetnplo. Neste caso, h é a densidade
«.í«a« « I' ($ , á). Q

a'

Exemplo 1.1.2 (Distribuições estáveis). Aio caso das dfsrríbuífões es/áveís co/?l úzdice de es
rabi/;Jade sarísÚaze/zdo 1 < cv < 2, a represa/z/anão (1.3) víz/e /o/ zcz/zdo h(a) = g(a'2), Olzde
g é a dettsidade de uma variável aleatória estável cottt índice de estabilidade al'2. Este fato é
consequência direta do teoremct 1.1.3, cÜa detnotlstração pode ser vista eln [32].

Teorema 1.1.3. Sda/n Z «' S..,(o,0,0) co/n 0 < a < cl' $ 2 e ,4 [fma variáve/ a/ea/órfã

estável com índice de estabilidade clld totalmente assimétüca a direita (ie, coltt l3 - \) e com
transfonTmda de Laptace

.E;e 'Á = e''y /''

;.'. ', ." - ;..., ((«; B)'''', :, .) . «««,« '««"« .« , . ..' ''. '"''-«'"'«. ;«''',

,y > o,

X : ..4i/"'Z «., Sa(a, 0, 0)

Desato, dado X «, S..(.X,0,Q) e tot7mndo cx' :: 2 e a :: X, existem variáveis aleatórias

; - '''0, "D ''., ; - ',0, ', 0, ' " - '.., ((«; W'''' , :, .) ,«'''« '''' «"
X - ..4i/2.à

Ora, então pelo lema 1. 1.2, a densidade de X pode ser escrita na forma

p(E) l a-:/'@(a :/'=)t.(a)'ia

oltde h é a det\cidade de A.

0
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Catvétn lembrar qlte, em geral, a jm'tala funcional das dettsidades associ(Idas às distribuições
estáveis não têm utt\a represetttação analítica lfechada. No etttattto, para gerar atttostras pseudo-
aleatórias a partir de uma distribtlição estável X «, S.W, l3.0h, podemos usar o método de
Chat?ibera-Mallows-Stock (CMS), [lOI, de acordo cottl o qtla], se

}'' - U 1-:,:1 . W - ExP(1),
ett tão,

X x se'l(o' 'b'' +Ba,p)) X COS(I''' a(y+.Ba,P))(:'")/a

o/zde

'-,, - =eElgW ' '.,, - (: * ,' '.' T) :'''''
com l de$nido de tal tnodo que

T-«. (: 'p'.T),
segue a distribLtição desejada. Q

Exemplo 1.1.3 (Distribuição exponencial dupla). Ás díxfríb lições gaja/ zz#fa pofê/zela-exmo/zelzcia/Í
são aquelas cujas futtções densidades podem ser escritas t\a forttta

p(z) exp(--lzl'), «, < z < m,

Elas têm como caso particLtEar. para b :: 1-. a distribLtição de Laplace (ot{ expoPteFtcia! dupla) que
tios é de interesse, pois, utiliza-la eqtlivale, cottlo veremos, a estimar os parâtnetros dos )Rodeios
estudados através da minimização da norma L\ . A detlsidctde de tnistura é, etttão, dada por

"(«) - ;.' «p l ': l

1 < b < 2.

Q

Exemplo 1.1.4 (Distribuição logística). Á de/zsidade da dls/rlb lição /ogúrfca é dada por

exp( z)
It + exp(-«)I'

e, neste caso, a det\cidade de mistura é igual a

h(a) l)k :kexp(--É;a"/').h(a)
k-l

Q

l Exponencial Power Fainily
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Exemplo 1.1.5 (Distribuição normal contaminada). A dísrríbzlíção /zon?zíz/ co/zfa/ni/zada é de

Brida por

,(,)-o o'''o,o--c'''l', '$1
e a dettsidade de mistura é dada por

-'', . {ã: ''
se a :: l,

se a = À',
caso contrário

Note que, diferelttetltetlte dos detltais exemplos, a distribuição de tnistura é agora discreta. Colho
veretttos anais adiante, a distribuição acima pode ser getteraLizada de tnodo a aceitar mcüs de
umalo/z/e de co/z/íz/}zinação.<>

1.2 Propriedades das Distribuições Definidas pela Mistura na Escala de Gaus
sianas

Nas propriedades que se seguem

P(,) z'ú« (ú) '«'.,, (1.6)

onde J7 é a função distribuição de probabilidade associada à o- (podendo ou não ser absolutamente contínua).

A proposição abaixo garante que a densidade p é estritamente quase-convexas e uma característica inte-
ressante de funções estritamente quase convexas é que, assim como para funções estritamente convexas, caso
estas funções admitam um ponto de mínimo, este ponto é único.

Proposição 1.2.1. A de/zsidade p é es/ri/íz/,ze/zfe q fase-có/zcava. OE{ sda, pa/a rodo À € (0, 1), p(Àz + (l
À)y) > minto(z),p(g/)}.

Z)e/}zo/zsrração. De fato, como a função exp { -- ã;ili;p } é estritamente quase-côncava, então,

.*-l-"ãh#} »«:«{.*-{ *h},.*-{ *hl}
Uma função /(z) é quase con«xa se, para todo À C (0, 1) e para t'dos #,y C R, /(Àz + (l À)y) 2 mina/(z), /(y)}.

Se /(Xz + (l À)y) > mina/(z),/(y)}, para todo À C (0, 1) e para todos =,y C IR, então, dizemos que / é estritamente

quase-convexa.
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e pela continuidade da função exponencial e pelo fato dela ser positiva, segue que

c'ú« (»;h@) '«'.,
» «:« {/'ú« (ú) '«'«,,z
= mi«{p(z),p(g/)}.

Em particular, segue do fato acima que logo(z) é esuitamente quase-convexa.

P(Àz + (l À)Z/)

'Ú« (Ü) '«'«,}

n

Propriedade 1.2.1. A de/zsfdade p(z) é#pzi/a e/zr z = 0 se, e some/zfe se, ZiZ;&} < oo.

Z)e/zzo/zsfração. Segue imediatamente do fato que p(0) - õ E l

Propriedade 1.2.2. Se X «' p, e/z/ão,

n

i. para 0 < \X \ < oo, a distribtlição condiciottat de a dado X existe;

ii. pala X :; Q, a distribuição condiciona! de a dado X existe se, e soilteltfe se, E li;tn < oo.

Z)e/}zo/isrração. O item [i] segue imediatamente da expressão da distribuição conjunta de a e X,

H(ao IX )
.F' ÜÓ (©) --«(.)
X"' ÜÓ(a) --«(«)

Já o item [ii] segue imediatamente da combinação da expressão acima com a propriedade anterior. n

1.3 O Uso de Misturas Através da Escala na Prática

Nesta seção pretendemos justificar o uso de misturas de distribuições gaussianas através do parâmetro de
escala em modelos de regressão e de séries temporais através de exemplos práticos.

1.3.1 Robustez

O uso de misturas na escala justifica-se principalmente como um meio de tomar os modelos estatísticos mais
robustos, ou sqa, menos sensíveis a ollf/íem e a valores extremos do que ocorre ao se assumir explícita
ou implicitamente (mínimos quadrados) um ruído gaussiano. De fato, pode-se observar esta propriedade a
partir da figura 1 . 1, onde ilustramos algumas funções critérios, p(z) = log p(z), obtidas ao assumir o ruído
distribuído de acordo com uma mistura na escala. Note como algumas funções critério normalmente utilizadas
em modelos robustos tais como o critério Li (distribuição de Laplace) ou função de Huber (distribuição
logística) surgem naturalmente. Como veremos, o enfoque na verossimilhança aqui aditado permite o uso
de técnicas próprias a estimadores de máxima verossimilhança, como o algoritmo EM, proporcionando um
modo "universal" ou unificado de se estimar os parâmetros do modelo sob diferentes perspectivas (funções
critério)rio
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Figura 1. 1 : Funções critério associadas a algumas misturas na escala

1.3.2 Aplicações

Para aplicações em finanças de distribuições pertencentes à classe das misturas de normais através da escala,
veja [26], [27] para o uso da distribuição t de Student em mode]os de vo]ati]idade estocástica e [33] e [34], ou
mais recentemente, o artigo [ 1 1] que trata da inferência via simu]ação de mode]os genera]izados de vo]ati]i-
dade estocástica definida por uma t de Student. Para o uso da distribuição t de Student em séries temporais do
tipo GARCH, veja [6]. Veja também [29] para exemp]os onde o uso da disuibuição i de Student resulta em
um ajuste melhor do que o uso da distribuição gaussiana.

Além de finanças, tem havido muito interesse em distribuições com caudas pesadas, especialmente aquelas
pertencentes à classe das distribuições estáveis, na área de processamento de sinais. Para aplicações neste
sentido, vda [3 1] e para ap]icações no campo de processamento de sinais de audio e fa]a (com ap]icações, por
exemplo, em comunicação sem fio e sonares), para os quais existem justiâcativas físicas para a ocorrência de
distribuições com caudas pesadas, veja [22], [20], [ 19], [2 1 ], nos quais utiliza-se principa]mente o a]goritmo
de Gibbs para tratar sinais com ruído disuibuido de acordo com uma distribuição estável.



Capítulo 2

Preliminares

2.1 Splines

2.1.1 Introdução

Seja ('n)i11 uma seqüência estritamente crescente de pontos e seja k C Z+. Uma função / é um po/f/zómlo
porpanes de ordem k se existir uma sequência PI,...,-R de polinâmios de ordem k tal que

/(z) (z), s.'H < " < '1+i,

para á - 1, ..., Z. Os pontos 'G são chamados de po/aros de qireb/a ou /zós de /. Evidentemente, podemos
sempre assumir que / está definida em toda a reta real, IR, definindo

,'«, - {=3,'se z $ i-l

sez 2 rl+l

Dizemos que duas funções polinomiais co/zcordíz/}z erzfre si se elas são compostas das mesmas componentes
polinomiais e dos mesmos pontos de quebra.

O espaço de todas funções polinâmiais de ordem k e com pontos de quebra a" = (q)i+i é denotado por
[PÀ;.,r. Note que ]P'k., é um espaço vetoria] de dimensão k!. Note também que o espaço p'k,.- contém funções
descontínuas em 1- já que não se impôs nenhuma condição sobre a continuidade de seus elementos nos pontos
de quebra. Uma conseqüência disso é a possibilidade de se obter interpelações, ou estimativas, descontínuas.
Além da continuidade, pode ser desejável que algumas das primeiras derivadas da função interpolante, ou
estimada, sejam contínuas. Para tanto, consideramos um subconjunto de Pk,, denotado por p't,,,,,, onde
I' = (z,2, ..., z/Z) representa o número de derivadas contínuas que / deve ter nos pontos de quebra r2, .-., r!.

Como pode-se ver abaixo, IPX;,,r,, é um subespaço de Pk,.r cqa dimensão é kZ }:l.2 pi. Com efeito, isto
segue do fato que o conjunto de potências truncadas é uma base de Pk,.,,u.

1 1
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2.1.2 B-Splines

Em resumo, as propriedades gerais de um B-spline, B, de ordem q são dadas por:

e .B consiste de q + l componentes polinomiais, cada uma delas de grau q

e as componentes polinomiais se unem em q nós intemos;

e nos pontos de junção, as derivadas de ordem até q l são contínuas;

e o B-spline é positivo no intervalo entre os nós extremos que o define e zero fora deste intervalo;

e excito nas fronteiras, -B sobrepõe-se com 2q componentes polinomiais de seus B-splines vizinhos;

e em um dado ponto z, q + l B-splines são não-nulos (positivos);

As propriedades acima justificam a popularidade dos /i-sp///zes na aproximação de funções. Características
tais como a compacidade das componentes do B-sp/i/ze ou o fato dos mesmos serem compostos de partes
polinomiais simplificam em muito a sua análise e implementação.

A seguir, apresentamos, em mais detalhes, definições e propriedades relativas aos B-splines.

Definição 2.1.1. Sda 'r = (%) alma seqliê/zela não-decresce/zfe de /lós. ,4 i-ésima B-spline normalizada de
ordem k para a seqüência de nós a'-, de/corada por B ,À;,,, é deÚ/lida por

B:,k,,(«) =(n--k 'n)la, ...,n+kl(.'- «)F':

píz/arado z C ]R.

Na definição acima, ll-i , ..., rml/(.) representa a k-ésíma digere/zça dividida ap/Irada /za ./ü/zção /, veja
[ 1 2] para mais detalhes.

Em geral, quando k e 1- são facilmente inferidos do contexto, a B-spline Bi,À;,, é simplesmente denotada
por B{. Note que o operador de diferença dividida de ordem k na definição de B{ opera sobre r.

Uma característica fundamental das B-splines é o fato delas terem suporte compacto. De fato, s
B-spline, então .Bí satisfaz:

i. .Bá(z) = 0, para z c in,n+klc

ii. .B{(z) > 0, para z C (q,%+k)

Definição 2.1.2. Uma função spline de ordem k com nós em a'' é qzla/q ler co/?zbí/tacão /Í/zeízF de B-sp/i/zes de
ordetn k para a sequência de nós I' . A colação de todas estas futtções é denotado por Sk.v, ie,

cví C JK >

O teorema abaixo caracteriza o espaço de funções spline .Sk., em term

e B; é uma

os do espaço Pk..r."
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Teorema 2.1.1. Dada u/ za seqi/ê/leia esfrí/al? erzfe cr?sce/zfe €

lzegarívos p =(z,i)l!, co/n z,{ $ k, pa/a rodo {, deÚ/za
(e{)F: e u,na ieqüêncfa de ín/eí«,s «âo

Z

k + }:(k
á-2

pi) = kZ >1, z/i = diml'k,,,,
Í-2

Z

Seja T - tv4;y\'ÜK ullla sequência não decrescente satisfazendo

i. para { = 2, 1, o ltúmero ei ocorre k Pá VeZeS e/n T

Íi. rl $ $ 1-k $ €1 e eZ+l $ Tn+l $

Então, a seqiiência B\ , ... . B« de B-splines de ordem k para a sequência de ltós é uma base para o espaço de
./iz/zções IPk,,r,l, q fa/ido resfrí/as ao í/zrer}/a/o lrk , 7h+il. (1) l s(#a

.Sk,, = ]1"x;,..,,,

.m lrk, ,«+:l

Note que o teorema deixa em aberto a escolha dos k primeiros e k últimos nós. Como colocado por de
Boor em [1 2], uma escolha conveniente é

rl = ... = rk - (l e Tn+l b.+t = ez+l

o que permite incluir estes nós no mesmo padrão que os demais definindo-se pi = z/Z+l = 0. Ou seja
nenhuma condição de continuidade é imposta para os pontos extremos Ci e ez+i do intervalo de interesse.

2.1.3 P-Splínes

Na prática, os coeficientes da aproximação de uma determinada função / em termos dos elementos de uma
base de B-sp/l/zes são desconhecidos e devem ser determinados de algum modo. A primeira altemativa a se
considerar é via mínimos quadrados ordinários, ou seja, dados os pontos amostrais (g/t, zE), para Z - 1, ..., T
consideramos os coeficientes âi , ..., âr que minimizam a função objetiva

':Ê{« i..",.«*,}'.
O problema da aproximação acima é que, para um número relativamente grande de nós, a curva estimada

n

/(.) = }: âjBj(')
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pode apresentar uma variância muito grande, a depender da disposição dos dados. Um meio de reduzir a
variabilidade da estimativa é impor algum tipo de penalização, levando assim à função objetiva

':xl". ('DI +"(,).
O mais usual é considerar, como veremos mais abaixo, J = J'l/"l2, porém, no contexto anual, onde buscamos
aproximar / através de funções base, o equivalente a esta penalização seria assumir

'(,) -/lx' q(,)l ',
de modo que

':ÊI« .,.,l**./IÊ««'«,I'«
Observamos que não há nada de especial na escolha pela segunda derivada, de modo que, qualquer outra
ordem de derivação poderia ser igualmente usada. De modo geral, o uso da primeira derivada leva a equações
simples e a estimativas lineares por partes, enquanto que derivadas de maior ordem levam a estimativas mais
suaves, porém, matematicamente mais complexas. Para o cálculo da integral na expressão, observamos que,
no caso em que os pontos zi, ..., ZT são igualmente espaçados com espaçamento A e em que as funções base
{l?j} são B-sp/i/zes, as segundas derivadas podem ser obtidas através da expressão

h' >ll: 'jB;('; k) - }l: A''jB (z; k 2)
J J

onde a.2aj :: a.aaj = aj 2aj.i + aj-2, veja [12].

Uma altemativa às penalizações usando derivadas é considerar, como proposto em [16], as diferenças
hnitas dos coeficientes de B-xp/lhes adjacentes:

':xl". (,ol --*jE«'-'.a'.
(2.1)

A penalização via operadores de diferença é uma boa aproximação discreta da integral do quadrado da k-ésima
derivada da aproximação da função alvo via B-xp/i/zes. O uso conjugado de B-sp/lhes e penalizações como
em (2. 1) é conhecido como P-sp/í/zesi . Uma vantagem do uso de P-sp/i/zes é que, relativamente à penalização
diretamente através uso das derivadas dos B-xp/f/zei, é muito fácil construir um procedimento automático de
estimação dos coeficientes ai , ..., aT através da minimização da função objetiva S.

l aqui P é pica indicar o termo pe/za/lzarfon
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2.1.4 Smoothing Splines

Diferentemente dos suavizadores sugeridos acima (Z?-sp/f/zes e P-sp/ires), este suavizador não é definido
explicitamente em termos de funções base. Ao contrário, ele surge como o resultado de um problema de
otlmização: entre todas as .fttFições fl.=) pertePtcentes ao espaço Sa\a, bÜ de .funções de$nidas tio intervalo
ja,bÜ, com as duas primeiras derivadas corttírtuas e cota J" irttegrável, ache aqtleta qtle ptlinimiza a soltta
residual dos quadrados penalizada:

É(J') = }:(g: /(z.))' +À

T

lZ / l/"(t)I''íl- (2.2)

O parâmetro À, conhecido por parómefro de siíavização é uma constante fixada. Quanto à solução do pro
blema acima, pode-se mostrar que a solução existe, é única e é dada por um sp/íne cúbico natural com nós nos

valores únicos de zi. Observamos ainda que a função de penalização À /aül/"(t)l2dt age diretamente sobre a
suavidade da função estimada e penaliza funções com curvatura muito acentuada em diversos pontos, suavi-
zando, deste modo, a estimativa final da função alvo .f. Mais ainda, sabe-se que, no extremo, quando À H oo,
o termo de penalização domina forçando a que /" = 0 e, conseqüentemente, a que a função que resolve o
problema de otimização sugerido seja a rota de mínimos quadrados. Por outro lado, quando À -+ 0, o termo
de penalização perde importância e a solução tende a uma função duas vezes diferenciável e que interpole os
dados. Finalmente, observamos que a solução de um problema de otimização análogo ao sugerido acima, mas
com função objetiva dada por

E(/)
T

}:«,.(z/: /(":))'+À
{-1 / l/"(t)I''ít, (2.3)

onde (oi , ..., wry é um vetar de ponderações, também é um sp/f/ze cúbico natural.

Para referência futura, enunciámos as seguintes proposições nos quais o primeiro afirma que um conjunto
arbitrário de pontos pode ser interpolado de modo único, enquanto que o segundo garante a unicidade dentro
do espaço gerado por sp/files cúbicos,

Proposição 2.1.1. Se T 2. 2, então, dados quaisquer z\ , ..., ZT, existe [tn único splitte cúbico rtalLtr-a! s com
«'' 'm :': < ... < « /«/ q«. .(z.) = ,., P««: t = :, ..., r.
Proposição 2.1.2. Szzpolz/za qlíe T ? 2 e qlíe s é ü/n sp/íne cúbico ínrerpo/ando os va/ares zi, ..., zT /zos
potttos =1, ...,ZT, os qtlais satiõ$azem 0 < =1 < ... < =T < b. Seja g qualqLterlitttção etn 8z\a,bÜ para a

qua/ g(zt) = zt, pa/a t = 1, ..., 7'. E/zfão, J'lp"1' 2 J'ls"l', com l lía/dado apelzas se g = s.

Em particular, segue das proposições acima o resultado que garante que a solução do problema de otimização
proposto acima é um sp/l/ze cúbico natural.

Teorema 2.1.2. Sda/n T ? 3 e ri, ...,zr po/Iras sarisÚazendo a < zi < ... < zr < b. Então, dadas as
observações yt , ..., 3JT e utlt parâmetro de stlavização X estritalneptte positiva, para toda g C 8Z Va, bÜ, existe
ultt spline cúbico ttatttral s ta! qtK C(.s) É C(.g), com igualdade apertas se g = s.

Para mais deta]hes com re]ação a snzoorAf/zg-sp/]/zes e aos resultados acima, sugerimos o ]ivro [24]
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2.2 0 Algoritmo EM

O algoritmo EM é um método iterativo de se obter estimadores de máxima verossimilhança em situações
nas quais os métodos usuais de maximização são difíceis de se aplicar. Originalmente, o algoritmo EM foi
concebido como um meio de se maximizar distribuições a posteriori, veja [13]. O a]goritmo EM consiste
em aumentar os dados efetivamente observados, y utilizando variáveis latentes (ou não observadas) X para
estimar o vetor de parâmetros, 0, através dos passos:

1 . esperança -- passo E: cálculo da esperança da log-verossimilhança da variável latente dadas as variáveis
observadas e os parâmetros do modelo, ie,

Q(alo@) E[log g. (z]0)]y, 0(p) ].

onde gc é a densidade do conjunto completo de observações e 0(P) é o vetor de parâmetros estimado no
p-ésimo estágio do algoritmo;

2. maximização -- passo M: escolher 0(P+l) de modo a maximizar (2(0l0(p))

Suponha que z C .Y seja observado apenas parcialmente através da variável y C y, ie, y = y(z).
Em outros tempos, z corresponde aos dados completos, enquanto que g/ aos dados efetivamente observados,
embora incompletos. Seja g.(zla) a densidade de X associada ao parâmetro 0. Então, a densidade dos dados
incompletos é dada, conseqüentemente, por

g(Z/lO) / /(zl0)dz.Y

O algoritmo EM consiste em determinar iterativamente o parâmetro 0* que maximiza a log-verossimilhança
1,(0) = 1og g(Z/lO) dado um vetar de observações y. Como descrito acima, o algoritmo EM divide-se basica-
mente em duas etapas: a etapa da esperança (E) e a etapa da maximização (M). A esperança no passo (E) é
com relação à densidade condicional de X dado y :: y e a denotada por

k(zly,a) g.(zla)
g(3/ lo)

Em particular, note que a log-verossimilhança -L(0) pode ser escrita na forma

L(0) g.(zla) look(zly, 0)
log k(zly,0),

(2.4)

onde .L.(0) = 1ogg.(zl0), e que

Q(010')+ Ellogk(zlg/,0)l3/,a'}(0) +X(010'), (2.5)

onde H(010') = Ellog k(zlg/, 0)IZ/, 0'}
damente até que a diferença L(0(P+i))

Finalmente, os passos (E) e (M) do algoritmo são repetidos algema
Z,(0(P)) seja suficientemente pequena.
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Monotonicidade do Algoritmo EM

As estimativas obtidas a cada ciclo completo do algoritmo EM satisfazem a desigualdade

1,(0(t+l)) 2 .L(0(t)) (2.6)

para todo k = 0, 1,2, ... Ou seja, se a log-verossimilhança L(0) admitir um limitante superior, então, a
seqüência {L(0(k))} é convergente.

Agora, note que, da identidade (2.5), vale a igualdade

log.L(0(k+t)) logo,(0(k)) = {Q(a(k+:)lO(k)) (2(0(k)la(k))}

{H(a(k+i)lO(k)) H(a(k)lO(k))}

e que, por definição, Q(0(k+i)lO(h)) ? Q(0(k) lO(k)) . Logo, para demonstrar a desigualdade(2.6), basta checar
a desigualdade J1(0(k+i)lO(k)) $ -17(0(k)lO(k)), o que não é muito difícil, pois, ela segue imediatamente da
desigualdade de Jensen e da concavidade da função logarítmica.

2.2.1 O Algoritmo EM Generalizado

O algoritmo EM generalizado enfraquece a exigência da maximização de Q no sentido de que ele pede apenas

C?(a(k+:)lO(x;)) 2 Q(0(k)la(k))
que

Note que pela argumentação acima, esta desigualdade é suficiente para garantir a monotonicidade do algoritmo
EM generalizado.

2.2.2 A Taxa de Convergência do Algoritmo EM

O algoritmo EM implicitamente define uma aplicação 0 --, JW(0) do espaço paramétHco sobre ele mesmo tal
O(k+l) - M(0(k)), para k = 1, 2, .... Além disso, se a seqüência 0(k) converge para O* e M é contínua,

então, A4(0*) = O*. Consequentemente, expandindo M em uma série de Taylor ao redor de O*, temos

0(k+l) 0* DM(0(k) o*) + o(llow o*ll'),

onde

«« - (qP)
(A/i(O), ..., Jt4a(O)y calculada em 0 = O*. A taxa de convergência éé a matriz Jacobiana para M(O)

então definida por

*-nH$P-ãT,
de modo que a taxa de convergência do algoritmo EM é o maior autovalor de l)A4(0*).
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2.2.3 O Algoritmo EM Penalizado -- EMP

Em determinados casos, o estimados de máxima verossimilhança usual pode não ser o mais adequado. Por
exemplo, caso tenhamos alguma informação a priori a respeito de O, então o estimador de máxima verossimilhança
a posteriori pode ser visto como um problema de máxima verossimilhança penalizada. Um outro caso é
quando necessitamos impor algum ajuste que pode ser representado na forma de uma penalização sobre os
parâmetl'os do modelo como, por exemplo, no caso de s/noor/zi/zg-sp/i/zes ou de ridge regressfon quando a
matiz X'X é quase singular. O algoritmo EM penalizado que descreveremos agora estende o algoritmo EM
usua[ e foi introduzido em [23].

O algoritmo EM penalizado difere do algoritmo EM, pois, ele consiste em resolver o problema de encon
trar o vedor de parâmetros O que maximiza

L(0) ÀJ(0)
ao invés de pura e simplesmente L(O). Na prática, apenas o passo M sofre alguma alteração, enquanto que o
passo E permanece exatamente o mesmo:

passo E: calcular a esperança

Q(0l0(k)) = Eow) {log g.(zl0)Ig/, 0(k)},

enquanto que, o passo M fica dado por

passo M: maximizar
s(olom) aw) ÀJ(a),

onde J(0) é a função de penalização associada ao modelo e À um parâmetro de penalização. Em problemas
regulares, o passo M é realizado resolvendo-se a equação

ilbç(piam) Àil;J(o)-o
Assim como o algoritmo EM usual, o algoritmo EMP define uma aplicação do espaço paramétrico nele mesmo
denotada por .A4 tal que 0(k+l) - M(a(k)) e, de novo, assim como para o algoritmo EM, a taxa de con:
vergência do algoritmo EMP é obtida através da matriz l)&/(O*), a qual é dada por

0M(0*) (B +C ÀÃ')':a,
onde C' = 1)20n(O*la*), -B = a l)20Q(O*lO*) e K' = 1)21(0*) e onde D20 representa a segunda

derivada (Hessiana de .Zl{) com relação ao primeiro parâmetro e -D2 a segunda derivada de J.

(2.7)

(2.8)

O Método One-Stop-Late (OSL)

Green ([23]) sugere o a]goritmo One-Srep-Z,are (OSL) como meio de estimação de O. O método é uma simp]es
variação do algoritmo EM, sendo que a única diferença ocorre no passo M do algoritmo e consiste, no passo
k + 1, em se obter a estimativa é)(k+t) que resolve a equação

:lbo(olom) ÀllbJ(om) = o. (2.9)
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A única diferença entre (2.9) e (2.7) é que, em (2.9), as derivadas do termo de penalização são calculadas no
valor corrente de O. É importante observar que ambas as equações, (2.9) e (2.7), têm os mesmos pontos fixos,
logo, se o método OSL converge, o limite é uma estimativa de máxima verossimilhança penalizada.

O método OSL também define uma aplicação do espaço paramétrico nele mesmo denotada por N(O).
Neste caso, a matriz que controla o comportamento do método é dada por

0-M(0*) (B + 0)':(a ÀK'), (2.10)

onde .B e C são como acima

2.2.4 Informação Inexistente

A Estatística Estore

As es/afík/iras escora para o conjunto de dados completo e incompleto são dadas por

s(y; o)
a

logo(a

a
log L.(0

e

S. (x; a)

respectivamente.

As estatísticas encore para dados incompletos e completos estão relacionadas entre si no sentido que a
estatística escora para dados incompletos pode ser escrita como o valor esperado da estatística estore para
dados completos:

S(y; 0) (x; 0)IV, 0}.

Princípio da Informação Faltante

Considere a matriz de informação de Fisher dada por

.r (a; y) - aãõ» i'g z'(a)

Sob certas condições de regularidade, a matriz de informação de Fisher esperada Z(a) é dada por

z(o) s(y; o)s(x;oylo}
z{ r(a; x)lo}.

Analogamente, considere a matriz de informação de Fisher

.r.(a; x) - ããõ» log Z,.(0)
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e a matriz de informação de Fisher esperada -Z'(0)

Zc(0) (a; x)l0}

para o conjunto completo de observações. Segue de (2.4) que a relação entre a matiz de informação de Fisher
para dados incompletos e completos satisfazem a relação

.r(0;y) x)+ãhP look(xly;#)

2

Tomando a esperança em ambos os lados da expressão acima, temos

Z(0;y) y) Zm(0; y)

onde

Zc(a;y) (0; x)jy, 0}

e

Zm@;Ü - l.g k(*jy; QI., 0}
A matriz de informação .Zm(0; y) é conhecida por marríz de i/táonnação ínexlsfelzfe2. Em outras palavras, a
informação observada é igual a informação completa (esperada e condicianada no vetar de observações y)
menos a informação faltante ou não-observada. Finalmente, tomando esperanças com relação à distribuição
de Y, temos que

Z(0) (0) -E{Zm(a; y)}.

2.2.5 Monte Carlo EM -- MCEM

Embora em muitos casos espera-se, no passo E do algoritmo, calcular analiticamente a esperança Q(al0'),
isto nem sempre é possível. Nestes casos, deve se recorrer a métodos numéricos ou de Monte-Carlo. Nesta
tese sugerimos o uso do segundo método que consiste basicamente em se obter uma amostra pseudo-aleatória

z: , -.., açj' da disüibuição k(zlZ/, 0) e, então, maximizar a log-verossimilhança

ê(ola') = -; }: i'g r(ol", ')
' {-l

j'

Note que o tamanho da amostra sorteada pode variar de passo para passo dentro do algoritmo EM. Como
é sabido, quando j' + oo, a quantidade Q(al0') converge quase certamente para Q(010') de modo que, no
limite, o método MCEM coincide com o método EM.

L Missin8 Information Matrü.
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2.3 Convergência do Algoritmo EM

Para qualquer valor Lo, seja
e(Lo) = {0 C Q : L(0)

Teorema 2.3.1. Seja {0(K) [lltta insfâtlcia de uni algoritmo EM generalizado satisfazendo a propriedade

l;Q(0l0W) o...., :

Assutnct que aQÇO\(]la0 seja cotttínua em 0 e C.. Então, O\Kà converge para uln poTtto estclcionário O* cota
LÇO* ) = L* , o litnite de LQO(kà ) se uma das seguintes cotidiçõesfor satisfeita:

[. r(L*) - {0*l;

í1. ll0(k+l) O(h)ll -+ 0, qt/a/zdo k --, oo, e r(L*) é dlscrefo.

CoroÀátio 2.3.2. Sttpoltha qlte L(.O) seja Ltttimodat eltt Q com 0* saltão o único palito estacioltário e que
)Qt0\(]la0 seja cotttínuo etll 0 e Ç,. Então, qualquer sequência EM \.OtKà ) converge para o único m(uimi-
cador 0* de L(.O). Ot{ seja, {0(K) } coítverge pala o único estimador de tttáxima verossimilhaltça de O.
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Capítulo 3

Modelos Lineares

3.1 0 Modelo

Considere o modelo
y = XP + Õc, (3.1)

onde /3 é um vetar de coeficientes, (í um parâmetro de escala e € é um vetor cujas componentes, ct, são
distribuídas de acordo com Z/ai/2, onde Z é uma v.a. seguindo a distribuição normal padrão e a «. h. Este
modelo é importante para nós, pois, servirá como base para os desenvolvimentos futuros em modelos mais
gerais. No modelo (3. 1), o conjunto de parâmetros é formado pelos vetar de coeficientes e pelo parâmetro de
escala, ie, por 0 - (P', õy

3.1.1 Estimadores de Máxima Verossimilhança

Dado que yt - SALA((XP)t, õ; @), onde h = A(.IO, então sua função densidade de probabilidade é dada por

p(3/. lx. ) h(a. 10 da. (3.2)

e, portanto, a log-verossimilhança associada às observações (yl, g/ry e (zl , :«ry, !(O, Õ, O, é ig«l a

z' {« le'«. ',1 «'..

onde Xlt é a t-ésima linha da matriz XI. Embora as densidades acima sejam condicionadas no vetores Xlt, para
reduzir a notação, passaremos a representa-las simplesmente por p(3/t), ao invés de p(ytjXt).

Denotando

,c"ç«l{.«. ',l «'«.

23
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por -&(O, õ, O, e assumindo que podemos passar o operador de diferenciação para dentro da integral, temos
que

(y. XÍP)x.

,Õ,({a*}(g/. X;#)Xt
t-l

onde Ec,Ó,( é calculada com relação à densidade proporcional a

W(c, õ, O = diag (.E.,õ,({ai}, ..., -E.,Ó,({ar}) ,

âl(., o - ;x'w(., õ, oü - x.).
Para o parâmetro de escala, note que

i''., ,, ., -Ê .hz' g*

{«

gt-Ü. XÍg h(a.IOda*

{h* h(a. IO .

T

DeÊnindo a matriz

então,

(3.3)

;-r. (c, Õ, 0+

z'e*1€',. *'«,12'«. ''..}'..
- -T + >1: -E.,õ,({a }é(z/. - XÍ/3)',õ ' z.Jt-l

az - é& 'w(.,õ,Ob x.).

De modo análogo, o gradiente da log-verossimilhança com relação a ( é dado p

c" {« l{.«.
Logo, ao divida e multiplicar o integrando da expressão acima por /z(alia,

-E z.,.,( {; i.:A0-.10} .

or

teremos

e,portanto,

(3.4)

T
l

c,õ,0 h(a.IO a

a
!(c, õ, 0 kJ .-) ,l
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Finalmente, igualando as expressões (3.3), (3.4) e (3.5) a zero, obtemos as estimativas de c, õ e (, respec
tivamente. Mais precisamente,

ê -(x'w(a, â, ê)x) ':x'w(a, 8, 1:)x

8'-}(x xayw(a,â,ê)(y xa)
8

-LZ (a, õ, a

Obviamente, as equações resultantes deste procedimento são não-lineares e um procedimento iterativo deve
ser adotado. O problema com este enfoque é que assumimos explicitamente a possibilidade de inverter a ordem
dos operadores de diferenciação e de integração. Ocorre que, se isso sempre fosse possível dentro da classe
das distribuições obtidas através da mistura de gaussianas na escala, todos os elementos desta classe seriam
diferenciáveis com relação aos parâmetros c e (i, o que é falso.i Para superar esta dificuldade, sugerimos o
uso do algoritmo EM como descrito na seção a seguir.

3.1.2 Aplicando o Algoritmo EM

Para aplicar o algoritmo EM, consideramos ai, ..., aT como variáveis não observáveis e definimos o vetor
completo de variáveis por yc - (y', a'y, onde o' = (al, ..., ary. Dado que, condicionado em a, y segue
uma distribuição normal,

logo(g/., .-*lO) la., O)+ log h(a.lO)

-«:lT«({'« *'«,.ll*«.«'«
onde Xlt é a t-ésima linha de XI. Agora

{« ({'«. *'', «) - ;Ü'-*',.-*''''
de modo que

:..[{«({'« *'«,.)]
ã :.:p«) -- i :.: «. 1lb(z/. xíp)'

l Um exemplo que quebra a hipótese de diferenciabilidade é a distribuição exponencial dupla, a qual pode ser representada como
uma mistura de gaussianas, mas não é diferenciável.
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Logo, ignorando o termo constante { log(2n-), temos

c?(olow) i >1: -EoK) {log at lz/,}t-l
T log (i

ibE:Z.W){a l3/.}(z/' XÍO)'t-l

+ }l: -E.a) {log A(alia)Ig/t}.

T

f

(3.6)

A expressão acima pode ser simplificada, definindo

a((; 0(k)) }, -E.@) {log(aJ/'A(a'jO))Ig'} ,

T

lt

(3.7)

como a componente que contém apenas os parâmetros associados à disüibuição do ruído e

Wr (O(k) ) dias (E.a) {n lyl } , ..., E.@) {arlgr}) (3.8)

de modo que

ã) >1:.E.a){a.Ig.}(g/' /o('':'))' - ib(y X#yWr(OW)(y XP)

T

Q(0l0W) ; 0(k)) - 7'1ogÕ - i;(y - XpyWr(0(©)(y XP) (3.9)

Com relação à disuibuição de at dado yt, lembramos que

.K'.}''Ó(«}''Ü. x;a)'x(.0
E"'.J''Ó(.J''Ü. x;a) 'x(.J

X'o (a. IZ/. )

de modo que no caso contínuo, a densidade de at dado g/t é dada por

«;''é (.J''b. XÍa) «(. lO

#"' .J''-' («}''b. x;a) "(. lO
ho(a. IZ/. )

Estimação dos Parâmetros no (k + l)-ésimo Passo

Tomando o gradiente de (3.9) com relação P e com relação a (i e igualando o resultado a zero, temos que no
(k + l)-ésimo passo do algoritmo, a estimativa de P e ti. O resultado deste procedimento pode ser visto no
algoritmo 3.1.1 .
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Algoritmo 3.1.1 Resumo do Algoritmo de Estimação via algoritmo EM para modelos lineares com ruídos distribuídos
de acordo com uma mistura de normais.

Passo 1. obter uma estimativa inicial para /3;

e um modo de se obter a estimativa inicial é através do método de estimação usual associado ao
suavizador escolhido, ie, supondo o ruído i.i.d. e gaussiano.

Passo 2. obter uma estimativa inicial para o parâmetro de escala t52 e para (

Passo 3. /oop principal do algoritmo EM

8 Enquanto IEQMk EQMk.íl ? tol

Passo (k + 1).1: calcular

0(k+l) -(X'W(0(k))X)-iX'W(0(k))y;

Passo (k + 1).2: calcular

('52)(k+i) = i(x -- XP(k+')yw(o(k+i))(y x/3(k+:));

Passo (k + 1).3: no caso do vetar de parâmetros (, a estimativa ((k+t) deve satisfazer a equação

illc'((; P@+i), .5('+o, (m) = o

Sobre a Matriz de Ponderação Wr(O)

Denotemos as diagonais de Wr(O) por u(yt), ou seja, w(yt) = -Eojatjytl. O teorema a seguir lista algumas
propriedades interessantes dos elementos da matriz de ponderação. Note que, de acordo com o teorema, as
ponderações u decrescem de acordo com o resíduo.

'Teorema 3.1.1. (Delttpster et a!.. [14}.) Supottha que Z seja distribLtída de acordo com tina mistura de
nor/naif. Epz/ão, para 0 < IZI < oo,

/. -ElakjZI < oo para k >

//. «,'(Z) ,(alZ),

111. a fut\ção u é simétrica, positiva e não-decrescente para Z > Q

Para Z = 0

Í. «,(0) 2 «,(Z), P«« Z # 0

íi. w(0) < oo se, e some/!fe se, Ea3/2 < oo
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iii. u' (Q) < oa se, e sotnente se, EaS/Z < oo

Oe«70nsrração. l,embre que p(z) = Ji"' a:/'é(a:/'z)d-H(a), logo,

«(,) - '.[.i,] - $:illlZI il11:13:1 1
e,portanto

«'(.)
l

IXom a:/'@(a:/',)dH(a)I'

0
a'/'é(a:/'.)dH(a) a:/'@(a:/',)dH(a)

a'/'é(a:/'z)dH(a)/ a;/:é(a:/'z)d-H(a) b
0 JO .J

-Ela'l;l -Epal.I'} ;Var(al,) $O

demonstrando assim o item [11] e o fato que u é uma função não-decrescente. Os demais pontos de [111] são
triviais e seguem imediatamente da definição de p.

O restante das afirmações do teorema seguem do item [ii] da definição de w e de argumentos aná]ogos ao
uti[izado na propriedade 1 .2.2 do capítu]o ]. []

Proposição 3.1.1. Z)e$/za Àb(p) co/?zo o (á \)-ésimo momettto de \ lata ), isto é.

«',, :úz"ú* (ú) '«'.,,
para á = 2, 3, ... e

«~,» : j: h*Ga'"-...
Então, Ma ÇpÜ é decrescente em p se, e somettte se,

3.1.3 Convergência do Algoritmo

Para garantir a convergência da seqüência 0(k) para um máximo local, é necessário determinar condições
necessárias para que a sequência õ(k) seja limitada acima de zero, ie, que exista uma constante H > 0 tal que
títR) > n, para todo k.

Proposição 3.12. (Dempster et al., [14}.) Suponha que

i. Eatl < cn
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ii. lto }náximo m < n das n equações Y
escolha de l3;

XIS podetlt ser sittlultanecimente satisfeitas para qtlatquer

iii. existe a, > nl(.n m) tat que
lim O.(z)= C.< «,

1=1--,.o

o«d. c.(z) - p(z)lzl'

Então, existe K > Q tal que a seqilência atK] > K, pata todo k.

Z)e/?zo/zsrração. Suponha, por contradição, que a seqüência (a(k))A; não seja limitada por baixo acima de zero.
Então, existe uma subseqüência (a(kj))j que converge para zero. Sabemos que a seqüência (/3(k))k é limitada,
logo, ela admite uma subseqüência, (/3(kÍ))j, convergente, digamos, tal que O(kl) , P*, quando .j --> oo.

Agora, a função de verossimilhança associada às observações y e x calculada em(#(kj), a(kj)) é da forma

''.",',«"'',-$«ú,lsl
onde rÍkj) - g/. X./3(ki)

Como p(z) é limitada superiormente por Eoi/U = 1 p(0), podemos reordenar os resíduos rÍkÍ), para
cada kj, de modo que os m menores resíduos ocupem as m últimas posições do vetor de resíduos. Logo,

''.",',«",', !,l I', «'.«

sendo que a igualdade vale apenas se os m menores resíduos forem iguais a zero
que r\"l' , ..., rà?{,, são positivos, logo,

Pe[a condição [ii], temos

i(P(kí), a(kj)) $ H«TH« isi -«.«'-"

,õç.'".:'' «là« (á)
Como7' a(7' m) < 0, segueque (a(Êj))T "(a" ") --, 0. Alémdisso
condição [iii],

r(kj) .. r* # 0 e, portanto, pela

à'. (g) - -. « «

oo. Logo, 1(0(kj), o-(kj)) } 0, o que é uma contradição. n
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3.1.4 1'axa de Convergência

Como visto na seção 2.2.2, o estudo da taxa de convergência para o algoritmo EM consiste basicamente no
cálculo da matriz l)Jt4 em O'. Sabe-se que

OA/(o*) o"x(o*lo*)lo"Q(o*lo*)l :
onde X(OIO*) = -Eo* {log ko(ajy)jy}. Para expressar a matriz l)À4(0*) de um modo mais compacto, defina
}'''(Z) = Var(ajZ) e considere a seguinte notação

lz'lv - 1: z/t-l

IZ;Xjv - )l..lnzj'x.
t l

IZ'X'Xjv - >:qZ?X;X,.
t l

Teorema 3.1.2. (Dempster et a]., [14].) Se 0(K) coltverge pat'ct O* sob o a]goriüno EM, etttão

I'D-Ghl':'''X*x . l

-"""p*i.*) - aÇ l (:ià:1' (%i;l' l
(Z*'X'X)v,(X'W'*X)': iÇ(Z*;X)v
(z*;x')v*(x'w*x)': '4(z*')v,(Õ')*

e

0M'(0*)

n,,,.*~ X'W*X(Z*'X'X)V*(Z*;X)V*
/ z*;x')v 2r- (z*')v,

3.2 Estimação Linear aplicada ao Modelo Linear

Assuma agora que ao estimar os parâmetros do modelo (3. 1), incorporemos um termo de penalização ÀJ(O)
Ou seja, ao invés de buscarmos maximizar somente a log-verossimilhança, tomaremos como função objetiva

Z(0) ÀJ(0)

Assumindo que o erro segue uma mistura na escala de normais, temos, assim como na seção anterior, que

Q(olom) ((;o@)) rlogõ- :5;i(y xpywr(oW)(y - xp),

onde (y((; O(k)) e Wr(O(k)) são como em (3.7) e (3.8). No entanto, como veremos abaixo, 0(k+l) não é mais
o vetor de parâmetros que maximiza Q(OIO(k)), mas aquele que maximiza a versão penalizada desta função,
s(olow) (olow) .xa(o).
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3.2.1 Estimação -- Enfoque EM

As estimativas de P, õ e ( no (k + l)-ésimo passo são, portanto, obtidas, de acordo com o enfoque usual do
algoritmo EM, através da resolução das equações (possivelmente não-lineares):

éx'wr(ow)y éx'wr(ow)xp xÚIW - o
a

ÀãliJ(o) - o1lb+5(:ãjí(x xpywr(ow)(y xO)

iia((; ow)

Considerando o caso particular em que J é dado por uma forma quadrática envolvendo apenas os coefici-
entes do modelo, temos o seguinte resultado

Proposição 3.2.1. Ási {/?lindo ( co/l/legião e J(O) = {P'-A/3, e/irão, as ei/ílpzczfivas de /3 e õ /lo (k + l)-ésí/no
passo do algorittno EM satisfazetn

/3(k+t) -(X'Wr(0(k))X +(Õ2)(k+i)À..4)-iX'Wr(0(k))y
e

(õ')(k+:) = i(x XP@+i)ywr(o(k))(y XP(k+i))

respectivatnett te

Considerando-se o seguinte particionamento da matiz -K = 1)21(0*),

4,.
õ8õz(o*)
laâlpnl'

ag;;J@D ]

temos o sequente teorema

Teorema 3.2.1. Se O(k) co/zvergepara 0* sob o íz/gorar/270 M e/z/ão

o&/(o*) x'w*x+ ,x(õ')*Ko À(õ')*-f$,õ ]

À(õ')*/'$,ó 2z'+À(õ')*-Kõ J
[ (Z*'X'X)v- (Z":X)v. ]
l (z*;x')v* (z*')v. J

l

(3.10)

Z)e/}zo/zsrração. De acordo com o teorema 3. 1 .2, temos que

. l [ (Z*'X'X)v* (Z*;X)v
' ' {l$if l (z*;x')v- (z*')v.

(Z*2X'X)v
(Z*;X')v

e que

«*'-à]*'Y** &]
de modo que, inserindo estes resultados na expressão (2.8), DM(O*) é dado pela expressão (3. 10). n
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Corolário 3.2.2. Se J(O) = 4/3'.A/3 para a/g {/ /7rafrlz posíriva-de$/lida .A, então

On//0*\ F(X'W*X+ .X(Õ:)*.A)':(Z*'X'X)v, 4(Z*'X)v' W*X+.X(Õ')*.A)':(Z*;X')v. #(Z*')v*
(3.11)

3.2.2 Estimação -- Enfoque OSL

De acordo com o método OSL, seção 2.2.3, a cada passo M dentro do algoritmo, devemos usar a estimativa
obtida no passo anterior como argumento do termo de penalização J. Logo, o sistema de equações a serem
resolvidas no (k + l)-ésimo passo é dado por

;X'Wr(0W)y ;X'Wr(0®)XP

ãh+5(!ãp(y x©ywr(ow)(y-xP)

- Ài;iJ(om) - o
ÀiJ(om) - o

:;c((; ow) - o.

Considerando o caso particular em que J é dado por uma forma quadrática envolvendo apenas os coeficientes
do modelo, temos o seguinte resultado

Proposição 3.2.2. Ásszz/lzi/zdo ( co/z/zecfdo e J(O) = /3'.AP, e/irão, ai es/inzízíívas de # e õ /zo (k + l)-éslmo
passo do algoritlno EM satisfazem

/3(k+l) (X'Wr (0(k))X) ': (X'Wr (0@))y (Õ' )(k+:)À..4)

e

('5')(k+:) - i(x xp(k+i)ywr(o(k))(y x/3(k+:))

respecthamente.

Neste caso, a matriz que controla o comportamento assintótico do algoritmo difere daquela exibida no
teorema 3.2. 1 .

Teorema 3.2.3. Se O(k) co/z},ergo para 0* sob o /zzé/odo OSZ,, e/irão

DN (O* )
X'W'*X 0 l-i

0 2r l
[ (Z*'X'X)v. - À(Õ')*KD
l (z*;x')v* À(õ')*](b,õ

(Z*;X)v
(Z*')v.

x(õ')*-Kp,õ l
À(õ')*Kõ J

(3.12)

3.3 Aplicação a Modelos Lineares de Séries Temporais

Nesta seção nos concentraremos em séries temporais autorregressivas, mais precisamente, nos modelos pa-
ramétricos lineares do tipo AR(p). Como antes, o objetivo é usar uma mistura na escala da distribuição
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gaussiana para amortecer os efeitos de valores extremos. Além da autocorrelação, uma importante diferença
entre estes modelos e o modelo de regressão linear estudados até agora é o fato de que, no caso de séries tem-
porais, os efeitos dos valores extremos (explicados aqui por um ruído seguindo uma determinada distribuição
com caudas pesadas) são sentidos tanto no "eixo" da variável resposta quanto no "eixo" da variável explica-
tiva, pois, devido à estrutura do problema, o mesmo ruído afeta tanto a variável resposta quanto a variável
explicativa em instantes diferentes e consecutivos. A figura 3.1 ilustra este fato ao comparar o resultado de
duas simulações envolvendo a mesma função alvo, sen(2z), mas com ruídos diferentes.

Ruído - N(0,0.5) Ruído

€
0

g
0

b
0

QQ

6 0

o.Hi
%

oo oo

xtt] xtt]

Figura 3. 1: Comparativo do efeito da distribuição sobre os dados em modelos autorregressivos. Note que no caso em a
disthbuição do ruído tem caudas pesadas (imagem a direita) a dispersão dos dados ocorre em tanto com relação ao eixo
vertical quanto com relação ao eixo horizontal.

3.3.1 Processos AR(1)

O objetivo desta seção é mostrar como estimar os parâmetros de um processo AR(1) quando os ruídos do
modelo são distribuídos de acordo com uma mistura de gaussianas através do parâmetro de escala. Para tanto,

h = co + cib.i + (5ct

sejaJ

calque a densidade de ct é dada por

P(..) c' ç* i'r«i «'..,'..
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e seja ( o vetar de parâmetros associado à densidade p, ie, A(at) = h(at 10. Em particular, note que b lb-i =
g/t.i «., SM(co + ctZ/t--i, O. O objetivo principal aqui é estimar via máxima verossimilhança o vetar de
parâmetros dado por

0 ci,(')/

Como no caso do modelo de regressão, as variáveis at's não são observadas e, portanto, devem ser conside-
radas como variáveis latentes do modelo. Além disso, embora seja possível tratar g/i como a realização da
variável aleatória yl e determinar a densidade pow (yl lai), como veremos mais adiante, é mais conveniente
tratar yi como determinística e considerar o estimador de máxima verossimilhança condicional a yl = g/i.
Deste modo o conjunto completo de variáveis é dado por

(g/2, ..., yr; a2 , ..., ary

Para estimarmos os parâmetros associados ao modelo, modelaremos o ruído de acordo com

.. «. - « (.,:)
de modo que

"«'-:,..-«(« .:«. .,:),
at «., h

para t - 2, ...T, então, a distribuição marginal de blyt-i é a desejada, ie, }''tly; l
'iy.-i,0.

A densidade conjunta de (y2 , ..., yr; a2, ..., ary é dada por

yt-t «. SÀ4(co +

P(3/2, ..., yr; a2, ..., al-lg/i) = P(yrlg/r-i, ..., g/i; a2, ..., ar)
P(yr-ilZ/r 2, ...,g/i;a2, ...,ar) . - .p(3/2lg/l;a2, ...,ar)
p(a,,...,a,-)

ou sela

p(3/2, ..., yr; a2, ..., ar) P(Z/rlZ/r-:; ar) p(g/2 lyi ; a2 )

Logo, a log-verossimilhança de (y2, , }k; a2 , ary é dada por

log P(Z/2,...,yr;al,...,aT) }: logo(y.ly. :; «.) + >1: logo(«.)t-2t-2
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Maximização via Algoritmo EM

Seja 0(h) a estimativa de O obtida no .j-ésimo passo do algoritmo EM e defina

Q(OIO(k)) = -EllogP(Z/2, ..., Z/r; o2, ..., CRIO)jy; O(k)}

= 11: Ellogpo(ytlyt i; at)jy; O(k)}+ )l. Ellogpo(o-t)ly; O(k)}
t-2t-2

TT

onde as esperanças acima são tomadas com relação à distribuição definida pela densidade

k(a2, ,arjy;OK)) =
p,W (y; a)

" p.w (yja)pom (a)

- llpow (Z/tlyt i, at)
É-2

T

pOW (at

Note que, condicionadas no vetar de observações y, as variáveis a2,...,aT são independentes, cada uma delas
com densidade

,.«,'« ««., ,.«,.«., - g« I'r'«.*««. :,l ,«~'..'
(3.13)

para É - 2, ..., T e onde é é a densidade associada a distribuição JV(0, 1) e Q,.j e ci,j são as estimativas de
co e ci obtidas no .j-ésimo passo do algoritmo EM. Em particular, isto implica no fato que podemos gerar as
amostras pseudo aleatórias das variáveis latentes cr2,...,a7' separadamente e de acordo com as densidades em
(3.13)

3.3.2 Processos AR(p)

Considere agora o modelo auto-regressivo de ordem p

b %y;-p + ... + cih-i + co + (5ct (3.14)

e assuma que ct -, SIW(0, õ; h), de modo que blyt-i, ...,yt , «' SIW(co+ciZ/t-i +...+%Z/t .,õ; h). Como
antes, nosso objetivo é estimar o vetar O de parâmetros associado ao modelo (3. 14) e dado por

0 .., ..., 'i, co, õ, ('y

onde ( é um eventual vetor de parâmetros associado a h.

Pelos mesmos motivos pelos quais consideramos yi determinístico ao analisar o modelo AR( 1) na seção
anterior, assumiremos agora que as p primeiras variáveis yl,...,yP são determinísticas. Ou seja, os valores



36 CApn'uL0 3. MODELOS LINEARES

yi,...,yP não serão considerados como realizações de variáveis aleatórias yl,...,YP' Deste modo, a densidade
conjunta de (yP+l , ..., yr, a,+i , ..., ary é dada por

P(y.+i, ,yr,ap+i, arly,, yi) (3/7-lyr t,...,g/r .;ar) ..

p(Z/.+ilg/., . .., Z/i ; a,+i)p(ar)

- ll p(Z/.IZ/. :, ...,g/'-,;a.)p(a.)
T

p(a.+l)

e, consequentemente, a log-verossimilhança por

z.(o) }: logo(y.l3/. :,...,v. .;«.)+ >1: logo(..)
É-P+l t-P+l

T T

Como antes, modelaremos os dados por

"I«.-: , .. , "'-,, «. - ''' (««.-, --

at''. h
*':". : *«,:),

para t - p + l, ...T, de modo que o procedimento de estimação se dá de modo análogo ao proposto para
processos AR(1), com a diferença de que, agora, a densidade utilizada é

k(a2, aa«jy; O(t)) =
P.W (y; a)

" p.W (yja)p.m (a)
T

' ll p.w (3/ilyt i,
t-P+l

T

y. .,a.) ll p.w(''-.),
t-P+l

onde

,.«,'«. -" ,«.-,,-{«le'«* .:, «,)

e pOm (at ) h(, (o-t). Além disso, evidentemente, a função objetiva passa a ser da forma

Q(olom) Ellog po(g/P+i, ..., gl"; ap+i,..., ar)jy; O(t)}

}: -EÍlogPO(ytlyt i, ..-, g/t-.; o-t)jy; 0(t)}
f-P+l

+ }: -Ellogpo(at)jy;O(k)}.
t-P+l

7

T
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Substituindo as densidades condicionais acima pelas suas expressões algébricas, obtemos

Q(olow) -ib(x YcyW'(0w)(y-Yc)

;- logo' + }: .Eoa){logA(atjOly},
t-P+l

T

onde y = (g.+l, ...,yry

g/r l g/r p J

Y

e H'(O@) dias(-Eoa){ap+ijy} , , -E.m {arjy} y

Os Estímadores no (k + l)-ésimo Passo do Algoritmo

Como nos modelos de regressão, as estimativas de c, (52 e ( são obtidas derivando-se Q(OIO(k)) e igualando
o resultado a zero. O resultado desta operação pode ser visto no algoritmo 3.3.1.

3.3.3 Desvios Padrões dos Estimadores e Consistência

Consistência

Para demonstrar a consistência dos estimadores, representaremos o modelo AR(p) como um processo vetorial
autorregressivo de ordem 1. Para tanto, defina yt = (yt, g/t-:, ..., g/t P+iy. Note que, assim,

Y

Defina também
CP CP--l CP-2
l o o
o l o

C2 CI
0 0
0 0B

o o o ... l o
e ut = (ct, 0, ..., 0y. Note que de acordo com esta notação, o modelo genérico AR(p) pode ser escrito como
um modelo autorregressivo de ordem l,

yt = Byt-i + ut. (3.15)

O resultado a seguir mostra como ficam as equações de estimação para o modelo (3. 14) segundo esta notação
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Algoritmo 3.3.1 Resumo do Algoritmo de Estimação via algoritmo EM para modelos autorregressivos lineares com
ruídos distribuídos de acordo com uma mistura de normais.

Dados: Z/i,...,3/P

Passo 1. obter uma estimativa inicial para c;

Passo 2. obter uma estimativa inicial para o parâmetro de escala õ2 e para (

Passo 3. /oop principal do algoritmo EM.

e Enquanto IEQMj; EQMk.i1 2 tol:
Passo (k + 1).1: calcular

c(k+l) =(Y'Wr(0(k))Y)-IY'W(0(k))y;

Passo (k + 1).2: calcular

(õ')('+n - }(y Yc@+ yW(0a+0)(y Yc@+0);

Passo (k + 1).3: no caso do vetor de parâmetros (, a estimativa ((k+i) deve satisfazer a equação

:g;(7((; /3(k+i), õ(k+i), ((k)) = orJ(

Proposição 3.3.1. Se o p/acesso {g/t} sarísÚnz o /nade/o (3.14), co/}i cO :

obtidas via }7táxima verossimilhança pata Çc\ , .. , cpX õ) são dadas por

;; l É ''«.-:«í.: l ''
\t

ü, então as equações de estimação

(3.16)

(3.17)
l

}: a.(y. Êy.
t-P+l

:)(y. êx.-iy

ottde
õ2 0 0
o o o
o o o

0 0
0 0
0 0

o o o
e {â = Eê,âlot}, pa/íz f = p + 1, ..., T.

Z)e/?zo/zsrração. Em primeiro lugar, note que (Y'WY)ê

0 0

Y'W'y, onde W' dias(a,+i, ...,ar) e, em
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segundo lugar, que
[ x], ] , ,

Y'WY=jy,...yr ilW' l l =}.ã)t+iyty;
l r;.: J '--

e

*'",-«, «:-«I':'l-i'«.*-*'
Logo

. /T l \ . T l

; IE-,.. :«.«; 1: - ; x-.-'-:«'--:"..
\. t=P / t=P

que ê = B{ onde Bjf é a .j-ésima linha de B. Então, analogamente
para uma matriz genérica B,

Observe
escrever

podemos de modo mais geral

l l :«.,'l-'- gl'*:«.«'*«
de onde sai(3.16)

Para o fator de escala, temos

â'-;(x vey@(y va)

''E'.u.
Eõ

t-P+l

aly. i)'

Logo, observando que

-,.-,'- [''' '''':'
ciyt-l)2 0

0
(y. By.-i)(y.

0

temos (3.17). n

O resultado a seguir garante que as propriedades assintóticas para uma série começando em um dado
instante de tempo são idênticas às de uma série definida para todo t c Z. Para obtermos o resultado, necessi-
taremos do seguinte lema.

Lema 3.3.1. Se X é maior do qtle o valor absoluto máximo dos attfovaEores de B, então, existe Ltl?la constante
c tal que o valor absoluto de uma das compotletltes de'ç\s é tnettor do que cXS , pat'a todo s '>
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Z)e/zzo/zsfração. Veja [4], página 19 1 , gema 5.5.1 n

Teorema 3.3.2. Ássu/rza qlíe {yt} é í/ z processo esfocáx/íco iariqáaze/zdo (3.15) para t = p + 1, ..., T, {yjr}
é ltm processo esfocástico satiXfazetido (3. 1 S) pal'a t C Z, {ut} é üma sequência de variáveis aleatórias i.i.d.
cota Eut = O e Eutuil :: 6.. Então, se ]\ tettt apenas autova]ores com valor absoluto 17tetlor do que ] e se
{at } é uma seqiiência de pesos lintitada por ul.Q) < oo tal qlte at " at(yl , ... , yT), segue que

à l.â.'.«;.:'«; :,'

à l.â:'*,;.:'«"'
.$:-.«..:«'-:)

.$.'.« :«')

.$:' « «:)

-5 o,

-5 o,

-5 o,

quando T + m.

Z)e/7zo/zsrração. Note que

y; y. (y; y.)

onde

Logo,

T

}: a.x;(y;y }l: a.x.yí - >ll: a.B' '(y; x.)(x;y+ }: a.x*(y;y
[-P+] t-P+] t-P+]

+ >: a.y.IB' '(y; y,)I' >1: õ.y.(y;y
t-P+l t-P+l

- >: D.B'''(y; yp)(y;y+ : Õy.(y;
t-P+l t-P+l

T T

T T
y,y(B'y 'P

ou sela

}: a*r;(x;y >1: a.x.yí
t-P+l t-P+l

T T

a.B'''(y; y.)(y; - x,y(n'y''

+ }: a.B' '(y;-x,)xí+ l: Oy.(x; y,y(B'y''
t-P+l t-P+l

T T
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Note agora que a soma dos valores esperados dos quadrados das componentes da matriz

}: a*B'''(y; y.)y;
t-P+l

T

41

é dada por

«-E }l: a.B' "(y; y.)yÍ 1 }: a.B' '(yl; y,)X:l
t=p+i [;-l'+i J

tr-E }ll: á)tD.B''P(y; yP)yÉy,(y; y,y(B')' '
t,s::P+l

trE }: Bt pjy;l(y;y y;yl, yP(y;y+ ypy;l(B')''pata.yíy.
ÍI,s ::P+ l

- >' trBt P(F+ ypyl,)(B')''reata.yíy,,
t,s::P+l

onde f' = -Ey;l(y;y. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

.EO.a,yíy,l $ (-Ea?yjy.):/'(.Ea?y:y.):/' $ «,(o)(-Eyjy.):/'(zx:y,):/:

T

T

T

(3.18)

l-ÕVIU)

t-P-l
L s=0

- E >: B'u. .uÍ..(B')' + -EB'''y,y;(B'y'"
t-P-l

s=0

>l: B'Z\B' +B'''y.y;(B')*''

-Ey.y;--E }l: B'ut , +B''pyp
t-P l

>l: B'ut-.+ B'''yp
s=0

/

s::0

E;y;yl :: tr-E.Eyty; $ >./ c2p3À2s max lõij 1 + c2p2À2(t-P)yPI
0S

Logo,

Para terra

.Ea.8,y;y, $«,(0)K.K,
ios considerar

trB'''(F + ypy;)(B'y''

de avaliar(3.18), d(
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o qual é menor ou igual ao produto entre c2, Pa
F' + yPyl} e Àt+s-2P. Portanto,

o máximo entre os valores absolutos das componentes de

T

t,s=P+l
'(F + y.yÍ,)(B')' ' $ .:,; E À"''

ÍI,s::P+l

T
2p

t,s=0

á*')'
o que resulta em

.= "-''''' --,.,;'''',,-' : g*' (;:4y ' Sn-h
Então, pela desigualdade de Chebyshev:

a:.E a.B' '&; «; -5'.
Obviamente, resulta daí que

:©'}.Í õ.«.&; «J'(ny'''lo.
Logo, para mostrar que

úl.ê.'.««««' ".,.,'l'. (3.19)

resta apenas checarque

='7':iÍ.a.n' '&; &; '(n0'''-5o.
(3.20)

Para tanto

ü.E >: a*B'''(y; - y,)(y; y,y(B'y
[-P+]

T
'P

t. >ll: B'''(-P+y.y;)(B')*
t-P+l

T
PEa)t

$ «,(0) >1: trB'''(F' + y,y;)(B'y''-Eat
t-P+l

T
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Logo,

trE }: 8tB' '(y; y,)(y; -- y.y(B'y'' $ a'(0)c'p3 :axl(F + y,y;)ijl $ Í:-.ii't-P+l

T

o que demonstra (3.20) e, consequentemente, (3.19). As outras duas convergências enunciadas no teorema
são conseqüências da que acabamos de demonstrar. []

Como conseqüência do teorema acima, podemos, no que segue, assumir que o processo yt satisfaz (3. 15)
para todo t c Z. Além, também é verdade que as matrizes B e A podem ser genéricas, de modo que para
valer os resultados abaixo, as observações {3/t} não devem necessariamente estar relacionadas de acordo com
(3.14) e os erros ut podem estar arbitrariamente correlacionados. Assumiremos apenas que

Condição l Eutu; = A > 0;

limo--..o l >1:t::p+iatutu;

limTn.o T )ll:t-p+táitutu{

Condição 2 .Exala.;

Condição 3 = 0, para s 1, 2,

Em particular, note que limo ..o + >1..t::P+i utut :: 6..

Lema 3.3.3. Asstllttindo as mesmas condições do teorema 3.3.2 e as condições acima, segue que
Tl

Ütuty;.i
É-P+]

Detnottstração .
igual a

A soma dos valores esperados dos quadrados das componentes de ; }l:::P+i 8tutyÍ l é

t-P+l :«;;} É ',";«;
s=P+l

< "(o)'
1 : ''Í6''

T

>l: -Etryt-tuÍusyji.t
t,s=P+l

!$E }: -E«Í«*-Eyl.:y. :t-P+l

" ':ií: '
Logo, o lema segue diretamente do teorema de Chebychev. H

Teorema 3.3.4. Áss11/ lindo as co/zdlções r/), (2) e (3), se yt é deÚ/lido por (3.3. 1) para t = 1, 2,
que seus autovctlores são menores do que l em valor absoluto, ettíão

co/zz B fa/

B -->p B

A --,- .Exala
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Z)emo/zsfração. Para provar as convergências acima, note que

: l;.É:'*«'

1;.$:',
: l; ,$:'.«.

Íi' B' ;'&:''".iyt.i B'

; É'',.
' t=P+l

iyt.i

iyt.i

:(y.- By..iy

;'â:''". :«') ' .,
e, combinando este resultado com a condição 2, temos que

; É ".'«'t-P+l
By. t)(y. êy. iyl -E(a)6.

D

Embora, pelo teorema acima, A não seja um estimador consistente de A, o estimador corrigido a.*
A/.Eta} satisfaz esta propriedade.

3.4 Sobre a Seleção de Modelos

Nesta seção trataremos da seleção de modelos sob a suposição de que o ruído segue uma mistura na escala.
Dado que os parâmetros são estimados via máxima verossimilhança, convém utilizarmos o método AIC de
se[eção de mode]os. Para mais deta]hes sobre o A]C e suas variantes, veja [8]. Para um vedor de parâmetros
P, o AIC de para a estimativa (AIC = AIC(O)) é dado por

AiC(0) = 2Z(Ojy) + 2K',

onde Z representa a log-verossimilhança e K o número de parâmetros. A derivação do AIC segue do fato que,
como demonstrado em [3], dentro de uma c]asse de mode]os, o e]emento que maximiza a log verossimilhança
é aquele que mais se aproxima do modelo real segundo a "distância" de Kullback-Leibler2 (ou entropia rela-
tiva) e que o mesmo ainda é um estimador viesado cujo viés é dado por -K. Logo, do ponto de vista prático,
escolhemos, dentro os modelos considerados, aquele com menor AIC. Obviamente, podemos usar este indi-
cador para o parâmetro de penalização À quando estimamlos O via máxima verossimilhança penalizada.

2a "distância" de Kullback-Leibler, ou entropia relativa, entre duas densidades de probabilidade é definida como

0(/,g) - / /(,) log J:l=Ü

Colocamos a palavra 'distância' entre aspas, pois, embora esta medida seja comumente utilizada como uma medida de discriminação
entre densidades de probabilidade(ou distribuições de probabilidade em geral), ela não satisfaz todas as propriedades que uma medida
de distância deve satisfazer. Mais precisamente, não é sempre verdade que /(.f, g) = J(g, /).
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Assumindo que o modelo pode ser representado na forma

y = Xlc + Õe,

onde y =(g/i, ..., 3/ry, X éuma matriz de planejamento 7' x .A4, õé um parâmetro de escala e € =(ci, ..., cry
com ct distribuído de acordo com uma mistura na escala, temos, condicionando nas variáveis explicativas, que
0 = (c', (5, ('y, onde ( é um vedor de parâmetros associado à densidade p( de ct, e

'';«,- ,:..;*$:.;«(-1ü)
Logo

»:'';' - ,,:.:; :$:.:«(-q@) *'«,
onde K JW + l + .D e Z) é o número de componentes de (

Conforme observado em [8], o AIC pode ser pouco eficiente quando houver muitos parâmetros em relação
ao tamanho da amostra. Nestes casos, pode-se utilizar uma variante do AIC, conhecido por AIC de segunda
ordem e denotada por AIClc, onde a única diferença em relação ao AIC está em um ajuste no fator K', de modo
que

":..';,- :.'; «,*,* (-L)
No caso considerado acima, teríamos que

":..';' - :,:..; '$-.:« ('JPb) *'« (-L)
onde K' = M + l + .Z).

3.4.1 0 Critério AIC Condicional

Note que o algoritmo 3.1.1 depende das distribuições representadas por misturas na escala de normais única
e exclusivamente através das ponderações na matriz W'(O) e que, fora tais ponderações, não necessitamos de
mais nenhuma informação a respeito destas distribuições. Por outro lado, para o cálculo dos critérios AIC e
Alce acima necessitamos conhecer p. Nesta seção apresentamos uma variação dos critérios AIC e Alce que
independe de p e que é identificada unicamente através das ponderações em W'(O).

Modelando os dados de acordo com

y.l*.; «. - .v Í >1: 'jx.j
j

at'' h
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onde h é a densidade de mistura, temos que

i(ÕIX, a) H -{ i'g # - i;b >ll: «.(Z/' - >1: êx.j)' + i'g A(aj?),'" t=1 í

onde ''a'' significa igualdade a menos de uma constante. Logo

AIC(Õ) - 7'1ogP + ; >:.-t(yt - >:êXtj)' 21ogh(alO + 2K
t l J

(3.21)

"''.'', -,:..*-*ÊÉ.*'«. '".,'' ::. "'« --:«(--;:-:) .

Ocorre, no entanto, que as variáveis at são latentes e, portanto, não-observáveis. Sugerimos
tomar, o valor esperado das expressões (3.2 1 ) e (3.22) de acordo com a densidade a "posteriori'
assim, obter

(3.22)

deste modo

k(.IZ/., x.) e

EAIC(Õ) = Tlogõe + -;(y - XayW(Õ)(y Xê) - 2Ellogh(alOjy,x} + 2K

e

EAlc.(Õ) -ri'gP+É(y xõyw(Õ)(x-xa) 2.EÍI'gh(ajOjy,xl+2K( r :)
onde EAIC(O) = Z{AIC(O)jy, x}, Bale.(O) = Z{AIC.(O)jy, x} e

tV(O) = dias(.Elas jy, x}, ..., EÍarjy, x})

Sob o ponto de vista prático, devemos escolher o modelo com menor EAIC(O*) ou EAIClc(0*), onde O*
é a estimativa obtida ao final das iterações do algoritmo EM. Para justificar o uso de EAIC, notamos que o
AIC é uma estimativa do valor esperado da distância de Kullback-Leibler entre o modelo real (densidade ou
distribuição) real e a estimada p(.IO), isto é, de

p(y, a) / /(") i'g ;ê;iÉl:l':;:5ja,óyd. - a - Ey,.-E/{l.gp('lÕ(y, a))},
onde (7 indica uma constante (com relação aos modelos considerados). Logo, buscar o modelo que minimiza
a distância de Kullback-Leibler equivale a buscar o modelo que maximiza

E,,--E/ {logp(zla(y, a)) }

Como demonstrado em [813, a esperança acima pode ser aproximada por

E/ {log P(zl0(z)) } ü [J(o)l-z'(o)]':] , (3.23)

scapítulo 6
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onde

''., - «.[ â«.:,'«,,] .''., - ,.[(i«..,'««,)(i-..,'«.,)']
Seguindo a mesma argumentação que em [8], observamos que a notação 0(z) é usada apenas para enfatizar
que no lado direito de (3.23) apenas uma variável aleatória aparece, e pode-se assumir que ela inclui os dados
reais. Usando agora o fato que .E/{logp(zlO(z))} = E.fl-Ellogp(zlO(aç))jy,xl}, podemos inferir que um
critério para a seleção de modelos é da forma

EÍlog P(y, al0)jy, x} tr IJ(o) l-r(o)I':

Multiplicando-se o critério acima por -2, obtemos o resultado (mais geral)4 que queríamos

'Sob certas condições de regularidade J(O) l.r(O)l ' K' e obtemos o critério EAIC definido acima
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Capítulo 4

Aplicação em Modelos de Regressão
Semiparamétricos

4.1 Introdução

Dado o modelo

g/. (z.) + Õ.. (4.1)

onde (5 representa o parâmetro de escala, nosso objetivo é estimar a função alvo / sob a hipótese de que ct
tem caudas pesadas, modelando, para tanto, o ruído segundo uma disüibuição S]WÜ(0, 1; @), onde A .pode
depender de um vedor de parâmetros (. Deste modo, assumiremos que

e [ = 1,...,T

8 / é uma função desconhecida pertencente a uma determinada classe de funções 7{

e {ct} é uma colação de variáveis aleatórias i.i.d. cuja densidade pode ser representada na forma (1.3)
com c ie, ct «' SMA(0, 1;@).

Assuma também que Ect = 0, para todo t, de modo que -E(Z/tlzt) = /(zt). O modelo acima generaliza os mo
dedos usuais no sentido que permite outras distribuições além da normal para o ruído, incluindo distribuições
de cauda pesada e variância infinita como, por exemplo, as distribuições estáveis. Com relação à distribuição
de 3/t é fácil ver que ytlzt «. SÀ/ü(/(zt), õ; @y

Por hipótese, a distribuição de et pode ser representada na forma

p(.et) = .1 :iÜ:ii;30 Çi$1ll;i:l'lh(.at)aat,

tAssim como no capítulo anterior, para não deixar a notação excessivamente carregada, manteremos em mente que as densidades
associadas a yt são condicionadas a rt e deixaremos, consequentemente, de explicitar constantemente este fato.

49
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onde é é densidade da normal padrão, logo, podemos assumir que a variável aleatória etlat segue uma
distribuição normal com precisão l/@o(at)2 e, consequentemente, que

(Z/./(z.))la* - .V(0, @O(a.)')

Observe que, em geral, a função Úo pode depender do vetar de parâmeuos 0 associado ao modelo, porém,
por simplicidade, nós a denotaremos simplesmente por @ e explicitaremos a dependência em relação a tal
vetar de parâmetros apenas quando necessário. Mais precisamente, o vetor de parâmetros O é um elemento
pertencente a 7{' x B c 7{ x Ra, onde d é um inteiro positivo e 7{' é um subespaço de 7{.

Caso a variável aleatória a fosse observável, e nos fossem dadas as observações ai, ..., aT poderíamos
estimar a função alvo / maximizando

l ;-- (g/. - /(z.))' . . ,,~

? à' õ'@(at)' ''XtJ''
onde JÀ é uma eventual função de penalização sobre / e À é o respectivo parâmetro de penalização. Em outras
palavras, a função / seria estimada pelo método de máxima verossimilhança penalizada (ou mínimos quadra-
dos penalizados) ponderada pelo vetor(@(ai), ..., @(aT)). É este vetar que penaliza observações discrepantes
garantindo, desta forma, a robustez do modelo. Talvez o exemplo mais usual de função de penalização seja
dado por

(4.2)

l.f"(:« )I' dz . (4.3)

A técnica de estimação de ./' através de funções de penalização do tipo (4.3) é conhecida por sllzoorAíng-sp/i/zes.
Na prática, a função de penalização JÀ favorece ftlnções mais suaves e o parâmetro À pode ser visto, neste
caso, como um parâmetro de suavização que govema o compromisso entre suavidade e viés do estimador de
.f. De fato, quando utilizamos s/noor/zing sp/í/zes, o que ocorre se 7{ é o espaço de Sobolev t'K2m, À = 0 resulta
numa interpelação dos dados, enquanto que para À grande, temos uma estimativa próxima ao estimador linear.
Convém observar que, definindo 7{ como um espaço de Sobolev, o problema de otimização (4.2) que, a priori,
é infinito dimensional, reduz-se a um problema de dimensão finita, dado que a solução ótima do problema é
um spline cúbico. Por outro lado, se definimos Jx = 0, então, voltamos para o método de mínimos quadrados
usual

Uma outra maneira de se estimar / e reduzir o problema para espaços de dimensão finita (e pequena),
além da técnica de snzoof/zlng sp/l/zes, é aproxima-la como uma combinação linear de funções base, tais
como ondaletas ou B-sp/files. Denontando tais funções por Bj, para .j - 1, ..., M, o problema resume-se em
determinar o vedor de coeficientes, (ci , ..., CWy, que maximiza

;«1
Nos parágrafos acima, discutimos a estimação da função alvo sob a hipótese de que a fosse observável.

Ocorre, porém, que isto não é verdade, de modo que os estimadores da função alvo / e do parâmetro de escala
õ são aqueles que maximizam a função critério

Ê > : Z(/ , Õ; y.) + JÀ(/),
T

lt
(4.4)
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onde / é a aproximação de / segundo o método aditado (s/}zoof/zíng-sp/Iões, B-sp/ínes), {(/t, õ; yt) é a log
verossimilhança associada a yt calculada em / e õ. Nas seções seguintes discutiremos como obter as estima
uvas de / e õ que maximizam (4.4).

Teorema 4.1.1. Ásszfmf/zdo (í co/z/zecfdo, a se/ ção de (4.4) é ú/liga

Prova. Em primeiro lugar, note que

z(/. , õ; z/.) C'Ú« (H) «'..,~..

C' à« (H) «'..,'«.

v) «.; »,

=log log(5

de modo que maximizar (4.4) equivale a maximizar

;$,(v)
O termo -- log (5 atua como uma penalização sobre o parâmetro de escala. Agora para õ fixado e nos restrin
gindo às funções / tais que JÀ = co, onde cO é uma constante arbitrária, suponha que .fõ # gó maximizem
(4.4) e defina Aõ,À = À/Ó + (l À)gõ, para 0 < À < 1, de modo que, usando o fato de que p é estritamente
quase convexa, temos que

,("J') « -{,("J),,("P) } - ,("'?)
Logo

;Ê, (v) «;Ê,("?) log Õ + co,

o que implica em contradição. Logo, devemos ter ./'Õ gõ n

4.2 Aplicação do Algoritmo EM

4.2.1 Introdução

Assumindo que a variável observada segue o modelo

g/. la. -' JV'(/(z.), Õ'Ú(a.)'),
at N h,

(4.5)
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então, 3/t N SÀ/h(/(zt), õ; @). Para estimar os parâmetros do modelo acima (incluindo os parâmetros as-
sociados à aproximação de /) e, além disso, incorporar uma função de penalização, propomos o uso do
algoritmo EM modificado de [24]. Observe que as variáveis ]atentes at contro]am a variância das observações
g/t e, conseqüentemente, suavizam o impacto de observações extremas sobre o estimador. Observe também
que, ao obter os parâmetros que maximizam a log-verossimilhança do modelo (4.5), obteremos também, por
construção, os parâmetros que maximizam a log-verossimilhança associada às distribuições das observações
(yl , .. ., Z/l..y.2 É claro que o resultado citado vale quando restringimos o espaço ao qual pertence / (por exem-
plo, quando fixamos a resolução máxima em uma análise de ondaletas ou quando fixamos os nós em uma
análise via B-sp/l/zes). Antes de continuar, no entanto, precisamos introduzir alguma notação:

e O: vetar de parâmetros de interesse, pertencente a 7{' x B;

e zt (yt, zt): t-ésima observação

e y (g/l , ..., yry e z (.1, , zry: vetores de observações

. . = (ai, ..., ary: vetor de variáveis latentes;

8 Q(OIO') = -E#llogp(y, alO) z} onde (i) a esperança é calculada com relação à distribuição conjunta
de a dado z e utilizando-se o vetor de parâmetros da iteração anterior do algoritmo, 0', e (ii) p é a
distribuição conjunta de(yt, ai), ...,(yr, ar)(dados(zt, ..., zry);

. Qt(OIO') = -Eo'llogp(yt,alia) zt}. Note que (2(OIO') = El:. Qt(Ol0');

8 a exemplo da função de verossimilhança, denotaremos a função de penalização PÀ por JÀ(O)

Assumiremos que os elementos de 7{' podem ser escritos como combinações de funções base {Bill1l '
onde K c Z ou K = oo, a depender das hipóteses sobre 7{'. Por exemplo, se assumirmos que 7{' é o espaço
de polinâmios de grau menor ou igual a p, então, poderíamos tomar .K = p e BJ(z) = zj, para .j - 0, 1, ..., p.
Por outro lado, se assumirmos que 7{' é o espaço de Sobolev I'H22j0, 11, poderíamos assumir que .l( = oo e
que os A 's são os elementos de qualquer sequência ortonormal completa.

O algoritmo de estimação da função alvo / e dos parâmetros associados a h, denotados por (, consiste,
portanto, em maximizar com relação a O = (/, O,

Q(olo') l:0 (olo'),
T

lt

ou, em casos que haja um termo de penalização JÀ, em maximizar

S(OIO') = Q(OIO') + Jx(O) Q.(OIO') + Jx(O)
T

lt

até a convergência. Note que

log p(y., a. IO) la., O) + log h(a.IO)

- :.. [Ú« (" ÜT .)] * «..«... ''

aveia [9] para mais deta]hes.
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de modo que

Agora
2

53

..'' "', - ««{:.;LÚ«(" üP .)] * «.:«'.. ', , }

*h*(%X$' .) -mám'''*m
e, conseqüentemente,

:..[ú«(" üP ')] - i«.:''«, :..«'..' :..'
(3/t -- .fo(zt))'

2õ'@(a.)'

Logo

C2t(Ol0') 1og(2r) -Eo' {log@(at)lzt} logo

;.' {8Gã, '.} g8.=êg%W ,- z« {i..A@-.l l }.

Como o objetivo é maximizar Q(O'lO), podemos ignorar o termo l log(2n) na expressão (4.6) e

Plo0 - -.E« {i.g@(«01..} - i"g õ - ib'-Ew {i;GF ' } b. («Ü'
+ -Eo' {log h(«.lO)l..}

Pela independência entre as variáveis aleatórias 3/i , ..., yr

c plo0 - - >1:.E.,{i.g@@.)l } - rl.gõ - ãb i.Í z« {7FP '.} u. - /o(«d'

+ : . {logh(a*lO)I'.}

A expressão acima pode ser simplificada, definindo

a«; oO : E "., {''' " "Mlq '.} ,

e que contém apenas os parâmetros associados à distribuição do ruído

Wr('') : ':'g (E., {@F# ''} , ...,'E" {iiG;:F '*})
nderações para a estimação da função alvo /, e

fr.. \ .,. .fr.,.\v

t

como a componentnen

como o vetor de poe

(4.6)

considerar

(4.7)

(4.8)
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de modo que

ãbE.E.,{i;GF '.}h.-/o(«d'-ã;& w,po o
e

Note que

(2(010') - a((;0') 1'i'gõ - ib(x fyWr(0')(y - f). (4.9)

i. assim como para @, a matriz Wr pode depender dos parâmetros em O;

ii. C independe de / e dos parâmetros associados a sua aproximação

iii. caso haja um termo de penalização JÀ, a função critério fica dada por

S(010') - C((;O') I'i'gõ- ãb(x fyWr(0')(y í)+Jx(O) (4.10)

sendo que a representação da função de penalização JÀ depende de hipóteses mais precisas sobre o espaço
ao qual / pertence e sobre as funções base utilizadas para aproximação de /. Tais especificações serão
postergadas para a próxima seção.

Com relação às esperanças acima, elas são calculadas baseadas nas disüibuições condicionais

k(a.l..,O') p(a.,y*lO')

« *h* (" =P) «... «''

~~h« (; Jg) «'...',,

(4.11)

onde /o' é a aproximação de / com base nos parâmetros estimados na iteração anterior. Nos casos em que as
integrais em (4.7) forem analiticamente intratáveis, o uso de algum método numérico ou de Monte Carão no
passo E do algoritmo deverá ser utilizado para aproximar os valores esperados.

4.2.2 0 Caso Canónico

Quando Ú(a) a i/2, a matriz de ponderações toma-se

Wr(O') = dias (-Eo, {ailzt} Eo' {arl,.})
enquanto que

o((; o') )ll: .Eo, {log h(anO)l;t} ,

T

lt
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uma vez que @ independe de qualquer parâmetro do modelo. Além disso, a densidade em (4. 1 1) fica da forma

*'. «; ., «#*(#'«

#«(#'«

'.(«»l "oiq

.ü(«») «blq

(4.12)

Exemplo 4.2.1 (Distribuição t de Student -- p Conhecido). Sapo/z/za gele o /'tzz'do sq/a dísrrl-
buido de acordo com uma distribuição t com v graus de liberdade, o qual asstttnirattos cotthe-
cido. Ou seja, assuma que et -, t.1.0, <z). Isto é o mesmo qtle asslllnir yt '- t.(..f(zt), õ2 ), de
tnodo que

P(y.) F ('T)
F (í) F ({) á l: -- ! (:' {"yl '':

Então, pata estimar cl fut\ção cavo, modelaremos os dados de acordo com

«. .. - « (''«.,, :)

« - - (;,:),

pois, sabe-se qtle dado a tttodelo acima, a distribuição }ttarginal de yt é lama t.(.j(~zt), õz ), ver
[] 7]S. Note qüe, neste caso, $(a) = -$- e h é a densidade associada a distribuição T Ç%, 11), a
qualédada por

ü(') - {;j:j;í;$--e 5',p«,« ; > ..

Calmo estamos assuttündo v cotthecido e estatuas tto caso canónico onde $ independe de
quaisquer parâmetros, telhas qtle

Q(olo') 7'1ogõ j;(y fyWr(0')(y f). (4.13)

@(..:
-Eo'la.IZ/.} = ã.,

e

Wr(O') = dÍ«gtãi, ..., ãr}. (4.14)

daqui estamos assumindo a seguinte definição para a densidade associada a distribuição gama, I'(a, P)

ÜW - B;i$®,--:. ,"
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Por último, observamos que as esperanças acima são calculadas a partir da densidade de$
ttida ern (4. 1 \ ) a qlta!, ateste caso, asslltne a forma

*'.. «., .', « q« ("HP) «'« ,.

Da expressão acima e da de$nição da densidade da distribuição gatna, éfácil ver que

«. - (;'«--:,,é'«--,?''',)
onde

rt = yt ft

Em particular, as ponderações õt são dadas por

p+l
--V'ÜIÕn

(4.15)

Pode-se notar que, por Q4. \SÜ, quanto maior a distância entre a observação e a curva ajustada,
}nelior será o peso dada a esta obsewação na estimação dos parâtnetros do }llodelo.

Se (.Jt , ..., f y :: (fl.zt )' .. , j(.zT»' puder ser escrita colho Bc, onde B é tina deter'minada
17iafriz de plaltejaíneltto, tem-se de (4.\ 3) e (4.1S) que os estimadores de c e õ lto (k -F l-)-ésinto
passo do algoritmo EM são dados por

c(k+l) (X'W'(k)X)-tX'W'(k)y

e

(õ') (k+' ) ;(y Bc@+0yW'@)((y Bc@+0))
ottde

W#) = diaglãÍk),

e õV) é o valor esperado de at dado yt e os parâtnetros c e õ estimados até o tnomento. 0

Exemplo 4.2.2 (Distribuição de Cauchy). A disrrlbzzição de Ca cAy é zl/lz caso paaicu/ar da
distribuição t de Student onde v :; \. Logo, temos que

2.'-qlp'

0
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O exemplo a seguir explora um outro elemento da classe das distribuições formadas por mistura de normais
através da escala, a distribuição exponencial dupla,

p(c) = ;e ''

Note que estimar a função alvo e demais parâmetros através da maximização de (4. 16) é equivalente a estimá-
los através da minimização da norma em Lt, pois, logo(c) = cte lcl c( lcl.

l
(4.16)

Exemplo 4.2.3 (Distribuição Exponencial Dupla). Ra/a o caso e/}z qiíe a dfsfrfb lição do /zlz'do
é a expottettcial dupla, a dettsidade de tnistura é dada por

ü(') - 5L''ü
Deste }7todo, colho descrito atlteriormettte, os dados devetl\ ser tttodetados de acordo cola

g/.la. - .V l /(«.), -= l
[

at N h,

e 'ÜÇsl :: -:B. Em particular. observe que h e 'Ü independem de qtlaisquer parâtnetros, logo,
p.d«,« d'sp"z" " '''«,.. O(Ola') .m Q(OIO') . «.«,«;'

Q(ola')= rl'gõ 5b(y fywr(o')(y f).
Ou seja, a função alvo será estimada via mínimos quadrados ponderados onde os pesos são
dadospor

õ. - Eo' {..l..}
e a matriz de ponderação WV(.O' ) por dias(.ãt , . . . , õT).

Os valores esperados etlt Ç4. \l) são calculados com relação à futtção densidade de probabi-
lidade

(4.17)

*'.. «', « .,''* l«il'l $'-;
oc at/2e-a'(y' /(=1»2 l e-- l

« .à. ê(ü'-'-â),at'

(4.18)

o qtle resulta etn

.«, .-ãreP+:i)
'«. - ';:' [q] (á)

1,.1
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onde L\g\Ç:EI representa a transfomladci de Laplace calculada da função g calculada etn =. A
igualdade acima é consequência dofato que

' lc--l (,) - ./l.-'«wl vs I'' VZ

para s > 0 apara /odo a C (C co/n Wlal > lelall. À/o /lasso caso, dado q {e a = 2 i/2 c IR
obviatnettte satisfaz a condição exigida, telhas que vale a igtlaldade. Essa igualdade também é
cot\sequência do fato que o valor de Ct tla expressão acima, a constante de normalização de k,
para cada t, e/n (4. 1 8), é fgzza/ rz

Ot - V'%. y (4.19)

Este resultado deriva do fato que

!.-2«a
a

para s > q e para todo a, > Q. Veja [2S] para nmis detalhes sobre as transformadas de Lap]ace
utilizadas. Note que, quattto duais discrepante o valor de yt em relação ao valor de ftxt] (ou,
como é tia prática, em relação à estimativa da lfutlção alvo calculada tto ponto =t), mentor é a
constante de padronização Ct e ntenor é o peso ãt associado a esta obsewação. Q

Note que, nos exemplos acima, o peso associado associado a Z-ésima observação, ie, a componente (t, t)
da mauíz de ponderação Wr(O), é função decrescente do resíduo. Ou seja, quanto maior o valor lyt /(zt)l,
menor o valor da respectiva componente em Wr(O).

Exemplo 4.2.4 (Distribuição Logística). NÓ caso da dísrrlb lição /ogúflca
ttlra é dada por

a dettsidade de anis

h(a) (--1)* :k'a '. k/e'
k-l

e, assittl como lhos exemplos anteriores, teremos

Q(olo')= 1'i'gõ 5k(y fyWr(0')(y f),
e

ãt = -Elatjyt}

de ,«do q«e Wr(O') = fag(ãt, ..., ãr) o/zde

k(''ly', o') " #-'':# }:(-1)'':k''Í'.-*/:..k-l

«gi( :*'.-i;.:. {(Ê--''$'),
E=l
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onde rl :: yt f(a;t). hgo

.*-';:x( :*'.Z"'' .«.,

onde Ct é a constattte de ttonnatização associada à densidade k. Assitn como para a dettsidade
exponettcial dupla, podemos tnostrar que

z''; -..-'lgl$)-#.-'-
e

oo e

0 yP~« -' [ü] á) 2n- ./il,
--e ó
k '

de tnodo que

õ E=:( 1)''"k'e''41l''!

''l EÊ::( i)' :k;/'.-:(W
0

Exemplo 4.2.5 (Distribuição Normal Contaminada). No caso da dísrríbrlíção /zor/lza/ co/z/a
minada, a densidade de mistllra é dada por

se a :: l

Se 0- :: À2h(a) -
caso cotttrário

ottde Q < €1 < 1. Let?abre qtle, ateste caso.

.*-': :,"'',:,*.«(.,;)
Podetnos generalizar o conceito acima pata pet'tlütir anais de uma fottte de cotttatl\mação su
po/zdo

-'., - lii:
se ct :: l

se a = À? pa/a .j = 1, ..., K''' ' ''] r"''' J

caso cotttrário
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o/zde aO, ..., rK )' 0 e },K 0 7rj :: 1. Àfesre caso, os dados são /nade/idos de

l l:':;ly",,n
pczra .7 :; U, l, ..., ,K, o/zde ÀO :: J-.

Novatnettte,

Q(OIO')= 7'i'gõ-ib(V fyWr(O')(y f).

ãt = -Elatlyt}

d. «,.d. q« Wr(a') , ..., Õr) «d.

*'«.-*; «}«(Ü)«.,
.,iattteltte, a consta)tte de ttormaliza ção, ateste

l-ogo, de.Brinda para cada j :: Q, ... , K, vj\t :: lISa:$111:?}, fere

'.-Ét* Ü q.

e

/(,.)onde rt :: yt oõ caso

nos que

SEMIPARAMETRICOS

acordo com

édadapor

Q

Agora, se aproximarmos / por }'j\l:i cjBj, onde c = (ci, ..., cWy e B = {BjlE:i são como na seção
anterior, então

c?(olo') rlogõ 5ili(y BcyWr(o')(y Bc). (4.20)

Note que, neste caso, O = (c', ('y. Em particular, tomando-se o gradiente de Q com relação a c, temos

Ü (B'y B'Wr(0')B')
a
-=c? (ol o'8c

(B'Wr(0')B)':B'Wr(0')y.

Quanto ao parâmetro de escala, temos

â pi00--;+é& Bd'Wr D -Bd
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(4.21)

o que resulta no estimador

P- l(v BcyWr(o')(y n.).
Finalmente, assumindo que @ independe de (, temos que a estimativa de ( é a solução da equação

Plo0 - ;oK; oO - o.

4.2.3 Critério de Parada

Dado que o objetivo é estimar a função alvo, podemos estabelecer como critério de parada com base no erro
quadrático médio T

lt
EQM(.Õ-;>:(V. .R".))'

De fato, podemos infere' que a estimativa da função alvo convergiu para uma determinada curva quando a
média da soma dos quadrados das distâncias entre a curva estimada e os pontos observados se mantiverem
constantes. Em termos práticos, isto se traduz no seguinte critério: devemos parar as iterações do algoritmo
quando IEQM(/Rk+i)) : EQM(/ak))l < tol, onde tol é um nível de tolerância pré-especificado e /Rk) é a
estimativa da função alvo na k-ésima iteração do algoritmo.

A metodologia sugerida pode ser vista resumidamente no algoritmo 4.2. 1.

4.2.4 Aproximação de / via Smoothing-Splines

Uma altemativa para a aproximação de / que surge naturalmente é o uso de smoofAing-sp/lhes. Isto ocorre por
duas razões, sendo a primeira o simples fato que, restritos ao espaço de Sobolev }V das funções com segunda
derivada definida, a solução do problema de se minimizar o funcional

>:wt(yt /(zt))2+JX(/), (4 22)

T

lt

onde (ul , , wry é um vetor de ponderações e onde a função de penalização é dada por

Jx(.j) = X l \J" (t'l\zdt, (4.23)

é um spline cúbico cujos nós são determinados pelas observações {zfl?-l, veja seção 2.1.4. Em particular,
no nosso caso

T

lÊ

«. -à,. {ú «}
A segunda razão que nos leva a considerar a técnica de smoofAing-s/2/ires é o fato que para a função de
penalização JÀ definida em (4.23), a solução do problema de otimização:

argmin/.w >1. Zt(yt/(zt))'+ /À(/)
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Algoritmo 4.2.1 Resumo do Algoritmo de Estimação.

Passo 1. obter uma estimativa inicial para f = (/(zi), ..., .f(zr)), denotada por f(o)

e um modo de se obter a estimativa inicial é através do método de estimação usual associado ao
suavizador escolhido, ie, supondo o ruído i.i.d. e gaussiano.

Passo 2. obter uma estimativa inicial para o parâmetro de escala õ e para (, denotados por õ(o) e ((o), respec
tivamente;

Passo 3. /oop principal do algoritmo EM.

. Enquanto IEQM(/nk)) -- EQM(/ak'i))1 2 tol
Passo (k + 1).1: f(k+l) = Bc(h+i), onde

c(k+l) (B'Wr(O(k))B)-tB'Wr(O(k))y;

Passo (k + 1).2: atualizar a (k + l)-ésima estimativa de (52 por

;(y f(k+:)yWr(c(k+'), õ(k),((k))(y f(k+'));

Passo (k + 1)3: atualizar a (k + l)-ésima estimativa de ( através da equação

la C((; c@+0, .i@+0, (m)

onde, para t - l, ...T, Zt é uma função de log-verossimilhança, é um sp/i/ze cúbico. Este fato segue das
proposições 2.1.1 e 2.1.2.

Lembre que, na k-ésima iteração do algoritmo EM, o estimador de / é aquele que minimiza, junto com o
vetor de parâmetros ( associado a h, a função critério (4. 10). Se mantivermos ( fixado, temos que o estimador
de / é exatamente aquele que minimiza (4.22), cuja solução é obtida através das equações normais

(X'WTX + TÀÕ'Q)c (4.24)

onde X = {/3j(z{)}r .i e Pi, ..., Pz' é uma base para o conjunto de sp/í/zes naturais de ordem 4 com nós em
zi, ..., ZT e a matriz ç2 é dada por

. - {. 0;'U4Wa'} . ' (4.25)

Da expressão (4.21), a estimativa do parâmetro de escala õ é dada por

8'- i(y XcyWr(y Xc)
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4.2.5 Aproximação via B-Splines

Estimar a função alvo / por s/?zoar/zing sp/lhes é um meio de se trazer o problema para dimensões finitas. No
entanto, ainda assim, o esforço computacional é relativamente elevado dado que o total de parâmetros é, no
mínimo igual à quantidade de observações. Um modo de tomar o processo de estimação computacionalmente
mais barato é considerar a aproximação de / via B sp/lhes dada por

/(.) >l: 'Jzj«,j (")

onde as funções -B«,j(aç) são B-sp/í/zes de ordem m, para J - 1, ..., M. Deste modo, nosso objetivo passa a
ser determinar as estimativas êi, ..., êA/ dos coeficientes c = (ci , ..., cWy e, conseqüentemente, estimar / por

/(«) }: ê .e«.J («)

Logo, neste caso, o vedor de parâmetros é dado por O (.',('y
Assim como na seção 4.2.4, nosso objetivo continua a ser estimar / de modo a minimizar o funcional

(4.22). Para determinar as equações normais neste caso, basta notar que o vetor de aproximações via B-sp/f/zes
de/ nos pontos(zi, ...,r) é dado por

f (zi), .., /(zr))
onde c = (ci , ..., CWy e BÃÍ = (B«,j (zi))i,j é a matriz 7' x JW formada pelos elementos da base de B-sp/í/zes
calculados nos pontos zi, ..., zl", e que, substituindo /"(t) em (4.23) pela segunda derivada da aproximação
de / via B-sp/lhes, temos

}À (./')

.j,k=i
:: Àc/Ç2&íc,

(-B;.,j (t) -BZ,k(t))dt

onde

(.eá,j(t) Bá,t(t)) cít)t sj,ks M . (4.26)

De fato, como na seção 4.2.4, na k-ésima iteração do algoritmo EM, se mantivermos ( fixado
estimador de / é obtido através da minimização de

temos que o

ã'«
de modo que as equações normais ficam dadas por

BA/CrWT(y BÂ/C) + C'QMC

(.BhWTB&f + 2ÀÕ2Q)c = BI/Wry.
Assim como para s/?zoar/zlng-sp/lhes, o parâmetro de escala é estimado por

i(y -B«.,cyWr(y B«.c).
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4.2.6 Bandas de Confiança via Bootstrap

Uma maneira de se obter bandas de confiança para a estimativa da função alvo, do parâmetro de escala e
do vedor de parâmetros ( é através da técnica boorsf/zzp. Uma amostra boo/sr/lap é obtida via monte-carlo
amostrando-se o ruído c 7' vezes para, com o resultado, construir uma nova amostra de variáveis resposta.
Abaixo, descrevemos duas metodologias boo/sfrnp distintas e conhecidas por Z)oorsrrup paramétrico e boofs-
rrnp não paramétrico, respectivamente. A primeira metodologia leva em consideração a distribuição assumida
para o ruído, a qual, no nosso caso, é uma mistura na escala de normais, enquanto que a segunda utiliza a
distribuição empírica dos resíduos. Embora estejamos assumindo uma determinada distribuição para o ruído,
na prática, é interessante o uso do boo/srrnp não paramétrico.

Bootstrap Paramétrico

Para tanto, consideramos o fato que

..la. - N'(0, Ú(a.)'),
at " h.

Neste caso, podemos obter por simulação os valores a;, ..., a} de acordo com a densidade h e depois, para
cada t = 1, ..., 7', obter os valores c;, ..., c} de acordo com a distribuição ./V'(0, Ú(o-;)2). O passo seguinte
consiste em definir

y; = /(zt) + õc;, para t - l, ...,T
onde / e õ são as estimativas de / e õ, respectivamente, obtidas com a amostra original 3/1 , . . ., yr. A estimativa
Z)oorsfrap de / é, então, obtida usando-se esta nova amostra y;, ..., yr

O procedimento acima é repetido .B vezes e, para cada amostra boo/i/rnp, obtemos uma estimativa boors-

frap fJ' e, com estas estimativas, construímos as bandas de confiança desqadas.

Bootstrap Não-Paramétrico

O procedimento não-paramétrico é análogo ao descrito acima, com a diferença de que a amostragem agora
é feita sem assumir nenhuma distribuição específica para o ruído. Ou sda, c; é amostrado via amostragem
simples com reposição a partir da coleção de resíduos obtida após o ajuste inicial do modelo.

Obsewação 4.2.1. Colho ttotado etn [28] e rias referências !á cotttidas, rta hipótese do ruído possuir variâttcia
inÕttita, tanto para tnodetos de regressão qLlattto para séries temporais, os métodos usuais de bootstrap, cano
os descritos acima, faLhatn drasticatnetite caso a condição B :: oqT) seja violada. Etn partictltar, tio ttosso
caso, este cuidado deve ser tatuado quando assutnirmos uma distribuição estável para o ruído.

4.3 Aproximação de S(O O') via Monte-Carão

Como descrito na seção 2.2.5, quando a esperança Q(OIO(j)) não pode ou é difícil de ser calculada analitica-

mente, uma possibilidade é aproxima-la via Monte-Carlo. Para tanto, seja aJI, ..', cr13(j) uma amostra pseudo
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aleatória da variável at obtida segundo a densidade condicional (4.1 1 ) com 0(j) no lugar de 0', e considere as
seguintes aproximações do vetor de ponderações W' e de O((; O'), respectivamente,

«:,: {8ah, ,!«:«l (4.27)

e

õ((; ou) (4.28)

Logo, a função critério (4. 10) pode ser aproximada por

g(0l0('n) - Õ((;0m) -T I'g Õ - :(y - ioyw-(y fo) + JÀ(0), (4.29)

onde fo é o vetar de aproximações de / nos pontos (zi, zry com base nos parâmetros em 0

Exemp[o 4.3.1 (Distribuição t de Student -- u Conhecido). ]Vo caso da d]sfrió lição t, /e/nos

g(olom)--7'i'gõ :lb

on e Kj = E=: õjj)(3/i -- /(ZÍ))' e o«de ãt = -EOm {atl /t}. fVole q le j 2 0. Oeriva«do Sr e

igualattdo o t-esultado a zero, obtemos o estitnador de ( para 3-ésima itetação do algoritmo EM,

Observe também que õl é o estitnador de tttáxima verossimilhatlça para o parâlttetro de escala õ

po/zderado pe/os pesos ãÍj),...,ã9). Q

4.3.1 Smoothing Splínes

Substituindo Wr por }Vj em (4.24), o (.j+l)-ésimo passo do algoritmo EM aproximado resulta nas estimativas
que maximizam

g(0l0n) - Õ((;0n) !(y-XcyWj(y -Xc) Àc'Q', (4.30)

onde ç2 é dado por (4.25). O procedimento de maximização é quebrado em três passos, como mostrado no
algoritmo 4.3.1.
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Algoritmo 4.3.1 Procedimento de maximização quando usamos s/noor/zí/zg sp/Irei.

Passo 1. Manter ( = ((j), maximizar S(OIO(j)) com relação a c. O estimador resultante, c(j+l) é a solução
do sistema de equações

(x'W,x + rÀn)' - x'y.
Passo 2. Usar a estimativa c(J+l)

Õ(j+D -Xc0+DYW](y Xc('j+D)

Passo 3. Usar as estimativas c(.j+l) e õ(j+i) para estimar ((j+i) maximizando-se a função critério atualizada
g(Olf(j+i) , Õ(j+l) , ((j)) .

4.3.2 B-Splines

O algoritmo de estimação dç / e ( via B-sp///zes é perfeitamente análogo ao obtido via smoor/zfng-sp/f/zes. De
fato, substituindo Wr por I'rj em (4.24), o (.j + l)-ésimo passo do algoritmo EM aproximado consiste em se
maximizar com relação a c e (

rlogõ Õ;(y -B«.cyw (y

onde Q é dado por (4.26). Novamente, o procedimento de maximização é quebrado em 3 passos como
ilustrado no algoritmo 4.3.2.

g(olom) ;om) Bwc) Àc'QÀíc, (4.31)

Algoritmo 4.3.2 Procedimento de maximização quando usamos B-sp/í/zes

Passo 1. Manter ( = ((j), maximizar S(OIO(j)) com relação a c. O estimador resultante, c(j+l) é a solução
do sistema de equações

(-BhWj-Bm + 2ÀÕ'Q)c

Passo 2. Usar a estimativa c(j+l)

Õb+:) = ;(y BA/c(j+")yWJ(y B&/c0+:))

Passo 3. Usar a estimativa c(j+l)
g(Ojf(j+i) ,((j)) .

para estimar ((j+i) maximizando-se a função critério atualizada

Observação 4.3.1. (Maximização com relação a ( -- parte l) /Vo/e qzfe as co/}zpo/ze/ares Àc'Qc
e T \og õ de S(.O \O(j) ) indepetldeítt de ( e, portanto, podemos apenas cortsidep'ar

gr(0l0('D) ;0m) :(y-XcyWJ(y Xc) (4.32)
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0ao estimar (.

Observação 4.3.2. (Maximização com relação a ( -- parte 2) O velar de parámerros ( fem,
etn gelar, dimensão pequena e a maximização com relação aos eletnentos deste vetar pode ser
qtlebrada em uma peqttetta seqiiência de maxitnizações utüvariadas,

õÍj+i) . argmmõ.S(õi ; f(j+i), õ9),

õáj+i) . ízrg,?zmÕ,S(õ2 ; f(j+i) , (ilj+i)

. ó9))

'', . . . , õg))
(4.33)

õg+i) - argmmÕ.g('5p; f(j+:), .ílj+:) , õ9+:) , ..., õ,),

o/zde( (õl, , õp] e ottde Llsaittos (4.32) rto !ügar da.função critério original. 0

4.3.3 Algoritmo Genérico de Estimação

No algoritmo 4.3.3 descrevemos, de modo um pouco mais conciso, os passos do procedimento de estimação
da função alvo / e do vedor de parâmetros (

Caso as esperanças do passo E do algoritmo e a distribuição condicional de a dado y possam ser calculadas
analiticamente, os passos k.l a k.5 podem ser substituídos pelos passos E e M usuais do algoritmo, ie, sem
simulações de Monte Carlo.

4.3.4 Sobre a Implementação do Algoritmo de Metropolís-Hastings

O objetivo é amostrar a partir da densidade condicional de a, logo usando o fato de que esta densidade tem
suporte em 10, oo) e que ela é o produto da densidade marginal h('lO) com a densidade da normal padrão cal-
culada em um determinado ponto (ver abaixo), podemos tomar como densidade proposta a própria densidade
marginal h4, ie,

ç(aP), ') = h(.IO),

4estamos obviamente assumindo que A é de fato uma densidade de probabilidades, o que, no caso de misturas na escala de normais
não é sempre verdade
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Algoritmo 4.3.3 Algoritmo genérico de estimação para o modelo semiparaméuico

Passo 1. obter uma estimativa inicial para f = (/(zi), ..., /(zr)), denotada por f(o)

e um modo de se obter a estimativa inicia] é através do método de estimação usual associado ao
suavizador escolhido, ie, supondo o ruído i.i.d. e gaussiano.

Passo 2. obter uma estimativa inicial para (, denotada por ((o)

Passo 3. iniciar o /oop principal do algoritmo EM.

k-ésima iteração: dados f(k i) e ((Ê i):

Passo k.l: para cada t :: 1, ..., T gerar uma amostra pseudo-aleatória, através do algoritmo de
Gibbs ou via Metropolis-Hastings, de aÍi) , ... aj'J(j)) de acordo com a distribuição

Ê(a'lg/', O@'O) « .5@.D@oa D(a.)

« (#hÉh) «.. .'* :',

onde /t(k'l) é a aproximação obtida para / no ponto zt na iteração (k l).

Passo k.2: calcular Wk de acordo com (4.27) e com ( = ((k i);
Passo k.3: calcular f(k) auavés das equações normais apropriadas;
Passo k.4: calcular ((k) usando o resultado do passo anterior;
Passo k.5: se l.L(O(k)) .L(O(k 1))1 < c, terminar o algoritmo. Caso contrário

(k + l).l;
ír para o passo

onde O é o vetor de parâmetros do modelo estimado na última iteração, digamos a iteração de número X;, do
algoritmo EM. É fácil ver que, neste caso, a probabilidade de aceitação p(aP) , s) é dada por

«.:'.',--lwU$.:1
- «« 1%8«, 1 'dP" IÚ'1 -'7(;F "p l ®)'

de modo que a amostra de interesse é gerada de acordo com a regra

.(j+l) J's , com probabilidade p(a(j), s)

ai' ' ' l.aÍj) , com probabilidade 1 -- p(at ),s)

Em particular, o algoritmo acima pode ser utilizada para modelos cujos ruídos são distribuídos de acordo
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com uma distribuição estável, pois, devemos apenas ser capazes de gerar uma amostra pseudo-aleatória se-
gundo esta distribuição e, desta forma, evitamos as dificuldades oriundas da maximização da respectiva função
de verossimilhança.

Exemplo 4.3.2 (Distribuição t de Student -- p Conhecido). Embora, /zo caso e/?z qlfe o /'lzz'da

segue urna distribtlição t de Student í\ão seja ttecessát'io decorrer a simulações pat'a obter as
esperanças do passo E do algoritmo, temos que, ateste caso, $Ço) :: (l.Aa, de tnodo que a
probabilidade de aceitação Jicat ia igttat a

,'.í", .' - «:" l \il, «- l

Q

4.4 Estudo de Simulação

Para este estudo, usamos as seguintes funções alvo

i. Função alvo l:(figura 4.1(a»
/(z) (4.34)

(4.35)
ii. Função alvo 2:(figura 4.1(b»

/(«) 10z + 15 exp(--12z2)

iii. Função alvo 3:(figura 4.1(c»

/(«) - w«T:ó"' w (4.36)

4.4.1 Simulação e estimação via B-Splines

Nesta seção, avaliamos via simulação a metodologia sugerida no caso em que a aproximação da função alvo
é feita através de B-sp/lhes. Neste primeiro estudo consideramos a função alvo

/(z) (2z)

(figura 4.1 (a» e assumimos como parâmetro de escala õ = 1,5. Os dados foram obtidos via simulação
assumindo-se que o ruído seguia uma distribuição t de Student com 1, 5 graus de liberdade de modo a gerar
uma amostra de tamanho 200. Foram realizados 3 ajustes, sendo que, para todos eles, consideramos À/ = 3 e
obtivemos amostras boofsfrap de tamanho 100 com base nas quais construímos intervalos de confiança (95qo)
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(a) Funcao Alvo l (b) Funcao Alvo 2 (c) Funcho Alvo 3

cy

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.1: Funções alvo utilizadas nos estudos de simulação para o modelo de regressão semiparamétrico
sugerido.

Ajunte 1 : Boot8bap Nãc»-Paramótri

02

Ajuste 2: Book«np Paramótrf Ajuste 2: Boots&ap Nla-Paramótrí

Ajunte vla Mínimos Quadndoc BootBtrap Panmótrf. Ajude #a Mi'nfmaB Quadndoe: Bootstnp Nlo-Paramótri

Figura 4.2: Estimativas da função alvo l segundo a metodologia proposta, Ajuste l (gráficos superiores -- correspon
dem a I' = 1, 5) e Ajuste 2 (gráficos intermediários corresponde a i' = 3, 5), c via mínimos quadrados, Ajuste 3
(gráõcos inferiores).
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para (5 e bandas de confiança (95%) para as estimativas da função alvo. O primeiro ajuste (Ajuste 1) foi feito
segundo a metodologia proposta na tese e tomando u = 1, 5, o segundo ajuste também foi realizado segundo
a metodologia proposta, porém, com p - 3, 5 e, finalmente, o terceiro ajuste (Ajuste 3) foi feito via mínimos
quadrados. O resultado, relativo à estimativa da função alvo, deste estudo pode ser visto na figura 4.2. Quanto
ao parâmetro de escala, obtivemos os resultados expostos na tabela 4. 1. Note que o erro quadrático médio é,
de fato, mais baixo quando tomamos o valor carreto para p. No entanto, não há uma alteração significativa
se o subestimamos, isto é se escolhemos um valor maior para z/. Essa diferença, por outro lado, é bastante
significativa se comparamos o resultado obtido para as estimativas de mínimos quadrados. O mesmo vale para
os valores estimados do parâmetro de escala em cada ajuste.

Tabela 4.1: Estimativas e intervalos de confiança para o parâmetro de escala ó = 1, 5 e o erro quadrático médio para
cada ajuste obtidas no primeiro estudo de simulação onde o ruído foi gerado segundo uma distribuição t de Student com
1,5 graus deliberdade

Em um segundo estudo de simulação, tentamos a metodologia proposta em um caso em que a função alvo
apresenta um comportamento menos comportado do que aquela utilizada no exemplo anterior. Para tanto,
usamos a função definida em 4.1(c). Além disso, desta vez, simulamos os dados assumindo que o ruído
obedecia a uma distribuição de Cauchy e, como anteriomlente, assumimos o parâmetro de escala õ = 1, 5.
O resultado da simulação descrita foi uma amostra de tamanho 300. Para efeito de análise, foram realizados
3 ajustes, sendo que, para todos eles, consideramos M = 13 e obtivemos amostras boo/srrnp de tamanho
100 com base nas quais construímos intervalos de confiança (95%) para õ e bandas de confiança (95%) para
as estimativas da função alvo. O primeiro ajuste (Ajuste 1) foi feito segundo a metodologia proposta na
tese usando a própria distribuição de Cauchy, o segundo ajuste também foi realizado segundo a metodologia
proposta, porém, assumindo uma distribuição t com u :: 3 graus de liberdade e, finalmente, o terceiro ajuste
(Ajuste 3) foi feito via mínimos quadrados. O resultado, relativo à estimativa da função alvo, deste estudo
pode ser visto na figura 4.3. Quanto ao parâmetro de escala, obtivemos os resultados contidos na tabela
4.2. O fenómeno observado no primeiro estudo de simulação repete-se aqui ainda mais evidente. Nota-se
que a distância entre as estimativas e erros quadráticos médios obtidos usando-se distribuições com caudas
pesadas porém distintas é significativamente menor do que aquela entre qualquer um destes resultados o
aqueles obtidos quando obtemos as estimativas via mínimos quadrados.

4.4.2 Aplicação a Outros Métodos de Aproximação

Abaixo seguem os resultados de mais algumas simulações realizadas com base no algoritmo sugerido, mas
utilizando outros métodos de suavização diferentes de sp/lhes. O objetivo é simplesmente ilustrar o quão

Ajuste )ootstrap Õ /0(959 ) EQM
  paramétrico 1,536 [1,326;1,722] 0.0044

  não-paramétnco 1,536 [1,360;1,687] 0.0044
2 paramétrico 2,018 [1,842;2,199] 0.0168
2 não-paramétnco 2,018 [1,816;2,336] 0,0168

u.Q. paramêtnco lO,Oll [9,191;10,824] 0,3632
M.Q. não-paramétnco lO,Oll [4,806;,14,848] 0.3632
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Ajunte 1: Bwtstnp Paramótri

Ajunte 2: Bwbtnp Paramótrü Ajunte 2: Boobü'ap Nio Paramóbico

Ajuste vla Mínimos Quadradas: 8oots&ap Panmó&lco Ajuste üa Mínimos Quadradas: Boots&ap Nõo-Paramótrí

Figura 4.3: Estimativas da função alvo 2 segundo a metodologia proposta, Ajuste l (gráhcos superiores correspon-
dem ao custe com z, = 1) e Ajuste 2 (gráficos intermediários -- corresponde ao ajuste com p = 3), e via mínimos
quadrados, Ajuste 3(gráficos inferiores).

bem a metodologia proposta adequa-se a outras técnicas de aproximação e como ele se comporta quando
os parâmetros da distribuição associada ao ruído fixados a priori não correspondem exatamente aos de sua
distribuição. Em todas as simulações abaixo, consideramos a função alvo 2, figura (4. 1)(b).

Tabela 4.2: Estimativas e intervalos de confiança para o parâmetro de escala õ = 1, 5 e o erro quadrático para cada
ajuste obtidos no segundo estudo de simulação onde o ruído fol

ÕAjuste bootstrap
1,593paramétrico
1,593não-paramétrico
2,8072 paramétrico
2,8072 não-paramétrico

paramétricoM.Q. 28,059

não-paramétrico l 28,059M.Q.

ndo uma distribuição de Cauchy

/0(95%' EQM
[1,328;1,743] 0,3788
[1,327;1,768] 0,3788
[2,499;3,038] 0,4243
[2,420;3,215] 0,4243

[26,069;29,111] 26,0889
[8,494;45,566] 26,0889
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Séries Trigonométricas

Em todas as simulações abaixo (relativas às séries trigonométricas) tomamos (5 = 0, 5

e Simulação l

A figura 4.4 contém os resultados das estimativas obtidas sobre uma amostra de tamanho 500 gerada de
acordo com uma distribuição de Cauchy e com uma t de Student com graus de liberdade iguais a 1, 5; 2 e 6,
respectivamente. Além disso, as variáveis independentes foram escolhidas de modo a foliar um conjunto de
pontos igualmente espaçados no intervalo 10, 11. Em todas estas simulações usamos 50 funções base.

Õ

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.4: (Simulação 1) Estimativas via algoritmo EM e por mínimos quadrados (usando séries trigonométricas) nos
casos em que o ruído segue uma distribuição t de Student com graus dc liberdade iguais a (a) p = 1, 0, (b) z' = 1, 5, (c)
1/ = 2, 0 e (d) p = 6, 0.

Note que a curva estimada pelo algoritmo EM ajusta-se perfeitamente à curva real, enquanto que o es-
timador de mínimos quadrados é extremamente sensível aos valores extremos. Conforme aumentamos u, a
distribuição do ruído aproxima-se da distribuição gaussiana (embora uma t de Student com u = 6 ainda tenha
caudas bem pesadas quando comparada a uma distribuição normal) e, como pode-se notar, os estimadores
usual e EM ajustam-se bem aos dados. Com relação ao parâmetro de escala, obtivemos os resultados expostos
na tabela 4.3. Assim como no caso das curvas estimadas, podemos notar através dos parâmetros de escala
obtidos que o método iterativo é extremamente menos sensível aos valores extremos do que o método de
mínimos quadrados.
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8 Simulação 2:

Na figura 4.5, geramos 100 amostras para as quais o ruído associado segue a distribuição ./V'(0, õ2), com
õ = 0, 5, e obtivemos estimativas com p = 1, p = 1.5, p = 2 e p = 6. Em todas as estimativas, utilizamos as
20 primeiras funções base e 1000 iterações. Pode-se notar que, embora não tão quanto o ajuste via mínimos
quadrados, as estimativas via EM aproximam-se bem da curva real mesmo quando o ruído não tem caudas
pesadas e seguem uma distribuição gaussiana. Como era de se esperar, pode-se também notar que a estimativa
do fator de escala aproxima-se do valor real do desvio padrão conforme aumentamos os graus de liberdade.

e Simulação 3:

Finalmente, consideramos o caso em que o ruído é gerado de acordo uma distribuição de Cauchy e es-
timamos a / assumindo graus de liberdade superiores a 1. 0 resultado destas estimativas está contido na
figura 4.6. Embora, as estimativas apresentem um descolamento maior em relação à curva teórica quando
comparadas às outras estimativas, podemos notar que, ainda assim, elas são bastante resistentes a valores ex-
tremos. Observamos também um aumento sensível na estimativa do favor de escala. Isto era esperado, pois,
uma vez que aumentamos os graus de liberdade associados ao estimados, mais nos aproximamos por máxima
verossimilhança supondo a normalidade do ruído.

Ondaletas

Nesta seção usamos ondaletas para aproximar a função alvo /. Como se sabe, qualquer função em -L2l0, 11
pode ser representada por uma série de ondaletas de modo que

/(«)

oo 2J--l

coéoo(z)+ : 1: 4t@jk("),.j
onde éjk e @jÀ; são as funções de escala e ondaletas, respectivamente, e cyk e (Ük seus respectivos coefici-
entes. Para mais detalhes a respeito de aproximações via onda]etas, recomendamos [30]. Antes de realizar
o estudo de simulação, gostaríamos de observar que a presença de valores extremos tem forte impacto não
apenas sobre estimativas obtidas via mínimos quadrados, mas também sobre as estimativas obtidas via trans
formadas discretas de ondaletas. Este fato pode ser observado quando comparamos as figuras 4.7 e 4.8. Elas

Tabela 4.3: Estimativas do parâmetro de escala nas estimativas da simulação 1. A segunda coluna, õ, são as
estimativas obtidas pelo método iterativo, enquanto que a terceira coluna, M.Q., são as estimativas obtidas via
mínimos quadrados.

Graus de Liberdade Õ u.Q.
l 0,59 47,05

1,5 0,55 4,66
2 0,58 1,83
6 0,56 0,78
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.5: (Simulação 2) Estimativas da função alvo e do parâmetro de escala no caso em que o ruído segue uma
distribuição normal (usando séries trigonométricas) e assumindo os seguintes graus de liberdade para o processo de
estimação(a) z, = 1,0,(b) p = 1, 5,(c) p = 2,0e(d) z, = 6,0.

correspondem à análise de multirresolução do sinal

y. = sen(10t) + .., (4.37)

onde ct «' ./V'(0, 1), figura 4.7, e ct -' t2, figura 4.8. Note que no primeiro caso, isto é, o gaussiano, os maiores
coeficientes de ondaletas (detalhes) correspondem ao sinal real, enquanto que no segundo caso, os maiores
coeficientes de ondaletas correspondem ao ruído. Logo, a aplicação dos limiares usuais não seria muito efetiva
no sentido de que não eliminaria a "sujeira" deixada pelo ruído. Lembramos que a expressão para o limiar
universal, derivado em [15], é

Õ v21og T

onde (i é o parâmetro de escala (desvio-padrão para o ruído gaussiano). A dedução deste limiar é baseada na
desigualdade de Borel através da qual podemos inferir que para Zo, . . . , Zr-i gaussianos com média zero e
variâncias (i?, vale a desigualdade

max
0<t<T -)-.

quando T d oo. Por outro lado, dado que podemos representar a distribuição t de Student como uma mistura
de normais através da escala, nós podemos através de uma aplicação da desigualdade de Borel obter o limiar
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universal "equivalente'' para sinais com ruídos distribuídos de acordo com uma t de Student com p graus de
liberdade, o qual deve ser proporcional a

'zó7i - i. (4.38)

Um limiar como este anularia todos os coeficientes de ondaletas. A dedução completa da expressão (4.38)
encontra-se no apêndice ao final deste capítulo.

Para o estudo de simulação, dado que ondaletas são extremamente eficientes em captar descontinuidades
da função alvo, escolhemos como função alvo

0,

2,

3,

6,

caso 0 $ " < }

«;. } $ " ': {

«;. ! $ « « }

«;. { $ " < 1

/(«) (4.39)

a qual está representada na figura 4.9. Optamos, finalmente, em tomar um ruído, {ct}, distribuído de acordo
com uma distribuição de Cauchy e tomar como parâmetro de escala (5 = 1, 5. Fixados estes parâmetros,

(a) (b)

n

(c) (d)

nlr u l Hall v -n .-õ-j

Figura 4.6: (Simulação 3) Estimativas da função alvo e do parâmetro de escala no caso em quc o ruído segue uma
distribuição de Cauchy (usando séries trigonométricas) e assumindo os seguintes graus de liberdade para o processo de
estimação (a) p = 1, 5, (b) p = 2, 0, (c) z, = 4, 0 e (d) z, = 6, 0.
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T'Va
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Figura 4.7: Análise de multirresolução correspondente ao sinal (4.37) com ruído distribuído de acordo com uma normal
padrão.

Tive

TaWa

TaWz

T2W.

X

0 20 40 60 80 100 120
t

Figura 4.8: Análise de multirresolução correspondente ao sinal (4.37) com ruído distribuído de acordo com uma t de
Student com 2 graus de liberdade.

gerados uma amostra pseudo-aleatória de tamanho T = 512 de acordo com o modelo

z/* (#.) + õ..

  
  . l . l

1 1 ' ' 1 1 ' 1 - ''''l
  1 1 . 1 1 1 - 1 ' - - ' 1 1 ' 1 - 1 1 1 - 1 ill'''l

  ...il.l-...ill-il'jilillli 'i'llli-liill--'-l-' -i'' --.ltll.

  

  
  l l .

' ' ' ' l ' 1 1 ' ' l l

  --'''ll'''lll...ll.l..l-lll--il

 ..--''''''l-ll il..ll'i''-'l--.'-li'i'l''''''ll.---lll..l...l...
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Funcao Alvo

0.4 0.6

Figura 4.9: Gráfico da função alvo (4.9) usada na simulação via ondaletas

onde os açt's são igualmente espaçados em lO, ll.

Para estimar a função alvo e o parâmetro de escala optamos por usar a família Haar de ondaletas. Os
resultados das estimativas obtidas podem ser vistas na figura 4.10. Em ambos os gráficos a curva pontilhada
representa a função alvo original. O gráfico à esquerda representa um ajuste simples via mínimos quadrados.
E evidente o efeito dos valores extremos sobre a estimativa obtida. Isto fica claro, principalmente, no segundo
degrau da estimativa o qual é "jogado" para baixo devido a presença de valores extremos. O gráfico a direita
na mesma figura representa a estimativa obtida iterativamente. Note que ela capta perfeitamente a forma da
função alvo ajustando-se perfeitamente à mesma. Além disso, obtivemos via bootstrap as bandas de confiança

(95%) para esta estimativa, as quais estão representadas pelas curvas tracejadas. Quanto ao parâmetro de
escala, obtivemos a estimativa õ = 1, 6616 (contra 34, 3743 quando tal estimativa é extraída diretamente
da coeficientes estimados via mínimos quadrados) e o intervalo de confiança a 95% (bootstrap) dado por
[1,3085;2,3271].

4.5 Modelos Parcialmente Lineares

Possivelmente, a extensão mais simples do modelo univariado (4.1) para modelos multivariados seja os
modelos parcialmente lineares. Estes modelos são caracterizados pela presença de uma componente não-
paramétrica, em geral, univariada, e uma componente paramétrica linear multivariada. A expressão ma-
temática para estes modelos é dada por

g/. = .f(zt) + p'ut + ct (4.40)

Duas aplicações interessantes para (4.40) são, em primeiro lugar, testar se a contribuição de uma determinada
variável explicativa é linear ou não e, em segundo lugar, permitir a introdução de outras covariáveis no modelo.

O objetivo desta seção é mostrar como podemos estender a metodologia aplicada ao modelo (4.1) para
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Ajuste via Mínimos Quadrados Ajuste Robusto

©

cq

0.0 0.2 0.4 0.6 0,8
X

1.0 0.0 0.2 0.6 0.80.4

Figura 4. 10: Ajuste da função escada (4.9) usando ondaletas via mínimos quadrados (a esquerda) e através da meto-
dologia sugerida (a direita). Em ambos os gráficos, a linha pontilhada corresponde à função alvo original e as linhas
tracejadas às bandas de confiança obtidas via óoofsrrczp.

o caso do modelo (4.40). Ou seja, mostraremos como adapta-la para estimar a função alvo /, o vetar de
parâmetros (coeficientes) /3 e o vetar de parâmetros ( associado à distribuição dos ruídos et

Começamos a análise modelando os dados de acordo com

g/.laÍ - .V(/(zt) + p'u., õ'Ú(at)'),
at"' h.

Aproximando / por .f = >1:Jli cj.Bj, temos que os parâmetros do modelo são 0 = (c, P, õ, <iy, onde ( é o
vetor de parâmetros associado à densidade A. Procedendo analogamente às seções anteriores, temos

Q(Oiço) = Eo. {logp(y, a)lz}

- }: E.. {logp(y., a.l,.}t-l

: Q (0l0o).

T

7

t l

onde zt = (Z/t, zt, u;y. Agora

Qt(0l0o) ; log(2a) -Eoollog@(at)lzt} logo

iL'E.. {i;lla '*} (z/' - /o("'))' + E..{log h(''lo)I''}
Logo, eliminando o primeiro termo da expressão acima, já que o mesmo não interfere no resultado da
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maximização de (2 em função dos parâmetros do modelo,

(2(algo)-a((;oo) rlogõ ib(y Bc u/3yw7'(oo)(y Bc-up)
onde, como antes

CK; oO - E ".. {-'' " 'd0 '.}

Wr(0') - ':'g (%. {i;FP ':} , . , E'. {7G;:F ':})
Para o caso em que estivermos considerando a função de penalização JÀ (O), a função objetiva será dada por

S(0l0o) l0o) + JÀ(0).

Com relação à distribuição associada às esperanças em Wr(Oo),

*'.. '.,«@h«(«' H:J''")«...
Ú«(«' ' 2, ''"')«.....,.

Ao derivar Q em relação a c, temos

iQ(algo) - ;' (-a'(y UP) - B'w,(oo)B')
Q em relação a P, obtemos

áe(olo.) - ;' (u'(y - B.) - t/'wr(o.)u#)

Por último, a derivada de (2 em relação ao parâmetro de escala (í é dada por

i(algo) - é(x- Bc-upywr(oo)(y-B' UP)- :-

Os passos para a aplicação do algoritmo EM para estimar O estão descritos no algoritmo 4.5. 1.

e

enquanto que,ao derivarnatlan 1]

4.5.1 Estimando / via P-splines

Uma outra possibilidade para se estimar a função alvo e os demais parâmetros é via regularização. Aqui,
nós sugerimos o uso de P-splines e tomando JÀ(c) = Àc'Kc, onde a matriz -K é descrita em (6.4) e (6.5),
dependendo da ordem, temos

S(0l0(k)) = Q(0l0(k)) + Àc'Kc,
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Algorítmo 4.5.1 Esquematização do algoritmo EM para o tratamento de modelos parcialmente lineares na
presença de um erro distribuído de acordo com uma distribuição t de Student.

Dados c(k), /3(k), õ(k) e ((k):

1 . Calcular
c(k+l) (-B' Wr(0(k))B)' ' B' Wr(0(k))(y U/3 (k)) ;

2. Calcular
0(k+i) (U'Wr(0@))U)':U'Wr(0a))(y B.@+n);

3. Calcular

(õ')(k+:) = i(x -Bc(k+:) u'/3(k+i)ywr(o(k))(y Bc(k+l) UP(k+i))

4. Obter ((k+i) como solução de

}l;0((; c(*+D,O@+o,õ(*+ low) -o

de modo que o único passo no algoritmo descrito na seção anterior que deve ser corrigido em virtude da
penalização imposta é o primeiro. De fato,

ã;s(olow) B'wr(ow)(y UP) -- l -B'Wr(0(x;))Bc + 2ÀKc

de modo que

c(k+i) i"'"''''''« * ,*«) ': ;,'«'-'*',«

(«'«',@'*b, -' «»'«) ': «'«',@'*b«

4.5.2 Estudo de Simulação

No primeiro estudo de simulação para modelos parcialmente lineares, consideramos a função alvo da figura
4.1 1 e assumimos que a variável explicativa associada a componente linear u é um vetor de dimensão 3 com
P = (0, 45; 1, 23; 3y. As colunas da matriz de planejamento IJ foram geradas de acordo com uma variável
uniforme definida no intervalo (3(c 1), 3c), onde c representa a numeração das colunas de U. Em relação ao
ruído, assumimos que ele é distribuído de acordo com uma distribuição t de Student com 3 graus de liberdade
e parâmetro de escala õ = 1, 5. As bandas e intervalos de confiança foram obtidos via bootstrap (paramétrico
e não-paramétrico), onde para cada ajuste fizemos 200 simulações. Ao todo, fizemos quatro estudos:

Estimativa 1. Neste estudo assumimos uma distribuição t para o ruído com 3 graus de liberdade e usamos o
bootstrap paramétrico para o cálculo das bandas e intervalos de confiança.
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0
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4. 1 1 : Função alvo utilizada: z2 + sen(10z2) 0,5

Estimativa 2. Neste estudo assumimos uma distribuição t para o ruído com 3 graus de liberdade e usamos o
bootstrap não-paramétrico para o cálculo das bandas e intervalos de confiança.

Estimativa 3. Neste estudo assumimos uma distribuição t para o ruído com 5 graus de liberdade e usamos o
bootstrap paramétrico para o cálculo das bandas e intervalos de confiança.

Estimativa 4. Neste estudo assumimos uma distribuição t para o ruído com 5 graus de liberdade e usamos o
bootstrap não-paramétrico para o cálculo das bandas e intervalos de confiança.

O resultado deste ajuste pode ser visto na figura 4.12. Com relação aos demais parâmetros do modelo, ob
tivemos para o parâmetro de escala os resultados contidos na tabela 4.4, enquanto que, com relação aos

Tabela 4.4: Tabela com os intervalos de conâança obtidos via bootstrap para o parâmetro de escala õ

coeficientes associados à componente linear do modelo, ie, /3, obtivemos os resultados contidos nas tabelas
4.5 e 4.6 Note que apesar da presença de valores extremos devido à distribuição assumida para o ruído, as
curvas estimadas ajustam-se muito bem aos dados e o modelo ainda é capaz de captar o parâmetro de escala õ
e os coeficientes associados à componente linear com precisão como se pode ver comparando-se o valor real
com os valores estimados e com os intervalos de confiança obtidos.

  Õ 5% 95%
Estimativa l.
Estimativa 2.
Estimativa 3.
Estimativa 4.

1,3913
1,3913
1,5500

1,5500

1,2373

1,2221
1,3831
1,3930

1,4918
1,4680
1,6670

1,6385
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Estimativa l Estimativa 2

Estimativa 3 Estimativa 4

Figura 4.12: Estimativas obtidas para a função alvo da hgura 4.1 1 . A figura no canto superior esquerdo (Estimativa
1) corresponde à estimativa obtida de acordo com a metodologia sugerida assumindo a mesma distribuição que gerou
o ruído. As bandas de confiança foram obtidas via bootstrap paramétrico com 200 simulações. Analogamente, porém
com bootstrap não-paramétrico, temos a figura no canto superior direito. As figuras inferiores seguem o mesmo padrão,
mas asssumindo-se que a distribuição subjacente tem 5 graus de liberdade, ao invés de 3.

Tabela 4.5: Tabela com os intervalos de confiança obtidos via bootstrap para o vetor de coeficientes P
(0, 45; 1, 23; 3y associado à componente linear do modelo.

4.6 Apêndice

4.6.1 Dedução de (4.38)

A Distribuição t Multivaríada

Dizemos que um vetar aleatório Z = (Zo, ..., Zr ty segue uma dísrríbuição r /nu/fívarlada cona z.' g/ízus de
liberdade. média H e matriz de correlação R (Olt E cottlo ttlatriz de covariâttcia) se

/@- 'C'F)l.;zl:,, l:''-!@ «y'z :@

2

       
Estimativas l e 2.
Estimativa 3 e 4.

0,3446
0,3304

1,1893

1,1753

2,9'M6
2,9380
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Tabela 4.6:
(0,45;1,23;

Tabela com os intervalos de confiança obtidos via bootstrap para o vetar de coeficientes/3
.3y associado à componente linear do modelo.

No caso em que p
t.,r(P, R).

O, dizemos que a distribuição é central e, no caso geral, usamos a notação Z

Poroutrolado
se

se (Y, S) segue uma distribuição normal-gama multivariada com parâmetros p, R, I' e a'-,
i.e.

YjS - ' - Mr (p, {) ,
s - i' (e,T) ,

então, Y í,,r(p, aR). Em particular, se a 1, então Y «' t.,r(P, R)

A Desigualdade de Borel

Abaixo temos o teorema, conhecido como desigualdade de Bore], cuja prova pode ser encontrada em [2]

'Teorema 4.6.1. Seja Z :: {Zt \tcv utt processo gatlssiano de tnédia zero e cotlt trajetórias aptlostrais [ilnita

dczs quase-cerra/ne/zre. Z)e$/za ljZljt = suptc7' Zt En/ão, .EljZlli < oo e, pa/n /odo À > 0,

plllzlli EljZlli >.x} $ 2e ' )

À2

onde a = suPtcr -EZt2

Dedução do Limiar

Denotemos

Z= S iY,
onde

Y - Mr(0, E),
* :# - *z,

de modo que, assumindo-se que R é a matriz de correlação de Y, teremos Z N t,,r(O, R). Assumiremos
também que ZljYlli :; O. Agora, aplicando a desigualdade de Borel sobre o vetor aleatório Y e definindo

       
  5% 95% 5% 95% 5% 95%

Estimativa l.
Estimativa 2.
Estimativa 3.
Estimativa 4.

0,2802

0,2710
0,2719
0,2655

0,6587
0,6508
0,6627
0,6389

1,0786
1,0227

1,0265
1,0659

1,3904
1,3806

1,4042
1,4056

3,1617

3,1333
3,1223
3,1561

2,8689
2,8755
2,8560
2,8466
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A = {z : llzllt > À}

plllzlli > À} ptA}
(.A)lsl 111 > SÀls}

$ 2.Ee ''Í = 2Ee"x,

onde / representa a função indicadora, lç = gilli; < 0 e X .u X2, onde a} = supor;t$r -Elt

o fato que

Então, usando

'.«* - (Ú)"'' @#h)"'' - (-#-)"''
pois, Var b = f;%. Logo,

'' ' : » *, ' , (;d 2 \ «I'x
(4.41)

Consequentemente, para se obter uma taxa de decaimento da probabilidade (4.41) equivalente ao caso
gaussiano, o limiar deve ser estabelecido como sendo

'T«/2 l

Note que, para T fixado, lim...2 ÀP,7 :: oo
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Capítulo 5

Modelos Autorregressivos
Semiparamétrico

Enfoque

5.1 Modelo Semiparamétrico

Neste capítulo aplicaremos um procedimento análogo ao sugerido no capítulo 4, mas para dados de séries
temporais supostamente não-lineares.

5.1.1 Modelo Não-Linear

Considere o modelo

yt = /(h i) + .ü (5.1)

onde ct segue uma mistura na escala de distribuições gaussianas. Como nos demais capítulos, sua função
densidade de probabilidade será dada por

,kõ - .r-õ:m'+ Çi:l;;:Õ"(.õ«,.,
onde A é a densidade de mistura. Em particular, temos que a distribuição condicional de }lll'i-i = yt.i é
uma mistura de gaussianas na escala cuja função densidade de probabilidades é dada por (5.2). O objetivo é,
portanto, estimar a função alvo / e os parâmetros associados à h. Como antes, denotaremos o vetor com a
totalidade de parâmetros a serem estimados por O e o vetar de parâmetros associados exclusivamente a A por
(. Para cumprir o objetivo, modelamos os dados de acordo com

hlg/t i; at -., JV'(/(Z/t i), õ'@o(at)'),
at -, h,

para todo t = 2, ...,T e onde as variáveis (a2, ..., ary são latentes, ie, não observáveis. Como no caso
paramétrico, consideraremos g/i determlnístico, de maneira que, neste caso, as distribuições condicionais

87
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p(yt Ig/t-i) sejam bem-definidas e dadas por

P(y*ly.-i) p(Z/t , atlZ/t-i)dat
'0

«h« (hg#) «'.. '''...
(5.2)

0

Para aplicar o algoritmo EM, é preciso calcular o valor esperado

Q(O; O(k)) = E,@) {logp(y, alO)jy}

com relação à densidade condicional

k(ajyr, ..., Z/: , OW) ,

onde a = (a2, ..., al-y, y = (g/2, ..., z/ry e 0(k) é a estimativa para 0 obtida no k-ésimo passo do algoritmo
Expandindo e desenvolvendo algebricamente as densidades k(alar, ..., Z/:; O(k)) e p(y, al0)), respectiva
mente, obtemos

k(ajyr, 0(t)) = e(fl$1g:n u p(yja; O)h(ajO

llp(Z/ l3/. i,a.;0))h(a.IO
t-2

«üú«("üP) «''. ',,

T

ii;(;;Í y ''L"tl\JJ

e

p(y, alO) ...,3/i,alO)
= P(3/rlyr-1, ..., 3/i, a; O) - . . p(g/2l3/i,a; 0)h(alQ

ly. -,a.;0)h(''.IO.
T

t 2

Logo

logo(y, ajO) I'gp(Z/.ly. :, a.; O) + }l: I'g A(a.IOt-2t-2

T T

Em particular, note que, assim como no caso de regressão, as variáveis latentes a2,
pendentes entre si mesmo após condicionadas com relação a gi , . .., yr. Agora,

al" permanecem indo

>l: logo(y'l3/' -, a.; o) ~ -(r - i) i'g õ + :l: log i;ii;;j - ãP )ll: 'i
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onde rt = Z/t /(Z/t i) e 'n' significa igualdade a menos de uma constante. Conseqiientementel

Qplow) - E.E..*, {i;;d:P} y.,v,-:} ,?
(5.3)

Suponha que a função alvo possa ser representa como uma combinação linear(possivelmente de dimensão
infinita) de funções base da forma

onde J c Z+ U oo e que usemos a aproximação

}.iog;llEIS z/*,z/' l

/(y)

/o(Z/)

a a matriz de planejamento e o vetar de coeficientes

[ -Bi(yi) -B2(g/i) ... B&/(Z/i) ] [ cl ]

de modo que (/0(Z/i), ..., /o(g/r 1)) = Bc. Note que agora o vetar c está contido e

OKlow) = E .E..., {"'g %;GÕ- 3'', "*-:}

Wr(0W) : di'g (E. *, {ii;G# y:, z/: } , ..., Eo'*, {ii;G;:F g/,', g/" :})
de modo que

Q(O; O(k)) = (T i) log'5 -- ib(y2:p - BcyWr(O(k))(y2:r - Bc) + a((; O(k))

onde yU;p = (3/2, ..., y y

Derivando Q em relação a c e igualando o resultado a zero temos que, dado O(k), o estimador de c é dado
por

c(k+:) =(B'Wr(0(h))B)-:B'Wp(0(h))y,:r
tO último termo a direita da igualdade na expressão (5.3) deve ser considerada apenas se estivermos interessados em ( e/ou @

B-
Bi (yr i) B2(yi) ... B«. (g/r i)

onde JM c Z+ Deânn

mO Além disso. definaISS

e

depender de O

l

@;o#l"'
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Anaogamente e usando a estimativa c(k+l), temos que

(õ')(h+:) - ;i;lLT(y2:7' - Bc(k+:)yW7'(O(h))(y,:r Bc(k+i))

Finalmente, o estimador de (, dado O(k), é obtido derivando-se (;((IO(k)) com relação a ( e igualando-se o
resultado a zero.

O Caso Canónico

Assim como no caso do modelo de regressão semiparamétrica, consideraremos aqui principalmente o caso
em que Ú(s) = s '/', isto é, o caso canónico. Nestas circunstâncias,

Wr(0) diag (.Eo {a2 l3/2 , g/i } , , -Eolarlyr, Z/r-i})

e

*..,,..., ., ,,, -.., «:; ', « Ü ««(Ü) «''. ''. (5.4)

Exemplos

Os exemplos abaixo foram retirados do capítulo 4 sobre regressão. Eles diferem daqueles pelo simples fato
de o par (yt, zt) é agora dado por (yt, g/t-t). Em todos eles rt = Z/t /(yt-i).

Exemplo 5.1.1 (Distribuição t de Student -- p Conhecido). Ássí/}z como /zo cczso do /?zoar/o
de regressão semiparamétrica, supottha que o t-uído do tnodelo seja distribuído de acordo com
ltmci distribuição t com v graus de liberdade, o qual assumiremos cotthecido, e com parâmetro
de rica/a (2. Oz{ sda, ass {/?za que ct -., t,(0, (2). /sfo é o /?zes/no qiíe asslímír qzze g/tlg/. l
t. tftNt \]. 8z ). Então, para estimar a função alvo, tnodelaremos os dados de acordo cota

:; «. - « (''« -:,, :) ,
«.- - (;,:),

pois, sabe-se qtle dado o tnodeto acima, a distribuição marginal de yt \llt- l é uma tu(.f(.yt 1 ) , ÕZ ),

ver [17]. Cottlo atttes, @(a) = -:$- e h é a dettsidade associada à distribuição T 1.%, ià).
Procedendo de tuodo exala)Rente análogo ao realizado no caso do modelo semiparnlnétrico

de regressão, telhas que

Q(OIO') - {i!--j:-O logo' - ib(X,:r - B'yW,(O')(y,:r - Bc), (5.5)
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Wr(O') = díag(ãl, ..., ãr)

e ãt = Eo' {atjZ/t, 3/t-i}. .'l/é/rz disso, faremos

(5.6)

atlg/t, yt-i ; O' -. I' - -v'Ülp

de }ttodo que

ãt - .. . .z /x2' (5.7), -t +tli;-

Assim colho pata regressão, expressão (S 'l) indica que qLtcinto maior a distância etttre a observa ção
e a curva ajustada, tnetlor será o peso dada a esta observação durante o processo de estimação.
O parâmetro de escala tem efeito semelhante, no entanto, suco atuação é unifonne sobre todas as
variáveis.Q

O exemplo a seguir explicita os pesos obtidos quando assumimos uma distribuição de Cauchy para o ruído

Exemplo 5.1.2 (Distribuição de Cauchy). Como a dlsfríóiílção de Ca11c/zy é [l/?z caso parficlí/ar
da distibttição t de Student (v = 1), fetnos que

«. «,'--(:,;h)
e que, cot\seqüetttemetlte,

2

'L -V ÜIÕn
0

O exemplo a seguir explora a distribuição exponencial dupla

,n -{.''
Como observado anteriormente, usar a distribuição exponencial dupla equivale a estimar os parâmetros através
da minimização da norma Li

Exemplo 5.1.3 (Distribuição Exponencial Dupla). Segllíndo os mes/nos pastos do exe/np/o
4.2.3,temos que

Q(olo') -(r - l) log Õ 5b'(y2:r - BcyWr(0')(y2:7' - B')
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e qzle Wr(O') = dlag(ãi , ..., Õr) onde czs po/zde/anões ãt são íg fafs a -Eo' {at zt} e dadaipor

Q

Para o caso da disüibuição logística, temos

Exemplo 5.1.4 (Distribuição Logística). De modo a/zá/ogo ao exem/7/0 4.2.4, remos gele pa/a a
distribuição logística,

Q(010')- (7' 1)1ogÕ 5b(y2;r BcyWI'(0')(y2:r Bc)

e qzíe Wr(O') = dlag(õi, ..., ãr) onde as po/zderações õt são igzíafs a Eo' {at zt } e dadas por

õ EE::( 1)' :k'e''gF'
I''l EE::( 1)*-:k;/2e 'Zq''!

0

Finalmente, consideramos a distribuição normal contaminada

Exemplo 5.1.5 (Distribuição Normal Contaminada). /Vo caso da dlsrrib lição /zonna/ co/z/amí-
nada, o operador QI.O \O' ) e a matriz WT(O' ) são iguais aos dos exemplos acima. Cottt relação
às ponderações õt, telhas, asse n colho no exemplo 4.2.5, pala regressão, que

, k(at=À?lZ/t,O')
o/zde xjlt - :=: J
.j = 0, ..., K, Olzde

e >3 representa a variância da ã-ésima fonte de cotltatllitlação, para

'. -É}« (Ü) «-
Letnblamos que K represettta a quatttidade de fontes de ruído e que a distribuição a posteriori
k(.- \yt , 0' ) é discreta (veja o exetnplo 4.2.5 pat'a anais detalhes). Q
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Algoritmo 5.1.1 Resumo do algoritmo de estimação para dados de séries temporais.

Passo 1. obter uma estimativa inicial para f = (/(3/i), ..., ./'(3/r i)), denotada por f(0)

8 um modo de se obter a estimativa inicial é através do método de estimação usual associado ao
suavizador escolhido, ie, supondo o ruído i.i.d. e gaussiano.

Passo 2. obter uma estimativa inicial para o parâmetro de escala õ e para (, denotados por õ(o) e ((o), respec
vivamente;

Passo 3. /oop principal do algoritmo EM

e Enquanto IEQM(/(k)) EQM(/(k 1))1 2 tol
Passo (k + 1).1: f(k+l) = Bc(k+i), onde

c(k+l) (B' Wr(Oa))B) '" B' Wr(O(k))y2:r

Passo (k + 1).2: atualizar a (k + l)-ésima estimativa de (52 por

;iíll:T(y2:r f(k+:)yWr(c(k+'), .í(k), ((k))(y2:r f(k+:));

Passo (k + 1).3: atualizar a (k + l)-ésima estimativa de ( através da equação

illo((; c@+o, .5@+o, (®) - o.

5.1.2 O Algoritmo de Estimação

A metodologia sugerida acima para estimação da função alvo usando dados de séries temporais pode ser vista
resumidamente no algoritmo 5.1.1. Neste algoritmo usamos o mesmo critério de parada sugerido na seção
4.2.3

5.1.3 Bandas de Confiança via Bootstrap

Novamente, uma maneira de se obter bandas de confiança para a estimativa da função alvo, do parâmetro de
escala e do vetar de parâmetros ( é através da técnica boorsfrap. No caso em que a componente estocástica
é comandada por inovações estocásticas, uma amostra óoofsfrap é obtida via Monte-Carlo amostrando-se o
ruído, ou o resíduo, c um número de vezes para, com o resultado, construir uma nova amostra de variáveis
resposta.

Quando tratamos de dados dependentes, certos cuidados devem ser tomados, pois, ao contrário do caso
i.i.d., o processo gerador dos dados não é, em geral, completamente especificado. Logo, não existe uma
única maneira de reamostrar os dados. De qualquer modo, a reamostragem deve ocorrer de tal modo que
a estrutura de dependência original seja capturada nas novas amostras. Em alguns modelos, tais como os
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modelos finito-dimensionais ARMA, isto pode ser facilmente obtido considerando-se os resíduos i.i.d., mas
em outros modelos isto não ocorre assim tão facilmente. Entre os métodos mais populares de boofsfrap para
dados dependentes estão o boo/sfrap por b]ocos, síeve, de regressão, ]oca] e wi/d. Todos são métodos não
paramétricos. Para mais detalhes, veja [ 18] e as referências ]á contidas.

Aqui consideraremos o boo/srrnp por regressão, onde a amostra boors/rup Z/t+, t :: 1,2, ..., é obtida
amostrando-se com reposição e; (boo/s/rap não-paramétrico), t = 1, 2, ..., a partir dos resíduos centraliza-
dos' no modelo (5.1), de modo que

y; = /(yt-i) + Õc;

onde / é uma estimativa obtida para /. Note que, deste modo, um modelo de regressão não-paramétrico
é gerado com planejamento (condicionalmente) fixado, daí o nome deste tipo de boofirrap. Como a série
temporal original é usada como covariáveis em um problema de regressão, o boorirrap por regressão tem a
vantagem de não ser tão sensível em relação à estimativa da função alvo /.

Bootstrap Paramétrico

No caso do boorsrrn/2 paramétrico, usamos a mesma metodologia acima, mas agora considerando o fato que

ctlat «. .V(0, @(at)'),
clt'- h.

Neste caso, podemos obter por simulação os valores aÍ, ..., a} de acordo com a densidade h e depois, para
cada t = 1, ...,T, obter os valores q, ..., c} de acordo com a disúbuição .V(0,@(a;)2). O passo seguinte
consiste em definir

g/; = /(Z/[ i) + õe;, para t - 2, ...,7'.

O procedimento acima é repetido -B vezes e, para cada amostra boorsfrap, obtemos uma estimativa boofs-
rrnp f; e, com estas estimativas, construímos as bandas de confiança desejadas.

Obser fiação S.].]. Conto lto]ado eln [28] e lias referências ]á contidas, tla hipótese do t-ttído possuir variâttcia
infYtita, tanto para tltodetos de regressão quarto para séries temporais, os tnétodos usuais de bootstrap, como
os descritos acima, falham drasticamente cctso a cottdição B :: oÇT) seja violada. Etn particular. no nosso
caso, este cuidado deve ser {otltado quando ctsstltltirmos unia distribuição estável para o ruído.

5.2 Estudos de Simulação

Nesta seção apresentamos uma série de simulações para avaliar empiricamente a metodologia descrita acima.
Os dois primeiros estudos comparam a metodologia sugerida com as estimativas usuais via mínimos qua-
drados. Nos demais estudos avaliamos a qualidade das estimativas usando bandas de confiança obtidas via

zo t-ésimo resíduo centralizado êt é definido por

y* /(y. :) ?;b-)i:ü, -.rü. :».
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boofirrap. As funções alvo utilizadas nos dois primeiros estudos são dadas pelas expressões (5.8) e (5.9)
representadas nas figuras 5. 1 e 5.2, respectivamente.

Função alvo l: (figura 5.1)

/(z) (5.8)

Figura 5. 1: Gráfico da função alvo (5.8)

Função alvo 2: (figura 5.2)

/(z) 0y(l Z/) (5.9)

onde g/ = z mod l

g

g
2.0-i.0 -05 00 0.5 t.0

Figura 5.2: Gráfico da função alvo (5.9)

Estudo l

Nesta primeira bateria de simulações consideramos um ruído distribuído de acordo com a distribuição t de
Student com graus de liberdade conhecido e utilizamos B-Sp/l/zes para aproximar a função alvo, neste caso,
dada por(5.8).
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A figura 5.3 contém os resultados das estimativas obtidas sobre uma amostra de tamanho 1000 gerada de
acordo com uma t de Student com 1, 0 (distribuição de Cauchy), 1, 5, 2, 0 e 6, 0 graus de liberdade, respecti-
vamente. Em todas estas simulações, o parâmetro de escala, õ, foi fixado igual a 0, 5. Para estimar a função
alvo e o parâmetro de escala, B-sp/lhes com 25 graus de liberdade. Para estas simulações, as estimativas para

erm - t(1;0,5); T=lmO ergo - t(1.5;0.9; T=1000

(a) (b)

ergo - «S;0.9; T=1000

(c) (d)

Figura 5.3: Estimativas via o algoritmo EM e por mínimos quadrados para o estudo de simulação #l nos casos em que
o ruído segue uma distribuição t de Student com graus de liberdade iguais a (a) p = 1,0, (b) u = 1, 5, (c) z, = 2, 0 e
(d) p = 6, 0. A linha cheia representa a estimativa de acordo com o método iterativo, a linha tracejada a função alvo e a
linha pontilhada, a estimativa via mínimos quadrados.

o parâmetro de escala, õ, estão resumidas na tabela 8. 1 Tanto através dos gráficos quanto das estimativas obti
das para o parâmetro de escala, podemos notar notar a superioridade do método iterativo sobre as estimativas
de mínimos quadrados, principalmente quando a variância do ruído é maior. Note que ambas as estimativas
convergem quando o número de graus de liberdade associado à distribuição t aumenta.

Estudo2

Neste estudo de simulação avaliamos o efeito do tamanho amostral sobre as estimativas obtidas, tanto pelo
método sugerido quanto via mínimos quadrados. Nestas simulações mantivemos fixados os graus de liberdade
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Tabela 5. 1 : Estimativas do parâmetro de escala, õ
método sugerido e via

0, 5, para ruídos com diferentes graus de liberdade obtidas pelo
mínimos quadrados o estudo de simulação #l

Estimativa M.QEstimativa EMz/

0,8448
14272,620,83091,5

0,7009 70,46372

0,6460 0,94126

da distribuição t de Student em p = 2 e variamos o tamanho da amostra considerando os seguintes valores
T = 1000, T = 2000, T = 4000 e T = 8000. Em todas as simulações assumimos õ = 0.5 e tomamos
(5.9) como ftlnção alvo. Além disso, variamos os graus de liberdade associados às B-sp/lhes de modo que
eles fossem aproximadamente iguais a vT. As estimativas obtidas para a função alvo podem ser visualizadas
na figura 5.4. Note que, com relação às estimativas via mínimos quadrados há uma deterioração na qualidade
das mesmas conforme aumentamos o tamanho amostral o mesmo não ocorre com relação à metodologia
sugerida -- devido ao aumento de valores extremos que ocorre como consequência do aumento no número
de observações. Além disso, é interessante notar o que ocorre nos extremos dos gráficos na figura 5.4. Nestas
localizações, as estimativas perdem qualidade e isto ocorre devido à ausência de observações nestes extremos.
Obviamente, conforme aumentamos o número de observações, a estimativa obtida identifica-se com um trecho
maior da função alvo, a qual está definida para toda a rota real. O mesmo efeito ocorre com relação às

(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.4: Estimativas da função alvo utilizada no estudo de simulação #2 via o algoritmo EM e por mínimos qua
drados nos casos em que os tamanhos amostrais são iguais a 1000, 2000, 4000 e 8000 (gráficos (a), (b), (c) e (d)
respectivamente). As linhas cheias representam a estimativa obtida de acordo com o método sugerido, as linhas traceja-
das representam função alvo e as linhas pontilhadas, as estimativas obtidas via mínimos quadrados.
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estimativas obtidas para o parâmetro de escala, õ, as quais estão resumidas na tabela 5.2

Tabela 5.2: Estimativas do parâmetro de escala obtidas no estudo de simulação #2, õ = 0, 5, para ruídos distribuídos de
acordo uma distribuição t dc Student com 2 graus de liberdade obtidos pelo método sugerido e via mínimos quadrados
para diversos tamanhos

Estimativa EM
0,8298
0,7633
0,7700
0,7514

Estimativa M.Q
99,2108
114,8684
327,836

3632,441

Estudo 3

O objetivo deste estudo é avaliar a qualidade das estimativas obtivas através de bandas de confiança obtidas
via bootstrap. Nele consideramos a função alvo

,..* sen(20(z + 0.2))

(figura 4.1 (c» e assumimos como parâmetro de escala õ = 0,5. Os dados foram obtidos via simulação
assumindo-se que o ruído seguia uma distribuição Cauchy de modo a gerar uma amostra de tamanho 300.
Foram realizados 3 ajustes, sendo que, para todos eles, consideramos M :; 40 (graus de liberdade associados
à base B-sp/i/zes utilizada) e obtivemos amostras boorsrnzp de tamanho 200 com base nas quais construímos
intervalos de confiança (95qo) para õ e bandas de confiança (95qo) para as estimativas da função alvo. O
primeiro ajuste (Ajuste 1) foi feito segundo a metodologia proposta na tese e tomando z/ = 1, o segundo
ajuste também foi realizado segundo a metodologia proposta, porém, com u = 3 e, finalmente, o terceiro
ajuste (Ajuste 3) foi feito via mínimos quadrados. O resultado, relativo à estimativa da função alvo, deste
estudo pode ser visto na hgura 5.5. Quanto ao parâmetro de escala, obtivemos os resultados expostos na
tabela 5.3. Pode-se notar, tanto pelos ajustes da função alvo, quanto pelas estimativas do parâmetro de escala

z + 0.2

Tabela 5.3: Estimativas e intervalos de confiança para o parâmetro de escala õ
ajuste obtidas no estudo

0,5 e o erro quadrático para cada
de simulação #3 onde o ruído foi gerado

bootstrap
0,524paramétrico

não-paramétrico l 0,524
1,056paramétrico
1,056não-paramétrico
5,770paramétrico

não-paramétrico 5,770

undo uma distribu de Cauchy.

.Z'a(95%) EQM
[0,371;0,506] ] 0,2290
[0,372;0,540] ] 0,2290
[0,872;1,071] ] 0,2124
[0,817;1,169] ] 0,2124
[5,036;5,780] ] 2,8824

[3,684;6,805] ] 2,8824

que o método sugerido adequa-se melhor à presença de valores extremos no conjunto de observações. Isto
ícone mesmo quando a distribuição assumida para o ruído não corresponde à real distribuição.
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Ajuste 1 : Bootstrap Parametrico Ajuste 1 : Bootstrap Nao-Parametrico

?

22 0

T
22 0-4

Ajuste 2: Bootstrap Parametrico Ajuste 2: Bootstrap Nao-Parametrico

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Ajuste via Mínimos Quadrados: Bootstrap Parametrico Ajuste via Mínimos Quadrados: Bootstrap Nao-Parametrico

Figura 5.5: Estimativas da função alvo para o estudo de simulação #3 segundo a metodologia proposta, (Ajustem) e
(Ajuste 2), e via mínimos quadrados, (Ajuste 3) e suas respectivas bandas de confiança obtidas via boorsfrap.

5.3 Extensão para o Modelo Parcialmente Linear

Consideraremos agora uma extensão da metodologia usada nas seções anteriores para séries autorregressivas
não lineares de ordem l para modelos autorregressivos de ordem p. A extensão mais simples é o modelo
parcialmente linear, dado por

g/t (g/t i) + p'ut + Õ.[

O vetor ut pode ao mesmo tempo representar realizações passadas do processo estocástico y de modo que,
por exemplo, ut = (g/t 2, ..., yt Py, para algum p ? 2, como pode também representar outros regressores
ou covariáveis, ou pode até mesmo ser uma mistura de ambos. Embora estejamos convencionando que a
componente não-linear esteja associada à realização do processo y imediatamente anterior àquela observada,
isto não deve servir de regra e, portanto, no instante t, podemos assumir que yt k seja a componente não-
linearmente relacionada com 3/e, para algum k c Z.
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Analogamente ao modelo parcialmente linear de regressão, modelamos os dados de acordo com

g/tlg/t i, ut; at «. ./v'(/(g/t i) + p'ut, õ'Ú(at)'),
at-. h,

para t " p* + 1, ..., T, onde p* representa a quantidade de realizações passadas de y consideradas na compo-
nente linear e na componente não-linear. Por exemplo, no caso em que ut = (3/t 2, ..., g/t ,y, temos p* = p
e 3/t,...,yP são considerados como determinísticos. Note que, em qualquer caso, p* 2 2. Aproximando a
função alvo / como a soma de funções base, (.BI, ..., BM), teremos, analogamente à seção 4.5, o vetor de
parâmetros O = (c',P', õ2, (/y onde c corresponde aos coeficientes da expansão (aproximação) de / em
função de -Bi ,...,.BA/. Conseqüentemente, no k-ésimo passo do algoritmo,

Q(0l0(k :)) =a(0l0(k i)) - (7' P*)logo

Bc UPYWr(0@ n)(y* Bc U/3),

onde y* = y(p*+i):r

B
g

o(olha n)
;,.« «l««'qeP ,.,«*l

Wr(0(* :)) - di'g (.E.@ D {ii;Í;liP
As esperanças acima são calculadas de acordo com a densidade "a posteriori:

~'.* «.,««h«l"' «",'«.-,, "'l«'..

e
T

g/t; ut
É-P*+l

0),

para É - p* + l, ...,T. Em particular, no caso em que ut
(7' p) x (p 1)) édada por

(g.-2, , yt Py, a matiz U (de dimensão

u-
yT 2 'yT 3 ''' 'V p

e

*'.. «.»« «;ü«l"' '''!;;: : ::'"'-:-'l
h(atl(@ :)).

Note que, neste caso, as primeiras p observações são tomadas como determinísticas

Tomando as derivadas parciais de Q, temos, com relação a c,

}ll;0(0iOü'o) - }(B'W7'(O@'o)(y* - UO) - B'W7'(O@'o)Bc),
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com relação a /3

}io(oiça'n) :(U'W7'(0@'0)(y* Bc) U'Wr(0@ 0)UP)

e com relação a (5

âo(oiça'Q) Bc - UOyWr(0@ 0)(y* - B' UP) - !-i'Z-
o que resulta no algoritmo 5.3. 1

Algorítmo 5.3.1 Esquematização do algoritmo EM para o tratamento de modelos parcialmente lineares na
presença de um erro distribuído de acordo com uma distribuição t de Student para dados autocorrelacionados.
e Defina y* = y(P*+i):7''
8 Dados c(k), P(k), õ(k) e ((k):

1. Calcular
c(k+l) (B' Wr(O@))B)': B' Wr(O(k))(y* U©(k)) ;

2. Calcular
'+

©(k+l) (U'Wr(0W)U)':U'Wr(0W)(y* Bc@+Q);

3. Calcular

(õ2)(k+i) = liÍ:1li;;(r(k+i)yWr(0(k))r(k+i)
onde

r(k+l) y* Bc(k+i) U/3(k+t);

4. Obter ((k+i) como solução de

c(k+l), P(k+t) , .5(k+i)lO(k))

. se ZQIW(/) < ta!, parar iteração

5.3.1 Estudo de Simulação

Os dados utilizados no estudo de simulação abaixo foram obtidos assumindo-se um ruído distribuído conforme
uma t de Student com p = 1, 5 graus de liberdade e parâmetro de escala õ = 1, 5. A componente linear foi
escolhida de modo que ut = (yt 2,y& 3) e seus coeficientes definidos por P2 - 0,64 e 03 = 0,20. A
componente não-linear é representada pela função alvo

/(«) - Kíf-a
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funcao alvo

cy
0-

cu
0

10 .5 5 10

Figura 5.6: Função alvo utilizada no estudo de simulação para o modelo parcialmente linear.

representada na figura 5.6. Para aproximar a curva, optamos por utilizar B-splines, cujos graus de liberdade,
M, foram escolhido com base no critério EAIC.. Assumindo u = 1, 5, ajustamos curvas para M entre 6 e
16 e obtivemos o resultado (EAICc) exposto na figura 5.7, de modo que optamos por M :: 9. O resultado da

Figura 5.7: EAIC. obtidos para À4 entre 6 e 16 no estudo de simulação para o modelo parcialmente linear.

estimativa para a função alvo pode ser visualizado na figura 5.8. Lá o gráfico a esquerda representa a estimativa
obtida através do método sugerido, enquanto que no gráfico a direita temos o resultado obtido via mínimos
quadrados. Em ambos os gráficos podem ser visualizada bandas de confiança a 95%. Como se pode notar,
embora pouco satisfatória quando comparada a outros estudos de simulação nesta tese, ainda supera em muito
a estimativa via mínimos quadrados. Em ambos os gráficos, consideramos um intervalo correspondente a
90% das observações. Nos extremos, como era de se esperar, ambas as estimativas são muito deterioradas pela
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escassez de observações. Pelas bandas de confiança, podemos observar que a estimativa robusta é, de fato, bem
sensível a valores extremos. As estimativas obtidas para os coeficientes associados à componente linear estão

Estimativa EM Estimativa MQ

Figura 5.8: Estimativas obtidas para a função alvo através do método sugerido (esquerda) e via mínimos quadrados
(direita) e suas respectivas bandas de confiança a 95% obtidas por boofsrrap. Em ambas, assumimos I' :: 1, 5.

na tabela 5.4. Novamente as estimativas obtidas segundo o método sugerido demonstram ser muito menos

Tabela 5.4: Estimativas dos coeficientes da componente linear do modelo calculados pelo método robusto (Estimativa
EM), assumindo uma distribuição t de Student com u :: 1, 5, e via mínimos quadrados e seus respectivos intervalos de

suscetíveis a valores extremos do que as estimativas via mínimos quadrados e, embora as estimativas para Õi
tenham sido muito próximas em ambos os métodos, a estimativa para P2 via EM se aproximou muito mais do
valor real do que a obtida via M.Q.. Mesmo no caso de /3i, o intervalo de confiança para a estimativa robusta
indica que valores estimados segundo o método robusto devem oscilar muito mais próximos do valor real do
que estimativas obtidas via M.Q. Finalmente, para o parâmetro de escala, õ2 = (1, 5)2 = 2, 25, obtivemos
os resultados expostos na tabela 5.5. Assim como para a componente linear do modelo, a diferença entre as
estimativas obtidas segundo o método robusto e o via M.Q. é imensa refletindo a diferença de sensibilidade
em relação à presença de valores extremos entre ambos os métodos.

Para testar o efeito de se subestimar z/, repetimos a análise assumindo p = 4. Novamente, escolhemos o
modelo de acordo com o critério EAIC. (figura 5.9) e optamos por A/ - 8. O resultado das estimativas para
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Tabela 5.5: Estimativas do parâmetro de escala, õ2, calculados pelo método robusto (Estimativa EM), assumindo uma
distribuição t de Student com z/ Uivos intervalos de confiança a 95qo1, 5, e via mínimos quadrados e seus res

H! IC95%Estimativa EM
2,1220 [2,0419;2,1114]2,25

Figura 5.9: EAIC. obtidos para A/ entre 6 e 16 no estudo de simulação para o modelo parcialmente linear para
estimativas obtidas assumindo-se p = 4.

a função alvo e respectivas bandas de confiança podem ser visualizadas na figura 5.10. Os resultados obtidos
para os coeficientes associados à componente linear, P, e para o parâmetro de escala, õ:, podem ser vistos nas
tabelas 5.6 e 5.7, respectivamente. Embora, em relação ao caso em que assumimos u :: 1, 5, as estimativas

Tabela 5.6: Estimativas dos coeficientes da componente linear do modelo calculados pelo método robusto (Estimativa
EM), assumindo uma distribuição t de Student com p = 4, e via mínimos quadrados e seus respectivos intervalos de
confiança a 95qo

Z Estimativa EM
0,6362
0,2050

IC95%Estimativa MQIC95%
[0,5999;0,7002]0,6362[0,6172;0,6540]
[0,0503;0,1805][0,1824;0,2287] 0,1137

Tabela 5.7: Estimativas do parâmetro de escala, (52, calculados pelo método robusto (Estimativa EM), assumindo uma
distribuição t de Studcnt com p = 4, e via mínimos a 95qo:ivosintervalos de cona:drados e seus res

H Estimativa MQ IC95%Estimativa EM
35,5173 [34,3210;35,5173]2,25 4,5514

tenham se deteriorado, o resultado obtido ainda foi significativamente superior ao obtido via M.Q., indicando
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Estimativa EM Estimativa MQ

Figura 5.10: Estimativas obtidas para a função alvo através do método sugerido (esquerda) e via mínimos quadrados
(direita) e suas respectivas bandas de confiança a 95qo obtidas por óoo/srrap. Em ambas, assumimos E/ = 4.

assim que o método é robusto a perturbações na escolha da distribuição do ruído.
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Capítulo 6

Análise Bayesiana

Nos capítulos anteriores, estimamos os parâmetros associados aos modelos considerados via máxima verossimilhança
Neste capítulo, estudaremos como analisa-los através da metodologia bayesia/za.

Como antes, consideremos modelos do tipo

y. (z.) + Õ.., (6.1)

para t - 1, ..., T, onde zt pode ser determinística, aleatória ou mesmo igual a Z/t l e onde os erros ct são
modelados de acordo com uma mistura de normais através da escala. Ou seja,

,''., - z' ©h* (ú) «'«.,'..,

onde h é uma densidade de probabilidade definida em 10, oo) e Úo é uma função conhecida a priori. Em
particular, (6.2) implica que

(6.2)

,'«. «., - /' «h* (h#) «'«.,-. .

É interessante notar também que, para at - h, temos ctlat '- ./V'(0, Úo(at)2). Finalmente, notamos que,
embora devamos condicionar a distribuição de Z/t em zt, escreveremos de agora em diante p(Z/t) ao invés de
p(ytlzt) para simplificar a notação, ficando a dependência em zt clara pelo contexto.

6.1 Aproximação de / via P-Splines

Para aproximar a função alvo, utilizaremos uma versão bayesiana de P-sp/i/zes. Lembre que, como descrito
no capítulo 2, P-sp/í/zes são o resultado da combinação de B-sp/lhes como funções base com penalizações
sobre coeficientes adjacentes da aproximação da função alvo via B-sp/i/zes. De qualquer modo, independen-
temente da penalização aplicada, aproximaremos ./'( ) por },w l aj-Bj('), onde os Bj são B-splí/zes de ordem
k. Observe que, usando B-sp/f/zes, o modelo (6. 1) pode ser escrito na forma matricial como

y = -Ba + (5€

107
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onde
.BI(zl)

.BI(zr)

Bm (z- )
B (6.3)

BM(zr)
e a = (ai, ..., «Àíy

A diferença entre os casos bayesiano e clássico, onde os coeficientes estimados são obtidos por mínimos
quadrados penalizados, é que no enfoque bayesiano tratamos os coeficientes referidos acima como variáveis
aleatórias às quais associamos uma distribuição a priori. As penalizações impostas são, então, replicadas
impondo-se algumas restrições sobre estas variáveis aleatórias. Os detalhes desta operação estão descritos a
seguir

6.1.1 Variante Bayesiana da Aproximação via P-Splines

No enfoque bayesiano, as penalidades em (2. 1) são substituídas pelos seus análogos estocásticos. Por exem
plo, quando as primeiras diferenças Aaj são penalizadas, consideramos um passeio aleatório simples, e
quando as segundas diferenças são penalizadas, consideramos um passeio aleatório de segunda ordem. Mais
precisamente, para os operadores de primeira e segunda diferença temos, respectivamente, que

aj :: aj-i + uj

e

cij :: 2(zj-l (if 2 + zifl

onde {u.f} é um ruído branco. Normalmente, assume-se que ujl7-2 -.., .V(0, ru) e que al, ou al e a2, possui
priori não informativa. Como veremos mais adiante, o parâmetro 7-2 controla a quantidade de suavidade
associada à função estimada e exerce papel análogo ao parâmetro de suavização, À, no caso clássico.

Em particular, note que, se considerarmos um passeio aleatório de primeira ordem,

p(al.'-') = p(aM, ..., ail,-')
= p(a&/la« i,,-') -.p(a2jai,,'') . p(ail,-:)

1 . M \

- «- l E('. «.-o' l

-'*-( Ú''«'),

«.*- (

(.M a«-l)'
(

exp
(a2 «1)'

27-2

lJ

onde
l
-1

l
2

0
l

0

0

0

0

0

0

K- (6.4)
0

0

0

0

0

0

l
0

2

l
l

l
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e p(ail7-2) oc constante. Obviamente, um resultado análogo vale para o caso de um passeio aleatório de
segunda ordem, com a diferença de que a matriz K, agora, é dada por

l
-2
l
0

-2
5

-4
l

l
-4
6

-4

0

l
4

6

0 0
0 0
1 0
4 1

0
0
0
0

0 0
0 0
0 0
0 0

0
0
0

0

0

0
0

0

0 0
0 0
0 0
0 0

K- (6.5)
0

0
0
0

0 0
0 0
0 0
0 0

0

0
0
0

0
0
0
0

0 0
0 0
0 0
0 0

1 4
0 1
0 0
0 0

6

-4
l
0

-4
6

-4
l

1 0
4 1
5 2
2 1

De modo geral, por se tratarem de expressões quadráticas sobre os coeficientes ai,
que

, aA/, teremos sempre

,',,',«.*-( é,'«,) (6.6)

para alguma matriz simétrica .l(

6.1.2 Conexão Entre o Enfoque Bayesiano e o Clássico

Como ct segue uma distribuição definida pela mistura na escala de distribuições gaussianas, para cada t
1, ..., T, o mesmo ocorre com yt para cada t :: 1, ..., 7', de modo que

,'«., - z" ú* (-#) «'..,'...

Novamente, uma maneira de se modelar os dados nestas circunstâncias é assumir que

g/.la. - .V (/(z.), õ'@(a.y) ,
at N h,

de modo que, ao aproximar / via B-sp/i/zei, teremos

{l~','«'*«.«,'l
ytlat -.. .V

at «. h.

(6.7)
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Usando as equações (6.6) e (6.7), temos que a densidade a postehori dos coeficientes ai, .,aÀI satisfaz

p(ajy) x p(yja)p(a)
00

p(yja, a)A(a)da . p(a)
'00

z'Ú«h*l"' ;;.''''''l«...,«:
á,'«,)

.,)
"'Ç

de modo que, pelo teorema de Fubini

,', IÚ.z'*l"' '"''l«' , 1 .«( ú,'«,) (6.8)

e, consequentemente

'«,',«,~Ê-«z"«l"' ;;i'''''l «'..,'.. ,'«,
Portanto, é fácil ver que a moda a posteriori de ai ,

tes para À = ãb.

aA/ coincide com o estimador clássico destes coeficien

6.2 Distribuições Condicionais dos Parâmetros

Em um enfoque bayesiano, devemos estabelecer as prioris dos "parâmetros" e variáveis latentes associados ao
modelo. Tais "parâmetros", ou variáveis aleatórias, são: l-2, a = (ai , ..., aT). Nas subseções a seguir obtemos
as distribuições condicionais completas a posteriori dos parâmetros com o intuito de aplicar o amostrador de
Gibbsl

6.2.1 Distribuição Condicional Completa de a

Para determinar a distribuição de a condicionada nas observações, y, e nos demais parâmetros, observe que
p(ajy, a, õ2, ,r2) oc p(yja, a, õ2)p(ajl'-2). Logo, como yja, a, õ2 «. .A/'(Ba, õ2Wr), onde

diag(@(ai)', .. . ,@(aT)') ,

seque que

p(ajy, a, õ', ,-') " "p {

-.*,{
ãP(x

à'«

BayW :(y

Ba)

.*-{ Ú,'«,}
é,'«,}BayW ' :(y
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Definindo :i>P; = (õ2W)'t e IR = 7-'eK, teremos

BayW(y -Ba) +a'Kal

a'B'Wry y'WBa + a'B'W'Ba + a'-Kal

j--2a'B':ç?;y + a'(B':i;P:B + R:)al

onde 'u' na expressão acima significa igualdade a menos de uma constante. Finalmente
B'W'B + .K,

definindo S l

.'la-:l(' SB'WyyS':(' SB'Wy)

de modo que

p(ajy,a,.52,,-') « exp l -=(a SB'WXYS :(a S-B'@y) l

Ou seja, a distribuição a posteriori de a é dada por

(, s-B'n'y).}

ajy, a, õ', 7-2 . J«m (SB':i7y, S)

6.2.2 Distribuição Condicional Completa de (52 e de r2

Assuma que, a priori, õ2 -' GI('yo, ao) e r2 «' GI('yi,ai). Ou seja, assuma que se i= 1/(í2 e ? = 1/7-',
então, õ N I'(aO, to) e T «., I'(cl1, 7i) e que, portanto, suas densidades a priori são dadas por

,61,., '-d - i;:lÜ:@ ."p {

. 7':': Í T]
PLI''l'yi)clip = . L /,h expl. ;i,Í

Para calcular as distribuições condicionais completas, é conveniente fazer a mudança de variáveis PÍ
para í - 0, 1. Feito isto, as densidades acima assumem as formas abaixo,

e

l
"r{

p(;lpo, aO) oc ã''' expl--po(5}

e

p(Tlpi,ai) oc ;f': iexp{ pita

Para determinar a distribuição de (ijy, a, a, I'-2, note que

p(;jy, a, a, ,-) « p(X15, a, a, r')p(i)
« p(yjõ, a, a)p(õ)

. i'/' e*p {
:(y

Ba) } i'''i exp{
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de modo que

p(8jy, a, a, I'-2) oc i'' l expl--pÍ)õ}

onde al) :: aO + { e po (y BayW2 '(y-Ba) Em outras palavras:

õa jy, a, a, 1- «. GI(cvl), 'rl)),

onde 'vÍI = 1/pb.

Analogamente

p(7jy, a, a, õ) « p(ajf)p(?)

oc fW/2 exp {--ãa'Ka} ;F'''i exp{ pi7}

Logo
p(Tly, a, a, õ) o( f"'Í'' exp{ plf}

onde al «: + # e p{ pi + g: . Ou seja:

.-jy, a, a, õ «. GI(aÍ , 'Í),

onde 'Í = 1/pl

6.2.3 Distribuição Condicional Completa de a

Ao contrário dos demais parâmetros, a distribuição condicional completa de a depende da especificação de
h e, portanto, não pode ser determinada de modo genérico. Além disso, apenas em alguns casos particulares,
poderemos expressa-la em uma forma analiticamente fechada. De qualquer modo, assumindo como priori
para a{, { = 1, ..., T,

p(aÍ)

teremos

p(ajy, a, õ, ,-) a p(yja, a, õ)p(a)

= llp(yijat, a, õ)p(at)

«ÚÚ.*-{ *4h}«..,,
t ]

onde rt = yt >::11i ajBj(zj) é o resíduo para a t-ésima observação.
condicional completa de a independe de l-.

Note também que a densidade
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No caso particular em que @(at) l/va;, temos que

T . r .2

,(.'i«, ,, o « ll .;'' .*p {

- Ú,, (' Ç, :) «''.,,

(6.9)

onde pS é a função densidade de probabilidade associada à distribuição gama. Mais ainda
o ruído segue uma distribuição t de Student com u graus de liberdade, a densidade h será

h(s) - :1%X'{ :. 5,

Ou, em outras palavras, h será a densidade associada à distribuição gama com parâmetros
e isto resultará no fato que

P

2

se assumirmos que
dada por

x = vl'Z e'l = 'Llv

. -l'l',,G*«)':l
6.2.4 Amostrador de Gibbs

Segue imediatamente dos resultados obtidos anteriormente que o algoritmo de Gibbs para os parâmetros a, õ,
1- e a é dado por

Conforme observamos acima, a densidade condicional completa a posteriori de a nem sempre é conhe-
cida. Logo, em alguns casos pode ser necessário usar o algoritmo mais genérico de Metropolis-Hastings para
amostrar a partir de (6.10). No entanto, no caso particular em que o ruído segue uma distribuição t de Student
com z,' graus de liberdade, teremos

.«*« - - I'r , :.w * «,-:)

Sobre a Amostragem de a(k)

De acordo com o algoritmo de Gibbs derivado acima, a distribuição condicional completa de a(k+l), para
cada k, é uma gaussiana multivariada com média S(k).B'W(K)y e matriz de covariâncias S(k). Então, para
amostrar a(h+i), recorremos ao seguinte procedimento:

1. amostrar ã(k+l) . JV'(0, 1), para í - l, ...,n. Note que ã(k+l)
identidade n-dimensional;

JUm(O, /A,r), onde /A/ é a matriz

2. obter a matriz tHangular inferior .A tal que .4..4' = S(k) de acordo com a decomposição de Choleski

3. obter a(k) de acordo com
a(k) - .4ã(k+i) + S(k).B':iV(k)y
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Algoritmo 6.2.1 Amostrador de Gibbs
e No passo k + l:

1. a(k+l) «., X&/(S(k)B':iT(k)y, S(k)), onde

. W(k) .(.52)(k)diag(@(alk))2, ..., @(af))2),

. KW-i;StmK,
e S(k) = (.B':W:(k)B+.F(k)) l;

2. (õ2)(k+i) -., GI(ao, 'l)), onde

(y Ba(k+i)yT;lr t(y--J3a(k+t)).
9 )

3.(r')(k+:) «. GI(al,'y{), onde

. a{ - a: +#,
e 'yÍ = ii- e p{ = pi + ('a+D)?fa@+D;

- y. >j'a('+:)-aj(zt).

.. .'**:' - rlL: ,, (.. $gV, ; h(a&) onde

«l,- ao+ Ç
'yÓ - Ã e pb

(6.10)
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Sobre o uso do Algoritmo de Metropolis-llastings

O passo 4 do algoritmo 6.2. 1 consiste na simulação de a(k+l) de acordo com a densidade conjunta

(. $q,:l «'..,

Note que, dada a forma da densidade conjunta, os elementos de são amostrados independentemente, cada um
deles de acordo com a densidade

f

2(Õ(k+:))' 3\
p. l «' ::lbrioÜ-, ã l h('0.

a qual, como observado acima, dependendo da forma de h pode não ser representável como de forma analítica
como a densidade de uma distribuição conhecida. Logo, para amostrar estas variáveis, necessitamos usar o
algoritmo de Metropolis-Hastings.

Observe que a densidade h é, por hipótese, conhecida e que ela tem o mesmo suporte que a densidade

de aÍh+l), logo, podemos toma-la como densidade proposta. Em particular, a densidade proposta sugerida
independe do estado anterior, ie, de aÍk). Deste modo, no (k + l)-ésimo passo do algoritmo, se amostrarmos
g/ de acordo com h, então, a probabilidade de aceitação é dada por

---Í:.
-, (, fFW.í)
-, (.f'' %?w {

(6.11)

de modo que o passo 4 do algoritmo 6.2. 1 fica como representado no algoritmo 6.2.2

Algoritmo 6.2.2 Amostragem via Metropolis-Hastings dentro do algoritmo de Gibbs
e No passo k + l:
4.1. Amostrar s «. h;
4.2. Amostrar u «. Z/lO, lj;
4.3. Tomar a de acordo com (6.1 1);
4.4. Se a < u,

(k+l)
ai

(k)
" ai ,

senão
,@+o ..

Uma altemativa ao algoritmo de Metropolis-Hastings para gerar aÍk+i) é o algoritmo 6.2.3, de aceitação/rejeição.

A constante À4t(k+i) no algoritmo deve ser escolhida de modo que

«, 1.. $«, :1 «'.., : «;"""'..,,
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Algoritmo 6.23 Amostragem pelo método de aceitação-rejeição dentro do algoritmo de Gibbs
B No passo k + l:

4.1. Amostrar s -. h;
4.2. Amostrar u '- Z/lO, lj;
4.3. Aceitar a(k+i) - s se

,,(.; w)
senão retornar ao passo 4. 1 .;

isto é,tal que

,, I' $w, :l ' "":'
É fácil ver que pS(sla, P) atinge seu máximo em s = /3(a 1) de modo que podemos tomar

sl2(õ(k+:))' 3X

21 (,}*''o): ' 2,/

Os algoritmos 6.2.2 e 6.2.3 são meios automáticos de se amostrar aÍk+i) para qualquer densidade de
mistura h, inclusive para distribuições estáveis. No entanto, ele pode não ser muito eficiente se a densidade
h estiver concentrada sobre uma das caudas de pS como mostra a figura 6.1. Note que, em quaisquer uma
das situações ilustradas, o valor amostrado de acordo com h será quase sempre rqeitado. Portanto, devemos
considerar a possibilidade de construir distribuições propostas de acordo com o caso, ie, de acordo com a
densidade h escolhida.

6.2.5 Simulações

Estudol

Neste primeiro estudo de simulaçã consideramos a função alvo

/(z) (2:«)

definida no intervalo 10, 11, veja figura 5.1. Neste primeiro estudo de simulação, consideramos um ruído
distribuído de acordo com uma disüibuição [ de Student com 3 graus de ]iberdade e parâmetro de esca]a
ti = 1 e geramos artificialmente uma amostra de tamanho 500. Aproximamos / via P-splines e, para tanto,
usamos uma base de B-sp/íPzes de grau 3 e 6 graus de liberdade e variamos a matriz de penalização -K, de
modo que analisamos os resultados tanto para o caso em que os coeficientes a são mode]ados de acordo com
um passeio aleatório de primeira ordem quanto para o caso em os mesmos são modelados de acordo com
um passeio aleat(brio de segunda ordem. Para obter as estimativas de acordo com as distribuições a posteriori
dos parâmetros do modelo, geramos 5000 amostras de cada parâmetro de acordo com o algoritmo de Gibbs



6.2. DISTRIBUIÇOES CONDICIONAIS DOS PARÂMETROS 117

situacao l

situacao 2

Figura 6.1: Ilustração sobre a amostragem da posteriori através da densidade a priori A. Note que dependendo da
posição relativa de A, as propostas geradas serão invariavelmente rejeitadas.

descrito acima. A função alvo ./' foi, então, estimada por / = },20 l âj.aj, onde âÍ é a média da amostra
obtida através do algoritmo de Gibbs para aj. O resultado desta operação pode ser visualizada na figura
6.2. Analogamente, a estimativa obtida para o parâmetro de escalam, (5, foi (5 = 0, 9618 e para o parâmetro
de suavização2, r, foi ? = 0, 5826. A figura 6.3 ilustra a convergência da amostra gerada para õ e r. É
interessante notar que as amostras obtidas para o parâmetro de escala convergem rapidamente (na média)
para o valor real (5 = 1. Quanto ao parâmetro de suavização, embora ele não tenha sido fixado a priori,
a convergência na média é rápida, mas não tão rápida quanto a ocorrida para o parâmetro de suavização.
Além disso, pode-se observar que a variância das amostras obtidas neste caso é significativamente maior que
a variância obtida para o parâmetro de escala, veja tabela 6. 1.

Tabela 6.1: Estatísticas para as amostras obtidas via algoritmo de Gibbs para os parâmetros de escala e de
suavização assumindo um passeio aleatório de ordem l

Parâmetro l Média l Mediana
0,9618Õ 0,9596

0,45320,5826T

Variância
0.0024
0,2732

' média da raiz quadrada das amostras obtidas para (5 através do algoritmo de Gibbs
Zmédia da raiz quadrada das amostras obtidas para r através do algoritmo de Gibbs
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Estimativa da Funcao Alvo

Figura 6.2: Estimativa da função alvo / para o primeiro estudo de simulação quando a matriz de penalização K é dada
por(6.4), isto é, assumindo um passeio aleatório de primeira ordem para os coeâcientes a.

A mesma análise (assumindo os mesmos parâmetros da análise anterior) acima foi feita assumindo um
passeio aleatório de ordem 2 para os coeficientes a. A estimativa obtida para a função alvo pode ser vista
na figura 6.4. Note que, embora o ajuste para os demais parâmetros não mude muito entre as análises, a
curva obtida assumindo-se um passeio aleatório de ordem 2, como era esperado, é mais suave e se ajusta
melhor que a curva obtida assumindo-se um passeio aleatâo simples. Analogamente, a estimativa obtida para
o parâmetro de escala, õ, foi (5 = 0, 9621 e para o parâmetro de suavização, 1-, foi ? = 0, 5474. A figura
6.5 ilustra a convergência da amostra gerada para (i e a'-. Note que, assim como no caso anterior, as amostras
obtidas para o parâmetro de escala convergem rapidamente (na média) para o valor real õ = 1. No entanto,
o parâmetro de suavição, parece convergir mais lentamente que no caso do passeio aleatório simples. Ainda
assim, podemos dizer que a convergência na média é rápida, mas, novamente, não tõ rápida quanto a ocorrida
para o parâmetro de suavização. Repete-se também o fenómeno que a variância das amostras obtidas neste
caso é significativamente maior que a variância obtida para o parâmetro de escala, veja tabela 6.2. Em geral,

Tabela 6.2: Estatísticas para as amostras obtidas via algorítmo de Gibbs para os parâmetros de escala e de suavização
assumindo um passeio aleatório de ordem 2 no estudo de simu lo #l

Parâmetro Média Mediana
0,95980,9621
0,41550,5474T

Variância
0.0024
0,2378

as estatísticas usando passeios aleatórios de ordem l e 2, não variam muito de um caso para o outro, exceto
por uma ligeira redução na variância da amostra obtida para o parâmetro de suavização quando usamos um
passeio aleatório de ordem 2.
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Amostras do Parâmetro de Escala Amostras do Parâmetro de Suavizacao

Convergencia na Media para o Parâmetro de Escala Convergencia na Media para o Parâmetro de Suavizacao
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Figura 6.3: Convergência da amostragem para os parâmetros de escala e de suavização para o primeiro estudo de
simulação assumindo que os coeficientes a seguem um passeio aleatório de primeira ordem. Os gráficos da esquerda
correspondem ao para parâmetro de escala e os da direita ao parâmetro dc suavização. Os dois gráficos superiores
correspondem à amostragem destes parâmetros através do algoritmo de Gibbs, enquanto que os gráficos intermediários
ilustram a convergência na média destas amostragens. Os histogramas na parte inferior da figura ilustram a dispersão da
amostragem obtida e as barras verticais neles o valor médio de cada amostra.



120 CAPITUL06. ANALISEBAYESIANA

Estimativa da Funcao Alvo
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Figura 6.4: Estimativa da função alvo / para o primeiro estudo de simulação quando a matriz de penalização .f( é dada
por (6.5), isto é, assumindo um passeio aleatório de segunda ordem para os coeficientes a.

Estudo 2

Neste segundo de simulação seguimos o mesmo padrão do estudo anterior, mas assumimos agora que o ruído
segue uma distribuição de Cauchy e que o parâmetro de escala é dado por (5 = 1, 5. Assim como no estudo l,
realizamos dois ajustes, o primeiro assumindo que os coeficientes a seguem um passeio aleatório simples e o
segundo assumindo que os mesmos coeficientes seguem um passeio aleatório de segunda ordem. Dado que a
função alvo usada neste estudo apresenta uma variabilidade maior que no primeiro caso, tomamos uma base
B spline de ordem 3 com 16 graus de liberdade. A figura 6.6 mostra o quão bem a curva estimada se ajusta
à função alvo apesar da presença de diversos valores extremos, como pode-se ver no gráfico de dispersão.
Com relação aos demais parâmetros do modelo, temos que a estimativa obtida para o parâmetro de escala é
igual a 1,4096, enquanto que para o parâmetro de suavização, r, é igual a 16, 5208. A tabela 6.3 apresenta
mais algumas estatísticas associadas a estes parâmetros. Já a figura 6.7 mostra como as amostras de Gibbs

Tabela 6.3: Estatísticas para as amostras obtidas via algoritmo de Gibbs para os parâmetros de escala e de suavização
assumindo um passeio aleatório simples no estudo de simulação #2

Parâmetro Média Mediana
Õ 1,4096 1,4016

14,897416,5208T
0,0754
61,4668

para ambos os parâmetros convergem rapidamente. Assim como em todos os casos anteriores, a variância da
amostra obtida para o parâmetro de suavização é muito superior àquela obtida para o parâmetro de escala.

Assumindo os mesmos parâmetros do estudo de simulação anterior, exceto pelo fato de que agora modela
mos, a priori, os coeficientes a de acordo com um passeio aleatório de ordem 2, realizamos novas simulações
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Amostras do Parâmetro de Escala Amostras do Parâmetro de Suavizacao
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Figura 6.5: Convergência da amostragem para os parâmetros de escala e de suavização para o primeiro estudo de
simulação assumindo que os coeficientes a seguem um passeio aleatório de segunda ordem. Os gráhcos da esquerda
correspondem ao para parâmetro de escala e os da direita ao parâmetro de suavização. Os dois gráficos superiores
correspondem à amostragem destes parâmetros através do algoritmo de Gibbs, enquanto que os gráficos intermediários
ilustram a convergência na média destas amostragens. Os histogramas na parte inferior da figura ilustram a dispersão da
amostragem obtida e as barras verticais neles o valor médio de cada amostra.
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Gráfico de Dispersão

Estimativa da Funcao Alvo

Figura 6.6: Gráfico superior: gráfico de dispersão; Gráfico inferior: estimativa da função alvo / para o segundo
estudo de simulação quando a matriz de penalização .f( é dada por (6.4), isto é, assumindo um passeio aleatório de
primeira ordem para os coeficientes a.
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Amostras do Parâmetro de Escala Amostras do Parâmetro de Suavizacao
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Figura 6.7: Convergência da amostragem para os parâmetros de escala e de suavização para o segundo estudo de
simulação assumindo que os coeficientes a seguem um passeio aleatório de primeira ordem. Os gráficos da esquerda
correspondem ao para parâmetro de escala e os da direita ao parâmetro de suavização. Os dois gráficos superiores
colxespondem à amostragem destes parâmetros através do algoritmo de Gibbs, enquanto que os gráficos intermediários
ilustram a convergência na média destas amostragens. Os histogramas na parte inferior da figura ilustram a dispersão da
amostragem obtida e as barras verticais neles o valor médio de cada amostra.
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e obtivemos novas estimativas a posteriori para a função alvo e para os parâmetros de escala e de suavização
A figura 6.8 mostra o quão bem a curva estimada se ajusta à função alvo apesar da presença de diversos va
lores extremos, como pode-se ver no gráfico de dispersão. Com relação aos demais parâmetros do modelo

Gráfico de Dispersão

Estimativa da Funcao Alvo

cy

-- Curva estimada
Curva real

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

F'igura 6.8: Gráfico superior: gráfico de dispersão; Gráfico inferior: estimativa da função alvo .f para o segundo
estudo de simulação quando a matriz dc penalização K é dada por (6.5), isto é, assumindo um passeio aleatório de
segunda ordem para os coeâcientes a.

temos que a estimativa obtida para o parâmetro de escala é igual a 1, 4123, enquanto que para o parâmetro
de suavização, r, é igual a 28, 2078. A tabela 6.4 apresenta mais algumas estatísticas associadas a estes
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parâmetros. Já a figura 6.9 mostra como as amostras de Gibbs para ambos os parâmetros convergem ra

Tabela 6.4: Estatísticas para as amostras obtidas via algoritmo de Gibbs para os parâmetros de escala e de suavização
assumindo um passeio #2.aleatório de ordem 2 no estudo de simu

MédiaParâmetro IWedíana
Õ 1,40181,4123

28,2078 24,9987T

Variância
0,1601

187,7998

pidamente. Assim como em todos os casos anteriores, a variância da amostra obtida para o parâmetro de
suavização é muito superior àquela obtida para o parâmetro de escala.

6.3 Extensão para Modelos Parcialmente Lineares

Nesta seção aplicaremos o enfoque bayesiano discutido acima no caso em que temos um modelo parcialmente
linear

g/t =/(zt)+/3'ut + (Íct,(6.12)
onde ut é um vetor de dimensão L formado pelas variáveis explicativas (componente linear do modelo) e,
como antes, ct segue uma mistura na escala de gaussianas para todo t. Como veremos abaixo, tal enfoque
facilmente ser estendido para esta classe mais de modelos.

Assim como nas seções anteriores, vamos aproximar / por

/(«) - }: 'j.Bj(,)
lJ

onde (-BI, ..., BW) é uma base de funções, possivelmente B-splines. Neste caso, o modelo (6.12) pode ser
escrito na forma matricial

y :: .Ba + [,rp + (íc

onde t/ = [ui, ..., UL]' e -B é dado por (6.3). Além disso, manteremos as hipóteses sobre o vetar de coefici-
entes a, ie, de que suas componentes seguem um passeio aleatório e que, portanto, satisfazem, a priori, (6.6)
para alguma matriz simétrica K. Deste modo, o vetor com a totalidade de parâmetros e hiper-parâmetros é
dado por (a', /3', (5, 1-, a/y. Novamente, o cálculo explicito das distribuições e estatísticas a posteriori não é
uma tarefa fácil sob as condições dadas e, portanto, usaremos o algoritmo de Gibbs para obter amostras de
acordo com as distribuições a posteriori .

6.3.1 Distribuição Condicional Completa de a

Podemos aproveitar os cálculos na seção 6.2. 1 para obter a distribuição condicional completa de a simples
mente substituindo y nos cálculos daquela seção por z.. - y U/3 de modo que

ajy; /3, õ2 , ,r2 , a «. J\rW (S-B':i)p;z., S)

onde S 1 = B':iVn + IR, :i;F - éW-i e IR = :àK.
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Figura 6.9: Convergência da amostragem para os parâmetros de escala e de suavização para o segundo estudo de
simulação assumindo quc os coeficientes a seguem um passeio aleatório de segunda ordem. Os gráficos da esquerda
correspondem ao para parâmetro de escala e os da direita ao parâmetro de suavização. Os dois gráficos superiores
correspondem à amostragem destes parâmetros através do algoritmo de Gibbs, enquanto que os gráficos intermediários
ilustram a convergência na média destas amostragens. Os histogramas na parte inferior da figura ilustram a dispersão da
amostragem obtida e as barras verticais neles o valor médio de cada amostra
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6.3.2 Distribuição Condicional Completa de (52 e de r2

O cálculo das distribuições condicionais completas de õ2 e de l-2 no caso de modelos parcialmente lineares
é análogo aos do caso univariado, seção 6.2.2. Na verdade, no caso de l-2, é idêntico e a única alteração que
devemos considerar é na atualização do hiper-parâmetro po associado à (í', de modo que, agora,

PO
/

(x-B' upy=':(x -a, (6.13)

Logo
õ'jy; a, /3, .'-', a -. GI(ab, 'É),

onde 'rl) = 1/pl), e
,-lX; a,/3, õ', a «., GI(a{, '{),

onde '{ = 1/pl e pi

6.3.3 Distribuição Condicional Completa de a

Usando exatamente a mesma argumentação que na seção 6.2.3, teremos que a densidade condicional completa
de a é dada por (6.9), ie,

/' l2(52 3\ . . .
l.'' ã-,ã,l A(«o

p(ajy, a, õl

porem com rt /* Xl: "j-B(«.) 0'u.

6.3.4 Distribuição Condicional Completa de /3

Assuma que # «. ./v'(mp, .170). Neste caso

p(©jy; a, a, õ', ,-') « p(yja,P, a, õ')p(Pjmp, Hp)

o(exp{ (y Ba--U/3yW

*"p{ W 'xÃ:W-

:(y -Ba

e definindo ZP = y .Êia, temos

p@jy;,,a,õ',.-D « ."p { p Ug'W':@p

*'"p{ W 'xÃ:W
Agora, definindo .A (ZP UPYW(zO U/3)+(P mPy À:(/3 mp),pode-semostrarque

Á (/3 Cã: (/IÀ:mp + U':©zP)yO0(© - O;:(.rl;:mp + U'©zp))
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onde H significa igualdade a menos de uma constante e (;b é uma matriz de covariâncias dada por

co

Logo, escrevendo pP = ($t(-HP imp -- U':ÇÍ;zp), temos que

PIX; a, a, õ', .-' «' XL(p#, OO).

6.3.5 Amostrador de Gibbs para o Modelo Parcialmente Linear

Reunindo os resultados obtidos nas seções anteriores, obtemos o algoritmo de Gibbs para o problema que
estamos analisando, algoritmo 6.3.1.

6.3.6 Simulação

Para ilustrar a metodologia acima consideramos novamente a função alvo

,, ~ se«(20(z + 0.2))
z + 0.2

definida no intervalo 10, 11, veja figura 5.1 para a componente não linear, enquanto que para a componente
linear assumimos o vetor de coeficientes

P 4s; 2; 4,S6y
Quanto ao ruído e ao parâmetro de escala, õ, supomos o primeiro distribuído de acordo com uma distribuição
de Cauchy e o segundo igual a 1, 5. Finalmente, geramos artificialmente uma amostra de tamanho 500. A
função alvo / foi aproximada via P-splines e, para tanto, usamos uma base de B-sp/lhes de grau 3 e 12 graus de
liberdade e variamos a matriz de penalização K, de modo que analisamos os resultados tanto para o caso em
que os coeficientes a fossem modelados de acordo com um passeio aleatório de primeira ordem quanto para o
caso em os mesmos fossem modelados de acordo com um passeio aleatório de segunda ordem. Para obter as
estimativas de acordo com as distribuições a posteriori dos parâmetros do modelo, geramos 1 0000 amostras
de cada parâmetro de acordo com o algoritmo de Gibbs descrito acima. A função alvo / Foi, então, estimada
por / = )1,12 l âj.BÍ, onde âj é a média da amostra obtida através do algoritmo de Gibbs para aj. O resultado
desta operação pode ser visualizada na figura 6. 10 (figura inferior). Analogamente, a estimativa obtida para o
parâmetro de escalam, õ, foi õ = 1, 5554 e para o parâmetro de suavização4, 1-, foi }: = 3, 9114. A figura 6. 1 1
ilustra a convergência da amostra gerada para (i e r. E interessante notar que, assim como no caso univariado,
as amostras obtidas para o parâmetro de escala convergem rapidamente (na média) para o valor real õ = 1, 5.
Quanto ao parâmetro de suavição, embora ele não tenha sido fixado a priori, a convergência na média é
novamente rápida, mas, diferentemente do caso univariado, não apresenta uma oscilação muito grande. No
entanto, ainda pode-se observar que a variância das amostras obtidas neste caso é significativamente maior
que a variância obtida para o parâmetro de escala, veja tabela 6.5. Resta avaliar como se comporta a amostra
obtida para os coeficientes das componentes linear e não-linear do modelo, P e a. A figura 6.12 ilustra a
dispersão e a convergência na média da amostra associada a P. Como podemos notar a convergência é muito
rápida e as amostras obtidas permanecem concentradas ao redor do valor real dos parâmetros. Já os boxplots

3média da raiz quadrada das amostras obtidas para õ através do algoritmo de Gibbs
4média da raiz quadrada das amostras obtidas para r através do algoritmo de Gibbs
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e No passo k + l:

1. a(k+l) «. #m(S(k)B':ilr(k)(y t//3(k)), S(k)), onde

= Íããlmdiag(@(alk)y , ..., @(aT) y),
-G#",

k) - (.B/:ilÍ(k)B +lR'(k)) i=

EXTENSÃO PARA MODELOS PARCIALMENTE LINEARES6.3 E

P(k+l)2 r

(õ')(k+3

L
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e SW

(k), ('0 )), onde

. pg0 - (Cg))':(/iÇ:mp - p'Wm(y Ba@+D));

. (.;f) ..Hãi+U':W:(k)t/

i) - GI(ao,7l}), onde

. «l,- "o+ ;,

e 'l) :: il; e pl) :: po + (y-Ba('t-J OP KtijyW '(y-BaL't'J
UPt'rlltD .

4. (7-2)(k+l) «. GI(a{, 'y;), onde

. «l - a- + #,

. 'v{ -ã.pl - p: +
(a(k+i)y}(a(k+i)

;. .'":' - -=: ,, (. Hs?, ;) «'«., «-'

À/

' ,Í*'''n - v. >'.S*'onj(«.) >1:pl13''o.,., .
.j=t .j=i

Tabela 6.5: Estatísticas para as amostras obtidas via algoritmo de Gibbs para os parâmetros de escala e de suavização
assumindo um passeio aleatório de ordem l

Média Mediana VariânciaParâmetro
Õ 0.02681,54831,5554

3,7698 0,89283,9114T
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Figura 6.10: Estimativa da função alvo / para o modelo parcialmente linear considerado no estudo de simulação
quando a matriz de penalização Ã' é dada por (6.4), isto é, assumindo um passeio aleatório de primeira ordem para os
coeficientes a.

6.13 e 6.14 reforçam esta característica em /3 e indica que o mesmo fenómeno ocorre com a, como pode-se
ver pela pequena proximidade entre os quartas inferiores e superiores.
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Figura 6. 1 1 : Convergência da amostragem para os parâmetros de escala e de suavização para o modelo parcialmente
linear considerado no estudo de simulação assumindo que os coeficientes a seguem um passeio aleatório de primeira
ordem. Os gráficos da esquerda correspondem ao para parâmetro de escala c os da direita ao parâmetro de suavização.
C)s dois gráficos superiores correspondem à amostragem destes parâmetros através do algoritmo dc Gibbs, enquanto que
os gráficos intermediários ilustram a convergência na média destas amostragens. Os histogramas na parte inferior da
figura ilustram a dispersão da amostragem obtida e as barras veúicais neles o valor médio de cada amostra.
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Histograma para o Coeficiente l Convergencia na Media para o Coeficiente l

V
0

Coeficiente l

Histograma para o Coeficiente 2 Convergencia na Media para o Coeficiente 2

$

8

Coeficiente 2

10000

Histograma para o Coeficiente 3 Convergencia na Media para o Coeficiente 3

ã
.9

8

Coeficiente 3

0

# Amostras

Figura 6. 12: Distribuição e convergência da amostragem para os coeficientes da componente linear do modelo
parcialmente linear considerado no estudo de simulação assumindo que os coeficientes a seguem um passeio
aleatório de primeira ordem. A esquerda temos os histogramas associados a estas amostragens e a direita os
gráficos indicando a convergência na média dos valores amestrados. A primeira linha corresponde a /3t, a
segunda a P2 e a terceira a /33.
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Coeficientes Componente Linear

Coeficiente

Figura 6. 13: Boxplot associado às amostras obtidas via algoritmo de Gibbs para as componentes do vedor de
coeficientes P associado à componente linear do modelo.
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Figura 6. 14: Boxplot associado às amostras obtidas via algoritmo de Gibbs para as componentes do vetar de
coeficientes a associado à componente não-linear do modelo.



Capítulo 7

Uma Nota Sobre o Uso de Modelos Mistos

7.1 Introdução

Modelos mistos são uma extensão dos modelos de regressão ordinários, os quais têm se mostrado úteis para
lidar com medidas repetidas, correlação espacial e não-linearidade através de modelos baseados em sp/files.
A forma usual do modelo linear misto com planejamento geral é

y = Xlc+ Zu+c

onde u e c são variáveis aleatórias não correlacionadas entre si, com média igual a zero e matrizes de co
variância G e R, respectivamente.

Embora o modelo misto linear seja amplamente utilizado, os estimadores usuais de seus parâmetros são
baseados na verossimilhança normal multivariada e, conseqüentemente, não são robustos a otíf/íers ou a valo-
res extremos. Em [35], a distribuição t de Student é uti]izada para amortecer o impacto de eventuais ouf/iers ou
valores extremos. Mostraremos neste capítulo que este enfoque pode ser estendido a uma classe mais ampla
de distribuições, as misturas na escala de gaussianas, e ainda manter a propriedade desejada de robustez.

7.2 0 Modelo

Normalmente, os dados são modelados assumindo-se que os erros c e os efeitos aleatórios seguem as distribuições
gaussianas

ylu «' N'(Xc + Zu, R) ,
u «., N'(0, G).

(7.1)

135
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Supondo-se que os dados podem ser divididos em c classes e considerando-se R

õli,::.:
0

0

õl:,,:"
0
0

G

a'u,l

0 0

e u = (ul, ..., u2y, onde uj,h é a k-ésima entrada de uj e, para cada .j, uj é um vedor de dimensão qj, temos
que o modelo (7. 1) pode ser reescrito na forma

g/.lu «., .V((Xc + Zu)., Õ?),

uj,i; - .V(0, Õli,j).

para l 5; t $ T, l $ .j $ c e l $ k $ qj, onde os índices t e as duplas (j,k) estão biunivocamente
relacionados. Em resumo, deste modo, os dados estão particionados em c classes onde, para cada classe .j, a
variância das correspondentes variáveis aleatórias uj,k é dada por õ2,j

Uma possibilidade para aumentar a robustez o mode]o (7.2) é aqueça proposta em [35] por Staudenmayer
ef a/ de acordo com a qual

(7.2)

g/.lu - t((Xc + Zu)., Õ?, up),

"j,. - t(o, õ:,.j, «.),

para l $ t $ 7', 1 $ .j $ c e l $ k $ qj. Finalmente, usando o fato que a distribuição t de Student é uma

mistura na escala de normais, temos que o modelo (7.3) pode ser escrito na forma

(7.3)

« «, ., -« (*. ' '«, ':.:,: (â)) ,
ula. «. .V(O, G),

(7.4)

onde
0

õii,,;k
0

0 ) .é
0 0 'i:,.ak

(l/a«,j,i,l/a, (l/a.,i,...,l/a.,ry,a« a'...], \ la«.i l/a«,j,çj y e, finalmente

-~.- - ü.l«.
au.i.k '"' 'é.lv«

7.3 Conexão com Splines

Nesta seção explicitaremos como se dá a conexão entre modelos mistos e sp/i/zes. Suponha que, para cada

yt = /(zt) + ct (7.5)
1, ,T[
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e que / pode ser representada por um determinado número de elementos de uma base de potências truncadas

/(«.) 'o+c:«. +>:«.(«. «*)+
k-l

onde {Ki, , KK} é um conjunto arbitrário de nós. Deste modo, usando a notação

C (.o,cly e u ..,UKy,

para os coeficientes e

para a base de potências truncadas, o critério de ajuste via splines por mínimos quadrados penalizados pode
ser escrito na forma

2

C €

=] .,-[ :=«1)+

«1)+ («: «K)+
x-

(:«r HK)+

Êllx x. zulu'+bllull'.

Agora, supondo que u é um vedor aleatório com matriz de covariâncias Cov(u) = õ:l, onde (5: = (5c2/À2, e
média zero, podemos obter estimativas para (7.6) através do critério do melhor preditor linear não-viciado.i
Além disso, tudo isso junto resulta em uma representação característica de modelos mistos para o modelo de
regressão via splines,

(7.6)

[ « ] r õ:i o ]'" 1 : - '1;' õ!:
Em outras palavras, pode-se assim modelar uma eventual relação não-linear entre a variável resposta e a
variável explicativa via sp/í/zes usando-se o aparato computacional, ou s(2Énvczre, já existente para modelos
mistos

y = Xc + Zu + c,

Notamos, finalmente, que a matriz de covariâncias associada a u pode ser generalizada de modo a incor-
porar correlações entre elementos de determinadas classes (que compõem a massa de dados considerada) para
uma matriz G e que o fator de penalização acima pode ser generalizado para u'Q«u. De fato, neste caso,
decompodo a matriz ç2. = A'DA, onde D é a matriz diagonal composta dos autovalores de Q« e A é a
matriz ortonormal formada pelos respectivos autovetores, e definindo Z* = ZA' e v = Au, o problema

àllx x.-z«ll'+e«'çt."a:'' '' a':

pode ser reescrito na forma de um modelo misto dado por

Cov v
€

(7.7)

y = Xlc+ Z*v+c,
AGA'

0

0

«?:

' o método do nze/Aor predfror /iãa-viciado /f/zeízr consiste em estimar a parte hxa c utilizando-se o modelo

y :: Xlc + e*,

onde c' = € + Zu de modo que ê = (X'VX) :X'Vy, com V = ZGZ' + R, onde G = Cov(u) e R = Cov(c). Finalmente

para obter uma "estimativa" para u busca-se o vetar que minimiza o erro quadrático médio dentre os elementos da forma Ay + b
daí o nome linear. A solução é dada por GZ'V :(y Xc)
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Em ambos os casos, os efeitos de cada grupo são modelados não linearmente via sp/f/zes, enquanto que a
componente relativa à amostra como um todo permanece linear em relação às variáveis explicativas.

7.4 Misturas na Escala de Gaussianas

Nesta seção estendemos o uso de modelos mistos para a classe de distribuições formadas pela mistura na
escala de gaussianas. Dado que esta classe inclui, entre outras, a disUibuição t de Student e a normal, ela
generaliza os modelos acima.

Consideremos inicialmente o seguinte modelo

y = Xlc + Zu + õc: (7.8)

onde c e u são independentes e satisfazem u = A«uo

uj,* 'g SMg(0, 1, (g) e ct W SMÜ(0, 1, (h)

para [ ' ], ..., T, ] $ j $ c e ] $ k $ qj. Os vetores (g e ( contém os parâmetros associados às densidades
g e h, respectivamente. Além disso, assumindo-se que >:;.i qJ :: K, então A. é uma matriz K x K dada
por

'.-F~i'" ;''?'
0
0

0 0

onde /qí é a matriz diagonal qj x 6. Por definição, podemos representar as variáveis aleatórias q e ug,Ã;

por Z/at/2 e Z/ 1/2, respectivamente, onde Z «' ./f(0, 1), at ind h e zj,j; !y g. Esta representação é
extremamente útil para a obtenção de um algoritmo de estimação genérico, via o algoritmo EM, para toda a
classe de distribuições obtida através da mistura na escala de gaussianas. No entanto, como as distribuições
associadas a € e u não são gaussianas, não podemos aplicar o método sugerido na seção anterior dado que
não estamos lidando com a soma entre duas variáveis seguindo disüibuições normais, mas com a soma entre
duas variáveis seguindo distribuições mais complexas e, possivelmente, distintas. Assim como nos demais
capítu[os e em [35], o a]goritmo EM é usado para obter as estimativas do parâmetros do mode]o, enquanto
que a média da amostra obtida via simulação para u é usada como preditor do efeito aleatório desta mesma
variável, ie, do efeito aleatório.

Conexão com Splines

Para adequar o formalismo acima ao caso do modelo da seção 7.3, basta notar que, como as componentes de
u são não-correlacionados, então devemos simplesmente tomar 6.« = \-.rK-

2
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7.4.1 Densidades Condicionais e Funções de Verossimilhança

Trataremos u como um vetar de vaúáveis aleatórias latentes ou não-obset
acordo comCOT

139

los y e u de

«. «,,., . "« ('*. * ,«,.,:) ,

«;.* ,*,«:-«(.,Ü),

âmetros do modelo. Em particular, i

«.,* «,,., « " « (., â) .

sto resulta emesu

as de uma coltsfaltfe (em relação aos parâmetros Q), a log-verossit7tilhançae aç 0llStClll

(7.9)

(7.10)

assoct-Proposição 7.4.1. .A /ne/z
adia 0 édada por

7'

[(', õ, õ«, (ü, (,ly; u, a, «') - -} i'g õ' - ib }: a.(Z/' - x;' - Z;u)'
. c . c , qj

iiil..:''':,. :lààl"«;«:.
T c qj

+ >1: log h(a.l(Ü)+ >: }: log g(xjkl(S),

ottde Xt e Zt são a t-ésima linha de X e Z, respectiv.

.j=ik=it-l

ntettte

(7.11)

Demo/zs/ração. Basta escrever a densidade conjunta de (y, u, a, 1) como o produto de densidades condicio-
nais e tomar o logaritmo,

!(c, (í, (ü, (sjy; u, a, a') = logo(yju, a;c, õ) + logo(ulr; õ«)

+ logo(al(h) + logo(nl(g)

para, então, ap]icar (7.9) e (7. 10). []
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Conexão com Splines

No caso do modelo em 7.3, a expressão (7.1 1) pode ser simplificada para

Z(c, (i, Õ«, (h, (,jy; u, a, n')
T
i- i.g õ

2 áÊ..'«'t-l

;"...: :LÊ«.«:
" k-l

X;c Z;u)'

+ >: log h(atl(h)+ >1: log g(rkl(g).
t-l k-l

T

7.4.2 0 Algoritmo

Como antes, o algoritmo de estimação dos parâmetros, cujas estimativas são de máxima verossimilhança,
consiste na aplicação do algoritmo EM. Lembramos que, a cada passo do algoritmo, a primeira etapa (etapa
E), como nos casos anteriores, consiste no cálculo do valor esperado da log-verossimilhança (7.1 1) dado y.
No entanto, agora, temos a inclusão de mais algumas variáveis latentes ao modelo, a saber, u e z, o que toma
ainda mais difícil a obtenção de uma expressão analítica para estas esperanças. A solução consiste no uso de
métodos de Monte-Carlo. Em resumo, no passo (k + 1) do algoritmo, dado 0(k), sua primeira etapa consiste
em calcular

Q(OIO(k)) = -EoW){l(c, õ, õ«, (h, (gjy; u, a, a')jy},
que, na prática, é aproximada por

El
Z(c, Õ, õu, (h, (Sjy; u(j), a(j), x(J)), (7.12)

onde {u(j), a(j), vr(j)}jli é uma amostra pseudo-aleatória de u, a, a' obtida de acordo com as disüibuições
condicionais destas variáveis dado y e onde valor m indica o ponto a partir do qual começamos a considerar
a amostra gerada.

No caso em que os parâmetros em (g e (h são conhecidos, temos

Proposição 7.4.2. Z)eÚ/zfdas ízs /?zízfrízes

Wr(k) dl«g(E.a) {a:jy}, ..., -E.@) {«jy}) ,

d í«g(-E.w {uJ,:jy}, ..., -E.«) {«j,. lx})

'#'' - ''«.(.'..., {«.,:«3,:i«}, ..., "..*, *".,.«3,« 1«})
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para j = 1, ..., c, telhas que

c?(alga)) (y - XcyWW(y Xc) - 2Jk,i(UWrZ'W'W(y

+ JK,i(U(k)yW'(k)U(k) JK,: $A«JK,i P(k)

1lX q, i.g õli,,

onde J... é a tnatriz. de I's cota m, lin /zízs e

Xc)

(7.13)

n, coi,u,n,as, e

«'" - ( "Í' «E"
r.d© o ... o \

P(k)- 0 P2(k) . 0

\ o o .. d*'7
No entanto, como as esperanças na proposição acima não podem, em geral, ser

a expressão (7. 13) para C?(.IO(k)) é aproximada via Monte-Carlo.

Proposição 7.4.3. /Vo (k + l)-ésímo passo dc} rz/goríüz7zo, dado 0(k), fe/ zos qlíe

.a+o - (x'Wwx)':x'(#wx üf))

calculadas analíticamente

(7.14)

(7.15)
\ z=m i=m /"«'-.:«l;-É.::', ,ÁÉ.,'l

\ z=m t=m.IÁÉ.:','«',, .UÉ.,',,.'
e

(7.16)

Aléns disso,

PDü-''n - ; IÃí!'a E E .í:'u xí.@-''o
2Í;;rA.\, . . .r . ''l . . l.rrrl-'l

Z;uM)'
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Demo/zsrração. Tomando o gradiente de (7.12) com relação a c e igualando o resultado a zero, obtemos a
igualdade

de modo que a expressão em (7.14) segue imediatamente da aplicação das expressões (7.15) e (7.16) na
expressão acima. []

c(k+t) - ÁÊÉ«Í:'".*'
l

.ãÍ;'=ll:>ll:.ío(v. z;«n)x.'/

7.4.3 Sobre a Amostragem de u, a e n

A amostragem de {u, a, n} é realizada através do algoritmo de Gibbs e, dependendo de à e g, sugerimos
o uso do algoritmo de Metropolis Hastings dentro do algoritmo de Gibbs. Em primeiro lugar, note que as
condicionais completas associadas a {u, a, n} são dadas por

p(«IX; a, u) u p(ul«)g(«'),
p(ajy; ,, u) « p(ylu, a)h(a),
p(ujy; a, «') K p(yju, a)p(ulr)

e que, independentemente de h e g, a distribuição condicional completa a posteriori de u é dada por uma
normal multivariada como mostra a proposição abaixo.

Proposição '7.4.4. A distribtlição cottdicional completa a posteriori de u é uma distribuição gaussiatta
ilzlí/rlvariada co/ z mlédfa iglla/ a (Z'EZ + õ'na.;:)':z'E(y Xc) e mafríz de covaríá/zcfas Cov(u)
(õ'2Z'EZ + llAj;2)'i. Eln o {fros fe/7}zos, /erros q e

ujy; a, n' -' .V((z'xz + õ'nal;')':z'x(y xc),(õ'2z'EZ + nAl;')'i).

Demo/zsrração. Por definição,

pbl«,a)p(«1«')«."p{ &-X. Zune(y Xc
,«,}..*-{ ;«'«»;'«}

onde E = dias(ai, ..., ar) e ll = dias(n'i, ..., aK). Agora, definindo r = y Xc, E = 1 E e ll = llA;2
temos que

p(«jy;.,«)«."p{ [k z«yÉh

o(exp{ l Zu + u'Z'EZu+ u'lluj}

'''"P{ [ Éz«+«'@'Éz+Ü«]}
de modo que, tomando A = Z'EZ + fl e a = A l Z'Er e usando o fato que A é simétrica, temos

a)l.p(ujy; a, «) u exp{(u ayA(u
D
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Os resultados acima estão resumidos no algoritmo 7.4. 1

Algoritmo 7.4.1 MCEM para estimação dos parâmetros de (7.8)
Dados 0(k)

1. Amostrar {u({) , a(í), x({)}=i via amostrador de Gibbs:

i. amostrar n(k+') «. p(u(t) in)g(n);
ii. amostrar u(k+l) «, p(yju, a(k))p(ula(k+i))
iii. amostrar o(k+l) - p(yju(k+i), a)A(a);

2. Obter a (k + l)-ésima estimativa de c através de

c(k+l) =(X'W'(k)X)-iX'(W'(k)y üf));
3. Obter õ(k+i) através de

pn''''':' - 7 lãí!-a E E «í:''".
XÍc(k+t) Z;uW)'

4. Obter õg'+t) através da maximização de

. c

;E .. :'' ':,. iicÉ lúÉ«j:'«}:,'l ;
5. Obter (y'+i) e (gk+i) através da maximização de

. .A,/ l c a.jt , À/ l

)F:L--- }l: log A(a'l(«) ' >1: >: )Ü-l-- >: logo(«j.l(,) l
{=m J .j=1 k=1 L'' ' {=m J

respectivamente

Observação 1.4.1. A depender de h e g, não será possíve! determinar explicitamente as distribtlições das
atnostragel\s [i} e [iii] no primeiro passo do a]gorittno 7.4. 1 e, portattto, elas devem perfeitas via Metropotis-
Hastirl gs.
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Capítulo 8

Aplicação

8.1 Nível d'Agua no Rio Moselle
/

Nesta aplicação, examinaremos os níveis da água no rio Moselle em Zeltingen entre os meses de janeiro de
1 986 a janeiro de 1 996. Observamos que, a partir de 1988, as medidas representam o máximo diário, enquanto
que anteriormente era realizada apenas uma medida por dia. Este fato tende a superestimar o nível usual, ou
nível médio, da água jogando para "cima" e certamente deve tomar estimativas via mínimos quadrados deste
nível médio mais oscilantes do que ele realmente é. Nas análises subsequentes consideraremos apenas os
segundo bloco de observações, isto é, aquele a partir de 1988. Antes de qualquer outra análise, observamos

Nível do Rio Moselle

Figura 8. 1: Nível da água no rio Moselle entre os anos 1986 e 1996. A linha vertical indica a mudança na metodologia
de amostragem.

que a inspeção direta do gráfico na figura 8. 1 sugere que os dados têm uma sazonalidade de aproximadamente
um ano. De fato, o periodograma desta série, figura 8.2, revela que a frequência associada ao valor máximo

145
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Periodograma Serie Nível Máximo do Rio Moselle

+0

0

a. +
0 0

8
+

a)0
0.0 0.1 0.2 0.3

frequencia

0.4 0.5

Figura 8.2: Peridograma da série representada pelo máximo do nível da água no rio Moselle entre os anos 1986 e 1996

do espectro é 375 dias. Mais ainda, este periodograma (aliado à função de autocorrelação empírica) indica
a presença de memória longa na série considerada. Felizmente, ao tomarmos a primeira diferença da série
original, estas características indesejadas, sazonalidade e memória longa, são fortemente atenuadas e, por-
tanto, na seção 8. 1 . 1 , modelaremos a variação diária do nível máximo do rio usando a técnica sugerida na tese
e, apesar da sazonalidade relatada anteriormente, trataremos os dados diretamente na esperança de que esta
sazonalidade seja absorvida pela função alvo estimada (não-linear).

Iniciamos a análise dos dados suavizando a curva subjacente aos dados assumindo ruído gaussiano e
distribuído conforme uma t de Student. Calculando o valor AIC para diversos graus de liberdade, u, e diversos
valores de À/ pudemos checar que, fixado -ü/, o AIC tende a ser menor para menores valores de p. Portanto,
optamos por tomar p = 2 e quanto a M, escolhemos A4 :: 50. Os resultados destes procedimentos estão
representados na figura 8.3. Os parâmetros de escala estimados estão na tabela 8.1. Para avaliar a qualidade

Tabela 8.1 : Estimativas do parâmetro de escala, (i para os dados do nível d'água no rio Moselle obtidos para diferentes
métodos e os seus respectivos ntervalos de confiança com um nível de 95qo

IC95%
MQ [ 0,988 [0,979;1,003]

o,129 l [o,113;0,142]

dos a)ustes fazemos os gráficos QxQ dos resíduos e confrontamos o histograma dos resíduos ajustados contra
as densidades das distribuições assumidas para o ruído em cada um dos ajustes, os quais podem ser vistos
na figura 8.4. Dos gráficos QxQ, pode-se notar que a distribuição dos resíduos para o ajuste via mínimos
quadrados tem uma cauda significativamente mais pesada do que aquela assumida a priori, ie, da gaussiana.
Esta incongruência entre as distribuições é ressaltada pela diferença entre o histograma e a densidade para a
nomlal padrão exibida na figura 8.4 (d). Note que o ajuste via mínimos quadrados ilustra um rio com um nível
d'água mais oscilante do que o ajuste robusto. Isto deve-se principalmente ao efeito dos valores extremos
sobre a estimativa final.
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(a) Suavizacao via MQ

(b)Suavizacao Robusta

(c) Suavizacao via MQ x Suavizacao Robusta

Figura 8.3: Suavização do nível da água no Moselle usando duas técnicas distintas. Nos dois gráficos superiores, a
linha cheia representa a estimativa obtida, as linhas tracejadas representam bandas de confiança a um nível de 95%
obtidas via boors/rup e os pontos representam as observações obtidas. Em (b), temos a estimativa obtida pelo método
robusto cujas ponderações foram calculadas a partir de uma distribuição t de Student com 2 graus de liberdade. No
gráfico intemlediário, a suavização do nível do rio foi feita via M.Q.. Finalmente, o terceiro gráâco serve apenas para
confrontar as duas estimativas.

8.1.1 Ajuste do Modelo Autorregressivo

A série para o nível d'água no rio Moselle apresenta uma clara sazonalidade (observada anteriormente) e uma
heterocedasticidade que pode ser observada por períodos de pequena volatilidade associados às baixas nos
níveis de água seguidos de períodos de grande volatilidade, desta vez associados aos períodos de altas no
nível de água. Além disso, a série é positiva e o ruído aparenta uma certa assimetria. Logo, para eliminar estes
efeitos da série, ie, para eliminar sazonalidade, estabilizar as variações de volatilidade e, finalmente, tomar
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(a) QxQ (b) Histog rama Resíduo - t(2)

CD0

Q0

0

0

.40 -20 0 20 40

Quantas Teóricos

-5 0 5 10 15 20

Resíduo Ajustado

(c) QxQ (d) Histograma Resíduo - N(0,1 )

.D '
'D

8 q'C) o

0
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Quantis Teoricos

-2 0 2 4 6
Resíduo Ajustado

Figura 8.4: (a) Gráfico Qx Q para o ajuste assumindo ruídos distribuídos de acordo com uma t de Student com I' = 2.
(b) Histograma para os resíduos ajustados contra o densidade da é2. (c) Gráfico QxQ para o ajuste assumindo ruídos
distribuídos de acordo com uma gaussiana ./V'(0, 1). (d) Histograma para os resíduos ajustados contra o densidade da
yv'(o, l)

a série simétrica em tomo da média (como exigem os modelos estudados na tese) aplicamos o operador de
diferença na série de modo a obtermos a nova série definida por

dt = yt yt 1 -- b'yt,

onde g/t representa o nível d'água no instante t. O resultado foi a série representada na figura 8.5. As linhas
horizontais pontilhadas exteriores delimitam 90qo das observações, enquanto que as linhas intermediárias,
também pontilhadas, representam o primeiro e o terceiro quartas associados às observações. E evidente que
a série, de modo aproximado, oscila simetricamente em tomo do zero, mas, ainda mais interessante, é que a
presença ostensiva de ou//íers ou valores extremos de grande magnitude relativa é forte evidência de que esta
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série não é um processo gaussiano e tem caudas pesadas. A figura 8.6 ilustra a função de autocorrelação para

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Figura 8.5: Série dt = Ayt obtida a partir da diferenciação da série do rio Moselle. A série aparenta estacionariedade
apesar da grande presença de o {f/íers. As linhas tracdadas intermediárias representam, respectivamente, o primeiro e o
terceiro quartil e as linhas tracejadas exteriores os quantas 2,5qo e 97,5%, respectivamente.

{dt} e seu decaimento aparentemente suave indica a possibilidade desta série seguir um processo autorregres
UIVO

Funcho de Autocorrelacao para a Serie Diferenciada Funcao de Autocorrelacao Parcial para a Serie Diferenciada

0 10 15 20 25 30 35
Lng

0 5 10 15 20 25 30
Lag

35

Figura 8.6: Funções de autocorrelação e de autocorrelação parcial amostrais para {dt}

Primeiro Ajuste -- Modelo Autorregressivo Não-Linear de Ordem l via M.Q

Embora tenhamos evidências de que o processo estudado não seja gaussiano, nosso primeiro ajuste será via
mínimos quadrados. Assumiremos que

á = /(dt i) + 5ct (8.1)

onde / é uma função suave e tentaremos aproxima-la usando bases B-splines. Para escolher o tamanho da
base, tentamos modelos com À/ (número de componentes na base) variando entre 5 e 20 e concluímos que



150 CÁPITUL08. APLICAÇÃO

15 é o que melhor se ajusta aos dados com relação ao critério AIC, vda figura 8.7. O resultado do ajuste

Selecao de Modelo via AIC para Ajuste por MQ

Figura 8.7: AIC's obtidos para os modelos ajustados com base em {dt} e fazendo A4 variar de 5 a 30. Como pode-se
notar no gráfico, JL4 = 15 corresponde ao menor AIC.

para este valor de M pode ser visualizado na figura 8.8. Ela indica que a série transformada {dt} é não-linear

Ajuste via MQ

.3 -2 .1 0

d[t-] ]

2

Figura 8.8: Ajuste de ./' com base em {dt} (rio Moselle) via B-splínes tomando e À/
confiança a 95qo obtidas via boorsrrap.

15 e suas respectivas bandas de

e que a função / tem um comportamento senoidal. Para avaliar a qualidade da estimativa, calculamos via
óoorsfrup as bandas de confiança a um nível de 95qo representadas pelas linhas tracejadas na figura 8.8 e
também chegamos o gráfico QQ-Plot dos resíduos ajustados,

.R"*-:

contra os quantia da nomlal padrão, figura 8.9. A diferença entre a curva amostral e a curva teórica indica
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Normal Q-Q Plot

Quantas Teoricos

Figura 8.9: QQ-Plot normal baseado nos dados {dt } obtidos tomando-se a primeira diferença dos níveis do rio Moselle.
A linha rega representa os valores teóricos para a normal padrão. O resultado indica claramente a presença de um ruído
com caudas pesadas.

fortemente que o ruído segue uma distribuição com caudas pesadas e, desta forma, corrobora as impressões
obtidas anteriormente. Para modelar o ruído, devemos, então, assumir para o mesmo uma distribuição com
caudas mais pesadas do que a distribuição normal, a qual é implicitamente assumida quando usamos mínimos
quadrados.

Ajuste Robusto

Ajuste Robusto

.3 -2 0

d[t-l ]

2 3

Figura 8.10: Ajuste de / com base em {dt} (rio Moselle) via B-splines tomando Â/ = 22 e suas respectivas bandas
de confiança a 95% obtidas via boofsrrap. O ajuste foi feito assumindo que o ruído segue uma distribuição t de Student
com 1,25 graus de liberdade.

Assumindo que o ruído segue uma t de Student, ajustamos os dados para uma série de valores distintos de
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p (os graus de [iberdade associados a distribuição t) e ]W. Os resultados obtidos estão contidos na tabe]a 8.2 e
lá podemos observar que o critério de AIC tende a escolher entre modelos com menores graus de liberdade,
aproximando-se muito da distribuição de Cauchy. De fato, entre os modelos avaliados, a combinação com
menor AIC foi aquela com (u, M) = (1, 25; 22). A figura 8.10 ilustra o resultado obtido usando-se estes
parâmetros para o ajuste. Quando comparamos com o ajuste via mínimos quadrados, notamos que o ajuste ro-
busto é mais preciso no sentido que tem bandas de confiança mais estreitas e que apresenta um comportamento
levemente diferente nas proximidades de zero, com uma menor inclinação da curva e, consequentemente, in
dicando um intervalo de relativa estabilidade. Através da figura 8.1 1 é possível comparar ambos os ajustes
em níveis de resolução mais altos. Com relação à qualidade do ajuste, na figura 8.12 temos o histograma dos
resíduos ajustados, ie, divididos pelo parâmetro de escala, õ, cuja estimativa é dada por (52 - 0, 0097, com
/C(95%) = lO, 0087; 0, 01061 Observando o resultado exposto na figura 8.12, notamos que superdimensio-
namos o peso das caudas do ruído. Investigando outros modelos com u próximo a 1, 25, chegamos a um outro
candidato para o qual os resíduos ajustam-se melhor à distribuição assumida. Neste modelo, p = 2 e À4 = 15.
Resultados análogos aos obtidos no ajuste anterior podem ser vistos nas figuras 8.13, 8.14 e 8.15.
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Tabela 8.2: AIC's calculados para diferentes valores de p e .4/ associados usados em diversos ajustes do modelo 8.1
para os dados do nível d'água no rio Moselle. Dentre todos os modelos experimentados, aquele para o qual obtivemos o
menor A[C foi o mode]o correspondente aos parâmetros z/ = 1, 25 c ]W :: 22.

p ]W AIC y A4 AIC y M AIC
1.00 12 21.409]
1.00 13 20.0556
1.00 14 19.5327
1.00 15 16.6084
1.00 16 14.7496
[.00 17 11.7796
1.00 18 10.2061
1.00 19 8.8968
1.00 20 8.8120
1.00 21 9.1617
1.00 22 7.0899
1.00 23 7.4423
1.00 24 7.5390
1.00 25 8.7370
1.00 26 11.1758
[.25 12 14.6601
[.25 13 16.0771
[.25 14 17.1133
1.25 15 19.5239
1.25 16 21.0978
1.25 17 23.453]
1.25 18 24.6473
1.25 19 25.4327
1.25 20 25.2288
1.25 21 24.8017
1.25 22 26.0600
1.25 23 25.5476
1.25 24 25.3555
1.25 25 24.0465
1.25 26 21.8088
1.50 12 5.6647
1.50 13 4.2118
1.50 14 2.8057
1.50 15 0.7498
1.50 16 0.6140
1.50 17 2.4716
1.50 18 3.4189
1.50 19 3.8452
1.50 20 3.4664
1.50 21 3.0909

1.50 22 3.8410
1.50 23 3.2768
1.50 24 3.0987
1.50 25 1.7114
1.50 26 0.3357
1.75 12 53.0662
1.75 13 51.576]
1.75 14 49.9522
1.75 15 48.1519
1.75 16 46.9309
1.75 17 45.5104
1.75 18 44.7351
1.75 19 44.5613
1.75 20 45.0519
1.75 21 45.3440
1.75 22 44.9]74
1.75 23 45.4804
1.75 24 45.6024
1.75 25 47.0337
1.75 26 48.9057
2.00 12 113.2976
2.00 13 111.7107
2.00 14 110.0436
2.00 15 108.4315
2.00 16 107.3715
2.00 17 106.2847
2.00 18 105.6363
2.00 19 105.6438
2.00 20 106.2064
2.00 21 106.4147
2.00 22 106.1979
2.00 23 106.7317
2.00 24 106.7869
2.00 25 108.2323
2.00 26 109.9449
3.00 12 377.5186
3.00 13 375.861]
3.00 14 374.419]
3.00 15 373.3199
3.00 16 372.9494

3.00 17 372.6283
3.00 18 372.3267
3.00 19 372.7184
3.00 20 373.4162
3.00 21 373.4332
3.00 22 373.5685
3.00 23 373.9313
3.00 24 373.7985
3.00 25 375.1474
3.00 26 376.385]
4.00 12 610.9847
4.00 13 609.4610
4.00 14 608.1854
4.00 15 607.4935
4.00 16 607.6056
4.00 ]7 607.6906
4.00 18 607.6552
4.00 19 608.2257
4.00 20 609.0062
4.00 21 609.0234
4.00 22 609.2862
4.00 23 609.5569
4.00 24 609.4093
4.00 25 610.6239
4.00 26 611.6173
5.00 12 802.5753
5.00 13 801.1611
5.00 14 800.1169
5.00 15 799.6846
5.00 16 800.1134
5.00 17 800.4457
5.00 18 800.6126
5.00 19 801.2888
5.00 20 802.1375
5.00 21 802.2287
5.00 22 802.5828
5.00 23 802.8394
5.00 24 802.7730
5.00 25 803.8878
5.00 26 804.7732
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(a)

dB-i]

(b)
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Figura 8.1 1 : Comparação entre os ajuste via M.Q. e robusto em diversos níveis de resolucção. As linhas verticais
pontilhadas representam os quantas 5%, 25%, 50% e 95%, respectivamente. O ajuste via M.Q. é representado pela curva
tracejada e o ajuste assumindo um ruído distribuído de acordo com uma t de Student com 1,25 graus de liberdade, pela
curvacheia.
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(a) Histograma dos Resíduos
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Figura 8. 12: (a) Histograma dos resíduos ajustados versus a densidade da É de Student com u = 1, 25. (b) QQ-Plot dos
quantas amostrais amostrais associados aos resíduos ajustados versus os quantas teóricos da t de Student com p :: 1, 25.

Ajuste Robusto
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Figura 8.13: Ajuste de .f com base em {dt} (rio Moselle) via B-splines tomando M = 15 e suas respectivas bandas
de conâança a 95qo obtidas via boorsrrap. O ajuste foi feito assumindo que o ruído segue uma distribuição t de Student
com 2 graus dc liberdade.
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(a)

ÜR-t]

(b)

dP-l]

(c)

d[t-l ]

(d)

Figura 8.14: Comparação entre os ajuste via M.Q. e robusto em diversos níveis de resolucção. As linhas verticais
pontilhadas representam os quantia 5%, 25%, 50qü e 95%, respectivamente. O ajuste via M.Q. é representado pela curva
tracejada e o ajuste assumindo um ruído distribuído de acordo com uma t de Student com 2 graus de ]iberdade e M :: 15
funçõesbase,pela curva cheia.
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Histograma dos Resíduos
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Figura 8.15: (a) Histograma dos resíduos ajustados versus a densidade da t de Student com p = 2 e A/ = 15. (b)
QQ-Plot dos quantas amostrais amostrais associados aos resíduos ajustados versus os quantas teóricos da t de Student
com p :: 2 e A4 = 15
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Capítulo 9

Conclusão

Neste trabalho, mostramos que o uso de distribuições definidas por misturas de normais através do parâmetro
de escala para modelos de séries temporais lineares autorregressivos resultam em estimadores consistentes
para os coeficientes do modelo e para o parâmetro de escala, e estendemos seu uso para modelos linea-
res penalizados onde calculamos a taxa de convergência para estes modelos. Também estendemos o uso
destas distribuições para os casos em que a função média era desconhecida, caso típico dos modelos não-
paramétricos. A maioria da literatura sobre modelos não-paramétricos e semi-paramétricos trata o problema de
aproximação de curvas independentemente de hipóteses sobre a verossimilhança do ruído. No entanto, acredi-
tamos ter mostrado aqui, através de diversos estudos de simulação, que métodos baseados em verossimilhança
aliados a outras técnicas de aproximação de funções, tais como splines ou ondaletas, podem ser muito úteis
na estimação de curvas, tanto em modelos de regressão quanto em modelos de séries temporais. Mostramos
que tais métodos não apenas são úteis nos casos em que o ruído segue uma distribuição com caudas pesadas,
como por exemplo a distribuição de Cauchy, que tem variância infinita, como podem unificar métodos con-
sagrados na literatura (mínimos quadrados, estimadores Li, M-estimador de Huber) em um único algoritmo.
Em particular, no caso de ondaletas discutimos a inadequação da transformada discreta de ondaletas aplicada
a sinais sob a influência de ruídos com caudas pesadas e mostramos via simulação que podemos usar misturas
de normais para aproximar sinais via ondaletas sob tais circunstâncias. Tanto para os modelos univariados,
quanto para os modelos parcialmente lineare (multivariados) e tanto para splines quanto para ondaletas, o
método sugerido mostrou-se eficaz na presença de valores extremos, mesmo quando a hipótese assumida
sobre a distribuição do ruído não correspondia à realidade.

Além disso, dada a natureza das distribuições consideradas, mostramos que existe uma conexão muito
forte entre o método "clássico" de estimação e método bayesiano, para o qual derivamos o algoritmo de Gibbs
no caso em que a função é aproximada via splines ou ondaletas. Assim como nos demais caso, mostramos via
estudo de simulação que o método sugerido consegue captar bem o sinal e estima-lo (usando o valor esperado
ou mediana a posteriori) adequadamente. Genera]izamos também o mode]o proposto em [35] para modelos
mistos para toda a classe de distribuições definidas por misturas de normais através da escala de modo a
pemlitir que tanto o ruído quanto a componente aleatória sejam distribuídos de acordo com um elemento (não
necessariamente o mesmo para cada um deles) desta família.

Todos os casos tratados aqui assumiram que o ruído seguia uma distribuição siméuica e que os modelos
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eram homocedásticos. Extensões naturais deste trabalho, portanto, incluem o tratamento destes modelos nos
casos em que a distribuição do ruído apresenta alguma assimetria e nos casos em que eles apresentam hetero-
cedasticidade. Como notamos anteriormente, algum trabalho já foi feito no caso de modelos paramétricos de
volatilidade estocástica e processos tipo GARCH, porém, podemos considerar o uso de misturas assimétricas,
como dehnidas em [7], para a análise destes mode]os assim como para a estimação de curvas nos casos em
que a função média é desconhecida e para modelos mistos.
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