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Resumo

Este trabalho trata da estimagio de modelos semiparamétricos quando assumimos que o ruido segue uma
mistura de distribuicGes gaussianas na escala. Distribui¢des desta natureza sdo interessantes, pois, através
dela podemos representar qualquer distribui¢do simétrica continua como, por exemplo, distribui¢des com
caudas pesadas, tais como a t de Student, as da familia de distribuigdes estéveis e a exponencial dupla. Estas
distribui¢des sdo especialmente teis em problemas com altas taxas de valores extremos ¢ outliers. Combi-
nando a natureza de tais distribuicdes com o algoritmo EM, mostramos que, se usarmos bases de fungdes
convenientemente escolhidas, tais como B-splines ou ondaletas, obtemos uma ferramenta poderosa para a
estimagdo de curvas, tanto em problemas de regressao quanto de séries temporais, mesmo sob a presenca
de valores extremos e outliers e sem a necessidade de uma especificagdo a priori da forma funcional da
mesma. Mais ainda, podemos assocjar outros métodos robustos a algumas destas distribui¢des e assim re-
plicd-los para a estimag@o de curvas. Assim sendo, pudemos unificar diversos métodos de estimagdo em um
dnico procedimento, no qual devemos apenas alterar a ponderagao dos ruidos para passarmos de um método
a outro. Aplicamos esta técnicas a modelos univariados onde a fun¢@o média, ou sinal, era desconhecida, a
modelos parcialmente lineares e a modelos mistos. Além disso, (i) demonstramos que quando aplicamos este
método a séries temporais lineares autorregressivas, os estimadores obtidos sdo consistentes, e (i1) mostramos
como combinar bases de fungdes a misturas de distribui¢des gaussianas dentro de um enfoque bayesiano para
estimagdo de curvas, tanto em modelos univariados quanto em modelos parcialmente lineares.
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Abstract

This work is about the estimation of semiparametric models when assuming that the noise follows a Gaussian
scale mixture. Such distributions are particularly interesting since any continuous symmetric distribution
may be represented as a Gaussian scale mixture. Examples are the Student t, double exponential and stable
distributions. They are particularly useful in the presence of extreme values and outliers since these are
heavy tailed distributions. Together with the EM algorithm, we show that, by using suitably chosen function
basis, such as B-splines or wavelets, we get a powerful tool for curve estimation in regression and time series
problems, both under the presence of extreme values and without the need of any parametric assumption
about the functional form of the target function. One can relate it to other robust estimation methods and
switch between them by just adjusting the residuals weighting and hence unify several methodologies in one
computational technique. Such techniques were applied to univariate models with unknown mean function, to
partially linear models and mixed models. Moreover, (i) we show that, when applied to linear autorregressive
time series, this method results in consistent estimates, and (ii) we show how to combine functions basis to
Gaussian scale mixtures inside a bayesian framework in order to get curve estimates to univariate regression
models with unknown mean function and partially linear models.
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Introducao

Este trabalho € sobre a estimagdo de curvas (fungdo média) em modelos de regressao e de séries temporais na
presenca de uma classe especifica de ruido distribuido de acordo com uma mistura na escala de distribui¢des
gaussianas. Tal classe tem as propriedades de englobar todas as distribui¢des continuas simétricas e “robus-
tificar” o modelo (dado que muitas destas distribui¢des tém caudas pesadas). Dado que a estrutura funcional
de tais curvas ndo é conhecida a priori, necessitamos de meios para aproximd-las. Embora muito do que se
dird mais adiante seja aplicdvel a diversos meios de aproximagdo, tais como ondaletas ou séries de Fourier,
daremos especial aten¢do ao uso de splines. Logo, a principal contribui¢do desta tese estd em uma série de
algoritmos para estimar curvas em modelos semiparamétricos de regressao e séries temporais (incluindo mo-
delos parcialmente lineares e modelos mistos), sem, portanto, a necessidade de uma estruturag@o funcional
a priori da fung@o alvo. Além disso, demonstramos consisténcia para a classe de algoritmos considerada
quando restritos a séries temporais lineares autorregressivas e como adaptar tais algoritmos dentro de um
enfoque bayesiano, especialmente no caso de modelos semiparamétricos univariados e parcialmente lineares.

Os dois primeiros capitulos sdo uma introdugdo as misturas de normais através da escala e das princi-
pais ferramentas utilizadas neste trabalho, como splines e o algoritmo EM. No capitulo 3 falamos sobre o
uso destas distribui¢des em modelos lineares de regressao e de séries temporais e apresentamos resultados
de consisténcia no caso de séries temporais e estendemos a teoria no caso de regressdo para modelos pena-
lizados. No capitulo 4, desenvolvemos o algoritmo sugerido para modelos de regressdo semiparamétrico e
como calcular intervalos e bandas de confianga usando bootstrap e estendemos a teoria para modelos parcial-
mente lineares. O capitulo 5 é equivalente ao anterior, porém trata de dados de séries temporais. O capitulo 6
concentra-se na andlise bayesiana destes modelos e utiliza basicamente o algoritmo de Gibbs para inferéncia
dos mesmos. Portanto, apresentamos neste capitulo a derivagao deste algoritmo aplicado a este modelo e,
embora utilizemos principalmente splines, mostramos como poderiamos aplicar mistura de normais através
da escala e ondaletas sob a perspectiva bayesiana. Em todos estes capitulos (4,5 e 6) realizamos diversos
estudos de simulagdo para demonstrar a efetividade da técnica. O capitulo seguinte € uma breve nota sobre a
utilizagdo de modelos mistos dado que o ruido e/ou a componente aleatdria pertence a classe de distribui¢oes
considerada aqui. Finalmente, concluimos com uma breve aplicagao utilizando dados reais.
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Capitulo 1

Mistura na Escala de Distribuicoes
Gaussianas

1.1 Introducao

Dizemos que a varidvel aleatéria X segue uma distribui¢do definida pela mistura de gaussianas através do
parametro de escala se ela puder ser escrita na forma

X =2/Jo

onde Z ~ N(0,1) e o é uma varidvel aleatéria qualquer (continua ou discreta) assumindo valores em (0, 00).
No caso em que o segue uma distribui¢do continua, sua fun¢do densidade de probabilidade h, a qual pode ser
expressa analiticamente ou ndo, é chamada de densidade de mistura. Distribui¢des deste tipo sdo de interesse
prético, pois, englobam quaisquer distribui¢des continuas, unimodais e simétricas, veja [36]. Além disso,
sabe-se que a forma geral das fun¢Ges densidades de tais distribuigdes € dada por

p(z) = /oo o 2¢(c'?z)h(0)do (1.1)
0

para € R. Ou, de modo mais geral,
o0
plz) = / o 2¢(c*?z)dH (o). (1.2)
0

Em alguns casos, pode ser mais conveniente considerar a seguinte generalizagdo de (1.1)

0= | s57° () 41

onde —c0 < = < 00, ¥ é uma fungdo positiva e definida no intervalo (0,00), ¢ ¢ uma constante e ¢ € a
densidade associada a distribui¢éo normal padrdo. De fato, essa notagao permite que incorporemos parametros
associados exclusivamente a h em 1 de modo a tornar o processo de estimag@o dos pardmetros de interesse

3



4 CAPITULO 1. MISTURA NA ESCALA DE DISTRIBUICOES GAUSSIANAS

mais simples. As constantes c e § sdo, respectivamente, os pardmetros de localiza¢@o e de escala do modelo.
Note que para (1.1), () = o~'/2. E facil ver (lema 1.1.2) que p é a densidade da varidvel aleatéria
X =1(8)Z,onde Z ~ N(c,6?) e S > 0, com funcio distribui¢io H, sdo varidveis aleatérias independentes.
Em particular, se a distribui¢do H admitir uma densidade A, entdo, p pode ser escrita na forma

o= [t (3 o

Indicaremos que a densidade de X ¢ dada por (1.3) através da notagdo X ~ SMp(c, §;1), onde § é o vetor

de pardmetros associados a h. No caso particular em que ¥ (o) = o—1/2, denotaremos simplesmente por
X ~ SMy(c, ).

Olema 1.1.1 generaliza um resultado em [5] que mostra como determinar a densidade A em (1.3) quando
c=0.

Lema 1.1.1. Suponha que a fungdo 1) seja invertivel e defina

Y=y [zbl—l )] (@)
Entao, se

o lim, ,o9(c) =0;

o lim, . ¥ (0) = 0o

a fungdo g(z) = p(\/z) é a transformada de Laplace de C. Por outro lado, se
o lim,_,g9(0) = ooy
o lim, o, ¥(0) =0;

entdo, g(z) é transformada de Laplace de —C.

Demonstragdo. Segue imediatamente da mudanca de varidveis s = W na expressao (1.3). O

Consequentemente, para determinar h basta aplicar a transformada inversa de Laplace em g. No caso
particular em que ¥ (o) = o1, g(x) é a transformada de Laplace de

() = —=h(Vs).

O lema abaixo indica um modo de se obter varidveis aleatérias com densidades da forma (1.3). E inte-
ressante também notar que o lema abaixo permite estender a teoria para outras misturas na escala além da
distribui¢@o gaussiana.



I.1. INTRODUCAO 5

Lema 1.1.2. Se X = 9(S)Z, onde S e Z sao varidveis aleatdrias independentes com S > 0, S ~ h e} uma
fungao positiva, entdo a densidade de X pode ser escrita na forma

/ 5¢ @ (M( )>h(0)do (1.4)

=11 5)

Por outro lado, se a densidade de X é dada por (1.4) e se h é uma funcdo densidade de probabilidade, entdo,
X é igual, em distribuicdo, a ¥(S)Z, onde S ~ h e Z ~ f sdo independentes.

onde a densidade de Z é tal que

Demonstragdo. Sejaz € R, entdo,

P[X < z]=P[y(S)Z < z

z /(o)
/ / p(z,0)dzdo
z /(o)
:/ / p(z)h(o)dzdo
@ /(o) 1
/ / (s)dzda

Logo, fazendo a mudanca de varidveis 2’ = z1(o), temos que
g ¢ q

PIX < 1] = // &M) (&b( ))h(a)dzda.

Em particular, se Z ~ N (0, 52), ese X = ¥(S5)Z, entdo,
9= [ 55 () 1)t

Para modelar e simular varidveis seguindo uma mistura na escala, ie, com fungéo densidade de probabili-
dade dada por (1.3), podemos usar o fato de que, se

onde ¢ é a densidade da normal padr@o.

X|o ~N (0,6%%(0)?),

o~ h.

(1.5)

entdo, a densidade marginal de X é exatamente aquela dada por (1.3). No caso particular em que ¥(o) =
o~ 1/2, a0 invés da varidncia, a varidvel aleatéria o representa a precisdo de X |o.

Abaixo listamos alguns exemplos de distribui¢des que podem ser representadas como misturas na escala
de gaussianas.



CAPITULO 1. MISTURA NA ESCALA DE DISTRIB UICOES GAUSSIANAS

Exemplo 1.1.1 (Distribuicao t de Student). A distribui¢cdo t com v graus de liberdade e parametro
de escala 6, cuja densidade é dada por

_ntl
2

N vil T\ 2
alfenl = r(z-(ﬁ()%) =]

pode ser representada na forma (1.3), pois, se X ~ t,(0,0), entdo, vale a igualdade (em
distribuido) X = V=27, onde Z ~ N(0,62) e V ~ T (%,%). Ou seja, a densidade de
X pode ser representada por (1.3), onde h é densidade associada a distribui¢do gama, T (%, %)
Neste caso, (o) = %

Um caso particular de interesse, por ser uma distribui¢do com varidncia infinita, é a distribuicéo
de Cauchy, a qual obtemos tomando v = 1. A distribui¢cdo de Cauchy também é um caso par-
ticular das distribuigées estdveis descritas no proximo exemplo. Neste caso, h é a densidade

. 11
associadaaT (2, 2). O

Exemplo 1.1.2 (Distribuicdes estaveis). No caso das distribui¢des estdveis com indice de es-
tabilidade satisfazendo 1 < « < 2, a representagdo (1.3) vale tomando h(c) = g(o~2), onde
g € a densidade de uma varidvel aleatdria estdvel com indice de estabilidade «/2. Este fato é
consequéncia direta do teorema 1.1.3, cuja demonstracdo pode ser vista em [32].

Teorema 1.1.3. Sejam Z ~ S,/(0,0,0) com 0 < a < o < 2 e A uma varidvel aleatéria
estdvel com indice de estabilidade o /o totalmente assimétrica a direita (ie, com 3 = 1) e com
transformada de Laplace

_ _~alad
Ee 4 =% 5 >0,

isto é, A ~ Sy /o ((cos %‘,)“’/ e, O). Assuma também que Z e A sdo independentes. Entdo,

X = AYY Z ~ 5,(0,0,0).

De fato, dado X ~ S4(),0,0) e tomando o' = 2 e 0 = )\, existem varidveis aleatorias
Z ~ N(0,2)?) (ie, Z ~ S3(),0,0)) e A ~ Sa/2 ((cos %)“'/2, 1, 0) positiva tais que

X=A"7Z
Ora, entdo pelo lema 1.1.2, a densidade de X pode ser escrita na forma
(oo}
p(z) = / o Y2¢(6 %) h(o)do
0

onde h € a densidade de A.



1.1. INTRODUCAO

Convém lembrar que, em geral, a forma funcional das densidades associadas as distribuigcdes
estdveis ndo tém uma representagdo analitica fechada. No entanto, para gerar amostras pseudo-
aleatdrias a partir de uma distribuigao estdvel X ~ Su(1,(,0), podemos usar o método de
Chambers-Mallows-Stuck (CMS), [10], de acordo com o qual, se

™
V~U (—5, 5) e W ~ Exp(1),
entdo,
sen(a(V + Bag))  cos(V —a(V + Bag)) (1=a)/a
X =8ap % o X
cos(V) W
onde
arctg (ﬂ tg %) o o am\1/(2a)
Ba,ﬁ:——esaﬁ:(l-l-’}’ tg —) :
ot
com vy definido de tal modo que
Ty T
2 _a“rg(l iBtg— )
segue a distribui¢do desejada. O

Exemplo 1.1.3 (Distribuicio exponencial dupla). As distribuicées da familia poténcia-exponencial’
sdo aquelas cujas fungdes densidades podem ser escritas na forma

p(z) = kexp(—|z|’), —co<z<oo, 1<b<2.

Elas tém como caso particular, para b = 1, a distribuicdo de Laplace (ou exponencial dupla) que
nos é de interesse, pois, utilizd-la equivale, como veremos, a estimar os pardmetros dos modelos
estudados através da minimiza¢do da norma L. A densidade de mistura é, entdo, dada por

1 1
h(o) = 502 exp (—%> .

0
Exemplo 1.1.4 (Distribuicao logistica). A densidade da distribui¢do logistica é dada por
exp(—z)
(1 + exp(—2)]?
e, neste caso, a densidade de mistura é igual a
[o.e]
h(o) =Y (1) kexp(—ka'/?).
k=1
0

! Exponential Power Family
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Exemplo 1.1.5 (Distribuicao normal contaminada). A distribuicdo normal contaminada é de-
finida por

1
) = (1- W) +en (0,5;)
e a densidade de mistura é dada por

1-¢&, seo=1,

0, caso contrdrio

Note que, diferentemente dos demais exemplos, a distribuicdo de mistura é agora discreta. Como
veremos mais adiante, a distribuicd@o acima pode ser generalizada de modo a aceitar mais de
uma fonte de contaminagao. O

1.2 Propriedades das Distribuicoes Definidas pela Mistura na Escala de Gaus-
sianas

Nas propriedades que se seguem,

po)= [ (wﬂzo)) aH(o), (o

onde H € a fun¢@o distribuigéo de probabilidade associada a o (podendo ou ndo ser absolutamente continua).

A proposicio abaixo garante que a densidade p é estritamente quase-convexa® e uma caracterfstica inte-

ressante de fungGes estritamente quase convexas é que, assim como para fungdes estritamente convexas, caso
estas fungdes admitam um ponto de minimo, este ponto € tnico.

Proposicdo 1.2.1. A densidade p é estritamente quase-céncava. Ou seja, para todo X € (0,1), p(Az + (1 —
A)y) > min{p(z), p(y)}-

~ ~ 2 P > A ~
Demonstragdo. De fato, como a fungio exp {—w”w} € estritamente quase-concava, entio,

oo L) o5} (-]

?Uma fungdo f(z) é quase convexa se, para todo A € (0, 1) e para todos z,y € R, f(Az + (1 — A)y) > min{f(z), f(¥)}.
Se f(Az + (1 — A)y) > min{f(z), f(y)}, para todo A € (0,1) e para todos z,y € R, entdo, dizemos que f ¢é estritamente
quase-convexa.




1.3. O USO DE MISTURAS ATRAVES DA ESCALA NA PRATICA 9

e pela continuidade da func@o exponencial e pelo fato dela ser positiva, segue que

PO+ (1 — N)g) = /°° Ml qb(Ax *(-515)1(—)»@/) 4H (o)

>mm{/ e (cwa)) 2| 5 < (>>dH(”)}

= min{p(z), p(y)}.

Em particular, segue do fato acima que — log p(x) € estritamente quase-convexa. O

Propriedade 1.2.1. A densidade p(z) é finita em © = 0 se, e somente se, £ ﬁa) < 0.

Demonstragdo. Segue imediatamente do fato que p(0) = ———ZE @) O

Propriedade 1.2.2. Se X ~ p, entdo,
i. para0 < |X| < oo, a distribui¢do condicional de o dado X existe;

ii. para X =0, a distribui¢do condicional de o dado X existe se, e somente se, E ﬁ < oQ.

Demonstracdo. O item [i] segue imediatamente da expressdo da distribui¢do conjuntade o e X,
I ¢ (5% ) dH (@)

I5° 759 (35 4t ()

J4 o item [ii] segue imediatamente da combinag@o da expressdo acima com a propriedade anterior. O

H(oo|X) =

1.3 O Uso de Misturas Através da Escala na Pratica

Nesta se¢do pretendemos justificar o uso de misturas de distribuigdes gaussianas através do pardmetro de
escala em modelos de regressdo e de séries temporais através de exemplos praticos.

1.3.1 Robustez

O uso de misturas na escala justifica-se principalmente como um meio de tornar os modelos estatisticos mais
robustos, ou seja, menos sensiveis a outliers e a valores extremos do que ocorre ao se assumir explicita
ou implicitamente (minimos quadrados) um ruido gaussiano. De fato, pode-se observar esta propriedade a
partir da figura 1.1, onde ilustramos algumas fungdes critérios, p(z) = — log p(x), obtidas ao assumir o ruido
distribuido de acordo com uma mistura na escala. Note como algumas func¢Ges critério normalmente utilizadas
em modelos robustos tais como o critério L' (distribuigdo de Laplace) ou fungdo de Huber (distribuigo
logistica) surgem naturalmente. Como veremos, o enfoque na verossimilhanga aqui adotado permite o uso
de técnicas proprias a estimadores de maxima verossimilhanga, como o algoritmo EM, proporcionando um
modo “universal” ou unificado de se estimar os pardmetros do modelo sob diferentes perspectivas (fungdes
critério).



10 CAPITULO 1. MISTURA NA ESCALA DE DISTRIBUICOES GAUSSIANAS

Distribuicao Normal

Crmano
0 w0

Distribuicao Normal Cortaminada

Distribuicao t de Student

Crtwio

Distribuicao ds Laplace

Citono
0

Distribuicao Logistica

Crwio

Figura 1.1: Fungdes critério associadas a algumas misturas na escala.

1.3.2 Aplicacoes

Para aplica¢des em financas de distribui¢es pertencentes a classe das misturas de normais através da escala,
veja [26], [27] para o uso da distribui¢@o ¢ de Student em modelos de volatilidade estocastica e [33] e [34], ou
mais recentemente, o artigo [11] que trata da inferéncia via simulagdo de modelos generalizados de volatili-
dade estocdstica definida por uma t de Student. Para o uso da distribui¢do ¢ de Student em séries temporais do
tipo GARCH, veja [6]. Veja também [29] para exemplos onde o uso da distribui¢do ¢ de Student resulta em
um ajuste melhor do que o uso da distribui¢éio gaussiana.

Além de financas, tem havido muito interesse em distribui¢des com caudas pesadas, especialmente aquelas
pertencentes a classe das distribuicdes estdveis, na drea de processamento de sinais. Para aplicagdes neste
sentido, veja [31] e para aplicagdes no campo de processamento de sinais de audio e fala (com aplicagdes, por
exemplo, em comunicagdo sem fio e sonares), para os quais existem justificativas fisicas para a ocorréncia de
distribui¢cbes com caudas pesadas, veja [22], [20], [19], [21], nos quais utiliza-se principalmente o algoritmo
de Gibbs para tratar sinais com ruido distribuido de acordo com uma distribui¢ao estdvel.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Splines

2.1.1 Introducao

Seja (Tl)i:} uma seqiiéncia estritamente crescente de pontos e seja k € Z,.. Uma fungdo f € um polinémio
por partes de ordem k se existir uma seqiiéncia P,...,P; de polindmios de ordem k tal que

f(z) = Pi(z), se i < & < Tit1,

parai = 1,...,I. Os pontos 7; sdo chamados de pontos de quebra ou nés de f. Evidentemente, podemos
sempre assumir que f estd definida em toda a reta real, R, definindo

Pi(z); sex<n
Pi(z), sex > Ty

f(z) =

Dizemos que duas fungdes polinomiais concordam entre si se elas sio compostas das mesmas componentes
polinomiais e dos mesmos pontos de quebra.

O espago de todas fungdes polindmiais de ordem k e com pontos de quebra T = (frl)f__ri é denotado por
Py, . Note que Py, - € um espago vetorial de dimensdo kl. Note também que o espago Py » contém fungdes
descontinuas em T jd que ndo se impds nenhuma condig@o sobre a continuidade de seus elementos nos pontos
de quebra. Uma consegiiéncia disso é a possibilidade de se obter interpolagdes, ou estimativas, descontinuas.
Além da continuidade, pode ser desejdvel que algumas das primeiras derivadas da fungdo interpolante, ou
estimada, sejam continuas. Para tanto, consideramos um subconjunto de PP , denotado por Py ., onde

v = (vg,..., ) representa o nimero de derivadas continuas que f deve ter nos pontos de quebra 7, ..., 7.

Como pode-se ver abaixo, Py, ., € um subespaco de P, - cuja dimenséo € kl — 2222 v;. Com efeito, isto
segue do fato que o conjunto de poténcias truncadas € uma base de P - ...

11
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2.1.2 B-Splines
Em resumo, as propriedades gerais de um B-spline, B, de ordem ¢ sdo dadas por:

e B consiste de ¢ + 1 componentes polinomiais, cada uma delas de grau g;

e as componentes polinomiais se unem em ¢ nds internos;

nos pontos de juncio, as derivadas de ordem até ¢ — 1 s@o continuas;

o B-spline € positivo no intervalo entre os nés extremos que o define e zero fora deste intervalo;

exceto nas fronteiras, B sobrepde-se com 2¢ componentes polinomiais de seus B-splines vizinhos;

em um dado ponto z, ¢ + 1 B-splines s@o ndo-nulos (positivos);

As propriedades acima justificam a popularidade dos B-splines na aproximagdo de func¢des. Caracteristicas
tais como a compacidade das componentes do B-spline ou o fato dos mesmos serem compostos de partes
polinomiais simplificam em muito a sua andlise e implementagao.

A seguir, apresentamos, em mais detalhes, defini¢des e propriedades relativas aos B-splines.

Definicao 2.1.1. Seja T = (7;) uma seqiiéncia ndo-decrescente de nés. A i-ésima B-spline normalizada de
ordem k para a seqiiéncia de nos 7, denotada por B; i -, € definida por

Bip (%) = (Tigk — )75, ooy Tirk] (r — @)
para todo x € R.

Na definigdo acima, |71, ..., 7] f(+) representa a k-ésima diferenga dividida aplicada na funcdo f, veja
[12] para mais detalhes.

Em geral, quando k e T sdo facilmente inferidos do contexto, a B-spline B; j, ~ € simplesmente denotada
por B;. Note que o operador de diferencga dividida de ordem k na defini¢do de B; opera sobre 7.

Uma caracteristica fundamental das B-splines € o fato delas terem suporte compacto. De fato, se B; é uma
B-spline, entdao B; satisfaz:

1. B1(IE) =0,paraz € [Ti,Ti+k]C;
ii. Bi(z)> 0, paraz € (74, Titk)-

Definicao 2.1.2. Uma fungio spline de ordem k com nés em 7 € qualquer combinagao linear de B-splines de
ordem k para a seqiiéncia de nds T. A colegdo de todas estas fungdes é denotada por Sy, -, ie,

Sk,-,- = {Z aiBi,k,.,. oy € R} .
i

O teorema abaixo caracteriza o espago de fungdes spline Sy, - em termos do espago P ..
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Teorema 2.1.1. Dada uma segiiéncia estritamente crescente § = (fi)lf"1 e uma seqiiéncia de inteiros ndao
negativos v = (z/i)lz, comv; < k, para todo i, defina

l l
n=k+> (k—wv)=kl—) v;i=dimPs,,.

=2 =2

SejaT = (Ti)"f‘Hc uma seqiiéncia ndo decrescente satisfazendo

i. parai=2,...,1, o niimero & ocorre k — v; vezes em T;

i < S <&1edip1 < T <o < Tigke

Entdo, a seqiiéncia By, ..., By, de B-splines de ordem k para a seqiiéncia de nds é uma base para o espago de
fungdes Py, -, quando restritas ao intervalo [Ty Tnt1]. Ou seja

Sk,‘r = IP]C,T,I/’

em [Tk, Tnt1)-

Note que o teorema deixa em aberto a escolha dos k primeiros e k dltimos nés. Como colocado por de
Boor em [12], uma escolha conveniente é

T1=..=Tk =8 €Tnt1 = ... = Tntk = §i41

0 que permite incluir estes nés no mesmo padrdo que os demais definindo-se v1 = vj4; = 0. Ou seja,
nenhuma condig¢do de continuidade é imposta para os pontos extremos &; e &1 do intervalo de interesse.

2.1.3 P-Splines

Na prética, os coeficientes da aproximacao de uma determinada funcdo f em termos dos elementos de uma
base de B-splines sdo desconhecidos e devem ser determinados de algum modo. A primeira alternativa a se
considerar é via minimos quadrados ordindrios, ou seja, dados os pontos amostrais (vy¢, z¢), parat = 1,..., T,
consideramos os coeficientes @y, ..., @7 que minimizam a fung@o objetiva

2
T n

S = Z Yt — Zaij(act)
t=1 j=1

O problema da aproximag#o acima é que, para um nimero relativamente grande de nés, a curva estimada

FO) =) aB;()
j=1
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pode apresentar uma varidncia muito grande, a depender da disposi¢do dos dados. Um meio de reduzir a
variabilidade da estimativa € impor algum tipo de penalizag@o, levando assim a fungio objetiva

T n 2

S=Y Su— a;Bj(x)y +M(a).
t=1 j=1

O mais usual é considerar, como veremos mais abaixo, J = f [f” ]2, porém, no contexto atual, onde buscamos
aproximar f através de func¢Ges base, o equivalente a esta penaliza¢do seria assumir

2

J(a) :/ Za,jB;-'(:v) dz

, de modo que
2
n

T n
S= Sy~ a;Bjz) +>\/ > a;Bj(z) p dr.
Jj=1

t=1 j=1

Observamos que ndo hd nada de especial na escolha pela segunda derivada, de modo que, qualquer outra
ordem de derivagdo poderia ser igualmente usada. De modo geral, o uso da primeira derivada leva a equagdes
simples e a estimativas lineares por partes, enquanto que derivadas de maior ordem levam a estimativas mais
suaves, porém, matematicamente mais complexas. Para o cdlculo da integral na expressdo, observamos que,
no caso em que 0s pontos 1, ..., Tr sdo igualmente espacados com espacamento h e em que as fungoes base
{Bj} sdo B-splines, as segundas derivadas podem ser obtidas através da expressdo

h? Z a; B} (z; k) = Z A%a;Bj(z; k — 2)
J J

onde Azaj = AAaj =a; — 2(I,j_1 +aj—2, veja [12].

Uma alternativa as penalizacdes usando derivadas € considerar, como proposto em [16], as diferengas
finitas dos coeficientes de B-splines adjacentes:

2
T n n
S=Y Su—Y aBjlm)p +X > (M) @.1)
t=1 j=1 j=d+1

A penalizacdo via operadores de diferenca € uma boa aproximagao discreta da integral do quadrado da k-ésima
derivada da aproximagdo da funcéo alvo via B-splines. O uso conjugado de B-splines e penalizagdes como
em (2.1) é conhecido como P-splines'. Uma vantagem do uso de P-splines é que, relativamente i penalizagio
diretamente através uso das derivadas dos B-splines, € muito facil construir um procedimento automético de
estimacdo dos coeficientes ay, ..., ar através da minimizacao da fungdo objetiva S.

'aqui P é para indicar o termo penalization
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2.1.4 Smoothing Splines

Diferentemente dos suavizadores sugeridos acima (B-splines e P-splines), este suavizador ndo € definido
explicitamente em termos de fungdes base. Ao contrério, ele surge como o resultado de um problema de
otimizagdo: entre todas as fungdes f(x) pertencentes ao espago Sza,b] de fungées definidas no intervalo
[a,b], com as duas primeiras derivadas continuas e com f" integrdvel, ache aquela que minimiza a soma
residual dos quadrados penalizada:

T b
L(f)= Z(yi — flz)? + ,\/ [f” ()] ?dt. (2.2)
i=1 a

O pardmetro A, conhecido por pardmetro de suaviza¢do é uma constante fixada. Quanto a solugdo do pro-
blema acima, pode-se mostrar que a solugd@o existe, € tinica e € dada por um spline cibico natural com nds nos
valores tinicos de x;. Observamos ainda que a fungfo de penalizagdo A f:[ f"(t)]?dt age diretamente sobre a
suavidade da funcédo estimada e penaliza fun¢des com curvatura muito acentuada em diversos pontos, suavi-
zando, deste modo, a estimativa final da funcéo alvo f. Mais ainda, sabe-se que, no extremo, quando A — oo,
o termo de penalizagio domina forgando a que f” = 0 e, conseqiientemente, a que a fungio que resolve o
problema de otimizagdo sugerido seja a reta de minimos quadrados. Por outro lado, quando A — 0, o termo
de penalizacdo perde importancia e a solugdo tende a uma fungo duas vezes diferencidvel e que interpole os
dados. Finalmente, observamos que a solu¢io de um problema de otimizagao analogo ao sugerido acima, mas
com fun¢ao objetiva dada por

T b
£U) = et~ f@)P 2 [ (0P, 23)
=1 a

onde (wy, ...,wr)" é um vetor de ponderagdes, também é um spline cibico natural.

Para refer€ncia futura, enunciamos as seguintes proposi¢des nos quais o primeiro afirma que um conjunto
arbitrario de pontos pode ser interpolado de modo tinico, enquanto que o segundo garante a unicidade dentro
do espago gerado por splines cibicos,

Proposicao 2.1.1. Se T' > 2, entdo, dados quaisquer zi, ..., zr, existe um tinico spline ciibico natural s com
nésemxy < ... < xr tal que s(xy) = 2y, parat = 1,...,T.

Proposicao 2.1.2. Suponha que T' > 2 e que s é um spline ciibico interpolando os valores zi, ..., 2T nos
pontos 1, ..., T, 0s quais satisfazem 0 < 1 < ... < zp < b. Seja g qualquer fungdo em Ssa,b] para a
qual g(z¢) = 2y, parat = 1,...,T. Entdo, [[g")*> > [[s"]? com igualdade apenas se g = s.

Em particular, segue das proposi¢des acima o resultado que garante que a solugdo do problema de otimizagao
proposto acima é um spline ctibico natural.

Teorema 2.1.2. Sejam T' > 3 e xy, ...,z pontos satisfazendo a < z; < ... < zp < b. Entdo, dadas as
observagdes y1, ..., yr e um par@metro de suavizagdo \ estritamente positivo, para toda g € Sa|a,b], existe
um spline ciibico natural s tal que L(s) < L(g), com igualdade apenas se g = s.

Para mais detalhes com relag@o a smoothing-splines e aos resultados acima, sugerimos o livro [24].
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2.2 O Algoritmo EM

O algoritmo EM € um método iterativo de se obter estimadores de méaxima verossimilhanca em situagoes
nas quais os métodos usuais de maximizag@o sdo dificeis de se aplicar. Originalmente, o algoritmo EM foi
concebido como um meio de se maximizar distribuicdes a posteriori, veja [13]. O algoritmo EM consiste
em aumentar os dados efetivamente observados, y utilizando varidveis latentes (ou ndo observadas) X para
estimar o vetor de parAmetros, 6, através dos passos:

1. esperanca — passo E: célculo da esperanca da log-verossimilhanga da varidvel latente dadas as varidveis
observadas e os parametros do modelo, ie,

Q(816™) = E{log g.(z|0)]y, 6%}

onde g, é a densidade do conjunto completo de observagdes e ) é o vetor de pardmetros estimado no
p-€simo estdgio do algoritmo;

2. maximizaciio — passo M: escolher §*+1) de modo a maximizar Q(6|0®)).

Suponha que z € X seja observado apenas parcialmente através da varidvel y € ), ie, y = y(x).
Em outros termos, z corresponde aos dados completos, enquanto que y aos dados efetivamente observados,
embora incompletos. Seja g.(z|@) a densidade de X associada ao pardmetro . Entdo, a densidade dos dados
incompletos é dada, conseqiientemente, por

a(ylo) = /X f(l6)de.

O algoritmo EM consiste em determinar iterativamente o pardmetro 8* que maximiza a log-verossimilhanca
L(#) = log g(y|#) dado um vetor de observagdes y. Como descrito acima, o algoritmo EM divide-se basica-
mente em duas etapas: a etapa da esperanca (E) e a etapa da maximizag@o (M). A esperanga no passo (E) €
com relagdo a densidade condicional de X dado Y = y e 6 denotada por

_ ge(@]0)
—g(ylo)

Em particular, note que a log-verossimilhanga L(6) pode ser escrita na forma

k(zly,0)

L(6) = log gc(x|0) — log k(zly, 6) 0.4)
= Lc(6) —log k(zly, 0),
onde L.(6) = log g.(z|f), e que
Q(616") = L(6) + E{log k(zy,0)[y,0'} = L(6) + H(8]¢'), (2.5)

onde H(0|0') = E{logk(zl|y,8)|y,0'}. Finalmente, os passos (E) e (M) do algoritmo sdo repetidos alterna-
damente até que a diferenga L(6(P*+1)) — L(#(P)) seja suficientemente pequena.
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Monotonicidade do Algoritmo EM

As estimativas obtidas a cada ciclo completo do algoritmo EM satisfazem a desigualdade:

LO®HDY > L(g*) (2.6)
para todo k = 0,1,2,... Ou seja, se a log-verossimilhanca L(f) admitir um limitante superior, entéo, a
seqiiéncia {L(0(*))} é convergente.

Agora, note que, da identidade (2.5), vale a igualdade

log L(O®D) — log L(OW) = {Q(o*+D]9*R)) — Q(8*)|9*))}
— {H(e%+D)|g®)y — H(0®)|6*))}
e que, por defini¢do, Q(8*+1|9(*)) > Q(6*)|9(*)). Logo, para demonstrar a desigualdade (2.6), basta checar

a desigualdade H (0*+1)]9%)) < H(0®)|9(¥)), 0 que ndo é muito dificil, pois, ela segue imediatemente da
desigualdade de Jensen e da concavidade da fungdo logaritmica.

2.2.1 O Algoritmo EM Generalizado

O algoritmo EM generalizado enfraquece a exigéncia da maximizagio de () no sentido de que ele pede apenas
que
Q(g(k+1)[9(k)) > Q(g(k‘)[g(k))_

Note que pela argumentagéo acima, esta desigualdade € suficiente para garantir a monotonicidade do algoritmo
EM generalizado.

2.2.2 A Taxa de Convergéncia do Algoritmo EM

O algoritmo EM implicitamente define uma aplicagdo 8 — M (0) do espago paramétrico sobre ele mesmo tal
que 0%+ = Ar(0™*)), para k = 1,2, .... Além disso, se a seqiiéncia 0%) converge para 0* e M é continua,
entdo, M (6*) = 6*. Consequentemente, expandindo M em uma série de Taylor ao redor de 8, temos

o*+D) _ g* = DM (6™ — 6*) + O(||o® — 6*||?),

onde

[ 0M;(6)
DM_( 90 )

¢ a matriz Jacobiana para M(0) = (M;(0), ..., M4(0))’ calculada em @ = 6*. A taxa de convergéncia €
entdo definida por

6=6*

(k) _ g*
o i M09 — 07|
k=00 ||g(k)_g*”

bl

de modo que a taxa de convergéncia do algoritmo EM é o maior autovalor de DM (6%).



18 CAPITULO 2. PRELIMINARES

2.2.3 O Algoritmo EM Penalizado — EMP

Em determinados casos, o estimador de maxima verossimilhanca usual pode n@o ser o mais adequado. Por
exemplo, caso tenhamos alguma informag@o a priori a respeito de 6, entdo o estimador de maxima verossimilhanga
a posteriori pode ser visto como um problema de méxima verossimilhanga penalizada. Um outro caso é
quando necessitamos impor algum ajuste que pode ser representado na forma de uma penalizagdo sobre os
pardmetros do modelo como, por exemplo, no caso de smoothing-splines ou de ridge regression quando a
matriz X'X € quase singular. O algoritmo EM penalizado que descreveremos agora estende o algoritmo EM
usual e foi introduzido em [23].

O algoritmo EM penalizado difere do algoritmo EM, pois, ele consiste em resolver o problema de encon-
trar o vetor de pardmetros @ que maximiza

L(6) — AJ(6)

ao invés de pura e simplesmente L(6). Na pratica, apenas o passo M sofre alguma alterag@o, enquanto que o
passo E permanece exatamente o mesmo:

passo E: calcular a esperanca
Q616™)) = Epu {log ge(<16)ly, 6P},

enquanto que, o passo M fica dado por

passo M: maximizar
S(016™) = Q(816™®)) — \J(0),

onde J(f) € a fungdo de penalizagdo associada ao modelo e A um pardmetro de penalizagdo. Em problemas
regulares, o passo M € realizado resolvendo-se a equagio

8 8
— (k)y — A\— -
55Q0016%) — \=27(6) =0. Q@7

Assim como o algoritmo EM usual, o algoritmo EMP define uma aplicagio do espago paramétrico nele mesmo
denotada por M tal que 8*+1) = pf (0(]‘)) e, de novo, assim como para o algoritmo EM, a taxa de con-
vergéncia do algoritmo EMP ¢ obtida através da matriz DM (8*), a qual é dada por

DM(6*) = (B+C — \K)~'C, (2.8)

onde C = —D?H(6*|6*), B = —C — D*Q(0*|6*) e K = D?J(0*) e onde D? representa a segunda
derivada (Hessiana de H) com relagdo ao primeiro pardmetro e D? a segunda derivada de J.

O Método One-Step-Late (OSL)

Green ([23]) sugere o algoritmo One-Step-Late (OSL) como meio de estimacdo de 6. O método é uma simples
variag@o do algoritmo EM, sendo que a Unica diferenga ocorre no passo M do algoritmo e consiste, no passo
k + 1, em se obter a estimativa (*+1) que resolve a equagio

%wa(’f)) - ,\6—69,](0(’“)) = 0. 2.9)
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A tnica diferenga entre (2.9) e (2.7) € que, em (2.9), as derivadas do termo de penalizagdo sdo calculadas no
valor corrente de €. E importante observar que ambas as equagdes, (2.9) e (2.7), tém os mesmos pontos fixos,
logo, se 0 método OSL converge, o limite € uma estimativa de madxima verossimilhanca penalizada.

O método OSL também define uma aplicagdo do espago paramétrico nele mesmo denotada por N(6).
Neste caso, a matriz que controla o comportamento do método é dada por

DN(8*) = (B + C)"}C — \K), (2.10)

onde B e C sdo como acima.

2.2.4 Informacao Inexistente
A Estatistica Escore

As estatisticas escore para o conjunto de dados completo e incompleto sdo dadas por

S(y:0) = 25108 L(6)
e
Se(x;0) = 2 log Le(6)
00
respectivamente.

As estatisticas escore para dados incompletos e completos estdo relacionadas entre si no sentido que a
estatistica escore para dados incompletos pode ser escrita como o valor esperado da estatistica escore para
dados completos:

S(y; 0) = E{Sc(x;0)ly, 0}

Principio da Informacao Faltante

Considere a matriz de informagao de Fisher dada por

2

0]

I(6;y) =
Sob certas condicdes de regularidade, a matriz de informag@o de Fisher esperada Z(6) ¢ dada por

Z(0) = E{S(y;0)S(y;0)'10}
= —E{1(6;y)I6}-

Analogamente, considere a matriz de informagao de Fisher

2

0
I.(0;x) = ~ 5090

log L¢(8).
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e a matriz de informacéo de Fisher esperada Z(0)
7,(6) = —E{L(6;%)/6}

para o conjunto completo de observacgdes. Segue de (2.4) que a relagdo entre a matriz de informacao de Fisher
para dados incompletos e completos satisfazem a relacao

1(6;y) = I(0;x) + =77 log k(x|y; 6).

o?
0000’

Tomando a esperanca em ambos os lados da express@o acima, temos

Z(6;y) =Zc(6;y) — Im(0;y)

onde
Zc(0;y) = E{I.(6;x)|y, 6}

62

A matriz de informacio Z,,(6;y) é conhecida por matriz de informagdo inexistente®>. Em outras palavras, a
informacao observada € igual a informagdo completa (esperada e condicianada no vetor de observagoes y)
menos a informacao faltante ou ndo-observada. Finalmente, tomando esperangas com relagdo a distribuicdo
de Y, temos que

Z(6) = Zc(0) — E{Zm(0;y)}-

2.2.5 Monte Carlo EM — MCEM

Embora em muitos casos espera-se, no passo E do algoritmo, calcular analiticamente a esperanga Q(6|6"),
isto nem sempre € possivel. Nestes casos, deve-se recorrer a métodos numéricos ou de Monte-Carlo. Nesta
tese sugerimos o uso do segundo método que consiste basicamente em se obter uma amostra pseudo-aleatéria
T, ..., x; da distribui¢do k(z|y, #) e, entdo, maximizar a log-verossimilhanga

Q819" = Zlog[l f)z,2).

Note que o tamanho da amostra sorteada pode variar de passo para passo dentro do algoritmo EM. Como
é sabido, quando j' — oo, a quantidade Q(0|6’) converge quase certamente para Q(6|6") de modo que, no
limite, o método MCEM coincide com o método EM.

*Missing Information Matrix.
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2.3 Convergéncia do Algoritmo EM
Para qualquer valor L, seja
,C(Lo) = {9 eN: L(G) = Lo}.
Teorema 2.3.1. Seja {G(k)} uma instancia de um algoritmo EM generalizado satisfazendo a propriedade

0
—Q(6]6") =10,
89 Q( l ) 6:6(k+1)

Assuma que 9Q(0|¢)/00 seja continua em 0 e ¢. Entdo, 0*) converge para um ponto estaciondrio 6* com
L(0*) = L*, o limite de L(0™)), se uma das seguintes condigées for satisfeita:

i L(L*)={6"};
ii. 0%+ —0W)|| — 0, quando k — oo, e L(L*) ¢ discreto.

Corolério 2.3.2. Suponha que L(0) seja unimodal em Q@ com 6% sendo o tinico ponto estaciondrio e que
0Q(0\¢) /086 seja continuo em 0 e (. Entao, qualquer seqiiéncia EM {6 converge para o iinico maximi-
zador 6* de L(0). Ou seja, {H(k)} converge para o unico estimador de mdxima verossimilhanga de 6.
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Capitulo 3

Modelos Lineares

3.1 O Modelo

Considere o modelo
y = X8 + e, 3.1)

onde B é um vetor de coeficientes, 6 um pardmetro de escala e € € um vetor cujas componentes, €;, $a0
distribuidas de acordo com Z/ o!/2 onde Z é uma v.a. seguindo a distribui¢io normal padrdo e o ~ h. Este
modelo é importante para nds, pois, servird como base para os desenvolvimentos futuros em modelos mais
gerais. No modelo (3.1), o conjunto de pardmetros é formado pelos vetor de coeficientes e pelo pardmetro de
escala, ie, por 6 = (3',4)’.

3.1.1 Estimadores de Maxima Verossimilhanca
Dado que y; ~ SMy((X8)¢,d;%), onde h = h(:|¢), entdo sua fungdo densidade de probabilidade € dada por
0o G2 [ 1/2
pulX) = [ % ( e = XiB) | hlerlQ)dor (62
0

e, portanto, a log-verossimilhanga associada as observagdes (y1, ..., yr)’ € (z1, ..., )", [(B, 6, (), € igual a

1/2

T o, o172
Zlog/o —%— ( % (yt_X/t:B)> h(o¢|C)dos.
=1

onde X, é a t-ésima linha da matriz X. Embora as densidades acima sejam condicionadas no vetores X;, para
reduzir a notago, passaremos a representa-las simplesmente por p(y;), ao invés de p(y:|X¢).

00 01/2 0_1/2
/ —t5_¢ (tT(yt - Xgﬁ)) h(a¢|¢)doy
0

23

Denotando
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por I;(3, 9, ¢), e assumindo que podemos passar o operador de diferenciagdo para dentro da integral, temos
que

0 L 1 * 0’?/2 02/2 )
5000 =3 o [ % | %X ey
(ye — XiB)Xs

T
1
=50 Besclo}u - XiB)X,
t=1

onde E¢ s ¢ € calculada com relagdo a densidade proporcional a

12 [ 172
UtT (tT(yt — Xiﬁ)) h(a¢|C).

W =W(c,§,¢) = diag (Ecs¢{o1}, - Eeseior})

Definindo a matriz

entao, 5 .
3cl(c:€) = X W(c,6,¢)(y — Xe). (3.3)

Para o pardmetro de escala, note que

T
ol 1 1
a ; It(c,é,g‘){ B Ashil
/ B i% i/2(y —-X!8) | % (y — X}B8)%doy pdo
0 5 5 t t 53 t t t t

r I 1
=5+ > Ecsclott 530 - Xi8)°,
t=1

e, portanto,
ol T 1

% = —g + ﬁ(y - XC)II/V(C7 67 C)(y - XC) (34)

De modo andlogo, o gradiente da log-verossimilhanga com relagio a ¢ € dado por

T 1 oo 0.1/2 0_1/2 ) 9
;It(c,a,o/o 5 4’( ; (yt—Xtm) achlod¢)dor.

Logo, ao dividir e multiplicar o integrando da expressdo acima por h(o¢|¢), teremos

0 £ 8
a_Cl(c) 51C) = ;EC,&C {a_c IOg h(0t|C)} @ (35)
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Finalmente, igualando as expressdes (3.3), (3.4) e (3.5) a zero, obtemos as estimativas de ¢, d e ¢, respec-
tivamente. Mais precisamente,

€= <X' (€,8,0)X)'X'W(E,5,Q)y
2= —(y — X@)'W(E,6,¢)(y — X©)

Obviamente, as equagdes resultantes deste procedimento sdo nao-lineares e um procedimento iterativo deve
ser adotado. O problema com este enfoque € que assumimos explicitamente a possibilidade de inverter a ordem
dos operadores de diferenciag@o e de integracdo. Ocorre que, se isso sempre fosse possivel dentro da classe
das distribuigdes obtidas através da mistura de gaussianas na escala, todos os elementos desta classe seriam
diferencidveis com relagio aos pardmetros ¢ e d, o que é falso.! Para superar esta dificuldade, sugerimos o
uso do algoritmo EM como descrito na se¢éo a seguir.

3.1.2 Aplicando o Algoritmo EM

Para aplicar o algoritmo EM, consideramos o1, ..., o como varidveis ndo observdveis e definimos o vetor
completo de varidveis por y. = (y’,o’), onde o = (o1, ...,or)". Dado que, condicionado em o, y segue
uma distribui¢do normal,

log p(yt, 0¢|0) = log p(yi|ot, @) + log h(a:|6)

o1/2 1/2
= log [—¢( 5 (ys — u@,)

onde X; é a t-ésima linha de X. Agora,

0_1/2 0,1/2 1 a —_X'3)2
D | -t - XiB)0 ) = e

+ log h(o¢|0)

\/2—7T5¢(0t)

de modo que

1/2 1/2
1ogh ("5( x;m’ )}

1 ot
=5 log(2m) + 3 IOgUt —logd — 5(;—2(% - X;8)%.

'Um exemplo que quebra a hipétese de diferenciabilidade € a distribui¢do exponencial dupla, a qual pode ser representada como
uma mistura de gaussianas, mas ndo € diferencidvel.
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Logo, ignorando o termo constante —% log(27), temos
1 T
Q(8]6™)) = 3 Z Eg{logot|y:} — T'logé
t=1

T
B % > By {otlye}ye — Xi8)°

t=1

+ ) Egu {log h(o|6)[y:}-
t

A expressdo acima pode ser simplificada, definindo

i
C(6;0W) = By {log(or*h(el0)) e
t=1

como a componente que contém apenas 0s parametros associados a distribuicdo do ruido e

Wr(0%)) = diag (Egw {o1]y1} s .-y Egey {orlyr})

de modo que

T
2_(1;2 Z Egw{olye} (v — fo(ze))* = #(y — XB)Wr(6W)(y — XB)
t=1

Ly — XByWr(6®)(y — XB).

k .pnlk
Q(616") = C(¢;6W) ~ Tlogs — o3

Com relag@o a distribui¢do de o; dado y;, lembramos que

7 0120 (0! - Xi8)) dH ()

Ko(odw) =
T ol (0P - Xi8)) dH (o)

de modo que no caso continuo, a densidade de o; dado y; é dada por

o1 (o1 (v ~ Xi8)) hlrl¢)
I 0" (01" (v = X1B) ) h(o1lC)dor

ke(otly:) =

Estimacio dos Parametros no (& + 1)-ésimo Passo

(3.6)

3.7)

(3.8)

3.9)

Tomando o gradiente de (3.9) com relagdo 3 e com relacéo a § e igualando o resultado a zero, temos que no
(k + 1)-ésimo passo do algoritmo, a estimativa de 3 e §. O resultado deste procedimento pode ser visto no

algoritmo 3.1.1.
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Algoritmo 3.1.1 Resumo do Algoritmo de Estimagao via algoritmo EM para modelos lineares com ruidos distribuidos
de acordo com uma mistura de normais.
Passo 1. obter uma estimativa inicial para 3;

e um modo de se obter a estimativa inicial é através do método de estimag@o usual associado ao
suavizador escolhido, ie, supondo o ruido i.i.d. e gaussiano.

Passo 2. obter uma estimativa inicial para o pardmetro de escala §2 e para (;
Passo 3. loop principal do algoritmo EM.

e Enquanto |[EQM,;, — EQM,,_| > tol:
Passo (k + 1).1: calcular

B = (X'W (6M)X) X' W (6W)y;

Passo (k + 1).2: calcular

(62)(k+D) — %(y _ XBEFD Y (et (y — XBRHD),

Passo (k + 1).3: no caso do vetor de pardmetros ¢, a estimativa ¢ (k+1) deve satisfazer a equacio

5}
9 o¢: gD s+ +R)y — o
5e 0GB, a0, ¢ = 0

Sobre a Matriz de Ponderagio Wr(0)

Denotemos as diagonais de Wr(0) por w(y;), ou seja, w(y;) = Fglot|y:]. O teorema a seguir lista algumas
propriedades interessantes dos elementos da matriz de ponderagdo. Note que, de acordo com o teorema, as
ponderagdes w decrescem de acordo com o residuo.

Teorema 3.1.1. (Dempster et al., [14].) Suponha que Z seja distribuida de acordo com uma mistura de
normais. Entdo, para 0 < |Z| < oo,

I E[o¥|Z] < coparak > —1;
II. W'(Z)=—ZVar(o|Z);
III. afuncao w é simétrica, positiva e ndo-decrescente para Z > Q.

Para Z = 0,

i. w(0) > w(Z), para Z # 0;

3/2

ii. w(0) < oo se, e somente se, Ea®/* < 00,
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5/2

iii. w'(0) < oo se, e somente se, Ea®/* < oo.

Demonstragdo. Lembre que p(z) = [;° a1 2¢(a/?2)dH (o), logo,

B o 2¢(0/22)dH (o)
w(z) = Eglo|z] = fzoo al2¢(a1/22)dH (o)

e, portanto,
1 X
(/& 01/2¢(cV/22)dH (o))

_, 0005/2 o2, . 0001/2 S1/2 -
x{ | o >dH()/0 $(0V/22)dH (o)

0
—2z /00 o*2¢(c?2)dH (o) /00 03/2¢(01/2z)dH(0)}
0 0
= —2{E[0®|2] — E[0]2]*} = —zVar(o|z) <0

W (2) =

demonstrando assim o item [II] e o fato que w € uma func¢do ndo-decrescente. Os demais pontos de [III] sdo
triviais e seguem imediatamente da defini¢do de p.

O restante das afirmagdes do teorema seguem do item [ii] da definicdo de w e de argumentos andlogos ao
utilizado na propriedade 1.2.2 do capitulo 1. O

Proposi¢io 3.1.1. Defina M;(p) como o (i — 1)-ésimo momento de 1/1(c), isto é,

¥ _ 1 0 1 p -
Mi(e) = 35 / T4 (wm) dH(),

parai=2,3,...e

M= [ 79 (ﬁ) dH (o).

Entao, My (p) € decrescente em p se, e somente se,

My(p)
Ms3(p)

Nfg(p) <

3.1.3 Convergéncia do Algoritmo

Para garantir a convergéncia da seqiiéncia o) para um maximo local, € necessdrio determinar condigcdes
necessdrias para que a seqiiéncia 6(¥) seja limitada acima de zero, ie, que exista uma constante x > 0 tal que
5) > g, para todo k.

Proposicao 3.1.2. (Dempster et al., [14].) Suponha que

i. Bol/? < o,
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ii. no mdximo m < n das n equacdes Y = X3 podem ser simultaneamente satisfeitas para qualquer
escolha de B;

iii. existe a > n/(n —m) tal que
lim C,(z) =Cq < 00

]—o0

onde Cq(z) = p(z)|z|™
Entdo, existe r > 0 tal que a seqiiéncia o'®) > &, para todo k.

Demonstragdo. Suponha, por contradi¢@o, que a seqiiéncia (o)), ndo seja limitada por baixo acima de zero.
Entdo, existe uma subseqiiéncia (o(*s)); j que converge para zero. Sabemos que a seqliéncia (,B(k )k € limitada,
logo, ela admite uma subseqiiéncia, (,B( J)) , convergente, digamos, tal que B%:) — g*, quando j — 0.

Agora, a fungdo de verossimilhanga associada as observagdes y e x calculada em (ﬂ(kf), o(%i)) é da forma

T (k;)
(B™, o (k))_( k;))THp<g(k>>

k; . .
onde rt( i) Y — Xtﬁ(l”ﬂ).
12 = \/L?—W (0), podemos reordenar os residuos rt ki) para
cada k;, de modo que os 7m menores residuos ocupem as m ultimas posigdes do vetor de residuos. Logo,

T—m kj
1(B%s) (ks H ( g [Eat/2™
g(ky))T (’c o(ks)

sendo que a igualdade vale apenas se os m menores residuos forem iguais a zero. Pela condigéo [ii], temos

k k)~ o
que rg ’), . réqi)m sdo positivos, logo,

k;)
|¢7(lC )‘ Tt( ’ 1/2ym
(a(’cz))T H ¥ )| o (ki) [Bo"]

1 om 111 riks)
- (a(kj))T—ﬂ-(T—m)[EU " H Ir (Ic])IC olki) |-

t=1

Como p(z) € limitada superiormente por Eo

UB™), ) <

Como T — a(T —m) < 0, segue que (¢*))T=e(T=m) _, 0. Além disso, rgkj) — 7* # 0 e, portanto, pela

condigdo [iii],
(k5)
1 Ty
) <o(kj>> = Cu <00

|7

(k)

pois, W — 00. Logo, [(B8%3), o)) — 0, 0 que é uma contradigo. O
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3.14 Taxa de Convergéncia
Como visto na sec¢do 2.2.2, o estudo da taxa de convergéncia para o algoritmo EM consiste basicamente no
cdlculo da matriz DM em 6*. Sabe-se que

DM(6*) = D*°H(6*|6*)[D*°Q(6*|6*)]*

onde H(0|6*) = Eg+{log kg(c|y)|y}. Para expressar a matriz DM (6*) de um modo mais compacto, defina
V(Z) = Var(o|Z) e considere a seguinte notagio

T
Z'v =) vz}
t=1

T
[Z*X]v = > ViZiX,
t=1

T
[Z°X'X]y =Y ViZ}X[X;.
t=1
Teorema 3.1.2. (Dempster et al., [14].) Se ok converge para 8 sob o algoritmo EM, entdo

~D2QE10) = | X g - |

(62)* 0 oT
oo g | Y 0 |

o= e | R A

e D2L(6) = (5;)* [ X/W*—X(Z_*ig)zctjil}()w 2;(%(22;,;‘ ]

3.2 Estimacao Linear aplicada ao Modelo Linear

Assuma agora que ao estimar os parametros do modelo (3.1), incorporemos um termo de penalizagdo —\.J (6).
Ou seja, ao invés de buscarmos maximizar somente a log-verossimilhanga, tomaremos como fungéo objetiva

(@) — A\J(O).
Assumindo que o erro segue uma mistura na escala de normais, temos, assim como na se¢éo anterior, que

1
557 (v = XBY Wr(6©)(y — XB),
onde C((; 0(’“)) e I/VT(B("')) sdo como em (3.7) e (3.8). No entanto, como veremos abaixo, 0*+1) n3o é mais

o vetor de pardmetros que maximiza Q(0|9(k)), mas aquele que maximiza a versdo penalizada desta funcéo,
5(616™) = Q(616™) — \J(0).

Q(016™®) = C(¢;6W) — Tlogs —
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3.2.1 Estimacdao — Enfoque EM

As estimativas de 3, 0 e ¢ no (k + 1)-ésimo passo sdo, portanto, obtidas, de acordo com o enfoque usual do
algoritmo EM, através da resolucdo das equagdes (possivelmente ndo-lineares):

1 . 1 % o
ﬁx'WT(e( Ny — 6—2X’WT(0( NXB — /\%J(B) =0

L L XAy W (0™ (y — X8) - A2 J(0) =
202 T 272 (y = XB)YWr(6™)(y — XB) — A55J(0) =0
9 0(¢;0%) =o.

a¢

Considerando o caso particular em que J é dado por uma forma quadratica envolvendo apenas os coefici-
entes do modelo, temos o seguinte resultado

Proposicao 3.2.1. Assumindo ¢ conhecido e J(0) = %,3' AP, entdo, as estimativas de 3 e § no (k+ 1)-ésimo
passo do algoritmo EM satisfazem

ﬁ(k+1) — (X/WT(O(I:))X + (52)(k+1))\A)_1X/VVT(9(k))y

() = iy — XBED) Wr(W)(y — Xp%k+)

respectivamente.

Considerando-se o seguinte particionamento da matriz K = D2J(8*),

92 * 9? *
K= { Kg Kﬁ,g; ] _ l [ag'aﬁ‘](e ) 35'35‘](0 )

/! 92 o]’ 92 *
Kps Ko o505 (0 )] 552 (07)
temos o sequinte teorema

Teorema 3.2.1. Se (k) converge para 6* sob o algoritmo EMP, entdo

=]

/ * 2\ * 2\* 17!

N Kps; 2T+ M) Ky
(Z*QX’X)V* (Z*SX)V*
(Z*3xl)V* (Z*4)V*

(3.10)

Demonstragdo. De acordo com o teorema 3.1.2, temos que

C= [ (Z2°X'X)y: (Z°X)v- ]
(@ L 2Ky (2

e que

/ *
B4C— 1 [XWX 0]

(62)* 0 2T

de modo que, inserindo estes resultados na expressdo (2.8), DM (6*) é dado pela expressao (3.10). O
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Corolario 3.2.2. Se J(0) = %B'A,B para alguma matriz positiva-definida A, entéo

(X'W*X + A(6%)*A) HZPX'K) v+ 55 (Z*X)y-

DME) = | “xrwex + M52 4) 123K )y- 7 (Z* )y

@3.11)

3.2.2 Estimacao — Enfoque OSL

De acordo com o método OSL, secdo 2.2.3, a cada passo M dentro do algoritmo, devemos usar a estimativa
obtida no passo anterior como argumento do termo de penalizacdo J. Logo, o sistema de equacdes a serem
resolvidas no (k + 1)-ésimo passo é dado por

0

1 1,
EX’WT(B(k))y - =X Wr(0¥)X8 — )\%J(B(k)) =0

T 1 ; o
—om + W(y — XB)Wr(6W)(y — XB) - ,\%J(B(k)) =0

0
= C(¢;00) = 0.
5¢C(6 ™)
Considerando o caso particular em que J € dado por uma forma quadrética envolvendo apenas os coeficientes

do modelo, temos o seguinte resultado

Proposicdo 3.2.2. Assumindo ¢ conhecido e J(0) = (3' AB, entdo, as estimativas de 3 e & no (k + 1)-ésimo
passo do algoritmo EM satisfazem

B = (X'Wr(6W)X) I (X'Wr(6W)y — (6°)*+)4)

()44 = 2y — XBHD) W (00)(y — X%+D)

respectivamente.

Neste caso, a matriz que controla o comportamento assintético do algoritmo difere daquela exibida no
teorema 3.2.1.

Teorema 3.2.3. Se 8(k) converge para 8* sob o método OSL, entdo

i XWX 0 17"
D) = [ 0 T ] '
[ (Z2X'X)y+ = AN*)'Kp (Z*X)v- — \(6%)" Kp;s

(Z9°K" ) = M8 Kps  (Z*)v- — A(6?)"K;

(3.12)

3.3 Aplicacao a Modelos Lineares de Séries Temporais

Nesta secdo nos concentraremos em séries temporais autorregressivas, mais precisamente, nos modelos pa-
ramétricos lineares do tipo AR(p). Como antes, o objetivo € usar uma mistura na escala da distribui¢ao
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gaussiana para amortecer os efeitos de valores extremos. Além da autocorrelagdo, uma importante diferenga
entre estes modelos e o modelo de regressao linear estudados até agora € o fato de que, no caso de séries tem-
porais, os efeitos dos valores extremos (explicados aqui por um ruido seguindo uma determinada distribui¢ao
com caudas pesadas) sdo sentidos tanto no “eixo” da varidvel resposta quanto no “eixo” da varidvel explica-
tiva, pois, devido 2 estrutura do problema, o mesmo ruido afeta tanto a varidvel resposta quanto a varidvel
explicativa em instantes diferentes e consecutivos. A figura 3.1 ilustra este fato ao comparar o resultado de
duas simulagdes envolvendo a mesma fungdo alvo, sen(2z), mas com ruidos diferentes.

Ruido ~ N(0,0.5) Ruido ~ 1(2)

o

o
10
1

X[t+1]
0
1
X[t+1]
0
1

-1

-10
o

-2 -1 0 1 2 -10 -5 0 5 10

Figura 3.1: Comparativo do efeito da distribuigdo sobre os dados em modelos autorregressivos. Note que no caso em a
distribuigio do ruido tem caudas pesadas (imagem a direita) a dispersdo dos dados ocorre em tanto com relago ao eixo
vertical quanto com relag@o ao eixo horizontal.

3.3.1 Processos AR(1)

O objetivo desta se¢do é mostrar como estimar os pardmetros de um processo AR(1) quando os ruidos do
modelo sdo distribuidos de acordo com uma mistura de gaussianas através do parametro de escala. Para tanto,
seja

Y; =co+c1Yi1 + 0

tal que a densidade de ¢; é dada por

0 01/2 0_1/2
p(et)——-/ ths tTet h(O’t)dO't
0
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e seja ¢ o vetor de pardmetros associado a densidade p, ie, h(o¢) = h(o¢|¢). Em particular, note que Y;|Y; 1 =
y—1 ~ SM(co + c1yi—1,€). O objetivo principal aqui é estimar via mdxima verossimilhanga o vetor de
parametros dado por

0= (COa C1, C,)I'

Como no caso do modelo de regressao, as varidveis o;’s ndo sdo observadas e, portanto, devem ser conside-
radas como varidveis latentes do modelo. Além disso, embora seja possivel tratar y; como a realizagao da
varidvel aleatéria Y7 e determinar a densidade py) (y1]o1), como veremos mais adiante, € mais conveniente
tratar Y7 como deterministica e considerar o estimador de maxima verossimilhanga condicional a Y7 = ;.
Deste modo o conjunto completo de varidveis € dado por

(y2’ - YT; 02, --wO'T)/-

Para estimarmos os parametros associados ao modelo, modelaremos o ruido de acordo com

2
etlor ~ N (0, 5—)
gt

de modo que,

52
Y2|yt—1,0t ~N <Co — C1¥Yt-1, U—)
t/

O'tNh

para t = 2,...T, entdo, a distribuicdo marginal de Y;|y;—; é a desejada, ie, Y;|Y;—1 = yi—1 ~ SM(co +
C1Yt—1, C)

A densidade conjunta de (Y2, ..., Y7; 09, ...,07)’ é dada por

(Y2, -, Y13 02, -y orly1) = p(yr|yr—1, -, Y1; 02, ..., 0T)
-p(yr-1lyr—2, .-y Y1502, ... o) - - - D(Y2|Y1; 025 ..., OT)
-plog,...,oT)

ou seja,

T

P(Y2, -+ Y73 02, -, 07) = P(Yrlyr-1507) - - - P(Y2ly1; 02) - [ [ plov)-
=2

Logo, a log-verossimilhanga de (Y3, ..., Y7; 09, ...,07)" é dada por

T T

10g p(Y2, - Y1301, -, 07) = ¥ _log p(yelyr—1300) + Y _ logp(ot)-
t=2 =2
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Maximizacéo via Algoritmo EM

Seja 0™*) a estimativa de 6 obtida no j-ésimo passo do algoritmo EM e defina

Q(0|9(k)) = E{logp(y2, ..., y1; 02, ..., o7|0)|y; O(k)}
T T
=" E{log pe(yelye-1;00)y: 0%} + D E{logpe(o)ly; 6™}

t=2 t=2

onde as esperangas acima sdo tomadas com relagdo a distribui¢do definida pela densidade

k(02, ..., or|y; W) = P (¥39)
p(y)

X Py (Y|o)Pg ()

T T
= [ pow Welvi1,00) - [ [ powr (02)-
t=2 t=2

Note que, condicionadas no vetor de observagdes y, as varidveis os,...,07 sdo independentes, cada uma delas
com densidade

1/2 1/2
g a
Do) (Yt|yt—1;0¢) - P (0¢) = —'55 ¢ (—% (co,; + Cl,jyt—1)> “ Potiy (01) (3.13)

parat = 2,...,T e onde ¢ é a densidade associada a distribuicdao N'(0,1) e cg j € c1,j s@0 as estimativas de
cp € ¢ obtidas no j-ésimo passo do algoritmo EM. Em particular, isto implica no fato que podemos gerar as

amostras pseudo aleatérias das varidveis latentes oa,...,0r separadamente e de acordo com as densidades em
(3.13).

3.3.2 Processos AR(p)

Considere agora o modelo auto-regressivo de ordem p,
Y; = CpYi_p—l— . 11 + o+ det (3.14)

e assuma que ¢ ~ SM (0, §; h), de modo que Yy |yr—1, ..., Yyt—p ~ SM (co+c1ys—1 + ... +CpYt—p, 0; h). Como
antes, nosso objetivo € estimar o vetor € de pardmetros associado ao modelo (3.14) e dado por

9 = (Cpa .., C1, Co, 61 C,)I = (CI) 67 C,)I1

onde ¢ é um eventual vetor de pardmetros associado a h.

Pelos mesmos motivos pelos quais consideramos Y7 deterministico ao analisar o modelo AR(1) na segdo
anterior, assumiremos agora que as p primeiras varidveis Yi,...,Y}, sdo deterministicas. Ou seja, os valores
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Y1,---,Yp N0 serdo considerados como realizagdes de varidveis aleatérias Y71,...,Y,. Deste modo, a densidade
conjunta de (Yp41, ..., Y7, 0p41,...,0r)" é dada por

P(Ypt1s - YT Opt1s s 0T Yps -y Y1) = P(YT|YT -1, -, YT—p3 OT) - - -
- P(Yps1|Yps - Y15 Opr1)P(0T) - - D(Ops1)

T
= [ p@ilyr-1, - ve—ps o1)p(or)

t=p+1
e, consequéntemente, a log-verossimilhanga por
T T
1.(8) = Z 10gp(yt|yt—la---)yt—p;o't)+ Z log p(ot).
t=p+1 t=p+1

Como antes, modelaremos os dados por

52
Yelvi—1, Yt—pr 0t ~ N (Opyt—p + ... +cyi—1 + co, a_)
t/,

O’t’\'h,

parat = p+ 1,...T, de modo que o procedimento de estimagdo se dd de modo andlogo ao proposto para
processos AR(1), com a diferenca de que, agora, a densidade utilizada é

_ P (¥59)
p(y)

o Py (Y|o)pgary (o)
T

T
= H Do) (Ye|Yi—1, s Yt—p> 0¢) - H Do (Tt),
t=p+1 t=p+1

k(o2, ..., orly; 8®)

onde
01/2 1/2
Dg(x) (yt|yt—1, -~7yt—p) = tT (tT(yt — CpYt—p — - —C1Yt—1 — Co))

e pow (0t) = he, (0¢). Além disso, evidentemente, a fungdo objetiva passa a ser da forma

Q(810%)) = E{log po(Yps1, - YT Opy1, - o1)|y; 0%}
T

= Z E{logpe(ytlyt—l, eoey yt—p; Ut)'y, e(k)}

t=p+1
T
+ > E{logpe(or)ly; 0®}.
t=p+1
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Substituindo as densidades condicionais acima pelas suas expressdes algébricas, obtemos

1 3
Q016W) = — o5 (y — Yoy W(6'")(y - Yo
T T
- 510g52 + Y, Eguw {logh(ailQ)ly},
t=p+1
onde y = (Yp+1, .- y1)’
Yp n
v — yp'—i—l Tt .7;.2
Yyr—-1 - YT-p

e W(0W) = diag(Egwy {op+1ly}, - Eger {orly})'-

Os Estimadores no (k + 1)-ésimo Passo do Algoritmo

Como nos modelos de regressio, as estimativas de c, 62 e ¢ sio obtidas derivando-se Q(9|9(k)) e igualando
o resultado a zero. O resultado desta operacéo pode ser visto no algoritmo 3.3.1.

3.3.3 Desvios Padroes dos Estimadores e Consisténcia

Consisténcia

Para demonstrar a consisténcia dos estimadores, representaremos o modelo AR(p) como um processo vetorial
autorregressivo de ordem 1. Para tanto, defina y; = (vt, y¢—1, ..., Yt—p+1) . Note que, assim,

Yp

Y = :

Y71

Defina também

Cp Cp—-1 Cp-2 - Cy C1
1 0 0 0 O
B=| 0 1 0 0 O
0 0 o --- 1 0

e u; = (&,0,...,0)". Note que de acordo com esta notagéo, o modelo genérico AR(p) pode ser escrito como
um modelo autorregressivo de ordem 1,

yi = Byi1 +u. (3.15)

O resultado a seguir mostra como ficam as equagdes de estimag@o para o modelo (3.14) segundo esta notag@o.
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Algoritmo 3.3.1 Resumo do Algoritmo de Estimag&o via algoritmo EM para modelos autorregressivos lineares com
ruidos distribuidos de acordo com uma mistura de normais.

Dados: y1,...,p-

Passo 1. obter uma estimativa inicial para c;

Passo 2. obter uma estimativa inicial para o pardmetro de escala 6 e para ;
Passo 3. loop principal do algoritmo EM.

e Enquanto [EQM;, — EQM;_| > tol:
Passo (k + 1).1: calcular

) = (YW (6W)Y) "ty w (6®)y;
Passo (k + 1).2: calcular
(82)k+D) — %(y — Y EHDY I (g* D) (y — kD),
Passo (k + 1).3: no caso do vetor de pardmetros ¢, a estimativa ¢ (k+1) deve satisfazer a equacio

0 .
%C(C;ﬂ("“), §EHD ¢y = o,

Proposicio 3.3.1. Se o processo {y;} satisfaz o modelo (3.14), com ¢y = 0, entdo as equagdes de estimagdo
obtidas via mdxima verossimilhanga para (c1, ..., cp; 6) sdo dadas por

T T
1 R _ 1 ~
T Z Btyt-1ye1 | B' = T Z Drye-1Y (3.16)
t=p+1 t=p+1
~ T —~ ~
A = > @i(y:—Byi1)(y: — Byi1) (3.17)
t=p+1
onde
2 00 00
0 0 0 - 00
A= 0 00 0 0
0 00 00

ew = Eag{dt}, parat=p+1,..,T.

Demonstragdo. Em primeiro lugar, note que (Y'WY)¢ = Y'Wy, onde W = diag(@p41, -..,@r) €, em
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segundo lugar, que
/
Yp

T-1
YWY =[yp- - yr]W : = Z B+ 1YY
Y711 =
e
Yp+1 T-1
YWy =[ypyralW | i | =) Gmyerye
YT t=p
Logo,
= =,
~ / ~_ = ~
T (; wt—HYtyt) c= T ;wtﬂytﬂ)’t-

Observe que ¢ = B’ onde B;- ¢ a j-ésima linha de B. Entfo, analogamente, podemos, de modo mais geral,
escrever para uma matriz genérica B,

1 -1 1 T-1
T (Zat—i-l)’tYZ) B'= T Zat+l)’ty2+lv
t=p t=p
de onde sai (3.16).
Para o fator de escala, temos
1 —~TS s
5% = f(y —Ye)W(y — Yc)
1 P
= f Z Qt(yt - Epyt—p — e — Elyt_l)z
t=p+1
1 T
= T Z Qt(yt _EIYt—1)2-
t=p+1
Logo, observando que
(ye — CoplYt—p = +- = ay-1)? 0 -+ 0
, 0 0o - 0
(Yt - BYt—l)(Yt - BYt—l) = . . E
0 0 - 0
temos (3.17). 0

O resultado a seguir garante que as propriedades assintGticas para uma série comegando em um dado
instante de tempo sdo idénticas as de uma série definida para todo ¢ € Z. Para obtermos o resultado, necessi-
taremos do seguinte lema.

Lema 3.3.1. Se \ é maior do que o valor absoluto mdximo dos autovalores de B, entdo, existe uma constante
c tal que o valor absoluto de uma das componentes de B® é menor do que c)?, para todo s > 0.
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Demonstragdo. Veja [4], pagina 191, lema 5.5.1. O

Teorema 3.3.2. Assuma que {y:} é um processo estocdstico satisfazendo (3.15) parat =p+1, ...,

T, {y;}

é um processo estocdstico satisfazendo (3.15) para t € Z, {u;} é uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias i.i.d.

com Eu; = 0 e Euu;
{@+} € uma seqiiéncia de pesos limitada por w(0) < oo tal que & = G¢(y1, ...,

quando T — 0.

Demonstragdo. Note que

onde

Logo,

Z Oy (i)

t=p+1

ou seja,

Z Gy (vi)'

t=p+1

VT

t=p+1

VT

1

vT

Z wt)’t}’t

t=p+1

Z wt}’t}’t

t=p+1

1
Z Geyi_1(yiz1)

1
7= Z wry;_1(y:)
t=p+1

= A. Entdo, se B tem apenas autovalores com valor absoluto menor do que 1 e se

yr), segue que

P
E Beye-1yi-1 | — 0,
t=p+1

P
Z Oryi—1y: | =0,

t=p+1
P
Z wtyt yt Z wt}’tyt — 0,
t=p+1 t=p+1

yi =yt =B"P(y; —yp)

oo
S
= E B’u,_,.
s=0

T T
D oB TPy, —yp) i) + Y Gevelyi)
t=p+1 t=p+1
T T
+ Y B Py —yp)l = Y Gwvelys)
t=p+1 t=p+1
T T
> BBy —yp) i) + D Gyelyy —yp) (BT
t=p+1 t=p+1
S BBy} )5 — vy (B
t= p+1
T
+ Z OBy, —yp)yi+ ) Giyvelyy —yp) (B
t=p+1 t=p+1
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Note agora que a soma dos valores esperados dos quadrados das componentes da matriz

T
> @B P(yy — yp)yi
t=p+1
¢ dada por
/
T T
wE Y OB P(yy —yp)yi | Y, OsBTP(y; - ¥o)Ys
t=p+1 s=p+1

T
=tuE Y  &0sBP(yp — yp)yiys(yy —yp) (B)F
t,s=p+1

T (3.18)
=tuE Y B Plyyvp) —ypyp — Ye(¥3) + ¥yl (B) Bty s
t,s=p+1
T
= Z uB P (F + ypy,,)(B') PEGDsy:Ys,
t,s=p+1

onde F' = Ey;(y,)’. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

|BoiGsytys| < (Eofyiy)/*(ED2yLys)'? < w(0)(Byiye) *(Bysys)'/*.

Agora,
t—p—1 t—p—1 4
Byy,=E| ) Bluns+ Bt_pyp} > B'u; +B' Py,
s=0 s=0
t—p—1
=E Y Bu_,u;_ (B)*+ EB" y,y,(B)"?
=0
t—p—1
= B°AB® + Bt_pypy;,(B')‘“”.
s=0
Portanto,
t—p—1
Ey,y; = tEEyy; < Z PP A% max |05 + PN Pyl y,
s=0
=rt
Logo,

|EGiDsytys| < w(0)keks.

Para terminar de avaliar (3.18), devemos considerar

uB P(F + ypy,)(B)*7?,
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o qual é menor ou igual ao produto entre ¢2, p3, o méximo entre os valores absolutos das componentes de
F + ypy, e Xt5=2P_ Portanto,

T T
Y WBTP(Fhyy )BT <t Y At
t,s=p+1 t,s=p+1
2,3 T
cp tys
< e 2 M
t,s=0

0 que resulta em

25

1-2aT\? cp? 1
Bt P(F B)*P < ”’A? < .

Entdo, pela desigualdade de Chebyshev,

T
1 e b P
ﬁ Z @B Plyp — Yp)¥: — 0.
t=p+1

Obviamente, resulta daf que

T
1 - . P
—= 3 omily; - v B B0,
VT 5
Logo, para mostrar que
1 T T
— | 3 Gwiiy - Y Gwywi | Bo, (3.19)
\/T t=p+1 t=p+1
resta apenas checar que
1 e P
—= > BB P(y; —y,)(yh — yp) (B)P 5 0. (3.20)
VT 53
Para tanto,
T
wE Y 0B(yy — yp)(yp — vp) (B)P
t=p+1
T
=tr Y BP(F+y,y,)(B) PED,
t=p+1

T
w(0) > uBP(F +ypy,)(B) PED.
t=p+1
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Logo,
T K
wB Y 8B (v, —yp)(vp —¥p) (B) 7 S w(0)ep’ max|(F + vy )il < 755
t=p+1 v

'

=K

o que demonstra (3.20) e, conseqiientemente, (3.19). As outras duas convergéncias enunciadas no teorema
sdo conseqiiéncias da que acabamos de demonstrar. O

Como conseqiiéncia do teorema acima, podemos, no que segue, assumir que o processo y; satisfaz (3.15)
para todo ¢ € Z. Além, também é verdade que as matrizes B e A podem ser genéricas, de modo que para
valer os resultados abaixo, as observagdes {y;} ndo devem necessariamente estar relacionadas de acordo com
(3.14) e os erros u; podem estar arbitrariamente correlacionados. Assumiremos apenas que

Condigéo 1. Eusu; = A > 0;
Condigdo 2. lim7_o0 7 E?:p 1 @ruguy = E{o}A;
Condicdo 3. limy_, % ZtT:pH Opuguy_, =0,paras =1,2,..;

Em particular, note que limy_, ,Il, E?:p Ll = A

Lema 3.3.3. Assumindo as mesmas condigdes do teorema 3.3.2 e as condigbes acima, segue que

1 T
T E Qtutyi_l = 0.
t=p+1

g 1 T ~ / 4
Demonstragdo. A soma dos valores esperados dos quadrados das componentes de Et:p LWy g €
igual a

I — 1 = w(0)2 &
B > wt)’t—lu/tf D Beugyl < T2 > Euyiujugys
t=p+1 s=p+1 t,s=p+1
T
w(0)?
= 512) Y EwjwEy; 1y
t=p+1
T
w(0)®
= Z tratrF
t=p+1
Logo, o lema segue diretamente do teorema de Chebycheyv. O

Teorema 3.3.4. Assumindo as condicdes (1), (2) e (3), se y € definido por (3.3.1) parat = 1,2, ... com B tal
que seus autovalores sdo menores do que 1 em valor absoluto, entdo

B —?B
A —? E{o}A.
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Demonstragdo. Para provar as convergéncias acima, note que

=1

T T
~ 1 . 1 A
B —-B' = = Z DrYt-1Ys—1 T Z Gryey; | — B
t=p+1 t=p+1
T -t T
1 - 1 ~
= T Z tht—1Y2_1 T Z wt)’t—l(}’t—BYt—l)l
t=p+1 t=p+1
T -1 T
1 - 1 ~ P
=\7 Z Oryt-1Yi-1 T Z Wrye—1u; | — 0,
t=p+1 t=p+1

e, combinando este resultado com a condicdo 2, temos que

T
~ 1 R _ . P
A== &yt — Byi—1)(y¢t — Byi—1)' = E(0)A.

t=p+1

O

Embora, pelo teorema acima, A ndo seja um estimador consistente de A, o estimador corrigido A* =
A/E{oc} satisfaz esta propriedade.

3.4 Sobre a Selecao de Modelos

Nesta secdo trataremos da selecdo de modelos sob a suposi¢ao de que o ruido segue uma mistura na escala.
Dado que os pardmetros sdo estimados via mdxima verossimilhanga, convém utilizarmos o método AIC de
selecdo de modelos. Para mais detalhes sobre o AIC e suas variantes, veja [8]. Para um vetor de pardmetros
B, 0 AIC de para a estimativa (AIC = AIC(8)) é dado por

AIC(6) = —21(8ly) + 2K,

onde [ representa a log-verossimilhanga e K o nimero de pardmetros. A derivacdo do AIC segue do fato que,
como demonstrado em [3], dentro de uma classe de modelos, o elemento que maximiza a log-verossimilhanca
é aquele que mais se aproxima do modelo real segundo a “distancia” de Kullback-Leibler? (ou entropia rela-
tiva) e que o mesmo ainda € um estimador viesado cujo viés é dado por K. Logo, do ponto de vista prético,
escolhemos, dentro os modelos considerados, aquele com menor AIC. Obviamente, podemos usar este indi-
cador para o pardmetro de penalizagdo A quando estimarmos @ via maxima verossimilhanga penalizada.

2a “distdncia” de Kullback-Leibler, ou entropia relativa, entre duas densidades de probabilidade é definida como

f(=z)
9(z)
Colocamos a palavra ‘distdncia’ entre aspas, pois, embora esta medida seja comumente utilizada como uma medida de discriminagdo
entre densidades de probabilidade (ou distribui¢des de probabilidade em geral), ela ndo satisfaz todas as propriedades que uma medida
de distancia deve satisfazer. Mais precisamente, nao é sempre verdade que I(f, g) = I(g, f)-

dx.

D(f,g) = / f(z) log
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Assumindo que o modelo pode ser representado na forma
y = Xc + d,

ondey = (y1, ..., yr)’s X é uma matriz de planejamento 7" x M, § é um pardmetro de escalae € = (€1, ..., e7)’
com ¢; distribuido de acordo com uma mistura na escala, temos, condicionando nas varidveis explicativas, que
0= (c,4,¢'), onde ¢ é um vetor de pardmetros associado a densidade p¢ de ¢, e

7" -
= - — .. ¢ X5
l(@ly) = —Tlogd + g log pz (M:§—3t1> .

t=1

Logo,

T
AIC(0) = 2Tlogd — 2y logpg
t=1

e o5
<—yt 253 g ”)+2K,

onde K = M + 1+ D e D é o nimero de componentes de (.

Conforme observado em [8], o AIC pode ser pouco eficiente quando houver muitos parametros em relagao
ao tamanho da amostra. Nestes casos, pode-se utilizar uma variante do AIC, conhecido por AIC de segunda
ordem e denotada por AIC,, onde a tnica diferenga em relagéo ao AIC estd em um ajuste no fator K, de modo
que

o ~ T

No caso considerado acima, teriamos que

T #
- = Yt — )i CiXtj
AIC.(0) =2Tlogd — 2210gpz (LBM) +2K (

t=1

T
T-K-1)’

onde K =M + 1+ D.

3.4.1 O Critério AIC Condicional

Note que o algoritmo 3.1.1 depende das distribui¢des representadas por misturas na escala de normais tinica
e exclusivamente através das ponderagdes na matriz W () e que, fora tais ponderagdes, ndo necessitamos de
mais nenhuma informagdo a respeito destas distribui¢des. Por outro lado, para o cdlculo dos critérios AIC e
AIC, acima necessitamos conhecer p. Nesta se¢do apresentamos uma variagdo dos critérios AIC e AIC. que
independe de p e que € identificada unicamente através das ponderagdes em W ().

Modelando os dados de acordo com

52
yelxi o0~ N[ e Xy, —
J

gt

O't'\'h
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onde h € a densidade de mistura, temos que

T
~ T ~ 1 = ~
[(Bly,o) ~ ~ 5 log §2 — = Zat(yt — Z ¢j X15)* + log h(|C),
t=1 j

onde “~” significa igualdade a menos de uma constante. Logo,

T
25 - 1 .
AIC(8) = T'log 62 + 5 > oy — > G Xy)? — 2logh(a[C) + 2K (3:21)
t=1 j
€
~ 5 1< " T

AICC(B) = TlOg 52 + E ZO’t(yt - Z’C}thy — 210g h(O’lC) + 2K <T—_f{—l> . (322)

t=1 j

Ocorre, no entanto, que as varidveis o; sdo latentes e, portanto, nio-observdveis. Sugerimos, deste modo,
tomar, o valor esperado das expressoes (3.21) e (3.22) de acordo com a densidade a “posteriori” k(-|yz, X¢) e,
assim, obter

BAIC() = Tlog 52 + 6712(y — X)W (8)(y — X&) — 2E{log h(c[O)]y, x} + 2K

EAIC,(6) = Tlog<§\2 + glg(y — X)W (6)(y — Xe) — 2E{log h(a|a|y, x} + 2K (T—LK—I> ,

onde EAIC(8) = E{AIC(8)|y, x}, EAIC,(6) = E{AIC.(0)|y,x} e

W (6) = diag(E{o1ly,x}, .., E{oTly, x}).

Sob o ponto de vista prético, devemos escolher o modelo com menor EAIC(6*) ou EAIC,.(6*), onde 68*
€ a estimativa obtida ao final das iteragdes do algoritmo EM. Para justificar o uso de EAIC, notamos que o
AIC € uma estimativa do valor esperado da distincia de Kullback-Leibler entre o modelo real (densidade ou
distribuigdo) real e a estimada p(-|6), isto &, de

[0 [ 1taytog I%dzdyda = ¢ By ,E;{logp(l0(y, )},

onde C indica uma constante (com relacdo aos modelos considerados). Logo, buscar o modelo que minimiza
a distdncia de Kullback-Leibler equivale a buscar o modelo que maximiza

Ey o E{logp(z(6(y,0))}.

Como demonstrado em [8]%, a esperanca acima pode ser aproximada por

Ef{log p(z|8(z))} — tr [J(O)[1(8)] Y], (3.23)

3capitulo 6.
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onde

1(6) = E; —aea—se,logp(mw):l e J(0) = E; [(%logp(:d@)) (%logp(ﬂﬂ))/] .

Seguindo a mesma argumentagéo que em [8], observamos que a notagdo 6(z) é usada apenas para enfatizar
que no lado direito de (3.23) apenas uma varidvel aleatdria aparece, e pode-se assumir que ela inclui os dados
reais. Usando agora o fato que E¢{log p(z|0(2))} = Ef{E{logp(zla(:z:))ly, x}}, podemos inferir que um
critério para a sele¢do de modelos € da forma

E{logp(y,o|0)ly,x} — tr [J(O)[1(6)] 7] .

Multiplicando-se o critério acima por -2, obtemos o resultado (mais geral)* que querfamos.

*Sob certas condigdes de regularidade J(0)[I(8)] ™' = K e obtemos o critério EAIC definido acima.
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Capitulo 4

Aplicacao em Modelos de Regressao
Semiparamétricos

4.1 Introducao

Dado o modelo
ye = f(x1) + O “4.1)

onde § representa o parAmetro de escala, nosso objetivo ¢ estimar a fungdo alvo f sob a hipétese de que €;
tem caudas pesadas, modelando, para tanto, o ruido segundo uma distribui¢do SMjy(0, 1;1), onde h pode
depender de um vetor de pardmetros ¢. Deste modo, assumiremos que

e t=1,..,T;
e f ¢ uma funcgdo desconhecida pertencente a uma determinada classe de fungdes H;

e {¢} é uma colegdo de varidveis aleatdrias i.i.d. cuja densidade pode ser representada na forma (1.3)
comc = 0, ie, ¢ ~ SMp(0,1; ).

Assuma também que E¢; = 0, para todo ¢, de modo que E(y¢|z;) = f(z:). O modelo acima generaliza os mo-
delos usuais no sentido que permite outras distribui¢des além da normal para o ruido, incluindo distribui¢oes
de cauda pesada e varidncia infinita como, por exemplo, as distribuicdes estdveis. Com relagdo a distribuigdo
de y; é facil ver que y;|z; ~ SMy(f (), 8;%)".

Por hipétese, a distribuigdo de ¢; pode ser representada na forma

Ble) = /o00 %;Ut)qb (?/):(ttft)) hlow)dor,

! Assim como no capitulo anterior, para n@o deixar a notagdo excessivamente carregada, manteremos em mente que as densidades
associadas a y; sdo condicionadas a , e deixaremos, conseqiientemente, de explicitar constantemente este fato.

49
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onde ¢ € densidade da normal padrdo, logo, podemos assumir que a varidvel aleatdria ¢;|o; segue uma
distribui¢do normal com precisdo 1/1g(0;)? €, conseqiientemente, que

(ye — f(ze))|oe ~ N (0,9(01)?) -

Observe que, em geral, a fungdo g pode depender do vetor de pardmetros € associado ao modelo, porém,
por simplicidade, ndés a denotaremos simplesmente por 7 e explicitaremos a dependéncia em relagéo a tal
vetor de pardmetros apenas quando necessario. Mais precisamente, o vetor de pardmetros € é um elemento
pertencente a H' x B C H x RY, onde d é um inteiro positivo e H' & um subespaco de H.

Caso a varidvel aleatéria o fosse observavel, e nos fossem dadas as observagdes oy, ..., o poderiamos
estimar a fung@o alvo f maximizando

T
TZ yt x‘) + (), (42)

onde J) € uma eventual fung¢@o de penalizac@o sobre f e A € o respectivo pardmetro de penalizagdo. Em outras
palavras, a fun¢do f seria estimada pelo método de maxima verossimilhanca penalizada (ou minimos quadra-
dos penalizados) ponderada pelo vetor (¢(c1), ..., % (o). E este vetor que penaliza observagdes discrepantes
garantindo, desta forma, a robustez do modelo. Talvez o exemplo mais usual de fun¢do de penalizagio seja
dado por

A =-A / [F"(x)]Pda. (4.3)

A técnica de estimagdo de f através de fungdes de penalizagio do tipo (4.3) é conhecida por smoothing-splines.
Na prdtica, a funcdo de penalizagdo J) favorece fungdes mais suaves e o pardmetro A pode ser visto, neste
caso, como um parametro de suavizagio que governa o compromisso entre suavidade e viés do estimador de
f. De fato, quando utilizamos smoothing splines, o que ocorre se H € o espago de Sobolev W™, A = 0 resulta
numa interpola¢do dos dados, enquanto que para A grande, temos uma estimativa préxima ao estimador linear.
Convém observar que, definindo H como um espago de Sobolev, o problema de otimizagéo (4.2) que, a priori,
€ infinito dimensional, reduz-se a um problema de dimensao finita, dado que a solug@o Gtima do problema €
um spline ctibico. Por outro lado, se definimos J) = 0, entdo, voltamos para o método de minimos quadrados
usual.

Uma outra maneira de se estimar f e reduzir o problema para espagos de dimensao finita (e pequena),
além da técnica de smoothing splines, é aproximé-la como uma combinagdo linear de fungdes base, tais
como ondaletas ou B-splines. Denontando tais fungdes por Bj, para j = 1,..., M, o problema resume-se em
determinar o vetor de coeficientes, (¢, ..., car)’, que maximiza

2

T
1 1
T Z 529 (0y)2 Yt — ZCJ'Bj +Jx chB
t=1 J J

Nos paragrafos acima, discutimos a estimacéo da funco alvo sob a hipdtese de que o fosse observével.
Ocorre, porém, que isto ndo é verdade, de modo que os estimadores da fungdo alvo f e do pardmetro de escala
d sdo aqueles que maximizam a fungéo critério

T
%Zl(ﬁ,é;yt) +A(f), (4.4)

t=1



4.2. APLICACAO DO ALGORITMO EM 51

onde f é a aproximagdo de f segundo o método adotado (smoothing-splines, B-splines), I( ft,0;y:) é a log-
verossimilhanca associada a y; calculada em f e . Nas segdes seguintes discutiremos como obter as estima-
tivas de f e § que maximizam (4.4).

Teorema 4.1.1. Assumindo & conhecido, a solu¢do de (4.4) é unica.

Prova. Em primeiro lugar, note que

£ o h < 1 ye — fi
l(ft) 51 yt) — log/o (5'1/)(O't)¢ (51/)(00) h(O‘t)dUt

_ * 1 ye — fi _
— log/0 ?(at)d) <5¢(0t)> h(ot)doy — log é
=p (—yt ; ft) —logd,

de modo que maximizar (4.4) equivale a maximizar

t=1

O termo — log é atua como uma penalizagdo sobre o pardmetro de escala. Agora para ¢ fixado e nos restrin-
gindo as fungdes f tais que Jy = cp, onde cg € uma constante arbitrdria, suponha que fs # G5 maximizem
(4.4) e defina l_z‘;, A= Ms+ (1 — \)gs, para0 < A < 1, de modo que, usando o fato de que p € estritamente
quase-convexa, temos que

() mp (25 7))

Logo,
T = T _
1 ye — Iy 1 yw—fi
— = -1 =Y p| =) —logé
th:;p< 5 ) og5+co<T§p< 3 0g 0 + co,
o que implica em contradi¢cdo. Logo, devemos ter fs = gs. O

4.2 Aplicacio do Algoritmo EM

4.2.1 Introducao

Assumindo que a varidvel observada segue o modelo

yt|0t ~ N(f($t),521/)(0t)2)>

4.5
o1~ b, 4.5)
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entdo, y; ~ SMp(f(x¢),d;). Para estimar os pardmetros do modelo acima (incluindo os parimetros as-
sociados a aproximacgdo de f) e, além disso, incorporar uma fungéo de penalizagdo, propomos o uso do
algoritmo EM modificado de [24]. Observe que as varidveis latentes o; controlam a varidncia das observagoes
Yt €, conseqiientemente, suavizam o impacto de observagdes extremas sobre o estimador. Observe também
que, ao obter os pardmetros que maximizam a log-verossimilhanga do modelo (4.5), obteremos também, por
construgdo, os parametros que maximizam a log-verossimilhanca associada as distribui¢des das observagdes
(y1, ..., yr)".% E claro que o resultado citado vale quando restringimos o espaco ao qual pertence f (por exem-
plo, quando fixamos a resolu¢do médxima em uma andlise de ondaletas ou quando fixamos os nés em uma
andlise via B-splines). Antes de continuar, no entanto, precisamos introduzir alguma notagao:

e 0: vetor de pardmetros de interesse, pertencente a H' x B;

zt = (yt, z¢): t-ésima observagéo;

e y=(vy1,..,yr) ez = (21,..., 27)": vetores de observacoes;

o = (o1, ...,0r)": vetor de varidveis latentes;

Q(816") = Eg{logp(y, o|0) |z} onde (i) a esperanga € calculada com relagdo a distribui¢do conjunta
de o dado z e utilizando-se o vetor de parmetros da iteragdo anterior do algoritmo, &', e (ii) p é a
distribui¢do conjunta de (y1,01), ..., (yr, or) (dados (z1, ..., z7)");

o Qu(816") = Eg{log p(ys, 9¢|0)|2:}. Note que Q(816") = -1, Q4(6]6");
e aexemplo da fun¢do de verossimilhanga, denotaremos a fungio de penalizacdo py por J)(8).

Assumiremos que os elementos de ' podem ser escritos como combinagdes de fungdes base {B;}X ,

onde K € Z ou K = oo, a depender das hipéteses sobre 7'. Por exemplo, se assumirmos que H’ é o espago
de polindmios de grau menor ou igual a p, entdo, poderiamos tomar K = pe Bj(z) = od, paraj =0,1,...,p.
Por outro lado, se assumirmos que H’ é o espago de Sobolev WZ[0, 1], poderfamos assumir que K = oo e
que os B;’s sdo os elementos de qualquer seqiiéncia ortonormal completa.

O algoritmo de estimagdo da fungdo alvo f e dos pardmetros associados a h, denotados por (, consiste,
portanto, em maximizar com relagdo a 8 = (f, (),

T
Q(016") = Qu(0]6"),

t=1
ou, em casos que haja um termo de penalizac¢do J), em maximizar

T
5(616') = Q(616") + JA(6) = Y Qu(6]6") + JA(6)
t=1

até a convergéncia. Note que

log p(yt, 0¢|0) = log p(yt|ot, 6) + log h(a:|0)

=10 [5¢(Ut)¢ (yt&_/)(fff(t:;t) 0>] +loghia:lf)

2veja [9] para mais detalhes.
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de modo que

Q610 = Eg {1og [&pzat)d) (y — f(w)

o)] + log h(o¢|6)

69(ot)
Agora, 2
Lo (M l)e) - Lt
dp(o) 0t (ay) N )

e, conseqiientemente,

1 # <th — f(z)

(yt — fo(x1))?
to [wwt) 59(00) |

2029 (0¢)?

9)} = —% log(27) — log ¥(o;) —logd —

Logo,

QuO10") = 5 log(2r) — By {log y(an)} — log

1 o) (4.6)
— Eol {w(ot)2 Zt} (yt 2692(:“)) + EBI {10g h(at|0)|zt} :

Como o objetivo é maximizar Q(6’|@), podemos ignorar o termo —% log(27) na expressdo (4.6) e considerar

1

Q:(016") = —Eg {log ¥(0¢)|2e} — logd — 2%52]39' {W

+ Eg {log h(01]0)]|2:} -

zt} (g — folz1))?

Pela independéncia entre as varidveis aleatérias yi, ..., Y7,

Zt} (ye — fa(mt))Q

t=1 a1)?

+ Y Eg{logh(ot|0)|2:}.
t

T T
QO10) = ~ 3" By {logb(on]ze} — Tlogsd — oe3 3 B { !
= 4.7

A expressdo acima pode ser simplificada, definindo

h(O’t|0)
1,D(Ut)

T
C(¢;0) =) By {log
t=1

zt}a

como a componente que contém apenas os pardmetros associados a distribui¢do do ruido,

m zt},...,Ee, {E/Tciﬁ zt}) 48)

como o vetor de ponderagdes para a estimagao da fungdo alvo f, e

Wr(8') = diag (Ee, {

y—f= @ — f(z1),.,yr — f(z1))



54 CAPITULO 4. APLICACAO EM MODELOS DE REGRESSAO SEMIPARAMETRICOS

de modo que
1 & 1 1
35 22 o |} (0~ Jo) = 535 =YW@y )
€
QUO16") = C(¢; 0) — Tlogd — 55 (y — £ Wi(6)(y — £). (4.9)
Note que,

i. assim como para v, a matriz W pode depender dos parimetros em ;
ii. C independe de f e dos pardmetros associados a sua aproximagio;

iii. caso haja um termo de penalizagdo J), a funcio critério fica dada por
1
5(6|6") = C(¢;0') —Tlog s — 252 — D'Wr(6)(y — £) + JA(0) (4.10)

sendo que a representagdo da fungio de penalizacdo Jy depende de hipSteses mais precisas sobre o espagco
ao qual f pertence e sobre as fungdes base utilizadas para aproximagdo de f. Tais especificacdes serdio
postergadas para a préxima segao.

Com relag@o as esperangas acima, elas s@o calculadas baseadas nas distribui¢cdes condicionais

0"
k(ot|z, 0') = p(ot, i
(o2, 0) p(y:|0")
1 Yt — fe'(xt)> /
o 0] h(o¢|@ 4.11)
srwer® (svatas) Med®)
o~ 1 (yt — Jo (@)
oY (o¢) 6y (01)
onde fg é a aproximacdo de f com base nos pardmetros estimados na iterag@o anterior. Nos casos em que as

integrais em (4.7) forem analiticamente intratdveis, o uso de algum método numérico ou de Monte Carlo no
passo E do algoritmo deverd ser utilizado para aproximar os valores esperados.

> h(0:6"),

4.2.2 O Caso Canonico
Quando %(0) = o~'/2, a matriz de ponderagdes torna-se

WT(OI) = diag (Egl {Jllzt} 9 Feia Egl {O'let})

enquanto que

T
C(¢;6") =) | Eg {logh(i]6)|2}

t=1
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uma vez que 1 independe de qualquer pardmetro do modelo. Além disso, a densidade em (4.11) fica da forma

ksl ) o« 5 (50 = fole)) ) 10
Gy (4

- (4.12)
= %24 (L2~ Jofa) ) h(elo)

Exemplo 4.2.1 (Distribuicéo ¢ de Student — v Conhecido). Suponha que o ruido seja distri-
buido de acordo com uma distribui¢do t com v graus de liberdade, o qual assumiremos conhe-
cido. Ou seja, assuma que ¢ ~ t,(0,C2). Isto é o mesmo que assumir y; ~ t,(f(x¢), %), de

modo que s
__rs) 1 L (y—f@)\?| °
P = T () e [”5 (=)

Entdo, para estimar a fungdo alvo, modelaremos os dados de acordo com

(52
yeloe ~ N (f(l‘t), ;t) 5

v 2 ’
~ F ar . |
«r(57)
pois, sabe-se que dado o modelo acima, a distribui¢do marginal de y; é uma t,(f(x:), §2), ver
[17]3. Note que, neste caso, (o) = % e h é a densidade associada a distribui¢do T’ (Z 2), a

2'v
qual é dada por
(’//2)”/2 -1

h(s) = ~———s53"Le™3°, par :
(s) T(/2) s2 e 2% paras > 0

Camo estamos assumindo v conhecido e estamos no caso candnico onde 1 independe de
quaisquer pardmetros, temos que

Q(O16) = ~Tlogd — 5 (y — £ Wr(8')(y — ). @.13)

Agora,

Eg {w(it)g yt} = Eg{olyt} = a1,

I/VT(G’) = di(lg{a'l, ...,5’T}. (4.14)

3 Aqui estamos assumindo a seguinte definigo para a densidade associada a distribui¢do gama, I'(c, §):

__ L a1,-s/s
h(s) = ﬁ“l“(a)s e
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Por iltimo, observamos que as esperangas acima sao calculadas a partir da densidade defi-
nida em (4.11) a qual, neste caso, assume a forma

k(ot|y:, 0") o \/;—t¢ (yt g/{;;;_(ft)) h(ov).

Da expressao acima e da defini¢do da densidade da distribuicdo gama, é fdcil ver que

1 1
ol ~ T (50 + 0, 504216,

onde
T =Yt — [t

Em particular, as ponderagées G, sdo dadas por

v+1
G ——— 4.15
o v+r1?/6? (4.15)

Pode-se notar que, por (4.15), quanto maior a distancia entre a observagdo e a curva ajustada,
menor serd o peso dada a esta observagdo na estimacdo dos pardmetros do modelo.
Se (f1,. fr) = (f(z1), ..., f(zT)) puder ser escrita como Bc, onde B é uma determinada

matriz de planejamento, tem-se de (4.13) e (4.15) que os estimadores de c e § no (k + 1)-ésimo
passo do algoritmo EM sdo dados por

) = (X'w®) x) "1 x'w Ry

e
(52)(k+1) — %(y _ Bc(kz—l—l))IW(k)((y _ Bc(k+1)))
onde
pV,}k) = diag{&%k), - 65@}
e 5r(1{c )éo valor esperado de oy dado y; e os pardmetros c e § estimados até o momento. O

Exemplo 4.2.2 (Distribuicido de Cauchy). A distribuicdo de Cauchy é um caso particular da
distribui¢do t de Student onde v = 1. Logo, temos que

N 2
ot = 2+412/82
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O exemplo a seguir explora um outro elemento da classe das distribui¢des formadas por mistura de normais
através da escala, a distribuicdo exponencial dupla,

1
p(e) = §e_l€|. (4.16)

Note que estimar a fungdo alvo e demais parametros através da maximizagdo de (4.16) € equivalente a estima-
los através da minimizago da norma em L', pois, log p(e) = cte — || oc —|e|.

Exemplo 4.2.3 (Distribuicdo Exponencial Dupla). Para o caso em que a distribuigdo do ruido
é a exponencial dupla, a densidade de mistura é dada por

1 1
h(o) = —=e™ 2.
(0) =53
Deste modo, como descrito anteriormente, os dados devem ser modelados de acordo com

)
Yiloe NN<f(~’Et),—>,
o

gt ~ h‘a

e P(s) = % Em particular, observe que h e v independem de quaisquer pardametros, logo,

podemos desprezar os termos C(0]0") em Q(60’) e assumir
Q(O10') = ~Togs — 5o (y — B/ W(0)(y — ©).

Ou seja, a fungdo alvo serd estimada via minimos quadrados ponderados onde o0s pesos sdo
dados por

or = By {Ut\zt} 4.17)
e a matriz de ponderagao Wr(0') por diag (1, ...,a7).
Os valores esperados em (4.17) sao calculados com relacdo a fun¢do densidade de probabi-

lidade
- 1 v
Koy, 8) 0% | =18 ) L oo
2 gy

8/o;
f(e))?
/2 el fm)) Lze—r; (4.18)
i

2
1 -3(%ee)

o0 que resulta em
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onde L|[g)(z) representa a transformada de Laplace calculada da fung¢do g calculada em x. A
igualdade acima é consequéncia do fato que

c le-;/s] () = \/ge—h\/i

para s > 0 e para todo a € C com R[a] > |S(c]|. No nosso caso, dado que o = 271/2 € R
obviamente satisfaz a condigdo exigida, temos que vale a igualdade. Essa igualdade também é

consequéncia do fato que o valor de C; na expressdo acima, a constante de normalizagéo de k,
para cada t, em (4.18), € igual a

Cy = Vame & (4.19)

Este resultado deriva do fato que

e—a/s T _avaz
£ [3—/2} (e) = \F
para s > 0 e para todo a > 0. Veja [25] para mais detalhes sobre as transformadas de Laplace
utilizadas. Note que, quanto mais discrepante o valor de y; em relacdo ao valor de f(z:) (ou,

como € na prdtica, em relagdo a estimativa da fungdo alvo calculada no ponto x:), menor é a
constante de padronizagdo Cy e menor é o peso 6 associado a esta observagéo. O

Note que, nos exemplos acima, o peso associado associado a ¢t-€sima observagao, ie, a componente (,t)
da matriz de ponderagdo W (0), é fungdo decrescente do residuo. Ou seja, quanto maior o valor |y; — f(z)],
menor o valor da respectiva componente em Wp(6).

Exemplo 4.2.4 (Distribuicio Logistica). No caso da distribuicdo logistica, a densidade de mis-

tura é dada por
o0

h(a) — 2 :(_1)k—1k20—2e—k/20
k=1
e, assim como nos exemplos anteriores, teremos

1
QUO10') = ~Togd — 555y — £ Wr(@)(y 1),
ot = E{ot|yt}
de modo que Wr(0') = diag(ay, ...,r) onde

-

ag

a. "'2 s
e S (~1)F K20 2 M2
k=1

_1( Kk rioy
(—1) k20, 3% '2(‘"““457)

k(otiytv 0,) &

s |

X

b

>
Il
—
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ondery =y — f(zt). Logo

oo 0,2
g = Ct—l Z(—l)k_le/ Tdo’t,
k=1 9 o

onde C} é a constante de normalizagdo associada a densidade k. Assim como para a densidade
exponencial dupla, podemos mostrar que

_1( Kk _!7_’2”1 .
/ooe 2(a¢+ 5 )d £ e—i (T'? > ‘/271'5 _\/Els[,.l
—_— o = ——— —_— = (]
0 o)/ t Vs | \ 262 ||

2
1 k Tiot
o _5(Tz+‘§2‘>

_k 2
é B e 2 T\ 2w _ VEIn
/0 R =k [33/2] (252> VxS
t

6T (~1) g2
Ot = —

I7el S0 (_qye-1garee— L5

de modo que

Exemplo 4.2.5 (Distribuicao Normal Contaminada). No caso da distribui¢do normal conta-
minada, a densidade de mistura é dada por

1—¢&, seo=1
h(o) = &, sea =\

0, caso contrdrio

onde 0 < £ < 1. Lembre que, neste caso,

e ~ (1— EN(0,1) + EN (o%) .

Podemos generalizar o conceito acima para permitir mais de uma fonte de contaminagdo su-
pondo

w9, seo =1
h(o) = < m;j, sea:)\?parajzl,...,K

0, caso contrdrio

59
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onde my, ..., >0 e ZJI.{ZO m; = 1. Neste caso, os dados sdo modelados de acordo com

{ytlcrt NN(f(fEt)» %)
plor = A3) = 7;

paraj =0,1,..., K, onde \y = 1.
Novamente,

Q(O10") = ~Tlog s — 55y — 1/ Wr()(y — ©).

o = E{atlyt}
de modo que Wr(0') = diag(ay, ..., o) onde
Aj T
= X2 Nox 22 [ =) 7,
k(or = Ajly:, 0') o 5 0] (J/Aj> )

onde ry = y; — f(x¢). Obviamente, a constante de normalizagdo, neste caso, é dada por

K\ ,
_2:_1' Tt
Ct_j:o 6¢<5//\j)7rj.

. . k(a’tZ)\g.lyg,B')
. _ — JIE7 2
Logo, definindo para cada j =0, ..., K, mj; = o , teremos que

K
ot = Z Wj]t)\j-
=0
0

Agora, se aproximarmos f por Z;‘il ¢jBj, onde ¢ = (c1,...,cm) € B = {B;}$2, sdo como na se¢ao
anterior, entao
Q(616") = C(¢;0") — Tlogd —

1
2—52(y — Be)Wr(6')(y — Be). (4.20)

Note que, neste caso, 8 = (c’,¢’)’. Em particular, tomando-se o gradiente de Q com relagdo a c, temos

6 / 1 / ! /

Logo, dado ', a estimativa de c é
¢ = (B'Wr(6")B)'B'Wr(8)y.
Quanto ao parametro de escala, temos

o N T 1
25Q010) =%+ 5

Y (y — Be)'Wr(0')(y — Be)
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o que resulta no estimador
1
8% = 7y = Be) Wr(6)(y - Be). 4.21)
Finalmente, assumindo que % independe de ¢, temos que a estimativa de ¢ € a solu¢do da equag@o

0

5£Q(618) = 2C(¢:6) 0.

4.2.3 Critério de Parada

Dado que o objetivo € estimar a fungéo alvo, podemos estabelecer como critério de parada com base no erro
quadrético médio

EQM(f Z(yt fla)?

De fato, podemos inferir que a estimativa da fungao alvo convergiu para uma determinada curva quando a
média da soma dos quadrados das distincias entre a curva estimada e os pontos observados se mantiverem
constantes. Em termos praticos, isto se traduz no seguinte critério: devemos parar as iteragdes do algorltmo
quando IEQM(ﬂk+1)) EQM(f®)| < tol, onde tol é um nivel de toleréncia pré-especificado e f Fik) ¢ a
estimativa da funcéo alvo na k-ésima iteragdo do algoritmo.

A metodologia sugerida pode ser vista resumidamente no algoritmo 4.2.1.
4.2.4 Aproximacio de f via Smoothing-Splines
Uma alternativa para a aproximagdo de f que surge naturalmente € o uso de smoothing-splines. Isto ocorre por

duas razdes, sendo a primeira o simples fato que, restritos ao espago de Sobolev W das fungdes com segunda
derivada definida, a solugdo do problema de se minimizar o funcional

Zwt (ye — F(ze))? + (), (4.22)
onde (w1, ...,wr)" é um vetor de ponderagdes e onde a fungéo de penalizagio € dada por

fi= A / [ (1)), (4.23)
€ um spline cibico cujos nds sao determinados pelas observagdes {2}, veja segdio 2.1.4. Em particular,

no nosso caso,
1 1
— —Fgd——|z\.
TR {¢(Ut) Zt}

A segunda razdo que nos leva a considerar a técnica de smoothing-splines é o fato que para a fungdo de
penalizagdo J) definida em (4.23), a solugdo do problema de otimizag@o:

T

argmin p¢yy Z L(ye — f(@0)? + Ia(f)
t=1
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Algoritmo 4.2.1 Resumo do Algoritmo de Estimacao.

Passo 1. obter uma estimativa inicial para f = (f(z1), ..., f(z7)), denotada por £(©);

e um modo de se obter a estimativa inicial € através do método de estimacgdo usual associado ao
suavizador escolhido, ie, supondo o ruido i.i.d. e gaussiano.

Passo 2. obter uma estimativa inicial para o pardmetro de escala § ¢ para ¢, denotados por §() e ¢ ©), respec-
tivamente;

Passo 3. loop principal do algoritmo EM.

e Enquanto [EQM(f®)) — EQM(f~1)| > tol:
Passo (k + 1).1: f*+1) = Bc(k+1) onde

c*H) = (B'Wr(6W)B) "' B'Wr(6W)y;

Passo (k + 1).2: atualizar a (k + 1)-ésima estimativa de §2 por

=y — £ (k4D 8 W) (y — D)

Passo (k + 1).3: atualizar a (k + 1)-ésima estimativa de ¢ através da equagdo
d

= (¢ kD) gk+1) ~(R)y =
BCC(C)C 75 VC ) 0

onde, para t = 1,...7', l; é uma funcdo de log-verossimilhanca, é um spline cibico. Este fato segue das
proposicoes 2.1.1 e 2.1.2.

Lembre que, na k-ésima iterac@o do algoritmo EM, o estimador de f € aquele que minimiza, junto com o
vetor de pardmetros ¢ associado a h, a fung¢do critério (4.10). Se mantivermos ¢ fixado, temos que o estimador
de f € exatamente aquele que minimiza (4.22), cuja solug@o é obtida através das equagdes normais

(X'WrX +TX6?*Q)c = X'Wry, (4.24)

onde X = {,Bj(:vi)}g:j:l e (1, ..., Br € uma base para o conjunto de splines naturais de ordem 4 com nés em
z1, ..., T € a matriz {2 € dada por

Q= {/ﬂ;'(t)ﬁ;/(t)dt}T ; (4.25)

i,j=1

Da expressdo (4.21), a estimativa do parametro de escala ¢ é dada por

~ 1
0 =7y — Xe)Wr(y — Xc).
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4.2.5 Aproximacao via B-Splines

Estimar a fung¢@o alvo f por smoothing splines € um meio de se trazer o problema para dimensdes finitas. No
entanto, ainda assim, o esfor¢o computacional € relativamente elevado dado que o total de pardmetros €, no
minimo igual a quantidade de observag¢ées. Um modo de tornar o processo de estimagdo computacionalmente
mais barato € considerar a aproximagao de f via B-splines dada por

M

f@) ~ > c;Bm;(x)

J=1

onde as fungbes B,y j(x) sdo B-splines de ordem m, para j = 1, ..., M. Deste modo, nosso objetivo passa a
ser determinar as estimativas ¢, ..., Cps dos coeficientes ¢ = (c1, ...,cpr)’ €, conseqiientemente, estimar f por

ZCJ m,j (Z)-

Logo, neste caso, o vetor de pardmetros é dado por 8 = (c,¢’)’.

Assim como na sec@o 4.2.4, nosso objetivo continua a ser estimar f de modo a minimizar o funcional
(4.22). Para determinar as equagGes normais neste caso, basta notar que o vetor de aproximagdes via B-splines
de f nos pontos (1, ...,7 ) é dado por

f = (f(z1), .., f(zr)) = Buc,

onde ¢ = (c1, ..., cp)’ € By = (B j(:))i,; € amatriz T x M formada pelos elementos da base de B-splines
calculados nos pontos 1, ..., 7, € que, substituindo f”(t) em (4.23) pela segunda derivada da aproximagéo
de f via B-splines, temos

BH=AY e [ @508

jk=1
= )\C QN[C,

onde

Qm = /(B” m.; (1) B k() dt) 1< k< (4.26)

De fato, como na se¢do 4.2.4, na k-ésima iteracao do algoritmo EM, se mantivermos ¢ fixado, temos que o
estimador de f € obtido através da minimizagdo de
1
252
de modo que as equacgdes normais ficam dadas por

(B WrBas + 206°Q)c = By, Wry.

Yy — BMC)IWT(y — B}\,[C) + C/QMC

Assim como para smoothing-splines, o pardmetro de escala € estimado por

~ 1
5 = i;(y — B]\,[C)IVVT(y — BMC).
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4.2.6 Bandas de Confianca via Bootstrap

Uma maneira de se obter bandas de confianca para a estimativa da funcdo alvo, do pardmetro de escala e
do vetor de pardmetros ¢ é através da técnica bootstrap. Uma amostra bootstrap é obtida via monte-carlo
amostrando-se o ruido € 1" vezes para, com o resultado, construir uma nova amostra de varidveis resposta.
Abaixo, descrevemos duas metodologias bootstrap distintas e conhecidas por bootstrap paramétrico e boots-
trap ndo paramétrico, respectivamente. A primeira metodologia leva em consideracéo a distribui¢do assumida
para o ruido, a qual, no nosso caso, € uma mistura na escala de normais, enquanto que a segunda utiliza a
distribui¢do empirica dos residuos. Embora estejamos assumindo uma determlnada distribuicdo para o ruido,
na pratica, € interessante o uso do bootstrap nao paramétrico.

Bootstrap Paramétrico

Para tanto, consideramos o fato que

6t|0t NN(O,'I/)(Ut)Q),
gt ~ h.

Neste caso, podemos obter por simulagd@o os valores o7, ..., 07 de acordo com a densidade h e depois, para
cadat = 1,...,T, obter os valores €}, ..., e de acordo com a distribui¢do A/(0,(07)?). O passo seguinte
consiste em definir

y; = f(z¢) + 0¢;, parat =1,...,T

onde f e d sdo as estimativas de f e J, respectivamente, obtidas com a amostra original y1, ..., y7. A estimativa
bootstrap de f €, entdo, obtida usando-se esta nova amostra y7, ..., 7.

O procedimento acima € repetido B vezes e, para cada amostra bootstrap, obtemos uma estimativa boots-
trap f]‘-* e, com estas estimativas, construimos as bandas de confianga desejadas.

Bootstrap Nao-Paramétrico

O procedimento ndo-paramétrico € andlogo ao descrito acima, com a diferenca de que a amostragem agora
¢ feita sem assumir nenhuma distribuicdo especifica para o ruido. Ou seja, €f € amostrado via amostragem
simples com reposi¢d@o a partir da colec@o de residuos obtida ap6s o ajuste inicial do modelo.

Observacgao 4.2.1. Como notado em [28] e nas referéncias ld contidas, na hipotese do ruido possuir varidncia
infinita, tanto para modelos de regressdo quanto para séries temporais, os métodos usuais de bootstrap, como
os descritos acima, falham drasticamente caso a condi¢do B = o(T') seja violada. Em particular, no nosso
caso, este cuidado deve ser tomado quando assumirmos uma distribuicdo estdvel para o ruido.

4.3 Aproximacio de S(6|0') via Monte-Carlo

Como descrito na se¢do 2.2.5, quando a esperanga Q(0|0(j )) ndo pode ou € dificil de ser calculada analitica-

mente, uma possibilidade € aproxima-la via Monte-Carlo. Para tanto, seja agjl), - UL(J}(_]) uma amostra pseudo
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aleatdria da varidvel oy obtida segundo a densidade condicional (4.11) com 0Y) no lugar de @', e considere as
seguintes aproximacdes do vetor de ponderagdes W e de C(¢; 0'), respectivamente,

J(4) J(5)

W; = diag Z—I—Z# : 4.27)

i=1 wc(0§’,3)2 i=1 ¢C(0¥,3)2

T J(3) ngl)lc)
C(¢;09) =" Zl (4.28)

=1 i=1 Ut,L)

Logo, a fungdo critério (4.10) pode ser aproximada por
e . = ) 1 . _
5(0169)) = C(¢;09)) — Tlog s — o (y — o) Wj(y — fo) + JA(0), (4.29)

onde fp é o vetor de aproximagdes de f nos pontos (z1, ..., z7)’ com base nos pardmetros em 6.

Exemplo 4.3.1 (Distribuic¢do ¢ de Student — v Conhecido). No caso da distribui¢ao t, temos

5(8]169)) = —T'logé — 2—52

onde ri; = S, a(])( f(z:))* e onde 5, = Ey(;) {o4|yt}. Note que k5 > 0. Derivando Sy e
igualando o resultado a zero, obtemos o estimador de ( para j-ésima iteragdo do algoritmo EM,

Observe também que 6; é o estimador de mdxima verossimilhanga para o parametro de escala §

ponderado pelos pesos a(] ) 5&? ), 0

4.3.1 Smoothing Splines

Substituindo Wt por /Wj em (4.24), 0 (j+1)-ésimo passo do algoritmo EM aproximado resulta nas estimativas
que maximizam

~ . . ) 1 o

5(010Y)) = C(¢;09) — =ly-= Xc)Wj(y — Xc) — Ac'Qc, (4.30)

onde Q é dado por (4.25). O procedimento de maximizagédo é quebrado em trés passos, como mostrado no
algoritmo 4.3.1.
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Algoritmo 4.3.1 Procedimento de maximizagdo quando usamos smoothing splines.

Passo 1. Manter { = ¢ (j), maximizar S (0|9(j )) com relag@o a c. O estimador resultante, clitl) g a solucdo
do sistema de equagGes .
(X'W; X +TX)c=X"y.

Passo 2. Usar a estimativa c(+1),

U+ = Z(y — XYW, (y — Xl

N~

Passo 3. Usar as estimativas c*1) e §U+1) para estimar ¢+ maximizando-se a fungdo critério atualizada
56|+ sU+D ¢y,

4.3.2 B-Splines

O algoritmo de estimag@o de f e ¢ via B-splines € perfeitamente andlogo ao obtido via smoothing-splines. De
fato, substituindo Wz por W; em (4.24), o (j + 1)-ésimo passo do algoritmo EM aproximado consiste em se
maximizar com relacioace ¢

- ; - 5 1 .y
5(616)) = C(¢;6)) — Tlogd — =5 (v — Buc) Wj(y — Buc) — Ae'Que, (4.31)

onde 2 é dado por (4.26). Novamente, o procedimento de maximizagdo é quebrado em 3 passos como
ilustrado no-algoritmo 4.3.2.

Algoritmo 4.3.2 Procedimento de maximizac¢do quando usamos B-splines

Passo 1. Manter ¢ = ¢\), maximizar § (6|0Y )) com relagdo a c. O estimador resultante, c/+1) ¢ a solugdo
do sistema de equacgdes . .
(ByW;Ba + 206°Q)c = By, W;y.

Passo 2. Usar a estimativa c(+1),

80+ = L(y — BureU* VY Wyly — BareU+)

Passo 3. Usar a estimativa cU+1) para estimar C(j'“) maximizando-se a funcdo critério atualizada
S(0|£U+Y, ¢ W)y,

Observacio 4.3.1. (Maximizacao com relagio a ( — parte 1) Note que as componentes Ac'Qc
e T'log 6 de S(0|0Y9)) independem de ¢ e, portanto, podemos apenas considerar

5.(6169)) = C(¢;09) — %(y — Xc)W(y — Xc) (4.32)
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ao estimar G. O

Observacio 4.3.2. (Maximizaciio com relacdo a { — parte 2) O vetor de pardmetros ¢ tem,
em geral, dimensdo pequena e a maximizacdo com relagdo aos elementos deste vetor pode ser
quebrada em uma pequena seqiiéncia de maximizagées univariadas,

5§j+l) - argmax51§(51; AR (59), vy 51(,j))
5éj+1) = argl7zax52§(52; f(j+1),5§j+l),5g, ...,5]()j))

(4.33)
51(,j+1) = a)'g/11m5p§(5p; fU+), 5§j+1),5§j+1), oty Op),
onde ¢ = (61, ..., 0p)" e onde usamos (4.32) no lugar da fungéo critério original. O

4.3.3 Algoritmo Genérico de Estimacao

No algoritmo 4.3.3 descrevemos, de modo um pouco mais conciso, os passos do procedimento de estimagao
da fungdo alvo f e do vetor de pardmetros ¢.

Caso as esperancas do passo E do algoritmo e a distribuigéo condicional de o dado y possam ser calculadas
analiticamente, os passos k.1 a k.5 podem ser substituidos pelos passos E e M usuais do algoritmo, ie, sem
simula¢des de Monte Carlo.

4.3.4 Sobre a Implementacdo do Algoritmo de Metropolis-Hastings

O objetivo é amostrar a partir da densidade condicional de ¢, logo usando o fato de que esta densidade tem
suporte em [0, 00) e que ela é o produto da densidade marginal /(-|@) com a densidade da normal padrdo cal-
culada em um determinado ponto (ver abaixo), podemos tomar como densidade proposta a prépria densidade
marginal h*, ie,

g0, s) = h(s|6),

4estamos obviamente assumindo que h é de fato uma densidade de probabilidades, o que, no caso de misturas na escala de normais,
ndo é sempre verdade
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Algoritmo 4.3.3 Algoritmo genérico de estimagdo para o modelo semiparamétrico

Passo 1. obter uma estimativa inicial para f = (f(z1), ..., f(z)), denotada por £(0).

o um modo de se obter a estimativa inicial € através do método de estimag@o usual associado ao
suavizador escolhido, ie, supondo o ruido i.i.d. e gaussiano.

Passo 2. obter uma estimativa inicial para ¢, denotada por ¢ @
Passo 3. iniciar o loop principal do algoritmo EM.

k-ésima iteracdo: dados f(*—1) ¢ ¢(k=1);
Passo k.1: para cadat = 1,...,7" gerar uma amostra pseudo-aleatdria, através do algoritmo de

Gibbs ou via Metropolis-Hastings, de at(l), e ort(‘](j ) de acordo com a distribuicio

) 1
k(otlye, %Y '
CA ) 5D gho sy (o)

v (k—1)
Ut h 9(/5:—1)
¢ <5(k—1)¢6(k_1) (Ut)) (ol )

onde ft(k—l) ¢ a aproximagcdo obtida para f no ponto z; na iteragdo (k — 1).
Passo k.2: calcular Wk de acordo com (4.27)ecom { = ¢ (k=1).
Passo £.3: calcular f(F) através das equagdes normais apropriadas;
Passo k.4: calcular (%) ysando o resultado do passo anterior;

Passo k.5: se |L(0®)) — L(6*~D)| < &, terminar o algoritmo. Caso contrério, ir para o passo
(k+1).1;

onde 8 ¢ o vetor de pardmetros do modelo estimado na tltima iteragfo, digamos a itera¢do de nimero k, do
algoritmo EM. E ficil ver que, neste caso, a probabilidade de aceitagdo p(at(J ), s) é dada por

. ye—f5) (z4)
P(a\) b (—aws) )

Vi) ¢ (w0 ’
5)y(a1)

— min Mex (g — fP(@))? 11 .
- P(s) 0 2(5(k))2 PP p@@z)|

de modo que a amostra de interesse € gerada de acordo com a regra

p(at(_j), s) = min

Ut =

s , com probabilidade p(ot(j ), s)
Ut(j)

, com probabilidade 1 — p(ot(j ), s)

Em particular, o algoritmo acima pode ser utilizada para modelos cujos ruidos sdo distribuidos de acordo
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com uma distribui¢io estdvel, pois, devemos apenas ser capazes de gerar uma amostra pseudo-aleatdria se-
gundo esta distribuigdo e, desta forma, evitamos as dificuldades oriundas da maximizagdo da respectiva fungdo
de verossimilhanca.

Exemplo 4.3.2 (Distribuicio ¢ de Student — v Conhecido). Embora, no caso em que o ruido
segue uma distribui¢do t de Student ndo seja necessdrio recorrer a simulagées para obter as
esperancas do passo E do algoritmo, temos que, neste caso, (o) = (/+/o, de modo que a
probabilidade de aceitagdo ficaria igual a

j : s (ye — f®) (@0)? j
p(Ugj)a $) = min E exp {——QCQ——(S = U?)) 1
O
4.4 Estudo de Simulacao
Para este estudo, usamos as seguintes fungdes alvo:
i. Funcao alvo 1: (figura 4.1 (a))
f(x) = sen(2z) (4.34)
ii. Funcao alvo 2: (figura 4.1 (b))
f(z) = 10z + 15 exp(—122?) (4.35)
iii. Funcao alvo 3: (figura 4.1 (c))
2 ;
f(z) = sen(20(z + 0.2)) 4.36)

xz+0.2

4.4.1 Simulacao e estimacdo via B-Splines

Nesta se¢do, avaliamos via simulagdo a metodologia sugerida no caso em que a aproximagdo da fungéo alvo
é feita através de B-splines. Neste primeiro estudo consideramos a fung¢io alvo

f(z) = sen(2z)

(figura 4.1 (a)) e assumimos como pardmetro de escala § = 1,5. Os dados foram obtidos via simulagdo
assumindo-se que o ruido seguia uma distribui¢do t de Student com 1,5 graus de liberdade de modo a gerar
uma amostra de tamanho 200. Foram realizados 3 ajustes, sendo que, para todos eles, consideramos M = 3 e
obtivemos amostras bootstrap de tamanho 100 com base nas quais construimos intervalos de confianga (95%)
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Figura 4.1: Funcoes alvo utilizadas nos estudos de simula¢@o para o modelo de regressdo semiparamétrico
sugerido.

Ajuste 1: Bootstrap Paramétrico Ajuste 1: Bootstrap Nio-Paramétrico

AJuste 2: Bootstrap Paramétrico Aluste 2: Bootstrap Nio-Paramétrico

Ajusts via Minimos Quadrados: Bootstrap Paramétrico Ajuste via Minimos Bootstrap N

Figura 4.2: Estimativas da fungdo alvo 1 segundo a metodologia proposta, Ajuste 1 (gréficos superiores — correspon-
dem a v = 1,5) e Ajuste 2 (gréficos intermedidrios — corresponde a v = 3,5), e via minimos quadrados, Ajuste 3
(gréficos inferiores).
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para § e bandas de confianca (95%) para as estimativas da fungdo alvo. O primeiro ajuste (Ajuste 1) foi feito
segundo a metodologia proposta na tese e tomando v = 1,5, o segundo ajuste também foi realizado segundo
a metodologia proposta, porém, com v = 3, 5 e, finalmente, o terceiro ajuste (Ajuste 3) foi feito via minimos
quadrados. O resultado, relativo a estimativa da fungao alvo, deste estudo pode ser visto na figura 4.2. Quanto
ao pardmetro de escala, obtivemos os resultados expostos na tabela 4.1. Note que o erro quadratico médio é,
de fato, mais baixo quando tomamos o valor correto para v. No entanto, ndo hd uma alteragio significativa
se 0 subestimamos, isto € se escolhemos um valor maior para v. Essa diferenca, por outro lado, é bastante
significativa se comparamos o resultado obtido para as estimativas de minimos quadrados. O mesmo vale para
os valores estimados do parametro de escala em cada ajuste.

Tabela 4.1: Estimativas e intervalos de confianca para o pardmetro de escala § = 1,5 e o erro quadrético médio para
cada ajuste obtidas no primeiro estudo de simula¢do onde o ruido foi gerado segundo uma distribui¢@o t de Student com
1,5 graus de liberdade.

Ajuste bootstrap ) IC(95%) EQM
| paramétrico 1,536 [1,326;1,722] | 0,0044
| ndo-paramétrico | 1,536 [1,360;1,687] | 0,0044
2 paramétrico 2,018 [1,842;2,199] | 0,0168
2 ndo-paramétrico | 2,018 [1,816;2,336] | 0,0168
M.Q. paramétrico 10,011 | [9,191;10,824] | 0,3632
M.Q. | ndo-paramétrico | 10,011 | [4,806;,14,848] | 0,3632

Em um segundo estudo de simulagéo, testamos a metodologia proposta em um caso em que a fungdo alvo
apresenta um comportamento menos comportado do que aquela utilizada no exemplo anterior. Para tanto,
usamos a funcdo definida em 4.1(c). Além disso, desta vez, simulamos os dados assumindo que o ruido
obedecia a uma distribui¢do de Cauchy e, como anteriormente, assumimos o pardmetro de escala § = 1,5.
O resultado da simulag@o descrita foi uma amostra de tamanho 300. Para efeito de andlise, foram realizados
3 ajustes, sendo que, para todos eles, consideramos M = 13 e obtivemos amostras bootstrap de tamanho
100 com base nas quais construimos intervalos de confianga (95%) para ¢ e bandas de confianga (95%) para
as estimativas da funcdo alvo. O primeiro ajuste (Ajuste 1) foi feito segundo a metodologia proposta na
tese usando a propria distribui¢do de Cauchy, o segundo ajuste também foi realizado segundo a metodologia
proposta, porém, assumindo uma distribui¢éio t com v = 3 graus de liberdade e, finalmente, o terceiro ajuste
(Ajuste 3) foi feito via minimos quadrados. O resultado, relativo a estimativa da fung@o alvo, deste estudo
pode ser visto na figura 4.3. Quanto ao pardmetro de escala, obtivemos os resultados contidos na tabela
4.2. O fendbmeno observado no primeiro estudo de simulagdo repete-se aqui ainda mais evidente. Nota-se
que a distdncia entre as estimativas e erros quadraticos médios obtidos usando-se distribuicdes com caudas
pesadas porém distintas € significativamente menor do que aquela entre qualquer um destes resultados o
aqueles obtidos quando obtemos as estimativas via minimos quadrados.

4.4.2 Aplicacao a Outros Métodos de Aproximacao

Abaixo seguem os resultados de mais algumas simulagdes realizadas com base no algoritmo sugerido, mas
utilizando outros métodos de suavizagdo diferentes de splines. O objetivo € simplesmente ilustrar o quéo
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Ajusts 1: Boolstrap Paramétrico Alusts 1: Bootstrap Nio-Paramétrico
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Figura 4.3: Estimativas da fungéo alvo 2 segundo a metodologia proposta, Ajuste 1 (graficos superiores — correspon-
dem ao ajuste com v = 1) e Ajuste 2 (graficos intermedidrios — corresponde ao ajuste com v = 3), e via minimos
quadrados, Ajuste 3 (gréficos inferiores).

bem a metodologia proposta adequa-se a outras técnicas de aproximagdo e como ele se comporta quando
os parametros da distribuicdo associada ao ruido fixados a priori ndo correspondem exatamente aos de sua
distribuicdo. Em todas as simulagdes abaixo, consideramos a fung@o alvo 2, figura (4.1)(b).

Tabela 4.2: Estimativas e intervalos de confianga para o pardmetro de escala § = 1,5 e o erro quadrético para cada
ajuste obtidos no segundo estudo de simulagdo onde o ruido foi gerado segundo uma distribuigdo de Cauchy.

Ajuste bootstrap ) I1C(95%) EQM
1 paramétrico 1,593 [1,328;1,743] 0,3788
1 nao-paramétrico | 1,593 [1,327;1,768] 0,3788
2 paramétrico 2,807 [2,499;3,038] 0,4243
2 ndo-paramétrico | 2,807 [2,420;3,215] 0,4243

M.Q. paramétrico 28,059 | [26,069;29,111] | 26,0889

M.Q. | ndo-paramétrico | 28,059 | [8,494;45,566] | 26,0889
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Séries Trigonométricas

Em todas as simula¢Ges abaixo (relativas as séries trigonométricas) tomamos § = 0, 5.
e Simulacéo 1:

A figura 4.4 contém os resultados das estimativas obtidas sobre uma amostra de tamanho 500 gerada de
acordo com uma distribui¢do de Cauchy e com uma t de Student com graus de liberdade iguais a 1, 5; 2 e 6,
respectivamente. Além disso, as varidveis independentes foram escolhidas de modo a formar um conjunto de
pontos igualmente espagados no intervalo [0, 1]. Em todas estas simulagdes usamos 50 fungdes base.

A, = Terget Fumction Extimates {scals pwrameter: 05, d1: 1.5 sample stre: 500, aoprortmation levek )

E—————
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Figura 4.4: (Simulagéo 1) Estimativas via algoritmo EM e por minimos quadrados (usando séries trigonométricas) nos
casos em que o ruido segue uma distribui¢do t de Student com graus de liberdade iguais a (a) » = 1,0, (b) v = 1, 5, (c)
v=2,0e()r =6,0.

Note que a curva estimada pelo algoritmo EM ajusta-se perfeitamente a curva real, enquanto que o es-
timador de minimos quadrados é extremamente sensivel aos valores extremos. Conforme aumentamos v, a
distribui¢@o do ruido aproxima-se da distribui¢do gaussiana (embora uma t de Student com v = 6 ainda tenha
caudas bem pesadas quando comparada a uma distribuicdo normal) e, como pode-se notar, os estimadores
usual e EM ajustam-se bem aos dados. Com relagdo ao pardmetro de escala, obtivemos os resultados expostos
na tabela 4.3. Assim como no caso das curvas estimadas, podemos notar através dos parametros de escala
obtidos que o método iterativo é extremamente menos sensivel aos valores extremos do que o método de
minimos quadrados.
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e Simulacdo 2:

Na figura 4.5, geramos 100 amostras para as quais o ruido associado segue a distribuigdo A/(0, §2), com
6 = 0, 5, e obtivemos estimativas com v = 1, v = 1.5, v = 2 e v = 6. Em todas as estimativas, utilizamos as
20 primeiras fungdes base e 1000 iteragdes. Pode-se notar que, embora ndo tdo quanto o ajuste via minimos
quadrados, as estimativas via EM aproximam-se bem da curva real mesmo quando o ruido ndo tem caudas
pesadas e seguem uma distribui¢do gaussiana. Como era de se esperar, pode-se também notar que a estimativa
do fator de escala aproxima-se do valor real do desvio padrao conforme aumentamos os graus de liberdade.

e Simulacio 3:

Finalmente, consideramos o caso em que o ruido € gerado de acordo uma distribui¢do de Cauchy e es-
timamos a f assumindo graus de liberdade superiores a 1. O resultado destas estimativas estd contido na
figura 4.6. Embora, as estimativas apresentem um descolamento maior em relagdo a curva tedrica quando
comparadas as outras estimativas, podemos notar que, ainda assim, elas sdo bastante resistentes a valores ex-
tremos. Observamos também um aumento sensivel na estimativa do fator de escala. Isto era esperado, pois,
uma vez que aumentamos os graus de liberdade associados ao estimador, mais nos aproximamos por maxima
verossimilhanga supondo a normalidade do ruido.

Ondaletas

Nesta secdo usamos ondaletas para aproximar a fungdo alvo f. Como se sabe, qualquer fungdo em L?[0, 1]
pode ser representada por uma série de ondaletas de modo que

co 27-1

f(z) = copoo(x) + Z Z dikPjk (),

7=0 k=0

onde ¢ji € ;i sdo as fungdes de escala e ondaletas, respectivamente, € cji € djx seus respectivos coefici-
entes. Para mais detalhes a respeito de aproximagdes via ondaletas, recomendamos [30]. Antes de realizar
o estudo de simulagfo, gostariamos de observar que a presenga de valores extremos tem forte impacto nao
apenas sobre estimativas obtidas via minimos quadrados, mas também sobre as estimativas obtidas via trans-
formadas discretas de ondaletas. Este fato pode ser observado quando comparamos as figuras 4.7 € 4.8. Elas

Tabela 4.3: Estimativas do parAmetro de escala nas estimativas da simulagdo 1. A segunda coluna, J, s@o as
estimativas obtidas pelo método iterativo, enquanto que a terceira coluna, M.Q., s@o as estimativas obtidas via
minimos quadrados.

Graus de Liberdade | § | M.Q.

1 0,59 | 47,05
1,5 0,55 | 4,66
2 0,58 | 1,83

6 0,56 | 0,78
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Figura 4.5: (Simulagio 2) Estimativas da fungio alvo e do pardmetro de escala no caso em que o ruido segue uma
distribui¢do normal (usando séries trigonométricas) e assumindo os seguintes graus de liberdade para o processo de
estimagéo (a) » = 1,0,(b) » = 1,5, (c) » =2,0e (d) » = 6, 0.

correspondem a andlise de multirresolugdo do sinal
yr = sen(10t) + ¢, (4.37)

onde €; ~ N(0,1), figura 4.7, e ¢; ~ to, figura 4.8. Note que no primeiro caso, isto €, o gaussiano, os maiores
coeficientes de ondaletas (detalhes) correspondem ao sinal real, enquanto que no segundo caso, os maiores
coeficientes de ondaletas correspondem ao ruido. Logo, a aplicagdo dos limiares usuais ndo seria muito efetiva
no sentido de que ndo eliminaria a “sujeira” deixada pelo ruido. Lembramos que a expressdo para o limiar

universal, derivado em [15], é
0\/2logT,

onde ¢ é o pardmetro de escala (desvio-padrdo para o ruido gaussiano). A deducédo deste limiar é baseada na
desigualdade de Borel através da qual podemos inferir que para Zj, . .., Zp_1 gaussianos com média zero e
varidncias 67, vale a desigualdade

P ( max Z
0<t<T | Ot

> \/2logT> —0

quando 7' — co. Por outro lado, dado que podemos representar a distribuic@o t de Student como uma mistura
de normais através da escala, nés podemos através de uma aplicag@o da desigualdade de Borel obter o limiar
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universal “equivalente” para sinais com ruidos distribuidos de acordo com uma t de Student com v graus de

liberdade, o qual deve ser proporcional a
VT¥/2 1. (4.38)

Um limiar como este anularia todos os coeficientes de ondaletas. A dedu¢do completa da expressdo (4.38)
encontra-se no apéndice ao final deste capitulo.

Para o estudo de simulac@o, dado que ondaletas sdo extremamente eficientes em captar descontinuidades
da func@o alvo, escolhemos como fungio alvo

0, caso) <z < i
2, caso L <z <1
f(z) = ? 2 (4.39)
-3, caso; <z <3}
6, caso % <z<l

a qual estd representada na figura 4.9. Optamos, finalmente, em tomar um ruido, {e; }, distribuido de acordo
com uma distribui¢cdo de Cauchy e tomar como pardmetro de escala § = 1,5. Fixados estes pardmetros,

Target Function Estimates (acals parsmeter: 0.5 41215 same site 100 soprerimation lovet 20) Target Function Extiates (scale paraseter: 05, 41: 2. sample e 100, appreximetion bevet: 20
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[ = . — e
— Ve — Bl

S w150 (1M e St | M ey

(©) (d)

Figura 4.6: (Simulacéo 3) Estimativas da fungdo alvo e do parimetro de escala no caso em que o ruido segue uma
distribui¢@o de Cauchy (usando séries trigonométricas) e assumindo os seguintes graus de liberdade para o processo de
estimagdo (a) » =1,5,(b) » =2,0,(c) v =4,0e (d) » = 6, 0.
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Figura 4.7: Andlise de multirresolu¢do correspondente ao sinal (4.37) com ruido distribuido de acordo com uma normal
padrao.
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Figura 4.8: Anilise de multirresolucio correspondente ao sinal (4.37) com ruido distribuido de acordo com uma t de
Student com 2 graus de liberdade.

geramos uma amostra pseudo-aleatéria de tamanho 7" = 512 de acordo com o modelo

= f(xt) + de;
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Figura 4.9: Grifico da fungéo alvo (4.9) usada na simulaggo via ondaletas.

onde os z;’s sdo igualmente espagados em [0, 1].

Para estimar a func@o alvo e o parametro de escala optamos por usar a familia Haar de ondaletas. Os
resultados das estimativas obtidas podem ser vistas na figura 4.10. Em ambos os gréficos a curva pontilhada
representa a funcdo alvo original. O gréfico a esquerda representa um ajuste simples via minimos quadrados.
E evidente o efeito dos valores extremos sobre a estimativa obtida. Isto fica claro, principalmente, no segundo
degrau da estimativa o qual é “jogado” para baixo devido a presenga de valores extremos. O gréfico a direita
na mesma figura representa a estimativa obtida iterativamente. Note que ela capta perfeitamente a forma da
funcdo alvo ajustando-se perfeitamente a mesma. Além disso, obtivemos via bootstrap as bandas de confianga
(95%) para esta estimativa, as quais estdo representadas pelas curvas tracejadas. Quanto ao pardmetro de
escala, obtivemos a estimativa 6 = 1,6616 (contra 34,3743 quando tal estimativa € extraida diretamente
da coeficientes estimados via minimos quadrados) e o intervalo de confianca a 95% (bootstrap) dado por
[1,3085; 2, 3271].

4.5 Modelos Parcialmente Lineares

Possivelmente, a extensdo mais simples do modelo univariado (4.1) para modelos multivariados seja os
modelos parcialmente lineares. Estes modelos sdo caracterizados pela presenca de uma componente nao-
paramétrica, em geral, univariada, e uma componente paramétrica linear multivariada. A expressdo ma-
temdtica para estes modelos € dada por

ye = f(ze) + B'ur + e (4.40)

Duas aplicagdes interessantes para (4.40) sdo, em primeiro lugar, testar se a contribui¢do de uma determinada
varidvel explicativa € linear ou ndo e, em segundo lugar, permitir a introdugéo de outras covaridveis no modelo.

O objetivo desta secd@o € mostrar como podemos estender a metodologia aplicada ao modelo (4.1) para
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Figura 4.10: Ajuste da fungéo escada (4.9) usando ondaletas via minimos quadrados (a esquerda) e através da meto-
dologia sugerida (a direita). Em ambos os gréficos, a linha pontilhada corresponde a fungéo alvo original e as linhas
tracejadas as bandas de confianga obtidas via bootstrap.

o caso do modelo (4.40). Ou seja, mostraremos como adaptd-la para estimar a func¢@o alvo f, o vetor de
pardmetros (coeficientes) 3 e o vetor de pardmetros ¢ associado a distribui¢do dos ruidos €;.

Comecgamos a andlise modelando os dados de acordo com

yilow ~ N(f(@e) + Buyg, °9(av)?),

O'tNh.

Aproximando f por f = Zfil ¢jBj, temos que os pardmetros do modelo sdo 8 = (c,3,6,¢)’, onde ¢ € o
vetor de pardmetros associado a densidade h. Procedendo analogamente as se¢des anteriores, temos

Q(0160) = Eg,{logp(y, o)z}

T
= Z Egq {log p(yt, ot|2t}
t=1

T
=" Qu(0]60).
t=1
onde z; = (yz, o1, u})'. Agora,

Qu(6105) = — 108(2r) — Eo, {log ()|} — log

- %Eeo {@ zt} (ye — fo(xe))? + Eo,{log h(04|0)|z:}-

Logo, eliminando o primeiro termo da expressao acima, ji que o mesmo ndo interfere no resultado da
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maximizagdo de @ em fungdo dos parimetros do modelo,

Q(6160) = C(¢;60) — Tlogé — 55 (y — Be — UB)'Wr(8o)(y — Bc — UP)

1
253

onde, como antes,

C(¢;60) = ZT:EGO {108 hic(fjj) Zt}
t=1
e ACSIRT (o (0 N S S

Para o caso em que estivermos considerando a fungdo de penalizacdo J, (@), a fungdo objetiva sera dada por
5(6160) = Q(6160) + Jx(6).

Com relagdo a distribui¢@o associada as esperancas em Wr(6y),

e (yt —J(a) ‘ﬂ"‘“) h(o]00)

ooy d(oy)
o1 Yt — foo(zt) — Buy _
~ 5¢(at>¢( 59(00) ) hlotlBo)-

Ao derivar @ em relago a c, temos

7] 1
5o Q(6160) = 5 (B'(y — UB) — B'Wr(60)Bc),
enquanto que, ao derivar ) em relagio a (3, obtemos

1

7]

B

Por ltimo, a derivada de () em rela¢éio ao pardmetro de escala § é dada por

(U'(y — Be) —U'Wr(60)UB) .

0 1 T
%(9|90) = g(y — Bc—UB)'Wr(0o)(y — Bc—UB) — 3

Os passos para a aplicac@o do algoritmo EM para estimar 6 estdo descritos no algoritmo 4.5.1.

4.5.1 Estimando f via P-splines

Uma outra possibilidade para se estimar a func¢do alvo e os demais pardmetros é via regularizagdo. Aqui,
nés sugerimos o uso de P-splines e tomando Jy(c) = Ac'Kc, onde a matriz K € descrita em (6.4) e (6.5),
dependendo da ordem, temos

5(6]6%) = Q(8]6™) + Ac'Kc,
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Algoritmo 4.5.1 Esquematizagdo do algoritmo EM para o tratamento de modelos parcialmente lineares na
presenca de um erro distribuido de acordo com uma distribuicéo t de Student.

Dados ¢c(®, B¥), §(k) ¢ ¢ (k).

1. Calcular

B = (B'Wr(0%)B) L B'Wr(00) (y — UBM));
2. Calcular

’6)(,\2-{-1) — (U,"VT(B(k))U)_IU,I/VT(G(k))(y _ BC(k+l));
3. Calcular

(52)(k+1) = l(y _ Belk+1) U,[-](k“))’IfVT(H(’“))(y _ Bek+1) _ U,@(Hl))
T

4. Obter ¢*+1) como solugio de

0 :
a_CQ(C) C(k+1),,3(k+1), 6(k+l)|0(k)) =0

de modo que o tnico passo no algoritmo descrito na se¢@o anterior que deve ser corrigido em virtude da
penalizag@o imposta € o primeiro. De fato,

%sww“ﬂ) = 6—IZB’WT(9('°))(Y —UB) - 51—23'WT(0("’))BC +2\Kc

de modo que
' 1 11
c ) = (ﬁB’WT(B(’“))B + 2,\K> 5—QB'WT(0(’°))y

-1
- (B’WT(B(’“))B 4 2)\62I(> B'Wr(6®)y

4.5.2 Estudo de Simulacao

No primeiro estudo de simulagdo para modelos parcialmente lineares, consideramos a funcao alvo da figura
4.11 e assumimos que a varidvel explicativa associada a componente linear u é um vetor de dimensao 3 com
B = (0,45;1,23; —3)'. As colunas da matriz de planejamento U foram geradas de acordo com uma varidvel
uniforme definida no intervalo (3(c—1), 3c), onde c representa a numeragdo das colunas de U. Em relagio ao
ruido, assumimos que ele € distribuido de acordo com uma distribuicao t de Student com 3 graus de liberdade
e pardmetro de escala § = 1, 5. As bandas e intervalos de confianga foram obtidos via bootstrap (paramétrico
e ndo-paramétrico), onde para cada ajuste fizemos 200 simulag¢des. Ao todo, fizemos quatro estudos:

Estimativa 1. Neste estudo assumimos uma distribui¢ao t para o ruido com 3 graus de liberdade e usamos o
bootstrap paramétrico para o cdlculo das bandas e intervalos de confianga.
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f
0.5
I

-1.0 -05 0.0

Figura 4.11: Fungdo alvo utilizada: 22 + sen(1022) — 0, 5.

Estimativa 2. Neste estudo assumimos uma distribuicdo t para o ruido com 3 graus de liberdade e usamos o
bootstrap ndo-paramétrico para o cdlculo das bandas e intervalos de confianca.

Estimativa 3. Neste estudo assumimos uma distribui¢@o t para o ruido com 5 graus de liberdade e usamos o
bootstrap paramétrico para o célculo das bandas e intervalos de confianga.

Estimativa 4. Neste estudo assumimos uma distribui¢do t para o ruido com 5 graus de liberdade e usamos o
bootstrap ndo-paramétrico para o cdlculo das bandas e intervalos de confianga.

O resultado deste ajuste pode ser visto na figura 4.12. Com rela¢@o aos demais pardmetros do modelo, ob-
tivemos para o parametro de escala os resultados contidos na tabela 4.4, enquanto que, com relacdo aos

Tabela 4.4: Tabela com os intervalos de confianga obtidos via bootstrap para o pardmetro de escala .

) 5% 95%

Estimativa 1. | 1,3913 | 1,2373 | 1,4918
Estimativa 2. | 1,3913 | 1,2221 | 1,4680
Estimativa 3. | 1,5500 | 1,3831 | 1,6670
Estimativa 4. | 1,5500 | 1,3930 | 1,6385

coeficientes associados & componente linear do modelo, ie, 3, obtivemos os resultados contidos nas tabelas
4.5 e 4.6 Note que apesar da presenga de valores extremos devido a distribui¢do assumida para o ruido, as
curvas estimadas ajustam-se muito bem aos dados e o modelo ainda é capaz de captar o pardmetro de escala
e os coeficientes associados a componente linear com precisdao como se pode ver comparando-se o valor real
com os valores estimados e com os intervalos de confianga obtidos.
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Estimativa 1 Estimativa 2

0.5
!

f(x)
f(x)

-0.5
1

1.5

f(x)
f(x)

Figura 4.12: Estimativas obtidas para a fungdo alvo da figura 4.11. A figura no canto superior esquerdo (Estimativa
1) corresponde 2 estimativa obtida de acordo com a metodologia sugerida assumindo a mesma distribui¢do que gerou
o ruido. As bandas de confianca foram obtidas via bootstrap paramétrico com 200 simula¢des. Analogamente, porém
com bootstrap ndo-paramétrico, temos a figura no canto superior direito. As figuras inferiores seguem o mesmo padrio,
mas asssumindo-se que a distribuicio subjacente tem 5 graus de liberdade, ao invés de 3.

Tabela 4.5: Tabela com os intervalos de confianga obtidos via bootstrap para o vetor de coeficientes 8 =
(0,45; 1, 23; —3)’ associado a componente linear do modelo.

b1 B2 B3
Estimativas 1 e 2. | 0,3446 | 1,1893 | -2,9446

Estimativa3ed. | 0,3304 | 1,1753 | -2,9380

4.6 Apéndice

4.6.1 Deducao de (4.38)
A Distribuicao t Multivariada

Dizemos que um vetor aleatério Z = (Zy, ..., Zr—1)' segue uma distribui¢do t multivariada com v graus de
liberdade, média |1 e matriz de correlagcdo R (ou 3 como matriz de covaridncia) se

I (447) 1 o]
(o)7L (2[R 7 1+ ;(z —p)R™(z— p)

f(z) =
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Tabela 4.6: Tabela com os intervalos de confianca obtidos via bootstrap para o vetor de coeficientes 8 =
(0,45; 1,23; —3)" associado a componente linear do modelo.

B B2 B3
5% 95% 5% 95% 5% 95%
Estimativa 1. | 0,2802 | 0,6587 | 1,0786 | 1,3904 | -3,1617 | -2,8689
Estimativa 2. | 0,2710 | 0,6508 | 1,0227 | 1,3806 | -3,1333 | -2,8755
Estimativa 3. | 0,2719 | 0,6627 | 1,0265 | 1,4042 | -3,1223 | -2,8560
Estimativa 4. | 0,2655 | 0,6389 | 1,0659 | 1,4056 | -3,1561 | -2,8466

No caso em que ;. = 0, dizemos que a distribui¢do € central e, no caso geral, usamos a notagdo Z ~
tu,T(II'a R)

Por outro lado, se (Y, S) segue uma distribui¢cdo normal-gama multivariada com pardmetros p, R, v e 7,
ie.,se

{Y|S: SNNT (H',‘s&) )

S~T(5%),

entdo, Y ~ t, 7(u, o R). Em particular, se 0 = 1, entdo Y ~ ¢, 7(u, R).

A Desigualdade de Borel

Abaixo temos o teorema, conhecido como desigualdade de Borel, cuja prova pode ser encontrada em [2].

Teorema 4.6.1. Seja Z = {Z; }scT um processo gaussiano de média zero e com trajetérias amostrais limita-
das quase-certamente. Defina || Z||; = sup;ep Z;. Entdo, E||Z||; < oo e, para todo X > 0,

A2

P{|Z|, — E|Z|: > A} < 2 *F,

onde 0% = supyer EZ7.

Deducao do Limiar

Denotemos
Z =81y,
onde
Y ~ NT(O, ),
2
X =% ~x2,

de modo que, assumindo-se que R é a matriz de correlagdo de Y, teremos Z ~ t,7(0, R). Assumiremos
também que E|Y||; = 0. Agora, aplicando a desigualdade de Borel sobre o vetor aleatério Y e definindo
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A={z:|z]1 > A},

P{lIZ|l, > A} = P{A} = EI(A)
= EE[I(A)|S] = EP{[|[Y]s > SA|S}

_A2g2

< 2Ee 2% =2Fe"X,

A2g2
2
207V

B 1 v/2 B O'%V v/2 B I/2 v/2
C\1-2k -\ 02V + A\202 T \v2 4 (v —2)A2 ’

2
1 _ oV
pois, Var¥; = 7—5. Logo,

onde I representa a fun¢do indicadora, k = — < 0ex ~ x2,onde 0% = SUPg<i<T EY?. Entiio, usando

o fato que

2 v/2
P{|Z|s > A} <2 <m) . (4.41)

Consequentemente, para se obter uma taxa de decaimento da probabilidade (4.41) equivalente ao caso
gaussiano, o limiar deve ser estabelecido como sendo

v
AT = VTv/?2 — 1.
T Vv —2

Note que, para T' fixado, lim, 2 A, 7 = c0.
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Capitulo 5

Modelos Autorregressivos — Enfoque
Semiparamétrico

5.1 Modelo Semiparamétrico

Neste capitulo aplicaremos um procedimento andlogo ao sugerido no capitulo 4, mas para dados de séries
temporais supostamente nio-lineares.

5.1.1 Modelo Nao-Linear

Considere o modelo
Y= f(Yi-1) + e (5.1

onde ¢; segue uma mistura na escala de distribuigdes gaussianas. Como nos demais capitulos, sua fungéo
densidade de probabilidade serd dada por

€

ple) = /ooo ’tpozat)(ﬁ ("pe(ift)) hloe)dor,

onde h € a densidade de mistura. Em particular, temos que a distribui¢do condicional de Y;|Y;—1 = -1 é
uma mistura de gaussianas na escala cuja fungdo densidade de probabilidades é dada por (5.2). O objetivo &,
portanto, estimar a fun¢do alvo f e os pardmetros associados a h. Como antes, denotaremos o vetor com a
totalidade de parAmetros a serem estimados por @ e o vetor de pardmetros associados exclusivamente a h por
¢. Para cumprir o objetivo, modelamos os dados de acordo com

}/tlyt—l;at ~ N(f(yt—l))ézwe(ot)2)v

Utmh,

para todo t = 2,...,T e onde as varidveis (o3,...,or)" sdo latentes, ie, ndo observdveis. Como no caso
paramétrico, consideraremos y; deterministico, de maneira que, neste caso, as distribui¢des condicionais

87
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p(ye|yi—1) sejam bem-definidas e dadas por

p(Yelyt—1) = /Ooop(yt,at|yt_1)dgt
_ [T ye — f(ye—1) e
- /o 5¢o(crt)¢ ( 5pe (o) ) h(o¢|¢)do.

Para aplicar o algoritmo EM, € preciso calcular o valor esperado

5.2)

Q(6;6™) = Eyu {logp(y, o|0)y}

com relagdo a densidade condicional
k(olyr, ..., y1,0®),
onde o = (03, ...,07),y = (2, ...,yr) e 8%) é a estimativa para 6 obtida no k-ésimo passo do algoritmo.

Expandindo e desenvolvendo algebricamente as densidades k(o |yr, oy 0 e p(y,o|0)), respectiva-
mente, obtemos

ply, o|0%))
p(y10))

P(Ytlye—1, 05 6))h(0t[C)

k(alyr, - y1,0%) = x p(ylo; 0)h(a|C)

1~

o~
Il
[

K
=

1 vt — f(ye-1)
e (e ) o)

=2 Ye(ot
e
p(y,ol0) = p(yr, ..., y1,010)
= p(yrlyr-1, .- y1,0;0) - - - p(y2|y1, 05 e)h(U|C)
i
= [ pwilye-1, 04 O)1(0:[C).-
=2
Logo,
T %
logp(y,ol0) = Z log p(yt|ye—1, 05 0) + Zlog h(a¢|C).
t=2 t=2

Em particular, note que, assim como no caso de regressdo, as varidveis latentes oy, ..., o7 permanecem inde-

pendentes entre si mesmo apds condicionadas com relagdo a v, ..., yr. Agora,
T T 1 1 &2
log p(yelye—1,04;0) =~ —(T — 1 logd+ Y log—— — — :
2 loEplulyi-1,00i6) ~ —(T' —1)logd + ) log 220y — 5 D ot
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onde r; = y; — f(yt—1) e ‘=’ significa igualdade a menos de uma constante. Conseqiientemente!

T
9'9 k) Z ok ){ )Q}Jtayt l}lrt2
=2 (5.3)
h(o
+ZE9(I~) {log 1/)( (|C)) yt,yt—1}~

t=2

Suponha que a fungdo alvo possa ser representa como uma combinagéo linear (possivelmente de dimensdo
infinita) de fung¢des base da forma

J
y) = chBJ(y)
j=1

onde J € Z U co e que usemos a aproximagao

M
(¥) = ¢iBj(y)
j=1
onde M € Z,. Defina a matriz de planejamento e o vetor de coeficientes

Bi(y1) Ba(n) ... Bum(w) ¢l
B=| . . [ee=]:
Bi(yr-1) Ba(y1) ... Bum(yr—1) cM

de modo que (fo(y1), ---, fo(yr—1)) = Be. Note que agora o vetor ¢ estd contido em €. Além disso, defina

Yt Yt— 1}

1

c(c|o™) ZEOW {log (|C))

Wr (W) = diag (Ee(k) {

yTayT—l}) )

1 ;
557 V27 — Be)Wr(0W)(yar — Be) + C(¢;6%)

P (02)?

de modo que
Q(0;0M) = —(T — 1) log 6 —

onde Yor = (y?» ceey yT)I'

Derivando () em relag@o a c e igualando o resultado a zero temos que, dado 0™, o estimador de ¢ ¢ dado
por
cF) = (B'Wr(0%)B) 1B Wr (0¥ ys.r.

'0 iltimo termo a direita da igualdade na expressdo (5.3) deve ser considerada apenas se estivermos interessados em ¢ e/ou 1)
depender de 6.
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Anaogamente ¢ usando a estimativa c(**1) temos que

1 :
(6% F+) = 1 (y2r — Be® )Y W (0W) (ya.r — BektD).

Finalmente, o estimador de ¢, dado 8*), & obtido derivando-se C (s IB(’“)) com relagdo a ¢ e igualando-se o
resultado a zero.

O Caso Canoénico

Assim como no caso do modelo de regressdo semiparamétrica, consideraremos aqui principalmente o caso
em que ¥ (s) = s~/2, isto &, o caso candnico. Nestas circunstincias,

Wr(0) = diag (Ee{o2|y2,y1}, --., Ee{oT|yr, yr-1})

T
, ___\pia _
k:(UT,‘..,O'QIyT,...,yl,O)0(151;[2\/075(]5 (5/\/0—¢> h.( tIC) (5 4)

Exemplos

Os exemplos abaixo foram retirados do capitulo 4 sobre regressdo. Eles diferem daqueles pelo simples fato
de o par (y;, ;) € agora dado por (y, y:—1). Em todos eles 7y = y; — f(yr—1)-

Exemplo 5.1.1 (Distribuicdo ¢ de Student — v Conhecido). Assim como no caso do modelo
de regressdo semiparamétrica, suponha que o ruido do modelo seja distribuido de acordo com
uma distribuicdo t com v graus de liberdade, o qual assumiremos conhecido, e com pardmetro
de escala (%. Ou seja, assuma que ¢; ~ t,(0,C?). Isto é o mesmo que assumir que ys|y;_1 ~
ty(f(yi-1),6%). Entdo, para estimar a fun¢do alvo, modelaremos os dados de acordo com

52
ytlyt—l;Ut ~N (f(yt—l),‘—) »
O

2
UtNF<§,;)1

pois, sabe-se que dado o modelo acima, a distribui¢do marginal de y|y:—1 é umat, (f(yi_1),6%),

ver [17]. Como antes, (o) = % e h é a densidade associada a distribui¢do T’ (%, %)
Procedendo de modo exatamente andlogo ao realizado no caso do modelo semiparamétrico

de regressdo, temos que

(T-1)

log (52 —_ L(yz:T = BC),WT(GI) (yg;T = BC), (5-5)

Q(elgl) = - 252
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onde
Wr(0') = diag(a1, ...,071) (5.6)
e at = Eg {0t|yt, yt—1}. Além disso, teremos

+ 1 2
;60 ~T (25—, :
otlye, ye—1 ( B u+rf/62>

de modo que
_ v+1
gy = — Y 2/:2° (57)
v+r1i/6
Assim como para regressdo, expresséo (5.7) indica que quanto maior a distancia entre a observagdo
e a curva ajustada, menor serd o peso dada a esta observacdo durante o processo de estimagao.

O parametro de escala tem efeito semelhante, no entanto, sua atuagdo € uniforme sobre todas as
varidveis. 0

O exemplo a seguir explicita os pesos obtidos quando assumimos uma distribui¢do de Cauchy para o ruido.

Exemplo 5.1.2 (Distribuicdo de Cauchy). Como a distribuicdo de Cauchy é um caso particular
da distibui¢do t de Student (v = 1), temos que

2
Y138 ~T | s
otlye, yi—1 ( 1+rt2/62>

e que, Conseqiientemente,
2

ot = 2 +r12/6%

O exemplo a seguir explora a distribui¢do exponencial dupla,

L)

ple) = 56_

Como observado anteriormente, usar a distribui¢do exponencial dupla equivale a estimar os pardmetros através
da minimiza¢do da norma L'.

Exemplo 5.1.3 (Distribui¢io Exponencial Dupla). Seguindo os mesmos passos do exemplo
4.2.3, temos que

Q(0|0") = —(T —1)logd — %{52()’2;’1“ — Be)'Wr(0')(y2.r — Be)
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e que Wr(0') = diag(51, ..., o) onde as ponderacdes G sdo iguais a Eg { at|z,5} e dadas por

0

_m.

Para o caso da distribuicdo logistica, temos

Exemplo 5.1.4 (Distribuiciao Logistica). De modo andlogo ao exemplo 4.2.4, temos que para a
distribuigdo logistica,

Q(6816") = —(T — 1) log s — i(yg;f_r — Be)Wr(8')(y2.r — Be)

262
e que Wr(0') = diag(a1, ..., o1) onde as ponderagdes &y sdo iguais a Ey {o¢|2 } e dadas por

\/_Ir

_ § Y (—1)F1E2e
Ot = ——

|Tt|zk:( 1)k—1k3/2¢~ LRl

Finalmente, consideramos a distribui¢do normal contaminada.

Exemplo 5.1.5 (Distribuicao Normal Contaminada). No caso da distribuicao normal contami-
nada, o operador Q(0|0') e a matriz Wr(0') séo iguais aos dos exemplos acima. Com relagéo
as ponderagoes Gy, temos, assim como no exemplo 4.2.5, para regressao, que

Bt Z mjleAs-

k(oi=X2ly,8') 19 e oy ro
onde mj; = o e Aj representa a varidncia da j-ésima fonte de contaminagdo, para

j=0,..,K, onde
E ¢(6/A)

Lembramos que K representa a quanndade de fontes de ruido e que a distribui¢do a posteriori
k(:|y,0") € discreta (veja o exemplo 4.2.5 para mais detalhes). O
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Algoritmo 5.1.1 Resumo do algoritmo de estimag@o para dados de séries temporais.

Passo 1. obter uma estimativa inicial para f = (f(y1), ..., f(yr—1)), denotada por £(%);

e um modo de se obter a estimativa inicial é através do método de estimag@o usual associado ao
suavizador escolhido, ie, supondo o ruido i.i.d. e gaussiano.

Passo 2. obter uma estimativa inicial para o pardmetro de escala d e para ¢, denotados por 50 e ¢ respec-
tivamente;

Passo 3. loop principal do algoritmo EM.
e Enquanto |[EQM(f*)) — EQM(f*~1)| > tol:
Passo (k + 1).1: f*b+1) — B+, onde
D) = (B'Wr(0%)B) ' B'Wr(0%))ya.r;
Passo (k + 1).2: atualizar a (k + 1)-ésima estimativa de % por

oz — DY W (D, 68, ¢ (g — £,

Passo (k + 1).3: atualizar a (k + 1)-ésima estimativa de ¢ através da equagao

o)
Y A oY) s(k+1) s(R)y _
8CC(C,C y O VY =),

5.1.2 O Algoritmo de Estimacao

A metodologia sugerida acima para estimagio da fungdo alvo usando dados de séries temporais pode ser vista

resumidamente no algoritmo 5.1.1. Neste algoritmo usamos o mesmo critério de parada sugerido na se¢io
4.23.

5.1.3 Bandas de Confianca via Bootstrap

Novamente, uma maneira de se obter bandas de confianga para a estimativa da fungéo alvo, do parametro de
escala e do vetor de parAmetros ¢ € através da técnica bootstrap. No caso em que a componente estocdstica
¢ comandada por inovagdes estocdsticas, uma amostra bootstrap € obtida via Monte-Carlo amostrando-se o
ruido, ou o residuo, ¢ um nimero de vezes para, com o resultado, construir uma nova amostra de varidveis
resposta.

Quando tratamos de dados dependentes, certos cuidados devem ser tomados, pois, ao contrdrio do caso
i.i.d., o processo gerador dos dados ndo é, em geral, completamente especificado. Logo, ndo existe uma
tinica maneira de reamostrar os dados. De qualquer modo, a reamostragem deve ocorrer de tal modo que
a estrutura de dependéncia original seja capturada nas novas amostras. Em alguns modelos, tais como o0s
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modelos finito-dimensionais ARMA, isto pode ser facilmente obtido considerando-se os residuos i.i.d., mas
em outros modelos isto ndo ocorre assim tdo facilmente. Entre os métodos mais populares de bootstrap para
dados dependentes estdo o bootstrap por blocos, sieve, de regressao, local e wild. Todos sao métodos ndo
paramétricos. Para mais detalhes, veja [18] e as referéncias 14 contidas.

Aqui consideraremos o bootstrap por regressdo, onde a amostra bootstrap y;, t = 1,2,..., é obtida
amostrando-se com reposicao €; (bootstrap ndo-paramétrico), t = 1,2, ..., a partir dos residuos centraliza-
dos? no modelo (5.1), de modo que ) )

yi = f(ye-1) + o€
onde f ¢ uma estimativa obtida para f. Note que, deste modo, um modelo de regressdo ndo-paramétrico
¢ gerado com planejamento (condicionalmente) fixado, dai o nome deste tipo de bootstrap. Como a série
temporal original € usada como covaridveis em um problema de regressdo, o bootstrap por regressdo tem a
vantagem de ndo ser tdo sensivel em relag@o a estimativa da fungdo alvo f.

Bootstrap Paramétrico

No caso do bootstrap paramétrico, usamos a mesma metodologia acima, mas agora considerando o fato que

6t|<7t it N(O: T/J(Ut)2),

O'tNh..

Neste caso, podemos obter por simulagdo os valores o7, ..., 07 de acordo com a densidade h e depois, para
cadat = 1,...,T, obter os valores €], ..., e de acordo com a distribui¢ao N(0,%(07F)?). O passo seguinte
consiste em definir

yi = f(ye—1) + d¢;, parat =2,...,T.

O procedimento acima é repetido B vezes e, para cada amostra bootstrap, obtemos uma estimativa boots-
trap f;‘ e, com estas estimativas, construimos as bandas de confianca desejadas.

Observacao 5.1.1. Como notado em [28] e nas referéncias ld contidas, na hipétese do ruido possuir varidncia
infinita, tanto para modelos de regressdo quanto para séries temporais, os métodos usuais de bootstrap, como
os descritos acima, falham drasticamente caso a condi¢do B = o(T') seja violada. Em particular, no nosso
caso, este cuidado deve ser tomado quando assumirmos uma distribuicdo estdvel para o ruido.

5.2 Estudos de Simulacao

Nesta secao apresentamos uma série de simulagdes para avaliar empiricamente a metodologia descrita acima.
Os dois primeiros estudos comparam a metodologia sugerida com as estimativas usuais via minimos qua-
drados. Nos demais estudos avaliamos a qualidade das estimativas usando bandas de confianga obtidas via

20 t-ésimo residuo centralizado é; ¢ definido por

T
e — flye1) — T;—l > w5 — flyi-1))-
i=2
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bootstrap. As funges alvo utilizadas nos dois primeiros estudos sdo dadas pelas expressoes (5.8) € (5.9),
representadas nas figuras 5.1 e 5.2, respectivamente.

Funcao alvo 1: (figura 5.1)
f(x) = sen(2z); (5.8)

Funcido Alvo 1

1)
090

Figura 5.1: Griéfico da fungdo alvo (5.8).

Funcio alvo 2: (figura 5.2)
f(z) =10y(1 —y) (5.9)

onde y = x mod 1;

Funcdo Alvo 2

L

16x)
10 15 20 25
! ! L

00 05
L L

Figura 5.2: Gréfico da fungdo alvo (5.9).

Estudo 1:

Nesta primeira bateria de simulagdes consideramos um ruido distribuido de acordo com a distribuigdo t de

Student com graus de liberdade conhecido e utilizamos B-Splines para aproximar a fungdo alvo, neste caso,
dada por (5.8).
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A figura 5.3 contém os resultados das estimativas obtidas sobre uma amostra de tamanho 1000 gerada de
acordo com uma t de Student com 1, 0 (distribui¢do de Cauchy), 1,5, 2,0 e 6,0 graus de liberdade, respecti-
vamente. Em todas estas simulagdes, o parametro de escala, 4, foi fixado igual a 0, 5. Para estimar a fun¢do
alvo e o pardmetro de escala, B-splines com 25 graus de liberdade. Para estas simulagdes, as estimativas para

erro - 1;0,5); T=1000 erro - 1{1,5;0,5); T=1000

= - Funcao Avo = -~ Funcao Abo
Estimativa Estirati poc
— Esiratva — Estimatia

14
&
°
~
-
L
&
°
~
-

(a) (b)

erro ~ 4(2;0,5); T=1000 erro - I{6;0,5); T=1000

(©) (d)

Figura 5.3: Estimativas via o algoritmo EM e por minimos quadrados para o estudo de simulagdo #1 nos casos em que
o ruido segue uma distribuic@o t de Student com graus de liberdade iguais a (a) v = 1,0, (b) v = 1,5, (c) v = 2,0 e
(d) v = 6, 0. A linha cheia representa a estimativa de acordo com o método iterativo, a linha tracejada a funcdo alvo e a
linha pontilhada, a estimativa via minimos quadrados.

o pardmetro de escala, J, estdo resumidas na tabela 8.1 Tanto através dos graficos quanto das estimativas obti-
das para o pardmetro de escala, podemos notar notar a superioridade do método iterativo sobre as estimativas
de minimos quadrados, principalmente quando a varidncia do ruido é maior. Note que ambas as estimativas
convergem quando o nimero de graus de liberdade associado a distribui¢io t aumenta.

Estudo 2:

Neste estudo de simulag¢@o avaliamos o efeito do tamanho amostral sobre as estimativas obtidas, tanto pelo
método sugerido quanto via minimos quadrados. Nestas simula¢oes mantivemos fixados os graus de liberdade
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Tabela 5.1: Estimativas do pardmetro de escala, § = 0, 5, para ruidos com diferentes graus de liberdade obtidas pelo
método sugerido e via minimos quadrados para o estudo de simulagdo #1.

v | Estimativa EM | Estimativa M.Q.
1 0,8448 00
1,5 0,8309 14272,62
2 0,7009 70,4637
6 0,6460 0,9412

da distribuicéo t de Student em v = 2 e variamos o tamanho da amostra considerando os seguintes valores
T = 1000, T = 2000, T' = 4000 e T' = 8000. Em todas as simula¢es assumimos § = 0.5 e tomamos
(5.9) como fungo alvo. Além disso, variamos os graus de liberdade associados as B-splines de modo que
eles fossem aproximadamente iguais a VT. As estimativas obtidas para a fungo alvo podem ser visualizadas
na figura 5.4. Note que, com rela¢@o as estimativas via minimos quadrados hd uma deteriora¢@o na qualidade
das mesmas conforme aumentamos o tamanho amostral — o mesmo ndo ocorre com relagdo a metodologia
sugerida — devido ao aumento de valores extremos que ocorre como consequéncia do aumento no nimero
de observagoes. Além disso, € interessante notar o que ocorre nos extremos dos graficos na figura 5.4. Nestas
localizacdes, as estimativas perdem qualidade e isto ocorre devido a auséncia de observagdes nestes extremos.
Obviamente, conforme aumentamos o nimero de observacdes, a estimativa obtida identifica-se com um trecho
maior da fung@o alvo, a qual estd definida para toda a reta real. O mesmo efeito ocorre com relagdo as

- 1205 T+1000 o - 1A Te2000

(a) (b)

0+ 1205 Tas203 7o~ 42,05 T=2000

() (d)

Figura 5.4: Estimativas da funcéo alvo utilizada no estudo de simulagéo #2 via o algoritmo EM e por minimos qua-
drados nos casos em que os tamanhos amostrais sdo iguais a 1000, 2000, 4000 e 8000 (grificos (a), (b), (c) e (d),
respectivamente). As linhas cheias representam a estimativa obtida de acordo com o método sugerido, as linhas traceja-
das representam fungdo alvo e as linhas pontilhadas, as estimativas obtidas via minimos quadrados.
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estimativas obtidas para o parAmetro de escala, §, as quais estdo resumidas na tabela 5.2

Tabela 5.2: Estimativas do pardmetro de escala obtidas no estudo de simulagdo #2, § = 0, 5, para ruidos distribuidos de
acordo uma distribuicdo t de Student com 2 graus de liberdade obtidos pelo método sugerido e via minimos quadrados
para diversos tamanhos amostrais.

T | Estimativa EM | Estimativa M.Q.
1000 0,8298 99,2108
2000 0,7633 114,3684
4000 0,7700 327,336
8000 0,7514 3632,441

Estudo 3:

O objetivo deste estudo € avaliar a qualidade das estimativas obtivas através de bandas de confianga obtidas
via bootstrap. Nele consideramos a funcdo alvo

_ sen(20(z +0.2))

f@)=—2"02

(figura 4.1 (c)) e assumimos como pardmetro de escala 6 = 0,5. Os dados foram obtidos via simulagao
assumindo-se que o ruido seguia uma distribuicdo Cauchy de modo a gerar uma amostra de tamanho 300.
Foram realizados 3 ajustes, sendo que, para todos eles, consideramos M = 40 (graus de liberdade associados
a base B-splines utilizada) e obtivemos amostras bootstrap de tamanho 200 com base nas quais construimos
intervalos de confianga (95%) para ¢ e bandas de confianga (95%) para as estimativas da fung@o alvo. O
primeiro ajuste (Ajuste 1) foi feito segundo a metodologia proposta na tese e tomando v = 1, o segundo
ajuste também foi realizado segundo a metodologia proposta, porém, com v = 3 e, finalmente, o terceiro
ajuste (Ajuste 3) foi feito via minimos quadrados. O resultado, relativo a estimativa da funcgdo alvo, deste
estudo pode ser visto na figura 5.5. Quanto ao pardmetro de escala, obtivemos os resultados expostos na
tabela 5.3. Pode-se notar, tanto pelos ajustes da funcdo alvo, quanto pelas estimativas do parametro de escala

Tabela 5.3: Estimativas e intervalos de confianga para o pardmetro de escala § = 0,5 e o erro quadrético para cada
ajuste obtidas no estudo de simulagdo #3 onde o ruido foi gerado segundo uma distribui¢do de Cauchy.

Ajuste bootstrap ) IC(95%) EQM
1 paramétrico 0,524 | [0,371;0,506] | 0,2290
| ndo-paramétrico | 0,524 | [0,372;0,540] | 0,2290
2 paramétrico 1,056 | [0,872;1,071] | 0,2124
2 ndo-paramétrico | 1,056 | [0,817;1,169] | 0,2124
M.Q. paramétrico 5,770 | [5,036;5,780] | 2,8824
M.Q. | ndo-paramétrico | 5,770 | [3,684;6,805] | 2,8824

que o método sugerido adequa-se melhor & presenga de valores extremos no conjunto de observagodes. Isto
ocorre mesmo quando a distribui¢do assumida para o ruido nao corresponde a real distribuigao.
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Ajuste 1: Bootstrap Parametrico Ajuste 1: Bootstrap Nao-Parametrico

Ajuste 2: Bootstrap Parametrico Ajuste 2: Bootstrap Nao-Parametrico

Figura 5.5: Estimativas da fungdo alvo para o estudo de simulagdo #3 segundo a metodologia proposta, (Ajustel) e
(Ajuste 2), e via minimos quadrados, (Ajuste 3) e suas respectivas bandas de confianga obtidas via bootstrap.

5.3 Extensao para o Modelo Parcialmente Linear

Consideraremos agora uma extensdo da metodologia usada nas segdes anteriores para séries autorregressivas
ndo lineares de ordem 1 para modelos autorregressivos de ordem p. A extensdo mais simples € o modelo
parcialmente linear, dado por

v = f(ye—1) + B'u; + e

O vetor u; pode a0 mesmo tempo representar realizagdes passadas do processo estocdstico Y de modo que,
por exemplo, u; = (Y¢—2, ..., Yt—p)’, para algum p > 2, como pode também representar outros regressores
ou covaridveis, ou pode até mesmo ser uma mistura de ambos. Embora estejamos convencionando que a
componente ndo-linear esteja associada a realiza¢do do processo Y imediatamente anterior aquela observada,
isto ndo deve servir de regra e, portanto, no instante ¢, podemos assumir que y;_ S€ja a componente nao-
linearmente relacionada com y;, para algum k € Z.
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Analogamente ao modelo parcialmente linear de regressdo, modelamos os dados de acordo com

Yelye-1,ue; 00 ~ N(f(ye—1) + B'ug, 8*9(0v)?),

UtNh)

parat = p* +1,...,T, onde p* representa a quantidade de realizagdes passadas de Y consideradas na compo-
nente linear e na componente ndo-linear. Por exemplo, no caso em que u; = (y¢—2, ..., Y¢—p)', temos p* = p
€ Y1,...Yp sdo considerados como deterministicos. Note que, em qualquer caso, p* > 2. Aproximando a
funcdo alvo f como a soma de fungdes base, (Bj, ..., Byr), teremos, analogamente a secéo 4.5, o vetor de
parmetros 8 = (c’,3,6%,¢’)’ onde c corresponde aos coeficientes da expansdo (aproximacdo) de f em
funcdo de Bj,...,B)s. Conseqiientemente, no k-ésimo passo do algoritmo,

Q(016%1)) = C(816%* 1) — (T — p*)log s
_ 2—(152(y* _ Be— UBYWr(0%V)(y* — Bc — UB),

ytaut}
(k-1) 1 !
Wr (6~ ):diag(E (k_){—y;u}> .
o= Yo(ot)? o t=p*+1

As esperangas acima sdo calculadas de acordo com a densidade “a posteriori”

1 Yo — Yogey 6By (ye-1) — By (k1)
k(otlye, ue) o 5¢a(at)¢ ( 500(00) ) h(o:|C),

para t = p* + 1,..,T. Em particular, no caso em que u; = (Ys—2,...,Ys—p)’, a matriz U (de dimenszo
(T —p) x (p— 1)) é dada por

onde y* = y(p11).7

: = h(oe|¢*D
C(016* D) =" By {log %

t=p*

Yp-1 Yp-—2 - n
U _ y.p yp'—l PP y‘2
Yyr—2 Yr-3 - Yr—p

k(ot|ye, ug) 1 )¢ (yt - Z;‘i1 ¢jBj(yt-1) — zg’;% ﬂjyt—l—j)

X
5vg(oy 6ve(at)
- A(or|¢HD).
Note que, neste caso, as primeiras p observacgdes sdo tomadas como deterministicas.

Tomando as derivadas parciais de @, temos, com relagéo a c,

S-QUE10% D) = 2(BWr(0%V)(y* ~ UB) — B'Wr(6%)Be),
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com relagdo a 3,

0 - 1 . . =
%wa“‘ ) = g(U'WT(e“* N (y* - Be) - U'Wr(6%-D)UB),
e com relagdo a d,
ad " 1, ., B . T — p*
Q010" V) = (" —Be — UBY Wr(6*))(y* —~ Be - UB) — —5—,

o que resulta no algoritmo 5.3.1.

Algoritmo 5.3.1 Esquematizagdo do algoritmo EM para o tratamento de modelos parcialmente lineares na
presenca de um erro distribuido de acordo com uma distribuic@o t de Student para dados autocorrelacionados.
e Definay* = y(p«41).7

e Dados c¢(®), ,6(’“), 5(k) e C(’“):

1. Calcular
™) = B'Wr(0)B) ' B'Wr(6%))(y* — UBM);
2. Calcular
,B(k+1) _ (U'WT(B(k))U)_IUII’VT(G(k))(y* o Bc(k+l));
3. Calcular 1
(62)(k+1) — m(r(k+1)),WT(9(k))r(k+l)
onde

plb+1) — yx _ Belk+1) _ gkt
4. Obter ¢*+1) como solugdo de

a_aC_Q(C;C(k+1)’ﬁ(k+1)’5(k+1)|9(k)) _o.

~

ese EQM(f) < tol, parar iteragdo.

5.3.1 Estudo de Simulacido

Os dados utilizados no estudo de simulag@o abaixo foram obtidos assumindo-se um ruido distribuido conforme
uma t de Student com v = 1,5 graus de liberdade e pardmetro de escala 6 = 1,5. A componente linear foi
escolhida de modo que u; = (y;—2,y:—3) € seus coeficientes definidos por B2 = 0,64 e B3 = 0,20. A
componente ndo-linear é representada pela fungdo alvo

T

f($)=2—(1+—$2)
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funcao alvo

0.2
I

0.1

-0.1
1

-10 =5 0 5 10

Figura 5.6: Fungdo alvo utilizada no estudo de simulagfo para o modelo parcialmente linear.

representada na figura 5.6. Para aproximar a curva, optamos por utilizar B-splines, cujos graus de liberdade,
M, foram escolhido com base no critério EAIC.. Assumindo v = 1,5, ajustamos curvas para M entre 6 e
16 e obtivemos o resultado (EAIC,) exposto na figura 5.7, de modo que optamos por M = 9. O resultado da

1780
|
o

EAIC
1776
l

1772
|

6 8 10 12 14 16

Figura 5.7: EAIC. obtidos para M entre 6 e 16 no estudo de simula¢do para o modelo parcialmente linear.

estimativa para a fung@o alvo pode ser visualizado na figura 5.8. L4 o grafico a esquerda representa a estimativa
obtida através do método sugerido, enquanto que no grafico a direita temos o resultado obtido via minimos
quadrados. Em ambos os grificos podem ser visualizada bandas de confianga a 95%. Como se pode notar,
embora pouco satisfatéria quando comparada a outros estudos de simulagdo nesta tese, ainda supera em muito
a estimativa via minimos quadrados. Em ambos os gréficos, consideramos um intervalo correspondente a
90% das observagdes. Nos extremos, como era de se esperar, ambas as estimativas sdo muito deterioradas pela
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escassez de observagoes. Pelas bandas de confianga, podemos observar que a estimativa robusta é, de fato, bem
sensivel a valores extremos. As estimativas obtidas para os coeficientes associados a componente linear estdo

Estimativa EM Estimativa MQ

Figura 5.8: Estimativas obtidas para a fungdo alvo através do método sugerido (esquerda) e via minimos quadrados
(direita) e suas respectivas bandas de confianga a 95% obtidas por bootstrap. Em ambas, assumimos v = 1, 5.

na tabela 5.4. Novamente as estimativas obtidas segundo o método sugerido demonstram ser muito menos

Tabela 5.4: Estimativas dos coeficientes da componente linear do modelo calculados pelo método robusto (Estimativa
EM), assumindo uma distribui¢do t de Student com v = 1,5, e via minimos quadrados e seus respectivos intervalos de
confian¢a a 95%.

B | Estimativa EM 1C95% Estimativa MQ I1C95%
B1 | 0,64 0,6334 [0,6144;0,6492] 0,6421 [0,5923;0,6828]
B2 | 0,20 0,2049 [0,1874;0,2280] 0,1147 [0,0549;0,1702]

suscetiveis a valores extremos do que as estimativas via minimos quadrados e, embora as estimativas para [
tenham sido muito pr6ximas em ambos os métodos, a estimativa para 35 via EM se aproximou muito mais do
valor real do que a obtida via M.Q.. Mesmo no caso de 31, o intervalo de confianga para a estimativa robusta
indica que valores estimados segundo o método robusto devem oscilar muito mais préximos do valor real do
que estimativas obtidas via M.Q. Finalmente, para o parimetro de escala, 6> = (1,5)2 = 2,25, obtivemos
os resultados expostos na tabela 5.5. Assim como para a componente linear do modelo, a diferenca entre as
estimativas obtidas segundo o método robusto e o via M.Q. é imensa refletindo a diferenca de sensibilidade
em relagd@o a presenca de valores extremos entre ambos os métodos.

Para testar o efeito de se subestimar v, repetimos a andlise assumindo v = 4. Novamente, escolhemos o
modelo de acordo com o critério EAIC, (figura 5.9) e optamos por M = 8. O resultado das estimativas para
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Tabela 5.5: Estimativas do pardmetro de escala, 62, calculados pelo método robusto (Estimativa EM), assumindo uma
distribuicdo t de Student com v = 1, 5, e via minimos quadrados e seus respectivos intervalos de confianca a 95%.
6% | Estimativa EM 1C95% Estimativa MQ 1C95%
521225 2,1220 [2,0419;2,1114] 35,5020 [34,8863;35,4166]
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Figura 5.9: EAIC. obtidos para M entre 6 e 16 no estudo de simulacéo para o modelo parcialmente linear para
estimativas obtidas assumindo-se v = 4.

a funcdo alvo e respectivas bandas de confianga podem ser visualizadas na figura 5.10. Os resultados obtidos
para os coeficientes associados 2 componente linear, 3, e para o parimetro de escala, 62, podem ser vistos nas
tabelas 5.6 e 5.7, respectivamente. Embora, em relagdo ao caso em que assumimos v = 1, 5, as estimativas

Tabela 5.6: Estimativas dos coeficientes da componente linear do modelo calculados pelo método robusto (Estimativa
EM), assumindo uma distribuigdo t de Student com v = 4, e via minimos quadrados e seus respectivos intervalos de
confianga a 95%.

B | Estimativa EM 1C95% Estimativa MQ I1C95%
51| 0,64 0,6362 [0,6172;0,6540] 0,6362 [0,5999;0,7002]
B2 | 0,20 0,2050 [0,1824;0,2287] 0,1137 [0,0503;0,1805]

Tabela 5.7: Estimativas do pardmetro de escala, 42, calculados pelo método robusto (Estimativa EM), assumindo uma
distribui¢@o t de Student com v = 4, e via minimos quadrados e seus respectivos intervalos de confianga a 95%.

5% | Estimativa EM I1C95% Estimativa MQ 1C95%

6% | 225 4,5514 [4,5269;4,6175] 35,5173 [34,3210;35,5173]

tenham se deteriorado, o resultado obtido ainda foi significativamente superior ao obtido via M.Q., indicando
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Estimativa EM Estimativa MQ
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Figura 5.10: Estimativas obtidas para a fungdo alvo através do método sugerido (esquerda) e via minimos quadrados
(direita) e suas respectivas bandas de confianca a 95% obtidas por bootstrap. Em ambas, assumimos v = 4.

assim que o método € robusto a perturbagdes na escolha da distribui¢@o do ruido.
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Capitulo 6

Analise Bayesiana

Nos capitulos anteriores, estimamos os pardmetros associados aos modelos considerados via méxima verossimilhanga.
Neste capitulo, estudaremos como analisi-los através da metodologia bayesiana.

Como antes, consideremos modelos do tipo

Yt = f(:l?g) + (5Et, (6.1)

para t = 1,...,T, onde z; pode ser deterministica, aleatéria ou mesmo igual a y;_1 € onde 0s erros ¢; sao
modelados de acordo com uma mistura de normais através da escala. Ou seja,

pla) = /ooo Tpegfft)qs (lbee(tat)) hlovjaar, &)

onde h é uma densidade de probabilidade definida em [0, c0) e 1) é uma func¢éo conhecida a priori. Em
particular, (6.2) implica que

p(ytlze) = /0 ” 5 wel(at)¢ (%;j{ff) h(ot)doy.

E interessante notar também que, para ; ~ h, temos ¢|o; ~ N(0,%g(0;)?). Finalmente, notamos que,
embora devamos condicionar a distribui¢do de y; em z;, escreveremos de agora em diante p(y;) ao invés de
p(y¢|x,) para simplificar a notagéo, ficando a dependéncia em z; clara pelo contexto.

6.1 Aproximacao de f via P-Splines

Para aproximar a fungdo alvo, utilizaremos uma verséo bayesiana de P-splines. Lembre que, como descrito
no capitulo 2, P-splines sdo o resultado da combinagdo de B-splines como fun¢des base com penalizagdes
sobre coeficientes adjacentes da aproximagao da funcéo alvo via B-splines. De qualquer modo, independen-
temente da penalizagdo aplicada, aproximaremos f(-) por Z;Vi 1 @;B;(+), onde os B; sdo B-splines de ordem
k. Observe que, usando B-splines, o modelo (6.1) pode ser escrito na forma matricial como

y = Ba + de

107
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onde
Bi(z1) -+ Bu(z1)
B= : : (6.3)
Bi(zr) --- Bul(er)
— 7
ca= (al, ...,G,M)
A diferenca entre os casos bayesiano e cldssico, onde os coeficientes estimados sdo obtidos por minimos
quadrados penalizados, € que no enfoque bayesiano tratamos os coeficientes referidos acima como varidveis
aleatdrias as quais associamos uma distribuicdo a priori. As penalizagdes impostas s@o, entdo, replicadas

impondo-se algumas restrigdes sobre estas varidveis aleatérias. Os detalhes desta operacdo estdo descritos a
seguir.

6.1.1 Variante Bayesiana da Aproximacao via P-Splines

No enfoque bayesiano, as penalidades em (2.1) s@o substituidas pelos seus andlogos estocdsticos. Por exem-
plo, quando as primeiras diferencas Aa; sdo penalizadas, consideramos um passeio aleatério simples, e
quando as segundas diferengas sdo penalizadas, consideramos um passeio aleatério de segunda ordem. Mais
precisamente, para os operadores de primeira e segunda diferenca temos, respectivamente, que

a; = aj—1 + u;

aj = 20,]'_1 — aj—2 + uj,
onde {u;} € um ruido branco. Normalmente, assume-se que u;|7% ~ N(0,72) e que a1, ou a; € ag, possui

priori ndo informativa. Como veremos mais adiante, o pardmetro 72 controla a quantidade de suavidade
associada a funcdo estimada e exerce papel andlogo ao pardmetro de suavizagdo, A, no caso cléssico.

Em particular, note que, se considerarmos um passeio aleatdrio de primeira ordem,
2 2
p(alt®) = p(an, ..., a1|7%)

= p(anr|an—1,72) - - plaslas, %) - p(a1|7?)

(ap — an—1)? (az — a1)?
ocexp |~ ) rexp |~

1 M
= exp —51'—2 Z(a] ‘—'aj_l)2
j=1

1
= exp (—Q—TQa’Ka) ,

onde
1 -1 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0
K=| 1 @ Co | (6:4)
0 0 O -1 2 -1
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e p(a1|7?) oc constante. Obviamente, um resultado andlogo vale para o caso de um passeio aleatério de
segunda ordem, com a diferenga de que a matriz K, agora, é dada por

1 -2 1 0 0 00 0 0 0 0 0 0 ]
-2 5 -4 1 0 00 0 06 0 0O 0 O
1 -4 6 -4 1 00 0 0 0 O 0 O
0 1 -4 6 —-410 o 0o 0 0 0 O
K=|: @ i i I 6:5)
0O 0 0O O 0 00 1 -4 6 -4 1
0 0 0 0 0 0O 0 1 -4 6 -4 1
0 0o 0 0o 0 00 0o 0 1 -4 5 =2
.| O 0O 0 O 0 00 0 0 1 -2 1 |

De modo geral, por se tratarem de expressdes quadréticas sobre os coeficientes aq, ..., aps, teremos sempre
que

p(alm®) o exp (—%a'l(a) (6.6)
T

para alguma matriz simétrica K.

6.1.2 Conexao Entre o Enfoque Bayesiano e o Classico

Como ¢; segue uma distribui¢do definida pela mistura na escala de distribui¢des gaussianas, para cada t =
1,...,T, o mesmo ocorre com ¥y; para cadat = 1, ...,7", de modo que

p) = [ 50y® (L) o

Novamente, uma maneira de se modelar os dados nestas circunstancias € assumir que

yelow ~ N (f(z0), %9 (01)?) ,

oy ~ h,
de modo que, ao aproximar f via B-splines, teremos

M

ylog ~ N Z61]'1'3j(f'3t),52111(‘%)2 ,

j=1 (6.7)

gt ~ h.
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Usando as equagdes (6.6) e (6.7), temos que a densidade a posteriori dos coeficientes ay, ..., aps satisfaz

p(aly) «< p(y|a)p(a)

/ / (yla, o)h(o)do - p(a)
([ T () e n)
- exp <—2—aKa)

de modo que, pelo teorema de Fubini,

M oy
p(aly) o« (H/ ( 5{(/)(1@) Bi( )> h(at)dat> - exp (—Q—iza'Ka) (6.8)

€, conseqiientemente,

M )
log p(aly) ~ Zlog/ (yt %¢Z;; (wt)> h(o¢)doy — %a'Ka.

Portanto, é faci] ver que a moda a posteriori de ay, ..., ap; coincide com o estimador cldssico destes coeficien-
tes para A = 2T

6.2 Distribuicoes Condicionais dos Parametros

Em um enfoque bayesiano, devemos estabelecer as prioris dos “pardmetros” e varidveis latentes associados ao
modelo. Tais “pardmetros”, ou varidveis aleatérias, sdo: 72, o = (01, ...,07). Nas subse¢des a seguir obtemos
as distribui¢des condicionais completas a posteriori dos pardmetros com o intuito de aplicar o amostrador de
Gibbs.

6.2.1 Distribuicao Condicional Completa de a

Para determinar a distribuicdo de a condicionada nas observagdes, y, e nos demais pardmetros, observe que
p(aly, o,6%,7%) « p(y|a, o, 6?)p(a|r?). Logo, como y|a, &, §? ~ N'(Ba, §>W), onde

W = diag(y(01)?, ..., %(o7)?),

seque que
p(aly, o, d%,7%) o« exp _ L (y — Ba)W™l(y — Ba) ; - exp -2 a’'Ka
05 267 272

1 _ 1
= exp {—W(y — Ba))W~l(y — Ba) — ﬁa'Ka} .
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Definindo W = (8°W)~! e K = 72K, teremos

[(y — Ba)'W(y — Ba) + a'fa]

[y'Wy —a'B'Wy — y'WBa+ a'B'WBa + a'Ka|

~
~

N =N ==

[-2a'B'Wy +a'(B'WB + K)a|

onde ‘=’ na expressao acima significa igualdade a menos de uma constante. Finalmente, definindo o
BWB+K, )
Am—5(a- SB'Wy) S }a—-SBWy)
de modo que
1 — —
p(aly, o, 6% 7%) o exp {—i(a — SBWy)'S™(a— SB'I/Vy)} .

Ou seja, a distribui¢do a posteriori de a é dada por

aly,o,6?, 7% ~ Ny (SBWy, S).

6.2.2 Distribuicio Condicional Completa de ¢ e de 72

Assuma que, a priori, 62 ~ GI(7g, ap) € 72 ~ GI(7y1,1). Ou seja, assuma que se § = 1/§%2 e 7 = 1/72,
entdo, § ~ I'(ag,0) € T ~ (a1, 71) € que, portanto, suas densidades a priori sdo dadas por

= 3ot )
Olv0,0) = =——Fa-€Xpy ——
P(8lu, ao) I'(a0)7g” p{ 70}

» 7ol 7
Pt 0) = oy >
1

Para calcular as distribui¢des condicionais completas, é conveniente fazer a mudancga de varidveis p; = %
1
para i = 0, 1. Feito isto, as densidades acima assumem as formas abaixo,

p(3]po, ag) o< 3°° " exp{—pod}

a1

p(Flp1, 1) o 7 exp{—p17}.
Para determinar a distribuicio de d|y, o, a, 72, note que

p(dly,o,a,7) < p(y|d,o,a,7°)p(5)
o« p(y|s, o, a)p(d)

x 37/ exp {—g(y — Ba)Wl(y — Ba)} i exp{—pod}
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de modo que
p@ly, ,a,7%) 05" exp{—p}3}

_ I =i
y=Ba)W~(y—B2) Em outras palavras,

onde aff = ag + L e pf = po +
62')’» g,a, T~ GI(O[6,’)’6),

onde v, = 1/p}.

Analogamente,
p(7ly, o, a,6) o« p(alT)p(7)
o 7M/2 exp {—%a’[(a} 717 exp{—p17}.
Logo,
p(Tly, o,a,8) oc 717" exp{—p|7}
onde o) = a1 + L e p = p1 + 2L2. Qu seja,

le7 U) a’ 5 ~ GI(O:/l ] ’71)7

onde y; = 1/p}.

6.2.3 Distribuicao Condicional Completa de o

Ao contrério dos demais parametros, a distribuicdo condicional completa de o depende da especificagdo de
h e, portanto, ndo pode ser determinada de modo genérico. Além disso, apenas em alguns casos particulares,
poderemos expressd-la em uma forma analiticamente fechada. De qualquer modo, assumindo como priori
parac;, i =1,...,T,

p(oi) = h(i)

teremos

p(oly,a,d,7) x p(ylo,a,d)p(o)
T

— [ p(wilos a,)p(o)

1]

~
I

o

=

t

Il
—

1 r?
3o 2 {20 |
1

onde 7y = y; — Z;.V:l a;Bj(x;) é o residuo para a t-ésima observagdo. Note também que a densidade
condicional completa de o independe de 7.
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No caso particular em que (o) = 1/,/0¢, temos que
T 5 T2
1 _
ploly,a,d) « Hat/ exp {—2—(;2%} h(oy)

t=1
26% 3
22 n
T'tQ a2> (Ut),

(6.9)

onde p, € a fungdo densidade de probabilidade associada a distribuigdo gama. Mais ainda, se assumirmos que
o ruido segue uma distribui¢éo ¢ de Student com v graus de liberdade, a densidade h serd dada por

) = (Dt lee,
2

Ou, em outras palavras, h serd a densidade associada a distribui¢do gama com pardmetros a = v/2ey = 2/v

e isto resultard no fato que
-1
v+1 re
oly,a,0 ~T (T,Z <6_2 +u> > .

6.2.4 Amostrador de Gibbs

Segue imediatamente dos resultados obtidos anteriormente que o algoritmo de Gibbs para os pardmetros a, 9,
T e o € dado por

Conforme observamos acima, a densidade condicional completa a posteriori de o nem sempre € conhe-
cida. Logo, em alguns casos pode ser necessdrio usar o algoritmo mais genérico de Metropolis-Hastings para
amostrar a partir de (6.10). No entanto, no caso particular em que o ruido segue uma distribui¢do ¢ de Student
com v graus de liberdade, teremos

(k+1)\2
o-(k+1)N1—\<l/+l,2( Ty ))_}_U)—l)‘

2 (52)(k+1

Sobre a Amostragem de a(¥)

De acordo com o algoritmo de Gibbs derivado acima, a distribui¢do condicional completa de ak*+1) para

5 s i 46 ) 7k ; i % 5
cada k, é uma gaussiana multivariada com média S k) B W( )y e matriz de covaridncias S*). Entdo, para
amostrar a*+1)| recorremos ao seguinte procedimento:

1. amostrar dEkH) ~ N(0,1), parai = 1,...,n. Note que ak+1) ~ AN (0, Ins), onde Iys é a matriz
identidade n-dimensional;
2. obter a matriz triangular inferior A tal que AA’ = S*) de acordo com a decomposicio de Choleski;

3. obter al*¥) de acordo com
al®) — Aat+D) 4 5 p®ly,.
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Algoritmo 6.2.1 Amostrador de Gibbs
e No passo k + 1:

1. alk+) NJ\/M(S(")B'W(IC))',S(’“)), onde

_k . %
o W = (82)Wdiag(p(o{)?, ..., p(at)?),
. F(k) _ 1 K

BRI

e Sk — (BIW(k)B +f(k))—1;

2. (62)*+1) ~ GI(cd), vh), onde

n (y—Ba*+D)'Ww—1(y—Bal+))
3

b]

3. (r2)*+) « GI(af,~}), onde

M
» g =dq ¥ s (k+1) (k+1)
;1 ;o (@% Yy Katt+l)
. '71—pflepl—pl+ 3 ;

4. g(k+1) Hz;lpg (at

2(5(k+1))2 3> h(Ut) otde

(D)2 2

M
o ¥ =y N By (6.10)
7j=1
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Sobre o uso do Algoritmo de Metropolis-Hastings

O passo 4 do algoritmo 6.2.1 consiste na simulagdo de o(+1) de acordo com a densidade conjunta

(k+1)y2
IIPQ( 2(8k+0)? 3),“00_

(r (k+1))2
Note que, dada a forma da densidade conjunta, os elementos de sdo amostrados independentemente, cada um
deles de acordo com a densidade
2(6(k:+1))2 3

a qual, como observado acima, dependendo da forma de A pode néo ser representdvel como de forma andlitica
como a densidade de uma distribui¢do conhecida. Logo, para amostrar estas varidveis, necessitamos usar o
algoritmo de Metropolis-Hastings.

Observe que a densidade h €, por hipétese, conhecida e que ela tem o mesmo suporte que a densidade

de ang) logo, podemos toma-la como densidade proposta. Em particular, a densidade proposta sugerida

independe do estado anterior, ie, de a( ). Deste modo, no (k + 1)-ésimo passo do algoritmo, se amostrarmos
y de acordo com h, entdo, a probabilidade de aceitagdo € dada por

DPg (y
%((m

de modo que o passo 4 do algoritmo 6.2.1 fica como representado no algoritmo 6.2.2.

2(6(k+l))2 §>

Dy 0 2

2(5(k+1))2 3>

(r (k+1))2 12

o =min\ 1, (6.11)

Algoritmo 6.2.2 Amostragem via Metropolis-Hastings dentro do algoritmo de Gibbs
e No passo k + 1:

4.1. Amostrar s ~ h;

4.2. Amostrar u ~ U[0, 1];

4.3. Tomar « de acordo com (6.11);

4.4. Se a < u,
0t(k:+1) _ a&k),
senao
Ut(k+1) =3

Uma alternativa ao algoritmo de Metropolis-Hastings para gerar ang) é o algoritmo 6.2.3, de aceitagdo/rejeigao.
A constante Mt(kﬂ) no algoritmo deve ser escolhida de modo que
( 2 §(k+1) )2
Pg | ot k+1
(ri* )2

)hw)<MWWMa)
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Algoritmo 6.2.3 Amostragem pelo método de aceitagdo-rejei¢do dentro do algoritmo de Gibbs
e No passo &k + 1:

4.1. Amostrar s ~ h;

4.2. Amostrar u ~ U|0, 1];

4.3. Aceitar at(kH) = sse
2(6(k+1))2
Pg \ 8|7 (FvD\g
(rz )
uE (k+1)
M,

sendo retornar ao passo 4.1.;

isto €, tal que

Pg <Ut

E facil ver que Pg(s|a, B) atinge seu méximo em s = B(a — 1) de modo que podemos tomar

(k+1)y2 s(k+1))2
M) _ 9(3(5 ) 3)2(0 ) 3)

2(6(k+1))2 3 (k+1)

(02

) 2

Os algoritmos 6.2.2 e 6.2.3 sdo meios autométicos de se amostrar ot(kH) para qualquer densidade de
mistura h, inclusive para distribui¢Ges estdveis. No entanto, ele pode ndo ser muito eficiente se a densidade
h estiver concentrada sobre uma das caudas de p, como mostra a figura 6.1. Note que, em quaisquer uma
das situagdes ilustradas, o valor amostrado de acordo com h serd quase sempre rejeitado. Portanto, devemos
considerar a possibilidade de construir distribui¢des propostas de acordo com o caso, ie, de acordo com a
densidade h escolhida.

6.2.5 Simulacoes
Estudo 1

Neste primeiro estudo de simulaga consideramos a fungéo alvo
f(z) = sen(2z)

definida no intervalo [0, 1], veja figura 5.1. Neste primeiro estudo de simulagdo, consideramos um ruido
distribuido de acordo com uma distribui¢do ¢ de Student com 3 graus de liberdade e pardmetro de escala
d = 1 e geramos artificialmente uma amostra de tamanho 500. Aproximamos f via P-splines e, para tanto,
usamos uma base de B-splines de grau 3 e 6 graus de liberdade e variamos a matriz de penalizagio K, de
modo que analisamos os resultados tanto para o caso em que os coeficientes a sio modelados de acordo com
um passeio aleatério de primeira ordem quanto para o caso em os mesmos sdo modelados de acordo com
um passeio aleatério de segunda ordem. Para obter as estimativas de acordo com as distribuigdes a posteriori
dos pardmetros do modelo, geramos 5000 amostras de cada pardmetro de acordo com o algoritmo de Gibbs
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Figura 6.1: Ilustragdo sobre a amostragem da posteriori através da densidade a priori h. Note que dependendo da
posic¢do relativa de h, as propostas geradas serdo invariavelmente rejeitadas.

descrito acima. A fungdo alvo f foi, entdo, estimada por f = 220

i a;Bj, onde a,- é a média da amostra
obtida através do algoritmo de Gibbs para a;. O resultado desta operagdo pode ser visualizada na figura
6.2. Analogamente, a estimativa obtida para o pardmetro de escala', d, foi §= 0,9618 e para o pardmetro
de suavizagdo?, 7, foi 7 = 0,5826. A figura 6.3 ilustra a convergéncia da amostra gerada para € 7. E
interessante notar que as amostras obtidas para o pardmetro de escala convergem rapidamente (na média)
para o valor real § = 1. Quanto ao pardmetro de suavizagdo, embora ele ndo tenha sido fixado a priori,
a convergéncia na média é rdpida, mas ndo tdo rdpida quanto a ocorrida para o pardmetro de suavizagdo.
Além disso, pode-se observar que a varidncia das amostras obtidas neste caso € significativamente maior que
a varidncia obtida para o pardmetro de escala, veja tabela 6.1.

Tabela 6.1: Estatisticas para as amostras obtidas via algoritmo de Gibbs para os pardmetros de escala e de
suavizacao assumindo um passeio aleatério de ordem 1.

Parametro | Média | Mediana | Varidncia
1) 0,9618 | 0,9596 0.0024
T 0,5826 | 0,4532 0,2732

'média da raiz quadrada das amostras obtidas para ¢ através do algoritmo de Gibbs
’média da raiz quadrada das amostras obtidas para T através do algoritmo de Gibbs
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Estimativa da Funcao Alvo

0.0 02 0.4 0.6 08 1.0

Figura 6.2: Estimativa da fung@o alvo f para o primeiro estudo de simulagdo quando a matriz de penaliza¢do K é dada
por (6.4), isto é, assumindo um passeio aleatério de primeira ordem para os coeficientes a.

A mesma andlise (assumindo os mesmos pardmetros da andlise anterior) acima foi feita assumindo um
passeio aleatério de ordem 2 para os coeficientes a. A estimativa obtida para a funcdo alvo pode ser vista
na figura 6.4. Note que, embora o ajuste para os demais parametros ndo mude muito entre as andlises, a
curva obtida assumindo-se um passeio aleatério de ordem 2, como era esperado, € mais suave e se ajusta
melhor que a curva obtida assumindo-se um passeio aleatfio simples. Analogamente, a estimativa obtida para
o pardmetro de escala, ¢, foi 5 =0,9621 e para o pardmetro de suavizagdo, 7, foi 7 = 0,5474. A figura
6.5 ilustra a convergéncia da amostra gerada para § e 7. Note que, assim como no caso anterior, as amostras
obtidas para o pardmetro de escala convergem rapidamente (na média) para o valor real § = 1. No entanto,
o parametro de suavigao, parece convergir mais lentamente que no caso do passeio aleatério simples. Ainda
assim, podemos dizer que a convergéncia na média é rdpida, mas, novamente, nao to rapida quanto a ocorrida
para o parametro de suaviza¢do. Repete-se também o fendmeno que a varidncia das amostras obtidas neste
caso € significativamente maior que a varidncia obtida para o parametro de escala, veja tabela 6.2. Em geral,

Tabela 6.2: Estatisticas para as amostras obtidas via algoritmo de Gibbs para os pardmetros de escala e de suaviza¢ao
assumindo um passeio aleatério de ordem 2 no estudo de simulagéo #1.
Parametro | Média | Mediana | Variancia
) 0,9621 | 0,9598 0.0024
T 0,5474 | 0,4155 0,2378

as estatisticas usando passeios aleatérios de ordem 1°e 2, ndo variam muito de um caso para o outro, exceto
por uma ligeira redug@o na variancia da amostra obtida para o pardmetro de suavizacdo quando usamos um
passeio aleatdrio de ordem 2.
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Figura 6.3: Convergéncia da amostragem para os pardmetros de escala e de suavizagdo para o primeiro estudo de
simulagd@o assumindo que os coeficientes a seguem um passeio aleatorio de primeira ordem. Os gréficos da esquerda
correspondem ao para pardmetro de escala e os da direita ao parimetro de suavizagdo. Os dois graficos superiores
correspondem a amostragem destes pardmetros através do algoritmo de Gibbs, enquanto que os gréficos intermedidrios
ilustram a convergéncia na média destas amostragens. Os histogramas na parte inferior da figura ilustram a dispersdo da
amostragem obtida e as barras verticais neles o valor médio de cada amostra.
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Estimativa da Funcao Alvo
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Figura 6.4: Estimativa da fungdo alvo f para o primeiro estudo de simulagdo quando a matriz de penalizagio K é dada
por (6.5), isto €, assumindo um passeio aleatdrio de segunda ordem para os coeficientes a.

Estudo 2

Neste segundo de simulac¢do seguimos o mesmo padrao do estudo anterior, mas assumimos agora que o ruido
segue uma distribui¢do de Cauchy e que o pardmetro de escala é dado por § = 1, 5. Assim como no estudo 1,
realizamos dois ajustes, o primeiro assumindo que os coeficientes a seguem um passeio aleatdrio simples e o
segundo assumindo que os mesmos coeficientes seguem um passeio aleatério de segunda ordem. Dado que a
funcdo alvo usada neste estudo apresenta uma variabilidade maior que no primeiro caso, tomamos uma base
B-spline de ordem 3 com 16 graus de liberdade. A figura 6.6 mostra o quao bem a curva estimada se ajusta
a fungdo alvo apesar da presenca de diversos valores extremos, como pode-se ver no grifico de dispers@o.
Com relacdo aos demais pardmetros do modelo, temos que a estimativa obtida para o pardmetro de escala é
igual a 1,4096, enquanto que para o parametro de suavizagdo, 7, € igual a 16, 5208. A tabela 6.3 apresenta
mais algumas estatisticas associadas a estes parametros. J4 a figura 6.7 mostra como as amostras de Gibbs

Tabela 6.3: Estatisticas para as amostras obtidas via algoritmo de Gibbs para os parAmetros de escala e de suaviza¢io
assumindo um passeio aleatério simples no estudo de simulagdo #2.

Parametro | Média | Mediana | Varidncia
1) 1,4096 1,4016 0,0754
T 16,5208 | 14,8974 61,4668

para ambos os pardmetros convergem rapidamente. Assim como em todos os casos anteriores, a variancia da
amostra obtida para o parametro de suavizag@o é muito superior aquela obtida para o parametro de escala.

Assumindo os mesmos parametros do estudo de simulagdo anterior, exceto pelo fato de que agora modela-
mos, a priori, os coeficientes a de acordo com um passeio aleatdrio de ordem 2, realizamos novas simulagdes
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Figura 6.5: Convergéncia da amostragem para os pardmetros de escala e de suavizagdo para o primeiro estudo de
simulag@o assumindo que os coeficientes a seguem um passeio aleatdrio de segunda ordem. Os grdficos da esquerda
correspondem ao para pardmetro de escala e os da direita ao pardmetro de suavizagdo. Os dois gréificos superiores
correspondem a amostragem destes pardmetros através do algoritmo de Gibbs, enquanto que os graficos intermedidrios
ilustram a convergéncia na média destas amostragens. Os histogramas na parte inferior da figura ilustram a dispersdo da
amostragem obtida e as barras verticais neles o valor médio de cada amostra.
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Figura 6.6: Grafico superior: gréifico de dispersdo; Grafico inferior: estimativa da fungo alvo f para o segundo
estudo de simulag¢do quando a matriz de penalizagdo K é dada por (6.4), isto €, assumindo um passeio aleatério de
primeira ordem para os coeficientes a.
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Figura 6.7: Convergéncia da amostragem para os pardmetros de escala e de suavizagdo para o segundo estudo de
simulag@o assumindo que os coeficientes a seguem um passeio aleatério de primeira ordem. Os graficos da esquerda
correspondem ao para pardmetro de escala e os da direita ao pardmetro de suavizagdo. Os dois graficos superiores
correspondem a amostragem destes pardmetros através do algoritmo de Gibbs, enquanto que os graficos intermedidrios
ilustram a convergéncia na média destas amostragens. Os histogramas na parte inferior da figura ilustram a dispersdo da
amostragem obtida e as barras verticais neles o valor médio de cada amostra.



124 CAPITULO 6. ANALISE BAYESIANA

e obtivemos novas estimativas a posteriori para a fungdo alvo e para os parametros de escala e de suavizag@o.
A figura 6.8 mostra o qudo bem a curva estimada se ajusta a funcdo alvo apesar da presenca de diversos va-
lores extremos, como pode-se ver no grafico de dispersdao. Com relagio aos demais parametros do modelo,

Grafico de Dispersao
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Figura 6.8: Grifico superior: gréfico de dispersdo; Grafico inferior: estimativa da fungdo alvo f para o segundo
estudo de simulagdo quando a matriz de penalizagdo K ¢é dada por (6.5), isto é, assumindo um passeio aleatério de
segunda ordem para os coeficientes a.

temos que a estimativa obtida para o pardmetro de escala € igual a 1,4123, enquanto que para o parimetro
de suavizagdo, 7, € igual a 28,2078. A tabela 6.4 apresenta mais algumas estatisticas associadas a estes
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pardmetros. Jd a figura 6.9 mostra como as amostras de Gibbs para ambos os pardmetros convergem ra-

Tabela 6.4: Estatisticas para as amostras obtidas via algoritmo de Gibbs para os parametros de escala e de suavizagdo
assumindo um passeio aleatério de ordem 2 no estudo de simulag@o #2.

Parametro | Média | Mediana | Variancia
1) 1,4123 1,4018 0,1601
T 28,2078 | 24,9987 | 187,7998

pidamente. Assim como em todos os casos anteriores, a varidncia da amostra obtida para o pardmetro de
suavizagdo € muito superior aquela obtida para o parametro de escala.

6.3 Extensao para Modelos Parcialmente Lineares

Nesta secdo aplicaremos o enfoque bayesiano discutido acima no caso em que temos um modelo parcialmente
linear

Yt = f(ze) + B'ug + ey, (6.12)
onde u; é um vetor de dimensdo L formado pelas varidveis explicativas (componente linear do modelo) e,

como antes, €; segue uma mistura na escala de gaussianas para todo t. Como veremos abaixo, tal enfoque
facilmente ser estendido para esta classe mais de modelos.

Assim como nas se¢des anteriores, vamos aproximar f por

M
fz) = Z a; Bj(z)

onde (Bjy, ..., Byr) € uma base de fungdes, possivelmente B-splines. Neste caso, o modelo (6.12) pode ser
escrito na forma matricial

y=Ba+UpB+de

onde U = [uy,...,ur] e B é dado por (6.3). Além disso, manteremos as hipdteses sobre o vetor de coefici-
entes a, ie, de que suas componentes seguem um passeio aleatdrio e que, portanto, satisfazem, a priori, (6.6)
para alguma matriz simétrica . Deste modo, o vetor com a totalidade de pardmetros e hiper-pardmetros é
dado por (a’, 3, §,7,0')". Novamente, o cdlculo explicito das distribuigdes e estatisticas a posteriori ndo é
uma tarefa fécil sob as condi¢gdes dadas e, portanto, usaremos o algoritmo de Gibbs para obter amostras de
acordo com as distribui¢des a posteriori.

6.3.1 Distribuicdo Condicional Completa de a

Podemos aproveitar os cédlculos na se¢do 6.2.1 para obter a distribuicdo condicional completa de a simples-
mente substituindo y nos cdlculos daquela se¢éo por z, =y — U de modo que

a|y;/3152)T230- NM\'[(SB,WZG, S)
onde S~! = BWB+ K, W = B%VV_I eK = %K.
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Figura 6.9: Convergéncia da amostragem para os parimetros de escala e de suavizagdo para o segundo estudo de
simulag@o assumindo que os coeficientes a seguem um passeio aleatério de segunda ordem. Os gréficos da esquerda
correspondem ao para parametro de escala e os da direita ao pardmetro de suavizacdo. Os dois grificos superiores
correspondem a amostragem destes pardmetros através do algoritmo de Gibbs, enquanto que os gréficos intermedidrios
ilustram a convergéncia na média destas amostragens. Os histogramas na parte inferior da figura ilustram a dispers@o da
amostragem obtida e as barras verticais neles o valor médio de cada amostra.
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6.3.2 Distribui¢io Condicional Completa de 5% e de 7>

O cilculo das distribuicdes condicionais completas de 6% e de 72 no caso de modelos parcialmente lineares
é analogo aos do caso univariado, segdo 6.2.2. Na verdade, no caso de 72, é idéntico e a tnica alteracdo que
devemos considerar € na atualizag@o do hiper-pardmetro pg associado a 62, de modo que, agora,

(y —Ba—UB)W~l(y — Ba—Up)
3 )

po = po + (6.13)

Logo,
52|Y7 aa ﬁa Tza g ~ Gl(aé)”y(,))’

onde v = 1/pg, €
Tly;a,B,6% 0 ~ Gl(a}, ),

onde 7} = 1/p} e pi = p1 + 2K2,

6.3.3 Distribuicao Condicional Completa de o

Usando exatamente a mesma argumentagao que na se¢ao 6.2.3, teremos que a densidade condicional completa
de o € dada por (6.9), ie,
262 3
—) h,(O't)

27
ry 2

T
p(Uly?av 6) & Hpg <Ut

t=1

porém com 7y = Y¢ — Zﬁil ajB($t) — B'u,.

6.3.4 Distribuicdo Condicional Completa de 3
Assuma que 3 ~ N (myg, Hg). Neste caso,
p(Bly;a,a,8,7%) x p(yla, 8,0, 6%)p(B|mgs, Hp)

o exp {—%(y — Ba— Uﬁ)/vV—l(y — Ba — Uﬂ)}

e definindo zg = y — Ba, temos

p(Bly;a,o,6% 7%) < exp {—2—(152(%3 —UBYW Y (zp — Uﬁ)}

1 o
X exp {—§(ﬂ —mg)' Hp YB = mg)} .
Agora, definindo A = (zg — UB)Y W (zg — UB) + (B — mﬁ)’Hﬁ_1 (B — mg), pode-se mostrar que

Aw (B—Cyl(Hy 'mg + UWzg)) Cp(B — C5' (Hy 'mp + U'Wazp))
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onde ~ significa igualdade a menos de uma constante e C;g € uma matriz de covariancias dada por
— -1 T
Cpg= Hﬁ +UWU.
Logo, escrevendo p5 = Cgl(HEImg — U'Wzg), temos que
Bly;a, 0,82, 72 ~ Ni(pg, Cp).

6.3.5 Amostrador de Gibbs para o Modelo Parcialmente Linear

Reunindo os resultados obtidos nas se¢Ges anteriores, obtemos o algoritmo de Gibbs para o problema que
estamos analisando, algoritmo 6.3.1.

6.3.6 Simulacio

Para ilustrar a metodologia acima consideramos novamente a fungo alvo
sen(20(z + 0.2))
f(z) = =2+ D2)
z+0.2

definida no intervalo [0, 1], veja figura 5.1 para a componente nao linear, enquanto que para a componente
linear assumimos o vetor de coeficientes

B = (3,45; —2; —4,56)’.

Quanto ao ruido e ao pardmetro de escala, d, supomos o primeiro distribuido de acordo com uma distribuigdo
de Cauchy e o segundo igual a 1,5. Finalmente, geramos artificialmente uma amostra de tamanho 500. A
funcdo alvo f foi aproximada via P-splines e, para tanto, usamos uma base de B-splines de grau 3 e 12 graus de
liberdade e variamos a matriz de penalizagdo K, de modo que analisamos os resultados tanto para o caso em
que os coeficientes a fossem modelados de acordo com um passeio aleatério de primeira ordem quanto para o
caso em os mesmos fossem modelados de acordo com um passeio aleatério de segunda ordem. Para obter as
estimativas de acordo com as distribuicdes a posteriori dos pardmetros do modelo, geramos 10000 amostras
de cada parmetro de acordo com o algoritmo de Gibbs descrito acima. A fungdo alvo f foi, entdo, estimada
por fz 2]111 @;B;, onde @; é a média da amostra obtida através do algoritmo de Gibbs para a;. O resultado
desta operag@o pode ser visualizada na figura 6.10 (figura inferior). Analogamente, a estimativa obtida para o
parametro de escala3, 8, foi 5= 1,5554 e para o parametro de suavizagﬁo4, T, foi 7 = 3,9114. A figura 6.11
ilustra a convergéncia da amostra gerada para d e 7. E interessante notar que, assim como no caso univariado,
as amostras obtidas para o pardmetro de escala convergem rapidamente (na média) para o valor real 6 = 1, 5.
Quanto ao pardmetro de suavigdo, embora ele nao tenha sido fixado a priori, a convergéncia na média é
novamente rdpida, mas, diferentemente do caso univariado, ndo apresenta uma oscilagdo muito grande. No
entanto, ainda pode-se observar que a varidncia das amostras obtidas neste caso € significativamente maior
que a variancia obtida para o parAmetro de escala, veja tabela 6.5. Resta avaliar como se comporta a amostra
obtida para os coeficientes das componentes linear e ndo-linear do modelo, 3 e a. A figura 6.12 ilustra a
dispersdo e a convergéncia na média da amostra associada a 8. Como podemos notar a convergéncia € muito
rédpida e as amostras obtidas permanecem concentradas ao redor do valor real dos pardmetros. Ja os boxplots

3média da raiz quadrada das amostras obtidas para § através do algoritmo de Gibbs
‘média da raiz quadrada das amostras obtidas para T através do algoritmo de Gibbs
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Algoritmo 6.3.1 Amostrador de Gibbs — Modelo Parcialmente Linear
e No passo k + 1:

1L a(k+1) ~ NA,[(S(k)BIW(k) (y _ Uﬂ(k))’ S(k))’ onde

—(k
o W )= (52)(L)dlag(7/)( ) ,UJ(UT )%,
o« K¥ - 1 Kk

0

o 5®=BWYB+E")
2. g+ NNL(uﬁ ,C’g”)) onde

o ) = (G (Hy my —UW Oy — Bal+D))
o P —mruwWy

3. (0%)*+1) ~ GI(ad),7h), onde

_ a(k+1)—Uﬁ(k+l))'l’V_l(y*Ba(’H'l)—Uﬁ(kle)) )
2 b}

4, (r2)k+1) Gl(a, 1), onde

(a(k+ 1) )/Ka(k+1)
G R

s T 2(§(k+1)y2
5. o+ T2, p, (o’t ((“T)))Q g) h(o¢) onde
t

2
. Tt(k+1) Za(k+1)B Z kD), .

Tabela 6.5: Estatisticas para as amostras obtidas via algoritmo de Gibbs para os pardmetros de escala e de suavizagio
assumindo um passeio aleatério de ordem 1.

Parametro | Média | Mediana | Variincia
1) 1,5554 1,5483 0.0268
T 39114 | 3,7698 0,8928
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Figura 6.10: Estimativa da fungdo alvo f para o modelo parcialmente linear considerado no estudo de simulagio
quando a matriz de penalizacdo K é dada por (6.4), isto &, assumindo um passeio aleatério de primeira ordem para os
coeficientes a.

6.13 e 6.14 reforcam esta caracteristica em (3 e indica que o mesmo fendmeno ocorre com a, como pode-se
ver pela pequena proximidade entre os quartis inferiores e superiores.
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Figura 6.11: Convergéncia da amostragem para os parimetros de escala e de suavizagdo para o modelo parcialmente
linear considerado no estudo de simulagdo assumindo que os coeficientes a seguem um passeio aleatério de primeira
ordem. Os gréficos da esquerda correspondem ao para parametro de escala e os da direita ao pardmetro de suavizagéo.
Os dois gréficos superiores correspondem a amostragem destes parametros através do algoritmo de Gibbs, enquanto que
os grificos intermedidrios ilustram a convergéncia na média destas amostragens. Os histogramas na parte inferior da
figura ilustram a dispersdo da amostragem obtida e as barras verticais neles o valor médio de cada amostra.
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Figura 6.12: Distribui¢@o e convergéncia da amostragem para os coeficientes da componente linear do modelo
parcialmente linear considerado no estudo de simulag@o assumindo que os coeficientes a seguem um passeio
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Figura 6.13: Boxplot associado as amostras obtidas via algoritmo de Gibbs para as componentes do vetor de
coeficientes 3 associado a componente linear do modelo.
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coeficientes a associado a componente nao-linear do modelo.



Capitulo 7

Uma Nota Sobre o Uso de Modelos Mistos

7.1 Introducao

Modelos mistos sdo uma extensdo dos modelos de regressdo ordindrios, os quais tém se mostrado tteis para
lidar com medidas repetidas, correlagio espacial e ndo-linearidade através de modelos baseados em splines.
A forma usual do modelo linear misto com planejamento geral €

y =Xc+ Zu+eg,

onde u e € sdo varidveis aleatdrias ndo correlacionadas entre si, com média igual a zero e matrizes de co-
varidancia G e R, respectivamente.

Embora o modelo misto linear seja amplamente utilizado, os estimadores usuais de seus pardmetros sdo
baseados na verossimilhan¢a normal multivariada e, conseqiientemente, ndo sao robustos a outliers ou a valo-
res extremos. Em [35], a distribuicdo t de Student € utilizada para amortecer o impacto de eventuais outliers ou
valores extremos. Mostraremos neste capitulo que este enfoque pode ser estendido a uma classe mais ampla
de distribui¢des, as misturas na escala de gaussianas, e ainda manter a propriedade desejada de robustez.

7.2 O Modelo

Normalmente, os dados sdo modelados assumindo-se que os erros € e os efeitos aleatdrios seguem as distribuicdes
gaussianas

ylu ~ N (Xc+ Zu,R),

u~N(0,G). (-1

135
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Supondo-se que os dados podem ser divididos em ¢ classes e considerando-se R. = 421,

62 11, 0 0
S R
0 0 SRR

eu = (u},...,u.)’, onde u;\ é a k-ésima entrada de u; e, para cada j, u; € um vetor de dimenséo ¢;, temos
que o modelo (7.1) pode ser reescrito na forma
2
ytlll i~ N((XC + ZU)t, 56),
uj,k ~ N(0,52 )

u,j

(7.2)

paral <t <T,1 < j <cel <k < gj, onde os indices ¢ e as duplas (4, k) estdo biunivocamente
relacionados. Em resumo, deste modo, os dados estdo particionados em c classes onde, para cada classe j, a
varidncia das correspondentes varidveis aleatorias u; 4 € dada por &2 0

Uma possibilidade para aumentar a robustez o modelo (7.2) é aquela proposta em [35] por Staudenmayer
et al de acordo com a qual

yelu ~ t((Xc + Zu)y, 53, Vy)s

(7.3)
U’J,k ~ t(O, 65’]', Vu),

paral <t <T,1 < j <cel <k < g;. Finalmente, usando o fato que a distribui¢do t de Student € uma
mistura na escala de normais, temos que o modelo (7.3) pode ser escrito na forma

1
ylu,oy ~ N (Xc + Zu, 6%diag (—)) ;

gy (7.4)
u|o, ~ N (0, G),
onde 5
5‘“@ 0 0
2 1
& 0 5u’2du,2 0
0 0 TR =

U,,Ca'u‘c
/oy = 1/oy1,..,1/oyr)ou= (001, 0ue)s 1/ou; = (1/0uj1, - 1/0ujg;) € finalmente,
Oyt ~ X?/y/’/y

2
Oujk ™~ qu/Vu'

7.3 Conexao com Splines

Nesta secdo explicitaremos como se dd a conexdo entre modelos mistos e splines. Suponha que, para cada
f=1; s 1,

yr = f(xe) + & (7.5)
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e que f pode ser representada por um determinado nimero de elementos de uma base de poténcias truncadas,

K
f(z) = co+ 1o + Zuk(mt — Kk)+
k=1

onde {k1, ..., Kx } € um conjunto arbitrario de nés. Deste modo, usando a notagao

¢ = (co,c1) eu= (uy,..,ux),

para os coeficientes e

L oz (T1— K1)+ - (21— KK)+
X=|: : |ez= : :

1 zr (zr — K1)+ -+ (TT— KK)+

para a base de poténcias truncadas, o critério de ajuste via splines por minimos quadrados penalizados pode
ser escrito na forma

1 o A
slly —Xe — Zu|® + 5 Jul. (7.6)

Agora, supondo que u é um vetor aleatério com matriz de covaridncias Cov(u) = 621, onde 62 = 62/)\?, e
média zero, podemos obter estimativas para (7.6) através do critério do melhor preditor linear ndo-viciado.'
Além disso, tudo isso junto resulta em uma representacdo caracteristica de modelos mistos para o modelo de

regressdo via splines,
2
u ;1 0
=Xc+Zu+e€, Cov =|"% .

X ’ € 0 61
Em outras palavras, pode-se assim modelar uma eventual relacdo ndo-linear entre a varidvel resposta e a
varidvel explicativa via splines usando-se o aparato computacional, ou software, ja existente para modelos
mistos.

Notamos, finalmente, que a matriz de covaridncias associada a u pode ser generalizada de modo a incor-
porar correlagdes entre elementos de determinadas classes (que compdem a massa de dados considerada) para
uma matriz G e que o fator de penalizagdo acima pode ser generalizado para u’Q2,u. De fato, neste caso,
decompodo a matriz 2, = A’DA, onde D é a matriz diagonal composta dos autovalores de 2, ¢ A é a
matriz ortonormal formada pelos respectivos autovetores, e definindo Z* = ZA' e v = Au, o problema

)\2
=y = Xe — Zu|? + Su'Quu (1.7)
GE 06

pode ser reescrito na forma de um modelo misto dado por

!
y=Xc+Z'v+e, Cov[:}:[AGA 0 J

0 o?1

!0 método do melhor preditor nio-viciado linear consiste em estimar a parte fixa c utilizando-se o modelo
y=Xc+ €,

onde €* = € + Zu de modo que € = (X'VX)~!X'Vy, com V = ZGZ' + R, onde G = Cov(u) e R = Cov(e). Finalmente,
para obter uma “estimativa” para u busca-se o vetor que minimiza o erro quadritico médio dentre os elementos da forma Ay + b,
daf 0 nome linear. A solugdo é dada por GZ'V ! (y — Xc).
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Em ambos os casos, os efeitos de cada grupo sdo modelados ndo-linearmente via splines, enquanto que a
componente relativa a8 amostra como um todo permanece linear em relagdo as varidveis explicativas.

7.4 Misturas na Escala de Gaussianas

Nesta sec¢do estendemos o uso de modelos mistos para a classe de distribuigdes formadas pela mistura na
escala de gaussianas. Dado que esta classe inclui, entre outras, a distribui¢do t de Student e a normal, ela
generaliza os modelos acima.

Consideremos inicialmente o seguinte modelo
y = Xc + Zu + Je, (7.8)

onde € e u sdo independentes e satisfazem u = A, up,

% SM,(0,1,¢,) e e ® SMy(0,1,¢)

0
Uik
parat =1,...,T,1 < j < cel <k < gj. Os vetores ¢ g€ ¢}, contém os pardmetros associados as densidades
g e h, respectivamente. Além disso, assumindo-se que 25:1 g; = K, entdo A, € uma matriz K x K dada
por

Surly O - 0
au=| O Cwdle 0
0 0 - byl

c

7 % 5 Fe a1z, & P 0
onde I,;; € a matriz diagonal g; X ¢;. Por definicdo, podemos representar as varidveis aleatorias €; € u;

< ind ind 5
por Z'/at1 /2 ¢ Z/wjl.f, respectivamente, onde Z ~ N(0,1), oy ~ he Tk ~ g. Esta representacio é

extremamente Gtil para a obten¢do de um algoritmo de estimagdo genérico, via o algoritmo EM, para toda a
classe de distribui¢des obtida através da mistura na escala de gaussianas. No entanto, como as distribui¢des
associadas a € € u nio sdo gaussianas, ndo podemos aplicar o método sugerido na secéo anterior dado que
ndo estamos lidando com a soma entre duas varidveis seguindo distribuicdes normais, mas com a soma entre
duas varidveis seguindo distribui¢des mais complexas e, possivelmente, distintas. Assim como nos demais
capitulos e em [35], o algoritmo EM € usado para obter as estimativas do parametros do modelo, enquanto
que a média da amostra obtida via simulag@o para u € usada como preditor do efeito aleatério desta mesma
varidvel, ie, do efeito aleatdrio.

Conexao com Splines

Para adequar o formalismo acima ao caso do modelo da se¢@o 7.3, basta notar que, como as componentes de
s . - . &2
u sdo ndo-correlacionados, entdo devemos simplesmente tomar A, = ¥ I k.
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7.4.1 Densidades Condicionais e Funcoes de Verossimilhanca

Trataremos u como um vetor de varidveis aleatérias latentes ou ndo-observaveis e modelaremos y e u de
acordo com

. 52
ye|u, o, 0 ind Ar ((Xc + Zu);, 0—) ,
¢

(7.9)
Jklﬂjkae mdN (0 _) ,
Tk
onde @ representa o vetor de pardmetros do modelo. Em particular, isto resulta em
d & ;
U | 0 S N (o—l‘i> : (7.10)
7rjlk

Proposicdo 7.4.1. A menos de uma constante (em relagdo aos parametros 0), a log-verossimilhanga associ-
ada a 6 é dada por

T
l(C,é, 6U’Chan|y;uaa)7r) = _510g52 2'52 Zo-t X/tc_ Z/tu)2

c
s é Zq]' logég’j Z Zﬂgkuﬂ\ (7.11)

—_ u,j k=1

4 Zlogh oil¢y) + Zzlogg miklCy)

j=1k=1
onde X e Zy sdo a t-ésima linha de X e Z, respectivamente.

Demonstragdo. Basta escrever a densidade conjunta de (y, u, o, 7r) como o produto de densidades condicio-
nais e tomar o logaritmo,

U(c,9,Cp, Cly;u, 0, ) = logp(ylu, o; ¢, 0) + log p(u|m; 6.,)
+ log p(c|Cy) + log p(m[¢,)

para, entdo, aplicar (7.9) e (7.10). O
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Conexao com Splines

No caso do modelo em 7.3, a expressdo (7.11) pode ser simplificada para

T
T 1
l(C,5, JuaCh.anly;u7Ua7T) = _E 10g62 - 2_52 Zat(yt - X;SC - ;u)Q
t=1

K
K 2 1 2
-3 log d;;, — %, Zﬂ'kuk
k=1
T K
+ Y logh(ae|¢p) + Y log g(melC,).
t=1 k=1

7.4.2 O Algoritmo

Como antes, o algoritmo de estimagdo dos pardmetros, cujas estimativas sdo de mdxima verossimilhanga,
consiste na aplicag@o do algoritmo EM. Lembramos que, a cada passo do algoritmo, a primeira etapa (etapa
E), como nos casos anteriores, consiste no cédlculo do valor esperado da log-verossimilhanga (7.11) dado y.
No entanto, agora, temos a inclusdo de mais algumas varidveis latentes ao modelo, a saber, u e 7, 0 que torna
ainda mais dificil a obtenc@o de uma expressdo andlitica para estas esperangas. A solucdo consiste no uso de
métodos de Monte-Carlo. Em resumo, no passo (k + 1) do algoritmo, dado 0 sua primeira etapa consiste
em calcular

Q(gla(k)) = Ee(k){l(C, 5v 6u, C}u Cglyi u, o, 7")[}’},

que, na pratica, é aproximada por

M

. > 1€, 8,8u,Ch Cylys ul), 0@, m1)), (7.12)
j=m

M —m

onde {u¥), g 70 )}?il € uma amostra pseudo-aleatéria de u, o, 7 obtida de acordo com as distribui¢des
condicionais destas varidveis dado y e onde valor m indica o ponto a partir do qual comegamos a considerar
a amostra gerada.

No caso em que os pardmetros em ¢, € ¢, sd0 conhecidos, temos

Proposicao 7.4.2. Definidas as matrizes

W = diag (Ee(k) {o1ly}, s Eg {ale}) ,

k .
Uj( )= diag (Ee(k){Uj,lly}, woer Bgy{th,qs Iy})

k 5
P]( ) = dzag (Ee(k){ﬁj,lujz-,lly}, — Eg(k) {ﬂj,qju?,qjly})
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paraj =1, .., c temos que

A 1 :
QO10W) = —o5 (v — Xy WH(y — Xe) - 275, (U ZW By — Xe)

" o ]' g
T (UWY WO g 5AuJ;mP(“ (7.13)

1< T
~3 E gjlog (5,3,3- -5 log 6.
j=1

onde Jum, n, € a matriz de 1’s com m linhas e n colunas, e

v® o . 0
(k) .
se_| 0 U 0
o 0o ... U®
e
pH 0 ... 0
(k)
P _ 0 P 0
o o - pP®

No entanto, como as esperangas na proposi¢@o acima nao podem, em geral, ser calculadas analiticamente,
a expressdo (7.13) para Q(-|0*)) é aproximada via Monte-Carlo.

Proposicao 7.4.3. No (k + 1)-ésimo passo do algoritmo, dado 6", temos que

kD) — (X'WW X)X (W Ry — al)) (7.14)
onde*
1 M @ ) M "
k) _ g: . R 1 - 1
%4 _dlag<1\/[—mzal’”"]\/[—mZGT> (7.15)
i=m i=m
e
i 1 M ‘ 1 M ' £
6l < (m > oWz, ..., Y > ogf)Z’Tu(")> . (7.16)
i=m i=m
Além disso,
T M
((52)(k+1) — l ! Z z a(i)( _ X! k+D) _ Zlu(i))2
TT | M-mi T R t
t=1 i=m

WM ga aproximagdo por Monte-Carlo de W),
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Demonstracdo. Tomando o gradiente de (7.12) com relagdo a c e igualando o resultado a zero, obtemos a
igualdade

;. IoMo ~4 . ToMo _
ot = (A5 Solxix) (5 2 Yol - 2O
t=1i=m t=11i=m

de modo que a express@o em (7.14) segue imediatamente da aplicacdo das expressdes (7.15) e (7.16) na
expressdo acima. O

7.4.3 Sobre a Amostragemdeu, o e

A amostragem de {u, o, m} é realizada através do algoritmo de Gibbs e, dependendo de h e g, sugerimos
o uso do algoritmo de Metropolis-Hastings dentro do algoritmo de Gibbs. Em primeiro lugar, note que as
condicionais completas associadas a {u, o, 7} sdo dadas por

p(mly; o,u) o« p(ul|m)g(m),
p(oly; m,u) < p(y|u, o)h(o),
p(uly; o, m) < p(y|u, o)p(ulr)

e que, independentemente de h e g, a distribui¢do condicional completa a posteriori de u é dada por uma
normal multivariada como mostra a proposi¢do abaixo.

Proposicao 7.4.4. A distribuicdo condicional completa a posteriori de u é uma distribuicdo gaussiana
multivariada com média igual a (Z'YZ + §*TIA;?)"1Z'S(y — Xc) e matriz de covaridncias Cov(u) =
(672Z'SZ + A ?)~L. Em outros termos, temos que

uly; o, ~ N((Z'SZ + 6*TIA,?) 12/ 3 (y — Xe), (072Z/SZ + TIA%) ™).
Demonstragdo. Por definicdo,
1 1 i
p(y|u, o)p(u|m) o< exp {—2—62(y —Xc —Zu)X(y — Xc - Zu)} - exp {—ﬁu'HAuQu}

onde ¥ = diag(o1, ..., or) e Il = diag(my, ..., mx ). Agora, definindor =y — Xc, & = 5%2 ell =TIAZ2,
temos que

p(uly; o, m) < exp {— [(r — Zu)'S(r — Zu) + u'qu]}

-
{

_é[—2r'i)Zu +u'(Z'YZ + I:I)u]}

N = N

[-2r'2Zu + u'Z'SZu + u'f[u]}
o exp

de modo que, tomando A = Z' YZ +Ilea= A~!Z'Sr e usando o fato que A € simétrica, temos

p(uly; o, 7) o exp{(u — a)’A(u - a)}.
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Os resultados acima estdo resumidos no algoritmo 7.4.1.

Algoritmo 7.4.1 MCEM para estimagao dos pardmetros de (7.8)

Dados )
1. Amostrar {u®, o@ 7@} M via amostrador de Gibbs:

i. amostrar 7r(+1) ~ p(u®|m)g(7);
ii. amostrar u**1) ~ p(y|u, e®))p(u|r*+1),
jii. amostrar ¢*+1) ~ p(y|u* V) o )h(o);

2. Obter a (k + 1)-ésima estimativa de c através de
kD) = (X'WW )1 X/(Why — al);

3. Obter §¢+1) através de:

1
2y(k+1) _
(9°) T

T
M —~> Z I ol Zi“(i))ﬂ ;

t=1 i=m
4. Obter 6&“1) através da maximizagéo de

1 c
D) Z gjlog 53
j=1

& q5

l\)l)—l

M
@, (@y2] .
M — mZ f’“(“ik)}’

=m

5. Obter ¢ flkH) Cq (k+1) através da maximizagdo de

T c
> M Zlogh(otlch} Z

t=1 j=1k=1

M Z log g(mx¢) }

respectivamente.

Observacao 7.4.1. A depender de h e g, ndo serd possivel determinar explicitamente as distribuigcdes das
amostragens [i] e [iii] no primeiro passo do algoritmo 7.4.1 e, portanto, elas devem ser feitas via Metropolis-
Hastings.
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Capitulo 8

Aplicacao

8.1 Nivel d’Agua no Rio Moselle

Nesta aplica¢do, examinaremos os niveis da dgua no rio Moselle em Zeltingen entre os meses de janeiro de
1986 a janeiro de 1996. Observamos que, a partir de 1988, as medidas representam o mdximo didrio, enquanto
que anteriormente era realizada apenas uma medida por dia. Este fato tende a superestimar o nivel usual, ou
nivel médio, da dgua jogando para “cima” e certamente deve tornar estimativas via minimos quadrados deste
nivel médio mais oscilantes do que ele realmente €. Nas andlises subseqiientes consideraremos apenas 0s
segundo bloco de observagdes, isto é, aquele a partir de 1988. Antes de qualquer outra andlise, observamos

Nivel do Rio Moselle

Nivel Maximo

T T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Figura 8.1: Nivel da dgua no rio Moselle entre os anos 1986 e 1996. A linha vertical indica a mudanga na metodologia
de amostragem.

que a inspecdo direta do gréfico na figura 8.1 sugere que os dados t€ém uma sazonalidade de aproximadamente
um ano. De fato, o periodograma desta série, figura 8.2, revela que a freqii€ncia associada ao valor maximo

145
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Periodograma Serie Nivel Maximo do Rio Moselle

1.2e+76

espectro
6.0e+75

0.0e+00
1

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

frequencia

Figura 8.2: Peridograma da série representada pelo maximo do nivel da dgua no rio Moselle entre os anos 1986 e 1996.

do espectro € 375 dias. Mais ainda, este periodograma (aliado a fun¢do de autocorrelagdo empirica) indica
a presenca de memoria longa na série considerada. Felizmente, ao tomarmos a primeira diferenca da série
original, estas caracteristicas indesejadas, sazonalidade e memoria longa, sdo fortemente atenuadas e, por-
tanto, na seg@o 8.1.1, modelaremos a variagdo didria do nivel mdximo do rio usando a técnica sugerida na tese
e, apesar da sazonalidade relatada anteriormente, trataremos os dados diretamente na esperanca de que esta
sazonalidade seja absorvida pela funcéo alvo estimada (ndo-linear).

Iniciamos a andlise dos dados suavizando a curva subjacente aos dados assumindo ruido gaussiano e
distribuido conforme uma t de Student. Calculando o valor AIC para diversos graus de liberdade, v, e diversos
valores de M pudemos checar que, fixado M, o AIC tende a ser menor para menores valores de v. Portanto,
optamos por tomar v = 2 e quanto a M, escolhemos M = 50. Os resultados destes procedimentos estao
representados na figura 8.3. Os pardmetros de escala estimados estdo na tabela 8.1. Para avaliar a qualidade

Tabela 8.1: Estimativas do parimetro de escala, § para os dados do nivel d’dgua no rio Moselle obtidos para diferentes
métodos e os seus respectivos intervalos de confianga com um nivel de 95%.

42 1C95%
MQ | 0,988 | [0,979;1,003]
ta | 0,129 | [0,113;0,142]

dos ajustes fizemos os graficos QxQ dos residuos e confrontamos o histograma dos residuos ajustados contra
as densidades das distribui¢des assumidas para o ruido em cada um dos ajustes, os quais podem ser vistos
na figura 8.4. Dos graficos QxQ, pode-se notar que a distribui¢do dos residuos para o ajuste via minimos
quadrados tem uma cauda significativamente mais pesada do que aquela assumida a priori, ie, da gaussiana.
Esta incongruéncia entre as distribui¢cdes € ressaltada pela diferenca entre o histograma e a densidade para a
normal padrio exibida na figura 8.4 (d). Note que o ajuste via minimos quadrados ilustra um rio com um nivel
d’agua mais oscilante do que o ajuste robusto. Isto deve-se principalmente ao efeito dos valores extremos
sobre a estimativa final.



8.1. NIVEL D’AGUA NO RIO MOSELLE 147

(a) Suavizacao via MQ

12

10
L

Nivel

(b) Suavizacao Robusta

Nivel

Nivel

Figura 8.3: Suavizagdo do nivel da dgua no Moselle usando duas técnicas distintas. Nos dois graficos superiores, a
linha cheia representa a estimativa obtida, as linhas tracejadas representam bandas de confianga a um nivel de 95%
obtidas via bootstrap e os pontos representam as observacdes obtidas. Em (b), temos a estimativa obtida pelo método
robusto cujas pondera¢des foram calculadas a partir de uma distribui¢do t de Student com 2 graus de liberdade. No
grafico intermedidrio, a suavizagdo do nivel do rio foi feita via M.Q.. Finalmente, o terceiro grifico serve apenas para
confrontar as duas estimativas.

8.1.1 Ajuste do Modelo Autorregressivo

A série para o nivel d’4gua no rio Moselle apresenta uma clara sazonalidade (observada anteriormente) e uma
heterocedasticidade que pode ser observada por periodos de pequena volatilidade associados as baixas nos
niveis de dgua seguidos de periodos de grande volatilidade, desta vez associados aos periodos de altas no
nivel de d4gua. Além disso, a série € positiva e o ruido aparenta uma certa assimetria. Logo, para eliminar estes
efeitos da série, ie, para eliminar sazonalidade, estabilizar as variacdes de volatilidade e, finalmente, tornar
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(a) axQ (b) Histograma Residuo ~ (2)
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Figura 8.4: (a) Gréfico QxQ para o ajuste assumindo ruidos distribuidos de acordo com uma t de Student com v = 2.
(b) Histograma para os residuos ajustados contra o densidade da ¢5. (c) Grifico QxQ para o ajuste assumindo ruidos
distribuidos de acordo com uma gaussiana N(0,1). (d) Histograma para os residuos ajustados contra o densidade da

N(0,1)

a série simétrica em torno da média (como exigem os modelos estudados na tese) aplicamos o operador de
diferenca na série de modo a obtermos a nova série definida por

di =yt — ys—1 = Ay,

onde y; representa o nivel d’dgua no instante ¢. O resultado foi a série representada na figura 8.5. As linhas
horizontais pontilhadas exteriores delimitam 90% das observacdes, enquanto que as linhas intermedidrias,
também pontilhadas, representam o primeiro e o terceiro quartis associados as observagdes. E evidente que
a série, de modo aproximado, oscila simetricamente em torno do zero, mas, ainda mais interessante, € que a
presenca ostensiva de outliers ou valores extremos de grande magnitude relativa € forte evidéncia de que esta
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série ndo € um processo gaussiano e tem caudas pesadas. A figura 8.6 ilustra a fun¢io de autocorrelagao para

|
"
"
"
"

1a Diferenca

-3 -2 -1
|

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Figura 8.5: Série d; = Ay; obtida a partir da diferencia¢@o da série do rio Moselle. A série aparenta estacionariedade
apesar da grande presenca de outliers. As linhas tracejadas intermedidrias representam, respectivamente, o primeiro e o
terceiro quartil e as linhas tracejadas exteriores os quantis 2,5% e 97,5%, respectivamente.

{d:} e seu decaimento aparentemente suave indica a possibilidade desta série seguir um processo autorregres-
sivo.
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Figura 8.6: Fungdes de autocorrelagdo e de autocorrelagio parcial amostrais para {d; }.

Primeiro Ajuste — Modelo Autorregressivo Nao-Linear de Ordem 1 via M.Q.

Embora tenhamos evidéncias de que o processo estudado ndo seja gaussiano, nosso primeiro ajuste serd via
minimos quadrados. Assumiremos que
di = f(di—1) + et (8.1)

onde f é uma fungdo suave e tentaremos aproximé-la usando bases B-splines. Para escolher o tamanho da
base, testamos modelos com M (nimero de componentes na base) variando entre 5 e 20 e concluimos que
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M = 15 € o que melhor se ajusta aos dados com relagdo ao critério AIC, veja figura 8.7. O resultado do ajuste

Selecao de Modelo via AIC para Ajuste por MQ
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Figura 8.7: AIC’s obtidos para os modelos ajustados com base em {d; } e fazendo M variar de 5 a 30. Como pode-se
notar no grafico, M = 15 corresponde ao menor AIC.

para este valor de M pode ser visualizado na figura 8.8. Ela indica que a série transformada {d;} é ndo-linear

Ajuste via MQ

d[t]

Figura 8.8: Ajuste de f com base em {d, } (rio Moselle) via B-splines tomando e M = 15 e suas respectivas bandas de
confianca a 95% obtidas via bootstrap.

e que a fungdo f tem um comportamento senoidal. Para avaliar a qualidade da estimativa, calculamos via
bootstrap as bandas de confianga a um nivel de 95% representadas pelas linhas tracejadas na figura 8.8 e
também checamos o grafico QQ-Plot dos residuos ajustados,

. di— f(di-1)
Fo= ="

contra os quantis da normal padrdo, figura 8.9. A diferenca entre a curva amostral e a curva tedrica indica

’
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Figura 8.9: QQ-Plot normal baseado nos dados {d; } obtidos tomando-se a primeira diferenga dos niveis do rio Moselle.
A linha reta representa os valores tedricos para a normal padrdo. O resultado indica claramente a presenga de um ruido
com caudas pesadas.

fortemente que o ruido segue uma distribuicdo com caudas pesadas e, desta forma, corrobora as impressdes
obtidas anteriormente. Para modelar o ruido, devemos, entdo, assumir para o0 mesmo uma distribui¢do com

caudas mais pesadas do que a distribui¢éo normal, a qual é implicitamente assumida quando usamos minimos
quadrados.

Ajuste Robusto

Ajuste Robusto

dit)
1
1

Figura 8.10: Ajuste de f com base em {d;} (rio Moselle) via B-splines tomando M = 22 e suas respectivas bandas
de confianga a 95% obtidas via bootstrap. O ajuste foi feito assumindo que o ruido segue uma distribui¢do t de Student
com 1,25 graus de liberdade.

Assumindo que o ruido segue uma t de Student, ajustamos os dados para uma série de valores distintos de
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v (os graus de liberdade associados a distribuicdo t) e M. Os resultados obtidos estdo contidos na tabela 8.2 e
14 podemos observar que o critério de AIC tende a escolher entre modelos com menores graus de liberdade,
aproximando-se muito da distribuicdo de Cauchy. De fato, entre os modelos avaliados, a combinagdo com
menor AIC foi aquela com (v, M) = (1,25;22). A figura 8.10 ilustra o resultado obtido usando-se estes
parametros para o ajuste. Quando comparamos com o ajuste via minimos quadrados, notamos que o ajuste ro-
busto € mais preciso no sentido que tem bandas de confian¢a mais estreitas e que apresenta um comportamento
levemente diferente nas proximidades de zero, com uma menor inclinagdo da curva e, conseqiientemente, in-
dicando um intervalo de relativa estabilidade. Através da figura 8.11 é possivel comparar ambos 0s ajustes
em niveis de resolugdo mais altos. Com relagdo a qualidade do ajuste, na figura 8.12 temos o histograma dos
residuos ajustados, ie, divididos pelo pardmetro de escala, §, cuja estimativa é dada por 62 = 0,0097, com
IC(95%) = [0,0087;0,0106] Observando o resultado exposto na figura 8.12, notamos que superdimensio-
namos o peso das caudas do ruido. Investigando outros modelos com v préximo a 1, 25, chegamos a um outro
candidato para o qual os residuos ajustam-se melhor a distribui¢do assumida. Neste modelo, v = 2e M = 15.
Resultados andlogos aos obtidos no ajuste anterior podem ser vistos nas figuras 8.13, 8.14 e 8.15.
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Tabela 8.2: AIC’s calculados para diferentes valores de v e M associados usados em diversos ajustes do modelo 8.1
para os dados do nivel d’dgua no rio Moselle. Dentre todos os modelos experimentados, aquele para o qual obtivemos o
menor AIC foi o modelo correspondente aos pardmetros v = 1,25 e M = 22.

v M AIC v M AIC v M AIC
1.00 12 21.4091 1.50 22 -3.8410 || 3.00 17 372.6283
1.00 13 20.0556 1.50 23 -3.2768 | 3.00 18 372.3267
1.00 14  19.5327 1.50 24 -3.0987 || 3.00 19 372.7184
1.00 15 16.6084 1.50 25 —1.7114 | 3.00 20 373.4162
1.00 16  14.7496 1.50 26 03357 3.00 21 373.4332
1.00 17  11.7796 1.75 12 53.0662 | 3.00 22 373.5685
1.00 18 10.2061 1.75 13 51.5761 |[ 3.00 23 373.9313
1.00 19 8.8968 1.75 14 49.9522 | 3.00 24 373.7985
1.00 20 8.8120 1.75 15 48.1519 |[ 3.00 25 375.1474
1.00 21 9.1617 1.75 16 469309 || 3.00 26 376.3851
1.00 22 7.0899 1.75 17 455104 || 4.00 12 610.9847
1.00 23 7.4423 1.75 18 447351 | 4.00 13 609.4610
1.00 24 7.5390 175 19 445613 || 400 14 608.1854
1.00 25 8.7370 1.75 20 45.0519 | 400 15 607.4935
1.00 26 11.1758 1.75 21  45.3440 || 400 16 607.6056
1.25 12 —14.6601 || 1.75 22 449174 | 4.00 17 607.6906
1.25 13 —16.0771 || 1.75 23 454804 || 400 18 607.6552
1.25 14 —17.1133 || 1.75 24 45.6024 || 4.00 19 608.2257
125 15 —19.5239 || 1.75 25 47.0337 || 400 20 609.0062
125 16 —21.0978 || 1.75 26  48.9057 || 4.00 21 609.0234
1.25 17 —234531 | 200 12 113.2976 || 400 22 609.2862
1.25 18 —24.6473 || 200 13 111.7107 || 400 23 609.5569
1.25 19 —25.4327 || 200 14 110.0436 || 400 24 609.4093
125 20 —25.2288 || 2.00 15 108.4315 || 4.00 25 610.6239
1.25 21 —24.8017 || 200 16 107.3715 || 400 26 611.6173
1.25 22 -26.0600 || 200 17 106.2847 || 5.00 12 802.5753
1.25 23 —-25.5476 || 2.00 18 105.6363 || 5.00 13 801.1611
1.25 24 —253555 | 2.00 19 105.6438 || 5.00 14 800.1169
1.25 25 —24.0465 || 2.00 20 106.2064 || 5.00 15 799.6846
1.25 26 —21.8088 || 2.00 21 1064147 || 5.00 16 800.1134
1.50 12 5.6647 200 22 106.1979 || 5.00 17 800.4457
1.50 13 42118 200 23 106.7317 || 5.00 18 800.6126
1.50 14 2.8057 200 24 106.7869 | 5.00 19 801.2888
1.50 15 0.7498 200 25 108.2323 || 5.00 20 802.1375
1.50 16 —0.6140 | 2.00 26 109.9449 || 5.00 21 802.2287
1.50 17 —2.4716 || 3.00 12 377.5186 || 5.00 22 802.5828
1.50 18 —3.4189 | 3.00 13 375.8611 || 5.00 23 802.8394
1.50 19 —3.8452 || 3.00 14 3744191 || 5.00 24 802.7730
1.50 20 —3.4664 | 3.00 15 373.3199 || 5.00 25 803.8878
1.50 21  —3.0909 || 3.00 16 3729494 || 5.00 26 804.7732
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Figura 8.11: Comparag@o entre os ajuste via M.Q. e robusto em diversos niveis de resoluc¢do. As linhas verticais
pontilhadas representam os quantis 5%, 25%, 50% e 95%, respectivamente. O ajuste via M.Q. é representado pela curva
tracejada e o ajuste assumindo um ruido distribuido de acordo com uma t de Student com 1,25 graus de liberdade, pela
curva cheia.
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Figura 8.12: (a) Histograma dos residuos ajustados versus a densidade da ¢ de Student com v = 1, 25. (b) QQ-Plot dos
quantis amostrais amostrais associados aos residuos ajustados versus os quantis teéricos da ¢ de Student com v = 1, 25.
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Figura 8.13: Ajuste de f com base em {d;} (rio Moselle) via B-splines tomando M = 15 e suas respectivas bandas
de confianga a 95% obtidas via bootstrap. O ajuste foi feito assumindo que o ruido segue uma distribuic@o t de Student

com 2 graus de liberdade.
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Figura 8.14: Comparagéo entre os ajuste via M.Q. e robusto em diversos niveis de resolucgdo. As linhas verticais
pontilhadas representam os quantis 5%, 25%, 50% e 95%, respectivamente. O ajuste via M.Q. é representado pela curva
tracejada e o ajuste assumindo um ruido distribuido de acordo com uma t de Student com 2 graus de liberdade e M = 15
fungdes base, pela curva cheia.



8.1. NIVEL D’AGUA NO RIO MOSELLE

Histograma dos Residuos

<
o
(4
iel
©
o o
2 o
Q
[a) %
=
o [ T T T ]
-20 -10 0 10 20 30
Residuos
3 QQPlot
=
ke}
3 o o
C 8 A o e
@ -
o
B © 7
£ n o
o
: Y o o °
£ T —T T T T
§ —40 -20 0 20 40

Quantis Teoricos

157

Figura 8.15: (a) Histograma dos residuos ajustados versus a densidade da ¢ de Student com v = 2e M = 15. (b)
QQ-Plot dos quantis amostrais amostrais associados aos residuos ajustados versus os quantis tedricos da ¢ de Student

comrv =2eM = 15.
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Capitulo 9

Conclusao

Neste trabalho, mostramos que o uso de distribui¢des definidas por misturas de normais através do pardmetro
de escala para modelos de séries temporais lineares autorregressivos resultam em estimadores consistentes
para os coeficientes do modelo e para o pardmetro de escala, e estendemos seu uso para modelos linea-
res penalizados onde calculamos a taxa de convergéncia para estes modelos. Também estendemos o uso
destas distribui¢des para os casos em que a fun¢do média era desconhecida, caso tipico dos modelos néo-
paramétricos. A maioria da literatura sobre modelos ndo-paramétricos e semi-paramétricos trata o problema de
aproximagdo de curvas independentemente de hipéteses sobre a verossimilhanga do ruido. No entanto, acredi-
tamos ter mostrado aqui, através de diversos estudos de simulag@o, que métodos baseados em verossimilhanga
aliados a outras técnicas de aproximagio de fun¢des, tais como splines ou ondaletas, podem ser muito uteis
na estimagdo de curvas, tanto em modelos de regressdo quanto em modelos de séries temporais. Mostramos
que tais métodos ndo apenas so Uteis nos casos em que o ruido segue uma distribuigao com caudas pesadas,
como por exemplo a distribuicdo de Cauchy, que tem varidncia infinita, como podem unificar métodos con-
sagrados na literatura (minimos quadrados, estimadores L', M-estimador de Huber) em um tinico algoritmo.
Em particular, no caso de ondaletas discutimos a inadequagdo da transformada discreta de ondaletas aplicada
a sinais sob a influéncia de ruidos com caudas pesadas e mostramos via simula¢do que podemos usar misturas
de normais para aproximar sinais via ondaletas sob tais circunstancias. Tanto para os modelos univariados,
quanto para os modelos parcialmente lineare (multivariados) e tanto para splines quanto para ondaletas, o
método sugerido mostrou-se eficaz na presenca de valores extremos, mesmo quando a hipdtese assumida
sobre a distribui¢do do ruido nao correspondia a realidade.

Além disso, dada a natureza das distribui¢des consideradas, mostramos que existe uma conexdo muito
forte entre 0 método “cldssico” de estimagdo e método bayesiano, para o qual derivamos o algoritmo de Gibbs
no caso em que a fungdo € aproximada via splines ou ondaletas. Assim como nos demais caso, mostramos via
estudo de simulacio que o método sugerido consegue captar bem o sinal e estimé-lo (usando o valor esperado
ou mediana a posteriori) adequadamente. Generalizamos também o modelo proposto em [35] para modelos
mistos para toda a classe de distribui¢des definidas por misturas de normais através da escala de modo a
permitir que tanto o ruido quanto a componente aleatdria sejam distribuidos de acordo com um elemento (ndo
necessariamente 0 mesmo para cada um deles) desta familia.

Todos os casos tratados aqui assumiram que o ruido seguia uma distribuigdo simétrica e que os modelos
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eram homoceddsticos. Extensdes naturais deste trabalho, portanto, incluem o tratamento destes modelos nos
casos em que a distribui¢do do ruido apresenta alguma assimetria e nos casos em que eles apresentam hetero-
cedasticidade. Como notamos anteriormente, algum trabalho j4 foi feito no caso de modelos paramétricos de
volatilidade estocdstica e processos tipo GARCH, porém, podemos considerar o uso de misturas assimétricas,
como definidas em [7], para a andlise destes modelos assim como para a estimagdo de curvas nos casos em
que a fun¢do média € desconhecida e para modelos mistos.



Referéncias Bibliograficas

[1] E Abramovich, T. Sapatinas, and B. W. Silverman. Wavelet thresholding via a Bayesian approach. J. R.
Statist. Soc. B, 60(4):725-749, 1998.

[2] R. Adler. An Introduction to Continuity, Extrema and Related Topics for General Gaussian Processes.
Institute of Mathematical Statistics, 1990.

[3] H. Akaike. Information theory as an extension of the maximum likelihood principle. In B.N. Petrov and

F. Csaki, editors, Second International Symposium on Information Theory, pages 267-281, Budapest,
1973. Akademiai Kiado.

[4] T. W. Anderson. The Statistical Analysis or Time Series. John Wiley & Sons, 1971.

[5] D. R. Andrews and C. L. Mallows. Scale mixtures of normal distributions. J. R. Statist. Soc. B, 36:99—
102, 1974.

[6] L. Bauwens and M. Lubrano. Bayesian inference on GARCH models using the Gibbs sampler. Econo-
metrics Journal, 1:c23—c46, 1998.

[7] M. D. Branco and D. K. Dey. A general class of multivariate skew-elliptical distributions. J. Multivar.
Anal., 79(1):99-113, 2001.

[8] K. P. Burnham and D. R. Anderson. Model Selection and Inference. Springer-Verlag, New York, 1998.

[9] G. Casella and C. P. Robert. Monte Carlo Statistical Methods. Springer-Verlag, New York, second
edition, 2004.

[10] J. M. Chambers, C. L. Mallows, and B. W. Stuck. A method for simulating stable random variables.
Journal of American Statistical Association, 71:340-344, 1976.

[11] S. Chib, F. Nardari, and N. G. Shephard. Markov chain Monte Carlo methods for stochastic volatility
models. Journal of Econometrics, 108(2):281-316, 2002.

[12] C.de Boor. A Practical Guide to Splines — Revised Edition. Springer-Verlag, New York, second edition,
2001.

[13] A.P. Dempster, N. M. Laird, and D. B. Rubin. Maximum likelihood from incomplete data via the EM
algorithm. Journal of the Royal Statistical Society, Series B, 39:1-22, 1977.

161



162 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[14] A.P. Dempster, N. M. Laird, and D. B. Rubin. Iteratively reweighted least squares for linear regression
when errors are normal/independent distributed. In P. R. Krishnaiah, editor, Multivariate Analysis V,
pages 35-57, New York, 1980. Academic Press, Inc.

[15] D. L. Donoho and I. M. Johnstone. Idea spatial adaptation by wavelet shrinkage. Biometrika, 81:425—
455, 1994.

[16] P. Eilers and B. Marx. Flexible smoothing with b-splines and penalties. Statistical Science, 11(2):89—
121, 1996.

[17] D. Gamerman. Markov Chain Monte Carlo — Stochastic Simulation for Bayesian Inference. CRC Press,
Florida, 200.

[18] J. E. Gentle, W. Hirdle, and Y. Mori, editors. Handbook of Computational Statistics. Springer-Verlag,
Berlin, 2004.

[19] S.J. Godsill. Bayesian enhancement of speech and audio signals which can be modelled as ARMA
processes. International Statistical Review, 65(1):1-21, 1997.

[20] S.J. Godsill and P. J. W. Rayner. Robust treatment of impulsive noise in speech and audio signals. In
J. O. Berger, B. Betro, E. Moreno, L. R. Perichi, F. Ruggeri, G. Salinetti, and L. Wasserman, editors,
Bayesian Robustness, volume 29, pages 331-342, Rimini, Italy, 1995.

[21] S.J. Godsill and P. J. W. Rayner. Digital Audio Restoration. Springer, Berlin, 1998.

[22] S.J. Godsill and P. J. W. Rayner. Robust reconstruction and analysis of autoregressive signals in im-
pulsive noise using the Gibbs sampling. [EEE Trans. on Speech and Audio Processing, 6(4):352-372,
1998.

[23] P. J. Green. On use of the EM algorithm for penalized likelihood estimation. J. R. Statist. Soc. B,
52(3):443-452, 1990.

[24] P. J. Green and B. W. Silverman. Nonparametric Regression and Generalized Linear Models — A
Roughness Penalty Approach. Chapman & Hall, London, 1994.

[25] P. B. Guest. Laplace Transforms and an Introduction to Distributions. Ellis Horwood Limited, 1991.

[26] A.C.Harvey, E. Ruiz, and N. G. Shephard. Multivariate stochastic variance models. Review of Economic
Studies, 61:247-264, 1994.

[27] E. Jacquier, N. G. Polson, and P. Rossi. Stochastic volatility: Univariate and multivariate extensions.
Computing in Economics and Finance 1999 112, Society for Computational Economics, 1999. Available
at http://ideas.repec.org/p/sce/scecf9/112.html.

[28] S. N. Lahiri. Resampling Methods for Dependent Data. Springer-Verlag, New York, 2003.

[29] K. L. Lange, R. J. A. Little, and J. M. G. Taylor. Robust statistical modeling using the ¢-distribution.
JASA, 84:881-896, 1989.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 163

[30] P. A. Morettin. Ondas e Ondaletas: da Andlise de Fourier a Andlise de Ondaletas. EDUSP, 1999.

[31] C.L. Nikias and M. Shao. Signal Processing with a-Stable Distributions and Applications. John Wiley
& Sons, 1995.

[32] G. Samorodnitsky and M. S. Taqqu. Stable Non-Gaussian Random Processes — Stochastic Models with
Infinite Variance. Chapman & Hall, New York, 1994.

[33] N. G. Shephard. Local scale models: state space alternative to integrated garch processes. Journal of
Econometrics, 60:181-202, 1994,

[34] N. G. Shephard. Partial non-Gaussian state space. Biometrika, 81:115-131, 1994.

[35] J. Staudenmayer, E. E. Lake, and M. P. Wand. Robustness for general design mixed models using the
t-distribution. Submitted to Statistical Modelling, November 2005.

136] M. West. On scale mixtures of normal distributions. Biometrika, 74(6):646-648, 1987.



