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Resumo

Modelos de Regressio em Cristas, embora possam ser considerados como casos
particulares do modelo de regressdo linear geral, apresentam caracteristicas proprias e
problemas especificos. S#o geralmente utilizados para contornar o problema da
multicolinearidade, conseqiiéncia da existéncia de relagdes lineares entre as varidveis
explicativas. No presente trabalho nos dedicamos, inicialmente, a discussdo do
problema da multicolinearidade induzida por pontos discrepantes. Serdo analisados
alguns procedimentos para auxiliar a identificacdo de multicolinearidade gerada por
pontos discrepantes. Medidas de influéncia adaptadas ao contexto de regressio em
cristas serdo apresentadas, bem como medidas de influéncia local. O modelo robusto em
cristas serd abordado e, finalmente, alguns dos procedimentos descritos serdo aplicados

em um conjunto de dados reais.



Abstract

Ridge Regression Models, even so can be considered as a particular case of the
general linear regression model, they present proper characteristics and specific
problems. These models are used, in general, to solve the problem of multicollinearity,
which is a consequence of existence of linear relation among regressor variables. In the
present work, we dedicate, initially, to the discussion of the problem of outlier-induced
multicollinearity. Some procedures will be analyzed as helpful recommendations for
outlier-identification techniques. Influence measures in ridge regression and local
influence approaches will be presented. Robust ridge regression model will be treated

and, finally, some of the described procedures will be applied to a real data set.
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Capitulo 1

Introducao

Modelos de regressio linear miltipla sdo frequentemente utilizados na andlise da
relagiio de uma varidvel resposta com um conjunto de varidveis explicativas.

Dentro desse contexto, o método de minimos quadrados € a forma mais comum
de obtencdo de estimadores dos pardmetros e, satisfeitas as suposi¢bes bésicas, o
procedimento apresenta boas propriedades.

Mas, frequentemente, o problema da multicolinearidade, ou seja, a existéncia de
relacbes entre as varidveis explicativas, estd presente nos dados reais. Esse fato
invariavelmente compromete os resultados obtidos pelo método dos minimos quadrados
pois, por exemplo, eleva consideravelmente a varidncia dos estimadores dos seus

coeficientes de regressio. Outras sérias conseqiiéncias podem, ainda, ser destacadas.



Nesse sentido, os estimadores em cristas (ridge) surgiram com o objetivo
explicito de contornar o problema da multicolinearidade. Dessa forma, modelos de
regressdo em cristas seriam ajustados para, posteriormente, serem analisados.

Nesse trabalho, nos dedicaremos ao estudo de medidas de influéncia para o
procedimento de regressdo em cristas. Tais medidas teriam a finalidade de identificar
observagdes influentes quando os pardmetros do modelo de regressdo linear sio
estimados através do procedimento de regressdo em cristas. Iniciaremos o trabalho com
a apresentagio de uma situagio especifica, qual seja, aquela na qual a
multicolinearidade é induzida por pontos discrepantes. Isto ser4 feito no Capitulo 2.

No Capitulo 3 apresentaremos uma adaptagio das medidas de influéncia
tradicionais ao contexto de regressdo em cristas.

O Capitulo 4 discute as chamadas medidas de influéncia local, que se
diferenciam daquelas descritas no capitulo anterior pelo fato de serem aplicdveis apenas
em procedimentos de estimagio por meio de fungéo de verossimilhanca.

No Capitulo 5, o método robusto de estimagio em cristas serd apresentado como
alternativa 2 busca e retirada de observagdes discrepantes. Finalmente, no Capitulo 6,

serfio realizadas algumas aplicagdes em um conjunto de dados reais.



Capitulo 2

Multicolinearidade Gerada por Pontos

Discrepantes

2.1 - Intreducéo

O objetivo principal desse capitulo serd o de analisar um particular tipo de
multicolinearidade, que é aquela gerada especificamente por pontos discrepantes e
avaliar o efeito que esse tipo de problema pode exercer nos estimadores dos coeficientes
do modelo de regressdio. Em seguida, serdo propostos alguns procedimentos para
detectar esses pontos discrepantes.

Apresentaremos, inicialmente, uma breve descricio dos conceitos bdsicos

necessarios ao desenvolvimento do capitulo e do restante do trabatho.



2.2 — Multicolinearidade e Estimadores em Cristas

Um modelo de regressdo linear multipla com varidvel resposta Y e varidveis

explicativas X,, X, , ..., X, ndo aleatérias, pode ser descrito pela equag@o:

y=F,+Bx +..+ B x, +E.

Em linguagem matricial, esse modelo pode ser reescrito na forma linear geral

CcOomo:
y=Xp+e,
onde
i L oxjp x1 - Xp Bo £
y=|"2| X=§ xl:2 x%z A e /?1 |22,
Yn I xip x2p - Xpn By £p

O vetor-coluna y, de ordem nX1, corresponderia ao conjunto de n observagdes
da varidvel resposta. A matriz X, de ordem nx(p+1), representa as observacdes das
varidveis explicativas e a coluna de nimeros 1 corresponde ao intercepto. O vetor
coluna B é o vetor de pardmetros a serem estimados enquanto que o vetor coluna g

representa o vetor de erros nao observados.

Supomos, ainda, que s~./V,,(0,0'2‘I"), o que implica E(e)=0 e que

10000 [c> 0 0 0 0]
010 00O 0 o> 0 0 O
Vig)=0"-1,=07-|{0 0 1 0 2.0 0

0 0|=

o
. 9

00001/ |0 0 0 0 ¢



Um modelo de regressio ajustado correspondente s varidveis explicativas pode

ser escrito como
y=XB,

onde o vetor de estimadores  é representado por

A,
p=| A
B,

A diferenca entre cada valor observado y; e seu respectivo valor ajustados y; é

o residuo e, = y; — ¥;, sendo que

=N &

5 Y=, €
e=y—y= : =

y"_y" e"

representa o vetor de residuos.

2.2.1 — Estimadores de Minimos Quadrados em Regressdo Linear Miiltipla

Constitui um resultado conhecido na literatura que o estimador de minimos
quadrados para § € descrito por
B=(X'X)"X"y.
Seu valor esperado € denotado por
£()=8.

enquanto que sua matriz de covariancia €

vip)=02(x'x)".



Como podemos perceber, o estimador de minimos quadrados § depende da
matriz inversa de X'X. No caso de haver uma perfeita dependéncia linear entre as
varidveis explicativas, a inversa da matriz X'X no existird e o estimador fi nao poderd
ser obtido.

Quando existe uma forte dependéncia linear, apesar de nao ser uma perfeita
dependéncia linear, ainda assim o estimador B pode ser obtido mas, como conseqiiéncia

direta do problema da multicolinearidade, uma série de problemas surgird.

Multicolinearidade, basicamente, diz respeito ao problema da dependéncia entre
as varidveis explicativas ou, em outras paiavras, reflete a existéncia de combinacao
linear entre cofunas de X e. portanto, de X' X.

Sido varias as possiveis fontes da muiticolinearidade e em situacoes como essa. a
utilizacao do estimador ﬁ nao é aconseihavel.

Um dos problemas causados pela muliticolinearidade faz com que, por exemplo.
pequenas mudancas nos dados amostrais produzam grandes alteracoes seiam de
magnitudes. seiam de sinais. no proprio estimador 6 de minimos guadrados. Em outras

palavras. o estimador apresentara um comportamento mstavel em funcdo da existéncia

A= multicalinearidads

O estimador em cristas (estimador ridge ) surgin como uma forma de contornar o
problema de muiticolinearidade aue pode aparecer em dados amostrais.
O estimador em cristas. originaimente proposto por Hoerl e Kennard { {970). ¢

descrito por



Py =(X'X+41,) ' Xy.
A diferenca entre o estimador em cristas ¢ o de minimos quadrados reside na

soma de uma constante k >0 (geralmente pequena) 2 diagonal principal da matriz
X'X.

Notamos que no caso em que k =0, o estimador ﬁy retorna a sua expressiao
conhecida de minimos quadrados B.

Pode-se dizer que o problema com o estimador de minimos quadrados, num

contexto de multicolinearidade, é que embora seja ndo viciado, sua varidncia € grande.

Por outro lado, o estimador em cristas é viciado mas seu erro quadrdtico médio
pode ser menor que o do estimador nao viciado f de minimos quadrados (Montgomery
e Peck. 1982, pe. 311}, devido ao decréscimo na variancia.

Existem infmeros critérios para a determinacdo do valor de & e varios deles

estao descritos em Oishi (1983).

2.3 — ipiagndstico em Viedeios de Kegressao

Em algumas andlises, as estatisticas basicas podem mudar muito guando um
clemento amostral ¢ retirado. Esse ponto serd denominado “infiuente.

Nesta seciio, descreveremos brevemente algumas técnicas de ltagnostico com o
obijetivo de detectar pontos influentes no modeio y =XB + ¢ com ¢ ~ A (0.097 }

Ao estimar B através de !A$={' X'X ) X’v. estimador de minimos gnadrados, ©

vetor de valores ajustados para ¥. ¥, € dado por:



§=Xp
=X(X'X)"'X'y
= Hy.
A matriz H, definida por X(X' X)‘l X', também conhecida como matriz “hat”, €
simétrica e idempotente (H2 = H) e de grande utilidade na andlise de diagndstico.

Os elementos da matriz H, h;,

sido dados por
h; = X (X'X)—lx o

enquanto que os elementos da diagonal principal h,'s sdo dados por
b, =x,(X'X)"'x,,

onde x'; e x'; séo, respectivamente, a i-ésima linha e a j-ésima linha da matriz X.

Acrescenta-se também que Zhﬁ = p+1 e que 0</, <1. Dessa maneira, 0

i=l

p+1

it

“valor médio de k7 € iguala

Uma possibilidade de identificagdo de pontos influentes sugere que se dé

. . . 20p+1
especial atencfio para os pontos x; (i-ésima linha de X)) tais que /; > Q——)
1

Em particular, para p > 2, ¢ dificil visualizar pontos x, distantes do grupo ¢ a

diagonal de H € uma importante fonte de informacao.

£, importante observar que nem Sempre um residuo usual a33GCiado a uim ponto
“discrepanic ¢ afto. Com cssc objctivo. ¢ também complcmcntando a analisc, 8&o

P o ] ~11 e

~ I s T T
LI TIIHIUIID Y AL Ui U

L garey oo e I e ey £ARA SO Ry e e3ryes Fousvrin At NIt v A i
ADDIEIL VAU W CEEYS 6 . VEFifiCa-5C Gqui ada Csiaul € ‘{llllt'\-‘lll ;’\.l@\)lll mcdia

X



E)=0 e
V(e)=c’(1, - H)

Dessa maneira, temos que
Vie,)=0*(L-h;), i=1..n
Com relacio a algumas de suas classificagdes, temos que:
e o residuo e, =y,~ ¥, utilizado com muita freqiiéncia, € conhecido

como residuo usual;

¢ o residuo padronizado € representado por z; =—, com 6° sendo o

[N l._'f‘

z (y = )2
quadrado médio do residuo, ==
n—p-1

&;

o residno “internamente studentizado” € dado por 1, = ———
G 1-h;
u

e o residuo “externamente studentizado” €é  definido como

I8

o Yi— 7
i ;
o) [1 . X (X'(,.) X J X }

;com ¥; = X;ﬂ(i)-

[N

Os estimadores ;) e 6(2,.) sdo obtidos da forma usual, com base na amostra de
n—1 observacgdes, excluindo a i-ésima observagao.

e.
i

Podemos também escrever 7, = —
g, ) 1— hii

, lembrando que o caso { ndo entra

no célculo de 6.

Com o objetivo de avaliar a influéncia de uma particular observagao, sio ainda
construidas medidas de influéncia.

A mais conhecida delas é a Distincia de Cook (D de Cook), que € dada por:



D. =
' (p+1)6
Como
XBy =Y
e
Xp=y,
temos alternativamente que
D = (Y(,-) —Y) (Y(i) —Y)'

i

(p+1)8°
Com o objetivo de detectar influéncia, a literatura sugere:
e analisar o caso com o mais alto D;;

e analisar valores de D, préximos de 1 e maiores ou iguais a 1.

A Distincia de Cook D, também pode ser obtida sob a forma

D, = 1 .’}2. h; .
p+1 1-1;

A partir dessa expressdo, observamos que pontos com alto valor de h; ou r;

apresentardo grandes valores de D, .

Uma medida de influéncia também muito utilizada é a DFITTS que € dada por

B, —B) x'x) (B, —B)
prrrrs, B P) L (b, -8)
(i)

onde &7 € o estimador de minimos quadrados de o’ sem a i-ésima observacio.

10



2.4 — Multicolinearidade Gerada por Pontos Discrepantes

Nesta sec¢io, descreveremos o estudo realizado por Mason e Gunst (1985), que
mostra como a multicolinearidade pode surgir em fungdo da existéncia de pontos
discrepantes, bem como seus efeitos nos estimadores dos pardmetros do modelo de
regressdo. Em seguida, serd apresentado um procedimento desenvolvido pelos autores
para diagnosticar multicolinearidade especificamente provocada pela existéncia desses
pontos discrepantes.

Na literatura, as principais fontes de multicolinearidade sfio geralmente
resumidas em quatro tipos: i) multicolinearidade devida 2 restricGes nos modelos, ii)
caracteristicas populacionais que restringem os valores das varidvesis, iii) deficiéncias no
processo de amostragem e iv) modelos com mais pardmetros que observagdes. A
contribui¢io de Mason e Gunst (1985) estd em retratar uma fonte de multicolinearidade
que ndo € bem conhecida ou tratada na literatura, a saber, multicolinearidade induzida

por pontos discrepantes.

Por outlier entendemos qualquer observagio (y, x')= (y, Xis oo x,,) que distoe

radicalmente em relac@o as demais.

Um ponto de alavanca pode ser encarado como um outlier entre as varidveis
explicativas. Se pontos de alavancagem ndo se apresentam em grupos, eles sdo
identificados facilmente quando A, > 2(p+1)/n. Mas se esses pontos de alavancagem
apresentam-se em grupos, esse método pode ser ineficiente.

A expressdo observacdo influente pode ser utilizada para um outlier cuja
inclusdo no conjunto de dados altera substancialmente as estimativas dos coeficientes de

regressdo, a previsdo ou os procedimentos inferenciais associados.
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De acordo com Andrade (2004), observagdes discrepantes podem, de uma forma
geral, ser classificadas como aberrantes, influentes ou de alavanca (alto leverage), ndo
necessariamente em uma tnica categoria. Observagdes aberrantes sdo aquelas mal
ajustadas, caracterizadas por terem residuos elevados e afetam principalmente o
intercepto do modelo. As observagdes influentes sdo aquelas que t€m um peso
desproporcional nas estimativas dos coeficientes. J4 os pontos de alavanca sido aqueles
que tém uma influéncia desproporcional no préprio valor ajustado, os quais, em geral,
estdo posicionados em regides remotas do subespaco gerado pela(s) coluna(s) da matriz
de planejamento X . Pontos de alavanca podem também ser influentes, porém, ndo é
comum pontos de alavanca serem aberrantes.

O modelo descrito por Mason e Gunst (1985) é dado por:

y=61+Zf +¢, 2.1
onde y € um vetor n-dimensional da varidvel resposta, Z = (Z,, R/ l,) é a matriz das

varidveis explicativas cujos valores sdo padronizados, isto é, Z'Z é a matriz de

correlagfio, 3, é uma constante desconhecida, 1 € um vetor n-dimensional de valores 1,
B € um vetor p-dimensional de coeficientes desconhecidos de regressdo e € é um vetor
n-dimensional de erros aleatérios ndo observaveis com &; ~ N (0, o’ )

Com relag#o ao conceito de multicolinearidade, os autores a definem da seguinte
maneira:
Defini¢do: Multicolinearidade é tida como existente entre as colunas de Z se,

para algum 77 >0 (pequeno) especifico, existir um vetor de constantes ¢'= (c,, sy cp)

nem todos iguais a zero, tais que

Se,Z, =6 com [o|<nfe} ondes|=(aa)%. 2.2)

12



A fim de demonstrar que a multicolinearidade pode niio ter necessariamente
como origem pontos discrepantes, mas a existéncia de pontos discrepantes pode
implicar em multicolinearidade, a ilustragio que segue foi utilizada pelos autores.

Considere inicialmente o caso em que p=2. Sejam §; =(s;,8,),i=1..,n,
u =0-s, (8,s,s, >0) e u; =s, (i#1), onde u, representa a i-ésima linha da
matriz (ndo padronizada) das varidveis explicativas, excluido o termo constante, qual
seja, x',. =(1, u,*) De acordo com essa construcdo, fazendo 6 — oo, as varidveis
explicativas referentes a primeira observagéio assumirdo valores extremos em relagdo as
demais observagdes. Denominemos as linhas de Z correspondentes a u; por u;.

Por meio do cilculo da inversa de matrizes particionadas, é possivel verificar
que

hy,=n"+u,(Z2'Z) "y,

23
=i+ (1 -1)0%d 1+ 6°d)}, @3

onde d>0é funcdo apenas de s,. Assim, quando € —oo, h; —1 e, para 7]

suficientemente grande, h,; > 2(p+1)/n. Verifica-se ainda que quando 8 — oo,

7y —){(n—l)/n}%, j=12 2.4)
2y = nln—1)V%, i#l, j=12. '
Assim, para @ suficientemente grande, Z,—Z, pode ser arbitrariamente

aproximada de zero, assegurando, assim, a existéncia de multicolinearidade apresentada

em (2.2). Dessa forma, a existéncia desse ponto discrepante, observagio 1, provocou o

surgimento do problema da multicolinearidade.

Os autores fizeram uso do mesmo tipo de argumento para estender o resultado

para o caso de p = ¢ varidveis explicativas.

O problema torna-se mais claro através da andlise da Figura 2.1.

13
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Figura 2.1 - Diagrama de disperséo das varidveis AAC e DENS.

Fonte: Mason e Gunst (1985).

Esta figura refere-se a um trabalho no qual Mason e Gunst (1985) colheram uma
amostra de dados do Produto Nacional Bruto (PNB) que, nesse caso, é a varidvel
resposta, para uma amostra de 49 paises, com as varidveis s6cio-econdmicas
explicativas a seguir: taxa de mortalidade infantil (TMI), relagdo médico/populagio
(RMP), densidade populacional (DENS), densidade como fungio da drea agricola
cultivada (AAC), medida de alfabetizagio (MA) e um indice de educagfio superior
(IES). O objetivo era o de ajustar um modelo de regressio linear da varidvel logaritmo
do PNB em fungfio das varidveis explicativas. Aparentemente, os dados apresentaram
multicolinearidade nas varidveis AAC e DENS, fato esse que serd descrito futuramente.

A Figura 2.1 apresenta o diagrama de dispersdo das varidveis AAC e DENS.
Nele, podemos perceber quatro pontos discrepantes: A, B, C e D. Se os dados
consistissem de todos os valores exceto os pontos B e C, as observagdes A e D seriam
consideradas apenas como pontos de alavanca que ndo gerariam multicolinearidade. Se,

por outro lado, os dados contivessem todos os pontos exceto A e D, as observagdes B e

14



C gerariam multicolinearidade e s6 seriam detectadas como pontos de alavanca se
ocorressem isoladamente. Tal fato é conseqiiéncia da proximidade entre ambas e de sua
distancia relativa as demais observagdes. Os pontos B ou C, isoladamente, sdo exemplos
da situaciio em que as expressdes (2.3) e (2.4) atingiram seus valores limite.

Na existéncia de multicolinearidade gerada por pontos discrepantes, poderiamos
inadvertidamente pensar que seus efeitos sobre os estimadores de minimos quadrados
seriam de dois tipos: i) aqueles geralmente associados ao problema da
multicolinearidade e ii) aqueles efeitos decorrentes da existéncia de pontos discrepantes.
Verifica-se, no entanto, que esses efeitos podem ser muito diferentes.

De acordo com Hoerl e Kennard (1970), citado em Mason e Gunst (1985), a
multicolinearidade tende a produzir valores grandes para as estimativas de minimos
quadrados, enquanto que Dorsett e Gunst (1982) atestam que pontos discrepantes
podem fazer com que estimativas de minimos quadrados tendam para zero.

Assim, diagnosticar a causa da multicolinearidade passa a ser tdo importante
quanto detectd-la e um exame cuidadoso deve ser feito acerca da natureza da
multicolinearidade contida nos dados.

No entanto, conforme discutido no exemplo, a presenga de outliers miiltiplos
pode dificultar a verificag@o.

Como j& comentado anteriormente, estimadores viciados surgem,
frequentemente, como alternativas para o problema da multicolinearidade. Mas esta ndo
serd uma boa estratégia se a multicolinearidade for gerada por pontos discrepantes.

Para ilustrar essa idéia considere, novamente, o exemplo em que p=2 e
.
u, =0-s,.
Podemos propor, neste caso, o uso do estimador em cristas para f :

By =@Z'Z+Kk)'Z'y, k>O0. 2.5)
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Aplicando o resultado (2.4), Mason e Gunst (1985) demonstraram que para n

grande e quando 8 — oo,

ﬁm - (k + P)—] ()’1 - y(1)¥t’ para f(,) = (n_ 1)_12 Yis (2.6)

izl
e s  um vetor bi-dimensional contendo os sinais dos elementos de s,. Assim, ambos 0s
elementos do estimador em cristas em (2.6) possuem o mesmo valor € seus sinais
relativos sdo determinados pelos sinais dos elementos em s,, embora nenhuma restri¢éo
nesse sentido tenha sido imposta ou esperada.

Observa-se, portanto, a inadequag@o do uso deste estimador e, segundo os
autores, outros possiveis estimadores viciados sofreriam do mesmo problema.

Voltando 2 discussiio do conjunto de dados da Figura 2.1, com o objetivo de
avaliar a multicolinearidade entre as varidveis explicativas, os autores calcularam o fator
de inflagio da varifincia (FIV), autovalores e autovetores da matriz de correlagio das
varidveis explicativas.

Para uma melhor compreensio do FIV, considere Rf o coeficiente de
explicagilo do modelo de regressio linear de X, em fungio de

X, X4, X X . Se a. é o j-ésimo elemento da matriz (X'X), para as

J+l2 e » i

varidveis padronizadas, verifica-se que a; = > Assim, se X, for altamente

i

correlacionada com as demais varidveis explicativas, R? =1 e Var(]i j)= a 1.1.0'2 serd
grande. Por esse motivo, a; é denominado Fator de Inflagdo da Varidncia. A literatura

sugere que se FIV > 5, a estimativa do correspondente coeficiente da varidvel estd com

problemas devido 2 multicolinearidade. Acrescenta-se também que VIF > 5 implica em

R} >08.
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Na mesma diregfo, os autovalores 4,.,...,4, da matriz (X'X) e seus respectivos

autovetores também podem ser usados com a finalidade de se detectar

multicolinearidade. Se A; for préximo de zero, haverd uma forte dependéncia linear
entre as varidveis explicativas e os autovalores associados t; determinarfo o tipo de

dependéncia linear.
Uma forma de se perceber esse fato, qual seja, o de se detectar

multicolinearidade com os autovalores /'L,,...,lp, é examinando o nimero condicional

de (X'X), definido como:

Geralmente, se x <100, ndo h4 problema sério com a multicolinearidade. Se
100 < <1000, existe sensivel multicolinearidade. Caso x>1000, forte
multicolinearidade é evidenciada.

A Tabela 2.1 apresenta os valores de FIV, o menor autovalor e correspondente
autovetor da matriz de correlagfo entre as varidveis explicativas para as 49 observagdes
e ap6s a exclusdo de duas delas, correspondendo aos paises Hong Kong e Singapura,
(pontos B e C da Figura 2.1).

Considerando as 49 observacdes, o menor autovalor da matriz de correlagio das
varidveis explicativas foi 0,0267, e ao analisar tanto o autovetor associado quanto os
valores de FIV, podemos perceber a presenga de multicolinearidade entre as varidveis
explicativas DENS e AAC.

Os autores reforcam ainda a multicolinearidade detectada pela constatagio da
forte correlaciio linear entre DENS e AAC, com coeficiente de correlagdo linear de

Pearson r=0,972.
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Ao excluir Hong Kong e Singapura da base de dados e novamente calcular o
menor autovalor da matriz de correlacio das varidveis explicativas, obteve-se 0,1802,
além de uma queda significativa tanto dos FIV’s das varidveis DENS e AAC, todos
abaixo de 5, quanto das componentes do autovetor associado.

Além disso, a retirada desses pontos reduziu o coeficiente de correlagdo linear

de Pearson entre DENS e AAC para 0,783.

Tabela 2.1 Comparacio de Indicadores de Multicolinearidade
Dados Completos Hong Kong e Singapura
(n=49) excluidos (n = 47)
(A, =0,0267) (4, =0,1802)
Varidveis Vi FIV Vi FIV
explicativas

TMI 0,0066 1,89 0,0991 1,94
RMP 0,0340 2,70 0,5373 2,75
DENS 0,7090 19,10 0,4386 2,69
AAC -0,7034 18,85 -0,3627 2,68
MA 0,0275 3,49 0,6142 3,42
IES 0,0251 1,25 -0,0169 1,24

Fonte: Mason e Gunst (1985).

A Tabela 2.2 exibe os valores das alavancas h; e os residuos “externamente
studentizados” ¢, de algumas observacoes selecionadas pelos proprios autores.

Apesar de nenhum residuo studentizado ser exageradamente grande, varios dos
h,, sdo superiores a 2(p+1)/n=0,286.

Outro fato que merece observacdo é que os residuos studentizados #; ndo

identificaram Hong Kong ou Singapura como observacdes influentes e, segundo os
autores, outras medidas também falharam nesse sentido. Uma inspe¢éo do diagrama de

dispersdo da Figura 2.1 indica que tal fato ocorreu devido a um possivel efeito de
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mascaramento, j4 que esses elementos s3o os pontos B e C, bastante préximos entre si.

No entanto, os valores de h; e o diagrama de dispersiio apontam para a possibilidade de

sua influéncia conjunta no ajuste.

Tabela 2.2 - Medidas de Diagnésticos das Observagoes Selecionadas
Observacio h;; Residuo studentizado
ti
Barbados 0,238 -2,026
Bélgica 0,043 1,209
Canadd 0,042 2,011
Estados Unidos 0,490 0,304
Hong Kong 0,511 -0,107
India 0,558 1,337
Japdo 0,049 -2,799
Luxemburgo 0,084 2,356
Malta 0,688 1,506
Singapura 0,632 0,562
TailAndia 0,178 -2,402

Fonte: Mason e Gunst (1985).

A Tabela 2.3 diz apresenta a comparagio entre as estimativas dos coeficientes de

regressdo padronizados para o grupo todo e sem as observagbes Hong Kong e

Singapura. Fornece ainda os valores da estatistica associada ao teste H,:B;=0,

Nessa tabela, é importante notar o fato de que quando Hong Kong e Singapura
estio na base de dados (n=49), os coeficientes de regressdo das varidveis DENS e
AAC nio sio estatisticamente significantes. A partir do momento que os dois paises sio
retirados da amostra, os sinais dos dois coeficientes mudam. Além disso, 0 coeficiente

da varidvel AAC passa a ser estatisticamente significante.
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Tabela 2.3 - Estimativas dos Coeficientes da Regressio e Valores da Estatistica t
Varidveis Estimativas dos Coeficientes Valores da Estatistica t
explicativas n=49 n=47 n=49 n=47
TMI -1,870 -2,076 -3,31 -3,81
RMP 0,171 0,335 0,25 0,52
DENS -1,094 0,622 -0,61 0,97
AAC 0,862 -1,447 0,48 -2,26
MA 2,298 2,204 2,99 3,05
IES 1,454 1,396 3,17 3,21

Fonte: Mason e Gunst (1985).

Mason e Gunst (1985) destacam que, de modo geral, quando pontos de alta

alavanca aparecem em grupos, os valores individuais dos h, podem ndo

2(p+1)

necessariamente exceder , mesmo que esses pontos estejam distorcendo as
n

estimativas de minimos quadrados.

Outra possibilidade a considerar é que pontos discrepantes que ocorrem em trés
ou mais varidveis explicativas podem n#o ser facilmente perceptiveis em grificos
bidimensionais.

Por esse motivo, cinco procedimentos foram propostos pelos autores, com o
objetivo de auxiliar no diagnéstico de multicolinearidade causada especificamente por
pontos discrepantes:

1°) Determinar se existe multicolinearidade no conjunto de dados. Para tal, faga
uso de medidas de correlacio, cilculo de autovalores e autovetores, fatores de inflagdo
de varifincia e outros conceitos iiteis.

2°) Identificar pontos de alavanca. O uso dos valores de A, € eficiente caso os
pontos discrepantes ndo estejam em grupos. Caso, pela natureza do problema, se
desconfie que os pontos discrepantes estejam reunidos em grupos, deve-se utilizar um
ou mais dos procedimentos de diagnéstico propostos para detectar outliers em grupo

(ver também o0 4° procedimento).
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3°) Se a multicolinearidade ocorre em pares de varidveis, construir diagramas de
dispers#o para determinar se os pontos discrepantes estdo induzindo multicolinearidade.

4°) Construir graficos de pares de componentes principais normalizados,
gr p po p P

definidos como m; =l;'Zv ; correspondentes aos maiores autovalores de Z'Z. Se

pontos discrepantes se relinem em grupos, graficos pareados de componentes principais
normalizados correspondentes aos maiores autovalores de Z'Z podem ser uteis como

forma de detectd-los. Hocking (1984) exibe um exemplo em que dois pontos de alta

alavanca préximos sdo detectados através do grifico de m;Xm,, m; e m,

respectivamente valores das 1* e 3* componentes principais calculadas para os dados.
Esses grificos também podem ser iteis como diagnésticos de pontos discrepantes de

dimensdes de ordem maior ou igual a trés, caso os maiores valores em v, sejam os

mesmos que aqueles do autovetor que identifica a multicolinearidade.

5°) Eliminar do conjunto de dados as observagtes suspeitas de induzir a
multicolinearidade. Caso observagdes sejam eliminadas, refazer os passos anteriores
com o conjunto reduzido de dados. A remocéo de outliers deve resultar na eliminagdo
da multicolinearidade.

De acordo com os autores, se o conjunto de dados ndo possui multicolinearidade
ou pontos de alavanca, grificos de dispersdo dos componentes principais deverdo exibir
uma distribui¢fo aleatéria das observagdes. Mas, se a multicolinearidade foi detectada,
graficos de dispersio de componentes principais correspondentes aos maiores
autovalores de Z'Z serdo eficientes para identificar pontos de alavancagem agrupados

ou pontos extremos em duas ou mais dimensdes.
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Os autovetores associados aos dois maiores autovalores dos dados do PNB sdo
Ve = (0,356, —0,187; 0,636; 0,637; 0,108; 0,1 26) e
v, =(0,410; 0,508; 0,273; 0,269; — 0,552; — 0,350).

E possivel verificar que no caso de v, os valores das posi¢des de niimero trés e

quatro (DENS e AAC) sido altos e quase iguais, e que no caso de v, 0s valores das
mesmas posi¢des ndo sdo tdo altos, mas apresentam os mesmos sinais e sdo de
magnitudes parecidas. No que diz respeito ao autovetor v, da Tabela 2.1, as posi¢des
de nimero trés e quatro também apresentam valores elevados, sdo também de
magnitudes semelhantes, apesar de sinais opostos.

E possivel perceber na Figura 2.2 que Hong Kong e Singapura sio pontos de
alavanca. Isso pode ser detectado pelo exame dos componentes de m,, mas um

diagrama de dispersdo dos dois componentes principais é ainda mais eficaz. Como os
componentes principais correspondentes aos maiores autovalores encontram-se na
dire¢io de maior variabilidade dos dados, eles sdo graficamente mais eficientes para
identificar muiltiplos outliers e também para determinar se pontos de alavanca sio
devidos a valores extremos em trés ou mais dimensdes. Assim, segundo os autores, a
chave para saber se pontos de alavanca induzem multicolinearidade estd no padrio de
valores altos e de magnitudes semelhantes nos autovetores associados aos dois maiores

autovalores de Z'Z nas posic¢Oes das varidveis que identificam a multicolinearidade.
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Figura 2.2 — Componentes Principais Normalizados para os Dois Maiores

Autovalores.
Fonte: Mason e Gunst (1985).

Detectado o problema, haveria um amplo conjunto de solugdes, desde a
eliminagiio de observagdes até o uso de estimadores robustos, assunto esse que serd

discutido no Capitulo 6.
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Capitulo 3

Medidas de Influéncia na Regressao em Cristas

3.1 - Introducao

No capitulo anterior foi visto que o estimador em cristas surgiu como uma
possivel forma de contornar o problema da multicolinearidade. Além disso, foi
analisado o trabalho de Mason e Gunst (1985) que traz como resultado principal o fato
de que algumas observacdes podem gerar multicolinearidade.

Nesse capitulo serd apresentada uma situagio completamente diferente. Serdo

analisados os efeitos que a multicolinearidade exerce na influéncia das observag¢Ges por
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meio do artigo de Walker e Birch (1988). Os autores propdem inicialmente medidas de
influéncia apropriadas para o caso em que se utiliza o estimador em cristas. De posse
dessas medidas, é apresentada uma andlise comparativa da influéncia exercida por cada
observagdo quando sdo adotados os dois procedimentos de estimagdo, minimos
quadrados e estimacfo em cristas.

O modelo de regressio linear utilizado é definido por
y =15 +XB; +¢,
onde y é um vetor de varidveis aleatGrias observéveis, 1 é um vetor contendo o valor 1
em todas as posi¢des, S, € um parimetro desconhecido, X = (x,,...,x,,) é uma matriz
nxp centralizada e padronizada de constantes conhecidas
(l'x,, =0, x;x, =1, i= 1,...,p), §, é um vetor de parimetros desconhecidos € ¢ € um
vetor de erros ndo observdveis com E(s) =0e var(s) =0’1.

Se Z =(1,X), entfio o estimador de minimos quadrados de B [B'=(B,.B', )] é

b= (Z'Z)_l Z'y e o vetor de respostas ajustadas é §=2Zb. O estimador de o’ é
s =e'e/(n— p—1), sendo que e & o vetor de residuos (y—¥).
De acordo com os autores, a influéncia de uma observacdo pode ser vista como

produto de dois fatores: uma fun¢éo do residuo e uma fungo da posi¢do do ponto no

espago Z. A posigio ou alavancagem do i-ésimo ponto, como ja visto, € medida por

h,

i ?

0 i-ésimo elemento da diagonal da matriz “hat” H = Z(Z' Z)'Z' .
Entre as medidas de influéncia mais conhecidas destaca-se a medida
DFFITS (i)=z,(b—b())/ E(z,,b) , (3.1)
sendo que b(i) é o estimador de mfnimos quadrados de §§ sem a i-ésima observagio e

E(z,.,b) é um estimador do desvio padrio do valor ajustado. Portanto, DFFITS {B)
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avalia a alteracfo no valor ajustado quando uma observagdo é eliminada. Assim, pode
ser considerada como uma medida de influéncia de observagdes individuais.
Verifica-se que a medida (3.1) pode ser escrita como um produto de dois fatores,

um dependendo do residuo e o outro dependendo do valor de alavancagem. Assim,
DFFITS (i)=e, /s(i)][h,.,% fi-h, )], (3.2)

sendo que e; € o i-ésimo rtesiduo, e s(i) é o estimador de minimos quadrados de o

quando a i-ésima observagdo é eliminada.
Outra importante medida de influéncia, j4 vista anteriormente, ¢ D de Cook,

definida por

D, = (b-b()y zZb-b()/(p +1)s?). (3.3)
em que s> =6’ é o quadrado médio do residuo do modelo ajustado com todas as
observacdes, e que pode ser escrito na forma

D, =(e2 f(p+1)s* |, 11—, ). (3.4)

Para detectar pontos influentes, alguns autores sugerem que D, deve ser
comparado com quantis da distribui¢do F (p+1,n—p-1).

Ressalta-se, novamente, que essas medidas sdo tteis para detectar influéncia de
observagdes individuais. Essas medidas sofrem, no entanto, de um grave problema, a

saber, o de mascarar a influéncia potencial de outras observacdes, assunto esse ja

abordado na sec#o anterior.
3.2 — Medidas de Influéncia em Regressédo em Cristas

Mason e Gunst (1985) procuraram analisar os efeitos que algumas observagdes

discrepantes exerciam na multicolinearidade.
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J4 no caso da situacdo contrdria, ou seja, sobre os efeitos que a
multicolinearidade pode exercer nas medidas de influéncia, pouco se sabe. Belsley et al.
(1980, p. 210) utilizando estimadores de regressdo em cristas com o objetivo de reduzir
os efeitos da multicolinearidade, percebeu que a maioria das medidas de influéncia das
observagdes era menor que as correspondentes medidas calculadas no contexto de
minimos quadrados. No entanto, verificou-se que a influéncia de algumas observagdes
chegou a aumentar mesmo quando a multicolinearidade foi controlada. Com base nesses
fatos, os autores afirmaram que como a multicolinearidade pode disfargar pontos
discrepantes, entfo a sua redugio deveria ser o primeiro passo para a detecgéo efetiva de
dados incomuns.

Com relagfio ao estimador em cristas,
+ = \-1
b =Zz+i) 2y, (3.5)
onde I’ =diag(0, 1, ...,l) de dimensdo p+1, Marquardt (1970) demonstrou que o

estimador (3.5) também pode ser obtido por minimos quadrados se os dados fossem

aumentados como

y X
Ya= ol X,= el (3.6)

onde 0 éum vetor (p +1)— dimensional de zeros e T é a matriz identidade de ordem
p+1.

Ao utilizarmos o estimador (3.5), o vetor de valores ajustados serd

=Z(zz+a')'zy.
Portanto, a matriz H' =Z(Z'Z+kI")" Z' assume uma fungio similar 2 da
matriz “hat” na estimagio por minimos quadrados. O i-ésimo valor previsto pode ser

escrito em termos dos elementos de H™ como
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¥ = zhij Yj-
j=1
Consequentemente, 89, /dy, = h, = h; e com isso, os elementos da diagonal da

matriz “hat” do estimador em cristas podem ser interpretados, assim como no caso de
minimos quadrados, como um valor de alavancagem. Vale lembrar, contudo, que a
matriz H" nfio é uma matriz proje¢io, pois ndo é idempotente.

A técnica de Decomposi¢io de Valor Singular (DVS) ou decomposi¢do
espectral permite que Z seja escrita como Z =UDV', onde D é uma matriz diagonal

(p+1)><(p+1) cujo i-ésimo elemento da diagonal é A'?, sendo A, o autovalor de

Z'Z , as colunas de V siio os autovetores de Z'Z e o elemento de ordem ij da matriz

Uy

nx(p+1) é tal que u.A"? é a projecio da i-ésima linha, z,, no j-ésimo autovetor
) p q i proje¢ i J

de Z. Usando a DVS, Lichtenstein e Velleman (1983), citado em Walker e Birch
(1988), chegaram ao valor de alavancagem do i-ésimo ponto na regressio em cristas por
meio da expressdo
p+l l
= l_y?.
=2 A +k

=]

Dois fatos importantes derivam desta expressdo. O primeiro é que para k >0,
h <h, para i=1,.,n. Isso significa que para qualquer observagio, o valor de
alavancagem em cristas serd sempre menor do que seu correspondente em minimos
quadrados. O segundo é que o valor de alavancagem decai monotonicamente a medida
que k aumenta.

Especificamente o segundo fato mencionado pode dar a entender que a

influéncia de uma observagdo é modificada apenas, e tdo somente, a medida que k

aumenta. Dessa forma, é importante relembrar que, conforme destacado no inicio do
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capitulo, a influéncia de uma observagdo é produto de dois fatores atuando
conjuntamente: (i) residuos e (ii) valores de alavancagem.
Sobre o fator residuos, os autores definiram residuo em cristas como:
* A

e =y~ =y-zb,

o qual, usando a técnica DVS, Tripp (1983, p.87), citado em Walker e Birch (1988),

reescreveu como

® = r u'imu jr
e; =e'+kzyjlizﬂ—_l_]kj| (3.7)

Jj=1 m=1 ‘Y9
Os autores observam que a segunda parcela em (3.7) pode ser tanto negativa
quanto positiva. Assim, o valor absoluto do residuo em cristas para uma dada
observacdo pode ser maior ou menor que seu correspondente no caso de minimos

quadrados.

Uma versdo alternativa para a medida de influéncia DFFITS no contexto de

regressdo em cristas é descrita, pelos autores, por
DFFITS" ()=z,(b" -b"(0))/ E(z, b*),
na qual b*(i) é o estimador em cristas (3.5) calculado sem a i-ésima observagio e o

denominador é um estimador do erro padrdo do valor ajustado pela regressio em cristas.

Se k for ndo estocdstico, entdo:
sEl, b )=sl, @z V' 222z 1) 2]
= s[ih;?r.
=
Assim, DFFITS" (i) poder4 ser reescrita como:

DFFITS® (i) = (3.8)
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Uma versdo alternativa para a distdncia de Cook D,, adaptada também ao
contexto de regressio em cristas pode ser dada pela expressao

D =(/((p+1)s*)b -b' () Z2'Z b —b* (). (3.9.1)

A medida D; também pode ser escrito como

D =[/p+1s?)§" -3 @} -5°0)).

sendo que §~ =Zb"(i).
Uma segunda versdo alternativa para D, é dada por
D =ps* Yo' -0 Nz z+a1' )Z2) @ Z+1 )b -b'(). (392
E possivel verificar que tanto D; quanto D, se reduzem & D, quando k=0.
Baseado no critério (3.6) das matrizes aumentadas, Belsley et al. (1980, p. 208)

sugerin 2[(1) +1)/(n+p+1) 2

como ponto de corte para a medida DFFITS” (i) quantis
da distribuiggo F(p+1,n—p—1).
Foram ainda obtidas versdes aproximadas dessas medidas de influéncia, escritas

em funcfo dos valores de alavancas e dos residuos, que serdo apresentadas no final

desse capitulo.
3.3 - Exemplos e Resultados

Walker e Birch (1988) analisaram duas bases de dados previamente existentes: a
primeira encontra-se em Longley (1967) e a segunda foi extraida de Hill (1977).

Com relacdo a primeira base de dados, o mimero condicional x é 43.275,

indicando severa multicolinearidade. Cook (1977) calculou os valores de D, para esses
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dados e notou que as observacdes 5, 16, 4, 10 e 15 (nessa exata ordem) eram as mais

influentes, no contexto de minimos quadrados.
Walker e Birch (1988) calcularam, por outro lado, os valores de D: para esses

dados, utilizando os estimadores de minimos quadrados e em cristas. Os resultados

estdio organizados na Tabela 3.1.

Tabela 3.1 — Observagdes mais Influentes de acordo com D: : Dados de Longley (1967)

k =0 (Minimos Quadrados) k =0,0002
Observacao D; Observacio D;
5 0,614 16 0,582
16 0,467 10 0,251
4 0,244 4 0,219
10 0,235 15 0,145
15 0,170 1 0,142

Fonte: Walker e Birch (1988).

E importante lembrarmos que ha vérios métodos para a obtengio de k. O

método escolhido pelos autores consiste em escolher o valor de k que minimiza
C, =(SOR, /s*)-n+2-er(H’),
onde SQOR, é a soma dos quadrados dos residuos da regressdo em cristas e s* éo

estimador de minimos quadrados para o”. Ao utilizar esse método, os autores
obtiveram, para os dados de Longley, o valor k =0,0002.

Inicialmente, podemos perceber que das cinco observagdes influentes
determinadas quando utilizado o método dos minimos quadrados, exatamente quatro
delas foram consideradas influentes quando adotado o estimador em cristas. Além disso,
é possivel perceber, pela Tabela 3.1, que a influéncia dessas observagtes, em média,
diminui quando € adotado o estimador em cristas.

Podemos verificar, ainda, na Tabela 3.1 que as observacdes mais influentes

calculadas por um método ja sdo bem diferentes quando comparadas com o outro
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método: as medidas de influéncia, em geral, decrescem quando utilizado o estimador em

cristas, com a ressalva de que a observacio 5 deixou de estar entre as mais influentes e a

influéncia das observactes 10 e 16 aumentou.
As medidas de influéncia DFFITS *(i) e D, foram calculadas para vdrios

valores de k e os resultados para as cinco observagdes mais influentes no ajuste de
minimos quadrados podem ser vistas nas Figuras 3.1 e 3.2. E importante ressaltar que a

curva referente a observag@o 5 ndo aparece nessas figuras.
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Figura 3.1 — DFFITS* versus k — dados de Longley
Fonte: Walker e Birch (1988).
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Fonte: Walker e Birch (1988).

Ao analisar o comportamento das duas medidas de influéncia em fun¢io de k,

podemos perceber que, em ambos os casos, as influéncias se mantém relativamente

. ™ i - * X 3
constantes, exceto a influéncia da observagdo 16 que, no caso de D, , aumenta a medida

que k cresce.

Os autores perceberam, ainda, que a influéncia da observagio 5 decresce tanto

em DFFITS * (i ) quanto em D, , apesar de ser a mais influente em minimos quadrados.

Com relagdio ao comportamento dos valores das alavancas, descrito na Figura

3.3, os autores notaram que todos os valores decrescem em funcgio de k, sendo que os

correspondentes A observagiio 5 decrescem mais rapidamente que os demais e os valores

da observagio 16 sfio os mais altos. Ressalta-se, novamente, que embora a observacao 5

esteja destacada no gréfico, os valores de suas medidas de influéncia néo se encontram

na figura presente no artigo.
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Figura 3.3 — Alavanca versus k - dados de Longley

Fonte: Walker e Birch (1988).
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A Figura 3.4 descreve o comportamento dos residuos em fungéo de k. Segundo
os autores, o residuo da observacio 5 decresce significativamente, fato que, novamente,

ndo é possivel averiguar na figura. Por outro lado, os residuos das observacoes 10 e 16

aumentaram em valor absoluto.
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Figura 3.4 — Residuos versus k - dados de Longley
Fonte: Walker e Birch (1988).

Com relagfio a base de dados de Hill (1977), o mimero condicional & é 57,14,
que, por ser menor que 100, indica um grau moderado para a multicolinearidade.

Inicialmente, podemos perceber pela Tabela 3.2 que, das cinco observagdes
influentes obtidas no ajuste pelo método dos minimos quadrados (k =0), todas foram

consideradas influentes pelo estimador em cristas.

Tabela 3.2 — Observagdes mais influentes de acordo com DFFITS *: Dados de Hill (1977)
k =0 (Minimos Quadrados) k=0,03

Observacdo DFFITS * Observagio DFFITS *
2 7,9825 8 2,0099
1 -4,0852 1 -1,9903
8 1,8530 2 1,7687
15 -1,2724 15 -1,5024
12 1,1957 12 1,4437
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Fonte: Walker e Birch (1988).

Para os dados de Hill, o valor de k que minimiza C, é 0,03. A Tabela 3.2

apresenta os valores da medida DFFITS *(i) quando k=0 e k=0,03, para as cinco

observagdes mais influentes. E possivel perceber, pela Tabela 3.2, que a influéncia

dessas observagdes, em média, diminui no procedimento de regressdo em cristas.

Segundo os autores, para as cinco observagOes mais influentes, os valores da

medida DFFITS *(i) das observacdes 1 e 2 decrescem (em valor absoluto) rapidamente

quando k aumenta, enquanto que as demais se mantiveram relativamente estdveis. Isso

pode ser percebido pela Figura 3.5, com a ressalva de

observacio 2 nfo apareceu.
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Figura 3.5 — DFFITS* versus k - dados de Hill
Fonte: Walker e Birch (1988).

Ainda segundo os autores, o mesmo foi verificado

figura ndo foi apresentada.

para a medida D;, cuja

Verificou-se, ainda, que os valores das alavancas dessas cinco observagdes mais

influentes decrescem com k a, aproximadamente, a mesma velocidade.
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A Figura 3.6 apresenta o comportamento dos residuos em fungdo de k. Nela, os
autores perceberam que enquanto os residuos das observagdes 1 e 2 decresceram
rapidamente (em valor absoluto), os residuos das demais observagbes cresceram

significativamente. Novamente deve-se ressaltar que a observagiio 2 ndo estd presente

na figura.
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Figura 3.6 — Residuos versus k - dados de Hill
Fonte: Walker e Birch (1988).

Finalizando o artigo, os autores fornecem aproximagdes para as medidas de
influéncia propostas. Consecutivamente, essas medidas aproximadas foram calculadas
para os conjuntos de dados discutidos anteriormente e os principais resultados foram
analisados.

Segundo os autores, para pequenos valores de k e ou observagdes com baixa
alavanca, medidas aproximadas de influéncia podem ser obtidas por meio do teorema de
Sherman, Morrison e Woodbury (Belsley et al. 1980, pag. 64).

O resultado principal é expresso por
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b ()=b' -z Z+k) 2, M1-1).
Com base nesse resultado, versdes aproximadas de DFFITS (i) e D; podem

ser obtidos como

1/2

.
DFFITS . (i)= <L b !

s(i)1—n; D e
J

(3.10)

Dj(i):(e,.‘2 /(psz))|zjh;2 /(1—h;‘)2], 3.11)
onde s> e s(i) sdo calculados por minimos quadrados. E possivel verificar que, para

k=0, (3.10) se reduz a expressdo DFFITS(i) e (3.11) & expressdo D,, ambos no

!

. .2
contexto de minimos quadrados, desde que Zhij =h,.
j

Dessa maneira, as duas medidas de influéncia estfio escritas como fungio dos
fatores alavancagem e residuos e, também, estiio adaptadas para a regressdo em cristas.

As expressdes (3.10) e (3.11) foram utilizadas pelos autores para analisar as
duas bases de dados.

Para os dados de Longley, os grificos de (3.10) e (3.11) em fung¢do de k (ndo
apresentados pelos autores) sdo virtualmente indistinguiveis quando comparados com as
Figuras 3.1e 3.2.

J4, para os dados de Hill, as medidas aproximadas néo foram tdo precisas. A
precisiio é particularmente ruim para as observagdes 1 e 2, que possuem altos valores de

alavanca (h, = 0,8369 e h, =0,9218, respectivamente).
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Segundo os autores, tal fato ndo é uma simples coincidéncia. Essas observagbes
que apresentam grandes diferencas entre as medidas exata e aproximada sdo aqueles
pontos que sofreriam mais os efeitos de centralizago e escalonamento da matriz Z .

A principal vantagem das medidas aproximadas é que, como no diagndstico em

minimos quadrados, ndo seria necessério recalcular a estimativa de § a cada observagio

eliminada. Assim, para um dado valor de k, as medidas aproximadas (3.10) e (3.11)
podem ser calculadas ap6s um tnico ajuste do modelo de regresséo em cristas.

Assim, foi mostrado nesse capitulo que quando o estimador em cristas €
utilizado para reduzir o efeito da multicolinearidade, mudangas significativas podem ser
observadas na influéncia de algumas observagdes.

Observamos, também, que medidas de influéncia baseadas no estimador em
cristas, em média, sdo menores quando comparadas com aquelas obtidas pelo método
de minimos quadrados.

Ap6s identificar e eliminar os casos mais influentes, um novo modelo deve ser
ajustado e tanto multicolinearidade quanto medidas de influéncia devem ser
reexaminadas.

Medidas aproximadas de influéncia foram apresentadas com o objetivo de
simplificar os cdlculos. A vantagem dessas medidas reside no fato de que, com elas, ndo

é mais necessdrio reescalonar a matriz Z(i), ou seja, tornd-la uma matriz com colunas

de comprimento unit4rio, para reestimar b” (i) toda vez que uma linha é eliminada.

Mas, segundo Walker e Birch (1988), tais medidas niio geram boas
aproximagdes em pontos de alavancas elevadas e, nesse caso, o uso de medidas exatas €

mais recomendado.
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Capitulo 4

Analise de Influéncia Local na Regressao em

Cristas

4.1 - Introducéo

Nesse capitulo serdo apresentadas duas medidas de influéncia local em regressio
em cristas, obtidas por Billor e Loynes (1999).

O método da influéncia local foi desenvolvido originalmente por Cook (1986) e
¢ aplicdvel apenas em procedimentos de estimagdo via funcio de verossimilhanga.

Para o célculo das medidas de influéncia, de acordo com essa abordagem, Billor

e Loynes (1999) escreveram o estimador em cristas como um estimador de méxima
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pseudo-verossimilhanga. Os autores concluem a anilise com um estudo comparativo

entre as medidas propostas e posterior aplicacdo a um particular conjunto de dados.

4.2 — Medidas de Influéncia Local

Apresentaremos, a seguir, uma breve descri¢do das medidas de influéncia local
propostas por Cook (1986).

Seja L(0) o logaritmo da fungdio de verossimilhanga para um modelo inicial,
sendo ® um vetor px1 de parimetros desconhecidos com estimador de médxima
verossimilhanca dado por 0 . Sio introduzidos distirbios no modelo através do vetor
w, mxl, wcQ, QcR”, onde Q representa um conjunto aberto de possiveis
pequenos distirbios. Do ponto de vista pritico, w refletiria qualquer esquema de
perturbagiio. Como exemplo, Cook (1986) cita a introdugio de pequenas modificagbes
nas varidveis explicativas ou perturbagbes na matriz de covarifincia de modelos de
regressao.

Nessas condigdes, consideremos £(01w) o logaritmo da fungfio de
verossimilhanga que corresponde ao modelo que sofreu perturbagéo e ﬁw o estimador
de méxima verossimilhanga correspondente a esse modelo. Suponha que exista um

ponto w, em € que representa a auséncia de perturbacio nos dados, de modo que

L(0)= £(01wg), e assuma que £(01w) seja duplamente diferencidvel e continua em

uma vizinhanga de (é‘,w'o). O deslocamento de verossimilhangas de Cook € definido
como

LD(w)=2[{6)- L6, ).
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que permitiria comparar as estimativas 8 e 8, podendo, assim, avaliar a influéncia dos

distirbios w. Grandes valores de LD(w) indicam que b e éw diferem
consideravelmente em relacio ao contorno da fungdo de verossimilhanga sem
perturbacio L(®).

Esse método é baseado no estudo do comportamento local de um grifico de
influéncia o(w)=(w', LD(w)) ao redor de w,. O procedimento consiste em considerar
w como w(a)=w,+ad, ae R e d um vetor diregio de comprimento unitirio. Cook
(1986) sugere investigar a dire¢do na qual a medida de influéncia LD(w) muda
localmente mais rapidamente, isto é, a curvatura maxima da superficie o{w). De acordo
com Cook (1986, pdg. 139), a curvatura maxima de LD € dada por

Cose = 102X 2 |a'Fd|,
em que F é uma matriz mXm definida por

F=A'Q7'A,

A é amatriz pxm (p= dim(0), m = dim(w)) com elementos

_2%2(1w)
v aﬂ,awj ’

avaliados em § e Ww,, € —Q representa a matriz de informagdo observada do modelo
sem distirbios Q:[azL(0)|ao,.ae j], avaliada em 0. Verifica-se (ver, por exemplo,
Morisson, 1976, pag. 73) que a maximizacdo de |d'Fd|, sujeito a restricdo que d'd =1,
resulta em d_,_, que representa o autovetor correspondente ao maior autovalor absoluto

C,.. de F. A dire¢do do vetor d,,, seria aquela que produziria a maior mudanga local

ax
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nas estimativas dos parimetros. Dessa forma, o vetor d_, € utilizado para identificar as

observagdes que podem ser bastante significativas na andlise.

Cook (1986) sugere como referéncia geral uma curvatura igual a 2, sendo que
curvaturas maiores que esse valor indicariam notédvel sensibilidade local.

Billor e Loynes (1999) acreditam que a medida LD de Cook pode gerar
respostas inesperadas e, por esse motivo, propuseram uma medida diferente, descrita
por

LD (w)=-2 [L(ﬁ)— B(@w | w)]

A medida LD"(w) compararia, entdio, as fungdes de Verossimilhang;a das duas
situacdes consideradas, com e sem perturbagao.

Assim, temos uma superficie (w',LD*(w)) com linhas dispersas em vdrias
dire¢des. Se tomarmos w=w,+ad, para d fixado enquanto @ varia, entio o
comportamento de LD" (w) ¢é de interesse real. Nesse caso, a primeira derivada avaliada
em w,, com raras exce¢des, é diferente de zero e esta primeira derivada, vista como
fungio de d, proporciona informagdes tteis sobre o comportamento local de LD (w).
Em particular, a inclinagdo méxima [, e a correspondente dire¢io d , sdo
importantes quando m # 1. Por esse motivo, para m > 2, sugerem o uso da medida

Ly =|VLD" ()|,
onde VLD'(w,) é o vetor gradiente da fungdo LD" em Ww,, ou seja, o vetor das
derivadas parciais de LD" calculadas em w,. Os autores acreditam que pelo fato de

envolver apenas o cdlculo da primeira derivada, essa medida acaba sendo mais ficil de
ser obtida, quando comparada com a medida de Cook.

Observa-se que a inclinacdo médxima, escrita em funcdo de L, é
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nax = 2|V.£(01w)|.

4.3 — Estimador em Cristas de Maxima Pseudo-Verossimilhanca

O estimador em cristas nfo é, por assim dizer, um estimador de maxima
verossimilhanga. Por outro lado, as medidas de influéncia local s6 podem ser utilizadas
em procedimentos de estimagdo via fun¢éo de verossimilhanga. Por esse motivo, Billor
e Loynes (1999) escreveram o estimador em cristas numa forma alternativa que seria
obtida pelo método da méxima verossimilhanca. Para tal fim, consideraram um modelo
de regressio linear muiltipla

Y =Xp+sg, (4.1)
onde X é uma matriz conhecida nx p padronizada, § é um vetor px1 de parimetros

conhecidos, ¢ é o vetor de erros px1 independentes e com distribui¢io normal com

média zero e varifincia desconhecida o”. Admitiu-se adicionalmente que, nesse
modelo, o termo constante ndo foi incluido.

Marquardt (1970) demonstrou que o estimador em cristas € equivalente ao
estimador de minimos quadrados quando os dados sdo suplementados por um conjunto
de dados ficticios tomados de acordo com a matriz de planejamento ortogonal Hk e a

varidvel resposta Y sendo zero em cada ponto ficticio adicionado.

O modelo aumentado com matriz de planejamento (n+ p)x p

X - X
" (u)%]

e o vetor (n+ p)x1 de varidveis resposta Y, = (Y'0") pode ser escrito como
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Y, =XPB+e,, 4.2)
onde g, representa um vetor aleatério cujas componentes sio varidveis aleatGrias

independentes e normalmente distribuidas com média zero e variéincia o’. A fungio

densidade de Y, serd denominada fung@io pseudo-densidade e a correspondente fungéo

de pseudo-verossimilhanca serd descrita por

L(ﬁ)zHTplogZﬂ'—n;plogaz— L [i(y,.—x',p)ukﬁ'ﬁ}

202

O estimador de maxima pseudo-verossimilhanga é resultante de =0.

oL, (B)
op

Como

Z'](y,-—x;s) kBB

pode ser escrito na forma

(y - XB)-(y — XB)+kB'B
=y'y—2y'Xp+B[X X+ H]B,

derivando-se essa expressdo com relacéo a f§ e igualando a zero, obtem-se

X' X +kI|p—2X'y =0.

Resolvendo essa equagdo, em decorréncia da utilizagdo da matriz aumentada,
obtém-se a solugéo ﬁ =(X'X+kI)"X"Y, que é o estimador em cristas. Uma vez que 0

estimador em cristas € o estimador de maxima pseudo-verossimilhan¢a para o modelo

considerado, a medida de influéncia local de Cook pode ser aplicada na regressdo em

cristas.



4.4 — Anélise da Influéncia Local em Regressfio em Cristas

Nesta se¢fo, apresentaremos a andlise de influéncia local e as correspondentes
medidas de influéncia na regressdo em cristas. Foram analisadas perturbagdes na fungéo
de variancia.

Dessa forma, considere o modelo originalmente descrito em (4.1). Esse modelo
supde homogeneidade na varidncia do erro, ou seja, var(s)z o’I. Supondo que
pequenos distirbios sdo introduzidos na variincia de & por meio de um vetor de
distirbios w, nx1, a suposi¢do relativa a varifincia dos erros passa a ser escrita de
forma diferente, isto é, como Var(s)=0'2W_‘, onde ¢ é considerado conhecido e
W =diag(l+w,,..,1+w,) é uma matriz nXn, diagonal. Dessa forma,
var(e,)=0” (1+w,)". Apenas distirbios da parte real do modelo (4.2) serdo
considerados, pois aqueles referentes 2 parte ficticia néo sdo significativos.

Nessas condigdes, a fungio de pseudo-verossimilhanga com distirbios para o

modelo aumentado é

l n . ' 1 n
Bp(ﬂlw)=constant —2—0_7 Zl(y,-—x,-ﬂ)zw:+kﬂﬂ +EZ‘;logw:,
= =

onde w; =1+w,, w,sendo o i-ésimo componente do vetor nx1 de distirbios w .
Para o célculo da curvatura méxima C,, ¢ necessiria a obtengdo dos

componentes individuais da matriz da informagZo observada —Q e da matriz

B 7L, (B1w)
B aﬁ,an

2

avaliadosem f§ e w,,.

Nessa situagfo, as matrizes Q e A sdo dadas por
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* *

* » 5 s % * A 2 P »
onde e € o vetor de residuos em cristas, isto é, ¢ =y— X , B € o estimador em

cristas e D(e* )= diag(e?,...,e: ) A curvatura € obtida como:

C, =2d'Fd|
=2'A'QAd|
_ 2japle’ X (XX + k)" X'Dle” |

0,2

A curvatura maxima seré obtida a partir do maior autovalor A, de

Dle’ JX(X'X + K1) X'Dle’),

e € dada por
Coe = 2/1";”‘ . (4.3)
o

De maneira aniloga, para o modelo (4.1) com o conhecido e suposi¢do de
homogeneidade na varifincia dos erros relaxada via pequenos distirbios, serd feita uma

andlise de influéncia no método de estimacfo em cristas através da medida alternativa

[ .Afungio LDg, que representa a versdo em cristas de LD pode ser escrita como:

1o =21, ") 2,0, 1w))

A Sk . ~ .
onde L, (B*) e Bp(]iw Iw) sdo respectivamente as fun¢Oes de verossimilhanga sem e

com distirbios.
Admitindo, por exemplo, que somente o primeiro elemento amostral sofreu

distiirbio de modo que w; =1+w, e w; =1 para i >1, teremos
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onde e, representa o primeiro elemento do vetor de residuos em cristas. Se

introduzirmos distiirbios nos n elementos, obteremos:

s _, (e)

i

ow o*’

1

para i=1,2,..,n,

onde e: é o i-ésimo elemento do vetor de residuos em cristas.

Assim, a mdxima inclinag#o serd dada por

22 %
VLDg| = Z[I—QJ : 44)

i=1 o

Com relagdo a uma interpretacio adequada dessas medidas, dividas podem

surgir sobre a partir de quais valores essas medidas poderiam ser consideradas grandes o

suficiente de modo a sugerir uma investigac¢io futura. Cook (1986) sugere que C,, =2

pode ser usado como um valor limite. Contudo, Billor e Loynes (1993) apontaram o

valor \/2n+ 4(14n)mZ como relevante na determinacio de influéncia local. Este ponto

de corte foi obtido por Billor e Loynes (1993), utilizando uma aproximagdo para a

+\2 2
média e varidncia de A= 2{1 — @J . Verificou-se que E(A)= 2n, Var(A)= 56n,
o

i=1

de modo que E(A)+2DP(A)=2n-+4+14n . Por outro lado, Loynes (1997) sugeriria

que 2p é um valor mais apropriado do que aqueles citados anteriormente (2 e

2n+4(14n)" ).
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4.5 — Exemplo

Billor e Loynes (1999) analisaram o banco de dados “Tobacco data” (Billor,
1992) com a finalidade de aplicar tanto a versdo adaptada da medida LD de Cook,
quanto a versdo alternativa desenvolvida pelos mesmos, todas no contexto da regresséo
em cristas. Para uma amostra de trinta marcas de tabaco, um modelo de regressio linear
muiltipla com varidvel resposta y , quantidade de calor produzida pelo tabaco durante o
processo de fumo, em fungéo das porcentagens de concentragéo de quatro componentes
importantes X,, X,, X, e X,, foi adotado.

Os autores consideraram a varidncia dos erros como iguais, ou seja, mantiveram

a suposicido da homogeneidade de variincias, var(ei)= o, i=12,..30. Para esse

: - A .
conjunto de dados, o nimero condicional x=—"% ¢ igual a 22.293 e a regressio em

‘min
cristas foi utilizada para reduzir o efeito da multicolinearidade na estimagio de § .

A estimativa obtida foi ﬁ‘=(760,5247; 1163,277;, -441,311; -475,754;

2
867,482)’ utilizando, para k, o valor proposto por Hoerl-Kennard, k =% , onde 67

A

e B sdo os estimadores de méxima verossimilhanga de o’ e B, respectivamente. No
célculo da medida de influéncia de Cook, a curvatura maxima, que corresponde ao
maior autovalor A, de D(e* )X(X'X +A) X D(e*), foi encontrada a partir da equagio
(4.3), utilizando &2, estimativa de maxima verossimilhanga de o”. Nessas condigdes,
a curvatura méxima obtida foi C,, =2(4113,84)/2290,30=3,59. Com base nesse
valor, conclui-se pela existéncia de uma moderada sensibilidade local nos dados, de

acordo com o critério de Cook (me > 2). Contudo, o critério de Loynes (1997) indica
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(c... =359<8), pelo fato de p=4. Assim, a partir dos critérios de Loynes e Cook,

max
podemos dizer que existe uma sensibilidade local moderada na base de dados.
Para o célculo da inclinagio méxima, os residuos em cristas foram obtidos. A

inclinagio méxima dada pela equagio (4.4) ndo sugere qualquer influéncia local, pelo

fato de [, =9,2<119, calculado como 2n+4(14n)"* . Contudo, uma avaliagiio

+\2
individual das componentes /; =1——(% de [ fornece alguma idéia de quais casos
o

sdo mais afetados pelos seus respectivos distirbios. Os valores individuais estdo

organizados na Tabela 4.1. Nela, podemos perceber que os casos 4, 8 e 14 possuem

valores de [, bem maiores que os demais. Essas observacbes sdo as que mais

contribuem para a inclinacio maxima e sfo visivelmente afetadas pela introdugdo do

distirbio na varidncia.
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Tabela 4.1 - Os valores individuais /; para os dados de tabaco

Caso (i) l, Caso (i) Il Caso (i) I,

1 0,6959 11 0,2227 21 0,9999
2 0,9445 12 0,5636 22 0,9853
3 0,9876 13 0,9863 23 0,9893
4 7,5035 14 2,5753 24 0,9963
5 0,5397 15 0,6294 25 0,9809
6 0,0162 16 0,8876 26 0,9611
7 0,7106 17 0,2401 27 0,9989
8 2,1131 18 0,8277 28 0,9350
9 0,8159 19 0,8714 29 0,9833
10 0,8288 20 0,0268 30 0,1969

Fonte: Billor, N. e Loynes, R. M. (1999).

Billor e Loynes (1999) identificaram, também, que os casos 4 e 8 exibiram

residuos externamente studentizados elevados: r, =3,738 e r; =2,448. Assim, a partir
dos valores individuais [,, acredita-se que esses casos tenham sido afetados pela

introducéo de distirbios, gerando didvidas sobre a homogeneidade da varidncia dos

C€ITOoS.
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Capitulo 5

Regressao Robusta em Cristas

5.1 - Introducéo

Nesse capitulo serd apresentado um método alternativo de estimagdo, qual seja,
o método robusto de estimagfo em cristas introduzido em Lawrence e Marsh (1984).

Nesse trabalho, os autores comparam diferentes combinagdes dos métodos
robustos e regressdo em cristas com o objetivo de estimar os parimetros de um modelo
para o niimero de fatalidades na inddstria mineradora de carviio dos Estados Unidos em

funcfo de seis varidveis explicativas.
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De acordo com os autores, essa combinaco entre as técnicas de regressdo em
cristas e robusta é necessdria pelo fato da ocorréncia simultinea de multicolinearidade e
outliers nos dados.

O modelo utilizado é expresso na forma log-linear e € dado por

InY, =g, + B InX,+B,InX, +.+BInXg+e,
com

Y = niimero de fatalidades de explosoes de gis e poeira;

X, = nimero de maquinas de corte em uso;

X, = produgio de carvdo em toneladas por horas de trabalho;

X, = niimero médio de mineiros trabalhando no subsolo;

X, = nimero de méquinas méveis de carga em uso;

X, = nimero de méquinas de minera¢io continuas em uso;

X , = total anual de horas de trabalho da produggo.

Como o niimero de mdquinas de corte estd positivamente associado as técnicas
de perfuragiio e abertura com explosivos, espera-se que o coeficiente de regressdo da
varidvel X, tenha valor positivo. A produgio de carvio em toneladas por horas de
trabalho mede a intensidade dessa atividade. Assim, também ¢é esperado que o
coeficiente da varidvel X, seja positivo. Quanto maior o nimero médio de mineiros
trabalhando no subsolo, maior é o niimero esperado de fatalidades. Logo, espera-se que
o coeficiente da varidvel X, seja positivo. A partir de 1950, o emprego crescente tanto
de maquinas méveis de carga X,, quanto de méaquinas de minera¢o continuas X foi

responsdvel pela modernizagio e mecanizagdo dessa atividade. Dessa maneira, 0s

valores dos coeficientes de regressio associados a X, e X, deveriam ser negativos.
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Finalmente, é esperado um valor positivo para o coeficiente da varidvel X, pois quanto
maior o total anual de horas de trabalho, maior é o mimero esperado de fatalidades.

Os dados de fatalidades, Y, sdo provenientes do Departamento de Trabalho de
Minas e Seguranca dos Estados Unidos. Os valores das varidveis explicativas foram
obtidos da Agéncia de Minas dos Estados Unidos e do Departamento de Energia dos
Estados Unidos. A base de dados consiste de 64 observactes anuais, de 1915 a 1978.

Segundo os autores, foi identificada uma forte correlagdo entre as varidveis
explicativas, maior que a correlagdo com a varidvel dependente. Essa evidéncia, e outras
que serfio ainda apresentadas, sugere um alto grau de multicolinearidade nos dados.

Procedeu-se, inicialmente, ao ajuste do modelo através do procedimento de
minimos quadrados com base nos dados ndo padronizados, obtendo-se

InY, =—58,45+337In X,; +4,35In X, —1,48In X, —0,003In X ;
~0,1661n X, +2,30In X ;.

(5.1)

Na Tabela 5.1 os coeficientes padronizados correspondentes estdo no grupo
SEM PESO, na coluna MQ.

O coeficiente de explicagdo R? referente a esse ajuste é de 0,5339 com valor da
estatistica F de 10,881 (altamente significante), com p-valor menor que 0,0001.
Contudo, apenas um dos coeficientes estimados apresentou estatistica t significante para

qualquer nivel de significAncia razodvel. Além disso, era esperado que a varidvel X,

apresentasse um coeficiente positivo, fato que ndo ocorreu. Finalmente, os autores
perceberam que quatro das seis varidveis tiveram FIV maior que 5 sugerindo, dessa
forma, a existéncia de multicolinearidade.

Um outro problema de interesse real diz respeito 2 existéncia de outliers nos
dados. Para detectar a influéncia de outliers nos dados, Lawrence e Marsh (1984)

utilizaram a distincia de Cook. Dessas 64 observacdes, seis apresentaram distiincia de
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Cook maior ou igual a 0,140 sugerindo, assim, a presenca de outliers. Por esse motivo,
vérios métodos robustos combinados com técnicas de regressdo em cristas foram
utilizados como forma de lidar com situages nas quais outliers e multicolinearidade

ocorrem simultaneamente.

5.2 - Regressdo Robusta em Cristas

Com o objetivo de minimizar o efeito da multicolinearidade e de pontos
discrepantes, foi utilizado um procedimento robusto de regressdo sobre cristas, que
realiza ponderagbes nas varidveis explicativas. A idéia de combinar métodos de
regressio robusta com regressio em cristas tem sido discutida por indmeros
pesquisadores.

Uma questdo de interesse, e ainda sem consenso, ¢ se o parimetro k da
regressdo em cristas deveria ou ndio receber um peso. Lawrence e Marsh (1984) néo
atribufram peso algum ao pardmetro k mas mantiveram a matriz diagonal de pesos, W,
e a matriz diagonal dos parfmetros viesados, denotada por K, separados segundo o

modelo de regressdo em cristas robusta:
B, =XWX+K) X'Wy. (5.2)
Esse modelo equivale a multiplicar cada valor observado das varidveis
explicativas e resposta pela raiz quadrada dos respectivos pesos.

Para determinar os pesos w, que constituem os elementos diagonais da matriz

W, quatro métodos alternativos de distribui¢do de pesos foram adotados: método de

Huber, método de Andrews, método de Hampel e método de Ramsay.
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Tais procedimentos sdo descritos em Montgomery e Peck (1982, pdg. 367). De

modo geral, uma classe de estimadores robustos é formada por estimadores que

minimizam uma particular fungdo p dos residuos, ou seja, obtem-se ﬁ que minimiza
Yol -x)is] (53)
i=1

em que s é um estimador robusto do pardmetro de escala o’.
Os autores utilizaram o valor de s usual dado por

. |e,. — mediana (e,. ]
s = mediana 5

0,6745

em que e, é o residuo do modelo ajustado através do procedimento de regressdo L, que

minimiza a soma dos valores absolutos dos residuos.

A minimizagio da expressdo (5.3) resulta em um sistema de k +1 equagdes,

i % y,liy"_"ﬁ] =0, (5.4)

i=1 g
j=0,1,....k, sendo y a derivada da fungio p, x; 0 i-ésimo valor da j-ésima varidvel
explicativae x,; =1.

De modo geral, a fun¢dio y € ndo linear e o sistema (5.4) deve ser resolvido por

métodos iterativos. Montgomery e Peck (1982) sugerem o uso do procedimento

iterativo de minimos quadrados ponderados, que fornece como solugéo o estimador

B, = (X'WX)"X'Wy,
em que W é a matriz diagonal de pesos, nXxn, cujos elementos da diagonal principal
sdo:

wlly, —xp)ss]

: se y, # X,
W, = ()’i —xiB)/s -

1 se y; =x;ﬁ0’
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para fio estimativa inicial de f§ .

Nos passos seguintes, os pesos sfo recalculados substituindo-se B, por B, e o

procedimento é repetido sucessivamente até que a convergéncia seja atingida.
Diferentes procedimentos de regressio robusta sdo obtidos para diferentes
formas de funcfo ¥ . Tal funco controla o peso que é dado a cada residuo no célculo

do estimador de f§ .

Para os procedimentos utilizados por Lawrence e Marsh (1984), temos:

o Critério de Hubber com coeficiente t:
plz) =t - Lo,
2
l,//(z) =t sinal(z),

= b
w(z)= E

para|z>1t.

e Critério de Ramsay com coeficiente a:

plz)=a[1—expl-alz])- (1+al2])]
y(z) =z expl-alz]),

w(z) = exp(- a]zl), paralz| < eo.

e Critério de Andrew com coeficiente a:

e)= a[l - cos(%ﬂ,
W)= sen@,
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W(Z) _ sen(z/a)

a para Iz| <arx.

o Critério de Hampel com coeficientes a, b e c:

1
a(CIZI_EZZJ _Zaz

p(z)= c—b 6

W(z) _a sinaliz_) b(C _IZD ,

- alc —|z|)
w(z)= |z|(c—b)’

parabS|z|Sc.

Montgomery e Peck (1982, pag. 369) sugerem um coeficiente Huber de 7 =20,
enquanto Vinod e Ullah (1981), citados por Lawrence e Marsh (1984), sugerem que o
mesmo seja 1,345. Na anilise realizada, os autores utilizaram ¢ =1,5.

Para o parimetro do método de Andrew, ¢, o valor adotado por Lawrence e
Marsh (1984) para a regressdo foi de 1,339, enquanto que Hogg (1979), citado pelos
mesmos, sugere um valor de 1,5 ou 2,0. Vale ressaltar que se o pardmetro de escala é
conhecido, o valor de 1,339 exige um acréscimo de 5%.

Para o pardmetro de Hampel, foram utilizados os valores padrio: a=17,
b=34e c=85.

Com relagdo ao coeficiente de Ramsay, Ramsay (1977) analisou os valores 0,1,
0,3, 0,5 e 1,0 para o parimetro a, concluindo que 0,3 gerou resultados melhores.

Ap6s cada observagdo ter recebido um peso por meio da matriz W, segundo
algum método de regressdo robusta, os dados foram padronizados de modo que as

matrizes X' WX e X'WY se transformaram em matrizes de correlagio.
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Na determinacdo do valor de k para a regressdio em cristas, quatro métodos
foram utilizados: o estimador de Lindley e Smith (LS), o estimador de Hoerl, Kennard e
Baldwin (HKB), o estimador de Lawless e Wang (LW) e o estimador generalizado
(GEN).

Lindley e Smith (1972) basicamente propuseram um estimador bayesiano para

k, obtido a partic dos dados, apés o ajuste do modelo de regressio em que

2

B; ~ (.f ,0'/23). Neste caso, o pardmetro k & da forma onde 0; ¢ a varidncia da

L
Op

2
distribuigdo a priori de f; e k € estimado por k™= j—z, conforme expressdo (38) de
B
Lindley e Smith (1972). Os autores apresentaram uma condi¢fo para a qual o erro
quadritico médio do estimador proposto (LS) é menor que o de minimos quadrados.

Concluem, ainda, que a chance de que a condig@o seja satisfeita tende rapidamente a um

quando n cresce.

Hoerl, Kennard e Baldwin (1975) propuseram o estimador HKB, k = pAé; , ho

p'p

qual 6> e B sdo estimados por minimos quadrados e demonstraram também, por meio

de simulagdes, que esse estimador produziu erro quadratico médio para os coeficientes
de regressdo menor quando comparado com o de minimos quadrados.
Lawless e Wang (1976) sugerem um estimador ligeiramente diferenciado do

estimador de Hoerl, Kennard e Baldwin. Escrevendo o estimador HKB como

6 A B ~ . 6
k=2 , para &; = f3;, os autores propdem o uso do estimador k = P

Y a7 3 4,87

i=1 i=1

, o qual

os valores A, sdo os autovalores da matriz X'X. Apés simulagdes os autores
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concluiram por um bom desempenho desse estimador, no que diz respeito ao critério do
erro quadritico médio.

O estimador generalizado GEN foi proposto por Hoerl e Kennard (1970) como
uma forma de extensdo ao procedimento de regressio em cristas que permite separar os
pardmetros viesados para cada varidvel explicativa. Basicamente o modelo linear
y=Xp+¢ €& reescrito em sua forma candnica y=Za+¢g, por meio de algumas
transformacgdes. Em termos de sua forma candnica, o estimador em cristas generalizado

é soluggo de (Z'Z + K )&GR =7Z'y . E em termos de seu modelo original, os coeficientes

em cristas generalizados sdo dados por B, =T -

As estimativas obtidas encontram-se organizadas na Tabela 5.1.
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Tabela 5.1 — Estimativas dos Coeficientes de Regressdao

MQ LS HKB LW GEN
X1 0,765 0,666 0,668 0,573 0,698

X2 | 0,565 0,345 0,348 0,222 0,431
SEMPESO | X3 | -0,248 0,117 0,119 -0,049 -0,163
X4 | -0,005 -0,003 -0,003 0,001 -0,049

X5 | 0,377 0,299 -0,300 0,239 0,357

X6 | 07375 0,185 0,187 0,131 0,196

MQ LS HKB LW GEN

X1 0,491 0,290 0,292 0,317 0,357

X2 | 0252 0,140 0,141 0,162 0,178

HUBER X3 | 0,120 0,174 0,173 0,156 0,143
X4 | 0,072 -0,060 -0,060 0,062 0,071

X5 | -0,465 -0,370 0,372 0,392 -0,365

X6 | -0,038 0,172 0,170 0,151 0,141

MQ LS HKB LW GEN

X1 1,015 0,613 0,618 0,332 0,882

X2 | 0429 0,246 0,248 0,112 0,270

ANDREWS | X3 | 0372 -0,080 -0,083 0,068 0,159
X4 | 0,110 -0,096 -0,096 -0,086 0,123

X5 | -0,720 -0,647 -0,648 0,560 0,612

X6 | -1,189 -0,202 -0,207 0,033 0,394

MQ LS HKB LW GEN

X1 0,781 0,462 0,466 0,278 0,629

X2 | 0439 0,250 0,252 0,122 0,270

HAMPEL X3 | 0487 0,024 -0,026 0,083 -0,048
X4 | 0,112 -0,098 -0,098 -0,089 0,128

X5 | -0,741 0,662 -0,663 0,572 0,630

X6 | -1,075 0,114 0,118 0,057 0,262

MQ LS HKB LW GEN

X1 0,866 0,525 0,530 0,403 0,756

X2 | 0339 0,195 0,196 0,143 0,222

RAMSAY | X3 | 0244 0,027 0,025 0,089 0,067
X4 | -0,097 -0,084 -0,084 -0,079 0,112

X5 | -0,569 0,498 0,499 -0,460 0,467

X6 | -0,695 -0,046 -0,049 0,051 0,178

Fonte: Lawrence e Marsh (1984).

5.3 — Resultados

Marquardt (1970) estabelece que os fatores de inflag@o de varidncia (FIV) para o

procedimento de regressdo em cristas sdo os elementos da diagonal principal de
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(X'X+41)" - (X' X)- (X X +AD)7,
em que X'X estd escrito na forma de matriz de correlacéo e k é o valor utilizado na
expressdo do estimador da regressdo em cristas.

As conclustes apresentadas por Lawrence e Marsh (1984) foram baseadas no
fator de inflagdo da variincia (FIV) e nas estimativas dos coeficientes da regressio.
Inicialmente, todos os métodos de regressio em cristas obtidos através da utilizacfio das
diferentes expressdes de k , reduziram os FIV’s como esperado. Os métodos LW e GEN
foram os que forneceram uma maior reducio dos FIV’s. Os métodos LS e HKB
apresentaram resultados bem parecidos tanto em termos de FIV’s, quanto em termos de
coeficientes estimados.

Apesar de os FIV’s terem sido reduzidos nos métodos L-W e GEN, no caso
particular do método L-W, os FIV’s ficaram muito préximos uns dos outros, enquanto
que no método GEN, os FIV’s gerados variaram consideravelmente.

Em termos de credibilidade das estimativas para o modelo de fatalidades, o
método LW foi o tnico que consistentemente produziu os sinais esperados para as
estimativas dos coeficientes do modelo de regressio robusto. Nenhum método produziu
resultados razodveis nos casos em que néo foram utilizados pesos.

De certa forma, a técnica robusta Huber parece ser a que apresenta resultados
consistentes com aqueles que eram esperados. Contudo, o método LW que produziu
consistentemente os sinais corretos sob todas as técnicas robustas, apresentou FIV
maior que cinco sob a técnica Huber. Isso sugere que alguma multicolinearidade ainda
persistiu apés a aplicagdo desse método. Esse parece néo ser o caso para o estimador
LW sob as técnicas robustas Andrews ou Hampel. Contudo, essas técnicas robustas néo

proporcionaram resultados razodveis quando outros estimadores em cristas foram
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usados. Dessa forma, a técnica robusta Huber parece ser a mais estdvel e a mais
confidvel para esses dados.

Consequentemente, a técnica robusta Huber usada em conjunto com o estimador
LW forneceu o melhor o melhor método de ajuste no modelo que relaciona o mimero de
fatalidades na inddstria mineradora de carvdo dos Estados Unidos em funcfo das

varidveis explicativas descritas.
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Capitulo 6

Aplicacoes

6.1 — Introducio:

O presente capitulo tem por objetivo a aplicagio de algumas das técnicas de
andlise apresentadas anteriormente ao conjunto de dados reais do projeto: Relacéo
Estrutura-Atividade de Anestésicos Locais N,N [Dimetilamina] Etil Benzoatos
Para-Substituidos, (RAE-CEA-9710, André, Elian e Bruscato, 1997).

O projeto é originalmente da 4rea farmacoldgica e investiga o efeito de diversos
tipos de anestésicos locais sobre o cora¢do de ratos. O interesse desse estudo consistiu
em verificar quais caracteristicas fisico-quimicas da molécula de determinada droga

influenciam mais em sua poténcia téxica, definida como a dose de droga necesséria para
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ocorrer uma redugio de 30% na freqiiéncia do atrio. Para tal, foram utilizados setenta e
dois ratos, homogéneos entre si, divididos em quatorze grupos, contendo de trés a oito
ratos. Cada grupo foi submetido a uma droga diferente e a poténcia téxica calculada

ap6s a realizacdo de um experimento, descrito no referido trabalho.

6.2 — Descriciio das Varidveis:

Foram consideradas dez varidveis independentes, constituidas exatamente por
dez caracteristicas fisico-quimicas das préprias drogas, de modo que seus valores sdo
determinados sem erro. Estdo divididas em quatro grupos, de acordo com o efeito ao
qual se referem.

As varidveis do grupo do efeito estérico mediam um comprimento relacionado
ao grupamento substitninte. Sdo elas:

e L: comprimento do grupo substituinte ao longo do eixo da ligagio com o
esqueleto da molécula (medido em Angstron);
e Bl e B4: larguras do comprimento substituinte a partir do eixo da

ligacdo, perpendiculares a ele (medidas em Angstron).

As varidveis do grupo do efeito eletrénico mediam o efeito de dispersio de carga
em torno do anel benzénico e eram definidas como:
e F: componente de campo (adimensional);
e R: componente de ressonincia (adimensional);
e SIGMA: constante de Hammet — combinagfo linear das duas anteriores

(adimensional);



e C (CARBONILA): freqgiiéncia de estiramento da carbonila medida por

espectroscopia no infra-vermelho (em cm™).

As varidveis do grupo do efeito hidrofébico mediam quanto as moléculas da
droga misturam-se na dgua e eram definidas como:
e LOG.PAPP: logaritmo do coeficiente de partigio Sleo-dgua medido
(adimensional);

e PI: coeficiente de parti¢do 6leo-dgua calculado (adimensional).

A varidvel do grupo de outros efeitos é:

o MRA4: refratividade molar (adimensional),

e a varidvel resposta é dada por:

e POTRENCIA: -log(DEsg), onde DEj3 é a dose de droga necessdria para
ocorrer uma reducdo de 30% na freqiiéncia do atrio em relagdo ao
controle (adimensional).

Na anélise da relacfio entre a varidvel resposta e as varidveis independentes foi
utilizado um modelo de regressfio linear muiiltipla. Desconfiava-se, no entanto, da
presenca de multicolinearidade e, por esse motivo, André, C. D. S. de, Elian, S. N.,
Bruscato, A. (1997) consideraram trés grupos de varidveis independentes, obtidos com
base na matriz de correlagGes (Tabela A.1, Apéndice A).

e Grupo 1: formado por todas as varidveis independentes consideradas no
projeto;

e Grupo 2: formado pelas varidveis independentes mais correlacionadas

linearmente (coeficientes de correlagio linear de Pearson) com a varidvel

65



Como

poténcia em cada um dos quatro grupos de efeitos. Sfo elas: B4,
SIGMA, LOG.PAPP e MR4;

Grupo 3: Foi construido um dendograma (Tabela A.2, Apéndice A) de
modo a agrupar as varidveis independentes altamente correlacionadas
entre si. Realizado um corte ao nivel 7,5, foram obtidos cinco
agrupamentos: LOG.PAPP e PI; L, MR4 e B4; R e C; Bl e SIGMA e F.
O grupo 3 foi formado pelas varidveis independentes mais
correlacionadas linearmente com a varidvel poténcia em cada um dos
agrupamentos obtidos. Essas varidveis sio B4, SIGMA, F, R e
LOG.PAPP.

os grupos 2 e 3 contém varidveis independentes altamente

correlacionadas entre si, aplicaremos o procedimento de regressiio em cristas e algumas

das técnicas de diagnéstico apresentadas nos capitulos anteriores. Para tal, as anélises

serdio desenvolvidas no pacote computacional R. Alguns comandos utilizados

encontram-se no Apéndice B.

6.3 - Anilises

Inicialmente, aplicaremos o procedimento de regressdo em cristas calculando

algumas das medidas de diagndstico para o grupo 2. Posteriormente, 0 mesmo seré feito

para o grupo 3.

e Grupo 2:

Os coeficientes do modelo de regressdo ajustado através do procedimento de

minimos quadrados para o grupo 2 encontram-se na Tabela 6.1.
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Tabela 6.1 - Ajuste do Modelo

r Minimos Quadrados - Grupo 2

Estimativas | Erro Padrio | Valor da estatisticat | p-valor
(Intercepto) 3,11 0,11 27,83 <e-16
B4 0,11 0,08 1,31 0,1932
SIGMA -0,60 0,09 -6,85 2,81e-09
LOG.PAPP 0,31 0,04 8,45 3,78e-12
MR4 -0,29 0,13 -2,19 0,0318

Na anilise realizada, é possivel perceber que o coeficiente da varidvel B4 ndo é
estatisticamente significante ao nivel de 0,05. Uma possivel razdo para esse fato seria a
existéncia de multicolinearidade nos dados. A fim de detectd-la, foram calculados os

FIV’s associados a cada varidvel, que se encontram na Tabela 6.2.

Tabela 6.2 - Fator de Inflaciio da Varincia - Procedimento de Regressdo de MQ - Grupo 2

Variavel B4 SIGMA LOG.PAPP MR4

FIV 28,75 1,83 3,62 26,17

Assim, podemos perceber que as varidveis B4 e MR4 sdo altamente
correlacionadas com uma ou mais varidveis independentes por apresentarem FIV maior
que 5.

Uma outra forma de avaliar a multicolinearidade é por meio do nimero

- : A ) .
condicional &, que é obtido pela razio x=—"", onde A, € o maior autovalor da

min

matriz (X'X), na sua forma de correlagdo, enquanto que A, reflete o menor autovalor
da matriz (X'X). Seus autovalores sdo dados por: 3,1562; 0,6171; 0,2080; 0,01865.

Adwe 31562
A 001865

=169,2. Como 100< x <1000, podemos concluir

pela existéncia de sensivel multicolinearidade nos dados.
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Por esse motivo serd adotado o procedimento de regressio em cristas,
determinando, inicialmente, o valor para k através da anélise do trago, para k variando
de zero a dois. O trago corresponde ao grifico dos valores das estimativas em fung¢io de

k.

04

t(x$ooef)
0.0 0.1 02 03
| |

-0.1
L

02
|
)

x$lambda

Figura 6.1 — Trago para as varidveis: B4, SIGMA, LOG.PAPP e MR4 - Grupo 2

Através da Figura 6.1, podemos perceber que a partir de k =1,5 os coeficientes
de regressfo tendem a se estabilizar. Assim, esse valor serd escolhido e um modelo de

regressdo em cristas para os dados do grupo 2 pode ser expresso por:

Y =319+0,04-B4—0,61- SIGMA +0,29 - LOG.PAPP-0,16- MR4 .
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Os valores dos FIV’s para as varidveis do grupo 2, ap6s ajuste de um modelo de

regressdo em cristas, decresceram consideravelmente e sdo dados por:

Tabela 6.3 - Fator de Inflacdo da Variéncia - Procedimento de Regressdo em Cristas - Grupo 2

Varidvel B4 SIGMA LOG.PAPP MR4

FIV 0,09 0,02 0,04 0,09

Foram calculados os elementos da diagonal principal da matriz
H = Z(Z'Z + kI )—1 Z', obtidos a partir da expresséo da se¢do 5.3, com fung¢do similar
A matriz “hat” na estimag@o por minimos quadrados. As observagdes 64, 65 e 66 foram
consideradas como as mais influentes, com valor h: =0,169. Isso pode ser verificado

na Figura 6.2. Ao analisarmos suas caracteristicas, percebemos que esses ratos
apresentaram os maiores valores de SIGMA (0,72) e foram os tnicos trés ratos com

valores negativos em LOG.PAPP (-0,70).

(9]
=
(@]
‘Q cooooo
c c
©oooooo ocooo
OOOC5c000000
8 ooo
8 - coocooo
ooooo
ooocooo
COCOO 46000660
T T T T T T T T
o 10 20 30 40 50 60 70
Index

Figura 6.2 - Valores da diagonal principal da matriz H* - Grupo 2
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E necessério enfatizar, ainda, que, por meio desse modelo de regressio em
cristas, ndo foram detectados pontos influentes através da medida D:, no que diz

respeito ao grupo 2. Realizado o ajuste pelo método dos minimos quadrados, de acordo
com as medidas tradicionais, oito seriam as observagdes influentes: 21, 44, 64, 65, 68,

69,70e 71.

Com relagio s medidas de influéncia local, 4, =0,046842 e a curvatura

médxima foi obtida resultando em C, , = 2 '1;““ £ 210032
o 0,03910028

=2,40. Dessa forma,

alguma sensibilidade local existe nos dados, de acordo com o critério de Cook

(C... >2). Contudo, pelo critério sugerido por Loynes (1997), C,. =2,40<8, pelo
fato de p=4. Assim, a partir dos critérios de Cook e Loynes, podemos concluir pela
existéncia de uma sensibilidade moderada.

Ap6s a obtengiio do maior autovalor A, , seu autovetor associado também nos
fornece informagdes sobre os pontos mais influentes. Neste caso, as coordenadas com

maiores valores correspondem aos pontos mais influentes. Para o grupo 2, destacamos

os ratos de nimeros: 44, 46, 21, 67, 45 e 47. Todos apresentaram valores superiores a

|O,2| , fato que pode ser verificado na Figura 6.3.

70



o
o
=
o
8 ’
o
° oo o° ° <
o 2 o
©.
o o o < o o o o
8 %o L, © e os of%n o °°, °© o
o o o o o e o
o o & ©
co 2
oo <
o
o
y- - -
o
T T T T T T T T
o 10 20 30 40 50 60 70
Index

Figura 6.3 - Andlise da Influéncia pelos componentes do autovetor associado a /'L:m - Grupo 2

A inclinagio maxima [, foi determinada, apds obtenciio dos residuos do

modelo de regressdo em cristas, de acordo com

2%
VLDs|= 3 1—(‘3:)2
- a° ’
obtendo-se
[VLD;|=12,72.

Um critério de avaliagio para essa medida de inclinagdo mixima é dado pela
raiz quadrada de 2n+4+/14n que, para os dados do grupo 2, equivale a 16,46.

Assim, como [, =12,72 <16,46, temos que [ ,, ndo sugere sensibilidade local

X
para os dados do grupo 2. Mas, ainda sim, esse método proporciona medidas individuais

I,, de modo a indicar quais observa¢des contribuem mais para [, . Os valores

=\2
individuais [, =[1—@J referentes a0 grupo 2 encontram-se na Tabela 6.4 e na
(o2
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Figura 6.4. Por meio delas, detectamos quatro observacdes cujos valores [, sfo
perceptivelmente maiores que as demais: 21, 38, 44 e 46, sendo que duas delas, a saber,
as observagdes 21 e 44, ja haviam sido diagnosticadas pelo método de minimos

quadrados.
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Figura 6.4 - Medidas Individuais /; - Grupo 2
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Tabela 6.4 — Valores absolutos de [, para os dados do Grupo 2

Caso l I, l Caso | I l Caso I I, | Caso I I, I Caso | I, |
1 0,06 16 1,69 31 0,74 46 2,18 61 0,62
2 0,06 17 0,77 32 0,48 47 0,27 62 0,22
3 0,68 18 0,52 33 1,00 48 0,11 63 0,70
4 0,29 19 0,65 34 0,03 49 1,43 64 0,94
5 0,98 20 0,47 35 1,00 50 0,99 65 0,87
6 1,00 21 8,10 36 0,96 51 0,91 66 0,57
7 0,52 22 0,29 37 0,14 52 1,01 67 0,71
8 0,52 23 0,09 38 3,07 53 1,46 68 0,25
9 0,86 24 1,03 39 0,91 54 0,57 69 0,79
10 0,92 25 0,73 40 0,99 55 0,57 70 0,68
11 0,04 26 0,96 41 0,70 56 0,99 71 0,93
12 0,07 27 0,56 42 0,80 57 0,87 72 0,04
13 0,82 28 0,51 43 0,21 58 0,90
14 0,98 29 0,11 44 6,53 59 0,96
15 0,67 30 0,75 45 0,51 60 0,90
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e Grupo 3:

Com relagfio ao grupo 3, as estimativas dos parimetros do modelo obtidas via

minimos quadrados estdo organizados na Tabela 6.5.

Tabela 6.5 - Ajuste do Modelo

r Minimos Quadrados - Grupo 3

Estimativas | Erro Padrdo | Valor da estatisticat | p-valor
(Intercepto) 3,27 0,07 47,28 <2e-16
B4 -0,07 0,03 -2,47 0,0161
SIGMA 0,60 0,55 1,10 0,2754
F -0,98 0,57 -1,73 0,0890
R -1,45 0,60 -2,40 0,0192
LOG.PAPP 0,30 0,04 6,82 3,41e-09

Nesse ajuste é possivel perceber que os coeficientes das varidveis SIGMA e F

ndo sfo estatisticamente significantes ao nivel de 0,05. Os FIV’s associados a cada

varidvel foram obtidos com a finalidade de verificar a existéncia de multicolinearidade e

encontram-se na Tabela 6.6.

Tabela 6.6 - Fator de Inflaciio da Varifincia - Procedimento de Regressdo de MQ - Grupo 3

Variavel

B4

SIGMA

F

R

LOG.PAPP

FIV

3,92

74,15

22,68

54,62

5,68

Desse modo, podemos perceber que as varidveis SIGMA, F, R e LOG.PAPP sio

altamente correlacionadas com uma ou mais varidveis independentes jd que apresentam

FIV maior que 5.
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Os autovalores da matriz (X'X) sdo dados por: 3,1756; 1,0058; 0,6851; 0,1267

& Q006G Lago, 3 = = 736
A 0,0066

min

=481,15. Como 100 < x < 1000, podemos concluir

pela existéncia de forte multicolinearidade nos dados.
Como forma de contornar o problema da multicolinearidade, um modelo de
regressdo em cristas serd ajustado. Mas, para isso, o traco serd analisado como critério

de escolha para o valor para k, tomando k variando de zero a dois.

04
|

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
x$lambda

Figura 6.5 — Trago para as varidveis: B4, SIGMA. F, R e LOG.PAPP - Grupo 3

Através da Figura 6.5, podemos perceber que a partir de k =1, os coeficientes
tendem a se estabilizar. Assim, esse valor serd escolhido e um modelo de regressdo em

cristas para os dados do grupo 3 pode ser expresso por.

Y =3,27—-0,07-B4+0,02-SIGMA — 0,44 -F—0,81-R +0,30- LOG.PAPP
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Os valores dos FIV’s para as varidveis independentes do grupo 3, apds ajuste de

um modelo de regressdo em cristas, decresceram consideravelmente e sio dados na

Tabela 6.7.

Tabela 6.7 - Fator de Inflacdo da Varincia - Procedimento de Regressiio em Cristas - Grupo 3

Varidvel

B4

SIGMA

F

R

LOG.PAPP

FIV

0,04

0,11

0,05

0,09

0,06

Calculando-se os elementos da diagonal principal de H’ :Z(Z'Z+kI* )—] VA

temos, também, que as observacdes 64, 65 e 66 foram consideradas como as mais

influentes, com valor h: =0,172. Esse fato pode ser verificado por meio da Figura 6.6.

Ao investigarmos suas caracteristicas podemos perceber que esses trés ratos, assim

como no grupo 2, apresentaram os maiores valores de SIGMA (0,72) e foram os tinicos

a apresentarem valores negativos em LOG.PAPP (-0,70). Mas, além disso,

apresentaram os maiores valores da varidvel F (0,54) e da varidvel R (0,22).

0.15

0.10

0.05

Figura 6.6 - Valores da diagonal principal da matriz H* - Grupo 3
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Considerando o modelo de regressido em cristas ajustado para os dados do grupo
3, também néo foram detectados pontos influentes por meio da medida D; . Mas se o

procedimento adotado fosse pelo método de minimos quadrados, sete seriam as

observages influentes: 21, 44, 64, 65, 69, 70 e 71.

A curvatura méxima obtida foi C , = 2./1;"’“ = 290525435
o 0,03663602

=2,87. Dessa

forma, alguma sensibilidade local existe nos dados, de acordo com o critério de Cook

(c

> 2). Mas, pelo critério sugerido por Loynes (1997), C,... =2,87 <10, pelo fato

de p=35. Desse modo, a partir dos critérios de Cook e Loynes, podemos concluir por
uma sensibilidade moderada.
O autovetor associado a A referente aos dados do grupo 3 sugere como

influentes os ratos de nimeros: 44, 43, 46, 49, 21, 48 e 45, todos com componente de

A € maiores que [0,2|, como pode ser verificado na Figura 6.7.
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Figura 6.7 - Andlise da Influéncia pelas componentes do autovetor associado a A, - Grupo 3
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A inclinagio méxima [ foi estimada, para o grupo 3, obtendo-se

+\2 2 %
VLDg|= Z[l—(‘;j—” :

i=1

VLD,

=13,53.

Assim, como [, =13,53<16,46, temos que /,, ndo sugere sensibilidade local
para os dados do grupo 3. Os valores individuais [, referentes ao grupo 3 encontram-se

na Tabela 6.2 e na Figura 6.8. Com base nelas, detectamos quatro observagdes que sdo
perceptivelmente maiores que o restante dos dados: 21, 38, 44 e 49, sendo que as
observagdes 21, 38 e 44 ja haviam sido detectadas no Grupo 2. Acrescenta-se, ainda,

que, as observagdes 21 e 44 também foram identificadas pelo método de minimos

quadrados e pelas componentes de A, .
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Figura 6.8 - Medidas Individuais [, - Grupo 3
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Tabela 6.8 — Valores absolutos individuais /; para os dados do Grupo 3

Caso I L | Caso Ili | Caso lli I Caso lli | Caso Ili |
1 0,10 16 1,25 31 0,94 46 1,10 61 0,16
2 0,10 17 0,91 32 0,04 47 0,41 62 0,27
3 0,72 18 0,17 33 0,95 48 0,77 63 0,92
4 0,05 19 0,29 34 0,41 49 2,43 64 0,97
5 0,91 20 0,69 35 0,95 50 0,98 65 0,80
6 0,99 21 10,5 36 0,76 51 0,70 66 0,42
7 0,24 22 0,32 37 0,81 52 0,18 67 0,68
8 0,24 23 0,85 38 2,39 53 0,54 68 0,10
9 0,97 24 0,82 39 1,00 54 0,91 69 0,72
10 0,74 25 0,83 40 0,88 55 0,12 70 0,59
11 0,37 26 0,89 41 0,89 56 0,96 71 0,90
12 0,28 27 0,68 42 0,95 57 0,57 72 0,23
13 0,95 28 0,29 43 1,34 58 0,63
14 0,89 29 0,46 44 4,96 59 0,99
15 0,84 30 0,60 45 0,24 60 0,63

Com base nas medidas individuais [;, foram identificadas as observagdes 21, 38,

44 e 46 no Grupo 2, ou seja, sdo as que mais contribuem para a inclinagio maxima

I nax - J4 no Grupo 3, essas observagdes sio as de niimero 21, 38, 44 e 49.

agora reduzidos, encontram-se na Tabela 6.9.

Eliminadas essas observagdes, os modelos selecionados para os grupos 2 e 3,
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Tabela 6.9 - Modelos de Regressio em Cristas com Observaces Eliminadas nos Grupos 2 € 3

Grupo 2 - Y= 3,17 +0,06B4—0,62SIGMA +0,25LOG.PAPP — 0,15MR4
reduzido

Grupo3- | ¥=326-0,05B4—0,04SIGMA—0,37F —0,72R +0,27LOG.PAPP
reduzido

Ap6s o ajuste desses dois modelos de regressio em cristas verificamos, ainda,
que, para os dois grupos reduzidos considerados, os valores do FIV (que ji eram baixos)
decresceram um pouco mais. Isso significa que a multicolinearidade foi sensivelmente
reduzida precisamente em fungio da eliminagdo das observagdes que mais contribuiam

para a inclinagdo méxima [, , fato que pode ser constatado na Tabela 6.10.

Tabela 6.10 - Comparagiio de Valores FIV

FIV do Modelo de Regressdo em Cristas do Grupo 3 (n=72)

B4 SIGMA F R LOG.PAPP
0,04 0,11 0,05 0,09 0,06
FIV do Modelo de Regressdo em Cristas do Grupo 3 Reduzido (n=68)
B4 SIGMA F R LOG.PAPP
0,04 0,06 0,03 0,05 0,05

FIV do Modelo de Regressdo em Cristas do Grupo 2 (n=72)

B4 SIGMA LOG.PAPP MR4
0,09 0,02 0,04 0,09
FIV do Modelo de Regressdo em Cristas do Grupo 2 Reduzido (n=68)
B4 SIGMA LOG.PAPP MR4
0,05 0,02 0,04 0,05

Os valores para a inclinagdo méxima [,,; foram novamente obtidos para os
grupos reduzidos 2 e 3 e seus valores sdo, respectivamente, 8,2 e 7,7. Pelo fato de serem

ambos menores do que a raiz quadrada de 2n+4+14n, que nesse caso é 16,1,

continuam ndo sugerindo sensibilidade local nos dados.
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Podemos concluir, com base no que foi exposto no presente capitulo, que as
técnicas de regressdo em cristas foram eficientes no que diz respeito ao seu objetivo
principal, qual seja, o de contornar o problema da multicolinearidade existente no
conjunto de dados.

E possivel concluir, ainda, que ao utilizar medidas de influéncia adaptadas para
modelos de regressio em cristas, a quantidade de observacdes influentes, obtida pelos
diversos métodos empregados, geralmente diminuiu quando comparada com a

quantidade de observagdes influentes obtidas por minimos quadrados.
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Capitulo 7

Consideracoes Finais

Com base na abordagem descrita nesse trabalho, para o ajuste de um modelo de
regressdo na existéncia de multicolinearidade, sugerimos a realizagdo dos seguintes
passos:

1) Verificar se a multicolinearidade é gerada por pontos discrepantes. Em caso
positivo, o uso de estimadores viciados, em particular o estimador em cristas, pode ndo
ser uma alternativa eficaz. Para saber se a multicolinearidade é gerada por pontos
discrepantes, graficos de dispersio dos componentes principais normalizados
correspondentes aos maiores autovalores da matriz de correlagio devem ser elaborados.
Esses graficos devem apresentar um comportamento aleatério dos pontos caso os dados

nfio contenham multicolinearidade ou pontos extremos nas varidveis explicativas.
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Caso se conclua que a multicolinearidade é devida a natureza das varidveis € se
decida utilizar o procedimento de regressdo em cristas para solucionar o problema,
sugere-se:

2) Ajustar o modelo de regressdo em cristas, calcular as medidas D; e ou

DFFITS" (i) para cada observagio e identificar aquelas que sdo influentes;

3) Com o ajuste realizado é possivel efetuar a anélise das medidas de influéncia
local C,,, e .. . Além disso, podemos, também, medir a contribui¢do individual de
cada [, na inclinagdo maxima [, .

Detectados pontos influentes, caso se decidida pela ndo eliminagdo das
observagdes, sugerimos o uso das técnicas de regressiio robusta em cristas, apresentadas
no Capitulo 5.

A elaboraciio de um programa para o ajuste da técnica de regressido robusta em
cristas fica como sugestdo para um trabalho futuro.

Finalizando, gostarfamos ainda de destacar o recente artigo de Labra, Aoki e
Rojas (2007). Os autores propdem medidas de influéncia local para o estimador em
cristas em modelos cujos erros tém distribuicfo eliptica. Tal andlise, fora do contexto do
nosso trabalho que é restrito a modelos com erros com distribui¢do Normal, seria um

interessante topico de pesquisa futura.
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Apéndice A

Tabela A.1 - Matriz de correlacdes

POTENCIA

POTENCIA 1,00000

Bl -,52297
B4 ;62254
L » 59009
SIGMA -,81348
F -,50114
R -,71070
c - 71783
LOGP , 86043
PI , 82978
MR4 57726

Bl

1,00000
-,26457
-,32040
, 80866
£ 39930
, 70208
77981
-,41238
-,35617
-,28404

B4

1,00000
£ 96832
-,53280
-,15120
=, 55751
-,62815
»80174
77351
. 98041

L

1,00000
-,49920
-, 04275
-,56589
-+,60560
79031
76025
» 98715

SIGMA

1,00000
» 54931
86196
92954

-,66814

-,61331

-,50182

1,00000
06856
, 28694

-,48965

-,53433

-,11206

1,00000

£94048
-, 54307
-,44876
-,52023

c

1,00000
-,59914
-,51699
-,58559

LOGP

1,00000
,99098
,77908

PI

1,00000
¢ 75597

1,00000
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Tabela A.2 - Dendograma da Analise de Agrupamento

Método: Centréide
Medida de similaridade: Correlac@o linear de Pearson

SIGMA

CASE 0 5 10 15
Label Num +———————— +—— o R +—————— +
LOGP 8
P g
L 3 ‘

MR4 10 ]
B4 2 —
R 6
c 7
1
g
5



Apéndice B

Apresentaremos a seguir os comandos utilizados no software R. Os pacotes
necessdrios foram: car e MASS. A titulo de ilustragio, todas as rotinas a serem
apresentadas aqui correspondem aquelas utilizadas para as andlises do grupo 2. A
diferenga para o grupo 3 reside apenas na troca de varidveis.

e Calcular os valores do FIV associado a cada varidvel a de um modelo:
> vifIm(POTENCIA~B4+SIGMA+LOG.PAPP+MR4, dados=ratos))
e Padronizacdo de matrizes:
> x<-scale(X, center=TRUE, scale=TRUE)
e Matriz inversa de X:
> solve(X)
e Obter residuos de um modelo de regress@o de minimos quadrados:
> residuals(Im(POTENCIA~B4+SIGMA+LOG.PAPP+MR4, dados=ratos))
e Contrucio do Trago para a escolha de &k, com k variando de 0 a 2:
> plot(Im.ridge(POTENCIA~B4+SIGMA+LOG.PAPP+MR4, ratos, lambda=seq(0, 2,

0.05)))
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e Determinagio do modelo de regressdo em cristas apds a escolha de £ :

> Im.ridge(POTENCIA~B4+SIGMA+LOG.PAPP+MR4, ratos, lambda=1.5)

® Obtencdo dos residuos do modelo de regressdo em cristas:
1) chamenos de br o vetor dos coeficientes do modelo em cristas estimados;
> br<-matrix(c(b0, bl, b2, b3, b4), nrow=5)
2) Criar um vetor de U de tamanho 72.
> U<-rep(1,72)
3) Dispor os vetores de interesse em uma matriz X.
> X<-cbind(U, B4, SIGMA, LOG.PAPP, MR4)
3) Escrever a funcio dos residuos em cristas.
> eridge<-POTENCIA-X%*%br
e (Obtencdo da inclinacdo méxima:
> eridge2<-eridge2
> grad<-(U-(eridge2/s2))
> grad2<-grad”™2
> grad3<-sum(grad2)
> grad4<-sqrt(grad3)
e Medidas individuais /; da inclina¢iio mdxima:
> 11<-(1-(eridge2[1,]/s2))
e Estimador de minimos quadrados de o :
> res<-c(residuals(modelo))
> res2<-res2
> s2<-sum(res2)/(72-5)

e Curvatura maxima:
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> D<-diag(c(eridge))
> m<~-(D%*%X%* %osolve(t(X)%* % X+1.5%diag(1,5))%*%t(X)%*%D)
> eigen(m)$values
OBS: O maior autovalor foi obtido colocando em ordem crescente os autovalores por
meio do comando:
> sort(eigen(m)$values)
e Matriz “hat” na regressfo em cristas:
> H<-X%*%solve((t(X) %* % X+1.5%diag(1,5))) %* %t(X)
> h<-diag(H)
e FIV na regressiio em cristas:
> vifr<-solve(t(X)%*%X+1.5*diag(1,4))%* %t(X)%* %X %* osol ve(t(X) %* %X+1.5*diag(1 ,4))
> vifridge<-diag(vifr)
e Célculode D, :
> Di<-(1/(5%1.5))%* %ot(b-b1) %* %t(X ) %* %o X %™ %(b-bi),
sendo que b representa o vetor dos estimadores em cristas com todas as observagdes e bi
representa o vetor dos estimadores em cristas sem a i-ésima observago.
e Obtencdo do vetor dos estimadores em cristas bi sem a i-ésima observacio:

> Im.ridge(POTENCIA ~B4+SIGMA+LOG.PAPP+MR4 ratos, subset=c(1:i-1,i+1:72),
lambda=1.5)
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