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Resumo

Modelos de Regressão em Cristas, embom possam ser considemdos como casos

particulans do modelo de regmssão linear geral, apresentam camcterísticas próprias e

problemas específicos- São geralmente utilizados pam contomar o problema da

multicolinearidade, consequência da existência de ralações lineanos ente as variáveis

explicativas. No presente trabalho nos dedicamos, inicialmente, à discussão do

problema da multicolinearidade induzida por pontos discnpantes. Serão analisados

alguns procedimentos pam auxiliar a identificação de multicolinearidade gerada por

pontos discrepantes. Medidas de influência adaptadas ao contexto de regressão em

cristas serão apresentadas bem como medidas de influência local. O modelo robusto em

cristas será abordado e, finalmente, alguns dos procedimentos descritos senão aplicados

em um conjunto de dados mais.



Abstract

Ridge Regression Modela, even se can be considered as a particular case of the

general linear regmssion modem, they present propor chamcteristics and specific

problems. 'lbese modems an used, in general to solve the problem of multicollinearity,

which is a consequente of existence of linear relation among Kgnssor variables. In the

pnsent work, we dedicate, initially, to the discussion of the problem of outlier-induced

multicollineaiity. Some procedures will be analyzed as helpful ncommendations for

outlier-identification techniques. Influence measures in ridge regmssion and local

influente approaches will be presentes Robust ridge regression model will be treated

and, ãinally, some of the described proceduns will be applied to a Kal data set.
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Capítulo l

Introdução

Modelos de recessão linear múltipla são frequentemente utilizados na

ilação de uma variável resposta com um conjunto de variáveis explicativas.

l)entm desse contexto, o método de mínimos quadrados é a forma mais comum

de obtenção de estimadores dos parâmetros e, satisfeitas as suposições básicas, o

procedimento apmsenta boas propriedades.

Mas, frequentemente, o problema da multicolinearidade, ou seja, a existência de

relações entre as variáveis explicativas, está presente nos dados reais. Esse fato

invariavelmente compromete os insultados obtidos pelo método dos mínimos quadrados

pois, por exemplo, eleva consideravelmente a variância dos estlmadores dos seus

coeficientes de regressão. Outms sérias conseqüências podem, ainda, ser destacadas.

análise daa

l



Nesse sentido, os estimadoms em cristas(ridge) surgiram com o objetivo

explícito de contomar o problema da multicolinearidade. Dessa fomla, modelos de

regressão em cristas seriam ajustados para, posteriomlente, senm analisados.

Nesse trabalho, nos dedicanmos ao estudo de medidas de influência para o

procedimento de ngKssão em cristas. Tais medidas teriam a ümalidade de identificar

observações influentes quando os parâmetros do modelo de agressão linear são

estimados atmvés do procedimento de regnssão em cristas. Iniciaremos o üabalho com

a apresentação de uma situação específica, qual seja, aquela na qual a

multicolinearidade é induzida por pontos discnpantes. Isto será feito no Capítulo 2.

No Capítulo 3 apresentaremos uma adaptação das medidas de influência

tradicionais ao contexto de regressão em cristas.

O Capítulo 4 discute as chamadas medidas de influência ]oca], que se

difemnciam daquelas descritas no capítulo anterior pelo fato de semm aplicáveis apenas

em procedimentos de estimação por meio de função de veiossimilhança.

No Capítulo 5, o método robusto de estimação em cristas será aposentado como

altemativa à busca e retimda de observações discKpantes. Finalmente, no Capítulo 6,

serão realizadas algumas aplicações em um conjunto de dados reais.



Capítulo

Mulücolinearidade Gerada por Pontos

Discrepantes

2.1-Introdução

O objetivo principal desse capítulo será o de analisar um particular tipo de

multicolineaúdade, que é aquela gerada especificamente por pontos discnpantes e

avaliar o efeito que esse tipo de problema pode exercer nos estimadores dos coeHcientes

do modelo de regressão. Em seguida, serão propostos alguns procedimentos para

detectar esses pontos discrepantes.

Apresentaremos, inicialmente, uma breve descrição dos conceitos básicos

necessários ao desenvolvimento do capítulo e do estante do trabalho.

3



2.2 Mulücolinearidade e Estimadores em Cristas

Um modelo de regressão linear múltipla com variável Bsposta r e

explicativas x. , x: , ... , xP' não aleatórias, p(xle ser descrito pela equação:

y= D.+ lsa~'....+ $px- '

Em linguagem maüicial, esse modelo pode ser Restrito na forma linear geral

variáveis

como:

y = xli + € ,

O vetar-coluna y , de ordem n xl , corKsponderia ao conjunto de n observações

da variável resposta. A matriz X , de ordem nx(p+l), apresenta as observações das

variáveis explicativas e a coluna de números l cormsponde ao intercepta. O vetar

coluna li é o vetar de parâmetros a serem estimados enquanto que o vetor coluna €

representa o vetar de erros não observados.

Supomos, ainda, que c-.A'.(0,a:.l.), o que implica

1 0 0 0 0] Í'a: 0 0 0 0
0 t0001 10 a: 0 0 0

v(')-a: i.;.:lo o l o ol;lo o .: o o
ooo O tl lo O O O a:

E(:) 0 quee€



Um modelo de m

ser escrito como

ndente às variáveis explicativas p(xieavivave] Pngmssao agu

onde o vetar de estimadores P é KS aaoe rn

ê
Ó

ê

ctivo valor ajustados j; éaio :1siaV

odes
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2

y. y.

npnsenta o vetor de reeto

o estimados de mínimosS ()

enquanto que sua manouan

stado correspo

s'

PKsentado pot

A difennça ente cada valor observado y. e seu despe

íduo e; = y; 9. , sendo que

síduos.

2.2.1 - Estimadores de Mínimos Quadrados em Regressão Linear Múltipla

Constitui um resultado conhecido na litemtum qul

quadrados pam li é descrito por

Õ-(x'x)''x'y

Seu valoresperado é denotado por

.IÊ)-p ,
triz de covariância é

v'lÊ) - a: (x' x)''

].

e = y -- y -



Como podemos perceber, o estimador de mínimos quadrados P depende da

matiz inversa de X' X. No caso de haver uma perfeita dependência linear ente as

variáveis explicativas, a inversa da matiz X' X não existirá e o estimador P não poderá

serobtido.

Quando existe uma forte dependência linear, apesar de não ser uma peúeita

dependência linear, ainda assim o estimador $ pode ser obtido mas, como consequência

direta do problema da multicolinearidade, uma série de problemas surgirá

Nluiticolinearidade, basicamente, diz respeito ao problema da dependência entre

as variáveis explicativas nu: em nuu'as pata\:ras, remete a existência de combinação

linear enfie cçnhinas de X e: portanto: de X' X-

São várias as ímssív-eis fontes da muiticoiinearidade e em situações como essa: a

ão do esíimador !i não é aconselhável

IJm dos problemas causados nela multictoliReafidâdG faz com que: por exemplo,

pequenas mudanças nos dados amoslmis produzam grandes alterações gelam de

magnitudes. sejitm de sinais. no niónrio cstimador $ de mínimos Quadrados. Em outras

naiavras, o esticador amesentaü um comímíümcnto instável em funcho da existência

» tllll'lt;Fol; t'ieat'l/l al'in

2.2.2 -- Qt t.Êt; 24 r e ! Crlst2s

O estimados em cristas {.estimados ridge.) surgiu como uma forma de contornar {}

orubjema de multicolineandade aue nade aparecer em dados amostmts.

(.) es1lmador em cristas. onglnalmente nronosto nor Hoerl e Kcnnard t. ly7U). é

descrito nor

K



Íi% x+&l,)''x'y

A diferença ente o estimados em cristas e o de múiimos quadrados reside na

soma de uma constante k > O (gemlmente pequena) à diagonal principal da matriz

x'x.

Notamos que no caso em que k = O, o estimados Pst retoma à sua expmssão

conhecida de mínimos quadrados li .

Pode-se dizer que o problema com o estimador de mínimos quadrados, num

contexto de multicolinearidade, é que embora seja não viciado, sua variância é gmnde.

Por outro lado, o estimador em cristas é viciado mas seu erro quadütico médio

pode ser menor quc o do estimador não viciado ti de mínimos quadrados (Montgomety

c Pack, 1982: pg. 3 J 1 .}, devido ao decréscimo na variância.

Existem inúmeros critérios para a determinação do valer de k e vários deles

escritos e11} Oishi {liU83)esíãc} d

2.3 ijiagnósticn em 'vindeios de Regressãíi

Eiii algumas análises, as estatísticas básicas nodenl !mudar inu

nto aliiostnal é retirado. Esse Douto será deno111inado "lilíluentc'

Nesta sacão: descreveremos breves)ente algumas técnicas de diagllóstico co

ro de detectar lx)lltns iníHuenles no tltodelo y = XB + € com € - .4/.. lo.a2T..)

Ao estimar !í através de $ = (X'X) ' X'l' , esticador de ininimos quadnad-

de valores ajustados pam y , y , é dado oor:

iia qua11do u!!]



P

-x(x'x)''x'y

A maüíz ll , deãmida por X(X'X)'' X', também conhecida como matriz "hat", é

simét.ica e idemp.te«te (n: = nl e de g««de «tHidade « a«áhse de dias«óptico.

Os elementos da matiz H, Ã# , são dados por

", ; x'. (X'X)''x,,

enquanto que os elementos da diagonal principal Ã, '# são d

". - x'. (X' X)'' x.

e, a l-és/ma linha e aj-é.çíl??a linha da matriz X.

adospor

e x'onde x são, respectivamen{S (}11. sdJn l

A nra' manta cn t'-txil\nm rllln p+] e que 0< á;; < 1. Dessa maneira, o

n-.PI
"vala! médio de /!,, " é igual a -!:---:---

Uma possibilidade de identificação de pontos influentes sugere que se dê

especial atenção pam os pontos xi(i-ésima linha de X ) tais que A, > 2(e-:!J)

Eln particular, para p > 2, é difícil visualizar pontos x; distantes do grua) c a

diagonal de }l é uma importante fonte de infomtação.

E importante obsen'ar que nem sempm nm resíduo usual assai;lado a um ponto

discrcpaníc' é alia. (om esse ob crivo: c temi)éin compicincntando a analise, são

dcí:unidos 'vários ouà'os i:idos dc resíduos Quc- dcscnv'cícinos â scgua'.

Ãssiin coiro o en'o e. verifica-sc qiie ca(ía nsÍduo t-; {ainbém oossui média

zero. mas vadãnc as possivcíincntc desiguais: íx' s

Q



E(e)
V'(e) = a: (l. - n}

Dessa maneim, temos que

y(..)=a:(l-ã,} i ..,".

Com mação a algumas de suas classificações, temos que:

e o nsíduo e. = y, --j;, utilizado com muita fmqüência, é conhecido

como resíduo usual;

. o resíduo padronizado é representado por zi ; 3i, com ó': sendo o

Éb; - 9; ):
quadrado médio do resíduo, â: = -el;. ;

e o msíduo "iilte111a! le! te studentizado" é dado por C = :--i-::f;;
a.Ji-a.

e O nsíduo "extemamente studentizado" é deHmido como

---Zí:Zt-------- y. =x;Pn.
x'..,(x'..,x.,}'x..,]'

Os estimadores P(;) e õil) são obtidos da fomla usual, com base na amostra de

ri -- l observações, excluindo a l-éslma observação.

Podemos também escrever r; = . c--..=. , lembrando que o caso l não entraqa .J] - Aí

no cálculo de õ(í).

Com o objetivo de avaliar a influência de uma particular observação, são ainda

construídas medidas de influência.

A mais conhecida delas é a Distância de Cook (D de Cook), que é dada por:

9



,;-

Como

XPü) =P(.)

XP

temos altemativamente que

,.;! tlS #.
Com o objetivo de detectar influência, a lit

e analisar o caso com o mais alto l).

© analisar valores de D. próximos de l e maiores ou igu

A Distância de Cook D. também pode ser obtida sob a forma

A partir dessa expressão, observamos que pontos com alto valor de 4. ou n

apresentarão grandes valons de Z),

Uma medida de influência também muito utilizada é a l)/i1/77S que é dada por

.

onde õlz é o estima(tor de mínimos q\ladrados de gz sem a i-ésirna observação.

- --L . c:
ptl ' ).&

emtura sugereg

ais a l

10



2.4 Multicolinearidade Gerada por Pontos Discrepantes

Nesta seção, descreveremos o estudo realizado por Mason e Gunst (1985), que

mostra como a multicolinearidade pode surgir em função da existência de pontos

discrepantes, bem como seus efeitos nos estimadores dos parâmetros do modelo de

agressão. Em seguida, será aposentado um procedimento desenvolvido pelos autores

para diagnosticar multicolinearidade especificamente provocada pela existência desses

pontosdiscrepantes.

Na literatura, as principais fontes de multicolinearidade são gemlmente

msumidas em quatro tipos: i) multicolinearidade devida à resüjções nos modelos, ii)

camcterísticas populacionais que resüingem os valores das variáveis, iii) deficiências no

processo de amostragem e iv) modelos com mais parâmetros que observações. A

contribuição de Mason e Gunst (1985) está em retratar uma fonte de multicolinearidade

que não é bem conhecida ou tratada na literatura, a saber, multicolinearidade induzida

por pontos discnpantes.

Por ouf/ler entendemos qualquer observação (y, x') = (y, x. , ..., x,) que distoe

radicalmente em ralação às demais.

Um ponto (ü a/ava/zca pode ser encarado como um Ollf/ier entre as variáveis

explicativas. Se pontos de alavancagem não se apresentam em grupos, eles são

identificados facilmente quando h. > 2(p + l)/n . Mas se esses pontos de alavancagem

apresentam-se em grupos, esse método pode ser ineficiente.

A expressão obsewação InWizerzfe pode ser utilizada para um ouf/íer cuja

inclusão no conjunto de dados altera substancialmente as estimativas dos coeülcientes de

regressão. a previsão ou os orocedimentos inferenciais associados

1 1



De acordo com Andmde (2004), observações discrepantes podem, de uma forma

geral, ser classificadas como aberrantes, influentes ou de alavanca (alto /everage), não

necessariamente em uma única categoria. Observações aberrantes são aquelas mal

ajustadas, camcterizadas por terem resíduos elevados e afetam principalmente o

intercepto do modelo. As observações influentes são aquelas que têm um peso

desproporcional nas estimativas dos coeficientes. Já os pontos de alavanca são aqueles

que têm uma influência desproporcional no próprio valor ajustado, os quais, em geral,

estão posicionados em regiões mmotas do subespaço gerado pela(s) coluna(s) da matiz

de planejamento X . Pontos de alavanca podem também ser influentes, porém, não é

comum pontos de alavanca serem abermntes.

O modelo descrito por Mason e Gunst (1 985) é dado por:

y = Po 1 + ZP + € , (2.1)

onde y é um vetar n-dimensionar da variável resposta, Z = (Z., .-, Z, ) é a matiz (las

variáveis explicativas cujos valores são padronizados, isto é, Z'Z é a matiz de

correlação, Po é uma constante desconhecida, l é um vetor n-dimensional de valores l,

li é um vetar p-dimensional de coeficientes desconhecidos de agressão e € é um vetar

n-dimensionar de erros aleatórios não observáveis com e; - .A'(0, a' ).

Com relação ao conceito de multicolinearidade, os autores a definem da seguinte

1)1:#nlçâa: Multicolinearidade é tida como existente entre as colunas de Z se,

para algum z7 > 0 (pequeno) específico, existir um vetar de constantes c'= (cl, ..., c.l

nem todos iguais a zero, tais que

y'.Z, =õ «,« llõll«,Z.lk:ll, .«a.lldl-(a'a)%

maneja

(2.2)
J=]

12



A fim de demonstrar que a multicolinearidade pode não ter necessariamente

como origem pontos discrepantes, mas a existência de pontos discmpantes pode

implicar em multicolinearidade, a ilustração que segue foi utilizada pelos autores.

Considere inicialmente o caso em que p = 2. Sejam s; = (x;.,s,, )', i = 1, ..., n,

u; =0.s. (O,i.., s:, >0) e u; =s. (i#l), onde u;' apresenta a i-ésilna linha da

matriz (não padronizada) das variáveis explicativas, excluído o termo constante, qual

;.j,, *l -lt,«;'l m «.-d. «m « «««çã., f"«d. O-,-, « ««'á«i;

explicativas mferentes à primeira observação assumirão valores extremos em relação às

demais observações. Denominemos as linhas de Z correspondentes a u;' por ui

Por meio do cálculo da inversa de matrizes particionadas, é possível verificar

b-.= n''+ ul(Z'Z)''u.
: «-' + -- (« - i)'?'a /0 -- o'd)t

onde d>0é função apenas de s.. Assim, quando O-+", 4] -)l e, para

suHlcientemente grande, 4. > 2(p + l)/n . Verifica-se ainda que quando O --> m ,

z,, -+ {(n - l)/rzJ%, j - 1,2 (2.4)

Z, --,{n(«-1)}%, j#l,

Assim, para O suficientemente gmnde, Zi Z2 p(xle ser arbitrariamente

aproximada de zero, assegurando, assim, a existência de multicolinearidade apresentada

em (2.2). Dessa forma, a existência desse ponto discnpante, observação 1, provocou o

surgimento do problema da multicolinearidade.

Os autores fizeram uso do mesmo tipo de argumento para estender o resultado

caso de p = q variáveis explicativas.

O problema toma-se mais claro através da análise da Figura 2. 1

0

para o

(2.3)

13



DEUS

Figura 2. 1 Diagrama de dispersão das variáveis AAC e DENS
Fonte: Mason e Gunst (1 985).

Esta figura infere-se a um trabalho no qual Mason e Gunst (1985) colheram uma

amostra de dados do Produto Nacional Bruto (PNB) que, nesse caso, é a variável

resposta, para uma amostra de 49 países, com as variáveis sócio-económicas

explicativas a seguir: taxa de mortalidade infanti] (m]), ilação médico/população

(RMP), densidade populacional (DENS), densidade como função da área agrícola

cultivada (AAC), medida de alfabetização (MA) e um índice de educação superior

(IES). O objetivo era o de ajustar um modelo de recessão linear da variável logaritmo

do PNB em função das variáveis explicativas. Apanntemente, os dados apmsentamm

multicolinearidade nas variáveis AAC e DENS, fato esse que será descrito futuramente.

A Figura 2.1 apmsenta o diagrama de dispersão das variáveis AAC e DONS.

Nele, podemos perceber quatro pontos discrepantes: A, B, C e D. Se os dados

consistissem de todos os valores exceto os pontos B e C, as observações A e D seriam

consideradas apenas como pontos de alavanca que não gerariam multicolinearidade. Se,

por outro lado, os dados contivessem todos os pontos excito A e D, as observações B e

14



ocorressem isoladamente. Tal fato é conseqüência da proximidade entre ambas e de sua

distância relativa às demais observações. Os pontos B ou C, isoladamente, são exemplos

da situação em que as expressões (2.3) e (2.4) atingimm seus valores limite.

Na existência de multicolinearidade gerada por pontos discmpantes, poderíamos

inadvertidamente pensar que seus efeitos sobra os estimadores de mínimos quadmdos

seriam de dois tipos: i) aqueles geralmente associados ao problema da

multicolinearidade e ii) aqueles efeitos deconentes da existência de pontos discrepantes

Verifica-se, no entanto, que esses efeitos podem ser muito difeKntes.

De acordo com Hoer] e Kennard (1970), citado em Mason e Gunst (1985), a

multicolinearidade tende a produzir valores grandes para as estimativas de mínimos

quadrados, enquanto que Dorsett e Gunst (1982) atestam que pontos discrepantes

podem fazer com que estimativas de mínimos quadrados tendam para zero.

Assim, diagnosticar a causa da multicolinearidade passa a ser tão importante

quanto detecta-la e um exame cuidadoso deve ser feito acerca da natureza da

multicolinearidade contida nos dados.

No entanto, confomte discutido

iÊlcultar a verificação.

Como já comentado anteriormenn, estimadores viciados surgem,

frequentemente, como altemativas para o problema da multicolinearidade. Mas esta não

será uma boa estratégia se a multicolinearidade for gerada por pontos discrepantes.

Para ilustrar essa idéia considen, novamente, o exemplo em que p =2 e

24. = t/ . S

Podemos propor, neste caso, o uso do estimador em cristas para P :

Ê, -(z'z-- kl)'' z'y, k »o.

C gerariam multicolinearidade e só seriam detectadas como pontos de alavanca senioe CTa aaIColl ae ria

a presença de outliers múltiplosno exemolo U Pesenç 1] iere P

p''ie d

#

(2.5)
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Aplicando o resultado (2.4), Mason e Gunst (1985) demonstraram que para n

equando O -)..,

Ê, a(k+p)''(y.-y...b', p-« y.., -(«-t)''Ey.

e s* um vetar bi-dimensional contendo os sinais dos elementos de si ' Assim, ambos os

elementos do estimador em cristas em (2.6) possuem o mesmo valor e seus sinais

mlativos são determinados pelos sinais dos elementos em s. , embora nenhuma restrição

nesse sentido tenha sido imposta ou esperada.

Observa-se, portanto, a inadequação do uso deste estimador e, segundo os

autores, outros possíveis estimadores viciados sofreriam do mesmo problema.

Voltando à discussão do conjunto de dados da Figura 2.1, com o objetivo de

avaliar a multicolineal'idade entre as variáveis explicativas, os autores calcularam o fator

de inflação da variância (FIV), autovalores e autovetores da matriz de correlação das

variáveis explicativas.

Para uma melhor compreensão do FIV, considere R; o coeficiente de

explicação do modelo de regressão linear de Xj em função de

X.,-., X,-,, X,..,..., X,. Se a, é o j-ésimo elemento da matriz (X'X), para as

vanãveis paaronizaaas, venlHca-se que a# - i-- JC

grande. Por esse motivo, ap é denominado Favor de Inflação da Variância. A literatura

sugere que se FIV > 5, a estimativa do conespondente coeülciente da variável está com

problemas devido à multicolinearidade. Acrescenta-se também que VIF > 5 implica em

R? > 0,8

gmnden

)
Í#]

fnr altamenteXAssim nse ()J

(2.6)
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Na mesma direção, os autovalores 4,.-,Xp da matriz tx' XJ e seus respectivos

autovetores também podem ser usados com a ümalidade de se detectar

multicolinearidade. Se 2Í for próximo de zero, haverá uma forte dependência linear

entre as variáveis explicativas e os autovaloms associados tj determinarão o tipo de

dependêncialinear.

Uma fomia de se perceber esse fato, qual seja, o de se detectar

multicolinearidade com os autovalores .4 ,...,2P ' é examinando o número condicional

de (X'X), definido como:

Geralmente, se x' < 100, não há problema sério com a multicolinearidade. Se

100<x <1000, existe sensível multicolinearidade. Caso x >1(X)O, forte

multicolinearidade é evidenciada.

A Tabela 2. 1 apKsenta os valores de FIV, o menor autovalor e correspondente

autovetor da mau.iz de correlação entre as variáveis explicativas para as 49 observações

e após a exclusão de duas delas, correspondendo aos países Hong Kong e Singapura,

(pontos B e C da Figura 2. 1).

Considerando as 49 observações, o menor autovalor da matriz de correlação das

variáveis explicativas foi 0,0267, e ao analisar tanto o autovetor associado quanto os

valores de FIV, podemos perceber a presença de multicolinearidade entre as variáveis

explicativas DENS e AAC.

Os autores reforçam ainda a multicolinearidade detectada pela constatação da

forte correlação linear entre DENS e AAC, com coeficiente de conelação linear de

Pearson r= 0,972.
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Ao excluir Hong Kong e Singapura da base de dados e novamente calcular o

menor autovalor da matiz de corKlação das variáveis explicativas, obteve-se 0,1802,

além de uma queda signiHlcativa tanto dos l;lV's das variáveis DENS e AAC, todos

abaixo de 5, quanto das componentes do autovetor associado.

Além disso, a retirada desses pontos reduziu o coeficiente de correlação linear

de Pearson entre DONS e AAC para 0,783.

Fonte: Mason e Gunst (1985)

A Tabela 2.2 exibe os valores das alavancas #.; e os resíduos "extemamente

tizados" f, de algumas observações selecionadas pelos próprios autores.

Apesar de nenhum resíduo studentizado ser exageradamente grande, vários dos

#. são superioms a 2(p + l)/ /z = 0,286 .

Outro fato que merece observação é que os resíduos studentizados f. não

identificaram Hong Kong ou Singapura como observações influentes e, segundo os

autores, outras medidas também falhamm nesse sentido. Uma inspeção do diagrama de

dispersão da Figura 2.1 indica que tal fato ocorreu devido a um possível efeito de

studenU
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Tabe[a 2.1 Comoaração de indicadores de Mu]tico]inearidade

  Dados Completos
(n = 49)

(2m..

Hong Kong e Singapum
excluídos(n = 47)

(.a.:. - 0,1802)
Variáveis

explicativas
vl FIV vl HV

'l'MI
RMP
DENS
AAC
MA
IES

0,0066
0,0340
0,7090
0,7034
0,0275
0,0251

1,89
2,70
19,10
18,85
3,49
1,25

0,(»91
0,5373
0,4386
0,3627
0,6142
0,0169  



mascammento, já que esses elementos são os pontos B e C, bastante pMximos entre si.

No entanto, os valoms de A. e o diagrama de dispersão apontam para a possibilidade de

sua influência conjunta no ajuste.

Fonte: Mason e Gunst (1985)

A Tabela 2.3 diz apresenta a compamção entre as estimativas dos coeficientes de

regressão padronizados para o grupo todo e sem as observações Hong l(ong e

Singapura. Fomece ainda os valores da estatística associada ao teste H.

Nessa tabela, é importante notar o fato de que quando Hong l(ong e Singapura

estão na base de dados (n = 49 ), os coeficientes de regressão das variáveis DONS e

AAC não são estatisticamente significantes. A partir do momento que os dois países são

retirados da amostra, os sinais dos dois coeficientes mudam. Além disso, o coeficiente

da variável AAC passa a ser estatisticamente significante.
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Tabela 2.2 - Medidas de Diagnós
Observação #i; Resíduo studentizado

Barbados
Bélgica
Camada
Estados UMdos
Hong Kong
Índia
Japão
Luxemburgo
Malta

Singapura
Tailândia

0,238
0,043
0,042
0,490
0,511
0,558
0,049
0,0M
0,688
0,632
0,178

-2,026
1,209
2,011
0,8(H
0,107
1,337
2,7W
2,356
1,506
0,562
2,402



Fonte: Mason e Gunst (1985)

Mason e Gunst (1985) destacam que, de modo geral, quando pontos de alta

alavanca aparecem em grupos, os valores individuais dos Aõ podem não

2(P +l)
necessariamente exceder =!:-=-z, me

ttivas de mínimos quadrados.

Outm possibilidade a considerar é que pontos discmpantes que ocorrem em três

ou mais variáveis explicativas podem não ser facilmente perceptíveis em gráficos

bidimensionais.

Por esse motivo, cinco procedimentos foram propostos pelos autores, com o

objetivo de auxiliar no diagnóstico de multicolinearidade causada especificamente por

pontos discrepantes:

I') Determinar se existe multicolinearidade no conjunto de dados. Para tal, faça

uso de medidas de cormlação, cálculo de autovalores e autovetores, fatoKS de iMlação

de vai.iância e outros conceitos úteis.

2') Identificar pontos de alavanca. O uso dos valores de A;; é eficiente caso os

pontos discrepantes não estqam em grupos. Caso, pela natureza do problema, se

desconfie que os pontos discrepantes estejam reunidos em grupos, deve-se utilizar um

ou mais dos procedimentos de diagnóstico propostos para detectar outliers em grupo

(ver também o 4' procedimento)

esses pontos estejam distorcendo asnS nto Ssmo que
n

estim
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Tabela 2.3 - Estimativas dos Coeficientes da Regressão e Valores da Estatística t
Variáveis

explicativas
Estimativas dos Coeficientes Valores da Estatística t

n=49 n=47 n = 49 rz= 47
TMI
RMP
DENS
AAC

ES

1,870
0,171
1,(»4
0,862
2,298
1,454

2,076
0,335
0,622
1,447

2,2(H
1,396

3,31
0,25
0,61
0,48
2,99
3,17

3,81
0,52
0,97
-2,26
3,05
3,21



3') Se a multicolinearidade ocorre em paras de variáveis, construir diagramas de

dispersão para detemunar se os pontos discrepantes estão induzindo multicolinearidade.

4') Construir gráficos de paras de componentes principais normalizados,

deHmidos como ml - Z.ÍiZvj correspondentes aos maiores autovalores de Z'Z. Se

pontos discrepantes se reúnem em grupos, gmficos panados de componentes principais

nomializados correspondentes aos maioms autovaloms de Z'Z podem ser úteis como

forma de detecta-los. Hocking (1984) exibe um exemplo em que dois pontos de alta

alavanca próximos são detectados através do gráfico de m.xms, mi e m3

respectivamente valores das I' e 3' componentes principais calculadas para os dados.

Esses gráficos também podem ser úteis como diagnósticos de pontos discrepantes de

dimensões de ordem maior ou igual a três, caso os maiores valores em vl sejam os

mesmos que aqueles do autovetor que identifica a multicolinearidade.

5') Eliminar do conjunto de dados as observações suspeitas de induzir a

multicolinearidade. Caso observações sejam eliminadas, refazer os passos anteriores

com o conjunto nduzido de dados. A remoção de outliers deve resultar na eliminação

da multicolineaüdade.

De acordo com os autores, se o conjunto de dados não possui multicolinearidade

ou pontos de alavanca, gráficos de dispersão dos componentes principais deverão exibir

uma distribuição aleatória das observações. Mas, se a multicolinearidade foi detectada,

gráficos de dispersão de componentes principais conespondentes aos maiores

autovaloms de Z' Z serão eHlcientes para identificar pontos de alavancagem agrupados

ou pontos extmmos em duas ou mais dimensões.
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Os autovetoms associados aos dois maiores autovalores dos dados do PNB são

v. = (- 0,356, - 0,187; 0,636; 0,637; O,108; OJ26) e

vli = (0,410; 0,508; 0,273; 0,269; - 0,552; - 0,350).

E possível verificar que no caso de vs , os valores das posições de número três e

quatro (DENS e AAC) são altos e quase iguais, e que no caso de v., os valoKS das

mesmas posições não são tão altos, mas apresentam os mesmos sinais e são de

magnitudes parecidas. No que diz mspeito ao autovetor v. da Tabela 2.1, as posições

de número três e quatro também apresentam valoKS elevados, são também de

magnitudes semelhantes, apesar de sinais opostos.

E possível perceber na Figum 2.2 que Hong Kong e Singapura são pontos de

alavanca. Isso pode ser detectado pelo exame dos componentes de ms, mas um

diagrama de dispersão dos dois componentes principais é ainda mais eficaz. Como os

componentes principais correspondentes aos maiores autovaloms encontram-se na

direção de maior variabilidade dos dados, eles são graficamente mais eficientes para

identificar múltiplos outliers e também para determinar se pontos de alavanca são

devidos a valores extremos em três ou mais dimensões. Assim, segundo os autores, a

chave para saber se pontos de alavanca induzem multicojinearidade está no padrão de

valoms altos e de magnitudes semelhantes nos autovetores associados aos dois maiores

autovaloms de Z' Z nas posições das variáveis que identificam a multicolinearidade.
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Figura 2.2 -- Componentes Principais Normalizados para os Dois Maiores
Autovalores.

Fonte: Mason e Gunst (1985).

Detectado o problema, haveria um amplo conjunto de soluções, desde a

eliminação de observações até o uso de estimadoms robustos, assunto esse que será

discutido no Capítulo 6.
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Capítulo 3

Medidas de Influência na Regressão em Cristas

3.1-Introdução

No capítulo anterior foi visto que o estimador em cristas surgiu como uma

possível forma de contomar o problema da multicolinearidade. Além disso, foi

analisado o tmbalho de Mason e Gunst (1985) que traz como resultado principal o fato

de que algumas observações podem gerar multicolinearidade.

Nesse capítulo será apresentada uma situação completamente diferente. Serão

analisados os efeitos que a multicolinearidade exerce na influência das observações por

24



meio do artigo de Walker e Birch (1988). Os autores propõem inicialmente medidas de

influência apropriadas para o caso em que se utiliza o estimador em cristas- De posse

dessas medidas, é apresentada uma análise comparativa da influência exercida por cada

observação quando são adotados os dois procedimentos de estimação, mínimos

quadrados e estimação em cristas.

O modelo de agressão lhearutilizado é definido pora e l

y=l#o+XBi+c,

onde y é um vetor de variáveis aleatórias observáveis, l é um vetar contendo o valor l

em todas as posições, #o é um parâmetro desconhecido, X = lx.,.-,x,) é uma matiz

lzlp centmlizada e padronizada de constantes conhecidas

G'*; -', *l*. -l, i ;l,...,p), B. é «m «t.- d. p"â".".; d«--h«id.; . . é «m

vetar de eras não observáveis com E(e) = O e var(c) = a:l

Se z - (l,X), então o estimador de mínimos quadrados de $ b'=(#o,P'.)] é

b=(Z'Z)''Z'y e o vetou de mspostas ajustadas é P=Zb. O estimador de a' é

s: = e'e/(n -- p -- 1), sendo que e é o vedor ü resíduos (y -- P).

De acordo com os autores, a influência de uma observação pode ser vista como

produto de dois fatores: uma função do msíduo e uma função da posição do ponto no

espaço Z. A posição ou alavancagem do í-éslnzo ponto, como já visto, é medida por

lz. , o l-ésimo elemento da diagonal da matriz "hat" H = Z(Z' Z)'' Z'

Entra as medidas de influência mais conhecidas destaca-se a medida

Of'F'/TS(j) = z.(b-b(l»/E(z;, b) ,(3.1)

sendo que b(J) é o estimador de mínimos quadrados de 1] sem a i-ésír?za observação e

E(z;, b) é um estimador do desvio padrão do valor ajustado. Portanto, Z)FI'mS(1)
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avalia a alteração no valor ajustado quando uma observação e eliminada. AS

ser considerada como uma medida de influência de observações individuais.

Verifica-se que a medida (3.1) pode ser escrita como um produto de dois fatores,

pendendo do msíduo e o outro dependendo do valor de alavancagem. Assim,

OF'F7TS (i) = ]e; / '(1)]lA# /(l - h. )l , (3.D

sendo que e; é o i-ésl17zo resíduo, e s(i) é o estimador de mínimos qua(dados de a

quando a l-éslma observação é eliminada.

Outra importante medida de influên

definida por

0.=(b b(j» Z' Z(b - b(i»/l(p + l)s:),(3.3)

em que s2 =â2 é o quadrado médio do resíduo do modelo ajustado com todas as

observações, e que pode ser escrito na fomta

o, /(p+ i).')IA. /(i- A.):l.(3.4)

Para detectar pontos influentes, alguns autores sugerem que D. deve ser

arado com quantas da distübuição F(p + l,n p -- l).

Ressalta-se, novamente, que essas medidas são úteis para detectar influência de

observações individuais. Essas medidas sofrem, no entanto, de um grave problema, a

saber, o de mascarar a influência potencial de outms observações, assunto esse já

abordado naseção anterior.

p'desim

um de

é D de Cook,já vista anteriormenten ncia S

comp

3.2 Medidas de Influência em Regressão em Cristas

Mason e Gunst (1 985) procuraram analisar os efeitos que algumas observações

discmpantes exerciam na multicolinearidade.
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multicolinearidade pode exercer nas medidas de influência, pouco se sabe. Belsley et al.

(1980, p. 210) utilizando estimadores de regressão em cristas com o objetivo de reduzir

os efeitos da multicolinearidade, percebeu que a maioria das medidas de influência das

observações era menor que as correspondentes medidas calculadas no contexto de

mínimos quadrados. No entanto, verificou-se que a influência de algumas observações

chegou a aumentar mesmo quando a multicolinearidade foi controlada. Com base nesses

fatos, os autores afirmaram que como a multicolinearidade pode disfarçar pontos

discrepantes, então a sua redução deveria ser o primeiro passo para a detecção efetiva de

dados incomuns.

Com ralação ao estimador em cristas,

b* = (Z Z + kl')'' Z'y , (3.5)

onde I' =dfag(0,1,...,1) de dimensão p+l, Marquardt (1970) demonstrou que o

estimador (3.5) também pode ser obtido por mínimos quadrados se os dados fossem

aumentados como

[y] .. [x ]''-L;j' *''l.-,:-l'
onde 0 é um vetor (p +l)-- dimensional de zeros e lé a matriz identidade de ordeml mi aeio a

p+l

(3.6)

r(i.)),o veto

p*- zb'
= z(z z+tl'J''z'y

Po-ta"t', a matiz n* -zlz-z+#l'r'z' ass«me uma f«nção si«Hm à da

matiz "hat" na estimação por mínimos quadrados. O l-ésl/izo valor previsto pode ser

escrito em termos dos elementos de H' como

tor de valoms ajustados seráAo utilizarmos o estimado a siaiiiza Sl] a
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-z \ Z..a' 'l]z ]

Consequentemente, a9; /ay. = A. = A; e com isso, os elementos da diagonal da

matriz "hat" do estimador em cristas podem ser interpretados, assim como no caso de

mínimos quadrados, como um valor de alavancagem. Vale lembrar, contudo, que a

matriz H* não é uma matriz projeção, pois não é idempotente.

A técnica de Decomposição de Valor Singular (DVS) ou decomposição

espectml permite que Z sqa escrita como Z = UDV', onde D é uma matriz diagonal

(p+l)x(p+l) cujo i-ésfmo elemento da diagonal é 4':, sendo 2. o autovalor de

Z'Z , as colunas de V são os autovetoms de Z'Z e o elemento de ordem ij da matriz

UI«,) nx (p + 1) é tal que u,;y: é a projeção da i-éslma linha, z; , no./-éslmo autovetor

de Z. Usando a DVS, Lichtenstein e Velleman (1983), citado em Walker e Birch

(1988), chegamm ao valor de alavancagem do i-ésinzo ponto na regressão em cristas por

meio da expressão

A; -E:=Ç";
ÊÍ .4, + & "'

Dois fatos importantes derivam desta expressão. O primeiro é que para & > 0,

/z; </z. para i;l,...,n. Isso signiHlca que para qualquer observação, o valor de

alavancagem em cristas será sempre menor do que seu cormspondente em mínimos

quadrados. O segundo é que o valor de alavancagem decai monotonicamente à medida

que k aumenta.

EspeciHlcamente o segundo fato mencionado pode dar a entender que a

influência de uma observação é modificada apenas, e tão somente, à medida que k

aumenta. Dessa forma, é importante relembrar que, conforme destacado no início do

)+1
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capítulo, a influência de uma observação é produto de dois fatores atuando

coÚuntamente: (i) resíduos e (ii) valores de alavancagem.

Sobre o favor resíduos, os autores definiram resídu

e; = y; .9i - y; -- z.b

o qual, usando a técnica DVS, Tripp (1983, p.87), citado em Walker e Birch (1988),

reescF.eveu como

o em cn smas como

Os autores observam que a segunda parcela em (3.7) pode ser tanto negativa

quanto positiva. Assim, o valor absoluto do resíduo em cristas para uma dada

observação pode ser maior ou menor que seu cormspondente no caso de mínimos

quadrados.

Uma versão altemativa para a medida de influência DF'FIAS no contexto de

são em cristas é descrita, pelos autoras, por

opP'm'S* (1)- ,,lb' - b'(1))/ rG. b' ),

na qual b'(i) é o estimador em cristas (3.5) calculado sem a i-éslma observação e o

denominador é um estimador do erro padi.ão do valor ajustado pela regressão em cristas.

Se k fornão estocástico,então:

s';G; »'): .k,k'.* *,' r' ,'«(«', * «-')'' ,';t
: .l É«;: l

Assim, l)F'F/TS '(i) poderá ser reesc

or'/'/zs' (i)= ';6' 'b'(i))

'';,[{«;:]

': = '; + k>. y,
J:l ].

regras

/2

1/ 2

nta como

(3.7)

(3.8)
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Uma versão aitemativa para a (listiincia ae Look u.

o de regressão em cristas pode ser dada pela expressão

O; - it/l(p--i).:ll(b* b*(1))' Z'Z(b* b'(i)l.

A medida D; também pode ser escrito como

o; - it /(p -- l).: )(P* - P'(i)l-G' - P'(i)),

sendo que P' = Zb*(i).

Uma segunda versão ajtemativa para l)i é dada por

O' -(i/(P.: l)b' - b'(i)}lZ'Z+tl')(Z Z)-'lZ'Z+ ki'l(b' - b'(1)1.(3.9-2)

É possível verificar que tanto Di quanto D: se induzem à Z). quando

Baseado no critério (3.6) das maü'izes aumentadas, Belsley et al. (1980, p. 208)

sugeriu 2Kp + l)/(n + p + l)f': como ponto de corte pam a medida l)FF'/TS' (i) quantia

da distribuição f'(p+l,/t p l).

Fomm ainda obtidas versões aproximadas dessas medidas de influência, escritas

em função dos valoKS de alavancas e dos Ksíduos, que serão apresentadas no final

desse capítulo.

adaptada também aoP

cnnlextn

(3.9.1)

3.3 -- Exemplos e Resultados

Walker e Birch ( 1 988) analisaram duas bases de dados previamente existentes: a

primeim encontra-se em Longley (1967) e a segunda foi extraída de Hij1 (1977).

Com re]ação à primeím base de dados, o número condiciona] x' é 43.275,

indicando severa multicolinearidade. Cook ( 1977) calculou os valores de Z). para esses
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dados e notou que as observações 5, 16, 4, 10 e 15 (nessa exata ordem) eram as mais

influentes, no contexto de mínimos quadrados.

Walker e Birch (1988) calcularam, por outro lado, os valores de D; para esses

dados, utilizando os estimadores de mínimos quadrados e em cristas. Os Ksultados

estão organizados na Tabela 3.1.

Fonte: Walker e Birch ( 1988)

É importante lembrarmos que há vários métodos para a obtenção de k . O

lo escolhido pelos autores consiste em escolher o valor de k que minimiza

c. -lsex* /-'l- « -- 2. .,In'),

onde S<2Rt é a soma dos quadrados dos resíduos da regressão em cristas e s2 é o

estimados de mínimos quadrados para G2. Ao utilizar esse método, os autoras

obtiveram, para os dados de Longley, o valor k = 0,0002 .

Inicialmente, podemos perceber que das cinco observações influentes

determinadas quando utilizado o método dos mínimos quadrados, exatamente quatro

delas foram consideradas influentes quando aditado o estimador em cristas. Além disso,

é possível perceber, pela Tabela 3.1, que a influência dessas observações, em média

diminui quando é adotado o estimador em cristas.

Podemos veriütcar, ainda, na Tabela 3.1 que as observações mais influentes

das por um método .já são bem difemntes quando compamdas com o outra

méto

calculaaic
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Tabela 3.1 0bservaçõas mais Influentes de acordo com 1); : Dados de Longley (1967)

k = 0 (Mínimos Quadrados)

 
k - 0.0002

Observação z); Observação z).

 
0,614
0,467
0,244
0,235
0,170  

0,582
0,251
0,219
0,145
0,142
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cristas, com a ressalva de que a observação 5 deixou de estar entre as mais influentes e a

influência das observações 10 e 16 aumentou.

As medidas de influência l)F'/?/TS 8(1) e D; foram calculadas para vários

valores de k e os resultados para as cinco observações mais influentes no ajuste de

mínimos quadmdos podem ser vistas nas Figums 3.1 e 3.2. E importante ressaltar que a

curva referente à observação 5 não aparece nessas figuras

4 l ob8 ]0

L l . . - . -

. .+! J. . - - - - - --

2 -l'----"''----- :!-LB

lr'rt" pn t r'rr-i"l-rv'r-r-r'r-r-rvTTI
n.oaüo o.on02 0-0004 Q.oo08 0.0008 0.0010

3

'zbe.U
F

F 0

F lS

Figura 3. 1 -- DFFITS8 versus k -- dados de l..ongley
Fonte: Walker e Birch (1988).

o . l
ab 5

0.0
0.GODO 0.0002

h''
obus 15

ob+ lO

0.0004 0.00Q6

K

0.0Ü08 o.0010

Figura 3.2 De versus k dadosdeLongley

32



Fonte: Walker e Birch (1988)

Ao analisar o comportamento das duas medidas de influência em função de k,

podemos perceber que, em ambos os casos, as influências se mantêm nlativamente

constantes, exceto a influência da observação 16 que, no caso de D; , aumenta à medida

que k cmsce

Os autores percebemm, ainda, que a influência da observação 5 decmsce tanto

em DF'F'/71S * (i) quanto em Z)í , apesar de ser a mais influente em mínimos quadrados.

Com relação ao comportamento dos valoms das alavancas, descrito na Figura

3.3, os autores notaram que todos os valores decrescem em função de k , sendo que os

conespondentes à observação 5 decrescem mais rapidamente que os demais e os valores

da observação 16 são os mais altos. Ressalta-se, novamente, que embora a observação 5

esteja destacada no gráfico, os valores de suas medidas de influência não se encontram

na figura pmsente no artigo.

L L;.= -

E c 5s -

É ].5C: -
R C.43 :
h C.4:] 1
: ] . 3s 1: - ''---:: : "'''--= ;- -'..==

;l. =: ' ' ';:".;--------.

=t(: 0.0002 0.0004 0.0006
k

Figura 3.3 Alavanca versus k - dados de Longley
Fonte: Walker e Birch (1988)
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A Figura 3.4 descreve o comportamento dos resíduos em função de k . Segundo

os autores, o resíduo da observação 5 decresce significativamente, fato que, novamente,

não é possível averiguar na figura. Por outro lado, os resíduos das observações 10 e 16

aumentamm em valor absoluto.

700
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4üo -i .b, :5

300 ] ' '' -
200

0
100

-200
.300 :l '''

:!gg] - : '''' ';;'- -'' ''' '''
O.OOQO 0.0002 0.0004 0.0006

k

R
E
S

D
U
A
L

0.0008 0.0010

Figura 3.4 -- Resíduos versus k dados de Longley
Fonte: Walker e Birch (1988).

Com relação à base de dados de Hil1 (1977), o número condicional x' é 57,14,

que, por ser menor que 100, indica um grau modemdo pam a multicolinearidade.

Inicialmente, podemos perceber pela Tabela 3.2 que, das cinco observações

influentes obtidas no ajuste pelo método dos mhimos quadrados (k = 0 ), todas foram

consideradas influentes pelo estimador em cristas

34

Tabela 3.2 Observações mais influentes de acordo com Z)F'/;mS 'k : Dados de Hil1 ( 1977)
k = O (Mínimos Quadmdos)

 
k -0,03

Observação DFFITS'$ Observação [)FFH'Sv'

 
7,9825
4,0852
1,8530
1,2724
1,1957  

2,0099
1,9903
1,7687
1,5024
1,4437



Fonte: Walker e Birch (1988)

Para os dados de Hall, o valor de k que minimiza C. é 0,03. A Tabela 3.2

apresenta os valoms da medida DF'f'/TS 8(1) quando k = O e k = 0,03, pam as cinco

observações mais influentes. É possível perceber, pela Tabela 3-2, que a influência

dessas observações, em média, diminui no procedimento de regressão em cristas.

Segundo os autoras, para as cinco observações mais influentes, os valores da

medida Z)/'/i7TS #(i) das observações l e 2 decrescem (em valor absoluto) rapidamente

quando # aumenta, enquanto que as demais se mantiveram relativamente estáveis. Isso

pode ser percebido pela Figum 3.5, com a ressalva de que a curva associada à

observação 2 nãoapareceu.

obs 2

D
F
F

T
q

2 .+---
l ]--'õs;"rí'' '

0
1].. .9=LJS..

:sl ,.--ú,=1---'
4 q,-'
5

0.00 0.02

.eB.& .

0.04 0.06

k

0.08 0.10

Figura 3.5 -- DFFITS# versus k - dados de Hill
Fonte: Walker e Birch (1988).

Ainda segundo os autores, o mesmo foi verificado para a medida D;, cuja

figura nãofoi apresentada.

Verificou-se, ainda, que os valores das alavancas dessas cinco observações mais

influentes decrescem com # a, aproximadamente, a mesma velocidade.
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A Figura 3.6 apresenta o comportamento dos msíduos em função de k . Nela, os

autores percebemm que enquanto os resíduos das observações l e 2 decresceram

mpidamente (em valor absoluto), os msíduos das demais observações crescemm

signiülcativamente. Novamente deve-se ressaltar que a observação 2 não está presente

na figura.

8
5

4
3

2
l
0
l
2

4
5

0

dbe 2

..

------ÕS; TÍR
E
S

D

U

A
L

lb l

H '' -----.

0.02

obü IS"''

0.04 0.06
k

O.Q8 0.10

Figura 3.6 -- Resíduos versus k - dados de Hi]]
Fonte: Walker e Birch (1988).

Finalizando o artigo, os autores fornecem aproximações para as medidas de

influência propostas. Consecutivamente, essas medidas aproximadas foram calculadas

para os conjuntos de dados discutidos anteriormente e os principais resultados foram

analisados.

Segundo os autores, para pequenos valores de k e ou observações com baixa

alavanca, medidas aproximadas de influência podem ser obtidas por meio do teorema de

Sherman, Motüson e Woodbury (Belsley et al. 1 980, pág. 64).

O resultado principal é expresso por
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b'(i)~b' Z--ki'r''-..; /G-À;l.

Com base nesse resultado, versões aproximadas de DF/;mS 4'(i) e D, podem

ser obtidos como

,,-;':'-á4rlkl":
(3.10)

e

o;(0 - G;: /(,.' illX, #;' /G - ã; l: l,
onde x: e s(i) são calculados por mínimos quadrados. É possível verificar que, para

k =0, (3.10) se aduz à expressão l)/'f'/TS(i) e (3.11) à expmssão Z),, ambos no

(3.11)

contexto de mínimos quadrados, desde que

Dessa maneim, as duas medidas de influência estão escritas como função dos

fatoms alavancagem e resíduos e, também, estão adaptadas para a regressão em cristas.

As expressões (3.10) e (3.11) foram utilizadas pelos autores para analisar as

duasbasesde dados.

Para os dados de Longley, os gráficos de (3.10) e (3.1 1) em função de k (não

apresentados pelos autoras) são virtualmente indistinguíveis quando comparados com as

Figuras 3.1 e 3.2.

Já, para os dados de Hall, as medidas aproximadas não foram tão precisas. A

pmcisão é particularmente ruim para as observações l e 2, que possuem altos valores de

alavanca (AI = 0,8369 e A, = 0,9218 , Kspectivamente).
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Segundo os autores, tal fato não é uma simples coincidência. Essas observações

que aposentam grandes diferenças entre as medidas exata e aproximada são aqueles

pontos que sofériam mais os efeitos de centralização e escalonamento da matriz Z.

A principal vantagem das medidas aproximadas é que, como no diagnóstico em

mínimos quadrados, não seria necessário recalcular a estimativa de P a cada observação

eliminada. Assim, para um dado valor de k , as medidas aproximadas (3.10) e (3.11)

podem ser calculadas após um único ajuste do modelo de agressão em cristas.

Assim, foi mosüado nesse capítulo que quando o estimador em cristas é

utilizado para reduzir o efeito da multicolinearidade, mudanças signiHlcativas podem ser

observadas na influência de algumas observações.

Observamos, também, que medidas de influência baseadas no estimador em

cristas, em média, são menores quando comparadas com aquelas obtidas pelo método

de mínimos quadrados.

Após identificar e eliminar os casos mais influentes, um novo modelo deve ser

ajustado e tanto multicolinearidade quanto medidas de influência devem ser

reexaminadas.

Medidas aproximadas de influência foram apresentadas com o objetivo de

simplificar os cálculos. A vantagem dessas medidas reside no fato de que, com elas, não

é mais «wssáho reescalo«m a mat-iz Z(1), ou sd% toma-la «ma matriz com caiu«s

de comprimento unitário, pam mestimar b' (i) toda vez que uma linha é eliminada.

Mas, segundo Walker e Birch (1988), tais medidas não gemm boas

aproximações em pontos de alavancas elevadas e, nesse caso, o uso de medidas exatas é

mais recomendadoC naal
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Capítulo 4

Análise de Influência Local na Regressão em

Cristas

4.1-Introdução

Nesse capítulo serão apresentadas duas medidas de influência local em regmssão

star, obtidas por Biliar e Loynes (1999).

O método da influência local foi desenvolvido originalmente por Cook (1986) e

é aplicável apenas em procedimentos de estimação via função de verossimilhança.

Para o cálculo das medidas de influência, de acordo com essa abordagem, Billor

nes (1999) escrevemm o estimador em cristas como um estimados de máxima

em cn

e Loy
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pseudo-verossimilhança. Os autores concluem a análise com um estudo comparativo

entre as medidas propostas e posterior aplicação a um particular conjunto de dados.

4.2 -- Medidas de Influência Local

Apresentaremos, a seguir, uma breve descrição das medidas de influência local

propostas por Cook (1986).

Seja Z,(0) o loga].itmo da fllnção de verossimilhança pam um modelo inicial,

sendo O um vetar pxl de parâmetros desconhecidos com estimador de máxima

verossimihança dado por 0 . São introduzidos distúrbios no modelo através do vetor

w, /zzxl, w cQ, Q cn'", onde g2 representa um conjunto aberto de possíveis

pequenos distúrbios. Do ponto de vista prático, w Kfletiria qualquer esquema de

perturbação. Como exemplo, Cook (1986) cita a introdução de pequenas modificações

nas variáveis explicativas ou perturbações na matriz de covariância de modelos de

mgressao.

Nessas condições, consideremos E(Olw) o logaritmo da função de

verossimilhança que conesponde ao modelo que sofreu perturbação e 0 ,.: o estimados

de máxima verossimilhança correspondente a esse modelo. Suponha que exista um

ponto wo em !2 que representa a ausência de perturbação nos dados, de modo que

Z,(0)= .e(0 1 wO), e assuma que .e(0 1 w) seja duplamente diferenciável e contínua em

uma vizinhança de @', w'.l. O deslocamento de verossimilhanças de Cook é definido

como

'»(«) - 2ltlõl- .lõ. )l,



que pemlitiria comparar as estimativas 0 e O.., podendo, assim, avaliar a influência dos

distúrbios w. Grandes valores de Z,D(w) indicam que 0 e 0.. diferem

consideravelmente em relação ao contomo da fllnção de verossimilhança sem

pe-t"cação Z,(0).

Esse método é baseado no estudo do comportamento local de um gráfico de

influência cr(w) = (w', l,O(w) ) ao redor de w. - O pr'sedimento consiste em consider"

w como w(a)= wo + ad , a E R e d um vetor dicção de comprimento unitário. Cook

(1986) sugere investigar a direção na qual a medida de influência LI)(w) muda

localmente mais rapidamente, isto é, a curvatum máxima da superfície a(w). De acoMo

com Cook (1986, pág. 139), a curvatura máxima de l.D é dada por

C. 2ld'Fdl,

em que F é uma matiz mxm d

F

A é a mahz px«- (p = dim(0} «. = dim(w» com eleme«tos

. a:.e(Olw)
'ü ' 'ãõ;ãF

avaliados em 0 e wo, e -- Q representa a matriz de informação observada do modelo

sem distúbios Q = la:L(o)i aO.i)0,l, avaliada em Õ . Verifica-se (ver, por exemplo,

Morisson, 1976, pág. 73) que a maximização de ld'Fdl, sujeito à restrição que d'd = 1 ,

resulta em d.,. , que repmsenta o autovetor correspondente ao maior autovalor absoluto

C.. de F . A direção do vetor d...: seria aquela que produziria a maior mudança local

eHinida por
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observações que podem ser bastante significativas na análise.

Cook (1 986) sugem como referência geral uma curvatura igual a

curvaturas maioms que esse valor indicariam notável sensibilidade local.

Billor e Loynes (1999) acreditam que a medida LD de Cook pode gerar

mspostas inesperadas e, por esse motivo, propuseram uma medida difemnte, descrita

por

azado paraidentiHicar asa nii

2, sendo que

'"*(«):-:k,@l «@.,-«l.

A medida l,D'(w) comparada, então, as funções de verossimilhança das duas

situações consideradas, com e sem perturbação.

Assim, temos «ma s«peú'':' lw',z,o'(w)l com li«has disp'rs" 'm «árias

direções. Se tomamtos w=w.+ad, para d fixado enquanto a varia, então o

comportamento de Z.D'(w) é de interesse real. Nesse caso, a primeira derivada avaliada

em wo, com raras exceções, é diferente de zero e esta primeira derivada, vista como

função de d , proporciona informações úteis sobre o comportamento local de LI)*(w) .

Em particular, a inclinação máxima J.,. e a conespondente direção d.. são

importantes quando m # 1 . Por esse motivo, para m > 2, sugeKm o uso da medida

i- - lvz,o'(w.)l,

onde VI,Z)'(w.) é o vetar gradiente da função l,Z)* em w., ou sda, o vetou das

derivadas parciais de Z,Z)' calculadas em wo' Os autoras acreditam que pelo fato de

envolver apenas o cálculo da primeira derivada, essa medida acaba sendo mais fácil de

ser obtida, quando comparada com a medida de Cook.

Observa-se que a inclinação máxima, escrita em função de Z, , é
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4.3 Estimados em Cristas de Máxima Pseudo-Verossímilhança

O estimador em cristas não é, por assim dizer, um estimador de máxima

verossimi[hança. Por outro dado, as medidas de influência ]oca] só podem ser uti]izadas

em procedimentos de estimação via função de verossiminança. Por esse motivo, Biliar

e Loynes (1999) escreveram o estimador em cristas numa forma alternativa que seria

obtida pelo método da máxima verossimilhança. Para tal fim, consideraram um modelo

de agressão linear múltipla

Y = XP + e, (4.1)

onde X é uma matriz conhecida nx p padronizada, D é um vetor pxl de parâmetros

conhecidos, € é o vetar de entes pxl independentes e com disüibuição normal com

média zem e variância desconhecida g2 . Admitiu se adicionalmente que, nesse

modelo, o termo constante não foi incluído.

Marquardt (1970) demonstrou que o estimador em cristas é equivalente ao

estimador de mínimos quadrados quando os dados são suplementados por um conjunto

de dados fictícios tomados de acordo com a matriz de planejamento ortogonal/ík e a

variável resposta Y sendo zem em cada ponto Hlctício adicionado.

O modelo aumentado com matriz de planeamento (zz + p)x

íx )

' l.(n)XJ

e o vetar (n+ p)x l de

P

(Y' O') pode ser escrito comovariáveis resposta Ylavei S S
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Y, = X.p+c., (4.2)

onde e. representa um vetor aleatório cujas componentes são variáveis aleatórias

independentes e normalmente distribuídas com média zero e variância gz . A função

densidade de Y. será denominada função pseudo-densidade e a cormspondente função

de pseudo-verossimilhança será descrita por

z,, (p) - !!t-P- log z« - !!t-Zlog a: - iL-lE(x

O estimador de máxima pseudo-verossiminança é resultante de e1l1ll!=1 = O.
aP

x'.$y +kP'P
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EG. pl --wp

pode ser escuto na forma

(y - XB).(y - xli) + tD' li
= y'y - ay'xl) + ti'lx'x + kllp,

derivando-se essa expressão com relação a

2lX' X + kilp - 2X'y = O .

Resolvendo essa equação, em decorrência da utilização da matriz aumentada,

obtêm-se a solução P* = (X' X + kl)'' X' Y , que é o estimador em cristas. Uma vez que o

estimador em cristas é o estimador de máxima pseudo-verossimilhança para o modelo

considerado, a medida de influência local de Cook pode ser aplicada na regressão em

cristas.

2

Í:]

P e igualando a zero, obtem-sen



4.4 Análise da Influência Local em Regressão em Cristas

Nesta seção, apresentaremos a anNise ae lnnuencia local e as correspondentes

medidas de influência na mgmssão em cristas. Foram analisadas perturbações na função

de variância.

Dessa forma, considere o modelo originalmente descrito em (4. 1). Esse modelo

supõe homogeneidade na variância do erro, ou seja, va«c)= a:l. Supondo que

pequenos distúrbios são introduzidos na variância de c; por meio de um vetor de

distúrbios w, nxl , a suposição mlativa à variância dos erros passa a ser escrita de

forma diferente, isto é, como va«c)= a:W-', onde ©2 é considemdo conhecido e

W=diag(l+w.,...,l+w.) é uma matriz lzxn, diagonal. Dessa forma,

var(c.)=a:(l+w;)''. Apenas distúrbios da parte real do modelo (4.2) serão

considerados, pois aqueles refemntes à parte fictícia não são significativos.

Nessas condições, a função de pseudo-verossimilhança com distúrbios para o

modelo aumentado é

onde w; = 1 + wí, w; sendo o i-éslmzo componente do vetor nxl de distúrbios w

Para o cálculo da curvatura máxima C.. é necessária a obtenção dos

componentes individuais da matiz da informação observada --Q e da matriz

],

avaliados em 1} e w..

Nessa situação.

",Ü-«)--«..«.. G; N:«;--*P'. --;:-':«;

A- a:.e, 0 1 w)
apíawJ

as matrizes Q e A são dadas poraa
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lx'x--n)
a'

a'

onde e' é o vetor de resíduos em cristas, isto é, e' = y XP' , P* é o estimador em

c'stas e DG* )- i«XG:;,-.,e= ). A c««,,t", é .buda "mo:

c, =2ló'pól

:qd'A'Q''Ad
2 lü' D(e ' b(x' x + ki )'' x' Dje' »l

a'

A curvatura máxima será obtida

nj'')x(x'x+ki)''x'nG')

eé dada por

a partir do maior autovoUl IAr 2+ rlÉ.
lvl /Pmal \+LP

(4.3)

De maneira análoga, para o modelo (4.1) com a' conhecido e suposição de

homogeneidade na variância dos erros relaxada via pequenos distúrbios, será feita uma

análise de influência no método de estimação em cristas através da medida altemativa

Z.. . A função Z,l)S , que representa a versão em cristas de Z,l)' pode ser escrita como:

..«; ;-,k,,@*l-.,@=-«ll,

"d. z,,IÊ') . .e,Ó= 1 wl ;;' «;p"ü"""" « n«ç'': '' "-«;i«ün«ç, wm .

com distúrbios.

Admitindo, por exemplo, que somente o primeiro elemento amostral sofhu

distúrbio de modo que wi = 1+ w. e w; = 1 para i > 1 , teremos
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?Ê$.. w
aw. a:

onde e; mpnsenta o primeiro elemento do veto

introduzimios distúrbios nos n elementos, obtermos:

?JIPE. = 1 - ÉJ-, pam i = L 2, ..., n ,aw; a'
é o i-ésimo elemento do vedor de resíduos em cristas

Assim, a máxima inclinação será dada por

Com relação a uma interpretação adequada dessas medidas, dúvidas podem

surgir sobra a partir de quais valores essas medidas poderiam ser consideradas grandes o

suülciente de modo a sugerir uma investigação futura. Cook (1986) sugere que C.. = 2

pode ser usado como um valor limite. Contudo, Billor e Loynes (1993) apontaram o

valor J2PZ -+- 4(14n) como relevante na determinação de influência local. Este ponto

de corte foi obtido por Bijlor e Loynes (1993), utilizando uma aproximação para a

de modo que E(A)+ 2DP(Á)= 2lz+4.JÍã; . Por outro lado, Loynes (1997) sugerida

que 2p é um valor mais apropriado do que aqueles citados anteriormente (2 e

2n+4(14ny': ).

"";l:

«:É
1;1

(e:lz 'l . VeriHcou-se que r(.A)= 2n , Va,(..{)= 56«,a' l

--9

msíduos Ser de castasem

2

E
í-l

média e vaãância de

onde e;

\

(4.4)
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4.5 -- Exemplo

Biliar e Loynes (1999) analisaram o banco de dados "Tobacco data'' (Bijlor,

1992) com a finalidade de aplicar tanto a versão adaptada da medida LD de Cook,

quanto a versão altemativa desenvolvida pelos mesmos, todas no contexto da regressão

em cristas. Para uma amostra de trinta marcas de tabaco, um modelo de regressão linear

múltipla com variável resposta y , quantidade de calor produzida pelo tabaco durante o

processo de fumo, em função das percentagens de concentração de quatro componentes

importantes X.i , X2, X3 e X4, foi adotado.

Os autores consideraram a variância dos erros como iguais, ou seja, mantiveram

a suposição da homogeneidade de variâncias, var(e;)= a: , i= 1, 2, ..., 30. Para esse

conjunto de dados, o número condicional é igual a 22.293 e a regressão em

cristas foi utilizada para aduzir o efeito da multicolinearidade na estimação de l! .

A estimativa obtida foi $* =(760,5247; 1163,277; -441,311; -475,754;

867,482y utilizando, para k , o valor proposto por Hoerl-Kennard, k = !Ê%l- , onde óz

e $ são os estimadores de máxima verossimilhança de gz e P , respectivamente. No

cálculo da medida de influência de Cook, a curvatura máxima, que cormsponde ao

m,ior autovdor 2'm. de D(e' )X(x'x + n)'' X'D(e' 1, foi encontram a p'Hür da equação

(4.3), utilizando õ2 , estimativa de máxima verossimilhança de g2 . Nessas condições,

a curvatura máxima obtida foi C.. = 2(4113,84)/2290,30=3,59. Com base nesse

valor, conclui-se pela existência de uma modemda sensibilidade local nos dados, de

acordo com o critério de Cook (C.. > 2) . Contudo, o critério de Loynes (1997) indica
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(C.,. = 3,59 < 8), pelo fato de p = 4. Assim, a partir dos critérios de Loynes e Cook,

podemos dizer que existe uma sensibilidade local moderada na base de dados.

Para o cálculo da inclinação máxima, os resíduos em cristas foram obtidos. A

inclinação máxima dada pela equação (4.4) não sugere qualquer influência local, pelo

fato de Z... =9,2< 11,9, calculado como J2n+4(14ny': . Contudo, uma avaliação

individual das componentes de /.. fornece alguma idéia de quais casos

são mais afetados pelos seus respectivos distúrbios. Os valoKS individuais estão

organizados na Tabela 4.1. Nela, podemos perceber que os casos 4, 8 e 14 possuem

valoms de 1. bem maiores que os demais. Essas observações são as que mais

contribuem para a inclinação máxima e são visivelmente afetadas pela introdução do

distúrbio na variância.
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Tabela4.1 Os valores individuais /. para os dados de tabaco

Fonte: Billor, N. e Loynes, R. M. (1 999).

Biliar e Loynes (1999) identiülcaram, também, que os casos 4 e 8 exibiram

resíduos extemamente studenüzados elevados: r4 = 3,738 e rs = 2,448 . Assim, a partir

dos valores individuais /;, acredita-se que esses casos tenham sido afetados pela

introdução de distúrbios, gerando dúvidas sobre a homogeneidade da variância dos

erros.
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Capítulo 5

Regressão Robusta em Cristas

5.1-lnti'adução

Nesse capítulo será apresentado um método altemativo de estimação, qual seja,

:odo robusto de estimação em cristas introduzido em Lawrence e Marsh (1984).

Nesse trabalho, os autores comparam difenntes combinações dos métodos

robustos e regressão em cristas com o objetivo de estimar os parâmetros de um modelo

para o número de fatalidades na indústria minemdom de carvão dos Estados Unidos em

função de seis variáveis explicativas.

ome
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De acordo com os autores, essa combinação entre as técnicas de regressão em

cristas e robusta é necessária pelo fato da ocorrência simultânea de multicolinearidade e

outliers nosdados.

O modelo utilizado é expresso na forma log-linear e é dado por

InX= Po + #] InX., + P2 InXn+...+ Pó enxó, +e.

com

y = número de fatalidades de explosões de gás e poeira;

X. = número de máquinas de corte em uso;

Xz = produção de carvão em toneladas por horas de trabalho;

X. = número médio de mineiros trabalhando no subsolo;

X. = número de máquinas móveis de carga em uso;

Xs = número de máquinas de mineração contínuas em uso;

X. = total anual de horas de trabalho da produção.

Como o número de máquinas de corte está positivamente associado às técnicas

de perfuração e abertura com explosivos, espera-se que o coeficiente de regressão da

variável Xi tenha valor positivo. A produção de carvão em toneladas por heras de

trabalho mede a intensidade dessa atividade. Assim, também é esperado que o

coeficiente da variável X: sqa positivo. Quanto maior o número médio de mineiros

trabalhando no subsolo, maior é o número esperado de fatalidades. Logo, espera-se que

o coeficiente da variável X3 sqa positivo. A partir de 1950, o empmgo crescente tanto

de máquinas móveis de carga X. , quanto de máquinas de mineração contínuas Xs foi

Ksponsável pela modemização e mecanização dessa atividade. Dessa maneira, os

valores dos coeficientes de regressão associados a X. e Xs deveriam ser negativos
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Finalmente, é esperado um valor positivo para o coenclente aa vanavel .x 6 , pois qua

maior o total anual de horas de trabalho, maior é o número espemdo de fatalidades.

Os dados de fatalidades, y , são provenientes do Departamento de Trabalho de

Minas e Segurança dos Estados Unidos. Os valoKS das vai.dáveis explicativas foram

obtidos da Agência de Minas dos Estados Unidos e do Departamento de Energia dos

Estados Unidos. A base de dados consiste de 64 observações anuais, de 1915 a 1978.

Segundo os autores, foi: identificada uma forte correlação entre as variáveis

explicativas, maior que a correlação com a variável dependente. Essa evidência, e outras

que serão ainda apresentadas, sugere um alto gmu de multicolinearidade nos dados.

Procedeu-se, inicialmente, ao ajuste do modelo através do procedimento de

mínimos quadrados com base nos dados não padronizados, obtendo-se

In X = --58,45 + 3,37 in Xií + 4,35 in X2; -- 1,48 in X3í -- 0,003 in X 4i

-- 0,1661n Xs, + 2,301n X.,

Na Tabela 5.1 os coeHtcientes padre

SEM PESO, na coluna MQ.

O coeficiente de explicação Rz refemnte a esse ajuste é de 0,5339 com valor da

estatística F de l0,881 (altamente signinlcante), com p-valor menor que 0,0001.

Contudo, apenas um dos coeülcientes estimados apresentou estatística t significante para

qualquer nível de significância razoável. Além disso, era esperado que a variável X3

apresentasse um coeficiente positivo, fato que não oconeu. Finalmente, os autores

perceberam que quatro das seis variáveis tiveram FIV maior que 5 sugerindo, dessa

fomia, a existência de multicolinearidade.

Um outro problema de interesse real diz respeito à existência de outliers nos

dados. Pam detectar a influência de outliers nos dados, Lawrence e Marsh (1984)

utilizamm a distância de Cook. Dessas 64 observações, seis aposentaram distância de

nto

A.

nizados correspondentes estão no grupoSiza n

(5.1)
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Cook maior ou igual a 0,140 sugerindo, assim, a presença de outliers. Por esse motivo,

vários métodos robustos combinados com técnicas de regmssão em cristas foram

utilizados como forma de lidar com situações nas quais outliers e multicolinearidade

ocorrem simultaneamente.

5.2 Regressão Robusta em Cristas

Com o objetivo de minimizar o efeito da multicolinearidade e de pontos

discrepantes, foi utilizado um procedimento robusto de regressão sobre cristas, que

Baliza ponderações nas variáveis explicativas. A idéia de combinar métodos de

regressão robusta com agressão em cristas tem sido discutida por inúmeros

pesquisadores.

Uma questão de intemsse, e ainda sem consenso, é se o parâmetro k da

agressão em cristas deveria ou não receber um peso. Lawrence e Marsh (1984) não

atribuíram peso algum ao parâmetro k mas mantiveram a matriz diagonal de pesos, W,

e a matriz diagonal dos parâmetros viesados, denotada por K, separados segundo o

modelo de agressão em cristas robusta:

li. = (x' wx + K)'' x'wy . (5.2)

Esse modelo equivale a multiplicar cada valor observado das variáveis

explicativas e resposta pela raiz quadrada dos respectivos pesos.

Para determinar os pesos wí que constituem os elementos diagonais da matriz

W , quatro métodos altemativos de distribuição de pesos foram adotados: método de

Huber, método de Andrews, método de Hampel e método de Ramsay.
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Tais procedimentos são descritos em Montgomery e Peck (1982, pág. 367). De

modo geral, uma classe de estimadores robustos é formada por estimadores que

minimizam uma particular função p dos msíduos, ou seja, obtém-se li que minimiza

ÉpKp. - *)p)/ .l,

em que s é um estimador robusto do parâmetro de escala g2

Os autores utilizaram o valor de s usual dado por

['; - ,«aj-« (.. ]
.ç = /ne(zzcz/zéz =

0,6745

em que e; é o resíduo do modelo ajustado atmvés do procedimento de agressão h , que

minimiza a soma dos valores absolutos dos resíduos.

A minimização da expressão (5.3) resulta em um sistema de k + l equações,

J = O,l,...,k , sendo W a derivada da função p, xo o i-ési/?zo valor daj-ésima variável

explicativa e x.., = 1 .

De modo geral, a função W é não linear e o sistema (5.4) deve ser resolvido por

métodos iterativos. Montgomery e Peck (1982) sugerem o uso do procedimento

iterativo de mínimos quadmdos ponderados, que fomece como solução o estimador

B. : (x' wx)'' x'wy ,

em que W é a matriz diagonal de pesos, n xn , cujos elementos da diagonal principal

sao:

}1

í:l S
-0,

Í:]
(5.3)

(5.4)

«,;lF# ::,::l
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para Po estimativa inicial de li .

Nos passos seguintes, os pesos são recalculados substituindo-se lio por Pi e o

procedimento é repetido sucessivamente até que a convergência sda atingida.

Diferentes procedimentos de regressão robusta são obtidos para diferentes

formas de função W . Tal função controla o peso que é dado a cada resíduo no cálculo

do estimador de li .

Para os procedimentos utilizados por Lawrence e Marsh (1984), temos:

e Critério de llubber com coeficiente t

1:1'- ;''
f sinal(z),

r

1:1
f

P(:)

ç«(z)

«(:) «: lzl >

e Ci'itério de Ramsav com coe6icieQtç 4

P(Z) : .': it - «PG'' 'lzl) . li -- .l:l)l ,

W(Z) - : «P(-- «lzl) ,

«(:)-«pl-«l:ll, p«. lzl«m

+ Critério de Andrew com coeficiente a

,e,: l:--;lill,

«u ; ««l:l,
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«Ü-'"z/a, ,.,.l:l:.«

e Critério de Hamoel çom coeficientes a. b e c

c--b 6

« :i«l(z)-(. lzl)
c--b

l :i-;:: 7 2- a'

)

P(z)

Ç«(:)

«(:)
lzl(. - ó) '

Faraó glzlgc

Montgomery e Peck (1982, pág. 369) sugerem um c(»âiciente Huber de f = 2,0 ,

enquanto Vinod e Ullah (1981), citados por Lawrence e Marsh (1984), sugerem que o

mesmo seja 1,345. Na análise matizada, os autoras utilizaram f = 1,5 .

Para o parâmetro do método de Andrew, c, o valor adotado por Lawrence e

Marsh (1984) para a Kgmssão foi de 1,339, enquanto que Hogg (1979), citado pelos

mesmos, sugeK um valor de 1,5 ou 2,0. Vale ressaltar que se o parâmetro de escala é

conhecido, o valor de 1,339 exige um acréscimo de 5%.

Para o parâmetro de Hampel, foram utilizados

b = 3,4 e c = 8,5 .

Com relação ao coeficiente de Ramsay, Ramsay (1977) analisou os valores 0

0,3, 0,5 e 1,0 pam o parâmetro a , concluindo que 0,3 gerou insultados melhores.

Após cada observação ter recebido um peso por meio da matriz W , segundo

algum método de regressão robusta, os dados foram padronizados de modo que as

matrizes X' WX e X'WY se transformaram em matrizes de conelação.

valores padrão 1,7,os a a

l
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Na determinação do valor de k para a regressão em cristas, quatro métodos

foram utilizados: o estimador de Lindjey e Smith (LS), o estimador de Hoerl, Kennard e

Baldwin (HKB), o estimador de Lawless e gang (LW) e o estimador generalizado

(CEM.

Lindley e Smith (1972) basicamente propuseram um estimador bayesiano para

k, obtido a partir dos dados, após o ajuste do modelo de agressão em que

P, - (Í,'ãl. N"'' ":', . p"â"'" ' ' «, '"''", =- , «'' .} ' , ««'â«-, ',onde a:#

= ==ã.- , conforme expressão(38) de

Lindley e Smith (1972). Os autores apresentaram uma condição para a qual o erro

quadrático médio do estimador proposto (LS) é menor que o de mínimos quadrados.

Concluem, ainda, que a chance de que a condição sda satisfeita tende rapidamente a um

quando n cresce.

2+
distribuição a priori de P é estimado por ke k S aica /

Hoerl, Kennard e Baldwin (1975) propuseram o estimador HKB, k = -1l;l(. , no
p'F

qual â2 e 1} são estimados por mínimos quadrados e demonstramm também, por meio

de simulações, que esse estimador produziu erro quadrático médio pam os coeficientes

de agressão menor quando compamdo com o de mínimos quadrados.

Lawless e Wang (1976) sugerem um estimador ligeiramente diferenciado do

stimador de Hoerl, Kennard e Baldwin. Escrevendo o estimador HKB como

k = -Ze--, para âí - /t, os autoras propõem o uso do estimador k = --Z$--, no qual

s valores .& são os autovalores da matriz X'X. Após simulações os autoKS

e

í:l

0
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concluíram por um bom desempenho desse estimador, no que diz respeito ao critério do

erro quadrático médio.

O estimador genemjizado GEN foi proposto por Hoerl e Kennard (1970) como

uma forma de extensão ao procedimento de regressão em cristas que pemlite sepamr os

parâmetros viesados pam cada variável explicativa. Basicamente o modelo linear

y =XI)+c é reescrita em sua forma canónica y =Za+t:, por meio de algumas

transformações. Em tempos de sua forma canónica, o estimador em cristas generalizado

é solução de (Z' Z + K)âc, = Z'y . E em termos de seu modelo original, os coeficientes

em cristas generalizados são dados por PcR - Tâcx .

As estimativas obtidas encontram-se organizadas na Tabela 5. 1.
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Fonte: Lawrence e Marsh (1984)

5.3 - Resultados

Marquardt (1970) estabelece que os fatores de inflação de variância (FIV) para o

procedimento de regressão em cristas são os elementos da diagonal principal de

60

Tabela 5.1 -- Estimativas dos Coeficientes de Rew.estão
    MQ LS     GEN

SEM PESO  
0,765
0,565
4,248
0,005

4,377
0,375

0,666
0,345
4,117
0,(m3
4,299
0,185

0,668
0,348
0,119
0,003
-0,300
0,187

0,573
0,222
0,049
o,001
4,239
0,131

0,698
0,431
0,163
4,049
0,357
0,196

    WQ LS     GEN

HUBER  
0,491
0,252
0,120
0,072
4,465
4,038

0,290
0,140
0,174
4,060
4,370
0,172

0,292
0,141
0,173
0,060
0,372
0,170

0,317
0,162
0,156
4,062
0,392
0,151

0,357
0,178
0,143
0,071
4,365
0,141

    MQ LS   LW GEN

ANDREWS  
1,015
0,429
0,372
o,110
0,720
1,189

0,613
0,246
0,080
0,096
4,647
4,202

0,618
0,248
0,083
0,096
0,648
0,207

0,332
0,112
0,068
0,086
0,560
0,033

0,882
0,270
4,159
0,123
0,612
D,394

    WQ LS   LW GEN

HAMPEL  
0,781
0,439
0,487
4,112
0,741
1,075

0,462
0,250
0,024
0,098
4,662
0,114

0,466
0,252
0,026
0,098
0,663
0,118

0,278
0,122
0,083
0,089

4,572
0,057

0,629
0,270
0,048
0,128
0,630
0,262

    UQ LS   LW GEN

RAMSAY  
0,866
0,339
0,244
0,097
0,569
0,695

0,525
0,195
0,027
0,084
0,498
0,046

0,530
0,196
0,025
0,084
0,499
0,049

0,403
0,143
0,089
4,079
0,460
0,051

0,756
0,222
4,067
4,112
0,467
0,178



(x'x+kl)'' (x'x).(x'x+kl)'

em que X'X está escrito na forma de matriz de correlação e k é o valor utilizado na

expressão do estimador da regressão em cristas.

As conclusões apresentadas por Lawrence e Marsh (1984) fomm baseadas no

fator de inflação da variância (FIV) e nas estimativas dos coeficientes da regressão.

Inicialmente, todos os métodos de mgmssão em cristas obtidos através da utilização das

diferentes expressões de k , reduziram os FIV's como espemdo. Os métodos LW e GEN

fomm os que fomeceram uma maior redução dos FIV's. Os métodos LS e HKB

apresentaram resultados bem parecidos tanto em termos de FIV's, quanto em termos de

coeãlcientes estimados.

Apesar de os FIV's terem sido reduzidos nos métodos L-W e GEN, no caso

particular do método L-W, os FIV's ficaram muito próximos uns dos outros, enquanto

que no método GEN, os FIV's gemdos variaram consideravelmente.

Em termos de credibilidade das estimativas pam o modelo de fatalidades, o

método LW foi o único que consistentemente produziu os sinais espemdos para as

estimativas dos coeHlcientes do m«leio de agressão robusto. Nenhum método produziu

resultados razoáveis nos casos em que não foram utilizados pesos

De certa forma, a técnica robusta Huber parece ser a que apresenta resultados

consistentes com aqueles que eram espemdos- Contudo, o método LIW que produziu

consistentemente os sinais carretos sob todas as técnicas robustas, apresentou FIV

maior que cinco sob a técnica Huber. Isso sugere que alguma multicolinearidade ainda

persistiu após a aplicação desse método. Esse pamce não ser o caso para o estimador

LW sob as técnicas robustas Andrews ou Hampel. Contudo, essas técnicas robustas não

proporcionamm resultados razoáveis quando outros estimadores em cristas foram
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usados. Dessa forma, a técnica robusta Huber pamce ser a mais estável e a mais

conHiável para esses dados.

Consequentemente, a técnica robusta Huber usada em conjunto com o estimador

LW forneceu o melhor o melhor método de ajuste no modelo que relaciona o número de

fatalidades na indústria mineradom de carvão dos Estados Unidos em fllnção das

variáveis explicativas descritas.
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Capítulo 6

Aplicações

6.1-Introdução

O presente capítulo tem por objetivo a aplicação de algumas das técnicas de

análise apresentadas anteriormente ao conjunto de dados mais do prqeto: Relação

Estrutura-Atividade de Anestésicos Locais N,N [Dimeti]amina] Etil Benzoatos

Para-Substituídos, (RAE CEA-9710, André, E]ian e Bruscato, ] 997).

O prometo é originalmente da áma famtacológica e investiga o efeito de diversos

tipos de anestésicos locais sobra o comção de ratos. O interesse desse estudo consistiu

em verificar quais características físico-químicas da molécula de determinada droga

influenciam mais em sua potência tóxica, definida como a dose de droga necessária para
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ocormr uma indução de 30qo na fmqüência do átrio. Para tal, fomm utilizados setenta e

dois ratos, homogêneos entre si, divididos em quatorze grupos, contendo de três a oito

ratos. Cada grupo foi submetido a uma droga difemnte e a potência tóxica calculada

após a realização de um experimento, descrito no referido trabalho.

6.2 -- Descrição das Variáveis

Fomm consideradas dez variáveis independentes, constituídas exatamente por

dez camcterísticas físico-(químicas das próprias drogas, de modo que seus valores são

determinados sem erro. Estão divididas em quatro grupos, de acordo com o efeito ao

qual se referem.

As variáveis do grupo do l:lÓelfo e

o grupamento substituinte. São elas:

8 L: comprimento do grupo substituinte ao longo d

esqueleto da molécula (medido em Angsüon);

BI e B4: larguras do comprimento substituinte a

ligação, perpendiculares a ele (medidas em Angstron).

.çférlca mediam um comorimento relacionadoP n e ae a

a

o eixo da ligação com oX l

partir do eixo dae

As variáveis do grupo do eáelro e/efrórzico mediam o eíêito de dispers

o do anel benzênico e eram deHlnidas como:

e F: componente de campo (adimensional);

8 R: componente de mssonância (adimensional);

e SIGMA: constante de Hammet -- combinação linear das duas anterioms

(adimensional);

ão de c

em tom

:ga

64



e C (CARBONILA): fnqüência de estiramento da carbonila medida por

espectroscopia no infra-vermelho (em cm'').

As variáveis do grupo do aBeIra /zld/z1/3blco mediam quanto as moléculas da

droga misturam-se na água e eram definidas como:

e LOG.PAPP: logaritmo do coeficiente de partição óleo-água medido

(adimensional);

e Pl: coeülciente de partição óleo-água calculado (adimensional)

A variável do grupo de outros e$eirax é:

e MR4: reftatividade molar (adimensional),

e POTENCIA: -log(DE30), onde Desci é a dose de droga necessária para

ocormr uma redução de 30% na fmqüência do áuio em relação ao

controle (adimensional).

Na análise da relação enfie a variável msposta e as variáveis independentes foi

utilizado um modelo de regressão linear mú]tip]a. Desconü]ava-se, no entanto, da

presença de multicolinearidade e, por esse motivo, André, C. D. S. de, Elian, S. N.,

Bruscato, A. (1997) consideraram três grupos de variáveis independentes, obtidos com

base na matriz de correlações (Tabela A.l, Apêndice A)

© Grupo 1: fomlado por todas as variáveis indepe

prometo;

e Grupo 2: formado pelas variáveis independentes mais correlacionadas

linearmente (coeficientes de correlação linear de Pearson) com a variável

e a variávelresposta é dada porS Save

ndentes consideradas noe nsie
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potência em cada um dos q

SIGMA, LOG.PAPP e MR4;

Grupo 3: Foi consMiído um dendograma (Tabela A.2, Apêndice A) de

modo a agrupar as variáveis independentes altamente correlacionadas

entre si. Realizado um corte ao nível 7,5, foram obtidos cinco

agrupamentos: LOG.PAPP e Pl; L MIR4 e B4; R e C; BI e SIGMA e F.

O grupo 3 foi formado pelas variáveis independentes mais

cormlacionadas linearmente com a variável potência em cada um dos

agrupamentos obtidos. Essas variáveis são B4, SIGMA, F, R e

LOG.PAPP.

Como os grupos 2 e 3 contém variáveis independentes altamente

correlacionadas entre si, aplicarmos o procedimento de regressão em cristas e algumas

das técnicas de diagnóstico apresentadas nos capítulos anteriores. Para tal, as análises

serão desenvolvidas no pacote computacional R. Alguns comandos utilizados

enconüam-se no Apêndice B

B4,de efeitos São elasuatro grupos

e

6.3 - Análises

Inicialmente, aplicarmos o procedimento de regressão em cristas calculando

algumas das medidas de diagnóstico para o grupo 2. Posteriormente, o mesmo será feito

parao grupo 3.

© Grupo 2

Os coeficientes do modelo de regmssão ajustado através do procedimento de

mínimos quadmdos para o grupo 2 encontram-se na Tabela 6.1.
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Na análise Balizada, é possível perceber que o coeficiente da variável B4 não é

estatisticamente significante ao nível de 0,05. Uma possível razão pam esse fato seria a

existência de multicolinearidade nos dados. A fim de detecta-la, foram calculados os

FIV's associados a cada variável, que se encontram na Tabela 6.2.

Assim, podemos perceber que as variáveis B4 e MR4 são altamente

cionadas com uma ou mais variáveis independentes por apresentaram FIV maiorcorreia

que 5.

Uma outra forma de avaliar a multicolinearidade é por meio do número

"max

/%mmín

matriz (X' X) , na sua forma de correlação, enquanto que .h.. reflete o menor autovalor

da matriz (X' X) . Seus autovalores são dados por: 3,1562; 0,6171 ; 0,2080; 0,01 865.

Logo, x = :4n=-=-:!;!562 . 169,2- Como 100< x'< ]000, podemos concluir
J.:. 0,01865

pela existência de sensível multicolinearidade nos dados

4 é n maior autovajor da, ondeque é obtido pela razão x'condicional ulon ()K 1]n n ax
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Tabela 6.1 - Ajuste do Modelo por Mínimos Quadrados - Gru )o2

  Estimativas Erro Padrão Valor da estatística t p-valor
(Intercepta)
B4
SIGMA
LOG.PAPP
MR4  

0,11
0,08
0,09
0,04
0,13

27,83
1,31
6,85
8,45
-2,19

<2e-16
0,1932

2,81e-09
3,78e-12
0,0318

Tabela 6.2 - Falar de hiflacão da Variância - Procedimento de Re !reggae de MQ - çru m2
Variável B4 SIGMA LOG.PAPP MR4

HV 28,75 1,83 3,62 26,17



Por esse motivo será aditado o procedimento de regressão em cristas,

determinando, inicialmente, o valor para k através da análise do traço, para k variando

de zero a dois. O traço corresponde ao gráfico dos valores das estimativas em função de

k

0.0 0.5 1.0

x$1ambda

1.5 2.0

Figura 6.1 Traço para as variáveis: B4, SIGMA, LOG.PAPP e MR4 - Grupo 2

Através da Figura 6.1, podemos perceber que a partir de k = 1,5 os coeHlcientes

de regressão tendem a se estabilizar. Assim, esse valor será escolhido e um modelo de

regressão em cristas pam os dados do grupo 2 pode ser expresso par:

r 3,19+0,04 B4 0,61 SIGMA +0,29 LOG.PAPP O,16. MR4
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Os valores dos FílV's para as variáveis do grupo 2, após ajuste de um modelo de

agressão em cristas, decresceram consideravelmente e são dados por:

Fomm calculados os elementos da diagonal principal da matriz

H* = Z(Z'Z + kl' )"' Z' , obtidos a parir da expressão da seção 5.3, com função similar

à matriz "hat" na estimação por mínimos quadrados. As observações 64, 65 e 66 foram

consideradas como as mais influentes, com valor #. = O,169. Isso pode ser verificado

na Figura 6.2. Ao analisarmos suas características, percebemos que esses ratos

apresentaram os maiores valores de SIGMA (0,72) e foram os únicos três ratos com

valoms negativos em LOG.PAPP (-0,70).

l

Index

Figura 6.2 - Valores da diagonal principal da matriz He - Grupo 2
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Tabela 6.3 - Falar de Inflação da Variância - Procedimento de Re cessão em Cristas - (iru )o 2
Variável B4 SIGMA LOG.PAPP MR4

HV 0,09 0,02 0,(H 0,09



É necessário enfatizar, ainda, que, por meio desse modelo de regressão em

cristas, não foram detectados pontos iMluentes através da medida D;, no que diz

respeito ao grupo 2. Realizado o ajuste pelo método dos mínimos quadrados, de acordo

com as medidas tradicionais, oito seriam as observações influentes: 21, 44, 64, 65, 68,

69,70 e 71.

Com relação às medidas de influência local, J'm.. = 0,046842 e a curvatura

máxima foi obtida resultando em c.... = 1111!:n- = Êli::l::: = 2,40 . Dessa forma,

alguma sensibilidade local existe nos dados, de acordo com o critério de Cook

(C.,* > 2). Contudo, pelo critério sugerido por Loynes (1997), C.. = 2,40 < 8 , pelo

fato de p = 4. Assim, a partir dos critérios de Cook e li)ynes, podemos concluir pela

existência de uma sensibilidade modemda.

Após a obtenção do maior autovalor 21.., seu autovetor associado também nos

fomece informações sobre os pontos mais influentes. Neste caso, as coordenadas com

maioms valores correspondem aos pontos mais influentes. Para o grupo 2, destacamos

os mtos de números: 44, 46, 21, 67, 45 e 47. Todos apresentaram valoms superiores a

K),21, fato que pode ser verificado na Figura 6.3.
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à

Index

Figura 6.3 - Análise da Influência pelos componentes do auLovetor associado a .;(.,. - Grupo 2

50 60 700 10 20 30 40

A inclinação máxima /.,x toi determi

modelo de regmssão em cristas, de acordo com

vz.o;l --9
,]%

11

: )
í:l

obtendo-se

vz.o; 1 = i2,72 .

l.Jm critério de avaliação para essa medida de inclinação máxima é dado pela

quadrada de 2FZ + 4J14fz que, para os dados do grupo 2, equivale a 16,46.

Assim, como 1.. - 12,72 < 16,46 , temos que Z.,. não sugere sensibilidade local

para os dados do grupo 2. Mas, ainda sim, esse método proporciona medidas individuais

1., de modo a indicar quais observações contribuem mais pam /.« Os valores

individuais l: =
í--lllr-l nferentes ao grupo 2 encontram-se na Tabela 6.4 e na

raiz
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Figura 6.4. Por meio delas, detectamos quatro observações cujos valores Z. são

perceptivelmente maiores que as demais: 21, 38, 44 e 46, sendo que duas delas, a saber,

as observações 21 e 'M, já haviam sido diagnosticadas pelo método de mínimos

quadrados.

0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 6.4 Medidas Individuais Z. Grupo2
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Tabela 6.4 Valores absolutos de Z. pam os dados do Grupo 2
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e Grupo 3

Com ralação ao grupo 3, as estimativas dos parâmetros do modelo obtidas via

mínimos quadrados estão organizados na Tabela 6.5.

Nesse ajuste é possível perceber que os coeficientes das variáveis SIGMA e F

não são estatisticamente significantes ao nível de 0,05. Os FIV's associados a cada

variável foram obtidos com a finalidade de verificar a existência de multicolinearidade e

encontmm-se na Tabela 6.6.

Desse modo, podemos perceber que as variáveis SIGMA, F, R e LOG.PAPP são

altamente correlacionadas com uma ou mais variáveis independentes já que apresentam

FIV maior que 5.
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Tabela 6.5 Ajuste do Modelo por Mínimos Quadrados Grupo 3
  Estimativas Erm Padrão Valor da estatística t p-valor
(Intercepta)
B4
SIGMA
F
R
LOG.PAPP

3,27
0,07
0,60
-0,98

1,45
0,30

0,07
0,03
0,55
0,57
0,60
0,04  

<2e-16
0,016]
0,2754
0,0890
0,0192

3,41e-09

Tabela 6.6 - Favor de Inflação da Variância - l+ocedimento de Ree :suão de M( ) - (jTU }o 3
Variável B4 SIGMA F R LOG.PAPP

FIV 3,92 74,15 22,68 54,62 5,68



Os autovalores da matiz (X

e 0,0066. Logo, x' = ]blu- = -11:1756 . 481,15 . Como 100 < x' < 1(X)0 , podemos concluir
2..i. 0,0066

pela existência de forte multicolinearidade nos dados.

Como forma de contomar o problema da mujticolinearidade, um modelo de

agressão em cristas será ajustado. Mas, pam isso, o traço será analisado como critério

de escolha pam o valor para k , tomando # variando de zero a dois.

'X) são dados por 0,6851;0,12673.1756 1,0058a

0.0 0.5 1.0

x$1ambda

1.5 2.0

Figura 6.5 -- Traço para as variáveis: B4, SIGMA. F, R e LOG.PAPP - Grupo 3

Através da Figura 6.5, podemos perceber que a partir de k = 1, os coeficientes

tendem a se estabilizar. Assim, esse valor será escolhido e um modelo de regressão em

cristas para os dados do grupo 3 pode ser expresso por.

r 3,27 - 0,07 . B4 + 0,02 . SIGMA 0,44 F -- 0,8 1 . R + 0,30 . LOG.PAPP
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Os valores dos FIV's para as variáveis independentes do grupo 3, após ajuste de

um modelo de agressão em cristas, decresceram consideravelmente e são dados na

Tabela 6.7.

Calculando-se os elementos da diagonal principal de H* = ZIZ'Z+ kl'r'Z'

temos, também, que as observações 64, 65 e 66 fomm consideradas como as mais

influentes, com valor h; = 0,172 . Esse fato pode ser verificado por meio da Figura 6.6.

Ao investigarmos suas camcterísticas podemos perceber que esses três ratos, assim

como no grupo 2, apresentamm os maiores valoKS de SIGMA (0,72) e foram os únicos

a apresentarem valores negativos em LOG.PAPP (-0,70). Mas, além disso,

apresentaram os maiores valores da variável F (0,54) e da variável R (0,22).

0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 6.6 - Valoms da diagonal principal da matriz H# - Grupo 3
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Tabela 6.7 - Fator de ]nf]ação da Variância - Procedimento de Rea estão em Cristas - Gru )o 3
Variável B4 SIGMA F R LOG.PAPO

FIV 0,04 0,11 0,05 o,w 0,06



Considerando o modelo de regressão em cristas ajustado pam os dados do grupo

3, também não foram detectados pontos influentes por meio da medida D; . Mas se o

procedimento aditado fosse pelo método de mínimos quadrados, sete seriam as

observações influentes: 21, 44, 64, 65, 69, 70 e 71.

A curvatura máxima obtida foi C = 2.=g@l- = 2--g:91Z!!!! = 2.87 . Dessa
â' 0,03663602 ''

comia, alguma sensibilidade local existe nos dados, de acordo com o critério de Cook

(C.,* > 2) . Mas, pelo critério sugerido por Lnynes (1997), C... = 2,87 < 10 , pelo fato

de p = 5 . Desse modo, a partir dos critérios de Cook e Loynes, podemos concluir por

uma sensibilidade moderada.

O autovetor associado a 2=. referente aos dados do grupo 3 sugere como

influentes os mãos de números: 44, 43, 46, 49, 21, 48 e 45, todos com componente de

2=. e maiores que l0,21 , como pode ser verificado na Figura 6.7.

Q

0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 6.7 - Análise da Influência pelas componentes do autovetor associado a J'm. - Grupo 3
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A inclinação máxima Z.. foi estimada, para o grupo 3, obtendo-se

,«; l--'gl'l".
vz.o; 1 = i3,53 .

Assim, como 1.. = 13,53 < 16,46 , temos que i.,* não sugere sensibilidade local

para os dados do grupo 3. Os valores individuais Z. referentes ao grupo 3 encontmm-se

na Tabela 6.2 e na Figura 6.8. Com base nelas, detectamos quatro observações que são

perceptivelmente maiores que o restante dos dados: 21, 38, 44 e 49, sendo que as

observações 21, 38 e 44 já haviam sido detectadas no Grupo 2. Acrescenta-se, ainda,

que, as observações 21 e 44 também foram identificadas pelo método de mínimos

quadrados e pelas componentes de .a=,:

Figura 6.8 - Medidas Individuais l, Grupo 3
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Tabela 6.8 Valores absolutos individuais /, para os dados do Grupo 3

Com base nas medidas individuais /Í , foram identificadas as observações 21, 38,

44 e 46 no Grupo 2, ou seja, são as que mais contribuem para a inclinação máxima

Zmax Já no Grupo 3, essas observações são as de número 21, 38, 44 e 49.

Eliminadas essas observações, os modelos selecionados pam os grupos 2 e 3,

agora reduzidos, encontram-se na Tabela 6.9.
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Após o ajuste desses dois modelos de regressão em cristas verificamos, ainda,

que, para os dois grupos reduzidos considerados, os valons do FIV (que já eram baixos)

decresceram um pouco mais. Isso significa que a multicolinearidade foi sensivelmente

Kduzida precisamente em função da eliminação das observações que mais contribuíam

para a inclinação máxima lmax , fato que pode ser constatado na Tabela 6. 10.

Os valores para a inclinação máxima /mm foram novamente obtidos para os

grupos reduzidos 2 e 3 e seus valores são, respectivamente, 8,2 e 7,7. Pelo fato de serem

ambos menores do que a miz quadrada de 2n+4J14lz , que nesse caso é 16,1,

continuam não sugerindo sensibilidade local nos dados.
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Tabela 6.9 - Modelos de Regressão em Cristas com Observações Eliminadas nos Gru )os 2 e

Grupo 2 -
reduzido

y = 3,17 + 0,06B4 -- 0,62S/G.14,4 + 0,25Z,OG..FHH PP O,15A4R4

Grupo 3 -
reduzido

r = 3,26 -- 0,05B4 0,04S/GALA -- 0,37r' 0,72R+ 0,27Z,OG.PAPO

FIV do Modelo de Regressão em Cristas do Grupo 3(n=72)
B4 SIGMA F R LOG.PAPP

0,(M 0,11 0,05 o,w 0,06

FílV do Modelo de Regressão em Cristas do Grupo 3 Reduzido(n=68)
B4 SIGMA F R LOG.PAPP

0,04 0,06 0,03 0,05 0,05

FIV do Modelo de ReH.estão em Cristas do Grupo 2(n=72)
B4 SIGMA LOG.PAPP MR4

0,09 0,02 0,04 0,(»

FílV do Modelo de Recessão em Cristas do Gmpo 2 Reduzido(n=68)
B4 SIGMA LOG.PAPP MR4

0,05 0,02 0,(H 0,05



Podemos concluir, com base no que foi exposto no pmsente capítulo, que as

técnicas de regressão em cristas foram eficientes no que diz respeito ao seu objetivo

principal, qual sela, o de contomar o problema da multicolinearidade existente no

conjunto dedados.

E possível concluir, ainda, que ao utilizar medidas de influência adaptadas para

modelos de regressão em cristas, a quantidade de observações influentes, obtida pelos

diversos métodos empregados, geralmente diminuiu quando comparada com a

quantidade de observações iNluentes obtidas por mínimos quadrados.
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Capítulo 7

Considerações Finais

Com base na abordagem descrita nesse trabalho, para o ajuste de um modelo de

agressão na existência de multicolinearidade, sugerimos a realização dos seguintes

passos:

1) Verificar se a multicolinearidade é gerada por pontos discrepantes. Em caso

positivo, o uso de estimadons viciados, em particular o estimador em cristas, pode não

ser uma altemativa eficaz. Para saber se a multicolinearidade é gerada por pontos

discmpantes, gráficos de dispersão dos componentes principais normalizados

cormspondentes aos maiores autovalores da matriz de correlação devem ser elaborados.

Esses gráficos devem aposentar um comportamento aleatório dos pontos caso os dados

não contenham multicolinearidade ou pontos extmmos nas variáveis explicativas.
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caso se conclua que a muiticonneanaaae e aeviaa a natumza aas vanaveis e se

decida utilizar o procedimento de regmssão em cristas pam solucionar o problema

sugere-se:

2) Ajustar o modelo de regressão em cristas, calcular as medidas D; e ou

1)/í/?/TS' (1) para cada observação e identificar aquelas que são influentes;

3) Com o ajuste realizado é possível efetuar a análise das medidas de influência

local C.. e 1.,. . Além disso, podemos, também, meda a conüibuição individual de

cada /. na inclinação máxima /..

Detectados pontos influentes, caso se decidida pela não eliminação das

observações, sugerimos o uso das técnicas de agressão robusta em cristas, apresentadas

no Capítulo 5.

A elaboração de um programa pam o ajuste

cristas Hlca como sugestão para um tmbalho futuro.

Finalizando, gostaríamos ainda de destacar o recente artigo de Labra, Aoki e

Raias (2007). Os autores propõem medidas de influência local para o estimador em

cristas em modelos Guias erros têm distribuição elíptica. Tal análise, fom do contexto da

nosso trabalho que é estrito a modelos com entes com distribuição Normal, seria um

interessante tópico de Desqujsa futura

da técnica de regressão robusta em0C C e
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Tabela A.2 - Dendograma da Análise de Agrupamento

Método: Centróide
Medida de similaridade: Correlação linear de Pearson

C A S E O
Label Num +

5
.+

10
+

15
+

20
+

25
. +

LOGO
PI
L
MR4
B4
R
C
BI
SIGMA
F

8
9
3

LO
2
6

7
l
4
5
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Apêndice B

Apresentarmos a seguir os comandos utilizados no software R. Os pacotes

necessários foram: car e Ã4ÁSS. A título de ilustração, todas as rotinas a semm

apnsentadas aqui cormspondem àquelas utilizadas para as análises do gmpo 2. A

diferença para o grupo 3 reside apenas na troca de variáveis.

e Calcular os valores do FIV associado a cada variável a de um modelo:

> vif(Im(POTENCIA-B4+SIGMA+LOG.PAPP+MR4, dados:ratos»

e Padronização de narizes:

<-scale(X, center:'IRUE, scale=TRUE)

e Matriz inversa de X:

> solve(X)

© Obter resíduos de um modelo de regressão de mínimos quadrados:

> residuais(Im(POTENCIA-B4+SIGMA+LOG.PAPP+MR4, dados=mtos»

8 Contrução do Traço para a escolha de k , com k variando de 0 a 2:

> plot(Im.ridge(POTENCIA-B4+SIGMA+LOG.PAPP+MR4, ratos, lambda=seq(O, 2,

0.05)))

>x
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e Determinação do muielo de regressão em cristas após a escolha de k

> Im.ridge(POT'ENCIA-B4+SIGMA+LOG.PAPP+MR4, ratos, lambda=1.5)

e Obtenção dos nsíduos do modelo de regmssão em cristas:

1) chamenos de br o vetar dos coeficientes do modelo em cristas estimados

> br<-maüix(c(bO, bl, b2, b3, b4), nrow=5)

2) Criar um vetar de U de tamanho 72

> U<-rep(1 ,72)

3) Dispor os vetores de interesse em uma matriz X.

> X<-cbind(U, B4, SIGMA, LOG.PAPP, MR4)

3) Escrever a função dos resíduos em cristas

> eridge<-POTENCIA-X%o #qobr

e Obtenção da inclinação máxima:

> eridge2<-eridge/K2

> grada-(U-(eridge2/s2»

> grad2<-grad'x2

> grad3<-sum(grad2)

> grad4<-sqrt(grad3)

© Medidas individuais Z. da inclinação máxima:

> 1 1 <-( 1-(eridge2[ 1 ,]/s2»

© Estimador de mínimos quadrados de gz :

> res<-c(residuais(modelo»

> res2<-resA2

> s2< sum(res2)/(72-5)

e Curvatura máxima:

87



> D<-diag(c(eridge»

> m<-(D%8%X%#%solve(t(X)%*%X+ 1.58diag(1,5»%#qot(X)%*%D)

> eigen(m)$values

OBS: O maior autovalor foi obtido colocando em ordem crescente os autovalores por

meio do comando:

> soft(eigen(m)$values)

© Matiz "hat" na regressão em cristas:

> H<-X%#%solve«t(X)%#%X+1 .5#diag(1 ,5»)%*%t(X)

> h<-diag(H)

e FIV na agressão em cristas:

> vift<-solve(t(X)%#%X+1 .5+diag( 1,4»%*%t(X)%H:%X%+%solve(t(X)%+%X+1 .5#diag( 1 ,4»

> vifhdge<-diag(vift)

8 Cálculo de Z)l

> Di<-(1/(5'k 1 .5»%#%t(b-bi)%8%t(X)%e%X%#%(b-bi),

sendo que b apresenta o vetar dos estimadores em cristas com todas as observações e bi

repmsenta o vetor dos estimadons em cristas sem a i-ésima observação.

e Obtenção do vetor dos estimadores em cristas bi sem a f-ésl/}za observação:

> Im.ridge(POTENCIA-B4+SIGMA+LOG.PAPP+MR4,mtos, subset=c(l :i-l ,i+1 :72),
lambda=1 .5)
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