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Resumo

Dados categorizados com censura sao comuns em diferentes dreas do conhecimento. A analise
estatistica para esse tipo de dados era um desafio para muitos estatisticos. Atualmente héd algumas
abordagens Bayesianas e frequentistas para resolver este problema. Paulino e Pereira (1995) apresen-
taram um modelo Bayesiano para dados categorizados com padrao de censura. Este modelo utiliza
todas as informagdes da amostra, inclusive as observagoes com informagdes parciais ou totalmente
faltantes. Também serdo apresentados o modelo de Paulino, Soares ¢ Neuhaus (2003) que emprega
modelos lineares generalizados para modelar o efeito da varidvel explicativa, discreta ou continua,
na varidvel resposta discreta que estd sujeita a erro e um modelo de regressao logistica utilizando a
idéia da particdo. Para este tipo de andlise, pode-se aplicar uma visao estatistica por meio do the
Full Bayesian Significance Test (FBST) como um teste de significincia Bayesiano coerente, que foi
originalmente proposto por Pereira e Stern (1999). O teste FBST é um teste baseado no valor do
conceito de evidéncia. O objetivo deste trabalho é apresentar a aplicagido do F'BST' para a andalise
de dados discretos com censura. Alguns exemplos ilustrativos sdo apresentados como aplicagoes da

metodologia Bayesiana.

Palavras-chave: dados discretos, anélise Bayesiana, regressao logistica.
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Abstract

The categorical data with missing values are common in different area of knowledge. The statisti-
cal analyses of those data were a challenge to many statisticians. Nowadays there are some Bayesian
and frequentist approaches to solve it. Paulino and Pereira (1995) presented a Bayesian model for
categorical data with missingness. That model uses all information from the sample, including the
observations that have partial or completely missing. The generalized linear model given by Paulino,
Soares ¢ Neuhaus (2003) and a new logistic model using the principle of partial likelihood will be
also presented. Using the Bayesian view, the Full Bayesian Significance Test (FBST'), presented by
Pereira and Stern (1999), can be applied as a coherent Bayésian significance test. The F'BST is a
test based on a value of evidence concept. The goal of this work is to present the application of
the FBST for categorical data with missingness. Some examples are given as illustration for the

Bayesian analysis.

Keywords: discrete data, Bayesian analysis, logistic regression.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracgoes Preliminares

Dependendo da 4rea do conhecimento e do objetivo da pesquisa cientifica, pode ser necessério
coletar algumas informacoes relacionadas & classificagdo de unidades amostrais de acordo com os
valores ou intervalos de valores de uma ou mais varidveis aleatérias, discretas ou continuas, Os
dados relativos a estas varidveis aleatérias formam um conjunto de dados, que sao freqiientemente
denominados dados discretos ou categorizados. Esta denominagdo é utilizada porque geralmente
existe a contagem de eventos ou de unidades amostrais, cujas caracteristicas sao determinadas por
categorias de interesse. As freqiiéncias encontradas devido a classificagao cruzada destas informagoes

sdo geralmente apresentadas na forma de tabelas, as chamadas tabelas de contingéncia.

Durante a coleta de dados, podem ocorrer algumas perdas de informagao relacionadas as unidades
amostrais estudadas de forma aleatéria, pois os valores de uma ou mais varidaveis de categorizagao
néo sdo registradas. As tabelas de contingéncia portadoras de dados omissos apresentam informagoes
completamente coletadas e, dependendo da varidvel estudada, apresentam também uma ou mais mar-
ginais de categorias com dados incompletos, pois algumas informagées foram parcialmente coletadas
ou totalmente omissas. Estes problemas podem ocorrer quando o pesquisador, por desconhecimento
ou descuido, registra apenas o subconjunto de valores da varfavel ao invés de registrar os valores das

varidveis discretas, pois a caracteristica ou atributo estudado pode nao ser distinguivel entre si.
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1.2 Objetivos

Este trabalho tem por objetivo propor novos modelos Bayesianos para andlise de dados catego-
rizados com censuras e utilizar o procedimento do FBST para apresentar a aplicagao da andlise

estatistica em conjunto de dados reais.
1.3 Contribuigoes

As principais contribuigdes deste trabalho estao discriminadas abaixo:

¢ Um modelo Bayesiano particionado é proposto para utilizar inclusive as informagoes das cen-

suras observadas nos dados coletados;

e Um novo modelo Bayesiano de regressdo logistica é apresentado para avaliar os efeitos das
varigveis explicativas, discretas ou continuas, na varidvel com resposta bindrias, na presenga de

censuras.

1.4 Organizagao do Trabalho

Nas préximas se¢oes deste capitulo, alguns conceitos importantes serao abordados sobre o pro-
cedimento do FBST. Apresenta-se o modelo Bayesiano de Paulino e Pereira e também o modelo
Bayesiano particionado. Um exemplo cléssico de dados deficientemente categorizados é apresentado

como motiva¢do na préxima segao.

No Capitulo 2, abordam-se alguns modelos de regressio logistica para andlise Bayesiano de da-
dos categorizados. Apresenta-se um novo modelo Bayesiano para avaliar os cfcitos das variaveis

explicativas, discretas ou continuas, na varidvel com resposta bindrias, na presenga de censuras.
Finalmente, no Capitulo 3, sdo discutidas algumas conclusoes sobre o trabalho e também sao

apresentadas algumas perspectivas de trabalhos futuros.

1.5 Exemplo - Teste de Coloracao Dentdria

Como motivacao da pesquisa, considere os dados da Tabela 1.1 apresentados e analisados por

Paulino e Pereira (1995). Este conjunto de dados também foi analisado nos trabalhos de Soares
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(2004) e Poleto (2006). Os dados coletados sao referentes a uma amostra composta por 97 vo-
luntdrios. Aplicou-se dois testes de susceptibilidade & cdrie dentdria categorizada em trés niveis:
baixa, média ou alta. Os dois testes estudados apresentam algumas caracteristicas diferentes: um
representa o teste padrao e que é bastante confidvel porém caro e o outro é um teste simplificado,
mais barato, que se baseia na observagao da coloragao obtida na reagao de um produto com a saliva
do paciente. Em alguns casos, existe a possibilidade de dividas em relagao a coloragao do teste
simplificado, o profissional pode nao ser capaz de discernir entre niveis adjacentes de susceptibilidade
dentéria. Essa ddvida é capaz de criar um mecanismo de omissdo, que pode ocorre porque existe um
certo confundimento entre as categorias préximas. O principal objetivo de realizar este experimento

consistia em avaliar a possibilidade da substituigdo do teste padriao (Tp) pelo teste simplificado (T).

Tabela 1.1: Freqiiéncias observadas da suceptibilidade dentaria de 97 voluntdrios

Teste Teste Padrao (Tp)
Simplificado (Ts) Baixa(1) Média(2) Alta(3)
Baixa(1) 4 10 0
Média(2) 5 9 3
Alta(3) 2 11 7
Baixa(1)/Média(2) 7 11 7
Média(2)/Alta(3) 3 7 8

1.6 Enfoques Estatisticos para o Problema

Existem basicamente dois enfoques estatisticos para analisar os dados discretos com padrao de
censura: o Freqiientista e o Bayesiano, sendo que este dltimo serd visto com mais detalhes no decorrer
dos préximos capitulos neste trabalho. Dentre os trabalhos com enfoque frequentista, destacam-se
Hartley (1958), Chen e Fienberg (1974, 1976), Dempster, Laird e Rubin (1977), Little ¢ Rubin (1987),
Poleto (2006).

Na abordagem Bayesiana do problema, existem duas linhas de pesquisa distintas: uma que con-
sidera tabelas de contingéncia 2 x 2 com informagoes faltantes nas linhas ou colunas, ou seja, dados
categorizados com padrdo de censura sob um mecanismo de censura nao informativo e a outra corre-

sponde aos estudos em que sdo considerados os dados categorizados com padréo de censura ignoravel,
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sob um mecanismo de registro informativo. A denominagao de registro informativo esta relacionada
ao processo de coleta dos dados. E provével que possam existir casos em que a informagao observada
na unidade experimental é dificil de ser determinada. Desta forma, tem-se uma certa divida em
registrar qual categoria esta unidade amostral pertenga. Por exemplo, pode-se citar a classificagao
da susceptibilidade dentéria nos niveis adjacentes: baixo e médio ou médio e alto. E importante
frisar que este mecanismo de censura é informativo, pois fornece uma certa informagao relacionada

aos niveis adjacentes em que os voluntarios possam estar.

Para a primeira linha de pesquisa que utiliza as tabelas de contingéncia 2 x 2, é importante
ressaltar os trabalhos de Karson e Wrobleski (1970), Antelman (1972), Kaufman e King (1973),
Albert e Gupta (1983), Gunel (1984), Smith, Choi e Gunel (1985). No entanto, Dickey, Jiang e

Kadane (1987) apresentaram uma extensdo considerando o modelo multinomial generalizado.

A segunda abordagem Bayesiana de dados discretos com padrdo de censura, sob um mecanismo
de registro informativo, pode ser encontrada em Basu e Pereira (1982). Realizando uma extensao
deste trabalho, Paulino e Pereira (1992) apresentaram um modelo Bayesiano que nao assume um
determinado processo de padrdo de censura ignordvel, pois considera um mecanismo de registro
informativo para os dados, em que os registros podem ser estruturados em partigoes dos conjuntos das
categorias amostradas. No entanto, em outro trabalho, Paulino e Pereira (1995) apresentaram uma
solugao Bayesiana para os dados deficientemente categorizados, que incorpora uu padrao genérico
de omissdo, sob um mecanismo de registro informativo. No Capitulo 1, serd abordado o modelo
Bayesiano proposto por Paulino e Pereira (1995). Para esta linha de pesquisa, pode-se encontrar os
trabalhos de Soares e Paulino (2001) e Soares (2004).

Devido & complexidade do problema estudado e ao tamanho amostral reduzido, o modelo de
Paulino e Pereira (1992,1995) pode nao ser muito adequado. Para resolver este problema, pode-
se empregar um modelo estrutural reduzido para analisar um conjunto de dados categorizados com
padréo de censuras. Outro modelo interessante foi apresentado por Paulino, Soares e Neuhaus (2003),
que utiliza modelos lineares generalizados para modelar o efeito de variavéis explicativas, discretas

ou continuas, na variavel resposta discreta sujeita a erro.
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1.7 O uso do FFBST

O Full Bayesian Significance Test (FBST) proposto por Pereira e Stern (1999) também pode
ser utilizado na andlise de dados discretos com censura, pois o FBST é um teste de significancia
genuinamente Bayesiano para avaliar algumas hipoteses estatisticas. Como em toda andlise bayesiana,
o FBST utiliza a fun¢ao de verossimilhanga como uma forma apropriada de representar a informagao
estatistica, para simplificar ¢ unificar a andlise estatistica (Good, 1983). O termo genuinamente
(Fully) é utilizado porque o método consiste em analisar os conjuntos de credibilidade, para isto
basta conhecer o espago paramétrico representado pela distribuicdo a posteriori. A maior critica
contra o FBST foi em relacdo a falta de invaridncia com respeito a reparametrizagao. Entretanto,
Madruga et al. (2003) apresentaram uma versao invariante para esse método. No Capitulo 2, alguns

conceitos importantes relacionados & aplicagio do FBST serdo brevemente apresentados.

O FBST tem sido aplicado em alguns problemas estatisticos, por exemplo, pode-se citar os testes
de homogeneidade e independéncia em tabelas de contingéncia, selegao de modelos, comparagao de
coeficientes de variacdo, teste de equilfbrio de Hardy-Weinberg (Madruga et al., 2003; Pereira ¢ Stern,
1999 e 2001) e Faria Junior (2006).

O objetivo deste trabalho é apresentar uma proposta de anélise de dados categorizados com
padrao de censura utilizando o FBST, fornecendo mais uma ferramenta estatistica util no teste de
algumas hipéteses de interesse. Portanto, um exemplo ilustrativo da aplicacao do FBST para o
modelo de Paulino e Pereira (1995) serd apresentado nas Segdes 1.13 e 2.2.3. Algumas consideragoes

finais e propostas de pesquisas futuras serao apresentadas no Capitulo 3.
1.8 Dados Categorizados com Censura

Nesta secéo, serd apresentado o modelo Bayesiano proposto por Paulino ¢ Pereira (1995), cujo
trabalho incorpora um padrao genérico de omissao, sob um mecanismo de registro informativo. Este

modelo pode ser bastante 1til para analisar varios problemas reais.
1.8.1 Modelo Bayesiano de Paulino e Pereira (1995)

Considere uma amostra de tamanho n retirada de uma populagao particionada em m. catego-

rias. Seja 6’=(64,...,6,,) um vetor de probabilidades positivas para as categorias, de tal forma que
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9: = 1. O processo amostral pode ser definido pela varidvel aleatéria W = Wy k =1,2,...,n em
17
que W), = i se a k—-ésima unidade amostral pertence a i—ésima categoria, i = 1, 2,...,n. Desta forma,
tem-se como resultado uma seqiiéncia finita de varidveis aleatérias independentes e identicamente

distribuidas com distribucdo Bernoulli parametrizada por 6.

No caso de dados incompletos, Wi,k = 1,2,...,n podem ndo ser totalmente observados para
algumas unidades da amostra. Para cada unidade amostral, conhece-se apenas se esta pertence a
algum subconjunto d nao vazio de 1,2, ..., m categorias. Na presenca de algum mecanismo de censura
um subconjunto de W néo é completamente observado, ou seja, para algumas unidades amostrais
um tnico elemento do espago amostral Q no é registrado, porém pertence a um dos eventos de 2.
Desta forma, é registrado que Wy € d para algum d C Q. Portanto, os dados observados podem
ser representados por um vetor de subconjuntos registrados, R = Ry, k = 1,2,...,n. Considere D
como a classe de todos os possiveis subconjuntos registrados e denote A=\;,i = 1,2,...,m como o
vetor de probabilidades condicionais em que \; = Ng,d € Di, Ma = P(R; = d|W; = k) e D; =
{d € D:i e d}. Note que d € D, se e somente se, Agx > 0 para algum k£ € Q. Considere De

como a classe de subconjuntos registrados em que ocorrem as censuras e Do = {1:1 = 1,2, ey}
como a classe do subconjunto dos dados completos, portanto D = Dy U D.. Logo, tem-se o vetor
dos dados N’ = (Nj,N.), em que Nj = (n4,% = 1,2,...,m) contem a freqiiéncia das observagoes
completamente classificadas em cada uma das categorias e N/, tal que as coordenadas sao dadas por
nqg com d € D,, em que as freqiiéncias dos subconjuntos de Q sao as classificagoes incompletas. A

fungao de verossimilhanga de (6, A) é dada por

ng m ng

L(0, \|N) H Zemi = H(Qikn)"" H Zei/\di - (1.1)

deD \i=1 i=1 deD. \i€d

Uma parametrizacio alternativa pode ser apresentada em termos de (-, &), em que 7’ =(v4, Y d €

D,) representa as probabilidades marginais das observagoes completamente categorizadas,

m m
Yo=Y pii =Y bida (1.2)
i=1 i=1
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e as probabilidades marginais das observagoes com informagoes parciais em cada d € D,

Yd = Zudi = Zgi/\di; (1.3)

1€d 1€d

o vetor a/=(c, oy, d € D) contem as probabilidades condicionais para cada categoria dada o tipo

de registro,

m
ap = (g, 0 =1,2,...,m), asi = fuii /Y0, Zan‘ =1, (1.4)
’ a=1
aq = (agi, i € d)', cig = prai/Var ) @ia = 1,d € De. (1.5)
ied

Considere P como a matriz de partigio tal que y=Pu. Entdo, tem-se que 0; = 3 cp. Yaia, (1 =
1

1,2,...,m). Considerando a nova reparametrizagao, obtem-se a fungao de verossimilhanga,
m d
= o A~ 74 . .
L('Y’alN) - (70 /d{> ]:—[aiiI H <§ (-"-zd> ’ (1-6)
z€D, =1 deD, \i€d
n
em que ng = Y e M€Y cqQia =1, Vd € D,
Como conseqiiéncia das propriedades da familia das distribuigdes Dirichlet, tem-se que os parame-

tros v, ap e ag, d € D, apresentam distribuigdo a posteriori Dirichlet independentes ¢ identicamente
distribuidas,

~|N ~ D(P'a + ),z = (ng, N.), a|N ~ D(ao + No), @a|N ~ D(aq), d € De. (1.7)

em que a' = (a),aly,d € D), ag = (as,1 =1,2,...,m)" e ag = (a1 € d).

Portanto, utilizando a distribuicdo a posteriori, tem-se que o vetor de probabilidades pode ser

escrito como

0; = vooui + Z Ydid, t = 1, 2,..,m. (18)
deD;ND.

Considerando este modelo Bayesiano, Soares e Paulino (2001) e Soares (2004) realizaram al-

guns cstudos de simulagdo de Monte Carlo ¢ também apresentaram algumas andliscs Bayesianas de
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conjunto de dados reais para ilustrar a aplicagao.
1.9 Modelo Bayesiano Particionado

Utilizando as idéias apresentadas nos trabalhos de Cox (1975), Basu e Pereira (1982), apresenta-
se um modelo Bayesiano particionado para anélise de dados categorizados com censura. Este modelo
utiliza a informacdo dos dados censurados de forma diferente do modelo anterior, utilizando o parti-

cionamento da distribuigdo multiminomial dos dados completos e censurados.

Considere um exemplo simples em que uma pesquisa de opinido pergunta-se: ” Vocé ja usou algum
tipo de droga ?”. O entrevistado pode responder Sim, Néo ou simplesmente nao opiniar. Neste
caso, tem-se uma distribuicdo de Bernoulli com censura, que serd representado pelo vetor aleatério
(S, N, C) com distribuigao trinomial com parametros t e p=(p1,pz,p3), em que p1 + p2 +p3 = 1,
O<p<l,i=123et=s+n+c

A funcao de probabilidade é dada por

¢ , ¢!
f(s,n,clt,p) = < o ) pPiPaPs = mp‘?'pé‘p%- (1.9)

Para realizar a fatoragéo é necessédrio utilizar a seguinte parametrizagao:

m=py l—m=pytpy O=-y 1-9=-L2 (1.10)
1l—m 1—7

Considere também que b =n + ¢ =t — s. Logo, tem-se que

t t! t! bl t b
- = Slblenl : 1.11
< s,m,c ) sinlel  slb! cln! ( s ) ( n ) (1.11)

Portanto, a funcao distribuigao (1.9) pode ser escrita como

n

f(s,n,clt, p) = f(s,nlt, p) = ( t ) (1 =)t ( ’ > 6" (1~ 6)"". (1.12)
S
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Utilizando distribuigdes Beta para 7 e 6§ iguais a Beta(z,y) e Beta (u,v), respectivamente e as

distribuicbes a priori Beta(ay, ag) e Beta(by, b2), tem-se que as distribuigoes a posterior: sao

7|[z,y) ~ Beta(z + a1,y +a2);  0|[u,v] ~ Beta(u + by, v+ by). (1.13)

& importante ressaltar que 7 e # assumem valores no intervalo [0, 1] e sdo de variagao indepen-
dente, ou seja, conhecido o valor de um pardmetro, o segundo continua incerto exatamente como
antes, variando no mesmo espago paramétrico. Desta forma, a distribuigao Multinomial pode ser

particionada em produtos de distribuigdes Binomiais com parametros de variagao independente.

Para realizar a fatoracéo de acordo com o interesse da andlise estatistica de modelos Multinomiais
de maior dimensdo, é importante considerar dois resultados importantes: um da partigao de classes

da Multinomial e outro, do condicionamento na soma parcial.

Considere uma amostra de tamanho ¢ com distribuigdo Multinomial originada de um processo de

Bernoulli m-variado. Logo, a distribui¢ao multinomial pode.ser denotada como

2|[t, 0] ~ Mpn(t, 0). (1.14)

Seja {i : i = 1,2,..,m} o dominio dos indices que denotam as classes de uma distribuicao
Multinomial de ordem m e A xm uma matriz de particio de m classes em s super-classes, ou seja,
em parti¢oes menores com a;; € {0,1} e linhas ortogonais. Desta forma, se x ~ M, (t,8), entdao
y = Ax ~ M,(t, AB). Maiores detalhes destes resultados podem ser vistos em Pereire e Stern (2008).

Outro interesse estd ligado & distribuicdo resultante do vetor x obtida por meio do condiciona-
mento na soma parcial. A distribui¢ao do vetor x condicionada a soma a sua soma apreserta dis-
tribuicio Multinomial com pardmetros correspondentes normalizados. Por exemplo, o condiciona-

mento nas [ primeiras componentes resulta em

. . 1
xy|[V ey = 7] ~ M, (J, 1,—(%;91;1) ; (1.15)

em que j € {0,1, ..., t}.
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Suponha o interesse de analisar uma distribuigdo Multinomial x ~ M, (t,0), com censuras nas

tltimas componentes, decomposta em duas Multinomiais e uma Binomial.

t
P(mlt’ 0) = Z P (mlquja 1_1311—”’913;) P (mq+1:'mlt - js ﬁ;ﬁ;gq+l:m) (1-16)

=0
P <

O problema de nao idenficabilidade dos pardmetros ¢ um problema geralmente encontrado nos

)

’ } |t, (17014, 1’6q+1;«m,)’) (1.17)

modelos para anslise de dados categorizados com censuras nas literaturas nao-Bayesianas. No en-
tanto, o uso de distribuicdes a priori para os pardmetros estudados permite que este problema nao

exista na andlise Bayesiana.

Considerando distribuicdo Dirichlet DM,,(a) como distribuigdo a priori para os parametros,

pode-se obter que as distribui¢des a posteriori sdo dadas por

1 . 1 ;
Wel:q”ml:q),ﬂ P DA/Iq(mI:q + a); 1_/6-—6q+1:m|[~75q+1:m; 77‘_.7] ~ DA/Im—(q—l»l)(mq—i-l:m + a)}
1:q q+1l:r
(1.18)
1/01:t[[j; t] ~ Beta(j +a1,t—j+ag). (1.19)

Na préxima se¢do, serdo apresentados alguns conceitos importantes do procedimento do F'BST
de Pereira e Stern (1999), que serdo utilizados para a andlise dos modelos de dados deficientemente

categorizados.

1.10 Full Bayesian Significance Test (F'BST)

A verséo original do Full Bayesian Significance Test (FBST) foi introduzido por Pereira e Stern
(1999). Este teste foi apresentado como um teste de significincia genuinamente Bayesiano para avaliar
hipéteses precisas. O FBST é intuitivo e se baseia num valor do conceito de evidéncia. A maior
critica enfrentada estava relacionada a possivel falta de invaridncia em relagio a reparametrizagao.

No entanto, este problema ja foi resolvido, pois Madruga et al. (2003) apresentaram uma versao
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invariante para o FBST.
1.11 Definigao do FBST

Considere Xi, X3, ..., X como sendo varidveis aleatérias com fungao densidade conjunta dada
por [ i f(z, @), em que 6 é o vetor de parametros, definido no espaco paramétrico © C RP(p > 1).
Tem-se interesse em testar a hipétese nula Hy : @ € ©g, ©¢ C ©, com dimensao de O < dimenséo de
©. Geralmente, ©g é um vetor de restricdes escritas em termos de igualdades e inequagdes. Considere

uma hipétese com, no minimo, uma restrigao de igualdade
©o = {0 € O)c(0) < 0Ah(6) = 0}. (1.20)
Considere um modelo estatistico, para p inteiro, 8 € @ C RP é um vetor de pardmetro, g(0)
como a densidade a priori, z é uma observacio (escalar ou vetorial) e L(0;x) representa a fungao

de verossimilhanca de @ em ©. Logo apés observar os dados, a préxima etapa é avaliar o valor da

evidéncia bayesiana. A densidade a posterior: para 6 dado z pode ser escrita

92(0) = g(8|z) o< g(0)L(6; z). (1.21)
Considere
gx= sup g-(0) ¢ T ={0€©O:g.(0)> g*}. (1.22)
06@0

O valor da evidéncia Bayesiana contra a hipdtese nula Fy é definido como a probabilidade a

posteriori do conjunto tangencial T, isto é,

e =P(0c Tlz) = / 9:(6)d6. (1.23)
T

Portanto, o valor da evidéncia em favor da hipdtese nula Hy é definida como ev = 1 —ev. E
importante esclarecer que a ev ndo é uma evidéncia contra a hipétese alternativa H,. Da mesma

forma, g0 ndo é evidéncia em favor de Hy, embora esta seja contra a hipdtese nula Ho.

Para minimizar as fortes criticas relacionadas a invariancia do FBST, Madruga et al. (2003)

apresentaram uma versdao invariante com respeito a parametrizagoes alternativas do espaco para-
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metrico. Considere uma funcéo de referéncia r(6) sobre ©, que é definida no espago paramétrico
original em que as prioris sdo definidas. Por exemplo, () pode ser uma densidade nao-informativa,

possivelmente imprépria, sobre ©. Considere agora a fungao:

5:(0) = g,r((;)) es* = 5;115) 5:(0). (1.24)

A forma invariante do conjunto tangencial T' ¢ o valor da evidéncia contra a hipdtese Hp ¢ definida

como

T = {0 cOp:s5a(0) > 5.} = / 4:(6)d6. (1.25)
T

Portanto, o procedimento do FFBST consiste em rejeitar Hq sempre que o valor encontrado para

ev = 1 — ev for relativamente pequeno.
1.12 Calculando o FBST

Para se calcular o valor da evidéncia do F BST é necessirio basicamente cumprir duas etapas:
a da otimizacdo da fungéo a posteriori sob a hipétese Hy e a da integragao da posteriori restrita a

regido tangencial 7',
1.12.1 Otimizagao

A etapa da Otimizagdo consiste em encontrar g* que maximiza a densidade a posteriori sob a
hipétese nula Hy. Existem vérios algoritmos de otimizagao. No entanto, ¢ importante lembrar que
deve ser levado em consideracao também outras formas de otimizagao, de acordo com a conveniéncia

e as necessidades do problema analisado.
1.12.2 Integragao

Apés encontrar o ponto de maximo sob a hipdtese Ho, ¢ necessario calcular o valor da integral ecm
1.23. Esta etapa consiste em integrar a posteriori sobre toda a regiao em que for maior que g*. Para
calcular o valor da integral, pode-se utilizar algum método numérico deterministico, por exemplo, o

Monte Carlo Importance Sampling, que pode ser utilizado para encontrar o valor de ev.
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Monte Carlo Importance Sampling aplicado ao FBST

A apresentagao descrita a seguir foi apresentada por Stern e Zacks (2002) e Stern (2003). Ini-
cialmente, escolhe-se uma densidade de probabilidade ¢ sobre © adequada para aplicar o Importance

Sampling. Pode-se reescrever a ev como

(0
[ Ligery (0)L(6; 2)g(0)d0  Jo 5@y (6)d0

fe L(6;2)g(6)d6 B f@ %—;Q(e)de'

ey =

(1.26)

Agora considere as varidveis aleatdrias Y7, Y5, ..., Y; com densidade ¢. Logo, tem-se que o esti-

mador de €v é dado por

N
)= Zn, (1.27)
Zy
em que
o LIemglYd) - L~ (Y)
= — ~ e ty=— 1.28
"= 2 g 7 2 4(%y) (28

Utilizando a Lei Forte dos Grandes Numeros, tem-se que 7: e Z, converge para. |, % L(0;2)g(0)do

e [o L(0;2)g(0)do, respectivamente.

Stern e Zacks (2003) demonstraram que o estimador 1/3 é consistente. Considere Z; = 38::;
e Z; = %%, entdo as componentes do vetor (Z;, Z}) sdo dependentes, mas os vetores (Zi, ZY)

e (Zj, Zy7) s@o independentes para i # j. Desta forma, pela Lei Forte dos Grandes Numeros, o

estimador 7 converge para ev.

Considere a quantidade pivotal dada por
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Tem-se que E(Uy) = 0 e a varidncia é igual a

V(U,) = % (V") + 92V (Z) - 26Cou(Z, 7)) < o0, (1.30)

Os estimadores consistentes para as variancias e covaridncia sdo, respectivamente, iguais a

e 1 n . L A 1 n o '
on' =) (Zi = Z8), on==) (Zi=Zn), (1.31)
=1 i=1

) (=N _
Gonn == (% =7 N2~ Tn), (1.32)
i=1

Quando n—oo, V(U,) 5 o2 e U, B N(0,0?). Portanto, utilizando o Teorema de Slutsky e o

Teorema Central do Limite, tem-se que

nl” ~ (). (1.33)

(62 + 262 — 2#’&:,11,11)

Pode-se aplicar o Teorema de Filler para encontrar as raizes da equagao quadrédtica para ¢ de

= D a1 C) e ~2
(Z'n‘l/) - Zn) = __(Un + 9 Op — 2’(/)O'g,h,,n)' (134)
Desta forma, pode-se construir um intervalo de confianga de (1 — §)x100% para
IC(n,1-fB) =9 £ Apip, (1.35)
em que
2
X1- (1) 0 « 4
Dop = =2 (608 +4P67 — 200 ). (1.36)

n

Portanto, como critério de parada para o algoritmo de integragio do método de Importance

Sampling, pode-se utilizar o erro A, 1 de .
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1.12.3 Motivagao

Como exemplo ilustrativo da aplicagdo do F'BST, considere os dados hipotéticos apresentados
na Tabela 1.2. O objetivo é testar se as proporgoes populacionais da presenga da doenga sao iguais
para ambos os sexos. As proporgdes para os sexos feminino e masculino sao denotadas como 7 e
T, respectivamente. Portanto, tem-se a hipétese de interesse Hg : m = ma2. A densidade a posteriori

para o problema estudado é
£ (w1, ma) o A (L — )" R (L = ), (1.37)

em que m; e n; representam, respectivamente, o niimero de pessoas com doenga e o mimero total de

pessoas do sexo 1.

Tabela 1.2: Dados hipotéticos de presenca de uma doenga.

Sexo Doenca Presente Doenga Ausente Total
Feminino 3 10 13
Masculino 7 6 13

Total 10 16 26

Com intuito de realizar uma simples comparagio do resultado do FBST, considere o valor p
obtido pelo teste x?, o Fator de Bayes (FB) e a probabilidade posteriori para testar a hipétese de
homogeneidade. Considerando a priori P(H) = P(m = 73) = 1/2, Irony e Pereira (1995) obtiveram

que o Fator de Bayes para o teste de homogeneidade de uma tabela de contingéncia 2 x 2 é dado por

n1 n2
B ( my > ( ™Mo ) (m +1)(n2 + 1) (1.38)

ny + no (m +ng+1)
my + Mo

A expressao do fator de Bayes acima é encontrada a partir de uma aproximagao de Taylor de

segunda ordem usando uma distribuigéo a priori uniforme, ou seja, uma distribuigao a priori Dirichlet
com pardmetros iguais a (1,1,1,1). Logo, a probabilidade posteriori (PP) de H pode ser calculada
como PP = (1 — (FB)™1)~L
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Para o problema hipotético apresentado, tem-se que o valor aproximado da evidéncia (ev) do
FBST é igual a 0,874 (ev = 0,126). O valor p do teste v2 para a tabela acima é de 0,223. O
valor do Fator de Bayes e a probabilidade posteriori sdo iguais a FB = 0,671 ¢ PP = 0,401,
respectivamente. Portanto, baseando-se nos resultados encontrados, a hipétese de homogeneidade

dos dados da tabela acima néo é rejeitada.

Na préxima. secao, para facilitar o entendimento da aplicagdo do FBST, sao apresentados alguns
exemplos da andlise bayesiana de dados categorizados com omisséo, utilizando o cédlculo aproximado

da ev do FBST.

1.13 Aplicagao do FBST

Considere o exemplo a seguir como aplicagio do FBST, cujos dados sao frequentemente analisa-
dos em diferentes trabalhos de Paulino e Pereira (1995), Soares (2004) e Poleto (2006).

1.13.1 Testes de Coloragao Dentaria

Considere os dados da Tabela 1.1 apresentados em Paulino e Pereira (1995). Os dois testes estu-
dados apresentam algumas caracteristicas diferentes: um representa o teste padrao, que ¢ bastante
confidvel, porém caro, e o outro é um teste simplificado, mais barato, que se baseia na observagao
da coloragao obtida na reagao de um produto com a saliva do paciente. Portanto, existe um certo
interesse econémico na possibilidade de trocar por um teste mais confidvel ¢ vidvel cconomicamente,
No entanto, em alguns casos, existe a possibilidade de dividas em relagao a coloragao do teste sim-
plificado. Isto acontece quando o profissional nao ¢ capaz de se decidir entre niveis adjacentes de
escala de coloracao dentdria. Um fator importante a ser condiderado é que existe a possibilidade
de duvida, que é capaz de criar um mecanismo de omissao. Isto pode ocorrer devido um certo con-
fundimento entre as categorias préximas. O principal objetivo de realizar este tipo de experimento
estd relacionado na possibilidade de avaliar uma possivel substitui¢ao do teste padrao (1p) pelo teste

simplificado (Ts).

Para facilitar a compreensao, denotam-se a classe Baixa por 1, Média por 2 e Alta por 3.
Agora considere o vetor de probabilidades das categorias amostrais ordenadas lexicograficamente,
6=(91,92, .‘.,69)/, em que 91 = P(TS = 1,Tp = 1), 92 = P(TS = 1,Tp = 2),..., (‘)9 = P(TS = 3,TP = 3).

O experimento estudado estabelece a existéncia de 15 classes possiveis: sendo que as 9 primeiras
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correspondem aos dados amostrais completos e as 6 ultimas restantes correspondem aos dados defi-
cientemente categorizados, resultantes dos agrupamentos das classes D, = {(1,4),(2,5), (3,6), (4,7),
(5,8),(6,9)}. Considere o interesse de testar a hipétese de homogeneidade marginal das proporcoes

dos dois testes dentdrios.

Um dos problemas enfrentados na simulagao da distribui¢do a posteriori (1.7), utilizando direta-
mente o método de Monte Carlo, é a verificagao de uma certa concentragao da posteriori em uma
regiao relativamente pequena do espago amostral. Para resolver este problema, aplicou-se a relacao
das distribuigoes Dirichlet com as distribuigées Normais Logisticas proposta por Aitchison (2003).
Outra vantagem é que os parametros da distribuigées Normais evitam os problemas de célculos
niimericos para maximizagao. Utilizando a transformacao logistica de y € R? para € R%, definida

como
PR ST (1.39)
(izr exp(y:) +1)

d
1
p=1-— E T = , 1.40
P =1 ’ (Z?:1 exp(y;) + 1) ( )

com a transformagado y; = In(z;/zp), i = 1,2, ...,d e jacobiano J = ( ;1=1)“1.

Logo, apds a transformagao logistica, o vetor de médias e a matriz de variancia e covariancia da

distribuigao Normal sao respectivamente iguais a

i = V()= Y(ap)i=12,..,4d; (1.41)
oi = U(a)+T(ap)i=1,2,..4d (142)
gij = \III(C"-D)Q": #£j=12..,d. (1.43)

em que ¥(z) representa a fungao digama,

['(z)

o} (1.44)

Ufx) = % InT'(z) =

e ¥'(z) denota a segunda derivada da fungéo trigama,
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Tabela 1.3: Valor aproximado da evidéncia ev de um estudo de simulagdc

Classes {(1,4), {(4,7), {(1,4), {(2,5),
D, (2,5),(3,6)} (5,8),(6,9)} (4,7} (5,8} {(4.7)}
(ev)-Modelo Paulino e Pereira 0,365 0,347 0,348 0,353 0,356
" (ev)-Modelo Particionado 0,425 0,287 - 0,268 0,210 0,237
U'(z) = a—zlnf’(z) = i\1'.J(,L) (1.45)
dx? dx

Abramowitz e Stegun(1972) e Devroye (1992) apresentam férmulas para calcular os valores aprox-

imado das fungdes ¥(z) e ¥(z), como apresentadas a seguir:

U(a) — T(b) ~ %
W)= <(w Jrl,,,/)2> (1.47)

n=0

1
_1 (1.46)
a

Para calcular o valor aproximado da evidéncia ev, foi utilizado um procedimento numérico de
Importance Sampling, implementado em linguagem R. O valor aproximado da evidéncia para as
hipéteses de homogeneidade foi de 0.626, considerando as classes de censuras D, = {(1,4), (2, 5), (3, 6),
4,7),(5,8),(6,9)}. No entanto, para avaliar outros resultados, um estudo de simulagao foi realizado
para os modelos Bayesianos de Paulino e Pereira e o particionado. Os resultados encontrados estao

apresentados na Tabela 1,3.

Utilizando o mesmo conjunto de dados para o modelo Bayesiano particionado em (1.18), calculou-
sc o valor aproximado da evidéncia por mcio de simulagio ¢ obteve-se ev igual a 0,427. Baseando-se
nos valores calculados da evidéncia da Tabela, ndo se rejeita a hipdtese nula de homogeneidade
marginal dos dois testes odontolégicos. Portanto, conclui-se pelo FBST que o teste padrao pode ser

substituido pelo teste simplificado.

No préximo capitulo, um modelo Bayesiano para estudar a relagdo entre o vetor de varidveis

explicativas e a variavel resposta bindria deficientemente categorizada serd apresentado, com o intuito
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de estudar sua aplicagio em pesquisas nas quais existem dados categorizados com censuras.
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Capitulo 2

Modelo de Regressao Logistica

Dentre os métodos de modelagem estatistica de dados, a regressao logistica ¢ a modelagem que
ocupa uma certa posicio de importancia para andlise de conjunto de dados com variavel resposta
bindria. Atualmente alguns modelos Bayesianos tem sido estudados e grandes contribuigoes nesta
drea tem sido apresentadas, especialmente na modelagem de dados com respostas bindrias. Neste
capitulo, uma breve comparacio é realizada entre o modelo de regressao logfstica classico e o modelo
Bayesiano, utilizando um conjunto de dados reais. Um modelo logfstico bayesiano para dados ca-
tegorizados com censura é apresentado utilizando o conceito de partigio. Serd também apresentado
o modelo Bayesiano proposto por Paulino, Soares e Neuhaus (2003) que utiliza modelos lineares
generalizados para modelar os efeitos das varidveis explicativas, discretas ou continuas, na varidvel

resposta deficientemente categorizada.

2.1 Regressao Logistica

Considere o conjunto de dados do estudo de Henrietta Cedergren sobre a eliminagao do s da lingua
espanhola panamenha. O arquivo dos dados estd disponivel na pagina http://www-npl.stanford.edu/
/ manning/courses/ling236 /handouts/panama-win.tkn. A pesquisadora entrevistou falantes nativos
da cidade do Panamd, que costumam eliminar o s do final das palavras, como em vérios dialetos
da Espanha. O objetivo do estudo era investigar se a mudanga observada ¢ significativa para en-
tender o dinamismo regional do espanhol panamenho. A selecdo dos entrevistados foi realizada em
vérias regides da cidade com vérias classes sociais para verificar como a variagio ¢ estruturada na
comunidade. Também houve a preocupacio de estudar se havia alguma restri¢ao para a eliminagao

do s, por exemplo, se o préximo determinante linguistico é uma consoante, vogal ou uma pausa ¢ a

21
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classe gramatical das palavras: advérbios (por exemplo, menos), verbos, (tu tienes, el tiene), artigo

determinante ( los, las), adjetivo (buenos) e substantivos (amigos).

As varidveis foram codificadas como: P1: l=eliminacio s, 0= nao eliminagao s; P2- catego-
ria gramatical: m=advérbio, v=verbo (2 pessoa do singular), d=artigo determinante no plural;
a=flexdo de plural nos adjetivos e n=flexdo de substantivos; P3- préximo determinante linguistico:

c=consoante; v=vogal e p=pausa e P-classe social: 1=alta; 2=média alta; 3=média baixa e 4=baixa.

Este conjunto de dados serd analisado utilizando o modelo de regressao logistica clédssica e a

Bayesiana. Uma breve comparagao entre os dois modelos ¢ apresentada como ilustragao da aplicagao.

Considere um conjunto de dados obtidos para cada unidade amostral de uma varfavel resposta
binaria e de varidveis explicativas, discretas ou continuas, (ng, Niy X)),k = 1,2,..., N, em que 0s
valores de nj representam os numeros de sucessos num total de N observagoes com um padrao
comum de p varidveis explicativas agrupadas pelo vetor x;. O nimero de ng de sucessos representam

distribui¢des Binomiais independentes, B(Ny, ¢x).

Considere o modelo de regressao logistica

log <1—7_r(:()m)> — 2'B, (2.1)

em que x é o vetor dos valores observados das (p-1) varidveis explicativas. A estimativa do vetor de

pardmetros 3 é obtida por meio de processo iterativo de minimo quadrados reponderados.

Na andlise de regressao logistica cldssica, a qualidade de ajuste do modelo ajustado pode ser
avaliada por meio da fungao desvio, geralmente denominada deviance. Esta medida ¢ uma distancia
entre o logaritmo da fungio de verossimilhanga do modelo saturado (com n parametros) e do modelo
sob investigacdo (com p pardmetros) avaliado na estimativa de méxima verossimilhanga de 8. Um
pequeno valor para a fun¢do desvio mostra que, para um nimero menor de parametros, obtém-se
um bom ajuste quanto o ajuste do modelo saturado. Geralmente se compara 0s valores da funcao

desvio com os percentis de uma distribui¢do qui-quadrado com n — p graus de liberdade.
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Considerando o modelo Bayesiano, a distribuicdo a priori de (8), que representa o conhecimento
a priori do pesquisador, pode ser bastante complicada devido as dificuldades na explicagao dos coe-
ficientes da regressao por sua prépria estrutura e também por sua interpretagao depender do modelo
adotado. Bedrick et al. (1996) analisaram este problema e apresentaram um método na especificagao
da distribuicdo a priori para o vetor @, [ = 1,2, ..., p varidveis regressoras. As distribuigoes a priori

de (z}B) sdo distribuigdes Beta (c;, d;) independentes. A distribuigao induzida de 3 é

p
7(B) o< [[((=18)= = (1 = (278))" " f(x7B). (2.2)
=1

em que f(.) é a fungdo densidade correspondente a fungao de distribuigao acumulada F'(.) do modelo
de regressao para dados bindrios. Os hiperparametros ¢; ¢ d; sdo determinados a partir dos co-
nhecimentos prévio das caracteristicas da distribui¢do a priori para (x;3). Pereira e Stern (2001)
apresentaram um critério de selecio de modelo utilizando o procedimento do ' BST. Portanto, pode-
se aplicar o FBST para avaliar a qualidade do ajuste do modelo. A hipétese testada é Ho : 8 =0
vs. Hj : pelo menos um 3; # 0, j =1,2,...,p.

O primeiro modelo ajustado é

log (%) = —1.32—-0.17d40.18m+0.67n—0.77v+0.95P + 0.53V +1.27¢2 +1.05¢3 + 1.37¢4,
(2.3)

O valor da funcéo desvio e o valor aproximado da evidéncia do FBST séo 760.03 com 42 graus
de liberdade e 0, 428, respectivamente. Note que o valor da fungdo desvio estd relativamente alto
em relagio aos graus de liberdade. Ajustando o modelo novamente, sem a varidvel de categoria d,

obtem-se

log ( (@) > = —1.4340.30m +0.78n — 0.65v + 0.96 P 4 0.53V + 1.26¢2 + 1.04¢3 + 1.37cd, (2.4)

1—m(z)

Calculando o valor da fungéo desvio e o valor aproximado da evidéncia do FBST, pode-se obter
os valores de 201.47 com 43 graus de liberdade e 0, 381, respectivamente. Note que o valor da fungao
desvio apresentou uma certa diminuigdo e o valor da ev aumentou. Isto mostra que este modelo

apresenta um ajuste melhor que o do modelo ajustado anteriormente. Portanto, a aplicagao do



24 CAPITULO 2. MODELO DE REGRESSAO LOGISTICA

procedimento do F'BST pode ser bastante til na selegio de modelos.

Uma investigacao importante é verificar se a classe social apresenta alguma interagao com a
varigvel de categoria gramatical. Para testar a possivel interagao entre estas variaveis, ajustou-se o

modelo logistico apresentado a seguir.

()
4.82¢2%d-7.52¢2*¥m-9.50c2*n+1.47¢2*v+9.87c3*d-2.38¢3*m-1.09¢3*n+1.67c3*v -1.90c4*d-8.53c4*m-

1.07c4*n+1.52cd*v

1og(11' ) ) = —1.85+2.47d+7.63m+1.63n — 1.650+9.57P +5.39V +1.95¢2 + 1.37¢3 +2.08¢4 -

O valor de ev calculado para o modelo com as interagdes de classe social e classificagdo gra-
matical foi igual a 0,023. Logo, comparando este valor aos valores de ev dos modelos anteriores,
tem-se evidéncia de que este modelo apresenta um melhor ajuste aos dados que os anteriores sem
interacdo. Desta forma, pode-se concluir que o hébito de eliminar o s das classifagoes gramaticais

ocorre diferentemente nas classes sociais.

Na préxima Secdo, a possibilidade de censuras na varidvel resposta serd considerada no ajuste ¢

algumas abordagens em conjunto de dados que apresentam esta caracteristica.
2.2 Regressao Logistica com censura

Paulino, Soares e Neuhaus (2003) apresentaram uma abordagem interessante. Outra proposta de
anélise do modelo logistico Bayesiano também é apresentada utilizando a ideia de particionamento,

como j4 foi abordada anteriormente.
2.2.1 Modelo de Paulino, Soares e Neuhaus (2003)

Assumindo a possibilidade de censuras na varidvel resposta, pode-se definir as varidveis R° e
R como sendo as varigveis da resposta observavel e da verdadeira, respectivamente. Denote as
probabilidade dos verdadeiros valores da varidvel resposta como 0; = P(RY = i[xx), k =1,2,.., N,
i=1,2com ), f; = 1. Por sua vez, denota-se as probabilidades da resposta observada com possivel
censura como \g; = P(R® = i| R® = i;xx), k = 1,2,..,N, i = 1,2 com ) ; Ak = 1. O modelo

probabilistico para os dados é dado pela verossimilhanga do produto de Binomiais.



2.2. REGRESSAO LOGISTICA COM CENSURA 25

Ny —ny

N ng
Le.xn) =[] < {’Y: > (Z )\ki19ki> <Z >\A-.i09k,i> ; (2.5)
k=1 i i

em que 6 e \ representam os vetores dos pardmetros Oi; e Aij.

O efeito das varidveis explicativas na varidvel resposta pode ser estudado utilizando os modelos

lineares generalizados

B (—Nﬁye) = O = B1(48) = F(=B), (2.6)
k

em que 8 é um vetor p x 1 de coeficientes do modelo linear e f(z’@3) pode ser a funcao logistica, a

normal ou a Gumbel, por exemplo,

e'B/(1+¢'P),
F(@'f) = { @(2'B)

) (2.7)
1- e“m/'@.

A falta de identificabilidade deste modelo pode ser verificada em alguns casos. Por exemplo, considere
a=(8,A) ea* = (B* \*) tais que B* = =0, A\j; =1 — Ao e A\jp = 1 = Aor. A probabilidade de

sucesso é igual a
(o) = F(a,8%)(1 = Aj)) + (1 = F(@},8%) g = F(—z},8") M0 + (1 = F(=z387))(1 = Aor).
Se é verdadeira a condigdo F(—z) =1— F(x),Va € R, entao

E(a*) = (1 = F(z,,8%) Mo + F(z,8*)(1 — A1) = &(@).

Assumi-se a priori que os pardmetros § e A sdo independentes, pois as ocorréncias de erros de
classificagao acontecem devido ao procedimento de coleta que se considera independente da proporgao

de sucessos da varidvel resposta.

A distribuicdo a priori de \). que representa o conhecimento a priori do pesquisador, pode
: yA)y 4

ser bastante complicada devido as dificuldades na explicagao dos coeficientes da regressao por causa
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de sua prépria estrutura e interpretagdo, dependendo do modelo adotado. Bedrick et al. (1996)
analisaram este problema e apresentaram um método na especificagao da distribuigao a priori para
as médias condicionais de 8y (z;3) baseadas no vetor x;, [ = 1,2,...,p das varidveis regressoras. As
distribuicdes a priori de 0 (x)B) sdo distribuigdes Beta (¢, d;) independentes. A distribuigao induzida
de B é

o [J(0r(218) " (1 = 62(21B)) "~ f (i B)- (2.8)
=1

em que f(.) é a funcdo densidade correspondente a fungao de distribuigao acumulada F(.) do modelo

escolhido.

Os hiperpardmetros ¢; e d; sio determinados a partir dos conhecimentos dos pesquisadores sobre
as caracterfsticas da distribui¢do a priori para 61(z;3). Os hiperparametros da distribuigao a priori

de x}B também sdo encontrados da mesma. forma.

Utilizando estes resultados, Paulino, Soares e Neuhaus (2003) apresentaram uma abordagem que

permite a fatorizacao da verossilhanga de L(3, A|m), como descrito a seguir.

Considere my;; como sendo o nimero de observagoes com RY = i e R° = j entre aquelas ob-
servaces com vetor de covaridveis definidos por xg. Para as quantidades nao-observadas, tem-se
Mkiy = Z]- Miijy Met+1 = Yo Mkij = Nk € Mpyo = N — N Os dados m representam uma amostra
de um produto de distribui¢des multinomiais M (7,kij Oi) com verossimilhanga, sob a parametrizagao

do modelo linear, igual a
L(B, Alm) H 01 (z;B)"™ s+ [ | Mty (2.9)
k3,9

A fungdo de verossimilhanga permite a fatorizagao L(83, A|m) = L(B|m)L(A|lm). A distribuigao

aposteriori dos dados é

7(B, A|m) o m(Blm)m(A H )\Z:;”, (2.10)
k.7
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em que

P
(Blm) o [J(01(2}8)) (1 — 01(;B))" " f(}B) [ [ (0i(x3,8) ™. (2.11)
k.

=1

e m(A) é a distribuigao a priori para A.

Para os pardmetros A, pode ser razodvel assumir a independéncia a priori entre os conjuntos

(Mkijr J = 0,1),Vk, i e usar a distribuigao Beta para cada um.

Com o objetivo de melhorar a analise dos dados, pode-se propor algumas consideragoes sobre 0s
mecanismos de censuras, que podem ser incorporadas no modelo Bayesiano de regressao apresentado

em (2.9).

Hjort (1996) apresentou uma abordagem baseada na parametriza¢ao do mecanismo de censura e
também no uso da familia de distribuicoes de Dirichlet generalizadas. Posteriormente, Walker (1996)
utilizou as idéias do trabalho de Hjort e as aplicou com um enfoque diferenciado em problemas de

dados categorizados com censuras.

No trabalho de Hjort(1996), um vetor aleatério @=(z1,z2..., zx)" € Sk=1 apresenta distribuigao
Dirichlet generalizada de pardmetros (a1, g, ..., o)’ se a sua fungao densidade de probabilidade for

proporcional a

m?i_‘lg("ul)m?a"')xk)) (212)
1

k
=
em que a funcdo g(.) é uma fungdo nao negativa. Portanto, a escolha adequada de uma funcao g(.)
permite a modificagio da distribuigdo Dirichlet. Uma opgao bastante apropriada para o problema
estudo é a fungdo g(x) = exp{—JA(z)}, pois os valores pequenos de A(z) indicam a proximidade
de uma determinada caracterfstica de interesse e o parametro de penalizagdo § determina o peso da

importéancia da caracteristica estudada.

De uma forma geral, pode-se escrever na forma de um conjunto de restrigoes AA) =0,1 =
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1,2,...,7. Portanto, a escolha adequada de uma distribuigdo a priori é proporcional a

h(\)exp {-5ZA§(A)}, (2.13)
i=1
em que h(A) representa o produto das fungoes densidade de probabilidade de Dirichlet utilizadas

anteriormente como distribuig¢des a priori para .

O parametro de penalizacgao d permite atribuir um maior ou menor peso para a informacgao a priori
¢ para as restrigoes de A. A escolha de diferentes valores de ¢ possibilitam investigar a qualidade do
ajuste do modelo ao conjunto de dados. Um dos problemas encontrados é a dificuldade de encontrar
os valores para §, pois existe um critério pratico para isto. Logo, o pesquisador necessita de uma
certa sensibilidade e familiaridade com o problema para determinar quais os valores de § podem ser
importantes para a andlise. Caso nao haja muita conhecimento sobre alguns possiveis valores de 4,
sugere-se o uso de valores bem diferentes com a finalidade de avaliar os resultados encontrados e,

posteriormente, refinar a andlise para os mais provaveis.

Logo, incluindo o fator de penalizagao, a distribuigao a posteriori em (2.10) pode ser escrita como

(8, Alm) oc w(Blm) [ [ Ner? h(Nexp {—5 Z Ag(,\)} . (2.14)

klilj
O préximo modelo proposto é inovador para analisar dados censurados com varidveis respostas
bindrias e varfaveis explicativas, sejam elas discretas ou continuas.

2.2,2 Modelo Bayesiano particionado com censura

Considere uma amostra aleatéria de tamanho ¢ com varidvel resposta de distribui¢cao Bernoulli
com censura, cujos valores de sucessos (5), fracassos (N) e censuras (C) podem ser expressos pelo
vetor aleatério (S, IV, C), que apresenta distribuigdo trinomial com pardmetros t e p=(p1,p2,3),

emquepi+pa+p3=1,0<p; <1,i=1,2,3 et=mny+ny+ns.

Portanto, utilizando a fungéo distribuigao em (1.9), a fungdo de verossimilhanga pode ser escrita
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como

t
(8, 0t, m, s, n, @) o< [ 7§ (1 — m)' 67 (1 — 6;)™ ™. (2.15)

1=1

Logo, a distribui¢do a posterior: pode ser escrita como

n
: t— —
(B, 0]t,m, s,n, @) o [ | (@8)" (1 - @}8) " 6"(1 - O™ "f (@B)h(6),  (216)
1=1
em que f (x’B) representa a fungao logistica, h(@) representa a distribui¢do a priori para o parametro
correspondente as censuras, que pode ter distribuigao Beta (0,1), por exemplo. Para simplificar o
modelo, considera-se que o pardmetro § é o mesmo para todas as unidades experimentais, ou seja, a

probabilidade de censura de todas as unidades experimentais séo iguais.

Como motivagao da andlise Bayesiana do modelo de regressdo, considere o exemplo de dados reais

de um estudo clinico apresentado a seguir.
2.2.3 Aplicagao dos Modelos Bayesianos

Um estudo da infecgao por papillomavirus humano (HPV) foi realizado pela Universidade da
Califérnia - Sao Francisco (UC'SF). O HPV ¢ formado por um grupo de virus responsdvel por varias
lesdes epiteliais. Cerca de 30 subtipos tém preferéncias pelos tecidos genitais e estdo frequentemente
associados a presenca de cAncer uterino em mulheres. Como os testes de HPV sao limitados a
um grupo de virus, portanto podem existir infec¢oes nao detectadas, afetando a varidvel resposta.
Os dados da Tabela 2.1 foram originalmente apresentados por Moscicki et al (2001). O objetivo ¢é
examinar a possivel relacido em potenciais niveis de risco com a infec¢ao cervical do H PV de mulheres
que apresentaram teste negativo no fnicio do estudo. Cerca de 104 mulheres com idades entre 13 a
21 anos participaram da pesquisa clinica. O status da infecgao no final do estudo foi registrado para
cada mulher por meio de teste das amostras uterinas. Foram anotadas também se a mulher tinha um
histérico de verrugas vulvares (V'V), se havia tido um novo parceiro nos dltimos dois meses (NP) e
se tinha um histérico de herpes vaginal(HV). O tempo médio de acompanhamento foi de 26 meses

para as mulheres que permaneciam negativas quanto ao HPV.
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Tabela 2.1: Dados Infec¢do do HPV
zp = (VV,NP,HV)* ntmero de casos com HPV  total de observagocs

(0,0,0) 12 44
(0,0,1) 1 2
(0,1,0) 29 40
(0,1,1) 3 3
(1,0,0) 6 9
(1,1,0) 1 4
(1,1,1) 2 2

¥V verrugas vulgares; N P: mimero de parceiros; HV: herpes vaginal.

Para avaliar a importincia de uma ou mais varidveis explicativas no modelo Bayesiano para
analisar a varidvel resposta da presenga ou auséncia da infecgdo do H PV, considere o interesse em
testar a hipétese nula Ho : 81 = f2 = 3 = 0 vs. Hy : pelo menos um f; £0,i=1,2,3, utilizando o
procedimento do FBST.

E importante lembrar que a presenca de censuras estd relacionada apenas a variavel resposta e nao
as explicativas. Portanto, existem apenas dois parametros: Ag1=P(falso positivo)=1-especificidade e

Mo=P(falso negativo)=1-sensibilidade.

As informagdes sobre a especificidade e sensibilidade dos diagndsticos de HPV de uma amostra
conhecida para as distribui¢des a priori podem ser encontradas em Moscicki et al. (2001) e Paulino
et al.(2003).

O modelo logistico ajustado para os dados €

log ({225 ) = —1.06 +0.372V'V + L623N P +0.327HY.

Aplicando o FBST para testar as hipéteses e utilizando a tranformagao logistica, um algoritmo
em R foi implementado para calcular o valor aproximado da evidéncia. Apés realizar um estudo de
simulagéo, encontrou-se o valor da evidéncia ignal a 0,0265 para o primeiro modeclo logistico ¢ 0, 0157
para o modelo Bayesiano particionado. Logo, pode-se concluir que existe pelo menos um f; # 0 no

modelo Bayesiano de regressao, ou seja, existe, no minimo, uma covariavel que apresenta um efeito



2.3. MODELO DOSE RESPOSTA 31

Tabela 2.2: Valor aproximado da evidéncia ev dos modelos logisticos

VV,NP VV VV NP

Modelo HV NP HV HV NP
Paulino, Soares e Neuhaus  0,0265 0,021 0,098 0,029 0,010
Particionado 0,0157 0,012 0,091 0,031 0,011

estatisticamente significativo na varidvel resposta referente ao diagnéstico positivo de HPV. A

Tabela 2.2 apresenta os valores da evidéncia ev calculados para os dois modelos logisticos.
Considerando os resultados apresentados na Tabela

m(x

log () = _2 66+ 2,623NP. (2.17)
1 - 7(x)

Portanto, mulheres com trocas mais frequentes de pareeiros tem mais chances em adquirir a

infecgdo pelo HPV e podem posterioremente desenvolverem cancer uterino em virtudo do contagio.

E importante ressaltar que as campanhas de satide para a prevencgao da infecgao do HPV devem

estar associadas a das doengas sexualmente transmissiveis.

A 4rea de modelagem Bayesiana para dados categorizados com censura é bastante rica. Al-
guns modelos mais sofisticados podem ser propostos considerando também as censuras nas varfaveis

independentes, com o intuito de estudar seus efeitos na varidvel resposta.

2.3 Modelo Dose Resposta

A avaliagao da dose-resposta é caracterizada pela relagdo existente entre a dose de um agente
administrado e a incidéncia de um efeito de interesse em uma amostra de individuos. O termo dose
é utilizado para indicar a quantidade do agente, enquanto o termo resposta corresponde ao efeito do
agente que foi administrado. Geralmente, o aumento da dose de um agente téxico pode resultar em

um aumento na incidéncia de um efeito de interesse, assim como na severidade do efeito.

Nas primeiras etapas de um estudo clinico, a varidvel observada Y tem resposta bindria, por

exemplo, para um agente com probabilidade de sucesso p(d), em que d é o nivel da dose do agente. O
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Tabela 2.3: Frequéncias de micronticleos em doses de radiagao

Dose(cGy) w0 ¥l Y2 T
5 481 17 2 500
10 477 19 4 500
25 471 24 5 500
50 450 44 6 500

100 431 59 10 500
200 339 140 21 500
300 304 132 64 500
400 240 189 72 501
500 174 197 129 500
600 122 173 211 506

WO 00N O T RWND = Of .

sucesso do agente pode ser, por exemplo, a diminuigdo do nimero de celulas cancerigenas, auséncia
de dor, incidéncia de uma determinada doenga. Ao determinar o nimero de sucessos em varios
niveis de dose, pode-se estudar a relagdo existente entre a dose e as respostas observadas. Um
dos interesses principais destes estudos é determinar a dose effetiva com probabilidade de sucesso
igual a a% (DEg), a € [0,100]. O problema da dose resposta inversa é a denominagao dada para
o estudo da DE,. O modelo de regressao logistica é frequentemente utilizado em Toxicologia no
estudo de desenvolvimento de drogas para determinar niveis de doses que possuem toxidade e/ou
efetividade. Hu, Ji e Tsui (2008); Madruga, Pereira e Rabello-Gay (1994), e Madruga, Okazaki,

Pereira e Rabello-Gay (1996) abordam o assunto com um enfoque Bayesiano.

Como ilustragdo, serd considerado o conjunto de dados apresentado em Balasem e Ali (1991)
referente a um estudo de doses de radiagéo versus frequéncias de celulas com aberragoes citogenéticas.

Os dados do estudo citogenético sdo apresentados na Tabela 2.3.

0 estudo de citogenética observou as frequéncias de micromicleos obtidas em culturas de linfécitos
expostas a certas doses de radiagio. Apds o processo de divisdo celular, os micromicleos podem
conter um ou mais fragmentos cromossdmicos, originados de uma simples quebra ou de um tipo
de aberracdo. O experimento consistiu em observar as frequéncias de ntcleos celulares divididas
em trés categorias: sem microntcleos, com um microntcleo ou com dois ou mais micronicleos. O

experimento foi planejado para dez niveis diferentes de radiagao: 5,10, 25, 50, 100, 200, 300, 400, 500
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e 600 cGy.

Tabela 2.4: Parametros da distribuigdo a priorie a posteriori

i Dose(cGy) ain ain a2 a. Ao An A A
0 b} 12 2 1 15 493 19 3 515
1 10 11 2 1 14 488 21 5 514
2 25 10 2 1 13 481 26 6 513
3 50 9 2 1 12 459 46 7 512
4 100 8 2 1 11 439 61 11 511
5 200 7 2 1 10 346 142 22 510
6 300 6 2 il 9 310 134 65 509
7 400 5 2 1 8 245 191 73 509
8 500 4 2 1 7 178 199 130 507
9 600 3 2 1 6 125 175 212 512

Para cada nivel i de dose de radiagdo, i = 0,1,2,...,9, as componentes do vetor y;=(yi1, Y2, ¥i3)
correspondem ao nimero de células sem microntcleos, com um micronicleo e com dois ou mais
microntcleos, respectivamente. Portanto, para cada dose i, pode-se assumir um modelo trinomial
com pardmetros (n;, 0, i1, Ti2), €M que 1; = Yio + Yi1 + Yiz € mo + mi1 + mz = 1 com 0 < mi5 < 1,
j=0,1,2. A Tabela 2.4 apresenta a distribuigdo a priori para 7;, cuja escolha reflete o conhecimentos
biolégicos: o decresce para doses elevadas, enquanto w1 e m; aumentam ao longo das doses de

radiagdo. A Tabela 2.4 também apresenta a distribui¢io a posteriori para m;, i = 1,2,..., 9.

Para determinado valores de dose de radiagao, observou-se uma proporgao de respostas y;. No
entanto, pode ser necessario estimar uma determinada dose d para uma determinada proporgao de

interesse. Para estudar a relagao entre dose e resposta, serd utilizada a transformagao

0; = In-L (2.18)

em que 7y representa a propor¢ao de células sem microntcleos, j = 1,2. A transformagao inversa é

dada por

o exp(0;)
T 1+ exp(6y) + exp(f2)

(2.19)
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Tabela 2.5: Parametros da distribuicao a posteriori de (61, 6i2)

i Dose(cGy) mi M2 5% 8% ci

0 5 -3.28 -5.28 0.06 0.4 0.002
1 10 -3.17 -4.68 0.05 0.22 0.002
2 25 -2.93 -4.46 0.04 0.18 0.0021
3 50 -2.31 -4.26 0.02 0.16 0.0022
4 100 -1.98 -3.73 0.02 0.10 0.0023
) 200 -0.89 -2.77 0.01 0.05 0.0029
6 300 -0.84 -1.56 0.01 0.02 0.0032
7 400 -0.25 -1.22 0.01 0.02 0.0041
8 500 0.11 -0.32 0.01 0.01 0.0056
9

600 0.34 0.53 0.01 0.01 0.008

Como a distribui¢do 7 tem distribui¢do Dirichlet, tem-se que a distribuigao da transformacao
(61, 83) é Normal bivariada com parametros calculados por [.41. A Tabela 2.5 apresenta os parametros

da distribuicdoa posteriori de (61,82). O modelo de dose-resposta para estes dados é

I@.
—my4; = o + ” —idi’ (2.20)

em que d; é a dose no nivel i, (mi1, myq) sdo as médias a posterior: de (61,62) parai=1,2,...,9. As
estimativas dos pardmetros sio apresentados na Tabela 2.6. Portanto, a relagao entre doses d; e as

proporgoes 7;; pode ser dada pela curva

B;
exp(—ay + =)
J vi+di (221)

1+ exp(—a1 + "llﬁidi) + exp(—og + wfifdi)'

As Figuras 2.1 a 2.3 apresentam as curvas ajustados e os valores das proporgoes observadas
das células considerando a presenca de micronicleos nas doses de radiagao. Analisando o com-
portamento das trés curvas, seria natural propor um teste para avaliar em qual nivel de dose de
radiacéo a proporgao de células sem microntcleos ¢ igual aproporgao de células com um micronicleo
¢ também a proporgao de células com dois ou mais microniicleos. Portanto, tem-se interesse em testar
Hy :(01,02)=(0,0). Utilizando os valores da distribuigao a posteriori de (61, 62), o procedimento do

FBST seré aplicado para testar a hipétese nula. O valor aproximado da evidéncia para a dose 500
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¢Gy é igual a 0,0213 e, para as demais doses, o valor da evidéncia encontrado foi < 0,001. Portanto,
pode-se concluir que a proporgéo de células sem micronticleos sao diferentes das de um micronucleo

e também de dois ou mais microniicleos para as doses estudadas de radiagao.

A analise de dose-resposta para dados na presenca de censura pode ser realizada da mesma forma
que o exemplo citogénetico apresentado anteriormente. Com esta abordagem, pode-se investigar
inclusive as informacoes fornecidas pelas censuras e avaliar algumas hipéteses de interesse para o

estudo.

Tabela 2.6: Parametros da distribuigdo a posteriori de (6;1,0i2)
Jq B; Vi
1 -1,792 1303,348 254,149
11 -2.012 22033,864 1298,498
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Capitulo 3

Conclusoes

3.1 Consideragoes Finais

O uso do FBST pode ser bastante 1til na andlise estatistica com o objetivo de testar algumas
hipéteses de interesse em diferentes problemas estatisticos. Associado ao modelo Bayesiano para da-
dos discretos com censura, tem-se uma metodologia bastante interessante porque a andlise estatistica

se torna mais informativa na tomada de uma decisao.

O FBST apresenta uma forma bastante intuitiva para o cdlculo da evidéncia em algumas
hipdteses estatisticas de interesse. Além disso, possui boas propriedades tedricas ¢ de fdcil inter-
pretacio. No entanto, a implementagao computacional do FBST pode ser vista como um pequeno

problema a ser superado, pois pode exigir um determinado conhecimento de métodos de simulagao.

3.2 Sugestoes para Pesquisas Futuras

o Anilise de dados categorizados com censuras fornece uma vasta drea de pesquisa, pois a in-

formagao proveniente das censuras podem ser modeladas de diferentes formas;

o Novos modelos logisticos podem ser estudados realizando algumas restrigoes quanto a conjuntos

de categorias em que as originam; —

e Incorporar censuras nas varfaveis explicativas nos modelos de regressio logistica também podem

ser estudadas e adequar a alguns problemas préticos.

o Estudar o efeito de censuras em modelos log-lineares também pode ser bastante interessante.
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Apéndice A

Programas

HHHHEHEHEHEEREEEHEEHEEERHHHHHEREHEHEEHEEHEREEEHHEHEHERRHHBHHBHEBHBHEHHEHE
#programa de simulagdo da aplicagdo exemplo testes odontolégicos
RN HEHEHHEHHEHEEHPEEEHHEHHEHEHREHEHE
library (MSBVAR)

n = 20

#dimensdo da matriz dos parémetros

VARO = matrix(c(0.12,0.10,0.10,0.10,0.10,0.10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.10,
0.20,0.10,
O.10,0.10,0.i0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.10,0.10,0.20,0.10,0.10,0.10,0,0,0,
0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,10,0.10,0.10,0.20,0.10,0.10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.10,0.10,
0.10,0.10,
0.20,0.10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.10,0.10,0.10,0.10,0.10,0.20,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.31,0.16,0.16,0.16,0.16,0.16,0.16,0.16,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0.16,
0.31,0.16,0.16,0.16,0.16,0.16,0.16,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.16,0.16,0.31,0.16,
0.16,0.16,
0.16,0.16,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.16,0.16,0.16,0.31,0.16,0.16,0.16,0.16,0,0,
0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0.16,0.16,0.16,0.16,0.31,0.16,0.16,0.16,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.16,
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0.16,0,16,0.16,
0.16,0.31,0.16,0.16,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.16,0.16,0.16,0.16,0.16,0.16,0.31,
0.16,0,0, .
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.16,0.16,0.16,0.16,0.16,0.16,0.16,0.31,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,1.29,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.29,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,1.29,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.29,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,

0,0,0,0,0,0,0,0,1.29,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.29), ncol=n,
byrow=TRUE)

MAXI = (2%pi)~(-n/2)*(abs(det(VAR0)) " (-1/2))

# acima sob espaco thetal

MED1 = ¢(0.0811,-0.0111,0.0375,-0.0111,-0.1000,-0,0111,-0.0985,0.0405,-4.4070,
-0.,0631,0.0300,

-0.1721,-0.3119,0.0494,0,0,0,0,0)

VAR1 = matrix(c(0.1137,0.0951,0.0951,0.0951,0.0951,0.0951,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,
0.0951,0.2002,0.0951,0.0951,0.0951,0.0951,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0.0951,0.0951,0.1556,0.0951,0.0951,0.0951,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0.0951,0.0951,0.0951,0.2002,0.0951,0.0951,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0.0951,0.0951,0.0951,0.0951,0.2764,0.0951,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0.0951,0.0951,0.0951,0.0951,0.0951,0.2002,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0.3403,0.1293,0.1293,0,1293,0.1293,0.1293,0.1293,0.1293,0,0,
0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0.1293,0.2226,0.1293,0.1293,0.1293,0.1293,0.1293,0.1293,0,0,
0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0.1293,0.1293,1.3677,0.1293,0.1293,0.1293,0.1293,0.1293,0,0,
0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0.1293,0.1293,0.1293,0.3036,0.1293,0.1293,0.1293,0.1293,0,0,
0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0.1293,0.1293,0.1293,0.1293,0.2320,0.1293,0.1293,0.1293,0,0,



0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0.1293,0.1293,0.1293,0.1293,0.1293,0.3965,0.1293,0.1293,0,0,
0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0.1293,0.1293,0.1293,0.1293,0.1293,0.1293,0.4929,0.1293,0,0,
0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0.1293,0.1293,0.1293,0.1293,0.1293,0.1293,0.1293,0.2145,0,0,
0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.2897,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.2897,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.2897,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.2897,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.2897,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.2897), ncol=n, byrow=TRUE)
#inicio da simulacao da amostras Normais multivariadas com matriz de
medias e variancia

de cov
definida acima
fdens = function(x, n, vmed, mvar) (2%pi)~(-n/2) * (abs (det (mvar) )~ (-1/2))
* exp(-1/2 * matrix(x-vmed, nrow=1)%*%solve (mvar) %*%matrix (x-vmed, ncol=1))
# R é orientado a matriz (operagdes ponto a ponto num vetor e matriz e,
para fazer

operagdes matricias, precisa usar %*%)

set.seed(090) #semente aleatoria para geragao numeros pseudo-aleatorios;
contador = O '
passo = 1

var.evid=10
repeat{
y = rmultnorm(1, MED1, VAR1, tol = 1e-10)

f = fdens(y, n, MED1, VAR1)

if (£>MAXI) contador = contador+l
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evidencia = contador/passo

var.evid = evidenciax(l-evidencia)/passo
if(var.evid<10~(-5) & passo>10) break

if (! (passo%%100)) print(passo)
passo = passo+l

}

evidencia

var.evid

passo

##########################################################################
I

# programa para simulacao da aplicagdo regressdo logistica para exemplo HPV
##########################################################################
HEHHE R

library (MSBVAR)

n =28

VARO = matrix(c(2.305,1.644,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,1.644,3.200,
.000,0.000,
.OO0,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,3.289,1.645,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,
.000,
.645,2.290,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,3.290,1.645,0.000,
.000,
.OO0,0.000,0.000,0.000,1.645,2.290,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,
.000,

o O O » O O O
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3.290,1.645,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,1.645,2.524), ncol=n,
byrow=TRUE)
MAXI = (2*pi)“(-n/?)*(abs(det(VARO))“(-1/2))

# sob HO

MED1 = c(0.961,0.038,0.000,1.000,0.000,1.000,0.000,1.000)

VAR1 = matrix(c(2.305,1.644,0.000,0.000,0.000,0.000,0,000,0.000,1.644,
3.200,0.000,0.000,

0.000,
0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,3.289,1.645,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,
0.000,1.645,
2.290,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,3.290,1.645,0.000,
0.000,0.000,
0.000,0.000,0.000,1.645,2.290,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,
0.000,3.290,

1.645,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,1.645,2.524), ncol=n,

byrow=TRUE)

fdens = function(x, n, vmed, mvar) (2*pi)~(-n/2) * (abs (det (mvar))~(-1/2))
* exp(-1/2 * matrix(x-vmed, nrow=1)%*%solve (mvar))*%matrix (x-vmed, ncol=1))
#perceba que o R é orientado a matriz (operagdes ponto as ponto num vetor

e matriz e, para fazer operagdes matricias, precisa usar %*%, por exemplo)

set.seed (4756) #semente aleatoria do time do DOS; mude isso para cada
experiemnto seu; sorteie um numero aleatorio de 3 digitos (de uma tabela,
por exemplo) e coloque ai

contador = 0

passo = 1

repeat{
y rmultnorm(1, MED1, VAR1, tol = 1e-10)
f = fdens(y, n, MED1, VAR1)
if (f>MAXI) contador = contador+l
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evidencia = contador/passo

var.evid = evidencia*(l-evidencia)/passo
if (var.evid<10~(-5) & passo>100) break

if (! (passo0%%100)) print(passo)

asso = passo+l
P

evidencia
var.evid

passo

install.packages("MSBVAR") #faga isso uma soh vez, para instalar a library

na sua maquina

library (MSBVAR)

n = 15

VARO = matrix(c(O.5,4.9,4.9,4.9,4.9,4.9,4.9,4.9,4.9,0,0,0,0,0,0,4.9,0.8,4.9,4.9,
4.,9,4.9,4.9,
4.9,4.9,0,0,0,0,0,0,4.9,4.9,1.5,4.9,4.9,4.9,4.9,4.9,4.9,0,0,0,0,0,0,4.9,4.9,4.9,
6,4.9,4.9,
4.9,4.9,4.9,0,0,0,0,0,0,4.9,4.9,4.9,4.9,2.9,4.9,4.9,4.9,4.9,0,0,0,0,0,0,4.9,4,9,
4.9,4.9,
4.9,6.7,4.9,4.9,4.9,0,0,0,0,0,0,4.9,4.9,4.9,4.9,4.9,4.9,1.9,4.9,4.9,0,0,0,0,0,0,
4.9,4.9,



47

4.9,4.9,4.9,4.9,4.9,3.9,4.9,0,0,0,0,0,0,4.9,4.9,4.9,4.9,4.9,4.9,4.9,4.9,5.1,0,0,
0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,5.3,5.2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,5.2,2.8,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,
0,3.8,2.7,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2.7,9.7,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.8,
2.1,0,0,0,

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2.1,2.7), ncol=n, byrow=TRUE)

MAXI = (2%pi)~(-n/2)*(abs(det(VAR0)) (-1/2))

#1.502303e-09 sob HO

MED1 = c(12,25,10,9,6,3,15,2,6,7,9,5,6,3.2,8.1)

VAR1 = matrix(c(0.3,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,0,0,0,0,0,0,3.8,0.6,3.8,
3.8,3.8,3.8,

3.8,3.8,
3.8,0,0,0,0,0,0,3.8,3.8,1.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,0,0,0,0,0,0,3.8,3.8,3.8,
5.7,3.8,3.8,
3.8,3.8,3.8,0,0,0,0,0,0,3.8,3.8,3.8,3.8y1.5,3.8,3.8,3.8,3.8,0,0,0,0,0,0,3.8,
3.8,3.8,3.8,
3.8,1.8,3.8,3.8,3.8,0,0,0,0,0,0,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3.2,3.8,3.8,0,0,0,0,

0,0,3.8,3.8,
3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,0,0,0,0,0,0,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,6.5,
0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,2.8,2.7,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2.7,1.1,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,
0,2.8,2.9,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2.9,3.7,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
1.6,1.7,0,0,0,

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.7,2.8), ncol=n, byrow=TRUE)

fdens = function(x, n, vmed, mvar) (2*pi)~(-n/2) * (abs(det (mvar) )~ (-1/2))
* exp(-1/2 * matrix(x-vmed, nrow=1)%*%solve (mvar)%*%matrix (x-vmed, ncol=1))
#perceba que o R é orientado a matriz (operagdes ponto as ponto num vetor e

matriz e, para fazer operagdes matricias, precisa usar %*%, por exemplo)
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set.seed (090) #semente aleatoria do time do DOS; mude isso para cada experiemnto
seu; sorteie um numero aleatorio de 3 digitos (de uma tabela, por exemplo) e coloque ai
contador = 0

passo = 1

repeatq{
y = rmultnorm(i, MED1, VAR1, tol = 1e-10)
f = fdens(y, n, MED1, VAR1)

if (f>MAXI) contador = contador+l

evidencia = contador/passo

var.evid = evidencia*(l-evidencia)/passo
if (var.evid<10~(-5) & passo>10) break
if (! (passo%%100)) print(passo)
passo = passo+l
#evidencia

#var.evid



Referéncias Bibliograficas

(1]
2]

3]

[4]

[7]

8]
[9]

[10]
(11]

[12]

Agresti, A. e Hitchcook, D. B.(2005). Bayesian inference for categorical data analysis. Statistical
Methods and Applications, 14, 297-330.

Aitchison, J.(2003). The Statistical Annalysis of Compositional Data. Chapter 3, 126-128, Chap-
man and Hall.

Albert, J. H. e Gupta, A. K.(1983). Bayesian estimation methods for 2 x 2 contigency tables
using mixtures of Dirichlet distribuitions. Journal of the American Statistical Association, 78,
708-717.

Antelman, G.R. (1972). Interrelated Bernoulli Processes. Journal of the American Statistical
Association , 67, 831-841.

Basu, D. e Pereira, C. A. B. (1982). On the bayesian analysis of categorical data: the problem
of nonresponse. Journal of Statistical Planning and Inference, 6, 345-362.

Bedrick, E. J.; Christensen, R. e Johnson, W. (1996). A new perspective on priors for generalized
linear models. Journal of American Statistical Association, 91, 1450-1460.

Chen, T. e Fienberg, S. E. (1974). Two-dimensional contingency tables with both completely
and partially cross-classified data. Biometrics, 30, 629-642.

Cox (1975). Partial likelihood. Biometrika, 62, 269-276.

Dempster, A. P, Laird, N. M. e Rubin, E. B. (1977). Maximum likelihood from incomplete data
via the EM algorithm (with discussion). Journal of the Royal Statistical Society B, 39, 1-38.

Devroye, L.(1992). Random variate generation for the Digamma e Trigamma distributions. Jour-
nal Statist. Comput. Simul, 43, 197-216.

Dickey, J.M., Jiang, J. M. e Kadane, J. . (1987). Bayesian methods for censored categorical
data. Journal of the American Statistical Association, 82, 773-781.

Evans, M. (1997). Bayesian inference procedure derived via the concept of relative surprise.
Communications in Statistics, 26, 1125-1143.

49



50

[13]

[14]

(15]

[16]

[17]

(18]

[19]

(20]

[21]

(22]

(23]

[24]

[26]

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Gunel, E. (1984). A bayesian analysis of the multinomial model for a dichotomous response with
nonrespondents. Communications in Statistics - Theory and Methods, 13, 737-751.

Hartley, H. O. (1958). Maximum Likelihood estimation from incomplete data. Biometrics, 14,
174-194,

Hjort, N. L. (1996). Bayesian Approaches to non and semiparametric density estimation.
Bayesian Statistics, 5, 223-253.

Hu, B., Ji, Y. e Tsui, K. W. (2008). Bayesian estimation of inverse dose response. Biometrics,
68, 1223-1230.

Irony, T. Z. e Pereira, C. A. B. (1995). Bayesian Hypothesis test: using surface integrals to
distribute prior information among the hypotheses. Resenhas IME-USP, Vol.2, 1, 27-46.

Karson, M. J. e Wrobleski, W. J. (1970). A bayesian analysis of binomial data with a partially
information category. In Proceeding of the Business and Economic Statistics Section, American
Statistical Association, 532-534.

Kaufman, G. M. (1973). A bayesian analysis of nonresponse in dichotomous processes. Journal
of the American Statistical Association, 68, 670-678.

Lauretto, M., Pereira, C. A. B., Stern, J. M. e Zacks, S. (2003). Full bayesian significance test
applied to multivariate normal structure models. Brazilian Journal of probability and Stalistics,
17, 147-168.

Little, R. J. A. e Rubin, D. B. (1987). Statistical Analysis of Missing Data, New York, John
Wiley & Sons.

Madruga, M. R., Pereira, C. A. B. e RAbello-Gay, M. N. (1994). Bayesian dosimetry: radiation
dose versus frequencies of cells with aberrations. Environmetrics, 5, 47-56.

Madruga, M. R., Ochi-Lohmann, T. H., Okazaki, K., Pereira, C. A. B. ¢ RAbello-Gay, M. N.
(1996). Bayesian dosimetry II: credibility intervals for radiation dose. Environmetrics, 7, 325-331.

Madruga, M. R., Pereira, C. A. B. e Stern, J. M. (2003). Bayesian evidence test for precise
hypotheses..J. of Stat. Plann. and Inference, 117, 185-198.

Moscicki, A. B., Hills, N., Shiboski, S et al. (2001). Risks for incident human papillomavirus
infection and low-grade squamous intraepithelial lesion development in young females. Journal
of American Medical Assoc., 285, 2995-3002.

Paulino, C. D. M. e Pereira, C. A. B. (1995). Bayesian analysis of categorical data informatively
censored. Comm. Statist. - Theory method., 21, 2689-2705.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 51

[27]

28]

29]

[30]

[31]

(32]

(33]

(34]

(3]

[36]

[37)

[38]

[39]

[40]

Paulino, C. D. M. e Pereira, C. A. B. (1995). Bayesian methods for categorical data under
informative general censoring. Biometrika, 82, 439-46.

Paulino, C. D. M., Soares, P. e Neuhaus, J. (2003). Binomial Regression with misclassifica-
tion,Biometrics, 59, 670-675.

Pereira, C. A. B. e Barlow, R. E. (1990). Medical Diagnosis using influence diagrams. Networks,
20, 565-577.

Pereira, C. A. B. e Pericchi, L. R. (1990). Analysis of Diagnosability. Appl. Statist., 39, n.2,
189-204.

Pereira, C. A. B. e Stern, J. M. (1999). Evidence and Credibility: full bayesian significance test
for precise hypotheses. Entropy, 1, 69-80.

Pereira, C. A. B. e Stern, J. M. (2001). Full bayesian significance tests for coefficients of varia-
tion. Bayesian Methods with applications to Statistics, 391-400, Monographs of Official Statistics,
Eurostat.

Pereira, C. A. B. e Stern, J. M. (2001). Model selection: Full Bayesian approach. Environmetrics,
12, 559-568.

Pereira, C. A. B. e Stern, J. M. (2008). An essay on the role of Bernoulli and Poisson processes
in Bayesian Statistics. To appear in Statistical Journal.

Poleto, F. Z. (2006). Analise de Dados categorizados com omissdo. Dissertagao de Mestrado,
Universidade de Sdo Paulo, Instituto de Matematica e Estatistica.

Smith, P. J., Choi, S. C. e Gunel, E. (1985). Bayesian analysis of a 2 x 2 contingency table with
both completely and partially cross-classified data. Journal of Education Statistics, 10, 31-43.

Soares, P. e Paulino, C. D (2001). Incomplete Categorical data analysis:a bayesian perspective.
J. Statist. Comput. Simul., 69, 157-170.

Soares, P. J. J. (2004). Andlise Bayesiana de dados deficientemente categorizados. Dissertagao
de Doutorado, Universidade Técnica de Lisboa, Instituto Superior Técnico.

Stern, J. M. e Zacks, S. (2002). Testing the independence of Poisson variates under the Holgate
bivariate distribuition: the power of a new evidence test. Statistical and Probability Letters, 60,
313-320.

Stern, J. M. (2003). Significance tests, belief calculi and burden of proof in legal and scientific
discourse. Laptec - 2003. Frontiers in artificial intelligence and its applications, 101, 139-147.



52 REFERENCIAS BIBLI OGRAFICAS
[41] Walker, S. (1996). A bayesian maximum a posteriori algorithm for categorical data under infor-
mative general censoring. The Statistician, 45 (3), 293-298.

[42) Zacks, S. e Stern, J. M. (2003). Sequential estimation of ratios with application to bayesian
analysis. RT-MAC-IME-USP 2003-10. ’



