
Modelos bayesianos para dados
categorizad-os com censura

Rogério Antonio de Oliveira

TESE APRESENTADA
AO

INSTITUTO DE MATEMÁTICA E ESTATÍSTICA
DA

UNIVERSIDADE DE SÃO PAUL.O
PARA

OBTENÇÃO DO TITULO
DE

DOUTOR EM CIÊNCIAS

Área, de Concentração: Estatística
Orientador: Prof. Dr. Carjos Alberto de Bragança, Peneira

Durante o desenvolvimento deste trabalho o autor recebeu auxílio Ênanceiro cla CAPES

São Paulo, maio de 2009



Modelos bayesianos para dados
categorizados com censura

Este exemplar corresponde à rcdação
final da tese devidamente corrigida

e defendida por Rogério Antonio de Oliveira
e aprovada pela Comissão Julgadola.

Banca Examinadora

8 Prof. Dr. Cartas Alberto de Bragartça Pereira (orientador)

e Pi'of. Dr. Fábio Prates Machado - IME-USP
B Prof. Dr. Marcelo de Souza Lauretto - EACH - USP.

e Profa. Dra. Verânica Andrea Gonzalez Lopez - UNICAMP

e Prof. Dr. Francisco Louzada Neto - UFSCar.

IME-USP



Agradecimentos

Agi'adeço a Deus por ter sempre me proporcionado forças nos momentos em que pi'ecisei, per-
mitindo que eu tivesse acesso a chave do conhecimento

Agradeço a minha família por estar ao meu lado em todos os momentos, incentivando-me a seguir
sempre em frente apesar dos obstáculos. Agradeço especialmente a minha mãe Elisabete por fcazer

de tudo para minimizar as dificuldades encontradas durante esta longa caminhada

Agradeço imensamente ao Prof. Cailinhos por seus ensinamentos e por tet' me ajudado a vencem

mais esta etapa da minha vida

Agradeço a todos os professores da Banca pol' contribuir'cna na conclusão deste trabalho.

Agradeço a todos os professores do IME que colaboraram para minha formação, de coima direta
ou indireta, por meio de incentivos para continuai a caminhada.

Agradeço a todos os amigos quc me acompanharam dut'ante essa etapa da minha vida, principal-
mente Graciella, Rosemeire, Minam, Clécio, Raydonal, Luz c as novas amizades: M.artes, pelos mo-
mentos de descontração, felicidade e também pelas trocas de conhecimento, favorecendo meu cresci-
mento e amadurecimento profissional; Carol, por ter act'editado em mim e também pelas palavras
de encorajamento nos momentos que necessitem. Agradeço também ao César poi ter colaboríido com
algumas dicas para resolver os problemas computacionais

Agradeço aos funcionários do IME que seinpie ine auxiliarem nas minhas atividades, aos fun-
cionários da secretaria de pós-graduação, especialmente ao Pinho, por me ajudei com as docu-
mentações necessárias em cada etapa.

Agradeço ao Capes por ter me concedido a bolsa pala a execução deste trabalho.

h/muito obi irado, Rogério Antonio de Oliveira



11



Resumo

Dados categorizados com censura são con:duns ena diferentes áreas do conhecimento. A tuaálise
estatística para esse tipo de dados era um desafio para muitos estatísticos. Anualmente há algumas
abordagens Bayesianas e frequentistas para resolver este problema. Paulino e Peneira (1995) apresen-
taram um modelo Bayesiano para dados categorizados com padrão de censura. Este modelo utiliza
todlw tu infoi'!nações da amostra, inclusive as observações com informações parciais ou totalmente
falta.ntes. Ta.mbém serão api'cscntados o tnodclo dc Pa.ulino, Sobres e Neuhaus (2003) que emprega
modelos linear'es generalizados para modelam o efeito da variável explicat,iva, (liscret.a oii coiltíniia,
na. vai'lavei resposta discreta que está sujeita a el'ro e um modelo de regressão logística utiliza.ndo a
idéia da partição. Para este tipo de análise, pode-se aplicar uma visão estatística poi' meio (to tAe
.lülZ .Ba2/esáan S gnl@cance Tesa (r'BST) como uin teste de significância Bayesiano coei'ente: que foi
originalmente proposto por Peneira e Stern (1999). O teste FBST é unl teste baseado no valor do
conceito de evidência. O objetivo deste trabalho é apresentei a aplicação do F/3ST pala a análise
de dados discretos com censura. Alguns exeiriplos ilustrativos são apresentados corno aplicações da

metodologia Bayesiana.

Palavras-chave: dados discretos, análise Bayesiana, regressão logística.
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Abstract

The categorical data with missing values are common in difTerent iuea of knowledge. The} statisti-
cal analyses of those data were a challenge to lnany statisticians. Nowadays thete aie some Bayesian
and frequentist approaches to solve it. Paulino and Peneira (1995) presented a Bayesian modem for
categorical data with missingness. That mode] uses a]] information from the saínp]e, inc]u(]íng the
observations that cave partiam or completely missing. The geneialized linear model given by Paulino,
Sobres e Neuhaus (2003) and a new logistic model using tlie principie of partial likelillood will be
also presented. Using the Bayesian view, the Full Bayesian Sigiiificance Tese (FBST), presented by
Pereira and Stern (1999), can be applied as a coherent Bayesian significancc tesa. The FBS'T is a
tese based on a vague of evidence concept. The goal of this work is to present the applictition of
the F.BST for categorical data with missingness. Some examples are given as illustiation fol the
Bayesian analysis.

Keywords: discrete data, Bayesian analysis, logistic regression
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Capítulo l

Introdução

1.1 Considerações Preliminares

Dependendo da área do conhecimento e do objetivo da pesquisa científica, pode ser necessário
coletar algumas informações relacionadas à classificação de unidades amostrais de acoi'do com os
valores ou intervalos de valores de uma ou ITiais variáveis aleatórias, discretas ou contínuas. Os
dados relativos a estas variáveis aleatórias foitnarn um conjunto de dados, que são freqüentemente
denominados dados discretos ou categorizados. Esta denominação é utilizrada porque geralmente
existe a contagem de eventos ou de unidades ítmostrais, cujas característico\s são determinildas por
categorias de interesse. As freqüências encontradas devido a classificação cruzada destas informações
são geralmente apresentadas na forma de tabelas, as chamadas tabelas de contingência.

Durante a colete de dados, podem ocorrer algumas perdas de informação relacionadas às l.unidades
anlostrais estudadas de forma aleatória, pois os valores de uma ou mais variáveis cle categorização

não são registradas. As tabelas de contingência portadoras de dados omissos apresentam informações
completamente coletadas e, dependendo da variável estudada, apresentam também uma ou mais rnai-
ginais de categoria.s com dados incompletos, pois algumas informações foram parcialmente coletadas
ou totalmente omissos. Estes problemas podem ocoiier quando o pesquisador, por desconhecimento
ou descuido, registra apenas o subconjunto de valores cla variável ao invés de iegistrai os valores (la.s
vai'dáveis discretas, pois a caractei'ística ou atributo estudado pode não ser distinguível cntic si.

l
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1.2 0bjetivos

Este trabalho tem por objetivo propor novos modelos Bayesianos para análise de dados catego-
rizados com censuras e utilizar o procedimento do FJ3ST para apiesentai a aplicação da a-nálise
estatística em conjunto de dados reais.

1.3 Contribuições

As principais contribuições deste trabalho estão discriminadas abaixo

e Um modelo Bayesiano particionado é proposto para utilizar inclusive as informações das cen
furas observadas nos dados coletados;

e Um novo modelo Bayesiano de regressão logística é apresentado para avaliam os efeitos das
variáveis explicativas, discretas ou contínuas, na variável com resposta binárias, na presença de
censuras.

1.4 Organização do Trabalho

Nas próximas seções deste capítulo, alguns conceitos importantes serão aborda(tos sobre o pro'
cedimento do FBST. Apresenta-se o modelo Bayesiano de Paulino e Peneira e também o modelo

Bayesiano particionado. Um exemplo clássico cle dados deficientemente categorizados é apresent.ado
colho motivação na pr(5xiina seção.

No Capítulo 2, a])ordem-se a]guns rnode]os (]e icgressão logístictl pata aiitílise Baycsiano de (lin-
dos categorizados. Apresenta-se um novo modelo Bayesiano p?tra. avalia\.r os cfcit.os das víu-iávcis

explicativas, discretas ou contínuas, na variável com resposta binárias, na presença de censuras.

Finalmente, no Capítulo 3, são discutidas algumas conclusões sobre o trabalho e taml)éni são
apresentadas algumas perspectivas de trabalhos futuros.

1.5 Exemplo Teste de Coloração Dentária

Como motivação da pesquisa, considere os dados da Tabela 1.1 apresentados e analisados por
Paulino e Pereira (1995). Este conjunto de dados também foi analisado nos trabalhos de Soam'es
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(2004) e Poleto (2006). Os dados coletados são referentes a uma amostra composta pot 97 vo-
luntários. Aplicou-se dois testes de susceptibilidade à cárie dentária categorizada em três níveis:
baixa, média ou alta. Os dois testes estudados api'esentain a]gumas carticterístícas (]ifeientes: um
representa o teste padrão e que é bastante coriHável porém ca!.o e o outi'o é um teste simplificado,
dais barato, que se baseia na observação da colocação obtida na reação cle um produto com a saliva
do paciente. Em alguns casos, existe a possibilidade de dúvidas em relação a coloração do teste
simplificado, o profissional pode não ser capaz de discernia entre níveis adjacentes de susceptibili(jade
dentária. Essa dúvida é capaz de criei un] mecanismo de omissão, que pode ocorre porque existe um
certo confundimento entre as categorias próximas. O principal objetivo de realizar este experimento
consistia em avaliar a possibilidade da substituição do teste padrão (Tp) pelo teste simplificado (Ts).

Tabela 1.1: Freqüências observadas da suceptibili(jade dentária de 97 voluntários

Teste
Simplificado (TS)

B,íx,(1)
Média(2)
Alta(3)

B .ix,(1)/Médi.(2 )

Mé(Ua(2)/Alta(3)

Triste Padrão (Tp)
Média(2)

10
9
11
14
7

B »ixa(1)
4

5

2

7
3

Alta(3)
0
3
7
7
8

1.6 Enfoques Estatísticos pai'a o Problema

Existem basicamente dois enfoques estatísticos para analisar os dados discretos com padrão de
censura: o n'eqüentista e o Bayesiano, sendo que este último será visto com mais detalhes no decorrer
dos próximos capítulos neste trabalho. Dentre os trabalhos com enfoque frequentista, destacam-se
Hartley(1958), Chen e Fienberg(1974, 1976), Dempster, Laird e Rubin(1977), Little e Rubin(1987),
Poleto (2006).

Na abordagem Bayesiana do problema, existem duas linhas de pesquisa distintas: uma que con-
sidera tabelas dc contingência 2 x 2 com informações faltantes nas linhas ou colunas, ou sda, dados
categorizados com padrão de censura sob um mecanismo de censura não informativo e a outra corre-
sponde aos estudos em que são considerados os dados categorizados cona padrão de censura ignorável,
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sob um mecanismo de registro informativo. A denominação de registro informativo está relacionada
ao pi'ocesso de colete dos dados. E pi'ovável (lue possam existir casos em que a. infoinaaçã.o observada
na unidade experimental é difícil de ser determinada. Desta forma, tem-se uma certa dúvidil em
registrar qual categoria esta unidade amostral pertença. Poi exemplo, pode-se citei a classificação
da susceptibilidade dentária nos níveis adjacentes: baixo e médio ou médio e alto. E importante
frisar que este mecanismo de censura é informativo, pois fornece uma certa informação t'elacionada
aos níveis adjacentes em que os voluntários pois(am estar.

Para a primeira linha de pesquisa que utiliza as tabelas dc contingência 2 x 2, é importante
ressaltar os trabalhos de Karson e Wrobleski(1970), Antelman (1972), Kaufman e King (1973),
Albert e Gupta (1983), Gunel (1984), Smith, Choi e Gunel (1985). No entanto, Dickey, Jiang e
Kadane (1987) apresentei'am uma extensão considerando o mode]o mu]tinomia] generalizado.

A segunda abordagem Bayesiana de dados discretos com padrão de censura, sob um mecanistllo
de registro informativo, pode ser encontrada em Basu e Pereira (1982). Realizando uma extensão
deste trabalho, Paulino e Peneira (1992) apresentaram um modelo Bayesiano que não assume um
determinado processo de padrão de censura ignorável, pois considera um mecanismo de registro
informativo para os dados, em que os registros podem ser estruturados em partições dos conjuntos das
categorias amostradas. No entanto, em outro trabalho, Paulino e Peieiia (1995) a.prcsentara.m uma
solução Bayesiana pai'a os (lados deficientemente categorizados, (iue incorpoi'a uin padrão genérico
de omissão, sob uin mecanismo de registlo informativo. No Clapítulo 1, sel'tí abri'dado o irloclclo

Bayesiano proposto por Paulino e Pereira (1995). Para esta linha de pesquisa, pode-se encontrar os
trabalhos de Sobres e Paulino (2001) e Sobres (2004).

Devido à complexidade do problema estudado e ao tamanho amostral reduzido, o modelo de
Paulino e Peneira (1992, 1995) pode não ser muito adequado. Para resolvem este problema, pode-
se empa'egar um modelo estrutural reduzido para analisar um conjunto de dados categorizados com
padrão de censuras. Outro modelo interessante foi apresentado por Paulino, Sobres e Neuhaus (2003),
que utiliza modelos lineares generalizados parti modelar o efeito de vai'iavéis explicíttivas, discretas
ou contínuas, na variável resposta discreta sujeita a erro
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1.7 0 uso do FBST

O FuZZ .Bayesian SêgniDcance Tesa (FBST) proposto poi Pereira e Stern (1999) taml)ém [)ode

ser utilizado na. análise de dados discretos com censura, pois o FBS7' é um teste de significância,

genuinamente Bayesiano para avaliar algumas hip(5t.fases estatíst.ices. ('terno ern to(ta analise bayesiana.
o /'BST utiliza a função de vei'ossimilhançfl como uma fotmtl apiopiiadtl de iepresenttu }\ infot iníLção
estatística, para simpliãcar e unificam a análise estatística (Good, 1983). O teimo genuinamente

(FbZZ3/) é utilizado porque o método consiste em analisar os con.juntos de credibilidade, para isto
basta conhecer o espaço paramétrico representado pela distribuição a posÉeráoh. A maior crítica
contra o FBST foi em relação a falta de invariância com rc:speito a reparametrização. Entrega.nto,

Madruga et aZ. (2003) apresentaram uma versão invariante pala esse método. No Capítulo 2, tllguns
conceitos importantes relacionados à aplicação do FBST seixo brevemente apresentados.

O r'.BST teima sido aplicado em alguns problemas estatísticos, por exemplo, pode-se citar os testes
de homogeneidade e independência em tabelas de contingência, seleção de modelos, comparação de
coeficientes de variação, teste de equilíbrio de Hardy-Weinberg (Madruga et a1., 2003; Peteiia e Steln,
1999 e 2001) e Faria Junior (2006).

O objetivo deste trabalho é ítpresentar uma proposta de análise de dados categorizados com
padrão de censura utilizando o p'BST, fornecendo mais uma ferramenta estatística tltil no teste de
algumas hipóteses de interesse. Portanto, iim exemplo ilustrativo da aplicação do FBST p?tra o
modelo de Paulino e Peneira (1995) sei'á apresentado nas Seções 1.13 e 2.2.3. Algumas considerações
finais e proposta de pesquisa futuras senão apt'esentadas no Capítulo 3.

1.8 Dados Categorizados com Censura

Nesta seção, será apresentado o modelo Bayesiano proposto por Paulino e Peneira (1995), cujo
trabalho incorpora tun padrão genérico de oiniFisão, sol) ilin mecanisnto de registro informativo. Este
modelo pode ser bastante útil pala analisar vários prol)lemas reais.

1.8.1 Modelo Bayesíano de Paulino e Peneira (1995)

Considere uma amostra de tamanho rl retirada. de uma população particiona.da. em ni. catego-

rias. Seja 0'=(ai, ..., a.) um vetor de probabilidades positivas para as categorias, de tal forma. que
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>l,i0{ = 1. O processo amostral pode ser definicto pela variável aleatória W = 1,rj., k = 1, 2, ..., rl ern

que Wk = á se a k-ésima unidade amostral pet'vence a i-ésima categoria, á = 1, 2, ..., ri.. Desta foi'mtt,
tem-se como resultado uma seqüência finita de variáveis aleatórias independentes e i(tenticetrnente

distribuída com distribução Bernoulli parametiizada poi 0.

No caso de dados incompletos, Wk,k = 1,2, ...,n, podem não ser totalmente observados para

algum?LS unidades da amostra. Paro\ cada unidade alTlostral, conhece-se apertas se esta pertence tl
algum subconjunto d não vazio de 1, 2, ..., in categorias. Na presença cle algum 111ecanislTlo de censura
um subconjunto de W não é completcamente observado, ou seja, pala algumas unidades amostrais
um único elemento do espaço amostra1 (2 não é registrado, porém pertence a urn dos eventos de ç2.

Desta forma, é registrado que wk C d para algum d Ç Q. Portal-tto, os dados ol)servidos podem
ser representados por um vedor de subconjuntos registrados, R = Rk,k = 1,2, ..., 7}. Considere l)
como a classe de todos os possíveis subconjuntos registrados e decote À=Ài, i= 1, 2, ..., m, como o
vedor de probabilidades condicionais em que Àá = ÀI.z,d C Z){, Àkd = P(/t = dll'rt = k) e D{ =
{d C .D : iC d}. Note que d C D, se e somente se, Àae > 0 para algum k € ç2. Considere ZI).
como a classe de subconjuntos registrados eira que ocorrem as censuras e Z)o = {{, { = 1,2, ..., rn.}
como a classe do subconjunto dos dados completos, portanto D = 1)o U Dc. Logo, tem-se o vetou
dos dados N' = (NI),NÍ:), em que NI) = (n.í,{ = 1,2, ...,m.) contem a fieqiiência das observações
completamente classificadas em cada t.lma das categorias e Nj: tal que ils coordenadas são dadtu poi
n./ com d c Dc, eln que as fi'eqüências dos subconjuntos de Q são as classificações incoinplettts. ]\
função dc vciossimilhança dc (O, À) é dada por

/ \ nd m / \7}d

'p,xl«o« ll IE,» l -.[T@.**)"' ]] ]E':».:]
c2€.D \e=1 / {=1 dcZ)c \eed /

(1.1)

Uma parametrização alternativa pode ser apresentada eni termos de ('y, a) , ein que 'y' =(7o, 'y.z, d C

Z)c) representa as probabilidades marginais das observações completamente categorizados,

>l: o.*': ,{-1
'YO E"',

{-1
(1.2)
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e as probabilidades ma['finais das observações cona infoi'mações parciais em cada d C Z)c,

'Ya = E. &ai \' OiÀd. ;z../ ' '"' (1.3)

o vedor a'=(cy0, a.:!, d c l)c) contem as probabilidades condiciontiis para cada categoria dada o tipo
de registro,

cvo=(clip,{ = i, 2, ..., nty, aÍI = pii/'yo, >1: aií = i,(1.4)

cl.í = (aói, € ay, cvi.l = P,fi/'Ya, >: ceia = 1,d c o.. (1-5)
á€d

lZ

Considere P conto a matriz de partição tal (lue 'y::Pp. Então, tem-se que ;= 1: co. 'ydcv{.í,({

1, 2, ..., nt). Considerando a nova reparametrização, optem-se a função de verossimilhança,

ü~;:s. l:«l"l ,L(I', alN) l;' ll l;'' (1.6)

em que no EZ:: n: e E::.- a:d 1, Vd C D.

Como conseqüência das piopriectades da família das distribuições Diríchlet, tem-se que os parâme-
tros 7, aO e cvd, d € .Dc apresentam distribuição a posferáoM Dii'ichlet independentes c identicêlmcntc
distribuídas,

vlN «.., .0(P'« + z), « (no , ]W) , alN Z)(ao + No), adN D(aó), d € D. (1.7)

em que a' (al), al, d € O.), ao (««,i 1, 2, ..., m,y e « (ai,z, { C d)

Portanto, utilizando a distribuição a postehori, tem-se que o vedor de probabilidades pode ser
escrito como

a{ = "YO'liÍ+ }, 'Yaa{,z,á = 1,2,...,nz. (1.8)
dC Din .ZI)c

Considerando este modelo Bayesiano, Soaies e Pcaulino (2001) e Sobres (2004) realizaram al-
guns estudos de simulação de Monte Carlo c t.alnbém aprescntai'am algumas a.ná]iscs ]3ayesia.nas dc
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conjunto de dados reais para ilustrar a aplicação

1.9 Modelo Bayesiano Particionado

Utilizando as idéias apresentadas nos trabalhos de Cox (1975), Basu e Pereira (1982), apresenta-
se um modelo Bayesiano particionado para análise de dados categorizados com censura. Este inodclo
utilizil a infol'mação dos dados censurados de forma diferellte do modelo anterior, utilizando o parti-
cionamento da distribuição multiminomial dos dados completos e censurados.

Clonsidere um exemplo simples em que uma pesquisa de opinião pergunta-se: " Você já usou algum
tipo de droga ?". O entrevistado pode responder Sim, Não ou simplesmente não opiniai. Neste
caso, tem-se uma distribuição de Bernoulli com censura, que será representado pelo vedor aleatório
(S, N, C) com distribuição trinomial com parâmetros t e p=(pt,p2,p3), em que pl + P2 + Pa = 1,
0 < p{ < 1, { = 1, 2, 3 e t = s + n +c.

A função de probabilidade é dada por

«.,«,. l ,,:, . l ,:,;,: - =,:,;,:
(1.9)

Pai'a. realizar a falara.ção é necessário utilizar a seguinte parameti'iztição

a'=Pi; l--a'=P2+P:; 0=Í.e!-; 1--0=Í.--.
Considere também que b ;: 71. + c = t .s. Logo, tem-se que

(l.lO)

É! [! b!

slnlcl .slbl clnl
(1.1 1)

Portanto, a função distribuição (1.9) pode ser escrita como

/(;, n, clt, P) t, P) é1"(1 - 0)b'". (1.12)
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IJtilizando distribuições Beta para n e a iguais a Beta(z,g/) e Beba ('u, u), respectivamente e as
distribuições a priori Beta(ai , a2) e Beta(Z)t, b2), tem-se que as distribuições a poster'porá são

«-ll#, VI «., -B.t«(z+ «i, y + «2); Ollu, ul «' Bela(u + b] , u + b2) l1.13)

E importante ressaltar que a e 0 cassumem valores no intervalo 10, 11 e são de varia.ção indepen-
dente, ou sqa, conhecido o valor de um parâmetro, o segurado continua. incerto exatamente colrio
antes, variando no mesmo espaço pararnétrico. l)esta forma, a dista'ibuição À/[ultinomial pode ser
pari.icionada ein produtos de distribuições Binomiais com parâmetros de variação independente.

Para realizar a fatoração de acordo com o interesse da análise estatística de modelos Multinomiais
de maior dimensão, é importante considerar dois resultados importantes: uln da partição de classes

da Multinomial e outro, do condicionamento na soma parcial.

Considere urna amostra de tamanho t com (]isti'ibuição Multinomial originada de um processo de

Bernoulli m-variado. Logo, a distribuição multinomial pode.set denotado como

:«]]t, o] - A4«(t, a) (1.14)

Seja {á : á = 1,2,...,m} o domínio dos índices que denotam as classes de uma distribuição
Multinomial de ordem m e A.x,. uma. matriz de partição de m classes eni s super-classes, ou se.ia,

em partições menores com a{.j C {0, 1} e linhas ortogonais. Desta forma, se x «' ]\4«,(t,O), então
y = Ax -, ]Ws(t, Aa). Maior'es detalhes destes resultados podem ser vistos em Peneire e Suei'n (2008).

Outro interesse está ligado à distribuição resultante do vedor x obtida por meio (to condiciona
mento na solda parcial. A distribuição do vedor x condicionada a soma a sua soma apresenta dis-
tribuição Multinomial com parâmetros correspondentes normalizados. Por exemplo, o condiciona-
mento nas Z primeiras componentes resulta em

«::. ':'«::. - .. - «« (', Ú,:: ) (1.15)

em que J € {0, 1, ..., t}
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Suponha o interesse de analisar uma distribuição Multinomial x -, J\4..(t, O), com ceiisuias nas
últimas componentes, decomposta em duas h/lultinonaiais e uma Binomial.

P(alt, 0) g: .-(«::«ij, ,h-::,) -,('.-.-:;-i* - .j, ,çt::;;'.---:«)
J=o

,ll..{,,l '«.«. "'.-:«,'l

(1.16)

(1.17)

O problema dc não idenficabilidade dos })aranlet.ros e uni problema gei'alrnente encontrado nos
modelos pata análise de dados categorizados com censuras nm literaturas não-Bayesianas. No en-
tanto, o uso de distribuições a pdoM pala os parâmetros estudados pertnite que este problema não
exista na análise Bayesiana.

Considerando distribuição Dirichlet l)J14.(a) como dista'ibuição a priori pai'a os parâmetros,
pode-se obter que as distribuições cl postedorá são dadas por

Í7l;--Oi:Çlln.:Ç, jl "'' -OMa("l:q + a); j7Õjj=Oç+::m llzç+::m, "--JI «' O.A4m-h+D(Z,+::m + a);

I'Oi:*jl.j, tl -, Bet«(J + «i, t - .j + «2).(1.19)

Na próxima seção, serão apresentados alguns collceitos importantes do procedimento do F'BST
de Pereira e Stein (1999), que serão utilizados para a análise dos modelos de dados deficient.ementa
categorizados.

1.10 Fulo Bayesian Significance Tesa (FBST)

A versão original do FtiZZ Bal/e.sian S gnlHcance Tesa (r'.BST) foi introduzido por Pereira e Stern

(1999) . Este teste foi apresentado como um teste de significância genuinamente Bayesiano para avaliar
hipóteses precisas. O F'.BST é intuitivo e se baseia num valor do conceito de evidência. A maior
crítica enfrentada estava relacionada a possível falta de invariância elll relação à reparametrização.

No entanto, este problema já foi resolvido, pois Madruga et aZ. (2003) apresentaram urna vel'são

r'''
-4
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invariante para o FBST

1.11 Definição do F'-B$T

Considere Xi, X2, ..., X. como sendo variáveis aleatórias com função densidade conjunta dada

por flÍ-i /(zi, O), em que O é o vetor de parâmetros, definido no espaço pa:an'étnico O Ç RZ'(p 2 1)
Tem-se interesse em testar a hipótese nula .17o : O € Oo, Oo c O, com dimensão de Oo $ dimensão de
O. Geralmente, Oo é um vedor de restrições escritas em termos de igualdades e inequações. Considere
uma hipótese com, no mínimo, uma restrição cle igualdade

0o {0 € Olc(0) $ 0 A h(0) 0} (1.20)

Considere um modelo estatístico, para p inteiro, 0 C O c RP é um vetou de parâmetro, g(O)

como a densidade a preoM, z é uma observação (escalar ou vetorial) e L(0; z) repi'esenta a função
de verossimilhança de O em O. Logo após observar os dados, a próxima etapa é avaliar o valor da
evidência bayesiana. A densidade a pos&ehorà para O dado # pode sei' escrita

g,(o) g(01«) u g(0)Z(0; «) (1.21)

Clonsidere

g s«P g.(0)
0€0o

e T {o c 0 : g.(o) > g*} (1.22)

O valor da evidencia Bayesiana contra a hip(3tese nula /7o e definido colho a T)iol)al)ilt(la(le a
posteriori do conjunto tangencial T, isto é,

m = p(o c rlz) g,(a)do.
T

(1.23)

Portanto, o valor da evidência ein favor da hipótese nula Ho é definida como eu = 1 -- êD. E
importante esclarecer que a eu não é uma evi(tência confia a hipótese alternativa ]lít. Da mesma
forma, êü não é evidência em favor de .f7t , ellabora esta seja contra a hipótese nula .17o

Para minimizar as fortes críticas relacionadas a invariância do F'Z?ST, b'ladrugca et aZ. (2003)

apresentaram uma versão inval'jante com respeito a paramettizaçõc--s alternar.ivas do espaço para-
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metrico. Considere uma função de referência r'(0) sobre O, que é definida no espaço paramét.rico
original em que as prioris são de6inidcas. Por exemplo, T'(0) pode ser uma densidade não-informativa,
possivelmente imprópria, sobre O. Considere agora a função:

.,m - 1l:l# ' ;* - =p'"w' o.2
A forma invariante do conjunto tangencial 7' e o valor (la evidência, contra a hip(5tese /7o é dcfini(ta
como

T {0 € O : s.(0) > '*} e aO g.(o)do
7

(1.25)

Portanto, o procedimento do f'BST consiste eln rejeitam Ho sempre que o valor encontrado para
eu = 1 -- êiJ for relativamente pequeno.

1.12 Calculando o .F.BST

Para se calcular o valor da evidência do r'BST é necessário basicamente cul-npi'ii' duas etapas:
a, da otimização da função a posteriori sob a hipótese .17o c a da integração da posteriori restrita a
região tangencial T

1.12.1 0timização

A etapa da Otimização consiste em encontrei g* que maximiza a densidade a posteriori sob a
hipótese nula .17o. Existem vários algoritmos de otinüzação. No entanto, é importante lembrar que
deve ser levado ein consideração também outras fol'mas de otimização, de acordo corra a conveniência
e as necessidades do problema analisado.

1.12.2 Integração

Após cncontrai o ponto dc ináxiino sol) a hipótese .f:ío, é necessário calcular o va.loi dê\ integral cin
1.23. Esta etapa consiste em integral a posteriori sobre toda a região em que for maior que g*. Para
calculei o valor da integi'al, pode-se utilizar ?tlgttrn ínetodo nurnerico dotei inít)estico, pot exeinl)lo, o
JWonte C;aria .r#nportance SampZ ng, que pode ser utilizado para encontrar o valor de eu.
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Monte Carão Importance Sampling aplicado ao FZ?ST

A apresentação descrita a seguir foi api'esentada por Stern e Zacks (2002) e Stern (2003). Ini-
cial!nente, escolhe-se uma densidade de probtlbilidade q sobre O adequadtl para apliclai' o /m,poriance
$ampZáng. Pode-se reescrever a êü como

./.:. :gÇMao
J. gçWao '

eu /o llocr}(0)L(0; z)g(0)dO
.L z.(o; :«)g(o)'za

(1.26)

Agora considere as vai'dáveis aleatórias yl , y2, ., yn comi densidade q. Logo, tem-se que o está
mador de ZÜ é dado por

(1.27)

em que

:Êg .:«
(1.28)

Utilizando a Lei Forte dos Grandes Números, tem-se que Z= e .7n converge pala ./o L(0; =)g(0)dO
e /o .L(0; z)g(0)dO, iespcctivamente.

Stern e zacks (2003) demonstraram que o estimados V' é consistente. Considere zi = 31:4
e z; = $1é{, então as componentes do vetar (Zi, z;) são dependentes, mas os vetoies (Zi, z;)
' (ZJ,q) são independentes para í # j. Desta forma, pela Lei Forte dos Grandes Números, o
estimador @ converge para êO.

Clonsidere a quantidade pivotal dada por

U«= Zn$ Zi. (1.29)
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Tem-se que .E(Un) = 0 e a variância é igual a

«mJ - i("(z) -- «'"(z) - '",'«(a, z)) «: «,

Os estimadores consistentes para as variâncias e covariância são, respectivame

ai*-iEK;-a), õ:-lEK:-z),{-l {-l

a3,«.. - l: }l:(z; - Z*)(z. - Z)

Quando n--,oo, V'(Un) -= a2 e Un B N'(0, o-2). Portanto, utilizando o Teorema de Slutsky e o
Teorema Central do Limite, tem-se que

nte, iguais ar

n

Z

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(õ:* + 'P'âg - 2Úõ3.,,,.) ' x (i). (1.33)

Pode-se aplicar o Teorema de Filler pata encontrar as i'aízes da equação quadt'ática para d' de

(7«Vu - Z;)' - 2:i:#Él2(a:* + «P'Õ: - 2Vuâ3,h,.)

Desta foi'ma, pode-se construir um intervalo de confiança de (l -- #)x100%o para d'

(1.34)

/0(n, l P)

6«,l-P !Í:Ply(Õ:* + V''Õi - 2V'õ'3,A,.).
'/z

Portanto, como critério de parada para o algoiitmo de integração
$a npZ nq, pode-se utilizar o erro Z\. l .rj de Ü

em que

(1.35)

(1.36)

J '- -'- . e
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1.12.3 Motivação

Como exemplo ilustrativo da aplicação do FZ3ST, considere os dados hipotéticos apresentados
na Tabela 1.2. O objetivo é testar se as proporções populacionais da presença da doença são iguais

para ambos os sexos. As proporções pala os sexos feminino e masculino são denotad&is como ai e
n2, respectivamente. Portanto, tem-se a hipótese de interesse .Ho : n'i = n-2. A densidade a posteriori
pala o problema estudado é

.f'(«1, «-2) u rÍ"' (l «l)"' '": rr'( l n'2)"'''"' (1.37)

em que mi e n{ representam, respectivamente, o número de pessoas com doença e o número t.oral de
pessoas do sexo {.

:3

Clom intuito de realizar uma simples compait\ção do resultado do FZ3ST, considcte o valor p
obtido pelo teste X2, o Favor de Bayes (F13) e a pl'obabilidade posteriori par?t testar a hipótese de
homogeneidade. Considerando a priori P(H) = P(a-l = n2) = 1/2, Irony e Pereiia (1995) obtiveram
que o Fatos de Bayes para o teste de homogeneidade de uma tabela de contingência 2 x 2 é da(lo poi'

l l l : l ..:*:,'«,*:,

1,::1:=1 '":*"'*''
FB (1.38)

A expressão do favor cle Bayes acima é encontrada a pat'tii de uma aproximação dc Tayloi de
segunda ordem usando uma distribuição rl priori uniforme, ou seja, unia distrit)uição a })riori Dirichlet
com parâmeti'os iguais a (1, 1, 1, 1). Logo, a probabilidade posteriori(PP) de H pode sei calculada

como PP - (F'.B)':)':

X ÇU L/UI(& X l U P   1/ \ /U bÍW b+V bPn++

Sexo T) ,l ,.,. p n PI'nç= r.n t n
& E\FW VHV + b V V

r\n'.,lpn A ..cnntn rT'n+ n l

Feminino 3 lO 13
Masculino 7 6 13

Total LO 16 26
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Para o problema hipotético apresentado, tem-se que o valor aproximado da evidência (eu) do
F'BST é igual a 0,874 (êD = 0, 126). O valor p do teste X2 pala a. tabela acimca é clc 0,223. O
valor do Favor de Bares e a probabilidade posteriori são iguais a F'-B = 0,671 e PP = 0,401,
respectivamente. Portanto, ba.seando-se nos resultados encontrados, a hipótese de homogeneidade

dos dados da tabela acima não é rejeitada.

Na próxima seção, para facilitar o entendimento da aplicação do /'Z?ST, são apresentados ttlguns
exemplos da análise bayesiana de dados categorizados com omissão, utilizando o cálculo apioxirnaclo
da eu do .F.BST

1.13 Aplicação do FBST

Considere o exemplo a seguir como aplicação do FZ3ST, cujos dados são frequentemente analisa-
dos em diferentes trabalhos de Paulillo e Peneira (1995), Sobres (2004) e Poleto (2006).

1.13.1 Testes de Coloração Dentária

Considere os dados da Tabela 1.1 apresentados em Pcaulino e Peneira (1995). Os dois testes estu-
dados apresentam algumas características diferentes: um representa o teste padrão, que é b:Estante
confiável, porém caro, e o ouvi'o é uin teste simplifica(lo, mais l)arat,o, (lue se baseia. na. observação
da coloração ol)tida lla. ilação de um produto com a saliva do paciente. Portanto, existe um certo
interesse económico na possibilidade de trocar por um teste mais confiávcl c viável cconomicaincntc
No entanto, em alguns casos, existe a possibili(lado (le dúvi(tas em relação à coloração (lo t.este sim-

plificado. Isto acontece quando o profissional não é capaz de se decidir entre níveis a.djacentes dc
escala de coloração dentária. Um favor impor'tanta a ser condiderado é quc existe a possil)ilidade
de dúvida, que é capaz de criar uin mecanismo de omissão. Isto pode ocorrer devido unl certo con-

fundimento entre as categorias pr(5ximas. O principal objetivo de recalizar este tipo de experimento
está relacionado na possibilidade de avaliar uma possível substituição do teste padrão (Tp) pelo teste
simplificado (Ts).

Pai'a facilitar a compi'eensão, denotam-se a classe Baixa por 1, À'média por 2 e Alta poi 3.
Agora considere o vedor de probabilidades das categorias amostrais ordenadas lexicogiaficttmente,

0=(01, 02,..., 00y, em que 0i = P(Ts = 1, Tp = 1), 02 = P(Ts = 1,Tp = 2),..., 0o ' P(Ts = 3,7'p = 3)
O expei'imenso estudado estabelece a existência de 15 classes ]l)ossíveis: sendo (lue as 9 piiineiras
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correspondem aos dados amostraís completos e as 6 últimas restantes conespondelll aos dados clefi-

cientemcnte categorizados, resultantes dos agrupamentos das classes D. = {(1, 4), (2, 5), (3, 6), (4, 7),
(5, 8), (6, 9)}. Considere o interesse de testar il hipótese de homogeneidade marginal (tas proporções
dos dois testes dentários.

Um dos problemas enfrentados na simulação cla distribuição a posteriori(1.7), utilizando direta-
mente o método de Monte Carlo, é a verificação de uma certa coi]centiação d?\ posteriori cn] unlil
região relativamente pequena do espaço ainostral. Para resolver este problema, aplicou-se a relação
das distribuições Dirichlet cona as distribuições Normais Logísticas proposta por Aitchison (2003)
Outrêi vantagem é que os parâmetros da distribuições Normais evitam os problemas de cálculos
númericos para maximização. (Jtilizando a transformação logística de Z/ € Ra para z c Ra, definida
como

e*p(y:)
(XZ::: exp(y:) + l)

«o !Í":' (EZ:::«p(y:)+iy
com a transformação z/i = in(açi/zo), á = 1, 2, ..., d e jacobiano J = (1'1Z:::)':

d

l á = 1, 2, ..., d, (1.39)

(1.40)

Logo, após a transformação logística, o vetar de médias e a rnati'iz de vat'iâilcia e covariância da
dista'ibuição Normal são respectivamente iguais a

cri.j

q'(a{) -- q'(ao);{ = 1,2, ..., d;

ü'(cvi) + q''(ao); í = 1, 2, ..., d;

\P (ao); { # .j = 1, 2, ..., d.

It.4i)
(1.42)

(1.43)

em que Q(z) representa a função digama,

"(«) -á "«r(«) - ::#,
e ©'(z) denota a segunda derivada da função trigama,

(1.44)



18 CAPITULOI INTRODUQAO

a''(«)- I z',r(*)-£:a'G4. (1 45)

Abramowitz e Stegun(1972) c Devroye (1992) apresentam formulas para calcultlr os valoies }\prox-

imado das fun(lees q'(z) e ©'(f), como apresentadtus a seguir:

q'(«) - QM H li - :,

'"''«, -£(mh)

(1.46)

(1.47)

Para ca]cu]ar o va]or aproximado dE\ cvi(]dncia c't/, foi tit.i]izzt(]o um procedimento nltm6rico de

/mporta ce Sampling, iinplementado em linguagem R. O valor aproximado da evid6ncia par?t tns

3ip6teses de homogeneidade foi de 0.626, considerando as classes de censuias 1). = {(1, 4),(2, 5),(3, 6),

(4, 7), (5, 8), (6, 9)}. No entanto, para avaliar outros resultados, itm estudo de simulf\Q£io foi realize(to
para os modelos Bayesianos de Pauline e Pereira e o particionado. Os resultados encontrados estfio

apresentados na Tabela 1..3.

Utilizando o mesmo conjunto de dados para o modelo Bayesiano particionado em ( 1 . [8), ca]cu]ou-

sc o valor aproximado da evid6ncia poi lucio dc simttlaQao c obteve-se eu igual a 0, 427. Bcaseando-se

nos valores calculados da evid6ncica da Tabeltt, nio se rejeita a hip(5tese null (le hornogenei(la(le

naigina] dos dais testes odonto16gicos. Portent;o, conclui-se polo FZ3.S7' que o teste padrao pode sei
substitufdo polo tcstc simplificado.

No pr6ximo capftulo, um modelo Bayesiarlo para estudar a rely(lao entre o vetor de varig'c'eis

explicativas e a variavel resposta bin6ria cleficientemente categorizada seri apresentado, com o intuito

Tabela 1.3: Valor aproximado da cvid6ncia eu dc um estudo de si!!B!!gSgg  
Closes {(1,4), {(4,7), {(1,4), {(2,5),  

0.(2,5),'(3,6)}(5,8),(6,9)}(4,7)}(5,8)} {(4, 7) }
(e2;)-ModeloPaulinoePereira 0,365 0,347 0,348 0,353 0,356

(eu)-A/lodeloParticionado 0,425 0,287 0,268 0,210 0,237
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de estudar sua aplicação em pesquisas nas quais existem (lados categorizados com censuras
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Capítulo 2

]\modelo de Regressão Logística

Dentre os métodos de modelagem estatística de dados, a ie'pressão logística é a modelagem que
ocupa uma certa posição de importância para análise de conjunto de dados com variável resposta

binária. Anualmente alguns modelos Bayesianos tem sido estudados e grandes contribuições nesta
área tem sido apresentadas, especialmente na tnodelagem de dados com respostas binárias. Neste
capítulo, uma breve comparação é realizada entre o naodelo de regressão logística clássico e o modelo
Bayesiano, utilizando um conjunto de dados reais. Um modelo logístico bayesiano para dados ca-
tegorizados com censura é apresentado ut.ilibando o conceito dc partição. Será também apicsent.?Ldo
o modelo Bayesiano proposto por caulino, Soaies e Neuhaus (2003) que utiliza i-modelos lineares
generalizados pala inodelai' os efeitos das variáveis explictLtiv?w , cliscrett\s ou contínuas, iill vai lavei
resposta de6cienteinente categoi'içada.

2.1 Regressão Logística

Considere o conjunto de dados do estudo de Henríetta Cedergren sobre a eliminação do .s da língua
espanhola panamenha. O arquivo dos dados está disponível na página http://www-npl.stanford.edu/
/ manning/cotuses/ling236/handouts/panama-win.tkn. A pesquisadora entrevistou falantes nativos
da cidade do Panamá, que costumam eliminar o .s do final das palavras, como em vários dialetos
da Espinha. O objetivo do estudo era investigar se a mudança observada é significativa para en-
tender o dinamismo regional do espanhol pane.menho. A selecão dos entrevistados foi realizada em
várias regiões da cidade com várias classes sociais parti verificar como a variação é estruturada na
comunidade. Também houve a preocupação de} estudar se havia alguma restrição para a eliminação
do s, por exemplo, se o próximo determinante linguístico é uma consoêtnte, vogal ou uma pausa c a

21
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classe gramatical das palavras: advérbios (pol exemplo, menos), verbos, (tu tienes, el tiene), artigo
determinante ( los, las), adjetivo (buenos) e substantivos (amigos).

As variáveis foram codificadas como: Pl: l=elinünação s, 0= não eliibinação sl P2- catego-

ria gramatical; m=advérbio, v=verbo (2' pessoa do singular), d=ai'Ligo determinante no plural;
a=flexão de plural nos adjetivos e n=fiexão de substantivosl P3- próximo determinante linguístico:
c=consoante; u=vogal e p=pausa e P-classe social: l=alta; 2=média alta; 3=média baixa e 4=baixa

Este conjunto de dados será analisado utilizando o modelo de regressão logística clássica e a
Bayesiana. Uma breve comparação entre os cloís modelos é apresentada como ilustração da aplicação

Considere um conjunto de dados obtidos para cada unidade amostral de uma variável resposta
binária e de variáveis explicativa.s, discretas ou contínua, (nk, Nk,xk),k = 1, 2, ..., /V, eín que os

valores de n,Ã; representam os números de sucessos num total de Ark observações com um padrão
comum de p variáveis explicativas agrupadas pelo vedor xk. O número de n,k de sucessos representam
distribuições Binomiais independentes, -B(JVk, Óh)

Consiclcie o rnodclo de icgrcssão logística

..(rg )-«'', ''.:'
em que x é o vetar dos valores observados das (p-l) vai'iáveis explicativas. A estimativa do vetor de
parâmetros /3 é obtida por meio de processo iterativo de mínimo quadrados reponderados.

Na análise dc regressão logística clássica, a qualidade de ajuste do modelo ajustado pode ser

avaliada poi' meio da função desvio, geralnient.e denominada deuiance. Est,a nicdi(la é llrna dist.anciã
enfie o logaiitino da função de vei'ossimilhança- clo rrloclelo saturado (com rl parâmetros) e do modelo
sob investigação (com p paiâmctios) avalia(lo na. estimativa dc má.xima vci-ossirnilha.nça de O. Um
pequeno valor para a função desvio mostra que, para um número menor de pal'âmetros, obtém-se
üm bom ajuste quanto o ajuste do modelo saturado. Geialmcnte $e compara os valores da função
desvio com os percentis de uma distribuição qui-quadrado com 7} p graus de liberdade.
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Considerando o modelo Bayesiano, a distribuição a pr 07:{ de (P), que representa o conhecimento
a priori clo pesquisador, pode ser bastante complicada devido às dificuldades nca explicação dos coe-
ficientes da regressão por sua pr(5pria estrutura e também por sua interpretação depender do modelo
adotado. Bedrick el a!. (1996) analisei'am este problema e apresentaram um método na especifica\.ção
da dista'ibuição a pdorã pala o vedor aZ, Z = 1, 2, ..., p variáveis iegressoras. As distribuições a priori
de (aÍP) são distribuições Beta (cz, dz) independentes. A distribuição induzida de /3 é

P

«(P) « ll((«:ÍP)y'':(i
z-l

(zÍP))'' ' :/(zÍP) . (2.2)

ei-n que /(.) é a função densidade correspondente a função de distribuição acumuladca F(.) do modelo
de regressão para dados binários. Os hiperptLrâmetios cz e dt são determinados a partir dos co-
nhecimentos prévio das características da distribuição a pdoh para (zlO). Pereira e Stern (2001)
apresentaram um critério de seleção de modelo utilizando o procedimento do FZ3ST. Portanto, pode-
se aplicar o F'.BST para avaliar a qualidade do ajuste do modelo. A lüpótese testada é Ho : P = 0
vs. .flt : pelo menos um Pj # 0, .j = 1, 2, ...,p.

O primeiro modelo ajustado é

Zog r'T-!!(d-r) = --1.32 -- 0.17d+0.18nl+0.67?l-- 0.77u+0.95P+0.53V'+ 1.27c2+ 1.05c3+ 1.37c4,
' \. l - «'(a) /

O valor da função desvio e o valor aproximado da evidência do FBST são 760.03 com 42 graus
de liberdade e 0, 428, respectivamente. Note que o valor da função desvio está relativamente alto
em relação aos graus de liberdade. Ajustando o modelo novamente, sem a variável de categoria d,
obtein-se

(2.3)

'..(J9 ) 1.43 + 0.30m, + 0 .78n, 0.65«-F0.96P-+0.53V + 1.26.2+ 1.04.3 + 1.37'4,(2.4)

Ccalculando o valor da função desvio e o valor aproximado da evidência do F'BST, pode-se obter
os valores de 201.47 com 43 graus de liberdade e 0, 381, respectivas)ente. Note que o valor da função
desvio apresentou uma certa diminuição e o valor da eu aumentou. Isto mostra que este modelo
apresenta um ajuste melhor que o do modelo ajustado anteriormente. Portanto, a. aplicação do
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procedimento do F'BST pode ser bastante útil na seleção de modelos

Uma investigação importante é vei-ificai se a classe social api'ementa alguma interação com a
variável de categoria gramatical. Para testar il possível inteiação entre estas vaiíaveis, ajustou-se o
modelo logístico apresentado a seguir.

-.;(é$) - -:.;'*'.'''*'.';«*:.';«, :.''«*,.','*'.',"*:.,'.'*:.;'.;*,.-;.' -

4.82c2#d-7.52c2H'm-9.50c2'bn+1.47c2'Pv+9.87c34'd-2.38c3*rn-1.09c3i'n4-1.67c3'kv -1.90c4#d-8.53c4'Km-

1.07c4#n+1 .52c4 I'v

O valor de eu calculado para o modelo com m interações de classe social e classinlcação gra-
matical foi igual a 0,023. Logo, comparando este valor aos valores de e?; dos modelos anteriores,
tem-se evidência de que este modelo apresenta um melhor ajuste aos dados que os anteriores sem
inteiação. Desta forma, pode-sc concluir (lue o hábito cte eliminar o s ricas classifações glainaticais
ocorre diferentemente nas classes sociais.

Na próxima Seção, a possibilidade de censuras na variável resposta sela convidei'ad(a no ajuste c
algumas abordagens em conjunto de dados que apresentam esta característica.

2.2 Regressão Logística com censura

Paulino, Sobres e Neuhaus (2003) apresentaram uma abordagem interessante. Outra proposta (le
análise do modelo logístico Bayesiaiio também é apresentada utilizando a ideia de particionarnento,
como já foi abordada anteriormente.

2.2.1 Modelo de Paulino, Soares e Neuhaus (2003)

Assumindo a possibilidade de censuras na variável resposta, pode-se definir as variáveis /t' e
R" como sendo as variáveis da resposta observável e da verdadeira, respectivamente. Denota as
probabilidade dos verdadeiros valores da variável resposta como ak{ = P(R" = álxÀ:), h = 1, 2, ..., N
á = 1, 2 com >1:{ l?À:i = 1. Por sua vez, denota-se as probabilidades da resposta observada com possível
censura como Àh{ = P(-R' = {1 R" = {;xk), # = 1,2,...,Ar, á = 1,2 com }l:iÀki = 1. O modelo

probabilístico para os dados é dado pela verossimilhailça do produto de Binomiais.
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'« *; «, - ü l = 1 1; *«:««1" 1; *«.,«1"'"
em que 0 e À representam os vetores dos parâmetros Ok{ e ÀkÍj.

(2.5)

O efeito das variáveis explicativas na variável resposta pode ser estudado utilizando os modelos
lineares generalizados

Er#} o'l ok: ol(«Í.P) /(«l;P), (2.6)
\ 4 Yk l /

em que P é um vetou p x l de coeficientes do modelo linear e /(z'P) pode ser a função logística, a
normal ou a Gumbel, por exemplo,

."'P/(t+e"'P),
q' (a'P) ,
l

F(z'P) (2.7)

A falta de identiíicabilidade deste modelo pode sel veiificadt\ em alguns casos. Por exemplo, considere

a =(P,À) ea* ::(P*,À') taisqueP*:: --P, À8i = 1 Àio e Àlo = 1 -- Àoi. A probabi]ic]a.(]e (]e

sucesso é igual a

e(«*) F'(a 2:P *)( l À81) + (i f'(aÍ:P*))À;o F'(--«:Í;P").Xlo + (l F'(--zÍ;P*))(l Àol)

Se é verdadeira a condição F'(--z) 1 - F'(=), Va; C W, então

{(«*) (1 F'(aÍ:P*)) À.o + f'(:«Í,0'")(i Ào: ) e(«)

Assumi-se a phod que os parâmetros O e À são independentes, pois as ocorrências de eixos de
classificação acontecem devido ao procedimento de colete que se considera independente da. proporção
de sucessos da variável resposta.

A distribuição a práoN de (P, À), que representtt o coi\hecimento a priori do pesqtüsador, pode
sei' bmtcante complicada devido às dificuldades na explicação dos coeficielates da regressão por causa
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de sua própria estrutura e interpretação, dependendo do modelo adorado. Bedrick eó aZ. (1996)
analisaram este problema e apresentaram um ]nétodo na especificação da distribuição a priori para

as médias condicionais de 0i(acÍ©) baseadas no vetou z!, Z = 1, 2, ...,p das variáveis regressoras. As
distribuições a prior de 0i (aÍ/3) são distribuições Beta (cl, dz) independentes. A distribuição induzida
de O é

«(P) " ll(0i(zÍP))''':(1 - 0i('';ÍP)y''':/'(zÍP)-

ern que /(.) é a função densidade coirespondent;e a função de distribuição acumulada r'(.) do modelo
escolhido.

P

Z ]
(2.8)

Os hiperparâmetros CZ e dz são determinados a partir dos conhecimentos dos pesquisadores sobre
as características da distribuição a práod para al(aZP). Os hiperparâmetros cla dista'ibuição a priori
de zÍO também são encontrados dit mesma forma.

Utilizando estes resultados, Paulino, Soaies e Neuhaus (2003) apresentaram uma abordagem que

permite a fatoiização da verossilhança de L(O, Àlnrt), como descrito a seguir.

Considere m.kij como sendo o número de observações com Bt' = ã e RO :: .j entre aquela.s ob-
servações com vedor de covariáveis definidos pot ak. Para as quantidades não-observadas, tem-se

mki+ " }-.j mkiJ, in +i - >-{ mkij = nk e rnA.+o = Ark nk. Os dados in iepiesentain uma ainostia
de uln produto de distribuições multinonüais i\4(zl,t,k{.j Ok{) com verossimilhança, sob a pt\rametiiztLção
do modelo linear, igual a

L(P, Xjm) « ll(P (aÍP))"'':''' 1111 Xm"'
k,{ K,i,j

(2.9)

A função de verossimilhança permite a fatorização .L(P} Xlm) = Z(Pjm)É(Àlm). A distribuição
aposteMoM dos dados é

«(P, Àjm) " «(Pjm)«(À) ll À=1;:' ,
k,{,J

(2.10)
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em que

«'(Pl"z) « ll(0i(zÍÕ))''':(1 01 ("ÍP)y''''/("Í©) ll(ai(zLP))"'':''' .

e n(X) é a distribuição a priori parca À

P

(2.1 1)

Para os parâmetros À, pode ser razoável assttmii' a independência a pr orí entre os con.juntos

(Àk{.f, .j = 0, 1), Vk, { e usar a distribuição Beta para cada um.

Clom o objetivo de mclhorat' a tLnálise dos dados, pode»sc l)ropol algumas considerações soba'e os
mecanismos de censuras, que podem ser incorporadas no modelo Bayesiano de iegiessão apresentado
em (2.9)

Hjort (1996) apresentou uma abordagem baseada na parametrização do mecanismo de censura e
também no uso da família de distribuições de D.irichlet generalizadas. Posteriormente, Walker (1996)
utilizou as idéias do traballlo de Hjoi't e as aplicou com um enfoque diferenciado eln problemas de

dados categorizados com censuras.

No trabalho de Hjort(1996), um vedor aleat(brio a-(zi, z2..., zky C Sk'i apresenta distribuição
Dirichlet generalizada de parâmetros (cv] , a2, .. ., cxi;y se a sua função densidade de probabilidade foi'
proporcional a

A

]Z

TT «:'-'g(«i,«,,

em que a função g(.) é uma função não negativa. Portanto, a escolha adequada de unia função g(.)
permite a modificação da distribuição Dirichlet. Uma opção bastante capropriada pala o problema
estudo é a função g(a) = eaçpl--õa(a)}, pois os valores pequenos de A(a) indicam a p''oximidade
de uma determinada característica de interesse e o parâmetro de penalização õ determina o peso da

importância da característica estudada.

«), l2.12)

De uma forma geral, pode-se escrever na forma de um conjunto de restrições A(À) 0,
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1, 2, , r. Portanto, a escollla adequada cle umíl distribuição a priori é proporcional a

"w.«,l-'x';wl, (2.13)

em que b,(À) iepiesent.a o produto das funções dei-tsidade de prol)abilidade de Dirichlet utilizadas
anteriormente como distribuições a priori para À-

O pat'âmetio de penalização õ pet'imite ati'ibuii' urn maior oii illenoi' peso pala a infotmaç:ão a priori
c parti as resta'içõcs dc À. A escolha de diferentes valor'es de õ possibilitam investigar a qualidade do
ajuste do modelo ao conjunto de dados. Um dos problemas encontrados é a dificuldade de encontrar
os valores para õ, pois existe um critério prático para isto. Logo, o pesquisador necessita de uma
certa sensibilidade e familiaridade com o problema pai'a determinam quais os valores de (í podem sei
importantes para a análise. Clamo não haja muita conhecimento sobre alguns possíveis valores de õ,
sugere-se o uso de valores bem diferentes com a finalidade de avaliar os resultados encontrados e,
poster'dormente, refinar a análise para os mais prováveis.

Logo, incluindo o favor de penalização, a distribuição a posteréorá em (2. 10) pode ser escrita como

«(p, Àl"') " «-(Ojm) ll À=1;:' A(À)e"z' l -õ >ll: A?(À) I'
k,{,.j L {=i ,l

r
(2.14)

O próximo modelo proposto é inovador para analisar dados censurados com variáveis respostas
binárias e variáveis explicativas, sejam elas discretas ou contínuas.

2.2.2 Mlodelo Bayesiano particionado com censura

Considel'e uma amostra aleatória de tamanho t com variável resposta de distribuição Beiltoulli
com censura, cujos valores de sucessos (S), fracassos (N) e censuras (a) podem ser expressos pelo
vetar aleatório (S, .N, O), que apresenta distribuição tiinomial com parâmetros t e p=(pl , p2, p3),
em que pl + p2+p3 :: 1, 0 < pi < 1, á := 1,2,3 e t ;; nl +n2 + n3.

Port.auto, utilizando a função distribuição em (1.9), a função de verossimilhança pode sei escrita
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conto

n(p, Olt,m, .,n,z) "llz?(i - ''iy 'a?(l

t

l'&

oí)"'" (2.15)

Logo, a distribuição a postedorá pode ser escrita colho

n(p, Olt, m, a, n, n) « ll(a;P)'(l - aâOy'' 0"(1 - 0)"''"/(a'©) A(0),
n

lt
(2.16)

em que / (a'P) representa a função logística, h(0) representa a distribuição a phoH pala o parâmetro
correspondente as censuras, que pode ter distribuição Beta (0, 1), por exemplo. Para simplificar o
modelo, considera-se que o parâmetro 0 é o mesmo para todas as unidades experimentais, ou seja, a
probabilidade de censura de todas as unidades experimentais são iguais.

Como motivação da análise Bayesiana do modelo de i'egressão, considere o exemplo de dados t'Cais
de um estudo clínico apresentado a seguir.

2.2.3 Aplicação dos Modelos Bayesianosi

Um estudo da infecção por papillomavirus humano (HPV') foi realizado pela Universidade da
Califórnia - São Francisco (UC'SF'). O .HP}'' é formado por um grupo de vírus responsável por várias
lesões epiteliais. Cerca de 30 subtipos têm preferências pelos tecidos genitais e estão frequentemente
associados a presença de cânccr uterino cm rnitlhcrcs. Colho os testes de -ll/PV são limitados a
uni grupo de vírus, portanto podem existir infecções não detectadas, aíbtart(lo a vau:ível rcsl)ost.a
Os dados da Tabela 2.1 foram originalmente apresentados por À'loscicki el aJ (2001). O objetivo é
examinar a possível relação em potenciais níveis de risco com a infecção cervical do .f/Py de mulheres

que apresentaram teste negativo no inicio do estudo. Cerca de 104 mulheres com idades entre 13 a
21 anos participaram da pesquisa clínica. O status da infecção no final do estudo foi registrado pala
cada mulher por meio de teste dm amostras uterinas. Foram anotadas tambén] se a mulher tinha un]
histórico de verrugas vulvares (VV), se havia tido um novo parceiro nos últimos dois meses (.VP) e
se tinha um histórico de herpes vaginal(-HV). O tempo médio de acompanhamento foi de 26 meses
para as mulheres que pennaneciain negativas quanto ao f/Py
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Tabela 2.1: Dados Infecção do .17PV

i'l/l/'': verrugas vulgares; /V/): rnlinero (le pai'ceirosl /7vr: herpes vaginal

Pala avaliar a importância de uma ou mais variáveis explicativas no modelo Bayesiano para'
analisar a variável i'csposta da presença ou ausência (la infecção do /7P}'', considere o interesse em
testar a ]iipótese nula .17o : Dt :: P2 :: P3 :: 0 vs. Ht : pelo menos um /3i # 0, í = 1, 2, 3, utilizando o

procedimento do F'BST

E importante lembrar que a presença de censuras está relacionada apenas a vtiriável resposta e não

as explicativas. Portanto, existem apenas dois parâmetros: Àoi =P(falso positivo)=1-especiflciclade e
Àio=P(falso negativo)=1-sensibilidade.

As informações sobre a especificidade e sensibilidade dos diagnósticos cle .llPy de uma amostra
conhecida para as distribuições a práoh podem ser encontradas em h4oscicki et al. (2001) e Pauliilo
et a1.(2003).

O modelo logístico ajustado para os dados é

:..(g%) - :..' * ..;,,"" * ".',;~' * ..;,,""
Aplicando o FBST para testar as hip(Steses e uti]izan(]o a tranfk)nnação logística, um ?ilgoiitrno

em R foi implementado para calcular o valor aproximado da evi(lência. Após lealizat uln tlstuclo de
simulação, encontrou-se o valor da evidência agita.l a 0, 0265 pata o piimcíio modelo logístico c 0, 0157
para o modelo Bayesiano particionado. Logo, pode-se concluir que existe pelo menos um Pi # 0 no
modelo Bayesiano de regressão, ou seja, existe, no mínimo, uma covaiiável que apresenta um efeito

    (V''U. N'P, HL'')* número dc casos com .f/Py t.oral dc observa.çõcs

    (o,o,o) 12 44

    (o,o,l) l 2

    (o,l,o) 29 40

    (o,l,l) 3 3

    (l,o,o) 6 9

    (l,l,o) l 4

    (1,1,1) 2 2
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Tabela 2.2: Valor aproximado cla evidência eu dos modelos logísticos

estatisticamente significativo na variável resposta referente ao diagnóstico positivo cle /?PV. A
Tabela 2.2 apresenta os valores da evidência e?/ calculados pata os dois n:todelos logísticos.

Considerando os resultados apresentados na Tabela

:« (e%) - -,,« * :,";- (2.17)

Poi'tanto, mulheres com trocas mais frequentes de parceiros tem mais chances em adquirir a
inacção pelo .flPV e podem posterioremente desenvolverem câncei usei'ino cm virtltdo do contágio.
E importante ressaltar que as campanhas de s:aúde [)ara. a prevenção da infecção clo /7Pr devem
estar associadas a das doenças sexualmente transmissíveis.

A área de modelagem Bayesiana para dados categoi'içados com censui'a é bastante rica. Al-
guns modelos ITiais sofisticados podem ser propostos considerando também as censuras nas vai'íaveis
independentes, com o intuito de estudar seus efeitos na variável resposta.

2.3 Mlodelo Dose Resposta

A avaliação da dose-resposta é caracterizada pela relação existente entre a dose de um agente
administrado e a incidência de um efeito de interesse em uma ainostrtt de indivíduos. O teimo dose

é utilizado para indicar a quantidade do agente, enquanto o termo resposta corresponde ao efeito do
agente que foi administrado. Geralmente, o atunento da dose de um agente tóxico pode resultar em
um aumento nêl incidência de um efeito de interesse, assim como na severidade do efeito.

Nas primeircas etapas de um estudo clínico, a variável observada y tem resposta binária, poi

exemplo, pala um agente com probabilidade de sucesso p(d), em que d é o nível da dose do agente. O

  /V,NP     NP  
Modelo   NP     NP

Paulino, Sobres e Neuhaus 0,0265 0,021 0,098 0,029 0,010
Particionado 0,0157 0,012 0,091 0,031 o,Oll
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Tabela 2.3: 1»equências de tnicronúcleos em doses de i'adiação

sucesso do agente pode ser, poi' exemplo, a diminuição do número de celular cancerígenas, ausência
de dor, incidência de uma determinada doença. Ao determinar o número de sucessos em vários
níveis de dose, pode-se estudar a i'elação existente entre a dose e as respostas observticlas. Um
dos interesses principais destes estudos é determinar a dose effetiva com probabilidade cle sucesso
igual a Q%o (D.E..), a € 1O, 1001. O problema da dose resposta inversa é a denominação dada pala
o estudo da D.E.. O modelo de regressão logística é fiequentenlente utilizado em Toxicologia no
estudo de desenvolvimento de drogas para (teterrninar níveis de doses que possuem toxidade e/ou

efetividade. Hu, Ji e Tsui(2008)l Madruga, Pei'eira e Rabello-Gay (1994), e Madiuga, Okttzaki,
Peneira e Rabello-Gay (1996) abordam o assunto com um enfoque Bayesiano.

Como ilustração, será considerado o conjunto de dados api'esentado em Balasem e Ali(1991)
referente a um estudo de doses de radiação versus frequências de celular com aberrações citogenéticas.
Os dados do estudo citogenético são apresentatlos na, Tabela 2.3.

O estudo de citogenética observou as frequências de nlicronúcleos obti(tas eln culturas (te linfócitos
expostas a. certas doses de i'adiação. Após o processo dc divisão celular, os miciotiúclcos podcin
conter um ou mais fragmentos cromossâmicos, originados de uma siilaples quebra ou de um tipo
de abei'ração. O experimento consistiu em observar als frequências de núcleos celulares divididas
em três categorias: sem micronúcleos, com um micronúcleo ou com dois ou mais iTiicronúcleos, O
experimento foi planejado para dez níveis diferentes de radiação: 5, 10, 25, 50, 100, 200, 300, 400, 500

Z Dose(cGy) 3/{o yil    
0 5 481 17 2 500
l 10 477 19 4 500
2 25 471 24 5 500

3 50 450 44 6 500
4 100 431 59 10 500
5 200 339 140 21 500
6 300 304 132 64 500
7 400 240 189 72 501
8 500 174 197 129 500

9 600 122 173 211 506
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e 600 cGy.

Tabela 2.4: Parâmetros da distribuição a f)hoM e a poster'áoh

Para cada nível { de dose de radiação, 'i = 0, 1, 2, ..., 9, }u componentes do vetor 3/i=(yit , y,:2, 1/f3)
correspondem) ao número de células sem micronúcleos, com um lnicronúcleo e com dois ou n)ais
miclonúcleos, i'espectivainente. Portanto, pai'a cada dose {, pode-se assumir um modelo tiinornial
com parâmetros (rli, a-io, n'ü, ri2), em que rli = yfo + 1 + y 2 e a-i0 + zál + n-Í2 = 1 com 0 $ «-fJ $ 1,

J = 0, 1, 2. A Tabela 2.4 apresenta a distribuição a pr or{ para ai, cuja escolha refiete o conhecimentos

biológicos: aio decresce para doses elevadas, enquanto 7rii e a{2 aumentam ao longo das doses de
radiação. A Tabela 2.4 também apresenta a distribuição a posteriori para ai, á = 1, 2, ..., 9.

Para detenninado valores de dose de radiação, observou-se uma proporção de iespostz\s yi. No
entanto, pode ser necessário estimar uma determinada dose d para uma deter'minada proporção de
interesse. Para estudar a relação entre dose e resposta, será utilizada a transformação

o, - i«,n. (2.i8)
TO

em que aO representa a proporção de células scm inicronúclcos, .j :: 1, 2. A til\nsfoimação inversa ó
dada por

7rj ' 1 -+- ez;p(al) + ezp(02)
(2.19)

Z Dose(cGy) a{0   a{2 a{. '4ÍO '4i]   '4i.
0 5 12 2 l 15 493 19 3 515

l 10 11 2 l 14 488 21 5 514

2 25 10 2 l 13 481 26 6 513

3 50 9 2 l 12 459 46 7 512

4 100 8 2 l 11 439 61 11 511

5 200 7 2 l 10 346 142 22 510

6 300 6 2 l 9 310 134 65 509

7 4o0 5 2 l 8 245 191 73 509

8 500 4 2 l 7 178 199 130 5o7

9 600 3 2 l 6 125 175 212 512
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Tabela 2.5: Parâmetros da distribuição a posteriori de (0 ] Ji2)
á Dose(cGy) ?nii mi2 sÍi sh c{
0 5 -3.28 -5.28 0.06 0.4 0.002
1 lO -3.17 -4.68 0.05 0.22 0.002
2 25 -2.93 -4.46 0.04 0.18 0.0021
3 50 -2.31 -4.26 0.02 0.16 0.0022
4 100 -1.98 -3.73 0.02 0.10 0.0023
5 200 -0.89 -2.77 0.01 0.05 0.0029
6 300 -0.84 -1.56 0.01 0.02 0.0032
7 400 -0.25 -1.22 0.01 0.02 0.0041
8 500 0.11 0.32 0.01 0.01 0.0056
9 600 0.34 0.53 0.01 0.01 0.008

Corno a distribuição n tem distribuição Dirichlet, tem-se que a distribuição da transformação

(01 , 0a) é Normal bivariada com parâmetros calculados poi 1 :1 1 . A Tabela 2.5 apresenta os parâmetros
da distribuiçãoa posteMori de (OI, 02), O modelo de dose-resposta parti estes (lados é

m,.j - «, + :-gi--=, (2,20)

em que di é a dose no nível {, (mii, m{2) são as médias a posíerior{ de (OI, 02) para ã - 1, 2, ..., 9. As
estimativas dos parâmetros são api'esentados na Tabela 2.(3. Portanto, a relação entre doses d{ e as
proporções n-ij pode ser dada pela curva

J Z

.«p(-«j + ç/Ih) ,. .. ~

As Figuras 2.1 a 2.!} apresentam as curvas ajustados e os valores das piopoições observadas
das células considerando a presença de miclonúcleos nas doses de radiação. Analisando o com-

portamento das três curvas, seria natural propor um teste para avaliar em qual nível de dose de
radiação a proporção de células sem micronúcleos é igual aproporção de células com um nticronúcleo
e também a proporção de células com dois ou mais micionúcleos. Portanto, tem-se interesse em testar

Ho :(OI, 0a)=(0, 0). Utilizando os valores da distribuição a postereoM de (OI, O2), o proc'dimento do
f'BST será aplicado para t,estar a Itipótcsc nula. O valor aproximado da evidência para a dose 500
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cGy é igual a 0. 0213 e, para as demais doses, o valor da evidência encontrado foi < 0, 001. Portanto,
pode-se concluir que a proporção de células sem l-nicronúcleos são diferentes das dc um rnictonúclea
e também de dois ou mais micronúcleos pala as doses estudadas de radiação.

A análise cle dose-resposta pala dados na presença de censura pode ser realizada da mesma foiina
que o exemplo citogénetico apresentado anterior'mente. Com esta abol'darem, pode-se investigam

inclusive as informações fornecidas pelas cens\.lias e avaliar algumas hipóteses de interesse para o
estudo.

Tabela 2.6; Paiâinetros da distribuição a posteriori de (Oil , 0í2)
J c!j q h
l -1,792 L303,348 254,149

11 -2.012 22033,864 1298,498
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Capítulo 3

Conclusões

3.1 Considerações Finais

O uso do F'13ST pode ser bastante útil na análise estatística cona o objetivo de testar algumas
hipóteses de interesse em diferentes problemas estatísticos. Associado ao modelo Bayesiano para da-
dos discretos com censura, tem-se uma metodologia bastante interessante poi'que a análise estar.íst.ica
se torna mais informativa na tomada de urna decisão.

O r'BST apresenta uma forma bastante intuitiva pa-ra o cálculo cla evidência ein algumas
hipóteses estatísticas de interesse. Além ctisso, possui boas propriedades teóricas e de fácil inter-
pretação. No entanto, a implementação computacional do .1?.23ST pode ser vista colho uin pequeno
problema a ser superado, pois pode exigir um determinado conhecimento de métodos de sinlulação-

3.2 Sugestões para Pesquisas Futuras

e Análise de dados categorizados com censuras fornece uma vasta área de pesquisa, pois a in-

formação proveniente das censuras podem ser modeladas de diferentes formas;

e Novos modelos logísticos podem ser estudados realizando algumas restrições quanto a conjuntos
de categorias em que as oiiginain; --

e Incorporar censuras nas variáveis explicativaits nos modelos cle regressão logística também po(lem
ser estudada e adequar a alguns pioblenlas práticos.

e Estudar o efeito (te censuras em modelos log-lineares também pode ser bastante interesstinte

39
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Apêndice A

Programas

#programa de si.mulação da aplicação exemplo testes odontológicos
####################################### ##########################################

library(MSBVAR)

#dimensão da natriz dos parâmetros
VAGO = natrix(c(O.12,0.10,0.10,0.10,0. 10,0.10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.10,
0.20,0.10,
0 . 10,0. 10,0. 10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0 , 0,0,0. 10 ,0. 10,0. 20,0. 10,0. 10,0 . 10,0,0,0,
o,o,o,o,o,
0,0,0,0,0,0,0. 10,0. 10 ,0. 10 ,0.20,0 . 10,0. 10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0 ,0,0,0. 10,0. 10,
o.lO,o.lO,
0 .20,0. 10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0 ,0. 10,0. 10 ,0. 10,0. 10,0. 10,0. 20,0,0 ,0,0,0,0,
o,o,o,o,o,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.31,0 . 16,0. 16,0. 16,0. 16,0. 16 ,0. 16,0. 16 ,0,0,0,0,0,0,0 ,0,0,0,0,
0,0.16,
0.31,0. 16, 0. 16,0. 16,0. 16,0. 16,0. 16,0,0,0,0,0,0,0,0,0 ,0,0,0,0. 16,0. 16,0. 31,0. 16,
0. 16,0.16,
0. 16,0. 16,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0. 16,0. 16,0. 16,0.31,0. 16,0. 16,0. 16,0. 16,0,0,
o,o,o,o,o,o,
0,0,0,0,0. 16,0. 16,0. 16,0. 16,0.31,0. 16,0 . 16,0. 16 ,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0. 16,

20n

41
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0.16,0.16,0.16,
0 . 16,0.31,0. 16,0. 16, 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0 ,0,0. 16,0. 16,0 . 16,0. 16,0. 16,0. 16,0.31
0.16,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0. 16,0. 16,0. 16,0. 16,0. 16,0. 16,0. 16 ,0. 31,0,0,0,0,0,0 ,0,0,0,
o,o,o,o,o,
0 ,0,0,0,0,0, 1. 29 ,0,0,0,0 ,0 ,0,0,0,0 ,0,0,a , 0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0,0 , 0 , 1. 29 , 0,0,0 ,0,0 , 0,0,0,
o,o,o,o,o,
0,0,0,0,0, 0,0,'1. 29 ,0 ,0,0 ,0,0,0 ,0,0 ,0,0 ,0 , 0,0 ,0 , 0,0 ,0,0 ,0, 0, 1. 29 ,0,0,0 ,0 , 0 ,0,0,
o,o,o,o,o,
0,0,0,0,0,0,0,0,1.29,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.29), ncol:n,
byrow;TRUE)

MAXI =(2+pi)'(-n/2)+(abs(det(VARA))'(-1/2))
# acima sob espaço thetaO

MEDI = c(0.0811,-0.0111,0.0375,-0.0].11,-0. 1000,-0,011].,-0.0985,0.0405
-0.0531,0.0300,
--0 . 1721, -0 . 3119 , 0 . 0494 , 0 ,0 , 0 ,0 , 0)
VARA = matei.x(c(0.1137,0.0951,0.0951,0.0951,0.0951,0.0951,0,0,0,0,0,0
o,o,o,o,o,o,
0 .0951,0.2002,0. 0951,0.0951,0. 0951,0.0951,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
0 .0951,0.0951,0. 1556,0.0951,0.0951,0.0951,0,0,0,0,0,0,0 ,0,0,0 ,0,0,0,0
0.0951,0.0951,0.0951,0.2002,0.0951,0.0951,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
0 .0951,0 ,0951, 0. 0951,0. 0951,0 . 2764 ,0. 0951,0 ,0 , 0 ,0 ,0, 0 , 0 ,0,0,0 ,0,0 ,0 ,0
0 .0951,0.0951,0.0951,0.0951,0.0951,0.2002,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
0,0,0,0,0,0,0. 3403,0. 1293,0. 1293,0. 1293,0 . 1293,0. 1293,0. 1293,0, 1293,0
o,o,o,o,
0,0,0,0,0,0,0. 1293,0. 2226,0. 1293,0. 1293,0 . 1293,0. 1293,0 . 1293,0- 1293,0
o,o,o,o,
0,0,0,0,0,0,0. 1293,0. 1293, 1.3677,0. 1293,0. 1293,0. 1293,0 . 1293,0. 1293,0
o,o,o,o,
0,0,0,0,0,0,0. 1293,0. 1293,0. 1293,0 .3036,0. 1293,0. 1293,0. 1293,0. 1293,0
o,o,o,o,
0,0,0,0,0,0,0.1293,0.1293,0.1293,0.1293,0.2320,0.1293,0.1293,0 1293,0

-4.4070

0,0,

0,

0,

0,

0

0
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o,o,o,o,
0,0,0,0,0,0,0.1293,0.1293,0.1293,0 1293,0.1293,0.3965,0.1293,0.1293,0,0,
o,o,o,o,
0,0,0,0,0,0,0.1293,0.1293,0.1293,0.1293,0.1293,0.1293,0 4929,0.1293,0,0,
o,o,o,o,
0,0,0,0,0,0,0.1293,0.1293,0.1293,0 1293,0.1293,0 1293,0 1293,0.2145,0,0,
o,o,o,o,
0 ,0 ,0, 0 ,0,0,0 , 0,0 ,0,0 ,0,0,0 , 1. 2897 ,0,0 ,0 , 0,0,

0,0 ,0, 0,0,0,0 , 0,0 ,0,0 ,0,0,0 ,0, 1. 2897 ,0,0,0,0,
0 ,0 ,0,0,0,0,0 ,0,0 ,0,0,0,0,0,0, 0 , 1. 2897 , 0 ,0,0,
0 ,0,0,0,0,0 ,0,0,0 ,0,0 ,0 ,0,0 ,0,0 ,0 , 1. 2897 ,0,0,
0,0 , 0, 0 ,0,0 ,0 ,0,0 , 0,0 ,0 ,0,0 ,0,0 ,0,0, 1. 2897 ,0,

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.2897), ncol:n, byrow:TRUE)
#inicio da simulacao da amostras Normais multa.variadas com matriz de
medias e vara.anciã
de cov

defi.lida aci.ma

fdens = function(x, n, vmed, mvar) (2'Kpi)'(-n/2) 'p (abs(det(aval))'(-1/2))
+ exp(-1/2 H' matrix(x-vmed, nrow:1)%4'%solve(mvar)'Z.4'%matriz(x-vmed, nco].:l))

# R é orientado a matei.z (operações ponto a ponto num vetou e matriz e,
para fazer
operações matricial, premi.sa usar %+'Z.)

set . seed(090) #semente aleatória para geração numeros pseudo-aleatorios
contador = O

passo : l
var.evid=lO

repeat{
rmultnorm(l, MEDI, VARA, tol : le-lO)
fdens(y, n, MEDI, VARA)

if(f>MAXI) contador : contador+l
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evidenci.a = contador/passo
var .evid = evi.denciaH'(l-evidencia)/pae;se

ií(var.evid<lO'(-5) & passo>10) break

if( l(passo%'Z.100)) print(passo)
passo : passo+l

evidenci.a
var.evid
passo

}

##############################################+###########################
###############

# programa para simulacro da aplicação regressão ].ogistica para exemplo HPV

##########################################################################
###############

li.brary(MSBVAR)

n = 8

VARA = natrix(c(2.305,1.644,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,1.644,3.2QU,
o.ooo,o.ooo,
0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,3 289,1.645,0 000,0.000,0.000,0.000,0.000
o.ooo,
1.645,2.290,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,3 290,1.645,0 000
o.ooo,
o.ooo,o.oo 000 0 00290 0645,2000 looo,o0,0

0000
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3.290,1.645,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,1.645,2.524), ncol:n
byrow:TRUE)

MAXI =(2'Kpi.)'(-n/2)#(abs(det(VAGO))'(-1/2))
# sob HO

MEDl= c(0.961,0.038,0.000,1.000,0.000,1.000,0.000,1.000)
VARA = matrix(c(2.305,1.644,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,1.644,
3.200,0.000,0.000,
o.ooo,
0. 000 , 0 . 000 ,0 . 000 , 0 . 000 ,0 . 000 , 3 . 289 , 1. 645, 0 . 000 ,0 . 000 , 0 . 000 , 0 . 000 , 0 . 000

0.000,1.645,
2.290,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,3 290,1.645.0 000

o.ooo,o.ooo,
0 . 000 , 0 . 000 , 0 . 000 , 1. 645 , 2. 290, 0 . 000 , 0 . 000 , 0 . 000 , 0 . 000 , 0 . 000 , 0 . 000 , 0 . 000

0.000,3.290,
]..645,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,0.000,1.645,2.524), ncol:n,
byrow:TRUZ)

fdens = function(x, n, vmed, mvar) (2'kpi)'(-n/2) 'p (abs(det(mvar))'(-1/2))
# exp(-1/2 'p matrix(x-vned, nrow:l)'Z.'F%solve(aval)%1'%matrix(x-vmed, ncol:l))

#perceba que o R é orientado a matriz (operações ponto as ponto num vetar
e matriz e, para fazer operações matricial, precisa usar %+'Z., por exemplo)

set.seed(4756) #semente aleatória do time do DOS; mude isso para cada
experiemnto seu; salteie um numero aleatori.o de 3 di.giros (de uma tabela
por exemplo) a coloque aí

contador = O

passo : l

repeat{
y - rmultnorm(l, MEDI, VARA, tol = le-lO)
f = fdens(y, n, MEDI, VARA)
i:f(f>MAXI) contador = contador+l
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evidencia = contador/passo
var . evid = evidencia'K(l-evidencia)/passo

ií(var.evid<10'(-5) & passo>100) break

if( l(passo%'%o100)) print(passo)
passo : passo+l

evi.dencia

var.evid

}

passo

instala..packages("MSBVAR") #faça isso uma soh vez, para instalar a library
na sua maquina

library(MSBVAR)

n = 15

VAGO = matei.x(c(0.5,4.9,4.9,4.9,4.9,4.9,4.9,4.9,4.9,0,0,0,0,0,0,4.9,0.8,4.9,4.9
4.9,4.9,4.9,
4.9,4.9,0,0,0,0,0,0,4.9,4.9,1.5,4.9,4.9,4-9,4.9,4.9,4.9,0,0,0,0,0,0,4.9,4.9,4.9
6,4.9,4.9,
4.9,4.9,4.9,0,0,0,0,0,0,4.9,4.9,4.9,4.9,2.9,4.9,4.9,4.9,4.9,0,0,0,0,0,0,4.9,4.9
4.9,4.9,
4.9,6.7,4. 9,4. 9,4. 9,0,0,0,0,0,0,4.9,4. 9 , 4.9 ,4. 9,4. 9 ,4. 9, 1.9,4 .9 ,4.9 ,0,0,0,0,0,0
4.9,4.9,
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4 .9 , 4 . 9 ,4.9 ,4. 9 ,4 . 9,3 . 9,4. 9 , 0, 0 ,0,0,Q ,0 , 4 . 9 ,zl . y ,q . y ,'b . y ,'l . y ,'l . y ,'l . y ,'t . p , o. & ,v,

o,o,o,o,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,5.3,5.2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,5.2,2.8,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
o,o,o,o,
0,3.8,2.7,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2.7,9.7,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.8
2.1 ,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2.1,2.7), ncol:n, byrow:TRUE)
MAXI =(2#pi)'(-n/2)'K(abs(det(VARO))'(-1/2))
#1.502303e-09 sob HO

MEDI = c(12,25,10,9,6,3,15,2,6,7,9,5,6,3.2,8.1)
VARA = matrix(c(0.3,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3
3.8,3.8,3.8,
3.8,3.8,
3.8,0,0,0,0,0,0,3.8,3.8,1.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3-8,3.8,0,0,0,0,0,0,3.8,3 8,3 8,
5.7,3.8,3.8,
3 .8 ,3 . 8,3.8,0 ,0,0,0,0,0,3.8,3.8,3.8,3 .8 , 1.5,3. 8,3,8,3. 8,3.8,0,0,0,0,0,0,3.8,
3.8,3.8,3.8,
3.8,1.8,3.8,3.8,3.8,0,0,0,0,0,0,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3.2,3.8,3.8,0,0,0,0,
0,0,3.8,3.8,
3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,0,0,0,0,0,0,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,3.8,6.5,
o,o,o,o,o,o,
0,0,0,0,0,0,0 ,0,0,2.8 ,2 .7,0,0,0,0,0,0,0 , 0,0 ,0,0,0,0,2. 7, 1. 1,0 ,0,0,0,0 ,0 ,0,0,
o,o,o,o,o,o,
0,2.8,2.9,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2.9,3.7,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
1.6,1.7,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.7,2.8), ncol:n, byrow-TRUE)

ídens = function(x, n, vmed, mvar) (2'Ppi)'(-n/2) 'k (abs(det(mvar))'(-1/2))
+ exp(-1/2 'H natrix(x-vmed, nrow:ly%.'K%solve(nvar)'Z.+oZ.matrix(x-vmed, ncol:l))

#perceba que o R é orientado a matriz (operações ponto as ponto num vetou e
cava', '.nora.-ana m=tr fIaR nrncisa ligar 'Z+'Z. oor exemplo)

0

3 83 8 0 60 0 0 08 0 0

matriz parae
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set.seed(090) #semente aleatória do time do DOS; mude isso para cada experiemnto

seu; sorteie um numero aleatorio de 3 dígitos (de una tabe].a, por exemplo) e coloque aí
contador = O

passo : l

repeatC
y : rmultnorm(l, MEDI, VARA, tol : le-10)
f = fdens(y, n, MEDI, VARI)
ií(f>MAXI) contador = contador+l

evidencia = contador/passo
var. evi.d = evidencia'k(l-evidencia)/passo

if(var.evid<10'(-5) & passo>10) break

if( !(passo%'Z.100)) print(passo)
passo : passo+l

}

#evidencia

#var.evid
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