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Resumo

Observacoes multivariadas que sao claramente atipicas em uma 1inica componente podem
freqilentemente serem detectadas através de técnicas univariadas aplicadas a cada varidvel.
No entanto, para dados multivariados, é necessario avaliar cada varidavel em relagao as demais
e alguns pontos podem falhar em manter o padrao da relagao entre as variaveis existente
na maioria dos dados. Devido ao fato dos procedimentos cldssicos serem seriamente influen-
ciados por valores atipicos, os métodos robustos produzem uma abordagem complementar
alternativa, uma vez que sao menos sensiveis a presenca de valores atipicos.

Neste trabalho sao apresentados métodos de diagndstico robusto em Andlise Mul-
tivariada e em Andlise de Regressao. O Diagndstico Robusto em Anélise de Regressao foi
aplicado em um conjunto de dados reais e realizou-se a comparagao com o correspondente

método classico.
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Abstract

Multivariate observations which are grossly atypical in a single component can often be
detected by applying univariate techniques to each variable. However, for multivariate data,
observations are often only found to be atypical when the value for each variable is considered
in relation to the other variables and some values fail to maintain the pattern of relationships
between the variables evident in the majority of the observations. Since the performance
of classical procedures is seriously influenced by atypical values, robust methods which are
little influenced by atypical values provide an attractive complementary approach.

In this work are presented robust diagnostic methods in Multivariate and Regression
Analysis. The Robust Diagnostic in Regression Analysis was applied to real data and the

comparison to the correspondent classical method was done.
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Capitulo 1

Introducao

Diagnostico ¢ a etapa da andlise estatistica que possibilita a identificagao de pontos aber-
rantes. Tais pontos, por diferirem dos demais em suas medidas, podem alterar de forma
significativa as conclusoes de uma andlise estatistica. Métodos de diagndstico podem ser
usados ainda para identificar aspectos que nao condizem com as suposigoes iniciais do mo-
delo, sugerindo entao agoes reparadoras para a andlise adequada do ajuste.

Pontos aberrantes sao observagoes que fogem do padrao da maioria dos dados. Ainda
quando os pontos sao bidimensionais, é possivel detectar os pontos aberrantes visualmente,
0 que nao ocorre para dimensoes superiores.

O calculo da Disténcia de Mahalanobis (DM) é um método cléssico utilizado para
classificar se uma observagao é ou nao aberrante. Através dela é possivel quantificar o quanto
cada ponto x;, pertencente a wmn espago p-dimensional, estd distante do centro do conjunto

de dados. E definida como:

DMy = /(2 — T(X)) - S(X)~ - (z; — T(X))! (1.1)

n
E T
_ =1

= S(X) é amatriz de covaridncia

em que T'(X) ¢ a média aritmética dos dados, T'(X) =

amostral usual ¢ n é o tamanho da amostra.



Sabe-se que este método é prejudicado pelo “efeito de mascaramento”, ja que pontos
aberrantes multivariados nao necessariamente possuem altos valores de DM. Isto se deve
ao fato das estatisticas T'(X) e S(X) nao serem robustas, ou seja, um pequeno grupo de
pontos aberrantes irdo atrair 7'(X) e inflacionar S(X), provocando baixos valores de DM.
Com isso, tais pontos aberrantes nao seriam diagnosticados por esta medida. Desta maneira,
parece natural substituir 7'(X) e S(X) em (1.1) por estimadores robustos.

Tal fato é destacado por Rousseeuw e Van Zomeren (1990). De acordo com os
autores, a andlise classica de diagndstico nem sempre detectaria observagoes influentes por
ser baseada em vetores de médias e matrizes de covariancia amostrais, quantidades essas
também afetadas por tais observagoes.

Para resolver o problema, os autores sugerem o uso de medidas robustas de di-
agnoéstico. De modo geral, tais medidas sao obtidas a partir das usuais, substituindo as
estimativas de parametros de locagao e de covariancia por estimativas robustas.

O objetivo desta dissertacao é estudar a andlise de diagnéstico robusto na Andlise
Multivariada e principalmente na Andlise de Regressao, comparando-as com seus respectivos
diagndsticos classicos.

O Capitulo 2 apresenta a andlise cldssica de diagndstico. Sao descritas de forma
sucinta as técnicas classicas de diagndéstico em Componentes Principais, em Analise Discri-
minante e na Andlise de Regressao.

No Capitulo 3 sao apresentadas técnicas robustas de diagndstico em Andlise Mul-
tivariada, iniciando o estudo através da discussao de estimadores robustos do tipo M. Em
seguida sao apresentados procedimentos para analise robusta de Componentes Principais e
Analise Discriminante Robusta.

O Capitulo 4 é inteiramente dedicado ao estudo de medidas robustas de diagnéstico
em Anélise de Regressao, baseado na detecgao de outliers multivariados e pontos de alavanca.

O Capitulo 5 exibe a aplicagao da técnica apresentada no capitulo anterior a um con-

junto de dados reais, e se constitui na principal contribui¢ao de nosso trabalho. O Capitulo



6 encerra o trabalho com algumas conclusoes.
O Apéndice A contém detalhes técnicos para obtencao do elipsdide de volume
minimo, e o Apéndice B contém a programacao em R da aplicagao em dados reais descrito

no Capitulo 5.



Capitulo 2

Analise Classica de Diagndstico

2.1 Introducao

Em grandes bancos de dados, embora os modelos utilizados sejam representagoes parcimo-
niosas que podem levar a interpretagoes simples dos dados, ¢ muito importante que existam
medidas da possivel falta de adequagao e sensibilidade dos modelos sob consideracao. A
utilizacao de residuos para expor qualquer falta de adequagdo de um modelo ajustado na
analise de respostas unidimensionais tem sido vastamente reconhecida.

Uma das utilizagoes dos residuos unidimensionais é na detecgao de outliers ou ob-
servagoes extremas, que nao sao incomuns em grandes bancos de dados. A modelagem
robusta ou estimacao robusta é uma abordagem que manipula outliers minimizando a in-
fluéncia destes no modelo ajustado. Entretanto, localizar um outlier com precisdo para
investigacao profunda pode ser de grande valia na andlise estatistica e procedimentos dire-
cionados especificamente na detecgao desses outliers podem ser tteis.

Em um particular conjunto de dados com respostas miltiplas, existe a principio
wm vetor de residuos multidimensionais entre os dados observados e os ajustados. Mais do
que no caso unidimensional, uma importante questao surge: como expressar esses residuos

multidimensionais? Embora os estudos sejam menos comuns do que no caso univariado,



muitos aspectos podem ser considerados e a discussao nesta secao serda concentrada em
alguns métodos estatisticos para analisar residuos multidimensionais.

Existem duas amplas categorias de andlise estatistica em problemas com respostas
multiplas: (1) a andlise da estrutura interna e (2) a andlise da sobreposi¢ao ou estrutura
extra. A primeira categoria inclui técnicas tais como Componentes Principais, Analise Fato-
rial e Escalonamento Multidimensional, que sao 1teis no estudo das dependéncias internas
e na redugao da dimensionalidade da resposta. Regressao Multipla Multivariada e Analise
de Variancia Multivariada sao técnicas cldssicas para investigacao e especificagao da de-
pendéncia das observagoes multi-resposta e sao exemplos da segunda categoria.

Cada categoria de anélise gera residuos multivariados. Por exemplo, a Analise de
Componentes Principais Linear pode ser vista como um ajuste de hiperplanos mutuamente
ortogonais através da minimizagao da soma de quadrados dos residuos ortogonais das ob-
servacoes em relacao a cada plano. Portanto, em qualquer estdgio, existem residuos que sao
desvios perpendiculares dos dados em relagao ao hiperplano ajustado. Em contrapartida, ao
analisarmos a estrutura de sobreposigao (a segunda categoria citada) por Regressao Multipla

Multivariada, esta possui a reconhecida Soma Minima dos Quadrados do Residuo.

2.2 Analise de Diagnostico Classica em Componentes
Principais

A idéia bésica da Analise de Componentes Principais é descrever a dispersao de n vetores as-
sociados a p varidveis construindo wm novo grupo de p combinagoes lineares ortogonais entre
si de maneira que suas variancias estejam em ordem decrescente de magnitude, sendo que a
primeira componente principal é aquela combinagao linear que produz varidncia maxima. A
segunda componente principal é acuela que possui a segunda maior variancia, sendo ortogo-
nal a primeira, e assim por diante.

Se os clementos de y' = (y1,¥2,...,Yp) denotam as p varidveis originais e as linhas



da matriz Y, constituem as n observagoes p-dimensionais, o vetor de médias amostrais e

a matriz de covariancia podem ser obtidos respectivamente como:

=/

o _ 1
Y =Fu5Y2-¥p) = HllY

1
n—1

S = (sy) = ——(Y - ¥)(Y - ¥)

sendo que 1’ é um vetor linha cujos elementos sdo iguais a 1 e Y é uma matriz cujas linhas

sao iguais a y'. A matriz de correlagao Rpxp ¢ relacionada a S por:

R =Dy -5 Dy

em que Dy s5; ¢ uma matriz diagonal pxp cujo i-ésimo elemento da diagonal é 1/,/s;;, para
1=1,2,...,p.

De acordo com Gnanadesikan (1997), a interpreta¢ao geométrica da Anélise de Com-
ponentes Principais € a seguinte: a inversa da matriz de covaridncia amostral pode ser empre-
gada como a matriz de uma forma quadratica que define uma familia de elipséides centrados

no centro amostral de gravidade dos dados, cuja equacao é:

y-3) St (y-y) =c (2.1)

Para valores nao negativos de ¢, a expressao (2.1) define uma familia de elipséides no
espago p-dimensional de y. A transformagao dos dados via componentes principais fornece
a projecao das observagoes nos eixos principais dos elipséides desta familia. A idéia bésica é
ilustrada para o caso bidimensional na Figura 2.1.

As coordenadas originais (y;,y2) sdo deslocadas da origem para a média amostral
(%1,72) seguida de uma rotagao em torno desta origem, produzindo as coordenadas das
componentes principais, z; ¢ 2.

Algebricamente, a Andlise de Componentes Principais consiste em obter combinagoes



Yy

Figura 2.1: Tlustragao de componentes principais em dados bivariados.

Fonte: Gnanadesikan (1997).

lineares das variaveis originais a partir dos autovalores e autovetores da matriz de covariancia,
amostral. Mais especificamente, para obter a primeira componente principal z;, utiliza-se o
vetor de coeficientes a’ = (a;, as, ..., ap) de maneira que a combinagao linear das componen-
tes de y, @'y, possua variancia méxima na classe de todas as combinagoes lineares, sujeita a
restrigao de normalizacao a’a = 1. Para um dado vetor a, como a variancia amostral de a'y
¢ igual a a’Sa, o problema de encontrar a torna-se equivalente ao de determinar um vetor
nao nulo cuja razdo a’Sa/a’a seja méxima. Sabe-se que o valor méximo resultado desta
razao é o maior autovalor, ¢;, de S, e a solugdo procurada para a é o autovetor a; de S
correspondente ao autovalor c;.

Depois que a primeira componente principal é determinada, o préximo passo é deter-
minar a segunda combinagao linear normalizada ortogonal a primeira tal que, na classe das
fungoes lineares normalizadas de y ortogonais a aljy, a segunda componente principal tenha
maior variancia. No proximo estagio, o objetivo é determinar a terceira combinagao linear

normalizada ortogonal as duas primeiras componentes principais, até que as p componentes



principais tenham sido determinadas. O problema de determinar as p componentes princi-
pais é equivalente a determinar os valores estaciondrios da razao a’Sa/a’a para variagao de
todos os vetores nao nulos a. Estes valores estacionarios sao conhecidos como autovalores
(1 >cp > > Cp = 0) de S, e as procuradas componentes principais sao oriundos de
ajy, azy, ... ¢ ay onde ajy é o autovetor normalizado de .S correspondente ao autova-
lor ¢;, 2 = 1,2,...,p. Os autovalores ordenados correspondem as varidncias amostrais das
combinagoes lineares das varidveis originais.

Alternativamente, a definigao secundaria de Anélise de Componentes Principais, que

é baseada na decomposicao espectral da matriz S.

Decomposicao Espectral da matriz S: existe uma matriz ortogonal A tal que S = A- D, - A,

onde D, é uma matriz diagonal com elementos ¢y, ¢y, .. .,¢c,, autovalores de S, na diagonal
principal. As colunas de A sdo os autovetores aj,as,...,a,. As coordenadas das compo-
nentes principais, que por conveniéncia sao definidas levando em consideracao desvios com
relagao & média amostral, sao entao especificadas pela transformagao: z = A’"- (y —y) e a

transformacao dos dados via componentes principais é dada por:

Z=A"(y—-9) (2.2)

A equagao (2.2) define uma transformacgao linear de componentes principais dos
dados em termos dos autovetores da matriz de covaridncia amostral S. Cada linha aj,
i=1,2,...,pde A’ fornece uma coordenada da componente principal ¢ cada linha de Z d4
os desvios das projecoes da amostra original emn relagao a projegao do centréide amostral ¥,
em uma coordenada especifica.

Quando a Analise de Componentes Principais ¢ vista como um método de ajuste de
subespagos lineares ou como uma técnica estatistica para detecgao e descrigao de possiveis
singularidades lineares nos dados, o interesse reside especialmente nas projecoes dos dados

sob as coordenadas das componentes principais correspondentes aos menores autovalores
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Figura 2.2: Tlustragao de residuos de componentes principais em dados bivariados.

Fonte: Gnanadesikan (1997).

(isto é, as dltimas linhas de Z). Entao, por exemplo, para p = 2, os conceitos essenciais sao
ilustrados na Figura 2.2, onde % ¢ 32 denotam as coordenadas originais e z; € 2o denotam as
componentes principais oriundas da matriz de covariancia dos dados bivariados. A reta de
maior proximidade aos dados (avaliada através da soma dos quadrados dos desvios perpen-
diculares a reta) é o eixo 2;. O residuo ortogonal de um dado ponto P, como é ilustrado na
Figura 2.2, é o vetor QP, que é equivalente ao vetor O’P’, onde P’ é a projecao de P sobre
0 €ixo 2y, a segunda componente principal. Mais genericamente, com dados p-dimensionais,
a projecao sobre a p-ésima componente principal (isto é, aquela com a menor variancia)
serd relevante para estudar o desvio de uma observagao em relagao ao hiperplano de melhor
ajuste. Por outro lado, projegoes sobre as ¢ tltimas componentes principais serao relevantes
para estudar o desvio de uma observagao em relagao a um subespago linear ajustado de
dimensao (p — q).

Para detectar falta de ajuste de observagoes individuais, um método sugerido por



Rao (1964) consiste em estudar a soma dos quadrados dos comprimentos das projegoes

das observacoes nas ¢ ultimas componentes principais. Para cada observacao inicial Yj,

i=(1,...,n) o procedimento consiste em calcular:
P P—q
e A T ) e (R /) { () RN (A ¢ )
J=p—gq+1 J=1

e considerar grandes valores de d? como indicativo de um mau ajuste (p — ¢)-dimensional da
i-ésima observagao (ou equivalentemente, que a observagao é possivelmente um outlier).
De acordo com Gnanadesikan (1997), wma técnica grafica informal utilizada como
ferramenta para visualizagao de outras peculiaridades dos dados seria construir um grafico
de probabilidades da distribuicao Gama para os valores d?'s, utilizando uma estimativa
adequada do parametro desta distribuigao.
Além de calcular a estatistica d? citada, pode-se também estudar as projecoes dos

dados nas tltimas componentes principais de outras formas. Algumas possibilidades sao:

1. Graficos de dispersao bi e tridimensionais dos subconjuntos bivariados e trivariados
formados pelas ultimas linhas de Z, rotulando os pontos de forma conveniente, por

exemplo, em fungao do tempo ou de algum outro fator de interesse;

2. Gréficos de probabilidades dos valores de cada uma das ultimas linhas de Z. Devido
a linearidade da transformacgao envolvida, pode ser razoavel que estes valores sejam
distribuidos mais préximos a distribuicao normal do que os dados originais e o gréafico
de probabilidades normal ird fornecer um ponto de partida para a andlise. Esta andlise
seria util para precisar as coordenadas das tltimas componentes principais nas quais
a projecao de uma observagao pode parecer anormal e fornecer informagoes adicionais

’ oy Y / . .
aos graficos de probabilidades Gama da andlise dos d? s citada anteriormente;

3. Graficos dos valores de cada uma das tltimas linhas de Z contra determinadas distancias

no espaco das primeiras componentes principais. Se, por exemplo, a maior parte da

10



variabilidade de um conjunto de dados penta-dimensional estiver associada as duas pri-
melras componentes principais, pode ser informativo construir os graficos das projegoes
em cada um dos trés eixos de componentes principais restantes contra a distancia de
cada um dos pontos projetados em relagao ao centréide no plano bi-dimensional asso-
ciado as duas primeiras componentes. O ajuste multidimensional é considerado inade-
quado se a magnitude dos residuos nas coordenadas associadas aos menores autovalores
estiver relacionada com a dos pontos no espago bidimensional correspondente as duas

primeiras componentes principais.

Uma importante questao relacionada & analise sugerida anteriormente é sobre sua
robustez. Claramente, se uma observacao aberrante é detectada, pode ser natural exclui-
la da estimativa inicial de S (ou R) e entao repetir o processo de obtengao e andlise dos
residuos da Analise de Componentes Principais. Em algumas circunstancias pode-se decidir
por utilizar uma estimativa robusta da matriz de covariancia (ou correlagao) inclusive para a
andlise inicial, na expectativa de que pontos aberrantes tornem-se mais visiveis nas analises

de residuos subseqiientes. Esse assunto sera discutido nos préximos capitulos.

2.3 Meétodos Classicos de Diagnéstico em Analise Dis-
criminante

A determinagao de pontos influentes em andlise discriminante ainda é pouco explorada apesar
da vasta literatura existente. Reigada ¢ Elian (2006) apresentam um levantamento das
principais medidas de diagnéstico no assunto.

Nesta segao, serao descritas algumas medidas de diagndstico em andlise discrimi-
nante com duas populagoes e matriz de covariancia constante. Tais medidas indicam pontos
que podem influenciar tanto na regra de alocagao quanto na probabilidade de classificagao
incorreta, elementos bésicos da analise discriminante.

Func¢ao de Influéncia em Andlise Discriminante

11



Uma estratégia comum na determinacao de pontos influentes na andlise de di-
agnostico é calcular as estimativas dos parametros de interesse com e sem o ponto suspeito e
comparar as estimativas obtidas. Nessa linha de estudo, Campbell (1978), citado em Reigada
e Elian (2006), sugeriu o uso da fungao de influéncia.

O objetivo principal da funcao de influéncia teédrica é calcular a influéncia de um
particular ponto x no parametro de interesse, de modo que valores altos para essa fungao
indicariam que z tem grande influéncia no parametro. Em andlise discriminante, a fungao
de influéncia é determinada excluindo uma observacao de apenas um grupo.

O autor considera o caso em que o vetor aleatério X tem distribuicao normal p-
variada com vetor de médias ;1 e matriz de covaridncia X, para X pertencendo a populagao 7,
7 =1,2, e utiliza a fungao de influéncia definida a seguir. Dadas g populagoes com fungoes de
distribuigao Fy, Fy, ..., Fy,..., Fy, seja © = T(Fy, Fy, ..., Fy,...,F,) um pardmetro geral,
obtido a partir das fungoes de distribuicao Fy, £ = 1,...,g. Para um valor = do vetor
aleatério X, a fungao de influéncia I(z;0) é definida como:

I(z;0) = lim._ (E—To)7 emque 0 < e < 1, 0 = T(f‘), F = (Fl,...,ﬁ‘k,...,Fg) e
F‘k =(l—¢€)- F,+e-0,, sendo §, uma fungao de distribui¢ao que assume probabilidade 1
no ponto .

No caso, g = 2 e consideram-se inicialmente perturbagoes em 7! e y;, sendo que

Y =wXp +wXp; X e UE, sa0 as matrizes de covariancia para as populacoes m; ¢ o

com w; + wp =1 ¢ w; > 0. Usualmente adotam-se os pesos w; = nl’i‘m’ e wy = nl’fng.

Tomando a fungao linear discriminante y = I'(z) = ¢S 'x, em que ' = i3 —pz c a
distancia de Mahalanobis A% = (13 — ji2)' 27 (11 — p2), calculam-se os pardmetros apds a
exclusdo de um elemento da populagao m; (Reigada (2005)) e usando a notagao * sobrescrito
para os parametros apds perturbagao tem-se:

py=p1+e(xX—p1) =1 +€z, comz=x— g

0*=04¢€z; * = (1 —ew)X + eunzz’ e

L= (1+ew)X™! —ew B lzz’ 271

12



Para construir a funcao de influéncia para a distancia de Mahalanobis entre as
médias amostrais: A? = §L71§, apds célculos, obtém-se A% = (1 + ew;)A? + 26¢ — cw, ¢?
em que ¢ = §'S 7!z e conseqiientemente a fungao de influéncia I(x, A?) = wyA? +2¢ — w, ¢2.

Se = pertence a populacao m que foi perturbada, tem-se E(¢) = E(6'S7'z) =0 e
Var(¢) = A% Portanto ¢ ~ N(0,A?%) ¢ ¢, = % tem distribuigdo normal padrao.

Definindo ¢ = ¢, - A, a fungao de influéncia para A? pode ser escrita em termos de
¢, como:

Iy(z, A?) = w1 A® 4+ 20¢, — w A%@2.

Observa-se assim que a funcao de influéncia obtida é uma transformacao do vetor
aleatério X e por isso pode ser considerada como uma varidvel aleatéria. Além disso, se
X tem distribuigao normal multivariada, verifica-se na pagina 144 de Reigada (2005) que a
distribuigao de probabilidades da fungao de influéncia para a distancia de Mahalanobis (A?)
tem assimetria negativa.

Tomando a funcao de influéncia para a distancia de Mahalanobis com ¢ nao pa-
dronizado, I(z,A?) = w1 A% + 2¢ — w1 ¢* e derivando em relagao a ¢, obtém-se o ponto de
maximo para ¢ = i Assim, o0 (2, A%) = w A% + w%

Campbell (1978) sugere o uso de I, (z,A?) = Lhe(z,A%) — I(z,A?), dada por
Ln(z,A%) = wi' (1 — 2w Ag, + waQQ‘)]?,). Esta varidvel aleatdria é sempre positiva e como
I(z, A?) tem assimetria negativa, segue que [,,(z,A?) tem distribuigao positivamente as-

simétrica. Multiplicando e dividindo I,,(x, A?) por ¢72, obhtém-se:

Lz, A?) = 'wlAQ(qb,, —wy'ATH2

Como ¢ ~ N(0,1), entdo (¢, — wy "A™Y) ~ Ny(—w; 'A~L 1) e dessa forma, (¢, —
wi'ATY? = (¢ — wi' AT 17 (¢, — wi'ATY) tem distribuigio qui-quadrado ndo central
com 1 grau de liberdade e pardmetro de nio centralidade (w;'A™!)2.

Im ($1A2)

Portanto, oA tem distribui¢ao qui-quadrado nao central com um grau de liber-
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dade e parametro de ndo centralidade (w?A?)~1. Observa-se entao que a distribuigao nula
de I,(z, A?) é qui-quadrado com um grau de liberdade, sendo assim a distribuigao esperada

na inexisténcia de pontos discrepantes.

Principais Estatisticas no Diagndstico em Andlise Discriminante

Fung (1992), citado em Reigada e Elian (2006), apresenta duas estatisticas funda-
mentais no diagnéstico em Anédlise Discriminante. Uma delas é a medida ¢, apresentada
anteriormente.

Adotando-se a regra discriminante de Fisher em que uma observacao z é alocada

1

na populagao m se () — Zp)'S~ 'z > s{& = To) s 1T + %(i’l — Ty)'s7!

Ty, que é equivalente
a ¢ > —3D? em que gg = (Ty — Zp)'S™(x — Z;) ¢ D é a estimativa para a distancia
de Mahalanobis entre as médias amostrais. Desta forma, observa-se que a medida $ é
importante tanto na discriminagao quanto na andlise de influéncia.

A segunda medida apontada pelo autor é d?i = (zj; — T;)'SNzj — x5), © =
1,...,n;,7=12.

Assim como o residuo e o ponto de alavanca em regressao, Fung (1992) considera d?i
e qAﬁji = /l7(a:ji — Z;) como estatisticas basicas para detectar outliers e observagoes influentes
em analise discriminante, uma vez que varias medidas de diagnéstico sao fungoes dessas duas
estatisticas.

Por facilidade de notacao, serao usados os termos d? ¢ ¢; a partir deste ponto.
] 1

Fung (1995), citado em Reigada e Elian (2006), mostra que, assintoticamente, d?

S-)

tem distribui¢io \> (onde p é a dimensdo do vetor X) ¢ % tem distribuigao N(0,1). Tais

ol

resultados sao fundamentais, pois fornecem wm critério de detecgao de pontos influentes.
Assim, calculando-se estas estatisticas para os elementos amostrais, valores maiores que
os respectivos valores criticos da distribuicao qui-quadrado e da distribuicao normal sao

indicadores de pontos influentes.

Medidas relacionadas com a probabilidade de classificagao incorreta

Em analise discriminante com duas populagoes, a probabilidade de classificacao
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incorreta, denotada por PC1, é definida como:

PCI=P(1/2)- (1 —q)+ P(2/1) - q,
sendo que

P(i/j7) é a probabilidade de classificar uma observagao em m; quando ela é de 7;;

q ¢é a probabilidade a priori de m; e

(1 — g) é a probabilidade a priori de 5.

Se as probabilidades a priori sdo iguais, PCI = 3P(1/2) + 3P(2/1).

Utilizando o fato que PCI = @ (—(%)), na qual ®(-) é a fungao de distribuigao
acumulada da distribui¢ao normal padrao, Fung (1992) propoée uma medida de diagndstico
com base na diferenca das estimativas das probabilidades de classificacao incorreta. Tal

medida é definida como:

DPCI, = {‘1’ (‘%)] - [(I) (_g)}

em que Dg;) é a estimativa da distdncia de Mahalanobis sem a i-ésima observagao do grupo

1. Apés calculos, obtém-se:

(I’(_%D) oA N\2 [ g2 A? Lo
4D(n, — 1)? ’ [(1 —wig1)® | di — D2 + Z(bi

DPEL =

. os de b o 2
que depende dos valores de ¢; e d;.
Medidas de diagnéstico na andlise discriminante quadratica ou para o caso de g

grupos podem ser encontrados em Reigada e Elian (20006).

2.4 Analise Classica de Diagnéstico em Regressao

A andlise de diagndstico em regressao ¢ mais conhecida na literatura do que as andlises
descritas nas segoes anteriores. Por uniformidade, descreveremos brevemente seus elementos

principais.
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Os métodos para obtencao de estimativas, testes e outras estatisticas desenvolvidas
até hoje contam apenas parte da histéria da andlise de regressao. Estes métodos sao utili-
zados como se o modelo e suas suposigoes estivessem corretos (satisfeitos), mas em qualquer
problema pratico as hipdteses sao questionadas.

A andlise de diagnédstico é a etapa da andlise de regressao na qual verificamos os
possiveis afastamentos das suposicoes iniciais do modelo. E nesta etapa também que sao
identificadas observagoes extremas que afetam muito os resultados do ajuste. A preocupagao
inicial da andlise de diagnéstico resume-se em duas questoes. Primeiro questionamos como
o modelo adotado reflete os dados observados. Se o modelo ajustado nao produz residuos
“razodveis”’, entao algum aspecto do modelo pode ser colocado em duvida. A segunda
questao de interesse refere-se ao efeito de cada observagao na estimagao e em outros aspectos
do célculo das principais estatisticas descritivas. Em alguns bancos de dados estas estatisticas
podem sofrer grandes mudangas quando uma observagao é retirada. Estas observagoes sao

denominadas pontos influentes.

Residuos ¢ Pontos de Alavanca

Considere o modelo de regressao linear:

Y = X3 +¢,

em que Var(e) = 0?l, X é amatrizn xpe Y, [ e € sdo vetores de dimensdes n X 1, px 1 e
n x 1 respectivamente, com a suposi¢cao adicional de normalidade para o vetor aleatério Y.
Nestas condigoes, o estimador de maxima verossimilhanga de 3, que coincide com o

de Minimos Quadrados, é dado por:
A= (X'X)'X'Y,

~

em que Var(f) = o*(X'X)" 1.
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A relagao entre Y eY édada por:
Y = X3 = X[(X'X)"'X'Y] = X(X'X)"'X'Y = HY,

sendo que H = X(X'X)"!X'Y ¢ denominada matriz de projegao ou matriz chapéu pois
transforma o vetor Y no vetor de respostas ajustadas Y (Y chapéu). Esta matriz é simétrica
e idempotente (H? = H).

O vetor de residuos é definido por:
e=Y-Y=Y - XXX)'X'Y = [I - X(X'X)"'X]Y = [I - H]Y.

Diferenga entre € e e: 0s erros € sao variaveis aleatorias nao observaveis supostamente

independentes com média zero e variancia comum o>

. Os residuos e sao quantidades que
podem ser calculadas, possuem média zero e sua matriz de covariancia é (I — H)Var(Y)(I—
H)’, que sera igual a o%(I — H), pois H é idempotente (H? = H). Como (I — H) nao é uma

matriz diagonal, os residuos sao varidveis aleatérias correlacionadas.

Para o 7-ésimo residuo teremos:
Var(e;) = 02(1 — hi),

sendo que h;; é o i-ésimo elemento da diagonal de H (hy; < 1).

Procedimentos de diagnéstico sao baseados nos “residuos computados”, os quais
gostarfamos que tivessem comportamento igual ao dos residuos nao-mensurdveis. O cum-
primento dessa suposicao depende da matriz chapéu, ja que H relaciona e a € e também é
considerado no cdlculo da variancia e covariancia de e (Cov(e;, e;) = —02hij, i # ).

O (7, j)-ésimo elemento de H, denotado por h;; é dado por:

hi = (X' X) 25 = 2 X' X) 2 = e
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Os elementos da diagonal de H sao dados por hy; = z4(X'X) ' x;.

Como Y = HY, entao

n
Yi = Z hijy; = hiiyi + Z hijy; (2.3)
i=1 i

de modo que h;; mede a influéncia de y; em y; ¢ h; mede a influéncia de y; em y;.

A medida que hy; se aproxima de 1, 7; se aproxima de y;. Por essa razao, denomina-
mos h;; como sendo a “alavancagem” do elemento 7. Para valores altos de hy; na expressao
(2.3) predomina a influéncia de y; sobre o valor ajustado y;, por isso utilizamos h;; como
uma medida de influéncia da i-ésima observagao sobre o préprio valor ajustado. O efeito do
i-ésimo elemento amostral no ajuste do modelo de regressao é provavelmente maior se h;; é
alto, mas sua importancia ¢ incerta, pois depende dos y;.

Portanto, o elemento h;; = 24(X’X)"'z; desempenha um papel importante na cons-
trugao de técnicas de diagnéstico. Pontos com hy; alto (préoximo de 1) sdo chamados pontos
de alavancagem por possuirem peso desproporcional no préprio valor ajustado; geralmente
destoam dos demais em alguma coordenada, trazendo o plano de regressao em sua diregao,
o que pode ou nao distorcer algumas estimativas.

Em resumo, a andlise de H (que nao depende de y) pode revelar pontos sensiveis

nos quais um valor discrepante em y pode ter um grande impacto no ajuste.

Medidas de Influéncia

Pontos influentes sao aqueles que, quando eliminados, resultam em profundas al-
teracoes na andlise dos dados. O método de diagnédstico mais utilizado em regressao retira
os casos um de cada vez e estuda a influéncia de cada caso comparando a analise dos dados
completos com a analise dos dados sem o caso removido.

Seja By = (XX @) ' Xy Y, em que
B\(i) ¢é o estimador de [ calculado sem a observagao i;

X é a matriz (n — 1) x p obtida excluindo-se a linha 7 de X.
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A influéncia do ponto 7 pode ser avaliada através da diferenca entre as medidas E e
ﬁ(i), por exemplo, através da Distancia de Cook:
(B — B) (X' X) (B — B)

po?

Di:

(2.4)

em que o2 trata-se do Quadrado médio do residuo.

Esta estatistica possui diversas propriedades desejaveis. Primeiramente, o contorno
em que D; é constante é um elipséide. Tais contornos podem ser pensados como definindo
a distancia entre B(i) e E Adicionalmente, D; nao depende da parametrizacao, assim, se
as colunas de X forem modificadas por transformagoes lineares, a estatistica D; nao serd
influenciada. Finalmente, se definirmos Y = XB , entao a expressao (2.4) pode ser reescrita
como:

Yoy = Y) (Y - Y)

po

i

Assim, D; serd a distancia euclidiana entre Y e Y(;). Altos valores de D; indicam
grande influéncia da i-esima observacao em 3 e nos valores ajustados. A exclusdo desse
ponto pode resultar em importantes alteragoes nas conclusoes do modelo.

Escrevendo D; em uma forma mais simplificada temos:

2
D — [ e; ] hii 1
‘ 3\/i — hii 1- hiip'

Observa-se que D; é crescente em e; ¢ hy. Se p é fixado, D; serd determinado por
duas diferentes fontes: e; reflete a falta de ajuste no ponto 2 ¢ h;; reflete a posicao de z; em
relagao a Z. D; serd alto se |e;| for alto ou h;; for alto ou ambos.

Porém, a distancia D; pode nao ser adequada quando e; for grande e h;; pequeno.
Desta maneira, Belsey, Kuh e Welsch (1980) propuseram uma estatistica muito similar a

distancia D;, denominada DF FITS;:
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By — BY (X' X)(Bwy — B) .

i=1,...,n.

DFFITS; = =5
%)

Esta estatistica difere da estatistica D; por um fator de escala e pela substituigao
de G2 por 5(21.) (Quadrado médio do residuo sem a i-ésima observagéo).

Mais recentemente, Cook (1986) introduziu a técnica de Diagnéstico de Influéncia
Local, que, ao contrario das anteriores, nao é baseada na retirada de pontos do conjunto de
dados.

A literatura de diagndstico em regressao é bastante extensa e tem sido amplamente
utilizada. Neste capitulo foram apresentadas medidas de diagnostico cldssico em analise
multivariada e em andlise de regressao. No préximo capitulo iremos nos dedicar ao estudo

de técenicas robustas de diagnostico em Anédlise Multivariada.
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Capitulo 3

Técnicas Robustas de Diagnéstico em

Analise Multivariada

3.1 Introducao

A limitacao da metodologia de estimagao via Minimos Quadrados com relagao a pontos
discrepantes conduziu a diversas abordagens alternativas. As técnicas de estimacao robusta
se constituem em uma abordagem que nao depende da distribuicao dos dados. Embora
os estimadores de minimos quadrados nao dependam da distribuicao de probabilidades da
variavel resposta, sua alta sensibilidade a valores discrepantes, provenientes de distribuigoes
com caudas mais pesadas que a normal, é conhecida. O objetivo da estimagao robusta é o de
encontrar estimadores eficientes sob determinado modelo, de modo que pequenas alteragoes
na distribuicao dos dados produzam pequenas alteragoes nas estimativas.

A detecgao de observagoes atipicas em um conjunto de dados multivariado pode ser
determinada através de graficos de probabilidade do quadrado da distancia de Mahalanobis.
Porém, ao invés dos usuais estimadores de méxima verossimilhanga, Campbell (1980) sugere
a utilizacao de estimadores M, que sao estimadores robustos de médias e covariancias. J&

na auséncia de observagoes discrepantes, os estimadores robustos comportam-se de forma
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similar aos estimadores usuais.

Observagoes multivariadas que sao claramente atipicas em uma unica componente
podem freqiientemente serem detectadas por meio de técnicas univariadas aplicadas a cada
variavel. No entanto, para dados multivariados, é necessédrio avaliar cada variavel em relagao
as demais e alguns pontos podem falhar em manter o padrao da relacao entre as varidveis
existente na maioria dos dados. Devido ao fato dos procedimentos cldssicos serem seria-
mente influenciados por valores atipicos, os métodos robustos produzem uma abordagem
complementar alternativa, j& que sao menos sensiveis a presenga de valores atipicos.

Neste capitulo serao discutidas medidas robustas de diagndstico em andlise multiva-
riada. Serao obtidos estimadores de vetores de médias e de matrizes de covariancia para um
unico grupo, pouco influenciados por observagoes atipicas e analisadas técnicas de deteccao
de tais observagoes. Nesse contexto, admite-se que os dados possuem distribuicao normal
multivariada (originalmente ou apds alguma transformacao). Na Segao 3.2, serao discutidos
os estimadores robustos do tipo M para vetores de médias e matrizes de covariancia e sua
utilizacao em conjunto com graficos de probabilidade do quadrado da distancia de Maha-
lanobis. Procedimentos para andlise robusta de componentes principais sdo propostos na

Segao 3.3, e na Secao 3.4, discute-se a Andlise Discriminante Robusta.

3.2 Estimacao Robusta Multivariada

Consideremos a situagao em que o vetor aleatério X tem uma distribui¢cao normal p-variada
com vetor de médias p e matriz de covariancia £; T'(X) é o vetor p x 1 de médias amostrais
e S(X) a matriz de covaridncia amostral. Nessas condigoes, o quadrado da distancia de
Mahalanobis da i-ésima observagao z; com relagao a média amostral é definido por:

DM? = (z; — T(X))'S(X) Ya; — T(X)), i = 1,...,n, sendo n o tamanho da
amostra.

Healy (1968) ¢ Cox (1968), citados em Campbell (1980), sugeriram uma extensao
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dos gréficos de probabilidade de dados univariados para a situacao multivariada, construindo
o grafico do quadrado da distancia de Mahalanobis de cada observacgao contra a estatistica
de ordem de uma distribuigao Qui-Quadrado com p graus de liberdade.

O objetivo desta andlise é verificar a suposi¢ao de normalidade multivariada, além da
detecgao de observacoes atipicas. No entanto, vetores de observagées multivariadas atipicas
tenderao a alterar o vetor de médias, reduzir correlacoes e possivelmente aumentar variancias,
fazendo com que a distancia de Mahalanobis para a observagao atipica diminua, obscurecendo
sua influéncia e distorcendo o restante do grafico.

A distancia de Mahalanobis desempenha um importante papel na estimagao M
multivariada. Do ponto de vista aplicado, os estimadores M podem ser considerados como
uma simples modificacao dos estimadores classicos; dao peso total as observagoes oriundas
do conjunto principal do banco de dados, porém peso ou influéncia reduzida em observagoes
das extremidades da distribuicao. Na pratica, usualmente, da-se peso menor as observagoes
com grandes distancias de Mahalanobis.

Campbell (1980) sugere a utilizagao dos estimadores M robustos de vetores de

médias e matrizes de covariancia:

n

'wfn(:z:m — Z)(Tm — 2)*
1

n
2
5 w,, — 1
m=1

em que Wy, = W(dy) = w(dn)/dn ¢ dn = {(&m — )V (zm — a‘c)}% e as solucoes para T e

V=1= , (3.1)

V' sao obtidas iterativamente.

No contexto analisado, w representa uma funcgao de influéncia limitada, freqiiente-
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mente linear no conjunto de valores de d,,, correspondentes aos dados. Em particular, alguns
autores sugerem que a influéncia e conseqiientemente o peso de uma observagao extrema
deveria ser nulo, de modo que w deveria decrescer para valores suficientemente grandes de

-

O autor utiliza uma forma bi-paramétrica para w:

d, se d < dy;
w(d) = (3.2)

dy exp { —ﬁ_%«gd”)?} . sed > dy,
para dy = /p + %

A motivagao da férmula de dy dada na expressao (3.2) é a de que sob hipdteses
padrao, por exemplo, de que os dados provém de uma distribui¢ao normal p-variada, entao
d? tem distribuicao Qui-Quadrado com p graus de liberdade (dy ~ )\]2,) e portanto d tem
aproximadamente distribuicao Normal(,/p, 1/ \/§) Assim, by serd um quantil da distribuigao
normal padrao e by é um parametro que controla a taxa de decréscimo da fungao de influéncia
para zero.

Apo6s exaustivos estudos empiricos, Campbell (1980) sugere considerar nas aplicagoes
praticas as trés seguintes situacoes:

(a) by = oco; neste caso, todas as observagoes possuem peso um, resultando nos
estimadores usuais;

(b) by = 2,by = 00; sugerida por Huber (1964), trata-se da forma nao-descendente,
pois associa valor de w igual a dy a toda observagao maior que dg, qualquer que seja seu
valor;

(c) by = 2,by = 1, 25; uma forma descendente, sugerida por Hampel (1973), de modo
que a ponderagao decresce a uma velocidade maior do que em (b).

Um posterior estudo de simulacao confirmou a eficiéncia dos valores de by e by
propostos.

Se as estimativas robustas forem utilizadas em analises estatisticas subseqiientes, é
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importante que elas difiram pouco das estimativas usuais quando aplicadas a dados nao con-
taminados. Com o objetivo de verificar este fato, foram geradas observacoes de distribuigoes
normais multivariadas, e calculadas as estimativas robustas e usuais das variancias popu-
lacionais. Verificou-se que as estimativas robustas nao ultrapassavam 3% das estimativas
usuais, situagao considerada bastante satisfatéria.

Além disso, para distribuicao normal multivariada, observou-se cue:
E(dy) =p,se by =0 €
E(ds) = kp, com k < 1,025 para by = 2,0 ¢ by = 1,25.

3.3 Analise Robusta de Componentes Principais

De acordo com Devlin, Gnanadesikan e Kettenring (1981), o uso das matrizes de covariancia
e correlagao como resumos da dispersao e associagao ¢ pratica comum na andlise de dados
multivariados. Além disso, tais matrizes frequentemente constituem a fonte para outras
analises. Ainda segundo os autores, a mais cldassica e mais utilizada técnica para a andlise
de dados multivariados é a Anélise de Componentes Principais, que é usada para a redugao
linear da dimensionalidade das observagoes.

Entretanto, bem como outras técnicas classicas, os resultados de uma andlise de
componentes principais podem ser sensiveis a poucas observacoes discrepantes. Para ilustrar
tal fato, um exemplo é retirado de Chen, Gnanadesikan ¢ Kettenring (1974). Os dados
sao constituidos por observagoes anuais em 14 varidveis econdmicas para 29 companhias
quimicas e a Figura 3.1 ilustra a projegao dos dados no plano das duas primeiras componentes
principais obtidas a partir da matriz de covariancia.

O coeficiente de correlagao entre as duas primeiras componentes é zero, como deveria
ser, porém isto se deve inteiramente a um nico ponto no canto inferior direito da Figura
3.1. Com isso, o coeficiente de correlacao excluindo esse ponto e calculado com base nos

demais 28 pontos é de 0,99. As componentes principais utilizadas nesta figura sao claramente
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Figura 3.1: Duas primeiras componentes principais do exemplo das companhias quimicas.

Fonte: Devlin, Gnanadesikan ¢ Kettenring (1981).

inapropriadas para este conjunto de dados. Certamente um grupo de componentes principais
mais apropriado nessas situagoes pode ser determinado excluindo-se os pontos discrepantes
e repetindo-se a andalise - frequientemente uma tarefa dificil em altas dimensoes - ou através
de uma anélise robusta.

De acordo com Ammann (1989), as consequéncias da presenca de outliers em dados
multivariados sao muito mais complexas que no caso univariado, pois além da distorgao nas
medidas de locagao e escala, ha ainda uma alteracao na estrutura de correlagao entre as
variaveis. Esta alteracao produziria sérios problemas na andlise de componentes principais.

Apesar da existéncia de inumeros métodos de detecgao de outliers multivariados,
segundo o autor, qualquer agao nesse sentido envolveria a remogao de observacoes, o que po-
deria implicar na retirada de pontos importantes. Um outro problema seria que, geralmente,
a retirada dessas observagoes pode ocasionar que outras observagoes, antes consideradas nao
problematicas, tornem-se outliers.

Nesse sentido, a Andlise Robusta de Componentes Principais mostra-se vantajosa.

Segundo o autor, métodos multivariados robustos teriam dois objetivos: a identificacao de
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outliers multivariados e a possibilidade de wma analise menos sensivel a outliers.

A Andlise de Componentes Principais baseia-se na matriz de covariancias amostral
usual S (ou matriz de correlagao R associada) e encontra a combinagao linear y,, = a* - &,
das varidveis originais z,, tal que a variancia amostral usual de y,, seja méxima. Conforme
apresentado na Secao 2.2, a solugao é obtida através de uma decomposigao espectral de S,
S =A-D,- At Os autovetores a; obtidos das colunas de A definem combinagdes lineares,
enquanto os elementos da diagonal correspondentes ¢; da matriz diagonal de autovalores D,
sao as variancias amostrais das novas variaveis.

Uma forma natural de modificar esta andlise é substituir a matriz S pelo estimador
robusto definido na expressao (3.1); obtendo a solugao via Estimador M para a anélise de
Componentes Principais Robusta. Uma observagao é ponderada de acordo com a distancia
total DM; em relagao a estimativa robusta de posigao.

Por fim, uma estimativa robusta da matriz de covariancia ou correlacao pode ser
encontrada através de A- D, - At, como uma estimativa robusta alternativa. Tanto esta abor-
dagem quanto a descrita na segao anterior resultam em matrizes de correlacao e covariancia
positivas definidas. A estimagao robusta de cada entrada separadamente nem sempre garante
essa propriedade.

Finalizando, uma abordagem prética recomendada pelo autor é determinar as médias,
covariancias, disténcias e pesos associados para by = oo; para by = 2,0 ¢ by = 00; e para
by =2,0eby =1,25. Gréficos de probabilidade Normal da raiz cibica das distancias ao qua-
drado (com by = 2,0 e by = 1,25) irdo indicar observagoes atipicas. Healy (1968) considera
este grafico como sendo o mais adequado na detecgao de observagoes atipicas e para examinar
a hipdétese de normalidade multivariada. Para mais do que seis ou sete variaveis, uma anélise
de componentes principais robusta é também 1itil para identificar observagoes atipicas. Os
pesos w2, associados aos valores de d?, indicam observagoes atipicas. A experiéncia mostra
que um dado menor do que 0,30 com b; = 2,0 ¢ by = 1,25 (correspondendo aos pesos me-

nores do que 0,60 com by = co aproximadamente) sempre indicam uma observagao atipica.
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Um peso maior do que 0,70 com by = co € associado a uma observagao razoavel.

Ammann (1989) considera que mesmo o procedimento de associar baixos pesos as
observagoes consideradas outliers provocaria uma perda de informagao. Por esse motivo,
sugere uma abordagem Robusta de Componentes Principais baseada no procedimento de
Regressao Ortogonal Robusta.

O método de Regressao Ortogonal é acquele que, ao invés de minimizar a soma dos
quadrados dos desvios verticais com relagao ao plano de regressao, minimiza a soma das
disténcias ortogonais. Ammann e Ness (1989) desenvolvem um algoritmo robusto para Re-
gressao Ortogonal, sendo que uma de suas possiveis aplicagoes é a obtencao de componentes
principais robustas.

A aplicacao é possivel devido a conexao existente entre componentes principais e
regressao ortogonal, j& que o procedimento de regressao ortogonal fornece o hiperplano orto-
gonal que passa por (Zi,--,Tm,,Y) e € paralelo as m primeiras componentes principais nas
m + 1 variaveis.

De forma resumida, os passos basicos do procedimento sao:

1. Utilize uma técnica de regressao ortogonal robusta para o conjunto de dados com-
pleto. O vetor unitario ortogonal ao hiperplano de regressao obtido sera a dltima componente
principal.

2. Projete os dados no hiperplano obtido.

3. Aplique a técnica de regressao ortogonal robusta para os dados projetados ob-
tendo o novo hiperplano de regressao ortogonal e de forma analoga, a proxima componente
principal.

4. Continue o processo até que todas as componentes principais, exceto a primeira,
sejam obtidas. A primeira componente principal robusta serd aquele vetor unitario ortogonal
as p — 1 componentes ja obtidas.

Quanto a regressao ortogonal robusta, necessiria na construgao do algoritmo que

acabamos de descrever, varias téenicas encontram-se descritas na Segao 2 de Ammann e Ness
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(1989).

Devlin, Gnanadesikan e Kettenring (1981) utilizam métodos de Monte Carlo para
comparar as performances de véarios procedimentos robustos para estimagao da matriz de
correlagao e das componentes principais obtidas a partir dela.

A propriedade de que as componentes principais sao sensiveis as escalas de medida
das varidveis e as dificuldades (incluindo as computacionais) causadas por este motivo sao
frequentemente utilizadas como motivo pela escolha da andlise de componentes principais
utilizando a matriz de correlagao ao invés da de covariancia.

Definiremos a seguir propriedades gerais de algumas alternativas robustas para a
matriz de correlagao usual R, apresentadas em Devlin, Gnanadesikan e Kettenring (1981).

Existem muitos métodos que calculam a matriz de correlacao robusta, R,. Uma
abordagem bésica ¢ estimar cada elemento fora da diagonal de R, separadamente, através
de um coeficiente de correlagao robusto 7,. No entanto, a matriz resultante R, nao sera
necessariamente positiva definida, exceto em casos especiais e esta matriz necessitara de
ajustes para atingir esta propriedade. Tal abordagem bivariada de estimadores robustos
de correlagao obtidos separadamente pode ser considerada contrastante com a abordagem
multivariada, que manipula todas as variaveis simultaneamente para obter matrizes de cor-
relagao que sejam positivas definidas (se o niimero de vetores com observagoes completas é
suficientemente grande).

Todos os estimadores robustos de correlagao obtidos separadamente serao denotados
por r,, e serao baseados em varidveis padronizadas. Caso nao seja especificado anteriormente,
a padronizacao inicial e as subsequientes estimativas das variancias sao calculadas utilizando
médias e variancias “aparadas” a 5%. Se nao existem dados incompletos, entao cada elemento
75 de R, serd baseado no mesmo numero, n, de observagoes, caso contrario, R, sera obtida
utilizando o nimero de pares completos, n;;, para as variaveis j e k.

Se a matriz R, obtida nao for positiva definida, esta pode ser transformada utilizando-

se a expressao (10) de Devlin, Gnanadesikan ¢ Kettenring (1975) com A = 0,25//n, até
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que uma matriz positiva definida seja obtida.

A transformacgao sugerida ¢é:

27 z2(r5) + A, ser, < 27H(A)
9(ri) = ¢ 0, se | 73 [< 271(A)

27 z2(rh) — D], sery > 27(A)

em que z é a transformacao de Fisher, z(r) = £ In 132,

b=

Quando existem dados incompletos, n é substituido por nj, . O resultado final é
denotado por RY. Uma estimativa da matriz de covaridncia pode ser obtida a partir da
matriz de correlagao, a partir da relacao S = D(s;) - R- D(s;), com S e R matrizes de
covariancia e correlagao e D(s;) matriz diagonal de desvios-padrao S; “aparados”.

O Capitulo 10 de Mosteller e Tukey (1977) sugere um procedimento baseado em

calculos de regressao robusta que resultam em uma estimativa robusta para a matriz de

covariancia S*. Para varidveis y' = (y1, - -, ¥p), 0 procedimento inicia construindo a regressao
de y; em (v1,---,yj-1), para j = 2,---,p, utilizando o procedimento iterativo descrito no

Capitulo 14 desta mesma referéncia. O préximo passo é calcular z = (I — B*)y, onde
B* = ((b3),))- Para j <k, b3, = 0; e para j > k, b}, é o coeficiente de yi. na regressao de y;
cm (yh T 7yj—1)'

O terceiro passo é calcular D,, uma matriz diagonal de estimativas robustas das
varidncias dos elementos de z. Entao S*, estimativa robusta da matriz de covariancia de Y’
¢ definido por:

S* — ([ o B*)_lD*(] _ B*’)—l

Esta expressao é consequéncia do fato que
Y=(I-B")"Ze¢
Var[(I - B*)'Z] = (I - B*)""Var(Z2)(I — B*)™' = (I — B*)"'D*(I — B*).
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Uma matriz de correlagao correspondente, R*, pode ser obtida através da relagao
b b
R=D(1)sD(1).
Si Si
O célculo da regressao robusta pode ser realizado utilizando Minimos Quadrados
Ponderados Iterativos, considerando a solucao dos Minimos Quadrados Ordindrios como
ponto de partida. A estratégia aplicada seria utilizar uma ponderagao do tipo ‘Huber’ nas

primeiras trés iteragoes, definida como:

1

%I’ caso contrario,
1

, sele|< ks
w; =

onde k = 2,4388, e; é o residuo para a i-ésima observagao e s*=mediana(| ¢; |).
Com este valor de k, ponderagoes baixas sao atingidas se | ¢; | supera 1,645x D P(e;).

Os pesos para as proximas iteragoes sao definidos como:

(1—(2))2 se ()" <1

0, caso contrario,

w; =

para ¢ = 6 ou 9 (sugerido na pagina 205 de Mosteller e Tukey (1977)). Com estas escolhas
de ¢, o peso zero é obtido se | e; | supera quatro ou seis desvios-padrao. O procedimento
para quando a diferenca absoluta maxima entre os valores w; nao é superior a 10~* ou apds
20 iteracoes.

A variancia de cada elemento z; de z é estimada através da estatistica ns?; definida
na pagina 208 de Mosteller e Tukey (1977).

Uma segunda abordagem multivariada proposta por Devlin, Gnanadesikan e Ketten-
ring (1981) é baseada em procedimentos multivariados de observacoes aparadas (Gnanade-
sikan e Kettenring (1972) e Devlin, Gnanadesikan e Kettenring (1975)). Este procedimento

também é iterativo. Em cada passo, as distancias ao quadrado
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DM} = (z; — T(X)YC(X)* Ya; — T(X)),i=1,---,n (3.3)

dos vetores de observagoes ; com relacao a estimativa de posi¢ao, 7'(X)*, sdo medidas na
métrica de C'(X)* , a estimativa da matriz de covariancia usual. Um percentual especificado
das observacoes mais extremas é temporariamente separado e as demais observagoes sao
utilizadas para calcular T'(X)* e C(X)* exatamente como T(X) e C(X), o vetor de médias
e a matriz de covaridncia amostrais.

Para iniciar o processo, T'(X)* e C'(X)* assumem os valores de T'(X) e C(X) res-
pectivamente. Em cada estdgio, C'(X)* pode ser convertida para R*, conforme discutido
anteriormente. O processo iterativo termina assim que a média da diferenga absoluta entre
dois valores da transformagao de Fisher z dos valores r}; em duas iteragoes sucessivas nao
supere 1072 ou apés 25 iteragoes.

A vantagem dos procedimentos propostos, ao contrario do método que estima cor-
relagoes separadamente, é o fato que a matriz R* obtida é positiva definida.

Os estimadores sao formados através de andlises bivariadas ou por manipulagao
simultanea de todas as varidveis utilizando técnicas como Médias e Variancias Multivariadas
Aparadas e Estimacao M. Ambos sao efetivos ao estimarem as componentes principais, cada
técnica possuindo suas particularidades. Porém, os estimadores M podem nao funcionar de
maneira facil quando a dimensionalidade é grande e os pontos discrepantes sdo assimétricos.
Na existéncia de dados incompletos, a abordagem de estimadores robustos de correlagao

obtidos separadamente torna-se mais atrativa.

3.4 Analise Discriminante Robusta

O interesse na investigagao de técnicas alternativas de andlise discriminante tem crescido
nos ultimos anos. Uma primeira motivacao para este fato tem sido o reconhecimento de

que a andlise discriminante cldssica (FDL - Fungao Discriminante Linear), embora adequada
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em inumeras ocasioes, nao é eficiente quando utilizada em bancos de dados reais, situagao
na qual é desejavel o desenvolvimento de fungoes discriminantes especificas. Exemplos de
aplicagoes destes tipos de dados podem ser encontrados quando se deseja classificar uma
empresa como propensa ou nao propensa a ir a faléncia, ou quando é necessario classificar
se determinado pedido de empréstimo serd provavel & inadimpléncia ou mesmo a predigao
de categorias de classificagao.

Segundo Hample, Ronchetti, Rousseeuw e Stahel (1986), um problema comum nos
bancos de dados quando se utiliza a andlise discriminante é que estes contém pontos que
geralmente sao classificados como outliers. Bancos de dados que contém pontos discrepantes
sao a regra ao invés de excegao, e estima-se que entre 1% e 10% dos pontos em um banco de
dados tipico sao considerados outliers. Porém, o método linear padrao, baseado em minimos
quadrados ordinarios (MQO) ¢é extremamente sensivel a outliers e pode produzir resultados
nao confidveis e equivocados em sua presenga. Conforme ja comentado, estimativas da
matriz de variancia e covariancia tornam-se muito distorcidas, conduzindo a estimativas
nao-6timas. Outras anomalias distribucionais tais como assimetria também podem causar
problemas. Uma resposta alternativa aos problemas na andlise discriminante classica tem
sido o desenvolvimento de wm grupo alternativo de classificadores nao-paramétricos baseados
em programacao linear.

Esta secao apresenta uma metodologia de andlise discriminante robusta proposta
por Glorfeld (1990) que pode ser formulada como um problema de programacao linear ba-
seado no método de estimagao da Minima Soma de Valores Absolutos (MSVA). Por sim-
plicidade, o foco desta secao sera restrito ao problema da andlise discriminante linear para
duas populagoes, com probabilidades iguais de pertencerem aos dois grupos e custos iguais

de classificacao incorreta.

Anédlise Discriminante Linear para Duas Populagoes

Segundo Green (1979), existe na literatura certa confusao no que diz respeito aos

reais objetivos da andlise discriminante linear. A andlise discriminante linear para duas
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populagoes possui dois objetivos distintos:

(1) A proje¢ao de um grupo complexo de dados multivariados medidos em duas
populagoes em um espaco linear discriminante unidimensional muito mais simples, que per-
mite visualizagao gréfica para estudar o grau e a natureza da separagao entre os grupos. I
util para a sugestao de possiveis anomalias distribucionais e para a indicagao de observacoes
discrepantes;

(2) O desenvolvimento de fungoes de classificagao lineares baseadas na amostra de
dados multivariados que permite a classificacao de novas observacoes em um dos dois grupos
cometendo erro minimo.

A maioria das técnicas de andlise discriminante linear desenvolvidos até hoje tém
como objetivo principal o segundo objetivo citado acima - classificagao - e dao pouca atengao
ao primeiro objetivo. Uma caracteristica diferenciada da metodologia discriminante da
Minima Soma do Valor Absoluto é a de que seu principal interesse é o primeiro objetivo
citado e utiliza a classificagao apenas em segundo plano.

A formulagao do modelo discriminante cldssico para o problema de duas populagoes
com probabilidades iguais de classificacao incorreta envolve a construcao da combinacao
linear de p varidveis baseadas em m; = ny observagoes retirados de cada uma das duas
populacgoes, onde a populagao de cada elemento amostral é conhecida. Se as n = ny + n»
observagoes sao independentes, as p varidveis tém distribuicao normal multivariada e as
matrizes de varidncia e covariancia sao iguais para os dois grupos, estes irao diferir apenas
no que diz respeito a seus vetores de médias e o procedimento é, nesse sentido, 6timo. A
Figura 3.2 descreve a representagao cldssica.

Segundo Fisher (1938), a funcao discriminante determina diretamente a projegao
unidimensional do espago e nao os limites de classificagao. Desta maneira, possui a interes-
sante propriedade de que para as duas populagoes, um problema com p varidveis é reduzido
a um problema univariado de forma muito mais simples. A diregao dessa projecao produz

um novo grupo de escores discriminantes que possuem variabilidade maxima entre-grupos
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. Classification Boundary

Discriminant Function

X1

Figura 3.2: Representacao da fungao discriminante linear cldssica para duas varidveis.
Fonte: Glorfeld (1990).
quando comparada a variabilidade intra-grupos. Um ponto é classificado no grupo com
média mais préxima, fazendo com que o limite de classificagao, c, seja igual a média global
dos escores projetados. Com base no Teorema Central do Limite, os escores discriminantes
lineares compostos podem possuir distribuicao aproximadamente normal, mesmo que uma
ou mais das p variaveis discriminantes presentes nao tenham distribuigao normal, indicando
robustez da funcao linear discriminante quanto a violagao da hipdtese de normalidade.

Na formulagao classica do modelo discriminante, Fisher (1936) mostrou que o pro-
blema discriminante de duas populagoes pode ser formulado em termos da Andlise de Re-

gressao via Minimos Quadrados Ordinérios (MQO):

Y = Wo+ WiX1 + WoXo+ ...+ W, X, +eé, (3.4)

sendo que Y é uma variavel dicotémica n-dimensional que identifica o grupo ao qual o
clemento pertence, Xi,..., X, sao as varidveis aleatérias preditoras com n componentes,
amostradas de duas populagoes com vetores de médias p; e po ¢ matriz de covariancia

comum X; Wy, ..., W, sdo os parametros desconhecidos a serem estimados por wy, . .., wp,
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e € é o erro aleatério. Na formulacgao cldssica, os parametros W's sao estimados de maneira
n

a minimizar a soma dos quadrados dos residuos, Y e? = Z[yi — (wo + Z w;T;))%, em que
y; € a i-ésima componente de Y e z;; é o i-ésimo valor deijéj, t=1...;nej=1,...,p

A formulagao do problema de andlise discriminante via regressao vista na expressao
(3.4) é um assunto controverso e é considerado por alguns autores como um artificio algébrico.
Uma revisao dessa formulacao feita por Flury e Riedwyl (1985) mostra a justificativa pratica
para tal abordagem e sugere este procedimento para aplicagoes. Os autores mostram que o
usual teste-F' da regressao é equivalente ao teste T2-Hotelling para a diferenca entre grupos
em relagao aos centréides e a variavel individual p do teste parcial F' é um teste-t univariado
para a diferenca entre as médias ao longo de p dimensoes. Os valores estimados, ¥;, sdo usados
na construcao de um histograma para a exibigao grafica dos dados no espago discriminante.

Se a codificagao usual, ‘zero’ e ‘um’ for utilizada para indicar as populagoes, entao
classifica-se y; em m; se ¥; < 0,5 e em 7y caso contrario, onde 7 e my sao as duas populagoes,

respectivamente codificadas como ‘zero’ e ‘um’.

Modelo Robusto da Minima Soma do Valor Absoluto (MSVA) Segundo Narula ¢ Wellington

(1982), o ajuste do modelo de regressao através do método de Minima Soma de Valores
Absolutos (MSVA) tem a mesma formulagao do correspondente via Minimos Quadrados
Ordinarios, com excegao ao fato de que os erros sao medidos como o valor absoluto da
diferenca entre os valores observados e estimados. Este modelo ira determinar os valores w's
tais que a soma dos valores absolutos dos residuos Y |e; | = > | yi — (wo + > wjz;;) | seja
minima.

Pelo fato do modelo MSVA ser pouco familiar, uma breve formulacao sera dada a
seguir. Utilizando uma representacao padrao de programacao linear, é possivel visualizar

cada um dos n vetores observados no modelo linear

Yi = Wo + Wiy +Wela + ... +wpt, +€,i=1,...,n (3.5)
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como uma restrigao. Substituindo &; na expressao (3.5) por (¢] +¢€; ), o problema é equiva-

lente a minimizar

z=2(5f—|—£{),i:1,...,n, (3.6)

sujeito a
Yyi — (wo + Y wizi;) +&f — &7 =0,
1=1,...,N,5=1,...,p,

+

€, =20,t=1,...,n,

wj,] = 0,...,p sem restricao de sinal

em que
€i, se g; >0,
+ _
€ =
0, caso contrario.
e
B —€;, se g; <0,
E =

0, caso contrario.

O valor 6timo de z obtido na expressao (3.6) serd o menor valor da soma dos erros
absolutos. Um aspecto especialmente interessante da formulacao MSVA é a pronta dispo-
nibilidade de softwares especializados para resolver o problema da estimagao, mesmo para
aquelas formulagoes nao familiares. Por exemplo, o software SAS (SAS (1976)) contém wm
procedimento relativamente eficiente que pode ser empregado por qualquer pesquisador com
relativa facilidade.

Para fins de testes estatisticos, a teoria desenvolvida é assintética, o que permite
produzir testes para os parametros do modelo de maneira similar ao MQO, desde que se uti-
lize grandes tamanhos de amostra. Diferente da regressao MQO, é necessario assumir apenas
que os erros sao independentes e identicamente distribuidos, e verifica-se que para qualquer
distribuigao dos erros para a qual a mediana seja assintoticamente superior & média como um

estimador de posicao, a estimagao MSVA é preferivel em relagao & MQO. Dielman e Pfaffen-
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¥=-1.142 + .980X

Y(Group)
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Figura 3.3: Fungao linear discriminante e Funcao discriminante da Minima Soma do Valor Absoluto
sem outliers.

Fonte: Glorfeld (1990).

berger (1982) dao alguma orientagao sobre o tamanho minimo de amostra necesséria para
aplicar testes assintéticos. Segundo Teebagy e Chatterjee (1989), para pequenas amostras,
testes baseados no método Bootstrap podem ser desenvolvidos.

A primeira justificativa para o uso da fungao discriminante MSVA pode ser com-
preendida através das Figuras 3.3 e 3.4, que representam o caso discriminante mais simples,
onde p=1.

Quando os dados nao sao contaminados por outliers, a fungao discriminante usual
FDL e a obtida pelo método MSVA fornecerao resultados muito préximos, como descrito na
Figura 3.3.

Entretanto, na Figura 3.4 é possivel observar que quando existem outliers, a funcao
discriminante linear torna-se seriamente distorcida, enquanto a associada ao método MSVA
é muito menos afetada.

Tendo usado a fungao discriminante MSVA para projecao dos dados p-variados em
um espaco discriminante univariado, surge a questao de como uma regra de classificagao

deve ser formulada. Um grande niimero de alternativas distintas sao possiveis. Por exemplo,
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Figura 3.4: Funcao linear discriminante e Fungao discriminante do Minimo Valor Absoluto consi-
derando os outliers.

Fonte: Glorfeld (1990).

desde que a fungao discriminante MSVA esteja préoxima da fungao discriminante via MQO
que teria sido desenvolvida se os outliers nao estivessem presentes nos dados, a classificacao
MQO do limite pode ser utilizada:

Se y; < 0,5, classificar em
w; =

Se y; > 0,5, classificar em 5.

Alternativamente, a mediana global dos escores estimados (7;) através do procedi-
mento MSVA pode ser utilizada como limite de classificacao. Limites de classificagao podem
também ser facilmente determinados minimizando-se o nimero de erros de classificagao.

Através de testes em bancos de dados distintos, a seguinte regra de classificagao foi
desenvolvida por Glorfeld (1990): classificar y; em m se | 5 — My |<| 4 — M | e em 9

caso contrario, em que M; ¢ M, sao as medianas dos escores do primeiro e segundo grupos
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respectivamente. Este procedimento é equivalente a utilizar a seguinte regra de classificagao:

Se y; < Mtz - classificar em

caso contrdrio, classificar em 5.

Apés a descrigao da técnica, como andlise de diagndstico, o autor sugere que as
funcgoes discriminantes FDL e MSVA devam ser obtidas para o mesmo conjunto de dados e
seus resultados comparados. Se a comparacao exibir grandes diferencas, entao os resultados
obtidos via MSVA podem ser tteis para determinar possiveis erros grosseiros nos dados,
assim como fornecer um modelo que melhor se ajuste aos mesmos. Gréficos, coeficientes
do modelo, testes estatisticos e a regra de classificacao podem ser diretamente comparados
para auxiliar na avaliagao de problemas com a formulagao da fungao discriminante linear
FDL. Detectados pontos discrepantes, estas observagoes suspeitas podem ser removidas e a
analise repetida. Se os resultados das fun¢oes discriminantes FDL e MSVA mostram apenas
pequenas diferengas, o procedimento da funcao discriminante linear pode ser mantido.

He e Fung (2000) consideram o problema da andlise discriminante com duas po-
pulagoes com médias f, ¢ ju, e matriz de covaridncia comum 3. Para a regra de decisao

usual de classificar uma observagao z na populagao m; se

(pz — /iy),z_l{z — (e + ﬂy)/2} >0

e na populacao 7y caso contrario, os autores sugerem o uso de estimadores de alto ponto
de ruptura para fi, pt, e 3. Os autores propoem uma particular forma de obtencao desses
estimadores, sugerindo que essa seria wma possivel maneira de tornar a analise discriminante
de Fisher mais robusta.

Hubert e¢ Van Driessen (2004) propéem o uso dos estimadores robustos de vetores
de média e matrizes de covariancias para situagoes mais gerais que excluiam o caso de mais

do que duas populagoes, analise discriminante bayesiana, quadratica e linear. Apresentam
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ainda estimadores robustos das probabilidades de m4 classificagao.

Neste capitulo foram discutidas medidas robustas de diagnéstico em andalise multi-
variada. Foram apresentados os estimadores robustos do tipo M para vetores de médias e
matrizes de covariancia, além de procedimentos para andlise robusta de componentes prin-
cipais e andlise discriminante. O préximo capitulo é inteiramente dedicado ao estudo de

medidas robustas de diagndstico em andlise de regressao.
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Capitulo 4

Medidas Robustas de Diagndstico em

Analise de Regressao

4.1 Introducao

O principal objetivo deste capitulo é introduzir técnicas e medidas de diagnéstico robusto na
andlise de regressao. Conforme comentado no capitulo anterior, medidas de distancia como
a de Mahalanobis, utilizadas para detectar pontos discrepantes no contexto multivariado,
podem sofrer com o problema do mascaramento. Na andlise de regressao este problema

também pode existir, conforme serd discutido a seguir.

4.2  Qutliers Multivariados e Pontos de Alavanca

Identificacao de pontos de alavanca na andlise de regressao

Na regressao linear os eclementos amostrais sio da forma (x;,y;), onde x; é p-
dimensional ¢ a resposta 1; é unidimensional. Definem-se pontos de alavanca como sendo
0s casos em que X; encontram-se distantes da maioria dos dados no espago p-dimensional.
Conforme ja abordado no Capitulo 2, um ponto tem influéncia significativa quando o valor

da sua “alavancagem” for alto. Pontos de alavanca podem ser muito dificeis de serem de-
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tectados principalmente quando x; tem dimensao superior a dois, pois nesta situagao nao é
possivel o embasamento na percepgao visual.

No modelo de regressao linear multiplo dado por y = X + ¢, geralmente utilizam-
se os elementos h;; da diagonal da matriz chapéu H = X(X'X)~1X’ como diagnéstico para
identificar pontos de alavanca. A literatura sugere que se dé especial atencao a pontos em
que o valor de h;;, definido no Capitulo 2, for maior que 2;”, sendo p o nimero de colunas da
matriz de planejamento X e n o tamanho da amostra.

De acordo com Rousseeuw e Van Zomeren (1990), a matriz chapéu H, assim como

a Distancia de Mahalanobis Cléssica (DM; = \/(x; — T(X)) - S(X)* - (x; — T(X))'), é pe-
nalizada pelo efeito de mascaramento. Isto pode ser explicado ao se perceber que existe uma

relagao mondtona entre hy; ¢ DM; associada ao elemento x;, dada por:

DM, 2 1
DOM)” | 1

hi; = .
i n—1 n

(4.1)

Desta maneira, h; nao necessariamente ird detectar os pontos de alavanca, ao
contrario do que se acredita.

Como ilustragao, os autores apresentam a Tabela 4.1, que mostra os valores de hy;
para o conhecido conjunto de dados Stackloss (Brownlee (1965)). Este banco de dados é
obtido da observacao da oxidagao da amoénia em acido nitrico de uma planta, durante 21
dias. I composto por 21 linhas e 4 varidveis: AirFlow: fluxo de ar resfriado, WaterTemp:
temperatura de entrada da agua resfriada, AcidoConc.: concentracao de écido e stack.loss:
basicamente trata-se da quantidade de calor que viaja através de um local ou recipiente sem
nenhuma forga externa e é a variavel resposta. O maior valor de h; nesta tabela pertence a
observagao 17. J4 a Distancia Robusta (DR;), obtida substituindo-se as estimativas 7'(X) e
S(X) na equagao da Distancia de Mahalanobis Cléssica (DM;) por estimadores de “locacao”
e de “covariancia” robustos, identifica as observagoes 1,2,3 e 21. Sugere-se identificar ob-
servagoes com distancias superiores a ﬂ/X;%;o,g?sa em que X§;0,975 é o quantil de ordem 0,975

da distribuicao Qui-Quadrado com p graus de liberdade.
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Os estimadores robustos utilizados neste método, denominado EVM (Elipséide de
Volume Minimo) foram:

T(X): centro do elipséide de volume minimo que cobre pelo menos metade das
observagoes x;,i=1,2,...,n.

De modo geral, a equagao do elipséide é da forma

(xi — T(X)) - (S(X)™) - (s — T(X))' < 2%,

em que S(X): matriz p x p, positiva semi-definida e a? é uma constante positiva.

Esta construgao garante que T'(X) e S(X) sejam os estimadores robustos de locagao
e da matriz de covariancia de X.

Os detalhes técnicos para obtengao deste elipséide estao descritos no Apéndice A.

A Tabela 4.2 apresenta o exemplo oriundo dos dados Hawkins-Bradu-Kass (Haw-
kins, Bradu e Kass (1984)). Este banco de dados artificial consiste de 75 observagoes em 4
dimensoes (uma varidvel resposta e trés explicativas) e fornece um bom exemplo de efeito
de mascaramento.

Sabe-se que as 14 primeiras observagoes desse conjunto de dados sao pontos de
alavanca, porém apenas as observagoes 12, 13 e 14 possuem altos valores de h;. Por outro
lado, o calculo da distancia robusta DR; identifica claramente essas observacoes. Como
consequéncia, Rousseceuw ¢ Van Zomeren (1990) propoem o uso de distancias robustas de x;
como diagndsticos de alavanca, por serem menos sensiveis ao mascaramento que os valores
h'ii-

Dizemos que (xj,y;) é um ponto de alavanca apenas com relagao a discrepancia de
X, nao levando em consideragao a resposta y;. Se, além disso, (x;,y;) localiza-se afastado da
maioria dos dados, define-se o ponto como sendo um “mau” ponto de alavanca. Este ponto
¢é bastante prejudicial, pois altera a tendéncia do ajuste da regressao de minimos cuadrados.

Em contrapartida, se (x;, y;) segue a tendéncia do conjunto de dados, serd chamado de “bom”
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DM; DR; hi;
2.05 523 030
932 527 0,32
159 4,01 0,17
127 084 0,13
0,30 0,80 0,05
0,77 0,78 0,08
1,85 0,64 0,22
185 0,64 0,22
136 083 0,14
175 0,64 0,20
1,47 0,58 0,16
1,84 0,79 0,22
148 055 0,16
178 0,64 0,21
15 169 223 0,19
16 129 2,11 0,13
17 2,70 2,07 0,41
18 1,50 2,09 0,16
19 159 229 017
20 081 0,64 0,08
21 218 3,30 0,28

— = =
SR B ©ooNo O W N

—
=S

Tabela 4.1: Distancias de Mahalanobis (DM;), Distancias Robustas (DR;) e elementos da diagonal
da matriz chapéu (h;;) para os dados Stackloss.
Fonte: Rousseeuw ¢ Van Zomeren (1990).

ponto de alavanca, pois melhora a precisao das estimativas dos coeficientes da regressao.

A Figura 4.1 mostra esta terminologia em um exemplo de regressdo simples. A
maioria dos dados sdo observagoes regulares, indicados por (a). Os pontos (b) e (d) fogem
do padrao linear e, portanto, sao chamados de outliers da regressao, mas (c) ndo. Ambos, (c)
e (d) sao pontos de alavanca, pois apresentam valores distantes da maioria dos dados para
x;. Porém (c) é um “bom” ponto de alavanca, enquanto (d) é um “mau” ponto de alavanca.
O ponto (b) é chamado de outlier vertical, pois se trata de um outlier de regressao, mas nao
de um ponto de alavanca.

Para distinguir entre “bons” e “maus” pontos de alavanca é necessario considerar y;

e x; e também conhecer o padrao linear definido pela maioria dos dados. Com este objetivo,



DM; DR; hi; ” 1 DM; DR; hii
102 1620 000339 127 134 0,035
1,86 16,62 0,060 | 40 1,11 055 0,035
2,31 17,65 0,086 || 41 1,70 1,48 0,052
293 1818 0081 || 42 177 1,74 0,055
2,10 17,82 0,073 || 43 1,87 1,18 0,061
215 16,80 0,076 | 44 142 1,82 0,041
2,01 16,82 0,068 || 45 1,08 1,25 0,029
1,92 16,44 0,063 || 46 1,34 1,70 0,038
2,22 17,71 0,080 || 47 1,97 1,65 0,066
9233 17,21 0087 | 48 142 1,37 0,041
245 2023 0094 || 49 157 1,27 0,047
311 21,14 0,144 || 50 042 0,83 0,016
2,66 20,16 0,109 | 51 1,30 1,19 0,036
6,38 2238 0564 |52 208 161 0,072
182 154 0058 |53 221 241 0,079

e G
TN E D00 ~Nooe wh =

o
<t

16 2,15 1,88 0,076 54 141 1,26 0,040
17 1,39 1,03 0,039 55 123 0,66 0,034
18 0,85 0,73 0,023 56 1,33 121 0,037
19 1,15 059 003157 083 093 0,023
20 1,59 1,49 0,048 | 58 1,40 1,31 0,040
21 1,09 0,87 003059 059 0,96 0,018
22 1,55 0,90 0,046 || 60 1,89 1,89 0,062
23 1,09 094 0029 |61 1,68 1,31 0,051
24 097 0,83 002662 076 1,22 0,021
25 0,80 1,26 002263 1,29 1,17 0,036
26 1,17 0,86 003264 097 1,14 0,026
27 145 1,35 004265 1,05 1,40 0,031
28 0,87 1,00 002466 1,30 0,78 0,036
29 058 0,72 001867 063 0,37 0,019
30 1,57 1,97 0,047 || 68 1,55 1,64 0,046
31 1,84 143 005969 1,07 1,17 0,029
32 1,31 095 003670 1,00 1,04 0,027
33 098 0,73 002 |71 064 0,64 0,019
34 1,18 142 003272 1,05 052 0,028
35 1,24 126 003473 147 1,14 0,043
36 085 0,86 002374 1,65 096 0,050
37 1,83 1,26 005975 1,90 1,99 0,062
38 0,75 092 0,021

Tabela 4.2: Distancias de Mahalanobis (DM;), Distancias Robustas (DR;) e elementos da diagonal
da matriz chapéu (h;;) para os dados Hawkins — Bradu — Kass.
Fonte: Rousseeuw ¢ Van Zomeren (1990).
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os autores sugerem estimar os parametros do modelo de regressao pelo procedimento da
Minima Mediana dos Quadrados do Residuo (MMQR). Este procedimento proposto por
Rousseeuw (1984) minimiza em 6 o valor mediana,,. .ri(f), em que

~

r:(0) = y; — x;0

é o residuo da i-ésima observagao. Verifica-se que a estimativa 0 de MMQR possui o0 maximo
ponto de ruptura. Segundo Gnanadesikan (1997), ponto de ruptura é a maior fragao das
observagoes que podem ser valores extremos em uma amostra, sem alterar o valor do esti-
mador.

Apbs obter 8, Rousseeuw e Van Zomeren (1990) sugerem calcular também a estima-

tiva do desvio padrao dos erros, dada por:

o = k- /medianag-:, .r?(0),

em que k é uma constante positiva. Os residuos padronizados 7;/7 obtidos apés esse ajuste
podem entao ser usados para indicar pontos discrepantes que destoam do padrao linear da
maioria dos dados.

B importante observar que as distancias robustas nas Tabelas 4.1 e 4.2 indicam
pontos de alavanca, mas nao conseguem distinguir entre os “bons” ¢ “maus”, pois y; nao
é utilizado. Em contrapartida, os graficos usuais de residuos do ajuste MMQR mostram
outliers de regressdo sem informar quais deles sao pontos de alavanca. Portanto, parece
interessante a construgao de um gréfico no qual os residuos robustos 7;/ sdo confrontados
com as distancias robustas DR;. Na Figura 4.2 isto ¢ feito para os dados Stackloss. Pontos a
direita da linha vertical delimitada por |/x3.9975 = 3, 06 séo considerados pontos de alavanca
(por apresentarem valores altos da distancia robusta DR;), sendo que pontos fora das linhas
de tolerancia horizontal [—2, 5; 2, 5] sdo outliers de regressao (por apresentarem valores altos

para os residuos padronizados). Neste exemplo, os quatro pontos com os maiores valores
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Y
o (C)

0.0 .(d)

X,

Figura 4.1: Exemplo de regressao linear simples com (a)observagoes regulares, (b)outliers verticais,
(c)“bons” pontos de alavanca e (d)“maus” pontos de alavanca.

Fonte: Rousseeuw ¢ Van Zomeren (1990).

de DR; (1,2,3,21) sao também outliers de regressdo, e conseqiientemente, “maus” pontos
de alavanca. A Figura 4.2 também contém um outlier vertical (observacao 4), que é um
outlier de regressao com DR; < /X3, .975- Os valores de corte utilizados sio de certa forma,
arbitrdrios, mas no grafico é possivel reconhecer os casos limitrofes: a observagao 21 nao
estd tao longe no espaco dos valores de z, enquanto a observagao 2 é apenas um outlier de
regressao moderado.

Complementando a andlise, construiu-se o grafico dos residuos de Minimos Quadra-
dos Usual contra a distancia de Mahalanobis nao robusta DM;. Este grafico encontra-se na
Figura 4.3 e seria o correspondente ao da Figura 4.2 em uma anélise tradicional. Verifica-se
que este nao revela nenhum ponto de alavanca ou outlier de regressao, pois todos os pontos
localizam-se entre as linhas limite e apenas as observagoes 21 ¢ 17 ficam préximas dessa
fronteira. Além disso, como conseqiiéncia da expressao (4.1), a substituigao de DM; por hy;
nao causaria nenhuma melhoria.

A Figura 4.4 apresenta o grafico dos residuos robustos contra as distdncias robustas
para os dados Hawkins — Bradu — Kass. Claramente nota-se a existéncia de 14 pontos de

alavanca, dos quais 4 sao “bons” ¢ 10 sao “maus”. BEste tipo de gréafico apresenta uma
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Figura 4.2: Gréfico dos Residuos Robustos contra as Distancias Robustas RD; para os dados
Stackloss.

Fonte: Rousseeuw e Van Zomeren (1990).
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Figura 4.3: Grafico dos Residuos de Minimos Quadrados contra a Distancia Classica de Mahalanobis

DM; para os dados Stackloss.
Fonte: Rousseeuw e Van Zomeren (1990).
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Figura 4.4: Grafico dos Residuos Robustos contra as Distancias Robustas RD; para os dados
Hawkins — Bradu — Kass.

Fonte: Roussecuw e Van Zomeren (1990).

classificagao visual dos dados em 4 categorias: as observacoes regulares com pequenas DR;
e pequenos 7;/0; os outliers verticais com pequenas DR; e grandes r;/d, os “bons” pontos
de alavanca com grandes DR; e pequenos 7;/0 ¢ os “maus” pontos de alavanca com grandes
DR; e grandes 7;/0. Percebe-se entao que um diagndstico simples nunca é suficiente para
identificar estas quatro classificagoes e medidas conjuntas se fazem necessérias.

Finalizando, vale a pena destacar que o artigo nao é a favor da simples remocao dos
outliers. Ao invés disso, consideram-se graficos de residuos e calculo de distancias robustas
como inicio da andlise. Em alguns casos pode ser 1itil o retorno aos dados originais e a procura
por justificativas para os outliers, analisando sua origem e verificando se eventualmente sao
consecjiiencias de erros de medida ou transcrigao.

Residuos robustos podem ser utilizados para determinar pesos as observagoes ou
para sugerir transformacoes nos dados (Caroll e Ruppert (1988); Rousseeuw e Leroy (1987)),
assunto que nao sera abordado no presente trabalho.

Pesquisas futuras nesta linha podem ser realizadas para situagoes onde uma das

varidveis explicativas é discreta (como por exemplo, do tipo 0 ou 1). Além disso, Rousseeuw
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e Van Zomeren (1990) acreditam que modelos de regressao polinomial necessitariam de
um estudo diferenciado devido as dificuldades de construgao de elipséides se as varidveis

explicativas sao relacionadas. O mesmo problema surgiria na presenca de multicolinearidade.

4.3 Outliers Multivariados e Pontos de Alavanca - Uma
confirmacao

Conforme ja comentado, a identificacao de outliers multivariados e pontos de alavanca
tornam-se dificeis devido ao efeito de mascaramento. Na segao anterior foram citados
métodos de estimagao robustos com alto ponto de ruptura (Minima Mediana dos Qua-
drados do Residuo - MMQR e Elipséide de Volume Minimo - EVM) para detec¢ao destas
observagoes. Entretanto, Fung (1993) levanta o problema que estes métodos tendem a iden-
tificar muitas observagoes como sendo extremas. Uma andalise gradativa (passo-a-passo) é
proposta pelo autor para confirmacao dos outliers e pontos de alavanca detectados através
destes métodos robustos. Sao construidas medidas de diagndstico para observagoes excluidas
que sao devolvidas a amostra reduzida. Esta se¢ao apresenta uma descrigao do procedimento
e sua posterior aplicacao a dois exemplos. A limitacao da abordagem confirmatéria de At-

kinson (1986) também ¢ discutida.

Estimadores com alto ponto de ruptura de Rousseeuw e Anédlise Confirmatoéria de Atkinson

Medidas de diagndstico baseados na retirada de observagoes tém sido desenvolvidas e sao
uteis na identificacao de outliers e observacoes influentes na andlise de regressao. Porém,
tais medidas podem sofrer pelo efeito de mascaramento, fazendo com que outliers multiplos
nao sejam detectados. Métodos de retirada simultancos nao possuem este problema, embora
sejam pouco utilizados devido as dificuldades computacionais. Na secao anterior foram
sugeridos estimadores robustos com alto ponto de ruptura em modelos de regressao para
“desmascarar” outliers ¢ pontos de alavanca.

Considere o seguinte modelo de regressao:



Y =Xf +-¢, (4.2)

em que X = (X1,X2,...,Xn)" é uma matriz n X p de varidveis explicativas, Y é um vetor
de respostas n x 1,  é um vetor de parametros e € ¢ um vetor de erros com matriz de
covariancia o?I,,.

Rousseeuw (1984) sugeriu para o modelo dado na expressao (4.2) o uso da regressao
da Minima Mediana dos Quadrados do Residuo ao invés da utilizagao dos Minimos Quadra-
dos usuais. Isto é, utiliza-se o estimador B da Minima Mediana dos Quadrados do Residuo,
que é obtido minimizando em B o valor mediana(i:l,_u,n)gf(ﬁ) em que EZ([}) =y — xf/; é
o residuo da i-ésima observacao. Segundo Rousseeuw (1984), este estimador tem um ponto

de ruptura de 50%, porém baixa eficiéncia. A estimativa de escala correspondente é obtida

por o = k- medz’ana(i:l,m,n)é?f)’v, sendo k uma constante positiva. Rousseeuw e Leroy
(1987) sugeriram a utilizagao de residuos da Minima Mediana dos Quadrados dos Residuos
padronizados &;/d para detecgao dos outliers. Os autores utilizam como pontos de corte os
valores —2,5 e 2, 5.

O método descrito é 1itil na detecgao de outliers relacionados a varidvel resposta,
porém outliers na diregéo do eixo z (isto é, os pontos de alavanca) sdo também de interesse.

Considere a partigao x{ = (1, z}). Fol visto na segao anterior que a distancia robusta

da i-ésima observacdo ¢ dada por DR; = \/(z; — T(Z))t-S(Z)~* - (z — T(Z)), sendo que
T(Z) e S(Z) sao a média e covaridncia robustas de Z obtidas através do método do Elipséide
de Volume Minimo. Observagoes que possuem D R; maior que , / X?,,_ 1):0.975 sao denominados
outliers em x ou pontos de alavanca.

Estimadores com alto ponto de ruptura sao teis na deteccao e desmascaramento de
outliers e pontos de alavanca. Porém, Atkinson (1986) demonstrou que um bom ponto de
alavanca pode ser classificado como sendo um outlier através do método da Minima Mediana
dos Quadrados do Residuo. Desta forma, o autor sugeriu a utilizagao de métodos robus-

tos que comecam com uma andlise exploratéria e finalizam com uma anédlise confirmatoria
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seguindo o seguinte procedimento:

Seja I o conjunto de indices dos m outliers detectados pela abordagem da Minima
Mediana dos Quadrados do Residuo, que serd denominado grupo omitido. Para as ng = n—m
“boas” observagoes restantes do grupo I, considera-se o mesmo modelo linear descrito em
(4.2) com ﬁ sendo a estimativa de Minimos Quadrados para 3, s? a estimativa nao viesada de
0%, H = X(X'X) !X’ a matriz chapéu de dimensoes ng x ng e h; os elementos da diagonal
dessa matriz. Atkinson (1986) sugeriu que fosse observado a que nivel a estimagao estd
sendo afetada pela retirada de uma nova observacao i, i € I, ou pela recolocacao de uma
observacao %, 1 € I .

Com esse objetivo, o autor definiu os residuos da retirada como:
ti:ei/S(i) (1—]1,1),7:6 [,
e os residuos da predicao por

t) =ei/s\/(1+d;),i €1, (4.3)

em que e; = Y; — x}‘fj’\, s?i) ¢é a estimativa da varidncia do erro através da amostra reduzida,
excluindo a observagao i, ¢ d; = x§(X'X) 'x;,1 € I. Atkinson (1986) sugere a representagao
destes dois tipos de residuo em um tnico grafico para confirmacao dos outliers, denominado
grafico de re-adicionamento. Para a confirmagao de observagoes influentes, o autor constréi

o grifico da estatistica de Cook Modificada:

CM; = (ng — p)hi/p(1 — hs)"* |t |,i € 1,

CM? = (ng — p)ds/p(1 + d;)"* | 0 |,i € I.
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Nas proximas pédginas serao examinadas a utilidade e limitagoes dos métodos citados
por Rousseeuw ¢ Van Zomeren (1990) e Atkinson (1986) através de exemplos. Sugere-se ainda
uma nova abordagem confirmatéria gradativa proposta por Fung (1993) e demonstra-se a
utilidade desta nova abordagem.

Exemplo 1.a: Dados “Hawkins-Bradu-Kass”: O banco de dados constituido pela Tabela 4

de Hawkins, Bradu e Kass (1984), j4 utilizado na segao anterior, consiste de 75 observagoes e
trés variaveis explicativas. As primeiras dez observagoes sao consideradas outliers e também
pontos de alavanca, e conforme apresentado por Roussecuw e Van Zomeren (1990), seriam
denominados de “maus” pontos de alavanca. As quatro observacoes seguintes sao considera-
das “bons” pontos de alavanca (e nao outliers). Os autores identificaram estas 14 observagoes
extremas corretamente através dos métodos da Minima Mediana dos Quadrados do Residuo
e do Elipsdide de Volume Minimo.

Fung (1993) observa que, se for seguida estritamente a proposta de Atkinson (1986) ¢
colocada em pratica a andlise confirmatéria através da retirada das dez primeiras observacoes
identificadas pela regressao da Minima Mediana dos Quadrados do Residuo, conclui-se que
apenas estas dez observagoes sao outliers ou influentes. Numa etapa seguinte, apds a rea-
lizagao da andlise confirmatoria excluindo-se as primeiras 14 observagoes, construiram-se os
graficos de re-adicionamento para os residuos da retirada e foram calculadas as estatisticas de
Cook Modificadas. As Figuras 4.5 e 4.6 apresentam respectivamente os valores dessas medi-
das para as 75 observacoes. E evidente que as mesmas 10 observagoes sao confirmadas como
outliers ou influentes. Porém, ainda nao é possivel classificar da mesma maneira as outras
4 observagoes, o que coincide com a analise confirmatéria anterior. Assim, o procedimento
aponta que apenas as 10 primeiras observagoes sao discrepantes, apesar disto aparentemente
nao ser verdade.

Exemplo 2.a: Dados “Salinidade”: Este exemplo engloba 28 medidas de salinidade e vazao

de dgua em um rio do lago Pamlico, localizado na Carolina do Norte, Estados Unidos. O

banco de dados, extraido da pagina 82 de Rousseeuw e Leroy (1987), consiste de trés varidveis
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Figura 4.5: Grédfico de re-adicionamento para os residuos da retirada t; para os dados

Hawkins — Bradu — Kass. (As observagoes excluidas sao: 1,...,14.)
Fonte: Fung (1993).
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Figura 4.6: Grafico de re-adicionamento de Atkinson para as estatisticas de Cook Modificadas CM;
para os dados Hawkins — Bradu — Kass. (As observagoes excluidas sao: 1,...,14.)
Fonte: Fung (1993).
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Figura 4.7: Gréfico de dispersao de x3 contra z; para os dados Salinidade.Fonte: Fung (1993).

explicativas (z1, 22 e z3). Neste exemplo s@o utilizados apenas z; e x3 como ilustragao, e o
diagrama de dispersao dessas varidveis estd apresentado na Figura 4.7.

Foram obtidos os residuos robustos e as distancias robustas DR; de acordo com
o procedimento da Minima Mediana dos Quadrados do Residuo e do Elipséide de Volume
Minimo. A Figura 4.8 confronta os residuos robustos contra as distancias robustas DR;,
grafico sugerido por Rousseeuw e Van Zomeren (1990). Se for aplicado estritamente o critério
de corte sugerido pelos autores, dois outliers, cinco “bons” pontos de alavanca e trés “maus”
pontos de alavanca sao identificados. Porém, pelo fato de nao ser aconselhavel o uso do
critério de corte tao rigidamente, Fung (1993) suaviza o critério de classificacao e identifica
pontos com valores de corte maiores, fora do intervalo [—5; +5] para €; e maior que 4 (que é
maior que o percentil de ordem 99,9% da distribui¢ao qui-quadrado: 4/ Xg;o,ggg = 3,72) para
DR;. Neste caso, seriam detectados apenas trés “bons” pontos de alavanca (casos 5, 23 e
24) e um “mau” ponto de alavanca (caso 16).

Além disso, o autor considera que o grafico da Figura 4.7 nao sugere tantos pontos
de alavanca e, portanto, o critério proposto por Rousseeuw e Van Zomeren (1990) estaria
identificando um nimero excessivo de pontos de alavanca (e outliers).

Segundo o autor, tal fato é consequéncia da robustez dos procedimentos e portanto
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Figura 4.8: Grafico dos residuos robustos contra a Distancia Robusta RD; para os dados
Salinidade(xy , x3).

Fonte: Fung (1993).

uma analise confirmatoéria parece ser necessaria. Entretanto, como os exemplos mostram que
a abordagem de Atkinson (1986) possui limitagoes, foi sugerida uma andlise confirmatéria
alternativa.

O problema foi formulado como anteriormente (expressao (4.2)) e os objetivos da
analise confirmatoria seriam: (1) verificar se as observagoes do grupo omitido I sao realmente
outliers, e (2) verificar se as observacoes do grupo restante I estdo de fato de acordo com o
modelo ajustado.

O procedimento proposto consiste em:

Cada observagao omitida 4, ¢ € I, deve ser recolocada na amostra reduzida e considera-se o

seguinte modelo, denominado modelo de re-adicionamento:

Y =Xbi+e,i€l,

que contém mny + 1 observagoes, incluindo aquelas do grupo / e a observagao ¢, 1 € I.

Calculam-se entao as medidas usuais para esta particular observacao i sob esta formulagao.



A medida “re-adicionada” de alavancagem é dada por:
hyi = ¢ (XX ) Ixg,ie ]
= s R | 13

e as demais medidas sao definidas como:

ti:i 1 d.i,-Ej, 2 incide om ——,
ri=¢e/sV/(Q+d),1 que coincide cor T+ i

CMy; = (no+1—p)hyi/(p(1 — h+i))1/2 |ty ],i € L.

Percebe-se que o residuo é o mesmo que o encontrado na expressao (4.3), proposto
por Atkinson (1986), porém obtido através de um raciocinio distinto. Por outro lado, verifica-
se que a estatistica de Cook Modificada de Atkinson “re-adicionada” pode ser escrita como
CM? = {(ng — p)hyi/p}? | tyi |,i € I, que é diferente de CM,;. Com base em suas
expressoes, é esperado que se comportem de maneiras bem distintas para valores grandes de
hyi.

A diferenga ocorre basicamente porque Atkinson (1986) considerou a predicao condi-
cional em z;, i € I, j4 que d; = 27 (X' X) 'ay, i € I. Portanto, verificou-se que z; ser outlier
ou nao ¢ irrelevante no calculo de CM?. Isto pode ser evidenciado através do termo que
aparece dentro das chaves da equagao C'M?, que é limitado superiormente por (ng — p)/p.
Dessa forma, CM?, ao contrario de C'M; e C'M,;, nao pode ser infinito. Ambos, CM; e
CM,;, nao sio condicionalmente avaliados em z;, i € I, pois levam I em consideracao.
Assim, o grafico de “re-adicionamento” de Atkinson que utiliza C'M? pode apenas apontar
os outliers, mas nao os pontos de alavanca que a estatistica de Cook Modificada C'M; pode
também indicar. De acordo com Fung (1993), a medida C'M; proposta nao apresenta estes
problemas, e pode, assim como CM;, detectar outliers, pontos de alavanca e observagoes

influentes.



Foram consideradas pelo autor apenas as medidas de “re-adicionamento” hy;, ti; e
CMy;. Outras medidas como a estatistica de Cook e a estatistica de Andrews-Pregibon (Bel-
sey, Kuh e Welsch (1980)) poderiam também ser construidas sob o modelo “re-adicionado”.

Definidas as medidas a serem utilizadas, a andlise confirmatéria proposta é reali-
zada de modo stepwise (passo-a-passo). Com base nos graficos do ponto “re-adicionado”,
retiram-se observagoes da amostra reduzida se estas forem outliers ou pontos de alavanca,
e recolocam-se as observacoes que ndo sao. O procedimento é repetido até que todas as
observagoes omitidas sejam classificadas como outliers ou pontos de alavanca. Podem ser
utilizados valores criticos para o teste da estatistica t; para detecgao de outliers (Weisberg
(1985), Tabela E) e a estatistica de teste multinormal DM; (Barnett e Lewis (1984), pagina
413) como pontos de corte. Pontos de corte para h; podem ser encontrados através da relacao
h; = (D]\’.[,)Q/(TL() = 1) + 1/7’1,0.

Sugere-se ainda que que estes pontos de corte sejam utilizados principalmente como
referéncia e para comparacao, e nao de forma rigida.

Para finalizar, Fung (1993) analisa novamente os exemplos anteriores, seguindo o
procedimento stepwise sugerido.

Exemplol.b: Re-analise dos dados “Hawkins-Bradu-Kass”: No exemplo 1.a foram identi-

ficados 14 outliers ou pontos de alavanca através dos métodos MMQR e EVM. Porém, o
método de Atkinson falhou ao confirmar quatro pontos de alavanca: observagoes 11, 12, 13
e 14. Este banco de dados foi estudado por Fung (1993) através das medidas propostas na
nova analise confirmatéria. Graficos do ponto “re-adicionado” para a medida de alavanca-
gem e a estatistica de Cook Modificada sao apresentados nas Figuras 4.9 e 4.10. Observa-se
claramente que as primeiras 14 observagoes sao confirmadas como pontos influentes de alta
alavancagem. Além disso, as 10 primeiras observagoes sao também outliers, coincidindo com
o que foi observado na Figura 4.5.

Exemplo 2.b: Dados “Salinidade”: O método EVM identificou oito ou quatro (dependendo

em um corte menor ou maior) pontos de alavanca para o caso de duas varidveis (X,X3).
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Figura 4.9: Grafico de re-adicionamento para as medidas de alavancagem h; para os dados
Hawkins — Bradu — Kass. (As observagoes excluidas sao: 1,...,14.)
Fonte: Fung (1993).
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Figura 4.10: Gréfico de re-adicionamento para as estatisticas de Cook Modificadas C'M; para os
dados Hawkins — Bradu — Kass. (As observagoes excluidas sao: 1,...,14.)
Fonte: Fung (1993).
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Numero da Observagao

Passo 5 10 1 15 16 17 93 2 Ponto de referéncia 5%
1 0,77 0,44 0,58 0,46 0,92 0,41 0,75 0,73 0,51
2 0,58 0,31 0,81 0,48 0,46 0,47
3 0,44 0,68 0,29 0,44
4 0,41 0,62 0,43
5 0,51 0,42

Tabela 4.3: Medidas de alavancagem hy; para os dados (X1, X3) de Salinidade.
Fonte: Fung (1993).

A andlise confirmatoéria realizada considerou inicialmente as oito observagoes como sendo
extremas e a Tabela 4.3 apresenta um resumo dos passos do procedimento. Analisando-se a
Figura 4.11, que apresenta o grafico do ponto “re-adicionado” para a medida de alavancagem,
este resultado nao se confirma. Na realidade, os valores de alavancagem h,; das observacoes
10, 15 e 17 sao menores do que o ponto de referéncia e o valor de alavancagem h; da
observagao 3 do grupo considerado. Se estas trés observagoes forem classificadas como pontos
de alavanca, entao assim também deveria ser classificada a observacao 3. Além disso, os
valores DR; para estes trés pontos, como observado na Figura 4.8, sdo apenas levemente
maiores do que o valor de corte. Desta forma nao se classificaria tais pontos como pontos
de alavanca. Estas observagoes sao colocadas de volta a amostra reduzida e wm novo gréfico
dos hy; é construido. A Figura 4.12 mostra claramente que as observagoes 10, 15 e 17 nao
possuem grandes valores de alavancagem. Nota-se que os valores de h,; das observagoes 11
e 24 sao pequenos também. O procedimento stepwise continua recolocando as observagoes
nao-extremas (no caso, as observagoes 11 e 24) de volta & amostra reduzida. Por fim,
obtém-se os valores de alavancagem na Figura 4.13, indicando que o tnico ponto de alavanca
é a observacao 16. A mesma conclusao resultou da analise confirmatoéria, que se iniciou
ao utilizar quatro (ao invés de oito) observagdes como sendo extremas. Tal fato estd em
concordancia com o grafico de dispersao da Figura 4.7.

A anédlise da Tabela 4.3 também indica que a observagao 5 é um ponto de alavanca-

gem razoavel.
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Figura 4.11: Gréfico de re-adicionamento para as medidas de alavancagem h; para os dados
Salinidade(z;, T3). (Observagoes excluidas: 5,10,11,15,16,17,23 ¢ 24 - marcadas com tridngulos.)
Fonte: Fung (1993).
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Figura 4.12: Grafico de re-adicionamento para as medidas de alavancagem hy; para os dados
Salinidade(z;, z3). (Observagoes excluidas: 5,11,16,23 e 24 - marcadas com tridngulos.)
Fonte: Fung (1993).
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Figura 4.13: Gréfico de indice para as medidas de alavancagem para os dados Salinidade(z;, z3).
Fonte: Fung (1993).

Uma analise confirmatoria stepwise é também realizada para o caso de cinco outliers
identificados através do método MMQR. (utilizando corte de +2,5). Conclui-se finalmente
que a observagao 16 é o unico outlier do banco de dados (assim como o método MMQR
detectou, com corte de +5).

Finalizando, o autor conclui que estimadores com alto ponto de ruptura como
Minima Mediana dos Quadrados do Residuo e Elipséide de Volume Minimo podem resistir
até a 50% da presenca de outliers e pontos de alavanca nos dados. Porém, devido a sua baixa
eficiéncia e tendéncia de detectar muitos outliers e pontos de alavanca, sao mais indicados
em analises exploratérias. Um segundo estdgio, consistindo da andlise stepwise utilizando
medidas de diagnéstico para observagoes omitidas é recomendavel na confirmacao de outliers

e pontos de alavanca.

4.4 Consideracoes Finais

Existem métodos robustos construidos com a finalidade de detectar outliers multivariados e
que podem ser aplicados as variaveis independentes do modelo de regressao. Giroldo (2008)

apresenta quatro destes métodos e os compara considerando os erros e acertos na classificagao
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das observagoes.
No proximo capitulo serd apresentada a aplicagao do diagnostico robusto em analise
de regressao, que foi realizada em dados reais utilizando uma das quatro técnicas estudadas

por Giroldo (2008) em conjunto com a andlise proposta por Rousseeuw e Van Zomeren

(1990).
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Capitulo 5

Aplicacao em Dados Reais

O objetivo deste capitulo é aplicar uma das trés técnicas apresentadas anteriormente. A
técnica escolhida foi o Diagnéstico Robusto em Anadlise de Regressao. Para este fim, foi
utilizado um subconjunto (apenas algumas varidveis) do conjunto de dados obtido no Centro
de Estatistica Aplicada (CEA) do Instituto de Matemadtica e Estatistica da Universidade de
Sao Paulo (IME-USP).

Trata-se do conjunto de dados pertencente ao Relatério de Andalise Estatistica sobre
o projeto: “Efeito da poluigao sobre as trocas gasosas de individuos jovens de Tibouchina
pulchra Cogn. (Melastomatacez) na regiao de Cubatao, SP” (Aubin, Elian e Alencar
(1999)).

Este banco de dados consiste de um monitoramento ecolégico (definido como qual-
quer método que faz uso de reacoes da vida para identificar ou caracterizar mudangas nas
condigoes ambientais induzidas pela agao humana) realizado na regiao de Cubatao em SP, que
buscava avaliar o impacto da polui¢ao aérea sobre as trocas gasosas de C'Os (fotossintese) em
regides com excesso de poluicao. A espécie escolhida para a andlise foi a Tibouchinapulchra,
conhecida como manaca-da-serra, da familia M elastomataceee, devido a abundancia com que
aparece na Serra do Mar. Foi realizada wma andlise de regressao da fotossintese (varidavel

resposta) em fungao das varidveis flureto, nitrogénio e enxofre (varidveis independentes),



uma vez que espera-se que estas variaveis estejam relacionadas & poluigao.

Descri¢ao do Experimento: O experimento original completo nao serd descrito aqui, vamos

nos ater somente a parte do mesmo e as varidveis envolvidas na analise de regressao. Foram
colocadas 6 mudas de plantas jovens de Tibouchina pulchra, com idade e tamanho semelhan-
tes espalhados na regiao de Cubatao. A exposigao nas areas foi feita em viveiros construidos
em aluminio e cobertos com sombrite de 50% (tela que permite a passagem de somente 50%
da luminosidade total do ambiente) para evitar a luminosidade muito forte. Quinzenalmente
as plantas eram adubadas com 150ml de solugao nutriente e o suprimento de agua era feito
através de processos especificos e perfeitamente controlados. Este procedimento garantiu
a uniformidade de condicoes de nutrientes, dgua, luz e solo para todas as plantas. Apds
3 semanas do plantio as plantas receberam etiquetas de identificagao e tiveram medidos a
altura e o diametro. No final do periodo de exposigao, as plantas foram levadas para a area
de referéncia (RP), onde permaneceram por 24hs para aclimatagdo. A fotossintese foi me-
dida por um aparelho que determinava as trocas gasosas de gas carbonico e agua nas folhas.
Posteriormente, em laboratério, foram obtidas as medidas de fluoreto, nitrogénio e enxofre,
medidos a partir das folhas desidratadas.

Descrigao das Variaveis: foram observadas diversas varidveis, somente as variaveis utilizadas

neste estudo estao descritas a seguir.

Varidvel que mede a intensidade das trocas gasosas de CO;:

Fotossintese (umolC'Oy/(m?s)).

Varidveis poluentes:

Fluoreto (19);

Nitrogénio (mg);

Enxofre (mg).

A Tabela 5.1 apresenta as varidveis acima relacionadas em seu formato original (36

observagoes). Como nao foi possivel a coleta de todas as variaveis, utilizou-se o banco de
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dados desconsiderando as observacoes faltantes, totalizando 30 observagoes (Veja Tabela
5.2).

Apresentamos a seguir a analise de diagnéstico robusto para o modelo de regressao
da varidvel fotossintese em funcao das variaveis flureto, nitrogénio e enxofre. Toda a anélise
estatistica foi realizada através do software R 2.7.2 (R Development Core Team (2007)).

Inicialmente, realizou-se a Anéalise de Diagnéstico Classico considerando a fotossintese
como varidvel resposta ¢ as variaveis fluoreto, nitrogenio e enzofre como variaveis indepen-

dentes. Desta forma, considerou-se inicialmente o seguinte modelo:
fotossintese; = By + B1 - fluoreto; + B2 - nitrogenio; + B3 - enzofre; +e,i=1,---,30. (5.1)

com as suposigoes € ~ N(0,0?) e de independéncia entre as observagoes.
O resultado do ajuste do modelo (5.1) é apresentado na Tabela 5.3. Esta tabela
mostra que a variavel fluoreto é nao significante. A equagdo (5.2) representa o ajuste do

modelo excluindo-se esta variavel.
fotossintese; = Gy + [y - nitrogenio; + Bo - enzofre; +e,i=1,---,30. (5.2)

A Tabela 5.4 mostra o resumo do ajuste do modelo de regressao da variavel fotossintese
em fungao das varidveis nitrogenio e enzofre. Através desta tabela obtém-se a equacao de

regressao dada por (5.3).
foto?s\intesei = 10,57 — 0,47 - nitrogenio; + 1,28 - enzofre;; 1 = 1,---,30. (5.3)

Com o objetivo de aplicagao de técnicas descritas no capitulo anterior, foi feita uma
andlise de diagndstico para o modelo (5.3). Realizou-se inicialmente a andlise de diagndstico
classica, para posterior comparagao com a correspondente andlise robusta.

A Figura 5.1 destaca os pontos 14 ¢ 27 como pontos de alavanca, o ponto 14 como
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Observacao Fotossintese Fluoreto Nitrogenio Enxofre

1 15,40 18,93 18,11 75
2 12,70 17,18 20,11 7,0
3 13,15 20,07 19,63 78
4 10,44 18,91 18,11 6,0
5 13,69 21,36 18,11 73
6 18,99 13,61 21,11 75
7 8,49 8,78 21,63 75
8 6,97 11,11 18,11 7,0
9 7,93 7,58 22,15 6,9
10 8,26 9,07 18,11 6,4
11 6,05 7,83 22,15 6,5
12 7,26 7,50 20,63 6,2
13 9,97 19,00 23,15 7.2
14 8,91 17,95 927,15 11,1
15 10,19 25,00 25,15 9,8
16 12,39 21,02 23,15 9,6
17 13,36 19,75 26,15 7.4
18 10,23 20,38 26,67 7.7
19 9,94 14,08 24,63 6,7
20 6,39 13,00 23,15 7.7
21 6,56 15,64 25,15 73
22 8,10 9,88 21,63 75
23 6,40 11,82 25,67 7,0
24 4,12 10,49 22,63 T
25 9,56 105,91 32,19 8,0
26 7,13 118,88 30,67 7.7
27 10,37 84,30 34,19 10,6
28 6,02 102,71 NA NA
29 5,39 96,96 NA NA
30 5,72 69,80 NA NA
31 4,31 51,57 27,15 6,7
32 NA 86,82 33,15 74
33 3,51 90,34 28,15 79
34 2,36 87,50 33,70 8,3
35 6,77 65,15 NA NA
36 NA 68,78 NA NA

Tabela 5.1: Medidas coletadas de fotossintese, fluoreto, nitrogenio e enzofre para as 36 plantas.
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Observacao Fotossintese Fluoreto Nitrogenio Enxofre

1 15,40 18,93 18,11 75
2 12,70 17,18 20,11 7.0
3 13,15 20,07 19,63 7.8
4 10,44 18,91 18,11 6,0
5 13,69 21,36 18,11 7,3
6 18,99 13,61 21,11 75
7 8,49 8,78 21,63 7.5
8 6,97 11,11 18,11 7.0
9 7,93 7,58 22,15 6,9
10 8,26 9,07 18,11 6,4
11 6,05 7,83 922,15 6,5
12 7,26 7,50 20,63 6,2
13 9,97 19,00 23,15 7.2
14 8,91 17,95 27,15 11,1
15 10,19 25,00 25,15 9,8
16 12,39 21,02 23,15 9,6
17 13,36 19,75 26,15 7.4
18 10,23 20,38 26,67 7.7
19 9,94 14,08 24,63 6,7
20 6,39 13,00 23,15 7.7
21 6,56 15,64 925,15 7.3
22 8,10 9,88 21,63 75
23 6,40 11,82 25,67 7,0
24 4,12 10,49 22,63 7.7
25 9,56 105,91 32,19 8,0
26 7,13 118,88 30,67 7.7
27 10,37 84,30 34,19 10,6
31 4,31 51,57 27,15 6,7
33 3,51 90,34 28,15 73
34 2,36 87,50 33,70 8,3

Tabela 5.2: Medidas coletadas de fotossintese, fluoreto, nitrogenio e enxofre para as 30 plantas.

ponto influente e o ponto 6 como aberrante (residuos padronizados fora do intervalo [-2;2]).
Nao hé indicios de heterocedasticidade.

O Diagnostico Robusto iniciou-se através da identificagao de possiveis outliers exis-
tentes no banco de dados. O método escolhido foi o ForwardSearch (Atkinson ¢ Riani
(2004)), selecionado entre 4 métodos estudados por Giroldo (2008). O método é original-

mente proposto para determinar outliers multivariados e serd aplicado para detectar pontos
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Coeficientes

Estimativa Desvio-Padrao

Estatistica t Nivel descritivo

(Intercepto) 12,5310 4,9156 2,5490 0,0170
fluoreto 0,0238 0.,0314 0,7590 0,4546
nitrogenio -0,6126 0,2437 -2,5140 0,0185
enxofre 1,3798 0,6028 2,2890 0, 0304

Erro padrae do residuo: 3.288 com 26 g.1.
R? = 0,2877; R2(Ajustado) = 0, 2055

Estatistica F: 3,5 com 3 e 26 g.l.; Nivel descritive = 0,02954

Tabela 5.3: Analise de regressao cosiderando as variaveis independentes fluoreto, nitrogenio e
enzofre e a varidvel resposta fotossintese.

Coeficientes Estimativa Desvio-Padrao Estatistica t Nivel descritivo
(Intercepto) 10,5724 4,1510 2,547 0,01688
nitrogenio -0,4688 0,1520 -3,085 0, 00466
enxofre 1,2787 0,6832 2,192 0, 03715

Erro padrdo do residuo: 3,262 com 27 g.1.
R? = 0,27197; R2(Ajustado) = 0,2179

Estatistica I7: 5,041 com 2 e 27 q.l.; Nivel descritivo = 0,01380

Tabela 5.4: Anélise de regressao considerando as variaveis independentes nitrogenio e enzofre ¢ a
variavel resposta fotossintese.
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Figura 5.1: Continuagao da Andlise Cldssica de Residuos para o modelo (5.3).
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Figura 5.2: Ordem de entrada das observagoes considerando o modelo (5.3).

discrepantes nas varidveis independentes nitrogénio e enxofre. Este método é um método
iterativo robusto, em que inicialmente escolhe-se o conjunto inicial de observacoes, que no
caso do banco de dados utilizado - contendo 30 observagoes - possui tamanho 3 ¢ é composto
pelas observagdes 1, 13 e 21. O conjunto inicial é escolhido por meio de bozplots bivariados
(Zani, Riani e Corbellini (1998)). Trata-se de um método grafico que se baseia na distancia
de Mahalanobis e pode ser utilizado para detectar outliers (o que requer que os dados tenham
distribuigao aproximadamente Normal) e encontrar grupos de observagoes semelhantes nos
dados. O método estd completamente descrito em Giroldo (2008, pag. 24).

Na Figura 5.2, o eixo das ordenadas representa o mimero da observagao e as abcissas
informam sobre a ordem de entrada das observagoes através do comprimento do retangulo
branco, que indica o momento em que a observagao é incluida no subconjunto. Assim, no
primeiro passo, a observagao incluida é a 6, no segundo passo é a 7, no terceiro passo é a
22 e assim por diante, sendo que o tamanho do subconjunto passa a scr 4, 5 ¢ 6 com a

entrada desses pontos, respectivamente. A Tabela 5.5 traz esta informagao para cada passo
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Passo Observagao Incluida Tamanho do subconjunto

2 6 4
3 7 5
4 22 6
) 17 7
6 33 8
7 ) 9
8 24 10
9 20 11
10 3 12
11 18 13
12 23 14
13 2 15
14 9 16
15 8 17
16 19 18
17 31 19
18 11 20
19 10 21
20 12 22
21 26 23
22 4 24
23 25 25
24 34 26
25 16 27
26 15 28
27 27 29
28 14 30

Tabela 5.5: Obsevagao incluida na amostra em cada passo do método de Atkinson e Riani (2004)
considerando o modelo (5.3).

do processo iterativo.

Além disso, também ¢ possivel verificar como se comporta a distancia de Mahala-
nobis de cada observagido em cada passo do método. O resultado deste estudo encontra-se
na Figura 5.3. As curvas presentes neste grafico correspondem aos valores da distancia
de Mahalanobis para cada passo do procedimento, definido pelo tamanho da amostra, que
encontra-se no eixo das abcissas. Cada curva é associada a uma observagao do conjunto

de dados. A partir desta figura, é possivel verificar que as observagoes 14 e 27 sao as que
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Scaled Mahalanobis Distances
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Figura 5.3: Distancia de Mahalanobis para o modelo (5.3).

possuem as maiores distancias de Mahalanobis, seguidas pelas observagoes 16 e 15. Estas
observagoes sao as que possuem as maiores distancias de Mahalanobis em quase todo o pro-
cesso iterativo, e por isso podem ser consideradas atipicas pelo método de Atkinson e Riani
(2004).

O elipséide de volume minimo citado na Seg¢ao 4.2 foi obtido através da fungao
‘covfmEllipsesPlot()’ do software R. Pode-se observar, através da Figura 5.4, que o elipséide
classico classifica duas observagoes como outliers: 14 e 27. Ja o elipsdide robusto classifica
além das duas anteriores, também as observagoes: 4, 15, 16 e 34 como outliers. O critério
utilizado para classificacao das observacoes como outliers foi adotar a confianga de 95% para
os elipsdides, ou seja, foi classificada como outlier a observagao cuja distancia foi superior ao
valor /X205 = v/5,991 = 2,448, onde p = 2 (varidveis nitrogenio e enzofre). Este gréfico
compara a distancia de Mahalanobis cldssica (representada pela linha tracejada e obtida
utilizando-se as matrizes de média e de covariancia amostral dos dados) com a disténcia de

Mahalanobis robusta (representada pela linha tracejada e obtida utilizando-se os estimadores
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Figura 5.4: Elipséides Classico e Robusto das varidveis nitrogenio ¢ enzofre - modelo (5.3).

EVM de locagao e escala) para as 30 plantas. A implementagao dos elipsoides encontra-se
no Apéndice B.

Para a construgao dos elipséides foi necessario o cdlculo das distancias classica e
robusta dos dados, apresentados na Tabela 5.6. Confrontando estas distancias em um grafico
(Figura 5.5), observa-se claramente que apenas quatro observagoes detectadas como outliers
através do elipsdide robusto localizam-se bem distante dos demais: 14, 15, 16 e 27. Ja as
observagoes 4 e 34 localizam-se préoximas a massa dos dados. Ao observarmos novamente o
elipsdide robusto na Figura 5.4, percebe-se que estes dois ultimos pontos estao localizados
bem préximos a fronteira do elipséide. Neste grafico, adotou-se uma confianga de 97,5%
como critério para classficar uma observagao como outlier. Desta forma, foi classificado
como outlier a observagao cuja distancia de Mahalanobis foi superior ao valor y/x2g75 =
V7,378 = 2,716, onde p=2.

A Figura 5.6 exibe o grafico dos Residuos Padronizados de Minimos Quadrados

contra a Distancia de Mahalanobis Cléssica, discutido na Segao 4.2. Percebe-se que apenas
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Observacao DM ? DR?

1 1,9748  1,8329
9 0,7104  0,5297
3 1,3748  2,2483
4 92,3117  5,7313
5 1,7787  1,3682
6 04321  0,5823
7 0,2799  0,4578
8 1,6235 11,2391
9 0,3807 0,4208
10 1,8139  3,0257
11 0,8075 1,9755
12 1,4441  3,8529
13 0,1288  0,0070
14 90,1268 53,6467
15 3,8258 23,8043
16 40147 21,0365
17 0,4782  0,4346
18 0,4268  1,0459
19 0,0858  1,4044
20 0,0575 0,7910
21 0,2888  0,1840
22 0,2799  0,4578
23 0,8182  0,6760
24 0,1353  0,8592
25 3,6727  4,7296
26 2,7399  2,8517
27 74471 40,4517
31 2,1689  2,4030
33 1,5502  1,1975
34 4,8326  7,3086

Tabela 5.6: Tabela contendo o quadrado das Distancias Cléassica e Robusta dos dados - modelo
(5.3).
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Figura 5.7: Distancia Robusta contra Residuos Padronizados da Minima Mediana dos Quadrados
do Residuo - modelo (5.3).

as observagoes 6, 14 e 27 encontram-se fora dos limites que identificam pontos de alavanca
ou outliers (as duas ultimas foram identificadas também pelo elipséide cléssico). O mesmo
critério utilizado para a detecgao dos outliers nos elipséides foi adotado aqui: o de considerar
as observagoes cuja distancia é maior do que X;2>;0,95 = /5,991 = 2,448, onde p=2 varidveis
(nitrogenio e enzofre).

J4 na Figura 5.7, é possivel observar que quando confrontam-se os Residuos Pa-
dronizados da Minima Mediana ao Quadrado (Residuos Robustos) contra a Disténcia de
Mahalanobis Robusta, detectam-se muito mais do que apenas trés pontos de alavanca ou
outliers, sao eles: observagoes 6, 17 e 25 (antes nao identificados pelo elipséide robusto)
e as mesmas identificadas pelo elipsdide robusto: 4, 14, 15, 16, 27 e 34. O critério para
determinar os outliers foi o mesmo definido no gréafico anterior, e a implementacao destes
dois ultimos gréaficos citados (Figuras 5.6 ¢ 5.7) também encontram-se no Apéndice B.

Além disso, este ultimo grafico (Figura 5.7) apresenta uma classificagao visual dos

dados em quatro categorias: (1) observagoes regulares com baixos valores de DR; e r;/a, (2)
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Figura 5.8: Distancia Robusta contra Residuos Padronizados da Minima Mediana dos Quadrados
do Residuo - modelo (5.3).
os outliers verticais com baixos valores de DR; e altos valores de r;/3, (3) os “bons” pontos
de alavanca, com altos valores de DR; e baixos valores de r;/ e por ultimo, (4) os “maus”
pontos de alavanca, com altos valores de DR; e 7;/d. As observagdes sao entao distribuidas
da seguinte maneira: em (1): todas as observagoes, com exce¢ao das observagoes classificadas
em (2), (3) e (4); em (2): 6, 17 e 25; em (3): 14, 15, 16 e 34; e em (4): 27. Seguindo a
sugestao dada por Fung (1993), que suaviza o critério de classificagao adotando valores de
corte maiores e percentis de ordem acima do utilizado, pode-se adotar o intervalo [-5;45]
e o percentil de ordem 99,9% da distribuigao Qui-Quadrado (y/x3.0909 = 3,72). Desta
maneira, seriam identificados apenas as observacgoes 14, 15, 16 e 27 como “bons” pontos de
alavanca (Observe a Figura 5.8). Caracterizando esses quatro pontos, percebe-se que sao as
observagoes que apresentam os quatro maiores valores para a variavel enzofre.

E importante notar que o diagnéstico nao deve ser realizado observando-se apenas
um dos graficos estudados.

Uma vez que as observacoes 14, 15, 16 e 27 foram identificadas anteriormente como
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Observagao Fotossintese Fluoreto Nitrogenio Enxofre

1 15,40 18,03 18,11 75
2 12,70 17,18 20,11 7.0
3 13,15 20,07 19,63 7.8
4 10,44 18,91 18,11 6,0
5 13,69 21,36 18,11 73
6 18,99 13,61 921,11 75
7 8,49 8,78 21,63 75
8 6,97 11,11 18,11 7,0
9 7,93 7,58 22,15 6,9
10 8,26 9,07 18,11 6,4
11 6,05 7,83 22,15 6,5
12 7,26 7,50 20,63 6,2
13 9,97 19,00 23,15 7,2
17 13,36 19,75 26,15 7,4
18 10,23 20,38 26,67 7.7
19 9,94 14,98 24,63 6,7
20 6,39 13,00 23,15 7.7
il 6,56 15,64 25,15 73
22 8,10 9,88 21,63 75
23 6,40 11,82 25,67 7.0
24 4,12 10,49 22,63 7.7
25 9,56 105,91 32,19 8,0
26 7,13 118,88 30,67 7.7
31 4,31 51,57 27,15 6,7
33 3,51 90,34 28,15 7,3
34 2,36 87,50 33,70 8,3

Tabela 5.7: Medidas coletadas de fotossintese, fluoreto, nitrogenio e enxofre para as 26 plantas.

sendo possiveis outliers, é interesante que a andlise seja refeita excluindo-se esses pontos. A
tabela 5.7 contem apenas as 26 observagoes restantes.

A andlise apresentada a seguir refere-se ao diagnodstico robusto para o modelo de
regressao da varidvel fotossintese em fungao das varidveis nitrogénio e enxofre para o banco
de dados inicial excluindo-se as observagoes 14, 15, 16 e 27. Desta maneira, esse novo banco
de dados constitui-se de 26 observacoes. O resumo do ajuste do modelo de regressao da
fotossintese em fungao do nitrogenio ¢ do enzofre pode ser observado na Tabela 5.8.

Adotando-se um nivel de significancia de 1%, verifica-se que tanto nitrogenio quanto
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Coeficientes Estimativa Desvio-Padrao Estatistica t Nivel descritivo

(Intercepto) 4,2327 8,7481 0,63307 0,63307

nitrogenio -0,5689 0,1772 0,00388 0, 00588

enxofre 2,4893 1,3932 1,787 0,08716
Erro padrio do rvesiduo: 3,375 com 23 gL

R? = 0,3102; R?(Ajustado) = 0, 2502

Estalistica F: 5,171 com 2 ¢ 23 g.1.; Nivel descritiva = 0,01397

Tabela 5.8: Analise de regressiao considerando as variaveis independentes nitrogenio e enzofre e a
varidvel resposta fotossintese para o banco de dados contendo 26 observagoes.

enzofre sao significantes e a equagao de regressao ¢ dada por (5.4).
fot(gs_i\mtesei = 4,23 — 0,57 - nitrogenio; + 2,49 - enzofre;, i =1,---,26. (5.4)

Observa-se uma grande diferenga entre a equagao (5.4) ¢ a obtida com as 30 ob-
servagoes (equagao (5.3)). Iniciou-se entao a andlise de diagnéstico para o modelo (5.4).
Comegando pela andlise de diagndstico cléssica, percebe-se através da Figura 5.9 que o
ponto 26 destaca-se como ponto de alavanca, os pontos 6 e 26 como pontos influentes e o
ponto 6 como aberrante (residuos padronizados fora do intervalo [-2;2]). Nao ha indicios de
heterocedasticidade.

O Diagnoéstico Robusto iniciou-se através da identificacao de possiveis outliers exis-
tentes no banco de dados contendo apenas 26 observagoes. O método ForwardSearch (At-
kinson e Riani (2004)), selecionou o conjunto inicial de observagoes, que no caso do banco
de dados utilizado - contendo 26 observacoes - possui tamanho 3 e é composto pelas linhas
13, 18 e 20 dessa tabela cujas observagoes sao: 13, 21 e 23. Vale lembrar novamente que o
método estd completamente descrito em Giroldo (2008, pag. 24).

Na Figura 5.10, o eixo das ordenadas representa o niimero da observagao e as abcissas
informam sobre a ordem de entrada das observagoes através do comprimento do retangulo
branco, que indica o momento em que a observacao ¢ incluida no subconjunto. Assim, no

primeiro passo, a observacao incluida é a 17, no segundo passo é a 33, no terceiro passo é
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Figura 5.9: Continuacao da Andlise Classica de Residuos para o modelo (5.4).
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Figura 5.10: Ordem de entrada das observagoes considerando o modelo (5.4).
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Passo Observagao Incluida Tamanho do subconjunto

2 17 4
3 33 )
4 g 6
) 2 7
6 8 8
7 20 9
8 18 10
9 7 11
10 22 12
11 6 13
12 5 14
13 24 15
14 1 16
15 3 17
16 19 18
17 31 19
18 11 20
19 10 21
20 12 22
21 26 23
22 4 24
23 25 25
24 34 26

Tabela 5.9: Obsevagao incluida na amostra em cada passo do método de Atkinson e Riani (2004)
considerando o modelo (5.4).

a 9 e assim por diante, sendo que o tamanho do subconjunto passa a ser 4, 5 ¢ 6 com a
entrada desses pontos, respectivamente. A Tabela 5.9 traz esta informagao para cada passo
do processo iterativo.

Além disso, também ¢é possivel verificar como se comporta a distancia de Mahala-
nobis de cada observacao em cada passo do método. O resultado deste estudo encontra-se
na Figura 5.11. As curvas presentes neste grafico correspondem aos valores da distancia
de Mahalanobis para cada passo do procedimento definido pelo tamanho da amostra, que
encontra-se no eixo das abcissas. Cada curva é associada a uma observagao do conjunto de
dados. A partir desta figura, é possivel constatar que nao existe nenhuma observacao que

apresente valores altos para a distancia de Mahalanobis em todo o processo, e por isso nao
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Figura 5.11: Distancia de Mahalanobis para o modelo (5.4).

é possivel identificar nenhuma observagao atipica pelo método de Atkinson e Riani (2004).

O elipséide de volume minimo citado na Segao 4.2 foi obtido através da funcgao
‘covimEllipsesPlot()’ do software R. Pode-se observar, através da Figura 5.12, que o elipséide
classico classifica apenas a observagao 34 como outlier. J& o elipséide robusto classifica
além da observagao 34, também a observagao 25. O critério utilizado para classificagao
das observagoes como outliers foi adotar a confianga de 95% para os elipsdides, ou seja,
foi classificada como outlier a observagao cuja distancia foi superior ao valor |/x2g95 =
/5,991 = 2,448, onde p = 2 (varidveis nitrogenio e enzofre). Este grafico compara a
distancia de Mahalanobis cldssica (representada pela linha tracejada e obtida utilizando-se
as matrizes de média e de covariancia amostral dos dados) com a distancia de Mahalanobis
robusta (representada pela linha tracejada e obtida utilizando-se os estimadores EVM de
locagdo e escala) para as 26 plantas. A implementacao dos elipséides encontra-se no Apéndice

B.

Para a construcgao dos elipséides foi necessario o célculo das distancias classica e ro-
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Figura 5.12: Elipséides Cldssico e Robusto das varidveis nitrogenio e enzofre - modelo (5.4).

busta dos dados, apresentados na Tabela 5.10. Confrontando estas distdncias em um grafico
(Figura 5.13), observa-se claramente que apenas a observagao 34 localiza-se bem distante
das demais. Neste grafico, adotou-se uma confianca de 97,5% como critério para classficar
uma observacao como outlier. Desta forma, foi classificado como outlier a observagao cuja
distancia de Mahalanobis foi superior ao valor y/x%g g75 = /7, 378 = 2,716, onde p=2.

A Figura 5.14 exibe o gréfico dos Residuos Padronizados de Minimos Quadrados
contra a Distancia de Mahalanobis Cléssica, discutido na Segao 4.2. Percebe-se que apenas
a observagao 34 encontram-se fora dos limites que identificam pontos de alavanca ou outliers.
O mesmo critério utilizado para a deteccao dos outliers nos elipsdides foi adotado aqui: o de
considerar as observagoes cuja distancia é maior do que (/X295 = /5,991 = 2,448, onde
p=2 variaveis (nitrogenio e enzofre).

Ja na Figura 5.15, é possivel observar que quando confrontam-se os Residuos Pa-
dronizados da Minima Mediana ao Quadrado (Residuos Robustos) contra a Distancia de

Mahalanobis Robusta, detectam-se muito mais pontos de alavanca, sao eles: observagoes 1,
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Observagao ~ DM? DR?

1 9.4214 _ 2.7815
2 0,3106 0,3591
3 12,9743 39719
4 22,4886 45,8887
5 47734 1,7977
6 1,0846 0,2519
7 0,6659 0,1615
8 2,2408 2,0500
9 0,1089 0,1833
10 58644 13,7410
11 3,3696 4,1666
12 11,7441 17,9022
13 0,0001 0,0001
17 0,1475 0,455
18 0,7158 2,4902
19 2,6226 1,6872
20 10853 07533
21 0,0257  0,0013
22 0,6659  0,1615
23 0,7081 0,4559
24 14773 0,778
25 17,0648 46,4419
26 7.2703 16,7742
31 10,2788  5,0102
33 1,8852 2,4734
34 37,7093 108,7544

Tabela 5.10: Tabela contendo o quadrado das Distancias Classica ¢ Robusta dos dados - modelo

(5.4).

3,4, 5,6, 17, 18 e 26 (antes nao identificados pelo elipséide robusto) e as mesmas identifi-
cadas pelo elipsdide robusto: 25 e 34. O critério para determinar os outliers foi o mesmo

definido no grafico anterior, e a implementagao destes dois dltimos gréaficos citados (Figuras

5.14 ¢ 5.15) também encontra-se no Apéndice B.

Além disso, este ultimo grafico (Figura 5.15) apresenta uma classificagao visual dos
dados em quatro categorias: (1) observagoes regulares com baixos valores de DR; e r;/7, (2)
os outliers verticais com baixos valores de DR; ¢ altos valores de r;/a, (3) os “bons” pontos

de alavanca, com altos valores de DR; e baixos valores de r;/g e por tltimo, (4) os “maus”
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Figura 5.15: Distancia Robusta contra Residuos Padronizados da Minima Mediana dos Quadrados
do Residuo - modelo (5.4).

pontos de alavanca, com altos valores de DR; ¢ 7;/d. As observagoes sao entao distribuidas
da seguinte maneira: em (1): todas as observagoes, com excegao das observacoes classificadas
em (2), (3) e (4); em (2): 1, 3, 5,6, 17, 18 ¢ 26; em (3): 4 ¢ 34; ¢ em (4): 25. Seguindo a
sugestao dada por Fung (1993), que suaviza o critério de classificagao adotando valores de
corte maiores ¢ percentis de ordem acima do utilizado, pode-se adotar o intervalo [-5;45] e
o percentil de ordem 99% da distribui¢ao Qui-Quadrado (4 / X%;o,og = 3,03). Desta maneira,
seriam identificados apenas as observagoes 6 como outlier vertical e 34 como “bom” ponto
de alavanca (Observe a Figura 5.16).

Os graficos de diagndstico classico detectaram sempre a observagao 34 como sendo
outlier, que foi a tinica observacao tambhém detectada em todos os graficos de diagnéstico
robusto construidos. Desta maneira, temos que tanto o diagnéstico classico quanto o robusto
levam & mesma conclusao: apenas a observagao 34 é considerada outlier. Caracterizando este
ponto, percebe-se que no banco de dados contendo apenas 26 observacoes, é a observacao que

apresenta os maiores valores tanto para a variavel nitrogenio quanto para a variavel enzofre.
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Figura 5.16: Distancia Robusta contra Residuos Padronizados da Minima Mediana dos Quadrados
do Residuo - modelo (5.4).

A analise de diagndstico robusto apresentada até o momento contemplou apenas
duas variaveis explicativas: nitrogenio e enzofre. Apesar da variavel fluoreto ter se mostrado
nao significante, iremos apresentar a andlise de diagnostico robusto com a inclusao desta
varidvel, apenas como ilustragao.

Através da Tabela 5.3, obtém-se a equacgao de regressao da fotossintese em funcao

das varidveis independentes fluoreto, nitrogenio ¢ enzofre, dada por:

foto%esei =12,53+40,02- fluoreto; — 0, 61 - nitrogenio; + 1,38 - enxofre;,i = 1,-- -, 30.
(5.5)
Como na andlise anterior, realizou-se inicialmente a analise de diagndstico classica,

para posterior comparacao com a correspondente andlise robusta.
A Figura 5.17 destaca os pontos 14, 26 e 27 como pontos de alavanca, o ponto 14
como ponto influente e os pontos 6 e 17 como aberrantes (residuos padronizados fora do

intervalo [-2;2]). Nao hd indicios de heterocedasticidade.
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Figura 5.17: Continuacao da Andlise Classica de Residuos para o modelo (5.5).

O Diagnostico Robusto iniciou-se através da identificagao de possiveis outliers através
do método ForwardSearch (Atkinson e Riani (2004)), e foi aplicado para detectar pontos dis-
crepantes nas varidveis independentes fluoreto, nitrogenio ¢ enzofre. O conjunto inicial de
observagoes escolhidos através deste método contém as seguintes observagoes: 6, 13, 17 e 21.

A Figura 5.18 mostra a distancia de Mahalanobis para o modelo de regressao con-
tendo 3 varidveis, no qual o eixo das ordenadas representa o nimero da observacao ¢ as
abcissas informam sobre a ordem de entrada das observagoes através do comprimento do
retangulo branco, que indica o momento em que a observacao é incluida no subconjunto.
Assim, no primeiro passo, a observacao incluida é a 22, no segundo passo é a 7, no terceiro
passo é a 24 e assim por diante, sendo que o tamanho do conjunto passa a ser 5, 6 e 7 com a
entrada desses pontos, respectivamente. A Tabela 5.11 traz esta informagao para cada passo
do processo iterativo.

Além disso, também é possivel verificar como se comporta a distancia de Mahalano-

bis de cada observagao em cada passo do método. O resultado deste estudo encontra-se na
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Figura 5.18: Ordem de entrada das observagoes considerando o modelo (5.5).

Figura 5.19. A partir desta figura, é possivel verificar que as observagoes 27, 26, 25, 34, 33,
31 e 14 sao as que possuem as maiores distancias de Mahalanobis, seguidas pelas observagoes
16 e 15. Estas observagoes sao as que possuem as maiores distancias de Mahalanobis em
quase todo o processo iterativo, e por isso podem ser consideradas atipicas pelo método de
Atkinson e Riani (2004).

O elipséide de volume minimo citado na Segao 4.2 pode ser visto na Figura 5.20. A
partir desta figura é possivel observar 3 conjuntos de elipséides: o primeiro é exatamente o
mesmo comentado anteriormente na Figura 5.4 (para as varidveis nitrogenio e enzofre). O
segundo conjunto de elipséides confronta as varidveis nitrogenio e fluoreto (veja detalha-
damente na Figura 5.21), e mostra que o elipséide cléssico classifica apenas a observagao
26 como outlier, enquanto o elipséide robusto classifica as observagoes 25, 27, 31, 33 e 34,
além da 26. E por ultimo, o terceiro conjunto de elipséides confronta as varidveis enzofre
¢ fluoreto (veja detalhadamente na Figura 5.22), e classifica os outliers da mesma maneira

que a Figura 5.21, classificando além das ja citadas, também as observagoes 14, 15 e 16 como
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Passo Observagao Incluida Tamanho do subconjunto

2 22 S
3 7 6
4 24 7
) 20 8
6 18 9
7 2 10
8 8 11
9 9 12
10 23 13
11 19 14
12 11 15
13 10 16
14 12 17
15 3 18
16 1 19
17 b} 20
18 4 21
19 16 22
20 15 23
21 14 24
22 31 25
23 27 26
24 34 27
25 33 28
26 25 29
27 26 30

Tabela 5.11: Obsevagao incluida na amostra em cada passo do método de Atkinson e Riani (2004)
considerando o modelo (5.5).

outliers pelo elipséide robusto. O critério utilizado para classificacao das observacoes como
outliers foi adotar a confianga de 95% para os elipsodides, ou seja, foi classificada como outlier
a observagao cuja distancia foi superior ao valor |/x2g95 = /7,815 = 2,796, onde p = 3
(varidveis fluoreto, nitrogenio ¢ enzofre). Este grafico compara a distancia de Mahalanobis
classica (representada pela linha tracejada e obtida utilizando-se as matrizes de média e de
covariancia amostral dos dados) com a distancia de Mahalanobis robusta (representada pela
linha tracejada e obtida utilizando-se os estimadores EVM de locagao e escala) para as 30

plantas.
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Figura 5.19: Distancia de Mahalanobis para o modelo (5.5).
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Figura 5.20: Elipséides Classico e Robusto das varidveis fluoreto, nitrogenio ¢ enzofre - modelo
(5.5).
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Figura 5.23: Distancia Robusta contra Distancia Classica - modelo (5.5).

Para a construcao dos elipséides foi necesséario o cdlculo das distancias classica e
robusta dos dados, apresentados na Tabela 5.12. Confrontando estas distancias em um
grifico (Figura 5.23), observa-se que aproximadamente sete observacoes detectadas como
outliers através do elipséide robusto localizam-se bem distante dos demais: 14, 25, 26, 27,
31, 33 e 34. J4 as observagoes 4, 15 e 16 localizam-se préoximas a massa dos dados. Percebe-
se que estes trés pontos estao localizados bem proximos a fronteira do elipsoide robusto
da Figura 5.22 e nem sao citados como outliers na Figura 5.21. Neste gréfico, adotou-
se uma confianca de 97,5% como critério para classificar uma observagao como outlier.
Desta forma, foi classificado como outlier a observagao cuja disténcia foi superior ao valor

Xa0075 = /9,348 = 3,057, onde p=3.

A Figura 5.24 mostra o gréafico dos Residuos Padronizados de Minimos Quadrados
contra a Distancia de Mahalanobis Classica, discutido na Segao 4.2. Percebe-se que apenas
as observacoes 6, 14 e 26 encontram-se fora dos limites que identificam pontos de alavanca ou

outliers (apenas a ultima foi identificada também pelo elipséide cléssico). O mesmo critério
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Observagao  DM? DR?

1 34493 2,3399
2 0,8661 1,0571
3 92,1257  2,3214
4 3,0069  9,9547
5 34570  3,3255
6 0,4322  0,5665
7 0,4397  2,1064
8 92,1183  1,4055
9 0,487  1,2009
10 92,0327  2,7762
11 1,5831  1,8214
12 1,6364  3,1402
13 0,2083  1,0801
14 9,8604 58,3446
15 38504 21,7957
16 40611 19,6552
17 2,0674  2,3920
18 2,1803  2,9325
19 2,3040  2,1522
20 0,4308 11,3823
21 1,6880  0,9542
22 0,3977  1,5793
23 3,3088  1,5850
24 0,4700  2,2798
25 5,6070 304,3517
26 8,0675 407,6538
27 75140 148,4961
31 2,1768 65,3021
33 45220 223,6707
34 4,8380 188,8859

Tabela 5.12: Tabela contendo o quadrado das Distancias Classica e Robusta dos dados - modelo

(5.5).
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utilizado para a deteccao dos outliers nos elipséides foi adotado aqui: o de considerar as
observagoes cuja distancias sao maiores do que X,Q);o,gs = /7,815 = 2,796, onde p=3
varidveis (fluoreto, nitrogenio ¢ enzofre).

J4 na Figura 5.25, é possivel observar que quando confrontam-se os Residuos Pa-
dronizados da Minima Mediana ao Quadrado (Residuos Robustos) contra a Distancia de
Mahalanobis Robusta, detectam-se muito mais do que apenas trés pontos de alavanca ou
outliers, sao eles: observagoes 4, 6, 8, 17, 18, 19 e 24 (antes nao identificados pelos elipséides
robustos) e as mesmas identificadas pelos elipséides robustos: 14, 15, 16, 25, 26, 27, 31, 33
e 34. O critério para determinar os outliers foi o mesmo definido no grafico anterior.

Além disso, este ultimo grafico (Figura 5.25) apresenta uma classificagao visual dos
dados em quatro categorias: (1) observagoes regulares com baixos valores de DR; e ;/7, (2)
os outliers verticais com baixos valores de DR; e altos valores de r;/a, (3) os “bons” pontos
de alavanca, com altos valores de DR; e baixos valores de 7;/d e por ultimo, (4) os “maus”
pontos de alavanca, com altos valores de DR; e 7;/G. As observagoes sao entao distribuidas
da seguinte maneira: em (1): todas as observagoes, com excecao das observagoes classificadas
em (2), (3) e (4); em (2): observagoes 6, 8, 17, 18, 19 e 24; em (3): observagoes 4, 14, 15, 16,
26, 31, 33 ¢ 34; ¢ em (4): 25 e 27. Seguindo a sugestao dada por Fung (1993), que suaviza
o critério de classificagao adotando valores de corte maiores e percentis de ordem acima do
utilizado, pode-se adotar o intervalo [-5;45] e o percentil de ordem 99,9% da distribui¢ao
Qui-Quadrado (/X30900 = V16,266 = 4,033). Desta maneira, seriam identificadas as
observagoes 6 e 17 como outliers verticais e as observagoes 14, 15, 16, 25, 26, 27, 31, 33 e 34
como “bons” pontos de alavanca (Observe a Figura 5.26).

Os pontos que aparecem tanto no grafico dos elipséides quanto no grafico da distancia
de Mahalanobis Robusta contra os residuos padronizados sao os pontos 14, 15, 16, 25, 26, 27,
31, 33 e 34. Ao caracterizarmos estes pontos, percebemos que as observagoes 14, 15, 16 e 27
foram as mesmas identificadas pelo diagndstico robusto considerando apenas duas variaveis

explicativas e que possuem altos valores para a variavel enzofre. Ja as demais observagoes,
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Figura 5.24: Distancia Classica contra Residuos Padronizados de Minimos Quadrados - modelo
(5.5).

25, 26, 31, 33 e 34 apresentam altos valores para a variavel fluoreto.
Mais uma vez, é importante notar que o diagnéstico nao deve ser realizado observando-

se apenas um e sim um conjunto de graficos estudados.
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho foram apresentados métodos de diagnéstico robusto em Anédlise Multivariada
e em Analise de Regressao. Foi visto que este tipo de técnica é til tanto para verificar as
suposicoes iniciais de um modelo quanto na detecgao de observacoes atipicas.

Aplicou-se a técnica Diagndstico Robusto em Anédlise de Regressao em um banco de
dados real e realizou-se a comparagao com o correspondente método cldssico. Analisando
todos os graficos gerados conjuntamente, conclui-se que no método robusto os pontos aber-
rantes tornam-se mais visiveis do que no método cléssico, classificando mais observagoes
como outliers. Os graficos construidos neste trabalho possuem uma rotina desenvolvida no
software R e que pode ser encontrado no Apéndice B.

Como indicagao para continuidade deste trabalho, sugere-se a implementacdo dos
diagnosticos robustos em Andlise de Componentes Principais e em Andlise Discriminante,
que foram apenas apresentados neste trabalho.

Finalizando, gostariamos de destacar alguns artigos sobre distancias robustas que,
por apresentarem um enfoque distinto do utilizado neste trabalho, nao foram aqui abordados.

Hardin e Rocke (2005) analisam o uso da distribui¢ao F ao invés da Qui-Quadrado
na detecgao de outliers. Ja Olive (2002) apresenta wina metodologia grafica alternativa como

diagnostico para distribui¢oes normais multivariadas e elipticas, com interessantes aplicagoes.
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Acreditamos que estes dois trabalhos possam se constituir em um interessante topico

de pesquisa futura.

100



Apéndice A

Detalhes técnicos para obtencao do

Elipséide de Volume Minimo (EVIM)

O elipséide de volume minimo proposto por Rousseeuw e Van Zomeren (1990) tem a seguinte
construgao:

Suponha o banco de dados X = (x1,...,Xy) contendo n pontos p-dimensionais cujo
objetivo é o de estimar o “centro” e a “dispersao” dos pontos através de um vetor 7'(X) e
de uma matriz de covariancias S(X). Dizemos que os estimadores T e S sdo equivariantes

quando:

T(x1A +b, -+, xgA +b) = T(x1, -, Xn)A + b

S(x1A +b, -, xnA +b) = A'S(xy, -, Xn)A

para qualquer vetor linha b e qualquer matriz nao singular A,;,. O vetor de médias amostrais

e a matriz de covariancia amostral

T(X) = % Z x;
i=1
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S(X) = —— 3 (xs — T(X)Y (%1 — T(X))

n—1~:4
i=1

sao estimadores equivariantes, porém nao sao robustos pois sao sensivelmente influenciados
por outliers.

O estimador EVM (Elipséide de Volume Minimo) é definido como o par (T,S), onde
T'(X) é um vetor p-dimensional e S(X) é uma matriz p x p positiva semi-definida tal que

seu determinante é minimo sujeito a seguinte condicao:

#{i; (6 - T)S7'(xi — T) < a”} > h,

em que # indica o numero de elementos do conjunto, h = [(n +p + 1)/2] e [q] é a parte
inteira de ¢. O valor a? é uma constante fixada, que pode ser escolhida, por exemplo, como
o quantil de ordem 0,50 da distribui¢ao qui-quadrado com p graus de liberdade (,\'12);0)50). Tal
escolha é natural quando espera-se que a maioria dos dados venham de uma distribuigao
normal.

Verifica-se que o estimador EVM possui ponto de ruptura de aproximadamente 50%,
o que significa que T'(X) ird permanecer limitada e os autovalores de S(X) irao ficar distantes
de zero e infinito quando menos da metade dos dados sao substituidos por valores arbitrarios
(Lopuhaé e Rousseeuw (1991)).

As Distancias Robustas relativas ao estimador EVM sao definidas como:

DR, = /(x — T(X))S(X) 1(x — T(X)Y. (A.1)

Pode-se calcular a média ponderada:

Ty(X) = (2 w;) Zwixi, (A.2)
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e a matriz de covariancia ponderada:

n

Si1(X) = (z wi — 1) > (i = Ta(X)) (xi — T1 (X)) (A.3)

=1

em que os pesos w; = wW(DR;) dependem das distancias robustas. Pode-se mostrar que T}
e S) possuem os mesmos pontos de ruptura que os iniciais 7' ¢ S quando o peso da fungao

w tende a zero para grandes valores de DR; (veja Lopuhaéd ¢ Roussecuw (1991)).
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Apéndice B

Programas em R

#Leitura dos dados#

dados<-read.table(file=“C:\ \ -- - \ \DADOS.txt” header=TRUE, sep="“\t")
attach(dados) #faz com que o R adicione o banco de dados & sua memoria
dados

L0 000 A 1 i i i i

#4#4# Diagnoéstico Robusto para duas variaveis explicativas: nitrogenio e enxofre ####

A A A i

#Selecionando apenas as varidveis de interesse (fotossintese, nitrogenio e enxofre)#
dadosmodelo<-dados|c(4,18,19)] #banco de dados original com 36 linhas#
dadosmodelo

#Excluindo os valores faltantes#
dadosfiltmodelo<-na.omit(dadosmodelo) #banco de dados final 30 linhas #
dadosfiltmodelo

#Matrix X contendo apenas as variaveis explicativas#
dadosX_modelo<-dadosfiltmodelo[c(2,3)]
dadosX_modelo

#Modelo de regressao da fotossintese em funcao do nitrogenio e do enxofre#
modelo<-Im(fotoss:,data=dadosfiltmodelo)

summary(modelo)

#Detecgao de Outliers através do Método Robusto The Forward Search#
#Método Forward Search para o conjunto de dados X do modelo selecionado, utilizando
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boxplots bivariados para definir o conjunto inicial#

#Instalar o pacote “Rfwdmv” #

library (MASS)

library (Rfwdmv)
saida<-fwdmv.init(dadosX_modelo,bsb=bb.subset,scaled=TRUE,monitor=*“all”)

#Conjunto inicial obtido através dos boxplots robustos bivariados #
conj.inicial <-matrix(0,saida$m,1)

n<-30

aux<-1

for(i in 1m){

if(saida$Unit[i,1]>0){

conj.inicial[aux,1]<-i

aux<-aux-+1

}

}

conj.inicial

#Gréfico que mostra a ordem de entrada das observagoes#
grafl <-fwdmvEntryPlot(saida,entry.order=*“final” ;subset.size=-1,psfrag.labels=FALSE)

#Gréafico da Distancia de Mahalanobis para cada individuo em cada passo do procedimento##
graf2<-fwdmvDistancePlot(saida,group=NULL,id=TRUE,psfrag.labels=FALSE)

#Elipsdides classico e robusto#

#Instalar pacote “robust”#

library(robust)

fm<-fit.models(list(Robust=“covRob” ,Classical="“cov”),data=(dadosX_modelo))
covimEllipsesPlot(fm)

#Grafico da Distancia Classica contra a Distancia Robusta#
covimDistance2Plot (fm)

#Gréfico dos Residuos Padronizados dos Minimos Quadrados vs Distancia Classica DMi#
p<-ncol(dadosX_modelo)

n<-nrow(dadosX_modelo)

modelouls<-lm(fotoss .,data=dadosfiltmodelo)

s<-sqrt(sum(modelouls$res2) /(n-p-1))

uls.res<-modelouls$res/s

uls.distance<-sqrt(covdist)

plot(uls.distance,uls.res,ylim=c(-3,3),xlim=c(0,3.2),ylab= “Residuos Padronizados de Minimos
Quadrados” ,xlab="“Distancia Cldssica MDi")

abline(h=c(-2.5,2.5))

crit.pt<-sqrt(qchisq(.95,p))

abline(v=crit.pt)



uls.indice<-uls.distance>crit.pt|abs(uls.res)>2.5
identify (uls.distance,uls.res,pts=cbind(uls.distance,uls.res)[uls.indice,))

#Gréfico dos Residuos Padronizados da Minima Mediana ao Quadrado vs Distancia Ro-
busta DRi#

modelolms<-lmsreg(fotoss .,data=dadosfiltmodelo)
Ims.res<-modelolms$residuals/modelolms$scale

mve.distance<-sqrt(covRob$dist)

plot(mve.distance,lms.res,ylab=“Residuos Padronizados da Minima Mediana dos Quadrados
do Residuo” ,xlab="“Distancia Robusta DRi")

abline(h=c(-2.5,2.5))

crit.pt<-sqrt(qchisq(.95,p))

abline(v=crit.pt)

Ims.indice<-mve.distance>crit.pt|abs(lms.res)>2.5

identify (mve.distance,lms.res, pts=cbind (mve.distance,lms.res)[lms.indice,))

A A i
#4# Diagnostico Robusto para trés variaveis explicativas: fluoreto, nitrogenio e enxofre ##

HHHHHHHHHHHH A HH A A HHHAAAAA A A A

#Selecionando apenas as variaveis de interesse (fotossintese, nitrogenio e enxofre)#
dadosmodelo<-dados|c(4,17,18,19)] #banco de dados original com 36 linhas+#
dadosmodelo

#Excluindo os valores faltantes##
dadosfiltmodelo<-na.omit(dadosmodelo) #banco de dados final 30 linhas #
dadosfiltmodelo

#Matrix X contendo apenas as varidveis explicativas#
dadosX_modelo<-dadosfiltmodelo[c(2,3,4)]
dadosX _modelo

#Modelo de regressao da fotossintese em fungao do fluoreto, nitrogenio e enxofre#
modelo<-lm(fotoss:,data=dadosfiltmodelo)
summary(modelo)

#Deteccao de Outliers através do Método Robusto The Forward Search#

#Método Forward Search para o conjunto de dados X do modelo selecionado, utilizando
boxplots bivariados para definir o conjunto inicial#

#Instalar o pacote “Rfwdmv”#

library (MASS)

library (Rfwdmv)

saida<-fwdmv.init(dadosX_modelo,bsb=bb.subset scaled=TRUE,monitor=*“all”)

#Conjunto inicial obtido através dos boxplots robustos bivariados #
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conj.inicial <-matrix(0,saida$m,1)
n<-30

aux<-1

for(i in 1m){
if(saida$Unit[i,1]>0){
conj.inicial[aux,1]<-i
aux<-aux-1

}

}

conj.inicial

#Gréfico que mostra a ordem de entrada das observacoes#

grafl <-fwdmvEntryPlot(saida,entry.order=*“final” subset.size=-1,psfrag.labels=FALSE)

#Grafico da Distancia de Mahalanobis para cada individuo em cada passo do procedimento#

graf2<-fwdmvDistancePlot(saida,group=NULL,id=TRUE, psfrag.labels=FALSE)

#Elipsoides classico e robusto#

#Instalar pacote “robust” #

library(robust)

#Prepara o grafico para colocar os 3 conjuntos de elipséides no mesmo grafico#t
par(opar)

par(mfrow=c(2,2))

#Trabalhando apenas com a matriz X das varidveis nitrogenio e enxofre #
dadosX_modelo<-dadosfiltmodelo[c(3,4)]

dadosX_modeclo

fm<-fit. models(list(Robust=“covRob”,Classical= “cov”),data=(dadosX_modelo))
covimEllipsesPlot(fm)

#Trabalhando apenas com a matriz X das variaveis fluoreto e nitrogenio #
dadosX_modelo<-dadosfiltmodelo[c(2,3)]

dadosX_modelo

fm<-fit.models(list(Robust=“covRob” ,Classical=“cov”),data=(dadosX modelo))
covimEllipsesPlot(fm)

#Trabalhando apenas com a matriz X das varidveis fluoreto e enxofre #
dadosX_modelo<-dadosfiltmodelo[c(2,4)]

dadosX_modelo

fm<-fit. models(list(Robust=“covRob”,Classical=“cov”),data=(dadosX_modelo))
covimEllipsesPlot(fm)

#Volta ao estilo original, de um gréafico por pagina#
par(opar)

par(mfrow=c(1,1))
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#Elipsoide do nitrogenio vs enxofre## dadosX_modelo<-dadosfiltmodelo|c(3,4)]
dadosX_modelo

fm<-fit. models(list(Robust=“covRob” ,Classical=*“cov”),data=(dadosX_modelo))
covifmEllipsesPlot(fm)

#Elipsoide do fluoreto vs nitrogenio# dadosX_modelo<-dadosfiltmodelo[c(2,3)]
dadosX_modelo

fm <-fit.models(list(Robust=“covRob”,Classical=*“cov”),data=(dadosX_modelo))
covimEllipsesPlot(fm)

#Elipsoide do fluoreto vs enxofre# dadosX_modelo<-dadosfiltmodelo[c(2,4)]
dadosX_modelo

fm<-fit. models(list(Robust=“covRob” ,Classical=“cov” ), data=(dadosX_modelo))
covimEllipsesPlot(fm)

#Grafico da Distancia Cléssica contra a Distancia Robusta#t

dadosX _modelo<-dadosfiltmodelo[c(2,3,4)]

dadosX_modelo

fm <-fit.models(list(Robust= “covRob” ,Classical= “cov” ) ,data=(dadosX_modelo))
covfmDistance2Plot(fm)

#Grafico dos Residuos Padronizados dos Minimos Quadrados vs Distancia Classica DMi#
p<-ncol(dadosX_modelo)

n<-nrow(dadosX_modelo)

modelouls<-Im(fotoss .,data=dadosfiltmodelo)

s<-sqrt(sum(modelouls$res2) /(n-p-1))

uls.res<-modelouls$res/s

uls.distance<-sqrt(covdist)
plot(uls.distance,uls.res,ylim=c(-3,3),xlim=c(0,3.2),ylab=“Residuos Padronizados de Minimos
Quadrados” xlab="“Distéancia Cléssica MDi")

abline(h=c(-2.5,2.5))

crit.pt<-sqrt(qchisq(.95,p))

abline(v=crit.pt)

uls.indice<-uls.distance>crit.pt|abs(uls.res)>2.5

identify (uls.distance,uls.res,pts=cbind (uls.distance,uls.res)[uls.indice,])

#Gréfico dos Residuos Padronizados da Minima Mediana ao Quadrado vs Distancia Ro-
busta DRi#

modelolms<-lmsreg(fotoss .,data=dadosfiltmodelo)
Ims.res<-modelolms$residuals/modelolms$scale

mve.distance<-sqrt(covRob$dist)

plot(mve.distance,lms.res,ylab=“Residuos Padronizados da Minima Mediana dos Quadrados
do Residuo” xlab="Distancia Robusta DRi")

abline(h=c(-2.5,2.5))
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crit.pt<-sqrt(qchisq(.95,p))

abline(v=crit.pt)

Ims.indice<-mve.distance>crit.pt|abs(lms.res)>2.5

identify (mve.distance,lms.res,pts=cbind (mve.distance,lms.res)[lms.indice,])

detach(dados)
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