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]],esumo

Observações multivariadíu cine são clarailaente atípicas en] uma única componente podem

freqüentemente serem detectadas através de técnicas univariadas aplicadas a cada variável.

No entanto, para dados multivariados, é necessário avaliam cada variável em relação às demais

e alguns pontos podem falhar em manter o padrão da relação enfie as variáveis existente

na maioria dos dados. Devido ao fato dos procedimentos clássicos serem seriamente influen-

ciados por valores atípicos, os métodos robustos produzem alma abordagem complementar

alternativa, unia vez que são menos sensíveis à presença. de valores atípicos.

Neste trabalho são apresentados illétodos de diagnóstico robusto en] Análise Mul-

tivariada e em Análise de Regressão. O Diagnóstico Robusto em Análise de Regressão foi

aplicado em unl conjunto de dados reais e realizou-se a comparação com o correspondente

método clássico.
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Abstract

Multivaiiate observatiolls which are grossly atypical in a single component can often be

detected by applying tmivariate techniques to each variable. However, fol multivatiate data,

obseivations aie often only found to be atypical when the value foi each valiable is consideted

in rclation to the other variables and some values rali to maintain the pattein of rclationsllips

between the vaiiables evident in the majority of the observations. lince the performance

of classical procedures is seiiously influenced by atypical values, robust llaethods which are

little influenced by atypical values provide an attiactive complenlentaty approach

In this work aie presented robust diagnostic methods in Multivariate and Regression

Analysis. The Robust Diagnostic in Regression Analysis was applied to real data and the

comparison to the corlespondent classical lllethod was done.
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Capítulo l

Introdução

Diagnóstico é a etapa cltt análise estatística que possibilita a identificação de palitos abri

rantes. Tais pontos, por difeiilem dos demais ein suas medidas, podem alteiam de filma

significativa as conclusões de unia análise estatística. Métodos de diagnóstico podem ser

usados ainda para identificar aspectos que não condizem coill as suposições iniciais do mo-

delo, sugerindo então ações reparadoras pala a análise adequada do ajuste

Pontos ttbeiituites são obseivttções que fogem do padrão da maioria dos dados. Ainda

quando os pontos são bidiinensionais, é possível detectar os pontos aberrai)tes visualmente

o que não ocorre pai'a dimensões superiores.

O cálculo da Distância de h'lahalanobis (Z)A/) é um método clássico utilizado pala

classificar se ullla observação é ou não aberrallte. Através dela é possível cluantificar o cluanto

cada ponto z{, pcitciiccnte tl uill espaço p"dimellsional, está distante do Gentio do conjunto

de dados. E definida como

OA/n - v'(«: - ]"(x)) . s(x)-: . («: - 7'(x)y (i.l)

em que T(X) é tuiiédia t\ritlnética dos dados, T(X) = -i::lÍ--, S(X) é tunatiiz dc covariância

amostral usual e n é o tamanho da amostra.

E«

l



Sabe-se que este método é prejudicado pelo "efeito de inascaramellto" , já que pontos

aberra.ntes multivariados não necessariamente possuem altos valores dc Z)A4. Isto se deve

ao fato das estatísticas T(X) e S(X) não serem robustas, ou seja, ui]] pequeno grupo de

pontos aberrantes irão atrair 7'(X) e inflacionar S(X), provocando baixos valores de DIW

Com isso, tais pontos aberrantes não seriam diagnosticados por esta medida. Desta maíleira,

pa-tece natural substituir T(X) e S(X) em (1.1) por estimadoies robustos

Tal fato é destacado poi Rousseeuw e Van Zonleleli (1990). De acordo comi os

a.utores, a análise clássica de diagnóstico nem sempre detectada observações influentes por

ser baseada em vetores de médias e matrizes de covariância anaostrais, quant.idades essas

também afetadas por tais observações.

Para resolver o pioblelna, os autores sugerem o uso de medidas robustas de di-

agnóstico. De modo geittl, tais medidas são obtida\s a partir das usuais, substituindo as

estimativas de parâmetros de locação e de covariância por estimativas robustas.

O objetivo desta dissertação é estudei a ai)alise de diagnóstico robusto na Análise

N/lultivariada e principalmente na Análise de Regressão, comparando-as com seus respectivos

diagnósticos clássicos.

O Capítulo 2 aplescnta a análise clássica de diagnóstico. São descritas dc forma

sucinta as técnicas clássicas de diagnóstico ei[[ Componentes Principais, en] Análise Disc]i-

minante e na Análise de Regressão.

No Capítulo 3 são apresentadas técnicas robustas de diagnóstico em Análise Mul

tivaliada, iniciando o estudo através da discussão de esticadores robustos do tipo ]M. Em

seguida são apresentados procedimentos paio\ análise robusta de Conlponeiites Principais c

Análise Discriminante Robusta.

O Capítulo 4 é inteiramente dedicado ao estudo de illediclas robustas de cliagilóstico

elll Análise de Regressão, baseado na detecção de oulZáers multivariados e pontos de alavanca.

O Capítulo 5 exibe a aplicação da Lécllica apresentada no capítulo anterior a ujla con-

junto de dados leais, c se co]istitui ]ii\ principal contribuição de nosso trabalho. O CtLpítulo
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6 encena o trabalho com algumas conclusões.

O Apêndice A contém detalhes técnicos para obtenção do elipsóide de volume

mínimo, e o Apêndice B contém a programação em R da aplicação ein dados reais descrito

no Capítulo 5.



Capítulo 2

.z\nálise Clássica de Diagnóstico

2.1 IDtrodtlrão'3-'

Em grandes ba.ricos de dados, embora os n-modelos utilizados sejam representações parcimo-

niosas que podem levar a interpretações simples dos dados, é muito importante que existam

medidas da possível falta de adequação e sensibilidade dos modelos sob consídeiação. A

utilização de resíduos para expor qualquer falta de adequação de um n)odeio ajustado na

análise de respostas unidimensionais t.ein sido vastainente reconhecida.

Uma das utilizações dos resíduos unidinlensionais é na detecção de oulZàers ou ob-

servações extremas, que não são incomuns em grandes bancos de dados. A modelagem

robusta oii estimação robust.a é cima abordagem que manipula outZáers minimizando a in-

fluência destes no lxlodelo ajustado. Entretanto, localizar um 0{6tZàcr com precisão pala

investigação profunda pode ser de grande valia na análise estatística e procedimentos dire-

cionaclos especificamente na detecção desses ouíZãers podem ser úteis

Enl unl particular conjunto de dados com respostas múltiplas, existe à princípio

um vetou dc resíduos multidiincnsionais cntlc os dados observados e os ajustados. Mais do

que no caso unidimensional, uma importante questão surge: como expressar esses resíduos

multidimensionais'? Embota os estudos sejam menos comuns do que no caso univariado,
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muitos aspectos podem ser considerados e a discussão nesta seção será concentrada en]

alguns métodos estatísticos pala tuialisal resíduos niultidínlcnsionais

Existem duas amplas categorias de análise estatística em problemas com respostas

múltiplas: (1) a análise cla estrutura interna e (2) a ai)alise da sobreposição ou estrutura

extra. A primeira categoria inclui técnicas tais como Componentes Principais, Análise Fato-

rial e Escalonamento Multidimensional, blue são úteis no estudo das dependências internas

e na redução da dinlcnsiona]idttc]e da resposta. ]iegicssão À/múltipla Multivaiiada e Análise

de Variância N/lultivariada são técnicas clássicas para investigação e especificação da de-

pendêllcia das observações naulti-resposta e são exetnplos da segunda categoria.

Cada categoria de análise gera resíduos multivariados. Por exemplo, a Análise de

Componentes Principais Linear pode ser vista como um ajuste de hiperplanos mutuamente

octogonais através da minimização dtt son-la de quadrados dos resíduos octogonais das ob-

servações em relação a cada plano. Portanto, em qualquer estágio, existem resíduos que são

desvios peipendiculates dos dados em relação ao hipet'plano ajustado. Ella contrapartida, ao

analisarmos a estrutura de sobreposição (a segunda categoria citada) por Regressão Nlúltipla

h/lultivariada, esta possui a reconhecida Soma Mínima dos Quadrados do Resíduo.

Análise de Diagnóstico Clássica em Componentes

Principais

A idéia básica. da Análise de Componentes Principais é descrever a dispersão de n vetores as-

sociados a p variáveis construindo unl novo grupo de p combinações lineares ortogonais enfie

si de maneira que suas va.iiâncias estejam em ordem decrescente de ma.gnitude, sendo que a

piinleira componente principal é aquela combinação linear que produz variância máxima. A

segunda coinpoTlente principal é aduela (lue possui a segunda maior variância, sendo ortogo-

nal à primeira, e assim por diante

Se os elementos de y' = (yl, y2, . . . , yP) denotam as p x'ariáveis originais e as linhas
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da matriz Y.,.p constituem as 7z observações p-dimeilsionais, o vetou de médias amostrais e

a matriz de covariância podem ser obtidos respectivamente como:

y' = (PI, P2, ..., Pp) = 1l'Y
' n

s )-i!-Í(v 'ry(v V')

sendo que I' é un] vetar linha cujos elementos são iguais a l e y é unia matriz cujas linhas

são iguais a P'. A matriz cle correlação Rpxp é relacionada a S pol:

R = DI/../© ' S ' Di/#ii

em que Di/@= é uma matriz diagonal pxp cujo ã-ésimo elenaento da diagonal é l/v'g;, pala

De acordo com Gnanadesikan (1997), a interpretação geométrica da Análise de Com-

ponentes Principais é a seguinte: a inversa da lllatriz de covariância aillostral pode ser enapre-

gada como a matriz de uma forma quadrática que define uma família de elipsóides centrados

no centro amostral de gravidade dos dados, cuja equação é:

1, 2,Z ,P

(y Vy.s':.(y y) C (2.1)

Para valores leão negativos cle c, a expressão (2.1) define uma família de elipsóides no

espaço p"dimensional de y. A transformação dos dados via coillponentes principais fornece

a plojeção das observações nos eixos principais dos elipsóides desta família. A idéia básica é

ilustrada para o caso bidimellsional na Figura 2.1.

As coordenadas originais (3/i, Z/2) são deslocadas da Oligelli para a média amostral

(©i,g2) segitida de uma rotação em torno dest.a origem, pro(luzindo as coordenadas das

componentes pl'incipais, zi c z2.

Algebiicanlente, a Análise de Componentes Principais consiste em obter combinações

6



0
â $e

00

Figura 2.1: Ilustração de componentes principais em dados bivariados
Fonte: Gnanadesikan (1997).

linear'es das variáveis originais a partir dos autovalores e atttovetores da matriz de covariância

amostrar. Mais especificamente, para obter a primeira componente principal zi, utiliza-se o

vedor de coeficientes a' = (ai , a2, . . . , ap) de maneira que a combinação linear das componen-

tes de y, a'y, possua variância máxima na classe de todas t\s combinações lineares, sujeita à

restrição de normalização a'a = 1. Para um dado vetou a, collao a variância amostral de a'y

é igual a a'Sa, o problema de encontrar a torna-se equivalente ao dc determinar um vedor

não nulo cuja. lazão a'Sa/a'a seja niáxinaa. Sabe-se que o valor máximo resultado desta

razão é o maior autovalor, ci, de S, e a solução procurada para a é o autovetoi al de S

correspondente ao autovalor ci.

Depois que a primeira componente principal é determinada, o pl'óxido passo é deter-

minar a segilnda combinação linear normalizada OI'togonal à prinaeira tal que, na classe das

funções lillea.res normalizadas de y ortogonais a ajy, a segunda componente principal tenha

maior variância. No próximo estágio, o objetivo é detertninar a terceira combinação linear

]ioi nlalizada ortogonal às duas primeiras componentes principais, até que as p componentes

7



principais tenham sido determinadas. O problema de determinar as p componentes princi-

pais é equivalente a determinar os valores estacionários da razão a'Sa/a'a pala variação de

todos os velares não nulos a. Estes valores estacionários são conhecidos como autovalores

(ci ? c2 2 ? q, ? 0) de S, e as procura.das componentes principais são oiiunclos de

ajy, aLy, . . . e aÍ,y onde ajy é o autovetor normalizado de S coiiespoiidente ao autova

lor Q, á = 1, 2, . . . ,p. Os autovalores ordenados corresponden-t às variâncias anlostrais das

combinações lineares das vaiiávcis originais.

Alternativanaente, a definição secundária de Análise de Componentes Principais, que

é baseada na decomposição espectral da tllatriz S.

Decomposição Espectral da matriz S: existe uma matriz oitogona1 .4 tal que S = ,4 - Z). . .4'

onde D. é uma matriz diagonal com elementos ci, c2, - . . ,cp, autovalores de S, na diagonal

principal. As colunas de .A são os autovetores ai, a2, . . . , ap As coordenadas das compo-

nentes principais, que por coi)veniência são definidas levando em consideração desvios colll

relação à média amostrar, são então especificadas pela transformação: z = .4' (y P) ea

transformação dos dados via componentes principais é dada por:

z (x P). (2.2)

A eqitaçao (2.2) dehile uma transtornaaçao Imeai' de componentes pimcipais dos

dados em termos dos autovetoles da tnatriz de covariância a.mostram $. Cada linha aÇ,

j = 1, 2, . . . , p de .4' fornece uma coordenada da componente principal c cada linha de Z dá

os desvios dtts piojeções da amostra original em iclação à piojeção do centióide tunostial g

em ullla coordenada específica.

Quando a Análise de Componentes Principais é vista como um moto(]o de a.fuste de

subespaços lineares ou como unia técnica estatística pala detecção e descrição de possíveis

singularidades lineares nos dados, o interesse reside especialmente nas plojeções dos dados

sob as coordenadas das coinpoilentes principais coriespolldentes aos mcnoies autovaloi'es
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Figura 2.2: Ilustração de resíduos de componentes principais em dados bivariados
Fonte: Gnanadesikan (1997).

(isto é, às últimas linhas de Z). Então, por exemplo, pala p ' 2, os conceitos essenciais são

ilustrados rja Figura 2.2, onde 3/i e y2 denotam as coordenadas originais c zi e z2 denotam as

componentes principais Oriundas da matriz de covariância dos da.dos bivaiiados. A teta de

illaior proximidade aos dados (avaliada através da soma dos cluadrados dos desvios perpen-

diculares à neta) é o eixo zi. O resíduo ortogonal de um dado ponto P, como é ilustrado na

Figura 2.2, é o vetou QP, que é equivalente ao vedor O'P', onde P' é a projeção de P soba'e

o eixo z2, a segunda componente plincípal. Mais genericamente, com dados p..dimensionais,

a piojeção sobre a p-ésima componente principal (isto é, aquela con-l a illenor variância)

será relevante para estudar o desvio de uma observação em relação ao hiperplano de n)elhor

ajuste. Por outro lado, projeções sobre as q últimas componentes principais serão relevantes

para estudar o desvio de uin& observação ella relação a um subespaço linear ajustado de

dimensão (p q).

Pala detectar falta de ajuste de observações individuais, um illétodo sugerido por

9



Rao (1964) consiste em estudam a solda dos quadrados dos coillprimentos das projeções

das observações lias q últimas componentes principais. Para cada observação inicial }:,

á = (1, . . . , n) o procedimento consiste em calcular:

>: 1.;(v: p)I'
.j=p-ç+i

py(y: l) >l: l.; (z/: g)I'

e considelai grandes valores de d? como indicativo de un] mau ajuste (p q)-dimensional da

í-ésima observação (ou equivalcnterrlente, quc a observação é possivelmente um ouíZíer) .

De acordo com Gnanadesikan (1997), uma técnica gráfica informal utilizada como

ferrallaenta para visualização de outras peculiaridades dos dados seria construir ulll gráfico

de probabilidades da distribuição Gania para os valores d?'s, utilizando uma estimativa

adecluacla do parâilletro desta. distribuição.

Além de calculam a estatística cZ? citada, pode-se também estudei as piojeções dos

dados nas últimas col)oponentes principais de outras formas. Algumas possibilidades são:

1. Gráficos de dispersão bi e tridimensionais dos subconjuntos bivariados e trivariados

formados pelas últimas linhas de Z, rotulando os pontos de forilaa conveniente, por

exe[[iplo, en] função do tempo ou de alguns outro falar de inteiessel

2 Gráficos de probabilidades dos valores de cada unia das últimas linhas de Z. Devido

à linearida.de da transformação envolvida, pode ser razoável que estes valores sejam

distribuídos mais próximos à distribuição normal do que os dados originais e o gráfico

de probabilidades normal irá foiiiecer um ponto de partida paltt a análise. Esta análise

seria útil para piecisai as coordenadas das últimas componentes principais nas quais

a projeção de unia observação pode parecer anormal e fornecer informações adicionais

aos gráficos de probabilidades Gama da análise dos (Z?'s citada anteriormentel

3. Gráficos dos valores de cada unia das últimas linhíw de Z contra. determinadas distâncias

no espaço das primeiras componentes principais. Se, por exemplo, a maior parte da
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variabilidade de uin conjLmto de dados perita-dimensional estiver associada às duas pri-

nieilt\s componentes principais, pode ser informativo construir os gráficos das piojeções

ein cada um dos três eixos de componentes principais instantes contra a distância de

cada tm] dos pontos projetados en] relação ao centróide 110 plano bi-dimensionar asso-

ciado às duas primeiras componentes. O ajuste multiclinlensional é considerado inade-

cluado se a magnitude dos resíduos nas coordenadas associadas aos menores autovalores

estiver relacionada com a dos pontos no espaço bidinleiisional conespondente às duas

primeiras componentes principais.

Uma impoitttntc questão ielacionttcla à aliálisc sugerida anteriormente é sobre suêl

robustez. Claramente, se uma observação aberrante é detectada, pode ser natural excluí-

la da estimativa inicial de S (ou R) e então repetir o processo de obtenção e análise dos

resíduos da Análise de Componentes Principais. Em algumas circunstâllcias pode-se decidir

por utilizei uma estimativa robusta da i)aatiiz de covariância (ou correlação) inclusive para a

análise inicial, na expectativa de que pontos abenttntes toiiieiii-se mais visíveis nas análises

de resíduos subseqüentes. Esse assullto será discutido nos próximos capítulos.

2.3 Métodos Clássicos de Diagnóstico em Análise Dis

criminante

A determinação de pontos influentes em a.nálise discriminante ainda é pouco explorada apesar

da vasta literatura existente. Reigada. c Elian (2006) apresentam um levantamento das

principais medidas dc cliagiióstico no assunto.

Nesta seção, serão descritas algumas medidas de diagnóstico en] análise discrimi-

nante coll] duas populações e illatriz de covariância constante. Tais medidas indicam pontos

que podem influenciam tanto na regia de alocução quanto na probabilidade de classificação

incorreta, elementos básicos da análise discriminailte

Função de Influência cm Análise Discriminante
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Ullla estratégia comuna na determinação de pontos influentes na análise de di-

agnóstico é calculam t\s estimativas dos parâmetros de interesse com e sem o ponto suspeito e

comparar as estimativas obtidas. Nessa linha de estudo, Campbe11 (1978), citado em Reigada

e Elian (2006), sugeriu o uso da função de influência.

O objetivo principal da função de influência teórica é calcular a influência de um

particular' ponto z no parâmetro de interesse, de modo que valores altos para essa função

indicaiianl que z tem giaiide influência no parâmetro. Em análise discliininante; a função

de influência é determinada excluindo uma observação de apenas um grupo

O autor considera o caso ejl] que o vetor aleatório X tem distribuição norlllal p

variada com vetou cle médias p e matriz de covariância E, pala X pertencendo à população xj,

.j = 1, 2, e utiliza a função de influêllcia definida a seguir. Dadas g populações com funções de

distribuição Fi,.1%,...,F'k' ..,Pg, seja O F2,.. .,/'k,.. . ,Fo) um pat'âmetl'o geral,

obtido a partir das funções de distribuição Fk, k = 1, . . . ,g. Pala um valor z do vetot-

aleatório X, a função de influência /(z; 0) é definida como:

'(«;0 - "«.-.(Ç'), .:« «« ' .: . .: :, ã- :''©, , - (FI,...,â,...,',, .

Fk = (1 c) . Fk + c . (5,, sendo (i, unia função de distribuição que msullle probabilidade l

no pollto z.

No caso, g = 2 e consideram-se inicialmente perturbações enl E l e pj, sendo que

E :: ml>lF. + W2EFa' EF'i e EF2 são as matrizes de co\variância para as populações q-l e n'2

com mi + m2 :: l e wj > 0. Usualmente adotam-se os pesos tol := ;;;li;= e w2 :: ;;i:i;;
Tomando a função liceal discriminante Z/ = Z'(z) = õ'E :x, em que .5' = pt p2 ea

distância de Malialanobis A2 = (/li /z2yE':(/li //.z), calculam-se os pttlâiiietlos após a

exclusão de ulli elemento da população ri (Reigada (2005)) e usando a notação * sobrescrito

para os parâmetros após perturbação tem-se:

p p: +c(x p:) "mz

Õ* Õ + «; E* - (1 .«:)E + .«,:zz' '

E :* = (1 +c««:)E': .«,:E :zz'E :
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Para construir a função de influência para a distância de h/lahalanobis entre as

médias amostrais: A2 = õ'E iõ, após cálculos, obtém-se Z\2* = (1 + cwi)zX2 + 2c@ cuide

em quc @ = õ'E :z e conseqüentetnente a função de influência /(#, A2) = wtA2 + 2@ iÓ2

Sc z pertence à população ri que foi perturbada, tem-se E(@) = -E(õ'E :z) = O e

}''ar(Ó) = zV. Portanto @ «, ]V(0, A') e @. = g. tem distribuição normal padrão.

Definindo é :: Óp ' Z\, a função de influêllcia para A2 pode ser escrita em termos de

ó,, como:

/p(z, A2) = iA2 + 2A@p 'mlA2@2

Observa-se assim quc a função de influência obtida é uma tt'ansfornaação do vedor

aleatório X e poi isso pode ser considerada como uma variável aleatória. Aléíla disso, se

X tem distribuição nolma] mu]tivaliada, verifica-se na página ]44 de Reigada (2005) que a

distribuição de probabilidades da função cle influência para a distância de À'lahalanobis (a.2)

tens assimetria negativa.

Tomando a função de influência para a distância de Mahalanobis com Ó não pa-

dronizado, /(z, A2) = iA2 + 2Ó miÓ2 e derivando em relação a @, obtém-se o ponto de

máximo para 'é ' Ü. Assim, /«-(z, A') = wiA: + â-

Campbel1 (1978) sugere o uso de /«(z,ZV) = /...(z,A') /(a;,Z\:), dada poi

/m(Z, A2) = WÍI(1 2miA@P + wiZ\ @:). Esta variável aleatória é sempre positiva e como

/(z, A2) tem assimetria negativa, segue que /.(z, A') tem dist.ribuição positivamente as-

simétrica. Multiplicando e dividindo /.(#, A2) por Ó2 obtém-se:

.r.(z, zV) z\'(Ó. w;:z\ :):

Como @ - N(0,1), então (@, .«Í:Z\ :) -' N@(--«Í'A :, 1) e d«sa fo-ma, (@,

wiiz\ :)2 = (Óp wÍ:Z\ :yl '(Ó, m;:Z\ :) tem distribuição qui-quadrado não central

com l grau de liberdade e palân)etio de não centralidade (wÍiZ\ i)2

Portanto, !=:!fli$n tem dista'ibuição qui-quadrado não central com um grau de liber-
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dado e paJâlnetio de não centralidade (m?A2) ]. Observa-se então que a distribuição nula

de /m(Z, A2) é qui-quadrado com unl grau de liberdade, sendo assim a dista'ibuição espei'ada

na inexistência. de pontos discrepantes.

ais Estatísticas no Diagnóstico en] Análise Discriminante

Fung (1992), citado em Reigada e Elian (2006), apresenta duas estatísticas funda-

mentais no diagnóstico em Análise Discriminante. Uma delas é a medida @, apresentada

anteriormente.

Adotandc-se a regra discriminante de Fisher em que uma ol)servação z é alocada

na população zi se (h -- i2yS :z ? {(ii -- i2ys *& + à(il i2ys 'i2, que é equivalente

a @ 2 {-D', em que @ = (il i2y$ :(z ii) e D é a estimativa para a distância

de h/lallalanobis entre as médias amostrais. Desta forma, observa-se clue a medida @é

importante tanto na clisciiminação quanto ila análise de influêncitt.

A segunda medida apontada pelo autor é úji = (zji ijyS :(zj{ ij), í=

1, . . . , nj, .j = 1, 2.

Assim como o resíduo e o ponto de alavanca em regressão, Fung (1992) considera aj{

e @ji = Z'(z:f{ ij) como estatísticas básicas para detectar ouíZáers e observações influentes

em análise disciiminallte, uma vez que várias mcdiclas de diagnóstico são funções dessas duas

estatísticas.

Pot facilidade de notação, serão usados os termos d? e @i a partir deste ponto.

Fung (1995), citado em Reigada e Elian (2006), mostra que, assintoticamente, d

temi distribuição X: (onde p é a dimensão do vedor X) e Ó' tem distribuição .N(0, 1). Tais

resultados são fundamentais, pois foineceni um ciitéiio de detecção de pontos inHuentcs

Assim, calculando-se estas estatísticas pala os elelltentos amostrais, valores maiores que

os respectivos valores críticos da distribuição qui-cluadrado e da distribuição norlllal são

indicadores de pontos influentes

Princip

Medidas relacionadas com a probabilidade de classificação incoiietq

Eili análise discrimiliantc coii] duas populações, a probttbilidade de classificação
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Pa/ - P(1/2) . (1 q) + P(2/1) . q

sendo que

P({/.j) é a piobabilidacle cle classitic

q é a probabilidade a priori de a-l e

(l q) é a probabilidade a priori de l2.

Se as probabilidades a priori são iguais, PC'/ = {P(1/2) + :P(2/1).

Utilizando o fato quc PC'/ = q' (--({)), na qual ©( ) é a função de distribuição

acumulada da distribuição norlllal padrão, Fung (1992) propõe unia medida de diagnóstico

com base na diferença das estimativas das probabilidades de classificação incorrera. Tal

medida é definida como:

é (]eflnida.confioincolieta, decotada por PO/( )1 ( P l

ar ullla observação em ni quando ela é de wrj
r

-« - l. ( l» (
ein que Z)({) é a estimativa da distância de Mahalanobis sem a i-ésima observação do grupo

1. Após cálculos, obtém-se:

-::ún 1.: *:,1-; ãl*;*l
que depende dos valores de iA e ã?

h/cedidas de diagnóstico na análise disciiminante quadrático ou para o caso de g

grupos podem ser encontrados ein Reigada e Elian (2006)

2.4 Análise Clássica de Diagnóstico em Regressão

A análise de diagnóstico em iegiessão é n)ais conllccida na litcrtttuitt do que as análises

descritas nas seções anteiioles. Poi unifoinlidade, descreveremos brevenaente seus elementos

prnicipais.

15



Os métodos para obtenção de estimativas, testes e outras estatísticas desenvolvidas

até ho.le contam apellas paigc da história da análise de regressão. Estes métodos são utili-

zados colllo se o modelo e suas suposições estivessem correios (satisfeitos), luas em qualquer

problema prático m hipóteses são questionadas.

A análise de diagnóstico é a etapa da análise de regressão na qual verificamos os

possíveis afastamentos das suposições iniciais do modelo. E llesta etapa também blue são

identificadas observações cxticnias quc afetttm muito os insultados do ajuste. A preocupação

inicial da análise de diagnóstico resume-se enl duas questões. Primeiro questionamos como

o lllodelo adorado reflete os dados observados. Se o modelo ajustado não produz resíduos

"ra.zoáveis", então alguns aspecto do modelo pode ser colocado em dúvida. A segunda

cluestão de interesse refere-se ao efeito de cada observação na estimação e em outros aspectos

do cálculo das principais estatísticas dcsciitivas. Enl ttlguns bancos de dados estas estatísticas

podem sofrer grandes llludanças quando uma observação é retirada. Estas observações são

denolllinadas pontos influentes.

Resíduos e Pontos de Alavanca

Considere o modelo de iegiessão linear

Y=X#+c,

em que Var(c) = a2/, X é a matriz n x p e Y, Õ c € são vetores de dimensões n x 1, p x l e

n x l respectivamente, com a suposição adicional de ltormalidade pai'a o vetou aleatório Y

Nestas condições, o estirnadoi de máxima veiossimilllança de P, que coincide com o

de lvlínimos Quadrados, é dado por:

P X)':X'Y

em que yar(/7) .'(x'x)':
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A relação entre Y e Y é dada por

Y = X/3 = XI(X'X)':X'VI = X(X'X)':X'Y = HY,

sendo que H = X(IX'X) iXI'Y é denominada matriz de projeção ou matriz chapéu pois

tiansfoima o vetor Y no vedor de respostas ajustadas Y (Y chapéu). Esta matriz é simétrica

e idempotente (H2 = H).

O vetor de resíduos é definido por:

e ::Y Y =Y X(X'X)tX'Y =jl x(x'x):x'lv nlv

Diferença entre c e e: os el'ros c são variáveis aleatórias não observáveis supostamente

independentes com média zelo e variância coinull] a2. Os resíduos e são qua.ntidacles que

podem sei calculadas, possuem média zero c sua matriz de covaiiância é (/ H)Var(Y)(l
Hy, que será igual a a'(/ H), pois H é idenlpotente (H' = H). Como (/ H) não é uma

matriz diagonal, os resíduos são variáveis aleatórias correlacionadas.

Para o ã-ésimo resíduo teremos:

L'-(e:) - .-:(l h«),

sendo que hü é o í-ésimo elemento da diagonal de H (hi{ < 1).

Procedimentos de diagnóstico são baseados nos "resíduos computados" , os quais

gostaríamos que tivessem comportamento igual ao dos resíduos não-mensuráveis. O culn-

piiniento dessa suposição depende da niatiiz chapéu, já que H relaciona e a c e tanibéni é

considerado no cálculo da variância e covariância de e (Gou(e{, e.f) = a'/lÍ:f, { :/ .j).

O ({,.j)-ésimo elemento de H, denotado poi hij é dado por

ij z (X'X)''zj (X'X)''zi
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Os elementos da diagonal de H são dados poi /}Í: = z;(X'X) 'zí

Cromo Y = HY, então

de modo que hij naede a influência de 3Ü em Ü e hü mede a inHuência de y{ eili Íi.

A medida que hÍ{ se aproxima de 1, Ü se apioxinaa de 3/i. Por essa lazão, denoinina-

nlos /}i{ como sendo a "alavancagem" clo elemento í. Pala valores altos de hii na expressão

(2.3) predomina a influência de yí sobre o valor ajustado Ü, poi isso utilizamos AÍ{ como

uma medida de infltlência da i-ésinla observação sobre o próprio valor ajustado. O efeito do

á ésimo elemento amostrar no ajuste do modelo de regressão é provavelmente maior se hii é

alto, mas sua importância é incerta, pois depende dos yj.

Poisa.nto, o elemento hü = z;(X'X)'izi desempenha um papel importante na cons-

trução de técnicas de diagnóstico. Pontos com hü alto (próximo de 1) são chamados pontos

de alavancageln por possuírem peso desproporcioi)al no próprio valor a.justadol geralmente

destoam dos demais en] alguma coordenada, trazendo o plano de regressão em sua clireção

o quc pode ou não distorcer algumas estimativas.

Eili icsunio, a t\l)alise de H (que não depende de y) pode ievelai poi

nos qua.is um valor discrepante em Z/ pode tei um grande impacto no ajuste

g: vj --E '':'«.7 t. }l }. .1 J
l?

idos sensíveis

(2.3)

Medidas de Influência

Pontos influentes são aqueles que, quando eliminados, resultaJn em profulldas al-

terações na análise dos dados. O naétodo de diagnóstico mais utilizado em regressão i'etira

os casos uni de cada vez e estuda a influência dc cada ctwo comparando a análise dos dados

completos com a análise dos dados sem o caso removido

Seja /3({) = (X(i)X(i)) IX(i)Y(i), em que

#(i) é o estimaclor de P calculado sem a observação {;

Xín é a matriz (n 1) x p obtida excluindo-se a linha á de X
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A influência do ponto { pode sei avaliada através da diferença enfie as illedidas P e

P(i), poi exemplo, através da Distância de book:

. (Pn /3y(x'x)(#m P)

em que 82 trata-se do Quadrado médio do resíduo

Esta estatística possui diversas propriedades desejáveis. Piimeiranlente, o contorno

em que Z)i é constante é um elipsóide. Tais contornos podem ser pensados como definindo

a distância entre P(i) e /3. Adicionalmente, /)í não depende da parametrização, assim, se

as colunas dc X forem modificadas por transformações lineares, a estatística D{ não será

influenciada. Finalmente, se definirmos Y = X#, então a expressão (2.4) pode sei reescrita

Z

como

(2.4)

mo v?l o v)pa'

Assim, D{ será a distância euclidiana entre Y e Y({). Altos valolcs de D{ indicam

grande inHuência da á-esinla observação eln # e nos valores ajustados. A exclusão desse

ponto pode resultar em importantes alterações nas conclusões do modelo.

Escrevendo 1){ en] uma forma mais simplificada temos:

«: - [mhl'Jh;
Observa-se que Z)i é crescente em e{ e Aii. Se p é fixado, Z,){ será determinado por

duas diferentes fontes: eí leflete a falta. de ajuste )lo ponto á e hii reflete a posição de #i em

relação a i. Z)Í será alto se jeil for alto ou hii foi' alto ou ambos.

Porém, a distância Z)i pode não sei adequada quando ei for gta.nde e hi{ pequeno.

Desta maneira, Belsey, l<uh e W/elsch (1980) propltsel'am uma estatística muito similar à

distância Z)i, denominada Z)F'F'/7'Si:
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nr'r'.rrs: - ~(õn - P)'(xlx)(Âo -Õ),: . i,...,«
" ({)

Esta estatística difere da estatística Z){ por um favor de escala e pela substituição

de â2 por â&) (Quadrado médio do resíduo sem a {-ésinla observação)

Mais recentemente, Cook (1986) introduziu a técnica de Diagnóstico de Influência

Local, que, ao contrário dt\s anteriores, hão é baseada na retirada de pontos do conjunto de

dados.

A ]iteratura de diagnóstico em regressão é bastante extensa e tei)l sido amplanaente

utilizada. Neste capítulo foram apresentadas medidas de diagnóstico clássico en] análise

ll)ultivariada e em análise de regressão. No próximo capítulo iremos nos dedicar ao estudo

de técnicas robustas de diagnóstico em Análise Multivariada.
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Capítulo 3

Técnicas Robustas de Diagnóstico em

Análise Multivariada

3.1 Tn+ r ,-. d 1 1 r' n ,-..LARva \./ q.,E q.,E :s- q-'bv

A limitação da metodologia de estimação via h/mínimos Quadrados coil] relação a pontos

discrepantes conduziu a. diversas abordagens alternativas. As técnicas de estimação robusta

se constituem en] unia abordagem que não depende da distribuição dos dados. Embora

os estimadores de mínimos quadrados não dependam da distribuição de probabilidades da

variável resposta, sua. alta sensibilidade a valores discrepantes: provenientes de distribuições

com caudas tllais pesadas que a normal, é conhecida. O objetivo da estimação robusta é o de

encontrar estimadores eficientes sob determinado modelo, de modo que pequenas alterações

na distribuição dos dados produzam-L pequenas alterações nas estimativas.

A detecção de observações atípicas em lim conjunto de dados multivariado pode ser

determinada através de gráficos de probabilidade do quadrado da distância de Mahalanobis.

Porém, ao invés dos usuais esticadores de máxima verossinlilhança, Clampbel1 (1980) sugere

a utilização de estimadores A4, que são estimadores robustos de médias e covariâ.ncias. Já

na ausência de observações discrepantes, os estimadotes robustos comportam-se de forma
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similar aos estimadores usuais.

Observações multivaliadas blue são claramente atípicas em uma única conapollentc

podem fleqiientemente serem detectadas por llleio de técnicas univariadas aplicadas a cada

variável. No entanto, para dados nlultivaiiados, é necessário avaliar cada variável em relação

às demais e algtms pontos podem falhar em manter o padrão da relação entre as variáveis

existente na maioria dos dados. Devido ao fato dos procedimentos clássicos serem setia-

inente influcnciaclos por valores atípicos, os métodos robustos produzena uma aborda.gem

conlplenlentar alternativa, já que são menos sensíveis à presença de valores atípicos.

Neste capítulo serão discutidas medidas robustas de diagnóstico em análise multiva-

riada. Serão obtidos estimadores de vetores de médias e de matrizes de covariância para um

único grupo, pouco influenciados por observações atípicas e analisadas técnicas de detecção

de tais obscivações. Nesse contexto, t\dniite-se que os dados possucnl distribuição nominal

multivariada (originalmente ou após algulila transformação). Na Seção 3.2, seixo discutidos

os estimadores robustos do tipo iM para vetores de médias e matrizes de covariância e sua

utilização em conjLmto com gráficos de probabilidade do quadrado da distância de Maha-

lanobis. Procedimentos para ai)alise robusta de componentes principais são propostos na

Scção 3.3, e na Seção 3.4, discute-sc a Análise Disciiminante Robusta

3.2 Estimação Robusta Multivariada

Consideremos a situação em que o vetou aleatório X tem uma distribuição normal p.-variada

com vetor de médias p e mau'íz de covaiiância E; 7'(X) é o vetou p x l de médias amostrais

e S(X) tl matriz de covaiiância amostial. Nessas colldições, o quadrado da distância de

b/lahalanobis da í-ésima observação zi com relação à média amostral é definido por:

oJMi2 = (z: r(x)ys(x)':(z. r(x)), ã ..,n, se«do n o tema«ho da
amostra.

Healy (1968) e Cox (1968), citados em Campbel1 (1980), sugeriram uma extensão
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dos gráficos de probabilidade de dados univariados para a situação multivaiiada, construindo

o gráfico do quadrado da distância de Mahalanobis de cada observação coiitla a estatística

de oidenl de uma distribuição Qui-Quadrado com p graus de liberdade.

O objetivo desta análise é verificar a suposição de normalidade tlaultivariada, além da

detecção de observações atípicas. No entanto, vetores de observações multivaiiadas atípicas

tenderão a alterar o vedor de médias, reduzir correlações e possivelmente aumentam variâncias,

fazendo com quc a distância de Mahttlanobis pala a observação atípica diiiiinua, obscurecendo

sua influência e distorcendo o restante do gráfico.

A distância de [i4aha[atlobis desempenha um inlpoi'tente papel na estimação ]W

inultivariada. Do ponto de vista aplicado, os estimadores J\4 podem ser considerados como

unia simples modificação dos estimadores clássicos; dão peso total às observações oriundas

do conjunto principal do banco de dados, poiéin peso ou influência reduzida cni observações

dns extremidades da distribuição. Na prática, usualmente, dá-se peso menor às observações

com grandes distâncias de Mahalanobis.

Campbel1 (1980) sugere a utilização dos estimadores .A/ robustos de vetores de

médias e matrizes de covariancia:

\'.
m::l

E
m:Z;m

n2::l

>l:««â(«« i)(«m iy
-r / m::l

{
'm q--e .«. = «-(d«) = «,(d«)/d« e d« = {(:«. iyV :(z. -- i)}{ e «; soluções par- ie
V são obtidas iterativamente.

No contexto analisado, u repl'esenta. unia função de influência limitada, freqüente-

}E.«: '
m,::l

) (3.1)
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mente unear no conjunto (le v&lotcs de (z«. coriesponaentes aos Gados. um particular, alguns

autores sugerem (lue a influência e conseqiieiitcnientc o peso de unia observação exttcma

deveria ser nulo, de modo que u deveria decrescer para valores suficientemente grandes de

d.

O autor utiliza. uma folha bi-paramétrica pala u:

«'','l:«-{,q;«}, lll:ll.
(3.2)

para do = vp + bi

A motivação da fórmula de do dada na expressão (3.2) é a de que sob hipóteses

padrão, poi exemplo, de que os dados provêm de unia distribuição noitnal p-variada, então

d2 tem distribuição Qui-Quadrado com p graus de liberdade (d2 -' X2) e portanto d tem

aproximadamente distribuição NorrnaZ(.«F, l/x/ã). Assim, bi será um quantil da distribuição

nornaal padrão e Z)2 é lm] parâmetro que controla a taxa de decréscimo da função de inHuência

para zero.

Após exaustivos estudos enlpíiicos, Campbe11 ( 1980) sugere considerei nas aplicações

práticas as três seguintes situações:

(a) bi = «); neste caso, todas as observaçoes possuem peso um, resultando nos

estinladores usuaisl

jb) bi = 2,b2 = oo; sugerida poi Huber (1964), trata-se da fauna não-descendente,

pois associa valor de co igual a do tl toda observação niaiol que do, qualquer que seja seu

valor;

(c) bi = 2, be = 1, 251 uma forma descendente, sugerida por Ha.mpel (1973), de modo

que a ponderação decresce a uma velocidade maior clo que en] (b).

Unl postelioi estudo de simulação confirmou a eficiência dos valores de bi e b2

propostos.

Se as estimativas robustas fotenl utilizadas em análises estatísticas subseqiientes, é
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importante que elas diíiram pouco das estimativas usuais quando aplicadas a dados não con-

taminados. Com o objetivo de verificam este fato, foram geladas obseivaçõcs de distribuições

normais multivaiiadas, e calculadas as estimativas robustas e usuais das variâncias popu-

lacionais. Verificou-se que as estimativas robustas não ultrapassavana 3% das estimativas

usuais, situação considerada bastante satisfatória.

Além disso, para distribuição normal nlultivaiiada, observou-se que:

E(d,) - P, s. b: - "" '

E(d2) = kp, com k < 1, 025 pala bi = 2, 0 e be = 1, 25.

3.3 Análise Robusta de Componentes Principais

De acordo com Devlin, Gnanadesikan e l<etteniing (1981), o uso das matrizes de covaiiância

e correlação como iesulnos da dispersão e associação é prática conniii) lia análise dc dados

multivariados. Além disso, tais t)matrizes freqiientenlente constituem a fonte para outras

análises. Ainda segundo os autores, a mais clássica e nazis utilizada técnica para a análise

de dados multivariados é a Análise de Componentes Principais, que é usada para a redução

linear da dimensiollalidade das observaçoes.

Entretanto, bem como outras técnicas clássicas, os insultados dc uma análise de

componentes principais podem ser sensíveis a poucas observações discrepantes. Pala ilustrar

tal fato, um exemplo é retira(lo de Chen, Gnalladesikan e Kettenring (1974). Os dados

são constituídos por observações anuais ell] 14 variáveis económicas para 29 companhias

cluímicas e a Figura 3.1 ilustra a projeção dos dados ilo plano das duas primeiras componentes

principais obtidas a partir da matriz de covaiiância.

O coeficiente de correlação entre as duas primeiras compollentes é zero, como deveria

ser, porém isto se deve inteiran]e]]te a un] único ponto no canto inferior direito cla Figtua

3.1. Clom isso, o coeficiente de correlação excluindo esse ponto e calculado com base nos

dellaais 28 pontos é de 0, 99. As cot)oponentes principais utilizadas nesta figura são claramente
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Figura 3.1: Duas primeiras componentes principais do exemplo das colnpalihias químicas
Fonte: Devlln, Gnanadcsikan c Kettenring (1981).

iilapropriadas pala este conjunto de dados. Certamente um grupo de componentes pnnclpals

mais apropriado nessas situações pode ser determinado excluindo-se os pontos discrepantes

e repetindo-se a análise - freqüentemente uma tarefa difícil eni altas dimensões - ou ati-?wés

de uma análise robusta

De acordo cona Amnlann (1989), as consequências da presença de outZãers em dados

nlultivariados são muito mais complexas que no caso univariado, pois além cla distorção nas

»-.nr4[r]--' f]r) ]anr\nnn n ac'nn]rt }]r\ n]i]f]n ]] iin f\] nranna iin no+B'ij+Bir'. /]a nni'rala','-'. o,. ra --o
lll\=\Xl\ACIÍ) \.IÇ l\lvCL\ÍCÜ\J \- \#t)\PCLlar) llCb Cblll\JCb LllllCb ClflUL/l Cb\rCLLJ leal vt)UI LIULll CL \Av v\ll l vXCt\ÍC+v vllUI \# Cll)

variáveis. Esta alteração produziria sérios pioblenitw na análise de componentes principais.

Apesar da existência de inúmeros métodos de detecção de ouZZãers multivaliados,

segundo o autor: (qualquer ação nesse sentido envolveria a remoção de observações, o que po-

deria implicar na retirada de pontos importantes. Um outro problema. seria que, geralmente,

a retirada dessas observações pode ocasional que ouvias observações, antes consideradas não

problemáticas, toriiein-se outZáers .

Nesse sentido, a Análise Robusta de Componentes Principais mostra-se vantajosa.

Segundo o autor, illétodos mu]tivariados robustos teriam dois ob.jetivos: a identificação (]e
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ouíZáers nlultivariados e a possibilidade de uma análise menos sensível a outZãers.

A Análise de Componentes Principais baseia-se na. matriz de covariâncias amostial

usual S (ou matriz de correlação R associada) e encontra a combinação linear Z/« = a' Zn.

das variáveis OI'iginais z.. tal que a valia.ncia amostral usual de y. seja máxima. Conforme

apresentado na Seção 2.2, a solução é obtida através de uma decomposição espectral de S,

S = ,4 . .D. - .4t. Os autovetoies a{ obtidos das colunas dc Á defillenl combinações lineares,

enquanto os elementos da diagonal correspondentes Q da matriz diagonal de autovalores D.

são as variâl-tcias amostrais das novas variáveis.

Unia forma natural de modificar esta análise é substituir a matriz S pelo estimador

robusto definido na expressão (3.1)l obtendo a so]ução via Estimados ]14 para a a-nálise de

Componentes Principais Robusta. Uma observação é ponderada de acordo com a distância

total l)A& eni relação à estimativa robusta clc posição.

Poi fim, uma estimativa robusta da matriz de covariância ou correlação pode ser

encontrada através de .4 . -D. . .At, como unia estimativa I'obusta alternativa. Tanto esta abor-

dagem quanto a descrita na seção anterior resultam em matrizes de correlação e covariância

positivas defillidas. A estimação robusta de cada entrada separadamente nem sempre garante

essa piopiiedade.

Finalizando, unia abordagem prática recomendada pelo autor é deterininal as médias,

covaliâncias, distâncias e pesos associados para bl :: ool pala bi = 2,0 e b2 :: ool e pala

bi = 2, 0 e b2 :: 1, 25. Gráficos de probabilidade Normal da raiz cúbica das distâncias ao qua-

drado (cona bi = 2,0 e b2 = 1, 25) irão indicar observações atípicas. Healy (1968) considera

este gráfico como sendo o mais adcquado na detecção de observações atípicas e para examinam

a hipótese de noillialidade multivariada. Para mais do que seis ou sete variáveis, uma análise

de componentes principais robusta é também útil para identificam observações atípicas. Os

pesos wil. associados aos valores dc (Z:, indicam observações atípicas. A experiência mostra

que um dado menor do que 0,30 com bi = 2, 0 e b2 = 1, 25 (correspondendo aos pesos llle-

nores do que 0,60 co]] b2 = (x) ttproxiniaclamente) sempre indicam umtl observação atípica.
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o n[aioi' do que u,/U cona D2 := (x) ê associado a uma observação razoável

Aminann (1989) considera que mesmo o procedimento de associar baixos pesos às

observações consideradas outZãers provocaria unia perda de informação. Por esse ltlotivo,

sugere uma abordagem Robusta de Componentes Principais baseada no procedimento de

Regressão Ortogonal Robusta.

O método de Regressão Ortogonal é acluele que, ao invés de minimizar a solda dos

quadrados dos desvios verticais coiii relação ao plano de iegiessão, l-nininaiza a soma das

distâncias ortogonais. Alnlnailn c Ness (1989) desenvolvem um algoiitmo robusto para Re-

gressão Ortogonal, sendo que uma cle suas possíveis aplicações é a obtenção de componentes

principais robustas.

A aplicação é possível devido à conexão existente entre componentes principais e

regressão ortogonal, já que o procedimento de iegiessão Oltogoilal íol'nece o llipcrplano orto-

gonal que passa por (il, . . , i., ©) e é paralelo às rrz primeiras componentes principais nas

nt + l variáveis.

De forma resumida, os passos básicos do procedimento são:

1. Utilize unia técnica de regressão ortogonal robusta pala o conjunto de dados com-

pleto. O vctoi unitário ortogonal ao liiperplano clc iegrcssão obtido será a últimtt componente

principal.

2. Piojete os dados no hiperplano obtido.

3. Aplique a técnica de regressão ortogonal robusta para os dados projetados ob-

tendo o novo hiperplano de regressão ortogonal e de fortlaa análoga, a próxima componente

principal.

4. Continue o processo até que todas as componentes principais, exceto a primeira,

se.jam obtidas. A primeira componente principal robiista será acluele vedor unitário ortogonal

às p l cotllponelltes já obtidas

Quanto à regressão ortogonal robusta, necessária na construção do algoritmo que

os clc dcsciever, vái-ias técnicas encontiani-se dcsciitt\s na Senão 2 dc Aniinann e Ness

Un) pes

?i.(:a t) a] } )r (
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(1989)

Devlin, Gnanadesil(an e Ketteming (1981) utilizam métodos de h/fonte Calão para

comparar as perforntances de vários procedimentos robustos pala estimação da matriz de

correlação e das cotllponentes principais obtidas a partir dela.

A propriedade de blue as componentes principais são sensíveis às escalas de medida

clãs variáveis e as dificuldades (incluindo as computacionais) causadas por este motivo são

ticqiicntenicnte utilizadas como motivo pela escolha da análise de conlponelltes principais

utilizando a inatiiz de correlação ao invés da de covariância

Definiremos a seguir propriedades gerais de algumas altenlativas robustas para a

matriz de correlação usual R, apresentadas ein Devlin, Gnanadesikan e I'iettellting (1981)

Existem muitos métodos clue calculalla a matriz de correlação robusta, R*. Uma

tLboidttgcm básica é estiniítr cada elemento fora da diagonal de R* sepaittdatllente; através

de um coeficiel)te de correlação robusto r*. No entanto, a matriz resulta.nte R* não será

necessariamente positiva definida, exceto em casos especiais e esta matriz necessitará de

ajustes para atingir esta pl'opriedade. Tal abordagem bivariada de estima.dotes robustos

de correlação obtidos separadamente pode ser considerada contrastante com a abordagem

inultivt\nada, club manipula todas as variáveis simultaneanlentc pala obter nlatiizcs de cor-

relação que sejana positivas definidas (se o núnlelo de vetores com observações completas é

suficientemente grallde)

Todos os estimadores robustos de correlação obtidos separadamente serão denotados

por r* , e serão baseados em variáveis padronizadas. Caso não seja especificado anteriormente,

tl pttdionização inicial e as subsequentes estimativas dita variâncias são calculadas utilizalldo

médias e variâncias "aparadas" a 5%. Se não existem dados incompletos, então cada elenaento

r;Ê dc R* será baseado no mesmo número, n, de observações, caso contrário, n* será obtida

utilizando o número de pares completos, njx;, para as variáveis .j e k.

Se a matriz R* obtida não fol' positiva definida, esta pode ser tlansfornlada utilizando

se a expressão (lO) de Devlin, Gnanadcsikan e Ketteniing (1975) com zX = 0, 2S/vã, ttté
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blue uma matriz positiva definida seja obtida

A transformação sugerida é:

; :l,(,;*) ] AI, se «;. < ' :(z\)
0, se l ,;. l$ , :(A)

. :l;(,;k) al, se ,;. > , :(A)

o(«;*l

em que z é a transformação de Fisher, z(r) = { in +it'

Quando existem dados incompletos, n é substituído por mjk . O resultado final é

denotado por RI. Un)a estimativa da matriz de covaiiância pode sei obtida a partir da

matriz de correlação, a partir da relação S = 1)(si) . R - -D(si), com S e R mau'izes de

covariância e correlação e Z)(si) matriz diagonal de desvios-padrão Si "apagados"

O Capítulo 10 de Mosteller e Tulçey (1977) stigeie um procedimento baseado em

cálculos de regressão robusta que resulta.m em unia estimativa robusta para a matriz de

covariância S*. Para variáveis 3/' = (yl , . . - , yP), o procedimento inicia construindo a regressão

de yj em (yl, . - - , yj i), pa.I'a .j = 2, . . . ,p, utilizando o procedimento iterativo descrito no

Capítulo 14 desta mesma referência. O próximo passo é calculam z = (/ -B*)Z/, onde

B* = ((ó;k)). Para .j $ k, Z);À; = 0; c para .j > k, ó;h é o coeficiente de yk na regressão de yj

em (yl, ' ' , Z/j i)-

O terceiro passo é calcular Z)*, uma matriz diagonal de estimativas robustas das

variâncias dos elementos de z. Então S* , estimativa robusta da matriz de covariância de y

é definido por

S* - (/ B*) 'D*(/ -B*') :

Esta expressão é consequência do fato que

}''' - (/ -B*) :Z .

Üã'l(-r .e') 'zl (/ B*) :ü='(Z)(r B*')': (.r B*) :D*(-r -B*')
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uma matriz

« - « (1) '*« (i)
O cálculo da regressão robusta pode ser realizado utilizando h'mínimos Quadrados

Ponderados Iterativos, considerando a solução dos N/mínimos Quaclraclos Ol-dinários como

ponto de partida. A estratégia aplicada seita utilizar uma ponderação clo tipo 'Httber' nas

primeiras três iterações, definida coillo:

Rde correlação correspondente pode ser obtida através da relaçãol l \/ Pr r r)

i, se l ei l$ ks*

li$, caso contrário

onde # = 2, 4388, ei é o resíduo para a á-ésima observação e s*=med aria(l eá l).

Com este valor de k, ponderações baixas são atingidas se l e{ l supera 1, 645 x DP(e{)

Os pesos pala as próximas iteiações são definidos como:

It ($-)'y:
()

« ($-)' < 1

caso contrário,

para c - 6 ou 9 (sugerido na página 205 de Mosteller e Tukey (1977)). Com estas escolhas

de c, o peso zero é obtido se l e{ l supera quatl'o ou seis desvios-padrão. O procedia-ncnto

pára quando a diferença absoluta máxima entre os valores wi não é superior a 10 4 ou após

20 iterações.

A vaiiâncía de cada elemento z{ de z é estimada através da estatística rzsl definida

ntl página 208 de Mosteller e Tukey (1977).

Uma segunda abordagem nlultivaiiada proposta por Devlin, Gnanadesika.n e l<letten-

ring (1981) é baseada el-n procedimentos multivariados cle observações aparadas (Gnanade-

sikan e ]<ettenring (1972) e Devlin, Gnanadesikan e I'ietteming (1975)). Este procedimellto

também é iterativo. Ein cada passo, as distâncias ao cluadrado
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o/@ («: r(x)*yc'(x)* :(:«: r(x)*), ã 1, (3.3)

dos vetores de observações #Í cona relação à estimativa de posição, 7'(X)*, são medidas na

métrica de C'(X)* , a estimativa da matriz de covariância usual. Um percentual especificado

das observações mais extremas é temporariamente separado e as demais observações são

utilizadas pala calcular T(X)* e C(X)* exatamentc como T(X) e C(X), o vedor de «-édias

e a ITlatriz de covariância amostrais.

Para inicial o processo, T(X)* e a(X)* assu]nei]] os valoics de T(X) e (;(X) rcs-

pectivalllente. Em cada estágio, O(X)* pode ser convertida para R*, conforme discutido

anteriormente. O processo iterativo termina assim que a média da diferença absoluta entre

dois valores da transformação de Fisher z dos valores r;k em duas iterações sucessivas não

supere 10 3 ou após 25 iterações.

A vantagens dos procedimentos propostos, ao contrário do método que estima cor-

relações separadamente, é o fato que a matriz R* obtida é positiva definida

Os estimadores são formados através de análises bivariadas ou por manipulação

simultâllea de todas as variáveis utilizando técnicas como Média e V.ariâncias Multivariadas

Apa.fadas e Estimação JW. Ambos são efetivos ao estimarem as componciltes principais, cada

técnica possuindo suas particularidades. Porém, os estimadores M podem não funcionar de

maneira fácil (quando a dimensionalidade é grande e os pontos discrepantes são assimétricos

Na existência de dados incompletos, a abordagem de estimadores robustos de correlação

obtidos sepai'adamente toma-se mais atrativa.

3.4 Análise Discriminante Robusta

O inteiessc na investigação de técnicas alternativas de análise discriminailtc teill descido

nos últimos anos. Unia primeira motivação para este fato tem sido o recollhecimento de

blue a análise discriminante clássica (FDL - Função Discriminante Linear), embora adequada
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en] inúmeras ocasiões: não é eficiente quando utilizada em bancos de dados reais, situação

na qual é desejável o dcscnvolvilnento dc funções discriminttntes específicas. Exemplos de

aplicações destes tipos de dados podem ser encontrados quando se deseja classificar uma

empresa como propensa ou ]lao propensa a ir à falência, ou (quando é necessário classificar

se determinado pedido de empréstimo será provável à inadimplência ou mesmo a predição

de categorias de classificação.

Segundo Ha.mpla, Ronchctti, Rousseeuw e Stahel (1986), um problema comlma nos

bancos de dados quando se utiliza a análise discriminante é que estes contêm pontos que

geralmente são classificados como ou(ZÍers. Bancos de dados que contêtn pontos discrepantes

são a regra ao invés de exceção, e estima-se que entre 1% e 10% dos pontos em um banco de

dados típico são considerados ouÉZãers. Porém, o nlébodo linear padrão, baseado ein mínimos

quadrados ordinários (h4QO) é extiemanlentc sensível a outZáers e pode produzir resultados

não confiáveis e equivocados ein sua presença. Confornte já coilaentado, estimativas da

matriz de variância e covariâilcia torna.m-se muito distorcidas, conduzindo a estimativas

não..ótimas. Outras anomalias distribucionais tais como assimetria também podem causal

problemas. Ulua resposta alternativa aos problemas na análise discriminante clássica tem

sido o desenvolvimento de uni grupo alternativo de classificadoies não-paramétiicos baseados

em proclamação linear.

Esta seção apresenta uma metodologia de análise discriminaílte robusta proposta

por Glorfeld (1990) que pode sel formulada como um problema de programação linear ba-

seado no método de estimação da À'línin)a Soma de Valores Absolutos (MOVA). Por sim-

plicidade, o foco desta scção sela iestiito ao problema da análise disciiminantc linear pala

duas populações, cona probabilidades iguais de pertencerem aos dois grupos e custos iguais

rl,, PIÇ.aQiGPnPãn lnr'nrrntn
U\Ít UV ZXUV X U UÇ U-

Análise Disciiillinante Linear para Duas Populações

Segundo Green (1979), existe na literatura celta confusão no que diz despeito aos

reais objetivos cla t\nálise disciinlinalite linear. A análise disciinlinante lilleai paitt duas
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popttlaçoes possui dois ob.]etivos cllstintos

jl) A piojeção de um gl'upo complexo dc dados niultivaliados medidos em duas

populações enl um espaço litlea.l discrimina.nte unidimensional muito mais simples, que per-

tllite visualização gráfica para estudar o grau e a llatureza da separação entre os grupos. E

útil para a sugestão de possíveis anomalias distribucionais e pa.ra a indicação de observações

discrepantes;

l2) O desenvolvimento de funções dc classificação lineares baseada\s na amostra de

dados multivariados que permite a clmsificação de novas observações em um dos dois grupos

conaetendo erro lllínimo.

A maioria das técnicas de análise discriminalate linear desenvolvidos até hoje têm

como objetivo principal o segundo objetivo citado acillla - classificação - e dão pouca atenção

ao piinlciro objetivo. Uma caiacteiística difeiciicittcla da metodologia disciiminante da

lvlínima Soma do Valor Absoluto é a de que seu principal interesse é o primeiro objetivo

citado e utiliza a classificação apenas em segundo plano.

A formulação do modelo discriminante clássico para o problema de duas populações

com probabilidades iguais de classificação incoireta ellvolve a construção da combinação

linear de p vt\fiáveis baseadas eni ni = ne obseivttções retirados dc cada uma das duas

populações, onde a população de cada elemento ainostral é conhecida. Se as n := ni + n2

observações são independentes, as p variáveis têm dista'ibtüção normal naultivariada e as

matrizes de variância e covaiiância são iguais para os dois grupos, estes irão diferir apenas

]lo que diz despeito a seus vetores de médias e o procedimento é, nesse sentido, ótimo. A

Figura 3.2 descicve a ieplesentação clássica

Segundo Fisher (1938), a função disciiminante determina diretamente a projeção

\midinlensional do espaço e não os limites de classificação. Desta maneira, possui a interes-

sante propriedade de que para as duas populações, um problema com p variáveis é reduzido

a. ulla problema univariado de foinla muito mais siiliples. A direção dessa piojeção produz

uin novo grupo de escoras disciinlinantcs quc possuem vai-ittbilidade tnáxima cntie-grupos
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Figura 3.2: Representação da função disciiminante linear clássica para duas variáveis
Fonte: Glorfeld (1990).

cluando colllparada à variabilidade entra-grupos. Um ponto é classificado no grupo com

média mais próxima; fazendo com blue o limite de classificação, c, seja igual à média global

dos escores projetados. Coito base no Teorema Central do Limite, os escoies disciiminantes

lineares compostos podetn possuir dista'ibuição aproxillladanlellte normal, nlesnlo que uma

ou mais das p variáveis discriminantes presentes não tenham distribuição normal, indicalldo

robustez da função linear discriminante quanto à violação da hipótese de normalidade

Na formulação clássica do modelo discriminante, Fisher (1936) nlostlou cine o pro-

blema disciiminantc cle duas populações pode sci formulado cni termos dt\ Análise de Re-

gressão via h4ínimos Quadrados Ordinários (h/IQO) :

y :: t,Uo + I't''iXt + W2X2 + +l'lG,X,+c, (3.4)

sendo que y é uma variável dicotâmica n-dimensional que identifica o grupo ao qual o

elemento pertence, Xi, . . . ,XP são as variáveis aleatórias preditoras com n componentes,

alllostiadas de duas populações com vetores de médias lzi e p2 e matriz de covariância

coinuni Ei I'Uo, . . . , I'rP são os paiâmcttos desconhecidos a serem estimados por mo, . . . , wp'
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e c é o erro aleatório. Na fortllulação clássica, os paiâmetlos bV's são estimados de maneira

a nlmimlzai a soma dos quadrados dos resíduos, >, e: = >.ly{ (wo + >. izij)I', em que

g/í é a ã-ésima componente de y e zi.i é o ã-ésimo valor de .Xj, { :: 1, . . . , n e .j = 1, . . . ,p.

A formulação do problema de análise discrinlinante via regressão vista na expressão

(3.4) é um assunto controverso e é considerado por algtms autores como ]m] artifício algébrico.

Uma revisão dessa formulação feita por Flury e Riedwyl (1985) illostra a justificativa prática

pala tal aboidagein c sugere este procediniclito pala aplicações. Os autolcs nlostianl que o

usual teste-r' da regressão é equivalente ao teste T2-Hotelling para a diferem-Lça entre grupos

em relação aos centróides e a variável individual p do teste parcial F' é un] teste-Ê univaiiado

para a- diferença entre m médias ao longo de p dimensões. Os valores estimados, Ü, são usados

na construção de um histograma pala a exibição gráfica dos dados no espaço discriminante.

Se a codificação usual, 'zelo' e 'uni' foi utilizada pala indicar as populações, então

classifica-se 3/{ em 7rl se ãi < 0, 5 e em a-2 caso contrário, onde n-i e l2 são as duas populações,

respect.ivamente codificadas como 'zero' e 'um'

lZ

Modelo Robusto da Mínima Soma do Valor Absoluto (b/ISVA) Segundo Narula e Wellington

(1982), o ajuste do modelo de regressão através do método de N'mínima Soma de Valores

Absolutos (MSVA) ten) a mesma foiniulação do coiiespondente via Mínin)os Quadrados

Ordinários, com exceção ao fato de que os erros são l)pedidos como o valor absoluto da

diferença entre os valores observaílos e estimados. Este lllodelo irá detertlainal- os valores w's

tais que a soma dos valores absolutos dos resíduos >ll: l e{ 1 = >11: 1 Z/í (mo + l:wja;íj) l seja

nlinima.

Pelo fato do modelo h/ISVA ser pouco lamilitu, unia bicve roinnilação será dadtt a

seguir. Utilizando uma representação padrão de programação linear, é possível visualizam

cada um dos n vetores observados no modelo linear

g/{ := tl;o + toizi + w2z2 + + mpz/' + ci, { :: l, . . . ,n (3.5)
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como uma restrição. Substituindo c{ na expressão (3.5) poi (c: + ci), o problema é equina.

lente a minimizar

.-E (c;' +ci),{ . ,n, (3.6)

g/: («,o+Ej ««jz:j) +c;' ci

á - 1, . . . , x,J - {, . . . ,p,

c;,ci 2 0,á = 1, . . . ,n,

mj, .j = 0, . . . ,p sem restrição de sinal

ein que

fi, se c{ > 0,

0, caso contrário

e

0, caso contrário

O valor ótimo de z obtido na expressão (3.6) será o nlenoi valor cla soma dos erros

a.bsolutos. Unl aspecto especialmente interessante da formulação MOVA é a pronta dispo-

nibilidade de softwaies especializados para resolver o problema da estimação, mesmo para

aquelas forllntlaçõcs não familiatcs. Poi' cxenlplo, o softwaic SAS (SAS (1976)) contém uni

procedimento ielativalnente eficiente que pode ser empregado por qualquer pesquisador com

relativa facilidade.

Pala fins de testes estatísticos, a teoria desenvolvida é assintótica, o que permite

produzir testes para os parâmetros do modelo de maneira similar ao MQO, desde que se uti-

lize grandes tamanhos de amostra. Diferente da regressão À/IQO, é necessário asstunii apenas

que os erros são independe)res e identicamente distribuídos, e verifica-se que para qualquer

distribuição dos erros para a qual a ilaediana se.la assintoticamente stipelior à média collao um

estimador de posição, a estimação MOVA é preferível em relação à b'íQO. Dielman e Pfaffen-
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Figura 3.3: Função linear discriminante e Ftulção discriminante da Mínima Soma do Valor Absoluto
sem otitZíers.
Fonte: Gloifeld (1990).

berger (1982) dão alguma orientação sobre o tamanho mínimo de ainostia necessária para

aplicar testes assintóticos. Segundo Teebagy e Chatterjee (1989), para pequenas amost)as

testes baseados ilo método Boolsírap podem sei desenvolvidos.

A primeira justificativa pala o uso da função discriminar)te N/ISVA pode ser com-

preendida através dm Fíbulas 3.3 e 3.4, que representam o caso discrinlinante mais simples

onde }o = 1.

Quando os dados não são conta)llinados por outliels, a função discriminante usual

FDL e a obtida pelo método h/ISVA fornecerão resultados muito próximos, como descrito na

Entretanto, na Figura 3.4 é possível observam que quando existcni outZáers, a função

discriminante lilaear torna-se seriamente distorcida, enquanto a associada ao método MSVA

é )lluito ]llenos afetada

Tendo usado a função discriminante MOVA para projeção dos dados p-variados em

um espaço discriminante univariado, surge a questão de como uma regra de classificação

deve ser foiniulada. Urna grande número de alternativas distintas são possíveis. Pol exemplo

Figura 3.3r
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Y{Group)

Figura 3.4: Função linear disclinlinante e Função discriminante do Mínimo Valor Absoluto consi
derando os OlztZíers.

Fonte: Glorfeld (1990).

desde que a função discriminante À/ISVA esteja próxima da função discrimina.nte via MQO

que teima sido desenvolvida se os ouíZáers não estivessem presentes nos dados, a classificação

MQO do limite pode se] utilizada:

Se Ü < 0, 5,

Se Ü ? 0, 5,

classificar em a-i

classificar enl nu

Alternativa.mente, a mediana global dos encores estimados (Ü) através do procedi-

mento h/ISVA pode ser utilizada coillo limite de classificação. Limites de classificação podem

também ser facilmente determinados minimizando-se o número de erros de classificação.

Através de testes en] bancos de dados distintos, a seguinte regra de classificação foi

dcscilvolvida poi Gloifeld (1990): clcassificar 3/{ cm zi se l Ü .A4i 1<1 Ü .A42 l e em 7r2

caso contrário, em que Ã'fi e Jt42 são as medianas dos escoies do primeiro e segtmdo grupos
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respectivamente. Este procedimento é e(luivalente a utilizar a seguinte negra de classificação

S. ü < AÜ-#%,

caso contrário,

classificar em n-i ,

classificar em n2.

Após a descrição da técílica, como análise de diagnóstico, o autor sugere que as

funções discriminantes FDL e h/[SVA deva.m ser obtidas para. o mesmo con.junto de dados e

seus resultados comparados. Se a comparação exibir grandes diferenças, então os resultados

obtidos via N'laVA podem ser úteis para cletetnainat possíveis erros grosseiros nos dados,

assim como fornecer um modelo que melhor se ajuste aos mesmos. Gráficos, coeficientes

clo modelo, testes estatísticos e a regra de classificação podem se] diretanlente comparados

pa.ia auxilia.i na avaliação de problemas com a formulação da função discriminante linear

FDL. Detectados pontos discrepantes, estas observações suspeitas podem ser removidas e a

análise repetida. Se os resultados das funções discriminantes FDL e MSVA mostram apenas

pequena diferenças, o procedimento da função discriminante linear pode ser mantido.

He e Fung (2000) consideram o problema da análise discriminante com duas p(»

pulações com médias p. e pP e matriz de covariância comum E. Para a negra de decisão

usual de classificar uma observação z na população n-i se

(P, p,yx 'l; (P« + P,)/2} > 0

e na população n2 caso corltráno, os autores sugerem o uso de estlmadores cle alto pollto

de iuptuia pala. p,, pu e E. Os autores propoein uma particular foinla de obter)ção desses

cstimadores, sugerindo quc essa seria tuna possível maneira de tomar a análise disciililint\.nte

de Fisher mais robusta.

llubeit e Van Driessen (2004) pi'opõem o uso dos estimadores robustos de vetoies

de média e matrizes de covariâncias para situações lllais gerais que excluíam o caso de mais

do blue duas populações, allálise discriminante bayesialla, cluadiática e linear. Apreselltani
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ainda esticadores robustos das probabilidades de má classificação

Neste capítulo fortim discutidas medidas lol)ustas de diagnóstico em ttnálise niulti-

variada. Falam apresentados os estimadores robustos do tipo À/ para vetores de médias e

matrizes de covariância, além de procedimentos para a-nálise robusta de componentes prin-

cipais e análise cliscriminante. O plóxinlo capítulo é inteiramente dedicado ao estudo de

medidas robustas de diagJ)Óstico eil] análise de regressão.
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Capítulo 4

Medidas Robustas de Diagnóstico em

Análise de Regressão

4.1 Tn+ l-nd 1 1 r' n n
.H. .L A. BJ n. v \,E t,LYE,B\ /

O principal objetivo deste capítulo é introduzir técnicas e medidas de diagnóstico robusto na

análise de regressão. Conforme comenta.do no capítulo anterior, medidas de distância como

a de Mahalanobis, utiliza.das pata detectam pontos disciepantes no contexto multivatiado,

poderia sofrer com o problema do mascaramento. Na análise de I'egressão este problema

também pode existir, conforllle será discutido a seguia

4.2 O'uttã,ers Multa,bati,a,dos e Pou,tos de AI,a,ua'r\ca.

Identificação de pontos de alavanca na análise de regressão

Na regressão linear os elementos amostrais são da forma (xi,yi), onde xi é p-

dimensional e a resposta y{ é unidimensional. Definem-se pontos de alavanca como sendo

os casos cm que xi encontram-se distantes da maioria dos dados no espaço p"dimensional.

Conforme já abordado no Capítulo 2, um ponto t.em influência significativa quando o valor

da sua "alavancagen]" for alto. Pontos de alavanca poclein ser i]]uito difíceis de serena de-
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tectados principalmente quando xi telll dimensão superior a dois, pois nesta situação não é

possível o embasaniento na percepção visual.

No modelo de regressão linear múltiplo dado por y :: XI/3 + c, geralmente utilizam

sc os elementos hii da diagonal da matriz chapéu H = X(X'X.) IX' como diagnóstico pala

identificar pontos de alavanca. A literatura sugere que se dê especial atenção a pontos e]]]

que o valor' de hü, definido no Capítulo 2, for maior que ?, sendo p o número de colunas da

nlati'iz de planejamento X e n o tamanho da amostra.

De acordo com Rousseeuw e Van Zomeren (1990), a matriz chapéu H, assim como

a Distância de R4ahalanobis Clássica (Z)Àã = ), é pe-

nalizada pelo efeito de mascaramento. Isto pode ser explicado ao se pcrcebei que existe uma

relação nionótoila entre hi{ e Z)Àã associa.da ao elemento xi, dada por:

(!?/l$E + !. (4.i)n l ' n

Desta maneira, /ziá não necessariamente irá detectar os pontos de alavanca, ao

contrário do que se acredita.

Como ilustração, os autores apresentam a Tabela 4.1, que mostra os valores de /}ii

pala o conhecido conjunto de dados Sfackloss (Brownlee (1965)). Este banco de dados é

obtido da observação da oxidação da ainõnia en] ácido ilítiico de uma planta, durante 21

dias. E composto por 21 linhas e 4 variáveis: .4ãrF'Zow: fluxo de ai' resfriado, WaÍerTemp:

temperatura de entrada da água resfriado, .Ácido(;onc.: concentração de ácido e sta.ck./oss:

basicamente trata-se da quantidade de calor que viaja através de unl local ou recipiente sem

nenhuma loiça externa e é a variável resposta. O maior valor de hÍ{ nesta tabela pertence à

observação 17. Já a Distância Robusta (Z)/t), obtida substituindo-se as estimativas T(X) e

S(X) lla equação da Distância de Mahalanobis Clássica (-Z)Àã) por estima(lotes dc "locação"

e de "covariância" robustos, identifica as observações 1,2,3 e 21. Sugere-se identificar ob-

servações com distâncias superiores a vX2;o.07s' em que X:;o,07Õ é o cluantil de ordem 0,975

da. distribuição Qui-Quadrado com p graus de liberdade.
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Os estilnadores robustos utilizados neste método, denominado EVM (Elipsóide de

Volume Mínimo) focam:

T(X): centro do elip

observações xi, i = 1, 2, . . . , n.

De modo geral, a equação do elipsóide é da forma

sóide de voltlme mínimo que cobre pelo nlellns llleta.íle rias0 l r eii ] r

(*: T(X)) . (S(X) :) (x: T(X)y $ a',

cm que S(X.): matriz p x p, positivra semi-definida e a2 é uma constante positiva.

Esta construção garante clue 7'(X) e S(X) sejam os estimadores robustos de locação

c da matriz de covariância de X.

Os detalhes técnicos para obtellção deste elipsóide estão descritos no Apêndice A

A Tabela 4.2 apresenta o exemplo oriundo dos dados #awkáns-Brada-K'ass (Haw

kins, BI'adu e Kass (1984)). Este banco de dados artificial consiste de 75 observações cm 4

dimensões (uma variável resposta e três explicativas) e fornece um bom exemplo de efeito

de IBascaramento.

Sabe-se que as 14 primeiras observações desse conjunto de dados são pontos de

alavalaca, porélla apenas as observações 12, 13 e 14 possuem altos valores de /zii. Por outro

lado, o cálculo da distância robusta O/t identifica claramente essas observações. Confio

consequência, Roussceuw e Van Zomeren (1990) propõem o uso de distâncias robustas de xí

conho diagnósticos de alavanca, por serena menos sensíveis ao ]]aascaramento que os valores

hü

Dizenaos que (xi, yi) é um ponto de ala;vinca apenas caiu relação à discrepância de

xi, não levando em consideração a resposta y{. Se, além disso. (xi, yi) localiza-se afastado da

maioria dos dados, define-se o ponto corno sendo un] "mau" ponto de alavanca. Este ponto

é bastante prejudicial, pois altera a tendêlacia do ajuste da regressão de mínimos quadrados.

Em contrapartida, se (xi, yi) segue a tendência do con.junto de dados, será cha.medo de "bom"
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Tabela 4.1: Distâncias de h'lahalanobis (Z)Jtã), Distâncias Robustas (1)Ri) e elementos da diagonal
da ITlatliz chapéu (hi{) pa'a os dados StackZoss.
Fonte: Rousseeuw e Van Zomeren (1990).

ponto de alavanca, pois melhora a precisão das estimativas dos coeficientes da regressão.

A Figura 4.1 mostra esta terminologia em um exemplo de iegiessão simples. A

maioria dos dados são observações regulares, indicados por (a). Os pontos (b) e (d) fogem

do padrão linear e, portanto, são chamados de outliers da iegiessão, mas (c) não. Ambos, (c)

e (d) são pontos dc alavanca, pois apiesentt\m valores distantes da maioria dos dados pala

xi. Poiénl (c) é um "bom" ponto de alavanca, encluanto (d) é uni "mau" ponto de alavanca.

O ponto (b) é chamttdo dc ouíZáer vertical, pois se bata de um outZáer de regressão, mas não

de um ponto de alavanca.

Pala distinguir eí)tre "bons" e "maus" pontos de alavanca é necessário considerar yi

e xi e também conhecer o padrão linea.r definido pela maioria dos dados. Com este objetivo,

45

Z DMi   hí
l 2,25 5,23 0,30
2 2,32 5,27 0,32
3 1,59 4,01 0,17
4 1,27 0,84 0,13
5 0,30 0,80 0,05
6 0,77 0,78 0,08
7 1,85 0,64 0,22
8 1,85 0,64 0,22
9 1,36 0,83 0,14
10 1,75 0,64 0,20
11 1,47 0,58 0,16
12 1,84 0,79 0,22
13 1,48 0,55 0,16
14 1,78 D,64 0,21
15 1,69 2,23 0,19
16 1,29 2,1 1 0,13
17 2,70 2,07 0,41
18 1,50 2,09 0,16
19 1,59 2,29 0,17
20 0,81 0,64 0,08
21 2,18 3,30 0,28
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Tabela 4.2: Distâncias de Maha]anobis (-OÀA), Distâncias Robustas (Z)]?i) e e]ementos da diagona]
da. matriz chapéu (hi{) pala os dados ]7awkíns l?rad7z mass.
Fonte: Roussecuw c Van Zomeicn (1990).
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os autores sugerem estimar os pal'âmetl'os do n)odeio de regressão pelo procedimento da

N/mínima Mediana dos Quadrados do Resíduo (MMQK). Este procedimento proposto por

Rousseeuu, (1984) minimizil. em 0 o valor mediana(i i,...,«)r?(a), cm que

,:(0) - Z/: x:0

é o resíduo da {-ésima observação. Verifica-se que a estimativa a de MMQR possui o máximo

ponto de ruptura. Segundo Gnanadesikan (1997), ponto de ruptura é a maior fiação das

observações blue podem ser valores extremos em uma amostra, sem alterar o valor do esti-

mnrlnr

Após obter 0, Rousseeuw e Van Zomelen (1990) sugerem calculam também a estima-

tiva do desvio padrão dos erros, dada por:

õ k rmedáarza({- 1,. . . .«)r? (0) ,

em que k é uma coi)soante positiva. Os resíduos padronizados r{/â obtidos após esse ajuste

podem então sel usados pala indicar pontos discrepantes que destoam do padrão linear da

maioria dos dados.

E importante obsclval que as distâncias robustas nas Tabelas 4.1 e 4.2 indicam

pontos de alavanca, mas não conseguelll distinguir entre os "bons" e "maus", pois y{ não

é utilizado. Enl contrapartida, os gráficos usuais de resíduos do ajuste MTvIQR mostram

ot&tZáers de regressão sem informal quais deles são pontos de alavanca. Portanto, padece

interessante a construção de um gráfico no qual os resíduos robustos ri/â: são confrontados

cona as distâncias robustas í).rt. Na Figura 4.2 isto é feito pata os dados SíackZoss. Pontos à

direita da linha vertical delimitada por vX2;0,97s = 3, 06 são considerados pontos de alavanca

(por apiesentaiem valores altos da distância robusta -D-7%), sendo que pontos fora. das linhas

de to]erância ]torizontal l 2, 51 2, SI são outZãers de regressão (pol aplesentaiein valores altos

para os resíduos padronizados). Neste exemplo, os quatro pontos com os maior'es valores
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yi

.(b)
. (.)

. (d)

Figura 4.1: Exemplo de legiessão linear simples com (a)observações regulares, (b) outZãers verticais,
(c)"bons" pontos dc alavanca c (d) "maus" palitos de alavanca.
Fonte: Rousseeuw e Van Zomeren (1990).

Xi

de Z).f& (1,2,3,21) são também outZáers de regressão, e conseqüentenlente, "maus" pontos

de alavanca. A Figura 4.2 também contén] uin ouZleer vertical (observação 4), que é un]

o?&tZáer de regressão com Z)/Ü < vX2;0,97s' Os valores de corte utilizados são de certa forma,

arbitrários, ma.s no gráfico é possível reconhecer os casos limítrofes: a observação 21 não

está tão longe no espaço dos valores de =, enquanto a observação 2 é apenas um oufZãer de

regressão modelado.

Complementando a análise, construiu se o gráfico elos resíduos de À/mínimos Quadl'a-

dos Usual contra a distância dc b/lahala.llobis não robusta Z)À4i. Este gráfico encontra-se na

Figura 4.3 e seita o correspondente ao da Figura 4.2 em uma análise tradicional. Verifica-se

que este não revela nenhum ponto de alavanca ou ouí/áer de regressão, pois todos os pontos

localizam-se entre t\s linhas limite c apcnas as observações 21 e 17 actual pióxinlíw desstt

fronteira. Além disso, comia consequência da expressão (4.1), a substituição de Opta poi /}

não causaria nenhuma melhoria.

A Figura 4.4 apresenta o gráfico dos resíduos robustos contra as distâncias robustas

pala os dados Hawkins Brad?& X'ass. Claramente nota-se a existência de 14 pontos de

alavanca, dos quttis 4 são "bons" e 10 são "maus". Este tipo de gráfico apiesentít unia
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Figura 4.2: Gráfico dos Resíduos Robustos contra as Distâncias Robustas RI)í pata os dados
Stctcktoss .

Fonte: Rousseeuw e Van Zomeicn (1990).

3

q)

(D

a)
N

c:
cü

(D

Classícal distance MD.

Figura 4.3: Gráfico dos Resíduos de Mínimos Quadrados contra a Distância Clássica de Mahalanobis
Z)M{ para os dados StackZoss.
F'onte: Rousseeuw e Van Zomeren (1990).
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Figura 4.4: Gráfico dos Resíduos Robustos confia as Distâncias Robustas RDá para os dados
HQUkInS BTQdU, KQSS.

Fonte: Rousseeuw e Van Zomeien (1990).

classificação visual dos dados em 4 categorias: as observações regulares com pequenas l)l?i

e pequenos ri/â; os outlieis verticais com pequenas Z)/% e gl'n.ndes ri/â, os "bons" pontos

de alavanca comi grandes -0/L e pequenos ri/8: e os "maus" pontos de alavanca com grandes

Z)Ri e gia.neles rí/a. Percebe-se então que un-l diagnóstico simples nunca é suficiente para

identificar estas cluatro classificações e i)cedidas conjuntas se fazem necessárias.

Finalizando, vale a pena destacar que o artigo não é a favor da simples remoção dos

OlilZáers. Ao invés disso, consideram-se gráficos de resíduos e cálculo de distâncias robustas

como início da análise. Enl alguns casos pode ser útil o retomo aos dados originais e a procura

por justificativas para os outZáers, analisando sua origem e verificando se eventualnaente são

conseclüêllcias de erros de llledida ou transcrição.

Resíduos robustos podem sei utilize\dos pala determinar pesos às observações ou

pala sugerir transformações nos dados (Caroll e Ruppert (1988)l Rousseeuw e Leroy (1987)),

assunto clue não será abordado no presente trabalho.

Pesquisas futuras nesta linha podeill ser realizadas para situações onde uma das

variáveis explicativas é discreta (como por exemplo, do tipo 0 ou 1). Além clísso, Rousseeuxx'
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e Van Zomeien (1990) acreditam que modelos de iegiessão polinonaial necessitariam de

um estudo diferenciado devido às dificuldades de construção de elipsóides sc êu variáveis

explicativas são relacionadas. O ilaesmo problema surgiria na presença de lnulticolinearidade.

4.3 Outliers Multivariados e Pontos de Alavanca Uma

r n n fi r wl n rã ny-'

Conforme já comentado, a identificação de ouÍZáers multiva.Fiados e pontos de alavanca

tornam-se difíceis devido ao efeito de nlascaranaento. Na seção anterior focam citados

métodos de estimação robustos com alto ponto de ruptura (Mínima À/mediana dos Qua-

dra.dos do Resíduo - h'lÀ/IQR e Elipsóide de Volullle Mínimo - EVM) para detecção destas

observações. Entretanto, Fung (1993) levanta o problelala que estes métodos te)ldeill a iden-

tificar muitas observações como sendo extiet))as. Uil)a análise gradativa (passo-a-passo) é

proposta pelo autor pala confirmação dos ouZZáers e pontos de alavanca detecta.dos através

destes llaétodos robustos. São construídas il)edidas de diagnóstico para observações excluídas

que são devolvidas à amostra reduzida. Esta seção apresenta. uma descrição do procedimento

e sua posterior aplicação a dois exemplos. A limitação da abordagem confirmatóiia de At

kinson (1986) também é discuti(la

Estimadoies com alto ponto de iupttua de Rousseeuw e Análise Confirmatória de Atkinson

h/cedidas de diagnóstico baseados ]la retirada cle observações têm sido desenvolvidas e são

úteis na identificação de outZáers e observações influentes na análise de iegl'essão. Porém,

tais medidas podem sofrem pelo efeito de ir)ascaramento, fa.zendo com que outZáers llaúltiplos

não se.jam detectados. Métodos de retirada simultâneos não possuem este probleilla, embora

sejam pouco utilizados devido às dificuldades computacionais. Na. seção anterior falam

sugeridos estimadoles robustos com alto ponto dc ruptura em modelos de tegiessão para

"desmascatai" outZáers e pontos de alavanca.

Considel'e o seguinte modelo de legiessão:
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'Y = XN+c, (4.2)

em que X = (xl, x2, . . . ,x.)' é uma matriz rz x 7) de variáveis explicativas, Y é um vedor

dc i'cspostas n x 1, P é um vet.or de parâmetros e c é um vedor de erros con l latliz de

covariância crul:.

Rousseeuw (1984) sugeriu para o modelo dado na expressão (4.2) o uso da regressão

da l\'líninaa Mediana dos Quadrados do Resíduo ao invés da utilização dos N/líninlos Quadra-

dos usuais. lst.o é, utiliza-se o esticador P da Mínima b'mediana dos Quadrados do Resíduo,

blue é obtido minimizando em /7 o valor mediana(i ..,.)ã (/7) em que ê;(/3) = 3/í x1/3 é

o resíduo da í-ésima observação. Segundo Rousseeuw (1984), este estimados tem um ponto

de ruptura de 50%, porém baixa eficiência. A estimativa de escala correspondente é obtida

pol ã ' k . vmed ana({ .,,.)êiP, sendo k uma. consta.nte positiva. Rousseeuw e Leroy
(1987) sugeriram a uti]ização de resí(duos da h/línillla Mediana dos Quadrados dos Resíduos

pedi'onizados ê;/ã pala detecção dos outZiers. Os autores utilizaill como pontos de conte os

valores 2,5 e 2,5.

O método descrito é útil na detecção de oufZáers relacionados à variável resposta:

porém oaÍZãers na diieção do eixo z (isto é, os pontos de alavanca) são também de interesse

Considere a partição x{ = (1, z!). Foi visto na seção anteiio! que a distância robusta

da ã-ésima observação é dada por Z)& ' V''(zi -- T(Z)y . S(Z)-: . (zi T(Z)), sendo que

T(Z) e S(Z) são a média e covaiiância robustas de Z obtidas através do método do Elipsóide

cle Volume h4ínimo. Observações que possuem Zi)/t maior que vX2 i);0.97s são denominados
ouíZiers em z ou pontos de alava.nca.

Estinladoles com alto pollto de ruptura são úteis }la detecção e desniascaramento de

07tíZãers e pontos de alavanca. Porém, Atl(inson (1986) demonstrou que um bom ponto de

alavanca pode ser classificado como sendo lun outZãer através do lrlétodo da h/[íníma h/mediana

dos Quadrados do Resíduo. Desta fortna, o autor sugeriu a utilização de métodos robus-

tos que começam cona uma análise exploratória e fiilalizanl com uma análise confirmatória
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seguindo o seguinte procedimento:

Seja / o conjunto de índices dos m ouíZáers detectados pela aboidageni da Míninitt

N,ledialla dos Quadrados do Resíduo, que será denolllinado grupo omitido. Para as no = n m

"boas" observações restantes do grupo /, considera-se o mesmo modelo linear descrito ein

(4.2) com P sendo a estimativa de Mínimos Quadrados pala #, s2 a estimativa não viesada dc

o-z, H = X(X'X.) IX' a matriz chapéu de dimensões no x no e hi os elementos da diagonal

dessa matriz. Atlçinsoll (1986) sugeriu club fosse obseivttdo a que nível tl estimação está

sendo afetada pela retirada de unia nova observação {, á C /, ou pela recolocação de uma

observação {, { € /

Com esse objetivo, o autor definiu os resíduos da retirada como:

ei/SHv( /zi),{ c 7,

e osresíduos da predição por

ei/sV/ÍÍl:'ãl), á c .r, (4.3)

em que eí :: Z/{ x}/?, s2 ) é a estimativa da variância do erro através da amostra reduzida,

excluindo a observação {, e di = x{(X'X) :xi, iC /. Atkinson (1986) sugere a representação

destes dois tipos de resíduo eiii um único gráfico pala coiifiinlação dos oufZãers, denominado

gráfico de re-adicionatnento. Para a confirmação de observações influentes, o autor constrói

o gráfico da estatística de pool( h/codificada:

CMi (no P)A:/P(l ü:):/: l t: 1, á c 7,

e

0M.o («. p)a:/p(i + a:y/' l t9 1, á c .r
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Nas próximas páginas serão examinadas a utilidade e limitações dos métodos citados

poi Rousseeuw e Van Zomeren ( 1990) e Atkijlson ( 1986) através de exemplos. Sugere-se ainda

unia nova abordagem confirmatória gradativa proposta poi Fullg (1993) e demonstra-se a

utilidade desta nova abordagem .

Exemplo l.a: Dados "Hawkins-Bradu-l<a8s" : O banco de dados constituído pela Tabela 4

de Hawkins, Bradu e I':ass (1984), já utilizado na seção anterior, consiste de 75 observações e

três variáveis explicativas. As prinlciras dez observações são consideradas ouÍZãers e tanlbélil

pontos de alavanca, e conforme apresentado por Rousseeuw e Van Zomeren (1990), seriam

denominados de "maus" pontos de a]avanca. As quatro observações seguintes são consi(]era-

das "bons" pontos de alavanca (e não outZãers) . Os autores identificaram estas 14 observações

extiemm corretamente através dos métodos da N/mínima Mediana dos Quadrados do Resíduo

e do Elipsóicle de Volume Mínimo.

Fung (1993) observa que, se fol seguida estritamente a proposta de Atkinsoll (1986) e

colocada em prática a análise confirnaatória através da retirada das dez primeiras observações

identificadas pela regressão da Mínima h/mediana dos Quadrados do Resíduo, conclui-se que

apenas estas dez observações são ouÉ/ãers ou influentes. Numa etapa seguinte, a.pós a rea-

lização da análise confirmatóiia excluindo-se iu pliíneiias 14 observações, coiistluiiaTil se os

gráficos de ie-adicionamento para os resíduos da retii-ada e foram calculadas as estatísticas de

Cook Modificadas. As Figuras 4.5 e 4.6 api'csentain respectivamente os valores dessas medi-

das para as 75 observações. E evidente que as mesmas 10 observações são confirnlaclas como

ouZZãers ou influentes. Porém, aillda não é possível classificar da nlesnla llaaneira as outras

4 observações, o que coincide com a análise confiiniatóiia anterior. Assim; o proccdiniento

aponta que apenas as 10 primeiras observações são discrepantes, apesar disto apaienteinente

não ser verdade.

Exemplo 2.a: Dados "Salinidade": Este exemplo engloba 28 iTledidas de salinidade e vazão

de água elll uln rio do lago Panllico, localizado na Carolina do Norte, Estados Unidos. O

banco dc dados, extraído da página 82 clc Rousseeuw e Leioy (1987), consiste de três vt\fiáveis
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Figura 4.5: Gráfico de re-adicionamento para os resíduos da retirada ti pala os dados
Haw#áns Z?rad X'ass. (As observações excluídas são: 1, . . . , 14.)
Fonte: Fuiig (1993).

806040

Figura 4.6: Gráfico de re-adicionanlento de Atkinson pata as estatísticas de Cook Modificadas CJk/i
para os dados Hawkáns Brada Ã'ass. (As observações excluídas são: 1, . . . , 14.)
Fonte: Fung (1993).
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Figura 4.7: Gráfico de dispersão de z3 contra zi pala os dados Salinidade.Fonte: Fung (1993)

explicativas (zi, z2 e z3). Neste exemplo são utiliza.dos apenas zi e z3 colho ilustração, e o

diagianla de dispersão dessas variáveis está apiescntado iitl Figura 4.7

Foram obtidos os resíduos robustos e as distâncias robustas Z)/% de acordo com

o procedimento da Mínima N/leviana dos Quadrados do Resíduo e clo Elipsóide de Volume

h/mínimo. A Figura 4.8 confronta os resíduos robustos contra as distâncias robustas .D/Ü,

gráfico sugerido por Rousseeuw e Van Zonleren (1990). Se for aplicado estritamente o critério

de coito sugerido pelos autores, dois owÍZáers, cinco "bons" pontos de alavanca e três "maus"

pontos de alavanca são identificados. Porélla, pelo fato de não ser aconselhável o uso do

critério de corte tão rigidamente, Fume (1993) suaviza o critério de classificação e identifica

pontos com valores de corte maiores, fol'a do intervalo l--5; +51 para ã e maior que 4 (que é

maior que o percentil de ordem 99, 9% da distribuição qui-cluadrado: vX2;o,090 ' 3, 72) para

DRi. Neste coso, seriam detectados apenas três "bons" pontos de alavanca (casos 5, 23 e

24) e un] "mau" ponto de alava.nca (caso 16).

Além disso, o autor considera que o gl'áfico da Figura 4.7 não sugere tantos pontos

de alavanca e, portanto, o critério proposto por Rousseeuw e Van Zomeren (1990) estaria

identificando um número excessivo de pontos de alavanca (e outZáers).

Segundo o autor, tal fato é consequência da robustez dos procedimentos e portanto
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Figura 4.8: Gráfico dos resíduos robustos contra a Distância Robusta. RD{ para os dados
Salinidade (zi , zs ).
Fonte: Fung (1993).

uma análise confirinatóiia parece ser necessária. Entretanto, como os exemplos naostram que

a abordagem cle Atkinson (1986) possui limitações, foi sugerida ullla análise conhrlllatória

alternativa.

O problema foi formulado colmo anteriormente (expressão (4.2)) e os objetivos da

análise confirmatória Beijam: (1) verificar se as observações do grtlpo omitido / são realmente

oufZáers, e (2) verificar se as observações do grupo restante / estão de fato de acordo com o

modelo ajustado

O procedimento proposto consiste em:

Cada observação omitida á, ã c /, deve ser recolocado na amostra deduzida e considera-se o

seguinte modelo, denominado modelo de ie-adicionamento:

Y+i = X+i#i + c+i, i c /,

que contém no + l observações, incluindo aquelas do grupo / e a observação á, á C /

Calculaiii-se então t\s medidas usuais paltt esta particular observttção ã sob esta formulação
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A medida "re-adicionada" de alavallcagenl é dada por

h+í xl''(X:.-X+:) :x-, i c /

e as demais medidas são defillidas como

t+á - e{/sv'( -p dá),á c /, que coincide com -Í:lÍIÜ'

e

(n. + l P)h+:/(P(l ü...:)):/' l t-.-: 1, á c /

Percebe-se que o resíduo é o ]]]esmo que o encontrado ]la expressão (4.3), proposto

por Atkinson (1986), porém obtido através de um raciocínio distinto. Por outro lado, verifica-

se que a estatística de book lx4odificada de Atkinsoil "re-adicionada" pode ser esci'ita como

C]Wio = {(no p)A+i/pl:/2 t+: l,i C /, que é difclentc de C'.A4+i. Com base em suas

expressões, é esperado que se conlportenl de maneiras bem distintas para valores gralades de

h+i

A diferença ocorre basicamente porque Atkinson (1986) considerou a predição condi-

ciollal em z{, í C /, já blue di = zlr'(X'X) 'z{, á C /. Portanto, verificou-se que zi ser outZier

ou não é irrelevante lio cálculo dc (;Joio. Isto pode sei evidenciado através do termo que

aparece dentro das chaves da equação (;À/P, que é limitado superiormente por (no p)/p.

Dessa forma, CÃ{C, ao contrário de (:Mí e C'M+i, não pode ser infinito. Alllbos, C'Àã e

CÀ'f+i, não são condicioíJalmente avaliados em z{, á C /, pois levam / em consideração

Assim, o gráfico de "re-adido)lamento" de Atkinson que utiliza C]Mio pode apenas apontar

os oatZáers, mas não os pontos de alavanca que a estatística de Clook Modificada CA/i pode

também indicar. l)e acordo com Fung (1993), a medida C'M+i proposta não api'isenta estes

problemas, e pode, assim como (-;À4i, detectam 02ttZáers, pontos de alavanca e ouse)fiações

iílflll elites]
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Focam consideradas pelo autor apenas as medidas de "re-adicionanlento" /}+i, t+i e

(;JW+i. Outras medidas como a estatística de C]oo]( e a estatística de Andicsvs-Plcgibon (Bel-

sey, l<uh e Mxelsch (1980)) poderiam também ser construídas sob o illodelo "re-adicionado"

Definidas as medidas a serem utilizadas, a análise co)lfirnlatória proposta é reali-

zada de modo stepwãse (passo-a-passo). Com base nos gráficos do ponto "re-adicionado" ,

retiram-se observações da amostra reduzida se estas forem owZ/áers ou pontos de alavanca,

c i-ecolocam-se m observações que não são. O piocedimcnto é iepctido até que todas tls

observações ontitidas sejam classificadas como outZãers ou pontos de alavanca. Podem sei

utilizados valores críticos para o teste da estatística ti para detecção de out/iers (Weisbeig

(1985), Tabela E) e a estatística de teste nlultinormal Z)Ã& (Ba.rnett e Lewis (1984), página

413) como pontos de coice. Pontos de coito pa.ra Ai podem ser ellcontrados através da relação

h: - (DM:y/(no l) + l/n..
Sugere-se ainda que que estes pontos de cole

referência e para cotllparação, e leão de forllla rígida

Para finalizar, Fung (1993) a.nalisa. nova.mente os exemplos anteriores, seguindo o

procedimento stepwàse sugerido.

Exemplol.b: Re-análise dos da.dos "Ha.wkins Bladu l<ass" : No exemplo l.a focam identi-

ficados 14 outZãers ou pontos de alavanca. através dos métodos À/IMQR e EVM. Porélll, o

naétodo de Atkinsotl falhou ao confirmar cluatro pontos de a]avanca: observações ] 1, 12, 13

e 14. Este banco de dados foi estudado por Fung (1993) através das medidas propostas na

nova análise confiimatóiia. Gráficos do ponto "re-adicionado" para a medida de alavanca-

geni e íl estatístictl de Cook Modificada são ttpiesentttclos nas Figuttts 4.9 e 4.10. Observa-se

claramente que as primeiras 14 observações são confirmadas como pontos influentes de alta

alavancagem. Alé)n disso, as 10 primeiras observações são tambéna outZãers, coincidindo com

o que foi observado na Figura 4.5.

Exemplo 2.b: Dados "Salinidade" : O método EVlvl identificou oito ou quatro (dependendo

em uln coito nicnor ou maior) pontos de altwt\nctt pt\lt\ o caso de duas variáveis (Xi,XS).

c se.jam utilizados ptincipalnlente comol
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Figtua 4.9: Gráfico de le-adicionamento para as medidas de alavalicagein h pala os da.dos
Haw#áns J?radlz X'ass. (As observações excluídas são: 1, . . . , 14.)
Fonte: Fung (1993).
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Figura 4.10: Gráfico de re-adicionamento para as estatísticas de book Modificadas O.üá pala os
dados Hawkins Bzudzi Ã'ass. (As observações excluídas são: 1, . . . , 14.)
Fonte: Fung (1993).
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Tabela 4.3: h'cedidas de alavancagem h+{ pala os dados (XI, XS) de .9aZínádade
F'onde: Fung (1993).

A análise coi)fiimatóiia realizada considerou inicialmente as oito observações como sendo

extrema e a Tabela 4.3 apresenta um resumo dos passos do procedimento. Analisando-se a

Figura 4.11, blue apresenta o gráfico do ponto "re-adicionado" para a medida de alavancagem,

este resultado não se confirma. Na realidade, os valores de alavancagem h+i das observações

lO, 15 e 17 são menores do que o ponto de referência c o valor de alavancagem hi da

observação 3 do grupo considerado. Se estas três observações foieni classificadas como pontos

de alavanca, então assim tainbélll deveria ser classificada a observação 3. Alélll disso, os

valores D/% pala estes três pontos, como observado na Figura 4.8, são apenas levemente

maiores do que o valor de corte. Desta forma não se classificaria tais pontos como pontos

de alavanca. Estas observações são colocadas de volta à alllostra reduzida e uin novo gráfico

dos /}+i é construído. A Figura 4.12 mostra claramente que as observações lO, 15 e 17 não

possuem grandes valores de alavancagem. Nota-se que os valores dc h+i das observações ll

c 24 são pequenos também. O procedimento stepmáse continua recolocando as observações

não-extremas (no caso, as observações ll e 24) de volta à amostra reduzida. Por fim,

obtém-se os valores de alavancagem na Figura 4.13, indicando que o único ponto de alavanca

é a observação 16. A mesma conclusão resultou da análise confirmatória, que se iniciou

ao utilizar quatro (ao invés de oito) observações como selado extremas. Tal fato está em

concordância com o gráfico dc dispersão da Figura 4.7.

A análise da Tabela 4.3 tambét]] indica que a observação 5 é u]]] ponto de alavanca-

gel)l t-azoável
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      Número da Observação      
Passo

5 10 11 15 16 17 23 24
Ponto de referência 5%

l 0,77 0,44 0,58 0,46 0,92 0,41 0,75 0,73 0,51
2 0,58   0,31 0,81 0,48 0,46 0,47
3 0,44   0,68 0,29   0,44
4 0,41   0,62     0,43
5     0,51     0,42
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Figura 4.11: Gráfico de re-adicíonailaento pala as medidas de alavancagem hi para os dados
Salinidade(z/ , zs). (Observações excluídas: 5, 10, 11, 15, 16, 17, 23 e 24 marcadas com triângulos.)
Fonte: Fung (1993).
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Figura 4.12: Gráfico de re-adicionamento para as medidas de alavancagelll h+i pala os dados
Salinidade(z/ , zs). (Observações excluídas: 5, 11, 16, 23 e 24 - lnaicadas com triângulos.)
Fonte: Fung (1993).
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Figura 4. 13: Gráfico de índice pata. as medidas de alavancagem pala os dados Salinidade(z/ , z3)
Fonte: Fung (1993)

Uma a.nálise confiei)latória stepmáse é ta.mbém realizada para o caso de cinco o?lZláers

identificados através do lilétodo íK4WTQR (utilizalldo corte de :1:2, 5). Conclui-se fiitalmente

que a observação 16 é o único outZáer do banco de dados (assim como o método À4h/IQR

detectou, com core de i:5).

Finalizando, o autor conclui que estimadores coi]] alto ponto de ruptura como

h/mínima h'mediana dos Quadrados do Resíduo e E]ipsóide de Volume h/[íninlo podem resistir

até a 50% da presença de outZáers e pontos de alavanca nos dados. Porém, devido à sua baixa

eficiêllcia e tendência de detectar muitos owliáers e pontos de alavanca, são mais indica.dos

em análises exploratórias. Um segundo estágio, consistindo da análise síepwise utilizando

medidas de diagnóstico pat'a observações Olllitidas é recomendável na confirmação de outiáers

e pontos de alavanca.

4.4 Considerações Finais

Existem métodos robustos construídos com a finalidade de detectar ot&tZ ers multivariados e

clitc podem ser aplicados às variáveis independentes do modelo de regressão. atraído (2008)

apresenta quatro destes nlétoclos e os coiílpa-ia considerando os erros e acertos na classificação
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No próximo ct\pítulo sela apresentada a aplicação do diagnóstico robusto eni análise

de regressão, que foi realizada em dados reais utilizando uma das quatro técnicas estudadas

por Giroldo (2008) em conjlmto com a análise proposta por R.ousseeuw e Van Zomeren

(1990).
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Capítulo 5

Aplicação em Dados Reais

O objetivo deste cttpítulo é aplicam uma cltw três técnicas t\piesentadt\s ttnteiioinlente. A

técnica escolhida foi o Diagnóstico Robusto ell] Análise de Regressão. Pal'a este fim, foi

utilizado un] subconjunto (apenas algumas variáveis) do conjullto de dados obtido no Celltl'o

de Estatística Aplicada (CEA) do Instituto de Matemática e Estatística da Universidade de

São P«lo (Ih'IE-USP).

Trata-se do conjunto de dados pcttcllcente ao Rclatóiio de Análise Estatístictt sobre

o projeto: "Efeito da poluição sobre as bocas gasosas de indivíduos jovens de Tibouchina

pulchra Cogn. (À/eZastomatacea) na região de Cubatão, SP" (Aubin, Elian e Alencar

(1999)).

.Este banco de dados consiste de un) monitor'cimento ecolónalco (dehnlclo como clttal-

quel n\étodo que faz uso de reações da vida pala identificar ou caracteiizal mudanças na.s

condições ambientais induzidas pela ação humana) realizado na legião de Cubatão en] SP, que

buscava avaliar o in)pacto cla poluição aérea sobre as trocas gasosas de C'Oz (fotossíntese) elll

regiões com excesso de poluição. A espécie escolhida para a análise foi a TíboucAárzapuZchrn,

conhecida como llaanacá-da-serra, da falllília A/eZastomatacea, devido à abundância com que

aparece iia Serra do h/]ar. Foi realizada unia aná]ise de regressão da fotossíntese (variável

resposta) em função das variáveis flureto, nitrogênio e enxofre (variáveis independentes)
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unia vez blue espera-se que estas variáveis estejam relacionadas à poluição.

Descrição do Experillleiito: O expciinlento original completo não sela descrito aqui, vaDIos

elos ater somente à pa.rte do mesmo e às variáveis envolvidas na análise de regressão. Foram

colocadas 6 mudas de plantas jovens de Tibouchina pulchra, com idade e tamanho semelhan

tes espalhados na região de Cubatão. A exposição nas áreas foi feita em viveiros construídos

enl alumínio e cobertos com sonibrite de 50% (tela que permite a passagem de somente 50%

da luminosidade total do ambiente) pala evitar a luminosidade muito forte. Quinzenalmente

as plantas eram adubadas com 150inl de solução llutriente e o suprimento de água era feito

através de processos específicos e perfeitamente controlados. Este procedimento garantiu

a uniformidade de condições de nutrientes, água, luz e solo pala todas as plantas. Após

3 semanas do plantio as plantas receberam eti(luetas de identificação e tiveram medidos a

altura e o diâmetro. No filial do período dc exposição, as plante\s foitun levadas para a ái-ca

de referência (RP), onde permaneceram por 24hs pala aclimatação. A fotossíntese foi me-

dida poi un] aparelho que deternainava as trocas gasosas de gás carbónico e água lias folhas

Posteriormente, em laboratório, foram obtidas as medidas de fluoreto, nitrogênio e enxofre

medidos a partir das folhas desidratadas.

Descrição das Variáveis: folan l observadas c

neste estudo estão descritas a seguir

Variável que mede a intensidade das trocas gasosas de CO2:

. Fotossíntese(pn.oZC'O,/(m'.))

Variáveis poluentes=

. F'luorcto l/zq);

ar] veliveisas variáveis, somente t\s variáveis utilizadas( Cr r r r

. Nitrogênio (mg);

. E«xof:. (mg).

A Tabela 5.1 apresenta as variáveis acima relacionadas em seu formato original (36

observações). Como não foi possível a colete cle todas as vaiiávcis, utilizou-se o banco de



dados desconsiderando as observações faltantes, totalizalldo 30 observações (Veja Tabela

5.2)

Apresentam-Los a seguir a análise de diagnóstico robusto para o modelo de regressão

da variável fotossíntese ein função das variáveis flureto, nitrogênio e enxofre. Toda a análise

estatística foi realizada através do soPware R 2.7.2 (R Developmetlt Core Teain (2007))

Inicialmente, realizou-se a Análise de Diagnóstico Clássico considerando a /olossánlese

como variável resposta e as variáveis .Paoreio , nátrogenio e enzo/re coliio variáveis indepen-

dentes. Desta forma, collsidcrou-se inicialmente o seguinte modelo:

fotoss{,«tese. l3o + 0\ - fluoretos -F 6z nitrogenioi -t Í3S en=o.frei -F c,{ 1, ,30 (5.1)

com as suposições c -' ]V(0, a2) e de independência enfie as observações.

O resultado do ajuste do modelo (5.1) é apresentado ila Tabela 5.3. Esta tabela

most.ra que a variável ./Zuorefo é não significante. A equação (5.2) representa o ajuste do

modelo excluindo-se esta variável.

fotoss'i.«pesei Õo + ÕI náÉrogenáoi + P2 enzo/rei + c, á 1, ,30. (5.2)

A Tabela 5.4 mostra o lesunlo do ajuste do modelo de regressão da variável /oÉossáníese

em função das variáveis nílrogenio e enz(Z/re. Através desta tabela obtém-se a equação de

regressão dada pol (5.3).

fotossãntesei l0,57 0, 47 nítrogenioi + 1, 28 enzo/re{,á 1, ,30. (5.3)

Clom o objetivo de aplicação de técnicas descritas no capítulo anterior, foi feita unia

análise de diagnóstico para o modelo (5.3). Realizou-se inicialmente a análise de diagnóstico

clássica, para postelioi comparação com a. correspondente análise robusta.

A Figura 5.1 destaca os pontos 14 e 27 como pontos de alavanca, o ponto 14 como
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l
2

3
4
5
6
7
8
9
10
11

12
13
14
15
16
17
18
19

20
21

22
23
24
25
26
27
28
29
30
31

32
33
34
35
36

Fotossíntese Fluoreto Nitrogenio
18,11
20,11
19,63
18,11
18,11
21,11
21,63
18,11
22,15
18,11
22,15
20,63
23,15
27,15
25,15
23,15
26,15
26,67
24,63
23,15
25,15
21,63
25,67
22,63
32,19
30,67
34,19
NA
NA
NA

27,15
33,15
28,15
33,70
NA
NA

Enxofre
15,40
12,70
13,15
l0,44
13,69
18,99
8,49
6,97
7,93
8,26
6,05
7,26
9,97
8,91
lO,19
12,39
13,36
l0,23
9,94
6,39
6,56
8,10
6,40
4,12
9,56
7,13
l0,37
6,02
5,39
5,72
4,31
NA
3,51
2,36
6,77
NA

18,93
17,18
20,07
18,91
21,36
13,61
8,78
l l,l l
7,58
9,07
7,83
7,50
19,00
17,95
25,00
21,02
19,75
20,38
14,98
13,00
15,64
9,88
11,82
l0,49
105,91
118,88
84,30
102,71
96,96
69,80
51,57
86,82
90,34
87,50
65,15
68.78

7,5
7,0
7,8
6,0
7,3
7,5
7,5
7,0
6,9
6,4
6,5
6,2
7,2

l l,l
9,8
9,6
7,4
7,7
6,7
7,7
7,3
7,5
7,0
7,7
8,0
7,7
l0,6
NA
NA
NA
6,7
7,4
7,3
8,3
NA
NA

Tabela 5.1 h/cedidas coletadas de /oÉossánéese, #ttorefo, níÍrogenão e er].zo/re para as 36 plantas
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Observa.ção
l
2
3
4

Fotossíntese Fluoreto Nitrogenio
18,11
20,11
19,63
18,11
18,11
21,11
21,63
18,11
22,15
18,11
22,15
20,63
23,15
27,15
25,15
23,15
26,15
26,67
24,63
23,15
25,15
21,63
25,67
22,63

Enxofre

15,40
12,70
13,15
l0,44
13,69
18,99
8,49
6,97
7,93
8,26
6,05
7,26
9,97
8,91
lO,19
12,39
13,36
l0,23
9,94
6,39
6,56
8,10
6,40
4.12

18,93
17,18
20,07
18,91
21,36
13,61
8,78
l l,ll
7,58
9,07
7,83
7,50
19,00
17,95
25,00
21,02
19,75
20,38
14,98
13,00
15,64
9,88
11,82
l0,49

7,5
7,0
7,8
6,0
7,3
7,5
7,5
7,0
6,9
6,4
6,5
6,2
7,2
l l,l
9,8
9,6
7,4
7,7
6,7
7,7
7,3
7,5
7,0
7,7
8,0
7,7
l0,6
6,7
7,3
8,3

5

6
7
8
9

10
11
12

13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
31
33
34

Tabela 5.2: Medidas coletadas de /otossán.pese, .Puoreto, niÍrogenáo e enxofre para as 30 p]antas

ponto influente e o ponto 6 como aberrante (resíduos padronizados fora do intervalo l-2i21)

Não há illdícios de heterocedasticidade

O Diagnóstico Robusto iniciou-se através da idcntiíicttção de possíveis owlZãers exis

tentes no banco de dados O método escolhido foi o F07"wardSearcA (Atkinson e Riiuli

(2004)), selecionado entre 4 lllétodos estudados por Giroldo (2008) O nlétoclo é original

n)ente proposto para deteiniinar ouíZáers nlultivariados e será aplicado para detectar pontos
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  105,91 32,19
7,13 118,88 30,67
l0,37 84,30 34,19
4,31 51,57 27,15
3,51 90,34 28,15
2,36 87,50 33,70



Coeficientes Estimativa Desvio.-Padrão Estatística t Nível descritivo

Erro })adl'ão do res{(luo: 3,288 c.Oll\ 26) g.!

/?2 = O, 2877; .1Z2(.A.jtzstado) :: O, 2055

Estatística F: 3,5 colll 3 e 26 g.l.; Àíí'peZ c.sc7'ititio = O,OZIIS4

Tabela 5.3: Análise de regressão cosiclerando as variar,eis independentes #uoreZo, nitrngenÍo e
ezlz(4/}e e a variável resposta /oÉossÍntese

Coeficientes

(Intercepto)
nitiogenio
enxofre

Estimativa Desvio-Padrão
l0.5724 4,1510
.0.4688 0,1520
1,2787 0,5832

EITO padT'ão do TesÍdtio: 3,262 r.Oln 2'7 !)-t.

R2 :: O, 27197; /Z2(A.j?estado) :: O, 2179

Esl.nt.{stif\li F: $,f)2il co ii 2 p 2? !i.l.; NÍltel iir

Estatística t
2,547
3,085
2,192

Nível descritivo
0,01688
o,o04õÕ
0,03715

t.ilt0 :: 0,0]:+8Í}

Tabela 5.4: A)lálise de regressão collsidelando as variáveis independentes nátrogenão c anzol/}z c a
variável resposta /otossãntese.

Pontos de Alavanca Pontoslnfluentes

++

0 5 10 15 20 25 30
Índice

0 5 10 15 20 25 30
Índice

Pontos Aberrantes Homocedasticidade

q Ji , . . . .

0 5 10 15 20 25 30
Índice

6 7 8 9 10 ll 12
Valores Ajustados

Figura 5.1: Continuação da Análise Clássica de Resíduos para o modelo (5.3)

7()

(Intercepto) 12,5310 4,9156 2,5490 },0110
fluoreto 0,0238 0.0314 0,7590 0,4546
nitrogenio 0,6126 0,2437 -2,5140 ),0185
enxofre 1,3798 0,6028 2,2890 ). 0304



5 10 15 20

Subset dize

21 30

Figura 5.2: Ordem de entrada das observações collsiderando o modelo (5.3)

disclepailtes lias variáveis independentes nitiogênio c elixofrc. Este iiiétodo é um método

iterativo robusto, ein que inicialmente escolhe-se o conjunto inicial de observações, que no

ctvso do banco de dados utilizado - contendo 30 observações - possui tamanho 3 e é composto

pelas observações 1, 13 e 21. O conjunto inicial é escolhido por meio de bozpZofs biva.nados

(Zani, Riam e Corbellini(1998)). '1tata-se de um método gráfico que se baseia na distância

de Mahalanobis e pode ser utilizado pala detectam ouiZíers (o que requer que os dados tellham

distribuição aproxinladanlente Normal) e encontrei grupos de observações semelhantes nos

dados. O método está completamente descrito em Cliroldo (2008, pág. 24).

Na Figura 5.2, o eixo das ordenadas representa o número da observação e as abcissas

informam sobre a ordem)l de entrada das observações através do colllprimellto do retângulo

branco, que indica o momento em que a observação é incluída no subconju])to. Assim, no

primeiro passo, a observação incluída é a 6, no segundo passo é a 7, no terceiro passo é a

22 e assim por diante, sendo que o tamanho do subconjunto passa a sei 4, 5 e 6 com a

entrada desses pontos, respectivamente. A Tabela 5.5 traz esta infolnlação para ca.da. passo
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.Passo (Jbservacao Incluída tamanho clo subconjunto
2 6 4

4 22 6
5 17 7
6 33 8

8 24 10
9 20 11
10 3 12

11 18 13
12 23 14
13 2 15
14 9 16
15 8 17
16 19 18
17 31 19
18 ll 20
19 10 21
20 12 22
21 26 23
22 4 24
23 25 25
24 34 26
25 16 27
26 15 28
27 27 29
28 14 30

Tabela 5.5: Obsevação incluída na. amostra em cada passo do método de Atkinson e Riam (2004)
considerando o modelo (5.3).

do processo iterativo.

Além disso: também é possível verificar como sc comporta a distância de Nlallala-

nobis de cada observação en] cada passo do método. O resultado deste estudo encontra-se

na Figura 5.3. As curvas presentes neste gráfico correspondem aos valores da clistâiicia

de Mahalanobis para cada passo do procedimento, definido pelo tamanho da amostra, que

encontra-se ilo eixo das abcissas. Cada curva é associada a uma observação do conjunto

cle dados. A paitii desta figura, é possível veiificai que as observações 14 c 27 são as que
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25 30

Figura 5.3: Distância de Mahalanobis para o modelo (5.3)

possuem as maiores distâncias de Mahalanobis, seguidas pelas observações 16 e 15. Estas

observações são as (lue possuem as maiores distâncias de Mahalanobis elll quase todo o pro-

cesso iterativo, e por isso podem ser consideradas atípicas pelo método de Atkinson e Riam

(2004).

O elipsóide de volume mínimo citado na Seção 4.2 foi obtido através da função

'covfmEllipsesPlot0' do soPware R. Pode-se observar, através da Figura 5.4, que o elipsóide

clássico classifica duas observações como owtZãers: 14 e 27. Já o elipsóide robusto classifica

aléill das duas anteriores, também as observações: 4, 15, 16 e 34 como ouÉ/ãers. O critério

utilizado pai'a. classificação das observações como outZ ers foi adorar a confiança de 95%o para

os elipsóides, ou seja, foi clmsificada como ouíZier a observação cuja dista.ncia foi superior ao

valor vX2;o,os ' v5 991 = 2, 448, onde p = 2 (variáveis nãtrogenáo e enzo/re). Este gráfico

conlpata a distância de Ti'lahalanobis clássica (representada pela linha tracejada e obtida

utilizando-se as matrizes de naédia e de covariância amostral dos dados) com a distância de

h/lahalanobis robusta (rcpicsentada pela linha tracejada e obtida utilizando-se os estimadores
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95% Tolerance Ellipses

Robusta
Clássica

14 27

..JE-; --;. .'--''-';- ~
+ .f

Ç-.-.....'

t
E

\

15 20 25

nitrogénio

30 35

Figura 5.4: Elipsóides Clássico e Robusto das variáveis nitrogenáo e enzo/re iliodelo (5.3)

EVM de locação e escala) pala as 30 plantas. A implelilentação dos clipsóides encontra-se

no Apêndice B.

Para a construção dos elipsóides foi necessário o cálculo das distâncias clássica e

robusta dos dados, apresentados na Tabela 5.6. Confrontando estas distâncias em um gráfico

(Figura 5.5) , observa-se claramente (lue apenas quatro observações detectadas como outZãers

através do elipsóide robusto localizam-sc bem distante dos demais: 14, 15, 16 e 27. Já as

observações 4 e 34 localizam-se próximas à massa dos dados. Ao observarmos novamente o

elipsóide robusto na Figura 5.4, percebe-se que estes dois últimos pontos estão localizados

bem próximos à fronteira clo elipsóicle. Neste gráfico, adorou-se uma confiança de 97,5%

como critério para classíicar uma observação como ouíZãer. Desta fornaa, foi classificado

como oatZáer a observação cuja distância de Mahalanobis foi superior ao valor vXP;0.07S '

'r 378 = 2, 716, onde p=2.

A Figura 5.6 exibe o gráfico dos Resídiios Padronizados de Mínimos Qliadrados

contra a Distância de IK'lahalanobis Clássica, discutido na Seção 4.2. Percebe-se que apenas
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l
2
3
4
5
6

7

8

9

1()
11
12
13

14

15
16
17
18
19

20
21

22
23
24
25
26
27
31
33
34

DM': onl
l
[)

l
2

l
0

()

l
0

l
0

l
()

9
3
4
()

0

0

0

0

0

t)

0

3

2

7
2

l
4

9748
7104
3748
3117
7787
4321
2799
6235
3807
8139
8975
4441
1288
1268
8258
0147
4782
4268
9858
0575
2888
2799
8182
1353
6727
7399
4471
,1689
,5502
,8326

1,8329
0,5297
2,2483
5,7313
1,3682
0,5823
0,4578
1,2391
0,4208
3,0257
1,9755
3,8529
0,0070
53,6467
23,8043
21,0365
0,4346
1,0459
1,4044
0,7910
0,1840
0,4578
0,6760
0,8592
4,7296
2,8517

40,4517
2,4030
1,1975
7,3086

Tabela 5.6: Tabela contendo o quadrado das Distâncias Clássica e Robusta dos dados - naodejo
(5.3)
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Distance-Distante Plot

Robusta DistaRcê vÓ. Clássica Distance

14

6

+27

a)
C

'15

8
=

0-«

4
16

34
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2

0

0

Clássica [)lstance

2 3

Figura 5.5: Distância Robusta contra Distância Clássica modelo (5.3)
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Distancia Clássica Dh41

Figura 5.6: Distância Clássica contra Resíduos Padronizados de h'línimos Quadrados - modelo (5.3)
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Figura 5.7:
do Resíduo

Distância Robusta contra Resíduos Padrollizados
- modelo (5.3).

cla Mínima b/ledialla dos Quadrados

as observações 6, 14 e 27 encontram-se fora dos limites que identificam pontos de alavanca

ou outZiers (as duas últimas foram identificadas também pelo elipsóide clássico). O mesmo

critério utilizado para a detecção dos ouÍZáers nos elipsóides foi adotado aclui: o de considerar

t\.s observações cuja distância é maior do quc vX2;0.0õ ' v/5 g91 = 2, 448, onde p'2 variáveis

(nál«gema. e .-oP.).
Já na Figura 5.7, é possível observar cine quando collfrontam-se os Resíduos Pa-

dronizados da h'línima Mediana ao Quadrado (Resíduos Robustos) contra a Distância de

Mahalanobis Robusta, detectam-se muito mais do que apenas tios pontos de alavanca ou

outZiers, são eles: observações 6, 17 e 25 (antes não identificados pelo clipsóide robusto)

e as mesmas identificadas pelo elipsóide robusto: 4, 14, 15, 16, 27 e 34. O critério para

determina.l os otitZáers foi o mesmo dehnido no gráfico anterior, e a in)plenlentação destes

dois últimos gráficos citados (Figuras 5.6 e 5.7) ta.mbém encontram-se no Apêndice B.

Além disso, este último gráfico (Figura 5.7) apresenta ullla classificação visual dos

dados enl quatro categorias: (1) obsetvaçõcs lcgulalcs com baixos valoics de Z)/% e r{/8, (2)
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Figura 5.8: Distância Robusta contra Resíduos Padronizados da Mínima Mediana dos Quadrados
do Resíduo - modelo (5.3).

os outZíers verticais com baixos valores de J)/% e altos valores de rÍ/â, (3) os "bons" pontos

de alava.nca, com altos valores de D/Ü e baixos valores de r{/â e pol' últin)o, (4) os "maus"

pontos de alavanca, com altos valores de 1)/% e r{/â. As observações são então distribuídas

da seguinte maneira: en] (1): todas as observações, com exceção das observações classificadas

em (2), (3) e (4); em (2): 6, 17 e 25; em (3): 14, 15, 16 e 34; e em (4): 27. Seguindo a

sugestão dada por Fung (1993), que suaviza o critério de classificação adotando valores de

corte maiores e percentis de ordem acima do utilizado, pode-se adorar o intervalo l-5;+õl

e o pel'centil de Ordem 99, 9% da distribuição Qui-Quadra.do (vX2;o,Ooo ' 3, 72). Desta

maneira, seria))l identificados apenas as observações 14, 15, 16 e 27 como "bons" pontos de

alavanca (Observe a Figura 5.8). Caracterizando esses quatro pontos, percebe-se que são as

observações que apresentam os quatro maiores valores para a variável enzo/re

E impoitttnte total que o diagnóstico não deve ser realizado obscivaiido-se apelttts

unl dos gráficos estudados

Uma vez (lue as observações 14, ]5, 16 e 27 foralll identiflcaclas anteriorllleTlte como
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Observação
l
2

3

4

Fotossíntese Fluoreto Nitrogenio
18,11
20,11
19,63
18,11
18,11
21,11
21,63
18,11
22,15
18,11
22,15
20,63
23,15
26,15
26,67
24,63
23,15
25,15
21,63
25,67
22,63
32,19
30,67
27,15
28,15
33,70

Enxofre

15,40
12,70
13,15
l0,44
13,69
18,99
8,49
6,97
7,93
8,26
6,05
7,26
9,97
13,36
l0,23
9,94
6,39
6,56
8,10
6,40
4,12
9,56
7,13
4,31
3,51
2,36

18,93
17,18
20,07
18,91
21,36
13,61
8,78
l l,ll
7,58
9,07
7,83
7,50

19,00
19,75
20,38
14,98
13,00
15,64
9,88
11,82
l0,49

105,91
118,88
51,57
90,34
87,50

7
7

7

6

7

7

7
7
6

6
6
6
7
7
7

6

7

7

7

7
7
8

7
6
7
8

5

[)

8
0
3
5
5
0
9
4
5
2

2

4

7

7
7
3

,5

,0

,7

,0

,7

,7

,3

,3

5

6
7
8
9
10
11

12
13
17
18
19
2()
21
22
23
24
25
26

31
33

34

Tabela 5.7: À/lcdidas coletadas de /otossãntese, PuoreÍo, nítrogenio e enxofre para as 26 plantas

sendo possíveis o?lt/{ers, é interesa.nte que a. análise seja refeita excluindo-se esses pontos. A

tabela 5.7 contelai apenas as 26 observações i'estantes

A análise apresentada a seguir refere-se ao diagnóstico robusto pala o modelo de

regressão da variável fotossíntese em função das variáveis nitrogênio e enxofre pala o ba.nco

de dados inicial excluindo-se as observações 14, 15, 16 e 27. Desta maíleira, esse novo banco

de dados constitui-se de 26 observações. O resumo do ajuste do modelo de regressão da

/otoss ntese en] função do nÍÉrogenio c do enzo.ftr pode sei observado na Tabela 5.8

Adorando-se llm nível de significância de 1%, verifica-se que tanto nátrogenio quanto
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Coeficientes Estimativa Desvio.-Padrão Estatística t Nível descritivo

(Inteicepto) 4,2327 8,7481 0,63307 0,63307
nitiogenio -0,5689 0,1772 0,00388 0,0(7388
enxofre 2,4893 1.3932 1.787 0,08716

Erro pn(Irão tln resÍíllto: 3,3'15 r.otn 23 11-!

/t2 = O, 3102; /?2(.A.juntado) :: O, 2502

[:st,n].{s].icn F: s,]'7] caIR 2 e 23 n.].; ]gÍue] {]cscT.it.alto = f),{]]:i!)'Z

Tabela 5.8: Allálise de regressão considerando as variáveis indepelldentes nãtrogenío e er7io.lte e a
variável resposta /otossárztese para o banco de dados contendo 26 observações

erzzo/re são significantes e a equação de regressão é dada por (5.4)

.fotossirztese{ = 4, 23 0, 57 . rzitrogenáoi + 2, 49 enzo./reí, á = 1, ,26 (5.4)

Observa-se uma grande diferença entre a equação (5.4) e a obtida com as 30 ob-

servações (equação (5.3)). Iniciou-se então a análise de diagnóstico para o tllodelo (5.4).

Conaeçando pela análise de diagnóstico clássica, percebe-se através da Figura 5.9 que o

ponto 26 destaca-se como ponto de alavanca, os pontos 6 e 26 como pontos influentes e o

ponto 6 coillo aberrante (resíduos padronizados rola do intervalo l-2;21). Não há indícios de

heterocedasticidade.

O Diagnóstico Robusto iniciou-se através da identificação de possíveis outZáers exis

tentes no banco de dados contendo apenas 26 observações. O método .fürmard$earcA (At

kinson e Riam(2004)), selecionou o conjunto inicial de observações, que no caso do banco

de dados utilizado - contendo 26 observações - possui tamanho 3 c é composto pelam linhas

13, 18 e 20 dessa tabela cujas observações são: 13, 21 e 23. Vale lembrar novamente que o

método está completamente descrito em Giroldo (2008, pág. 24)

Na Figura 5. 10, o eixo dm ordenadas representa o número da observação e as abcissas

informam sobre a ordem de entrada das observações através do comprimento do retângulo

flanco, quc indica o momento eni (lue a observação é incluída no subconjunto. Assim, no

primeiro passo, a observação incluída é a 17, no segundo passo é a 33, no terceiro passo é
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Pontos de Alavanca Pontos Influentes

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Índice Índice

Pontos Aberrantes Homocedasticidade

6 7 8 9 10 ll 12
Índice Valores Ajustados

Figura 5.9: Continuação da Análise Clássica de Resíduos para o modelo (5.4)

20 25

Subset Size

Figura 5.10: Oidelíl de enteada das observações consideralldo o modelo (5.4)
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Passo Observação Incluída Tamanho do subconjunto
2 17 4
3 33 5
4 9 6

6 8 8
7 20 9
8 18 10
9 7 11

10 22 12
11 6 13
12 5 14
13 24 15
14 1 16
15 3 17
16 19 18
17 31 19
18 ll 20
19 10 21
20 12 22
21 26 23
22 4 24
23 25 25
24 34 26

Tabela 5.9: Obsevação incluída. na a.mostra em cada passo do método de Atkinson e Riam(2004)
considerando o ii)odeio (5.4)

a 9 e assim por diante, sendo que o tema.nho do subconjunto passa a ser 4, 5 e 6 com a

entrada desses pontos, respectiva.mente. A Tabela 5.9 traz esta infornaação para cada passo

do processo iterativo.

Além disso, também é possível verificar como se comporta a distância de N'lahala-

nobis de cada. observação eni cada passo do método. O resultado deste estudo encontra-se

na Figura 5.11. As curvas presentes neste gráfico coiiesponclein aos valores da distância

de Wlahalallobis para cada passo do procediment.o (lefinido pelo tamanho da amostra, que

encontra-se no eixo das abcissas. Cada curva é associada a uma observação do conjunto de

dados. A partir desta figura, é possível constatar (lue não existe nenlluilla observação que

apresente valores altos pala a distância de Mallala.llobis cm todo o processo, e por isso não
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Figura 5.11: Distância de Mahalanobis pala o modelo (5.4)

é possível identificar nenhuma observação atípica pelo método de Atkinson e Riam(2004)

O elipsóide de volume míllimo citado na Seção 4.2 foi obtido através da função

'covfmEllipsesPlot0' do soPwüre R. Pode-se observar, através da Figura 5. 12, que o elipsóide

clássico classifica apenas a observação 34 como outZáer. Já o elipsóide robusto classifica

além da observação 34, também a observação 25. O critério utilizado pala classificação

das observações como o tZáers foi adorai a confiança. de 95% para os elipsóides, ou seja,

foi clmsificada como ouÍZáer a observação cuja distância foi superior ao x'dor .«Xe;o,OS =

5 991 = 2,448, OJlde p = 2 (variáveis nátrogenÍo e enzo/re). Este gráfico compara a

distância de lx/lahalanobis clássica (representada pela linha tracejada e obtida utilizando-se

as matrizes de média e de covariância aniostial dos dados) com a distância de h/lallalanobis

robusta (representada pela linlla tracejada e obtida utilizando-se os estiiTiadoies EVh'l de

locação e escala) para as 26 plantas. A implementação elos elipsóides encontra-se no Apêll(tece

Para a construção dos elipsóides foi llecessário o cálc\tlo clm distâncias clássica e ro-

B
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95% Tolerance EllÊpses

Robust
Classlcal

0
E l }

:f)

25 :H

15 20 25

nitrogénio

30 35

Figura 5.12: Elipsóides Clássico e Robusto das va.dáveis nãtrogenío e enzo@e modelo (5.4)

busto dos dados, apresentados na Tabela 5.10. Confrontando estas distâncias em um gráfico

(Figura 5.13), observa-se claranaente que apenas a observação 34 localiza-se bem distante

das demais. Neste gráfico, anotou-se cima conflallça de 97,5% como critério para classíicai

uin& observação colmo owtZáer. Desta forma, foi classificado como outZáer a observação cuja

distância de h/lahalanobis foi superior ao valor vXu;0,97s :: «'7 378 :: 2, 716, onde p::2.

A Figura 5.14 exibe o gráfico dos Resíduos Padronizados de Mínimos Quadrados

contra a Distância de h'lahalanobis Clássica, discutido na Seção 4.2. Percebe-sc que apenas

a observação 34 encontram-se fora dos limites que identifica.m pontos de alavanca ou oufZãers.

O mesmo critério utilizado para a detecção dos ouÍZáers nos elipsóides foi adorado aqui: o de

consideram as observações cuja distância é maior do (lue vXP;0,9s ' y/5 991 :: 2,448, onde

p'2 variáveis (nítrogenáo e enzo/re).

Já na Figura 5.15, é possível observei que quando confrontam-se os Resíduos Pa-

dronizados da h/línima h/leviana ao Quadiaclo (Resíduos Robustos) contra a Distância de

lvlahalanobis Robusta, detectam-se muito mais pontos de alavanca: são eles: observações l:

84



Distance-Distance Plot

Robtist Distahce vs. Classical Distante
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3

Figura. 5.13: Distância Robusta contra Distância Clássica - modelo (5.4)
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Distância Clássica [)M

Figura 5.14: Distância Clássica co)lera Resíduos Padrol)izados de N'línimos Qiiadrados - modelo
(5.4)
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Observação
l
2

3

4
5
6

7

8

9

10

11
12

13
17
18
19
20
21

22
23
24
25
26
31
33
34

DMa
9,4214
0,3106

12,9743
22,4886
4,7734
1,0846
0,6659
2,2408
0,1089
5,8644
3,3696
11,7441
o,o001
0,1475
0,7158
2,6226
1,0853
0,0257
0,6659
0,7081
1,4773
17,0648
7,2703
l0,2788
1,8852

37,7093

on?
2,7815
0,3591
3,9719

45,8887
1,7977
0,2519
0,1615
2,0500
0,1833
13,7410
4,1666
17,9022
o,o001
0,4559
2,4902
1,6872
0,7533
0,0913
0,1615
0,4559
0,7788

46,4419
16,7742
5,0102
2,4734

108,7544

Tal)ela 5.10: Tabela contendo o quadrado das Distâncias Clássica e Rol)usta dos dados - modelo
(5.4)

3, 4, 5, 6, 17, 18 e 26 (antes não ideTltifiCadOS pelo elipsóide I'obusto) e as mesmas identifi

caclas pelo elipsóide robusto: 25 e 34 O critério para determinar os outZãers foi o mesmo

definido no gráfico anterior, e a implel)tentação destes dois últimos gráficos citados (Figuras

5.14 e 5.15) também encontra-se no Apêndice B

Além disso, este último gráfico (Figura 5.15) apresenta uma classificação visual dos

dados en] clttatro categorias: (1) observações regulares com baixos valores de Z)/% e rí/â, (2)

os outZáers verticais com ba.ixos valores de 1)/% e altos valores de r{/â, (3) os "bons" pontos

de alava.nca, com a]tos va]oies dc 1)/% e ba.ixos va.cores de rÍ/â e por último, (4) os "maus"
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Figura 5.15: Distância Robusta contra Resíduos Padronizados da Mínima h'lediatla dos Quadrados
do Resíduo - modelo (5.4).

pontos de alavanca, cona altos valores de Z)/& c r{/â. As observações são então distribuídas

da seguinte maneira: em (1): todas as observações, com exceção das observações clmsificadas

em(2),(3) e(4); em(2): 1, 3, 5, 6, 17, 18 e 26; em(3): 4 e 34; e em(4): 25. Seguindo a

sugestão dada por Fung (1993), que suaviza o critério de classificação adotando valores de

corte inaioies e pelcctltis de ordem acima do utilizado, pode-se adotai o intervalo l-5;+5j e

o percentil de ordem 99% da distiíbuição Qui-Quadrado (vX';.,oo ' 3, 03). Desta maneira,

seriam identificados apenas as observações 6 COLHO oufZáer vertical e 34 como "bom" ponto

de alavanca (Observe a Figura 5.16)

Os gl'áficos de diagnóstico clássico detectaram sempre a observação 34 como sendo

oaiZãer, que foi a única observação tanlbéna detectada eill todos os gráficos de diagnóstico

robusto construídos. Desta maneira, temos que ta.nto o diagnóstico clássico quallto o robusto

levam à mesma conclusão: apenas a observação 34 é coílsiderada out/{er. Caracterizando este

ponto, percebe-sc que iio banco de dados contendo apenas 26 observações, é a observação que

apresenta os nlaioies valores tanto para a variável nilrogenáo quallto pala a variável enzo/}e.
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Figura 5.16: Distância Robusta confia. ]]esíduos Padronizados da ]vlínima R'fedia.na dos Quadrados
do Resíduo - IBodelo (5.4).

A análise de diagnóstico robusto apresentada até o momento contemplou apenas

duas variáveis exp]icativas: nãtrogenáo e erl.zo/re. Apesar c]a variável .PuoreÍo ter se n)ostl'ado

não significante, ircnlos apresentar a tuiálise de diagnóstico robusto coili tl inclusão desta

variável, apenas como ilustração.

Através da Tabela 5.3, obtém-se a equação de regressão da /oÍossãrzíese elll função

das variáveis independentes #lzoreio, nãÉrogenào e enzo/re, dada poi:

./otossántesei = 12, 53 + 0, 02 . ./Zuoreío{ 0, 61 . nílrogenio{ + 1, 38 enzo/re{, { =l 30)

(b.5)

Como na análise anterior, realizou-se inicialmente a análise de diagllóst.ico clássica

para posterior comparação cona a correspondente análise robusta

A Figura 5.17 destaca os pontos 14, 26 e 27 como pontos de alavanca, o ponto 14

como ponto influente e os pontos 6 e 17 como aberrantes (resíduos padronizados fora do

intervalo l-2i21) . Não há indícios de hetelocedasticidade
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Pontos de Alavanca Pontos Influentes

5 10 15 20 25 30 lO 15 25

Pontos Aberrantes
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Figura 5.17: Continuação da Análise Clássica de Resíduos para o modelo (5.5)

O Diagnóstico Robusto iniciou-sc através da identificação de possíveis oatláers atlttvés

do método .fbr'ward$earcA (Atkinson e Riam(2004)) , e foi aplicado para detectar pontos dis-

crepantes nas variáveis independentes PworeÉo, náírogenáo e erzzo/re. O conjunto inicial de

observações escolhidos através deste método contém as seguintes observações: 6, 13, 17 e 21

A Figura 5.18 mostra a distância de Mahalanobis pata o modelo de iegiessão con-

tendo 3 variáveis, no qual o eixo dtw ordenadas ieplesenta o núnieio da observação c as

abcissas informam sobre a ordem de entrada das observações através do coilaprin)ente do

ietângulo branco, que indica o monaento e]]] que a observação é incluída no subconjunto

Assim, no primeiro passo, a observação incluída é a 22, no segundo passo é a 7, no terceiro

passo é a 24 e assim por diante, sendo que o tatnanho do conjunto passa a ser 5, 6 e 7 coi]] a

cntiada desses pontos, respectiva.mente. A Tabela 5.11 traz esta informação pala cada pt\sso

do processo iterativo.

Além disso: também é possível verificar como se colllporta a distância de Mahalano-

bis de cada observação eln cada passo do método. O resultado deste estudo encontra-se na
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25 30

Figtua 5.18: OI(]eln de entrada das observações considerando o modelo (5.5)

Figura 5.19. A paitii desta figura, é possível veiificai que as observações 27, 26, 25, 34, 33,

31 e 14 são as que possuem as maiores distâncias de Mahalanobis, seguidas pelas observações

16 e ]5. Estas observações são as blue possuem as maiores distâncias de hlahalanobis elll

quase todo o processo iterativo, e por isso podem ser consideradas atípicas pelo método de

Atkinson e Riam (2004)

O clipsóide de volume mínimo citado na Seção 4.2 pode ser visto na Figura 5.20. A

partir desta figura é possível observar 3 conjuntos de elipsóides: o primeiro é exatalllente o

n)esmo comentado antelioimente na Figura 5.4 (para as variáveis nátrogerzio e en.zo»'e). O

segundo conjunto de elipsóides confronta as variáveis nátrogenáo e ./'Zuoreto (veja detalha-

damente na Figura. 5.21), e ll-mostra que o elipsóide clássico classifica apenas a observação

26 como ot&ÉZáer, enquanto o elipsóide robusto classifica as obsclvações 25, 27, 31, 33 e 34,

além da 26. E por último, o terceiro conjunto de elipsóides confronta as variáveis enzo/re

e .Puorefo (veja detalhadamente na Figura 5.22), e classifica os outZãers da mesma maneira

que a Figura 5.21, classificando além das já citadas, também as observações 14, 15 e 16 como
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Passo Observação Incluída Tamanho do subconjunto
2 22 5

4 24 7
5 20 8
6 18 9
7 2 10
8 8 11

9 9 12
10 23 13
11 19 14
12 ll 15
13 10 16
14 12 17

15 3 18
16 1 19

17 5 20
18 4 21

19 16 22
20 15 23
21 14 24
22 31 25
23 27 26
24 34 27
25 33 28
26 25 29
27 26 30

Tabela 5.11: Obsevação incluída na amostra em cada. passo do ]nétodo de Atki]
considerando o n)odeio (5.5)

Riam (2004)

outZÍers pelo elipsóide robusto. O critério utilizado para classificação das observações como

o?&íZáers foi adotal a confiança de 95% para os elipsóides, ou seja, foi classificada como outZáer

a observação cuja distância foi superior ao valor vX2;o,os ' y''7 815 = 2, 796, onde p = 3

(variáveis ./7uoreZo, nátrogenáo c ergo/re). Este gráfico compara a distância de l\'Íahalanobis

clássica (representada pela linha tracejada e obtida utilizando-se as matrizes de média e de

covariância itlllostral dos dados) cona a distância de h/lahalanobis robusta (representada pela

linhtt tiacejt cla c obtida utilizando-se os estinladorcs EVh/l dc locução e escala) para as 30

plantas.
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Figura 5.19: Distância de Mallalanobis pala o n)odeio (5.5)
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Figura 5.20: Elipsóides Clássico e Robusto das variáveis .Huoreta, rzáfrogenío e en.zo/re modelo
(5.5).
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Figura 5.23: Distância Robusta contra Distância Clássica :modelo (5.5)

Para a construção dos elipsóides foi necessário o cálculo dt\s distâncias clássica e

robusta dos dados, apresentados na Tabela 5.12. Confrontando estas distâncias em um

gráfico (Figura 5.23), observa-se que aproximadame1lte sete observações detectada como

ouÉZ ers através do elipsóide robusto localizam-se bem distante dos demais: 14, 25, 26, 27,

31, 33 e 34. Já as observações 4, 15 e 16 1ocalizan]-se próxin]as à ]laassa dos dados. Peicebe-

se que estes três pontos estão localizados bem próximos à fronteira do elipsóidc robusto

da Figura 5.22 e nem são citados como OKtZiers na Figura 5.21. Neste gráfico, adotou-

se uma confiança de 97,5% como critério para classificar uma observação como oaZZáer

Desta forma, foi classificado como ouZZãer a observação cuja distância foi superior ao valor

X:;o,S7Õ :: l/9 348 :: 3, 057, onde p::3.

A Figura 5.24 niostla o gráfico dos Resíduos Padronizados dc h/líninaos QuadiiLdos

contra a Distância de h'lahalanobis Cllássica, discutido na Seção 4.2. Percebe--se que apenas

as observações 6, 14 e 26 ellconti'am-se fora dos limites (itie identificada pontos de ülü\râHcü ou

ottlZíers (apenas a última foi identificada tambélll pelo elipsóide clássico). O mesmo critério
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(' )hq pl'lrn pã n

l
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18

19
2()
21
22
23
24
25
26
27
31
33
34

DM'; 0R?
2,3399
1,0571
2,3214
9,9547
3,3255
0,5665
2,1064
1,4055
1,2009
2,7762
1,8214
3,1402
1,0801

58,8446
21,7957
19,6552
2,3920
2,9325
2,1522
1,3823
0,9542
1,5793
1,5850
2,2798

304,3517
407,6538
148,4961
65,3021

223,6707
188,8859

3
0
2

3

3

0

0
2

0
2
l
l
0
9
3
4
2

2

2

0

l
0

3

0

5

8

7
2

4
4

4493
8661
1257
0969
4570
4322
4397
1183
9487
[)327
5831
6364
2983
8604
8504
0611
0674
1803
3940
4308
.6880
,3977
,3988
,4700
,6970
,9675
,5140
,1768
,5220
.8380

Tabela 5.12: Tabela contelldo o quadrado das Distância.s Clássica e Robusta. dos dados modelo
(5.5)
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utilizado para a detecção dos ouí/íers nos elipsóides [oi adorado aqui: o de considerar as

observações cuja distâncias são maiores do que vX2;o.os ' v/'7 815 = 2,796, onde p=3
variáveis (./Zí.areia, nítrogenío e en:«o/re).

Já ]la Figura 5.25, é possível observar que qua)ldo confrontam-se os Resíduos Pa-

dronizados cla N'mínima h/lediana ao Quadrado (Resíduos Robustos) contra a Distância de

Mahalanobis Robusta, detectam-se muito mais do que apenas três pontos de alavanca ou

oatZàers, são eles: observações 4, 6, 8, 17, 18, 19 e 24 (antes não identificados pelos elipsóides

robustos) e as mesmas identificadas pelos elipsóides robustos: 14, 15, 16, 25, 26, 27, 31, 33

e 34. O critério para determinar os oatZáers foi o mesmo definido no gráfico anterior.

Além disso, este último gráfico (Figura 5.25) apresenta uma classificação visual dos

dados enl quatro categorias: (1) observações regulares com baixos valores de -0/t e ri/a:, (2)

os oufZáers verticais com baixos valores de -D/& e altos valolcs de ri/â, (3) os "bons" pontos

de alavanca, com altos valores de Z)/t e baixos valores de ri/â e poi último, (4) os "maus"

pontos de alavanca, com altos valores de l)/?i e ri/â. As observações são então distribuídas

da seguinte maneira: em (1) : todas as observações, com exceção das observações classificadas

em (2), (3) e (4); em (2): observações 6, 8, 17, 18, 19 e 24; em (3): observações 4, 14, 15, 16,

26, 31, 33 e 34; c em (4): 25 e 27. Seguindo a sugestão dada por Fung (1993), que suaviza

o critério de classificação adorando valores de corte maiores e peicentis de ordem acima do

utilizado, pode-se adotar o intervalo l-5;+51 e o percentil de Ordem 99, 9% da distribuição

Qui-Quadrado (vX3;0.090 ' v16 266 = 4, 033). Desta maneira, seriam identificadas as

observações 6 e 17 como otitZãers verticais e as observações 14, 15, 16, 25, 26, 27, 31, 33 e 34

como "bons" pontos de alavanca (Observe a Figura 5.26).

Os pontos que aparecem tanto no gráfico dos elipsóides quanto no gráfico da distância

de [v[a[la[anobis R.obttsta cont.ra os resíduos padronizados são os pontos 14, ] 5, 16, 25, 26, 27,

31, 33 e 34. Ao caracteiizarmos estes pontos, percebemos que as observações 14, 15, 16 e 27

foram as meslllas identificadas pelo diagnóstico robusto collsiderando apenm duas variáveis

explicativa\s e que possuem ttltos valores para a variável enzo/}e. Já as demais observações,
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Figura 5.24: Distância Clássica canela Resíduos Padronizados de N/líninlos Quadrados - modelo
(5.5)n.n

25, 26, 31, 33 e 34 apresentam a]tos va]ores para a variável #uoreéo.

Mais unia vez, é importante notar que o diagnóstico não deve ser realizado obseival)do

apenas ulla e sim um con.junto de grá.figos estudados
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Capítulo 6

Conclusões

Neste trabalho roíam apresentados métodos de diagnóstico robusto em Análise h'lultivaiiada

e em Análise de Regressão. Foi visto que este tipo de técnica é útil tanto pala verificar as

stlposições iniciais de um modelo quanto ]la detecção de observações atípicas.

Aplicou-se a técnica Diagnóstico Robusto ella Análise de Regressão em unl banco de

dados real e realizou-se a con]paiaçao cona o correspondente método clássico. Analisando

todos os gráficos gelados conjuntamente, conclui-sc que no método robusto os pontos aber-

rantes toinain-se mais visíveis do que no método clássico, classificando mais observações

como outZáers. Os Brancos construídos neste trabalho possuem uj]]a rotina desenvolvida ]lo

so@ware -R e que pode ser encontrado no Apêndice B.

Conto indicação para continuidade deste trabalho, sugere-se a implementação dos

diagnósticos robustos em Análise dc Compollentes Principais e em Análise Disciiminante,

que falam apenas apresenta.dos neste trabalho.

Finalizando, gostaríaillos (le destacar' alguns antigos sobre distâncias robustas (lue,

poi apresentarem um enfoque distinto do utilizado neste trabalho, não roíam a.qui abordados.

Hardin e Rocke (2005) allalisam o uso da dista'ibuição F ao invés da Qui-Quadrado

na detecção de outZáers. Já Olive (2002) ttpieseiita unia iiictodologia gráfica ttltcintttiva coiiio

diagnóstico para distribuições noinlais nlultivariadas e elípticas, com interessantes aplicações.
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Acreditamos que estes dois trabalhos possam se constituir en] un] interessante tópico

de pesquisa futura.

F-
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Apêndice A

Detalhes técnicos para obtenção do

Elipsóide de Volume Mínimo (EVM)

O elipsóide de volun)e tnínimo proposto por Rousseeuw e Van Zonleren (1990) telll a seguinte

coiistl'uçao:

Suponha o ba.nco de da.dos X = (xx, . . . , x.) contendo n pontos p"dimensionais cujo

objetivo é o de estimar o "centro" e a "dispersão" dos pontos através de um vedor T(X) e

de uma matriz de covil'iâncias S(XI). Dizemos que os estimadoies T e S são equivaiiantes

quando:

T(xIA +b, , x.A + b) - T(x:, x.)A + b

C

S(xIA + b, , x.A + b) - A'S(x:, ,x.)A

para qualquer vetor linha b e qualquer' matriz não singular .4P,P O vetou de médias atnosLrais

e a matriz de covariância amostral

nl
r(x) -:E *:i-]
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C

S(X) - ii;-T >1:(x: - T(X)y(x: - T(X))

são estimadoies equivariantes, porém leão são robustos pois são sensivelmente influenciados

pol ozltZiers.

O estimador EVM (Elipsóide de Volume À'mínimo) é definido como o par (T,S), onde

T(X) é um vetou p-dimensiollal e S(X) é ullla illatriz p x p positiva senil-definida tal que

seu deternainante é naínimo sujeito à seguinte condição:

l

#li; (x: r)s :(x: Vy $ a'} 2 h,

ejl] que # indica o número de elementos do conjunto, h = 1(n +p + 1)/21 e lçl é a parte

inteira de q. O valor a2 é uma constante fixada, que pode ser escolhida, por exemplo, como

o quantil de ordem 0,50 da distribuição qui-quadrado cona 7) graus de liberdade (X2;o,SO). Tal

escollitt é natural quando espeta-se que tl niaioiia dos dttdos venham de uma distribuição

nol'mal

Verifica-se que o estimaclol EVlvl possui ponto de ruptura de aproximadamente 50%,

o que significa que T(X) irá permanecer limitada e os autovalores de S(X) irão ficar distantes

de zero e infinito quando menos da llletade dos dados são substituídos por valores arbitrários

(Lopullaã e Rousseeuw(1991)).

As Distâncias Robustas re la.t.ivns a.o est.imarlnt' EVh/l sã.n defilaidas comoS a. P l l l

T(X))S(X)-:(x: T(X))'. (A.l)

Pode-se calculam a inéclia potideiada

T] (X) (A.2)
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e a matriz de covaiiância ponderada

s (x) l T:(X)y(x: T:(X)) (A.3)

em que os pesos wi:: w(DRi) dependem das distâncias robustas. Pode-se llaostlar que Ti

e Si possueill os mesmos pontos de ruptura que os iniciais 7' e S quando o peso da função

w tende a zelo para grandes valores de 1)/% (veja Lopuhaã e Rousseeuw (1991)).
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Apêndice B

Programas em R

#Leituia dos dados#
dados<-read.table(files "C:\ \ . . \ \DADOS.txt" ,headci=TRUE,sep= "\t" )
attach(dados) #faz com blue o R adicione o banco de dados à sua lnenloria#
dados

+++##+++########+++###+##+########+#++++#+++#++
#### Diagnóstico Robusto para duas variáveis explicativas: nitrogenio e enxofre ####
#+##+##+#+#####+++##++#+#####++++#+#+#++++#+#++

#Selecionando apenas as variáveis de interesse (foLossintese, nitrogenio e enxofre)#
dadosinodelo<-dadosjc(4,18,19)l #banco de dados original com 36 linhas#
dadoslnodelo

#Excluindo os valores faltantes#
dadosh[tmoc[e[o<-na.omit(dadosllaodejo) #banco de dados final 30 ]inhas #
dadosfiltmodclo

#Matiix X contendo apenas as vtuiáveis explicativas#
d adosX -inodelo<-d adosfiltmodelo lc(2 ,3) l
dadosXunodelo

#Modelo de regressão da fotossíntese enl função do nitiogenio e do enxofre#
inodelo<- hn( fotoss:,data=d idos filtmodelo)
summai (modelo)

#Detecção cle Outliers através do h'létodo Robusto The Forward Search#
#Método Forward Searcli para o conjunto de dados X do modelo selecionado, utilizando
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boxplots bivariados para definir o conjunto inicial#
#Tnstalar o pacote "Rfwdmv"#
library(MASS)
libiary(Rfwdmv)
saida<- fwd mv .init(dadosX -modelo,bsb=bb. subset ,scaled :TRUE,monitor "all")

#Conjunto inicial obtido através dos
conj .inici al <-m atrix(0,said a$ m,l )
n<-30
aux<-l
fol(i in l:n){
if(saida$Ull ini,lj>0) {
conj.inicialjaux,lj<-i
aux<-aux+l

conj.inicial

}
}

boxplots robustos bivaliaclos #

#Gráfico quc n-Lontra a lidem de enfiada das obscivações#
gi'afl <-fwdmvEntiyPlot(saída,entiy.Oldci= "final" ,subset .size -l,ps fInE .labels=FA.LSE )

#Gráfico da Distância de À/lahala.nobis pata cada individuo em cada passo do pl'ocedimento#
graf2 <- hvd mvDistancePlot(saída,group-N ULL,id=TRU E,psfrag.l abels= FALSE)

#Elipsóides clássico e robustos
#lnstalai pacote "lobust"#
library(robust)
fm<-fit . modela(list(Robusta "covRob" ,Classical:
covfmEllipsesPlot(fnl)

"cov") ,datam(dadosXin odeio) )

#Gráfico da Distancia Clássica contra a Distancia Robusta#
covfmDistance2Plot(fm)

#Gráfico dos Resíduos Padronizados dos Mínimos
p<-ncol(dadosXunodelo)
n<-nrow(dadosX-modelo)
modelouls<-lni(fotoss . ,data=dadosfiltnlodelo)
s<-sqrt(sum(modelouls$ 1es2)/(n- p- l) )
uls.res<-modelouls$ies/s
uls.distance<-sqrt(cov$dist)
plot(uls.distance,uls.res,ylin] =c(-3,3) ,xli n] =c(0,3.2)
Quadrados" ,xlab= "Distância Clássica l\4Di" )
abline(h=c(-2.5,2.5))
oit. pt <-sqrt(qchisq( .95,p) )
abline(v=ciit.pt)

Quadrados vs Distância Clássica Db'li#

,ylab: 'R,esíduos Padronizados de Mínimos
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uls.indice<-uls.distailce>crit .ptl abs(uls. res) > 2. 5
identi b'(uls.distancc,uls. res,pts=cbind(uls.distance,uls.res) juls.índice,l )

#Gráfico dos Resíduos Padronizados da h'mínima lx4ediana ao Quadrado vs
busto. DRi#
lilodelolms<-lnasreg(fotoss . ,data=dadosfiltmodelo)
Ims. res <-modelolms$ iesidu als/modclolms$scale
mve.dista nce <-sqrt(cov Rob$díst)
plot(mve.distance,Ims.res,ylab= "Resíduos Padronizados da h/linima h4edialla
do Resíduo" ,xlab= "Distância Robusta DRi" )

abline(h 5,2.5))
clit.pt<-sqrt(qchisq(.95,p) )
abline(v=crit.pt)
In)s.indice<-mve.distance> crie.ptl abs(Ims. res) > 2 . 5
identib(mve.distance,Ims. res ,pts=cbind(mve .distance,Ims.rcs) jlms.índice,l )

Distância Ro

dos Quadrados

#+##+####+##++####++#+++#++####++###+#+######+#
## Diagnóstico robusto pala três variáveis explicativas: fluoreto, nitiogenio e e])xoíle ##
+#+#++++#####+##+++++####+#+##++#++++#+++++++##

#Selecionando apenas as variáveis de interesse (fotossíntese, nitiogenio e enxofre) #
dadosmodelo<-dadosjc(4,17,18,19)l #banco de dados original com 36 linhas#
dadosnlodclo

#Excluindo os valores faltantes#
dadosfiltmodelo<-na.omit(dadosmodelo) #banco de dados final 30 linhas #
dadosíiltmodelo

#Matrix X contendo apenas as variáveis explicativas#
dadosX inodelo<-dados filtmodelo lc(2 ,3,4) l
dadosXinodelo

#Modelo de regressão da fotossíntese en] função do fluoreto, nitrogenio e enxofre#
illodelo<-lm( fotoss:,data=dadosfilt modelo)
sumnaary(modelo)

#Detecção de Outliejs através do Método Robusto The Forward Search#
#Método Foiwaid Seaich para o conjunto de dados X do modelo selecionado, utilizando
boxplots bivariados para definir o conjunto inicial#
#lnstalar o pacote "Rfwdmv"#
libiary(MASS)
libraiy(Rfwdmv)
saida<-fwdmv .init(dadosX-modelo,bsb=bb.su bset,scaled=TRU E,monitora "all" )

#Coiljunto inicial obtido através dos boxplots robustos bivariaclos #
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conj.inicial< matrix(0,saida$m,l)
n< 30
aux<-l
for(i in l:n){
if(saida$Unitji,lj>0) {
conj .inicialjaux ,ll <-i
aux< aux+l

}

conj.inicial

}

#Gráfico crie mostra a ordem de entrada das observações#
gra.fl <-fwdmvEntryPlot(saída,entry.ordcr= "fln al" ,subset .size=- 1 , psfrag.labels= FALHE)

#Gráfico da Distância de À/lahalanobis para cada individuo em cada passo do procedimento#
graf2 <- fwdmvDistancePlot(saída, group=NULL,id=TRU E,psfrag.labels= FALSE)

#Elipsóidcs clássico e lobusto#
#lnstalai pacote "robust"#
libialy(robust)
#Piepara o gráfico para colocar os 3 conjuntos de elipsóides no mesmo gráíico#
partopar)
par(mfrow=c(2,2))

#Traballlando apenas com a matriz X das variáveis nitrogenio e enxofre #
dadosX -inodelo<-dadosfilt lalodelo lc(3 ,4) l
dadosX.modelo
fm<-fit.models(list(Robusta "covRob",Classical= "cov") ,data. adosXunodelo))
covflnEllipsesPlot(fm)

#lYabalhando apenas cona a matriz X das variáveis fluoreto e nitrogenio #
d adosX -mod elos-dadosfiltmodelo lc( 2 ,3) l
dadosXunodelo

fln<-fit.modela(list(Robust covRob" ,Classical= "cov"),datam(dadosX-modelo) )
covfmEllipscsPlot(fn))

#Traballiando apenas com a matriz X das variáveis fluoreto e enxofre #
dadosX -lno clelo<-d adosfiltmodelo lc(2 ,4) l
dadosXinodelo
fm <-fit . models(líst( Robusta "covRob" ,Classical= "cov") , datam(dadosX-modelo) )
covfmEllipscsPlot(fm)

#Volta ao estilo original, de iml gráfico por páginas
par(opas)
par(mfrow =c(1 ,1) )
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#Elipsoide do nitrogénio vs elixofre# dadosX-modelos-dadosfiltinodelojc(3,4)l
dadosX.modelo
fm <-fit .modems(list(Robusta "covRob" ,Classical = "cov") ,datam(dadosXinodelo) )
covfmEllipsesPlot(fln)

#Ejipsoide do fluoreto vs nitrogenio# dadosXinodelo<-dadosfiltmodelojc(2,3)l
dadosXJnodelo
fm<-fit. modems(list(Robusta "covRob" , Classical = "cov") , datam(dadosX -modelo))
covfmEllipsesPlot(fln)

#Ejipsoide do fluoreto vs enxofre# cladosXinodelo<-dadosfiltmoclelojc(2,4)l
dadosXniodelo
fm<-fit.modems(lisa(Robusta "covRob" ,Classical cov") ,datam(dadosX-modelo) )
covfmEllipsesPlot(fm)

#Giáfico dtt Distancia Clássica contrtt a Distancia Robusta#
dadosX -modelos -dadosfiltinodclo lc(2 ,3,4) l
dadosX.modelo
fm<-fit.models(list(Robusta "covRob" ,Clt\ssical cov") ,data:
covfmDistance2Plot(fnl)

lcl«dosX.modelo))

#Gráfico dos Resíduos Padronizados dos Mínimos Quadrados vs Distância Clássica
p<-ncol(dadosX-modelo)
n<-mow(dadosX-modelo)
inodelouls<-lna(fotoss . ,data=dadosfiltnlodelo)
s<-sqrt(su m(modelouls$ ies2)/( n-p-l) )
uls.res<-modelouls$1es/s
uls.distance<-sqrt(cov$dist)
plot(uls.distance,uls.res,yliin=c(-3,3) ,xliin=c(0,3.2) ,ylab= "Resíduos Padronizados de
Quadrados" ,xlab= "Distância Clássica MDi" )

abline(h =c(-2 .5 ,2 .5) )
crit .pt <-s(lrt(qchisq( .95 ,p) )
abline(v=crit.pt)
uls.indice<-uls.di stance> oit .pt l abs(uls. res) > 2. 5
identify(uls.distante ,uls. tes,pts=cbind(uls.distance,uls.res) juls.índice,l )

DNli#

Wlínimos

#Gráfico dos Resíduos Padronizados (ta h/líninla Mediana ao Quadrado vs Distância Ro-
busta DRí#
modelolms<-lmsreg(fotoss . ,data=dadosfiltmodelo)
Ims.res<-modelolms$residuals/modelolms$scale
mve.distance<-sqrt(covRob$dist)
p[ot(mve.distaílce,]tlls.res,y]ab= "Resíduos Padrorlizados da ]v]ininla Mediana dos Quadrados
do Resíduo" ,xlab= "Distância Robusta DRi" )

abline(h=c(-2.5,2.5))
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ci'it .pt <-sq i't(clchisq( . 95,p) )
abline(v=ciit.pt)
Ims.indice<-mve.distance>ciit.ptl abs(Ims.res) >2.5
identify( mve.distance,Ims . res,pts=cbind(mve .dist í\ alce,Ims. res) jlms.índice,l )

cletach(dados)

1o9



Referências Bibliográficas

Ammann, L. P. (1989). Robust PI'incipal Componcllts. Oommunácatáons n Slatãstãcs
$ámuZatáort azia OompuÉatãon, 18, 857-874.

AiTimann, L. P. c Van Ness, J. (1989). Standard and Robust Oithogonal Regression.
(,;ommunácatáons ãn Staíãstãcs - SimwZatáon and Oomp itat on, 18, 145 162.

Atkinson, A. C. (1986). h'lasking Umllasked. Báomelhka, 73, 533-541

Atkinson, A. C. e Riam, M. (2004). The Forward Search and Data Visualisation. Com-
p [aíãona/ SÍalãsíács, 19, 29-54

Aubin, E. C. Q., Elian, S. N. e Alencar, G. P. (1999). Relaíóho de an.alise esíaíúÍãca
sobre o projclo: "EJe'idos da po!'unção sobre as LTocas gasosas de ãTtdi'uíduos jo'ueTts de
Tibouchin,ct pulcttra Cogn. (Metastomata,cem) nn região de Cubaião, SP". 'ELI'.VCEA.
9905. São Paulo.

Ba.inett, B. e Lewis, T. (1984). Ouí/ãers án $tatáslicaZ Data. 2.ed. John Wiley. New Yoik.

Bclsey, D. A., l<uh, E. c Welsch, R. E. (1980). Regressáon Dáagnostács. John Wiley &
Sons. New York.

Brownlee, K. A. (1965) . StatástãcaZ 7'heorg/ and .A4etAodoZogy ãn $cáence aria Erzgineehng.
2.ed. John Wiley. New Yoik.

Campbell, N. A. (1978). The Influence Function as an AID in Outlier Detection in
Discriminant Analysis. .4ppZíed Statàstács, 27, N'3, 251-258.

Campbell, N. A. (1980). Robust Proceduies in Multivaliate Analysis 1: Robust Covari-
ance Estimation. .4ppZãed $tafístács, 29, N'3, 231-237.

Caroll, R. J. e Ruppeit, D. (1988). Traía.s/07maÍáon and Veág/iíáng n Regression. Cllap-
man & Hall. London.

Chen, H. J., Gnanadesikan, R. e ]<ettenring, J. R. (1974). Statistica] Methods fol Grou-
ping Clotpoiations. Sank#a, B, N'36, 1-28.

book, R. D. (1986). Assessment of Local Influence (with discussion). J. R. SlaÍásí. Soc.,
B, N'48. 133-169.

l81

l91

110



j141 Cox, D. R. (1968). Notei on Some Aspects of Regression Analysis. J. R. $íatásÉ. Soc.,
A, N'131, 265-279.

jlSI Devlin, S. J., Gnanadesikan, R. e l<ettenring, J. R. (1975). Robust Estimation and
Outliers Detection with Correlation CoeHcients. Z?áomeÉhka, 62, 531-545.

j161 Dev[in, S. J., Gnanadcsikan, R. e ]<etteming, J. R. (1981). Robust Estimation of Dis.
persion Matrizes and Principal Conlponents. JourvnaZ o/ tAe ,4mehca?z StatásíácaZ ôsso
cãatíon, 76, N'374, 87-104

j171 Dielman, T. E. e Pfaaenberger, R. (1982). LAV (Least Absolute Value) Estimation
in Linear Regrcssion: A Review. Optámázaíãon in Statãstács, 19. Amsterdain: Noi'th-
Jolland.

j181 Fisher, R. A. (1936). Thc Use of Multiple Measurements in Taxonomy Problems. ,4nnaZs
of Eugenãcs, 7, 179-188.

j191 Fisher, R. A. (1938). The Statistical Utilization of Multiple Measurenients. ÁrzrzaZs o/
Eugenícs, 8, 376-386.

1201 Flury, B. e Riedwyl, H. (1985). T2 Teses, the Linear Tw(pGroup Discriminant Futlction
and Their Computation by Linear Regtession. 7'he .4mzeücan Statásíácãan, 39, 20-25.

j211 Fung, W. K. (1992). Some Diagnostic Measures in Discriminant Analysis. Síaíásiãcs and
Prof)abáZily Letfers, 13, 279-285.

1221 Fung, W. K. (1993). Unmasking OutZãers and Leverage Points: A Confirmation. Jo&r7zaZ
o/ t/ie .4mehcan StaíãsZãcaZ .4ssocáaíãon, 88, N'422, 515-519.

1231 Fung, W. K. (1995). Diagnostico in Linear Desci'iminant Analysis. Jo?ér7 aZ o/ í/}e ,4me
Mean StatãstãcaZ .4ssocáaZãon, 90, N'43, 952-956.

1241 Gasko, h/l. e Donoho, D. (1982). Iníluential Observation in Data Analysis. 4mehcan
StütÍslácaZ .4ssociatáon, Proceedíngs of the Business and Econoinic Statistics Section
104-109.

1251 Giro[do, F. R. S. (2008). ÁZg lns ]Wéíodos RoóztsÍos para DeíecÉar OuiZàers ]Wu]íáuarÍados.
IME USP. São Paulo. Dissertação de mestrado. 84p

1261 Gloifeld, L. W. (1990). A Robust Methodology foi Discriminant Altalysis Bases on
Least-Absolut-Vague Estinlation. it4a7zager aZ and Z)ecãsãon Ecorzomács, 11, 267-277.

l27j Gnanadcsikan, R. (1997). À4eiAods /or SíaZíslãcaZ Z)aía .4naZysãs o/ À4?éZííuaüate Obter.
uatáons, 2.ed., John Wiley. New líork.

1281 Gnanadesikan, R. e Kettenling, J. R. (1972). Robust Estimates, Residuais and Outlieis
Detection with Multiresponse Data. BãorneZhcs, 28, 81-124

1291 Gleen, B. F. (1979). The two kinds of Linear' Discriminant Functions. 7'/ie Journ.aJ o/
EducaÍáonaZ Statistãcs, 4, 247-263.

111



1301 Hample, F. R. (1973). Robust Estimation: a Condenscd Partial Survey. Z. Wahrschein.
Zãc/zkeãtsZAeohe arzd Uer'w. Gebáele, 27, 87-104.

Hample, F. R., Ronchetti, E. M., Rousseeuw, P. J. e Stahel, W. A. (1986). Rob?lsí
Slíztistãcs. T/}e ,4pprorzcA Z?ases on /zzdl/ente Funcfáons. John Wilcy. New York.

1321 Hardin, J. e Rocke, D. M. (2005). The Distribution of Robust Distances.
(,;ompufatãonaZ and GraphãcaZ Slatàstács, 14, N'4, 928-946.

Joum.ül of

1331 Hawkins, D. M., Bradu, D. e l<ass, G. V. (1984). Location of Several OutZáers in Multiple
Regicssioll Data Using Elemental Sets. Tech7zomeiücs, 26, 197-208.

1341 He, X. e Fung, W. 1<. (2000). High Breakdown Estimation for Multiple Populations with
App[icatins to Discriminar Ana]ysis. JournaZ o/ ]14uZtáuahate .47zaZysás, 72, 151-162.

j3SI Healy, M. J. R. (1968). Multivaiiate Normal Plotting. ,4ppZíed StatãsÍãcs, 17, 157-161

1361 Huber, P. J. (1964). Robust Estilnation for a Location Parametcr. .4nna/s o/ JI'faíAema
[ácaZ SÉal síícs, 35, 73-101.

l37j Hubert, M. e Van Driessen, ]<. (2004). Fase and Robust Discriminant Analysis. (;om
putalãonaZ Sfatãstãcs éy l)afa .4naZysÍs, 45, 301-320.

l38j Lopuliaã, H. P. e Rousseeuw, P. J. (1991). Bieakdown Points of AHine Equivaiiant
Estimatois of Multivaiiate Location a.nd Covariance Matrices. The .4nnaZs o/ Statástãcs,
19, 229-248.

1391 À'losteller, F. e Tukey, J. W. (1977). Z)aía ,4naZysãs and egressãon. Reading, Mass
Addison-Wesley.

1401 Naiula, S. C. e Wellington, J. F. (1982). The Minimum Sum of Absoluto Errors Regras
sion: A Skate of the Art Survey. /éter"r&atáonaZ Statásíács Reuãew, 50, 317-326.

j411 Olive, D. J. (2002). Applications of Robust Distances for Reglession
44, N'1, 64-71.

TecAnometrãcs,

1421 R Development Cole Team. (2007). R; .4 Zanguage and erzuãronm.ent /or síatástícaZ corri

pufãng. R Foundation for Statistical Computing, Vienna, Austlia. URL http://www.R-
project.org

1431 Rao, C. R. (1964). The Use and Interpretation of Principal Conlponcnts Analysis in
Applicd Research. SankÀya Sebes, A, N'26, 329-358.

1441 Reigada, S. h/l. B. (2005). Z)áagrtósÉãco erra .Amai se DiscümárzürzÍe, IME USP, São Paulo
Dissertação de Mcstiado. 190p.

1451 Reigada, S. À/l. B. e Elian, S. N. (2006). Diagnóstico em Análise Discrinlinante. Revista
f?ras leira de EsiaZúíáca, 67. 45-73.

112



1461 Rousseeuw, P. J. (1984). Least Mediam of Squaies Regression. JoumaZ o/ ihe .4mehcan
StalÍslicaZ .4ssocãaíãon, 79, 871-880.

l47j Rousseeuw, P. J. e Lcroy, A. (1987). RoZ)us& Regressáorz and OwtZáer Z)etectãon. John
Wiley. New Yoi'k.

1481 Rousseettw, P. J. e Van Zomeren, B. C. (1990). Unmasking Multivaiiate Outliers a.nd
Leverage Points. JourvzaZ o/ [Ae 4rrzehcan SÉatásíácaZ ,4ssocáaíion, 85, N'411, 633-639.

1491 SAS. (1976). SÁS /nstátute /nc. Caiu, NC: SAS Instituto Inc. URL: http://www.sas.com.

IS01 Teebagy, N. e Chatterjee, S. (1989). Inference in a Binary Responso Model with Appli-
catins to Data Analysis. .Z)ecásáorz Scãences, 20, 393-403.

ISll Weisbeig, S. (1985) .4ppZáed Linear Regressáon. 2.ed. John Wiley & Sons.

IS21 Zaili, S., Riam, M. e Corbellini, A. (1988). Robust Bivariate Boxplots and Multiple
Ozií/ãer Detection. ComputatáorzaZ Síalástács aria Z)aía ,4naZ3/sás, 28, 257-270.

113


