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Resumo

Esta tese compreende um estudo das propriedades da distribuição t-assimétrica fundamental,
uma das vantagens desta distribuição é o fato que permite modelar dados que apresentam assime-
tria e curtose diferentes da distribuição normal. Modelos lineares mistos são muito utilizados na
análise de dados com medidas repetidas porque perinitenl modelar a correlação entre sujeitos. Uma
suposição usual é a normalidades dos efeitos aleatórios e dos erros. Neste trabalho, estendemos este
modelo assumindo a distribuição t-assimétrica. tanto para os erros como pala os efeitos aleatórios,
são analisados várias possíveis formas de estender este modelo, por exemplo, (i) considerando que os
ermos e os efeitos aleatórios seguem conjuntamente uma distribuição t-assimétrica e (ii) assumindo
que eles são independentes e seguem il distribuição t-assimétrica. Rcsultam colllo casos especiais
dest.as suposições os modelos simétricos t-Student. e normal c o modelo nol'mal-assimét.ric:o. Para a
obtenção das estimativas desenvolvemos algorittllos do tipo MCMCI. Aplicações a diversos conjuntos
de dados são apresentadas.
Palavi'as-chave: distribuição t-assimétrica, modelos lineares mistos, inferência bayesiana.
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Abstract

This work approaches a study of the properties of the fundamental skew-t distribution. One
advantage of this class of distribution is the exibility to woik with asymmetiical and heavy tailed
data. Linear mixed modems aie frequently used in repeated measuies data analysis. However, the
usual assumption of normality íor the erior and the iandom effects makes iníêience vulnerable to
the presence of outliers. nele we propose to considei a skew-t distiibution for both eirors and
iandom efTects. We analize several cases to extend this model, for example, (i) considering eirors
and iandom efTects with a joint skew-t distribution and (ii) consideiing that eriors and random
ef].ecos aie indepeiadent and follow a skew-t distribution. A Bayesian inference appioach is adopted
using MCMC algorithms. The models developed aie illustlated using several real data sets.

Keywords: skew-t distiibution, linear mixed n)odels, bayesian inference.
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Clapítulo l

Introdução

Etn muitas situações práticas a usual suposição de normalidade não é satisfeita devido a falta
de simetria dos dados. Azzalini(1985) propõe como alternativa a utilização de uma família mais
geral de distribuições, de forma que consiga modelar a assimetria dos dados e além disso, incluir a
distribuição normal como uin caso particular. Esta família de distribuições íoi denominada normal
assimétrica

A distribuição normal assimétrica univariada surgiu independentemente ein vários antigos es-
tatísticos, entre os principais trabalhos pode-se destacar Robeits (1966), O'Hagan e Leonaid (1976)
e Aigner, Lovell e Schmidt (1977). Entretanto, foi Azzalini(1985) que introduziu formalmente esta
distribuição, estudou suas propriedades e mostrou que a distribuição tem problemas na estimação
do paiâmetlo que controla a assimetria, pelos ttiétodos de estimação usuais (métodos dos iiioinen-
tos c de máxima verossimilhança). Métodos alternativos tem sido estudados poi Sartori(2003)
na abordagem clássica, e na abordagem bayesiana, pol Liseo e Loperfido (2004). Estes últimos
pl'opõem a utilização da priori de Jeareys, ente'etanto esta priori tem uma expressão difícil de tra-
balhar. Bayes e Branco (2007) desenvolvem uma aproximação pata a priori de Jeffreys e estudam
a estimação dos parâinetlos da distribuição normal assimétrica sob o enfoque bayesiano

Distribuições de probabilidade com caudas mais pesadas que a distribuição normal tem sido pro-
postas na literatura como uma alternativa pala modelagem dos ermos no modelo de regressão. Tais

distribuições tem a. vantagem de incorporar observações consideradas discrepantes sob a noinlali-
dade. Um trabalho pioneiro nesta área é Zellner (1976), onde a distribuição [-Student mu]tivaiiada
é considerada. Essas idéias roíam estendidas pol Osiewalski e Steel (1993) considciando a classe
das dist.ribuições elípt.ices (Kelker, 1970). Em Branco, Bolfaline, lglesias e Arellano-Valle (2000) é
apresentado uma pl'oposta do uso das distribuições elípticas para o problema de calibração contro-
lada, além da generalização pala a classe das elípticas de alguns resultados em regressão bayesiana
sob noiinalidade. Posteriormente, Branco e Dey (2001), Branco e Dey (2002) e Safou, Dey e Branco
(2003) propuseiain novas classes de distribuições lnultivatiadas que são assimétricas e incluam como
casos particulares distribuições simétricas multivariadas conhecidas, coillo a normal, a í-Student,
a Pearson // e a classe das distribuições elípticas. Em Safou et al. (2003) algumas aplicações são
consideradas sob modelos de regressão bayesianos. Utilizando-se a distribuição t-assimétrica para
os erros, isto nos permite incorporar ao modelo parâmetros que quantificam a assimetria e curtose
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2 CAPiTULOI. INTRODUÇÃO

dos erros.

Arellano-Valle e Genton (2005) propõem uma classe bastante geral de distribuições assimétricas
denominada esférica assimétrica fundamental. Arellatio-Valle e Azzalini(2006) e Arellano-Valle,
Bi'anco e Genton (2006) construem classes ainda mais gerais de distribuições que tem como caso
pattictllar a esférica. assimétrica fundamental, estas novas classes estão baseadas em mecanismos de
seleção que gelam distribuições assimétricas

A flexibilidade da distribuição [-assiméti'ica pala mode]agem de dados, taz com que e]a seja
uma alternativa interessante eln diversas áreas de aplicação. Pala alguns exemplos, vei Genton
(2004).

Nesta tese de doutorado, estudamos a distribuição t-assimétrica fundamental, proposta como

un exemplo das distribuições esféricas fundamentais em Arellano-Valle e Genton (2005), que tem
como casos especiais as distribuições t-assimétricas propostas por Branco e Dey (2001) e por Sahu
et al. (2003) que denoininaieinos como tipo l e tipo ll respectivamente. Assim os resultados obtidos

pala a t-assimétrica fundamental seixo validos para ambos casos
Também, propomos trabalhar com modelos lineares mistos com erros t-assimétricos para con-

seguir modelam a assimetria e curtose muitas vezes presente neste tipo de dados e consideraremos
a abordagem bayesiana. Discussão de escolha de distribuições a phoü e análise de sensibilidade
serão alguns dos pontos tratados. Outro aspecto, refere-se a escolha de modelos e a robustez dos
modelos a presença de valores outZáers.

1.1 Organização

O presente trabalho está dividido em nove capítulos. No segundo capítulo, apresentamos
definições e propriedades da distribuição t-assimétrica. fundamental

No terceiro capitulo, apresentamos o modelo linear com a distribuição t-assimétrica tipo 11, im-
plementamos o algoritnlo de Gibbs e obtemos formas conhecidas para as distribuições condicionais
completas do modelo, com exceção da distribuição condicional dos graus de liberdade.

No quarto capítulo, apresentamos o modelo linear misto com erros e efeitos aleatórios t-assimétricos
dependentes, isto é, o vedor dos erros e os dos efeitos aleatórios seguem uma distribuição conjunta
t-assimétrica, estudamos suas propriedades, inlplementamos o algoritmo de Gibbs e ilustrados o
modelo como um conjunto dc dados de níveis de colesterol.

No quina.o capítulo, apresent.amos o modelo linear misto com erros e efeitos aleatórios t-assimétricos
iladependentes, consideramos neste caso a distribuição t-assimétrica tipo 1, piopotnos uma repatametlização
do modelo que nos permite obter íbrmas conhecidas pala as distribuições condicionais completas
do modelo, com exceção da distribuição condicional dos graus de liberdade, e pala aplicação con-
sideramos os dados de um estudo toxicológico.

No sexto capítulo, avaliamos a robustez dos modelos apresentado nos capítulos quanto e quinto,
consideramos un] conjunto de dados dentários já estudados anteriormente na literatura para estudar

a influência de um valor outZáer na distribuição a poslehoh dos parâmetros.
No sétimo capítulo, apresentamo um modelo com erros nas variáveis de intercepto nulo, con-

sidetaiido a distribuição i-assimétrica tipo 1, conseguimos íorn)as conhecidas pala as distribuições
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condicionais completas e ilustramos a metodologia com uni conjunto de dados de um estudo odon-
tológico

No oitavo capítulo, apresenta.lhos uma discussão sob a dificuldade de estimttção do parâmetro
grata de liberdade em modelos não-lineares que consideram a dist.ribuição t-assimét.liga lllultivaiiada
pala o vetou de elmos. Na abordagem bayesiana, iremos mostrar que, que sob certas condições, a
distribuição a poséehoü não é atualizada, isto é, não depende dos dados.

Finalmente no nono capítulo, apresentamos as conclusões dos resultados obtidos neste trabalho
e perspectivas de pesquisa futura.
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Capítulo 2

Distribuição t-assimétrica

Est.e capítulo apresenta algumas pt'opriedades da dista'ibuição t-assiméti'ica fundamental pro-
posta por Alellano-Valle e Genton (2005). Existem múltiplas definições com essa mesma denom-
inação t assimétrica, por exemplo, Azzalini e Capitanio (2003), Safou et al. (2003), Fernández e
Steel (1998) e Jones e Faddy (2003) sendo que as duas ultimas estão definidas somente pala o caso
ullivariado. Nesta seção, consideraremos a t-assimétrica í\lndamental que é um caso especial da
classe de dista-ibuições esféricas assimétricas fundamentais, proposta poi Arellano-Valle e Genton

2.1 Distribuição t-assimétrica fundamental
Nesta seção introduzimos a distribuição t-assimétrica fundamental que é um caso especial da

classe de distribuições esféricas assimétricas fuladamentais, proposta pol Arellano-Valle e Genton

(2005), apresentada no artigo através de um exemplo. Tal distribuição será explorada com mais
detalhes neste trabalho. Uma das vantagens desta definição é o fato de conter como casos especiais

a [-assimétrica de Branco e Dey (2001) e a t-assimétrica de Sahu et a]. (2003)

(2005)

Definição 2.1 C/ma ueior aleatóho Y de hímen.são n tem dísÉr buáção [-assãmétráca muZt uahada
com parâmetros de posição H, Q, assimetMü D e graus de liberdade v, se sua junção de densidade
de probabilidade é dada por

/y(y) l p,Q+00r, p)

« l«'.«*-'' :'« :'' "''"*-''':«,«*«l ,
(2.1)

sendo que p C W", í2 matriz n x n definida positiva, -D matriz n x m, I' > 0 e q(y) = (3/

p)rí2'i(3/ p). Denotalnos por tn(. l a,.B, c) a função de densidttde de pi'obabilidade de uma
t-Student n-variada com pai'ântcti'o de posição a, escala -B e gi'aus de liberdade c, e por Tn(. B, c)
a função de dist.ribuição de uma t-Student n-variada com paiâmetto de posição a = 0, escala B e
graus de liberdade c. Utilizar'eliios a seguinte notação Y' «. SÍFn(p, S2, .i), P)

5



6 CAPITUL02. DISTRIB UlçAO T-ASSIMÉTRICA

A seguinte repara-metrização nos permite escrevem (2.1) como um modelo de locação-escala,

E Q + 00a" e 6. = (Q + 00r)-:O, (2.2)

nesse caso E é uin pala.metro de escala, e a densidade é dada por

''''«, - '"*«'« «,'- l.',-:"'« - «, (ú=)"' (2.3)

Utilizaremos a seguinte notação y '» S{F*(p, E, A, p) para a densidade ein (2.3)

Alguns casos especiais da família de distribuições definida enl (2.1) são

i. Se m= le O = r7 =(r71,--.,q.)r, E - n+,7qr . À . ,7i1111il4$,então(2.i) se reduz a

''''«, -'"'«'« «," l*'- "''« «,(ún)"'
que é a densidade da [-assimétrica obtida em Branco e Dey (2001) e Azza]ini e Capitania
(2003).

2. Se m = zi e D = Dáag(v7i, ,7«) te-nos q«

&(y) t«(g l P,n+0',w)

*"(«''«*«',-:'''« «,(É=):'' i. o'(n+o') 'o,«+«l

assim, obtentos a t-assimétrica definida por Sahu et al. (2003)

3. Se u --, oo, a densidade em (2.1) coincide com a distribuição normal assimétrica fundamental
definida eni Arellano-Valle e Genton (2005),

/y(#) l P,n+0-0a") ,. .~
o«.(o'(n+oo') :(v p) l-r«, o'(n+-o-o')':o), ~'''

sendo @«(. l p, E) il função de densidade de probitbilidade de uma normal n-variada com vedor
de médias p, matriz de covariância E, e {'«(. l E) a função de dist.tibuição de uma normal
n-variada com vedor de médias p = 0 e nlatt-iz de covaiiância E, pala a qual utilizaremos a
seguinte notação }'' «., SNEn(p, S2, O)

A densidade em 2.1 possui algumas propriedades interessantes que serão apresentadas neste trabalho

e para cujas provas o seguinte teima dado pot exemplo em Arellano-Valle e Genton (2005) será útil



2.] DISTRIBUIÇÃO T-ASSIM'IETRICA FUNDAMENTAL 7

«, JVk(I'n, S), emZ;ão

E lõ«(a + .A}''jZ,, B)l ::: q'«(alb .A«., .B + ..4S..4r),

sendo '>«(. 1 p, E) « /u«ção d. dá üó«áção d. «m« no«-Z n-«,{.'" c.m «í« de medi« p .
matiz de couadâncía E

A distribuição t-assimétrica fundamcnt.al pode ser obtida como uma mistura de uma normal
assimétrica fundamental, colmo é lnosttado na seguinte proposição,

Proposição 2.1 $e

« - '««. (;,;) ,

e«tã. }' - Stf'(p, í2, O, «).

Prova : Seja g(. l,a,ó) a função de densidade de probabilidade
parâmetros a e b. Então

~'«,-/',«*« (« «,i''*««',)

.«(«''.*«"','''«-«' :''.-"''"*""',-:«,),(« ;,

l p, Q + oo', «)

Í.(O'(Q+00') '(z/ - P) l i(-rm - O'(Q+-00')':O))

,(« T,-#)'«
co oc/'l'Dirot,-'.o n f-.nr.=a ,qo H;.+.;}...;nnn nn--.n-.U IUll\-(Xv X \.llDUI IL/Ul\fCLL/ CLvLllllU

* «+q(y) .
w' = ' '' : 10 temos que

/y(g) l P,n+ 00r,p)

4»"''-*""','''".,,«« (' .,É: i''. - "''"* ""', :«,)
r * . ',+n P+Tl\ ,. .

w« SNF. i'a»

Lema 2.1 $ey

}'

de uma distribuição gama comS L ]' ]

leda da normal como uma integral e consideramosa

g
2 2



8 CAPITUL02. DISTRIBUIÇAOT-ASSIÀ4ETRICA

mudando a ordem de integração temos que

.fv (1/) :t.(y l P, n + 00'', p)

'«« (' .,É\ i''.-"''-*""','t>1)r({t+l)l)r) l(3/ P)

, («' 'T,U) -«''

;t.(y l P, n + 007', p)

ft>Z)r(n+l).l)') '(Z/ P)

2'"t.(g l P, Q + 00r, p)

Zm l o'(n + 00r)':(3/

t l O,;;l"+"(-r«-Or(n+00a") :0),"+

«,(Ú=):'' '« "''"*""''':«,« *«)

Na tepaiantetiização (2.2) observamos que z\ distribuição t-assimétrica fundamental é uma ntistura
na escala de uma. normal assimétrica fundamental,

* «-'~Fn+ («,:,»)

« - '««« (;,;)

A seguir obtemos a função geradora de momentos (f.g.m) da t-assimétrica fundamental, da
qual derivatemos medidas importantes para a caracterização desta distribuição, tais como, média
e \râl'lâllclâ

Proposição 2.2 .4 /unção geradora de mozrzentos da. t-assàmétMca /uridamertÍaZ é dada por

"'v(') - .Z" :" «p {''" ' '«(Dpt) ,(;, ;) '«,

com g(. l a, b) a densád«de de uma G-m« (a, Z,)

Prova Utilizando a definição de f.g.m. e a proposição 2.1, temos que

wvM -';l.''''''l

- L... r'"«««« Q ~ «, à'« * --'ü
©.. (Da''(n+DOr)-'(3/ P) l -!(/- OI''(n+00r)

\ ' ' ' ' w '«)) , (« 1 ;,;) '«'«

mudando a ordem de integração temos
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~*'', - /' z..,. .*- (*'« * -»=©) ,«*« (« «

©. (o'(n+oo') :(3/ -p) l i(.rm o'(íl +oo')

- /'.*- (''« * a*=n) Z... ,««« (« «

Õ. (O'(Q+00') :(y -/') l i(.rm -O'(Í2 +OD')

Logo, podemos escrevem a integral em y como uma esperança,

''*"«',',i''*««',)

'«)) , (« 1 ;,;) '«~,«

''*"«',*,i''*««',)

'«)) , (« 1 ;,;) '«~«

«'*'*, - z' -- I''« * "s='l
'. [.-(«''.*«"'' :'«-«' :''. -"''"*""', :«,)] .(« ;,;)'«'«,

selado que S -, N (P (Q + O.Dr)t, i(n + -O-Or)) .Se utilizamos o lema 2.1 obtemos

Uma representação estocástica para a distribuição t-assimétrica fundamental é dada na seguinte
ptoposiçao,

Proposição 2.3

Ã4y(t) = / 2exp
0

trp+ tr(Q + 00a")t ®. H ,(«1;,;)-«.

$da }''' «.,

exp

o,.lo'

StF'(P, n, D, «), ntã.

}'' 4 p + olSZ + n:/';1;7ã, (2.s)

S«dO qU. U - Nm(0, -r«), ]' - ]V«(0,-r«) e «« G«m«(u/2,«/2) .ã. oójeto. «Ze«tó«á« ánd'p'n
dentes.
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Prova
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'] - . l.''(«'m*«"'*)l

.''« l, l.''(,!"*«'';,' l . «l

.'«« I' l.''"ml , [.'"'':]

.*'« l.'"- l.''"H'l ' «l
: .*'"' l.u".'w",«.L ..''"s«« (B ~«

: et'PE j2"e r '' DD'\t .//>o 'Pm (u l 'z)t,l«)du l wl

: « l,«.''«'''"e"' '' .« (s)
.Á' ,« «- I''« * 'u'':="nl »« lsl . G , a -«

proposição 2.3 obtemos os momentos da t-assimétrica fundamental.

4 Sd« }'' H« «'tor aZeatóho co«. dãst Óuáção StEn(P,Q,O, p), te«-o. qu.

,[.''

(.J")

A pai-tir da

Proposição 2

''-',-«*«"". . "«.-',-á(.--(: -')*:(á «'«'

sen,do K,

Prova : Segue da proposição 2.3. Arellano-Valle e Genton (2005) também obterem este resultado
pala uma classe mais geral de distribuições

Corolário 2.1 (.;onsideremos a seguinte parláção de y

:' -l =i:: : :i l ,« -lz:i:: : ti l
l :::í:::::l :::í:::::l l,«- l :í:::=1 1,
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então y] e }'b sa0 71ao cora'eZaczonadas se {2i2 := O, e -t)l 0 ou.Z)2 0

Este resultado será utilizado na construção do modelo linear misto do capítulo 4, pala obter que
os erros e os efeitos aleatórios sejam não coiielacionados.

A distribuição de uma transformação linear aibitraria -AY + b é dada na seguinte proposição

Proposição 2.5 Sega ..4 uma malha k x n de posto compZefo e b um vetar de dimensão k. Se
}'' «.. StFn(p, g2, O, «), Chia.

Áy+b St.FÜ (.AP + b, ..4Q..4l", Á-0, u). (2.6)

P'roda : Seja t c R#

Msrp(..'ly + b) e'MSTF(..4 }')

'' .Á' « ('' '« * "" '' ="-o") .« (':#') ,'«,«

Á' ,.*-('''«« * », * ''''' L;"'''") .«(qP) .'«,'«.

O seguinte resultado mostra que a distribuição t-assimétrica fulldamental é fechada por marginal
izaçao

Proposição 2.6 Seja y «' StF(p, í2, 1), u) e cozzsãderarzdo a seguàníe partição de y, p, n e .D,

yl(nl x l)
.« -l =:í:: ::l l ,y2(m2 x l)

.l:::l:::::l :::l:::::ll,«-l :l::: ll,
fenos gue yl «. S[Fn. (pl, Qii, Oi, u)

Prova : Seja 0.xb uma matriz de dimensão a x b de zeros. Considerando .A = ( /«. 0«.x«, ) na
proposição 2.5 obtemos o I'esultado acima.

2.2 Distribuição t-assimétrica tipo l
Esta distribuição foi proposta por Branco e Dey (2001) e Azzalini e Capitanio (2003), é um

caso particular da distribuição f assimétrica funde\mental definida\ em (2.1) quando -D = r] =

(771, . . . ,7).)7', E = S2 + q?7r e À = / vet.or aleatório y de dimensão li segue unia
l v7l'E '77

distribuição t-assimétrica se sua função de densidade de probabilidade é dada por

1 /2

'*'«, - '"*«'« «,« l*'--:'''« «, ü;a:'' (2.7)
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sendo que p C W", E matriz íz x n definida positiva, À C W", p > 0 e q(y) = (g p)7'E l(y p)
Denotamos poi' tn(. l a, B, c) a função de densidade de probabilidade de uma t-Student n-vai'fada
comi pai'âilieti'o de posição a, escala B e graus de libei'dade c, e por Tn(. l B, c) a função de dis-
ta'ibuição de uma t-Student n-variada com palâmetlo de posição O, escala .B e graus de liberdade
p. Utilizaremos a seguinte not.ação y «. St-l«(p, E, À, p)

A densidade dada em (2.7) é um caso especial da t-assimétrica fundamental (2.1). Assim, as
propriedades desta distribuição podem sei obtidas facilntente a partir dos resultados apresentados
na seção l
O vetor de médias e matriz de covaiiância de }', são dados por

z(}'') - p+"'7 ' v«(}''') - ;-;ãx "''7,7'

/;F (-?)
sendo n= V;i' ' '
Podemos escrevem a t-assimétrica como uma mistura de uma normal assimétrica tipo l Assim,

* «-;~-:«(«,:,*)

« - '««« (;, ;) ,

e«tão }'' - St-l«(p, í2, À, u).

Se consideramos uma partição de y, p, E e À similar a da. proposição 2.6 temos que a. dis-
ta-ibuição marginal de yl é dada por

}''l - St-l«(PI, Eii, À;, u)

««-.*: - '#"" , «- '«:,«J'- -j?ll;&
Esta distribuição é fechada por tiansforniações lineares, assim a distribuição de -AY + b é

,'11'' + b «' St-l(.Ap + b, .AE.A7', ,4À*, p)

««..*. (Áx'l') :''Á'l ..- zh'À
Hq'-A('lE.A') '.Aq ' '' V'---À'À

2.2.1 Distribuição Normal assimétrica tipo l
Se u --, oo, a densidade em (2.7) coincide com a distribuição nol'mal assimétrica definida em Azzalini
e Dália Valle (1996) e Branco e Dey (2001),

'*'M -'""«(" 1 «,-).: (*', '''b «)) , (2.8)
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sendo @«(. l a, B) a função de densidade de probabilidade de uma normal n-variada com vetor de
médias a, matriz de covaliância B, e a'«(. l B) a função de distribuição acumulada de uma nor-
mal rz-variada com vetou de médias O e matriz de covariância B. Utilizaremos a seguinte notação
}'' - SN-l.(P, E, O)

O vetar de médias e matriz de covariâ.ncia de y, são dados respectivamente por

E(}'') «q e }'-(y) E - j=,7r71"T

2.3 Distribuição t-assimétrica tipo ll

Esta dista'ibuição foi proposta por Sahu et al. (2003) e é um caso particular da distribuição
assimétrica fundamental como foi visto na seção 2.1. Um vetou aleatório y de dimensão n segue
uma distribuição t-assimétrica do tipo llse sua função de densidade de probabilidade é dada por

/y(g) =2"t«(g l P, n + 0', p)

« l«''«*«''':'« :'' «''*"'' :«,«*«l
(2.9)

sendo que p c W", ç2 é uma matriz rz x n definida positiva, 1) = Z){ag(77), 77 C W", z' > 0 e
q(g) = (g p)r(Q + -D2)'i(y p). Denotamos por tn(. l a,-B,c) a função de densidade de

probabilidade de unia [-Student n-variada com parâmetros de posição a, de esca]a .B e graus de
liberdade c, e por Tn(. B,c) a í'unção de distribuição acumulada de uma [-Student n-variada
com parâmetro de posição O, escala B e graus de liberdade c. Utilizaremos a seguinte notação
}'' - St-ll«(/«, Ç2, 0, «)

Uma íbima de representam esta distribuição é através da seguinte representação estocástica
Seja y um vetou' aleatório tal que

* -' « * «B * -:''á,
onde U' '- Nn(0, /n), y «, Nn(0, /n) e to «. Garra(u/2, u/2). Então,

(2.10)

y - st-n«(P, n, o, p)

A densidade dada em (2.9) é uni caso especial da t-assimét.fica fuiidilmental (2.1). Assim, as
piopiiedades desta distribuição podem ser obtidas facilmente a paio.ir dos I'esultados apresentados
na seção l.
A média e matriz de covariâllcia de }', são dados poi

''-',-«-'-«« . "-'-',-á(.--(: «')*;(B «')«' ',«,
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sendo H = v :: --F-7;Í-. Salientamos que a. expressão da covariância é uma coireção a apresentada

por Safou et al. (2003), sendo que a expi'essão dada por esses autores para a covariância é

"«.-',-n(«*(: ;)«') ',«,
Notemos que estaria faltando o ultimo termo de (2.11). Assim, o fato de Q ser bloco diagonal
não implica mais que os subvetores dessa partição sejam não correlacionado como seria o caso se
consideiaiamos a expressão (2.12) .
Podemos escrever a distribuição t-assimétrica. tipo ll como uma mistura de uma normal assimétrica.

Assim,

* «-'~-::«(«,:,s)
« - '««. (;,;) ,

então }'' - st-n.(P, n, o, u).
Se considel'amos a partição de Y, p, í2 e Z) dada na proposição 2.6 temos que a distribuição

marginal de Yi é dada poi
}''i - st-n.i(p:, Qii, -oi, p).

2.3.1 Distribuição Normal assimétrica tipo ll

Se u --, oo, a densidade em (2.9) coincide com a distribuição normal assimétrica definida em Safou
et al. (2003),

/v(v) @«(}'' l p,n+-o')
©«(Or(Q+O')':(y P) l -r« O'(Q+00r)':O)

(2.13)

sendo @«(. l p, E) a íilnção de densidade de probabilidade de uma normal n-variada com vetou
de médias p, matriz de covariância E, e q)«(. l E) a função de distribuição de uma nonilal zi
variada com vetou de médias p = 0 e lnatiiz de covariância E. Utilizaretnos a seguinte notação

y - SN-n.(p, n, o)

Notamos que se n = 1)iag(r12,
em (2.8) se reduz

d) então y. vIVi (pi, Ti2 , r7:) independentes. Assim a densidade

n

/y(g) 2ó:(Z/.
{-1 «:,*.«,. l

(2.14)
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Considerando a seguinte partição de }', p, E e Z),

« -l ;:l:: : :l l ,« -l ;:l:: : :l l ,

D = Dáag(T7{), í = 1, 2 e 7)T = (77T,77{). Se {2i2 = Q2i = 0 então yi e y2 são independentes e

}4 «. SN-lln: (p{, (2i{, ,Di, u), sendo

2.4 Interpretação dos parâmetros
Analiseiiios primeiro o caso unipaiamétrico, seja 3/ « , Stt (p, I'-2, v7, u) e se consideremos a ptuametrização

À :: 1//1- e a2 := 772 + l-2, então o coeficiente de assimetria é dado poi

Q- Í2--(ni x nl) n12(n2 x «,i)
1221(n2 x n:) n«(n2 x n2)

,D- O-(nl x m)
O,(n, x m)

e

,- -«ab (n (; .h) n*,«'i;)
* (n :h) ;'''««»;,

(2.15)

Observamos que 'i é uma função crescente em IÀI (vei íiguia 2.1). Notamos que À fornece in-
fonnação sob a dil'eção da assimet.ria desde que para valores posit.ivos de À temos assinietlia positiva,

pala valores negativos assimetria negativa e pala À - 0 obter)os a distribuição t-Student. Também
fornece infbtmação sob a magnitude da assimetria por 'i ser função crescente de À. Podemos
concluir então que o paiâmetio À caracteriza a assimetria da distribuição.

Se consideramos o caso multivaiiado da t-assimétrica tipo 1, na notação da t-assimétrica fun-
damental, seja y -, StFn(p, {2, 77, p), sendo Q uma matriz n x 7z positiva dehnida dada por

T12

d

7h2

(2.16)

p - (Hi,...,p.) C W", ?7 = (771,. .,r7.) C W" e p > 0. Logo, pela proposição 2.6, temos que

cada componente do vedor }' = (g/i , ...3/.)r tem distribuição t-assimétrica univaliada, isto é, y{ «.

Stl (PÍ,# , ,7{, p)

Logo, podemos definir o vetou À(*) - (Ài, ..., À.)r, sendo que À{ = 7{/q nos fbl'tece informação
sob assimetria da distribuição marginal de g/i, á = 1, . . . , n. Notemos que À(*) pode ser escrito na
notação matricial como À(*) = Dáag(Q)'1/277,
Agora estudaremos as diferentes parametrizações da normal assimétrica tipo l e analisaremos se elas
em realidade fornecem informação sob a assimetria das marginais. Na parametrização considerada
por Branco e Dey (2001) a quantidade denominada parâmetro de assimetria é dada por
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Figura 2.1: Coeficiente de assimetria 'h como uma função de À para gl'aus de liberdade p = 4(linha sonda),
5(linha tracejada), lO(linha pontilhada) e 20(linha ponto traço)

*':' - asL3p, (2.17)

sendo E :: Ç2 + 7777r. Por outro lado, na parametrização considerada por Azzalini e Capitanio
(1999) essa quantidade é

À(2) Dáag(E)i/2E lq
(l q'E 'q):/'

(2.18)
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Podemos reescievei X(i) e À(2) ein função de À(*). Seja c 1/ (1 ,7'E :q):/' e«tã.

X(i) - cE :Z)áag(n)i/2À(*) e

X(2) - cZ)áag(E)i/2E il)Íag(Q)i/2À(*).
(2.19)

Notamos que embota À(*) forneça informação sobre a assimetria de cada marginal, isso não
ocorre com X(1) e X(2). Vejamos o seguinte exemplo, seja u = 4,

« ; l l: =' 1 1 .-- 1 {, 1

(2.20)

Se calculamos os coeficientes de assimetria unidimensionais definidos em (2.1) obtemos

{:ll; l .'h (2.21)

isto representa, que g/2 tem assimetria negativa, yl e g/3tenl assimetria positiva e que y3 apresenta
a maior assimetria do vetor

Então,

*''' -( :i lli: l.*-'- l i:i: lÀ(1) (2.22)

Note que que À(i) e X(2) mudam o sinal da assimetria de yi. Alétn disso, À(i) indica que a maior
assimetria é apresentada poi Z/2.
Azzalini e Arellano-Valle (2008) apresentaram observação semelhante para o caso da normal as-
simétrica tipo l.

Consideramos apoia a distribuição t-assimétrica multivatiada de Sahu et al. (2003). Seja y -'
St-ll«(p,Q,J),p), com n matriz definida positiva dada como em (2.16), D = Z)áag(77), 77 =
(771, . . . , 77.) C W" e z, > 0.
Então cada componente do vetou y = (y1, ...3/.)7' tem distribuição [-assimétrica univariada, isto
é, g/{ «' Stl(PÍ,ri2, 77Í, z,) logo como no caso da [-assimétrica tipo ] podemos definir o vedor À(*) =
(Xi , ..., À.)a", sendo que Ài = 77 /a nos fornece informação sob assimetria da distribuição marginal
de 3/{, á = 1, . . . , fl. Assim, consideremos novamente o exemplo anterior, neste caso temos
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::-l «--l ill'l (2.23)

Como podemos observar a parametrização r7 preserva o sinal mas não a magnitude da coeficiente
de assimetria. Obset-vemos que o coeficiente de assimetria de y3 é maior em valor absoluto do que
as outras variáveis, mas a parametrização r7 indica que y2 é mais assimétrico que yi e g2.

Logo, temos que À = 1){ag({})'i/277 preserva. o sinal e a magnitude do coeficiente de assimetria
de cada marginal tanto para a t-assimétrica tipo l e 11. Assim, neste trabalho consideiaiemos À(*)
pala a interpretação da assimetria no modelo.



Capítulo 3

Modelo de Regressão Multivariada

Q [ T.[+ r,-. '] ] ] "., ,.
tJ 8 -l JL X X U L v LA LA \Í«A\-P

Neste capítulo considei'viemos o modelo de regressão multivaiiada sob o modelo t-assimétrico
proposto por Sahu et a1. (2003). '1Yataieinos o modelo sob o enfoque bayesiano, utilizando as pro-
priedades da distribuição t-assimpetrica (ver capítulo 2) , apl'esentaremos a sua forma hierárquica, a

distribuição a postedoh aumentada e as distribuições condicionais completas, as quais utilizaremos
para implementar o algoritmo de Gibbs e obter infel'ência a posteüoh.

Além disso, desenvolveremos um estudo de simulação sob difêlentes distribuições a phoh pala
os parâmetros de assimetria. Todos os cálculos serão baseados numa amostra de Monte Carlo
obtida via amostrador de Gibbs, o qual foi implementado no pacote R e cujo programa encontra-se
no apêndice.

3.2 Modelo de Regressão Multivariada com a distribuição t-assimétrica
Suponha que temos m observações independentes Yi, ..., Y,., sendo que

y'i = Xi/3 + c{, (3.1)

pala í ' 1, ..., m, sendo que }'i é um vedor n-dimensional, Xi uma matriz rz x p que contem valores
de p variáveis explicativas, P C WP o vetar de paiâmetios de regressão e ci é um vetou' rH-dimensional

de ermos. Assumitemos que cada ee segue uma distribuição t-assimétrica tipo ll

.. :# St-ll.(-nq, Q, D, u) (3.2)

ondeç7C #', D= Z)ãag(T7), p>0eK= v=' \ 2 / denlodo(lue E(c{) =0, {= 1,. .,n.
A função de verossimilhança do modelo definido em (3.1)-(3.2), decotada pol Z(O) é dada pot

lz/

2

19
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Z(0) 2"t«(}'''i XiP nq
{-1

0'(Q + 0') : (y:

0, n + .D2, p)

*:. ««, (ÚH):'' h
"'- * "''':«, « * «) ,

(3.3)

Casos particulares do modelo linear t-assimétrico definido por (3.1)-(3.2) são

l Se p } oo temos o modelo linear normal assimétrico

2. Se 77 = O temos o modelo linear t-Student independente,

3. Se r7 = O e p --, oo temos o modelo linear' normal.

Pata facilitar a obtenção das distribuições condicionais completas consideramos que o modelo
em (3.1) tem intet'cepto, isto é

-*: - ( '« .*r )
onde Xf é uma matriz de planejamento de dimensão n x p n e que

~- l zl l
sendo que /3o c W" e Pi C W" p. Logo, podemos reescrever o tnodelo em (3.1) como

}'i = XiP* + e{,

pT )'.,õ- «.

(3.4)

sendo P*

.: :g st-n«(o, n, o, «). (3.5)

'fn / P-- l \

onde 77 C 8", Z) = 1){ag(?7), z, > 0 e H = ,vz' " \''Í'J de modo que -E(ei) - O, á - 1, . . . , n.

3.3 Distribuições a PMoM

Pata a distribuição normal assimétrica univariada sob a. patametl'ização de Safou et al. (2003),
Bares e Branco (2007) consideraram ?7 '"" ti(0, cr2, d) e p(r2) o( l/'r2, quando d = 1/2 e c = r2/4

obtemos uma aproxin)ação da distribuição a pMoó de Jeílreys, e quando d ;; 2 e c :: 1/2 obtemos

a phoh induzida por assumir uma distribuição uniforme em õ = À/v/l + À2 -. U(--1, 1) sendo

Para o caso multivariado considel'amos unia versão multivariada destas distribuições phoM
considerando &l distribuição t-Student multivaiiada e a distribuição Wishart Inversa. Notemos que

q/rÀ
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estamos considerando uma distribuição a phoh própria pala nl

q - [. (0, cn, d)

Í2 «. /n« kt'is/.«t (., B)
(3.6)

(3.7)

A distribuição a phoh pala o parâmetro graus de liberdade z/ é dada pol

P(u) c( p ' r(p > 3),

colho em Liu (1995) e Rosa, Padovani e Gianola (2003). O ponto de truncamento foi escolhido
para garantir que a média e a variância da distribuição [-assimétrica sejam finitas.

Pala /3* assumimos uma distribuição noi-mal multivaiiada

p*- Np(««,".) (3.8)

3.4 0 Modelo lllierárquico e o Algoritmo MCMC
Uma fbrtlla hierárquica de ]'eescrever o modelo dado em (3.4)-(3.5) é utilizando a representação
estocástica dada em (2.5), desta íbrina temos que

*. «:,«. - «(*:'* * «:«.'«,«:, :)
«: - ~ (., :) '.«: » .,

«: - '-.«.. (;, ;)

(3.9)

A distribuição a postehoh aumentada é o produto da função de verossimilhança aumentada

dada em (3.9) e a distribuição a püoü definida em (3.6)-(3.8). Assim, podemos utilizar algoiitmos
do tipo Markov Chain Monte Ca)'lo (MCb'lC) para obter amostras da distribuição a posteríoh. Pala
implementar o atnostrador de Gibbs precisamos das distribuições condicionais completas dadas na
pi'oposição 3.1

Proposição 3.1 Soó o rnodeZo rS.Py e a dàstübuáção a püoh dada errzr3.6,1-r3.8,), e reescreuendo

Q distribuição a phoh de n dada em (3.6) como uma mistura na escala de tina Tionítat

« - ~ (., .:)
. « G«.nntu çal'z.üllb

(3.10)

As disldbuições coTtdicioita s contpteLas são dcbdüs poT
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© P* l . - "',(mp, 'd ."'Z' mp - 'Õ: (E=. «:Xf"j'O''. - ":.,M"J ' "/ã'«p) '

sã: E=: xTn :x:+nÕ:;

rái) qÓ l . «' Nç (mq,Sq) onde mq - Sã' (EZ.w:Oá.g(u«)n :(}''': x:P')) e

Sã' w:0Í.g(u:)n '0{'g(u:)+ :ln :);

r":, " l . -'«' («--.-- :,E=.«:0'''. x:P' ":.,M«J0'''.-x.P' - ":«,M«J'' T«'*,);

';«, «. .-'.-.('*,{ ("' '' --'));
(u9 u: 1 . N Ni (mu.,Su.) ]'(ui > O) onde mu. = SãlOáag(q)Q :(}''i Xi/3') e

Su. (/, + OÍag(q)Q :OI«g(,7)) '

rui,) .«: 1 . mma(a..:,b..) onde a«.

b«:- {(}'': XÍP O{«g(q)u:)''í2 '(}'': XTP O{.g(q)u:)+ {« e

r":, '(«i .)«:ü;-« 'm":«-l É(«. :.:«J;l ,(«»D.

Observamos que todas as distribuições condicionais a postehoü tem formas conhecidas com
exceção dos graus de liberdade. Para gerar amostras da distribuição condicional dos graus de liber-
dade utilizamos o algoritmo de rejeição adaptativa (Gilks e Wild, 1992), desde que a distribuição
é log-concava (ver apêndice B). O amostiador de Gibbs também pode ser facilmente implemen-
tado utilizando o pacote WinBUGS (Spiegelhalter, Thomas, Best e Lunn, 2004), basta utilizar a
representação llieiárquica dada em 3.9.

3.5 Coi-nparação de Modelos

Existem várias metodologias pala comparação de modelos e não existe um consenso sob o melhor
enfoque pala seleção de modelos em inferência bayesiana (Gelman, Carlin e Stern, 2003, capítulo 6)
Neste trabalho, consideramos o EAIC (Expected Akaike Information Criterion), EBIC(Expected
Bayesian Infornlation Ciiteiion) propostos por Biooks (2002) e o DIC (Deviance Information Cri-
teiion) proposto poi Spiegelhalter, Best, Carlin e Van dei Lindo (2002). Essas medidas são fáceis
de calculam diretamente das alllostras obtidas pelo algoritmo de Gibbs.

Esses critérios são baseados na função desvio 1)(0) sendo

\

l

o(o) }l:zog/(}'''i l a).

Sela 01, ..., On uma amostl'a da distribuição a postehoh, p o númel'o de parâmetros,

lZ

IÉ"'"':D- o - o(o)
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então

EÁ/a - D+2p,
EBIC = D -t ptog (ml),

DIC = D +pa.

(3.11)

Valores pequenos destes critérios indicam um melhor ajuste
Outra alternativa de compilação de modelos é utilizar as densidades de validação cruzada (Condi-
cional Predictive Ordinate), isto é, o CPO é a densidade preditiva de uma observação condicionada
ao restante dos dados. Para maiores detalhes ver o apêndice A. Uma estimativa de Monte Carlo
do CPO da observação }'i é dada poi

'*: - 1; Ê -h«l (3.12)

Cotllo medida de comparação de modelos podemos utilizar o produto dos CPO, isto é, TI arde
Escolhe-se o modelo que coiiesponde ao maior valor dessa medida. Pala comprai dois modelos
MI e M2, podemos calcular o pseudo favor de Bayes (pBF) que é p-BF = ]1 (;PO{ / ]] (;POi ,
valores altos do pBF favorecem ao modelo MI.

3.6 Estudo de Simulação

Neste estudo de simulação avaliaremos o desempenho das medias de comparação em detectar a
distribuição dos dados, os dados abram gelado do seguinte modelo

}'' «' St2(P., So, 0o, uo), (3.13)

consideramos os casos: Normal, Normal assimétrico, t-Student e [-assimétrico com t.amanho de
amostra n = 50, 100 e 200, gerimos 100 ieplicas e pala cada conjunto de dados ajustamos os qua-
rto modelo e calculamos as medidas de comparação. O amostiador de Gibbs íoi implementado
no pacote R baseados nas distribuições condicionais completas dadas na proposição 3.1, a imple-
mentação não foi difícil desde que estas tem íolmas conhecidas com exceção dos graus de libel'dade
u nesse caso consideramos o algoritmo de rejeição adaptativa (vei apêndice B). Para todas as sim-
ulações falam geradas 120000 amostras com Z)uml-ãn de 20000. Para reduzir a autocorrelação entre
as cadeias, tomamos valores de 10 em 10 pala obtermos uma amostra de Monte Cano aproximada-
mente independente de tamanho 10000.

Para po = O, So = 1 '. '. 1 ,77o = (2,3)U" e t'0 = 4 os resultados são apresentados na tabela

3.1. Notamos que os o EAIC, EBIC apresentam os melhores resultados, o PBF e o DIC podem
escolher modelos mais complexos algumas vezes, mas o DIC no caso normal quase sempre escolhe
o modelo normal assimétrico. Podemos concluir que o EAIC e o EBIC conseguem detectam melhor

o modelo de onde fbiam gelados os dados e em menor medida o pBF também, mas o DIC tende
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a favorecer modelos complexos e não será considerado neste trabalho. Resultados similares foram
encontrados pala n :: 100 e 200.

Tabela 3.1: Estudo de Simulação: Poi'centagem de vezes o critérios escolhem os modelos das colunas sob
diÍêre1ltes cenários

Cenário: Normal
Mlodelo ]V S.N t
EAIC 93 7 0
EBIC 99 1 0
DIC 2 98 0
pBF 76 15 5

Cenário: Normal assimétrico
Modelo N S]V t St
EAIC 1 99 0 0
EBIC 6 94 0 0
DIC 0 74 0 26
pBF 0 85 0 15

Cénario t
N SN
1 0 99
2 0 98
0 1 73
0 0 87

0

0

()

4

98
15

0

0

0

0

Modelo JV S]V t St
EAIC 1 0 99 0
EBIC 2 0 98 0
DIC O 1 73 27

pBF O 0 87 13
Cenário: t-assimétrico

Modelo ]V S]V t St
EAIC O 1 0 99
EBIC O O O 100
DIC O O O 100

pBF 0 2 0 98



Capítulo 4

Modelo Linear Misto 21-assimétrico Dependente

4 ] IHtrnd rãn

Modelos lineares mistos são muito ut.ilizados para a análise de medidas repetidas e de dados
agrupados, sendo aplicado elll áreas t.ão diversas como, por exemplo, a agricttlt\na, biologia e
economia.

O naodelo linear misto mais utilizado na liteiatula fbi proposto poi' Laird e Ware (1982) e é dado
por

}'í = XíP + bibe + ci, (4.1)

pata í - l,...,rn, em que yi é um vetou mi-dimensional de valores observados pala a á-ésiilla

unidade, Xi é uma matriz ni x p que contém valores de p variáveis explicativas, P é o vetou de
palâmettos fixos, Zi é uma matriz n{ x q que contém a especificação dos efeitos aleatórios bi e c{ é
um vetor n{ diinensional de erros. E comum assumir normalidade para os erros ci e para os efeitos
aleatórios b{.

A suposição de normalidade pode ser muito restritiva pala uma representação adequada da
estrutura presente em conjuntos de dados com medidas repetidas ou agrupados. Do ponto de
vista prático, o método mais adotado para alcançar a normalidade é a transformação de variáveis
Embora tal metodologia possa dai resultados empíricos razoáveis, este deve ser evitado se um
modelo teórico mais conveniente foi encontrado (Azzalini e Capitanio, 1999). Assim, interesse
considerável é dado na literatura. pat'a flexibilizar a suposição de normalidade. Por exemplo, Zhang
e Davidian (2001) convidei'am um modelo semipaiamétlico, Pinheiro, Liu e Wu (2001) propõem
a distribuição t-multivaliada, Ma, Genton e Davidian (2004) consideram a. distribuição flexível
elíptica assimétrica (Ma e Genton, 2004) para os eíêitos aleatórios e Aiellano..Valle, Bolfarine e
Lachos (2005) consideram a distribuição normal assimétrica nlultivaiiada

Uma distribuição que permite incoipoiar ao modelo patâmetlos que quantificam a assimetria
e curtose é a t-assimétrica multivariada que foi proposta por Sahu et al. (2003) que é uin caso
particular da distribuição assimétrica fundamental apresentada no capítulo 2. Assim, neste trabalho
consideramos esta distribuição tanto pala os erros, quanto para os efeitos aleatórios

25
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4.2 Modelo Linear Misto com a distribuição t-assimétrica
Uma suposição usual em modelos lineares mistos é consideram' c{ -, Nn:(O, .Zt) e bi «, Nç(O, W),

logo podemos escrever

0
«, Nn:+q 0 l,it :ll (4.2)

Se consideramos R{ Te2 Z-«: o modelo em (4.2) se t'eduz a

=l,l*:«: :ll (4.3)

Notemos que os erl-os c{ e os efeitos aleatórios bi são independentes entre si. Além disso, os erros
entre sujeitos também são independentes portanto não co] relacionados.

Pala obter' um modelo mais robusto a presença de valores ouílíer, Lance, Little e Tayloi (1989)
e Pinheiro et al. (2001) consideram que ci e b{ tem distribuição t-Student multivaiiada.

,l*:«: :l,«l (4.4)

Notemos que neste modelo cí e b{ não são mais independentes mas eles mantém a propriedade de ser

não correlacionados, isto é, coulci, óil = O e os eixos entre sujeitos também são não correlacionados,
coulcij, ciJ'l = 0, .j # .j'. Além disso, temos que a Zlcil = O e a Zlóãl = O.

Uma possibilidade pa.la estendem o modelo dado em (4.3) considclando a dist.ribuição t-assinlét.rica
e preservando a suposição que Elcil :: O e a Eló 1 :: 0 é dada por

«. St-lln:+q
=«' 1,1*:«' :1,1: ;.l,«l, '',

se«do OÓ = -O{«g(qÓ), qÜ C W. Neste caso, temos q« ««l.:,óÍ1 = } (;5 K') q.l«:,7r e

««'«', .:.,] - } (s «:) «?, . # .'. "«:", * "«-':;-:, -'" ' ':'-. . . .":'. ,-«*'.:' '-
covaiiância entre sujeitos dependem dos parâmetros de assimetria do modelo

Logo, para manter as suposições de não correlação entre erro e{ e o efeito aleatório b{ e de
não coi'relação dos erros entre sujeitos, consideraremos 77e = 0. Assim, a assimeti'ia é introduzida
somente nos efeitos aleatórios e os ermos são considerado simétricos. No entanto, como sela mostrado
a seguir, a. distribuição marginal de yi será assimétrica.

Assim, o modelo a sel- est.udado nesta seção, o qual denominado modelo linear misto t-assimétrico

dependente será
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.- St-ll«:+Ç .=,.1,1*:«: :1,1: (4.6)

sendo l)Ó = 1){ag(?7b).

Podemos reescrever (4.6) como uma mistura de uma normal assimétrica

=:1 -;~-:'«.«11
«: - '««. (;, ;)

*:«: :l,$1: ;.1,«1 ..,,
Como a matriz de escala é bloco diagonal, temos que, condicional tu wi, c{ e bi são independentes,
e que os cÍj são independentes e identicamente distribuídos. Além disso, marginalmente

c{ -, [,.. (O, #-r«., u) e b{ -., St-]]q (--Kqb, W, Oó, i') (4.8)

desde que pala cada á ;: l, ...nlz, c{ e bi são afetados poi ui em geral eles não são independentes.

A independência corresponde ao caso em que m{ :: l Vi, isto é, o modelo [-assimétrico se reduz a
modelo normal assiinéti ico.

Logo, sc aplicamos a proposição 2.5 obtemos distribuição conjunt.a de yi e be quc é dada poi

:: 1-«««11*::;;;"1,1 '''t/'« =' 1 1:
Utilizando a proposição 2.6, a distribuição marginal dc yi é dada pol

yÍ «. StFn: (Pi, E{, -D{, P) (4.10)

sendo

Hi :: XiiP KZiqb

E: - z:wZr + #.r«: e

«:-( . ,:«. )

(4.11)

A densidade da distribuição marginal de Y{

/(}''{ 1 0) = 2":+çt (}'i l n, Ei + Odor,p)

«.« l«'',: *":";':'-: - «:, ün)" -";'': *":"'':":,«*«l, '' "'
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l.Jtilizando a proposição 2.4 obtemos a esperança e a variância de y{ dadas pelas seguintes
expressoes,

zll''il = xiP (4.13)

e

v''«ll''il Z{V'arjbijZ{ + Varlcil, (4.14)

sendo

"--':--H(,*(: ;)«:)*:(H ;«')«.«r
e

}'«l.:l - i;;-õd-r«.

Casos patticulaies do modelo linear misto t-assimétrico definido em (4.6) são

1. Se p + oo temos o MLM normal assimétrico dado poi Ai'ellano-Valle, Bolfarine e Lachos
(2007),

2. Se 77Ó = O temos o MLM t-Student estudado em Pinheiro et al. (2001),

3. Se r7b :: 0 e p } oo temos o MLM Normal.

Para facilitar a obtenção das distribuições condicionais completas consideraremos, o caso mais
utilizado do modelo linear misto, quando as colunas de Z{ estão contidas em Xi. Assim, sejam as
paitições

x:-( xf xf ) .':- ( xf' )

onde Xf' é uma matriz de planejamento lzi x q, Xf é uma matriz de planejament.o rii x (p q) e
considet-amos a seguinte partição de P,

(4.15)

'- l l: l (4.16)

onde /3c c WÇ e PP' C W(P q). Logo, podemos reescrever o modelo dehnido por (4.1) e (4.6) por

}'i = Xi/3* + Zíb; + ei (4.17)

sendo

;; l - «-««:« ll:l , = 1,1: =.1,«1, (4.18)

sendo .DÓ "".'«,, .* -l$1 . '« - ''
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Utilizaremos esta repaiatnetrização do modelo pala obter as condicionais completas, notemos que
depois podetnos obter facilmente amostras de P a partir P*

4.3 Distribuições a Phoü
Consideramos as seguinte distribuições a phoh, similares as discutidas no capítulo 3

3 «. Gama« (aO, bo)

,7Ó «.. É, (0, clW, dl)

$' '» 'n"«. Wà a,t (a.:,.BI)

e

(4.19)

Assume-se como distribuição a pNoh pala o parâmetro graus de liberdade u a seguinte dis-
tribuição:

P(p) « p '-r(p > 3), (4.20)

Pala. os efeitos fixos P assumimos uma distribuição normal multivariada

l3* N Np ÇH ,Çloh (4.21)

4.4 0 M]ode]o ]:hierárquico e o Algoritmo MICMIC

Uma forma hierárquica de reescrevermos o modelo definido em (4.17) e (4.18) é utilizando a lepra
sentação estocástica dada em (2.5), desta coima Lemos que

": ';,«:-». (*:«**,';,:,«:)

'; ««,«:-~(.,=)

«.: - ~ (., 2) ,'«« » .,

«: - '««« (;,;)

(4.22)

Alguns tnodelos na literatura podem ser vistos como casos especiais de (4.22), dependendo dos

valores dos pai'âmetros ?7Ó e I', e as vai'iáveis latentes ubá = (UHj)j-l,...,n: e we, alguns destes modelos
são apresentados na tabela 4.1.

A distribuição a posfeóoh aumentada é o produto da função de verossimilhança aumentada
dada em (4.22) e a distribuição a phoü definida em (4.19)-(4.21). Assim, podemos utilizei o
algoritmo de Markov Chain Monte Cano (MCMC) para obter amostras da distribuição a posÍeüoü.
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Tabela 4.1: Casos Especiais do À/{LM t-assimétt-ico dependente

r7b z/ 'ubiJ loi
0 oo 0 1
0 p 0 w{
qó (x) uüi l

qÓ (x) UÓij l

!Ãl:Hgilg:%Íll,.gWl%hL"»" ("")

Modelo
Normal

Multivariada t "

Normal assintétiica tipo l b
Normal assimétrica tipo ll c

t-assimétrica tipo l

As distribuições condicionais completas são dadas na seguinte proposição

Proposição 4.1 Soó o modelo Íg.eP,) e assim ndo-se as dás hbu Cães a phorá dadas emÍ4.J9,)
(4.2i), e reescreueTido a distrit)lição ü püoü de Hb dada em (4.19) como a seguinte mistura na
escala de urna vt07'rítat,

«. - ~ (., .:=)
t,b «. Ganha (di/2, di /2) ,

(4.23)

segue que as dãsthbuições condicionais completas são dadas por

sã':
Np(mg,Sp] onde mD
T E=;. x:x' + nÕ' ;

'õ: (E=. «.-*r o': '.ÓJ/e+':P'«P) '

rãi) b:
s;'

/V, (m., S:) onde «z.

« («.'A*«
: w.SÍ: (EI

') ;
: zr (}''. X:/3) /# + O.u.:$ ') e

si l
]V,(m., sb) orlde mb (El:: .«.brOiag(u«)W :) e

(E=. «.«:.,(«.D" '":«,(«.J ,- H«-:) ';

r") q'

G-:«.«('F -- ..,; E=: (r. - X:P - ':'0 «. * 4 :k+ '.);
,«'(«--.: *-,E=:«»:0. o»W@: o.«.J'-- :«.«Í*«:);

r«Í) ".

r«i'9 .'. i

'«-. ("p,à ("T" -- ')) ;
«,,(«.--o.-' '"0 'o." ''.,;t«,*o." :o0 ')'(«:»Q;

Íuáíí) wi 1 . - Ga«zma(a«:,b«:) onde a«. = !n?:!% e

b.«i = !(v-x?p.z:ó.)d(r: x'# z.b.) + l (b. -DbUbi)r q' ' (bi

{'«g:'".: + {"

obu«) +

/ m \

\ í-l /
riz9 .f(' 1 .) " iTijn-, ' (;)'{ -p E(w l.gwJ /(p > 3)
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As distribuições condicionais completas a postehoü são fáceis de derivam e tênt foinaas conhecidas
com exceção dos graus de liberdade, assim o amostiador de Gibbs pode ser facilmente implementado

cm pacotes como o R. Também, pode sei facilmente impleillentado utilizando o pacote WinBUGS
(Spiegelhalter, Thomas, Best c Lutln, 2004) utilizando a represent.ação estocástica dada em (4.22)

4.5 Aplicação
Nesta seção, ilustramos este modelo com unl conjunto de dados longitudinais de níveis de

colesterol coletados como parte do conhecido estudo do colação de n'amingham, estes dados foram

analisados por Zhang e Davidian (2001). Consideramos o mesmo modelo linear misto utilizado por
estes autores, dado por

Po + /3itÍ + /32idrzdeÍ + P3.sezo{ + bio + beitij + eÍJ, (4.24)

sendo g/i.f o nível de colesterol medido no .j-ésimo tempo pala o sujeito á dividido poi 100; &i é
(tempo 5)/10, sendo que o tempo é mensurado em anos desde o baseZánel sezoi é uma variável
indicadoia pala o sexo masculino; ídade{ é a idade no base/áne; Po, /3i, 'o e 7i são os efeitos fixos ;

bi = (bío, bÜ) é n efêit.o ?ileat.ócio pala a sujeito á; e eiJ é o eito aleatório, í = 1, ..., 200 , .j = 1, ..., ní
A flg\na 4.1 apresenta o hist.ograma da variável rcspost.a, observamos que os dados apresentam
assimetria. Cromo o modelo estudado nesta seção introduz assimetria somente nos eleito aleatórios,

ajustamos pei'fls individuais para cada sujeito considerattdo uma regressão simples sobre o tetilpo-
Na figura 4.2 mostra os histogramas dos interceptos e inclinações estimados por mínimos quadrados
Notamos que o histograma mostra a presença de assimetria nos interceptos

1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5
Níveis de colesterol

Figura 4.1 Histograma dos níveis de colesterol
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1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
Interceptor

Figura 4.2: Histograma dos interceptor e inclinações dos perfis individuais

Assim, assumimos o seguinte modelo

.a St-lln.+q .=,.1,1*:« :1,1: :.1 «1, (4.25)

sendo ei = (eÍj)j-i,.. ,«. e bi = (bi0, bil).

Ajustamos os modelos: t-assimétrico (St), normal assimétrico (S.M), t e normal(N). Baseados
nas distribuições condicionais completas dadas na proposição 3. 1 implementamos o amostrador de
Gibbs no pacote R . Para todas as modelos focam geradas 120000 amostras com bu7z&-án de 20000.

Para reduzir a autocorrelação entre as cadeias, tomamos valores de 10 em 10 pata obt.elmos uma
amostra de Monte Cano de tamanho 10000 aproximadamente independente.

Pata a comparação de modelos calculamos as seguintes medidas o pseudo favor de Bayes
(Gelfand, 1996) cona respeito ao modelo normal, o EAIC (Expected Akaike Infornlation Crite-
rion) e o EBIC (Expected Bayesian Infoimation Ciiterion) propostos em Brooks (2002), pala cada
modelo. Estes critérios indicant que o modelo que assume a distribuição t-assimétrica apresenta o
melhor ajuste.

Tabela 4.2: Nledidas de comparação de lttodelos pata os dados de n'amingham

Talnbéin consideramos os valores do CPO pala cada obse)fiação (Gelfand, 1996). Na figura
4.3 é apresentado os CPO pala os modelos: (1) t-assimétrico; (2) iloimal assimétrico; (3) t; e (4)
normal. Os modelos l e 3 são claramente melhores que os outros modelos, o pBF do modelo 4

Dista'ibuição pBF E.AIC EBIC
  1.26 x lO 301.09 337.38
  1.66 352.27 385.26

É 3.53 x 109 309.14 338.83
N 1.00 350.02 376.41
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versus modelo 2 é 120.19 razão pela qual escolhemos a S& colho o melhor modelo

0 50 100 150 200

CPOCPO

Figura 4.3: CPO para os modelos: (1) St, (2) S]V, (3) t e (4) ]V dos dados de F'ramningham

Na tabela 4.3 apresentamos a média a posfehoM e o intervalo HPD de 95% HPD para o modelo
St . Notamos que o HPD pala o palâmetio de assimetria do intercepto Àói não inclue o valor de
zero o que confirma a presença de assimetria positiva nos interceptos que íoi observado na figura
4.2. A pequena amplitude do intervalo pala ao parâmetro graus de liberdade dos erros (p) reforça
a conclusãqo tirada das medidtts de de desempenho do modelo, isto é, que os modelos noinial ou
normal assimétrico não são aptopriadns para este conjunto de dados.

Tabela 4.3: i\'média a posleMoü, desvio pedi'âo (D.P) e intervalo HPD de 95%o de probabilidade para o modelo
st

Parâmetro h/média D.P 2.5% 97.5%
Po 1.6646 0.1501 1.3739 1.9610

  0.2798 [).0264 0.2276 0.3311

  0.0160 0.0035 0.0094 0.0229
  0.0479 0.o506 0.1453 [).0534

L'ar(eij) 0.0439 0.0037 0.0370 D.0513
b'a,(bio) 0.1576 0.o215 0.1183 D.2oo1

C;ou(bio , bü ) 0.0295 0.0121 0.0057 0.0530
V'a«(bü) 0.0786 0.0157 a.0497 0.1099

Àbo 2.9375 1.4838 D.3685 5.9236
Àb] 0.1345 38.3671 7.7924 1o.8332

y 8.4537 2.0014 5.102 12.5600
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Capítulo 5

Modelo Linear Misto 7;-assimétrico Independente

K l Tnt rndllrãn

O mode]o ]ineai misto (Laiid e Ware,1982) é dado pol

y{ = XiP + ZÍb{ + cí, (5.1)

pala { - l, ...,m, em que yi é um vedor ni-dimensional de valores observados para a í ésima
unidade, X{ é uma matriz ni x p que contém valores de p variáveis explicativas, P é o vedor de
parâmetros fixos, Zi é uma iilatiiz ni x q que contém a especificação dos efeitos aleatórios bi e ci é
uill vedor ni-dimensional de erros. E comum assutnir normalidade pata os eixos ci e para os efeitos
aleatórios b{.

Um caso especial e muito utilizado é se consideramos -lt = 1?/.

;: l-«.*ll=1 1*:« :11 (5.2)

Isto é, assumimos que os erros ci e os efeitos aleatórios b{ são independentes enfie si. Além disso,
que os elmos enfie sujeitos também são independentes portanto não coi l elacionados.

No capítulo 5, o modelo (5.2) foi estendido pala o caso t-assimétrico considerando o caso em
que os ÜFi-OS ei e os efeitos aleatórios bÍ seguem conjuntamente uma distribuição [ assimétrica
multivariada. Mas para manter as suposições de que eÍ e b{ sejam não correlacionados e que os
eixos entre sujeitos tambéiii sejam não coilelacionados, foi necessário considelai que assimetria
est.ava presente somente nos efeitos aleatórios. Neste capítulo considciaicmos o caso em que cej e
be são independentes, Vi, .j, e que cada um deles segue uma distribuição t-assimétrica pl'oposta por
Branco e Dey (2001) que coincide com a apresentada por Azzalini e Capitanio (2003).

5.2 Modelo Linear Misto t-assimétrico independente
Neste trabalho, estendemos o modelo dado em (5.2)

yi = Xi/3 + Zib{ + c{

35
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considerando,

bi -- St-lç (-Kb77b, W, Xb, z''b) ,

«j - St-l: (-«.q., .?, À., «.) ,

se«do «Ó = («Ó/«-):/'l' (!bP) /I' (?) e K. = («./«-):/'1' (":?) /1' (t). Assim, temos q«

(5.3)

E (bi) = O e E (.ij) = 0

á = 1, ...,m e .j = 1, ...n{. Notemos que b{ é independente de eãj e que os fÍj são mutuamente
independentes.

Utilizando a representação estocástica dada em (2.5), este modelo pode ser reescrito em íolma
hierárquica como:

':, ".:' , «.:. - w: l «:lp * .:l': ' «.'".:'

'. ««,««-~(«.'«« «.,,:)

«.:. - «~ (., Ü)
«..; - «~ (., á)

«.:. - '««« (?, ?)

«. - '««« (T,T)

«.,,á)

(5.4)

sendo zij e zij a .j-ésima fila de X

{Pi/2A l77õ

eZ{ respectivamentel a? :: 7? + q?; Àe ::

Alguns tnodelos na literatura podem ser vistos como casos especiais deste modelo, dependendo

dos valor'es dos pai'ânleti'os Àe, Àb, Z/e e pb, e das vat'dáveis latentes Ueáj, Ubi, 20eíj e wbi. Por
exemplo, quando Àe = 0, Àb :: O, Ueij = Ubi = 0 e Wed.j :: Wh :: w{, sendo que os toi são

mutuamente independentes e seguem uma distribuição gama com parâmetros P/2 e P/2, obtemos
uma distribuição t-Student conjunta para os efeitos aleatót-ios e os erros,

1::1-*«11=1,1'::" :1,«1
que é o modelo proposto por Pinheiro et al. (2001). Outros exemplo são apresentado na tabela 5.1
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Tabela 5.1: Casos Especiais do h/ILM t-assimét.rico independente

Àc Àb Z/e Pb Uci.f ubj
0 0 oo oo 0 0
0 0 u u 0 0
0 0 Z/e Z/b 0 0
0 0 Ue Pb 0 0

Àc ÀZ, 00 00 Ue{ Uüj

!#l$nli11iiEÊ,413Wm L(ZggílX; ("oQ

Weã.j
l

'UJeá

'Ueij
l

toQ
l

l

Modelo
Nora-tal

Multivariada t "
Erros t não correlacionadosÓ

Erros t independentes b
Normal assimétrica c

Utilizando propriedas da distribuição [-assimétrica obtemos que

zll''ÍI = xiP (5.5)

e

}''ÚTIL''il = ZiT'arjbíjZ{ + }'arlcíl, (5.6)

sendo

e

\'a, lóil '7Ó'7Ó

"«[':j-laT-ã'? «?«?l'«.

5.3 Distribuições a Püoh
Pala completar a especificação do modelos, devemos considerar distribuições a phoh pala todos

os parâmetros. Assim, considerando a revisão têita na seção 4.3, consideramos pa-ra os paiâmetios
dos erros

o. «. tt (o, cod, do)

-L - c"«.«,« («, õ.) .
(5.7)

Para os parâmet.ros dos efeitos aleatórios,

v7ü q (0, ctW, di)

W «.., .rH/ (ai , Bi)
(5.8)

Pai'a os pai'âmetros graus de liberdade Ue e pb assumimos

P(p.) oc ui'-r(p. > 3),

P(pb) « uÍ'/(ub > 3),
(5.9)
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como ein Liu (1995) e Rosa et al. (2003).

Finalmente, assumimos uma distribuição normal nlultivariada pala os efeitos fixos P*,

P* - Np (PP, QP) (5.10)

5.4 0 Mlodelo Hierárquico e o Algoritmo MICMIC
Ein coima similar ao capítulo 4, pata obter coimas mais simples pala as distribuições condicionais

completas, consideiaiemos o caso usual em modelos lineares mistos em que as colunas de Z{ estão
contidas em Xí, assim

x:-( :«. xf xf) .,:-( :«. xf ) (5.11)

onde 1«: é um vedor de uns de tamanho ni, Xf é uma matriz de planejamento ní x (q -- 1), Xf' é
uma matriz de planeamento n{ x (p q) e consideramos a seguinte partição de ©,

(?)P (5.12)

onde Do € W, /3C C W(Ç i) e /3P c W(P q). Logo, podemos reescrever' o modelo definido por (5.2) e
(5.3) por

y{ = X{/3* + Zib; + c;

considerando

b; E St-lç (0, q', Xó, ub) ,

.& y st-i: (o, .?, À., «.) ,

(5.13)

l l3i \ / \

Utilizaremos esta reparamet.rização do modelo para obter as condicionais completas, notemos que
depois podemos obter facilmente anlostias de P a partir P*. Assim a forma hierárquica dada eill
(5.4) pode ser escrita como:

sendo /3* = T ,«-l$1,«-«. «. ""«.''*-'' «.«,
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,:. "':', «.:, - ~: («$, -- ,$': -- "'«.:., á)
': ««,««-~(«.««,â)

Ueã.j
(5.14)

-HN

U)eij - GC

wbí -. G(

««(T,g)
«.(T,T)

Logo, obtemos a densidade a postehoh aumentada como o produto da função de verossimilhança
aumentada dada em (5.14) e a distribuição a phoh definida por (5.7)-(5.10).
Considelalelnos a seguinte notação n = )i:Za ni, u.i = (u.ii, ..-, u.i.i)I", w.i = (w.{i,
w.i á«g(«,.i).

.T e'iDeIa

Proposição 5.1 Sob a representação hierárquica rS.í4,) e a disiüóuáção a priori rS.V9-rS.íO,), e
reescreuendo as dislübuições a pior de n. e Hb dadas em (5.'7) e (5.8) respectivamente, como uma
rrzástura na escada de uma n07 17zaZ

«. - ~: (., ..:)
u. -- Guxnct küç\l'z.a l2b

(5.15)

e

«. - ~ (., .: :)
uz, «., Gama (di/2, dl/2)

(5.16)

As distribuições covtdiciovtaàs completas são dadas por

li) IS' \ . N Np(mp.Spà sendo mg

x=;: xo%'L -- «ã:;
rii) b; 1 . - Nç(m.,S:) serldo m: (El=.ZTW.:(}''. X.P' q.u.:)/'?+w«u»..A :q.) e Si'

E::. w.:À. :;

',' (E=: xf"".. 0'''. - ':'; «.«.ül.?-*'»];«nh ' si

ríii) q. l. - /V-(m.,'.) sendom. - .::(E:=. E;::(3/:j

(iO «. l. -Nq(m.,'0 ««'. m. - 'i' E=:«.:«'0 . 'i' -(E=:«?.««-- 3)':«;

r") + 1. - ';«.m«(:Ç --«, { E=. EZ:.(«'. - '$P' ,..'; - ".«.:.)w'''+ 4-k -'-'.);

...';)«.:,«..,) e ;;' E;=:: E;:- ":'."... * «./«) /,?
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@) "I.-,«(«+.:--:,E:=.«.:@; «. ; «.«.:,'*:«.«í--«-);

r":, «. i. - '-,«.('8,{(4 -- '.));
''":, «. -'.«« «('-,4(":q-'" *'));
r'"9 «..,i.-"-(ahh.. «$p' '$'0,Üa%),o, );

'd « -,« (=H;\,ü«Ü:u) ''.,-,;

":, «... .««.« (, * :, 4 ('"" ';"':;«';-''" -'. «::. -- «.));

k''9« i.-'.«.«.«("y',;(0: «.(«»'" ' @' -«.(«»' «::--«.))

rúáiJ .f(" 1 -) « ÍT;:l:W-«;' (?)'T «P l - >:(w: I'g«,.)Ç l

(zà0 .f(,. 1 .) « .l;;l;n-«i' (g')'# -p 1 - E("' - l.gW0;l

Apoia podemos utilizar algoritmos de h'laikov Clhain Monte Cano (MCMC) pata obter amostra
da distribuição a posteüoh. Para implementar o amostrador de Gibbs precisamos das distribuições
condicionais conlplctas dadas na proposição 5-1. Notamos que todas as distribuições condicionais
complet.as tem formas conhecidas com exceção dos graus de liberdade. No entanto, podemos utilizam
o algoritmo de rejeição adaptar.iva (Gilks e Wild, 1992) pala obter amost.ras de u. e z/b (vei apêndice
B). O algoritmo de Gibbs também pode sel facilmente implellaentado utilizando o pacote WinBUGS
(Spiegelhalter, Thomas, Best e Lunn, 2004).

5.5 Aplicação

Os dados considerados nesta seção foram previamente analisados poi Dempster, Patel, Selxx,yn
e Rota (1984) e Rosa et al. (2003). Os dados são de um estudo toxicológico de reprodução em
ratos, a variáve! resposta é o peso (em gramas) dos filhotes no momento do nascimento. Neste
experimento, 30 ninhadas falam aleatoriamente alocadas em três grupos de tratamento do mesmo
tamanho: controle, dose baixa e dose alta da substância em teste. Dados de sotnente 7 ninhadas
foram disponíveis para o tiat.cimento de dose alt.a, e o número de crias por ninhada valia de 2 a
18. Estes dados falam analisados utilizando um modelo misto com duas fontes de variação entre
ninhadas e dentro de ninhadas. O modelo considei-a os seguintes efeitos lixos: tamanho da ninhada,

sexo e tratamento. Nós adotamos o mesmo modelo ]ineat' illisto considerado por Dempstei et a]
(1984) e Rosa et al. (2003), dado poi

l

lZ

Po + PiJ.,D{ + /j2-HI)i+ 'Lí + ÕSij + bi + qj, (5.17)

sendo yi.f o peso no nascimento (em gramas) da cria .j da ninhada í; LD{ é unia variável indicadora
pata o tratamento com dose baixa para a ninhada i; HDi é uma variável indicadola pala o trata-
mento com dose alta para a ninhada á; Zi é o tamanho da ninhada á; Síj é uma variável indicadota
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pata o sexo masculino das crias; /3o, Pi e /i2 são os efeitos fixos do tratamentos; ' é a inclinação
pala o efeito do tamanho da ninhada; õ é o efeito fixo para o sexo da criam bi é o efeito aleatório
para a ninhada i; e eÍJ é o elmo dentro da niiihitda, á = 1, ...,47 , j = 1, ..., 1,{
A figura 5.1 aplcsenta o histograma da variável respost.a, que indica que os dados apresentam
assimetria e que seria i'azoável considerar um modelo que considere esta assimetria

Figura 5.1: o peso no nascimento (em gramas) da ci'ias de ratos

Assumimos clue eí:j '~ St-li (--H.q., a3, À., p.) e bi «' St-li (--Kb77', aÍ, .Xó, pb)

5.5.1 Análise de Sensibilidade

Escolhemos as seguintes distribuições a phoü,

P* - Np (0, 10 '-r«)

à - G-.«.ma. (0.01, 0.01) ,
'P-: - G«mm« (0.01, 0.01) ,

q. - t- (o, od, do) ,

qõ «. ti (0, ci @, di) ,

P(Ue) O( ui'-r(p. > 3),
P(pb) oc ui'/(pb > 3).

Implementamos um análise de sensibilidade da influência da escolha da distribuição a póoh na
distribuição a poséehoü. Mas especificamente consideramos difêientes distribuições a phoh pala
os parâmetro dos graus de libei'dade Pe and pb e pala os pai'âmetros de assimetria 77. e 77Ó. Em
todos os casos concentialnos nossa atenção na estimação dos efeitos fixos.

Pai'a os pai'âmetros dos graus de liberdade Pe and pb consideramos as seguintes distribuições a

(5.18)
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(1) a distribuição a priori defiúda em (5.18),

(n) g-.m«(1, 1)/(3, «,),

(m) gama«(5, 1)-r(3, m) e

(IV) g«mm«(lO, l).r(3, .«);

e pala os parâmetros de assimetria 77. e v7Ó as distribuições a phoü definidas em (5.18) com os
hipeiparâmetros

(1) cO = cl = 1/2 e do = di = 2,

(11) co = ci = a-2/4 e do = d] = 1/2 ,

(m) Q 100 e do :: d] = 4 e

(IV) .o = ci 1000 e do ;: di :: 20

Pala todas as distribuições a pdoh consideradas, ajustamos o modelo utilizando o amostiadoi
de Gibbs que foi implementado no pacote R, falam geradas 120000 amostras com bum-in de 20000.

Para reduzir a autocoiielação entre as cadeias, contamos valores de 10 cnl 10 pala obtermos unia
amostra de Monte Cano aproximadamente independente de tamanho 10000.

Observamos que a distribuição a posteüoh dos ehitos fixos aparenta sel em geral robusta a
escolha da. dista'ibuição a phoó de Pe, Pb, 77e e ?7Ó, ver figuras 5.2 e 5.3. No entanto a distribuição a
postehoh de p., Ub, 7?e e 77Ó pode sel' influenciada pela escolha da dista'ibuição a phoh, ver figuras
5.4 e b.b.

Notamos que a. especificação a phoh pai'a I'e e pb estabelecida em (5.18) é bastante flexível de
modo a permitir que distribuições a posteüorã distintas pai'a Z/e e pb. Além disso, pai'a os parâmetros
de assimetria r7e e v7Z, observamos que embol'a a distribuição a postehoh desses pai'âmetros se.la
influenciada pela escolha da distribuição püoh isto não muda a inferência neste caso que os erros
apresentam assimetria e os efeitos aleatórios não.

5.5.2 Resultados

Ajustados vários modelos que consideram diferentes distribuições pala os erros e os efeitos
a[eatórios. Quatro distribuições abram consideradas: t-assimétrica (St), noima] assimétrica (S]V),
t e normal(N). Para a coinparaçao de modelos calculamos as seguintes medidas o pseudo favor
de Bares (Gelfand, 1996), o Bale (Ea;pected 4kaãke /n/or'maíáon Chtehon) e o EBIC (Ezpected
Bag/es arz /n/azvnatáon Chteüon) propostos em Brooks (2002), pala cada modelo. Notamos que os
efeitos aleatórios aparentam ser normais, ver tabela 5.3.

O pscudo íatoi dc Bayes (pBF), o Bale e o EBIC pala os modelos colll efeitos aleatórios
normais são apresentados na tabela 4.2. Estes cria.érios indicam que o modelo que assume eixos
assimétricos apl'esenta o melhor ajuste.

Também consideramos os valores do CPO pala cada observação (Gelfand, 1996). Na figura 5.6
á apresentado o CPO pala os modelos: (1) normal pata os elmos e os efeitos aleatórios; (2) noi'mal
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Ve.Vb

0.15 0.25 0.35 0.45

Y

0.25 -0.20 -0.15 -0.10 -0.05

Õ

Figura 5.2: Distribuição a püoh dos parâmetros graus de liberdade e distribuição a posteüoü dos efeitos
fixos para as distribuições a phoH l (linha sonda), ll (linha tracdada), lll (linha pontilhada), IV (linha
ponto traço)

pala os efeitos a]eatórios e [ pala os errosl (3) nolma] pala os efeitos aleatórios e S]V pala os ecos;
e (4) normal para os efeitos aleatórios e St pala os erros. Os modelos 2 e 4 são claramente melhores
que os outros modelos, o pBF do modelo 4 versus modelo 2 é 57.14 razão pela qual escolhemos a
St como o melhor modelo pala os erros.

Na tabela 5.3 apresentamos a média a posÍehoN e o intervalo HPD de 95% HPD para os
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Figura 5.3: Distribuição a püoM dos parâmetros de assimetria e distribuição a posteüoü dos efeitos fixos
pat'a as distribuições a phoN l (linha sonda), ll (linha tracejada), lll ((linha pontilhada) e IV (linha ponto
':'aço)()

modelos (4) e pala o modelo completo St St. No modelo (4) notamos que o HPD pata o
pai'âmeti'o de assimetria Àc não inclue o valor de zel'o o que confia'ma a pi'esença de assimetria

negativa aios dados. A pequena amplitude do intervalo HPD de 95%o para o paiametio graus de
liberdade dos erros (p.) mostra que os modelos normal ou nominal assimétrico não são apropriados
neste caso.
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Figura 5.4: Distribuição a phoh e distribuição a postehoN dos parâmetros de graus de liberdade para as
distribuições a püoü l (linha sonda), TI (linha tracejada), TTI ((linha pontilhada) e TV (linha ponto traço)

Figura 5.5: Distribuição a pHoü e a posteüod dos parâmetros de assimetria para as pala as distribuições rz
püoN l(liíiha. sonda), TI(linha tracejada), ll [((linha pontilhada) e ]V(]iílha ponto traço)

Tabela 5.2: Medidas de comparação de modelos pat'a os dados toxicológicos

No modelo St St, o HPD do parâmetro de assimetria contelu o valor de zelo e média a postehoü
dos graus de liberdade é bastante alta o que nos indica que o modelo normal é adequado palco

modelar os efeitos aleatórios

Random Effects Residuais pBF EAIC EAIC
N   2.32 x lO 311.32 458.53
N SN 8.57 x 10o 361.80 505.23
N f 4.07 x 10i9 316.61 460.05
N N 1.00 404.70 544.36
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Figuta5.6: CPO paiaosmodelos: (1) N N, (2) N [, (3) N S/Ve (4) N SZ

Tabela 5.3 Nlédia a postehod e intervalo HPD de 95% pala os modelos N St e St
N St St- St

PJ 8.19 8.17
(7.56 , 8.79) (7.53 , 8.80)

Pi 0.52 0.52
( 0-85 , 0.17) ( 0.88 , 0.18)

P2 0.94 0.94
( 1.34 , 0.53) ( 1.35 , 0-52)

Õ 0.30 0.30
(0.23 , 0.38) (0.23 , 0.38)

7 0.14 -0.14
( 0.18 , 0.10) ( 0-18 , 0-09)

yarlbil 0.14 0.17
(0.06 , 0.23) (0.06 , 0.32)

\''ar]eij] 0.16 0.16
(0.11 , 0-21) (0.11 , 0.21)

Xb 0.04
( 1.93 , 1-85)

À. 0.77 -0.73
( 1.58 , 0.00) ( 1.57 , 0.06)

pz, 86.45
(3.00 , 105.10)

Ue 4.13 4.14
(3.00 . 5.85)

4.13
(3.00 , 5.81)



Capítulo 6

Estudo de Robustez

6.1 Introdução
Nesta seção estudamos a influência de um valor outZãer na distribuição a postehoü. Consideialnos
dois casos: o primeiro invest.igar qual é a influência na dist.ribuição a posfehoh dos efeit.os fixos e
segundo a influência de um ponto outZãer na distribuição a posÉeüoà de todos os parâmetros
Collsideramos o conjunto de dados de um estudo oitodõntico de 16 meninos e ll meninas enfie

as idades de 8 aos 14 anos que falam originalmente apresentados poi Potthoff e Roy (1964). A
variável resposta é a distância (ein mm) entre o centro da pituitária e a fissura ptério-maxilar, que
tbi medida nas idades de 8, 10, 12 e 14 anos. Estes dados também focam analisados por Pinheiro
et al. (2001) e Rosa et a1. (2004).Como Pinheiro et al. (2001), para o nosso estudo da influencia

de um valor outZãer somente consideramos as observações das meninas do conjunto de dados de
Potthoff e Roy (1964). O modelo é dado poi

g/{.Í = /3o + /7itj + õos{ + l5isitJ + boi + biitj + eij, (6.1)

sendo yi.f a distância (em lrlm) enfie o centro da pituitária e a fissura ptérioinaxilal no tempo J do
sujeito á; tj é a idade mensurada en] anosl Po e PI são o intercepta e a inclinação dos efeitos fixosl
bí = (boí, bl{)r é o efeito aleatório pala o á-ésimo sujeito; e qj é o erro entre sujeitos, { = 1, ..., ll e

6.2 Influência nos efeitos fixos
1, ,4J

Ajustamos os modelos dependente e independente considerando as distribuições t-assimétrica, ]lor-
mal assimétrica, t-Student e normal. Consideramos a influência de uma mudança eni A unidades
de uma observação, na distribuição a posteüoh dos efeitos fixos. Isto é, substituímos a observação
yíj pelo valor contaminado lyi.Í(A) = g/ÍJ + A, re-estimamos o modelo e salvemos a média a postehoh
e o intervalo llPD de probabilidade de 95%o. Neste exemplo contalninanios a quanta observação
cidade de 14 anos) da primeira menina, e variamos Z\ ente -20mnl e 20nlm com incrementou de

As figuras 6.1 e 6.2 apl'esentam a média a posteMoh e o intervalo HPD de probabilidade de
95% pala as quatro distribuições pala o modelo independente. Como esperado, os modelos t e t-
assimétrico são menos sensíveis a mudanças de A. Mudanças em A tiveram considerável impacto,

2mm
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para os modelos normal e normal assimétrico, na média a posterãoh e no llPD. Notamos que a
amplitude do intervalo aumenta quando 6. aumenta. Como resultados similares foram encontrados
pala o caso do modelo dependente, não apresentamos os resultados deste modelo.

20 10 0

A

10 20

SN st

Figura 6.1: h'média a posteüoh (linha tracejada) e intervalo HPD de 95% (linha sonda) pala /io sob as dis
tribuições t-assimétrica, t, normal assimétrica e normal pat-a diferentes contaminações A de uma observação

Pata comparação entre os modelos dependente e independente consideramos a amplitude do in-
tervalo HPD de probabilidade 95%. Nas figuras 6.3 e 6.4 apresentamos estes resultados, observamos

que no caso do P] os dois modelos não apresentam grandes diferenças, mcns no caso do intercepto
Po obselvatiios que pala os distribuições É e t-assimétrica a amplitude do intervalo HPD do modelo
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SN st

20 10 0

A

10 20

Figura 6.2: Média a posteüoH (linha tracejada) e intervalo HPD de 95%o (linha sonda) pala /7i sob as dis-
tribuições t-assimétrica, t, normal assimétrica. e normal para difei'entes contaminações A de uínd observação

independente é menos sensível a presença de valores ozltZãer.

6.3 Influência Global

Também estudamos a. influência de um valor outZàer na distribuição a postehoh de todos os
paiâmetios. Como medida de influência de uma observação abel'unte consideramos a medida
de divergência de Kullback Leibler Z)(a.) enfie as distribuições a. postehoh de a dado y e }'(Z\)
respetivamente, sendo y(z\) os dados quando substituímos a observação yi.j pelo valor contaminado
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SN

t st

'-#

20 10 0

A

10 20

Figura 6.3: Amplitude do intervalo HPD de 95% pala /3o para o modelo dependente (linha preta) e para o
modelo dependente (linha tracejada) sob as distribuições {-assimétrica, t, normal assimétrica e normal para
diferentes contaminações A de uma observação

g/i.f(A) = yij + A

«.',-/..(á{ h)«'. *,-'.
Considciando a ideias de Pena c Dey (1995) pode-se mostrar que uma estimativa de h'longe



6.3. INFLUENCIA GLOBAL 51

N SN

a)
0

©
0

I's
0

0

t.0
0

20 10 0

A

10 20

st

Figui'a 6.4: Amp]itude do interva]o HPD de 95% pala Pi para o tnode]o dependente (]illha preta) e para o
modelo dependente (linha tracejada) sob as distribuições t-assimétrica, t, normal assimétrica e normal para
diferentes contatllinações A de uma observação

Carlo desta divergência é dada poi

"@)--.:Ó11= nl-:

sendo l9(0') = .f(yij + A l O')/.f(Z/i.j l O') e {O'l=;;i uma amostra da distribuição a posteüoh de
r(O l y). Na figura 6.5 apresentamos esta distancia para as quatl'o distribuições e para os modelos
independente e dependente e , notamos que a influência de um valor oulZáer é ilimitada pala os
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modelos SAr e N lhas limitada pala os modelos [ e St. Também notamos que a influência é mais
forte no caso dependente.

Também, podemos obseival que pala contaminações pequenas (lal < 2), todos os modelos
tem a mesma curva de influência, isto ocorre devido a que a observação contaminada não esta
suficientement.e afastada do valor original pata ser considerada como tim valor outZíer. Assim,
todos os modelos tem a mesma eficiência pata pequenas contaminações.

MLM Independente MLM Dependente

.20 -10 0

Á

10 20 -20 -10 0 10 20

Figura 6.5: Distancia de Kullback Leibler entre 7r(O l Y') e 7r(O y(A)) para os modelos: N (linha sonda),
S/V (linha tracejada), [ (linha pontilhada) e St (]inha ponto-traço)



Capítulo 7

Modelo com Erros das Variáveis de Intercepto Nulo

l7 1 T-l+ ..nd 1 1 pã 'l

Em modelos de regressão com erros nas variáveis, usualmente, as covariáveis associadas com a
variável resposta não são diretamente observáveis ou são observadas com ergo. Nesse cenário, uma
suposição usual é que a covariável é medida com erro para obter uma estimação mais precisa dos
parâmetros do modelo. Modelos que regressão que consideram erros de medida são usualmente

conhecidos como modelos com eixos nas variáveis. Estes modelos tem sido estudado amplamente

na literatura, por exemplo, Fuller (1987) em regressão linear, e Canoll, Ruppert e Stefanski(1995)
pata modelos de regressão não lineares. Frequentemente, modelos de inteicepto nulo são utiliza-
dos pala o análise de dados de ensaios clínicos onde a unidade experimental é mensutadas em
dois o tllais dispositivos. Aoki, Bolfai'ine, Achcai e Leão-Pinto (2003) estendeiain estes modelos
para o análise de dados longitudinais. No entanto, em todos estes modelos é assuttiido que a dis-
tribuição dos ermos aleatório z\ssint como a dt\s covaliáveis não obscivadas é nominal. A suposição
de normalidade pode se] muito restritiva e apresentei de falta de rob\tst.ez a presença de valores
ouÍZáer. Labla, Aoki e Bolíaiine (2005) estudaram a influência local no modelo de intelcepto nulo
e recomendaram a utilização de uma distribuição robusta pa-ta a uma estimação mais acusada dos

parâmetros do modelo. Aiellano-Valle, Ozan, Bolfaline e Lachos (2005) utilizaram a distribuição
normal assimétrica no modelo com erros nas variáveis linear. Recentemente Aoki, Pinto, Achcar
e Bolfarine (2006) mostraram as vantagens de de utilizam modelos com misturas de normais no
contexto do modelo multivariado com erros nas vai-dáveis.

7.2 Modelo com Erros nas variáveis com intercepto nulo
O modelo com erro nas variáveis multivaliado de intercepto nulo, pode ser escrito como (ver

Lachos, Bolfaiine, Aiellailo-Valle e Montenegro, 2007)

Xl{

yk.

xi+õi,
x{/3k: + ck: ,

(7.1)

(7.2)

sendo, { = 1, . . .,p, A = 1,. .. ,m, Xi = (.Xü,. . . ,X{.:)T é um vedor de covariáveis observadas,
yi;: = (yk:. , . - . , y*:" )T é o vetou das variáveis resposta, x{ = (zii , . . . , z{«:)T é o vedor das covaiiáveis

53
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não observadas (variáveis latentes), Pk: é o parâmetro de regressão, e ck. = (ck:. , . - - , cj;...)T, õi

(õÜ, . . . , (5i..)T são os vetores de efeitos aleatórios.

Sob noinlalidade, o modelo liceal especificado eni (7. 1)-(7.2) pode sei expresso como,

zij = Poial.f + (íj, (7.3)

á = 1, . . . ,p, j = 1, . . . , rU, onde D(@:,, @i) denota uma matriz diagonal com elementos @« e @i =

(ali,a3:, . . . ,a2.)T, zij = (Xij,yi.j, . - ,Z/«:,)T é um vedor de observações; o vedor de parâmetros
de regressão é dado por ©oÍ ' (l,P{ )T, com Pi = (Pl:, . . . ,P..)T e os efeitos aleatórios (ij =

(õij, cl.l, . - - , («.,)T são todos de dimensão (m + 1) x l.

Neste trabalho, substituímos a suposição de nolmalidadc ein (7.4) pela distribuição t- as-
simétrica tipo l

N N..-ça . D(Ó.. +.b , (7.4)0

e nos referiremos a este modelo como St-MEM. Reescievemos (7.5) como ullla mistura de uma
noi-mIaI assimétrica

'Jy St-lm+2 . n(+,. $à. , (7.5)
À. ,P0 0

;::l - «-:-, llTI , «;:«.",,«:,, ltll -- « - '.««'«'',«''' , '' ',
á = 1, . . . ,p, .j = 1, . . . , ni. Como a distribuição iionnal assimétrica em (7.6) tem a ltlatriz de escala

bloco diagonal, pode sei tnostrado que condicional a loij; os ({.f e zij são independentes e que
marginalmente,

(j iH t.+i(o,D(@i),H) and zi.j ySt/i(p,,@,,À,,H). (7.7)

Desde que para cada á = 1,. . . ,p, .j = 1,. . . ,rH, (ij e zÍj são indexados pelo mesmo fator loij,

em geral eles não são independentes. A independência coi-responde ao caso onde mij = 1 (i =
1, . . . ,p,.j = 1, . . . ,n{). Logo o modelo se reduz a caso normal assimétrico estudado em Lachos,

Bolfarine, Arellano-Valle e Montenegro (2007). No entanto, pode se mostrei que (ij and zi.j são
não cortelacionados, isto é, aou((ijzij) = EI(ijzij IUêjl = 0.

O parâmetro de assimetria À, induz assimetria na variável latente z{.í e consequentemente,

nas quantidades observadas zÍj, á = 1, . . . ,p, .j = 1, . . . , ni. Assim pode ser niostiado que zij tem

distribuição marginal t assimétrica. A distribuição marginal pala a resposta zij, é dada por

'',, -"-:',« ,:,«l;:"-;',« ü=r,«*:l, ';,
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i.e., zij '# SN-l«+i(pÍ, E{, .Xí, a), sendo pi = Pois,, E{ = D(@{) + @,Poiso ,

Xi = =1:1(:?il;;QI, onde A{ = ii Óz ' { ' l,...,p, j = 1,...,ni e q(zij)
(zÍj Pi)l"Ei(zij pá).

7.3 Distribuição a Phoh
Pala completei a especificação do modelo precisamos de distribuições a phoh pala todos

os parâmetros desconhecidos O = (OT, . . . ,O;,a':, . . . ,ag.,alÍ,p,,,u:,r=, uT)T. Consideramos a

seguinte distribuição a phoh

r P nl '\ Í 'P ''\.

«(O) - l TI ll «(P*.) l l ll «(ag:) 1 "('3)«(p,)«-(«3)«(r=)r("),
\Í-l k-l / \e-1 /

(7.9)

o«de T(p.) - ]V(çz,ali.), «-(q,) - t(pU,a:«?,uU), z(d) - .rG($, {), T(Pk:) - N(ak:,Z'k:)/(0, 1),

k = 1,...,m, á = 1,...,p, T(a?:) -' /C(?,g'), ã = 1,...,p, o«de N(a,b)-r(o,l) de:-ota uma
distribuição normal truncada. no intervalo 10, 11 este truncamento sel'a necessário pala a aplicação,
/G(a, b) denota a distribuição inversa gama com parâmetro de forma a > 0 e escala b > 0, com
função de densidade de probabilidade dada por

«'« ',-Ó(!)":«-{
A distribuição a phoh de p, é assumida sei n-(p) = u'2/(p > 3).

7.4 0 Modelo Hierárquico e o Algoritmo MCMC
Reescrevemos o modelo em forma hieráiqltica considerando (x, u, w) como variáveis lat.ent.es,

o«dex=(xT,...,,Ç)V, u=(uT,. ,upT)T ew =(wl,...,w;')T, co-n u{ =(uÍI,...,ui..)T '

wi = (wii, . . , wi«.)T, á = 1, . . , p. Deste modo, sob a representação estocástica dada na proposição
2.5 , com À. = 77:,/r= and @. = 773 + Tz2 segue que

zi.f l a;áj,wij
ind

ind

iid

ind

Nm+l(POá ',ij , U'Õ "D( #'{ )) ,

Nt (P, + ,7,t'ij, wà:rz),

Ni(0, wÕ:)/(uÍj > 0),

G«. m...Çu I'Z . «l2b .

(7.10)

(7.11)

(7.12)

(7.13)

z{.j lwi.j,'ü{.j
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A distribuição de (z, x, t, u) é dada por

L(Olz, x, w, w) (:x (":) "/' ll(lo(éí)l) ":/' ll ll(.«l;/'+'g(.«í.jlu/2, u/2)) x
i-l {-lj-i

1 . P ni

'xp 'l >, }1: ««ij('ij -- P.zij)"D': (#'i)('íj -- Poizáj)
l ' i

'aXX«:.'':' ", «,«:a' iXE«:.«$1,

onde rz = )1: n{ e g(. 1, a, b) representa a densidade de umi\ distribuição gania cona parâmetro de
forma a e de escala b.

O produto da função de veiossimilhança aumentada (7.14) e da distribuição a phoh, fornece a
distribuição a posteüoü pala O que é dada poi,

P

ll

«-(o, t, x, ulz) " (#)'"/'(a:)'"/' H.(a?.) "'/' ll ll(«,ü/'+:p(«,i.Ílp/2, -,/2)) x
{-l {-ij-i

-axx«:.'':' ", ':a' {xx«:.«i,l«w,

exp !ÉÊ""Q''; ':'J'&:' ':"J

(7.14)

onde yej = (yl:j, . - - , Z/m:j)T. A distribuição (7.14) é intratável analiticamente. Métodos MCNIC,
como o amostrador de Gibbs, podem se] utlizados pata se obter amostras da distribuição a pos-
[ehoh. Pata comp]etar a especificação do amostrador de Gibbs, precisamos das distribuições
colldicionais completas as quais são dadas por

':' «:. ',', *,« - ~ (<2+,«;:*L) ''«, » .,,
W «:.I',.,«,« - ~ («,.,,«ã:.3:,) , ««-.

! Í y!!!j +Tn2/3&D.l(4'i)Zij ,.d a2 -- T=2

I''='í -;r=2Óilj ilÚllÓii """'z:j ' - 'zF'oi" \v'i/p '

({áí) Pk.IO( P*.),z,x,u,w «, N l po.:, (0, 1), sendo
ó*: E .«:j«à +.-?: l.]k

bh: >1: wijz{.jykij + chia?.

'*. :3 ":.,B + ,:.
H13t: ' )
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':«, .ã ,,,,*,«,«-,'("-;",'.::), *«-.

'.;. -; l$«'«, ,:«.'"'« «~,*':1 ;

'«' ': .,*,',«-''l";",Ê lxx««'"« «,'''''«ll

p, E E «ej('«ej ,7,«iJ) + eÇ-{=i.j=l
P/J.= :: P ni

«li, E E -«,j + ',?i=i.j=l

'«", *,.,*,«,«-''(';','.:),««-.

;lÉÊ«'." «,«,'«'l;

Ki = E E '"e.j«'ã, H2 = E E ui.j(zij P,).Í-lj-i ' {-tj-l

(áz) À« = q,/Tz and a3 = v7: + Ta2

(uá) P-l0(-p,), z, x, u, w «., JV

(t;ii{) ?7=10(-.,), z, x, u, w «.. N

«,,, .:eÉ
'ã, E E .«::f + '?i=ij=i

,sendo

«,.IÍ +dp« e.:
«:«g +# ' «:«g +d ,c01n

(z) «U.ÍIO, z, x, t - G«mm«(':t#B; ;(« + Aij + Bi.j + t$)),
com .Aij = (zá.f Poizáj)TD':(é{)(zi.j Poízij) e .Bij = (!---

Z

(zí) plO(-U,), z, x, u, w c( 7rl(1') x Gama(nu + l, " >1: }1:('uÍJ -- log%.j))/(3,m)' s'ndo rl(z')
JZ

(2"/'1'(u/2)) "

7.5 Aplicação
Nesta seção ilustramos o modelo com uin conjunto de dados reais de um ensaio clínico odon-

tológico (Hadgu e Koch, 1999). Este conjunto de dados tem sido previamente analisado por Aoki
et a1. (2003) onde 109 voluntários adultos de sexo masculilJO e feminino com placa dental preex-
istente foram alocttdos aleatoiiaiilentc parti o enxugue bucal de controle (C) ou qualquer um dos
enxagues bucais experimentais denotados pol A e B. O objetivo principal deste estudo foi compaiai
a eficiência em inibir o desenvolvimento de placa dental de A e B com o controle. Os sujeitos foram

avaliados ilo índice de placa dental no baseZãrze (z). Desde que esta covariá.vel em medida em íbrma
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imprecisa, uma folha de analisar estes dados é assumir um modelo com erros nas variáveis. Não
incluímos intelceptos no modelo porque é razoável assumir que se no início do estudo o índice de
placa dental é zelo então implica um valor de zelo nos valores depois do estudo, isto é, assumimos
que a placa dental não deve se incrementar depois da utilização de enxagues bucais. Assim consid-

eramos o modelo descrito em (7.1)-(7.2) pala modelam este dados. Outro aspecto deste conjunto
de dados é que as quantidades observadas não são simétricas e que o índice de placa dental pode
precisam de uma transformação pata obter uma melhor a aproximação ao modelo normal (ver figul'a
7.1). No entanto, trailsfoimação de variáveis pode ser não recomendado neste cenário.

cy

.g d
a'u
C
0 (0

CN
0

0

1.5 4.0

Figut'a 7.1: Histograma do índice de placa dental no óaseZÍrze

A variável resposta de interesse neste contexto é verdadeiro índice de placa dental. Deste
modo, g/i:, and 3/2.i representam respectivamente, o índice de placa observado do enxágue i(;:
1,2,3) pala o sujeito .j (= 1, . . . ,ni) depois de três e seis meses do começo do estudo. Assim,
ã = 1, 2,3 representam o enxágue control, o enxágue experimental A e o enxágue experimental
B, iespectivainente e k = 1, 2 representam três e seis meses depois do base/arie, iespectivatnente.
Seja, XÍ.f o índice de placa observado iio base/íne e zij o índice de placa real que é não observado
Deste modo, baseados nestas observações, consideramos o seguinte modelo para o índice de placa
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observado

baseline observado XÍJ verdadeiro baseline não observado xãj + õi.f ,

Pk. x baseline não observado XÍJ + ekij

(7.15)

(7.16)

Uma suposição usual é .5ij y Ni(0, a2), cki.j ie .Ni(0, ag:), õiJ and ckij são não correlacionadas

e independentes das quantidades não observadas zá.f -EÓ JVi(p,:;, a:), á = 1, ,p, .j = 1, . . . ,rz{ k=
1, . . . ,m. Apesar da. suposição de normalidade ser razoável em muitas situações, esta pode não
ser apropriada neste caso porque os dado apresentam um afastamento da suposição de normali-
dade. Neste cenário consideramos a distribuição t-assimétrica que permite acomodam dados que
apresentam assimetria e curtose.

Utilizamos o amostiadoi de Gibbs (Gelfand and Sinith, 1990) pala obter amostras da dis
tiibuição, pala cada modelo geramos 120000 amostras, assumi-se um bu7n-ín de 20000. Tomamos
valores de 10 em 10 para reduzir a autocoilelação entre as cadeias e obtermos uma amostra. de
À.Jante Cano de tamanho 10000 aproximadamente independente.

Vái ios modelos est.at.ísticos foiant considerados com diíeicntes distiibuiçõcs pala a covaiiável
não observada e os erros aleatórios. Estes modelos são:

Modelo 1: Normal pata a variável latente e os el'ros (N).
Modelo 2: Normal assimétrica para a variável latente e normal pala os erros (SN).
Modelo 3: t assimétrica pata a. variável latente e t para os erros (St).

Na. tabela 7.1 apresentamos as medidas de coinpaiação dos modelos. Notemos que os modelos
assimétricos são melhores que o modelo normal em todos os critérios apresentados. O pseudo favor
de Bayes (pBF) é calculado com referência ao modelo normal. O melhor modelo segundo estes
critérios é o modelo normal assimétrico

Tabela 7.1: Critérios de comparação de modelos
Critério N SN St
EAIC 443.97 429.80 435.14
EBIC 475.82 464.30 472.30
pBF 1 3283.94 396.39

Na. tabela 7.2, apresentamos a média a posíedoM, desvio padrão e o intervalo HPD de 95% de
probabilidade pala os modelo SN e St. Na. figura 7.2 é mostrado o boxplot pala o parâmetro de
assimetria nos modelos SN e St. Notamos que o intervalo de credibilidade não inclue o zero para
os dois modelos o que conflinla a assimetria positiva presente nos dados

O objetivo do experimento foi comparam a eficiência dos dois enxagues bucais experimentais,
A e B, com o enxugue controle. Deste modo, estamos interessados eill comparei os parâmetros de
inclinação /3k, e Pk, com despeito a /3k. , k = 1, 2. Unam forma de testam esta hipotese (Pk: = /3k:, í ::

2,3, A :: 1, 2), é se consideramos os estimados obtidos pelo amostiador de Gibbs de PA;. Pk, e
Pk: Pk,, k :: 1, 2, e verificamos se o intervalo de credibilidade contem o valor de zero. Unia ouvia
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Tabela 7.2: Média a posÍeüoh, desvio padrão e intervalo HPD de 95%o pat'a os modelos SN e St

Parametei mean D.P. 2.5% 97.5% mean D.P. 2.5% 97.5%
PI. 0.7026 0.0351 0.6336 0.7717 0.6999 0.0362 0.6288 0.7706
PI, 0.5365 0.0456 0.4469 0-6260 0.5379 0.0455 0.4485 0.6273
Pt, 0.5086 0.0327 0.4444 0.5731 0.5069 0.0335 0.4413 0.5727
P2. 0.6864 0.0352 0.6170 0.7556 0.6878 0.0356 0.6177 0.7577
P2, 0.5025 0.0455 0.4131 0.5923 0.4943 0.0458 0.4044 0.5845
P2, 0.4138 0.0327 0.3494 0.4779 0.4165 0.0332 0-3512 0.4815
a?. 0.2919 0.0516 0.2076 0.4085 0.2777 0.0527 0.1911 0.3968
alf2 0.4554 0.0838 0.3198 0.6471 0.4152 0.0835 0.2788 0.6051
alf. 0.2381 0.0416 0.1699 0.3321 0.2302 0.0429 0.1600 0.3270
a:1 0.0082 0.0046 0.0024 0.0200 0.0083 0.0047 0.0025 0.0203
Pa 2.1357 0.0435 2.0591 2.2226 2.1478 0.0440 2.0695 2.2425
@, 0.2733 0.0524 0.1825 0.3867 0.2423 0.0523 0.1510 0.3567
À. 5.1212 1.9449 2.1986 9.7594 4.6240 1.8344 1.8817 8.9878
u 26.4126 12.8229 9.7079 58.5798

SN st

questão de interesse é se os enxagues bucais continuam a deduzir o índice de placa depois de três
meses o que equivale a comparar os palânietros de inclinação Pi: and P2: á 1, 2, 3. Na tabela 7.3
apresentamos os valores da média e o intervalo HPD de 95% para as quetões de interesse descritas

assim como, a comparação dos enxagues bucais .A and B (/3t, and PÊ,)
Depois de analisei' estes resultados concluímos que ambos enxagues bucais experimentais são

mais eficientes que o controle pata deduzir a placa dental depois de três meses desde o Z)aseZíme

e tambén] depois de seis meses, no entanto, não exist.em diferenças significativas entre ns dois
enxagues experimentais A e B. O único enxágue que tem efeito duradouro é o enxugue B

Figura 7.2: Box plot de À.
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Tabela 7.3: À'média a posteüoN e HPD de 95% pal'a o À'lodelo 2

0.0884
(-0.0206 ,0.1952)

0.0162 0.0343 0.0950
(-0.0767 , 0.1134)(-0.0912 , 0.1604)(0.0057 , 0.1875)

7.6 Estudo de Robustez

A robustez do modelo St pode sel estudada considerando il influêttcia de uma observação outZÍer
na distribuição dos pal'âinetros. Pala simplificar, consideremos somente o modelo pala o cnxáguc
control (i = 1).

baseline observado Xij verdadeiro baseline não observado xij + .5ij

PA;. x verdadeiro baseline não observado xij + ckij

(7.17)

(7.18)

Estudamos a influência de uma mudança de 6. unidades em uma observação na média a posse

üoh e no intervalo HPD de 95% de Ph., k = 1, 2. Substituímos yk., por g/klj(A) = g/k:j + A. Deste
modo, contaminamos a observação g/t.j , isto é, o índice de placa observado depois de três meses, e
variamos A entre -10 and lO

Nas figuras 3 e 4, apresentamos a média a postehoh e HPD de 95% de probabilidade pma /7li
e /32. iespectivamentes, pala os modelos N, SN, St. Como espetado, /7i. é mais afetado que /i2:,

desde que perturbamos Z/i.Í Not.amos também que o modelo St é menos afetado pelas variações
de A que os modelos N e SN. Nos modelos N e SN, uma única observação ouZZier t.em considerável

impacto na amplitude dos intervalo HPD para ambosPi: and P2: , e na média a posteüoü de P].

N

. h

:

B

:

10 S 10-100

a

0

A

Figura 7.3: h'média a postedoü (linha tracejada) e HPD de 95% de probabilidade (linha sólida) para /ii: dos
modelos N, SN, St para. diferentes colltaminações A de uma observação

al: /7-,   Pi, -- Pi, $2. -- Pz. Íj2i /j2a
0.1649 0.1925 [).0276 0.1830 0.2713

( 0.0539 , 0.2810) (0.0976 , 0.2861) l-o.08t6 , o.i376) (0.0714 , 0.2964) (0.1770 , 0.3639)
3z. {3z. gi. B2. Pi. õ2.    
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SN

Figura 7.4: i\'média a postehoü (linha tracejada) e HPD de 95% de probabilidade (linha sólida) para P2. dos
modelos N, SN, St pai-a dilêrcntes contamillações A de uma observação



Capítulo 8

Problemas de inferência em modelos t-assimétricos mul.
tivariados

O trabalho de Chib, Osiewalski e Steel (1991) discute a impossibilidade de atualização da dis-
tribuição à posteriori dos graus de liberdades em modelos de regressão com erros { multivariados.
Tal resultado, coloca enl questão o uso do modelo de regressão dependente t inultivaiiado. Neste
capítulo estendemos esse resultado ao considerar um ntodelo de regressão não-linear com eixos com

distribuição t-assiinétiictt titultivaiiada. Sob condições bitsti\iate blt\tidas impostas a distribuição
a phoü plovamos que distribuição a poséeüoh dos graus de liberdade não é atualizada pela in-
íorinação anlostral.

8.1 Modelo

O modelo de iegiessão não linear é iepiesentado por

y / (x, #) + . (8.1)

sendo, X matriz n x r , P um vetou de coeficientes de regressão, h(X,P) uma função vetoiial de
(X, P), e

. - '*, (.,;«'*, «,, », «)
(8.2)

Consídeta.lemos as seguintes suposições:

1. Seja w = (P, A,7-,77,u) e d = (/i,A,q), onde /i C 1? Ç We, r7 C H Ç HÇ, l9 C O Ç B x H,

T C W+, a. matriz n x m tal que lla.all < 1 Va C W"' e p C W+

2. h(X,/7) : rz x l é uma função conhecida de X e P

3. }'(X, q) rz x rz é uma matriz definida positiva, e função conhecida de X e ?7

4. X é uma matriz aleatória tal (lue a densidade conjunta de p(X, u) se fatora como p(X)p(u),
sendo p(u) a densidade a phoh para os pa-tâinetros. Também assumimos que p(X) é própria.
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Logo, Z/ N S[F (h(X, P), Jt'(X, 77), A, u) e da proposição 2.1 temos (lue

« *,,,« - '~,(«'*,,,, à"'*,«,,»)
, 1 ",« - ,, « - '««. (;,;)

(8.3)

Notamos que a densidade de mistura, p(z X, w), é independente de X e de todos os parâmetros
com exceção de p. Assim podemos escrever o seguinte modelo bayesiano conjunto (dado X)

P(g,;,«, l X) X,,,,u)P(; 1 «)P(w)

8.2 A Distribuição à PosZeríorá

Pelo teorema de Bayes, a distribuição a postehoh de u é dada poi

p(" l y, x) 1 1/, x)a.'-ao

sendo p(u l 3/, X) = J' p(g, z,«i X)/ J' p(y, z,«; X)dudz a distribuição a posíehoü de w. Consid-
eramos a seguinte transformação,

(,, ;) - («, ;), « - ,, (8.4)

com Jacobiano igual a l/z. Notamos que (8.3) e (8.4) nos permitem concluir blue 3/ e (z, p) são
independentes condicional a X, l9 e K:

g/ 1 (;, u) l X, .9, « (8.5)

Da suposição 4 e de (8.3) temos que
x l (,, «,) (8.6)

Logo, de (8.4) e (8.6)

X U- (.,0, K, «) (8.7)

Utilizando as propriedades da independência condicional podemos inferir de (8.5) e (8.7) que Z/ JL
1/ 1 X,l9, K e X JL p l l9, K, assim podemos escrevem'

« -n (3/, X) 0,K (8.8)

Esta ultima equação indica claramente que se p e (l9,n) são independentes, então (X,3/) e p são
independentes incondicionalmente, e a distribuição a postehoh marginal de u é idêntica a sua
distribuição marginal a pdoü. Isto é, neste caso os dados não podem modificar a nossa opinião a
phoh com respeito a u. Este resultado é dttdo iio seguinte teorema,



8.2. A DISTRIBUIÇÃO A POSTERIORI

Teorema 8.1 Soó as suposições 1 -- 4 com disihbuãçâo a phorá própria para u, se

« l (o, .)

onde K é definida el-r} (8.4), evttão
« l (3/, X)

65



66CAPITUL0 8. PROBLEMASDEINFERENCIAEÀ4MODELOST-ASSIÀ4ETRICOSMUIXIVARIADOS



Capítulo 9

Considerações Finais

Nest.cs trabalho foi desenvolvida a dist.tibuição t-assinlétiica fundamental quc inclui a dis-
ta'ibuição [ assimétrica tipo ] (Azza]ini e Da]]a Va]]e, 1996) e a distribuição t assimétrica tipo

ll (Safou et al., 2003)l e baseados nas ptopiiedades desta distribuição analisamos alguns modelos
lineares do ponto de vista bayesiano.

No capítulo 2, descrevemos a distribuição [ assimétrica fundamenta] e desenvo]vemos a]gumas
de suas propriedades baseados no resultados de Arellano-Valle e Genton (2005). Também são estu-
dados como casos especiais desta distribuição como a distribuição assimétrica tipo l e a distribuição
assimétrica tipo 11. Finalmente, analisamos a interpretação do parâmetro de assimetria nestes ca-
sos especiais. Concluímos que as parametrizações apresentadas por Azzalini e Capitanio (1999) e
Bialico e Dey (2001) não lblnecem infoliiiação sob assiinetiia das tliatgitiais.

No capítulo 3, apresentamos o modelo de regressão multivariado considerando a dist.tibuição
[-assimétrica tipo ]], desenvo]vemos o a]golitmo de Gibbs pata imp]ementat a inferência bayesiana
neste modelo. Estudamos vários critérios de informação e mostramos que os critérios EAIC, EBIC
e pBF podem sei utilizados para detectam possíveis afastamentos da suposição de normalidade e
de simetria, destes critérios os melhores resultados foram apresentados poi o EAIC e o EBIC
Concluímos que, o DIC ein geral tende a favorecem modelos mais complexos

No capítulo 4, consideramos uma nova classe de modelos lineares mistos, considerando que os
ermos e os eíêitos aleatórios seguem em turma conjunta uma distribuição t-assimétrica tipo 11. Como
os erros e os eleitos aleatórios não são Jtiais independentes chamamos de este modelo de linear misto
t-assimétrico dependente. Estudamos as propriedades deste tiiodelo e impletncntailios o algoritmo
de Gibbs. Na aplicação utilizamos os dados dc colesterol de Fra.mingha.m.

No capítulo 5, estendemos o modelo linear misto considerando que os ermos e os efeitos aleatórios

são independentes e seguem uma distribuição t-assimétrica tipo l e denominamos este modelo como
modelo de linear misto t-assimétrico independente. Estudamos as propriedades deste modelo e
impleinentamos o algoritmo de Gibbs. Realizamos uma aplicação do modelo para um conjunto
de dados de toxicologia, fizemos uin estudo de sensibilidade que em geral mostrou que os efeitos
fixos são insensíveis a escolha da distribuição a pdoM dos parâmetros de forma: assimetria e graus
de liberdade. No entanto, a. distribuição a posteàoh destes parâmetros pode ser influenciada pela
escolha da distribuição a pdoh.
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No capítulo 6, apresentamos um estudo de robustez considerando um conjunto de dados dentários,
onde comparamos os modelos dependente e independente para o modelo linear misto. Consider-
amos a influência de uin valor oaÍZãer ila distribuição a posiedoh dos efeitos fixos e também na
dista'ibuição a posÍehoó de t.odos os parâmetros. Conc]uínlos que os modelos nolma] e normal
assimétrico são mais afetados pela presencia de um valor outliei que os modelos t e t-assimétrico.
Também observamos que o modelo dependente é mais aíétado que o modelo independente

No capítulo 7, estendemos um modelo com erros nas variáveis de intercepto nulo convidei'ando a
distribuição t-assimétrica tipo l conjunta para os erl'os e as covas'iáveis não observadas, a assimetria
é introduzida somente nas covariáveis. Estudamos as propriedades deste modelo e propomos um
algoiitmo de Gibbs pala implementar a inferência bayesiana neste modelo. llustiainos o modelo
com uma aplicação para um conjunto de dados de um estudo odontológico.

No capítulo 8, estendemos o resultado de dão atualização da distribuição a posteüoh dos graus
de liberdade num modelo de regressão não linear quando os ecos conjuntamente tem distribuição t-
Student (Cliib et al., 1991) pala a distribuição t-assimétrica fundamental, deste modo este resultado
é valido para a distribuição t-assimét.rica tipo l (Azzalini e Capitanio, 1999) e a tipo ll (Safou et al.,

No apêndice B, estudamos a distribuição condicional a postehoh dos graus de liberdade e
mostiainos que é log-roncava o que nos permite utilizar o algoritmo de rejeição adaptativa (Gilks
e Wild, 1992) para geiat amostras desta distribuição.

Na literatura recente, outros autores também tem considerado a distribuição t-assimétrica para
o modelo linear tnisto, assim temos os trabalhos de Jura, Quintana e San Mattín (2008) no enfoque
bayesiano e Zhou e He (2008) no enfoque clássico

9.1 Perspectiva Futuras
Salientamos que os resultados apresentados neste trabalho podem ser facilmente estendidos

para uma classe mais geral de distribuições, a de misturas na escala de uma distribuição normal
assimétrica. Se consideramos a representação da dista'ibuição t-assimétrica dada na proposição 2.1
bastaria consideram alguma outra distribuição pal'a w, assim poderíamos definir esta classe como

2003)

* «-;~«(«,=,s)
w N f..

(9.1)

Uma extensão pata a distribuição [-assimétrica tipo T considerando o mode]o de mistura na
escala de unia normal assimétrica lbi proposto conto um exemplo em Braltco e Dey (2001), algunaas
piopiiedades são estudada\s em mini (2008) e hein algumas aplicações dose?t classe na literatura
recente, poi exemplo, o modelo analisado no capít.ulo 7 é estudado nesta classe mais geral em
Ghosh, Bayes e Lcachos (2009).

Este estudo da distribuição [ assimétrica fundamenta] nos oferece várias possibi]idades pala
futuras pesquisas. Podemos estudar o modelo mais amplo de distribuições assimétricas proposto
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em (9.1). Também consideramos aplicações desta classe de distribuições no modelo linear misto
generalizado relaxando a suposição de normalidade dos efeitos aleatórios.
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Apêndice A

CPO e Pseudo-Fatos de Baves

Seja y um conjunto de observações (y,, r = 1, ..., n), y(,.) denota todos os elementos de y com
exceção de y,. A ordenada preditiva condicional CPO (CondítãonaZ PredicÉãue OrdÍnate) é o valor

da densidade condicional preditiva de validação cruzada avaliada no valor observado g/,,.bs,

0P0.- (g/.,.t,. l yH,.ó.).

Essa t)cedida foi proposta inicialmente poi Geisser e Eddy (1979) e estudada posteriormente poi
Gelfand (1996). O gráfico dos valores da CPO versus as observações, por exemplo, pode' ser usado
como diagnóstico para detectam outZíers, já que um valor alto de CPO indica que a observação está
bem ajustada, e uin valor baixo,o contiaiio.

Para. o cálculo do CPO considera-se a seguinte estimativa de Monte-Carlo,

....-.-------.l

Er:. .f(y,-,.z,. l }''o.),.ó., 0j )

sendo (01, . . . , aA/) uma alnostla da distribuição a poséeãoh.
Podemos utilizam- colllo uma medida informal pa.ta a seleção de modelos o produto dos CPO,

assim para cada modelo calculamos,

e escolhemos o modelo com o maior valor dessa medida. O pseudo-fator de Bayes pala dois modelos

competitivos ]Mi e A/2 é definido poi

PFB ú í=::: ;1:1::::: 1-ú=$,
valores altos do pBF indicam que os dados favorecem ao modelo .ü4i
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Apêndice B

Distribuição condicional dos graus de liberdade

Temos que a dist.tibuição condicional a postehoh dos graus de libei-dade p pata os modelos
estudados neste trabalho tem a forma:

''« úJw«'m";«-l -:««:,;l (B.l)

sendo wí > 0, Vá = 1, ..., m.

O seguinte resultado será útil pala a prova da proposição B.l

Lema B.l Sda @(')(aç) a. /urzçâo tügamma, isto é, a seg mda dcüuada de logl'(z), então temos
gue

úm(,) :» i + íl

Prova : Ver o teorema 9 de Alzer (1997) para n Oek=l

Proposição B.] -A dísíhóuáção corzdicáonaZ a postehoü dos graus de ZáZ)erdade u dada em rZ?.],)
é Zog-conclua para m > 4.

Prova : Então temos que a segunda derivada do logaritmo de /(p 1 .) é dada por

a'/ T«':' ({) *3 * ;
Logo, pelo lema B.l temos que

g« á(T ,)
O que prova a pl'oposição B.l.

Este resultado é importante porque nos peilnite utilizam o algoz'itmo de rejeição adaptativa
de Gillís e Wild (1992) para gerar amostras da distribuição condicional completa a poslerãoh dos
graus de liberdade. Watanabe (2001) obtiveram um resultado similar para o modelo t-Student
considerando uma distribuição a phoh ganlma para os graus de liberdade, no entanto, a fortna de
ptovai tl log-concavidade é diferente t\ t\borda\getn apresentada nestit seção.
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