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Resumo

Nesse trabalho desenvolvemos equagées de estimagio generalizadas para andlise de dados
com medidas repetidas em dois fatores. As equagdes foram concebidas segundo a proposta
de Liang e Zeger (1986). O método ndo pressupde o conhecimento da estrutura real de de-
pendéncia entre as observagoes sob os fatores, no entanto, utiliza uma matriz de correlacio
de trabalho a fim de modelar essa estrutura de dependéncia. Apresentamos estimadores
consistentes para os parametros que modelam a média e para os pardmetros de correlacio
considerando-se sub-estruturas na matriz de correlagio de trabalho. Apresentamos também
rotinas para o calculo das estimativas desses pardmetros. Analisamos trés conjuntos de dados
e avaliamos a qualidade dos modelos ajustados por meio das técnicas de diagnéstico desen-

volvidas por Venezuela et al. (2007).

Palavras-chave: Equactes de estimagd@o generalizadas; estrutura de correlacio; familia ex-

ponencial de distribuigdes; medidas repetidas.
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Abstract

This work develops generalized estimating equations for analysis of data with repeated
measures in two factors. The equations had been developed according to Liang and Zeger
(1986)’s proposal. The method does not assume the knowledge of the real structure of de-
pendence between subjects under factors, it use a working correlation matriz to model this
structure of dependence. Consistent estimators are thus presented for the parameters that
shape the average and for the parameters of correlation considering substructures in the work-
ing correlation matrix. Also, routines are presented for the calculation of the estimates of
these parameters. Three data sets are analysed and the quality of the adjusted models is

evaluated applying the diagnostic techniques developed by Venezuela et al. (2007).

Keywords: Correlation structure; exponencial distribuition family; generalized estimating
equation; repeated measures.
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Capitulo 1

Introducao

Experimentos com medidas repetidas envolvem a realizacdo de observacdes sob diferentes
condicdes de avaliagao para cada unidade experimental. Esse tipo de delineamento, apesar de
apresentar, em geral, dificuldade de acompanhamento das unidades experimentais ao longo
do estudo, é muito comum em diversas dreas de pesquisa, j4 que exige tamanhos de amostra
menores, e fornece melhores condigoes para o estudo de covaridveis, pois caracteristicas ex-
ternas ao estudo se mantém controladas pelo fato de as medidas serem tomadas no mesmo
individuo. Além disso, permite acompanhar a mudanca de comportamento da resposta média
ao longo das condigoes de avaliagdo e muitas vezes melhora a precisao de contrastes associados

a diferencas entre valores médios da varidvel resposta.

A literatura estatistica é muito vasta quanto & anilise de dados com medidas repetidas
quando a distribui¢do de probabilidades da varidvel resposta pode ser considerada normal.
Como exemplo, podemos citar Neter et al. (1996), Singer e Andrade (1986), Laird e Ware
(1982) e Andreoni (2003). Isso se deve & existéncia da distribuicdo normal multivariada e
ao seu facil manuseio teérico inferencial. Quando a varidvel ndo segue a distribuicdo nor-
mal, vérias dificuldades surgem. Por exemplo, a inviabilidade do uso do método de méxima
verossimilhanca para estimagao de parametros de interesse, causada pela falta de conhecimento

sobre a distribui¢ao conjunta dos dados.

Quando ha interesse em analisar o comportamento médio da variavel resposta, pode-se

contornar o problema utilizando-se a abordagem de Equagoes de Estimacao Generalizadas -
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EEG para dados com medidas repetidas (Generalized Estimating Equations - GEE) desen-
volvida por Liang e Zeger (1986). Nessa abordagem, considera-se que cada observagao segue
uma distribuicdo marginal pertencente & familia exponencial de distribui¢oes (Nelder e Wed-
derburn, 1972) para a qual definimos um modelo de regressao da mesma forma que no modelo

linear generalizado - MLG.

Dessa forma, o modelo probabilistico multivariado n&o precisa ser explicitado e a estimagao
dos parametros de interesse é realizada sem ignorar a estrutura de dependéncia entre as ob-
servacoes da mesma unidade experimental que é incorporada sob a forma de uma matriz de
correlagio de trabalho, R(p), totalmente especificada pelo vetor p considerado parametro de
perturbacdo. As rafzes da equagdo de estimacdo generalizada sao estimadores consistentes

para os parametros que modelam a média desde que o estimador do vetor p seja consistente.

A matriz de correlagdo de trabalho, R(p), objetiva definir estruturas que sao, suposta-
mente, mas nao garantidamente seguidas pela matriz de correlagao dos dados. As propriedades
assintéticas dos estimadores dos pardmetros da regressao nao sao afetadas se a estrutura de cor-
relaco de trabalho néo coincide com a verdadeira, desde que p seja consistentemente estimado.
Contudo, podem sofrer uma grande perda de eficiéncia (Fitzmaurice, 1995). E necessério,
pois, propor estruturas adequadas e obter estimadores consistentes para os parametros de

correlagao.

Em alguns problemas a estrutura de correlacio nao se adéqua diretamente &s usuais (padrao
uniforme, M-dependente, AR-1, etc). E o caso em que a varidvel resposta é avaliada sob
um experimento fatorial em que as medidas se repetem em ambos os fatores conjuntamente
aplicados na mesma unidade experimental. Nesse caso, temos uma estrutura peculiar na
matriz de covaridncias para a dependéncia intra individuos, entre e intra fatores. Assim,
existe a necessidade de mudancas no modelo para que este considere esse tipo de dependéncia
das medidas dentro de cada unidade experimental. Uma das mudangas é a assimilacao das

estruturas usuais como sub-estruturas na matriz de correlagao de trabalho.

A seguir, apresentamos um exemplo obtido de Winer et al. (1991).

Exemplo 1 (Winer et al., 1991)Um médico deseja estudar os efeitos de dois medicamentos



(A e B) na circulagao sanguinea de seres humanos. Os niveis dos dois fatores sdo:

e Fator A: placebo e uso do medicamento A;

e Fator B: placebo e uso do medicamento B.

Doze homens de meia-idade participaram do estudo, sendo que cada um deles recebeu
J
0s quatro tratamentos formados pelos cruzamentos dos niveis dos dois fatores. Os quatro

tratamentos sao:
A1 By - placebo (sem uso de medicamento A e sem uso do mediamento B);
A1 B, - uso do medicamento B isolado;
AsB; - uso do medicamento A isolado; e
AgB, - uso dos medicamentos A e B em conjunto.

Dessa forma, temos dois fatores com dois niveis cada e a matriz de correlacio entre as

observagoes de um individuo considerando sub-estruturas pode ser descrita como:

1 P11,12§P11,21 P11,22

R(p) = | L. L. ipea Pz | [Rle]
P2t parazi 1 parge ’
paz11 Pazi2ipazar 1

em que pjkik, 5,5 = 1,2 e k,k' = 1,2, € a correlagdo entre a observacio do individuo no
nivel j do fator A e no nivel k do fator B e a observacao do individuo no nivel j' do fator A e
no nivel k' do fator B. E ainda, a sub-matriz Ry contém as correlagdes entre as observagdes
fizado cada nivel do fator A e Ry contém as correlagées entre as observagdes fizado cada nivel
do fator B e diferentes niveis de ambos os fatores, A e B. Quando o nimero de niveis de cada
fator € maior que dois essas sub-matrizes podem assumir um tipo de sub-estrutura conhecida,

por ezemplo, padrao uniforme, autoregressiva de ordem 1 ou ndo-estruturada.

Para o caso de um tnico fator, sdo dadas na literatura algumas sugestdes para a estimacao

da estrutura de correlagdo como em Artes e Jorgensen (2000), Huajun e Jianxin (2006) e Wang
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e Carey (2004), por exemplo. Isso ndo ocorre, no entanto, quando as medidas se repetem em

mais de um fator.

Nesse trabalho sio considerados dados balanceados, ou seja, originados de experimentos em
que as unidades experimentais sdo observadas em todos os cruzamentos entre niveis de fatores.
Além disso, pressupondo as condigdes gerais da teoria de equagdes de estimagao generalizadas,
sao definidas estruturas para a matriz de correlagdo R(p) e propostos estimadores para p que

garantem consisténcia ao estimar os pardmetros que modelam a média da varidvel resposta.

Como em qualquer modelo de regressdo, faz-se necesséria a verificacao da qualidade do
seu ajuste, diagnéstico, pelo qual sdo examinados possiveis afastamentos das suposigoes do
modelo e sao identificadas observacoes atipicas que podem influenciar desproporcionalmente a
inferéncia. As técnicas de diagnésticos sao bem definidas para modelos lineares generalizados
(Paula, 2004) e foram estendidas para dados com medidas repetidas por Venezuela et al.
(2007). Utilizaremos esta extensao introduzindo a estimagao dos parametros de correlagao no

ajuste.

Aplicacdes a dados reais sao apresentadas considerando-se desde a estimagao dos parametros

até a verificacdo da adequacao do ajuste do modelo.

1.1 Organizacao do trabalho

O corpo do trabalho apresenta-se organizado em capitulos conforme resumo abaixo.

O Capitulo 2 traz a teoria de fungoes de estimagcao, definicoes e conceitos necessarios para
a obtencdo de estimadores consistentes e assintoticamente normais a partir de equagoes de

estimacao generalizadas para medidas repetidas em um tnico fator.

No Capitulo 3 apresentamos as condigoes e especificagoes do modelo e, ainda, as propostas

de estruturas de dependéncia para dados com medidas repetidas em mais de um fator.

As aplicacoes sao descritas no Capitulo 4, em que também sao avaliados os ajustes com as

técnicas de diagnostico adequadas.

As conclusdes encontram-se no Capitulo 5, assim como sugestoes para estudos futuros.
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No Apéndice A constam os conjuntos de dados utilizados e as rotinas computacionais

desenvolvidas para analisé-los.
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Capitulo 2

Funcoes e equagoes de estimacao para medidas

repetidas em um unico fator

Neste capitulo sao apresentados alguns conceitos e defini¢cdes da teoria de Funcdes de
Estimagdo (Godambe, 1991).

Uma funcgéo de estimag@o é uma fungio da amostra, ¢, e do pardmetro de interesse . Um
exemplo bem conhecido de funcao de estimagéo é a funcdo escore. A seguir temos a definicdo

formal encontrada em Artes e Botter (2005).

Definigao 1 Seja X € R* um espago amostral no qual se define uma familia
P = {Py:0 € © CRP} de distribuicies de probabilidades indezadas por um pardmetro 6
desconhecido. Por definicdo, uma fungdo 9 : X X © — RP, é uma funcdo de estimacdo se

para cada 6 € ©, ¥ (.,0) é um vetor aleatdrio.
Considerando uma amostra de n vetores aleatérios independentes: y; = (vi1, ¥i2, i),

1= 1,2,...,n, com uma fun¢ao de estimacio 1, associada a cada um deles, o conceito pode

ser estendido como func¢ao de estimagao para amostra por

T3 0) = > _wi(yi;0), (2.1)
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em que y = (yT,y7, ..., yT)T é o vetor de observagdes com dimensao (N x 1), com N =nt, e

0 = (6,0, ...,0,) é o vetor de parametros com dimensao (p x 1).

O conceito de funcdo de estimacdo é muito geral, abrangendo diversos tipos de fungoes.
No entanto, para nosso estudo sao interessantes apenas aquelas que possuem como raizes

estimadores dos parametros envolvidos no modelo, ou seja,

V,(6,) = 0. (2.2)

A expressao (2.2) é chamada equacdo de estimagdo relacionada a 6 e tem como raiz 0,

estimador do parametro.

Adotando a notacdo ¥, (0) em lugar de ¥,,(y; 6) sdo apresentados a seguir alguns impor-

tantes conceitos da teoria de Funcgédes de Estimacao.

Definicao 2 As fungdes de estimacio W,,(0) e ®,(0) serdo ditas fungdes de estimagdio equiv-

alentes se

¥, (6) = C(6)®,(0),

em que C(0) é uma matriz quadrada ndo estocdstica e nao singular. Isso implica que v,.(0)

e ®,(0) terdo as mesmas raizes.
Definicao 3 A funcdo de estimagio ¥, (0) serd considerada nao viciada se
E¢(¥,(0)) =0,V 0 €O.

De (2.1) se depreende que, se 1;(0) é néo viciada, para todo i = 1,2, ...,n, entao a fungao

¥, (6) com base numa amostra de tamanho n também serd nao viciada.
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Definicao 4 A fungao ¥,(0)(y,0) = (¥1(y,0),¢2(y,0),...,1,(y,0))T : X X © — RP serd
considerada fungdo de estimagdo regular caso satisfaca para todo 0 = (04,0, ...,0,)T € ©

i. BEg{¥,(y,0)} =0, ou seja, a funcdo é ndio viciada;
it. A derivada parcial de 0¥ (y;0)/00; existe quase certamente para y € X;

iti. E possivel permutar o sinal de integragao e diferenciacdo da sequinte forma:

0 0
a0 [ M wsO(w.0)dy = [ - {w(u; Oply, )}y
w. Eg[¥i(y;0)¥;(y;0)] € R, parai,j=1,2,...,pe
Va(6) = Eo {¥(y;0)¥](y;6)}
€ positiva definida; e ainda

v. Eg {%1/),-(3/; 0)8%1/)]-(1;; 6)} ER, e Su(0) = Eg{Vy¥(y;0)} é ndo singular, em que
Ve representa o operador gradiente em relagdo a 6, ou seja, V¥ (y; 0) = 0¥ (y; 0) /007,

sendo
[ 041 (y; 6) o1(y;0) |
owie) | O _(awy;e)>T
—6T : DR =720 ) -
a8 Wpl:0)  Ou(y;6)
a6, a6,

Seja ¥, (0) uma funcdo de estimagdo regular. A matriz de informagao de Godambe de 6
associada a W, é definida como

Jw(0) = Su(0)"V,'(6)Sw(0)

com dimenséo (p X p).
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A matriz de informacao de Godambe desempenha para as fungoes de estimagao regulares
o mesmo papel da matriz de informacao de Fisher para a fungao escore. Temos para a funcao
escore (fungdo de estimagéo regular) Sg(6) = —V ¢(0) e, entdo, a matriz de informacao de

Godambe igual & matriz de informagao de Fisher.

Sg(0) é denominada matriz de sensibilidade de uma funcao de estimagao e esté relacionada
4 derivada parcial da fungdo de estimagdo em relagao aos parametros. Essa matriz carrega
informagao sobre a eficiéncia da fungao na estimagao dos parametros e no caso unidimensional

espera-se que assuma alto valor em maddulo.

Por outro lado, V ¢(8) é conhecida como matriz de variabilidade e espera-se que a fungao
de estimacao apresente baixa variabilidade para que no verdadeiro valor do pardmetro possa

se aproximar do seu valor médio, qual seja, zero.

Godambe (1960) desenvolveu o critério de otimalidade de uma funcio de estimagdo. No
caso de 0 ser unidimensional, por exemplo, pode-se considerar uma fun¢ao de estimagao dtima
se suas raizes possuem variancia assintética minima. Uma extensao do conceito para o caso
multiparamétrico exige ordenacdo de matrizes de covaridncia assintéticas (Chandrasekar e

Kale, 1984).

Neste estudo serdo consideradas as fungdes de estimacdo aditivas ou fungdes de estimagao
lineares (Crowder, 1987). A classe dessas fungoes geradas por u; = u;(y;;0),1=1,2,...,n e

vetores multuamente independentes com média zero é definida por

L(u) = {‘I'n(e) €ER:Wa(0) = > Qu(:)uilys; 9)} ; (2.3)

i=1
com Q;(8), matriz de posto completo nao estocastica, e R contendo todas as fungoes regulares

relacionadas a 6.

Crowder (1987) mostra que sob & classe de fungGes de estimagao aditivas, £(u), a fungao

de estimacao 6tima existe e pode ser obtida por
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W3(0) =3 Qi(0)ui(y;;0) (2.4
em que
Q;(0) = Ey (%) Covy'(u;). (2.5)

Fungoes de estimagio equivalentes a ¥ (6) também serdo étimas.

No caso de um tnico parametro de interesse, para que a distribuigao asssintética da raiz
de uma equagao de estimagao seja considerada normal, é necessdrio apenas mostrar sua con-
sisténcia. Para 6 vetor, no entanto, é necessério atender a algumas condicoes estabelecidas no

teorema! a seguir:

Teorema 1 Considerando-se

a. y;, t=1,2,...,n, vetores aleatorios t-dimensionais independentes;

b. ;(0) = (Yi1, Yias -, ¥ip) i = 1,2,..,m, funcées de estimagio regulares;
n

c. U, (0) = :(6);
1=1

d. paraé >0

L
26

0
E (04 h) — —;(0)|| b = ¢,
e{h;ﬁgﬁ)ga (60 + h) 891/)( )H} bs,

%Z ¢s; — ¢s5 € ps — 0 quando 6 — 0;

i=1

1A prova completa de todos os itens do Teorema 1 pode ser conferida em Artes (1997).
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1+€
os; } —=);

e. para § > 0, existe ¢, 0 < € < 1, tal que

_1"ZE9 { sup

¢z(0 + h) 0’(,07,(0) -

h:||h||<é

f. que para "/’z( ) aoT"/}t( )
=S B {$(0)} = 23 °85:(6) — S(©)

com S nao singular e S; = E {1,[11(0)},

g. que eziste €, 0 < € < 1, tal que

n_l_‘i E |1/},-(0) _sio)| " —o;
i=1

' 2+€

h. que eziste €, 0 < € < 1, tal que max;<;<, Maxi<j<t F || < 005

i. n‘lz Cov(¢;) — V(0), matriz positiva definida;
=1
j. 8, como a solugdo de ¥(w) =0, w € O,

e, ainda, sob condigdes de eristéncia de uma sequéncia de raizes ¥,(w) que seja limitada
em probabilidade ou restrita a wm conjunto compacto q. c., quando n tende a infinito,
temos que

6,5 6.
Sob essas hipdteses,

V(0. — 8) B N,(0,7,1()),
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em que
74(0) = { i $70)} { i V@) {im 50(0)}
= {lim 570} {im v.'@)} { im 5.0)}
= lin {S20)V;©)5,(0)}

Sn(0) = ZS%T@’ Sy,(0) = Eg {a%ﬁq"‘»bi(yi’ 0)}

i=1

V@) =Y "0 v (0) = By {R,(y, 00, (w,,0)).

=1

2.1 Equacoes de estimacao

A teoria de equagdes de estimagdo foi desenvolvida por Liang e Zeger (1986) como uma

13

extensao da teoria de quase-verossimilhanga multivariada, admitindo que cada observacio

tenha distribuicao de probabilidade marginal pertencente & Familia Ezponencial - FE. Nesta

secao sao apresentados conceitos dessa teoria.

Seja y; = (i1, Yiz, .-, Yit)» 0 vetor de respostas (¢ x 1) associado ao i-ésimo elemento de

uma amostra aleatéria, ¢ = 1,2,...,n, e X; = (i1, Ti, .., Tiz) T, uma matriz de planejamento

(t x p), em que @;; = (Tij1, Tij2, .-, Tijp)L é 0 vetor p x 1 de covaridveis para o individuo i

na condigao j, j = 1,2,...,t. Assumimos a fun¢ao densidade de probabilidade ou funcdo de

probabilidade de y;; dada por
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[ (ij3 635, ¢) = exp (¢ {yi0i; — b(0i5)} + c(vij, D) (2.6)

para a qual E[y;] = p; = V(05) e Var[y;] = ¢7'Vy;, em que V(6;;) = db(6;;)/dbi; e
Vij = dpi;/d;; = b"(0;;) é denominada fungdo de varidncia, a qual caracteriza a distribuicao

na FE e ¢! > 0 é o parametro de dispersdo assumido conhecido.

O modelo de regressao para a média p;; é estabelecido por

P
9(pis) =i = > ik = T30, (2.7)
k=1
sendo g(-) uma fungéo qualquer mondtona e diferenciavel denominada fun¢do de ligagdo, x T
é o preditor linear e B = (Bi,...,0B,)T, com p < n, é o vetor de pardmetros modeladores da

média.
2.1.1 Equacao de estimacao sob independéncia

Apresentamos inicialmente a fungéo de estimacéo 6tima, que ignora a dependéncia entre as
observagoes. Serdo consideradas as suposigdes e a notacéo expostas no comego deste capitulo.

De (2.4) e (2.5) advém que a funcdo de estimacao 6tima é dada por

4

(g = ZDTA u;, (2.8)

com u; = (i‘li - ”’i)a

du \T d T o \T | or o
e (Bﬁ) _EB(W(”"_“"O __(8ﬂT) - A= D
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e
Covg (u;) = Cov (y;) = diag {Var (y;;)} = ¢ diag {b” (6:)} = ¢ Ay,
em que
X; on; _ (Ti1, Tiz, - - -, Tig) T, matriz (¢ X p)
(2 aﬁ 1 14) b 2 b i}
00: -
A; = dia X }, matriz (¢ X ¢
g { B (txt)
e

Opsj . . ;
A; = diag { 8:1} = diag {b"(0;;)} = diag {Vi;}, matriz (¢ x t),
ij
com 17; = (i1, Wiz, - - - 7it) " -
E razoavel salientar que A; é definida pela fungéao de variancia e A; depende da funcao de
ligacao.

Igualando a funcéo de estimag@o a zero, obtemos a equagdo de estimacdo sob independéncia

- EEI - relacionada a 3, dada por

n

@l (8) =Y DT AT w; =o0. (29)

i=1

Atendendo as condicdes de regularidade do Teorema 1, é possivel demonstrar que o esti-

mador ,B 1+, raiz da EEI, é consistente para 3 e ainda
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V(B — B) > N, (0,77)
em que

Tt
Jp=1im I,

n—oo n

em que J,r-, matriz de informacdo de Godambe de B associada a \IJ,I:, é igual a matriz de

informacao de Fisher, dada por

e = (sl {Er) (Be)

~ > DrAD,

i=1
com as matrizes de sensibilidade e de variabilidade da forma

S'i = Eﬁ [(‘;%D?A,:luz]

DI A 'Eg iui =-DTA;'D;
1 3 aeT 2 ()

V,; = Eﬁ [D?A{luiuZTA{lD,-]
= DTA'Cov(y;) A;'D; = ¢DT A7 A;A7'D; = —¢7' S,
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Um estimador consistente para a matriz de covariancias de 3;. é dado por

n -1
fs {qszb?m} |
=1

sendo as quantidades D e A avaliadas em 3 o

17

Embora o estimador 3;. seja consistente, ignorar a dependéncia entre as observacoes de um

mesmo individuo gera perda de eficiéncia e as estimativas de erros padroes nao siao confidveis.

2.1.2 Equacoes de estimagao com matriz de correlacao conhecida

Para que a fungao de estimagdo incorpore informagao sobre a dependéncia dos dados,

algumas alteragoes sao necessdrias. Assim, de (2.4) e (2.5), depreende-se que a equacao de

estimagao 6tima de 3, quando a verdadeira matriz de correlagdes entre as observacoes de um

mesmo indiwiduo é conhecida - EEC, tem a seguinte forma
n

‘I’S‘ = ZDiZi_lui = 0,
i=1

com D; = X fA,-Ai. Notar que aqui

T T T
Ep (E)uz) = b (i (y; — m)) = — <6ﬂi> =-X]AA;=-D]

B 06" B
e
Covg (u;) = Cov(y;) = diag{Var(yi;)"*} R;diag{V ar(y;)"/*}
= ¢ 1AVPR, AV = 3,
na qual R; é a verdadeira matriz de correlagoes de y;, 1 =1, ..., n.

Sob as condigdes de regularidade apresentadas no Teorema 1, ,BG‘, a raiz da equagao
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apresentada anteriormente é um estimador consistente para 3 e

Vi (Be- —B) > N, (0,3,

e
com Jg- = lim —/—,
n—oo 7

em que

o {Z}{ZV}{Z}

n
= > DIS:D;
i=1
é a matriz de informacao de Godambe de 3 associada a e

Neste caso,

S; = Ep [%D?E;lui]

= DTS 'Eg [a%ui] = -DIs D,

V: = Eg[D{Z;'uu! %' D;]
DI®;'Cov(y;) 57'D; = DI%;'D; = -S;.

Um estimador consistente para a matriz de covariancias de B,. é dado por
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Joge = {ZAT“_I } , (2.10)

que na literatura é conhecido como estimador “naive” ou “model-based”.
Em geral, a verdadeira matriz de correlagdes é desconhecida, sendo que a equagao ‘Ilf é
pouco utilizada.

2.1.3 Equacao de estimagao generalizada

A teoria desenvolvida por Liang e Zeger (1986) consiste em contornar o problema da falta
de conhecimento sobre a matriz de correlagoes entre as observagoes de um mesmo individuo.
Os autores utilizam uma matriz simétrica (¢ X t), definida sob condigées de ser uma matriz
de correlagoes, denominada matriz de correlagdo de trabalho, R(p), caracterizada pelo vetor
de pardmetros de perturbacao p com dimensdo (s x 1). Uma grande vantagem em relagao a

outras teorias, é que R(p) ndo precisa ser a verdadeira matriz de correlagoes dos vetores y,’s.

Assim, a equagdo de estimacgao generalizada - EEG de 3 é dada por:

v3(B) = Wi(B,p(B,¢)) = > DI u; =0, (2.11)

=1

em que

Q = Qp,¢) = ¢ AV R(p) A (2.12)

e p é um estimador consistente de p.

Nesse caso, (2.11) ndo é uma equagao de estimagao 6tima, podendo inclusive ser viciada.
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Dessa forma, precisamos obter um estimador de p de tal modo que o estimador de 3, solucao
de (2.11), seja consistente e assintoticamente normal e, ainda, um estimador para ¢, no caso

de ele ser desconhecido.

As condicoes impostas aos estimadores de p e ¢ para que o estimador de B continue com

as propriedades citadas acima sdo dadas pelo Teorema 22 a seguir.
Teorema 2 Seja fiG raiz de (2.11). Sob condigbes de reqularidade e assumindo que

a. p(B, ) é uma estimador \/n-consistente de p dados B e ¢;

b. qAS(,B) é um estimador \/n-consistente de ¢ dado 3; e

c. ‘M‘ < H(y,B), sendo H uma funcao Op(1),

9¢

temos que B € um estimador consistente de 3 e

va (Be—8) 2 N, (0,95,
em que

. Jac
JG: lim o 5
n—oo M

e a matriz de informagao de Godambe de B associada a \Ilf;" ¢ dada por

(o} £ {E0)

Si = Ep [a%TD%”ﬂ;lui] = Di Q' Bg [%ui] =-DiQ;'D;

2A prova do Teorema 2 pode ser consultada em Liang e Zeger (1986).

em que
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V= Eg [D]Q; 'uul Q' D;] = DI Q;'Cov(y,)Q; ' D;.

Os resultados do Teorema 2 sdo vélidos mesmo quando R(p) néo é a verdadeira matriz de

correlacao de y,. Um estimador consistente para a matriz de covariancias de 3 é dado por

-1

n -1 n n
ik = {zs} {zbf nuunp} {ZS} | am
=1 =1 i=1

conhecido na literatura como estimador “robusto”, “empirico” ou “sanduiche” e sendo as

quantidades S;, D; e Q; obtidas pelas estimativas consistentes de p, 3 e ¢.

A partir dos conceitos e da teoria expostos até agora, é possivel fazer as seguintes ob-

servacoes:

e Se R(p) se aproxima da verdadeira matriz de correlagao dos y,’s, entdo as estimativas
com base no estimador “naive” e com base no estimador “robusto” também sao préximas.
Isso pode auxiliar na verificagdo da correta especificagdo de R(p). Além disso, temos
um aumento na eficiéncia dos estimadores de 3 [Zeger et al. (1992) e Fitzmaurice et al.
(1993)).

e Para atender & propriedade de consisténcia, o estimador “naive” necessita de correta
especificagao do modelo e da matriz de correlagao de trabalho, enquanto o estimador

“robusto” depende apenas da correta especificagdo do modelo (Prentice, 1988).

e Em pequenas amostras o estimador “robusto” pode ser altamente viesado, pois s6 atende
a essa propriedade assintoticamente. Nesse caso, o estimador “naive” pode apresentar

melhores resultados contanto que p seja consistente (Prentice, 1988).
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2.2 Meétodos de estimacao

Nao é costumeiro encontrar uma forma analitica para o estimador de 3. Em razao disso,
é proposto um processo iterativo para estimar 3 com base no método scoring de Fisher com-
binado com o método de momentos para estimar ¢ e p, esses tltimos sendo tratados como

parametros de perturbacao.

Ao expandirmos a EEG dada em (2.11) em torno de um valor inicial ,B[GO] , temos o algoritmo

de estimacgao abaixo

I
»n»
Q73
+

n -1 n
Zi)?ﬁ‘lﬁi] [befflﬁi] , (2.14)

em que m = 0,1,2,... é o numero da iteragdo, m+1 é a iteragao atual e m a iteragdo anterior

pela qual se obteveram as estimativas de 3, p e ¢ para atualizar as quantidades D, Qe .

Quando substituimos D; = A;A; X; na expressio (2.14), chegamos a

(m]

n -1 n
prl [Zx;.”vifixi] [ZX?Wizi] : (2.15)
i=1 i=1
com W,; = AzAzﬁl_lAzAz € zZ; = 'f]z + (AiAi)_I.

Em seguida, desenvolvemos um processo- de minimos quadrados ponderados em que z é a

varidvel dependente modificada e W é a matriz de pesos ambos mudando a cada passo do

processo iterativo.

O residuo de Pearson para a observacao y;; (Paula, 2004) é definido como
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B e
ayr

(2.16)

em que a;; = ‘A/ij é 0 j-ésimo elemento da diagonal principal de A;. O residuo de Pearson
possui as seguintes propriedades: E[r;;| = 0, Var[r?j] = ¢! e Elryrij) = ¢ pjr, 3 # 7.

Podemos, portanto, obter um estimador y/n-consistente de ¢ em funcéo de 7;;, ou seja,
dado B

n ,f.[{n] 2) !
P = {ZZ%} : (2.17)

2.2.1 Estruturas de correlagao para medidas repetidas em um tnico fator

As EEG’s permitem diferentes especificagoes para a estrutura de correlagao entre as ob-
servagoes da mesma unidade amostral e os estimadores de p, dado ¢, podem ser definidos
em func@o de 7;’s. Utilizaremos, pois, 7; = (7i1,742,...,7i) vetor de residuos de Pearson

associados a y; a fim de especificar estimadores para algumas estruturas de correlacao.

Tendo-se por premissa uma matriz de correlacdo de trabalho nao-estruturada, nao se impoe

nenhum padrao especifico para p, ou seja, R(p) é dada por

1 pi2 p13 -+ pu
| P23 1 P
S T
R(p) = S I (2.18)
Ptt—1
. 1 -

Para a matriz nao-estruturada apresentada em (2.18), um estimador /n-consistente (Liang
e Zeger, 1986) pode ser obtido por
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-1/2

Rip) = %ZA{ Vaal AT (2.19)
i=1

A matriz de correlacio de trabalho ndo estruturada é especialmente 1til quando nao hé
informacao sobre o comportamento das correlagoes. Contudo, ela ndo é muito pratica, afinal,
necessitamos de um n maior que garanta a convergéncia do método iterativo, pois o niimero

de parametros de correlagao a ser estimado é o maior possivel.

Podemos obter melhores resultados quando uma estrutura de correlagao uniforme é pre-
sumida, na qual, consideramos a mesma correlagao entre todas as observagoes do mesmo

individuo, ou seja, pjr, = p para i # j, e a matriz de correlacdo de trabalho fica definida por

Rip)=| = : : :|. (2.20)

p
1

Um estimador y/n-consistente para p (Laird e Ware, 1982), nesse caso, ¢ dado por

n

E E 7::1'._7'7’:1'/:
~ ~ =1 3>k
_ , 2.21
P = =) n—p (2:21)

Outra alternativa é presumirmos uma estrutura de correlagcao autoregressiva de ordem 1,
AR-1, considerando a dependéncia entre as observacoes consecutivas, com pjp = pl=* Nesse

caso, a matriz de correlagdo de trabalho é dada por
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i 1 pl ,02 (1 ]
1 pl t—2
: 1 ... pt—3
R(p) = TP (2.22)
pl
- 1 -

em que o estimador /n-consistente para p (Artes e Botter, 2005) é dado por

n t-—1

E E fijf‘i,j+1
. ~i=1 j=1
= . 2.2
p=2¢ =1 (2.23)

Podemos, ainda, estimar as correlagées para uma estrutura AR-1 ao utilizarmos o coefi-
ciente angular de uma regressao linear simples em que consideramos log(7;;7;;) como variavel
dependente e log [k — I| como a varidvel independente (Liang e Zeger, 1986).

Hé além das anteriores a estrutura de correlagao 1-dependente que define dependéncia

apenas entre observagoes consecutivas, em que p; ;11 = p; com j =1,2,..,t — 1. Assim,

1 pp 0 -+ 0
P10
R(p) = R (2.24)
Pi—1
= 1 =

com estimador +/n-consistente dado por
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n
> it
. 7 =1
= . 2.25
pi=¢ n—p ( )
Para essa estrutura temos um caso especial quando p; = p, isto é,
(1 p0 -~ 0]
1 e 0
R(p) = N (2.26)
= 1 -
com um estimador y/n-consistente para p definido a partir dos p;’s anteriores, ou seja,
.1 .
p=-—=) b (2.27)
t—1 et

Em seguida, especificamos alguns passos a ser cumpridos para facilitar a estimacao dos

parametros.
Etapas do processo de estimagao

1. Inicialmente, podemos desconsiderar a dependéncia entre as observagoes da mesma unidade
amostral a fim de estimar ﬁ[ol, valor inicial, por um MLG em que nao sao necessarias

estimativas para ¢ ou p, ou seja, 2 sendo uma matriz identidade na equagéo (2.15);
2. Especificamos uma estrutura para a matriz de correlagao de trabalho;

3. Caso a estrutura escolhida seja a de independéncia as estimativas de 3 séo as obtidas no

Passo 1;
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4. Caso contrério, utilizamos o valor inicial ﬁlo] para calcular as quantidades necessarias a

equagao (2.15) na préxima etapa:

a. Residuos de Pearson 7”‘1[2];
b. ParAmetro de escala ¢U%; e
c. Parametro de correlacao ﬁv[ol;
5. Nessa etapa, calculamos BM™*Y a partir das quantidades da etapa anterior e atualizamos

,*-g,"], g£[m] e [)[m], sendo [m + 1] a iterac@o atual do processo;

6. Repetimos o Passo 5 até a convergéncia do vetor 3.

2.2.2 Testes de hipé6teses

Queremos testar a hipétese

{ H():Al:}\o (228)

Hy: A #Xo

em que A; ¢ um subvetor (¢ x 1) contendo quaisquer g componentes de 3, 1 < q < p, ou
seja, B = (A1, A2) é uma particao do vetor de pardmetros da regressao com \; contendo os g

parametros de interesse na hipétese.

A estatistica de Wald generalizada é dada por

Qw = (A1 — X0) " Tnag (A1 — o), (2.29)

o) A1
com J,, ., submatriz (¢ x ¢) do estimador robusto J ., apresentado em (2.13), referente aos

parametros de interesse da hipdtese.

A estatistica escore generalizada é dada por

=1

Qs = T7 (X)) V10, T (M), (2.30)
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em que WE(X) é o subvetor (¢ x 1) de TS e Voax, é a submatriz (¢ x ¢) da matriz de

variabilidade que consta no estimador robusto dado em (2.13) avaliados em A.

Consideramos a distribuicdo assintética de ,@G e, ainda, sob a hipétese nula dada em (2.28),

quando n — co, temos que

2
Qw ~ Xg

QS o Xga

ou seja, as duas estatisticas seguem distribuicdo assintética qui-quadrado com ¢ graus de
liberdade.

A1
Como o estimador “robusto” J, pode ser muito viciado em amostras pequenas, Rot-
nitzky e Jewell (1990) fornecem uma alternativa ao escreverem as estatisticas (2.29) e (2.30),

utilizando o estimador “naive”.



Capitulo 3

Equagoes de estimacao generalizadas para me-

didas repetidas em mais de um fator

Nesse capitulo sdo apresentadas as estruturas das equagdes de estimacdo generalizadas
adequadas ao modelo com mais de uma medida repetida, em que as repeticoes se apresentam
em pelo menos dois fatores intra-individuos. Os efeitos dos fatores envolvidos e da interacao

entre eles influenciam nao sé a matriz de planejamento mas também a estrutura de correlacao.

Sem perda de generalidade, e para facilitar a notacdo, apresentaremos a abordagem de

medidas repetidas em apenas dois fatores.

Seja y; = (Yir1, Yia2, - - » Yite, Yiol, Y22, - - - Yizty - - - » Yis1, Yis2, - - - Yist) . O vetor de respostas
(st x 1) do i-ésimo elemento amostral, ¢ = 1,2,...,n, com st observagoes ao longo de duas

dimensoes (dois fatores cruzados) ditos A (com s condiges de observacio) e B (com ¢ condiges

de obsewa,gé.o). Seja, ainda, Xi = (mm, L4125 - - - y Lj1ty Li21, Li22y - - - 3 Lj2%y -+« y Lijgly Ljg2y - -+
T . : _ T ;_

Tis)" , matriz de planejamento (st X p), com Tijk = (Tijk1, Tijk2, - - - > Tijkp) > 7 = 1,2,...,5 €

k =1,2,...,1, vetores de covaridveis (p x 1) para o individuo 7 na condicio j do fator A e

na condicao k do fator B. Admitimos a funcao de distribuicio ou densidade de probabilidade
marginal de cada observagao y;j, conhecida e pertencente a familia exponencial e, ainda, dada

por

29
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S Wijk; Oijis 8) = exp [¢ {iubiji — b(Oi) } + c(Yijn, d)] (3.1)

com E [yijr] = pije = b'(0ijx) e Var [yijr] = ¢~ Vijk, representando a esperanca e a variancia
de v;jx, respectivamente, ¢~' > 0 o parametro de dispersdo e Vijx = duij/d0ijr = b (655k) a

funcao de variancia. A média é modelada por

p
9(kijk) = Mijr = Z Tijaifi = ch;-kﬁ, (3:2)
=1

em que g(-) é a funcdo de ligagio, n;x = Zijx’ B é o preditor linear e B = (B, fz, - - - ,Bo)T,

com p < n é o vetor de pardmetros desconhecido.

3.1 Experimento com medidas repetidas em dois fatores

Na Tabela 3.1 é representado o esquema de um experimento com dois fatores, sendo A

com niveis a1,as, . ..,a; € B com niveis by, by, . .., b;.

Tabela 3.1: Esquema de um experimento com medidas repetidas em dois fatores.

al ... as
individuo | &, -+ b |---| by -+ b
1 Yiin 0 Y | o0 | Yst 0 Yist
2 Yo11 0 Yaue | | Y2s1 c Yast
n Yni1 " Ynit | " | Yns1  *° Ynst

Cada individuo é observado em todas as combinagées dos s X ¢ niveis e y;; é a observacao

do i-ésimo individuo no j-ésimo nivel do fator A e k-ésimo nivel do fator B.

A partir das caracteristicas do problema e do modelo adotado é necessério definir as ma-
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trizes e vetores utilizados no modelo e, consequentemente, redefinir estruturas para a matriz
de correlagao de trabalho.

Supondo um experimento em que as medidas se repetem em dois fatores cada um com 3
niveis, ou seja, s = t = 3, para cada individuo teremos o seguinte vetor de observacoes, matriz

de planejamento e vetor de parametros:

T
Y= [y-ill Yizz Vi3 Y1 Yie2 VYi23  Yis1  Yi32 %33] )

[1 0000000 0]
100100000
100010000
110000000
X;i=[110101000 eﬁ:[ﬂ1ﬁ2ﬁ3ﬂ4ﬁ5ﬁ6ﬂ7ﬁ8ﬁ9]~
110010100
101000000
101100010
(10101000 1|

A matriz de planejamento X; segue a parametrizacdo casela de referéncia em que xy

representa a coluna [, [ =1,...,9, da seguinte forma
Ty = { 1, para todas as observagoes do individuo;

1, se a observagao é obtida sob o nivel j = 2 do fator A
Lijg =
' 0, caso contrario;

1, se a observagao é obtida sob o nivel j = 3 do fator A,
L3 =
' 0, caso contrario;
1, se a observagdo é obtida sob o nivel k£ = 2 do fator B,
Ly =
! 0, caso contréario;
1, se a observacgdo é obtida sob o nivel k = 3 do fator B,
L5 =
' 0, caso contrario;,

Tije = Tj2 * Tiq,
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Ti7 = Tig * Tys;
Tig = Ti3 * Tid;
Tig = T3 * Tis;
O operador (x) denota o produto dos vetores elemento a elemento.

Mesmo R(p) ndo influenciando as propriedades assintéticas dos estimadores de 3, é

necessario que ¢ e p sejam consitentes para atender as condicoes do Teorema 2.

A matriz de correlacdo de trabalho, nesse caso, tem determinada estrutura dentro dos
niveis de cada fator e entre os fatores. Por exemplo, podemos ter todas as trés sub-estruturas
com padrdo uniforme ou a sub-estrutura sob os niveis do fator A pode ser padrao uniforme,

sob os niveis do fator B pode ser AR-1 e entre os dois fatores pode ser nao-estruturada.

3.2 Equacgoes de estimacao generalizadas

Apresentamos nesta secao a teoria de Liang e Zeger (1986) de EEG para o caso de dados
com medidas repetidas em mais de um fator. As mudancas ocorrem principalmente na matriz
de correlacdo de trabalho para que R(p) incorpore informacao sobre a estrutura de dependéncia

intra e entre-fatores.

A equacio de estimacdo generalizada (EEG) para [3, nesse caso, ¢ a mesma dada em (2.11):

n

wE(B) = TS (B,p(B,4)) = > DI u; =0,

=1

com ; = Q;(p,9) = ¢’1A;/ 2R(p)A}? e p estimador consistente de p.

Novamente, a equacdo de estimagao nao é Gtima. Precisamos obter estimadores de ¢, no
caso de ele ser desconhecido, e de p, de tal modo que o estimador de 3 solugao de EEG seja
consistente e assintoticamente normal, atendendo &s condigoes do Teorema 2. Para obter estes
estimadores, utilizamos o mesmo método do Capitulo 2. Definimos o Residuo de Pearson pela

expressao
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_ Yijk — Hijk (3_3)

Tijk =
v/ Aijk
em que a;jx = Vijk, com as mesmas propriedades citadas no capitulo anterior.

Dessa forma, podemos propor o estimador de momentos de ¢ baseado nos residuos

=303 (3.4

i=1 j=1 k=1 (nst —p)’

para o qual p é a dimensao do vetor 3, utilizado implicitamente no célculo dos residuos de

143

Pearson. A corregao “—p” é utilizada para evitar o problema de viés nos estimadores.

Note-se que ¢ e 7ij% mantém sua definicdo como em (2.17) e (2.17), apenas sendo apresen-

tado na notagao de dois fatores para medidas repetidas.

3.3 Estruturas de correlacao considerando sub-estruturas

Nesta se¢ao apresentamos diferentes estruturas para a matriz de correlagdo R(p) que levam
em consideragao as sub-estruturas intra-fatores (efeitos principais) e entre-fatores (interagoes).
Para cada estrutura apresentada, propomos estimadores consistentes para o parametro p que
se baseiam nos residuos de Pearson definidos em (3.3) e sao obtidos pelo método dos momentos

como em Crowder (1995).

As sub-estruturas na matriz de correlagao de trabalho representam as matrizes de cor-
relagdo entre observacoes de um mesmo individuo, mas dentro de cada nivel dos fatores ou

entre diferentes niveis de ambos os fatores.
3.3.1 Estrutura de correlacao nao-estruturada

Sem perda de generalidade, consideramos o caso em que s = { = 3 para exemplificar a

matriz R(p):
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1 p11,12 P11,13 P11,21 P11,22 P11,23 P11,31 P11,32 P£11,33
P21 1 p1213 P12,21 P12,22 P12,23 P12,31 P12,32 P12,33
p1311 P1312 1 p1321 P1322 P13.23 L1331 P13,32 L13,33
P21,11 P2112 P21,13 1 P21,22 P21,.23 P21,31 P21,32 F21,33
R(p) = | pa211 pa2,12 p22,13 P22,21 1 po223 P22,31 P22,32 P22,33
23,11 P23,12 F23,13 23,21 P23,22 1 pa331 pe332 P23,33
P31,11 P31,12 P31,13 P31,21 P31,22 P31,23 1 p31,32 P31,33
P32,11 P32,12 P32,13 32,21 P32,22 P32,23 P32,31 1 ps233
| P33,11 P33,12 P33,13 P33,21 33,22 P33,23 P33,31 33,32 1

A partir da equagdo de momentos

Elrijirijne] = ¢ pikjis (3.5)

oriunda das propriedades do residuo de Pearson, obtemos um estimador y/n-consistente de

Pjkj'k, Paraj=1,2,...,sek=1,2,...,t dado por

n

A ANk TG, K

Pikge = 9 L2, (3.6)
i=1 p

em que j # 7 ouk #K.

3.3.2 Sub-estruturas de correlacao padrao uniforme

Nesse caso, propomos que a matriz de correlagdo de trabalho possua duas sub-estruturas
de correlagdo padrao uniforme. Assim, para s =t = 3, temos a seguinte estrutura na matriz

de correlacao de trabalho para cada individuo:
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[ 1 p2 P2ip1 P3 P3§Pl P3 P3
p2 1 p2ips p1p3ips p1 ps
P2.p2 Lips papiips ps o1
p1 P3 p3il pa p2ipy ps ps
R(p) = | ps p1 p3ip2 1 p2ips p1p3 |,
Papapaipap L f3
P1 P3 P3ip1 p3 p3il pa pa
Ps p1 p3ips p1p3ip2 1 pa

| P3 p3 P1ips p3 pripa p2 1 ]

em que

p1 = Cor(yijx, yijik), € a correlagdo (constante) entre as observagoes do individuo sob os niveis
do fator A fixado o nivel do fator B, com k=1,2,...,tel <j#j <s;

p2 = Cor(Yijk, Yijir) é a correlagdo (constante) entre as observagoes do individuo sob os niveis
do fator B fixado o nivel do fator A, com 7 =1,2,...,sel1 <k#k' <te

ps = Cor(yijx, yijrw ), a correlacdo entre as observagoes do individuo entre diferentes niveis de
ambos os fatores, com j # j' e k # k/, assumindo que as correlagoes entre diferentes niveis de

ambos os fatores também sejam equicorrelatas.

Os estimadores de p;, p2 e p3, com base nas propriedades dos residuos de Pearson, sdo

dados por
n t s A
x 9 T‘ijrl]'k
_ 3.7
DM WIS 7

S

pr= ¢Z 3 Z — ;1’“71”;2 - (3.8)

i=1 j=1 k>k'
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n s i
200D fantiw
N 2=l g kAR
= st — )t —1)/2—p

(3.9)

3.3.3 Sub-estruturas de correlacao AR-1

Nessa proposta, temos duas sub-estruturas de correlagao autoregressiva de ordem 1 difer-
entes, uma para cada fator.Apresentamos abaixo a matriz de correlagao de trabalho R(p) em

que s =t = 3 para cada individuo:

1 py p3ip1 pipe pIPs: Py Pap2 PR ]
pr 1 pipp piopip2ipipe P pipe
P P 1 ipipy pipa pr ipips PP L

............................................. o A

proppz sl 1 pr P3G AL PPz Pl
R(p) = | pp2 P p1P2i P2 1 p PPz p1opip2 |
pipy pip2 p1ips pa 1 oipips pipe pr

Pi P2 PiPai P pipa pirsi 1 2 P
piv2 Pi pip2ipipz propipai p2 1 pa

L 020% Pip2 P} ippl pipe p1ips p2 1

em que

pllj_j 1= Cor(yijk, Yij'k) é a correlagdo entre as observagoes do individuo sob os niveis do fator
A fixado o nivel do fator B, com k=1,2,...,te 1 < j # 7' < s, presumindo que a correlagao
entre as observacoes de um individuo dentro de um nivel do segundo fator diminui & medida

que aumenta a distancia entre os niveis do primeiro fator;

|k—K|
2

p = Cor(yijk, Yijir) € a correlagdo entre as observagoes do individuo sob os niveis do fator

B fixado cada nivel do fator A, com j = 1,2,...,s e 1 < k' # k < t, presumindo que a
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correlacao entre as observagbes de um individuo dentro de um nivel do primeiro fator diminui

a medida que aumenta a distancia entre os niveis do segundo fator;

k—k/
pIJ 7 p| - = Cor(Yijk, Yijrr) € a correlagao entre as observagoes do individuo em diferentes

niveis de ambos os fatores, com j # j' e k # k', assumindo que a correlaciao entre diferentes

niveis de ambos os fatores diminui com o aumento da distancia entre os dois niveis.

Os estimadores para p; e ps, com base nas propriedades dos residuos de Pearson, sao dados

por

n t

=53 Z Tgt’“{s’"j) (3.10)

i=1 k=1 j=1

n s t—1

Z TZ]kT'l](k'f'l) (311)

il =l k=1 O (t=1)

3.3.4 Estrutura de correlagao mista (sub-estrutura AR-1 e sub-estrutura padrao

uniforme)

Em uma situagdo em que a estrutura de dependéncia nao é mesma para os dois fatores,
pode-se propor sub-estruturas diferentes para cada um deles. Aqui presumimos uma sub-
estrutura de correlacio autoregressiva de ordem 1 para o primeiro fator, enquanto para o
segundo fator serd assumida uma sub-estrutura de correlagao uniforme. Apresentamos a seguir

a matriz de correlacdo de trabalho R(p) com s =t = 3 para cada individuo.
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1 p2 p3ip pip2 pipsi propip2 Pip; |
p2 1 p2 ipip2 p1 prp2ipip2 P11 PiP2
oL ...Z.f.’.l./?.z.f.’.lf.’.%....ff.l....el..f??..f’.lff?...!.’.l..

P1 P1P2 P1P23 1 pp P PP pip2 p1Ps

R(p)=|pp2 p1 pip2i p2 1 p2 ipip2 p1 prp2 |,
e . p L e o
P opip2 PR3 P P pisai L p2 P
pip2 P1 P1,02§P1P2 P1 .01P2: p2 1 pa

L p1o5 p1p2 p1 imPi pip2 PPy p2 1

em que

p1 = Cor(yijk, Yijik) é a correlacao entre as observagoes do individuo sob os niveis do fator A,
fixando o nivel do fator B, com k= 1,2,...,t e 1 < j # j' < s, sub-estrutura de correlagao

padrao uniforme;

k—k/ & - - — i
,ol2 I = = Cor(yijk, Yiji) € a correlagdo entre as observagées do individuo sob os niveis do

fator B, fixado cada nivel do fator A, com j =1,2,...,s e 1 < k' # k < t, sub-estrutura de

correlacao AR-1;

plzj 7' p1 = Cor(yijk, Yijw) é a correlagdo entre as observagoes do individuo entre diferentes
niveis de ambos os fatores, com j # j' e k # k', propondo que a correlagao entre os diferentes
niveis de ambos os fatores diminui com o aumento da distancia entre os niveis do segundo
fator, contudo um pouco mais fraca pois é multiplicada pela correlagao entre os niveis do

primeiro fator.
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Os estimadores de p; e py, com base nos reiduos de Pearson, sao dados por

n t S S
X R TijkTij'k
=93> > S |y

i=1 k=1 j>j
€
n s A
nglcrzy(k+l)
Pa = d)z ns(t —1)
i=1 j=1 k=1
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(3.12)

(3.13)

No caso da estrutura mista a proposta pode apresentar muitas variagoes, por exemplo, o

inverso do exposto anteriormente com sub-estrutura de correlagao uniforme para o primeiro

fator e sub-estrutura de correlagio AR-1 para o segundo fator, dependendo, é claro, da na-

tureza dos dados. Pode-se ainda, propor uma correlagido constante entre as observacoes de

diferentes niveis de ambos o fatores.

3.4 Estimadores de B e de sua matriz de covariancias

Dados os estimadores y/n-consistentes de ¢ e de p, temos que B; é um estimador consis-

tente de B com distribuigao assintética dada por

em que

com



40 CAPITULO 3. MEDIDAS REPETIDAS EM MAIS DE UM FATOR

S;=Eg [8%1)? ﬂ{lui] = DIQ;'Eg [a%q,ui] =-DIQ'D;

Vi = Eg [DI'Q; 'uiu] Q7' D;] = DY Q; ' Cov(y,) ' D;

Os resultados do Teorema 2 estdo garantidos pela consisténcia dos estimadores de p e de

¢. O estimador “robusto” para a matriz de covariancias de 3, é dado por:

n -1 n n -1
Tk = {}:si} {Zufngluiuzn,.—lui} {\;si} | .14)
i=1 i=1 i=1

Uma estimativa de (3.14) é obtida quando se avaliam as quantidades nos valores das

estimativas consistentes de p, B e ¢.

A estimacao dos parametros que modelam a média é realizada por método iterativo adap-
tado do algoritmo apresentado no Capitulo 2. Apenas a mudanga na estrutura da matriz de

correlacao de trabalho precisa ser considerada na atualizacao do estimador a cada interacao.

As estatisticas dos testes de hipdteses, tanto de Wald quanto de Score mantém a mesma

forma, pois j4 consideram a matriz R(p) quando necessério.

Um método alternativo de estimagao para os parametros de correlacao é dada por Prentice

e Zhao (1991), que sugere o uso de EEG para estimar conjuntamente 3 e p.



Capitulo 4

Aplicacoes

Neste capitulo sao analisados trés conjuntos de dados utilizando-se o modelo de equacoes de
estimacgao para problemas com medidas repetidas em mais de um fator apresentado no Capitulo
3 e uma rotina desenvolvida no software livre R (http://www.r-project.org/) a partir do pacote
gee apresentada no Apéndice A. Para verificacdo da qualidade do ajuste dos modelos utilizamos
as técnicas de diagnésticos disponiveis em http://www.ime.usp.br/ ~mkelly /(Venezuela et al.,
2007).

4.1 Aplicagao 1

O conjunto de dados utilizado nessa aplicagao faz parte do estudo de Rodrigues (2007).
O objetivo desse estudo é verificar o efeito dos fatores de utilizacdo de Barra, instrumento
odontolégico de retengao (niveis: com e sem)e Lado da mastigagao (niveis: direito e esquerdo)
sobre a variavel intensidade da For¢a (Kgf) aplicada durante a mordida realizada pelo paciente.

Cada paciente foi avaliado nas quatro combinacées dos niveis dos fatores.

Optou-se pelo ajuste de um modelo considerando a distribuigdo Gama na expressao (3.1),
com funcao de ligacdo “logaritmica” em (3.2) pelo fato de a varidvel resposta ser positiva e

apresentar uma assimetria a direita identificada pelo histograma apresentado na Figura 4.1.

41
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Figura 4.1: Histograma para a variavel Forca.

A média da variavel Forga é dada por

log(piji) = Brzin + BaTiz + BsTiz + BaTia,

1=1,2,...,23,5=1,2e k=1,2, em que

Ty = { 1, para todas as observagoes do individuo;

1, se a observacao é obtida sob o nivel j = 2 (com) do fator Barra,
Tip =
@ 0, caso contrario;

{ 1, se a observacdo é obtida sob o nivel k = 2 (direito) do fator Lado,
Tizg =

0, caso contrario;

Tiqg = Ti2 X ;3.
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Adotamos sub-estruturas de correlagdo de trabalho padrao uniforme em ambos os fatores
(ver secao 3.3.2), devido ao fato de que possuem apenas dois niveis cada e outra sub-estrutura
ndo agregaria informagao. Dessa forma, temos trés parametros de correlagéo, p = (p1, p2, p3)7,

em que

p1 € a correlacgao entre as observagoes do paciente nos niveis do fator Barra, fixados os niveis
do fator Lado,

p2 € a correlagao entre as observagoes do paciente nos niveis do fator Lado, fixados os niveis

do fator Barra, e

p3 € a correlagao entre as observagdes do paciente em diferentes niveis do fator Barra e do
fator Lado.

Na Tabela 4.1 sao apresentados os coeficientes obtidos pelo ajuste do modelo. Ao nivel de
5% de significancia verificamos somente a presenga do efeito de Barra (valor-p < 0,001). Os

valores-p foram calculados com base no estimador “robusto”.

Tabela 4.1: Estimativas e erros padroes dos pardmetros do modelo de regressao gama com sub-
estruturas de correlagdo padrao uniforme para a varidvel Forca.

Parametro Estimativa E. P. Naive E. P. Robusto z (Naive) z (Robusto) valor-p

B 1,638 0,100 0,086 16,358 19,150 < 0,001
Ba 0,621 0,096 0,081 6,473 7,639 < 0,001
B -0,106 0,094 0,101 -1,122 -1,043 0,297
B4 -0,035 0,124 0,108 -0,286 -0,330 0,742
) 0,231

Em (4.1) é apresentada uma estimativa da matriz de correlagio de trabalho do modelo
de regressao gama para a varidvel Forga, ajustado com sub-estruturas de correlacao padrao

uniforme:
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1,00 0,56 0,54 0,48
0,56 1,00 0,48 0,54
0,54 0,48 1,00 0,56
0,48 0,54 0,56 1,00

R(p) = [pj] = (4.1)

Aplicando as técnicas de diagndstico desenvolvidas por Venezuela et al. (2007), calcu-
lamos a Distdncia de Cook e os Residuos padronizados para identificar pontos influentes ou
aberrantes. E ainda, o Grdfico de probabilidades meio normal para verificar a adequagao do

modelo. Os resultados sao apresentados nas Figuras 4.2, 4.3 e 4.4, respectivamente.

Na Figura 4.2 identificamos como possivel ponto influente uma observacao do oitavo in-
dividuo com valor da distancia de Cook maior que os demais. No entanto, apés deletarmos as
observacdes desse individuo, verificamos que a inferéncia sobre os pardmetros do modelo nao

se altera.
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Figura 4.2: Distancia de Cook para o modelo de regressdo gama ajustado com sub-estruturas de
correlagdo padrao uniforme para a variavel Forca.
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Na Figura 4.3 nao identificamos possiveis pontos aberrantes com residuo maior que os

demais.
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Figura 4.3: Residuos padronizados para o modelo de regressao gama ajustado com sub-estruturas de

correlagao padrao uniforme para a varidvel Forga.

Além disso, o grdfico de probabilidades meio-normal com envelope simulado apresentado na

Figura 4.4 apresenta todos os pontos dentro da banda de confianca de 95%. Assim, concluimos

que o ajuste do modelo é adequado a variavel Forca.
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Valor Absoluto Ordenado do Residuo Padronizado
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Valor Esperado da Estatistica de Ordem Meio-Normal

Figura 4.4: Gréfico de probabilidade meio-normal com envelope simulado para o modelo de regressao
gama ajustado com sub-estruturas de correlagao padrao uniforme para a variavel Forga.

4.2 Aplicacao 2

O conjunto de dados utilizado nessa aplicagao foi extraido de Winer et al. (1991), pp. 582.
O objetivo é avaliar o efeito do fator B e do fator C, ambos com 3 niveis sobre a varidvel
resposta. Cada um dos seis individuos foi avaliado nas nove combinagoes dos fatores num

total de 54 observagoes.

Inicialmente, optamos por ajustar um modelo presumindo distribui¢gao Normal com fungao
de ligacao “identidade”, principalmente porque, na referéncia, os dados eram tratados sob essa
distribuicdo. No entanto, o algoritmo n@o convergiu nessa situagdo para nenhuma estrutura
de correlacdo. Dessa forma, propusemos um ajuste com distribuigdo gama em (3.1) e uma

funcao de ligagdo “logaritmica” em (3.2).

A média da varidvel resposta é dada por
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log(pijr) = Przin + Patiz + Psziz + Paia + Psxis + Loie + Lrir + Pszis + Boio,

Ty = { 1, para todas as observacoes do individuo;
1, se a observagao é obtida sob o nivel j = 2 do fator B,
Tig =
' 0, caso contrario;
1, se a observagao é obtida sob o nivel j = 3 do fator B,
e
® 0, caso contrario;
1, se a observagao ¢é obtida sob o nivel k = 2 do fator C,
Tig = i
! 0, caso contrario;

1, se a observacao é obtida sob o nivel £ = 3 do fator C,
Tis = i
’ 0, caso contrario;

Tig = Tijp X Tid;
Ti7 = Tig X Tis,
Tig = T3 X Tid,
Ti9 = T4j3 X Ti5.

Como os dados s@o apenas tedricos e ndo apresentam descri¢cdo alguma sobre estrutura
de dependécia, com o objetivo de ilustraciao, admitimos uma sub-estrutura de correlagdo de
trabalho AR-1 dentro dos niveis de ambos os fatores (ver se¢do 3.3.3). Dessa forma, temos

dois parametros de correlagio, p = (p1,p2)’, em que
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p1 é a correlagio entre as observagoes consecutivas do individuo nos niveis do fator B, fixados

os niveis do fator C,

p2 é a correlagao entre as observagoes consecutivas do individuo nos niveis do fator C, fixados

os niveis do fator B.

Na Tabela 4.2 apresentamos as estimativas para os pardmetros do modelo. Os valores-p
foram obtidos com base no estimador robusto e no estimador naive, no entanto, como nossa
amostra é pequena a inferéncia foi considerada a partir do estimador “naive”. Assim, ao nivel

de significancia de 5%, podemos verificar apenas a presenca do efeito do fator B.

Tabela 4.2: Estimativas e erros padroes dos pardmetros do modelo de regressao gama com estrutura
de correlagdo AR-1 para a varidvel resposta.

Parametro Estimativa E. P. valor-z valor-p

Naive Robusto Naive Robusto Naive Robusto
J6)1 3,546 0,124 0,142 28,548 24,871 < 0,001 < 0,001
0B -0,244 0,176 0,148 -1,388 -1,644 0,165 0,100
Bs -0,619 0,176 0,109 -3,524 -5,656 < 0,001 < 0,001
Ba 0,192 0,176 0,089 1,092 2,133 0,275 0,033
Bs 0,425 0,176 0,083 2,417 5,137 0,016 < 0,001
Gs -0,023 0,248 0,100 -0,092 -0,229 0,926 0,818
Bz 0,061 0,248 0,116 0,247 0,529 0,805 0,596
Bs -0,005 0,248 0,056 -0,021 -0,091 0,984 0,927
Bo 0,130 0,248 0,063 0,523 2,063 0,601 0,039
) 0,093

Resumimos os resultados da Tabela 4.2 construindo a Tabela 4.3 de Anélise de Variancia
(ANOVA), na qual também observa-se apenas o efeito do fator B ao nivel de significancia
de 5%. Como o tamanho da amostra é pequeno, consideramos as estatisticas com base no

estimador “naive”.
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Tabela 4.3: ANOVA (Teste de Wald) para os dados da Aplicagao 2.
Robusto Naive
Efeito gl QW  valor-p QW  valor-p
Fator B 2 110,090 < 0,001 12,607 0,002
Fator C 2 130,043 < 0,001 5,859 0,053
Interacao 4 29,327 < 0,001 0,390 0,983

Em (4.2) apresentamos a matriz de correlagdo de trabalho estimada para o modelo de
regressao ajustado para a varidvel resposta. Podemos verificar que as estimativas seguem as
sub-estruturas propostas, mas os valores sdo baixos, com resultados menores do que 0,0001.
Dessa forma, podemos concluir que os dados poderiam ser analisados sob estrutura de cor-
relacdao independente. No entanto, uma andlise com essa estrutura ndo mostrou modificacao

na inferéncia.

1 7,4 —05 5,6e—09 7,7¢e—05 508e—09 4,3e—13 6,0e—09 4,5¢e—13 3,3e—17 |
7,4e — 05 1 7,4e—05 5,8¢—09 7,7e—05 5,8¢—09 4,5e—13 6,0e—09 4,5e—13
5,6e—09 7,4e —05 1 4,3e —13 5,8¢e—09 7,7¢e—05 3,3e—17 4,5e—13 6,0e—09
7,7¢ =05 5,8¢—09 4,3e—13 1 7,4e—05 5,6e—09 7,7e—05 5,8¢e—09 4,3e—13
R(p)=| 5,8¢—09 7,7e—05 5,8¢—09 7,4e—05 1 7,4¢e—05 5,8¢—09 17,7¢e—05 5,8¢—09 (4.2)
4,3e—13 5,8¢—09 7,7e—05 5,6e—09 7,4e—05 1 4,3e—13 5,8e—09 7,7e—05
6,0e —09 4,5¢—13 3,3e—17 7,7¢e—05 5,8—09 4,3e—13 1 7,4e — 05 5,6e —09
4,5e —13 6,0e —09 4,5e—13 5,8—09 7,7e—05 5,8¢—09 7,4e—05 1 7,4e — 05
3,3e—17 4,5e—13 6,0e—09 4,3e—13 5,8¢—09 7,7e—05 5,6e—09 7,4de—05 1

Técnicas de diagnésticos também foram aplicadas ao modelo para verificagao da qualidade

do ajuste.
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Na Figura 4.5, na qual sdo apresentadas as distancias de Cook, identificamos a observagao

22 que se refere ao individuo 3 como possivel ponto influente.
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Distancia de Cook
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Figura 4.5: Distancia de Cook para o modelo de regressao gama ajustado com sub-estruturas de

correlagao AR-1 para a varidvel resposta.

Na Figura 4.6, com os residuos padronizados, identificamos as observacoes 19,22 e 25

também do individuo 3 como possiveis pontos aberrantes. No entanto, temos uma amostra de

tamanho reduzido e optamos pela nao dele¢ao de observagoes.
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Figura 4.6: Residuos Padronizados para o modelo de regressao gama ajustado com sub-estruturas
de correlagao AR-1 para a waridvel resposta.

Além disso, o gréfico de probabilidades meio-normal com envelope simulado, Figura 4.7,
nao mostra nenhum ponto fora da banda de confianga de 95%, indicando-nos um ajuste

adequado do modelo proposto.
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Valor Absoluto Ordenado do Residuo Padronizado
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Figura 4.7: Grafico de probabilidade meio-normal com envelope simulado para o modelo de regressao
gama ajustado com sub-estruturas de correlacdo AR-1 para a varidvel resposta.

4.3 Aplicacao 3

O conjunto de dados apresentado nessa aplicagao foi retirado de Winer et al. (1991), pp.
546. Seu objetivo é avaliar o efeito dos fatores Periodo de tempo, com dez minutos de duragao
cada (niveis: 10, 20 e 30) e a monitoracao de Canal de Frequéncia (niveis: c1, c2 e c3) sobre a
varidvel Escore de acurdcia em realizar os ajustes solicitados. Seis individuos foram avaliados

nas nove combinacoes dos fatores num total de 54 observacoes.

Optou-se pelo ajuste de um modelo considerando a distribui¢do Normal em (3.1) com
funcdo de ligacio “identidade” em (3.2), pois, pelo histograma, apresentado na Figura 4.8, a
varidvel Escore de acurdcia apresenta simetria e a hipdtese de ajuste a essa distribui¢ao nao

é rejeitada quando aplicado teste de Kolmogorov-Smirnov.
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Figura 4.8: Histograma para a varidavel Escore de acurdcia.

A média da variavel Escore de acurdcia é dada por

Kijk = B1Ti1 + BoTia + P3%i3 + Batia + BsTis + Peic + Prxir + Peis + Poio,

1=1,...,6,7=1,2,3ek=1,2,3, em que

1, para todas as observacoes do individuo;

1, se a observagao é obtida sob o nivel j = 2, 20 minutos, do fator Periodo,
0, caso contrario;

1, se a observagao é obtida sob o nivel j = 3, 80 minutos, do fator Periodo,

0, caso contrario;

1, se a observagao é obtida sob o nivel k = 2, ¢2, do fator Canal de frequéncia,
0, caso contrario;
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{ 1, se a observacgao é obtida sob o nivel k = 3, ¢3, do fator Canal de frequéncia,
Tis =

0, caso contrario;

Tie = Tiz X Ty,
Ti7 = Tiz X Tis;
Tig = T3 X Tsg;
Tig = Ti3 X Tis-

Devido a natureza dos dados, em que o fator Periodo por referir-se a tempo pode gerar des-
gaste do individuo ao ajustar o Canal de Frequéncia parecendo adequar-se & uma sub-estrutura
de correlacio AR-1, enquanto o fator Canal de Frequéncia nao aparenta justificar alteracao
na correlacio para os diferentes Periodos sendo razodvel a utilizagao da sub-estrutura padrao
uniforme, presumimos a estrutura de correlagao mista (ver segio 3.3.4). Dessa forma, temos

dois parametros de correlacdo, p = (p1,p2)%, em que

p1 é a correlagdo entre as observagoes consecutivas do individuo nos niveis do fator Canal de

frequéncia, fixando o fator Periodo, e

p2 é a correlagio entre as observagoes do individuo nos niveis do fator Periodo, fixando o fator

Canal de frequéncia.

A Tabela 4.4 apresenta as estimativas para os parametros do modelo. Ao nivel de sig-
nificancia de 5% verificamos que os parametros referentes ao fator Periodo e ao fator Canal
de frequéncia sao significativos, mas os parametros referentes as iteragoes nao sao. Os valores-

p foram obtidos com base no estimador robusto, contudo, a inferéncia permanece a mesma
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quando consideramos o estimador “naive”.

Tabela 4.4: Estimativas e erros padrées dos parametros do modelo de regressdo normal com estrutura
de correlacao mista (AR-1 e padrao uniforme) para a varidvel escore.

Parametro Estimativa E. P. Naive E. P. Robusto z (Naive) 2z (Robusto) valor-p

B 48,000 3,749 3,440 12,803 13,954 < 0,001
B -21,000 4,384 3,000  -4,790 7,000 < 0,001
B -10,833 4,384 3,227 2471 3,357 0,001
Ba 15,000 3,905 1,247 3,840 12,027 < 0,001
Bs 4,000 3,016 1,269 1,326 3,151 0,002
Be 0,500 4,567 1,954 0,109 0,256 0,798
B, 3,167 3,527 2,397 0,898 1,321 0,186
Bs 2,000 4,567 2,549 0,438 0,784 0,433
Bo 1,000 3,527 2,656 0,283 0,376 0,706
¢ 0,012

Resumimos os resultados da Tabela 4.4 construindo a Tabela 4.5 de Anélise de Varidncia
(ANOVA), na qual néo observamos efeito de interacio entre os fatores Canal de frequéncia e
Periodo, mas observamos os efeitos marginais destes fatores, ao nivel de significancia de 5%.
Como o nimero de individuos da amostra é pequeno, consideramos também as estatisticas

com base no estimador “naive”, mas a inferéncia nao se modifica.

Tabela 4.5: ANOVA (Teste de Wald) para os dados da Aplicagao 3.

Robusto Naive
Efeito gl QW  valor-p QW  valor-p
Fator Canal de frequéncia 2 76,504 < 0,001 25,009 < 0,001
Fator Periodo 2 151,530 < 0,001 25,786 < 0,001

Interacao 4 6,654 0,155 3,205 0,524
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Em (4.3) apresentamos a matriz de correlagdo de trabalho estimada para o modelo de
regressao ajustado para a varidvel Escore de acurdcia com estrutura de correlacao mista,

AR-1 no fator Periodo e padrao uniforme no fator Canal de frequéncia.

1,00 0,68 0,46 0,32 0,21 0,14 0,32 0,21 0,14
0,68 1,00 0,68 0,21 0,32 0,21 0,21 0,32 0,21
0,46 0,68 1,00 0,14 0,21 0,32 0,14 0,21 0,32
0,32 0,21 0,14 1,00 0,68 0,46 0,32 0,21 0,14
R(p)=| 0,21 0,32 0,21 0,68 1,00 0,68 0,21 0,32 0,21 (4.3)
0,14 0,21 0,32 0,46 0,68 1,00 0,14 0,21 0,32
0,32 0,21 0,14 0,32 0,21 0,14 1,00 0,68 0,46
0,21 0,32 0,21 0,21 0,32 0,21 0,68 1,00 0,68
0,14 0,21 0,32 0,14 0,21 0,32 0,46 0,68 1,00

Novamente, as técnicas de diagndstico foram aplicadas ao modelo para verificacao da qual-

idade do ajuste.

Na Figura 4.9, a qual apresenta as distdncias de Cook para as unidades experimentais,
identificamos uma observacao do individuo 3 com valor maior do que as demais, o que pode

significar um possivel ponto influente.
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Figura 4.9: Distancia de Cook para o modelo de regressdo normal ajustado com estrutura de cor-
relagdo mista (AR-1 e padrao uniforme) para a varidvel Escore.

Ja na Figura 4.10, na qual sdo expostos os residuos de padronizados, podemos verificar que
existe um ponto fora dos limites referente a mesma observagao do individuo 3 que apresentou
maior distancia de Cook. No entanto, novamente contamos com uma amostra de tamanho

reduzido e optamos por nao deletar as observagbes do individuo.
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Figura 4.10: Residuos Padronizado para o modelo de regressao normal ajustado com estrutura de
correlagao mista (AR-1 e padrao uniforme) para a variavel Escore.

Contudo, o grifico de probabilidades meio-normal com envelope simulado, Figura 4.11,

apresenta todos os pontos dentro da banda de confiancga de 95%, o que nos aponta um ajuste

adequado do modelo proposto.
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Figura 4.11: Gréfico de probabilidade meio-normal com envelope simulado para o modelo de regressao
normal ajustado com estrutura de correlagao mista (AR-1 e padrao uniforme) para a varidvel escore.

A referéncia da qual foram retirados os dados tratava a estrutura de correlacao como padrao
uniforme. Dessa forma, ajustamos os dados com sub-estruturas de correlacao padrdo uniforme
para uma comparagao com os resultados da estrutura de correlagao mista (AR-1 e uniforme).
Nesse caso, a inferéncia nao se modificou, no entanto, os graficos de diagnésticos se mostraram

piores como podemos observar nas figuras 4.12, 4.13 e 4.14.



60 CAPITULO 4. APLICACOES

0.10
L

0.08
!

Distancia de Cook
°
Distancia de Cook
0.10
L

°
°
oo
oo oo

& - @ ooee

0,00

!
- - e
N e e
w - ® o o0
& - oo
o - o oo

D o

0.00

!
= - oes0e
N - ome

o - ®e
o - eso e

Unidade Experimental Unidade Experimental

Figura 4.12: Comparacao das distancias de Cook entre o ajuste com estrutura de correlagao mista
(AR-1 e uniforme) e ajuste com ambas as sub-estruturas de correlagao uniforme.
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Figura 4.13: Comparagao dos residuos padronizados entre ajuste com estrutura de correlagao mista
(AR-1 e uniforme) e ajuste com ambas as sub-estruturas de correlagao uniforme.
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Figura 4.14: Comparacao dos gréficos de probabilidade meio-normal com envelope simulado entre
ajuste com estrutura de correlagao mista (AR-1 e uniforme) e ajuste com ambas as sub-estruturas
de correlagao uniforme.
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Capitulo 5

Conclusoes e estudos futuros

Nesse trabalho estendemos as equagoes de estimagao generalizadas desenvolvidas por Liang
e Zeger (1986) para medidas repetidas em mais de um fator. Além disso, apresentamos
estruturas de correlacao de trabalho adequadas a medidas repetidas em dois fatores, bem como
estimadores para os parametros de correlagdo dessas estruturas, colaborando, dessa forma,
para a melhor especificagao da estrutura de dependéncia entre os dados. Desenvolvemos na

linguagem R rotinas para o cdlculo das estimativas dos modelos propostos.

Como estudos futuros, muitas propostas podem ser exploradas quando os dados pos-
suem medidas repetidas em mais de um fator, especialmente em relacao & estrutura de
depéndéncia. Outros métodos de estimagio dos parametros de correlagio, como o de quase-
minimos-quadrados citados em Wang e Carey (2003), podem ser abordados e a avaliacao do
impacto desses métodos nas estimativas dos pardmetros de modelagem da média pode ser

considerada.
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Apéndice A

Conjuntos de dados e rotinas computacionais

Para a consideracao da estrutura de correlacao em ambos os fatores no processo iterativo
responsavel pela estimagao dos parametros da regressao, foi necessario criar rotinas em que

utilizamos implicitamente o pacote gee do softwere livre R (http://www.r-project.org/).

Nao houve necessidade de alteracées nos algoritimos de criacao dos graficos de distdncia de
Cook e de residuos padronizados pois o método iterativo utilizado para estimar os parametros
modeladores da média e a matriz de correlagao fornece todas as informagoes. Apenas na rotina
responsavel pela criagao do grafico de envelope meio-normal precisamos utilizar internamente

a rotina de estimacdo do modelo com as sub-estruturas na matriz de correlagdo de trabalho.

Nesse capitulo apresentamos os conjuntos de dados referentes as aplicagoes e as rotinas

utilizadas nas anélises.
A.1 Aplicacao 1

Tabela A.1: Conjunto de dados da Aplicacao 1.

Observacao Individuo Barra Lado Forga
1 1 sem esquerdo 4,33
2 1 sem direito 3,43
3 1 com esquerdo 6,67
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Observagao Individuo Barra Lado Forga
4 1 com direito 4,65
5 2 sem esquerdo 1,30
6 2 sem direito 1,60
7 2 com esquerdo 5,60
8 2 com direito 7,10
9 3 sem esquerdo 7,93
10 3 sem direito 5,10
11 3 com esquerdo 12,77
12 3 com direito 11,88
13 4 sem esquerdo 8,13
14 4 sem direito 2,77
15 4 com esquerdo 12,77
16 4 com direito 11,88
17 5 sem esquerdo 4,75
18 5 sem direito 3,48
19 ) com esquerdo 12,03
20 ) com direito 10,72
21 6 sem esquerdo 6,28
22 6 sem direito 6,58
23 6 com esquerdo 10,72
24 6 com direito 10,33
25 7 sem esquerdo 2,07
26 7 sem direito 3,97
2F 7 com esquerdo 8,08
28 7 com direito 9,57
29 8 sem esquerdo 8,40
30 8 sem direito 12,07
31 8 com esquerdo 23,08
32 8 com direito 20,17
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Observacao Individuo Barra Lado Forca
33 9 sem esquerdo 2,12
34 9 sem direito 1,78
35 9 com esquerdo 6,63
36 9 com direito 4,65
37 10 sem esquerdo 2,92
38 10 sem direito 4,58
39 10 com esquerdo 12,77
40 10 com direito 11,88
41 11 sem esquerdo 6,63
42 11 sem direito 4,65
43 11 com esquerdo 7,58
44 11 com direito 5,80
45 12 sem esquerdo 8,22
46 12 sem direito 5,03
47 12 com esquerdo 12,77
48 12 com direito 11,88
49 13 sem esquerdo 4,33
50 13 sem  direito 3,43
o1 13 com esquerdo 6,63
92 13 com direito 4,65
53 14 sem esquerdo 5,85
54 14 sem  direito 2,53
55 14 com esquerdo 10,20
56 14 com direito 4,50
o7 15 sem esquerdo 2,13
58 15 sem direito 1,67
59 15 com esquerdo 2,82
60 15 com direito 1,87
61 16 sem esquerdo 6,85
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Observacao Individuo Barra Lado Forca
62 16 sem  direito 3,38
63 16 com esquerdo 8,08
64 16 com direito 9,57
65 17 sem esquerdo 4,33
66 17 sem direito 3,43
67 17 com esquerdo 7,22
68 17 com direito 3,05
69 18 sem esquerdo 4,52
70 18 sem direito 4,30
71 18 com esquerdo 6,00
72 18 com direito 9,63
73 19 sem esquerdo 4,57
74 19 sem direito 8,50
75 19 com esquerdo 15,70
76 19 com direito 14,03
7 20 sem esquerdo 8,05
78 20 sem direito 5,67
79 20 com esquerdo 9,23
80 20 com direito 4,28
81 21 sem esquerdo 5,10
82 21 sem direito 4,30
83 21 com esquerdo 7,58
84 21 com direito 6,53
85 22 sem esquerdo 4,80
86 22 sem direito 7,42
87 22 com esquerdo 7,22
88 22 com direito 3,05
89 23 sem esquerdo 4,78

90 23 sem  direito 6,85
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Observagao Individuo Barra Lado Forga
91 23 com esquerdo 8,08
92 23 com direito 9,57

A.1.1 Rotina para estimacao dos pardmetros de correlacao, de dispersdo e da
média com matriz de correlacao de trabalho com sub-estruturas padrao

uniforme em ambos os fatores:

library (MASS)
# Estimacdo de beta sob independéncia
fit.inic <- glm(y ~ X + (1), family=Gamma(link="log"))#(link = linkmu))

beta <- fit.inic$coefficients
p <= ncol(X)

n <= length(y)/(s*t)

N <- length(y)

# Calculo dos residuos e de phi

mu <- fit.inic$fitted.values

if (opFamily=="poisson") vmu <- as.vector(mu)

if (opFamily=="Gamma") vmu <- as.vector(mu~2)

if (opFamily=="gaussian") vmu <- as.vector(mu~0)

if (opFamily=="binomial") vmu <- as.vector (mu*(1-mu))

if (opFamily=="inverse.gaussian") vmu <- as.vector(mu~3)

res <- as.vector((fit.inic$residuals)*(1/sqrt(vmu)))
phi <~ (reslxjres)/(nxs*xt - p)

if (opFamily == "poisson") phi <- summary(fit.inic)$dispersion
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# Estimacdo das correlagdes
if (optionR=="excfac2") {
rr <- as.vector(rep(0,3))
i<-0
a<-0
while (i < N-1) {
for (j in (i+1):(i+t-1)){
for(k in (j+1):(i+t)) {
rr[2] <- rr[2]+res[jl*res[k]
}
}
i <- i+t
}
i<-0
while (i < N-t*(s-1)) {
j <= i+l
while (j < (i+(s-1)*t+1)){
k <- j+t
while(k < i+sxt+1) {
rr[1] <- rr[1]+res[jl*res[k]
k <= k+t
}
j <= j+1
}
i <= i+tx*xs
}
i<=0
while (i < N) {
for (sl in 1:(s-1)) {
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for (j in (i+1+tx(s1-1)):(i+t*s1)) {
for (k in (i+t*si+1):(i+t*s)) {
rr[3] <- rr[3]l+res[jl*res[k];a=a+l
#cat(j,k,i,"\n")
}

¥
i <- i+tx*s
}
rr[3] <- rr(3]-rrli]
# Estimativas iniciais das correlagdes
rho <- phi*rr/c(N*(t-1)/2-p,N*(s-1)/2-p,N*(s-1)*(s-1)/2-p)

# Estimativa inicial da matriz de correlagdo de trabalho
R1 <- diag(alpha[1],t,t) + (matrix(1,t,t)-diag(t))+*alphal3]
R2 <- (matrix(1,t,t)-diag(t))*alphal[2] # dentro do fator 1
R3 <- kronecker(diag(s), R2)
R4 <- kronecker(matrix(1,s,s)-diag(s), R1)
Rn <- diag(s*t) + R3 + R4

# Inicio do processo iterativo para estimar beta

library(gee)
ite <=1
dif <- 1

while (dif>0.00001 && ite<50){

fitn = gee(y ~ X + (-1), id = individuos, corstr="fixed",
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family=Gamma(link="log"), R = Rn, b = beta,

betan <- fitn$coefficients

# Calculo dos residuos e phi

if
if
if
if

mu <- fitn$fitted.values #
(opFamily=="poisson")
(opFamily=="Gamma")
(opFamily=="gaussian")
(opFamily=="binomial")

if

(opFamily=="inverse.gaussian")

eta

vmu

res <- (fitn$residuals)*(1/sqrt(vmu))

phi <- summary(fitn)$scale

# Es

timativa das correlagdes
{
rr <- as.vector(rep(0,3))
i<-0
while (i < N-1) {
for (j in (i+1):(i+t-1)){
for(k in (j+1):(i+t)) {
rr[2] <- rr[2]+res[jl*res[k]
}
}
i <= i+t
}
i<-0
while (i < N-t*(s-1)) {

maxiter

as

as

as.

as.

as

1)

.vector (mu)

.vector(mu~2)

vector (mu~0)

vector (mux (1-mu))

.vector (mu~3)
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j <= i+l
while (j < (i+(s-1)*t+1)){
kK <- j+t
while(k < i+sxt+1) {
rr(1] <- rr[1]+res[jl*res[k]
k <- k+t
}
j <= j+1
}
1 <- itt*s
}
i<-0
while (i < N) {
for (s1 in 1:(s-1)) {
for (j in (i+1+t*(s1-1)):(i+t*s1)) {
for (k in (i+txsi+1):(i+t*s)) {
rr[3] <- rr[3]+res[jl*res[k]
}

}
i <= i+t*s
}
rr[3] <- rr[3]-rr[i]
rho <- phi*rr/c(N*(t-1)/2-p,N*(s-1)/2-p,N*(s-1)*(s-1)/2-p)

# Estimativa da matriz de correlagdo de trabalho na iteracgéo
R1 <- diag(rho[1],t,t) + (matrix(1i,t,t)-diag(t))*rho[3]
R2 <~ (matrix(1l,t,t)-diag(t))*rho[2]
R3 <- kronecker(diag(s), R2)
R4 <- kronecker(matrix(1,s,s)-diag(s), R1)
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Rho <- diag(s*t) + R3 + R4

#Atualizations
dif <- abs(sum((betan-beta)))
beta <- betan
ite <- ite+l
Rn <- Rho
}

summary (fitn)

A.2 Aplicagao 2

Tabela A.2: Conjunto de dados da Aplicacao 2.

Observagao Individuos B C V. Resposta

1 1 bl cl 25
2 1 bl «¢2 43
3 1 bl ¢3 50
4 1 b2 cl 30
3 1 b2 c2 42
6 1 b2 ¢3 47
7 1 b3 cl 18
8 1 b3 ¢2 27
9 1 b3 ¢3 36
10 2 bl cl 15
11 2 bl «¢2 31
12 2 bl ¢3 40
13 2 b2 cl 20
14 2 b2 c2 27
15 2 b2 ¢3 37
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Observagao Individuos B C V. Resposta
16 2 b3 cl 15
17 2 b3 c2 22
18 2 b3 «¢3 31
19 3 bl cl 50
20 3 bl c2 55
21 3 bl ¢3 65
22 3 b2 cl 48
23 3 b2 c2 44
24 3 b2 ¢3 60
25 3 b3 «cl 30
26 3 b3 ¢2 37
27 3 b3 ¢3 40
28 4 bl cl 40
29 4 bl ¢2 38
30 4 bl ¢3 51
31 4 b2 cl 15
32 4 b2 ¢2 24
33 4 b2 ¢3 41
34 4 b3 «cl 16
35 4 b3 c2 13
36 4 b3 ¢3 25
37 5 bl cl 32
38 5 bl c2 35
39 5 bl ¢3 45
40 5 b2 cl 20
41 5 b2 2 27
42 5 b2 ¢3 33
43 5 b3 cl 12
44 5 b3 2 17
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Observagao Individuos B C V. Resposta

45 5 b3 3 27
46 6 bl cl 46
47 6 bl «¢c2 50
48 6 bl ¢3 67
49 6 b2 cl 30
50 6 b2 c2 29
o1 6 b2 «¢3 47
52 6 b3 cl 21
83 6 b3 c2 19
o4 6 b3 ¢3 36

A.2.1 Rotina para estimacao dos pardmetros de correlacao, de dispersao e de
média com matriz de correlagao de trabalho com sub-estruturas AR-1 em

ambos os fatores:

library (MASS)

# Estimagdo de beta sob independéncia

fit.inic <- glm(y ~ X + (-1), family=Gamma(link="log"))
beta <- fit.inic$coefficients

p <- ncol(X)

n  <- length(y)/(s*t)

N  <- length(y)

# Cdlculo de residuos e estimativa inicial de phi

mu <- fit.inic$fitted.values
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if (opFamily=="poisson") vmu <- as.vector (mu)

if (opFamily=="Gamma") vmu <- as.vector(mu~2)

if (opFamily=="gaussian") vmu <- as.vector(mu~0)

if (opFamily=="binomial") vmu <- as.vector (mu*(1-mu))

res <- as.vector((fit.inic$residuals)*(1/sqrt(vmu)))

phi <- summary(fit.inic)$dispersion

cat("phi estimate under glm:", phi~(-1),"\n")
# Estimativas iniciais de rho

if (optionR=="arifac2") {

rr <- as.vector(rep(0,2))

i<-0
while (i < N-1) {
for (j in (i+1):(i+t-1)){
rr[2] <- rr[2]+res[jl*res[j+1]}
i <- i+t}

i<-0; a<-0
while (i < N-t*(s-1)) {
for(j in (i+1):(i+t*(s-1))){
rr[1] <- rr[1l+res[jl*res[j+t]; a=a+1}
i <- i+txs}

alpha <- rr*phi/c(n*s*(t-1),n*t*(s-1))

# Estimativa inicial da matriz de correlagdo de trabalho
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S1 <- matrix(0,t,t)
for(i in 1:t){
for(j in 1:t){S1[i,jl=abs(i-j)}}
R1 <- matrix(1,t,t)*alphal1]
R2 <- alpha[2]-°S1
Rn <- kronecker(matrix(1,s,s),R2)*kronecker(R1°S1,matrix(1,s,s))

# Processo iterativo para estimacdo de beta

library(gee)
ite <- 1
dif <- 1

while (dif>0.00001 && ite<5) {
fitn = gee(y ~ X + (-1), id = individuos, corstr="fixed",
family=Gamma(link="log"), R = Rn, b = beta, maxiter = 1)
betan <- fitn$coefficients

mu <- fitn$fitted.values

if (opFamily=="poisson") vmu <- as.vector (mu)

if (opFamily=="Gamma") vmu <- as.vector(mu~2)

if (opFamily=="gaussian") vmu <- as.vector(mu~0)

if (opFamily=="binomial") vmu <- as.vector (mu*(1-mu))

res <- (fitn$residuals)*(1/sqrt(vmu))
phi <- summary(fitn)$scale
{
rr <- as.vector(rep(0,2))
i<=0
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while (i < N-1) {
for (j in (i+1):(i+t-1)){
rr(2] <- rr[2]+res[jl*res[j+11}
i <- i+t}
i<-0
while (i < N-t*(s-1)) {
for(j in (i+1):(i+t*(s-1))){
rr[1] <- rr[i1l+res[jl*res[j+t]}
i <= i+t*s}
alpha <- rr/phi/c(n*s*(t-1),n*t*(s-1))

S1 <- matrix(0,t,t)
for(i in 1:t){
for(j in 1:t){S1[i,jl=abs(i-j)}}

R1 <- matrix(1,t,t)*alphali]
R2 <- alpha[2]~S1

Rho <- kronecker(matrix(1,s,s),R2)*kronecker(R1°S1,matrix(1,s,s))
#Atualizagdes
dif <- abs(sum((betan-beta)))
beta <- betan

ite <- ite+l
Rn <- Rho

summary (fitn)
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A.3 Aplicagao 3

Tabela A.3: Conjunto de dados da Aplicacao 3.

Observacao Individuo Canal de frequéncia Periodo Escore

1 1 cl 10 45
2 1 cl 20 40
3 1 cl 30 28
4 1 c2 10 53
) 1 c2 20 52
6 1 c2 30 37
7 1 c3 10 60
8 1 c3 20 o7
9 1 c3 30 46
10 2 cl 10 35
11 2 cl 20 30
12 2 cl 30 25
13 2 c2 10 41
14 2 c2 20 37
15 2 c2 30 32
16 2 c3 10 50
17 2 c3 20 47
18 2 c3 30 41
19 3 cl 10 60
20 3 cl 20 o8
21 3 cl 30 40
22 3 c2 10 65
23 3 c2 20 o4
24 3 c2 30 47
25 3 c3 10 75
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Observagao Individuo Canal de frequéncia Periodo Escore

26 3 c3 20 70
27 3 c3 30 50
28 4 cl 10 a0
29 4 cl 20 25
30 4 cl 30 16
31 4 c2 10 48
32 4 c2 20 34
33 4 c2 30 23
34 4 c3 10 61
35 4 c3 20 ol
36 4 c3 30 35
37 S cl 10 42
38 9 cl 20 30
39 9 cl 30 22
40 S c2 10 45
41 d c2 20 37
42 d c2 30 37
43 d c3 10 95
44 5 c3 20 43
45 S c3 30 37
46 6 cl 10 56
47 6 cl 20 40
48 6 cl 30 31
49 6 c2 10 60
50 6 c2 20 39
51 6 c2 30 29
52 6 c3 10 7
53 6 c3 20 o7
54 6 c3 30 46
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A.3.1 Rotina para estimacdo dos parametros de correlacao, de dispersao e de
média com matriz de correlacao de trabalho com sub-estruturas mista

(AR-1 e padrao uniforme):

library (MASS)
# Estimagdo de beta sob independéncia

fit.inic <- glm(y ~ X + (-1), family=gaussian(link="identity"))

beta <- fit.inic$coefficients
p <- ncol(X)

n <- length(y)/(s*t)

N  <- length(y)

# Cdlculo dos residuos e estimacdo de phi

mu <- fit.inic$fitted.values # eta

if (opFamily=="poisson") vmu <- as.vector (mu)

if (opFamily=="Gamma") vmu <- as.vector(mu~2)

if (opFamily=="gaussian") vmu <- as.vector(mu~0)

if (opFamily=="binomial") vmu <- as.vector (mu*(1-mu))

# Estimacgdo das correlagdes

res <- as.vector(fit.inic$residuals*(1/sqrt(vmu)))
phi <- 1/((resy*%res)/(n*s*t - p))
if (opFamily == "poisson") {phi <- summary(fit.inic)$dispersion
if (optionR=="mistfac2") {

rr <- as.vector(rep(0,2))

i<-0

while (i < N-1) {

for (j in (i+1):(i+t-1)){rr[2] <- rr([2]+res[jl*res[j+11}
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i <- i+t
}
i<-0
while (i < N-t*(s-1)){j <- i+l
while (j < (i+(s-1)*t+1)){k <- j+t
while(k < i+s*xt+1){
rr[1] <- rr[i1]l+res[jl*res[k]
k <— k+t}
j <= j+1}
i <- i+tx*s}
# Estimativa inicial das correlagdes
alpha <- phi*rr/c(N*(s-1)*(s-1)/2-p,n*s*(t-1))

# Estimativa inicial da matriz de correlagdo de trabalho
S1 <- matrix(0,t,t)
for(i in 1:t){for(j in 1:t){S1[i,jl=abs(i-j)}}
R1 <- matrix(1,s,s)-diag(s)
S <- alpha[2]~S1
R <- alpha[1]°R1
Rn <- kronecker(R,S)
}

# Inicio do processo de estimagdo de beta

library(gee)
ite <- 1
dif <- 1

while (dif>0.00001 && ite<50) {
fitn = gee(y ~ X + (-1), id = cluster, corstr="fixed",

family=gaussian(link="identity"), R = Rn, b = beta, maxiter

1)

83



84 APENDICE A. CONJUNTOS DE DADOS E ROTINAS COMPUTACIONAIS

betan <- fitn$coefficients

mu <- fitn$fitted.values

if (opFamily=="poisson") vmu <- as.
if (opFamily=="Gamma") vmu <- as.
if (opFamily=="gaussian") vmu <- as.
if (opFamily=="binomial") vmu <- as.

vector (mu)
vector (mu~2)
vector (mu~0)

vector (mux (1-mu) )

res <- as.vector(fit.inic$residuals*(1/sqrt(vmu)))

phi <- 1/((res¥x*Jres)/(n*s*t - p))

# Estimacdo das correlagdes na iteracdo
{
rr <- as.vector(rep(0,2))
i<-0
while (i < N-1){
for (j in (i+1):(i+t-1))

{rr[2]<- rr[2]+res[jl*res[j+1];i <- i+t}}

i<-0
while (i < N-tx(s-1)){j <- i+l
while (j < (i+(s-1)xt+1)){k <- j+t

while(k < i+s*t+1){rr[1] <- rr[i]+res[jl*res[k]; k <- k+t}

j <= j#+1}
i <- i+t*s}

alpha <- phi*rr/c(N*(s-1)*(s-1)/2-p,nxs*(t-1))

S1 <- matrix(0,t,t)

for(i in 1:t){for(j in 1:t){S1[i,jl=abs(i-j)}}

R1 <- matrix(1,s,s)-diag(s)
S <- alpha[2]~S1

R <- alpha[1]~R1

Rho <- kronecker(R,S)
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}

# Atualizations
dif <- abs(sum(betan-beta))
beta <- betan
ite <- ite+l
Rn <- Rho
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