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Resumo

Nesse trabalho desenvolvemos equações de estimação generalizadas pala análise de dados
com medidas repetidas em dois fatores. As equações foram concebidas segundo a proposta
de Liang e Zegei (1986). O método não pressupõe o conhecimento da estrutura leal de de..
pendência entre as observações sob os favores, no entanto, utiliza uma matiz de correlação
de trabaZAo a íim de modelam essa estrutura de dependência. Apresentamos estimadores

consistentes pala os parâmetros que modelam a média e pala os parâmetros de correlação
considerando-se sub-estruturas na matriz de correlação de trabalho. Apresentamos também
rotinas para o cálculo das estimativas desses parâmetros. Analisamos três conjuntos de dados

e avaliamos a qualidade dos modelos ajustados por meio das técnicas de diagnóstico desen-
volvidas por Venezuela et al. (2007).

Palavras-chave: Equações de estimação generalizadas; estrutura de correlação; família ex-
ponencial de distribuições; medidas repetidas.
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Abstract

This work develops generalized estimating equations for analysis of data with repeated
measures in two factors. The equations had been developed according to Liang and Zeger
(1986ys proposal. The method does not assume the knowledge of the leal structure of de.-
pendente between subjects under factors, it use a workáng com'elatíon matriz to model this

structure of dependence. Consistent estimators are thus presented for the parameters that
shape the average and for the parameters of correlation considering substructures in the work-
ing correlation matrix. Algo, routines are presented for the calculation of the estimates of

these parameters. Three data sets are analysed and the quality of the adjusted models is
evaluated applying the diagnostic techniques developed by Venezuela et al. (2007) .

Keywords: Correlation structurel exponencial distribuition family; generalized estimating
equationl repeated measures.
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Capítulo l

Introdução

Expeiimentos com medidas repetidas envolvem a realização de observações sob diferentes
condições de avaliação pala cada unidade experimental. Esse tipo de delineamento, apesar de
apresentar, em geral, dificuldade de acompanhamento das unidades experimentais ao longo
do estudo, é muito comum em diversas áreas de pesquisa, já que exige tamanhos de amostra
menores, e fornece melhores condições para o estudo de covariáveis, pois características ex-
ternas ao estudo se mantêm controladas pelo fato de as medidas serem tomadas no mesmo
indivíduo. Além disso, permite acompanhar a mudança de comportamento da resposta média

ao longo das condições de avaliação e muitas vezes melhora a precisão de contrastes associados
a diferenças entre valores médios da variável resposta.

A literatura estatística é muito vasta quanto à análise de dados com medidas repetidas
quando a distribuição de probabilidades da variável resposta pode sei considerada normal.
Como exemplo, podemos citar Neter et al. (1996), Singer e Andrade (1986), Laird e Ware
(1982) e Andreoni(2003). Isso se deve à existência da distribuição normal multivariada e
ao seu fácil manuseio teórico infeiencial. Quando a variável não segue a distribuição nor-
mal, várias dificuldades surgem. Por exemplo, a inviabilidade do uso do método de máxima
verossimilhança para estimação de parâmetros de interesse, causada pela falta de conhecimento
sobre a distribuição conjunta dos dados.

Quando há interesse em analisei o comportamento médio da variável resposta, pode-se
contornam o problema utilizando-se a abordagem de Equações de Estimação Generalizadas

l
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EEG para dados com medidas repetidas (Generalized Estimating Equations - GEE) desen-
volvida por Liang e Zeger (1986). Nessa abordagem, considera-se que cada observação segue
uma distribuição marõnnal pertencente à família exponencial de distribuições (Nelder e Wed-
derburn, 1972) para a qual definimos um modelo de regressão da mesma forma que no modelo
linear gen,erohzado - MLG.

Dessa forma, o modelo probabilístico multivariado não precisa ser explicitado e a estimação

dos parâmetros de interesse é realizada sem ignorar a estrutura de dependência entre as ob-
servações da mesma unidade experimental que é incorporada sob a forma de uma matiz de
corte/anão de trnóaZAo, R(p) , totalmente especificada pelo vetor p considerado parâmetro de

perturbação. As raízes da equação de estimação generalizada são estimadores consistentes
para os parâmetros que modelam a média desde que o estimador do vetar p seja consistente.

A matiz de c07veZação de irabaZAo, -R(p), objetivo definir estruturas que são, suposta-
mente, mas não gmantidamente seguidas pela matriz de correlação dos dados. As propriedades
assintóticas dos estimadores dos parâmetros da regressão não são afetadas se a estrutura de cor-

relação de trabalho não coincide com a verdadeira, desde que p seja consistentemente estimado.
Contudo, podem sofrer uma grande perda de e6ciência (Fitzmaurice, 1995). E necessário,
pois, propor estruturas adequada c obter estimadores consistentes para os parâmetros de
n,.rrnjnnõn

Em alguns problemas a estrutura de correlação não se adéqua diretamente às usuais(padrão
uniforme, M-dependente, AR-l, etc). É o caso em que a variável resposta é avaliada sob
um experimento fatorial em que as medidas se repetem em ambos os favores conjuntamente
aplicados na mesma unidade experimental. Nesse cmo, temos uma estrutura peculiar na
matriz de covariâncias para a dependência intla indivíduos, entre e entra favores. Assim,
existe a necessidade de mudanças no modelo pala que este considere esse tipo de dependência

das medidas dentro de cada unidade experimental. Uma das mudanças é a assimilação das
estruturas usuais como sub-estruturas na matiz de com'eZação de trnóalho.

A seguir, apresentamos um exemplo obtido de Winer et al. (1991).

Exemp[o [ rWãner et aZ., /gg],)t/}n médico deseja estudar os c/Citas de dois medícamerzfos



3

(A e B) na, circul,ação sanguíneo. de seres huvn,anos. Os níveis dos doi.s fütores são

e Falar .4; pZacebo e uso do medicamento .A;

e Falar B: placebo e uso do medicamento B

Doze homeTts de m,eàa-idade paüiciparam do estudo, sendo que cctdü um del,es recebeu,

os q' aLTo tratamentos folha,dos pe\os cr'üzame'fetos dos níveis dos do{.s falares. Os qa curo
trntamenÍos são:

AtBt - placebo (sem uso de medicamento A e sem uso do medàamento B);

Alba - uso do medicamento B isolado;

.42BI ' uso do medicamento .4 ásoZado; e

,42B2 - wso dos medicamentos .A e -B em c07Üunto

Dessa foT"ma, te'mos doã.s Jatores caIR, dois b'í'fieis cada, e a matiz de comem,ação entre a,s
observações de um ãndãuídzo covtsiderando sub-está"usuras pode ser descüta como

I' l Pii,i2lPii,2i Pii,221

':w - ':l?i'l'ãl:; le!:-:t.xll:l-
Lp«,:: @,,«i,«,« l J

.#}.i#:.l
-R, l .n:J

em qwe PJk,j'#', .j,.j' = 1,2 e k,k' = 1,2, é a com'eZação entre a oZ)serração do ndiuÍduo no
nível. j do fatos A e no Ttíuel, k do fatos B e a obsemüção do indiMduo no nível j' do fütor A e
no nível k' do falar B. E ainda, a sub-matriz RI contém as correlações entre as obsemações
filado cada nível do jator A e Rz contém a.s cowelcLções entre as obsemações finado cctda nível
do fatos B e diferentes bíueis de ambos os falares, A e B. Quando o número de níveis de cada,

Jator é maior que dois essas sub-matizes podem assumir um tapa de sub-estrutura conhecida,
l)or eze'mpla, padrão uniforme, autoregressiua de orderríl l OIJ, n,ão-estruturada.

Para o caso de um único favor, são dadas na literatura algumas sugestões para a estimação
da estrutura de correlação como em Artes e Jorgensen (2000), Huajun e Jianxin (2006) e Wang
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e Carey (2004), por exemplo. Isso não ocorre, no entanto, quando as medidas se repetem em
mais de um favor.

Nesse trabalho são considerados dados balanceados, ou seja, originados de experimentos em

que as unidades experimentais são observadas em todos os cruzamentos entre níveis de favores.
Além disso, pressupondo as condições gerais da teoria de equações de estimação venera/iradas,
são definidas estruturas para a matriz de correlação R(p) e propostos estimadores para p que

garantem consistência ao estimam os parâmetros que modelam a média da variável resposta.

Como em qualquer modelo de regressão, faz-se necessária a veri6cação da qualidade do

seu ajuste, diagnóstico, pelo qual são examinados possíveis afastamentos das suposições do
modelo e são identificadas observações atípicas que podem influenciar desproporcionalmente a
inferência. As técnicas de diagnósticos são bcm definidas pala modelos lineares generalizados

(Paula, 2004) e foram estendidas para dados com medidas repetidas por Venezuela et al.
(2007). Utilizaremos esta extensão introduzindo a estimação dos parâmetros de correlação no
ajuste.

Aplicações a dados reais são apresentadas considerando-se desde a estimação dos parâmetros
até a verificação da adequação do ajuste do modelo.

1.1 Organização do trabalho

O corpo do trabalho apresenta-se organizado em capítulos conforme resumo abaixo.

O Capítulo 2 traz a teoria de funções de estimação, definições e conceitos necessários para
a obtenção de estimadores consistentes e assintoticamente normais a partir de equações de
estimação generalizadas para medidas repetidas em um único favor.

No Capítulo 3 apresentamos as condições e especificações do modelo e, ainda, as propostas
de estruturas de dependência para dados com medidas repetidas em mais de um favor.

As aplicações são descritas no Capítulo 4, em que também são avaliados os ajustes com as
técnicas de diagnóstico adequadas.

As conclusões encontram-se no Capítulo 5, assim como sugestões para estudos futuros.
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No Apêndice A constam os conjuntos de dados utilizados e as rotinas computacionais
desenvolvidas para analisa-los.
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Capítulo 2

F\inções e equações de estimação para medidas
repetidas em um único fator

Neste capítulo são apresentados alguns conceitos e definições da teoria de Funções de
Estimação (Godambe, 1991).

Uma função de estimação é uma função da amostra, y, e do parâmetro de interesse O. Um

exemplo bem collhecido de função de estimação é a /unção esGoTe. A seguir temos a definição
formal encontrada em Artes e Botter (2005).

Definição l Sda .t' C 7?.t um espaço amostruZ no qKaZ se de$ne uma /amz2{a

P = {Po : O C O Ç 7ZP} de dástàbuições de probabilidades ázzdezadas por um parâmetro O

desconhecido. Por de$ni,ção, uma. fl n,ção 'Ü . ;E x ç3 --+ RP é umü função de estima.ção se

p«« c«d« O C O, V,(., O) á «m «to, «Je.tó«á..

Considerando uma amostra de n vetores aleatórios independentes: y{ = (3/{i, y{2, .., yí )r,
i= 1, 2, ...,n, com uma função de estimação @i associada a cada um deles, o conceito pode
ser estendido como /unção de esí criação para arrzosÍra por

E
á-l

q'«(y; o) @:(3/;; 0) , (2.1)

7
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em que y = (yT, y{, ..., Z/T)I' é o vetor de observações com dimensão (.N x 1), com JV = nt, e
O = (01, 02, ..., OP) é o vedor de parâmetros com dimensão (p x l).

O conceito de função de estimação é muito geral, abrangendo diversos tipos de funções.
No entanto, para nosso estudo são interessantes apenas aquelas que possuem como raízes
estimadores dos parâmetros envolvidos no modelo, ou seja,

@«(o«) (2.2)

A expressão (2.2) é chamada equação de esí mação relacionada a O e tem como raiz 0«
estimador do parâmetro.

Adotando a notação W.(O) em lugar de W.(g; O) são apresentados a seguir alguns impor-
tantes conceitos da teoria de Punções de Estimação.

Definição 2 Ás /Mações de estimação @«(O) e ©'«(O) serão ditas /unçõ« de estimação equãu
utentes se

@.(o) ©.(o),

em que C'(O) é wma matiz quadrada não estocástíca e não singular. Isso ámpZãca que W.(O)
e ©«(O) terão as mesmas rales.

Definição 3 Á /unção de estimação @«(O) será considerada não zpÍcãada se

Eo(W«(0))

De (2.1) se depreende que, se @i(O) é não viciada, para todo { = 1, 2, ..., n, então a função
$.(O) com base numa amostra de tamanho n também será não viciada.



Definição 4 .4 /unção W.(O)(y,O) = (@:(y,O),V,2(3/,O), ...,@,(y,O))r : .Y x O --, 7Z' «,á
considerada, função de estimação regular caso sati,sfaça, parca todo O - Q0\,0a, . . . ,0i3T C ç3

9

á. .Eo {W«(3/, 0)} o« .d«, " /u,'ção é não «Í.á.'Z";

ü. A deüua,da 'parcial de aqQU.O)laOi etíüste quase certame'nte para 'y € X;

iãi,. É T)oss'íuel, pemnutar o sinal, de integração e diferenciação da seguinte Jo'rma

Z
áu. EDIL'i(3/; O)q'j(y; O)j C R, para i,.j = 1, 2, . . . ,p e

I''@(o) - .E. {'p(v; o)wT(v; o)}

â Qu\o)pQu.o)au = 1-:it+çu,o)Pçu,o)xau\

é positiva de$nida; e ainda

V. «p«.e«t. o op««do, g«dá.«'. em «Z.ção « O, - sd", V.q'(3/; O) = aq'(3/; O)/aO"
se'ndo

a@: (y; 0) a@:(3/; 0)
a01 ''' aO.aq'(l/; o) l ''' '''

aO Õ@.(g;0) a@p(y;0)
aOi ''' aOp

Seja W«(O) uma função de estimação regular. A matiz de ãzz/a7'mação de Godambe de O
lssociâdâ a W. é definida como

.J@(0) T'';:(0)Sw(0)

t;. Eo
ã;@.(z/; o)}iãÜ(y;O)} C R, ' S.,(0) - E.{V«©'(3/;0)} é "ã' '{«g«Z.r .m q«.

T

gP)

com dimensão (p x p)
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A matiz de í71/07mação de Godambe desempenha para as funções de estimação regulares
o mesmo papel da matriz de informação de Fisher para a função escore. Temos para a função

escore (função de estimação regular) Sw(O) = --yw(O) e, então, a matriz de informação de
Godambe igual à matriz de informação de Fisher.

Sq,(O) é denominada matiz de sensábáZídade de uma função de estimação e está relacionada
à derivada parcial da função de estimação em relação aos parâmetros. Essa matriz carrega
informação sobre a e6ciência da função na estimação dos parâmetros e no caso unidimensional
espera-se que assuma alto valor em módulo.

Por outro lado, yw(O) é conhecida como malha de uadaZpãZádade e espera-se que a função
de estimação apresente baixa variabilidade para que no verdadeiro valor do parâmetro possa
se aproximar do seu valor médio, qual seja, zero.

Godambe (1960) desenvolveu o critério de otárrzaZidade de uma função de estimação. No
caso de 0 ser unidimensional, por exemplo, pode-se considerar uma /unção de estimação ótãma

se suas raízes possuem variância assintótica mínima. Uma extensão do conceito para o caso
multiparamétrico exige ordenação de matrizes de covariância assintóticas(Chandrasekar e
Kale, 1984).

Neste estudo serão consideradas as /uniões de estimação adítiuas ou /Mações de esíámação

/áneams (Crowder, 1987). A classe dessas funções geradas por ui ' ui(gi;O), { = 1,2, ..., n e

vetores multuamente independentes com média zero é definida por

cl.

1..t.J

c:::}

r(") 'p«(o) cR:W«(0)(0.)":(3/.;0) },
L {=1 .,1

(2.3)

com Qi(O), matriz de posto completo não estocástica, e 7?. contendo todas as funções regulares
relacionadas a O.

Crowder (1987) mostra que sob à classe de funções de estimação aditivas, r(u), a função
de estimação ótima existe e pode sei obtida por
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W;(0) - >1: Q;(0)u.(3/.; 0)
{-1

(2.4)

em que

.;'«, - ,. ($)' '«;:'« ,.
(2.5)

Funções de estimação eqwáuaZentes a Wl;(O) também serão ótimas.

No caso de um único parâmetro de interesse, para que a distribuição asssintótica da raiz
de uma equação de estimação seja considerada normal, é necessário apenas mostrei sua con-
sistência. Para 0 vetor, no entanto, é necessário atender a algumas condições estabelecidas no
teorema' a seguir:

l:borema l Considerando-se

a. 3/i, ã = 1,2, , n, velares aleatóhos 1,- dãmensionais independentes;

b.

c.

d.

@{(O) = (@ii,@i2, ...,V'i,)7',i= 1,2, ..,n, /uniões de estimação regra/ares;

q'.(o) - >: V':(o);
1-1

para õ > 0

Eol suP
ü:llüll$õ â@.@ + © - é@:@= 'éó: ,

i>:#'õ. eéõ --,0 quando .5

iA prova completa de todos os itens do Teorema l pode ser conferida em Artes (1997)

n

]Z
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e. para (í > 0, ezÍste c, 0 < c < 1, taZ que

.-:'':'' l..;i:'; :,@:@ -- © - ::ú:w - @.. 1 - o;

.f q«e p«« Ú.(O) - ãh'ü'(O),
. 7Z

i-l }
@{(o)

. 7Z

E
í-l

s.(o) --, s(o)

«mS«ã. ,á«.«Z«.S.-.';l@. };

g. que ezáste c, 0 < c < 1, [aZ que

« : '>1:.E IÜ.W
{-1

l+€

s.(o)l -' o;

h. que ezáste c, 0 < c < 1, taZ que maxl$i$n maxi$j$t .EI l@ijl2+' < oo;

á. n-:E: Co«(«'.) «''«thz posÍtá« de$nád';
lZ

j. O. com. . «Zução d. @(«,) «, C O,

e, .í«d., «Z, «ndíçõe. d. .«ütêncí« d. "m« «q«ên.{« de «úe. W«(«.,) q« ;d« Zãmát«d«

em probabilidade ou resthta a um conjunto compacto q. c., quando n tende a ãn$nito,
temos que

õ.5o.

Sob essas hipóteses,

.Ja(Õ« - 0) -B Np(0, aàl:(o)),
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em que

J.«w - {Je, s:M} {Je, }''.M}': {Jn, s«M}

- {JU,s= }lJ J'';:@llJU,s«w}

- JU, {s:(o)\''';:(o)s«(o)} ,

com

s.M - Xe:JO, s.,.M - z. {ã$'p:ü:, q}

e

'''.@ -X'r:P, \'''v,.(0) - .E. {q'«(y., 0)'q'«(y., 0)}
€-1

2.1 Equações de estimação

A teoria de equações de estimação foi desenvolvida por Liang e Zeger (1986) como uma
extensão da teoria de quase-verossimilhança multivariada, admitindo que cada observação
tenha distribuição dc probabilidade marginal pertencente à Famz2ía EzponencíaZ - FE. Nesta
seção são apresentados conceitos dessa teoria.

Seja 3/: = (3/{i, yi2, ...,3/i*)a", o vetar de respostas (t x 1) associado ao á-ésimo elemento de

uma amostra aleatória, i= 1, 2, ..., n, e Xi = (acü, a{2, ---, zi.)r, uma matriz de planejamento
(t x p), em que zij = (sçiji,açij2, .-.,zij,)I' é o vedor p x l de covariáveis para o indivíduo í
na condição .j, .j = 1,2, . . . , t. Assumimos a /unção densidade de probabilidade ou /unção de

probabilidade de y{.j dada por
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/(3/ij;0ij,é) l@ {3/ijOij b(OiJ)} + .(3/:j, @)l (2.6)

para a qual .Ely:jl = piJ = b'(Oij) e t''arl3/ijl = @ :%j, em que b'(Oij) = dZ,(Oij)/dois e

Hj = dpij/dois = Z)"(Oij) é denominada /unção de uaóáncáa, a qual caracteriza a distribuição
na FE e é'i > 0 é o parâmetro de dispersão assumido conhecido.

O modelo de regressão para a média pij é estabelecido poi

P

E
k-l

g(P.j) (2.7)

sendo g( ) uma função qualquer monótona e diferenciável denominada /unção de ligação, z:l©
é o preditor linear e P = (PI, . . . , Õp)I', com p < n, é o vedor de parâmetros modeladores da
média.

2.1.1 Equação de estimação sob independência

Apresentamos inicialmente a função de estimação ótima, que ignora a dependência entre as

observações. Serão consideradas as suposições e a notação expostas no começo deste capítulo.
De (2.4) e (2.5) advém que a função de estimação ótima é dada por

E
á-l

a'JI' (©) OT'ij:u:, (2.8)

"mu:

'.($)' - ~($ '« - «.,)' - -($)' - -*;».«.
-0:
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e

15

Co«p(u;) g {Va,(y:j)} dí.g { Z,"(0Íj)}

!n] que

Xi aü, a:,, . . . , «::,)a", matriz (t x p),

a.i = dãag {geg}, .,triz (t x t)

"m ,7: , ,7«, . . . ,,7«)'

E razoável salientar que ..4i é definida pela função de variância e a.i depende da função de
ligação.

Igualando a função de estimação a zero, obtemos a equação de estimação soó independência

- EEI - relacionada a /3, dada por

.A{ = díag 2 díag {Z,"(Oij)} ag {Uj}, matriz ([ x [)

'pll'(p) - >1:of'li:u: - o. (2.9)

Atendendo às condições de regularidade do Teorema 1, é possível demonstrar que o esti-
mador PI., raiz da EEI, é consistente para © e ainda

{-1
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w«çõ:. P) -B Np (0, J;:)

em que

J,.. li. !U-n-->oo n,

em que J./., matriz de informação de Godambe de P associada
informação de Fisher, dada por

é igual à matriz de

J..r- {$'}
.oT.A.-o:,

á-l

com as matrizes de sensibilidade e de variabilidade da forma

Si
Õ
p.of'li:.'.

of'li: -of'li:-o.

e

V'i EP [0f.A;'u:uf'Ç:.0.]
or.Ai:c«,(3/.) 'i;:.o: .Ai:.A...4;:-o. Ó'*Si
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Um estimados consistente para a matriz de covariâncias de OI. é dado por

óE.õ:..À:-õ.

sendo as quantidades D e .A avaliadas em /3.r,.

Embora o estimador OI. sela consistente, ignorar a dependência entre as observações de um
mesmo indivíduo gela perda de eficiência e as estimativas de erros padrões não são coníiáveis.

2.1.2 Equações de estimação com matriz de correlação conhecida

Para que a função de estimação incorpore informação sobre a dependência dos dados,
algumas alterações são necessárias. Assim, de (2.4) e (2.5), depreende-se que a equação de
estimação ótima de /3, quando a verdadeira matiz de comeZações entre as obsemações de um
mesmo ãndáuíduo é con/zecÍda - EE(l;, tem a seguinte forma

q'S' - >1:o:Ei:u: - o,
{-1

com D{ = XTAi.A{. Notar que aqui

«($)'-*(Ú'«. «.,)'--($)'--*,»:":- ";
e

C'o«P (u:) aou(g:) ãaglVa«(yijy/'}.& dá«gl\'ar(3/ij):/' }

@-:..41/'.&..41/' - E.,

na qual .l& é a verdadeira matriz de correlações de y{, á = 1, . . . , n.

Sob as condições de regularidade apresentadas no Teorema 1, Pa*, a raiz da equação
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apresentada anteriormente é um estimador consistente para /3 e

@ (Õ.;. (o, zã!)

com JC*
7&--) 00

em que

'«.. - {$'11$«}':
OTE{D:

{-1

é a matriz de informação de Godambe de P msociada a Wl?

Neste caso,

Si
a

OTEj:u:

-orai:o:

t'': - E# [oT ;:u fiTEi:0]
OTEj:Co« (g:) Xi:0. -0:

Um estimador consistente para a matriz de covariâncias de ©a. é dado por
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J nG+
{$»;:;:« }': , (2.10)

que na literatura é conhecido como estimador "naãbe" ou "modem-basca"

Em geral, a verdadeira matriz de correlações é desconhecida, sendo que a equação @c' é
pouco utilizada.

2.1.3 Equação de estimação generalizada

A teoria desenvolvida por Liang e Zeger (1986) consiste em contornam o problema da falta

de conhecimento sobre a matriz de correlações entre as observações de um mesmo indivíduo.
Os autores utilizam uma matriz simétrica (t x t), definida sob condições de ser uma matriz
de conelações, denominada matiz de com'ilação de trabaZ/}o, R(p), caracterizada pelo vedor

de parâmetros de perturbação p com dimensão (s x 1). Uma grande vantagem em relação a

outras teorias, é que R(p) não precisa ser a verdadeira matriz de correlações dos vetores yi's.

Assim, a equação de estimação genernZízada - .EEG de P é dada por:

q'S(P) q'S(©,ê(P,#')) :u.- 0,
lZ

(2.11)

em que

n.(õ, é) .A}/'a(õ).A!/' (2.12)

e ê é um estimados consistente de p.

Nesse caso, (2.11) não é uma equação de estimação ótima, podendo inclusive ser viciada
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Dessa forma, precisamos obter um estimador de p de tal modo que o estimador de P, solução

de (2.11), seja consistente e assintoticamente normal e, ainda, um estimados para 'ê, no cmo
de ele ser desconhecido.

As condições impostas aos estimadores de p e @ para que o estimador de /3 continue com

as propriedades citadas acima são dadas pelo Teorema 22 a seguir.

Teorema 2 Seja l3C raiz de (2.1í). Sob condições de regulaTldade e assumindo que

a.. pÇD, $Ü é'üma, estio,apor q/ii-consistente de p dados IS e +;

b. @ÇOà é um estimados On-consi.atente de $ dado l3; e

eê<ê!@ $ K(3/,p), «nd. n ««« /unçã. oP(1),

temos que i3C é uml estima,dor consistente de l3 e

@ (Õ.; - P) -B Np (0, Jã:) ,

em que

e a ntathz de inÍoT"mação de Godambe de f3 associada a ®Gn é dada por

,«. -l$' }1$« }': {$' }
em que

': - z# IÚ«f.;:«l - «í.;:«. l$«.1 - «f«;:":
2A prova do Teorema 2 pode ser consultada em Liang e Zeger (1986).
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e

V': - EP ]-Orai:u:uf i:0.] - 0rQ;:0'o«(3/.)Qi:0:

Os resultados do Teorema 2 são válidos mesmo quando R(p) não é a verdadeira matriz de

correlação de 3/i. Um estimados consistente para a matriz de covaiiâncias de Pa é dado por

'- -l$':1':1$«;';:':';';:«}1$'1': , (2.13)

conhecido na literatura como estimador "robusto", "empíhco" ou "sanduúÀe" e sendo as

quantidades Si, .Di e Qi obtidas pelas estimativas consistentes de p, /3 e @.

A partir dos conceitos e da teoria expostos até agora, é possível fazer as seguintes ob-
servaçoes:

8 Se R(p) se aproxima da verdadeira matriz de correlação dos yi's, então as estimativas
com base no estimados "naãbe" e com base no estimador "robusto" também são próximas.

Isso pode auxiliar na verificação da correra especificação de R(p). Além disso, temos
um aumento na eficiência dos estimadores de P IZeger et al. (1992) e Fitzmaurice et al.
(1993)j

8 Para atender à propriedade de consistência, o estimados' "naãbe" necessita de correra

especificação do modelo e da matriz de correlação dc trabalho, enquanto o estimados
"robusto" depende apenas da corneta especificação do modelo (Prentice, 1988).

8 Em pequenas amostras o estimados 'robusto" pode ser altamente viesado, pois só atende
a essa propriedade assintoticamente. Nesse caso, o estimador "naãbe" pode apresentar

melhores resultados contento que Õ seja consistente (Prentice, 1988).
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2.2 Métodos de estimação

Não é costumeiro encontrar uma forma analítica para o estimador de ©. Em razão disso,

é proposto um processo iterativo para estimar O com base no método scohng de FísAer com-
binado com o método de momentos para estimar @ e p, esses últimos sendo tratados como
parâmetros de perturbação.

Ao expandirmos a EEG dada em (2.1 1) em torno de um valor inicial Pl;' , temos o algoritmo
de estimação abaixo

jm+ll

Õg' - {za lâ«S (ÕE'')j }': "S (Õg')

','* {Í$«:' :'] : [$';' ''11",(2.14)

em que m = 0, 1, 2, . . . é o numero da iteiação, m + l é a iteração anual e m a iteração anterior

pela qual se obteveram as estimativas de P, p e é para atualizar as quantidades D, n e â.

Quando substituímos .Õí = .À:Âi.Ê'i na expressão (2.14), chegamos a

[$*;«.*.] '' [$*;».*] }'"' . (2.15)

com Ú''. = Â...à:â;:.À:.a: e z. = Õ: + (.À:Â.)-:
Em seguida, desenvolvemos um processo.de mÍhímos quadrados ponderados em que z é a

variável dependente modificada e Wr é a matriz de pesos ambos mudando a cada passo do
processo iterativo.

O resz'duo de Pearson para a observação 3/ij (Paula, 2004) é deânido como
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':,'-l/, (2.16)

em que âij = Uj é o .j-ésimo elemento da diagonal principal de .Aí. O resíduo de Peaison
possui as seguintes propriedades: Elrijl = 0, Varlr$1 = Ó'l e Elrijrij'l = é ipjk, .j # .7'

Podemos, portanto, obter um estimados vã-consistente de é em função de fij, ou sqa,
dado P

*'«- -l$Ê=1': . (2.17)

2.2.1 Estruturas de correlação para medidas repetidas em um único favor

As EEG's permitem diferentes especificações pala a estrutura de correlação entre as ob..
servações da mesma unidade amostral e os estimadores de p, dado é, podem ser definidos
em função de fij's. Utilizaremos, pois, r{ = (rii,r{2, . . . ,rÍt) vedor de resíduos de Pearson
associados a 3/e a íim de especificar estimadores para algumas estruturas de correlação.

Tendo-se por premissa uma matiz de com'eZação de trabaZAo não-está"zlturada, não se impõe
nenhum padrão específico pala p, ou seja, R(p) é dada por

l Pia Pi3

aw-l : :
P3t

(2.18)

l

Para a matriz não-estruturada apresentada em (2. 18), um estimador «ii-consistente (Liang
e Zeger, 1986) pode ser obtido por
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.R(d - :E.À;:':ü:ü?.À;:/'.
Z

(2.19)

A mzathz de corveZação de Érnba/Ao não estruturada é especialmente útil quando não há
informação sobre o comportamento das correlações. Contudo, ela não é muito prática, afinal,
necessitamos de um n maior que garanta a convergência do método iterativo, pois o número
de parâmetros de correlação a sei estimado é o maior possível.

Podemos obter melhores resultados quando uma esírzlfurn de comeZação umi/orbe é pre-

sumida, na qual, consideramos a mesma correlação entre todas as observações do mesmo
indivíduo, ou seja, pjk = p para á # .j, e a matriz de correlação de trabalho fica definida pol

l P P

l P
R(P)

P

P

P
l

(2.20)

Um estimador «ã-consistente para p (Laird e Ware, 1982), nesse caso, é dado por

EEf..''.
ê - 'Ã,©:- D/« - p'

(2.21)

Outra alternativa é presumirmos uma estrtltara de correlação autorqressiua de ordem .í,
AR.l, considerando a dependência entre as observações consecutivas, com Íbk = plj-kl. Nesse

caso, a matriz de correlação de trabalho é dada por
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l Pi

-nM- : (2.22)

l

em que o estimador vã-consistente para p (Artes e Botter, 2005) é dado por

n t--l

>l:>1: f.j'',j. .:

õ-8 i=ij=i
n(t - l)

(2.23)

Podemos, ainda, estimei as correlações para uma estrutura AR-l ao utilizarmos o coefi-
ciente angular de uma regressão linear simples em que consideramos log(fjÀ;ãz) como variável
dependente e log lk ZI como a variável independente (Liang e Zeger, 1986).

Há além das anteriores a está'altura de comeZação -í-dependente que define dependência

apenas entre observações consecutivas, em que pJ,J+i = /y com .j = 1, 2, .., í -- 1. Assim,

l Pi 0
l P2

aw-l : t

0

0

0
(2.24)

Pt--i
l

com estimador v/inconsistente dado por
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>l:fljfi,j+i

D, - ã'':\;':i (2.25)

Para essa estrutura temos um caso especial quando pj = p, isto é,

l P o

l P

-R(P)-

0

0

P
l

(2.26)

com um estimador Vã-consistente para p definido a partir dos êj's anteriores, ou seja,

(2.27)

Em seguida, especificamos alguns passos a ser cumpridos pala facilitar a estimação dos
parâmetros.

Etapas do processo de estimação

1. Inicialmente, podemos desconsiderar a dependência entre as observações da mesma unidade
amostral a fim de estimar Pool, valor inicial, por um MLG em que não são necessáa'ias

estimativas para '# ou p, ou seja, Q sendo uma matriz identidade na equação (2.15);

2. Especificamos uma estrutura para a matriz de correlação de trabalho;

3. Caso a estrutura escolhida sda a de independência as estimativas de D são as obtidas no
Passo l;
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4 Caso contrário, utilizamos o valor inicial Olol para calcular as quantidades necessárias à
equação (2.15) na próxima etapa:

a. Resíduos de Pearson Pllti

b. Parâmetro de escala élol; e

c. Parâmetro de correlação p]o] ;

5. Nessa etapa, calculamos Pl"+il a partir das quantidades da etapa anterior e atualizamos

f[m[, @jm] e p]"], sendo jm + ll a irei'ação anual do processos

6. Repetimos o Passo 5 até a convergência do vetou ©

2.2.2 Testes de hipóteses

Queremos testam a hipótese

(2.28)

em que Xi é um subvetor (q x 1) contendo quaisquer q componentes de P, l $ q $ p, ou
seja, /3 = (Xi, X2) é uma partição do vedor de parâmetros da regressão com Ài contendo os q
parâmetros de interesse na hipótese.

A estafút ca de WaZd generuZázada é dada por

Q« -(Â: À.)')«*.(.i: - .Xo), (2.29)

com )=., submatriz (q x q) do esticador zoZ,mfo J=, apresentado em (2.13), referente aos
parâmetros de interesse da hipótese.

A estaÉútíca estore gerze7nZízada é dada poi

Q. - q'S(Ào)'Ç''=.q'S(Ào), (2.30)
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em que WS(.Xo) é o subvetor (q x 1) de WS e Í'«À. é a submatriz (q x q) da matriz de
variabilidade que consta no estimados robusto dado em (2.13) avaliados em Xo.

Consideramos a distribuição assintótica de /3C e, a;inda, sob a hipótese nula dada em (2.28),
quando n --} oo, temos que

Qw-.,x3

e

Q'-x:,

ou seja, as duas estatísticas seguem distribuição assintótica qui-quadrado com q graus de
liberdade.

Como o estimador '+ubusto" J=;! pode ser muito viciado em amostras pequenas, Rot-
nitzky e Jewel1 (1990) fornecem uma alternativa ao escreverem as estatísticas (2.29) e (2.30),
utilizando o estimador "naãbe".



Capítulo 3

Equações de estimação generalizadas para me
didas repetidas em mais de um fatos

Nesse capítulo são apresentadas as estruturas das equações de estimação generalizadas
adequadas ao modelo com mais de uma medida repetida, em que as repetições se apresentam
em pelo menos dois favores entra-indivíduos. Os efeitos dos fatores envolvidos e da interação
entre eles influenciam não só a matriz de planejamento mas também a estrutura de correlação.

Sem perda de generalidade, e para facilitam a notação, apresentaremos a abordagem de
medidas repetidas em apenas dois fatores.

Seja Z/: = ( ül, ü2, . . . ,Z/üt,3/i2i,3/{22, . . ,y{2t, . . . ,Z/i,i,y{,2, . . . ,yi..)r o vetou de respostas
(st x 1) do ã-ésimo elemento amostral, ã = 1, 2, . . . ,n, com st observações ao longo de duas

dimensões (dois fatores cruzados) ditos .4 (com s condições de observação) e .B (com t condições

de observação). Seja ainda, X{ = (acüi,zii2, . . . ,zin,zi2i,ac{22, . . . ,zi2t, . . . ,aci.i,z{.2, . - -,

z{..)I', matriz de planejamento (st x p), com zijk i, ]çi.jh2, . - - ,aijk,)r, .j = 1, 2, . . . , se

k = 1, 2, . . . , t, vetores de covariáveis (p x 1) para o indivíduo ã na condição .j do favor .4 e
na condição k do favor 1?. Admitimos a /unção de dÍsíàbuáção ou densidade de probabíJ Jade

marginal de cada observação Z/ijX; conhecida e pertencente à família exponencial e, ainda, dada
por

29
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/(3/ijh; Oijx;, @) = e:«p l@ { ijkaijk b(Oij&)} + c(yijk, é)l , (3.1)

com E IZ/ijkl - pijk = b'(Oijk) e Var lyijkl = Ó iUjk, representando a esperança e a variância
de 3/ijk, respectivamente, é-i > 0 o parâmetro de dispersão e Zjk = dpijk/dOijk = b"(Oijk) a
função de variância. A média é modelada por

g(Hjk)
P

>l: «.j*:a - z:l.0,
z-l

(3.2)

em que g( ) é a função de ligação, ?7ijk = zijh7'P é o preditor linear e P = (ai,/%, . . . ,PP)I",
com p < n é o vedor de parâmetros desconhecido.

3.1 Experimento com medidas repetidas em dois favores

Na Tabela 3.1 é representado o esquema de um experimento com dois fatores, sendo .4
com níveis ai, a2, . . . , a, e Z? com níveis bi, b, . . . , bt.

Tabela 3.1 dois fatores

Cada indivíduo é observado em todas as combinações dos s x t níveis e yijk é a observação
do á-ésimo indivíduo no .j-ésimo nível do fator .4 e k-ésimo nível do fatos B.

A partir das características do problema e do modelo adorado é necessário definir as ma-

Esquema de um experimento com medidas repetida !g

  al   Cls

indivíduo bi -.- bt   bi .. bt

 
yin l/iit
y2ii ' ' ' y2it

ynll ''' ynlt  
yi.i ''' ylst

y2sl ' ' ' 3/2st

ynsl ' ' ' 3/nst
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trazes e vetores utilizados no modelo e, consequentemente, redefinir estruturas para a matriz
de correlação de trabalho.

Supondo um experimento em que as medidas se repetem em dois fatores cada um com 3

níveis, ou seja, s = t = 3, para cada indivíduo teremos o seguinte vedor de observações, matriz
de planejamento e vedor de parâmetros:

3/{::; l Z/{ii yii2 3/ii3 y2i y22 3/{23 3/i3i 3/is2

l o o o o o o o o
l o o l o o o o o
l o o o l o o o o
l l o o o o o o o

x:-lido 10 10 0 0 jeO-l : Ü P, Õa a P' P. P; ÜI
l l o o l o l o o
l o l o o o o o o
l o l l o o o l o
l o l o l o o o l

A matriz de planeüamento Xi segue a paramethzação caseZa de re/erência em que ziz
representa a coluna Z, Z = 1, . . . , 9, da seguinte forma

aü ;: 1 1, para todas as observações do indivíduos

1, se a observação é obtida sob o nível .j = 3 do fator A
0, caso contrário;

ÍZ;{2 ::
1, se a observação é obtida sob o nível .j = 2 do fator A
0, caso contrário;

1, se a observação é obtida sob o nível k = 2 do fator B,
0, caso contrário;

1, se a observação é obtida sob o nível k = 3 do favor B,
0, caso contrário;

ÍZ;{6 = ÍZ;{2 # ÍZ;{4)
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ÍZ;{7 =: ÍZ;{2 # ÍZ;{5)

:Z:{8 =: ÍZ:{3 # ÍZ;{4)

ÍZ;{9 == ÍZ:{3 # lilás)

O operador (#) denota o produto dos vetores elemento a elemento.

Mesmo R(p) não influenciando as propriedades assintóticas dos estimadoles de P, é
necessário que é e Õ sejam consitentes para atender às condições do Teorema 2.

A matriz de correlação de trabalho, nesse caso, tem determinada estrutura dentro dos
níveis de cada favor e entre os favores. Por exemplo, podemos ter todas as três sub-estruturas

com padrão wnl@'r'me ou a sub-estrutura sob os níveis do favor .A pode ser padrão wnljf07vne,

sob os níveis do fatos B pode ser .AR--7 e entre os dois fatores pode ser não-está'tlturada.

3.2 Equações de estimação generalizadas

Apresentamos nesta seção a teoria de Liaiig e Zeger (1986) de EEG para o caso de dados
com medidas repetidas em mais de um favor. As mudanças ocorrem principalmente na matiz

de com'eZação de trabalho para que R(p) incorpore informação sobre a estrutura de dependência
entra e entre.fatores.

A eqtzação de estimação genernZízada ÍZZC9 para P, nesse caso, é a mesma dada em (2.11):

@S(P) ê(P,d')) u.
n

l&

com Qi = ni(Õ, é) = é '-A!/'n(ê)..4:/' e » estimados consistente de p.

Novamente, a equação de estimação não é ótima. Precisamos obter estimadores de é, no
caso de ele ser desconhecido, e de p, de tal modo que o estimador de /3 solução de EEG seja
consistente e assintoticamente normal, atendendo às condições do Teorema 2. Para obter estes

estimadores, utilizamos o mesmo método do Capítulo 2. De6nimos o Resíduo de Pearson pela
expressão
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'yijK

':'' ' 'lãiÍ ' (3.3)

em que âijx; :: %.ft, com as mesmas propriedades citadas no capítulo anterior.

Dessa forma, podemos propor o estimador de momentos de @ baseado nos resíduos

n s t .2

õ-: -::: @3h, (3.4)

para o qual p é a dimensão do vetor P, utilizado implicitamente no cálculo dos resíduos de
Peaison. A correção "--p" é utilizada pala evitar o problema de viés nos estimadores.

Note-se que @ e rija mantém sua definição como em (2.17) e (2.17), apenas sendo apresen-
tado na notação de dois falares para medidas repetidas.

3.3 Estruturas de correlação considerando sub-estruturas

Nesta seção apresentamos diferentes estruturas para a matriz de correlação R(p) que levam

em consideração as sub-estruturas entra-fatores (efeitos principais) e entre-favores (interações) .
Para cada estrutura apresentada, propomos estimadores consistentes para o parâmetro p que
se baseiam nos resíduos de Pearson definidos em (3.3) e são obtidos pelo método dos momentos
como em Crowder (1995).

As sub-estruturas na matriz de correlação de trabalho representam as matrizes de cor-
relação entre observações de um mesmo indivíduo, mas dentro de cada nível dos fatores ou
entre diferentes níveis de ambos os favores.

3.3.1 Estrutura de correlação não-estruturada

Sem perda de generalidade, consideramos o caso em que s = [ = 3 para exemp]ificar a
matriz -R(p):
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l Pii,i2 Pii,ia Pii,2i Pii,22 Pit,23 Pti,3i P11,32 Pil,33
Pi2,ii l Pi2,i3 P12,2i Pi2,22 Pi2,23 Pi2,3i P12,32 Pi2,33
p13,li Pi3,i2 l P13,21 Pi3,22 Pi3,23 P13,31 Pi3,a2 P13,33
P21,ii P2i,i2 P2i,i3 l P2i,22 P21,23 P2t,31 P21,32 /bi,33

p22,ii p22,t2 P22,i3 P22,2t l P22,23 P22,31 P22,a2 /b2,33

p23,ii p23,i2 p23,i3 P23,21 P23,22 l P23,31 P2s,32 P2s,a3
p31,11 psl,i2 p3i,i3 P3i,2i Psi,22 P3i,2s l Psi,32 Pai,33

Pa2,ti Ps2,i2 P32,i3 P32,2i P32,22 P32,23 P32,3i l P32,33

P33,il P33,i2 P33,13 P33,2i P33,22 P33,23 P3a,3i P3s,a2 l

-R(P)

A partia- da equação de momentos

ElrijÉrÍJ'k,l = '#''Ok,j'h', (3.5)

oriunda das propriedades do resíduo de Pearson, obtemos um estimador l/ã-consistente de

pjk,j'k', para .j ' 1,2, ... ,s e k :: 1,2,. .. ,t dado por

õ'',,,*,- él>, (3.6)

em que .j # .j' ou k #: k'

3.3.2 Sub.-estruturas de correlação padrão uniforme

Nesse caso, propomos que a matriz de correlação de trabalho possua duas sub-estruturas
de correlação padrão umjforx17ze. Assim, para s = t :: 3, temos a seguinte estrutura na mata"áz
de com'ilação de íruóa/ho pala cada indivíduo:
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l P2 P2;Pi P3 P3:Pi P3 P3
P2 l P2iP3 Pi P3:P3 Pi P3
P2 P2 ljP3 P3 PiiP3 P3 Pi
Pi P3 P3: l P2 P2:Pi P3 P3
P3 Pi P3:P2 l P2:P3 Pi P3
P3 P3 Pi :P2 /)2 l :Pa Ps Pt
Pi P3 Ps;Pi P3 P3: l P2 P2
P3 Pt P3:P3 Pi P31P2 l P2
P3 P3 Pi :P3 Pa Pt :P2 P2 l

-R(P)-

em que

pi = Oor(yijk, 3/ij'À;) , é a coiielação (constante) entre as observações do indivíduo sob os níveis
do favor .Á fixado o nível do favor B, com k = 1, 2, . . . , t e l $ .j # .j' 5; s;

p, = Cor(yijk, 3/{jh,) é a correlação (constante) entre as observações do indivíduo sob os níveis
do favor B fixado o nível do fator ,4, com .j = 1, 2, . . . , s e l $ k # k' $ tle

p3 = C'or(yijk, 3/iJ'i;'), a correlação entre as observações do indivíduo entre diferentes níveis de
ambos os favores, com .j # .j' e k # k', assumindo que as coiielações entre diferentes níveis de
ambos os favores também sejam equicoirelatas.

Os estimadores de pi, p2 e p3, com base nas propriedades dos resíduos de Pearson, são
dados por

n, ÍI s . .

p: - ÓEEE
i l k lj>j''" (s -- 1)/2 P

(3.7)

(3.8)
n s t . ,

A-8EEE
i l j l h>k, .- (t -- 1)/2 P
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e

n s t

. ? {=1 j>j' k#k'

A - '#n.t(; - 1)(t - 1)/2 - P' (3.9)

3.3.3 Sub.-estruturas de correlação ARrl

Nessa proposta, temos duas sub-estrzlturas de com'e/anão autoregressíua de Olhem -í difer-
entes, uma para cada favor.Apresentamos abaixo a matiz (!e com'eZação de Irada/Ao R(p) em
que s = [ = 3 para cada indivíduo:

l p, pg l p: p:p, p:pgi p? p?a p?p:
P2 l /b IPiP2 Pi PiP2lPfP2 Pi PI/b

pg p, l lp:p: p: p: lp?pg p?ü p?
p: p:p, p:pgl l p, pg i p: p:» p:p:

Pipa Pi PiP21 P2 l P2 IPi/b Pi Pipa
Pipa Pipa PI i P! P2 l IPiP: Pi/b Pi
pí p?p, p?p:l p: p:ü p:pgl 1 » p:

P?m P? P?P21,:,' ,: P:@l a l P,
p?pg p?p, p? lp:p: p:ü p: i pg p, l

-R(P)

em que

pP-j't - Cor(yijk, HJ'A;) é a correlação entre as observações do indivíduo sob os níveis do favor
.4 fixado o nível do favor B, com k ::: 1, 2, . . . , t e l $ .j # .j' $ s, presumindo que a correlação

entre as observações de um indivíduo dentro de um nível do segundo fator diminui à medida
que aumenta a distância entre os níveis do primeiro favor;

p!-h'l - Cor(yijk, yijk,) é a correlação entre as observações do indivíduo sob os níveis do favor
Z? fixado cada nível do fator .A, com .j = 1,2,. . . ,s e l $ À;' # k $ f, presumindo que a
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correlação entre as observações de um indivíduo dentro de um nível do primeiro fator diminui
à medida que aumenta a distância entre os níveis do segundo favor;

e

p, -j'lpf-k'l - Cor(Z/ijk, Z/ij'h,) é a correlação entre as observações do indivíduo em diferentes
níveis de ambos os fatoies, com .j # .j' e k # k', assumindo que a correlação emite diferentes
níveis de ambos os favores diminui com o aumento da distância entre os dois níveis.

Os estimadores para pi e p2, com base nas propriedades dos resíduos de Pearson, são dados
por

n t s--l. .

;: - õ: E E '3ÊH' (3.10)

e

n s t--l. .

(3.11)

3.3.4 Estrutura de correlação mista (sub-estrutura AR-l e sub-estrutura padrão
uniforme)

Em uma situação em que a estrutura de dependência não é mesma para os dois favores,
pode--se propor sub-estruturas diferentes para cada um deles. Aqui presumimos uma sub-
estrut ra de com'eZação autoreyressáua de ordem .í pala o primeiro fator, enquanto para o
segundo fator será assumida uma sub-está'zztara de com'eZação unli/ozme. Apresentamos a seguir
a matiz de comeZação de trabaZ/zo R(p) com s = t = 3 para cada indivíduo.
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: p, p: l p: p: p:pgl p: p:» p:pg
P2 l P2 IPiP2 Pi Pipa:Pipa Pi Pipa
Pg l IPiPg Pi» Pi :PiP: PiP2 Pi
Pi Pipa PiPgl l P2 P: l Pi Pi/b PiP:

Pi/b Pi PiP21 /)2 l /h iPi/b Pi Pipa
PiP: Pipa Pi l Pg P2 l iPiP: Pipa Pi
p: p:p, p:pgl p: p:m p:p:l l m pg

Pipa Pi Pipa:Pipa Pi PiP21 P2 l P2
Pipa Pi Pi :PiP: PiH Pi l Pg a l

R(P)

em que

pl = Cor(3/ijh, yij'h) é a correlação entre as observações do indivíduo sob os níveis do fator -A,
fixando o nível do favor B, com k = 1, 2, . . . , t e l $ .j # .j' 5; s, sub-estrutura de correlação

padrão uniforme;

pf k'l - Cor(yijk,yijÀ;,) é a correlação entre as observações do indivíduo sob os níveis do
fator B, fixado cada nível do favor .4, com .j = 1, 2, . . . , s e l $ k' # k $ t, sub-estrutura de

correlação AR-l;

e

p, -j'lp: - Cor(yijh, 3/ij'P) é a correlação entra as observa.ções do indivíduo entre diferentes
níveis de ambos os favores, com .j # .j' e k # k', propondo que a correlação entre os diferentes
níveis de ambos os fatores diminui com o aumento da distância entre os níveis do segundo

fator, contudo um pouco mais fraca pois é multiplicada pela correlação entre os níveis do
primeiro fator.
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Os estimadores de pi e p2, com base nos reíduos de Pearson, são dados por

n t s .

õ: - ÓEEE
i l ij>j' '' (s-- 1)/2 P

(3.12)

e

n s t--l . .

'' - õ: E E =lH (3.13)

No caso da estrutura mista a proposta pode apresentar muitas variações, por exemplo, o
inverso do exposto anteriormente com sub-estrutura de correlação uniforme para o primeiro
favor e sub-estrutura de correlação AR-l para o segundo fator, dependendo, é claro, da na-
tureza dos dados. Pode-se ainda, propor uma correlação constante entre as observações de
diferentes níveis de ambos o favores.

3.4 Esticadores de /3 e de sua matriz de covariâncias

Dados os estimadores vii-consistentes de é e de p, temos que PC é um estimador consis
tente de © com distribuição assintótica dada por

M(Õ.; -BNp(0,Jã:)

em que

com

,«. -l$':1'1$«:1': {$' }



40 CAPITUL03. MEDIDAS REPETIDAS EM MAIS DE UM li:ATAR

': - '« l$«f.;:«.l - «n;:«« l$«:1 -
e

T''. - E# [-Orai:u:uÍ i:-0:] - Orar:C'o«(V:)Qi:0.

Os resultados do Teorema 2 estão garantidos pela consistência dos estimadores de p e de

é. O estimados 'robusto" para a matriz de covariâncias de ©C é dado por:

';z -l$'1':1$«;.;:«.«;.;:«}i$'1': . (3.14)

Uma estimativa de (3.14) é obtida quando se avaliam as quantidades nos valores das
estimativas consistentes de p, P e é.

A estimação dos parâmetros que modelam a média é realizada por método iterativo adap-
tado do algoritmo apresentado no Capítulo 2. Apenas a mudança na estrutura da matriz de
correlação de trabalho precisa ser considerada na atualização do estimador a cada interação.

As estatísticas dos testes de hipóteses, tanto de Mala quanto de Score mantêm a mesma
forma, pois já consideram a matriz R(p) quando necessário.

Um método alternativo de estimação pala os parâmetros de correlação é dada poi Prentice

e Zhao (1991), que sugere o uso de -EEG para estimar conjuntamente P e p.



Clapítulo 4

Aplicações

Neste capítulo são analisados três conjuntos de dados utilizando-sc o modelo de equações de
estimação para problemas com medidas repetidas eln mais de um favor apresentado no Capítulo

3 e uma rotina desenvolvida no software livre R (http://www.r-project.org/) a partir do pacote
gee apresentada no Apêndice A. Para verificação da qualidade do ajuste dos modelos utilizamos
as técnicas de diagnósticos disponíveis em http://www.ime.usp.br/ --mkelly/(Venezuela et al.,
2007)

4.1 Aplicação l

O conjunto de dados utilizado nessa aplicação faz parte do estudo de Rodrigues (2007).
O objetivo desse estudo é verificar o efeito dos favores de utilização de Bam"a, instrumento
odontológico de retenção Ínz'ueás. com e sem,) e Lado da mastigação rníüeis. direito e esquerdo)
sobre a variável intensidade da Força (Kgf) aplicada durante a mordida realizada pelo paciente.

Cada paciente foi avaliado nas quatro combinações dos níveis dos favores.

Optou-se pelo ajuste de um modelo considerando a distribuição Gama na expressão (3.1),
com função de ligação "Zogaófmáca" em (3.2) pelo fato de a variável resposta ser positiva e
apresentam uma assimetria à direita identificada pelo histograma apresentado na Figura 4.1.

41
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Figura 4.1: Histograma para a variável /'orça

A média da variável Força é dada por

Zog(P:jk) :«i: + /%z« + 03:":: + P4";i4,

, 23, .j = 1, 2 e k = 1, 2, em que

1, para todas as observações do indivíduo;

1, se a observação é obtida sob o nível .j = 2 (com) do favor Barvu
0, caso contrário;

1, se a observação é obtida sob o nível k = 2 (direito) do favor -Lado,
0, caso contráaiol

1,2,

Z{2 X Z{3
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Adoramos sub-estruturas de correlação de trabalho padrão Knljforme em ambos os fatores
(ver seção 3.3.2), devido ao fato de que possuem apenas dois níveis cada e outra sub..estrutura

não agregada informação. Dessa forma, temos três parâmetros de correlação, p = (pl , P2, p3)r,
em que

pi é a correlação entre as observações do paciente nos níveis do favor Ba7vu, fixados os níveis
do favor Z,ado,

p2 é a correlação entre as observações do paciente nos níveis do favor Lado, fixados os níveis
do favor .Ba7va, e

p3 é a correlação entre as observações do paciente em diferentes níveis do favor .Ba7vu e do
favor.Lado.

Na Tabela 4.1 são apresentados os coeficientes obtidos pelo ajuste do modelo. Ao nível de

5% de significância verificamos somente a presença do efeito de Bam'a (valor-p < 0, 001). Os
valores-p foram calculados com base no estimador "robusto".

Tabela 4.1 Estimativas e erros padrões dos parâmetros do modelo de regressão gama com sub

Em (4.1) é apresentada uma estimativa da matriz de correlação de trabalho do modelo
de regressão gama para a variável Força, ajustado com sub-estruturas de correlação padrão
uniforme:

;Dui uüuiciD \AG v\liiGicivCLLJ IJCL\iia\J uiiiitliiiiç LJadai a/ YciiicLvçi i'(/i c#(z.    
Parâmetro Estimativa E. P. Nalve E. P. Robusto z (Nalve) z (Robusto) valor-p
Pi 1,638 0,100 0,086 16,358 19,150 < o, 001
02 0,621 0,096 0,081 6,473 7,639 < o, 001
Ps -0,106 0,094 0,101 -1,122 -1,043 0,297
04 -0,035 0,124 0,108 -0,286 -0,330 0,742
é 0,231    
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-R(P) (4.1)

Aplicando as técnicas de diagnóstico desenvolvidas por Venezuela et al. (2007), calcu-
lamos a D stáncãa de (lllbok e os Resíduos padronizados para identificar pontos influentes ou
aberrantes. E ainda, o Gr(Í/ico de probaZ)ãZádades meão normal para verificar a adequação do
modelo. Os resultados são apresentados nas Figuras 4.2, 4.3 e 4.4, respectivamente.

Na Figura 4.2 identificamos como possível ponto influente uma observação do oitavo in-
divíduo com valor da distância de Clook maior que os demais. No entanto, após deletarmos as

observações desse indivíduo, verificamos que a inferência sobre os parâmetros do modelo não
se altera.

g
e

©

e

©

l e e ' e e .

5

e
© e

B . ' . : .

: ' l : ; : : . . :
lO 15

Unidade Experimental

Figura 4.2: Distância de book para o modelo de regressão gama ajustado com sub-estruturas de
correlação padrão uniforme para a variável Jbrça.

1,00 0,56 0,54 0,48
0,56 1,00 0,48 0,54
0,54 0,48 1,00 0,56
0,48 0,54 0,56 1,00
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Na Figura 4.3 não identificamos possíveis pontos aberrantes com resíduo maior que os
demais.

Unidade Experimental

Figura 4.3: Resíduos padronizados para o modelo de regressão gama ajustado com sub-estruturas de
coi relação padrão uniforme para a variável .librça.

Além disso, o gr(íãco de probabáZãdades meão-normal com envelope sámuZado apresentado na

Figura 4.4 apresenta todos os pontos dentro da banda de confiança de 95%o. Assim, concluímos
que o ajuste do modelo é adequado à variável Força.
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
Valor Esperado da Estatisüca de Ordem Meio-Nomnl

Figura 4.4: Gráfico de probabilidade meio-normal com envelope simulado para o modelo de regressão
gama ajustado com sub-estruturas de correlação padrão uniforme para a variável Força.

4.2 Aplicação 2

O conjunto de dados utilizado nessa aplicação foi extraído de Winer et al. (1991), pp. 582.
O objetivo é avaliar o efeito do favor B e do fator (:, ambos com 3 níveis sobre a uaàáueZ
resposta. Cada um dos seis indivíduos foi avaliado nas nove combinações dos fatores num
tntn] Hp f;d nhcprynpÃpa

Inicialmente, optamos por ajustam um modelo presumindo distribuição .Normal com função

de ligação "identidade", principalmente porque, na referência, os dados eram tratados sob essa
distribuição. No entanto, o algoritmo não convergiu nessa situação pala nenhuma estrutura
de correlação. Dessa forma, propusemos um ajuste com distribuição gama em (3.1) e uma
função de ligação '?ogadtmáca" em (3.2).

A média da uaóáueZ resposta é dada por
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log(FijK) #lZ 1+ /%#{2+ 0Sz{3+/34zi4 +/3SZÍS +/36Z{C + P7z{7+/38zÍ8 + P9ZÍ91

i - l, , 6, .j = 1, 2, 3 e k = 1, 2, 3, em que

1, para todas as observações do indivíduo;

1, se a observação é obtida sob o nível .j = 2 do favor B,
0, caso contrário;

1, se a observação é obtida sob o nível .j = 3 do fatos B,
0, caso contrário;

1, se a observação é obtida sob o nível k = 2 do fatos O,
0, caso contralto;

1, se a observação é obtida sob o nível k = 3 do fator (7,
0, caso contrário;

Z{6 ' Z{2 X Z{4;

Z{7 :: Z{2 X a{5;

Z{8 :: Z{3 X Z{4;

Z{9 :: a;{3 X ÍZ;{5

Como os dados são apenas teóricos e não apresentam descrição alguma sobre estrutura
de dependêcia, com o objetivo de ilustração, admitimos uma sub-estrutura de correlação de
trabalho .4R-/ dentro dos níveis de ambos os fatores (ver seção 3.3.3). Dessa forma, temos

dois parâmetros de correlação, p = (pl, p2)T, em que
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pi é a correlação entre as observações consecutivas do indivíduo nos níveis do fatos B, fixados
os níveis do favor (l:,

p2 é a correlação entre as observações consecutivas do indivíduo nos níveis do fatos (;, fixados
os níveis do favor .B.

Na Tabela 4.2 apresentamos as estimativas para os parâmetros do modelo. Os valores-p
foram obtidos com base no estimador robusto e no estimador nailve, no entanto, como nossa

amostra é pequena a inferência foi considerada a partir do estimados "naãbe". Assim, ao nível
de significância de 5%, podemos verificar apenas a presença do efeito do favor .B.

Tabela 4.2: Estimativas e erros padrões dos parâmetros do modelo de regressão gama com estrutura
de correlação AR-l para a uaháueZ resposta.

Resumimos os resultados da Tabela 4.2 construindo a Tabela 4.3 de Análise de Variância

(ANOVA), na qual também observa-se apenas o efeito do favor B ao nível de significância
de 5%. Como o tamanho da amostra é pequeno, consideramos as estatísticas com base no
estimados "maãbe"

Parâmetro Estimativa E.P valor-z valor-p
    Nalve Robusto Naipe R,obusto Nave Robusto
  3,546 0,124 0,142 28,548 24,871 < o, 001 < o, 001

Ü 0,244 0,176 0,148 -1,388 -1,644 0,165 0,100
a 0,619 0,176 0,109 -3,524 -5,656 < o, 001 < o, 001
Ü 0,192 0,176 0,089 1,092 2,133 0,275 0,033
Ps 0,425 0,176 0,083 2,417 5,137 0,016 < 0, 001
a -0,023 0,248 0,100 -0,092 -0,229 0,926 0,818
& 0,061 0,248 0,116 0,247 0,529 0,805 0,596
a -0,005 0,248 0,056 -0,021 -0,091 0,984 0,927
a 0,130 0,248 0,063 0,523 2,063 0,601 0,039
Ó 0,093      
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Tabela 4.3: ANOVA (Teste de Wald) para os dados da Aplicação 2
RobustoNdve

Efeito gl QW valor-p QW valor-p
Fator.B 2 110.090 <0.001 12.607 0.002
Fator0 2 130,043 <0,001 5,859 0,053
Interação 4 29,327 <0,001 0,390 0,983

gl
2

2

4

valor-p
< o, 001
< o, 001
< o, 001

Em (4.2) apresentamos a matriz de correlação de trabalho estimada para o modelo de
regressão ajustado para a uaàáueZ resposta. Podemos verificar que as estimativas seguem as
sub-estruturas propostas, mas os valores são baixos, com resultados menores do que 0, 0001.
Dessa forma, podemos concluir que os dados poderiam ser analisados sob estrutura de cor-
relação independente. No entanto, uma análise com essa estrutura não mostrou modificação
nainferência.

l
7,4e -- 05

5,6e -- 09
7,7e -- 05
5,8e -- 09

4,3e -- 13
6,0e -- 09
4,5e -- 13
3,3e -- 17

7,4e
l

7,4e
5,8e
7,7e
5,8e
4,5e
6,0e
4,5e

05

05

09

05

09

13

09

13

5,6e
7,4e

l
4,3e
5,8e
7,7e
3,3e
4,5e
6,0e

09

05

13

09

05

17
13

09

7,7e
5,8e
4,3e

l
7,4e
5,6e
7,7e
5,8e
4,3e

05
09
13

05
09
05

09
13

5,8e
7,7e
5,8e
7,4e

l
7,4e
5,8e
7,7e
5,8e

09
05
09
05

05
09
05
09

4,3e -- 13
5,8e -- 09
7,7e -- 05
5,6e -- 09

7,4e -- 05
l

4,3e-- 13
5,8e -- 09
7,7e -- 05

6,0e
4,5e
3,3e
7,7e
5,8e
4,3e

l
7,4e
5,6e

09

13

17

05

09

13

05

09

4,5e
6,0e
4,5e
5,8e
7,7e
5,8e
7,4e

l
7,4e

13

09

13

09

05

09

05

05

3,3e
4,5e
6,0e
4,3e
5,8e
7,7e
5,6e
7,4e

17
13

09

13

09

05

09

05

lz(P) (4.2)

Técnicas de diagnósticos também foram aplicadas ao modelo para verificação da qualidade
do ajuste.
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Na Figura 4.5, na qual são apresentadas as distâncias de Cook, identificamos a observação
22 que se refere ao indivíduo 3 como possível ponto influente.

Unidade Experimental

Figura 4.5: Distância de Cook para o modelo de regressão gama ajustado com sub-estruturas de
correlação AR-l para a uaháueZ resposta.

Na Figura 4.6, com os resíduos padronizados, identificamos as observações 19, 22 e 25
também do indivíduo 3 como possíveis pontos aberrantes. No entanto, temos uma amostra de
tamanho reduzido e optamos pela não deleção de observações.
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Unidade Experimental

Figura 4.6: Resíduos Padronizados para o modelo de regressão gama ajustado com sub-estruturas
de correlação AR-l pata a uaóáueJ resposta.

Além disso, o gráfico de probabilidades meio-normal com envelope simulado, Figura 4.7,
não mostra nenhum ponto fora da banda de confiança de 95%, indicando-nos um ajuste
adequado do modelo proposto.
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Figura 4.7: Gráfico de probabilidade meio-normal com envelope simulado para o modelo de regressão
gama ajustado com sub-estruturas de correlação AR-l para a uaHáuei resposta.

4.3 Aplicação 3
O conjunto de dados apresentado nessa aplicação foi retirado de Winer et al. (1991), pp.

546. Seu objetivo é avaliar o efeito dos favores Per?'odo de tempo, com dez minutos de duração

cada Ínúeis; ]0, 20 e 309 e a monitoração de Cartaz de .FtequêncÍa Íníueás: c.Z, c2 e c3) sobre a
variável EsGoTe de acarácáa em realizar os ajustes solicitados. Seis indivíduos foram avaliados

nas nove combinações dos falares num total de 54 observações.

Optou-se pelo ajuste de um modelo considerando a distribuição -N07.27zaZ em (3.1) com
função de ligação "identidade" em (3.2), pois, pelo histograma, apresentado na Figura 4.8, a
variável .EsGoTe de acarácáa apresenta simetria e a hipótese de ajuste à essa distribuição não

é rejeitada quando aplicado teste de /<oZmogorou-Smãr-7zou.
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Figura 4.8: Histograma para a variável EsGoTe de acurácÍa.

A média da variável l?score de acurácáa é dada por

P jk = #l#Ü+ #2ZÍ2+ PSZi3+ D4Z{4+ PSZ{Õ + ÕÕZiÕ+ PZZiZ + 08Z 8 + P9Zi91

, 6, .j = 1, 2, 3 e k = 1, 2, 3, em que

zii ;: 1 1, para todas as observações do indivíduo;

1, se a observação é obtida sob o nível .j = 3, 30 m matos, do fator Pera'odo,

0, caso contrário;

1, se a observação é obtida sob o nível k = 2, c2, do favor Canal de Jbequêncáa
0, caso contrário;

Z{2 ':
1, se a observação é obtida sob o nível .j = 2, 2{7 m Rufos, do favor Período,
0, caso contrários

10 20 30 60 70 80

Z€4
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1, se a observação é obtida sob o nível k = 3, c3, do fator Canal de ./tequêncáa,

0, caso contrário;

Z{6 ' Z{2 X Z{4;

z{7 == z{2 x zÍsl

Z{8 :: Z{3 X Z{4;

Z'€9 == Z{3 X Z{5

Devido a natureza dos dados, em que o fator Período por referir-se a tempo pode gerar des-

gaste do indivíduo ao ajustar o OanaZ de Pmquêncía parecendo adequa-se à uma sub-estrutura
de correlação .4-R--Z, enquanto o fator Cartaz de .Ftequêncáa não aparenta justificar alteração
na correlação para os diferentes Pera'ocos sendo razoável a utilização da sub-estrutura padrão
unê/07me, presumimos a estrutura de correlação mista (ver seção 3.3.4). Dessa forma, temos
dois parâmetros de correlação, p = (PI, p2)r, em que

pl é a correlação entre as observações consecutivas do indivíduo nos níveis do fator (:hnaZ de
.#eguêncãa, fixando o fator Pera'odo, e

p2 é a correlação entre as observações do indivíduo nos níveis do favor Pera'odo, fixando o fator
Can,al de hequêncio,.

A Tabela 4.4 apresenta. as estimativas para os parâmetros do modelo. Ao nível de sig-
nificância de 5% verificamos que os parâmetros referentes ao favor Feri'odo e ao favor (7anaJ
de #equênc a são significativos, mas os parâmetros referentes as iterações não são. Os valores-

p &)ram obtidos com base no estimados rob sta, contudo, a inferência permanece a mesma
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quando consideramos o estimador "naàbe "

Tabela 4.4: Estimativas e erros padrões dos parâmetros do modelo de regressão normal com estrutura
de correlação mista (AR.l e padrão uniforme) para a variável escore.

Resumimos os resultados da Tabela 4.4 construindo a Tabela 4.5 de Análise de Variância

(ANOVA), na qual não observamos efeito de interação entre os fatores Cartaz de Jbequência e

Feri'odo, mas observamos os efeitos marginais destes favores, ao nível de significância de 5%o.

Como o número de indivíduos da amostra é pequeno, consideramos também as estatísticas
com base no estimador "naábe", mas a inferência não se modifica.

Tabela 4.5: ANOVA (Teste de Wdd) para os dados da Aplicação 3

Parâmetro Estimativa E.P NM've E.P Robusto z (Nalve) z (Robusto) valor-p
  48,000   3,749   3,440 12,803 13,954 < o, 001

/32 -21,000   4,384   3,000 4,790 -7,000 < o, 001
  -10,833   4,384   3,227 -2,471 3,357 o,001

Ü 15,000   3,905   1,247 3,840 12,027 < o, 001
Ps 4,000   3,016   1,269 1,326 3,151 0,002

  0,500   4,567   1,954 0,109 0,256 0,798
  3,167   3,527   2,397 0,898 1,321 0,186

a 2,000   4,567   2,549 0,438 0,784 0,433
a l,ooo   3,527   2,656 0,283 0,376 0,706
é 0,012              

    Robusto Nalve
Efeito gl QW valor-p QW valor-p
Fator (yanaZ de .#eguêncáa 2 76,504 < 0, 001 25,009 < 0, 001
Favor Perúdo 2 151,530 < 0, 001 25,786 < 0, 001
Tn+..,.;.
xx-v-" 'AY'-J 4 6,654 0,155 3,205 0,524
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Em (4.3) apresentamos a matriz de correlação de trabalho estimada para o modelo de
regressão ajustado para a variável .EsGoTe de acurácáa com estrutura de correlação mista,
AR-l no fator Período e padrão uniforme no fator (hnaZ de #equêncáa.
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0,14
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1,00
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0,14
1,00
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0,21
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0,21
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1,00

0,68

0,14
0,21

0,32
0,14
0,21
0,32
0,46

0,68
1,00

.R(P) (4.3)

Novamente, as técnicas de diagnóstico foram aplicadas ao modelo para verificação da qual-

idade do ajuste.

Na Figura 4.9, a qual apresenta m distâncias de book para as unidades experimentais,
identificamos uma observação do indivíduo 3 com valor maior do que as demais, o que pode
significar um possível ponto influente.
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Unidade Experimental

Figura 4.9: Distância de book para o modelo de regressão normal ajustado com estrutura de cor
relação mista (AR-l e padrão uniforme) pala a variável Encore.

Já na Figura 4.10, na qual são expostos os resíduos de padronizados, podemos verificar que
existe um ponto fora dos limites referente a mesma observação do indivíduo 3 que apresentou
maior distância de book. No entanto, novamente contamos com uma amostra de tamanho
reduzido e optamos por não delegar as observações do indivíduo.
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Unidade Experimental

Figura 4.10: Resíduos Padronizado para o modelo de regressão normal ajustado com estrutura de
correlação mista(AR.l e padrão uniforme) para a variável Escore.

Contudo, o gráfico de probabilidades meio-normal com envelope simulado, Figura 4.11,
apresenta todos os pontos dentro da banda de confiança de 95%, o que nos aponta um ajuste
adequado do modelo proposto.
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Figura 4.11: Gráfico de probabilidade meio-normal com envelope simulado para o modelo de regressão
normal ajustado com estrutura de correlação mista (AR-l e padrão uniforme) para a vai-lavei escore.

A referência da qual foram retirados os dados tratava a estrutura de correlação como padrão
zénígorme. Dessa forma, ajustamos os dados com sub-estruturas de correlação padrão uml/or"me

para uma comparação com os resultados da estrutura de correlação mista éaa-.Z e un4fozme,).
Nesse caso, a inferência não se modificou, no entanto, os gráficos de diagnósticos se mostraram

piores como podemos observar nas figuras 4.12, 4.13 e 4.14.
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Unidade Experimental Unidade Experimenb

Figura 4.12: Comparação das distâncias de Cook entre o ajuste com estrutura de correlação mista
(AR-l e uniforme) e ajuste com ambas as sub-estruturas de correlação uniforme.

Unidade Experimental Unidade

Figura 4.13: Comparação dos resíduos padronizados entre ajuste com estrutura de correlação mista
(AR.-l e uniforme) e ajuste com ambas as sub-estruturas de correlação uniforme.
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Figura 4.14: Compai'ação dos gráficos de probabilidade meio-normal com envelope simulado entre
ajuste com estrutura de correlação mista (AR-l e uniforme) e ajuste com ambas as sub-estruturas
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Capítulo 5

Conclusões e estudos futuros

Nesse trabalho estendemos as equações de estimação generalizadas desenvolvidas por Liang
e Zegei (1986) para medidas repetidas em mais de um fator. Além disso, apresentamos

estruturas de correlação de trabalho adequadas a medidas repetidas em dois fatores, bem como
estimadores para os parâmetros de correlação dessas estruturas, colaborando, dessa forma,
para a melhor especificação da estrutura de dependência entre os dados. Desenvolvemos na

linguagem R rotinas para o cálculo das estimativas dos modelos propostos.

Como estudos futuros, muitas propostas podem ser exploradas quando os dados pos-
suem medidas repetidas em mais de um favor, especialmente em relação à estrutura de
depêndência. Outros métodos de estimação dos parâmetros de correlação, como o de qaase-
mú&ámos-qaadrndos citados em Wang e Carey (2003), podem ser abordados e a avaliação do
impacto desses métodos nas estimativas dos parâmetros de modelagem da média pode ser
considerada.

63
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Apêndice A

Conjuntos de dados e rotinas computacionais

Para a consideração da estrutura de correlação em ambos os fatoies no processo iterativo
responsável pela estimação dos parâmetros da regressão, foi necessário criei rotinas em que
utilizamos implicitamente o pacote gee do softwere livre R (http://www.r-project.org/).

Não houve necessidade de alterações nos algorítimos de criação dos gráficos de dásÉáncía de
Cbok e de resíduos padronizados pois o método iterativo utilizado para estimar os parâmetros
modeladoies da média e a matriz de correlação fornece todas as informações. Apenas na rotina

responsável pela criação do gráfico de envelope meão-norv7zaZ precisamos utilizar internamente
a rotina de estimação do modelo com as sub-estruturas na matriz de correlação de trabalho.

Nesse capítulo apresentamos os conjuntos de dados referentes às aplicações e as rotinas
utilizadas nas análises.

A.l Aplicação l

Tabela A.l Conjunto de dados da ADlicacão l

65

         
r)hcprynpãn Indivíduo Barra Lado Fn--pn

l l sem esquerdo 4,33
2 l sem direito 3,43
3 l com esquerdo 6,67
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í)hcprvnpãn
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Indivíduo
l
2

2
2
2

3

3

3

3

4

4

4

4

5

5

3

5

6

6

6

6

7

7

7

7

8

8

8

8
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esquerdo
direito
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direito

esquerdo
direito

esquerdo
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esquerdo
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direito

4,65

1,30

1,60

5,60

7,10

7,93
5,10

12,77

11,88

8,13

2,77
12,77
11,88

4,75

3,48

12,03

l0,72
6,28
6,58

l0,72
l0,33

2,07
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23,08

20,17

com
sem

sem
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r)hqpl-xrn p ;i n

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

Indivíduo
9

9

9

9

10

10

10

10

11

11

11

11

12

12

12

12

13

13

13

13

14

14

14

14

15

15

15

15

16

Barra Lado
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12,77

11,88

6,63

4,65

7,58

5,80

8,22

5,03

12,77
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com
com
sem
sem
com

com
sem
sem
com

com
sem
sem
com

com
sem
sem
com

com
sem
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62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

Indivíduo
16

16

16

17

17

17

17

18

18

18

18

19

19

19

19

20

20

20

20

21

21

21

21

22

22

22

22

23
23

Barra Lado
direito

esquerdo
direito

esquerdo
direito

esquerdo
direito

esquerdo
direito

esquerdo
direito

esquerdo
direito

esquerdo
direito

esquerdo
direito

esquerdo
direito

esquerdo
direito

esquerdo
direito

esquerdo
direito

esquerdo
direito

esquerdo
direito

li'aros,

3,38

8,08

9,57

4,33

3,43

7,22
3,05

4,52

4,30
6,00

9,63

4,57

8,50

15,70

14,03

8,05

5,67

9,23

4,28

5,10

4,30

7,58

6,53

4,80

7,42

7,22

3,05

4,78
6.85

sem
com
com

sem
sem
com
com
sem
sem

com
com
sem
sem
com
com

sem
sem

com
com
sem

sem

com
com
sem

sem

com
com

sem

sem



A.]. APLICA(HO 69

A.l.l Rotina para estimação dos parâmetros de correlação, de dispersão e da
média com matriz de correlação de trabalho com sub-estruturas padrão
uniforme em ambos os fatores:

library(MASS)
# Está.mação de beta sob i.ndependência
fi.t.i.nic <- glm(y ' X + (-1), fama.ly=Gamma(li.nk="log"))#(li.nk = li.nkmu))

beta <- fit . i.ni.c$coeffici.ente
p <' ncol(X)
n <- length(y)/(s#t)
N <- length (y)

# Cálculo dos resíduos e de phi

mu <- fit.i.nic$fi.tted.values
if (opFami.ly::"poisson'')
if (opFami.ly::"Gamma")
if (opFami.ly=="gaussian")
if (opFamily::"bi.nomial")
if(opFamily=="inverse . gaussian")

vmu <

vmu <-

vmu <

vmu <

vmu <

as . vector (mu)

as.vector(mu'2)
as.vector(mu'0)
as . vector (mu+ (l-mu) )

as.vector(mu'3)

res <- as .vector((fit. inic$resi.duais)+(l/sqrt(vmu)))
phi <- (res%+o%teres)/(n+s#t - p)

i.f(opFamily =: "poi.sson") phi <- summary(fi.t. inic)$dispersi.on

         

  Indivíduo Barra Lado  
91 23 com esquerdo 8,08
92 23 com direito 9,57
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# Está.mação das correlações
if (optionR:="excfac2") {

rr <- as.vector(rep(0,3))
i <- o

a <- 0

while (i < N-l) {

for (j in (i+l) : (i.+t-l)){
for(k in (j+í) : (i.+t)) {

rr[2] <- rr]21+res]j] 'KresEk]
}

}

i <- i+t

}

i <- o

whi.le (i < N-t#(s-l)) {

j <- j.+l

while (j < (i+(s-l)+t+l)){
k <- j+t

while(k < i+s+t+l) {

rrll] <- rr]]]+res]j]'Kres]k]
k <- k+t

}

1 <- j+l
}

i <- i+t+s
}

i <- o

while (i < N) {

for (sl in l: (s-l)) {
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for(j in(i+l+t'p(sl-l)):(i+t+sl)) {

for (k in (i+t#sl+l):(i+t+s)) {

rr[3] <- rr]31+res]j]+resEk] ;a=a+j-
#cat(j,k,i.,"\n")

}

}

i <- j.+t#s

rrE3] <- rrE31-rr]]]
Estimativas iniciais das correlações
<- phi#rr/c(N+(t-1)/2-p,N+(s-1)/2-p,N#(s-l)#(s

}

}

#

rho 1)/2-P)

# Estimativa inicial da matriz de correlação de trabalho
R[ <- dias(a]pha]]] ,t,t) + (matrix(],t,t)-di.ag(t))+a]pha]3]
R2 <- (matrix(],t,t)-di.ag(t))'Ka]phaE2] # dentro do fatos l

R3 <- kronecker(dias(s), R2)

R4 <- kronecker(matrix(l,s,s)-dias(s) , RI)

Rn <- dias(s#t) + R3 + R4

}

# Início do processo iterati.vo para estimar beta
library(gee)
ite <- l

dj.f <- l

while (di.f>0.00001 && i.te<50){
fita = gee(y ' X + (-1), i.d = i.ndividuos, corstr="fixed",
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family-Ganha(link="log"), R Rn, b beta, maxi.ter 1)

betan <- fitn$coefficients

# Cálculo dos resíduos e phi

mu <- fi.tn$fi.tted.values # eta

if(opFanily=="poisson") vmu <

if(opFami.ly::"Ganha") vmu <

if(opFani.ly=="gaussi.an") vmu <

if(opFami.ly::"binomial") vmu <

ií (opFamily=="i.nverse .gaussian") vmu <

as . vector (mu)

as.vector(mu'2)
as.vector(mu'0)
as.vector(mu#(l-mu))
as.vector(mu'3)

res <-(fitn$residuals) 'K(l/sqrt(vmu) )

phi. <- summary(fita)$scale

# Estimativa das correlações
{

rr <- as.vector(rep(0,3))
i <- o

while (i < N-l) {

for (j in (i+l) : (nt-l)){
for(k in (j+í) : (i+t)) {

rr[2] <- rrE21+resEj] 'Kres]k]

i <- j.+t

i <- o

while (i < N-t+(s-l)) {

}

}

}
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j <- i+l

while (j < (i+(s-l)+t+l)){
k <- j+t
whi.le(k < i+s#t+l) {

rrll] <- rr]]] ares [j[+res [k]
k <- k+t

}

j <- j+t
}

i <- i+t+s
}
i <- o

while (i. < N) {

for (sl in l: (s-l)) {

for(j in(i+l+t+(sl-l)):(Nt#sl)) {
for(k in(i+t#sl+l):(i+t+s)) {

rrE3] <- rr]31+res]j]#res]k]
}

}

j. <- j.+t#s

rr[3] <- rr]31-rrE]]
rho <- phi'Krr/c(N'k(t-1)/2-p,N'k(s-1)/2-p,N+(s

}

}

1)+(s-1)/2-P)

# Está.mau.va da matriz de correlação de trabalho na i.teração
R[ <- dias(rho]]],t,t) + (matri.x(],t,t)-di.ag(t))#rho13]
R2 <-(matrix(],t,t)-dias(t))+rhoE2]
R3 <- kronecker(dias(s) , R2)

R4 <- kronecker(matri.x(l,s,s)-dias(s) , RI)
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Rho <- di.ag(s+t) + R3 + R4

}

#Atualizati.ons
dif <- abs(sun((betan-beta)))
beta <- betan
ite <- ite+l
Rn <- Rho

summary(fitn)
}

A.2 Aplicação 2

Tabela A.2: Conjunto de dados da Aplicação 2
           

  Indivíduos B C V Resposta
l l bl cl   25

2 l bl c2   43

3 l bl c3   50

4 l b2 cl   30

5 l b2 c2   42

6 l b2 c3   47

7 l b3 cl   18

8 l b3 c2   27

9 l b3 c3   36

10 2 bl cl   15

11 2 bl c2   31

12 2 bl c3   40

13 2 b2 cl   20

14 2 b2 c2   27

15 2 b2 c3   37
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r)hcnnrçinõn

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

Indivíduos
2
2
2

3

3

3

B

b3
b3
b3
bl
bl
bl
b2

b2
b2
b3
b3

b3
bl
bl
bl
b2

b2
b2
b3
b3

b3
bl
bl
bl
b2
b2
b2
b3
b3

C
cl
c2
c3
cl
c2

c3
cl
c2

c3

cl
c2

c3
cl
c2

c3
cl
c2

c3
cl
c2

c3
cl
c2

c3
cl
c2

c3
cl
c2

V Resposta
15

22

31

50

55

65

48

44

60

30

37

40

40

38

51

15

24

41

16

13

25

32

35

45

20

27

33

12

17
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A.2.1 Rotina para estimação dos parâmetros de correlação, de dispersão e de
média com matriz de correlação de trabalho com sub-estruturas AR,-l em
ambos os falares:

li.brary(MASS)

# Está.mação de beta sob independência

fit.inic <- gln(y ' X + (-1), fani.ly:Ganha(link="log"))
beta <- fit.inic$coeffi.ci.ente
p <' ncol(X)
n <- length(y)/(s+t)
N <- length(y)

# Cálculo de resíduos e estimativa inicial de phi

mu <- fi.t.i.nic$fi.tted.values

í)hePnrnnãn Indivíduos B C V Resposta
45 5 b3 c3   27

46 6 bl cl   46

47 6 bl c2   50

48 6 bl c3   67

49 6 b2 cl   30

50 6 b2 c2   29

51 6 b2 c3   47

52 6 b3 cl   21

53 6 b3 c2   19

54 6 b3 c3   36
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if (opFamily:="poi.sson")
if (opFami.ly::"Ganha")
if (opFamily::"gaussi.an")
if (opFamily=="binomi.al")

vmu <- as.vector(mu)
vmu <- as.vector(mu'2)
vmu <- as.vector(mu'0)
vmu <- as .vector (mu+ (l-mu) )

res <- as.vector((fi.t . inic$residuals)#(l/sqrt(vmu)))
phi. <- sumnary(fi.t . inic)$dispersion

cat("phi estimate under glm:", phi'(-1),"\n'')

# Estimati.vas inici.ai.s de rho

if (optionR=="arlfac2") {

rr <- as.vector(rep(0,2))

i <- o

while (i < N-l) {

for (j i.n (nl) : (nt-l)){
rr[2] <- rrE21+res]j]+resEj+]]}

i <- j.+t}

i <- O; a <- 0
while (i < N-t#(s-l)) {

for(j in (i+l) : (nt+(s-l))){
rrll] <- rrE]]+res]j] '''resEj+t]

i <- i+t#s}
a=a+l}

alpina < rr+phi/c(n+s+(t-l) ,n#t#(s-l) )

# Estimativa inicial da matriz de correlação de trabalho
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SI <- matrix(O,t,t)
for(i in l:t){

for(j i.n l:t){Slli,jl=abs(i-j)}}
R[ <- matrix(],t,t)+a]phaE]]
R2 <- alphal21'SI
Rn <- kronecker(matrix(l , s , s) ,R2)#kronecker(RI SI,matrix(l,s,s))

}

# Processo iterativo para está.mação de beta

library(gee)
ite <- l

dif <- ].

while (di.f>0.00001 && ite<5) {

fita = gee(y ' X + (-1), id = individuos, corstr="fixed",
family=Gamlna(link="log"), R = Rn, b = beta, maxiter

betan <- fi.tn$coefficients
1)

mu

if
if
if
if

<- fitn$fitted.values
( opFamily== "pois s on " )
(opFamily::"Ganha")
(opFamily::"gaussian")
(opFamily-="binomi.al")

vmu <- as .vector (mu)

vmu <- as .vector (mu'2)
vmu <- as .vector (mu'0)
wu <- as .vector(mu# (l-mu) )

res <-(fitn$residuals) #(l/sqrt(vmu) )

phi <- summary(fita)escale
{

rr <- as.vector(rep(0,2))
i <- o
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while (i < N-l) {

for (j i.n (i+l) : (nt-l)){
rrE2] <- rrl2J+resljl+reslj+lJ}

i <- j.+t}
i <- o

while (i < N-t#(s-l)) {

for(j in (i+l) : (i+t+(s-l))){
rrEl] <- rrEll+resEjl#reslj+tl}

i <- i+t+s}
alpina <- rr/phi/c(n+s#(t-l) ,n+t+(s-l))

SI <- matrix(0,t,t)
for(i in l:t){

for(j i.n l:t)CSlEI.,jl=abs(i.-j)}}

R[ <- matrix(],t,t)'Ka]phaE]]
R2 <- alphal21'SI
Rho <- kronecker(matrix(l ,s,s) ,R2)+kronecker(RI'SI,matri.x(l ,s,s))

}

#Atualizações

dj.f <

beta <

ite <

Rn <

}

abs ( sum ((betan-beta) ) )

betan
ite+l
Rho

summary(fi.tn)
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A.3 Aplicação 3

Tabela A.3: Clonjunto de dados da Aplicação 3

í)hcpr\rnpãn

l

2

3

4

5

6

Individuo
l
l
l
l
l
l

Canal de frequência
cl
cl
cl
c2
c2
c2
c3

c3
c3
cl
cl
cl
c2
c2
c2
c3

c3

c3

cl
cl
cl
c2
c2

c2

c3

Período

10

20

30

10

20

30

10

20

30

10

20

30

10

20

30

10

20

30

10

20

30

10

20

30

10

Escore

45

40

28

53

52

37

60

57

46

35

30

25

41

37

32

50

47
41

60

58

40

65

54

47

75

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25
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26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

Individuo
3

3

4

4

4

4

Canal de frequência
c3
c3
cl
cl
cl
c2
c2
c2

c3
c3
c3
cl
cl
cl
c2
c2
c2

c3
c3
c3
cl
cl
cl
c2

c2
c2

c3
c3
c3

Período

20

30

10

20

30

10

20

30

10

20

30

10

20

30

10

20

30

10

20

30

10

20

30

10

20

30

10

20

30

Escora

70

50

50

25

16

48

34

23

61

51

35

42

30

22

45

37

37

55

43

37

56

40

31

60

39

29

77

57

46
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A.3.1 Rotina para estimação dos parâmetros de correlação, de dispersão e de
média com matriz de correlação de trabalho com sub-estruturas mista
(AR-l e padrão uniforme):

li.brary(MASS)
# Estimação de beta sob i-ndependência
fi.t;ini.c <- glm(y ' X + (-1) , family=gaussian(link="identity"))

beta <- fit.inic$coefficients
p <' ncol(X)
n <- length(y)/(s#t)
N <- length(y)

# Cálculo dos resíduos e estimação de phi
mu <- fi.t.inic$fi.tted.values # eta

if (opFamily::"poisson") vmu <- as .vector(mu)
if (opFani.ly::"Ganha") vmu <- as.vector(nu'2)
if (opFamily=="gaussi.an") vmu <- as.vector(mu'O)
if (opFamily=="binomi.al") vmu <- as.vector(mu#(l-mu) )

# Está.mação das correlações
res <- as.vector(fi.t . inic$residualsH'(l/sqrt(vmu)))
phi <- 1/((res%'K'Z.res)/(n#s+t - p))

if(opFamily :: "poisson") {phi <- summaxy(fit . inic)$dispersi.on
if (opta.onR=="nistfac2") C

rr <- as.vector(rep(0,2))
i <- o

whi.le (i. < N-l) {

for (j in (i+]) :(i+t-])){rr]2] <- rrE21+resEjl#resEj+ll}
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i <- i+t

i <- o

whi.le (i < N-t'F(s-l))Cj <- i+l

whi.].e (j < (i+(s-l)+t+:l)){k <- j+t
while(k < i.+s#t+l){

rr [1] <- rr]]]+res [j[+res [k]
k <- k+t}

j <- j+í}
i <- i+t+s}

Estimativa inicial das correlações
alpina <- phi+rr/c(N#(s-l)#(s-1)/2-p,n#s'p(t

}

#

1) )

# Estimativa i.nici.al da matri.z de correlação de trabalho
SI <- matrix(0,t,t)
for(i in [:t){for(j in t:t){St]i.,j] (i-j)}}

RI <- matri.x(l,s,s)-di.ag(s)
S <- alphal21'SI
R <- alphallJ'RI
Rn <- kronecker(R,S)
}

# Início do processo de está.mação de beta
library(gee)
ite <- l

dif <- l

vhile (dif>0.00001 && ite<50) {

fita ; gee(y ' X + (-1), i.d = cluster, corstr="fixed'',
fama.ly=gaussian(li.nk="i.dente.ty") , R = Rn, b = beta, maxiter = 1)
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betan <- fitn$coefficients
mu <- fi.tn$fitted.values
if (opFami.ly:-"poi.sson")
if (opFami.ly=="Ganha")
if (opFamily=-"gaussian")
if (opFamily=:"binomial")

vnu <- as.vector(mu)
vmu <- as.vector(mu'2)
vmu <- as.vector(mu'0)
vmu <- as .vector (mu+ (l-mu) )

res <- as.vector(fit . inic$residuals'K(l/sqrt(vmu)))
phi <- 1/((res%'p'%.res)/(n'ps'pt - p))

# Estimação das correlações na iteração
{

rr <- as.vector(rep(0,2))
i <- o

whi.le (i < N-l){
for (j in (i+l) : (i+t-l))
{rr[21<- rrE21+res]j]'Bres]j+]] ;i <- i+t)}

i <- o

whi.le (i < N-t+(s-l)){j <- i.+l

while (j < (i+(s-l)'Kt+l)){k <- j+t
whi.]e(k < i+s#t+]){rr]]] <- rr]]]+res]j]#res]k] ;

j <- j+í}
i <- i+t#s}

alpina <- phi'Krr/c(N'K(s-l) +(s-1)/2-p,n'KS'k(t-l))
SI <- matrix(O,t,t)

for(i in l:t){for(j in l:t){Slli,jl=abs(i.-j))}
RI <- matrix(l,s,s)-dias(s)
S <- alphaE21'SI
R <- alphaEll'RI
Rho <- kronecker(R,S)

k < k+t}
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}

# Atualizations
di.f <- abs(sum(betan-beta))
beta <- betan
ite <- ite+l
Rn <- Rho

}
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