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Resumo

O processo de análise e modelagem estatística é seílsível à presença de observações ouiZáers e
tal tipo de dado pode trazer ermos ou confundimentos neste processo. Com base neste fato, faz-se
necessário o uso de técnicas estatísticas que têm a finalidade de detecção destes dados.

Como complemento às técnicas de detecção de outZáers stuge o método /07'maré searcA, proposto
por Atkinson e Riam(2000). Neste trabalho é apresentada a abordagem dos autores do método,
no contexto de análise descritiva inultivaiiada bem como pala modelos de regressão. Também é
proposta uma adaptação do método para o contexto de modelos de equações estruturais.

Palavi'as-chave: /0710ard search, equações estruturais.
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Abstract

The process of analysis and statistical modeling is sensitive to the presence of outliers obseivations,
this type of data can bring errors or confuse tais process. Based on this face it is necessary to use
statistical techniques that have the puipose of detection of tais type of data.

Itl addition to techniques fol detection of outliei observations comes the forwatd sealch method,
proposed by Atkinson a.nd Riam(2000). This disser'tation presents the appioach of the authors of
the inethod, in the context of desciiptive analysis and multivaiiate regiession models. It is also a
propose to adapt the method to the context of structural eqttation modela.

Keywoi'ds forwai'd search, structural equation
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Capítulo l

llntrndllrãn'y-'

A modelagem e a análise estatística são cercadas poi suposições e hipóteses a respeito do conjunto
de dados, tais como homogeneidade das variâncias, estrutura de relacionamento entre as variáveis,
distribuição de probabilidade que originou os dados, em suma aspectos que direcionam o tipo de
modelo e análise a serem desenvolvidos com o conjunto de dados.

A presença de observações discrepantes ou oui/áers podem trazer confundimento e erros no pro-
cesso de modelagem e análise estatística, tendo como consequência a não adequação do modelo aos
dados, ou uin ajuste duvidoso. Dado o empecilho provocado pela presença deste tipo de observação
existe hoje uma vasta liteiatui a referente às técnicas de identificação de observações outZãers, seja no
contexto univariado ou multivariado.

Como complemento às técnicas de identificação existentes, surge o método /07'mata searcÀ, pro-
posto por Atkinson e Riam(2000). O método tem por finalidade descrevem explicitamente, através
de gráficos, o impacto que cada observação tem sobre o ajuste de modelos e respectivas análises de
diagnóstico.

As análises estatísticas presentes neste trabalho falam realizadas no soPmare R com o auxílio
dos pacotes R/mdmu e /oz'maré, desenvolvidos pelos autores do método /armara search; estes pacotes
contém os pt'incipais comandos nescessários pala aplicação do método.

Este trabalho foi desenvolvido eln cinco capítulos.

No Capítulo 2 é introduzido o conceito do método /armara search bem como o algoiitmo base do
método, é apresentado um exemplo de aplicação pala melhor compreensão do processo.

No Capítulo 3 é exibida a abordagem dos autores do método no contexto de iegiessão linear,

l



2 CAPITULOU INTRODUÇÃO

acompanhado de uma aplicação eln um cojunto de dados da literatura. De forma similar o capítulo
4 exibe a abordagem dos autores do método pal'a modelos lineares generalizados (MLG).

No Capítulo 5 é desenvolvida uma adaptação do método /oz'maré searcA pala modelos de equações
estiutulais. Tal adaptação caracteriza o objetivo do trabalho, uma vez que os autores do método não o

abordam neste contexto. A estruturação do método nesta adaptação é acompanhada com aplicações
a conjimtos de dados hipotéticos e da liteiatuia, com o intuito de veiificai a adequabilidade da
adaptação proposta. O algoritmo cosntruído para tal adaptação segue no apêndice, juntamente com
os comandos utilizados nas análises estatísticas dos capítulos anteiioies.



Clapítulo 2

Método Formara Search

A detecção e o tratatnento de observações outZáers é um tema abordado com frequência poi
pesquisadores e estudiosos da área estatística. A presença de tal tipo de observação gera impactos
prejudiciais às análises estatísticas propostas, pois o padrão que se piocuia enconti'al' no conjunto de
dados através da modelagem estatístisca será deturpado por tal observação discrepante.

Há unia vasta fitei'atura na área estatística relativa às técnicas de identificação de tal tipo de dado,
em que são abordadas desde técnicas descritivas, por exemplo o Z)o:WZot, até medidas-diagnóstico em
modelos de regressão, como a distância de book.

Como proposta de melhoiainento das técnicas de identificação existentes, surge o método /07'ward
searcA, proposto por Atkinson e Riam(2000), em que através de técnicas gráficas tem-se o objetivo
de explicitam a presença e o impacto que observações outZãers têm sobre as análises estatísticas. Os
autores introduziram o método em diversos campos da estatística, como análise de regressão, análise
de componentes principais, análise de agrupamentos, estatística espacial, entre outros.

Independentemente da área estatística de aplicação do método, o algolitmo /07'ward searcA segue
os seguintes passos:

1. a partir do conjlmto de dados bruto é obtido, pol meio da análise descritiva, um gi'upo de
observações de dados livres de ouilÍers, também denominado de gr"tipo Zámpo;

2. a cada passo do método /07'mata searcA tal grupo de dados limpos é acrescido de uma observação,

proveniente do restante do conjunto de dados que o originou. A enfiada de tal observação
obedece um critério de distância em relação ao grupo limpo. A observação candidata a ser

3



4 CAPITUL02. METODO FORWARD SEARCH

incluída no grupo sela aquela que possuir menor tnedida de distâllcia, ou seja, é a mais próxima
ao gr'tipo /ámpo de outZáers;

3. a enteada da observação leva ao recálculo dos parâmetros da medida de distância adorada

O pl'ocesso de inserção das observações no grupo de dados limpos segue até o momento em que
o grupo inicial, livre de outZãers, contenha todos os dados do conjunto bruto.

Os autores do método adoram como medida de distância, a distância de Mahalanobis ao centro
dos dados, definida abaixo pala a á-ésima observação de uma a.mostra univaiiada de tamanho n,

ol; - (x v')' /s', á :: 1, 2, ...n (2.1)

.« «- , - 'P . ., - Ebgi:::W
Em uma amostra multival'fada em que os dados estão em uma matriz 'Y(«XP), sendo n o número

de observações e p o número de variáveis, tem-se que a {-ésima observação tomada pata a j-ésima
variável seja repesentada pelo elemento g/e.f da matriz. O vedor que representa a á-ésima observação
multivariada é definido como yi = (g/{l, ..-, 3/:P):z', em que yij representa o valor' referente ao indivíduo
ã na j-ésima variável. Dessa follna, analogamente pai'a a á-ésima observação de uma amostra multi-
variada, tem-se que a distância de Mahalanobis à média é dada poi

0? (y: j')r S;: (y: y), á :: 1, 2, ...n (2.2)

em que P = Ya''j/n, j é um vetor de dimensão (n x 1) de valores iguais a 1, e S. = ---

Ao fim do processo tem-se o conjunto de dados ordenado com base nas distâncias das observações
inseridas a cada passo do método. O tamanho do grupo inicial é denotado por mo e após a inserção
da primeira observação, rrz :: mo + 1, ..., n.

A seção seguinte aborda a distância de Mahalanobis como uma medida estratégica para avaliação
da hipótese de normalidade lllultivaiiada e detecção de owlZãers multivaiiados coll] o uso do QQ plot.

2.1 QQ plot das Distâncias de Mahalanobis

No planejamento das análises estatísticas, muitas vezes, o procedimento para avaliação da nor-
malidade tmivatiada ou multivaiiada dos dados se faz necessário. Uma feriainenta útil pala esse fim



2.] QQ PLOT DAS DISTANCIAS DE h4AHALANOBIS 5

é o gráfico QQ plot, en] que os quantia amostrais da distância de Mahalanobis são plotados con-
tra os quantas de uma distribuição X2. Suspeita-se da normalidade multivaiiada quando os pontos
desviam de unl comportamento linear, pontos estes que no princípio do estudo serão avaliados como
potenciais owéZíers. E importante ressaltam que o alinhamento dos pontos no QQ plot não garantem
a normalidade multivariada.

Como exemplo de aplicação, focam tomadas observações relativas a recordes de corrida feminina.
Os dados foram obtidos de Johnson e Wichein (1997) e do manual preparado pala as olimpíadas de
1984 em Los Angeles. Os dados são referentes a um interessante período da história do atletisttlo femi-
nino em que havia, especialmente nos países comunistas, o tratamento de tais atletas com hormõnios
masculinos. l.Jm aspecto da análise seita observei se os dados evidenciam tal fato em que se
observaria quais países são ozztZãers.

Os valores observados são iecoides atléticos de mulheres de 55 países, nas seguintes provas de
distância: 100 nletios em segundos (yi), 200 menos em segundos (y2), 400 menos em segundos (ya),

800 n)etros em minutos (ya), 1500 metros em minutos (YS), 3000 metros em minutos (Y6) e maratona
em minutos (y7). As Tabelas 2.1 e 2.2 trazei)l os recordes das provas de distância.

A contrução do QQ plot segue os seguintes passos:

l

2

3

4

5

Para cada ponto y{ é calculada a distância l)? = (yi P)l"S;i (yi y), pat'a { ' l,

As distâncias obtidas são ordenadas de foi'ma que Z)f:) $ D(2) $ ''' $ 1)(n);

São construídos os níveis de probabilidade através da função empírica p(i)
representa o número de observações menores ou iguais a l)&) ;

,n;

{ 0,5 em que z

E encontrado o quantil qP,PU da distribuição qui-quadrado, tal que: P lxli $ çP,Pml

O gráfico QQ plot mostrará os pares (Z)2), qP,PU), pata ã ' 1, 2 ,n

P(i) ;

Nas Tabelas 2.3 e 2.4 tem-se os valores dos componentes .D2 ), p(i) e q(P,Pm) necessários à construção
do QQ plot pala os dados dos recordes de coiiida feminina.

Como resultado tem-se o gráfico da Figura 2.1, pela qual pode-se concluir pela distância das
observações à teta de valores espetados sob normalidade, que há um indício da ausência de nor-
malidade multivaiiada; e ainda, observa-se que os pontos 53, 54 e 55 relativos respectivamente às



6 CAPITULO 2. h4ÉTODO FOR\VARA SEARCH

Tabela 2.1: Dados de recordes de corrida feminina

r)h'=or\rnr ãn

l
2

3

4

5

6

7
8

9

10
11

12

13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
23
24

Países

Argentina
Austrália
Austria
Bélgica
Bermuda
Brasil
Buima
Canadá
Chile
China
Colombia
Ilhas book
Costa Rica
República Tcheca
Dinamarca
Dominica
Finlândia
n'ailça
Alemanha Oriental
Alemanha Ocidental
Grã-Betanha
GI écia
Guatemala
Htmgria
Índia
Indonésia
Irlanda
lsiael

h
11,61
11,20
11,43
11,41
11,46
11,31
12,14
ll,oo
12,00
11,95
11,60
12,90
11,96
11,09
11,42
11,79
11,13
11,15
l0,81
11,01
ll,oo
11,79
11,84
11,45

22,94
22,35
23,09
23,04
23,05
23,17
24,47
22,25
24,52
24,41
24,00
27,10
24,60
21,97
23,52
24,05
22,39
22,59
21,71
22,39
22,13
24,08
24,54
23,06

U
54,5

51,08
50,62
52,00
53,3
52,8

55,00
50,06
54,90
54,97
53,26
60,40
58,25
47,99
53,60
56,05
50,14
51,73
48,16
49,75
50,46
54,93
56,09
51,50
53,60
55,34
53,24
54.90

h
2,15
1,98
1,99
2,00
2,16
2,10
2,18
2,00
2,05
2,08
2,11
2,30
2,21
1,89
2,03
2,24
2,03
2,00
1,93
1,95
1,98
2,07
2,28
2,01
2,10
2,22
2,05
2,10

K

25
26
27
28

11,95
11,85
11,43
11,45

24,28
24,24
23,51
23,57

4,32
4,61
4,11
4.25

9,98 188,03
l0,02 201,28
8,89 149,38
9,37 160,48

4,43 9,79 178,52

4,13 9,08 152,37
4,22 9,34 159,37
4,14 8,88 157,85
4,58 9,81 169.98
4,49 9,77 168,75
4,45 9,51 191,02
4,06 8,81 149,45
4,23 9,37 171,38
4,33 9,31 168,48
4,35 9,46 165,42
4,84 ll,lO 233,22
4,68 l0,43 171,80
4,14 8,92 158,85
4,18 8,71 151,75
4,74 9,89 203.88
4,10 8,92 154,23
4,14 8,98 155,27
3,96 8,75 157,68
4,03 8,59 148,53
4,03 8,62 149,72
4,35 9,87 182,20
4,86 l0,54 215,08
4,14 8,98 156,37
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Tabela 2.2: Dados de recordes de corrida feminina (continuação da Tabela 2.1)

Observação
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55

Países
ltália
lapão
Quêllia
Coréia
Coréia do Norte
T .i ivpmh i ircrn

Malária
Ilhas Maurício
México
Holanda
Nova Zelândia
Noiuega
Papua Nova Gume
Filipinas
Polânia
Portugal
Romênia
Cingapura
Espalha
Suécia
Suíça
Taiwan
Tailândia

h
11,29
11,73
11,73
11,96
12,25
12,03
12,23
11,76
11,89
11,25
11,55
11,58
12,25
11,76
11,13
11,81
11,44
12,30
11,80
11,16
11,45
11,22

23,00
24,00
23,88
24,49
25,78
24,96
24,21
25,08
23,62
22,81
23,13
23,31
25,07
23,54
22,21
24,22
23,46
25,00
23,98
22,82
23,31
22,62

52,01
53,73
52,70
55,70
51,20
56,10
55,09
58,10
53,76
52,38
51,60
53,12
56,96
54,60
49,29
54,30
51,20
55,08
53,59
51,79
53,11
52,50

h
1,96
2,09
2,00
2,15
1,97
2,07
2,19
2,27
2,04
1,99
2,02
2,03
2,24
2,19
1,95
2,09
1,92
2,12
2,05
2,02
2,02
2,10
2,20
2,15
1,96
1,89
2.33

3,98
4,35
4,15
4,42
4,25
4,38
4,69
4,79
4,25
4,06
4,18
4,01
4,84
4,60
3,99
4,16
3,96
4,52
4,14
4,12
4,07
4,38
4,72
4,37
3,95
3,87
5.81

8,63
9,20
9,20
9,62
9,35
9,64
l0,46
l0,9
9,59
9,01
8,76
8,53

l0,69
lO,16
8,97
8,84
8,53
9,94
9,02
8,84
8,77
9,63
l0,28
9,38
8,50
8,45
13,04

b
151,82
150,50
181,05
164,65
179,17
174,68
182,17
261,13
158,53
152,48
145,48
145,48
233,00
200,37
160,82
151,20
165,45
182,77
162,60
154,48
153,42
177,87
168,45
201,08
142,72
151,22
306,00

Tulquia
EUA
USAR
mamoa Ocidental

11,75 24,46 55,80
11,98 24,44 56,45
l0,79 21,83 50,62
11,06 22,19 49,19
12,74 25,85 58,73
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Tabela 2.3: Valores dos componentes necessários para construção do QQ plot

Ordem Países "&;
0,84
1,41
1,72
1,77
1,84
2,00
2,01
2,24
2,82
2,85
2,90
3,00
3,12
3,22
3,29
3,46
3,52
3,57
3,70
4,18
4,26
4,28
4,30
4,33
4,42
4,47
4,54
4,70

l
2

3

4
5

6

7

8

9

10
11
12
13
14
15
16

17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28

Hungria
Bélgica
qllifn
Suécia
n'onça
Espalha
Irlanda
Grã-Betanha

P({)
0,01
0,03
0,05
0,06
0,08
0,10
0,12
0,14
0,15
0,17
0,19
0,21
0,23
0,25
0,26
0,28
0,30
0,32
0,34
0,35
0,37
0,39
0,41
0,43
0,45
0,46
0,48
0.50

q7

l
l
2

2

2

2

3

3

3

3

3

3

4
4
4
4
4
4
4
5

5
5

5

5

P({)
20
74
09
37
62

83
()3
22
40
57
74
9()
()6
22
37
52

67
82
97
12
27
42
57
72
87

.03
,19
.35

Coi-ea
Austrália
ltália
China
Taiwan
Alemanha Ocidental
Canadá
Holanda
Austria
Quênía
Chile
Cingapuia
Noruega
USRR
Portugal
lsiael
Indonésia
Colõmbia
EUA
Japão

b

6

6

6
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Tabela 2.4: Valores dos componentes necessários pala construção do QQ plot (continuação da Tabela 2.3)

Ordem Países

4,73
4,83
4,91
5,03
5,07
5,13
5,62
6,49
6,82
6,96
7,13
7,25
7,68
8,19
8,66
9,60
l0,07
l0,39
l0,52
l0,96
11,46
12,78
13,23
14,00
25,83
28,20
37,68

Papua Nova Gume
Filipinas
Nova Zelândia
Brasil

P({)

0,52
0,54
0,55
0,57
0,59
0,61
0,63
0,65
0,66
0,68
0,70
0,72
0,74
0,75
0,77
0,79
0,81

q7

6

6

6

7
7
7
7
7
7
8
8
8
8
9
9
9
9

29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45

P(e)
51
67
84
02
19
37
56
76
96
17
38
61
85
10
37
65
96

Grécia
Finlândia
Berlnudas
Polânia
Romênia
Alemanha Oriental
l)inamaica
Luxemburgo
Argentina
Guatemala
México
República Tcheca
Birmânia
Índia
Tuiquia
Dominica
Malária
Tailândia
Costa Rica
Ilhas book
Ilhas Maurício
Corei do Norte
mamoa Ocidental

46
47
48
49
50
51

52
53
54

55

0,83
0,85
0,86
0,88
0,9
0,92
0,94
0,95
0,97
0,99

10
10
11
11
12
12
13
14
15
18

29
65
05
50
02
62
37
34
77
73
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Figura 2.1: QQ plot das distâncias de À'lahalanobis para os recordes de corrida feminina

Ilhas Maulício, Coiéia do Norte e mamoa Ocidental, se comportam como o?ltZàers ciente às distâncias
obtidas.

2.2 Boxplot Bivariado

O grupo Zámpo, ou conjunto livre de outZãers, de tamanho mo, é muito importante pala o método
/07ward searcA, pois a partir dele lesultaiá a ordenação dos dados e o processo de crescimento deste
conj unto. Pala não existirem valores que possam distorcer as estimativas do cálculo da distância de
Mahalanobis tem-se a necessidade de uma análise descritiva prelill)mar que garanta que o grupo seja
livre de OHt/áersl o bo:z;p/ot bivatiado tem esta função-

Similar ao objetivo do uso do bozpZot tmivaliado, em que são produzidas informações a despeito
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da localização e espalhamento dos dados, e ainda destacados potenciais outZáers, tem-se a extensão
pata o caso bivatiado.

O Z)o:zpZot bivaliado refiete a extensão bidimensional da distância inteiquartil de um bozpZot

ui)ivariado. Em uma dimensão, tem-se a amplitude da caixa que contém 50%o dos valores centrais.
Em duas dimensões procura-se por uma região similar, centrada elll um estimador robusto de posição,
que é definido como sendo a mediana das variáveis, representado poi Üj para .j - l, ...,p. Os quantas
do Z)ozpZot, representado pol linhas horizontais, agora passam a ser iepiesentados poi elipses. O
cálculo das elipses são realizados a partir da matriz de covaiiância S;l, na qual os elementos são
dados pot

EZ;. (gi.í Ü) (yih úk)
'jk ;;:l ' á :: 1, 2, ...rz e .j = 1, ...,p, É = 1, ...,p (2.3)

em que s;k iepiesenta a n)edida de covaiiância entre as variáveis }'} e Yk.

Segundo Zani et al. (1998) o algolitmo para construção do Z)o:WZoí bivaiiado tem os passos

definidos como: especificação da legião interna, definição de um centróide robusto e construção de
uma legião externa. A especificação da região interna é dada pelo cálculo da elipse baseada na matriz
S;, como mostra (2.4), em que o contorno pata a legião interna é dado pelo quantil da distribuição
X2, em que é espetado 50% das observações pertencelelíl a esta região.

(Xi p)r S, (y: P) $ xi(0, 5). (2.4)

Pat'a construção da região externa os autores sugerem que esta, sob a hipótese de normalidade,
possa ser interpretada como um contorno de probabilidade ao nível (l a), ein que a seja próximo
a 0,01. Logo, os pontos encontrados além deste contorno externo são qualificados como ouZííers
bivaliados.

Aparte o uso da mediana como medida de posição, a teoria é inteiramente baseada na distribuição
normal.

A construção de Z)o:z;pZots bivaiiados para cada par de variáveis possibilita definir o conjunto de
dados limpos bivariados.
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A Figura 2.2 mostra os gráficos de dispersão relativos às variáveis do exemplo. Na Figul'a 2.3 os
mesmos dados são avaliados com o uso dos bo:W/oZs bivaiiados.
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Figura 2.2: Gráficos de dispersão para os dados de recordes de corrida feminina

Com base na análise gráfica destes dados, tem-se que pala os valores dos tempos de corrida
dentro de cada modalidade, destacam-se as observações 12 e 55 como possíveis ouZZáers bivariadosl
tais observações são referentes às Ilhas book e mamoa Ocidental respectivamente, estas observações
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22 24 26
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Figura 2.3: Bozplots bivariados, com a = 0, 01, para os dados de recordes de corrida feminina
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são referentes aos dados do conjunto bruto exibido nas Tabelas 2.1 e 2.2. A Figura 2.2 traz o
posicionamento das observações 12 e 55 nos cruzamentos bivaiiados e a Figura 2.3 exibe a matriz
de óozpZoi bivaiiados, em que é possível notar a localização das observações 12 e 55 fora do contorno
externo ein grande parte dos cruzam alentos.

O grupo Zãrnpo é el)contudo a partir da intersecção de todos os p (p 1) /2 gráficos de dispersão
como na Figura 2.2. Este grupo excluirá qualquer observação que seja ouíZãer em uma ou duas
dimensões, apesar de leão excluir as que sejam outZáer ein três ou mais. Segundo o algoiitmo adorado
pelo autores do método, caso haja conhecimento prévio dos dados, pode-se selecionat as observações
que constituirão o grupo /ãmpo, uma vez que estas pertençam à região intel'na dos bo:rpZots bivaiiados.
Caso não exista tal conhecimento, as observações pertencentes à legião interna das elipses dos Z)oq)Zots

bivaiiados podem sei tomadas de forma aleatória, e o tamanho mo é de no mínimo p+ l observações.

Pata o exemplo da corrida feminina, em que não se tem informações a priori do conjunto de
dados, a análise do bozpZot bivatiado leva à seguinte configuração do grupo Zámpo com p+ l países, ou
seja, oito países: Bélgica, Fiança, Hungria, Irlanda, ltália, Holanda, Espinha e Suíça. A Tabela 2.5
mostra os valores observados pala os países integrantes do grupo, seguida da Tabela 2.6 com as
estatísticas descritivas observadas.

Com base nas Tabelas 2.5 e 2.6 tem-se que os valores do gr"tipo Jámpo são pouco dispersos ein
cada variável, exceto pala as variáveis y3 e y7, prova de 400 metros e maratona, iespectivanlente,
que possuem um maior distanciamento entre o primeiro e o terceiro quartel. Com base na Figura
2.4, em que são exibidos os bo=pZols das variáveis pala o grzzpo limpo, observa-se que em uma análise
tmivaiiada o valor pata Espalha na variável y] , prova dos 100 menos, é outZãer ein relação aos valores

ladeia z.ü: vaioles OI.)servaaos para os países clo g7'upo lzrnpo

Países yl ye ya ya ys y6 y7
Bélgica 11,41 23,04 52,00 2,00 4,14 8,88 157,85
lüança 11,15 22,59 51,73 2,00 4,14 8,98 155,27
Hungria 11,45 23,06 51,50 2,01 4,14 8,98 156,37
lilanda 11,43 23,51 53,24 2,05 4,11 8,89 149,38
ltália 11,29 23,00 52,01 1,96 3,98 8,63 151,82
Holanda 11,25 22,81 52,38 1,99 4,06 9,01 152,48
Espinha 11,80 23,98 53,59 2,05 4,14 9,02 162,60
Suíça 11,45 23,31 53,11 2,02 4,07 8,77 153,42
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Tabela 2.6: Estatíst.idas descritivas para o gzwpo !ãmpo dos dados de corrida

Variáveis Mínimo Quaitil l Mediana Média Quaiti13 IQ Máximo

Figura 2.4: BozpZoÍs das variáveis da prova de corrida para o grzlpo Zárnpo

h 11,15 11,28 11,42 11,40 11,45 0,17 11,80
h 22,59 22,95 23,05 23,16 23,36 0,41 23,98
K 51,50 51,93 52,20 52,45 53,14 1,21 53,59
h 1,96 1,99 2,00 2,01 2,02 0,03 2,05
K 3,98 4,06 4,12 4,01 4,14 0,07 4,14

  8,63 8,85 8,94 8,89 8,98 0,13 9,02
h 149,40 152,30 154,30 154,90 156,70 4,40 162,60
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dos outros países no g po limpo, mas se comparado ao conjunto de dados total tal comportamento
é atribuído às Ilhas book. Dessa forma o grupo é livre de outZáers.

2.3 Monitoramento do F07-toard Search

Durante o processo /ormard searcA, o vetou de médias e a matriz de covas'iância sofrem alterações
com o crescimento de m, logo os respectivos estimadores da média e matriz de covaiiância são deco-
tados poi p,. e E.,. A cada passo no /07'ward search calculam-se todas as distâncias de Mahalanobis
Z)á., á = 1, ..., rz e rnO $ m 5; n.

Se o interesse está na detecção de oulZáers é conveniente motlitorai a distância mínima de Ma-
halanobis, definida como os menores valores de distância ao centro do g7"tipo Zámpo assumida pelas
observações candidatas a entrai no grupo. Um outZáer prestes a entrai causará um aumento na
distância mínima, o que corresponderá a um pico no gráfico de distâncias mínimas.

A Figura 2.5 mostra que grande parte das distâncias mínimas de Mahalanobis oscilam entre 4 e
6, mas ao fim do processo há um grande salto deferente à entrada de mamoa Ocidental, no passo em
que nlz :: n :: 55, precedido dos saltos nos passos 53 e 54, relativos respectivamente às Ilhas Maurício
e à Coiea do Noite, ou seja, são os mesmos países detectados como potenciais outZáers no QQ pZoi
da Figura 2.1, onde todas as observações foram usadas pai'a estimação dos parâmetros do vetou de
médias e matriz de covariância da medida de Mahalanobis. A Tabela 2.7 exibe as distâncias de

Mahalanobis no ./07'ward searcA para os passos seguintes à criação do grupo inicial, em que é exibido
o país a entrar em cada subconjunto de tamanho nil, juntamente com a distância de Mahalanobis
precedente à sua entrada.

Tem-se que a partir das estimativas de p8 e E8 do grtzpo !ámpo, foi aplicado o cálculo da distância
de Mahalanobis ao centro do grupo limpo a todo o conjunto de dados. Desta coima, ilo passo seguinte
tem-se o grupo de tamanho m = 9 relativo à entrada da Austrália, que apresentou a menor distância
de Mahalaílobis entre os países que não faziam paire do grupo inicial. A partir desta inserção são
calculadas as estimativas de p9 e E9 usadas no cálculo das distâncias pala todo o conjunto, levando
a Poitugal como o llovo integrante relativo ao grupo com m :: 10. Tal processo se repetirá até
m = n = 55, que será relativo à inclusão de mamoa Ocidental.

A Tabela 2.7 mostra a inclusão dos países a cada passo do /or'ward searcA. E interessante e
informativo observei o coinpoitamento das distâncias Oá. de cada unidade durante o progresso
do método. Para tal, um gráfico que exiba estas distâncias é construído, porém são tomadas as
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Figura 2.5: Gráfico /ormard searcA para as distâi)clãs de Mahalanobis dos dados de corrida

distâncias escalonadas de Mahalanobis, em que a medida de distância é ponderada pela I'azão enfie
as estimativas de variância dtuante o processo e a estimativa de variância total do conjunto de dados.
O cálculo tem a seguinte forma

(k
l

2p

(2.5)

em que E., e E,, são respectivamente os estimadores das nlatiizes de covaliância relativas à cada

incremento no grupo inicial e a estimativa relativa ao conjLmto total de dados. Em consequência,
tem-se que nas etapas finais do método as observações receberam maior peso, observações estas
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Tabela 2.7: Inclusão dos países a cada passo do /07'maré searcA

9

10
11

País "€m
30,31
35,27
48,90
24,26
42,52
40,32
31,37
43,14
29,27
15,18
21,26
17,52
16,40
23,56
19,92
21,56
19,52
20,28
21,81
20,33
16,25
13,91
16,05
17,13

País
18,78
19,74
19,83
22,50
25,09
22,54
26,96
27,28
38,37
28,02
22,52
31,99
28,41
23,01
19,13
25,84
24,12
20,09
17,96
28,84
53,56
64,21
132,70

Austrália
Poitugal
Alemanha Ocidental
Suécia
Nova Zelândia
lsrael
USAR,
Coréia
Grã-Betanha
EUA
Chile
China
Camada
Grécia
Singaptu'a
Noiuega
Colombia
Biasil
lapão
Alemanha Oriental
Finlândia
Polõnia
Dinamarca
Luxemburgo

33
34
35

Austt'ia
Quênia
Romênia
Índia
Tailândia
Costa Rica
República Tcheca
México
Malária
Bermuda
Taiwan
Argentina
Filipinas
Indonésia
Burma
Guatemala
Papua Nova Gume
Tuquia
Dominica
Ilhas Cook
Ilhas Maurício
Cloréia do Norte
mamoa Ocidental

12
13
14
15
16
17
18
19
2()
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55

correspondentes aos outZáers

A Figura 2.6, como a Figura 2.5, leva à conclusão de que as observações referentes a Ilhas l\'lauiício,
Coréia do Norte e Samoa Ocidental, representa.dos pelas linhas em destaque 36, 33 e 55 respectiva-
mente são observações com comportamento atípico. Quando comparado o histórico de suas distâncias
escalonadas de Mahalanobis com as do restante do conjunto de dados, elas estão distantes do padrão
em todas as etapas de crescimento do grupo inicial.
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Figura 2.6: Gráfico /07ward searcÀ das distâncias de Mahalanobis para os dados de corrida

2.4 Monitoramento da M.atriz de Covariância

Enquanto as observações são sequencialmente selecionadas de acordo com as menores distâncias
de Mahalanobis, o estimados da matriz de covaiiância E não se matém collstante durante o processo
de /07'ward search. Com fim de observar tal fato, faz-se uso do gráfico da variância generalizada, dada
pelo determinante do estimador da matriz de covaiiância E,. a cada passo do /or"ward search.

A Figura 2.7 mostra que a evolução da variância generalizada do grupo inicial até os grupos
próximos aos de tamanho 50 foi aproximadamente constante, havendo grandes saltos para os grupos
maiores que 50, fato decorrente da entrada dos países Ilhas Maurício, Coiéia do Norte e Sainoa
Ocidental, mencionados na construção da Figura 2.5. Este comportamento leva a concluir que estes
países causam unia grande inflação na matriz de covaaiância quando são incluídos no cálculo das
estimativas.

Ainda, com o intuito de estudei o efeito dos subgrupos na estimação da matriz de covaiiância é
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Figura 2.7: Gráfico /07'ward searcA para as estimativas da variância generalizada dos dados de corrida

conveniente analisar os elementos da matriz através de uin gráfico que mostre o comportamento das
covaiiâncias e variâncias ao longo do processo, porém deve-se atentar pala a escala de variabilidade
das variáveis envolvidas; na presença de variáveis com grande variância é preferível tomar a análise
com base lias variáveis padronizadas. Em particular, na aplicação dos dados referentes aos recordes de
corrida feminina, tem-se que a variável y7 iefeiente à prova de maratona, tem a variância discrepante
em relação às demais. Dado este fato, é conveniente avaliar o comportamento dos elementos da
matriz de covariância resultante das variáveis padronizadas, ou seja, da matriz de correlação.

A Figura 2.8 exibe, à esquerda, o gráfico referente ao comportamento dos elementos da matriz
de covaliância em que a variância da variável Y7 mascara o efeito das demais variáveis ao passo
que no gráfico à direita tem-se a mesma representação mas com base nas variáveis padronizadas.
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Figura 2.8: Gráfico /andara searcÀ dos elementos das matrizes de covariância (à esquerda) e correlação (à
direita) dos dados de corrida

Tem-se como resultado a melhor visualização e representação, do comportamento dos elementos da
matriz de covariância que agora passam a repiesentai correlações. Ainda é possível observar neste
gráfico padrões de coinpoitainento agregados ao tamanho dos subgrupos, em que é notório pala os
agrupamentos com tamanho inferior ou igual a 15 estalem agregados a medidas de correlação menores
ou iguais a 0,3 ao passo que pala os agrupamentos superiores ou iguais a 50 os elementos da matriz
de correlação tomam valores maiores ou iguais a 0,5.
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Capítulo 3

Regressão Linear

Em estudos observacionais tem-se o interesse de especulam sobre as possíveis fontes de variação
que produziram os valores observados. Segundo Bussab e Moretim (2006) uma das preocupações

estatísticas ao analisar este tipo de dado é a de criar modelos que explicitem a estrutura do fenómeno
ein observação. Tal preocupação é abordada no ajuste de modelos de regressão, em que se deseja
apontei a estrutura de dependência existente enfie a variável resposta do estudo e as possíveis fontes
de variação, as variáveis explicativas. A identificação da estlutulla de dependência existente nos dados

compreende a seleção das variáveis explicativas e estimação dos paiâmetios do modelo proposto.

Em notação matricial a equação de regressão é expressa em (3.1) em que y representa o vedor
de observações (n x 1), X é uma matriz (n x h) de variáveis regressos'as mais o inteicepto, /3 é um

vetar (h x 1) de coeficientes da ie©'essão e c é um vetou (n x 1) de ermos aleatórios

y = XI/3 + e. (3.1)

Etn modelos de regressão linear o processo de seleção de variáveis explicativas e estimação dos
parâmetros é muito sensível à presellça de ouíííers. Tais valores podem vir a catnuflal a significância
estatística de alguma variável no modelo e principalmente violam as suposições de normalidade e
homocedasticidade, feitas à componente do erro.

A etapa de verificação da adequabilidade das suposições feitas pala o ajuste do modelo proposto é

conhecida como análise de diagnóstico. Pata essa análise, algumas técnicas de identificação de oulZãers
já são frequentemente utilizadas, como análise de resíduo, identificação de pontos de alavanca e análise

23
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das distâncias de book (1977). O método /07"ward searcA é inserido na análise de diagnóstico como

um complemento às técnicas já existentes, em que, através de processos gráficos, pode-se esclarecer
o comportamento do modelo frente à presença de observações discrepantes.

Seguindo o algoritmo apresentado no Capítulo 1, a aplicação do método /Olhara search em
modelos de regressão linear segue os mesmos passos descritos, ou seja, escolha do grupo de dados
livre de outZãers, gr'tipo iámpo, que ao longo do processo será acrescido de observações piovenenientes
do conjimto de dados brutos que o originou.

O diferencial do método, no contexto de modelo de regressão linear, é o fato de que a escolha do
gmpo Zámpo sela dada pelo ajuste do modelo a vários candidatos a grupo Zárnpo: aquele que obtiver
melhor ajuste será escolhido como ponto inicial do algoiitmo.

O critério de distância pala enteada das observações restantes também sofre uma modificação:
enquanto que na análise descritiva a medida de distância das observações candidatas a entrai no grupo
!ámpo era a distância de Mahalanobis ao centro do grupo Zãmpo, apoia a medida passa a ser o resíduo
obtido a partir do modelo ajustado com o grtzpo Z mpo. Assim a observação com menor resíduo será
incluída no grupo e a entrada da observação leva ao recálculo dos parâmetros do modelo proposto.
O processo de entrada das observações no grupo mpo segue até o inolnento em que contenha todas
as observações do conjunto de dados brutos que o originou.

Durante o processo, as estimativas dos parâmetros e os resíduos do modelo ajustado sofrem
mudanças coilsideláveis, pot isso há o monitoramento das alterações destas quantidades, bem como
de várias outras estatísticas relacionadas ao ajuste do modelo. O método tem por objetivo produzir
não apenas informação a respeito da detecção do outZãer, mas também o efeito que cada observação
tem no aspecto inferencial do modelo.

3.1 Descrição do Método

A maioria dos métodos pala a detecção de outZãers procura dividir os dados em duas partes, uma
referente aos dados limpos e a outra aos outíãers. Os dados limpos são usados na estimação dos
parâmetros. O método proposto por Atkinson e Riam(2000) segue o mesmo raciocínio, tendo como
diferencial a estimação dos parâmetros, que é atualizada a cada passo do processo.

Segundo Paula (2004) a deleção de pontos talvez seja a técnica mais conhecida pala avaliar o
impacto de uma observação particular nas estimativas de regressão, o que levmia a um ai'tifício de
classificação do conjunto de dados em dois grupos: o de ouÍZáers, referentes aos pontos excluídos,
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e o grupo dos dados limpos. Livros sobre diagnóstico de legiessão, como Cook e Weisberg (1982),
incluem fórmulas de diagnóstico nos casos de deleção múltipla, em que um pequeno número de dois ou
três potenciais outZãers são excluídos de uma vez, mas a vasta combinação de casos a serem avaliados
leva a uma tarefa onerosa de revisão dos ajustes.

Muitos métodos de detecção de outláers múltiplos utilizam técnicas robustas para a classificação
das observações em dados limpos e oufíáers. Atkinson e Riam(2000) optam pela utilização do método
de ieglessão robusta, cujas técnicas são complementares às técnicas clássicas de mínimos quadrados,
pois oferecem respostas similares a regressão poi mínimos quadrados, quando existe uma relação
linear entre a resposta e as variáveis explicativas, supondo-se eixos normalmente distribuídos. Porém,
difere significativamente do ajuste por mínimos quadrados quando os erros não são normalmente
distribuídos ou quando os dados contêm outZíers. Seu uso torna-se justificável porqtle, quanto maior
o número de variáveis de um modelo, mais difícil a identificação de oulZáers cona o uso das técnicas
de regressão clássica.

Devido ao fato de que uma simples observação atípica pode distorcer significativamente os re-
sultados obtidos poi meio da estimação por mínimos quadrados, o uso de métodos robustos, que
utilizam estimadores resistentes a um cento percentual de dados atípicos, poderá fornecer resultados
significativamente mais confiáveis. De modo a formalizar o quão resistente a dados atípicos é uin
estimador, suite o conceito de ponto de iuptuia.

Segundo Montgoineiy e Vining (2001), o ponto de ruptura ein uma amostra finita é a menor
fiação de dados atípicos que poderia causal perturbação ao estimador. A fração mínima para o
ponto de ruptura é de i, onde apenas com uma observação atípica o estimados do parâmetro já sofre

viés dessa observação. O ponto de ruptura do estimador de mínimos quadrados é i. Um estimador
robusto adequado sela aquele que possuir o ponto de iuptuia igual a 0,5, ou seja, o estimador que
desiste a um percentual de até 50% dos dados outiáers. Um valor de ruptura maior que 0,5 não fatia
sentido, pois, se mais da metade das observações fosse de valores disciepantes não seria mais possível
difelenciai quais seiiain os dados outiáers.

Dentre os estimadores robustos tem-se o estimados LMS - Least Mediam o/ Squares (eJ]] português
h'mínima Mediana dos Quadrados) que fornece estimativas para os paiâmetios que não são afetadas
pela presença de observações ouiZáers.

A seção seguinte tem como base o uso desse estimador robusto para encontrar o g7 1zpo limpo
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3.2 Formara Search na Regressão Linear

O algoritmo /armara search na legiessão linear é composto de três passos: o primeiro é concentrado
na escolha do grtzpo /ãmpol o segundo é referente à coima de progresso do método e o terceiro é
relacionado ao monitoialnento das estatísticas durante o algoritino

O método começa com a escolha do gr'tôpo Zámpo, pois segundo Atkinson e Riam(2000) o im
poitante no procedimento é que o conjunto inicial seja livt'e de outZáers. Rousseeuw (1984) propõe

tomai de coima aleatória subconjLmtos de tamanho k. Se l kl foi muito grande, Atkinson e Riam
(2000) iecoinendam tomar um gi'atJde nomeio de candidatos a grupo limpo de tamanho À;, ajustam

o modelo de regressão robusta aos grupos e tomai como o conjunto limpo de outZãers aquele que
produzir o menor resíduo mediano quadrático. Assim, o gr'tipo /ando tem tamanho mo :: k, o vedor
de parâmetros estimados desse grupo é denotado por /3«. e o estimador de mínimos quadrados ao
fim do processo sela /3,. = D. Na ausência de outZáers a seguinte relação ocorre

n.

,(Õ=:.) - '(Õ) - ', (3.2)

ou seja, ambos os estimados'es set'ão não viesados

Após a seleção da observação seguinte com menor resíduo quadrático, o grupo passa a tei tamanho
m :: n7zo + 1, no descendo de uma em uma unidade até n. O estimados /or'ward searcA, PPS é deânido
como a coleção de estimativas dos parâmetros produzidas a cada passo do processo

Õ« - (ÕL., ..,Õ:) (3.3)

O método evita a inclusão de ouííiers no conjunto inicial e produz uma ordenação natural dos
dados de acordo com o modelo especificado. Tem-se que, na escolha do gr:tipo limpo, é usado um
método robusto, como explicado na Senão 3.1, e ao mesmo tempo estimadoies de mínimos quadrados.
A introdução de observações atípicas é sinalizada poi picos nas curvas que monitoram as estimativas
dos parâmetros, como o teste t, ou qualquer outra estatística que se esteja monitorando. As curvas
presentes nos gráficos do método /07'ward searcA exibem o valor da estatística passo a passo no
processo.

O método /or'ward searcA aplicado na regressão é robusto não devido à escolha de um particular
estimador com alto ponto de ruptura, ]nas pela inclusão progressiva de unidades no gr'tôpo Zámpo
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que, no primeiro passo, são livres de outZãers. Como bónus do método, as observações podem ser
naturalmente ordenadas de acordo com o modelo especificado. Além disso, o método possibilita
analisam o efeito inferencial de unidades atípicas na análise estatística.

Segundo Atkinson e Riam(2000), o interesse está ila evolução dos parâmetros quando m desce
de mo + l a rz.

3.3 Distância de Cook

Segundo Atkinson e Riam(2000), a forma mais simples de obter informação sobre o efeito da
á-ésima observação na estimativa do parâmetro é monitoiai as mudanças individuais das estimativas
de P#,.. Os autores também acham infoiinativo obter medidas gerais sobre mudanças no vetou /3.
Isto é fornecido pela distância de Cook, que é derivada da região de confiança para P.

A região de confiança ao llível 100(1 a)% pata o parâmetro /3 é dada pelos valor es dos parâmetros
de acordo com a expressão

Õ 0)'X'X (Õ $(k.')Fk,«,«, (3.4)

em que s2 é uma estimativa de a2 e Fk,,,a é o (100a)-ésimo quantil da distribuição F com A e z; graus
de libei'dade. book (1977) piopâs a estatística

":-(õ© x'x (õm /(k.') (3.5)

pala detecção de observações influentes, em que o subscrito (á) indica a estimativa do paiâmetio sem
a ã-ésima observação. Grandes valores de Z)i indicam observações que são influentes na inferência
conjunta sobre todos os parâmetros lineares no lllodelo.

Uma interpretação pala a medida é que ela mensura as mudanças na soma de quadrados Tia
predição quando a observação ã não é usada para estimei /3.

Segundo os autores essa quantidade-diagnóstico mede o efeito da deleção de unia observação que
pode estai mascarada por ouvias observações ouÉZáers presentes. O método /07'toard searcA supera
esse disfarce de outZáers, com mudanças abruptas nos parâmetros estimados, indicando a entrada de
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observação inHuente, que é detectada através do monitor'amento da versão do /armara searcA pala
distância de book /);., chamada Distância de Clook modificada, que é dada poi

oh-(/à:,-: '(x:lx«)(Õ= , Õ=)/(k.â), m :: # + 1, ..., n (3.6)

em que Xlm é uma matriz m x k que contém m linhas da mau'iz X e s2n, a estimativa de cr2 i'eferente
às unidades que fazem parte do grupo de tamanho m.

Para o cálculo da estatística de book modificada, é exigida a medida de alavanca de cada unidade.

Segundo Paula (2004) essa medida mensura a influência da {-ésima observação sobre o próprio valor
ajustado. A medida de alavanca pol si só é útil para detecção de observações influentes. Assim como
pala as demais estatísticas de monitoramento do ajuste, é construído o gráfico pala as medidas de
alavanca, em que os valores são dados por

":,« - «f (XPmX«) «:, Í := 1, ..., 7z e 77z À;, ..., lz. (3.7)

No início do processo quando se tem k observações, cada uma delas tem o valor de ponto alavanca
igual a um, que deciescerá ao longo do processo.

3.4 Estatística t para os ]l)arâmetros do M.odeio

Segundo Atkinson e Riam(2000) o monitoramento da estatística t para cada coeficiente da
regressão, no contexto do método /07"ward search, é falho ao identificam observações iníiuentes pala
a significância estatística de cada parâmetro da regressão. Esta falha é devida à ordenação dos
dados durante o processo /07mard search, poi este fato os autores introduziram o teste de uaháuei-
adícáonada, como coireção para análise da significância estatística dos parâmetros. O modelo pala o
procedimento do teste é exibido em (3.8)

E (Y) - XP + wy, (3.8)

em que o vetou w de dimensão n x l é referente à variável a sei testada, ' é um escalar, a matriz
X de dimensão n x (k 1) é referente ao teimo coiJstante da regressão e o restante de variáveis
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explicativas presentes no modelo. Ou seja, dada a estrutura de (3.8) a covariável a ser testada entra
no modelo colho uma variável adicionada. O teste da significância estatística da uaMáue!-adicionada
w é baseado na veiiíicação do parâmetro '.

O estimados' de mínimos quadrados j' é encontrado através das equações normais pala o modelo
particionado, dadas por

x"x/à+x'wl (3.9)

e

w"XÕ+w'wl (3.10)

A partir de (3.9) tem-se

Õ - (x'x)': x"y (X'X) :X'wl. (3.11)

Substituindo(3.11) em(3.10), tem-se

. w'(l
'';'Í

H)y
n)w' (3.12)

em que l é a matriz identidade de ordem n e H a matriz XI(XTX)-iXlr de dimensão n x n

Pala o cálculo da estatística t é exigido o estimaclor da variância de 't, que é dado por

.l -fNU \y' }LwV' l\wx)"4
n Ã; l '

em que A = (1 H). A estatítica t pala o teste de 7 = 0 é dada por

(3.13)

l
tu,

gt.l\wx p ww
(3.14)

cuja distribuição, sob a hipótese nula, é t-Student, com n k graus de liberdade. A técnica é
aplicada a cada variável explicativa presente no modelo. O resultado gráfico são linhas com os



30 CAPITUL03. REGRESSAOLINEAR

valor es da estatística t obtida a cada passo do método /07'mata search pata cada variável, juntamente
com [inhas horizontais, baseadas na distribuição Z-Student, indicando o nível de significância.

3.5 Aplicação

Como exemplo de aplicação foi utilizado o conjunto de dados de Grau (1989) retirado de Paula
(2004), i'eferente a uin estudo sobre o consumo de combustível anual pot habitante de 48 estados
noite-americanos. O objetivo do estudo foi tentar explicam o consumo de combustível, que é dado em
número de galões consumidos ao ano, através das seguintes variáveis explicativas: taxa do combustível

no estado (%), piopoição de motoristas licenciados (%), lenda per-capita e ajuda. federal para as
estudas (em dólares).

O modelo proposto no estudo é:

Consumos Õo + #i7'a.zaÍ + /32Lãcencai + 03/?enda{ + P4l:strada{ + ci. (3.15)

As Tabelas 3.1 e 3.2 mostram as observações do estudo e a Tabela 3.3 as estatísticas descritivas
correspondentes.

Uma análise gráfica preliminar dos dados, contida nas Figuras 3.1 e 3.2, possibilita uma avaliação
da forma e o grau de correlação existente enfie a variável combustível e as covatiáveis, que poderiam
explicar seu comportamento, bem como aponta as observações discrepantes univaiiadas e bivariadas
que poderão vir a sei detectadas como outZáers no ajuste do modelo.

De acordo com a Figura 3.1, é observada maior evidência de relação linear da variável resposta
com a covariável Licença; com as demais covaiiáveís tal comportamento é menos evidente. Também
nesta figura são apontados alguns estados com comportamento discrepante em uma análise gráfica
bivariada.

A Figura 3.2 exibe a matriz de bo:q)íot bivaiiados. Os pontos posicionados além do contorno
externo são classificados como outZáers bivaiiados. Desta coima tela-se que as observações indicadas

na Figul'a 3.1 no mínimo são OKtZãers em uma abordagem bivaiiada, e consequentemente não farão
parte do conjunto inicial livre de ouélãers.

Após a análise gráfica preliminar é iniciado o algoritlno /07«toard search. O primeiro passo é a
escolha do grupo limpo. Como apresentado na Seção 3.2, a escolha é realizada após o ajuste de
subconjuntos de tamanho k, no caso 5, tomados de foral)a aleatória. Dado o grande número de
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Tabela 3.1: Dados do consumo de combustível

Observação Estado Consun)o Taxa Licença Renda Estrada

combinações possíveis, l 5 l = 1.712.304, roíam tomadas 5000 combinações de amostras de tamanho

5. Dessa coima a amostra que apresentou menor resíduo mediano quadrático foi escolhida como
gruPO limPO.

48

Os estados que compõem o grtzpo Zãmpo são: Colocado, New York, Los Angeles, Nebraska e
California e o modelo referente ao ajuste do gmpo limpo é dado na Tabela 3.4

Seguindo o algoritmo do método /07'toard searcA, após encontrado o grupo limpo, o processo
de inserção das observações restantes do conjunto de dados bruto é o próximo passo. Como já
abordado no início do capítulo, o critério de distância será o resíduo obtido do ajuste do modelo,

l Mlaine 541 9,00 52,50 3571 1976
2 Vermont 561 9,00 58,00 3865 1586
3 R,hodelsland 410 8,00 54,40 4399 431
4 New Yót-k 344 8,00 45,10 5319 11868
5 Pennsylvaília 464 8,00 52,90 4447 8577
6 Indiana 580 8,00 53,00 4391 5939
7 Michigan 525 7,00 57,40 4817 6930
8 Mlinnesota 566 7,00 60,80 4332 8159
9 Missouri 603 7,00 57,20 4206 8508
10 Souto Dakota 865 7,00 72,40 4716 5915
1] Kansas 649 7,00 66,30 4593 7834
12 Maiyland 464 9,00 51,10 4897 2449
13 West Virginia 460 8,50 55,10 4574 2619
14 South Carolina 577 8,00 54,80 3448 5399
15 Florida 574 8,00 56,30 4188 5975
16 Tennessee 571 7,00 51,80 3640 6905
17 Mlississippi 577 8,00 57,80 3063 6524
18 Los Angeles 487 8,00 48,70 3528 3495
19 Taxas 640 5,00 56,60 4045 17782
20 Idaho 648 8,50 66,30 3635 3274
21 Colorido 587 7,00 62,60 4449 4639
22 Arizona 632 7,00 60,30 4300 3635
23 Nevada 782 6,00 67,20 5215 23o2
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Tabela 3.2: Dados do consumo de combustível (continuação da Tabela 3.1)

r)hcnrvnP n
24
25
26
27
28
29
3()
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48

Estado
Oregon
New Hampshire
Massachusetts
Connecticut
New Jersey
Ohio
lllinois
Wisconsin

(consumo
61o
524
414
457
467
498
471
508
635
714
640
540
547
566
631
534
554
628
644
704
968
699
591

510
524

Taxa
7,00
9,00
7,50
lO,oo
8,00
7,00
7,50
7,00
7,00
7,00
8,50
8,00
9,00
9,00
7,50
9,00
7,00
7,50
6,58
7,00
7,00
7,00
7,00
9,00
7,00

T.ipnnpn

62,30
57,20
52,90
57,10
55,30
55,20
52,50
54,50
58,60
54,00
67,70
60,20
51,70
54,40
57,90
49,30
51,30
54,70
62,90
58,60
67,20
56,30
50,80
57,10
59,30

Renda
4296
4092
4870
5342
5126
4512
5126
4207
4318
3718
4341
4983
4258
3721
3846
3601
3333
3357
38o2
3897
4345
3656
3745
4476
5002

Estrada
4083
125C)

2351
1333
2138
8507

14186
658o
1o340
4725
6010
602

4686
4746
9061
4650
6594
4121
7834
6385
3905
3985
2611
3942
9794

lowa
Norte Dakota
Nebrasl(a
Delawaie
Virginia
North Catolina
Georgia
Kentucky
Alabama
Arkansas
Oklahoma
Montana
Wyoming
New Mexico
Utah
Washington
California

Tabela 3.3: Estatísticas descritivas dos dados de combustível

Variáveis
Consumo
Taxa
Licença
Renda
Estrada

Mínimo
344,00
5,00
45,10

3063,00
431,00

Quartel l
509,50
7,00
52,97

3739,00
3110,25

Mediana
568,50
7,50
56,45

4298,00
4735,50

Média
576,77
7,66
57,03

4241,83
5565.41

Quartel 3
632,75
8,12

59,52
4578,75
7156,00

Máximo
968,00
lO,oo
72,40
5342

17782,00
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Tabela 3.4: Estimativas dos parâmetros referentes ao grupo limpo para os dados de combustível

a observação com menor valor de resíduo sela incluída no grupo, o que gerará uin novo cálculo do
ajuste, lembralldo que os pat'âmetros são estimados pelo método de mínimos quadrados. A Tabela 3.5

mostra as estimativas dos paiâmetios do modelo ao fim do processo /07ward search.

Tabela 3.5: Estimativas dos parâmetros no final do processo pala os dados de combustível

Assim cojllo se faz usualmente, a análise de diagnóstico tem como ponto inicial o estudo dos
resíduos do modelo ajustado. Atkinson e Riam(2000) propõem o estudo do comportamento dos
resíduos, mais especificamente o histórico dos resíduos ao longo do processo. Segundo os autores do
método, devida à forte dependência existente entre os tamanhos dos ©'upos formados ao longo do
método e os respectivos valores da variância do modelo, é preferível tomai os valores dos resíduos
devidos pela estimativa final da variância, dada pelo estimados â2

n, k (3.16)

A Figura 3.3 exibe o comportamento dos resíduos padronizados; as linhas horizontais são rede

Fonte de Variação Estimativa Estatística É R
Constante 252,76 186,71 1,00
Taxa 8,25 66,09  
Licença 108,8 1003,64  
Renda -0,07 308,65  
Estrada 0,0019 41,44  

linntp dp vn rinpõn Estimativas Estatística { P-valor R
Constante 377,29 2,033 0,05 0,6787
Taxa 34,79 2,682 0,0103  
T.lpnllr'n 13,36 6,950 1,52e 08  
R,enda 0,06 -3,867 0,0003  
Estrada 0,002 0,716 0,4779  
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lentes aos resíduos obtidos para cada observação durante o processo de inclusão das unidades. Os
estados South Dakota, Nevada, NoJth Dakota, Wyoming e New Mexico, respectivamente indicados
no gráfico pelos pontos 10, 23, 33, 44 e 45, são indicados como valores disciepantes no corpo das
llledidas de resíduo pol ultrapassarem o limite de 2â2

:;:e;=-

10 20 30 40

Ihiltitnho do Siibccnijl ultcl

50

Figura 3.3: Gráfico /or?í;ard searcA dos resíduos padronizados dos dados de combustível

Com base nas Figuras 3.4 e 3.5, relativas respectivamente aos valores da distância de book
modificada mínima e às medidas de alavanca, conclui-se que os estados de Nevada, South Dakota
e W Ollling são observações influentes pala as estimativas dos parâmetros; a entrada destes estados
no algoritmo são apontados com altos valores na Figura 3.4 para os passos em que o grupo tem
tamanho m :: 46, m :: 47 e m = 48.
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Pala avaliação da medida de alavanca foi adotado o critério de Paula (2004), em que são examina-

dos os valores de alavanca maiores ou iguais a ;l}. Tem-se que os estados apontados como influentes
para as estimativas dos parâmetros, a menos do estado de Wyoming, são também influentes pala
seus valores ajustados.

Nevada

n
g
'= 'q0

E

B
$

Q

i/Vyoming

South Dakota

10 20 30 40

Tüi)lenho dc} Subconjunto

50

Figura 3.4: Gráfico/or"ward searcA para as distâncias de Cook modificadas dos dados de combustível

Dada a análise de diagnóstico e apontadas as observações outZãers, é interessante observar a
sensibilidade dos parâmetros do modelo frente a tais observações.

A Figura 3.6 exibe o comportamento das estimativas dos parâmetros do modelo durante o
.Íb7'ward searcA, em que as linhas representam os valores assumidos de cada parâmetro no decoirei do
processo de inserção de observações. E notório que as estimativas dos parâmetros /32, /33, 04 iefeientes
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Figura 3.5: Gráfico /07ward searcÀ para as medidas de alavanca dos dados de combustível

respectivamente às variáveis Licença, Renda e Estrada, parecem não sofrer grandes variações durante
o processo, ao passo que a estimativa de 0o apresenta comportaillento sensível aos dados. A estimativa

de Pi, coriespoíJdente à variável Taxa, sofre um decréscimo no final do processo. Nos passos m = 43
e m = 46 são observados picos pala a estimativa de /3o; tal comportamento é relativo à entrada das
observação dos estados de North Dakota e Nevada.

A Figura 3.7 exibe o comportamento da estatística t, segtmdo o método da uaháueZ-adãcáozzada,

comentado na Seção 3.4. Inicialmente, quando o conjunto, após alguns passos do processo ainda
se mantém homogêneo e de tamanho reduzido, o erro das estimativas dos parâmetros é próximo a
zero, e os valores da estatística t são muito grandes; com o aumento do grupo e consequentemente
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Figura 3.6: Gráfico /orward seara/l para as estimativas dos parâmetros dos dados de combustível

da sua variabilidade, as estatísticas t decrescem. Este fato é observado na Figura 3.7 e, a menos
do parâmetro /3i, as estatísticas t dos demais parâmetros iniciam com grandes valores (absolutos) e
deciesceiil com o aumento de m. O parâmetro /3t parece sofrer influências das observações relativas
aos estados de South Dakota, Nevada e Wyoining, pois a presença destas observações padece ser
determinante pala a significância da variável Taxa ao fim do processo. Na ausência destas observações
a vaiiáve] pende signiãcância estatística, como mostra a Figura 3.8, em que os valores da estatística t

se mantém entre as linhas horizontais, que representam o nível cr de significância de 5% na distribuição
normal.

O paiâlnetio P4 associado à variável Estrada, independentemente da presença dos estados South
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Figura 3.7: Gráfico /07würd searcA para as estatísticas t dos dados de combustível

Dakota, Nevada e Wyoming, se mantém não significante no final do processo, o que leva a concluir que
sua presença no modelo não agrega ganho na explicação da variabilidade da variável resposta. Dado
este fato, o modelo foi leajustado sem esta variável explicativa, cujos resultados são apresentados na
Tabela 3.6.

Os estados South Dakota, Nevada e W oming apontados como oulláers no modelo anterior con
tinuam com comportamento discrepante e influente para o modelo sem a variável Estrada. A retirada

arbitrária dessas observações conduz a uma melhor aderência à hipótese de normalidade dos resíduos,
como mostram as Figuras 3.9 e 3.10, em que são gerados envelopes pala a distribuição normal, e
ainda um aumento de 4% da estatística R2 e uma redução de 30% de âe
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I'aJatanho do Subcon.junto

Figura 3.8: Gráfico /07'mata searcA para a estatística Z sem os estados Nevada, South Dakota e Wyoming

Tabela 3.6: Estimativas dos parâmetros referente ao modelo sem a variável estrada

Fonte de Variação Estimativas Estatística t P-valor R:
Constante 307,32 1,96 0,056 0,67
Taxa -29,48 2,78 0,007  
Licença 13,74 7,48 2,24e 09  
Renda 0,07 3,99 0,0002  
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Figura 3.9: Gráfico de probabilidade normal caiu todos os estados

Com base na Tabela 3.3 tem-se que os valores destes estados são todos acima da média, a menos
da variável Taxa. A Tabela 3.7 traz os valores das estimativas do modelo sem os estados South
Dakota, Nevada e Wyoming

Na análise-diagnóstico encontrada em Pauta (2004), apenas o estado de Wyoming tem compor-
tamento disciepante lias medidas diagnósticos a exclusão deste estado leva a um R2 de 0,675, não
muito distante do descrito na Tabela 3.7; já a redução obtida pai'a â2 foi de 17, 1%o, ao passo que a
eliminação dos estados de Nevada e South Dakota levou a redução de 30%o, que é um indicativo de
melhor ajuste.
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Figura 3.10: Gráfico de probabilidade normal sem os estados South Dakota, Nevada e Wyoining

Tabela 3.7: Estimativas dos parâmetros para o ajuste sem os estados South Dakota, Nevada e Wyoming

Fonte de Variação
Constante
Taxa
Licença
Renda

Estimativas
567,41
-23,19
8,92
-0,07

Estatística t

4,78
3,04
5,92
-6,41

P-valor
2,25e't

0,004
5,58e 07
1,13e'oZ

R
0,7
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Capítulo 4

Modelos Lineares Generalizados

Segundo Montgomery e Vining (2001), o modelo linear generalizado (MLG) é uma união entre
os modelos de regressão linear e não linear, que permite o ajuste a uma variável resposta com
distribuição não normal. Nos À'ILGs, a distribuição da variável resposta deve apenas ser membro da
família exponencial.

Distribuições que são membros da família exponeJlcial têm a forma

/ (g/; a{, é) = ezp lé { /0i b (0{) + c (g/, @)}l , (4.1)

em que é é um parâmetro de dispersão e 0i é chamado parâmetro de locação. Ainda, tem-se que
E (X) = /zí = b' (0i), yar (E) = @ :U, % = d#i/dOi é a função de variância. Segundo Paula (2004),
seu papel é importante, pois cal'acteiiza a distribuição, ou seja, dada a função de variância tem-se
uma classe de distribuições coiiespondentes.

Os modelos lineares generalizados são definidos poi' (4.1) e pela componente sistemática

g (H{) (4.2)

em que ?7{ = xrO é o preditor linear, /3r = (/3o, ...,/3e i), em que É = p + l e h < n, é um vetou de

paiâmetios desconhecidos a serem estimados e xi = (1, zil, ...aiJ; :)' representa o vetou coluna das
vai dáveis explicativas. O conceito de função de ligação será apresentado na próxima seção.

45
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4.1 F\unção de Ligação e Preditores Lineares

A idéia básica do MLG é desenvolver uin modelo linear pala uma função do valor espetado da
variável resposta, ou seja, estabelecer uma relação funcional entre a média da variável resposta e o
preditor linear' v7. Desta forma, a função liga o componente aleatól'io, relativo à variável resposta, ao
componente sistemático, pela relação .

í g l-E (X)l g (Pà ) (4.3)

em que a resposta espetada é

E (X) : (q:) : (xTp) (4.4)

Há várias escolhas possíveis pata a função de ligação. Se a escolha foi v7{ :: 0{ é dito que a !ilação é
canónica, e, segtmdo Demétrio (2002), resulta em uma interpretação prática pala os parâmetros de
regressão. A Tabela 4.1 traz as principais distribuições pertencentes à família exponencial com suas
respectivas funções de ligação canónicas.

Tabela 4.1: Funções de ligação canónicas

T)iqtrihnipãn
Normal
Binomial
Poisson
Gama
Normal Inversa

l ,ianr:in CnnÂniPn

« - '.« (&)
n = log (P)
n - H 'l

2n- F'

Escolhida a função de ligação, a etapa seguinte do processo de modelagem é a verificação do ajuste
proposto, cujo roteiro é similar à abordagem dada no contexto de modelos de regressão linear, mas
agol'a tens-se o cuidado adicional relativo à escolha e adequabilidade da função de ligação proposta.
As seções seguintes são relativas a esta etapa.
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.4 9 Ti\l nrãn T)ncyin

Supoílha que o logaritmo da função de veiossimilhallça seja definido por

LTH;y) >l: L (pá; yí) , (4.5)
{-1

em que p{ = g'i (7)i) e ?7i = xr/3. Para o modelo saturado, a função L (/zi; y{) é estimada por

L (y; y) - >: ], (3/:; Z/:)
{-1

(4.6)

A estimativa de máxima veiossimilhança de pi fica nesse caso dada por g/i, quando k < n, l, (p; y) é
denotado por Z, (Ê; y). A estimativa de máxima verossimilhança de pi será dada poi Aí - g-t (Õ{),
em que ?7i :: x; P.

A qualidade do ajuste de um MLG é avaliada através da função desvio ou também chamada
l)et;dance, dada poi

o (y; H) 2 { (x; v) L (»; y)} , (4.7)

que é uma distância enfie o logaritmo da função de verossimilhança do modelo saturado (com n
parâmetros) e do modelo sob investigação (com k paiâmetlos) avaliado ]la estimativa de máxima
verossimilhança de ©. Um valor pequeno pala a função desvio indica que para um número menor de
palâmetios, obtém-se um ajuste tão bom quanto o ajuste com o modelo saturado.

4.3 Análise de Resíduo eni ML(;

Segundo Montgomery e Vining (2001), a análise residual é importante ílo ajuste de MLG, pois
os resíduos podem fornecem orientação quanto à adequabilidade do modelo, e à função de ligação
escolhida.

O l-esíduo bruto, ou resíduo ordinário, de um MLG é apenas a diferença entre o valor observado
e o ajustado
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ei " y{ K{ (4.8)

Em geral, é recomendado o uso do resíduo baseado na det;dance. Tal resíduo é definido como a
contribuição da {-ésima observação para a função desvio, multiplicada pelo sinal do resíduo bruto,
expresso em (4.9) e recebe o nome de deuàance residual,

,o: .án«Z(ei), (4.9)

em que di é o valor da função desvio, pala a i-ésima observação

4.4 Verificação da Função de Ligação

Segundo Demétrio (2002), um teste formal para verificação da adequabilidade da função de ligação

seria a adição de H :: Õz, como uma covaiiável extra no preditol linear da função de ligação, ou seja,

g(p) P+ '«'. (4.10)

A redução drástica da estatística de deuãance evidencia que a função de ligação é insatisfatória.

No contexto do método /or'maré searcA, os autores adaptaram esta verificação, de tal forma que
ficou condicionada a um teste pala investigação se o parâmetro ' = 0.

O teste estatístico é calculado em dois estágios. No primeiro, o modelo é ajustado à função de
ligação g(p), pi'oduzindo o preditor linear Õ. O segundo passo é referente ao ajuste considerando
a adição da variável u :: 772, tendo portanto a estimação do parâmetro ,y. Desta folha, similar à
monitoração dos parâmetros no contexto de modelos lineares, tem-se a monitoiação do parâmetro
'y. O gráfico deferente à monitoração deste parâmetro terá as estimativas de ' passo a passo do
processo, juntamente com linhas horizontais, baseadas na distribuição normal, indicando o nível de
significância.
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4.5 Monitoralnento do l;'071u;ard Search para MLG

A obtenção do grupo de tamanho mo segue os moldes do contexto de regressão linear, ou seja,
é tomado unl grande núnielo de combinações de subconjuntos de tamanho k: o grupo inicial sela
definido pela combinação que iesultat enl menor mediana pata os valores da função desvio. O processo

/ozmard seara/} é similm aos pl'ocedimentos descritos na Seção 3.2, o difeielacial está no estudo voltado

pai'a o comportamento dos valor'es da função desvio e a deuiance residual. O crescimento do conjunto
será dado pela seleção da observação com menor deuáance residual.

No contexto de modelos lineares generalizados também é informativo o monitoramento das medi-

das de alavanca e distância de Cook. A matriz de estimação dos parâmetros por mínimos quadrados
ponderados é dada poi

n« - wã: x«(xrmw«x.)':x:lw;;,: ,
l

(4.11)

en] que X,. é uma matriz m x k, contendo as vat'dáveis explicativas do grupo de tamanho m e
W« = diagÍwi,...,w,.} é uma matriz diagonal de pesos definidos por wi - (dp{/d0{)2/lã. Desta
coima, similatmente ao apresentado na Seção 3.3, tem-se que a distância de Cook llJodificada pala o
caso de modelos lineares generalizados é dada por

OL Õ=)(x:lw-x«)(Õ= : m :: k + l, ...n (4.12)

em que é é o estimador pala o pat'ânletio de dispersão @

4.6 Aplicação

Como exemplo de aplicação foi tomado um conjunto de dados de Montgomery e Vining (2001).
Os dados são relativos a ataques aéreos na guerra do Vietnã, eln que a Malinha dos Estados Unidos
operou vários ataques com a utilização de aviões de ataque naval. Os modelos de aviões usados
eram dois, um Skyhawk de mecânica simples pala ataques durante o dia, e o modelo A-6, com
infra-vermelho para ataques noturnos. O conjunto de dados é composto de 30 missões de ataques.
A variável resposta é o número de localidades que foram destruídas nessas missões, enquanto as
covariáveis são o modelo do avião, codificado como 0 pata o modelo A-6 e l para o modelo Skyhawk,
carga dc bombas (em toneladas) e total de meses de experiência da tripulação. A Tabela 4.2 exibe
esses dados.
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Tabela 4.2: Dados de ataques aéreos

Missão Localidades
0

l
0

0

0

0

l
0

Modelo
()

0

0

()

()

0

0

0

0

0

0

()

0

0

0

l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l

Carga
4
4
4
5
5

Expel'iência
91,5
84,0
76,5
69,0
61,5
80,0
72,5
65,0
57,5
50,0

103,0
95,5
88,0
80,5
73,0
116,1
100,6
85,0
69,4
53,9
112,3
96,7
81,1
65,6
50,0
120,0
104,4
88,9
73,7
57,8

2

3

4

6

7

8

5

6

6

6

7

7

7
8

8

8

7
7
7
10
10
1()
12
12
12
8
8
8
14
14
14

10
11

12

13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
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Dado que variável resposta é uma contagem, foi utilizado o modelo de I'egiessão Poisson com
função de ligação log. Desta fonna, tem-se o modelo proposto

[oarui) l3o + Í3\Modal,oi -t É3aCargo,i + DaExperiêncicLi (4.13)

Através da função /mdglm, que faz paire do pacote /ormard, foi aplicado o método /or ard search.

O primeiro passo do processo é a escolha do grupo limpo, composto pelas observações 7, 11, 20 e 29
que apresentou inenoi mediana pala a deuàance residual.

Seguindo o algoritmo do método, os passos seguintes são as inserções das observações restantes
do conjunto bruto de dados, tendo-se a cada incremento de observação, o reajuste do modelo e
consequentemente o recálculo das estatísticas de análise-diagnóstico.

A Figura 4.1 exibe o histórico do comportamento da deuáarzce residual, to. . Os resíduos deferentes
às observações 16 e 25 são distantes do conjunto de ií)edidas de resíduo durante todo o pi'ocesso, o
que levanta a hipótese que estes sejam dados ouÉZãers.

A Figura 4.2 exibe os gráficos da distância de book modificada mínima e o gráfico com os valores
de alavanca das observações. O gráfico da distância de Cook modificada mostra ao Êm do processo um
valor discrepante, relativo à entrada da observação 25 no grupo com m - 30. No gráfico dos valores de
alavanca, novamente a observação 25 é destacada como ponto de alavanca, segundo ciitétio de Paula
(2004) citado na Seção 3.5, juntamente com a observação 30, que entra no processo no passo m - 8;
tal observação não é influente pala as estimativas dos paaâmentros, dado o valor não discrepante no
gráfico pata distância de book modificada.

A Tabela 4.3 mostra as estimativas dos parâmetros ao fim do método e a Figura 4.3 traz o
comportamento das estimativas dos parâmetros durante o processo /07'ward searcA. Observa-se que
as estimativas dos parâmetros /3o e Pi, relativas à constante do modelo e ao modelo de aeronave,
sofrem grande variação ao longo do processo, fato que não se aplica aos parâmetros P2 e Pa, iefelentes
às variáveis canga e experiência, respectivamente.

Como complemento, a Figura 4.4 mostra o monitoiamente da estatística t dos testes sobre os
parâmetros /3 's ao longo do processo /07'ward searcA; nela observam-se as cuidas das estatísticas to,
ti , t2 e t3 relativas aos parâmetros 0o, /3i , /?2 e /33 respectivamente, ao nível de significância de 5%o,
representado pelas linhas hoiizontaisl tem-se que os parâmetros Po e /i3 não são estatisticamente
significantes em nenhuma etapa do processo, o que leva a constatei que nenhuma observação foi
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Figura 4.1: Gráfico /oi'mata searc/l da deviam.ce dos dados de ataques aéreos

Tabela 4.3: Estimativas dos parâmetros obra os dados de ataques aél.eos
           

Fnntp do \rn in ãn Estimativas Estatística t P-valor   Z)eu anca
Clonstante 0,406 0,463 0,6436  25,953
Modelo 0,568 1,128 0,2595   
Caiba 0,165 2,449 0,0143   
Experiência 0,013 -1,633 0,1025   
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Figura 4.2: Gráhco /or'mata search da distância de book modificada (à esquerda) e valores de alavanca (à
direita) dos dados de ataques aéreos

responsável por este fato e ainda o parâmetro Pi , apesar de apiesentai significância estatística entre
os passos m :: 16 e m :; 23, ao final do processo não exibe significância estatística. Desta coima,
foi realizado um ajuste aos dados sem as variáveis modelo e experiência. A Tablela 4.4 mostra as
estimativas dos paiâmetlos obtidas deste novo ajuste.

Tabela 4.4: Estimativas dos parâmetros do modelo sem as variáveis modelo e experiência

Fonte de Variação Estimativas Estatística t P-valor J)euáance
Constante -1,700 -3,356 0,0007 29,206
Galga 0,231 4,942 7, 72e 07

Dada a análise de diagnóstico, tem-se que a observação 16 e 25 são apontadas como outl ers, sendo
o modelo ieajustado sem estas observações. É constatado, pela Tabela 4.5, que exibe as estimativas

deste reajtlste, que a estatística da deuíance tem uma expressiva redução em comparação ao valor
encontrado na Tabela 4.4, o que indica um melhor ajuste e maior proximidade ao ajuste produzido
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Figura 4.3: Gráfico .fozward seara/t das estimativas dos parâmetros dos dados de ataques aéreos

por um modelo saturado

Tem-se ainda, na Figura 4.5, o gráfico referente ao teste pala função de ligação proposta no
modelo. Observa-se que as estimativas de ' se mantém dentro do intervalo de confiança de 95%, o
que reflete a não significância estatística e consequentemente a conclusão que a ligação escolhida é
adequada pata o ajuste do modelo.

iaoeia a.a: estimativas aos parâmetros sem as ol)servaçoes lb e 2b

Fonte de Variação Estimativas Estatística É P valor Z)euáance
Constante -2,338 0,603 0,0001 17,739
Carga 0,277 5,218 1,81e 07
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Figura 4.4: Gláhco /07'mata searcÀ da estatística t dos dados de ataques aéreos

Comparativamente à análise encontrada em Montgomery e Vining (2001), o modelo final tem a
mesma formulação, ou seja, apenas a variável Galga é significante no ajuste. O autor não aborda na
análise a questão de dados ouíZíers, levando ao ajuste encontrado na Tabela 4.4.
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Figura 4.5: Gráfico /ozward searcA da estatística do teste para função de ligação dos dados de ataques aéreos



Clapítulo 5

A,modelos de Equações Estruturais

Algumas variáveis de interesse teórico não podem ser observadas diretainente. Essas variáveis são
denominadas variáveis latentes ou construtos. Embota esses constiutos não possam ser observados

diretamente, informações sobre eles podem ser obtidas indiretamente através de seus efeitos sobre
val-dáveis observáveis. Segundo Lona (1983) esta é a idéia fundamental que envolve o modelo de
análise fatorial. De modo geid, a análise fatorial é um procedimento estatístico que revela um
núineio reduzido de variáveis latentes ou fatoies pelo estudo da estrutura de covas'iância existem)te
entre variáveis observáveis .

5.1 Especificação do Mlodelo Fatos'ial

O modelo de análise fatorial piocuia explicam a estiutuia de covatiância de um conjunto de
vai iáveis observáveis em termos de uni conjunto de fatoies. Cada variável observável é considerada
uma função ]inear de um ou mais fatoies.

Matematicamente a relação enfie as variáveis observáveis e os fatores é expressa por

X (5.1)

em que x é um vedor (p x 1) de variáveis observáveis; ( é um vedor (q x 1) de fatoies comuns; A é
uma matriz (p x q) de cargas fatoriais que relaciona x e (; e õ é unl vedor (p x 1) de erros ou favores
únicos. Ainda é suposto que o número de variáveis observáveis em x seja maior que o número de
favores e, ou seja p > q.

57
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Na equação (5.1) é assumido que os valores dos vetoies x e (, são desvios ein relação a suas
médias; o que leva o valor esperado de cada vetou sel nulo, ou seja: E(x) = O; E(O = O; e -E(õ) = O.

A matriz de covaiiância populacional pala as variáveis observáveis contidas em x é definida colmo

uma matriz E = E(xxr) de dimensão (p x p). O elemento (á,.j) de E, aij, é o valor da covariância
populacional entre as variáveis Xi e .X.Í, e pode ser definido como ai.j = E(XÍ-Xj). Se o vetou x
for padronizado, E(Xi-Xj) denotaiá a correlação enfie Xe e Xj e E sel'á uma matriz de correlação
populacional.

A covaiiância entre os favores comuns estão contidas em ©', uma lllatriz de dimensão (q x q). O
elemento @ij da matriz ©' denota a covariância entre os fatores e{ e (J. Tel)l-se que @íj = E(eí(j)
ou na notação matricial '> = -E((e'7'). Se for assumido que os favores são não coirelacionados, os
elementos fofa da diagonal principal de © são zelos. Se os fatores forem padronizados, d' representará
uma matriz de coiielação com valor l na diagonal principal e os elementos fora dela repiesentaião
correlações entre os favores.

A matriz de covatiância entre os eixos, ou favores únicos, é denotado poi O, uma matriz de
dimensão (p x p), ein que os elementos de O, 0i.j, representam a covariância entre os erros õÍ e õj. De
forma similar às matrizes de covariância anteriores, tem-se que o valor Oij = -E(õiój) ou, na notação
matricial, O = E(õõa"). Na maioria das abordagens relativas aos modelos de análise fatorial, os
elementos roía da diagonal principal de O são assumidos serem nulos, indicando que o erro õi da
variável Xi é não correlacionado com o erro (5j relativo à variável Xj (pala todo á / .j).

A Tabela 5.1 sumariza estes conceitos.

Tabela 5.1 Sumário do modelo de análise fatorial

Matriz Dimensão Média Covariância Dimensão Descrição
( (qxl) O ©'=E(e(' ) (qxq) vaiiáveislatentes
x (pxl) O E=-E(xxU'') (pxp) vaiiáveisobserváveis
A. (p x q) cargas fatoliais
Õ (PX l) O O =-E(ÕÕr) (pxp) erros

Por fim, enquanto é permitido que os fatoies se.jam correlacionados, e em algtms casos, os eixos
possuam a mesma piopiiedade, é imposto que os fatoies não sejam coirelacionados com os erros, ou
matematicamente E(Õer) = O.
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5.2 Análise Fatorial Exploratória x Allálise Fatoiial Confinnatória

Segundo Baitoso e Antes (2003), a AFE (Análise Fatoiial Exploratória ) não exige formulação de
hipóteses a priori a respeito da estrutura de dependência dos dados. Essa estiutuia se existir sela
um dos resultados da AFE.

A análise assume as seguintes iestl'ições

1. todas as variáveis latentes podem sei coiielacionadas (ou, em alguns tipos de AFE todas as
variáveis latentes são não-coi relacionadas);

2. todas as variáveis observáveis podem ser diretaulente afetadas por todas as variáveis latentes;

3. os erros são não-colrelacionados entre si;

4. todas as variáveis observáveis são afetadas por um eriol

5. todas as variáveis latentes são não correlacionadas com todos os erros

Na AFC (Análise Fatorial Confirmatória) as iestiições são impostas de acordo com o conhecimento
do pesquisador soba'e o que se está estudando. Estas restrições determinam:

1. quais pares de variáveis latentes são co] relacionadas;

2. quais variáveis observáveis são afetadas por quais variáveis latentes;

3. quais variáveis observáveis são afetadas por um eno;

4. quais pares de el'ros são coirelacionados

Segundo Bairoso e Artes (2003), o que diferencia uma AFE de uma AFC é que na segunda o
pesquisador indica a estrutura que ele imagina existir nos dados e, através da aplicação da técnica,
terá indícios objetivos para concluir se aquela está'utuia é ou não aceitável para explicar o compor-
tamento dos mesmos.

A Figura 5. 1 ilustra as relações existentes em um modelo de análise fatorial exploratória. Nela as

variáveis obsei-fiáveis são representadas por quadrados e as variáveis latentes são representadas por
círculos. Flechas retas partindo de variáveis latentes pala variáveis observáveis indicam o efeito causal
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da variável latente sobre a variável observada. Flechas curvas entre duas variáveis latentes indicam

que estas são co] l elacionadas. Esta i'epresentação gráfica é denominda diagi ama de caldinhos.

Figura 5.1: Exemplo de diagrama de caminhos do modelo de análise fatorial exploratória

As variáveis latentes el, C2 e C3 estão ligadas por flechas cuidas, o que indica que são correla-
cionadas. Cada uma dessas variáveis latentes, ou fatoies, tem um efeito causal sobre as variáveis
observáveis contidas nos quadrados, denominadas de Xi a X7; tal efeito é representado pelas flechas
retas partindo dos C's pata os X's. Os favores e's são denominados fatoies comuns, pois seus efeitos
são partilhados por mais de uma variável observável. As variáveis õi a õ7, representadas em círculos
são denominados fatoies únicos, ou ermos, e são específicos a cada variável observável.

Na Fíguta 5.2 tem-se o diagrama de caminhos para um modelo de análise fatos'ial confirmatólial



5.2. ANALISE FATORIAL EXPLOítATÓRIA X ANALISE FATORIAL CONFIRMATÓRIA 61

os fatores cointms CI e C3 são não..coirelacionados, diferente do observado na Figura 5.1, em que
todos os fatores comuns são cot'relacionados (ou alternativamente poderia se assumir não-correlação).
No modelo de AFC as variáveis observáveis são afetadas poi apenas alguns fatoies (por exemplo é
assumido que Xi não é afetada poi C2 e C3 ). Tainbem é assumido neste exemplo que os dois favores
únicos õ2 e õa são coiielacionados, e ainda a variável observável X6 não é associada a nenhum fatos
imico

Figura 5.2: Exemplo de diagrama de caminhos do }Ttodelo de análise fatorial confirmatória
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5.3 Modelos de Equações Está'utui'ais

Segundo Mingoti(2005) a análise fatorial confirmatóiia está inserida no modelo de equações
estruturais, que consiste de um sistema de equações lineares decomposto ein dois sub-sistemas: o
primeiro chamado de estiutual e que trata da relação entre as variáveis latentes, e o segundo,
chamado de modelo de menstuação, que especifica as relações entre as variáveis observadas e as
latentes. h/matematicamente esses modelos são expressos da seguinte foil la:

B?7 + I'e + ( ( modelo estiuttual)

Ay77 + e (modelo de meíisuração de y)

A.( + õ (modelo de ntensuração de x)

(5.2)

sendo 77(«zxl) e ((qxl) os vetou'es rezei'entes às variáveis latentes, y(rxl) e x(pxl) i'elativos ao vedor das
variáveis observáveis, ((mxl) é o vetou aleatório com os eixos latentes, ao passo que c(rx i) e õ(pxl) são
os vetores aleatórios representando os erros de mensuração de y e x, respectivamente. As matrizes
B(mxm)) I'(mxq), Ay(,x.) e Az(pxç) contêm os pai'âmetros que desci'evem a i'elação entre as val'dáveis
do modelo. As suposições intrínsecas do modelo são:

e 77(mxl), ((qxl) e ((mxl) são não-correlacionados entre sil

e C(rxl) é não-coi'relacionado com T7(mxl), ((qxl) e õ(pxl);

e õ(pxl) é não-coiielacionado com ?7(«.xl), ((qxl) e e(,xl);

. os vetores de erros aleatórios têm nJédia zelo, ou seja, -E(O 0, E(') (Õ)

e as matrizes de covaiiância de ((«».i), e(,xl) e õ(pxl) são, respectivamente q', O. e OÕ;

e a matriz de covil'iância de ((qxl) é 'b

Seja O o vedor contendo os parâmetros do modelo. Segundo Mingoti(2005) pode ser mostrado
que a matriz de covariância populacional E é uma função de O, isto é:
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-w-zü* *ü*ü'l omo',H
C'«,(y, x)

V,r(x)

e que se resume na explessão

E(0) A,(l B)':(1'4'1'' + q')(l B') :.A: + O.

A.'br"(l Br)-'Af
A.(l B)':l'+'A.:'

A.4'A:+ 0õ

A parir da estimação da matriz E(O) são obtidos os patâmetios que descrevem a relação entre

as variáveis do modelo (5.2). Na Seção 5.5 senão abordados os métodos de estimação do tl)odeio.

A Figura 5.3 exibe o diagrama de caminhos para um hipotético modelo de equações estruturais.

Figura 5.3: Exemplo de diagrama de caminhos do modelo de equações estruturais
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A equação estlutuial para o diagrama da Figura 5.3 é dada poi

v7 :: 'Ylei + 'Y2€2 + ( (5.3)

e as equações de mensuração pai'a x e y são dadas por (5.4)

Xi
X2

X3

X4

h
h

ÀI')e: + õ:

À, )e: + õ2

À; )e, + (5;

À. )e, + .54

À.y)q + ..

À(v)?7 + .,

(5.4)

ç; Á Td pn+ i 6 r'nr3n

Segundo Lona (1983) a compreensão do porquê a identicabilidade do modelo fatorial venha sei
um problema paire das equações de mensuração indicadas em (5.2), em que o modelo sugere que as
variâncias e covaiiâncias das variáveis observáveis e os parâmetros A., Ay, O., OÕ e (b são relaciona-
dos de acordo com as equações de covariâncias expressas em (5.5)

E. Q'.A:+ 0Ó,
E,- A.,q'.A; +'D.. (5.5)

A menos que sejam impostas restrições sobre os parâmetros A.,A#,O.,OÕ e Q', o conjunto de
soluções pala as equações de mensuração de (5.5) é infinito.

Para demonstram' este fato seja M(qxq) I'ma matriz inversível. Tomando o modelo de mensui'ação
de x, segundo Lona (1983), se for definido -Á« = A«M i; ( = Me e ã' :- b.'l'bMr, ambos os

conjuntos de matrizes, A., 'b, OÕ e A., 4', (DÕ satisfazem o modelo de mensulação de x expresso em
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(5.5). Realizando as substituições em (5.5), tem-se a demonstração (5.6)

Ã.ÓÃ:;+ o. (.A.M :) (M4'M') ((M') :A:) + O.
.A..(M 'M)Q'(M''(Ml")':)A:' + 0õ
.A,'b.A: + 0õ (5.6)

Desta foiina, se E:, :: Â,a'AT + OÓ, e também valer que E, = A.$A: + (1)Õ , desde que as matrizes
indicadas poi " não sejam iguais às originais, a menos que M=1, cada uma das infinitas matrizes M
pode pioporcionai soluções satisfatórias pala o modelo fatorial. Por esse fato o modelo é dito não
identificável. Tal demonstração é válida pala o modelo de mensuração de y.

Os parâmetros desconhecidos (que vêm do modelo estrutural) são ditos identificáveis se eles forem
funções apenas de paiâmetios identificáveis e se essas funções levarem a soluções únicas.

A hipótese sobre a estrutura de covariância dada pela equação E = E(O) implica em i(r +p)(r +
p + 1) equações distintas da forma aj = aÍj(O), em clue a{.j é o í.j-ésimo elemento de E e aij(O) é
o ã.j-ésimo elemento de E(O). Logo se um elemento de é? pode sei escrito como uma função de um

ou mais elementos de aÍj, então ele é identificável. E se todos os elementos de 0 satisfazerem essa
condição, o modelo é identificável.

Ç; K Ti'afim nPãn

Após estabelecida a identificabilidade do modelo, o passo seguinte é referente à estimação dos
parâmetros. A partir de uma amostra dos dados observados, o pesquisador pode construir a matriz de
covariância S, em que os elementos sei da diagonal principal são as variâncias amostrais das variáveis
observáveis, e os elementos si.j fora da diagonal principal são covaiiâncias amostrais.

Como defil)ido na Seção 5.4, E é relacionada aos parâmetros de variâncias e covariâncias popu-
lacionais através das equações (5.5). Da mesma forma uma estimativa de E é definida em termos de
estimativas populacionais através da equação de covaiiância E = E(O), em que " indica as matrizes

construídas a partir de estimativas dos parâmetros. Estas estimativas devem satisfazer às restrições
impostas ao modelo. De coima geral a estimação do modelo de equações estruturais implica encontrar
as estimativas dos parâmetros do vedor 0 que reproduza a matriz E mais próxima possível de S.
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Considerando todas as matrizes possíveis pala o vetar O, muitas delas serão descaitadas por
não satisfazerem às iestiiçÕes impostas ao lrJodelo, desta filma serão consideradas as mail'izes
B* , 1", A;, Al:, -P*, (9:, O; que incopoiam as I'estrições impostas. Consequentemente a matriz E
passa ser

E* - E*(0*) (5.7)

Se E* foi próximo a S, pode-se concluir que as estimativas de O* são razoáveis pal'a os parâmetros
populacionais.

A função que mensura a proximidade de E* em relação a S é chamada função de ajuste e é
denotado poi F(S; E*). Esta função é definida sob todas as possíveis inatiizes geradoras do vetor 0*

Se um conjlmto dessas matrizes poduz XT, e um segundo conjunto produz E;, se F(S; E;) < r'(S; E;)
será considerado que E; está mais próxima de S que E;.

'lYês funções de ajuste são frequentemente utilizadas na análise de modelos de equações estru-

turais. Estas funções correspondem aos métodos de mínimos quadrados não poJ)derados (ULS),
mínimos quadrados generalizados (GLS) e máxima verossimilhança (ML).

O estimados de ULS pala A, 'b e O é aquele que minimiza a função de ajuste dada em (5.8).

Fulo(S; E*) = trl(S x*)'l. (5.8)

A função de ajuste por GLS é mais complexa do que por ULS, pois a diferença entre as matrizes

S e E é agora ponderada pelos elementos da matriz S i, como é exibido em (5.9).

Ecos (S; E* ) t,l(s x*)s :l'. (5.9)

O estimados ML, sob a hipótese de normalidade lnultivaiiada, minimiza a função de ajuste dada
por (5.10).
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.li'mz,(S; E*) = tr(SE* l) + IZog IX*l Zog ISjl (, + P) (5.10)

Segundo Lot)g (1983), se os vetoies x e y apresentam distribuição normal multivaiiada, ambos
estimadores, GLS e ML, possuem piopliedades assintóticas. Melhado (2004) assegura que (n

1).fbz,s e (n l)-li'mz, avaliadas nas estimativas obtidas têm distribuição assintótica qui-quadrado
com (r + p)(r + p + 1)/2 t graus de liberdade, em que t representa o número de parâmetros livres,
ou sem restrição.

As três funções de ajuste citadas possuem as seguintes propriedades:

1. o valor mínimo de F' é zelo;

2. quando E* = S e as suposições sobre a distribuição estão satisfeitas, F é invel'samene propor
cional a rz (ou seja, F --, 0 quando n --, oo).

5.6 Medidas de Ajuste

Índices de qualidade do ajuste baseados nas funções de ajuste citadas na Seção 5.5 podem ser
usados na indicação do desempetaho do modelo frente aos dados. Melhado (2004) traz um estudo
detalhado das medidas de ajuste existentes. Neste trabalho serão citadas algulllas trledidas que o
soPware R oferece através do pacote SEM, específico pata modelagem de equações estruturais.

A estatística qui-quadrado procedente da função de ajuste pode sei utilizada pala avaliam o ajuste
geral do modelo. Segundo Melhado (2004) uma possível medida de ajuste pala quantificam a diferença

entre as mau'izes de covariâncias E* e S é a matriz resíduo V(gxg), em que g :: r + p I'epresenta o
total de variáveis observáveis. Os elementos dessa matriz são oíj = sij a;, em que sij é o á.j-ésimo
elemento de S e al é o ã.j-ésimo elemento de E*

Uma medida alternativa baseada nos resíduos amostrais uÍ.f é a raiz do quadrado lrlédio residual
(SRMR), dada por:

'««« - [,$Ê qH] ; . (5.11)
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Segundo a equação (5.11), tem-se a raiz do quadrado médio dos elementos abaixo da diagonal
principal (incluindo a diagonal principal) da matriz de resíduos. Em consequência de um bom
ajuste, é espeiado que os valores da maitiz V(gxS) soam próximos de zel'o; dessa coima os valores
da estatística SRMR póximos de zero indicam um bom ajuste.

Devido aos resíduos amostiais sel'em afetados poi fatores como diferenças de escala entre as
variáveis observáveis e tamanho amostral, Jõreskog e Sõl'bom (1986) propõem uma cora'eção para os
resíduos uÍj, dada poi

'l"wl:
(5.12)

Os valores absolutos mais altos de eij indicam) os elementos sij que têm pior ajuste pelo modelo.

Jõreskog e Sõibom (1986) propuseram os índices de qualidade de ajuste (GFI) e índice de quali-
dade de ajuste corrigido (AGFI) , pala modelos ajustados pelo método de naáxima veiossimilhança,
dados pelas expressões

Gf'/mv :: l
trl(E*':S - i)I'

(5.13)

.4GF'rw« - l - lgeliiliOI li GF',rm«l.
(5.14)

A expressão relativa ao (;-F/ mensura a quantidade relativa das variâncias e covaiiâncias e]r] S
que são preditas por E*, ao passo que a expressão ..4GF/ corrige o GF/ pelos graus de liberdade
relativos ao número de variáveis observáveis. Segundo Melhado (2004) os índices alcançam seu valor
máximo l quando E* = S, em geral são maiores que zelo, embota valores negativos sejam possíveis.
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5.7 Método F07'ward Search em Modelos de Equações Estruturais

Como mencionado no Capítulo 2, a aplicação do método /or"ward searcÀ, independelltetnente da
área estatística, segue o mesmo ioteiio, ou seja, a criação de um conjunto inicial livre de outZáers e o
aumento deste a cada passo do processo, até a inclusão de todas as observações do conjunto bl'uto.

Pala a a.boidagem de equações estruturais, o critério de formação do g po Zãmpo, bem como a
regra de enteada de observações a cada passo do processo, senão baseados na medida de distância
de Mahalanobis ao centro dos dados, dada na equação (2.2). Como consequência o gmpo Zámpo será
referente às observações mais próximas ao centro multivaiiado dos dados.

O processo de inserção das observações concernentes ao restante de observações do conjunto
bruto obedecerá a OI'dem das distâncias destas observações em relação ao grupo /ãmpo, ou seja, as
observações iefeientes às menores distâncias terão preferência na inclusão nos consecutivos passos.
A enteada de observação a cada passo do processo leva ao recálculo dos paiâmetios da equação (2.2).

Mavridis e Moustaki(2008) sugerem, em sua abordagem pata análise fatorial, que o tamanho do
gmpo Zãrnpo seja no mínimo igual a ig(g + 1) + 1, quantidade referente ao número de variâncias e
covaiiâncias presentes na matriz S mais um, ein que g representa o número de variáveis observáveis.
Pelo fato da análise fatoiial estai inserida no modelo de equações estruturais, tal sugestão será
adorada. O cuidado sobre o grztpo limpo recai soba'e a hipótese de que um tamanho muito maior ao
sugerido aumente a chance de inclusão de observações outZáers, o que acairetaiia ermos no método.

Dentro do processo /ozward search sugerido, tem-se que a lnatiiz S é re-estimada a cada inserção
de observações durante o método, o que permitirá o monitoramento de seus elementos a cada passo do

processo, bem como as estatísticas de ajuste do modelo proposto, uma vez que tal matriz é base pala
a construção do modelo. O monitoramento das estatísticas de ajuste sela limitado às apresentadas
na Seção 5.6, além da estatística qui-quadrado, poi serem as medidas mais utilizadas. A informação
resultante de tal monitoiamento será a avalição do impacto de observações discrepantes sobre o ajuste
geral do modelo proposto.

5.8 Aplicação

Como exemplo de aplicação foi sugerida a contrução de um modelo de equações estruturais
contendo apel)as as equações de mensuração e uma variável latente. Tal sugestão tem a finalidade
de plopoi'clonar n)elhoi visualização e compreensão do desempenho do método /07"ward searcA na
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aplicação de modelos de equações estiutuiais

Inicialmente o conjunto de dados considerados pala tal abordagem é hipotético. Os dados e as
estatísticas descritivas das variáveis observáveis são exibidos nas Tabelas 5.2 e 5.3. Destaca-se que
as observações 21, 22 e 23, da Tabela 5.2 fol'am imputadas intencionalmente pala serem observações
outZãers.

Tabela 5.2: Dados hipotéticos

í)haprvní'ãn
l
2

3

4

5

6

7

8

9

10
11

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22

23

Xi
0,606
0,557
0,534
0,58

0,536
0,547
0,651
0,448
0,653
0,476
0,528
0,703
0,586
0,573
0,63
0,489
0,685
0,685
0,523
0,664
0,888
0,283
0,507

X2
0,127
0,124
0,114
0,125
0,118
0,114
0,136
0,103
0,140
0,106
0,106
0,134
o,lll
0,106
0,115
0,123
0,156
0,156
0,132
0,159
0,075
0,178
0,143

X3
0,494
0,549
0,521
0,546
0,592
0,531
0,527
0,522
0,625
0,429
0,424
0,519
0,505
0,465
0,489
0,562
0,631
0,566
0,505
0,506
0,782
0,631
0,904

A Figtua 5.4 traz os bozp ats bivaiiados das variáveis observáveis, assinalando as observações

21, 22 e 23 como outZÍers. Ainda, com base na dispersão dos dados nos respectivos cruzamentos, é
possível notar a existência de correlação entre as variáveis.
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Tabela 5.3: Estatísticas descritivas dos dados hipotéticos

0.08 0.12 D.16 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

g

E
:

Ü)

Ü

g

:

Figura 5.4: Bo:zp/ots bivaliados para os dados hipotéticos

Variáveis h,mínimo Quaitil l Mediana Média Qualtn 3 iQ Máximo
  0,283 0,525 0,573 0,578 0,652 0,127 0.888
X2 0,075 0,112 0,124 0,126 0,138 0,026 0,178
X3 0,424 0,505 0,527 0,557 0,579 0,074 0,904
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Avaliando as distâncias de Mahalanobis escalonadas, Z)ã., constata-se pela Figura 5.5 que as
observações apontadas na Figrura 5.4 são de fato distantes da massa de dados, ]rlesino a observação
21, que no início do processo não tem comportamento discrepante, em poucos passos do processo passa
a seguir o padrão das observações 22 e 23, com valores das distâncias de Mahalailobis discrepantes
em relação ao observado pala o restante dos dados.

g

B

=H
=

5 10 15

I'ítntanllo {lo Si il)colijtmt:o

20

Figura 5.5: Gráfico /07'ward searcA para as distâncias de Mahalanobis escalonadas para os dados hipotéticos

Analisando a estrutura de variância e covaiiância destes dados, tem-se que a variância generalizada
(ISI) exibida na Figura 5.6, se mantém constante até o passo mz = 20. Logo após, nos passos m = 21
m :: 22 e m ;; 23, é observado o aumento de seu valor; tais passos são respectivamente relativos à
entrada das observações 21, 22 e 23.

O acompaílhamento em maior detalhe da estrutura de variância e covariância, exibido na Figura
5.7, mostra que os valores das variâncias das variáveis Xi e X3, em cada passo do processo, assumem
valores maiores e disciepantes em relação ao valores assumidos pela variância de X2. Já os valores
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Figura 5.6: Gráfico /07ward searcÀ para a variâllcia generalizada dos dados hipotéticos

de covaiiância das três vai dáveis em estudo não sofrem grandes oscilações com observações distantes
do g7wpo limpo, composto das 7 observações illais próximas ao centro dos dados.

Com base na Figura 5.8, as equações de inensuiação são dadas por (5.15)

A Figura 5.9 api'esenta o diagrama de caminhos com as estimativas dos paiâmetlos e os respectivos
erros padrões entre parênteses para o ajuste ao conjunto total dos dados.
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Figura 5.7: Gráfico /07ward searcA dos elementos da matriz de covariâllcia para os dados hipotéticos

XI
X2

Xs

ai?7 + ci

a2 ?7 + c2

a3?7 + c3

(5.15)

A Figura 5.10 exibe o comportamento da estatística qui-quadrado, em que observa-se que nos
passos iniciais do processo /07'mata searcA, compreendidos entre mo = 7 a m = 9, há um decréscimo
da estatística, o que indica que o ajuste do modelo melhora a cada inserção de observação, o valor
da estatística entre os passos nlz = 9 a m :: 20 são aproximadamente zeiol tais valores apontam
um ajuste ótimo do modelo, em que a hipótese E" :: S se confirma. A entrada das ohçervações

21, 22 e 23, respectivamente nos passos m :: 21, m :: 22 e m ;: 23 provocam uma elevação no
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Xí f]

Ü2

ü3

Xs

Figura 5.8: Diagrama de caminhos para os dados hipotéticos

valor da estatística qui-quadrado e consequentemente uma defasagem no ajuste do modelo, como é
apresentado nas Figuras 5.11 e 5.12 relativas respectivamente ao índice GF/&/V e à medida SRMR.

O comportamento observado nas Figuras 5.10, 5.11 e 5.12, em que as medidas de qualidade de
ajuste melhoram a cada passo do processo, é explicado pelo algoritmo do método /07mard searcA. Ini-
cialmente, com a formação do gr'tipo Zámpo, tem-se que os dados contidos neste grupo são homogêneos
e não exibem uma razoável estrutura de dependência para o ajuste das equações de inensuração; tal
estrutura surge com a entrada de observações nas etapas seguintes do processo, o que dará a forma
da estiutuia de correlação existente no conjunto de dados. Os dados distantes desta estrutura são
dectados através dos impactos negativos na estatística qui-quadrado, no índice de qualidade de ajuste
GF/A/V e na medida SRMR.

Observado o desempenho do método /07'mata seara/l no conjunto de dados hipotéticos, em que
foi possível compreender a performance do método, foi realizada uma segunda aplicação, com dados
leais e um modelo completo, com equação estrutural e equações de mensuração. O conjunto de dados
foi retirado da literatura e é relativo a um estudo de Holzinger e Swineford (1939), aceita dos favores
cognitivos da habilidade espacial e verbal. Tal conjunto pode sei encontrado no pacote específico
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Figura 5.9: Diagrama de caminhos para os dados hipotéticos com as estimativas dos parâmetros
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Figura 5.10: Gráfico /andara searcA da estatística qui-quadrado para os dados hipotéticos
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Gráfico /armara searcA para a medida SRM R para os dados hipotéticosFigura 5.12
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pala modelagem de equações estruturais, AMOS (Arbuckle, 2005). A amostra utilizada nesta análise
é composta por 73 estudantes de sétima a oitava séries, do sexo feminino, de uma escola de Chicagü
(EUA). A Tabela 5.4 exibe as variáveis observáveis presentes no estudo. O conjunto de dados e as
estatísticas descritivas das variáveis seguem respectivamente nas Tabelas 5.5, 5.6 e 5.7.

Tabela 5.4: Variáveis observáveis do estudo sobre habilidade verbal e espacial

Variáveis
Vispeic
Cubo
Losango
Parágrafo
Sentença
Significado

Descrição
escore para percepção visual
teste pala vizualização espacial
teste para orientação espacial
estore pata compreensão de parágrafo
escoie pala compreensão de sentenças
teste de compreensão do significado das palavras

O modelo proposto especifica duas variáveis latentes, denominadas como Espacial e Verbal, cujas
relações com as variáves observáveis são dadas de acordo cona o diagrama de caminhos da Figura
5.13

Com base na Figura 5.13 a equação estrutural será dada por (5.16)

Verbal = 'Espacãa! + ( (5.16)

ao passo que as equações de mensuração são dadas poi (5.17)

Vásperc
Cubo

Losango
Sentença

Si, g'n ificüdo

ParâgrcLfo

ai -Espacial + ci

aU-Espacial + c2

a3EsPa(jaZ + cs

btyerbai + õi

b21/erbal + õ2

b3verbal + õ3
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Figura 5.13: Diagrama de caminhos para os dados de habilidade verbal e espacial
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(5.17)

Através de uma análise gráfica preliminar, é possível visualizam a estiutuia de relação entre
as vatiáves observáveis. A Figura 5.14 apresenta a matriz de gráficos de dispersão das variáveis
observáveis, em que é possível notei uma acentuada relação linear dentro dos blocos deferentes aos
fatoies Espacial e Verbal, ao passo que o cruzamento enfie as variáveis observáveis destes blocos
exibem inellor evidência de relação linear.

:;l.:Êi'g:
8

g ; .l 11 ê: ;l: :.'::::.11111:

8o

<.ÜB' {:, : Significado

0 1S 29 2S 30 3S 40 4S S 19 1S 20 2S 30 3S

Figura 5.14: Gráficos de dispersão para os dados de habilidade verbal e espacial

Com intuito de avaliar a suposição de normalidade multivatiada dos dados, e também destacar
observações oulZãers, foi utilizado o gráfico QQ plot, cuja construção é detalhada na Seção 2.1.

A Figura 5.15 exibe o gráfico QQ plot obtido do conjuto de dados bruto em que, a menos dos
quantas 72 e 73 em destaque, relativos respectivamente às observações 20 e 42 do conjunto de dados
brutos, a suposição de normalidade multivaiiada ainda pode ser adequada.
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Tabela 5.5: Dados de habilidade verbal e espacial

Observações Visperc Clubo Losallgo Parágrafo Sentença Significado
l
2

3

4

5

6

7
8
9
10
11
12
13
14

15
16
17
18
19
20
21
22

33
30
36
28
30
20
17
33
30
36
30
33
32
27
17
38
34
18
16
18
32
28

22

25
33
25
25
25
21
31
22
28
24
27
22
23
3()
25
28
22
20
30
21

20

17
2()
36

9
11

6
6
30
20
22
19
16
15
4
13
13
10
5

8

17
9

14

8

10
17

10
11

9

5

11

8
13
14

8
9

9

9

9

9

2

6

19
15
8

17
23
25
18
21
21

10
23
17
24
26
17
20
11
17
23
22
4

18
24
20
18

10
18
41
11

8

16
10
18
20
36
24
13
17
7
13
15
20
2
13
33
25
10

23
24
25
26
27
28
29
30
31

32
33
34
35
36
37

39
32
28
31
29
25
37
30
37
28
38
28
11
45
19

24
26
24
19
26
25

31
26
34
20
21
27
20
37
15

25
10

8

13
25
26
16
19
17

18
13

29

14
11
6

8

10

5

14

7

18

18

13
10
15

17
23
10
22
22
7
28
21
24
18
26

16
16

19

11
23
10
17
18
5
2()
14
27

31

15
16

19
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Tabela 5.6: Dados de habilidade verbal e espacial (continuação da Tabela 5.5)

Observações Vispei'c Cubo Losango Parágrafo Sentença Significado
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73

41
34
19
27
21
26
33
38
33
31
36
28
35
23
31
33
21
37
39
18
28
25
32
35
38
26
33
27
26
24
30
24
34
35
18
28

21

24
23
21
9
22
22
26
25
25
28
24

25
21
28
28
26
32
34
16
28
2()
21
28
30
25
28
22
29
24
23
25
22
28
24
22

11
16
6

7

14
8

14
7

34
28
13
6

25
3

25
18
17
11

33
4

18
11

15
19
33
7

12
16
10
16
1()
6

13

10
13
15

9
9
7
9
15
5
13
16
15
10
11

8

11
9

12

15

12

16
10
10
10
12

14
18
14
10
14
8

8

8

8
9

10
9

7
11

16
14
13
19
25
11

25
25
23
25
23
17
24
21
23
23
16
25
19
21
25
19
20
27
22
15
21
19

19
18
14

19
17
13
16
23

14

10
19
22
30
11

26
15
21
27
18

15
19
12

15
30
33
32
16
19
23
17
29

33
29
13
14

15
13
12
12
23
14
11

7
30
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Figura 5.15: QQ plot das distâncias de Mahalanobis para os dados sobre habilidade verbal e espacial

Tabela 5.7: Estatísticas descritivas dos dados soba'e ha.bilidade verbal e essa.cia.l
       

Variáveis Mlínimo Quaitil l Mediana Média Quarti13 iQ N'máximo       
Visperc 11,0 26,0 30,0 29,3 34,0 8,0 45,0
Cubo 9,0 22,0 25,0 24,7 28,0 6,0 37,0
Losango 3,0 9,0 13,0 14,8 18,0 9,0 36,0
Parágrafo 2,0 8,0 l0,0 10,6 13,0 5,0 19,0
qon+an"'- 4,0 17,0 20,0 19,3 23,0 6,0 28,0
Significado 2,0 12,0 16,0 18,0 23,0 11,0 41,0
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Avaliando o comportamento das distâncias de Mahalanobis escalonadas, Z)â., em que mo é com-
posto das 22 observações mais próximas ao centro dos dados, na Figura 5.16, é possível notar que as
observações 20 e 42 ao fim do processo /07ward searcÀ tomam valores próximos ao padrão observado
nos demais dados.
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Figura 5.16: Gráfico /ozward searcA das distâncias de ]\'lahalanobis para os dados de habilidade verbal e espacial

Passando ao estudo da estrutura de variância e covariância, a Figura 5.17 traz a evolução da
variância generalizada (ISI) da matriz S a cada passo do método. Pode-se notar que a vaiiâíJcia
generalizada se mantém sem grandes mudanças até os grupos de tamanho próximo a 40. Poste-
riormente é observado maior variação dos valores. Por fim, o gráfico exibe pico com entrada das
observação 42, no passo m - 73, precedida da observação 20 que entoa no passo m :: 72.

Para maiores detalhes do comportamento da estrutura de variância e covariância dos dados, a
Figura 5.18 exibe o histórico das medidas de variância e covariância das variáveis observáveis. Nota-
se que as variáveis Significado, Losaíigo e Visperc ao íim do processo, possuem valores de variância
em uin patamar maior que o do restante das variáveis, o que leva a concluir que estas variáveis são
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Figura 5.17: Gráfico /0710ard search para as variâncias generalizadas para os dados de habilidade verbal e
espacial

sensíveis às observações mais distantes do gr'tipo limpo, ao passo que as variáveis Sentença, Cubo e
Parágrafo se mantém no mesmo patamar de variabilidade ao longo do processo. Quanto às medidas
de covatiância t)ão há grandes evidências de influência das observações distantes do grupo /ãmpo.

Dada a análise descritiva gráfica preliminar, a atenção é voltada ao monitoramento das estatísticas
de ajuste do modelo proposto.

A Tabela 5.8 exibe as estatísticas de ajuste do modelo ao conjunto total dos dados e a Figura
5.19 exibe o diagrama de caminhos com as estimativas dos parâmetros e os repectivos erros padrões
enfie parênteses.

Com base nas estatísticas de ajuste conclui-se que o modelo está adequado aos dados, unia vez
que a estatística de X: resultante da equação (5.10) tem o nível descritivo igual a 0,447, o que leva
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Figura 5.18: Gráfico J07ward searcA dos elementos da matriz de covaliância pala os dados de habilidade verbal
e espacial

Tabela 5.8: Estatísticas de ajuste do modelo

Estatísticas Valor
7,853
0,966
0,910
0,043

GFlmv
AGFlmv
SRMR
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Figura 5.19: Diagrama de caminhos com as estiírlativas dos parâmetros para os dados de habilidade verbal e
espacial

a não iejeítai a hipótese de que E* = S. A medida SRMR e os índices de qualidade de ajuste
confirmam este fato.

A Figura 5.20 exibe o comportamento do valor da estatística XÊ ao longo do processo; observa-se
que a entrada de observações acrescidas ao gmpo limpo leva à diminuição do valor da estatística,
refletindo no melhoramento do ajuste do modelo. Paralelamente, a Figura 5.21 exibe os valores da
medida SRMR durante o processo, o que conduz à confirmação do comportamento observado na
Figura 5.20. A Figura 5.22 exibe o comportamento dos índices de ajuste GF/my e .AGF/Ady, que
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apoiam o mencionado lias figuras anteiioies.

Tal CQmpoitamento das medidas de qualidade de ajuste seguem a inesina explicação do ocorrido
na aplicação anterior, em que a composição do conjunto inicial não apresenta uma estrutura de
dependência razoável pala o ajuste do modelo; tal estrutura fulge com a ente'ada de observações nas
etapas seguintes do processo, o que dais a forma da estrutura de correlação existente no conjunto de
dados, consequentemente levando a melhores valores das illedidas de ajuste nestas etapas do processo.

Com relação à Figura 5.20 observa-se que o desciéscimo da estatística qui-quadrado é acompa-
nhado de tímidas oscilações. Os grupos de tamanho m = 61, m = 62, rrz = 63 e m = 64, relativos
lepectivaniente à entrada das observações 45, 55, 31 e 28 , tomam valores da estatística qui-quadrado

maiores que o padrão observado nesta região do gráfico, o que caracteriza um agrupamento de ob-
servações outZáers. Ainda tem-se que a observação 45, na Figura 5.22, corresponde ao maior déficit
nos índices de ajuste GF'/XÍV e .AGF/A,rv dentre as observações deste agrupamento.

E notório que a observação 20, insel'ida no passo m :: 72, apresenta urna acentuada queda na
estatística qui-quadrado, indicando uln bom ajuste ao modelo, e a observação 42, inserida logo após,
apresenta sinlilai comportamento, mesmo contribuindo com pequeno decréscimo na qualidade do
ajustells

Emboi'a esses pontos tenham sido os últimos a serem incluídos durante o processo, por apre-
sentarelr) as inaioies distâncias de Mahalanobis, eles encontram-se inseridos no miolo da nuvem de
pontos dos diagramas de dispersão da Figura 5.14, quando cruzadas as variáveis Visperc, Cubo e
Losango ou Sentença, Significado e Parágrafo, duas a duas, signiâcando que seguem o mesmo padrão
de correlação das demais observações. A exceção é o diagrama de dispersão de Vispelc x Cubo, em
que as observações 20 e 42 estão ligeiran[ente faia do padrão, ]nas isso não faz com que o ajuste do
modelo seja afetado.

Essas conclusões são reforçadas pelo comentário sobre a Figura 5.18 feito anteriormente, de que
não há influência das observações distantes do grzzpo Zímpo sobre as covaiiâncias, que são as medidas
importantes para o ajuste do modelo de equações estruturais.

Como conclusão, o modelo padece bem ajustado e nenhuma das observações deve ser excluída.
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Capítulo 6

Conclusões

Neste trabalho foi apresentada a técnica de detecção de outZáers multivaiiados pelo método /ar-
ara searcA, que se configura como uma proposta de melhoramento das técnicas de identificação de

tal tipo de dado, em que a ênfase está na parte gráfica que tem a finalidade de explicitam a presença
do dado disciepante.

A está-atura do algoritmo do método /07'mata searcA foi eficaz na abordagem descritiva do Capítulo
2 e também no contexto de modelos de iegiessão linear e linear generalizado, apresentados respecti-
vamente nos Capítulos 3 e 4, em que além de identificar as observações outZáers foi possível avaliar o
impacto das observações discrepantes nas estimativas dos parâmetros e no ajuste dos modelos.

Pata a abordagem do Capítulo 5, conclui-se que ila aplicação aos dados hipotéticos, o método
foi coerente com a teoria que envolve o modelo proposto, em que a qualidade do ajuste está ligada
à estrutura de correlação existente no conjunto de dados em estudo. A inserção de observações
distantes da nuvens de dados que compõem esta estrutura de dependência ocasionou a queda da
qualidade do ajuste, o que era espetado.

Na abordagem do método pala um modelo estrutural ajustado ao conjunto de dados reais refe-
rente a habilidade verbal e espacial, foi observado um desempenho do método /07'mata searcA também
coerente com a teoria do modelo estrutural, ein que também é exigida uma razoável estrutura de
conelação enfie as variáveis observáveis. A adaptação do método /07'ward search aponta um ajuste
insatisfatório no início do processo, fato ocasionado pela holllogeneidade dos dados do grupo !ãmpo
e pela escolha da distância de À/lahalanobis pala determina-lo. Isso, entretanto, não afeta o desen-
volvimento do método à medida que as observações vão sendo incluídas. Como justificado no caso do
ajuste de equações de mensuração da aplicação dos dados hipotéticos, as medidas de ajuste melhoram
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rios passos posteriores

Destaca-se ainda a identificação do agrupamento de valores ouíZíers durante o processo, e o fato
de as observações 20 e 42, assinaladas como disciepantes, não afetaiem o ajuste do modelo, por
seguirem o mesmo padrão de correlação das demais observações.

Há que se destacam que o método é descritivo e pode ser utilizado para diagnóstico eln outros
modelos que não os destacados neste texto. Pala isso, basta escolher de forma adequada, as medidas
a serem acompanhadas durante o processo de inclusão das unidades experimentais.



Capítulo 7

Apêndice

Comandos do Pacote Ry:todmu para Análise Descritiva

fwdmvPrePlot(dados, panel = panel.me,plot.diagonal::T) # Clonstiução dos boxplots bivaiiados .

fwdmvh/linmaxPlot(dados, psfrag.labels =T) # Obtenção dos gráficos pala as distâncias mínimas
e máxima de Mahalanobis.

fwdmvDistancePlot(dados) # Gráfico das distâncias de Mahalanobis escalonadas.

fwdmvDeterminantPlot(dados) # Gráfico para o processo Jor"mata search da vaiiân
zada.

fwdmvC
variância.

cia genelalie 1'}

ovatiancePlot(dados) # Gráfico /07'toard sea.rch. elementos da dem atroza,ri e S 7' a para os cor C

Comandos do Pacote /ortoard para Ajuste de ]\41odelos de Regressão

modl< - fwdlm(Consumo' Taxa+Licença+Renda+Estiada,nsainp-" best" )

plot(modl, which.plots = 5 , squared = F, scaled = F, th.Res = 2, th.Lev = 0.25, sig.Tst =2.021)
# Gráfico pala os coeficientes.
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plot(modl, which.plots = 6 , squared = F, scaled = F, th.Res = 2, th.Lev = 0.25, sig.Tst =2.021)

# Gráfico pala a estatística [.

plot(modl, which.plots = 1 , squaied = F, scaled = F, th.Res = 2, th.Lev = 0.25, sig.Tst =2.021)

# Gráfico pala o resíduo escalonado.

plot(modl, which.plots = 2 , squated =

# Gráfico pala as medidas de alavanca.

plot(modl, which.plots = 8 , squaied = F, scaled = F, th.
# Gráfico pala os valores da distância book modificada.

mod2 < fwdglm(Destruídas Clarga+Modelo+Experiencia, family=poisson(log), nsamp-"all" )

plot(mod2,which.plots = 1,th.Res = 2,squated = F) # Gráfico da deuãarzce.

plot(mod2,which.plots = 5) # Gráfico pala os coeficientes.

plot(mod2,which.plots = 6,sig.Tst =2.056) # Gráfico para a estatística t.

plot(mod2,which.plots = 10) # Gráfico pala os valores da distância book modificada

plot(mod2,which.plots = 2,th.Lev = 0.27) # Gráfico pala as medidas de alavanca

plot(mod2,which.plots = 8) # Gráfico pala função de ligação.

F,scaled F th.Res th.Lev ;2.021)2 0.16, sig.TstS

Res = 2, th.Lev :2.021)0.16, sig.TstS

Algoritmo Construído para Aplicação do Capítulo 5

libiaiy(sem) # Carregando o pacote pala equações estruturais.

mod.st < specify.modelo # Definindo as esquações de mensuração e estrutural

Espacial > visperc , NA, l

Espacial > cubes, lambda12, NA

Espacial > lozenges , lambda13, NA

Verbal > sentences, NA, l

Verbal > wordmean.lambda14. NA
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Verbal > paragraph,lambda15, NA

Verbal < Espacial,beta, NA

visperc < )' visperc,vl,NA

cubes < > cubes,v2,NA

lozenges < > lozenges,v3,NA

sentences < > sentences,v4,NA

wordinean < > woidmean,v5,NA

paiagraph < > paiagraph,v6,NA

Espacial < > Espacial,vll, NA

Verbal < > Verbal,v12,NA

tab < matrix(0,nrow=52,nco1=5) # Matriz que lecebetá os valor es das estatísticas

colnames(tab) < c(" Chisq" " GFl" " AGFl" " RMSEA" " SRMR" )

S < vector('lisa', 52)

k < l

for (i in 22:73) { Sjjkjl < nlatrix(0,nlow=6,nco1=6) # Matrizes de covariância.

Sjjkjl < read.momento(file = parte(" G:/matrizes/m" ,i, " .txt" , sep = " " )#
matrizes de covariância.

names=c( 'vispeic', 'cubes' , 'lozenges' , 'paiagraph' , 'sentences' , 'wordinean') )

sem.mod < sem(mod.st, Sjjkjl, i) # Comando para ajuste do modelo

summa:'y(sem.mod)

tabjk, ll < as.numeric(summaiy(sem.mod)jll) # Selecionando o campo referente à
qui-quadrado.

tabjk, 2] <
GFI

tabjk, 31 < as.nuineiic(stmlmary(sem.mod) l61) # Selecionando o campo deferente à

as.numeric(summary(sem.mod)l51) # Selecionando o campo referente à5'l l l PI'l e 11 l

de ajuste

Lendo as

estatística

estatística

estatística
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AGFI.

tabjk,51
SRMR.

k< k+l}
# Construção dos gráficos

plot(tabu,ll,type= " 1" , xlab=" anho do Subconjunto" ylab= " Qui-quadrado" )

plot(tabu,21,type= 1" , xlab=" Tamanho do Subconjunto" ylab=" GFl" )

plot(tabu,31,type=" 1" , xlab=" Tamanho do Subconjunto" ylab=" AGFl" )

plot(tabu,51,type=" 1" , xlab="Tamanho do Subconjunto" , ylab=" SRMR" )

as.numeric(summary(sem.moca)j121 ) # Selecionando o campo referente à estatística
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