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Resumo

Assumindo que os dados financeiros sao gerados por um conjunto de componentes independentes
(CI), iremos usar o modelo ICA-GARCH, uma alternativa aos modelos multivariados. Neste modelo
a andlise de componentes independentes serve para procurar os fatores latentes com heterocedas-
ticidade condicional. Usou-se o algoritmo FastICA para estimar os componentes independentes e
a matriz de pesos (A). Apds estimar os CI's ajustou-se um modelo GARCH univariado para cada
um deles, fazendo a previsao em seguida e comparando os resultados de diferentes ntiimeros de CI’s

usados.

E fato que o modelo adotado reduz a complexidade de estimar modelos GARCH multivariados

tranformando-o em um nuimero pequeno de modelos de volatidade univariados.

Palavras-chave: Andlise de Componentes Independentes (ICA), Modelos Fatoriais, Séries Tem-

porais Financeiras, GARCH multivariado, Previsdo da Volatilidade, Retornos.
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Abstract

Assuming that the financial data are generated by a set of independent components (IC’s), we
will use the ICA-GARCH model, an alternative to the multivariate models. In this model, the
independent component analysis search the conditionally heteroskedastic latent factors. We used
the FastICA algorithm to estimate the independent components and the weight matrix (A). After
estimating the IC’s we fit an univariate GARCH model to each of them, following by the forecast

after that and comparing the results of different numbers of IC’s used.

It is a fact that the adopted model reduces the complexity to estimate a multivariate GARCH

model by transforming it into a small number of univariate volatility model.

Keywords: Independent Component Analysis (ICA), Factor Models, Financial Time Series, Mul-
tivariate GARCH, Forecasting Volatility, returns.
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Capitulo 1

Introducao

Desde que [11] introduziu o modelo ARCH (Autoregressive conditional heteroscedasticity) e [6] o
generalizou propondo o modelo GARCH (Generalized Autoregressive conditional heteroscedastic-
ity) muitos pesquisadores tem tido interesse em modelar a volatilidade em séries temporais finan-
ceiras. No caso de séries multivariadas, a volatilidade tende a se mover através dos varios mercados

o que torna necessario o uso de modelos multivariados para entender esses movimentos.

Hoje em dia existe uma série de modelos propostos para se medir tais volatilidades. Dentre
eles poderiamos citar o MGARCH (Multivariate GARCH), O-GARCH (Ortoghonal GARCH - um
dos mais populares) que estima os fatores nao observados usando componentes principais, dentre
outros. Neste trabalho, seguiremos o que foi feito em [14], onde foi proposto um novo modelo para
modelar volatilidades multivariadas assumindo que estas sao uma combinac&o linear de alguns mo-
delos GARCH univariados. O modelo foi chamado de ICA-GARCH, onde a analise de componentes
independentes (ICA em inglés) pode ser vista como um modelo fatorial onde as componentes nao

observadas sao nao-gaussianas e mutuamente independentes.

O trabalho estd organizado da seguinte maneira: No capitulo 2 apresentamos resumidamente
do que se trata o modelo ICA bem como um rapido histérico e suas utilizagoes e como encontra-
los; da representagao linear de dados multivariados e a definigao e explicagao do termo “separagao
cega de fontes”. No capitulo 3 apresentamos todos os fundamentos matemédtico-estatisticos que
sao utilizados ao longo do texto, alguns como uma revisao outros mais importantes de forma mais
aprofundada. O capitulo 4 é o cerne deste trabalho, o mais importante. Nele é feito de forma mais
aprofundada as explicagoes relacionadas a ICA, tais como a defini¢ao, as restrigoes, as ambiguida-
des, métodos de maximizacao e medidas de nao-normalidade e a derivagao de alguns algoritmos. No
capitulo 5 apresentamos alguns exemplos diversos de uso da ICA em dados financeiros. Ja o capi-
tulo 6 apresenta os resultados de uma aplicagao da ICA a uma carteira de 20 agdes da BOVESPA e
por fim o capitulo 7 apresenta as conclusdes deste trabalho bem como sugestoes de possiveis estudos

futuros utilizando a ICA.
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Capitulo 2

Preliminares

A Anilise de Componentes Independentes (ICA - sigla em inglés de “Independent Component Ana-
lysis”) é uma técnica estatistica para encontrar fatores ou componentes fundamentais vindos de

dados estatisticos multivariados, os quais tipicamente sao apresentados em uma grande base de

dados.

Supomos os dados observados como sendo uma mistura linear ou nao linear de algumas varidveis
latentes desconhecidas e o sistema de mistura também é desconhecido. As varidveis latentes sao su-
postas nao-gaussianas e mutuamente independentes e sao chamadas de componentes independentes
dos dados observados. Estes componentes independentes, também chamados de fatores ou fontes,

podem ser encontrados pela ICA.

O método ICA visa componentes que sido tanto estatisticamente independentes como néo-
gaussianos. Pode ser visto como uma extensao da andlise de componentes principais e andlise
fatorial, sendo uma técnica muito mais poderosa, capaz de encontrar fatores quando estes métodos

classicos falham completamente.

Os dados analisados pela ICA podem ser oriundos de varias de dreas de aplicagao, incluindo
imagens digitais e base de dados de documentos, bem como indicadores econémicos e medidas psi-
cométricas. Em muitos casos, as medidas sao dadas como um conjunto de sinais paralelos ou séries
temporais; o termo Separagao Cega de Fonte (BSS - sigla em inglés de “Blind Source Separation”) é
usado para caracterizar esse problema. Exemplos tipicos sao misturas de sinais de falas simultaneas
que sao capturados por varios microfones, ondas cerebrais gravadas por multiplos sensores, sinais
de interferéncia de rdadio chegando de telefone celulares e séries temporais paralelas obtidas a partir

de algum processo industrial.

A técnica de ICA é uma invencao relativamente nova. Foi introduzida pela primeira vez no
inicio da década de 80 no contexto da modelagem de redes neurais. Em meados da década de 90
alguns novos algoritmos altamente bem sucedidos foram introduzidos por varios grupos de pesquisa,

juntamente com demonstragoes de problemas como o caso do “Cocktail-Party”, onde num ambiente
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varias pessoas conversam ao mesmo tempo e uma musica toca ao fundo. O objetivo neste caso,
consiste, através de algum método de separagao, encontrar os sinais de voz de cada pessoa e da
muisica, a partir dos sinais misturados captados pelos sensores. ICA se transformou num dos tépicos
mais excitantes, tanto no campo das redes neurais, como em estatistica avancada e processamento
de sinal. Apareceram aplicagoes do ICA a problemas reais em processamento de sinais biomédicos,
separacao de sinais de dudio, telecomunicagoes, diagnéstico de falhas, andlise de séries temporais

financeiras e mineragao de dados.

Muitos artigos sobre ICA foram publicados nos tultimos 20 anos em um grande nimero de revis-
tas e conferéncias em varias dreas como processamento de sinal, redes neurais artificiais, estatistica,

teoria da informagao e outras.

2.1 Representacgao Linear de Dados Multivariados

Um problema em estatistica e dreas relacionadas é como encontrar uma representacao adequada
de dados multivariados. Representagao, aqui, significa que nés de alguma forma transformamos os

dados para um estrutura essencial mais visivel ou acessivel.

Vamos supor que os dados consistem de um niimero de variaveis que nés observamos conjunta-
mente. Vamos denotar o ntiimero de varidveis por m e o nimero de observacoes por 7. Podemos
entao denotar o dado por z;(t) onde o indice toma valoresz =1, ..., met =1, ..., T. As di-

mensoes m e T podem ser muito grandes.

Uma formulagao bastante geral do problema pode ser expressa como segue: Qual poderia ser
a funcdo de um espago m-dimensional para um n-dimensional (n < m) tal que as varidveis trans-
formadas dao a maior parte da informagao que estd escondida neste amplo conjunto de dados?
Ou seja, as variaveis transformadas devem ser os fatores ou componentes ocultos que descrevem
a estrutura essencial dos dados. E esperado que estes componentes correspondam a alguma causa

fisica, econdmica, social, etc que os envolveu no processo que gerou os dados.

Em muitos casos, consideramos apenas funcgoes lineares porque a interpretagao obtida é mais
simples. Entao, cada componente, digamos y;, é expresso como uma combinagao linear das varidveis

observadas:
m
yi(t) = Z'LUijIEj(t), parai=1, ..., n, (2.1)
j=1

onde os w;; sao alguns coeficientes que definem a representagao. O problema pode entao ser

reformulado como o problema em determinar os coeficientes w;;. Usando algebra linear podemos
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expressar a transformagcao linear na equagao (2.1) como uma multiplicagao de matrizes. Reunindo

os coeficientes w;; em uma matrix W, a equacao se transforma em:

1 (t) z1(t)
yz_(t) —W w2:(t) (2.2)
yn(t) xm(t)

Uma aproximacao estatistica bésica consiste em considerar os z;(t) como um conjunto de T reali-
zagOes das m varidveis aleatérias. Entdo, cada conjunto {z;(t),t =1, ..., T} é uma amostra de
uma varidvel aleatodria, a qual denotaremos por z;. Nessa estrutura, podemos determinar a matriz
W através de propriedades estatisticas das componentes y; transformadas. A seguir discutiremos
algumas propriedades estatisticas que podem ser usadas; uma delas conduzird a andlise de compo-

nentes independentes.

Um principio estatistico para escolher a matriz W é limitar o nimero de componentes y;, talvez 1
ou 2, e determinar W de forma que y; contenha a méximo de informacao dos dados quanto possivel.

Isto nos leva a uma familia de técnicas, como a andlise de componentes principais ou andlise fatorial.

Outro principio que tem sido utilizado para determinar W é independéncia: os componentes y;
devem ser estatisticamente independentes. Isto significa que o valor de qualquer um destes compo-

nentes nao nos dé informagao nenhuma sobre os valores dos outros componentes.

De fato, na andlise fatorial, frequentemente, é exigido que os fatores sejam independentes, mas
isso é apenas parcialmente verdade, porque esta imposicao supoe que os dados tem distribuicao
gaussiana multivariada. Se os dados sao normais multivariados, é simples encontrar componentes
que sao independentes, porque para estes dados, componentes nao correlacionados sdo sempre in-

dependentes.

Na realidade, os dados frequentemente nao seguem uma distribuigao gaussiana e a situagio nao
¢é tao simples como os métodos supoem. Por exemplo, em muitos casos reais os dados apresentam
distribuigoes “supergaussianas”. Isto significa que as varidveis aleatdrias tomam relativamente,
de forma mais frequente, valores que sao pertos de zero ou muito grandes. Em outras palavras,
a densidade de probabilidade dos dados tem um pico no zero e caudas pesadas (muitos valores
afastados do zero), quando comparados & densidade gaussiana de mesma variancia. Este é ponto
de partida da ICA. Queremos achar componentes estatisticamente independentes, nos casos gerais

onde os dados nao sao gaussianos.
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2.2 “Separagao Cega de Fontes”

Vamos olhar para o mesmo problema de achar uma boa representacgao, a partir de diferentes pontos
de vista. Este é um problema em processamento de sinais e que também mostra o fundo histérico

da ICA.

Considere a situagao onde existe um nimero de sinais emitidos por algum objeto fisico ou fonte.
Esta origem fisica pode ser, por exemplo, constituida por diferentes dreas do cérebro emitindo
sinais elétricos; pessoas falando na mesma sala, assim emitindo sinais de fala; ou telefones celu-
lares emitindo suas ondas de rdadio. Suponha que haja varios sensores ou receptores que estao em
diferentes posigoes, sendo assim cada mistura das fontes originais é gravada com pesos um pouco

diferentes.

Com o objetivo de simplificar a exposi¢ao, digamos que existem trés fontes que dao origem
aos sinais, e também trés sinais observados, denotados por zi(t), z2(t) e z3(t), os quais sdo as
amplitudes dos sinais gravados no tempo ¢, e por s;(t), s2(t) e s3(t) os sinais originais. Os z;(t) sdo
uma combinacao linear dos s;(t) com coeficientes constantes a;j, os quais dao as misturas dos pesos

e que dependem da distancia entre as fontes e os sensores e se supoe que sejam desconhecidos:

:z:l(t) = a1181 (t) =+ a1282(t) + a1333(t) (2.3)

z2(t) = a2151(t) + azes2(t) + az3s3(t)

.’1:3(t) = a31S1 (t) + a3282(t) + agsss(t)

Nao podemos conhecer os valores a;; sem conhecer todas as propriedades do sistema de mistura,
0s quais podem ser extremamente complexos. A fonte do sinal s; também é desconhecida, uma vez
que nao podemos gravi-la diretamente. O que gostariamos de fazer é encontrar os sinais originais
a partir das misturas z1(t), z2(t) e z3(t). Isto se chama de Separagdo Cega de Fontes. O termo

“cega” significa que temos pouca ou nenhuma informagao a respeito das fontes.
Podemos seguramente supor que os coeficientes de mistura a;; sao diferentes o suficiente, para

tornar a matriz que formam invertivel. Entao, existe uma matriz W com coeficiente w;;, tal que

podemos escrever os §; comao:

s1(t) = w1 (t) + wiazo(t) + wiszs(t) (2.4)
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So (t) = ’w21$1(t) + ’LU22.’L'2(t) + w23333(t)

S3(t) = W31T] (t) + waazo(t) + w33:c3(t)

Tal matriz W pode ser encontrada como a inversa da matriz que consiste dos coeficientes de mis-

tura a;; em (2.3) se conhecermos os coeficientes a;;.

Vemos, agora, que de fato este problema é matematicamente similar ao que tinhamos quando
querfamos encontrar uma boa representagdo dos dados z;(t) na equagao (2.2). De fato, podemos
considerar cada sinal z;(t),t = 1,--- ,T como uma amostra de varidveis aleatérias z;, assim que o

valor da varidvel aleatdria é dado pela amplitude do sinal gravado no tempo t.

A questao agora ¢é: como podemos estimar os coeficientes w;; em (2.4)7 Queremos obter um
método geral que funcione em diferentes circunstancias e que de fato fornega uma resposta ao
problema bastante geral pelo qual comegamos: encontrar uma boa representagao de dados multi-
variados. Entao, usamos propriedades estatisticas muito gerais. N6s observamos os sinais z, z2 €
z3 e queremos achar uma matriz W de modo que a representacao seja dada pelos sinais da fonte

original sj, s9 € s3.

Surpreendentemente, uma solucao simples ao problema pode ser encontrada, justamente, con-
siderando independéncia estatistica dos sinais. De fato, se os sinais sao nao-gaussianos, isto é

suficiente para determinar os coeficientes w;; assim que os sinais

U (t) = w11T1 (t) + 'wlzillg(t) + 'LU13.’IJ3(t) (25)

y2(t) = wo121(t) + wagwa(t) + waeszs(t)

y3(t) = wa1z1(t) + waaza(t) + wazzs(t)

sejam estatisticamente independentes. Se os sinais y;, y2 € y3 sdo independentes, entao eles sdao
iguais aos sinais originais s1, s € s3. (Eles podem ser multiplicados por algum escalar constante,

de qualquer forma, isto tem uma pequena significincia.)

Usando apenas esta informagao de independéncia estatistica, podemos de fato estimar os coefi-
cientes da matriz W. Vimos que a partir de um conjunto de dados que aparentam ser apenas um

ruido, somos capazes de estimar o sinal da fonte original, usando um algoritmo que usa apenas a
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informacao de independéncia.

2.3 Anadlise de Componentes Independentes

Vimos que o problema da separacao cega de fonte se reduz a encontrar uma representacgao linear
na qual os componentes sdo estatisticamente independentes. Em situagoes praticas, em geral, nao
podemos encontrar uma representagao onde os componentes sao realmente independentes, mas

podemos pelo menos encontrar componentes que sao tdo independentes quanto possivel.

Isto nos leva a seguinte definicao da ICA, a qual serd considerada em detalhes adiante e nos pré-
ximos capitulos. Dado um conjunto de observagdes de varidveis aleatérias (z1(t), z2(t), - - ,za(t)),
onde t é o tempo, supde-se que estas sejam geradas como uma mistura linear de componentes

independentes:

z1(t) s1(t)
za(t) " 82'(t)

(2.6)

Zn(t) Sn(t)

onde A é alguma matriz desconhecida. A anélise de componentes independentes consiste agora
em estimarmos tanto a matriz A como os s;(t), onde apenas observamos os z;(t). Observe que
assumimos aqui que o nimero de componentes independentes s; € igual ao nimero de varidveis

observadas; isto é uma simplicagdo que nao é completamente necessaria.

Alternativamente, poderiamos definir ICA como segue: encontre uma transformacao linear dada
pela matriz W como em (2.2), de tal modo que as varidveis aleatérias y1,7 = 1,--- ,n sejam tao
independentes quanto possivel. Esta formulagao nao é realmente muito diferente da anterior, visto

que apds estimar A, sua inversa é W.

Pode ser mostrado (ver mais adiante) que este problema é bem definido, isto é, o modelo
em (2.6) pode ser estimado se e somente se os componentes s; sao nao-gaussianos. Isto ¢ uma
necessidade fundamental que também explica a principal diferenca entre ICA e andlise fatorial, na
qual a normalidade dos dados é levada em conta. De fato, ICA pode ser considerada como uma
andlise fatorial nao-gaussiana, visto que nesta também modelamos os dados como uma mistura

linear de alguns fatores latentes.
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2.3.1 Aplicacoes

Devido a generalidade dos modelos ICA, existem aplicagoes em muitas dreas diferentes.

e Imagens cerebrais: frequentemente ha diferentes fontes no cérebro emitindo sinais que sao
confundidos nos sensores localizados fora da cabega, exatamente como no modelo de separa-

¢ao cega de fonte.

e Econometria: frequentemente temos séries temporais paralelas, e ICA pode decompé-las em

componentes independentes que nos daria uma percepgao da estrutura do conjunto de dados.

e Aplicacoes diferentes em extragdo de caracateristicas em imagens, onde queremos encontrar

caracteristicas que sejam tao independentes quanto possivel.

2.3.2 Como Encontrar os Componentes Independentes

Pode ser surpreendente que os componentes independentes possam ser estimados a partir de uma
mistura linear com nao mais suposigoes que a sua independéncia. Tentaremos explicar brevemente

como isso € possivel; para mais detalhes, veja o cdpitulo 4.

Nao-Correlagao nao é Suficiente

A primeira coisa que devemos notar é que independéncia é uma propriedade mais forte que nao-
correlagdo. Considerando o problema da separagido cega de fonte podemos encontrar muitas re-
presentacoes diferentes nao-correlacionadas dos sinais que nao sejam independentes e nao possam
separar as fontes. Nao-correlagao por si sé nao é suficiente para separar os componentes. Este
também é o motivo pelo qual a andlise de componentes principais (PCA - Sigla em inglés) e andlise

fatorial ndo podem separar os sinais: eles ddo componentes que sdo nao-correlacionados.

Usando um método bem conhecido de decorrelagao, podemos transformar qualquer mistura
linear de componentes independentes em componentes nao-correlacionados, neste caso a mistura é
ortogonal. Entao, o truque na ICA é estimar a transformacao ortogonal que resta apds a estimacao.
Isto é algo que os métodos cldssicos nao podem estimar porque eles sao baseados, essencialmente,

na mesma informagao da covariancia que a decorrelagao.

Decorrelagao Nao-Linear é o método basico da ICA

Segundo [16], uma forma de expressar como independéncia é mais forte que nao-correlacao é dizer
) G
que independéncia implica nao-correlagdo nao-linear. Se s; e sy sdo independentes, entdo quais-

quer transformagoes nao-lineares g(s1) e h(ss) sdo nado-correlacionadas (no sentido de que suas
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covariancias é zero.) Em contrapartida, para duas varidveis aleatérias que sao meramente nao cor-

relacionadas, tal transformagao nao linear nao tem covariancia zero em geral.

Entao podemos tentar executar ICA através de uma forma mais forte de decorrelagao, encon-
trando uma representacao onde os y; sao nao-correlacionados mesmo apés alguma transformagao

nao-linear. Isto d4 um simples principio de estimagao da matriz W:

Principio 1 da estimacao da ICA: Decorrelagao nao-linear. Encontre a matriz
W que para qualquer ¢ # j, os componentes ¥; e y; sdo nao-correlacionados, e os
componentes transformados g(y;) e h(y;) sao nao correlacionados, onde g e h sao fungoes

nao-lineares adequadas.

Isto é uma aproximagao valida para estimar ICA: se as nao-linearidades sao corretamente es-

colhidas, o método encontra os componentes independentes.

Embora esse método seja muito intuitivo, ele deixa aberto uma importante questao: Como de-
vem ser escolhidas as nao-linearidades g e h? Respostas a essas perguntas podem ser encontradas
usando principios da teoria da estimagao e da teoria da informacao. A teoria da estimagao fornece
o método mais cldssico de estimagao em qualquer modelo estatistico: O método da maxima veros-
similhanca. A teoria da informagao fornece medida exata de independéncia, tal como a informagao
reciproca. Usando uma dessas teorias podemos determinar as fungbes nao-lineares g e h de modo

satisfatorio.

Componentes Independentes sao os Componentes maximamente Nao-Gaussianos

Um outro principio muito importante e intuitivo da estimagao da ICA é a maxima nao-normalidade.
A ideia é que de acordo com o teorema central do limite, somas de varidveis aleatérias nao-normais
sdao mais préximas & normal do que a sua distribuigdo original. Entao, se tomarmos uma combinacao
linear y = ), bjz; das varidveis (as quais, por conta do modelo linear, também é uma combinagao
linear dos componentes independentes), esta serd maximamente ndo-normal se for igual a um dos
componentes independentes. Isto ocorre, porque se fosse uma mistura real de dois ou mais compo-

nentes, estaria mais perto da distribui¢do gaussiana, devido ao teorema central do limite.

Entao, o principio pode ser expresso como segue:

Principio 2 da estimacao da ICA: Mdxima nao-normalidade. Encontre o méaximo
local de nao-normalidade de uma combinagao linear y = ) . b;z; sob a restricao de que

a variancia de y seja constante. Cada mdaximo local d4 um componente independente.

Para medir nao-normalidade na pratica, podemos usar, por exemplo a curtose que é um cumu-
lante de quarta ordem. Cumulantes tem interessantes propriedades algébricas e estatisticas que os

fazem ter um papel importante na teoria da ICA.
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Estimacgao da ICA necessita mais do que covariancias

Existem muitos outros métodos para estimar o modelo ICA. O que todos tem em comum é que
consideram algumas estatisticas que nao estao contidas na matriz de covarincia (a matriz que

contém as covariancias entre todos os pares ;).

Usando a matriz de covaridncia podemos decorrelacionar os componentes no sentido linear or-
dinario, mas nao mais forte. Entao, todos os métodos ICA usam alguma forma de estatistica de
ordem mais alta do que 2, que especificamente tenha informacao que nao esta contida na matriz de
covariancia. Ja comentamos duas formas de informagao de maior ordem: correlagoes nao-lineares

e curtose. Muitos outros tipos podem também ser usados.

Métodos Numéricos sao Importantes

Além do principio de estimagao, tem-se que encontrar um algoritmo para executar os calculos
necessarios. Como o principio de estimacgao usa fungoes nao-quadraticas, os calculos necessarios,
usualmente, ndo podem ser expressos usando algebra linear simples, podendo ser extremamente

complexos. Algoritmos numéricos sao assim uma parte integral dos métodos de estimagao ICA.

Os métodos numéricos sao tipicamente baseados na otimizacao de algumas fungoes objetivas.
O método bisico de otimizagdo é o método do gradiente. De interesse particular tem-se o algo-
ritmo de ponto fixo chamado FastICA que tem sido usado para explorar uma particular estrutura
dos problemas ICA. Por exemplo, podemos usar estes métodos para encontrar o maximo de nao-

normalidade como medido pelo valor absoluto do excesso de curtose.
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Capitulo 3

Fundamentos Basicos

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos e resultados que serao tteis no entendimento do

restante do texto.

3.1 Independéncia Estatistica

Um conceito chave que constitui o fundamento da anélise de componentes independentes é a inde-
pendéncia estatistica. Formalmente, independéncia estatistica é definida em termos das densidades
de probabilidade. S&o necessarios 2 critérios para verificar independéncia. Para mais detalhes,

consultar [18].

a) Se Xi,...,X, sdo independentes e possuem densidades fx.,..., fx,, entao a fungao
1 n
n
f@1,.oz0) = [ [ fxi (@), (21, .. ,mn) € RT,
=1

¢ densidade conjunta das varidveis aleatérias X1,..., X, ie., f = fx,,. x,-

(b) Reciprocamente, se X1, ..., X, tém densidade conjunta f satisfazendo
n
f(ml’ “ee ,1l;n) = HfX{(x‘i)) (wla .o ,nn) € Rn’
i=1

onde fi(z) >0e f_oooo fi(z)dz = 1, Vi, entdo X, ..., X, sdo independentes e f; é a densidade

de X;, parai=1,...,n.

3.2 Cumulantes e Momentos

Seja X uma varidvel aleatdria continua de média zero e densidade de probabilidade fx(z). A fungao

caracteristica ¢(t) de X é definida como a transformada de Fourier da fungao de densidade fx(z):

13
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o) = Bl = [ " ¢t fx (a)da, (3.1)

—o

onde 7 = /—1 e t real. Toda distribuigdo de probabilidade é especificada de modo tinico por sua
funcao caracteristica e vice-versa. Expandindo a fungao caracteristica ¢(t) em série de Taylor,

temos:

o= [~ (Z sl )fx(x)dw - ZE[X‘] Lo (32)

k=0
Entéo os coeficientes desta expansdo sdo os momentos centrais de X, E[X*] = p}. Muitas vezes é

desejavel usar a fungao geradora de cumulantes que é definida como o logaritmo natural da fungao

caracteristica:
#(t) = Infi(t)) = In[B[e"¥]] (3:3)

Portanto, os cumulantes k; de X sao definidos de uma maneira similar aos momentos como coefi-

cientes da expansao em série de Taylor da fungao geradora de cumulantes:

i k
) = Ym0 (3.

k=0

Igualando, ¢(t) = In[p(t)], temos:

exp{an (it)* } ZE[X’“] (”) . (3.5)

s\ k
Portanto, o k-ésimo momento . é o coeficiente de % em ¢(t) e o k-ésimo cumulante ki é o

(1t)

coeficiente de em In (¢(t)), onde este wltimo pode ser obtido através das derivadas de ¢(t):

dk (1)
Ky = (—i)* = ) (3.6)
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Para uma varidvel aleatéria X de média zero, os quatro primeiros cumulantes sao:
k1 = E[X] =0,
ke = B(X?) — (E[X])" = s,
x3 = E[X3] - 3E[X?]E[X] + 2(E[X])® = 115,
ke = B[X") - 3(B[X?))” — 4E[X®|B[X] + 12B(X?)(E[X])” - 6 (E[X])* = s - 3(5)2.

Logo, os trés primeiros cumulantes sao iguais aos respectivos momentos e o quarto cumulante

é conhecido como curtose. Para mais detalhes, consultar [22], [26] e [30].

As definigoes anteriores podem ser estendidas ao caso multivariado. Porém, agora t é um vetor
coluna tendo a mesma dimensdo que X e a integral é calculada sobre todos os componentes de
X. Os momentos e cumulantes de X sao obtidos de maneira semelhante ao caso escalar. Para um

vetor aleatdrio X de média zero, os cumulantes de segunda, terceira e quarta ordem sao dados por:

cum(Xi,Xj) = E[Xin],

cum(X;, X;, Xi) = E[X: X; Xk],

cum(X;, Xj, X, X1) = E[X: X; X X1 - E[X: X;|E[ X Xi| - E[X; X | E[X; X)) - E[X: Xi]| E[X; Xk).

(Para mais detalhes veja [24]).

Entao, vemos que o segundo cumulante é igual ao segundo momento E[X;X;], o qual é a co-
varidncia c;; entre as varidveis X; e X;. Similarmente, o terceiro cumulante é igual ao terceiro
momento E[X;X;X}]. Entretanto, o quarto cumulante, difere do quarto momento E[X;X;XX)]
das varidveis aleatérias X;, X;, X e X.

Dissemos que muitas vezes é desejavel usar a fungao geradora de cumulantes, ao invés da fungao

geradora de momentos. Isso se deve ao fato dos cumulantes terem as seguintes propriedades, as

quais os momentos nao tém:

1. Sejam x e y vetores aleatdrios estatisticamente independentes tendo a mesma dimensao, entao
os cumulantes da soma z= x+y sdo iguais 4 soma dos cumulantes de x e y. Esta propriedade

também estende-se a soma de mais de dois vetores aleatérios independentes.
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2. Se a distribuicdo do vetor aleatério x é normal-multivariada, todos os cumulantes de ordem
maior ou igual a trés sao nulos. Esta propriedade é bem 1itil, tornando possivel o uso de

cumulantes para extrair a parte de um sinal nao gaussiano.

3.3 Curtose

O quarto momento py = E[z?] é usado em alguns algoritmos ICA por causa da sua simplicidade.
Em vez de usarmos o quarto momento central ps = E[(z — uz)4], a estatistica de quarta ordem
chamado curtose é usualmente empregada, pois apresenta propriedades bastante tteis que o quarto
momento central nao tém. Ja derivamos o resultado da curtose na se¢ao anterior, mas discutiremos
aqui com um pouco mais de detalhes por causa da sua simplicidade e importancia na analise de

componentes independentes e separagao cega de fontes.

A curtose € definida no caso de média zero pela equagao:

curt(z) = E[zY] - 3(E[?)% (3.7)

Alternativamente, a curtose normalizada ou também conhecida como excesso de curtose, é dada

por

E 4
k= [—x]2 — (3.8)
(Ble?])
Para dados branqueados E[z%] = 1 ambas as versdes da curtose se reduzem a:
curt(z) = i = E[z%] - 3. (3.9)

Isto significa que para dados brancos, o quarto momento E[z*] pode ser usado ao invés da
curtose para caracterizar a distribui¢do de z. Curtose é basicamente uma versao normalizada do

quarto momento.

Uma propriedade 1til da curtose é a sua aditividade. Se z e y s@o duas varidveis aleatérias

estatisticamente independentes, entao segue que:

curt(z + y) = curt(z) + curt(y). (3.10)
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Vale ressaltar que esta propriedade nao vale para o quarto momento, o que mostra mais uma

vez a vantagem de se usar cumulantes no lugar dos momentos. Também, para qualquer escalar «,

curt(az) = acurt(z). (3.11)

Uma outra caracteristica importante da curtose é que ela é a quantidade estatistica mais simples
para indicar a nao-normalidade de uma varidvel aleatéria. Para distribui¢Ges gaussianas o excesso
de curtose é zero e estas sao conhecidas como mesocurticas. Distribui¢des tendo excesso de curtose
negativa sao ditas subgaussianas ou platicirticas e as distribuigées com excesso de curtose positiva

sao chamadas de supergaussianas ou leptocurticas.

Apesar da curtose ser usada frequentemente como uma medida quantitativa da ndo-normalidade
de uma varidvel aleatdria, alguns cuidados devem ser tomados. A razao disto, é que o excesso
de curtose de varidveis supergaussianas podem ter um valor positivo muito grande (o méaximo é
infinito em principio), mas valores negativos do excesso de curtose das varidveis subgaussianas sao
restringidas pelo valor minimo possivel de -2 (quando a variancia é normalizada & unidade). Entao
comparar a nao normalidade de varidveis supergaussianas e subgaussianas uma com a outra, usando
simplesmente a curtose, nao é apropriado. Entretanto, a curtose pode ser usada como uma medida
simples de nao-normalidade se as varidveis comparadas sao do mesmo tipo, sejam subgaussianas

ou supergaussia.nas.

3.4 Nao-correlagao e Branqueamento

Se a Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 0 dizemos que X e Y sao ndo correlacionadas. Se
X e Y sao independentes entao sdo nao correlacionadas. Porém, nao-correlagio nao implica em
independéncia, ou seja covaridncia zero nao implica necessariamente em independéncia, a nao ser

que (X,Y) tenham distribuigao gaussiana bivariada. Para mais detalhes ver [18].
Uma propriedade wm pouco mais forte que nao-correlacionado é “brancura (whiteness)”. Bran-
cura de um vetor de média zero, y, significa que seus componentes sdo nao-correlacionados e suas

varidncias sao unitdrias. Em outras palavras, a matriz de covaridncia (assim como a matriz de

correlagdo) de y é igual a matriz identidade:

ElyyT] =1 (3.12)

Consequentemente, branqueamento significa que transformamos linearmente o vetor de dados
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observados x através de uma multiplicagao linear com alguma matriz V

z = Vx, (3.13)

obtendo entdo um novo vetor z que é “branco”. O branqueamento é sempre possivel. Um método

bastante popular é usando a decomposi¢ao de autovalores da matriz de covariancias

E[xxT] = EDET, (3.14)

onde E é a matriz ortogonal de autovetores de E[xx”] e D é a matriz diagonal de seus autovalores,

D = diag(d;,...,d,). Branqueamento pode agora ser feito pela matriz de branqueamento

V = ED'/2ET. (3.15)

A matriz de branqueamento calculada desta maneira é denotada por E[xxT]‘l/ 2 ou C1/2,

Para mais detalhes ver [16]

3.5 Gradientes e Métodos de Otimizacao

O principal objetivo na ICA é estimar a matriz W que ira fornecer os componentes independentes.
Geralmente W néo pode ser calculada em uma forma fechada, ou seja nao podemos escrevé-la como
uma fungao que possa ser avaliada diretamente. Portanto, muitas vezes os métodos de solugao sao
baseados em funcgoes de custo, onde as solugbes W da ICA sdo encontradas maximizando-se ou
minimizando-se estas fun¢des. Minimizacao de fungoes multivariadas, possivelmente sob algumas

restricoes, é assunto da teoria de otimizagao.

Vetor Gradiente

Considere uma fungio g : R™ — R,

g=g(wy,..., wy) = g(w).

Assumindo que g seja diferenciavel, o vetor gradiente com respeito a w é o vetor coluna m-

dimensional de derivadas parciais
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99
Jdw
9g .
99
Owm
Em alguns métodos de iteragao também é necessdrio usar gradientes de segunda ordem,
2 o
329 ow? wiwm
Fw? : : ) (3.17)
62g 62§
Fwnpwr ow?,

também conhecida como matriz Hessiana da fungao g(w). Estes conceitos sdo generalizados para

um vetor de fungoes de n elementos

g1(w)
g(w) = : (3.18)
gn(W)

cujos elementos g;(w) sdo eles mesmos fungdes de w. A matriz Jacobiana com respeito a w é dada

por:

991 .. 9gn
ag Ow; Aw
— = : : . 3.19
5 : : (3.19)
O91 .. 9gn
Owm Owm

Matriz Gradiente

Em muitos algoritmos temos que considerar uma fungao escalar g avaliada nos elementos de uma

matriz Wpxn = (wi5):

g=9(W) = g(wii,..., Wij ..., Wnn).

Uma funcao tipica deste tipo é o determinante de W. De forma anéloga ao vetor gradiente, a

matriz gradiente é uma matriz de mesma dimensao que W, cujo ij-ésimo elemento é a derivada
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parcial de g em relagao a wj;

99 .. 99
ag dwn Owin
= : 2 : 2
B o (320)
99 ... _9
6wm1 Owmn
Se W é uma matriz quadrada invertivel temos que:
9 Ty—1
—det W = (W") " det W, (3.21)

oW

onde detW é o determinante de W. Para a demonstracao do resultado da equagao (3.21) ver [16].

Este resultado implica em

Olog|det W| 1 0J|det W|
OW detW oW

= (WhH)=L (3.22)

A equagao (3.22) é um exemplo de matriz gradiente composta por fungoes log, valor absoluto
e determinante e é necessdria nas solugoes dos problemas ICA através da estimagao de maxima

verossimilhanca.

Gradiente de Descida

Muitos dos critérios na ICA tem a forma bdsica de minimizar a funcdo de custo ((W) em re-
lacao a W ou a uma de suas colunas w. Em muitos casos exitem também restricoes que limitam
o conjunto de solugOes possiveis. Para os problemas irrestritos de minimizagao de uma funcao
multivariada, a aproximacgao classica é o gradiente de descida. Iremos considerar em mais detalhe

o caso onde a solugdo é um vetor w; no caso de ser uma matriz, a solugao segue de maneira andloga.

No gradiente de descida, minimizamos a fungao ((w) iterativamente comegando com um ponto
inicial w(0), calculando o gradiente de {(w) neste ponto e entdo movendo na dire¢ao do gradiente
negativo através de uma distancia adequada. Repete-se entdo o mesmo procedimento no novo

ponto, e assim sucessivamente. Para t = 1,2,... temos a seguinte regra de atualizagao:

a¢(w)

w(t) =w(t—1) - at) ow lw=w(-1)’

(3.23)
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com o gradiente tomado no ponto w(t-1). O pardmetro a(t) fornece o comprimento do passo na
diregao do gradiente negativo, também chamado de tamanho do passo ou taza de aprendizado. A
iteragao (3.23) continua até a convergéncia, a qual na pratica acontece quando a distancia euclidiana

entre duas solugoes subsequentes||w(t) — w(¢ —1)|| é menor que algum nivel pequeno de tolerancia.

Se nao ha nenhuma razao para enfatizar o tempo ou passo da iteragdo, uma notagao mais
conveniente é usada para as regras de atualizagao. Denotando a diferenca entre o novo e o antigo

valor por

w(t)—w(t—-1) = Aw (3.24)

podemos escrever entdo (3.23) como

Aw = —a%v—) = Aw % (3.25)

Em outros casos a taxa de aprendizado pode e deve ser dependente do tempo. Nestes casos,
uma terceira forma muito conveniente de escrever tais regras de atualizagao em conformidade com

as linguagens de programacao é dada por:

9¢(w)

ow ’

(3.26)

W — W —

onde o simbolo « significa substituigdo, ou seja, o valor do lado direito da equagao é calculado e
substituido em w. A desvantagen desse método é que, a menos que ((w) seja muito simples ou
suave, a descida mais fngreme (“steepest descent”) nos levara perto de um minimo local ao invés

do minimo global.

Na andlise nlimerica um grande nimero de métodos mais eficientes sao usados na minimizagao
e maximizagao de fungoes, e estas podem ser aplicadas ao problema ICA. Sua vantagen se encontra
na velocidade de convergéncia em termos de ntiimeros de iteragoes requeridas, mas a desvantangem
é um aumento, as vezes, na complexidade computacional por iteragado. Vamos considerar o método
de segunda ordem, o qual leva em consideragao a informagao contida nas derivadas de segunda

ordem da fungao de custo.

Desenvolvendo a fungao de custo ¢(w) em série de Taylor em volta do ponto w como
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w r 2 w
o) = )+ | 2] (= )+ v = )T T -

W)+ (3.27)

na tentativa de minimizar a fungdo ((w) , qual seria a escolha do novo ponto w’ que fornece

a maior diminuicdo no valor de ((w)? Podemos escrever w' — w = Aw e minimizar a fungao
T

(W) —¢(w) = [m] Aw + IA Tﬂvg—)Aw em relagao a Aw. O gradiente desta fungao com

2
aC(w) + = a ((w) Aw. Como a matriz Hessiana é simétrica, se também for positiva

respeito a Aw é
definida, entao a fungao tera uma forma parabdlica e o minimo sera dado pelo zero do gradiente.

Ajustando o gradiente a zero, temos

2¢(w)] w
AWI—[aanfﬂ)] ag(w), (3.28)

de onde a seguinte regra de iteragao de segunda ordem emerge:

2¢(w)] " ac(w
w=w-— [a;vfﬂ )] af')(w ) (3.29)

O algoritmo (3.29) é chamado de Método de Newton e é uma das mais eficientes formas de

minimizar funcoes.

Gradiente Natural e Gradiente Relativo

O espago paramétrico nem sempre é Euclidiano, podendo ter uma estrutura métrica Riemanniana.
Nestes casos a diregao de maior inclinagao é dada pelo gradiente natural. A regra do gradiente

natural de descida para uma fungao de custo ((W) é dada por:

¢ T
AW e (3.30)

Para mais detalhes a respeito de gradiente natural e da demonstragao até chegar ao gradiente

proposto ver [2].

Um resultado relacionado foi desenvolvido por Cardoso [8] a partir de um ponto de partida

levemente diferente. O resultado nao serd demonstrado aqui, mas para mais detalhes ver (8] e [16].
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Esse resultado desenvolvido foi chamado de gradiente relativo.

Método de Lagrange

A forma mais proeminente e largamente usada para levar em conta restri¢coes é o método de La-

grange. A forma da fungao Lagrangeana é dada por:

K
LW, A1, M) = C(W) + Y MHi(w), (3.31)

=1
onde Ajp,...,Ar sao chamados multiplicadores de Lagrange. O nimero k é o mesmo nimero
das equagoes de restrigoes. O gradiente de £L(w,\1,...,Ar) em relagdo a A; é simplesmente a

i-ésima fungao de restricio H;(w). Um ponto importante é que quando a forma do gradiente de

L(W,A1,...,)) em relagdo a w é zero,

aC(W) Z,\aH ™) _ (3.32)

muda-se o problema de minimizagdo em um conjunto de equagbes que é muito mais facil de ser

resolvido.

Meétodos de projegao

Muitas vezes os problemas de otimizacao tem restrigdbes que sao relativamente simples: de forma
tipica, requerem que a norma ou alguma forma quadratica de w seja constante. Nestes casos,
podemos usar uma outra forma de otimizagao sob essas restrigoes, que se baseia em projecoes sob
o conjunto de restrigoes. Isto significa que podemos resolver o problema de minimizagao com uma
regra de aprendizagem irrestrita, o qual pode ser uma iteragao de Newton, descida mais ingreme, ou
qualquer outra que seja adequada, mas depois de cada passo da iteragao, a solugado w é projetada

ortogonalmente sobre o conjunto de restrigoes, satisfazendo-as.

3.6 Maxima Verossimilhancga

Seja (X1,...,Xy) uma amostra aleatéria de tamanho n da varidvel aleatéria X com fungao den-
sidade f(z|0), com 6 € ©, onde © é o espago paramétrico. A fungao de verossimilhanca de 6

correspondente a amostra aleatoria observada é dada por

L(6;x) = [ ] £(z:l6). (3.33)
i=1
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O estimador de méxima verossimilhanca de 6 é o valor § € © que maximiza a funcgio de

verossimilhanga L(6;z). O logaritmo natural da fun¢ao de verossimilhanga de 6 é denotado por
1(6;x) = log L(6; x). (3.34)

Como a funcao log € mondtona estritamente crescente, o valor 6 que maximiza log L(6;x) é o

mesmo que maximiza L(6;x).

Se L(0;x) satisfizer algumas condicoes de regularidade, for continua, duplamente diferencidvel
e seu dominio nao depender do parametro, o estimador de maxima verossimilhanga é uma raiz da

funcao escore definida por:

0log L(0; x)

u) = 50

. (3.35)

Em situagoes mais complicadas, a solucao da equagao (3.35) serd obtida por procedimentos
nimericos. Nas situagoes em que o estimador nido pode ser obtido através da equagdo (3.35) o
maximo é obtido a partir da inspe¢ao da fungao de verossimilhanga. Para mais detalhes a respeito

de estimagao e fungao de verossimilhanga consultar [10] e [5].

3.7 Entropia e Negentropia

Na ICA a teoria da informacgao, juntamente com a teoria da estimagao sao as duas principais

ferramentas tedricas.

Entropia

Entropia é o conceito bdsico da teoria da informacao. Entropia H é definida para uma variavel

aleatdria discreta como
H(X)=-) P(X =a;)log P(X = aj), (3.36)

onde a; sdo os possiveis valores que a varidvel aleatéria X assume. O resultado de H(X) depende
do valor da base do logaritmo, o qual, usualmente, é usado na base 2. A base, geralmente nao é

mencionada, pois altera somente a medida de escala, ndo sendo importante.
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Definindo a fungao f como

f(p) = —plogp, 0< p<1, (3.37)

a entropia pode entao ser definida como

H(X) =) f(P(X = a)). (3.38)

Considerando a forma de f podemos observar que a entropia é menor se as probabilidades

P(X = a;) estao perto de 0 ou 1, e maior para valores intermedidrios.

De fato, a entropia de uma varidvel aleatéria pode ser interpretada como o grau de informagao
que a observagao da variavel fornece. Quanto mais "aleatério”, ou seja, mais imprevisivel e deses-

truturada a varidvel ¢, maior serd sua entropia.

Entropia Diferencial

A defini¢ao de entropia no caso de uma variavel aleatéria discreta pode ser generalizada para o caso
continuo, tanto para varidaveis como para vetores, e é comumente chamada de entropia diferencial

H, a qual é definida como

H(X) = - / fx (@) log fx (a)dw = / F(fx(@))da (3.39)

onde fx(z) é a densidade da varidvel aleatéria X.

A entropia diferencial pode ser interpretada como uma medida da aleatoriedade da mesma

maneira que a entropia.

Distribui¢goes de Méxima Entropia

Uma classe importante de métodos que tem diversas aplicagoes é dada pelo método de maxima
entropia. Suponha que a informagao disponivel da densidade fx(z) de uma varidvel aleatéria X é

da forma

/fx(as)Fi(w)dz e i=1,,m, (3.40)
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o0 que na prética, significa que temos que estimar a esperanca E[F;(X)] de m fungoes F;.

A questao agora é qual é a func@o de probabilidade que satisfaz a restricao em (3.40) e tem a
entropia méxima dentre tais densidades? O resultado basico do método de maxima entropia (para
mais detalher ver [22]) nos diz que sob algumas condigoes de regularidade a densidade que satisfaz

a restrigao (3.40) e tem a mdxima entropia dentre todas as densidade, é da forma

Jo(z) = Aexp (ZaiFi(m)) ) (3.41)

onde A e a; sdo constantes que sdo determinadas a partir de ¢;, usando as restrigoes em (3.40) e
a restrigao [ fo(z)dz = 1. Isto, geralmente leva a um sistema de n + 1 equagdes nao lineares que

podem ser de dificil solugao, e muitas vezes, métodos numéricos sao usados.

Considerando o conjunto de varidveis aleatdrias que tomam valores sobre os niimeros reais e
tem média zero e uma variancia fixa, digamos igual a 1, entao a distribuicao de méxima entropia
para tais varidveis é a distribui¢ao gaussiana. Isto se d4, porque devido a (3.41) a distribuigao tem

a forma
fo(z) = Aexp(a1z® + azz) (3.42)

e por definigao, todas as distribuigoes dessa forma sao gaussianas. Isto nos fornece um resultado
fundamental: uma varidvel gaussiana tem a maior entropia dentro todas as varidveis aleatodrias de
variancia unitdria. Entao, podemos usar a entropia como uma medida de nao-normalidade. Esta
propriedade pode ser generalizada para varidncias arbitrarias, e mais importante, para espacos

multidimensionais.

Negentropia

Como visto, a propriedade de maxima entropia pode ser usada para definir uma medida de nao
normalidade. Um medida que seja zero para variaveis gaussianas e nao-negativa pode ser obtida

da entropia diferencial e ¢ chamada de negentropia J, a qual é definida como

J(x) = H(xnormal) - H(X), (3.43)
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onde X,ormat ¢ um vetor aleatério normal de mesma matriz de covaridncia ¥ que x e sua entropia

pode ser calculada como
1 n
HxXnomal) = 5 log | det X| + 5[1 + log 27], (3.44)

onde n é a dimensao de x.

A negentropia ainda tem uma propriedade adicional bastante interessante que é ser invariante
por transformagoes lineares invertiveis. Em particular, multiplicagoes de uma variavel aleatéria por

uma constante nao altera a sua negentropia.

O problema em usar negentropia se da na grande dificuldade computacional. Para se usar
entropia diferencial ou negentropia na pratica, devemos calcular integrais que envolvem fungoes de
densidade de probabilidade o que muitas vezes é complicado. Algumas aproximagoes entao podem
ser usadas, como as atrdaves de cumulantes ou de fungoes nao-polinomiais. Para mais detalhes a

respeito dessas aproximagoes deve-se consultar [16].

3.8 Modelos ARCH e GARCH

Modelos ARCH

Os modelos autoregressivos com heteroscedasticidade condicional, ou ARCH como sao conhecidos,
foram introduzidos por [11]. Segundo [21] a idéia bdsica é que o retorno r¢ é nao correlacionado
serialmente, mas a volatilidade (varidncia condicional) depende de retornos passados por meio de

uma fungao quadrética.

Um modelo ARCH (m) é definido por

re = Ve, (3.45)

h: = ag + alrf_l + - -i 4 amrtz_m, (3.46)

onde ¢; i.7.d. com média zero, a9 > 0, ; > 0,i=1,...,m —1, @y, > 0 e hy = Var(ry F4—1) com

Fi—1 denotando a informagao até o instante t — 1(usualmente r¢_j,...,71).
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Modelos GARCH
Em [6] foi sugerido uma generaliza¢ao dos modelos ARCH, chamado GARCH (“Generalized ARCH”).

Segundo [21] um modelo GARCH pode ser usado para descrever a volatilidade com menos pardmet-
ros do que o modelo ARCH.

Um modelo GARCH (m,n) é definido por

T = \/—h,—tft, (3'47)

m n
hs = ag + Z e+ Z,tht—j, (3.48)

i=1 j=1

onde ¢ i.i.d. com média zero, ag > 0,03 > 0,2 =1,....,m—1,6; >20,j=1,...,n— 1, ap, >
Oa ﬂn > Oa Eg:l(al +ﬁ1) < 13q = ma‘m(m)n)'

Para ambos os modelos é comum supor que os ¢ sejam normais ou seguem uma distribuigao ¢

de student ou uma distribui¢ao de erro generalizada.

Para mais detalhes a respeito dos modelos ARCH e GARCH consultar [21].

3.9 Decorrelagao Nao-Linear

Um conceito que aparece algumas vezes ao longo do texto ja tendo sido citado no capitulo 2 e que

merece maior detalhamento é o da decorrelagao nao-linear.

A correlagao estd relacionada a independéncia de tal maneira que varidveis independentes
sao sempre nao-correlacionadas. O contrario nao é verdadeiro, logo variaveis podem ser nao-
correlacionadas, mas ainda dependentes. Em alguns casos apenas a nao-correlagao implica em

independéncia. O melhor exemplo destes se did com a distribuigao gaussiana.

Estendendo o conceito de correlagiao, podemos definir a correlagao nao-linear de duas varidveis
X1 e X2 como a E[f(X1)g(X2)]. Aqui f(X1) e g(X2) sdo duas fungdes onde pelo menos uma é
nao-linear. Tipicos exemplos podem ser polindémios de grau maior que 1 ou outra fungao mais
complexa como tangente hiperbdlica. Isto significa que uma ou as duas varidveis sao inicialmente

transformadas nao-linearmente em duas novas varidveis f(X;) e g(X3) para entdo a correlagio
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linear usual entre duas varidveis ser considerada.

O problema agora se transforma em: Assumindo que X; e X» sejam decorrelacionadas néao line-
armente, ou seja E[ f (Xl)g(Xg)] = 0, podemos dizer algo a respeito da independéncia? Devemos
esperar que fazendo esse tipo de correlagao nao-linear igual a zero, a independéncia pode ser obtida

sob algumas condigoes adicionais a serem especificadas.

Existe um teorema geral que determina que X; e X5 sao independentes se e somente se
E[f(Xl)g(Xg)] = E[f(Xl)]E[g(Xz)]para. fungées continuas f e g que sdo zero fora de um in-
tervalo finito. Baseado nisto, parece ser muito dificil provar independéncia rigorosamente, isto
porque as fungoes f e g sao arbitrarias. Para mais detalhes a respeito da decorrelagdo nao-linear

consultar [16].
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Capitulo 4

Analise de Componentes Independentes

4.1 Definicao

O modelo basico da ICA é um modelo gerador, o que significa que descreve como os dados observados
sao gerados por um processo de mistura de componentes s;, os quais sdo latentes, o que significa

que nao podem ser observados diretamente. Podemos defini-lo entao, como um modelo estatistico

de “vdriaveis latentes”. Observando n varidveis aleatorias zp,x9,- - ,Z, as quais sdo modeladas
como uma combinacao linear de n varidveis aledtorias sy, - , Sp:

T; = a;181 + ai9Sy + -+ + @jnsSn, paratodoi=1,---,n (4.1)
onde a;j,%,j = 1,--- ,n sdo coeficientes reais e pela defini¢ao os s; séo mutuamente independentes.

Observe que nao foi usado na notagao o indice para o tempo ¢, usado anteriormente. No modelo
basico assumimos que cada mistura z; assim como cada componente independente s; é uma variavel

aleatéria.

4.2 Restrigoes a ICA

Para termos certeza que o modelo ICA pode ser estimado devemos fazer algumas suposigoes e res-

trigoes a saber:

1- Os componentes sao supostos independentes estatisticamente.

Este é o principio no qual ICA se baseia. Surpreendentemente, nao é necessario muito mais
do que essa suposigao para nos certificarmos que o modelo pode ser estimado. Este é o motivo

pelo qual ICA é um método poderoso com aplicagoes em diferentes dreas.

2- Os componentes independentes devem ter distribui¢oes nao-gaussianas.

31
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Podemos dizer de forma intuitiva que as distribuigoes gaussianas sao “ simples demais”. Seus
cumulantes de ordem mais alta sao nulos, mas as informagoes contidas nesses cumulantes sao
essenciais na estimativa do modelo ICA. Desta forma, é essencialmente impossivel realizar as
estimativas se as varidveis observadas tiverem distribuicao gaussiana. Note que no modelo,
nao assumimos que conhecemos qual distribuicdo nao-gaussiana os componentes indepen-

dentes tém; se soubermos, o problema sera consideravelmente simplificado.

O branqueamento também ajuda a entender porque varidveis gaussianas sao proibidas na
ICA. Assumindo que a distribui¢do conjunta de dois componentes independentes, s; e sg é

gaussiana, temos que a fungao de densidade de probabilidade é dada por:

1

f(slv32) = 2ﬂ_m
% expd — 1 (81 —u1>2+ (sz—#z)z
2(1-p}y) |\ vou Voz2

e (22) (22

onde o011, 099, [11, P2 € p12 SA0 respectivamente a varidncia de s; e sg, a média de sje s2 e a

correlagao entre s; e Ss.

Como ja vimos, a média pode ser considerada igual a zero e ap6s o branqueamento as varidveis
se tornam nao apenas nao-correlacionadas, mas com varidncia igual a 1, entdao temos que a

distribui¢ao conjunta acima fica dada por:

1 57+ s2 1 [|s]|?
f(s1,82) = o5y &XP (—T> = 5. exp (_T : (4.3)

Usando a cléssica férmula do método jacobiano (ver 3.19) para transformagao de fungdes de
densidade de probabilidade (fdp) e notando que para matriz ortogonal A~! = AT nés temos

que a densidade conjunta das misturas z; e z9 é dada por:

_ 1 IATx||? T
flz1,22) = 27re:1:p< 5 |detA”|. (4.4)
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Devido a ortogonalidade de A, temos que ||ATx]||? = ||x||? e |det A| =1. Temos entio:

ot
f(z1,m2) = %exp (—%) . (4.5)

Vemos entao que a matriz de mistura ortogonal nao muda a fdp. A distribuigao original e
misturada, sao idénticas. Desta forma, ndo temos como inferir a matriz de mistura a partir

das misturas.

3- Para simplicidade, assumimos que a matriz de mistura desconhecida é quadrada.

Em outras palavras, o nlimero de componentes independentes é igual ao niimero de misturas
observadas. Esta suposigao pode as vezes ser relaxada, porém ela simplifica muito a estimagao.
Ap6s estimar a matriz A, queremos calcular sua inversa, digamos B, e obter os componentes

independentes simplesmente através de:

s = Bx. (4.6)

Também assumimos aqui que a matriz de mistura é invertivel. Se esse nao for o caso, é
porque existem misturas redundantes que podem ser omitidas e neste caso a matriz nao
serd quadrada. Neste caso o nimero de misturas nao é igual ao nimero de componentes

independentes.

4.3 Ambiguidades da ICA

No modelo ICA, x = As, é ficil verificar as seguintes incertezas ou indeterminacoes:

1- Nao podemos determinar as variancias dos componentes independentes.

Isto se deve ao fato de que tanto s como A sendo desconhecidos, qualquer escalar «; mul-
tiplicado por alguma das s; originais pode ser sempre cancelado dividindo a coluna de A

correspondente, a;, por a;:

X = Z(aiiai)(siai)- (4.7)
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Como consequéncia, também podemos completamente fixar a magnitude dos componentes
independentes. Desde que sejam varidveis aleatdrias, o meio mais natural de se fazer isto é
assumir que cada um tem variancia unitaria: E[sf] = 1. Entao a matriz A serd adaptada no
método de solugdo ICA para levar em conta esta restricao. Observe que isto ainda deixa a
ambiguidade do sinal. Podemos multiplicar um componente independente por -1 sem afetar

o modelo. Felizmente, essa ambiguidade é insignificante na maioria das aplicagoes.

2- Nao podemos determinar a ordem dos componentes independentes.

Novamente, como s e A sdo desconhecidos, podemos mudar livremente a ordem dos termos

na soma X = » . a;s; e chamar qualquer componente independente de primeiro.

4.4 Centrando as Variaveis

Sem perda de generalidade, podemos assumir que tanto as misturas como os componentes indepen-
dentes tem média zero. Esta suposicao simplifica bastante a teoria e os algoritmos. Se a suposi¢ao
nao for verdadeira, podemos fazer com que seja, centrando as varidveis observaveis, isto ¢, sub-
traindo sua média amostral. Isto significa que as misturas originais, ditas z’, sdo transformadas

através de

x=x-x (4.8)

antes de se realizar a ICA. Entdo, os componentes independentes tem média zero também, pois

5=A"x%. (4.9)

Por outro lado, a matriz de mistura permanece a mesma apds a mudanca de posi¢ao. Portanto,
podemos sempre fazer isto sem que a estimagao da matriz de mistura seja afetada. Apés a estimagao
da matriz de mistura e dos componentes independentes de média zero, a média subtraida pode ser

simplesmente reconstruida pela adicao A™!%, ao componente independente de média zero.

4.5 ICA pela Maximizagao da Nao-Normalidade

Nesta segao abordaremos um principio simples e intuitivo para a estimagao do modelo ICA o qual

sera baseado na maximizag¢ao da nao-normalidade.
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Retomemos (4.1) na forma matricial:

x = As, (4.10)

isto é, uma mistura de componentes independentes. Vamos assumir também que todos os compo-
nentes independentes tem a mesma distribuigao. A estimagao dos componentes independentes pode
ser executada achando as combinagoes lineares certas das variaveis de mistura, desde que possamos

inverter a mistura como
s=A"1x. (4.11)

Entao, para estimar um dos componentes independentes podemos considerar uma combinagao
linear dos z;. Denotando isto por y = ATx = > ;biz;, onde b é um vetor a ser determinado.
Também temos que y = b’ As. Entdo, y é uma combinacao linear dos s;, com coeficientes dados

por bTA. Denotando este vetor por q, temos:
y=b"x=q"s=) gs: (4.12)
i

Se b for uma das linhas da inversa da matriz de mistura A, esta combinagéo linear da Eq.(4.12)
serd igual a um dos componentes independentes. Neste caso, o correspondente q serd tal que apenas
um dos seus elementos é 1 e todos os outros zero. A questao agora se transforma em como podemos
usar o teorema central do limite para determinar b de modo que seja igual a uma das linhas da
inversa de A. Na prética nao podemos determinar b exatamente porque ndo temos conhecimento

a respeito da matriz A, mas podemos encontrar um estimador que dé uma boa aproximagao.

Variando os coeficientes em q e vendo como a distribuicio de y = q7's muda, usamos a ideia
fundamental de que a soma de duas varidveis independentes se aproxima mais da distribuigao gaus-
siana do que as varidvies originais e y é usualmente mais proximo do que os s; € torna-se menos
préoximo quando de fato iguala um dos s;. Devemos notar aqui que isto é estritamente verdade se
0s s; tem a mesma distribui¢ao, como assumimos anteriormente. E neste caso, claramente apenas

um dos elementos ¢; de q nao é zero.

Na pratica ndo conhecemos os valores de q, mas nao precisamos saber, porque pela defini¢ao

qT's = bTx. Devemos apenas variar b e observar a distribui¢ao de b”x.
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Entéo, podemos tomar como b um vetor que maximiza a nio-normalidade de b”x. Tal vetor
necessariamente corresponde a q = ATb, o qual tem apenas um elemento diferente de zero. Isto
significa que y = b’x = q”s é igual a um dos componentes independentes. Maximizar a nao-

normalidade de b”x nos d4 assim um dos componentes independentes.

De fato, a otimizacao da nao-normalidade no espago n-dimensional de vetores b tém 2n locais
de méximo, dois para cada componente independente, correspondendo a s; € —s; (lembrando que

os componentes independentes podem ser estimados somente a menos de um sinal multiplicativo).

De um ponto de vista pratico, devemos responder agora as seguintes perguntas: Como pode
ser medida a ndo-normalidade de b”x? E como podemos calcular os valores de b que maximizam

(localmente) tal medida de nao-normalidade?

4.5.1 Medindo Nao-Normalidade pela Curtose

Existem variaveis aleatérias nao-gaussianas cujo excesso de curtose é zero, mas estas podem ser
consideradas muito raras. Tipicamente, o excesso de curtose € zero para distribui¢oes normais,
positiva para as distribuigoes supergaussinas (leptoctrticas) e negativas para as distribuigao sub-
gaussianas (platicirticas). Para ilustrar em um simples exemplo a otimizagao da curtose e como
encontrar os componentes independentes, considere o modelo bidimensional x = As. Assumindo
que os componentes independentes s; e sy tem curtose igual a curt(s;) e curt(sy), respectivamente

e ambas diferentes de zero, temos para y = q151 + g252

curt(y) = curt(q1s1) + curt(gasa) = qicurt(s1) + gycurt(ss). (4.13)

Na secao (4.3) pelo pré-processamento os cilculos foram realizados para varidveis com média
zero e variancia unitdria, logo varidncia de y € igual a 1. Isto implica na seguinte restrigao sobre q:
E(y?) = q% + q% = 1. Geometricamente, isto significa que o vetor q esta restrito ao circulo unitario

no plano bidimensional.

O problema de otimizagio agora é encontrar o maximo da fungao |curt(y)| = |gicurt(s1) +
g5curt(sa)| sobre o circulo unitario. Podemos verificar que o maximo ocorre exatamente onde um
dos elementos do vetor q é zero e o outro nao. Por causa das restrigoes do circulo unitério, o
elemento nao nulo deve ser igual a 1 ou -1. Mas estes pontos sdo exatamente aqueles quando y é

igual & componente independente +s; e assim o problema estd resolvido. Para mais detalhes ver [16].

Para dados z que passaram pelo pré-processamento de branqueamento procuramos por uma

combinacdo linear w/'z que maximiza a nao-normalidade. Desde que se tenha q = (VA)TW,
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entao:

llgll* = (W' VA)(ATVTw) = ||w|[*. (4.14)

Isto significa que restringir q a esfera unitéria é equivalente a restringir w a mesma esfera. Sendo
assim, basta maximizar o valor absoluto da curtose de w’'z sob a simples restri¢ao que ||w|| = 1.
Também, apés o branqueamento, as combinagcoes lineares w’z podem ser interpretadas como pro-
jegoes sobre a linha transposta pelo vetor w. Cada ponto sob o circulo unitario corresponde a uma

projecao. Isto mostra a utilidade do branqueamento.

Algoritmo do Gradiente usando a Curtose

Na pratica, para maximizar o valor absoluto da curtose, poderiamos comecar a partir de algum

Ty estd crescento mais

vetor w, calcular a dire¢ao na qual a valor absoluto da curtose de y = w
fortemente, baseado numa amostra disponivel z(1),- - - ,z(T") de misturas do vetor z, e entdo mover

o vetor w nesta direcao. Esta idéia é implementada no método do gradiente e sua extensoes.

O gradiente do valor absoluto da curtose de w’'z pode ser calculado como:

t T
Aourt o )| — gsinai(curt(w"2)) [B{=(w" )} - 3wliwi?], (4.15)
pois para dados branqueados E [(sz)z] = ||w||?. Como queremos otimizar esta fungao sobre a

esfera unitéria ||w||2 = 1, o método do gradiente deve ser complementado pela projeciao de w sobre

o circulo unitario apds cada etapa. Isto pode ser feito dividindo w por sua norma.

Para facilitar a simplicagao do algoritmo, podemos omitir o segundo termo entre colchetes, pois
pode ser simplesmente mudado a norma de w no algoritmo do gradiente e nao a sua diregao. Isto
se deve ao fato de apenas a dire¢ao de w ser interessante, e qualquer mudanga na norma é insigni-

ficante, pois a norma é normalizada a unidade de qualquer maneira.

Deste modo, obtemos o seguinte algoritmo do gradiente:

Aw « sinal [curt(sz)] E [z(sz)3], (4.16)
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w

W — —.
[Iwll

Uma versao adaptativa deste algoritmo pode ser obtida também. Isto é possivel tomando os

valores instantaneos de z ao se omitir a esperanca do segundo termo:

Aw  sinal [curt(sz)]z(WTz)3, (4.17)
w
W —.
[[w]

Entao cada obervagao z(t) pode ser usada no algoritmo uma vez.

Algoritmo de Ponto Fixo usando Curtose

n

Na secao anterior usamos o método do gradiente. A vantagem desse método é que os “inputs
z(t) podem ser usados no algoritmo uma vez, permitindo uma adaptagao ripida em ambientes
nao estaciondrios. Porém, a convergéncia é lenta e depende de uma boa escolha da velocidade de
aprendizado das sequéncias. Uma escolha ruim, na pratica, destréi a convergéncia. Entao, algumas
maneiras de tornar o aprendizado mais rdpido e mais confidvel podem ser necessarios. Os algorit-

mos de iteragao de ponto fixo sao algumas alternativas.

Para derivar uma iteragao de ponto fixo mais eficiente, o gradiente deve apontar na direcao de w,
ou seja, o gradiente deve ser igual a w multiplicado por algum escalar constante. Isto significa que
apo6s normalizagao a norma unitaria, o valor de w nao muda, exceto possivelmente pela mudancga
em seu sinal. Equacionando o gradiente da curtose em (4.15) com w, isto significa que devemos

ter:
W X [E{z(sz)3} - 3||W||2W]. (4.18)

Esta equagao sugere um algortimo de ponto fixo onde primeiro calculamos o lado direito que

nos da um novo valor para w:

w — B{z(w'z)*} — 3w (4.19)
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Apés cada iteragdo de ponto-fixo, w é dividido por sua norma para permanecer sob as restrigoes
(||lw|| = 1 sempre, por isso podemos omitir na Eq.(4.18).). O vetor w final d4 um dos compone-
nentes independentes como combinagao linear de w? z. Na pritica as esperancas em (4.19) devem

ser substituidas por suas estimativas.

Atualmente um algoritmo que trabalha muito bem, convergindo muito rapido e de forma bas-
tante confidvel é conhecido como FastICA. Este algoritmo tem duas propriedades que o tornam
claramente superior ao algoritmo do gradiente na maioria dos casos. Primeiramente, a convergén-
cia desse algoritmo é cibica, o que a torna muito rapida. E em segundo lugar, contrariamente ao
algortimo do gradiente nao ha taxa de aprendizado ou outros parametros a serem ajustados o que
o torna muito mais fécil de usar e confiavel. O algoritmo do gradiente parece ser preferivel somente

em casos onde uma adaptacao rapida em ambientes em mundancga é necesssario.

4.5.2 Medindo Nao-Normalidade pela Negentropia

Na segao anterior vimos como medir a nao-normalidade pela curtose. Entretanto, a curtose tem
algumas desvantagens na pratica. O principal problema é que a curtose é muito sensivel a outliers.
Isso significa que o valor da curtose pode depender somente de poucas observagoes nas caudas das
distribuicoes, as quais podem ser observacoes erradas ou irrelevantes. Em outras palavras, curtose

nao é uma medida robusta de nao-normalidade.

Portanto, outras medidas podem ser melhores que a curtose em algumas situagoes. Nesta secao
serd considerada a negentropia cujas propriedades sao de varias maneiras opostas as da curtose. E

uma medida robusta, mas computacionalmente complicada.

A vantagem de se usar negentropia como medida de nao normalidade é que esta é justificada pela
teoria estatistica. De fato, a negentropia é em algum sentido o estimador étimo de nao-normalidade.
O problema em usar a negentropia é que é computacionalmente muito dificil. Estimar a negen-
tropia usando a definigao podera requerer uma estimacéo (possivelmente nao-paramétrica) da fdp.

Entretanto, aproximacoes simples da negentropia sao muito tteis.

Segundo [16], na pratica somente precisamos de aproximagoes unidimensionais da (neg)entropia,

entdo iremos considerar o caso escalar somente.

O método classico de aproximagao da negentropia é usando cumulantes de ordem mais alta,

usando a expansao polinomial da densidade e o resultado dado pela aproximagao é:

J(Y) ~ % [B(Y®)* + % [eurt(Y)]. (4.20)
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Supbe-se que a varidvel aleatdéria y tem média zero e varidncia unitaria. Esta aproximagao
muitas vezes conduz ao uso da curtose como visto na segao anterior. Isto ocorre porque o primeiro
termo do lado direito da igualdade de (4.20) é zero no caso de varidveis aleatdrias com distribugoes
simétricas, que sao muito comum. Neste caso a aproximacgao (4.20) é equivalente ao quadrado da
curtose. Maximizacao do quadrado da curtose é equivalente a maximizagao de seu valor absoluto.
Esta aproximacao, em particular sofre do mesmo problema de falta de robustez encontrada na

curtose.

Uma aproximagao til é generalizar os cumulantes de ordem mais alta e entao usar as esperangas
de funcgoes gerais nao-quadréticas. Para mais detalhes, ver [16]. Em geral podemos substituir
funcoes polinomiais y° e y* por qualquer outra funcio Gj;, possivelmente mais que duas. O método
entao fornece uma forma simples de aproximacao da negentropia baseado nas esperangas E[G;(y)]-
Como um caso especial simples, podemos tomar qualquer fun¢ao nao-quadratica G1 e G2 que sejam

impar e par, respectivamente, obtendo a seguinte aproximagcao:

J(y) ~ ka [15:{(;1(3/)}]2 + ko [E{Gg(y)} - E{G2(u)}]2 (4.21)

onde k; e kg sdo constantes positivas e v é uma varidvel gaussiana de média zero e variancia unitaria.
Para a varidvel y supde-se ter média zero e varidncia unitaria e podemos notar que mesmo em casos
onde esta aproximacio nao é muito acurada, (4.21) pode ser usada para construir uma medida de
nao-normalidade que seja consistente no sentido de que serd sempre nao-negativa e igual a zero se

y tiver distribuicao gaussiana.

No caso onde se usa apenas uma fun¢do nao-quadrética G, a aproximacao se transforma em:

Jw) o [B{CW)} - B{ew)}] (4.22)

para praticamente qualquer fungdo G nao-quadrética. Mas a questdo aqui é que escolhendo G
de forma certa, obtemos aproximacoes melhores de negentropia do que aquelas dadas por (4.20).
Em particular, escolhendo uma G que cresce rapidamente, obtemos estimadores mais robustos. As

seguintes escolhas de G tem se provado muito tteis:

1
Gi(y) = o log cosh(a1y), (4.23)
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Ga(y) = — exp(—y>/2)

onde 1 < a; <2 é alguma constante adequada, muitas vezes assumindo valores iguais a 1.

Assim obtemos aproximagoes da negentropia que estd de acordo com as propriedades destas
duas medidas classicas de nao-normalidade. Sao conceitualmente simples, rdpidas de calcular, e
ainda tem apelo de propriedades estatisticas, especialmente a robustez. Portanto, devemos usar

estas fungoes em nossos métodos ICA. Para mais detalhes sobre o assunto, ver [16].

Algoritmo do Gradiente usando Negentropia

Como feito anteriormente para curtose, podemos derivar um algoritmo do gradiente para maximizar
a negentropia. Tomando o gradiente da aproximagao de negentropia em (4.22) com respeito a w,

e tomando a normaliza¢ao E[(wTz)?] = ||w||? = 1 obtemos o seguinte algoritmo:

Aw x vE [zg(sz)], (4.24)

w e w/||wl],

onde v = E[G(wTz)] — E[G(v)], v sendo definido como anteriormente (variével aleatéria normal
padronizada). A normalizagio é necessaria para projetar w sobre a esfera unitdria para manter
a varidncia de wlz constante. A funcdo g é a derivada da funcdo G usada na aproximagao da
negentropia. A constante -y, que fornece ao algoritmo uma tipo de qualidade de “auto-adaptagao”,

pode ser estimada como segue:
Ay o [G(sz) - E{G(u)}] — (4.25)

a qual corresponde ao sinal da curtose na Eq.(4.15).

Para as fungoes g, podemos usar as derivadas em (4.23) que fornecem uma aproximagao robusta
da negentropia. Alternativamente, podemos usar a derivada correspondente a quarta poténcia como

na curtose. Podemos escolher a partir de:
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91(y) = tanh(ary), (4.26)

92(y) = yexp(—y°/2),

g3(y) =y

Algoritmo de Ponto Fixo usando Negentropia

Aqui também podemos usar um método de maximizagao da negentropia mais rapido do que o
algoritmo do gradiente e este novamente, pode ser achado usando um algoritmo de ponto fixo.
O algortimo FastICA resultante encontra uma diregao, ou seja, um vetor unitario w, tal que a

Tz maximiza a nao-normalidade a qual aqui é medida pela aproximacao da negentropia

projecao w
J(wTz) dada em (4.22). Devemos lembrar que a varidncia de w’z deve ser restrita a unidade; para

dados branqueados, isto é equivalente a restrigao da norma de w ser unitdria.

Olhando para o método do gradiente em (4.24) podemos sugerir a seguinte iteragao de ponto
fixo:

W — E[zg(sz)], (4.27)

a qual pode ser seguida por uma normalizacdo de w. O coeficiente v pode ser omitido porque de
qualquer forma serd eliminado pela normaliza¢ao. Entretanto, a iteragdo em (4.27) ndo tem as
mesmas propriedades étimas de convergéncia do FastICA usando curtose. Isto se deve ao fato de
que momentos nao-polinomiais nao tém as mesmas propriedades algébricas dos cumulantes. Entao,
a iteragdo em (4.27) tem que ser modificada, sendo possivel adicionando a w uma constante «

multiplicada em ambos os lados de (4.27) sem modificar os pontos fixos. Assim, temos:

w = E[zg(sz)] (4.28)
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14+ a)w= E[zg(sz)] + aw, (4.29)

e devido a subsequente normalizagao de w & norma unitdria, a equacao (4.27) fornece a iteragao de
ponto fixo que tem os mesmos pontos. Desta forma, escolhendo a de modo correto é possivel obter

um algoritmo que convirja tao rapido quanto o algoritmo de ponto fixo usando curtose.

O coeficiente o apropriado e, consequentemente, o algoritmo FastICA podem ser encontrados
usando uma aproximagao do método de Newton, que quando aplicado sobre o gradiente fornece
um método de otimizagao que, frequentemente, converge em um numero pequeno de passos. O
problema deste método é que geralmente ele requer uma inversao de matriz a cada passo, o que faz
com que o esfor¢go computacional possa ser maior do que nos métodos do gradiente. Totalmente
surpreendente é o fato de que usando propriedades especiais do problema da ICA, podemos en-
contrar uma aproximagao do método de Newton que nao necessita de uma matriz inversa a cada
passo mas ainda converge, aproximadamente, com o mesmo nimero de iteragoes do método real de
Newton (pelo menos na teoria). Este método de aproximagao fornece um algoritmo de ponto fixo
da forma (4.29).

Para derivar a aproximagao do método de Newton, primeiro devemos notar que os maximos

da aproximacéo da negentropia de w’

z sao tipicamente obtidos em determinadas situagoes 6timas
de E[G(WTZ)], a qual de acordo com as condigoes de Lagrange tem seu 6timo sob a restrigao

E[(wTz)?] = ||w||> = 1 obtidos em pontos onde o gradiente Lagrangeano ¢ zero:

E[zg(w"z)] + pw = 0. (4.30)

Denotando a funcao do lado esquerdo da Eq.(4.30) por F, obtemos seu gradiente (que é a

derivada segunda do Lagrangeano) como

F
% = E[zzTg'(sz)] + BL (4.31)

Para simplificar a inversao desta matriz, devemos aproximar o primeiro termo da Eq.(4.31).
Uma aproximagcio razodvel parece ser E|[zz”¢ (wTz)| ~ E[zz”|E[¢(w"z)] = E[¢'(wT2)]L. As-
sim, o gradiente se torna diagonal e pode ser facilmente invertido. Entao, obtemos a seguinte

aproximagao para a iteragao de Newton:
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E[zg(WTz)] + Bw
Elg(wTz)] +5

W w— (4.32)

Este algoritmo ainda pode ser simplificado pela multiplicagao por ( + E[g' (sz)] em ambos

os lados de (4.32), o que fornece apds uma simplificagao algébrica o seguinte resultado:
w— FE [zg(sz) — E[g'(sz)]w]. (4.33)

A Eq.(4.33) é a iteragao basica de ponto fixo no algoritmo FastICA.

4.6 ICA pela Estimagao de Maxima Verossimilhanga

Nao é muito dificil derivar a verossimilhanga de um modelo ICA livre de ruido. De acordo com o

método do Jacobiano para transformacoes de varidveis, a densidade fx do vetor de mistura
x = As (4.34)
pode ser escrita como

fx(z) = |det B|fx(s) = | det B Hfi(si), (4.35)

onde B = A ! e f; denota as densidades dos componentes independentes. Esta também pode ser

expressa como uma fungao de B = (by,--- ,b,)T e x, dando:

fx(z) = | det B H fi(bIx). (4.36)

Assumindo que temos T observagoes de x, denotadas por x(1), - - ,x(T), a verossimilhanca pode
ser obtida pelo produto desta densidade avaliada nos T pontos. Denotando-a por L e considerada

como uma fungao de B, temos
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T n

L(B) =[] ] f:(bix(t))| det B|. (4.37)

t=1i=1

Entao a log-verossimilhanga fica dada por:

T n
log L(B) = Z Z log fi(bix(t)) + T'log | det B. (4.38)

t=1 i=1

Para simplificar a notagao e torna-la consistente com o que foi usado nas segoes anteriores, vamos
denotar a soma sobre a amostra indexada em t através da esperanca e dividir a verossimilhanga

por T', obtendo:

%log L(B)=E lzn: log fi (bﬁx)] + log | det B). (4.39)

t=1

A esperanca aqui nao é a tedrica, mas uma média calculada a partir da amostra observada.
Desta forma, expressamos a verossimilhanga como uma fungao dos parametros do modelo, os quais

sa0 os elementos da matriz de mistura.

Neste ponto, nos deparamos com um problema. Ainda temos que estimar a densidade dos
componentes independentes, e isto torna o problema muito mais complicado, porque em geral, a
estimacgao de densidades é um problema nao-paramétrico, o que significa que nao podemos reduzir
a estimagdo a um conjunto finito de pardmetros. De fato, o nimero de parametros a ser estimado é
infinito, ou na pratica, extremamente grande, sendo assim a estimagao dos modelos ICA tem uma

parte nao-paramétrica, por isso a estimagao é chamada as vezes de “semiparamétrica”.

A estimaga@o nao-paramétrica de densidades é conhecida por ser um problema dificil. Este é o
motivo pelo qual gostariamos de evitar esse tipo de estimagao na ICA; e existem duas maneiras
de fazé-lo. Primeiramente, em alguns casos é possivel conhecer as densidades dos componentes
independentes, usando algum conhecimento a priori sobre os dados. Neste caso, podemos simples-
mente usar essas densidades a priori na verosimilhanga e esta seria somente uma fungao de B. Se
pequenos erros na especificacao da densidade a priori tem pequena influéncia sobre os estimadores,
o procedimento dara resultados razodveis. A segunda opgao seria aproximar as densidades dos
componentes independentes por uma familia de densidades que sdo especificadas por um nimero
limitado de parametros. Se o nimero de pardmetros na familia de densidades necessitar ser muito

grande, nao ganhamos muito com a aproximagao. Entretanto, se for possivel usar uma familia
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simples de densidades para estimar o modelo ICA para qualquer densidade f;, teremos conseguido
uma solucao simples. Felizmente, podemos usar uma simples parametrizagao de f;, consistindo na
escolha entre duas densidades, isto €, um unico parametro binario. Para mais detalhes a respeito

deste assunto, bem como o enunciado do teorema e sua prova, deve-se consultar [16].

Algoritmos para Estimacao de Maxima Verossimilhanca

Para executar a estimagido de méxima verossimilhancga precisamos de um algoritmo que apresente
a maximizagdo numérica da verossimilhanca. O algoritmo mais simples é obtido pelo método do

gradiente. Para isto, necessitamos derivar o gradiente estocéstico da log-verossimilhanga em (4.39)

como
10log L(B) _ (o711 T
g BT + E[g(Bx)x"], (4.40)
onde g(y) = (9i(%i), - ,9n(yn)) é um componente que consiste em fungées escore g; das dis-
tribuigoes de s;, definidas por:
f!
9i = (logp;)' = 7 (4.41)
2

De onde segue o algoritmo para estimagao de médxima verossimilhanga (EMV):

AB « [BT]! + E[g(Bx)x"]. (4.42)

Uma versao estocéstica desse algoritmo também pode ser usada. Isto significa que a esperancga

é omitida e em cada passo do algoritmo somente um ponto dos dados é usado:

AB  [BT]™! + g(Bx)xT. (4.43)

Este algoritmo é muitas vezes chamado de algoritmo de Bell-Sejnowski. O algoritmo em (4.42)
converge muito lentamente, principalmente devido a inversao da matriz B que é necesséria em cada
passo. A convergéncia pode ser melhorada pelo branqueamento dos dados e especialmente pelo uso

do gradiente natural.
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O método do gradiente natural simplifica a maximizagao da verossimilhanga consideravelmente.
O principio é baseado na estrutura geométrica do espago paramétrico e esta relacionado ao principio
do gradiente relativo, que usa a estrutura dos grupos dos problemas ICA. No caso basico da ICA,

ambos os principios sdo alcangados multiplicando o lado direito da Eq.(4.42) por BT B, obtendo-se:
AB « [I + E[g(y)y”]B. (4.44)

Este algoritmo também pode ser interpretado como uma decorrelagao nao-linear. O princi-
pio é que o algoritmo convirja quando E[g(y)yT] = I, o que significa que y; e g;(y;) sdo nao-
correlacionados para i # j. Para mais detalhes a respeito, bem como as densidades usadas para os

casos supergaussianos e subgassianos, veja [16].

A verossimilhanga também pode ser estimada por um algoritmo de ponto fixo e atualmente
o FastICA pode ser aplicado diretamente & maximizagao da verossimilhanga. Este algoritmo foi
derivado nas segoes anteriores para a otimizagao da E [G(WTZ)] sob a restricao da norma unitaria
de w. De fato, a maximizagao da verossimilhanga d4 um problema de otimizacao quase idéntico
se restringirmos os estimadores dos componentes independentes a serem brancos. Isto significa
que o termo log|det B| é constante e entdo a verossimilhanga consiste basicamente da soma de n
termos da forma otimizada pelo FastICA. Sendo assim, podemos usar diretamente o mesmo tipo

de derivagao da iteragao de ponto fixo da segao anterior.

Na eq.(4.32) tinhamos a forma do algoritmo FastICA para dados branqueados, onde 3 pode ser

calculado a partir da eq.(4.30) com 8 = —F [yig(yi)]. Escrevendo em forma matricial, temos
W — W + diag(cx) [diag(ﬁi) + E{g(y)yT}]w, (4.45)

onde q; é definido como —1/ [E {g(wTz)+ ,Bi}] ey = Wz. Para dados nio-branqueados podemos
substituir W por B, desde que tenhamos Wz = WVx o que implicaem B = WV. Assim, obtemos

a iteragao basica do FastICA como:
B B+ diag(a:) |diag(8) + E{g(y)y" }|B, (4.46)

onde y = Bx, 8; = —E[yig(y:)] e a; = —1/[ﬁ,~ -+ E{g'(y,-)}]. Apés cada passo, a matriz B deve

ser projetada sobre o conjunto de matrizes brancas. Isso pode ser executado pelo método classico
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envolvendo raizes quadradas de matrizes,
B — (BCBT) /2B, (4.47)

onde C= E[xxT] é a matriz de correlagdao dos dados. A inversa da raiz quadrada é obtida como
em (3.15).

Podemos observar assim que FastICA pode ser considerado como uma versao otimizada do algo-

ritmo do gradiente, pois sua convergéncia é rapida e otimizada pela escolha das matrizes diagonais

Q; € ﬁi.

Outra vantagem do FastICA é que ele pode estimar componentes independentes tanto super
como subgaussianos sem passos adicionais. A razao para isso € que a matriz diagonal a; contém
estimativas da natureza (super ou subgaussianas) dos componentes independentes. Por outro lado,
a matriz diagonal §; pode ser considerada como uma escala de nao-linearidades, desde que pos-
samos reformular [diag(ﬂi) + E{g(y)yT}] = diag(/3;) [I + E{g(y)yT}]. Podemos dizer entdao que
FastICA usa uma parametrizagao mais rica de densidades do que as citadas anteriormente, quando

comparavamos apenas duas densidades.

As saidas y; do FastICA sao decorrelacionadas e normalizadas a varidncia unitdria depois de
cada passo. Tais operagOes nao sdo necessarias no algoritmo do gradiente, porém se omitidas no
FastICA o tornam instdveis, tornando assim o espago da otimizacao ligeiramente reduzido. Nesta
versao nenhum branqueamento preliminar é feito. Porém, na pratica, muitas vezes é altamente
recomendado fazer um pré-branqueamento, possivelmente combinando com a reducao de dimensao

via analise de componentes principais.

4.7 ICA por Outros Métodos

Existem outros métodos para estimarmos os componentes independentes a saber:

e ICA pela minimizagao da Informagao Mutua - E uma importante aproximagao para
a estimagdo ICA inspirada na teoria da informagao. A motivagdo deste caso se da porque
pode nao ser muito realistica em muitos casos supor que os dados seguem um modelo ICA.
Entretanto, gostariamos de desenvolver uma aproximagao que nao faz suposicao nenhuma a
respeito dos dados. O que queremos ter é uma proposta geral da medida de dependéncia
dos componentes de um vetor aleatério. Usando tal medida, podemos definir ICA como uma
decomposigao linear que minimiza esta medida de dependéncia. Uma das principais utili-

dades da informagao miitua é que serve como um sistema unificador de muitos principios de
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estimacgao, em particular a estimacao de maxima verossimilhanga e a maximizagao da nao-
normalidade. Esta aproximacao fornece uma justificativa rigorosa do principio heuristico de

nao-normalidade.

e ICA por Métodos Tensoriais - Uma aproximagao para estimacio da ICA consiste no uso
de cumulantes tensores de alta ordem. Tensores podem ser considerados uma generaliza-
¢ao de matrizes ou operadores lineares. Cumulantes tensores sao entdo uma generalizagao
da matriz de covaridncia, que é cumulante tensor de segunda ordem e o tensor de quarta
ordem é definido pelo cumulante de quarta ordem (cum(Xi,X j,Xk,Xl)). Podemos usar a
decomposigao dos autovalores da matriz de covariancias para branquear os dados. Como uma
generalizagao deste principio, podemos usar o cumulante tensor de quarta ordem para fazer
os cumulantes de quarta ordem iguais a zero, ou pelo menos tao pequenos quanto possivel.
Este tipo de aproximagao de decorrelacao de ordem maior fornece uma classe de métodos de

estimagao para ICA

e ICA por Decorrelagao Nao-Linear e Analise de Componentes Principais Nao-
Linerar - A decorrelagao nao-linear pode ser vista como uma extensao dos métodos de se-
gunda ordem tais como o braqueamento e a andlise de componentes principais. Este método
fornece componentes que sao combinagoes lineares nao-correlacionadas das varidveis originais.
Os componentes independentes podem em muitos casos ser encontrados como combinagoes
lineares nao-correlacionadas ndo-linearmente. Uma outra aproximacgao a ICA esta relacionada
com Anélise de Componentes Principais (PCA) e é também chamada de PCA nao-linear. Uma
representacao nao-linear que minimize o critério do erro de minimos quadrados é procurada

para os dados originais. Para o caso linear os componentes principais sao obtidos.

Estes métodos nao serao abordados neste trabalho. Para mais informagoes a respeito, deve-se
consultar [16] e [25].

4.8 Algumas Consideragoes Praticas

Ao aplicar algoritmos ICA na pratica algumas consideragoes devem ser levadas em conta devido
aos problemas que podem aparecer. O sucesso da ICA depende crucialmente da performance desses
passos de pré-processamento. Alguns ja foram considerados anteriormente, porém existem outros

que nao sao necessarios na teoria, mas que podem muitas vezes serem tuteis na pratica.

Quando os dados forem varidveis aleatérias obervadas de uma série temporal, pode ser muito
util filtrar esses dados, seja utilizando médias méveis, filtro passa-baixo ou filtro passa-alto. Outro

pré-processamento que pode ser utilizado é via andlise de componentes principais com o objetivo
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de reduzir a dimensao dos dados.

Existem outras escolhas para serem feitas, como o algoritmo a ser usado, o nimero de compo-
nentes principais que devem ser estimados, dentre outros. Para uma discussao mais detalhada a

respeito desses assunto ver [16].
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ICA Aplicada a Financas

Segundo [27] a globalizagdo econémica e a internet aceleraram a integragao dos mercados financeiros
mundiais nos ultimos anos. Movimentos no prego de um mercado podem difundir-se rapidamente
e instantaneamente para outro. Por esta razao, mercados financeiros sao mais dependentes uns dos
outros do que antes e deve-se considera-los conjuntamente para compreender melhor a estrutura
dindmica do mercado financeiro global. Um mercado pode contagiar outro mercado sob certas
circunstancias, contudo o relacionamento pode ser invertido se tais circunstancias mudam. Con-
sequentemente, conhecer como os mercados estao interrelacionados é de grande importancia em
financas. Similarmente, para um investidor ou instituigao financeira, a dindmica de relagao entre

os retornos tem um importante papel na tomada de decisao.

Um dos métodos usados para estudar conjuntamente uma série multipla de retornos pertence a
andlise de séries temporais multivariada a qual consiste de miiltiplas séries simples referidas como
componentes. Como dito nos capitulos anteriores, a ICA é uma técnica estatistica para encontrar
componentes fundamentais vindos de dados multivariados. Ou seja, aqui vemos uma situagao na
qual, claramente, a ICA pode ser utilizada. Existem muitas situagdes na qual séries temporais
financeiras aparecem, que podem ter algum fator fundamental em comum. O que conduz os movi-
mentos de uma série temporal finaceira? Isto certamente é uma questao do interesse de muitos,
abragendo de pesquisadores que desejam entender o mercado finaceiro aos negociadores que se
beneficiam desse conhecimento. A ICA pode revelar alguns mecanismos de condugao que de outra

maneira permaneceriam ocultos.

Segundo Back e Weigend a primeira vez que a ICA teve uma aplicacdo significativa em proble-
mas financeiros ou econométricos foi em [3]. Neste trabalho o objetivo foi verificar se a ICA poderia
fornecer alguma indicagao de estruturas fundamentais do mercado de agoes. Para isso foram uti-
lizados os pregos das agoes das 28 maiores empresas da bolsa de Téquio entre os anos de 1986 e
1989. Neste artigo, o algoritmo utilizado foi o JADE (Joint Approximate Diagonalization of Eigen-
matrices, para mais detalhes ver [9]. O FastICA s6 foi apresentado em 1997 no artigo de Hyvérinen
e Oja, para mais detalhes ver [17]). Verificou-se que apenas poucos componentes independentes

contribuem para a maioria dos movimentos nos retornos das agoes e que esses componentes podem
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ser classificados em duas categorias a saber: (i) Choques raros, mas grandes, responsiveis pelas
maiores mudancas nos pregos das agoes, e (ii) flutuagdes pequenas, mas frequentes, contribuindo
pouco ao nivel total das agoes. Encontrou-se também que a ICA é uma ferramenta complemen-
tar a PCA, permitindo que a estrutura fundamental dos dados fosse observada mais prontamente.
Encontrar as misturas maximamente independentes das agoes originais, ou seja, do portfélio, pode

ajudar a minimizar o risco em uma estratégia de investimentos.

Em [19] a ICA foi aplicada a séries temporais financeiras paralelas representando o fluxo de caixa
simultaneo de 40 lojas pertencentes a mesma cadeia de varejo medidas ao longo de 140 semanas.
Os objetivos compreendiam encontrar fatores fundamentais em comum a todas as lojas que afetam
o fluxo de caixa; o efeito de fatores especificos no fluxo de caixa em qualquer loja em particular,
isto é o efeito de acoes tomadas em lojas individuais e em seus ambientes locais; e baseado nesses
fatores encontrar grupos de lojas com comportamento similar. Este problema é frequentemente en-
contrado na pratica quando se tenta quantificar o efeito de agoes gerenciais, ou seja, neste exemplo,
as mudancgas no fluxo de caixa sao resultados dessas agoes gerenciais, resultados de outras agoes

tais como aquelas dos “competidores” ou apenas flutuacoes estatisticas?

Para o problema do fluxo de caixa foi usado como algoritmo o FastICA, o qual encontrou 4
componentes independentes que representam 77% da forga retida dos sinais originais. Um dos com-
ponentes representa claramente os feriados (mais importante sendo o Natal) e um outro variagoes
sazonais mais lentas tais como as férias de verao. O terceito componente representa uma variagao
muito lenta, tal como uma tendéncia. O quarto e ltimo componente nao tem uma representagao
clara, mas dentre outras interpretacoes é possivel que represente a posicao relativa da rede de lojas

na competicao com seus concorrentes.

As transformagoes na ICA tendem a produzir sinais de componentes s;(t) que podem ser com-
primidos com menos bits do que os sinais originais, z;(t). Eles sdo mais estruturados e regulares.
Isto fornece motivagao para tentar predizer os sinais z;(t) primeiramente indo ao espago da ICA,
fazendo a predigdo 14 e entdo transformando de volta a série temporal original, como sugerido
por [23] apud [16]. A predi¢do pode ser feita separadamente e por métodos diferentes para cada

componente, dependendo de sua estrutura temporal.

Em [20] s@o sugeridos os seguintes procedimentos:

1. Apds subtrair a média de cada série temporal e o branqueamento (ap6s o qual cada série
temporal tem média zero e varidncia unitéria), os componentes independentes s;(t) e a ma-
triz de mistura A, sao estimados usando o algoritmo FastICA. O ntimero de componentes

independentes pode ser variavel.
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2. Para cada componente s;(t), um filtro nao-linear adequado é aplicado para reduzir os efeitos de
ruido - suavizagao para os componentes que contém frequéncias muito baixas e filtro passa-
alto para componentes contendo altas frequéncias e/ou choques repentinos. A suavizagdo

nao-linear é feita pela fungdo de suavizagao f; aplicada no sinal original s;(t),

s;(t) = fj [si(t+7),...,85(t),...,si(t—K)]. (5.1)

3. Cada componente independente suavizado é predito separadamente, usando algum modelo
auto-regressivo (AR). A predigao é feita para um ntimero de passos para o futuro. Isto é feito

aplicando a funcao de predigao, g;, no sinal original suavizado, s} (¢):

sP(t+1) = g;[s3(8),s3(t = 1),...,s5(t — q)]. (5.2)

Os préximos passos sao previstos deslocando a janela de comprimento ¢ sobre os valores me-

didos e previstos do sinal suavizado.

4. As prediges para cada componente independente sao combinadas ponderando-os com os
coeficientes de mistura, a;;, obtendo entao as predigoes, z¥(t), para a série temporal original,
a:i(t):

xP(t+1) = AsP(t + 1) (5.3)
e similarmente para t + 2,t + 3, .. ..

Os quatro procedimentos acima foram testados numa série de 10 taxas cambiais relevantes,
retornando 5 componentes independentes (como exemplo dos fatores fundamentais das taxas de
cambio, podemos supor alguns indicadores econémicos, taxas de juros e fatores psicolégicos). Os
resultados foram promissores, uma vez que as predigoes realizadas através da ICA tiveram melhor
performance do que as predigoes diretas. Segundo [20] usando suavizagdo nao-linear otimizada
para cada componente independente separadamente, a predigao destes tem uma performance mais

acurada e o ruido é fortemente reduzido, permitindo uma melhor predi¢ao dos fatores fundamentais.

Tanto a predigao ICA como AR sao técnicas lineares, embora a primeira tenha uma regra de
aprendizagem nao-linear, entretanto a suavizagao é responsavel pela nao-linearidade do modelo.
Para séries temporais geradas por um modelo linear o algoritmo tem uma performance similar em

relagio as téenicas lineares cldssicas de andlise de séries temporais. Entretanto alguns componentes
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independentes podem ser tteis em analisar os impactos de diferentes fenémenos externos na taxa

de cambio.

E como iltimo exemplo dado das aplicacoes da ICA em financas temos o [14] no qual um novo
modelo GARCH multivariado é proposto, chamado modelo GICA-GARCH. Desde que Engel em
1982 no seu artigo em [11] introduziu o modelo ARCH e 4 anos mais tarde Bollerslev em [6] propos
o modelo GARCH, muitos pesquisadores tem tido interesse em modelar volatilidades em finangas.
O primeiro modelo GARCH multivarido, MGARCH, foi proposto em [7] como uma extensao do
modelo GARCH e outras especificagoes deste modelo foram propostas na literatura, porém em
todos eles, o nimero de pardmetros a serem estimados pode ser muito grande e as restrigoes que
garantem que a matriz de covariancia condicional seja positiva definida sao dificies de implementar.

Uma solugao para esse problema é usar modelos fatoriais.

Uma gama enorme de modelos foram propostos, dentre os quais podemos citar o GARCH
Ortogonal (O-GARCH, [1]), o GARCH Ortogonal generalizado (GO-GARCH, [29]) e o GARCH
usando componentes condicionalmente nao-correlacionados (CUC-GARCH, [12]). Todos esses mo-
delos utilizam a andlise de componentes principais para encontrar os fatores fundamentais. Diante
disso, em [14] foi proposto um modelo GARCH onde os componentes fundamentais sao encontrados
via ICA.

Nestre trabalho foram usadas 19 agoes, todas compondo o IBEX 35 (indice principal da Bolsa
de Madri que compreende as 35 empresas com maior volume negociado) de 2000 a 2004, divididas
em seis setores a saber: dleo e energia, tecnologia/telecomunicagées, servigos financeiros, Materi-
ais/indtstria/construgao, servigos de consumo (turismo, publicidade,etc) e outras mercadorias de
consumo. O objetivo foi encontrar os componentes independentes e fazer as previsées da volatili-

dade dos retornos comparando os resultados com os obtidos via componentes principais.

Para tal comparagao foram utilizados trés algoritmos para encontrar os componentes indepen-
dentes, FastICA, JADE e SOBI (Second-Order Blind Identification, para mais detalhes ver [4]
que é uma extensao do trabalho feito em [28]) os quais tiveram os resultados comparados entre
si, além de comparados com um método de componentes principais realizados através do modelo
O-GARCH. Os resultados mostraram que os métodos via ICA tiveram melhor performance do que
o método feito atraves dos componentes principais, independente do algoritmo utilizado, tanto na
estimacao dos componentes heterosceddsticos e/ou nao-lineares bem como na previsao da volatil-
idade dos retornos. Ja os resultados entre os diferentes tipos de algoritmos da ICA foram mistos,
variando pouco dependendo do nimero de componentes a serem escolhidos. Porém, de maneira
geral o FastICA e JADE apresentaram perfomances muito semelhantes e um pouco melhor do que o
SOBI. Além disso, os componentes principais encontrados estavam principalmente associados com

os setores elétrico, bancario e de construgao.
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Exposto isso, no préximo capitulo serd apresentado um estudo detalhado da aplicagao da ICA

num conjunto de séries temporais financeiras.
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Capitulo 6

Aplicando ICA a Dados Reais

Neste capitulo iremos aplicar a ICA a um conjunto de dados reais. Em primeiro lugar serao descri-
tos os dados usados; em segundo explicaremos o procedimento para estimar os componentes e por
fim apresentaremos os resultados usando componentes independentes para prever a volatilidade dos

retornos.

Foram usados os pregos didrios de fechamento (veja Figura 6.1 para o grifico de uma delas) de
20 agdes entre jan/02 e dez/07 (T = 1488 é o nimero de observagoes), todas elas compondo o indice
BOVESPA (carteira tedrica para o quadrimestre setembro/dezembro de 2009) e representando algo
por volta de 56% do volume de negécios composto pelo indice. O indice BOVESPA (IBOVESPA)
¢ o mais importante indicador do desempenho médio das cotagoes do mercado de agdes brasileiro.
E formado pelas agoes com maior volume negociado nos tltimos meses. E o valor atual, em moeda
corrente, de uma carteira teérica de agbes constituida em 02/01/1968 (valor-base: 100 pontos),
a partir de uma aplicagao hipotética. Supoe-se nao ter sido efetuado nenhum investimento adi-
cional desde entdo, considerando-se somente os ajustes efetuados em decorréncia da distribuicao
de proventos pelas empresas emissoras (tais como reinversiao de dividendos recebidos e do valor
apurado com a venda de direitos de subscri¢ao, e manutengao em carteira das agoes recebidas em
bonificagiao). Dessa forma, o indice reflete ndo apenas as variagoes dos pregos das agoes, mas tam-
bém o impacto da distribui¢cdo dos proventos, sendo considerado um indicador que avalia o retorno

total de suas agoes componentes.

Figura 6.1: Prego didrio de fechamento da agdo da Vale de 2002 a 2007.

o7
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A Tabela 6.1 apresenta um resumo das 20 agoes utilizadas.

Setor Segmento Empresa Céd. Negociagao
Gerdau GGBR4
Siderurgia Usiminas USIMS5
Matérias Basicas Sid. Nacional CSNA3
Petroquimico Braskem BRKMS5
Papel e Celulose Aracruz ARCZ6
Mineracao Vale VALES5
Petroéleo Exploracao e Refino Petrobras PETRA4
Bradesco BBDC4
Financeiro Banco ITAUSA ITSA4
Banco do Brasil BBAS3
CEMIG CMIG4

Energia Elétrica

Utilidade Piblica ELETROBRAS ELET3
Gas Comgas CGAS5

Consumo nio Cigarros e Fumo Souza Cruz CRUZ3
Ciclico Bebidas AMBEV AMBV4
Alimentos Processados Sadia SDIA4

Telecomunicagoes Mével TIM TCHI4
Fixa Telemar TNLP4

Consumo Ciclico Comércio Lojas Americanas LAMEA4
Bens Industriais Material Aeronautico EMBRAER EMBR3

Tabela 6.1: Setores, segmentos, empresas e codigos de negociagao das agoes

O retorno diério (veja a Figura 6.2 para o retorno da série da Figura 6.1) da i-ésima empresa é

calculado como:

it = log(pit41) — log(pie),i =1,...,20, (6.1)

onde p;; ¢é o prego de fechamento da i-ésima agao no tempo ¢. Assim, temos uma matriz de retornos
multivariado de 20 x 1487 (o algoritmo FastICA utilizado funciona com os retornos em linha e as
colunas representando o tempo) o qual é denotado por r¢, cujas colunas sao os valores dos retornos

das 20 acoes em 1488 dias de negdcios entre os anos de 2002-2007.
Retirando a média dos retornos, x; = r; — I, ou seja, transformando em uma série de média

zero (primeiro passo para o branquemento dos dados) calculamos as curtoses dos coeficientes x; e

os resultados se encontram na Tabela 6.2.

Pelos valores encontrados podemos observar que os dados sao supergaussianos, ou seja, tem as
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Figura 6.2: Retorno didrio da Vale entre os anos de 2002 a 2007.

VALE5 PETR4 CMIG4 USIM5 BBDC4 ITSA4 SDIA4
3,6472 5,2481 3,6621  3,6457  3,8535  3,4422  3,8615

CGAS5 AMBV4 ARCZ6 BBAS3 CSNA3 ELET3 GGBR4
5,0000 8,5260 4,0729 4,4950 3,9946 3,7955 3,6997

BRKMS5 EMBR3 LAME4 CRUZ3 TNLP4 TCSL4
4,6436 4,7101 5,2558 3,8586 4,2014 3,6494

Tabela 6.2: Curtose dos retornos de média zero

caudas mais pesadas que a da distribuigao normal.

6.1 Ponderando os Componentes Independentes

Para estimar os componentes independentes utilizou-se um algoritmo de ponto fixo, FastICA, pro-
posto por [15], que é uma versao mais robusta da versao apresentada em [17], pois usa uma aproxi-
magao de negentropia ao invés da curtose para medir a ndo-normalidade destes componentes. Apéds
a estimacao faz-se necessdrio definir quais destes sdo mais importantes para explicar a estrutura
que fundamenta os dados. Como os componentes independentes nao sao classificados com respeito
a nenhuma ordem, seguindo [3] classificaremos os componentes independentes em termos de sua
variabilidade explicada.

2 . . s s .. ~ 20 . n . ,
Ja vimos que a i-ésima varidvel observada é dada por z;; = ijl a;;Sjt, e sua variancia é dada

por

20
var(zy) = Y a%,Vi=1,...,20. (6.2)
i=1
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Para cada zj, como i = 1,...,m, [3] definem os pesos dos componentes independentes em
s w.s 5 w(i 5 s
termos dos elementos da i-ésima linha de A como s, @ _ diag(ai1, @ig, - - -, aim)- Isto é, para cada
T, 0 j-ésimo componente independente ponderado é dado por s;-"(l) = a;j5j¢, € sua variancia é dada
por:
v9) = a2, i,j =1 6.3
var (s ) =a;Vi,j=1,...,m. (6.3)

Entédo a partir de (6.2) e (6.3), a varidncia de z;; que é explicada por sﬁ(i), é calculada como:

aZ

V= . (6.4)
! Zj:l a‘z?j

A variancia total de x; explicada pela j-ésimo componente independente é dado por:

.

moi
5= — ’=1mf —. (6.5)
Zj:l (Zi:l V]z)

Assim, apés obtermos (91,9, . . .,Y,), podemos ordenar os componentes independentes em ter-
mos de suas variabilidades. O componente mais importante serd aquele que explica o0 maximo da

variancia de x;.

A Tabela 6.3 apresenta os componentes independentes ordenados em fungao da variabilidade

explicada.

|9 % |9 % |4 % |9 % |
By 1420 | 95 524 | 9, 351| 9 3,07
B1p 12,32 [P930 509 | 96 348 | P14 2,88
D15 823 | 97 4,13 | 9 346 |03 2,87
P35 6,06 |90 3,82 | D 3,22 |05 2,83
916 596 |97 382 | 9 307| 95 2,73

Tabela 6.3: Componentes ordenados em fun¢ao da variabilidade explicada

Utilizando a Tabela 6.3 podemos construir o grafico apresentado na Figura 6.3, a qual mostra

a variabilidade explicada pelo componente estimado, para decidir o ntimero 6timo de componentes

a ser escolhido.
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Figura 6.3: Variabilidade explicada individualmente pelos 20 componentes independentes ordenados por
importancia

Optamos por considerar os quatro primeiros componentes da Tabela 6.3, que respondem por
40,81% do total da variabilidade explicada.

Estamos interessados em investigar quais ag¢oes sdo mais importantes para definir cada compo-
nente independente. Como ja visto, os componentes podem ser escritos como combinagao linear
N _ 20 . .. 5 s
dos retornos, s; = Ejzl w;;xjt, onde w;; representa o efeito do j-ésimo retorno sobre o i-ésimo

componente, e os maiores pesos correspondem as agoes mais importantes.

Observando a matriz W (tabela 6.4) verificamos que para os quatro componentes escolhidos nao
¢ possivel fazer uma associa¢ao clara com algum setor. Ambos apresentam uma contribuicao di-
versa entre as agoes. Para a componente 11 as a¢oes de maior peso sao Braskem, ITAUSA e Gerdau
(pesos semelhantes entre si). Para a componente 12 observamos que hd uma grande contribuicao
da agdo da Aracruz e num segundo momento das a¢oes da ITAUSA, Telemar, TIM e Petrobras.
Ja a componente 18 é basicamente explicada pela agao da Vale. E por fim a componente 3 sofre
grande influéncia das agdes da Gerdau, ITAUSA e Vale além de uma contribuicao considerdvel da
Aracruz, CSN e TIM. Ou seja, os componentes independentes nao podem ser vistos como um indice
do mercado, mas sim como associados principalmente as agoes descritas separando os retornos em
termos de sua variabilidade individual explicada. A Tabela 6.4 apresenta os maiores coeficientes da

matriz W para os componentes escolhidos.
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CP03 |

CP11 |

CP12 |

CP18 |

Braskem - 25,151

Gerdau - 22,867
TIM - 11,122
Telemar - 8,6327
Bradesco - 7,0596
Souza Cruz - 6,9894
Cemig - 4,8665

Aracruz - 24,179
ITAUSA - 25,127 ITAUSA - 19,477
Telemar - 18,811
TIM - 16,938
Petrobras - 13,941
Braskem - 11,554
Comgas - 10,944
Gerdau - 10,122

Vale - 37,124

Embraer - 16,423

Cemig - 15,012
Aracruz - 12,406
Souza Cruz - 12,384
Usiminas - 12,092
Gerdau - 11,006
Comgas - 10,459
Bradesco - 10,351

Sadia - 4,5928 Vale - 10,092
Aracruz - 3,8861 Ambev - 9,8743 Eletrobras - 9,1754
BB - 3,6095 Eletrobras - 7,9189 Tim - 7,8748
Petrobras - 3,4416 Bradesco - 6,8929 Ambev - 6,1275
Ambev - 3,0161 CSN - 5,5489 BB - 2,7889
Vale - 2,8131 Usiminas - 5,2032 Petrobras - 1,9334
Comgas - 1,5811 Embraer - 4,907 Sadia - 1,3859
CSN - 1,508 BB - 4,8098 Braskem - 1,0562
Eletrobras - 0,7778 | Lojas Ame. - 3,7955 CSN - 0,96037
Sadia - 2,936 ITAUSA - 0,83702

Usiminas - 0,37879
Lojas Ame. - 0,35448
Embraer - 0,23515

Cemig - 1,7648
Souza Cruz - 1,6436

Telemar - 0,5409

Lojas Ame. - 0,2064

Gerdau - 28,624
ITAUSA - 24,649
Vale - 20,979
Aracruz - 18,873
CSN - 14,963
Tim - 12,421
Ambev - 8,7932
Sadia - 7,8157
Braskem - 6,7779
Cemig - 6,4464
BB - 5,2088
Souza Cruz - 5,0397
Usiminas - 3,3905
Embraer - 3,2827
Petrobras - 3,1551
Lojas Ame. - 2,6693
Bradesco - 1,8108
Comgas - 1,5549
Eletrobras - 1,3869
Telemar 0,15594

Tabela 6.4: Coeficientes dos componentes escolhidos

A Figura 6.4 apresenta o graficos dos 4 componentes escolhidos.

Figura 6.4: Componentes principais escolhidos: (A) - CP11; (B) - CP12; (C) - CP18 e (D) - CP03
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6.2 Identificando os Fatores

Apés estimar o modelo e ponderar os componentes independentes, estes foram ordenados em ter-
mos da variabilidade total explicada, sendo os primeiros os mais importantes. Assim, escolhemos
sgl) = (Sit,---,5r¢t) como os T componentes para representar os dados e s?’ = (Sr+1ty---+5mt)
consideramos os m — r componentes como ruido. No nosso caso, m = 20 e r = 4, pois a partir
do 4° componente a diferenga entre as variabilidades explicadas é muito pequena. A partir de
agora o foco se dd somente nos 4 componente selecionados para os quais serdo ajustados modelos
univariados ARM A(p,q) — GARCH (p',q'). Estima-se, entao, a volatilidade univariada de cada
componente independente e gera-se a matriz de covaridncia condicional de sgl), H,. Finalmente
temos a matriz de covaridncia condicional dos dados observados e seu i-ésimo termo da diago-
nal, 'ﬁt = Z?:l hjta?j, é a variancia condicional de z; parai=1,...,20. E importante notar que

a performance do modelo depende do método aplicado para estimar os componentes independentes.

Como nosso objetivo estd na previsao da volatilidade dos retornos, podemos ordenar o proce-

dimento de previsao nos seis seguintes passos:

1. Utilizando os dados entre jan/02 a dez/07 (1488 obervagodes) estimamos a matriz A e os com-

ponentes nao observados. Entao, ordenamos os componentes e 7 = 4 sao fixados.

2. Usando as 1487 observagoes ajustamos um modelo ARM A(p,q) — GARCH(p', ¢') para cada
componente 35, com j = 1,...,4. A Tabela 6.5 apresenta os modelos estimados bem como

os coeficientes de acordo com a equagao (3.48).

Componente Modelo Coeficientes
o = 0,072339
CPp11 GARCH(1,1) a; = 0,065365

B1 =0,861581
¢3 = —0,06065; ¢4 = —0,07035
CP12 AR(4)-GARCH(1,1) | ap = 0,008099; a; = 0,020639
61 =0,970502
ap = 0,059991
CP18 GARCH(1,1) a; =0,04817

p1 = 0,892026
¢1 = 0,065112; ¢ = —0,057627
CP03 AR(5)-GARCH(1,1) | ¢5 = —0,054906; ap = 0,020139
a1 = 0,046746; 8; = 0,930999

Tabela 6.5: Modelos ajustados e seus coeficientes



64

CAPITULO 6. APLICANDO ICA A DADOS REAIS

3. Geramos a previsao de um passo a frente para a volatilidade de cada 3;3,

h; 1488|1487 = V [§j1487|11436] yJ=1,...,4. (6.6)
Entao, fazendo a previsao para t = 1488, ...,1609, temos:
Hyj1487 = diag(hy s, - - - hagiasr),t = 1488, ...,1609, (6.7)
a qual é a matriz de covariancia condicional de §; = (314, ..,84¢)" no tempo ¢.

. Temos que Q= V (x¢|I;—1) =AH;A’ é a matriz de covaridncia condicional de x;, onde H; =

diag(hag, - - - , hat) é a matrizsx 4 de covariancia condicional de s; no tempo ¢. Assim, a varidncia

condicional de x; no tempo t é dado pelo i-ésimo termo da diagonal de 2,

4
Frasr = D hjguagral,i=1,...,20, t =1488,...,1609. (6.8)
j=1

Entao fazemos a previsao da varidncia condicional dos retornos a partir da volatilidade pre-

dita dos componentes nao-observados.

. Para avaliar a performance da previsao do modelo ICA-GARCH nés precisamos comparar a

volatilidade prevista com a real. Entretanto, volatilidade ndo pode ser observada. De acordo

com [13] podemos medir a “verdadeira volatilidade” do i-ésimo retorno no tempo ¢ por

vig = (zip — ;)44 =1,...,20, t = 1488,...,1609, (6.9)

onde Z; é a média do retorno z; sobre as 1487 observagdes. Entao, o erro de previsao de um

passo a frente é dado por:

€it = Vit — Vi qjagrst = 1,---,20, t = 1488,...,1609. (6.10)
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6. Para avaliar a acurdcia do modelo dividimos o erro de predigao (6.10) por algum referencial
alternativo obtido usando outro método padrao de previsao. Neste caso assumimos que o
método do referencial prevé a volatilidade do retornos por sua variancia marginal. Entao,

definimos a razao:

RE,-L:%,i=1,...,2O, ¢ = 1488, ...,1609. (6.11)
it

onde €}, é o erro de previsao do i-ésimo retorno obtido pelo método de referéncia, isto é,

€ =vig—062,i=1,...,20, t = 1488, ...,1609. (6.12)

onde 61-2 é a variancia marginal do i-ésimo retorno até o tempo ¢. Para minimizar o impacto
de outliers quando analizamos a performance da previsao da volatilidade no modelo, usamos
o Erro Mediano Relativo Absoluto (MdRAE - sigla em inglés):

MdRAE(RE;) = median(|REz|). (6.13)

A média de (6.13) parai=1,---,20 e t = 1488,--- ,1609 foi de 0,736415. Lembrando que
esse valor é para o caso de r = 4. Feito isso, repetimos os passos de 1 a 6 acima considerando
apenas 2 e 3 componentes principais afim de verificar se o resultado se altera e quanto. O

objetivo é verificar se perdemos muito com menos componentes. A Tabela 6.6 apresenta as
médias de (6.13) para r de 2 a 4.

Nimero de Componentes (r) | MdRAE(RE;)
2 0,833938
3 0,771903
4 0,736415

Tabela 6.6: Média das MARAE medida para os 20 retornos

Da Tabela 6.6 podemos verificar que quanto maior o niimero de componentes escolhidos
(r) menor é a medida (6.13), ou seja, melhor é o modelo de previsao. Porém com apenas
esses 3 resultados, podemos observar também que as diferengas entre os valores obtidos de
(6.13) diminuem conforme r aumenta (diminui 0,062035 passando de 2 para 3 componentes e
0,035488 passando de 3 para 4 componentes).
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Capitulo 7

Consideracgoes Finais

Neste trabalho apresentamos um método alternativo para modelar volatilidades multivariadas.
Podemos considerar o modelo como um ICA-GARCH o qual assume que os movimentos con-
juntos de um vetor de dados financeiros sao guiados por um nimero pequeno de componentes
independentes os quais sao estimados pela ICA, permitindo estimar um modelo GARCH multivari-
ado usando um nimero pequeno de fatores independentes e com heteroscedasticidade condicional.
Como este modelo reduz o nimero de parametros a serem estimados, ele fornece uma representacao

parcimoniosa dos dados.

Apesar da utilizagdo da ICA ndo ser muito recente (os primeiros usos datam do fnicio da déc.
80), a sua utilizacdo em dados finaneiros tem pouco tempo, todavia, a ICA tem se mostrado muito
promissora, mais simples e com melhores resultados do que alguns modelos (tais como os MGARCH

e modelos ortogonais que utilizam componentes principais).

Apébs apresentarmos um breve histérico da utilizacao da ICA em dados financeiros, foi feita
a estimacao e previsao para uma carteira contendo 20 agées da BOVESPA utilizando de 2 a 4
componentes independentes. Podemos concluir que quanto maior o mimero de componentes esco-
lhidos menor é a medida das médias da MdRAFE(RE;;), portanto melhor é o modelo de previsao.
Observa-se também que as diferengas diminuem conforme r aumenta. Possiveis estudos futuros
relacionados a ICA, podem envolver tanto métodos alternativos na escolha dos componentes prin-

cipais bem como a escolha do niimero 6timo de componentes.

Uma outra possibilidade futura é a comparagdo dos resultados usando diferentes algoritmos
para os dados financeiros brasileiros. Isso ja foi feito para outros lugares, tal como com dados da
bolsa de Madri (IBEX 35). Porém nao sabemos se para os nossos dados o FastICA se adequa
melhor ou seria algum outro algoritmo tais como JADE ou SOBI. Pode ser também que nao haja

diferencas entre eles como no caso do IBEX 35.

67
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