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Resumo

Neste trabalho iremos estudar alguns modelos usados para a descrigao da dinamica da estrutura
a termo de curvas “zero cupom”. Estes modelos serao tratados sob a forma de espagos de estados,
possibilitando que as inovagoes no tempo sejam agregadas na estrutura. Isto garante uma melhor

qualidade de ajuste frente a modelos onde os parametros possuem forma estatica.

Dentro da familia de modelos de espagos de estados, serao analisadas a classe de modelos que
consideram a condi¢ao de nao arbitragem, o modelo CIR (Cox et al. (1985)) e a classe de modelos
que ajustam a forma da curva através de fatores latentes, dentre eles, o modelo que utiliza polinémios
de Legendre (1785) e o modelo que utiliza exponenciais de Svensson (1994), uma generalizag¢ao do

modelo de Nelson e Siegel (1987), sendo esta uma abordagem puramente estatistica.

Como aplicagao deste trabalho os modelos serao estimados utilizando a curva de taxa de juros
brasileira, sendo analisada a qualidade de ajuste, previsdo e o cédlculo do VaR (Value at Risk) no

contexto de gerenciamento de risco de mercado.

Palavras-chave: modelos de espago de estados, estrutura a termo de taxa de juros (ETTJ), filtro

de Kalman.






Abstract

In this work we will study some models used to describe the dynamics of the term structure of
curves zero coupon. These models will be given in state-space form, which provides that innovations
be agreggated in the structure of the model. It enables a better goodness of fit compared to models

where the parameters are static.

Within the family of state space models will be analysed the class of models that considers the
no arbitrage condition, the CIR model (Cox et al. (1985)) and the class of models that adjusts the
shape of the curve through latent factors, among them the model using Legendre (1785) polynomials
and the model using Svensson (1994) exponentials, a generalization of Nelson e Siegel (1987) model,

being a purely statistical approach.

As an application of this work, these models will be fitted for the Brazilian interest rate curve,
considering the analysis of goodness of fit, forecast and the valuation of VaR (Value at Risk) in the

market risk management context.

Keywords: state space models, term struture, Kalman filter, Brazilian interest rate curve.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideragoes Preliminares

Neste trabalho serdo estudados modelos para ajuste da dindmica da estrutura a termo da taxa
de juros brasileira. A modelagem de taxa de juros possui caracteristicas proprias que a faz diferir,
substancialmente, da modelagem dos mercados de agdes, moeda estrangeira e “commodities”, prin-
cipalmente no que tange aos pregos de ativos e derivativos e a estrutura de correlagao presente entre

os distintos vencimentos.

Além disso, a curva de juros brasileira representa a expectativa da taxa CDI futura sendo estrita-
mente correlacionada com a taxa Selic, a qual é fator importante no controle da politica monetéria.
Portanto, esta sofre grande influéncia sobre a economia da mesma forma que é influenciada por agoes

governamentais.

Os precos de ativos primdrios e derivativos ligados & estrutura a termo de taxa de juros dependem
do processo estocdstico seguido pela taxa de curto prazo. Ao contririo da modelagem do preco de
uma tnica agdo, “commodity” ou taxa de cadmbio, os modelos sobre a estrutura a termo costumam

envolver a descricao do processo estocéstico de uma curva de juros como um todo.

As correlagoes entre os diferentes vértices de taxa de juros nio sao perfeitas. A correlagiao entre
vértices adjacentes ou préximos tende a ser bastante elevada, decrescendo, progressivamente, con-
forme aumenta a distincia entre os mesmos. A correlagio entre titulos com datas de vencimento
distintas é uma informagao imprescindivel para o cdlculo do risco de mercado de uma carteira de

instrumentos pré-fixados.
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Neste contexto, os Modelos de Espagos de Estados possuem a caracteristica de ajustar a curva
de juros como um todo, as correlagbes intrinsecas entre os vencimentos, além de proporcionar um

tratamento dindmico, pois os coeficientes de ajuste sdao atualizados a cada nova observagéao.

Os Modelos de Espacos de Estados em diversas dreas da Estatistica sao freqiientemente utilizados,
ver Harvey (1989), West e Harrison (1997), Durbin e Koopman (2001). Este tipo de modelo supde
que os movimentos caracteristicos de uma série temporal {y:},t =1,...,n, podem ser decompostos
em componentes nao observiveis tais como, por exemplo, téndéncia, sazonalidade e componente
aleatéria. A vantagem deste procedimento é que os componentes tem uma interpretagao direta,
devido 4 maneira como modelo é construido. Além disso a flexibilidade dessa modelagem, incluindo
a capacidade de lidar com dados multivariados e processos nao estacionarios, lhe atribui uma grande

vantagem em relagdo as outras metodologias de séries temporais.

A estrutura a termo de curvas de taxas “zero cupom” descreve a relagao entre a taxa de um
titulo “livre de risco” e seu vencimento. Dada a alta correlagao entre taxas de titulos de diferentes

vencimentos, uma, vasta gama de modelos sao propostos para explicar estes movimentos conjuntos.

Dentre as abordagens propostas para modelagem desta estrutura, estdo os modelos que assumem
processos de difusdo para as taxas zero cupom e condigoes de nao-arbitragem e os modelos que tém
como objetivo modelar a forma da curva de taxas, através de funcoes que representam fatores latentes
que explicam grande parte da variabilidade destes movimentos, sem impor nenhuma condigao scbre

o comportamento das taxas.

Os modelos de difusao propostos primeiramente por Vasicek (1977) e Dothan (1978) assumem um
processo de difusdo para a taxa de juros instantidnea. Suposi¢oes de nao arbitragem sao utilizadas
para derivar a férmula do prego do titulo. A generalizagao deste modelo utiliza varidveis de estado

nao observaveis para a derivagido do prego sob condigGes de arbitragem e/ou equilibrio, representada
pelos modelos Cox et al. (1985) e Chen e Scott (1992).

A caracterizacao da classe de modelos afim-exponenciais para a estrutura a termo por Duffie e
Kan (1996) demonstra que todos os modelos acima mencionados sdo casos cspeciais desta familia, em
que as fungbes “drift” e varidncia das varidveis estado sdo afins em um intervalo de tempo discreto,
podendo ser trabalhados como Modelos de Espaco de Estados. Este resultado possibilita que seja
usado o Filtro de Kalman e a decomposigdo do erro de previsao para obtengao de solugoes de maxima
quase-verossimilhanga sobre problemas de estimagao em toda classe de modelos exponencial-afins

para a estrutura a termo.
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Em Duan e Simonato (1999) os modelos sdo divididos em dois casos: os gaussianos, em que os
erros sao normalmente distribuidos e os modelos nao gaussianos. No primeiro caso, a estimagdo é
feita por maxima verossimilhanca, enquanto a estimagao para o caso nao gaussiano é aproximada
por quase-verossimilhanga. Dentro deste contexto, sio tratados o modelo de Vasicek (1977), em que
o fator nio observdvel segue um processo de Ornstein-Uhlenbeck e os modelos Cox et al. (1985) e
Chen e Scott (1992), no caso nao gaussiano, em que os fatores ndo observiveis seguem um processo
de difusdo em raiz quadrada. A vantagem destes modelos é que mesmo tratando-se de modelos de
difusao estocastica, hd uma solucao fechada para as equagoes, possibilitando que a estimacao seja

feita, por outros métodos além do Monte Carlo.

Dentre os métodos que nao utilizam a condigao de naoc-arbitragem estao a Andlise de Compo-
nentes Principais (PCA) e a utilizagao de formas exponenciais ou polinomiais para descrigdo do

comportamento conjunto das taxas nos distintos vencimentos, ou seja, a forma da curva.

A decomposigio da estrutura a termo em fatores comuns como nivel, curvatura e inclinagdo
via PCA utilizada por Litterman e Scheinkman (1991) é comumente utilizada por ser de facil in-
terpretacdo e implementag¢ao pois nao exige rotinas computacionais sofisticadas, porém exige uma

manutengao constante por tratar-se de um modelo estético.

A utilizagdo de fungoes como fatores latentes para modelagem da estrutura a termo possui mo-
tivagdo pelas formas exponenciais ou polinomiais que freqiientemente compoem solucoes de equaghes
diferenciais ou de diferengas. Em Nelson e Siegel (1987), a 16gica tomada para isto é, se as taxas spot
sdo geradas por uma equacao diferencial, entao, projecoes de taxas, sendo previsoes, seriam solucgoes

dessas equagoes.

A abordagem dindmica de fatores latentes utilizando formas polinomiais ou exponenciais, para
descrever o comportamento de curvas zero cupom via Modelos de Espago de Estados, tem sido
utilizada pela sua flexibilidade de estrutura do modelo e a atualizacao dos parimetros a cada nova

observacdo, pois estes sao tratados como varidveis de estado.

Em Duarte Jr. et al. (2003) é mostrado que a decomposi¢io em componentes principais, para
identificar os fatores que regem a dinamica de taxas, possui uma equivaléncia assintética ao modelo

de espago de estados que utiliza polindomios de Legendre (1785) como fatores latentes.

Sob o contexto de modelos de espagos de estados com condigio de nao-arbitragem, Almeida (2004)

mostra que modelos de fatores latentes nao observaveis sao aplicaveis a estrututura a termo da taxa



4 CAPITULO 1. INTRODUCAO

de juros brasileira composta por Futuros de DI, utilizando o modelo de Cox, Ingersoll & Ross (CIR).

Neste trabalho serdo estudadas aplicagoes de modelos de espagos de estados para a estrutura a
termo da taxa de juros brasileira sob o ponto de vista de nao-arbitragem a saber, o modelo CIR e
o tratamento estatistico via polinomios de Legendre e via exponenciais de Svensson, que sdo uma
generalizagao das exponenciais de Nelson & Siegel. A partir disto, os resultados dos modelos serao

aplicados no cilculo do VaR (Value at Risk) em uma carteira de renda fixa.
1.2 Objetivos

Os objetivos desse trabalho sao:

1. estudar a teoria dos modelos de espagos de estados: estruturas dos modelos abordados, método

de estimagao dos parametros e previsao;
2. descrigao da base de dados a ser estudada e andlise descritiva;
3. aplicagdo dos modelos ao conjunto de dados, estimagio, previsido e comparagdo de resultados;

4. aplicacdo dos resultados dos modelos no célculo de VaR (Velue at Risk) sobre uma carteira de
renda fixa.

1.3 Organizacao do Trabalho

No Capitulo 2 serao apresentadas a defini¢do geral dos modelos de espagos de estados, condigoes
iniciais, o Filtro de Kalman, a decomposi¢do do erro de previsao utilizado para o caso nao gaussiano.
A seguir, é feita a descrigao da estrutura dos modelos a serem estudados na forma de espaco de

estados.

No Capftulo 3, a descricao da base de dados de séries de Futuros de DI, caracteristicas dos
contratos e construgdo da curva sdo apresentados. A estimacao dos pardmetros, qualidade de ajuste
do modelo e de previsao, serdo analisados para os modelos CIR e os modelos de fatores latentes via

polindmios de Legendre e via exponenciais de Svensson.

No Capitulo 4, a partir dos resultados dos modelos estimados serd avaliada a medida de VaR

(Value at Risk), sobre uma carteira pré-fixada.
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Finalmente, no Capitulo 5, serdo discutidas as conclusoes obtidas neste trabalho sobre as aplicagoes

abordadas e sugestGes de pesquisas futuras.
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Capitulo 2

Modelos de Espacos de Estados para Estrutura a Termo

2.1 Modelos de Espacos de Estados

O Modelo de Espagos de Estados possui apenas duas equagoes, a primeira chamada equacgao de

observagdo e a segunda chamada equacdo de estados:

Yt = Zioy +ds + € € ~ N(O, Ht)
Qepy-1 =Ttat+ct+Rm¢ m -~ N(O, Qg), t= 1,...,7‘L, (21)

onde y; é um vetor de observagoes p X 1 e oy é um vetor ndo observavel m x 1 chamado vetor de

estados.

A idéia sob o modelo é que o desenvolvimento do sistema ao longo do tempo ¢ determinado por
oy, de acordo com a segunda equagao de (2.1), mas como oy nao pode ser observado diretamente, a

andlise é feita a partir das observagoes y;.

As matrizes Z;, Ty, Ry, H; e Q; s@o inicialmente assumidas conhecidas e os erros ¢ e 7, sao
assumidos como serialmente independentes entre si em todos os pontos de tempo. Os termos d; e
¢; sao covaridveis que podem ser inseridas nas equagoes das observagoes e de transicao, respecti-
vamente. As matrizes Z; e T;_; podem depender de #,...,¥—1- Supde-se que o vetor de estado
inicial oy segue uma N(aj,P;) independente de €;,...,€, € m1,...,7,, onde a; e P; também sao
assumidos conhecidos. As quantidades desconhecidas do modelo podem ser divididas em dois grupos:
os parametros estdticos, denominados hiperparametros, como a varidncia dos erros associados a cada

componente nao observivel, e os parametros de estado ay.
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Além disso, a primeira equagao de (2.1) possui a estrutura de um modelo de regressio linear
onde o vetor de coeficientes a; varia no tempo. A segunda equagio representa um modelo auto-
regressivo de primeira ordem, a caracteristica Markoviana que proporciona que os cédlculos sejam

feitos recursivamente, o que facilita cdlculos computacionais.

Segundo Durbin e Koopman (2001), essa natureza recursiva dos modelos e as técnicas com-
putacionais utilizadas para analisi-los, conferem aos modelos de estados grande flexibilidade, pois

permitem que alterag¢oes na estrutura do sistema sejam feitas com relativa facilidade.
2.2 Filtro de Kalman

O Filtro de Kalman (Kalman (1960)) é um algoritmo recursivo que determina a estimativa do
vetor de estados no tempo ¢, a;, dada toda a informagao disponivel até o instante t — 1, Y;_q, ou
seja, o filtro de Kalman consiste em um conjunto de equacoes, o qual permite que um estimador seja

atualizado toda vez que uma nova observagao surge.

Definindo FE(ag) = ag e Cov(ag, ag) = FPo , supondo que as observagoes possuem distribuigio

Normal e utilizando as propriedades da Normal multivariada, segue que:
o (oY1) ~ N(at|t—1:Pt]t—l)’ sendo:

ayje-1 = Ela|Yi1) = Trai1 +c,
Ptlt—l = Var(atIYt_l) = TtPt_lT; + RtQtR.It. (22)

b (ytlYt—l) ~ N(ﬂqt_l, Fg), sendo:

Jgei-1 = ElYe) = z; ag_1 +dy,
Fy Var(y|Ye-1) = 2, Py 12 + hae (2.3)

Por recursividade, se encontra que (o;|Y};) ~ N(a¢, Py), onde

a1+ P12 Fol (g — Jyje-1)>
P; = Py1 — P12, F 2Py (2.4)

ag

As matrizes (2.4) sdo conhecidas como equagdes de atualizagio do filtro de Kalman, pois através
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delas é possivel atualizar os estimadores a; e P; do vetor de estado do instante t.

Seja v; o erro de previsio um passo 3 frente ou inovagao:
~ !
V=Yt =~ Yeje—1 = V= Yt — Zy Ay — dy,

sendo que E(1|Y¢-1) = 0 e Var(y|Y,—1) = F,. Substituindo v, em (2.4), tem-se:

a, = ay + T Ko, (2.5)
P, = Py -T LK, Z; Py, (2.6)
Ki = Ty Py ze F7L, (2.7)

onde K; é conhecida como matriz de ganho de Kalman.

O filtro de Kalman € inicializado com os valores ag € Py. Escolhas tipicas sdo dadas porag=0e
Py como sendo uma matriz com valores suficientemente grandes na diagonal (Harvey (1989)), o que

caracteriza auséncia de informacao a priori.
2.3 Suavizacao

O Filtro de Kalman também pode ser utilizado para estimar o vetor de estado a;, baseando-se em
toda a informagao da amostra obtida, Y,. Pode-se mostrar que {(a;|Y,) ~ N (agn, Pyn)- A partir

disto, pode-se encontrar os momentos de forma recursiva através das seguintes equacdes, ver Durbin
e Koopman (2001):

re1 = z Fly+ Lyry, (2.8)
Ni1 = 2 F 'z, +L;N, Ly, (2.9)
= age1 +Pye11e-y, (2.10)
Pt]n = Py —Ptlt—th—lptlt—l (2.11)

4 ~ ,_ = - - ,
em que Iy = T; — K; z,. Sd0 necessdrias as quantidades age—1,Pys—1,Ke, It e v, obtidas através do
Filtro de Kalman para a execugao do algoritmo, o qual é iniciado no instante ¢ = n e o suavizador

do estado é obtido na ordem inversa até ¢t = 1. Os valores iniciais de r, e N, podem ser fixados em
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Zero.
2.4 Estimacgao dos hiperparametros

Os hiperparidmetros do modelo, ¥ = (¥1,...,v¥;) € R, serdo as variincias dos elementos do

vetor de estados acrescentadas 3 variancia do vetor de observagdes, 02, em geral, os elementos de H;.

Os célculos apresentados anteriormente pressupdem que a quantidade 3 seja conhecida, o que
raramente acontece, necessitando também ser estimada. No contexto cldssico, os hiperparimetros
sao estimados por maxima verossimilhanca através da densidade conjunta p(y1, . .., ¥n; %) em relacio
a 1. No caso Bayesiano, indicadores de medida central da distribuicao a posteriori, como média e

mediana, serdo utilizados como estimadores pontuais dos hiperpardmetros do modelo.
2.4.1 Estimador de maxima verossimilhanca

A fungao de verossimilhanga podera ser calculada através das quantidades obtidas pelo filtro de
Kalman, supondo que (y¢|Y¢—1) ~ N(f¢—1, Ft), onde Yy—1 = (y1,-..,y:—1). Neste caso, a funcio de

densidade preditiva é dada por:
Pyl Y1, %) = (2m) Y2 |F 2 exp {*‘;‘ (ye — gt[t—l)l Fl (g - ﬁt]t—l)} .
Substituindo v; = y; — §;—1 na equagio acima, tem-se:
Yoo, ) = )R ep {5 7 .
A funcg@o de verossimilhanga serd o produtério das funcgoes preditivas,

L(y; Yn) = [ [ P(wel Ye-1, %)

t=1

O logaritmo da fungao de verossimilhanga serd aplicado para facilitar os célculos de maximizagao:

n 1 id 1 n o
In L(¢; Yrn) = —5 In(2m) - 5 > " In|F| - 5 RZY T2 (2.12)
t=1 t=1
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O vetor de hiperparimetros estimado 9 serd obtido pela maximizagdo da fungio (2.12). Como
esta é uma fungio nao linear do vetor de hiperparametros, o estimador de maxima verossimilhanga

devers ser obtido numericamente.
2.5 Modelos de Espacos de Estados para a Estrutura a Termo

Dentre os modelos comumente utilizados para a modelagem da estrutura a termo estdo os modelos
em que a taxa de juros instantdnea é considerada um fator latente e que envolvem a condicao de
nao-arbitragem, dentre eles os modelos de Vasicek (1977) e Cox et al. (1985). Além destes, h4
modelos que utilizam fatores para explicar a estrutura a termo representados por formas polinomiais
Ou exponenciais, como por exemplo a aplicacio de polinémios de Legendre (1785) e as exponenciais

de Nelson e Siegel (1987), além de outras formas tal como a base candnica, por exemplo.
2.5.1 Modelos com condigao de nio-arbitragem
Modelo CIR

No modelo CIR a taxa de juros instantanea scgue a seguinte equacio:

dry = k(0 — r¢)dt + o\/redz, (2.13)

onde z; ¢ um processo de Wiener, 8 é a média de longo prazo da taxa de juros & vista; k > 0 é a
intensidade de reversao i média no qual o processo retorna a sua média de longo prazoe o > 0 é o

parimetro de volatilidade do processo.

Chen e Scott (1992) reescrevem o modelo CIR na forma de espagos de estados, com expressoes para
a média e varidncia condicional do processo das varidveis estados nao observdveis em um intervalo
de tempo discreto de dimensio h. Para que se entenda as formas do modelo de espago obtidas,
sera necessdrio escrever algumas premissas envolvidas no modelo de uma forma mais geral, conforme

abaixo.

Suponha que as taxas de uma curva, zero cupom em distintos vencimentos dependam de um vetor

de varidvel de estado ndo observivel Xt, que obedece a seguinte dinimica:

dXy = U(Xy; U)dt + 5(X,; U)dz,
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onde z; é um processo de Wiener de dimensao n x 1, ¥ é um vetor de pardmetros p x 1; U(.) e £(.)
de dimensbes n x 1 e n X n, respectivamente, sao funcgoes regulares tal que a equagao acima tenha

uma vinica solugdo. O prego de um titulo nesta classe de modelos pode ser expresso como:
Dy(X¢; ¥,7) = A(T, 7) e” BN, (2.14)

onde D¢(X;; ¥, 7) é o prego no tempo ¢ de um titulo livre de risco com vencimento 7; A(¥,7) é uma
funcio escalar e B(¥,7) é uma fungio vetorial de dimensido n x 1. A taxa instantinea de juros é
definida como:
(X ) =~ lim DAL,
Dufiie ¢ Kan (1996) mostram que D(.) terd a forma da equagio (2.14) se e somente se U(.),
2()2() e r, sdo lineares em X;. Além disso, A(.) e B(.) sio obtidos como solugdes de equagdes

diferenciais ordindrias.

Seja Ry(Xy; ¥, 7) o fator exponencial de um titulo zero cupom de maturidade 7. A taxa deste
titulo sera dada por:
1
Ry(Xy; ¥, 7) = —— In(D(X¢; T, 7).
T

Para tratar o problema de estimacao, é razodvel que se assuma que as taxas em distintos venci-
mentos sdo observadas com erros de magnitudes desconhecidas. Assim o modelo pode ser reescrito

com a adigao de ¢ como:
1 1
Ry(Xy; U, 7) = —= In(A(¥, 7)) + ;B(‘I’,T)Xt + €, (2.15)
T

onde ¢; é assumido como normalmente distribuido com média zero e desvio-padrio ¢2; caso se tenham

N vencimentos, este se tornard um sistema de equagdes em 71, ..., 7y

Para obter a forma de modelos de espagos de estados, é necessario derivar expressoes para a média
e variancia condicionais, definidas como m(Xy; ¥, h) = E(X4p|Xt) e ©(X¢; ¥, k) = Var(Xen| Xe).

A equagio de transi¢io sobre um intervalo discreto de tempo h é escrita na forma
Xerr = m(Xe; U, h) + (X U, 1) o (2.16)

em que 741 € um vetor de média zero e varidncia unitaria, com ®(X; ¥, h)l/ 2 sendo a decomposicio
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de Cholesky de ®(X; U, h).

Seja Yi—1 = {Rs(Xs; ¥, 71),...,Rs(Xs; ¥, 7n),5 < t} o conjunto de realizacdes das taxas dos
distintos vencimentos até o instante t —1. Como m(X;; ¥, h) e ®(X,; ¥, h) sdo afins em X;, podemos

escrever os valores esperados, conforme abaixo:

m(Xy; U, 7) = a(T, ) + b(L, h) X,

onde a(.) e b(.) sdo matrizes n x 1 e n x n respectivamente, e X; = E(X;|Y;_1) e as varidncias

condicionais a Y;_; se’rdo escritas por Py,_; = Var(X|Y;-1).
Para implementar o filtro de Kalman no caso de quase-verosimilhanca, também serd derivada

uma relacao entre Py, e P, chegando a seguinte expressao:

Pyj—1 = b(U, h) Py (¥, h) + &(Xy; T, h).

Assim, as informagoes sobre média e varidncia condicionais estdo explicitamente especificadas. E
a partir das equagoes (2.15) e (2.16), o Filtro de Kalman é utilizado para obter a decomposi¢io do

erro de previsao para avaliar a fun¢ido de quase-verossimilhanca.

Aplicando as expressoes acima sobre o modelo CIR em (2.13), temos:

2 ells+r+m7l/2 2x6/0
A(‘II’T) = )
(K+A+7)(e™ -1)+2y
27 —1
B(¥, )
W0 = e D+
v = V(s+A)?+20.
E as formas funcionais para a(.), b(.) € ®(.) sdo dadas por:
a(T,h) = 6(1-eh)
b(T,h) = e
o? o?
¢($t, ‘Il, h) = .'L‘g?(e_"h - 6_2'{}1) +0%(1 - B_Nh)z, (217)

~

varidncia afim em z;
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onde A é o parimetro de prémio de risco e quando A < 0 implica um prémio positivo no preco dos

titulos e k serd a freqiiéncia das observagoes transformada em anos.

Reescrevendo o modelo CIR na forma de espaco de estados descrita em (2.1) tem-se:

B(U,7) o+ —In{A(¥, 1)) s

Yt(‘I’iT) T T
a1 = b(U,h) oy + a(¥, k) + 7, (2.18)

onde Q; = ®(x;, ¥, h) e Hy = diag{o,, ...ony }-
2.5.2 Modelos sem condi¢dao de nao-arbitragem

Os modelos sem a condi¢do de naoc-arbitragem possuem como objetivo principal modelar a forma
da curva de vencimentos de uma maneira simples e precisa, além de conseguir identificar os fatores
latentes como fatores de sensibilidade ao risco ante variagbes de nivel, inclinagio e curvatura da

curva.
Polinémios de Legendre

Os polinémios de Legendre sdo dados por:

1 &

Fo(r)=a0 e Fj(T)=aj2j—j,ﬁ[(T2—1)j]7 para j=1,....k 7€[-L1], (219)

onde as variagbes em ag, a1 € 2 sdo interpretados como variagoes no nivel, inclinagao e curvatura

da ETTJ, respectivamente.

Seja 7 = (m1,...,7&) o vetor de vencimentos com os quais se deseja modelar a ETTJ, Y, as taxas
observadas nos vencimentos 7, a; o vetor de estados indicando os pesos dos fatores nivel, inclinagao

e curvatura dindmicos no tempo.

A forma do modelo de espagos de estados sera escrita por:

Yi(r) = F(r)as+e,

(2.20)
gyl = op + 1,

onde ¢ ~ N(0,Ic), n ~ N(0,Io,) e Ele -] = 0.
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Exponenciais de Svensson

Antes de adentrar ao tema das exponenciais de Svensson (1994), é vilida uma introdugdo ao

modelo de Nelson e Siegel {(1987), o qual permitiu que o segundo modelo fosse proposto.

O modelo de Nelson e Siegel (1987) foi motivado pela necessidade de fazer previsao de taxas
fora da amostra, fato que ndo era possivel através do modelo de splines. Usando um argumento
empirico baseado na teoria de estrutura a termo de taxas, foi construido um modelo parcimonioso

para explicar a dindmica das taxas de juros futuras:

1—e /2 1—e 7/
= _ - /A . 2.21
y(1) = + o 5y + g { 5 e (2.21)

Para um dado A, a taxa futura y(7) é uma fun¢do linear dos coeficientes ag, a1 € o, 0s quais
podem ser interpretados como fatores de nivel, inclinagio e curvatura. Entretanto, quando a curva
de juros estudada possui uma estrutura muito sofisticada como a brasileira, a fungao de Nelson e

Siegel (1987) nao é suficiente para apresentar boa qualidade de ajuste.

As exponenciais de Svensson (1994) sio uma generalizagao da proposta de Nelson e Siegel (1987),
em que é adicionado mais um fator de curvatura além dos fatores, nivel, inclinacao e a curvatura
usuais. Além disso, na abordagem do modelo de espacos de estados, os coeficientes ayg, a1, a2 € a3

sfo dindmicos no tempo.

A funcao de taxa definida para dado vencimento 7 no tempo ¢ é dada por:

1—e /™

1—e7/h
2 2V

+Clz,g T//\l

ye(7) = s + aus

e a estrutura do modelo em espagos de estados seguird da mesma forma que o modelo de
polinémios de Legendre em (2.20), sendo que os pardmetros de decaimento A; e A2 que irdo definir

a forma da curva serao fixos para todo histérico.

Neste modelo, os coeficientes de cada fator irdo corresponder a um aspecto especifico da estrutura
a termo da curva. A componente ag estara relacionada a contribuigdo do termo de longo prazo, o a

de curto prazo e as & de médio prazo. O pardmetro A; corresponde ao fator de decaimento, o) e Aj
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irdo definir a forma da curva e ag e Ag sdo os parimetros adicionais para incorporar uma mudanga,

adicional na inclinagao e outro fator de curvatura.



Capitulo 3

Aplicagao ao Histérico da Curva de Juros Brasileira

Neste capitulo serd feita a analise exploratdria de dados da série de vencimentos da taxa de juros
brasileira. Estes dados podem ser obtidos através do sitio da BM&FBovespa diariamente em Tazas
Referenciais BMEF.

3.1 Construcao da curva de juros

No mercado interbancirio doméstico (“on shore”), instituigbes superavitirias emprestam reais
para instituicoes com falta de recursos através da emissdo de Certificados de Depoésito Interbancario
(CDI). Essas operagoes sao registradas na CETIP, Central de Custédia e Liquidagao de Titulos
Privados, sendo que o prazo com major liquidez desses empréstimos é de 1 dia itil. A CETIP
divulga diariamente a taxa CDI “over”, que corresponde a média das taxas praticadas pelo mercado

para essas operagoes de 1 dia util.

Na BM&F, Bolsa de Mercadorias e Futuros, sdo negociados contratos futuros do CDI “over” para
diversos vencimentos, chamados Futuros de DI. Desta forma, os agentes financeiros sdao capazes de
administrar o risco da flutuacdo da taxa de juros através de operagGes com esses derivativos. Esses
contratos definem uma Estrutura a Termo da Taxa de Juros (ETTJ) para o mercado doméstico, que
consiste em um conjunto de pontos (vértices) no qual cada um possui um prazo e uma taxa de juros

pré-fixada.

O primeiro vértice da curva é formado pela taxa média de depésitos interfinanceiros negociados
no dia, ou seja, a taxa CDI “over” que é apurada e divulgada diariamente pela CETIP. Os vértices
seguintes sao formados pelos vencimentos dos contratos futuros de DI que apresentam liquidez na

BM&F, usualmente correspondem aos vencimentos mensais para os primeiros 5 meses, vencimentos

17
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trimestrais para os 5 anos seguintes. Os vencimentos intermediarios aos vértices sdo obtidos por meio
de interpolacio exponencial dos pontos adjacentes.

3.2 Historico

Na Figura 3.1 est4 o histérico da superficie de taxas de juros com inicio em 02/01/2002 e término
em 02/09/2009. Os vencimentos contemplados foram 1, 21, 63, 126, 189 e 252 dias teis.

030

Taxa

A2 D48 O

y

d o

- =

Figura 3.1: Histdrico superficie estrutura a termo

Nesta é possivel observar os movimentos da curva como um todo e a variagdo dos fatores nivel
e inclinagdo e curvatura conforme o tempo. No periodo de 2002 até a metade de 2003, a curva
de juros apresentou alta volatilidade nos vencimentos além de taxas mais altas de todo o histérico
compreendido. Esta fase pode-se relacionar & incerteza de mercado quanto & mudanga de governo
penalizando principalmente os vencimentos de mais longo prazo, ou seja, um aumento da inclinagao
da curva. Outros aspectos da série histérica poderao ser explicados com o auxilio da série de taxas

mensais de IPCA, indice que se tornou referéncia para regime de metas de inflagdo do governo, na
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Figura 3.2. A partir desta, pode-se observar que o aumento da taxa de juros durante o ano de
2005 se deve ao resultado do aquecimento econémico e aumento do consumo. No inicio de 2008
observa-se um novo ciclo de aumento da inflagdo como reflexo do inicio da crise sub-prime com épice
em Outubro/2008 e declinio vertiginoso & taxas mais baixas observadas desde a implementacao do

sistema de metas, com objetivo de reaquecer a economia.
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Figura 3.2: Histdrico percentual IPCA a.m

As séries dos vencimentos dispostas de forma univariada sao apresentadas na Figura 3.3.

Pela Figura 3.3 fica evidente que as séries de taxas possuem movimentos conjuntos, portanto estas
nao podem ser tratadas de forma separada. Na Tabela 3.1 estd a matriz de covaridncias entre as

taxas nos respectivos vencimentos. Por tratar-se de taxas, as varidncias apresentam pequena escala.
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Figura 3.3: Série univariada dos vencimentos da curva

M1 M21 M63 M126 M189 M252
M1 0.001841236 0.001861260 0.001881215 0.001873121 0.001874825 0.001885882
M21  0.001861260 0.001909019 0.001954319 0.001974653 0.001997144  0.002024437
M63 0.001881215 0.001954319 0.002040092 0.002108504 0.002164957 0.002217465
M126 0.001873121 0.001974653 0.002108504  0.002244017 0.002348819 0.002436657
M189 0.001874825 0.001997144 0.002164957 0.002348819 0.002492827 0.002611027
M252 0.001885882 0.002024437 0.002217465 0.002436657 0.002611027 0.002754654

Tabela 3.1: Matriz de covariancias nos vencimentos

3.3 Aplicacao dos modelos de espacos de estados & ETTJ

Nesta segio serdo mostrados os resultados de ajuste dos modelos propostos, andlise da qualidade
de ajuste e de previsao. O software utilizado neste trabalho foi o S-Plus@®) e o pacote SSfpack contido
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no S+Finmetrics, ver Eric Zivot e Koopman (2003).
3.3.1 Ajuste do modelo CIR

O modelo CIR especifica que a taxa de juros instantinea possui um processo de difusio em
raiz quadrada em que ha uma reversao a uma média constante no longo prazo. Para aplicagio
ao histérico de taxas brasileira, serdo divididos trés regimes de taxas 1) Jan/2002 a Set/2003, 2)

Out /2003 a Dez/2006 e 3) Jul/2006 a Set/2009.

Os desvios-padrao amostrais dos vencimentos foram utilizados como valores iniciais para a ma-
triz de covariincias. A seguir serdo apresentadas as tabelas de estimativas dos pardmetros e hiper-

pardmetros, os grificos de ajuste e de previsao.

Para o periodo de Jan/2002 a Set/2003, na Tabela 3.2 estdo as estimativas dos parimetros do
modelo CIR e dos desvios dos respectivos vencimentos. Sao apresentadas trés estatisticas t-student
a partir das matrizes de varidncia-covaridncias dos hiperparimetros estimados. Entre estas estao:
“t-ratio”, obtido a partir da matriz de varidncia-covaridncias estimada, “t-ratio(opg)”, através da
matriz de covariancias baseada no produto interno dos gradientes e “t-ratio(qmle)”, através da matriz

de covariancias baseada na férmula assintética para estimac¢io de quasi-maxima verossimilhanga

(QMLE).

O modelo CIR é composto por trés pardmetros, k£ vai indicar a velocidade de reversio da taxa
instantdnea de juros & média de longo prazo medida em anos, 6 representa a taxa média de longo
prazo e o é o pardmetro de dispersao do processo estocdstico da taxa de juros instantinea dr;. O
pardmetro A surge da transformagio do modelo CIR na forma de espagos de estados e representa o
prémio de risco requerido para os titulos que compdem a curva em estudo, uma estimativa negativa
indica um prémio positivo para os titulos indexados a taxa de juros. Os demais hiperparametros
01D,021D,063D,0126D,0189D, 0252 Serao os elementos da matriz H; e o teste de hipdteses sobre a
estimativa destes indicara se o vencimento ¢ significativo para explicar a estrutura a termo proposta

pelo modelo.

A partir da Tabela 3.2, observa-se que o vencimento de 3 meses (63 dias) se mostra nio sig-
nificativo. Com relagio aos demais parametros do modeclo, & = 0.53, indicando que a velocidade
de reversio 4 média no primeiro ciclo de taxas é de aproximadamente seis meses. A estimativa
parametro (;\ = —0.33) negativa indica um prémio positivo para os titulos indexados a taxa de juros.

A média de longo prazo estimada para este perfodo é 19.72% e o parametro & = 0.13 que determina
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a varidncia do processo de Wiener o qual segue a taxa de juros intantinea. No modelo CIR cabe
ressaltar que a varidncia do processo possui uma interagio direta com a variagio da taxa, ou seja,

variagoes maiores resultarao em uma variancia maior.

Estimativa t-ratio t-ratio(opg) t-ratio(qmle)
kappa 0.5348286  4.842727 2.043948 5.795356
theta 0.1972368  5.175469 2.087936 6.822838
sigma 0.1307976 28.17790 37.94526 8.745400
lambda -0.3262280 -3.295528 -1.277753 -5.390215

sigma 1D 0.0191171  29.11013 14.92572 32.896457
sigma 21D 0.0112829  29.15004 12.75464 37.231265
sigma 63D 1.0000e-8 3.312e-5 1.0946¢-9 0.0032243
sigma 126D  0.0143721  29.18662 4.835744 42.532028
sigma 189D  0.0246637  29.19720 2.310634 42.512778
sigma 262D  0.0321647  29.20902 3.398061 42.013706

Tabela 3.2: Estimativas modelo CIR Jan/02 a Set/03

Na Figura 3.4 estdo os grificos de ajuste do modelo nos vencimentos. Observa-se que hd uma

maior distdncia entre os valores reais e ajustados para os maiores vencimentos da curva, 189 e 252 dias.

De Out/2003 a Dez/2006 os resultados do ajuste do modelo CIR sao apresentados na Tabela 3.3.
Nesta, a reversao & média de longo prazo se reduz de 6 meses para 3 meses, a média de longo prazo
estimada em 11.82%, a estimativa do parametro de volatilidade 6 = 0.026, uma reducao de 85% em
comparagao ao periodo anterior. Além disso, o pardmetro A, que indica o prémio de risco, torna-se
estatisticamente nao significativo. Com relagdo aos vencimentos, a estimativa do hiperparametro
og3p do ponto de 3 meses é proxima de zero e o teste de hipdtese indica que o vencimento é nao

significativo.

Nos graficos de valores reais e ajustados apresentados na Figura 3.5, houve uma grande variagao
nas séries de taxas de juros nos vencimentos de 6, 9 e 12 meses no periodo de Mai/04 a Nov/04,
fato ocorrido principalmente pela oscilagao nos niveis de inflagio como conseqiiéncia do retorno do
aquecimento econémico. Neste periodo hd um descolamento evidente entre a estimativa e a série real
observada. Para os demais periodos e vencimentos, o modelo apresentou boa qualidade de ajuste, pois
consegue responder as tendéncias de crescimento e decaimento presentes neste horizonte. Conforme
a Tabela 3.3, este periodo apresentou uma queda nos niveis de volatilidade além de um regime com

média de taxas de juros mais baixa.
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Figura 3.4: Série de valores reais e ajustados dos vencimentos (Jan/02 a Set/03) - Modelo CIR
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Estimativa  t-ratio t-ratio(opg) t-ratio(qmle)
kappa 0.2578935 10.445199 7.075764 8.192220
theta 0.1182528 11.119342 10.29484 7.922493
sigma 0.0261590  40.445694 51.53175 12.440155
lambda -0.0230942 -1.585395 -0.94512 -1.510807
sigma 1D 0.0059050  40.335743 35.93293 32.335088
sigma 21D 0.0031581  40.032727 15.37046 53.144963
sigma 63D 1.0000e-8 0.000162 4.129¢-8 0.001544
sigma 126D  0.0039104  40.561165 4.496258 36.475451
sigma 189D  0.0062320  40.462024 2.480646 32.568686
sigma 252D  0.0077561  39.949810 3.974754 31.020403

Tabela 3.3: Estimativas modelo CIR Out/03 a Dez/06
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Série de valores reais e ajustados dos vencimentos (Out/03 a Dez/06) - Modelo CIR

Como o periodo de 2006 pode ser considerado como transicdo entre os ultimos dois regimes,

haverd uma intersegao de observagdes no ajuste dos dois dltimos modelos. De Jul/2006 a Set/2009

sera o 1ltimo ciclo de taxas de juros contemplado para ajuste do modelo CIR. A partir da Tabela 3.4,

a velocidade de reversao 4 média é reduzida para aproximadamente 1.5 més, a média de longo prazo

¢é estatisticamente igual a zero. A estimativa de volatilidade 6 = 0.019 é praticamente semelhante ao

periodo anterior, e A = —0.12, o prémio de risco, passa a ser significativo no modelo. O vencimento

de 3 meses também € ndo significativo para esse horizonte de modelagem.

A partir dos graficos de ajuste na Figura 3.6, h4 uma boa qualidade de ajuste do modelo para todos

os vencimentos. Cabe salientar que como nos outros periodos, um grande periodo de oscilagdo de
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Estimativa  t-ratio t-ratio(opg) t-ratio{gmle)

kappa 0.1089605  4.828766 2.553362 2.662141
theta 1.0000e-8  5.1840e-7 3.8306e-7 2.2916e-7
sigma 0.0194555  39.73228 49.85562 12.09990
lambda -0.1210496  -3.852936 -4.924484 -1.553973
sigma 1D 0.0048695  39.40304 32.57240 35.37549
sigma 21D 0.0027132  39.18219 24.29716 42.43966
sigma 63D 1.0000e-8  4.4071e-4 1.1220e-7 7.2228e-3
sigma 126D  0.0034077  39.58845 3.920367 51.40880
sigma 189D  0.0058026  39.63490 1.876014 51.57852
sigma 252D  0.0076476  39.38963 3.098110 52.86873

Tabela 3.4: Estimativas modelo CIR Jul/06 a Set/09

taxas em Fev/08 a Nov/08, houve um descolamento entre os valores reais e ajustados nos vencimentos
189 e 252 dias.
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Previsao do Modelo CIR
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Série de valores reais e ajustados dos vencimentos (Jul/06 a Set/09) - Modelo CIR

Nesta secao serd apresentado o processo de previsao k passos a frente. A equagao de previsdo

para o modelo seré:

k k
Onk = 0%, hY¥om + > b(L, h)Fa(,h) + > (T, A i

i=1

(3.1)
i=1
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Para obter a previsdo k passos a frente, define-se G kjn(¥) = E(YntrYn,9):

k
(T, h)*an + ) b(W, k) e (L, h)| — M, (3.2)

T

. B(¥,7)
yn+k|n(1/)) = b
T :
i=1
e a equagao de varidncia também tera a forma recursiva em que hd um aumento progressivo conforme

maior o horizonte de previsio.

Na Figura 3.7 é apresentado o gréfico de previsao 60 dias adiante. Nestes observa-se que a previsao
seguird a dltima tendéncia observada dos dados. A varidncia da previsao obtida foi da ordem de e 17,

portanto nao foi incluida no grafico.
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Figura 3.7: Previsao 60 dias a frente a partir de Sct/09 - Modelo CIR
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3.3.2 Ajuste modelo de fatores latentes via polinémios de Legendre

O modelo de fatores latentes, que utiliza formas polinomiais, possui uma maior simplicidade ante
os modelos de difusao estocdstica, pois h4 uma maior flexibilidade na estrutura do modelo além de
ter uma interpretacdo mais direta dos fatores. Este atributo também possibilita que o ajuste seja
aplicado em todo o histérico de taxas disponivel. Na Tabela 3.5 estdo as estimativas dos desvios
dos fatores nivel, inclina¢ao e curvatura e dos vencimentos da curva obtidos por suavizacao. Nesta
observa-se que o vencimento de 6 meses ¢ 1 ano sao estatisticaniente nao significativos para o modelo

de fatores.

Estimativa Desvio Padrao Estatistica T

Nivel 0.0021440 0.00004294 49.91
Inclinagao 0.0012250 0.00002754 44.47
Curvatura 0.0004868 0.00001252 38.88
sigma 1D 0.0037220 0.00006327 58.82
sigma 21D 0.0007073 0.00005479 12.91
sigma 63D 0.0012710 0.00002312 54.99
sigma 126D 1.716¢-4 6.225e-5 2.756
sigma 189D 7.928e-4 1.555e-5 51.000
sigma 252D 9.308e-6 8.609e-6 1.081

Tabela 3.5: Estimativas modelo Legendre Jan/02 a Set/09

O ajuste do modelo via polinémios de Legendre apresentado na Figura 3.8, consegue captar
todas as variagoes presentes no histdrico apresentando boa qualidade de ajuste, através do grifico
de suavizagdo do vetor de vencimentos. Os trés fatores, nivel, inclinacao e curvatura se mostram
significativos para a explicagio da variago da estrutura a termo de taxas. A partir do grifico
na Figura 3.9, pode-se observar as magnitudes dos coeficientes de cada fator conforme estimados no
tempo, neste ha que o fator nivel predomina grande parte do movimento das taxas e os demais fatores
oscilam em torno do zero. Também os fatores inclinagao e curvatura apresentam maiores magnitudes
no inicio da série, periodo de maior incerteza com relagdo aos aspectos de politica econdmica. No
periodo de crise recente em 2008, as estimativas destes apresentam maiores oscilagoes. O que se
pode inferir é que, apesar dos fatores nivel e inclinagao possuirem uma menor influéncia na descrigao
do comportamento das taxas, estes se tornam um diferencial em periodos de instabilidade e crise

econdmica.
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Figura 3.8: Série de valores reais e ajustados dos vencimentos (Jan/02 a Set/09) - Modelo Legendre

Previsao do Modelo Legendre

Para o processo de previsdo k passos a frente, a equagdo de previsdo para o modelo de fatores

latentes utilizando polindmios de Legendre segue abaixo:

k

Quik = Qp + Z"]n-l—i-

i=1

(3.3)
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Figura 3.9: Estimativas dos fatores nivel, inclinagio e curvatura (Jan/02 a Set/09) - Modelo Legendre

Para obter a previsao k passos a frente, define-se @4 k(%) = E(ynsk|Yn, ¥):
ﬁn+k[n(¢) = F(T) Q. (34)

O modelo de espagos de estados que utiliza polinémios de Legendre, por construcio, permite
que seja calculada a previsao um passo & frente e para os demais horizontes havera uma projecio
constante. Uma alternativa possivel neste modelo é a atualizagio da previsao a partir de cada nova

observagio, tal como no modelo ARIMA.

Ao contrario do modelo CIR, a varincia de previsio segue de forma explosiva conforme maior o

horizonte de previsao.
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Figura 3.10: Previsdo 60 dias a frente a partir de Set/09 - Modelo Legendre

3.3.3 Ajuste do modelo de fatores latentes via exponenciais de Svensson

O ajuste, via exponenciais de Svensson, atribui um segundo fator de curvatura ao modelo inicial-
mente proposto por Nelson e Siegel (1987). Esta abordagem também levars em consideragio a forma
da curva, como também visto no exemplo de ajuste de Legendre. Entretanto, as formas exponenciais
nao serao aplicdveis a todo histdrico disponivel, sendo dividida em dois grandes periodos: o ano de
2002 até setembro de 2003, o qual contempla a crise provocada pela elei¢ao do presidente Lula, e o

segundo periodo com inicio em outubro de 2003 até agosto de 2009.

Além disso, a abordagem via exponenciais nido se mostrou eficiente na estimacgao do vencimento
de 1 dia da curva de juros, por este possuir quedas abruptas em formato de escada, causadas pelas
definigoes das reuniGes de meta da taxa Selic realizadas pelo Copom (Comité de Politica Monetéria),
diferentemente dos demais vencimentos. A estimacio gera auto-valores negativos e impossibilidade de

inversao da matriz hessiana e, conseqilientemente, a nao viabilidade de estimagao dos desvios-padrao
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dos parametros do modelo.

Na Tabela 3.6 estdo as estimativas do ajuste das curvas correspondente ao primeiro periodo de
histéria, jan/02 a ago/03, o qual apresenta oscilagdes de mercado abruptas indicando um periodo de

incertezas na economia.

As estimativas dos hiperparametros {o91p, 0e3p, 0126D,0189D, 02520} € dos pardmetros | e Ay
estaticos do modelo sdo significativas e os vencimentos de 6 meses e 1 ano se mostram nio significativos
no ajuste dessa estrutura. Além disso, o segundo fator de curvatura se mostra significativo para

explicar os movimentos conjuntos.

Estimaliva Desvio Padrio Estatistica T

Lambda 1 0.323100 0.0161400 20.020
Lambda 2 2.298000 0.2103000 10.930
Nivel 0.001486 0.0002816 5.2780
Inclinagao 0.002707 0.0001830 14.790
Curvatura 1 0.013300 0.0005849 22.740
Curvatura 2 0.030100 0.0020340 14.800
sigma 21D 0.000783 0.0001190 6.5840
sigma 63D 0.002826 0.0001014 27.880
sigma 126D 0.000022 0.0001403 0.1552
sigma 189D 0.001170 0.0000415 28.170
sigma 252D 0.000038 0.0005275 0.0719

Tabela 3.6: Estimativas modelo Svensson Jan/02 a Set/03

A partir da Figura 3.11 pode-se observar a boa qualidade do ajuste nos vencimentos contemplados

e na Figura 3.12 estao os coeficientes dinamicos dos fatores.

O primeiro turno das eleigées em 06/10/2002 e o segundo turno em 27/10/2002 refletem direta-
mente a alta de taxas de juros histéricas. Os vencimentos de um més e trés meses apresentam ligeira
alta no perfodo pré-elei¢cdes e apds o primeiro turno as taxas passam a ter um comportamento de

alta. Nos demais vencimentos, essa expectativa j4 é apresentada logo no periodo pré-eleicdo.

Este fato também pode ser identificado sobre os fatores latentes: O fator nivel apresenta aumento
no periodo pré-eleicio acompanhado dos dois fatores de curvatura, indicando que o tltimo passa a
ter maior importincia em momentos de crise. Na Figura 3.12 também pode-se observar que o fator
inclinagao atua de forma inversa com relagao aos fatores de curvatura pois quando os tltimos estio
presentes, o fator inclinagdo possui sinal mais negativo, e quando os fatores de curvatura decaem, o

fator de inclinagao aumenta.
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Figura 3.11: Séries de valores reais e ajustados dos vencimentos (Jan/02 a Set/03) - Modelo Svensson

O segundo periodo que abrange Out/2003 até Ago/2009 apresenta boa qualidade de ajuste, sendo
todos os fatores do modclo significativos. Neste o vencimento de um més é ndo significativo para

explicagdo da dindmica de taxas do periodo contemplado.

A necessidade em dividir o ajuste em dois periodos di-se pelas estimativas dos parametros
estaticos A1 e Ay que irdo definir a forma dos fatores de inclinagdo e de curvaturas de cada vencimento
7;. Na Figura 3.13 estdo os graficos das exponenciais de Svensson ajustadas em cada um deles. A
partir destes, a principal diferenga entre os dois periodos estd na forma dos fatores de curvatura,
sendo que no segundo periodo hd uma maior proximidade entre eles e um decaimento mais lento do

fator inclinagao através dos vencimentos.
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Figura 3.12: Estimativas dos fatores nivel, inclinagao e curvaturas (Jan/02 a Set/03) - Modelo Svensson

Estimativa Desvio Padrao Estatistica T
Lambda 1 0.4110000 0.0073650 55.81
Lambda 2 1.0230000 0.0248900 41.11
Nivel 0.0003014 0.0000168 17.99
Inclinacdo 0.0003331 0.0000145 22.92
Curvatura 1 0.0031240 0.0000946 33.02
Curvatura 2 0.0052570 0.0001313 40.04
sigma 21D 4.743e-006 5.291e-006 0.90
sigma 63D 5.923e-004 1.198e-005 49.46
sigma 126D  1.009e-004 1.121e-005 9.00
sigma 189D  2.134e-004 8.597e-006 24.82
sigma 252D  3.179¢-004 1.744e-005 18.22

Tabela 3.7: Estimativas modelo Svensson Qut/03 a Set/09

Na Figura 3.14 estao os graficos de valores reais e ajustados das séries de taxas nos vencimentos

considerados. Em todos os vencimentos ha uma boa qualidade de ajuste.
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Com relagio ao comportamento dos coeficientes dindmicos dos fatores ac longo do tempo ha uma

diferenca com relacio ao primeiro periodo. Na Figura 3.15 o fator nivel e o segundo fator de curvatura

seguem movimentos semelhantes ao longo do tempo da mesma forma que os fatores inclinagao e o

primeiro fator de curvatura apresentam movimentos conjuntos. Os tltimos indicam no histérico o

aumento de taxa de juros ocorrido pelo aquecimento econdmico e aumento de inflagao.
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Figura 3.14: Séries de valores reais e ajustados dos vencimentos (Out/03 a Ago/09) - Modelo Svensson

Previsao do Modelo Exponenciais de Svensson

A estrutura do modelo por meio de espagos de estados, respeita a mesma forma para o modelo
que utiliza polindmios de Legendre em 3.3 e 3.4, sendo que F(7) neste caso é composta por formas
exponenciais. Desta forma, o modelo proporciona que o cdlculo da previsao um passo a frente e
projecao constante para os demais horizontes. Da mesma forma que o modelo ARIMA, a atualizagao

da previsao é possivel a partir de novas observagdes.
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Figura 3.15: Estimativas dos fatores nivel, inclinagao e curvaturas (Out/03 a Ago/09) - Modelo Svensson
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Capitulo 4

Aplicagao de Modelos ao cilculo de VaR

O cilculo do valor em risco ( Value at Risk, VaR) consiste em estimar a perda potencial de uma
carteira dado um nivel de confianga « e horizonte de tempo h. Esta é uma medida fundamental para
o gerenciamento de riscos de carteiras, limites de negociagio e até como valor base para avaliagdo do

colchao de capital requerido pelo acordo de Basiléia II.

Neste capftulo serao discutidos os resultados da implementagéo dos modelos ajustados ao célculo
do VaR de uma carteira de titulos pré-fixada. Serio apresentadas a abordagem paramétrica a partir

dos resultados das estimativas de ajuste e a simulacio do VaR para diversas configuracoes de carteira.
4.1 Abordagem paramétrica

Nesta segio serdo apresentados os resultados paramétricos do cdlculo de VaR e a definicdo de
log-retorno sob modelos de espagos de estados, conforme o trabalho de Vieira Neto (1999). Neste,
as caracteristicas da distribui¢do do modelo de espago de estado permitem deduzir uma, expressio

andlitica para o calculo do VaR de uma carteira pré - fixada.

O prego de um titulo pré-fixado pode ser escrito conforme (2.14) no modelo CIR:
Dy(X; 0, 1) = A(P, 1) e” BWTIXe

e que também pode ser reescrita para a versao de modelos de fatores latentes em que as formas

polinomiais de Legendre e as exponenciais de Svensson sio aplicadas:

Py(7) = e F(er (4.1)

39
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O log-retorno do prego do titulo de vencimento e horizonte de 1 dia pode ser escrito como:

(4.2)

Em condigées livres de arbitragem, o log-retorno de 1 dia também pode ser escrito da seguinte
forma para o modelo CIR:

Dy(Xeyq; 9, 7
Tt+1 (T) =In “_55(—‘;(:—’1\—111—7-_)—) = -B(\D,T)[Xt.,_l — Xt],

em que X; é a taxa de juros instantinea fixada e Xi41 é a previsio um passo & frente.

Para os modelos Legendre e Svensson, o log-retorno de 1 dia serd escrito:

rean) =10 T80 pia,, 0

sendo que no modelo de espagos de estados, ayy, pode ser substituido pela estimativa de um passo
a frente proporcionada pelo Filtro de Kalman.

A matriz de covariincias % (k % k) entre os vencimentos i e j ¢ dada, no instante t+ h por:

Bij = Cov(reun(ns), regn(r)) = b F(7;) 2o F(7;), (4.3)

em que X, (m X m) é a matriz de covariancias entre os fatores latentes estimada do modelo e A
corresponde ao horizonte desejado no cdlculo de VaR.

De forma andloga, a matriz de covaridncias entre vencimentos & escrita para o modelo CIR:
Li;= Cov(ryyn(T;), Ten(75)) = h B(U,7;) ®(x4q, v) B(¥, 1),

em que $(zyyq, V) é a funcio de covaridncia da taxa de Juros instantinea linear em T¢41, definida,
em (2.17).

Uma carteira de titulos pré-fixada é composta pela distribuigao destes titulos nos mais diversos
vencimentos. O titulo pré-fixado é negociado com desédgio sobre o valor de face, sendo assim, a taxa,

de rendimento é conhecida 1o momento de compra do contrato,
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O valor da carteira no tempo ¢t pode ser escrito como a média ponderada dos precos dos titulos

correspondentes a cada vencimento:

k
VY =0, P(m).
i=1

A variagao de prego do valor da carteira de titulos com k vencimentos pode ser escrita da seguinte

W‘ih‘%o=91ﬂ(71)-(%:)l)-l> +...+9kpt(fk).<%£3)_1)_

forma.

Utilizando a aproximagao In(z/y) = z/y — 1 para x e y préximos, a variagdo do preco da carteira

em h dias, é reescrita como uma combinagdo linear entre os k log-retornos:
‘/t?i-h - I/te = C(t, 9) ' rH—h(T) ) (44)
com

C(t, 9) = [91 Pt(Tl), ey O Pt(Tk)] s

ren(7) = [ren(m), - - rean(i)).

A partir da estrutura do modelo de espagos de estados apresentada em (2.1), o vetor de estados
a; segue uma distribuigao normal m-variada. Desta forma, o vetor de retornos, definido como uma
combinacao linear da diferenca entre vetores de estados para cada vencimento 7 = (t1,.-.,Tk), seguira

uma distribui¢aoc normal k-variada.

repn(7) ~ N (=F(7)(ce4n — 1), X)), (4.5)
em que % € a matriz de covaridncias dos log retornos obtida em (4.3).

Desta forma, a variagdo do valor da carteira em A dias, sendo uma combinagio linear do vetor

de log-retornos, seguird uma distribuigio Normal univariada:

Vin — V! ~ N(c(t, 0)(—F(1)(ausn — ar)) , c(t, 0) Sc(t, 0)'). (4.6)

O valor em risco da carteira é calculado como sendo o é—quantil da distribuicio (4.6):
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P(Vin -V <VaR)=¢

Fazendo as transformacoes devidas a uma normal padrao, o VaR de uma posicao comprada sera

VaR = c(t,0)(-F(7)(a4n — az)) + @71(€) \/c(t,0) S (¢, 6)'. (4.7)

4.2 Simulacao do VaR em Carteiras pré-fixadas

dado por:

Nesta secao serao apresentados os resultados da simulagio do VaR de horizonte 1 dia, obtido
da forma paramétrica, aplicado & diversas configuracdes de carteira pré-fixadas para os trés modelos

estudados.

Os resultados serdo analisados quanto aos seguintes aspectos:

e valor do VaR de 1 dia para cada modelo, CIR, Polinémios de Legendre e Exponenciais de

Svensson;
o efeitos de diversificagao de carteira entre os distintos vencimentos sobre o valor do VaR;

e relacdo entre risco e retorno para a carteira pré-fixada no contexto geral.

As carteiras foram simuladas a partir da combinagio de diversas proporgoes entre vencimentos,
considerando como restrigao bésica que a soma dos pesos deve ser igual a 100%. A partir dessas, é
calculado o VaR de quantil 99% e o retorno esperado da carteira definido por:

k
VF— Pt(Ti))
Retorno = 0; (——— )
2 " rw

em que VI € o valor de face do titulo, ou seja, a quantia a ser recebida no vencimento do contrato.

Serd considerado como referéncia o titulo LTN (Letras do Tesouro Nacional) para a composicao da
carteira, um titulo brasileiro pré-fixado, cujo valor de face (VF) definido no contrato é fixado em mil
reais. A simula¢ao serd aplicada a uma carteira hipotética de um milho de reais e os percentuais entre
vencimentos com uma partigio de 10%, ou seja, (10%,20%, ...,90%, 100%). Todas as combinagdes

de carteira nos diversos vencimentos foram testadas através desse vetor de percentuais.
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4.2.1 Modelo CIR

Conforme a segao anterior, a estimativa do VaR de quantil £ é definida por trés componentes: o
retorno médio, a confianga desejada e a matriz de covariincias entre os vencimentos. Esta dltima pos-
sui um peso extremamente importante na avaliacdo do VaR, pois definind caracteristicas de alocagio
de carteira e a prépria magnitude da medida. A partir disso, é vdlido analisar a forma da matriz de

covaridncias e seus componentes.

Na Tabela 4.1 é apresentada a estimativa da matriz de covariincias entre vencimentos obtida
através do modelo CIR para o horizonte de 1 dia. Nesta, pode-se observar que a magnitude da

estimativa é proporcional ao aumento do horizonte de vencimento.

1D 1M 3M 6M M 12M
1D 8.254 8.4563 8.869 9.494 10.120 10.745
1M 8.453 8.6565 9.082 9.722 10.363 11.003
3M 8.869 9.082 9.529  10.200 10.873 11.545
6M 9.494 9.722 10.200 10.920 11.640 12.359
9M 10.120 10.363 10.873 11.640 12.407 13.174
12M  10.745 11.003 11.555 12.359 13.174 13.988

Tabela 4.1: Estimativa matriz de covaridncias entre vencimentos x 10~7 - Modelo CIR

A Figura 4.1 apresenta os resultados da simulagdo de intimeras distribuigées de carteira versus
o valor do VaR. Para exemplificar, o vencimento de 1 dia, quando alocado em 100% da carteira,
corresponderd ao menor valor do VaR, ao contririo do vencimento de 1 ano. Além disso, cabe
salientar a simetria do efeito de vencimentos nos niimeros de VaR, onde a alocagio em vencimentos
de médio prazo estara relacionado ao valor médio de VaR. Como resumo, no modelo CIR, a alocagao
da carteira em periodos de curto prazo estara relacionada a um baixo valor de VaR, médio prazo ao

valor de VaR médio e de longo prazo a maiores valores de VaR.

Na Figura 4.2 sao relacionados todos os retornos esperados, em percentual, das carteiras simuladas
e os respectivos valores de VaR para uma carteira de 1 milhdo. O intervalo de VaR simulado para as
carteiras simuladas estd entre 2182 a 2841 reais pois os valores dos desvios-padrio sio da ordem de
1077, Pode-se observar uma relagao estritamente linear entre o valor de risco e retorno. Além disso,

para dado um valor de VaR, qualquer combinagio de vencimentos terd retorno equivalente.
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4.2.2 Modelo Legendre

A matriz de covaridncias estimada do modelo Legendre para o horizonte de 1 dia, dada na Tabela
4.2, possui valores de desvio com magnitudes de 102, menores comparados ao modelo CIR de 1077,
0 que resulta em valores de VaR inferiores. Além disso, ha um resultado contra-intuitivo onde os
valores de volatilidade diminuem conforme aumenta o vencimento, fato que serd refletido sobre as

simulagdes de carteira.

1D 1M 3M 6M 9M 12M

1D 4582 4218 3525 2671 2037 1.625
IM 4218 3910 3.316 2564 1976 1.553
3M 3.525 3.316 2.903 2.346 1.867 1.465
6M 2671 2564 2346 2040 1.756 1.496
9M 2037 1976 1.867 1.756 1.708 1.722
12M  1.625 1.553 1.465 1.496 1.722 2.143

Tabela 4.2: Estimativa matriz de covaridncias entre vencimentos x 1072 - Modelo Legendre

Na Figura 4.3 estao os efeitos de alocagao de carteira sobre o valor do VaR. N esta, € apresentado
o sentido inverso na alocagio, onde vencimentos de longo prazo geram menor risco, enquanto os de
curto prazo estdo relacionados a maior risco.

O gréfico de relagio de risco-retorno apresentado na Figura 4.4 também apresenta uma relagao
inversa de risco-retorno, uma, consequiéncia da prépria alocagio da carteira apresentada no grifico
anterior. Os pontos de menor risco e maior retorno correspondem a alocagdo nos vencimentos de
longo prazo, o que também é observado sobre desenho desta relacao, o qual acompanha o gréfico de
proporgoes do vencimento de 1 ano. O valor do VaR simulado para as carteiras passa a um intervalo

de 96 a 157 reais para uma carteira de 1 milhao, valor inferior ao avaliado no modelo CIR.

Uma hipétese a ser testada é enquanto os demais modelos foram ajustados utilizando um perfodo
menor da série de dados, o modelo Legendre contempla todo o histérico: J an/02 a Set/09, periodo que
engloba diversas nuances da economia e que poderiam afetar nas métricas da matriz de covariancias
entre vencimentos. Para testar essa hipétese, o modelo ser4 re-estimado sob o horizonte mais recente

e serao analisados novamente os resultados.

Na Tabela 4.3 ¢ apresentada a estimativa da matriz de covarincias para o modelo Legendre
estimado sobre um horizonte reduzido de dados: Out/04 a Set/09. Observa-se que o fato de se

estimar utilizando um horizonte distinto de dados proporciona, uma, mudanga nas estimativas da
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covaridncia. Porém os valores de estimativas obtidos, nao apresentam uma relagdo proporcional com
o aumento do vencimento, pois h4 altos valores de varidncias e covariancias nos vencimentos de curto
prazo, 1 dia a 3 meses, e também no longo prazo, 9 e 12 meses. Ou seja, os resultados de alocagao

irdo apresentar maior risco nestas duas pontas.

1D 1M M 6M IM 12M
1D 29.645 26.685 21.232 14.994 11.083 9.500
IM  26.685 24453 20.277 15.255 11.733 9.711
3M  21.232  20.277 18351 15.666 13.223 11.025
6M 14.994 15255 15.666 15.932 15.778 15.205
9M 11.083 11.733 13.223 15.778 18.716 22.036
1Y  9.500 9.711 11.025 15.205 22.036 31.518

Tabela 4.3: Estimativa matriz de covariincias entre vencimentos x 10~! - Modelo Legendre re-cstimado

Na Figura 4.5 estdo os griaficos de alocagao entre vencimentos e respectivos valores de VaR para
uma carteira de 1 milbao, com intervalo compreendido entre 29 e 41 reais. O valor do VaR comecga
alto para vencimento de 1 dia e vai decaindo conforme a alocagio é mais concentrada nos vencimentos

de médio prazo e passa a aumentar novamente para os vencimentos de longo prazo.

Na relagao risco-retorno apresentada na Figura 4.6, as carteiras com alocagio mais concentrada
no médio prazo indicam menores valors de VaR e retorno maiores que a alocag¢ao em vencimentos de

curto prazo, onde é indicado um VaR. alto e retorno baixo.

Enfim, o modelo Legendre apesar de apresentar uma maior flexibilidade quanto 4 estimacao, pois
consegue agregar todo o histérico de dados e uma 6tima qualidade de ajuste, aparentemente nao

consegue manter uma relagao intuitiva de risco-retorno.
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4.2.3 Modelo Svensson

A estimativa da matriz de covaridncias entre vencimentos para o horizonte de 1 dia, apresentada
na Tabela 4.4, possui valores crescentes com relagao ao vencimento, o que vai gerar uma coeréncia
de risco-retorno similar a0 modelo CIR. Porém, os valores de varilncia/covaridncia apresentam mag-

nitudes menores, da ordem de 107'%, o que ird gerar um VaR menor que o obtido pelo modelo
CIR.

1D 1M 3M 6M 9IM 12M
1D 1657 1.730 1.825 1.858 1.829 1.778
IM 1730 2.809 4530 5.901 6.487 6.661
3M  1.825 4.530 8900 12494 14.136 14.733
6M 1.858 5.901 12494 18.029 20.664 21.716
9M  1.829 6.487 14.136 20.664 23.866 25.227
1Y 1.778 6.661 14.733 21.716 25.227 26.791

Tabela 4.4: Estimativa matriz de covaridncias entre vencimentos x 10~19 - Modelo Svensson

Na Figura 4.7 os resultados de alocacio sao semelhantes ao modelo CIR, quanto ao prazo versus
o valor do VaR. Também cabe observar que devido a magnitude dos valores de covaridncia, o VaR
obtido no modelo Svensson ¢ relativamente menor quando comparado ao VaR do modelo CIR, para
uma carteira de 1 milhao estd compreendido em um interlado entre 30 e 120 reais. Outro fato
observado ¢ a perda da linearidade sobre a alocagao, sem perda de sentido na medida de risco,
indicando que hé a possibilidade de combinacdes com vencimentos de maior prazo (maior retorno)

sem grandes prejuizos ao VaR.

Na Figura 4.8 estd apresentada a relagdo de risco e retorno das carteiras simuladas. Nesta,
observa-se a relagao de que quanto maior for a alocagiio da carteira em vencimentos de longo prazo,
havers um maior risco ou maior valor de VaR. Entretanto h4 a possibilidade de encontrar carteiras

de maior rentabilidade para um mesmo valor de VaR.
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Figura 4.7: Efeitos de diversificagdo da carteira entre vencimentos sobre o VaR - Modelo Svensson
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Capitulo 5

Conclusoes

5.1 Consideragoes Finais

Neste trabalho foi realizado um estudo comparativo entre ajustes de modelos de espagos de
estados para a estrutura a termo da taxa de juros brasileira. Foram escolhidos o modelo CIR, o qual
considera a condigdo de nao-arbitragem intrinseca a sua estrutura e modelos de fatores latentes para
representar a dindmica da estrutura a termo sob a forma polinomial de Legendre e exponencial de
Svensson. Os resultados de ajuste foram aplicados & medida de VaR (Value at Risk) e avaliada a

relacdo de risco-retorno sobre uma carteira de titulos pré-fixada.

Nota-se que os modelos de espacos de estados garantem em geral uma boa qualidade de ajuste
pois tratam a informagao de forma dindmica. Para modelagem de fatores de mercado, este atributo

torna-se um diferencial.

Com relagao aos aspectos de modelagem encontrados neste trabalho, os modelos CIR e Svensson,
os quais além dos parimetros dindmicos possuem alguns parametros estiticos, nao foi possivel ajusta-
los para todo horizonte de dados, pois como hi virios regimes de médias em distintos periodos
da economia, os modelos nio conseguem agregéi-los totalmente com uma iinica estimativa desses
pardmetros. O modelo Legendre por nao possuir paradmetros estdticos foi o {inico modelo possivel

para ajuste a todo histérico.

O modelo de exponenciais de Svensson consiste em uma generaliza¢io das exponenciais de Nelson
e Siegel, em que mais uma componente de curvatura e um pardmetro de decaimento Az sdo incluidos.
Este tltimo também foi testado para ajustar o conjunto de dados, mas os resultados nao foram satis-

fatérios pois nao foi encontrada uma estrutura de matriz hessiana na estimacgio que fosse invertivel.

ol
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Em relatos anteriores h4 uma critica ao modelo de Nelson e Siegel por nao apresentar bons resultados

de ajuste para dados de taxas de juros com comportamento mais sofisticado.

Na anilise do VaR e alocagio de carteiras para os modelos avaliados, encontramos alguns pontos
a screm comentados. O modelo CIR garante resultados mais altos de VaR, porém possui uma
relagdo estritamente linear entre risco e retorno, néao possibilitando que para um mesmo valor de
VaR, haja combinagdes de carteira que garantam retornos maiores. O modelo Legendre, apesar de
garantir um 6timo ajuste para todo horizonte de dados, néo proporcionou uma relagiao de risco-
retorno estritamente crescente entre os vencimentos. Por fim, o modelo Svensson além de conservar
a intuigao na relagdo de risco-retorno, possui estimativas de VaR menores quando comparados ao
modelo CIR e possibilidade de encontrar combinagdes de carteira de maior retorno fixado um valor
de VaR.

5.2 Sugestoes para Pesquisas Futuras

Como sugestdes para pesquisas futuras estdo o tratamento dindmico dos pardmetros atualmente
estiticos dos modelos CIR e Svensson, flexibilidade que poderd proporcionar que o ajuste seja feito
a horizontes de dados de maior extensdo. Citamos o trabalho de Laurini e Hotta (2009) que propée
um tratamento generalizado de fatores latentes para curvas de juros multimercados, através de uma
abordagem Bayesiana via MCMC (Markov Chain Monte Carlo).

Em Christensen et al. (2008) é apresentada uma abordagem do modelo Svensson com condigao de
nao-arbitragem, a qual também pode ser aplicada & série de taxas de juros, além de diversos outros

modelos existentes para descrever a dinidmica de curvas de taxas.

Outras aplicagoes passiveis dessa modelagem seria o estudo de outros fatores de mercado que
dependem diretamente da dindmica da taxa de juros, como exemplo a taxa TR (Taxa Referencial)
que rege a remuneragao de depésitos de poupanga e também é aplicada em contratos de crédito

imobiliario.
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