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Resumo

A maioria dos ativos financeiros nos mercados mundiais apresentam variância condicional

evoluindo no tempo. Para modelar tal variância, Engle (1982) e posteriormente Bolleisle\;
(}986), propuseram os modelos ARCH ("Autoregressive Conditional Heterocedasticity") e

a generalização destes, conhecidos como os modelos GARCH ("Generalized Autoregressive

Condicional Heterocedasticity"). Estes modelos conseguem ajustar individualmente a variân-

cia condicional de uma série temporal de forma autoregressiva, no entanto em algumas situa-

ções também é importante descrever as relações entre várias séries.

Para modelar estas relações, Engle e l<rotlet (1995) propuseram os modelos GARCH

multivariados, os quais descrevem a matriz de covariâncias condicional de um grupo de séries

de forma análoga ao caso GARCH univariado. Os modelos que propuseram foram os modelos

h4édia h'lavei Exponencialmente Ponderada, VEC, Diagonal VEC e BEl<K ("Baba-Engle-

Kraft-Kroner"). Estes modelos ajustam de forma direta a matriz de covariâncias condicional

usando matrizes de parâmetros de forma autoregressiva, sob certas condições que garantem

as matrizes de covariânciu condicionais sejam positivas semidefinidas e o processo soja esta-
cionário na covariância.

Nos modelos diremos o número de parâmetros a serem estimados é muito grande, e para

resolver este problema foi necessário desenvolver outros métodos que ajustam a volatili-

dade condicional multivariada utilizando ajustes GARCH univariados, como por exemplo,

os modelos de Correlação Condicional Constante e de Componentes Principais.

Algumas simulações para avaliar os principais modelos serão consideradas, além de apli

cações com dados reais do mercado financeiro do Brasil, usando o software S-PLUS.

Palavras-chave: Modelagem GARCH, Análise À'lultivariada, Componentes Principais, À'lode

lagem GARCH h'lultivariada.
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Abstract

Most of 6nancial assets in the world markets have condicional variante evolved over

time. To model this condicional volatility, Engle (1982) and then Bo1lerslev (1986) pro-
posed the ARCH ("Autoregressive Condicional Heterocedasticity") and the generalization

of these, known as GARCH ("Generalized Autoregressive Conditional Heterocedasticity").

These modela can individually adjust the condicional variance of a time series in an au-

toregressive form, but in some situations it is algo important to describe the relationships
between various series.

To model these relationships, Englc e l<lroner (1995) proposed the multivariate GARCH

modela, which describe the conditional covariance matrix of a group of series analogous

to univariate GARCH case. The modela proposed were Exponentially Weighted b/loving

Average, VEC, BEKK and VEC Diagonal ("Baba-Engle-Kraft-l<roner"). These models fit
directly the condicional covariance matrix using arrays of parameters in an autoregressive

form, under certain conditions that guarantee the condicional covariance matrices to be posi-

tive semidefinite and the process to be covariance stationary.

In direct models the number of parameters to be estimated is very large, and to solve this

problem it was necessary to develop other methods that adjust the multivariate conditional

volatility using univariate GARCH modela, such as the Constant Condicional Correlation

Modela and Principal Components.

Some simulations to evaluate the main modela will be considered, as well as applications

with real data from Brazil's financial market, using the software S-PLUS.

Keywords: GARCH h'lodel, lvlultivariate Analysis, Principal Component, h'lultivariate GARCH
Model.
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Notações

e Os vetores serão denotados com letras minúsculas em negrito: a, b, x, /3, ?7,

8 As matrizes serão denotadas com letras maiúsculas em negrito: A, B, E, G,

8 Os escaleres serão considerados com letras minúsculas: a, b, À

B k : número de séries consideradas no vedor de retornos.

8 a({) : {-ésimo elemento do vedor a.

B A(ij) : elemento na linha { e na coluna .j da matriz A.

. tr( . ) : traço da matriz.

e ll . ll : norma do vedor.

e 1 . 1 : norma da matriz.

. uec( . ) : operador uec.

e ® : produto Kronecker.

© O : produto Hadamard.

e A't : inversa da matriz A.

e A' : transposta da matriz A.

e Ft.i : informações passadas até o tempo t -- l.

e E( . IFt-i) : esperança condicional dada as informações passadas

. .c.-:( . ) : lr :).

. lk : matriz identidade (k x k).

. 0ÊxZ : matriz de zeros de dimensões (k x Z).

lx



x NOT.AÇOES

. Nt( . , . ) : distribuição normal multivnriada de um vetou (k x l)

. .V( . , . ) : distribuição normal univariada.



Capítulo l

Introdução

Na análise de séries temporais financeiras a modelagem da volatilidade desempenha um

papel fundamental na previsão da mesma e no cálculo do valor em risco ("VaR") de carteiras.
A maioria dos ativos financeiros apresentam variância condicional evoluindo no tempo,

tornando-se necessário ajustar modelos para tal variância, como por exemplo os modelos

ARCH ("Autoregressive Condicional Heterocedasticity") ou a generalização destes, conheci-

dos como os modelos GARCH ("Generalized Autoregressive Conditional Heterocedasticity")

(Nlorc'tt:in (2002) ou Zivot e W:ang (2006)).

Além da volatilidade, em algumas situações é necessário modelar também as covariâncias

condicionais num conjunto de ativos e para isto, foram desenvolvidos os modelos GARCH

multivariados(Eilgle e l<ionci (1995)).

A Figura 1.1 apresenta os log-retornou semanais do conjunto de ativos financeiros do

mercado Brasileiro VALE, PETROBRAS e GERDAU de Janeiro de 1998 até Abril de 2010,

num total de 570 observações.

w«q'+wh.Nq-\lHw.

1 ;
+

Figura 1.1: Redor"ztos HHLE, P.ERRO. e ABRI).AU.
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2 INTRODUÇÃO 1.0

Observa-se que ao longo do tempo existem conglomerados de volatilidade alta nas séries,

sendo que os períodos que possuem a maior x;ariância estão nos anos 1999 e 2009.

Modelos GARCH univariados podem ser ajustados separadamente para cada série de

log-retornos, mas com isso não é possível identificar e descrever as correlações condicionais

que existem entre elas ao longo do tempo. Portanto, para considerar estas correlações, o
mais adequado é ajustar um modelo GARCH multivariado.

Figura 1.2: EHO e FHa c7wzadas dos retalhos

A Figura 1.2 apresenta as FAC ("Funções de Autocorrelação") e FAC cruzada dos re-

tornos. Nota-se que há poucas autocorrelações significativas até o lag 10. Já para o quadrado

dos retornou, a Figura 1.3 apresenta as FAC e FAC cruzadas deles. Obser\:a-se que, em geral,

existem autocorrelações e autocorrelações cruzadas significativas entre eles, confirmando a

existência de uma dependência quadrático nos log-retornos. Segundo Engle e lÇioner (1993),

os modelos GARCH multivariados conseguem descrever de forma adequada tal dependência.

Existem duas formas de generalizar os modelos GARCH univariados ao caso multivaria-

do. A primeira consiste numa modelagem direta da matriz de covariâncias condicionais con-

siderando matrizes de parâmetros. Neste grupo estão os modelos EWNIA ("Exponentially

\Veighted Covariance Estimate"), VEC, DVECI ("Diagonal VEC") e BEKK ("Baba-Engle-

Kraft-Kroner"). A segunda forma consiste numa modelagem indireta da matriz de covariân-

cias condicionais utilizando ajustes GARCH univariados. Os principais modelos neste .grupo

são os modelos de Correlação Condicional Constante ("CCC") e o modelo de Componentes
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1.2 OBJETl\rOS 3

Figura 1.3: }i:4 (7 e .li:4 a c7'usadas dos ref07nos ao quadrado

Principais. As propriedades destes modelos dependem diretamente das matrizes de parâme-
rna o r]n H;Q+r;]'\i.;n;A Haa xra+nroa Ho or»-aa nSia nao n ];ooAp+nD A .,nA -.. . J;.+.;h..;.nA nap-nl

ux\,FLJ \.f \lt+ \lizLpuxz /u&yt v \xvo v \.FuvL\-c) \.ib \.rELva) qub iiLDuc \xiüi)t/i ucb\rarv v(bv Dt;i af LiiDbiii/ui\r(»v iiviiilail

e a distribuição t-student multivariadas.

[.]. Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é apresentar os diferentes modelos GARCH multi-

variados para a matriz de covariâncias condicionais, e discutir suas vantagens e desvantagens

ao longo do texto.

Os objetivos secundários são

e Discutir a propriedade de estacionariedade na covariância e os métodos de estimação

destes modelos como uma generalização dos modelos GARCH univariados.

e Apresentar os diferentes testes para a avaliação dos modelos ajustados, considerando

principalmente o teste multivariado de Portmanteau.

e Avaliar os diferentes modelos a partir de simulações feitas no software S-PLUS

e Comparar as generalizações diretas e indiretas do modelo GARCH univariado

e Aplicar os diferentes modelos GARCH multivariados num conjunto de séries reais,
com o intuito de comparar e obter o melhor modelo para previsões.
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4 INTRODUÇÃO 1.2

1.2 Organização do 'l.Yabalho

No Capítulo 2 apresentam-se conceitos básicos de matrizes, operadores vetoriais e algu-

mas propriedades da esperança condicional. Os modelos GARCH multivariados, junto com

as principais condições de estacionariedade, estimação e diagnóstico dos ajustes, são apre-

sentados no Capítulo 3. O Capítulo 4 apresenta algumas simulações dos principais modelos

usando o software S-PLUS. O Capítulo 5 apresenta uma aplicação com dados reais do mer-

cado financeiro Brasileiro. As conclusões estão no Capítulo 6. No Apêndice A apresentam-se

as provas dos principais resultados e os comandos e algoritmos usados no software $PLUS

estão no Apêndice B.



Capítulo 2

Conceitos Básicos

Neste capítulo apresentam-se alguns conceitos básicos que serão utilizados no decorrer

desta dissertação. As provas das propriedades matriciais não serão consideradas, uma vez que

essas podem ser encontradas nos livros de álgebra linear. Algumas referências são \\;adswoith

(1969) e Searle (1982).

2.1 l\aço da Matriz

O traço de uma matriz quadrático (m x m), A = laijl, é a soma dos elementos da
diagonal,

t,(A) : + . . . + "...

Por exemplo

Propriedade 2.1. Sejam A e B matrizes de dimensão rm x rn), Ài,

uaZores de A, lem-se que

.r. t,(A + B) (A) + t,(B).

tr -5+7-12.

, Àm SaO OS tifo

. f,(A) - t,(A').

3. SeC ófmxnJ D éfnxm),t,(CD)-t«(DC)

#. tr(A) + . . . + À..

2.2 Operador VEC

Seja A = jai, . . . , al uma matriz (m x n), em que ai é o á-ésimo vedor coluna (m x l),

para á - 1, . . . , n. O operador uec transforma A num vedor (mn x 1) empilhando as colunas,

5



6 CONCEITOSBÃSICOS 2.2

isto é,
ai

«c(A)

an

Por exemplo, para

«- l: .: -; )
tem-se que

l
8

3

l
2

4

matrizes (m x n) e {p x q), respectivamente

=

«c(A)

De6nição 2.2.1. Secam A = {Qjl e B = jbkz
.4 mata'ü {hp x nqJ

aiiB
A í9\ }{ .:: l

a.iB

é o produto KI'onecker de A e B.

Propriedade 2.2. Soam A, B e C mafàzes com as dimensões adequadas, fem-se que

/. A ® B # B ® A, em geral.

2.(A® B)'- A'®B'

J. A®(B+C)-A®B+A®C.

4. (A ® B)(C ® l))

5. SeA e B são nue leis, então (A®B)'' =A''®B :

6. t,(A ® B) - t«(A)t«(B).

7. «c(A + B) - «c(A) + «c(B).

8. «c(ABC) «c(B)



2.3 FORNIAS QUADRÁTICAS E MATRIZES POSITI\US DEFINIDAS 7

9. "'(AB) A)«c(B) ® l)«c(A).

]0. «.(ABC) ®AB)«c(C) C'B'®l)-c(A).

n. «c(B'y«e.(A) - t,(BA) - t,(AB) - «c(A'y«c(B)

Definição 2.2.2. O Produto .27adamard e7zlre duas matizes A = laijl e B = lóijl da

mesma ordem (m x n), foà de$nido pelo Francês Jacques Hadamard (1865-1963) como,

A O B := laijl O lóíjl = la j x Z)ijl,

isto é, o produto Uüdamard de$ne -«ma matiz de dimensão (m x n), obtida multiplicando
componente a componente as mafhzes A e B.

Propriedade 2.3. Soam A e B matrizes de dimerzsão (m x n), tem-se a seguir(e relação

entre o operador uec e o produto Hadamard;

«c(AO B) {«c(A)}«c(B),

em que dáagla} denota a malha diagonal.

Propriedade 2.4. Seja A uma malha de dimensão Ín x n) posáfiua gemi-de$nída e b un
uefor fn x 1,) d{/erenfe de O, en(âo

A C) bb' = dáagjbl A dáagjbl,

em qtze dáagjbl é tina matiz diagonal.

2.3 ];'armas Quadráticas e Matrizes Positivas Definidas

Seja A uma matriz simétrica (m x m) e x um vetor (m x 1). A função x'Ax é chamada

forma quadrática em x. A matriz simétrica A ou a correspondente forma quadrático é

e posif t;a de$nida se x'Ax > 0, para todos os vetores m-dimensionais x # O;

posífãua semide$nida se x'Ax 2 0, para todos os vetores m-dimensionais x;

8 Regalada de$n da se x'Ax < 0, para todos os vetores m-dimensionais x # O;

e legal ua semidegnãda se x'Ax $ 0, para todos os vetores m-dimensionais x;



8 CONCEITOSBÁSICOS 2.4

e ãnde$nida se x'Ax > 0 para alguns x, e x'Ax < 0 para outros x

Propriedade 2.5. Sda A uma malha (m x m) simééàca, tem-se que

1. A- é .«q.ti« de$mid. .jsemide$nid') « ' «me«te se À. é positiva dejinidü {semide$nidct)

2. Todos os autoualores de uma matiz positiva (negativa) de$nida são maiores {menores)

gue zero.

3. Uma matiz diagonal é positiva ('negativa) de$mida se e somente se os elententos na

diagonal são positivos (v egatiuos)-

4. Se A é pos tava de$n da e B é uma matiz (}nxn), então B'AB éposif z/a semide$n da

5. Se A. é positiva defnida, então A.'t é positiva de$nida.

Também é possível definir propriedades para que a forma quadrático de uma matriz não

simétrica A seja positiv-a (negativa) definida.

Propriedade 2.6. Sda A uma mafhz não sáméthca. t/ma cond@ão szi$cienle para que a

fonna quüdrática VA.x seja maior (menor) que zero é que (.À.-tK)l2 seja posüiuü (T egatiua)

de$náda. Além disso, tem-se que

*'«* - *' (AP) *.

Definição 2.3.1. -Decomposição de (7holesky. Se A é uma malha posátáua de$n da (cm x

m) então existe uma matiz tHangular rl/eHor Ísupehor9, P, com elementos positivos na

diagonal pHncipat, tal que

P iAP''i=1 ou A::PP'



2.5 DECOMPOSIÇÃO DE NIATRIZES SINIÉTRICAS 9

2.4 Decomposição de Matrizes Simétricas

Se A é uma matriz simétrica (m x m), então existe uma matriz ortogonal P tal que

ou A=PAP /

)

em que os Àls são os autovalores de A e as colunas de P são os correspondentes autovetores

Propriedade 2.7. Sda A uma matiz siméfhca (}n x m) então,

/. Ak= PAkP'

2. Se os autouatores de À. são menores que 1, tem-se q\ e quando k --+ (»,

8 At --, O e

. 1 + A+ . .. + A* --, (l - A)':

2.5 Propriedades da Esperança Condicional

Soam (n, /, P) um espaço de probabilidade, g C .F uma a-álgebra e X e y variáveis

aleatórias integráveis, tem-se que

i. z(x(xlg)) - .E(x),

2. se X é independente de H, então -E(XIH) = E(X),

3. se 7{ é uma sub-a-álgebra de g, então

z(z(xlç)lx)

4. .D(aX + Z,}'lÇ) IÇ) + Z,Z(}''lÇ).

As provas destas propriedades podem ser encontradas em U;'iljiams (1997)
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Capítulo 3

Modelos GARCl{ Multivariados

Neste capítulo serão apresentados os diferentes modelos GARCH multivariados, dis-

cutindo as vantagens e desvantagens de cada um deles em relação ao número de parâmetros

a serem estimados e à dinâmica destes com respeito à dependência do passado.

Seja {rt} a série de retornosi multivariada. Pode-se escrever rt (k x 1), para cada instante

t, como
rt :: c + et, (3.1)

em que c é o vedor médio constante (k x 1), e ct é um vetar (k x 1) ruído branco com média

zero, isto é, .E(et) = O e Elctc:} = OÀ;xk, para todo f # s, em que OÃ;xk denota uma matriz

de zeros de dimensão (k x k). Para um caso mais geral, a constante c pode ser substituída pela

esperança condicional de rt, pt = .E( rt l/t i), dada a sigma álgebra, /t.i, gerada pelos

valores passados {ci, . . . , ct-i] e considerar um modelo ARMA vetorial para o processo {rt}.

A matriz de covariâncias condicional de ct dada .Ft-i, é uma matriz Et positiva semidefinida

de dimensão (k x k) e é definida como Et = Cou( ct l/t i) = E( cteÍ l/', i).

A modelagem da volatilidade multivariada é baseada na evolução no tempo de Et. Assim,

o modelo para o processo {Et]. é o modelo para a volatilidade dos retornou {rt}. O objetivo

é ajustar um modelo multivariado para a matriz de covariâncias condicionais analogamente
à modelagem GARCH univariada para a volatilidade de uma série.

l Como convenção considera-se como retorno ao log-retorno do preço de um ativo financeiro (ver àlolettbl

11



12 NIODELOS GARCH híUIJl\CRIADOS 3.2

3.1 Modelo GARCHI Univariado

A parametrização da variância condicional utilizada por Efígie (1982) para modelar os

momentos não observáveis de segunda ordem permite que a variância condicional dependa

dos elementos do conjunto de informações passadas numa forma autoregressiva. Seja Ft.i a

sigma álgebra gerada pelos valores passados de et, o modelo ARCH univariado da ordem p,
normalmente distribuídos, pode ser escrito como

c.In .: '~ N(0, a?),

a? = ao+ aicil..+...+ a.ci..,,

em que {ct} são variáveis aleatórias independentes, ao > 0, aí 2 0, í ;; 1, . . . , p -- 1, e ap > 0.

Bolleisle\: (1986) generalizou o modelo ARCH permitindo que as \;ariâncias condicionais
dependam também de seu passado. A variância condicional foi dada por

a; = ao + aic;.: + + a,':-. + P:aÍ.: + + P,a!-.,,

em que {ct} são variáveis aleatórias independentes, ao > 0, a{ 2 0, á = 1,...,p -- l,

ap > 0, /3y 2 0, .j :; l, . . . ,q 1, e aç > 0. Este modelo ARCH .generalizado é conhecido

como modelo GARCH(p,q) univariado. A estacionariedade deste processo é obtida quando

OI'i;::i a{ + >:;.: /7j) < 1. A prova desta propriedade e todas as demais características dos
modelos GARCH univariados podem ser encontradas em Bollerslex: (1986) e àloiettin (2002).

3.2 Modelos GARCH Multivariados Diretos

Dadas as observações {ri, . . . , rt-i}, uma forma intuitiva de ajustar um modelo multi-

variado para o processo {Et} é considerar o estimador clássico para a matriz de covariâncias

dado por lt

J

Ê. (-j - ')(rj - 'y. (3-2)

Na equação (3.2) pode-se notar que todas as observações têm peso igual a l/(t -- 1), que é

uma desvantagem devido às observações mais recentes terem maior influência na estimação.

Portanto, para distribuir pesos diferentes ao longo do tempo, foi considerado o seguinte
modelo nomeado modelo de h'média h,móvel Exponencialmente Ponderada.

apara outras distribuições, que descrevam melhor as caudas pesadas de séries financeiras, ver hlorettin
(2002).
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3.2.1 Média Móvel Exponencialmente Ponderada

Para estimar uma matriz de covâriancias variando no tempo, além de dar maior peso às

observações mais recentes, uma possibilidade é usar pesos exponenciais e estimar a matriz

de covariâncias de rt -- c = ct por

Ê. - J:Üà:- y »'':'.-,''-,, (3.3)

em que 0 < À < 1, e a soma dos pesos (l À)Àj '/(l Àt-i) é igual a 1, uma vez que

8'EÀ) ,xj ' :

Àt-l)
(1

(1 -
l

t l

-í@E*'-:

Da equação (3.3) tem-se que

: - (JZ) '.-:''-: ' (JZ) g''-:'.-..:-,,
e fazendo á = .j -- l obtem-se que

aa) ' :':-. * (üz) ''i: *:'''-:,-:'''-:,-;
(JZ) . -:.: : * (E=) »:.-:.

Para um t suficientemente grande, Àt'i H 0 e portanto Et pode ser escrita como

Ê. - (l - À)..-:.;.: + .xÊ.-: (3.4)

A equação (3.4) é chamada modelo EWN'IA ("N'média Móvel Exponencialmente Ponderada")
da matriz de covariâncias condicional.
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Da equação (3.4) tem-se que, dados os retornos multivariados {ri, . . . ,rt-i}, um valor

de À e uma estimativa inicial Ei, a matriz Et pode ser calculada recursivamente. Na prática

o valor de À é escolhido de maneira conveniente considerando o nível de suavização que
for necessário, mas se assume que ct = rt -- c segue uma distribuição normal multivariada
com média zero e matriz de covariâncias Et, o vetor média c e o parâmetro À podem ser

estimados conjuntamente pelo método de máxima verossimilhança, baseados na função de

log-verossimilhança

i.gl(',À) ''' -: :i.gl l - ; >ll:('' - 'yxi:(-' - ')t-l t-l

T T

Este modelo E\VALA dado pela equação (3.4) é o modelo mais simples para ajustar o processo

multivariado {Et}, já que precisa estimar somente um parâmetro À, embora ele tenha a

desvantagem de não ser estacionário, uma vez que a matriz de covariâncias não condicional
não está definida, similar ao modelo IGARCH univariadoa. Para resolver este problema

Bolleisle'ç; et aZ. (1988) e Engle e lÍioner (1995) generalizaram o método E\\rÀ'íA propondo
um novo modelo conhecido como modelo VEC.

Exemplo 3.1. Clonsidera-se um ajuste GARCH multivariado EW'N'IA normalmente dis-

tribuído, para o conjunto de retornos das três séries dadas no Clapítulo 1, VALE, PETRO
BRASeGERDAU.

A Tabela 3.1 apresenta as estimativas do vedor c na equação (3. 1) e o parâmetro estimado

À do modelo (3.4). Nota-se que segundo os fJ-valores todos os parâmetros são significativos

ao nível de significância de 5 Wo.

Tabela 3.1: Pa7'âmet7'0s estimados .EMMJ

Segundo a Tabela 3.1 o modelo estimado é dado por

3Xrer fçloiettili (2í)t12)

Parâmetros Estimados E\VMA:

Estimativa D.P. t-valor Pr(>ltl)
C(1) 0,008085 0,001689 4,786 <0,001
C(2) 0,005700 0,001771 3,219 0,001
C(3) 0,008521 0,002015 4,229 <0,001
À 0,953920 0,003074 14,992 <0,001
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0,008085 \
l

0, 005700 1 + ct
l

0,008521 /

rt

(3.5)

0, 95392(ct-tc;.i) + 0, 04608Et-i,

em que ct -' N3(O, Et). A Figura 3.1 apresenta m variâncias e covariâncias condicionais

estimadas segundo o modelo (3.5). Nota-se que a maior variabilidade foi nos anos 1999 e
finais de 2009.

Variância VALE EWMA Variância PETROBRÁS EWMA Varlànda GERDAU EWMA

g

gb c>
0

g
0
E
H
!

g

1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010 1998 2000 2002 2004 2006 2008

Tempo

1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010

Cov. VALE e PETR. EWMA Cov. VALE e GERDAU EWMA Cov. PETR. e GERDAU EWMA

2

g
0

i
Ç

a

2002 2004 2m6 2008

Tu.q.,

1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010

Tempo

1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010

Tempo

Figura 3.1 Uahâncías e couaHê7zcÍas condicÍorzaís esfumadas segu7zdo o modelo EW1/1/.4

3.2.2 Modelo VEC
Calculando a esperança não condicional em ambos os lados do modelo EWh'IA dado em

(3.4), tem-se que

E(Ê.) - (l - À)E(e.-:.;.:) + .XE(Ê.-:), (3.6)
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assim, do lado esquerdo da equação (3.6)

E(E.)

e do lado direito desta equação

(l - .X)-E(c.-:.;.:) + ÀE(E.-:) (l -.X)E +.XE

E - .ÀX'+.ÀZ

E,

portanto, pelos os dois lados E = E, logo a equação (3.6) tem infinitas soluções e assim,

a matriz de covariâncias não condicional não está definida. Logo, o modelo E\VN'IA é não
estacionário na covariância.

Para preservar a intuição por trás do modelo E\4rh'IA, e no mesmo tempo permitindo um

modelo flexível em que é possível considerar a estacionariedade na covariância, Bolletsle\: et a.Z

(11)88) e Eítgle e lÇionei (1995) generalizaram o modelo EWMA num modelo VEC. Como
o modelo GARCH univariado, o modelo VEC permite que a matriz de covariâncias Et seja

dependente das informações passadas /t-l, usando p lags passados dos quadrados e pro-

dutos cruzados de ct, e também de q lago passados de Et. Assim, o modelo VEC é dado

por

«.(E.) co + C:«c(e.-:'Í :) + . . . + C,«'('.-.';-.)
+Git,ec(Et-i) + . . . + G.uec(Et-ç), (3.7)

em que uec(.) é o operador que permite empilhar uma matriz num vetor, escrevendo uma

coluna embaixo da outra, co é um vedor de parâmetros (k: x 1), e Ci e GÍ são matrizes de

parâmetros (k: x k').
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Em forma matricial este modelo pode sei escrito como

l
77t- l

77' p

ht.i
h. C, l Gi ',]

ht-ç
FzÉ

(zÍ ® l) «c(F)

Zta, (3.8)

em que

1: matriz identidade,

8): produto ]<ronecker,

h. - «c(E.),

,7. - «c(...;),

zt

F

( 1, q;-t, - - - , 77l-,, h;.:, ,hí.,),

co l C:

«c(F)

Cp l Gi .,]

e

z.

A equação (3.8) define a parametrização da matriz de covariâncias condicional conhecida
como representação VEC(p,q). Para ter uma ideia intuitiva deste modelo, apresenta-se o
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modelo VEC(1,1) bivariado

h.

d")
.;Én CITO Clip cÍ"' .ÍP..ÍP. :Íi0 GÍ") GÍ''' l r hl!?

cf) 1+1 cpo coa cÍ2q .ÍP:.í?: }ÍaO GS")+ Gí"' 1 1 hí3

.:F) cÇ'o cÇ") cí") J [ .í?..]?: GÍ"' 'Ç"' Gí"' J l -!2

Nota-se que foi omitido o elemento hl2i) e que não foram dados parâmetros para os elemen-

tos cl?llcÍ11i e hÍ??, já que estes são redundantes, gerando sete parâmetros a mais em cada
uma das matrizes Ci e GI. Redundâncias similares aparecem no modelo geral n-variado

VEC(1,1). Em particular, todas as equaçõs para as covariâncias aparecem duas vezes (i.e.,
existe uma equação para hlij) e outra para hP{)) e todos os termos fora da diagonal aparecem

também duas vezes (i.e., os dois termos cÍ111cPi e c12icPi junto com hÍ1l e hlTi aparecem

duas vezes em cada equação). Os termos redundantes podem ser eliminados sem afectar o
modelo, levando num total de (k(k + 1)/2)' parâmetros em cada uma das matrizes C{ e Gj.

Numa formulação direta de (3.8) aparecem k4 parâmetros em cada matriz, mas muitos deles

são considerados duas vezes.

Para facilitar a implementação prática é desejável restringir a quantidade de parâme-

tros no modelo VEC(p,q). Uma restrição natural que foi usada no contexto ARCH por

Engle cf .l!. (1984) e no contexto GARCH por Bo1leislev ef a.Z. (1988), é a representação

diagonal, em que cada elemento da matriz de covariâncias condicional, hE'n, depende só

do seu passado e de valores passados de cli)c(j). Isto é, as variâcias dependem só dos seus

próprios passados e do quadrado dos seus erros, e as covariâncias dependem dos seus passados

e do produto cruzado dos erros. Como o modelo obtido com a representação diagonal é mais

aplicável, ele será estudado separadamente com base na abordagem feita por Zix:ot: e \\;ang

(2006)
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3.2.3 Modelo VEC Diagonal

A abordagem dada em Zivot e Wang (2006) para o modelo DVEC ("Diagonal VEC") é
modelar a matriz de covariâncias condicional como

E
í=i .j=i

Ao+ EA: 0 (..-:.í.;) + Bj 0 Et-j, (3.9)

em que p e q são inteiros não negativos, Ai e Bj matrizes simétricas de dimensão (k x k)
e "O" denota o produto Hadamard, isto é, produto elemento por elemento. O modelo dado

em (3.9) é conhecido como o modelo VEC diagonal e a notação usada é DVEC(p,q). Com-

parando este modelo com o modelo GARCH univariado nota-se que existe certa analogia,

em que p representa o número de parâmetros na parte ARCH e q representa o número destes

na parte GARCH.

Para ter uma ideia intuitiva por trás do modelo DVEC, considera-se o modelo bivariado

DVEC(1,1):

Ea0

:: ..,)*(::: .:,,,).(:::::
-" ,:«,l . l :ll ,:..l

\

10)

(21) E(")

+

BÍ") BÍ") ./

(3

em que só a parte inferior do sistema foi considerada devido à simetria das matrizes, com

X(ij) denotando o elemento (í,.j) da matriz X e c(i) denota o á-ésimo elemento do vedor c.

Considerando o operador uec, e aplicando este só à parte inferior das matrizes simétricas

tem-se que, para Et
E00

,''[(:::: ,:., )] EPO

e portanto o modelo (3.10) pode ser escrito como

«c(E.) «c(A.) + «c(A: o ..-:eÍ.:)+ «c(B: 0 E.--). (3.11)
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Considerando a relação entre o produto Hadamard e o operador uec, dada por tiec(AOB) =

diagluec(A)}uec(B), em que d agluec(A)} representa a matriz diagonal com o vedor uec(A)

na diagonal principal, a equação (3.11) fica

«.(E.) «c(A.) + d{«g{«c(A:)} «c('.-:';.:) + dã«g{«c(B:)} «'(E.-:)

Generalizando esta ideia, o modelo dado em (3.9) pode ser escrito como

«c(E.) «c(A.) + >1: "'(A: o '.-:.;.:) + )ll: "'(Bj 0 E. j)
{=i .j=i

«.(A.) + : i"g{«.(A:)} "'('. :':-:)
{-1

+>ll:ai«g{«.(Bj)} -c(E. j).

P

q

(3.12)

A forma dada em (3.12), em que o operador uec foi usado, dá unia ideia intuitiva em relação

a razão do nome VEC Diagonal para este modelo, já que coincide com o modelo ( 3.7) quando

Ci , . . . , CP, Gi, . . . , Gç são matrizes diagonais.

A forma matricial (3.10) pode ser escrita também como

E00 AÉ:0 + AÍ:DcÍP.cÍP. + BÍ:Ddl

EPO Ag0 + AÍ")cl?l:.Í2: + BÍ'0EÍ'0 (3.13)

g") Ag'D + AÍ")cÍ?l:cl?. + B(")E13 ,

então, o elemento ({,.j) da matriz de covariâncias condicionais depende de seu próprio ele-

mento um lag anterior e do correspondente produto cruzado dos erros. Também é possív'el

notar que a volatilidade de cada série segue um processo GARCIH e enquanto à covariância,

pode ser também tratada como um modelo GARCH em relação ao momento cruzado dos
erros

Uma das desvantagens deste modelo DVEC(p,q) é que ele não é dinâmico, por exemplo,
as volatilidades não dependem da covariância entre as séries e além disso não é possível

garantir de forma geral que a matriz Et seja positáua semáde$nida ("PSD") para cada ins-

tante t, que é uma condição fundamental das matrizes de covariâncias. Para resolver este
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último problema foram propostas algumas extensões do modelo DVEC(p,q), conhecidos
como modelos matizes diagonais.

3.2.4 Modelo Matriz-Diagonal

Embora o modelo DVECI dado em (3.9) proporcione um bom modelo para a matriz
de covariâncias condicional Et, ele não garante que para cada instante t esta matriz seja

PSD. Uma condição suficiente para que Et seja PSD é que Ai, á = 0, 1, . . . ,p, e Bj, .j =

1, . . . , q, sejam todas PSD (Ver Apêndice A Proposição A.l). Segundo esta observação, Ding

(1994) e Bollerslev ef a/. (1994) propuseram estimar os fatores de Clholesky das matrizes de

parâmetros'

A.AI, + >ll:(A:A;) o ('.-:'Í.:) + )l:(njn;) o x.-j,
i=i .j=l

P q

(3.14)

em que Ai, para á - 0, 1, . . . ,p e Bj, para .j = 1, . . . , q são matrizes triangulares. O modelo

(3.14) é conhecido como ]l/odeio .A/atHz-Diagonal.

O modelo Matriz-Diagonal pode ser simplificado considerando vetores em lugar das

matrizes A{ e Bj, o qual resulta em

E
{=i .j=t

AoAI)+ E(Q4) o (..-:.;.:) + lbjb;) o Et-j, (3.15)

em que Q, á = 1,.. . ,p, e bj, .j = 1,. . . ,q, são vetores de dimensão (k x 1). Ainda mais

simples, é considerar

A.AI, + }: a;('.-:';.:) + >ll: Z'jE.-',
{=i .j=l

(3.16)

com a{ e bÍ escalares positivos, para á 1, ,p e .j = 1, . . . ,q, respectivamente

O modelo (3.15) gera matrizes positivas semidefinidas devido às matrizes aia; e bjb;

serem PSD. Para ver isto considere um vetor qualquer x # O de dimensão (k x 1) , assim

x'(Q4)x (x'a:)(x'Qy (x'a:)' 2 0,

já que x'Q tem dimensão (l x 1). Analogamente, obtem-se que bjb; é PSD. Já para o modelo

4IJma matriz A é simétrica e PSD se e somente se esta matriz pode ser escrita na decomposição de
Cholesky A = CC', em que C é uma matriz triangular inferior.
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(3.16) a condição de que ai e bj são escalares positivos é suficiente para garantir que Et seja
PSD

Exemplo 3.2. Consideram-se novamente os retornos do conjunto de séries V.ALE,

PETROBRAS e GERDAU. Um ajuste DVEC(1,1) normalmente distribuído foi conside-

rado para estes retornos e os parâmetros estimados estão na Tabela 3.2. Todos os p-valores

são menores que 5% e portanto todos eles são estatisticamente significantes.

Tabela 3.2: Pa7â7neZ70s estimados Z)y#ar/, ]J

Segundo a equação (3.9), o modelo estimado DVECI(1,1) é dado por

Parâmetros Estimados DVEC(1,1):
Estimativa D.P. t-valor Pr(>ltl)

C(1) 0,00900368 0,00210235 4,283 <0,001
(xe) o,o0645814 0,0022s033 2,s70 0,002
C(3) 0,01021560 0,00255175 4,003 <0,001
A(1, 1) 0,00005617 0,00002217 2,534 0,006
À(2, 1) 0,00005282 0,00001999 2,643 0,004
A(3, 1) 0,00004929 0,00001629 3,026 0,001
A(2,2) 0,00009062 0,00003191 2,840 0,002
A(3, 2) 0,00005069 0,00002068 2,451 0,007
A.(3,3) 0,00011122 0,00005125 2,170 0,010
A.RCH(1; 1, 1) 0,06356726 0,01525376 4,167 <0,001
A.RCH(1; 2, 1) 0,05082172 0,01110251 4,577 <0,001
ARCH(1; 3, 1) 0,04171108 0,00983030 4,243 <0,001
A.RCH(1; 2, 2) 0,08618286 0,01434725 6,007 <0,001
ARCH(1; 3, 2) 0,04432857 0,01007950 4,398 <0,001
A.RCH(1; 3, 3) 0,06323435 0,01403759 4,505 <0,001
GARCH(1; 1, 1) 0,92060709 0,01790613 51,413 <0,001
GARCH(1; 2, 1) 0,91920809 0,01772600 51,856 <0,001
GARCH(1; 3, 1) 0,93495529 0,01351536 69,177 <0,001
GARCH(1; 2, 2) 0,89271719 0,01697574 52,588 <0,001
GARCH(1; 3, 2) 0,93275149 0,01137124 82,027 <0,001
GARCH(1; 3, 3) 0,91420737 0,01880394 48,618 <0,001
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0,00900368 \

0, 00645814 1 + ct
0,01021560 /

rt

(3.17)

0,00005617

0,00005282

0,00004929

0,00005282 0,00004929
0,00009062 0,00005069

0,00005069 0,00011122

/ 0,06356726

+ l o,05082172

\ 0,04171108

0,05082172

0,89271719

0,04432857

0,04171108 \

o, ow328s7 l o (..-:'1..)
0,06323435 /

/ 0,92060709

+ l 0,91920809

\ 0,93495529

0,91920809

0,89271719

0,93275149

0,93495529 \

0, 93275149 l C) Et-i
0,91420737 /

em que ct «. N3(O, Et). A Figura 3.2 apresenta as variâncias e covariâncias condicionais

dadas pelo modelo (3.17) e nota-se que têm um comportamento parecido com o modelo
EWh'IA ajustado anteriormente, em que a variabilidade é maior nos anos 1999 e 2009.

VadãnclaVALE DVEC(1,1) VadãnclaPETROBRÁS DVEC(1,1) VarlânclaGERDAU DVEC(1.1)

K , à
: %''««.j\N.Nh -...?pVM#

998 2000 2002 2004 2006 2008 20

Tempo Tempo

Cov.PETR.eGERDAU DVEC(1.1)Cov.VALEePETR.DVEC(1.1) Cov.VALEeGERDAU DVEC(1.1)

g

?

g

Figura 3.2: VaHáncias e couaHt2rzcÍas condicÍozzais estimadas segundo o rnodeio Z)l/E(7r/,í,)
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3.2.5 Modelo BEKK

O modelo DVEC pode ser modificado para garantir que a matriz Et seja PSD para cada

instante t, mas a dinâmica permitida na matriz de covariâncias condicional ainda continua,

de alguma forma, restringida. Em particular, na equação (3.13), as variâncias e as covariân-
cias condicionais dependem só de seu próprio elemento um lag anterior e do correspondente

produto cruzado dos erros.

Engle e ltroner (1995) propuseram o modelo Baba-Engle-Kraft-l<roner ("BEKK"), que

oferece uma formulação alternativa para a matriz de covariâncias condicional,

AoA8 + }: >: A«(c.-:c;.:)A:i + >ll: >1: BjiE.-jB;z,
z-l {-l z-l j-t

(3.18)

em que Ao é uma matriz triangular e Aiz, á = 1,...,p; Z = 1,...,r, e B;z, .j = 1,...,q;Z =
1, . . . , r, são matrizes quadráticas sem restrições. A constante I' determina a generalidade

do processo e na prática considera-;se r = 1. Este modelo é denotado por BEKK(p,q,r) e a

seguinte proposição mostra que ele gera matrizes PSD para cada instante t.

Proposição 3.1. O modelo .BE.fi-Ã-ép,q,r9 dado em (3.18) gera matizes, Et, siméíHcas e
PSD para todo t.

A prova desta proposição está no Apêndice A.

A Proposição 3.1 garante que o processo {Et} gerado pelo modelo BEKK(p,q,r) gera

matrizes PSD, a qual é uma propriedade fundamental para as matrizes de covariâncias

condicionais. Além disso, este modelo permite uma maior dinâmica que o modelo DVEC,

a qual pode ser ilustrada, por exemplo, considerando o elemento (2,2) de Et do modelo
BEKK(1,1,1),

AfDAt'n + l AllocÍ!. + AllncÍ?l: I' + l njlnnjjuxj")

+2BÍÍoB 1? + nÍjnBÍlnxl? l,

em que ambos cÍPi e cl?lt estão presentes nesta equação. Além disso, Xl!?, a volatilidade da

primeira série do vedor de retornou, tem um impacto sobre Xll!?, a volatilidade da segunda

série. O modelo BEKK(1,1,1) bivariado tem uma dinâmica maior devido a um número maior
de parâmetros presentes no modelo, já que por exemplo, AÍi2) e B(i2) são incluídos, em re-

lação ao modelo DVEC(1,1) dado nas equações (3.13). Em geral, um modelo BEl<K(p,q,r)
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requer k(k 1)(p + q)/2 parâmetros a mais que o modelo DVECI da mesma ordem

A representação do modelo BEKK(p,q,r) é suficientemente geral incluindo todas as re-

presentações diagonais PSD dadas pelo modelo DVEC(p,q) e muitas das representações PSD

dadas pelo modelo VEC(p,q). Engle e Kroner (1995) mostraram algumas propriedades em

relação ao valor que deve tomar a constante I', para que o modelo (3.18) seja suficientemente

geral no sentido de ser equivalente à maior quantidade possível de representações VEC(p,q).

Existe uma relação entre os modelos VEC e BEKK dada matematicamente entre as

matrizes de parâmetros pela propriedade uec(ABC) = (C' 6) A) uec(B), sendo A, B e C
matrizes com as dimensões adequadas. A Proposição 3.2 apresenta formalmente esta relação.

Proposição 3.2. .4s paramefhzações dos modelos VEa e .BEÃ'K dados em (3.7) e (3.18)

fespecfáuamenle são eqttáuaZenles, se e somente se, erástem matizes Ao, AÍZ e Bji, para
á = 1, . . . ,p e .j = 1,. . . ,q, la s q e

co ®A.) "'(1.), C. - }l:(A««'A«)
A prova desta proposição está no Apêndice A.

r

Z l
e GÍ (Bjz®Bji)

z-l

r

As consequências da Proposição 3.2 são as seguintes

8 O modelo VEC obtido a partir do modelo BEKK é único, mas o recíproco não é

verdadeiro. A transformação de um modelo VEC num modelo BEKK (quando esta

existe) não é única uma vez que, para uma matriz Ci, a seleção de Aiz não é única.

Isto pode ser visto, considerando que (Au 6) Au) = (--Aii ® Au), portanto embora

Cí = >ll:(AÍI ® AÍZ) seja única, a selecção de Aiz não é única.

8 O modelo DVEC é obtido de um modelo BEKK, se e somente se, cada uma das

matrizes Aiz e Bjz são matrizes diagonais.

r

Z l

e As condições dadas na Proposição 3.2 dão uma caracterização em relação a quais

modelos VECI têm representação BEKK e quais não têm, isto é, pode-se ver que os

modelos VEC excluídos da parametrização geral BEKK são aqueles para os quais

não existem Ao, AÍt e Bjt satisfazendo as condições dadas na proposição. Como já

foi comentado anteriormente, Eilgle e l,ironei (1995) dão algumas condições para o
valor da constante r, para que o modelo BEKK represente o maior número possível
de modelos VEC.
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Exemplo 3.3. Para os retornou do conjunto de séries VALE, PETROBRAS e GERDAU,

considera-se um ajuste BEKK(1,1,1) normalmente distribuído e na Tabela 3.3 apresentam-se

os parâmetros estimados.

Tabela 3.3: Pait27neZros eséãmados BEÃIKr/, í,.l,)

Parâmetros Estimados BEKK(1,1,1):
Estimativa D.P. t-valor Pr(>ltl)

C(1) 0,00721590 0,002302 3,1342473 <0,001
C(2) 0,00507189 0,002343 2,1642734 0,015
C(3) 0,00878135 0,002913 3,0143479 0,001
A(1, 1) O,01612854 0,002493 6,4685544 <0,001
A(2, 1) O,01496409 0,002908 5,1459648 <0,001
A(3, 1) 0,02645911 0,003926 6,7398783 <0,001
A(2, 2) 0,00492814 0,001799 2,7389572 0,003
Â(3, 2) 0,00680918 0,002912 2,3382028 0,009
A(3, 3) 0,00009193 0,172339 0,0005334 0,499
ARCH(1; 1, 1) 0,08315570 0,037110 2,2408181 0,013
ARCH(1; 2, 1) 0,00285317 0,041761 0,0683212 0,473
ARCH(1; 3, 1) -0,14158466 0,054924 -2,5778357 0,005
ARCA(1; 1, 2) -0,06735654 0,045736 -1,4727312 0,071
ARCH(1; 2, 2) 0,25131210 0,044582 5,6371246 <0,001
ARCH(1; 3, 2) 0,06365392 0,059364 1,0722658 0,142
ARCH(1; 1, 3) 0,23805990 0,042932 5,5450282 <0,001
ARCA(1; 2, 3) O,10729915 0,044305 2,4218228 0,008
ARCH(1; 3, 3) 0,41437163 0,060689 6,8278443 <0,001
GARCH(1; 1, 1) 0,96075946 0,013575 70,7724793 <0,001
GARCH(1; 2, 1) -0,00518259 0,012928 -0,4008658 0,344
GARCH(1; 3, 1) -0,02860463 0,021592 -1,3247509 0,093
GARCH(1; 1, 2) -0,00942665 0,017942 -0,5254069 0,300
GARCH(1; 2, 2) 0,95098311 0,016306 58,3223593 <0,001
GARCH(1; 3, 2) -0,02456000 0,024660 -0,9960000 0,156
GARCH(1; 1, 3) -0,07767000 0,022570 -3,4420000 <0,001
GARCH(1; 2, 3) -0,07408000 0,021440 -3,4550000 <0,001
GARCH(1; 3, 3) 0,85888000 0,031210 27,5210000 <0,001
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Da equação (3.18) e da Tabela 3.3, tem-se que o modelo BEKK(1,1,1) é dado por

0,007 \
0, 005 1 + ct

0,009 /

::; ::E ) .( l?
:: :g),- (

rt

0,016

0,015

0,026

0,961 0,000

0,000 0,951
0,078 0,074

0,000 0,238

0,251 0,107

0,000 0,414
('.- - '; .: )

0,083

o,ooo
0,238

o,ooo

0,251

0,107

0,142

o,ooo

0,414

0,961

o,ooo+
-0, 029

0,029

o,ooo

0,859
(3.19)

em que ct -., Na(O, Et). A Figura 3.3 apresenta as variância e covariâncias condicionais

estimadas pelo modelo (3.19). O comportamento é parecido com os modelos EWl\4A e

DVEC(1,1), ajustados anteriormente, mas nota-se que este modelo BEKl<(1,1,1) é um pouco
mais volátil.

Variância VALE BEKK(1.1) Vadãncla PETROBRÁS BEKK(1,1) Variância GERDAU BEKK(1,1)

1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010

Tu-s.,

998 2000 2002 2004 2m6 2008 2010

Tu-s.,

1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010

Tempo

Cov.VALEePETR.BEKK(1.1) Cov.VALEeGERDAU BEKK(1,1) Cov.PETR.eGERDAU BEKK(1,1)

. Q

:

b

1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010

Tu - s.,

1998 2000 2002 2004 2m6 2008 2010

Tu.s.,

1998 2m0 2002 2004 2006 2008 2010

Tervipo

Figura 3.3: UaHázlcias e coziaHáncías condicÍoria s estimadas segtÉndo o modelo BEKÃ'('/,1,/)

3.2.6 Estacionariedade na Covariância

Já foi provado anteriormente que o modelo EWMA, para a matriz de covariâncias condi-

cional Et, é não estacionário devido à matriz de covariâncim não condicional E não es.
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tar definida. Foram propostos os modelos VEC(p,q) e BEKK(p,q,r) para considerar esta

propriedade fundamental no contexto das séries temporais. Os seguintes resultados dão as

condições sobre as matrizes de parâmetros, em cada modelo, para garantir a estacionariedade
na covariância.

Seja o operador de diferenças L ta] que ],iwt = lot.i. Além disso, suponha que ct é uma

sequência, t :: --oo, . . . , 0, . . . ,oo e seja o processo geral para a volatilidade multivariada

dado por

lJ

h. G(Z)j''l 'o + Á(L) '7. l,

em que .A(L) e G(L) denotam polinõmios em L, e os termos ht, co e 77t seguem a notação

dada na Secção 3.2.2. A parametrização (3.20) contém os modelos VEC e BEKK,. e para ver

isto, note que (3.20) implica

(3.20)

ht co + Á(L) '7. + ,El: G(1,)j':l co + .A(Z) ,7. l
.j=2

co + .A(-L) ,7. + G(L) >1: G(L)j':l 'o + Á(L) '7. l

co + Á(L) 77t + G(L) ht.

lJ

(3.21)

Assim, definindo

.4(L) +CpL'

e

G(-L) +G,L'+ + GçLÇ,

obtem-se o modelo VEC dado em (3.7). Considerando novamente a relação uec(ABC)

(C' e) A)uec(B) usada na Proposição (3.2), o modelo BEKl{ (3.18) é obtido definindo

.A(-L) >l:(.A« 8' .4-.)1 + )ll:(.A,. 6' .4,-)1' +
z-l z-l

rr r

+ >ll:(.AN 6'.A,,.)-L'

c(.L) - >:(.n« ® .e«)L + >1:(B,. 6' -e:.).L' +

A seguinte proposição foi dada por Engle e lÇiouer (19915) e é uma generalização da condição
de estacionariedade na variância nos modelos GARCH univariados.

e rr

ZZ ll
+ >ll:(-e«.®.e,.)L'

z-
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Proposição 3.3. Sda o processo {ct,t C Z} e supor/za que a equação (3.20) de$ne um
processo G.4R(l;l# mu/liuaMado. .Então, {ct} é estacionado na couaháncáa, se e somente se,

i.d" o. -t««Z« de .4(1) + G(1) .ão .m mód«Z. m n«e. q«. ].

A prova desta proposição está no Apêndice A.

A proposição anterior implica que no modelo VEC, o processo {ct} é estacionário na

covariância se e somente se, os autovalores de )ll:::t C{ + >,q. Gi são menores que l em

módulo. Já para o modelo BEKl<, o processo {ct} é estacionário na covariância se e somente

se os autovalores de }:L:: >1:Z:.(Aíl ® AÜ) + )ll:i::t )ll:;.:(Bjz 6) Bji) são menores que l em

módulo. Na demostração da Proposição 3.3, a matriz de covariâncias não condicional, quando

esta existe, é dada por

E(q.) .A(1) - G(1) I''co.

Isto implica que para o modelo VEC

''«., -l: -$.: -$'. 1':«,
e para o modelo BEKK

r . p , q l -i

E('7.) - l l >1:>i:(A- 6'A«) >ll:)ll:(mj. ®Bj-) «c(A.Aâ)
L z=i {=1 z=i .j=i J

3.2.7 Estimação dos Modelos

Seja Et(O) a matriz de covariâncias condicional do vedor r., positiva semidefinida, de di-

mensão (kxk) e parametrizada pelo vetou O. Por exemplo, para o modelo VECI dado em (3.7),

o vedor de parâmetros é igual a O' = 1 c', t,ec(coy, uec(Ciy, . . . , uec(C,y, uec(Giy, . . . , uec(G.) I',

em que c é o vedor de médias dado em (3.1). Denotando -Et-il 1 = ZI . l/t-il, com .Ft-i
o conjunto de informações passadas disponíveis até o tempo t -- 1, o modelo para a matriz

de covariâncias condicional do processo {ct}, pode ser escrito como

Et-il c. 1 = o,

z.--l .. .; 1 - x.(o)

Em geral o vetou ct = rt --c, segue uma distribuição normal multivariada ou uma distribuição

t-student multivariada, cada uma com função densidade de probabilidade conjunta, dada
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respectivamente por

/N(rt) - l expl'l(rt--cyEÍ:(rt--c)l/2},

rl('' + k)/21 1x.ll:tr?
.ÊkJ - [«(; ='Ol*/2F(u/q Ü]-];i- d'Ej:Ír. - O/(« -- 2N0"Q/2 '

em que u denota o .grau de liberdade. Assim, para uma amostra de tamanho T, tem-se que

as funções de log-verossimilhança para as distribuições multa\:criadas normais e t-student

são, respectivamente,

e

i.g L«,M - -g- i.gp«) - iX l.g lx.l - li EÜ. - .yxí:«. - ü,t-l t-l

e

log L.(0) ,:.:l(';t)l -, .;T(;)l -T:';"«-:,«-

-Êl;-.;.,.} - kPÊl:.:T:* ''' ?:l' '''l}
A ideia é encontrar o vedor O que maximize as funções de log-verossimilhança, mas não existe

uma forma fechada e, portanto, é necessário usar um método iterativo como por exemplo o

algoritmo BHHH (ver Bc'nldt eí aZ, (1974)), que também foi usado para estimar os modelos

GARCH no caso univariado (ver, por exemp]o, Bo]]ers]e\: (] 986)).

Uma forma alternativa para estimar os parâmetros quando a distribuição do vetor e:t

não é conhecida é usar o método de quase-verossimilhança ( Hafl tct e Hetxx:&ttz (2003)). Igual

ao caso anterior, suponha que deseja-se estimar um vedor de parâmetros desconhecidos Oo

baseado numa amostra dada de T observações. O método de quase máxima verossimilhança

(Qh'lV) estima Oo maximizando a função de log-verossimilhança -L(O) = :1:=: Zt(O) com

!.(o) -; i.g(2«) - â i'g lx.(o)l - ;(-. - 'yx.(o)':('. - ') (3.22)

Corrige e Liebeii)lan (20t)3) dão condições para que o estimados Qh'íV, O, seja consistente

e com distribuição assintoticamente normal, embora as observações não sejam normais. A

distribuição assintõtica é dada por

a.) -B N(o, a 'zi''),



3.2 MODELOS GARCH MULTIVARIADOS DIREMOS 31

A matriz Z é conhecida como a matriz de informação e ./ é a esperança negativa do Hes-

siano avaliada em Oo. Se o processo {rt} é condicionalmente Gaussiano, Z = J e a matriz
de covariâncias assintõtica é Z'i, que é a cota inferior de Cramer-Rao.

Z-E az.(o) az.(o)

ao ao' l..
. J- E a'z,(o )

aOa0'lo.

e

Para fazer inferência em relação ao estimador O, é necessário calcular o vedor score e o

Hessiano. Con t.e e Lied)ernipin (2003) mostraram que

2%g-t,IÉ.,:xí: xí:t,..x-:l
e

a'z.(o)
tr Ét,{,jEÍ: c.ceei:Ét,{,jEi: -- É.,.EÍ:É.,jE-:

+c.c;Ei:É.,jEi'É,,{ i: + c.cÍXi:É,,:Xi:É,,jX l, (3.23)

em que tr(.) denota o traço de uma matriz e

*',:. - g%,
todas Et, Et,i e Et,i,j são derivadas em O.

Note que pela consistência do estimados Qh'rv O, as matrizes Z e ./ podem ser consisten-
temente estimadas por

2 - ;} É qPqgr tÍ aa ao' lâ (3.24)

e

3 - -;l S: €1U" I'z.-. aoao)l;'
Íl:= 1 l u

Pela definição de Et, Et(Oo) = Et i(etcÍ) e aplicando a esperança condicional em (3.23),
tem-se que

(3.25)
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M.,ij ( 0o ) ,[w..,]
tr l É.,i,jEÍ: -- E. i(c.c;)EÍ:É.,{,jEi' -- É.,:EÍ'Ê.,jE-:

+.E. i(c.cÍ)Ei:É ,Í ÍiÉ.,iEi' + -E.-ilc.cÍ)Ei'É.,:Ei'É.,jE-:l

Portanto,

M.,:Ã0o) t« l ü,...jx-' -- E.Ei:Ét,:.j=Í: É.,:Xi:Ê,.jX-'

+E.Ei:É.,jEÍi É.,íxi'+ =.EÍi É.,:Ei:É..jE-: l

t, l.ã.,7z;''' - .Ê.;íz;'''

+É.,jxi:Ê.,.XÍ: +.&

t« lú.,,xi:ú.,:x-:l

t, lü.,:xí:É.,,x-:l

7
b l

( já q«, t,[Anl - t,]BAj )

Pela regra da esperança da esperança condicional tem-se que ./ = --E{À/t(Oo)l, portanto

a estimação de J é mais simples substituindo o parâmetro verdadeiro Oo em .A4t(Oo) pelo

estimados QMV, i.e.
T

1..- -! >1: w.(õ)t-]

O estimador ./ evita o cálculo das derivadas de segunda ordem de Et e portanto é mais

fácil de implementar que o estimados ./. Os dois estimadores são msintõticamente equiva-

lentes, e por isso é de esperar que eles tenham um mesmo bom comportamento para grandes

amostras'

Na prática o estimador de máxima verossimilhança de Oo é calculado usando um algo-
ritmo iterativo como

.':*«..«'* liwwl
apara o comportamento destes estimadores em pequenas amostras ver Hafuci' c Herwmtz (2f]03)

T
az.(o)

t-l
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em que ai é uma variável que depende do passo, escolhida para maximizar a função de

verossimilhança numa direção dada. Este algoritmo é conhecido como o algoritmo BHHH e

foi desenvolvido por 13erndt et a!, (1974).

3.2.8 Testes para os modelos GARCH multivariados

Para obter a representação VARMA (ARh'IA vetorial) do processo GARCH multivariado

geral dado em (3.21) considera-se (lue Á(L) = .Ail + A.2L' + . . . + .A,J/' e G(L) = (Gil +

G21,2 + . . . + (;çl'ç, em que .Ãi e (;j são matrizes quadráticas de parâmetros, por exemplo,

para gerar o modelo VEC dado em (3.7), tome .Àí = C{ e Gj = Gj, e para gerar o modelo

BEKK dado em (3.18), tome .À{ = )ll:L::(.Ait ® Aiz) e Gj = >1:L::(Ai 6) BJI). Assim, definindo

vt := 77e -- ht e substituindo ?71 -- vt por ht, o modelo (3.21) pode ser escrito como

co + }l:(& + 'G:)'z.-: + v.
i-l

q

E'.« (3.26)

com .A4 = mazlp,q}, .Aj ;:: O para .j > p e (;j = O para .7 > q. Tem-se a representação

VARMA de ?7t = uec(ctc;).

Teste Portmanteu

Os testes mais conhecidos para detectar efeitos ARCIH são os testes portmanteu Box-

Pierce/l4jung-Box. Dada a representação VARMA (3.26) dos modelos GARCH multivaria-

dos, o teste multivariado de portmanteau, dado por Hosking (1980), pode ser aplicado a

77t = uec(ctc.) para testar se existem efeitos ARCH em ct, ou seja, testar se o processo 77t

tem correlação serial. As hipóteses a serem testadas são:

Ho

H.

a série multivariada 77t é ruído branco,

a série 77t não é ruído branco.

A estatística do teste é

Q(h) r 11: t,(f({yí:(o)''í:({)í:(o)''),
á-l

h

em que T é o tamanho da amostra. A versão modificada é dada por

Q(A) r' }:(r - í)':t,(í;(íyí:(o)':í;(í)í:(o)''),
/z.

l&
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em que f({) = r':E=:,.(,7. q)(u.-: --qy({ = 0, 1,... ,h).

A distribuição assintâtica destas estatísiticas, sob a hipótese nula Ho, é X2(k2(A -- q)),

em que k é o número de séries; para os detalhes ver Ltitkepoh1 (2006). O valor h é o número

de lags a serem testados e deve ser maior que q, para que o número de graus de liberdade

seja positivo.

Multiplicadores de Lagrange

Um outro teste multivariado para verificar se existem efeitos ARCH nos resíduos é o

teste -L.A4 (Multiplicadores de Lagrange). A ideia é considerar o modelo auxiliar

77. = Po + ®'i77t.i + + 'bP77t p + erros, (3.27)

em que Oo é um vedor de dimensão (k(k + 1)/2 x 1), e ©i são matrizes de parâmetros de

dimensões (k(k + 1)/2 x k(k + 1)/2), com á = 1, . . . ,p. Se todas as matrizes 'b{ são nulas,

então não existem efeitos ARCH nos resíduos. Portanto, as hipóteses são

J7o : $i ::= Õ2 Õ'P 0 versus Ha : ©{ # 0 para pelo menos um valor de ã

Denotando por E,e. o estimador da matriz de cov-ariâncias residual, baseado no modelo

(3.27), e por Eo a matriz de covariâncias sob a hipótese nula, a estatística L.M é da forma

LM(P) - ;Tk(k + 1) - Tt'(Ê«.Êi:),

e tem, sob a hipótese nula, uma distribuição assintõtica X2(IÉ2(k + l)2/4) (para os detalhes

ver Doc lnik e Hen(]ry (1997), Sec. l0.9.2.4).

Na e(luação (3.27), cada uma das matrizes õi tem dimensões (k(k + 1)/2 x k(k + 1)/2) e

portanto, o modelo auxiliar contém um número muito -grande de parâmetros, mesmo o valor

de p e o número de séries k sejam pequenos. Assim, o teste não funciona muito bem, a menos

que o tamanho amostral seja grande. Porém, é possível aplicar o teste a cada uma das séries
individualmente.

Métodos Alternativos

Existem métodos alternativos para testar se o número de lags p é adequado. Considera-se
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o modelo auxiliar (3.27), para p 1, , Z, isto é

l7t Pi,o + ©t,t77t-i + ai,t,
/92,0 + dl2,i?7t-l + q)2,277t 2 + a2,t,

77t Oi,o + ©i,i77í.i + . . . + Q'Z,z77t-t + aZ,t,

em que al,t denota o vetor de resíduos do modelo. Tentamos

Ho : a'z,i O versus H. : QI,t # O, l 1,2, (3.28)

O teste da razão de verossimilhanças é baseado nas estimativas das matrizes de covariâncim

dos resíduos dos modelos ajustados. Para a Z-ésima equação, considerando

a{,t :: 77t -- ©z,i?7t l ©t,t?7t z,

a matriz de covariâncias dos resíduos, é estimada por

Ê F 'Eâ-,.P.,a', zzo,

em que define-se para Z - 0, ao.t = ?7t -- q. A estatística da razão de verossimilhança para o

teste (3.28) é dada por

R}''m - a - o i« 1lêr,
que tem distribuição X2(k2) sob Ho.

Outra forma alternativa de identificar a ordem p do modelo GARCH multivariado é usar

algum critério de informação, como

Á/a(z)

B.rc(z)

nQC(!)

In(IÊil) +2Zk'/T (Akaike),

In(IÊZ 1) + JA' in(T)/T(Sch.varz) ,

In(IÊll)+ !h' in(in(T))/T(na-a«-Q«inn)

Exemplo 3.4. AIC e BIC dos modelos EWMA, DVEC(1,1) e BEKK(1,1,1) aplicados
ao conjunto de retornou das séries VALE, PETROBRAS e GERDAU, estão apresentados na
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Tabela 3.4

'lbbela 3.4: (JhtéHos ..4.ra e B/(7.

Pela Tabela 3.4, o modelo DVEC(1,1) é o mais adequado segundo o critério AIC e se

fundo o critério BIC o melhor modelo é o E\VMA.

Os testes multivariados f)ortmanteau para o quadrado dos resíduos em cada ajuste estão

apresentados na Tabela 3.5 e segundo os p-valores o modelo mais adequado é o DVEC(1,1).

:l.ãbela 3.6: Teste de porfmantea& para o quadrado dos les duos

A Tabela 3.6 apresenta os testes de Normalidade, Ljung-Box univariados e h'multipli-

cadores de Lagrange para os resíduos do modelo DVEC(1,1). Pode-se notar que segundo os

p-valores do teste de Shapiro-'Wilk as séries VALE e GERDAU seguem uma distribuição nor-

mal ao nível de significância de 5%o. Os testes de Ljung-Box para os resíduos e os quadrados

dos resíduos não rejeitam a hipótese de não autocorrelação serial para cada série de retornos,

e este resultado é conârmado pelos testes h4ultiplicadores de Lagrange.

A Figura 3.4 apresenta as li'ACI e FIACI cruzada dos quadrados dos resíduos do modelo

ajustado DVECI(1,1), e observa-se que não existe autocorrelação e autocorrelação cruzada

significativa entre eles antes do lag lO.

h,modelo AICI BIC
E\Vh,IA -5209,864 -5192,482

DVEC(1,1) -5244,584 -5153,326
BEKK(1,1,1) -5243,592 -5126,26

Teste h'lultivariado Portmanteau: Tipo Ljung-Box
Hipótese Nula: não correlação serial

l\modelo Test Stat p.value
EWi\'IA 193,4817 <0,001

DVEC(1,1) 125,8185 0,116
BEKK(1,1,1) 147,6508 0,007
Dist. sob Hip. Nula: qui-quadrado com 108 graus de liberdade
Total Observ.: 570
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Tabela 3.6: Testes do ayusÍe l)yE(7('í,í,)

Testes DVEC(1,1)

VALE
PETROBRAS
GERDAU

6,268
4,145

12,050

P-valor
0,9020
0,9807
0,4417

F-estar P-valor
0,5763 0,9374
0,3796 0,9973
1,1196 0,4531

Testes de Normalidade:

Jarque-Bera P-valor Shapiro-Wilk P-valor
VALE 94,793 0,0000 0,9855 0,5280
PETROBRAS 132.181 0.0000 0.9789 0.0198

GERDAU 4,589 0,1008 0,9899 0,9350
 

Estatística P-valor X2 -- d, .f,
VALE 7,396 0,8304 12
PETROBRAS 72,630 0,3965 12
GERDAU 9,249 0,6815 12

 
Estatística P-valor X: -- d, /,

VALE 5,630 0,9336 12

PETROBRAS 4,226 0,9790 12

GERDAU l0,319 0,5880 12

 
Lag l Lag 2 Lag 3 Lag4 Lag 5 Lag 6

VALE -0,3127 0,0121 -0,57012 -0,5917 1,88010 0.5647
PETROBRAS 0,4578 0,5570 0,04308 0.6768 0,44552 -0.5148
GERDAU -0,8488 -1,0658 1,08945 -0,5609 -0,03552 0,5952

Lag 7 Lag 8 Lag 9 Lag 10 Lagll Lag 12
VALE -0,5304 -0,2503 -0,02358 -0,5490 -0,91280 -0,17605
PETROBliAS -0,5304 -0,2503 0,12863 -0,8433 0,09744 0,09767
GERDAU 0,3640 -1,1492 1,56776 -1,3190 -0.66656 -0.05155

VALE 0.0625
PETROBRAS -0.6511
GERDAU 1.8960
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Figura 3.4: .1i:4C e /Ha cruzadas dos resíduos do ajuste Z)VZCrí,.ÍJ

3.2.9 Previsão dos modelos GARCH multivariados

Considera-se novamente o modelo GARCH multivnriado geral dado em ( 3.21)

ht = co + .A(L) 7t + G(L)ht,

e define-se como na Secção 3.2.8 os polinõmios em L, .4(-L) = .&il + .&2Z,2 + . . . + .API'P e

G(L) + G,],'+...+G.L'

A previsão um passo à frente para ht, ht(1), é dada por
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ht(1) = -E l ht+t l Ft l

E l co + -A(L)77t+i + G(L)ht+i l .Ft l

co + .Ai .E l ?7t l /'t l + .A2 .E l 77t-i l /'t l + . . . + .h, -E l l7t (p-i) l /'t l

+Gi .Ejht l/'tj+G2Ejht-i .Ftl+...+(Gç-Ejht-(ç-i) /tl

co+.Ài77t+A277t i+.. +Ap77' p+: +Giht+(G2ht-i +.. .+(Gçh

A previsão dois passos à frente é dad

ht(2) = .E l ht+2 l .Ft l

B l co + .4(L)qt+2 + G(L)ht+2 l J:'t l

co + .&i -E l 77t+i l /'t l + .À2 .E l 77tl .Ft l + . . . + .À, E l 77t-(p-2) l .Ft l

+ Gi E l ht+i l F't 1 + G2 .E l ht l r't l + . . . + (Gç E l ht-(ç 2) l .Ft l

co +.Àtht(1) +.À277t + . . . + ApT7t p+2 +(J'lht(1)+(;2ht + . .. +(;çht-ç+2

co +(.ÃI + (;i)ht(1) +.&277t + . . . +A.p?7t p+2 +(J'2ht + .. . +(Gçht-ç+2

t-q+l

a por
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Seja M = ma=lp, q}, a previsão i passos à frente, para Z $ M é dada por

ht(Z) = .E l ht+l l .Ft l

E l c. + .4(L)qt+z + G(L)ht+z l .Ft l

co +(.h: + G:)h.(1) +(.A,+ G,)h.(2) + + (.À.-: + Gi -)h.(Z - l)

+ .Ãz?7t+ . .. +Am77t À/+z+(Gzht + + (PÀ/ht.M+l,

em que .&i Oi;,.k, para p < á $ .A4 e Gj 0À;,.k, para q < .j 6 JW

Agora, para ]t/ < 1, tem-se que

Í;.(Z) = 1 h.+z l J''. l

.E l co + ,4(L)77t+z + G{L)ht+i l .Ft l

co +(.À: + G:)h.(1) +(.A: + G:)h.(2) + + (.À.-: +G. -)h.(1 1),

em que .Ài okxk para p < á $ JW, e Gj Ox:,.k para q < .j $ M

Com .hi = Ci (ã = 1, . . . ,p) e Gj = Gj (.j = 1, . . . , q) obtem-se a previsão para o modelo

VEC, e com .Ài = ::Z:: Aí! ® AÍt, á = 1, . . . ,p, e Gj = >ll:L:i Bjz e) B.Íi, para .j ' l, . . . ,q,
obtem-se a previsão para o modelo BEKK.

Exemplo 3.5. Apresentam-se na Figura 3.5 as previsões dos desÃ'ios padrão e das corre-

lações 10 semanas à frente do modelo ajustado DVEC(1,1) dado por (3.17), para os retornos

do conjunto de séries VALE, PETROBRAS e GERDAU.

As previsões estão depois da linha v-ertical pontilhada e nota-se que os desvios padrão

condicionais estimados têm uma tendência crescente e as correlações condicionais estimadas
uma tendência decrescente.
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Previsão Desvio Padrão VALE DVEC(1.1) Previsão Desvio Padrão PETROBRÁS DVEC(1.1) Previsão Desvio Padrão GERDAU DVEC(1.1)

Tu--s,. Tempo

Previsão Coar. VALE e PETR DVEC(1.1) Previsão Coar. VALE e GERDAU DVEC(1 .1) Previsão Coar. PETR. e GERDAU DVEC(1.1)

g
8

E

Ta-s.,

Figura 3.5: Previsão la semanas à /rende Z)VZ(7rí,ÍJ

3.3 Modelos GARCl{ Multivariados Indiretos

Até agora foram apresentados modelos para a matriz de covariâncias condicional, Et,
considerando uma abordagem direta. Uma das desvantagens destes modelos é a quantidade

de parâmetros a serem estimados simultaneamente e que aumenta consideravelmente com o

número de séries. Computacionalmente existem muitos problemas em relação à convergência

dos algoritmos usados para estimar os modelos GARCH diremos, além da impossibilidade de

suportar uma quantidade muito grande de séries. Para tentar resolver este problema foram

desenvolvidos alguns modelos como por exemplo o modelo de Correlação Condicional Clon-

stante e o modelo GARCH Ortogonal ou de Componentes Principais, que serão estudados

Estes modelos estão baseados principalmente em modelos GARCH univariados e por-

tanto os ajustes não são muito complicados, mesmo que o número de séries sda muito grande.

A estacionariedade, a estimação dos parâmetros, os testes para avaliar a qualidade de ajuste
e a previsão, estão baseadas nos modelos GARCH univariadosc

apara as propriedades dos modelos GARCH univariados consultar Bola(:islev (1986).
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3.3.1 Modelo de Correlação Condicional Constante

Em geral, uma matriz de covariâncias E de dimensões (k x k), pode ser decomposta da

seguinte forma
E-ARA,

em que R é a matriz de correlação, A é uma matriz diagonal com os elementos ai, . . . , ak na

diagonal, e ai é o desvio padrão da á-ésima série. Bolletslev (1990), com o intuito de estudar
as matrizes de co\;ariâncias condicionais do dólar americano contra o marco alemão, o marco

francês e a lira italiana, introduziu o modelo conhecido como o modelo de Correlação Condi-

cional Constante ("CCC"), assumindo que a matriz de correlações condicionais é constante

no tempo. Assim, o modelo que sugeriu para a matriz Et foi

Et= a.tRA.t,

em que R é a matriz de correlação condicional constante, e A.t é a seguinte matriz diagonal

'*-Í" '-. ..]. (3.29)

em que aã segue um processo GARCH univariado, para á = 1, . . . , k. Nesta situação o pro-

cesso de estimação pode ser dividido em duas fases: na primeira estimam-se modelos da

família GARCH univariados para cada série de retornos individualmente e obtêm-se estima-

tivas das variâncias condicionais; na segunda, R pode ser estimada considerando a matriz

de correlação não condicional das séries padronizadas.

Considerando a suposição de correlação condicional constante, o número de parâmetros

a serem estimados é muito menor que para os modelos GARCH multivariados diremos. Por

exemplo, se cada variância condicional segue um processo GARCH(1,1) univariado, isto é,

',i + aíc:l. : + Pia:... á = 1, ,k,

este modelo contém'k(k + 1)/2 k + 3k = k(k + 5)/2 parâmetros (já que R contém

É(k + 1)/2 -- k parâmetros e os modelos GARCH(1,1) contêm 3k parâmetros), comparado

com os k(5k+ 1)/2 parâmetros do modelo BEKK(1,1,1) a serem estimados simultaneamente.

A matriz Et é positiva definida se e somente se R é positiva definida.

Embora o modelo CCC seja fácil de ajustar, em muitas situações reais não é possível
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considerar que a matriz de correlações seja constante. A generalização do modelo CCC é

chamada modelo de Correlação Condicional Dinâmica ("DCC"), em que a matriz R varia

com o tempo. Este último modelo não será considerado neste trabalho, mas pode ser consul-

tado, por exemplo, em Christ.odoula.kis e Satchc.11 (2002), Euglt (2002) e Tse e Tsui(2002).

Um outro modelo baseado em modelos GARCH univariados e que não tem uma restrição

tão forte como é que a matriz de correlação condicional seja constante, é o modelo GARCH
Ortogonal que será apresentado a seguir.

Exemplo 3.6. Considera-se um ajuste de Correlação Condicional Constante normal-

mente distribuído para os retornou do grupo de séries VALE, PETROBRAS e GERDAU,

fazendo para cada um dos elementos da diagonal da matriz dada por (3.29) um ajuste

GARCIH(1,1) univariado.

A Tabela 3.7 apresenta os parâmetros estimados para o modelo CCCl-GARCIH(1,1).
Todos os p-valores são significantes o nível de significância de 5%. Também a matriz de

correlação constante é apresentada junto com seus desvios padrão.

Os critérios AIC e BIC são, respectivamente -5195,121 e -5142,974 e o pvalor do

teste multivariado de Portmanteau para o quadrados dos resíduos foi O,1392, não rejeitando
a hipótese nula de autocorrelação e autocorrelação não significativa.

O modelo CCC-GARCH(1,1) ajustado para o vetor de retornou rt (3 x 1), é dado por

0,00886708 \

0, 00659223 1 + ct,
0,01033374 /

rt

(3.30)

6..Ra.

com

1 1'
0 0

) .
l,oooo

R - 1 0, 4796

0,5166

0,4796 0,5166
1,0000 0,5512
0,5512 1,0000 ) .

em que aÍt, para á - 1, 2, 3, é o desvio padrão condicional da í-ésima série de retornos e além

disso, ct - N3(O, Et). Portanto, segundo a Tabela 3.7 tem-se que as variâncias seguem os
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Tabela 3.7: Resumia aywste (7aC-C,4XCiKrl,ÍJ

seguintes modelos estimados

.?.

.g.

':.

0, 00005714 + 0, 05965359cÍÍt i) + 0, 92186900a?(t i)

0, 00006497 + 0, 07962065càt i) + 0, 90433462ag(t-i)

0, 00015919 + 0, 07962689cã(t-i) + 0, 88583800aã(t i)

(3.31)

A Figura 3.6 apresenta as variâncias e covariâncias condicionais estimadas pelas equações

(3.30) e (3.31). Observa-se que em contraste com os modelos EWh'IA, DVEC(1,1) e BEKK(1,1,1)

o comportamento é similar, mostrando maior variabilidade nos anos 1999 e 2009.

3.3.2 Modelo GARCH Ortogonal

Considera-se um conjunto de 7' observações num conjunto de k séries temporais, resumi-

das numa matriz Y de dimensões (T x k). A análise de componentes principais dá como
resultado k variáveis estacionárias não correlacionadas, chamadas componentes principais

Parâmetros EliiliÚãdos CICC-GARCH(1,1):
Estimati\;a D.P. t-valor Pr(>ltl)

C(1) 0,00886708 0,00211837 4,186 <0,001
C(2) 0,00659223 0,00228996 2,879 0,002
CI(3) 0,01033374 0,00261828 3,947 <0,001
A(1,1) 0,00005714 0,00002620 2,181 0,015
A.(2,2) 0,00006497 0,00003096 2,099 0)018
A(3,3) 0,00015919 0,00007332 2,171 09010
A.RCH(1;1,1) 0,05965359 0,01728203 3,452 <0,001
ARCA(1;2,2) 0,07962065 0,01338374 5,949 <0,001
A.RCH(1;3,3) 0,07962689 0,01909987 4,169 <0,001
GARCH(1; 1, 1) 0,92186900 0,02105657 43,781 <0,001
GARCH(1; 2, 2) 0,90433462 0,01483176 60,973 <0,001
GARCH(1; 3, 3) 0,88583800 0,02828570 31,318 <0,001
N'matriz de Correlação Condicional Constante:

VALE PETROBRAS GERDAU
VALE 1,0000 0,4796 0,5166
PETROBRAS 0.4796 1,0000 0,'5512
GERDAU 0,5166 0,5512 1,0000
Desvios Padrão:

VALE PETROBRAS GERDAU
VALE NA 0,02593 0,02613

PETROBRAS 0.02593 NA 0,02831
GERDAU 0.02613 0,02831 NA
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Variância VALE CCC(1,1) Variância PETROBRÁS CCC(1,1) Vadáncla GERDAU CCC(1.1)

Tempo

1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010

Tempo

Cov.VALEePETR.CCC(1.1) Cov.VALEeGERDAU CCC(1,1) Cov. PETR. e GERDAU CCC(1.1)

g
8

i
g
ã

g
0

?

Tempo Tetvvo TetTipo

Figura 3.6: UaHáncías e couaháncías condicionais esZámadas segundo o ajuste a(1;(7-G.4ROl#rl,.r,)

de Y, em que cada uma é uma combinação linear das séries originais. Ao mesmo tempo

é estabelecido quanto da variação total no sistema original das séries é explicado por cada

componente principal, e as componentes são ordenadas de acordo com a quantidade de vari-

ação que elas explicam.

Os passos para fazer uma análise de componentes principais são

1. Padronizar os dados numa matriz X de dimensões (T x k), que representa as variáveis

de Y, com a condição de que cada coluna de X seja da forma xí = (yi pi)/ai, em

que pi e a{ são a média e o desvio padrão de y{, para ã ;:: 1, . . . , k.

2. Calcular a matriz de autovetores W da matriz de correlação X'XI/T, e a matriz de

autovalores associada A ordenando os valores em ordem de magnitude decrescente.

Assim, (X'X/T)W = WA, onde W é uma matriz ortogonal de autovetores e A é

uma matriz diagonal de autovalores.

3. As componentes principais de Y são obtidas como

P - xw. (3.32)

Então, foi obtida uma transformação linear dos dados originais de tal forma que as

novas séries transformadas sejam ortogonais, e portanto elas têm correlação zero. Para
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isto, considera-se p'P = W'X'X.W = W'WAT, mas W é uma matriz ortogonal,

logo p'P/T = A, que é uma matriz diagonal. A variância não condicional da {-ésima

componente principal é portanto o ã-ésimo auto\;dor, e a correlação não condicional

entre as componentes principais é zero.

Se W for invertível, a equação (3.32) é equivalente a X PW', já que W é ortogonal, assim

xi = toiiPi + ?u2iP2 + . . . + tokiPk, (3.33)

e a matriz W é chamada a matriz de "pesos fatoriais". Considerando o conceito de inércia

do sistema ("ineitia of the system"), /,, dado em componetes principais (Peça (2002)) e

que é definido como o traço da matriz X.'X./T, a variabilidade do sistema original pode ser

estimada por

L t,(x'x/r)
L«Çwp''p' WIX b

t,(W'WA)
t,(À.)

h

{-1

em que Ài representa o á-ésimo elemento na diagonal da matriz A. Logo, a proporção da

variação total em X. que é explicada pela i-ésima componente principal é igual a Ài//s. Os

autovalores estão ordenados na diagonal da matriz A de tal forma que Ài > À2 > . . . > Àk,

e a í-ésima componente é escolhida na matriz W de acordo com o í-ésimo autovalor corres-

pondente. Considere m primeiras componentes que representam uma porcentagem mínima

da variabilidade 7-,isto é,

ioo >ll: .x./.r, 2 ,-

O sistema (3.33) pode se escrito em termos das variáveis originais Y como

yi= Pi+otiPi+o2{P2+ +w.{P. +ci, '(3.34)

onde wij = wíjaí e o termo eí representa o erro na aproximação usando somente as primeiras

m componentes principais. Estro m componentes principais são os fatores "chave" no sis-

tema e a variação restante é considerada um "ruído"
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Para obter a matriz de covariâncias, calcula-se a variância não condicional no sistema

(3.34) e considerando que as componentes principais são não correlacionadas, tem-se que

E=ADA'+V., (3.35)

onde A [uijl é a matriz (k x m) de pesos fatoriais reesca]onados,

D {-,(P ), . . . , -,(Pm)}

é a matriz diagonal de variâncias das m primeiras componentes principais e V. é a matriz

de covariâncias dos erros. Ignorando este último termo obtem-se a aproximação

EaADA
]

/

(3.36)

com uma precisão que é controlada escolhendo mais ou menos componentes para representar

o sistema. Isto mostra como a matriz de covariâncias (k x k) das séries originais E pode ser

obtida através de umas poucas componentes principais. Quando k = m a matriz V. é nula

e (3.36) fica como:

E-ADA'

Nota-se que E obtida através de (3.36) é positiva semidefinida, mas não é estritamente

positiva definida a menos que É = m. Embora D seja positiva definida (uma matriz diagonal

de elementos positivos), não é possível garantir que ADA' seja positiva definida quando

m < k. Para mostrar isto, considere um vedor z de dimensões (k x 1), e

z'ADA'z = v'Dv,

com v = A'z. Como m < k então na equação anterior existe um sistema linear com menos

equações que variáveis z, e portanto v pode ser zero para algum z diferente de zero, assim

que z'ADA'z não é estritamente positivo para todo z diferente de zero. Assim que ADA' é
somente positiva semidefinida.

O modelo G.4RCIH OHogonaZ7 considera que a matriz D varia no tempo, isto é, o modelo

GARCH Ortogonal considera que

E. A', (3.37)

em que A é a matriz (k x m) de pesos fatoriais reescalonados definida anteriormente, e l)t

é uma matriz diagonal (m x m), com as variâncias das primeiras m componentes princi-

ZEm alguns textos, como por exemplo Zivot e Wílng (2CtOÓ), o modelo GARCH Ortogonal também é
conhecido como o modelo GARCH de Componentes Principais.
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pais dado o passado /t-l, na diagonal. É possível ajustar para cada uma das componentes

principais um modelo GARCH univariado de maneira independente, e para cada tempo t
calcular a matriz de covariâncias condicional das séries originais Et. Definidas desta forma

estas matrizes são PSD para cada instante t.

As componentes principais são não correlacionadas, mas quando são consideradas as in-

formações passadas pode existir correlação entre elas, isto é, a matriz de co\;ariâncias dado

/t.i, Dt, não é necessariamente diagonal. O modelo de componentes principais está baseado

na suposição de que a matriz Dt é diagonal em cada instante t.

O procedimento para ajustar um modelo GARCH Ortogonal é o seguinte

1. Para o conjunto de vetores de séries ri, r2, . . . , rr, considere a matriz Y = tri, r2, . . . , rrl

de dimensões (k x T).

2. Padronizar a matriz Y, subtraindo a média e dividindo pelo desvio padrão de cada

coluna, obtendo a matriz X.

3. Obter as matrizes de autovalores A, e de autovetores W, da matriz X'X/T

4. Escolher o número de componentes principais m, que representam bem o sistema

original, baseados nos autovalores.

5. Obter as matriz de componentes principais, P de dimensões (T x m), considerando a

rel,ção {3.32).

6. Para cada componente ajustar um modelo GARCH univariado para a volatilidade, e

gerar as matrizes diagonais Dt, t = 1, . . . , T, através destes ajustes.

7. Obter a matriz de pesos fatoriais reescalonados A, definida em (3.35) e para cada
instante t considerar a matriz de covariâncias condicionais Et = ADIA'

Exemplo 3.7. Considera-se agora um ajuste de Componentes Principais normalmente

distribuído para os retornos das séries VALE, PETROBRAS e GERDAU, fazendo para cada

uma das componentes um ajuste GARCH(1,1) univariado.

A Tabela 3.8 apresenta os parâmetros estimados para o modelo PCOh4P-GARCH(1,1)

Todos os p-valores são significativos ao nível de significância de 5%a. Também são apresen
Lados os autovetores com seus respectivos autovalores.
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Vale\a 3.8: Resumo do ajuste PCOMP-GARCH(1,1)

Neste ajuste os critérios AIC e BIC são respectivamente -5268,673 e -5216,525. Já

para o teste de Portmanteau para o quadrado dos resíduos, o p-valor foi 0,4803, não rejei-

tando a hipótese nula.

O modelo PCOMP-GARCH(1,1) ajustado é dado por

0,48

0,52

0,71

0,79

0,61

0,08 i?;. ) , (
0,48

-0,79

0,39

0,52

0,61

0,59

(3.38)

com

/ .?. o o \
D.

\ o o .g. /
em que aã, para í - 1, 2, 3, é a variância da í-ésima componente principal. Portanto, segundo

a Tabela 3.8, as variâncias seguem os seguintes modelos estimados:

.g.

.g.

0, 00038871 + 0, 08762347p?(t i) + 0, 86414292a?(t-i)

0, 00001316 + 0, 08194596p:(t-i) + 0, 91533191ag(t i)

0, 06318318p3(t 1) + 0, 92809756ag(t-i),

(3.39)

Parâmetros Estimados CCC-GARCH(1,1):
Value Std.Error tvalue Pr(>ltl)

A(1,1) 0,00038871 1,514e-004 2,567 0,005
A(2,2) 0,00001316 6,923e-006 1,901 0,029
A(3,3) 0,00001491 1,053e-005 1,416 0,079
ARCH(1; 1,1) 0,08762347 2,098e-002 4,177 <0,001
ARCH(1;2,2) 0,08194596 1,702e-002 4,816 <0,001
ARCA(1;3,3) 0,06318318 1,734e-002 3,644 <0,001
GARCH(1; 1, 1) 0,86414292 3,159e-002 27,359 <0,001
GARCH(1;2,2) 0,91533191 1,638e-002 55,866 <0,001
GARCH(1;3,3) 0,92809756 1,731e-002 53,624 <0,001
Autovetores: (matriz da transformação ortogonal)

VALE PETROBRAS GERDAU
VALE 0.4825 -0.78628 0.3859
PETROBRAS 0.5230 0.61208 0.593]
GERDAU 0.7026 0.08435 -0.7066
Autovalores:
0.008529 0.002156 0.00185]
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em que pt - (pt(t i) p2(t i) p3(t l)y é o vedor de componentes principais no instante t, e

P. - N;(O, D.).

A Figura 3.7 apresenta as variâncias e covariâncias condicionais estimadas pelas equações

(3.38) e (3.39). Obter\;a-se que o comportamento é parecido com os modelos E\Vh/IA,

DVECI(1,1), BEl<K(1,1,1) e CCC-GARCH(1,1) ajustados até agora, mas o gráfico da co-

variância condicional dos retornos das ações VALE e PETROBRAS tem valores menores no

ano 1999, comparando com os outros modelos.

Variância VALE CP(1.1) Variância PETROBRÁS CP(1.1) Variância GERDAU CP(1.1)

ã

ã

a
$

1998 2000 2002 20Q4 2006 2008 2010

Tempo

$

$

1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010

TeíTipo

Cov.VALEePETR.CP(1.1)

ê

à 's

8
?

Cov.VALEeGERDAU CP(1,1) Cov.PETR.eGERDAU CP(1.1)

?

1998 2000 2002 2m 2006 2008 2010 1998 2000 2002 2004 2006 2008 20101998 2000 2002 2004 2006 2008 2010

Tç--+.,empa

3.7Figura 3.7: Uahá7zcías e couahárlcÍas estimadas corzdlcÍonaÍs segundo o a/us]e PaO]WP.
GARCn(i,i).

Finalmente, apresentam-se na Figura 3.8 as variâncias e covariâncias condicionais de

todos os modelos considerados. Nota-se que em geral o comportamento é similar em todos

os casos, mostrando uma variabilidade maior nos anos 1999 e 2009 e um comportamento

mais volátil nos modelos BEKK(1,1,1) e PCOMP-GARCH(1,1), ao contrário dos modelos

EWR4A e CCC-GARCH(1,1), em que o comportamento foi mais suave em cada \;ariância e
cada covariância.
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Capítulo 4

Simulações

Neste capítulo serão apresentadas algumas simulações dos modelos considerados no Capí-

tulo 3, com o intuito de comparar as estimativas de variâncias e covariâncias condicionais,

utilizando o software S-PLUS. O Apêndice B apresenta os códigos e algoritmos utilizados
nas simulações.

4.1 Modelo EWMA

Considere o modelo dado em (3.4) junto com a equação (3.1), com c 0,

I't = et, (4.1)

E. - À)...: + .XE.-:, (4.2)

em que ct é um vetar de dimensão (4 x 1) normal multivariado, N4(O, Et), e f 1, ,500

A matriz Eo inicial foi obtida de tal forma que seja PSD, e está dada por

Eo

Considerando que na equação (4.2) o valor de À determina o peso da matriz Et-i, os
valores escolhidos para simulação foram 0, 90, 0, 92, 0, 94, 0, 96, 0, 98 e 0, 99.

53

0, 16 0,12 0,04 0,32

0, 12 0,73 0,29 0,40

0,04 0,29 0,98 0,63

0,32 0,40 0,63 1,42
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As Figuras 4.1, 4.2 e 4.3 apresentam as 4 séries simuladas pala cada valor de À, segundo

o modelo dado por (4.1) e (4.2). Obser\;a-se que existem conglomerados ao longo do tempo,

em que a variabilidade é maior para cada valor de À. Além disso, nota-se que a variabilidade

converge rapidamente para zero quando À --} 0, 90. Algumas simulações que não foram apre-

sentadas nesta dissertação foram feitas para valores menores que 0, 90, como por exemplo

0, 88 e 0, 89, no entanto as matrizes de covariâncias condicionais convergiram muito rápido

para zero, obtendo matrizes nulas que o software S-PLUS não reconhece como matriz PSD,

gerando problemas nas simulações.

As Figuras 4.4, 4.5 e 4.6 apresentam as funções de autocorrelação e autocorrelação
cruzada das séries simuladas ao quadrado. Nota-se que existe autocorrelação e autocorrelação

cruzada entre elas, sendo mais significativa para os valores de À C {0, 90, 0, 92, 0, 94, 0, 96} e

menos significativa para À C {0, 98, 0, 99}, o qual pode ser explicado ao considerar que se-

gundo a equação (4.2), quando À --, 1, a matriz de covariâncias condicional depende menos

de ctc; que determina o efeito autoregressivo no modelo EWMA.

Considerando que existe autocorrelação e autocorrelação cruzada entre as séries simu-

ladas ao quadrado, foram feitos para cada valor de À ajustes GARCH multivariados E\VivIA.

Os parâmetros estimados para cada um dos valores de À são apresentados na Tabela 4.1.

As estimativas de À foram muito próximas dos valores reais. Além disso, nota-se que para

À c {0,92,0,94,0,96,0,98,0,99}, os valores C(1), C(2), C(3) e C(4), que representam

as estimativas do vetor c na equação (3.1), são estatisticamente não significantes ao nível de

5%o. No caso À = 0, 90 as estimativas C ( 1 ) e C (2 ) foram signi6cantes.

Para o quadrado dos resíduos de cada um dos modelos foi feito o teste multivariado
Portmanteau com o intuito de testar se eles têm autocorrelação cruzada. Os p-valores para

os testes são apresentados na Tabela 4.2 e ao nível de significância de 5%o, a hipótese nula

de não autocorrelação cruzada é rejeitada para À C 'ÍO, 90, 0, 02, 0, 94}. Para tentar explicar

isto, considera-se o modelo E\UNIA dado na equação (3.4), em que o efeito ARCH depende
do termo

(l -- .X)ct-ic;-t,

e quando À --, 0, 90 o valor (l -- .X) é maior, portanto o efeito ARCH tem um maior peso que

o ajuste E\Vh'IA não consegue descrever bem. O contrário acontece quando À --, 1, em que

os p..valores do teste de Portmanteau são significantes.

As variâncias condicionais são apresentadas nas Figuras 4.7 a 4.12, junto com os desvios

padrão. As variâncias simuladas, com linha continua, e as variâncias estimadas pelo modelo
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Série 2-EWMA(0.98)
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'lhbela 4.1 Parâmetros e valores de X estimados

Parâmetros estimados para À = 0, 90

Estimativa D.P. t-valor Pr(>ltl)
C(1) -2,311e-005 8,633e-006 -2,677 0,0077
C(2) 2,027e-004 1,679e-004 1,207 0,2279
C(3) 4,292e-005 1,441e-005 2,979 0,0030
C(4) 5,152e-006 2,020e-005 0,255 0,7988

À 0,90067 0,0045 22,316 <0,001
Parâmetros estimados para À = 0, 92

Estimativa D.P. t-valor Pr(>ltl)
CI(1) -8,191e-006 0,0005281 -0,01551 0,9876
C(2) -2,469e-004 0,0007062 -0,34963 0,7268
C(3) 1,102e-003 0,0026765 0,41190 0,6806
C(4) -8,979e-004 0,0027006 -0,33247 0,7397
À 0,92064 0,0041350 19,19215 <0,001
Parâmetros estimados para À = 0, 94

Estimativa D.P. t-valor Pr(>ltl)
C(1) 0,00045085 0,003768 0,119642 0,9048
C(2) -0,00008615 0,011638 -0,007402 0,9941
C(3) -0,00087670 0,015119 -0,057989 0,9538
C(4) 0,00014815 0,010959 0,013519 0,9892

À 0,94015157 0,004109 14,565704 <0,001
Parâmetros estimados para À = 0, 96

Estimativa D.P. t-valor Pr(>ltl)
C(1) 0,01586 0,015042 1,054 0,2923
C(2) 0,04079 0,038923 1,048 0,2952
C(3) -0,04900 0,022257 -2,202 0,0815
C(4) 0,07085 0,043328 1,635 0,1026

À 0.95768 0,003421 12,371 <0,001
Parâmetros estimados para À = 0, 98

Estimativa D.P. t-valor Pr(>ltl)
C(1) 0,010514 0,010572 0,99445 0,3205
C(2) 0,019738 0,018050 1,09354 0,2747

C(3) 0,001507 0,018506 0,08145 0,9351
C(4) 0,001488 0,036807 0,04043 0,9678

À 0,978366 0,002664 8,12045 <0,001
Parâmetros estimados para À - 0, 99

Estimativa D.P. t-valor Pr(>ltl)
C(1) -0,004528 0,01717 -0,2636 0,7922
C(2) 0,001004 0,03476 0,0289 0,97696
C(3) 0,009070 0,03991 0,2273 0,8203
C(4) 0,010914 0,05633 0,1938 0,8464

À 0,989895 0,00232 4,3565 <0,001
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Tabela 4.2: Testes mu/Ziualiados Portmarifeau pata o guad7ado dos resíduos

ajustado, com linha pontilhada, são apresentadas no mesmo gráfico para cada valor de À e

para cada série. Em todos os gráficos existe tendência, o qual con6rma que o processo dado

por (4.1) e (4.2) é não estacionário. Para valores pequenos de À, 0, 90 e 0, 92, a volatilidade

e o desvio padrão decrescem de forma rápida e para os outros valores a tendência parece ser

mais suave. Observa-se também que para os valores de À mais grandes, a variância estimada

demora mais para convergir à variância simulada, mas em geral em todos os gráficos o modelo

ajustado descreve corretamente a variância simulada.

Teste h'lulti\:armado Portmanteau: Tipo Ljung-Box
Hipótese nula: não correlação serial

À Estar. do Teste p.valor
0,90 545,2814 <0,001
0,92 250,2524 0,0086
0,94 275,3182 0,0051
0,96 222,2164 0,0654
0,98 210,3124 0,0916
0,99 185,1671 0,5434
Dist. sob Hipót. Nula: qui-quadrado com 192
graus deliberdade
Total Observ.: 500
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Figura 4.12: HaHâncÍas e desziios padrão condicíorzaÍs da simulação EW.A/.4 pata À = 0, 99
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As Figuras 4.13 a 4.18 apresentam as covariâncias condicionais simuladas (linha con-

tinua) e as covariâncias condicionais ajustadas (linha pontilhada), junto com as correlações

condicionais. Os comportamentos são similares aos das variâncias condicionais. Observa-se

que existe em todos os casos tendência ao longo do tempo. Nota-se também que as cova-

riâncias para À - 0, 90 e 0, 92 convergem para zero rapidamente. Já para as correlações, a

tendência parece ser mais suave para À --' l.

Covarláncla Séries le 2 Modelo EWMA CovarlánKla Séries le 4 Modelo EWMA

Covarláncla Séries 2 e 3 Modem EWMA

g

g
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C«velaçãoS&ln le 2 Modelo EWMA CavelaçãoS&tes le 3 Modelo EWMA Canlação S&tes le 4 Modelo EWMA

Corrielação S&tn 2 e 3 Modelo EWMA Correlação Sedes 2 e 4 Modelo EWMA C«mação Séries 3 e 4 Modelo EWMA

Figura 4.13: (17ouadê71cías e c077elações condàcíorzais da simulação EWIÀ4 4 para À 0,90
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4.1 MODELO EWMA
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4.1 MODELO E\VMA 73
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Covariãncia Séries l e 2 Modelo EWMA Covariãncia Séries l e 3 Modelo EWMA Covariãncia Séries l e 4 Modelo EWMA

Covaiâida Simulada

!
Covariâlda hlodeb

Ç

3
ê
5'

Tempo Tempo

Covariãncia Séries 2 e 3 Modelo EWMA Covariãncia Séries 2 e 4 Modelo EWMA Covariância Séries 3 e 4 Modelo EWMA

Tempo

Correlação Séries le 3 Modelo EWhIA Correlação Séries le 4 Modelo EWMA

Q

:

ã

?

;

400 500

Tempo

Correlação Séries le 2 Modelo EWMA

Comlação Séries 2 e 3 Modelo EWMA Correlação Séries 2 e 4 Modelo EWMA Conelação Séries 3 e 4 Modelo EWMA
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Foram feitas simulações de Monte Carlo do modelo EWN'IA para valores de À=0,90,

0,92, 0,94, 0,96, 0,98 e 0,99.

Apresentam-se na Tabela 4.3 as porcentangens de aceitação dos testes de Portmanteau

para 10 , 100 e 1000 réplicas e observa-se que estas aumentam quando À --> 1. Isto confirma

o fato que quando À ---» l os ajustes EWh'IA conseguem descrever melhor o efeito ARCH,

dado na equação (3.4) pelo termo

(l .x)..-:.;-:

Ihbela 4.3: PorcenZage7}s de aceitação dos lestes de Porlma7zíeaw Ã/07zZe (7a7Jo do rnodeZo EWIA/,4

A Tabela 4.4 apresenta os parâmetros verdadeiros e estimados para 10, 100 e 1000 répli-

cas, junto com os seus respectivos erros quadráticos médios (EQM). Nota-se que já para lO

réplicas os parâmetros estimados convergiram aos parâmetros verdadeiros, mostrando que

com poucas réplicas há convergência.

À 10 Réplicas 100 Réplicas 1000 Réplicas % Aproximada
0.90

0,92
0,94
0,96
0,98
0,99     

1,333
2,800

17,900

38,167
55,333
83,967
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:l'abela 4.4: Parlâmef70s estimados .A/Otite Carão .A/odeio .BWMZ

4.1

À :: 0,90 10 Réplicas 100 Réplicas 1000 Réplicas

  Verd. Sim. EQÀ'i Sim. EQM Sim. EQA4

 
o,ooo

o,ooo
o,ooo
o,ooo
0,900

o,ooo o,ooo

o,ooo o,ooo
0,007 0,000
0,010 0,000
0,918 0,010

o,001 0,000

0,002 0,001
o,001 0,000
0,003 0,004
0,911 0,005

o,ooo o,ooo
o,ooo o,ooo

o,001 0,000
o,ooo o,001
0,909 0,001

À = 0, 92

  Verd. Sim. EQM Sim. EQh4 Sim. EQlvl

 
o,ooo
o,ooo

o,ooo
o,ooo
0,920

o,001 0,000
0,020 0,005

0,002 0,000
0,008 0,000
0,933 0,012

o,ooo o,ooo
-0,003 0,001
-o,001 0,001
o,001 0,001
0,926 0,000

0,002 0,001
o,ooo o,ooo

o,001 0,000
o,ooo o,ooo
0,921 0,000

À :;0,94
  Verd. Sim. EQh'í Sim. EQh4 Sim. EQM

 
o,ooo
o,ooo

o,ooo
o,ooo
0,940

-0,002 0,000
o,ooo o,ooo

o,ooo o,ooo
-0,0040 0,000
0,942 0,000

o,001 0,000
o,ooo o,ooo

-0,002 0,001
0,002 0,003
0,941 0,000

o,ooo o,ooo
o,ooo o,ooo
o,001 0,000

o,ooo o,ooo
0,940 0,000

À::0,96
  Verd. Sim. EQM Sim. EQl\'l Sim. EQh'í

 
o,ooo
o,ooo
o.ooo

D,000

0,960

0,005 0,000

0,002 0,003
0,001 0,002
o,001 0,001
0,960 0,000

-o,001 0,001

0,002 0,007
-0,001 0,005
0,010 0,005
0,961 0,000

o,001 0,000

0,002 0,001
-0,003 0,004
o,001 0,001
0,960 0,000

À := 0, 98

  Verd. Sim. EQh'i Sim. EQh'l Sim. EQh4

 
D,000

o,ooo
o,ooo
o,ooo
0,980

0,004 0,000

o,001 0,001
-0,003 0,008
0,003 0,009
0,980 0,000

o,001 0,000

-o,001 0,001
0,004 0,003
o,ooo o,ooo
0,981 0,000

o,ooo o,ooo

o,ooo o,ooo
o.ooo o,ooo

o,001 0,000
0,980 0,000

À :: 0, 99

  Verd. Sim. EQÀ'l Sim. EQM Sim. EQl\'l

 
o,ooo
o,ooo
o,ooo
o,ooo
0,990

-0,001 0,003
-0,004 0,007
0,009 0,007
-0,001 0,005
0,993 0,000

o,ooo o,ooo

0,008 0,005
0,001 0,006
o,ooo o,001
0,992 0,000

o,ooo o,ooo

o,ooo o,ooo
0,005 0,001
-0,002 0,004
0,990 0,000
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4.2 Modelo DVEC(1,1)

Para simular o modelo DVEC(1,1) considere o modelo dado em (3.9), junto com a
e(luação (3.1), com c = O, isto é,

rt = ct, (4.3)

AoAÍ) + AMAI o (ctc;) + BtBÍ o Et-i (4.4)

em que ct é um vetor (4 x 1) normal multivariado, N4(O,Et) e t = 1,... ,500, isto é,
considera-se um tamanho amostral T :: 500. A matrizes de parâmetros e a matriz inicial

Eo foram escolhidas de tal forma que as matrizes de covariâncias condicionais sejam PSD,
e são dadas por

0,040 0,0460 0,05200 0,046000

0,046 0,1154 0,12730 0,019600

0,052 0,1273 0,18890 0,028360

0,046 0,0196 0,02836 0,249969

A.AI,

0,11560 0, 106760 0, 112200 0,065620

0,10676 0,210821 0,213165 0, 167467

0,11220 0,213165 0,332793 0,285309
0,06562 0, 167467 0,285309 0,398035

A:AÍ

0,02250 0,018150 0,029100 0,018150
0,01815 0,028330 0,038918 0,030436
0,02910 0,038918 0,072221 0,058455

0,01815 0,030436 0,058455 0,084996

l o o o
o l o o
o o l o

o o o l

B:BI

As matrizes Ai e Bt foram escolhidas segundo a equação (3.12) de tal forma que os
autovalores de

dã«g{«c(A:AÍ)} + dã.g{«.(B.B{)} (4.5)

sejam menores que um, garantindo assim que o processo seja estacionários (neste caso o maior

autovalor foi 0,483031). Para obter as matrizes Ao, Ai e Bi aplica-se a descomposição de

Cholesky às matrizes AoAI), AMAI e BiBll respectivamente. A matriz Eo foi considerada
como a matriz identidade, para controlar a variabilidade no início da simulação.

iVer a Proposição 3.3.
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As séries simuladas estão apresentas na Figura 4.19. Nota-se que não existe tendência

em nenhuma das séries e que existem alguns conglomerados, ao longo do tempo, em que a
variabilidade é maior.

A Figura 4.20 apresenta as FAC e li'AC cruzadas para as séries ao quadrado e pode-se ob-

servar que existem correlações cruzadas significativas, sugerindo uma dependência quadrático

nas séries. Ajusta-se um modelo DVEC(1,1) usando o software S-PLUS e são apresentados

na :rebela 4.5 os parâmetros estimados.

Como o número de parâmetros no modelo DVEC(1,1) é 34 (muito maior que para os

modelos EWMA), e o tamanho da arriostra é 500, considera-se uin nível de significância

de 10%o. Nota-se que os parâmetros estimados relacionados com o vedor constante c e o

valor A ( 4 , 2 ) da matriz constante AoA6 são estatisticamente zero. Na parte ARCH, matriz

Aias, todos os parâmetros estimados são significativos. Já pára a parte GARCH, ma-
triz BEBI, os parâmetros estimados GARCH(1; 1, 1) , GARCH(1; 2, 1) , GARCH(1; 3, 1) ,

GARCH (1; 4 . 1) e GARCH {1; 2, 2) são não significativos.

Observando a Figura 4.20, nota-se que as autocorrelações cruzadas da Série l com as

outras séries não é muito forte e isto pode estar relacionado com o fato que os parâmetros

da parte GARCH relacionados com a Série l sejam não significativos.

A Tabela 4.6 apresenta os testes do ajuste. Todos são testes univariados e segundo os

p-valores, não rejeitam-se as hipóteses nulas de normalidade (testes de Jarque-Bera e Shapiro-

Wilk) e de não autocorrelação serial para os resíduos e o quadrado deles, considerando as

séries individualmente (testes de Ljung-Box e Multiplicadores de Lagrange), ao nível de sig-
nificância de 10%.

As Figuras 4.21 e 4.22 apresentam as FAC e FAC cruzadas do quadrado dos resíduos e o

QQ-plot deles, respectivamente, e observa-se que não existe autocorrelação e autocorrelação

cruzada entre eles e que seguem uma distribuição normal.

Para verificar se existe autocorrelação e autocorrelação cruzada entre os resíduos ao

quadrado do modelo ajustado, considera-se o teste multivariado de Portmanteau, apresen-

tado na Tabela 4.7. O ll-valor do teste foi 0, 7057, não rejeitando a hipótese nula de não

autocorrelação e autocorrelação cruzada nos resíduos ao quadrado, indicando que o modelo

é adequado.
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Figura 4.19: Séàes simuladas Z)yEOrl,l,)

SERIES & SEH E4

:

$

SERIES & SEHE4

:

:

;

9
? 10 is

SERIE3 & SEH E4

=a

$

Ç
IS -10 -5

SERIE4 & SEH EI

P

f -20 -1S

SERIE4 & SEH E2

=

Figura 4.20: .1;:4 0 e /;]4 C c7t&zadm das séóes simttZadas ao quadrado Z)yECrl,l,)



80 SlhÍULAÇOES 4.2

Tabe[a 4.5: Parâmetros estimados Z)]''ECr/, ])

A Figura 4.23 apresenta as variâncias e os desvios padrão condicionais do modelo simu.

lado (linha continua) e do modelo ajustado (linha pontilhada). Observa-se que o comporta-

mento é similar nm variâncias simuladas e ajustadas.

Parâmetros Estimados DVEC(1,1):
Estimativa D.P. t-valor Pr(>ltl)

C(1) 0,004282 0,009030 0,4742 0,635
C(2) -0,008126 0,013915 -0,5840 0,559
C(3) 0,008128 0,020510 0,3963 0,692
C(4) -0,008185 0,027087 -0,3022 0,763
A(1, 1) 0,035296 0,007186 4,9117 <0,001
A(2, 1) -0,036955 0,006998 -5,2811 <0,001
A(3, 1) 0,041752 0,010404 4,0131 <0,001
A(4, 1) 0,031032 0,016702 1,8580 0,064
A(2, 2) 0,095054 0,011623 8,1780 <0,001
A(3, 2) -0,093142 0,013348 -6,9778 <0,001
A(4, 2) 0,007810 0,006437 1,2133 0,223
A(3, 3) O,157265 0,025285 6,2196 <0,001
A(4, 3) 0,033141 0,011499 2,8821 0,004
A(4, 4) 0,220885 0,045897 4,8126 <0,001
ARCH(1; 1, 1) O,186177 0,042504 4,3802 <0,001
ARCH(1; 2, 1) O,144184 0,036646 3,9344 <0,001
ARCIH(1; 3, 1) O,137166 0,037539 3,6539 <0,001
ARCH(1;4, 1) 0,064144 0,038344 1,6728 0,095
ARCH(1; 2, 2) 0,271642 0,043058 6,3088 <0,001
ARCH(1; 3, 2) 0,242065 0,042313 5,7208 <0,001
ARCH(1; 4, 2) O,119629 0,038991 3,0681 0,002
ARCH(1; 3, 3) 0,316531 0,055493 5,7040 <0,001
ARCH(1; 4, 3) 0,228152 0,042003 5,4318 <0,001
ARCH(1; 4,4) 0,32023 0,05864 5,4607 <0,001
GARCH(1;1,1) 0,06084 0,15090 0,4032 0,687

GARCH(1;2,1) O,15158 0,12281 1,2343 0,218
GARCH(1;3,1) O,19711 0,16132 1,2219 0,222

GARCH(1;4,1) 0,34924 0,32684 1,0685 0,286
GARCH(1;2,2) 0,06243 0,06717 0,9296 0,353

GARCH(1;3,2) O,16057 0,08447 1,9009 0,058
GARCH(1;4,2) 0,43639 0,13965 3,1249 0,002
GARCH(1;3,3) O,16067 0,09599 1,6739 0,095
GARCH(1;4,3) 0,32247 0,09513 3,3898 0,001
GARCH(1;4,4) 0,23741 0,11111 2,1367 0,033
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Tabe[a 4.6: Testes Z) }''E(.;r], /,)

Testes da Simulação DVEC(1,1)
AIC(34) -1068,597
BIC(34) - 1211,894

seriel .DVI l
serie2.DVll
serie3.DVll
serie4.DVll

Testes de Normalidade:

Jarque-Bera P-valor Shapiro-Wilk P-valor
seriel.DVl1 0,1424 0,9313 0,9881 0,8289
serie2.DVl1 0,1421 0,9314 0,9854 0,5435
serie3.DVl1 0,2474 0,8836 0,9874 0,7633
serie4.DVl1 0,6406 0,7259 0,9871 0,7368
Teste de Ljung-Box para os resíduos padronizados:

Estatística P-valor X' -- d, /,
seriel.DVECl1 8,778 0,7217 12
serie2.DVECl1 9.622 0.6491 12

serie3.DVECl1 9,236 0,6826 12
serie4.DVEC11 7.409 0.8295 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos resíduos padronizados:
Estatística P-valor X' -- d, .f,

seriel.BEKKll,s 8.719 0.7268 12

serie2.BEKKll,s 7,440 0,8272 12

serie3.BEKKll,s l0,028 0,6135 12
serie3.BEKKll,s 6,150 0,9083 12

Teste multiplicadores de Lagrange:
Lagl Lag2 Lag3 Lag4 Lag5 Lago

seriel.DVl1 -0,004019 0,4535 -0,9134 -0,3643 0,4883 -0,06215
serie2.DVl1 1,254669 0,3366 -0,9868 0,1900 0,5217 0,48808
serie3.DVl1 -1,482287 -2,2147 -1,2507 0,5318 -0,2048 -0,24011
serie4.DVl1 -0,348562 1,1291 0,4352 0,1346 -0,1831 -0.69402

Lag 7 Lag 8 Lag 9 Lag 10 Lag ll Lag 12
seriel.DVl1 -1,0836 -0,1282 -1,8567 -0,5462 -1,0661 -0,28188
serie2.DVl1 0,3652 1,8958 -0,1170 0,5439 0,5529 -0,03941

serie3.DVl1 0,2221 -0,8547 0,2938 0,6066 0.4193 0,31935
serie4.DVl1 -0,1208 -0,6611 -1,2244 0,9127 0,6273 0,01217

seriel.DVl1 -1.3785
serie2.DVl1 0.1543
serie3.DV]1 -1.140]
serie4.DVl1 -0.4099

9,300 0,6771 0.8619 0,6876
7,996 0,7854 0.7390 0,8080

11,215 0,5106 1.0436 0,5161
5,626 0,9337 0.5174 0,9666
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As covariâncias condicionais ajustadas e simuladas estão na Figura 4.24 e comparando

estas, nota-se que o comportamento é similar em cada caso. Em comparação com o modelo

EMWA, não existe uma tendência nas correlações condicionais no modelo DVEC(1,1), já

que este é estacionário.
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Figura 4.23: UaHâncias e destpios padrão condiciona s Z)VEOrl,l,).
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Tabela 4.7
0VEC(1,1).

Teste multiuaHado de Podma7tteau para o quadrado dos resÍuduos do ajuste

Segundo a Tabela 4.5 o modelo ajustado DVEC(1,1) é dado por

0,004282 \

l:1111:l -- ..
0,008185 /

rt

0,035296 0,036955

0,036955 0,095054

0,041752 0,093142

0,031032 0,007810

0,041752 0,031032 \

o,093142 0,007810 l
o,157265 0,033141 l

0,033141 0,220885 /

/ 0,186177 0,144184 0,137166 0,064144 \

-- l ::l l:: l::::l:l l:l::::l ::111111 . ..-:.'..,
\ 0,064144 0,119629 0,228152 0,320230 /

0,06084 0,15158 0,19711 0,34924 \
0.15158 0.06243 0.16057 0.43639 l

' l /-\ \-

0,19711 0,16057 0,16067 0,32247 l 0Et-i'
0,34924 0,43639 0,32247 0,23741 /

em que ct -, N4(O, Et)

Para analizar o comportamento dos parâmetros, foram feitas simulações Monte Carlo

com 10, 100 e 1000 réplicas do modelo DVEC(1,1) dado por (4.3) e (4.4), considerando
tamanhos amostrais T = 500 e T = 5000. Em cada caso foi considerada a média dos

parâmetros nas réplicas e os p-valores do teste multivariado de Portmanteau.

Teste h4ultivaiiado Portmanteau: Tipo Ljung-Box
Hipótese Nula: não correlação serial
Estar. do teste p.valor

180,9527 0,7057
Dist. sob Hipótese Nula: qui-quadrado com 192 graus de liberdade
Total Observ.: 500
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A Tabela 4.8 apresenta os parâmetros verdadeiros ("V") e estimados ("S") com lO, 100

e 1000 réplicas, além do erro quadrático médio ("EQM") para cada caso, considerando um
tamanho amostral T = 500. Os parâmetros com um EQM maior foram os correspondentes

à parte GARCH, Bibe. Na Figura 4.25, apresentam-se os gráficos das estimativas ("S")

e os valores dos parâmetros verdadeiros ("V"), para 10, 100 e 1000 réplicas. Nota-se que

graficamente os parâmeti-os da parte GARCH, estão sendo sobrestimados, o qual pode ser

causado pelo algoritmo que usa o software S-PLUS na estimação destes. Além disso, com

o número de réplicas aumentando as estimativas dos parâmetros GARCH não foram mel-

hores, já que para 100 e 1000 réplicas a convergência foi similar que com 10 réplicas. Por

outro lado, aumentando o tamanho da série para T ' 5000, tem-se que os valores obtidos

para os parâmetros na parte GARCH também não foram melhores, conforme os resultados

apresentados na Tabela 4.9 e a Figura 4.26.

Observando os gráficos dos p-valores do teste Portmanteau para tamanhos amostrais

T = 500 e T = 5000, nas Figuras 4.25 e 4.26, nota-se que a maioria destes ;)-valores ficaram

acima do valor 0,05, com linha pontilhada, em cada caso. No caso em que T = 500, para lO

réplicas os lO l}..valores foram significantes, para 100 réplicas 93 deles foram significantes e

para 1000 réplicas 934 foram significantes. No caso em que T ;; 5000, para 10 réplicas 9 ll-

valol'es foram signi6cantes, paa'a 100 réplicas 95 deles foram significantes e para 1000 réplicas

953 foram significantes, indicando que aproximadamente num 94.45% das vezes o modelo

ajustado pelo S-PLUS consegue ajustar bem o modelo DVECI(1,1) dado por (4.3) e (4.4),

com as matrizes escolhidas neste caso. A Tabela 4.10 apresenta o resumo destas percentagens.
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Tabela 4.8: Parâmetros estimados .R/aRIe Car/o Z)tEOr/, /) com tamanco amostra/ T = 500.

    10 Réplicas 100 Réplicas 1000 Réplicas

  Verti .( "V " ) Sim.("s") EQM Sim.("s") EQM Sim.("s") EQM

C

o,oooo

o,oooo
o,oooo
o,oooo

0.0019 0.0001

-0.0021 0.0003
-0,0016 0,0004
0,0039 0,0002

-o,o001 0.0001
-0.0010 0.0002
0.0015 0.0003

0,0019 0,0005

0.0005 0.000]

-0,0004 0,0002
-0.0003 0.0004
0,0005 0,0006

A.Ab

0,0400

-0,0460
0,0520
0,0460
0,1154
-0,1273
0,0196
0,1889
0,0284
0,2500

0,0352 0,0004

-0,0373 0,0005
0.0420 0.0003

0,0402 0,0006
0,1165 0,0005
-0,1241 0,0006
0.0237 0,0001

0,1907 0,0010
0.0224 0.0005

0,2520 0,0006

0,0376 0,0002

-0,0421 0,0002
0,0466 0,0003
0.0416 0.0007

0,1109 0,0004
-0.1216 0.0005
0.0169 0.000]

0,1862 0,0009
0,0277 0,0001
0,2457 0,0018

0,0349 0,0002
0.0398 0.0002

0,0459 0,0003
0,0370 0.0006

0,1064 0,0005
-0,1178 0,0007
0,0180 0,0001
0,1798 0,0010
0,0272 0,0002
0,2428 0,0016

A:AÍ

0,1156
0,1068
0,1122
0,0656
0,2108

0,2132
0,1675
0,3328
0,2853

0,3980

0,0796 0,0027
0,0895 0.0026

0,0940 0,0028
0.0483 0.0021
0.2006 0.0033

0,2079 0,0023
0.1756 0.0034

0,3088 0,0030
0.2753 0.0039

0,3914 0,0063

0,1007 0,0022
0,0980 0,0016
0,1074 0,0020
0,0545 0,0017

0,1956 0,0021
0,1998 0,0021
0,1497 0,0026
0.3123 0.0043

0,2609 0,0041
0,3536 0,0084

0,1024 - 0,0019
0,0950 0,0013

0,1012 0,0016
0,0565 0,0016
0,1966 0,0021
0,1988 0,0022
0,1529 0,0022
0,3118 0,0047
0,2653 0,0037
0,3707 0,0076

B:B{

0,0225
0,0182

0,0291
0,0182
0,0283
0,0389

0,0304
0,0722
0,0585
0,0850

0,1507 0,1881
0,2087 0,1781

0,1930 0,1185
0,1227 0,1587
0,0383 0,0160
0,0539 0,0217

0,0483 0,0299
0,0648 0,0141
0,0413 0,0083
0,0806 0,0018

0,0915 0,1185

0,1038 0,0777
0,1232 0,0774
0.1129 0.2667

0,0606 0,0180

0,0731 0,0181
0,1248 0,0510
0,0864 0,0102
0,0908 0,0138
o,1111 0,0101

0,1385 0,1106
0,1394 0,0910

0,1332 0,0933
0.1995 0.2375

0,0919 0,0250
0.0993 0.0259

0,1068 0,0454
0,1110 0,0139
0,0984 0,0199
0.1127 0.0116
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Coeficientes Modelo DVEC(1.1)
(lO Réplicas)

P-Valores DVEC(1.1)
(lO Réplicas)
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Figura 4.23: Parâmetros sámuZados e estimados e teste PorzízanÍmu l)yECr.r,/,) com tamanho
amostrnZ T ;: 500
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Tabe[a 4.9: ParámeÉros estimados À/tente Car/o ])yECr/, ],) com tamanho amos]raZ T = 5000.

    10 Réplicas 100 Réplicas 1000 Réplicas

  Verti .( "V" ) Sim.("s") EQM Sim.("s") EQM Sim.("s") EQM

C

o,oooo
o,oooo
o,oooo

o,oooo

-0,0009 0.0002
0.0006 0.0001

-0,0016 0.0003
-0.0030 0.0001

o,o001 0,0001
-0.0003 0.0005

0,0001 0,0006

-0,0007 0,0001

0,0001 0,0004
-0.0002 0.0002
0.0001 0,0003
0.0002 0.0004

A.AÍ.

0,0400

-0,0460
0,0520
0,0460
0,1154
0,1273
0,0196

0,1889
0,0284
0,2500

0,0386 0,0004
-0.0447 0.0006
0,0502 0,0007
0.0441 0.0002
0.1140 0.0003
-0.1270 0.0006
0,0188 0,0002

0,1897 0,0001
0,0286 0,0005
0,2465 0,0002

0.0401 0,0004

-0,0448 0,0005
0.0511 0.0003
0.0455 0.0003
0.1131 0.0002
-0.1249 0.0005
0.0196 0.0006

0,1872 0.0002
0.0283 0.0003

0,2487 0,0004

0.0401 0.0007

-0,0461 0,0003
0.0521 0.0001
0.0468 0.0002
0.1151 0.000]
-0,1257 0.0004
0.0193 0.0005

0,1882 0,0002
0.0281 0.0003

0,2497 0,0007

A:AI

0,1156
0,1068
0,1122
0,0656
0,2108

0,2132
0,1675
0,3328
0,2853
0,3980

0.1159 0.0000

0,1064 0,0001
0,1137 0.0004

0,0656 0,0001
0,2108 0,0001
0.2166 0.0002
0.1679 0.0003
0.3420 0.0002
0.2898 0.0001

0,4047 0,0003

0.1107 0.0001

0,1037 0,0003

0,1105 0,0001
0,0651 0,0001
0,2057 0.0007
0.2093 0.0001
0.1567 0.0009
0.3245 0.0002
0.2930 0.0006

0.3806 0.0010

0,1150 0,0002
0,1057 0,0004
0,1123 0,0007
0.0650 0.0003

0,2154 0,0002
0,2179 0,0001
0,1638 0,0007
0,3348 0,0003
0.2867 0.0005

0,3886 0,0020

B:BI

0,0225
0,0182

0,0291
0,0182
0,0283
0,0389
0,0304

0,0722
0,0585
0,0850

0,1549 0,1783
0,1835 0,1583

0,1847 0,1342
0,1279 0,1240
0,0319 0,0342
0,0533 0.0980

0,0404 0,0342
0.0636 0,0283
0,0657 0.0928
0.0893 0.0015

0.1090 0.1064

0.0939 0.0165
0.0403 0.1575
0.1101 0.1431
0.0593 0.0147

0,0714 0,0889
0.1133 0.0299

0,0782 0,0190

0,0801 0,0873
0.1163 0,0132

0,1223 0,0900
0.1284 0.0865
0.0903 0.1924
0.1979 0.1961

0,0900 0,0133

0,0938 0,0776
0,1038 0,0184
0,0918 0,0124

0,0856 0,0753
0,1086 0,0232
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Coeficientes Modelo DVEC(1,1)
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Figura 4.26: Pa7úmeÉros sámu/abas e estimados e teste Pormanieau Z)tEOr.r,/,) com íamanào
amostrar T :: 5000.
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[Eabela 4.10: Porcenéagens de aceitação do teste Portmantmu sarda o rrzétodo J]/onde (Jaz'/o
DVEC(1,1).

Conforme apresentado anteriormente, pode-se concluir que a parte GARCH do modelo

simulado DVEC(1,1) não consegue convergir aos parâmetros reais, mas a parte constante e

a parte ARCH conseguem ser bem ajustadas. Considerando outras matrizes de covariâncias

iniciais, as estimativas foram iguais, descartando uma possível convergência em mínimos

locais da função de log-verossimilhança.

  Tamanho amostral T = 500 Tamanho amostral T = 5000
Número de réplicas 10 100 1000 10 100 1000

Porcentagem 100% 93% 93,4% 90% 95% 95,3%
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4.3 Modelo BEKK(1,1,1)

Considere o modelo BEl<K(1,1,1) dado em (3.18), junto com a equação (3.1), com c = O,

isto é,
r. = c., .(4.6)

E. = CoCj+ Ct(ctcÍ)CÍ+ DiEt-iDÍ, (4.7)

em (lue ct é um vedor (3 x 1) normal multivariado, N3(O,Et) e t = 1,.. .,500, isto é, o
tamanho amostral é T = 500. As matrizes de parâmetros e a matriz Eo inicial são

1,690

c.cí) = 1 o, 334
0,081

0,3340

0,8356

0,2430 : =: ]. . -
0,30 0,05
-0,05 0,30
0,04 0,07

0,05

0,07

0,30

0,90

0,05

0,04

-0,02

0,90

0,02 ::],»- [ i: ; ]Di

A matriz Eo foi considerada como a matriz identidade para que a variabilidade no início

seja mais estável. Como o modelo BEKK é muito volátil, M matrizes de parâmetros Ci e Di

possuem valores grandes nas diagonais e para que o processo seja estacionários os parâmetros

foram escolhidos de tal forma que os autovalores da matriz

Ci®Ci+Di®Di (4.8)

soam menores que um (neste caso o maior autovalor foi 0, 91)

Estão na Figura 4.27 as 3 séries simuladas e observa-se que não têm tendência ao longo

do tempo e que existem comglomerados em que a variabilidade é maior. Apresentam-se

as FAC e FAC cruzadas das séries ao quadrado na Figura 4.28, em que existem lags em

cada gl'áfico nos quais as correlações são significativas, confirmando a existência de uma

dependência quadrático nas séries.

A Tabela 4.11 apresenta os parâmetros ajustados. Observa-se que os valores significa-

tivos são aqueles que estão nas diagonais das matrizes de parâmetros das partes ARCH

2Ver a Proposição 3.3.
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Série l EKK(1.1)

Série 2-BEKK(1.1)

Série 3-BEKK(1 .1)

Figura 4.27: Séües simuladas BEKK(1,1,1).
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Figura 4.28: FAC e FAC cr"usadas das séries simuladas ao quadrado BEKK(1,1,1)

 

  -- --t-:-''.''l-

  

  : '.: '.' '.'l' 'li i.: l.'.l

 
1 1 1 ' l

20 t5 10 5 0

 

  
  l.i.li. ll ..lll' ll'.

0 5 10 1S 20

  't-l. I' ' ': '' l - - -
  .i..'.'..1111 .'ll

  ' ' ' ' ' i ' ' ' ''..'

  ' 1 1 ' ' 1 ' ' ' '1''i'i

0 5 10 1S 20

SerIeS 3

  llii.l l.:ír.

 
l l -

0 5 10 1S 20



94 SIMULAÇOES 4.3

Tabela 4.11: Parâmetros esli7/lados BEK.f(r.r, .r,ÍJ

e GARCH, além do valor ARCH (1; 3, 2) . Na matriz constante,Coco, somente os valores

A.(1, 1) e A(2, 2) são significativos. O modelo BEKK é muito volátil e a escolha dos
parâmetros a serem simulados é complicada, neste caso por exemplo, os parâmetros foram

escolhidos dando valores maiores nas diagonais das matrizes.

A Tabela 4.12 apresenta os testes do ajuste. Todos os testes são univariados e pode-se

observar que ao nível de significância de 5% as hipóteses de normalidade, para cada série, e

de não correlação serial, entre os residuais e o quadrado destes, não são rejeitadas.

Parâmetros Estimados BEKK(1,1,1):
Estimativa D.P. t-valor Pr(>ltl)

C(1) -0,006851 0,18880 -0,0362897 0,971
C(2) 0,120765 0,14871 0,8120701 0,417
C(3) 0,051355 0,07438 0,6904797 0,490
A(1, 1) 1,678158 0,53499 3,1368294 0,002
A(2, 1) 0,992676 0,60729 1,6346057 0,103
A(3, 1) O,106956 0,23374 0,4575751 0,648
A(2, 2) 1,150550 0,37749 3,0479221 0,002
A(3, 2) O,120997 0,23947 0,5052655 0,613
A(3, 3) 0,003864 25,29160 0,0001528 0,999
ARCH(1; 1, 1) 0,256540 0,09023 2,8430882 0,005
ARCA(1;2, 1) -0,046466 0,07559 -0,6147126 0,539
ARCH(1;3,1) 0,042193 0,03086 1,3670685 0,172

ARCH(1;1,2) 0,034211 0,11534 0,2965984 0,767
ARCH(1; 2, 2) 0,370333 0,09963 3,7170210 <0,001
ARCH(1;3,2) 0,078831 0,04053 1,9449509 0,052
ARCH(1; 1,3) -0,035204 0,16567 -0,2124929 0,832
ARCH(1;2,3) -0,092381 0,15172 -0,6089025 0,543
ARCH(1; 3, 3) 0,231540 0,06301 3,6745831 <0,001
GARCH(1; 1, 1) 0,933486 0,07481 12,4784606 <0,001
GARCH(1;2, 1) 0,062702 0,06415 0,9774720 0,329
GARCH(1;3, 1) -0,029965 0,02561 -1,1701318 0,242
GARCH(1; 1,2) -0,113179 0,12009 -0,9424418 0,346
GARCH(1; 2, 2) 0,790187 0,12096 6,5325560 <0,001
GARCH(1;3,2) -0,00871 0,04244 -0,2052 0,837
GARCH(1;1,3) 0,08712 0,12450 0,6997 0,484

GARCH(1;2,3) 0,03437 0,12895 0,2666 0,'n9
GARCH(1;3, 3) 0,93814 0,04434 21,1585 <0,001
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Tabela 4.12: Testes .BEKK('í,l)

Testes da Simulação BEKK(1,1)

AIC(27) - 7205,93
BIC(27) - 7319,725

Testes de Normalidade

Jarque-Bera
0,4386
0,7493

1,3315

P-valor Shapiro..Wilk P-valor
0,8031 0,9827 0,24171
0,6875 0,9801 0,07243
0,5139 0,9863 0,64834

seriel .BEKl<ll.s
serie2 .BEKl<ll.s
serie3.BEKKll.s

15,440
9,276
5,706

P-valor

0,2183
0,6792
0,9302

F-estar
1,4495
0,8596
0.5248

seriel.BEKKll.s
serie2.BEKKll.s
serie3.BEKKll.s

Teste Multiplicadores de Lagrange:
Lag l Lag 2 Lag 3 Lag 4 Lag 5 Lag 6

serial.BEKKll.s 0.3588 -1.2497 -0.5163 -0.2110 -1.3918 1.3162
serie2.BEKKll.s -0.2023 1.7306 0.4122 1.0813 -0.5451 0.3673
serie3.BEKKll.s -0.7901 -0.3041 -0.4090 0.5306 0.3189 0.9971

Lag 7 Lag 8 Lag 9 LÁBIO Lag ll Lag 12
seriel.BEKKll.s 0.05898 0.8172 -0.7113 0.1907 2.5607 0.08312
serie2.BEKKll.s -1.31492 -0.7252 -0.2069 1.2776 0.9648 0.22132
serie3.BEKKll.s 0.72370 -0.4544 -1.0263 -0.9304 -0.6035 -0.01678

seriel.BEKKll.s -0.99390

serie2.BEKKll.s -0.92075
serie3.BEKKll.s 0.06852

Teste de Ljung-Box para os resíduos padronizados:
Estatística P-valor X: -- d, .f,

seriel.BEKKll.s l0,079 0,6090 12
serie2.BEKKll.s 7,186 0,8451 12

serie3.BEKKll.s 7,704 0,8078 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos resíduos padronizados:
Estatística P-valor X* d, /,

seriel.BEKl<ll.s 16,996 0,1497 12
serie2.BEKKll.s 8,291 0,7620 12

serie3.BEKKll.s 5,808 0,9255 12
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0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 S lO 15 20LH l.H LH
RES2&RES.l RES2 RES2&RESJ

20 -15 -10 -5 0 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20LH LH LH
RES.3&RES.l RESj&RES2 RES.3

Figura 4.29: FAC e FAC c7"usadas do quadrado dos resíduos do ajuste BEKK(1,1,1)
Nomtal Q-Q Plot Residuais l

Nomial Q- Q Plot Residuais 2

Nomial Q-Q Plot Residuais 3

Figura 4.30: QQ-Ptot dos resíduos do ajuste BEKK(1,1,1)
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As Figuras 4.29 e 4.30 apresentam as FAC e FA-C cruzada do quadrado dos resíduos e

o QQ-plot deles, respectivamente, e nota-se que não existe autocorrelação e autocorrelação

cruzada nos resíduos ao quadrado e além disso, que eles seguem uma distribuição normal.

Segundo o p-valor do teste de Portmanteau dado na Tabela 4. 13 não existe autocorrelação

e autocorrelação cruzada entre os resíduos ao quadrado, já que o valor obtido foi 0, 6614.

Tabela 4.13
BEKK(1,1,1).

Teste muttiuahado de PoHmanteau para o quadrado dos resíduos do ajuste

As variâncias e covariâncias condicionais simuladas e ajustadas, além dos desvios padrão

e as correlações, estão apresentadas nas Figuras 4.31 e 4.32, respectivamente. Ao longo do

tempo, as volatilidades das séries e as covariâncias condicionais destas não são constantes,

mostrando alguns picos significativos em alguns períodos do tempo e além disso, o compor-
tamento é similar em cada caso.

Segundo a Tabela 4.11 o modelo BEKK(1,1,1) ajustado é dado por

-0,006851 \
0, 120765 1 + ct

0, 051355 /

/ 1, 678158 0, 992676 0, 106956 \
l 0,992676 1,1s0550 0,120997 l

\ 0, 106956 0, 120997 0, 003864 /

/ 0,256540 0,034211 -0,035204 \

+ l -o,046466 0,370s33 0,09238i l(..--.Í
\ 0, 042193 0, 078831 0, 231540 /

/ 0, 933486 0, 113179 0, 08712 \ /
0,062702 0,790187 0,03437 l Et-i l
-0, 029965 -0, W871 0, 93814 / \

+

rt

/ 0,256540 0,034211 -0,035204 \

1) 1 --0,046466 0,370333 0,092381 l

\ 0, 042193 0, 078831 0, 231540 /

0, 933486 0,113179 0, 08712 \
o,062702 0,790187 0,03437 l
-0, 029965 -0, 00871 0, 93814 /

em que e. «., N3(O, Et)

Teste Multivariado Portmanteau: Tipo Ljung-Box
Hipótese Nula: não correlação serial
Estat. do Teste p.valor

101,3538 0,6614
Dist. sob Hipótese Nula: qui-quadrado com 108 graus de liberdade
Total Observ.: 500
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Variância Série l Modelo BEKK(1.1) Desvio Padrão Série l Modelo BEKK(1.1)

l l . l : -t l ! .

Variância Série 2 Modelo BEKK(1 ,1) Desvio Padrão Série 2 Modelo BEKK(1.1)

Tempo

Variância Série 3 Modelo BEKK(1,1) Desvio Padrão Série 3 Modelo BEKK(1.1)

Â

Figura 4.31: Uahâncias e desuáos padrão l?ZKKr/,l,ÍJ.

Covariãncia Séries l e 2 Modelo BEKK(1.1) Cornlação Séries l e 2 Modelo BEKK(1,1)

Covariãncia Séries l e 3 Modelo BEKK(1.1) Cornlação Séries l e 3 Modelo BEKK(1,1)

Tu-s.,

Covaríãncla Séries 2 e 3 Modelo BEKK(1,1) Cornlação Séries 2 e 3 Modelo BEKK(1.1)

TaTpoTeívpo

Figura 4.32: CouaHârzcias e c07mlações BEKK('.r,l, .r.).
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Foram feitas simulações Monte Carão com 10, 100 e 1000 réplicas do modelo BEl<K(1,1,1)

dado por (4.6) e (4.7), considerando tamanhos amostrais T = 500 e T = 5000. Em cada caso,
foi considerada a média dos parâmetros nas réplicas e os p-valores do teste multivariado de

Portmanteau para os resíduos ao quadrado em cada ajuste.

Estão na Tabela 4.14 os parâmetros verdadeiros ("V") e estimados ("S") com lO, 100

e 1000 réplicas, além do erro quadrático médio (EQM) para cada caso, considerando um

tamanho amostral T :; 500. Em geral os parâmetros estimados conseguiram convergir aos

parâmetros verdadeiros e os valores EQM foram pequenos. A Figura 4.33, apresenta as es-

timativas ("S") e os valores dos parâmetros verdadeiros ("V"), para 10, 100 e 1000 réplicas.

Graficamente os parâaltetros estimados conseguiram convergir aos parâmetros verdadeiros e

só no caso do elemento na linha l e na coluna l da matriz Coca não convergiu ao valor

verdadeiro. Por outro lado, aumentando o tamanho da série para T - 5000, os resultados

obtidos não mudaram muito, conforme a Tabela 4.15 e a Figura 4.34.

Nos gráficos dos p-valores do teste Portmanteau nas Figuras 4.33 e 4.34 para tamanhos

amostrais T = 500 e T = 5000, respectivamente, observa-se que a maioria destes p-valores

ficaram acima do valor 0, 05, com linha pontilhada, em cada caso. No caso T = 500, para lO

réplicas 8 Zl-valores foram significativos, pala 100 réplicas 94 deles foram significativos e para

1000 réplicas 957 foram significativos. Para o caso T = 5000, para 10 réplicas 9 p-valores

foram significativos, para 100 réplicas 96 deles foram significativos e para 1000 réplicas 959

foram significativos, indicando que aproximadamente num 92% das vezes, o modelo ajustado

pelo S-PLUS, consegue ajustar bem o modelo BEKK(1,1,1) dado por (4.6) e (4.7), com as

matrizes escolhidas neste caso. A Tabela 4.16 apresenta o resumo destas poicentagens.
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Tabela 4.14: Parâmetros estimados Monte Carlo BEKK(1,1,1) com tamanho amostral T = 500.

 

 

 

 

 

 

 

     

10 Réplicas 100 Réplicas 1000 Réplicas

Verd.("v') Sim.("s") EQM Sim.("s") EQM Sim.("s") EQM
0,0000 0,0254  0,0205 0,0227 0,0282 0,0071  0,0270

c 0,0000 0,0350  0,0214 0,0190 0,0180 0,0074 0,0197
0,0000 0,0039 0,0042 0,0093 0,0040 0,0026  0,0047
1,6900 1,3898  0,2093 1,2939 0,2476 13377 0,2463
0,3340 0,3072  O0774| 0,3564 001778 0,3479 0,0176

CoG 0,0810 0,0243  0,0464 0,0551 0,0351 0,0318 0,0372
0,8356 0,7389  0,0598 0,8648 0,0828 0,8542  0,0902
0,2430 0,2124  0,0239| 0,1780 0,0547 0,1991  0,0585
0,0729 0,0851  0,0317 0,0505 0,0116 0,0442  0,0140
0,3000 0,2793  0,0029 0,2892 0,0032 0,2923  0,0035
-0,0500 -0,0372  0,0020 -0,0439  0,0019 -0,0439 0,0021
0,0400 0,0329  0,0003 0,0279 0,0007 0,0338  0,0006
0,0500 0,0758  0,0054 0,0489 0,0049 0,0505 0,0054

C; 0,3000 0,2967  0,0027| 0,3031 0,0029 0,2983  0,0035
0,0700 0,0643  0,0014 0,0686 0,0009 0,0648  0,0011
-0,0500 -0,1229  0,0106 -0,0581  0,0084 -0,0482  0,0126
-0,0700 -0,0851  0,0051| -0,0845  0,0089 -0,0685  0,0089
0,3000 0,2931  0,0011| 0,2810 0,0030 0,2862  0,0024
0,9000 0,8790  0,0052 0,8949 0,0030 0,8878 0,0027
0,0500 0,0340  0,0011 0,0429 0,0019 0,0413  0,0020
-0,0400 -0,0372  0,0002| -0,0327 0,0006 -0,0360 0,0005
-0,0200 -0,0210  0,0056 -0,0218  0,0055 -0,0197 0,0056

D, 0,9000 0,9060  0,0017| 0,8816 0,0040 0,8860  0,0036
0,0200 0,0178  0,0003 0,0155 0,0010 0,0204 0,0010
0,0400 0,0978  0,0090 0,0424 0,0082 0,0433  0,0078
-0,0500 -0,0299  0,0038| -0,0330  0,0048 -0,0453  0,0051
0,9000 0,9000  0,0011| 0,8995 0,0011 0,8964  0,0012  
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Coeficientes Modelo BEKK(1 .1)
(lO RópUcu)

P BEKK(1.1)
(lO Répllus)

Coeficientes Modelo BEKK
(100 RópUcn)

(1.1) P-Valons BEKK(1.1)
(100 Rópllcu)

Cnflclentes Modelo BEKK(1.1)
(1000 Rópllcn)

P-Válons BEKK(1.1)
(1000 Réplicas)

g

y V V

g

q

Réplca

Figura 4.33: Parâmetros simuladas e esÍámados e teste Pozmantmu BE.lÍKr/,l,.r,) corri tamanho
amostru{ T = 500.



102 SIÀ{ULAÇOES 4.3

Tabela 4.15: Parâmetros esiÍmados À/otite Car/o l?EKÃr/,.r,/) com [amanAo amostrar T 5000

    10 Réplicas 100 Réplicas 1000 Réplicas

  Verti .( "V " ) Sim.("s") EQM Sim.("s") EQM Sim.("s") EQM

C

o,oooo
o,oooo
o,oooo

0,0001 0.0031
-0.0003 0.0015
-0.0041 0.0007

0.0039 0.0023
0.0018 0.0020
-0.0016 0.0005

0,0004 0,0028

-0,0014 0,0019
0,0003 0,0005

Coca,

1,6900
0,3340
0,0810

0,8356
0,2430
0,0729

L.3048 0,1982
0.2585 0.0187
0,0883 0,0020
0.9277 0.0131
0.2537 0.0026

0.0891 0,0066

1.2603 0.2430

0.2985 0.0185
0.0709 0.0030
0.8572 0.0105
0.2469 0.0041

0.0687 0.0077

1,3687 0,2126
0,3315 0,0002

0,0610 0,0027
0,8363 0,0012
0,2582 0,0037
0,0662 0,0073

CI

0,3000

0,0500
0,0400
0,0500
0,3000
0,0700
-0,0500
-0,0700
0,3000

0,2945 0,0005
-0,0536 0,0001
o,oooo o,oooo

0,0508 0,0010
0,3073 0.0002

0,0705 0,0001
0.0376 0,0011

-0.0660 0,0008
0,3044 0,0003

0.2965 0.0004
0.0531 0.0002

0.0388 0.0000

0,0548 0.0005
0.3037 0.0004

0.0694 0.0001
-0.0524 0.0010
-0.0715 0,0007
0,2982 0,0003

0,2994 0,0003
-0.0505 0,0002
0,0397 0,0000
0.0500 0.0005

0,3018 0,0004
0.0700 0.0001

0,0483 0,0012
0.0703 0.0007

0,2987 0,0002

Di

0,9000
0,0500

0,0400
-0,0200
0,9000
0,0200
0,0400
-0,0500
0,9000

0,9041 0,0001
0,0514 0,0001
-0.0401 0,0000
-0,0186 0,0003
0,8915 0,0002
0,0189 0,0001
0.0279 0.0006

0,0509 0,0002
0.8976 0.0001

0,8997 0,0002
0,0517 0,0001
-0.0405 0.0000
-0.0198 0,0003

0,8952 0,0002
0,0207 0,0001
0,0368 0,0005
-0,0494 0,0003

0,9001 0,0001

0,8977 0,0002
0.0508 0.0001

-0,0398 0,0000
-0.0195 0.0003
0.8958 0.0003
0.0192 0.0001

0.0398 0.0004
-0.0500 0.0003
D.8999 0,0001
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Coeficientes Modelo BEKK(1.1,1)
(lO Réplicas e Tn5000)

P-Valores BEKK(1,1)
(lO Réplias e Ta5000)

S Coefidentes Simdação
V CoefidentesVerüade#os

S
V

'88 8'.

5 10

Coeficientes Modelo BEKK(1,1.1)
(100 Réplicas e Tu5000)

P-Valores BEKK(1,1,1)
(100 Répllus e Ta5000)

S
V

CoefideMes Simulação

S
V 8 V

'88 8'.

0 20 40 60 80
Répüca

Coeficientes Modelo BEKK(1.1.1 )
(1000 Réplias e Ta5000)

P-Valons BEKK(1,1 )
(1000Répllcas eTu5000)

S Coefidentes Simulação
V Coefidentes Verüadekos

8 '88 V .

10 15 20

Figura 4.34: Parâmetros sámu/idos e esÉámados e leste Pormanteau BE.KKr], ],l) com tamanha
amostrar T = 5000.
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Tabela 4.16: Porcentagerzs de aceãÉação do teste Podmanfeaa usando o método À/on(e Car/a

BEKK(1,1,1).

4.4 Modelo BEKK(1,1,1) com distribuição t-student

Foram simuladas 3 séries de tamanho 500 com as mesmas matrizes do modelo BEKK(1,1,1)

normalmente distribuído, considerando agora a distribuição t-student com 8 graus de liber-

dade. Este modelo também segue as equações (4.6) e (4.7).

A Figura 4.35 apresenta as 3 séries simuladas e observa-se que as séries não têm tendência

ao longo do tempo e que existem comglomerados em que a volatilidade é maior. Apresentam-

se as FAC e as F'AC cruzadas das séries ao quadrado na Figura 4.36. Nota-se que em todos

os gráficos existe autocorielação significativa antes do !ag 10, confirmando a existência de

uma dependência quadrático nas séries.

A Tabela 4.17 apresenta os parâmetros estimados pelo S-PLUS usando uma distribuição

t-student e na Tabela 4. 18 são apresentados os testes do ajuste BEKK(1,1,1) com distribuição

t-student. Nota-se que segundo estes testes univariados a hipótese de normalidade do teste

de Jai'que Bera foi I'ejeitada ao nível de significância de 5%, mas os testes de Ljung-Box não

rejeitam a hipótese de não correlação entre os resíduos e o quadrado destes, também ao nível

de 5%

As Figuras 4.37 e 4.38 apresentam as FAC e FAC cruzadas dos resíduos ao quadrado e o

QQ-plot deles, respectivamente, e observa-se que não existe autocorrelação e autocorrelação

cruzada entre os resíduos ao quadrado e além disso, no QQ-plot nota-se que as caudas são

mais pesadas que na distribuição normal, já que a distribuição escolhida foi a t-student.

A Tabela 4.19 apresenta o p..valor do teste de Portmanteau para o quadrado dos resíduos

e segundo ele, não existe autocorrelação e autocorrelação cruzada nos resíduos ao quadrado,

já que o valor obtido foi 0, 9997, indicando a adequação do modelo ajustado.

  Tamanho amostrar T = 500 Tamanho amostral T = 5000
Número de réplicas 10 100 1000 10 100 1000

Poicentagem 80% 94% 95,7% 90% 96% 95,9%
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Sédel-BEKK(1.1)
(Olst. t-Stu&nt)

Tempo

Série2-BEKK(1.1)
(Dlst. t-Stu&nt)

Tempo

Série 3-BEKK(1,1)
(Oist. t-Stu&nt)

F\Bufa 4.35: Séries simuladas BEKK(1,1,1) t-student.
SEREI SEREI & SENE2 SEREI & SENEJ

0 5 10 15 20

SEN E2 & SEBE.l

0 5 10 15 20

SENE2

0 5 10 15 20

SEN E2 & SERIE3

SENE3 & SEREI SEHE3 & SEnE2 SEHE3

20 .IS -10 0 -20 5 -10 -5 0 0 lO 15 20

Figura 4.36: .1i:4C e PHC crtlzadas do quadrado das séães simw]adas modelo BEÃ'.f(r/,],]) t
student.
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Tabela 4.17: Parâmetros estimados BEK.f(r/, /,.r) t-student

Parâmetros Eitiúãaói BEKK(lll
Estimativa
-0,127750 0
0,053293 0
0,042259 0
1,434207 0
.0,114439 0
0,193722 0
1,003571 0
0,642404 0
0,005790 37
0,283314 0

-0,084315 0
0,037941 0
0,048270 0
0,336069 0
0,059842 0
-0,025554 0
0,033244 0
0,311'863 0
0,906589 0
0,074751 0
.0,034793 0
0,001225 0
0,898423 0
0,010737 0
0,005051 0
.0,084204 0
0,895657 0

1) t-student:
D.P. t-valor

.18591 -0,6871786
,17114 0,3113970
,10253 0,4121641
.35389 4,0526396
.44566 -0,2567848

.25082 0,7723390
,36110 2,7792325
,32331 1,9869332
,90081 0,0001528
,05246 5,4007276
,04941 -1,7064300
.02736 1,3867351

.06705 0,7199207

.06168 5,4486892
,03584 1,6697176
.10172 -0,2512120
,09312 0,3569921
,05646 5,5232554

,04223 21,4682029
,03741 1,9983478
,02104 -1,6535660
,04200 0,0291605
,03547 25,3321494

,02188 0,49064
,05911 0,08546
,06097 -1,38098
,03088 29,00741

Pr(>ltl)
0,246

0,378
0,340

<o,001
0,399

0,220
0,003
0,024
0,499

<o,001
0,044
0,083
0,236

<o,001
0,048
0,401

0,360

<o,001
<o,001

0,023
0,049
0,488

<o,001
0,312
0,466

0,084
<o,001

c(1)
C(2)
G(3)

A(1,1)
A(2, 1)
A(3, 1)
A(2, 2)
A(3, 2)
A(3, 3)
ARCA(i;i
ARCA(1;2
ARCH(1;3
ARCA(i;i
ARCH(1;2
ARCH(1;3
ARCA(i;i
ARCH(1;2
ARCA(1;3
GARCn(i;
GARCn(i;
GARCn(i;
GARCn(i;
GARCn(i;
GARCn(i;
GARCn(i;
GARCn(i;
GARCn(i;

1)
1)
1)
2)
2)
2)
3)

3)
3)
l, l)
2, 1)
3, 1)
1, 2)
2, 2)
3, 2)
1, 3)
2, 3)
3, 3)

Graus de liberdade estimado:

GrausD.P
6,874039 1,143702
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Tabe[a 4.18: Testes BE.f(/(r], ], ].) t-sÍudent

Testes da Simulaijão BEKK(l,ljl) t-student
AIC(27) - 7884,429
BIC(27) - 8002,438

seriel.BEKKll.s
serie2.BEKKll.s
serie3.BEKKll.s

11,157
9,656
3.427

P-valor
0,5155
0,6461
0.9917

F-star
1,0380
0,8955
0.3137

P-valor
0,5209
0,6543
0.9997

Testes de Normalidade:

marque-Bela P-valor Shapiro-Wilk P-valor
seriel.BEKKll.s 28,54 <0,001 0,9953 0,99959
serie2.BEKKll.s 186.54 <0.001 0.9800 0.07025
serie3.BEKKll.s 176,00 <0,001 0,9797 0,05929

Teste de Ljung-Box para os resíduos padronizados:
Estatística P-valor Xz -- d./.

seriel.BEKKll.s 18,012 0,1153 12

serie2.BEKKll.s 4,929 0,9603 12
serie3.BEKKll.s l0,768 0,5489 12
Teste de Ljung-Box para o quadrado dos resíduos padronizados:

Estatística P-valor X* d./.
seriel.BEKKll.s 11,833 0,4592 12
serie2.BEKKll.s l0,403 0,5807 12
serie3.BEKKll.s 3.636 0.9891 12
Teste Multiplicadores de Lagrange:

Lagl Lag2 Lag3 Lag4 Lago Lag6
seriel.BEKKll.s 0,5417 1,4439 -0,5394 0,2645 0,6199 -1,0743
serie2.BEKKll.s -0,3407 0,1960 0,7683 0,3484 -1,5270 -1,1382
serie3.BEKKll.s 0,8139 -0,5311 0,4653 0,8123 -0,8589 0,4897

Lag7 Lag8 Lago Lag10 Lagll Lag12
seriel.BEKKll.s -0,6395 -0,5037 -0,08166 0,8625 2,0986 0,05731
serie2.BEKKll.s 1,7220 -0,6946 -0,04728 -0,5327 -0,2717 0,01876
serie3.BEKKll.s -0,2245 0,4080 0,03825 0,0261 0,1139 0,04190

seriel.BEKKll.s 0.7695
serie2.BEKKll.s 1.0614
serie3.BEKKll.s -0.4720



108 SIN'lULAÇÕES 4.4

S lO IS 20

STD.RESSERIE2.DT

20 -1S -lo -5 0

STD.RESSER}E3 & STD.RESSERHI

o s lo
SID.RESSERIE3.D

Figura 4.37: FAC e FAC cr"uzadm do quadrado dos resíduos do ajuste BEKK(1,1,1) t-student
Nomlal Q--Q Plot Série l

Nomtal Q-Q Plot Série 2

Figura 4.38: QQ-Plot dos resíduos do ajuste BEKK(1,1,1) t-studenl
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Tabe[a 4.19: Teste de podman]eau para o quadrado dos res duos do ajuste BEX'Ã'('.r, ],]) t-sÍuderlt

O comportamento das variâncias e covariâncias condicionais simuladas e ajustadas pode

ser visto nas Figuras 4.39 e 4.40, respectivamente. Observa-se que nos dois casos é similar e

além disso, existem alguns períodos no tempo que apresentam picos altos.

Variância Série l Modelo BEKK(1,1)
(Oist. t-Stu&nt)

Variância Série 2 Modelo BEKK(1,1)
(Dlst. t-Student)

Vadâncla Série 3 Modelo BEKK(1.1)
(Dist. t-Student)

ã

!

Figura 4.39: Uaháncías .juntas BEXl{('l,l, .r.) t-student

Teste Multivariado Portmanteau: Tipo lljung-Box
Hipótese Nula: não correlação serial
Estat. do Teste p.valor

64,6114 0,9997
Dist. sob Hipótese Nula: quí-quadrado com 108 graus de liberdade
Total Observ.: 500
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Covariãncia Séries l e 2 Modelo BEKK(1,1)
(Oist t-Student)

-..--.P-....--,-KW,..,.f«....,.3 ''''p

n

é

Covariãncia Séries 2 e 3 Modelo BEKK(1,1)
(Dist t-Student)

8
8

Covariãncia Séries l e 3 Modelo BEKK(1,1)
(Oistt-Student)

u)

8

0

Tempo

Figura 4.40: Oouaàâncáas .juntas Z?EKÃ'r],],].) t-sludent

Finalmente, o modelo ajustado é dado por

0, 127750 \
0, 053293 1 + ct

0, 042259 /

rt

1,434207

0,114439

0,193722

0,114439

1,003571

0,642404

0,193722 \
0,642404 l
0,005790 /

* (
* (

0,283314 0,048270
0,084315 0,336069

0,037941 0,059842

0,025554
0,033244

0,311863

0,283314 0,048270

.0,084315 0,336069
0,037941 0,059842 ': :::: )(..-:.Í..)

0,906589 0,001225
0,074751 0,898423

0,034793 0,010737 -:g:: ) ,- (
0,906589

0,074751

-0,034793

0,001225

0,898423

0,010737 :B)
em que ct segue uma distribuição t-student multivariada com aproximadamente 7 graus de

liberdade e matriz de covariâncias condicional Et.



Capítulo 5

Aplicações

Neste capítulo apresentam-se duas aplicações usando dados reais do mercado financeiro

Brasileiro, a primeira com quatro ações que fazem parte do mercado dos Materiais de Cons-

trução e depois consideram-se quatro ações que fazem parte do mercado da Clonstrução

Civil. Estes dois mercados estão altamente correlacionados e fazem parte importante do

índice lbovespa. Os dados são os log-retornos obtidos com os preços de fechamento diários

entre 2 de Janeiro de 2009 e 16 de Agosto de 2010, num total de 400 observações.

A Tabela 5.1 apresenta as ações consideradas com seus respectivos códigos e o setor no
qual pertenecem.

Tabela 5.1: .Anões da aplicação

Pode-se considerar um ajuste GARCH multivariado para o conjunto das ações da Tabela

3.1, mas o número de parâmetros a serem estimados é consideravelmente alto, e portanto

é razoável reagrupar as séries em grupos menores para depois aplicar os modelos GARCH

multivariados em cada grupo. Na prática o conjunto de ativos 6nanceiros da Tabela 5.1 estão

fortemente correlacionados dentro de cada setor e é conveniente fazer um ajuste GARCH
multivariado em cada grupo para reduzir o número de parâmetros. Com o intuito de verificar

111

Setor Ação Código

Materiais de Construção
Vale

Gerdau
Usiminas

Aços Vill

VALE
GGBR
USIM
ANIL

Construção Civil
Cyrela Realt

Inpar S/A
Tecnisa

Gaâsa

CYR.E
INPR
TESA
GFSA
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que no conjunto de 8 ativos existem de fato dois grupos fortemente correlacionadas entre eles,

aplica-se o método das componentes principais (ver .Johilso!} e \l':icheln (1998)). A Figura

5.1 apresenta o biplot das duas primeiras componentes do conjunto de ações e observa-se que

existe uma separação da variabilidade em dois grupos, considerados na segunda component;e.

Os grupos obtidos são os mesmos que na Tabela 5.1, dois setores lvlateriais de Construção e
f'SnnatnlPãn rlivi]

Biplot Componentes Materiais de Construçãoe Construção Civil
-20 -10 0 10 20

78
cy

CN

43

E0

0.3

Comp.l

Figura 5.1: Biplol das duas phineirm comporzenZes phncipais das anões

5.1 Ações Materiais de Construção

Os modelos dados no Capítulo 3 foram aplicados aos log-retornos do conjunto de ações

do setor h'materiais de Construção.

A Figura 5.2 apresenta os log-retornos das ações VALE, USlh'FINAS, GERDAU e AÇOS

VILL no período de 2 de Janeiro de 2009 até 16 de Agosto de 2010. Nota-se que não há

uma tendência definida e que existem, ao longo do tempo, períodos de maior w-ariabilidade
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em cada uma das séries

VALE GERDAU

8
E

$

2009 2010

DATA

USIMINAS

2009 2010

DATA

AÇOSVILL

2009 2010

DATA

2009 2010

DATA

Figura 5.2: .4ções maíehais de construção, 2 de Janeiro de 2a09 aZé lg de ..4gosZo de 2010

Estão apresentadas na Figura 5.3 as FIAM e F'AC cruzadas dos log-retornos e observa-se

que em alguns gráficos existe autocorrelação e autocorrelação cruzada significativa antes do

lag 10, indicando que há dependência linear, não muito forte, entre eles.

Na Figura 5.4 apresentam-se as FAC e FIA-C cruzadas dos quadrados dos log-retornou no

grupo materiais de construção. Nota-se que existe autocorrelação e autocorrelação cruzada

significativa, mostrando que existe dependência quadrático nos log-retornos.

Os ajustes GARCH multivariados que foram considerados são EWlvIA, DVEC(1,1),
BEKK(1,1,1), CCIC com ajustes GARCH(1,1) univariados para cada um dos elementos na

diagonal da matriz dada por (3.29) e Componentes Principais com ajustes GARCH(1,1)

para cada uma das componentes. Alguns outros ajustes, como por exemplo DVECI(2,1),

DVEC(1,2),..., foram feitos, mas os resultados obtidos em cada um deles não foram melho-

res. Também foram considerados ajustes ARMA(1,1) para os log-retornou multivariados.

A Tabela 5.2 apresenta os valores de AICI e BIC para cada um dos modelos. O modelo

que apresentou o menor valor nos dois critérios foi o CCC-GARCH(1,1).
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VAIE&UgU

GGBR&USIU
P

:

=

?

usu
9

:

=

fts 20

AVH & tBIH

VALE & A\H,

GGBR & AVH

USIH & A\n.

A\n.

Figura 5.3: PH O e FHC c7'usadas dos J(U-ret07vzos, matehaís de corEstTução

0 5 10 15 20

U9U&GGBR

Figura /:4(7 e /M (7 c7'usadas dos log-7etorv&os ao quadrado, mafehaís de corzsf7ução
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Tabela 5.2 Cütéüos de seleção AIC e BIC, mateüais de coTtstmção

Apresentam-se na Tabela 5.3 os testes multivariados Portmanteau para o quadrado dos
resíduos em cada ajuste. Todos os p-valores são maiores que o nível de significância de 5%o.

Segundo os critérios AIC e BIC, o modelo mais adequado é o CCC-GARCH(1,1).

[lhbela 5.3: Testes de Podmanteau para o quadrado dos resídztos dos (ÜHstes, mafeHais de con
str"tição.

A Tabela 5.4 apresenta o resumo do ajuste CCIC-GARCH(1,1). Nota-se que as estimati-

vas C(1) , C(2) , C(3) e C(4) do vetorconstante c, são nãosignificativas ao nível de 5%o. Na

parte ARh/IA, únicamenteos parâmetros estimados AR(1; 4, 4) e MA.(1; 4, 4) foram

significativos. Nas estimativas GARCH univariadas, os parâmetros estimados A(2 . 2) e

A. (3, 3 ) são não significativos ao nível de significância de 5%o. A matriz de correlação cons-

tante junto com os seus desvios padrão também são apresentados na Tabela 5.4. Para os

graus de liberdade o valor estimado foi 8, 21468 com um desvio padrão de 1, 13567.

Na Tabela 5.5 encontram-se os testes do ajuste CCIGGARCH(1,1). Segundo os testes de

normalidade, as séries GERDAU e USlh'TINAS seguem uma distribuição normal e as séries

VALE e AÇOS VILL não se ajustam com esta distribuição. Já para os resíduos e o quadrado

dos resíduos, todos os p-valores dos testes lljung-Box e Lagrange são maiores que 5%, não

h4odelo AIC BIC
EWR4A -7954,073 -7898,193
DVEC(1,1) -8010,344 -7798,796
BEKK(1,1) -7969,844 -7750,313
CCC-GARCH(1,1) -8044,968 -7945,181
PCOMP-GARCH(1,1) -8002,156 -7902,37

Teste Multivariado Portmanteau: Tipo Ljung-Box
Hipótese Nu[a: não corre]ação serial
Modelo Estar. do teste p.valor
EWMA 213,9478 0,1327
DVEC(1,1) 165,8898 0,9137
BEKK(1,1) 166,4166 0,9089
CCC-GARCH(1,1) 165,9967 0,9127
PCOMP-GARCH(1,1) 188,7550 0,5527
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Figura 5.5: .1MC e FH(7 cruzada dos resíduos da cdtlsZe CC(7-G 4RCHr/,.r,), mafeHaÍs de con
st7"tIÇão.

Figura 5.6: FA C e FAC Cruzada do quadrado dos resíduos do ajuste CCC-GARCH(í,l), mateHais
de constftição.
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Tabela 5.4: Resumo do cÜusfe aaO-G.4ROIHr/, /,), matehaÍs de consZ7'ração.

117

Graus de liberdade estimado:
GrausD.P
8,21468 1,13567

Parâmetros Estimados CCC-GARCH(1,1):
Estimativa D.P. t-valor Pr(>ltl)

C(1) 1,279e-003 1,447e-003 0,88392 0,188
C(2) 1,340e-004 1,062e-003 0,12615 0,450
C(3) 4,211e-004 1,174e-003 0,35871 0,360
C(4) 2,781e-004 3,872e-004 0,71819 0,237
AR(1; 1, 1) -4,670e-002 8,851e-001 -0,05277 0,479
AR(1;2,2) 2,440e-001 2,049e-001 1,19090 0,117
AR(1;3,3) 1,293e-001 2,338e-001 0,55319 0,290
AR(1; 4, 4) 6,040e-001 2,204e-001 2,74006 0,003
MA(1; 1, 1) 8,635e-002 8,820e-001 0,09790 0,461
MA(1; 2, 2) -9,498e-002 2,134e-001 -0,44507 0,328
h4A(1; 3, 3) 3,479e-002 2,390e-001 0,14558 0,442
MA(1; 4, 4) -6,981e-001 1,908e-001 -3,65971 <0,001
A(1, 1) 2,168e-005 1,066e-005 2,03336 0,021
A(2, 2) 1,487e-005 1,096e-005 1,35730 0,088
A(3, 3) 8,786e-006 8,346e-006 1,05273 0,147
A(4, 4) 3,004e-004 8,229e-005 3,65002 <0,001
ARCH(1; 1, 1) 5,728e-002 1,993e-002 2,87486 0,002
ARCH(1; 2, 2) 4,365e-002 1,815e-002 2,40561 0,008
ARCH(1; 3, 3) 3,535e-002 1,895e-002 1,86545 0,031
ARCH(1; 4, 4) 2,107e-001 6,626e-002 3,17951 <0,001
GARCH(1; 1, 1) 8,987e-001 3,379e-002 26,59587 <0,001
GARCH(1; 2, 2) 9,354e-001 2,760e-002 33,89061 <0,001
GARCH(1; 3, 3) 9,526e-001 2,634e-002 36,16683 <0,001
GARCH(1; 4, 4) 0,3514e-000 0,136e-000 2,57500 0,005
Matriz de Correlação Condicional Constante:

VALE GGBR USIM AVAL
VALE 1.0000 0.7677 0.6919 0.4122
GGBR 0.7677 1.0000 0.7245 0.4106
USAM 0.6919 0.7245 1.0000 0.3604
ANIL 0.4122 0.4106 0.3604 1.0000

Desvios Padrão:
VALE GGBR USINI ANIL

VALE NA 0.02277 0.03037 0.04780
GGBR 0.02277 NA 0.02748 0.04972
USIM 0.03037 0.02748 NA 0.05233
AVIL 0,04780 0.04972 0.05233 NA
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Tabela 5.5: Testes do ajuste a(70-aÁRaH('/,IJ, mateHais de corlsZmção

'ibitêi Ajuste CCC-GARCn(llí)

5,283
15,205
11,279
0,740

P-valor F-estat. P-valor
VALE
GGBR
USIÀ4
ANIL

Testes de Normalidade:

Jarque-Bera P-valor Shapiro-\Vilk P-valor
VALE 42.8713 0.000 0.9728 0.001587

GGBR 6.7319 0,034 0,9848 0531655
USlh,1 0,6048 0,739 0,9904 0,951286
AVAL 6479.5896 0.000 0.8527 <0.001

Teste Ljung-Box pardos resíduos padronizados:
Estatística P-valor X' d./.

VALE I0,277 0,5916 12
GGBR 11,122 0,5185 12
USIÀ'1 17,027 0,1486 12
AVIL 8,045 0,7816 12

Teste Ljung-Box para o quadrado dos resíduos padronizados:
Estatística P-valor X' -- d./.

V'ALE 8,045 0,7816 12
GGBR 14,1982 0,2882 12
UNIR'1 12,4123 0,4132 12

AVIL 0,7764 1,0000 12

Teste À4ultiplicadores de Lagrange:
Lag l Lag 2 Lag 3 Lag 4 Lag 5 Lag 6

VALE O,1034 1,00295 0,3463 0,57829 0,03884 -0,1132
GGBR -0,8100 2,63738 0,8414 -0,37270 -1,16713 -2,1207
USlh'1 -0,1355 0,10665 -2,3138 -0,15219 0,94383 -0,1590
ANIL -0.1028 -0.09859 -0.4189 -0.06366 0.06842 -0.4240

Lag7 Lag 8 Lag 9 LÁBIO Lag ll Lag 12

VALE -0,8244 1,2146 0,838043 -0,03283 -1,01385 -0,423498
GGBR 1,1970 0,3165 0,239423 0,25881 -0,56896 -0,121132
USIM O,1673 -1,2542 -0,004793 1,56990 0,02780 0,163066
AVIL -0,3561 -0,1345 -0,300554 -0,12453 -0,01906 0,009367

VALE -0.1574
GGBR 0.4936
USIM -0.3278
AVIL 0.2875

0,9478 0.4869 0,9772
0.2304 1.4386 0,2565
0,5052 1,0561 0,5050
l,oooo D.0674 l,oooo
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rejeitando a hipótese nula de não autocorrelação serial

As Figuras 5.5 e 5.6 apresentam as FAC e FAC cruzadas dos resíduos e do quadrado

dos resíduos do ajuste CCC-GARCH(1,1). Observa-se que existem poucos lags nos quais a

autocorrelação e autocorrelação cruzada é significativa nos dois casos. A Tabela 5.6 apre-

senta os testes multivariados de Portmanteau para os resíduos e o quadrado dos resíduos do

ajuste CCC-GARCH(1,1). Os p-valores dos testes foram 0, 6830 e 0, 9127, respectivamente,
não rejeitando, em ambos os casos, a hipótese nula, indicando que o modelo ajustado é

adequado para modelar a matriz de covariâncias condicional.

Os QQ-PIDE dos resíduos padronizados do ajuste CCC-GARCH(1,1) estão na Figura 5.7

e eles indicam que a suposição de normalidade não é apropriada. Portanto, é razoável con-

siderar uma distribuição t-student multivariada.

Ihbela 5.6: Testes de PodmanZeau para os resz'duos e o quadrado dos 7esi'duos do ayusZe aaa-
GARCn(1,1),««teü.i. d. c.nst«-ção.

Segundo a Seçao 3.3.1, o modelo CCIC-GARCH(1,1) ajustado para o vedor de log-retornos
rt (4 x l),é dado por

ct.l + ctrt

(5.1)

Abra.t,

com

[)

a2t

0

0

0

0

a3t

0 i),'Aü

Teste Nlultivariado Portmanteau: Tipo Ljung-Box
Hipótese Nula: não correlação serial

Estar. do teste p.valor
Resíduos 182.1743 0,6830

Resíduos ao quadrado 165,9967 0,9127
Dist. sob Hipótese Nula: qui-quadrado com 192 graus de liberdade
Total Observ.: 400
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Normal Q-Q Plot Resíduos VALE Normal Q-Q Plot Resíduos GGBR

.3 -2 -1 0 1 2 3

Theoreücal Quanüles
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Theoreücal Quantiles

Nomlal Q-Q Pior Resíduos USIM Nomlal Q-Q Plot Resíduos AVIL
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Theoretical Quantiles

.3 -2 -1 0 1 2 3

Theoretical Quanüles

Figura 5.7: QO-prof dos resíduos padronizados, mafehais de construção

em que ait, para { = 1,2,3,4, é o desvio padrão da {-ésima série de log-retornos e além

disso, ct segue uma distribuição t-student multivariada com aproximadamente 8 graus de

liberdade e matriz de covariâncias Et.

As variâncias condicionais seguem os seguintes modelos estimados

9
ait

d.
9

9

0, 00002168 + 0, 05728000e?(t-i) + 0, 89870000a?(t

0, 04365000c:(t-i) + 0, 93540000a:(t i)

0, 03535000cã(t-i)+ 0, 95260000a:(t-i)

0, 00030040 + 0, 21070000c:(t-t) + 0, 35140000aÍ(t

1)

1)

(5.2)

As Figuras 5.8 e 5.9 apresentam as variâncias e covariâncias condicionais estimadas dos

log-retornos. Nota-se que nas ações V.ALE, GERDAU e USIMINAS a variabilidade é maior

no ano 2009 decrescendo até estabilizar-se um pouco mais no ano 2010. A ação AÇOS VILL

tem alguns picos na variabilidade ao longo do tempo.

As covariâncias condicionais têm um comportamento similar às variâncias condicionais.

Entre as ações VALE, GERDAU e USll\41NAS estas foram maiores no ano 2009 e menores
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Variância USIUINAS Variâncb AÇOS VILA
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Í

ê

Figura 5.8: Uadá71cias esiimadm pe/o ajuste (7aO-C..4RCXr/,ÍJ, mateHais de construção
Covariãncla VALE e GERDAU VALEeUSIHINAS

VALE e AÇOS VILL

S

iúh..l v.

Í'\ A

/ \.XpV\

'F

Covariáncia GERDAU e AÇOS VILL CovarÍàncb USIUINAS e AÇOS VILL

y«!il&t : .d qi,.

Figura 5.9: (7ouadárlcias esZímadas pelo ajuste aa(7-C.AROiKrí,.ÍJ, maZeHaís de construção
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Previsão Va riãncia VALE

-©®
P

DATA

Pnvisão Variância USIMINAS Previsão Variância AÇOS VILL

i«njulapsep
DATA

Figura 5.10: P7etiisâo e n]eiua/os de colz$arzça pata os /og-zeforv os ](7 dias ã /rente das anões de
mateüais de constmção, ajuste CCC- GARCn(1,1).

no ano 2010. Já para a ação AÇOS VILL, todas as covariâncim entre ela e as outras ações

têm um comportamento parecido, apresentando vários picos em alguns períodos.

Apresentam-se na Figura 5.10 os log-retornos das ações Materiais de Construção, no

período l de Junho de 2010 até 30 de Agosto de 2010, as previsões 10 dias à frente e os

respectivos intervalos de confiança. Antes da linha vertical pontilhada estão os log-retornos

das anões e o intervalo de confiança estimado usando as variâncias estimadas pelo ajuste

CCC-GARCH(1,1) dado em (5.1). Após desta linha vertical, apresentam-se com linha pon-

tilhada grossa o intervalo de conSança estimado dos log-retornou, 10 dias à frente, usando as

variâncias previstas. Nota-se que os intervalos previstos contêm os log-retornou, mostrando

que o ajuste CCC-GARCH(1,1) é adequado para fazer previsões neste conjunto de ações.

A Figura 5.11, apresenta as covariâncias condicionais, no período l de Junho de 2010 até

16 de Agosto de 2010, junto com as previsões 10 dias à fl:ente depois da linha vertical ponti-

lhada e nota-se que todas as covariâncias condicionais previstas seguem um comportamento
suave.
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Previsão Covariâncla VALE e GERDAU Pnvlsão Covariância VALE e USIMINAS

DATA DATA

Pnvlsão Covariâncla VALE e AÇOS VILL Pnvlsão Covariâncla GERDAU e USIMINAS

DATA

Pnvlsão Covariâncla GERDAU e AÇOS VILL Pnvisão Covariâncla USIMINAS e AÇOS VILL

lun jul ago sep
DATA

Figura 5.11: Preta são 70 dias à Jterzfe das couaNáncáas condicionais das anões maZeHaÍs de cola
strução, ajuste CCC-GARCn(1,1).

5.2 Ações Construção Civil

Considera-se o conjunto das ações que fazem parte do setor Construção Civil.

Na Figura 5.12 apresentam-se os log-retornou das ações CYRELA REAL.T, INPAR S/A,

TECNISA e GAFISA no período 2 de Janeiro de 2009 até 16 de Agosto de 2010. Nenhuma

das ações apresenta tendência ao longo do tempo mas existem alguns conglomerados de
variabilidade alta em cada série.

Na Figura 5.13 encontram-se as FACA e FIAC cruzadas dos log-retornos e observa-se que

em alguns gráficos existe autocorrelação e autocorrelação cruzada significativa antes do lag

10. Já para o quadrado dos log-retornos, a Figura 5.14 apresenta as li'AC e FAC cruzadas

deles. Nota-se que existe autocorrelação e autocorrelação cruzada forte na maioria dos grá-
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INPAR S/A TECNISA

2010

DATA

GAFISA CYRELA REALT

2009 2010

DATA

Figura 5.12: .4ções consZf"tição ciü1, 2 de Jarzeí70 de 2a(7g até /9 de .Agosto (Ze 2(7/(7

bicos, mostrando a existência de uma dependência quadrático nos log-retornos

Os ajustes GARCH multivariados considerados foram EWh'IA, DVEC(1,1), BEKK(1,1,1),

CCCI com ajustes GARCH(1,1) univariados para cada um dos elementos na diagonal da

matriz dada por (3.29) e Componentes Principais com ajustes GARCH(1,1) para cada

uma das componentes. Alguns outros ajustes, como por exemplo BEKK(2,1), BEKK(1,2),

DVEC(1,2),..., foram feitos, mas os resultados obtidos não foram melhores. Além dos mode-

los GARCH multivnriados, foi considerado um ajuste ARÀ4A(1,1) para os log-retornos.

Os valores de AIC e BIC para cada um dos modelos estão apresentados na Tabela 5.7

O modelo que apresentou o menor valor nos dois critérios foi o modelo CCC-GARCH(1,1).

Tabela 5.7: Chtéhos de seleção .A.ra e -B1'(7, consf7'ração cjtl{/

Apresentam-se na Tabela 5.8 os testes multivariados Portmanteau para o quadrado dos

resíduos de cada ajuste. O único modelo ajustado que tem um p-valor significativo ao nível

Modelo AIC BIC
E\Vh4A -7083,857 -7027,976
DVEC(i,i) -7102,707 -6931,074
BEKK(1,1) -7050,526 -6830,996
CCC-GARCH(1,1) -7135,983 -7036,197
PCOÀ'lP-GARCH(1,1) -7125,3 -7025,513
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Figura 5.13: .1U a e .1;:4 a cruzadas dos Zog-retalhos, construção cÍz;íZ.

TCSA&lHPR

GFSA&lHPR

CTRE&lNPR

NPR&TCSA

TCSA

GFSA&TCSA

CYRE&TCSA

IWR & GFSA

TcsxüarsA

GFSA

CYRE&GFSA

IHPR &t.vi«e

TCSA&CYRE

10 20

GFSA&CYRE

CYRE

Figura 5.14: /H(7 e /:4 a cruzadas dos Zog-redor'nos ao quadrado, constrtlção ciuáZ
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de significância de 5% ê o modelo CCC-GARCH(1,1)

Tabela 5.8: Testes de P07tmarlleau para o qwad7ado dos zesz'duos dos ayusZes, corlsÍ7ução cáui{

Segundo estes critérios o mode]o mais adequado é o mode]o-(]CGGARC(1,1), igual que

no grupo das ações h'materiais de Construção.

A Tabela 5.9 apresenta o resumo do ajuste CCC-GARCH(1,1). Os valores estimados da

constante na média, C (1) , C (2) , C (3) e C (4 ) , foram todos não significativos, ao nível

de 5%o. Em cada um dos ajustes GARCH univariados, os parâmetros estimados A (2 , 2),

A(3, 3) e A(4, 4) foram não significativos ao nível de significância de 5%. Na parte

ARMA, os únicos parâmetros significativos foram AR(1; 3, 3) e MA(1; 3, 3). O
número de graus de liberdade estimado é 11, 27724 com um desvio padrão de 3, 204989.

Na Tabela 5.10 apresentam-se os testes do custe CCC-GARCH(1,1) para as ações do

setor Construção Civil. Os testes de normalidade de Jaque-Bera rejeitam a hipótese de nor-

malidade das ações INPAR S/A, TECNISA e GAFISA, e o teste de Shapiro-Wilk rejeita

a hipótese de normalidade únicamente da ação INPAR S/A, com um nível de significância
de 5%. Em relação aos resíduos do ajuste e ao quadrado destes, os teses de Ljung-Box

não rejeitam a hipótese de não correlação serial entre eles, também ao nív'e1 5%o , o qual é

confirmado com os testes À'multiplicadores de Lagrange.

As Figuras 5.15 e 5.16 apresentam as FAC e FAC cruzadas dos resíduos e do quadrado

dos resíduos do ajuste. Observa-se que aparentemente existem alguns lago em que a auto-

correlação e a autocorrelação cruzada são significativas em ambos os casos, mas para ter

certeza foram feitos os testes multivariados de Portmanteu e são apresentados na Tabela

5.11. Os p-valores dos testes foram 0, 0975 e 0, 0911, respectivamente, não rejeitando nos

dois casos a hipótese nula com um nível de significância de 5%o, indicando a adequação do

modelo ajustado.

Teste Multivariado Portmanteau: Tipo LÓung-Box
Hipótese Nula: não correlação serial

h4odelo Estar. do teste p.valor
EWMA 333,0461 <0,001
DVEC(1,1) 227,6082 0,040

BEKK(1,1) 344,881 <0,001
CCC-GARCH(1,1) 218,6206 0,091
PCOh,IP-GARCH(1,1) 262,8459 <0,001
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'lhbela 5.9: Resumo do ajuste OaC-G-ÁRCIHr/,.í.), coTzst7ztção citiiZ.
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Graus de liberdade estimado:
GrausStd.Error
11.27724 3.204989

Parâmetros Estimados CCC-GARCH(1,1):
Estimativa D.P. t-valor Pr(>ltl)

C(1) -0,00060813 0,00177862 -0,3419 0,3663
C(2) 0,00232917 0,00207217 1,1240 0,3080
C(3) 0,00132261 0,00233443 0,5666 0,2857
C(4) 0,00171696 0,00190495 0,9013 0,1845

AR(1; 1, 1) -0,28140269 0,83417215 -0,3373 0,3680
AR(1; 2, 2) -0,30709794 0,62437552 -0,4918 0,3116
AR(1; 3, 3) -0,65082643 0,23947557 -2,7177 0,0034
AR(1; 4,4) -0,31823720 0,35001105 -0,9092 0,1819
MA(1; 1, 1) 0,22338190 0,84541741 0,2642 0,3959

h4A(1; 2, 2) 0,23784022 0,63712858 0,3733 0,3546
MA(1; 3, 3) 0,57559432 0,25623201 2,2464 0,0126
h4A(1; 4, 4) 0,23285179 0,35315582 0,6593 0,2550
A(1, 1) 0,00019691 0,00006248 3,1518 <0,001
A(2, 2) 0,00001918 0,00001208 1,5877 0,0566

A(3, 3) 0,00002324 0,00001497 1,5522 0,0607
A(4, 4) 0,00002354 0,00001588 1,4824 0,6951
ARCH(1; 1, 1) 0,25168568 0,06107458 4,1210 <0,001
ARCH(1; 2, 2) 0,06153823 0,02351847 2,6166 0,0046
ARCH(1; 3, 3) 0,05823585 0,02110176 2,7598 0,0031
ARCH(1; 4, 4) 0,05796852 0,02163816 2,6790 0,0038
GARCH(1; 1, 1) 0,53260990 0,10763895 4,9481 <0,001
GARCH(1; 2, 2) 0,91537872 0,03034441 30,1663 <0,001
GARCH(1; 3, 3) 0,91717719 0,02884130 31,8008 <0,001
GARCH(1; 4, 4) 0,92000000 0,03022000 30,4500 <0,001
N4atriz de Correlação Condicional Constante:

INPR TCSA GFSA CYRE
INPR 1.0000 0.2543 0.3678 0.3681
TESA 0.2543 1.0000 0.3841 0.3849
GFSA 0.3678 0.3841 1.0000 0.8086
CYRE 0.3681 0.3849 0.8086 1.0000
Desvios Padrão:

INPR TCSA GFSA CYRE
INPR NA 0.05464 0.04579 0.04894
TESA 0.05464 NA 0.04711 0.04848
GFSA 0.04579 0.04711 NA O.01973
CYRE 0.04894 0.04848 0.01973 NA
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Tabela 5.10: Testes do ayusfe (7a(J-C..41?CXr/,.ZJ, consl7wção cÍuáJ

Testes Ajüsté CCC-GARCíi(111)

P-valor F-estar. P-valor
INPR
TESA
GFSA
CYRE

Testes de Normalidade:

Jarque-Bera P-valor Shapiro-\Vilk P-valor
INPR 122.733 <0.001 0.9682 <0.001
TESA 8.395 0.015 0.9884 0.866
GFSA 6,173 0,046 0,9859 0,6486
CYRE 1,573 0,456 0,9810 0,177

Teste de lljung-Box para os resíduos padronizados:
Estatística P-valor X2 -- d./.

INPR 9,379 0,6703 12

TESA 3,048 0,9952 12
GFSA 14.003 0.3005 12

CYRE 17,445 0,1336 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos resíduos padronizados:
Estatística P-valor X* -- a..f.

INPR 9,917 0,6233 12

TCSA 15,044 0,2391 12

GFSA 11,294 0,5039 12

CYRE 13,469 0,3359 12

Teste h'multiplicadores de Lagrange:

Lagl Lag2 Lag3 Laõa4 Lag5 Lag6
INPR -1.3068 -0.2498 -0.2862 0.19041 0.8790 2.1537

TESA -0,9591 0,4325 1,3755 -0,88909 0,8232 -0,7679
GFSA -0.2828 1.3914 0.7240 0.07722 0.3246 -0.6978

CYRE -0.3900 0,3200 0,4707 0,11818 1,1044 -0,1471

Lag 7 Lag 8 Lag 9 Lag 10 Lag ll Lag12
INPR -0,25328 0,23839 0,009396 0,49852 -0,08722 0,1416
TCSA -1.14646 -0.03317 2.808409 0.03087 1.89935 -0.7035
GFSA 0,29644 -0,58990 1,540178 -1,54728 1,98226 -0,1073
CYRE 0,03938 -1,84373 -0,288315 2,26875 -1,34023 -0,2671

INPR. 0.9929
TCSA O.1060
GFSA 1.6606
CYRE -0.4415

9,057 0,6981 0,843 0,7055
18.203 0,1097 1.736 0,1$15
13.276 0,3493 1,250 0,360(]
13,151 0,3582 1,237 0,3680
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Figura 5.15: .1(4 a resíduos do ajuste aa(7-C.4ZCiaÍJ,.í,) consZ7ução cÍuÍ!

r.3 & r..l r.3 & r..2 .ccc.3.2 .3 &r..4

4 &r..l .4 &r..2 .4 &r..3 .==-.42

Figura 5.16: FH a resíduos ao quadrado do ayusZe (7C(7-G..4ROHr/, .Z,) consfrzlção civil
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Tabela 5.11: ZesZes de Porfmarzíeau pata os resíduos e 7esz'duos ao quadrado do ajuste CCC-
GARCH(1,1), con:t-ração ci«ü.

Os QQ-PIDE dos resíduos padronizados do ajuste CCC-GARCH(1,1) para as ações do

setor construção civil estão na Figura 5.17 e eles indicam que a suposição de normalidade

não é apropriada. Portanto, é razoável considerar uma distribuição t-student multivariada.

O modelo CCGGARCH(1,1) ajustado para o vedor de log-retornos rt (4 x 1) do selar
Construção Civil é dado por

il) *(ÊI et.l + ctrt

(5.3)

a.tRA.t,

com

o o o
a2t 0 0
0 a3t 0
0 0 a4t

R

em que aü, para á = 1,2,3,4, é o desvio padrão da {-ésima série de log-retornos e além
disso, ct segue uma distribuição t-student multivariada com aproximadamente ll graus de

liberdade e matriz de covariâncias Et.

Teste h/[ultivariado Portmanteau: Tipo ]<jung-Box

Hipótese Nula: não correlação serial
Estar. do teste p.valor

Resíduos 217,8122 0,0975
Resíduos ao quadrado 218,6206 0,0911
Dist. sob Hipótese Nula: qui-quadrado com 192 graus de liberdade
Total ObserN..: 400
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Nomlal Q-Q Plot Resíduos INPR Normal Q-Q Resíduos TCSA
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Theoretical Quantiles

.3 -2 -1 0 1 2 3

Theoretical Quantiles

Nomial Q-Q Resíduos GFSA Normal Q-Q Plot Resíduos CURE
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Theoreücal Quantiles

3 -2 -1 0 1 2 3
Theoretical Quantiles

Figura 5.17: QQ-ploZ dos resÍdztos padroriízados, consZruçãa cít;{/

As variâncias condicionais seguem os seguintes modelos

.?.

.g.

.g.

.3.

0, 00019691 + 0, 25168568c?(t-i) + 0, 53260990a?(t-i)

0, 06153823c:(t-i) + 0, 91537872ag(t i)

0, 05823585c:(t-i) + 0, 91717719ag(t i)

0, 05796852cã(t i) + 0, 92000000a2(t-i)'

(5.4)

As Figuras 5.18 e 5.19 apresentam as variâncias e covariâncias condicionais dos log-

retornos, respectivamente. Todas as ações deste setor têm maior variabilidade no primeiro

semestre do ano 2009 e depois começa a estabilizar-se. As covariâncias têm um comporta-

mento similar às variâncias sendo também maiores no começo do ano 2009 decrescendo até

estabilizarse um pouco mais no ano 2010.

Apresentam-se na Figura 5.20 os log-retornos das ações Construção Civil, no período

l de Junho de 2010 até 30 de Agosto de 2010, e as previsões e respectivos intervalos de

confiança para os log-retornos. Antes da linha vertical pontilhada estão os log-retornos das
ações e o intervalo estimado usando as variâncias condicionais estimadas pelo modelo CCC-

GARCH(1,1). Após desta linha vertical, apresentam-se com linha pontilhada grossa, o inter-



132 APLICAÇOES 5.2
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vago de confiança estimado dos log-retornos 10 dias à frente, usando as variâncias condicionais

previstas. Nota-se que os intervalos previstos contêm os log-retornos reais, mostrando que o

ajuste CCC-GARCH(1,1) funciona bem para este conjunto de ações neste período de tempo.

Na Figura 5.21 apresentam-se as covariâncias condicionais no período l de Junho de

2010 até 30 de Agosto de 2010. Após da linha vertical pontilhada estão as previsões 10 dias

à frente e nota-se que todas as covariâncias previstas têm uma tendência crescente.
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Capítulo 6

Conclusões e l:rabalhos Futuros

Neste trabalho foram apresentados os modelos GARCH multivariados em dois grupos.

O primeiro foi o grupo dos modelos que ajustam de forma direta a matriz de covariâncias

condicional, usando matrizes de parâmetros análoga aos modelos GARCH univariados. As

principais complicações destes modelos foram as condições para gerar matrizes positivas

semidefinidas, a estacionariedade na covariância, a estimação devido ao grande número de

parâmetros e finalmente os testes de avaliação dos modelos ajustados.

Cada um destes problemas foi abordado ao longo do Capítulo 3 chegando em soluções

baseadas em restrições para as matrizes de parâmetros. Por exemplo, a Proposição 3.3 dá

uma condição suficiente sobre estas matrizes para que o modelo seja estacionário.

O problema da estimação foi evidenciado nas simulações, em que alguns dos parâme-

tros estimados pelo método Monte Carlo nos modelos DVEC(1,1) e BEKK(1,1,1), não con-

seguiram convergir aos verdadeiros parâmetros. Embora isto aconteça, as variâncias e cova-

riâncias condicionais simuladas e estimadas coincidiram em todos os casos, o qual é muito

importante já que o objetivo final da modelagem GARCH multivariada é prever as volatili-

dades e correlações cruzadas.

Dos modelos diremos considerados, o modelo BEKK envolve uma variabilidade maior

uma vez que ele gera uma estrutura mais dinâmica na matriz de covariâncias.

O maior problema com a modelagem direta íoi que o número de parâmetros é muito alto.

Para tentar resolver este problema, foram propostos alguns métodos com base em modelos

GARCH univariados, chamados modelos indiretos. Os dois principais modelos são o modelo

de Correlação Condicional Constante que supõe a matriz de correlação é constante, que

é uma restrição muito forte, e o modelo de Componentes Principais que ajusta modelos
GARCIH univariados para cada componente principal, mas supõe que elas são condicional-
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mente não correlacionadas, e isto não necessariamente é verdade

Tanto para os modelos diremos como indiretos, o método de escolha do melhor modelo

foi baseado primeiro nos criteiros AIC e BIC, além dos Multiplicadores de Lagrange e os

testes de lljung-Box univariados para as séries ao quadrado. No contexto multivariado o teste

principal foi o teste de Portmanteau, o qual avalia a hipótese nula de não autocorrelação e

autocorrelação cruzada entre os resíduos ao quadrado do modelo ajustado.

Como trabalhos futuros poderia-se considerar modelos em que as matrizes de parâme-

tros variem com o tempo. Também seria interessante aprofundar na generalização do modelo

GARCH multivariado de Componentes Principais em que as componentes são condicional-

mente correlacionadas, modelo conhecido como G..4RCW OdogonaZ Generalizado dado por

\Vende (2002) . Além do anterior, uma .generalização do modelo CCC, como por exemplo o

modelo de Correlação Condicional Dinâmica dado por Engle (20ü0), poderia ser considerada
em estudos posteriores.



Apêndice A

Provas dos Resultados

Neste apêndice apresentam-se as provas das propriedades e proposições dadas ao longo
deste trabalho.

A condição suficiente para garantir que a matriz Et dada no modelo DVECI(p,q) da

equação (3.9) seja PSD, é que as matrizes de parâmetros sejam todas PSD. Para demostrar

isto, serão considerados os seguintes lemas.

Lema A.l. Sey'a A uma mafãz sámélàca de dimensão rn x nJ posátáua semí-d($nída e b

um vetar Ín x IJ dljferente de O, então A O bb' é também PSZ).

Prova

Pela Propriedade 2.4 tem-se que

A O bb' = dáag jbl A dáag jbl , (A.l)

em que dáag jbj é uma matriz diagonal com b(i) o á-ésimo elemento na diagonal. Como A

é PSD, pela decomposição de Cholesky ela pode ser escrita como A = LL', onde L é uma

matriz triangular inferior. Assim, da equação (A.l) tem-se que

AObb' díag jbj LL' dãag jbl

(aí«g lbl L) (L' aí«g lbl)

(ai«g lbl L) (ai«g lbl L y (A.2)
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Seja x um vedor diferente de O, da equação (A.2) tem-se que

x'(A 0 bb')x - x'(dá«glbl L)(ai«sjbjt yx

(x'dá«g jbj L) (x'dí«g {bll y

lx'dãag jbj Llj2 2 0,

em que ll.ll2 denota a magnitude ao quadrado de um vedor. Do resultado anterior pode-se

concluir que a matriz A O bb' é PSD.

Lema A.2. S(gam Ai, . . . ,Ap matizes sáméthcas de dimensão Ín x n,) posáliuas gemi

di:#nídas, então a malha SP = Ai + . . . + Ap é PSI).

Prova.

Seja x um s'etor de dimensão (n x 1) diferente de O, logo como Ai, . . . ,Ap são todas
PSD, então

0,

0,

e somando em ambos os lados destas desigualdades, tem-se que

x'Aix + x'A2x + . . . + x'Apx )' 0,

x'(A:+ A,+...+ A,)xà0,

x'$x ? 0.

Portanto, SP é PSD.

x'Aix

x'A2x ?

x'Apx >
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Lema A.3. Se A e B sâo matizes PSZ) de dimensão rn x nJ, e7ztão AO B é também urna
matriz PSI).

Prova

Como B é PSD, da decomposição espectral tem-se que

n

B bÍb:
á-l

em que os ÀÍ 2 0 para todo {, representam os autovalores de A e os bi representam os

correspondentes autovetores. Logo,

AOB A o >ll: .XÍbib;
{-1

)ll: À; (A o b:b:)
{-1

Pelo Lema A.l, A O bibe é PSD, já que A é PSD e como Ài 2 0, á = 1,. . . ,n, então

Ài(A O bib;) é também PSD. Assim, A O B é uma soma de n matrizes PSD e pelo Lema

A.2 obtem-se que A O B é PSD.

Proposição A.l. Se as malHzes de parâmetros no modelo Z)VZOép,çJ dado em (3.9) são

PSD, então as matrizes geradas 'Et são PSD para todo t.

Prova

O modelo (3.9) é dado por

E
í=i .j=i
E Bj c) Et-jAo+ A. 0 (..-:.í.:) +

Seja .A4 = mazlp, q} e Ei, . . . , Em.i matrizes iniciais geradas de tal forma que sejam PSD.

Provando por indução, suponha que para t 2 À/, as matrizes EI, . . . , Et.t são PSD e será
demostrado que Et é também PSD.

Assim, como A{ é PSD e ct-i # O, á = 1, . . . ,p, então pelo Lema A.l, A{ O (et-ic;.i) é PSD,

e do Lema A.2.

S: - >1:A: O ('. :'Í-.),
P

lZ
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é PSD. Pelo Lema A.3, Bj O Et-j é PSD, já que Bj e Et-j são PSD, .j = 1, . . . ,q

Do Lema A.2

S2 :; >: Bj o Et-j

é PSD. Finalmente, como Et é a soma de Ao (PSD por hipótese), St e S2, então pelo Lema
A.2, esta matriz é também PSD para todo t.

Agora, apresentam-se as provas de alguns resultados do Capítulo 3

Prova da Proposição 3.1. Por construção Et é simétrica para todo f. Já para a segunda

parte, considera-se que .A4 = manto,q} e que as matrizes Et, E2, . . . ,.EA,r.i são matrizes

iniciais, dadas de tal forma que sejam PSD. l\'mostra-se que Et é PSD para todo t 2 M,

usando o método de indução, isto é, supondo que as matrizes Ei, E2, . . . , Et l são PSDi,

e então demostrar que Et é também PSD. De fato, seja x um vedor (n x 1) diferente de O,
logo

x'(A.AÍ,)x - (x'A.)(x'A.y

llx'Aoll2 2 0, (A.3)

em que ll.ll2 denota a magnitude ao quadrado de um vedor. Por out.ra parte

x'tA- (c.-:c; .:)A;.lx (x'A«c. .)(x'A*..-:y

jlx'AÍlct {ll2 2 0, (A.4)

paratodo ã = 1,.. . ,p e i= 1,...,r

Agora, como Et j, .j = 1, . . . ,q, é por hipótese PSD, pela decomposição de Cholesky,

iA suposição inicial já garante que Ei, E2, . . . , Em-i sejam matrizes PSD, mas a hipótese de indução
supõe que EÀ/, Em+t, . . . , Et.i são também PSD.
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''t-j Lt-jLÍ.j, onde Lt-j é uma matriz triangular inferior. Assim,

x'(B.fiel-jB;.)x x'(BjzLt-jLÍ-jB;z)x

(x'Bjzl. j)(x'BjzLt jy

x'BjILt jll2 ? 0, (A.5)

para todo .j = 1, . . . , q e Z = 1, ,r. De(A.3),(A.4) e(A.5), tem-se que

I' p r q

x'A.Aâx + >1: >1: x'jA«('.-:';.:)AI.lx + )l: >ll: x'(Bj.E.-jB;.)x 2 0,
z-l {-l z-l j-i

r P I' q

x'(A.AI, + )ll: )ll: A«('*-:';.:)Aj- + >1: 1>1: Bj.E.-jB;.)x 2 0,
z-l {-l z-l j-i

x'Etx 20.

Portanto, pode-se concluir que Et é PSD

Prova da Proposição 3.2. Suponha que os modelos VEC e BEKK dados por (3.7) e
(3.18) respectivamente, são equivalentes, logo para cada sequência {ct} estas parametrizações

geram a mesma sequência {Et}. Assim, aplicando o operador uec em ambos os lados da

equação do modelo BEKK (3.18), tem-se que

«c(E.)
r P I' q

«c(A.AI,) + >: )1: «c(A«('.-:'Í.:)AI.) + >1: E: «c(Bj.E*-jBjí.)
z-l {-l z-l j-i

p r

(A. ® A.)"c(1*) + >1: >11:(A« ® A«)«c('.-:';.:)
á-l z-l

+ >1: )11:(Bjz ® Bjz)«c(E.-j), (A.6)
.j=i z=i

q r

mas o modelo VEC dado em (3.7) tem a forma

«.(E.) co + C:«c('. :';-:) + . . . + C.«.(e.-,';-,)
+G.«c(E.-:) + . . . + G.«c(E.-,), (A.7)

e como isto é verdade para toda sequência {ct}, então igualando as duas equações anteriores
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e comparando termo a termo, tem-se que

co ® A.)uec(it),
r

C: - >1:(A« ® A«) '
z-l

G: (Bj.®Bj.)
z-l

r

Agora, para mostrar que estes modelos são equivalentes, suponha que as identidades

dadas pela proposição se cumprem. Seja {ct} uma sequência ruído branco multivariada e

considera-se que as matrizes iniciais EI, . . . , Em, são iguais nos dois modelos, sendo M =

ma=lp, q}. Denotemos por Ev'.t e EB,t as matrizes de covariância geradas pelos processos

VEC e BEKK no instante t, respectivamente e usando o método de inducção, isto é, suponha

que para t 2 M
Ea,t = Ev.t,

E]B,t-i = Ev.t-t,

EB,i= Ev.i,

e será demostrado que

}'B,t+l = }'V'.t+l

De fato, como {ct} é a mesma sequência para ambos modelos, então pela hipótese de in
ducção e devido às identidades da proposição se cumprem, tem-se que

(A. ® A.)«c(it)

E
{-l z-l í-l

E(A« 6' A*)"'('G* :'t.+o :) - >ll: C:«'(c.o--o-:'Í.-,.D .),

e
q qr

>l: >j3nj. ® Bj.)"'(Eo+D-j) «'(x«--o-j)
.j=i z=i .j=i

e somando em ambos os lados destas igualdades, tem-se que por definição

EB,t+i = Ev.tn,

logo, para todo t as matrizes de covariância nos dois modelos VEC e BEKK são iguais e

portanto, eles são equivalentes.
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Prova da Proposição 3.3. Considera-se primeiro o caso GARCH(1,1), isto é, consi-
derar que G(-L) = Gil e .A(.L) = .Atl, em que Gt e .&i são matrizes quadráticas2 e depois,

numa segunda parte, considera-se o caso geral GARCH(p,q).

Seja -Et-i o operador esperança condicional dado o conjunto de informação passada /'t.i,
logo

Et-t(T7t) = ht

>:cí':-L: :l.. +,K:z.,z.l
á-l

}: 'si'' 1.. + A:L'':L,z.l
{-1

>l: ai': l.. + .&:L'u.l
{-1

>l: aí': 1.. + A:,7.-.l,
í-l

em que ht uec(E.-l) e ,7. = uec(c.cÍ). Por outra parte,

.E. ,(q.) .E.-,l.E. :(m.)l, (Ver Propridade 3 da Secção 2.5)

zl.E (,7. 11''. -:)II''. -,l

}:Gi':lco +.&:.E.-,(,7. .)l,
{-1

oo l l

E ci'' [.. + .A:,z.-:] l/'.-, l
{=1 l J

E

2 Para o caso do modelo VEC dado em (3.7) tem-se que Gi = Gt e Ai
dado em (3.18) tem-se que Gi = >1;L:(Aiz e) Aiz) e .ht = }1:L:.(Biz ® Biz)

Ci, e para o modelo BEKK



logo

144

E. ,(q.) + 'h:-E. ,(,7. .) + )ll:Gi':lc. + .À--& .('7. :)l

oo oo

.. + A: >ll: ci':1% + .A:,z.-:-:l + >ll: ai':{.. + .'\:u.-:l
i-1 {-2

oo oo

% + .A- )ll: ai': i% + .A-(L)'7.-:-:l + a- )ll: ci':l.. + .'\:,7.-:
í-l {-l

co + l.K: + C:l >1: GÍ':lco + .K:,7.-:-:l.

{-2

á-l

:]

Agora,

E. 3(q.) - .E.-3lE'-:(,7.)l

co + l.&- + 'n:l >1: Gi':lco + .&:.E.-:('7. .-:)l
{-1

% + l.À- + 'S:llc. + ,&:E. ;(q. :)l

+lA: + C:l >ll: Ci': lco + .K:U.-.-:l
{-2

co + col.À: + C:l + 1 : + a:l.À: >ll: ai''1% + .'\:U.-.-,l
á-l

+l.Ã: + 'G:l >1: Ci'' lco + .&-q.-:-:l
{-2

co + q{.À: + C:l + l.À: + a:l.À: >ll:-Ci-:lco + .À- ,l
i-l

+l.Ki + GijGi >ll: GI':tco + .Ai i ll
á-l

co+col.A-+G:j+l :+ :l'>1:Gi''lco+.&: : ,l.
{-1
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Continuando recursivamente, tem-se que

z. ,(,7.) - li + (.À: + a:) + + (.À: + G:)' 'lco

+l.A: + 'n:l' ' }: ai :lco + A:U.-.-,-*:l
lZ

ll + (.&: + a-) + + (.A: + G:)' 'lc.

+l.A: +G-l' :.E. ..(,1. ,---:)

Considerando o fato que .E(77t) EIEt-,(77t)l para todo T e t inteiros, tem-se que

.E ( ,7. ) ll+(.À:+'s:)+ + (.À: + G:)' 'lco

+l.&: +a:l'':z(,7. ,--:)

Fazendo s t -- 1- + 1, tem-se que r t s + l, logo

E(q.) ll+(.À:+ c:)+ + (A: + G-y''+:''lco

+l.Ã: + c:l'-'+/'-'''.E(,7,)

li+(.À:+'a:)+ + (.&: + 'G:y''':jco

+l.A: + 'n:l'''z(o,),

e quando t --, oo, tem-se que .E(77t) converge para jl .At Gil-:co, se e somente se o módulo

dos autovalores de(.Ài+Gi) é menor que um ,jáque Z' --, O e(l+Z+. ..+Z') --»(l Z)':

quando t --, oo se e somente se o módulo dos autovalores de Z é menor que um.

Para generalizar o resultado ao caso GARCH(p,q), suponha que o módulo dos autovalores

de .A(1) + G(1) é menor que um e será demostrado que o processo tem matriz de covariâncias
não condicional constante. Sejam M :: mazlp, q} e k* = k2, em que k é o número de séries
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do modelo. Além disso, sejam

h.

co

0k,xl
0k. ,.x;

ht.i
oh*xk* ok*xk.

Üht= A-

ht (w-i)
Oi;.,.i

ok.xk. ok-xk. . Ok'xk

Gi

Ox;.,.t

77t

lh. Oi;.,.k.

77t (p i)

Ok*,.i

ê

Ot.*t. ... 0k.,.t. It. Oi;.,.k. ./ \. Oi;.,.:

em que Ot.*i e Ok.;.t. denotam o vedor e a matriz de zeros de dimensões (k* x 1) e (k* x k*),

respectivamente. Também define-se Gí :; O, para q < á $ M, e .&{ = O, para p < ã $ M.

O modelo GARCH geral dado em (3.21)

ht = co + .4(L) t + G(L)ht,

pode ser escrito como

ht = êo + AÕt-t + Ght-i,

isto é, um modelo GARCn(1,1) em ht e Õt, mas como já foi provado anteriormente este
modelo tem matriz de covariâncias não condicional constante se e somente se os autovalores

da matriz
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AI + (Gi A.2 + (G2

lk. 0k.*A;. 0k. * x;

A+G 0À;. ,. ã;. (A.8)

0k. xÀ;. 0k. .. e. lh. 0A.*e

têm módulo menor que 1. CloRIte I' Lied)ermas (2í)03) (Proposition A.l.) mostraram que se

os autovalores da matriz Ai + . . . + .AP + ('i + ' . . + (Gq têm módulo menor que 1, então os

autovalores da matriz dada em (A.8) também têm módulo menor que 1. Portanto, o mode-

lo geral GARCH multivariado dado em (3.21) tem matriz de covariâncias não condicional
constante.

Por outra parte, Fuclls (2009) (Theorem 3.3.9. 60) mostrou que se o processo {ct} é

estacionário na covariância então os autovalores da matriz .hi + . . . + .AP + (Gt + . . . + Gç têm

módulo menor que l.

Finalmente prova-se que a função de autocovariância não depende do instante t. De fato,

para ' # 0 tem-se que

E('.'í .,) .E l-E ('.';. ., 11''.--,-:)l

z[.. .E('Í+,]/'.*,-:)]
0/

Ok*K,

em que O' denota o vetor de zeros transposto e oÃ:..k denota a matriz nula de dimensão

lk x k). Do anterior pode-se concluir que {c.} é estacionário na covariância, se e somente

se, o todos os autovalores de .4(1) + G(1) têm módulo menor que l.
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Apêndice B

Comandos no S-PLUS

O pacote FinMetrics do software S-PLUS faz o ajuste GARCH multivariado usando a

função mgarch. A Tabela B.l apresenta os comandos para os diferentes ajustes.

Tabela B.1: (comandos no soÜwam S-PI,t/S

Os comandos usados no S-PLUS para obter os diferentes ajustes do Capítulo 5 junto
com os testes de Portmanteau são dados por:

module(fi.nmetri.cs) # Comando usado para chamar o m

EWMA.AJUSTEM-mgarch(DADOS-l, , trace=F)
autocorTest(resi-duais(ERMA.AIUSTE}, standards.ze = T)"2, lag = 12, bycol = F)

PCOMP .AJUSTEM mgarch(DADOS omp.garch (1, 1) , trace=F)
autocorTest(regi.duais(PCOMP .AJUSTE, standardize = T) "2, lag

BEKK.AJUSTEM mgarch(DADOS-l, kk(1,1) , trace=F)
autocorTest(regi.duais(BEKK.AJUSTE, standards.ze = T)"2, lag = 12, bycol = F)

DVEC .AJUSTEM-mgarch(DADOS-l, -dvec .mat(1,1) , trace=F)

149

ódulo FinMetrics

12, bycol F)

Modelo Comando

EWMA

DVEC(1,1)

BEKK(1,1)

CCC-GARCn(i,i)

PCOMP-GARCH(1,1)

mgarch(DADOS-l, -ewmal, trace=F)

mgarch(DADOS-l,.mat(1, 1) , trace=F)

mgarch(DADOS-l, kk(1, 1) , trace=F)

mgarch(DADOS-l, -ccc.garch(1, 1) , trace=F)

mgarch(DADOS-l, -prcomp.garch (1, 1) , trace=F)
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autocorTest( residuais(DVEC . AJUSTE, standards.ze T)"2, lag = 12, bycol = F)

CCC .A.JUSTE< mgarch(DADOS-l, -ccc . garch(1,1) , trace=F)
autocorTest(residuais(CCC.AJUSTE, standards.ze = T)"2, lag = 12. bycol = F)

Os algoritmos para simular os modelos do Clapítulo 4 são os seguintes,

#---

#:=====================

#MODELO ERMA

SERIES . EWMA<--functi,on(n, m, lambda) {

# n: comprimento da séri-e
# m: número de séri.es
n< n
m<--m

1<--1ambda

S< matrix(ncol=n.nrow=m)
SIGMA<--mat ri.x (ncol=n. nrow=(m"2) )

sigma< -- sigma 0

for (i i.n l:n) {
epsi.lona t(rmvnorm(l, rep(0,m) , sigma) )

S [ , i ] <--eps i.]on
S IGMA [ , i ] <--c ( s i.gma )

E':--epsilon%+%t(epsilon)
si.gma<- ( 1--1 ) +E+l + si-gma }

return (S, SIGMA) }

#

#

#MODELO DVEC(1,1)

aO.DVll.m<--c(0.2 . --0.23 , 0.26, 0.23, 0, 0.25,

0.27, 0.29, 0, 0, 0.22, 0.213, 0, 0, 0, 0.26)
AO .DV]].m<-matei.x(aO .DV]]. .m. 4)

al.DVll.m<--c(0.324 . 0.214 , 0.28. 0.1293, 0,0.2S,
0.20, 0.277. 0, 0, 0.4242, 0.243. 0, 0, 0, 0.376)
AI.DVll.m<-matei.x(al.DVll.m. 4)
bl.DVll.m<--c(0.3150 , 0.21 , 0.194, 0.121, 0, 0.3117
0.132. 0.135, 0, 0, 0.3131, 0.31, 0, 0, 0, 0.3187)
BI.DVll.m<-matei.x(bl.DVll.m. 4)

SERIES.DVll.m< function(n){
#n : Compra-mento das séri.es
n<-n
S.DVll< matei.x(ncol=n,nrow=4)
VC.DVll<-matei.x(ncol=n.nrow
si.gma . DVll< si.gma0 . DVll .m

for (i in l:n) (
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epsi-lon.DVll< t(rmvnorm(l, rep(0, 4) , si.gma.DVll) )

S. DV]][, i. ] <--epsi.]on. DV]]

E.DVll<(epsi.lon.DVll%t%t(epsilon.DVll))
si-gmal.DVll<((AO.DVll.m%t%t(AO.DVll.m))+
(AI. DVll.m%+%(t(AI . DVll.m)) +E. DVll) +

(BI. DVll.m%+%(t(BI. DVll.m)) +si.gma . DVll) )

si.gma . DVll<-(si.gmal . DVll+t(si.gmal . DVl1))/2
VC . DV]][, i.] <--c(si.gma .DV]]]],]] , si.gma. DV]1[2. 1] ,

si.gma. DV]1[3, 1] , sigma . DV]1]4,1] , si.gma. DV]1[2. 2] ,

si.gma. DV]1[3. 2] , sigma. DV]1]4, 2] , si.gma. DV]1[3. 3] ,
sigma.DV]1]4. 3] , si-gma.DV]]t4, 4]) }

return ( S . DVll , VC . DVll ) }

#:============== =============

#:======================
#MOOELO nKKK(1,1)

a01.s<--c(1.2 , 0, 0 , 0.4,0.16,0, 0.3 ,0.9.0.27)
AO . s< matei.x (a01 . s , 3 )
a12.s<--c(0.3,--0.05,0.04,0.05,0.3,0.07, 0.05, 0.07,0.3)
AI . s<-matei.x ( a12 . s , 3 )
b12 . s<--c(0 . 9, 0 . 05, -0 . 04. --0 . 02, 0 . 9. 0 . 02, 0 . 04, --0. 05, 0. 9)

BI . s <-mat ri.x (b12 . s , 3 )

SERIE.BEKK< functi.on(n){
In: Cumpri.mento das séri.es
n<-n
S<-matrix(ncol=n,nrow=3)
VC<-matei.x(ncol=n,nrow=6)
si.gma<--si.gma0 . s

for (i. in l:n) (

epsi.lona-t( rmvnorm(l, rep(0, 3) , sigma) )

S [ , i. ] <--epsi-]on
E< (epsi.lon%t%t (epsi.lon) )

sigmal<-((AO.s%+%t(AO.s) )+ (AI .s%+%E%+%t(Al-

+(BI . s%t%si.gma%t%t(BI . s)) )

si-gma<-(si.gmal+t( si.gmal))/2
VC[,i.]< c(si.gma]],]] ,si.gma]2,1] ,si.gma[3.1]
si.gma[2,2] , si.gma[3,2] , si.gma[3,3]) }

return(S,VC)}

s) )
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