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Resumo

Neste trabalho, encontramos, com em base Peers e lqbal (1985), a matriz de covariâncias até
ordem n 2 do estimados de máxima verossimilhança do parâmetro /7 em modelos não lineares da
família exponencial. Mostramos que a matriz resultante é assimétrica e propusemos uma correção
na expressão de Peers e lqbal que a torna simétrica. Para esses modelos, obtivemos, também, a
matriz de covariâncias até ordem rz 2 do estimados de máxima verossimilhança de P coiiigido pelo
viés de ordem n'i. Com base na matriz obtida, fizemos modificações no teste de Wald. Em todos os
resultados apresentados consideramos o parâmetro de dispersão conhecido. Avaliamos os resultados
encontrados por meio de estudos de simulação de Monte Carlo.

Palavras-chave: Família exponencial, matriz de covariância até ordem íz 2, modelo não linear



Abstract

In this work, we find, based in Peers e lqbal (1985), the second-ordem covariance matrix of the
maximum likelihood estimator of the parameter P in exponential family nonlinear modela. We show
that the resulting matrix is asymmetric and propose a correction in the expression of Peers and lqbal
which makes it symmetrical. For these models, we also derive the second-order covariance matrix
of the bias-corrected maximum likelihood estimator of the parameter P. Based on this matrix, we
make modifications in the Wald tese. F'or all results, use consider a known dispersion parameter.
We evaluate the results by Monte Carlo simulation.

Keywords: Exponencial family, second-ordem covariance matrix, nonlinear modela
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Capítulo l

Introdução

Os modelos de regressão tentam explicar uma variável resposta através de covariáveis. Por
constituírem uma ferramenta estatística poderosa, eles são muito utilizados em diversas áreas do
conhecimento, como, por exemplo, engenharia, economia, agronomia e na área de saúde.

Inicialmente, assumia-se que a variável resposta em estudo seguia uma distribuição normal. Caso
não fosse, tentava-se alguma transformação para obter a normalidade. Uma grande contribuição foi
dada por Nelder e Wedderburn (1972), que estenderam a teoria de regressão para os casos em que a
distribuição da variável resposta pertence à família exponencial, criando assim, a classe dos modelos
linerares generalizados (À4LG). Cordeiro e Paula (1989) estenderam a classe dos modelos linerares
generalizados, permitindo que o componente sistemático não se restrinja a uma função linear dos
parâmetros. Temos, então, a clmse dos modelos não lineares da família exponencial (MNLFE).

Os métodos para análise de um MLG e de um MNLFE dependem fortemente de propriedades
assintóticas dos estimadores de máxima verossimilhança (EMV) quando o tamanho da amostra n
tende para oo. Algumas tentativas têm sido realizadas para desenvolver uma teoria assintótica de
segunda ordem com o objetivo de obter procedimentos melhores de inferência por verossimilhança.
Para os MLG, Cordeiro e McCullagh (1991) obtiveram o viés de ordem n'i dos EMV dos parâme-
tros que modelam a média e Cordeiro (2004) obteve a matriz de covariâncias até ordem n 2 destes
estimadores, supondo o parâmetro de dispersão conhecido. Ele mostrou que, para amostras peque"
nas a moderadas, as covariâncias até ordem n'z ficam mais próximas das covariâncias amostraís,
justificando assim, sua utilização. Para o caso em que o parâmetro de dispersão é desconhecido,
Cordeiro et a/. (2006), também, mostraram que as covariâncias até ordem n 2 são mais próximas
das covariâncias amostrais do que as de ordem n'" , nos casos de tamanho amostral pequeno.

'lYabalhos semelhantes foram feitos para os l\'INLFE, como o de Paula (1992), que encontrou
o viés de ordem n'l, e o de Cordeiro e Santana (2008), que obtiveram a matriz de covaiiâncias
até ordem n 2 para os EMV dos parâmetros que modelam a média, com parâmetro de dispersão
conhecido. Além disso, Rocha et aZ. (2010) estenderam o resultado de Cordeiro e Santana (2008)
para os modelos de dispersão considerando, também, o parâmetro de dispersão conhecido.

Cavalcanti(2009) obteve a matriz de covariâncias assintótica até ordem n 2 dos EÀ'lV corrigidos
pelo viés de ordem n'i para os MLG, considerando o parâmetro de dispersão conhecido. O objetivo
deste trabalho é estender os resultados de Cavalcanti(2009) para os h'INLFE.

l



2 INTRODUÇÃO 1.2

1.1 Considerações preliminares

Sejam yÍ , . . ., yn variáveis aleatórias independentes com função densidade de probabilidade (ou
função de probabilidade) dada poi

7r (yr; 0€, @) exp {@l zOz b.(0€)1 + aÍyr, @)} , / l n, (1.1)

em que b (.) e a (., .) são funções conhecidas, E (yz) = pe = dZ, (0€) /d0€ é a média, Var(Xz) = é':Uz
é a variância de Xz, sendo Vz = dpe/d0€ chamada de função de variância e 0€ = ./' yz'idp/ = q(pr)
é uma função um a um de /ze, conhecida, que varia em um subconjunto de 3?. Os parâmetros 0 e
Ó > 0 em (1.1) são chamados de parâmetro natural e de precisão, respectivamente. O inverso de Ó
é denominado parâmetro de dispersão. Para as distribuições da família exponencial bi-paramétrica
com parâmetros naturais é e éO/, a função a.(yr,é) em (1.1) pode ser escrita como a(ye,@) =
Óc (yé) + di (é) + d2 (ye).

Os modelos não lineares de família exponencial têm um componente sistemático, gÍpz) = r7Z =
/ (zr; P), em que g (.) é uma função de ligação biunívoca, diferenciável e conhecida, ./(zz; P) é uma
função conhecida, contínua e diferenciável, /3 = (PI, . . . ,ap) ' , p < n, é um vedor de parâmetros
desconhecidos a ser estimado e #/ é um vetar q x l de variáveis explanatórias conhecidas associadas
com a./-ésima resposta observada. Consideramos que diferentes valores de/i implicam em diferentes
valores de 77. Isso garante que a matriz de derivadas X = X(/3) = 8l7/a/i tenha posto p para todo
P

O logaritmo da função de verossimilhança pala /i, denotado por !(/3), é dado por

l(P)
z-l

b (0€)j + a(yZ, é)} (1.2)

A função escore é obtida derivando (1.2) em relação a /i, sendo dada por

UP = .#.ÍVWi/2y-t/: (y -- P) ,

em que, W = diag.{wi, . . . ,wn}, we = (dp//dz7d2/Uz, y = diaglVI,
P =(Pi,--.,P,.y

(1.3)

(g/i , . . . , y.)T e, Vn}, 3/

A matriz de informação de Fisher é dada por

Kp.p -[ ;w] é.ÍvW.Í. (1.4)

Para encontrarmos o EMV (P) de P temos que recorrer a processos iterativos, como o mé-
todo quase-Newton BFGS com derivadas analíticas (ver Nocedal e Wright (2006)), utilizado neste
trabalho.

Com base em Fahmeir e Kaufmann (1985), temos que a distribuição de P é assintoticamente
normal, com média P e matriz de covariâncias de ordem n'i dada pela inversa da matriz de
informação de Fisher, Ki.b. Quando 4' é desconhecido, ele pode sei substituído por uma estimativa
consistente.



1.4 OBJETIVOS 3

1.2 0bjetivos

O objetivo deste trabalho é encontrei a matriz de covaiiâncias até ordem n 2 do estimador de
máxima verossimilhança para o parâmetro P corrigido pelo viés de ordem n'i nos modelos não
lineares da família exponencial.

l Q fn.Wa+P;l'-aS ; '' ''-0Q
.Z. IP «J \-/vXXKIX X L/ UX)ÍvvbJ

As principais contribuições deste trabalho são as seguintes

e Pala chegarmos ao nosso objetivo, fizemos uma revisão bibliográfica do que havia sido feito até
o momento. Durante essa revisão observamos que a expressão da matriz de covariâncias até
ordem n 2 do EMV para o parâmetro P nos MNLFE, apresentada por Cordeiro e Santana
(2008) e Rocha ei aZ. (2010), estava incompleta. A expressão da matriz de covariâncias de
segunda ordem apresentada nesses dois artigos possui menos parcelas do que realmente ela
deveria ter. Por conta disto, aproveitamos este trabalho para corrigir essa expressão.

e Por meio de estudos de simulação de Monte Carlo, mostramos que a matriz de covariâncias de
segunda ordem encontrada é assimétrica. Como essa matriz foi obtida a partir de Peers e lqbal
(1985) propusemos então, uma correção no resultado desses autores, que torna simétrica a
matriz de covariâncias de segunda ordem do EMV de P em MNLFE.

e Obtivemos a matriz de covariâncias até ordem n 2 do EMV para o parâmetro /3 corrigido pelo
viés de ordem n'i nos NINLFE. Mostramos, por simulação, que esta matriz está mais próxima
da matriz de covariâncias amostral do EMV de /3 corrigido pelo viés. Isso nos permitiu propor
uma modificação no teste de Wald que faz com que seu tamanho empírico fique mais próximo
do nível de significância.

1.4 Organização do trabalho

Esta dissertação está organizada em quatro capítulos e um Apêndice

No Capítulo 2, obtemos a matriz de covariâncias até ordem n 2 do EMV para o parâmetro P
nos MNLFE, considerando o parâmetro de dispersão conhecido, corrigindo a expressão obtida por
Cordeiro e Santana (2008) e Rocha et aZ. (2010). h'mostramos que ela não é simétrica, identificamos
as parcelas assimétricas dessa expressão e propomos uma correção no resultado de Peers e lqbal
(1985). Por simulação, analisamos o desempenho da matriz de covariâncias obtida até ordem n'2

No Capítulo 3, encontramos a matriz de covariâncias até ordem n'2 do EMV do parâmetro P
corrigido pelo viés de ordem n'i nos h'INLFE, também, considerando o parâmetro de dispersão co-
nhecido. Por simulação, mostramos que as covariâncias até ordem n'2 do EMV de P corrigidas pelo
viés de ordem n'i estão mais próximas das covariâncias amostrais. Com este resultado propomos
modificações no teste de Wald utilizando a matriz obtida neste capítulo e a matriz do Capítulo 2
e, por simulação, comparamos os tamanhos empíricos dos testes de Wald modificados com alguns
níveis de significância.

Finalmente, no Capítulo 4, apresentamos algumas considerações finais. Apresentamos, no Apên-
dice A, cumulantes que não foram utilizados neste trabalho, mas que podem ser úteis em pesquisas
futuras.
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Capítulo 2

Matriz de covariâncias de segunda ordem
do estimador de máxima verossimilhança
para o parâmetro
lineares da família exponencial

em modelos nao

Neste capítulo, obtemos com base no resultado de Peers e lqbal (1985), a matriz de covariância
até ordem n 2 do EMV para o parâmetro P nos MNLFE, considerando o parâmetro de dispersão
conhecido. Mostramos que essa matriz não é simétrica e propomos uma correção no resultado de
Peers e lqbal (1985) que a torna simétrica. Por meio de estudos de simulação de Monte Carlo,
avaliamos o desempenho da matriz de covariâncias proposta.

2.1 Resultado de Peers e lqbal (1985)

Seja Z(P) o logaritmo da função de verossimilhança para um vedor de parâmetros, P, de dimensão
p. Sejam

U. :; al Çl3)laB., U.b #' IÇl3)lal3.al3b ,

Uab. dlÇ6]1al3.a$bÕl3., U.b.a :; a\ IÇBàlal3.al3ba$.i)l3ü ,

em que os índices a, b, c e d variam de l a p. Denotamos os cumulantes conjuntos das derivadas do
logaritmo da função de verossimilhança por

/tab E(Uab), n.,b E(UaUó), «;«b. = E([/Ü), n.,b. E(UaUh), nE aKb.ÜIÕÇ3« .

«H-".~, ".,",. E (UaUhUd) n.,dKb., ':-,M E(UmUm) -- H«HM

Todos os K's referem-se a um total sobre a amostra e são, em geral, de ordem n.
de informação de Fisher, Kp,p, tem elementos na,b = Hab Considere, também, x''b :
correspondentes elementos de sua inversa, K;.b.

A matriz
--K'6, os

5



6 XIATRIZ DE COVARIÂNCIAS DE SEGUNDA 0RDER'l DO UNIV

De Peers e lqba1 (1985) vem que a matriz de covariâncias até ordem n'2 do El\'lV, P
dada por

2.2

de /7 é

Cova(P) = Kã.b + E,

e o elemento aij de E, de ordem

.:.-.8'*.g'*.9',
: p, .j := 1, . . - ,p, em que,

P

.g) . )I' .{.«j'«'ú(
a,b,c,d=l

P

,e' - >1' >1' {x:'«j'K"K"{(3/2)';.«:".,' +
a,b,c:=1 I'',s,t=l

+Ha,b.lq'st + 2Xab,clÇ,n,st + nab,clq't,sl },

E(1) + E(2) + E(3) 2 tem a expressãoem que E

K.b,d + n. hMH +n

4nab,clçrst

.(2.1)

(2.2)

(2.3)2K.õ.,a + 2K.,õ.,ó + 3x-,m)

(2.4)

ag) - S' }' .i'.jbK"na(2n..b.:'.,...t + ".,ó.:",,t + ,'.l,.«,,t + 2n.b.«,,.t) . (2.S)

2.2 Obtendo a matriz E
No caso dos modelos não lineares da

partir de (1.2) e dados por
família exponencial, t/a, Unó, Hn,Ó. e UnÓ.a são obtidos aa l l l X e cia a laa a

Ua - @>, (ye pz)}Ç":pl!(a)f,
/-1

Uaõ - é >1. {(yr - Pf)yz': lpl!('ó)z + plÍ(a, õ)f -- \Í"'q p '.(., b)fl - '"r(a, ó)z}, (2.7)z-l

- ;%--''í''«;«í - %"'''/''«;' -- ,%"'q:'',;')

+(ye -- pr) IZ {(a, bc)z+(ac, b)z +(ab, c)fl+ :%(abc)z l(2.8)
LPf Pe J

1(.r + 2g)z(., b, ')/ + '"z {(., h)f +'('':, b)z + ('b, c)/i l } ,

(2.6)

U-l..
///

(yz PZ)
z-l

(a, b, c)f



2.2 OBTENDO Ah4ATRlzx 7

U.l,.:a -óE'«. :«:'-.%-'qo.},Z' :'«Z' ''«:

%-'''d;'«;' -- .%-''q:'''/''«}' -'- ;'r;«':'',;'"." ;'r'«':''«;') (., ', ., ''.
--('%-;qo'«}; «}' 3%-'d:'«;«Z + 'F:«IÍ') 1(., ó, .4.

+ («,bd,d. + (.d,b,d.1 + (%-':«; :PIÍ' + yz':":' - 4Vz-'q:'«}«: %--''f'' ':
-- ,%-''f:''«;; - .,«I':«z) 1(., '., @. -- (.', ., ©. -' («, ', l
+(gr/p2) l(aó, cd)e +(ac, bd)z +(ad, bc)f +(a, &:d)z +(acd, b)r +(az'd, c)/l(2.9)

--(''r: -'' 'r:«;"lí''«lí' «}'«Z': ';«;')(''',Q. -'- («./«;)(.'.©.}

@E (4%'-':plpZ' -- 3'f:«Z' :2%-'qo,;'.l:

- 3y'qn«;'+ e%';'f:''«2') (., ó, ., ©.

@ >1:(J + 2g)f l(a, b, cd)/+(a, M, c)f +(ad, b, c)( +(a, bc, d)/ +(ac, b, d)/+(ab, c, d)rl

@ >: wz l(ab, cd)z +(ac, bd)/+(ad, bc)f +(a, bcd)z +(acd, b)/ +(abd, c)z +(abc, a)zl,

l

Z l

Z l

€ l

em que

» yz':p/p/ , gr = t7":pzp/ vz-21/(1)/zl:'

,fo g, «'''-g, dpr « d2pz

a;í' "' ' 'a8'

aP.
(a)r, (a, b)f, (ab)z, (ab, c)Z

Utilizando (2.6) a (2.9), obtemos os cumulantes necessários para o cálculo de (2.3) a (2.5), que
no caso dos A'INLFE, são dados por:

Kabcd -é E { ('% :«;«:' -- 3Vz-:«Z' - «uz-'qo«;'«Z

-;%-''q'',;' -- .%-''f:''«;') (., ', ., ©. .:o
+(/ + 2g)e 1(a, b, cd)(+(a, M, c)/ +(ad, b, c)z+(a, bc, d)z +(ac, b, d)e +(ab, c, d)/l

+ wz l(aZ', cd)z +(ac, Z)d)z +(ad, Z'c)f +(a, bcd)( +(ad, b)( +(aZ'd, c)z +(abc, d)/l },

n.

l



8 h,MATRIZ DE COVARIANCIAS DE SEGUNDA ORDEM,r DO ENIV

«.,« - «Ê { («;'«;«z' «-'q:,,;',z - «;'''/''«;' -. ,«-;q:,',}')
+ g([(a, b, cd)f+(a, bc, d)e +(a, bd, c)f] + u'Z(a, bd)e},

..,- - «Íl{(«;:«;«:' ''í:'«I'«: q',,I'..-,«;;q:,',}') '.,',',
+ gr l(a, b, cd)/ +(ad, ü, c)Z+(ac: b,d)e) + wr(acd, Z')z},

'.,«,. - «${(«;'q:'«;:,; q:,:,;')'',',',''. -- '' .'.'.,«,',.}

'.,-,. - «8 {(',:q''«;:,: -,',;') '',',',''. -- '' - .'.'-,',',.}

.«,« - «Ê { («;'«;' - ,«--:'';:'«;'«; -- «;;''/:''«;') '.,',', ',.
+ g, Kac, b, 'Z)/ + (a, b'Z, c)rl + '"Z(ac, M)r},

~..,« - «gi {(',:«:' 'í:'«;'«; -. »--;''':''«I') '',',', ',.
+ g Kad, b, c)r + (a, Z'c, d)zl + WZ(ad, bc)z},

H.ó.; {(/ + 2g)r(a, b,c)/ + wr l(a, bc)z +(ac, b)z+-(ab,c)zl},
z-l

n.ó,. = Ó >1: 1ge(a, t', c)f + '«z(aZ', c)zl.
z-l

2.2

(a,b,c,d)z

(2.11)

(2.12)

, (2.13)

, (2.14)

(2.15)

d)f

(2.16)

(2.17)

(2.18)



2.2.1 Obtendo E(t)

Utilizando as expressões (2.10) a (2.15), a expressão (2.3) é dada por

ag) .i',;jÓx" >1: {hz(', b, ', d)e

(f+c''(.. b .d). (f - 29).(.. bd .). - (f+20).(..Ó b .).

-..i} -: ;lll:lZ:,;ll l ;;lll lil.lll ;(..':Jil:'''''''
+wr [--(ab, cd)e + 2(ac, bd)e -(ad, óc)r(acd, b)z -(abd, c)r +(abc, d)€1 },

m (lue Àf - l,7"ipllp"' }. 2tdi)Pll2PIÍ + vz'aqi)2P,'.

Podemos reescrever (2.19) da seguinte maneira

.'' - - «Ê{(Ê«:''',.) «'(E'.,.««'',.)(É'',.«")} ',.:.,

* «$ { (Ê«''.«,.) ', * ',' (É.''., ««) (É'',.««) } ',.,:,
* «ã{(É«:''.,.) ', ,',. (.,$.'.,.«"''',..")} ',.::,
* «ã{(.,Ê: «:''.''.««'.,.) '. * ,.,.(É'','««)} ',.,;,

«Ê{($ «:''',.) '' ',' (..$:'''.«"'.',.««)} ',.:',

* «Ê { (.,Ê: «:''..'.««'',.) '' - ;.,. (Ê'','««) } ,.:;,
* «Ê l IÉ ««.«,««l « IÉ.'.,««.',.l l ., «,

* «É l IÉ ««'«,««l «. IÉ.«.,««l l ', «,

-«Ê l l.ã:««'«,«""««l «.l - «,

«Ê l l.ã:««'",«"'",««l «l ' «,

2.2 9OBTENDO AhlATRIZE

(2.19)

e
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+El (>> Mott) We (res) (2.30)
t=1 a,cd=1 b=1

+63) (>> “etoe) “e (2.31)

t=1 ab,ed=1

n Pp

me 2» >e“e . (2.32)
t=1 ab,ed=1

Podemossimplicar alt ) , observando que as parcelas (2.22) e (2.24) são iguais, o mesmo ocorrendo
com as parcelas (2.23) e (2.25), com as parcelas (2.28) e (2.29) e com as parcelas (2.31) e (2.32).

A expressão de of) após a simplifição é dada por:

n Pp p Pp

ap = 5 | (»sto) he ”cn) (Dest) |
=1 cd=1 b=1

+65): n((x) (1 + ge (5(de)en-) (Eee) |
t=1 =1. ed=1 b=1

ia sebo (2f-ge (Du) |
a,cd=1 b=1

a)a ” Gueto) | (2.33)
bed=1

Pp

»” “Hed fo (Ecet)
cd=1

> “ot we (E see) |
ab=1 cd=1

3 seoetaned) “|

>» et We (Sorees) .

1 b=1

Denotando por

Pp Pp

p=sao, pej=—>(benti, (2.34)
b=1a=1
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>i:(c)rK'Ú(d)f, d >1:(dc)ZK'a,
c,d= 1 c,d:: l

(2.35)

ea,Z

P

)ll: ('d)zxd'(')z, 'z,b
c,d=l

P

>l: (c)r,''ú('Íb)r,
c,d=l

(2.36)

sí.j,z

P

>ll: K:'(ab)eKbj, tij,Z
a,b::l

P

>l: K:'(ac)/n'a(dZ')ZK'j,
a,b,c,d::l

>ll: ("d)r«'ü, (2.37)

reescrevemos (2.33) como

é :lpi,( h( zef pr,j} @)ll: {pi,r (/ + g)( dz( pr,j}
?-l /-l

«gillÊ«««.l '« }*«Éil,..« É..,. ««) }

(2.38)

@ }l: {si.f,r /z zez} -- @ >1: {sij,f .«( dee} + @ : {tij,z wz}
z-l z-l z-l

«Êll$««'«.1 «.«.1

E de (2.38), chegamos à expressão matricial E(1)

E(1) é-2pJÍZapv @-2P(F+G)-DPT é'2lp(2F G)EÃ''ilr
+@-' PG-EÃ'': -é'' SI(F'Zal)®lpl -é' S l(Wni)®/,l
+ @'' 7' l(W''i)®Zpl @' IP W Z\ -K :lT,

(2.39)

em que

H = dias {ht, , h.} , F = dias {/l, , /n} , G = dias {gi, ,gn}, (2.40)

P {P:,e} (.ÍVW.Í)''.tT, Z= {zij} XP, Za = dias {zii, (2.41)

{ hj/é} Ó 'K#,P = (.ÍTW.Í), (2.42)

Z) = dias {d&} , sendo dzz = tr(.ÍeK'i) e o (r, s)-ésimo elemento de .Íf dado por

PTlt laP,aB, ,
(2.43)

A {óZ,a} , sendo õf,. tr(.Í/,..Ã'':) e o (r, s)-ésimo elemento de .Í/,. dado por (2.44)

#' Helal3..aP.ÕP, .

l
(1 1)=. , $,.«, - (s: Sn), Sz i.XZK' :, (2.45)
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Tp""p'(Ti Tn), TZ Ã''i.frK'-i.ÍZK-i (2.46)

e

E é uma matriz tal que sua Z-ésima linha é a /-ésima linha de XK' iXz. (2.47)

Destacamos que as parcelas três, quatro e seis de (2.39) resultam em matrizes assimétricas

2.2.2 Obtendo E(2)

Inicialmente, reescrevemos a expressão (2.4) da seguinte maneira

>: )ll: .:'.j'.''.'{ ;,.. itiil/ili + ãi:i,: i- i:.;i
a,b,c=1 r,s,t=l

(n)

(2.48)

Substituindo (2.17) e -(2.18) nas expressões (/) e (.r.r) de (2.48) obtemos

(J') Ó2 ll: )ll: {{(3/2)///m + 3/zg. 2g//m
.e=1m=l

+(3/2)/z:««(a, b, c)r l(r, st)«+(rt, s)« + (rs, t)«l

+gezu.(a,b,c)et 2(r,st)« 2(rt,s)« 2(rs,t)«l
+«,e/m l(1/2)(a, bc)e +(3/2)(ac, b)r(5/2)(ab, c)/l(r, s, t)«

+weg. l(a, bc)e + 3(ac, b)g 5(ab, c)/j (r, s, t)«

+wZ««. l(1/2)(a, bc)r(r, st).+(1/2)(a, bc)f(rt, s)« + <1/2)(a, bc)Xrs, t)«

+(3/2).(ac, Z,)dr, st)« + (3/2)(ac, b)z(rt, s)« + {3/2)(ac, b)i(rs, t)-

(5/2)(ab, c)c(r, st)« -(5/2)(ab, c)/(rt, s)«(5/2)(ab, c)zÍrs, t)«l}

4prá.l (a, Z,, c)d,, s, t)-

@' }l: }l:Í3grg«(a, b, c)e(r, ', t)m+ g(«'m(a, t', c)zl2(', 't)m+('t, ')mj
Z=1 m::l

+ w/g.(ab, c)/(r, s, t)m + WeWm(ab, c)z {2(r, St)m + (rt, S)ml }.
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''t)"''") v-.-.v'.'v'-uu.'"'JV \' / v \.'' ./ x'xxx \.u''xv./) v'

a(2) - l@2 >, >. xÍ'XJ'KÓ'K'' >1: {(3/Z/m+6/Zg«' 2g(g«)(a,b,c)r(r,
a,b,c=1 r,s,t=1 Z,m=l

+3/zw«(a, b, c)z(r, st)«+(3/z -- 2gf) w«(a, b, c)r(rt, s)«

+(3/Z 4g/) W«(a, b, C)Z(rS, t)«+ tOé(/m+ 2g«)(a, bc)r(r, s, [)«

+3We(/m+ 2g.)(ac, b)C(r, s, t)« - mr(5/m+ 4g.)(ab, c)e(r, s, É)«

+t«r«,« l(a, bc)Z(r, st)« +(a, bc)r(rt, s)«+(a, óc)r(rs, t)«

+3(ac, b)z(r, st). + 3(ac, b)e(rt, s)«+ 3(ac, Z,)Z(7's, t).

(aZ', c)r(r, St)m -- 3(ab, c)z(rt, s)«. - 5(ab, c)r(rS, t)ml }.

os reescrever (2.49) da seguinte maneira:

g«' ,$: 1 1Íi .«'.,.l « l.€1.«,«"'.,-) 1:$.'.,«"'',«1 '« 1$i',,-'l l
«*' .$. 1 1Éi ««'., l , l.gl.«,«"'.,-l l;E'.,«"'',«) ,- lgi',,-'l l
-«' .$. 1 1gi .«'.,.l « l.€1.«,«"'.,-1 1.$'.,«"'',«1 « 1gi.,,-'l l
-«' .$: 1 1Íi .«'.,.l « l.€1.«,«"'.,-1 1É.'.,«"'',-l ,« IÉi.,,-'l l
*;'' .$: 1 1Éi ««'.,.l « 1. ã:«,«"'"'-"'.,.l - IÉi',,-'l l
«' .$. 1 1$ ««'., 1 (i' - ,). l.gl.«,«"'.,«l - 1. $.'.,«"'»,-'1 1

«' .$. 1 1$ .«'., 1 (;' - «). 1E'',««'',«l - 1. $:«,«"'«,-'1 1

«' .Ê. l lx .«'.,.l «. l...$:...,«."'"'.."'',-1 G. * 4. 1:',,-«''1 1
«*' .$. 1 1. Ê. .«'-,«"'',-l «. l.$.«,«"'.,-1 (;' *«). 1Éi',,-'l l
-*'.$. 1 1. Ê. ««'",«"'.,«l «. IE'.,««'',-l(;' «'). IÉi',,-'l l
*;«' .$: 1 1Éi ««'.,.l «. 1. É::.»,«"'",-«l - IÉi',,-'l l
*;«' .$: 1 1$ .«'., 1 «.- 1. . Ê....'-"'"'«"'",-'l l

*;'' .$. 1 1Íi .«'., 1 «.- 1. . ã...''-"'"'«"'«,-'l l

*g'' .Íi. l l. .Ê.: ."'-'«"'",-"«,.l «.- l$',,-'1 1
*g'' .$. 1 1. É.. ««'-,«"'",-'l «.- l.Ê«,««'.,-l l

m que

Podem

s, t)-

(2.49)

(2

(2

(2

(2

(2

(2

(2

(2

(2

(2

(2

(2

(2

(2

(2

50)

51)

52)

53)

54)

55)

56)

57)

58)

59)

60)

61)

62)

63)

64)
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*;«' .$: 1 1.Ê. «"'-'«".',-l «.- 1. Ê:«,«"'«,-'l l (2.65)

;''.$:11$... ."'"'«"'"'-"' , 1 «.- 1É',,-'l l {2.66)

;''..Ê.llâ. ."'"'«"',,-l «.- 1. #.'.,«"'",-'l l (2.67)

;'',$: { 1É.: «"'"'«"'«,-'l «.- IÉ.'.,«"'',-l l (2.68)

Observando a igualdade (2.50) com (2.51), (2.52) com (2.53), (2.54) com (2.57), (2.55) com
.(2.56), (2.58) com (2.59), (2.61) com (2.62), (2.63) c.m (2.66), (2.64) com (2.68) e (2.65) com
(2.67), at J simplifica-se em:

'' .$. { (íi ««'', l k«:,,« "",. - ".« - «,«.

*(É'',.«''..,«)(E'.,.««.',-)(É',,««'') }

**' .$: { (É «'''',.) ',' * ,, (..ã.'',.«'''.''-«'''.,.) «« (É',,««'') }

*;«'.$: { (Ê ««'.,.) '' ,,' (É.'',.«'''.,«) «- (.,8.«''.«''',,««'') }

-«'.$: { (..Ê.««'..,.««'',-) «' (É.'.,««'' ', ) '' .,« (Ê',,««'') }

(2.69)



2.2

Ainda podemos reescrever (2.69) como

ag) - .#2 >1, {pi,r l(3/2)/z z!:. /m+3/Z z2,.g. 2grzZ. /m grzil,.g.l P.,j}

''"<

+@' }, {Pi,Z (2/+g)Z afim W. Pm.j}

',«::

. n

/,m=l

+i@' >1: {P:,e wr 0Z« w« P«,J}
Z,m=l

''T:
ó' >ll: {tb,«.. .«z ,e« «,«},

Z,m=l

+3ó' >1:

'r-:

--@' E
''T:

+@'E

Pi,e (./' g)/ z/. w«

P{,Z trIZ tl;m

P

>: õi..,, .,j
r=l

P

E «''õJ....
a::l

P

>l:(õàc, K'j
r::l

P

E «'' õ3,...
a=l

.«r ;r« (/ - g)« P,..j

We'Um Pm,j

(2.70)

0}. = >1: (b)f':''(st)mn''(c)é, 0Z« = >ll: (bC)(H"(St)mn'', (2.71)
b,c,s,t=l

ói,.Ú = >1:(ac)/K"(t)m, Óh,, - }l:(c)rK'(tr)m, (2.72)
c,t=1 c,t=l

>ll: (ac)en't(ts)m"''(b)Z, Õh,, = >1: (S)m';'b(bC)eH"(tr)«., (2.73)
b,c,s,t;: l b,c,s,t= l

ze« b)/n''(s)m, tb,«z= >: H:'(ac)ZHd(tr)mH'j. (2.74)
b,s :: l a ,c,I', t= l

E, finalmente, chegamos à seguinte expressão matricial de E(2):

E(2) - @-2 P((3/2)FZ(2)F+FZ(2)G GZ(2)F) PT

+@-2P(2F+G)0tWPT+3@'2P(F G) AiK'i(2.75)
--.p-2 IP (F -- G) Ai K' ilT + (1/2) Ó'2 P W' 02 W' PT

+.p-2 IP W' A2 Ã' tlT + .é-2 P W' A, X'-i .# 2 7" T,r*

P P

E
b,c,s,t=l

Õ:,../
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em que

Z(2) = Z O Z é o produto direto entre matrizes (produto de Hadamaid), (2.76)

Oi = {0;.} , sendo 0}. = ã;.K i.Í.X' iã/ e iz um vetor coluna cujos (2.77)

lementos são os elementos da /-ésima !ilha de X,

O2 = {0z2m} , sendo 0g,. = tr(.Í;K i.Í«X''i), (2.78)

:r" = (7hH, . . .ZZ,. . . .{Z=.), :ZZ. = {t}.} , sendo tZ. i.f.K ', (2.79)

W* = (WI iW1+2 ' ' ' WZ'm ' ' ' Wn+.)T, Wf'm = dias(w.z..éwf), '(2.80)

A. = {õ!,.} , sendo õ!,. = IT Tyzl.zr (WI)] , yzl. um vetou coluna cujo m-ésimo

elemento é igual a ãV.f( iã., e ã«, um vetor coluna cujos elementos são os (2.81)

elementos da r-ésima linha de X.,

A2 = {õâ.} , sendo õZ. = (V/2.)VWI, l/z2., IÇ2. um vel

elemento é igual a iV K tXf.f(-ti

e as matrizes restantes estão definidas em (2.40) a (2.42) e (2.45).

Ressaltamos que as parcelas três, quatro, seis e sete de .(2.75) resultam

2.2.3 Obtendo E(3)

Reescrevendo (2.5) temos,

,g) - )I' >'.i',,jóx-x' l(K.,h + K.ó.;){2«,,.t + «,,.)l . (2.83)
a,b,c=1 r,s,t

Os cumulantes necessários para encontrarmos a expressão de ai(]3) são os mesmos utilizados para
(2)

e

(2.82)r coluna cujo ín-ésimo0

PTn ma,trazes assimétricasetrife

P P

"íj0
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Assim, temos:

é2 >1' >1' ni'Hjó';"x' >: {(/ + g)z/m(., b, ')/(', ', t).«
cl,b,c=1 r,s,t .e,m::l

+(/ + g)zw.(a, ó, c)z l--(r, st)- +(rt, s)« +(rs, t)«j

+wZ/m l(ac, b)f+(ab, c)zl(r, s, t)«

+ .«z.«« l(ac, b)z+(ab, c)d l-(r, St)m +(rt, ')m+(", t)ml }

os reescrever (2.84) da seguinte maneira:

'' .$. 1 1Éi .«'., l « ~, IÊ...,«"'',«l « IÉ.',,-"',,-l IÉ«,«»l l

-«' .$. 1 1Éi ««'., 1 « ,«,.- 1. É:,..,«"'"'-"',,«l lgi«,««l l

*«' ,$. 1 1Íi ««'., 1 « «,.- 1. É:.'.,«"'"'-"'.,«l lgi«,««l l

«',$: 1 1$i ««' , l « *«,. l;#.'.,«"'',-l - l;Ê.'«,--l lgi«,««l l

«' .$: 1 1. 8. ««.-,«"'',-1 «.« 1.$.',,-"'.,-1 1Ê«,««l l
«' .$: 1 1.$: .«.",««1 «. 1E ,««'',-l « IÉ.',,-"',,«l l
-'' .E. l l. .Ê.. *"'«'«"'",-"',,-l «.- lgi«,««l l

«' .$. 1 1. . $... «"'«'«"'»,-"'.,-1 «.- 1Íi«,««l l

«' .$. 1 1. Ê. .«'-,«"'',«l «.- l;$.'«,--1 1Éi'',««l l

-«' .$. 1 1.{1. .«'",««1 «. 1É.'.,«"'"'-"',,-l -l
«' .$. 1 1.{1. .«'",««1 «. 1É.'.,«"'"'-"'.,-l -l
«' .Ê. l lá. .«'«,««l «. l;$.'.,«"'',-1 - 1É..«,--l l

Podemos simplificar al?) observando que as parcelas (2.86) e (2.87) são iguais, o mesmo
rendo com as parcelas (2.91) e (2.92) e com as parcelas (2.94) e (2.95)

P P n.

Podem

(2.84)

(2

(2

(2

(2

(2

(2

(2

(2

(2

(2

(2

(2

85)

86)

87)

88)

89)

90)

91)

92)

93)

94)

95)

96)

ocor
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Após a simplificação temos que

(3)
aÜ '' .$. { 1Ê««'., l « «,. IÉ' ,««'',-l « IÉ.',,-"'.,-l IÊ«,««l l

«' .$. 1 1Ê .«'., l « «,. lj,'.,«''',«l - l$.'«,--1 1Ê«,««l l

«' .$. { 1.$: ««'-,«"'',«1 «.« 1É.',,-"'.,-l lgl«,««l l (2.97)

«' .$. { 1É. ««'«,««l «. IÊ' ,««'',«l « IÉ.',,-"',,-l l
«' . $. { 1. ã. .«'-,««'',-l «.- IÉ.'«,--l (ÉI«,««l l

«' .$. { 1É. .«'«,««l «. l:$.'.,««'',«1 - 1á.'«,--l l

Podemos reescrever (2.97) como

.g' @2 )ll: {PI,/ (./' +g)r «m /m z« Pg.j} + Ó' >ll: {P{,e (./'+g)Z ZZm Wm úh«m Pe,j}
.e,m=1 .e,m::l

*«' ,$: { (Ê «««:.~)
WZ /- Z« Pé.j } + é2 >. {Sij,r mf ZZm /m Zmm}

.J .e,m=l

*«' .$. { (É««.:.~) loZ Wm dmm P/,.f I' + #2 >1, {síj,Z wr ZZm to. dmm} ,

.J Z,m=l

que ainda pode ser reescrita como

.g' P{,z (/ + g)( É; « « ««) , .}
«'gi l«. ««,. IÊ« - ««l «.l

*«' íi l l$«« 1Éi«: «.. « ««ll «. «.l {2.98)

~'Êl*.. «. IÉi~« « ««ll

*«'Íill$«« 1Éi.:« - ««ll «.«.l

Ê ; « «« ««) }
sij,z WZ
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em que

+

aa,mZ

P

)ll: (")en"(t)m.
c,t::l

(2.99)

Agora, usando a notação

bze = )i. ze. w. dmm,
m=l

«:,. - )ll: a:,...'-. 'Ímm,
m::l

(2.100)

(2.101)E
m::l

al!,.e a:,..r/m Zmm,

(2.98) pode ser reescrito como

.g'
n 7Z

é' )ll: {p{,f (.f + g)/ czf pe.j} + ó2 )ll: {pi,f (/ + g)/ bz/ pe,j}
?-l z-l

«'Êll$«««:.1 «.«,1*«'Ê'* «.«,

«'ÉillÍi.« «:.l «.«.l «'Ê'* . «. '.,

(2.102)

Finalmente, chegamos à expressão matricial de E(3)

E(3) Ó-2 P(F+G) Opr+@-2 P(F+G) B pr+#-2 X-i ..4i W PT(2.103)
+é'' S l(WCI) ® 41 + Ó'' K'i ..42 W PT + Ó-2 S l(Wni) ® /pl,

em que

C = {crz} = dias {ZFZÓl} , l? {óz } = dias {ZWI)l} , (2.104)

.4t - {aie} , sendo ah = (Vf3a)TFZÓI, VZ3a um vetar coluna com o m-ésimo elemento

igual a ãr X-iã., ãe. um vetor coluna cujos elementos são os elementos da a-ésima (2.105)

linha de Xe e i. um vetor coluna cujos elementos são os elementos da m-ésima linha de X,

{a: } , se«do '-h (2.106)

e as matrizes restantes estão definidas em (2.40), (2.41) e (2.45)

Destacamos que em (2.103), temos nas parcelas três e cinco matrizes assimétricas
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Agora, substituindo (1.4), (2.39), (2.75) e (2.103) em (2.1), encontramos a seguinte matriz de

covariâncias até ordem n 2 do Eh'lV de /3 nos h'INLFE:

Cova(P) é :(.ÍTW.t)'i+d 2PHZóPT é 2P(/'+G)Z)pr
é'2lP(2-F G)EK ilT+ @ 2PG.EK-i Ó'2 SI(FZól)®41
Ó 'SlÍWOi)®41+ Ó '7'{(W'i)®41 é'' [PWZ\X' ']T

+@-' P ((3/2)F'ZmF'+ FZmG azar') Pv
+ @ 2 P(2F+G) 0i W PT+3 @ : P(F-G) Ai K :

-Ó'2 IP(P G) Ai Ã''ilV+(1/2)é'2pW02WpT
+@ 2 IP W' a.2 Ã' ilv + é 2 P U/ A2 .F( 1 -- é 2 7'* W'*
+Ó'2 P(F+G) C PT +Ó ' P(F+G) B PT +Ó'2 X'-i .4. W PT

+Ó-2 S KWai)®41+@ 2 Ã' l ..42 W Pv +Ó 2 S {(W'BI)®Jpl,

(2.107)

em que as expressões acimas estão definidas de (2.40) a -(2.47), de (2.76) a (2.82) e de .(2.104) a
(2.106).

Podemos notar que as matizes da expl'essão (2.107) são funções apenas do vetar de médias p e
das primeiras, segundas e terceiras derivadas da matriz X.

A expressão (2.107) corrige a expressão (15) de Coideho e Santana (2008) e, também, a expres
são obtida por Rocha et aZ. (2010).

Para o caso dos modelos lineares generalizados (2.107) simplifica-se na expressão

Cova(P) @ :(-fvW'.i)': + @'' P H Zó Pv

+Ó-2 P {(3/2)FZ(2)F + FZ(2)G G.Z(2)FI PT

+.# 2P(F+G)C pT,

(2.108)

obtida por Cordeiro (2004), com uma corieção feita por Cavalcanti (2009)

2.3 Resultados de simulação

Para estudarmos o desempenho da matriz Cova(P), dada em (2.107), desenvolvemos dois estudos
de simulação.

No primeiro usamos um modelo gama com ligação log e componente sistemática dada por
77r :: /ã) + Pizif + :z:g, Z = 1,- . . ,n. Os valores verdadeil'os para os parâmetros foram fixados
em Po = 1/2, /3t = 1, /b = 2 e + = 1. A covariável zi foi obtida de uma distribuição uniforme

no intervalo (0, 1) e a covariável r2 foi obtida de uma distribuição uniforme no intervalo (1, 2).
Para cada n (n = 20,40,60), os valores de zi e z2 foram mantidos constantes em todas as 10000
réplicas do modelo gerado. As Tabelas 2.1 a 2.3 apresentam os resultados obtidos. As primeiras duas

entrada das tabelas são êovt(Õ) = íõàõã El11?" [êovt(Õ)l{, êov2(Õ) = iõàõü Xl11" 1êov,(Ó)]i e a
terceira entrada é a matriz de covariâncias amostrar de P(i), . . . , Ó(ioooo)
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Tabela 2.1: aqui(P), CoQ(P) e a matiz de cot,aháncÍas amostr'aZ, paz-a o modelo gama, com n 20

0,26770

/3o l 0,29927
0,34788

.0,31107 -0.07136
0,36180 -0,06478
-0,40654 -0,09076

.0,31107 0,60904
Pi l-0,34020 0,68500

-0,40654 0,79165

0,00067
.0,01605
-0,00370

.0,07136 -0,00067 0,08251
/32 l -0,10464 -0,01062 0,11669

-0,09076 -0,00370 0,10779

Tabela 2.2: aqui(P), CoQ(P) e a matriz de couaHáncias amos&mZ, para o modelo gama, com n 40

0,12551

/3o l 0,13190
0,14281

-0,14953 -0,03013
-0,15976 -0,02875
-0,17292 -0,03293

0,14953 0,30053

0,15746 0,31996
0,17292 0,35281

0,00330
0.00124
0,00190

0,03013 0,00330
0,03516 0,00443
0,03292 0,00190

0,02967
0,03319
0,03345

À

Tabela 2.3: aqui(P), CoQ(/3) e a malha de couaháncÍas amostmZ, para o modelo gama, com n 60

0,09275

Po l 0,09670
0,10285

0,09855 -0,02916
-0,10314 -0,02949
-0,10838 -0,03255

-0,09855 0,18950 0,00868
Pi l -0,10347 0,19825 0,00922

-0,10838 0,20969 0,00938

0,02916 0,00868 0,02438

/% l -o,03244 0,00977 0,02650
-0,03255 0,00938 0.02727
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No segtmdo estudo de simulação, o modelo considerado difere do modelo do primeiro estudo
apenas com a relação à distribuição da variável resposta, que agora é normal, e com relação à função
de ligação, que agora é a identidade. Os resultados encontram-se nas Tabelas 2.4 e 2.5.

Tabela 2.4: aotii(P), aoQ(P) e a mafãz couahências amostmZ, para o madeZo noT'maZ, com n 20

À

-0.30525 0.59724
Pi l -0,30482 0,59728

0,35960 0,69414

-0,00025
.o,00100
0,00261

-0,06784 -0,00025 0,07501
a l -o,07157 -o,oo075 0,08450

0,08234 0,00261 0,08560

Tabela 2.5: aqui(P), CoQ(P) e a malha cova âncim amost«aZ, para o modelo no,'maZ, com n 40

0,12364
0,12377
0,13511

.0,14736

-0,14736
0,16012

Ü
-0,02954

-0,03011
-0,03245

À

-0,14736 0,29615
Pi l -0,14733 0,29615

-0,16012 0,32379

0,00325
0,00325
0,00321

-0,02954 0,00325 0,02895
/3 l -o,03007 0,00328 0,03008

-0,03245 0,00321 0,03168

Pelas Tabela 2.1 a 2.5, observamos que a matriz de covariâncias de segunda ordem nos modelos
não lineares estudados é assimétrica.

2.4 Proposta de correção no resultado de Peers e lqbal (1985)

Como os resultados de simulação mostraram que a matriz de covariâncias de segunda ordem
pma P nos h'INLFE é assimétrica, retomamos as expressões (2.3) a (2.5).

Po   a
0.26205 0.30525 0.06784

0,26290 -0,30504 -0,07188
0.31440 -0.35960 0,08234
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Começando pelo termo em (2.3), calculamos uma expressão para aj!). Temos

41' E
a,b,c,d=l

KJ'KiÓn'Ú (K.b.d + Ha,bd + 2Kah,.Z + 2K.,õ.,ó + 3K-,ó.Z) , (2.109)

>l' xjbxi'n'd(n.b + õ,..ú + 2K.b.:,d + 2KÕ,-,Ú + 3KÓ.,.d) .
a,b,c,d=l

Partindo de (2.109) e seguindo os mesmos passos que resultaram na expressão (2.39), encontra.
mos

E(1) õ-l P H Za PX -- ó l P (.F-t G) D Px -- ól P q2F-- G) E K ~

+ Ó-2 IP G .E K'-:lT d)-' S l(F'.Z.zl) ® lpl - é'' S l(WOt) ® 41 (2.110)

+ é'2 T l(Wi) ®lpl @' P W A K'''

É importante observar que a expressão (2.39) difere da expressão (2.110) porque a terceira,
quarta e a última parcelas em (2.39) são as matrizes transpostas não..simétricas das terceira, quarta
e última parcelas em (2.110).

Resultados semelhantes são facilmente demonstrados para os termos (2.4) e (2.5), isto quer dizer
que as expressões (2.3) a (2.5) não são invariantes entre os índices á e j.

Assim, propomos as seguintes correções nos termos obtidos por Peers e lqbal (1985)

(1)a - >1' Hia jóK {H.b.d +(1/2)Ha,&d+(1/2)X-d,b+ 2Hah,d
a,b,c,d-; l

+ na,bc,d + Hac,b,d + 3Hac,bd } l

(2.111)

(2)'' >' >' {KiaKjrXbsn't l(3/2)xahPçst + 2n.b,cn,.t + 2x.Ó.n,,,t
a,b,c=1 r,s,t::l

+ (1/2)K.,Õ.n«t + (1/2)Hab.H,,,t + Eab,.©,.t + /'.,b.;n,.,t

+(1/2)nü,."..,, +(1/2)':m,b',.,'l },

(2.112)

(3)a
.i'..jõp.",;" { ';.,b.:".,.,.t + ,'-,bQ.,,t +( 1/2)".,h".,.

a,b,c::l r,s,t=l

+ ( 1/2)H.c,blG,..t + n.b.:PÇ,,t + 2Kabcl%,,' } .

(2.113)

Com as expressões (2.111) a (2.113) temos, agora, a invariância entre os índices i e J
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Substituindo os cumulantes (2.10) a (2.18) em (2.111) a {2.113) temos

(1)a
-liÓ >' Ki'njÓK''{ >ll: {2hr(a, b, c, d)/ -- 2(/ + g)((a, b, (ü)f

a ,b,c,d:: l Z= l

-(2/ 3g)e(a,bd,c)g (2/+3g)?(ad,b,c)r gz(a,bc,d)r

+ 5gr(ac, b, d)( 2/Z(ab, c, d)e + wC {--2(ab,cd)é + 4(m, bd)z

- 2(ad,bc)r - (a,bcd)/ (acd,b)/ 2(abd,c)r + 2(abc,d)rl },

(2.114)

(2)a
Ü ;Ó2 >1' )1' .{',:j',;b'K" >1: {Í3/Z/m + /Zgm+ g./m 2grg.)(a,b,c)r(',s,t)m

a,b,c::l f,s,t=1 .e,m= l

(2.f+ g)rw«(a, b, c)r(r, st)« +(3/ + 2g)rw«(a, b, c)«rt, s)«

(/ + 4g)(w«(a, b, c)Z(rs, t)«+ we(2./ + g)«(a, bc)Z(r, s, t)«

wr(3/ + 2g)«(ac, b)f(r, s, t)« wr{.f + 4g).(aó, c)Z(r, s, t)«

+ w/w« l(a, bc)r(r, st)« + 2(a, óc)/(rt, s)-+ 2(ac, b)/(r, st)-+ 3(ac, b)r(rt, s)«

5(ab,c)Z(«,t)m },

(2.115)

(3)*a >' )1' .i'.jb.-n" >: {(.f + g)Z/m(a, b, ')Z(',',t)m
a,b,c=1 I'',s,t=1 Z,m::l

(/+ g)z,««(a, b, c)zl--(r, st)« +(rt, s)«+(rs, t)«l

(1/2)wz/m Ka, bc)e + (ac, b)( + 2(ab, c)zl

(1/2)mrlo«l(a, Z,c)r +(ac, b)e+ 2(ab, c)zlÍ--(r, st)«+(rt, s)« +(rs, t)«l.

n.

(2.116)

Agora, reescievendo (2.114) a (2.116) em notação matricial temos

E(i)* $-' P H Za Px $ 2 P (.F-+ G) D Px

@-'P(F' G)EÃ'': é':ÍP(f' G)EK' :lT
é'' s l(f'zal) ®-bl é : s l(u'nl) ®/pl

+é'' r l(wi) ® /PI - (1/2)@'' {P Z\ W K :lr

(1/2)@ 2 P A W K i,

(2.117)

ó-2 p l(3/2)p'z(')p' + F'z(2)G - GZ(2)FI pT
+(1/2)Ó'2 P(2F+G) OI W PT +(1/2)Ó'2 [P(2F'+G) OI W PT]T
+@'2P (F G) AiK l +@-2tP (/' G) AiK :lT (2.118)

+(1/2) Ó'2 P W' 02 W' PT + é'2 [P W' A2 K i]
+é 2 P W' A2 K''i -- # 2 7'- W'+
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E(3): @'2P(F+G)a pT+é'2P(F+G)B PT

+(1/2)@'2 IÃ''I .41 W PTIT + (1/2)@'2 Ã''I .41 Wr PT

+é-2 S l(WCI) ®lpl + (1/2)é'2lK'i .,42 W PTJT

+(1/2)@'2 K'': ..4, W PV + Ó'' S l(WBt) ® 41.

(2.119)

Assim, a matriz de covariâncias de segunda ordem proposta é dada poi

Co«;(P) Kj;,b + E(i)* + E(2)* + E(3y (2.120)

Os estudos de simulação da Seção 2.3 foram refeitos utilizando as expressões propostas em
(2.120). Os resultados obtidos encontram-se nas Tabelas 2.6 a 2.10.

Tabela 2.6: (;oui(P), CoQ(P) e a maíhz de couaHânciw amosÉmZ, para o modelo gama, com n 20

0,26770 -0,31107 -0,07136
Po l 0,29927 -0,35100 -0,08468

0,34788 -0,40654 -0,09076

0,60904 -0,00067
0,68500 -0,00271
0,79165 -0,00370

0,08251

0,11669

0,10779
À

Tabela 2.7: aqui(P), ao«2(P) e a malha de couaóáncias amostmZ, para o modelo gama, com n 40

0,12551 -0,14953 -0,03013
A l o,13190 -o,15861 -o,03200

0,14281 -0,17292 -0,03293

0,30053 0,00330

0,31996 0,00279
0,35281 0,00190

0,02967

0,03319
0.03345

6
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Tabela 2.8: aqui(#), CoQ(P) e a matiz de couahârtcias amostrnZ, para o made/o gama, com n 60

Õ:Po

ÀÀ

0,09275 -0,09855 -0,02916
/3o l 0,09670 -0,10331 -0,03097

0,10285 -0,10838 -0,03255

0,18950 0,00868

0,19825 0,00949

0,20969 0,00938
Õ.

0,02438

0,02650

0,02727
À

Pelas Tabelas 2.6 a 2.10, notamos, para todo valor de n, que as covariâncias até ordem n 2 estão
mais próximas das covmiâncias amostrais, do que as covariâncias de ordem n'i. Além disso, quando
n cresce, as covariâncias de ordem n'' se aproximam das covariâncias até ordem n ', tomando-se
próximas às covariâncias amostrais. Para o modelo normal, as Tabelas 2.9 e 2.10 mostram que as
covariâncias de ordem n'i estão próximas das covariâncias até ordem n'2, para qualquer valor de n.
Isto ocorre porque muitas parcelas da matriz Cova(P) são nulas no modelo normal. Os resultados
apresentados nas Tabelas 2.6 a 2.10 sinalizam que a matriz de covariância proposta em (2.120)
pm'ece estar correta.

Apesar de termos muitas parcelas na matriz de covariâncias de segunda ordem, ela é de fácil
implementação em so@ware matemáticos, como R ou Oz, por exemplo.

Tabela 2.9: aQuI(P), CoQ(Õ) e a maéHz couahâncias amostrar, para o modelo rzo,maZ, com n 20

0,26205 -0,30525 -0,06784
a l 0,26290 -0,30493 -o,07172

0,31440 -0,35960 -0,(B234

0,59724 -0,00025
0,59728 -0,00087

0,69414 0,00261

0,07501
0,08450
0,08560

&
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Tabela 2.10: C;aui(/i), CoQ(P) e a «Qathz cot,aháncía amosÉraZ, para o modelo n07'«,aZ, com n 40

0,12364 -0,14736 -0,02954
Po l 0,12377 -0,14735 -0,03009

0,13511 -0,16012 -0,03245

0,29615 0,00325
0,29615 0,00327

0,32379 0,00321

Õ.

0,02895

0,03008
0,03168

Ü
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Capítulo 3

Matriz de covariâncias de segunda ordem
do estimados de máxima verossimilhança
para o parâmetro
de ordem m ' em modelos não lineares

corrigido pelo viés

da família exponencial

Neste capítulo obtemos a matriz de covariâncias de segunda ordem do EMV de # corrigido pelo
viés, em MNLFE. À'mostramos que essa matriz depende da matriz de covariâncias de segunda ordem
de /3, desenvolvida no Capítulo 2. Realizamos estudos de simulação de Monte Carão para avaliar o
desempenho da matriz obtida e de testes de Wald que se baseiam nessa matriz.

3.1 Matriz de covariâncias assintótica de segunda ordem

Seja /3 o Eh/ÍV de /7 e d(/3) o viés de ordem n
', é dado por

l de P. O EMV de P, corrigido pelo viés de ordem

(3.1)

em que d(P) é o viés d(P) avaliado em P

De (3.1) vem que o i-ésimo elemento de P é dado por

$i= $i- dÇB). (3.2)

em que /3i e d(P) são, respectivamente, os i-ésimos elementos dos vetores Õ e d(P)

De Pane e Salvam (1997) vem a seguinte expansão para d(P) em torno de P

d(P)
P

d:(p) + )ll: d(õ,
r=l

P,) + 0.(n''), (3.3)

29
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em que

4 ad'(P)
aP,

>l' I'n:'n''nÓ'(«.«: + 2n..,.)(©,. + ",,..)
. . \

a,b,c,s,t=1 \'

+ lí""nÓ' 1".«:,. + "...:,, + 2x.«.,. + 2(';.b,« + n..,.,,.)l

(3.4)

e

aw- E {li«"«"(«.«--'«..,.)}, (3.5)

são termos de ordem n l

Queremos encontiai uma expressão até ordem n'2 para E{(Pi P{)(A a)l. Temos q«,

EI(/3í P{)(â 4)1 E{(Pi - d(P) - Pi)(â - d'(P) - A)l

EllÍ#{ - ai) - a(p)IK& - A) - ó'(p)l}
E{(Pi--Pi)(A Ü) d'(P)(Pi Pi) a(#)(6
EI(/3{ Pi)(Ü A)l Kla'(P)(A A)l
-Któ (p)(pi - p{)l + nta(p)ó'(õ)l.

&) + d(P)du (P) }
(3.6)

Substituindo (3.3) na segunda parcela de (3.6) temos

nla(p)(A Ü)l nl(À wla: +Ed(ó, PJ+o.(«'nll

a(p)nl(Ü A)l + >1: dn{(À - A)(ó,
lr

P,)l +.(n ')

d(p)dj(p) + >1: 4(-ú') + '("'').
lr

(3.7)

A terceira parcela de (3.6) resulta na expressão (3.7), apenas trocando o índice á por .j. Substi-
tuindo novamente (3.3) na quarta parcela vem que:

Ela'(P)ó'(P)l
1. r=1 u=1 .1E { ld:(P) + >1: d(õ, - p,) + o.(«-DI {d'm + >ll: d{(õ, - p,) + o,(«-DI l

#(p)du (P) + .(n'').
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Então, a expressão (3.6) pode ser escrita, até ordem n 2, como

EI(Pí /3í)(Ü - 4)1 EI(pi pi)(A 4)1 a'(p)a (p)
P P

+E4«j' +E ói«''
r=1 r=l

(3.8)

A primeira parcela subtraída da segunda parcela em (3.8) é a matriz de covariâncias de segunda
ordem para P, encontrada no Capítulo 2, dada em (2.107).

De (3.4) vem que

4.nJ'
r::l
E

P

@#'-'-@'', (3.9)

em que

@'' >' >' nÍ'K'tKb'KJ'(x.b. + 2K.Ó,.)(M.t + Ç,,t),
a,b,c=1 r,s,t=l

(3.10)

. P

V,g) - i >' .i'nb'KJ' in.õ., + ".ó.;,, + 2K.ó,,. + 2 (n.b,-. + n.b,.,,)l .
a,b,c,r=l

(3.11)

3.1.1 Obtendo ©(i)

Utilizando os cumulantes (2.17) e (2.18), encontramos a expressão de @g) em (3.10), que para
os modelos não lineares da família exponencial é definida por

@'' é2 >' >1' ,;i',:'',;h.j' >ll: >1: {//(/ + g)«(., ó, ')z(', ', t)«.
a,b,c::l T',s,t=1 Z=1 7n::l

+//«,«(a, b, c)rl(rt, s)« +(rs, t).l
+we(.f + g)«l(a, bc)/ +(ac, b)Z(ab, c)fl(r, s, t)«

+ wéw.l(a, b')( +('c, b)z --(aZ', c)€1 1(rt, S)m +(rS, t)mj}.

(3.12)
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Primeiramente, ieescrevemos (3.12) da seguinte forma:

«;' - ''.$. {(gi.'';,-l « «,« IÉ.'',-"'.,.l , l.€1.«,««' , 1 1gi',,-'l l ' «,

«' .$. { 1gi««',,-l - (É.«,««' , l , l.#.'«,«"'»,-*l l « «,

~' .$. { 1;Ê. .''«,-«l - IÉ.'',-"'.,.1 « (,8.«,««'.,.1 1 '; «,

«' .$. 1 1gi .'';,-l « «,« lji.'',-"'.,.l «. l,$.'«,««1 1Éi',,-'l l '; «,

«' .j;. { lgi-«'.,«l « *«,« 1. É:.'',-"'-'«««,.l «. IÉi',,-«l l '* «,

-«' ..$.{($«"'.,-) «' * ,,-(.,ã.'''-.''«.',..««.,.) «.($',,-''')} ';.:*,
«' .$. 1(Ê'«'',-l - l,Ê.'«,««1 «. 1. 8.'.,«"'",-~1 1 ': «,

«' .$. { 111. ««'»,-'1 - 1.$.'',-"..,.1 «. 1.$.'«,««1 1 «,

~' .$. { 1gi.«';,-l -«. l. .$..:"'«"'-'«"'*,-'1 1 « «,

*«' ..$. { (É. «'''.,,-.'') «-« (..É..«',««'''-'..'''',.) } ';.,:,
-*' .$: 1 1gi «''.,-l -«. (. . $...'.,«""-'«"'",-'1 1 '; «,

-'' .$: 1 1É. .«'«,-«l -«. 1. É..'''-"'",««' , 1 1 ' «,

3.1CORRIGIDO PET,O VTEST(;T T.

Igualando (3.17) com (3.18), (3.21) com (3.23) e (3.22) com (3.24), temos:

«' .$: 1 (gl .''',-l « ,«,« l11.'',-"'.,.1 , 1,$.«,««' , 1 ($,,-«1 1

«' .$. 1 1Íi *«.,«l - IÉ.«,««'.,.l , l.É:«.,«"'",-'l l

*'' .$. { (É. .:''.,,-.'') «- (É:'',-.'''., ) « (É.«',..«'.,.) } ';.,',
~' .$. 1($i«'',,-l « *«,- IÉ.'',-"'.,.l «. l.$.'«,««1 1gi',,-'l l
~' .É. l lgi .«..,-l - l,$.'«,««1 «. 1. $.'.,«"'",-'1 1

**' ..$.{(É. «''«.,,-«'') «-(É.'',«.'''.,) «(.$.'«,..'') }
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Usando (2.34), (2.35), (2.37), (2.74) e (2.99), podemos reescrever (3.25) como

@"' é' )ll: {PÍ,« (/ + g)m Zme /Z zz/ P«.j}
Z,m=l

n

+ó' E 4p:,... «,. .« //

Z,m=1 \ )}
+@2 >1, {Sij,m Wm Zme /Z ZZr}

Z,m=l
(3.26)

+@' )ll: {pi,« (/ + g)« z«( wf dzr p«,j}
Z,m=l

*«' .$: {,:,« «« ''' "' )}
+@2 >1' {Sij,m Wm Zmf W drr}

Z,m=l

Ainda, podemos reescrever (3.26) da seguinte forma

.P«' P{,. (/ + g
Ê'«. « ,«) ««.}

*«' Ê {, ,« «« Ê(Ê«:,«; «)«''l}

Ê« « ,«)}
Sij,«l Wm (3.27)

*«'Ê {, ,« "~,« (Ê« «.'«l ,«.l

$ (Ê «;,« '.. «.) «''] }

P{,«z tOm

Ê.«. « '«)}
Síj,m Wm

E, usando (2.100) e (2.101), reescrevemos (3.27) como

.P«' (/ g)« '«.« P«,jl+ @'
m=l

r

-llLllC J

,t2
P

E l.P:,m g)« b«« P«J} (3.28)

P

+@'E/

m=l

r P

lr

m=l

'tl)m
,K2

P

E
m=l

{sij,«. ««}Õ
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Finalmente, escrevemos (3.28) em notação matricial:

Wi = Ó'2 P (F+G) (yPT++'2 PW.4lK''i+@'2S l(WOi)e041 (3.29)
+Ó-' P (F'+G) B PV +Ó-2 P W .41 K''' +@-' S l(WBt)®41.

3.1.2 Obtendo qr(2)

Encontramos @!?) em (3.11), utilizando os cumulantes (2.10) a (2.15). No caso dos MNLFE,

@:!JfJ é dado por:

, P P

@l?) - lió )I' .:'.h,:j')ll: {h«(',b,',,)z - /zK.,b,«')z +(',b'',')z +(",b,')ej
' a,b,c,d,r=1 g=]

+(/ + g)fÍ--(a, óc, r)/ -(ac, b, r)f +(aZ,, c, r)rl(3.30)
+ .«r{(ab,''')r(", b'')r(a', bc)e --(a, b''')z -(a''', b)/+(ab', c)rl}

em que, h2r = yz'ipzp/' 1,/ ipz2 + yZ'2ql)pZ2pZ.

Podemos reescrever (3.30) da seguinte forma:

«;' - ;.ÊI l$««'.,.1 «« 1ã'',««'., l l$',,.«''1 1 ';«,

l$««'.,.1 « 1.,Ê:'',«"'«,.«''l l '; «,

««'.,.l « l.,Ê...'.«"'»,«''l l '; «,

-i«Ê l IÉ: ««'-,«''l « IÉ'',««'.,.l l '; «,

««'., l ' *,, IÉ''.,.««l l$',,.«''1 1 «;«,

-;«Ê l l.,ã:««'«,««'', l ''* , l$,,«''1 1 .'; «,

*;.Êll..ã:««'.',«« , l *,, IÊ',,«''ll «;«,

*;«Ê 1 1. ã: ««'.',«"'«,«''l «.l '; «,
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;«Ê l l.ã: ««'«,«"'»,«''l «.l
(3.39)

;«Ê l IÉ..«'-,«''l «. IÊ'«,««l l (3.40)

\

(3.41)

(b)ZK'J (3.42)

:(c).eK'j (3.43)

Agora, igualando (3.32) com (3.33), (3.36) com (3.37), (3.38) com (3.39) e (3.42) com (3.43),
temos

@''
;«Ê l IÉ««'.,.l «« IÉ'',..«' , l l$',,«''1 1
-« $ { ($«'''.,.) « (.,Ê.'''.."'«,.«'') }

;«Ê l IÊ.««.-,«''l « IÉ'',««'.,.l l (3.44)

;«$ 1 1$ ««'.,.) '' * ',' 1É'«,««l l$',,«''1 1
;«$ 1 1É: «*'-,«''l «. lã.«,««l l

-«; â l iÊ «-'.,.i «. l..$.','.,..««''1 1
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Utilizando (2.34) a (2.37), reescrevemos (3.44) como:

. n . n

/-l z-l

+;@ >1: {sij,r /z ;rr} + ;@ >: {pi,e (/ + g)z dre p,.j}z-l z-l

Assim, encontiainos (3.45) na seguinte notação matricial:

W, :Ó 'pH2ZópV+é'pf'EK' '+!Ó 'S{(/'Z.il)®-bl(3.46)

+liÓ-' p (r' + G) D pT + lié'' s {(H''ol) ® lpl + liÓ'' p w z\ K'':,

em que .172 " diaglh2i, . . . , A2nl-

Em notação matricial, a quarta parcela de (3.8) é a transposta da terceira parcela, isto é,
(©l + ü2)T

De (3.8) vem que a matriz de covariância de segunda ordem de /3 em MNLFE é dada, por,

Cova(Õ) = Cova(P) + (WI + Wi) + (q'2 + $'{), (3.47)

em que Cova(P) está apresentado em (2.107), q'i está em (3.29) e W2 em (3.46).

No caso dos modelos lineares .generalizados, a matriz Cova(/3) se reduz a

Cova(P) = @ i(.fTW'.Í)-i +é'2 P H Zó PT

+.ê-2 P l(3/2)FZ(2)F + FZ(2)G GZ(2)FI PT

-+3$'a P (F-+ G) C P= - @ 2 P Ha Zü Px

A expressão (3.48) corrige a expressão obtida por Cavalcanti(2009)

3.2 Testes de Wrald modificados

Suponhamos que queremos testar Ho : /3 = P(o) contra Hi : P # /3(o), em que o vedor /3 tem
dimensão p. Uma estatística simples para tentarmos a hipótese Ho é a estatística de Wald, dada por

Mo = .(P - #m)T-rq,P(P - Pm), (3.49)

.pg) . )l,{p:,e 2 ;rpz,jl+;ó>1:

*;« Ê ',,,. «. -«, -- ;«Ê

pi,t ft
P

>. er,, K'i
b-l

P

E'.,,.,'
b-l

(3.45)

(3.48)
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em que, .f(P,P @(XTWX) é avaliada na estimativa de máxima verossimilhança de P, #

Podemos modificar a estatística (3.49) substituindo a matriz de Informação de Fisher pela matriz
de covariâncias até segunda ordem,

(Õ Pm)T lcov2(Õ)I''(Õ P(o)), (3.50)

em que Cova(P) é avaliada em /7

Podemos modificam t.ambém, as estatísticas (3.49) e (3.50) substituindo o estimados P pelo
estimador corrigido pelo viés de ordem n'l , P e assim temos, respectivamente,

(P Pm)TKP,P(P Pm) (3.51)

e

(Õ Pm)Taco«2(Õ)I''(Õ P(o)), (3.52)

em que J(#,P e Cova(/i) são avaliadas em P

Uma outra modificação na estatística de Wald resulta em substituir simultaneamente o Eh'lV P
pelo estimador corrigido /i e a matriz de informação de Fisher pela matriz de covariância Cova(P)
dada em (3.47), avaliada em P. Obtemos assim

(Õ - Pm)TJCov2(Õ)I''(Õ P(o)). (3.53)

3.3 Resultados de simulação

Realizamos, nesta seção, dois estudos de simulação. Em ambos, utilizamos um modelo gama
com ligação log, ou sda, log(p/) = /3o + exp(/3izte), g = 1, . . . ,n. Os valores verdadeiros para os
parâmetros foram fixados em /3o = 3, Pi = 2 e é = 1. A covaiiável zi foi obtida de uma distribuição
uniforme no intervalo (0,1) e, para cada n (n = l0,20,30,40,50,60), foi mantida constante em
todas as 5000 simulações.

No primeiro estudo de simulação comparamos a matriz de covariâncias até ordem n 2 do EMV
corrigido pelo viés de ordem n'i e a matriz de informação de Fisher com a matriz de covariâncias
amostral de P. Os resultados encontram-se na Tabela 3.1.

No segundo estudo, comparamos as estatísticas (3.49) a (3.53) por meio do tamanho empírico

dos testes de Wald da hipótese Ho : /ÚO) - 3 e P:o) - 2 contra Ht : pelo menos uma das igualdades
em Ho não é verificada. Assumindo Ho verdadeira, o tamanho empírico do teste de Wald é calculado,
para cada estatística do teste, como a proporção do número de vezes em que Ho é rejeitada, fixado
um nível nominal a e um tamanho de amostra n. Os resultados estão apresentados na Tabela 3.2.
Foram utilizados os seguintes níveis nominais: a = 1%, a = 5% e a = 10%o.
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Tabela 3.1: Oot,i(P), C;oW(P) e a couaHóncãa amostra/ de P

0,01867 -0,00487 -0,003900,01564

0,01947 -0,00536
0,01994 -0,00523

À 0,01615 -0,00420
0,01618 -0,00404

0,00262
0,00296
0,00286

0,00201

0,00221
0,00215

Pela Tabela 3.1 vemos, como esperado, que as covariâncias de segunda ordem do estimados P
ficam-am mais próximas das covariâncias amostrais do que as covariâncias de primeira ordem de P,
para todo tamanho de amostra.

  n :: lO n ;: 20

     

 
0,08478 -0,01953
0.10016 -0.02703
0,10953 -0,02564

0.00878
0.01305

0,01193

0,04330 -0,00955
0,04704 -0,01151
0,04698 -0,01051

0.00449

0,00569
0.00523

  n = 30 n = 40

     

 
0,03168 -0,00936
0,03437 -0,01118
0,03549 -0,01063

0.00548

0.00682
0.00623

0,02439 -0,00637
0,02579 -0,00718
0,02587 -0,0(H85

0,00326
0.00378
0.00358

  n :: 50 n = 60
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[lhbela 3.2: Tamanho empÍhco esÍãmado dos testes baseados em Wo, ]'T/i, W2, }V3 e TV4

TV2 TV3 TV4

A Tabela 3.2 mostra que, para n - 10, os tamanhos empíricos dos testes de Wald baseados nas
cincos estatísticas estão muito distantes dos respectivos níveis nominais.

Essa tabela mostra, também, que os testes com pior desempenho são os baseados na matriz
de informação de Fisher, ou seja, os que utilizam as estatísticas Mo e Wa dadas respectivamente,
em (3.49) e (3.51). Já, as estatísticas WI e W3 dadas, respectivamente, em (3.50) e (3.52) têm
desempenhos similares e um pouco melhor que o das estatísticas Wo e W2. À4ostramos também,
que a estatística TV4, dada em (3.53) é a que apresenta tamanhos empíricos mais próximos dos
níveis nominais, mostrando que a utilização simultânea do estimador corrigido P e da matriz de
covaiiância Cova(P) melhora muito o desempenho do teste de Wald.

10   8,22 7,42 7,90 7,12 6,34
16,34 14,56 16,04 14,38 12,74

23,48 21,46 23,12 21,10 18,74

20   3,18 2,92 3,28 2,96 2,66
9,68 8,62 9,42 8,66 7,34

15,74 14,48 15,28 14,06 12,40

30   2,62 2,16 2,30 2,14 1,70
8,44 7,50 8,24 7,52 6,70
14,50 13,24 14,56 13,46 11,96

40   2,42 2,12 2,20 1,96 1,66
7,46 6,88 7,40 7,06 6,22

12,76 12,00 12,46 11,82 10,68

50   1,96 1,82 1,94 1,88 1,58
7,30 6,60 7,06 6,56 5,82
12,52 12,04 12,54 11,84 10,84

60   1,62 1,46 1,56 1,40 1,26
6,46 6,06 6,62 6,20 5,68
12,46 11,86 12,38 11,74 10,88
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Capítulo 4

Considerações finais

Os estudos de simulação dos Capítulos 2 e 3 mostraram para os modelos não lineares da família
exponencial, que a alteração proposta para os resultados de Peers e lqbal (1985) parece estar correta.
Sugerimos, como um trabalho futuro, que esses resultados sejam derivados novamente para que os
erros sejam corrigidos.

Esperamos, com esta dissertação, ter contribuído para esclarecer resultados controversos en-
contrados na literatura com respeito à matriz de covariâncias de segunda ordem do estimador de
máxima verossimilhança do parâmetro /3 em modelos não lineares da família exponencial.

41



u
a42 CONSIDERAÇOESFINAIS



Apêndice A

Cumulantes

Em Lawley (1956), encontramos as seguintes relações entre cumulantes

H(') + H. b c + Hab,c + H.c,b

Ka,b --Xab;

0;

«z fÇabcd + /Cabe,d;

Ka,b,c Kabc >l: ".,«:;
(3)

Ka,b,c

Ka,b,c,d -3K.ó.a + 2 )ll: Kl2
(4)

«9) + >. K..,.d;
(6) (3)

E

Ka,b,cd ';.z,.ú ':É3 «!Z+ ,.SÜ) «..,.ú,

em que, por exemplo,

E".,«
(3)

Ka,bc + nac,b + nab,c

A partir das expressões acima, podemos obter alguns outros cumulantes para os h'INLFE

K.=0,

«9 -é }l:{(J + g)z(a, b, c)/ + .«r l(a, bc)( +(ac, ó)/l},

7Z

Z l
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@E { (,v '«}«:' + ,'F'«;' .yz 'qo,2'.;

-%-'q'',;' -- ,%-':'Í:''«;') (., ', ., ''.
(/ + g)z[(a, b, cd)z +(a, bd, c)r +(ad, ó, c)r + .(ac, b, d)r +<ab, c, d)z]

- w/ Kab, cd)z+(ac, M)r +(acd, b)f +(aZ'd, c)zj } ,

n.

Z l

é E { (3%-':«;«Z' -- ;'F:«;' - 9''F''Í:'" :«;

-,%-''q'',;' -- .%-';'d:''«2') (., ', ., ''.
(/ + g)e t(a, b, cd)r+(a, bd, c)( +(a, bc, d)zl

(/ + 2g)/ l(ad, b, c)/ + {ac, Z), d)e + {ab, c, d)rl

w {(ab, cd)r +(ac, bd)z +(ad, bc)z +(acd, b)z +(aód, c)z+ {abc, d)€1 }

z: l
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