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Resumo

Neste trabalho, encontramos, com em base Peers e Igbal (1985), a matriz de covariancias até
ordem n~2 do estimador de maxima verossimilhanca do parametro f# em modelos nio lineares da
familia exponencial. Mostramos que a matriz resultante é assimétrica e propusemos uma correcao
na expressao de Peers e Igbal que a torna simétrica. Para esses modelos, obtivemos, também, a
matriz de covariancias até ordem =2 do estimador de méaxima verossimilhanca de A corrigido pelo
viés de ordem n~!. Com base na matriz obtida, fizemos modificacdes no teste de Wald. Em todos os
resultados apresentados consideramos o parimetro de dispersao conhecido. Avaliamos os resultados
encontrados por meio de estudos de simulagdo de Monte Carlo.

Palavras-chave: Familia exponencial, matriz de covariancia até ordem n~2, modelo néo linear.



Abstract

In this work, we find, based in Peers e Igbal (1985), the second-order covariance matrix of the
maximum likelihood estimator of the parameter 8 in exponential family nonlinear models. We show
that the resulting matrix is asymmetric and propose a correction in the expression of Peers and Igbal
which makes it symmetrical. For these models, we also derive the second-order covariance matrix
of the bias-corrected maximum likelihood estimator of the parameter 3. Based on this matrix, we
make modifications in the Wald test. For all results, use consider a known dispersion parameter.
We evaluate the results by Monte Carlo simulation.

Keywords: Exponential family, second-order covariance matrix, nonlinear models.
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Capitulo 1

Introducao

Os modelos de regressao tentam explicar uma varidvel resposta através de covariiveis. Por
constituirem uma ferramenta estatistica poderosa, eles sdo muito utilizados em diversas areas do
conhecimento, como, por exemplo, engenharia, economia, agronomia e na area de satde.

Inicialmente, assumia-se que a varidvel resposta em estudo seguia uma distribui¢do normal. Caso
nao fosse, tentava-se alguma transformacio para obter a normalidade. Uma grande contribui¢ao foi
dada por Nelder e Wedderburn (1972), que estenderam a teoria de regressio para os casos em que a
distribuigao da variavel resposta pertence a familia exponencial, criando assim, a classe dos modelos
linerares generalizados (MLG). Cordeiro e Paula (1989) estenderam a classe dos modelos linerares
generalizados, permitindo que o componente sisteméatico ndo se restrinja a uma funcao linear dos
pardmetros. Temos, entdo, a classe dos modelos nao lineares da familia exponencial (MNLFE).

Os métodos para analise de um MLG e de um MNLFE dependem fortemente de propriedades
assintoticas dos estimadores de maxima verossimilhanca (EMV) quando o tamanho da amostra n
tende para co. Algumas tentativas tém sido realizadas para desenvolver uma teoria assintética de
segunda ordem com o objetivo de obter procedimentos melhores de inferéncia por verossimilhanca.
Para os MLG, Cordeiro e McCullagh (1991) obtiveram o viés de ordem n~! dos EMV dos parame-
tros que modelam a média e Cordeiro (2004) obteve a matriz de covariancias até ordem n=2 destes
estimadores, supondo o pardmetro de dispersao conhecido. Ele mostrou que, para amostras peque-
nas a moderadas, as covariancias até ordem n~2 ficam mais proximas das covarifncias amostrais,
justificando assim, sua utilizagdo. Para o caso em que o parimetro de dispersao é desconhecido,
Cordeiro et al. (2006), também, mostraram que as covariancias até ordem n~2 sdo mais préximas
das covarifncias amostrais do que as de ordem n~!, nos casos de tamanho amostral pequeno.

Trabalhos semelhantes foram feitos para os MNLFE, como o de Paula (1992), que encontrou
o viés de ordem n™!, e o de Cordeiro e Santana (2008), que obtiveram a matriz de covariéncias
até ordem n~2 para os EMV dos parametros que modelam a média, com parametro de dispersdo
conhecido. Além disso, Rocha et al. (2010) estenderam o resultado de Cordeiro e Santana (2008)
para os modelos de dispersdo considerando, também, o parametro de dispersao conhecido.

Cavalcanti (2009) obteve a matriz de covariancias assintética até ordem n~2 dos EMV corrigidos
pelo viés de ordem n~! para os MLG, considerando o parametro de dispersdo conhecido. O objetivo
deste trabalho é estender os resultados de Cavalcanti (2009) para os MNLFE.
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1.1 Consideragoes preliminares

Sejam Y7, ..., Y, variaveis aleatérias independentes com func¢ao densidade de probabilidade (ou
fungao de probabilidade) dada por

T (ye; O¢, ®) = exp {¢ [yebe — b(0¢)] + a{ye, #)}, £ =1,...n, (1.1)

em que b(-) e a(-,-) sdo funcdes conhecidas, E (Yz) = pg = db (0;) /df, é a média, Var (Ye) = ¢V}
é a variancia de Y, sendo Vg = dpy/df, chamada de fungéo de variancia e 6, = [ V[ld,ug = q(ue)
é uma funcgdo um a um de pg, conhecida, que varia em um subconjunto de R. Os parametros 6 e
¢ > 0 em (1.1) sdo chamados de parAmetro natural e de precisdo, respectivamente. O inverso de ¢
é denominado pardmetro de dispersao. Para as distribuigoes da familia exponencial bi-paramétrica
com parimetros naturais ¢ e ¢fp, a funcgdo a(ye, ¢) em (1.1) pode ser escrita como a (yp, @) =

dc (ye) + di () + da (ye).-

Os modelos nio lineares de familia exponencial tém um componente sistematico, g (j¢) = ¢ =
f (z¢; B), em que g (-) é uma fungao de ligagdo biunivoca, diferenciavel e conhecida, f(z¢; 8) é uma
funcdo conhecida, continua e diferenciavel, 8 = (fy,..., ﬁp)T, p < m, € um vetor de pardmetros
desconhecidos a ser estimado e z; € um vetor g X 1 de varidveis explanatoérias conhecidas associadas
com a /-ésima resposta observada. Consideramos que diferentes valores de § implicam em diferentes
valores de 7). Isso garante que a matriz de derivadas X=X (B) = 91/ tenha posto p para todo

B.

O logaritmo da fungao de verossimilhanga para 3, denotado por {(3), é dado por

UB) =D {[yebe — b(8e)] + aye, 9)} - (12)

=1

A funcao escore é obtida derivando (1.2) em relacdo a 8, sendo dada por

Ug =X WPV=12(y —p), (1.3)

em que, W = diTag{wx,---,wn}, wp = (dpe/dne)?/ Ve, V = diag{Vi,...,Vo}, y = (1,..-,ya) " €
= (g1, ptn) " -

A matriz de informacao de Fisher é dada por

_ PLB)] T
Kss=E [— BﬂBﬁT] — XTWX. (1.4)

Para encontrarmos o EMV (B) de B temos que recorrer a processos iterativos, como o mé-
todo quase-Newton BFGS com derivadas analiticas (ver Nocedal e Wright (2006)), utilizado neste
trabalho.

Com base em Fahmeir e Kaufmann (1985), temos que a distribuigdo de B é assintoticamente
normal, com média B e matriz de covaridncias de ordem n~! dada pela inversa da matriz de
informacao de Fisher, KE}; Quando ¢ é desconhecido, ele pode ser substituido por uma estimativa
consistente.
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1.2 Objetivos

O objetivo deste trabalho é encontrar a matriz de covariancias até ordem n~2 do estimador de
méxima verossimilhanca para o parametro 3 corrigido pelo viés de ordem n~! nos modelos nao
lineares da familia exponencial.

1.3 Contribuicoes
As principais contribui¢ées deste trabalho sao as seguintes:

e Para chegarmos ao nosso objetivo, fizemos uma revisao bibliografica do que havia sido feito até
o momento. Durante essa revisao observamos que a expressao da matriz de covarilncias até
ordem n~2 do EMV para o parametro 3 nos MNLFE, apresentada por Cordeiro e Santana
(2008) e Rocha et al. (2010), estava incompleta. A expressao da matriz de covariancias de
segunda ordem apresentada nesses dois artigos possui menos parcelas do que realmente ela
deveria ter. Por conta disto, aproveitamos este trabalho para corrigir essa expressao.

e Por meio de estudos de simulagdo de Monte Carlo, mostramos que a matriz de covaridncias de
segunda ordem encontrada é assimétrica. Como essa matriz foi obtida a partir de Peers e Igbal
(1985) propusemos entdo, uma corre¢ao no resultado desses autores, que torna simétrica a
matriz de covaridncias de segunda ordem do EMV de f# em MNLFE.

o Obtivemos a matriz de covariancias até ordem n~2 do EMV para o parametro 3 corrigido pelo
viés de ordem ! nos MNLFE. Mostramos, por simulacéo, que esta matriz estd mais proxima
da matriz de covariincias amostral do EMV de  corrigido pelo viés. Isso nos permitiu propor
uma modificagao no teste de Wald que faz com que seu tamanho empirico fique mais préximo
do nivel de significincia.

1.4 Organizacao do trabalho

Esta dissertagdo esté organizada em quatro capitulos e um Apéndice.

No Capitulo 2, obtemos a matriz de covariancias até ordem n~2 do EMV para o parametro 8
nos MNLFE, considerando o paridmetro de dispersao conhecido, corrigindo a expressio obtida por
Cordeiro e Santana (2008) e Rocha et al. (2010). Mostramos que ela ndo é simétrica, identificamos
as parcelas assimétricas dessa expressdo e propomos uma corre¢do no resultado de Peers e Igbal

(1985). Por simulagdo, analisamos o desempenho da matriz de covariancias obtida até ordem n 2.

No Capitulo 3, encontramos a matriz de covariancias até ordem n~? do EMV do parametro £
corrigido pelo viés de ordem n~! nos MNLFE, também, considerando o pardmetro de disperséo co-
nhecido. Por simulagiio, mostramos que as covariancias até ordem n~2 do EMV de § corrigidas pelo
viés de ordem n~! estdio mais préximas das covaridncias amostrais. Com este resultado propomos
modificagdes no teste de Wald utilizando a matriz obtida neste capitulo e a matriz do Capitulo 2
e, por simulagao, comparamos os tamanhos empiricos dos testes de Wald modificados com alguns
niveis de significincia.

Finalmente, no Capitulo 4, apresentamos algumas consideragoes finais. Apresentamos, no Apén-
dice A, cumulantes que ndo foram utilizados neste trabalho, mas que podem ser tteis em pesquisas
futuras.
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Capitulo 2

Matriz de covariancias de segunda ordem
do estimador de maxima verossimilhanca
para o parametro S em modelos nao
lineares da familia exponencial

Neste capitulo, obtemos com base no resultado de Peers e Igbal (1985), a matriz de covariancia
até ordem n~2 do EMV para o parametro 8 nos MNLFE, considerando o parametro de dispersao
conhecido. Mostramos que essa matriz nao é simétrica e propomos uma corregao no resultado de
Peers e Igbal (1985) que a torna simétrica. Por meio de estudos de simulagdo de Monte Carlo,
avaliamos o desempenho da matriz de covaridncias proposta.

2.1 Resultado de Peers e Igbal (1985)

Seja () o logaritmo da funcdo de verossimilhanca para um vetor de parametros, 3, de dimensao
p. Sejam

U, = 0U(B)/8Bay Uap = 3*1(B)/0PBa0Bb,
Uabe = 8*U(B)/0BadBrBe; Uabea = 8*U(B)/0BadBs0BPBu;

em que os indices a, b, c e d variam de 1 a p. Denotamos os cumulantes conjuntos das derivadas do
logaritmo da fungao de verossimilhanga por

Kab = E(Uab): Ra,b = E(Uan), Rabe = E(Uabc), Rabe = E(Uanc), '91(,2()[ = aﬁbcd/aﬁav

a
Kabed = Rl(m)i — Kabedy Ka,be,d = E (UancUd) — Ka,dRbc; Kachd = E (UacUbd) — Rackbd-

Todos os k’s referem-se a um total sobre a amostra e sio, em geral, de ordem n. A matriz
de informag@o de Fisher, Kg g, tem elementos kqp = —Kqp. Considere, também, Kb = —k2 os
correspondentes elementos de sua inversa, Kglﬁ
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De Peers e Igbal (1985) vem que a matriz de covaridncias até ordem n~% do EMV, B, de B é
dada por

Cova(B) =Kz + %, (2.1)

em que & = X1 4 @) 4 54 ¢ o elemento 0;; de T, de ordem n~2 tem a expressio

1 2 3
oij = ai(j) +U§]—) +0§j)’ (2.2)
i=1,...,p,3=1,...,p, em que,
) ~ i
o = — ., K% (Kabed + Kaped + 2Kabe,d + 2Kabed + 3achd) (2.3)
a,b,c,d=1
(2) p p . »:
o = Z Z {m’an’r&bsmd [(3/2)Kabeorst + 4Kab,chrst

a,b,c=17,s,t=1

+Kabekrst + 2'§ab,chr,st + ﬁab,cK'rt,s] }1 (24)
@) 14 P . .

oi; = Z Z /{mn’bnr‘snd '(2"3a,bc'$r,st + Kabckrst + KabcKrst + 'Zﬁabcnr,st) - (25)

a,b,c=1r1,s,t=1

2.2 Obtendo a matriz 2

No caso dos modelos nao lineares da familia exponencial, Uy, Uup, Uspe € Ugpeqd s@0 obtidos a
partir de (1.2) e dados por

Us=0 . (ye — o)V pe(a)e, (2.6)
=1
Uas = 8 { (we = ) Vi [ abe + wg (0, D)e = Vi Vi (a,0)e] — wela, b)), (27)

=1

n. 1 m - r o _ '3 _ 2,3
Usbe = ¢Z{(ye — pe) [(Ve Uiy =3V 2V iy — V2V 4+ 2v 20 ) (a,b, c)g]
=1

+(ye — ee) [3 [(a,be)e + (ac, b)e + (ab, )] + %(abc)e] (2.8)
(4 4

- [(f +2g)e(a, b, c)e +we{a, be)e +(ac, b)e + (ab, ¢)¢] ] },



2.2 OBTENDO A MATRIZ © 7

n

1 m _ 1 _ n2 _ 12 n
Usbed = —¢Y (e — ue){ (Ve g — a4V 2V O gy — 3V 2Oy — 6V, vy
=1

V2V + 4V VOV g 4 3V VO — 3V VO (a,b,¢,d)e
Jr(2‘/6—3",12(1)2#23 _ ‘,}—2‘/(2)u’23 — 3V 2V s + ‘,[-1”';) [(a, b, cd)s

+(a,bd, e + (adyb,0)e] + (Vi e + Vi g — V2V g — V2V
#2075V — gapiy” i) (e, d)e + (ab, e, d)e + (ac,b,d)]
—I—(gg/u;) [(ab, cd)e + (ac, bd) + (ad, be)e + (a,bed)e + (acd, b)e + (abd, c)e]

_ 1 1 u=2 m _ 1) 72 »—1 n—3 m ’
(Ve Ve ™ VO 2™ ) b e+ b

n
1t m 1 n2 = 1) 12 o
6, (4Ve Yo 43V g — 12V 2V g g
=1

(2.9)

_ r4 . 2 /4
_3Vl 21/[(2)'“8 +6V£ 3V£(1) Lo )(a,b,c,d)g

_¢Z (f + 29)3 [(a" b7 Cd)e + (a', bd) C)g + (a'd, b1 C)g + (a> bC, d)f + (ac, ba d)e + (aba ) d)e]
=1

—¢Z wy [(ab, cd)¢ + (ac, bd)e + (ad, be)e + (a, bed)e + (acd, b)e + (abd, ) + (abe, d)e),
£=1
em que

_ rn = 7 = 1) 3
fo=V e, 90 =V oy — V7V y,

v _ avy v _ d*Vy o dpy 0 dPpy
0 = =

due’ ¢ —du% y Mg = d—m, ¢ = —-dn? 3o
Ane One One %, %ne  Ome

=(a)ey, — = = (a,b)e, = (ab)p, ——— =
9. Ve 3p,28 ~ @V Fp.05 (@

2 95.95, 9B, (ab, ¢)g, ...

Utilizando (2.6) a (2.9), obtemos os cumulantes necessérios para o calculo de (2.3) a (2.5), que
no caso dos MNLFE, sao dados por:

n
1 ¢+ m 1 n2 _ 1) 72 »
Kabed = —4’2{(4‘/} Ly 3V, g — 12V, 2V g
=1

i 2,
-3V V" 4+ eV v #f) (a,b,¢,d)e (2.10)
+(f +29)¢ [(a, b, cd)e + (a,bd, )¢ + (ad, b, c)e + (a,be,d)e + (ac, b, d)¢ + (ab, ¢, d)g

+ we [(ab, cd)¢ + (ac, bd)e + (ad, be)e + (a, bed)e + (acd, b)e + (abd, ) + (abe, d)) },
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n
1t _ 12 n o 14 _ 2 .4
Kabed = ¢ E {(Vg pappy — 3V, 2Ve(1)#e e =V, 2V2(2)W +2V, 3Ve(1) ) ) (a,b,c, d)g}
=1

+ ge[(a, b,cd)e + (a, be, d)¢ + (a, bd, )e) + wela, bcd)g}, (2.11)

n
1 1 wm _ 12 n o 2) 4 o 2 ,4
g = ¢Z{( et — 3V 2V vVt v v, ) (a.bre, d)e}
=1
+ ge[(a, b,cd)e + (ad, b, c)e + (ac, b, d)¢] + we(acd, b)g}, (2.12)
~ 1) /2 2 4,4
] ’ " _ 1 ’
Kaped = & { (w 2V Oy g — VoV ) (a,b,¢,d)e + (f — g)e(a, be, d>e}, (2.13)
=1
- 1) 2 (1)2 /4
Fbacd = 63 {(vﬁV} e — Vv, )-<a, be,d)e + (f — g)elac, b, d)e}, (2.14)
=1

n
1 n2 _ 12 _ 2 ,4
Kacpd = 6 {(Vg Yy = 2V 2V Oy g + VSV gy )(a, b,c,d)e (2.15)
=1

+ ge [(ac, b, d)e + (a,bd, )] + we(ac, ba)e },

n
1 n2 i 12 = 2 ,4
Kadbe = (-‘SZ{(VZ e -2V 2sz(l)ﬂe pe +Vy SVe(l) e ) (a,b,¢,d)e (2.16)
=1

+ ge [(ad, b, c)e + (a, be, d)¢] + we(ad, bc)e},

Kave = —$ > {(f +29)ea, b, c)e + we [(a, be)e + (ac, b)e + (ab, c)e]}, (2.17)
=1

Kabe = & Y [9¢(a, b, ¢)¢ + we(ab, c)e]. (2.18)
£=1
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2.2.1 Obtendo 2(V
Utilizando as expressoes (2.10) a (2.15), a expressdo (2.3) é dada por

P
1(11) = —¢ Z nia;gjb;gc‘ii{hg(a, b,c,d)¢

a,b,c,d=1 =1
—(f =+ g)f(al b’ Cd)e - (f - 29)2(0‘1 bd’ C)e - (f + QQ)Z(adv ba C)g (219)
+(f — 9)e(a,be,d)e — (f —3g)e(ac,b,d)e — fe(ab, c,d),
+we [ (ab, cd)e + 2(ac, bd)e — (ad, be)e — (acd, b)e — (abd, )¢ + (abe, d)] }

1. 1 m 12

o 1 =, 1)2 /4
em que he =~V gy — Vi Vg g + ViV g

Podemos reescrever (2.19) da seguinte maneira

P P
( a)e) (Z (c)er™(d) c) (Z(b)mbj ) } (2.20)
=1 c,d= b=1
(Z K'%(a)e ) (f+9)e (Z (de)ers ) (Z(b)mbj)}
a=1 c,d= b=1
(Z K (a (f —29)¢ ( D (e)er(db)er’ } (2.22)
b,c,d=1

—~

2.21)

{ ( Z K (ad)r( C)e) (f+ 29)z b)efib] > } (2.23)
{ ( (d)es(cb) ek ) } (2.24)
+0) { K(ac)er( d)e) (f - 3g)£ Z(b)m”’> } (225)

e

i %
?.0
A
Q
N
N
—~~
'Na
<Q
N’
&~

P
,c,d=

1

> w(ab)es” ) fe Z (C)e’icd(d)e) } (2.26)
1

Z (dc)ek ) } (2.27)
ab=

P

Z K% (ac) ok (db) ok ) wg} (2.28)
a,b,c,d=1

( > ni“(ad)gndc(cb)mbj) W} (2.29)
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{ ( i ﬁi“(acd)md‘:) wy (zp:(b)mbj ) } (2.30)
a,c,d=1 b=1
p . -
{ ( > n‘“(abd)mdc(c)mbj) wg} (2.31)
1 a,b,e,d=1

n r
—¢ { ( ¥, ni“(abc)grcc‘i(d)gnbj) w,_,} ) (2.32)
=1 a,b,c,d=1

Podemos simplicar or( ) , observando que as parcelas (2.22) e (2.24) sdo iguais, 0 mesmo ocorrendo
com as parcelas (2.23) e {2 25), com as parcelas (2.28) e (2.29) e com as parcelas (2.31) e (2.32).

+¢

s 10

+9¢

3
Il

Y

(1

A expressao de o;; apos a simplifi¢ao é dada por:

n P P p
1(_71) = 4@2 { (Z Kﬁ“(ﬂ)f) he ( Z (c)eﬁ;c‘i(d)t) (Z(b)fﬁ'bj) }
=1 a=1 c,d=1 =1

Hi“(a)e) (f +9)e (z (de)ex ) (E(b e }
=1 c,d=1 1

P
( > nf“(ad)m““(c)e) 2f - 9)e (Z(b)m*’f)}

a,c,d=1 b=1
n P
-6 (Z K “)f) 9e ( > ehd(db)eﬁb’) } (2.33)
&= a=1 b,ec,d=1

p
) n"“(ab)m*'f) (Z (c)m“d(d)e) }
a,b=1 c,d=

P
(Z r;ia(ab)gr:.bj) wy ( )
a,b=1 ¢, =1

p . .
( Z nm(ac)gnﬂi(db)gnbj) ’UJg}

Denotando por

p P
Pie=— K%a), pej=— (b)er”, (2.34)
b=1

a=1
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P p

zw=— Y ()erd)e, due=— Y (dc)er, (2.35)
C,d:l C,d:l
P P
eae=— Y (ad)ec®(c)s, ep=— Y (c)er(db)e, (2.36)
c,d=1 c,d=1
P . P _ ) P
Sije = Z ki (ab) ek, tije=— Z K (ac) ek (db) ek, bap = — Z (acd)es®e,  (2.37)
ab=1 a,b,c,d=1 c,d=1
reescrevemos (2.33) como:
4 n n
U-Ej) = &Y {piehe zee pes} — Y {pie (f + 9)e dee pes}
=1 =1

n p - p
—¢ Z { (Z K ea,e) (2f — 9)e Pl,j} +¢ Z {pi,e ge (Z eep K,bj) } (2.38)
£=1 a=1 =1 =1

—0> {sije fo 2} — ¢y {sije we dee} + & Y {tije we}

=1 =1 =1
n LA
= { <Z L a,e) w pz,j} -
=1 a=1
E de (2.38), chegamos & expressdo matricial £(1):
2O = ¢ 2PHZ;P " -¢?P(F+G)DP' —¢2[PQF-G)EK YT

+¢2PGEK''—¢2 S|(FZsl)®IL,)—¢ % S [(WD1) ® I (2.39)
+ ¢ 2T [(W1)QL)—¢ 2 [PW A KT,

em que
H =diag{hi,...,h,}, F=diag{f1,...,fn}, G=diag{g1,...,9n}, (2.40)
P={pie}=X"WX) X", Z={z;}=XP, Zg=diag{z11,---,%m}, (2.41)
K = {~kij/¢} = ¢ ' Kpp = (X"WX), (2.42)

D = diag {dg} , sendo dgy = tr(X,K ') e o (r,s)-ésimo elemento de X, dado por (2.43)
8*1¢/ 9B, 0Ps,

A = {04}, sendo bpq = tr()? 2K 1 e o (r, s)-ésimo elemento de X ¢,o dado por (2.44)
8°1e/0Ba0B-0Bs,

1=(1...1)] ., Spxnp=(S1...5n), Se=K ' XK, (2.45)

1xn?
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Toxnp = (Th - T), Tr = K X, K1 X, K™t (2.46)

E é uma matriz tal que sua #-ésima linha é a f-ésima linha de XK 'X,. (2.47)

Destacamos que as parcelas trés, quatro e seis de (2.39) resultam em matrizes assimétricas.

2.2.2 Obtendo ©?

Inicialmente, reescrevemos a expressdo (2.4) da seguinte maneira:

)
p P ~
gg) = Z Z n"‘r;’rnbsrft{ Krst [(3/2)Kabe + 4Kabc + Ka,bel (2.48)
a,b,c=1r1,5t=1
+ f’nb,c (2nr,st + ’irt,s)l } .
(1)

Substituindo (2.17) e {2.18) nas expressoes (I) e (II) de (2.48) obtemos:

(1) = 6. {l(3/2)fefm + 3fe9m — 29efm — 49e9m] (a,b,S)e(r, 5, t)m

£=1m=1
+(3/2) fewm(a, b, €)e [(7, $t)m + (11, 8)m + (7S, 1)m)
+gewm(a, b, c)e [—2(r, st)m — 2(rt, 8)m — 2(75,t)m)
+wefm [(1/2)(a, be)e + (3/2)(ac, b)e — (5/2)(ab, c)e] (, 5, )m
+wegm [(a, bc)e + 3(ac, b)e — 5(ab, ¢)¢] (1,8, t)m
+wpwn, [(1/2)(a, be)e(r, st)m + (1/2)(a, be)e(rt, 8)m +{(1/2)(a, bc)e(rs, t)m
+(3/2)(ac, b)e(r, st)m + (3/2)(ac, b)i(rt, s)m +{3/2){ac, b)i(rs,t)m
—(5/2)(ab, c)¢(r, st)m — (5/2)(ab, c)e(rt, s)m — (5/2)(ab, c)e(rs, t)m]}

n n

(II) = ¢2 Z Z {3g£gm(a'> b, C)Z(T: S, t)m + gl?"’m(“: b, C)g1[2(1‘, St)m + (Tt, 5)m]

=1 m=1

+ wegm(ab, ¢)e(T, 8, t)m + wewm(ab, c)e [2(r, st)m + (v, 8)m] }
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Agora, substituindo (/) e (II) em (2.48), vem que:

o) = ¢ Z Z KT et Z { (3fefm + 6egm — 49efm — 2909m) (2,5, (7 5, )m

a,bc=1r1,s,t=1 £m=1
+3 fewm(a, b, ¢)e(r, st)m + (3fe — 29¢) wim(a, b, c)e(rt, $)m
+ (3fe — 49¢) wm(a, b, €)e(rs, t)m + we (fm + 29m) (@, bc)e(r, 5, t)m
+3wy (fin + 29m) (ac, b)e(r, 8,t)m — we (5fm + 4gm) (ab,€)e(r, 8, t)m (2.49)
+wewy [(a, be)e(r, st)m + (a,bc)e(rt, 8)m + (a, be)e(rs, t)m
+3(ac, b)e(r, st)m + 3(ac, b)e(rt, 8)m + 3(ac, b)e(rs, t)m

—(ab, ¢)¢(r, st)m — 3(ab, ¢)e(rt, s)m — 5(ab, €)e(rs,t)m] }

Podemos reescrever (2.49) da seguinte maneira:

3 n

uMw

]
-

. (a):) fz(Z(b)m"“(S)m) (Z(cwe“(t) ) (Z(r)mn")} (2.50)

b,s=1 c,t=1

+3¢2emi=1{(g“m‘“") (Z (b)m'"(s)m) (“zl(c)‘”d“ ) (Z (P )} (©51]
—2¢2l§ﬂ;1{(“z:n"‘ a)e) (bgl(b)m"’(s)m) (cél(c)md(t)m) (é(r)mh )} (2.52)
_4’2,;{ Z()) - (Z_ (b)m"’(s)m) (cil(c)m“(t)m) . (,- " )} (©:53)
+§¢2tmi=1 (; ‘“(a)z)f (,,Z k0 en*‘*‘(st)mn“(c)e> Wm (Z(r)mn )} (2.54)

K%(a)e (§ f—g) Z(b)m’”(s),,. W Z (©)er® (tr)mK™ (2.55)
2 € \b,s=1 e,rt=1

K (a)z) (g—f —29)1 (Z (c)md(t)m> Wm ( Z (b)ek®* (sr)mK" )} (2.56)

b,r,s=1

[4

-

/—\/—\Q/—\r—‘%/\
HM‘EM“

+

-S;o
i s e
—— —— —

+¢’m=l zajn“‘(a)e) we (,, é=l(s)mn8"(bc)mc‘(t)m) ( f+g ( (r)ms" )} (2.57)
—¢° ‘Z_ {(ﬂbs:lﬁ'a(ab)tnbs(s)m) we (C,Zi:l(c)'”q(t)m) ( f+2g (Z(r)mn )} (2.59)
+%¢2¢§él { (2:; ia (a),) (b “it=l(bc)mc‘(st)mn’b) tim (Z(r)mw)} (2.60)
+%¢2£Zn;1 { (: K (a),) Wewm (b zp:t_l(s)mn"b(bc)m“(tr)mh:'j)} (2.61)
+%¢Z¢Zn;1 { (Z: K (a):) Wewm (b Zp:‘ 1(t)mh‘°(cb Jer" (s7)mk"? )} (2.62)
+ag %z { ( bczt:m ‘“(ac)md(ts)mn"b(bp) wewn <Z('r)mn )} (2.63)
+g¢"’ é;l { ( ;=1 i"(ac)zNC'(tr)mR'j) WeWm (b;(b )es® (8)m } (2.64)
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+

| W
o
w0

(2.65)

~

1

b,r,s=

Z K (ab) ek (st)mr" (c)z) WeWm (Z(r )} {2.66)

DN =
©-
(S

o

(C)m H(tr)ms™ (2.67)

L

~

(2.68)

|
B o
°-
©
3 3
ANSEINGL NI I
N N N N
A{—\/\/—\
-
7 0=
-
x
B
P
2
=
2
~~
N
3
N——
g
S
g
3
®
:‘1

Z £ (ab) ek (s7)mk™ ) et (z (e)er (O)m

|
| o
©-
g

Observando a igualdade (2.50) com {2.51), (2.52) com {(2.53), (2.54) com (2.57), (2.55) com
(2.56), (2 58) com (2.59), (2.61) com (2.62), (2.63) com (2.66), (2.64) com (2.68) e (2.65) com

(2.67), o;;’ simplifica-se em:

b 1]

n p
o = &Y { (Z n"“(a)e) [(372)fefm + 3fe9m — 290 S — 5e9m]

£,m=1 a=1

x (Z (b)m’”(s>m) (Z (c)mc*(om) (Dr)mm) }
b,s=1 c,t=1 r=1

+¢° Z {(Z n"’(a)e) 2f+9)e ( Z (b)er®s( st)mntc(c)g) W (Z(r mk" ) }

¢m=1 a=1 b,c,s,t=1 =1
n P B #
+3¢° Z {(Z K(a) ) (f —9)e (Z (b)mbs(s)m) Wi ( Z (c)eﬁct(tr)mh_‘rj) }
£,m=1 a=1 b,s=1 Pl

—¢? Z {( Z ni“(ac)elid(t)m> we (Z(S)mns”(b)l) (f=9)m (Z(T)mn )}
£,m=1 a,c,t=1 b,s=1

(Z ni"(a)e> wy ( > (bc)mc“(st)m&s”) W (Z(T)mﬁrj ) } (2.69)
1 a=1 b,c,s,t=1

P P
( K,m(a)[) WeWon Z (s)mn“b(bc)end(h)mn
=1 N b,e,r,s,t=1

> ’“(ac)gnc£(ts)mm3b(b)¢) Wewn Z(r)mﬁ

_¢2 Z {( Z Kia(ac)lnCt(f,r)mK,Tj> WeWon (Z (b)mba(s)m) }

b,s=1
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Ainda podemos reescrever (2.69) como:

n
o = * N {pie [(3/2)f¢ 2 fin + 3¢ 22 Gm — 200 2 fin — 9t 22, Im) Pm)
1

{m=

+6* > {pie (2f +9)e O, Win P}

£m=1
n p )
+3¢> ) {Pi,e (f — 9)e 2em wm (Z Smer ﬂ”) }
£,m=1 r=1
n P ‘
-4 > { (Z n“'a;,me> we 2m (f = 9)m pmJ} (2.70)
£m=1 a=1
1 n
+§¢2 Z {pie we O, Wi Pmj}
£m=1
n P )
+¢ Z {Pi,e W W (Z(éfne,r K”) }
£m=1 r=1
n y4 .
+¢? Z {(Z K 62’,,1@) Wy Wi pm,j}
£,m=1 a=1
“¢2 Z {th,ml We Zgm wm} )
{,m=1
em que
P /4
Om =, O (st)mk'(Q)e, Opm= D (bc)er™(st)m~?, (2.71)
b,c,s,t=1 b,c,s,t=1
p /4
Same=— Y (@) O)m, Opgr =— D (Qex™(tr)m, (2.72)
ct=1 ct=1
14 P
Seme= Y ()™ (ts)mr(b)e, Ompr= D ()mr(bc)er(tr)m, (2.73)
b,c,s,t=1 b,c,s,t=1
P P . .
Zim=— Y (D) (S)my thme=— D K(ac)ers(tr)mr". (2.74)
b,s=1 a.c,rit=1

E, finalmente, chegamos a seguinte expressiao matricial de »@.

2@ = 2 P((3/2)FZPF + FZPG - GZPF) PT
+¢2P(RF+G)©, WP +3¢>P (F-G) A K™ (2.75)
~¢2[P (F-G) Ay KT+ (1/2) g2 PW @, W PT
+¢ 2 [PW A, KT+ ¢2PW Ay K71 —¢72 T* WP,
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em que
Z®) = Z ® Z & o produto direto entre matrizes (produto de Hadamard), (2.76)
0, = {H}m} , sendo 6}, = i;rK_lme_l:ig e Zy um vetor coluna cujos {2.77)
elementos sdo os elementos da /-ésima linha de X ,
05 ={62,}, sendo 67, = tr(X; K ' X, K7Y), (2.78)
T* = (T} T Ton - Ton)s Tim = {tim} > sendo tf, = K XK' XK1, (2.79)
wW* = (Wfl TZ e VVZm U W;n)Tv W;m = dia'g(wmzmlwf)a (280)

Ay = {8}.}, sendo &, = 1T [Vjhz(W1)], V- um vetor coluna cujo m-ésimo
elemento é igual a :E;'—K 1%+ € Zmy um vetor coluna cujos elementos sio os (2.81)

elementos da r-ésima linha de )?m,

Ay = {0}.}, sendo 7. = (VZ)TW1,V2, V2 um vetor coluna cujo m-ésimo (2.82)

elemento ¢é igual a :ELK _ngK _limr,

e as matrizes restantes estdo definidas em (2.40) a (2.42) e (2.45).

Ressaltamos que as parcelas trés, quatro, seis e sete de (2.75) resultam em matrizes assimétricas.

2.2.3 Obtendo ©®

Reescrevendo (2.5) temos,

P P

5 L

agj) = Z Z KUK K [(Ka be + Kabe)(2Kr st + Forst)] - (2.83)
a,b,c=17,5,t

. « 3) - i
Os cumulantes necessarios para encontrarmos a expressao de azgj) sao os mesmos utilizados para
(2)

encontrar o; TR
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Assim, temos:

p p 7
fj) = ¢2 Z ZK,iaI{jblﬁr‘qK/Ct Z {(f+g)gfm(a,b,c)e(7",s,t)m

a,b,c=11,s,l {m=1
+(f + 9)ewm(a,b,¢)e [— (7, 5t)m + (Tt,8)m + (75, )1m] (2.84)
+we fm [(ac) b)f + (ab’ C)g] (7‘» S, t)m
+ wewn ((ac, be + (ab,€)e] [~ (7, 8)m + (rt, ) + (s, )] }.

Podemos reescrever (2.84) da seguinte maneira:

o = z": { (Z K a),> (f +9)e (Z (c)m°‘(t)m) fn (Z (M) ms"(8)m ) (Z(b)m"")} (2.85)
b=1

¢,m=1 1 cit=1 r,s=1

(Z n“’(a)g) (f + 9)ewm ( > (Qes(ts ,,,K"(r),,,) (Z(b)m”j)} (2.86)
c, b=1

r,s,t=1

by n'“(a)e) (f + 9)ewm ( Z (c)znd(l,r)mﬁ"(s)m) <z(b)m”)} (287)

a=1 c,T,8,t=1

Z K (a)z) (f+9)e (Z (c)ek® (t)m) Wi (Z (rs)mr" ) (Z(b)m”)} (2.88)
a=1 c,t=1 rs=1 b=1
Z K (ac)ek® (t)m) We fm ( Z (r)mn“(s)m> (Z(b)m”) } (2.89)
a,c,t=1 r,s=1 b=1
> K (ab)mb’) wy (Z (c)er® (t),,,) fa (Z (r)mK" (s)m)} (2.90)

c,t=1 r,s=1

(
(
(
(£
( f  ac) e (t5)omn” (r)m) wetom (i(b)m‘”)} (291)
(.
3
(£
(£
(2

n

-

-

-

b=1

Z '“(ac)gnd(tr)mn”(s)m) WeWm (Z(b)m ) } (2.92)

b=

-

Z K" (ac)er™ (t)m) WeWnm (Z (rs)mk” ) (Z(b)gnbj)} (2.93)
b=1

r,s=1

M=

i n'“(ab)mb’)
Z n'“(ab)mb’)

£ (ab)¢k ) we

(c)zn“(ts)mn"(r)m) wm} (2.94)

~

'S-
N
= 10 i 307 500 10 10 300 5000 50
—N— —N— ——_ —— ——_ —— A A A= A A

-

1

3
-
Il

+
S
(&)
-

1

(€)er (tr)mK™ (s)m) wm} (2.95)

i

AA/\
M=

IO

(c)tnd(t)m) Wi ( i (rs)mnrs) } . (2.96)
1 r,s=1

[z}
i

Podemos simplificar a( ) observando que as parcelas (2.86) e (2.87) s@o iguais, 0 mesmo ocor-
rendo com as parcelas (2. 91) e (2.92) e com as parcelas (2.94) e (2.95).
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Apos a simplificagao temos que

@ = &y {(Zn“‘ a),) (f +9) (Z(cw t)m) fm (L(w K" (s) ) (Z(b)m'”)}

£,m=1 a=1 c,t=1 ris=1

+0> ) ( nia(a)e) (f+9)e (Z (c)u.-,d(t)m) Wm (Z (r8)mK" ) (Z(b)“; )}
Z lci“(ac)gnc‘(t)m We frn (Z (P)mk" (s)m) (Z(b)m )} (2.97)

T,8=1

( )
(L e (om0} (Ziomron)
( )
( “(3

~

1

-+
.e;s?

Z ﬁiﬂ(ac)t,{d(t)m WeWm (Z (Ts)mn") (z(b)lﬁ“)}

r,s=1

~

+
©-
(%)

> @ (t)m) i (z ()" )}

c,t

~

+
"
i i i S

1 r,5=1

Podemos reescrever (2.97) como:

1(_;3) = ¢2 Z {pi,f (f +g)f Z¢m fm Zmm pl,j} + ¢2 Z {pi,e (f+g)€ Z¢m Wm dmm Pe,j}

¢m=1 £,m=1

n P n
+¢ Z {(Z = ;,me) we fm Zmm pl,’,j} +¢2 Z {Sij,l Wy Zem fm zmm}

{m=1 ¢m=1

n 14
+¢2 Z {(anaa ml) W Wi Amm PIZ]} +d> Z {Sz_'/lf Wy Zfpm Wm mm}

¢ m=1 a=1 m=1

que ainda pode ser reescrito como

,(]3) = ¢QZ {Pz,e (f+9)e (Z 2¢m fm me) Pe,j}

m=1

+¢ZZ Die (f +9)e (Z Z¢m Wm dmm) p!,j}

m=1

|:Z K'm (Z aa ml fm 4mm>:| We pe,j} (298)
Z Z¢m fm zm.m)
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em que
P
e =— Y (a€)ek® () m. (2.99)
ct=1
Agora, usando a notagao
n n
Cop = Z Zem fm Zmm, bee = Z Zem Wm @mm, (2-100)
n n
a;”g = z X me fm Zmm, az,e = Z Qg e Wi Amm, (2.101)
m=1 m=1

(2.98) pode ser reescrito como

Ug) = ¢ Apie (f+9)e coe pej}t+ ¢° > {pie (f + 9)e bee pe}

=1 =1

n P #
+¢2 Z { (Z K@ ai,e) we Pe,j} + ¢2 Z {Sij,g Wy ng} (2.102)

=1 a=1 =1

n P n
+¢2 Z { (Z [ ag’e) Wy Pe,j} + ¢2 Z {Sij,g Wy bg} .
=1 a=1 =1

Finalmente, chegamos & expressio matricial de £():

@ = ¢2P(F+G)CP +¢2P(F+G)BP +¢ 2K ' A WP (2103)
+¢ 2 S[(WC)®L)+¢ 2K AW P +¢2S[(WB1)® ),

em que

C = {cu} =diag{ZFZ41}, B = {by} = diag{ZW D1}, (2.104)

Ay ={al,}, sendo o}, = (V2)TFZ41, V3 um vetor coluna com o m-ésimo elemento
igual a Z), K" &, %, um vetor coluna cujos elementos sio os elementos da a-ésima  (2.105)

linha de X; e &, um vetor coluna cujos elementos sao os elementos da m-ésima linha de X,

Ay = {a%,}, sendo o?, = (V2)"WD1, (2.106)

e as matrizes restantes estdo definidas em (2.40), (2.41) e (2.45).

Destacamos que em (2.103), temos nas parcelas trés e cinco matrizes assimétricas.
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Agora, substituindo (1.4), (2.39), (2.75) e (2.103) em (2.1), encontramos a seguinte matriz de
covariancias até ordem n~2 do EMV de 8 nos MNLFE:

Cova(f) = ¢ X WX) ' +¢2PHZ;P'—¢ 2P (F+G)DP"
¢ 2[PRF-G)EK YW+ ¢ 2PGEK-¢2 S[(FZq)® 1)
¢ 2S[(WDY) QL)+ ¢ 2T{(W)QL]-¢ 2 [PWAKT
+¢72 P ((3/2)FZPF + FZPG - GZOF) PT
+¢2PQ2F+G)O, WP 4+3¢2P (F-G) Ay K! (2.107)
—¢2[P(F-G) At KT+ (1/2) ¢ 2PW O, W PT
4+ 2 PW ALK T4+ ¢ 2PW A, K- 2T W*
+¢ 2 P(F+G)CP " +¢?2P(F+G)BP +¢ 2K 1A WP
40 2S(WCH)R L)+ ¢ 2K A, W P" 4472 S [(WB1) ® L),

em que as expressoes acimas estdo definidas de (2.40) a (2.47), de (2.76) a (2.82) e de (2.104) a
(2.106).

Podemos notar que as matizes da expressao (2.107) sao fungdes apenas do vetor de médias p e
das primeiras, segundas e terceiras derivadas da matriz X.

A expressao (2.107) corrige a expressao (15) de-Cordeiro e Santana (2008) e, também, a expres-
sdo obtida por Rocha et al. (2010).

Para o caso dos modelos lineares generalizados (2.107) simplifica-se na expressao

Cova(f) = ¢ UX"WX) ' 46 2PHZyP'
+¢ 2 P[(3/2)FZAF + FZ®AG - GZ?F] PT (2.108)
+62P(F+G)C P,

obtida por Cordeiro {2004), com uma corregao feita por Cavalcanti {2009).

2.3 Resultados de simulagao

Para estudarmos o desempenho da matriz Covs (B), dada em (2.107), desenvolvemos dois estudos
de simulagao.

No primeiro usamos um modelo gama com ligagao log e componente sistematica dada por
ne = Po + Pizie + zgj, ¢ = 1,...,n. Os valores verdadeiros para os pardmetros foram fixados
em o =1/2, f1 =1, B2 = 2 e ¢ = 1. A covariavel z; foi obtida de uma distribuigdo uniforme
no intervalo (0,1) e a covaridvel z; foi obtida de uma distribui¢do uniforme no intervalo (1,2).
Para cada n (n = 20,40, 60), os valores de z; e z2 foram mantidos constantes em todas as 10000
réplicas do modelo gerado. As Tabelas 2.1 a 2.3 apresentam os resultados obtidos. As primeiras duas
entradas das tabelas sao Covy(f) = L 3212000 (Covy (B))i, Cova(B) = T 312000 [Cova(B))i e a

terceira entrada é a matriz de covariancias amostral de g1, . .., 3(10000)
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Tabela 2.1: Couv;(B), Cous(B) e a matriz de covaridncias amostral, para o modelo gama, com n = 20.

| Bo B1 B2
0,26770  -0,31107  -0,07136
Bo | 029927 -0,36180 -0,06478
0,34788  -0,40654  -0,09076
-0,31107  0,60904  -0,00067
Bi | -0,34020 0,68500 -0,01605
-0,40654  0,79165  -0,00370
-0,07136  -0,00067  0,08251
B2 | -0,10464 -0,01062 0,11669
-0,09076  -0,00370  0,10779

Tabela 2.2: C‘ovl (B), @'ovz(ﬁ) e a matriz de covaridncias amostral, para o modelo gama, com n = 40.

| Ao b1 B2
0,12551  -0,14953  -0,03013
Bo| 0,13190 -0,15976 -0,02875
0,14281  -0,17292  -0,03293
-0,14953  0,30053  0,00330
B | -0,15746  0,31996  0,00124
-0,17292  0,35281  0,00190
-0,03013  0,00330  0,02967
B2 | -0,03516 0,00443  0,03319
-0,03292  0,00190  0,03345

Tabela 2.3: @’ovl(,é), Cow, (ﬁ) e a matriz de covaridncias amostral, para o modelo gama, com n = 60.

| B B1 Be
0,09275  -0,09855  -0,02916
Bo | 0,09670 -0,10314 -0,02949
0,10285  -0,10838  -0,03255
-0,09855  0,18950  0,00868
Bi | -0,10347 0,19825  0,00922
-0,10838  0,20969  0,00938
-0,02916  0,00868  0,02438
B> | -0,03244 0,00977  0,02650
-0,03255  0,00938  0,02727
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No segundo estudo de simulagao, o modelo considerado difere do modelo do primeiro estudo
apenas com a relagao a distribuigao da variavel resposta, que agora é normal, e com relagao a fungao
de ligacao, que agora é a identidade. Os resultados encontram-se nas Tabelas 2.4 e 2.5.

Tabela 2.4: Cov, (B), Cow(B) e a matriz covariéncias amostral, para o modelo normal, com n = 20.

] Bo J5) B2

0,26205 -0,30525  -0,06784
Bo | 0,26290 -0,30504 -0,07188
0,31440 -0,35960  -0,08234

-0,30525 0,59724  -0,00025
p | -0,30482  0,59728 -0,00100
-0,35960  0,69414 0,00261

0,06784  -0,00025  0,07501
By | -0,07157 -0,00075  0,08450
0,08234  0,00261  0,08560

Tabela 2.5: Cov, (B), C'ovg(ﬁ) e a matriz covaridncias amostral, para o modelo normal, com n = 40.

| Bo p1 B2

0,12364 -0,14736 -0,02954
Bo| 012377 -0,14736 -0,03011
0,13511  -0,16012  -0,03245

-0,14736  0,29615  0,00325
B | -0,14733 029615  0,00325
-0,16012  0,32379  0,00321

0,02954  0,00325  0,02895
B> | -0,03007 0,00328  0,03008
0,03245  0,00321  0,03168

Pelas Tabela 2.1 a 2.5, observamos que a matriz de covariancias de segunda ordem nos modelos
néo lineares estudados é assimétrica.

2.4 Proposta de correcao no resultado de Peers e Igbal (1985)

Como os resultados de simulagao mostraram que a matriz de covaridncias de segunda ordem
para B nos MNLFE é assimétrica, retomamos as expressoes (2.3) a (2.5).
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Comegando pelo termo em (2.3), calculamos uma expressao para U](.: ). Temos:

P
1 ja ib, _cd
U§i) = = Z K&K ('iabcd + Ra,bed + 2f€abc,d + 2'€a,bc,d + Snac,bd) 3 (2109)
a,b,c,d=1
p
ib_ia cd
= — > &% (Kobed + Kbjacd + 2Kabed + 2kbac,d + 3Kboad) -
a,b,c,d=1

Partindo de (2.109) e seguindo os mesmos passos que resultaram na expressao (2.39), encontra-
mos

O = ¢2PHZ,PT—¢2P(F+G) DP —¢2P(2F-G)EK"™!
+¢2[PGEKY —¢2 S[(FZA)®IL]—¢ 2 S[(WD)®TI,] (2.110)
+¢ 2T (W)L -¢2PW A K™

E importante observar que a expressio (2.39) difere da expressao (2.110) porque a terceira,
quarta e a ultima parcelas em (2.39) sdo as matrizes transpostas ndo-simétricas das terceira, quarta
e tltima parcelas em (2.110).

Resultados semelhantes sio facilmente demonstrados para os termos (2.4) e (2.5), isto quer dizer
que as expressoes (2.3) a (2.5) ndo sdo invariantes entre os indices i e j.

Assim, propomos as seguintes corregdes nos termos obtidos por Peers e Igbal (1985):

* p o .
0‘8) = — Z Iimﬁ‘.]and{liabcd + (1/2)Kaped + (1/2)Kacdp + 2Kabe,d (2.111)
a,b,c,d=1

+ Kabe,d + Kach,d + 3Rac,bd},

)4 P
2)* L
ng) = z Z {K’mnﬂ'{’bsnd [(3/2)nabc’€rst + 2"'fab,c"""rst + 2""fabc“frrs,t

a,b,c=1r,s,t=1

+ (1/2)’{a,bCK'TSt + (1/2)Kabc'ir,st + Kab,chr st + Kabckrs,t (2112)
+ (1/2)"5ab,c’irt,s + (1/2)ﬂac,b’€rs,tj| };

* p L o .
01(13) -y 3 Klzanjbnrsnct{ Ka,bckr,st + Kacphr,st + (1/2)Kabckrst (2.113)

a,b,c=1r,s,t=1

) (1/2)'€ac,bﬂrst + RabeKrst + 2""'abc""r,st}-

Com as expressoes (2.111) a (2.113) temos, agora, a invaridncia entre os indices 7 e j.
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Substituindo os cumulantes (2.10) a (2.18) em (2.111) a (2.113) temos:

. 1 P o n
oW = —3¢ Y sy {2113.(41, b,c,d)e — 2(f + g)e(a, b, cd)e
a,b,c,d=1 =1
—(2f —3g)e(a,bd, c)e — (2f + 39)e(ad, b, c)e — ge(a, be,d), (2.114)

+ 5g¢(ac,b,d)e — 2fe(ab, c,d)¢ + we {—2(ab, cd)e + 4{ac, bd),
— 2(ad, be)e — (a, bed)e — (acd, b), — 2(abd, ¢)¢ + 2(abe, d)¢] }

* 1 ; g - ia _jr bs _ci =
o = DD IR H DY {(3fefm + fe9m + Gefm — 29e9m)(a, b, )e(r, 5, t)m
a,b,c=1r,s,t=1 {m=1
+ (2f + g)swm(a,b, c)e(r, st)m + (Bf + 29)ewm(a, b, c)e(rt, $)m
— (f +49)ewm(a,b,c)e(rs,t)m + we(2f + g)m(a,bc)e(r, 5,t)m (2.115)

+ wl(3f + 29)"1(0'6’ b)[(?‘, S, t)m - wf(f + 4g)m(ab) C)[(T, S, t)m
+ Wpwnm [(a, be)e(r, st)m + 2(a, be)e(rt, $)m + 2(ac, b)e(r, st)m + 3(ac, b)e(rt, $)m

— 5(ab, ¢)e(rs,t)m },

P p n
US’)* = ¢ Z Z KR KTS Z {(f+g)zfm(a,b,c)g(r,s,t)m

abe=17s,t=1 ¢m=1
+ (f + 9)ewm(a, b, c)e[—(7, st)m + (11, 8)m + (75, t)m] (2.116)
+ (1/2)we fml(a, be)e + (ac, b)e + 2(ab, c)
+ (1/2)wewm|(a, bc)e + (ac, b)e + 2(ab, ¢)e){— (7, 5t)m + (11, 8)m + (7S, t)m]-

Agora, reescrevendo (2.114) a (2.116) em notagdo matricial temos:

s = 9 2pHZ,PT —¢2P(F+G)DP"'
¢ ?P(F-G)EK™' — ¢ 2[P(F-G)EKT
—¢72 S[(FZ)®1IL,) —¢ %S [(WD1)® I (2.117)
+6 2T (W) ®L] —(1/2) 2 [PAW KT
—(1/2)p 2 PAW K1,

T@* = 42 p [(3/2)FZ(2)F+ FZOG - GZ@)F] PT

+(1/2)9"2 P 2F+G) 61 W PT +(1/2)p72 [P 2F+G)©, W PT|T

+¢ 2P (F-G) A K™Y +¢72[P (F-G) A, KT (2.118)
+(1/2) ¢ 2PW O, W PT +¢2[PW Ay K717

4+ 2PW A K™Y — 72T W*
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n®* ¢ 2P(F+G)CP +¢2P(F+G)BP"
+(1/2)¢7 2 (KL Ay W PT)T +(1/2)¢ 2K AW PT
+¢72 S (WC) @] +(1/2)¢ 2K~ A, W PT]T

+(1/2)¢p2 K™ A, W PT +¢72 5 [(WB1) ® L.

(2.119)

Assim, a matriz de covariancias de segunda ordem proposta é dada por
Covs(B) =Kz} + =W + 53" 4 5O, (2.120)

Os estudos de simulagdo da Segdo 2.3 foram refeitos utilizando as expressdes propostas em
(2.120). Os resultados obtidos encontram-se nas Tabelas 2.6 a 2.10.

Tabela 2.6: C’ovl(ﬁ), bO'Uz(B) e a matriz de covaridncias amostral, para o modelo gama, com n = 20.

| Bo B1 B2
0,26770 -0,31107 -0,07136
Bo | 0,29927 -0,35100 -0,08468
0,34788 -0,40654 -0,09076
0,60904 -0,00067

B 0,68500 -0,00271
0,79165 -0,00370

0,08251

B 0,11669
0,10779

Tabela 2.7: C’ovl(ﬁ), Cow, (B) e a matriz de covariéncias amostral, para o modelo gama, com n = 40.

| Bo b1 B2
0,12551 -0,14953 -0,03013

Bo | 0,13190 -0,15861 -0,03200
0,14281 -0,17292 -0,03293
0,30053  0,00330

B 0,31996  0,00279
0,35281  0,00190

0,02967

B2 0,03319
0,03345
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Tabela 2.8: Cov; (B), Covs(B) e a matriz de covaridncias amostral, para o modelo gama, com n = 60.

| B B B2

0,09275 -0,09855 -0,02916
Bo | 0,09670 -0,10331 -0,03097
0,10285 -0,10838 -0,03255

0,18950  0,00868
B 0,19825  0,00949
0,20969  0,00938

0,02438
Bo 0,02650
0,02727

Pelas Tabelas 2.6 a 2.10, notamos, para todo valor de n, que as covariancias até ordem n~2 estdo
mais préximas das covaridncias amostrais, do que as covariancias de ordem . Além disso, quando
n cresce, as covariancias de ordem n~! se aproximam das covariancias até ordem n~2, tornando-se
préximas as covaridncias amostrais. Para o modelo normal, as Tabelas 2.9 e 2.10 mostram que as
covariancias de ordem n~! estdo proximas das covariancias até ordem n 2, para qualquer valor de 7.
Isto ocorre porque muitas parcelas da matriz Covz(ﬁ) sdo nulas no modelo normal. Os resultados
apresentados nas Tabelas 2.6 a 2.10 sinalizam que a matriz de covaridncia proposta em (2.120)
parece estar correta.

Apesar de termos muitas parcelas na matriz de covariancias de segunda ordem, ela é de facil
implementagao em software mateméticos, como R ou Oz, por exemplo.

Tabela 2.9: Cov; (8), Cow(ﬁ) e a matriz covaridncias amostral, para o modelo normal, com n = 20.

| B b1 B2

0,26205 -0,30525 -0,06784
Bo | 0,26290 -0,30493 -0,07172
0,31440 -0,35960 -0,08234

0,59724  -0,00025
B 0,59728  -0,00087
0,69414  0,00261

0,07501
B2 0,08450
0,08560
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Tabela 2.10: Cov,(3), Cowy(B) e a matriz covaridneia amostral, para o modelo normal, com n = 40.

| B B Be

0,12364 -0,14736 -0,02954
Bo | 0,12377 -0,14735 -0,03009
0,13511 -0,16012 -0,03245

0,29615  0,00325
A 0,29615  0,00327
0,32379  0,00321

0,02895
Ba 0,03008
0,03168
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Capitulo 3

Matriz de covariancias de segunda ordem
do estimador de maxima verossimilhanca
para o parametro 3 corrigido pelo viés
de ordem n~! em modelos nio lineares
da familia exponencial

Neste capitulo obtemos a matriz de covariancias de segunda ordem do EMV de 3 corrigido pelo
viés, em MNLFE. Mostramos que essa matriz depende da matriz de covariancias de segunda ordem
de B, desenvolvida no Capitulo 2. Realizamos estudos de simulagao de Monte Carlo para avaliar o
desempenho da matriz obtida e de testes de Wald que se baseiam nessa matriz.

3.1 Matriz de covariancias assintética de segunda ordem

Seja B o0 EMV de 3 e d(B) o viés de ordem n~! de ﬁ O EMV de g, corrigido pelo viés de ordem
n~!, & dado por

B=B—-dp), (3.1)
em que d(fB) ¢ o viés d(f) avaliado em j.
De (3.1) vem que o i-ésimo elemento de 3 é dado por
Bi = Bi — d'(B), (3:2)
em que ﬁi e d"(ﬁ) sao, respectivamente, os i-ésimos elementos dos vetores ﬁ e d(B)

De Pace e Salvan (1997) vem a seguinte expansao para d(f) em torno de f3:

p
d(B)=d'(B)+ D _di(B — ) + Op(n7?), (3.3)

r=1

29
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em que
; od?
i - 20
9B
p -
= Z {'{'lsﬁ'atﬁbc(ﬁ'abc + 25ab,c)(’{rst + Kq‘,st) (34)
a,b,c,s,t=1
1 .
+ Emaﬂbc [K‘,abm- + Kaber + Qﬂabr,c + 2(K'ab,cr + K'ab,c,r)] }
e
) L 1 .
dB)= Y {ﬁn’“n”c(nabc + 2mab,c)}, (3.5)
a,b,c=1

sdo termos de ordem n~1.

Queremos encontrar uma expressao até ordem n 2 para E[(Bl - ﬂi)(Bj — f3j)]. Temos que,

E[(B: — B:)(B; — Bi)) = E((Bi — d'(B) — B:)(B; — & (B) — B7)]

E{{(: — B:) — d'(B)[(B; — Bj) — ¥ (B)]}

E{(8: — B:)(B; — Bj) — # (B)(B: — B;) — d'(B)(B; — B;j) + d'(B)d (B)}

= E[(B: - £:)(B; — )] — EI&'(B)(B; — 5))] (3.6)
—E[d?(B)(B; — B:)] + E[d*(B)d (B)].

Substituindo (3.3) na segunda parcela de (3.6) temos:

BEB)B -6 = B {(B,— = ) [d(B) + D2 di(B, — B7) + Opfn™?)] }

r=1

P
d(BE(B; — B+ > d:E[(B; — B)(Br — )] + o(n™?)

r=1

P
d(B)F (B) + Y di(~K"") + o(n?). (3.7)

r=1

I

A terceira parcela de (3.6) resulta na expressdo (3.7), apenas trocando o indice ¢ por j. Substi-
tuindo novamente (3.3) na quarta parcela vem que:

Il

p p
Eld'(B)d(B)] = E { [€8) + 3 di(Br = 8) + 0,07 [#(B) + D di(Bo — ) + Op(n7)] }
r=1 v=1

= d(B)F(B) +o(n?).
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Entdo, a expressao (3.6) pode ser escrita, até ordem n~2, como:

E((Bi — B:)(B; — Bj)] = El(Bi — B:)(Bj — B;)] — d'(B)d (B) (3.8)

P
P d zdzw.
r=1 r=1

A primeira parcela subtraida da segunda parcela em (3.8) é a matriz de covariancias de segunda
ordem para f3, encontrada no Capitulo 2, dada em (2.107).

De (3.4) vem que

P
Sodin =y + ), (3.9)
r=1
em que
(1) Z Z K"LSKlatanﬂJr (Kabe + 2Kap c)(’irst + Kr,st)s (3.10)

a,b,c=1r,5,t=1

(2) 2 Z Tl cher [K’abcr + Kaber + 2Kfabr,c +2 (K'ab cr T Kab,c r)] (3-11)

a,be,r=1

3.1.1 Obtendo ¥®

Utilizando os cumulantes (2.17) e (2.18), encontramos a expressio de 1,[)(1) em (3.10), que para
os modelos nao lineares da familia exponencial é definida por

N RT3 3 { £l + 9)m(a,b, el 5,)m

a,b,c=1r,s,t=1 =1 m=1

+flwm(a1 b, C)g[('f‘t, S)m (TS1 t)m] (3'12)
+we(f + g)ml(a, bc)e + (ac,b)e — (ab, c)g)(r, 8,t)m
+ wewm[(a, be)e + (ac, b)e — (ab, ¢)¢][(1t, 8)m + (7s, t)m]}.
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Primeiramente, reescrevemos (3.12) da seguinte forma:

vy = ¢2¢i1{(2” (s)m) (f + 9m (le(t) u‘“<a)f) fe (g} (b)es(c)e ) (g(r)mm)} (3.13)
+¢° z; {(gh's(s)m) Wm (.,Z_ (b)mbc(c)g) fe (EXL: l(a)[ﬁ.“t(tr)mn )} (3.14)
+¢? ZX;{ (g::l K (sr)mK" ) (ail(t)mh (a)z) fe (bz_: (b)m“(c):) } (3.15)
+¢2lmi=1{(;~“(s)m) (f +0)m (uil(")’"“ (a)e) i (z (bc)m"’) (g r),nnrf)} (3.16)
+¢° jj:l { (2:;»» (s)m) (f+9)m ( bézl(t)mnm(ac)md(b)g> we (;(r)mw) } (3.17)
-4 gmizl {(in ‘(s)m) (f+9)m < bgp;zl(t)mnm(ab)mbc(c)t) wy (g(r)mn”') } (3.18)
+¢° li; {(‘; K" (s)m) Wm (bél(bc)m“"> we ( il(a)m“‘(tr)mw‘) } (3.19)
+¢° tmi=1 { (rél K (s7)mK" ) W (ﬂél(t)mn‘“(a)z) wy (bél(bc)m“’)} (3.20)
+¢ Z;I { (2 ~”(s)m) WmWe ( bit=l(b)tnbc(Ca)m”(tr)mn"j) } (3.21)
+¢ lz':l { ( ;n‘s(sr)mn”') W we ( g,,; l(t)mnm(ac)gnd’(b)g)} (3.22)
-¢’ li; { (gﬂ“(s)m) W we ( .,czp:t 1(c)us ®(ba) s (tr)mK" )} (3.23)
= Z:; { (szjl n‘“(sr)mn’i) Wnwe ( b\j: l(t)mnm(ab)gnbc c)z)} (3.24)

Igualando (3.17) com (3.18), (3.21) com (3.23) e (3.22) com (3.24), temos:

vy o= ¢ lmil {(Xp; n“(s)m) (f + 9)m (g_:l(t)mn‘“(a ) fe (bz_ (b)mbc(c)e) (g(r)mnrj>}
+° lmizl (=1 n“‘»(s)m> W (,,Z_ (b)m”%c):) fe (Z ()en*(arhmn” }
+¢’zt 3 . ' Tél K (sr)mn" ) W (g:l(t) K‘“(a)z) fe (bzl(b)m'”(C)z } (3.25)

a,t=1 b,e=1 =1

(
s
(sin"“(s)m> Wm (i(bc)mc) ( Z (@) ek (tr)mK" )
(

z n"s(sr)mnr ) W ( Z (t)m~" (a)l) we (E (bc)md’)

)
)
(o ) (4 gl ( 3 (@) Km(a)l> - (Z (bc),,gcb) (i(r)mﬁrj) }
|
}
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Usando (2.34), (2.35), (2.37), (2.74) e (2.99), podemos reescrever (3.25) como:

g) = ¢* > {pim (f + 9)m 2zme fo 20 Pmj}

£m=1

n P
+¢? Z {pi,m W 2ee fe (Z a:,ml K,Tj)}

E,m:l r=1

+¢* Z {sijm Wm 2me feo zee} (3.26)

{m=1

n
+¢2 Z {pi,m (f +g)m Zme We dge pm,j}

¢,m=1
n p
S {pi,m s o 02 (zm:,me )}
£m=1 r=1

n
+¢% > {Sijm Wm zme we deg}.

{m=1

Ainda, podemos reescrever (3.26) da seguinte forma:

P
v o= X

3
N
J——

Pim (4 9)m (Z Zme e Zee) pm,j}

£=1

p P n
+¢2 Z Diim Wm I:Z (Z a:,me Zee fg) K,Tj:I }
r=1 =1

n
Sijm Wm ( Zme fe Zee) } (3.27)
=1

+4% ) {pi,m (f+9)m (Z “me We d“) p’"’f}

=1

P P n
+¢2 Z Pi;m Wm I:Z (Z a:'"w dgy ‘U)g) K,er }

r=1 \{=1

P n
+¢2 Z {Sij,m W, (Z Zme We dgg) } .

=1

E, usando (2.100) e (2.101), reescrevemos (3.27) como:

p P P
f}) = &Y {Pim (f+9m Cmm Pmj} + 6% Y {Pi,m Wm (Z O 5 nrj) }
r=1

m=1 m=1
p P
+6° Y {sijm Wm cmm} + 8> D> {pim (f + 9)m bmm Pmj} (3.28)
m=1 m=1

14 P 4
+¢2 Z {pi,m Wm (Z a?n,r KTj) } + ¢2 Z {sij,m W bmm} .
r=1

m=1 m=1
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Finalmente, escrevemos (3.28) em notagdo matricial:
U, = ¢2P(F+G)CP +¢2PW Al K1 +¢725 [(WC1)® 1) (3.29)
46 2P(F+G) BPT+¢2PW Ay K'+¢72S [(WB1)®1,).

3.1.2 Obtendo ¥®

Encontramos zl,z(f) em (3.11), utilizando os cumulantes (2.10) a (2.15). No caso dos MNLFE,
@, :
Y;; € dado por:

1 S ia iT -
11)1(12) = 5@5 b%: . Kk K‘bc""J ; {h2f(a'7 b; c, T')g - f[[(a, b: CT)[ + ((1., bTa C)g + (ar, b) C)E]
ab,cd,r= =

+(f + 9)el—(a,be,r)e — (ac,b,7)e + (ab, ¢, )] (3.30)
+ wp{(ab, cr)y — (ac, br)e — (ar, be)e — (a, ber)e — (acr, b)e + (abr, C)e]},

1 t m 1 n2 —2:,(1) 72 nu
em que, hag = —Vy gy — Vg + V2V g

Podemos reescrever {3.30) da seguinte forma:

v = %@52 { (Z Kia'(a)e> hae (Z (b)eﬂbc(c)e) (Z(r)mrf) } (3.31)

=1 a=1 b,e=1 r=1

(3.32)

(3.34)

(Z ﬂia(a)e) fe ( > (C)efid’(bf)efirj) } (3.33)
a=1 b,c,r=1
>

P . . P
(Z K (ar)es™ ) fe (Z (b)zfibc(c)e)
a,r=1 b,c=1
P ] p i
(Z ﬂw(a)e) (f +9)e (Z (bC)m“") ( (r)m”) } (3.35)
r=1

b,c=1

n P y4

“%¢Z ( ) "ia(ac)efid’(b)e) (f+9)e < -(ﬂzﬁ”)} (3.36)
=1 a,b,c=1 r=1

1 . - ia be - rj

56 ,,Z K(ab)es™(c)e | (f +9)e Zl(rmf (3.37)
=1 a,b,c=1 r=
n p

+%¢e§;f ( bZ_l K'(ab)ek"(cr)er™ ) we} (3.38)
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P
Z K,ia(ac)gHCb(br)gﬁrj) wg} (3.39)
cr=1

P ) ) p

Z K% (ar)es’ | we (Z(bc)gn°b> (3.40)
a,r=1 be=1

p - p .
( m‘“(a.)g) we Z (Tbc)gK,CbK,TJ> (3.41)
a=1 b,e,r=1

P

K% (acr) e (b)er™ | we :
> K%(acr)er®(b) ’) } (3.42)
r=1

+%¢Z { ( > nia(abr)gnbc(c)gnrj) wg} . (3.43)
1

Agora, igualando (3.32) com (3.33), (3.36) com (3.37), (3.38) com (3.39) e (3.42) com (3.43),

temos:
vy = %¢Z{(;n‘“<a )7122 (bz_ (b)er™( c)g) (Z(mw)}

_¢z{ Zhﬂa a,)g) ( Z (b)eh‘. cr gl{, ) }
=1 a=1 be,r=1
n P p
_%‘152 (Z 'fm(ar)ef’vrj) Je (Z (b)er™(c)e } (3.44)
=1 a,r=1 be=1
(Z 1ﬂ(a)e> (f+9)e (Z (be)er ) Z(")elﬂr'j) }
(=1 a=1 b,e=1 r=1
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Utilizando (2.34) a (2.37), reescrevemos (3.44) como:

1 < 1, < 2 ,
ng’ = —§¢Z {pie hae zee pej} + §¢Z -{pi,e e (Z et li”) }
=1 =1

b=1

n 1 n
+%¢ > {sije fo zee} + 2¢ > Apie (f + 9)e dee prj} (3.45)
=i =1

1, 1, < F .
+§¢Z {sije we dee} + 5902 {Pi,e we (Z S¢,r E”) } .

Assim, encontramos (3.45) na seguinte notagdo matricial:

1 1
U = 56 ?PHy Z4 P +¢ " PFEK '+ 5477 S (FZa1) @ L) (3.46)

1 1
+%¢*2 P (F+G) DP" + §¢—2 S (WD1)® L) + §¢—2 PWAK™,

em que Hy = diag{hsgi, ..., han}.

Em notagao matricial, a quarta parcela de (3.8) é a transposta da terceira parcela, isto &,
(‘Ifl + ‘IJQ)T.

De (3.8) vem que a matriz de covariancia de segunda ordem de $ em MNLFE é dada, por,

Cova(B) = Cova(B) + (U1 +T]) + (g + T7), (3.47)

em que Cova(f) esta apresentado em (2.107), ¥; esta em (3.29) e ¥y em (3.46).

No caso dos modelos lineares generalizados, a matriz Covy(/3) se reduz a

Cova(B) = ¢ M(X'WX)'+¢2PHZyP'
+672 P [(3/2)FZPF + FZPG - GZPF) PT (3.48)
43¢ 2P (F+G) CP"  —¢2PH, Z; P".

A expressao (3.48) corrige a expressdo obtida por Cavalcanti (2009).

3.2 Testes de Wald modificados

Suponhamos que queremos testar Hg : 8 = B(® contra H; : 8 # B, em que o vetor 8 tem
dimensao p. Uma estatistica simples para testarmos a hipétese Hy é a estatistica de Wald, dada por

Wo = (8- 89) T Kg5(8 - B?), (3.49)
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em que, Kgg = ¢(}? TWX ) é avaliada na estimativa de maxima verossimilhanga de 3, [§

Podemos modificar a estatistica (3.49) substituindo a matriz de Informacao de Fisher pela matriz
de covariancias até segunda ordem,

Wy = (8- B)T[Cova(B)] 71 (B - B?), (3.50)

em que Covy(B) é avaliada em .

Podemos modificar também, as estatisticas (3.49) e (3.50) substituindo o estimador B pelo
estimador corrigido pelo viés de ordem n™!, 3 e assim temos, respectivamente,

Wa = (B — BO)T Kg5(8 — BO) (3.51)

W3 = (B — BO)T[Cova(B)] 1 (B - B), (3.52)

em que Kgge Covz(ﬁ) sdo avaliadas em f.

Uma outra modificacdo na estatistica de Wald resulta em substituir simultaneamente o EMV _/3'
pelo estimador corrigido 8 e a matriz de informagéo de Fisher pela matriz de covariéncia Cova(/3)
dada em (3.47), avaliada em . Obtemos assim

Wy = (B - BO)T[Cova(B)] (B — B). (3.53)

3.3 Resultados de simulagao

Realizamos, nesta segao, dois estudos de simulagdo. Em ambos, utilizamos um modelo gama
com ligagao log, ou seja, log(ie) = Bo + exp(Bizie), £ = 1,...,n. Os valores verdadeiros para os
parametros foram fixados em By = 3, 1 =2 e ¢ = 1. A covariavel z; foi obtida de uma distribuigao
uniforme no intervalo (0,1) e, para cada n (n = 10, 20, 30,40, 50, 60), foi mantida constante em
todas as 5000 simulagoes.

No primeiro estudo de simulacio comparamos a matriz de covariancias até ordem n~2 do EMV
corrigido pelo viés de ordem n~! e a matriz de informacao de Fisher com a matriz de covariéncias
amostral de 8. Os resultados encontram-se na Tabela 3.1.

No segundo estudo, comparamos as estatisticas (3.49) a (3.53) por meio do tamanho empirico
dos testes de Wald da hipotese Hp : ﬂ(()o) =3e ,B%O) = 2 contra Hj : pelo menos uma das igualdades
em Hg néo é verificada. Assumindo Hy verdadeira, o tamanho empirico do teste de Wald é calculado,
para cada estatistica do teste, como a proporgao do niimero de vezes em que Hy € rejeitada, fixado
um nivel nominal @ e um tamanho de amostra n. Os resultados estdao apresentados na Tabela 3.2.
Foram utilizados os seguintes niveis nominais: & = 1%, a = 5% e a = 10%.
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Tabela 3.1: Cov; (), Cows(B) e a covaridncia amostral de B.

n =10 n =20
Bo B Bo B1
0,08478 -0,01953 || 0,04330 -0,00955
Bo | 0,10016 -0,02703 [ 0,04704 -0,01151
0,10953 -0,02564 | 0,04698 -0,01051

0,00878 0,00449
B 0,01305 0,00569
0,01193 0,00523
n =30 n =40
Bo B Bo B1

0,03168 -0,00936 || 0,02439 -0,00637
Bo | 0,03437 -0,01118 || 0,02579 -0,00718
0,03549 -0,01063 | 0,02587 -0,00685

0,00548 0,00326
B 0,00682 0,00378
0,00623 0,00358
n =50 ' n =60
Bo B Bo B

0,01867 -0,00487 |[ 0,01564 -0,00390
Bo | 0,01947 -0,00536 | 0,01615 -0,00420
0,01994 -0,00523 |f 0,01618 -0,00404

0,00262 0,00201
B 0,00296 0,00221
0,00286 0,00215

Pela Tabela 3.1 vemos, como esperado, que as covariancias de segunda ordem do estimador
ficaram mais proximas das covaridncias amostrais do que as covariancias de primeira ordem de 3,
para todo tamanho de amostra.
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Tabela 3.2: Tamanho empirico estimado dos testes baseados em Wy, Wy, Wa, W3 e Wy.

RESULTADOS DE SIMULAGAO

nla®) | Wo Wi Wo W3 W,
10 [ 822 742 790 7,12 6,34
10| 50 |16,34 14,56 16,04 14,38 12,74
10,0 | 23,48 21,46 23,12 21,10 18,74
1,0 | 3,18 292 3,28 29 2,66
20| 50 | 968 862 942 866 7,34
10,0 | 15,74 14,48 1528 14,06 12,40
1,0 | 2,62 2,16 2,30 2,14 1,70
30| 50 | 844 7,50 824 7,52 6,70
10,0 | 14,50 13,24 14,56 13,46 11,96
1,0 | 2,42 212 220 1,96 1,66
40| 50 | 746 6,88 7,40 7,06 6,22
10,0 | 12,76 12,00 12,46 11,82 10,68
10 [ 1,96 1,82 1,94 1,88 1,58
50| 50 | 7,30 6,60 7,06 6,56 5,82
10,0 | 12,52 12,04 12,54 11,84 10,84
1,0 [ 1,62 146 1,56 1,40 1,26
60| 50 | 646 6,06 6,62 620 568
10,0 | 12,46 11,86 12,38 11,74 10,88
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A Tabela 3.2 mostra que, para n = 10, os tamanhos empiricos dos testes de Wald baseados nas
cincos estatisticas estdo muito distantes dos respectivos niveis nominais.

Essa tabela mostra, também, que os testes com pior desempenho sido os baseados na matriz
de informagao de Fisher, ou seja, os que utilizam as estatisticas Wy e Wy dadas respectivamente,
em (3.49) e (3.51). J4, as estatisticas W1 e W3 dadas, respectivamente, em (3.50) e (3.52) tém
desempenhos similares e um pouco melhor que o das estatisticas Wy e Ws. Mostramos também,
que a estatistica Wy, dada em (3.53) é a que apresenta tamanhos empiricos mais préximos dos
niveis nominais, mostrando que a utilizagdo simultidnea do estimador corrigido B e da matriz de
covariéncia Covz(f) melhora muito o desempenho do teste de Wald.
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Capitulo 4

Consideracoes finais

Os estudos de simulagdo dos Capitulos 2 e 3 mostraram para os modelos nao lineares da familia
exponencial, que a alteragao proposta para os resultados de Peers e Igbal (1985) parece estar correta.
Sugerimos, como um trabalho futuro, que esses resultados sejam derivados novamente para que os
erros sejam corrigidos.

Esperamos, com esta dissertagio, ‘ter contribuido para esclarecer resultados controversos en-

contrados na literatura com respeito & matriz de covariancias de segunda ordem do estimador de
méxima verossimilhanca do pardmetro 8 em modelos néo lineares da familia exponencial.

41
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Apéndice A
Cumulantes

Em Lawley (1956), encontramos as seguintes relagoes entre cumulantes:

Kab = —Kab;
(a) = 0
Kpe' + Kapet Kabe + Kach = )
d
K,(,bi. = Kabed 1 Kabe,d;
Rabe = —Rabec— Z Ra,bc)
(3)
C
Kabe = 2Kabe— Z '5,(1(,);
(3)
d cd
Kabed = —3Kabed + 2 Z Iif,bz_, - Z Kflb )+ Z Kab,cd;
(4) (6) (3)
T b ab)
Kapbed = Kabed — R,(,ct)i - Ka,(,c)d + fiﬁd ) Kab,cds

em que, por exemplo,

Z Kabc = Kabe T Kac,h + Kab,c-
(3)

A partir das expressoes acima, podemos obter alguns outros cumulantes para os MNLFE:

na:():

Rab = —¢ Z 'LU[(G., b)lr

=1

K = 3 {(f + 9)ela, b, e + we [(a, be)e + (ac, b)e]},
=1

43
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ad L _q 1 m 1 n2 _ 12 n
e = —o 3 {2V e + 2V e — SV
=1
4 2 .4
VP 4 20 VO ) b
_(f + g)f [(a1 ba Cd)l =+ (0., bda C)e + (ada ba C)g + (ac, b) d)l + ‘((lb, c, d)f]
— wy [(ab, ed)s + (ac, bd); + (acd, b)e + (abd, c)g] },

a L - 1o _ n2 _ 12 n
i =~ { 3V meme +3V e — vV g
=1
! 2 I

2 !+ V) (@b
_(f + g)f [-(a) b: Cd)l + (aa bdr C)g =+ (a) bC, d)f]
_(f + 2g)g [(ads ba C)Z + ’(O,C, b1 d)g <} (aba c, d)f]
— wp [(ab, ed); + (ac, bd)¢ + (ad, b)e + (acd, b)¢ + (abd, ¢)¢ + (abe, )] }
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