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Resumo

Muitos eventos estudados na 4rea de seguros e/ou atuarial nem sempre possuem caracteristicas
para serem modelados utilizando o modelo normal linear, mesmo com a aplicacio de transformacoes
a fim de alcangar a normalidade. Com os avangos computacionais e a introduciao dos modelos line-
ares generalizados, propostos por Nelder e Wedderburn (1972), as opgdes na escolha da distribuicao

da varidvel resposta aumentaram.

Nesta dissertagdo sao apresentadas técnicas de modelos lineares generalizados aplicadas em
dados reais da drea de ciéncias atuariais. Abordando os modelos conforme a natureza da resposta,
para as discretas serdo apresentadas a binomial, Poisson e binomial negativa e para as continuas
serao apresentadas a gama e a normal inversa. Acrescentando, serd descrita a estimagao dos

parametros, o ajuste dos modelos e as técnicas de diagnéstico para cada uma das distribuicoes.

Finalmente, discutimos a modelagem conjunta da média e da dispersao utilizando os mode-
los lineares generalizados duplos, pois em muitas situagoes préticas a suposicio do parametro de

dispersao ser constante pode nio ser razodvel quando esse parametro é desconhecido.
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Abstract

Most of the data sets from the insurance and actuarial areas present discrete and continuous
data which can be modeled, for instance, by generalized linear models introduced by Nelder and
Wedderburn (1972).

In this master dissertation we present some tools from generalized linear models that can be
applied for modeling insurance and actuarial data. For instance, we discuss binomial, Poisson and
negative binomial models for discrete data and gamma and inverse gaussian models for continuous

data. For each model at least one application is given.

Finally, we also discuss the double generalized linear models in which the mean and disper-
sion are jointly modeled. We present some basic results related to the parameter estimation and

diagnostic methods and an illustrative example is presented.
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Capitulo 1

Introducao

Os eventos estudados nas mais diversas éreas, inclusive na 4rea de seguros e/ou atuarial, mui-
tas vezes nao possuem caracteristicas para serem modelados pelo modelo normal linear, mesmo
aplicando transformagées a fim de alcancar a normalidade. Com os avangos computacionais e a
introdugao dos modelos lineares generalizados (MLGs), desenvolvidos por Nelder e Wedderburn
(1972), é possivel modelar utilizando distribuigdes que pertengam a familia exponencial, aumen-
tando assim as op¢oes de escolha da distr'ibuigéio da varigvel resposta, além de dar maior flexibilidade

para a relagao funcional entre a média da varidvel resposta e o preditor linear.

Nesta dissertagdo de mestrado estamos considerado os MLGs com as distribui¢oes binomial,
Poisson, binomial negativa, gama e normal inversa. Apresentamos para cada distribui¢do a teoria
de estimagao dos parametros, ajuste dos modelos e as técnicas de diagnéstico e a aplicagao com
dados reais da drea de ciéncias atuariais. Finalmente, serdo apresentados os modelos lineares
generalizados duplos, os quais sdo utilizados quando se quer modelar simultaneamente a média e a

dispersao.
1.1 Organizacao da dissertagao

Esta dissertagao estd dividida em 6 capitulos. No segundo capitulo descrevemos os dados que
serao utilizados nos demais capitulos, os quais foram extraidos do livro “Generalized Linear Models
for Insurance Data”, por Piet de Jong e Gillian Geller, para maiores detalhes veja website
http://www.acst.mq.edu.au/GLMsforInsuranceData/. As informagdes se referem a dados atuariais
registrados em algumas regices da Australia. No total foram analisadas quatro bases de dados, a
base de seguros de automéveis, a base sobre morte de diabéticos, a base de seguros para terceiros

e a base de seguros para acidentes pessoais.

No terceiro capitulo abordamos alguns modelos para a anélise de dados binarios e de contagem.
Inicialmente discutimos o modelo logistico linear e em seguida o modelo de Poisson e com resposta
binomial negativa. Para o modelo logistico linear apresentamos a estimacao dos parametros, a
selecao de modelos por Akaike, a qualidade do ajuste e uma revisao abrangente de métodos de
diagnéstico é apresentada na sequéncia, em que definimos pontos de alavanca e discutimos andlise

de residuos, métodos de delegao de pontos dentre outros procedimentos. Em seguida no capitulo sao
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discutidos 0 modelo com resposta de Poisson. Para o modelo com resposta Poisson apresentamos
a classe do modelo log-linear de Poisson. E por fim, discutimos o modelo com resposta binomial

negativa para a andlise de dados de contagem com sobredispersao.

No quarto capitulo sao abordados o modelo com resposta gama e resposta normal inversa
para a analise de dados assimétricos positivos. Este capitulo inicia-se com o modelo com resposta
gama e em seguida apresentamos alguns resultados inferenciais e técnicas de diagnéstico. No final
do capitulo sao discutidos modelos com resposta normal inversa, com a apresentagao de alguns
resultados tedricos. No quinto capitulo discutimos a modelagem simultinea da média e da dispersao,
em que iniciamos com a apresentagao dos modelos lineares generalizados duplos. Em seguida,

apresentamos a estimagao dos parametros, algumas técnicas de diagnéstico e aplicagao.

Finalmente, no dltimo capitulo apresentamos as conclusoes desta dissertacao e possiveis traba-

lhos futuros.
1.2 Suporte computacional

Os scripts desenvolvidos ao longo desta dissertagao, para a estimagao e diagnéstico dos modelos,
assim como os graficos foram produzidos utilizando o R que se encontra disponivel gratuitamente
em http://r-project.org/. Para maiores detalhes sobre o R ver Thaka e Gentleman (1996) e
Cribari-Neto e Zarkos (1999).



Capitulo 2

Descrigao dos Dados

Neste capitulo descrevemos algumas bases de dados apresentadas no livro ” Generalized Linear
Models for Insurance Data”, por Piet de Jong e Gillian Geller. As bases utilizadas contém in-
formagoes sobre seguros de automével, seguros contra terceiros, 6bitos por diabetes e seguro de
acidentes pessoais. Antes de descrevermos as bases de dados definimos alguns termos técnicos

utilizados na area de seguros.

2.1 Terminologia na area de seguros

Apresentamos a seguir os termos que sao utilizados com maior frequéncia pelos profissionais da

drea de seguros. Esses termos foram extraidos da dissertagao de mestrado de Prieto (2005).

e Apdlice: é o documento em que se estabelece o contrato de seguro. A apdlice tem duas

caracteristicas importantes:

— A prova de que o contrato existe;

— As normas que regulam a relagao entre os contratantes.

e Beneficidrio: quando se segura a vida, a integridade fisica de uma pessoa pode ser designada.

a outra pessoa para que receba as indenizagoes.

e Classe de bonus: é a forma de classificar o segurado quanto ao mimero de renovacoes na
companhia sem a ocorréncia de sinistro. A cada classe de bénus é concedido um desconto
no prémio. E um desconto concedido ao segurado na renovagao do seguro que aumenta
progressivamente caso nao haja sinistro na vigéncia da apélice anterior. Exemplo: no primeiro
ano do seguro de automével, o bonus é 0%. Se durante este primeiro ano o seguro nao for
utilizado, na renovagdo do ano seguinte o segurado tem direito a 10% de bonus. No ano
seguinte, caso nao utilize o seguro, 15%. E assim sucessivamente na escala 20%, 25% e 30%
(limite). Da mesma forma que o bénus aumenta, também diminui uma classe caso o seguro

seja utilizado.

e Exposicao: ¢é a proporcao de dias em que o veiculo fica exposto ao risco durante a vigéncia,

do contrato. Forma de cdlculo: Exposigao = (n° de dias exposto ao risco)/365.
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Frequéncia de sinistros: é a razao entre a quantidade de sinistros e a exposicao de um parti-

cular segmento ou perfil.

Percentual de sinistros: é a razao entre a quantidade de sinistros e o ntimero de segurados de

um determinado perfil ou segmento.

Prémio: é o prego do seguro. E a quantidade de dinheiro que o tomador paga para que a
seguradora indenize o segurado em um eventual sinistro. O prémio tem em geral vigéncia

anual.

Prémio de risco: também chamado de prémio puro, matematico ou estatistico. E a quantidade
necessdria e suficiente que a seguradora deve cobrar para cobrir os riscos. Nasce do conceito

de esperanga matemdtica como prego justo de uma eventualidade.

Prémio de tarifa: também chamado prémio comercial, é o prémio de risco mais os encargos

(gastos administrativos comissdes e reservas técnicas).
Prémio de venda: é o prémio de tarifa somando os impostos.

Risco: é a possibilidade de perda ou dano. O homem desde que nasce vive sob a constante
ameaga de doenga, acidente, morte etc. Da mesma forma suas propriedades podem vir a

sofrer incéndios, roubos etc.

Segurado: ¢é a pessoa titular do interesse segurado. E quem sofre o prejuizo econdémico em
seus bens em caso de ocorréncia do sinistro ou a pessoa cuja vida ou integridade fisica é
segurada e portanto, quem receberd a indenizacdo no caso de um sinistro afetar o segurado
(exceto no caso de seguros de vida, em que a indenizagao em caso de morte é recebida pelo

beneficidrio). O tomador e o segurado podem ser a mesma pessoa ou pessoas distintas.

Seguradora: é a pessoa juridica que assume o compromisso de oferecer indenizagao quando
ocorre um sinistro. Para que uma empresa possa operar legalmente como seguradora esta
deve ter uma autorizagao da Superintendéncia de Seguros Privados (SUSEP). A SUSEP é o

érgao responsével pela regulamentaciao de toda atividade seguradora no Brasil.

Seguro: entendido como um contrato de convénio entre duas partes, a companhia ou entidade
seguradora de um lado e o tomador ou contratante do outro, mediante a qual a primeira se
compromete a ressarcir economicamente a perda ou dano que o segurado possa sofrer durante
a vigeéncia do contrato. A obrigagdo do segurado é pagar o preco do seguro total ou parcial

na. assinatura do contrato.

Sinistralidade: é um coeficiente (sinistro/prémio) que mede a relagio entre os sinistros pagos

em um determinado periodo e os prémios auferidos neste mesmo perfodo.

Sinistro: é a concretizagao do risco. Por exemplo, um incéndio que destréi uma fabrica, o

roubo de lojas, morte em um acidente, colisdo de um veiculo etc.
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Tabela 2.1: Descrigao das varidveis contidas na base de dados sobre seguro de automéveis.

Varidvel Descricao Intervalo

clm Ocorréncia do sinistro  (0)néo, (1)sim

numclaims Numero de sinistros 0-4

claimest0  Custo do sinistro $0-$57000 (em dolares australianos)
veh_value  Valor do veiculo $0-$350000 (em dolares australianos)
exposure Exposigao 0-1

veh_body  Tipo do veiculo BUS - 6nibus,

CONVT - conversivel,
COUPE - coupe,

HBACK - hatchback,
HDTOP - hardtop,

MCARA - trailer motorizado,
MIBUS - microonibus,
PANVN - van,

RDSTR - conversiveis de dois lugares
sem armagao para as janelas,
SEDAN - sedan,

STNWG - station wagon,
TRUCK - caminhao,

UTE - utilitario.

veh_age Idade do veiculo 1 (novo), 2, 3,4, 5,6

gender Sexo (1)feminino, (2)masculino

area Area da residéncia A, B,C,D,E,F

agecat Idade do condutor 1 (novo), 2, 3, 4
principal

e Tomador: ¢ a pessoa fisica ou juridica que assina o contrato e paga seu preco.

2.2 Base de dados sobre seguro de automdvel

A base de dados descrita a seguir contém informagoes de apdlices de seguros de automéveis no
periodo de um ano, que vai entre o periodo de 2004 e 2005. No total sao 67856 apdlices, das quais
4624 (6,8%) possuem pelo menos um sinistro. As varidveis disponiveis nesta base sao descritas na
Tabela 2.1.

2.2.1 Analise descritiva da base de dados sobre seguro de automével

Analisando a base de seguro de automével consegue-se ter um melhor entendimento do com-
portamento das varidveis.

Observando a, varidvel valor do veiculo, na Figura 2.1a, pode-se notar que a distribui¢ao desta
variavel se concentra nos carros de menor valor e pouca concentragio nos carros mais caros. Pelo
grafico do boxplot da Figura 2.1b pode-se notar que nao ha indicios que o valor do automével

interfira, no sinistro.
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Figura 2.2: Distribuicdo da exposi¢ao (a) e boxplot da exposigao pela ocorréncia de sinistro (b).

A varidvel exposigao é definida como sendo a propor¢ao de dias em que o veiculo fica exposto
ao risco durante a vigéncia do contrato no ano, ou seja, se o valor for um pode-se dizer que o
automével ficou exposto o ano inteiro. Analisando a distribuigao da Figura 2.2a pode-se notar que
existe uma concentragao préximo ao valor um. E pelo gréfico do boxplot, Figura 2.2b, pode-se ter
indicios que para os automdéveis que sofreram sinistro a exposi¢ao foi um pouco maior do que para,
os automéveis que nao sofreram sinistro.

Nos casos em que ndo houve ocorréncia de sinistro o custo é zero, no total sao 63232 casos sem
sinistro, ou seja, 93% dos casos. E para os 4624 casos com pelo menos um sinistro a distribuicao
foi decrescente & medida que aumenta o custo. Ver detalhes na Figura 2.3.

Na varidvel tipo de veiculo existem 13 grupos de veiculos, a distribuicao dos veiculos que entra-
ram no estudo estd descrita na Tabela 2.2. As categorias que mais possuem veiculos sao os grupos
SEDAN (Sedan) com 32,76% e HBACK (Hatchback) com 27,88%. A categoria BUS (Onibus) com

18,8% foi a que teve maior percentual de sinistros.
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Figura 2.3: Distribuigdo do valor do sinistro.

Tabela 2.2: Distribui¢ao dos veiculos segundo a ocorréncia. de sinistro, o total de veiculos, a porcentagem de
veiculos com sinistro e a porcentagem de veiculos segundo o tipo do vefculo.

Tipo do Veiculo Sem Sinistro Com Sinistro Total Evento Freq

BUS 39 9 48 188% 0,07%
CONVT 78 3 81 3,7%  0,12%
COUPE 712 68 780 87% 1,15%
HBACK 17651 1264 18915 6,7% 27,88%
HDTOP 1449 130 1579 82%  2,33%
MCARA 113 14 127 11,0% 0,19%
MIBUS 674 43 717 6,0% 1,06%
PANVN 690 62 752 82% 1,11%
RDSTR 25 2 27 74%  0,04%
SEDAN 20757 1476 22233 6,6% 32,76%
STNWG 15088 1173 16261 72% 23,96%
TRUCK - 1630 120 1750 6,9% 2,58%
UTE 4326 260 4586 5% 6,75%
Total 63232 4624 67856 6,8% 100%

Os veiculos com idade referente as categorias 3 e 4 somam 57,5%, ou seja, os veiculos mais
antigos sao a maioria nesta base. O grupo que possui maior percentual de sinistros é formado por
veiculos com idade referente a categoria 2 (7,6%). Para maiores detalhes ver Tabela 2.3.

A quantidade de veiculos com condutor principal do sexo feminino foi um pouco maior do
que com condutor principal do sexo masculino, respectivamente 56,9% e 43,1%. O percentual de
veiculos ou apélices que possuem pelo menos um sinistro foi muito préximo para ambos os sexos,
ou seja, pode-se verificar que a varidvel sexo nao é discriminante para a ocorréncia de sinistro. Para,

maiores detalhes ver Tabela 2.4.
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Tabela 2.3: Distribuicao dos veiculos segundo a ocorréncia de sinistro, o total de veiculos, a porcentagem de
veiculos com sinistro e a porcentagem de veiculos segundo a faixa de idade do veiculo.

Idade do Veiculo Sem Sinistro Com Sinistro Total Evento  Freq

1 (novo) 11432 825 12257 6,7% 18,1%
2 15328 1259 16587 76% 24,4%
3 18702 1362 20064 6,8% 29,6%
4 17770 1178 18948 6,2% 27,9%
Total 63232 4624 67856 6,8% 100%

Tabela 2.4: Distribuicao dos veiculos segundo a ocorréncia de sinistro, o total de veiculos, a porcentagem de
veiculos com sinistro e a porcentagem de veiculos segundo o sexo.

Sexo Sem Sinistro Com Sinistro Total Evento  Freq
Feminino 35955 2648 38603 6,9% 56,9%
Masculino 27277 1976 29253 6,8% 43,1%
Total 63232 4624 67856 6,8% 100%

O local de residéncia do condutor principal ou drea com maior quantidade de apdlices é a 4rea
C, com 30,3% das apdlices. E a regiao com maior percetual de apélices com pelo menos um sinistro

¢é a drea F com 7,8% de sinistros. Para maiores detalhes ver Tabela 2.5.

Pela varidvel idade do condutor principal nota-se que quanto mais jovem o condutor maior
¢ a chance de sinistro. Para a primeira categoria o percentual de sinistros foi de 8,6% e para a
tltima categoria foi de 5,6%, e as porcentagens de veiculos em cada uma dessas categorias foram,

respectivamente, 8,5% e 9,6%. Para maiores detalhes ver Tabela 2.6.

2.3 Base de dados sobre diabetes

A base de dados sobre diabetes diz respeito ao niimero de mortos por diabetes em New South
Wales, Australia em 2002, coletados pela Australian Institute of Health and Welfare. No total sdo

Tabela 2.5: Distribui¢ao dos veiculos segundo a ocorréncia de sinistro, o total de veiculos, a porcentagem de
veiculos com sinistro e a porcentagem de veiculos segundo a 4rea residencial do condutor principal.

Area Residéncial Sem Sinistro Com Sinistro Total Evento Freq

A 156227 1085 16312 6,7% 24,0%
B 12376 965 13341 72% 19,7%
C 19128 1412 20540 6,9% 30,3%
D 7677 496 8173 6,1% 12,0%
E 5526 386 5912 6,5% 8,7%
F 3298 280 3578 78%  53%
Total 63232 4624 67856 6,8% 100%
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Tabela 2.6: Distribuicao dos veiculos segundo a ocorréncia de sinistro, o total de veiculos, a porcentagem de
veiculos com sinistro e a porcentagem de veiculos segundo a faixa de idade do condutor principal.

Idade Sem Sinistro Com Sinistro Total Evento  Freq

1 (novo) 5246 496 5742 8,6% 8,5%
2 11943 932 12875  7,2% 19,0%
3 14654 1113 15767  7,1% 23.2%
4 15085 1104 16189  6,8% 23,9%
5 10122 614 10736  57% 158%
6 6182 365 6547  56% 9,6%
Total 63232 4624 67856  6,8% 100%

Tabela 2.7: Descrigao da base de dados sobre diabetes.

Varidvel Descrigao Intervalo

popn Populagao Populagao do grupo formado

deaths Mortes Numero de mortes

gender  Sexo masculino e feminino

age Idade média do grupo 20(<25), 30(25-34), 40(35-44), 50(45-54),

60(55-64), 70(65-74), 80(75-84), 90(+85) (em anos)

6635078 individuos dos quais apenas 968 (0,01%) morreram de diabetes. As varidveis disponiveis

nesta base encontram-se na Tabela 2.7, com as respectivas descrigoes.

2.3.1 Anadlise descritiva da base de dados sobre diabetes

Os dados sao representados graficamente na Figura 2.4a, onde pode-se notar que o nimero de
mortes aumenta a uma taxa exponencial em idades mais avancadas, sendo que em geral o nimero
de mortes do sexo masculino é maior e apenas para individuos de 90 anos de idade o nimero de
mortes para o sexo feminino é maior. Observando a Figura 2.4b nota-se que o percentual de mortes
de homens com diabetes é maior do que de mulheres para as idades mais elevadas. E por fim,
na Figura 2.4c, onde utilizamos o logaritmo no percentual de mortes por diabetes, consegue-se

linearizar a tendéncia.
2.4 Base de dados sobre seguro para terceiros

Seguro para terceiros é um seguro para os proprietdrios de veiculos. Esse seguro garante aos
proprietarios de veiculos indenizac¢ao no caso de danos causados a outros motoristas, passageiros ou
pedestres, como resultado de um acidente. Esse conjunto de dados registra o niimero de sinistros
com terceiros em um periodo de doze meses entre 1984 e 1986 em cada uma das 176 dreas geograficas
(drea governamental local) em New South Wales, Autrélia. Outras varidveis sao registrados tais
como o nimero de acidentes, o niimero de pessoas mortas ou feridas e a populagao de cada 4rea.

As varidveis disponiveis nesta base encontram-se na Tabela 2.8, com as respectivas descrigoes.
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Figura 2.4: Diagrama de dispersao do niimero de mortes contra a idade (a), porcentagem de mortes contra
a idade (b) e logaritmo da porcentagem de mortes contra a idade (c).

Tabela 2.8: Descri¢ao da base de dados sobre seguro para terceiros.

Varidvel Descrigao Intervalo
lga Area governamental local .

claims Numero de sinistros com terceiros 0-6524
accidents Numero de acidentes 17-9416

ki Numero de mortos ou feridos 11-4201
population  Populagao da lga 1450-584900

pop_density Densidade Populacional da lga

2.4.1 Anadlise descritiva da base de dados sobre seguro para terceiros

Observando o diagrama de dispersao da Figura 2.5a nota-se que existem indicios que o nimero
de sinistros envolvendo terceiros tem relagdo com o niimero de acidentes, ou seja, quanto maior o
nimero de acidentes na 4rea governamental maior é o niimero de sinistros envolvendo terceiros. O
mesmo comportamento pode ser observado no diagrama de dispersdo da Figura 2.5b, que quanto

maior o nimero de mortes na drea governamental maior é o niimero de sinistros envolvendo terceiros.
2.5 Base de dados sobre seguro para acidente pessoal

Essa base de dados contém informagdes sobre 22036 casos de seguros de danos pessoais. Essas
reivindicagoes sao registros resolvidos com pagamento maior que zero, de acidentes ocorridos de
julho de 1989 até junho de 1999. O conjunto de dados contém as varidveis listadas na Tabela 2.9.

2.5.1 Analise descritiva da base de dados sobre seguro para acidente pessoal

No gréfico da Figura 2.6a temos o histograma do valor do sinistro. Esta varidvel tem distribuicao
assimétrica a direita com grande concentragao de valores préximos de zero.

Na Figura 2.6b encontra-se o gréfico de representacao legal, e pode-se verificar que a maioria
(aproximadamente 64%) dos individuos tém representante legal.

Pela Figura 2.7a nota-se pelo gréfico que aproximadamente 70% dos acidentes pessoais foram

sem lesdo, e 1,16% dos casos foram de acidentes fatais, e aproximadamente, 5,7% foram casos sem
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Figura 2.5: Diagrama de dispersdo do niimero de sinistros envolvendo terceiros com o niimero de acidentes
(a) e do niimero de sinistros envolvendo terceiros com o niimero de mortes e feridos (b).

Tabela 2.9: Descricao da base de dados sobre seguro para acidente pessoal.

Varidvel  Descrigao Intervalo
total Montante do acordo $10 - $4490000 (em dolares australianos)
inj1 Cédigo da lesao 1(sem lesdo), 2, 3, 4, 5, 6(fatal) e 9(ndo gravado)
accmonth Meés do acidente 1(julho/89) até 120(junho/99)
repmonth Més do relatério 1(julho/89) até 120(junho/99)
finmonth Més da finalizagao  1(julho/89) até 120(junho/99)
legrep Representagao legal 0(ndo), 1(sim)
op_time  Tempo operacional 0,1 - 99,1 (em %)
5. o
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Figura 2.6: Histograma do valor do sinistro e a propor¢ao da representagao legal.
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Figura 2.8: Histograma do més que o acidente foi comunicado e do més que o processo foi concluido.

registro.

No gréfico da Figura 2.7b tem-se a varidvel que indica o més em que ocorreu o acidente, sendo
1=julho/89, ..., 120=junho/99. Os meses com maior ocorréncia de acidentes sdo os meses de
dezembro/89, janeiro/90.

Os dois tltimos gréficos (Figura 2.8) referem-se ao més que foi comunicado sobre o acidente
e o outro ¢ o més que foi finalizado todo o processo do acidente. Na Figura 2.8a verifica-se que
a quantidade de eventos comunicados nos primeiros meses foi muito maior do que nos préximos
meses. E na Figura 2.8b, verifica-se que a quantidade de ocorréncia foi aumentando no decorrer

dos meses.



Capitulo 3

MLGs com resposta discreta

3.1 Introdugao

A aplicagao dos modelos lineares generalizados (MLGs), maiores detalhes ver Paula(2010), tem-
se verificado em diferentes dreas cientificas, sobretudo nas ciéncias atuariais, ciéncias biomédicas e
ciéncias sociais. A partir deste capitulo ilustraremos os MLGs em diversas situagoes caracterizadas
pela natureza dos dados ou pelo objetivo da anilise estatistica. Em particular, serao apresentados
os modelos para dados discretos, os quais representados pelos dados binarios ou por dados na forma,

de contagem.
3.2 Modelos para dados bindrios

Neste tépico sera abordado o modelo de regressao logistica para a analise de dados com resposta
bindria, ou seja, resposta com apenas dois resultados de interesse. Normalmente é chamado de
“sucesso”o resultado mais importante da resposta ou o evento que se queira estudar. Este tipo de
resposta é facilmente encontrado em situagoes praticas. A seguir temos alguns exemplos em que

aparecem esse tipo de resposta:

¢ o resultado da inspegao veicular, aprovado ou reprovado;
e a ocorréncia de sinistro apés um ano do contrato de apdlice, sim ou nao;

e o resultado do diagnéstico de um exame de laboratério, positivo ou negativo.

O modelo logistico é muito utilizado e uma das explicagoes seria a facilidade para interpretacao

dos pardmetros.
3.2.1 Resposta bindria

Considere a varidvel resposta Y com dois possiveis valores 0 ou 1. O objetivo é descrever
0 comportamento da varidvel Y em termos de varidveis explicativas cujos valores sao dados por
X = (z1,...,2p)T. Se 7 é a probabilidade para Y = 1, entdo podemos supor que Y segue uma
distribuicdo de Bernoulli, Y ~ Be(x), em que

E(Y) =,

13
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7=P(Y =1|x), 1—m=P(Y =0[x)

e Var(Y)=n(1 —n).

A distribuicao de Bernoulli é um caso especial da binomial e faz parte da familia exponencial

de distribuigoes.
3.2.2 Regressao logistica

A regressao logistica hd muito tempo vem sendo utilizada na édrea da saide e nesses tltimos
anos, o seu uso se expandiu para outras areas, como setor financeiro, atudria, marketing etc.
Seu principal objetivo consiste em investigar a relacdo entre uma variavel biniria e um grupo
de varidveis explicativas, categéricas ou continuas. A provével explicacao da larga utilizagao da
regressao logistica seria pela facilidade de interpretagiao dos parametros, e mesmo quando os dados
de interesse nao sao do tipo bindrio, alguns pesquisadores agrupam os valores, transformando a
resposta em bindria, de modo que a probabilidade de interesse possa ser modelada. A funcéo

densidade da distribuigao logistica é dada por

eV
fly) = e e
em que —oo < y < oo. A partir de f(y) segue que a fungdo de distribuigao acumulada fica expressa
na forma
&Y
PO = ey
E o modelo logistico binomial é da forma
ez
@)= e

que foi obtido substituindo F(y) por 7 e y por z na expressao de F(y).
3.2.3 Regressao logistica simples

No modelo de regressao logistica simples m(z) significa a probabilidade de ocorrer um evento

dado o valor z de uma varidvel explicativa z, sendo definida por

ebPo+Biz

= T o (3.1)

7(z)

Este modelo poderia, por exemplo, ser utilizado para analisar a associagao entre um fator particular
e a ocorréncia ou nao de sinistro. Se z = 1 denota a ocorréncia do fator e z = 0 a auséncia do

fator, entao

ebo+B1
7T(1) = 1 + eﬁ0+ﬂl
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ebo

m(0) = 1T ok

Portanto, (1) denota a probabilidade de ocorrer sinistro no grupo em que hé presenca do fator

e 7(0) denota a probabilidade de ocorrer sinistro no grupo em que existe auséncia do fator. Serd

assumido para cada individuo amostrado do grupo z = 1 que Y ~ Be(n(1)) e para cada individuo
amostrado do grupo z = 0 que Y ~ Be(7(0)).

A razao entre uma probabilidade e a probabilidade complementar é denominada razao de chan-

ces (Odds Ratio), e indica a quantidade de vezes que a ocorréncia de um determinado evento é

mais provavel que a de nao ocorréncia. No caso da regressao logistica simples, a chance do evento

no grupo com presenca do fator (z = 1) e no grupo com auséncia do fator (z = 0) é definida,

respectivamente, por

ﬂ — Pot+h
1—-n(1)

L((L — ePo
1—x(0) )

Logo, a razao de chances fica dada por

b= n(1)(1 —=(0)) ePo+b
- w(0)(1 —7(1)) ePo

=P, (3.2)

Entdo, obtém-se que 1) = ef1. Para o caso em que z seja continua a interpretacdo é um pouco
diferente. Supondo um valor observado z para a varidvel X, acrescentando esse valor de uma

unidade, obtemos

ePo+pB1(z+1)
mz+1)= 1 + ePot+Bi(z+1)"
Logo,
_me+l) el (1+ efemten)
1-n(z+1) 1 + ePothi(z+1)
= PotBi(z+1)
= Pobrehriz
Similarmente, tem-se que
7(z) — PohiT.

1 —n(z)



16 CAPITULO 3. MLGS COM RESPOSTA DISCRETA

Portanto, a razao de chances entre um individuo com X =z + 1 e outro individuo com X = z fica
dada por

m(z+1)(1 = n(z))
n(z)(1 — w(z + 1))
ePoehroPrz

eﬁOeﬂlx
-

Ou seja, acrescentando em uma unidade para z a razao de chances fica novamente dada por P
3.2.4 Estimacao dos parametros

O método mais eficiente para estimar os pardmetros para o modelo de regressao logistica é o
método de méxima, verossimilhanca. Para iniciar é necessério construir a, funcao de verossimilhanga
denotada por [(3) para o modelo proposto. A funcao de verossimilhanga representa a probabilidade
de reproduzir os dados da amostra, para o modelo, supondo que 3 = (Bo, B1)T desconhecido, em
que 3 ¢ o vetor dos parametros do modelo.

Supondo que Y segue a distribuicio de Bernoulli (Y ~ Be(n(x))), em que o vetor x contém
valores observados da varidvel explicativa. Assim, m(x) = P(Y = 1|x) e 1 —7n(x) = P(Y = 0|x), em
que x = (1,2)”. Para uma amostra de n individuos independentes sers assumido para o i-ésimo
individuo que Y; ~ Be((x;)), entdo P(Y; = Yilxi) = 7(x;) ¥ [1 — 7w(x)] %,

Assim, a funcao de verossimilhanca conjunta [(3) serd dada pelo produto das probabilidades

UB) = [TimGea)ls(1 — m(xa)y . (33)

A forma como a fungio de verossimilhanga est4 representada, torna o seu célculo muito dispen-
dioso de forma que serd calculado o logaritmo da fungao de verossimilhanga L(3), uma vez que
este transforma o produto em uma soma de probabilidades. A estimagdo dos parametros é obtida,

maximizando-se a fungao

L(B) = ) _ {vilog(m(x:)) + (1 — ys)log(1 — m(xi))} -
=]

Os valores de B que maximizam L(B) sao obtidos derivando-se L(B) em relagao aos parametros
Bo e B1. Logo, serd necessirio calcular a primeira, derivada parcial do logaritmo da funcio de

verossimilhanca com relagio a cada parametro (Bo e B1) e igualar a Zero, ou seja,

OL(B) _ <~ Y
9Bo = Z(yt —7(x;)) =0

=1



3.2. MODELOS PARA DADOS BINARIOS 17

OL(B) _ <~ Mo
6—[‘31 - ;(yl - W(Xz))l‘,_ =0

A solugao deste sistema de equagoes nao lineares com os parametros g e B; sao obtidas através
de um processo iterativo baseado no método de Newton-Raphson (McCullagh e Nelder, 1989).
As estimativas de maxima verossimilhanca dos pardmetros obtidas serao denotadas por 3. Uma
consequéncia interessante derivada da equagao ) i, (y; — (%)) =0 é que D 1 yi = Yooy (%),
ou seja, a soma dos valores observados é igual & soma das probabilidades.

O valor da fungao de verossimilhanga. l(,@) varia entre 0 e 1, logo, o logaritmo da fungao de
verossimilhanga L(/3) serd um nimero negativo e alcangars o valor 0 em um modelo hipotético em

que se reproduziram os dados de forma exata.
3.2.5 Regressao logistica miiltipla

Considere a colegao de valores de varidveis explicativas denotadas pelo vetor x = (1, z;, .. ., :np)T.

Seja 7(x) a probabilidade de Y assumir o valor 1 dado x,

m(x) = P(Y = 1|x). (3.4)
O modelo de regressao logistica miiltiplo assume que Y ~ Be(n(x)), no qual

e
(x) = 1+4+en’

com n = o + 121 + ...+ Bpzp sendo o preditor linear.
3.2.6 Estimacao dos parametros

Suponha uma amostra de n observagdes independentes do par (x;,%;), i = 1, 2, ..., n. As-
sim, como foi descrito para o modelo de regressdo logistica simples, o0 método de estimacao dos
parametros do modelo serd o de maxima verossimilhanga, com o qual serd estimado o vetor 8 =

(Bo, B1, - - -, Bp)T. As equagdes de verossimilhanga sdo expressas como

Y (i —n(x:)) =0,
i=1

n

> (v = m(xi)zi =0,

i=1

> (v = (x:))zip = 0.
i=1

Em forma matricial essas expressoes podem ser escritas como
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XT(y - m) = O’

em que
Y= (yl)" " :yﬂ)Ta

m = (7(x1),...,7(x))T e
1 i1 .- Zip
1 =z .

x=|, (3.5)
1 Tnr ... Tnp

¢ a matriz modelo. Aplicando-se o método escore de Fisher (Paula, 2010) chega-se ao processo

iterativo para estimar 8 = (Bo, B1, - - -, Bp)T
) = (XTVMX) XTIV m —0,1,2, ...
em que z = (z1,...,2,)7 com

o yi — m(x;)
A A = w(a))

V =diag{V4,...,Va}, com V; = m(x;)(1 — 7(x;)).

Denotaremos por ,E) a estimativa de mdxima verossimilhanca que é obtido da convergéncia
do processo iterativo dado acima. Para n grande e sob condigoes usuais de regularidade ,B tem
distribuicao aproximadamente normal de média 3 e matriz de varidncia covariancia (XTVX)~1.
Ou seja, para n grande, 8 ~ N, (8, Var(B)), em que Var(3) = (XTvx)-L

DADOS AGRUPADOS

Se as unidades experimentais sdo grupos, digamos k grupos, entio as varidveis explicativas sao
observadas nesses grupos e observamos para cada elemento do grupo a ocorréncia ou nio do evento.
Aqui teremos k grupos de tamanhos n,...,n; e observamos para cada grupo o par (x;,¥:),i =
1,...,k, com y; sendo o niimero de sucessos ¢ x; contém os valores de varidveis explicativas.

Neste caso, denominado dados agrupados, as equagoes de méxima verossimilhanca assumem a,

forma

XT(y —m) =0,

em que
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Yy = (yl)'-'7yk)T:

T
m = (m7(x1),...,ngm(xyg))
e X tem a mesma forma anterior. O processo iterativo fica também dado por

A = (XTVmX)-1XTy(m),m) o, _ 0,1,2, ..
em que z = (z1,...,2)7 com

5= Yyi — nym(x;)
b omam(x) {1 - ()}
e V = diag{ni7(x1),...,n7m(xx)}. Para n; grande, Vi, B ~ N,,(,B,Var(ﬁ)), em que Var(,[:}) =
(XTVX)L.

3.2.7 Selegcao de modelos

Apés o conjunto de varidveis explicativas que serao incluidas no modelo logistico ser definido,
¢ preciso conhecer a melhor maneira de encontrarmos um modelo reduzido que contenha apenas
as varidveis explicativas e interacdes que sejam mais importantes para explicarmos a probabilidade
de sucesso m(x). Para o modelo logistico, a interpretacio dos parametros é importante, uma
forma mecanica de selecio pode levar a um modelo que nao faga sentido e de dificil interpretagao.
Particularmente, a inclusio de certas interagoes impoe a permanéncia no modelo de seus respectivos
efeitos principais de ordem inferior, na ética do principio hierdrquico. A selecio de um modelo
logistico deve ser um processo de selegao estatistica, de modelos e em conjunto com bom senso. Em
Paula (2010) ha uma descrigiao dos métodos tradicionais de selecao de modelos tais como forward,
backward, stepwise os quais requerem niveis de significancia de entrada e de saida para cada passo
ou interacao. Logo, variando-se os niveis de significincia pode-se obter resultados diferentes. J4 o
método de Akaike, que descrevemos a, seguir, usa um critério de otimizagao baseado na funcio de

verossimilhanga que depende apenas das varidveis que estao sendo consideradas no modelo.
METODO DE AKAIKE

Um procedimento mais simples para a selegao de varidveis explicativas num modelo logistico é
através do método de Akaike. Este método de selecio desenvolvido por Akaike (1974) basicamente
se diferencia do método de stepwise por se tratar de um procedimento de otimizagdo que nao
envolve testes estatisticos. A ideia é selecionar um modelo que esteja bem ajustado e tenha um
nimero reduzido de pardmetros. Como o méximo do logaritmo da. funcio de verossimilhancga L(3)
cresce com o aumento do nimero de parametros do modelo, uma proposta razodvel seria encontrar

0 modelo com menor valor para a funcio
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AIC = —2L(B) + 2p, (3.6)

em que p denota o nimero de parametros.

Uma sugestao de como utilizar este método, detalhes ver Paula (2010), é primeiro fazermos uma
selegao dos efeitos principais e depois num segundo passo, das interagoes de 1% ordem. Eventual-
mente algumas varidveis explicativas selecionadas podem nao ser significativas marginalmente e a
retirada das mesmas do modelo poderd ser confirmada através de algum teste estatistico apropri-
ado, como por exemplo o teste da razao de verossimilhangas. A inclusao de interacoes de 12 ordem
pode ser feita individualmente dentre aquelas interagoes de interesse ou de facil interpretagao, pois

com a entrada de interagoes no modelo a interpretagdo do modelo tende a, ficar mais complexa.
3.2.8 Ajuste do modelo

Apés selecionarmos as varidveis do modelo é importante verificarmos se o ajuste do modelo é
adequado. Mas antes de discutirmos a qualidade do ajuste do modelo logistico, apresentaremos a

funcao desvio para os MLGs.
FUNGAO DESVIO

O modelo saturado é 1til para julgar a qualidade do ajuste de um determinado modelo através
da introdugao de uma medida de distancia dos valores ajustados fi com esse modelo e dos corres-
pondentes valores observados y. Essa medida de discrepancia entre o modelo saturado e o modelo
sob investigacao ¢ motivada pela estatistica de razao de verossimilhangas.

Suponha que o logaritmo da fung¢ao de verossimilhanga seja definido por

L(y) = D L i),
i=1

em que y; = g~ (n;) e 7; = xF B. Para o modelo saturado (p = n) a fungao L(u;y) é estimada por

L(y;¥) = Y L(wisve)-
i=1

Ou seja, a estimativa de maxima verossimilhanca de ; fica nesse caso dada por ji; = y;. Quandop <
n, denotaremos a estimativa de L(u;y) por L(jz;y). Aqui, a estimativa de maxima verossimilhanga
de p1; serd dada por fi; = g~1(;), em que 7; = x7 8.

A qualidade do ajuste de um MLG é avaliada através da funcdo desvio

D*(y; ) = ¢D(y; ir) = 2{L(y;y) — L(iz;¥)},

que é uma distincia entre o logaritmo da fungao de verossimilhanca do modelo saturado (com n
parametros) e do modelo sob investigacdo (com p paradmetros) avaliado na estimativa de maxima

verossimilhanca fz. Um valor pequeno para a fungio desvio indica que, para um niimero menor de
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parametros, obtém-se um ajuste tdo bom quanto o ajuste com o modelo saturado.
Se denotarmos por 0; = 0;(ji;) e 0; = 6; (/2;) as estimativas de maxima verossimilhanca de @ para
os modelos com p pardmetros (p < n) e saturado (p = n), respectivamente, temos que a funcao

D(y; ft) fica, alternativamente, dada por

D(y; 2) = 2> {i(0; — 6:) + (b(6:) — b(6y))}

=1
FUNQRO DESVIO NO CASO BINOMIAL

Apresentamos a seguir a fungao desvio para o modelo binomial. Denotamos D(y; &) = " d%(yi; )
em que d?(y;; ji;) serd denominado componente do desvio nio escalonado.

O desvio é sempre maior ou igual a zero, e decresce & medida que varidveis explicativas vao
sendo adicionadas ao modelo ajustado, e quando o modelo ajustado for igual ao modelo saturado
o desvio se torna zero.

Logo, para definir o desvio da binomial assumimos Y; ~ B(n;, u;), i = 1,...,k, obtemos 8; =
log{yi/(ni —v:)} e 6; = log{ji:/(1 — fi;)} para 0 < y; < n;. Logo, o desvio assume a seguinte forma:

k
D(y; &) =2 ) _[yilog(yi/nijis) + (ni — yi)log{(1 — yi/ni) /(1 — i) }]-
i=1
Contudo, quando y; = 0 ou y; = n;, 0 i-ésimo_termo de D(y; 1) é igual a —2n;log(1 — ji;) ou
—2n;logji;, respectivamente (ver Paula, 2010). Portanto, os componentes do desvio no caso binomial

assumem as seguintes formas:

2[yilog(yi/mifii) + (i — yi)log{(1 — yi/n:i)/(1 — i)}] se 0 <y; < ny;
& (i i) = { —2nlog(1 — ;) 88 1y =0;
~2nilog/2,~ S€ Y; = n;.

QUALIDADE DO AJUSTE NO CASO BINOMIAL

O desvio de modelos com resposta binomial tem distribuicao assintética conhecida apenas para
o caso de dados agrupados. Ou seja, se Y; ~ B(ni,m;), i = 1,...,k, entdo o desvio D(y; )
segue quando n; ¢é grande Vi, a distribui¢ao é qui-quadrado com (k — p) graus de liberdade. Para
os demais casos a distribuicao assintética do desvio é em geral desconhecida. Nesses casos, a
recomendagao é usar a estatistica de Hosmer e Lemeshow (1989), que sugerem uma estatistica
alternativa que consiste em ordenar os n individuos segundo as probabilidades preditas e dividi-los
em aproximadamente g = 10 grupos com aproximadamente o mesmo tamanho. Essa estatistica

¢ definida comparando-se o nimero observado com o ntimero esperado de sucessos nos g grupos
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formados, assumindo a forma

n o (05 — nli7j)?
C=y o0 47 3.7
]Z: ;i (1 - 7;) (37)

em que O; denota o niimero de sucessos no J-ésimo grupo formado, n_f, representa o tamanho deste
grupo e 7; representa a probabilidade predita média desse grupo. Hosmer e Lemeshow verificaram
atrdves de simulagdes que a. distribuicao nula assintética de C' pode ser bem aproximada, por uma,
distribuicao qui-quadrado com (g — 2) graus de liberdade.

Embora o desvio nem sempre tenha distribuicao assintética conhecida, a diferenca de desvios
de modelos encaixados tem distribuigao assintética, qui-quadrado. Vamos supor que o vetor de
pardmetros 3 seja particionado na forma 8= (,BT, BT em que B; é um vetor ¢ x 1 e B, é um
vetor (p —¢) x 1. Sejam D(y; i°) e D(y; fz) os desvios dos modelos com (p — q) e ¢ parametros,
respectivamente. Ou seja, D(y; %) é o desvio do modelo reduzido em que Hy : B; = 0. Entao,
a estatistica da razao de verossimilhancas para testar Hy : B; = 0 contra Hj : B # 0 pode ser

expressa na forma

rv =D(y; 2°) — D(y; 2),
e sob Hp e para n grande segue a distribuicao qui-quadrado com q graus de liberdade.
3.2.9 Técnicas de diagnéstico

Antes de apresentarmos as particularidades das técnicas de diagnéstico para os modelos bino-
miais, vamos apresentar um resumo dessas técnicas para os MLGs, ver Paula (2010).

No processo de ajuste do modelo de regressao, a andlise de diagndstico é uma ferramenta impor-
tante na verificacdo de possiveis afastamentos das suposigées feitas para o modelo, especialmente
para o componente aleatério e para a parte sisteméitica do modelo, bem como a existéncia de ob-
servagoes discrepantes com alguma influéncia desproporcional nos resultados do ajuste. A andlise
de diagndstico teve inicio com a anslise de residuos para detectar a presencga, de pontos aberrantes
e avaliar a adequagao da distribuigao proposta. para a varidvel resposta.

A detecgao de observagoes influentes na anilise de diagndstico é um tépico importante, pois
estas observagoes sao pontos que exercem um peso desproporcional nas estimativas dos parametros
do modelo. O estudo apresentado por Hoaglin e Welsch (1978) sobre a diagonal principal da matriz
de projecao H = X(XTX)~!X, em que X é a matriz modelo, que motivou a defini¢do de pontos
de alavanca, que recebem esse nome por terem um peso desproporcional no préprio valor ajustado.
Esses pontos em geral possuem um perfil diferente dos demais pontos no que diz respeito aos valores
das varidveis explicativas.

A exclusdo de pontos talvez seja a técnica mais conhecida para avaliar o impacto da retirada de
uma observagao particular nas estimativas da, regressao. A distancia de Cook (1977), originalmente
desenvolvida para modelos normais lineares, foi rapidamente assimilada e estendida para diversas

classes de modelos.
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PONTOS DE ALAVANCA

A ideia de pontos de alavanca é estudar o efeito de cada observacao no préprio valor ajustado
e isso ¢ medido na regressao normal linear através da derivada 97;/dy;, em que §; é o valor predito
que sai da relagdo y =Hy, ¥ = (1,...,92)7, H= X(XTX)'XT ey = (y1,...,ya)T. Fica facil

mostrar que

Oyi T Ty-1
6y: =hi =x; (X7 X) 7' x,,
em que xg‘ ¢ a i-ésima linha da matriz X e h;; é o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz

H. Mostra-se que 0 < hj; < 1 e valores altos de h;; indicam pontos com efeito desproporcional no
préprio valor ajustado. Um critério descritivo é olhar com mais atengao aqueles pontos tais que
hi; > 2p/ .

Em MLGs pode-se também calcular a derivada 87;/dy; como é discutido, por exemplo, em
Paula (2010). Uma forma equivalente serd apresentada a seguir com base no processo iterativo
para obter 3 em MLGs.

Na convergéncia do processo iterativo dos MLGs para obter 3 tem-se a seguinte relagao:

B=XTWX)1XTWsz, (3.8)
em que X é a matriz modelo, W = diag{w1,...,wn} é a matriz de pesos com w; = (du;/dn;)?/V;
ez = (z1,...,22)T ¢ a varidvel dependente modificada. O processo iterativo dado em (3.8) é

equivalente & solugao de minimos quadrados da regressao linear de % contra X com matriz de pesos

W. Dessa regresséo linear a matriz H correspondente assume a forma
H=W"2XXTWX) 1XTW!/2,
e portanto é sugerido olhar os elementos da diagonal principal de H, dados por
hi; = wixT (XTWX) " x;.

A sugestao para detectar pontos de alavanca em MLGs é construindo o grifico de izii contra os

valores ajustados.
REsiDUOS

Na, regressao normal linear, como é conhecido, o residuo mais recomendado é o residuo Studen-

tizado, definido por

Yi — Vi
SVI—iLii,
2

em que s” ¢ a estimativa nao viesada de o2. Todavia, como #; nio segue distribui¢do aproximada-

t; =
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mente normal utiliza-se o residuo modificado

7 = b
S(i) \Y 1-— hii
em que s%i) € a estimativa nao viesada no ajuste do modelo sem a i-ésima observacao. Esse residuo
t; tem distribuigdo aproximadamente normal, particularmente para n grande.
Um residuo que pode ser derivado para os MLGs com base no processo iterativo (3.8), que seria

um andlogo de ¢ para a regressao linear de Z contra X com matriz de pesos W, é definido por

ts. — \/;(yi—ﬁi)
VT

em que </; é a estimativa do pardmetro de dispersao ¢

Como a distribuicao de ts; é em geral assimétrica dificultando a anélise de residuos, outros
residuos com distribui¢ao aproximadamente simétrica foram proposto para os MLGs. Por exemplo,
o residuo de Anscombe (vide Paula, 2010). Porém, o residuo mais utilizado na classe dos MLGs é

o residuo componente do desvio, definido por

\/;d(yi; i)

tp, = —F——,
em que d(y;; f1;) = £+/d%(y;; ;). O sinal de d(y;; %) é o mesmo de y; — ji;. Vérios estudos de
simulagao desenvolvidos por autores diferentes tém indicado boa corcondancia entre a distribuicao
empirica de ¢p, com a distribuigao normal padrao. No caso binomial com dados agrupados tem-se
boa corcondéncia mas quando ndo tem-se dados agrupados tem-se apenas a simetria em torno de
zero. Assim, recomenda-se fortemente o grafico normal de probabilidades com envelope gerado
(vide Paula, 2010) para detectar pontos aberrantes e afastamentos importantes das suposigoes da

parte aleatéria do modelo.

INFLUENCIA

O método mais conhecido para detectar pontos influentes na regressio normal linear é a distancia
de Cook, que mede o afastamento entre 3 e B(i), em que B(i) denota a estimativa de minimos

quadrados sem a i-ésima observagao. Essa distancia é definida por

_ (B— BT (XTX)(B - B

D; - :

Apés algumas manipulagGes de dlgebra linear é possivel obter uma, expressio fechada para ﬁ(i) e

consequentemente para D;. Segue que



3.2. MODELOS PARA DADOS BINARIOS 25

o 1§hii 2

pl—hy;

em que h;; e t; foram definidos previamente. Sugere-se o grafico de D; contra a ordem das ob-
servacoes, para verificar quais pontos tém maior influéncia nas estimativas. Deve-se olhar com
mais atencao aqueles pontos com mais destaque. Uma anilise confirmatéria é sempre recomen-
dada. Isto é, uma vez definidos os pontos com maior destaque deve-se retirg-los individualmente
(e/ou conjuntamente) e avaliar as mudancas nos resultados. Mudangas numéricas devem ocorrer,
todavia atengao maior deve ser dada quando ocorrerem mudancas inferenciais. Muitas vezes a
eliminacao de um ponto pode induzir ou mascarar o efeito de uma varidvel explicativa.

Um outro método interessante denominado influéncia local que consiste em avaliar o impacto
que pequenas pertubagdes no modelo/dados causam nas estimativas foi proposto por Cook (1986).
contudo, consideremos neste trabalho apenas o método de delecao de pontos.

A andlise de influéncia em modelos nao normais é realizada através do afastamente pela veros-

similhanga, definido por

LD; = 2{L(3) — L(ﬁ(i))},

em que L(f3) é o logaritmo da funcao de verossimilhanga supondo ¢ fixo ou conhecido. LD; tem uma
relagdo funcional com D; em modelos normais lineares sendo equivalente o uso das duas medidas.
Todavia, em MLGs é preciso algumas aproximagées de modo que se tenha uma forma fechada para
LD;. Essas aproximacées foram desenvolvidas por Pregibon (1981) e estao descritas, por exemplo,
em Paulo (2010). Mostra-se aproximadamente que

I =
ﬂ(i)=ﬁ—\”(3"l w;'f) (XTWX)~x;, (3.9)

em que 7p, = \/b(y; — i) JVV; éo residuo de Pearson. Assim, a medida de influéncia LD; fica
aproximada por

.LDi = h\ti tgi.
(1-hy)

As técnicas gréficas mais recomendadas para os MLGs sao (i) grafico de h; contra os valores
ajustados, (ii) gréafico de indices de LD;, (iii) grafico de tp, contra os valores ajustados e (iv) grafico
normal de probabilidades de tp; com envelope gerado.

ADAPTA(}AO PARA MODELOS BINOMIAIS
Vamos supor que Y;, ..., Y} sio variiveis aleatérias independentes tais que Y; ~ B(n;, m(x;))

em que g{7(x;)} =n; = x!B com x; = (zi1,...,2ip)T contendo valores das variaveis explicativas.
O residuo componente do desvio fica, expresso, para 0 < y; < n;, na forma
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2 i Ny —Yi 2
tp, = % : {yilog ( yt ) + (n; — yi)log (—yi)} 3
1-hy nim; n; — N

em que 7; = @;(z;), € o sinal é o mesmo de y; — §;. E para y; = 0 ou y; = n;, o residuo componente

do desvio assume, respectivamente, as formas

_ {2niflog(1 — ;) [}/

tp, = =
V1 —hi
e
{2nlog;[}1/2
bp; ==——m——=,
V11— hi
Por sua vez a medida de influéncia LD; assume a forma aproximada
LD: — hii  (yi — nifty)?
b (1= ha)? (1 - 7)
em que hy; = n;mi(1 — my)xT (XTX)"1x; com V; = diag{nimi (1 — m), ..., neme(l — m)}-

3.2.10 Aplicagao

A regressao logistica é utilizada quando a varidvel resposta assume apenas dois valores, 0 ou
1, e as varidveis explicativas podem ser categéricas ou continuas. O modelo de regressao logistica
explica a probabilidade de ocorréncia do evento, ou seja, descreve a probabilidade dados os valores
das varidveis explicativas. Para a aplicagao da regressao logistica serd utilizada a base de seguro de
automoveis, ver Tabela 3.1, na qual a resposta em estudo ¢ a ocorréncia de sinistro (1 = houve pelo
menos um sinistro; 0 = nao houve sinistro). E para nao haver impactos em relagio & exposicao
(a propor¢ao de dias em que o veiculo fica exposto ao risco durante a vigéncia do contrato) foram
utilizados apenas os valores com exposigao entre 0,951 e 1. A varidvel exposi¢io também pode
ser utilizada como varidvel explicativa e neste caso poderia ser utilizada com todos os casos de
€Xposigao.

A base total era de 67856 e com o filtro de exposicdo esse niimero foi para 3696. Além da
ocorréncia de sinistro serdo consideradas as seguintes varidveis explicativas: veh_value, valor do
veiculo, veh_body, tipo do veiculo, veh_age, idade do veiculo, gender, sexo do condutor principal,
area, drea da residéncia e agecat, idade do condutor principal.

Aplicaremos a seguir o método de selegao de Akaike. Na etapa 1 consideraremos apenas os
efeitos principais. Apés selecdo das varidveis pelo método de Akaike, as varidveis explicativas
significantes foram as varidveis drea e a idade do veiculo. Para detalhes do passo a passo da selecio
ver Tabela 3.2. Portanto, o AIC do modelo selecionado foi de 2681, o desvio foi de D(y; i) = 2671
(3691 graus de liberdade), indicando um ajuste adequado.

Na etapa 2, concluimos entdo que apenas uma interagao de 1% ordem serd incluida no modelo.
A interagao entre as varidveis explicativas drea x idade do veiculo, a inclusdo da interagdo no

modelo nao foi significativa, pois 0 modelo com a interagiao em relagao ao modelo da etapa 1 se
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Tabela 3.1: Descri¢ao das varidveis contidas na base de dados sobre seguros de automéveis.

Varidvel Descrigao Intervalo
clm Ocorréncia do sinistro 0 = nao, 1 = sim
numclaims Numero de sinistros 0-4
claimest0  Custo do sinistro $0-$57000 (em dolares australianos)
veh_value  Valor do veiculo $0-$350000 (em dolares australianos)
exposure Exposigao 0-1
veh_.body  Tipo do veiculo BUS - 6nibus,
CONVT - conversivel,
COUPE - coupe,
HBACK - hatchback,
HDTOP - hardtop,
MCARA - trailer motorizado,
MIBUS - microénibus,
PANVN - van,
RDSTR - conversiveis de dois lugares
sem armagao para as janelas,
SEDAN - sedan,
STNWG - station wagon,
TRUCK - caminhéo,
UTE - utilitério.
veh_age Idade do veiculo 1 (novo), 2, 3,4, 5, 6
gender Sexo (1)feminino, (2)masculino
area, Area da residéncia A B,C,D,E, F
agecat Idade do condutor 1 (mais novo), 2, 3, 4

principal
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Tabela 3.2: Passo a passo do processo de sele¢ao de varidveis do modelo de regressao logistica ajustado aos
dados sobre seguro de automéveis.

Modelo

Desvio AIC

veh_body + veh_age + gender + area + agecat + veh_value 2652,1 2708,1
veh_age + gender + area + agecat + veh_value 2661,9 2693,9

veh_age + gender + area + veh_value

veh_age + gender + area
veh_age + area

2666,2 2688,2
2666,7 2686,7
2671,0 2681,0

mostrou com rendimento pior, o modelo ficou com AIC de 2685. Portanto, o modelo ajustado para

o conjunto de dados foi o modelo da etapa. 1.

As Figuras 3.1a - 3.1d apresentam alguns grificos de diagnéstico. Na Figura 3.1a tem-se o

grafico de hy; contra os valores ajustados e nota-se um ponto em destaque, #352. Na Figura 3.1b

tem-se o grafico de residuos tp,, a maioria dos pontos cai dentro do intervalo [-2,2], mas tem alguns

pontos que ficam bem na intersecgao do limite superior. J4 o grifico de influéncia (Figura 3.1c)

nao hé pontos em destaque. E a partir do grafico da Figura 3.1d identificamos que a funcao de
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Figura 3.1: Gréficos de diagnéstico referente ao modelo

tomdoveis.

(d)

logistico ajustado aos dados sobre seguro de au-

Tabela 3.3: Estimativas dos parametros referentes ao modelo logistico ajustado aos dados sobre seguro de

automoveis.

Efeito Estimativa E/E. Padrao p-valor
Constante -1,625 -13,882  <0,01
veh_age (1) 0 : .
veh_age (2) -0,285 -1,904 0,05
veh_age (3) -0,528 -3,494  <0,01
veh_age (4) -0,670 -4,350 <0,01
area A,B,C,D e E 0 : .
area I 0,535 2,882 <0,01

ligagao é adequada. O condutor #352 reside na area F e possui veiculo novo e néo sofreu nenhum

sinistro. Pelos resultados das estimativas da Tabela 3.3 seria mais provavel esperarmos pelo menos

um sinistro do condutor principal com esse perfil.

Na Figura 3.2, o gréfico normal de probabilidades para o residuo tp, nao fornece indicios de

que a distribuicao utilizada seja inadequada. Retirando a observagao destacada pelos graficos de

diagnéstico nao houve mudanca inferencial, pois é ponto de alavanca.

As estimativas dos parametros do modelo final, os valores padronizados pelos respectivos erros

padrao aproximados e o p-valor de cada uma das estimativas encontram-se na Tabela, 3.3.
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Figura 3.2: Gréfico normal de probabilidade referente ao modelo logistico ajustado aos dados sobre seguro
de automdveis.

Tabela 3.4: Estimativas intervalar dos pardmetros referentes ao modelo logistico ajustado aos dados sobre
seguro de automdveis.

Estimativa intervalar

~

Varidvel $ LI LS
veh_age (1) 1 - -
veh_age (2) 0,749 0,453 1,046
veh_age (3) 0,587 0,289 0,886
veh_age (4) 0,511 0,210 0,814
area A, B, C,Dou E 1 - -
area F 1,707 1,344 2,071

Pelas estimativas dos parametros da Tabela 3.3, nota-se quanto maior a idade do veiculo, menor
a chance da ocorréncia de sinistro. Com relagao a érea de residéncia do condutor principal, nota-se
que a chance de ocorréncia de sinistro para o condutor que reside na 4rea E é menor, e o condutor
que reside na drea F a chance de sinistro é maior. Logo, o perfil com maior chance de ocorréncia
de sinistro seria para os veiculos novos e para o condutor que reside na 4rea F.

A interpretacao dos coeficientes pode ser melhor interpretado pela razao de chances, ver Tabela,
3.4. A interpretagao é realizada comparando com a casela de referéncia da varidvel, que no caso da
idade do veiculo (veh_age) a casela é a categora (1) e na varidvel area a casela é o grupo de 4reas
A, B, C, D e E. Por exemplo, a chance de um segurado que possui um veiculo com idade (2) vir
a sofrer um sinistro é aproximadamente 25% menor que a chance de um veiculo com idade ( 1). E
a chance de um segurado que reside na drea F vir a sofrer um sinistro é de aproximadamente 70%

maior que a chance de um veiculo das dreas A, B, C, D ou E.
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3.3 Modelos para dados de contagem

O modelo para dados de contagem que serd discutido inicialmente é o modelo log-linear de
Poisson. O modelo log-linear de Poisson desempenha um papel fundamental na anélise de dados
categorizados, equipardvel ao modelo linear de regressao normal na andlise de dados continuos.
Esses modelos s@o usados para analisar tabelas de contingéncia multidimensionais, mesmo quando
o modelo probabilistico nao é um produto de distribui¢des de Poisson. E em particular, esta varidvel
aleatdria possui o valor médio igﬁa.l a variancia.

Alguns exemplos da drea de seguros para MLGs quando a resposta é contagem.

e Em estudos de mortalidade, um dos objetivos seria explicar o nimero de mortes em termos

de varidveis como idade, sexo e estilo de vida.

¢ No seguro satde, que podera explicar o nimero de reclamagoes feitas por diferentes individuos

ou grupos de individuos em termos de varidveis explicativas, tais como idade, sexo e ocupagao.

e Em geral ou de um seguro de acidentes, a contagem pode ser o niimero de sinistros sobre as
politicas de seguro do veiculo. Esta poderia ser uma funcio da cor do veiculo, cilindrada,

experiéncia com sinistros anteriores, e assim por diante.

Nesta secdo também serd discutido o modelo com resposta binomial negativa, que é utilizado

quando hd sobredispersao nos dados, que ocorre quando a variancia é maior do que a média.
3.3.1 Distribuicao-de Poisson

A distribuigdo de Poisson é uma distribuigio de probabilidades discreta. Ela expressa, por
exemplo, a probabilidade de um certo nimero de eventos ocorrerem num dado periodo de tempo,
caso esses eventos ocorram com uma taxa média conhecida e caso cada evento seja independente
do tempo decorrido desde o tltimo evento.

Suponha que sob distribui¢do binomial, n se torne grande enquanto 7 se torne pequeno, mas
de maneira que a média A = nr fique constante. No limite, a fungio de probabilidades de Y fica
dada por

e\
yt

PY =y)= y=0,1,2,..,

que ¢ a distribuigao de Poisson, Y ~ P()). A fungdo de probabilidades depende apenas de um
pardmetro A e segue que E(Y) = A e Var(Y) = A
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3.3.2 Modelos de Poisson

PROPRIEDADES DA Poisson

Antes de descrevermos o modelo log-linear de Poisson vamos apresentar algumas propriedades
da Poisson. Supondo que Y ~ P(X) cuja fungio de probabilidades é dada por

_AAy
PY=y)="" y-012...
y:
Podemos mostrar (ver McCullagh e Nelder, 1989) que quando A — oo
Yy —
Q —d N(O, 1)

VA
Ou seja, paia A grande temos que Y segue aproximadamente uma distribui¢ao normal com média,
e variancia iguais a A. Se queremos aplicar um modelo normal linear para explicar A, teremos o
incoveniente do desvio padrao depender da, média, o que inviabiliza o uso de um modelo normal
linear homocedéstico. Uma maneira, de contornarmos esse problema é através da aplicagiao de uma,
transformagao na resposta Y a fim de alcangarmos a normalidade e a variancia constante. Nesse

sentido, temos que se Y é Poisson, segue quando A — oo o seguinte resultado:

{VY —E(VY)} -4 N(0,1/4).

Portanto, quando ) é grande, a varidvel aleatdria, 2{VY - E(VY)} segue aproximadamente uma,
distribuigdo N(0,1). Com isso, se temos uma amostra aleatéria Y1,...,Y, tal que ¥; ~ P(\)
€ queremos explicar \; através de varidveis explicativas, podemos propor para A; grande, Vi, o

modelo normal linear abaixo

\/?;:X;I,ﬁ—f-éi,

em que € ~N(0,0%),i=1,... n.
MODELOS DE POISSON

Vamos supor V1, . ..,Y,, varidveis aleatdrias independentes tais que ¥; ~ P(y;), em que E(Y;) =
Var(Y;) = p;. Podemos na notagao dos MLGs supor que 9(wi) = m; = x7 3. Esses modelos sio
recomendados quando o niimero de ocorréncias nao depende do tempo ou espago. Por exemplo, o
nimero de ocorréncias ocorre num periodo fixo de tempo para todas as unidades experimentais.

Todavia, o nimero de ocorréncias pode depender do tempo ou €spago ¢ nesses casos é usual
supor que Y; ~ P(\;t;), em que t; € o tempo (4rea ou tamanho da unidade experimental) total da
exposicao da i-ésima unidade experimental e \; é o nimero médio de ocorréncias por unidade de

tempo.
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MODELOS LOG-LINEARES

Os modelos log-lineares sao os mais utilizados para modelagem de dados de contagem, princi-
palmente pela facilidade de interpretagao dos resultados.

Por exemplo, se temos um modelo log-linear tal que Y; ~ P(y;), em que logy; = o + Bz; com
incremento de uma unidade em z; significa que a nova média seja dada por i} = exp{a+43 (zi+1)} =
exp{a + Bz;}exp(B), ou seja, puf = piexp(B). Assim, a razao de médias fica pi/pi = €8, Se de
outra forma o niimero de ocorréncias depende do tempo e assumimos que Y; ~ P(A;t;), entdo
logp; = logAit; = log); + logt;. Nesses casos é usual relacionarmos com as varigveis explicativas
a taxa A;, sendo logt; chamado de ” offset”. Portanto, teremos log\; = x'fﬂ e consequentemente
logu; = logt; + sz,B.

3.3.3 Estimacao dos parametros

O modelo log-linear de Poisson é um tipo especifico de MLG cujos parimetros podem ser
estimados usando-se o método da méxima verossimilhanga. Supondo que Y; ~ P(u:), para i = 1,

..., n, e que logu; = x:frﬁ, a fungao de verossimilhanga conjunta {(3) serd dada por

n

18)=1] %‘i (3.10)

=1

Assim, o logaritmo da fungao de verossimilhanga, fica dado por

L(B) = ) (vilogui — pi) — Y _ log(ys!). (3.11)
i=1 i=1

A maximizagao de L(B) pode ser obtida através do método de Newton-Raphson (McCullagh e
Nelder, 1989) que leva ao seguinte processo iterativo:

A = (XTVmX) - 1XTvm m 0,1, ..,

emquez=7+V 'y —p),n=>n..,m)7 y =1, 9)7 = (1, ., 1n)T, 7 = logp;
e V =diag{p1,...,pn}. O estimador de méxima verossimilhanca de 3 para n grande segue uma

distribui¢ao normal p-variada de média 8 e matriz de varidncia-covariancia (XTVX)~1.
3.3.4 Ajuste do modelo

A fungao desvio de um modelo de Poisson supondo y; > 0, Vi, é definida por

D(y; i) =2 {vilog(yi/sii) — (v — fus)}-

=1

Se y; = 0, i-ésimo termo de D(y; jz) ficard dado por 2/i;. Resumindo, temos o seguinte resultado:

. 2{yilog(yi/ ;) — (yi — 1)} se yi > 0;
d*(ys; jis) ={ 2iy Sf(y. /zﬂo) e
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Para ligagao logaritmica e se o modelo possuir uma constante na parte sistematica, a fungao
desvio fica reduzida a forma D(y; 1) = 23 i, yilog(yi/jii), pois Y v ;(yi — fi;) = 0. Assim, se
for particionado o vetor de pardmetros tal que B = (B{,ﬂg)T, em que 3; e B, sao subvetores
de dimensao ¢ e p — g, respectivamente, a estatistica da razao de verossimilhangas para testar
Hy : By = 0 contra H; : B, # 0 fica dada por

érv = D(y;fi0) —D(y; 1)

n
= 2 yilog(fui/jus).
=1

Sob Hy e para grandes amostras £y ~ xg. Os resultados assintéticos para os modelos de

Poisson valem tanto para p fixado e n — 0o como para n fixado e p; — 00,V;.
3.3.5 Técnicas de diagndstico

O residuo componente do desvio para a ligagao geral fica expresso para y; > 0 num modelo de
Poisson na forma
V2 . .
tp, = £———={yilog(yi/f1s) — (vi — iu)}'/*,
V1= hi
em que h;; € o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz H = W/2X(XTW X))~ 1XTW/2,
em que W = diag{w;,...,wn} com w; = (dp;/dn;)?/V;. Para a ligacdo logaritmica w; = p;.
Quando y; = 0 o residuo componente do desvio padronizado fica dado por tp, = £v/20;/V1 — ﬁii.

Para avaliarmos observagdes influentes nas estimativas usamos a distancia aproximada

hii 9
%,

1

LD;

em que ts, = (y; — i) // (1 — has).
3.3.6 Aplicagao

Esta aplicacao diz respeito ao nimero de mortes por diabetes da cidade de New South Wales,
Austrélia no ano de 2002. Seja Y; o ndmero de mortes, /z; é o niimero esperado de mortes, x; é um
vetor com os efeitos da idade e do sexo e n; é o tamanho da populagiao da combinacio da idade
categorizada (com 8 categorias: até 24 anos, de 25 a 34 anos, de 35 a 44 anos, de 45 a 54 anos,

de 55 a 64 anos, de 65 a 74 anos, de 75 a 84 anos, e maior que 85 anos) com o sexo (masculino e

feminino), formando no total 16 grupos (i = 1,..., 16). O modelo proposto é

Y; ~P(u;) e log (%) = log(n;) + xI B3;,

em que X; = (1,21, i, ... ,a:ip)T com z;; sendo uma varidvel indicadora para sexo e de ;5 em
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Figura 3.3: Gréfico do logaritmo da taxa de mortes versus a idade.

diante tem-se para cada uma das idades categorizadas. O tamanho da, populagao do grupo n; vai
entrar no modelo como offset.

A varidvel idade pode ser utilizada no modelo como varidvel continua ou categoérica. Para
avaliar a melhor forma de entrar com a varigvel idade neste modelo, serd examinado a relagao entre
a taxa de registo de mortes e a média da idade (ver Figura 3.3). A nao linearidade no grafico sugere
polinémio na idade, por exemplo

log(u:) = log(n:) + Bo + Bizir + Bamia + Bszd, (3.12)

em que z; € a varidvel indicadora do sexo e z2 é o ponto médio da idade, mas o grau apropriado
do polinémio da idade precisa ser determinado. Geralmente, quando um polinémio de grau m é
considerado todos os termos de ordem inferior devem estar no modelo. Alternativamente, o efeito

da idade pode ser modelado utilizando varidveis indicadoras. Sugerimos o modelo

log(psi) = log(n;) + Bo + Przi1 + Pazin + ... + Bszis, (3.13)

em que z; é novamente a varidvel indicadora, para sexo e Tg,..., Tg sao variaveis indicadores dos
grupos de idade <25 até 85+, excluindo a categoria <25, que é o nivel base. As estimativas dos
parametros para o modelo que inclui a idade como uma varidvel categérica estao na Tabela 3.4. E
as variaveis idade e sexo sdo significantes com P < 0,0001. O desvio do modelo foi de D(y; ix) =
10,9 com 7 graus de liberdade, o que indica um bom ajuste. O AIC deste modelo foi de 104,49.
Pelas estimativas da Tabela 3.4 podemos estimar algumas razoes de taxas de mortes. Por
exemplo, nota-se que o niimero esperado de mortes é significativamente menor para o sexo feminino

do que para o sexo masculino. Assim, a razao de taxas entre sexo masculino e feminino é estimada,
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Tabela 3.5: Estimativas dos pardmetros do modelo log-linear de Poisson ajustado aos dados sobre mortes
por diabetes.

Pardmetro  Estimativa E./E. Padrao p-valor

Intercepto -12,785 -28,650 <0,01
masculino 0 . :
feminino -0,523 -8,016 <0,01
Idade <25 0 . .
Idade 25-34 -0,776 -0,709 0,47
Idade 35-44 1,897 3,674 <0,01
Idade 45-54 2,894 6,063 <0,01
Idade 55-64 4,130 8,990 <0,01
Idade 65-74 5,228 .11;542 <0,01
Idade 75-84 6,312 14,018 <0,01
Idade 85+ 7,199 15,939 <0,01

Tabela 3.6: Modelos log-lineares de Poisson ajustados aos dados sobre mortes por diabetes, com o valor do
desvio, graus de liberdade e AIC.

Modelo Desvio gl AIC
1 Intercepto 3298,300 14 3377,90
2 Idade 91,216 14 170,82
3 Sexo + Idade 22,834 13 104,44
4  Sexo + Idade + Idade? 17,878 12 101,48
5 Sexo + Idade + Idade? + Idade® 15,334 11 100,93
6 Sexo + Idade + Idade? + Idade® + Idade’ 15,238 10 102,84
7  Sexo + Idade (categodrica) 10,889 7 104,49
8 Sexo + Idade + Idade? + Idade x Sexo 13,375 11 98,98
9 Sexo + Idade + Idade?® + Idade x Sexo + Idade? x Sexo 13,036 10 100,64
10 Sexo + Idade (categérica) + Idade (categérica) x Sexo 0 0 107,60

por 1,5 = ¢ 0523 = (,592, ou seja, o sexo feminino tem uma taxa de morte 40% menor que o sexo

masculino. Ainda da Tabela 3.4 nota-se que as taxas de mortes aumentam desde a faixa etdria de
25-34 até a ultima faixa etdria de 85+. Por exemplo, a estimativa entre as taxas de mortes da faixa
etéria de 35-44 com a faixa etdria <25 é dada por ¢ = 1897 = 6,666. Ou seja, individuos na faixa
etaria de 35-44 anos tém uma taxa de morte por diabetes aproximadamente 6,7 vezes a taxa de
morte estimada para a faixa etaria de <25 anos.

Apresentamos na Tabela 3.5 vdrios submodelos log-lineares de Poisson para ajustar os dados
sobre mortes por diabetes. Tem-se para cada modelo o valor do desvio, graus de liberdade e o valor
do AIC. Analisando inicialmente os modelos sem interacdo (modelos entre 1 a 7), o modelo com o
menor AIC foi o modelo ciibico (5), com AIC de 100,93. No entanto, o modelo quadrético (4) tem
um AIC similar ao cibico com AIC de 101,48. Mas neste caso o mais adequado seria utilizar o
modelo quadratico pelo fato da existéncia de pouca diferenca de AIC entre os modelos quadratico

e cibico em relagao ao modelo com menor grau do polinémio. Pode-se verificar também que o
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Tabela 3.7: Modelo log-linear de Poisson com menor AIC ajustado aos dados sobre mortes por diabetes.

Parametro Estimativa E./E. Padrao p-valor
Intercepto -16,300 -23,450  <0,01
Masculino 0 . .
Feminino -1,418 -3,279  <0,01
Idade 0,150 7,462 <0,01
Idade? -0,0004 -2,409 0,02
Masculino x Idade 0 . .
Feminino x Idade 0,012 2,091 0,03

modelo com a idade categérica tem o menor desvio, mas o maior AIC.

Para os modelos com interagao (modelos entre 8 a 10), o modelo (8) possui o menor AIC. No caso
do modelo (10), o modelo com a idade categérica, e com a interacao da idade categérica com o sexo, o
desvio assume valor zero com zero graus de liberdade, isto ocorre pois o0 modelo ajusta perfeitamente
aos dados (16 observacdes para 16 paramétros). As estimativas dos parametros do modelo (8) sao
representados na Tabela 3.6. Nota-se claramente que as estimativas sao significativamente diferentes
de zero e para ambos os sexos existem indicios de aumento da taxa média de mortes por diabetes
com o aumento da idade.

Como para o modelo selecionado a interagao do sexo com a idade foi significante, portanto, os
efeitos da idade e sexo nao podem ser quantificados separadamente. Assim, o modelo ajustado para.

o numero esperado de mortes é dado por

. ) nexp{—16,300+ 0,150 Idade — 0,0004 Idade2} , para sexo masculino e
#Z1 n exp{—17,718 +0, 162 Idade — 0,0004 Idade?} , para sexo feminino.

A Figura 3.4 apresenta alguns grificos de diagnéstico. Na Figura 3.4a tem-se o grafico de hy;
contra os valores ajustados e nota-se que hd um ponto mais distante do zero, #16. Na Figura 3.4b
tem-se o grafico de influéncia LD; com o ponto #16 que estd mais distante dos demais pontos. Na
Figura 3.4c o gréfico tp,, a maioria dos pontos cai dentro do intervalo [-2,2], apenas o ponto #2 est4,
fora do intervalo. Pela Figura 3.4d nao hé indicios de que a ligacao utilizada seja inapropriada. E
o grafico de envelope (Figura 3.5) nao apresenta indicagoes de afastamentos sérios da suposicao de
distribuigao de Poisson para o nimero de mortes. Retirando a observacao destacada pelos graficos
de diagnéstico nao houve mudanga inferencial. O grupo #16 é formado por individuos com pelos
menos 85 anos do sexo feminino e o grupo #2 é formado por individuos com idade média de 30

anos do sexo masculino.
3.3.7 Distribuicao binomial negativa

O modelo com resposta binomial negativa bi-paramétrica é aplicado para a modelagem de dados
de contagem e diferentemente da distribuigdo de Poisson, a binomial negativa tem a varidncia maior
do que a média, sendo portanto recomendada para dados de contagem com sobredispersao.

Uma forma de derivarmos a distribui¢ao binomial negativa é através da distribuicao marginal de
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um modelo de Poisson com média aleatéria, ou seja, vamos supor que Y|z ~ P(z2) e que Z ~ G(p, ¢),
em que ¢ nao depende de p. Nesse caso E(Z) = p e Var(Z) = u?/¢ de onde segue que E(Y) = p e
Var(Y) = p + p%/¢. Temos entdo que

_ e oy L (20 e
1019 =5 ¢ e = (3F) < 7F

A funcao de probabilidades de Y é dada por

P(Y =y) = /0 " Fle s o),

que ap6s algumas manipulagoes algébricas (vide Paula, 2010) temos:

P =3) = F<§E’if,1‘f2¢) <ui¢)y(#f¢)¢’ Y= Bdpmer

Portanto, segue que Y tem distribui¢ao binomial negativa de média u e pardmetro de dispersao ¢
e denotamos Y ~ BN(u, ¢).

3.3.8 Modelos com resposta binomial negativa

Sejam Y1, Y2, ..., Y, varidveis aleatérias independentes de modo que Y; ~ BN(ps, ¢), temos
que E(Y;) = p; e Var(Y;) = pi + p2/¢ = pi(1+ pi/¢), com fungao de probabilidades dada por:

L(¢ + yi)ud* ¢?
P(Y; = y) = i i =0,1,2,....
0= = S+ D + gy % = O
A parte sistemdtica é dada por g(u;) = n7; = x! 8, em que x; = (zi1,---,Tip)T possui os valores
das varidveis explicativas, 8 = (f1,...,5,)T é um vetor de parametros desconhecidos e g(.) é a

fungao de ligagao. E semelhente aos modelos de Poisson, as ligagoes mais utilizadas sio logaritmica

(9(wi) = logp;), raiz quadrada (g(k;) = (/) e identidade (g(;) = p3).
Para ¢ fixo é possivel mostrar que a distribuigao binomial negativa pertence & familia exponen-

cial padrao. Todavia, para ¢ desconhecido isso nio ocorre.
3.3.9 Estimagao dos parametros
O logaritmo da fungao de verossimilhanga de um modelo binomial negativo é dado por

L) =>" [log { F(Z(ﬁ*%} + ¢logg + yilogui — (¢ + yi)log(ii + 9) |

em que 6 = (87, ¢)T e p; = g~ (x7'B).
De Paula (2010) segue que as fungdes escore para B e ¢ bem como as matrizes de informagao

i=1

de Fisher ficam, respectivamente, dadas por
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Us = XTWF(y - p),
n

_ N Yt ¢ | _
Y L P Sl

Kgs = XTWXe

n o0
N ; ¢~ i
b0 Zl §0< )PP 2 9) ~ o s
— J_
em que X é a matriz modelo com linhas xiT, i=1, ..., n, W = diag{w,...,w,}, com w; =

(dul/dnl)z/(u?¢_l+ﬂl), F= dia'g{fla ceey fn} com fi = dﬂi/dni’ Y= (yla v 1yn)T ep= ([1.1, v )”n)T'
E possivel mostrar também que 3 e ¢ sdo ortogonais.
Para obter as estimativas de mdxima verossimilhanga de 3 e ¢ deve-se alternar entre os dois

processos iterativos dados a seguir

ﬁ(m+l) — (XTW(m) X) —IXTW(m)y*(m)

e
(m)
¢(m+1) = ¢(m) _ UL
[’
#¢
param=0,1,..., em que

y*=XB+F (y—p)

¢é uma variavel dependente modificada e

Loo = D {0/ + i) + (v — 2 = 9)/ (6 + i)} +ng™ {1 40/ (9)}.

=1
Em particular se temos um modelo log-linear com resposta binomial negativa segue que w; =
pi/(id™t+1) e f; = p;. Paran grande segue que 3 e ¢ tém distribui¢ao aproximadamente normal,
ou seja, para n grande 3 ~ N,(B, KE;) e ¢ ~ N(o, K;q}) Além disso, 3 e ¢ sdo assintoticamente

independentes.
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3.3.10 Técnicas de diagnéstico
Fazendo uma analogia com os MLGs (vide Paula, 2010) a matriz H assume a seguinte forma:
H = WYX (XTWX) 1XTw/2,

O i-ésimo elemento da diagonal principal de H fica dado por

dp; /dn;)? _

Em particular, para os modelos log-lineares h;; fica dado por

hii =

P T -1
hy = XTWX) ',

= G e
em que w; = ¢ui/(¢ + p;). Como hii devera depender de fi;, grificos de izii contra os valores
ajustados sao mais informativos do que os graficos de hy; contra a ordem das observagoes. Estudos
realizados por Svetliza(2002) indicam boa concordancia entre o residuo componente do desvio

_ (i )
C Vi-hy

tp

com a distribuigao normal padrao, em que

‘i+ ( l+¢ 1/2 - .
+v/2 |¢log ‘;i—+£ +yilog{W}] se y; > 0;

" (yi; ) = X
n +v/2 |plog ‘i‘%‘é ] se y; =0.

Uma, versao da distancia de Cook aproximada é dada por

-

LD; =

em que 7p, = (y; — p1;)/+/Var(Y;) e Var(Y;) = p; + p2/¢. O grafico de LD; contra as observagoes
ou valores ajustados pode revelar pontos influentes nas estimativas ,B e ¢

3.3.11 Aplicacao

O fenémeno de sobredispersao ocorre quando é esperada uma distribui¢io de Poisson para a
resposta, mas a varidncia é maior do que a resposta. média. Para ilustrar esse fendmeno sers,
utilizado a base de dados sobre seguro para terceiros.

Esta base de dados ¢ formada por 176 éreas geograficas da cidade de New South Wales,
Australia. Nas dreas foram registrados o nimero de sinistros envolvendo terceiros, o nimero de
acidentes e o nimero de pessoas mortas ou feridas em um periodo de 12 meses que ocorreram
entre os anos de 1984 e 1986. A Tabela 3.7 mostra a média observada e a variancia do nimero
de sinistros nas dreas geograficas, os dados foram segmentados em quatro grupos com o mesmo

tamanho, conforme o niimero de acidentes. Nota-se que a variancia ¢ sempre muito maior do que
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Tabela 3.8: Média e varidncia do ntimero de sinistros segundo o grupo de acidentes.

17-163 164-416 417-1208 > 1209 Total
Média 33,61 87,57 352,00 1873,57 586,69
Variancia 453,31 2275,83 33136,42 1825999,27 1027261,87
Varidncia/Média 13,49 25,99 94,14 974,61 1750,95
n 44 44 44 44 176
- ° & ” :3 a
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8 § = ﬁ ~ — 8 ‘f:o
E w °° ° % : a “B‘bo
% h o g ©' Q,;“’%n%:% o
8 § - oo o @ 8 e, D&‘:
g ) = ° 0% °e g - om"‘"‘*?:”?io
E SN s Y
Z 84 o Gébgg v § ] ooQ: °
— w & ] o o o
(; 20‘00 40l00 GOIOO BDIOO 3'1 4| f: ﬁl 7' 8I 9

Numero de acidentes Log(Numero de acidentes)
(@) (b}

Figura 3.6: Gréficos de dispersao do nimero de sinistros contra o niimero de acidentes e log do ntimero de
sinistros envolvendo terceiros contra o log no niimero de acidentes nas 176 ireas.

a média. Assim, a aplica¢do do modelo de Poisson para esta resposta parece inadequada.
Uma alternativa para substituir o modelo de Poisson serd o modelo com resposta binomial
negativa em que assumimos por um lado Y; ~ BN(u;, #), em que Y; denota o niimero de sinistros

contra terceiros no i-ésima, drea geografica, com parte sistemdtica

log(:) = log(ns) +x7 . (3.14)

Os gréficos de dispersao do nimero de sinistros envolvendo terceiros contra o niimero de aci-
dentes, e o logaritmo do nimero de sinistros envolvendo terceiros contra o logaritmo do nimero
de acidentes, estao apresentados na Figura 3.6. A partir dos graficos fica claro que o mimero de
sinistros, bem como a variagao dos sinistros aumentam com o nimero de acidentes ocorridos na
area.

Comportamento semelhante também podemos ver nos gréficos de dispersao do nimero de sinis-
tros envolvendo terceiros contra o nimero de mortes e feridos, e o logaritmo do ntimero de sinistros
envolvendo terceiros contra o logaritmo do nimero de mortes e feridos, apresentados na Figura
3.7. A partir dos grificos fica claro que o niimero de sinistros, bem como a vaﬁagéo dos sinistros
aumentam com o nimero de mortes e feridos ocorridos na. 4rea.

E um modelo com resposta binomial negativa seria dado por
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Figura 3.7: Gréficos de dispersao do niimero de sinistros contra o niimero de mortes e feridos e log do niimero
de sinistros contra o log no ntimero de mortes e feridos nas 176 4reas.

Tabela 3.9: Estimativas do modelo binomial negativo ajustado aos dados de sinistros de terceiros.

Paramétros Estimativa E./E. Padrao p-valor

Intercepto -7,126 -43,31  <0,01
log(mortes) 0,3 10,92 <0,01
¢ 6,049 8,70

Yi ~ BN(pi,¢) com logu; = log(n;) + Bo + Pilogzii + Balogzia,

em que p; € a quantidade esperada de sinistros contra terceiros, z;; é a quantidade de acidentes,
Z;2 € a quantidade de mortes e feridos e n; é o tamanho da populagao da i-ésima drea. Na Tabela
3.8 tem-se as estimativas do modelo log-linear com resposta binomial negativa ajustado aos dados.

Com a entrada do logaritmo do nimero de mortes e feridos no modelo, o logaritmo do niimero
de acidentes deixou de ser significante, devido & alta correlagao entre as duas varidveis explicativas,
que foi de 0,98. E foi testado também no modelo a interagdo do logaritmo do niimero de acidentes
com o logaritmo do nimero de mortes e feridos, mas o modelo com melhor ajuste foi aquele descrito
na Tabela 3.8. O desvio do modelo ajustado foi de D*(y;3) = 191,18 (174 graus de liberdade).

A Figura 3.8 apresenta alguns graficos de diagnéstico. Na Figura 3.8a temos o grifico de hy;
contra os valores ajustados, onde nao encontramos pontos distantes. Na Figura 3.8b temos o grafico
de influéncia LD; com o ponto #165 que estd mais distante dos demais pontos. Na Figura 3.8¢c
temos o gréfico {p,, a maioria dos pontos cai dentro do intervalo [-2,2], apenas o ponto #165 est4
fora. Pela Figura 3.8d temos o gréfico da fungao de ligacio que nao apresenta indicacoes de que a,
ligagao escolhida esteja inadequada.

Pelo gréfico de envelope (Figura 3.9) nio ha indicagdes de afastamentos sérios da suposigao
de distribui¢do binomial negativa para o nimero de sinistros. Retirando a observagio destacada
pelos gréficos de diagndstico, Figura 3.8,(observagao #165) nio houve mudanga inferencial. Na
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Figura 3.10: Gréfico normal de probabilidades referente ao modelo Poisson ajustado aos dados sobre seguro
para terceiros.

area geografica #165 a quantidade de mortes foi de 165 e a quantidade de sinistros foi de 97.
E verificamos também como ficaria o ajuste através do modelo log-linear de Poisson. Pelo grafico
de envelope (Figura 3.10) encontramos algumas indicacoes de afastamentos sérios da suposigao de

distribuicao Poisson para o ntimero de sinistros envolvendo terceiros.



Capitulo 4

MLGs com respostas continuas positivas

4.1 Introducao

Neste capitulo serd dado continuidade & ilustragao dos MLGs no que se refere aos modelos
continuos, modelos com varidvel resposta continua positiva. O modelo de regressao linear normal é
o modelo mais popular entre os MLGs no ajuste desse tipo de dados. Entretanto, algumas vezes o
modelo normal ¢é adaptado sem respeitar as caracteristicas principais da situacio em estudo. Nesse
caso, outros modelos de regressao podem ser ajustados aos dados, o modelo de regressao gama é

frequentemente usado quando a varidvel resposta assume somente valores positivos.
4.2 Distribuicao Gama

Seja Y uma. varidvel aleatéria com distribuicdo gama com pardmetros p e ¢, denotamos Y ~

G(u,¢) com fungao densidade na forma

fyn,¢) = ﬁ (%)¢exp (—%) d(logy),

emquey >0,¢>0, >0 I(p) = fooo t?~le~tdt é a funcdo gama, com média p e coeficiente
de variagao ¢~1/2. A funcao de densidade da distribuigao gama pode ser expressa em termos de
um parametro de posigao y e parametro de dispersao ¢~!. Valores pequenos de ¢ resultam numa
distribuicao com cauda longa para a direita e & medida que ¢ aumenta a distribui¢io gama fica
mais simétrica em torno da média.

Na Figura 4.1 temos a densidade da distribuigao gama para p fixado e variando o parametro
de dispersao. Nota-se que a distribui¢do gama vai ficar mais simétrica & medida que ¢ aumenta.
Nota-se j4 uma boa simetria para ¢ = 6. A distribuicao exponencial é um caso particular da gama
quando ¢ = 1 e a distribuigao qui-quadrado X% € outro caso particular quando p = k e ¢ = k/2.
Pode-se mostrar que Var(Y) = ¢~!42, logo ¢ = u?/Var(Y), ou seja, v/¢ = u/DP(Y). Assim, ¢~1/2
€ o coeficiente de variagao de Y. Em outras palavras, ¢ é o inverso do coeficiente de variacao ao
quadrado.

A distribuicdo gama se torna atrativa para o estudo de varidveis aleatérias assimétricas e
simétricas em que a varidncia depende de forma quadréitica da média. Os momentos centrais

de Y (vide Paula, 2010) sdo expressos na seguinte forma.:

45
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Figura 4.1: Densidades da distribui¢do gama para alguns valores do parametro de dispersao e supondo p=1.

N
E(Y — w)'" = (T¢(,._)1),u’

parar=1,2,.... Assim, expandindo logY em série de Taylor em torno de p até 22 ordem obtemos

~ 1 1 2
logY—lognJr#(Y ©) 2#2(Y n)*.

Portanto, para ¢ grande temos que

E(logY) = logu —(2¢)7! e
Var(logY) L.

1%

Ou seja, a transformagio logY estabiliza a varidncia & medida que o coeficiente de variagio de
Y fica pequeno.

4.2.1 Modelos com resposta gama

O modelo de regressio gama é usado para situages em que a resposta possui apenas valores
maiores do que zero. Utilizado principalmente na andlise de dados continuos, os MLGs da familia,
gama podem ser utilizados com dados de contagem em que existem varios resultados de contagens

diferentes que no total tém a forma da distribuicdo gama. Eles também sio adaptados quando a
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variancia cresce com a média ou mais frequentemente quando o coeficiente de variacao dos dados
for aproximadamente constante.

Supondo que Y3, ...,Y, sdo varidveis aleatérias independentes tais que Y; ~ G(u;, $), ou seja,
assumindo que essas varidveis possuem diferentes médias e com mesmo coeficiente de variagao ¢1/2.
E supondo que g(u;) = x7 B com x; = (i1, ..., Zip)T contendo valores de varidveis explicativas e
B=(p,--. ,ﬁp)T sendo o vetor de parametros de interesse. A ligagio canénica para a distribuicao
gama ¢é a fungado reciproca g(u;) = 7; 1A ligacao logaritmica é geralmente mais utilizada pela
facilidade de interpretacao, e a ligagdo canénica que no caso ¢ a ligagao reciproca a interpretacao
é mais dificil.

4.2.2 Estimacgao dos parametros

Para os modelos com resposta gama o processo iterativo para estimar @ assume a seguinte

forma:

ﬂ(m-{—l) — (XTW(m)X) —IXTW(m)z(m) ’

em que m = 0,1,..., varidvel dependente modificada z = n + W~1/2V-1/2(y — i) com n =
My m) Ty =1 v) = (s )T, V = diag{p1,...,pn} e W = diag{wi, . .. ,wn}
com w; = (dps/d;)?/ -

E interessante notarmos que com a ligagao logaritmica os pesos do processo iterativo para
obtengdo de 3 ficam dados por w; = p?/p? = 1. Assim, o processo iterativo assume a forma

simplificada

,B(m+1) — (XTX.) —lez(m) ,

em que z = Xﬂ+V‘1/2(y —p),z=(21,...,2,)T com z; = n; + (yi — pi)/pi- Para qualquer ligagao
Var(8) = ¢~(XTWX)~!. Em particular para ligagdo logaritmica Var(8) = ¢~1(XTX)~L. Neste
caso se as colunas da matriz X sao ortogonais, isto é XTX = I,, em que I, é a matriz identidade de
ordem p, entao Va.r(ﬁ}-) =¢le Cov(,éj,ﬁ[) = 0, para j # [, ou seja , B; e f; sdo assintoticamente
independentes. A ligagao logaritmica torna portanto possivel o desenvolvimento de experimentos
ortogonais como sao bem conhecidos em modelos de regressao normal linear. Escolhendo-se formas
apropriadas para a matriz X, de modo que XTX = I,, pode-se obter estimativas mutuamente

independentes e de variancia constante para os coeficientes do preditor linear.
4.2.3 Ajuste do modelo

O desvio de um modelo gama é dado por D*(y; 1) = ¢D(y; fi) sendo que

D(y; 1) =2 _{log(ju/ys) + (i — i)/ i}, (4.1)
=1

com f; = g7 M%) e i = xlTﬁ Quando a parte sistemdtica 7; contém um intercepto, entio
> ie1(Yi—f1i)/ i = 0. Assim, a fungdo desvio fica expressa na forma D*(y; ji) = 2¢ Yoy log(fi /ys).



48 CAPITULO 4. MLGS COM RESPOSTAS CONTINUAS POSITIVAS

Como ¢ é desconhecido deve-se estima-lo, por exemplo, através de maxima verossimilhanca que

equivale a resolver a seguinte equagao:

2n {logq? - w(&s)} = D(y; iz),

em que ¥(¢) = I'(4)/T(¢) ¢ a fungdo digama. Podemos, alternativamente, utilizar a estimativa
consistente ¢! = (n — p)~! 2 iz1(yi — f1:)%/f?. Supondo a