
Aplicação dos modelos

lineares generalizados em
seguros e atuárias

Eduardo Hiromasa Taniguchi

DISSERTAÇÃO APRESENTADA
AO

INSTITUTO DE MATEMÁTICA E ESTATÍSTICA
DA

UNIVERSIDADE DE SÃO PAULO
PARA

OBTENÇÃO DO TÍTULO
DE

MESTRE EM CIÊNCIAS

Área de Concentração: Estatística

Orientador: Prof. Dr. Gilberto Alvarenga Paula

São Paulo, 11 de agosto de 2011



Aplicação dos modelos

lineares generalizados em

seguros e atuárias

Esta versão definitiva da dissertação

contém as correções e alterações sugeridas pela

Comissão Julgadora durante a defesa realizada

por Eduardo Hiromasa Taniguchi em 16/06/2011.

Comissão Julgadora:

e Prof. Dr. Gilberto Alvarenga Paula (orientador) - IME-USP.

e Profa. Dra. Silvia Nagib Elian - IME-USP.

e Prof. Dr. Francisco José de Azevêdo Cysneiros - UFPE.



Agradecimentos

A realização desta dissertação de mestrado só foi possível graças à colaboração de forma direta

ou indireta, de várias pessoas. Tenho consciência de que não contemplarem a todos, mas devo

meus sinceros agradecimentos a todos que participaram na realização deste trabalho. Dentre esses

gostaria de agradecer, em especial:

A Deus por estar sempre presente na minha vida, e tornar tudo possível

Ao meu orientador Gilberto Alvarenga Pauta, pela paciência, confiança, estímulo, dedicação,

orientação segura e leitura cuidadosa deste trabalho. Muito obrigado por todo aprendizado.

A minha namorada Silvana por todos amor e dedicação. A sua compreensão e paciência foi

fundamental pai'a o desenvolvimento e finalização desse estudo.

Aos meus pais Armando e Kimiko, meus irmãos Alexandre, Leonardo e minha irmã Raisa, pela

dedicação, força, amor incondicional e sempre me apoiaram durante toda esta etapa na minha vida.
Muito obrigado por não deixarem eu desistir.

A minha família Lilia, Wataro, a minha cunhada Luzem, pelo apoio, carinho e dedicação

A todos os amigos e colegas, em especial a Cristiane e Trago, Renato e Ligia, John, Eduardo
e Luciana, Christian e Naoko, Ricardo e Meire, Letícia e Ricardo, Karin, Akina, Rodrigo, Renata,
Trago, Gleyce, Karma, Renamo, Gilson, Gisele H. e Gisele W., coberta, Raphael, Gabriel, Caio,
Vanessa, Tammy e Luas.

Aos participantes da banca examinadora



 

 

o = o ne" a." o — = o o o i =

.

.

=

=

-

.

-

dO 4 DOCne nn. as am CEREIE = da = cfqiiqrtpar“OTTOmo na RTOao — a e om ano a, a Om da ameno, quans Cas mu mo nur da Dm ma me RR a ntm
' ed ago qua PE = nd om profa "um PRE

odmo, baba ,to= PSP, o ca 2 ado
o— ooO don nm

Par= qu"
Lopo 7. na. Cm a o o
ds. CS ms . o da"! = qe =, do no 2.
ao mm Tao o baia etLiso dr nvmAO2oemaa

  
 

11



Resumo

Muitos eventos estudados na área de seguros e/ou atuarial nem sempre possuem característica

para serem modelados utilizando o modelo normal linear, mesmo com a aplicação de transformações
a fim de alcançar a normalidade. Com os avanços computacionais e a introdução dos modelos line-

ares generalizados, propostos por Nelder e Wedderburn (1972), as opções na escolha da distribuição
da variável resposta aumentaram.

Nesta dissertação são apresentadas técnicas de modelos lineares generalizados aplicadas em

dados reais da área de ciências atuariais. Abordando os modelos conforme a natureza da resposta,
para as discretas serão apresentada a binomial, Poisson e binomial negativa e pai'a as contínuas

serão apresentadas a gama e a normal inversa. Acrescentando, será descrita a estimação dos

parâmetros, o ajuste dos modelos e as técnicas de diagnóstico para cada uma das distribuições.

Finalmente, discutimos a modelagem conjunta da média e da dispersão utilizando os mode-

los lineares generalizados duplos, pois em muitas situações práticas a suposição do parâmetro de
dispersão ser constante pode não ser razoável quando esse parâmetro é desconhecido.
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Abstract

Most of the data sets Eram the insurance and actuarial áreas present discrete and continuous

data which can be modeled, for instance, by generalized linear models introduced by Nelder and
Wk:dderburn (1972).

In this manter dissertation we present some tools from generalized linear modems that can be

applied for modeling insurance and actuarial data. For instance, we discuss binomial, Poisson and
negative binomial modela for discrete data and gamma and inverse gaussian models for continuous
data. Fbr each model at least one application is given.

Finally, we algo discuss the double generalized linear modela in which the mean and disper-
sion are jointly modeled. We present some basic results related to the parameter estimation and

diagnostic methods and an illustrative example is presented.



VI



Sumário

Lista de Figuras XI

Lista de I'abelas Xlll

l Introdução
1. 1 Organização da dissertação
1.2 Suporte computacional

l
l
2

2 Descrição dos Dados

2.1 Terminologia na área de seguros
2.2 Base de dados sobic seguro de automóvel

2.2.1 Análise descritiva da base de dados sobre seguro de automóvel
2.3 Base de dados sobre diabetes

2.3.1 Análise descritiva da base de dados soba-e diabetes

2.4 Base de dados sobre seguro para terceiros

2.4.1 Análise descritiva da base dc dados sobre seguro para terceiros
2.5 Base de dados sobre seguro para acidente pessoal

2.5.1 Análise descritiva da base de dados sobre seguro para acidente pessoal

3

3

5

5

8

9

9

10

10

10

3 M.LGs com resposta discreta
3.1 Introdução.

3.2 Nfodclos para dados binâios .

3.2.1 Resposta binária

3.2.2 Regressão logística

3.2.3 Regressão logística simples

3.2.4 Estimação dos parâmetros

3.2.5 Regressão logística múltipla
3.2.6 Estintação dos parâmetros
3.2.7 Seleção de tnodelos

3.2.8 Ajuste do modelo

3.2.9 Técnicas de diagnóstico

3.2.10 Aplicação

13

13

13

13

14

14

16

17

17

19

20

22

26

Vll



Vlll SUMÁRIO

3.3 Modelos para dados de contagem

3.3.1 Distribuição de Poisson
3.3.2 Modelos de Poisson

3.3.3 Estimação dos parâmetros

3.3.4 Ajuste do modelo
3.3.5 Técnicas de diagnóstico

3.3.6 Aplicação

3.3.7 Distribuição binomial negativa

3.3.8 Modelos com resposta binomial negativa
3.3.9 Estimação dos parâmetros

3.3.10 Técnicas de diagnóstico

3.3.11 Aplicação

30

30

31

32

32

33

33

36

38

38

40

40

4 MLGs com respostas contínuas positivas
,l l T,.+.n,.l...n A
'l. l t l IUI L/\l\l\.(l\J -

z1 9 T)ietrihltipã,. (''.111.. ,

4.2.1 Modelos com resposta gama

4.2.2 Estimação dos parâmetros
4.2.3 Ajuste do modelo

4.2.4 Técnicas de diagnóstico

4.2.5 Aplicação
4.3 Distribuição normal inversa

4.3.1 Modelos com resposta normal inversa

4.3.2 Estimação dos parâmetros do modelo

4.3.3 Qualidade do ajuste

4.3.4 Técnicas de diagnóstico

4.3.5 Aplicação

45

45

45

46

47

47

48

48

52

52

53

53

53

54

5 Modelagem simultânea da média e da dispersão
K l T.t,..,.l - - n; a
v . x xxul v\x uy(x\J

5.2 MLGs duplos
5.3 Estimação dos parâmetros

5.4 Casos particulares

5.5 Técnicas de diagnóstico

5.6 Aplicações

59

59

59

60

62

62

64

6 Conclusões

6).1 Considerações finais

6.2 Sugestões para pesquisas futuras

73

73

73



SUMÁRIO lx

75

75

76

79

A Apêndices

A.l Apêndice l

A.2 Apêndice 2

Referências Bibliográficas



SUMÁRIO



Lista de Figuras

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

Distribuição do valor do veículo (a) e })oxplot do valor do veículo pela ocorrência de
sinistro (b).

Distribuição da exposição (a) e boxplot da exposição pela ocorrência de sinistro (b).
Distribuição do valor' do sinistro.

Diagrama de dispersão do número de mort.es conta'a a idade (a), porcentagem de

mortes contra a idade (b) e logaritmo da porcentagem de mortes contra a idade (c).
Diagrama de dispersão do número de sinistros envolvendo terceiros caiu o número de

acidentes (a) e do número de sinistros envolvendo terceiros com o número de lltortes
e feridos (b).

Histograma do valor do sinistro e a proporção da representação legal.

Histograma do mês do acidente e a proporção do tipo de dano.

Histograma do mês que o acidente foi comunicado e do mês que o processo foi concluído.

6

6

7

10

11

11

12

12

2.6

2.7

2.8

3.1 Gráficos de diagnóstico referente ao modelo logístico ajustado aos dados sobre seguro
de automóveis.

Gráâco normal de probabilidade referente ao modelo logístico ajustado aos dados
sobic seguro de autoruóvcis.

Gráfico do logaritmo da taxa de mortes versus a idade.

Gráficos de diagnóstico referentes ao modelo log-linear de Poisson ajustado aos dados

sobre mortes por diabetes.

Grá.hco normal de probabilidades referente ao modelo log-linear de Poisson ajustado
aos dados sobre mortes por diabetes.

Gráficos de dispersão do número de sinistros contra o número de acidentes e log do

número de sinistros envol'ç,endo terceiros contra o log no número de acidentes nas
176 áreas.

Gráficos de dispersão do número de sinistros confia o número de mortes e feridos e

log do númel'o de sinistros confia o log no núlllero de mortes e feridos nas 176 áreas.

Gráficos de diagnóstico referentes ao modelo binomial negativo ajmtado aos dados
sobre seguro para terceiros.

Grá.fico normal de probabilidades deferente ao modelo binomial negativo ajustada
aos dados sobre seguro pai'a terceiros.

28

29

34

37

37

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

41

42

43

43

3.7

3.8

3.9



Xll
LISTA DEFIGURAS

3.10 Gráâco normal de probabilidades I'eferente ao modelo Poisson ajustado aos dados
sobre seguro para terceiros.

44

4.1
Densidades da distribuição gama para alguns valores do parâmetro de dispersão e
supondo p = 1.

Diagrama de dispersão entre o logaritmo do valor pago de seguro pelo tempo opera-
cional para o grupo sem representação legal

Diagrama de dispersão entre o logaritmo do valor pago de seguro pelo logaritmo do
tempo operacional para o grupo sem representação legal.

Distribuição do valor do seguro pala o grupo sem representação legal.

Gráfico normal de probabilidades para o modelo com resposta gama ajustado aos
dados de seguro para o grupo sem representação legal.

Gráficos de diagnóstico para o modelo com resposta gama ajustado aos dados de
seguro para o grupo sem representação legal.

Densidade da distribuição normal inversa para alguns valores do parâmetro de dis-
persão e supondo p :; 2.

Distribuição do custo do sinistro(a) e do valor do \ eículo(b) pala os dados de seguro
autonlóvcl, para o$ contratos quc sofreram pelo menos um sinistro.

Gráficos de diagnóstico referentes ao modelo com resposta normal inversa ajustado
aos dados sobre seguro de automóveis.

Gráfico normal de probabilidades referente ao modelo normal inversa ajustado caos
dadossobre seguia de veículos

4.2
46

4.3
49

49

50

51

51

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

52

54

57

58

5.1
Distribuição da média do custo do sinistro pai'a os dados de seguro autolllóvel, para
os contratos que sob'eram pelo menos um sinistro.

Gráficos de diagnóstico referentes ao modelo com resposta normal inversa ajustado
aos dados sobre seguro de automóveis.

Gráficos de diagnóstico referentes ao modelo com resposta normal inversa ajustado
aos dados sobre seguro de automóveis para a média.

Gráficos de diagnóstico referentes ao rrlodelo com resposta normal inversa ajustado
aos dados sobre seguro de automóveis para a dispersão.

Gráfico noimd de probabilidades referente ao modelo normal inversa ajustado aos
dados sobre seguro de veículos.

Gráfico normal de probabilidades ieíerente ao modelo normal inversa ajustado aos
dados sobre seguro de veículos para a média e a dispersão.

5.2
66

69
5.3

5.4

5.5

5.6

70

70

71

71



Lista de I'abelas

2.1

2.2
Descrição das variáveis contidas na base de dados sobre seguro de automól,'eis.

Distribuição dos veículos segundo a ocos-iência de sinistro, o total de veículos, a,
poi'contagem de veículos com sinistro e a porccntagem de veículos segundo o tipo do
veículo.

Distribuição dos veículos segundo a ocorrência de sinistro, o total de veículos, a

porcentagem de veículos com sinistro e a percentagem de veículos segundo a faixa
de idade do veículo

Distribuição dos veículos segundo a ocorrência de sinistro, o total de veículos, a

porcentagem de veículos corri sinistro e a percentagem de veículos segundo o sexo.

Distribuição dos veículos segundo a ocorrência de sinistro, o total de veículos, a

porcentagem de veículos com sinistro e a porccntagem de veículos scguíldo a área
residencial do condutor principal.

Dist.ribuição dos veículos segundo a ocorrência de sinistro, o total de veículos, a
porcentagem de veículos cair sinistro c a porccntageni de veículos segundo a faixa

de idade do condutor principal.
Descrição da base dc dados sobre diabetes.

Descrição da base de dados sobre seguro para terceiros.

Descriçã.o da base de dados sobre seguro para acidente pessoal.

5

7

2.3

8

8

2.4

2.5

8

2.6

2.7

2.8

2.9

9

9

10

11

27

27

3.1

3.2

Descrição das vmiáveis contidas na base de dados sobre segtn'os de automóveis.

Passo a passo do processo de seleção de variáveis do modelo de regressão logística

ajustado aos dados sobre seguro de automóveis.

Estimativa dos parâmetros referentes ao uiodelo logístico ajustado aos dados sobre

seguro de automóveis.

Estimativas intervalal dos parâmetros tefet-entes ao modelo logístico ajustado aos
dados sobre segui'o de automóveis.

Estimativas dos parâmetros do modelo log-linear de Poisson ajustado aos dados sobre

mortes por diabetes.

Modelos log-lineares de Poisson ajustados aos dados sobre mortes por diabetes, com

o valor do desvio, graus de liberdade e AIC.

Modelo log-linear de Poisson com menor AIC ajustado aos dados sobre mortes por
diabetes.

3.3

28

29

35

35

36

3.4

3.5

3.6

3.7

Xlll



Xlv LISTA DETABELAS

3.8 1ç'lédía e variância do número de sinistros segundo o grupo de acidentes. . . . . . . 41

3.9 Estimativas do modelo binomial negativo ajustado aos dados de sinistros de terceiros. 42

4.1 Estimativas dos parâmetros referentes ao modelo com resposta gama ajustado aos
dados sobre acidentes pessoais.

lçtedidas resumo para o custo do sinistro segundo a va'lavei explicativa idade.

IXíedidas resumo para o custo do sinistro segundo a variável explicativa sexo.

h'cedidas resumo para o custo do sinistro segundo a variável explicativa área de
residência do condutor principal.

h4edidas resumo pai'a o custo do sinistro segundo a variável explicativa tipo de veículo

N4edidas resumo para o custo do sinistro segundo a variável explicativa idade do
veículo.

Estimativas dos parâmetros referentes ao modelo com resposta normal inversa ajus-
tado aos dados de segui'o de veículos.

50

55

55

56

56

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

57

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

Derivação de algumas quantidades para distribuições da famiüia exponencial.

b.cedidas resumo pala a média do disto do sinistro segundo a vmiável explicativa
idade do condutor principal.

R'cedidas rcsunio pala a média do custo do sinistro segundo a variável explicativa sexo

Medidals resumo para a média do custo do sinistro segundo a val'lavei explicativa
arca dc residência do condutor principal.

h'cedidas resumo para a média do custo do sinistro segundo a variável explicativa
tipo de veículo.

Medidas resumo para a média do custo do sinistro segundo a variável explicativa
idade do veículo.

Nlodelos com resposta normal ínx,ersa ajustados aos dados sobre seguro de automóvel,
com o AIC e desvio.

Estimativas do modelo com resposta normal inversa ajustado aos dados sobre seguro
de automóvel.

Modelos com resposta normal inversa com ajuste simultâneo para a dispersão ajus-
tados aos dados sobre seguro de automóvel, com o desvio.

Estimativa do modelo com resposta normal inversa ajustados aos dados sobre seguro
de aubonlóvel para média e para a dispersão.

60

65

65

65

66

66

67

67

5.6

5.7

5.8

5.9

5.10
68

68



Capítulo l

Introdução

Os eventos estudados nas mais diversas áreas, inclusive na área de seguros e/ou atuarial, mui-
tas vezes não possuem características pai'a serem modelados pelo modelo normal linear, mesmo

aplicando transformações a fim de alcançar a normalidade. Com os avanços computacionais e a
introdução dos modelos lineares generalizados (MLGs), desenvolvidos por Nelder e Wedderburn

(1972), é possível modelar utilizando distribuições que pertençam à família exponencial, aumen-
tando assim as opções de escolha da distribuição da vai'iável resposta, além de dar maior flexibilidade

para a relação funcional entre a média da variável resposta e o preditor linear.

Nesta dissertação de mestrado estamos considerado os MLGs com as distribuições binomial,
Poisson, binomial negativa, gama e normal inversa. Apresentamos para cada distribuição a teoria

de estimação dos parâmetros, ajuste dos modelos e as técnicas de diagnóstico e a aplicação com
dados reais da área de ciências atuariais. Finalmente, serão apresentados os modelos lineares
generalizados duplos, os quais são utilizados quando se quer modelar simultaneamente a média e a
dispersão.

1.1 Organização da dissertação

Esta dissertação está dividida em 6 capítulos. No segundo capítulo descrevemos os dados que
serão utilizados nos demais capítulos, os quais foram extraídos do livro "Generalized Linear Modela

for Insurance Data" , por Pies de Jong e Gillian Geller, para maiores detalhes veja website
http://www.acst.mq.edu.au/GLMsforlnsuranceData/. As informações se referem a dados atuariais

registrados em algumas regiões da Austrália. No total foram analisadas quatro bases de dados, a

base de seguros de automóveis, a base sobre morte de diabéticos, a base de seguros para terceiros
e a base de seguros para acidentes pessoais.

No terceiro capítulo abordamos alguns modelos paJ'a a análise de dados binários e de contagem.

Inicialmente discutimos o modelo logístico linear e em seguida o modelo de Poisson e com resposta

binomial negativa. Para o modelo logístico linear apresentamos a estimação dos parâmetros, a

seleção de modelos por Akaike, a qualidade do ajuste e uma revisão abrangente de métodos de
diagnóstico é apresentada na sequência, em que definimos pontos de alavanca e discutimos análise

de resíduos, métodos de deleção de pontos dentre outros proce(Hmentos. Em seguida no capítulo são

l



2 CAPIM tüO i INTRODTJ('An

discutidos o modelo com resposta de Poisson. Para o modelo com resposta Poisson apresentamos

a classe do modelo log-linear de Poisson. E por fim, discutimos o modelo com resposta binomial
negativa para a análise de dados de contagem com sobredispersão.

No quarto capítulo são abordados o modelo com resposta gama e resposta normal inversa

para a análise de dados assimétricos positivos. Este capítulo inicia-se com o modelo com resposta

gama e em seguida apresentamos alguns resultados inferenciais e técnicas de diagnóstico. No final

do capítulo são discutidos modelos com resposta normal inversa, com a apresentação de alguns
resultados teóricos. No quinto capítulo discutimos a modelagem simultânea da média e da dispersão,

em que iniciamos com a apresentação dos modelos lineares generalizados duplos. Em seguida,
apresentamos a estimação dos parâmetros, algumas técnicas de diagnóstico e aplicação.

Finalmente, no último capítulo apresentamos as conclusões desta dissertação e possíveis traba-
lhos futuros.

1.2 Suporte computacional

Os scripts desenvolvidos ao longo desta dissertação, para a estimação e diagnóstico dos modelos,

assim como os gráficos foram produzidos utilizando o R que se encontra disponível gratuitamente

em http://r-project.org/. Para maiores detalhes sobre o R ver Ihaka e Gentleman (1996) e
Cribari-Neto e Zarkos (1999).



Capítulo 2

Descrição dos Dados

Neste capítulo descrevemos algumas bases de dados apresentadas no livro " Generalized Linear
Modems for Insurance Data", por Pies de Jong e Gillian Geller. As bases utilizadas contêm in-

formações sobre seguros de automóvel, seguros contra terceiros, óbitos por diabetes e seguro de

acidentes pessoais. Antes de descrevermos M bases de dados definimos alguns termos técúcos
utilizados na área de seguros.

2.1 Terminologia na área de seguros

Apresentamos a seguir os termos que são utilizados com maior frequência pelos profissionais da

área de seguros. Esses termos foram extraídos da dissertação de mestrado de Prieto (2005).

e Apólice: é o documento em que se estabelece o contrato de seguro. A apólice tem duas
características importantes:

A prova de que o contrato existe;

As normas que regulam a relação entre os contratantes

e Beneficiário: quando se segura a vida, a integridade física de uma pessoa pode ser designada
à outra pessoa para que receba as indenizações.

e Classe de bónus: é a forma de clmsificar o segurado quanto ao número de renovações na
companhia sem a ocorrência de sinistro. A cada classe de bónus é concedido um desconto

no prêmio. E um desconto concedido ao segurado na renovação do seguro que aumenta

progressivamente caso não haja sinistro na vigência da apólice anterior. Exemplo: no primeiro

ano do seguro de automóvel, o bónus é 0%. Se durante este primeiro ano o seguro não for
utilizado, na renovação do ano seguinte o segurado tem direito a 10% de bónus. No ano

seguinte, caso não utilize o seguro, 15%o. E assim sucessivamente na escala 20%, 25% e 30%

(limite). Da mesma forma que o bónus aumenta, também diminui uma classe caso o seguro
seja utilizado.

e Exposição: é a proporção de dias em que o veículo fica exposto ao risco durante a vigência
do contrato. Forma de cálculo: Exposição = (n' de dias exposto ao risco)/365.

3



4 (;APITA;L0 2. DESCRIÇAODOSDADOS

e sequência de sinistros: é a razão entre a quantidade de sinistros e a exposição de um parti
curar segmento ou perfil.

© Percentual de sinistros: é a razão entre a quantidade de sinistros e o número de segurados de
um determinado perfil ou segmento.

e Prêmio: é o preço do seguro. E a quantidade de dinheiro que o domador paga para que a
seguradora indenize o segurado em um eventual sinistro. O prêmio tem em geral vigência
anual.

e Prêmio de risco: também chamado de prêmio puro, matemático ou estatístico. E a quantidade

necessária e suâciente que a seguradora deve cobrar para cobrir os riscos. Nasce do conceito

de esperança matemática como preço justo de uma eventualidade.

© Prêmio de tarifa: também chamado prêmio comercial, é o prêmio de risco mais os encargos
(gastos administrativos comissões e reservas técnicas) .

B Prêmio de venda: é o prêmio de tarifa somando os impostos

e Risco: é a possibilidade de perda ou dano. O homem desde que nasce vive sob a constante

ameaça de doença, acidente, morte etc. Da mesma forma sum propriedades podem vir a
sofrer incêndios, roubos etc.

e Segurado: é a pessoa titular do interesse segurado. E quem sofre o prejuízo económico em

seus bens em caso de ocorrência do sinistro ou a pessoa cuja vida ou integridade física é

segurado e portanto, quem receberá a indenização no caso de um sinistro afetm' o segurado

(exceto no caso de seguros de vida, em que a indenização em caso de morte é recebida pelo

beneficiário). O domador e o segurado podem ser a mesma pessoa ou pessoas distintas.

e Seguradora: é a pessoa jurídica que assume o compromisso de oferecer indenização quando

ocorre um sinistro. Para que uma empresa possa operar legalmente como seguradora esta

deve ter uma autorização da Superintendência de Seguros Privados (SUSEP). A SUSEP é o

órgão responsável pela regulamentação de toda atividade seguradora no Brasil

8 Seguro: entendido como um contrato de convênio entre duas partes, a companhia ou entidade

seguradora de um lado e o domador ou contratante do outro, mediante a qual a primeira se

compromete a ressarcir economicamente a perda ou dano que o segurado possa soã'er durante

a vigência do contrato. A obrigação do segurado é pagar o preço do seguro total ou parcial
na assinatura do contrato

e Sinistralidade: é um coeficiente (sinistro/prêmio) que mede a relê,ção entre os sinistros pagos
em um determinado período e os prêinios auferidos neste mesmo período.

e Sinistro: é a concretização do risco. Por exemplo, um incêndio que destrói uma fábrica, o
roubo de !ojas, morte em um acidente, colisão de um veículo etc.
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Tabela 2.1: Descrição das variáveis contidas na base de dados sobre seguro de automóveis

Variável
clm
numclaims
claimcst0
veh.vague

exposure

veh.body

Descrição
Ocorrência do sinistro
Número de sinistros
Custo do sinistro
Valor do veículo
Exposição
Tipo do veículo

Intervalo

(0)nã., (1)sim
h4
$O..$57000(em polares australianos)
$O-$350000(em dolares australianos)
GI
BUS - ânibus,
CONVT - conversível,
POUPE - coupe,
HBACK - hatchback,

HDTOP - hardtop,
MCARA - trailer motorizado,
MIBUS - microõnibus,
PANVN - van,

RDSTR - convertíveis de dois lugares
sem armação para as janelas,
SEDAN - sedan,
STNWG - station wagon,
TRUCK - caminhão,
UTE - utilitário.

l (novo), 2, 3, 4,5, 6
(1)feminino, (2)masculino
A,B,C,D,E,F
l (novo), 2, 3, 4

veh.age
fender
área
agecat

Idade do veículo
Sexo

Área da residência
Idade do condutor

principal

B Tocador: é a pessoa física ou jurídica que assina o contrato e paga seu preço

2.2 Base de dados sobre seguro de automóvel

A base de dados descrita a seguir contém informações de apólices de seguros de automóveis no

período de um ano, que vai entre o período de 2004 e 2005. No total são 67856 apólices, das quais

4624 (6,8%) possuem pelo menos um sinistro. As variáveis disponíveis nesta base são descritas na
Tabela 2.1.

2.2.1 Análise descritiva da base de dados sobre seguro de automóvel

Analisando a base de seguro de automóvel consegue-se ter um melhor entendimento do com-
portamento das variáveis.

Observando a variável valor do veículo, na Figura 2.1a, pode-se notar que a distribuição desta

variável se concentra nos canos de menor valor e pouca concentração nos can'os mais cal'os. Pelo

gráfico do boxplot da Figura 2.lb pode-se notar que não há indícios que o valor do automóvel
interâra no sinistro.



6 CAPITUL02. DESCRIÇAODOSDADOS

0 5 10 15 20 25 30 35
Vate do vekulo (x $10 000)

(a) ' '

0

Sínisko

l

Figura 2.1: Distribuição do valor do veículo (a) e boxplot do valor do veículo pela ocorrência de sinistro (b)
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Figura 2.2: Distribuição da exposição (a) e boxplot da exposição pela ocorrência de sinisti'o (b)

A variável exposição é definida como sendo a proporção de dias em que o veículo fica exposto

ao risco durante a vigência do contrato no ano, ou seja, se o valor for um pode-se dizer que o

automóvel ficou exposto o ano inteiro. Analisando a distribuição da Figura 2.2a pode-se notar que

existe uma concentração próximo ao valor um. E pelo grá6co do boxplot, Figura 2.2b, pode-se ter

indícios que para os automóveis que sofreram sinistro a exposição foi um pouco maior do que para

os automóveis que não sofreram sinistro.

Nos casos em que não houve ocorrência de sinistro o custo é zero, no total são 63232 casos sem

sinistro, ou seja, 93% dos casos. E para os 4624 casos com pelo menos um sinistro a distribuição
foi decrescente à medida que aumenta o custo. Ver detalhes na Figura 2.3.

Na variável tipo de veículo existem 13 grupos de veículos, a distribuição dos veículos que entra-

ram no estudo está descrita na Tabela 2.2. As categorias que mais possuem veículos são os grupos

SEDAN (Sedan) com 32,76% e HBACK (Hatchback) com 27,88%. A categoria BUS (Õnibus) com

18,8% foi a que teve maior percentual de sinistros.
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Figtu'a 2.3: Distribuição do valor do sinistro

Tabela 2.2: Distribuição dos veículos segundo a ocorrência de sinistro, o total de veículos, a porcentagem de
veículos com sinistra e n. nnrrentanP«a dp \rpírn]nq qpm.n,]. . ti... ,]A .,.{,..t.

Os veículos com idade referente às categorias 3 e 4 somam 57,5%, ou seja, os veículos mais

antigos são a maioria nesta base. O grupo que possui maior percentual de sinistros é formado por

veículos com idade referente à categoria 2 (7,6%). Para maiores detalhes ver Tabela 2.3.
A quantidade de veículos com condutor principal do sexo feminino foi um pouco maior do

que com condutor principal do sexo masculino, respectivamente 56,9% e 43,1%o. O percentual de
veículos ou apólices que possuem pelo menos um sinistro foi muito próximo pai'a ambos os sexos,
ou seja, pode-se verificar que a variável sexo não é discriminante pai'a a ocorrência de sinistro. Para
maiores detalhes ver Tabela 2.4.

I'V&VVXZUUF+UZIL UU V U VoAVa 0vF.Lltl\Xv v Üll/\J \l\J VÇl\#LlltJ  
Tipo do Veículo Sem Sinistro Com Sinistro Total Evento FYeq
BUS39# 0,07%
CONVT 78 3 81 3,7% 0,12%
POUPE 712 68 780 8,7% 1,15%
HBACK 17651 1264 18915 6,7% 27,88%
HDTOP 1449 130 1579 8,2% 2,33%
MCARA 113 14 127 11,0% 0,19%
MIBUS 674 43 717 6,0% 1,06%
PANVN 690 62 752 8,2% 1,11%
RDSTR 25 2 27 7,4% 0,04%
SEDAN 20757 1476 22233 6,6% 32,76%
STNWG 15088 1173 16261 7,2% 23,96%
TRUCK . 1630 120 1750 6,9% 2,58%
UTE 4326 260 4586 5,7% 6,75%
Total 63232 4624 6'7856 6 8% 100%
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Tabela 2.3: Distribuição dos veículos segundo a ocorrência de sinistro, o total de veículos, a porcentagem de
veículos com sinistro e a porcentagem de veículos segundo a faixa de idade do veículo.

[Fabela 2.4: Distribuição dos veícu]os segundo a ocorrência de sinistro, o total de veículos, a percentagem de
veículos com sinistro e a porcentagem de veículos segundo o sexo.

O local de residência do condutor principal ou área com maior quantidade de apólices é a área
C, com 30,3% das apólices. E a região com maior percetual de apólices com pelo menos um sinistro
é a área F com 7,8% de sinistros. Para maiores detalhes ver Tabela 2.5.

Pela variável idade do condutor principal nota-se que quanto mais jovem o condutor maior

é a chance de sinistro. Para a primeira categoria o percentual de sinistros foi de 8,6% e para a

última categoria foi de 5,6%, e as porcentagens de veículos em cada uma dessas categorias foram,
respectivamente, 8,5% e 9,6%. Para maiores detalhes ver Tabela 2.6.

2.3 Base de dados sobre diabetes

A base de dados sobre diabetes diz respeito ao número de mortos por diabetes em New Souto

Males, Austrália em 2002, coletados pela 4ustmZáan /nsfáéuÍe of .l/mZth and Weefam. No total são

Tabela 2.5: Distribuição dos veículos segundo a ocorrência de sinistro, o total de veículos, a porccntagem de
veículos com sinistro e a porcentagem de veículos segundo a área residencial do condutor principal.

Idade do Veículo Sem Sinistro Com Sinistro Total Evento n'eq
l (no«) 11432 825 12257 6,7% 18,1%
2 15328 1259 16587 7,6% 24,4%
3 18702 1362 20064 6,8% 29,6%
4 17770 1178 18948 6,2% 27,9%
Total 63232 4624 67856 6,8% 100%

Sexo Sem Sinistro Com Sinistro Total Evento n'eq
Feminino 35955 2648 38603 6,9% 56,9%
Masculino 27277 1976 29253 6,8% 43,1%
Total 63232 4624 67856 6,8% 100%

Área Residêncial Sem Sinistro Com Sinistro Total Evento F+eq
A 15227 1085 16312 6,7% 24,0%
B 12376 965 13341 7,2% 19,7%
C 19128 1412 20540 6,9% 30,3%
D 7677 496 8173 6,1% 12,0%
E 5526 386 5912 6,5% 8,7%
F 3298 280 3578 7,8% 5,3%
Total 63232 4624 67856 6,8% 100%
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Tabela 2.6: Distribuição dos veículos segundo a ocorrência de sinistro, o total de veículos, a porcentagem de
veículos com sinistro e a porcentagem de veículos segundo a faixa de idade do condutor principal.

Idade

l (no«)
2

3

4
5

6
Total

Sem Sinistro

5246
11943
14654
15085
10122
6182

63232

Com Sinistro
496
932

1113
1104
614
365

4624

Total
5742

12875

15767
16189
10736
6547

67856

Evento

8,6%
7,2%
7,1%
6,8%
5,7%
5,6%

6,8%

neq
8,5%

19,0%
23,2%
23,9%
15,8%
9,6%
100%

Tabela 2.7: Descrição da base de dados sobre diabetes

Variável

popn
deaths

fender
age

T)n..F;";.

População
Mortes
Sexo

Idade média do grupo

Intervalo

População do grupo formado
Número de mortes
masculino e feminino

20(<25), 30(25-34), 40(35-44), 50(45-54),
60(5$64), 70(65-74), 80(75-84), 90(+85) (em a-s)

6635078 indivíduos dos quais apenas 968 (0,01%o) morreram de diabetes. As vaJ'iáveis disponíveis

nesta base encontram-se na :rabelo 2.7, com as respectivas descrições.

2.3.1 Análise descritiva da base de dados sobre diabetes

Os dados são representados graficamente na Figura 2.4a, onde pode-se notar que o número de

mortes aumenta a uma taxa exponencial em idades mais avançadas, sendo que em geral o número
de mortes do sexo masculino é maior e apenas para indivíduos de 90 anos de idade o número de

mortes para o sexo feminino é maior. Observando a Figura 2.4b nota-se que o percentual de mortes

de homens com diabetes é maior do que de mulheres para as idades mais elevadas. E por fim,

na Figura 2.4c, onde utilizamos o logaritmo no percentual de mortes por diabetes, consegue-se
linearizai' a tendência.

2.4 Base de dados sobre seguro para terceiros

Seguro para terceiros é um seguro para os proprietários de veículos. Esse seguro garante aos

proprietários de veículos indenização no caso de danos causados a outros motoristas, passageiros ou

pedestres, como resultado de um acidente. Esse conjunto de dados registra o número de sinistros

com terceiros em um período de doze meses entre 1984 e 1986 em cada uma das 1 76 área geográficas

(área governamental local) em JVew Soaíã Males, Autrália. Outras vai'iáveis são registrados tais

como o número de acidentes, o número de pessoas mortas ou feridas e a população de cada área.

As variáveis disponíveis nesta base encontram-se na Ihbela 2.8, com as respectivas descrições.
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Figura 2.4: Diagrama de dispersão do número de mortes contra a idade (a), percentagem de mortes contra
a idade (b) e logaritmo da porcentagem de mortes contra a idade (c).

Tabela 2.8: Descrição da base de dados sobre seguro para terceiros

Variável

lga
claims
accidents
ki

population
pop-density

Descrição

rea governamental local
Número de sinistros com terceiros
Número de acidentes
Número de mortos ou feridos

População dalga
Densidade Populacional da lga

Intervalo

b6524
17-9416
11-4201
145&584900

2.4.1 Análise descritiva da base de dados sobre seguro para terceiros

Observando o diagrama de dispersão da Figura 2.5a nota-se que existem indícios que o númei o

de sinistros envolvendo terceiros tem relação com o número de acidentes, ou seja, quanto maior o
número de acidentes na área governamental maior é o número de sinistros envolvendo terceiros. O

mesmo comportamento pode ser observado no diagrama de dispersão da Figura 2.5b, que quanto
maior o número de mortes na área governamental maior é o número de sinistros envolvendo terceiros.

2.5 Base de dados sobre seguro para acidente pessoal

Essa base de dados contém informações sobre 22036 casos de seguros de danos pessoais. Essas

reivindicações são registros resolvidos com pagamento maior que zero, de acidentes ocorridos de

julho de 1989 até junho de 1999. O conjunto de dados contém as variáveis listadas na Tabela 2.9.

2.5.1 Análise descritiva da base de dados sobre seguro para acidente pessoal

No gráfico da Figura 2.6a temos o histograma do valor do sinistro. Esta variável tem distribuição
assimétrica à direita com grande concentra.ção de valores próximos de zero.

Na Figura 2.6b encontra-se o gráfico de representação legal, e pode-se verificar que a maioria

(aproximadamente 64%o) dos indivíduos têm representante legal.

Pela Figura 2.7a nota-se pelo grábco que aproximadamente 70% dos acidentes pessoais foram

sem lesão, e 1,16% dos casos foram de acidentes fatais, e aproximadamente, 5,7% foram casos sem
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Figura 2.5: Diagrama de dispersão do número de sinistros envolvendo terceiros com o número de acidentes
(a) e do número de sinistros envolvendo terceiros com o número de mortes e feridos (b).

Tabela 2.9: Descrição da base de dados sobre seguro para acidente pessoal

Variável
total

accmonth

repmonth
íinmonth
legrep
op-time

T)neprip n

Montante do acordo
Código da lesão
Mês do acidente
Mês do relatório
M'âq a n f] n :,lianFan

Representação legal
Tempo operacional

Intervalo

$10 - $4490000 (em dolares australianos)
l(sem lesão), 2, 3, 4, 5, 6(fatal) e 9(não O'avaro)
l(julho/89) até 120(junho/99)
l(julho/89) até 120(junho/99)
l(julho/89) até 120(junho/99)
0(não), l(sim)
0,1 - 99,1 (em %)

g
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Figura 2.6: Histograma do valor do sinistro e a proporção da representação legal



12 CAPITUL02. DESCRiÇAODOSDADOS

H
2 3 4 5 6 9

Códgo do Dano

(a)

0 20 40 60 80 100 120

lias de Errada
@)

Figura 2.7: 1-histograma do mês do acidente e a proporção do tipo de dano
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Figura 2.8: Histograma do mês que o acidente foi comunicado e do mês que o processo foi concluído

registro.

No Branco da Figura 2.7b tem-se a variável que indica o mês em que ocorreu o acidente, sendo

l=julho/89, . . . , 120-junho/99. Os meses com maior ocorrência de acidentes são os meses de

dezembro/89, janeiro/90.

Os dois últimos gráficos (Figura 2.8) referem-se ao mês que foi comunicado sobre o acidente

e o outro é o mês que foi finalizado todo o processo do acidente. Na Figura 2.8a verifica-se que

a quantidade de eventos comunicados nos primeiros meses foi muito maior do que nos próximos
meses. E na Figura 2.8b, verifica-se que a quantidade de ocorrência foi aumentando no decorrer
dos meses.



Capítulo 3

MLGs com resposta discreta

3.1 Introdução

A aplicação dos modelos lineares generalizados (MLGs), maiores detalhes ver Paula(2010), tem-
se veriâcado em diferentes áreas científicas, sobretudo nas ciências atuariais, ciência biomédicas e

ciências sociais. A partir deste capítulo ilustraremos os MLGs em diversas situações caracterizadals

pela natureza dos dados ou pelo objetivo da análise estatística. Em particular, serão apresentados
os modelos para dados discretos, os quais representados pelos dados binários ou por dados na forma
de contagem.

3.2 Modelos para dados binários

Neste tópico será abordado o modelo de regressão logística para a análise de dados com resposta
binária, ou seja, resposta com apenas dois resultados de interesse. Normalmente é chamado de

"sucesso"o resultado mais importante da resposta ou o evento que se queira estudar. Este tipo de

resposta é facilmente encontrado em situações práticas. A seguir temos alguns exemplos em que
aparecem esse tipo de resposta:

e o resultado da inspeção veicular, aprovado ou reprovado;

e a ocorrência de sinistro após um ano do contrato de apólice, sim ou não;

e o resultado do diagnóstico de um exame de laboratório, positivo ou negativo

O modelo logístico é muito utilizado e uma das explicações seria a facilidade para interpretação
dos parâmetros.

3.2.1 Resposta binária

Comidere a variável resposta y com dois possíveis valores 0 ou 1. 0 objetivo é descrever

o comportamento da variável y em termos de variáveis explicativa cujos valores são dados por

x - (zi, . . . ,zp):z'. Se r é a probabilidade para y :: 1, então podemos supor que }'' segue uma
distribuição de Bernoulli, y «' Be(r), em que

E(}'')

13
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« llx), l - «-

e Vm(}')

A distribuição de Bernoulli é um caso especial da binomial e faz parte da família exponencial
rlp dietrihBiipÃne

3.2.2 Regressão logística

A regressão logística há muito tempo vem sendo utilizada na área da saúde e nesses últimos

anos, o seu uso se expandiu para outras áreas, como setor financeiro, atuária, marketing etc.
Seu principal objetivo consiste em investigar a relação entre uma variável binária e um grupo

de vmiáveis explicativas, categóricas ou contínuas. A provável explicação da larga utilização da

regressão logística seria pela facilidade de interpretação dos parâmetros, e mesmo quando os dados
de interesse não são do tipo binário, alguns pesquisadores agrupam os valores, transformando a

resposta em binária, de modo que a probabilidade de interesse possa ser modelada. A função
densidade da distribuição logística é dada por

/(3/) - {Íf;iP'
em que oo < y < oo. A partir de /(3/) segue que a função de distribuição acumulada fica expressa
na forma

y

p'M - (Íi;q
E o modelo logístico binomial é da forma

z"(z) = .

que foi obtido substituindo F(3/) por n- e y por z na expressão de F(3/).

3.2.3 Regressão logística simples

No modelo de regressão logística simples r(aç) significa a probabilidade de ocorrer um evento
dado o valor z de uma variável explicativa z, sendo definida por

ez

+e'

,/3o+Pi=

«(z) - iÍ;K:im' (3.1)

Este modelo poderia, por exemplo, ser utilizado para analisar a associação entre um falar particular
e a ocorrência ou não de sinistro. Se z = 1 denota a ocorrência do favor e z - 0 a ausência do
fator, então

«'(1)
C#o+Pi



3.2. MODELOS PARA DADOS BINÁRIOS 15

e

' ' l cePO

Portanto, T(1) denota a probabilidade de ocorrer sinistro no grupo em que há presença do favor
e n-(0) denota a probabilidade de ocorrer sinistro no grupo em que existe ausência do favor. Será

assumido para cada indivíduo amostrado do grupo z = 1 que y «., Be(n'(1)) e para cada indivíduo
amostrado do grupo iç = 0 que y -.. Be(r(0)).

A razão entre uma probabilidade e a probabilidade complementar é denominada razão de chan-

ces (Odes Ratio), e indica a quantidade de vezes que a ocoITência de um determinado evento é

mais provável que a de não ocorrência. No cmo da regressão logística simples, a chance do evento

no grupo com presença do fatos (aç = 1) e no grupo com ausência do fatos (z = 0) é definida,
respectivamente, por

ea)a(0

í:11ih - 'a-''''
e

!«E -- .a,
í:;m ' '

Logo, a razão de chances fica dada por

,P-"ox' "w). .''. o.n

Então, obtém-se que @ = ePi. Para o caso em que z seja contínua a interpretação é um pouco
diferente. Supondo um valor observado 3 para a variável X, acrescentando esse valor de uma
unidade, obtemos

ePo +Pi(z+l)
«'(z + 1) - 1 i .a+a.(ã-+

Logo,

«-(z + l)

l - «-(a + l) lo *.""''"-:o
C#o +Pi(z+l)

ea' c#i e#i'

Similarmente, tem-se que

Jg .."..':'
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Portanto, a razão de chances entre um indivíduo com X = z + l e outro indivíduo com X - z fica
dadapor

«(z + l)(l - «-(z))

«(z)(l - r(z + il}
Ca)CPi CPi=

ea)ePtz
ePI

Ou seja, acrescentando em uma unidade para aç a razão de chances fica novamente dada Dor ePi

3.2.4 Estimação dos parâmetros

O método mais eficiente para estimar os parâmetros para o modelo de regressão logística é o

método de máxima verossimilhança. Para iniciar é necessário construir a função de verossimilhança

denotado por Z(P) para o modelo proposto. A função de verossímilhança representa a probabilidade

de reproduzir os dados da amostra para o mode]o, supondo que © = (A),/7i)]" desconhecido, em
que P é o vedor dos parâmetros do modelo.

Supondo que }'' segue a distribuição de Bernoulli(y «' Be(n(x))), em que o vedor x contém

valores observados da variável explicativa. Assim, n-(x) - P(y = ljx) e l --a'(x) = P(y = Ojx), em

que x =(1, z)I". Para uma amostra de n indivíduos independentes será assumido para o i-ésimo

indivíduo que E «' Be("(xi», então P(b = yilxi) = «-(x{)p'll -- «-(xi)l:'v'
Assim, a função de verossimilhança conjunta Z(P) será dada pelo produto das probabilidades

l(P) (K)I''(i -«-(x.)):'''

A forma como a função de verossimilhança está representada torna o seu cálculo muito (üspen-

dioso de forma que será calculado o logaritmo da função de verossimilhança L(P), uma vez que
este transforma o produto em uma soma de probabilidades. A estimação dos parâmetros é obtida
maximizando-se a função

l& (3.3)

L(P) = >ll: {yilog("(xí)) + (l - y{)log(l -- r(xi))}

Os valores de P que maximizam L(P) são obtidos derivando-se L(P) em relação aos parâmetros

Po e Pi. Logo, será necessário calcular a primeira derivada parcial do logaritmo da função de
verossimilhança com relação a cada parâmetro (Po e Pi) e igualar' a zero, ou seja,

n

]t

1llP -Eü;{-1
e
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1llilP - Eü: - «oa,: - o.

A solução deste sistema de equações não lineares com os parâmetros /io e /3i são obtidas através

de um processo iterativo baseado no método de Newton-Raphson (McCullagh e Nelder, 1989).

As estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros obtidas serão denotadas por P. Uma

consequência interessante derivada da equação >1,i.l(y{ iii(xi)) = 0 é (lue }l:i:::i / = :Za ã(Êi),
ou seja, a soma dos valores observados é igual à soma das probabilidades.

O valor da função de verossimilhança !(P) varia entre 0 e l, logo, o logaritmo da função de

verossimilhança L(/3) será um número negativo e alcançará o valor 0 em um modelo hipotético em
que se reproduziram os dados de forma exala.

3.2.5 Regressão logística múltipla

Considere a coleção de valores de variáveis explicativas denotadas pelo vedor x = (1, zi , . . . , aç )I'

Seja a'(x) a probabilidade de y assumir o valor l dado x,

«'(x) (3.4)

O modelo de regressão logística múltiplo assume que y «., Be(r(x)), no qual

' ' l+e'Z'
com 77 = Po + /3iiçi + . . . + apzp sendo o preditor linear.

3.2.6 Estimação dos parâmetros

Suponha uma amostra de rl observações independentes do par (x{,y{), i= 1, 2, . . . , rz. As-

sim, como foi descrito para o modelo de regressão logística simples, o método de estimação dos

parâmetros do modelo será o de máxima verossimilhança, com o qual será estimado o vetor /3
(/jo, Pi , . . . , ap)r. As equações de verossimilhança são expressas como

eq
TIX

n

>ll:(y: - «-(n)) - o,
{-1

E'". «-(xi))zii = 0,

{-1

>ll:(3/. «-(x.))z:p -0.

Em forma matricial essas expressões podem ser escritas como

lt
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XT(y - m)

em que

y = (g/i, . . . , 3/.)7',

m = (,'(xi),...,r(b.))a" e

X (3.5)

é a matriz modelo. Aplicando-se o método escore de Fisher (Paula, 2010) chega-se ao processo

iterativo para estimar P = (Po, Pi , . . . , DP)7'

l Znl

p(m+l) - (XTV(m)X.)-lXlrV(m)z('") , m :: 0, 1, 2,

, .,.)7' comem que z = (zl,

" ' «. * ..=Py;h .
V = diagll/i , , Un}, com % «(&))

Denotaremos por P a estimativa de máxima verossimilhança que é obtido da convergência

do processo iterativo dado acima. Para n grande e sob condições usuais de regularidade P tem

distribuição aproximadamente normal de média P e matriz de variância covariância (XTVX)-i
Ou seja, para " g-ande, Õ «' N,(/3, Va-(Õ)), em que Vm(P) = (XTVX) :

DADOS AGRUPADOS

Se as unidades experimentais são grupos, digamos É grupos, então as variáveis explicativas são

observadas nesses grupos e observamos para cada elemento do grupo a ocorrência ou não do evento.

Aqui teremos k grupos de tamanhos ni, . . . ,ni; e observamos para cada grupo o par (xi,gi),{ =

1, . . . , k, com y{ sendo o número de sucessos c x{ contém os valores de variáveis explicativas.

Neste caso, denominado dados agrupados, as equações de máxima verossimilhança assumem a
forma

Xr(y - m)

em que
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(yl , . . . , yj;)I",

(nl«-(xl), . . . , nk«-(xk))T

e XI tem a mesma forma anterior. O processo iterativo fica também dado por

p(m+l) . (X.l"V(")XI)-iXl7'V(")z('"), m = 0, 1, 2,

em que z = (zi, . . . , «)r com

g/{ -- n{«-(xí)

n{«-(&){l - «-(&)}

e V - diagÍ"i"(xi), ..,"k«'(xk)}. Para ní grande, Vi, P - N,(p,Vm(Õ)), em que Var(Õ)

3.2.7 Seleção de modelos

Após o conjunto de variáveis explicativas que serão incluídas no modelo logístico ser definido

é preciso conhecer a melhor maneira de encontrarmos um modelo reduzido que contenha apenas
as variáveis explicativas e interações que sejam mais importantes para explicarmos a probabilidade

de sucesso n-(x). Para o modelo logístico, a interpretação dos parâmetros é importante, uma

forma mecânica de seleção pode levar a um modelo que não faça sentido e de difícil interpretação.

Particularmente, a inclusão de certas interações impõe a permanência no modelo de seus respectivos

efeitos principais de ordem inferior, na ótica do princípio hierárquico. A seleção de um modelo
logístico deve ser um processo de seleção estatística de modelos e em conjunto com bom senso. Em

Paula(2010) há uma descrição dos métodos tradicionais de seleção de modelos tais como /07'ward,

bacÊward, sfepzt/ise os quais requerem níveis de significância de entrada e de saída para cada passo
ou interação. Logo, variando-se os níveis de sigúficância pode-se obter resultados diferentes. Já o

método de Akaike, que descrevemos a seguir, usa um critério de otimização baseado na função de
verossimilhança que depende apenas das variáveis que estão sendo consideradas no modelo.

4-

MÉTODO DE AKAIKE

Um procedimento mais simples para a seleção de variáveis explicativas num modelo logístico é
através do método de Akaike. Este método de seleção desenvolvido por Akaike (1974) basicamente

se diferencia do método de stepwáse por se tratar de um procedimento de otimização que não
envolve testes estatísticos. A ideia é selecionar um modelo que esteja bem ajustado e tenha um

número reduzido de parâmetros. Como o máximo do Ioga'itmo da função de verossimilhança L(P)
cresce com o aumento do número de parâmetros do modelo, uma proposta razoável seria encontrar
o modelo com menor valor para a função
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AIC (P) + 2p, (3.6)

em que p denota o número de parâmetros.

Uma sugestão de como utilizar este método, detalhes ver Paula (2010), é primeiro fazermos uma

seleção dos efeitos principais e depois num segundo passo, das interações de la ordem. Eventual-

mente algumas variáveis explicativas selecionadm podem não ser significativas marginalmente e a
retirada das mesmas do modelo poderá ser confirmada através de algum teste estatístico apropri-

ado, como por exemplo o teste da razão de verossimilhanças. A inclusão de interações de la ordem

pode ser feita individualmente dentre aquelas interações de interesse ou de fácil interpretação, pois
com a entrada de interações no modelo a interpretação do modelo tende a ficar mais complexa.

3.2.8 Ajuste do modelo

Após selecionarmos as variáveis do modelo é importante veriíicalmos se o ajuste do modelo é

adequado. Mas antes de discutirmos a qualidade do ajuste do modelo logístico, apresentaremos a
função desvio para os MLGs.

F{JNnÃO DESVIO

O modelo saturado é útil para julgar a qualidade do ajuste de um determinado modelo através
da introdução de uma medida de distância dos valores ajustados A com esse modelo e dos corres-

pondentes valores observados y. Essa medida de discrepância entre o modelo saturado e o modelo

sob investigação é motivada pela estatística de razão de verossimilhanças.

Suponha que o logaritmo da função de verossimilhança seja definido por

L(p; y) = >1: i,(pi; y{),

em que /4 = g l(171) e ?7i = xÍP. Para o modelo saturado (p = n) a função L(p; y) é estimada por

lZ

L(y;y)

Ou seja, a estimativa de máxima verossimilhança de p{ fica nesse caso dada por jZ{ :; gi. Quando p <

n, denotaremos a estimativa de L(p; y) por L(&l y). Aqui, a estimativa de máxima verossimilhança
de H será dada por À = g'i(Õi), em que Õi = xfÕ.

A qualidade do ajuste de um MLG é avaliada através da função desvio

lZ

D*(r; A) (y; &) 2ll(y; y) L(&; y)} ,

que é uma distância entre o logaritmo da função de verossimilhança do modelo saturado (com n
parâmetros) e do modelo sob investigação (com p parâmetros) avaliado na estimativa de máxima

verossimilhança p. Um valor pequeno para a função desvio indica que, para um número menor de
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parâmetros, obtém-se um ajuste tão bom quanto o ajuste com o modelo saturado.

Se denotarmos por ai ' aí(Ai) e 0{ = ai(/Zi) as estimativas de máxima verossimilhança de a para

os modelos com p parâmetros (p < n) e saturado (p = n), respectivamente, temos que a função
D(y; &) fica, alternativamente, dada por

D(y;Ê) 2)ll:{ /:(Õ: - Ó.)+(Ó(ó.) Ó(õ:))}
lZ

FUNÇÃO DESVIO NO CASO BINOMIAL

Apresentamos a seguir a função desvio para o modelo binomial. DenotaJnos D(y; A) = >1:Z::i cl2(yi; &Í)
em que (Z2(yi; Ai) será denominado componente do desvio não escalonado.

O desvio é sempre maior ou igual a zero, e decresce à medida que variáveis explicativas vão

sendo adicionadas ao modelo ajustado, e quando o modelo ajustado for igual ao modelo saturado
o desvio se torna zero.

Logo, para definir o desvio da binomial assumimos E «' B(n{,pi), i= 1, . . . , k, obtemos aí =

loglZ/i/(% 3/i)} e 0i = logo/h/(l -- P{)} para 0 < yí < ni. Logo, o desvio assume a seguinte forma:

D(y;A) 2 l:i Jog(y{/niÀ) + (ni -- y{)logo(l - vi/n)/(i -- Jii)}l.

Contudo, quando y{ = 0 ou yi = n{, o i-ésimo. termo de D(y;A) é igual a --2mlog(l -- jZ{) ou
--2HlogÂ{, respectivamente (ver Paula, 2010). Portanto, os componentes do desvio no caso binomial

assumem as seguintes formas:

k

l&

2lyilog(gi/níÀ) + (n{ - y{)logo(l g{/ni)/(l À)}l se 0 < y: < nÍ;

--2nilog(l -- Ai) se yi = 0;
2nilogÊ{ se yi = ni.

d'(yi;Ai) =

QUALIDADE DO AJUSTE NO CASO BINOMIAL

O desvio de mode]os com resposta binomia] tem distribuição assintótica conhecida apenas pai'a

o caso de dados agrupados. Ou sda, se E «. B(H,n{), { = 1,.. .,k, então o desvio D(y;A)
segue quando n{ é grande V{, a distribuição é qui-quadrado com(k -- p) graus de liberdade. Para

os demais casos a distribuição assintótica do desvio é em geral desconhecida. Nesses casos, a

recomendação é usar a estatística de Hosmer e Lemeshow (1989), que sugerem uma estatística
alternativa que consiste em ordenar os n indivíduos segundo as probabilidades preditas e divida-los

em aproximadamente g = 10 grupos com aproximadamente o mesmo tamanho. Essa estatística

é definida comparando"se o número observado com o número esperado de sucessos nos g grupos



22
CAPÍTULO 3. MLGS COM RESPOSTA DISCRETA

formados, assumindo a forma

,: - «;Ü)'
ÉÍ ;Çi;Íi'.'81 ' o.n

em que OÍ denota o número de sucessos no .j-ésimo grupo formado, n; representa o tamanho deste
grupo e zl representa a probabilidade predito média desse grupo. Hosmer e Lemeshow veri6caram

atráves de simulações que a distribuição nula assintótica de C pode ser bem aproximada por uma
distribuição qui-quadrado com (g 2) graus de liberdade.

Embora o desvio nem sempre tenha distribuição assintótica conhecida, a diferença de desvios

de modelos encaixados tem distribuição assintótica qui-quadrado. Vamos supor que o vetar de

parâmetros P seja particíonado na forma P = (PI , /32 )I', em que P. é um vetar q x l e P, é um

vedor (p -- q) x 1. Sejam D(y; Ao) e D(y; &) os desvios dos modelos com (p -- q) e g parâmetros,

respectivamente. Ou seja, D(y;Ao) é o desvio do modelo reduzido em que .IZo : Pi = 0. Então,

a estatística da razão de verossimilhanças para testar .llo : /3i -: 0 contra .17i : Pi # 0 pode ser
expressa na forma

(RV = D(y; &o) -- D(y; &),

e sob /lo e para n grande segue a distribuição qui-quadrado com q graus de liberdade.

3.2.9 Técnicas de diagnóstico

Antes de apresentarmos as particularidades das técnicas de diagnóstico para os modelos bino.-

moais, vamos apresentar um resumo dessas técnicas para os MLGs, ver Paula (2010)

No processo de ajuste do modelo de regressão, a análise de diagnóstico é uma ferramenta impor-

tante na verificação de possíveis afastamentos das suposições feitas para o modelo, especialmente

pai'a o componente aleatório e para a paire sistemática do modelo, bem como a existência de ob-

servações discrepantes com alguma influência desproporcional nos resultados do ajuste. A análise

de diagnóstico teve início com a análise de resíduos para detectar a presença de pontos aberrantes
e avaliar a adequação da distribuição proposta pai'a a variável resposta.

A detecção de observações influentes na análise de diagnóstico é um tópico importante, pois
estas observações são pontos que exercem um peso desproporcional nas estimativas d(n parâmetros

do modelo. O estudo apresentado por Hoaglín e Welsch(1978) sobre a diagonal principal da matriz

de projeção H = X.(X.rX)'iXI, em que X é a matriz modelo, que motivou a definição de pontos
de alavanca, que recebem esse nome por terem um peso desproporcional no próprio valor ajustado.

Esses pontos em geral possuem um perfil diferente dos demais pontos no que diz respeito aos valores
das variáveis explicativas.

A exclusão de pontos talvez seja a técnica mais conhecida para avaliar o impacto da retirada de

uma observação particular nas estimativas da regressão. A distância de Cook (1977), originalmente
desenvolvida para modelos normais lineares, foi rapidamente assimilada e estendida para diversas
classes de modelos.
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PONTOS DE ALAVANCA

A ideia de pontos de alavanca é estudar o efeito de cada observação no próprio valor ajustado

e isso é medido na regressão normal linear através da derivada â#í/ag{, em que gi é o valor predito

que sai da relação P = Hy, j' = (Úi, . . . ,Ú.)r, H = X(X7'X)'iXr e y = (y1, . . . ,3/.)T. Fica fácil

mostrar que

#i hi HP(Xa"X)':M,

em que x? é a í-ésima linha da matriz X e hÍ{ é o í-ésimo elemento da diagonal principal da matriz

]l. Mostra-se que 0 5; Ai{ 5; l e valores altos de hÍI indicam pontos com efeito desproporcional no

próprio valor ajustado. Um critério descritivo é olhar com mais atenção aqueles pontos tais que
hü 2 2p/n.

Em MLGs pode-se também calcular a derivada aÚ{/õ3/{ como é discutido, por exemplo, em
Paula (2010). Uma forma equivalente será apresentada a seguir com base no processo iterativo
para obter' P em MLGs.

Na convergência do processo iterativo dos MLGs para obter P tem-se a seguinte relação:

t

Õ \Õ'X)''XTÚrâ, (3.8)

em que X é a matriz modelo, W = diaglwi, . . . ,w.} é a matriz de pesos com wí = (dK/d77i)2/%

e z = (zi, . . . ,z.)r é a variável dependente modificada. O processo iterativo dado em (3.8) é
equivalente à solução de mínimos quadrados da regressão linear de â contra XI com matriz de pesos

W. Dessa regressão linear a matriz H correspondente assume a forma

Ü - '@''/'X(XT'@'X) ':Xa"'W:/' ,

e portanto é sugerido olhar os elementos da diagonal principal de H, dados por

Ü Úi4r(X''ÜTX)':x:

A sugestão para detectar pontos de alavanca em MLGs é construindo o gráfico de /hi contra os
valores aj ustados.

REsÍDuos

Na regressão normal linear, como é conhecido, o resíduo mais recomendado é o resíduo Studen.

gizado, definido por

em que s2 é a estimativa não viesada de a2. Todavia, como t{ não segue distribuição aproximada-
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mente normal utiliza-se o resíduo modificado

.á. 'yi

em que sê) é a estimativa não viesada no ajuste do modelo sem a {-ésima observação. Esse resíduo
t; tem distribuição aproximadamente normal, particularmente para rz grande.

Um resíduo que pode ser derivado para os MLGs com base no processo iterativo (3.8), que seria

um análogo de t; para a regressão linear de â contra X. com matriz de pesos 'W, é definido por

Z

ls({)

ts: ;:
'Ó(g: ú:)

K(l - hü)

em que é é a estimativa do parâmetro de dispersão @ l

Como a distribuição de ts. é em geral assimétrica dificultando a análise de resíduos, outros
resíduos com distribuição aproximadamente simétrica foram proposto para os MLGs. Por exemplo,

o resíduo de Anscombe (vide Pauta, 2010). Porém, o resíduo mais utilizado na classe dos MLGs é
o resíduo componente do desvio, definido por

tz).

em que d(yi;Pí) = :Lv(Z2 y ;Õi). O sinal de d(yi;À) é o mesmo de yi -- À. Vários estudos de
simulação desenvolvidos por autores diferentes têm indicado boa corcondância entre a distribuição
empírica de to. com a distribuição normal padrão. No caso binomial com dados agrupados tem-se

boa corcondância mas quando não tem-se dados agrupados tem-se apenas a simetria em torno de

zero Assim, recomenda-se fortemente o gráfico normal de probabilidades com envelope gerado

(vede Pauta, 2010) para detectar pontos aberrantes e afastamentos importantes das suposições da
parte aleatória do modelo.

INFLUÊNCIA

O método mais conhecido para detectar pontos influentes na regressão normal linear é a distância

de book, que mede o afastamento entre /i e /3(i), em que P({) denota a estimativa de mínimos
quadrados sem a {-ésima observação. Essa distância é definida por

(Õ )7'(XTX)(Õ-ÕU)

Após algumas manipulações de álgebra linear é possível obter uma expressão fechada para P({) e
consequentemente para Di. Segue que

PS
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em que hí e t{ foram definidos previamente. Sugere-se o gráfico de DÍ contra a ordem das ob..

servaçoes, pax'a verificar quais pontos têm maior influência nas estimativas. Deve-se olhar com

mais atenção aqueles pontos com mais destaque. Uma análise confirmatória é sempre recomen-

dada. Isto é, uma vez definidos os pontos com maior destaque deve-se retira-los individualmente
(e/ou conjuntamente) e avaliar as mudanças nos resultados. Mudanças numéricas devem ocorrer.

todavia atenção maior deve ser dada quando ocorrerem mudanças inferenciais. Muitas vezes a

eliminação de um ponto pode induzir ou mascarar o efeito de uma variável explicativa.

Um outro método interessante denominado influência local que consiste em avaliar o impacto

que pequenas pertubações no modelo/dados causam nas estimativas foi proposto por book (1986).
contudo, consideremos neste trabalho apenas o método de deleção de pontos. '' \'"'"/

milhança, e de influência em modelos não normais é realizada através do afastamente pela veros-

l /%iDÍ=
bü'''pl Z

LDí 2ÍI,(Õ) L(Õn)},

Pn 11fl$<11:Í(X''WX)':x.,(3.9)
em que lfP. = X/#(g/i -- gi)/X/Ü é o resíduo de Peaison. Assim, a medida de influência LDi fica

LD. l tg.1. (i - üi) J '''

diçn := R s são(i) gráfico de hi contra os «dores

contra os valores ajustados e(iv) gráfico

ADAPTAÇÃO PARA MODELOS BINOMIAIS

Vamos supor que }'i, . . . , Xk são variáveis aleatórias independentes tais que h «., B(q, a'(xi))

em que gÍn'(xi)} = 17i = HTP oom xi =(afi ,. . . , Jçi,)I' contendo la.lores das variáveis explicativas.
O resíduo componente do desvio fica expresso, para O < g/e < 7%, na forma '''
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'«. - :á:{« .: (ü) * '« ,:,:.: (=ü)}',
em que ái = ií(z{), e o sinal é o mesmo de g/i -- ÚÍ. E para y{ - 0 ou yí = ni, o resíduo componente
do desvio assume, respectivamente, as formas

tOi
{2nÍllog(l i-í)ll:/:

l hÍI
e

. {2Hjlogá'ijli/2
i- h{

Por sua vez a medida de influência LD{ assume a forma aproximada

Z)i ::

.. Àii (g/i - miai)'
' (l - Ài{)' "iá'i(l - ÍÍy

em que h{ = ni«-í(l ri)xr(XTX)-:x{ com Vi = diaglni«-i(l «-i),... ,nkrk(l «-k)}.

3.2.10 Aplicação

A regressão logística é utilizada quando a variável resposta assume apenas dois valores, 0 ou
1, e as variáveis explicativas podem ser categórica ou contínuas. O modelo de regressão logística

explica a probabilidade de ocorrência do evento, ou seja, descreve a probabilidade dados os valores

das variáveis explicativas. Para a aplicação da regressão logística será utilizada a base de seguro de

automóveis, ver Tabela 3.1, na qual a resposta em estudo é a ocorrência de sinistro (l = houve pelo

menos um sinistro; O = não houve sinistro). E para não haver impactos em relação à exposição
(a proporção de dias em que o veículo fica exposto ao risco durante a vigência do contrato) foram

utilizados apenas os valores com exposição entre 0,951 e 1. A variável exposição também pode
ser utilizada como vai'sável explicativa e neste caso poderia ser utilizada com todos os casos de
exposição.

A base total era de 67856 e com o filtro de exposição esse número foi para 3696. Além da
ocorrência de sinistro serão consideradas as seguintes variáveis explicativas: ueà-ualue, valor do

veículo, ueh.boda/, tipo do veículo, oeh.age, idade do veículo, fender, sexo do condutor principal,
área, área da residência e agecat, idade do condutor principal.

Aplicaremos a seguir o método de seleção de Akaike. Na etapa l consideraremos apenas os

efeitos principais. Após seleção das variáveis pelo método de Akaike, as variáveis explicativas
significantes foram as variáveis área e a idade do veículo. Para detalhes do passo a passo da seleção

ver Tabela 3.2. Portanto, o AIC do modelo selecionado foi de 2681, o desvio foi de D(y; A) = 2671
(3691 graus de liberdade), indicando um ajuste adequado.

Na etapa 2, concluímos então que apenas uma interação de la ordem será incluída no modelo.

A interação entre as variáveis explicativas área x idade do veículo, a inclusão da interação no

modelo não foi significativa, pois o modelo com a interação em relação ao modelo da etapa l se
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Tabela 3.1: Descrição das variáveis contidas na base de dados sobre seguros de automóveis

Variável
clm
numclaims
claimcst0
veh.vague

exposure
veh.body

Ocorrência do sinistro
Número de sinistros
Custo do sinistro
Valor do veículo

Exposição
Tipo do veículo

Intervalo

0 = não, 1 = sim
G4

$0-$57000(em dolares australianos)
$O-$350000(em dolares australianos)
GI
BUS - õnibus,
CONVT - convertível.
COUPE - coupe,
HBACK - hatchback,
HDTOP - hardtop,
MCARA - trailer motorizado.
MIBUS - microânibus,
PANVN - van,

RDSTR - convertíveis de dois lugares
sem armação para as janelas,
SEDAN - sedan,
STNWG - station wagon,
TRUCK - caminhão,
(JTE - utilitário.

l (novo), 2, 3, 4, 5, 6
(1)feminino, (2)masculino
A,B,C,D,E,F
l (mais novo), 2, 3, 4

veh.age
gender
área

agecat

Idade do veículo
Sexo

Área da residência
Idade do condutor
principal

Tabela 3.2: Passo a passo do processo de seleção de variáveis do modelo de regressão logística ajustado aos
dados sobre seguro de automóveis.

Modelo

veh.body + veh.age + fender + área + agecat + veh.value
veh-age + gender + area+ agecat + veh.vague
veh-age + fender + área + veh.vague
veh-age + fender + área
veh.age + área

Desvio

2652,1
2661,9
2666,2
2666,7
2671,0

AIC

2708,1
2693,9
2688,2
2686,7
2681,0

mostrou com rendimento pior, o modelo ficou com AIC de 2685. Portanto, o modelo ajustado para
o conjunto de dados foi o modelo da etapa l.

As Figuras 3.1a - 3.Id apresentam alguns gráficos de diagnóstico. Na Figura 3.la tem-se o

gráfico de hi contra os valores ajustados e nota-se um ponto em destaque, #352. Na Figura 3.lb

tem-se o gráfico de resíduos to. , a maioria dos pontos cai dentro do intervalo l-2,21, mas tem alguns

pontos que ficam bem na intersecção do limite superior. Já o gráfico de influência (Figura 3.lc)
não há pontos em destaque. E a partir do gráfico da Figura 3.Id identificamos que a função de
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Gráficos de diagnóstico referente ao modelo logístico ajustado aos dados sobre seguro de au.

Tabela 3.3: Estimativas dos parâmetros referentes ao modelo logístico ajustado aos dados sobre seguro deautomóveis.

ligação é adequada. O condutor #352 reside na área F e possui veículo novo e não sofreu nenhum

sinistro. Pelos resultados das estimativas da Tabela 3.3 seria mais provável esperai'mos pelo menos
um sinistro do condutor principal com esse perfil.

Na Figura 3.2, o gráfico normal de probabilidades para o resíduo to: não fornece indícios de
que a distribuição utilizada seja inadequada. Retirando a observação destacada pelos grá6cos de
diagnóstico não houve mudança inferencial, pois é ponto de alavanca.

As estimativas dos parâmetros do modelo final, os valores padronizados pelos respectivos erros
padrão aproximados e o p..valor de cada uma das estimativas encontram-se na Tabela 3.3.

Efeito Estimativa E/E. Padrão p-valor
Constante 1,625 -13,882 <0,01
veh-age (1) 0    
veh-.age (2) -0,285 -1,904 0,05
veh-age (3) 0,528 3,494 <0,01
veh-age (4) -0,670 -4,350 <0,01
área A,B,C,D e E 0    
área F 0,535 2,882 <0,01
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Percenüs da N(0,1)

Figura 3.2: Gráâco normal de probabilidade referente ao modelo logístico ajustado aos dados sobre seguro
de automóveis.

Tabela 3.4: Estimativas intervalar dos parâmetros referentes ao modelo logístico ajustado aos dados sobre
seguro de automóveis.

Pelas estimativa dos parâmetros da Tabela 3.3, nota-se quanto maior a idade do veículo, menor

a chance da ocorrência de sinistro. Com relação a área de residência do condutor principal, nota-se

que a chance de ocorrência de sinistro para o condutor que reside na área E é menor, e o condutor
que reside na área F a chance de sinistro é maior. Logo, o perfil com maior chance de ocorrência

de sinistro seria para os veículos novos e para o condutor que reside na área F
A interpretação dos coeficientes pode ser melhor interpretado pela razão de chances, ver Tabela

3.4. A interpretação é realizada comparando com a cadela de referência da variável, que no caso da

idade do veículo (veh.age) a cadela é a categora (1) e na variável área a cadela é o grupo de áreas

A, B, C, D e E. Por exemplo, a chance de um segurado que possui um veículo com idade (2) vir

a sofrer um sinistro é aproximadamente 25% menor que a chance de um veículo com idade (1). E
a chance de um segurado que reside na área F vir a sofrer um siústro é de aproximadamente 70%

maior que a chance de um veículo das áreas A, B, C, D ou E.

    Estimativa intervalar
Vãriáve! Ú LI LS
veh-age (1) l  
veh.age (2) 0,749 0,453 1,046
veh-age(3) 0,587 0,289 0,886
veh.age (4) 0,511 0,210 0,814
área A, B, C, D ou E l  
área F 1,707 1,344 2,071
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3.3 Modelos para dados de contagem

O modelo para dados de contagem que será discutido inicialmente é o modelo log-linear de
Poisson. O modelo log-linear de Poisson desempenha um papel fundamental na análise de dados

categorizados, equiparável ao modelo linear de regressão normal na análise de dados contínuos.

Esses modelos são usados para analisar tabelas de contingência multidimensionais, mesmo quando
o modelo probabílistico não é um produto de distribuições de Poisson. E em particular, esta variável

aleatória possui o valor médio igual à variância.

Alguns exemplos da área de seguros para MLGs quando a resposta é contagem.

B Em estudos de mortalidade, um dos objetivos seria explicar o número de mortes em termos
de variáveis como idade, sexo e estilo de vida.

e No seguro saúde, que poderá explicar o número de reclamações feita por diferentes indivíduos

ou grupos de indivíduos em termos de variáveis explicativas, tais como idade, sexo e ocupação.

e Em geral ou de um seguro de acidentes, a contagem pode ser o número de sinistros sobre as

política de seguro do veículo. Esta poderia ser uma função da cor do veículo, cilindrada,
experiência com sinistros anteriores, e assim por diante.

Nesta seção também será discutido o modelo com resposta binomial negativa, que é utilizado

quando há sobredispersão nos dados, que ocorre quando a variância é maior do que a média.

3.3.1 Distribuição. de Poisson

A distribuição de Poisson é uma distribuição de probabilidades discreta. Ela expressa, por

exemplo, a probabilidade de um certo número de eventos ocorrerem num dado período de tempo,
caso esses eventos ocorram com uma taxa média conhecida e caso cada evento seja independente
do tempo decorrido desde o último evento.

Suponha que sob distribuição binomial, n se torne grande enquanto a' se torne pequeno, mas

de maneira que a média À = nn- fique constante. No limite, a função de probabilidades de y fica
dada por

e'ÀÀy
P(}''' ::-;;í, y-0,1,2,.

que é a distribuição de Poisson, y «' P(À). A função de probabilidades depende apenas de um

pa;âmetro À e segue que E(y) = À e Var(y) = À.
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3.3.2 Modelos de Poisson

PROPRIEDADES DA POISSON

Antes de descrevermos o modelo log-linear de Poisson vamos apresentar algumas propriedades
da Poisson. Supondo que y «' P(À) cuja função de probabilidades é dada por

p(}''=v)=!!::E, p=o,i,2

Podemos mostrar (ver McCullagh e Nelder, 1989) que quando À -+ oo

{!;iil:D -+a N(0, i).

{«f - E(vf)} -+a N(0, 1/4).

pX:l;K,d HBI
v'E

em que ci «. N(0, a'), i = 1, . . . , n

MODELOS DE POISSON
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MODELOS LOG-LINEARES

Os modelos log-lineares são os mais utilizados para modelagem de dados de contagem, princi-

palmente pela facilidade de interpretação dos resultados.

Por exemplo, se temos um modelo log-linear tal que b « P(pi), em que log/q = a + Pz{ com

incremento de uma unidade em ]çi significa que a nova média seja dada por p; - expÍcv+P(zÍ+l)} =

expÍa + P:çílexp(P), ou seja, p; = /qexp(P). Assim, a razão de médias fica p;/p{ = eP. Se de

outra forma o número de ocorrências depende do tempo e assumimos que E « P(Àiti), então
logp{ = logÀiti:; logÀi + logt{. Nesses casos é usual relacionarmos com as variáveis explicativas

a taxa À{, sendo logt{ chamado de " o#set". Portanto, teremos logÀi:: xT/3 e consequentemente

logp{ = logtí + x:'P.

3.3.3 Estimação dos parâmetros

O modelo log-linear de Poisson é um tipo específico de MLG cujos parâmetros podem ser
estimados usando-se o método da máxima verossimilhança. Supondo que E -.. P(pi), para í - l,

, n, e que logp{ = xÍ/3, a função de verossimilhança conjunta Z(P) será dada por

Assim, o logaritmo da função de verossimilhança fica dado por

(3.10)

L(P) = >ll:(3/ilogp{ p{) - >1: log(yi!). (3.11)
&=1 {=1

A maximização de L(P) pode ser obtida através do método de Newton-Raphson (McCullagh e
Nelder, 1989) que leva ao seguinte processo iterativo:

p(m+l) . (XlrV(")X)-iXa"'V(")z("), m = 0, 1, . . .,

em que z - '7+V''(y p), 77 =(qi,..-,q.)7', y =(yi,...,y.)7', P =(pi,...,p,.)r, q{ = logP{

e V = diaglpi, . . . , /l,.}. O estimador de máxima verossimilhança de /3 para n grande segue uma

distribuição normal p-variada de média /3 e matriz de variância-covariância (XTVX)-i
3.3.4 Ajuste do modelo

A função desvio de um modelo de Poisson supondo y{ > 0, VÍ, é definida por

D(y;&) = 2 ll:lglog(y{//2i) - (gi Ü)}.

Se Z/i = 0, í-ésimo termo de D(y; Ê) ficará dado por 2Ai. Resumindo, temos o seguinte resultado

lt

d'(yi;Ü) =
2lg/{log(g{/Ü) - (y{ - À)} se g/{ > 0;

2Ai se g/{ :: 0.
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Para ligação logarítmica e se o modelo possuir uma constante na parte sistemática, a função

desvio âca reduzida à forma D(y;Ê) = 2)ll:::;i yÍlog(yi/Pi), pois >,Z:i(yi -- Pí) = 0. Assim, se

for particionado o vedor de parâmetros tal que P = (pT,p2 )I', em que Pi e P2 são subvetores

de dimensão q e p -- q, respectivamente, a estatística da razão de verossimilhanças para testar
.llo : P2 :; 0 contra .Hi : P2 # 0 fica dada por

€Ry D(j';M) - D(y; Â)

2 l: /:log(Êoí/À)
{-1

Sob .llo e para grandes amostras (aV v X:. Os resultados assintóticos para os modelos de

Poisson valem tanto para p fixado e n -+ (x) como para n fixado e p{ --} oo,Ví.

3.3.5 Técnicas de diagnóstico

O resíduo componente do desvio para a ligação geral fica expresso para y{ > O num modelo de
Poisson na forma

to. {glog(yi/À) -(y{ Ü)}:/',

em que àü é o {-ésimo elemento da diagonal principal da matriz H = Wi/2X(Xa"WX)'iX.I'Wi/2,
em que W = diaglwi,...,w.} com wi = (dpi/d77i)2/K. Para a ligação logarítmica wi = /&.

Quando yi:: 0 o resíduo componente do desvio padronizado fica dado por tOi -: Év2»i/vl -- &i.

Para avaliarmos observações influentes nas estimativas usamos a distância aproximada

''. - í:L'g. ,
em que ts. = (y{ À)/«Pi(l ÀÜ).

3.3.6 Aplicação

Esta aplicação diz respeito ao número de mortes por diabetes da cidade de .New SouíA Males,

Austrália no ano de 2002. Seja }: o número de mortes, pi é o número esperado de mortes, xí é um

vedor com os efeitos da idade e do sexo e n{ é o tamanho da população da combinação da idade

categorizada (com 8 categorias: até 24 anos, de 25 a 34 anos, de 35 a 44 anos, de 45 a 54 anos,

de 55 a 64 anos, de 65 a 74 anos, de 75 a 84 anos, e maior que 85 anos) com o sexo (masculino e
feminino), formando no total 16 grupos (í = 1,. . . , 16). O modelo proposto é

*--'«:, . . (:) -:.;.«,--"r'.,
em que x{ = (1, açíi,açi2, . - . ,3çlp)r com açii sendo uma variável indicadora para sexo e de z{2 em



34
CAPÍTULO 3. MLGS COM RESPOSTA DISCRETA

>(

'e

Q
E

3
c:

a)

Idade agrupada

Figura 3.3: Gráfico do logaritmo da taxa de mortes versus a idade

diante tem-se para cada uma das idades categorizadas. O tamanho da população do grupo ní vai
entrar no modelo como o#set.

A variável idade pode ser utilizada no modelo como variável contínua ou categórica. Para
avaliar a melhor forma de entrar com a variável idade neste modelo, será examinado a relação entre

a taxa de registo de mortes e a média da idade (ver Figura 3.3). A não linearidade no gráâco sugere
polinâmio na idade, por exemplo

log(H) = log(q)+ Po+ Pizii + P2z{2+ Õszã,(3.12)

em que zl é a variável indicadora do sexo e z2 é o ponto médio da idade, mas o grau apropriada

do polinâmio da idade precisa ser determinado. Geralmente, quando um polinõmio de grau m é

considerado todos os termos de ordem inferior devefn estar no modelo. Alternativamente, o efeito
da idade pode ser modelado utilizando variáveis indicadoras. Sugerimos o modelo

log(M) = log(ni)+/ã) + Pi3çii +/%z{2+ . . .+ P8Jç{8,(3.13)
em que zi é novamente a variável indicadora para sexo e z2,. . . , z8 são variáveis indicadores dos
grupos de idade <25 até 85+, excluindo a categoria <25, que é o nível base. As estimativas dos

parâmetros para o modelo que inclui a idade como uma variável categórica estão na Tabela 3.4. E

as variáveis idade e sexo são significantes com p < 0, 0001. O desvio do modelo íoi de D(y; A) =
l0,9 com 7 graus de liberdade, o que indica um bom ajuste. O AIC deste modelo foi de 104.49.

Pelas estimativas da Tabela 3.4 podemos estimar algumas razões de taxas de mortes. Por

exemplo, nota-se que o número esperado de mortes é significativamente menor para o sexo feminino

do que para o sexo masculino. Assim, a razão de taxas entre sexo masculino e feminino é estimada
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Tabela 3.5: Estimativas dos parâmetros do modelo log-linear .de Poisson ajustado aos dados sobre mortes
por diabetes.

Pmâmetro

Intercepto
masculino
feminino
Idade <25
Idade 25-34
Idade 35-44
Idade 45-54
Idade 5$64
Idade 65-74
Idade 75-84
Idade 85+

Estimativa

-12,785
0

-0,523
0

-0,776
1,897
2,894
4,130
5,228
6,312
7,199

E./E. Padrão p-valor
-28,550 <0,01

.8,016 <0,01

-0,709
3,674
6,063
8,990

11;542
14,018
15,939

0,47
<0,01
<0,01
<0,01
<0,01
<0,01
<0,01

Tabela 3.6: Modelos log-lineares de Poisson ajustados aos dados sobre mortes por diabetes, com o valor do
desvio, graus de liberdade e AIC.

Modelo

Intercepto
Idade
Sexo + Idade
Sexo + Idade + Idades
Sexo + Idade + Idades + Idades
Sexo + Idade + Idades + Idade3+ Idades

Sexo + Idade (categórica)
Sexo + Idade+ Idades + Idade x Sexo
Sexo + Idade + Idades + Idade x Sexo + Idades x Sexo

Sexo + Idade (categórica) -F Idade (categórica) x Sexo

Desvio

3298,300
91,216

22,834
17,878
15,334
15,238

l0,889
13,375
13,036

0

Í
14
14
13
12
11

10
7

11

10
0

AIC
3377,90

170,82
104,44
101,48
100,93
102,84
104,49
98,98

100,64
107,60

l
2

3

4

5

6

7

8

9

10

por @ :; e'0,523 = 0, 592, ou seja, o sexo feminino tem uma taxa de morte 40% menor que o sexo
masculino. Ainda da Tabela 3.4 nota-se que as taxas de mortes aumentam desde a faixa etária de
25-34 até a última fkiixa etária de 85+. Por exemplo, a estimativa entre as taxas de mortes da faixa

etária de 35-44 com a faixa etária <25 é dada por @ :: e1'897 = 6, 666. Ou seja, in(üvíduos na faixa

etária de 35-44 anos têm uma taxa de morte por diabetes aproximadamente 6,7 vezes a taxa de
morte estimada para a fllixa etária de <25 anos.

Apresentamos na Tabela 3.5 vários submodelos log-linear'es de Poisson para ajustar os dados

sobre mortes por diabetes. Tem-se para cada modelo o valor do desvio, graus de liberdade e o valor

do AIC. Analisando inicialmente os modelos sem interação (modelos entre l a 7), o modelo com o

menor AIC foi o modelo cúbico (5), com AIC de 100,93. No entanto, o modelo quadrático (4) tem
um AIC similar ao cúbico com AIC de IO1,48. Mas neste caso o mais adequado seria utilizar o

modelo quadrático pelo fato da existência de pouca diferença de AIC entre os modelos quadrático

e cúbico em relação ao modelo com menor grau do polinâmio. Pode-se veriRcar taanbém que o
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Tabela 3.7: Modelo log-linear de Poisson com menor AIC ajustado aos dados sobre mortes por diabetes

Parâmetro

Intercepto
Masculino
Feminino
Idade
Idades
Masculino x Idade
Feminino x Idade

Estimativa

-16,300
0

-1,418
0,150

-0,0004
0

0,012

E./E. Padrão p-valor
-23,450 <0,01

-3,279 <0,01
7,462 <0,01
-2,409 0,02

2,091 0,03

modelo com a idade categórica tem o menor desvio, mas o maior AIC.
Para os modelos com interação (modelos entre 8 a 10), o modelo (8) possui o menor AIC. No caso

do modelo (lO), o modelo com a idade categórica, e com a interação da idade categórica com o sexo, o

desvio assume valor zero com zero graus de liberdade, isto ocorre pois o modelo ajusta perfeitamente

aos dados (16 observações para 16 paramêtros). As estimativas dos parâmetros do modelo (8) são
representados.na Tabela 3.6. Nota-se claramente que as estimativas são significativamente diferentes

de zero e para ambos os sexos existem indícios de aumento da taxa média de mora;es por diabetes
com o aumento da idade.

Como para o modelo selecionado a interação do sexo com a idade foi significante, portanto, os

efeitos da idade e sexo não podem ser quantificados separadamente. Assim, o modelo ajustado para

o número esperado de mortes é dado por

. .[--16,300+ 0, 150 Idade 0,0004 Idade2} ,pai'a sexo masculino e

1. n exp{ 17,718 + 0, 162 Idade 0,0004 Idade2} ,para sexo feminino.

A Figura 3.4 apresenta alguns gráficos de diagnóstico. Na Figura 3.4a tem-se o gráfico de hü
contra os valores ajustados e nota-se que há um ponto mais distante do zero, #16. Na Figura 3.4b

tem-se o gráâco de influência LDi com o ponto #16 que está mais distante dos demais pontos. Na

Figura 3.4c o grá.nco to. , a maioria dos pontos cai dentro do intervalo {-2,21, apenas o ponto #2 está
fora do intervalo. Pela Figura 3.4d não há indícios de que a ligação utilizada seja inapropriada. E

o gráfico de envelope (Figura 3.5) não apresenta indicações de afastamentos sérios da suposição de

distribuição de Poisson para o número de mortes. Retirando a observação destacada pelos gráficos

de diagnóstico não houve mudança inferencial. O grupo #16 é formado por indivíduos com pelos
menos 85 anos do sexo feminino e o grupo #2 é formado por indivíduos com idade média de 30
anos do sexo masculino.

3.3.7 Distribuição binomial negativa

O modelo com resposta binomid negativa bi-paramétrica é aplicado para a modelagem de dados

de contagem e diferentemente da (hstribuição de Poisson, a binomial negativa tem a variância maior

do que a média, sendo portanto recomendada para dados de contagem com sobredispersão.

Uma forma de derivarmos a distribuição binomial negativa é através da distribuição marginal de
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um modelo de Poisson com média aleatória, ou seja, vamos supor que ylz -. P(z) e que Z «. G(p, é),

em que Ó não depende de p. Nesse caso E(Z) = p e Var(Z) = p2/Ó de onde segue que E(y) = /z e

Var(y) = p + p'/Ó. Temos então que

,'«',-T . '';;«,«, -Ú (T)'.-*
A função de probabilidades de y é dada por

p(}'' / /(yl;)/(;;p, @)d.,

que após algumas manipulações algébricas (vede Paula, 2010) temos

0

Portanto, segue que y tem distribuição binomial negativa de média p e parâmetro de dispersão é
e denotamos y -. BN(p, é).

3.3.8 Mlodelos com resposta bínomial negativa

Sejam YI, y2, ' ' - , yn variáveis aleatórias independentes de modo que b « BN(pi,é), temos

que E(b) = pi e Var(b) = p{ + p?/é = /z{(l + p{/é), com função de probabilidades dada por:

P(}''
i'(v + é)

I'(y + l)I'(ó) p+é p+é , y - o,l,....
y

p(E - z':) - ÍÕÓiil' U(p«}- é>ó+v ' ' - o,i,2,....

A parte sistemática é dada por g(H) = v7i = HTP, em que x{ = (zil, . . . , z{.)7' possui os valores

das variáveis explicativas, /3 = (PI, . . . ,ap)r é um vedor de parâmetros desconhecidos e g(.) é a

função de ligação. E semelhente aos modelos de Poisson, as ligações mais utilizadas são logarítmica

(g(#i) = logo), raiz quadrada (g(H) = ./M) e identidade (g(K) = p{).
Para Ó fixo é possível mostrar que a distribuição binomial negativa pertence à família exponen-

cial padrão. Todavia, para '# desconhecido isso não ocorre.

3.3.9 Estimação dos parâmetros

O logra'itmo da função de verossimilhança de um modelo binomial negativo é dado por

L@ - E li.gÍfüg:17? } +éi.gé+ i.gP: l.g@.+©j ,

em que O = (pr, Ó)I' e H = S':(xfP).
De Paula (2010) segue que as funções escore para P e d bem como as matrizes de informação

de Fisher ficam, respectivamente, dadas por
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up

ué

Kpp

K++

XTWF :(y - P),

Xlúw-'-,J-@w f:lÍ--i.:{ " }
XTWX e

xlx --p-''m:D

:]

em que X é a matriz modelo com linhas xf, {=1, ..., n, W ::; diaglwi,...,w,.}, com w{ =

(dp{/dqi)'/(p?Ó':+pi), F = diag{/i, ... , /n} com .Ê = dm/d,7i, y =(3/i, . . . , y.)7' e p =(pl, .. . , p,.)r
E possível mostrar também que /3 e @ são ortogonais.

Para obter as estimativas de máxima verossimilhança de /3 e @ deve--se alternar entre os dois
processos iterativos dados a seguir

p(m+l) (XTW(")X)-iXTW(")y*(")

e

.#("'+1)
-f'
['"''

para m - 0, 1, . . ., em que

y' = XO + F-l(y - p)

é uma variável dependente modificada e

Ê = 1:1@'(Ó+yi) +(g{ -2PI -@)/(é+p{)'} +né :ll -@@'(@)}.

Em particular se temos um modelo log-linear com resposta binomial negativa segue que wÍ::

/q/(/qé'i + 1) e .Ê = pi. Para n grande segue que /3 e @ têm distribuição aproximadamente normal,

ou seja, para n grande P «' Np(P, K'i) e d' -' N(#, K-l). Além disso, P e Ó são assintoticamente
independentes.

lt
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3.3.10 Técnicas de diagnóstico

Fazendo uma analogia com os MLGs (vede Paula, 2010) a matriz H assume a seguinte forma

H = Wi/2X(Xa"'wXI)'iX.l"wt/2

O á-ésimo elemento da diagonal principal de H fica dado por

h:. (X'WX)':x..

Em particular, para os modelos log-lineares ài{ fica dado por

h« Hr(X'WX)':".,

em que wi = Óp{/(é + M). Como Üi deverá depender de A{, gráficos de hí contra os valores

ajustados são mais informativos do que os gráficos de /zi{ contra a ordem das observações. Estudos

realizados por Svetliza(2002) indicam boa concordância entre o resíduo componente do desvio

t.. - !-Éle:81
1 -- AÍÍ

com a distribuição normal padrão, em que

"'«.«,- l i:l l ÍylJ*,:. {mll:''
(Jma versão da distância de Cook aproximada é dada por

se g/í > 0

se g/{ :; 0

em que rp. = (yi -- M)/v/Var(}q) e Var(H) = M + p?/@. O gráâco de LDÍ contra as observacões

ou valores ajustados pode revelar pontos influentes nas estimativas /3 e é.

3.3.11 Aplicação

O fenómeno de sobredispersão ocorre quando é esperada uma distribuição de Poisson para a
resposta, mas a variância é maior do que a resposta média. Para ilustrar esse fenómeno será
utilizado a base de dados sobre seguro para terceiros.

Esta base de dados é formada por 176 áreas geográfica da cidade de ]Vew Soufh }yales.

Austrália. Nas áreas foram registrados o número de sinistros envolvendo terceiros, o número de
acidentes e o número de pessoas mortas ou feridas em um período de 12 meses que ocorreram
entre os anos de 1984 e 1986. A Tabela 3.7 mostra a média observada e a variância do número

de sinistros nas áreas geográficas, os dados foram segmentados em quatro grupos com o mesmo

tamanho, conforme o número de acidentes. Nota-se que a variância é sempre muito maior do que

(1 Z

LDi=
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Figura 3.6: Gráficos de dispersão do número de sinistros contra o número de acidentes e log do número de
sinistros envolvendo terceiros contra o log no número de acidentes nas 176 áreas.

a média. Assim, a aplicação do modelo de Poisson para esta resposta parece inadequada.

Uma alternativa para substituir o modelo de Poisson será o modelo com resposta binomial

negativa em que assumimos por um lado H «' BN(/q, é), em que X denota o número de sinistros
contra terceiros no i-ésima área geográfica, com parte sistemática

log(H) (3.14)

Os gráficos de dispersão do número de sinistros envolvendo terceiros contra o número de aci-

dentes, e o logaritmo do número de sinistros envolvendo terceiros contra o logaritmo do número

de acidentes, estão apresentados na Figura 3.6. A partir dos grá.ficas fica claro que o número de
sinistros, bem como a variação dos sinistros aumentam com o número de acidentes ocorridos na

Comportamento semelhante também podemos ver nos gráficos de dispersão do número de sinis-

tros envolvendo terceiros contra o número de mortes e feridos, e o logaritmo do número de sinistros

envolvendo terceiros contra o logaritmo do número de mortes e feridos, apresentados na Figura
3.7. A partir dos grá.ricos fica claro que o número de sinistros, bem como a variação dos sinistros
aumentam com o número de mortes e feridos ocorridos na área.

E um modelo com resposta binomiall negativa seria dado por

área

   
  17-163 164-416 417-1208 >1209 Total   

Média 33,61 87,57 352,00 1873,57 586,69
Variância 453,31 2275,83 33136,42 1825999,27 1027261,87
Variância/Média 13,49 25,99 94,14 974,61 1750,95
n 44 44 44 44 176
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Figura 3.7: Gráficos de dispersão do número de sinistros contra o número de mortes e feridos e log do número
de sinistros contra o log no número de mortes e feridos nas 176 áreas.

Tabela 3.9: Estimativas do modelo binomial negativo ajustado aos dados de sinistros de terceiros

Paramêtros Estimativa E./E. Padrão p-valor
Intercepto -7,126 -43,31 <0,01
log(mortes) 0,3 10,92 <0,01
@ 6,049 8,70

b «' BN(K,@) com logpi log(q) + /3o + PilogzÍI + P2logz{2,

em que pi é a quantidade esperada de sinistros contra terceiros, zü é a quantidade de acidentes,
zi2 é a quantidade de mortes e feridos e n{ é o tamanho da população da í-ésima área. Na Tabela

3.8 tem-se as estimativas do modelo log-linear com resposta binomial negativa ajustado aos dados.

Com a entrada do logaritmo do número de mortes e feridos no modelo, o logaritmo do número

de acidentes deixou de ser significante, devido à alta correlação entre as duas variáveis explicativas ,
que foi de 0,98. E foi testado também no modelo a interação do logaritmo do número de acidentes

com o logaritmo do número de mortes e feridos, mas o modelo com melhor ajuste foi aquele descrito

na Tabela 3.8. O desvio do modelo ajustado foi de D*(y; P) = 191,18 (174 graus de liberdade).
A Figura 3.8 apresenta alguns gráficos de diagnóstico. Na Figura 3.8a temos o gráfico de hi

contra os valores ajustados, onde não encontramos pontos distantes. Na Figura 3.8b temos o gráfico

de influência LDi com o ponto #165 que está mais distante dos demais pontos. Na Figura 3.8c
temos o gráfico to., a maioria dos pontos cai dentro do intervalo l-2,21, apenas o ponto #165 está

fora. Pela Figura 3.8d temos o gráfico da função de ligação que não apresenta indicações de que a
ligação escolhida esteja inadequada.

Pelo gráfico de envelope (Figura 3.9) não há indicações de afastamentos sérios da suposição

de distribuição binomial negativa para o número de sinistros. Retirando a observação destacada
pelos gráficos de diagnóstico, Figura 3.8,(observação #165) não houve mudança inferencial. Na
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Percentís da N(0,1}

Figura 3.10: Gráfico normal de probabilidades referente ao modelo Poisson ajustado aos dados sobre seguro
para terceiros. '

área geográfica #165 a quantidade de mortes foi de 165 e a quantidade de sinistros foi de 97.

E verificamos também como ficaria o ajuste através do modelo log-linear de Poisson. Pelo gráfico

de envelope (Figura 3.10) encontramos algumas indicações de afastamentos sérios da suposição de
distribuição Poisson para o número de sinistros envolvendo terceiros.



Capítulo 4

MLGs com respostas contínuas positivas

4.1 Introdução

Neste capítulo será dado continuidade à ilustração dos MLGs no que se refere aos modelos

contínuos, modelos com variável resposta contínua positiva. O modelo de regressão linear normal é

o modelo mais popular entre os MLGs no ajuste desse tipo de dados. Entretanto, algumas vezes o

modelo normal é adaptado sem respeitar as cm'acterísticas principais da situação em estudo. Nesse

caso, outros modelos de regressão podem ser ajustados aos dados, o modelo de regressão gama é
frequentemente usado quando a variável resposta assume somente valores positivos.

4.2 Distribuição Gama

Seja y uma variável aleatória com distribuição gama com parâmetros p e é, denotamos y «'
G(p, é) com função densidade na forma

em que 3/ > 0, Ó > 0, p > 0, 1'(@) = áom tÓ'le'tdÉ é a função gama, com média p e coeficiente

de variação é'1/2. A função de densidade da distribuição gama pode ser expressa em termos de

um parâmetro de posição /z e parâmetro de dispersão é-i. Valores pequenos de é resultam numa

distribuição com cauda longa para a direita e à medida que @ aumenta a distribuição gama fica
mais simétrica em torno da média.

Na Figura 4.1 temos a densidade da distribuição gama para p fixado e variando o parâmetro

de dispersão. Nota-se que a distribuição gama vai ficar mais simétrica à medida que é aumenta.

Nota-se já uma boa simetria para é = 6. A distribuição exponencial é um caso particular da gama

quando Ó = 1 e a distribuição qui-quadrado XÉ é outro caso pai'ticular quando p :: k e @ = A/2.

Pode-se mostrar que Var(y) = é ip2, logo Ó = p2/Var(y), ou seja, VÕ = p/DP(y). Assim, #'i/2

é o coeficiente de variação de }''. Em outras palavras, é é o inverso do coeficiente de variação ao
quadrado.

A distribuição gama se torna atrativa para o estudo de variáveis aleatórias assimétricas e

simétricas em que a variância depende de forma quadrática da média. Os momentos centrais

de y (vede Paula, 2010) são expressos na seguinte forma:

f exp $ d(logo/) ,

45
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8
q
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Figura 4.1: Densidades da distribuição gama para alguns valores do parâmetro de dispersão e supondo /z = l

E(y -P)' (r -- l)!P'

Assim, expandindo logo em série de Taylor em torno de /z até 2a ordem obtemospara 7' = 1, 2,

l.gl'"al.gP+ ;(y

Portanto, para é grande temos que

ã:í0'' - d'

E(logo''') B logo -- (2@)': e

Var(logo') B Ó :

Ou seja, a transformação logo estabiliza a variância à medida que o coeficiente de variação de
y fica pequeno.

4.2.1 M.odeias com resposta gama

O modelo de regressão gama é usado pai'a situações em que a resposta possui apenas valores
maiores do que zero. Utilizado principalmente na análise de dados contínuos, os MLGs da fmüia

gama podem ser utilizados com dados de contagem em que existem vários resultados de contagens
diferentes que no total têm a forma da distribuição gama. Eles também são adaptados quando a
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variância cresce com a média ou mais frequentemente quando o coeficiente de variação dos dados
for aproximadamente constante.

Supondo que yl, . . . , yn são variáveis aleatórias independentes tais que X -, G(pi, é), ou seja,

assumindo que essa variáveis possuem diferentes médias e com mesmo coeficiente de variação Ó-i/2

E supondo que g(p{) = xrP com xi = (açii, . . - , zip)r contendo valores de variáveis explicativas e

P = (PI , . . . , Õp)r sendo o vedor de parâmetros de interesse. A liga,ção canónica para a distribuição
gama é a função recíproca g(/q) = v7i 1 . A liga,ção logarítmica é geralmente mais utilizada pela

facilidade de interpretação, e a ligação canónica que no caso é a ligação recíproca a interpretação
é mais difícil.

4.2.2 Estimação dos parâmetros

Para os modelos com resposta gama o processo iterativo para estimar P assume a seguinte
forma:

p(m+l) (X.7'W(")X) IX.rW(")Z(m),

em que m = 0, 1,. . ., vai'sável dependente modificada z :: ?7 + 'W-i/2V-i/2(y -- p) com ?7 =

(ql,.. . , l).)T, y =(3/i, . . . , g.)T, P =(PI, . . . , /l,.)r, V = diaglpi, . . . , p«} e W = diaglwi, . . . ,w«}
-.«» ui anà' Ih.

E interessante notarmos que com a ligação logarítmica os pesos do processo iterativo para
obtenção de /3 ficam dados por wi:: p?/p? = 1. Assim, o processo iterativo assume a forma
simplificada

p(m+l) - (XTX)-iX7'z("),

em (lue z ' X/3+V 1/2(y p), z = (zi , . . . , z.)T com z{ = 77Í + (Z/{ -- pi)/K. Para qual(quer ligação

Var(P) = é i(XTWX)-i. Em particular para liga,ção logarítmica Var(/3) = é'i(X2'X)'i. Neste
caso se as colunas da matriz X são ortogonais, isto é X.rX = IP, em que IP é a matriz identidade de

ordem p, então Vm(Py) = @'' e Cov(Ü, P!) = 0, para .j # !, ou seja , By e Pt são assintoticamente

independentes. A ligação logarítmica torna portanto possível o desenvolvimento de experimentas

ortogonais como são bem conhecidos em modelos de regressão normal linear. Escolhendo-se formas

apropriadas para a matriz X, de modo que Xa"XI = IP, pode-se obter estimativas mutuamente

independentes e de variância constante para os coeficientes do preditor linear.

4.2.3 Ajuste do modelo

O desvio de um modelo gama é dado por D*(y; A) = @D(y; &) sendo que

D(y;A) 2 l:llog(À/y:)+(y. - Ü)/À}, (4.1)

com À = g'i(õi) e 0í = Hr/3. Quando a parte sistemática 77{ contém um intercepta, então

>l:::i(ví -- A)/À = 0. Assim, a função desvio fica expressa na forma D'(y; A) = 2é )ll:=::i log(À/3/{).

]Z
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Como é é desconhecido deve-se estima-lo, por exemplo, através de máxima verossimilhança que
equivale a resolver a seguinte equação:

2«{1ogã @(8)} -D(y;A),
em que @(Ó) = 1''(é)/I'(Ó) é a função digama. Podemos, alternativamente, utilizar a estimativa

consistente é-i = (n -- p)'l }.,{:::i(3/i -- Êi)2/Â2. Supondo agora o modelo postulado temos para

é grande que o desvio D*(y; &) segue distribuição qui-quadrado com (n -- p) graus de liberdade.

Assim, valores altos para o desvio podem indicar inadequação do modelo ou a falta de ajuste.

4.2.4 Técnicas de diagnóstico

O resíduo componente do desvio padronizado assume para os modelos gama a seguinte forma:

to. {log(Ü/yi) (yi - Ai)//Zil:/2,

em que g{ > 0 e hi{ é o {-ésimo elemento da diagonal principal da matriz

H = Wi/2X(XTWX)-iXTWi/2

com wi - (d/q/d77í)/pi ' Quando existe um intercepto em ?7i o resíduo componente do desvio to.
assume a forma reduzida

to. -:t--7lL=!= {log(Ü/g.)}:/'

Em particular, o resíduo to. se aproxima da normalidade para @ grande, segundo estudos de
simulação.

Quando a {-ésima observação é excluída a distância de Cook aproximada fica dada por

LD:-
(l - ÀÍ{)'

(y: - À)'

4.2.5 Aplicação

O modelo com resposta gama será aplicado aos dados do seguro de acidentes pessoais, essa
base de dados contém informações sobre 22036 casos de seguros de danos pessoais. Esses sinistros

surgiram de acidentes ocorridos de julho de 1989 até junho de 1999. As questões resolvidas com zero

de pagamento não foi contemplado na base de dados original, se fosse contemplado os casos com

zero de pagemento poderia ser testado o modelo com distribuição mista. As análises serão restritas

ao período de janeiro de 1998 a junho de 1999, com um total de 769 seguros pagos. Além do
valor pago ao segurado serão conisideradas as seguintes variáveis explicativas: Zegrep, representação

legal e optÍme, tempo operacional para pagamento do seguro. A variável optíme assume valores no

intervalo (0,100) e por exemplo um valor 33, significa 33% dos seguros foram pagos antes do seguro
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Figura 4.2: Diagrama de dispersão entre o logaritmo do valor pago de seguro pelo tempo operacional para
o grupo sem representação leàaal.
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Figura 4.3: Diagrama de díspemão entre o logaritmo do valor pago de seguro pelo logaritmo do tempo
operacional para o grupo sem representação legal.

em análise. Como estamos considerando apenas parte dos dados, que seriam referente aos últimos

18 meses, os valores do optíme irão varia de 0,1 a 31,9. Para ilustração apresentaremos apenas os

resu[tados para os seguros sem representação ]ega], um total de 227 seguros.

Na Figura 4.2 temos o diagrama de dispersão entre o logaritmo do valor pago e o tempo
operacional para o grupo sem representação legal. Notamos pela Figura 4.3 que o logaritmo do

valor pago cresce linearmente com o logaritmo do tempo operacional, contudo a variablidade parece

ser maior para valores baixos do tempo operacional.

Na Figura 4.4 temos a distribuição aproximada do valor pago de seguro para o grupo sem

representa.ção legal. Podemos notar que a distribuição é fortemente assimétrica à direita, sugerindo
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Figura 4.4: Distribuição do valor do seguro para o grupo sem representação legal

Tabela 4.1: Estimativas dos parâmetros referentes ao modelo com resposta gama ajustado aos dados sobre
acidentes pessoais.

distribuições gama ou normal inversa para explicar o valor pago de seguro.

Vamos denotar por }'t o valor pago de seguro para o i-ésimo indivíduo do grupo sem repre-
sentação legal. Conforme sugerido pela Figura 4.2 assumiremos X «' G(/q, é) tal que logpi =

cl + Piz{ + /baç?, em que z = log(tempo operacional).

A estimativa de máxima verossimilhança de é para o modelo com resposta gama sai da equação

2nllogé @(é)} = D(y; A). As estimativas do modelo proposto são descritas na Tabela 4.1. Nota-

mos pelas estimativas que a tendência observada na Figura 4.2 foi confirmada de forma signi6cativa.

Obtemos desvio D*(y; A) = 266, 87 com 224 graus de liberdade indicando um ajuste adequado

que é confirmado pelo gráfico normal de probabilidade da Figura 4.5.

A Figura 4.6 apresenta algum.s gráficos de diagnóstico. Na Figura 4.6a tem-se o gráfico de

hii contra os valores ajustados e nota-se que não há pontos distantes do zero. Contudo, nota-se
pelo gráâco de inHuência da Figura 4.6b vários pontos sendo destacados. Esses pontos, em geral,

correspondem a valores altos de seguro. A eliminação dm 8 observações com maior destaque não

altera a inferência. Pela Figura 4.6c nota-se que não há indícios de coeficiente de variação não

constante. Pela Figura 4.6d não há indícios de que a ligação utilizada seja inapropriada.

Efeito Estimativa E/E. Padrão p-valor
Constantes 7,358   57,78 i0,01
log(tempo operacional) 0,828   l0,22 i0,01
log(tempo operacional)2 -0,104   3,36 i0,01
é 0,861   0,070  
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Percentis da N(0,1}

Figura 4.5: Gráfico normal de probabilidades para o modelo corri resposta gama ajustado aos dados de seguro
para o grupo sem representação legal.
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Figura 4.6: Gráficos de diagnóstico para o modelo com resposta gama ajustado aos dados de seguro para o
grupo sem representação legal.



52 CAPITULO 4. MLGS COM RESPOSTAS CONTÍNUASPOSÍTTVAS

g
0 1 2 3 4 S 6 0 1 2 3 4

d

g
6 0 1 2 3 4 5 6

líBIO

:

0 2 3 4 5 6 0 10 1 2 3 4 5 8 2 3 4 5 6

Figura 4.7: Densidade da distribuição normal inversa para alguns valores do parâmetro de dispersão e
supondo p :;2. ' '

4.3 Distribuição normal inversa

A distribuição normal inversa possui densidade semelhante à da distribuição gama, como pode
ser observado na Figura 4.7. A distribuição normal inversa fica mais simétrica em torno da média
à medida que é aumenta. A distribuição normal inversa é atrativa para o estudo de variáveis

aleatórias assimétricas e também simétricas em que a variância depende de forma cúbica da média.

Essa distribuição possui dois parâmetros, que são a média p e o parâmetro de dispersão Ó--i,
denotamos y - NI(p, d'). E a função densidade da normal inversa é expressa na forma

3 .*-{ qz}
"- l,'' {-g, -- ;} - ; {:.;o««;/'o -- :ll ,

para y > 0, p > 0 e é >0

4.3.1 Mlodelos com resposta normal inversa

Sejam YI, . . . , yn variáveis aleatórias independentes tais que X «. NI(pí, é). Assumimos que

essas variáveis possuem diferentes médias e mesma dispersão #'-i. Suponha que g(H) = 77{ em que

z7i = xlP com xí = (zü, . . . , ziP)7' contendo valores de variáveis explicativas e /3 = (PI, . - . , #P)I"
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sendo o vetor de parâmetros de interesse. A ligação canónica para o modelo normal inversa é a

recíproca quadrático (pi = 77i '), e existem outras ligações para este modelo tais como a identidade

(pi e a log«ít«üca (logo

4.3.2 Estimação dos parâmetros do modelo

Para os modelos com resposta normal inversa o processo iterativo para estimar /3 assume a
seguinte forma:

p(m+l) - (XTW(")X) iXTW(")z(") ,

em que z = X/3+W--Í/2V 1/2(y p) com W = diagÍwi, . . . ,cu«}, % = p? e wi = (dp{/d77{)2/%

(dpi/d?7i)2/p3. Em pmticular para a ligação logarítmica (logpÍ = ?7{), obtemos coí = {e'7'}/p3
p?/pS :: /zi ', e daí segue que

p(m+l) - {X7'D i(/z("))X} iXTD i(P("))z("),

emqueD(p) = diagÍpi,.. .,A.}, z = XP+D :(y--P), z =(zi,.. . ,z.)r coma = qi+(gi--M)/p{
Para qualquer ligação Var(P) = é'i(XTWX)-i e em particular para ligação logarítmica Var(/3) =

@- lIXa"D ': (p)X} ' :
4.3.3 (12ualidade do ajuste

O desvio de um modelo com resposta normal inversa é dado por D*(y; &) = @D(y; &) em que

D(y;&) À)'/(y:Ê?),

com Pi = g'i(0i), l?i = x?P e g/{ > 0. Como @ é desconhecido deve-se estima-lo através de máxima
verossimilhança, cuja solução é a seguinte:

lt

;.i D(y; &)

Supondo que o modelo postulado está correio, tem-se para d' grande, que o desvio D*(y; &)

segue distribuição qui-quadrado com (n -- p) graus de liberdade. Assim, valores altos para o desvio
podem indicar inadequação do modelo ou falta de ajuste.

4.3.4 '1'écnicas de diagnóstico

O resíduo componente do desvio padronizado pai'a os modelos com resposta normal inversa
assumem a fobia

. «2Õ (y: -À)
'i-ü; À«H

em que Z/{ > 0 e hÍ{ é o í-ésimo elemento da diagonal principal da matriz

i
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Figura 4.8: Distribuição do custo do sinistro(a) e do valor do veículo(b) para os dados de seguro automóvel,
para os contratos que sofreram pelo menos um sinistro.

H = Wi/2X(XTWX)-iXl"Wi/2,

com WÍ = (dp{/d77{)2/p:. Na expressão para tOi no caso da distribuição normal inversa o sinal do

resíduo é o mesmo de (Z/{ -- Ai). Estudos de simulação indicam que o resíduo to. se aproxima da

distribuição normal, particularmente para é grande.

Similarmente aos modelos com resposta gama podemos obter uma expressão aproximada para
a distância de Cook quando a i-ésima observação é excluída. Essa expressão fica dada por

H): -
(l -- Aii)'

(yi -- À)'

4.3.5 Aplicação

O modelo com resposta normal inversa será aplicado aos dados de seguros de automóveis, mas

será ajustado apenas para as apólices em que ocorreram pelo menos um sinistro, portanto das

67856 apólices será utilizada apenas n - 4624, significa 6,81% do total da base. A distribuição do
custo do sinistro se encontra na Figura 4.8. Além do valor pago ao segurado serão consideradas as

seguintes variáveis explicativas: ueh.body, tipo do veículo, ueA.age, idade do veículo, fender, sexo

do condutor principal, área, área da residência, agecat, idade do condutor principal e ueh.oaZue,
valor do veículo.

Nas Tabelas 4.2 a 4.6 tem-se algumas medidas resumo para o valor do sinistro segundo as

variáveis explicativas categóricas. Na Tabela 4.2 temos a variável idade do condutor principal, a

categoria (1) de idade é o grupo que apresenta maior custo médio, este valor decresce à medida que

a idade aumenta e no último grupo que seria os indivíduos do grupo (6) o valor aumenta, e possui

alta variabilidade entre os grupos. Na Tabela 4.3 temos a variável sexo, e nota-se uma pequena
diferença entre as médias, em que o sexo masculino tem o custo maior de sinistro. A Tabela 4.4
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Tabela 4.2: Nledidas resumo para o custo do sinistro segundo a variável explicativa idade

Variável

agecat
Categoria
(1)
(2)
(3)
(4)

(5)
(6)

496

932
1113

1104

614
365

Mlédia

2635,8

2129,7
1915,6
1943,2
1728,7
1872.8

S Padrão

4320,5
4106,1
3065,1
3503,9
2798,4
3405,3

C vn ri n -; ''-

163,9
192,8
160,0
180,3
161,9
181,8

Tabela 4.3: Medidas resumo para o custo do sinistro segundo a variável explicativa sexo

Variável

fender
Categoria n Média
p(1) 2648 iãS3.8
M(2) 1976 2229,7

D. Padrão C. Variação
3019,3 162,9

4145,2 185,9

apresenta as áreas residenciais, os sinistros que ocorreram com indivíduos que residem nas áreas

C, E e F são as que obtiveram maior média no custo do sinistro. Na Tabela 4.5, variável tipo do
veículo, os três tipos que apresentaram maior média no custo do sinistro foram coupe, microõnibus

e o ânibus. E na Tabela 4.6 para a variável idade do veículo não houve muita diferença entre a
idade do veículo em relação ao custo do sinistro. Nota-se, contudo, que quando aumenta a idade
do veículo aumenta o valor a ser pago pelo sinistro.

Pela Figura 4.8 tem-se a distribuição aproximada do custo do sinistro, e nota-se que a dis-

tribuição é fortemente assimétrica à direita, sugerindo distribuições gama ou normal inversa para
explicar o valor do sinistro.

Como todas essas análises são marginais, não levando em consideração a presença du outra
variáveis, somente através de um modelo apropriado é que será possível conhecer o efeito de cada

variável explicativa na presença das demais. Definimos Hjklmp como sendo o valor do sinistro

observado para o i-ésimo indivíduo pertencente ao .j-ésimo grupo de idade (j :: 1,. . . , 6), Ê-ésimo

sexo (feminino, k = 1, masculino, k = 2), Z-ésimo áa'ea (1 = .4, . . . , F), m-ésimo tipo de veículo (m

= 1, . . . , 13) e p-ésima idade do veículo (p - 1,. . - , 4)- Vamos supor que bjkl«p -' NI(pisei«p,é)

Tabela 4.4: Medidas resumo para o custo do sinistro segundo a variável explicativa área de residência do
condutor principal.

Variável Categoria n Mlédia D. Padrão rl vn ri ;.-;,.
área A 1085 1909,5 3616,1 189,4

  B 965 1860,4 2979,2 160,1
  C 1412 2029,5 3402,9 167,7
  D 496 1836,8 3022,7 164,6
  E 386 2250,8 3836,1 170,4
  F 280 2864,] 5581,8 194,9
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Tabela 4.5: Medidas resumo para o custo do sinistro segundo a variável explicativa tipo de veículo

Variável
veh.body

Categoria

BUS(1)
CONVT(2)
COUPE(3)
HBACK(4)
m)TOP(5)
MCARA(6)
MIBUS(7)
PANVN(8)
RDSTR(9)
SEDAS(IO)
STNWG(11)
TRUCK(12)
UTE(13)

9
3

68
1264
130
14
43
62

2

1476
1173

120

260

Média

1484,8
2296,3
2760,6
2048,4
2267,8
762,4

2700,1
2147,0
684,7

1816,8
2014,6
2662,5

2297,0

D Padrão

1483,5
3319,8
4197,3
3291,2
5015,9
812,9

4529,9
3552,5

685,5

2928,9
4063,9
4675,9
3728,8

é \r..;..=-alla\aU

99,9
144,6
152,0
160,7
221,2
106,6
167,8
165,5
100,1
161,2
201,7
175,6
162,3

Tabela 4.6: Medidas resumo para o custo do sinistro segundo a variável explicativa idade do veículo

Vmiável Categoria n Média D. Padrão C. VklHaçãa
veh-.age(1) 825 1885,2 4090,7 217,0

(2) 1259 1974,8 3796,0 192,2
(3) 1362 1995,8 3108,7 155,8
(4) 1178 2168,8 3337,8 153,9

com parte sistemática dada por

IOgAjklmp ' a + Dj + lk + 0Z + Àm + Õp, (4.2)

em que êi, 'yk, al , .X. e õp denotam, respectivamente, os efeitos do .j-ésimo grupo de idade, k-ésimo

sexo, Z-ésima área residencial do condutor principal, m-ésimo tipo de veículo e p-ésima idade do

veículo. Como será assumido parametriza.ção cadela de referência assumiremos as restrições /3i = 0,
'h = 0, ai = 0, Ài = 0 e õi = 0.

Aplicaremos a seguir o método de seleção AIC. Inicialmente foi considerado apenas os efeitos

principais. Portanto, ajustando o modelo com resposta normal inversa com pane sistemática dada

por (4.2) e aplicando o método de AIC, a variável explicativa tipo do veículo e valor do veículo
foram retirada do ajuste. E permanecendo no modelo apenas as variáveis explicativas idade, sexo,

área residencial do condutor principal e idade do veículo. O desvio do modelo foi de D*(y, A) =
4616,0 com 4608 graus de liberdade.

Na etapa 2, seria testar no ajuste as interações de la ordem entre as variáveis idade, área, sexo e

tipo do veículo. Mas não houve melhora significativa no ajuste do modelo, portanto o modelo anal

ficou apenm com as variáveis explicativas da etapa 1. Detalhes das estimativas dos parâmetros
referentes ao modelo, são encontrados na Tabela 4.7.
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Tabela 4.7: Estimativas dos parâmetros referentes ao modelo com resposta normal inversa ajustado aos
dados de seguro de veículos.

n7

d
( i $

l ÊI ; 1 : i:l: i;i
Pndita Linear

(d)

Figura 4.9: Gráficos de diagnóstico referentes ao modelo com resposta normal inversa ajustado aos dados
sobre seguro de automóveis.

Efeito Estimativa E/E. Padrão p-valor
Constante 7,607 140,461 <0,01
Idade do veículo 1. 2 e 3 0    
Idade do veículo 4 0,113 1,911 0,05
Idade l e 2 0    
Idade 3 -0,159 -2,290 0,02
Idade 4 -0.160 2,295 0,02
Idade 5 -0.286 3,575 <0,01
Idade 6 -0.203 2,052 0,04
Areia,B,C,DeE 0    
Área F 0,333 2,698 í0,01
Sexo F 0    
Sexo M 0,154 2,991 i0,01
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Percentís da t1(0,1}

Figura 4.10: ÍGrafico normal de probabilidades referente ao modelo normal inversa ajustado aos dados sobre

As Figuras 4.9a - 4.9d apresentam alguns gráficos de diagnóstico. Na Figura 4.9a temos o

gráfico de àü contra os valores ajustados e nota-se um ponto em destaque, #352. Na Figura 4.9b
tem-se o gráfico de resíduos to. contra os valores ajustados, a maioria dos pontos cai dentro do

intervalo l-2,21, mm tem alguns pontos que ficam bem na intersecção do limite superior e há indícios

que a dispersão # não seja cortante. Já, no gráfico de influência (Figura 4.9c), não há pontos em

destaque. E a partir do gráfico da Figura 4.9d identificamos que a função de ligação não é adequada.
O gráfico normal de probabilidades com envelope para os componentes padronizados do desvio

é apresentado na Figura 4.10. Nota-se indícios de afastamentos da distribuição normal inversa
pai'a o custo de sinistro. Neste. conjunto de dados a utilização de outras ligações ou mesmo outra

distribuições são alternativas a fim de tentarmos melhorar a qualidade do ajuste. Este exemplo
será rediscutido no próximo capítulo.



(l;apítulo 5

Modelagem simultânea da média e da dispersão

5.1 Introdução

Em muitas situações práticas a suposição de parâmetro é constante pode não ser razoável em

MLGs em que o parâmetro de dispersão sela desconhecido, tais como modelos com erros normal,

gama ou normal inversa. A técnica de diagnóstico mais apropriada para avaliar a não constância do

parâmetro de dispersão é dos resíduos contra os valores ajustados. No caso dos MLGs é o gráfico

do resíduo componente do desvio contra os valores ajustados que pode fornecer indícios de que
a dispersão não é constante. Somente no caso normal o parâmetro de dispersão coincide com a

variância, assim somente neste caso pode-se denominar modelo heteroscedástico quando a média

é modelada em conjunto com a dispersão. Modelos com resposta gama e normal inversa já são
modelos heteroscedásticos, uma vez que as variâncias são, respectivamente, quadrático e cúbica.

Assim, a modelagem conjunta da média e da dispersão nesses casos tem interpretação diferente do

caso normal. Por exemplo, no modelo gama, significa que a média e o coeficiente de vai'iação estão

sendo modelados coiÜuntamente. Smyth (1989) introduziu os modelos lineares generalizados duplos

com modelagem conjunta da média e do parâmetro de dispersão e desenvolveu um processo de es-

timação baseado no método de máxima verossimilhança. Contudo, verificou-se posteriormente que
para amostras pequenas e moderadas as estimativas de máxima verossimilhança, particularmente

dos parâmeros de dispersão, podem apresentar viéses consideráveis e outros métodos alternativos de

estimação foram propostos, tais como máxima verossimilhança restrita. Uma discussão a respeito

desses métodos pode ser encontrada em Smyth, Ruela e Verbyla (2001). Contudo, vamos discutir
neste capítulo apenas o método de máxima verossimilhança.

5.2 MLGs duplos

A fim de formalizar'mos os MLGs duplos vamos supor que yl, . . . , yn são variáveis aleatórias

independentes com função densidade ou função de probabilidades expressa na forma

/(y; Ú{, Úi) [@Ílya{ - Z,(0{)} + c(y, éi)],

em que c(y, éi) = d(@i) + éía(y) + u(y). Essa J.con-pu-ição vale -----Le para as distribuições

normal, normal inversa e gama da família exponencial- Além disso, vamos supor adicionalmente

que g(m) = ?i = xÍP e A(@{) = ói = zÍ'7, 'm que x{ = (zü, . . . ,zi,)r e zi = (ai, . . . , ziq)]" contêm

59
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Tabela 5.1 Derivação de algumas quantidades para distribuições da família exponencial

Normal

': y:H - $(P? + 3/?)

d(@) àlog@

Normal inversa Gama

{ /2P? + PÍ' + (2g:)':} log(y./P:) - g./H
àlogé @logé -logo'(#')

valores de variáveis explicativa e /3 = (/ii , . . . , ap)r e 7 = (,h, . . . , 'q)r são os parâmetros a serem
estimados.

Seja 0 = (/3r, '7r)I', então o logaritmo da função de verossimilhança fica dado por

L(O) E
{-1

E
{-1

léi{ a{ Z,(ai)} + d(@{) + Óia(3/i) + «(gi)l

{@iti + d(@{) + u(y{)} , (5.1)

em que t{ = 3/ 0{ b(ai) +a(yi). Portanto, se 0{ for fixado a expressão (5.1) coincide com o logaritmo

da função de verossimilhança de um modelo da família exponencial com respostas independentes

TI , . . . , Zn (valores observados ti , . . . , t.), parâmetros canónicos @l , . . . , @. e parâmetro de dispersão

1. Pelas propriedades da família exponencial segue que po. = E(7}) = --d'(éi) e Var(7t) = d"(éi).
As quantidades t{ e d(@) são descritas na 'lhbela 5.1 para as distribuições normal, normal inversa
e gama.

5.3 Estimação dos parâmetros

A função escore e a matriz de informação de Fisher para /3 podem ser obtidas facilmente de
forma similar aos MLGs. Assim, obtém-se

UP - Xr@W:/'V-:/'(y - p) e
Kpp = Xl7'©W'X,

em que X é uma matriz n xp de linhas xr({ = 1,...,n), 'W = diagÍwl,...,wn} com pesos cdÍ =

(dK/dq{)2/%, V = diaglVI,..., Un}, © = diagléi,.-., @«}, y =(yi,...,#.)Z' ep =(pi,...,&.)r
Para obtermos a função escore para o parâmetro 1, calculamos inicialmente a derivada
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ÊÍãÊ'*''«,g8}
EÍiq©,:.'. -'- '''Woi;lh-.}

>ll: iih {'. + a'wJ},

em que h'(éi) = dõi/d@i. Portanto, em forma matricial obtém-se

U, - Za"DJ':(t - pl«),

em que Dh - diaglA'(#'i),.. ., /z'(#'i)}, t -(tl,..., t«)7' e p'ZB -(E(Ti),-.., E(Tn))T -(--d'(éi),.. - ,

Para obtermos a matriz de informação de Fisher para o parâmetro 'r precisamos das derivadas

a'L(0)/aba'. - ; {t: + ó'(ó')} + >1: Í$::P;:J;"
e cujos valores esperados ficam dados por

-{ HJ- 8#b*.-..
Logo, em forma matricial obtém-se

K,r,r = ZI'PZ,

em que P = VTDJ'2, Vr = diagl--d"(éi),.. .,--Ó"(d.)}. Devido à ortogonalidade entre os

parâmetros 0i e @{, segue diretamente a ortogonalidade entre /3 e 7. Assim, a matriz de informação
de Fisher para a é bloco diagonal Kao :: diagÍKp#, Kw}.

Similarmente aos MLGs pode-se desenvolver um processo iterativo escore de Fisher para en-
contrar as estimativas de máxima verossimilhança P e "r. Após algumas manipulações algébricas
chega-se ao processo iterativo

P('+i) -(Xr©(')W(')X)-iXr$(')W(')z'(') e(5.2)
,7('+0 (')Z)''Z'P(')u'k'''D,(5.3)

em que z* = XP + W-i/2y 1/2(y -- P), u* = Z7 + V;iDh(t -- /iT) e r = 0, 1,2, . . . .. Conforme

mencionado por Smyth (1989) o processo iterativo (5.2)-(5.3) pode ser resolvido alternando-se as
duas equações até a convergência.
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Sob as condições de regularidade segue que para n grande P -' Np(P, K'i) e â' -, Nç('y, K:J),
respectivamente. Além disso, devido à ortogonalidade entre P e 'y segue a independência assintótica

entre P e +.

5.4 Casos particulares

Embora os MLGs duplos sejam definidos para quaisquer Ligações do tipo A(é), na prática a

ligação mais utilizada para modelar o parâmetro de dispersão é a ligação logarítmica, A(@) = logo,

que leva a alguma simplificações no processo de estimação. Por exemplo, temos que A'(Ó) = @ l

de modo que a matriz Dh assume a forma Dh :: diagt@Íi, .. . ,d;'i}. No modelo gama duplo,

como foi mencionado anteriormente, o parâmetro de dispersão não constante significa coeficiente

de variação não constante. Para esse modelo particular temos que d'(@) = (1 + 1ogé) @(é) e
d"(@) = é': @'(@). Assim, segue que Vr = diagl@'(@i) éi':, . . . ,@'(d«) -- ó;:}. Si«ilarmente

para os modelos normal duplo e normal inversa duplo temos que d'(@) - ]Õ e d"(@) - -- 1 . Assim,

segue que Vr = diaglãâl,. '' , l }

No caso normal linear como d{ :: aÍ2 é razoável pensar em trabalhar com o modelo normal

linear heteroscedástico em que E -.. N(/q, a?) com /zí :: xrP e Ioga? = z?l. Nesse caso mostra-se

que h'(éí) = a? e --d"(@i) = a?/2. Além disso temos que wi = 1 e Vi = 1 e conde(luentemente o

processo iterativo (5.2) - (5.3) fica dado por

P(r+l) - (Xl7'$(')X.) -lXll"©(')z'(r) e7('+1) - (ZTZ)-i Z7'u'('+1) ,

em que z* = XP + (y -- p) e u* = Z-r + 2$(t -- /%) com @ = diaglaÍ2, . . . , a;'2}.

5.5 Técnicas de diagnóstico

Faremos nesta seção uma adaptação de alguns procedimentos de diagnóstico para a classe dos
MLGs duplos.

RESÍDUOS

A função desvio na classe dos MLGs duplos assume a mesma expressão da classe dos MLGs

em que somente a média é ajustada, com éi no lugar de @. Denotaremos agora o desvio por

D'(y;&, @) = >::ald*(yi; Êi,Ó{)}2. Na prática deveremos substituir Ói por @{ - h'i(õi) = zr+.

O resíduo componente do desvio ficará então dado por

. a*@üA«. ÓO
1-- hü

em que d*(g/i;ü,di) = :L«d*'(yi;À,@i), o sinal continua sendo o mesmo de (yi

{-ésimo elemento da diagonal principal da matriz
Ú{) e hii é o

Ê . Õ:/2 ri/2X(X7'&'®X)':Xa".Õ:/'®.i/2 ,
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ou sela,

hi éiúiHr(x7'ã''Wx)':N

Sugerimos o gráfico normal de probabilidades para tOi e o gráfico de tO. contra os valores

ajustados.

INPLUÊNCiA

Para avaliar a sensibilidade das estimativas dos parâmetros que modelam a média podemos usar

a medida de influência LDi com éi no lugar de @, definida por

"f -li-:=1 .ã.,
em que

tSi
'ãi(vi -- gi)
U(l - hÍ{)

Gráficos de índices de LD{ e de Üi contra os valores ajustados são recomendados.

Para avaliar a sensibilidade da estimativa t quando a i-ésima observação é deletada usam'emos

a aproximação dada abaixo (ver demonstração no Apêndice A)

't,:. - .t (Z'F'Z) .:':lt. + d'(Ói)}
ru ' ' à,(8i)(l -fü) '

em que t({) é uma aproximação para a estimativa de máxima verossimilhança de l quando a i-ésima
observação é delegada e fii é o {-ésimo elemento da diagonal principal da matriz

R Ê:/'Z(ZTÊ'Z) -:ZTÊ' :/' ,

ou sela,

fii =Óizr(Z7'Ê'Z) 'zi

Uma medida de influência para a dispersão fica dada por

"i (+U -t)7'(Z7'f"Z)('t(0 +)

{Jt; } ': ,
em que
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[{ + d'(@{)

h'(@í) «êÍíli - ;ã
ti + d'(@{)

d"(éi)(l - fÜ)

Verbyla (1993) apresenta uma outra aproximação para 'r({) no caso normal linear em que usa um
esquema de pertubação específico para modelos normais heteroscedásticos.

Gráâcos de índices de LD{ e de fii contra os valores ajustados são recomendados. O resíduo tr.

pode também ser aplicado para avaliar o MLG quando somente a dispersão é modelada. Expressões
da quantidadetÍ:

NORMAL

': - y:P:

NORMAL INVERSA

': - - {iP + pi' + (2v:)-:}

GAMA

ti = \ag,(Ni/HÜ UilHi.

5.6 Aplicações

O modelo linear generalizado duplo será aplicado aos dados de seguros de automóveis, mas será

ajustado apenas para as apólices em que ocorreram pelo menos um sinistro, portanto das 67856

apólices será utilizada apenas n - 4624, significa 6,81% do total da base. A partir desta base

agrupámos os dados nas variáveis explicativas ueh.boda/, tipo do veículo, ueh.age, idade do veículo.

Pender, sexo do condutor principal, área, área da residência e agecat, idade do condutor principal.
A combinação total das variáveis seria de 13 x 4 x 2 x 6 x 6 = 3744 configurações, mas como existem

muitos grupos em que a combinação não possui nenhum caso, então para os grupos onde possui
mais de um caso o total de combinações que temos é de 1200. A resposta que será utilizado é a
média do custo total do sinistro por grupo.

Apenas para conhecimento dos dados, nas Tabelas 5.2 a 5.6 temos as medidas resumo da média

do custo total do sinistro segundo as variáveis explicativas. Na Tabela 5.2 temos a variável idade



5 n Á pr,rr'z r"'r)nq 65

Tabela 5.2: Medidas resumo para a média do custo do sinistro segundo a variável explicativa idade do
condutor principal.

Variável
Idade

Categoria
l
2

3
4
5

6

180

231
245
236
184
124

Média

2751,1
1983,7
2081,8
1833,9
1855,5
1771,5

b Padrão

3704,9
2578,6
2953,8
2614.4

2958,7
2897,1

Tabela 5.3: Medidas resumo para a média do custo do sinistro segundo a variável explicativa sexo

Variável Categoria n Média D. Padrão
Sexo F(1) 565 1673,6 1747,3

M(2) 635 2380,7 3683,4

do condutor principal, a categoria (1) de idade é o grupo que apresenta maior custo médio, este

valor decresce à medida que a idade aumenta, com grande variabilidade na categoria (1). Na
Tabela 5.3 temos a variável sexo, e nota-se uma pequena diferença entre as médias, em que o sexo

masculino tem o custo maior de sinistro. A Tabela 5.4 apresenta as áreas residenciais, os sinistros

que ocorreram com indivíduos que residem nas áreas C, E e F são os que obtiveram maior média

no custo do sinistro. Na Tabela 5.5, variável tipo do veículo, os três tipos que apresentaram maior

média no custo do sinistro foram coupe e microânibus. E na Tabela 5.6 para a variável idade do
veículo não houve muita diferença entre a idade do veículo em relação ao custo do sinistro. Nota-se,

contudo, que quando aumenta a idade do veículo aumenta o valor a ser pago pelo sinistro.

Pela Figura 5.1 tem-se a distribuição do custo do sinistro, e nota-se que a distribuição é forte-

mente assimétrica à direita, sugerindo distribuições gama ou normal inversa para explicar o valor
do sinistro.

Primeiramente, vamos ajustar o modelo normal inversa apenas para os efeitos principais, e com

a ligação logarítmica. Na Tabela 5.7 temos alguns ajustes dos modelos simulados com os respectivos

I'abela 5.4: Medidas resumo para a média do custo do sinistro segundo a variável explicativa área de
residência do condutor principal         

V}Lriável Categoria n Mlédia D. Padrão
Área A 238 1774,2 1921,6

  B 231 1785,5 2324,4
  C 248 2105,1 2385,8
  D 194 1679,2 2489,2
  E 158 2180,4 3296,1
  F 131 3284,8 5395
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Tabela 5.5: Medidas resumo para a média do custo do sinistro segundo a variável explicativa tipo de veículo

Variável
Tipo de veículo

Categoria
BUS
CONVT
POUPE
HBACK
HDTOP
MCARA
MIBUS
PANVN
RDSTR
SEDAN
STNWG
TRUCK
UTE

7
3

49
228
97
13
29
47

2

241
254
81

149

Média

1532,2
2296,3
2626,2
2046,5
2189,6

727,1
2940,7
1737,9
392,4

1681,7

2101,1
2203

2264,7

D Padrão

1632,3
3319,8

3423

2255,4
4508,1
831,7

4402,2
2537,3

272

1416,7
3078,4
3758,7
3479,9

Tabela 5.6: Medidas resumo para a média do custo do sinistro segundo a variável explicativa idade do veículo

Variável
Idade do veículo

Categoria
l
2

3

4

255
280
333
332

Média

1855,3
2007,7

2129,1
2147,9

D Padrão
3112,9

2936

2712,1

3084,6

5000 10000 15000 20M0 25000 30000

Custo desinis&o

Figura 5.1: Distribuição da média do custo do sinistro para os dados de seguro automóvel
que sofreram pelo menos um sinistro.

para os contratos
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Tabela 5.7: Modelos com resposta nortnal inversa ajustados aos dados sobre seguro de autotnóvel, com o
AIC e desvio.

Modelo

Tipo do veículo + Sexo
Tipo do veículo + Área
Sexo + Á«a

Tipo do veículo + Idade + Sexo

Tipo do veículo + Idade + Área
Tipo do veículo + Sexo + Idade do veículo
Tipo do veículo + Área + Idade do veículo
Idade + Sexo + Área

Sexo + Área + Idade do veículo
Tipo do veículo + Idade + Sexo + Idade do veículo

Tipo do veículo + Idade + Área + Idade do veículo

Tipo do veículo + Idade + Sexo + Área + Idade do veicula

l
2

3

4
5
6

7
8

9

10
11

12

AIC
20498

20495
20493
20496

20494
20499

20496
20492

20493
20495

20492

20479

Desvio

1359,32
1362,44

1364,72
1372,91

1375,12

1362,89
1365,94

1377,72

1369,14
1378,18
1382,20

1399,86

Tabela 5.8: Estimativas do modelo com resposta normal inversa ajustado aos dados sobre seguro de au
tomóvel.

Efeito
Constante
Idade l
Idade 2
Idade 3
Idade 4
Idade 5
Idade 6
Sexo F
Sexo M

Areia,B,C,DeE
Área F

Estimativa

7,695
0

-0,229
-0,233
-0,350
0,339

-0,372
0

0,276
0

0,439

70,465 <0,01

-1,750 0,08
-1,800 0,07
-2,742 <0,01
2,523 0,01
-2,563 0,01

3,939 <0,01

3,243 i0,01

desvios e AICs.

A partir da Tabela 5.7, em que são apresentadas os ajustes com os menores AIC. O modelo com

resposta normal inversa selecionado foi o de menor AIC e com todas as estimativas significativas,

que no caso foi o ajuste (8). O ajuste (12) (iue obteve o menor AIC possui algumas variáveis
não significantes a 10%. Na Tabela 5.8 temos as estimativas do modelo selecionado. A leitura da

estimativa da área F é de 0,439, indicando que os condutores que residem na área F têm maior

custo de sinistro em relação aos condutores que residem em outras áreas. A estimativa do sexo M

é de 0,276 que indica que os homens possuem maior custo de sinistro em relação ao sexo feminino.

E finalmente, a estimativa da idade do condutor principal indica que quanto maior a idade do
condutor menor é o custo do sinistro.

Após selecionar o modelo com resposta normal inversa, vamos utilizar as mesmas variáveis
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Tabela 5.9: Modelos com resposta normal inversa com ajuste simultâneo para a dispersão ajustados aos
dados sobre seguro de automóvel, com o desvio.

Modelo

Idade + Sexo +
Idade + Sexo
Idade + Área

Sexo + Área
Idade
Sexo

Área

Desvio

1199,998
1200,002

1200,002
1200,001
1200,001
1200,002

1200,002

l
2
3

4
5

6

7

.rea

Tabela 5.10: Estimativa do modelo com resposta normal inversa ajustados aos dados sobre seguro de au

selecionadas no modelo anterior e ajustar com o modelo com resposta normal inversa duplo. Na

Tabela 5.9 temos as simulações da modelagem da dispersão e foi utilizado a ligação logarítmica

para o ajuste da média e da dispersão.

Na Tabela 5.9 todos os modelos possuem valores de desvio bem próximos a 1200 com 1 192 graus

de liberdade. O modelo (1) foi selecionado por ter o menor desvio, e todas as estimativas tanto do

ajuste da média e da dispersão foram significativas, ver Tabela 5.10.
Na Tabela 5.10 temos as estimativas do modelo selecionado, em que é ajustado conjuntamente

a média e a dispersão. No aplicativo R através da subrotina dglm o ajuste de um MLG duplo é

realizado na dispersão, isto é, /t(d'i) = z?/3, embora o modelo proposto seja A(é i) = z?P. Assim,

vamos apresentar as saídas do R supondo o ajuste no parâmetro de dispersão. Primeiramente vamos

interpretar as estimativas do modelo ajustado para média. A leitura da estimativa da área F é de

1,049, indicando que os condutores que residem na área F têm maior custo de sinistro em relação

aos condutores que residem em outras áreas. A estimativa do sexo M é de 1,180 que indica que os

homem possuem maior custo de sinistro em relação ao sexo feminino. E finalmente, a estimativa

       
Ajuste da Média Ajuste da dispersão    

Efeito Estimativa E/E. Padrão p-valor Estimativa E/E. Padrão p-valor
Constante 6,853 17,754 <0,01 6,062 52,374 <0,01
Idade 1 0 0    
Idade 2 -1,049 -3,035 <0,01 -1,227 -8,724 <0,01
Idade 3 -0,549 -5,670 <0,01 -0,348 -2,504 0,01
Idade 4 0,830 -4,864 <0,01 -0,634 -4,530 <0,01
Idade 5 -0,581 -4,999 <0,01 -0,395 2,667 <0,01
Idade 6 -0,329 -1,984 0,16 -0,136 -1,823 0,41
Sexo F 0 0    
Sexo M 1,180 3,146 <0,01 1,349 16.482 <0,01
Areia,B,C,DeE 0 0    
Área F 1,049 10,313 <0,01 0,862 6,549 <0,01
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Figura 5.2: Grá6cos de diagnóstico referentes ao modelo com resposta normal inversa ajustado aos dados
sobre seguro de automóveis.

da idade do condutor principal indica que na categoria (2) o custo do sinistro é menor em relação
a outras idades.

Agora com o modelo ajustado para a dispersão. A leitura da estimativa da área F é de 0,862,

indicando que os condutores que residem na área F têm maior dispersão (maior variabilidade no

sentido do coeficiente de variação) do custo de sinistro em relação aos condutores que residem em

outras áreas. A estimativa do sexo M é de 1,349 que indica que os homens possuem maior dispersão

em relação ao custo de sinistro em relação ao sexo feminino. E finalmente, a estimativa da idade do

condutor principal indica que na categoria (2) a dispersão do custo do sinistro é menor em relação
a outras idades.

As Figuras 5.2a - 5.2d apresentam alguns gráficos de diagnóstico para o ajuste com MLG. Na
Figura 5.2a temos o gráâco de hi{ contra os valores ajustados e não há pontos em destaque. Já o

gráfico de influência (Figura 5.2b) foram destacados 7 pontos. Na Figura 5.2c tem-se o grábco de

resíduos to. contra os valores ajustados, poucos pontos estão fora do intervalo l-2,21. E a partir do

gráfico da Figura 5.2d identificamos que a função de ligação não é adequada. Os pontos 58, 114,

352, 383, 410, 1046 possuem perfil de condutor que tiveram custo de sinistro menor, mas possuem

o custo de sinistro alto e o ponto 1067 tem perfil de condutor que tem custo de sinistro alto, mas

possui custo baixo. Retirando as observações destacadas pelos gráficos de diagnóstico não houve
mudança inferencial.
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Figura 5.5: Gráfico normal de probabilidades referente ao modelo normal inversa ajustado aos dados sobre
seguro de veículos.
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Figura 5.6: Gráfico normal de probabilidades referente ao modelo normal inversa ajustado aos dados sobre
seguro de veículos para a média e a dispersão.

As Figuras 5.3a - 5.3d apresentam alguns gráficos de diagnóstico para o ajuste com MLG duplo.
Na Figura 5.3a temos o gráfico de Àe{ contra os valores ajustados e não há ponto em destaque. Já

o gráfico de influência (Figura 5.3b) foram destacadas 6 pontos. Na Figura 5.3c tem-se o gráfico de

resíduos to. contra os valores ajustados, alguns pontos estão fora do intervalo l-2,21, com os pontos

já destacados na Figura 5.3b. E a partir do gráfico da Figura 5.3d identificamos que a função de

ligação é adequada. Os pontos 114, 383, 844, 1046, 1087 e 1159 possuem perfil de condutor que
tiveram custo de sinistro baixo, mas possuem o custo de sinistro alto. Retirando as observações

destacadas pelos gráficos de diagnóstico, não houve mudança inferencial.

As Figuras 5.4a - 5.4b apresentam alguns gráficos de diagnóstico para o ajuste com MLG duplo,
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agora para o caso da dispersão. Na Figura 5.4a temos o gráfico de fii contra os valores ajustados

e não há ponto em destaque. Já o gráfico de influência (Figura 5.4b) foram destacados 4 pontos.

O gráfico normal de probabilidades para os componentes padronizados do desvio é apresentado

na Figura 5.5 para o modelo ajustado com MLG e Figura 5.6 para o modelo ajustado com MLG

duplo. Na Figura 5.5 nota-se indícios de afastamentos da distribuição normal inversa para o custo
de sinistro, particularmente para os custos de sinistro mais baixos. Na Figura 5.6 não há indícios

de afastamentos da distribuição normal inversa quando é ajustado a dispersão juntamente com a

média. Pelo gráfico normal de probabilidades para os dados de seguro de automóvel aplicado com
o MLG duplo aparentemente obteve-se melhor ajuste que com MLG para os menores custos de
sinistros.



(IJapítulo 6

Conclusões

6.1 Considerações finais

Nesta dissertação de mestrado apresentamos alguns conjuntos de dados das áreas de seguros

e/ou atuarial extraídos do livro "Generalized Linear Modela for Insurance Data" , por Piet de Jong e
Gillian Geller. Após uma análise descritiva inicial, aplicamos MLGs apropriados para cada conjunto

de dados. Os MLGs aplicados na primeira parte da dissertação são: modelos binomial, Poisson
e com resposta binomial negativa para análise de dados discretos e modelos cóm resposta gama e
normal inversa para análise de dados contínuos positivos. Para cada uma dessas classes fizemos

uma breve revisão técnica em que focamos aspectos de estimação, qualidade de ajuste e diagnóstico.

Na parte final deste trabalho, discutimos os MLGs duplos em que a média e a dispersão são

modelados conjuntamente. Aqui também é feita uma revisão técnica e uma aplicação na área de
seguros é apresentada.

6.2 Sugestões para pesquisas futuras

Muitos modelos motivados pelos MLGs têm sido aplicados nas área de seguros e/ou atuaria] e
não foi possível discuti:los neste trabalho. Dentro desses, podemos citar os modelos com excesso de

zeros (por exemplo modelo de Poisson ou binomial negativo com excesso de zeros, vede Hall (2000),

Lee, Wang e Yau (2001), Ridout, Demétrio e cinde (1998), Lambert (1992) e Greene (1994)).
Outro exemplo são os modelos lineares generalizados mistos para estudos com dados logitudinais

ou medidas repetidas. Na dissecação de mestrado de Baptistelli(2008) há uma discussão de
aplicações desses modelos na área de atuária

Finalmente, tem-se os modelos compostos, como por exemplo Poisson composta com gama, faz

parte da classe dos modelos Tweedie, o modelo de Tweedie é uma classe do modelo de dispersão
exponencial, com algumas características particulares. Uma discussão sobre esse modelo pode ser
encontrada em Jürgensen e Souza (1994).
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Apêndice A

Apêndices

A.l Apêndice l

Uma estimativa aproximada para '(i), seguindo o mesmo procedimento para obter uma esti-

mativa aproximada para P(i) (vide Paula, 2010), é dada por

t(.) ' 't + KIJ({)Ü'r({),

em que K,vl({) e UI({) são, respectivamente, as estimativas da matriz de informação de Fisher e da
função escore de '7 sem a {-ésima observação, avaliadas em 0.

Usando recursos de álgebra linear (vede Paula, 2010) temos que

K«u - (Z'ÊZ)': + Pü(z'Ê'z)':'üzf(ZTÉ'Z)''zi
f.

e

ü,u-
Assim, após algumas manipulações algébricas obtém-se

. . (z'f"z)':'i111i.1.4(gd.
'Ym ' "r / ,(qbi)(l - fi{)
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A.2 Apêndice 2

Programa em R para criar os gráficos de diagnóstico referentes ao modelo com resposta normal
inversa duplo pai'a a média.

# - -
--#

# Para rodar este programa deixe no objeto fi.t.model a saída
# do ajuste da regressão dupla com erros normal inversa. Dei.xe

# os dados disponíveis através do comando attach(. . .)
# A sequência de comandos é a seguinte:

# > fit.model <- ajuste
# > attach(dados)

# A saída terá quatro gráficos: de pontos de alavanca, de pontos
# influentes e dois de resíduos.

--#
li.brary(dgln)
X <- modem.matrix(fít.nodel)
n <- nrow(X)

p <- ncol(X)

fj. <- fi.tted(fit .model$dispersion)
fj. <- 1/fi
w <- fit.model$veights
w <- v+fj.

W <- dias(v)
n <- solve (t (X)%+%UZ.+%X)

n <- sqrt(W)%+'Z.x%+%n%+%t(x)%+%sqrt(W)
h <- di.ag(H)

ts <- resid(fit .model,type="pearson") +sqrt(fi./(l-h))
td <- resid(fi.t.nodel,type="deva.aUGe")'Ksqrt(fi/(l-h))
par (mfrow=c (2 , 2) )

di <- (h/(l-h))+(ts-2)
a <- max(td)

b <- min(td)

plot(fitted(fit .model) ,h,Xlab="Valores Ajustados" , ylab="Medida h" ,
title (suba " (a) ")

#i.dentify(fi.tted(fi-t .model) , h, n=1)

plot(di,Xlab="Índice" , ylab="Distancia de Cook" , pch=16)
ti-tle (suba " (b) " )

#

#

pch:16)
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#identify(di, n=1)

plot(fitted(fi.t .model) ,td,xlab="Valores Ajustados" , ylab="Componente
ylim=c(b-l,a+l),pch=16)
ab[i.ne(2,0,].ty=2)
abline(-2,0,lty=2)
#identify(fitted(fit .model) ,td, n=1)

title(suba"(c)")
eta <- predict (fi.t .model)

z <- eta + resid(fi.t.nodel, type="pearson")/sqrt(w)
plot(predict(fit .modem) ,z,xlab="Preditor Linear" , ylab="Vara.aves z"

lides(smooth. sp]ine(predi.ct(fi.t .modem.) , z , df=2) )

tit].e (suba " (d) " )

do Desvio",

pch:16)
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