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Resumo

Neste trabalho, desenvolvemos uma analise de sensibilidade global para medir
a robustez de estimadores bayesianos, com respeito a umna classe de distribuigoes a
priori gerada a partir de modos de contaminagao multiplicativo de uma distribuicao
a priori base, com estrutura similar ao considerado por van der Linde (2007). A esta
classe denominamos classe de contaminacao multiplicativa (I"y;) e mostramos que,
para particulares especificagoes, esta contém familias de distribuicoes assimétricas
conhecidas na literatura. Aqui, exploramos a classe de contaminacao multiplicativa
normal-assimétrica em varios contextos, a saber: como distribuicao a prior: do para-
metro de posicao de um modelo normal, com variancia conhecida e desconhecida, e
como distribuicao a priori do parametro regressor de um modelo linear normal, com
a variancia dos erros conhecida e desconhecida. Resultados de conjugacao e expres-
soes para medidas de distancia entre as médias (variancias) a posteriori fornecidas
por I'); e a média (variancia) a posteriori resultante da distribuicdo a priori base
sao apresentados. Através de um estudo de simulagao, analisamos o comportamento
das médias e das varidncias a posteriori, quando o modelo normal com variancia
desconhecida é considerado. Para o modelo de regressao, analisamos um conjunto
de dados reais, fazendo uso da teoria desenvolvida. Por fim, mudamos o enfoque
da analise de sensibilidade bayesiana, ao estudar a influéncia da classe de contami-
nacao a priori normal-assimétrica sobre a distribuicao a posteriori com um todo,

comparando espacos de probabilidade a posterior: via funcao de concentracao.

Palavras-chave: robustez bayesiana, sensibilidade global, classe de contaminacao,

distribuicoes assimétricas.



Abstract

In this work, we developed a global sensitivity analysis to measure the robustness
of Bayesian estimators with respect to a class of prior distributions. This class
arise from multiplicative modes of contamination of a base prior distribution, with
similar structure to presented by van der Linde (2007). This class of prior is called
multiplicative contamination class (I'j;) and for some particular specifications, it
contains families of skew distributions known in the literature. Here, we explored
the skew-normal multiplicative contamination class on several contexts, namely as
a prior distribution of the location parameter of a normal model for known and
unknown variance, and as a prior distribution of the regressor parameter under the
linear normal model, with known and unknown errors variance. Results of a Bayesian
conjugation and expressions for some measures of distance between posterior means
arise from I'j; and the posterior mean associated to the base prior distribution
are obtained. Through a simulation study we analyzed the behavior the posterior
mean and the posterior variance, when the normal model with unknown variance is
considered. For the regression model, we analyzed a real data set to illustrate the
theory presented. Finally, we changed the focus of a Bayesian sensitivity analysis
to study the posterior distribution under the skew-normal contamination class as a

whole, comparing posterior probability spaces through concentration function.

Keywords: Bayesian robustness, global sensitivity, contamination class, skew dis-

tributions.
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Capitulo 1

Introducao

O termo robustez estatistica tem sido amplamente difundido na literatura, entre-
tanto é importante diferenciar as suas varias abordagens. A abordagem mais comum
tem interesse em estudar o quanto os estimadores sao afetados pela presenca de um
subconjunto de valores discrepantes na amostra. Se os estimadores sao pouco sen-
siveis (segundo algum critério estatistico), dizemos que o estimador é robusto. Esta
abordagem pode ser aplicada tanto no contexto bayesiano quanto no cldssico.

Uma segunda abordagem, que sera objeto de nosso estudo, estd relacionada a
uma possivel ma especificagao do modelo probabilistico. Em inferéncia bayesiana
paramétrica usualmente dois modelos probabilisticos sio considerados; o primeiro
associado a funcao de verossimilhanca e o segundo a distribuicao a priori. A escolha
desses modelos é feita de forma conveniente de modo a atender certas pré-suposigoes
do investigador. Fala-se de inferéncia robusta quando as estatisticas de interesse sao
pouco afetadas por essas escolhas. Uma maneira de verificar a robustez bayesiana
é especificar uma classe de distribui¢oes de probabilidade I que contenha o modelo
probabilistico que estamos assumindo como de referéncia (base), f,(8), e verificar as
alteragdes nas inferéncias a posteriori ao alterarmos a suposigao de f,(0) para qual-
quer f(f) € T'. Esse estudo é também denominado andlise de sensibilidade e pode
ser realizado tanto para especificacoes a priori [f(0)], quanto para verossimilhanga
[f(z | )] e fungao de perda L(0,a).

Berger. Insua & Ruggeri (2000) fazem uma breve revisdo do desenvolvimento
de estudos na drea de robustez bayesiana, indicando inclusive artigos que discutem
aspectos filoséficos e historicos nesta area. Além disso, eles apresentam trés possiveis

abordagens em se tratando de robustez bayesiana, sao elas:
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e abordagem informal: séo consideradas algumas poucas distribuicoes a priori e
suas correspondentes inferéncias (por exemplo, a média a posteriori) sio com-
paradas. Procedimento considerado simples e 1til, tem como desvantagem o
numero limitado de distribui¢ées @ priori, que podem nao incluir distribui-
coes a priori compativeis com a distribuig@o a priori base, mas que produzem

inferéncias a posteriori muito diferentes.

e robustez global: considera-se a classe I' de todas as distribuicoes a priori
compativeis com a distribuigao a priori base, e medidas a posteriori sio obtidas
segundo a classe I'. Em sua andlise, compara-se o infimo e o supremo das

quantidades de interesse a posteriori.

Para um melhor entendimento dessas quantidades, considere, por exemplo,
a funcao de verossimilhanga e a classe de distribuicdes a priori denotadas,
respectivamente, por f(z | §) e I' = {fi(d), i = 0,1,...,n}. Note que a
distribuicdo a priori base fo(f) também pertence a classe I'. Ao associarmos
a fungao de verossimilhanca a classe de distribuicoes a priori I', obtemos a
classe de distribui¢des a posteriori T = {fi(6 | z), i = 0,1,...,n} e, por
conseguinte, um conjunto de medidas a posteriori (por exemplo, a média «
posteriori) dadas por M = {M;(z), i =0,1,...,n}, seu supremo e seu infimo.
Suponha que M;(z) = E;(0 | =) parai = 0,...,n e tenhamos obtido o grafico

da Figura 1.1.

Ao analisarmos o gréafico da Figura 1.1, notamos que, para valores de x proxi-
mos a zero, o supremo e o infimo das esperangas a posteriori estdo em torno
da Ey(0|z), evidenciando a robustez da esperanga a posteriori com relacio a
classe de distribuicoes a prior: I'. No entanto, o mesmo nao ocorre para va-
lores de x > 3, onde observa-se que as curvas contendo o supremo e o infimo
das {Ei(6 | z), i =0,...,,n} separam-se rapidamente.

Em O Hagan (1994), é apresentada uma anédlise similar que considera uma

amostra aleatéria com distribuicdo N(6,1), distribuigdo a prior: base normal

padrao e a classe de distribuigdes a priori e-contaminada.

e robustez local: analisa-se o quanto mudangas infinitesimais na distribuicao a
priori influenciam na inferéncia a posteriori, através de técnicas de andlise

diferencial, tais como derivadas de Fréchet ou de Gateaux. Em situacoes mais
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Figura 1.1: Limites da média a posteriori.

complicadas, medidas de robustez local sao mais faceis de calcular do que

medidas globais, mas sua interpretacao (e calibra¢do) nem sempre é clara.

Maiores detalhes sobre as diferentes abordagens em robustez bayesiana podem
ser encontrados em O Hagan (1994) e Insua & Ruggeri (2000).

O'Hagan (1991) apresenta uma boa introdugao a anélise de sensibilidade baye-
siana com respeito a variacao da distribuicdo a priori, ilustrando esse tipo de analise
através do uso da familia e-contaminada no contexto de robustez global. De maneira
geral, podemos entender a familia e-contaminada como um processo aditivo de con-
taminagao da distribuicao a priori base, em que I' = {(1—¢) fo(8)+¢€q(0) : ¢(8) € G},
onde ¢(@) corresponde a funcéo densidade de probabilidade em alguma classe G que
contém distribuicoes a priori. Neste contexto, € corresponde a uma constante que
controla o nivel de contaminagao da distribuicao a priori base pela classe de distri-
buicoes G.

van der Linde (2007) propde uma estrutura simples para unificar modos de conta-

minacao multiplicativo que implique em mudancgas tanto na verossimilhanca quanto
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na distribuicao a priori. Baseada nesta construgéo, a autora investigou quais aspec-
tos da matriz de informacao de Fisher - comumente interpretados como medida de
influéncia local - sao influenciados por diversos tipos de perturbacao.

Outras especificacoes para classes de contaminac@o da distribuicdo a priori sdo
também discutidas em Berger (1990, 1993).

Quanto a especificagoes de distribuigoes a priori, Mukhopadhvay & Vidakovic
(1995) conduzem uma andlise bayesiana robusta para explorar a eficiéncia da regra
linear de Bayes com relagao a regra exata de Bayes, nos casos em que a distribuicao a
priori considerada é assimétrica. Esses autores evidenciam a robustez do estimador
linear de Bayes em relacao a mudanga de simetria da distribuicao a priori, sob perda
quadratica.

Segundo Azzalini & Capitanio (2003), um possivel processo para assimetrizar
uma distribuigao simétrica em torno de zero, com funcao densidade de probabilidade
f(-), continua e d-dimensional, consiste em considerar fz(z) = 2 f(z) Q(W(2)),
onde, para todo z, () é uma funcdo de distribuigao escalar nao-negativa tal que
Q(—2z) =1—-Q(2) e W(-) é uma funcio impar, de R? em R. Nestas condicdes, Z é
uma varidavel aleatdria distribuida assimetricamente.

Distribuicoes assimetrizadas segundo a proposta anterior tendem a preservar al-
gumas propriedades da distribuigao simétrica f. Dessa forma, conseguimos obter
uma classe de familias de distribuigbes paramétricas mais flexiveis, capazes de mo-
delar de maneira mais adequada dados oriundos de fenémenos reais.

Para obtermos a funcédo de densidade de uma distribuicao normal-assimétrica,
por exemplo, basta considerar W(z) = Az, f = ¢ e Q = @, onde ¢(.) e ®(.) sdo as
fungoes de densidade de probabilidade (f.d.p.) e de distribuicio acumulada (f.d.a.)
de uma distribuicdo normal padréo, respectivamente. Assim, a funcdo densidade
de probabilidade de uma distribuicdo normal assimetrizada é dada por fz(z) =
2 p(z) ®(\z).

Observe que, quando consideramos A = 0, obtemos a distribuicdo normal como
caso particular. Maiores detalhes sobre a distribuicao normal-assimétrica univariada
podem ser vistos em Azzalini (1985) e Rodriguez (2005).

Diferentes generalizagdes multivariadas para a distribuicio normal-assimétrica
tém sido propostas por varios autores, por exemplo, Azzalini & Dalla-Valle (1996),
Sahu. Dey & Branco (2003), Gupta, Gonzdlez-Farfas & Dominguez-Molina (2004).
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Neste trabalho, as generalizagtes consideradas sao as distribuigoes normal-assimétrica
fechada e normal-assimétrica multivariada geral, propostas, respectivamente, por
Dominguez-Molina, Gonzalez-Farias & Gupta (2003) e Gupta. Gonzélez-Farfas &

Dominguez-Molina (2004).

1.1 Objetivos e organizacao da tese

Um dos principais objetivos deste trabalho é considerar uma classe de distri-
buigoes a priori, gerada a partir de modos de contaminagao multiplicativo de uma
distribuicdo a priori base, com estrutura similar ao considerado por van der Linde
(2007), para efetuar uma anélise de robustez global. A esta classe denominaremos
classe de contaminacdo multiplicativa. Para particulares especificagdes, mostramos
que a classe contaminagao multiplicativa coincide com classes de distribuigoes assi-
métricas conhecidas na literatura. Os resultados deste trabalho estao divididos em
seis capitulos.

No segundo capitulo, apresentamos as distribuigoes normal-assimétrica fechada e
normal-assimétrica multivariada geral, possiveis caracterizacoes e resultados. Mos-
tramos que, sob certas condigbes, as distribuigdes normal-assimétrica fechada e
normal-assimétrica multivariada geral sao equivalentes.

No Capitulo 3, definimos a classe de contaminagao multiplicativa a priori (I'y/),
associamos distribuicoes assimétricas a ela e detalhammos a metodologia de robus-
tez bayesiana globél. Realizamos um estudo de sensibilidade global da média e da
variancia da distribuicdo a posteriori de uma distribuicao N (6, 72), quando a dis-
tribuicao a priori do parametro de posi¢ao corresponde a classe de contaminacao
multiplicativa normal-assimétrica. Quando 72 é considerado conhecido, obtivemos
resultados de conjugacgao bayesiana. Ainda neste caso, detalhamos quais as con-
digbes necessarias para que a robustez com respeito a escolha de distribuicoes a
priori em Iy, efetivamente ocorra. Para 72 desconhecido, obtivemos as distribuigoes
condicionais completas a posteriori, a funcao de densidade marginal a posteriori do
parametro de posicao e mostramos que tanto a média, quanto a variancia a posteriori
marginal de 72 sdao obtidos como fungédo dos momentos da distribuicao a posteriori
de 6. Nesta situacao, promovemos um estudo de simulagao, via metodologia de

Gauss-Hermite, para analises de robustez global.
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No quarto capitulo, generalizamos os resultados apresentados no Capitulo 3 ao
discutir questoes de sensibilidade bayesiana em modelos de regressao linear nor-
mal, ora supondo a varidncia dos erros conhecida, ora supondo desconhecida. Em
ambas as situacoes, consideramos para a distribuicao a priori do parametro regres-
sor a classe de contaminagdo multiplicativa parametrizada segundo a distribuicéo
normal-assimétrica. Resultados de conjugagéo sdo obtidos e exemplos especificos
sao estudados a luz da teoria desenvolvida.

De maneira geral, nos Capitulos 3 e < analisamos a influéncia da classe de dis-
tribuigio multiplicativa a priori sobre estatisticas pontuais a posteriori, mais espe-
cificamente, a média e a variancia a posteriori.

No Capitulo 5, mudamos o enfoque da analise de sensibilidade bayesiana. Nosso
objetivo agora é mais global, estudamos a influéncia da classe de contaminagao
multiplicativa a priori sobre a distribui¢do a posteriori com um todo, comparando
espagos de probabilidade a posteriori via fungao de concentracdo. Apresentamos
uma versdao mais adequada aos nossos propdsitos para a definicao de funcdo de
concentragao, o que nos permite obter uma expressao fechada para a funcio de
concentragao a posteriori de modelos normais, quando a distribuicdo a priori do
parametro de posicdo pertence a classe de contaminacdo multiplicativa a priori,
parametrizada segundo a distribui¢cdo normal-assimétrica.

Finalmente, no sexto capitulo apresentamos conclusoes dos resultados obtidos
neste trabalho e perspectivas futuras de trabalho.

No Apéndice A constam as demonstragoes de diversos resultados e proposicdes
presentes nos Capitulos 3, 4 e 5. No Apéndice B apresentamos alguns graficos das

simulacoes discutidas no Capitulo 3.



Capitulo 2

Distribuicoes assimétricas

Diferentes tipos de distribuigoes normais-assimétricas multivariadas tém sido
propostas na literatura, cada uma delas com caracteristicas bastante particulares.
Por exemplo, Azzalini (1985) apresenta uma extensao multivariada da distribuicéo
normal-assimétrica, cuja as distribuicoes marginais nao sao normais-assimétricas.
J4 em 1996, Azzalini e Dalla-Valle apresentam uma outra versao multivariada da
distribuicao normal-assimétrica, construida a partir do pressuposto que a distribui-
¢ao marginal do vetor de varidveis aleatérias é normal-assimétrica univariada. Neste
mesmo artigo, apresentam uma construgao via condicionamento.

Outras diversas extensoes e formulagoes para a distribuigao normal-assimétrica
multivariada tém sido propostas na literatura, como, por exemplo, em Azzalini
& Capitanio (1999), Arellano-Valle et al. (2002) e Sahu et al. (2003).  Arellano-
Valle & Genton (2005) apresentaram a familia de distribuigdes normal-assimétrica
fundamental que generaliza- todas as definigoes existentes de distribui¢coes normais-
assimeétricas.

Discussoes sobre possiveis equivaléncias entre as diferentes propostas para a dis-
tribuicao normal-assimétrica multivariada, propriedades interessantes e limitacoes de
cada abordagem sao apresentados em Arellano-Valle & Azzalini (2006). Ainda neste
artigo, os autores apresentam uma nova generalizagao, a familia eliptica-assimétrica.

Nas secoes subseqiientes, serao apresentadas versoes da distribuicao normal-
assimétrica multivariada de relativa complexidade. De fato, esta caracteristica se
reverte em propriedades como fechamento sob conjugacao, marginalizacao e trans-
formagdes lineares (posto completo). Além disso, muitas das distribuigoes normais-
assimétricas apresentadas na literatura podem ser vistas como casos particulares

das distribui¢ées que serdo apresentadas. Sao elas: distribuigdo normal-assimétrica

7
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fechada e distribuicdo normal-assimétrica multivariada geral.

Dominguez-Molina. Gonzalez-Farias & Gupta (2003) apresentaram a distribuicao
normal-assimétrica fechada e mostraram que além de possuir as qualidades j4 citadas
anteriormente, também a distribui¢@o conjunta de varidveis aleatérias independentes
nesta familia ainda pertence a familia normal-assimétrica fechada.

Parte da teoria a ser desenvolvida nos capitulos subseqiientes utilizara proprieda-
des da distribuicdo normal-assimétrica multivariada geral, apresentada em Gupta.
Gonzalez-Farias & Domiguez-Molina (2004). Mostramos também que esta distri-
buigao relaciona-se com a familia normal-assimétrica fechada através de uma simples
transformacao. Dessa forma, propriedades da distribuicio normal-assimétrica mul-
tivariada geral podem facilmente ser vinculados as propriedades j& demonstradas
da familia normal-assimétrica fechada. Tais caracteristicas nos permitirdo obter,
em algumas situagoes particulares, resultados analiticos para o estudo de robustez
bayesiana.

Neste capitulo vamos definir, caracterizar e apresentar algumas propriedades das
distribuigoes normal-assimétrica fechada e normal-assimétrica multivariada geral que
serao lteis em estudos de robustez quando se considera particulares especificacoes
da classe de contaminagdo multiplicativa a priori.

Durante todo este capitulo, adotaremos os simbolos ¢4(-; 17, ¥) e @,(-;n, ¥) para
fazer referéncia, respectivamente, as fungoes de densidade e de distribuicio acumu-
lada de uma distribuigao normal g-variada, com parametros de posicdo 7 e matriz

de covariancia W.

2.1 Familia normal-assimétrica fechada

2.1.1 Definigao e caracterizacgoes

Definicao 2.1.1 Um wvetor aleatério Y p-dimensional tem distribuicdo normal-

assimétrica fechada quando a sua fungao de densidade ¢ dada por:

$o(y; 1, X) Dg(D(y — p); v, Q)

a(Y; 1,5, D, v, A) =
Foaly; . 2, D, v, A) ®,(0; v, A+ DEDT)

, yER?, (2.1)

ondep>1,q> 1, pn € R?, v € RY, £,,, e Ay, sao matrizes positivas definidas e

Dyxp € uma matriz arbitrdria. Como notagao, adotamosY ~ CSN, ,(u, 2, D, v, A).



Capitulo 2. Familia normal-assimétrica fechada. 9

A demonstracao de que f,,(-) é uma genuina funcao densidade de probabilidade
pode ser encontrada em Dominguez-Nolina et al. (2003).

A distribuicdo normal-assimétrica fechada é um caso particular de distribuicoes
assimétricas obtidas segundo processos de selecao baseados em distribuicoes condi-
cionais. Arellano-Valle. Branco & Genton (2006) definem esta metodologia através
de distribuicoes de selecao multivariada, discutem algumas das suas principais pro-
priedades e mostram que muitas das distribuicoes assimétricas multivariadas pro-
postas na literatura podem ser descritas como casos particulares de distribuicoes de
selecao.

Segundo Gonzdlez-Farias. Dominguez-NMolina & Gupta (20040), as principais di-
ferencas entre a distribuigao normal-assimétrica fechada e as outras generalizacoes
da distribuicdo normal-assimétrica univariada dizem respeito a presencga dos para-
metros extras v e A, que permitem, respectivamente, obter propriedades fechadas
para densidades condicionais e densidades marginais. A inclusdo de ®,(-), para
g > 1, nos permite obter propriedades para somas e para a distribui¢ao conjunta de
varidveis aleatérias independentes com distribui¢do normal-assimétrica geral.

Iversen (2010) apresenta alguns exemplos que nos permitem entender melhor a
influéncia dos parametros p, %, D, v e A sobre a fungao de densidade da distribui-
¢ao normal-assimétrica fechada. Considere entao a distribuicao normal-assimétrica
fechada univariada (p = ¢ = 1) e vejamos o que ocorre com o grafico da fungao de
densidade a medida em que alteramos os valores dos parametros desta distribuigao.

Segundo o autor,

e Quanto maior a variancia ¥ na fungao de densidade da distribuicao normal,
maior a assimetria considerada na distribuicdo normal-assimétrica fechada,

como pode ser visto no primeiro grafico da Figura 2.1.

e Como exemplificado pelo segundo grafico da Figura 2.1, quanto menor a va-
riancia A presente na fungio de distribui¢ao acumulada da distribui¢cao normal,

maior serd a assimetria no modelo normal-assimétrico fechado.

e Na Figura 2.2, mostramos que ao associar grandes valores para o parametro
Y, com baixos valores para o parametro A, induzimos uma maior assimetria

ao modelo normal-assimétrico fechado.
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Figura 2.1: Fungoes de densidade da distribuicio normal-assimétrica fechada com
p=4,v=3eD =1 Graficol: X =05,6e9e A =1. Grafico2: T =1e A =
0.05, 0.5 e 5.

w ®— CSN:34.9,1,3,003)
~ | ® - CSNi(4.6.1.3.05)
|-- CSNix4,05.1.3.5)
e |
e =
=
@
ne)
@
b=
3
(s}
'
o
2
o

Figura 2.2: Fungoes de densidade da distribuicio normal-assimétrica fechada com

p=4,v=3, D =1 e diferentes valores para © e A.
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e Como pode ser visto na Figura 2.3, para um valor de ¥ grande e de A pequeno,
a assimetria da distribui¢ao normal-assimétrica fechada torna-se nula, se v —
—oco. O parametro v influencia tanto a assimetria, quanto a escala e a posigao

da funcgéo de densidade da distribuigdo normal-assimétrica fechada.

e O parametro p atua como parametro de posi¢gao no modelo normal-assimétrico
fechado, quando consideramos os parametros 2, D, v e A fixos. Na Figura 2.4

exemplificamos esta situagao.

e J4 o parametro D também atua na assimetria do modelo. Quando D = 0,
obtemos o modelo normal com parametros de posicao p e de escala ¥. Veja a

Figura 2.5.

8- v=-5
w ] B— v=-3
< B v=0
B - v=3
8- v=5
a
¥
o
[0}
o o |
8 o©
‘B
=2
©
[a)
N ]
o
.
o
o _|
o

Figura 2.3: Fungoes de densidade da distribuigao normal-assimétrica fechada com

pw=1Y=9 D=1, A =0.05 e diferentes valores para v.
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Figura 2.4: Fungoes de densidade da distribuicio normal-assimétrica fechada com

2=9,D=1,v=1, A =0.05 e diferentes valores para .
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Figura 2.5: Funcoes de densidade da distribuicao normal-assimétrica fechada com

p=295X=9,v=1, A =0.05e diferentes valores para D.
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A funcéo de distribuicdo acumulada associada & fungao densidade de probabili-

dade apresentada em (2.1) é dada no lema a seguir.

Lema 2.1.1 A fungdo de distribui¢io acumulada de Y ~ CSN, ,(p, 2, D, v, A) é
dada por

y L Y DT
Fpoyim, 5, D,v,8) =C @ ; :
palVis ) ’”*"[(0) <u> (—DZ A+ DTDT

onde C~' = @,(0; v, A+ DLDT).

(2.2)

Apresentamos a seguir duas maneiras diferentes de se obter a distribui¢do normal-
assimétrica fechada. A primeira delas, obtida via condicionamento de um vetor

aleatério com distribuigdo normal (p + ¢)-variado, é apresentada no Lema 2.1.2.
Xy
Lema 2.1.2 Se X = ~ Npiq

I 2 D?
) , onde
Xy —v DY A+ DyDT

pneERP, veR! Dy, € uma matriz arbitrdria e Ly, e Ayx, SGo matrizes positivas

definidas, entao

Y L X, [ X2 > 0~ CSNp o, 2, D, v, A). (2:3)

Maiores detalhes sobre esta construgdo podem ser encontrados em Gonzalez-
Farfas ot al. (200-10).

No Lema 2.1.3 apresentamos uma outra forma de construir a distribuicao normal-
assimétrica fechada. Proposta por Domingucz-Molina ot al. (2007), consiste em
obter uma variavel aleatéria Y como uma combinacao linear de varidveis aleatérias
independentes. Tal construgao se mostra tutil na simulacao da varidvel Y e ficou

conhecida na literatura como representacao estocastica.

Lema 2.1.3 Considere X, e Xq varidveis aleatorias independentes tais que Xy ~
N,(0,, I,) e Xy ~ LTN,(v,0,, A+ DEDT), entio

Y L+ (STDTATID) Y2 X +SDT(A+DEDT) ! Xy ~ CSN, (1,5, D, v, A),
(2.4)

onde o simbolo LTN,(6,n,V) representa uma distribui¢ao q-variada gerada pds

truncamento a esquerda de uma distribuicao normal q-variada com parametros de

posicao m e matriz de covariancia UV, por um vetor 8, também g-variado.
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2.1.2 Funcao geradora de momentos

Nesta secao, apresentamos a fun¢ao geradora de momentos da distribuicao normal-
assimétrica fechada, o que nos possibilitara obter medidas como a média e a variancia

desta distribuicgao.

Proposicao 2.1.1 Se Y ~ CSN, (i, 2, D,v,A) entio a fun¢io geradora de mo-

mentos de Y ¢ dada por:

o, [DEt; v, A+ DZDT]

tTp+ 1 tTot t c R? 25
®,[0. v, At DepT] ¢ 0 PERS (2.5)

My (t) =

Na préxima secao apresentaremos a distribuicao normal-assimétrica multivariada
geral, que, como veremos, pode ser obtida como uma simples transformacao do
modelo normal-assimétrico fechado. Como vamos obter a média e a variancia do
modelo normal-assimétrico multivariado geral, estaremos obtendo, implicitamente,
a media e a variancia da distribuicao normal-assimétrica fechada, por conta disso,
omitiremos a apresentacao destes resultados nesta secao.

Demais propriedades da distribui¢do normal-assimétrica fechada tais como fe-
chamento por transformagoes lineares, condicionamento e marginalizacao, assim
como demonstragoes, podem ser encontrados em Gonzalez-Farfas et al. (2004q,b)
Domimguez-Nolina et al. (2007).

2.2 Familia normal-assimétrica multivariada ge-

ral

Definicao 2.2.1 Um wvetor aleatorio Y p-dimensional tem distribuicio normal-

assimétrica multivariada geral quando a sua fungao de densidade € dada por:

op(y; 1, ) ®(Dy; v, A)

fp,q(y1ﬂ7 3 Vs ) (I)q(Du‘ v, A —+ DZDT) ’

y € R?, (2.6)

ondep>1,q> 1, neR?, v eRY, ¥, e Ajxg SGo malrizes positivas definidas e

Dyxp € uma matriz arbitraria. Como notagdo, adotamosY ~ GSN, ,(p, X, D, v, A).
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Como ja comentado anteriormente, esta distribuicao foi proposta por Gupta,
Gonzalez-Farfas & Dominguez-Molina (2004) e possui como casos particulares as
versoes univariada e multivariada da distribuicao normal-assimétrica apresentadas
em Azzalini (1985) e Azzalini & Capitanio (1999), respectivamente.

Vejamos qual o comportamento da fungao de densidade da distribui¢do normal-
assimétrica multivariada geral as mudancas de valores nos diferentes pardmetros

desta distribuicao. Note que

e Quanto maior a variancia ¥ na fungdo de densidade da distribui¢do normal,
maior serd a assimetria e a variancia da distribuicao normal-assimétrica mul-

tivariada geral, como pode ser visto no primeiro grafico da Figura 2.6.

e Como exemplificado pelo segundo gréfico da Figura 2.6, vemos que a varian-
cia A presente na funcao de distribuicao acumulada da distribuicdo normal

também influencia na assimetria do modelo normal-assimétrico multivariado

geral.
0 | B— GSN1,1(4,05,1,3,1) 0 B— GSN1.(4, 1, 1,3, 0.05)
g # GSN1,1(4,6,1,3,1) A B GSN1,1(4,1,1,3,05)
B- GSN13(4,9,1,3,1) 8- GSNi1(4,1,1,3,5)
o | Qo
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© @
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c c
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Figura 2.6: Fungoes de densidade da distribuicao normal-assimétrica multivariada
geralcom =4, v=3e D = 1. Gréficol: ¥=05,6e9e A =1. Gréifico 2: ¥ =
leA =0.05,0.5eb5.
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Figura 2.7: Fungdes de densidade da distribuicao normal-assimétrica multivariada

geral com p =4, v =3, D = 1 e diferentes valores para ¥ e A.
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Figura 2.8: Fungoes de densidade da distribuicdo normal-assimétrica multivariada

geralcom p =1, =9, D =1, A = 0.05 e diferentes valores para v.
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e Na Figura 2.7, mostramos que, assim como na distribuicao normal-assimétrica
fechada, ao associar grandes valores para o parametro », com baixo valo-
res para o pardmetro A, induzimos uma maior assimetria ao modelo normal-

assimétrico multivariado geral.

e Como pode ser visto na Figura 2.8, o comportamento do parametro v no mo-
delo normal-assimétrico multivariado geral é similar ao discutido anteriormente
para a distribuicdo normal-assimétrica fechada. Cabe ressaltar que o parame-
tro v gera uma maior variabilidade no modelo normal-assimétrico multivariado

geral do que na distribuicado normal-assimétrica fechada.

e Diferentemente do que ocorre no modelo normal-assimétrico fechado, p nao
atua como parametro de posi¢ao no modelo normal-assimétrico fechado, quando
consideramos os demais parametros da distribuigao fixos. Na Figura 2.9 exem-

plificamos esta situacgao.

e J& o parametro D nao atua exclusivamente na assimetria do modelo. Quando
D = 0, obtemos o modelo normal com parametros de posicao ju e de escala 3.

Veja a Figura 2.10).
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Figura 2.9: Fungoes de densidade da distribuigao normal-assimétrica multivariada

geral com X =9, D =1, v =1, A = 0.05 e diferentes valores para .
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Figura 2.10: Funcoes de densidade da distribuicao normal-assimétrica multivariada

geralcom =3, 2 =9, v =1, A = 0.05 e diferentes valores para D.

Na proposi¢ao a seguir, apresentamos uma equivaléncia entre as distribuicoes

normal-assimétrica fechada e normal-assimétrica multivariada geral.

Proposicao 2.2.1 Seja Y um vetor aleatdrio tal que Y ~ GSN,,(n,%, D, v, )
entao

Y ~ GSNpo(p2. 2, D, v, A) = CSN, (1, %, D, v — Du, A). (2.7)

Prova:

Basta manipular algebricamente a funcao de densidade de uma variavel aleatéria
Y ~GSN, (e, 2, D, v, A). Para isso, considere f,,(y) e g,4(y) as funcdes de den-
sidade das distribuigdes normal-assimétrica multivariada geral e normal-assimétrica

fechada, respectivamente. Para y € R?,

p(y; 1, X) @4(Dy; v, A)
®,(Du; v, A+ DEDT)
¢o(y; p, T) 2(Dy — Dp; v — D, A)
®q(Dp — Dy v — Dp, A+ DEDT)
bp(y; 1, X) @q[D(y — p); v — Dp, A
®y(0; v — D, A+ DEDT)
= gp,q(y;ﬂuZ;D;V— DlJa.A). (28)

foayi, 2, D,v,A) =
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A equivaléncia apresentada na Proposicao 2.2.1 nos permite obter importantes
resultados relacionados a distribuicao normal-assimétrica multivariada geral a partir
de propriedades ja demonstradas para a distribuicao normal-assimétrica fechada.

Segundo Gupta. Gonzdlez-Farias & Dominguez-Molina (2004), a fungio geradora

de momentos de um vetor aleatério Y ~ GSN, ,(u, X, D, v, A), é dada por:

®, [D(p+ St); v, A+ DLDT]

uTe + % tTot t RP )
o, [Dw; v, A+ DuDT] ¢ s L &8 (28

My(t) =

Por (2.9), conseguimos obter os dois primeiros momentos de um vetor aleatdrio
Y cuja a distribuicao é normal-assimétrica multivariada geral. O primeiro momento

é dado por:

®:(Dp; v, A+ DYDT)

ElY] = DT 1 2.10
Yl=n + ®,(Dp: v, A + DEDT)’ (218}

tal que, para qualquer matriz §2 positiva definida,
O:(k; v, Q) = [V, By(k: v, Q)T (2.11)

2 8 o
Dk Dhky? 7 Dk

onde V. = ( ) ¢é o operador gradiente.

O segundo momento é:

T

o (Dp: v. A+ DEDT
o D1 v, )| bx4sp

O,(Dp; v, A+ DEDT)

®;(Dp; v, A+ DEDT)
¢,(Dp; v, A+ DEDT)
®*(Dp; v, A+ DLDT)

5 T ypT e Dx
M o,(Dp; v, A+ DLDT)

n' +

ElYYT] = u

tal que, para qualquer matriz € positiva definida, (2.11) ocorre e

(ks v, Q) = V. V" Bk v, Q). (2.13)

Expressoes que nos permitem calcular ®;(k; v, Q) e ®*(k; v, ) mais facil-
mente sao apresentadas e discutidas em Avellano-Valle. Genton & Loschi (2000) e

Domineucz-Nolina. Gonzalez-Farias & Ramos-Quiroca (20041).
o ) 1 el
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Como j4 comentado anteriormente, a distribuigdo normal-assimétrica proposta
por Azzalini (1985) é um caso particular distribuicdo normal-assimétrica multiva-
riada geral. Do ponto de vista univariado, seja Y uma varidvel aleatéria tal que
Y ~ GSNy1(p,02, N\, A\, 0?), entdo )

Y ~ GSNyy(p, 02,0, M, 0%) = SN(p,02,N), (2.14)

cuja a notagdo SN(u, o2, )\) corresponde & distribuicdo normal-assimétrica univa-
riada, com pardmetros de posicao p, de escala o® e de assimetria A. Sua funcio de

densidade expressa-se por:

frly) = ; 0] (y - ﬂ) ® (Ay—;ﬁi) , para y € R. (2.15)

o

Dizemos que uma varidvel aleatéria Z tem distribui¢ao normal-assimétrica pa-

drao quando a sua funcao de densidade é dada por (2.15), fixados p =0 e 02 = 1.
Como notacao, adotamos SN(\).

Para maiores detalhes a respeito da distribuicdo normal-assimétrica univariada,

ver Rodriguez (2005).



Capitulo 3

Analise de sensibilidade sob uma
classe de contaminacao

multiplicativa

Segundo muitos especialistas a década de 90 é mencionada como um periodo
dureo em termos de estudos relacionados a andlise de robustez bayesiana. Neste
periodo muitos estatisticos trabalharam ativamente nesta area, impulsionando um
rapido desenvolvimento de novas teorias. Em especial, um grande enfoque foi dado
ao desenvolvimento e detalhamento de classes de contaminacao, tanto para a distri-
buicao a priori, quanto para a verossimilhancga e fungoes de perda.

Berger (1990) descreve algumas caracteristicas desejaveis as diferentes classes de
contaminacao. Sao elas:

e facil eliciacao,

e compatibilidade com o conhecimento a priori,

e cdlculos simples,

e nao deve conter distribuigoes a priori pouco razoaveis.

Em muitos estudos, no entanto, verificou-se que a grande maioria das classes
propostas na literatura nao resultam em calculos simples para a anélise de robustez
bayesiana, sendo comum o uso de técnicas computacionais.

van der Linde (2007) propos uma maneira de modificar multiplicativamente tanto
a funcao de verossimilhanca quanto a distribui¢ao a priori. Neste capitulo, explo-
ramos esta idéia de modificar multiplicativamente a distribuicao a priori, dando
origem a uma classe de contaminagao multiplicativa. Mostramos que, para algumas

especificagoes particulares desta classe, é possivel determinar familias conjugadas

21
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a ela e obter resultados analiticos para o estudo da média e da varidncia a poste-
riort, quando o modelo dos dados considerado é o normal. Neste caso, conseguimos
delimitar em quais situages pode ser alcancada a robustez.

Considere fo(f) uma funcao densidade de probabilidade de base e w(6) uma
fungdo nao-negativa tal que f(6) = fo(8)w(#) seja uma funcao densidade de proba-

bilidade. A classe de contaminagdo multiplicativa é dada por:

Py ={ f(0) = fo(0) w(d): weg }, (3.1)

onde G € um determinada subclasse de funges ndo-negativas. Aqui, consideramos
que a classe I'y; contém a distribuigao de base fo(6) e, portanto, qualquer que seja
a subclasse G escolhida, esta deve incluir a funcao w(f) = 1, V6.

Um caso particular desta classe ocorre quando consideramos fy(6) uma funcao
de densidade de probabilidade eliptica e w(§) = 2 G() 6), em que G é a funcao
de distribuicao acumulada de uma varidvel aleatéria simétrica em torno de zero,
responsdvel pela contaminagdo da distribuigdo a priori base, e A é um pardmetro
que reflete o grau de contaminagao da distribuicdo a priori, com \ € R.

Note que, na classe de distribuigbes de probabilidade I");, associamos a distri-
buicao a priore de base fo(0) a A = 0.

Sob perda quadrética, sabe-se que um estimador de Bayes para 6 é dado por
6(x) = E[f | x]. Se temos interesse em estudar a sensibilidade da média da dis-
tribuigao a posteriori com respeito as diferentes escolhas de distribuicdes a priori

contidas na classe I'j;, devemos considerar as medidas

s=supE[f|x] e t=infE[f]|x] (3.2)
E F,\] . I-‘l\l

ou, numa analise equivalente,

se=sup |E[0 | x] — | e tq= }nf E[0| x] — 6|, (3.3)
L i

em que 50 = Fpl0 | x] corresponde a média da distribuicio a posteriori obtida
quando se considera a distribuicao a priori fo(6).
O intervalo A = s; — t4 é uma medida de robustez muito utilizada na literatura.

Um valor de A “pequeno” indica que qualquer distribuicdo a priori na classe de



Capitulo 3. Classe de contaminagao multiplicativa. 23

contaminagao I'); pode ser escolhida para se proceder uma anélise bayesiana, uma
vez que todas elas resultam em medidas a posteriori com resultados préoximos. No
entanto, caso o valor de A seja considerado grande, nés dizemos que a distribuicao
a posteriori é sensivel a escolha da distribuicdo a priort na classe 'y, e, portanto, a
robustez com relacao a classe de contaminacao da distribui¢ao a priori nao ocorre.
Em casos como este, Bereer. Insua & Ruggeri (2000) sugerem que se refaga o estudo
incluindo informacgoes adicionais na classe de contaminagao considerada ou que se
obtenha uma maior quantidade de dados para que se possa repetir o processo de
anéalise de robustez.

Raciocinio andlogo ao anterior, em que se apresentou uma metodologia para
estudar o comportamento da média a posteriori com respeito a variacao de especi-
ficacoes a priori contidas em I'y;, pode ser realizado para quaisquer outras medidas
a posteriori como, por exemplo, a variancia a posteriori.

Neste capitulo, discutimos a robustez da média e da variancia a posteriori no
contexto do modelo normal. Sejam X;, X,, ..., X, uma sequéncia de variaveis
aleatdrias independentes e identicamente distribuidas com distribui¢ao normal com

média @ e variancia 72

, entdao dizemos que X = (X;, Xo, ..., X,,) é uma amostra
aleatéria simples de X ~ N(#, 72). Durante todo o capitulo, os simbolos ¢(-; iz, ¢?)
e ®(-; p, o?) representam, respectivamente, as fungdes de densidade e de distribuigao

acumulada de uma distribuicdo normal com média p e variancia 0. Usaremos

a notacdo ¢(-) e ®(-), quando . = 0 e 02 = 1 em ¢(-; p, o%) e ®(-; p, o?),

respectivamente.

3.1 O modelo normal com variancia conhecida.

Seja X = (X, Xs, ..., X,) uma amostra aleatéria simples de tamanho n da

2

variavel aleatéria X ~ N(6, 72), em que 72 é conhecido e 6 é a quantidade de

interesse.

A distribuicdo a priori usualmente especificada para 6 é a normal, que é con-
jugada para o modelo estatistico considerado. Nossa idéia é propor uma classe de
distribuicoes a priori que contenha a distribuigdo normal, mas permita a inclusao
da suposicao de assimetria.

Para a distribuicdo a priori do parametro de posigao 6, considere um caso par-
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ticular da classe de contaminagao multiplicativa Iy, definida em (3.1), de tal forma

que, para p e o fixados e A variando em R,

fo0) = 6(6; , o°) (3.4)

w(f) = 2 [NG; A\, o). (3.5)

Numa interpretagao da classe de contaminagao multiplicativa a priori, podemos
identificar a distribui¢do a priori de base pela N(p, 0?), a funcdo contaminadora
por G(M) = ®;(\0; A, ¢?) e a constante normalizadora por ¢ = 2. Temos entéo

que a classe de contaminacao multiplicativa a priori é dada por

FM:{f,\(H):gqb(H;'u) @(AG;“> :AeR}.

Note que esta especifica classe de contaminagao multiplicativa a priori é gerada

a partir da variagao de A no conjunto dos reais e que, em decorréncia disso, a classe
Iy contém um nimero infinito de fungdes de densidade parametrizadas segundo a
normal-assimétrica. Nosso interesse é verificar o efeito do parametro A nas inferén-
cias a posteriori.

Neste contexto, um primeiro resultado obtido diz respeito ao fechamento sob
conjugacao e expressoes para a média e a variancia a posteriori do parametro de
posigao 0. Lembrando que a distribuicao SN (1, o, \) é equivalente a distribuicao
GSNya(i, 0%, A\, A, o2), mostramos que tanto a classe de distribuigoes a priort,
quanto a classe de distribuicoes a posteriori para o parametro 6 decorrente dela,
pertencem & familia normal-assimétrica multivariada geral especificada na Secéo

2.2

L.4.

Proposigao 3.1.1 (Fechamento sob conjugagéo.) Seja X = (X, Xo, ..., X,,) uma
amostra aleatéria simples de tamanho n da varidvel X ~ N(0, 72), com 72 conhe-
cido. Se 0 ~ GSNy,(n, 0%, N, A\, 0?), entdo a distribuicio a posteriori, a média
e a variancia a posteriori para o parametro de posi¢ao sao dadas, respectivamente,

por
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=) 2 2.2
. nro® + putr o°T 9
(i) 0|X~GSN; ( o? & 2 mo? & o2 A A, o ), (3.6)
=2 2 2
.. nTo” + ut A oT
i) Ey\0|x] =
(if) E\]x] no? 4+ 712 Vno? + 2(1+X\2) Vno? + 72
b [ A \;m(i'ﬂi) ]
02 4+ 72(1422) Vno? + 72
x LY+ . (3)
) A on(z—p)
\/1102 + 72(14A2) Vno? + 72
¢ A on(T—pu)
027_2 /\2,7,2 \/n02+,.2(1+>‘2) Vnol24++2
(iii) Va0 |x]= —5—5 - —5— ¥
noc—+ T noc+ 7 (1 + / ) P A on(T—pu)
Vo2 472(14A2) VnoZ472
b A on(T—p)
o272 A on(T — p) Vo4 72(14A2) VnoZ+72 (3.8)
X . s
no? + 72 | \/no? + 72(1 + %) Vno? + 72 o A on(E—p)
\/n02+7’2(1+)\2) VnoZir?

A demonstracao desta proposicao e de outros resultados que serao apresentados
neste capitulo estao no Apéndice A.
No corolario a seguir afirmamos que a variancia a posteriori apresentada na

Proposi¢ao 3.1.1, item (iii), assume valores positivos, uma vez que estd limitada
0.27_2

entre 0 e prs, e 1

Corolario 3.1.1 A waridancia a posteriori do parametro de posi¢ao 6 esta limitada

2

entre 0 e para todo n, T, 02, T2, e \.

0.27..2
no?47r2’

Note que, quando A = 0, (3.7) e (3.8) se reduzem a
ZTo? + pr? 242
EBolo|x =20 T o Vargf|x] = —— (3.9)

no? 4+ 72 no? + 72’

em que 0 | X ~ N("fﬁi’;;z; ng;)i?). E, naturalmente, o resultado de conjugacao
sob normalidade é recuperado.

De posse destes resultados, obtemos na proposi¢cao a seguir medidas de distan-
cias relacionadas a média e a variancia a posteriori e estudamos algumas de suas
propriedades. Através destas distancias, vamos especificar medidas de robustez para
avaliar a sensibilidade da média e da variancia da distribuicao a posteriori, segundo

a classe de contaminacao multiplicativa a priori I'y;.
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Proposigao 3.1.2 Considere E\[0 | x|, Vari[0 | x|, 8o = Eo[f | x| e Ty = Vary[d |

x| como apresentados em (3.7), (3.8) e (3.9), respectivamente. Entdo,

(i)

[ A on(T—p)
~ \/no?+72(1422) Vnol+r? X or?
du = |Exl | %)~ 8| = - Al L
P A on(Z—p) \/TI-O' + ’1'2(] + /\2) \/‘Tl.O’ + 7
\/7102+'r7(1+/\7) Vno?2+72
€
(ii)
A on(T—p)
. v 0 . 272 o%7? ¢ I:\/7102+7-2(1+/\2) \/na'“rr?J
dy = ar x| — Tyl = — X
! [Vara[0 | x] — 7ol no? + 72(1 + \2) n'02+T2<I> N —
\/11(12+T2(1+)\2) VnoZ?+72
¢ A on(T—p)
A an (i‘ = /l) P \/11.02+72(1+)\2) Vno2+r2 (3 10)
X 0.
Vno? + 72(1 + \2) Vno? + 72 ® A on(B—i)
\/1102+72(1+/\2) Vno?++2

Note que ambas as distancias dy; e dy sdo iguais a zero quando A = 0.

Como discutido na Introdugao deste trabalho, no contexto de anélise de robustez
global, o uso de uma classe de distribuigbes a priori associada & uma funcao de
verossimilhanga gera uma classe de distribuicbes a posteriori e, decorrente desta
classe, um conjunto de medidas a posteriori como, por exemplo, um conjunto de
médias a posteriori. O critério para avaliar a robustez com respeito a escolha de
distribuigoes a priori na classe I'y; sera baseado na distancia entre o minimo e o
maximo desvio absoluto das médias a posterior: obtidas segundo a distribuicdo a
priort base e quaisquer outras distribuicoes a priori em I'y;.

As proximas proposigoes a serem apresentadas nesta segdo tém como intencao
estudar classes de medidas a posteriori, a saber, { dyy(N): AeR }e {dy(\): A€
R }, apresentar o supremo e o infimo de cada uma delas e fazer uma conexao destes
resultados com a andlise de robustez bayesiana. Para isso, faremos uma anélise do
comportamento das medidas dy; e dyv em fungdo de A, jd que é a variagao de \ nos

reais que gera o conjunto de medidas a posterior:.
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Figura 3.1: Graficos de dy(\) e dy()\) paran =20, 72 =1, u=0eo? = 1.

Na Figura 3.1 apresentamos os gréficos das distancias dy, e dy em funcao de A,
para diferentes valores de média amostral, quando fixados os pardmetros em n =
20, 72 =1, = 0 e 02 = 1. Note que, dependendo dos valores de T considerados e
dos intervalos de valores para A analisados, as distancias d/(A) e dy () apresentam
comportamentos bem dispares, ora comportando-se monotonicamente, ora apresen-
tando pontos de maximo local. Isto nos motiva a estudar o comportamento destas
medidas sob dois aspectos, quando d,; e dy sao fungdes mondtonas em A ou quando

nao sao.

Situacgao I: dy;(\) e dy()\) se comportam monotonicamente.

Na Proposicao 3.1.3 determinamos quais as condigoes para que as distancias

dyr(N\) e dy()\) se comportem monotonicamente. Veremos adiante que este conhe-
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cimento facilita a determinacao das medidas extremas (supremo e infimo) dos con-

juntos de medidas a posteriori gerados por dy; e dy, quando A € R.
Proposigao 3.1.3 As distancias dp(N\) e dv(\) sdo continuas e

(i) monotdnicas estritamente decrescentes, quando A\ <0 e T > p,
(ii) monoténicas estritamente crescentes, quando A >0 e T < p, e
(iii) simétricas em relagio a A = 0. Quando A <0 (A >0) e T = p, dpr(N) e dy(N)

sao monotonicas estritamente decrescentes (crescentes).

Como implicacao direta da Proposi¢ao 3.1.3, conseguimos determinar quais va-
lores de A geram valores extremos do conjunto de medidas de distancias a posteriori
nos intervalos onde a funcao d,; se comporta monotonicamente. No caso em que
A<0ex > pu, temos que sup, dy; e sup, dy sao obtidos quando A tende para —oo.
No segundo caso, em que A > 0 e T < p, o supremo desses conjuntos de distancias
sdo obtidos quando A tende para co. No terceiro caso, em que T = p, temos que
as distancias dys e dy sdo simétricas em torno do eixo A = 0 e, portanto, podemos
considerar A tendendo para —oco ou co para obtermos sup, dys e sup, dy-. Quanto as
medidas infy dj; e inf) dy, precisamos lembrar que, por construcao, as distancias d,
e dy sao nao-negativas e, portanto, para quaisquer casos considerados na Proposicao
3.1.3,

il}fdv = ir;f| Vary[0 | x] —Varelf | x] | =0 < X=0. (3.12)

Através da Proposicao 3.1.3 e das implicagoes que dela decorrem, obtemos ex-
pressoes para o supremo dos conjuntos das distancias das esperancas a posteriori e
das variancias a posterior: para trés diferentes situagoes, apresentadas na seguinte

Proposicao:
Proposicao 3.1.4
(i) Quando A <0 e T > pu, temos que

on(T—p)
rmeTiE| o7
) [_M] no? + 72

supdy(N) = /\lim dp(N) =
A ——00

(3.13)
VnoT4r?
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[_ on(ZT—p) :l 9 9

TvVno2 472

supdy()\) = lim dy(\) = et °

A A——00 P |— on(@—p) | no? + 72
1'~\/n¢r§+'r§

on(T—p)
on ('f - ,LL) ¢ {—T\/TIUQ-:‘TQ]

= + (3.14)
2 2 on(T—
et st g | ot |
(ii) Quando A >0 e T < pu, temos que
[ on(T—p) ]
. TVno?+412 T
supdy(A) = lim dy(N\) = - (3.15)
A—r00 _on(Z—p) 02 + 72
X o [ | VaoT T
e
[ _on(E—p) ]
. TVno?+12
Slip d() = /\li*n'}odv(/\) [ _on(&—p) ] na’- +72
= e
e
it o (3.16)

Vno?2+72

(iii) Quando T = pu, as expressoes para sup, da(A) em (3.13) e (3.15) sdo iguais e,

+
TVno?+12  § [ on(@—p) ]

portanto, qualquer uma destas expressées pode ser usada. Isto ocorre devido a
stmetria da fungao dy (M) em relagao ao eizo A = 0. Conclusao andloga pode

ser tomada com respeito a distancia dy .

Em geral, estamos interessados em estudar o comportamento das medidas limites
das distancias d,; e dy, a medida em que T varia. Considere entdo os resultados
anteriormente apresentados e vejamos o que ocorre com essas medidas limites quando

as fungoes dy; e dy se comportam monotonicamente em funcao de .

Proposigao 3.1.5 Considere as medidas limites sup, dy e supydy descritas na

Proposi¢ao 5.1.4. Entao,

(i) quando A <0 eZ > p,

2,2
. . acT
lim supdy =co e lim supdy = ———,
T=00 ) T—00 ) 7'1,02+7‘2
(ii) quando A >0 e T < p,
o272

lim supdy =00 e lim supdy = ———.
T—00 ) T——0c0 ) no? + 72
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Situagao II: dy(A) e dy()\) ndao se comportam monotonicamente.

Nas regices onde as distancias dps e dy nao sido fungdes monotdnicas em ),
a determinacao dos valores de A\ que maximizam estas funcoes devem ser obtidos
computacionalmente, para um fixado valor de Z. Ou seja, para cada valor de T
considerado, deve-se obter o conjunto de distancias d,; e dy e os respectivos valores
de A que maximizam estas fungoes. Note que, nao necessariamente o valor de A que
maximiza dj; deva ser igual ao valor de A\ que maximiza dy. Sendo assim, como
notagao, assumiremos que A); e Ay referem-se, respectivamente, ao valor de A que
maximiza as distancias dy;(\) e dy ().

Na proposicao abaixo apresentamos alguns resultados que facilitam este trabalho
computacional. Conseguimos mostrar que se existir este Ay, (ou Ay) que maximiza

a distancia dy;(\) (dy(N)), ele serd tnico.

. - s RN 2 _ a?n? (z—p)?
Proposicao 3.1.6 Considere as distancias dy; e dy, a® = B e

tes Ky = 0.8899238 e Ky, = 1.598539. Para A >0eZT>pu (A<0eT < )

e as constan-

(i) sea® > Ky,21% entdo existe um tnico Ay dado por

no? + 72

g 0 2 9 2
a 1 1(1\.]0

A = — Ky

3

caso contrario nao existe \,;.
(ii) sea® > Ky,?7% entdo existe um tinico Ay dado por

/\\/ = ](\/O L /\v == —I(\/O .

bl

caso contrario nao existe \y.

Como ja mencionado na demonstracao da Proposi¢ao 3.1.6 apresentada no Apén-
dice A, as constantes Ky, e Ky, foram obtidas através de métodos numéricos como
solugéo de equagdes cujos os termos possuem expressoes dependentes da fracao g((',:))

Relacionados aos resultados da Proposigao 3.1.6, conseguimos determinar as me-

didas limites de dy; e dy, quando A >0e T > pu (ou A <0e T < p).
Nos casos em que se é possivel determinar qual Ay, (A\y) maximiza a distancia

dar (dv), a medida supy das (sup, dv) é obtida substituindo-se Ay (\y) na distancia
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dyr (dy) definida na Proposi¢ao 3.1.2. Caso tal Ay (Av) nao exista, é porque em
fungao de A a distancia dy, (dy) se comporta monotonicamente e, nesta situagao,
as discussoes sdo similares as da Proposicao 3.1.3. Note que as demonstragoes que
permitiram a andlise realizada anteriormente serao omitidas, uma vez que estas
aparecem como decorréncia direta da Proposicao 3.1.6.

Fazendo uso da teoria discutida nesta secao, apresentamos a seguir um exemplo
no qual procuramos discutir questoes relativas a sensibilidade das estimativas da
média e da varidncia a posteriori, quando se considera a classe de contaminacao
multiplicativa para a distribuigdao a priori do parametro de posi¢ao de um modelo

normal com variancia conhecida.

3.1.1 Estudo de sensibilidade.

O'Hagan (1994) apresenta um estudo de sensibilidade para a classe de contami-
nagao ¢, no qual avalia a influéncia desta classe sobre os extremos dos conjuntos de
medidas a posteriori dy; e dy a medida em que T varia. Nesta secdo, nds faremos
um estudo similar considerando a classe de contaminacao multiplicativa a priori.

Para isso, seja X = (X, X», ..., X;;) uma amostra aleatéria simples de tamanho
n da variavel aleatoria X com distribuigdo N(6,1). Para especificacdo a priori do
parametro de posicao da distribuicao normal, considere a classe de contaminacao
multiplicativa apresentada em (3.1) de tal forma que a distribuicdo a priori base
seja N(0,1) e w(0) = 2P(N\G).

Note que T € R e que, segundo a teoria desenvolvida anteriormente, para cada
valor de Z, temos relacionado um valor para sup, dys, infy dps, sup, dy e inf, dy.

Para avaliar a sensibilidade das distancias d,; e dy a variacao de I, vamos con-
siderar apenas os casos em que A > 0, pois para A < 0 a resolucao é simétrica.

Consideraremos entao duas situagoes, sendo elas T < 0 (Caso 1) e £ > 0 (Caso 2).
Caso I: 7 < 0.

Neste caso, para A > 0, conseguimos determinar expressoes explicitas para as
medidas sup, dys e sup, dy , sendo elas dadas, respectivamente, em (3.15) e (3.16).
A Figura 3.2 apresenta quatro gréficos, sendo que os dois da primeira linha sdo

para n = 20, em que o primeiro refere-se a distancia absoluta de E,[0 | x] a 6y e o
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Distancia dy, n =20, A>0 Distancia dy, n =20, >0
o
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=
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Figura 3.2: Distancias extremas de dy; e dy/, quando n = 20 e 100, 62 =72 =1 e

T < 0.

segundo diz respeito a distancia absoluta de Var,[@ | x] a 75. Os graficos restantes
sao similares aos primeiros, mas considera o tamanho da amostra igual a 100.

Note que, para A = 0 temos que infy dy; = infy dy = 0.

Por construcao, fixado Z, o intervalo formado pelos valores extremos do conjunto
de distancias dy; (sup, das e infy dys) corresponde a maior variacao possivel entre a
média a posteriori gerada pela distribuicao a priori base (é\o) e qualquer outra média
a posterior: gerada pelas demais distribuicoes a priori contidas em I'y;. Interpretacao
equivalente ocorre com a distancia dy .

Analisando os graficos da Figura 3.2, percebemos que quanto menor o valor de
T, maior a distancia entre os valores extremos do conjunto de distancias d,;. Ou
seja, quanto menor o valor de , maior a distancia entre sup, d,; e infy dy; e, por
conseguinte, maior a variacao dos valores das médias a posteriori obtidas segundo
a classe de contaminagao multiplicativa a priori normal-assimétrica. Dessa forma,
a medida em que T se distancia de zero, a média a posteriori se mostrou muito
sensivel & escolha da distribuicao a priori na classe de contaminacao multiplicativa

['57, mostrando, portanto, que a média a posteriori nao é robusta com relacio a
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variacao de especificagdes a priori contidas em I'y;. Mesmo quando se considera um

tamanho de amostra maior, chega-se a mesma conclusao.

Para explicarmos a que se deve esta falta de robustez quando z < 0 e A > 0,
devemos lembrar que o valor de A que resulta na maior distancia possivel d); ocorre
quando A — co. Tal resultado surgiu como consequéncia da Proposigao 3.1.3. Veja
que, quando A\ — co, a distribuicdo SN (M) converge para uma distribui¢do normal
truncada a esquerda de zero (HN(0, 1)), como pode ser visto na Figura 3.3. Dessa
forma, considerar A — oo induz a idéia de que os dados amostrados devam ser
positivos, o que, de fato, contradiz a informagao trazida pela amostra, para a qual

estamos considerando T < 0.

Sendo assim, esta falta de robustez no intervalo de £ < 0, quando A > 0, ja
era esperada, uma vez que nestas condigoes existe um conflito entre a informacao

sugerida pela distribuigao a priori e a média amostral que reflete a verossimilhanca.

Os graficos da Figura 3.4 exemplificam tal situagao. Consideramos aqui n = 20,
T = —3 e para representar A — co tomamos como aproximagdao A = 20. De fato,
o sup, dys calculado através do resultado (3.15), com n = 20 e T = —3, resulta em
2.87. Veja que, através do primeiro gréifico da Figura 3.4, fica evidente o conflito
entre a verossimilhanca e a distribuicao a priori e que quanto menor o valor de
T considerado, maior a nossa percepgao da existéncia deste conflito. Além disso,
observe o grande impacto da escolha das distribuig¢oes a priori sobre a distribuicao

a posteriori, principalmente quanto a sua localizagao.

De maneira geral, notamos como caracteristica o conflito entre a informacao
fornecida pela verossimilhanca e a distribuicao a priori sempre que a média amostral
tem um sinal diferente do espaco de variacao do pardmetro de assimetria considerado
para a distribuicao a priori, tornando-se mais evidente na medida em que o valor

absoluto de T cresce.

Com respeito a analise da medida dy, nota-se na Figura 3.2 que a distancia entre

Var,l0 | x] e 7y é pequena, e torna-se menor, quanto maior o tamanho da amostra.
I ;

Isto pode ser comprovado pela Propriedade 3.1.5 em que, para n = 20, tém-se que

limz, oo Sa, = 1/21 e para n = 100, limz_, o Sq, = 1/101. Concluimos entao que,

para T < 0 e A > 0, ocorre a robustez da variancia a posterior: com relagao a classe

de contaminacao multiplicativa a priori I'y,.
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Figura 3.3: Fungoes de densidade da distribui¢do a prior: para 6 dadas por SN(\),
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Figura 3.4: Comparagao da distribui¢ao a priori, verossimilhanga (Z = —3, n = 20)

e distribuicao a posteriori, para A = 20, 0.
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Caso II: 7 > 0.

Nesta situacao, como ja argumentado anteriormente, as medidas sup, dy, e sup, dy
nao possuem expressoes fechadas,-pois ndo conseguimos determinar algebricamente
quais valores de A maximizam as fungoes dps () e dy()\). Dessa forma, métodos nu-
méricos de maximizagao devem ser utilizados para se determinar qual o valor de \
que maximiza as distancias d/(\) e dy (), para um dado Z fixo. Na Proposicao 3.1.6
apresentamos alguns resultados que facilitam este processo de maximizagao. Além
disso, mostramos que se existir uma valor de A que maximiza dy; () (ou dy (1)), ele
serd unico.

A Figura 3.5 apresenta os graficos com as distancias extremas de d,, e dy, quando
o?=12=1en=20e 100.

Analisando os graficos da distancia d,; (Figura 3.5), podemos notar que a dis-
tancia entre E,[0 | x] e fo tende muito rapidamente a zero, indicando a robustez
da E[# | x] na classe de distribuigdes a priori multiplicativa. Mesmo para n = 20

e 0 < T < 2, onde dys é mais significativo, nota-se que esta distdncia nao é muito

Distancia dy;, n =20, x>0 Distancia dy, n =20, x>0

o

o —

o — supd — supdy
— - infdy B = - infdy

0.04

= 9 - >
o
(= BT T e
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Distancia dy, n = 100, >0 Distancia dy, n =100, . >0
o
o —{
& — supdy — supdy
— - infdy g N — - infdy
- o
> 9 > 7
o o o 8 B
o
o o N\
O - == [= e -
o T T T T T T T o T T T T T T 1
0.0 10 20 30 0.0 1.0 20 3.0

x
I

Figura 3.5: Distancias extremas de dys e dy, quandon = 20 e 100, 62 =72 =1¢e

z > 0.
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grande, sendo no méximo 0.2. Note que a indicacao gréfica de robustez da medida

dy é mais evidente.

A medida em que o tamanho da amostra cresce, notamos que a robustez torna-
se mais aparente, com as curvas limites indo a zero mais rapidamente, tanto nos

graficos da disténcia dj; quanto da distancia dy .

Na Figura 3.6 apresentamos uma comparagao entre distribuigoes a priori, para
A =0.28 e 0, e as respectivas distribuigbes a posterior:i geradas. Consideramos aqui
A = 0.28 como representante do espago A > 0, pois é este o valor de A que fornece o
maior valor da distancia djs, quando fixados os demais parametros desta funcao em
T=3,n=20,02=72=1epu=0. Veja que, de fato, a distribuicio a posteriori
para o parametro de posicao § praticamente nao é influenciada pela escolha das
distribuigoes a priori na classe de contaminacao multiplicativa I"y;. Dessa maneira,
podemos falar em robustez com respeito a escolha de distribuicoes a priori em Iy,

quandoz >0e A > 0.

%=0.28 A=0
2 4 — verossimihanga & - — verossimilhanga
- - apriori - - apriori
-=- 3 posteriori -~- a posteriori
a 9
o o
- <4
© 0
o & 9
’ - ¥ ~ ’ > ~
. N . "
’ ~ ’
- < P
o e o | -7
o o
T T T T T
-2 0 2 4 2

Figura 3.6: Comparacao da distribui¢ao a priori, verossimilhanga (z = 3, n = 20) e

distribuicao a posteriori, para A = 20, 0.
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3.2 O modelo normal com variancia desconhecida.

Considere agora X = (X;, X», ..., X,) uma amostra aleatéria simples de tama-
nho n da varidvel aleatéria X com distribuicdo N(6, 72), com ambos os parametros
desconhecidos. Vamos assumir independéncia a priori entre os parametros 6 e 72 de
tal forma que h(6,7%) = h(0)h(7?).

Como na Segao 3.1, vamos considerar para a distribui¢ao a priori do pardmetro
de posicao @ distribuicoes contidas na classe de contaminagao multiplicativa descrita
em (3.1), com a parametrizagio dada pela distribui¢do normal-assimétrica.

Para a distribuicdo a priori do parametro de escala, vamos considerar dois tipos

de distribuigbes a priori.
Priori 1. Distribui¢ao a priori nao-informativa, isto é, h(7?) o %.
Priori 2. 72 ~ GI(a,b), com a > 0 e b > 0, em que GI(a,b) corresponde a distri-

buicao gama invertida, com parametros a > 0e b > 0.

A seguir, apresentamos resultados associados a cada uma das distribuicoes a

priori para 72 especificadas anteriormente. O simbolo S? representa a variancia
. = 7 o (xi—7)?
amostral, cuja expressao é dada por S? = W
Priori 1:

Ao adotarmos uma distribuicao a priori nao-informativa e impropria para o pa-
rametro 72, uma questao natural é se a distribuicdao a posteriori conjunta resultante é
uma genuina fun¢ao densidade de probabilidade. Veremos adiante que a distribuicao

a posteriori resultante é propria.

Proposicao 3.2.1 Seja X = (X, Xo, ..., X,) wma amostra aleatdria simples de
tamanho n da varidvel X ~ N(0, 7%) e considere que a distribui¢io a priori para
o parametro de posicao seja O ~ SN (i, o2, )\). Assumindo independéncia a priori

2 1

entre os parametros 6 e 7> e se h(1%) & % entdo a distribui¢do a posterior: conjunta

€ propria.

A seguir, apresentamos um resultado que diz respeito a obtencao das distribuigoes

condicionais completas a posteriori para os parametros de posicao @ e escala 72.
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Proposicao 3.2.2 Seja X = (X3, Xy, ..., X,,) uma amostra aleatoria simples de
tamanho n da varidvel X ~ N(0, 72) e considere que a distribuicio a priori para o

parametro de posicao seja SN(u, o2, ). Assumindo independéncia a priori entre
os pardmetros 6 e 7%, se h(7?) x % entdo ’

2.2

=2 2
) , nITo? + ut L 5
: ~ GSN A Ap, o), .
0|7°, x GSNy; < A2 gt N MO ) ; (3.17)

(3.18)

n nS? N n(z — 6)?
27 2 2 .

)0, x ~ GI(—

De posse dos resultados apresentados na proposi¢ao anterior, podemos imple-
mentar computacionalmente o método de amostragem de Gibbs, que é um caso
particular dos métodos de Monte Carlo obtidos via Cadeias de Markov, para obter
estimativas a posteriori de estimadores de interesse, tais como a média ou a va-
ridncia a posteriori. Maiores informagoes a respeito destas metodologias podem ser
encontradas em Paulino et al. (2003).

Na proposicao a seguir, apresentamos expressoes para a distribuicao a posteriori
marginal do parametro de posicao §. Mostramos que tanto a média, quanto a
variancia da distribuigao a posteriori marginal do pardmetro de escala 72, sao funcoes

da distribuicao a posteriori marginal de 6.

Proposigao 3.2.3 Seja X = (X4, X, ..., X,) wma amostra aleatdria simples de
tamanho n da varidvel X ~ N(0, 7%) e considere que a distribui¢do a priori para o
pardmetro de posicao seja 6 ~ SN (i, 0%, )\) independente da distribuicdo a priori
de 7°, se h(7?) x % entado

n

(@) JO1x) =7 o () @ (A 5~) ["52 g ] ", em que
C= [, 6() 0 (n 22 [ 4 252 g
(i1) E[7? | x| = ) (S?2+ El(z —0)? | x])
(i) Var[r? | x] = mE[ (S2+ (2 -60))?% | x] #* 2)2\/ar[ T —0)?]x].

A seguir apresentamos versoes das Proposigoes 3.2.2, 3.2.3, ao se considerar 72 ~

GI(a,b).



Capitulo 3. Classe de contaminag¢ao multiplicativa. 39
Priori 2:

Proposicao 3.2.4 Seja X = (X;, Xo, ..., X,) uma amostra aleatoria simples de
tamanho n da varidvel X ~ N(0, 12) e considere que a distribuicio a priori para o
pardametro de posi¢io seja SN(p, o2, \). Assumindo independéncia a priori entre

0s pardmetros 0 e 72, se 7> ~ GI(a,b) entao

nzo® + pur? o’
0|7’ x ~ GSN A, A, o 3.19
lT'X 1,1( nU2+T2 )n0_2+7_27 7 /‘L70—> ( )

e

S? T—0 2

210, x ~ GI E+a,n +n(1 )+b . (3.20)
2 2 2

Proposigao 3.2.5 Seja X = (X, Xo, ..., X,) uma amostra aleatdria simples de

tamanho n da varidvel X ~ N(0, 72) e considere que a distribuicdo a priori para o
pardmetro de posigao seja 0 ~ SN(u, o, \) independente da distribuicdo a priori

de 72, se 72 ~ GI(a,b) entdo

n
5 ta

“) D (A EAT (2 +a) [3% + 2 9) +b] ( , em que

(i) fO1x)=¢o(%
2 5_0)\2 —(5+a
C= Lo (50) 0 (0 ST (3) [+ 2 +b] ) g
(ii) E[r?|x] = m (nS2 +2b+ E[n(T — 0)? | x]).
(iii) Var[r? | x] = (n+20_4)(n+2a B (nS%2+2b+n(z—0)%)?*| x|+
x Var|(z - 0)* ] x].

n+20 2)2 A

A média e a variancia das distribuigoes marginais a posteriori serao obtidas
através de algoritmos numéricos, tais como o método de Monte Carlo ordinario ou
integracao numérica via método de quadratura gaussiana do tipo Hermite. De fato,
estes métodos foram aplicados para calcular apenas esperancgas de termos dependen-
tes do pardmetro de posi¢do a posteriori, uma vez que utilizamos os resultados (ii)
e (iii) das Proposigoes 3.2.3 e 3.2.5 para calcular E[r? | x| e Var[r? | x].

Procuramos comparar os resultados apresentados por ambas as metodologias em
algumas situagoes especificas e notamos que o método de quadratura gaussiana se
mostrou mais eficiente, uma vez que o tempo de trabalho computacional foi muito

menor do que o apresentado pelo método de Monte Carlo ordinario. Sendo assim,
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neste trabalho, utilizaremos como metodologia para a obtencao das estimativas a
posteriori 0 método de quadratura do tipo Gauss-Hermite, cujo os detalhes da. téc-
nica podem ser encontrados em Abramowitz & Stegun (1972) e Peixoto (2008).

De posse dos resultados de média e variancia a posteriori e fazendo uso do método
numérico anteriormente descrito para a obtencdo das estimativas destas medidas,
vamos considerar as distancias d) e dy a fim de que possamos dar inicio ao processo
de avaliagao de sensibilidade bayesiana com respeito a escolha de distribuicoes a
prioriem I'y,.

Com respeito as distancias, adotaremos as seguintes notacoes:

dy, = | ENO|x]—Eol0|x]| e dy,=|Vary[f|x] - Varelf | x] |,

da, = | BE[r? | x] = Eo[r? | x| | e dv, = | Vary[7? | x] — Varg[r? | x] |-

As nossas andlises de robustez serao baseadas nas distancias entre sup, dy e
infy dy; e entre supy dy e inf) dy, tanto para 6 | =, quanto para 72 | z.

Estudo similar serd considerado para dy,, clMT2 edy,.

3.2.1 Estudo de sensibilidade.

Assim como no estudo de sensibilidade apresentado na Secao 3.1.1, vamos consi-
derar para especificacdo a priori do pardmetro de posigao a classe de contaminacao
multiplicativa com a distribuicéo a priori base N(0, 1) e w(f) = 2®(\0). Para a dis-
tribui¢ao a priori do parametro de escala 72, consideraremos as duas distribuices a
priori especificadas anteriormente.

Vale ressaltar que, para o caso em que a especificagao a priori do pardmetro
de escala é dada por uma distribuigao gama inversa, os pardmetros a = 1/10000 e
b = 1/10000 foram escolhidos de modo que a distribuicao a priori para 72 fosse uma
distribuigao a priori préxima das nao informativas, porém prépria (distribuicdo a
PTIOTL vaga).

Neste exemplo, estamos interessados em estudar qual é o comportamento do
extremos das distancias dy; e dy para os parametros de posigao e escala, segundo
a classe de contaminacéo a priori multiplicativa, a medida em que Z varia. Aqui,

dp; corresponde ao desvio absoluto entre a esperanca das distribuicoes a posteriori
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marginais obtidas segundo a classe de contaminacao a priori multiplicativa e a distri-
buigao a priori base. Analogamente, a distancia dy é obtida ao se considerar o desvio
absoluto entre a varidncia das distribuicoes a posteriori e variancia da distribuigao
a priori base. ’

Dessa forma, faremos uma anélise de sensibilidade considerando os resultados
apresentados na Proposicdo 3.2.3, com A > 0 em duas situacoes: T > 0e T < 0.
Assim como discutido na Secao 3.1.1, a andlise destes casos com A\ < 0 serd omitida,
pois é similar e simétrica a situacao em que A > 0.

A média e a variancia das distribuigbes marginais a posteriori serao obtidas
através da aplicagao da metodologia de integracao numérica de Gauss-Hermite, com
o numero de abcissas (m) iguais a 65, nos casos em que T > 0. Outras quantidades
de abcissas foram testadas, tais como m = 40,80, 100, 150, 250 e 500, sendo que os
resultados de integracao foram muito pouco influenciados para valores valores de
m superiores a 65. Além disso, a medida em que se toma o valor de m cada vez
maior, o processo que permite calcular as integrais fica mais demorado e, portanto,
torna-se mais viavel considerar m = 65. Para o tamanho da amostra, consideramos
n = 20,50, 100 e 200.

Note que, pelos resultados apresentados na Proposicao 3.2.3, tanto a distribuicao

a posterior: marginal para #, quanto a média e a variancia dos parametros 0 e 72 a

Z:l:l (-751'—31_5)2 )

posteriori dependem da varidncia amostral, a qual definimos por S? = -

Para este estudo de simulacdo, vamos considerar S? = 1,3, 8, 10, 20 e 100.
Além disso, em ambas as situagoes dadas a seguir, foi considerado A € [0, 25].
Dessa forma, para que fosse possivel obter sup, d,, e sup, dy através da metodologia

de Gauss-Hermite, admitimos para cada T fixo, A\ =0.1 x ,i=20, ..., 250 e, entdo,
sup (l!\,/ = ma.x{cl/\,,(:i', /\0), (l,\,](;ff, /\1).' (1,\,]((1,_', /\250)}. (321)
A

Para os graficos das situagoes a seguir, definimos uma grade de valores de Z e

analisamos segundo o processo descrito anteriormente.

Situagao I: T < 0e A > 0.

Nesta situacao, vamos considerar T variando de -4 a 0, através da seguinte cons-

trugao: ¥ = —0.01 x 3, 7 =1, ...,400.

Situacao II: 2 > 0e A > 0.
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Vamos considerar Z variando de 0 a 4, da seguinte forma: Z = 0.01 x j, j =
0, ...,400.

Vejamos agora quais foram os resultados gerados ao se considerar o modelo nor-
mal e o contexto de simulagdo anteriormente apresentado, quando temos a classe
de contaminagéo multiplicativa a priori para o pardmetro de posiciio § e as espe-
cificagbes a priori para o pardmetro de escala 7> dadas por h(7?) o« % e 72 ~
G1(1/10000, 1/10000).

Embora o estudo tenha sido realizado com as duas distribuicoes a priori ante-

2

riormente especificadas para 7°, os resultados e conclusoes foram muito similares.

Por isso, vamos reportar aqui somente os resultados em que h(7?) o T—12
Analise paraz <0 e A > 0.

Na Figura 3.7, apresentamos os extremos das distancias d,,; identificados por
sup, dar, infy dps, sup, dy e infy dy tanto para a média a posteriori, quanto para a
variancia a posteriori, fixados S? = 10 e n = 20, 50, 100 e 200. Para os demais

valores de S?, apresentamos os graficos no Apéndice B.

4
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© B-- n=100
- ®|-— n=200

dMu
dy,

00 02 04 06 08 10

% X
“|x 2 x
S 3
« =— n=20 < =— n=20
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a-- n=100
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Figura 3.7: Supremo das distancias dyy,, dy,, du, € dv ,, quando 5?2 =10en = 20,
50, 100 e 200.
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Quando comparamos os graficos das Figuras B.1, B.2, B.3, B.4, B.5 e B.6, apre-

sentados no Apéndice B, chegamos as seguintes conclusoes:
(i) Sobre dm, = | E\[0 | x] — Eo[f | x] |

Para diferentes valores de n e S?, o maximo das distancias d;; apresenta-se
graficamente, quando em fun¢do de Z, quase como uma reta.

Note que, para S? = 1, o méximo das distancias dy,, em funcio de Z, comporta-
se de maneira similar a fungao f(xz) = —z. A medida em que S? cresce, a ‘reta’ que
representa graficamente d,; tem coeficiente angular cada vez maior, principalmente
para tamanhos de amostra pequenos (n = 20 e 50).

De maneira geral, a medida em que T decresce, a distancia entre sup, dy, e
infy dyy, torna-se cada vez maior, implicando em um maior distanciamento entre os
extremos das médias a posteriori geradas pela classe de contaminagao multiplicativa
a priori. Ou seja, a média a posteriori é bastante sensivel a mudangas de especifi-
cacoes a priori em Iy, evidenciando a falta de robustez da média a posteriori com

relacao a I'y,.
(ii) Sobre dvy, =| Var,[0 | x] — Vare[f | x] |

Em relacdo a esta medidas, para quaisquer valores de S?, fixado Z, quanto maior
o tamanho da amostra, menor ¢ o valor atribuido ao sup, dy,.

Para quaisquer valores de n, a medida em que S? cresce, maior é o intervalo de
variagdo das medidas dy,, exceto para o caso em S? =1e T < —2.

Note que ha pouca variagdo das estimativas a posteriori para a varidncia de
0 | x quando S? possui valores moderados (< 10) e tamanho amostral acima de
50. Podemos dizer que, nestas condigoes, ocorre a robustez da variancia a posteriori

com respeito a I"y;. Nas demais situagoes, esta conclusao nao procede.
(iii) Sobre dw , = | Ex[7? | x] — Bo[7? | x] |

Note que a curva que representa sup dy , tem formato exponencial do tipo f(z) =
e~ %", para um e > 0. Para tamanhos de amostra grande (n = 100 e 200), as curvas
de sup, dy_, praticamente se sobrepde, independente dos valores atribuidos a 52,

De maneira geral, notamos que a medida em que T decresce, sup, dy , torna-se

cada vez maior, mostrando que existe uma maior variacao das médias a posteriori
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para 72, obtidas segundo a classe de contaminacio a a priori ['y,. Isto implica

2

em dizer que a média a posteriori para 72 é muito influenciada pela escolha da

distribuicao a priori em I'ys e, portanto, a robustez com respeito a I'y; nio ocorre.

(iv) Sobre dv , =| Var,[r? | x] — Vare[r? | x] |

Fixado Z, quanto maior o tamanho da amostra, menor é a distancia entre
supy dv,, e infydy ,, para quaisquer valores de S,

Para n fixado, quanto maior o valor de S? considerado, maior é o sup, dy., .
Mesmo quando o tamanho da amostra é relativamente grande, como no caso de
n = 200, nota-se a falta de robustez da variancia a posteriori de 72, com respeito
a diferentes especificagées da distribuigéo a priori em Ty, como pode ser visto na
Figura B.7, localizada no Apéndice B.

Neste contexto, de maneira geral, salvo algumas situacoes especificas, quando o
sinal da média amostral é diferente do sinal do pardmetro de assimetria considerado
para a classe de contaminagao multiplicativa a priori Iy, concluimos que ndo ocorre
a robustez da média e da variancia a posterior: marginal dos pardmetros de posicao

e escala do modelo normal.
Anédlise paraz >0e \ > 0.

Na Figura 3.8 apresentamos graficos similares aos da Figura 3.7, para diferentes
valores de n e S? = 10, porém considerando o intervalo de variagao de T entre zero
e quatro. Dessa forma, as curvas dos dois gréficos da primeira linha da Figura 3.8
correspondem, respectivamente, ao supremo das distancias dy;, e dy, para o para-
metro ¢ | z. Analogamente, os dois graficos restantes da Figura 3.8 correspondem,
respectivamente, o supremo das distancias dy , e dy , para o pardmetro 77 | x.

Os demais graficos considerando S$? = 1,3,8,20 e 100 para & > 0 e A > 0 sdo
apresentados no Apéndice B, nas Figuras B.8, B.9, B.10, B.12 e B.13, respectiva-
mente.

A fim de simplificar a notagao, usaremos o simbolo supdy; quando as andli-
ses para sup, day, € sup, d,\,,T2 forem similares. De maneira andloga, associamos as
notacoes infy dys, sup, dy e infy dy.

Como conclusoes gerais podemos citar que para quaisquer valores fixados de 52,

notamos que, quanto maior o tamanho da amostra, menor o intervalo entre sup d,,
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Figura 3.8: Supremo das distancias dy,, dy,, erz e d\/727 quando S? =10 e n = 20,
50, 100 e 200.

e infdy; e entre supdy e infdy, para 0 < T < 4. Uma vez fixado o tamanho da
amostra, a medida em que S? cresce, maior é a distancia entre supdy; e supdy; e
inf dy; e entre sup dy e inf dy .

Algumas conclusoes especificas:
(i) Sobre dm, = | Eal0 | x] — Eolf | x] | € dv, = | Var,[0 | x] — Varg[f | x] |

Ambas as curvas de sup, dyy, € sup, dy, tem um formato exponencial.

Note que, a medida em que Z cresce, a medida sup dy, decresce mais rapidamente
para zero do que a medida sup dy,.

Se a variancia amostral .S? possui valores moderados (< 10), os intervalos entre
sup, das, € infydyy, e entre sup, dy, e infy dy, sao bem pequenos, principalmente
paran > 50. Para T > 1, estes intervalos sao praticamente nulos. Concluimos entao
que, para valores de S? < 10, as estimativas da média e da varidncia a posteriori
marginal de @ sao robustas com respeito a diferentes especificacoes de distribuigoes
a priori na classe de contaminacao multiplicativa a prior: I'y;.

Mesmo quando S? > 10, podemos falar em robustez das estimativas da média e
variancia a posteriori marginal de 6 com respeito a I';, se o tamanho da amostra
for grande (n > 200).
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Conclusoes similares as apresentadas no pardgrafo anterior podem ser atribuidas
para o caso em que S? = 20, no entanto, isto ocorre para n > 100.

Se a varidncia amostral é grande, representado aqui pelo valor de S? = 100,
concluimos que a robustez da média e da variancia a posteriori marginal para 6 sé

ocorre para n > 200.
(ii) Sobre dm_, = | Ex[7? | x] = Eo[r? | x] |edy , = | Var,[r? | x] — Vare[r? | x] |

Aqui, as medidas sup, dwm_, € sup, dy , sdo muito influenciadas pela variabilidade
amostral.

Note que, para cada 7 fixo, o valor de sup, dy_, € sempre inferior inferior ao
valor de sup, dv ,.

Para n > 100, o intervalo entre sup, dv_, e infydy, tem pequena magnitude,
principalmente quando a variancia amostral é inferior a 20. Tal fato pode ser com-
provado pelas Figuras B.16 e B.17 apresentadas no Apéndice B. Concluimos entao
que ocorre a robustez das estimativas da média e da variancia a posteriori marginal
de 72 com a respeito a classe de contaminacéo multiplicativa a priort 'y, quando
5% <20 en > 100.

Como pode ser observado nas Figuras B.14 e B.15, conclusao similar ao pardgrafo
anterior pode ser tomada quando analisamos o intervalo entre sup, dM,z e inf) d,\,,TZ,
para S? < 20.

De maneira geral, para tamanhos de amostra suficientemente grandes (n > 100)
e variabilidade amostral moderada (S? < 20), quando o sinal da média amostral é
igual ao sinal do pardmetro de assimetria considerado para a classe de contaminacao
multiplicativa a priori Iy, concluimos que ocorre a robustez da média e da variancia

a posterior: marginal dos parametros de posigao e escala do modelo normal.



Capitulo 4

Analise de sensibilidade em

modelos de regressao linear normal

4.1 Introducao

Uma das principais idéias que se associam a robustez em modelos de regressao
tem relagao com a utilizacao e o desenvolvimento de estratégias que permitam iden-
tificar a presenca de observagoes atipicas e investigar o efeito destas na adequacéo
do ajuste de wm modelo (violacao ou néo de suas premissas) e nas estimativas dos
parametros de interesse.

Uma boa discussao sobre metodologias de regressao robusta sob o enfoque clds-
sico sdo apresentacas em Roussceuw & Leroy (2003) e em Hampel. Ronchetti. Rous-
scenw & Stahel (2005). Do ponto de vista bayesiano, Avellano-Valle. Galea-Rojas &
Zuazola (2000) fazem uma revisao de medidas de influéncia mais comuns na litera-
tura para modelos lineares normais com distribuicao a prior: conjugada, consideram
modelos de regressao elipticos com distribuigoes a priorz nao-informativas para os
parametros do modelo e investigam a influéncia de um determinado subconjunto
dos dados na distribuicdo a posteriori dos parametros de posi¢ao e de escala. Além
disso, os autores discutem a influéncia de diferentes especificagées do modelo dentro
da familia de distribuigoes elipticas, ao se comparar o risco de Bayes e medidas de
divergéncia entre as distribuicoes a posteriori.

Sempre que se considera a abordagem bayesiana, uma questao que se faz perti-
nente é saber o quao influenciavel é a distribuicao a posteriori em relacao a escolha
da distribuicao a priori.

Como mencionado no Capitulo 1 deste trabalho, o estudo de robustez adotado

47
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aqui € o de robustez global. Neste contexto, modelamos a incerteza sobre a distri-
buigao a priori através do uso de classes de contaminagdo, a qual denotamos por
['y;. Mais especificamente, utilizamos a classe de contaminacao multiplicativa, tal
como descrita em (3.1). Com respeito a andlise, diremos que esta. é robusta quando
as inferéncias a posteriori pouco diferirem em relacao as diferentes distribuicdes a

priort escolhidas em I'y;.

No contexto de modelos de regressao linear normal, Chib & Tiwari (1991) consi-
deraram a classe de distribuicoes a priori e—contaminada gerada & partir da mistura
da distribuigao normal-gama inversa (base) com a distribuicao a priori de Jeffreys
corrigida por uma constante. Neste artigo, os autores mostram que, em geral, a dis-
tribuicao a posteriori marginal do parametro regressor é multimodal. Além disso,
eles discutem questoes de robustez bayesiana local e global. Para avaliar a robus-
tez global, os estimadores a posteriori obtidos segundo a priori base e a classe de
contaminagao sao comparados através de uma medida que utiliza a funcao de perda.
esperada a posteriori. Tal metodologia foi proposta por Berger (1984).

Problema semelhante ao descrito anteriormente é abordado por Chaturvedi (1996),
utilizando outra parametrizagao da classe de distribuicoes a priori e-contaminada e
diferente técnica para a anélise de robustez. Naquele trabalho, a classe corresponde
a uma mistura de distribuigoes a priori do tipo g (ver Zellner 1986) e a metodologia
empregada ¢ chamada de Tipo II de méxima verossimilhanca (MV-II) proposta por
Good (1965).

A metodologia MV-II nao avalia o intervalo de variacao de medidas a posteriori
geradas a partir da distribuigao a priori em I'y;. Segundo Chaturvedi (1996), o pro-
cedimento MV-II ‘choosing a prior from the e-contamination in a data dependent
fashion’. Neste método, a distribuigio a priori escolhida em I'); é selecionada pela
maximizacao da funcao de densidade preditiva e toda a analise a posteriori subse-
quente sera feita com respeito a esta distribuigdo a priori selecionada. Qualquer
medida a posterior: obtida segundo este processo aparece sempre identificado pelo
termo MV-II, por exemplo, fala-se em média a posteriori MV-II.

Berger & Berliner (1986) reconhecem que a técnica ML-II néao é infalivel e pode
produzir mas respostas, particularmente quando a classe de distribuicoes a priori 'y,
contém distribui¢oes pouco razodveis. No entanto, os autores minimizam esta critica

afirmando que supostamente todas as distribui¢des a priori contidas em I'; devem
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ser representagoes razodveis de crengas a priori e que, dessa forma, a distribuicdo a
priori escolhida em Iy, por ML-II seria a mais plausivel, a luz das opinioes a priori
e dos dados.

Neste capitulo, também vamos estudar questoes relativas a robustez bayesiana
em modelos de regressao linear normal. No entanto, a abordagem utilizada fara uso
da classe de contaminag@o a priori multiplicativa definida em (3.1), parametrizada
de tal forma que a distribuigao que a representa é a distribui¢ao normal-assimétrica
de Azzalini (1985) e a distribui¢do a priori base é a distribuigdo normal. Além disso,
como ja mencionado, estamos utilizando a abordagem de robustez bayesiana global
como apresentada em O Hagan (1994), ou seja, nossa andlise serd baseada na distan-
cia entre as medidas a posteriori geradas pela classe de contaminacdao multiplicativa
e pela distribuicao a priori base.

Podemos representar o modelo de regressao linear geral, com o termo dos erros

normalmente distribuido, da seguinte forma:

}/z = ﬁo =+ ﬁlXi,l -+ ,BQ/Y-L',Q + ...+ [)’p_lxi_p4 + &, para 2= 1, oy Tl (41)
onde
e Y; é 0 i-ésimo valor da varidvel resposta ou dependente,
e o, Bi, ..., Bp—1 sd0 0s p parametros regressores,
o X;j,paraj=1,...,p—1,¢éa varidvel independente, explicativa ou covaridvel
que representa constantes conhecidas,
o ¢; ~ N(0,72), tal que eilej, Vi # 7.

Equivalente a (4.1), podemos ainda utilizar a seguinte representagao matricial:

Y =XpB+€, em que (4.2)
e Y é o vetor de varidveis respostas ou dependentes, de dimensao n x 1,
e 3 é o vetor de pardmetros regressores, com dimensao p x 1,

e X é uma matriz com n X p covariaveis,



50  Capitulo 4. Sensibilidade bayesiana em modelos de regressao linear normal.

e € ¢ o vetor de erros aleatoérios, de dimensdo n X 1, cuja a distribuicao estamos
considerando ser N, (0,7%I,), onde os simbolos I,, e 0 referem-se, respectiva-

mente, & matriz identidade de ordem n e ao vetor n x 1 de zeros.

Como consequéncia, obtemos que Y ~ N, (X3, 721,), cuja a funcio de densidade

tem a forma

n
fly) = ( ! )2 e~z (Y XB)T(y-XB) (4.3)
2772

Para que possamos fazer uso da perspectiva bayesiana, distribuicoes a priori para
os parametros do modelo devem ser especificadas. Duas situacoes serao consideradas;
modelos de regressao linear normal com varidncia dos termos aleatérios conhecida
e desconhecida. Como pressuposto para estes casos, estaremos assumindo que a
matriz de covaridveis X tem posto completo p. As demonstracoes dos resultados

deste capitulo estao no Apéndice A.

4.2 Modelos de regressao normal com variancia

dos erros conhecida.

Quando a matriz de covaridveis X tem posto completo p, a funcao de verossimi-

lhanga, por expansao da forma quadrética nela contida, é dada por:

2772

1018)= (o) o) (4.4

onde Ks*> = (y — XB)7(y — XB) é conhecido como soma dos quadrados residual,
K=n—pef = (XTX)'XTy é a estimativa de minimos quadrados (ou de maxima
verossimilhanga) de 3.

Para a distribuicao a priori do vetor de parametros regressores, vamos considerar

a classe de contaminagao multiplicativa dada por:

Lo ={f(B) = fo(B) x w(B) : B € R}, (4.5)

em que fo(-) e w(-) sdo como definidos em (3.1).
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Segundo Arellano-Valle & Azzalini (2006), um vetor aleatério d—dimensional Y
tem distribuigao normal-assimétrica multivariada quando a sua func¢ao de densidade

é dada por:

2 daly — €,9Q) oA Tw  (y — €], (4.6)

onde £ (£ € R?) é o pardmetro de posigao, 2 é uma matriz de covariancia (positiva
definida), A (A € RY) é o parametro de forma e w é a matriz diagonal formada pelos
desvios-padroes de 2. Como notagdo, adotamos Y ~ SNy(&, 2, A). Note que
Q = wQw, onde Q é uma matriz de correlacao.

Dessa forma, para g € RP e Q2 com posto completo, a classe de contaminagao

multiplicativa a priori serd parametrizada de tal forma que:

fo(B) = 6(B; 1, ) (4.7)

w(B) =2 PN"w™(B ~ p), (4.8)

ou seja, Ty = {f(B) = 2 ¢,(B; 1. Q) AW (B — )] : X € R?}. Quando
A = 0, obtemos a distribuicao a prior: base representada pela distribuicao normal
multivariada.

A distribuicao normal-assimétrica multivariada apresentada em (4.6) é uin caso
particular da distribuicao normal-assimétrica multivariada geral (ver (2.6)), pois a
distribuigdo SN,(p, €, A) é equivalente a GSN, (, Q, Nw™, Nw 'y, 1).
Neste trabalho, usamos ambas as notacoes conforme a nossa conveniéncia.

Na proposi¢ao a seguir derivamos a distribuicdo a posteriori dos parametros
regressores e mostramos que tanto a classe de distribuigoes a priori quanto a dis-
tribuicao a posteriori para o parametro 3 pertencem a familia normal-assimétrica

multivariada geral.

Proposicao 4.2.1 (Fechamento sob conjugacao) Considere o modelo de regressao
dado por (4.2) e 7% conhecido. Se B tem distribuicio GSN,1(p, Q, Nw™, Nw p,
1), entdo a distribui¢ao a posteriori, a média e a varidncia a posteriori para o vetor

de parametros regressores sao dadas, respectivamente, por
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XTX -
(i) B|Y ~GSN,, < ( —1> A W ATw i, 1) . (4.9)
XTX -
(i) Ex[B]|Y]= ( g + Q- ) (ATw_l)Tn e (4.10)
XTX O /XTX -
(iii) Var)\[ﬁ|Y]:< = +Q_1) —( = +Q_l> ()\wal)T X
F-G ro (XTX N\
X H +n A w T + Q 7, (411)
onde
T —1 TY
- (X X Q“) <X 254 Q—m> , (4.12)
T T
¢( 3 ga H)
= . 4.13
=8 G, H) (413)
F=Aw g, (4.14)
=Aw 'y, (4.15)
T —1
H=1+Aw" <E + Q“) (ATw“l)T. (4.16)
T
Note que, quando A = 0, resulta de (4.10) e (4.11) que
XTX o
BBIYI=¢ e vanlp| Y= (%55 1) (1.17)

emque B3| Y ~ N (C, (XTTZX

conjugacao sob normalidade.

-1
‘1) ), recuperando-se assim o resultado de

Como discutido anteriormente, estudos de robustez conduzidos neste trabalho
avaliam a distancia entre medidas a posterior: geradas pela classe de contaminacgao
multiplicativa a priori e a distribuicao a priori base. Na proposigao a seguir, apre-
sentamos expressoes para estas medidas no contexto de anélise de regressao linear,

com a variancia dos erros conhecida.
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Proposigao 4.2.2 Considere Ex[B | Y], Var\[B | Y], Bo = EoB| Y] e <A20 =
Vare[B | Y] como apresentados em (4.10), (4.11) e (4.17), respectivamente. Entdo,

(i)

du = ||EalB1Y]-Bo|
= 1 <XTT2X N QAI) i (NTw )" ¢ (4.18)
(ii)
dy = HVaT,\[ﬁ Y] - gBOH (4.19)
. {.F;CJ +n} l (XTTQX +Qﬁ1>‘l (AT )7 ATy <><TT_2X+Q_1>" |
em que o stmbolo || - || corresponde a norma euclideana e n, ¥, G e H sao como

especificados anteriormente.

Note que, dj; representa a distancia entre o estimador de Bayes fornecido pela
classe I'y; e o estimador de Bayes sob a distribuigao a priori base fy(+). Analoga-
mente, dy corresponde a distancia entre as varidncias a a posteriori.

Para valores fixos de p e 2, obtemos a classe de contaminagdo multiplicativa
a priori normal-assimétrica quando variamos a distribuicdo SN,(p, 2, \) em X\ €
R”. Associada a ela e considerando o resultado apresentado na Proposicdo 4.2.1, a
classe de distribuigoes a posteriori para o vetor de parametros regressores fica assim

determinada:

b (B ¢ (XX 4 0) ) SATw (B - )]
wo= LAY = ( ( )> :

-1 .
P [A%—lc; M w= g, 1+ ATw ! (XT#H)—I) ()\Tw—‘)T}

A€ER}, (4.20)

No contexto de andlise de robustez global, devemos determinar um conjunto de

medidas a posteriori e estudar o comportamento de medidas limites nesta classe.
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Para isso, vamos considerar as distancias dy; e dy definidas na Proposi¢ao 4.2.2 e
analisé-las em funcao de A € RP, nos moldes do que foi apresentado no Capitulo 3.
Assim, obtemos o conjunto de medidas a posteriori denotados por dy () e dy(A),

com A € RP| e suas respectivas medidas limite, dadas por:

sup das(A), ir/{fdM()\), supdy(A) e igfdv(k). (4.21)
A A

Note que a classe de contaminagdo a priori contém a distribuicdo a priori base
e que esta é identificada na classe I'j); quando A = 0. Além disso, dyy > 0 e
dy > 0. Somente quando A = 0, temos que dy; = dy = 0 e, portanto, infy dp/(A) =
infy dy (A) = 0, quando o vetor A é identicamente nulo.

Para as expressoes do supremo, algoritmos de maximizacao devem ser utilizados.

4.2.1 Modelo de regressao linear normal com um parametro

regressor.

Nesta secao, estudamos com maior profundidade o modelo de regressao normal
linear simples, sem intercepto, quando a distribuicao a priori de f pertence a classe
de contaminagao multiplicativa normal-assimétrica. Nesta situagdo, conseguimos
obter resultados analiticos para as medidas limites das distdncias relacionadas a
média e a varidncia a posteriori. Muitos dos resultados que aqui serdo apresenta-
dos tém demonstragoes similares aos apresentados no Capitulo 3 e, portanto, essas
demonstracoes serao omitidas. '

Considere o modelo de regressao normal linear simples, sem intercepto, tal que

Yi=Bx; + €&, &~N(0,7%) i=1,..,n, ¢ independente de €, Vi#7J.
(4.22)
Vamos considerar um caso particular da classe de contaminacdo a prior: espe-
cificada em (4.5), em que fo(B) = ¢(B; i, o) e w(B) = 2 ®(\B; A, o?). Dessa
forma, a classe de contaminagao multiplicativa a priori para 8 pode ser representada
por SN(u,02,)\), com A € R, onde A reflete o grau de contaminagao da distribuicao
a priori. Note que, quando A =0, f(B) = fo(B).
Um primeiro resultado estd relacionado a propriedade de fechamento sob conju-

gacao apresentado na Proposi¢ao 4.2.1. Para o modelo considerado em (4.22), temos
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que a distribuicao a posteriori para o parametro regressor é

7 2
GS/VIJ 02 Z: 11 ﬂ Ly /17_ UQT )\ /\l,l 02
’ o2 Yl + 12 e Y a4 2 ,

Z —1 YiTi
—2_
i=1Ti

de regressao linear normal simples, sem intercepto.

em que [3 é o estimador de maxima verossimilhanga para 8 no modelo

As expressoes para a média e a variancia a posteriori dadas em (4.10) e (4.11)

se reduzem a

o> S a? B+ pr? oT?
E Y e h(A
/\[ﬂl ] 0_2 zil:l Il? + 72 + 1( )\/0_-2 11 IT ¥ 2
o s
X = (4.23)
® [h(/\) _°/—§’Z‘ ;fﬂf,)z]
e
l P C’Zx 1 lﬁ [1)
Var|5 1Y) o ort ? [(\)Jz‘]
ary == o2 2 9 no.2 2 n
Yo T+ T o2 Yor al4T ® [h.(/\) gz, L ,Iﬁf)ﬂ]
- e o)
o7t (B-n) 9 [h'(/\)\/ﬂz;‘lirfd}
x < h()) = =+
Voo ozt + T o [h(/\) azzj,zl_,(lﬂfig]
x h()\)?,  (4.24)
com h(A) =

Vo2 T, al +r? (14+22)°

Corolario 4.2.1 A variancia a posteriori apresentada em (4.24) estd limitada entre
2 2
Oe s mrm

As versoes para as medidas de distancia a posterior: apresentadas na Proposi¢ao
4.2.2, quando consideramos o modelo de regressao linear normal com um parametro

regressor, sao dadas por:
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¢ ) Uz. 1 T3 (B ﬂ)
Al V7 T A 072
0| —-

dy = |Ex[B| Y] - [h(M)] =
o I(A) UZ" ﬁ ) \/02 Zi:l 'E? + 7'2
\/‘7 i=1 'Cl +T
e
o 3 27 (B—n)
- o’r! ¢ [h o2 ZIZL 2:’1’ ]
dy = IVa,T,\[ﬁ | Y] —c%| = h())?

o? Z?:] $?+T2 ) [h ‘721 17'1(5 1) ]

n
0221 l‘l' +T2

2B
)UZMT(‘W> ¢PW¢E?T&J
+
\/02 ]1,2 + 72 o h.(/\) oy 11,(3 —p)
Vor Y a? + 72

(4.25)

A
02 51 a2472(14A2)

i=17T;

Note que, quando A = 0, ambas as distancias sao iguais a zero, o que implica em
inf,\ dM()\) = illf,\ dv(/\) = 0.

Para a andlise de robustez, precisamos estudar o comportamento das distancias

em que h(\) =

dpr e dy com respeito a mudangas nos valores do parametro de assimetria \. Notamos
que dependendo da regido em que A varia e da relacdo entre /3 e 1, as distancias da;
e dy, vistas como fungdo de )\, ora se comportam monotonicamente, ora nao. Na
Figura 4.1, exemplificamos o comportamento das distancias d,; e dy ao se considerar
fixos Y22 =10, u=0,02=1e72=1.

Note que os graficos da Figura 4.1 sao similares aos apresentados na Figura 3.1.
O estudo do comportamento destas medidas serd dividido em duas situagoes: (I)

dar(N) e dy () sdo monétonas e (I1) das(N) e dy(\) ndo sio mondtonas.

Situacao I: dy()\) e dy()\) se comportam monotonicamente.

Vamos subdividir os estudos nos seguintes casos:

Caso 1. ASOeB>,u.
Caso 2. /\20e,3<p,.
Caso 3. B:u.
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Em cada caso, apresentamos na proposicao a seguir resultados de monotonicidade

para as distancias d,; e dy, fixado uma amostra .

Proposicao 4.2.3 As distancias dy(\) e dv(\) sao continuas e

(1) monotonicas estritamente decrescentes, quando A <0 e B> 1L,

(ii) monotdnicas estritamente crescentes, quando A > 0 e B < I, €
(iii) simétricas em relagao a A = 0. Quando A <0 (A >0) e B =pu, dy()) edv(N)

s@o monoténicas estritamente decrescentes (crescentes).

Como consequéncia direta da Proposicao 4.2.3, conseguimos determinar qual

valor de \ gera o supremo das distancias a posteriori. Por exemplo, pela monoto-

nicidade das funcées dj; e dy quando A < 0 e B > i, temos que sup, dy; e sup, dy

sao obtidos quando A tende a —co. Em (ii), analogamente, sup, dy; e supy dy sao

obtidos quando \ tende a co. Em (iii), pela simetria das fungoes dy,(\) e dy(A) com
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relagao ao eixo A = 0, temos que tanto A — —oo, quanto A — co, nos fornecem
supy das e sup, dy.
Dessa forma, através da Proposicao 4.2.3, conseguimos obter expressoes fecha-

das para o supremo das distancias a posteriori. Apresentamos estes resultados na
seguinte proposicao:

Proposicao 4.2.4

(i) Quando A <0 e > p, temos que

¢[_ ‘721 1'54 (B 1) ]

V = 1 +T
supdy () = * ke "UT (4.26)
A q}_az,,‘ﬁ“) \/02 Yo x4 72
7'\/02 = 11' +T
e
¢ _ LD 1(6 )
0’27'2 T\/_Z"_ 2 2 4 52
supdy(A) = — X
A g lel (17— o Yz (B-n)
'r\/a2 :I:l‘l,i + 7T
¢[_ oS, w2 (B-n) }
o UZ‘I l/:'l ( iu) + \/Tlll +72 (427)
T\/U2 'i:l :L‘; + T (I) _ g 21 1 1(3 IJ)
/02 T a2 + 72
_(ii) Quando A >0 e 8 < yu. temos que
PS> BEYCEY }
D TVe? T a4+ 2 T
supdy (A) = Ve i nal = (4.28)
A (I) g Zz 1* 1(5 li) \/02 Zi:l 3:,[ + 7_2
/o2 Z;"zlll + 72
e
¢ g :11 i (B Il)
hv(A) o’ ry/o? Lo+ 7
sup dy = 7 X
A 0% 3 i, T+ T Al
T\/02 s 'L + 72
[ o X0, 22 (B-n) ]
UZ'L I’E ( o? E?— 1’ + 72 (429)

a2 4 72

Vo2 Y ?1'6 + 72 [ 1‘1,(/311)}
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(iii) Quando B = p, as expressées para supy das(N\) em (4.26) e (4.28) sio iguais e,
portanto, qualquer uma destas expressoes pode ser usada. Isto ocorre devido a
simetria da fungao dp(\) em relagio ao eizo A = 0. Conclusao andloga pode

ser tomada com respeito a distancia dy .

Situacao II: dy()\) e dv(A\) nao se comportam monotonicamente.

Na regiao em que a distancia dys (M) (dv(A)) ndo se comporta monoténicamente,
mostramos que se existir um Ay, (A\y) que a maximiza, ele serd tnico, obtendo uma
expressao fechada para ele. Para isso, considere as distancias dys(\) e dy(N), B o
estimador de maxima verossimilhanca de 3 e as constantes /), = 0.8399238 e Ky,
= 1.598539. As constantes Iy, e Iy, foram obtidas através de métodos numéricos
como solugao de equagoes cujos os termos possuem expressoes dependentes da fragao
$(k)

D) Para maiores detalhes, ver a demonstragao da Proposicao 3.1.6.

oS a2(B—n ?
Proposicao 4.2.5 Considere as distancias dyy e dy, a*> = Lo 2iy =ho-] = 'Z:'l' if;ﬂ e as cons-
! i=1 Ty .
tantes Ky, = 0.8399238 e Ky, = 1.598539. Para A >0efB>p (A<0ef <p),

(i) sea? > Ky,>1? entdo existe um tinico \py dado por

2 n ,.2 ) 2 n ) 2
0% iy %+ 02 i T T

/\/\,[ = [(‘\JO > P ) /\/\[ = 4[(,\,[0 ) 27 B 3 (430)
a? — 72K Mo ) a’ — 12K Mo
caso contrario nao existe \py:
(ii) se a®> > Iy,°7? entdo existe um tnico Ay dado por
2 a2 T 2 Y e T £
o XS AT o L T
Ay = [(\/0 =1 - Av = —[\/\/0 =l % (431)

a? — 7‘2]\’\/02 a? — ’7'2[(\/02

caso contrario nao eriste \y .

Para obtermos o supremo das distancias das esperangas a posteriori, devemos

comparar a? com K ,\,/0272 para estudarmos o comportamento da distancia d,, em

funcao de A, quando A > 0 e B> poul <0e B < 1. Nestes casos, segundo

2

a Proposicdo 4.2.5, se a®> > K;,>7% entdo a funcdo dy(\) possui um tinico ponto

de méximo, obtido quando A tem o valor dado por uma das expressoes de Ay em

(4.30). Se A > 0e ﬁ > poentdao Ay = Ky, M, se N < 0e [J’ <

a?=12K )y,
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2 n 2
o2y xi4r?
az_TzKI\IoZ

tomarmos a disténcia das()) calculada em Ay, ou seja, dpr(Apy).

entao A\yy = — Ky, . Dessa forma, para obtermos sup, dys(\), basta
Caso nao exista tal A\p;, é porque a distancia dp; em funcdo de X se comporta
monotonicamente e, sendo assim, analise similar as das Proposic¢oes 4.2.3 e 4.2.4 deve
ser considerada para que possamos determinar o supremo das medidas de distancia
a posteriort.
Raciocinio andlogo deve ser considerado para obtermos o supremo da distancia
dy com respeito a A.

Aqui, assim como na Situacao I, infy dy; = inf, dy = 0.

4.3 Modelos de regressao normal com variancia

dos erros desconhecida.

Considere novamente a estrutura do modelo de regressao linear normal definido
em (4.2), tal que a matriz de covaridveis X tenha posto completo p. A funciao de

verossimilhanca, por expansao da forma quadratica nela contida, fica dada por:

f()’lﬁ:Tz):< ! >2 e~ mz k" HB-B)TXTX(B-P)] (4.32)

2772

onde Ks% = (y — X,B)T(y — X,B) é conhecido como soma dos qua-dra.dos residual,
K=n-pef = (XTX) "Xy ¢ a estimativa de minimos quadrados (ou de maxima
verossimilhancga) de (3.

Vamos assumir independéncia a priori entre o vetor de parametros regressores 3
e o parametro de escala 72.

Assim como na Secao 4.2, vamos adotar para a distribuicdo a priori do vetor de
parametros regressores 3 ~ SN, (1,2, A), com p e Q fixados e A € R,

Para a distribuicao a priori do parametro de escala, vamos considerar a distri-
buicdo a priori ndo-informativa h(72) o< % (Priori 1) e 72 ~ GI(a,b), com a > 0 e
b > 0 (Priori 2).
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Priori 1:

Sé faz sentido considerar a priori nao-informativa para o pardmetro de escala,
se conseguirmos mostrar que a fungao de densidade conjunta a posterior: é uma
genuina funcao densidade de probabilidade. Este resultado é apresentado sob forma

de proposicao e sua demonstragao consta no Apéndice A.

Proposicao 4.3.1 Considere o modelo de regressio dado por (4.2) e que a dis-
tribuicio a priori para o vetor de pardmetros regressores B seja SN,(p, €, A).

Assumindo independéncia a priori entre os parametros B3 e T2

e se a distribuicao
a priori for ndo-informativa tal que h(7?) o Tl—g, entao a distribuicao a posteriori

conjunta € propria.

Num outro contexto, Arellano-Valle. Castro. Genton & Gomez (2008) mostraram
que a distribuicao a posteriori completa do modelo de regressao normal-assimétrico
é propria quando uma distribuicao a prior: propria arbitraria é considerada para o
parametro de forma e distribuigoes a prior: nao-informativas sao assumidas para os
outros parametros do modelo.

O resultado que apresentamos a seguir caracteriza as distribuicoes condicionais
completas a posteriori do vetor de parametros regressores 3 e do parametro de
escala 72, quando se considera o modelo de regressao linear normal, a classe de
contaminagao a priort para o parametro 3 e a distribuicao a priori nao-informativa

para 72 especificada anteriormente.

Proposigao 4.3.2 Considere o modelo de regressao dado por (4.2) e que a distribui-

¢@o a priort para o vetor de parametros regressores seja SN,(pe, Q, X). Assumindo

a independéncia a priori entre os paramelros B e 72, se h(7*) o< % entdo

p . -
Bl Y ~ GSN,, g,( - +Ql) AT N, 1] (4.33)
T
e
K2 ~B)"XTX(B - [
218, Y ~ cr|n K& BB X X(EB-P)) (4.34)
2" 2 2
onde w € a matriz diagonal formada pelos desvios-padrées de Q, K = n — p,

Ks* = (y — XB)T(y — XB) ¢ conhecido como soma dos quadrados residual, B =



62  Capitulo 4. Sensibilidade bayesiana em modelos de regressao linear normal.

(XTX)~'XTy € a estimativa de minimos quadrados (ou de mdzima verossimilhanca)

de B e

~i
g = (XTQX o Q-l) (XZXB - Q‘lu) : (4.35)
T T

De posse das distribuiges condicionais completas apresentadas na Proposicao
4.3.2, pode-se implementar o método de amostragem de Gibbs, que é um caso par-
ticular dos métodos de Monte Carlo obtidos via Cadeias de Markov, para se obter
estimativas de medidas a posteriori, tais como a média e a variancia a posteriori.

Na proposigao a seguir, apresentamos expressoes para a distribuicao a posteriori
marginal do vetor de pardmetros regressores 3. Mostramos que a média e a variancia
da distribuicdo a posteriori marginal do parametro de escala 72 sido funcoes da

distribuicao a posterior: marginal de 3.

Proposigao 4.3.3 Considere o modelo de regressao dado por (4.2) e que a distribui-
¢ao a priort para o vetor de parametros regressores seja SN,(p, Q, A) independente
da distribuicao a priori de 2. Se, para Ks? = (y — X8)T(y —X8), onde { = n—p,

a distribui¢do a priori para o parametro de escala 7° for h(7?) o< % entdo

i S(B1Y) =% 6,65 1. Q) @ [N (B — )] [K 4 BBIXTXI8)] F,

em que
C= [ [ tolBs e Q) @ [N (B—p)] |55 + o-BIXTX0-0)] " g,

(S1)

ii. E[r?]Y] =1 {K.s? +E [(ﬁ - B)"XTX(B-B) |Y ] }

iii. Var(r? | Y] = gprgn B {Ks? + (8- BXTX(8 - B)] Y } +

+ e Var [(B=B)TXTX(B - B) | Y|

Observacao: Cabe aqui fazer uma ressalva quanto a um abuso de notacao presente
na expressao da variancia marginal a posteriori dos erros aleatérios. Veja que o
termo (8 — B)TXTX (8 — B) é unidimensional, o que justifica escrevermos o termo
[(B—B)"XTX(B - B)? na Var[r? | Y].
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Priori 2:

A seguir apresentamos versoes das Proposicoes 4.3.2 e 4.3.3, ao se considerar
72 ~ GI(a,b).

Proposigao 4.3.4 Considere o modelo de regressao dado por (4.2) e que a distribui-
¢@o a priori para o vetor de parametros regressores seja SNy(p, Q, X). Assumindo

a independéncia a priori entre os pardmetros 3 e 72, se 72 ~ GI(a,b) entdo

2 XX -1 - T -1 T, —1
B, Y ~ GSN,, |, — + 8 AN W, AN w T, 1) (4.36)
T
e
K s? =B XTX(B~ [
onde w € a matriz diagonal formada pelos desvios-padrées de 2, K = n — p,

Ks? = (y — XB)T(y — XB) € conhecido como soma dos quadrados residual, B =
(XTX)'XTy é a estimativa de minimos quadrados (ou de mdzima verossimilhanga)
de B e

72 72

-1
¢ = <XTX + Q“) (XTXB + Q“1u> . (4.38)

Proposicao 4.3.5 Considere o modelo de regressao dado por (4.2) e que a distribui-
¢ao a priori para o vetor de pardmetros regressores seja SN, (p, Q, X) independente
da distribuicdo a priori de 7. Se, para Ks*> = (y —X08)"(y —XB), onde K = n—p,

a distribuicdo a priori para o parametro de escala 7° for 7> ~ GI(a,b) entdo

3+a)

LFB1Y) = 4 6,8 1 Q) B[N (B — )] [1(_2£+ (BB XTX(6-) +b]“(
em que

€ [, [ 085 1 @) B[N (B — )] [ 4 Oy ) g

i, Elr?| Y] = —i {Ks? +E [(ﬁ _B)TXTX(B-B) |Y ] + 2b},
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. Varl® | Y] = agreomess B { K5+ (8- BIXTX( - B)+ 1] Y}

+ e Var [(B-BYXTX(8-B) | Y],

A seguir, para ilustrar os resultados apresentados nas secoes anteriores, vamos
utilizar um conjunto de dados apresentado em Casella (1983) para modelos de re-

gressao simples sem intercepto.

4.4 Analise de sensibilidade global para os dados
GPM

O conjunto de dados que utilizamos foi apresentado na Revista Motor Trend 1974
e consiste na avaliacao de 10 caracteristicas de 32 diferentes modelos de automéveis
(1973-1974). Consideraremos aqui apenas duas varidveis: o niimero de galdes de
gasolina consumido pelo automével por milha percorrida, denotado por GPM, como
varidvel dependente e o peso total do veiculo, denotado por PV, como varidvel
independente ou explicativa.

Casclla (1983) argumenta que a escolha de se utilizar a varidvel galées por milha
e nao o seu inverso (milhas por galdo), o que seria mais comum, se deve ao relacio-
namento linear observado entre as varidveis GPM e PV, o que nao ocorre quando se
considera as varidveis 1/GPM e PV. Além disso, ele argumenta que caracteristicas
fisicas impde que este relacionamento linear se dé sem se considerar o intercepto,
uma vez que um veiculo com peso zero deve consumir zero de gasolina.

Para analise deste conjunto de dados, vamos considerar o modelo de regressao
linear normal, sem intercepto, segundo duas abordagens: variancia dos erros aleaté-

rios conhecida e desconhecida.

4.4.1 7% conhecido.

Na Subsegao 4.2.1, consideramos o modelo de regressao linear normal, com um
parametro regressor e com a variancia dos erros (72) conhecida. Em principio, vamos
fixar 72 = 0.594, o que corresponde & estimativa de maxima verossimilhanca para a

variancia dos erros.
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Figura 4.2: Grafico de dispersao para as variaveis peso do veiculo (PV) e galdes por
milha (GPM).

Para a andlise de sensibilidade bayesiana, vamos considerar a classe de contami-
nagao multiplicativa a priori especificada em (4.5) com a seguinte parametrizagao:
fo(B) = ¢(B; 0, 10*) e w(B) = 2 ®(\B; 0, 10). Dessa forma, a classe de contami-
nacdo multiplicativa a priori para 8 pode ser representada por SN(0,10%, ), com
A € R, onde A reflete o grau de contaminagao da distribui¢ao a priori.

Observe que ao se escolher uma distribuicao a prior: base com grande variabili-
dade, estamos considerando uma distribui¢ao a priori vaga, porém propria.

Temos entao que:

GP]\[, = B P‘/, + €5, €~ /V(0,0594), Ei_l_fj., V1 75_], 1= 1, ...,32,
B ~ SN(0,10*,)), com X € R. (4.39)

Dando inicio ao estudo de sensibilidade bayesiana, precisamos considerar as dis-
tancias d,; e dy a fim de que possamos avaliar a influéncia da classe de contaminacao
multiplicativa a priori sobre as estatisticas pontuais média e variancia a posteriort.
Lembre-se que a classe de contaminacao multiplicativa a prior: é obtida quando
variamos A € R na distribuicao SN(0,10%, \). Além disso, pela teoria apresentada,

avaliamos as distancias dy;(\) e dy(\) em dois espagos distintos: A >0 e A < 0.
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Neste exemplo, a estimativa de méxima verossimilhanca obtida para £ foi 1.669,
com erro padrao calculado em 0.041. Dessa forma, como B ¢ maior que o valor
considerado para o parametro de posi¢ao da distribuicio a priori base (B > 0),
entdao o comportamento das distancias dj;(\) e dy () serd monotoénico estritamente
decrescente em A < 0. Para A > 0, se existir um ponto \y; (A\y) que maximiza a.
distancia dp; () (dv())), ele serd tnico.

Dessa forma, para obtermos os valores de sup, dj;()) e supy dy (A), quando A < 0,
basta utilizarmos, respectivamente, as expressoes fornecidas em (4.26) e (4.27) com
B=1.669, 72 = 0.594, p =0, 72 = 10°.

No entanto, uma dificuldade computacional surge aqui. As distancias dy e dy,

3()

assim como seu supremo, dependem da razao o0 Neste exemplo especifico

¢[— ot = (B-n) }
AR i B —41.140
\/ 1 4+ _ ¢( )’ (440)
& | o Tt 228w ®(—41.140)
r\fo? Ti x? + 1

em que ¢(-) e ®(-) correspondem, respectivamente, a funcio de densidade e de
distribuigao acumulada da distribui¢ao normal padrao.

Como ¢(—41.140) e ®(—41.140) sdao aproximadamente iguais a zero, por uma
limitagao computacional ¢(—41.140) e ®(—41.140) sao tomados iguais a zero, o que
impossibilita o calculo da fracao em (4.40).

O que faremos aqui é determinar um limitante superior para a funcao g—(('_% a fim
de que possamos dar continuidade a anélise de sensibilidade bayesiana.

Baricz (2008) apresenta diversas propriedades da razao de Mill, inclusive algumas
desigualdades funcionais. Esta razao define-se como

ra)= 1228 v oeR (4.41)
o(x)

Além disso, o autor cita que varios limites inferiores e superiores para esta razao

foram propostos na literatura, sendo a mais conhecida a provada por Gordon (1941),

que mostrou que
T 1
<r(z)<—, Yz >0. 4.42
711 <T@ < (4.42)

A partir deste resultado, conseguimos demonstrar o seguinte lema:
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Lema 4.4.1 Para todo x > 0, temos que T < (p(:,;) <z+

Equivalentemente ao lema, se considerarmos —x = y, V & > 0, vemos que
—y < (;)) <—y—— Vy<0.

Note também que pelo lema, se z é positivo e suficientemente grande, entao
¢( (=)

®(—z)

Na Figura 4.3, apresentamos uma grafico que nos mostra esta aproximacao.
De posse do resultado do Lema 4.4.1, conseguimos obter um limitante superior

para as medidas sup, dy, e sup, dy dadas em (4.26) e (4.27), pois para A < 0 e B> u
2? (B—p)

5 ¢ sempre positiva. Assim,
1=1"1

n
a expressao — &=l
7—‘\/0'2

T
supdy < W+ —|, 4.43
/\I M \/ S I [ W] ( )
o’7? 1
s ly < 14—, 4.44
glxlp(v o2 Y L at+7? [ WZ} ' (4.44)

onde W = —2Ziz1 % B-)
T\/U Z:':11,+T

Vale ressaltar que faremos uso das cotas superiores para sup, dys e sup, dy so-

mente na impossibilidade de obter um resultado exato para esses valores através das

f(x)

Figura 4.3: Aproximagao da fungao 3 ( z) porzex + - Va>0.
¢ —z)
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expressoes (4.26) e (4.27). Isto se deve pois, como pode ser observado na Figura 4.3,

valores moderados positivos de 2 nao resultam em boas aproximagoes para a funcéo

g((:z)), mas, no entanto, nestes casos nao faz sentido usar a aproximagao, j4 que a

fracao ?ﬁtﬁ é perfeitamente calculédvel.

Na Tabela 4.1, apresentamos o supremo e o infimo de d); e dy nas regides em
que A<0eA>0.

Tabela 4.1: Valores obtidos para o supremo e o infimo de dy, e dy.

- dm dy
Regiao — -
1nf>\ dM supy dM 1nf,\ (i\/ sSupy d\/
A<0 0 1.6707 0 0.0017
A>0 0 0.0003 0 0.0002

Em termos interpretativos, as medidas sup, dy; e infy dj; correspondem, respec-
tivamente, a maior e a menor distancia entre o estimador de Bayes fornecido pela
classe de contaminacao multiplicativa a priori T'); e o estimador de Bayes sob a
distribuicao a priori base fy(f). De maneira andloga, as medidas sup, dy e inf, dy
correspondem a maior e menor distancia entre as variancias a posteriori do parame-
tro regressor.

Sob fo(B) = ¢(B; 0, 10%), obtemos que a média e a varidncia a posteriori do
parametro regressor sao dados, respectivamente, por 1.669 e 0.002.

A Tabela 4.1 nos mostra que hd pouca variacao das estimativas da variancia
a posterior: com respeito a mudancga de especificacoes a priori dentro da classe de
contaminagao multiplicativa a priori considerada. Além disso, esta pouca variacao
das estimativas a posteriori se mostra mais evidente na regiao em que A tem o mesmo
sinal da estimativa de maxima verossimilhanca, tanto para a média, quanto para a
variancia a posteriori. No entanto, na regidao em que hé divergéncia entre o sinal de
A e B, a média a posteriori é bastante influenciada pela classe de contaminacio a

PTioTI.

4.4.2 Estudo da influéncia de 72.

Os resultados apresentados anteriormente foram obtidos considerando a variancia

dos erros aleatérios 72 igual a 0.594. Vejamos o que ocorre com as medidas supy dar,
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Tabela 4.2: Valores obtidos para o supremo e o infimo de dy; e dy, Bo e CAQO; para

diferentes valores de 72.

—

T2 Bo 2% Regiao  sup,dy sup, dv
A<0 1.675 0.008
3 1.669 0.008
A>0 0.002 1.28 x 107°
A<0 1.678 0.014
5 1.669 0.014
A>0 0.002 3.55 x 10~
A<0 1.813 0.259
100 1.669 0.277
A>0 0.049 0.014
A<0 5.309 19.341
104 1.665 27.632
A>0 3.195 15.526

sup, dy, quando assumimos diferentes valores para 72, a saber 72 = 3,5,10, 100, 10%.

Ao analisarmos a Tabela 4.2, notamos que a medida em que se considera valores
cada vez maiores para a variancia dos erros aleatérios, a média a posteriori do
parametro regressor obtida segundo a distribuicao a priori base praticamente nao
se altera, o mesmo nao podendo ser concluido para a variancia a posterior: de [3,
também obtida segundo a distribuicao a priori base.

Na Tabela 4.2 nao sao apresentados os valores calculados para infy dy; e infy dy,
uma vez que ja foi mostrado que infy dy; = infy dy = 0, para quaisquer x, y, 72, i
eo?.

Fixado o valor de 72

, os valores dos supremos sao menores no espago em que
A > 0, justamente na regiao que tem o mesmo sinal da estimativa de maxima
verossimilhanga.

Quando 72 = 3, 5, 100 e A > 0, a magnitude dos supremos é bem pequena,
indicando que neste espaco tanto a média quanto a variancia a posterior:i sao ro-
bustas. Note também que, a medida em que 72 cresce, também cresce a magnitude
dos intervalos de variacao das médias e variancias a posteriori, mas nada muito

significativo.
Quando A < 0e 72 =3, 5, 100 e 10?, ndo verificamos as mesmas caracteristicas
apontadas no item anterior. De fato, a robustez com respeito a escolha de distribui-

¢oes a priori na classe de contaminagao multiplicativa I'y, se evidencia na regiao em
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que )\ assume o mesmo sinal de 3. Neste exemplo, isso ocorre em A > 0.

Numa situacio extrema, consideramos 72 = 10? e vimos que, mesmo neste caso,
o conjunto de médias a posteriori pareceu néo sofrer tanta influéncia de 72, princi-
palmente na regiao em que A > 0. O mesmo néao podemos concluir com respeito a

variancia a posteriori.

4.4.3 Estudo da influéncia de o2.

Todas as andlises realizadas até o momento consideraram as distribuicdes a priori
para 8 com parametro de escala fixo 0> = 10%. Vejamos o que ocorre quando
consideramos uma distribuicdo a priori com menor variabilidade e cuja a variancia
dos erros aleatorios é relativamente grande. Assim, consideremos a estrutura do
modelo de regressao similar a (4.39), substituindo 72 = 0.594 por 72 = 100 e ¢ = 10*
por o2 = 1.

Dessa forma, a distribuicao a prior: base seré dada pela distribuicio normal
padrao. Na Tabela 4.3, apresentamos as estimativas da média e da variancia a
posterzori sob a distribuigdo a priori base, denotadas por [3’0 e §A20, respectivamente,

e as medidas sup, dy; e sup, dy, quando o2 = 1 e 10%.

Tabela 4.3: Medidas a posteriori, sup, dys e sup, dy, para 72 = 100.

o? Bo < Regido  sup,dy  sup, dy

A <0 1.446 0.200
A>0 0.049 0.014

A <0 1.813 0.259
A>0 0.049 0.014

1 1.308 0.217

104 1.669 0.277

Pela andlise da Tabela 4.3, notamos que com respeito as estimativas pontuais,
tanto a média quanto a varidncia a posteriori obtidas sob a distribuicao a priori
base pouco sofreram influéncia da mudanga de o2 = 10* para 02 = 1. Na regido em
que A > 0, as medidas sup, dj; e sup, dy aparentemente mostraram-se invariantes a
escolha de o2. Também nao houve grandes mudancas nas medidas sup ydaresup, dy
no espago em que A < 0. Vale ressaltar, no entanto, que excluindo-se a regiao A > 0

& do o2 = 2 0 1 : d : . esultad
e fixando o = 1, tanto ffy e ¢?p, quanto sup, dy; e sup, dy, apresentaram resultados

inferiores as apresentadas pelas estimativas obtidas quando o2 = 10%.



Capitulo 4.  Sensibilidade bayesiana em modelos de regressao linear normal. 71

Também para o2 = 1 observamos que a robustez da média e da variancia a poste-
riori do pardmetro regressor  com respeito a classe de contaminagao multiplicativa
a prioTi ocorre no espago em que A tém o mesmo sinal que o estimativa de méxima
verossimilhanga.

Vejamos o que representa em termos de conflito entre a distribui¢do a priorie a
verossimilhanga o fato do espago de variacao de A ter ou nao o mesmo sinal que o
estimativa de maxima verossimilhan¢a para o parametro regressor.

Para um representante do espago A > 0, vamos tomar A = 20. Note que aqui
estamos na situagdo em que A e B tém o mesmo sinal. Por outro lado, para um
representante do espago A < 0, escolhemos A = —20.

Na Figura 4.4 comparam-se a distribuigao a priori com a fungao de verossimi-
lhanca e com a distribui¢ao a posteriori. Para a verossimilhanga, multiplicamos esta
por uma constante com uma escala conveniente de tal forma que o resultado da
integracao da fungao de verossimilhanca seja igual a um.

Pela Tabela 4.4, notamos que ha uma pequena diferenga entre as médias a pos-
teriori do parametro B obtidas sob a distribuicdo a priori base e a distribui¢ao a
priori normal-assimétrica, quando A = —20. No caso em que A\ = 20, esta diferenca
é ainda menor. Analise semelhante pode ser feita quando consideramos a diferenga

entre as variancias a posteriori de .

Rl —— verossimilhanga = . —— verossimilhanga
= = @ prien ! - - apriori
--- a posteriori 3 -~ a posterion

'

Figura 4.4: Comparacao da distribuicao a priori, verossimilhanca e distribuicao a

posteriori, para A = 20, —20.
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< —— verossimilhanga
- - apron
-—- a posteriori

™

~

Figura 4.5: Comparagao da distribuicéo a priori base, verossimilhanca e distribuicao

a posteriort.

Tabela 4.4: Distancia entre as estimativas a posteriori obtidas sob a distribuicio a

priori base e a distribui¢do a priori normal-assimétrica, com A = —20, 20.

A dy(N) = BB X~ Bo|  dv(N) = [Var[B | x] — <%

20 0.004 0.005

-20 1.431 0.198

No entanto, apesar de pontualmente o desvio entre as médias e as varidncias a
posteriort obtidos para 8 nao serem muito grandes, vemos que a escolha de A = 20
ou A = —20 gera um grande impacto no comportamento da distribuicdo a poste-
riori para 8 (Figura 4.4). Mais do que isso, quando consideramos a distribuicdo
normal-assimétrica com parametro de assimetria -20 para especificacio a priori do
pardmetro regressor, observamos um evidente conflito entre a informacao fornecida

pela distribuicao a priori e a verossimilhanca.
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4.4.4 72 desconhecido.

Vamos considerar o conjunto de dados referente a 10 caracteristicas de 32 dife-
rentes modelos de automdveis, publicados em 1974 na Revista Motor Trend e hoje
divulgados no artigo de Henderson & Velleman (1981).

O modelo de regressao a ser considerado estrutura-se como
GP/\’i[i = ﬂ P‘/, + €, €~ /\’(0,7‘2), Ei_l_Gj, Vi 75 J 1 = 1., ...,32, (445)

em que GPM é o numero de galdes de gasolina consumido pelo automével por milha
percorrida e PV é o peso total do veiculo.

Para uma analise bayesiana do problema, devemos especificar as distribuicoes a
priori para o parametros 3 e 72 que sdo, respectivamente, o parametro regressor e
a variancia dos erros aleatorios.

Vamos considerar para a especificacao a priori do parametro regressor, a classe
de contaminacao multiplicativa a priori definida em (4.5) com a seguinte parametri-
zacdo: fo(B) = #(B; 0, 10%) e w(B) = 2 ®(\B; 0, 10*). Dessa forma, a classe de con-
taminacdo multiplicativa a priori para 8 pode ser representada por SN(0, 10%, \),
com A € R, onde \ reflete o grau de contaminacao da distribui¢ao a prior:.

Consideraremos as seguintes especificagoes a priori do parametro de escala do
modelo de regressao linear normal: h(7?) o 25 (Priori 1) e 7% ~ GI(a,b) (Priori 2).

Para darmos inicio ao estudo de sensibilidade bayesiana, precisamos considerar
as distancias dy; e dy a fim de que possamos avaliar a influéncia da classe de con-
taminacao multiplicativa a priori sobre as estatisticas pontuais média e variancia a
posteriori. Estas estimativas pontuais foram obtidas por meio dos resultados apre-
sentados nas Proposigoes 4.3.3 e 1.3.5 e do uso da técnica de integracao numérica
de Gauss-Hermite para calcular a média a posteriori de fungoes de h(f3).

Com respeito as distancias, adotaremos as seguintes notacoes:

dy, = |EMB|X]—EolB|x]| e dy, =]|Van\[B|x] - Varg[B|x] ],

du, = |E\r*|x]—Eo[r® | X]| edv,, = | Vary[7* | x] - Vare[r® | x| |.

Note que, como a classe de contaminacao multiplicativa a prior: para o parametro
[ contém o caso em que A = 0, temos que infydy, = infydy, = infydy, =
: T

inf,\ (lVT? = Q.
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Para obtermos as medidas sup, d Mj, Sup, dy;, supy d M,, € Sup, dy , precisaremos
recorrer a algoritmos numéricos para calcular as diversas integrais relacionadas a
estas expressoes. Utilizaremos aqui o método de integracao do tipo Gauss-Hermite,
associado a fungao transformadora split—t, para agilizar o processo de convergéncia.
Tal metodologia estd implementada no pacote bayespack do programa R. Maiores
detalhes sobre este processo de integragdo numérica podem ser encontrados em Genz
& Rass (1989) e Genz & Kass (1997).

Embora o estudo tenha sido realizado com as duas distribuicoes a priori anteri-
ormente especificadas para 72, os resultados e conclusdes para 72 ~ GI (a,b), com
a=>b= ﬁ(—), foram muito similares a h(7?) T% Por isso, apresentaremos aqui
somente os resultados em que h(7?) ox 5.

Sob a distribuigao a priori base (8 ~ N(0,10%)), obtivemos que as estimativas
da média e da varidncia a posteriori para o pardmetro regressor foram 1.669 e 0.002,
respectivamente. Para as estimativas a posteriori de 72, obtivemos 0.626 para a
média e 0.026 para a variancia.

Na Tabela 4.5, apresentamos os valores dos supremos quando consideramos a
distribuigao a priori ndo informativa para a variancia dos erros aleatorios e a classe
de contaminagao multiplicativa normal-assimétrica padrio para especificacio da dis-

tribuicao a priori do parametro regressor.

Tabela 4.5: Valores obtidos para o supremo das distancias a posteriori.
dm dy

sup,, da, supy dv, | supyda, sup,dv,

A<0[47x107° 1.2x1077[9.8 x107% 4.6 x 106

A>024x10" 1.0x 1077 |43 x 1077 6.4 x 1078

Regiao

Note que, segundo a Tabela 4.5, h4 pouca variacdo das estimativas da média e
da variancia a posteriori, principalmente na regidao em que A\ tem o mesmo sinal da
estimativa de maxima verossimilhanca de . Dessa forma, concluimos que tanto a
média quanto a varidncia a posteriori sao robustas quanto a escolha de distribuicoes

a priori na classe de contaminagao multiplicativa I'y,.



Capitulo 5

Sensibilidade global com o uso da

funcao de concentracao

No Capitulo 3, apresentamos um estudo de sensibilidade que nos permitiu avaliar
a influéncia da classe de distribui¢oes a priori - construida segundo a classe de
contaminagao multiplicativa - na média e na varidncia a posteriori. Vale salientar
que tais medidas descrevem a variagao da distribuicao a posteriori em apenas um
aspecto, a partir da utilizagao de uma estatistica pontual a posteriori.

Com o intuito de ter uma visao mais global do comportamento da distribuicao a
posterior: segundo a classe de distribuigoes a priori multiplicativa, vamos considerar
uma outra abordagem para a analise de sensibilidade a posteriori. Fortini & Ruggeri
(1995) utilizam uma medida de divergéncia conhecida como funcéo de concentragao
e a aplicam em um estudo de sensibilidade sob a classe de distribuigoes a prior:
e—contaminacda. Uma das vantagens do uso da fungéo de concentragao em relacdo
a outras medidas de divergéncia conhecidas na literatura, é que esta nos permitiu
obter uma maior gama de resultados analiticos no contexto de sensibilidade global.

Cifarelli & Regazzini (1987) definiram a fungéo de concentragdo como uma ge-
neralizacao da curva de concentragao de Lorenz, cuja representacao grafica é muito
utilizada por economistas para entender a distribuicao de renda entre os indivi-
duos/familias de uma determinada sociedade. NMarshall & Olkin (1979), por exem-
plo, utilizam esta contextualizagao para descrever a construcao da curva de Lorenz
empirica. Para isso, eles consideram uma populacdo com n individuos e suas res-
pectivas rendas. Ao ordenar a renda dos individuos de forma crescente, obtém-se
Ty £ x@) < ... < 2 en+ 1 pontos cartesianos definidos como (k/n, Si/Sh)

b

k=0, ..., n,onde S =0¢e S = Zle z¢)- A curva de Lorenz é obtida quando

75
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Figura 5.1: Curva de Lorenz para a distribuicao de renda na populacao.

desenhamos os n+ 1 pontos no plano cartesiano e os conectamos através de segmen-

tos.

Se a renda ¢ distribuida uniformemente entre os n individuos, entao a curva de
Lorenz correspondera a linha reta na diagonal do quadrado unitério. Esta linha
diagonal é muito utilizada como referéncia para interpretacoes, sendo que quanto
mais afastada da diagonal for a curva de Lorenz, maior a desigualdade de renda

entre os individuos.

Para exemplificar a técnica, considere uma empresa com 4 funcionérios, cuja a
folha de pagamento possui saldrios mensais dados por R$ 1000,00, R$ 3000, 00,
R$ 3500,00 e R$ 10000,00. Na Figura 5.1 apresentamos a curva de Lorenz para a
distribuicao de salarios desta empresa, representada pela linha continua. Note que,
por construgao, no eixo y temos a propor¢ao acumulada da renda dos individuos
e no eixo x a propor¢ao de individuos organizados segundo a renda. Por exemplo,
0 quarto ponto cartesiano da curva de Lorenz corresponde a (0.75, 0.42) e pode
ser interpretado como segue: 42% do total da folha de pagamento desta empresa é

destinado ao pagamento de 75% dos funcionéarios com menores salarios.
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Suponha agora que R$ 3000,00 do maior saldrio fosse distribuido igualitaria-
mente entre os demais funcionérios, ou seja, os saldrios passassem a R$ 2000, 00,
R$ 4000, 00, R$ 4500,00 e R$ 7000,00. Na Figura 5.1 utilizamos a linha tracejada
para representar a curva de Lorenz nesta situacao. Veja que quanto melhor distri-
buido o pagamento entre os funcionarios, mais préximo da diagonal do quadrado
unitario tende a estar a curva de Lorenz.

Como propriedades da curva de Lorenz podemos citar que esta é nao-decrescente,
continua e convexa. Tais propriedades também sao compartilhadas pela funcao de
concentracao.

Segundo Fortini & Ruggeri (2000), ‘Cifarelli & Regazzini (1987) defined the con-
centration function of a probability measure P with respect to another one, say Py,
extending the classical notion of the Lorenz-Gini curve. By the concentration func-
tion, the discrepancy between two measures defined on the same probability space
is studied, comparing the different concentrations of probability determined by the
measures.’

Assim, temos por objetivo utilizar a teoria de fungao de concentragao para poder-
mos comparar diferentes medidas de probabilidade a posterior: geradas a partir da
variacao da distribuicao a priori, segundo a classe de contaminacao multiplicativa,
ao se considerar a funcao de verossimilhancga fixa.

No Apéndice A apresentamos as demonstragoes das proposicoes presentes neste

capitulo.

5.1 A funcao de concentracao

Antes de definirmos a fungao de concentragao, vamos apresentar alguns conceitos
iniciais que serao necessarios para o entendimento desta se¢ao. Para isso, considere
I1 e IIy duas medidas de probabilidade em um mesmo espago mensuravel (O, F).

Uma medida IT é absolutamente continua com respeito a uma medida I, se para
cada A € F, IIo(A) = 0 implicar em I1(A) = 0. Neste caso, também dizemos que I é
dominada por Ilp, denotando esta relagao por I1 < Ily. Por outro lado, dizemos que
as medidas II e II; sAo mutuamente singulares se tém suportes disjuntos, isto é, se
existem conjuntos Sp e Sp, tal que II(© — Sp) = 0, [o(O© — Spy,) = 0 e SpN Sy, = 0.

De posse destas definigdes, apresentaremos agora a fungao de concentragao como
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definida em Fortini & Ruggeri (2000). Para isso, considere II e I, duas medidas de
probabilidade em um mesmo espago mensuravel (0, F). De acordo com o teorema
de Radon-Nikodym, existe uma tnica particdo {N, N} C F de © e uma funcéo

ndo-negativa b em N¢ tal que
I(E) =T,(ENN°) +,(ENN), VE € F, (5.1)

onde II, e Il sdo, respectivamente, as partes absolutamente continua e singular de

IT com respeito a Iy, em que

M,(E N N°) :/ h(0) To(dB), Tly(N) = 0, TI,(N) = II,(0).  (5.2)

ENNC

Considere h(f) = oo, V N e defina

H(y) =1,({0 € © : h(0) < y}),-cz =inf{yeR: H(y) > z} ec; = lim ¢. (5.3)

t—z—

Finalmente, seja

L,={0€O:h(f)<c.}el; ={0€0O:h(h) <c.}. (5.4)

Definigao 5.1.1 A funcdo ¢p: [0,1] = [0,1] € a fungao de concentragio de I1 com
respeito a Iy se pn(z) = (L) + c.[z — H(c])], para z € (0,1), vn(0) = 0 e
en(1) = (0).

Neste trabalho, por considerarmos medidas de probabilidade com caracteristicas
mais especificas, vamos apresentar a definigio da funcao de concentracio com uma
linguagem mais simples do que a anteriormente apresentada.

Para isso, considere (O, F, P) um espago de probabilidade tal que © = R e
J = B, onde B é a 0—4lgebra de Borel nos subconjuntos de ©. Além disso, seja I1 e
IIp duas medidas de probabilidade absolutamente continuas com respeito a medida
de Lebesgue, em um mesmo espago mensuravel (R, 13).

Segundo o teorema de Radon-Nikodym (Billingslex (1986), Capinski & I<opp
(2004)), dado duas medidas o—finitas v e p tal que v < p, entdo existe uma funcéo
h ndo-negativa, tal que v(A) = [, h(8) p(df), para todo A € F. Além disso, para
duas fungoes h e g nao-negativas, ulh # g|] = 0, 0 que nos garante a unicidade da.

func@o h com respeito a medida p.
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A funcao h é conhecida como derivada de Radon-Nikodym de v com respeito a
i e é denotada por Z—Z.

Sabemos que uma medida p em (R, B) tem uma funcao densidade de probabi-
lidade associada a ela se e somente se p é absolutamente continua com respeito a
medida de Lebesgue A\. Neste caso, a derivada de Radon-Nikodym —j—‘; = f é afuncao
de densidade.

Nesse contexto, sejam f e fo as respectivas fungoes de densidade associadas as
medidas II e Il absolutamente continuas com respeito a medida de Lebesgue.

Note que a construgao da fungao de concentracao como apresentada na Defini¢ao
5.1.1 depende da determinagao da derivada de Radon-Nikodym de uma medida II

com respeito a uma medida ITy. Assim,

II(A) = /l f(0) df = /4 %(% fo(8) df = /‘ J]f;((?) I1o(d0), (5.5)

ou seja, a derivada de Radon-Nikodym da medida II com respeito a medida Iy
é a razao entre fungoes de densidades associadas a Il e a II;. Daqui por diante,
consideraremos h(f) = %(%, V 6. Note que En,[h(0)] = 1.

Neste contexto, vejamos agora como determinar uma expressao mais concisa da
fungao de concentragao.

A partir da defini¢do de funcéo de concentracdo em (5.1.1), Cifarelli & Regazzini

(1987) e Fortini & Ruggeri (1994) argumentam que

en(z) = [I,({0 € ©: h(f) <c.}), sez= Hc,

{Ha({ﬁ €0:h(0) <c.}), sez=H(cT)=To(LD)

Se, por outro lado, H(c) < z < H(c.), entdo o termo complementar c,[z —
H(c; )] deve ser considerado, a fim de que propriedades como continuidade, conve-
xidade, etc. possam ser atribuidas a funcao de concentracao, como ocorre com a

curva de Lorenz-Gini.

Note que, como Il < [, entao II, = II. Além disso, como f e fy sao fungoes
de densidade, temos entdao que f e fp sao fungoes continuas nao-negativas e, dessa

forma, h(0) = SO ambém é uma funcio continua nio-negativa.
1o(0) S &

Vejamos se no nosso contexto, existe z € [0, 1] tal que H(c;) < z < H(c,). Note
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que, por (5.6),

H(c) < z< H(c) = To(L) < z < Ty(L,) (5.7)
— To({8€0:h(0) <c,}) <z<Tp({ €O :h(6) <c.))

Como c; € R, pois ¢, = inf{y € R: H(y) > z}, e h é uma funcéo continua nao-
negativa entao, pelo teorema do confronto, conseguimos mostrar que z = Iy({# €
©:h(0) <c.})=1u(L.). Além disso,

c: = inflyeR: H(y) >z}
= inf{y e R:Io({0 € O : h(8) < y}) > 2}
= inf{y € R: o({# € © : h(0) < y}) > I1o({6 € © : h(F) < c.})}
= inflyeR:y>c.}. (5.8)

Assim, c, =inflyeR:y>¢c,} = y=c,.

Dessa forma, conseguimos mostrar que a Defini¢do 5.1.1 para funcao de concen-
tracao pode ser reescrita como segue.

Seja L, = {0 € © : h(0) < y}. A funcgdo ¢ : [0,1] — [0,1] tal que, para
z€(0,1),

vn(z) = I(L,), se =z = IIo(Ly),
en(0) = 0,
en(l) = I(0) =1,

é conhecida como fungao de concentragao de II com respeito a IIj.

Note que II(L,) = fLy f(0)do e Iy(L,) = fL,, fo(0)d6.

Scarsini (1990) obteve a mesma definigao reduzida da fungéo de concentracéo ao
considerar duas medidas de probabilidade no conjunto das partes de um espaco finito
X. Como uma possivel interpretacdo para esta definicdo reduzida, ele argumenta
que, para cada conjunto L obtido em termos da razdo de funcdes de densidade
h, wn relaciona a massa de probabilidade concentrada em L por II, a massa de
probabilidade concentrada em L por II.

Fortini & Ruggeri (1995) apresentam diversos exemplos e usos da funcao de

concentragao em varios contextos. Eles descrevem, por exemplo, como determinar
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numericamente a fungao de concentracdo de 8 ~ Gama(2,2) com respeito a 0y ~
Ezp(1) através de uma estrutura similar a apresentada na definicao reduzida da
fungao de concentragao.

Como discutido em Fortini & Rugeeri (2000), a funcdo ¢y (z) é ndo-decrescente,
continua e convexa. Se Il = Il entdo ¢n(z) = z, Vz € [0,1]. Além disso, quando
vn(z) =0, 0< 2z <a,0< a <1, podemos dizer que a medida II ndo tem massa
no subconjunto A € F tal que IIp(A) = a.

A seguir, apresentaremos uma importante propriedade da fungao de concentragao
destacada por Fortini & Ruggeri (1995) e que sera ttil no estudo da andlise de

sensibilidade global.

Propriedade 5.1.1 Para qualquer z € [0,1], a probabilidade sob 11, de todos os

subconjuntos A com medida T dada por z, Tlg(A) = z, satisfaz que

en(z) <I(A) < 1 —n(l - 2). (5.9)

Vejamos agora um exemplo que pretende apenas discutir a fungao de concen-
tracao como uma ferramenta de comparacao entre duas medidas de probabilidade.
Para isso, vamos determinar a funcdo de concentragio de 6 ~ SN(u, 0% \) com

respeito a 0y ~ N(u,0?). O suporte de ambas as distribuigoes estd em R e

no) = 19 _9q <,\9 - “) . (5.10)

a

Segundo a teoria desenvolvida, nés calculamos a funcao de concentragao para
qualquer z € [0, 1] encontrando o valor de y tal que z = IIo({6 € © : h(0) < y}).

Dessa forma, para A > 0,

0 < h(O) < y <=
0 — p
0 < 29 A <y =
g
d1(y/2
oo g ¢ A, (5.11)



82 Capitulo 5.  Sensibilidade global com o uso da fun¢do de concentracao.
Assim, seja ¢ = w + u, entao

z = Ig({0 € ©: h(0) <y})
= Io({# €O: —c0 <0 <gq})

ey
o
Yy/2
o (‘D (y/ )) (5.12)
Portanto, o y para o qual z = ® (‘I> liy/z)) é dado por 2 ®[ X ®71(z)]. En-

tao, como ¢n(z) = T({8 € ©: h(0) <y}) =T({I€O:h(B) <2B[ A d1(2)]}),

temos que

0 < W) <20[AD7'(2)] <«
—00 < 0< od7(2)+p (5.13)

Portanto, para A > 0,

a® 1 (2)4p _ _
on(z) = / 24 (9 “‘) o (A9 “) 0
oo g o o

(=)
= / 2 $(1)® (\t) dt.

(5.14)

Segundo Rodriguez (2005), podemos reescrever ¢r(z) como

on(z) = 2 @, [(q’o”) ; (g) , Q} | (5.15)

onde ®, corresponde a funcao de distribuigio acumulada da distribuicdo normal

1 =6
bivariada e 2 = 5 1 } € a matriz de correlagao, com ¢ =

Analogamente, para \ < 0,

=iz [(7570). (). o

com a matriz de correlagao 2 como especificado anteriormente.

1+A2°

, (5.16)
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Figura 5.2: Funcao de concentragao de § ~ SN(2) com respeito a § ~ N(0,1) e

respectivas funcoes de densidade.

Note que, pelas expressoes dadas em (5.15) e (5.16), a fung¢do de concentragao
é invariante a mudancas de posigao e de escala, quando 6 ~ SN(u,0% \) e Oy ~
N(p,o?).

Na Figura 5.2, apresentamos o grafico da fungdo de concentragdo no caso es-
pecifico em que 6 ~ SN(2) e 6y ~ N(0,1) e suas respectivas curvas da funcao de
densidade.

No primeiro grafico, vemos um segmento tracejado que intercepta a funcao de
concentracao em dois pontos, para x = 0.6. O intervalo entre as duas curvas esta
variando de [0.267, 0.933], ou seja, 0.267 < II(A) < 0.933, onde A é formado por
todos os possiveis conjuntos tais que Ilo(A) = 0.6.

De fato, quanto mais proximo ¢p(z) for de 1 — (1 — 2), mais préximas estarao
as curvas em relacao a diagonal do quadrado unitario e, por conseqiiéncia, mais
“proximas” estarao as medidas de probabilidade.

Fortini & Ruggeri (2000) ressaltam que ‘the c.f. [fungdo de concentracao|, far
from substituting other usual distribution summaries, e.g. the mean, furnishes diffe-

rent information about probability measures. As an example, consider two measures
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- concentrated on disjoint, very close sets in R: their means are very close, their

variances might be the same but their c.f. is 0 in [0,1).

5.2 Sensibilidade global

Para termos uma visdo mais global do comportamento da distribuicdo a pos-
teriori, quando variamos a distribuicao a priori segundo a classe de contaminacao
multiplicativa, vamos considerar uma outra abordagem para a andlise de sensibili-
dade a posteriori, que leva em conta a teoria das fungoes de concentracao apresentada
na secao anterior.

No caso da andlise de sensibilidade global, vamos considerar a classe de contami-
nagao multiplicativa para a distribui¢ao a priori especificada nos termos de (5.17),
em que fo(-) € a distribuigdo a priori base e f(-) sdo as demais distribuicoes a priori

pertencentes a 'y, tal que

Ly ={ f(0) = fo(0) w(@): weG }, onde (5.17)

G é um determinada subclasse de fungoes nao-negativas.

Ao relacionarmos a fungao de verossimilhanga a classe de distribuicoes a priori
[y, obtemos a classe de distribuicoes a posterioriT,. Seja fg a fungao de densidade
a posteriort associada & distribuicao a priori base e f* as demais funcoes de densidade
a posteriort associadas as distribuicoes a priori em I'y,.

Conseqiientemente, vamos obter uma classe de fungoes de concentragao (f.c.),

dada por:
U = {@s(2) : ps(z) éaf. c. de f* com respeito a f5, f* € '}, }. (5.18)

Segundo Fortini & Ruggeri (2000), para qualquer f € I'e 4 € F com f3(A) = z,
temos que

¢(z) < [(A) S 1-¢(1 - 2), (5.19)

onde ¢(z) = infrer @y(z), para qualquer = € [0, 1].
Em termos de robustez bayesiana, Fortini & Ruggcri (1995) nos dizem que quanto
mais proximos forem as medidas ¢(z) e 1 — ¢(1 — z), para todo z € [0,1], mais

proximas as medidas a posteriori serdo. E entdo possivel fazer julgamentos sobre a
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robustez observando quao préximos estdo no gréfico as curvas de p(z) e y = z, que

corresponde a medidas de probabilidade iguais.

5.3 Modelo -normal

Nesta secao, faremos um estudo de sensibilidade via fungao de concentragao no
mesmo contexto do Capitulo 3, ou seja, modelo normal com a distribuicao a prior:
do parametro de posicao dada pela classe de contaminagao multiplicativa normal-

assimétrica, em duas situacoes: 72 conhecido e desconhecido.

5.3.1 72 conhecido

Nesta situacao, como mostrado na Proposigao 3.1.1, temos que se X; ~ N(0, 72)

em que 72 é conhecido, X; independente de X, Vi # j, entao

0~ SN(u, 0*, \) = 6 ~GSNy, (a, b\, A\, 02)

o ~ N(i, 0®) = 05~ GSNy, (a, b°, 0, 0, ¢°), (5.20)
_ nio? 4 pr? 2 o272
onde a = =255 e b° = 51—,

Com o objetivo de fazer uma estudo de robustez bayesiana nos moldes do que foi
descrito na Sec¢ao 5.2, vamos apresentar a fungao de concentragao de f* com respeito

a fg, com 0* e 65 como definidos em (5.20).

Proposigao 5.3.1 A fungdo de concentragdo de 0* ~ GSNi, (a, b*, N\, \u, o?)

com respeito a 0 ~ GSNy; (a, b*, 0, 0, 0%) € dada por,

1.
A on(z—p) 0
no2472 T
(I)2 no24+72(1+A2) VnoZ+ . p=-— . A :
(I)WI(Z) 0 no2+72(14+A2)
pn(z) = (5.21)

o A on(T—p)
\/na2+7‘2(1+,\2) VnoZ472

se N> 0,
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1I.

A on(T—p) 0

d, \/1102+7'2(1+/\2) Vno2+r2 . p=— AT
(1 - 2) ©\o)’ Vot r2(142)
(10[‘[(2,’) =1- )
A on(T—p)
[ \/1wz+7'2(1+)\2) \/no2+'r?:|
(5.22)

se A <0,

onde ®5(-) corresponde a funcao de distribuicao acumulada da distribuicdo normal

bivariada e p € o coeficiente de correlagio da distribuicao normal bivariada.

Como em (5.18), obtivemos entdo uma classe de fungoes de concentracdo, em

que
U = {ps(2) :@s(z) éal c. de f* com respeito a f§, f* € '}, } (5.23)

No nosso contexto, sabemos que a variagao das distribuicées a priori na classe
de contaminacao multiplicativa, representada pela distribuicdo normal-assimétrica,
¢ dada pela variacdo do parametro de assimetria, com A\ € R. Assim, para cada z

fixado, temos uma classe ¥ de fungoes de concentragao, variando segundo ), ou seja,
V. = {pa(z)  oa(2) éaf. c. de f{ com respeito a f§, A € R}, (5.24)

com ¢ (z) definido pela Proposicao 5.3.1.

Para a analise de robustez bayesiana, assim como em (5.19), devemos obter a
medida ¢(z) = infy ¢,(z) para cada z € [0,1] fixado. Dessa forma, para A € R,
tal que f3(A) = z, teremos que ¢(z) < f3(A) < 1 —$(1 — z) ocorre VA e, por
conseqiencia, dizemos que quanto mais préximos forem as medidas ¢(z) e 1 —@(1 —
z), para todo z € [0, 1], mais préximas serdao as distribuicoes a posteriori em Iy

Fixado z € [0, 1], a obtengao de ¢(z) = inf, ,(z) se dard computacionalmente,
uma vez que nao existem expressoes analiticas para a minimizagao da funcao de
distribuicao acumulada de uma distribui¢do normal bivariada, da qual decorre W,
em (5.24).
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5.3.2 72 desconhecido

Para a especificacdo a priori do parametro de escala, vamos considerar como
antes duas situagdes. A primeira a priori ndo-informativa h(7?) o % e a segunda
72 ~ GI(a,b),coma >0eb >0, em que GI(a,b) corresponde a distribuicao gama
invertida, com parametros a > 0 e b > 0. Aqui, estaremos assumindo independéncia

T

Nesta subsecdo, temos o interesse em estudar a influéncia da classe de conta-
minagao multiplicativa a priori sobre a distribuicao a posteriori do parametro de
posicdo do modelo normal. Para isso, vamos considerar a distribuicao a posteriori
marginal de @ apresentada na Proposigao 3.2.3 para obtermos o conjunto de fungoes
de concentragao dependentes em A, como em 5.24.

Para isso, seja X; ~ N(0, 72), X; independente de X;, Vi # j. Considere

h(7?) % e, quando

n

. _ . 2 = 27172
o~sNu ot N = reim=gre(PT)e (\TE) [ - 2T

0 —u) [7152 1 n(x — G)Q]M%’

g 2 2

. 1.
bo~ N, o) = fo(HIr)ZEO@(

onde Cy e C) sao as constantes normalizadoras das respectivas distribuicoes a pos-
teriori.

A partir das distribuicoes a posterior: marginais para f, obtemos a seguinte
expressao para a funcao de concentragao de f* com respeito a f;, com f* e fi como

especificados em (5.25).

Proposigao 5.3.2 A funcgao de concentragao de f* com respeito a f;, com f* e f;§

como definidos em (5.25), € dada por,

I. se A\ >0,

a1 ety o _ 2 ~ _ 0\271-3
W(Z):/A {& v} 1¢<9 ,l>q)</\9 u) [n.S G 9)] "

o C,\ a o2
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onde y; corresponde ao valor de y que valida a igualdade abaizo

n

z:/_%“’“{‘é—év}ﬂ 1 ¢(9—#> [7152 +n(;~z~—9)2}“7 ” 27

o6 50 o 2 2
II. se A <O,
% 1 (0- 0 — & z—0)2]"2
w0 g (2 (52 [ 2057
g,\"q)_l{g_a\y;}'*'/" Cy (o2 (o 2 2
(5.28)
onde y; corresponde ao valor de y que valida a igualdade abaizo
o0 1 0 — S? (T —0)%] 2
z:/ —¢< “’) [nS L nE=0) ] do. (5.29)
%q;—l{g_g,y},{_# Co g 2 2

Priori 2: 72 ~ GI(a,b),coma>0eb>0

Para X; ~ N(6, 7°), X; independente de X, Vi # 7, considere 72 ~ GI(a,b),

coma >0eb>0e, quando

— _ 2 _— 2
0~ SN 0% 8) = f*(ﬂz)zié(g “><1>(A9 #) [ns T )
Ca a o 2

J—(f—;+n)

(5.30)

—6)2 ~(3+a)
[ ) I

_ 2 nil
N o) = feln) =g o) | + M

onde Cy e C) sdo as constantes normalizadoras das respectivas distribuigoes a
posteriori.
Por consequéncia, definimos abaixo uma expressao para a funcao de concentra-

Gao.

Proposicao 5.3.3 A funcdo de concentragio de f* com respeito a f;, com f* e Io

como definidos em (5.50), € dada por,

I. se A >0,
gp-1 g)*y; +u _ _ 2 = 2 *(E+a)
on(z) :/A (G th 1 ¢<9 “) o <A b “) [ns L e +b] T
—c C)\ g g 2 2

(5.31)

onde y; corresponde ao valor de y que valida a igualdade abaizo

se{@ v} g 6—u\ [nS? n(z—0)? ~(5+e)
z:/_oo 50¢( ; )[2 e +b] &, (5.32)
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II. se A <O,

_[7 1 (0—p 0—p\ [ns?  n@E-o0? 1 G
SOH(Z)—\/Q(P“I{% y;}+pc—/\¢< a )Q(/\ g ) [ 2 ¥ 2 +b] dev

A

onde y; corresponde ao valor de y que valida a igualdade abaizo

(ee) _ 2 - N 2 —(%-I—Ll)
2 :/ L <9 “) [nS L Clnl) i b] do.  (5.34)
2o-1{ Dyl Co o 2 2

Em ambas as escolhas da distribuicao a priori para 72, devemos considerar, assim
como na Segdo 5.3.1, as medidas ¢(z) e 1 — (1 — z), em que ¢(z) = infyer,, n(z),
para todo z € [0, 1], para avaliar a robustez bayesiana das medidas de probabilidade

a posteriori.

Estudo de sensibilidade

Seja X; ~ N(0,1), i =1, ..,.n, X;LX;, Vi # j. Considere f(0) € 'y, tal que
a classe de contaminagdo multiplicativa a priori seja formada por ¢ = 2, G(\) =
®(\0) e contenha a distribuigdo a priori base N(0,1). Ou seja, a distribuicao que
representa a classe de contaminagao multiplicativa a priori é 8 ~ SN(M).

Com este exemplo, vamos procurar saber o quao dispares sao as distribuicoes
a posteriori geradas a partir da variagao das distribuicoes a priori na classe de
contaminacao multiplicativa. Para isso, vamos considerar a teoria relativa a fungao
de concentragao.

Para cada Z fixado, teremos um conjunto de fungoes de concentracao indexados
por A. Dessa forma, assim como nos Capitulos 3 e 4 analisaremos as curvas da
funcao de concentragao em duas situagoes: A > 0 e A < 0.

Na Figura 5.3, apresentamos os graficos para ¢(z) = infyer,, ¢n(z)el—@(l—2z),
quando # = —1, 0 e 1. Para a construcao destes, assumimos 02 =72 =1, u = 0 ¢,
para cada z fixo, admitimos A € (0,250], tal que A = 0.1 x 4,7 =1, ..., 250, se
A>0,ou A\=-0.1 x 7,2=1, ..., 250, se A < 0 entao,

(,b(z) = H/{f (p,\(z) = min{%\l(z), 553 ‘p/\zsu(z)}' (5'35)

Pelo mesmo processo obtemos 1 — ¢(1 — z).
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Ao analisarmos os graficos da Figura 5.3, notamos que, quando a média amostral
e os valores considerados para o parametro de assimetria tém o mesmo sinal, hé fortes
evideéncias de robustez com respeito & escolha de diferentes distribuicoes a priori em

I'ys. Nesta situacao, ¢(z) e 1 —@(1 — z) estdo muito préximos. Destacamos também

r<Oe®=-1
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Figura 5.3: Fungao de concentragao para a classe de distribuicoes a posteriori, fixado

T =—-1,0e 1. Aslinhas (-) e (- -) correspondem, respetivamente, ao (z) e ao
1-9(1-2).
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que, se T e A tém o mesmo sinal, quanto maior a magnitude de Z, mais préximo sera
P(z) de 1 — (1 — 2).

As conclusoes aqui apresentadas confirmam a teoria e as anélises discutidas nos
Capitulos 3 e 4.

O estudo de sensibilidade seré realizado apenas para o caso em que 72 é conhe-

cido. Espera-se obter conclusdes similares para o caso em que 72 é desconhecido.






Capitulo 6

Comentarios finais

O objetivo principal deste trabalho foi realizar uma anélise de sensibilidade baye-
siana que nos permita entender o quanto a distribuicao a posteriori é influenciada
pela escolha da distribuicao a priori. Para isso, discutimos uma nova maneira de
contaminar a distribuicao a priori, a qual nos referimos como contaminagao multi-
plicativa.

Para particulares especificacoes, vimos que a classe de contaminacao multiplica-
tiva coincide com classes de distribuicoes assimétricas conhecidas na literatura.

No Capitulo 3, apresentamos alguns resultados tedricos obtidos quando conside-
ramos a classe de contaminagao multiplicativa normal-assimétrica para a distribuicao
a priori do pardmetro de posigao. A estrutura desta classe assume w(f) = ¢ G(\ ),
em que a distribuicdo a priori base é N(u, ¢?), a funcdo contaminadora é dada
por G(N) = ®;(\0; Mu, 0?) e c = 2. Ou seja, temos que a classe de dis-
tribuicoes a prior: para 6 contém um numero infinito de diferentes distribuicoes
normais-assimétricas e a distribuicao normal. Nesse contexto, os seguintes casos

foram estudados:

I. Amostra aleatéria de uma distribuicdo N (6, 72), com 72 conhecido.
II. Amostra aleatéria de uma distribuigao N (6, 72), com ambos os parametros des-
conhecidos. Para a distribuicao a priori do parametro de escala, utilizamos

duas propostas, sendo elas: h(7°) « % e 72 ~ GI(a,b), coma>0eb> 0.

Em ambas as situacoes, procuramos realizar um estudo de sensibilidade anali-
sando as estimativas pontuais da distribuicao a posteriori, tais como a média e a

variancia a posteriort.

93
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Na situacao I, obtivemos resultados de conjugagéo para o parametro de posicao
do modelo normal, expressoes para a média e a variancia a posteriori. O estudo
de sensibilidade foi baseado na anélise de medidas de distancia a posteriori entre
as médias a posteriori geradas por 'y e a média a posteriori obtida quando se
considera a distribuicao a priori base. Anadlise similar foi realizada para as variancias
a posteriori. Em ambos os casos, conseguimos delimitar em quais situacoes pode ser
alcancada a robustez. Vimos que, em geral, ocorre a robustez da média e da variancia
a posteriori com respeito a variagao de distribuigoes a priori em I'y;, quando \ e

T — p tém o mesmo sinal.

Na situacao II, determinamos as distribuigdes condicionais completas, a distri-
buicao a posteriori marginal para 6 e expressoes para a média e variancia a posteriori
marginal de 72. Para obter estimativas da média e da variancia a posteriori das dis-
tribuigoes a posteriori marginais de 6 e 72, fizemos uso de metodologias de integracao

numérica via método de quadratura gaussiana do tipo Gauss-Hermite.

Aqui, exemplificamos a situag@o II através de um estudo de simulacao em que
consideramos amostras aleatérias da distribuicao normal com tamanhos n = 20, 50,
100 e 200, distribuigao a priori do parametro de escala h(72) oc T_12 e para a distribui-
Gao a priori do parametro de posigao a classe de contaminacao multiplicativa, com
a distribuigao a prior: base normal padrao e w(f) = 2®(A\0). Vimos que, de maneira
geral, para tamanhos de amostra suficientemente grandes (n > 100) e variabilidade
amostral moderada (5? < 20), quando o sinal da média amostral é igual ao sinal do
parametro de assimetria considerado para a classe de contaminacao multiplicativa
a priori I'pr, ocorre a robustez da média e da variancia a posteriori marginal dos
parametros de posigao e escala do modelo normal, com respeito a diferentes escolhas
da distribuigdo a priori em I"y,.

No Capitulo 4, generalizamos os resultados apresentados no Capitulo 3 ao dis-
cutir questoes de sensibilidade bayesiana no contexto de modelos de regressao linear
normal com a variancia dos erros aleatérios (72) conhecida e desconhecida. Resul-
tados fechados similares aos do Capitulo 3 foram obtidos quando o modelo linear
normal possui apenas um pardmetro regressor. Exploramos esta situacio através
de uma aplicagao, em que a classe de contaminagao multiplicativa a priori definida
em (4.5) é dada por fo(B) = @(B; 0, 10%) e w(B) = 2 ®(\B; 0, 10?). Vimos

que, se 72 é conhecido, a robustez das estimativas de média e variancia a posteriori
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ocorrem no espago em que A tem o mesmo sinal que o da estimativa de maxima
verossimilhanca do parametro regressor. Se 72 é desconhecido, conclusoes similares
sdo obtidas quando a especificacdo a priori do pardmetro de escala do modelo de
regressdo linear normal é h(7?) o % ou 7% ~ GI(1/10000, 1/10000).

De maneira geral, nos Capitulos 3 e 4, analisamos o intervalo de variacao de
algumas medidas a posteriori, quando se considera a classe de contaminagao multi-
plicativa a priori. Tais medidas descrevem a variacao da distribuicao a posteriori em
apenas um aspecto, a partir da utilizagao de uma estatistica pontual a posteriori.

No Capitulo 5, mudamos este enfoque ao estudar a sensibilidade da distribuigao
a posteriori através de uma medida de divergéncia global (fungéo de concentragio)
que nos permite avaliar discrepancias entre a distribuigao a posteriori decorrente da
distribuigao a priori base (fo(6)) e as distribuigoes a posteriori geradas pelas dis-
tribuicées a priori contidas em I'j;. Neste contexto, apresentamos uma expressao
mais concisa para a definicao de funcao de concentragao ao considerar medidas de
probabilidade e suas respectivas funcoes de densidade. Obtivemos uma expressao fe-
chada para a funcio de concentracao entre N (i, 0?) e SN(p, 02, \) e mostramos que,
neste caso, a funcao de concentragao é invariante a mudangas de posigcao e escala.
Do ponto de vista de andlise de robustez, obtivemos expressoes para a fungao de
concentracao com respeito a medidas de probabilidade a posteriori do parametro de
posicao, quando os dados tém distribuicao N (6, 7?), com 72 ora conhecido, ora des-
conhecido. Aqui, a distribuicao a priori para @ pertence a 'y, e, se 72 é desconhecido,
consideramos dois contextos: h(7?) o & ou 72 ~ GI(a,b), com a, b > 0. Através
da funcao de concentragao, vimos que, quando 724 conhecido, nao s6 a média e a
variancia a posteriori, como também as medidas de probabilidade a posteriori, sao
robustas com respeito a [');, quando Z — 2 e A tém o mesmo sinal.

A seguir, apresentamos algumas possibilidades de futuras pesquisas relacionadas

ao estudo de robustez bayesiana:

e Fazer um estudo de simulacao para a fungao de concentragao, quando o modelo

normal possui a variancia desconhecida, através das Proposigoes 5.3.2 e 5.3.3.

e Explorar questoes de robustez bayesiana com respeito a fungoes de concentra-

cao no contexto de modelos de regressao linear normal.

e Estender os resultados obtidos neste trabalho para modelos amostrais mais
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complexos, como, por exemplo, o modelo normal-assimétrico.

Estudar a influéncia da classe de contaminacao multiplicativa normal-assimétrica
para a distribuicdo a priori do parametro regressor de modelos mais gerais,

como, por exemplo, o modelo de regressao linear simples t-Student.

Considerar especificagoes mais gerais para a fungao contaminadora w(-) como,
por exemplo, w(f) = ¢ Q, onde ¢ e Q corresponderiam, respectivamente, a
constante normalizadora da distribuicao e priori e a fungao de distribuicao

acumulada de distribuicoes simétricas.

Estudar o comportamento das medidas de distincia a posteriori relacionadas
a classe de contaminagdo multiplicativa a priori, quando consideramos dados

amostrais que contém valores aberrantes.

Aplicar a metodologia de Tipo IT de maxima-verossimilhanca (MV-II) no con-

texto considerado nos Capitulos 3 e 4.

Refazer o estudo realizado neste trabalho considerando outras funcoes de

perda.



Apéndice A

Demonstracoes

A.1 Capitulo 3

Prova da Proposigao 3.1.1:

Para a prova do item (i), notamos que

272 (A.1)

1 " P N
Fx10) = ( )#— .

TV 2
Ao considerar § ~ SN(u,0% \) como distribuicio a priori do pardmetro de

posi¢ao e a fungao de verossimilhanga especificada em (A.1), temos como distribui¢ao

a posteriori para o parametro 6

f@1x) o f(x]0) f(0)

n Z'-’:lri*oz . _
= () <™ Lo(521) o 052
TV 21 o o o

n (z;-0)2 )2 _
o 8_21:12(72 - -G8 @ <)‘ d ILL>- (A.2)

. n
Ao assumir T = Z—;‘—

, hote que

97
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TR =i-0)? _(0-m)?

[ 272 202 =

Portanto,

Apéndice A. Demonstracoes.

T o

Pl ] - 20[25 + 2]}

2 {
e
- 2 = 2
nt P n i
o 2 2 _1 9 no ) (—2-:.+Tg _ (T-’—T)
i =17%i 41 2 2 o2 7 1 no 1
2 = = é Viztoz 72 7 g2
- 2 -
ng M nIt
W RELIN GY € Sii-.) MY s of PR K
5 n
AR A i TR
n 2 2 ("_+ ”)2 1 nzo?ipy 72 2
1] Xy = 2 10727 52 |9 ST
3 =] +l§2_ 3 7 o noc+T A3)

) o (Aa)

que € o nucleo de uma distribuigdo normal-assimétrica multivariada geral. Dessa

forma, conseguimos mostrar que a distribuicao a posteriori para o parametro de

L 3 202 2 2.2
posicao 0 é GSN ("t 5T

A, A, 0?).

P no? 4+ 722

Para demonstrarmos os itens (ii) e (iii), vamos utilizar a funcao geradora de

momentos da distribuicao normal-assimétrica multivariada geral expressa em (2.9).

Para reduzirmos a notacao, seja { = ® [Aa; A p, o?+ A\ 3], onde a = %;:[—ﬁ;z e
X= na"f% e, assim, a funcao geradora de momentos de 6 | X é dada por:

@ (Na+ Xt); A 24 X% 2

]\’[9|x(t) [ ((1+ )) K, o =+ ] en.[+%.§'t
K
i (I) |:/\(a 4A Et) - /\lu‘jl eal.+%2)t.2. (AS)
K VaZ+ 2%
Sabemos que Ey[0 | x] = 2 Mo (t)| e E\[0?|x] = 3‘7—:2 Mpy(t)]  entdo
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Eyo|x] = 1—1({60 b3 Bt (a+Xt)® [/\(a—i_ Z’Qj—)/\;E/\ H] + ettt 3Tt o
VO
" ¢[z\(a+2t) - /\u] A 2}

Vo2 + N2 8

Vo2 4+ AL i)
1 Aa — p) AMa —p) A .
K {(L(I)[\/02+/\2 2] * ¢[J02+A2 2] Vor + A28 2} (A.6)

1 9 152 Ma+Zt) — Ap § oy
E)\w?lx] = — {eal+2-—'l ((L+Zf,) (I)[ 4 ettt Tt
K ot NZ S

) ¢[/\(a+2t) - /\/L} A 2}
Va2 + A2 Y Vo2 + A% el

_ at+3%? 2 at+3Te? Ma+Zt) = Ap
- ]—({[e 2 (a+Xt)° + e E]@ T
Ma+Xt) — /\/1.] A

+2e 2= (a4 Dt [ -
( )¢ Va2+4+ A2 E Vo + 258

n eat__'_%g,:’ AX i |:/\((l+2t) —/\/1]} (A?)
Vo2 + X2 % Ot Va2 + 2% - '
Note que
0 [Ma+Zt) =] [Ma+Et) = A NE[a+ Tt -y (A8)
at NN Vo? + 223 0% + A2% ‘ ‘
Substituindo (A.8) em (A.7) e fazendo t = 0, temos que
1 5 AMa — p) ] [ AMa — ) ] AL
E\0%|x] = =<(@*+2 <I>[—— + 2a +
S K {( ) Vo2 + 228 ? Vo2 + N2 Vo? + N2T

Ma — p) } [_A?z:(a - u)} AS } (A.9)

+
d)[\/a2+)\22 0?2 + N5 Vo? + A2%

Como K = ®[A\a; A i, o+ \? I], entdo temos em (A.G) e (A.9) que

Vo242 2
E\o|x]=a + x — T e (A.10)
® [___22“;;;)2] Vi + 2%

N (e — p) (A11)

E\[0* | x| =a®>+ % _
T e (O
o<+
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implicando em

Vary[0 | x] = Ei\[0? | x] — E\[0 | x]?

AMa—p) Ala—p)
. A ¢ [“\/a—r T _2] Ma — ,u) [W 4%} (A12)
o? + 22 P [ Ala—p) ] NZES Y q) [ _Ma—p) ] )
/a2 125 Vo2+A2%
Sabemos que a = %Hﬁ‘f— ey = Ef+— entao
A ( ) A (n:r:o + ur )
——— =) = b —H
Vo2 + A2 X8 \/02 Y naa;:-?# no? + 712
N A [ on(T — ) ] (A13)
Vvno?+ 721+ 22) [Vno? + 72
e
2 ( g )2 4,2
% - i
_ + s _ T T ‘ (A.14)
2+ AT 24\ o [no? + 72[no? + T2(1 4 A2)]

Substituindo a, X, (A.13) e (A.14) em (A.10) e (A.12), obtemos as expressoes
fechadas mencionadas anteriormente para a esperanca e a variancia da distribuicao

a posteriori do parametro de posigao 6.
¢

A seguir apresentamos os Lemas A.1.1, A.1.2 e A.1.3 que serdo fundamentais nas

demonstracoes de diversas proposigoes.

Lema A.1.1 A fungdao t + (‘i{(l)) € positiva em t € R.

Prova:

Sabemos que ¢ (t) > 0e ®(¢t) > 0,V t € R e, dessa forma, quando ¢ > 0, temos
que [t + gg?] =0,
Devemos estudar agora. o caso em que t < 0. Sampford (1953) cita que, V u > 0,

a razio' ? ¢? ()“) < . Esta desigualdade é equivalente a

¢(u) 6 (u)
1—o(w " T T-o@)

'Esta razao é conhecida na literatura como razdo de Mill (Mill’s ratio).

—u>0 Vu>0. (A.15)
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Seja u = —t, onde t < 0. Entéo, considerando ¢ (t) = ¢ (—t) = ¢ (u), ®(¢) =
1—®(—t)=1— ®(u) e a designaldade dada em (A.15), temos que, ¥ ¢t < 0,

¢ (t) ¢ (1) ¢ (u)
t+—==1 = ———>0. A.16
o e “T1oowm (A.16)
Logo, mostramos que V't € R, ¢ + % > 0.
¢
Lema A.1.2 A funcao h(\) = ——2’\— é estritamente crescente em N, limi-
no2+472(1+A2)
tada entre —1 ¢ 1.
Prova:
Ao derivar a func¢ao hA(A) com respeito a A, obtemos
d 1 Xor®
h) = — 4
g A Vno? + 21+ X2 /[no? + 2(1+ A\2)P
2, .5
= nOTHT S0, VAER (A.17)
[no? + 72(1 + A?)]2
Portanto, a fungio h()\) = ———2—— é estritamente crescente em ).

/no2+712(1+A2)

Além disso,

A2 1 1
lim A(\) = lim . = li ——— -, A.18
Y g&\/mzﬂz(mz) L e Rl )

Analogamente, limy_, o h(A) = — 1.
¢
Lema A.1.3 A fungio Z(t) = f;it,)) ¢ estritamente decrescente em t € R.
Prova:
Considere
0 —to(t) 2 -d®) __¢@®) [, o)
= Z(t) = = fpgp T3] A.19
a1 20 B(1)2 IR0 (A.19)

Sabemos que Vt € R, ¢(t) > 0 e ®(t) > 0. Além disso, pelo Lema A.1.1, temos

que t + fi(('l)) > 0, Vt e, entdo, % Z(t) <0, VteR.
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Portanto, V ¢t € R, temos que % Z(t) < 0, o que implica que a fungao Z(t) é

estritamente decrescente em R.

¢

Prova do Corolario 3.1.1:

A on(T—p)
R ) VieTir
variancia a posteriori de § em fungao de y temos que

Considere y = tal que —co < y < co. Reescrevendo a

- 22 \272 o’ ¢ (y) ¢ (y)

Var{f | x] = no?+ 12 no®4+ 72(1 + A2) no?2 +72 @ (y) {y " ® (y)]
o e [ e
= o T e R IAE

s 2,2 7
Note que a expressao +T(1+/\2) gera valores entre zero e um, pois 0 < A\?7% <

no?+r
no? 4+ 72(1 4+ A\?), Vn > 1. Entao, para mostrar que 0 < Varl | x] < -7 basta
no<+7
mostrar que 0 < (‘i((’;)) [y + g((z))] <1, Vy.
Dessa forma, vamos estudar a funcao
¢ (y) ()] oy | o)’
Gly) = —= |y + = Y+ ; (A.21)
@ (y) e(y)] 27 o(y)?

Seja. U uma varidvel aleatéria com distribuicdo normal padrao, truncada de tal
forma que —co < u < y. Entdo, segundo Johnson. Kotz & Balakrislman (1994), a

funcao de densidade de U é dada por

¢ (u)
- A.22
ot =) 2
e a expressao de sua variancia é
2
Var(u)=1- 2W ¢(y)2. (A.23)
P (y) @ (y)
Sabemos que Var(U) > 0, entao
¢ly) o)’ ¢ly) | )’
1— Yy — >0 = Y+ < 1. A.24
)" oy ) ' o) 2
Além disso, Vt € R, ¢(y) > 0, ®(y) > 0 e, pelo Lema A.1.1, y + %(('{7)) > 0 entao
2

P (y) D (y)
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Portanto, por (A ‘24) e (A.25) temos que 0 < G(y) < 1. Concluimos entdo que
0 < Varlf | x] <

71(72+T2

¢
Prova da Proposicao 3.1.2:

Pelos resultados dados em (3.9), sabemos que Ey[f | x] = %‘zﬁ e Varg[0 |

x| = m Além disso, considere as medidas pontuais Ey[0 | x| e Vary[0 | x| como
definidas em (3.7) e (3.8).
Manipulando as expressdes de Ey[0 | x], Eol0 | x|, Vary[0 | x] e Varg[0 | x]

segundo as expressoes de dy; e dy, fica facil ver que

¢|: A on(T—p) ,
~ \/1mz+'rz(1+/\2) VnoZ+7? By oT
v = EA[BIX]_90~: 2 | :|z 2 2 L 2
d A on(T—p) \/7’10' +7 (l + A ) \/710 + 7
\/naz+'r2(1+)\2) Vno?+72
e
b A on(T—p)
) Vars[o | x] — 7| 272 o’r? V/no?+12(14)2) VnoZ 72
dy = ar x| — 7| = ‘ x
v t N7 no?+ 72(1 + A?) no? + 12 & \ on(5—p)
\/n172+-r2(1+/\2) Vno?+472
b [ A a1z(i~u)]
A ) (B — L ' no24+72(14A2) Vno?+r?
x on (B @) | Lfeeipnd L(A.26)
\/nai2 +72(1 + X?) Vno? + 72 @ A on(@—p)
\/n02+12(1+A2) Vno?+72

Para obtermos a expressao da distancia dy como apresentada na Proposicao
A on (T—p)

\/7102+7‘ (14A2) Vno2+72

K(y) =y + f;(j)) >0, VwyeR. Dessa forma, |[K(y)| = K(y), Vy € R e fica

demostrada a expressao da distancia dy .

e lembrar que, pelo Lema A.1.1,

3.1.2, basta considerar y =

E imediato que quando A = 0 ambas as distancias d,; e dy serao iguais a zero.

¢
Prova da Proposigao 3.1.3:
Parte (7):

Vamos estudar a distancia dy; em funcdo de A no caso em que A < 0e T > p

através da fungao
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¢ [h(}) a
G(\ h( A27
() = STy [FhO b (A27)
ondeh()\):\/ﬁ—w, —;’T%T’;)>Oeb—\/%>0poisn,a,7>0e

T >N

Como A < 0, considere entdo A; < Ay < 0. Segundo o Lema A.1.2, a funcdo h())

¢ estritamente crescente em A e, como a > 0 e b > 0, entao

h(AM)a < h(X)a < 0 (A.28)

M) b < h(d)b < 0 = 0 < —h(M)b < —h(M)b  (A.29)

No Lema A.1.3 foi mostrado que W) ¢ yma fungao estritamente decrescente,

®(y)
que gera apenas valores positivos, Vy € R. Logo, por (A.28),

¢ (h(A2) a) ¢ (h(\1) a)
O < B S () a) (4.30)

Entao
¢ [h(A2) a ¢ [~(\) a]
G()\Q) Wh—] [—h(/\g)] b < (I)[h(/\l) a] [ h(/\g)] b
¢ [A(\1) af
< S0 ] [—h(A)] b= G(\). (A.31)

Portanto, G(A\) é wma fungdo estritamente decrescente em A, quando A < 0 e
T > u.

Note que a fungao G(\) é equivalente a distancia dy;, quando substituimos h()\),
a e b por suas respectivas expressoes. Concluimos entdo que dy; é uma funcao
estritamente decrescente em A, quando A < 0e T > p.

Para o estudo da disténcia dy, considere inicialmente a funcao auxiliar

¢(2) , . ¢ (2) — 5
o(z) ° [“*«b(z)} Tz e(2)

™

T(z) = ?(2)° (A.32)

e mostremos que ela ¢ uma fungao estritamente decrescente em z < 0.
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Segue entao que

¢(2) | o(2) ¢ ,
e D (2) [ TP (z) cb(z)?} -
_ 9(2) oA Z3¢(Z) 2 . ¢ (2) 9,2 ¢7(Z)2
- D (z2) l - 3 (I)(z)+3b +2~<I>(z) 22 (I)(Z)Q}
= M(z2). (A.33)

Segundo Samplord (1953), V z finito,

viz) {[v(z) —2] 2v(z)—2]—-1} >0, (A.34)
em que
1 . _1-%(x)  o(-2) P(-2)
=R T T ew e s

R, = e v(—z)= 2 (A.36)

b - -
st g
{80088 < 4 e
aE {‘2 g Z(()> 0 ié) : } - i(; e
Somando 3 2? $& 42 )2 em ambos os lados da desigualdade (A.37), obtemos
:If(()) {—2 2 Z((:); 373 i((z)) A 43242z g((:))} <
< -2 i((z)) +3 2 2((2)) +2 i((‘?; —
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U { 2())} | (A.38)

Sabemos que Q) > 0e {z + %} > 0, V z. Além disso, note que, quando

z <0, temos

2, 202) {z+ ‘“Z)} <0, (A.39)

Entao, por (A.38), M(z) < 0,V z < 0. Como definimos a_az T(z) = M(z), con-
cluimos que a funcao T'(z) considerada em (A.32) é estritamente decrescente em
2 <0.

Uma vez mostrada a monotocidade da fungéo T'(z) no intervalo em que z < 0,
vamos estudar a monotocidade da fungao dy (), quando A <0 e z > L.

Como visto em (A.28), quando A\; < Xy < 0, temos que h();) a < h()\2) a < 0.
Ja foi mostrado que T'(z) é uma fungéo estritamente decrescente em z < 0, entdo

A1 < Ay <0 implica que

(b[/l()\:z) (l] [h(/\g ]
) a) P02 {h A) Ot S0 ]} =
#lh(A) o b lh(\) ]
®[h(\) gl [h(\) a]® {h()\l) a+ m}'(AAO)

Multiplicando por 2 em ambos os lados da desigualdade (A.40), obtemos que
¢ [~(A2) a] <
® [h(N2) a]

Sl aa f L Gl d)
P [h(A1) a h(X)™ b {/‘(/\1) B (> ]},(A.41)

implicando em 0 < dy ();) < dy (A1), quando A\, < Xy <0 ez > p. Ou seja, quando

¢ [h(A ) a] 2 32
W\’;Mh(,\?) b {h.(/\g)aJr

A<0ex > pu, temos que a distancia dy é uma funcio estritamente decrescente em
A<0.

Parte (ii): Omitiremos a demonstragao deste caso, pois esta prova é similar a de-

monstracao apresentada para o item (i).
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Parte (i17):: Mostrando que, quando & = p, as distancias das(A) e dy()) s@o simé-
tricas, monotonicas estritamente decrescentes em A < 0 e monotonicas estritamente

crescentes em A > 0.

Ao considerar T = p, temos que as distancias dy; e dy reduzem-se a

R 2
v = ‘E,\[G [ - 00| - Z’.S)[[(())]] no? +|;\l(1 + \2) \/n:;TJr T2
2
-2 = +'il(1 — s (A42)
e
2
_ Xor? v & (A.43)

no? 4+ 72(1+ A\?) no? + 712 «w

Uma vez fixados n, 72 e 02 em (A.42) e (A .43), ao analisarmos as distancias djs
e dy como fungoes de \, temos que dy(A) = dp(—A) e dv(N) = dy(—=N), implicando
que ambas as distancias sao simétricas em relacao a A = 0.

Vamos estudar inicialmente a monotocidade da distancia d,; como fungao de A,

quando A > 0. Neste intervalo, a expressao de d); em (A.42) reduz-se a

12 A ar?
T \/no® + 72(1 + A2) Vol + 12

(l,\.] = (A44)

Pelo Lema A.1.3, ja foi mostrado que a funcio ——2—— ¢ estritamente
no?+712(1412)
crescente em A € R, em particular, no intervalo em que A > 0, este resultado

2 = . ~ 5 I3
2 _9__ > (, entdo a distancia dy; em A > 0, também

7 Vno2+472

é uma funcao estritamente crescente em .

também se aplica. Como

Pela simetria de dj(A) nos intervalos A < 0 e A > 0, temos que a distancia dpy

em A < 0, é uma funcao estritamente decrescente em A.
Para o estudo da monotocidade da distancia dy como funcao de A, iremos con-

siderar o intervalo A € R particionadoem A <0e A > 0.

/\21,2

noTir2(1Ea7) € uma funcao estritamente

Note que, para A < 0, a fungdo w(\) =
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decrescente pois

2\ 72 2 23 14
no? +72(1+A2)  [no? + 72(1 + A2)]2
72\ (no? + 72)
[no? + 72(1 + \2?))2

0

<0, YA<O. (A.45)

(72T

Como 2  meTrZ > 0, entao a distancia dy em A < 0 é uma funcio estritamente

decrescente em A. Por simetria da fungéo dy () nos intervalos A < 0 e A > 0, temos

que a distancia dy com relagdo a \ é estritamente crescente em \ > 0.

Prova da Proposigao 3.1.4:

Apresentaremos agora a demonstragao da medida sup, das()\) definida no item
3 p . . o 1 o A
(i). Pelo Lema A.1.2, vimos que limy_, _q, h()) = ——, onde h(X) = Py et

Utilizando conhecidas propriedades de limite de uma funcio, temos que a medida

supy dar, quando A < 0 e T > p, fica dada por:

A on(T—p)
= 1 — V/no?+72(1422) VnoZ+r? [A]
supdy = lim dy = lim
A A——o00 A——00 A D’Tll /1) \/nO—Q ,._2 1+)\2)
\/1102+72(]+)\2) VnoZ47?
« UT2
Vno? + 72
1 A on(T—p)
¢ [hln,\-—)oo \/1102+T2(1+/\2) Vno2i+2 l /\
- m
® (lim A on(z—p) | A== \/TIU _{_,_2(1+)\2)
Amee \/”02+T2(1+,\2) Vno2+47?
x 072
Vno? + 72
—onkE—n)
A e or i
TVnoZ+7

De maneira andloga a demostragao de A.46, conseguimos obter as expressoes das
medidas limites dadas em (3.14), (3.15) e (3.16).
¢
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Prova da Proposigao 3.1.5:

Sabemos que, quando A < 0 e T > p,

¢ [_ on(T—p) ]
. oT . 7vVno24+72
lim supdy; = lim . (A.47)
T—00 2 2 z— an(T—p
Como
0 s [_ on(T — 1) } _ [_ on(Z — ) } o?n?(z — p) (A.48)
oz TvVno? + 12 vVno? + 72| 1?(no?+ 72) :
e
_0:(1) [_ on(T — p) ] _ [_ on(T — p) ] on 7 (A.49)
dzT vno? + 12 7vVno? +72] 17y/no? + 72
temos, pela regra de L "Hospital, que
oT on
lim supdy = lim T — ) = 0. A.50
ehoo n M Vno? 4 12 o0 7v/no? + 72( 2 ( )

precisamos recorrer a uim

. 2
Para mostramos que limz o sup, dy(A) = s

resultado apresentado na prova do Coroldrio 3.1.1 que nos diz que

2
i(y) A vy, (A51)

¢ (y)?

e mostrar que a fungao L(y) = g((’;)) { Y+ f;’,((;))} é estritamente decrescente. Demonstra-

se este resultado ao notar que

iL(y) _ {i ¢(y)}{y+¢(y;}+¢(y))

dy dy @ (y) ¢ (y @ (y
W e b)) o)
= "3 { 1+y +3y®(y)+2®(y)2}<07 (A.52)

como pode ser verificado pela segunda equivaléncia em (A.37).

Como consequéncia, a fungao L(—y) é uma fungdo estritamente crescente e 0 <
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#(-y) ) oG] .
(b(f;) {—y + <I’(—Z)} < 1. Portanto,

¢ [_%z_—fg] o?7?

lim supdy = lim
Tooo T30 g | on(@—p) | no? 4 72
ot ie?
on(T—p)
. on (’f — ,LL) i ¢ [_T\/1102+72]
2. 2 on(T—pn
TZaTR ==y
on(T—p)
o2 @ [_T\/naz—w]
= lim
no? + 12 z5c0 P [_ on(z—p)
Vno?+72
_on(T—p)
on (T — p) 4 r/notir?
2 2 on(T—p
TVno? + 1 P l:_'r\/n(a?——::?]
2,2
o°T
_ ) A.53
no? + 72 ( )

Prova da Proposicao 3.1.6:

item (1): Mostrando que se existir um ponto de maximo para a distancia d,; em

funcao de A, no caso em que A > 0 e & > p, ele serd tinico.

Considere
¢ [h(N) a]
P(A) = ———=h(\) b, A 54
() P [(N) a] A b, A ( )
onde h(\) = m) i = \t}:{(;;;:)z eb— \/n(;;i{!'

Derivando a funcao P(A) com respeito a A e igualando a zero obtemos

d B 0 ¢[h(N) d] ¢[h(N)a] O
5X}%A)“b{MA)53kpm@)q T SR d EKhQX}

Mas

0 oNa _ ] 029N a g of
X ®h(N)a T @ [h(N) d o [h()) a]®

0
} a—/\h(/\). (A.56)

Como b > 0, vamos dividir ambos os lados da segunda igualdade em (A.55) por
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b e substituir nela a expressao (A.56). Assim

» 0hN d gl a | 9
h()\) {—h(/\) @ 3 hova o5 ) a]Q} —h(\) +

0, ] S d [, ehal )
[a/\h(A)] 5 A0 o] { ROV @ = @ h(V) G a]+1} 0. (A.57)
Dessa forma,
B[N ] _ 9, mthr
®[a(N)a 9 A e [no? + 72(1 + /\2)]% 0 (A.58)
()2 a? - any 2P A (A.59)

® [A(N) a]
Note que nao existe A para o qual as igualdades em (A.58) ocorram, pois V x €

R, 28>0 e VAER, 2 h()) >0

Estamos estudando o caso em que A > 0 e T > 1, 0 que implica em a = 22221 >

Vno?+7?
0 e i(A\) > 0. Assim, por (A.59) temos que
¢ [h(N) ] 2 9
h(\ = 1 — h()
a h(X) S0\ dl (N @ —
@ [h(N) a 1
— = ——— — h(\)a. A.6
ShNa ~ anQy N (460
Seja k = h()\) a, em que k > 0. Substituindo k& em (A.G0), obtemos
¢ [K] 1
= - — k. A.G1
) [/;] k ( )
~—— S~
g(k) (k)
Vamos analisar agora as fungoes g(k) e t(k), para todo k > 0.
o Andlise de g(k) = (‘f,((';)) VEk>0.
Pelo Lema A.1.3, mostramos que a fungao —% é estritamente decrescente, V k €
R. Além disso,
@0 2
lim g(k) = 210l =4/— e lim g(k) =0. (A.62)

k—0+ [O] is k—oo
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o Andlise de t(k) =L —k, V&> 0.

Note que a—a]: t(k) = —é —1<0,Vk. Logo, em particular, para k > 0, a funcao

t(k) é estritamente decrescente. Além disso,

1
l. C) = — — K = — 3
k_l)r(l)lth(k) X k oo e
2

lim ¢(k) = lim

Jim Jim —— = klll)‘[olo —2k = oo (aplicando L’Hospital). (A.63)

Na Figura A.1, apresentamos as curvas das fungoes g(k) e t(k), para k > 0. Note
que, pela anélise algébrica das funcbes, mostramos que existe um tinico ponto K M,
tal que a igualdade (A.61) ocorre. Na Figura A.1, Ky, é o ponto de interseccdo
entre as curvas g(k) e t(k). Através de métodos numéricos obtivemos que Ky, =
0.8399238.

Agora, como k = h()) a, vamos determinar qual deve ser o valor de \y; que
resulte em K, = 0.8399238. Assim, paraa >0e A > 0,

Figura A.1: Curva das fungoes g(k) e ¢(k), para k > 0, no estudo da distancia d,,.
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A
h.(/\}\,]) a = [{A'Io < u a = ](Mo g
\/7102 + T2(1 + /\]\,12)
1 K, a \> no’+ 72 9
nett 412 a Ko N !

M

2
no? + 72 a® — Ky 12 Kp,? (no? + 72)

= =3 M= A .64
/\12‘,1 KMQ2 o a2 — [(,\,/027'2 ( )
Ao resolvermos a tltima igualdade em (A.64), obtemos que Ay = Ky, %
0

2 2 - =
e Ay = — Ky /#(:TQ?—. Como estamos analisando o caso em que A > 0e T > pu,
0
obtemos uma tnica solugao para a equagao (A.64) que é dada por

| no®+ 2
10

Note que, o valor de Ay dado em (A.G5) existird apenas quando em a®— K, 72 >
) | o

0. Isto ocorre devido a condigdo de existéncia presente no denominador da fracao

2 2 .
T que deve ser sempre maior que zero.
a“—T l(“IO d

A prova para A < 0 e T < u é equivalente a apresentada para o caso A > 0 e

T > u e, portanto, serd omitida.

item (ii): Mostrando que se existir um ponto de maximo para a distancia dy em

funcao de A, no caso em que A > 0 e T > p, ele serd unico.

Reescrevendo a distancia dy, temos que

_ ¢ [h(N) a] 3 4 b2 ¢ [R(\) a]Q 212
dv(N) = B0V a] h(A)” a b® + B ) ol (V) o h(\)* b7, (A.66)
onde h(A) = ——2 o= &t o p= o

/na?+72(1422)] T VnoZ4+2 Vno?+72°
Derivando a fun¢éao dy(\) com respeito a A e igualando a zero obtemos

0 & [R(N) a]

9 2 2 s 0 o[h(N) q]
EBY dy(A) =0 a{?)h.(/\) [mh(/\)] W + h(N) EBY W} +

2 9 $[h(\) a]’ 2,8\ al @ $[a(N)al | _
+ b {zh(A) [a /\h,()\)] B [h(2) af + h()\) 2<I>[h(/\) o XD a]} =0. (A.67)
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Como b > 0, vamos dividir ambos lados da seguncla igualdade em (A.67) por
b? e substituir na igualdade resultante a expressio de ghN) a qaqa em (A.56).

25 B[h(N) a]
Assim,
2 @ [h(N) a 0 o [h()) a)’ 0
3ah(N) [3 3 (/\)] m + 2 h(N) [a—h()\)} W + [a—h(/\)] X

A
5 &[h( A) a] ¢ [h(N) a]? 5 2o $lR(N) @)

h,(A)M [ a (/\)} {Ba h(\) + 2 d)[[h i)) Z]] [ h(\) a® - a M] x

x [h,(/\) a+ 2 h()\) %] } =0. (A.68)

Dessa forma, para A > 0, temos que resolver as equagoes dadas em (A .58),

A
hMA) =0 — N =TTy = (A.69)
e
#lA(N) o s ST IO al]
3ah(\) + ZW — |h(N)a® + aq)—[h(—)\)—a]} [h.(/\) a+ 2]1.(/\)W =0,
(A.70)
em A.

Na demonstracao da Proposigao 3.1.6, item 1, j& foi discutido que nédo existe
A € R para os quais as equacdes dadas em (A.58) tenham solucdo. Note também
que em (A.69), nao existe A > 0 para o qual h(\) = 0.

Vamos estudar agora para qual A a equagdo em (A.70) tem solucdo. Para isso,

desenvolvendo a equagao (A.70), temos que

¢ [h(A) al

3ah(A) + ZW

h(\)*a® — 3h())%a 2;’;[[11((3 a]] one VA

2 2 #[h(A) a] ¢ [h(X) o]’ ¢ [n(A) d]
h(A)?a® + 3h(\)%a B[R0\ ol + 2h(N)a m]— = 3ah(\) + 2W.(A.71)
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Vamos estudar o caso em que A > 0 e T > pu implicam em h(\) > 0 e a =

on(T—p)

Terz > 0. Ao considerar k = h(A) @ em (A.71), obtemos que

R R ] 1) AN )
f + 3k [ +2k@[k]j_3k+2®[k]. (A.72)

a(k) t(k)

Vamos analisar agora as fungdes g(k) e t(k), para todo k > 0.

o Andlise de g(k) =k + 3k? 2 4+ 2k 20 v k> 0.

Vamos mostrar inicialmente que a fungao g(k) é uma funcéo estritamente cres-

cente em k > 0. Entao:

o . _ o[, ¢l B[k ¢ [k]”
ﬂg(/») = k@[k]{ﬁ 4A4>[k] 4<I>[k]2}+2<b[k,]2

P(k)

+

2 ) ¢k ol
+ 3k {1 kST (I)W}.(A.m)

Q(k)

Considere a funcao P(k), V k. Sabemos que V k, por (A.24) e (A.25),

Colk Bk
0 < l”cp[/;] + B (k] < 1 =
ok o[ !
2 < 6—-4 {L'cb[k] + (I)[k]Q} < 6, Vi =
QkM < P(k) < qub[k] VEk>0. (A.74)

B [k] o (k]

De maneira andloga a (A.74), podemos mostrar que Q(k) > 0, V k finito. Dessa

forma,

¢ k)’
d [k]?

e concluimos que a fungao g(k) apresentada em (A.72) é uma funcao estritamente

;g(k) = Pk) + Q(k) + 2 >0, VE>0 (A.75)

o~

crescente em k, quando £ > 0. Além disso,

lim g(k)=0 e lim g(k) = oo, (A.76)

k—0+ k—oo0
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A ; 12
Pois limy, o0 k2 S04 = 0 € limy_,o0 k 4, o,

o Andlise de t(k) = 3k + 2503, V& > 0.

Vamos mostrar agora que a fungéo t(k) é uma funcio estritamente crescente em
k > 0. Entao:

O vp) — 3 o dp Ol ol
s ik) = 3-2 {A(D[k] + @[k]z}' (A.77)

Mas, por (A.24),

ok gk N A L
2_2{k®[kl+¢>[k]2}>0 = 3 Q{A(b[k]+(p[k]2}>l.(A.78)

Dessa forma, % t(k) > 0, ¥ k. Portanto, fungao ¢(k) apresentada em (A.72) é

uma funcao estritamente crescente em k, V k. Além disso,

: N o @] /2 ST -
kl_1)r51+t(11.) =250 2 — e I\ll_l)&t(k) = 00, (A.79)

Sabemos também que, V k£ > /3, as desigualdades k> > 3 ke 3 k2 > 2 =

3 K % > 2 ff;[[i]] Esta ultima desigualdade implica em % ocorrem. Logo, V k >
V3,
¢ [£] ¢ [K]
E 4+ 3k = > 3k 4+ 2 . A.80
I e 7 R P (4-80)
Para k > 0, temos que a parcela 2 k g[[":]]z > 0, logo
¢ [k] ¢ [k)” ¢ [k]
K+ 3k + 2k >k + 3K ; A.81
ofi] " e » K A5
Por (A.80) e (A.81), mostramos que, YV k > /3,
. ¢ [k] ¢ [k)° ¢ k]
K+ 3k = 4+ 2k >3k 4+ 2> = g(k) > t(k). (A.82

Considerando as anélises das fungdes g(k) e t(k), para todo k > 0, complemen-
tado pela desigualdade em (A.82), para k > /3, conseguimos mostrar que existe um

tnico ponto Ky, tal que a igualdade (A.72) ocorre. Na Figura A.2, Ky, é o ponto
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10

. ' —
s = = glk)

0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0

Figura A.2: Curva das fungoes g(k) e t(k), para k > 0, no estudo da distancia dy .

de interseccéo entre as curvas g(k) e t(k). Através de métodos numéricos obtivemos
que Ky, = 1.598539.

Sabemos que a > 0 e A > 0, pois a = \”/:—15,—%2% e T > p. Para determinar qual
deve ser o valor de \y que resulte em Ky, = 1.598539 na equagao Ky = h(\y) a,
basta considerar os calculos apresentados em (A.(G1) e as conclusoes posteriores a
eles, utilizando Ky, no lugar de [ py,.

A prova para A < 0 e T < pu é equivalente a apresentada para o caso A > 0 e

T > p e, portanto, serd omitida.

¢

Prova da Proposigao 3.2.1:

Considere m(x) a distribui¢ao marginal ou preditiva de X, ou seja,

m(x) = /_00 /000 f(x186, %) f(0) fF(r*) dr* db. (A.83)

E sabido que a distribuicao a posteriori é propria se e somente se 0 < m(x) <

00. Dessa forma, vamos mostrar que no nosso contexto a distribui¢ao preditiva de
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X tem tal caracteristica. Assim, por (A.83),

o0 oo 1 R > Y C ) 0—p
= == =
mey = [ [ ( _W) e U¢( . )

—u 1
x & ()\ a “) — dr’df. (A.84)

g 7

Lembrando que 0 < ¢ (9_“) <t e0<® ()\ OTT“) < 1, temos que

g

9 oo 00 n+2 n T —
m(x) < / / (l> 1) (l 0) dr? df
oV2r J_xJo T i1 T

<

8

(A.85)

pois a integral expressa em A ¢ finita, uma vez que corresponde a distribuicao
preditiva de X quando se considera o modelo de regressao linear normal dado por
X1, X0 | 0, 72 ~ N,(0, 7°1,) e a distribuico a priori nao-informativa usual
h(0, 7*) o %, em que 0" =0 x {1,1,.., 1}, e I,, corresponde a matriz identidade

de ordem n.

Prova da Proposicao 3.2.2:

A funcao densidade de probabilidade conjunta a posteriori é dada por:

F0, 7% %) o f(x |0, %) f(0) f(+°)

1 \" 0?2 (0— 0 — 1
_ s S LAl A PN P i A0
V2mT? ¢ ¢ g ™
1 541 T (5-02  n(z—)? —)2 0 —
o (_) e~ 1272 - (2{;) _(92:7‘2) 6} </\ —M> : (A.86)
ag

2iz1 %
n

Mas, assumindo que T = , obtemos
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_n(i_l,)z  (0=p)? _%{niz - 2:2iﬂ+n02 4 02 —2 02u+u2}
e 272 202 = e 7
- 2
1 2| n 1] ni n nx "
— . z{" (% + I 2"[:f+;7]+[T +;7]}
- 2 = i\ 2
] 0 n 1 (:7-+:7H§) (%4.;’5.) -2 2
~2 2tz coprm ull IR | _1|nz  u
= e \/:?"‘:z 7252 e ? T2 o2
ng , K 2 AF i \2
_1 n + 1 0 — :2'+;2' L(L%+—0L7) 1 ni2 ﬁ
2 72 a2 n 1 27 m 1 -3 5+
= e w2 " g2 e 72 T a2 e T i
2 - 2
_ 1 0 — ni:c72+1172 1(%"““7) 1 [ii2 "2
21202 no24r? Tm L a|hrt -
= e noZtr? e 7z e (A.87)

2
v TR (xi—5)? to24p 2
) 12“4—1 i 12721 _ - 721 — 0 — 11:0024;;
fl0, 7 x) < | e no? 72 X
T

Observe que

2,}.2

nio’ +urt* o
2

fO]7% x) < ¢ (9; 2) O(NO; M\, 0?),  (A.89)

no?2+72 " no?+7T

que é o nicleo de uma fungao densidade de probabilidade de uma distribuigao
normal-assimétrica multivariada geral. Dessa forma, temos que a distribuicao con-
dicional completa a posteriori para o parametro de posicao é dada por 6 | 72, x ~
GSN (““Qﬂ-”? Y ,\;L,aﬂ),

no2472 ' nog?412?
Para obtermos a distribuicio condicional a posteriori de 72 dado 6, basta notar-

mos que,

1 TR0 a@-0)?

5+1
f(r210, x) « (— e a7 2T (A.90)
2

T

n

Considerando S? = , temos que

'_21+1 _ 1 ns? n(:‘:—ll)2
) — 3

f(7*10, x) « (:%) e R (A.91)
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que € o nicleo de uma funcao densidade de probabilidade de uma distribuicdo gama

n(z-0)?

. N & 2
invertida com parametros ’2—’ e ™" 4 5

2

¢

Prova da Proposicao 3.2.3:

Sabemos que a distribuigio marginal a posteriori do parametro de posicao é dada
por:

flO]x) = /000 8, 7% | x) dr*. (A.92)

Utilizando uma expressao equivalente a apresentada em (A.86) para a funcao de

densidade conjunta a posteriori de 6 e 72, temos que

oo g+l 2;—0)2 _
6] %) o</ <i2> o I 2¢( "‘)@(Ae “')(172

5 AT o
— - oo 11 [ns? | n-0)?
() [ (3) e

o o o \ 72
0—pu 0—p ny [nS?* n(xT —0)? w2

O(¢< o >(D</\ o >F(§)[2 + 2 x
/°° 1 [nS? +n(i‘—9)2 : 1 e _?1[[25_”_,,(5;3)2] 172
, T | 2 5 - e dre.

Note que o integrando presente na tltima expressao é a funcio densidade de pro-
n(z—0)?
2

[ME] q

X

fra . ¢ s o~ 2
babilidade de uma distribuigao gama com parametros Ze LS . Portanto,

a integral em 72 é igual a um. Logo,

019 o« o(*5E) s (G ] as

a

Para obtermos a esperanga e a variancia da distribuicio marginal a posteriori de

72, precisamos utilizar o resultado apresentado na Proposi¢ao 3.2.2 em que obtivemos
2 s
20, x ~GI (’2‘, B 4 "(1 nz-8) ) Assim,

S% +n(z —0)?
E[r*]6, x] = r :71_(7:2 ) , paran > 2, (A.94)

Var[r? |6, x| = 2n? [(i oy (n?—);l% , paran > 4. (A.95)
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Lembrando que

E[r*|x] = E[E[7*|0, x]|x] (A.96)

Var[r? | x] = E[Var[7?|0, x]|x]+Var[E[7*]0, x]|x], (A.97)

as expressoes apresentadas para E[72 | x| e Var[r? | x| na Proposicao 3.2.3 surgem

com simples manipulacoes algébricas de (A.96) e (A.97).

¢

Prova da Proposicao 3.2.4: Sera omitida, uma vez que é similar a demonstragao

Prova da Proposicao 3.2.5: Serd omitida, uma vez que é similar a demonstragao

da Proposicao 3.2.3.

A.2 Capitulo 4

Prova da Proposicao 4.2.1:

A distribuicao a posteriori para 3 serd dada por:

fBly) o f(y|B) f(B)

n

x ( : ) e~ m [P EOIXEB] g (3 11, 0) RNTWTH(B - )]

272
x ezt HB-BXIX(B-B)] H[\TWy=1( — )] x

x e~ 3lB-mTaTtB-m)] (A.98)

onde ks? = (y — XB)T(y — XB) é conhecido como soma dos quadrados residual,
k=n—peB=(XTX)"'XTy é a estimativa de minimos quadrados (ou de maxima
verossimilhanga) de 3.

Para desenvolvermos o termo

5 T - —
3 B-BTEX (- +(B-mTa ‘(ﬁ—u)}j (A.99)

faremos uso do seguinte lema apresentado em Paulino et al. (2003), cuja a demons-

tragéo encontra-se em Box & Tiao (1973).
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Lema A.2.1 Sendoz, a eb vetorespx1 e A e B matrizes px p simétricas definidas

positivas tais que A+ B é nao singular, tem-se
(z—a)T A(z—a)+(z—b)T B(z—b) = (z—c)" (A+B)(z—c)+(a—b)TC(a—b), (A.100)
onde c= (A+ B)'(Aa+Bb)e C = A(A+ B)'B=(A"'+ B 1)1

Vamos utilizar o Lema A.2.1 com z = 3, a = B, b=p, A= xsz e B=QL

T

Além disso, seguem algumas observacoes:

1) XTX é positiva-definida, pois assumimos que X tem posto completo.
2) XTx

72

também ¢ positiva definida pois, por propriedade, se r é uma constante es-
tritamente positiva e M é uma matriz positiva-definida entao r x M é positiva-
definida.

3) Q é positiva-definida, portanto  invertivel e Q! também é positiva-definida.
4) XTx

72

+ Q7! ¢ positiva-definida pois, por propriedade, se A e B sdo matrizes

positiva-definidas de mesma dimensao, entao A+ B também é positiva-definida.

XTX
T2

5) Pela observacao 4, + Q7! é invertivel e, portanto, nao-singular.

Entao, pelo Lema A 2.1,

B-B)" XX

(B=B)+(B—pw) QB —p)=

i & ~ 5
(-7 (T 407) (B-a+ (B-wOB -, (Al0)

72

onde
T =1 TX .
(=c= <X 2X +Q”l> (X — +Q_1u> , (A.102)
T T
-1
C=|?x™X)"+0| (A.103)

Sendo assim, considerando (A.101) em (A.98), obtemos que
FBly) o e HE-PTEXE-Bro-wreE-w) SATw (B — )]
o o HB-0T (XE40) (B0 +B-mCB-m)} SNTW (B — )]
1 xT = .
« o 3 B-0T (BE+a) (50} ST (B — )

« (¢ (5 o) ) ST (B — ), (A.104)
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que é o nucleo de uma distribuigao normal-assimétrica multivariada geral. Dessa

forma, conseguimos mostrar que a distribuicao a posterior: para 3 é

XTX ! :
GSNp, (C, < 2 -i—Q_l) , Xw™L, )\Tuflu, 1) ,

onde ¢ é como especificado em (A.102) e w é uma matriz diagonal formada pelos

desvios-padroes de ).
Para obtermos a média e varidncia a posteriori para o vetor de parametros re-
gressores (3, basta considerar os resultados apresentados em (2.10) e (2.12), assim

como saber que F, G e H sdao unidimensionais e que

_PI(FGH) _ ni(F6.H)

- = A.105
K Q) (F;G,H) & (F;G,H) ( )
e
O (F;G,H o (F;G,H) | F—
_W(FGH) 4 (F6.H) 91 (A.106)
®y (F;G,H) Oy (F3G.H) | H
¢
Prova da Proposicao 4.2.2:
Para demonstrarmos a parte (i), devemos considerar A = 0 em (4.10) para
mostrarmos que Bo = ( e lembrarmos que 7 é estritamente positivo, assim
dy = IIEA[B | Y] - BOH
XTX -
= 7 ( —= ¥ Q_l) (/\Tw_])T : (A.107)
2
-1
Para a parte (ii), precisamos notar que, quando A = 0em 4.11, 7o = (XTTQX + Q‘l) ,
assim
(l\/ = ||V(L’I‘)\[ﬁ | Y] = 7,:0” (AlOS)
XTX - F - XTX -
_ |l + 0! (ATM—I)T g 7 ATt [ 22 L ! n
T2 H i

Sabemos, por propriedade, que se a é um numero real e  é um vetor entao a
norma euclideana ||az|| é igual a |a|||z||. Como n, F, G e H sdo unidimensionais,

entao
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T

F= XTX - XTX =4
v b s o (3 )

Além disso,

F-G o(F5 G H) [F-G  &(F;, G H)
‘"{ z +"}’ - @(f,ém{ 7 +<I>(f;g,H)}‘
[ oCR) [r-g, 1 ()
() | e ()
_ 1 ¢ (%) F‘g+¢(f_“—”_g) (A.109)
i\ @l
Mas, por (A.25), sabemos que
g((z))y+i((z))2,>o Yy, (A.110)
entao
F-g 1 9(5E) [rog (%)
Sl e VA
1 ¢ [rog 1 05
e L e ()
= 7 {I,};gw;}. (A.111)

-1

. T T , .
Vale ressaltar que H = 1 + ATw™! (%z—x + Q*l) (ATw™!)" é um nimero es-
calar estritamente positivo, pois H é unidimensional e sabemos, pelas observacoes 3

~1
T -
XTX ~1) é

e 4 apresentadas na demonstracao da Proposicao 4.2.1, que B = ( =
Se uma matriz B de dimensao p x p é positiva-definida, entao para todo vetor = de

positiva-definida.

dimensao p x 1 temos que =7 B = > 0, exceto quando o vetor z for identicamente
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nulo. Em particular, esta propriedade vale quando z? = ATw™1, logo H é um

numero estritamente positivo.

Prova do Corolario 4.2.1:

o2y x4+ 72 o2 YL a4 7214+ M2) @ (y

oo 20} o

AQTQ <
a2 Z:':ln:?+7'2 1+A2) — L

1 B o272 A272 ¢(y)
Var,[B | Y] = {1 3 )
¢

Como 0 < \*72 < o? 3" 2?4+ 72(14 A?), entdo 0 <
Por (A.24) e (A.25), temos que

O<% {y+ %} < L (A.113)
Logo, 0 < Vary[f ] Y] < —Q—T—z—ﬂ
¢
Prova da Proposicao 4.3.1:
Considere m(y) a distribuicao marginal ou preditiva de Y, ou seja,
m)= [ [ [T 18 1) sy artas.

E sabido que a distribuigao a posteriori é prépria se e somente se 0 < m(y) <
oco. Dessa forma, vamos mostrar que no nosso contexto a distribuicao preditiva de

Y tem tal caracteristica. Assim, por (A.114),

Lo Ll (G

(SR

) o~ 72 (y=XB) (y-XB) 2¢,(B; 1, Q) x

x BATw (B — [,L)]——(l’l’ dp. (A.115)

Note que 0 < ¢, (B; w1, Q) < 7z e 0 < ®NTw (B —p)] < 1. Além disso,

1
(2m)P/21Q]
. : 1
como definimos 2 uma matriz positiva-definida, temos que Q2|2 > 0 e
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2 o) (o) oo 1 n+2 y—Xﬁ -
) S G L] <‘> "5"{ : ]‘“dﬁ
M -

>y

< 09, (A.116)

pois a integral expressa em A ¢ finita, uma vez que corresponde a distribuicao
preditiva de X quando se considera o modelo de regressao linear normal dado por
Yi,.. Y | B, 72 ~ N, (XB, 72I,) e a distribuigio a priori ndo-informativa usual

h(B, %) Tl—z, em que [,, corresponde a matriz identidade de ordem n.

Prova da Proposicao 4.3.2:

A funcao densidade de probabilidade a posteriori conjunta é dada por

fB.7y) < f(yl [3,71‘2) £(B) £(r%)

1 2 (k24 (B—B)TXTX (B
<2ﬂ72> o5z [ks?+(B-B) (B-8)] 6,(B; 1, Q) x

S50 L

1) 57+ (0 ‘
o (ﬁ> e~ B HE-BTXTXE-B)] §(\T,=1(8 — )] x
X e“%[(ﬁ—u)Tﬂ'l(ﬁ_“)]- (A117)
Observe que
2 1\ [ks*+(B8-B)TXTX (8-B)]
[P y.B) < () e 7 -
T

que € o nucleo de uma distribuicao GTI (%, kszﬂﬁ—ﬁ)szx(ﬁ_B)), onde  =n — p,
Ks* = (y — XB)"(y — Xf) é conhecido como soma dos quadrados residual, 3 —=
(XTX)~1XTy ¢ a estimativa de minimos quadrados (ou de maxima verossimilhanga)
de B.

Reescrevendo a funcao de densidade conjunta em A.117 através do resultado
A.101, temos que

1\ 2 _ifpior (xTx 0 ) (B— 5_
fB.y) o (ﬁ) o~ H{B-0T (X ra7) (-1 B-wcB-m}

x e 7 ONTw (B — p)]. (A.119)
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e, portanto, a distribuicao condicional completa a posteriori para 3 é

(B 1y, ) o e HEOTCF) 00} g\T1(5 ), (A120)

T2

1
que é o nicleo de uma distribuicao GSN,; (C, (XTX + Q_1> ,ATw ) ATy, 1) ,

com ¢ como especificado no enunciado da proposigao.

Prova da Proposigao 4.3.3:

Sabemos que a distribuicao marginal a posteriori do vetor de parametros regres-

sores é dada por:

1B1Y)= [ 58, 1) i (A.121)

Utilizando uma expressao equivalente a apresentada em (A.117) para a fungao

de densidade conjunta a posteriori de B e 72, temos que

o0 %—Fl ~ )
f(ﬁ | Y) o< / (i?) e*i'?[l(sﬂ—(ﬂﬁB)TXTX(ﬁ—ﬁ)] pr(,B; “’Q) x
0 T
x O w™(B — )] dr?
o< Gp(B; 1, Q) SNWTH(B - p)] x

I\ ki aop) XX (B
y / <_> o3z K2 HB-BTXTX(B-B)] 42
0

72

o< ¢p(B; 1, Q) PN W (B—p)] T (%) X

[Ks? L (B-BXTX(B - B)}
2 2

X

1\ 3+
(=)

x e 72K HB-BTXTX(B-B)] g2 (A.122)

(N1

y /‘°° 1 [1f82+(ﬁ—B)TXTX(ﬁ—[3)}
o T(2)] 2 2

Note que o integrando presente na ultima expressao é a fungdo densidade de

e .
probabilidade de uma distribuigao gama com parametros 7 e % + w
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Portanto, a integral em 72 ¢ igual a um. Logo,

ks> (B-B)TXTX(B-B)|

FB1Y) o« 6,08, 1@ oW (B - wT (L) [7 i :

e o resultado (i) fica demonstrado.

Para obtermos a esperanca e a variancia da distribuicdo marginal a posteriori de
72, precisamos utilizar o resultado apresentado na Proposigao 4.3.2, em que obtive-

mos 72 | B, Y ~ GI (’2—‘, sz + (ﬁ_B)TXZTX(ﬁ_B)) Assim,

’

2 ATy T -

, paran > 2, (A.123)

o [B=B)XTX(B- BT
(n—2)*(n—4)

Var[r? | B, Y] , paran > 4. (A.124)

Note que, apesar do abuso de notagéo, podemos escrever [ (3 — B)TX"X(8 — B) |2

pois a expressao contida nos colchetes é unidimensional.

Lembrando que

E[7*|Y] = E[E[7*|B, Y]|Y] (A.125)

Var[r> | Y] = E[Var[7*|B, Y]| Y]+ Var E[7*| 8, Y ]| Y ],(A.126)

as expressoes apresentadas para E[7? | x] e Var[r? | x| sdo obtidas através de

simples manipulacoes algébricas de (A.125) e (A.126).

A.3 Capitulo 5

Prova da Proposicao 5.3.1:

Vamos determinar a fungao de concentragao de §* ~ GSNy (a, b%, A\, A, o2)

nzo? + pr? e 1]2 . o272
no?+712 * no? + 72"

com respeito a 65 ~ GSNy; (a, b%, 0, 0, 0?), onde a =

Veja que o suporte de ambas as distribuicdes estdo em R e

N3

7
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vy _ £1O) @A ()]
PO =70 " [ ()| et

Segundo a teoria desenvolvida, nés calculamos a fun¢do de concentracdo para
qualquer z € [0,1] encontrando o valor de y tal que z = II§({0 € © : R*(6) < y}).

Dessa forma, para A > 0,

o[a (%)
()]
ool

Assim, seja d = § &~ {y d [J%’Qﬁ]} + p, entao

Yy

(A.128)

— [i = {y ® [M] } 2 %(/L - a)} . (A.129)

Portanto, o y para o qual z = ® [/\i ¢! {y o [ Ko} H + 3{u = a)] é dado
AL d=1(z)—(u—
r i 2 LA O a)}]. Entao

a—p
4 |:,\( Vo2 42262

pPo

en(z) = M"({0 €O :n(0) <y})
®[2{027(2) — (n—a)}]

@ |\ (7 )|

- I {eee:h*(e)< (A.130)

e, dessa forma,
e [2{0@7'(2) — (n—a)}]

® ()|
—00 < 0< b07Y2) ta. (A.131)

0 < h'(H) <
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Portanto, para A > 0,

(2) = /"q’_l(z”“ ¢(0; a, B*)2(NG; A, o
meEl = ) (\g; Mz, 02 + A202)

Através da Proposigao 2.2.1 conseguimos obter a funcao de distribuicdo acu-

) ap (A.132)

mulada de uma varidvel aleatéria com distribuicao normal-assimétrica multivariada

geral a partir do Lema 2.1.1. Assim,

1 b 1(z) +a a
A = q) ) 3 Q
o (2) P(Aa; Ap, 02 + \2b?) 2 [( \a ) ’ (A,u) '

onde @, corresponde a funcao de distribuigdo acumulada da distribuicio normal

. b? —\b? . .
bivariada e Q2 = ¢ a matriz de variancia. Note que a matriz  é

, (A.133)

=A% 0%+ NP
positiva-definida.

Fazendo uso de conhecidas propriedades da distribui¢ao normal bivariada conse-

guimos mostrar o item I da proposicao. A demonstragao do item II é analoga a do

item I e, portanto, serd omitida.

Prova da Proposicao 5.3.2:

Note que

h*(6) = ;OEZ : 3 g‘;q [A (t“)] . (A.134)

Para qualquer valor de z € [0, 1], nés calculamos a fungao de concentracdo en-
contrando o valor de y tal que z = II§({0 € © : h*(0) < y}). Dessa forma, para
A > 0. Assim,

0 < h'(0) < y =
0 < @@[A(g*“) <y =
X ag
o0 < 0 < Zo ) 4 (A.135)
A\ Gl T '

Assim, seja d = § &~ {c y} + p1. Dessa forma,
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;{0 € ©: h*(0) < y})
= I;({#€0: —c0<f<d})
- { J}“ld)(ﬂ M) lnS +n(‘v 6)

oo 50 o 2 2

df. (A.136)

Portanto, fixado z, preciso conhecer qual é o y para o qual a igualdade anterior

ocorre. Chamemos este y de y, entao

0 < h*(h)

<
C
-5 < § = %q)_l{—'\y:}-l—u. (A.137)

-1 C—gy; i B _ 2 = /215
on(z) /A {& v} CL' P (9 ,u,> ® (/\ 0 ,LL) [nS N n(z — 0) &0,
—00 A

g o 2 2
(A.138)
A demonstracao do item II é andloga a do item [ e, portanto, serd omitida.

¢

Prova da Proposigao 5.3.3: Sera omitida, uma vez que é similar a demonstragao
da Proposicao 5.3.2.
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B.2 SituacaoIl: 2 >0e A > 0.
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