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Resumo

Neste trabalho, desenvolvemos uma análise de sensibilidade global pala medir

a robustez de estima.dotes bayesianos, com respeito a uma. classe de distribuições a

práoh gelada. à partia cle modos de contaminação multiplicativo de uma distribuição

a püoh base, com estiutuia similar ao considerado por vaia (l(-i l.it}(lc (2i)oT). A estca

classe denominamos classe de contaminação multiplicativa (I'À4) e mostra.mos que,

pala paiticulales especificações, esta contém famílias de distribuições assimétricas

conhecidas na. literatura. Aqui, exploramos a classe de cor)taminaçã.o multiplicativa

normal-assimétrica. em vários contextos, a saber: como distribuição a 7)rãoh clo parâ-

metro de posição de un] modelo normal, com variância conhecida e desconhecida, e

como distribuição a práoh do parâmetro i'egressoi de um modelo linear normal, colei

a. va.riância. dos eixos conhecida e desconhecida. Resultados de conjuga.çã.o e expres

sões pala. medidas de distância. entre as médias (variâncias) a posíehorà fot-ilecidas

poi I'À./ e a. média. (variância) a posíehoh resultante da distribuiçã.o a phoh base
sã.o apresentados- Através de um estudo de simulação, analisamos o comportamento

das médias e das valia.ncias a posÉehom: quando o illo(leio normal com variância

desconhecida é corlsiderado. Para o mode]o (]e regressa.o; analisamos um conjunto

de claclos iea.is, fa.zendo uso da. teoria desenvolvida. Por fim, mudamos o enfoque

da a.nálise (le sensibilidade bayesiana, ao estudar a. inHtlência. da. classe de coiitarni-

nação a. phorà normal-assimétrica sobre a. distribuição a posíehom. com um todo,

compa-tailclo espaços de probabilida.cle a 7)osíehoü via função de concentração

Palavras-chave: robustez bayesiana, sensibilidade global, classe cle contaminação
rlict lil\llipÀnq n.:çimát lipnq
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A.bstract

li} tais work, xx,e developed a global sensitivity analysis to measure the robustness

of Bayesian estimators with respect to a class of piioi distributions. This clcass

alise from multiplicativo modes of contamination of a base prior distribution, with

similar stiucture to piesented by xüli doi- Liilrlo (2007). Tais class of prior is called

mu[tip[icative conta.mination c]ass (]'À./) and foi some particu]ar specifications, it

contains families of skew distiibutions known in the litelature. fere, we explored

the skew-normal multiplicative contamination class on seveial contexts, namely as

a. prior distiibution of the location paiameter of a normal modem for known and
unknou,n vaiiance, and as a piioi distiibution of the regiessoi parametei tmder the

linear normal modal, with known and unl<nown enors variante. Results of a Bayesian

conjugation and expiessions foi some measures of distance between posterior means

alise fiom I'W and the posterior mean associated to the base prior distribution

are obtained. Thlough a simulation study we analyzed the behavior the posterior

mean and the posteiioi' vatiance, when the normal model with unknown variance is

consideied. For the iegiession model, we analyzecl a leal data set to illustrate the

theoiy piesented. Finally, we changed the focas of a. Bayesian sensitivity analysis

to study the posterior distiibution uiider the skew normal contamination class as a

whole, compaiing posterior probability spaces thiough concentiation function

Keywoids: Bayesian robustness, global sensitivity, contamination class, skew dis

tl'ibutions.
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Capítulo l

Introducão

O termo robustez estatística tem sido amplamente difundido na libera.Lura; enfie

tanto é importante diferenciar as suas valias abordagens. A abordagem mais comum

tem interesse em estudam o quanto os estimadores são afetados pela presença de uin

subconjunto de valores discrepantes na amostra- Se os estimadores sã.o pouco seio

síveis (segundo algum ciitéiio estatístico), dizei-nos que o estimados é robusto. Esta

abordagem pode ser a.plicada ta.nto no contexto bayesiano quanto no clássico.

Uma segunda abordagem, que será objeto de nosso estudo, está ielacionacla a

uma possível rná especificação do modelo piobabilístico. Em inferência bayesiana

paramétiica usualmerlte dois modelos probal)ijísticos são coiisicleiadosl o piirneiro

associado à função de velossimilllança e o segundo à distribuição a phoh. A escolha

desses modelos é feita. de forma conveniente de modo a atender celtas pié suposições

do investigador. Fala se de inferência.robusta quando as estatísticas cle interesse são

pouco afetaclas por essas escolhas. Uma ma.negra de veiificai a. robustez ba},esgana

é especificar uma classe de distribuições de ploba.bilidade I' (]ue contenha o modelo

probabilístico que estarmos assumindo colllo de i'eferência (base), /o(0), e verificar as

altei'ações nas infei'ências a posZeráoh a.o alterei'silos a suposição cle /o(0) para. celta.l-

quer ./(0) C I'. Esse estudo é também denominado aná.liso de sensibilidade e ])ode

sei realizado tanto para especificações a. phoh 1/(0)1, quanto pata. veiossiinilhança

1/(z l 0)j e ftmção de perda. /..(0, a)

13etgc'l: lllstt?\ k [ittggcti(2(J00) fazem uma. breve revisã.o do desenvo]vimento

de estudos na. área de robustez bayesiana, indica1ldo inclusive a.leigos que discutem

aspectos filosóficos e históricos nesta área. Além disso, eles apresentam três possíveis

abordagens em se tratando de robustez bayesiana, são elas:

l
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e abordagem informal: são considei'idas algumas poucas distribuições a phod e

suas coiiespondentes inferências (pol exemplo, a. inéclia a postehoh) sã.o com-

paradas. Procedimento considerado simples e útil, tem como desvantagem o

número limitado de distribuições a phoó, que podem não incluir distribui-

ções a prior compatíveis com a distiibuiçã.o a phoM bme: mm que produzem

inferências a postehoh muito diferentes.

e robustez global: considera-se a classe I' de todas as distribuições a phoh

compatíveis com a. distribuição a phoü base, e medidas a postehoh são obtidas

segundo a. classe I'. Em sua aná.lise, compara-se o ínfimo e o supremo das

quantidades de interesse a postehoh.

Para um melhor entendimento dessas quantidades; considere, pol exemplo,

a função de veiossimilhança e a classe de distribuições a phoh denotadas,

respectivamente, pot ./(z 1 0) e 1' = {/.(0), { = 0,1,...,n}. Note que a

distiibuiçã.o a püoh base /o(0) também pertence à classe I'. Ao associarmos

a ftmção de veiossimilhança. à. classe de clistiibuições a püoh I', obtemos a

classe de distribuições rz posíehoh 1" = {./;(0 l z), í = 0,1,...,n} e, poi
conseguinte: um conjunto de medidas a postehoh (por exemplo, a. média a

postehorá) dadas pol Ã'f - {JWi(=), í = 0, 1, ...,n}, seu supremo e seu ínfimo.

Suponha que J\&(z) = -E{(0 l z) para á - 0, ...,n e tenhamos obtido o giá.fico

da Figura.].l

Ao analisarmos o gráfico da Figura 1. 1, notamos que, para. valores cle = próxi-

mos a zelo, o supremo e o ínfimo dm espera-nças a postehom estão em tomo

da Eo(Olz), evidenciando a robustez da. esperança. a postehoh com ielaçã.o a

c[asse de distribuições a phoh ]'. No entanto, o mesmo não acoite para va-

lores de z > 3, onde observa-se que as culvãs contendo o supremo e o ínfimo

das {-Ei(a l z), { = 0, ...,n} separam se rapidamente.

Em O {]itgitii (]lJ94), é api'esentada unia análise similar que convidei'a uma

amostra aleatória com distribuição N(0, 1), distribuição a phoh base normal

pa-deão e a classe de distribuições a püoh c-contaminada-

e i'obustez local: analisa.-se o quanto mudanças infinitesimais na distribuição a

phoh influenciam na inferência a postehoü, através de técnicas de análise

diferencial, tais como derivadas de Fréchet ou de Gâteaux. Em situações mais
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Max
Eo(Olx)

0 2 4 6

X

8 10

Figura. 1.1: Limites da média a posíehoh

complica.das, medidas de robustez local sã.o mais fá.cais de calculei do que

medidas globais, imãs sua. interpretação (e calibração) nem sempre é clama.

N,labores detalhes sobre as diferentes abordagens em robustez bayesiana podem

sei enconti'a.dos em O:ll«gllll (11)!) 1) e lilstta & Rtigg('ii(200í))

(yFlligitit (11)!)1) apresenta lula boa introdução a análise de sensibilidade baye-

siana com despeito a variação da distribuição a phoM, ilustrando esse tipo de aná.lise

através clo uso da. família (-contaminada no contexto de robustez global. De maneira

geral, podemos enteiicler a família c-contaminada como um processo aditivo de con

taminação da distribuição a phoh base, em que I' = {(1 c)/o(0)+q(a) : q(0) c g},

onde q(0) conesponde a. função densidade de probabilidade em alguma classe Ç que

contém distribuições a phor{. Neste contexto, € coiiesponde a uma. constante que

controla o nível de contaminação cla distribuição a phoh base pela classe de distri-

buições Ç

v?iii (lor Liit(ip(20o7) propõe uma. estrutura simples para unificar modos de conta

minação multiplicativo que implique em mudanças tanto na veiossimilhança quanto
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na distribuição a phoh. Baseada nesta construção, a. autora investigou quais aspec-

tos da matriz de informação de Fisher - comumente interpretados como medida de

influência local - são influenciados por diversos tipos de perturl)ação.

Outras especificações para classes de contaminação da distribuição a póoh são

também discutidas em Berget (1990, 1993).

Quanto a especificações de distribuições a pMoh, i\]tik]lopad]il'a}, & \ri(]alíovic

(1995) conduzem uma análise bayesiana robusta para exploram a eficiência da regia

linear de Bayes com relação a regra exata de Bayes, nos casos em que a. distribuição a

püoh considerada é assimétrica. Esses autores evidenciam a robustez do estimados

linear de Bares em relação a muda.nça de simetria da distribuição a phoh, sob pel'da

quadrático-

Segundo .4zzalini & Capitllnio (200=3), um possível processo para cassimetlizai

uma. distribuição simétrica em torno de zelo, com função densidade de piobal)ilidade

/('), contínua e d-dimensionar, consiste em considerar /z(z) = 2 /(z) Q(14'(z)),

onde, pala todo z, Q é uma função de distiibuiçã.o escalar nã.o-negativa tal que

Q(--z) = 1 Q(z) e W( ) é tuna função ímpar, de Rd em IR. Nestas corJdições, Zé
uma variável aleatória distribuída assimetricamente

Distribuições assimetrizadas segundo a proposta antelioi tendem a preservar al

gomas proprieda.des da distribuição simétrica ./. Dessa. forma, conseguimos obter

uma classe de famílias de distribuições paramétiicas mais flexíveis: capazes de mo-

delar cle maneira. mais adequada dados oriundos cle fenómenos leais.

Para obtermos a função de densidade de uma distribuição noiiiial assimétrica,

por exemplo, basta considerar I'r(z) = Àz: ./ = @ e Q = {', onde é(.) e '}(.) são as

funções de densidade de probabilidade (f.d.p.) e de distribuição acumulada (f.d.a.)

de uma distribuiçã.o normal padrão, respectivamente. Assim, a função densidade

de probabilidade de uma distribuição normal assimetiizada é dada poi ./z(z) =

2 ó(,) '}(.X;).

Observe que, quando consideramos À = 0, obtemos a distribuiçã.o normal como

caso pa-iticular. À/labores detalhes sobre a. distribuição normal assimétrica univaiíacla

podem sel vistos em Azzt\liiii(1985) e Ro(liígttcz (2003).

Diferentes generalizações multivariadas para a. distribuição norma.l-assimétiíca

têm sido pi'opostas poi vái'ios autor'es, por exemplo, Azz?t]iiii &- D?l]]?\-\.:it]]p (]91J(i),

Sa.lltt. Dplt' & Biaiic:o (2003), Guita: Goiizález-Fiiiítis & Doiiiíi)gttez-l\loliiia (20ozl).
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Neste trabalho, as generalizações consideradas são as distribuições normal-assimétrica

fechada e normal-assimétl'ica multivariada geral, propostas, respectivamente, poi

Domíngttez-Níolina: Gane:qlez-Ft\tias & Gli])tí\ (200:3) e Gllpta: Goíizálc.z-Fa.lias &

Donlínguez-Àlolit )a(2004).

1.1 Objetivos e organização da tese

Um dos principais objetivos deste trabalho é corlsiderai uma. classe cle distri-

buições a phoh, gelada à partir de modos de contaminação multiplicativo de uma

distiibuíção a phoh base, com estrutura similar ao considerado poi v;iii d('r Lida(

(2007), para efetua.r uma. análise de robustez global. A esta classe denominarelllos

classe de contaminação multiplicativa. Pata paiticula.ies especificações, mostramos

que a classe conta.ITiinação multiplicativa coincide com classes cle distribuições assi-

métricas conhecidas na literatura. Os resultados deste trabalho estão divididos em

seis capítulos.

No segundo capítulo, apresentamos as distribuições noiiTial-cnssimétrica fechada. e

normal-assimétrica multivariada geral, ])ossíveis cara.cterizações e iesultaclos. IK/los

éramos que, sob certas condições, as distribuições noinial-assimétrica. fechada. e

normal-assimétrica nlultivariada gera.l são equiva.lentes.

No Capítulo 3: definimos a classe cle contaiilillação multiplicar,iva. a phorá (I'À,/),

associamos distribuições assimétricas a ela e detalhainos a metodologia cle iobus

tez bayesiana global. Realizamos um estudo de sensibiliza(le global da. média e cla

varia.ncia da. distribuição a posÉehorá de uma distribuiçã.o iV(0, 1-2), quando a. cais

tiibuição a phoh do parâmetro de posição conesponde a classe de contaminação

multiplicativa normal-assimétrica. Quando I'-2 é coilsicleiado conhecido; obtivemos

resultados de conjugação bayesiana. Ainda neste caso, dela.Ihamos quais as con-

dições necessárias para que a robustez com despeito a escolha. de distribuições rz
7)üoh em I'À./ efetivamente ocorra. Para r2 desconhecido, obtivemos as distribuições

condicionais completas a posíehoh, a função de deilsidacle marginal a posÍehoh do

pala-metro de posição e mostramos que tanto a. média., quanto a. variância a postehoh

maigina[ de l-2 são obtidos como função (]os l-nomentos da distribuição a posíehoh

de 0. Nesta situação, promovemos um estudo de simulação, via. metodologia. de

Gauss-Hermite, pala análises de robustez global
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No quarto capítulo, genes-alizamos os resultados apresentados no Capítulo 3 ao

discutir questões de sensibilidade bayesiana. em modelos de regressão linear nor-
mal, ora supondo a variância dos eixos conhecida, oia supondo desconhecida. Em

ambas as situações, consideramos para a distribuição a phoh clo parâmetro regies-

sor a classe de contaminaçã.o multiplicativa paiametrizada. segundo a distribuição

normal-assimétrica. Resultados de conjugação sã.o ol)tidos e exemplos específicos
são estudados à luz da teoi-ia desenvolvida.

De manciia geral, nos Ca.pítulos 3 e 4 analisamos a influência da classe de dis-

tribuição multiplicativa. a phoh sobre estatísticas pontuais a posfehoh, mais espe-

cificamente, a. média e a variância a posteüoh.

No Ca.pítulo 5, muda.mos o enfoque cla. aná.lide cle sensibilidade bayesiana. Nosso

objetivo apoia. é mais global, estuda.mos a. influência da classe de contaminação

i-nultiplicativa. a phoh sobre a. clistiibuição a posÍehoh com um todo, comparando

espaços de probabilidade a posíehoh via. função cle concentraçã.o. Apresenta.mos

uma. versão mais adequada. aos nossos propósitos pa.ia. a definiçã.o de função de

concentração, o que nos pennite obter uma expressa.o fechada para a. função de

concentração a posterior cle modelos norma.is, quando a distribuição a püoü do

pa.râmetio de posição pel-vence à. classe de contaminação multiplica.uva a phorí,

paiameti'izada segundo a. distribuição normal-assimétrica.

Finalmente, no sexto capítulo apresentamos conclusões dos resultados obtidos

neste trabalho e perspectivas futuras de ttal)alho.

No Apêndice .\ constam as demonstrações de diversos resultados e proposições

presentes nos Capítulos 3, 4 e 5. No Apêndice B apresentamos algtms gráficos das

simulações discutidas no Capítulo i3.



Capítulo 2

Distribuicões assimétricas

Diferentes tipos de distribuições normais-assimétricas multivaríadas têm sido
propostas na literatura, cada uma dela com ca.iactelísticas bastante particulares.

Poi exemplo, Azzalini(lçJ85) a.pi'esenta uma extensão multivariada da distribuição

normal-assimétrica, cuja as distribuições marginais não são norma.is-assimétricas.

Já em 11)96, Azzalini e Dália-Valle apresentam uma outra versão multivariada cla

distribuição normal-assimétrica, construída a paitii do pressuposto que a distribui-

ção marginal do vetar de variáveis aleatórias é normal-assimétrica univariacla. Neste

mesmo artigo, apresentam uma. construção via condicionamento.

Ouvias diversas extensões e formulações pala a distribuição normal assimétrica

multivaliada têm sido propostas na. literatura., como, por exemplo, em .Xzzftlilii

& C:ill)it?tino (]999), ..\iellllllo-\.'iillc ef }t1. (2002) e S;iltti pí it1. (20o:3). .Xioll;ttin

\,'itllc & (;('tltoi) (2005) apresentaram a. família. cle distribuições ilornaal-assimétrica

fundamental que generaliza- todas as definições existentes de distribuições ilolmais

assimétricas

Discussões sobre possíveis equivalêncicas entre as diferentes propostas pala a. dis

tlibuição normal assimétrica multivariacla, propriedades interessantes e limitações de

cada abordagem são apresentados em .4i('lliii io-\,'ítllP .q- :.\zzi\liíli(2ot)(i). Ainda neste

artigo, os autores apresentam uma nova. geileialização: a família elíptica-assimétrica.

Nas seções subseqiientes, seixo apresentadas versões da distribuição norma.l

assimétrica. multivaiiada de relativa complexidade. De fato, esta caia.cterística. se

reverte enl propriedades como fechamento sob conjugaçã.o, marginalização e trens

formações lineares (posto completo). Além disso, muitas clãs disttibttições normais

assimétricas apresentadas na literatura. podem sei vistas como casos palticulaies

dm distribuições que serão apiesentaclas. Sã.o elas: distribuição normal-assimétrica.

7
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fechada. e distribuição normal-assimétrica. multivaiiada geral .

Doiilíiigttez--''bolina : Gonziilez-Fai'ítls & GtiJ)ta (2003) aplesentaiam a distribuição

normal-assimétrica fechada e mostraram que além de possuir as qualidades já citadas

anteriormente, também a. distribuição conjunta de variáveis aleatórias independentes

nesta família ainda pertence a família normal-assiméti ica fechada.

Parte da teoria a sei desenvolvida nos capítulos subseqüentes utilizará proprieda-

des da. distribuição normal-assimétrica multivaiiada. geral, apresentada. em G ttpt a:

Goi)zêllez F't\lias & Doiiiíiigttt:z -\loliila (2004). À/losti amos também que esta distri-

buição relaciona-se com a família normal-assimétrica fechada através de uma simples

transformação. Dessa forma, propriedades da distribuiçã.o normal-assimétrica. mul-

tivariada geral podem facilmente sel vinculados às propriedades já. demonstradas

da família normal-assimétrica fechada. Tais características nos permitirão obter,

em algumas situações particulares, resultados analíticos pala o estudo de robustez

bayesiana.

Neste capítulo vamos definia-, calacteiizar e apiesental algumas piopiiedades das

clisttibuições normal-assimétrica fechada e normal-assimétrica multivariada geral que

sela.o t\Leis em estudos de robustez qua.ndo se considera particulares especificações

da classe de contamina.ção multiplicativa a püoü.

Durante todo este capítulo; adotaremos os símbolos Óq(. ; 77, q') e 'Pq(- ; 77, Q) para

fazei referência, respectivamente, às ftmções de densidade e de distribuição acumu-

lada de uma. distiibuiçã.o normal q-variada: com pala.menos de posição ?7 e matriz
de covaiiâ.ncía Q

2.1 Família normal-assimétrica fechada

2.1.1 Definicão e caracterizacões

Definição 2.1.1 Um ueíor a/eaíóm.o Y p-dãmzensÍozzaJ tem dàstübttãção rl.orvrla/-

assimétrica fechada quando Q sua função de densidcLde é dcudct por:

/p,ç(y; p: E, D, p, A) = , y c RZ',

onde p ? /, q ? ], p C RP, u C IRÇ E e Aç*ç são matizes poszÉ uas de$nÍdas e

Dqxp e tLrl\a Tn,atv-iz arbitrar-ia. CoTTto nota.ção, QdotQTTLossí '' (' SNp,qt») }J ) D , y , êsl)

(2.1)
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A demonstração de que /p,q(-) é ulrlâ. genuína função densidade de probabilidade

pode ser encontrada em Doíllíligtt( z Xlolitit\ et al. (2(J03).

A distribuição normal-assimétrica fechada é um caso particular de distribuições

assimétricas obtidas segundo processos de seleção baseados em distribuições condi-

cionais. Arellano-\'alce: Biêl)lco & (;ciitoil (200(i) definem esta metodologia através

de distribuições de seleção multivariada, discutem algumas das suas principais pio-

prieda.des e mostram que muitas das distribuições assimétricas multivaliadas pro-

postas r)â literatuica podem sei descritas como casos particulares de distribuições de
cnlppãn

Segtmdo (:ol)zálpz-l'lli-í?ts. Doiltíilgttcz \lolina & Glipta. (2004b), as pi'incipais di-

ferenças enfie a. distiibuiçã.o norma.l assimétrica fechada e as outras generalizações

da distribuição normal-assimétrica. tmivariada dizem respeito a presença dos parâ-
metros extras p e A, que permitem, respectivamente, obter propriedades fechadas

pata densidades condicionais e densidades marginais. A inclusão de @q(.), para

q 2 1, nos permite obter propiieclades pala somas e pala a distribuição conjunta de

variáveis aleatórias independentes com distribuição normal-assimétrica geral.

l\-eisett (2(J10) apresenta. a.lgtms exemplos que nos permitem entender melhor a

influência dos pala.menos p, E, Z); u e Z\ sobre a função de densidade da distribui-

ção normal-assimétrica. fechada. Considere então a distribuição normal-assimétrica

fechada univariada. (7) = q = 1) e vejamos o que ocone com o gráfico da função de

densidade a nleclida. em que alterrn.rijos os valores dos parâmetros desta distribuição.

Segundo o autor,

e Quanto maior' a vat'iâ.ncia E na. função de densidade da distribuição normal,

maior a assimetria. co1lsicleiada l a distribuição normal-assimétrica fechada,

como pode sei visto no primeiro gráfico da Figura 2.1

e Como exemplificado pelo segtmclo gi'áfico da Figura 2.1, quanto menor a va-

riância Z\ presente na. função de clistiibuição acumulada da distribuição rloimal,

maior sela. a assimetria. no modelo normal-assimétrico fechado.

e Na Figui'a 2-2, mosto'amos cine a.o associam' gt'andes valores para o parâmetro
E, com baixos va.lotes pata. o parâmetro zX, induzimos uma maior assimetria
ao modelo normal Fwsimétrico fechado.
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B.-- CS/Vi.l(4. 0.5. 1. 3. 1)
B.- CS/Vi.l(4. 6. 1. 3. 1)
B . CS/VI.i(4. 9. 1. 3. 1)

B-- CS/Vi.i(4. 1. 1. 3. 0.05)
H.- CSNt.l(4. 1. 1. 3. 0.5)
B . CS/Vi.t(4. 1. 1. 3. 5)
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Figura 2.1: Funções de densidade da distribuição normal-assimétrica fechada com

p = 4, u = 3 e -D = 1. Gráfico 1: E = 0.5, 6 e 9 e A = 1. Gtá.fico 2: E = 1 e A :::

0.05, 0.5 e 5.

n-- CSNt.l(4. 9. t. 3. 0 05)
n.. - CSN!.lt4. 6. 1. 3. 0.5)
n - - CSN).l{4. 0.5. 1. 3. S)

:

22 0 6

Figura 2.2: Funções de densidade da distribuição normal-assimétrica fechada. com

p = 4, u = 3, D = 1 e diferentes valores para E e zX.
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+ Como pode ser visto na Figura. 2.3, para. um valor cle E grande e de A pequeno,

a assimetria da distribuição normal-assimétrica fechada torna-se nula, se p -->

oo. O parâmetro p influencia tanto a assimetria, quanto a escala e a posição

da função de densidade da distribuição normal-assimétrica fecha.da.

e O pai'âmetro p atum como pai'âmetl'o de posição no modelo noi'mal-assimétrico

fechado, quando consideramos os pa-râmetros E, D, p e Z\ fixos. Na Figura. 2.4

exempliflcamos esta situação.

. Já o parâmetro Z) também agua na assimetria do modelo. Qua.ndo D = 0

obtemos o modelo normal com parâmetros de posição p e de escala E. Veja a

Figura 2.5.

Figura 2.3: Funções de densidade da distribuição normal-assimétrica fechada com

p = 1, E = 9, Z) = 1, .â = 0.05 e diferentes valores pala. I'
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Figura 2.4: Funções de densidade da distribuição normal-assimétrica fechada com

E = 9, D = 1, p = 1, Z\ = 0.05 e diferentes valores pa.ra p

0 D -- 0=-3
D- 0:
= D=0
a- - D:
B .. D=30

0
'0

a)0

Â

/

r/ . }
/ ,

/ ,

4

/
'\ 'b

Figura. 2.5: Funções de densidade da distribuição normal-assimétrica. fechada com

p = 5, E = 9, p = 1: zX = 0.05 e diferentes valores pala. Z)
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A função de distribuição acumulada associada. à funçã.o densidade de probabili

dade apresentada em (2.1) é dada. no lema a seguir.

Lema 2.1.1 d /unção de dísfhót&íção acumulada de Y N aSNo,ç(p, E, D, p, zX) é

dada por

'.'«;",',",«,»'-'.«.ll:l;l=1,1 »; ,11
(2.2)

.nde C': u, A + OEO')

Apresentamos a seguir duas maneiras diferentes de se obter a distribuição notmal-

assimétiica fechada. A piirneira delas, obtida via condicionamento de um vedor

aleatório com distribuição normal (7) + q)-variado, é apresentada no Leda 2.1.2

p C RP, p C ]RÇ ]) é uma rrzafhz aróáíráda e EPXP e Aqxq são mairàzes pos favas

de$nidas, então

Lema 2.1.2 Se X = P+q = orl,de
E EZ)a"

DE .ã+ DEDO

}'' :!: X- l X2 2 0 -- CSNp,.(P, E, 0: u, A) (2.3)

N/labores detalhes sobre esta construção podem ser encontrados eill Clotiz?ll(-z

Farias ct. ê\1. (2o0+/))

No Lema 2.1.;3 apresentamos uma outra fot'ma. de coilstiuir a distiibuíção normal

assimétrica fecha.da. Proposta. por [)c)iiiíitgti(:z X]o]ittii o] i]1. (2ooT), consiste en]

optei uma variável aleatória y como uma combinação linear de varia.vens a.lea.tórias

independentes. Tal construção se mostra útil na simulação cla variável y e ficou

conhecida na liteia.Lura como tepieseiltação estocástica

Lema 2.1.3 (.;onsãdere Xli e X2 uaháueás aleatórias indepen.dentes íaãs qwe Xli

NP(O,, /.) e X, -- z,rfv.(u, o,, A + OEO''), .«lão

Y :! p + (E :+0'z\ '0) :/' X-+ED'(Z\+0E0')'' X, - C'SNp:.(p,E, 0,u,A)

on,de o sím,bolo LTNqÇO.H,ql) representa, umn distribuição (l-uariuda gerada pós

truncamento à esquerda de anta disLhbuição nomtat q uaü.ada com parâmetros de

posição vl e mata'iz de couahâvtcãa Q, por um uetor 0, também q-variado

(2 4)
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2.1.2 Função geradora de momentos

Nesta seção, apresentamos a função geradora de momentos da distribuiçã.o normal

assimétrica fechada, o que nos possibilitará obter medidas como a média e a variância.

desta distribuiçã.o.

Proposição 2.1.1 S' Y - C'SNP,.(p, E, O, u, A) ntã. « /unç:ão g««do« d' "~.'

vrteTitos de Y é dada por.

Mv(t) - 'Pçdlliilt; u, z\ + o> o''l e''« + 4 ''x', t c ]RP.
(2.5)

Na próxima. seção aplesentatemos a distribtlição normal-assimétrica. multivariada

geral, que: como veremos, pode sei obtida como uma simples tra.nsfolmaçã.o do
rnoclelo normal assimétrico fechado. Como vamos obter a média e a varia.ncia. do

modelo normal-assimétrico multivaiiado geral, estaremos obtendo, implicitamente,

a média e a. valia.ncia da distribuição normal-assimétrica fechada, por conta. disso,

omitiremos a apresentação destes resultados nesta. seção

Demais piopiieda.des da. distribuição normal-assirnétiica fecl)ada tais como fe

chamento poi tiansfoirllações lineares. condicionamellto e maiginalizaçã.o, assim

como demonstrações, podem-n sei encontrados em Cloilzlllcz F'i\lias ct -1. (:200 1a,,/'),

D, Í g.-«-XJ,li:,«..l «1(20t)T)

2.2 Família normal-assimétrica multivariada ge-

ral

Definição 2.2.1 Um. vetar aZeaíóho Y p-dÍmensíorzaZ tem d sZhZ)26ãção norma/
assim.étrica mbltiuuüu.da. ge'ral quando a. s\LO. junção de densidade é dn.da pol.

/p:,(y; P, E, D: u: Z\ )
Ó,(y; P, E) 'bç(Dy; p, A)

'>q(DP; p, zS + DEDO)
y c RZ'. (2.6)

onde p ? ], q 2 ], p C RP, p C IRÇ E e z\ç*ç são matizes pos t uas de$nídas e

Dqxp e hH\a. 'n\atv\z urbitrárict. Co'rno noto,ção, adotavn,os Y '-' (;SNp:qÇ»}'E'l D, v, &)
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Como já. comentado anteriormente, esta distribuição foi proposta por Gupta

Golizálpz-F?llí&\s & Dota)íltgtiez-l\.bolina (2(J(J4) e possui como casos paiticularcs as

versões univaiiada e multivariada da distribuição normal assimétrica apresentadas

em Azzê\liili(1985) e .4zzalilii & Capitania (1999), respectivamente.

Vejamos qual o comportamento da função de densidade da distribuição normal-

assimétlica. multivaiiada geral às mudanças de valores nos diferentes parâmetros

desta distribuiçã.o. Note que

' Quanto ma.ior a. variância E na função de densidade da distribuição normal,

maior sela a assimetria e a varia.nela da distribuição normal-assimétrica mul-

tiva.nada. geral, como pode ser visto no primeiro gráfico da Figura 2.6.

e Como exemplificado pelo segundo gráfico da Figura 2.6, vemos que a. variân-

cia Z\ presente na. função de distribuição acumulada da distribuição normal

tambéna influencia na assimetria do modelo normal assimétrico multivariado

gera.l

B..-- GS/Vt.t(4. 0.5. 1. 3. 1)
o.- GS/VI.l(4. 6. 1. 3. 1)
B - GSNi..(4. 9. 1. 3. 1)

B.-- GS/Vt.t(4. 1. 1. 3. 0.05)
D.- GSNt.t(4. 1. 1. 3. 0.5)
B . G S/Vt.i(4. 1. 1. 3. 5)

q) -'

c=
00

a) -'
'()(D

C0

0 2 4 6 8 10

Figura 2.6: Funções de densidade da distribuição normal-assimétrica multivariada

geral com p = 4, u = 3 e Z) = 1. Giá.fico 1: E = 0.5, 6 e 9 e A = 1. Gráfico 2: E =

l e Z\ = 0.05. 0.5 e 5.
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© l n.-- GSNI.l(4. 9. 1. 3. 0.0S)
-. l n- - GS/VI.t(4. 6. 1. 3. 0.5)

n . . G S/V3.s(4. 0.S. 1. 3. S)

0
1'''

a)0

0

Figura 2.7: Funções de densidade da distribuição normal-assimétrica multivariada

geral com p = 4, p = 3, Z) = 1 e diferentes valores pala E e A

Figura 2.8: Funções de densidade da distribuiçã.o normal-assimétrica. multiva.Fiada

geral com p = 1, E = 9, Z) = 1, A = 0.05 e diferentes valores para p
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e Na Figura 2.7; mosto'amos que, assim como nca distribuição normal-assimétrica

fechada., ao associar grandes valor-es para o parâmetro E, com baixo vala-

ies para o paiâmetio A, induzimos uma maior assimetria ao modelo noimal-

assimétrico multivaiiado gel;al.

e Cromo pode ser visto na Figui'a 2.8, o comportamento do parâmetro u no mo-

delo lioimal-assimétrico multivaiiado geral é similar ao discutido anteiiotmerlte

pata a. distribuição nolnlal-assimétrica. fechada- Cabe iessaltai que o paiâme-

tio u gera uma maior variabilidade no modelo normal-assimétrico multivaiiado

geral do que iia distribuição normal-assimétrica fechada

8 Difei'entelrlente do que ocos're no modelo normal assiméti'ico fechado, /l não

attta. como para.metro de posição no modelo normal-assimétrico fechado, cluando

consideramos os demais parâmetros da clistiibuição fixos. Na Figura. 2-9 exem

plificamos esta situcação.

. Já o pa.iâ.metia Z) não atum exclusivamente na. assimetria do modelo. Quando

Z) = 0, obtemos o modelo normal com parâmetros cle posiçã.o p. e de escala E.

veja a Figura. 2.10.

] o. p:-3
[=J--- }] = - ]

:-l :.:P: 3 \

11/\\

/ "

l

l i

ã

4 -2 0

Figura. 2.9: Ftmções de densidade da distribuição normal-assimétrica multivariada
geral com E = 9, 1) = 1, p ;:: 1, A = 0.05 e diferentes valores para p.
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0

C
c)

' : l

J , l

l,' l;#
l

í' ./t -- f

.5 0

B -- D=-3
D- D;-l
= D=0
D- - D:l
n .. 0;3

\

\

q
Q

10 15

Figura. 2.10: Funções cle densidade da distribuição norma.l-assimétrica multivariada

geral com p = 3, E = 9, u = 1 , zX = 0.05 e difeierltes valores pala D

Na proposiçã.o a seguir, apresentamos uma equivalência entre as distribuições

normal assimétrica. fechada. e normal-assimétrica multivatiada geral

Proposição 2.2.1 Sqa Y t&m uetor aZeaíóüo ta/ que Y -- GSNP:q(p,E,Z), P,A)
então

Y-G'SNp:.(p:E:0,u,A) = C'SNp:,(p,E,D.u Op,z\). (2.7)

Prova

Basta. manipulam algel)ricamente a. ftmção de densidade cle tuna varia.vel aleatói ia

Y '', GS]V.:ç(p: E, Z), z', Z\). Pala. isso, considere /P,q(y) e g,:ç(y) as funções de den-

sidade das clistiibuições normal-assimétrica. multivariada. geral e normal assimétrica

fechada, respectiva.mente. Para. y C R"

/p:.(y; P: E, 0, u, A)
Ó,(y; P, E) @.(Oy; u, A)

'pç(Z)P; p, A + DEZ)r)
@,(y; P, E) q'ç(0y 0P; u OP, A)

bqtDH DH', y DH, & -k DEDT)
@,(y; P, E) @çl0(y P); p - OP, al

d'ç(0; p OP, z\ + DE0'r)
g.,.(y; P, E, 0, p - OP, A). (2.8)

+
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A equivalência apresentada na Proposição 2.2.1 nos permite obter impoltalltes

resultados relacionados à distribuição normal assimétrica multivaiiada geral à partir

de propriedades já demonstradas para a distribuição normal-assimétrica fechada.

Segundo Gllpt:a.; Gonz:i.lez-Farias & Domíngttez-bloliiia (2004), a função geradora

de momentos de um vetou aleatório Y -- GSNP:ç(p, E, Z), u, Z\), é dada por:

MV(t) ?tl.P(/'+Xt); -', A+DEOrl ,,.. {''E', tCR-. (2.9)

Por (2.9), conseguimos obter os dois primeiros momentos de um vedor aleatório

Y cuja a distribuição é normal-assimétrica multivariada geral. O primeiro momento

é dado por:

''». - . * : «' :l:lr=:Ê:::,
tal que, pala qualquer matriz ç2 positiva. definida.

(2.10)

4';(k; -', Q) l VJ; q:',(k; p: Q) lr (2.11)

«d. '* - (Ü,â, é o opera.cloi giacliente

O segundo momento é

*:*««'*-' ll:l:l ::l:: l-. .,«,

Elyyrl = P ui;i :i :ZÍi::=il' «*- :ilÍI iâlÍl:::l«'*

ta[ que, pala qualquer matriz Q positiva c]efinida.: (2.1] ) ocoile e

'>;*(k; -.', Q) vh vt'' <'q(k; u, Q). (2.13)

Expressões blue nos permitem calcttlai q';(k; z.', Q) e '>;*(k; z', ç2) mais fácil

mente são apresentadas e discutidas em .Àt('ll?trio \.?ill(:. G( iit.ort & Losc-lii(2o09) e

Doiníilgtt(-z l\loliil?\: C;o lztllez-Fttlílls .k Rnilios-(2iiiiogi (2(1o:1)
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Como já comentado antelioimente, a distribuiçã.o noilnal-assimétrica proposta

por .Azzalini(1985) é um caso patticulai distribuição normal-assimétrica multiva-

riada. geral. Do ponto de vista univatiado, seja y uma variável aleatória tal que
}' - GS/V-.- (p, a': À, Àp, a'), e«tM

}'' -., GS.Ni,:(p,a',À,Àp,a') = SN(p,a',,X), (2.14)

cuja a notação S.V(p, a2, À) corresponde à distribuição normal-assimétrica univa-

iiada., com para.menos de posição p, cle escala o-2 e de assimetria À. Sua. funçã.o de

densidade expressa-se por:

','«,-:«(E") .(*T), «-- «.« ''",
Dizemos que uma variável aleatória. Z tem clistiibuição normal-assimétrica pa-

drão quando a sua. função de densidade é dada por (2.15), fixados p = 0 e a2 = 1.

Como notação, adotalnos SN(À)

Pala maiores detalhes a despeito cla. distribuiçã.o normal assimétrica tuüvaiiada,

vei lio(Irígttoz (2005).



Capítulo 3

Análise de sensibilidade sob uma

classe de contaminação

multiplicativa

Segundo muitos especialistas a década de 90 é mencionada como um período

áureo em termos de estudos relacionados a análise de robustez bayesiana. Neste

período muitos estatísticos trabalharam ativamente nesta área, impulsionando um

iá.piclo desenvolvimento de novas teorias. Em especial, um grande enfoque foi dado

ao desenvolvimento e detalhamento de classes de contaminação, tanto pala a distri-

buição a phorá, (luailto pala a. veiossimilha.nça e funções cle peida.

[3eigci ( 1 !)ç,)0) descreve algumas caiacteiísticas desejáveis às diferentes classes de

PnntnrrlinnPiin q;in pln

e fá.cil elicia.ção,

e coilipatil)iliclade com o conhecimento a pmorã

e cálculos simples

e não deve conter distribuições a phori pouco i'azoáveis

Ein muitos estudos, no entanto, verificou se que a grande maioria das classes

propostas n& litelatuia. não i-esultain em cá.lculos simples pata a análise de robustez

bayesiana., sendo comum o uso de técnicas computacionais.

vlt) (lct Lii)(lc(20o7) piopõs uma nlaneiia de modificam multiplicativamente tanto

a ftmção de veiossimilhança quanto a. distribuição a phoh. Neste capítulo, explo-

ramos esta idéia. de modificam multiplicativamente a. distribuição a phoh, dando

oiigenl a uma classe cle contaminação multiplicativa. ivlostiamos que, pala algumas

especificações partícula.ies desta classe, é possível determinam famílias conjugadas

21
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a ela e obter resultados analíticos pala o estudo da média e da variância a poste

hoh, quando o modelo dos dados considerado é o normal. Neste caso, conseguimos

delimitar em quais situações pode ser alcançada a robustez.

Considere /o(0) uma função densidade de probabilidade de base e tu(0) uma.

função não-negativa tal que /(0) = /o(0)w(0) seja uma função densidade de proba-

bilidade. A classe de contaminação multiplicativa é dada por:

1'«. ./b(o) ««(o) : .« c Ç }, (3.1)

onde g é um determinada subclasse de funções nãc-negativas. Aqui, consideramos

que a. classe I'A/ contém a. distribuição de base /o(0) e, portanto, qua.lquer que seja.

a subclasse ç escolhida, esta deve incluir' a ftmção w(0) = 1, VO

Um caso pa.rticular desta. classe ocorre qua.ndo consideramos /o(0) uma. funçã.o

de densidade de probabilidade elíptica. e w(0) = 2 G(À 0), em que G é a ftmção
de distribuição acumulada de uma variável aleatória simétrica em toldo de zero,

responsável pela contaminação da. distiibuiçã.o a püoh base, e À é um pa.iâ.metro

que reflete o grau de contaminação da distribuição a phoh, com À C IR.

Note que, na classe de distribuições de probabilidade I'&/, associamos a distri-

buição a phoh de base /o(0) a À = 0

Sob perda quadrático, sabe-se que um estimados de Bares pata 0 é dado poi
(5(x) = El0 l xl. Se temos interesse em estuda.i a. sensibilidade da média da. dis

tribuição a postehoh com respeito às diferentes escolhas de distribuições a pmoh
contidas na classe I'a,/ , devemos consideial as medidas

s = supEl0 l xl e t = infEj0 l xl
I'.x:r ' ' ' . FÀ/

ou, numa análise equivalente,

(3.2)

sa-suplEl0lxl--0o e ta=jnflEl0lxl Ool, (3.3)

em que ao = Bolo l xl corresponde a. média da. distribuição a postehoh obtida

qua.ndo se considera a distribuição a püoh /o(0).

O intervalo Z\ :: sa ta é uma medida de robustez muito utilizada na. liteiatuia.

Um valor de .Ã "pequeno" indica que qualquer- distribuição a phoN na classe de

l\./
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contaminação I'A/ pode ser escolhida pala se proceder uma análise bayesiana, uma

vez que todas elas resultam em medidas a posteàoh com resultados próximos. No

entanto, caso o valor de A seja considerado grande, nós dizemos que a distribuição

a postehoh é sensível a escolha da distribuição a prior na classe I'A,f e, portanto, a

robustez com relaçã.o à classe de contaminação da distribuição a phoh não ocorre

Em casos como este, Bct-gci- Itistt:\ & Ruggcli(2000) sugerem que se iefaça o estudo

incluindo informações adicionais na classe de contaminaçã.o considerada ou que se

obtenha. uma maior quantidade de dados para que se possa. repetir o processo de
aná.liso cle robustez.

Raciocínio análogo ao anterior, ein que se apresentou uma. metodologia para

estudam o comportamento da média a poste7áoh com respeito a variação de especi

ficações a phoü contidas em I'A.r, pode sei realizado pala. qttaisq\ter outras medidas

a posteráoh como, poi exemplo, a. variância a posíeüoã.

Neste capítulo, discutimos a robustez da média e da. valia.ncia a posteriori no

contexto do modelo normal. Sejam Xi, X2, ..., X. uma sequência de variáveis

a.leatótias independentes e identicamente distlibuíclas com distribuição normal com

rnéclia. 0 e vat-iância r2, ente.o dizemos que X = (XI, X2, ..., X.) é uma. amostra

aleatória. simples de X -- fV(0, r'). Dtuante todo o ca])ítulo, os símbolos @( ; H, o')

e '}(.l p, o-2) representa.in, respectivamente, às ftmções de densidade e de distribuição

acumulada de uma. distribuição nominal cona média H e variância a2. Usaremos

a notação @(.) e '}(-), cluando p = 0 e a' = 1 em @(.; p: a') e '}(-; H, a')

respectivamente.

3.1 O modelo normal com variância conhecida

Seja. X = (XI, X2, ..., X.) uma. a.mostra aleatória simples de tamanho n. da.

varia.vel a.lea.tória. X «. JV(0, r'), em que r2 é conhecido c' 0 é a. quantidade de
interesse.

A distribuição a phoh usualmente especificada. para 0 é a. norma.l, que é con

jogada para o modelo estatístico considerado. Nossa. idéia é propor uma. classe de

clistiibuições a phoh que contenha a distribuição normal, mas permita a inclusão

da suposiçã.o de assimetria

Para a distribuição a phoh do parâmetro de posição 0, considere um caso pai-
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ticular da classe de contaminação multiplicativa I'Â/ definida em (3.1), de tal forma.

que, para p e cr2 fixados e À variando em R,

Jo(0) - @(0; p, a') (3.4)

e

w(0) = 2 'PIÃO; Àp, a21. (3.5)

Numa inteipretaçã.o da classe de contaminação multiplicativa a phoü, podemos

ic[entificai a. distribuição a priori de ])ase peia ]V(H, a2), a. função contaminadora

poi G(Àa) = @i(À0; ÀH, a') e a. constante normalizadora. por c = 2. Temos ente.o

que a classe de contaminaçã.o multiplicativa a práoh é dada poi

Note que esta específica classe de contamina.ção multiplicativa a phoh é gerada

à partir da variação cle À no conjLmto dos reais e que, em decoirência disso, a. classe

I'A,/ contém um número infinito de funções de densidade parametiizadas segundo a.

normal-assimétrica- Nosso interesse é verificam o efeito do paiâmetio À nas inferên-

cias a postehoh.

Neste contexto: um piimeiio iesultaclo obtido diz respeito ao fechamento sob

conjugação e expressões pala a média. e a. variância a poster oh do parâmetro de

posição 0. Lembrando cine a. distlibuiçã.o SIV(p., a2: À) é equivalente a distribuição

GS]Vi,i(/i., a:, À, Àp, cr'): lnostia.mos cine ta.nto a clmse de distribuições a priori,
quanto a classe de distribuições a posierãoh pala. o parâmetro a decorrente dela,

pertencem à família norma.l-assimétrica multivariada geral especificada na Seçã.o

I'A.r = /À (o)
a' a

ÀCR©

2.2

Proposição 3.1.1 (Fechamento sob conjugação.) Sela X = (XI, X2, ..., X.) uma

amostra aleatória simples de tam.anho n da variável X N Nt0, ll ), com ll coRRe

ci,do. Se 0 «, GSN\,\ÇH. al . \. Xp,. aa ), então Q disthbuição Q posteüori, Q média.

e a, uüriância Q l)osterioü l)Qra. o parâmetro de posição sã,o dadas, resT)ectiuürrtle'nte,

por
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(i) olx - "«,: - (=b#, =:1;,, *, *«, .') ,
*. - :Ê:-g ' $'' '«:--*,, ,;::b *

., «l...,*t,':*«,s#41
.l..., *t,.*«,snsl

,, «l =ml
lo l *l - ;l;íi? ' -: + ,-'(i + À') .} l.a=;7i-;iÍiiR «: -'o l

À an(i - p) . 'ê la-:--.'o--xn «';õ'+?l

"'''-"'' . l;;h;«n#l

(3.6)

(n) Bala

(3.7)

X(üi) Vara

a2T2

"na2+T2 (3.8)

A demonstração desta proposição e de outros resultados que serão apresentados

neste capítulo estão no Apêndice .\

No corolário a seguir afirma.mos que a. varia.ncia. a postehorá apreserltada na

Proposição 3.1.1, item (iii), assume va.lotes positivos, uma vez que está limitada
entre 0 e ::g;l;,

71 a '+ 7- '

Corolário 3.1.1 4 uah(índia a posíehorí cío pará7rzeíro de posição 0 está Zànzàtada

entre 0 e ;;l;;lÍ;}, para. todo n, i, a:, r', /l e À.

Note que, quando À = 0, (:3.7) e (3.8) se reduzem a

z.[a [ *] - !:=1;-: '" . v-.[o [ *] - ;;l-l-p,
em que 0 l X -- 7V(!!j:;tiif, ;;lÍ;ii;). E, naturalmente, o resultado de conjugação

sob normalidade é recuperado.

De posse destes resultados, obtemos na proposição a seguir inediclas de dista.n

clãs relacionadas a. média e a variância a postehoh e estudamos algumas de suas

propriedades. Através destas distâncias, vamos especificam medidas cle robustez pala.

avaliar a sensibilidade da média e da. variância da. distribuição a posfehorá, segtmdo

a classe de contaminação multiplicativa a phoh I'A,r

(3-9)
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Proposição 3.1.2 Considere Zxl0 l xl, yarxl0 l xl, 0o = Eol0 l xl e to = Parolo

xl «mo .p«se«t«do; em (3.7), (3.8) e (3.9), «.p«í'«me«te. .Então,

(i)

* l l
«1...,*:''.*«, =%l

dw

e

(ii)

dv

Zela l xl 0o l.XI a,'
','a' + ,'-'(l + À') y'«a' + ,-'

À',2 .',' 'ê l-

?za2 + r2(l + À2) na2 + I'-2 Q, l

À -p-nl
'ú;il-;lii;'iq ai;np l

À a«(ã H) l
'na2+r2(l+À') v'"''+'' l

lt''«,-*lo l xl â X

@À an (i - p
+

"a' +.-'(l +,X' © À

'na2+rZ(l+À2)

.(3.10

Note que a.mbas as (distâncias dÀ,/ e dt, são iguais a. zelo qua.nulo À :: 0.

Como discutido na Introdução deste trabalho, no contexto de aná.lise de robustez

global, o uso de uma classe cle clistiibuições a przom associada. à unia ftmção de

vetossimilhança. gela. llina clcasse cle distribuições a posíemorá e: clecoriente desta.

classe, um conjunto de medidas a posZemom como, poi exemplo, um conjunto de

médias a posíehorá. O ciitéiio para avaliam a robustez com despeito a escolha cle

distribuições a pmom nâ cimse I'a,/ será. baseado na clistâ.ncia. entre o mínimo e o

máximo desvio absoluto das médias a posfehoh obtidas segundo a distribuiçã.o a

püoh base e quaisquer ouvias distribuições a 7)hoü em I'A,r

As pióximm proposições a. serem apresenta.das nesta seção têm como intenção

estudam classes de nleclidas a posíeãor{, a. saber, { dA,í(À) : À C IR } e { d\.(À) : .X €

R }, apiesentai o supielno e o ínfimo de cada uma delas e fazei uma conexão destes

resultados com a aná.lide cle robustez bayesiana. Pala. isso, faienlos uma a.nálise do

compoitarnento das medidas da,/ e dv em função cle À, já que é a variação de À nos

reais que gela o conjunto de medidas a postehor{.
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x : l

lO -5 0 5 10

À

lO -5 0 5 10

X

lO -5 0 5 10

X

R; 0

€

c)

..: g

0

.i :

0

lO -5 0 5 10

À

lO -5 0 5 10

X

lO -5 0 5 10

Figura. 3.1: Glá.figos de dA,/(À) e dv(À) pala. n 20, a-2 := 1, H :: 0 e a2

Na Figura 3.1 apresentamos os grá.bicos das distâncias d.\,/ e (Zv em função de À,

pa-ia- diferentes valores de média amostral, quando hxados os parâmetros em n =

20, í2 = 1: p - 0 e a2 :: 1. Note que, depenclenclo dos valores cle i consideiaclos e

dos intervalos de valores para À analisados, as distâncias (/À,/(À) e dt.(À) apresentam

coltl poitamentos bem díspares, ora comportando-se monotonica.mente, oia apresen

tendo pontos de máximo loco!. Isto nos motiva a estuclai o comportamento destas

medidas sol) dois aspectos, cluando dA,/ e dv sã.o ftmções monótonas em À ou quando

nao sao.

Situação l: (ZÀ./(À) e cZ\,(À) se comportam monotonicamente

Na Proposiçã.o 3.1.3 determinamos quais as condições pala. que as distâncias

d.\,r(À) e du(À) se comportem monotonicamente. Veremos adiante que este conhe-
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cimento facilita a determinação das medidas extremas (supremo e ínhmo) dos con

juntos de medidas a postehoh gelados por dÀ/ e dv, quando À C R.

Proposição 3.1.3 Ás distancias dAÍ(À) e dv(À) são contútlas e

(i) monotón cas esÍhZamerzíe decrescentes, qzzando À 5; 0 e ã > p,

(ii) morioÍónãcas esthíamente crescentes, qzlando À 2 0 e ã < p., e

(üi) smét casemrelação a,X=0. Qual oÀ5;0(.X ?0) eã=p, dA/(À) edv(.X)

são monoíónicas esthÍamzente decrescentes rcrescenÍesJ

Cromo implicação direta da Proposição 3.1.3, conseguimos cleterminai quais va-

lores de À geram valores extremos do conjunto de medidas de dista.ncias a posfehoh

nos intervalos onde a função dA/ se comporta monotonicamente. No caso em que

À $ 0 e i > p, temos que supÀ dA./ e supX dr são ol)tidos quando À tende para oo.

No segtmdo caso, em que À 2 0 e i < p, o supielno desses conjuntos cle distâncias

são obtidos quando À tende para (x). No terceiro caso, em que i = p, temos que

as distâncias dA/ e dr são simétrica.s em tomo do eixo À = 0 e: portanto, podemos

considerei À tendendo pala oo ou oo para obtermos soPA dÀ:r e sopa dv. Qua.nto as

medidas infx dA/ e infÀ dv, precisamos lembrar que, por construção, as distâncias dA,/

e dv sã.o nã.o-negativas e, portanto, para quaisquer casos consicleraclos na Proposição
3.1.3

iRf ZA,r 10 1 xl Bola l xl l (3.11)

iRfdv = iTfjl'arxl0jxl b'arol0lxll=0 o .X=0. (3.12)

Através da Proposição 3.1.3 e das implicações que dela decorrem, obtemos ex-

pressões pala o supremo dos conjuntos das distâncias das esperanças a posteüoh e

das variâncias a postehoh para três diferentes situações, apresentadas na seguinte

proposição:

Proposição 3.1.4

(i) Quando ,X $ 0 e i > p, lemos qz&e

*."«u'«:.w - ;l;liêil'7=;=d«.,(,xl (3.13)
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*."=,.,'«w - :l;li;Êla:n, *
l *hzãl

s«p'Z"(À)
À

(3.14)

(ii) Ou-./o ,X ? 0 e :i < p, i'mo. q«.

JU,~«m - :l!;il=?'o *

s--P d",' ( ,X )
À

e

aT
(3.15)

s«p'Í«(À)
À

-@ d . ól$tgí$1 '1
rV/no-2 + r2 ® l a« :t-p) l

l r 'U lio' +r' l /

(in) Q«a«do :i ;: p, " '«p«õ« p«" s«p* 'ZA'(,X) en. r.'? /J) . r.?..r5) ã. ãg«às ',

portaTI.to, qualquer tina destas expressões pode ser usada. Isto ocorre deuzdo a

stmelria (la função dÀ.l(.X) eni relação ao Calo X ::; 0. Conclusão análoga pode

ser Lom.ada comi. respeito à distância d.v

X (3.16)

Em geral: estamos interessados em estudar o comportamento das medidas limites

clãs (lista.ncias djt/ e dv, a. medida. em que i va.tia. Clonsidere então os resultados

antelioir))ente a.plesenta.elos e vejamos o que ocoiie corri essas medidas limites quando

as funções d.t/ e d\. se comportam inonotonicamente ern função de À

Proposição 3.1.5 Considere a.s medidas Zzmàíes supXdA./ e supXdi/ deschías na

Prol)osição ;?.i.]i. Então,

(i) ql.ando ,X $ 0 e i > H,

.lim supdl\,f::oo e .lim supdv= a2

(ii) quando À ? 0 e i < p

lim.sup(ZA,Í :: oo e :lim.supdv = =:T-T--ã-'' " À' ã-'' .. À' na' +T'

2 .2
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Situação 11: ÂJ(.X) e dv(.X) não se comportam monotonicamente

Nas regiões onde as distâncias dA/ e dv não são funções monotõnicas em À,

a determinação dos valores de À que maximiza.m estas funções devem ser obtidos

computacionalmente, pala um fixado valor de ã. Ou seja, para cada valor de i

considerado, deve-se obter o conjunto de distâncias d,tí e dv e os respectivos valores

de À que maximizam estas funções. Note que, não necessariamente o valor de À que

maximiza. dA,/ deva ser igual ao valor de À que maximiza dv- Sendo assim, como

notação, assumiiemos que À,\./ e Àv referem-se, respectivamente, ao valor de À que

maximiza as dista«clãs dÀ/(À) e dt.(À).

Na. pioposiçã.o abaixo apresentamos alguns resultados que facilitam este trabalho

computacional. Conseguimos mostrar que se existir este Àa,/ (ou .Xv) que maximiza

a distância dÀ/(À) (d\.(À)), ele será úrlico.

Proposição 3.1.6 Considere as dásiáncias dÀ.r e dv, a2 :: W e as constam

Les Kh.í. = 0.8399238 e Kv. = 1.598539. Para \ > ü e ã > p, (X < Q e t < }1,)

(i) se a2 > /TA.ro2 2 então ezãste um. único ÀÀ/ dado por

*~. - ''"'. Ji:e;;h /(A,'.

ÀI, = À.'l/n

caso contrário Ttão e=áste XÀ:Í.

(ii) se a.2 > /{.'n 'r2 eniâo ezásíe tém. tín.ãco À\, dado por

Àv = /{Uo
n.a2 + 72

a2 r2/{\6z

caso conZrárão rzão ezzste Àv

Como já. mencionado na demonstração da Proposição 3.1.6 apresentada. no Apên-

dice .A, as constantes /{À.ro e /{uo foi'am obtidas através de métodos numéricos como

solução cle equações cujos os termos possuem expressões dependentes da fiação ó(k)

Relacionados aos iesultaclos da Proposiçã.o 3.1.6, conseguimos determinar as me-

didas liJnites de d,v/ e dv: quando À > 0 e i > p (ou À < 0 e i < H).

Nos casos em que se é possível determinar qual ÀA,r (Àv) maximiza a distância

dit.r(dw), a medida supX dÀ,/(supx dv) é obtida. substituindc-se Àa,/(À\.) na. distância
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dA/ (dy) definida na Proposição 3.1.2. Caso tal Àa,/ (À\.) não exista, é porque em

função de À a distância dA,r (dv) se comporta rrlonotonicamente e, nesta situação,

as discussões são similares às da Proposição 3.1.3. Note que as demonstrações que

permitiram a análise realizada a.nteriormente serão omitidos, uma voz que estas

aparecem como decoirêncía. direta. da Proposiçã.o 3.1.6.

Fazendo uso da teoria discutida nesta. seção, apresenta.mos a seguia um exemplo

no qual procuramos discutir questões relativas a sensibilidade das estimativas da

média e da variância a posíeüorí, quando se considera a classe de contaminação

multiplicativa para a distribuição a phorã clo pa.tâmetio de posição cle um modelo
llormal com variância conhecida.

3.1.1 Estudo de sensibilidade

o llagê\ii (1994) apresenta um estudo cle sensibilidade pala a classe de conta.min-

ação c, no qual avalia a influência desta. classe sobre os extremos dos conjLmtos de

medidas a posZehorá dÀ/ e dv à. medida em que i valia. Nesta. seção, nós faremos

um estudo símilat considerando a classe cle contaminação multiplicativa. a pràoü.

Pala isso, seja X = (XI, X2, ..., X.) uma amostra aleatória simples de tamanho

n cla variável aleatória X corri distribuição .N(0, 1). Para especificação a pràoh clo

paiâriletio de posição da distlibuiçã.o notrnal, considere a classe de contaminação

multiplicativa apresentada em (3.1) cle tal coima. que a distribuição a phoh base
sda N(0, 1) e ««(0) = 2'b(ÀO).

Note que ã c R e que, segundo a teoria desenvolx.ida anteriormente, pa-ia cada

valor de i, temos lelacioitaclo um valor pala supx d.\,/, infÀ dA./, sopa (Zv e infX (Zv

Pala ava]iai a sellsibi]i(jade das dista.ncias (/A./ e dv à va.nação de i, vamos con

siderar apenas os casos em que À 2 0, pois pala À < 0 a resolução é simétrica

Consideraremos então duas situações, sendo elas ã < 0 (Caso 1) e i> 0 (Caso 2)

Caso 1: i < 0

Neste caso, para À 2 0, conseguimos cletcrminar expressões explícitas para as

medidas supx dÀr e supÀ dv , sendo elas dadas, respectivamente, em (3.15) e (3.16)

A Figura 3.2 apresenta quatro gráficos, sendo que os dois da primeira linha. são

pa-ia n = 20, em que o primeiro refere-se a distância absoluta de Exj0 l xl a 0o e o
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Distância dhi. n = 20, À.> O Distância dv. n = 20. À.> O

3.0 -2.0 -1.0 0.0

Distância du.n = 100.À.> O Distância dv. n = 100. À, > O

3.0 -2.0 -1.0 0.0

Figura 3.2: Distâncias extremas de dA./ e dv, quando rl. ;: 20 e 100, a2 :: l-2 :: l e
.b '\ v.

segtmdo diz respeito a distância absoluta de VaiÀj0 l xl a. â. Os gráficos restantes

são similares aos primeiros: imãs considera o ta.manco cla. amostra. água.l a. 100.

Note que, pala. À = 0 temos que infX dÀ./ = inox dt., = 0.

Poi consttuçã.o, fixado ã, o intervalo formado pelos valores extremos do conjunto

cle distâncias dA/ (supÀ dA./ e infÀ (Z:v) corresponde a maior variação possível entre a.

média a postehom gelada pela clistribuiçã.o a. phoü base (0o) e qualquer outra. média

a posleràoh gelada pelas demais distribuições a phoh contidas em I'A./ . Inteipieta-ção

equivalente ocorre com a. dista.nela dv

Analisando os gráficos da Figura. 3.2: percebemos que quanto menor o valor de

i, maior a clistâ.ncia. entre os valores extremos do conjunto de distâncias d.t.r. Ou

seja, quanto menor o valor de i, maior a. dista.ncia. entre supÀ dA./ e infÀ (ZA./ e, por

conseguinte, maior a variação dos valores das médias a posieráoh obtidas segtmdo

a classe de contaminação multiplicativa. a pmoh normal-assimétl-ica. Dessa coima,

a. medida em que Ê se distância de zero, a média a posiehorá se mostrou muito

sensível à escolha da distribuição ct phoü na. classe de contaminação multiplicativa

I'À,r, mostra.ndo, portanto, que a média a posíehoh nã.o é robusta. com relaçã.o a
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valia.ção de especificações a phoh contidas em I'm. IK/mesmo quando se considera um

ta.manho de amostra maior, chega-se a mesma corlclusão.

Pata explicarmos a que se deve esta falta de robustez quando ã < 0 e À ? 0,

devemos lembrar que o valor de À que resulta na maior distância possível dm ocorre

quando À } oo. Tal resultado surgiu como consequência da Proposição 3.1.3. Veja

que, quando À H oo, a distribuição SAÍ(À) converge pala uma distribuição normal

truncada. à. esquerda de zero (H]V(0, 1)), como pode ser visto na Figura 3.3. Dessa

forma, considetai À + oo induz a idéia de que os dados amostrados devam ser

positivos, o que, de fato, contradiz a informação trazida pela amostra, pala a qual

estamos considerando i < 0

Sendo assim, esta falta de robustez no intervalo de i< 0, quando À 2 0, já

era. esperada, uma vez que nestas condições existe um conflito enfie a informação

sugerida pela distribuição a phoh e a média amostrar que ref:leme a veiossimilhança

Os gráficos da Figura 3.4 exemplificam tal situação. Consideramos aqui n = 20,

i= 3 e para representar À --> oo tomamos como aproximação À = 20- De fato,

o supx dA,f calculado através do resultado (3.15), com n = 20 e i= 3, resulta em

2.87. Veja blue, através do primeiro gráfico da Figura 3.4, fica evidente o conflito

enfie a. veiossimilhança e a dista'ibuição a phoh e que quanto menor o valor de
;i consicleiado; maior a nossa percepção da existência deste conHito. Além disso,

observe o gi-ande impacto da escolha clãs distribuições a práoü sobre a distribuição

a posíerzoh: principalmente quanto a. sua localização.

De maneira gei-al, notados como característica o conflito entre a informação

fornecida pela. veiossimilhança e a distribuição a phom sempre que a média amosttal

tem um sinal diferente do espa.ço de va.ilação do pa.iâmetio de assimetria considera.do

pata. a. distribuição a /)ãoh, tornando se mais evidente na. medida em que o valor
a.bsoluto de ã cresce

Com despeito a análise da medida. (Zv, nota-se na Figura 3.2 que a distância. entre

VarXj0 l xl e ro é pequena, e LoIRa-se menor, quanto maior o tamanho da amostra

Isto pode sei comprovado pela Piopliedade 3.1.5 em que, pala n - 20, têm-se que

lim;ü. .. gÚ. = 1/21 e para n = 100, 1imü. ..Êa., = 1/101. Concluímos então que

para i< 0 e À > 0, ocoiie a robustez da varia.ncia a posterãoü com relação a classe

de contaminaçã.o multiplicativa a phom I'A,/.
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0
À = O (Normal)

X -+ n (Normal truncada)

0
0

o o
'D

c:

8

l \

l

Figura 3.3: Funções de densidade da. distribuição a püoh pala. 0 dadas poi S.ÍV(À),
com À = 0 e À H oo.

X:20

l

!

x:o

verossimilhança
a prtat
a posteriori

verossimilhança
a priori
a posteriori

Figura 3.4: Comparação da distribuição a phoM, verossimilhança

e distribuição a postehorã, pala À :: 20, 0

.3, n = 20)
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Caso 11: ã > 0

Nesta situação, como já aiguirlentado anteriormente, as medidas supx dÀ/ e sopa dv

não possuem expressões fecha.das, -pois não conseguimos determinar algebiicamente

quais valores de À maximiza.m as funções dÀ,/(À) e dv(À). Dessa forma, ]nétodos nu-

méricos de maximização devem ser utilizados para se determinar qual o valor de À

que maximiza as distâncias dÀ,/(À) e d\.(À), pala. um dado i fixo. Na Proposição 3. 1.6

apresentamos alguns resultados que facilitam este processo de maximização. Além

disso, mostramos que se existir lmla valor de À que maximiza da,/(À) (ou dv(À)), ele
será unico.

A Figura 3.5 apresenta os gráficos com as distâncias extremas de da,/ e dv, quando
a2 :; r2 :: l e n. := 20 e 100

Analisando os gráficos cla. dista.ncia dA./ (Figura 3.5), podemos notar que a dis

tância entre EÀj0 l xl e 0o tende rmtito rapidamente a zero, indica.ndo a robustez

da. nlo l xl na classe cle distribuições a püoh multiplicativa. Mesmo para- n - 20

e 0 < i< 2, onde dA./ é mais significativo, nota-se que esta distância não é muito

Distância du. n = 20. }. > O

0
Distância dv. n = 20. }. > O

.Í :

0

0.0 1.0 2.0 3.0

Distância du. n = 1 00. À, > O Distância dv. n = 100. À.> O

0.0 1.0 2.0 3.0

X

Figura 3.5: Dista.nelas extremas de dA,/ e cZv, cluando n. :: 20 e 100, o-2 :: l-2

i > o.
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grande, sendo no máximo 0.2. Note que a indicação gráfica de robustez da medida

dv é mais evidente.

A medida em que o tamanho da amostra cresce, notamos que a robustez torna-

se mais aparente, com as curvas limites indo a zero mais iapiclamente, tanto nos

gráficos da distância dÀ,/ quanto da distância dv.

Na Figura 3.6 apieseiitamos uma. compara-ção ente-e dista'ibuições a phoM, pal'a

À = 0.28 e 0, e as respectivas distribuições a postehoh geradas. Consideramos aqui

À :; 0.28 como representante do espaço À > 0, pois é este o valor de À que fornece o

maior valor da distância dA,/, quando fixados os demais parâmetros desta função ém

i:= 3, n. :: 20, a2 :: l-2 :: l e p = 0. Veja que, de fato, a distribuiçã.o a pasíerãoh

pala o parâmetro de posição 0 praticamente não é influenciada. pela escolha das

distribuições a phoh na c]asse de contaminação mu]tip]icativa ]'A/ . Dessa ma.neira,

podemos falar em robustez com respeito a. escolha de distiíbuições a phoh em rm,
quando i > 0 e À > 0.

À: 0.28 x:o

verossimilhança
a prior
a posteriori

2 0

8

Figura 3.6: Compara-ção da distribuição a phoü, veiossimilhança (ã = 3,

distribuiçã.o a posÍeüoh, pa-ia À = 20: 0.

20) e
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3.2 O modelo normal com variância desconhecida

Considere agora X = (XI, X2, ..., X.) uma amostra aleatória simples de tama-

nho n da variável aleatória X com distribuição JV(0, 12), com ambos os parâmetros

desconhecidos. Vamos assumir independência a phoM entre os paiâmettos 0 e r2 de

tal coima que A(0, .'-') (0)h(r').

Como na Seçã.o 3. 1 , vamos considerei para a distribuição a phoh clo parâmetro

de posiçã.o 0 distribuições contidas na classe de contaminação multiplicativa descrita

em (3.1), com a. pa-iametrização dada pela distribuição normal-assimétrica.

Para a distribuição a phoh do paiâmetio de escala, vamos considerar dois tipos

de distribuições a prÍoh.

Priori 1. Distribuição a phoh nãc-informativa, isto é, h(r2) oc $

Priori 2. r' -. G/(a,b), com a > 0 e Z) > 0, em que G/(a, Z)) conespotlde a distri

buição gama invertida, com parâmeti-os a > 0 e b > 0.

A seguia, apresentamos resultados associados a cada unia. das distribuições a

prãoã pala r2 especificadas antelioimente. O símbolo S2 iepiesenta a. valia.ncia

amostial, cuja expressa.o é dada poi S2 = -

Priori l

Ao adotarmos uma distribuição a phoü não-informativa. e imprópria pata. o pa-

râmetro l-2, uma questã.o natural é se a distribuição a. posferáoü conjunta. resultante é

uma genuína função densidade de piobabiliclade. Veremos adiante que a distribuição

a posÍeüoh resultante é piópiia-

Proposição 3.2.1 Seja X = (XI, X2, ..., X.) uma amostra aZeafóha s mp/es de

tamant\o n da uadáuel, X -, NÇO. 'rl ) e considere (IKe Q distüb\tição Q prior pa.ra

o parâmetro de posição seja 0 «. SNÇH. az . X]. Ass\tmiTtdo independência a püorl

entre os l)orâmetros 0 e ll e se alba ) « b e'ntão a. distribuição Q poste'r"iori, coujuT\ta

e proprta.

A seguir, apresentamos um resultado que diz despeito a obtenção das distribuições

condicionais completas a postehoã para os parâmetros de posição 0 e esca.la. r2



38 Capítulo 3. Calasse de contaminação multiplicativa

P«posição 3.2.2 Sey« X ..., X.) um« «m«t« a/«íó,á simples d.
tamaTI.ho n da tia.háuel X -, N(0, a-z) e considere que a. disthbuãção a phoh para o

parâmetro de posição selva SNÇH, a'z , XI. Assumindo independência. a p'r"ioü entre

« p«anel,«' 0 e ''-'; « h(.-') « $ e«tã.

"«,: ('=hg, JT;, *, *«:«'),
a l 'r': x (3.17)

,-' 1 0, x Ç*"#) (3.18)

De posse dos resulta.dos apresentados na proposição anterior, podemos imple-

nlentai computaciona.Imente o método cle a.mostrarem de Gibbs, que é um caso
particular dos métodos de b/fonte Cano obtidos via Cadeias de i\,larkov: pala. obter

estima.uvas a posíehoh cle estimadores de interesse, tais como a média. ou a va-

riância a postehoh. i\'laiotes informações a. respeito destas metodologias podem sei

encontradas em P«!t]it){ cl n]. (200:3).

Na proposição a seguia: apresentamos expressões pala. a distribuição a posíehorã

marginal do pala.metro de posiçã.o 0. iN,lostiamos que ta.nto a média, cluanto a

valia.ncia cla. distribuição a posíemorá marginal do palâriietio de escala. r2, são funções

da. distribuiçã.o a posZen.or{ marginal de 0

Proposição 3.2.3 Seja X ..., X,.) uma amostra aZeaíórza sámp/es de

lamaxttto n. da, uüviáuet X -J NÇI), P) e coltsidere que cl dtsthb\tição Q pmoh para o

parâmetro de posição seja 0 -a SNÇft, a'z . X] txtdependente dü dtstT-tuna.ção a, Frio'r"i

'Z. .-', « /.(,-') « $ «tão

(0 /@ 1 *) - & @ (n') '} (À n') I'Í + :kiWI

c' - J=ó(e:') '}(À e::") I'Ç+ '(\©l': aa
(ii) ZI,-' l xl + ZI(i 0)' l xl).
(iii) t''"l'' l xl - Gr:lÍ:;:WEI(S' + (i 0y)' l xl + Ü=hV'«Í(i

2

em, q'tte

ay lxl

A seguia apresentamos versões das Proposições :3.2.2, 3.2.3, ao se considerar r2 -v

G/(a, b)
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Priori 2

Proposição 3.2.4 Sela X = (XI, X2, ..., X.) uma amostra aZeaÍóha simples de

tamanho n da uaháuel X «, N(0, vz ) e considere que a distribuição a pdoh para o

parâmetro de posição seja SNtH, al . X]. Assumindo independência. a, 'püo'ri entre

os parámeíros é? e I'-2, se l-2 -J G'/(a, b) então

' ,', * - ''~-,: (=$H, ==, *, *«,.') ';.',,na2+T2

r: 1 0, (3.20)

Proposição 3.2.5 Seja X = (XI, X2, ..., X.) tina amostra aZeaíóüa simples de

tamanho n da uaháuel X -., N(.8, rz ) e considere que a distribuição a püori para o

parâmetro de posição seja 0 -- SNÇK. a'z .. X] index)eTtden],e da dist'r'ibüição a püo'r"i

'Z. '"', « ,-' - G/(«, b) Chia.

(i) }'(o 1 ") - # é(t:")'}(À e::")í'(;+«) I'Í + :aiW +

c'- J=ó(e:') 'p(À e:") r($) 1'r+ 'aia+ól-
(n) .cl.-' l xl (ns' + 2z,+ Eln(i oy l xl).
(iÍI) \'''-l'' l xl - G..,«-0(«+:. ,XI("S: + 2Ó+n(i 0y):

x I''-l(i 0): l xl

em que

"l+ õíül::::w *

A média e a valia.ncia das distribuições marginais a Z90síehoh seixo obtidas

através de algoritmos numéricos, tais como o método cle N'fonte Carlo oidiná.iio ou

integração numérica via método de quadratura gaussiana do tipo Hermite. De fato,

estes métodos roíam aplicados para calcular a.penas esperanças de termos dependen-

tes do parâmetro de posição a posterzom, uma vez que utilizamos os resultados (ii)

e (iii) das Proposições 3.2.3 e 3.2.5 para calculei Ell-2 l xl e Varlr2 l xl

Procuramos compara-r os resultados apresenta.dos por ambas as metodologias em

algumas situações específicas e notamos que o método de quadratura gaussiana se

mostrou mais eficiente, uma vez que o tempo de trabalho computacional foi muito

menor do que o apresentado pelo método cle ivlonte Carlo ordinário. Sendo assim,
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neste trabalho, utilizaremos como metodologia para a obtenção das estimativas a

posfehoh o método de quadratura do tipo Gauss-Heimite, cujo os detalhes da téc-

nica podem ser encontrados em Ablamow:itz & St.egun (11)72) e Peixoto (2008).

De posse dos resultados de média e variância a postehoh e fazendo uso do método

numérico anteriormente descrito pai-a a obtençã.o das estimativas destas medidas,

vamos considelal as distâncias da,í e (Zv a fim de que possa.mos dai início ao processo

de avaliaçã.o de sensibilidade bayesiana cona respeito a escolha. de distribuições a
phoh em I'A.r.

Com respeito às distância, adotaremos as seguintes notações:

dÀ/,

d&/,,

Zxl0lxl Eolalxll e dvo b'a,xl0lxl Varol0lxll,

Z*l,-' l xl -Eol,' l xl l e dv,, - l t''«,*l.'-' l xl V-ol.'-' l xl l

As nossas análises de robustez serão baseadas nas distâncias entre supx dA/ e
infX (Za,/ e entre supX dv e infX dv, ta.nto pala. 0 l z: quanto pata 'r2 l z

Estudo simula.i será considerado para d\'# : d&/,: e dlç,.

3.2.1 Estudo de sensibilidade

Assim como no estudo de sensibilida.de apresentado na Seção 3.1 . 1 , va.mos consi-

c[erai pala especificação a phoh (]o parâmetro de posição a. classe de contaminaçã.o

multiplicativa com a distribuição a phoü base /V(0: 1) e lu(0) = 2'P(ÀO). Pa.la a dis

tribuição a phoh do parâmetro de esca]a rp, consideiaiemos as (luas distribuições a

pmoh especificadas anteiioimente.

Vale ressaltar que, pata o cmo em que a especificação a phorá do parâmetro

de escala é dada por uma distribuição ga.ma inversa, os parâmetros a = 1/10000 e

b = 1/10000 foram escolhidos de modo que a distribuição a püoh para r2 fosse uma

distribuição a püoh próxima. clãs não informativas, porém plóplia (dista-ibuição a
pmom vaga)

Neste exemp]o, estamos interessados em estudar qual é o comportamento do

extremos das distâncias dÀ,/ e dv para os parâmetros de posição e escala, segundo

a classe de contaminação a pdoü multiplicativa, a medida em que i valia. Aqui,

dAÍ conesponde ao desvio absoluto enfie a esperança das distribuições a postehoü
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marginais obtidas segundo a classe de contaminação a. phoh multiplicativa. e a distií-

buição a phorí base. Analogamente, a distância dv é obtida. ao se considerar o desvio

absoluto enfie a variância das distribuições a posfeüoh e variância da distribuição

a práoh base

Dessa coima., falemos uma análise de sensibilidade considerando os resultados

apresentados na Proposição 3.2.3, com À > 0 em duas situações: ã ? 0 e i< 0.

Assim como discutido na Seção 3. 1.1, a a.nálise destes casos com À < 0 sela omitida,

pois é similar e simétrica a situação em que À > 0.

A média. e a. variância das distribuições ma.iginais a postehoh serão obtidas

através da aplicação da. metodologia de integração nulilética de Gauss permite, com

o núnleio de abcissas (m.) iguais a 65, nos casos em que i2 0. Outras quantidades

de abcissas focam testadas, ta.is como m. = 40, 80, 100, 150, 250 e 500, sendo que os

resultados de integração falam muito pouco influenciados para valores valores de

m superiores a 65. Além disso, ca medida em que se toma. o valor de m coada vez

maior, o processo que permite ca.lculai as integrais fica mais demorado e, portanto,

torna. se mais viável consideiai ml = 65. Pat'a o tamanho cla a.mostra, considera.mos

n = 20: 50, 100 e 200

Note que, ])elos resultados api-esentados na Proposição 13.2.3, tanto a distribuição

a posíehorá marginal pala 0, quanto a média e a. varia.ncia. dos parâmetros 0 e r2 a

posíerioh dependem cla varia.ncia. amostl'al, a. qual definimos poi' S2 :: E;:i('r ã)2

Para. este estudo de simulação, vamos considerar S2 = 1, 3,8, 10: 20 e 100

Além disso: em a.iilbas as situações dadas a seguia, foi considera.do À c 10, 2SI.

Dessa foi-ma., pata que fosse possível obLel supX dA/ e supx dv através da metodologia.

cle Ga.uss Heimite: admitimos pala. cada i fixo; À = 0.1 x {, á = 0: .-., 250 e, então,

sup djt./
À

maxi.Z«,(i, Ào) , ./,*.(i, .X- ) Z~ (i, À«o)} l3.2i)

Pala os giá.bicos das situações a seguia, definimos uma grade de valores de i e

analisa.mos segundo o processo descrito anteriormente

Situação 1: i < 0 e À > 0.

Nesta situa.çã.o, vamos coílsideiai i vaiianclo de -4 a 0, através da seguinte cons

ti'ração: i= 0.01 x.j, .j = 1,...,400

Situação 11: i > 0 e À > 0



42 Capítulo 3. Classe de contaminação multiplicativa

Vamos considerar i vadiando de 0 a 4, da seguinte forma: i= 0.01 x .j, .j =

0,...,400.

Vejamos agora. quais foram os resultados gerados ao se consideiai o modelo nor-

mal e o contexto de simulação anterior'mente apresentado, quando temos a classe

de contaminação multiplicativa a phoh pala o parâmetro de posiçã.o a e as espe-

cificações a prãoh para o parâmetro de escala l-2 dadas pot h(7-2) o( ' e r2 -,

G/(1/10000, 1/10000).

En)bola o estudo tenha sido realizado com as dumas distribuições a phoh ante

rioirnente especificadas pala r2, os resulta.dos e conclusões roía.m muito similares.

Poi isso, vamos reporta-i aqui somente os resultados em que h(7-') oc :

Análise para i < 0 e À > 0

Na. Figura 3.7, apresentamos os extremos das distâncias dA,r identificados por

supX dA,r, inox dAd, supx dv e infX dv ta.nto para a média a posZeüoh, quanto pa.ia. a

varia.ncia a posteüoh, fixados S2 = 10 e n :: 20, 50, 100 e 200. Pala os demais

va.lotes de S2, apresentamos os gráficos no Apêndice B.

8 l x OI x

3',:.. e'"''
n=20
n= 50

e.... B-, n = 100

'' :3=..... u--- n= 200

3 -2

X

f'lx ?lx

Figura 3.7: Supremo das distâncias dÀÍ,, duo , dà/,: e dv.: , quando S2 :: 10 e n :: 20,
50, 100 e 200.
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Quando compai'amos os gráficos das Figuras B.l, B.2, B.3, B.4, B.5 e B.6, apõe

sentados no Apêndice B, chegamos as seguintes conclusões:

(i) Sobre dM. = 1 EÀj0 l xl u.lalxll

Pata diferentes valores de n e S2, o máximo elas distâncias da,/ apresenta-se

graficamente, quando em função de i, quase como uma. neta.

Note que, para S2 :: 1, o máximo das dista.ncias dÀ/, em função de i, con)poita-

se de maneira similar a função /(z) = z. A medida em que S2 cresce, a. 'rota' que

representa graficamente dÂ/ tem coeficiente angular cada vez maior, principalmente

pala tamanhos de amostra pequenos (n = 20 e 50)

De maneira geral, a medida em que i decresce, a distância entre supxda,/. e

infÀ da./o torna-se cada vez maior, implicando em um niaioi distanciamento entre os

extremos das médias a postehoh geradas pela classe de contaminação multiplicativa

a prãoh. Ou seja, a média a posíeüoh é bastante sensível a mudanças de especifi

cações a püoh em I'jt/, evidenciando a falta de robustez da. média a posÍehoh com

relação a I'AÍ.

(ii) Sobre dv, = 1 Varxj0 l xl Varoj0 l xl l

Em relação a esta medidas, para. quaisquer valores de S2, fixado i, quanto maior

o ta.manho da amosti'a, menor é o valor' ati'ibuído ao supx dva

Para. quaisquer valores de n, a medida em que S2 desce, maior é o intervalo de

variação das medidas dvo, exceto para o caso em S2 ;:; l e i< 2.

Note que há pouca variação das estimativas a postehorá pala a variância de

0 l x quando S2 possui valores modera.dos ($ 10) e tamanho amostral acima de

50. Podemos dizer que, nestas condições, ocorre a robustez da variância a posfehoh

com despeito a I'à/- Nm demais situações, esta conclusão não procede.

(iii) Sobre dM,, Exma'-' l xl Eoj7-2 l xl

Note que a curva que representa sup (ZÀ'/,: tem formato exponencial clo tipo ./(z) =

e ", pala um a > 0. Para tamanhos de amostra grande (n = 100 e 200), as curvas

de supx dÀ,í,, praticamente se sobrepõe, independente dos valores atribuídos a. S2

De maneira geral, notamos que a. medida. em que i decresce, supÀ dm,, torna se

cada vez maior, mostrando que existe uma maior vaiiaçã.o dias médias a posíehoM
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para I''2, obtidas segtmdo a. classe de contaminação a a phoh I'lt.r. Isto implica

em dizei que a média a postehoh para r2 é muito influenciada pela escolha. da.

distribuição a phoh em I'À,r e, portanto, a. robustez com respeito a I'AÍ nã.o ocorre.

(iv) Sobre dv,, Var*j'.' l xl Varou,-' l xl

Fixado i, quanto maior o tamanho da. amostra, menor é a distância entre

supx dv., e infX dv,: . para quaisquer valores de S2

Para n fixado: quanto maior o valor de S2 considerado, maior é o supÀd
li/mesmo quando o tamanho da. amostra. é relativamente grande, como no caso de

n = 200, nota se a. falta. cle robustez da variância. a posteüoh de rz, com despeito

a diferentes especificações da distribuição a phoü eni I'a,/, como pode sei visto na

Figura. B.7, localizada no Apêndice B.

Neste contexto, de inaneita geral, salvo algumas situações específicas, quando o

sinal da média amostial é diferente clo sinal do para.metro cle assimetria. considera.do

pa.ra a classe de contaminaçã.o íllultiplicativa a phoh I'A,/: concluímos que i)ão ocorre

a robustez cla média e da variância. a posieüoh marginal dos para-menos de posiçã.o
e escala do modelo normal

V.2

Análise para i > 0 e À > 0

Na Figura. :3-8 apresentamos grá.bicos similares aos da Figura 3.7: para diferentes

valores de ri. e S2 :: 10, porém considerando o intervalo cle variação de i entre züio

e quatro. Dessa. coima.: as cuidas dos dois gráficos da primeira linha da. Figura. 3.8

correspondem, respectivameílte: ao supremo das dista.ncias (/A,/o e dvn pala o para

metro é? l z. Analogamente, os dois grá.bicos instantes da. Figura 3.8 conespondem,

respectivamente, o supremo das distâncias dÀ./,, e dv,, pala. o pa-râmetio I''2 l 2

Os demais giá.focos considerando S2 :: 1, 3,8, 20 e 100 para. ã > 0 e À > 0 são
a.presentados no Apêndice B, nas Fígu]as 13.8, B.9, B.](J, B.12 e B.]3, respectiva-
mente

A fim de simplificar a notação, llsaremos o síml)olo supd&d quando as análi

ses pala. sopa dÀ./, e supX dAÍ., falem similares. De maneira. a.náloga., associamos as

notações infX dA,/, supÀ d\ e infX dv.

Como conclusões gerais podemos citar que para quaisquer valores fixados de S2

notamos que, quanto maior o tamanho da. amostra, merlor o intervalo enfie sup dx/
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o l x 8 lx

t:l x t'lx

Figura. 3.8: Supremo das distâncias dA,/., dva , dA,/,, e dv,: , quando S2 :: 10 e n ::: 20,

50, 100 e 200

e ínfdA./ e entre supdv e infdv, para 0 $ i$ 4. Uma vez fixado o tantanho cla

amostra., a medida. em que S2 cresce, maior é a distância entre supra./ e sup(ZÀ/ e

inf dA.r e entre sup d\, e infdu
Algumas conclusões específicas:

(i) Sobre dM. Exj0 l xl Eoj0 l xl l e dvo Va-*j0 l xl Varoj0 l xl

Ambas as curvas de supx (ZJ\,/o e supx dt/a tem um formato exponencial

Note que, a medida em que i desce, a me(lida sup dv, decresce mais rapidamente

pala zelo do cine a. medida sup dn,i,

Se a varia.ncia amostral S2 possui valores moderados ($ 10), os intetva.los entre

supxda,/. e infÀdA,/. e entre supÀdvo e infX dvo são bem pequenos, pi'incipalinente

pala n. 2 50. Para i? 1, estes intervalos são praticamente nulos. Cloncluímos ente.o

que, para. valores de S2 $ 10, as estimativas da média e da valia.ncia a posíerzoh

ma.tginal de 0 são robustas com despeito a diferentes especificações de clistiibuições

a prãoh na classe de contaminação multiplicativa. a phoh I'b/

lx/mesmo quando S2 > 10, podemos falai em robustez das estimativas da média e

variância a postehoh marginal de é? com t-esperto a I'a,/, se o tamanho da amostra

for grande (n ? 200)
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Conclusões similares as apresentadas no parágrafo anteiioi podem ser ati'ibuídas

para o caso em que S2 := 20, no entanto, isto ocoile para n 2 100.

Se a variância a.mostral é grande, representado aqui pelo valor de S2 :; 100,
concluímos que a. robustez da. média e da varia.nela a posteiioli marginal para 0 só

ocorre praia n ? 200.

(ii) Sobre dM., Exma'-2 l xl Eoj'r2 l xl l e dv,, Var*l,-' l xl Va:'oj',' l xl l

Aqui, as medidas supx dN/,, e sopa dv., são muito inHuenciadas pela variabilidade
amostral.

Note que, para cada i fixo, o valor de supX dàí,, é sempre inferior inferior ao

valor de supx dv.:

Para n 2 100, o intervalo entre supX dv,, e infxdv., tem pequena. magnitude:

])lincipalmente qua.ndo a. variância amostial é inferior a. 20. Tal fato pode sei com

provado pelas Fíbulas B.16 e B.17 apresentadas no Apêndice B. Concluímos então

que ocorre a robustez das estimativas da média e da valia.nela a posíehoh ma.iginal

de r2 com a despeito a classe de contaminação multiplicativa a pdoh I'A/, quando

S2 < 20 e n, > 100.

Coil)o pode ser observado nas Figuras B. 14 e 13.13, conclusão similar ao parágrafo

anterior pode ser torllada. quando ana.lisamos o intervalo entre supx dA,r,, e infx dA,/.,

para. S2 < 20.

De maneira get-al, para- tamanhos cle amostra suficientemente grandes (n. ? 100)

e variabilidade amostrar modelada (S2 $ 20), cluando o sinal da. média amostrar é

igual ao sinal do parâmetro de assimetria considerado para a. classe de contaminação

multiplicativa a phoü I'A./ , concluímos que ocone a robustez da. média. e da. variância.

a posferioh marginal dos paiâmetlos de posição e escala do modelo noiínal



(l;apítulo 4

Análise de sensibilidade em

modelos de regressão linear normal

4.1 Introdução

Uma. das principais idéias que se associam a robustez em modelos cle iegiessão

tem relaçã.o com a utilização e o desenvolvimento dc estratégias que permitam iden-

tificar a. presença de observações atípicas e investigar o efeito destas rla adequação

clo ajuste de um modelo (violação ou nã.o de suas premissas) e nas estimativas dos

pala.metros cle interesse

Uma. boa discussão sobre metodologias de regressão robusta. sob o enfoque clãs

fico são a.piesentadas em Rí)ttss('('tiw- .k: l,pior (?o(1:3) e ern llniiil)p1. 13oii(llct.ti, Rotas

sc(.llw .k Slillle1 (2oo5). Do ponto de vista bayesiailo: .\tola ilio-'\'ê\lle. (l;i\lea-13o.lt\s &

Zltilzo[n (2o0o) fazem uma tevisã.o c]e mec]idas (]e inHuência ma.is comuns na. ]iteiatu-

ra pa.ra modelos linda.ies normais com distiibuiçã.o a pMoh conjugada, consideram

modelos de regressão elípticos com distli})lições a phoü nã.o informativas pala os

parâmetros do modelo e investigam a influência. de um determinado subconjunto

dos dados na. distribuição a posíehoü dos paiâmetios de posição e de escala. Além

disso: os a.utores discutem a. influência de diferentes especificações do modelo dentro

cla. família de distribuições elípticas, a.o se c03npaiar o fisco de Bayes e medidas de

cliveigência entre as distribuições a posíerá07-i

Sempre que se considera. a abordagem ba.yesiana., uma questão que se faz perti-

nente é saber o quã.o influenciável é a distribuição a postehoh em relação à escolha

da. distribuição a phoü.

Como mencionado no Capítulo l deste trabalho, o estudo de robustez adorado

47
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aqui é o de robustez global. Neste contexto, modelamos a incerteza sobre a distri

buição a phoh através do uso de classes de contaminação, a. qual denotamos por

I'À,r . l\.leais especificamente, utilizamos a classe de contaminação multiplicativa, tal

como descrita em (3.1). Com respeito a a.nálise, diremos que esta é robusta quando

as inferências a postehoó pouco diferirem em relaçã.o às diferentes distribuições a
phoh escolhidas em I'À/.

No contexto de modelos de regressão linear normal, C:liil) & Tiwaii(1991) consi-

deraram a classe de distribuições a phoh c contaminada gelada à partir da mistura

da. distribuição normal-gama inversa (base) com a distribuição a phoh de Jeffl-eys

coiiigida poi uma. constante. Neste artigo, os autores mostram que, em geral, a dis

ttibuiçã.o a postehoh marginal do paiâmetio regressos é multimodal. Além disso,

e[es discutem questões c]e robustez bayesiana. ]oca] e g]oba]. Pala ava]iat a robus-

tez global, os estimadores a postehoü obtidos segundo a phoh base e a classe de

contaminaçã.o são compilados através de uma. medida que utiliza a funçã.o de peida

esperada a postehorí. Tal metodologia foi proposta poi' Bc'irei (1984)

Problema semelhante ao descrito anteriormente é abordado poi Cliêit.uix-(-(li( 11:)96),

utilizando outra parametrização da. classe de distribuições a püoh (-contaminada e

clifeiente técnica pala a. a.ná.liso de robustez. Naquele trabalho, a classe corresponde

a. uma mistura de distribuições a phorí do tipo g (ver Zelliiei 1986) e a metodologia

empregada é chamada de Tipo ll de máxima veiossimilhança. (b/IV-ll) proposta por
G.««1 (1965).

A metodologia NIV-ll não avalia o intervalo de variação de medidas a postehorã

geladas à partir dca. distribuição a phoh em I'À,/. Segundo C.'liaturx.e(li(1996), o pro-

cedimento NIV-ll 'cAoosárzg a pior /rom Z/}e c-corztamánafáon án a data dependem

/asÂÍon'. Neste método, a distribuição a phoh escolhida em I'h/ é selecionada pela

maximização da função de densidade pieditiva e toda a análise a postehoh subse-

quente será feita com respeito a esta distribuiçã.o a phoh selecionada. Qualquer

medida a postehoh obtida. segundo este processo aparece sempre identificado pelo

termo h'lV 11, poi exemplo, fala-se em média a postehoh h/IV-ll

Bcigei & Beiliilel ( 1986) reconhecem que a técnica lvIL-ll não é infalível e pode

produzir más respostas, particularmente quando a classe de distribuições a phoü I'Â/

contém distribuições pouco razoáveis. No entanto, os autores minimizam esta crítica.

afirmando que supostamente todas as distribuições a phod contidas em I'A,r devem
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sei representações razoáveis de crenças a püoh e que, dessa. coima, a distribuição a

pãoh escolhida em I'À/ por lvIL-ll seria a mais plausível, à luz das opiniões a phorã

e dos da:dos

Neste capítulo, também vamos estudei questões relativas à robustez bayesiana

em modelos de iegtessão linear normal. No entanto, a. aboidagen) utilizada fala uso

da classe de contaminação a phoh multiplicativa definida em (3. 1), paiametrizacla

de tal coima. que a distribuição que a representa é a distribuição normal-assimétrica

de Azzaliili(1983) e a distribuição a phoh base é a distiibttição normal. Além disso,

como já mencionado, estamos utilizando a abordagem de robustez bayesiana global

como apresentada em O: [lltg?ln ( 1 994), ou seja, nossa análise sela baseada na distân-

cia entre as medidas a posíeãorá geradas pela classe de contaminação multiplicativa

e pela distiibttiçã.o a püod base

Podemos iepiesentai o modelo de regressão linear geral, com o teimo dos eiras

normalmente distribuído, da seguinte forma:

X=Po+PiX{,i+Õ2X{,2+...+#p iXi:,-i+cí, para- i- l,...,n

onde

(4.1)

e X é o {-ésimo va.lor da variável i'esposta ou dependente

. 13o. 13\ OP l são os p paiâmetios regiessoies,

B Xi:j, pai'a .j - l, ...,p 1, é a vai'iável independente, explicativa ou covas'lavei

que representa. collstantes conhecidas,

. ei -- ]V(0, r'), tal que cilc.j, V á / .j

Equivalellte a. (4.1), podemos ainda utilizei a seguinte representação matricial

Y = X/3 + c, em que (4.2)

e Y é o vedor de variáveis respostas ou dependentes, de dimensão n x l,

e /3 é o vetou de para.metros regressores, com dimensão p x l,

e X é uma matriz com n x p covariáveís,
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. c é o vetou de eixos aleatórios, de dimensã.o n x 1, cuja a distribuição esta.mos

convidei'ando sel' Arn(0, r'/n), onde os símbolos /. e O referem-se, respectiva-

mente, à matriz identidade de ordem n. e ao vedor n x l de zeros.

Como consequência, obtemos que Y -- jVn(X/3, r2/.), cuja a ftmção de densidade
tem a forma.

''«, - (Ú) : . *'«-*',''«-*''. ''.;,
Pala que possamos fazei uso da perspectiva. l)ayesiana, distribuições a phoh pala

os paiâmetios do modelo devem ser especificadas. Duas situações será.o consideradas;

modelos de regressão ]ineai noima] coi-n varia.ncia. dos termos a]eatórios conhecic]a

e desconhecida« Como pressuposto pala. estes casos, estaremos assumindo que a

matriz de covaiiá.vens XI tem posto completo p. As demonstrações dos resultados
deste capítulo estão no Apêndice .4

4.2 11\'modelos de regressão normal com variância
dos erros conhecida.

Quando a matriz cle covaiiáveis X tem posto completo p; a. função de verossimi

Ihança, pot expansã-o da coima. quadiática. nela contida, é dada por:

.f(y l ©) C'ãPlk'2+(a Õ)rXTX(p Õ)l, (4.4)

onde /{s2 = (y XÕ)r(y XÕ) é conhecido como soma dos quacli-idos residual,

/{ = n p e /3 = (XTX) 'Xry é a. estimativa de mínimos quadrados (ou de má.xima

verossimilhança.) de /3.

Pala a distribuição a phoh do vetar de parâmetros regressoies, vamos coilsideia.i

a. clmse de contaminação multiplicativa dada poi:

I'À/ {/(P) /o(/3) x tu(0) : D € R"}, (4.5)

em que /o(.) e wo são como definidos em(3.1)
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Segundo Aiellano \'alce & .Azzalini(2(106), um vedor aleatório d--dimensional Y

tem distribuição normal-assimétrica multivariada quando a sua função de densidade

é dada por:

C,n) 'pl.x'«., :(y e)1, (4.6)

onde ( ({ C IRa) é o parâmetro de posição, Q é uma. matriz cle covaríância (positiva

definida), À (À c IRa) é o parâmetro de forma e w é a matriz diagonal formada pelos

desvios-padrões de Q. Como notação, adora.mos Y -- SNÓ(e, Q, À). Note que

Q = wQu, onde Q é uma matriz de correlação.

Dessa forma, para p C RP e Q com posto completo, a classe de contaminação

multiplicativa a pior sela parameti'izada de tal forma que:

/o(D) ; P, Q) (4.7)

e

«(©) 2 '>lÀ'.« '(D p)l, (4 8)

ou seja, I'A./ = {.f(/3) = 2 @,(/3; P,Q) 4'lÀrw '(O P)l : À € R-}. Quando

À :: O, obtemos a distribuição a phoü base representa(la. pela distribuiçã.o normal

multivariada.

A distribuição normal-assimétrica multivaiiada apieselltada em (4.6) é ltm caso

paiticulai da distribuição norma.l-assimétrica multivai-iacla geral (ver (2.6)), pois a

distribuição SNP(p, Q, À) é equivalente a GSIV.:,(p, Q, Xrw :, Xrw tP, l)
Neste trabalho, usamos ambas as notações conforme a. nossa conveniência.

Na proposição a seguir derivamos a. distribuição a posíeüoh dos paiâmetios

regressoles e mostramos que tanto a. classe de distribuições a phoh quanto a. dis-

tribuição a posiehor{ pata o paiâmetlo /3 pertencem à família coima.l-assimétrica

multivaiiada geral

Proposição 4.2.1 rEechamento sob co Üugação,) Corzsãdere o made/o de regressão

dado por (Jt.2) eva cona\ácido. Se l3 tem distribuição GSNp:\Ç». ç}, )Ju \ . )Jw \ p,

1.), então a dásthbuição a postehoh, a média e a liaüância a posterior para o vetar

de parâmetros regressores são dadas, respectiuümen.te, por
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''' ' "-''~,: (., (T*« ')'',

'*, '*'' (T,-- ')''n'« u'« .

'":, "«*'« ')'' *- :)':o'«

* {'a'*«}*'« ' (T *--'y'«,

Xrw i,.Xa"w 'P, l

(4.10)

')' *

(4.11)

onde

. - ('? *. 'y' (T'* --'«) ,

@(.F; ç,'H)

(4.12)

(4.13)

.[ = Àru i(, (4 14)

Ç = Xl"u iP, (4.15)

(4.16)"- "**«« ' (T*- ') ' o'«-u'

Note que, quando À = 0, resulta de(4.10) e(4.11) que

'.[']"j-' . "«.['1'«]-($?----')'" o«)

'« -«. Õ l Y - ''' (( (*F +Q ') '), «.«p''"''" «;:m . -«««,d. d.

conjugaçã.o sob normalidade.

Como discutido antetioimente, estudos de robustez conduzidos neste trabalho

avaliam a distância enfie medidas a posteráoh geladas pela classe de contaminação

multiplicativa a phom e a distribuição a prãoh base. Na proposição a. seguir, apre-

sentamos expressões para estas medidas no contexto de análise de I'egtessão linda.r,

com a variância dos erros conhecida.
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Proposição 4.2.2 (;onsãdere ZXIP l VI, VarXI/3 VI, Po = Eol/3 l VI e ç2o =

L''prol/3 l Yj como apresentados em Íy./0), r.Í./.rJ e Íy..r79, respectiuamenie. Então,

(i)

dÂ/ Zxl/3 l YI /3.

- (T*.-:: (À'«,'')' . (4-18)

(n)

dv t''-*l/3 l YI çàol (4.19)

« {'J*«}('?*.-:)''b'«'u'"« '(T*« :)':

em que o sÍh.cozo ll ll com'esporlde a norma eucZá(mean.a e 77, /, Ç e 'H são como

especlPcados arzíemorme7zíe.

Note blue, dA./ iepiesenta a. distância entre o está)nados de Ba},es fornecido pela
classe ['&/ e o estimac]oi de Bayes sob a (]istiibuição a phorá base /o(.). Ana]oga
mente, (Zv conesponde a distância entre as variâiJcias a a posíeüoh

Para va.lotes fixos de p e {2, obtemos a classe de contaminação multiplica.uva

a práoh noirnal-assimétrica quando variarnos a distribuiçã.o SNp(p,Q, À) em À C

IRP. Associada. a. ela e consicleranclo o lesultaclo a.piesentado na Proposição 4.2.1, a

classe de distribuições a 7)osíeráorã pala o vetou de parâmetros regiessoies fica assim
deternlinaclca:

«,('; ', (w-'---:) ') «'*'« :'' «"

'» 1*'« :( *'«-:., ,--*'« ' (%' *--') ' o'«-o'l
À € R'} , (4.20)

i'i, ./'(0 1 v)

No contexto cle aná.pise de robustez global, devemos deterrninat um conjLmto de

medidas a posZeãoh e estudei o comportamento de medidas limites nesta classe
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Para isso, vamos considerar as distâncias da,/ e dv definidas na Proposição 4.2.2 e

analisa-las em função de À C RP, nos moldes do que foi apresentado no Capítulo 3.

Assim, obtemos o conjunto de medidas a postehoh denotados por d&í(À) e dv(À),
com À C RP, e suas respectivas medidas limite, dadas pol:

supd.v/(À), infdm(À), supdv(À) e infdv(À). (4.21)

Note que a. classe de contaminação a püod contém a distribuição a phoh base

e que esta é identificada na classe I'A./ quando À = O. Além disso, dÀ,í ? 0 e

d\, ? 0. Somente quando À = O, temos que dw = dv = 0 e, porta.nto, infX dA.r(À) =

infX d\.,(À) = 0, qua.ndo o vetou À é identicamente nulo.

Pala as expressões do supremo, algoritmos de maximizaçã.o devem ser utilizados.

À À

4.2.1 Modelo de regressão linear normal com um parâmetro
regressor

Nesta seção, estudamos com maior profundidade o modelo de regressão normal

linear simples, sem intercepta, quando a clistribuiçã.o a phorí de # pertence a cla.sse

de coiltaminaçã.o multiplicativa normal-assimétrica. Nesta situação, conseguimos

obter resultados analíticos para as medidas limites das dista.ncias relacionadas à

média e a valia.nela. a postehoh. Muitos dos resultados que aqui seixo apresenta-

dos têm demonstrações similares aos apresentados no Capítulo 3 e, portanto, essas

clernonstrações seta.o omitidos.

Considere o modelo de regressão normal linear simples, sem intercepto, tal que

G=P: + q, q-..,N(0,1-') {= 1,...,n, c{ independentede cj, Ví#.j.

Vamos considerar um caso particular da classe de conta.minação a phom espe-

cificada em (4.5), em (lue Jo(/i) = é(#; p, a') e w(P) = 2 'P(À#; Àp, a'). Dessa

forma , a. classe de contaminação multiplicativa a phoh pala /3 pode ser representada

!)or S/V(p, a2, À), com À C IR, onde À ieflete o grau de contaminação da. distribuição

a pnom. Note que, quando À = 0, /(P) = /o(a).

Um primeiro resultado está relacionado a ptopiiedade de fechamento sob conju-

gação apresentado na Proposição 4.2. 1. Pala o modelo considerado em (4.22), temos

(4.22)
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que a distribuição a postehoh para o parâmetro tegressor é

GSN\,\
a' El:: «? Õ + p.''' «','

a' E:;. «? + ,-' ' a' El:: «? + ,-'

em que # = ;iiÍL-!!!# é o estimados de máxima verossimilhança para /3 no modelo

de regressão linear noinlal simples, sem inteicepto

As expressões pala a média e a. variância a postehoh dadas eln (4.10) e (4.11)
se reduzem a

l

zxlPlvl «2 E=;. «? /j + P','
«: El:: :«I' + ,'-:

'l"w

. E::;.=? (Ó p) l

;;H ''.':'
e

.&: «l«.*,#$:í$'fl;l.
-'- ',' «' x=::"? '',: «' Í"w..,..,u;,,?...,,l "

x h(Ày, (4.24)

.«:L.«? (ó . "l"'*,ii4e:«},l

b'arÀI/3 VI
a2T2

«' E;:. «f

com h(.X)
À

/a' >1:::. =?+r2(l+À')

Corolário 4.2.1 4 uah(2rzcáa a posíehoü apresentada em r,Í.P41 está /ámíÍada erztre

" ' l;e ELI IÉ? -i- 2
a2T2T

As versões para- as medidas de distancia a posíehoh apresentadas na Proposição

4.2.2, quando coilsideiamos o mode]o de regressão linear normal com um paiâmetio

tegiessor,são da.das por
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lü(À)la«:. - l-Exl# l vl - Â
aT2

b2 E=:1 ;? -F ;-i

e

t'''-*lP l Yj ê. - hW' ;í-S:li'''' *

. [«.»,3ê44
X

;

dv

(4.25)

em q--e /z(,X)
va' E::. =?+,2(l+À')

Note que, quando À = 0, a.mbas as dista.nelas são igua.is a. zelo, o que implica em

infx da,/(À) (Zt,(À) = 0

Pala. a arlálise de robustez, precisamos estudei o comportamento das distâncias

dA,r e dv com respeito a mudanças nos valores do pa.iâ.metro de assimetria À. Notamos

que dependendo da região em que À varia e da relação entre /3 e p, as clistârlcias dlt/

e dv, vistas como funçã.o de À, ora se colnpoitam monotonicamente, oia não. Na

Figura 4.1 , exemplificamos o comportamento das distâncias dÀ/ e dl/ ao se consideiai

fixos >1. zi2:= 10, p -: 0: a2:: le l-2:: l

Note que os glá.figos da Figura -l.l são similares aos a.plesentaclos na. Figura. 3.1.

O estudo do comportamento destas medidas sela. dividido em duas situações: (1)
d«(À) e d.,(.X) são monóto«a. e (11) d«..(À) e d.,(À) «ão são mo«óto«a.

Situação 1: dA/(À) e dv(.X) se cotiiportam monotonical-Dente

Vamos subdividir os estudos nos seguintes casos

Caso 1. À $ 0 e # > p

Caso 2. À 2 0 e P < p

Caso 3. # = p.
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D

B

8

>D q'

0

X

0

À

Figura 4.1: Gráficos de dA,/ e dv pala }, zí2 10, p := 0, (r2 := 1 e l-2

Em cada caso, apiesent;amos na proposição a seguir resulta.dos de monotonicidade

para as distâncias dm e dv, fixado uma. amostra z

Proposição 4.2.3 .4s distancias da,/(À) e dv(À) são corlZz'alias e

(i) monolónácas esthtament ec«sceníes, q«-do À $ 0 e # > p,
(ii) monos(inícas estráíamente crescerzíes., quando À 2 0 e /3 < p, e

(iii) sàméí casem«cação aÀ 0. Q«ando À $ 0 (À? 0) eÕ dÀ./(À) e'Z\.(.X)

são ntonotõnicas esthtamente decrescentes (crescentes)

Como consequência direta da Proposição 4.2.3, conseguimos cleterminai qual

valor de .X gera o supremo das distâncias a postehoü. Por exemplo, pela monoto-

nicidade das funções dxí e dv quando À $ 0 e # > p, temos que supÀ dÀ/ e sopa cZv

são obtidos quando À tende a oo. Em (ii), analogamente: supXd&í e supxdv são

obtidos quando À tende a oo. Em (iii), pela simetria das funções dA,r(À) e (/v(À) com
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ielaçã.o ao eixo À = 0, temos que tanto À --> cn, quanto À -+ oo, nos fornecem

supxdÂ/ e supÀdv.

Dessa forma, através da Proposição 4.2.3, conseguimos obter expressões fecha-

das para o supremo das distâncias a posfehoh. Apresentamos estes resultados na

seguinte proposição:

Proposição 4.2.4

(i) Q«-do À .g 0 e Ó > p, temos que

*l r.ç:'.l
»l liç l

s«P 'Í«. (À )
À '«' Ei:i i? T ? (4.26)

e

.,,, «l ,;:\l.'lr',,l
«' x=;."; ''''' ' 1 ,.>.:;ü;içnl "

. ';xbf?o-P:..... "I
,«;'l=i'n'- . l ,.}.l:Ü;;içnl

(4.27)X

s--P c!'' (À)
À

(ii)

e

Qu.ÜTLdo X Z 0 e 13 < p,: telm.os que .

À .} a E::.=?(P p)
l 'v'"' x::;. -? + .-'J

@

sup dA/(À) ::: ] l

'a' E=:. zf + ;' (4.28)

«. « leusq *

: x::: "? ''' ,' ' l,J,.:l;i'iLI "
«x=;:«?ü-,a . "I l

,«'«' x=:.«; '- '' ' ' 1 ;:.:b:i'Ff',l

s« P 'Z'' ( ,XI a'

* { (4.29)
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(i\i) Quando Í3 = H, as e=1)sessões para supx dÀ,1l.X) em (.i.26) e (4.28) são iguais e,

portanto, qualquer uma destcts expressões pode ser usada. Isto ícone devido a

.ímeíh« d« /u«ção d«.(À) em «Z«ção «o .i« .X - 0. O.n.Z«;ão -áZog« pod.

ser tomada com respeito à distância, dv

Situação 11: dA,r(À) e d\,,(À) não se comportam inonotollicamente

Na região em que a distância dA./(À) (d\.(À)) não se comporta monotânicamente,

mostramos que se existir urn ÀA,/ (Àv) que a maximiza, ele será único, obter)do uma

expressão fechada para ele. Para. isso, considere as distâncias d&í(À) e dv(À), P o

estimados de máxima. vei'ossimilhança de Õ e as constantes /(À4. = 0.8399238 e /(l/n

= 1.598539. As constantes /('A,/. e /('14, falam obtidas através de métodos numéricos

como soluça.o de equações cujos os termos possuem expressões dependentes da fiação

glkl. Pala maiores detalhes, vei a. demonstração da Proposição 3.1.0.

Proposição 4.2.5 Considere as dásíàncãas dA e dv, a2 :: l:ilÊlifflÊi;!r e as cons-

tantes Kõ,t. .83992:38 e Kv. = 1.598539. Para X > 0 e l3 > H (X < ü e Í3 < K),

(i) se a2 > /{À/o27-2 erzlão ezáste tlm. ?írzáco ÀÀ,/ drzdo por

ra' El=, «? + .-'
a2 'r'zl<h,.?

ccLso coTttrário Ttão existe Xh.l ;

Xí.,i = 1<;..t.
rl;i Éi: l i;l i ;-á \

d '.'K,.,..? l
(4 30)

(ii) se a2 > /{\'o2r2 erztão ezàste um tírzáco À\ dado por

X-, - K.. xlc})i:Íi?a-
caso corztráho não ezáste À\.

(4 31)

Pala obtermos o supremo das distâncias (las espeta.nças a postehorá, devemos

comparar a2 com /{A./.21-2 pala estudarmos o comportamento da distância dA./ em

função de À, quando À > 0 e /3 > p ou À < 0 e a < p. Nestes casos, segtmdo

a Proposição 4.2.5, sc a2 > /{A./.21-2 ente.o a função da,/(À) possui um único ponto

de máximo, obtido quando À tem o valor dado por uma das expressões cle ÀA,/ em

(4.30). Se À > 0 e P > p então ÀÀ4 = K'A/o v''>1:L''?'Fí2; se À < 0 e # < p
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então ÀM = Ã'Mo v''' )l::: '?+T . Dessa foi'ma, pai'a obtermos supX dh/(À), basta

tomarmos a distância dÀÍ(À) calculada em ÀÀ/, ou seja, dü/(Àà/).

Caso não exista tal ÀÀ/, é porque a distância dA/ em função de À se comporta

monotonicamente e, sendo assim, análise similar as das Proposições 4.2.3 e 4.2.4 deve

sei considerada para que possamos determinar o supremo das medidas de distância.

a postehoh.

Raciocínio análogo deve ser considerado pata obtermos o supremo da distância

dv com respeito a À.

Aqui, assim como na Situação 1, infÀ dÀ/ = infÀ dv = 0.

4.3 Modelos de regressão normal com variância
dos erros desconhecida.

Considere novamente a estrutura do modelo de regressão linear normal definido

em (4.2), tal que a. matriz de covariá.fieis X tenha posto completo p. A funçã.o de

veiossimilhança, poi expansão da coima. quadiá.teca nela contida, fica. dada poi:

.f(y l /3, .'-') e ãPlt':+(P Õ)a"XTX(p Õ)l (4-32)

onde X's2 = (y X/ã)r(y x/ã) é conhecido como soma dos quadrados residual,

/{ = rz p e /3 = (Xl"X)':Xry é a estimativa de mínimos quadrados (ou de máxima

veiossimilhança) de /3

Va.mos assumir independência a phoh enfie o vedor de paiâmettos iegressoies O

e o patâmetio de escala r2

Assim como na Seção 4.2: vamos adotai para a distribuiçã.o a phoh do vedor de

parâmetros iegressoles D -- SNp(p, Q, À), com p e (2 fixados e À C RP

Para a distribuição a phom do patâmetio de escala, vamos consideiai a distri-

buição a phoü nãc-informativa /z(1'') o( $ (Priori 1) e r' .- G/(a, b), com a > 0 e
b > 0 (P:'io-'i 2)
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Priori l

SÓ faz sentido considerar a priori não-informativa para o parâmetro de escala,

se conseguirmos mostrar que a função de densidade conjunta a rosé.eráoh é uma.

genuína. função densidade de probabilidade. Este resultado é apresentado sob forma.

de proposição e sua demonstração consta no Apêndice A

Proposição 4.3.1 (;onsàdere o m.ocZeZo de regressão dado por r4.P) e qzée a dás-

tht)Lição cl pdoh para, o vetar de purântetros regressores í3 seca SNpÇ», ÇL, Xh

Assumindo {ndepevtdência a phorã entre os parântetros f3 e T2 e se a disthbuãção

ü prior for não-infomí\atiça tal que hb-a ) «. b, então cl distribuição a. poster'l.od

conjunta é própha

Num outro contexto, Atcllaiio-\:nll(,.(:Flst io. (;eiitoli X'(;(liiicz(2008) mostraiarn

que a. distribuição a posZehorá completa clo modelo de regiessã.o normal-assimétrico

é piópiia quando uma distiibuiçã.o n priori pi'ópiia arbiti'ária é considerada. pala o

parâmetro de forma. e distlibuíções a phorã não informativas sã.o assumidas para os

outros parâmetros do modelo

O insulta.do que t\.piesentamos a seguia caia.cteiiza as distribuições condicionais

coma)leias a posíehorá do vetou de paiâinetios iegiessoies /3 e do parâmetro cle
escala rp: quando se consicleia o modelo de regressão linear normal, a. classe de

contaminaçã.o a püoh pala o paiâmetio /3 e a. clistribuiçã.o a pMoh nãc-informativa.

pala r2 especihcada. anteiiotmente

Proposição 4.3.2 Considere o mtodeZo de regressão da.do por r.Í.21 e ql&e a dàsíhbt&í-

ção a. T)viov'i para o uetor de parârí\erros regressores seja SNpÇH. çl: )q. AssurT\in,do

a ándepen.dência a pü'or'i entre os par(imetros f3 e va , se h(.r2 ) « -b então

01,'
««- I', (ç*«-) :, "« :, *'« :«, :l ''«,

a/ r!. !e + (0 Õ)'x'x(/3 - /à)'
\ 2' 2 2

07tde w é a matriz d agonal .f07wLada pelos desvios-padrões de Q, K = n p,

1<? = Çy xlS'fÇy XÍ3b é conhecido como soma dos quadrados residual, Í3 =

r' l /3: (4.34)
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(XTX)-l XTy é a estãmat ua de mínimos quadrados (ou de máxima uerossàmàlttança)

de O e

' - (T * --')'' (T' * --'«)
(4.35)

De posse das distribuições condicionais completas apresentadas na Proposição

4.3.2, pode-se implementar o ulétodo de amostragem de Gibbs, que é um caso par-

ticular dos métodos de Monte Cano obtidos via Cadeias de Markov, para se obter

estimativas de medida a postehoh, tais como a média e a variância a postehoh.

Na proposição a seguir: apresentamos expressões pala a distribuição a posÍehoh

marginal do vedor de parâmetros iegressores /3. Mostramos que a média e a. valia.ncia.

da. distribuição a postemoü iilaiginal clo parâmetro de escala r2 são ftmções da.

distribuição a posteràoh marginal de P.

Proposição 4.3.3 Considere o made/o de regressão dado por r{.i?) e qtêe a dãséhZ)ttã-

ção Q pior't para, o vetar de Furam.Giros regressores selva SNpÇ», çl, X3 independente

do,distribui,çãoa. phoüdea-2. Se, T)üral<s2 = tW Xj3')Tt] XÍ3), ondel<= n. p,

ü dist,hbuição Q püo'r"i 'pctra o l)arâmetro de escala, lz for hl.vz ) «- b então

i. ./'(D l v) - à @,(n; p, o) '} IÀ'"''(/3 - p)l lzy + üt

em glte

c' - Jl=.,.- -J=.,ó,(0; p: o) '} IÀ'" :(0 p)j llÇ + a!:êe#Xw::©l-f

ii. ZI.'-' IVI - ;b {K'.'+z 1(/ Õ)'x'xW /ã) l }''l}

üi. t'''«l.'-: l VI - Íi::ijÊ;i:q:E {K'.' + 1(0 - Õ)'X'X(e - /ã)l2 l Y }+

ç-'*l d/3,

+ íalw I''- l(Õ /à)"x'x(/3 Õ) lv

Observação: Cabe aqui fazei uma ressalva quanto a um abuso de notação presente

na expressão da. variância marginal a posíehoh dos brios aleatórios. Veja blue o

termo(/3/3)l"XTX(0/3) é unidimensional, o(lue justifica. escrevermos o teimo

l(P - Õ)'X'X(# - Õ)I' « L'a,l.-' l YI
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Priori 2

A seguir apresentamos versões das Proposições 4.3.2 e 4.3.3, ao se consideiai

,-' - G-r(., z,).

Proposição 4.3.4 Considere o modelo de regressão dado por ry.P9 e que a dàstríóltá-

ção a pv'ior'i para o vetar de parântetros regressores sel)CL SNpÇH, çt, )q. Asshvítindo

a independência a phoü entre os parâmetros f3 e T2 , se l-a «' GI(a, b) então

(ç*.-J'', *'«':, *'« '«, «l '-«,
P l,', Y --, G'SNp,- l (

e

G/Y
2

/{s' . (© Õ)'X'X(0 Õ) . .\

onde u é a matriz diagonal formada pelos desvios-padrões de Q, K = n p,
Ksa = ty -- xl3yçy Xj3) é coTtttecido como sonlü dos quadrados residttul, f3 =

(XlrX) iXry é a estimativa de m.íhámos quadrados rou de mázáma uerossímãZhança,)

de b e

2 2
,'lõ (4.37)

. - (T *. :)': (T'*--'«) l4.38)

Proposição 4.3.5 Considere o modelo de regressão dado por r,Í-2,) e que a distrai)zlá-

ção CL 'p'Flor'l para o uetor de pctrâmetros regressores sela SNpÇ», ÇL) }Ü ivtdepeltdente

da dáslhbuáçâo a phoh de I'-'. Se, para Rs' = (y--X/3)r(y X©), onde /{ = n. p,

a distribuição a phoh para o parâmetro de escala rz Jor r'z «' GI(.a:b) então

i. .f(#lv)-à@,(O; p, o)@lÀ'" :(P-p)l llg+a, õnn«pa+z,l ,lt+.)

em que

c-f=, Jl:, @,(#; p, o) '} IÀ'" :(o - /')l lzy + g-õy'xH«p4 + ól -(t-'-') ~p,

ii. ZI.-'lvl -i:ig=lK's'+.E (P Õ)'x'x(P Õ) lr



64 Capítulo 4. Sensibilidade bayesiana em modelos de regressão linear normal.

iii. Vara.-' l Yj - í;ni::i)í;;;ãi::ãp .E {-Ks' + l(O - /3)rXTX(/3 - P) + 2Z'l l Yl+

+ í;ail;.w I''- l(P - Ó)'x'x(0 - /ã) l vl

A seguia, para ilustram os resultados apresentados nas seções anteriores, vamos

utilizar um conjtmto de dados apresentado em (-;?tsella (11)83) para modelos cle re-
gressão simples sem inteicepto.

4.4 Análise de sensibilidade global para os dados
GPM

O conjunto de dados que utiliza.mos foi apresentado na. Revista. Â4otor Trema 1974

e coi)siste na ava]iação (]e 10 cala.cterísticas de 32 diferent,es modelos cle automóveis

j1973 1974). Consideiatemos aqui apenas duas varia.vens: o número cle ga.Iões de

gasolina. consumido pelo automóvel poi milha. peiconida; clenotaclo por GPN,l; como

variável dependente e o peso total do veículo: denotado por PV: colllo variável

independente ou explicativa-

Cla:.,clllt (1983) argumenta que a esco]ha de se uti]izai- a. varia.ve] galões por milha

e não o seu inverso (n)ilhas por galão); o que sei-ia mais coinuin, se deve ao ielacin

namento ]ir)eai observado entre as vca.fiáveis GPh,l e PV, o que não ocorre qua.ndo se

considera as variáveis l/GPi\,[ e PV. Acém disso, e]e argumenta que ca.racterísticas

físicas impõe que este relacionamento linear se dê sem se considerei o inteicepto,

uma vcz que um veículo com peso zoio deve consumia zelo de gasolina

Pala. aná.pise deste conjunto c]e dados, vamos consi(]erai o modelo cle regressão

linear normal, sem intercepto, segtmdo duas abordagens: valia.ncia. dos eixos aleató-
rios conhecida. e desconhecida.

4.4.1 l-2 conhecido

Na Subseção 4.2.1, coiisideiamos o modelo de iegiessã.o linda.r rlormal, corri um

parâmetro iegiessor e com a valia.ncia dos ermos (a-2) conhecida. Em princípio, vamos

fixei l-2 = 0.594, o que conesponde à estimativa de máxima veiossimilhança para a.
valia.ncia dos eixos
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Figura. 4.2: Gráfico de clispelsão para as variáveis peso do veículo (PV) e galões por

milha. (GPÀ'l)

Para a análise de sensibilicla.de bayesiana, vamos considerar a clcnsse de contami-

na.ção multiplica.uva. a phoh especificada em (4.5) com a seguinte pala-metiização:

.h(/3) = @(#; 0, 10') e to(Õ) = 2 '}(À#; 0, 10'). Dessa forma, a classe cle contami-

naçã.o multiplicativa a püoü pata /i pode sei representada por S/V(0, 104, À), com

À C IR, onde À ieflete o grau cle conta.minação da clistiibttição rz. phoh.

Observe que ao se escolhem uma distribuição a phoü base com grande variabili-

dade: estamos considerando uma. distribuição a püoü vaga, poléni própria.

Temos então que:

GF'.A/í = pPU+c{, ci-.,]V(0,0.594), qlej, VÍ#.j, í=1, ...,32,

Õ - S]V(0,10',À), con. ÀC R. (4.39)

Dando início ao estudo de sensibiliclacle bayesiana, precisamos considerar as dis

tâ.ncias da,/ e dv a fim de que possamos avaliar a influência da. classe de contaminação

multiplicativa. a phoü sobre as estatísticas pontua.is média e variância a posteüoM

Lenabre-se que a classe de contaminaçã.o multiplicativa. a. phoh é obtida quando

variamos À C IR na distribuição SN(0, 104, .À). Além disso, pela teoria apresentada,

avalia.mos as distâncias dÂ,/(À) e dv(À) em dois espaços distintos: À > 0 e À < 0.
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Neste exemplo, a estimativa de máxima. verossimilhança obtida para /3 foi 1.669,

com erro padrão calculado em 0.041. Dessa forma, como P é maior que o valor

considerado para o parâmetro de posição da distribuição a phoh base (/3 > 0),
então o comportamento das distância dm(À) e dv(À) será monotõnico estrita.mente

decrescente em À 5; 0. Pata À > 0, se existir um ponto ÀÀ./ (Àv) que maximiza a
distância da,í(À) (dv(.X)), ele sela único

Dessa forma, para obtermos os valores de supÀ dÀ4 (À) e sopa dv(À), quando À $ 0,

basta utilizarmos, respectivamente, as expressões fornecidas em (4.26) e (4.27) com

# :: 1.669, l-2 :: 0.594, P :: 0, l-a - 104

No entanto, uma dificuldade computacional surge aqui. As distâncias da,/ e dv,

assim como seu supremo, dependem da ta.zã.o gE}. Neste exemplo específico

«l r:çnl
.l b;l'FT',;l

@(-41.140)

'}( 41.i40y (4.40)

em que @(.) e d'(-) correspondem, respectivamente: à função de densidade e de
distribuição acumulada da. distribuição normal pa.digo.

Como @(--41.140) e '}(--41.140) são aproximadamente iguais a zero, poi uma.

limitação computacional @(--41.140) e 'D( 41.140) são tomados iguais a zelo, o que

impossibilita o cálculo da. fi'ação em (4.40)

O que faremos aqui é deteiminai um limitante superior para a função é(.) a fim

de que possa.mos dai continuidade a análise de serlsibilidade bayesia.na.

Billi(-z (2008) apresenta diversas piopiiedades da ra.zã.o de b/lill, inclusive algumas

desigualdades ftmcionais. Esta tazã.o define-se como

,(«) - -L-il:P, v « ' ]ü.
(4.41)

Além disso, o autor cita que vá.nos limites infeiiotes e superiores para esta. razão

foram propostos na literatura: sendo a mais conhecida a provada por Gol-(loii ( 194 1) ,

que mostrou que

i;il.l < ,(';) < :, v '; > o. (4.42)

A partir deste resultado, conseguimos demonstiai o seguinte lema
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Lema 4.4.1 Para todo z > 0, lemos que z < glii:l < z + l;

Equivalentemente ao lema, se considerarmos --z = g/, V z > 0, vemos que

z/< gg < -z/ l;,v3/ <o.
Note também que pelo lema, se z é positivo e suficientemente grande, então

õÍ:D - .''
Na Figtua :1.3, a])resentamos uma giá.fico que nos mostra esta. a.proximação.

De posse do resultado do Lema 4.4.1, conseguimos obter ltm limitante superior

pala as medidas supÀ dA/ e supx du dadas em (4.26) e (4.27), pois pala À $ 0 e # > p

Ó( z)

sup dÀ.r <
À -Jb * ,, [«* à] (4.43)

;:- '« «:: ;-=lÇ;-o l«*ÚI (4.44)

onde )'v = a EL. =? (Õ--p)

,v/.' E::. -? + .''

Vale iessaltai que falem)os uso das cotas supeiioies para supÀ (ZA,/ e supX dv sc-

mente na impossibilita.de de optei um insultado excito para- esses valores através das

0

f(x)
Q(-x)

í(x) : x

l
f(x) : x . --

X

6 8 100 2 4

Figura. 4.3: Aproximação da função Ó(') por 7 e z + 1 , V z > 0
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expressões (4.26) e (4.27). Isto se deve pois, como pode ser observado na Figura 4.3,

valores moderados positivos de z não resultam em boa.s aproximações pata a ftmção

gÍiii:l, mas, no entanto, nestes casos não faz sentido usar a aproximação, já que a
fiação q {-=) é perfeitamente calculável.

Na Tabela 4.], apresentamos o supremo e o ínfimo de d.\,/ e dv nas legiões em

que À < 0 e À 2 0.

Tabela. 4.1: Valores obtidos para o supremo e o ínfimo de dà/ e dr

Em termos interpretativos, as medidas supX dÀ/ e infX da,/ correspondem, respec-

tivamente, a maior e a. menor dista.ncia. entre o estimados de Bayes fornecido pela

classe de contaminação multiplicativa a phoh I'A,/ e o estimados de Bares sob a.

distribuiçã.o a 79hoh base /o(0). De maneira análoga, as medidas sopa dv e infx d\.

cora'espondem a maior e menor distância. entre as varia.ncias a postehoh do pai'âme

tio tegressor.

Sob ./b(#) = @(#; 0, 10'), obtemos que a média e a. variância a postehoh do

parâmetro iegressor são dados, respectivamente, por ] .669 e 0.002.

A Tabela 4.1 nos mostra que há pouca variação das estimativas da. varia.ncia.

a posfehorz com respeito a mudança de especificações a pmoü dentro da. classe de

contaminação multiplicativa a phoh considerada. Além disso, esta pouca variação

das estimativas a postehoh se mostra mais evidente na legião em que À tem o mesmo

sinal cla estimativa. de máxima verossimilhança, tanto pala- a média, quanto pala a.

varia.ncia a posfehoM. No entanto, na regia.o em que há divergência entre o sinal de

À e P, a. média. a postehod é bastante influenciada pela classe de contaminação a

4.4.2 Estudo da influência de l-2

Os resultados apresentados anteriormente focam obtidos considerando a. variância

dos entes aleatórios l-2 igual a 0.594. Vejamos o que ocorre com as medidas supx dA./,

Região
dm dv

infx d&r supx dÀ,/ infX dv supX dv

À 2 0

À < o 0 1.6707

0 0.0003

0 0.0017

0 0.0002
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Tabela 4.2: Valores obtidos pala o supremo e o ínfimo de da,/ e dv, Õo e ç2o, para
diferentes valores de r2

supÀ dv, quando cassumimos diferentes valores pala r2, a sabei l-2 = 3, 5, 10, 100, 10a

Ao analisarmos a Tabela 4.2, notam-nos que a. medida em que se considera valores

cada vez maiores para. a. variância dos eixos aleatórios, a média a posÉehorá clo

para-metro regressos obtida segundo a distribuição a phoh base praticamente não

se alteia, o mesmo nã.o podendo ser concluído pala a variância a /)osÍeüoh de #

também obtida segundo a distribuição a práoh base

Na Tabela 4-2 nã.o sã.o apresentados os valores calculados pala infX da,/ e infÀ dv

uma vez que já foi mostrado que infX dÀ,/ = infX dv = 0, para. quaisquer x, y, 'r2, p

Fixado o valor de l-2, os valores dos supremos são menores no espaço em cine

À ? 0, justamente na região (lue tem o mesmo sinal da. estima.uva cle má.xima.

veiossimilhança.

Quando l-2 = 3, 5, 100 e À 2 0, a ma.gnitude dos supremos é bem pequena,

indicando que neste espaço tanto a média quanto a variância a posíehoh são lo

bastas. Note também cine, a. medida em que r2 cresce, também desce a magnitude

dos intervalos de variação das médias e variâncias a posÉehoh, mas nada muito

significativo.

Quando À < 0 e l-2 = 3, 5, 100 e 104, não verificamos as mesma características

apontadas no item anterior. De fato, a robustez com despeito a. escolha de distribui-

ções a phoh na classe de contcaminação multiplicativa I'x/ se evidencia na região em

e a2

T2 Õ. ê. Região sopa d&/ supxdv

      ,\ < o 1.675 0.008
3 1.669 0.008

,\ > o 0.002 1.28 x 10 5           
      À < o 1.678 0.014

5 1.669 0.014
,\ > o o.oo2 3.55 x 10 5           

      À < o 1.813 0.259
100 1.669 0.277      

      À > o 0.049 0.014           

104 1.665 27.632
À < o 5.309 19.341

      À> o 3.195 15.526
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que À assume o mesmo sinal de /3. Neste exemplo, isso ocorre em À ? 0.

Numa situação extrema, consideramos I'2 := 104 e vimos que, mesmo neste caso:

o conjunto de médias a postehoM padeceu não sofrem tanta influência de l-2, princi-

palmente na legião em que À ? 0. O mesmo não podemos concluir com respeito a

variância a postehoh.

4.4.3 Estudo da influência de a2

Todas as análises realizadas até o momento consideiaiam as distribuições a phoh

pala # com pa-lâmetio de escala fixo a2 :: 104. Vejamos o que ocorre quando

consideramos uma distribuição rz práoh com menor variabilidade e cuja a variância

dos erros aleatórios é l-elativatTlente grande. Assim, consideremos a. estruttua. do

modelo de legiessão similar a (4.3S)), substituindo I'-2 = 0.594 por r2 = 100 e a2 = IO4

por Qz :: l.

Dessa forma, a distribuição a phoh base será. dada pela. distribuição normal
pachão. Na Tabela. 4.3, apresentamos as estima.uvas da. média e da. varia.ncia a

posíehoh sob a dista-ibuição a phoh base, denotadas por Po e ç2o; iespectivanlente

e as medidas supx dA4 e supx dt/: qttarlclo a2 :: l e 104

Tat 100

Pela análise da Tabela 4.3, notamos que comi respeito às estimativas pontua.is,

tanto a. média. quanto a varia.ncia a posíehom obtidas sob a distribuição a. phoh

base pouco sofreram influência da mudança. cle a2 :: 10a para a2 :: 1. Na. regia.o em

que À ? 0, as medidas supX d»í e supÀ dv aparentemente mostiaiam se invariantes à.

escolha de a2. Ta.mbém não houve grandes mudanças nas inedidcas sopa dÀ/ e supÀ dv

no espaço em que À < 0. Vale ressaltar; no entanto, que excluindo-se a iegiã.o À ? 0

e fixando a2 ;:: 1, tanto /3o e çào, quanto sopa (Z.v e supx dv, apresentaram lesultaclos

inferiores às apresentadas pelas estimativas obtidas quando a2 :;; 10't

)ela. 4.3: hledidas a postehoh, supX d.v e sopa (Zv, para I''2 ::

a2 0o ç2o Região supÀdA./ sopa dr

l
\ < o

1.308 0.217
1.446 0.200

  À > o 0.049 0.014

104
,\ < o

1.669 0.277
1.813 0.259

  À > o 0.049 0.014
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Também para a2 = 1 observamos que a robustez da média e da variância a poste

hora do pala.metro regressor /3 com respeito a classe de contaminação multiplicativa

a pmom ocone no espaço em que À têm o mesmo sinal que o estimativa de máxima

veiossimilhança.

Vejamos o que representa em termos de conflito ente'e a distribuição a phorá e a

veiossimilhança o fato do espaço de variação de À tei ou não o mesmo sinal que o

estimativa de máxima. veiossimilhança. para o paiâmetio regressor.

Para um representante do espaço À > 0, vamos tomar À = 20. Note que aqui

estádios na situação em que À e /3 têm o mesmo sinal. Poi outro lado, para um

representante do espaço À < 0, escolhemos À = 20

Na Figura 4.4 comparam-se a distribuição a práoh com a função de verossimi-

Ihança. e com a distribuição a postehoü. Para a velossimilhança, multiplicamos esta

pot uma constante com uma escala conveniente de tal forma que o resultado da

integração da função de verossimilharlça. seja igual a um

Pela Tabela. 4.4, notamos que há uma pequerla diferença enfie as médias a pos

lem.oü do pa.iâmetio P obtidas sob a. distribuição a phoh base e a distribuição a

prior normal-assimétrica, quando À = 20. No caso em que À = 20, esta diferença

é ainda. ]nenoi. Aná.pise semelhante pode ser feita quando consideramos a diferença

elltie as variâncias a posÍehorí de #

X:20 X:-20

verossimilhança

a posteriori

T+;'f...-. zl zt. r'ln"l''..,...,8,. ,-1. ,1;.+.,;h..;n8.- " ,.«;n'"; -ror'-ç.'-;.«.;lh'-... . ,l;.+..;h..;,.ãn ',[ [õLucb T.'t. \-/V]]]l-rQ]c yc&J u( U10U]]]JU]\cH-P L& //] bV] & Y ]V] ]]]]]]]]a-]]yc U] U]]].FU]\cuu

postehoh: pala À - 20, 20
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a priori
a posteriori

'/q

23 20 3

P

Figura. 4.5: Compara-ção da distribuição a püoh base, veiossimilha.nça e distlibuiçã.o

a posterior.

Tabela 4.4: Distância. entre as estimativas a posíeráoü obtidas sob a distribuição a

phoh bme e a. distribuição a pmorá nort]aal assimétrica.: cona À = 20, 20.

No erra.nto, apesar de pontualmente o desvio enfie as médias e as valia.ncias a

poslehoh obtidos pala # não serem muito grandes, vemos que a escolha de À := 20

ou À = 20 gera um grande impacto no compoitca.mento da distribuiçã.o a posse

hoh pala. # (Figura. 4.4). N'leis do que isso, quando consideramos a distribuiçã.o

normal assimétrica com paiâmetlo de assimetria -20 pala especificação a phoh do

paiâmetio iegressoi, observa.mos um evidente conflito enfie a informação fornecida

pela dist,iibuição a phorz e a veiossimilhança.

               
À .z«..(,x) -     d-,(À) - L'arx l# *] ç20

               
20   0.004     0.005    
20   1.431     0.198    
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4.4.4 l-2 desconhecido.

Vamos considerar o conjunto de dados deferente a. 10 características de 32 dife-

rentes modelos de automóveis, publicados em 1974 na Revista .A4otor Trema e hoje

divulgados no antigo de [leli(]cison k \''e]]elTlali (1981)

O modelo cle regressão a ser considerado estrutura-se como

GPlç/li /3PK+c{, ci--JV(0,r'), alq, Ví#.j: Z l 32, (4.45)

em que GPT\4 é o número de galões de gasolina consumido pelo automóvel poi milha

percorrida e PV é o peso Lota.l do veículo

Para uma análise bayesiana. do problema.: devemos especificar as distribuições a

püoh pata o parâmetros /3 e I'-2 que são, respectivamente, o parâmetro regiessor e

a varia.ncia. dos ermos aleatórios

Vamos considetai pala a especificação a príoM do parâmetro regressor, a. classe

de contaminação multiplica.uva a phoh definida em (4.5) com a seguinte para-metii-

zação: /o(Õ) = @(#; 0, 10') e tu(/3) = 2 '}(À#; 0, 10'). Dessafoima, achasse de coil

taminaçã.o mu]tip]icativa a phoh pa.ia. Õ pode sei representada poi S]V(0, 104, À),

com À € R, onde À ieflete o grau de contaminação da distribuição a pràoh.

Considetaiemos as seguintes especihcações a phoü do parâmetro de escala do

modelo cle regressão linear norma.l: b.(r') c( $ (Priori 1) e l-' --, G/(a, b) (Priori 2)

Pala da.amos início ao estllclo cle sensibilidade bayesiana., precisamos consideiai

as distâncias dÀ,/ e dv a fim cle que possa.mos avaliar a. influência cla classe de con

tai)linaçã.o multiplicativa. a phorá sobre as estatísticas pontuais média. e vai-iância a

posíeüoh. Estas estima.uvas pontuais foram obtidas por meio dos resultados a.ple

sentados nas Proposições 4-:3.3 e 4-i3.5 e do uso da. técnica de integração itumélica.

de Clauss-Helmite pa.ra calcular a. média a posZehorá de funções de /z(/3)

Com despeito às dista.ncias, adotaremos as seguintes notações

dm,

du,,

E*l# l xl Eol# l xl e d«b

Exll'-' l xl Eolr' l xl e cZ\,;,

t'«xl# l xl - L'a,ol# l xl l ,
t'«*l,-' l xl -- L'«ol.'-' l xl

Note que, como a classe de contaminação multiplicativa a pMoh pala o parámetio

/3 contém o caso em que À :: 0, temos que infxdÀ./p :: infXdva = infX(ZA.r,,

infÀ dv., = 0.
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Para obtermos as medidas sopa dmp , sopa dvó , supX dm,, e supX dvT: precisaiemos

recorrer a algolitmos numéricos para calcular as diversas integrais relacionadas a

estas expressões. Utilizaremos aqui o método de integração do tipo Gauss-Hei-mire,

associado a função transformadora spZãt -- t, pala agilizai o processo de convergência.

Ta! metodologia está. implementada no pacote óag/espace do programa R. Maiores

detalhes sobre este processo de integração numérica podem ser encontrados em Genz

& liass (1989) e ({''Jiz & l<ass (1997).

Embora o estiido tenha sido realizado com as duas distribuições a phoh anteri-

ormente especificadas para r2, os insultados e conclusões para r2 «., G/(a, b), com

a = b = iÕ] , falam muito similares a /z(1-2) oc 1 - Por isso, apresentaremos aqui

somente os resultados em que h(1'-') o( $.

Sob a. distribuiçã.o a práoh base (/3 '~ N(0, 10')), obtivemos que as estimativas

da média e da. variância a postehoh para o parâmetro regiessol foram 1.669 e 0.002,

respectivamente. Pala. as estimativas a posterÍoh de I'-2, obtivemos 0.626 pai'a a

média e 0.026 ])ara a. variância.

Na. Tabela 4.5, apresentamos os valores dos supremos qua.ndo consideramos a

distribuição a püoh não informativa para a variância dos eri-os aleatórios e a classe

cle conta-minaçã.o multiplicativa normal-assimétrica padrão para especificação da dis

tiibuição a. phoh clo parâmetro reglessor.

Tabela 4.5: Valores ol)tidos pala o supremo das distâncias a posZehoh

a« l a.
Regia.o

supxdÀ4a supxdva supxdÀ/,: supxdv.,
À<0 l4.7x10'3 1.2x10'7l9.8x10'6 4.6x10 6
À?0 l2.4x10'4 t.0x107l4.3x10'7 6.4x10s

Note que, segtmdo a Tabela 4.5, há pouca variação das estimativas da. média e

cla. variância a posíehoh: principalmente na legião em que À tem o mesmo sinal da.

estimativa. de máxima. veiossimilhança de /3. Dessa coima, concluímos que tanto a.

média quanto a variância a postehoh são robustas quanto a escolha de distribuições

a pMoh na. c]asse (]e contaminaçã.o multiplicativa I'm



Capítulo 5

Sensibilidade global com o uso da
função de concentração

No Clapítulo 3, apresentamos um estudo de sensibilidade que nos permitiu avaliar

a influência da. classe de distribuições a phoh - construída segtmdo a classe de
conta.minação multiplicativa na média e na variância a posíehoh. Vale salientam

que tais medidas descrevem a variação da distribuição a postehoh em a.pena urn

aspecto, a. partir da utilização de ul-na estatística pontual a posíehom.

Com o intuito de ter uma visão mais global do comportamento da distribuição a

posteràom segundo a. claisse de distribuições a phoü multiplicativa, vamos considerar

uma outra abordagem pala. a análise cle sensibilidade a posteriori. F(}jriiil & litiggPii

(19{)5) utilizam uma. medida de divergência conhecida. como função cle concentração

e a aplicam em um estudo de sensibilidade sob a classe de distribuições a priori

c contaminada. Uma. clãs vantagens do uso da função de concentração em relação

a. ouvias medidas de divergência conhecidas na. literatura, é que esta nos permitiu

obter burla ma.iot gama. de resultados analíticos no contexto de sensil)ilidade global

Ctilai('lli .k'. 13.'g?izziiti(lc)87) definiram a funçã.o de concenti'ação como uma ge

nei'alização da curva de concentração de Lorenz, cuja representação gi'áfica é muito

utilizada poi economistas para entender a distribuição de lenda enfie os indiví

duos/famílias de lmla deteinlinada. sociedade. X:lt\i-sliall & Ollçitl (1979), poi cxcm

plo, utilizam esta contextualização para descrevem- a construção da cuida de Loienz

empírica. Pala. isso, eles consideram uma população com n indivíduos e suas res-

pectivas i'ondas. Ao ordenar a. renda dos indivíduos de forma. crescente, obtém-se

z(1) $ ];(2) $ ... $ :t(n) e n + l pontos cal'tesianos definidos como (k/n,St/S«),
Ã: = 0, ..., n, onde So = 0 e Sk = >1'k l z({) A curva de Lorenz é obtida quando

75
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Figura 5.1: Curva de Loienz para. a. distiibuiçã.o de lenda. na população

clesenhanios os n + l pontos no plano cattcsiano e os conectamos através de segmen

Se a lenda é clistlibuída uniformemente enfie os n indivíduos, então a. curva de

Lorenz corresponderá. a. linha. neta. na. diagonal do club(Irado tmitário. Esta. linha

diagonal é muito utilizada. como iefeiência para intetpietações: sendo que qua.nto

mais afastada da diagonal foi a. curva. de Lorenz, maior a. desigualdade de iencla.

entre os indivíduos.

Para exemplificar a técnica, considere uma empresa com 4 funcionários, cuja. a

folha de pagamento possui salários mensais dados poi R$ 1000:00, R$ 3000,00,

R$ 3500,00 e R$ 10000; 00. Na Figura 5.1 apresentamos a chuva de Lorenz para. a

distribuição de salários desta empresa, representada. pela linha contínua. Note que,

poi construção, no eixo y temos a. piopoição acumulada. da renda dos indivíduos

e no eixo z a. proporção de indivíduos Diga.nizados segtmdo a lenda. Por exemplo,

o quanto ponto cartesiano da curva de Loienz corresponde a. (0.75, 0.42) e pode

ser inteipietado como segue: 42% do total da. folha de pagamento desta empresa é

destinado ao paga.mento de 75% dos füncioná.rios coral menores salários

tos
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Suponha agora que R$ 3000, 00 do maior salário fosse distribuído igualítaria-

mente entre os demais funcionários, ou seja, os salários passassem a R$ 2000, 00,

R$ 4000, 00, R$ 4500, 00 e R$ 7000, 00. Na Figura 5.1 utilizamos a linha tracejada

para representar a curva de Loienz nesta situação. Veja que quanto melhor distri-

buído o pagamento entre os funcionários, mais próximo da diagonal do quadrado
unitário tende a estar a curva de Lorenz.

Como propriedades da cuida de Loienz podemos citar que está é não-decrescente,

contínua e convexa. Tais propriedades também são compaitilhadas pela função de
r'nnpnntlnpãn

Segundo Forrini & Riiggeii(2C)00), ' C'zl/aze//{ f17 Reígíl zlirzí r/PÓ'V9 de#ned í/}e cora

cevttratioTt .functãon o.f ü probabitity meastLre P Hall respect to anotlter Olhe, say Po,

eltending the classicat vtotiort oJ the Lorenz-Gãn{ cume. By the concentratãoTI junc-

tiovt, the discrepancy betueen ttoo measures de.Hned on tlte some probabitity spa.ce

is studied, compahng the d{.Berent covtcentrations o.f probabilitlJ determinem by tlt.e

m.eas'ares .

Assim, temos por objetivo utilizei a teoria. de funçã.o cle concentração pala podem

mos compara.r diferentes medidas de probabilidade a posterãoü geradas à partia da

vaiiaçã.o da distribuição a pràoü, segundo a. classe de contaminação multiplicativa,

ao se collsiderai a função de veiossimilhança fixa.

No Apêndice A apresentamos as demonstrações elas proposições presentes neste

capítulo.

5.1 A fim.-ão de rn«. .-n«-trnrãn:s v v xx v v x x v x. q..E:í q.,q.v

Antes de definirmos a função de concentra.ção, vamos apresentar alguns conceitos

iniciais que senão necessários pala o entendimento desta. seção. Pala isso, considere

11 e llo duas medidas de probabilidade em um mesmo espaço mensurável (O, /)
Uma medida ll é absolutamente contínua com respeito a uma medida llo, se para.

cada .A C /, llo(.4) = 0 implicam em 11(.4) = O- Neste caso, também clizeii)os que ll é

dominada por llo, denotando esta relação por ll « Ho. Pol outro lado: dizemos que

as medidas ll e llo são mutuamente singulares se têm suportes clisjuntos, isto é, se

existem conju«tos Sn e Sn. tal blue n(O Sn) = o, no(o -- sn.) = 0 e Sn nSn.

De posse destas definições, apresentaremos agora a funçã.o de concentração como
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definida em Foitini & Ruggcii(2000). Pala. isso, considere ll e llo duas medidas de

probabilidade em um mesmo espaço mensurável (O, /). De acordo com o teorema

de Radon-Nikodym, existe uma única partição {/V, /Vc} C .F de O e uma função

não-negativa A em Arc tal que

n(-E) n.(-E n ]v') + n.(E n N), VE c /', (5.1)

onde ]]. e 11, são, respectivamente, as partes absolutamente contínua e singular de

H com respeito a llo, em que

n.(EnNc)-/ h(o)n.(do), n.(N)(N)
EnNc

Considere h(0) = oo, V ]V e defina

(5.2)

#(z/) =llo({0CO: h(0) $y}), c; =infl3/e 1R: H(g/) 2;} ec; = li-« c..(5.3)

Finalmeílte, seja

Z.; C O : /t(0) $ c:} e Z, {0 € 0 : /z(0) < c;} (5.4)

Definição 5.1.1 .4 /unção Wn; 10: il --> 10, 11 é a /unção de concentração de H com

"speáío « no se Pn(') + c:lz H(c;)l, P«a ; C (0,1), Pn(0)

p«(i) - n.(o)

Neste trabalho, por considerarmos medidas de prol)agilidade com características

mais específicas, vamos apresentar a. definiçã.o da função de concentração com uma

linguagem dais simples clo que a. a.iiteiioirnente apresentada-

Paia isso, considere (O,/',P) um espaço de probabilida.de tal que O = IR e

.F = B, onde Zi é a a álgebra de Rolei nos subconjuntos cle O. Além disso, seja. ll e

Ho duas medidas cle ptobabiliclade absolutamente contínuas com despeito a medida

de Lebesgue, em um mesmo espaço mensurável (R, 23).

Segtmdo o teorema. c]e Radon Nikodyrn (Bi]]iligs](:]v (]1)86), C:apifislçi & I'io])])

(20(J4)), dado duas medidas a finitas p e p ta] que p « p, ente.o existe uma. função

h nãc-negativa, tal que u(À) = .L h(0) p(dO), para- todo Á C /. Além disso, pala
duas funções /z e g não-negativas: plh :/ gl = 0, o que nos galante a unicida.cle da.

funçã.o /z com despeito a medida p.
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A função h é conhecida. como derivada de R.adon-Nikodym de p com respeito a

p e é denotado por dp

Sabemos que uma medida p em (IR, 23) tem uma função densidade de probabi-

lidade msociada a ela se e somente se p é absolutamente contínua. com respeito a

medida de Lebesgue À. Neste caso, a derivada de Radon-Nikodym g: = / é a função
de densidade

Nesse contexto, sejam ./' e /o as respectivas funções de densidade associadas as

illedidas ll e Ho absolutamente contínuas comi despeito a medida de Lebesgue.

Note que a construção da função de concentraçã.o como apresentada na Definição

'D.l.l depende da deternainação da derivada de Radon Nikodym de uma medida ll

com respeito a uma medida llo. Assim:

n(A)- /..f(o) úo - lt :lllà.r.(o) do- /:llllSu.(aa), (s.5)

ou seja, a derivada de Radon Nikodyin cla medida n com despeito a medida rlo
é a t-azão enfie funções de densidades associadas a ll e a llo. Daqui poi diante,

consideiaiemos A(0) - .ál8: V 0. Note cine Erl.lb.(0)l - l.

Neste contexto, vejamos agora. como (]eteiminat uma expressão mais concisa da

fullção de concenLiação

A pa.ttir cla. definição de ftmção de concentração em (5.1.1), C'irai('lli & llcgiizzilli

(]f)8í) e Foi] iiti .k Rttgg(-ii(]9ç),J) a.lgumentam que

«';'- l:=iii:: ziii:::ii: :::::i:ii: li:i ''',

Se, por outro lado, H(c;) < z < H(c:), então o teimo complementam c:lz --
H(c;)l deve ser considerado, a fim de que pi'opriedades corllo continuidade, conve

xiclade: etc. possam sei atribuídas à. função cle colicerltraçã.o: como ocone com a
cuida. de Lorenz-Gim.

Note que, como H « llo, ente.o H. = 11. Além disso, como ./ e /o são funções

de clensiclacle, temos então que / e /o são fullções contínuas nã.o-negativas e, dessa

forma, /}(0) - ji@ também é uma função contínua não negativa.
Vejamos se no nosso contexto, existe z C 10, il tal que H(c;) .$ z $ H(c;). Note
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que, por (5.6),

H(c;) $ z $ H(c;) -e::::> no(z.;) $ z $ no(L:) (5.7)

+:::> no(coco:A(o) <c:}) $z$no(coco:h(o) sc;})-

Como c; € R, pois c; = infl3/ C R : H(g/) 2 z}, e h é uma função contínua não-

negativa então, pelo teorema do confronto, conseguimos mostrar que z = llo({0 €

O : à(0) $ c;}) = Ho(-L;). Além disso,

infly C R : H(y) ? z}

infÍy c R: no({a € o : A(o) $ z/}) 2 z}

inflZ/ C R : ]lo({0 c O: A(a) $ Z/}) 2 11o({0 C O

inflg/ C IR : 3/ 2 c,}.

h(0) $ c;})}

(5.8)

Assim,c:=inflyCR:3/2c;} H' 3/=c;
Dessa forma, conseguimos mostrar que a Definição 5.1.1 para função de coilcen-

tiação pode ser ieesciita. como segue.

Seja Z,, = {0 c O : b.(0) $ 3/}. A função Pn : 10, 11 H 10,11 tal que, pala

z C (0: 1),

P- (;)

P-(o)

P«(1 )

sey

0

n(o)- i

;

é conhecida. como função de concentração de ll com despeito a llo

Note q«e n(z'«) = Jt, ./(0)'ZO e no(L«) = .Ü, /o(0)dO.

Sc?ti-siiii( lç)90) obteve a mesma definição deduzida da função de concentração ao

considerar GIRas medidas de probabilidade no conjLmto das partes de ltm espaço finito

X. Como uma. possível interpretação para esta definição deduzida, ele argumenta

cine, para cada. conjunto L obtido em termos da ra.zão de funções de densidade

b., pii relaciona a massa. de probabilidade concentrada em J., poi llo a. massa cle
probabi[ic[ac[e concentrada. em Z, por ]].

I'ol-t.ini & 13itggcti(llJ93) apresenta.m diversos exemplos e usos da função de

concentiaçã.o ern vários contextos. Eles descrevem, poi exemplo, como determinam
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numericamente a função de concentraçã.o de 0 «' Gama(2, 2) com despeito a. 0o «.

Ezp(1) através de uma estrutura similar a apresentada na definiçã.o reduzida. da
f. . ..ãn rlo nnn,.on t rnpãnxuzz\íwv uv uvx uv &vb LUYUva

Como discutido em Foitini & Ruggcri(2000), a função Pn(z) é não-decrescente,

contínua e convexa. Se ll = llo então pn(z) = z, Vz C 10, 11. Alétn disso, quando

'Pn(z) = 0, 0 $ z $ a, 0 < a < 1; podemos dizei que a medida H não tem nlâss&

no subconjLmto .4 C / tal que no(,4) = cl.

A seguir, apiesentai'emos uma importante propriedade da função de concentração

destacada por Foitiili k Rligg.'ii(1995) e que será útil no estudo cla. análise de

sensibilidade global.

Propriedade 5.1.1 Para quaZqtier z C 10, 11, a probab ZÍdade soZ) 11, de lodos os
suZ'co,iluní« .'â com medida n. d«':l" por ;, n.(,'1) üs/a; q? e

ç,n(,) $ n(,'1) $ 1 Pn(1 .) (5.9)

vejamos agora. um exemplo que pretende apenas discutir a ftmção de concen

nação como uma ferramenta cle compa.maçã.o entre duas medidas de proba.bilida.de.

Pala isso: vamos deteiminai a. função de concentração de 0 «. SN(p,a:,À) com

respeito a. 0o -- ]V(H., o2). O suporte de ambas as distribuições está em R e

«'', - 8 - ,. (»y) (5.10)

Segundo a. teoria desenvolvida, nós calculamos a função de concentraçã.o para

qualquer z C 10, 11 encontrando o valor de 3/ tal que z = llo({0 C O : h.(0) $ y}).
Dessa forma., pala À > 0,

0 < h(0) $ 3/

0 <
a

«'> '(3//2) +P
À

00 < (5.11)
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Assim, seja q = Z!:::llylia + /z, ente.o

no({a C 0 : A(0) $ 3/})

no({o c o : oo < o $ q})

'} '(y/2)© (5.12)

P':t'"to, o y p':' ' q"l ; - © (!:!faO) é dad. p': 2 'PI .X ©''(;) l E"-
tão, como prl(z) = n({o c o: h(o) $ g}) = n({o c o: A(o) $ 2 'blÀ © '(z)l}),
temos que

o < h(o) $ 2 {' l À '} '(') l <:::::>

«, < 0 $ aq' :(:)+p.

Portanto, pa.ia. .X > 0

(5.13)

P-( z)

4' '(:)

2 @(t)'} (,Xf) dt

r"'> '(:)+1' 2 .#
(x) a a

$

(5.14)

Segundo Rodiígttpz (2005), podemos i-eescrever 9n(z) como

«';,-,.,ll' i'''l; lil .l
onde 'b2 corresponde a função de distribuição a.cumulada da distribuição

bivaiiada e ç2 = 1 Õ 1 1 é a matriz de correlação, com õ = viâ.5
Analogamente, para À < 0

(5.15)

noim al

«';,-« ll''''i ;'l; lil -l
e correlação Q como especificado anteriormente

(5.16)
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Funções de concentração Funções de densidade

Figtua 5.2: Função de concerltia.ção de 0 -- SN(2) com respeito a 0 «. ]V(0, 1) e
respectivas funções de densidade

Note que, pelas ex])sessões dadas em (5.15) e (5.16), a função de corlcentração

é invariante a mudanças de posição e de escala, quando 0 «' SN(p,a', À) e 0o --

/V(P, a: )

Na Figura 5.2, apresentamos o gráfico da ftmção de concentração no caso es

pecífico em que a «.. SN(2) e 0o -' N(0, 1) e suas respectivas curvas da ftmçã.o de

densidade.

No ptímeiro gráfico, vemos um segmento tracejado que intercepta a função de

concentração em dois pontos, para. =z; = 0.6. O intervalo el)tre as duas calvas está

vadiando de l0.267, 0.9331, ou seja, 0.267 $ 1](..4) $ 0.933, onde Á é formado poi

todos os possíveis conjuntos tais que llo(.4) = 0.6

De fato, quanto mais próximo pn(z) for de l pn(l z), mais próximas estação

as curvas em relação a diagonal do quadiaclo tmitáiio e, poi consequência, mais

"próximas" estação as medidas de probabilidade

Foitini & Ruggeii(200í)) ressaltam que 'tAe c./. jfunção cle concentiaçã.ol, /ar

from substituting other usual disLübulion sttmmahes, e.g. the mean, fu7"Flashes dâBe

rena inlormation about probabititlJ measures. As an elample, consider two measures
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concentrated on disjoint, uery ctose sets {n W.: theàr jeans are 'uery ctose, th.eir

«d-". migar óe tAe «m. ó«t t , c./. ã. 0 in lO, l).

5.2 Sensibilidade global

Para termos uma visão mais global clo comportamento da. distribuição a pos

íeüoh, quando variamos a distribuição a phoh segundo a classe de contaminaçã.o

multiplicativa, vamos considerar unia outra abordagem pata- a análise de sensibili-

dade a postehoh, que leva em conta. a teoria das funções de concentração apresentada

na seção anterior

No caso cla análise de sensibilida.de global, va.dos considerar a. classe de contami-

nação multiplicativa para a distribuição a pdoü especificada nos termos de (5.17),

em que /o( ) é a. distribuição a phoh base e ./:(.) são as demais distribuições a priori

pertencentes a I'a,/: tal que

I'«,. - { ./'(o) /o(0) .«(0) : «« C Ç }; onde (5.17)

g é um determinada subclasse de funções nã.o nega.uvas.

Ao relacionarmos a ftmção de verossimilhança à classe de distribuições a 7)hora

I'A,f, obtemos a classe de distribuições a posíemorà I'a./- Seja. /l; a. função de clensicla.de

a posZeráoh associada à. distribuição a püoh base e .f* as demais funções de densidade

a posÍeráom associadas as distribuições a püon. em I'À,r.

Conseqtientelnente, vamos optei unia. classe de funções de concentraçã.o (f.c-),

dada por:

@ {p.f(z) : p/(z) é a. f. c. de .f* com respeito a. ./i: ./* c I'i,}. (5.18)

Segundo Foto.ini k liitggeri(2oOo), para qualquer ./ C I' e .4 C .f com /l;(Á) = z,
temos que

@(,) $ ./'*(..'!) $ 1 @(1 .),

onde 0(z) = inf.fcr p.f(z), pala. qual(suei' z c lO, ll

Ern teimes de robustez l)ayesiana, Foi-tiiii & Ruggcii(1 91i5) nos dizem que quanto

mais próximos falem as medidas e(z) e l (ê(l z): para. todo z C 10, 11, mais

próximas as medidas a posteüoü serão. E então possível fazer julgamentos sobre a

(5.19)
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robustez observando quão próximos estão no gráfico as curvas de 0(z) e 3/ = z, que

coiiesponde a medidas de probabilidade iguais.

5.3 Modelo normal

Nesta seção, faremos um estudo de sensibilidade via função de concentração no

mesmo contexto do Ca.pítulo 3, ou seja, modelo normal com a distribuição a püom

do parâmetro cle posição dada. pela classe de contaminação multiplicativa nolmal-

assimétiica, em duas situações: l-2 conhecido e desconhecido.

5.3.1 re conhecido

Nesta situação, como mostrado na Proposição 3.1.1, temos que se X{ «' N(0, r2):

em que r2 é conhecic]o, X{ indepen(lente de Xj, Vá # j, então

0-SfV(P, «', .X) -:» 0* -GS]V:,: («, Z,', À, ÀH, «')

a.-JV(P, a:) -:» 0;-GSN-:- («, Z,': 0, 0, a') (5.20)

onde a :: !1ll=i;l:$i;! e Z)2 ::
a2r2

;;íl:? '

Com o objetivo de fazer uma. estudo de robustez bayesialla nos moldes clo que foi

descrito na. Seção 5.2, va.mos apresentam a ftmção de concentração de ./* com despeito

a. /;; com 0* e 0(l coi:no deí:inícios em (5.20)

Proposição 5.3.1 Á /l/.n.ção de corzcezzZíação de 0* -- GS]V.:. (a: b', À, Àp, a2)

"m «'peáío « Ol; "- C'S]V::: («, b', 0, 0, a') é d«.Z« 7'",

l

P-(;)
'b '(;)

(5.21)

se À > 0,
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«m-: :-K P-

' l l
(5.22)

se À < 0,

ovl.(le q'aÇ-) conesponde a junção de distribuição acumulada da disthbuição noTmat

bãuar'fada e p é o coe.Fciente de correlação da dástT"ibttição normal biuarictda.

Como em (5.18), obtivemos então uma classe de funções de concentraçã.o, em
que

Q {p.f(z) : p.f(z) é a f. c. de .f* com respeito a /i, /* c ]'i,,} (5.23)

No nosso contexto, sabemos que a. variação das distribuições a phoh na. classe

cle contaminaçã.o multiplicativa, representada pela distribuição normal-assimétrica,

é dada. pela variação do parâmetro de assimetria, com À C IR. Assim, para cada. z

hxaclo: temos uma classe @ de funções de concentração, vadiando segundo À: ou seja,

@; {pÀ(z) : WÀ(z) é a. f. c. de /À' com respeito a /;, À C R} (5.24)

com pll(z) definido pela Proposição 5.3.1.

Pala. a análise de robustez bayesia.na, assim como em (5.19), devemos obter a

medida e(z) = infX PÀ(z) para. cada z C 10, 11 fixado. Dessa coima, pala .A c R,

tal que ./;(Á) tecemos blue P(z) $ ./;(.A) $ 1 @(l z) ocorre VÀ e, por

consequência, dizemos que quanto mais próximos falem as medidas P(z) e l @(l

z), pala todo z C 10, 11, mais próximas seixo as distribuições a posfehoü em I'Â/.

Fixado z C 10, 11, a. obtençã.o cle P(z) = infX yÀ(z) se dará computacionalmente,

uma. vez que não existem expressões a.nalíticas para a minimização da função de

distribuição acurnulacla. de uma distribuição normal bivariada, da qual decoiie @;
em (S.24)
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5.3.2 l-2 desconhecido

Para a especificação a phoh do parâmetro de escala, vamos considerar como

antes duas situações. A primeira a phoh não-informativa h(r2).o( : e a segunda

r2 -, G/(a, b), com a > 0 e Z) > 0, em que G/(a, b) corresponde a distribuição gama

invertida, com parâmetros a > 0 e Z) > 0. Aqui, estaremos assumindo independência

a pràoh entre 0 e l-2

Priori 1: b.(1-') o( $

Nesta subseção, temos o interesse ein estudar a influência da classe de conta-

minação multiplicativa. a práoh sobre a clisttibuição a posíehorá do parâmetro de

posição clo modelo normal. Pa.ra isso, vamos considerar a distribuição a posfehoh

marginal de 0 apresentca.da. na Proposição 3.2.3 pala. obtermos o conjunto cle funções

de concentração dependentes em À; como em 5.24.

Pala isso, seja X{ «' ]V(0, 1-'), X{ independente de Xj, VÍ # .j. Considere

/}(r') c( $ e, cluando

'-'~'.:«':*' - '''' -,-&«(y).(*v)[ç *$ç#]';
-.-~'«,.'' - "'' .,-à«(y)[ç*"ç#] ;, ',.,',

onde Co e (.;À são as consta.ates normaliza.doi-as das respectivas distribuições a pos

A pai-til das distribuições a posZehorá inaiginais pala 0, obtemos a. seguinte

expressão pa.ia a função de concentiaçã.o de ./* com respeito a /l; , com ./'* e /o+ como

especificados em (5.2f))

Proposição 5.3.2 .4 /unção de corlcerzíração de ./'* com respeáío a /i, com ./'* e /l;

c.«o de$«lidos em (5-23), é d«d« po«,

1. se À > 0

.* 'la ';*" ;; * ('/) . (* '/) I'Í -- 'allP- (;)

n
2

da,

(5.26)
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onde y+z com'esconde ao valor de y que valida a {gttaldade abaixo

11. se À < 0,

(5.28)

onde U'; corresponde CLO valor de U que 'uütida. a, igttüldade übaizo

Priori 2: l-' «' G'/(a, Z)), com a. > 0 e Z) > 0

Para Xi -- ]V(0, 1-'), Xi independente de Xj, Vi # .j, considere I'-' -. G/(a, b),

com a > 0 e b > 0 e, quando

'-;~'.,.',*, - '''' «,-&«(?).(,?) [Ç *@\#*.]'';*''
'.-~'«,.'' - "', ,,-à«(y)[T *@;w*']'';"': ';.;',

Oltde Co e (JÀ são as coi)soantes norma]izadoias das respectivas (]isttibuições a
poster'ioh.

Por consequência, definimos abaixo uma. expiessã.o para a ftmção de concentt'a

çao

Proposição 5.3.3 .4 /unção de corzcenÍração de /* com. respeíío a /l;, com ./* e /o+

co«-.. d,e$nidos em (5 :30), é d,«d« p«,

1. se À > 0,

(5.31)

onde y'; conespol\de ao valor de \J qtue valida Q i,gt amo,de ctbailo

;-/='''':''"à *('/) I'Í *"çqw--.l ':*''«, ''"'

-- lT:ln'':" }:.«

««M '/.-.{gà «;}« H "

4.--l; ,;*, i « V) [T *@J]';'«. .'.'',

«-u . ./lÍ' :lgi ,;l-' « a .# ?) .(*V) [T * @J * ]'';*''-«:

a

a

!e ... !@:gE2 2
?

dO, (5.27)

xg..:.e
a

eg ... ?@.:!r2 2 do,

"- wyw-/

®

n(i é?yl'$
2
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11. se À < 0,

«-''' - C-:la ,:l*,à «('/) '(* ':") IÇ -'- @Ç-# *'l
(?+.)

do,

(5.33)

OTtde y'; correspo'ride a,o uctlor de U qve uütidct a. àgucildade QI)Qi=o

;-/. {;,**.i«(E") IÇ --'e;w--.l ':*''« (5.34)

Em ambas as escolhas da distribuição a phoh para r2 , devemos coiisideiar, msim

como na Seção 5.3.1, as medidas @(z) e 1 -- @(l z), em que Ú(z) = infÀcr., pn(z):

para todo z C 10, 11, para avaliar a robustez bayesiana das medidas de probabilidade

a postehod.

Estudo de sensibilidade

Seja X{ -.' ]V(0, 1), { = 1, ...,n, Xil.b, VÍ # .j. Considere ./(0) C I'a,/, tal blue

a classe de contaminação multiplicativa a phoh seja formada. poi c - 2, G(ÀO) =

'>(ÀO) e contenha. a distribuição a póoh base N(0, 1). Ou seja, a distribuição cine

representa a classe de contaminação mu]tip]icativa a phorá é 0 -- S]V(À)

Com este exemplo, vamos procurar saber o quã.o dispa.les são as clistribuíções

a posteüoh geladas à partir da variação das distribuições a phoh na classe cle

contaminação multiplicativa. Pala isso, vamos considerar a. teoria relativa a funçã.o

de concentração.

Pala. cada i fixado, tecemos um conjunto de funções de concentração indexados

por À. Dessa forma, assim como nos Capítulos 3 e 4 analisaremos as cativas da

função de concentração em duas situações: À > 0 e À < 0.

Na Figtua 5.3, apresentamos os gráficos pala 'ê(z) = infXcr.., 'pn(z) e l @(l z),

quando i= 1, 0 e 1. Para a. construção destes, assumimos cr2 = r2 = 1, p = 0 e,

pala cada z fixo, admitimos À C (0,2S01, tal que À = 0.1 x {, { = 1, ..., 250, se

À > 0, ou À = --0.1 x {, { = 1, ..., 250, se À < 0 então:

P(z) = inf PÀ(z) = minlpX.(z),

Pelo mesmo processo obtemos l ®(l z)

P*,..(;) } (5.35)
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Ao analisarmos os gráficos da Figura 5.3, notamos que, quando a média amostra.l

e os valores considerados para o para.metro de assimetria têm o mesmo sinal, há faltes

evidências de robustez com respeito à escolha de diferentes distribuições a phoh em

I'A.,. Nesta situação, @(z) e l @(l -- z) estão muito próximos. Destacamos também

i.(O e !R O 1>0 e í=O

Figura 5.3: Funçã.o de concentração pala- a classe de distribuições a 7)osíehoh, fixa.do

ã = 1, 0 e 1. As linhas ( ) e (- -) correspondem, lespetivaínente, ao P(z) e ao

l @(1 ;)
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que, se i e À têm o mesmo sinal, qua.nto maior a magrlitude de i, mais próximo sela

@(.) de l @(l z).

As conclusões aqui apresentadas confirmam a teoria e M análises discutidas nos

Capítulos 3 e 4.

O estudo de sensibilidade sela realizado apenas para o caso em que a'-2 é conhe-

cido. Espera-se obter conclusões similares pala o caso em que l-2 é desconhecido





Capítulo 6

Comentários finais

O objetivo princípa.] deste trabalho foi iealizat uma. análise de seilsibilidacle baye-

siana que nos permita enterlder o quanto a distribuição a posíeüoü é influenciada

pela escolha. da distribuiçã.o a phoã. Para. isso, discutimos uma nova maneira de

contaminar a. clistiibuição a príoh, a qual nos referimos como contaminação multi-

plicativa

Pala particulares especificações, vimos que a. classe de contaminação multiplica-

tiva coincide com classes de distiibttições assimétricas conhecidas ila literatura.

No Capítulo 3, apresentamos alguns resultados teóricos obtidos quando cotlside-

iamos a. classe de conta.l-ninação multiplica.uva llormal-assimétrica pala- a. distribuição

a práoh do para.metro cle posição. A estrutura desta. classe assume u,(0) = c G(À 0),

eni que a. c]istiibuição a priori base é ]V(p, a2), a. ftmção contaminadora. é dada

poi G(ÀO) = 'Di(À0; Àp, a') e c = 2. Ou seja, temos cine a classe de dis
tribuições a phoh pala é? contén] um númel'o infinito de diferentes clistiibuições

ilorina.is-assimétricas e a. distiibuiçã.o normal. Nesse contexto, os seguintes casos

foram estudados:

1. Amostra. a.leatória cle uma distlibuiçã.o /V(0, 1-2), com r2 conhecido.

11. Amostra aleatória de uma distribuição /V(0, 1-2): comi a.mãos os parâmetros des

conhecidos. Para a distribuição a phoh do parâmetro de escala, utilizamos

duas propostas, sendo elas: h(1'-:) o( 3 e r' «, G/(a, ó), com a > 0 e Z, > 0

Em ambas as situações, piocuiamos realiza.r um estudo cle sensibilidade anali

saído as estimativas pontuais da distribuição a posíehoü: tais como a média e a

variância a posíehorà.

93
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Na situação 1, obtivemos resultados de conjugação para o paiâmetlo de posiçã.o

do modelo normal, expressões pala a média e a variância a postehoh. O estudo

de sensibilidade foi baseado na análise de medidas de distância a postehoh entre

as médias a posterior geradas por I'AÍ e a. média a postehoh obtida quando se

considera a distribuição a püoh base. Aná.pise similar foi realizada para as varia.ncias

a posferáoh. Em a.mbos os casos, conseguimos delimitam em quais situcações pode sel

alcançada a robustez. Vimos que, em geral, ocorre a robustez da média e da variância.

a posíen.oü com respeito a variação de distribuições a phoü em I'Ad, quando À e

:i p têm o mesmo sinal.

Na. situação 11, determinamos as distribuições condicionais completas, a distri-

buição a 7)osteráoh marginal para 0 e expressões para a média. e valia.ncia a posZehoh

marginal de l-2. Para obter estimativcas cla média e da varia.ncia a postehoh das dis-

tribuições a posíemoh marginais de é? e l-2 , fizemos uso de metodologias de integração

numérica. via. método de quadlatLua. gaussiana. do tipo Gauss Hermite.

Aqui, exemplificamos a situação ll através de um estudo de simulaçã.o em que

consideramos amostras aleatórias da. dist]ibuiçã.o normal cona tamanhos n = 20: 50,

100 e 200, distribuição a phoh do paiârnetio de escala h(r2) c( 3 e pala- a distribui-
ção a prior (]o parâmetro de posiçã.o a classe de contaminação multiplicativa, com

a. distribuiçã.o a phorí base normal padrão e m(0) = 2{'(Àé?). Vimos que, de ma.negra

geral, para tamanhos de amostra suficientemente grandes (n ? 100) e variabilidade

amostial moderada (S2 $ 20), quando o sinal da. média amostial é igual ao sinal do

paiânaetro de assimetria considerado para a classe de contaminação multiplicativa.
a phom r'.t/, ocorre a robustez da média e da. valia.ncia a posfehoü marginal dos

pa-iâ.metros de posiçã.o e escala. do modelo normal, com respeito a diferentes escolhas

da distribuição a phoü em I'A,/

No Capítulo 4, genelalizamos os resultados apresentados no Capítulo 3 ao dis-

cutir questões de sensibilidade bayesiana no contexto cle modelos de regressa.o linear

normal com a. variância dos elmos aleatórios (r2) conhecida. e desconhecida. Resul-

tados fechados similares aos do Capítulo 3 foram obtidos quando o modelo linear

normal possui apenas um pala.metro iegiessor. Exploramos esta. situação a.través

de uma aplicação, em que a classe de contaminação multiplicativa a phoh definida

em (4.5) é dada poi .6(#) = Ó(P; 0, 10') e m(/3) = 2 '>(À#; 0, 10'). Vimos

que, se r2 é conhecido, a robustez das estimativas de média e variância a posÍehom
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ocorrem no espaço em que À tem o mesmo sinal que o da. estimativa de máxima

veiossimilhança do parâmetro iegressor. Se r2 é desconhecido, conclusões similares

são obtidas quando a especificação a pMoh do parâmetro de escala do modelo de

:'gressh linear «rmal é h('-') « $ o« .'-' - G-r(1/10000, 1/10000).
De maneira geral, nos Capítulos 3 e 4, analisamos o intervalo de variação de

algumas medidas a postehoh, quando se considera a classe de contaminação multi-

plicativa a phoü. Ta.is medidas descrevem a variação da distribuição a posíehoh em

apenas um aspecto, a partir da utilização de uma estatística pontua! a postehorà.

No Capítulo 5, mudamos este enfoque ao estudar a sensibilidade da distribuição

a posíehoh através de uma medida de divergência. global (função de concentração)

que nos permite avaliar discrepâncias entre a clistiibuição a postehorá decorrente da

distril)lição a phoh bcase (/n(0)) e as distribuições a posíehor{ geradas pelas dis

tiibuições a phoh contidas em I'A,/. Neste contexto, apresentamos uma expressão

mais concisa para a definição de função de concentração ao considerar medidas de

probabilidade e sitas respectivas ftmções de densidade. Obtivemos uma expressão fe

coada. para a. função de concentração entre N(p, o-') e S/V(p, a', À) e mostramos que,

neste caso, a ftmção de concentração é invaiiar)te a mudaílças de posição e escala

Do ponto de vista cle análise de robustez, obtivemos expressões pala. a função de

concentração com respeito a medidas de probabilidade a posfehoh do parâmetro de

posição, quando os dac]os têm c]istribuição ]V(0, 1-2), com I'-2 ora conhecido, ora des-

conhecido. Aqui, a. distribuição a phoh para 0 pertence a I'À,/ e, se l-2 é desconhecido,

considera.mos dois contextos: /z(r') o( 3 ou l-' -- G/(a,b), com a: b > 0. Através

da. função de concentração, vimos que, quando l-2 é conhecido, não só a média e a

variância a posteüoh, como também as medidas de probabilidade a postehoü, são

robustas com despeito a. I'&/, quando i p e À têm o mesmo sinal

A seguir, apresentamos algumas possibilidades de futuras pesquisas relacionadas

ao estudo de robustez bayesiana:

. Fazei um estudo de simulação para a. função de concentração, quando o modelo

normal possui a variância desconhecida, através das Proposições 5-3.2 e 5.3.3.

e Exploi'ai' questões de robustez bayesiana com respeito a ftmções de concenti'a

ção no contexto de modelos de regressão linear normal.

. Estender os resultados obtidos neste traballlo pala modelos alnostiais mais
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complexos, como, por exemplo, o modelo normal-assimétrico

e Estudar a inHuência da classe de contaminação multiplicativa normal-assimétrica.

para a distribuição a phoh do parâmetro reglessor de modelos mais gerais,

como, por exemplo, o modelo de regressão linear simples t-Student.

8 Considei'ai' especificações mais gel'ais pai'a. a. função contaminadora tu(.) como,

por exemplo, w(0) = c Q, onde c e Q corresponderiam, respectivamente, a

constante noimalizadora da. distribuição a phoh e a função de distribuição

acumulada de distribuições simétricas.

e Estudei' o comportamento das medidas cle distância. a posZehoh I'elacionadas

a classe de contaminação multiplicativa. a phoh, quando consideramos dados

amostrais que contém valores abeiiantes.

e Aplicar a metodologia de Tipo ll de má.xima vei'ossimilhança (l\'lV-ll) no con

texto considerado nos Capítulos :3 e 4

e Refazem' o estudo i'ea.gizado neste ti'abalho coi)siderando ouvi'as ftmções de
peida.
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''r'''\. l dhpDemonstracoes

A.l Capítulo 3

Pi'ova da Proposição 3.1.1

Pala a prova do item (i): notamos que

./'(x l 0) (A.l)

Ao considerei' 0 -- S]V(p,a2, À) como distribuição a práoh do paiâmetio de

posição e a fuilçã.o de veiossimilhança especihcada em(A.l), temos coillo distribuição

a poster'ãor{ pala o parâmetro 0

/(0 l x) « /(x l a) /(0)

; «(T) . (* ?)
. .-':'*-':'' .(*P) .«,,

Ao assumir ã :: E;l:i-S, note que

97
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E;!:: l (zi--0)2
e 2'r=

(0 -- P) 2
2 a ''3 -- ''' -"r"b}

{{ -:N -- $}
{lEZã.d -- $} .-4{.'1:B -- $] -''[5 -- 3]}

;l*f'*$} . ;11,ún-$Ê#l'
;l*;''*g} .;%::/ . ;ln'sl'-
{l::N ,- $} .{c;:;y . CgSI'- "$#l" *,

e

e

e

e

e

Poi tanto ,

''' . .-:ü;l' ':ml' .(»E")
« «(,;:$#,à=,) .(» y) (A.4)

que é o núcleo de uma. distiibuiçã.o normal assimétrica multivariacla geral. Dessa

foi-ma, conseguimos mostlai que a distribuição a poslehom para o pala.metro de

p';içã' o é GSJv-,- ( ::lÍ;t#r : ;;Ç:b , À, .xp, «').

Para demonstraimos os itens (ii) e (iii), vamos utilizam a. funçã.o gela.doía. de

momentos da distribuição normal-assimétrica. multivariada. geral expi-essa. em (2. 9)

Pala ieduziimos a notaçã.o, seja /{ = (> IÀa; À /z, a2 + À: XI, onde a = !!:;r-í-;T- e

E - ;;:;-:--;:7, e, assim; a ftmção geradora de momentos de 0 l XI é dada por:

Ã4.l,. (t ) Cn f+ Ef2
Lr '

.i . 1* '"n '*;' ''. (A.5)

Sabemos que Zxl0 l xl É À/.l,.(t) e E,l0' l xl
t-o

S A%l,.(f)l e«tão
[-0



Apêndice .A. Demonl.stiações. 99

z*lolxl }: {..*''';''' (« * : o . l*(\;;l?;p "I .... ..' ''' ;: '' *
* *r':## "]

; {« . [:ga] * « [J94] (A.6)

e

E*l0'lxl
l a

(«-'- : o .« l*o'~Llhq "I -- .'''' ;:'' *
* «[~:EB "] ;k :} ...

; { l.''-'-â:'' h ' , o' -- .''*l:'' :l . l*ü.;J.P; ' "I *
... , .. ' '' ;' '' (« + : o .p I'ulL}.:P;J "I v;fí::iq *

Ê «[*'']H= "1} .... (A.7)

Note que

Ê « [qgK?] - * [q;\#] { BIRP}
Substituindo (A.8) em (.A.7) e fa.zendo [ = 0, temos que

'*]o' i*] - ;Íu'+n ' l-càgiü 1 + 2«.pl-Jg:in l v.]:i.-+
* «[JgíÊI [ <BÇ«p] a?;m}. '«.,,

Como /T 'Pipa; À /l: a2 + À2 XI, ente.o temos em(A.6) e(A.9) que

«*RH,h: 'z*lolxl (A. IO)

'*]'' ] *] - «' .: : .. " -ig# v?\3a 1, « w."o
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implicando em

Var,fo |x] = Ej[9º |x] — Ey[0 | x]?

Mau)
x52 é [Ass Aa — pi) o [Ace 
 

 

 

 

- + (A.12)
2 + NL Maw ||02435 Map)

p [Ac] 2 2 V02+325

Sabemos que a = BejerE eD= ETs então

A ( ) A (e, + ur? )+a- = DN (ReTHOo.
Vo2 +25 e 02 +gr no? + 72 »

no“ +T

A (T —Ssa[E] (A.13)
no? +7T2(1+A2) lLvno? + 7?

e
027? 2

Ee (=& F =) Tig? atá

PHS24 niEs (no? +9]no? + 2(1 +29] (A.14)

Substituindo a, D, (A.13) e (A.14) em (A.10) e (A.12), obtemos as expressões

fechadas mencionadas anteriormente paraa esperança e a variância da distribuição

a posteriori do parâmetro de posição 0.

4

A seguir apresentamos os Lemas À.1.1, A.1.2 e A.1.3 que serão fundamentais nas

demonstrações de diversas proposições.

Lema A.1.1 A função t + so é positiva emt ER.

Prova:

Sabemos que (t)>0e B(t)>0,VtER e, dessa forma, quando t > 0, temos

que [t+ sl >0.

Devemos estudar agorao caso em que t < 0. Sampford (1953) cita que, Vu > 0,
1-P(u)aval

a razao élu) < à. Estadesigualdade é equivalente a

dO) o
— 0, . Als1=6(u) 1 T=6 (1) u>0, Vu>0 (A.15)

"Esta razão é conhecida naliteratura como razão de Mill (Mill's ratio).
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Seja u = t, onde t < 0. Então, considerando @(t) = @(--t) = Ó(tl), q' (t)

l --(>(--t) = 1 -- d'(u) e a desigualdade dada em(A.15), temos que, Vt < 0,

**a-'*H- «*Jh»..
Logo, mostramos que V t C in, t + !ÍB > o.

(A.16)

+

Lei-na A.1.2 4 /unção /}(À)

cada emite -! e -LT T

7 À e esfhíamente crescente em À, [ãmi

PI'o'uü

Ao derivam a função h(À) com respeito a À, obtemos

l X2r2

','a' + ,-'(l + .X') V''lna' + .-'(l + À')I'

l-'+'p(i+.x')lg O' VÀcR.
(A. 17)

Portanto, a função h(À)

Além disso,
/na2+À2(l+À2) sti'itamente crescente em À

JU.''w - le, V.., ' .'o + *o
lim

.X--loo (A.18)

Analogamente, limo- . b.(.X)
l
T

+

Lema A.1.3 d /unção Z(t) - a;M é esíhtanzerite decrescente em t € R

Prova

Considere

Ê:'u- iÍI) u:. l*...ówl (A.19)

Sabemos que Vt € R, @(t) > 0 e '}(t) > 0. Além disso, pelo Lema A.l.l, tel-nos

que [ + g8 > o, vt e, então: a z(t) < o, vt C R.
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Portanto, V t C IR, temos que gi Z(t) < 0, o que implica que a função Z(t) é
estritamente decrescente em R.

+

Prova do Corolário 3.1.1

Considerei/= -{7 À ""!ü-p) talque oo<3/< oo.

variância a posÍehoh de 0 ern função de Z/ temos que

Reescrevendo a

.l: «',-' ó(v) F,. . é(3/)l
-' +''-' -' +,-'(i -} .Xi] ;ll;ã ;? Õ{Ü [" ' Õtã]

=L {. -JTa H [« * H]}..«.,.'
Note que a expi'essa.o ; À2T2 get'a valor'es entre zero e uln, pois 0 $ À2r2 <

n.o-2 + T2(l + À2), Vn ? 1. Então, para mostial que 0 < Varia l xl $ ;;;z:f:F, basta

mostrar que 0 < gl:l IZ/ + giSI < 1, v3/.
Dessa coima, vamos estudei a função

''«,-H [«*H]-H«'H. '".'",

}'«lO l xl

Seja. U uma variável aleatória com distribuição normal pedi-ã.o, truncada. de tal

forma que --(x) < u .$ y. Então, segundo .]o]iilsoll. ]Çoiz & 13?l]it]çiis]iiiaii (]çJ!)]), a

função de densidade cle U é clacla por

(A.22)

e a expressão de sua.variância é

"«w)-' {g«
@(y)'

(A.23)

Sabemos que \''ar(C/) > 0, então

« H« H». - H«*H«'.
Além disso, vt C R, @(3/) > o, '>(y) > 0 e, pelo Lema A.i-i, y + g151 > 0 ente.o

{g«*:$»', "«.

(A.24)

(A.25)
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Portanto, pol' (A.24) e (A.25) temos que 0 < G(y) < 1. Concluímos então que

0 < t''«lO l xl $ =:;E;.L l J -- 7t0'ó-t-'ró

+

Prova da Proposição 3.1.2:

Pelos resultados dados em (3.9), sabemos que .Bolo l xl = !!:1;;it-ff e Varol0 l

xl = ;;5;:1;7. Além disso, considere as medidas pontuais -FALO l xl e yarÀl0 l xl como
definidas em (3.7) e (3.8)

IK/manipulando as expressões cle Zxl0 l xl, Bolo l xl, Varxl0 xl e t''atola l xl

segundo as expressões de dÀ4 e dt/, fica fá.cil ver que

a«. - l.E*lo '7].(T2 + T2 1 + À2)

e

dv À'..2 .',' 'p l

-' -- ,'o + *n «"' + '' . l
,..ú...,,nêl

L .!!!!(t:Za.
';;n:;íiil:'iq ~/;;;';;'

L'a,*l0 l xl - %l X

(A.26)

Pala obtermos a expressão da distância dv como apresentada na. Proposição

3.1.2, basta. consideiai Z/ = -:7 À '"' (:ü 1-) e lembrar que, pelo Lema. A.l.l,
K(3/) - 3/ + Õm > 0, V Z/ C R. Dessa forma, l/{(Z/)l - /T(3/), V g/ C R e fica

demostiada a exptessã.o da distância dv.

E imediato que quando À :: 0 aml)as as distâncias (ZA,/ e dv seixo iguais a zelo
+

Pi'ova da Proposição 3.1.3

P«de ({)

Vamos estudei a distância dÀ/ em ftmção de À no caso em que À $ 0 e i > p

através da função
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c'GU - Í-E]à]-] i-/,mi ó,
(A.27)

onde A(À)

='> P,.

an(ã P)
'naz+'r; ::' 0 . b - 7=;P> 0 pois n, a, 1- > 0 e

Como À $ 0, considere então ÀI < À2 :$ 0. Segundo o Lema A.1.2, a função /l(À)

é estritamente crescente em À e, como a > 0 e b > 0, ente.o

h(.Xt) a < A(.X2) a $ 0 (A.28)

e

/l(Ài) ó < h(À2) Z) $ 0 0 < /z(À2) ó < h(ÀI) Z,. (A.29)

No Lema A.1.3 foi mostrado que iÍl$1 é uma. função estritamente decrescente,

que gela. apenas valores positivos, Vg/ C IR. Logo, por (,4-28),

é(ã(,x,) «) , ó(ã(À:) «)

'} (/.(À,) «) ~ Õ (A(À-) «)

0 < (A.30)

Ente.o

G( ,X,)
{E]i:]] l-b(À,)l b < {K]àt]] l-h(À,)l z'

< {E]ài-]-] l-à(À:)l z' - c'(À,)- (A 3i)

Portanto, G(À) é uma. ftmçã.o estritamente decrescente em À, quando À $ 0 e

Note que a. ftmção G(À) é equivalente a distância d,\,/, quando substituímos h(À),

a e b poi suas respectivas expressões. Concluímos ente.o que dA,/ é uma funçã.o

estritametJte decrescente em À, quando À $ 0 e i > p.

Pala o estudo da. distância dv: considere inicialmente a. função auxi]iai

t'> P,

,',, -H ,' l; *HI -H .' *H ;' (A.32)

e mostremos que ela é uma. funçã.o estrita.mente decrescente em z $ 0
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Segue então que

Ê,.;,- l g] ,; * ; .' B * , ;
[ ;é(,)

'D (;)
2

@(;)
'> (;)

À./(,)
-:;'g]

(A.33)

Segundo Sniitl)íol(1(195;3), V z finito

«(:«) { l«(#) «l l2 «(z) 1 } > o, (A.34)

em que

"(';)- ã; ' x-
l '} (z)

@(«)

'D ( -z)
@(«)

'} (-z)
@( «) IA 3s)

Seja Então poi (A.35)

R H.«' \

/

@(:)

'> (.)
(A 36)

Su})stituindo (,à.36) em (A.34), temos que

H{ [H * ;] [,H * ,] l > o .+::::>

H{,H * ; .g * ,' l > o .{::::>

:©w
' '} (*)'

; ; ÉÍ4.
' ~ '} (;)

.2

< ,')

, @(;)'
'D (;)'

; ;; g114.
' ' 'P (z)

,4
Ó (;)

'} (;)
(A 37)

Somando 3 z2 ÍÍil +2 z iÍl:l; em ambos os lados cla desigualdade (A.37), obtemos

H{ ,;'H ;,;H 4 + 3 z2 + 2 z <

@(;)

'> (;)
+3z Ó(.)'

'> (;)'
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&/(;) < 2''Êl:l+2;Íl:;.

&/ « 2 {gl;+ í-8}. .s

Sabemos que Éli > 0 e {z + d(4} > 0, V z. Além disso, note que, quando
$ 0, temos

,;Hl;* H} « ..
(A.39)

Então, poi (A.38), A'/(z) < 0, V z < 0. Como (]efinimos /; T(z) = ,A/(z), con
cluímos que a função T(z) considerada em (.A-32) é estritamente decrescente em

Uma vüz mostrada. a. monotocidade da função T(z) no intervalo em que z $ 0,

vamos estudar a. monotociclade da função dv(À), quando À $ 0 e i> /z.

Como visto em (A.28), cluando ÀI < À2 $ 0, temos que h(Ài) a < /z(À2) a $ 0.

Já foi mostrado que T(z) é uma fuilçã.o estritamente decrescente em z $ 0, então

,\i < À2 < 0 implica. que

{E]ii] ["oJ «]' {"oa « -. 'ó ['' *w } .::
':: {EHg-] i':oo .]' {"oo « -- {EaH}.@.")

< 0

h,multiplicando por P em ambos os lados da. desigualdade (.\.40), obtemos que

" í'' ~m ,.OD' '' {"oa . * g-EBl" } «::

': g-EliB-l "oo' '' {"oo « -- {E8i-g} ,w.'n

implicando em 0 $ dv(À2) < (Zv(Ài), quando Ài < À2 $ 0 e i > p. Ou seja, quando

À $ 0 e ã > p, temos que a. distância dv é uma. função estritamente decrescente em

À < o

Pane ({í): Onlitiiemos a demonstração deste caso, pois esta. piava é similar a de.

monstiação apresenta.da para o item (i).
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Pane (íá{):: l\'lostrando que, quando i = p, as distâncias (Za,/(À) e dv(À) são simé-

tricas, monotõnicas estritamente deciescei)tes em À $ 0 e monotõnicas estritamente

crescentes em À > 0.

Ao considerar i p, temos que as distâncias dÂ/ e dv deduzem-se a

dA/

(A.42)

e

dv
,X2,-' a''.' é(0)'IL''a,xl0 l xl -- %l ' ' ~''«;'T;qí+'xb ;;íi'? iM'

X2r2 a21-2 2
n.o-2 + T2(l + À2) na2 + l-2 r

(A.43)

Uma vez fixados n., ]-2 e a2 en] (.A.42) e (A.43), ao analisarmos as distâncias d&/

e du como funções cle À, temos que dÀ.r(À) = (ZA/(--À) e dv(À) = dv(--À), implicando

que ambas as distâncias são simétricas em ielaçã.o a À = 0.

Vamos estudar inicialmente a. monotocidade da distância. (/a,/ como função cle À,

qual)do À 2 0. Neste intervalo, a exptessã.o cle (ZA,í em (A.42) reduz se a

aT2À
dA./

'«a' + .'-'(l + ,X') ~/;ÕÍ:Í'?
(A.44)

Pelo Lema .à.1.3, já foi mostrado que a. função À é estritamente

crescente em À C IR, em particular, no intervalo em que À 2 0, este resultado

também se a.plica- Como ./= 7:::T::3 > 0, ente.o a distância dA./ em À 1? 0, também' V n' '«na'+l-'
é uma funçã.o estiitanaente crescente em À.

Pela simetria cle (ZÀ,/(À) nos intervalos À < 0 e À 2 0, temos que a distância dm

em À < 0, é uma função estritamente decrescente em À.

Pata o estudo da monotocida.de da distância dv como função de À, iremos cons-

ideiai o intervalo À C IR particionado em À < 0 e À ? 0

Note que, para À < 0, a funçã.o w(À) = XzT2 é uma função estritamente
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decrescente pois

2 À l-2 2 À3 l-4

«a' + .'-'(l + .X') lna' + ','(l + À')I'

JgS:;Ü«', "*«..
(A.45)

Como 2 ;;7:i:;z > 0, então a. distância dv em À < 0 é unia. função estritamente

decrescente em À. Por simetria da função dv(À) nos intervalos À < 0 e À ? 0, temos

que a distância dv com relação a À é estritamente crescente em À ? 0

+

Prova da Proposição 3.1.4

Apresentaremos apoia. a clemonstraçã.o da. medida. sopa dÀ,r(À) definida. no item

(i). Pelo Lema A.1.2, vimos que linlX- « h(À) - : , onde /}(À) - ./..,+.-'(i+x')
Utilizarldo conhecidas propriedades de limite de uma ftmção, temos que a medida.

supX da,r, quando À $ 0 e ã > p, fica. dada. por:

.ó 1 , . ,. .: glqdl
lim djt,/ = lim

X-,m X''.pl À aria-«) .v'na2+7-2li+À2)
' [X/«a:+.'(ii-Àij «'h&:-f;:

supra/
À

aT2
X

r71.(J2 + T2

lim

a) jitmÀn.oo Vrna2+r'(l+À2) X/;i;2:i;2 X--+oo

À

a72
X

r7?.(T2 + 7-2

@ l
d:. l x/na' + ;:

l ,#na2+;2 l

De maneira aná.Ioga a demostiação de A.46, conseguimos obter as expressões elas

medidas limites dadas em(3.14),(3.15) e(3.16).

(A.46)

+
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Prova da Proposição 3.1.5

Sabemos que, quando À $ 0 e i > p,

,«1lim sup dÀ./
2--}00 À f7t(T2 + T2

(A.47)

Como

Ê«[ =5+] -(i p)j
rV/na2 + r2

a'n'(i P)
,'(na'+',') (A.48)

e

á» [- -«[ =:+] (A.49)

telllos, pela regia de L 'Hospital, que

lirn sup dA./
=''loo À a$\TIU, ;3==1;T;S @ (A.50)

Para. mostramos que !irn.En.»sopa dV(À) = ;i;Z;;7, precisamos Fecoi'i'ei' a um

i-csultaclo apresentado na. prova. do Coioláiio 3.1.1 que nos diz que

o<Él;lz/+:l;;<t, vy,
(A.51)

e mostiai que a função L(y) - :iÍÜ { y + i11$ } é estritamente decrescente. Demonstra-
se este resultado ao notar que

a

ã-Õr(z/) {áH[{ « *H} *H]â [« *H] }
@ l :-..«'*3.{$--'ÉU'l«', @.")

como pode ser verificado pela segunda. equivalência em (A.37)

Como consequência, a função Z,(--y) é uma função estritamente crescente e 0 <
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:liii:l {-y + ÉÍ:iEI } < 1. Portanto,

;«1#g$1 -b *
..g!!(g::ilLj na2+r2 "

lim sup dv
z''loo À

* {
r 4

nnTJ
a2T2

na2+T2

« [

q
a«(ã H)

7'V71 a z+T=

an(Ê p)
'na2-+;2

+

X

a2T2

n.a2 + T2 IA

Prova da Proposição 3.1.6

zéem rãJ: h.mostra.nulo que se existir um ponto de máximo pala a dista.ncia dA:r em

função de À, 110 caso em que À > 0 e i > p, ele será único

Considere

PGD - :]:]à]] hw ó, IA.54)

onde /z(À) - V'-,+.-'(l+À') ' a;;:l:? e b = \7;1=7-=

Derivando a. função P(À) com despeito a À e igualando a. zero obtemos

â 'w - '{«w Ê {EEH * Í-KlàH â"m} - '.
l\'las

(A.55)

a @ l/.(.x) «l
a À 'p l/,(À) «l

h(,x) .' ÓIA(À) «l

q'là(,x) «l «HH} (A.56)

Como Z) > 0, vamos dividir ambos os lados da segtmda igualdade em (A.55) poi
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b e substituir nela a expressão (A.56). Assim,

ÍI.
@lh(À) al'

'Plh(À) «I'

@lh(À) «l
'p lh(À) .l

w É-ElàH -- :} - o.[á«'*,] yHH
Dessa forma,

-b(Ày «' (A.57)

Â "w - ú;Frio .... *al: ' ' (A.58)

e

«' - « hw {]t]à]] + l - o.

Note que não existe À para. o qual as igualdades em (,\.58) ocoiiam,

R, ilH >o e VÀc R, ;:K /i.(À) >o
Estamos estudando o caso ein (lue À > 0 e i > p, o que implica em a. =

0 e /z(À) > 0. Assim, pot (,'\.!5çJ) temos que

«/.(À) {i%]à]-] - l h(x)'"' -»
ólh(À) «l

'b l/,,(À) «l

(A.59)

poisa z C

«;;;q? '

i'ilm (A.60)

Seja k = h(À) a, em cine h > 0. Substituindo k ein (.\.60), obtemos

g(b) f(k)

(A 61)

Vamos analisei agora as funções g(k) e [(k), para todo A > 0.

. .4«áZã.e d. g(k) gH, v k ;. o

Pelo Lema .\.1.3, mostramos que a função ó]k] é estritamente decrescente, V k C

IR. Além disso,

e' e lim g(h)n- kHm' ' '
0 (A.62)
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. ,4nálüe de t(k) = Ê k., W k '> Q

Note que êÜ t(k) = 1 1 < 0, Vk. Logo, em particular, pata k > 0, a função

f(k) é estritamente decrescente. Além disso,

*9àl..ZW-i k- «, .

l l.,2

lim t(A) - *!m # = Jim 2k= oo (aplicandoL'Hospital).(A.63)

Na. Figura A. 1: apresentamos as curvas das funções g(k) e t(k), para # > 0. Note

que, pela análise algébrica. das funções; mostra.mos que existe um único ponto KA.r.

tal que a igualdade (.à.61) ocorre. Na Figura A.l, /{&/. é o ponto de intel'secção

entre as curvas g(k) e t(k). Através de métodos numéricos obtivemos que Kx/. =
0.8399238.

Agora, corno h = b.(À) a: vamos determinar qual deve ser o valor de Àlt,/ que

i'esulte em /{A./o = 0-8399238. Assim: para a > 0 e À > 0,

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

k

Figura A.l: Clurva das funções g(k) e t(k), pala # > 0, no estudo da distância dA/
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h(À«.) . 111 ü- l<~,.
','a' + ,'(l + À«:.:)

(â)' - "r * ,'
*í, - qÊIT:;.P.

l /(À,í.

:'ÇÉr+."' "
7Za2 + ,r2 a2 .7{A,Ío27-2

Àh x'"''o
(A.64)

Ao resolvermos a última igualdade em (A.64), obtemos que ÀÂ# = /Tà/. v ""2+T2

e Àà/ = --/(À4. v ""'+'' . Como estamos ana-lesando o caso em que À > 0 e ã >p

obtemos uma única solução para. a equação (A.64) que é dada. por

Xh,l - KN,i. (A 65)

Note que, o valor de ÀA,/ claclo em (A.65) existirá apenas quando em a2 /{À./o27-2 >

0. Isto ocone devido a condição de existência. presente no denomina.cloi da fiação

ãlT:lliilÚ;la; que deve ser serlapre maior que zelo.

A prova para À < 0 e i < p é equivalente a apiesentadca. pata o caso À > 0 e

ã > p e, porá,cinto, será omitida.

alem ráã,); lvlostra.rido que se existia um ponto de máximo para. a distância dv em

função de À, }io caso em que À > 0 e i > p, ele será único.

Reescrevendo a distância. dv , temos que

a..w - Elàl11 w;«z,' + {iiHtl$: hw'ó', (A.66)

ondeh(À)- * ,a-M;5.i=eb-7;1:;1.?

Derivando a função d\.(À) com respeito a. À e igualando a. zelo obtemos

m '.,w - '' « {' «w' IÂ"wl PHàH * "w' Ê É-ElàHI *-

+ z,' l2hw lâ ul {EStl -- üw' 2É-Elàla ' ípa.ím
- O. (A.67)
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Como b > 0, vamos dividir ambos lados da segunda água.Idade em (A.67) poi

b2 e substituir na igualdade resultante a. expiessã.o de ZK gliiÍil:q dada em (.A.56)
Assim,

;."w' IÊ"wl {ElàH -- '«m lá"wl {iHi-$ -- 1á"ml *
* l w.'ÉElàl'-a i:Ei-SI {«hw;+hm''ÍElàH} -o

'.mgili;H lâ"ml {*« "m * ' {ElâH -- l «'

* l"w' «-- ' "w Í-EliHI } - '. (".")
Dessa coima, pala À > 0, temos que resolver as equações dadas em (A.58)

h(.x) - o
À -0

'na'+ T'(l + À')
IA 69)

e

3""w -- 'í-ERH l"w«' .. «{E M l l"w:« *- "wÊElâHI - o,
(A.70)

emÀ

Na demonstração da. Proposição 3.1.6, item {, já foi discutido que não existe

À C R pala os quais as equações dadas em (.A.58) tenham solução. Note também

que em (A.69), não existe À > 0 pata. o qual h(À) = 0.

Vamos estudam ágata pala qual À a equaçã.o em (.4.70) tem solução. Pala isso,

desenvolvendo a equação (.A.70), temos que

3"hw-'"'ÉBlâH w; ; '.'É-EliH "w«í-!Et$: -o.

hw;«; + 3AW'"'ÉK]i]-] + 2 m«{E8t$ - 3"hw + 'g-K]à]].@.7o



.Apêndice .4. Demonstrações. 115

Vamos estudar o caso erl} que À > 0 e ã > p implicam em h(À) > 0 e a =
Ao considerar À: = /t(À) a em (A.71), obtemos que

";*:*' *,*H-:«*,H
o(k)t(k)

Vamos analisam apoia as ftmções g(k) e t(k), pala todo h > 0

. .4rzáZáse de g(k) = h' + 3k:glB + 2eÉlEl: , V A > 0.

(A.72)

Vamos mostrei inicialmente que a função g(k) é uma função

cente em A > 0. Então:

P(k)

. . A; yr©

estritamente cães

+ 3 k' li - k
Q(h)

Considere a. ftmção P(h), V k. Sabemos que V k, por (A.24) e

o « A{H '' {Íã:; .:: l

' « 6 lkÉH + {ll;l «:: 6, vk

2A:ll:l < p(k) < 6k:lltl, vk>o.

gla.@.")
(A.25),

(A.74)

De maneira análoga a (.\.74), podemos mostrar que Q(k) > 0, V É finito. Dessa

foi'ma,

+ Ç(#) +2Í12i>O, Vh>O (A.7S)

e concluímos que a função g(k) apresentada em (A.72) é uma função estritamente

crescente em A;, quando k > 0. Além disso,

lim g(k)
k-.}O+ ' ' ' 0 e .lim g(Ã;) = oo,k-+oo (A.76)
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pois limão.. k2 ÍIEI :: 0 e limkqa) É i?l:f = 0.

. ,4ná/àse de t(k) - 3k + 2ÕÍ©, V k > 0.

Vamos mostrar agora que a função t(k) é uma função estritamente crescente em
É > 0. Então:

t(k) 3 2 (A.77)

b'las, po: (A-24)

' ... iM, 1 ::» ' ::::. ; : 1* óÍÉ] ... in, l ::» ".@.")
Dessa forma, zã t(k) > 0, V k. Portanto, função t(k) apresentada em (A.72) é

uma função estritamente crescente em k, V k. Além disso,

.ll=+í(t)-2 ÇbM -2«; e .]mt(k)-oo- (A.79)

2 ::>

v k'>
Sabemos também que, V k ? v3, as desigualdades ka ? 3 É e 3 k2 >

3 k2 {lEI > 2 i11:1. Esta última desigualdade implica em i€1EI oconem. Logo,
~''3

ks + 3 Á;: g-u > 3 A + 2 {l:l.
Para k > o, temos que a. parcela 2 h Íl:l; > o, logo

*: * : *'Ü * , *H » *; * ; *' 4.
Por (A.80) e (A.81), mostra.mos cine, V # ? vã,

k; + 3k':l-H + 2kÍl:l, >3k + 2ÊH -:» g(k) > t(#)-

(A 80)

IA.81)

(A.82)

Considel'ando as análises das funções g(k) e t(k), pala todo k > 0, complemen

todo pela desigualdade em (A.82), para A ? /3, conseguimos mostram que existe um

único ponto Ã"uo tal que a igualdade (A.72) ocorl'e. Na Figura A.2, /{un é o ponto
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r
l

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

4

t(k)
- - g(k)

a'

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

k

Figura A.2: Cluiva das funções g(k) e t(k), para. # > 0, no estudo da dista.ncia dv

de inteisecçã.o entre as cuivâs g(k) e [(k). Através de métodos nuinéi-ecos o])tivemos

que /ruo :: 1.598539.

Sabemos que a > 0 e À > 0, pois a = "" :i p) e i > p. Pala determinar qual

deve sel' o valor' de À\,' que i'esulte elll /(l/n = 1.598539 na equação /('\., = /}(À\,) a

basta considerar os cá.lculos apresenta.dos em (A.(i:l) e as conclusões posteiioies a

eles, utilizando /{uo no lugar' de /{A4.

A prova para À < 0 e i < p é equivalente a apresenta.da pala. o caso À > 0 e

i > p e, polia.nto, será omitida
+

Prova da Proposição 3.2.1

Considere m(x) a distribuição marginal ou pieditiva. cle X: ou seja

«(*) ./'(x 1 0, ',') ./'(0) /(,') 'Z,-' 'iO-
Do ./0

IA 83)

E sabido que a distribuição a posÉehoü é própria se e somente se 0 < rrz(x) <

oo. Dessa forma, vamos mostrar que no nosso contexto a distribuição preditiva de
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X tem tal característica. Assim, por (A.83),

«(*} C:.Z' (ab)" .-*'" : «(y) *
*»(*y) 3~,'-,. '".*',

l,emb:andor«e0<@(g::a) $ : e0< q'(Àg7) < 1, temosq"

2

(x) :g ;-7=
2

a v''2,-

0

0

;)"" ü« (v) ~,: -,
(;)"*' «« [T] ',' ~«

< 00

.4

(A.85)

pois a integra.l expressa em A é finita, uma. vez que coiiesponde a distiibuiçã.o

prcditiva. de XI quando se considera o modelo de i-egiessão linear normal dado poi
Xi:...,X. 1 0, 7-2 «- Arn(O: r2/.) e a. distribuição a prãoh nã.o-informativa usual

/i(a, a'-:) o( ' , em que Or = 0 x {l, 1, ..-, 1}. e /,. corresponde a matriz identidade
de ordem n..

+

Prova da PI'oposição 3.2.2

A funçã.o densidade de ]nobabilidade conjunta a posÍeüoü é dada poi

./'(0: .-' l x) N .f(x l 0, .'-') ./'(0) ./'(,')

(ab)"' *'" : « (E") . (* q") i
(3):*'' *»' '' '# .(*q") .««,

(x

ix/las, assumindo que ã n. , obtemos
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.-«$#
(0 -- P) 2

. {l':]â -- à] -''lB -- sl--l$*sl}

. ;ll'An UÚ#i'-q:>rl.-:F#*$1

. ;mal'-;-lll' .;q:>y .-;t * l

. Çg?;l«- Eá:Vl: .ãC;:l$/ . 4l#--$1.@.8n

Dessa forma, substituindo (A.87) em (A.86), temos que

''', ,: :*: .'':'* "$#l'
' x

. ;Í#*$] . (* Ç") '« «,

Observe que

''' ,', *, « *(«; q;u, ==) .'*«; *«:«',: '".;',
que é o núcleo de uma função deltsidade de piobabilidacle de uma clistiibuição

normal-assimétrica multivariacla geral. Dessa. forma.; temos que a clistlibuiçã.o con

dicional completa a posferáoh para o pa.lâmetro de posição é dada por é? l l-2, x -.

"«' , (q$H', =&, *, »«,«')
Para obtermos a distribuição condicional a posÍehom cle r2 dado 0, basta nota.a-

mos que

,',' *, « (3):*'. ':'' '' (A.90)

Considerando S2 = E;L:i(' rã) temos que

'',' *, « (31;*:'-;']'*"#]e '' L ' ' J (A.91)
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que é o núcleo de uma função densidade de probabilidade de uma distribuição gama

invertida com pala.metros ; e !!g! + !!(iÊilE
e

Prova da Proposição 3.2.3

Sabemos que a distribuiçã.o marginal a postehoã do parâmetro de posição é dada

poi

fÇO \xà- l fÇO, '.' \xàd','. (A.92)

Utilizando uma expressão equivalente a. apresentada. em (A.86) para a função de

densidade conjunta a postehoh de 0 e l-2, temos que

/(0 *) /1'(3);*'' *'" : «(=") .(* ?) «,'

«(E") .(* y) ./'(3);*'. ;'Í# * '"l~,,
«(e':') .(* ?)-m I'; --'kiwi : *

/I'Ü I': -- 'a11 : (3):*: . :L': * ";''].,,

(x

(:x

0(

X

Note que o integrando presente na última expiessã.o é a função densidade de pio

habilidade cle uma. distribuição gama com para.menos : e !!:l: + Portanto,
a. integral em l-z é igual a um. Logo,

''' *, « «(y).(*?)-(;) [ç
n

n(ã 0)' 2

+
2 (A.93)

Para obtermos a esperança e a variância da clistribuiçã.o marginal a posíehoh de

r', precisamos utilizar o resultado apiesentaclo na Proposiçã.o :3.2.2 em que obtivermos

,' 1 ., * - '' ($, ç -- "%'e). ««:«,

ZI,-'la, xl nS'+ n(i 0)'
para. n. > 2: (A.94)

(A.95)L''«,l,-' l o, xl 2n21l:l:'F(:ii paran>4.
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Lemblaildo que

EI,'lxl Elzl,-'lo, xllxl (A.96)

\''«l.'-' l xl Elt''«l,-'l0, xl lxl+V'«IEI','l0, xllxl,(A.97)

as expressões a.piesenta.das pata Ela''2 l xl e t/arlr2 l xl na Proposição 3.2.3 surgem

com simples manipulações algébricas de (A.96) e (A.97)
+

Pi'ova da Proposição 3.2.4: Seta omitida, uma vez que é similar a demonstração

da Proposição 3.2.2

Prova da Proposição 3.2.5: Será omitida, uma vez que é similar a demonstração

da. Pioposiçã.o 3.2.3

A.2 Capítulo 4

Prova da Pl-oposição 4.2.1

A distribuição a. posíehoh pa.ra /3 será dada por

/(0 1 y) u /(y l /3) ./'(/3)

r ! ) j .-Ül*.'*W /b'x'xw-'hl .P.(0; P,Q) 'DIX'«,
\ Zn'T',/

e aRIe' +(/3-Õ)'x'x(/3 Õ)l ©l.Xa"w'i(P p)l x

x e {l(P p)rQ '(/3 P)j

(x :(/3 p)j

0(

(A.98)

onde #s' = (y X/3yr(y X/3) é conhecido como soma dos quadrados residual,

À: = n. p e /3 = (Xl"X)''Xl"y é a estimativa de mínimos quadrados (ou de máxima

verossimilhança) de /3

Pai a. desenvolvermos o termo

e 2{(P-Õ)'2Ç;X(P-Õ)+(P /')'Ç}':(P P)}. (A.99)

faremos uso do seguinte lema apresentado em Paltliiio et al. (200:3), cuja a demons-

tração encontra se em 13nx & Tino (1973).
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Lema A.2.1 Sendo z, a e b uetores px l e .4 e .B rnaíhzes pxp simétücas de$n das

posífãuas tais q?le .4 + B é não s ngliZar, íem-se

('; «)'.A(z-«)+(z-Z,)'B(z Z,) -(« c)'(.4+B)(z c)+(« b)'C(« b), (A.100)

o«de '=(.4+-B)':(.A«+BZ,) e C ''B :+B ')''

Vamos utilizar o Lema A.2.1 com z = /3, a. = /3, b = p, ,4 = 2Ç;?E e B = í2'i

Além disso, seguem algumas observações:

1) XTXI é positiva-definida, pois assumimos que X tem posto completo.

2) --;z- também é positiva definida pois, poi piopiiedade, se r é uma constante es-

tritamente positiva e A4 é uma matriz positiva-definida então r x .A./ é positiva-
definida.

3) í2 é positiva definida, portanto ç2 invertível e {2-i também é positiva-definida.

4) -;í + Q'i é positiva-definida pois, poi propriedade, se ,4 e B são ma.tiizes

positiva-definidas de mesma. dimensão, ente.o ,4+B também é positiva-definida.

5) Pela observação 4, --;l-- + Q-l é invertível e, portanto, nâo-singular

Então, pelo Lema A.2.1,

10 Õ)'i?llJ(o Õ)+(õ p)'o :(o-p)-

-'' (T--« :) .. .,--.'
onde

. - .- (T *«-')'' (T'*- :«) (A.102)

c - l.'-' (x'x)-' --«l :
Sendo assim, considera.ndo (A.101) em (.A.98), obtemos que

.f(D l y) « .'4ÍW ã':;>w-ã+w «)'n-'«''")} ©lÀ'«, '(0 p)j

. e';lW-O' (xrx '-Q ') W-O'@ P)C(Õ ")} QI.X'w':(Õ P)j

. .-élw-o'(*>" ')w-o} .:>lÀ'« -(/3 p))

(v*' :) :l '-*"« '''

(A .103)

(A .104 )
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que é o núcleo de uma distribuição normal-assimétrica multivariada geral. Dessa

forma, conseguimos mostram que a distribuiçã.o a posíehorà pala. O é

GT *. ')'' , *'«--, ''«-:«, :l ,
onde ( é como especificado ern (.4-102) e w é uma. matriz diagonal formada. pelos

desvios-padrões de Q

Para obtermos a média e valia.ncia o. posteráoü para o vetor de paiâmetios re-

giessoies /3, basta. consideiai os resultados apresentados em (2.10) e (2.12), assim

como sabei que /, g e H são unidimensionais e que

q': (/'; g, 'H) @- (;:'; ç, 'H)

'7 ' d»- (; ; ç H) ' 'P: (/'; g,'H)

ÓI (J':'; Ç,'H) [/' Ç]

'>1 (J:'; g,H) l H

(A.105)

e

. . !T.Ç:tlg:U
'' 'bi (/';Ç,'H) (A .106)

+

Prova da Proposição 4.2.2:
Para demonstraimos a pa-rte (i), devemos consicleiar À = O em (4.10) para

mostrarmos que /3o - ( e lembrarmos que 77 é estrita.mente positivo, assim

dA.r zx10 1 vl /3o

« (T*- ') 'o'« u' (A. 107)

Pala a parte(ii), precisamos notar que: quando À = 0 em 4.11, fo

assim
v*- :)''

dv llb''«xl/3 l Yj - âll (A.i08)

')'' n'«-u' {'J *«} *'«-'(T *.-')''«

Sabemos, poi propriedade, que se a é um número leal e z é um vedor ente.o a

norma euclideana llazll é igual a. lal llzll. Clom0 77, /: g e 'H são unidimensionais,
então
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7" - « {'F--«} (T*.-:y'n'«'o'*'«-:('?*--') '
Além disso,

« {T*«}
@(/'; Ç, 'H)

'>(/'; Ç, H)

l;'*ü81
w*13} '«.-.,'

N,las, poi (A.25), sabemos que

í-g«+Ê$ :»o, v«,
(A.llO)

então

« {y *«} Hl* l
.i 81'J -ü81

« {T '«} .
(A.lll)

V.l. :«I'': -«. W - 1+ À"«-'(*?+Q-:) :(À'«-:)' é «m «ú«-.-. «-
ca[al estritamente positivo: pois 7Z é tmidimensiona] e sabemos, pelas observações 3

e 4 ap:'s'ntadas na demonstração da Proposição 4.2.1, que B = (x'x + O-l)'' é
positiva definida.

Se uma matriz 23 de dimensão p x p é positiva definida, então pala todo vetou z de

dimensão p x l temos que zr /3 z > 0, exceto cluando o vetou z for identicamente



.Apêndice À. Demonstrações. 125

nulo. Em particular, esta propriedade vale

número estritamente positivo.

Àrw-iquando zl"

À2,r2a2T2 l
«' E=:: «? + ',: a' El:: «? + .-'(l + À')

x ly+

logo H é um

+

Prova do Corolário 4.2.1

Varxl/3 l VI
$(3/) "

í-gl}. ::
Como 0 $ ,X',-' $ a' E=:: zl' + ,'(l + À'), e"tão 0 $ ;,E=:àl;ii:;,n;a .g l
Poi (A.24) e (.A.25), temos que

. «H [«* H] « «.

Logo: 0 $ L''a,xlP l Yj $ .?,=;:i'r,- ,,.

(A. 113)

+

Prova da Proposição 4.3.1

Consicleie m(y) a distribuiçã.o marginal ou preclitiva de Y, ou seja,

m(y) /\' - -J=..
oo r(x)

.f(y l D, ',') ./'(/3) ./'(.'-') .z,-' .z/3.
0

IA.ii4)

E sabido que a distribuição a. posfehorã é própiía se e somente se 0 < m.(y) <

oo. Dessa. forma, vamos mostlai que no nosso contexto a. distribuição preditiva de

Y tem tal característica. Assim, por (,4.114),

«- (y) . J,b XH'& "/D 2 @, (0; P,Q) x

x 'PIÀ'«, '(/3 - p)j 3' a'' a/3. (A.li5)

Noteque0<@,(/3; /',Q)$ ' e0<'Piar.:, l(/3 P)l<l
como definimos Q uma matriz positiva-definida, temos que IOli > 0 e

Além disso,
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2

"u : êÓJ-i:P
n+2 y xOl

@.
T T

pois a integi'al expressa em A é finita, uma vez que conesponde a distribuiçã.o

preditiva de X quando se considera o modelo de regressão linear normal dado poi-
al, ..., yn 1 0, 7-2 «. ,ÍVn(X/3, T2/«) e a distribuiçã.o a phoh nã.o-infoi'matava usual

/}(/3, r:) c( : , em que /n coi'responde a. matriz identidade de OI'dem n.

+

Prova da Proposição 4.3.2

A funçã.o densidade de probabilidade a poslehoh conjLmta. é dada. por

.f(0,.-' 1 y) u ./'(y 1 0,',') /(0) .f(,-')

« (Ú) ; .-;'*,'*''-','*'*''-''- *,''; «,', *

* 'PIÀ'w :(0-P)l &

« (3):*:. *'*.'*', ','*'*'' ''' ''*'« ''' «,, *

x e'$1W ")'Q''W P)l. (A.117)

Observe que

'',: «,', « (3):*'.-*,*.',''-','*'*'' ''-: '".::*,
q--e é o «úcleo de «ma dist:ib"içã' G/ ($, t1llt@:êEBIX©:@) , o«de /{ = n -- p,

Ã's2 = (y XÕ)r(y XÕ) é conhecido como soma. dos quadrados residual, /3 -

IXTX) ' Xry é a estimativa de mínimos quadrados (ou de máxima. verossimilhança)
de /3

Reesclevendo a função de densidade conjunta. em A.117 aLFa.vés clo iesultaclo

A. 101 , temos que

''',,: «, « (3):*'.-llW-0' (;>"-') W 0*@-«)'@-«)} x

x . J'*'' {'l.X'«, '(/3 p)l. (A.119)
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e, portanto, a distribuição condicional completa a postehoü para /3 é

.f(O l y:,-') « e {W-O'(;>+n-:)W-O} .}l.Xr«-'(/3 P)l, (A.120)

queéo «úc]eode uma (]istribuiçãoGSNp,i l (,(x'x +0
com ( como especificado no enunciado da proposição.

:)
l

.'«':, *'«-'«, «),

+

Prova da Proposição 4.3.3

Sabemos que a. distribuição marginal a postehoh do vetou de parâmetros iegies

sobes é dada poi:

.f(/3 l Y) ./'(/3, .-: l Y) dr'.
0

(A.121)

Utiliza.neto urna expressa.o ecluivalente a apresentada en] (A.117) para a função

cle deitsidade conjLmta a posÉem.oü cle /3 e l-2, temos que

/(0 Y) Á'(3):
+1

(x

e'J'l"''+W Õ)'x'xW Õ)l .#.(/3; p,Q) x

x a'lX'«., :(0 P)) .Z,'

ó,(/3; P, 0) 'PIX'«, '(/3 P)l x

* /" (&):*:. *'".:*', ','*'*'' ''' .,'
''-Í*'« :w «)]-(T) *

I'r* ":'''v"+l'; *
ül'f*'" '" ;i3):*:

x e'ibl/{''+W Õ)'x'xW Õ)l d,,2. (A.122)

@,(P; p,o)

Note que o integra.ndo presente na última expressão é a função densidade de

proba.biliclacle de uma. distribuiçã.o gama com parâmetros 5 e --F- + (p-Õ)rXTX(p-Õ)
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Portanto, a integral em l-2 é igual a um. Logo,

''' '', «,-' ''*'«':'' -(;) lç -' r''';'',':.. ]l -:
e o resultado (i) fica demonstrado.

Para obtermos a espera-nça e a variância da distribuição marginal a posferÍod de

l-2, precisamos utilizar o resultado apresentado na Proposição 4.3.2, em que obtive-

«.; ,-' l ©, Y - '' (;, 'g -- ''-''''T"'''D). A«:«,

Elr'lP: VI , para. n. > 2: (A.123)

}''arl,-' l /3, VI
, WTr;=r/, ---'- « » '.

(A . 124)

Note que, apesar do abuso cle notaçã.o, podemos escrever l (/3 /3)rXl"X(/3 P) I'

pois a expressão contida. nos colchetes é unidimensional.

Lembrando que

zl,-'lvl Elzl','l©, vllvl (A.125)

}''arl,-: l VI EI b''«I ,' I /3, Y I IY 1 + V'-IEI ,' I D; Y I IY I,(A.126)

as expressões apresentadas para Elí2 l xl e V'aria''2 l xl sã.o obtidas através de

simples manipulações algébricas de (A.125) e (A.126)-

+

A.3 Capítulo 5

Prova da Proposição 5.3.1:

Vamos determinar a função de concentração de 0* «, G'SfVi.i (a, b2

com respeito a 0; «' GS]Vi.. (a, b', 0, 0, a2), onde a = !1:3}il-lif e b2
Veja que o suporte de ambas as distribuições esta.o em IR e
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"*w-i18-q?*n . @.*«)
Segundo a teoria desenvolvida, nós calculamos a função de concentração para

qualquer z C 10, il encontrando o valor de 3/ tal que z = llÓ({0 C O : h*(0) $ Z/}).
Dessa forma, para À > 0,

o < h*(0) $ y

0 < @ l.x (%')l
« l* (;8Ç:p)l

$ z/ -e::::>

a
®oo < f? < y

À . [J#â] } * «.
(A.128)

Assim, seja d : .-' {« «' l-j941 } -- «: .«';'

nil({o c o : h'(o) $ z/})

nÊ({0 C 0 : oo < 0 $ d})

»(v)
«l:. :{«.linhll--;'« «,l

Portanto, o 1/ para o qual z = ® in ® l {g 'P l:;êÇiilí;hl } + l;(#

por !U:Í{Í;l11iillllii:LI . Então

(A.129)

a)j é dado

P- (.) n* ({o c o : *(o) $ v})

-' 11, ' . : «'.,, ' ' ':rÊT=. '»' l
(A . 130)

e, dessa forma

0 < h*(o) $ qlHz' -'(;)-(p-')}l ,..

< o $ z,d' :(,) + « (A.131)
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Portanto, para À > 0,

««m - X ':'''' 'qÍÜ;::'l#t..:Zf« @."")

Através da Proposição 2.2.1 conseguimos obter a ftmção de distribuição acu

anulada de uma. variável aleatória cona distribuição normal assimétrica. multivaiiada

geral a. pa.rtil do Lema 2.1.1. Assim,

«';''.*«; *",:«,*«,., ll"''i?*"l; 1=,1, .1, '««;,

onde 'b2 corresponde a. função de distribuição acumulada cla distribuição normal

positiva definida.

Fazeliclo uso de conhecidas propriedades da distribuiçã.o normal bivatiada conse

guimos nlostiar o item l cla. ploposiçã.o- A clemolastiação do item ll é análoga a do

item l e: portanto: sela omitida.

bivariada. e Q :=
b2 ÀÓ2 l

Àb2 a2 + À2b2 l e a matriz de variância. Note que a matriz (2 é

+

Piora da Proposição 5.3.2

Note que

"*'«, - ãH - ]. [* (y)] . .«.:'''
Para. qualquer valor cle z C 10, 11, nós calculamos a. funçã.o de concentração en-

contrando o va]oi de y ta] que z = ]1;({a € O : h*(0) $ y}). Dessa. forma, para
À > 0. Assim,

0 < /t*(0) $ y .}-:>

. « g.[* (v)] ' «

' {g«} * «
: .}-i {a.3/} + p. Dessa forma,

(A.135 )

Assim, seja d
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l ll;({a c o : á'(a) $ y.t)

nil({0 C 0 : oo < 0 $ cZ})

0cone. Chamemos este y de g;, então

Portant,o, fixado z, preciso conhecem qual é o 3/ pala o qual a igualdade anterior

o < b*(0) $ z/:

« « ' : {«-:la«;l--«

,}--, l
a -f ". @."")

:« '{8

(A . 137)

Logo,

(A . 138)

A demorlstração clo item ll é aná.Ioga a do item l e, portanto, será omitida

+

Prova da Proposição 5.3.3: Sela omitida, uma vez que é similar a clemollstia.ção
]. T),.....;.=. É ') 'l

çõ - /I" ' \a ';\" :L.»
eg ... !@..JF2 2 ' do

a
®

(.
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olx Olx

- U '''''"----
!'.; 'r: =: çr'r:e'z a..Tx ?'=-:->

t:lx t'l x

Figura. B.2

8 lx 0 lx

; = '. =- :'.;;:..: ;:= =''.

t'lx {:l x

Figura. B.3
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t:l x t'l x

Figura B.4: S2 10

0 lx 0 lx

t'l x t:l x

Figui'a S2 20
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ol x

t'l x

Figura. S2 100

Figura. 200
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B.2 Situação 11: i > 0 e À ? 0
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Ojx Olx

Figtua. B.8: S2

8 l x

t:l x

Figui'a B.9: S2
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0 lx ol x

t'lx t'l x

Figura B.10: S2

o lx OI x

t'lx t:l x

Figura. B.ll: S2 10
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Olx
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Figura B.12: S2 20
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tzlx tzlx

= SZ= 100
Q--."' Sz:20
EB --- Sz: lO
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B--- Sz-3
n-.-. Sz: l

= Sz: 100
D--- Sz; 20
D--- Sz: lO
a- -. Sz: 8
n--- SZ= 3
n-.- Sz: l

3 4 2

l

Figura B.14: 100 Figura B.15: 200

tzlx t2

= Sz=100
D -- - Sz ; 20
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l
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