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Resumo

Nos experimentos do tipo mistura, um dos objetivos principais é

prever, através dos modelos de regressão, uma determinada variável resposta

através de um conjunto de variáveis preditoras que são componentes de uma

mistura. Nestes procedimentos de regressão, destaca-se a utilização do modelo

polinomial na forma canónica e algumas técnicas, como a regressão em cristas,

que são necessárias para solucionar um problema muito comum neste tipo de

experimento que é a multicolinearidade. Após a definição do modelo, é muito

frequente o interesse em maximizar ou minimizar a variável resposta e para este

propósito sugere-se o método de análise de cristas.

O obljetivo deste trabalho foi detalhar estas técnicas e métodos,

ressaltar suas vantagens e solucionar os possíveis problemas. A importância

destes aspectos teóricos toma-se evidente quando apresentado o problema de

maximização do ganho de massa de um grupo de tangos em função da
composição do suplemento ingerido.

Palavras-chave: experimentas do tipo mistura, multicolinearidade, regressão

em cristas, análise de cristas.



Abstract

In the experimenta with mixtures, an important goal is to predict, using

the regression modela, a particular responso variable through a set of predictor

variables that are components of a mixture. In these regression procedures, there

are the use of polynomial modal in canonical form and some techniques such as

ridge regression to solve the problem of multicollinearity in this kind of
experiment. After defining the modal, it is interesting to maximize or minimize

the responso variable, se it is suggested the ridge analysis for this purpose.

The objectivo of this work was to detail these techniques and methods, to

show their advantagcs and solve the possible problema. The importante of these

theoretical aspecto becomes evident when presented the problem of maximizing

mass gain in a group of chickens according to the composition of the supplement

intake.

Keywords: experiments with mixtures, multicollincarity, ridge regression, ridge

analysis.
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Capítulo

Introdução

A utilização dos modelos de regressão nos experimentou do tipo mistura

tem como objetivo prever uma determinada variável resposta através de um

conjunto de variáveis preditoras que são componentes de uma mistura.

A variável resposta deve ser uma propriedade da mistura constituída por

k componentes e deve variar de acordo com a composição da mistura. As

variáveis preditoras são as proporções dos componentes satisfazendo a condição

que, para uma determinada composição, a soma das proporções de todos os

componentes deve ser igual a l.
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O propósito deste trabalho é apresentar os modelos mais adequados para

os experimentou do tipo mistura, apontando suas vantagens e procurando

solucionar os problemas que normalmente surgem durante o processo de

estimação do modelo, entre eles, destaca-se a multicolinearidade. Uma vez

estabelecido o modelo, um interesse muito comum dos pesquisadores é

maximizar ou minimizar a variável resposta, logo para este objetivo será

apresentado o processo de análise de cristas.

No Capítulo 2, inicialmente será definida a malha simplex e a partir dela

serão construídos os modelos polinomiais na forma canónica do primeiro,

segundo e terceiro grau, que devem ser os modelos utilizados nos experimentou

do tipo mistura, de acordo com Scheffé (1958).

Um problema muito frequente nos modelos que envolvem mistura é a

multicolinearidade. No Capítulo 3, este problema será definido e exemplificado,

assim como as técnicas para soluciona-lo, entre elas destaca-se a técnica de

regressão em cristas.

Em muitos experimentou do tipo mistura, existe, por parte do

pesquisador, o interesse de encontrar o valor máximo ou mínimo da variável

resposta depois do modelo definido. A maximização ou minimização pode ser

realizada através de diferentes procedimentos. Assim, a técnica selecionada para

esta dissertação, amplamente adotada na literatura relacionada ao assunto, foi a

análise de cristas, que encontra-se estruturada e exemplificada no Capítulo 4.

No Capítulo 5, apresenta-sc uma aplicação da utilização dos modelos de

regressão nos experimentas do tipo mistura. O primeiro passo consiste na

construção de um modelo para o experimento e, definido o modelo, um segundo

objetivo é maximizar a variável resposta. No entanto, a proposta principal é

verificar a eficiência das técnicas apresentadas nesta dissertação dentro de um

contexto prático.



Capítulo

Experimentou do tipo mistura - Aspectos gerais

2.1 Introdução

Sejam Xi,X2, ... e Xk as variáveis preditoras e r a variável resposta.

Consideremos o modelo de regressão linear múltipla yi = /?o+/?lxií +

Fzxíz + ''' + /?kxÍk + et , em quc yi representa uma observação da variável

resposta r , quando os respectivos valores das variáveis preditoras são

xÍI, x[2, ... , x]k , correspondentes à i-ésima observação da amostra de tamanho n,

e ei é orespectivo erro.

Em algumas situações experimentais, a variável resposta depende apenas

das quantidades relativas das variáveis preditoras c não das quantidades

absolutas. Alguns exemplos são a dureza e a resistência à compressão de uma

determinada fomiulação de concreto destinado à construção civil, composto por

areia, água e um ou mais tipos de cimento. Neste caso, as variáveis resposta

seriam as medidas de dureza e resistência e dependeriam apenas das proporções
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dos componentes utilizados. A textura e as características sensoriais de

alimentos industrializados, como consequência dos ingredientes, e o

desempenho em quilómetros por litro de um veículo de acordo com a mistura de

combustíveis inserida em seu tanque também seriam possíveis variáveis

resposta, determinadas apenas pelas quantidades relativas das variáveis

preditoras.

De acordo com Steinbcrg e Hunter (1984) e vários outros autores, os

experimentou do tipo mistura são definidos como um particular grupo dessas

situações experimentais, em que os valores xj representam as respectivas

proporções em massa, volume, mais ou outra grandeza, sendo satisfeitas as

seguintes restrições:

0 $ x/g l

com

Ef:t0 = 1. (2.2)

Estas restrições apresentam alguns problemas para a modelagem

estatística, pois se o modelo inclui todas as variáveis preditoras e um termo

constante, o mesmo encontra-se super-paramctrizado. A ocorrência deste fato

justifica-se devido à restrição (2.2), e pode ser veriHlcada a seguir:

V/ ; 1,2,...,k , (2.1)

l

yi = Fo+l3txü-tf3zxiz + +f3Kxik +ei ,

xik= 1 --xÍl--xÍ2' ''' ' xik--l-

Substituindo na equação do modelo de regressão o valor de xík obtido a

partir da restrição (2.2), tem-se:

yt =/?o +Ptxíi +Pzxí2 + .- +/?k.]xik.l +Fk(l --xü-- ' --xik.:) + eí

e portanto,

yi = 13o -t Fk 't (Pi--l3K))cil + (J3z--Pk)xiz '} '' ' 't (IPK-t'l3k)xtk-t 'F ei.

[)esta [onna, l3o-Fl3kp l3l' FKI Fz'ljKt..-ej3K-l.-- Fic podem ser

estimados, mas não Po, Pt, /7z. -- e /?k separadamente.

O problema da multicolinearidade em experimentou do tipo mistura será

discutido no próximo capítulo.

Apresentaremos nas seções seguintes alguns tópicos descritos em Scheffé

(1958), artigo introdutório na área de experimentou do tipo mistura.

e

[ = 1,...,n,
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2.2 Uso do planqjamento simplex

De acordo com ScheKé (1958), devido às restrições (2.1) e (2.2), o

espaço de um experimento do tipo mistura contendo os k componentes pode ser

entendido através de uma descrição geométrica denominada sistema de

coordenadas simplex. Este sistema consiste em definir uma malha de pontos

localizados no interior ou sobre os lados, vértices e faces de um simplex regular

de k-l dimensões. Logo, se k=2, o espaço simplex é um segmento de rota,

correspondente a uma mistura binária, onde as extremidades representam os

componentes puros. Se k=3, o espaço é um triângulo equilátero e para k::4, o

espaço simplex é um tetraedro regular. Os vértices representam os componentes

puros, tanto no triângulo quanto no tetraedro.

(TOJO)A

{Q,0,8

(ü,l,o}

Figura 2.1: Representação de um espaço simples com três componentes

Na Figura 2.1, temos a representação do espaço referente a três

componentes, onde o triângulo equilátero aparece orientado por um sistema de

três eixos perpendiculares entre si e os três vértices representam a situação em

que um componente ocorre na proporção l e os demais na proporção 0.

Os pontos na malha simplex devem apresentar uma distribuição espacial

uniforme, deste modo definimos uma malha {k, m}, cujas propriedades são:

5



e
as proporções utilizadas para cada componente (6) correspondem a m+l

valores igualmente espaçados limitados por 0 e 1, ou sqa,

» C {o,â,i,...,t} e os outros componentes (xl,Z :#./) devem ser

fixados de modo a formar todas as misturas possíveis para cada valor de

xí utilizado.

em uma malha {k, m}, o número de pontos no espaço simplex é dado por

("=':). " «.«.";'',,;. «.;:. ','. . ..-'',-;. . "-:«-:.. :.

e

Figura 2.2: MalhaÍj3,3}

-'-o--
X2'l'.-8 :'- a

Figura 2.3: Malhat4,3}

Na Figura 2.2, temos uma malhat3,3} e seus 10 pontos uniformemente

distribuídos no triângulo equilátero e na Figura 2.3, temos uma malhat4,3} e

seus 20 pontos uniformemente distribuídos no tetraedro regular.
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Será necessário modificar o planejamento simplex se por algum motivo

as proporções de um ou mais componentes não puderem variar de 0 a l,

apresentando, por exemplo, um limite superior (SÍ), um limite inferior (J/) ou

ambos, com

os 4$& $$ si,

A propriedade estudada no experimento pode ser entendida como uma

função real no simplex e será a variável resposta. Na análise dos experimentas do

tipo mistura é utilizada uma apropriada forma de modelo de regressão polinomial.

Uma primeira consideração é que na prática polinâmios de baixo grau devem ser

utilizados, para evitar um número muito grande de coeficientes a serem estimados.

2.3 Ajuste Polinomial

Uma função polinomial de grau p e k variáveis Xi, X2,... Xk será

denominada polinomial {k, pise apresentar a seguinte forma funcional:

1]0 + EIÉjSk I3j XIj+ EIÉjSLÉk fIjl XIjXIL + 'EISjÉLSqÉk f3jtq XIjXILXIq+

E ISjxS jzs...Sjps k $jljz-.ip X' jxXtjz (2.3)

O número de coeãcientes da equação (2.3) é dado por (p+k). No

entanto, nos experimentou do tipo mistura, devido à restrição (2.2), uma das

variáveis pode ser reescrita em função das demais, e consequentemente os

coeHlcientcs de regressão sofrerão alterações. Uma possível substituição pode ser

efetuada através de

xÍk = 1 -- Ef::ixí.Í, VÍ :; 1, ... , n. (2.4)

No entanto, qualquer variável preditora pode ser substituída, a equação

(2.4) consiste apenas em uma das k possibilidades. As consequências mais

importantes da substituição de uma variável preditora em (2.3) seriam o

surgimento de uma função polinomial com k-l variáveis e a quantidade de

coeHícientesreduz-se a rP+k-l)
P

7



Deste modo, temos a quantidade de coeficientes presentes na função

polinomial coincidindo com o número de pontos de uma malha simplex {k, p}.

Segundo ScheHé (1958) e Cornel1 (1990), apesar da substituição de (2.4)

em (2.3) gerar uma estrutura polinomial com um número menor de coeficientes,

o efeito do k-ésimo componente seria desprezado. Portanto, para que este efeito

não seja desconsiderado, uma altemativa seria a construção'de polinâmios em

sua forma canónica que melhor se adaptam às restrições (2.1) e (2.2) e facilitam

o a)unte do modelo de regressão e a interpretação de seus parâmetros. Conforme

citação anterior, em termos práticos, o polinõmio deve possuir um baixo grau,

para evitar uma grande quantidade de coeficientes. Portanto, serão apresentados

apenas os processos de obtenção das formas canónicas das funções polinomiais

do primeiro, segundo e terceiro grau. Para que o efeito de nenhum componente

seja desprezado na construção da forma canónica, Come11 (1990) sugere a

multiplicação de alguns termos da função polinomial por Eic=1 xiJ (somatória de

valor unitário, de acordo com a equação (2.2», conforme verifica-se a seguir.

Da equação (2.3), quando p = 1, tem-se a função polinomial do primeiro

grau:

Po + Ef::P/ xi.í, í 1,...,n. (2.5)

Multiplicando Po por EIÍ=i xíj, tem-se

a: (Ef:: *./) + ZJ::P/ "'l.
Logo,

Rt ='E\:,l3;xtj , (2.6)

portanto, os coeficientes são da forma F/ , onde #.; = /?o + P/, para todo

j:t,Z,...,k.

Da equação (2.3), quando p = 2, tem-se a função polinomial do segundo

grau:

a l3o + 'E$=t lij xij+'ElsjslsK l3jt xijxü- (2.7)
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Na equação (2.7), multiplicando /?o por Ef=lxíj e substituindo xâ por

xÍ.f 1 1 -- ZL: xit l tem-se:

": - ,.':E:: ".., -* :;:: " *:, -'- :;::«. .., l: - :?;,-«l *:«.«.«"- *''*«

Portanto,

7li = E$:,(130 + lii + l3jj)xij ' 'Ej=ll3jjxij Ef=1 xü-+Elsj<lsk Fjlxijxi!

Logo,

l7Í ' Ef: P/' xi.i+ElsJ<! k#lz' xilxü, (2.8)

com coeficientes da forma #;ePÃ, em que P,; =/?o+P/ +F/J e

B;t = 6jl -- l3ii-- l3u

Deste modo, a estimação dos coeficientes da forma canónica passa a ser

o objetivo do modelo. Quando p = 3, tem-se a forma canónica da função

polinomial do terceiro grau

i = E«.í« F/' xií+E:.j.:..* A ' x./*«+ E«í«.« »' xíj*«(xij--xí.) +

Eisj<z<çsk P/[q' xí.Fxízxíç .(2.9)

A partir deste momento, as funções polinomiais serão utilizadas somente

em sua forma canónica, logo será omitido o asterisco dos coeficientes P' e todo

coeficiente representado por l3 con'esponderá a um coeficiente da forma

canonica.

Para interpretar os coeficientes destes polinâmios, será utilizada a

resposta média da função. Deste modo, a resposta média associada ao

componente puro j ( O é igual a l e os outros componentes são nulos) será

denotada porz71 Logo, substituindo os valores das variáveis preditoras

associadas ao componente puro em uma função polinomial do primeiro, segundo

ou terceiro grau tem-se:

i7.Í = #j = r(r10 = 1,xz = 0, Z # ./) , (2.10)

sendo Y a variável resposta e r(rl.) a média dessa variável condicional aos

valores das variáveis preditoras.

9



Logo, os coeHlcientes #j podem ser interpretados como a resposta média

da função para os componentes puros.

A diferença encontrada na resposta média da função polinomial de grau

p, em relação à resposta média obtida utilizando apenas as parcelas do primeiro

grau do mesmo polinâmio, é chamada em vários campos, como a farmacologia,

de sinergismo se a diferença é positiva e antagonismo quando é negativa. Por

exemplo, em uma mistura binária, ou sda, uma mistura composta por

exatamente dois componentes, a resposta em uma função do segundo grau é

dada por:

qi ' l3j)cij + f3lxü 't l3jlxijxü

O sinergismo da mistura binária entre os componentes ./ e Z é encontrado

na terceira parcela e Pjl é o coeficiente quadrático binário do sinergismo dos

componentes / e Z.

Um segundo exemplo, em uma mistura binária, seria a resposta em uma

função do terceiro grau:

z7i l3jxij + Btxü + lijlxijxü + Yjtxij)cít(.xij'xü)

Neste caso, o sinergismo seria a soma da terceira e quarta parcelas e rlíl o

coeficiente cúbico binário do sinergismo dos componentes j e Z. Um último

exemplo seria em uma mistura temária (mistura composta por exatamente três

componentes), a adoção de um polinõmio de terceiro grau:

,7 = E::j« â xiJ+E«j«..: F/. xt.í*t.+ E:.J«.« ». xi.fxí. (xl.f-*ü) +

'F l3jlPcijxilxiq'

Assim, o sinergismo total da mistura temária é dado por

E:'j.:.«F/' *iJ*«+ E:..Í«.« t*ÍjxÍ.(xÍ.Í--xü) + F/..xí.fxÍ.xi., 'm q«

Et J<Zs3F/zxílxü+Et J< ç37Jlxílx Z(icj--xÜ) é o sincrgismo binário na

mistura ternária e P/[qxi,íxüxiq é o sinergismo temário da mistura temária.

10



2.4 Planqjamento para o ajuste do modelo polinomial

No planeamento de um modelo polinomial cúbico ou quadrático para

uma mistura de k componentes, as observações devem ser tomadas de uma

malha simplex {&, m}. Os coeficientes das formas canónicas (2.6), (2.8) e (2.9)

são unicamente determinados pelos valores da malha simplex {k,m}. Para

exemplificar esta relação entre os coeficientes do polinâmio e os valores da

malha, serão apresentados os coeHlcientes l3 e ' em função das respostas de uma

malha {3,2} e posteriormente de uma malha {3,3l}

Uma notação específica será introduzida para viabilizar o

equacionamento. Deste modo, para uma malha {3,2}, tem-se:

77j : resposta para o componente puroj (xj = 1),

]7t : resposta para o componente puro Z(xZ = 1),

z7ç : resposta para o componente puro q(xq = 1),

77jt : resposta para mistura binál.ia dos componentes / e z (xj: ; e xt=j),

77jq: resposta para mistura binária dos componentes j e q (;q= { e xq-;)

77tç: resposta para mistura binária dos componentes Z e q (xt= : e xq=;).

e

#
(l,o,o)

(1/2,0,1/2)
;

(1/2,1/2,0)

(o,o,l)

:rq
(0,1/2,1/2) (o,l,o)

Figura 2.4: Malhat3,2}
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Selecionando um dos polinâmios (2.8) ou (2.9) e considerando a equação

(2.10) para os componentes /, ! e q, os coeficientes F/Z , #jç e Plq são obtidos de

acordo com o procedimento a seguir:

Polinõmio (2.8) para uma mistura de três componentes:

q I3jXj + I3LXt + I3qXq + f3jLXJXI+ I3jqXJXq 't FLqXLXq

Através da equação (2.10), tem-se

?7j : FJ , para ig : l

771 ' Pt , para xl= 1 e

77Ç = /?q ) para xq: l

Logo, para obtenção de F/t, deve-se utilizar uma mistura dos

componentes / e Z (xj= ; , xt - -t e xq = 0), em que:

,zJ. -rQ7l& -=,*.

Substituindo as condições da mistura dos componentes ./

xl : -t e xq = o) em (2.8), tem-se:

-.. : !6 -- !P. -- }á.

Logo,

l3jl ' 4njt -- 2nj ' 27lt

O mesmo procedimento deve ser utilizado para a obtenção dos

coeficientes P/a e Pzç, fornecendo

l3jq ' 4njq -- 2nj -- 27)q e

/?tq = 477ia -- 2z7z -- 2l7ç

12



Em uma malhaÍ3,3l}, tem-se:

i7j : resposta para o componente puro j (xj = 1),

i71 : resposta para o componente puro Z(xl = 1),

77Ç : resposta para o componente puro q(xq = 1),

77jjt : resposta para a mistura dos componentes j e Z (&:

?7.Ílt : resposta para a mistura dos componentes j e Z (&=

?7jjç: resposta para a mistura dos componentes j e q (xj

l7Jçç: resposta para a mistura dos componentes j e q (xj

i7ttç: resposta para a mistura dos componentes Z e q (xt=

Í.«.:{,,

{.*.:{),
:Í.*.:{),
:{ . *«: {),

Í.««:{,,

1 1

ã,xt:-e

?7tçç: resposta para a mistura dos componentes Z e q (xi

q.flç: resposta para mistura dos componentes j, Z e q (xj

G.B, a, 2/3) GÕ.aõ;9
(113, 1Bj 1/3}

Í';.

0.i/3, m) @, 2/s, ió) @J.P)

Figura 2.5: Malhat3,3}
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Selecionando o polinâmio (2.9) e considerando a equação (2.10) para os

componentes j, Z e q, os coeficientes P/t , F/Ç , /7zÇ ,ylt , }gÇ , ylÇ e F/!q são

obtidos de acordo com o procedimento utilizado na malha {3,2} e apresentados

a seguir:

6. - ; (,7jl. + 'vl« - ,7í - ,7.),

P/ç : i(q.Í.Íç + 77.Íçç - qj ' 77q),

Flq ' i(qltç + 77tçç ' 77z ' 77q),

n : (3q«. - 3'7,« - a, -'- q.),

q : i(3z7.Í.Íç -- 377.Íçç -- l7.F + 77q),

rlÇ ' i(3l7zzç -- 3qtqÇ -- l7t + 77q) e

z/ , . y

/?/[q = 2777jzç -- 'i' (z7Jj] + l7j]] + z7JJç + l7jaç + l7 q + 77 qq) + (l7j + z71 + ?7ç)

Definidos a malha e o polinâmio, caso este seja do segundo ou do

terceiro grau, diversos caminhos podem ser adotados no planejamento do

experimento, sendo um de]cs sugerido em Scheffé [1958]. Entre e]es destaca-se

a utilização de uma malha {k, p}, trabalhando possivelmente com mais que uma

observação por ponto. A grande vantagem deste procedimento consiste na

facilidade de obtenção dos estimadores de l3 e ' pelo método dos mínimos

quadrados, pois as estimativas dos mesmos são calculadas através das médias

das observações da variável resposta, f?, obtidas dos pontos da malha, c

substituídas nas equações dos coeHlcientes l3 e y em função de z7.

2.5 Considerações Finais

Em algumas misturas, conforme veremos no próximo capítulo, devem ser

consideradas restrições que limitam as proporções de alguns ou de todos os
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componentes. Logo, sendo o limite superior da proporção do componente (SÍ) e o

limite inferior da proporção do componente (//), tem-se:

os 4 $'9 $$ sí

Estas restrições adicionais, muitas vezes são responsáveis por um

problema denominado de multicolinearidade, que gera efeitos indesejáveis

principalmente na estimação dos parâmetros. A multicolinearidade pode oconer

também em experimentou do tipo mistura quc não apresentem restrições

adicionais, assim uma vez identiHlcada, seus efeitos devem ser minimizados. O

próximo capítulo tratará do problema da multicolinearidade e dos seus efeitos

nos experimentou do tipo mistura.
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Capítulo

Multicolinearidade em experimentou

do tipo mistura

3.1 Introdução

Os modelos de regressão das funções polinomiais em sua forma canónica

podem ser representados na forma matricial como:

}' = XF + e,

sendo Y um vetor n x l das observações da variável resposta, e é um

vedor coluna n x l dos erros, satisfazendo E(e)=0 e V(e)=a'l, em que 1. é a

matriz identidade de ordem n. Na matriz X, de dimensões n x k, cada linha

possui os valores das k variáveis preditoras correspondentes a cada uma das

observações e P é um vetor k x l que contém os coeficientes de regressão
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desconhecidos. De acordo com estas condições, o modelo quadrático na forma

canónica proposto por ScheHé (1958) é dado por:

E(y) Pixi+ Pzxz+ +Pkxk+Ftzxtxz+ + Ftc-i.kXk-tXk

A estimação dos parâmetros pelo método dos mínimos quadrados fomece

o seguinte estimador:

F =(X'X)':X'Y,

cuja respectiva matriz de covariâncias é dada por

rar(P) = a:(X 'X)':

Se a matriz X não é de posto completo, como consequência a matriz X'X

é singular, logo existe a necessidade da adição de um novo modelo com matriz

de planejamento de posto completo que satisfaça às condições. No entanto, um

outro problema ocorre, quando a matriz é de posto completo, ou seja, existe a

matriz inversa de X'X, porém há uma dependência linear aproximada entre as

colunas da matriz X, isto é, existem constantes q (/ = 1, ... , k), tais que

El;:iqD = o, (3.1)

em que xj é a j-ésima coluna da matriz X e 0 é o vetar nulo de dimensão

11

Esta condição apresentada em (3.1) é identificada como mau

condicionamento ou multicolinearidade. A situação se torna mais complicada,

neste caso, porque o cálculo da matriz inversa de X'X é possível, mas muitas

vezes os programas computacionais a realizam, sem qualquer indicação de um

problema em potencial.

A presença da multicolinearidade origina alguns efeitos indesejados na

estimação dos coeHlcientes de regressão pelo método dos mínimos quadrados.

Por exemplo, em um modelo sem intercepto com apenas duas variáveis

preditoras(Wi e Wz) padronizadas

Zi :: /?lWil + #2Wí2 + ei
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em que o processo de padronização é realizado inclusive na variável

resposta, representada por Z. e de acordo com a seguinte transformação:

wíj
l ELI(xt.f --XJ ):

(3.2)

em que í = 1,. . .,n ej = 1,. . .,k

Por exemplo, no caso, k = 2, o modelo apresenta duas variáveis

preditoras e n observações. As duas variáveis preditoras e a variável resposta

padronizadas,são dadas por:

wÍI
.xíl --xl

IXa: :(xía--Í:) :

WÍ2
Xí2 --X2

IEl::.(xí2 - f:y
e

zí=
yi-y

IEE::(n--?):

O sistema de equações normais para a obtenção dos estimadores de

mínimos quadrados de Fi e Pz é

(n"w)Ó

.i: l:ilgil-(ZD,
em que ri2 é o coeficiente dc correlação linear de Pearson entre W l e Wz

e riz é o correspondente coeficiente de correlação entre Wi e Z.

Assim,

l -r12

(l--rÍz) (í--rjl:)
--Tiz l

(t--rjl:) (l--rjl:)
(m''w)':

18



e os estimadores de l3i e lb são dados, respectivamente, por

É: - %%? e

p: - '8EÜ'

Se existir forte multicolinearidade, o coeficiente de correlação riz deve

ser próximo de l ou -l. Portanto, através da matriz (}V'W)'t, verifica-se que

sc Ir,l -, l, «tão ç'«(j:)--, mc Co«(P:,#:) -, ;m, dep"d"d' se a

correlação ri2 tende a +l ou -l.

Como consequência, dois efeitos devem ser destacados. O primeiro deles

seria a geração de resultados imprecisos no cálculo da matriz inversa de X'X

pelos programas computacionais. O segundo efeito seria o aumento da variância

dos estimadores dos parâmetros do modelo, mesmo quando a matriz inversa de

X'X é calculada conetamente. Este aumento na variância pode também gerar

problemas para a significância das estimativas dos parâmetros ou interferir nos

sinais das estimativas.

De acordo com St. John (1984) , a multicolinearidade entre as variáveis

preditoras pode conduzir a inconsistentes ou confusas conclusões quando

comparados diferentes processos de seleção de variáveis do tipo ''stepwise". O

processo de seleção de variáveis em presença da multicolinearidade apresenta

um grande potencial para que equívocos soam cometidos. Várias técnicas para

detectar e identificar a multicolinearidade foram propostas e algumas serão

discutidas a seguir.

Gorman (1970) sugeriu a utilização do coeHlciente de determinação Rz

como medida de multicolinearidade. O coeHlciente de determinação Rz é obtido
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através da regressão de Xj em função das variáveis preditoras restantes usando o

modelo de regressão polinomial de Scheffé sem o termo constante. Grandes

valores de /?j2 indicam a presença de multicolinearidade. No entanto, segundo o

autor, se RÍ < 0,99, então não se apresenta o problema.

E importante observar que, para modelos sem intercepta,

R? = ?1 jxaÇ{ olyg?) :T g?f/

em que X(J) é a matriz de planeamento obtida eliminando-se a coluna j e x) é o

vedor linha, obtido através da transposição desta coluna.

Um segundo método de identificação da multicolinearidade foi sugerido

por Marquardt (1970), em que o principal objetivo consistia no cálculo e análise

do Favor de Inflação da Variância (FIV).

Os Favores de Inflação da Variância são definidos como

F'J'lç

cm que, FIVj é o Falar de Inflação da Variância relacionado ao estimador do

parâmetro P/.

Nota-se que em ambas as técnicas, a essência é a mesma, ou seja, a

multicolinearidade indicada por valores de PF elevados também pode ser

evidenciada através de altos valores dos Fatores de Inflação da Variância. De

acordo com a definição, cada FIVj é uma função do respectivo RÍ e conforme

aumenta-se o coeficiente de determinação, tem-se como consequência um

aumento do FIV. Portanto, evitar um grande RÍ é equivalente a evitam um grande

FIVi. De acordo com Marquardt (1970), para qualquer FIV com valor maior que

dez, tem-se como consequência que os estimadorcs pelo método dos mínimos

quadrados são imprecisos e diferentes modelos ou diferentes critérios de

estimação são desejáveis. Por outro lado, Gorman (1970) sugere como critério

de caracterização de multicolinearidade /?Jg > 0,99 , que é equivalente

FIV >100, sendo, portanto, um critério mais brando.
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A obtenção dos FIV pode ser feita através da matriz (X'X)'i , em que os

Fatores de Inflação da Variância conespondem aos elementos da diagonal

principal desta matriz, de acordo com Montgomery, Pack e Vining (2006).

Na situação ideal de inexistência de multicolinearidade da variável X/

com as demais, Pf = 0 e r'/q = 1. Por outro lado, como }'ar(P) = (X'X)':a:,

segue que P/b = !:'"(# Í) e portanto, esta quantidade avalia quanto ['ar (FJ) é

acrescida devido à multicolinearidade de Xj com as demais variáveis preditoras.

Um terceiro procedimento para identificação da multicolinearidade é

através da observação dos autovalores da matriz X'X. Como o posto de uma

matriz quadrada é igual ao número de autovalores diferentes de zero, então, se a

matriz apresentar um autovalor igual a zero, trata-se de uma matriz de posto

incompleto. No entanto, se a matriz apresentar todos os autovalores diferentes de

zero e um ou mais autovalores próximos de zero, trata-se de uma matriz de posto

completo, porém com indício de muticolinearidade.

O primeiro passo consiste na obtenção dos autovalorcs ou raízes

características de X'X, que são representados por aí sendo que em um modelo

de k variáveis prcditoras, a matriz X'X é uma matriz quadrada de ordem k com k

autovalores. Quando um ou mais autovalores apresentam magnitude reduzida,

próxima de zero, tem-se um forte indício de uma dependência linear aproximada

entre as colunas e muito provavelmente multicolinearidade. Alguns analistas

preferem avaliar o parâmetro de condicionamento (c) de X'X definido por:

CLmín
(3.3)

Este parâmetro mede a amplitude do espectro de autovalores X'X. De

acordo com Montgomery, Pack e Vining (2006), se o parâmetro de

condicionamento c é um número menor que 100, não há nenhum sério problema

de multicolinearidade. No entanto, caso se encontre entre 100 e 1000, implica

em multicolinearidade moderada ou forte e se o parâmetro exceder 1000, o

problema é considerado severo.

Uma vez identiülcada a multicolinearidade, uma análise dos autovetores

correspondentes associados aos autovalores próximos de zero possibilita a
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determinação das restrições e da dependência linear aproximada que ocone nas

colunas da matriz X. Nos autovetores selecionados, os valores próximos dc zero

são descartados e como consequência são identificadas as restrições

aproximadas, este procedimento está descrito com detalhes em Montgomery,

Peck e Vining (2006, pág.302-303). Segundo Gunst e Mason (1980), esta análise

de um autovetor associado a um autovalor próximo de zero é na essência similar

ao processo de identificação de multicolinearidade através dos cálculos dos

Favores de Inflação da Variância. Um alto FIV só ocorre quando há um reduzido

autovalor e as variáveis com altos valores do FIV estarão envolvidas na

multicolinearidade.

Os experimentou do tipo mistura apresentam uma forte tendência à

ocorrência da multicolinearidade, devido à restrição (2.2). Além disso, uma das

características desses experimentas que tem como consequência o problema da

multicolinearidade é o fato de que muitas vezes um dos componentes (xk)

apresentar seus possíveis valores limitados a um intervalo de variação muito

reduzido e consequentemente a somatória das concentrações dos componentes

restantes (Xli:f xi) se aproxima de um valor constante, conduzindo o modelo à

condição (3.1).

Logo, em um modelo de um experimento do tipo mistura com a função

polinomial em sua forma canónica e alguns componentes com intervalos de

variação reduzidos em relação a amplitude total de 0 até 1, a possibilidade de

multicolinearidade deve ser considerada e analisada. O problema se agrava se a

função polinomial na forma canónica for quadrática, pois a multiplicação entre

duas variáveis desse tipo que originalmente apresentam intervalos de variação

reduzidos gera um intervalo de menor amplitude para o produto.

Segundo Draper and Smith (1981), o condicionamento da matriz X'X de

uma forma geral apresenta melhorias quando as variáveis preditoras são

padronizadas, como por exemplo, a padronização ocorrida em (3.2).

A padronização inicial das variáveis preditoras é necessária e ocorre de

acordo com o procedimento destacado na equação (3.2). Logo, as novas

variáveis preditoras padronizadas são definidas como Wt,W2,....e wk. Deste

modo, o modelo escrito em função destas variáveis é:
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}''= aw.In +14/#w + e,

sendo in um vetor n x l com todos os elementos iguais a l e W a matriz

associada às variáveis padronizadas.

Os novos parâmetros são representados pelo vetor Í3. e um intercepto aw

é incluído no modelo desde que o vetar Y não esteja padronizado. Uma

consequência importante deste modelo é que a matriz W"W é a matriz de

correlação, que apresenta as correlações entre as variáveis preditoras duas a

duas. O vedor dos estimadores dos parâmetros P« é dado por

Ó = (w'w)':n''l'' (3.4)

com

}'(P) = a:(m''m')': (3.5)

Como a forma canónica do modelo de regressão polinomial de Scheffé

não possui intercepta, a padronização das variáveis preditoras é dada

simplesmente por:

E - 1,2wÍj n ej = 1,2 ...k (3.6)

Logo, o modelo para as variáveis padronizadas é dado por

}' = n'p. + €

Segundo Corne11 (1990), na forma canónica do modelo polinomial

quadrático, os produtos entre as variáveis preditoras podem ser padronizados de

duas formas. A primeira consiste na padronização das variáveis preditoras, assim

depois de padronizadas, as mesmas seriam multiplicadas gerando os produtos. A

segunda é definida pela multiplicação das variáveis preditoras na forma original

e os produtos são padronizados de acordo com a equação (3.7):

WijWÍu n e./ = 1,2 ...k. (3.7)
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Uma diferença importante entre estas padronizações na forma canónica e

a anterior é que a matriz W'W , neste caso do formato canónico, não é a matriz

de correlação. No entanto, esta matriz, mesmo não sendo a matriz de correlação,

é de fundamental importância para o cálculo do Fator de Inflação da Variância

(FIV). Os elementos da diagonal principal da matriz (I'r'W)'t são definidos

como os Fatores de Inflação da Variância.

Se a matriz (m'''l'r)': é resultante de um plane:lamento ortogonal, ou

seja, não há dependência linear entre as variáveis preditoras, então (I'r'tV)'l é a

matriz identidade. Logo, o valor mínimo para o FIV é 1. Portanto, quanto maior

o valor do FIV, em relação ao mínimo 1, maior o aumento da variância dos

estimadores dos parâmetros P.,, como consequência da falta de ortogonalidade

do modelo.

De acordo com Marquardt e Snee (1975), as padronizações removem a

multicolinearidade não essencial, portanto os autores entendem que ainda devem

analisar os autovalores da matriz W'W, que permitem identiHlcar as condições

da forma (3.1) que conduzem à multicolinearidade.

Gorman (1970) sugeriu que os experimentos do tipo mistura com alguns

componentes apresentando intervalos muito reduzidos deveriam ser modelados

através de termos denominados pseudocomponentes. O objetivo seria melhorar o

condicionamento da matriz X'X, através da transformação algébrica nas

variáveis preditoras definida a seguir:

Í./ :: (xj-tJ) comj=1,2...k,

em que 1/ é o limite inferior do intervalo de variação das proporções do

componente j .

Esta transfomlação frequentemente melhora o condicionamento da

matriz X'X e apresenta a vantagem de satisfazer a restrição de mistura da

equação (2.2), ou sela, se originalmente a somatória das variáveis preditoras era

constante e igual a 1, após a transformação, os pseudocomponentes mantém a

soma igual a 1, a demonstração deste fato encontra-se no Apêndice 2.
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Os exemplos a seguir ilustram o processo de identificação do problema

da multicolinearidade nos experimentou do tipo mistura e as primeiras medidas

para sana-lo. Entre elas, destacam-se o processo de padronização e a utilização

de pseudocomponentes.

3.2 Exemplos

Exemplo l

O primeiro exemplo encontra-se em Snee e Marquardt (1976), nele

destacam-se algumas estratégias para reduzir os efeitos do problema da

multicolinearidade.

O estudo envolve um novo produto alimentício que pode ser produzido a

partir de oito ingredientes, sendo que quatro deles (XI, X2, XS, X6) devem estar

presentes obrigatoriamente, por razões económicas.. A variável resposta não foi

especificada no artigo.

O modelo proposto consiste em uma função polinomial linear na forma

canónica com oito componentes. Na Tabela 3.1, veriHlca-se que a amostra é

composta por 20 misturas envolvendo os oito componentes e quc suas

respectivas proporções são limitadas de acordo com os intervalos a seguir:

0,10 g xí $ 0,45

0,05 $ xz $ 0,50

0,00 g x3 É 0,10

0,00 $ x4 $ 0,10

0,10 $ x5 $ 0,60

0,05 g xõ $ 0,20

0,00 $ x7 É 0,05

0.00 É x8 $ 0,05
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2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

100

100

150

100

100

100

400

350

300

100

450

450

450

450

450

259

259

259

259

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

050

500

050

050

500

050

050

050

500

500

050

200

150

250

100

222

.222

,222

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

000

000

000

100

100

100

100

100

000

100

000

000

000

100

.100

,050

,050

,050

.050

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

000

100

100

000

100

100

100

100

000

000

000

100

100

,000

,000

,050

,050

.050

,050

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

550

100

600

550

100

550

100

100

100

200

450

100

100

,100

,100

,244

,244

,244

,244

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

200

200

050

200

050

050

200

200

050

050

050

050

,200

.050

.200

,125

,125

,125

,125

0,050

o,ooo

0,050

o,ooo

o,ooo

o,ooo

0,050

0,050

o,ooo

0,050

o,ooo

0,050

o,ooo

0,050

o,ooo

0,025

0,025

0,025

0,025

0,050

o,ooo

o,ooo

o,ooo

0,050

0,050

o,ooo

0,050

0,050

o,ooo

o,ooo

0,050

o,ooo

o,ooo

0,050

0,025

0,025

0,025

0,025

//3

/7

/8

20

2/

28

7

38

30

35

Os componentes X7 e Xs apresentam intervalos de variação bastante

reduzidos, que são indicadores de provável multicolinearidade neste modelo.

Através do modelo linear polinomial na forma canónica, os autovalores da

matriz X'X são calculados e os valores de máximo e mínimo são apresentados a

seguir:
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a.áx = 3,98281 e

a.í.= 0,00977

O cálculo do parâmetro de condicionamento da matriz X'X é dado por

c = :1::Ê 7 = 407,6õ

Logo, segundo Montgomery, Peck e Vining (2006), trata-se de um valor

que indica moderada multicolinearidade, o modelo deve ser investigado e

alterado para que o parâmetro de condicionamento sqa reduzido.

Conforme comentado anteriormente, segundo Gorman (1970), os

experimentou do tipo mistura com alguns componentes apresentando intervalos

muito reduzidos deveriam ser modelados através de termos denominados

pseudocomponentes. No modelo proposto por Snee e Marquardt (1976), as

variáveis preditoras foram transformadas em pseudocomponentes e os valores

extremos dos autovalores foram:

a.áx= 3,63688 e

a.í.= 0,01994

O parâmetro de condicionamento da matriz X'X é igual a ]82,39,

indicando uma sensível melhora no condicionamento, logo uma redução na

multicolinearidade.

No entanto, a maioria dos pacotes computacionais no processo dc

estimação por mínimos quadrados padroniza as variáveis preditoras antes de

gerar a matriz X'X. Deste modo, para um modelo sem intercepta, a

padronização usual é a proposta em (3.6). Logo, a análise dos autovalores da

matriz W'W torna-se a maneira mais apropriada para se avaliar o problema da

multicolinearidade.

Serão analisados os FIV e os autovalores, após as variáveis preditoras

serem padronizadas. Os valores da diagonal principal da matriz (W'W)'' são os

Favores de Inflação da Variância (FIV) e serão apresentados na Tabela 3.2.
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Tabela 3.2: Favores de Inflação da Variância do modelo linear na

forma canónica após padronização

wl

W2

W3

W4

3,13

2,05

2,08

2,09

2,04

2,61

2,16

2,21

W5

W6

W7

W8

Os autovalores máximo e mínimo da matriz W'W são

aáx = 5,18040 e

a.í. = 0,21113

Verifica-se que a padronização promove uma nítida redução do problema

da multicolinearidade. Um indicador é o parâmetro de condicionamento que foi

reduzido para 24,536, que, conforme discutido anteriormente, quando abaixo de

100, sugere que não haja problemas de multicolinearidade. Além disso, todos os

valores dos FIV reforçam essa conclusão.
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Tabela 3.3: Fatores de Inflação da Variância do modelo linear

utilizando a transformação em pseudocomponentes, antes da padronização

VaHáve/

w'l 1,97

1,76

2,01

2,02

1,48

1,94

2,11

2,17

W'2

W3

W4

W'5

W'6

W'7

W'8

Na análise da Tabela 3.3, em que as variáveis foram transfomladas em

pseudocomponcntes antes da padronização, a principal conclusão é que não

ocorre o problema da multicolinearidade, ou seja, a mesma do modelo anterior,

em que houve apenas o processo de padronização.

Logo, torna-se evidente que o problema da multicolinearidade era

originado pela falta de padronização das variáveis preditoras. Uma vez

padronizadas, a multicolinearidade é solucionada e a transfomlação em

pseudocomponentes é desnecessária, pois, segundo os autores, não há nenhuma

melhoria significativa no condicionamento da matriz W"W. No entanto, através

de um estudo mais detalhado do modelo com pseudocomponentes, percebe-se

uma sutil melhoria no condicionamento, já que todos os respectivos FIV são

menores na Tabela 3.3, quando comparados com os da Tabela 3.2 e o parâmetro

de condicionamento reduz-se a 1 4,922.
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Exemplo 2

O segundo exemplo foi publicado por Piepel (1982). Os dados

apresentados na Tabela 3.4 correspondem a uma mistura de onze componentes

químicos de uma particular formulação de vidro em que a variável resposta é a

lixiviabilidade do vidro, medida através da perda de massa percentual do vidro.

O teste de lixiviação é o mais utilizado na determinação da estabilidade

química e do potencial poluidor de um material destinado a resíduo. Entende-se

por lixiviabilidade a capacidade de transferência dos contaminantes do resíduo

para a solução lixiviante. A solução lixiviante é a solução utilizada no ensaio de

lixiviação e o lixiviado é a solução contaminada pelo contado com o resíduo

(CHAMIE, 1994). A lixiviabilidade é determinada expondo-se o resíduo, tratado

ou não, a uma solução com características conhecidas e detemlinando-se o grau

de dissolução dos contaminantes. O ensaio de lexiviação procura reproduzir, em

laboratório, os fenómenos dc arraste, de diluição e de dessorção que oconem

pela passagem de água através do resíduo. O método dc ensaio é descrito pela

Norma da ABNT NBR 10005 -- Lixiviação de Resíduos.
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Tabela 3.4: Amostra de 44 misturas com onze componentes químicos de

uma particular formulação de vidro, variável resposta: lixiviabilidade do

vidro.

0,448

0,544

0,565

0,581

0,432

0,486

0,429

0,429

0,443

0,447

0,427

0,550

0,434

0,580

0,575

0,498

0,435

0,496

0,497

0,497

0,565

0,428

0,433

0,550

0,577

0,586

0,585

0,579

0,541

0,417

0,429

0,454

0,420

0,574

0,584

0,464

0,433

0,432

0,434

0,432

0,431

0,413

0,430

0,596

0
0

0

0

0

0

0

0

0

0
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0

0

0

0
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0
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0
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.063
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.068

064

127

133

067

130

066

067

067

134

134

068

067

067

127

133

068

0
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
0
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
0

0

0

0

0

142

.000

.000

.012

000
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000

000

000

000

072

010

130

000

000

114

128

126

038

129

131

131

132

011

127

011

o,ooo

o,ooo

o,ooo
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071
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000
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0

0

0
0
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0

0

0

0

0

0

0
0

0

0

0

0

0

0
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0
0
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0

0
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0
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Na Tabela 3.4, a coluna da variável resposta (Y) correspondente às

medidas de lixiviabilidade contém os valores das perdas de massa em

percentagem das respectivas formulações dos vidros, após o ensaio de
lixiviação.

As proporções dos componentes nas misturas especificadas para o

modelo são limitadas de acordo com os intervalos a seguir:

0,41 g xí g 0,60

0,055 g xz $ 0,15

0 g x3 g 0,16

0 $ x4 É 0,14

0 g x5 $ 0,09

0,09 É xõ g 0,17

0 g x7 $ 0,065

0 g xe g 0,080

0 g x9 g 0,035

0 g xlo $ 0,035

0 g xil g 0,035

0,54 É xi + x2 + x3 g 0,80

0,13 $ x4 + x5 + xõ $ 0,35

O fato de todos os componentes possuírem limites inferior e superior

para a suas respectivas proporções já seria um bom indicativo da existência do

problema da multicolinearidade.
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A Tabela 3.5 apresenta os FIV para a matriz padronizada W'W gerada a

partir dos dados da Tabela 3.4.

Tabela 3.5: Fatores de Inflação da Variância do modelo linear na

forma canónica após padronização

Varláve/

30,68

l0,65

2,69

3,04

2,48

24,45

2,44

2,26

2,61

1,98

2,26

wl

W2

W3

W4

W5

W6

W7

W8

W9

w10

wll

Os FIV das variáveis wi. w2 e wõ ,razoavelmente elevados, e o parâmetro

de condicionamento, igual a 320,363, indicam a presença de multicolinearidade

moderada no modelo.

Nota-se, na Tabela 3.5, que os maiores valores para o parâmetro FIV não

estão associados às variáveis que possuem os intervalos mais restritos (x9, xio e

xii), mas sim às variáveis que possuem o limite inferior afastado do zero

(xí, x2 e xó). Este fato justiHlca-se, pois no processo de padronização, as variáveis

não padronizadas que possuem intervalos estreitos e limite inferior igual ou

próximo de zero apresentam a soma dos quadrados não conigida muito

reduzida. Consequentemente, estas mesmas variáveis padronizadas terão um

aumento em seus intervalos de variação. Por outro lado, as variáveis não

padronizadas que possuem o limite inferior afastado do zero apresentam a soma

dos quadrados não corrigida muito maior quando comparada à correspondente
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soma para as variáveis limitadas e próximas de zero. Logo, com a padronização,

seus intervalos de variação podem ser reduzidos. Como, quanto maior o

intervalo de variação menor o FIV, pode-se concluir que houve uma redução nos

intervalos de xi, x2 e x6 e seus respectivos FIV são indicadores de
multicolinearidade.

Portanto, neste caso, a transformação em pseudocomponentes pode ser

interessante, e o mais importante para a melhoria do condicionamento da matriz

W'W seria que todos os componentes após a transformação tivessem limite

inferior igual a zero. A Tabela 3.6 fornece os FIV do modelo utilizando a

transformação em pseudocomponentes antes da padronização.

Tabela 3.6: Favores de Inflação da Variância do modelo linear

utilizando a transformação em pseudocomponentes, antes da padronização

Varfáve/

w'l 3,00

2,70

2,21

2,08

3,44

2,07

1,90

2,37

1,88

2,20

W2

W'3

W'4

W'5

W'6

W'7

W'8

W'9

w'10

w ll

Na Tabela 3.6, verifica-se que todos os FIV são menores que 3,50, já os

autovalores geram um parâmetro de condicionamento igual a 35,877. Logo, de

acordo com Piepe1 (1982), para o modc]o po]inomia] linear na forma canónica,

verificou-se que a transformação em pseudocomponentes antes da padronização,

gerou um ajuste em quc a multicolinearidade é bastante reduzida.
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No entanto, o autor não optou pelo modelo polinomial linear e após o

processo de seleção de variáveis do tipo ''stepwise'', decidiu por um modelo do

segundo grau, em que foram adicionados produtos de variáveis, conforme a

equação a seguir:

E(r) = EJlt P/x) + Pó,8x óx 8 + P3,11x'3x'll+P7.9x'7x 9 +/?5,6x'5x 6 +

/?7 ,ilx'7x'íl + Pi ,5x'lx'5 + Pó.tox'óx'ío + Fs ,,x'5x'8 . (3.8)

As variáveis indicadas por x'i, na equação (3.8), encontram-se

transformadas em pseudocomponentes. Os FIV associados a este modelo são

dados na Tabela 3.7, após a padronização.

Tabela 3.7: Favores de Inflação da Variância para as variáveis

predítoras no modelo do segundo grau com a transformação em
pseudocomponentes antes da padronização

w'l
W'2

W'3

W'4

W'5

W6

W'7

W'8

W9

w'10

w'll

W'6W'8

W'3W'll

'N'l'W'q

W'5W'6

W'7W'll

W'lW'5

W'6W'10

W'5W'9

15,02

8,82

8,06

14,28

22,70

67,19

18,25

15,39

8,09

1 1,81

20,24

21,82

21,71

7,17

45,40

8,21

12,60

l0,08
7.46
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Nota-se, na Tabela 3.7, que o maior FIV está associado ao

pseudocomponente padronizado w'ó e que este encontra-se em três dos oito

produtos de variáveis do modelo. Logo, é bastante compreensível que o segundo

maior FIV também envolva w'ó. Um dos mecanismos para tentar solucionar o

problema seria remover um dos produtos que envolvem w'ó. A sugestão de

retirada recai sobre o produto w'ó .w'8, pois apesar de não apresentar o maior

FIV, veriHlca-se que o seu coeficiente não é significante a um nível de 0,05.

Quando este termo é removido do modelo, o parâmetro de condicionamento

melhora, passa de 1718,06 para 766,94 e o FIV máximo é reduzido de 67,189

para 28,169, ambos correspondentes ao pseudocomponente w'ó. Portanto,

segundo Piepel (1982), embora o problema da multicolinearidade não tenha sido

totalmente eliminado, houve uma sensível melhora no nível de condicionamento

do modelo, considerando a natureza dos dados iniciais.

Exemplo 3

O terceiro exemplo foi proposto por Snee (1975). O objetivo do estudo

foi determinar a quantidade de aditivo (XI) necessária em uma mistura de três

lubrificantes (X2, X3 e X4), de modo que uma determinada propriedade física da

mistura atingisse um determinado nível. A medida dessa propriedade é a

variável resposta do modelo (Y).

Os dados estão apresentados na Tabela 3.8 e correspondem a uma

amostra de 18 misturas de quatro componentes e as proporções dos componentes

nas misturas especificadas para o modelo são limitadas de acordo com os

intervalos a seguir:

0,07 É xt É 0,18

0 g x2 g 0,30

0,37 g x3 É 0,70

0 g x4 g 0,15
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Tabela

componentes

Dados amostrais de 18 misturas com quatro

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0,

0

0,

0

0,

0

}8

07

07

18

07

07

,18

,18

.18

.07

,18

125

,13

125

,13

133

,18

0,30

0,23

0,08

0,12

0,30

0,30

0,00

0,30

0,00

0,2275

0,144

0,30

0,086

0,2375

0,136

0,163

0,15

0,37

0,70

0,70

0,70

0,63

0,48

0,67

0,52

0,70

0,6275

0,592

0,50

0,70

0,6375

0,584

0,617

0,52

0,15

0,00

0,15

0,00

0,00

0,15

0,15

0,00

0,12

0,075

0,084

0,075

0,084

0,00

0,15

0,087

0,15

13,99

7,6

9,45

12,93

7,38

8,58

15,65

11,94

15,24

8,24

13,84

l0,08

11,48

9,64

11,94

11,25

14,65

O modelo selecionado consiste em uma função polinomial do segundo

grau, conforme a equação a seguir:

F(r) Ej=1 P/aJ + /?i,2xixz + /?t,3xix3+/71.4xix4 + #z,3xzx3+F2.4xzx4+/?3.4x3x4

De acordo com as conclusões do exemplo anterior, feita a padronização

são esperados altos valores para os FIV das variáveis Xt e X3 e também
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possivelmente, para os produtos de variáveis em que pelo menos uma delas

estqa envolvida. Na Tabela 3.9, encontram-se os FIV do modelo.

Tabela

padronizado

FIV para os dez termos no modelo do segundo grau

Varlál,e/

wl 7142,86

250,00

196,08

1587,30

411,52

4761,90

178,57

256,41

65,36

819,67

W2

W3

W4

WIW2

WIW3

WIW4

wl'wl.

'NI''NA.

W3W4

Os maiores FIV correspondem realmente aos coeHlcientes de wi e wiw3.

Nota-se também que este favor para a variável X3 não é tão elevado, como era

inicialmente esperado. Este fato pode ser justificado devido ao intervalo de

variação de X3 ser relativamente grande quando comparado aos outros

componentes, compensando seu limite inferior afastado do zero. O parâmetro de

condicionamento igual a 95886,07 reforça o diagnóstico de que existe um severo

problema de multicolinearidade.

Neste modelo, como duas das quatro variáveis apresentam seus limites

inferiores afastados do zero, uma boa estratégia para a solução do problema da

multicolinearidade é a transfomlação em pseudocomponentes.

Aplicada esta transformação, os resultados obtidos encontram-se na

Tabela 3. 10.
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Tabela 3.10: FIV para as variáveis preditoras no modelo do segundo

grau com transformação em pseudocomponentes antes da padronização

w'l

W'2

761,53

34,45

41,56

369,89

119,23

234,81

56,65

35,20

65,57

136,64

W'3

W'4

W'lW'2

W'lW'3

W'lW'4

'N' 2M''\

«' 2M' A.

W'3W'4

A partir desta tabela, observa-se que a transformação em

pseudocomponentes provocou uma grande melhora no condicionamento da

matriz W'W, mas muitos FIV ainda indicam multicolinearidade, mesmo quando

são analisados de forma mais branda. O parâmetro de condicionamento reduziu-

se bruscamente a 7645,78 , porém indica ainda alta multicolinearidade.

Em seu artigo, Snee (1975) não trabalha com a transformação em

pseudocomponentes e as previsões são realizadas sempre dentro da região

experimental. St. John (1984) mostrou que a transformação em
pseudocomponentes neste modelo traria uma grande melhoria na matriz W'W a

um custo muito reduzido. No entanto, neste modelo, novas técnicas para mitigar

o problema da multicolinearidade devem ser introduzidas, pois os recursos da

padronização e a transformação em pseudocomponentes não foram suficientes

para que se atingisse um nível de condicionamento aceitável.

Caso a multicolinearidade não seja totalmente eliminada, os autores

apontam alguns cuidados a serem tomados na modelagem, como tentar
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interpretar coeficientes individualmente, principalmente aqueles que possuem

elevado FIV e não fazer previsões além da região experimental.

Snee e Rayner (1982) explicam como obter o polinâmio na forma

canónica, a partir de seu modelo com intercepto. No entanto, neste processo,

pode-se apontar duas deficiências. A primeira é que existe uma maior afinidade

com a interpretação das estimativas geradas pelo modelo polinomial na forma

canónica proposto por Scheffé. Logo, os próprios autores recomendam a

transformação para o modelo de Scheffé, a partir do modelo com intercepta. A

segunda é que o modelo com intercepto tem como principal função eliminar os

anos de anedondamento das rotinas computacionais e não o problema da

multicolinearidade, quc muitas vezes é uma sintomática característica dos dados

que não será sanada apenas com a proposta de Snee e Rayner (1982).

Antes de tratar de novas técnicas para solucionar o problema da

multicolinearidade, é importante destacar o modelo de uma malha simplex com

quatro componentes quando adorada uma função polinomial do segundo grau na

forma canónica. Segundo Kiefer (1961), este planeamento é D-ótimo para a

função polinomial do segundo grau na forma canónica.

De acordo com Ryan (1997, p.459), um planejamento é denominado

D-ótimo se o determinante da matriz X'X é maximizado para uma dada região

experimental,. Esta característica é importante porque tal planeamento minimiza

o volume do elipsóide de confiança para os parâmetros do modelo de regressão.

Nas Tabelas 3.11 e 3.12 são apresentados os dados da malha simplex

para quatro componentes para uma função polinomial do segundo grau na forma

canónica e os valores dos FIV , respectivamente.

No entanto, apesar das características ideais, o mínimo teórico do FIV

não é atingido neste modelo, conforme verifica-se na Tabela 3.12. Logo, esta

constatação sugere que a classificação de um FIV como elevado, deve possuir

como referencial os FIV de modelos com boas propriedades, como o da malha

simples de quatro componentes, e não simplesmente levar em consideração o

mínimo teórico.
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Tabela 3.11: Malha Simplex para uma função polinomial do segundo

grau com quatro componentes

Tabela 3.12: FIV do modelo polinomial do segundo grau para o

planejamento simplex

VaHápe/

1,75

1,75

1,75

1,75

1,50

1,50

1,50

1,50

1,50

1,50

xl

X2

X3

X4

XIX2

XIX3

XIX4

X2X3

X2X4

X3X4
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,UlllUtlllClltCB    
  X3  

l,o o,o 0,0 0,0

o,o l,o 0,0 0,0

o,o o,o 1,0 0,0

o,o o,o 0,0 1,0

0,5 0,5 0,0 0,0

0,5 0,0 0,5 0,0

0,5 0,0 0,0 0,5

0,0 0,5 0,5 0,0

0,0 0,5 0,0 0,5

o,o o,o 0,5 0,5



Apesar das tentativas apresentadas até o momento para solucionar o

problema da multicolinearidade, verificou-se que em alguns modelos a

transformação em pseudocomponentes e a padronização das variáveis preditoras

não foram suHlcientes para se atingir um condicionamento satisfatório na matriz

de planejamento. Logo, ainda há a necessidade de novas técnicas, para que

alguns modelos atinjam níveis aceitáveis nos parâmetros que medem a

multicolinearidade. Na próxima seção, será discutida a técnica de regressão em

cristas aplicada à análise estatística dos experimentos do tipo mistura.
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3.3 Uso do procedimento de regressão em cristas nos experimentos do tipo
mistura

O uso do procedimento dc regressão em cristas nos experimentos do tipo

mistura tem como objetivo melhorar as estimativas dos parâmetros do modelo

diante do problema da multicolinearidade e das possibilidades já discutidas neste

capítulo

Uma consequência importante do método dos mínimos quadrados é que

o estimador de l3 é não viciado. A propriedade de Gauss-Markoff garante que o

estimados de mínimos quadrados possui variância mínima dentro da classe dos

estimadores lineares não viciados de l3, no entanto, não há garantia que esse

valor mínimo seja de magnitude reduzida. Como já discutido anteriormente, uma

variância elevada inviabiliza uma boa interpretação das estimativas dos

parâmetros do modelo e toma os estimadores mais instáveis, suscetíveis a

grandes variações, diante de diferentes amostras do mesmo tamanho ou

pequenas alterações nas variáveis preditoras diferentes.

Um dos recursos para mitigar este problema consiste na adoção de um

estimador viciado de l3, porém com menor variância e um viés relativamente

reduzido

Figura 3.1
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Na Figura 3.1, temos a situação de um estimador viciado (# ') com uma

variância relativamente menor quando comparada ao estimador não viciado.

O erro quadrático médio de #' é a esperança do quadrado da distância

entre P ' e l3, com

EQMW') E(P ' -P): V(F ') + [E(P ') -]3]' (3.9)

Na equação 3.9, verifica-se que o EQM é a soma da variância do

estimador viciado com o quadrado do viés de /?'. Logo, se o viés não possuir um

valor alto, EQM (/?*) pode ser consideravelmente menor que o EQM do

estimador não viciado, assim a sua utilização toma-se prioritária. Deve-se

ressaltar que EQM do estimador não viciado coincide com a própria variância.

Alguns procedimentos foram desenvolvidos para a obtenção de

estimadores viciados dos coeficientes de regressão com reduzidos EQM. Um

destes procedimentos é a regressão em cristas, originalmente proposta por Hoerl

e Kennard (1970).

O estimador do método de regressão em cristas é encontrado através da

solução de um conjunto de equações levemente modificado das equações

normais do método dos mínimos quadrados,

(X'X+ÀI) Pc = X 'Y

de modo que

/?c = (X'X+ÀI)'' X'Y (3.10)

sendo /?c o estimador em cristas. Verifica-se, através da equação (3. 10), que Fc é

um estimados viciado. Este fato pode ser verificado, pois através da equação

matricial do estimador não viciado de l3 tem-se:

(XX) F : X'Y. (3.1 1)

Substituindo(3. 1 1) em(3.10) tem-se
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Pc = (X'X+ÀI)'' (X'X) #

Logo,

E'(Fc) = (X'X+ÀI)'' (X'X)/?

Deste modo, toma-se evidente que Pc é um estimador viciado.

A constante À é um parâmetro de viés e quando assume o valor zero, o

estimados em cristas coincide com o estimador de mínimos quadrados.

Na obtenção do erro quadrático médio de Fc , que é uma quantidade

(k+l) dimensional, a literatura utiliza o ''Erro Quadrático Médio Total'', definido

como

rQm (#.) : E l(ó. - py(p. - p)l.

De acordo com Montgomcry, Pack e Vining (2006), o erro quadrático

médio total do estimador em cristas é dado pela expressão:

EQM(Fc) :a: Ef:: i l:liS; + À:F'(x'X + À/)':#
(3.12)

Na equação (3.12), o primeiro termo conesponde à soma das variâncias

das componentes de /?c e o segundo tem)o é o quadrado do viés. Também

destacam-se os valores de cy, que são os autovalores da matriz X'X. Da

expressão (3.12) verifica-se que se À. > 0, quanto maior o valor de À, menor a

soma das variâncias e maior o quadrado do viés. Logo, a essência do método de

regressão em cristas consiste em escolher um valor de À, para o qual a redução

da soma das variâncias seja maior que o aumento do quadrado do viés. Se isto

puder ser feito, o erro quadrático médio do estimador em cristas /?c será menor

que a variância do estimador # obtido pelo método dos mínimos quadrados.

Hoerl e Kennard (1970) provaram a existência de um valor de À,

diferente de zero, em quc o EQM do estimados em cristas é menor que a

variância do estimador obtido pelo método dos mínimos quadrados.
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Um outro aspecto importante refere-se ao coeficiente de determinação

(R'), pois o aumento do parâmetro À provoca um aumento na soma dos

quadrados dos resíduos. Logo, como a soma de quadrados total é fixa, Rz

decresce com o aumento de À. Deste modo, estimar através do processo de

regressão em cristas não consiste simplesmente em selecionar um modelo com

alto coeHlciente de determinação, o interesse maior encontra-se na obtenção de

um conjunto estável de estimativas dos parâmetros.

Um apropriado valor de À pode ser encontrado através do estudo do

gráfico denominado traço de crista, de acordo com Hoer] e Kennard [1970].

Trata-se de um gráfico de /?c contra À, para valores de À usualmente entre 0 e l.

Marquardt e Snee (1975) sugerem o uso de cerca de 25 valores, espaçados em

escala logarítmica dentro do intervalo (0, 1), como candidatos a ''estimar" À.

Nos casos em que a multicolinearidade é severa, a instabilidade dos

coeficientes de regressão será óbvia neste gráfico: No entanto, através dele,

também percebe-se que conforme o valor de X aumenta, os coeficientes tendem a

se estabilizar. Portanto, deve ser selecionado, aproximadamente, o menor valor

de À de modo que os coeHlcientes sejam estáveis. Logicamente, espera-se que o

conjunto de estimativas selecionado apresente EQM menor que o dos mínimos

quadrados.

Os FIV, além de atuarem como parâmetros de condicionamento, também

podem ser interpretados como medidas da estabilidade das estimativas. Na

regressão em cristas, quando as variáveis encontram-se padronizadas, o

estimador em cristas é formulado por

Pc = (W'W+ À l)'l W'Y

e os FIV são os elementos da diagonal principal da matriz

(W'W+ À l)'l W'W(W'W+ À lyi

De acordo com Gunst e Mason (1980), quando IS é estimado por mínimos

quadrados, os FIV correspondem aos elementos da diagonal principal de Q, em

que b'«(P) = Qa: p~' 's "~iá"is pr'dit'ras p'd'-i"das.

46



No caso da regressão ridge,

Var(/?c)= (W"W+ À l)'' W"W(W'W+ À l)''a:

e portanto, por analogia, os FIV são os elementos da diagonal principal

de

(W'W+ À lyl W'W(W'W+ À lyi

No terceiro exemplo deste capítulo, de acordo com Snee (1975), a

proposta era determinar o comportamento de uma certa propriedade física em

função da composição de uma mistura de três lubrificantes e um aditivo,

verificou-se que a padronização e a transformação em pseudocomponentes não

eliminaram o problema da multicolinearidade.

Deste modo, o processo dc regressão em cristas foi introduzido com o

intuito principal de reduzir a sensibilidade das estimativas dos parâmetros em

relação a diferentes amostras.

O modelo polinomial do segundo grau definido para este experimento

será reapresentado a seguir:

E'(y) EJ:í P/x/ + Pi,2xlx2 + F1,3xlx3+#1.4xlx4 + P2,3x2x3+Pz,4xzx4+/?3,4x3x4

A obtenção do valor mais adequado de À ocorreu através da análise do

gráfico denominado de traço de crista.
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Figura 3.2: Traço de Crista correspondente aos dados da

mistura de lubrificantes

Fonte: St. John (1984)

Uma análise cuidadosa do traço de crista (Figura 3.2) sugere a escolha de

um valor de À no intervalo que varia de 0,004 a 0,005, pois estes correspondem

aos primeiros valores da constante de crista que promovem uma maior

estabilidade para as estimativas dos parâmetros.

A Tabela 3.14 apresenta os FIV correspondentes às simulações para

alguns valores de À, realizadas com os dados da mistura de lubrificantes no

modelo, utilizando a transformação em pseudocomponentes e a padronização

respectivamente.
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Tabela 3.14: FIV do processo de regressão em cristas

correspondentes aos dados da mistura de lubrificantes

34,45

41,56

31,15

36,24

27,89 25,21

28,64

22,94 20,98

32,06 25,77 23,33

369,89

119,23

146,55 80,26

15,38

50,87 35,2 25,86

29,44 l0,58 8,32 7,04

234,81 54,41

21,36

26,46 17,01

9,95

22,30

12,62

8,21

19,79

lO,18

56,65

35,2

13,28

25,41

7,17

17,71

9,24

14,43

29,40

29,39

56,92

65,57

136,64

18,60

33,88

13,68

23,55

l0,95

17,9

A primeira coluna da Tabela 3.14 repete os valores da Tabela 3.10, pois

quando À.=0, as estimativas correspondem às obtidas pelo método dos mínimos

quadrados. Uma outra observação importante consiste perceber, através dos FIV

que mesmo para valores de À muito pequenos, como À=0,001, há uma melhoria

grande no condicionamento, apesar de ainda não se atingir os níveis aceitáveis.

Gunst e Hua (1978) sugeriram utilizar os FIV para selecionar a constante

de crista. Logo, através da Tabela 3. 14, verifica-se que um valor adequado para a

constante de crista (À) estaria entre 0,004 e 0,005, onde os FIV são satisfatórios

tendo como referência o modelo inicial.

Vários autores observam ainda que, nos experimentou do tipo mistura,

baixos valores de À provocam sensível melhora. Este fato sugeriria que a

estabilidade das estimativas dos parâmetros seda conseguida com apenas

pequenos aumentos no vício do estimador.
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Alguns comentários devem ser feitos, sendo o primeiro deles referente ao

fato do valor de À, selecionado através do traço de crista (o que pode ser notado

através da análise do gráfico) , encontrar-se bem próximo do valor sugerido

pelo estudo dos FIV. Portanto, os FIV podem ser bons indicadores de

estabilidade das estimativas dos parâmetros do modelo, ou seja, quanto menor a

magnitude do FIV maior a estabilidade das estimativas do parâmetro

coiTespondente.

Um segundo fato, também observado na Figura 3.2, refere-se a alta

sensibilidade das estimativas do método dos mínimos quadrados. Analisando os

valores dessas estimativas que estão no eixo das ordenadas (À=0) e pode-se

verificar que um pequeno aumento no valor de À provoca grandes oscilações de

magnitude em algumas estimativas dos parâmetros. Pode-se destacar /?i* que

apresenta magnitude 35 quando À. vale zero e passa a 13 quando trabalha-se com

À. entre 0,004 e 0,006. Outros parâmetros-que também merecem destaque são

Ft e Fi3' , pois pelo método dos mínimos quadradas, apresentaram estimativas

negativas e pela regressão em cristas, suas estimativas são positivas. Assim,

quando há multicolinearidade, as estimativas pelo método dos mínimos

quadrados podem ser muito instáveis e pequenas variações na amostra podem

acarretar grandes alterações nas estimativas dos parâmetros. Logo, toma-se

muito claro neste tipo dc experimento a importância do estimador em cristas

para gerar estimativas estáveis.

3.4 Considerações Finais

Uma das verificações mais importantes no processo de regressão em

cristas, quando aplicado a experimentou do tipo mistura, é a grande melhoria

apresentada no condicionamento da matriz de planejamento mesmo quando

utilizados valores muito reduzidos da constante de crista.

No exemplo de Snee (1975), o primeiro valor de À utilizado foi de 0,001

(Tabela 3.14) e o mesmo provocou uma considerável redução nos FIV, em

relação àqueles obtidos quando À vale zero.
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E importante destacar também que o aumento da constante À, que traz

como benefício uma maior estabilidade para as estimativas, também provoca um

aumento na soma dos quadrados dos resíduos (SQR) e consequentemente uma

redução no coeficiente de determinação (Rz). Na Figura 3.3, apresenta-se o

gráfico da raiz quadrada de SQR em função de À referente à mistura de

lubrificantes do exemplo.

Figura 3.3: Gráfico rjÕii em função de À do modelo

da mistura de lubriHlcantes

Fonte: St. John (1984)

Através da Figura 3.3, tem-se um verificação prática de que um aumento

de À provoca obrigatoriamente um aumento na SQR. Logo, deve-se

contrabalancear o ganho em estabilidade nas estimativas e as perdas na

explicação do modelo, ou seja, a redução de R'

Deste modo, diante dos experimentos do tipo mistura, em que problemas

de multicolinearidade são muito frequentes, a obtenção dos FIV é de extrema

importância para se dimensionar a gravidade do problema e a regressão em

cristas contribui principalmente para atingir uma maior estabilidade dos

estimadores dos parâmetros do modelo.
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O problema da inferência quando se utiliza o estimador em cristas não

está solucionado e há divergências entre os autores quanto à sua utilização, estes

diferentes pontos de vista podem ser encontrados em Montgomery, Pack e

Vining(2006, p.357), Gunst e Mason(1980, p.347) e Ryan(1997, p. 408).

Uma vez definido o modelo, um interesse muito comum por parte dos

pesquisadores é de maximizar ou minimizar a variável resposta. No Capítulo 4,

será apresentado o processo de Análise de Cristas, cuja finalidade é justamente

determinar estes valores de máximo e de mínimo.
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Capítulo

Análise de Cristas nos experimentou do tipo

mistura

4.1 Introdução

Este capítulo tem como propósito discutir a técnica de análise de cristas

aplicada aos modelos gerados a partir dos experimentou do tipo mistura. Em um

primeiro momento, o método de análise de cristas será minuciosamente

discutido, incluindo a sua adaptação e utilidade nos experimentou do tipo

mistura. Posteriormente serão apresentados exemplos que ilustram e permitem

uma visão mais prática do método proposto.

Antes do início do desenvolvimento do método de análise de cristas, é

importante reforçar que este consiste em um processo de otimização,

maximização ou minimização da variável resposta, dependendo do interesse do

pesquisador. Já a regressão em cristas, que foi discutida no capítulo anterior,
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envolve um método de estimação, logo é crucial para o entendimento deste

capítulo, que o leitor tenha enfatizadas as diferenças entre esses dois

procedimentos.

Os modelos que melhor se adaptam aos experimentos do tipo mistura,

segundo Scheffé (1958), são funções polinomiais de baixo grau. De acordo com

Draper e Pukelsheim (2000, 2002) e Hoerl (1987), os modelos de segunda

ordem são os mais adequados em experimentos do tipo mistura. Tais modelos

serão utilizados no presente capítulo com o propósito de investigar o

comportamento da variável resposta, através do estudo de superfícies de

resposta.

A técnica de superfície de resposta constrói uma relação entre uma

variável resposta quantitativa com variáveis quantitativas que podem influenciá-

la. Alguns dos objetivos desse ajuste consistem em analisar como a resposta é

afetada pelas variáveis explicativas em uma particular região de interesse ou

ainda localizar o ponto, formado pelo conjunto de valores das variáveis

explicativas, que produziria a resposta máxima (ou mínima).

Segundo Oishi(1983), a análise de cristas foi desenvolvida por Hoerl em

1959, na tentativa de desenvolver uma técnica altemativa de otimização a ser

aplicada em problemas industriais.

Este procedimento de otimização tem como objetivo maximizar ou

minimizar uma função, quando certas restrições são impostas. A proposta é de

realizar uma vanedura na região definida para o problema e fazer um

levantamento dos pontos de máximo ou mínimo locais que serão encontrados.

Este pontos serão denominados de cristas ( rídgei ,l e através deles constrói-se

uma sequência de pontos que conduzirá ao máximo ou ao mínimo absoluto,

sendo este definido como o caminho de cristas.

Nos experimentou do tipo mistura, a proposta será maximizar ou

minimizar a variável resposta dentro da região de mistura, que será definida

pelos limites inferior e superior das proporções dos componentes. Para uma

melhor compreensão do método de análise de cristas, a idéia inicial será
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desenvolvê-lo, sem considerar as restrições de mistura, que serão introduzidas

gradativamente ao longo deste capítulo.

O método consiste na realização de uma varredura, a partir da origem, do

espaço k-dimensional x = (xi,x2,...,xk) = (0,0,...,0), utilizando a restrição

x'x *il+ *j +...+ *ê (4.1)

em que o valor de R é aumentado gradativamente e os pontos de máximo ou

mínimo são determinados para cada valor de R selecionado. Logo, se o

problema for de maximização, todos estes pontos de máximo local definirão um

caminho para a obtenção do máximo absoluto. No entanto, se o problema for de

minimização, a determinação do mínimo absoluto ocorrerá através do caminho

definido por todos os mínimos locais determinados de acordo com a variação de
R

Neste processo também podem ser obtidos caminhos que conduzem a

pontos estacionários intermediários, que não são pontos nem de máximo

absoluto nem de mínimo absoluto. Estes pontos podem ter interesse prático em

determinados problemas, porém nesta dissertação eles serão irrelevantes, já que

a proposta é que esta técnica atum como uma ferramenta de otimização

(maximização ou minimização) da resposta dos experimentas do tipo mistura.

Para ilustrar o processo graficamente, os dois exemplos mais simples

envolvem experimentos do tipo mistura, em que no primeiro caso tem-se uma

mistura binária (dois componentes) e no segundo caso uma mistura temária (três

componentes).

Quando a mistura possui exatamente dois componentes (xl e x2), a região

a ser estudada é um segmento de rota de equação

xi + x2 :: 1, em que

0 $ xi $ 1e0 $ x2 É l

Na Figura 4.1, o sistema de coordenadas cartesiano bidimensional possui

os eixos definidos por xi e x2 e o segmento de rota unindo os pontos(0,1) e(1 ,0)

representa os pontos que satisfazem à região de mistura.
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Figura 4.1: Representação gráfica do procedimento de Análise de

Cristas para uma mistura com dois componentes

Quando a mistura é formada por dois componentes, a restrição da

equação (4. 1) será representada graficamente por circunferências. Na Figura 4.1,

são ilustradas duas das infinitas circunferências de equação

+ *g = p: (4.2)

que possuem centro na origem e raio R, em que R é uma constante que

inicialmente possui valor nulo e vai sendo aumentada continuamente até que

todo o espaço de mistura tenha sido varrido.

Nota-se que se o valor de R é menor que :7? não há solução, pois não há

intersecção entre as circunferências e o espaço de mistura. Quando o valor de R

é igual a 1172 ' há um único ponto de interesse, que é o ponto de tangência da rota

com a circunferência, e quando R apresentar um valor maior que :Ê e menor

ou igual a 1, haverá dois pontos de intersecção, ou sqa, duas soluções para cada

valor de R neste intervalo.

Quando a mistura apresenta três componentes (xi, xz e x3), a restrição de

mistura define uma região que corresponde a um triângulo equilátero de equação
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xl + x2 + x3 = 1, em que

0 $ xí g 1 , 0 É x2 g l e 0 $x3«l,

conforme ilustra a Figura 4.2.

(g;l,©

(3.Q,O}

Figura 4.2: Representação gráfica da legião de mistura para um

experimento com três componentes

Eln presença de três componentes, a equação (4. 1) representará diferentes

superfícies esféricas a partir do contínuo aumento de R, tendo como ponto de

partida a origem:

*'x = *il+*Í +*! = R:

Neste caso, percebe-se que se o valor de R é menor que :7: não há

solução, pois não há intersecção entre as superfícies esféricas e o espaço de

mistura. Deste modo, quando o valor de R é igual a :7?, há um único ponto de

interesse, que é o ponto de tangência entre a superfície esférica e o triângulo

equilátero. Logo, quando R apresentar um valor maior que :b e menor que l,

as intersecções corresponderão a circunferências ou arcos de circunferências,

todos com o centro no baricentro do triângulo que representa a região de mistura
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e finalmente quando R é igual a l tem-se exatamente três pontos de intersecção

que correspondem aos vértices do triângulo equilátero.

Estas representações geométricas são de extrema importância para uma

melhor visualização e entendimento do procedimento. No entanto, o mais

importante é destacar a validade do processo algébrico em experimentos do tipo

mistura com qualquer quantidade de componentes.

Conforme explicado anteriormente, o modelo de segunda ordem é o que

melhor se adapta aos experimentos do tipo mistura e o método de análise de

cristas apresentado no presente capítulo será desenvolvido exclusivamente para

este modelo.

Segundo Draper e Pukelsheim (2002), o modelo de segunda ordem

padrão que ainda não envolve as restrições dos experimentos do tipo mistura é

dado por:

P = bo+ x'b +x'Bx,

em que

x' = (xi,xz, --. ,xk) ,

b' = (bl, b2, -- , Z'k) e

,.li":: "::
bkk

Através desta equação matricial, obtém-se a equação de regressão,

P = bo +bixl + b2x2 + .-'+ bkxk+bilxil + b22xi+...+beexÊ +

+ bizxlxz + bt3xix3 + . . + bk.t.kxk-lxk , (4.3)

em que bt. b2 ... bk e btl, ... bk.t.k são as estimativas dos parâmetros do modelo

de regressão de segunda ordem.
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O procedimento de análise de cristas é baseado nos pontos estacionários

do modelo, que podem ser de máximo, mínimo ou pontos de sela. O processo de

maximização, por exemplo, consiste em um levantamento de todos os máximos

locais e através deles detemunar o máximo absoluto. A mesma idéia tem-se para

o processo de minimização e ,de acordo com Draper e Pukelsheim (2002), estes

pontos estacionários podem ser obtidos pela função de Lagrange.

A equação da função de Lagrange, com a restrição (4.1) incorporada, é

dada por:

F ó. + x'b + x'Bx -- a(x'x -- R:), (4.4)

em que a é o multiplicador de Lagrange

Diferenciando a equação (4.4) em relação a x

a seguinte equação na forma matricial

(xl, xz, - . . , xky, tem-se

=- = b + 2Z?x -- 2ax

que quando igualada a zero gera o seguinte vetar solução,

X 1} (B -- a/k)':b. (4.5)

Portanto, os vetores x obtidos da equação (4.5) serão pontos

estacionários do modelo, ou seja, para um determinado valor de a, o conjunto de

variáveis preditoras resultante corresponderá a um ponto de máximo, mínimo ou

sela. Deste modo, para se determinar um ponto estacionário, pode-se selecionar

um valor qualquer para a, desde quc (l? -- a/k)'i exista. Assim, os valores dc a

que conesponderem aos autovalores da matriz B, devem ser excluídos.

Segundo Draper (1963), os pontos estacionários são obtidos de acordo

com os seguintes passos:

a) Adora-se um valor possível para a.

b) Determina-se o valor de xi, x2, - e xk a partir das equações (4.5)

c) Calcula-se o valor de R, através da equação (4.1).

d) Calcula-se P , através da equação (4.3).
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Após determinado o conjunto de valores (a, xí,x2,-..,xk, R ,P), é
importante entender que eles correspondem a um ponto estacionário de valor

P obtido através de (xí,x2, ' ' - ,xk), que se encontra sobre a "superfície esférica''

de raio R com centro na origem. Este ponto estacionário pode ser classificado

em máximo local, mínimo local, máximo absoluto, mínimo absoluto ou um

ponto de sela.

A necessidade do cálculo de R ainda não foi justificada, porém pode-se

adiantar que este parâmetro será importante na classificação dos pontos

estacionários.

Algumas propriedades dos pontos estacionários demonstradas em Draper

(1963) são de fundamental importância para a classificação quanto à natureza

(máximo, mínimo ou sela ). Estas propriedades serão apresentadas, pois estes

resultados fundamentam a classificação destes pontos em função de a.

Resultado 4.1

Se Ri e Rz são valores de R e ctt e az valores dc a, com

Ri=R2 e ai>az, então Pi >92

Resultado 4.2

Se a é menor que todos os autovalores da matriz B, então o ponto

estacionário obtido é um ponto de mínimo local.

Se a é maior que todos os autovalores da matriz B, então o ponto

estacionário obtido é um ponto de máximo local.

Logo, de acordo com Draper (1963), através dos resultados 4.1 e 4.2,

verifica-se que o máximo absoluto é obtido quando adotado um especíHlco valor

para a, que deve respeitar inicialmente a condição de ser maior que todos os
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autovalores da matriz B. Deste modo, o autor sugere estudar os valores de a, a

partir de + oo até o maior autovalor da matriz B, pois tem-se a garantia que o

máximo absoluto será obtido a partir de um valor de a deste intervalo.

Analogamente, conclui-se que para minimizar a função devem ser estudados os

os valores de a, a partir de - oo até o menor autovalor da matriz B. Uma

discussão final refere-se aos critérios a serem adotados para selecionar este valor

de a específico dentro do intervalo proposto. Para isto, dois outros resultados,

extraídos de Draper (1 963), serão apresentados a seguir:

Resultado 4.3

Conforme o aumento de R, a variação de P dos pontos estacionários

apresenta uma das características a seguir:

a) Monotonicamente decrescente

b) Monotonicamente crescente.

c) Passa pelo máximo e então decresce monotonicamente

d) Passa pelo mínimo e então cresce monotonicamente

Resultado 4.4

Se cr -+ tm, ent(7o R -.) 0

O autor acrescenta ainda que quando a tende a um dos autovalores da

matriz B, o valor de R tende a +m. Ainda dentro deste contexto, o parâmetro R

varia de zero para +oo quando a variação de a ícone de --oo para o menor

autovalor da matriz B e também quando a variação de a ocone de +oo para o

maior autovalor da matriz B.

Logo, através dos resultados 4.3 e 4.4, pode-se afirmar que na obtenção

do máximo absoluto, conforme a varia de +oo para o maior autovalor da matriz

B, o parâmetro R varia de zero a +m. Segundo o resultado 4.3, se o valor de R

aumenta, a evolução de P pode ocorrer apenas das quatro formas distintas

destacadas anteriormente. Deste modo, se a variação de P cm função de R for

monotonicamente crescente, o máximo absoluto é obtido quando se atinge um

limite experimental, ou seja, quando a proporção máxima ou mínima dc um dos

componentes da mistura, estabelecida nas condições iniciais do problema, é
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ultrapassada. Se P passar pelo máximo antes de ser extrapolado um limite

experimental, este fato será diagnosticado, pois após a obtenção do máximo

absoluto, a variação de P é monotonicamente decrescente. Em caso, de

comportamentos decrescentes de P, as variáveis preditoras correspondentes ao

máximo absoluto ou serão as coordenadas do ponto de partida do procedimento

ou serão coordenadas de um limite experimental.

Portanto, de acordo com os resultados acima, serão definidos de forma

prática os processos de obtenção dos pontos de máximo e mínimo absolutos.

Se o objetivo é encontrar o máximo absoluto de P, os valores de a devem

variar de +oo para o maior autovalor da matriz B e para cada valor de a deve-se

obter os valores de xi,x2, e xk resolvendo o sistema de equações gerado por

(4.5),o valor de R, através da equação (4.2) e P , através da equação (4.3). Deste

modo o máximo absoluto é o maior P obtido, desde que sejam respeitadas todas

as restrições experimentais.

Se o objetivo é encontrar o mínimo absoluto, a única mudança na

sequência de passos é que os valores de a devem variar de --oo para o menor

autovalor da matriz B.

4.2 Análise de cristas em experimentos do tipo mistura

Nos experimentos do tipo mistura são adicionadas restrições lineares à

função de Lagrange, no caso mais simples a única restrição é a de mistura

xl + xz + ''' + xk = 1: (4.6)

no entanto, um número maior dc restrições lineares podem ser associadas

ao modelo, conforme veremos ainda nesta seção.

Draper e Pukelsheim (2002) sugerem uma mudança no ponto de partida

da análise de cristas nos experimentos do tipo mistura, que será denotado por f.

Segundo os autores, este ponto inicial pode ser um ponto qualquer, no entanto,

em experimentos que envolvem a restrição (4.6), sugere-se o ponto central da
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região de mistura (centróide) como ponto de partida da análise. Logo, quando

/ :# 0, uma transformação deve ser feita na equação (4.2):

tx -- f)' (x -- f) = n' (4.7)

cm que f é dado por

/' - ({,{, ... ,{)
Esta transformação, em termos práticos, traz apenas uma redefinição do

valor do raio no modelo original de análise de cristas e uma mudança no centro

das "esferas'' que devem interceptar o espaço de mistura, ou seja, este novo

centro passa a ser /, o centróide do espaço de mistura. Pode-se verificar, através

da equação (4.7) esta alteração no centro das "esferas" e a redefinição do raio a

partir da demonstração a seguir:

(x -- /y(x -- /) = R:,

x'x--'Zf'x-t f'f = R'.

x' x -- 'tlt x- '\. IK = Rz ,

x'x = Rz+l/k. (4.8)

Deste modo, a equação (4.8) corresponde exatamente à restrição (4.2)

com uma alteração na magnitude do raio, portanto a introdução de / no modelo

traz apenas uma mudança de referenciais.

Além da introdução de / como ponto de partida, será discutida a adição

das restrições lineares dos experimentou do tipo mistura na função de Lagrange,

ressaltando que nos casos mais simples a única restrição é a de mistura, dada

pela equação (4.6).

O conjunto de restrições lineares podem ser reescritas da seguinte forma

Mx = N, (4.9)

em que A4 é uma matriz m x k e as m linhas são linearmente

independentes e normalizadas de modo que a soma dos quadrados dos elementos

de cada linha é igual a 1. 0 vedor N' é um vetor coluna de m linhas.
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Por exemplo, quando m=1, a única restrição será a de mistura e as

matrizes À/ e ]V podem ser escritas da seguinte forma:

M Q. lttl' A- ltti' . ... A. IKtí' ) e (4.10)

(4.11)N= Ç\lkxl'z").

Se houver uma restrição a mais, neste caso, ?n=2 e as matrizes À/ e N

serão dadas por:

M Llkxl' \lvtt'
}''2 :e':) .

~ - (:'$:':) ,
em que

r1 + ?'2 + ''' + 73 :: 7

O número de linhas da matriz À/ é normalmente menor que k e quando

este número de linhas é igual a k, tem-se um único ponto do espaço de mistura

que satisfaz ao sistema Mx = /V.

Em uma função polinomial na forma canónica, sob as condições (4.7) e

(4.9), a função de Lagrange é dada por:

G x'b + x'Bx -- a[(x -- /y(x -- /) R:] - 0'(Mx - /V), (4.12)

em que a e (f?t,02, ...,0.) que formam 0' são os multiplicadores de

Lagrange. Logo, derivando a equação (4. 12) em relação a x, obtém-se:

:= +2Bx-2a(x-/)-M'0. (4. 13)

Igualando a equação (4.13) ao vedor nulo, tem-se a seguinte solução para

o vetor.r:

x = ; (B - a/)':(M'0 -- b -- 2cr/). (4.14)
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Devido a equação (4.9),

/V = 5M(B - a/)':M'0 - 7M(B - a/)''(b + 2a/)

e como consequência,

0 a/)':M'J'tt2/V + M(B a/)':(b + 2a.f)}. (4.15)

Logo, a sequência de passos para a obtenção do máximo ou do mínimo

absoluto é estruturada por:

a)

b)

c)

d)

Escolha dos valores apropriados para a, de acordo com o caminho

desejado (máximo ou mínimo).

Para cada a adorado, obter o vetar 0, solucionando a equação (4. 15)

Obter o vetar x, solucionando a equação (4.14) para cr e 0

correspondentes.

Calcula-se R e P , através das equações (4.7) e (4.3), respectivamente.

Segundo Draper e Pukelsheim (2002), as análises de cristas que não

apresentam restrições lineares, em que a função de Lagrange é representada pela

equação (4.4),

F b. + x'b+ x'Bx a(x'x -- R:),

a escolha dos valores de a apropi.lados para os caminhos de máximo e

mínimo absoluto é orientada pela matriz de segundas derivadas:

ÕzF ÕzF
axíax :

2(B - a/k). (4.16)

axkaxl axKaxz

Logo, são os autovalorcs da matriz B que amuam como referências para

discriminação entre os caminhos, confomle explicado anteriormente.

Nos problemas em que são acrescidas restrições lineares, verifica-se que

os autovalores da matriz B tomam-se não apropriados para os procedimentos de

maximização e minimização, logo há a necessidade da geração de uma matriz de
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menor dimensão que pemuta a consideração destas restrições. A seguir, será

discutido o processo de transformação que viabiliza a introdução das restrições

lineares.

Quando o conjunto de restrições lineares é incorporado ao modelo, os

autores demonstram que para uma matriz À/ com m linhas normalizadas e k

colunas, ou seja, contendo m restrições lineares, pode-se construir uma outra

matriz r com k-m linhas e k colunas, em que qualquer linha de 7' é ortogonal em

relação a todas as linhas de it/ e que 7T'=/t...

Portanto, as colunas de /V' formam uma base para o espaço de restrições

e as colunas de 7' formam uma uma base ortonormal para o espaço ortogonal a

Assim, é importante destacar que a matriz T a ser construída não é única

e conforme as considerações acima, deve respeitar ao conjunto dc equações:

r7V' = 0 de dimensão (k-m,l x /n (4.17)

/WT' = 0 de dimensão m .r (k-/?z) (4.18)

7'7' = lk.m (4.19)

Após construída a matriz 7', para iniciar a transformação deve ser gerada

a seg«i«te mat:iz H - (M).

A matriz quadrada H de ordem k promove uma transformação do vetor

x =(xi,xz, ---,x.) em um vetorz =(z:,z:, -..,z*), através dez = Hx.

Por meio da partição do vetar z=(zl,Z2,...,Zm,Zm+l,...,zk) em

(e',/'), com e' =(zl,z2, ...,z,.) e .f' =(z....:, ... ,z.), tem-seZ

. - (;) - (y) * - (K) - (A).
De acordo com Draper e Pukelshcim (2002), a matriz inversa de H é

dadapor:

H': = [M'(MM')': 7"]
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A matriz A{A/' é não singular e a verificação deste fato pode ser feita

através do cálculo:

mm-: - ly'l [M'(m«'')': [,.,.h.-:J,]

[k
Analogamente, H'íH = /lc. Assim, utilizando x = H'tz no primeiro

termo quadrático da função de Lagrange representada na equação (4.12), tem-se

x'Bx = z' (.H'')BH':z

/] l(ww)':wl ,[M(Mm)': '] 171
[/v'(MM')':M + /'r]B[M'(MM')':/v + T'/]

f'TBT'f + Zf' TBM' (MM' )' l N -F N' (MM' )'l MBM' (MM)'t N

Na equação do primeiro teimo quadrático da função de Lagrange, quando

adora-se B =/k, obtém-se uma expressão para x'x muito útil para o

desenvolvimento do segundo teimo quadrático da função de Lagrangc (4.12),

dado por:

ax' x = ctf' f -t ctN' (l.UM' )'\ N

Deste modo, diferenciando duas vezes a função de Lagrange da equação

(4. 12) em relação a .f, tem-se:

ã2G Õ2G

aPÍ autauz apiavk-m

2(rBT' - cr/k..)
â2G âzG

auk--mai7i aUk--maU2

(4.20)

au:--.
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No procedimento de análise de cristas, a equação (4.20) tem a função de

substituir a equação (4. 16) quando existem restrições lineares e os autovalores

da matriz TBT' tomam-se as referências do processo de maximização ou

mlmmizaçao.

Deste modo, Draper e Pukelsheim (2002) demonstraram que com a

inclusão das restrições lineares, pode-se, uma vez determinadas as matrizes B e

T, calcular a matriz quadrada 7.BT'de ordem k-m. Os k-m autovalores de 7.BT'

serão as referências dos processos de maximização ou minimização.

Logo, em um experimento do tipo mistura, com uma ou mais restrições

lineares, tem-se as seguintes condições:

a) Escolhendo-se valores de a maiores que o maior autovalor de TBT' ,

são obtidos pontos de máximo local.

b) Escolhendo-se valores de a menores que o menor autovalor de 7'BT',

são obtidos pontos de mínimo local.

Em ternos práticos, a obtenção do máximo absoluto consiste em uma

varredura dos valores de a, a partir de +oo ao maior autovalor de TBT',

respeitando todas as restrições experimentais. O processo de minimização segue

a mesma lógica, com a diferença da varredura partir de --oo até o menor

autovalor de TBT'.

Destaca-se que o espaçamento entre os valores de a estudados dependem

da precisão requisitada e da proximidade em relação ao ponto de máximo ou de

mínimo absoluto, ou seja, quanto mais próximo do ponto de interesse, mais

cuidadosa deve ser a análise e menor o espaçamento entre os valores do

parâmetro a.
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Para ilustrar a variação de R, de acordo com a evolução de a, encontra-se

na Figura 4.3, um gráfico característico de R em função de a, extraído de um

exemplo prático de Draper e Pukelsheim (2000), em que os autovalores da

matriz 7'BT'são -27,28 e -3,86.

Figura 4.3: Gráfico característico de R em função de a

l«'opte: Draper e Pukelsheim (2000)

Algumas considerações finais sobre a matriz 7 e seu respectivo processo

de construção devem ser feitas. Por exemplo, em um experimento do tipo

mistura, em que k=3 e há apenas a restrição de mistura, ou seja, /}z=1, a matriz M

e a matriz /V poderão ser:

«-(!,{,{) . ~-(!)

Deste modo, a matriz T será da forma

'a b cr-
.d e 2x3

Portanto, resolvendo o sistema com as equações (4. 17), (4.18) e (4.19), o

processo de resolução agrega a informação que a somatória dos elementos de

cada linha da matriz T deve ser nula, devido às equações (4.17) e (4.18). Já o
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conjunto solução conesponde às matrizes T, que satisfazem ao sistema, deve-se

evidenciar o fato da matriz T não ser única.

Assim, adorando b=0, tem-se uma possibilidade para a matriz T,

representada a seguir:

l

lr-

A construção da matriz T pode ser de forma empírica dentro das

condições apresentadas. Segundo Draper e Pukelsheim (2000), para este

propósito, podem também ser utilizados os polinâmios ortogonais, pois

satisfazem ao conjunto de equações(4.17),(4.18) e(4. 19).

4.3 Exemplo

Para ilustrar a aplicação da análise de cristas, utilizaremos o exemplo de

Draper e Pukelsheim (2002), um estudo realizado a partir do conjunto de dados

de um experimento do tipo mistura da área farmacêutica extraído de Anik e

Sukumar (1981). O experimento consistiu em variar as concentrações de cinco

ingredientes polietileno glico1 400 (x/), glicerina (.r2), polisorbato 60 (x3), água

(x4) e poloxamer 407 (xs) com o objetivo de avaliar a solubilidade da mistura

que seria a variávelresposta.

Neste estudo, uma das considerações dos autores é que um dos

ingredientes, poloxamer 407 (.r5), tem a sua concentração mantida constante ao

longo do experimento, deste modo a restrição linear de mistura representada pela

equação (4.6), neste caso particular, passa a ser:

xl + x2 + x3 + x4 = 0,9. (4.21)
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Portanto, o modelo polinomial quadrático na forma canónica extraído de

Draper e Pukelsheim (2002), possui 4 variáveis preditoras (k=4) e a restrição de

mistura partícularizada na equação (4.21).

O processo de regressão através do método dos mínimos quadrados,

apresenta o seguinte modelo:

P = 49,716xt + 8,414xz + 29,95x3 + 4,3365x4 -- 58,671xlx2 --

27,83xtx3 -- 74,902xlx4 + l0,20xzx3 + 33,81x3x4 . (4.22)

Neste exemplo, não será discutido o problema da multicolinearidade dos

dados experimentais nem as estratégias que foram necessárias para mitigá-lo. O

foco desta discussão é a maximização da variável resposta do modelo

representado pela equação (4.22), através da análise de cristas.

Tabela 4.1: Limites inferiores e superiores da região experimental do

modelo de Anik e Sukumar r1 981 1

A Tabela 4. 1 apresenta os limites inferior e superior para cada variável de

acordo com a região experimental definida. Logo, neste modelo, tem-se a

seguinte notação matricial:

49,716
8,414
29,95
4,3365

b
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Variável   X2    

Limite inferior 0,10 0,10 0,00 0,30

Limite superior 0,40 0,40 0,08 0,70

0 -29,3355 -13,915 -37,451
-29,3355 0 5,1 0

-13,915 5,1 0 16,905
37,451 0 16,905 0



M=(0,5 0,5 0,5 0,5) e

/V = (0,5)

Apesar da sugestão da escolha do centróide como ponto de partida, neste

caso particular o ponto escolhido pelos autores foi
/' = (0,21 , 021 , 0,04 , 0,44).

Uma forma apropriada pala a matriz t de acordo com as condições

(4. 17), (4.18) e (4. 19), é:

0,6708
0,5

0,2236

-0,2236
-0,5

0,6708

0,2236
0,5

0,6708 =:;::).r

Deste modo a matriz TBT' é calculada e os seus três autovalores são

20,04 , 2,52 e 46,87. Assim, o caminho para o máximo absoluto por meio da

análise de cristas é definido pelo estudo dos valores dc a, a partir de +m, em

que x = / e R = 0 até o maior autovalor, no caso, 46,87. Conforme os valores

de a se aproximam deste maior autovalor, R tende ao inHlnito.

A Tabela 4.2 apresenta a evolução dos valores de a, assim como os

valores das quatro variáveis preditoras, R e P, que são calculados de acordo com

as diretrizes apresentadas na Seção 4.2.

Tabela 4.2: Caminho de cristas para obtenção do máximo absoluto

do
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uuuçlu prupuntu Duu a içõuiÇau xl T Á2 T Á3 T Á4 -- up 7  
a xl xz x3 x4 R P

+m 0,210 0,210 0,040 0,440 0 6,27

2000 0,209 0,207 0,048 0,436 0,010 6,64

1000 0,208 0,204 0,056 0,432 0,020 7,02

750 0,207 0,202 0,062 0,429 0,026  
500 0,206 0,199 0,072 0,423 0,038 tls
400 0,205 0,196 0,080 0,419 0,048 8,10

300 0,204 0,191 0,092 0,413 0,062 8,66

250 0,203 0,187 0,102 0,408 0,074 9,10



Pode-se perceber através da evolução das quatro variáveis preditoras que

a variável x3 move-se rapidamente para o limite superior (x3 = 0,08),

antingindo este contomo quando a=400. As outras variáveis (xi, x2 e x4) sofrem

alterações mais lentamente, o que ressalta a importância da variável x3 no

processo, logo as futuras explorações devem inserir

x3 ' 0,08, (4.23)

como mais uma restrição. Consequentemente, esta nova condição promoverá um

estudo restrito da região de mistura, selecionando apenas os pontos em que a

equação (4.23) é satisfeita.

Deste modo, o processo deve ser reiniciado, inserindo na matriz À/ mais

uma linha conespondente à equação (4.23). Logo, as matrizes JI/ e N são dadas

por

M (T 0,5 0,5
0 1 T) . ~ (::::)

A inclusão de novas restrições inseridas na matriz À/ redefinem a matriz

T ,que deve ser recalculada, e neste exemplo uma das possibilidades é:

r 0,5345 0
-0,6172 0

.0,8017\
0,1543/

A seguir, os cálculos dos autovalores da matriz 7'BT' são realizados. Os

resultados obtidos são -0,49 e 45,01 e neste estágio basta definir um foco (/) e

construir a tabela de análise de cristas, variando a de +oo ao maior autovalor,

repetindo o procedimento descrito anteriomlente.

Os autores selecionaram como foco/' = (0,203 , 0,203 , 0,08 , 0,30) e a

Tabela 4.3 foi construída para o modelo, que neste caso apresenta duas restrições

lineares.
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Tabela 4.3: Caminho de cristas para obtenção do máximo absoluto

do modelo proposto sob as restrições xí + xz + x3 + x4 := O, 9 e x3 = O, 08

a

,203

,207

,211

,225

.236

,246

,265

.279

,301

,317

,341

,367

.368

,433

,549

0,203

0,203

0,202

0,200

0,197

0,194

0,189

0,184

0,177

0,171

0,162

0,152

0,152

0,127

0,081

X3

0,08

0,08

0,08

0,08

0,08

0,08

0,08

0,08

0,08

0,08

0,08

0,08

0,08

0,08

0,08

X4

0,414

0,410

0,407

0,395

0,387

0,380

0,366

0,357

0,342

0,332

0,317

0,301

0,300

0,260

0,190

R

0

005

010

029

042

055

079

097

124

144

173

205

206

287

429

y
8,12

8,16

8,21

8,41

8,57

8,74

9,10

9,39

9,90

l0,32

l0,97

11,80

11,82

14,31

20,13

+00

1000

500

200

150

125

100

90

80

75

70

66

66,95

60

55

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

Na Tabela 4.3, são apresentadas as evoluções das quatro variáveis

preditoras, R e P, de acordo com os valores de a sugeridos. Nota-se que quando

a = 66,95 , o limite inferior da variável x4 é atingido, assim conforme as

diretrizes para maximização do processo de análise de cristas, sempre que um

limite é atingido, o estudo passa a ser realizado ao longo deste limite, ou seja, o

processo é reiniciado com a inclusão da restrição x4 = 0,3.

Portanto, a novas matrizes À/ e N serão dadas por

0,5 0,5 0,5 0,5
0 0 0l
0 o o l . ~ : (:;!:).
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Redefinida a matriz JI/, a matriz 7 passa, neste caso, a ser um vetar, em

que uma das possibilidades é:

T = (0,7071, --0,7071, O, O)

Neste estágio, o único autovalor da matriz TBT' é 29,335 e o máximo

absoluto será encontrado variando a a partir de +oo até este autovalor. Sendo

/' = (0,26 , 0,26 , 0.08 , 0,30), o foco sugerido, o próximo passo é a construção

databela.

Tabela 4.4: Caminho de cristas para obtenção do máximo absoluto

do modelo proposto sob as restrições xt+xz+x3+x4=0,9 ,
x3 = O, 8 e x4 = 0, 30

Na Tabela 4.4, apenas a variável xi é apresentada, isto justifica-se pelo

fato das variáveis x3 e x4 serem constantes e a restrição da equação (4.21) poder

ser escrita como xi + x2 ;: 0,52. 1.,ogo, a variável x2 encontra-se em função de

xl

Com relação a evolução dos valores de a , R , xl e P, a resposta máxima

é dada quando a variável xi atinge seu limite superior dc 0,40. Deste modo, a

tripla aplicação do processo de análise de cristas promoveu uma melhoria na
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a   R P

+00 0,260 0 9,45

1000 0,264 0,006 9,51

500 0,268 0,012 9,58

250 0,278 0,025 9,75

100 0,316 0,079 l0,51

90 0,325 0,092 l0,72

80 0,338 o,110 11,03

75 0,346 0,122 11,25

70 0,357 0,137 11,53

65 0,37] 0,157 11,91

60 0,389 0,182 12,45

57,5 0,400 0,198 12,81



identificação da resposta máxima de P = 8,09 (primeira aplicação do processo)

para y : 12,81 (terceira aplicação do processo).

Destaca-se que a sequência de aplicações do processo de análise de

cristas deve-se encerrar quando for atingido um limite de uma variável ainda não

fixada e o modelo não apresentar mais variáveis livres ou termina quando a

variável P atingir o máximo absoluto sem que um limite tenha sido rompido, ou

sda, na prática os valores de P crescem de acordo com a redução gradativa de a

e para um determinado valor a, a variável resposta atinge o máximo absoluto e

posteriormente começa a decrescer.

No próximo capítulo, apresentaremos uma aplicação prática dos

experimentas do tipo mistura, em que além de definir o modelo, também haverá

o interesse de maximizar a variável resposta através do procedimento de análise

de cristas.
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Capítulo 5

Aplicações

5.1 Introdução

O objetivo deste capítulo é a aplicação das técnicas apresentadas

anteriormente a um conjunto de dados reais.

A aplicação consiste na obtenção de um modelo para prever o ganho de

massa corporal em frangos, de acordo com a composição da dieta fomecida.O

conjunto de dados foi extraído de Cornel1 (1990, p.526-531).

Neste experimento 30 grupos, cada um com 4 frangos, todos com massa

e dimensões corporais uniformizadas, receberam uma dieta especial que

consistia em um suplemento energético composto por três componentes:

proteína,gordura e carboidrato.
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Os frangos foram alimentados três vezes por dia, durante 10 dias, e a

variável resposta medida em cada frango foi o ganho de massa corporal.

5.2. Descrição das variáveis

Este experimento envolve três variáveis independentes e uma variável

resposta que serão analisadas em dois modelos diferentes. A descrição de cada

uma das variáveis será apresentada a seguir:

Variáveis Independentes

e

e

e

P: proporção de proteína, em gramas, contida no suplemento

energético.

G: proporção de gordura, em gramas, contida no suplemento

energético.

C: proporção de carboidrato, em gramas, contida no suplemento

energético.

Variável Resposta

B MC: ganho de massa corporal médio por frango, em gramas, em

que as médias foram obtidas para cada grupo com 4 frangos.

Há ainda uma variável complementar que seria o total de suplemento, em

gramas, ingerido por cada grupo de 4 frangos, durante os ]0 dias. Esta variável

será denominada TSI. Segundo Comel1 (1990), uma proposta inicial seria a

adoção de um modelo sem levar em consideração a TSI, no entanto, após este

primeiro estudo, o autor sugere a verificação da importância e influência desta

variável na variável resposta original (MC).

Todas as variáveis deste experimento encontram-se na Tabela 5.1, em

que cada linha conespondc aos dados de cada um dos 30 grupos com 4 frangos

do exoerimento
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Tabela 5.1 : Dados do experimento Evolução da Massa Corporal em

Frangos.

P

0,05

0,05

0,05

0,05

0,05

0,05

0,12

0,12

0,12

0,12

0,12

0,12

0,19

0,19

0,19

0,19

0,19

0,26

0,26

0,26

0,26

0,26

0,33

0,33

0,33

0,33

0,40

0,40

0,40

0.40

G

0,06

0,22

0,86

0,70

0,38

0,54

0,06

0,22

0,86

0,70

0,38

0,54

0,06

0,22

0,38

0,54

0,70

0,06

0,70

0,54

0,38

0,22

0,06

0,22

0,38

0,54

0,06

0,22

0,38

0,54

C

0,89

0,73

0,09

0,25

0,57

0,41

0,82

0,66

0,02

0,18

0,50

0,34

0,75

0,59

0,43

0,27

0,11

0,68

0,04

0,20

0,36

0,52

0,61

0,45

0,29

0,13

0,54

0,38

0,22

0.06

MC

59

60

29

35

53

48

82

90

63

73

100

80

105

105

120

109

110

136

125

133

130

141

141

156

157

153

156

179

163

143

TSI

288

262

162

188

237

212

288

262

161

187

237

212

288

262

238

213

187

288

188

212

237

263

289

263

238

213

289

263

238

213
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De acordo com Come]1 [1990], as proporções dos três componentes do

suplemento energético são restritas aos limites descritos, a seguir:

0,05 É P $ 0,40,

0,06 $ G g 0,86 e

0,02 $ C g 0,89.

5.3 Análises

5.3.1 Modelo polinomial quadrático com variável resposta MC

Este experimento encontra-se nos padrões dos experimentou do tipo

mistura, logo, segundo Cornell, o modelo polinomial quadrático na forma

canónica deve ser aditado, conforme a equação a seguir:

MC I3PP-FI3GG +l3CC-tI3P.GP' G-FI3P.CP' C +FG.CG' C-ke(.S.I)

Em seu estudo, Cornell obteve as estimativas dos parâmetros do modelo

através do método de mínimos quadrados, além de calcular as estimativas dos

respectivos desvios padrão. No entanto, o autor não abordou a possível

existência do problema da multicolinearidade. Assim, nesta aplicação, temos

basicamente dois objetivos, o primeiro consiste na verificação da existência da

multicolinearidade e no seu eventual tratamento, o segundo é a maximização da

variável resposta do modelo descrito na equação (5.1).

Deve-se destacar que a variável TSI não será considerada em um

primeiro estudo.

Verificação da existência e tratamento da multicolinearidade para o

modelo com variável resposh MC.

O modelo proposto encontra-se na equação (5.1) e os dados das variáveis

preditoras ( P, G e C) e os conespondentes valores da variável resposta (MC)

são provenientes da Tabela 5. 1.
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De acordo com os aspectos teóricos já destacados, o cálculo dos FIV e do

parâmetro de condicionamento (c) são bons indicadores para avaliar a presença

da multicolinearidade.

Na Tabela 5.2 são apresentados os FIV das três variáveis independentes

(P, G e C) e de seus respectivos produtos dois a dois, é importante destacar que a

matriz de planejamento continha os dados originais do experimento.

Tabela 5.2: FIV das variáveis no modelo do segundo grau do

experimento da Evolução da Massa Corporal em Frangos.

P

G

C

PG

PC

GC

81,897

1,303

1,239

241,758

237,347

13,209

Através da análise dos FIV, verifica-se a presença da multicolinearidade,

caracterizada através dos valores elevados da variável P e dos produtos PG e PC.

Quando calculado o parâmetro de condicionamento (c = 6118,64), pode-se

avalia-la como severa, segundo Montgomery, Pack c Vining (2006).

Uma primeira medida para reduzir a multicolinearidade é a padronização

das variáveis preditoras. A Tabela 5.3 apresenta os valores dos FIV, após a

padronização sugerida nas equações (3.6) c (3.7).
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Tabela 5.3: FIV dos termos no modelo do segundo grau do

experimento da Evolução da Massa Corporal em Frangos, após a
padronização.

P

G

C

PG

138,856

8,298

8,233

63,261

66,883

5,728

PC

GC

Após a padronização, nota-se uma boa redução dos FIV dos produtos das

variáveis independentes, no entanto, os FIV das variáveis independentes

aumentam, destacando-se o valor obtido para a variável P. O problema da

multicolinearidade ainda não está sanado, porém pode-se dizer que houve uma

melhora no condicionamento, principalmente quando a referência é o parâmetro

de condicionamento que neste caso foi reduzido a 1 142,09.

Segundo St. John (1984), a transformação em pseudocomponentes

frequentemente traz uma boa melhoria no condicionamento da matriz de

planejamento a um custo muito reduzido. Deste modo, na Tabela 5.4 são

apresentados os valores dos FIV, após a transformação em pseudocomponentes

e, em seguida, a padronização das variáveis preditoras e seus respectivos

produtos, de acordo com as equações (3.6) e (3.7).
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Tabela 5.4: FIV dos termos no modelo do segundo grau do

experimento da Evolução da Massa Corporal em Frangos, após a
transformação em pseudocomponentes e padronização

Variáve/

P

G

C

PG

PC

GC

80,3310

4,3635

3,8643

30,9023

39,8070

3,4841

A transformação em pscudocomponentes e a padronização foram

responsáveis por uma melhora no condicionamento, justificada através da

comparação das Tabelas 5.3 e 5.4, sendo que todos os FIV da Tabela 5.4 são

menores que os correspondentes na Tabela 5.3.

O parâmetro de condicionamento foi reduzido a 567,16, logo houve uma

sensível redução da multicolinearidade. No entanto, segundo Marquardt (1970),

quando os FIV são maiores que 10, existe problema com a multicolinearidade.

Além disso, como o parâmetro de condicionamento encontra-se entre 100 e

1000, há indicação de multicolinearidade moderada, de acordo com
Montgomery, Pack e Vining (2006).

Existe portanto a necessidade do emprego de novas técnicas para

eliminar o problema da multicolinearidade, neste caso, a regressão em cristas

torna-sc uma opção bastante viável

Deste modo, considerando todos os aspectos teóricos apresentados no

Capítulo 3 sobre regressão em cristas, o traço de crista, neste caso, foi

considerado como o método mais adequado para a obtenção da constante À e os

valores dos FIV foram utilizados apenas para verificar sc o problema da

multicolinearidade foi realmente extinto .
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Na Figura 5.1, tem-se o traço de crista para o modelo polinomial

quadrático apresentado na equação (5.1) com as variáveis transfomladas em

pseudocomponentes e padronizadas.

Figura 5.1: Traço de Crista para o modelo da equação (5.1)

.b
G

$.

a.0 0.5 1.0 {.5

k

2.a 2:5 3:Ü

Através da análise do traço de crista, verifica-se que para valores de À

entre 1,0 e 1,5, todas as estimativas dos parâmetros do modelo tomam-se mais

estáveis, portanto o valor adorado para À. foi de 1,3. Assim, através da regressão

em cristas tem-se:

MC - 170,902}1+ 62,640tVc+ 147,727}4%+ 168,974bl . }lG +

165,966Wp Wc + 49,922Wc ' Wc (5.2)
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Um estudo dos FIV mostra que através da técnica de regressão em

cristas eliminou-se o problema da multicolinearidade.

Tabela 5.5: FIV dos termos no modelo do experimento da Evolução

da Massa Corporal em Frangos, obtidos através de técnica de regressão em

cristas.

0,074

0,117

0,125

0,114

0,107

0,127

P

G

C

PG

PC

GC

Na Tabela 5.5, nota-se que todos os FIV tomaram-se muito reduzidos,

solucionando o problema de mau condicionamento que havia sido originalincnte

detectado. Toma-se importante destacar que os valores dos FIV obtidos

encontram-se todos abaixo do mínimo teórico para os estimadores não viciados

dos parâmetros, que seria de 1,0. Isto justifica-se, segundo Marquardt (1970),

pelo fato do estimador da regressão em cristas ser viciado

Análise de Cristas para o modelo com variável resposta MC

Uma vez definido o modelo, através da regressão em cristas, um segundo

objetivo deste estudo é a maximização da resposta em função das variáveis

preditoras. Desta forma, deseja-se determinar os valores das variáveis preditoras

que maximizam o ganho de massa corporal. A análise de cristas será o recurso

utilizado e a intenção é determinar quais proporções dos componentes do

suplemento geram o maior ganho de massa corporal a partir do modelo pré-

definido.
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Inicialmente o modelo foi escrito na forma matricial proposta no

Capítulo 4, dada por:

P = óo+x'b + x'Bx,

em que bo é o vetar nulo, pois trata-se do modelo polinomial na forma canónica

que não apresentaintercepto.

O modelo proposto na equação (5.2) encontra-se com as variáveis

preditoras transformadas em pseudocomponentes e padronizadas, a

padronização implica que as val.dáveis padronizadas WP,Wc e Wc , quando

somadas, não obrigatoriamente resultarão em um inteiro. Logo, para a análise de

cristas foi retirada a padronização e manteve-se a forma de pseudocomponentes

que por definição satisfaz a condição de mistura da equação (2.2).

Por tratar-se do modelo polinomial quadrático na forma canónica, a

padronização havia sido realizada de acordo com as equações (3.6) e (3.7), logo

para que seja retirada, propõe-se a seguinte transformação:

FÍ ' 'r!=g::= , em que /?j é o estimador do coeHlciente de regressão para
LÍ=1 '' í.í

o modelo com as variáveis apenas transformadas em pseudocomponentes e Fwj

é o correspondente estimador quando as variáveis encontram-se em

pseudocomponentes e padronizadas.

Deste modo o modelo com as variáveis preditoras transformadas em

pseudocomponentes e não padronizadas é dado por:

MC - 138,606P'+ 24,205G'+ 51,743C'+ 357,772P'. G' +

306,776P' . C' + 73,575G' . C' (5.3)

A matrizes b e B são apresentadas a seguir

TE)
0 178,886 153,388

178,886 0 36,787
.153,388 36,787 0

b

As matrizes (À/ e Ar) que compõem a equação matricial (4.9) de restrições

inicialmente são matrizes linha. Apresentam como única restrição aquela que é

característica dos experimentou do tipo mistura, em que a soma das proporções
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de todos os componentes é constante e igual a 1, representada pela equação

(4.6).

As matrizes À/ e N, de acordo com as equações (4. 10) e (4.1 1), são dadas

por:

«-(É É É) . ~-(Ü)

A matriz 7 foi construída respeitando o conjunto de equações (4.17)

(4.18) e (4.19).

,-('lH 0 0,707\
.0,816 0.408/

O ponto inicial da análise de.cristas, denominado por./l é o vedor coluna

apresentado, a seguir, na forma transposta:

/'- (! ! :)

Os próximos passos da análise de cristas foram apresentados no Capítulo

4, logo, neste momento, a proposta é a apresentação e discussão dos resultados

obtidos e não uma descrição detalhada do procedimento. Deste modo a matriz

7.BT' é calculada e seus dois autovalores são -210,368 e -35,500. Assim, o

caminho para o máximo absoluto por meio da análise de cristas é definido pelo

estudo dos valores de a, a partir do inHlnito positivo, em que x = / e R = 0 até

o maior autovalor da matriz TBT', no caso, -35,500. Destacando que para cada

valor de a, serão apresentados como saída os valores conespondentes de P, G,

C, R e P (em que i9 representa o previsor da variável resposta do modelo MC),

que serão obtidos através do algoritmo de análise de cristas. De acordo com as

diretrizes detalhadas no Capítulo 4, este algoritmo foi criado c desenvolvido no

sc!/}ware R exclusivamente para esta dissertação e encontra-se no Apêndice 3.

Um comentário importante com relação ao processo de análise de cristas

nesta aplicação envolve o fato de que as variáveis preditoras (P,G e C) quando

inseridas no algoritmo da análise de cristas encontram-se transformadas em
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pseudocomponentes, conforme o modelo da equação (5.3). No entanto, a saída

do algoritmo apresenta as variáveis preditoras na forma original, ou sela, a

transformação em pseudocomponentes foi retirada pelo algoritmo. Esta forma de

apresentação é justinlcada pelo fato de um dos critérios de parada ser através dos

limites superior e inferior da variável c estes se encontram na forma original.

Uma outra razão, além da facilidade de comparação com os limites das

variáveis, é possibilitar ao pesquisador uma visualização imediata do resultado

obtido.

Tabela 5.6: Caminho de cristas para obtenção do máximo absoluto

do modelo do experimento da Evolução da Massa Corporal em Frangos.

a.

964,500

864,500

764,500

664,500

564,500

464,500

364,500

264,500

164,500

64,500

35,500

P

0,386

0,390

0,396

0,402

0,410

0,421

0,434

0,454

0,485

0,538

NC

G

0,325

0,323

0,320

0,317

0,313

0,307

0,300

0,290

0,275

0,253

NC

C

0,288

0,287

0,284

0,281

0,277

0,272

0,266

0,256

0,240

0,209

NC

R

0,0650

0,0711

0,0784

0,0873

0,0986

0,1132

0,1329

0,1610

0,2040

0,2789

NC

NC

P

162,57

163,32

164,21

165,26

166,54

168,13

170,12

172,67

175,95

179,81

NC

Não consta

Deste modo, foram estudados 1 0 valores de a, em que o ponto de partida

teórico seria +oo, no entanto, o procedimento foi iniciado com uin valor de a de

964,500, ou seja, 1000 unidades a mais que o maior autovalor da matriz TBT' e

os valores dc a foram obtidos a partir de uma redução sequencial de 100

unidades, conforme verificado na Tabela 5.6.

A Tabela 5.6 apresenta além dos valores de a, os valores

correspondentes de P, G, C, R e P obtidos conforme a sequência de passos a) a

d) descrita na Seção 4.2. A conclusão mais importante, extraída da Tabela 5.6, é
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que o limite superior da variável P que é de 0,40 foi extrapolado e isto pode ser

verificado nas linhas em destaque na Tabela 5.6. Logo, uma nova restrição

(P = 0,40) será adicionada às matrizes M e N, que serão dadas por:

«-(+ t t) e N .,ã:).
Destaca-se que o valor 0,4023, presente na segunda linha da matriz N,

corresponde à variável P , que quando originalmente vale 0,40 , ao ser

transformada em pseudocomponentes, resulta em 0,4023.

A nova matriz Té dada por

r 07 0,707)

O ponto inicial da análise de cristas, denominado por./; é o vetor coluna

necessário para iniciar o processo de análise de cristas. Conforme dito

anteriormente, uma sugestão de Draper e Pukelsheim (2002) é que este ponto

sqa o centro da região de mistura, logo o vedor transposto deve ser construído

abra«és da f'"-' (:1 { :1). No «ta«.., q«-'' uma o- mais «miá«is

encontram-se fixadas, como a variável P=0,40, a sugestão é centralizar as

variáveis restantes, que neste caso são duas (G e C) e a soma de suas proporções

é de 0,60. Logo, para construir .f , dividimos 0,60 por dois e obtivemos o

seguinte vetar na forma transposta:

/' = (0,40 0,30 0,30)

A matiz TBT' foi calculada e o seu único autovalor é -36,769. Logo, o

caminho para o máximo absoluto por meio da análise de cristas é definido pelo

estudo dos valores de cl, a partir +oo até o único autovalor, no caso, -36,769.

Assim, foi novamente utilizado o algoritmo do s(Z/}ware R que se

encontra no Apêndice 3, em que os valores de a estudados se iniciaram em 1000
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e foram reduzidos de 0,5 unidade de forma sequencial até -36,5, que consiste em

uma aproximação para o autovalor da matriz TBT'

Neste momento, o intervalo entre os valores de a devem ser reduzidos,

no entanto a amplitude deste intervalo depende da precisão exigida para a

obtenção do valor máximo do modelo.

Em função de terem sido estudados muitos valores para a, a apresentação

de uma tabela completa com todos estes valores seria inviável, logo será

apresentada uma parte da tabela original (Tabela 5.7), logicamente aquela

correspondente aos valores de a que levaram à maximização da variável resposta

do modelo.

Tabela 5.7: Caminho de cristas para obtenção do máximo absoluto

do modelo do experimento da Evolução da Massa Corporal em Frangos
com a restrição P = 0.4

Através da Tabela 5.7, verifica-se que a maximização ícone quando a é

igual a zero, pois as estimativas da variável resposta, que vinham crescendo com

a diminuição dos valores de a. atingem o máximo quando a= 0 e posteriormente

começam a decrescer. Logo, um dos critérios de parada foi atingido que consiste

nas estimativas de P que vinham crescendo de acordo com a redução de a,

apresentarem um máximo e a partir dele decrescem continuamente.
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L t l,l l\,€4\J X ' V)'Te        
a P G C R P

2,5 0,4000 0,2811 0,3189 0,0633 165,08831

2,0 0,4000 0,2806 0,3194 0,0641 165,08855

1,5 0,4000 0,2801 0,3199 0,0649 165,08874

1,0 0,4000 0,2796 0,3204 0,0658 165,08888

0,5 0,4000 0,2790 0,3210 0,0666 165,08896

0,0 0,4000 0,2785 0,3215 0,0675 165,08899

0,5 0,4000   0,3221 0,0685 165,08896

-1,0 0,4000 0,2773 0,3227 0.0694 165,08886

1,5 0,4000   0,3233 0,0704 165,08869

2,0 0,4000 0,2761 0,3239 0,0714 165,08844

-2,5 0,4000 0,2755 0,3245 0,0725 165,08810



Logo, de acordo com o procedimento de análise de cristas, a estimativa

do valor máximo da variável resposta do modelo da equação (5.2) é
165,08899g , obtido para proporção de proteína (P) de 0,4000, proporção de

gordura (G) de 0,2785 e a proporção de carboidrato (C) de 0,3215.

5.3.2 Introdução da variável complementar TSI no modelo

Após este primeiro estudo foi realizado um segundo, considerando a

variável complementar que seria o total de suplemento, em gramas, ingerido por

cada grupo de 4 frangos, durante os 10 dias (TSI).

A introdução da variável TSI no modelo não poderia descaracterizar o

experimento do tipo mistura, ou seja, a restrição da equação (2.2) não deveria ser

violada. Logo, optou-se por introduzir a variável TSI na variável resposta.

Assim, apresentamos um novo modelo, não considerado em Cornell

(1990), em que a nova variável resposta (yN) foi gerada através da equação a

seguir:

yw = 7Hk. (5.4)

Deste modo, verifica-se que o ganho de massa corporal médio por frango

(MC) foi dividido por um quarto do TSI, sendo que a divisão por quatro

justifica-se pelo fato da variável TSI corresponder ao total de suplemento

consumido pelos quatro frangos do grupo nos 10 dias de experimento e a

intenção foi construir uma variável que apresentasse como unidade o ganho, em

gramas, de massa corporal por grama de suplemento consumido.

A equação (5.5) apresenta o modelo definido por esta nova proposta:

h I3PP 't I3GG -t BCC -k IIP.GP ' G -F I3P.CP ' C -} I3G,CG ' C -t e (5.5)

Este modelo origina-se do modelo da equação (5.1) e a única alteração

realizada ocorreu na variável resposta, conforme descrito anteriormente.

A Tabela 5.8 apresenta os valores das variáveis preditoras originais do

experimento, que não sofreram nenhuma alteração, associadas à nova variável

resposta definida pela equação (5.4):
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Tabela 5.8 : Dados do experimento Evolução da Massa Corporal em

Frangos associados à variável resposta ylv

P

0,05

0,05

0,05

0,05

0,05

0,05

0,12

0,12

0,12

0,12

0,12

0,12

0,19

0,19

0,19

0,19

0,19

0,26

0,26

0,26

0,26

0,26

0,33

0,33

0,33

0,33

0,40

0,40

0,40

0,40

G

0,06

0,22

0,86

0,70

0,38

0,54

0,06

0,22

0,86

0,70

0,38

0,54

0,06

0,22

0,38

0,54

0,70

0,06

0,70

0,54

0,38

0,22

0,06

0,22

0,38

0,54

0,06

0,22

0,38

0.54

C

0,89

0,73

0,09

0,25

0,57

0,41

0,82

0,66

0,02

0,18

0,50

0,34

0,75

0,59

0,43

0,27

0,11

0,68

0,04

0,20

0,36

0,52

0,61

0,45

0,29

0,13

0,54

0,38

0,22

0,06

81944

91603

71605

74468

89451

90566

13889

37405

56522

56150

68776

50943

45833

60305

01681

04695

35294

88889

65957

50943

19409

14449

95156

37262

63866

87324

15917

72243

73950

68545

0

0

0

0

0

0

]

l
l
l
l
l
l
l
2

2

2

l
2

2

2

2

l
2

2

2

2

2

2

2
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Verificação da existência e tratamento da Multicolinearidade para o

modelo com a variável resposta }'w

Neste caso, como não houve alteração nas variáveis preditoras, os

problemas relacionados à multicolinearidade são os mesmos do modelo da

equação (5.1). Portanto, as medidas tomadas para corrigir o problema também

foram as mesmas. Assim, será destacado, nesta seção, apenas o procedimento de

regressão cm cristas, pois como o estimador em cristas é definido em função da

variável resposta, as estimativas naturalmente sofrerão alterações.

De acordo com esclarecimentos anteriores, o traço de crista foi avaliado

como o método mais adequado para a obtenção da constante À. Portanto, na

Figura 5.2, apresenta-se o traço de crista para o modelo polinomial quadrático da

equação (5.5) com as variáveis preditoras transformadas em pseudocomponentes

e padronizadas.

Figura 5.2: Traço de Crista para o modelo da equação (5.2)

'=

0.0 0.5 1.a {:5 2.0 2.5 3.0
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Analisando o traço de crista, veri6lca-se que, novamente como no modelo

anterior, para valores de À entre 1,0 e 1,5, as estimativas dos parâmetros do

modelo tomam-se mais estáveis, portanto o valor aditado para À foi de 1,3.

Assim, através da regressão em cristas tem-se:

h - 2,4163}1+ 2,0561tVc+2,05841«c+ 3,55601Vp .VI +

2,2375Wp. Mc + 0,7185Wc ' Wc(5.6)

Os Fatores de Inflação da Variância foram os mesmos apresentados na

Tabela 5.5, pois os FIV dependem apenas dos valores da matriz de planeamento

e do valor adotado para À. Logo, com base na Tabela 5.5, conclui-se que o

problema da multicolinearidade foi solucionado.

Análise de Cristas para o modelo com variável resposta yX

De acordo com as orientações anteriores, no procedimento de análise de

cristas, encontra-se a seguir o modelo ajustado com os pseudocomponentes sem

padronização:

Íh - 1.9596p'+ 0,7945c'+ 0,7210c'+ 7,5293p' . c'+ 4,í359p

C' + 1,0590G' . C' (5.7)

A matrizes ó e B são apresentadas a seguir

0 3,7646
3,7646 0
.2,0679 0,5295

2,0679
0.5295

0
b

As matrizes (À'f e Àr) que compõem a equação matricial (4.9) de restrições

são dadas por:

«-(É Ê É) e (É)
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Deste modo, tem-se a matriz T

,-('a='0 0,707\
0,816 0,408/

O ponto inicial da análise de cristas, na fomla transposta, é dado por

/'-(! } {)

Tabela 5.9 Caminho de cristas para obtenção do máximo absoluto

do

NC: Não consta

A matriz TBT' foi calculada e os seus dois autovalores são -2,9264 e

1 ,1 143. Assim, o caminho para o máximo absoluto por meio da análise de cristas

é definido pelo estudo dos valores de a, a partir de +m, quando x = / c R = 0

até o maior autovalor da matiz TBT', no caso, 1,1 143.
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''l'":"' \'''/      
a P G C R P

13,1143 0,390 0,347 0,263 0,0787 2.7485

Í2.1143 0.393 0.348 0,259 0.0843 2.7600

11.1143 0.397 0.348 0,255 0.0908 2,7731

lO.1143 0.401 0.349 0,250 0.0983 2,7883

9,1143 0,406 0,350 0,244 0,1073 2,8060

8.1143 0.412 0.351 0,237 0.1183 2.8272

7,1143 0,419 0,353 0,228 0,1318 2.8529

6,1143 0,428 0,357 0,215 0,1491 2.8849

5,1143 0,440 0,362 0,198 0.1722 2.9262

4,1143 0,455 0,370 0,175 0.2046 2.9821

3,1143 0,476 0,386 0,138 0.2547 3,0639

2,1143 0,509 0,419 0,072 0.3443 3,1998

1.1143 NC NC NC NC NC



Deste modo, foram estudados 100 valores de a, com ponto de partida

teórico +oo, no entanto, o procedimento foi iniciado com um valor para a de 100

e os outros valores de a foram obtidos a partir de uma redução sequencial de l

unidade. Na Tabela 5.9, destaca-se o trecho de maior relevância do caminho de

cristas.

A conclusão mais importante, extraída da Tabela 5.9, é que o limite

superior da variável P que é de 0,40 foi ultrapassado e isto pode ser verificado

nas linhas em destaque. Logo, uma nova restrição (P = 0,40) será adicionada às

matrizes A/ e ]V, que serão dadas por:

e N .,h:).
A nova matriz Té dada por

T 07 0,707)

O ponto inicial da análise de cristas,./; é tal que

/' = (0,40 0,30 0,30)

A matriz m7' foi calculada e o seu único autovalor é -0,5293. Logo, o

caldinho para o máximo absoluto por meio da análise de cristas é deHlnido pelo

estudo dos valores de a, a partir +oo até o único autovalor, no caso, -0,5293.

Os valores de a estudados, se iniciaram em 10 e foram reduzidos de 0,01

de forma sequencial até -0,5, que consiste em uma aproximação para o autovalor

da matriz TBT'.
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Tabela 5.10 Caminho de cristas para obtenção do máximo absoluto

do

Através da Tabela 5.10, em que encontram-se os valores para as

conclusões finais do processo de análise de cristas, verifica-se que a

maximização ocone quando a está entre 0,67 e 0,68, pois a variável C

ultrapassa o seu limite inferior de 0,02. Logo, um dos critérios de parada foi

atingido e a estimativa do máximo da variável resposta do modelo da equação

(5.7) é 3,0737, sendo que as proporções dos componentes que geram a

maximização são de 0,40 para a proteína (P), 0,58 para a gordura (G) e 0,02 para

o carboidrato (C). Destaca-se que a variável resposta (YN) é adimensional, pois

trata-se de uma razão entre massas, ou sela, o ganho de massa corporal médio,

em gramas, dividido pela massa média de suplemento consumida por cada

frango, também em gramas.
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UUUÇIU U(! Ç\l Uãl\,41.\j \.}e / J Ç\Jlll il [ C31,1 1\;it]J ] =U.q  
a P G C R P

0.74 0.4000 0.5665 0.0335 0.4007 3,0609

0,73 0.4000 0.5684 0.0316 0.4039 3.0628

0,72 0,4000 0,5704 0,0296 0.4071 3,0647

0,71 0,4000 0.5724 0.0276 0.4104 3,0666

0,70 0.4000 0.5745 0.0255 0.4137 3,0685

0,69 0,4000 0,5766 0,0234 0.4171 3,0705

0.68 0.4000 0.5787 0.0213 0.4206 3.0725

0.67 0.4000 0.5809 0.0191 0.424] 3.0745

0,66 0,4000 0.5831 0.0169 0.4276 3.0765

0,65 0,4000 0.5853 0.0147 0.4312 3.0785

0,64 0,4000 0.5876 0.0124 0.4349 3.0806

0,63 0.4000 0.5899 0.0101 0.4387 3.0827



5.4 Considerações finais

Nesta aplicação, analisou-se um experimento do tipo mistura, cuja idéia

principal era prever e maximizar o ganho de massa corporal em frangos, em

função da composição do suplemento alimentar fomecido.

Em ambos os modelos, as técnicas apresentadas nesta dissertação foram

bastante eficientes. A multicolinearidade presente inicialmente foi tratada

principalmente através do processo de regressão em cristas.

O fato das variáveis preditoras estarem padronizadas não inviabiliza o

processo de maximização, pois transformações podem ser realizadas, conforme

veriHtcamos neste capítulo.

A maximizações das variáveis respostas de ambos os modelos foram

satisfatórias e comparadas com as maximizações obtidas através de algoritmos

de maximização fechados como a ferramenta Solver do Exce/. Os resultados

obtidos foram similares, mas pode-se destacar como vantagem do processo de

análise de cristas, a possibilidade de acompanhar de forma mais detalhada o

processo de otimização e a facilidade de intervir no processo quando trabalha-se

com conjuntos de dados mais problemáticos.
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CAPITUL06
.P

Considerações Finais

O objetivo do presente trabalho foi utilizar os modelos de regressão nos

experimentou do tipo mistura como o intuito de prever uma determinada variável

resposta através de um conjunto de variáveis preditoras que são componentes de

uma mistura.

No presente trabalho discutimos o processo de construção dos modelos

para os experimentos do tipo mistura, destacando a importância dos modelos

polinomiais na fomla canónica desenvolvidos por Scheffé ( 1 958).
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Abordamos também um problema muito comum nos modelos que

envolvem mistura que é a multicolinearidade e discutimos as técnicas para

solucioná-lo.

Devido ao grande interesse dos pesquisadores em encontrar o valor

máximo ou mínimo da variável resposta depois do modelo definido,

apresentamos, como recurso para este propósito, o procedimento de Análise de

Cristas.

Todosesses aspectos, foram exemplificados em uma aplicação prática da

utilização dos modelos de regressão nos experimentos do tipo mistura, conforme

verificado no Capítulo 5.

Dada a extensão do tema, procuramos abordar os aspectos que

acreditamos serem os mais importantes, tanto do ponto de vista teórico quanto

aplicado. Finalizando, gostaríamos de salientar que as técnicas expostas na

presente dissertação têm amplas aplicações. Isto pode ser observado na grande

variedade de exemplos que descrevemos e nos demais exemplos encontrados na

literatura relativa ao assunto.

Vários temas de pesquisa podem ser sugeridos como trabalhos futuros.

Existe extensa literatura na área de planejamentos amostrais para experimentos

do tipo mistura. Este ponto foi brevemente comentado no Capítulo 2, mas

encontra-se discutido com detalhes em vários artigos, dentre os quais

destacamos Goos e Donev (2006), Piepel (1983) e Vuchkov, Damgaliev e

Yontchev(1981).

Destaca-se ainda o artigo de Montgomery e Voth (1994), que seria um

excelente ponto de partida para análise de influência e diagnóstico em

modelos ajustados para experimentos do tipo mistura.
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Apêndice l

u numero ae pontos no espaço simplex em uma malha tk, mJ é dado por

(" .'1). Esta combinação de m+k-l elementos tomados m a m é justificada

pelo fato de cada ponto da malha simplex apresentar como condição a equação

(2.2), ou sda, cada ponto do simplex consiste em um conjunto de k variáveis

onde cada variável xj é um múltiplo de = de modo que a somatória de todas as

variáveis xi em cada ponto sela sempre igual a 1. Logo, ao efetuar a

multiplicação da equação (2.2) por m , tem-se:

xÍ+x +.. +x =m ,emquex;=0,1,2,...,m.(A.l)

A obtenção da quantidade de soluções inteiras não negativas da equação

(A.l) consiste em um clássico problema de análise combinatória onde a

estratégia consiste em codificar as diferentes soluções em sequências que

trabalhem apenas com o algarismo l e o sinal de adição. f'or exemplo, a equação

xl + x2 + x3 = 5,

apresenta diferentes soluções inteiras e não negativas, entre elas:

S :{(1,2,2) } .

O código desta solução é

l+ll+ll.

Logo, o total de soluções consiste em encontrar o total de sequências

distintas para m algarismos l e k-l sinais de adição. Desta forma, o número de

pontos do espaço simples é igual à quantidade de soluções inteiras não negativas

da equação( A.l) que é dada por(" .'1).
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Apêndice 2

Os pseudocomponentes são definidos a partir dos componentes e seus

respectivos limites inferiores (Z/), em que 1/ 2: 0.

A transformação em pseudocomponentes nos experimentas do tipo

mistura é realizada a partir da restrição (2.2):

xÍJ + xíp + ''' + xik = l

Assim,

Ç + xíP -- Zp + ''' + xÍk -- zk

Logo

*fÊ - :.
Deste modo, cada pseudocomponente é dado por

'Íj 'l;lliili, comj=1,2...k.

Destaca-se que mesmo com a transformação, a restrição de mistura

continua a ser respeitada, ou sda, a soma dos pseudocomponentcs de todos os

componentes é sempre igual a l.

Antes da utilização desta transformação deve-se verificar se a condição

Ef Z/ < 1 é satisfeita.
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Apêndice 3

Neste apêndice encontram-se os recursos e os programas computacionais

elaborados no s(Z/tware R para esta dissertação.

Matriz de Planejamento original

Dados <- cbind(P,G,C)

Dadosl <- cbind(Dados, p+G, p'KC, G#C)

Cálculo do FIV da matriz de planejamento original

Matrizl <- solve( t(Dadosl) %*% Dados l )

VIVI <- diag(Matrizl);VIVI

Cálculo dos autovalores da matriz de planqjamento original

AVl<- eigen(t(Dados 1) %#% Dados l)

Padronização das variáveis preditoras na matriz de planqjamento original

W <- matrix(O, 30, 6)

for(i in 1:30) {

for(j in 1:6) {

W[i,j] <- Dados]]i,j]/ sqrt( sum( Dados][, j]"2))} }

Cálculo do FIV da matriz de planejamento padronizada

MatrizW <- solve( t(W) %'k% W )

FTVW <- diag(MatrizW); FIVW

Cálculo dos autovalores da matriz de planqjamento padronizada

AVW <- eigen(t(W) %#% W)

Transformação em pseudocomponentes das variáveis preditoras na matriz

de planejamento original

Llnf <- numérico

for(j in 1:3){

Llnflj] <- min(Dados[, j])}
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Pseudo <- matriz(0, 30, 3)

for(i in 1 :30){

for(l in 1:3){

Pseudo[i,j] <- (Dados]i, j] - L]nfjj])/(] - sum(L]nf»} }

Pseudol <- cbind(Pseudo, Pseudo[,]]#Pseudo[,2]

Pseudo[,2] #Pseudo[,3] )

Pseudo[,1] +Pseudo[ ,3 ]

Padronização dos pseudocomponentes das variáveis preditoras na matriz

de planejamento original

WPseudo <- matrix(0, 30, 6)

for(i in 1 :30){

for(j in 1 :6){

WPseudo[i,j] <- Pseudo]]i,j]/ sqrt( sum( Pseudo ][, j]"2))} }

Cálculo do FIV da matriz de planejamento com as variáveis preditoras

transformadas em pseudocomponentes e posteriormente padronizadas

MatrizWPseudo <- solve( t(WPseudo) %#% WPseudo )

FIVWPseudo <- diag(MatrizWPseudo); FIVWPseudo

Cálculo dos autovalores da matriz de planejamento com as variáveis

preditoras transformadas em pseudocomponentes e posteriormente

padronizadas

AVWPseudo<- eigen(t(WPseudo) %o#% WPseudo)

Procedimento de Regressão em Cristas

Im.rid ge(Y-WPseudo[,1] +WPseudo[,2] +WPscudo[,3] +WPseudo[,4J+

WPseudo[,5]+ WPseudo [,6]-1, ]ambda=seq(0,3,0. 1»

Cálculo dos FIV no Procedimento de Regressão em Cristas

Id <- diag(1,6)

Lambda <- seq(O, 1 .4, 0. 1)

N <- length(Lambda)

FIVRC <- matriz(0, 6, N)

for(i in l:N)
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{FIVRC[,i] <- diag( so]ve( t(WPseudo) %*% WPseudo + Lambda]i]8]d ) %H'%

t(WPseudo) %*% WPseudo %*%o solve( t(WPseudo) %*% WPseudo +

Lambdalil#ld ) )}

Procedimento de Análise de Cristas

Função <- function(b, B, M, Ene, T, f)

{ Av <- T %*% B %*% t(T)

MAv <- max(eigen(Av)$values)

min <-(1 - sum(Llnf»

Alfa <- seq(MAv, Limite Superior, Intervalo de variação)

Comentário: O limite superior de a e o respectivo intervalo de variação devem

ser especiHlcados em cada nova execução do procedimento

Repet <- length(Alfa)

Res <- matrix(0, 1,6)

for(i in l:Repet)

Theta <- solve(M %*% solve(B - Alfalileld) %+% t(M» %8% ( 2'gene +

( M qD*% solve(B - Alfalil*ld)) %'b%(b + 2*Alfalilef) )

PseudoRC<- 0.5#solve(B Alfalil*ld) %#qo (t(M) qo#% Theta - b - 2*Alfalil#f)

R <- sqrt(t(PseudoRC -f) %*% (PseudoRC -f»

Y <- t(PseudoRC) %+% b + t(PseudoRC) %'b% B %#qo PseudoRC

X <- mina PseudoRC + Llnf

Res <- rbind(Res, c(Alfa]i], X, R, Y» }

retum(Res) }

Função(b, B, M, Ene, T, f)

{
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