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Resumo

Neste ttaba[ho estudatlaos o mode]o de iegiessão esttutul'a] heteiocedástico (h'IREM) com

elmos nas vaiiávcis. Dífelentes sitxtações para as quais o modelo com eixos nas x,ariáx.eis (l\'IEV)
estrutui al usual passa. pa.ta. um A/IREH com erros nas variáveis são estudadas. Primeiro consi-

deratnos uin modelo estiututal normal com eixos de medição heteiocedást.ices, aléill disso,

estudamos o l\IEV estiutuial llormal collsideialldo a variável não observada zí como he-

tctoccdástica (não abordado na litcratuia), logo cstciidcmos est.e modelo pt\.la o caso com

replicações nã.o-ba.la.nceadas na variável expla.natóiia (covaiiável). Tanlbénl propusemos uni

método geral paga. detein]inat' a matriz de valia.ncias-covaiiâncias dos diferentes l\4REH co]]]

eixos lias variáveis aqui apl'esentados- Finalliiente, apiesetltanlos uma aboiclagem Bayesiana

siniplcs pena o n[odelo estiutuial tioit[[al co[[i eixos nas vai-iáveis com ];i het.ciocedást.ictt. Uti-

lizamos técnicas clássicas tais como o método dos lnolalentos (l\'lNI) e máxit)la verossimilha.nça

jh4V) pala obter estimadoies consist.entes e suas distribuições limite (ou assintóticas). Es
timativas de llláxitna verossimilhança são obtidas numeiicalnente através do algoiitlllo ET\4.

A estimação consistente da variância assiiitótica dos estimadoies de iliáxiina veiossinlilhançtt

talllbém é discutida. Teste estatísticos são propostos para testar hipóteses de interesse. Si-

mulações de lx'fonte Carão folatn realizadas pala estuda o desempenho dos estinladoies e testes.

Um con.junto de dados leais é analisado usando os )llétodos propostos.

Palavras-chave: Heteiocedasticidade na. covmiável, erros de medida, modelo de regi-essão

está utui al.
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Abstract

We studied the lietetoscedastic stlttctural legiession model (HSRlvt) with nleasuienlent el-

rois. DifTeicnt. sit.uations foi which the usital st.rttctulal eiiois-in-variam)le i)lodel (EVN'l) chan
ges to a HSRh'l witli measuielllent elrols ale studied. First we consider a normal stl uctui al

lllodel witli heteioscedastic measutement eiiors, in addition, we studied the normal stiuctuial

EVÀ'l, consideiing the unobse]ved vaiiable zi as heteioscedastic (not discussed i]] the liteia

tule), we have extended this niodel to the case witll unbalanced ieplication in tlle independent

valiable. Also we pioposed a general niethod to deteiinine tlie vaiiance-covaiiance tllatiix of

tlie HSRh/[ with eirois in vaiiab]es piesented here. Fina]]y, we piesent a sinl])]e Bayesian

appioach fot the noiillal sttuctuial model with eiioi s in variables witli zf heteioscedastic. \Ve

use tradicional techniques sucla as the metliod of nloment.s and maxinlttin likelillood to obtain
consistent estimators and their limit distiibutions. Maximun) likelihood estimates are com

puted numeiically via the Elvl algoiithm. Consistent estintation of the asymptotic vaiiance of

the nlaxiilium likelihood estimators is algo discussed. Tese statistics are pioposed fot testing

llypotlleses of interest. We used IX/fonte Cano sinlulations to study tule pel'foiinances of the

estinlatois and the hy])otlieses teses. A leal data set was analyzed according to tlle methods
pioposed

Keywoi'ds: Heteioscedasticity in the covaiiate, nleasuiement eliors, structural regtession
model.
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Capítulo l

IHtrodurãnx xx Q/ -H. \.r \.a. q..B :5Pq..&\./

1.1 f'nn qid prn pape T«. i ri nic
Lb :y v uu xxxxvx ux u

Nesta tese são apresentados algtuis resultados novos (ainda não discutidos na liteiatuta)

soba'e o modelo de tegiessão esttututal heterocedástico (N4REH) com elmos lias variáveis. Não

é de ]iosso int.desse fazer uma revisão extcílsiva sobre todos os tópicos aqui desenvolvidos,

portanto supoienlos que o leitor tenlla algunta fanliliaiidade cona temas tais como: N/lodelos

de iegiessão com eixos nas variáveis, t.eoiia assintótica, implementação de algoiitnlos t.ipo

lvICl\,IC via software WinBUGS, simulações de l\'fonte Cano, entre outros

O objetivo geral de llosso trabalho é aperfeiçoar e estendem o lvIEV estrutural usual
para um h4REH com eixos nas variáveis, que nos peiinita nlodelat com lllaioi precisão,
situações nas (duais os modelos de regressão usuais não são adequados. Nosso ob.lesivo final

na. medida que for possível (disponibilidade de dados); é buscar uma aplicação do modelo
aqui desenvolvido, em á.real importantes, nas quais as variâncias dos erros de medição variam

elltle as ol)selvações, cenário cotllulllente encontrado etn exemplos de á.leis tais colllo Química

Analít.ica, Epidemiologia, Botânica, Astrotlonaia c Engenharia Civil

Os algotitmos computaciollais pata as simulações fofa.nl implementados no plogiaina
estatístico R. (R. Developinent Cole Teanl (2011)) e a inlplenaentação do método N4Ch'lC

na paire Bayesiana, foi feito cona o programa computacional WinBUGS (Bayesian inference

Using Git)bs Salnplei fot Wiiidows).

l



1.2 O modelo com erros nas variáveis (MEV)

Na prátictt cxistclli valias situações cm quc i\. variável explanatótia (covaiiável) não pode

sei observa.da. diietan]ente, mas cona eixos. Isto é colham no caso de observações obt.idas

pol meio de análises laboiatoiiais insultando eln estimativas e hão tios vetdadeiios valores

da variável explanatóiia. Nlodelos de ]egiessao en] (lue a variável explanatóiia está su.jeira a

silos cle medição são denominados iiiodclos com eixos de medição ou modelos com clios nas

variáveis, desde o século passa.do este lllodelo telll sido amplamente discutido nn. liteiatuia
Spient (1990) descreve o seu desenvolvimento histórico e unia vasta bibliografia pode sei

encontrada enl Fullel (1987), Cheng alld Van Ness (1999) e Clairoll et al. (2006).

O modelo de ieglessão linear siillples com eixos lias variáveis clássico esta defillido pelas

seguintes equações

X

xí

g/i + ei, coiii yi = a + ,3zi

zi + 'uí, ã = 1, . . . , ?'',

(1.1)

(1.2)

en] que os eixos de medição eí e ai são indepettdentes e identicalllente distribuídos seguindo

unia distribuição normal com média zero e variância a: e a:, lespectivalltente, isto é

1) e: y N(0, a:)

2) u: WN(0, a:)

3) e: n«:, ã - l, . . . ,n

A ideia principal por trás das equa.ções (1.1) e (1.2) é que as verdadeiras observações

(g/i, zl), . . . , (Z/., z.) (variáveis latentes) não sã.o obsei'vadas diietamente e, portanto, a es-

tiillação seta baseada em (h, XI), . . . , (yn,X.), que são observados. Se a quantidade z{, é

considerada como uma qutt.ntidade fixa (não observada), então o lilodclo é cht\nado iiiodclo

de ieglessão funcional. Poi outro lado, se a quantidade zí é considerada coillo uma. quanti-

dade aleatória, então o lalodelo é chamado modelo de iegiessão estiutuial, veja Fuller (1987)

e Cheng ai)d Van Ness (1999), pata mais detallles. No caso estrutural, a suposição t.ípica

segundo Alellano-Valle and Bolfarine (1998) é que

z: y JV(p,; a:), cole z. index)endente de (ej, uj), VÍ, .j. (1.3)

Como é l)ein sabido, existem pioblenias com a estimação dos paiâmet.tos eln ambos os casos

2



No caso íunciont\l, a cstititação do pt\.iâmctio ,3 não é coiisistcntc (vciossiinilllatiça ilimitada)

No caso estiututal, suigenl problemas de falta de identificabilidade do modelo. Ullia suposição

geralmente utilizada para contoinai o problema de identificação cotlsideia. que a tazã.o da

confiabiliclade (ou coeficiente de atenuação), k, = a:/(a3 dali) é conhecida, ve.ja Fullei (1987).

Nosso tias)alho t.enl colho foco pi-incipal os itlodelos de tegiessao colll erros nas variáveis,

onde ambas as variáveis (y e X) estão sujeitas a ermos de medição heteiocedásticos. A ge-

licializttçã.o do mod(.lo dcfliii(lo p(:lt\s ('(lu?tções (1.1) e (1.2), qttc não nieiecia liiuita atctt(;ão

na literatura, surge qua.tido os eixos de medição são considerados heteiocedásticos, ist.o é,

assumindo que

O modelo de iegiessão funcional com a. suposição dada en] (1.4) é discutido poi Fullei
(1987), Ripley and Thompson (1987) e Galea Rojar et a1. (2003) sob al)otdagen) da tnáxima

vciossimilhaliça su])Olido a2 e a:. coilllecidas e nlaioies que zelo, z :: 1, . . . ,11. A falta de

interesse no modelo de regressão lleterocedástico pode sei devido a.o fato de que an)bas as

variâncias alÍ. e a=; precisam sei conhecidas, á = 1, . . . , n. No entanto, esta é lula. configut-ação

conluil] eill ái'eas como a Química Altalítica (Ripley attd Thonipson (1987)), Epidemiologia

(l<ulathinal et al. (2002)), Astionolliia (Patriota (2010)), Botânica, enfie ouvias

'"!''' Nz ::' ;.: , { - l,
0

[ ]
,'n. (1.4)

R.ecenteinente, modelos funcionais com eixos de illedição hetelocedásticos e illodelos

cstiututais coii] eito ]ia ccluaçao c silos clc medição hcteiosccdást.idos têiii sido objeto dc pes-

quisas (e.g., l<ulatllinal et a1. (2002), Clteng and Riu (2006), Patriota and Bolfaiine (2008)),

de lastro et al. (2008), Patriota et al. (2009), Patriota (2010)). Em diversas aplicações

supoe-se (lue os ermos de medição são não coilelacioilados e suas vaiiâllcias são conhecidas e

não negativas. No geral as metodologias encontradas na litelatuia consideialll um modelo
funcio[[al hetet'ocedástico cona e]']'os nas vai'dáveis supondo \ra]'iâ.nciâs conhecidas, contudo, na

prática, as variâncias em gel'a] irão são conhecidas.

Neste trabalho concentramos nossa. atenção, apenas no illodelo de regressão estiut.ural

heteiocedástico (N'IREH) com ermos nas valia.vens e desenvolvemos unia t.eoiia que elos permitiu

fazei inferência sol)re os parâmetros estruturais do naodelo em esttldo. A seguia, apiesentanaos

o modelo geral que foi utilizado en] nosso trabalho.
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1.3 Modelo Geral

Consideienlos o seguinte illodelo

xí

X

n'+ H=i+q,

rl;i + l&i

(1.5)

(1.6)

(1.7)

sendo X ?\ vi\fiável de ies])testa obscivttda, Xi a vaiiávcl cxplatitttói-ia obsctvada aiiibas sujeitas

a eixos de medição, y,: a vei-dadeila variável de resposta não observada e zi a verdadeira
vai-iável expla.tiatóiia. não observada. O relacionamento enfie as veidacleiias variáveis não

observadas (latentes) yí e zi é dado pela equação (1.5), onde a e P são os patânietios de
legiessão desconhecidos e q. é conliccido como eito dtt ccluação. O aio da equação sigtiifictt

que em algumas situa.ções, as verdadeiras variáveis não estão perfeita.mente telaciolladas se

fatoles distintos de zi são os responsáveis da variação em yí. O eito da equação poderia não

existir, nesse caso fazemos q{ = 0 lla equação (1.5)

Definindo

a (a, 0)' e b (1.8)

temos que

z. - (x, x:y:' a + z:b + (e{ + qi, t.:)v (1.9)

As suposições impostas ao modelo são

(e{, n.:)T e (q:j, J;j)T são independentes, q. e rí são independentes, com

:;y N(0, a'), «: :"e' N(H,,a::) e

(ei, uí)T :"e' N2 l(o, o)T; diagla:,, a';ll i,.j n

onde diagla:. ,a2 } denota unha ] matriz diagonal de dimensão 2 co]]] eletllentos a2. e alÍ. na
diagonal
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Das suposições da aciniit temos de (1.9) que

Z::"e' N,(p(0); E:(0)), á l,...,n

onde p(O) e Ei(O) = 'Pi+ al:;bbV, com W: = dias(a:: + o-:, a:,), sendo é? o

vetou de paiâtllettos estiutuiais do modelo. Além disso note que, O vai depender da condiçã.o

de i(lentiflcabilidade imposta an modelo.

O illodelo definido pelas equações (1.5), (1.6) e (1.7) é bem gei'al , entretanto esta tese
foca a at.e]]ção ei]] algltrls casos paiticttlares deste modelo, que são post.lados a seguir

(1) No capít.ulo 2; considera.mos q, = 0 e al:; = ail, í =l rz. Além disso

rí :y N(p., a:) e (ei, [li)T '"e' N2 l(0, 0)v;diagla:., a:;ll á- l ,n

Supondo as va.tiâ.ncias Item.eiocedásticas a:; e a:. conhecidas Vá = 1, . . . , n, obtemos um

f\.[REH com eixos nas variáveis idelltificáve]. Neste caso o parâtlletlo estrut.uia] é dado

poi O - (a,P,p.,a:)V. Este modelo é u]]] caso patticulat do modelo estudado poi
l<ulathinal et al. (2002) quando qi = 0, ã = 1, . . . ,rz. Este é conhecido como MR.EH cona

eixos nas variáveis sem erro cla equação.

(2) No capítulo 3, considetatllos qí = 0, a:: ": ' "li. - «IÍ,ã - ', 7z. Além disso

(ei, uf)T :g N2 l(0, 0)v;diagla:, o-lill , e zi :"e' N(p,, a:.) ã l

.d.

Supolldo a variância hetetocedástica. cr:. conhecida Vã = 1, . . . , n, obtemos um h,IREI

com erros nas variáveis no qual a variâllcia da vmiável não observada zi é considerada

heteiocedástica. Neste caso o paiâmetio estrutural é dado por f? = (a, #, p., a:, o:yr

Este modelo aiiada não foi abordado na literatura.

(3) No ca])ítulo 4, consideianios a nicsma coiifigutação quc no capítulo 3, actcscclitando

réplicas não balanceadas apenas na. variável explanatória. Neste caso temos que a

equação (1.6) muda pala

Xj = zi + ai.j onde uij N(0,a:) .j - l: , 'rní, á = 1, . . . ,n

O modelo iesulttultc é ulil b/IREH com aios lias vatiávcis ie])licttdo
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No capítulo 5 consideianios o mcslllo modelo (lue iio capítulo 3, isto é, um A/llIEH com
eixos nas variáveis, Ollde a variável não observa.da zi tem distribuição nominal com média p;. e

variância a2., í = 1, . . . , rz. Este modelo é estudado sob aboldagetn Bayesiaila.

1.4 Organização do trabalho

Este t.baba.Iho está organizado em seis ca.pítulos i]]ais un] apêndice

No Capítulo l apiesentanlos unia. visão geral da. foillla dos modelos que serão estudados

elos capítulos subseqüentes. No Capítulo 2 estudamos inferência estatística no NTR.EH coill

eixos lias variáveis (sem eito na equação), qutuido as valiâiicias das tiicdidils dos eixos
valiam entre as observações. Este modelo é unl caso pa-rticulat do modelo estudado poi

l<ulatllinal et al. (2002). No capítulo 3 fazemos infetêncía num MREH com eixos cle medição

(sem eito ila e(luação) e heteiocedasticic]ade na vaiiáve] não observada zi. Este naodelo ainda

não é discutido iia liteiatuta. No Ca.])ítulo 4 estcndctlios o tltodclo estudttdo iio cttl)ítulo 3 parte

o caso de réplicas llã.o bala)lceadas apenas na. variável explattatória. No Capítulo 3 fazemos

inferência ]lo modelo estudado no capítulo 3 usando inferência Bayesiana. No Capítulo 6

apresentamos os coment.brios finais e propost,as dc pes(luisas futuras. Cloncluínlos a tese colll

o Apêndice, onde apresentamos alguns resultados inlpoitantes utilizados no desenvolvilalento
desta tese.

1.5 Conjunto de dados reais

1.5.1 Dados do projeto WHO MONICA

C) plo.feto WHO h']ON]CA acompanha o decurso de doenças cat(]iovasculat'es. O ob.jetivo

principa.l deste acompanhamento é conseguir poder ielacionai os favores conhecidos de fisco

coll] a. lllortalidade cardiovascular e doenças coronaiia.nas. O con.junto de dados esta composto

de 36 países cujos participantes são mulheres de diferentes países, e 38 países cujos palticipailtes

são homens dc diferentes países. A idade dos participantes flutua ent.ie 35-64 aços c são em

sua maioria europeus. Pa.ra. cada indivíduo existe um escoie indicando o fisco médio e outro

escore indicando a ocorrência media do evento. O escore de do fisco médio foi definido como

villa combinação ]ineai entre status de htmante (fumante ou não fumante), pressão sistólica

sailguíiica, índice de massa. coipóica c o nível de colestciol total. A vtuiávcl clc ics])osttt y

observada é a tendência estimada da ocorrência do evento. Esta tendência. é estimada. pot uma
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iegicssão linear enttc o logaritmo natural do íiidicc iiiédio anual da ocoiiência do cvcttto e o

ano que o evento ocorreu. A variável explanatóiia observada, X é o índice médio anual em %

associado ao evento. Estádios interessados em lelacioltat a variável resposta não observada, Z/

(o veidadeiio índice médio anual eln % da ocoiiência do evento) COTA a verdadeira covaiiável

não observada z (o veidadeho índice tiiédio anual em % do fisco associttdo ao evento). As

variáveis }' e X são observadas no lugar de g/ e z iespectivalllellte. Na Figura 1. 1 apresentamos

os gl'á.figos de dispersão pala os dados dos homens (a) e das mulheres (b) com as batias de

Ritos (observação l eito padrão) .
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Figura l.l Dados do pi-o.feto WHO IN'lONICA



Capítulo 2

[nferência no Mode]o Estrutura] ]Norma]

com Erros de Medição Heterocedásticos

9 1 T)a+.-,. ''] - - '' n ,.
H © X & R X UX L/ \,Z t.L qÍ t,t v

O objetivo deste capítulo é obter os estiilladoies via os luétodos dos lllotllentos e de tlláxii)la

vciossimillnuiça clli uln nJodclo cstt utuial itotmal com silos clc tiledição hetetoccdást.idos, isto

é, quando as vatíâtlcias dos eil'os de medição ei e ui vatiain ent.re as observações. Também

pietencle-se deteiminai a dista'ibuição assintótica destes estiinadoies. Neste caso as val.t'iâuciâs

hetet'oceclásticas dos silos de medição a: e a:; seixo consideradas conhecidas. Finahnente

uin estudo de simulação seta leia.o pala avaliar os estiinadoies eiiconti idos.

2.2 Definirão do Modela

Seja«.

y{ + ei í = 1,.. . ,n, (2.1)

onde (X{, h) são llledições dc (zí,yi), (ui,ei) são eixos de naedida e (a,P) são paiâilletios
desconhecidos

Admitimos, aflui, que a variável zi e os ei'ros de medição ei, u: são independentes e
normalmente distribuídos conto segue:
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: )' :!);(} !)] ã- l
'n (2.2)

Isto leva ao niodclo cstt utui-al tioitilal heteioscedást.ico dado pot

"'*' ~, [( '1;': )
p'": +',if.

#«:
P«:

":+ ":.
«3

P«3

)] í- l, n. (2.3)

Assunlilldo a:; e alÍ; cotlllecidas, o modelo Loira-se identificável veja Fuller (1987),

l<ulatllinal et al. (2002), então, o vetou de patâmettos desconhecidos é O = (cl, /3,H.:,a:y:'
Cloino a diniciisão do vctoi dc este t.ísticas suficient.cs é iguitl a 5 e o vetou de ptuânictios
f? tem dimensã.o 4, te)nos a. situação em que os est.iinadores de ináxillla veiossimilha.nça

nã.o podem sei' obtidos igualando-se as estatísticas suficient.es a seus valores espel'actos colho

enl Clheng aiid Van Ness (1999). O tnodelo está super especificado e neste caso o ENIV do

pata)lletto O, teiii de sei obtido ma.ximizando dirctanicnte a luiição de veiossiniilhança ou
através de algum método numérico t.ipo algoritmo El\'t

2.3 Estimadores de i-momentos(EPv{l\4)

Definindo o vetou de dados observados poi Zi= (E, Xiyr temos que

:"!'' N,(P,E.), ã 1,

onde

-'':, -«- l "lf"' l . ««',.,- ,: - l '':;":' .:'rl:. l (2.4)
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Se.jani

então temos que

p=a+p,b e Eira:bbV+@i, á=1,-..,n.

a e b colho eni (1.8) e Wi = , á :: l,. .. ,n, (2.5)

(2.6)

O seguinte resultado forllece os estinladoies de nloinentos do paiântetio O.

Pi'oposição 2.1. Sejam p e Ei, o ptinleiro e segundo tllonlentos do vetou aleatório Zi e se.jain

Sz - ;lÍ:-l- }:(Z: - Z)(Z: 2)', (2.7)

o vetou de illédias amostiais e a mau-iz de covatiâilcias amostrais de Zi iespectivanaente.

Então,

n(Z)= p e E(Sz)= a:bbv+ a',

onde W= ..« ':-;E.:; . ':

f-l

Prova: A priineiia paire é diieta, ou seja,

-',, - - 1: $i,:l -:$-',:, - «
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Para a segunda paire notemos em ])iinieiio lugar que:

V«:(Z: Z) - V«-(Z:) +Va:(Z) 2Co«(Z:,Z)

i-l

(«. 2)E: . E

(n 2)(ajÍbb''+ @í) . a;:bb'''+©

(n l)a:bb" . (n 2)W: + a'
'r}, 'rl

onde Ê = ; >: E.. Levando ei]] conta que E(Zi 2i) - O, tenros que

Va-(Z; Z) {(Z; Z)(Z; Z)'}

Í-]

Assim ,

E(Sz) -l-i >1: Elw:Í-]

;.TEv-:'m: n{-1

A $ (@/«:''' * b':a)
«:«« -- q-+' * .b,.
a:lbbT + Ü

1 1



2.3.1 Eh,Ih4 pala o pai'âmetro O = (a, /3. p., cr2yi'

Pala o cálculo dos estitnadoies de momentos, defi limos as seguintes quantidades anlostiais:

sf.-;-:T }:(E i'y (2.8)

si-;-+TE(x: . s,,.*-;--!-T>1:M )x. P.Q

Assim, pocletllos definia o velou de médias e matriz de covaiiâncias atllostrais tais (Olllo

Então: os estiiiladoles de moillentos podetll sel obtidos usando a Proposição 2.1, isto é,

t,et)los qttc iesolvet as seguintes equações dc moment.os

p(Õ) - Z, a:(Õ)b(Õ)b(Õ)'+ Ü(2.11)

Desenvolvendo estas equações para as compollentes cle O, obtemos:

â+/3d;«=y ::::> â=v /3ii. ; É,=x

õ: + õli se S} ã: > 0,

Õâ:-S,,x -:» õ-igl?:lJ4' se si. õ:>o.

Poittttlto, t\ssumindo ã: conllecido, os estimadoies de nloilaentos são dados poi:

P-".~. -X, â-~..~,- PUNIR.IX, (2.12)

/3~ ~--iil?;lzã?' "-~:..-S} õ:, se si ã:>o. (2-13)

12
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Note que os esticadores de monaentos obtidos enl (2.12) e (2.13) não são útticos, pois a equação

/32a.? + ã2 :: SV: que tanlbéill é fornecida pelas equações de momentos, não foi utilizada na

sua obtenção. Isto é, neste caso a relação (p,E) -+ f? não é 1:1. Estes estimadoies de

momentos também são propostos em l<ulathinal et al. (2002). Contudo, se supusetnlos que

ã: fosse conliccido ao em vez de ãU, então esta e(luação tciia que sei usada. Em tal caso, os

Eh/bvl dos paiâtnetios /3 e a: seriam dados pot':

P';"-~: S*,. #O e
gxv « S} õ: >o, (2.14)

e os estitlladoies dos paiâilletios a e p;. são dados como enl (2.12)

Not.e ta]]]bé]n, que se ]lo ('aso da suposição de identiflcabilidade ã: conllecido fazemos

ali; = a:, á = . . . ,?t (ci\se homoscedástico), o EÀ'lN'l do l)arâlnetio P dado enl (2.13) coincide

com o Eh'lV clo paiânletio /3 dado em Cheng and Vat) Ness (1999), pag. 18 caso (c). De ma-

neira semelhante, no caso da. suposição ã2 conhecido fazendo a:. = a:, á - . . . , n, temos que

o EN'llvl clo paiâmetio /3 dado en] (2.14) ó igual ao ET\lV de # dado em Cheng atld Van Ness

(1999), pag. 18 caso (d)

2.3.2 Distribuição assintótica do estimador Onh,ih,l

Coillo os estimadoies de molllelltos t.ein solução explícita, podemos usam' o método delta

pala obter sua distribuição assintótica. Pal'a isto, ptecisanlos das seguintes suposições

adicionais de regularidade

:u : {l «:;
«:

<

,IU, :Eü'':)' p'e ) :u, : S: «:;«:: - ";;,
á-li-l

lu, l;Ê «:. JU, :E(.:D'i-l
q,. (2.15)

i-l

O plóxinio insultado íoiiiccc tl distribuição assintótica do estilliadoi OnN.iNI
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Pi'oposição 2.2. Seja On 1 1 0 estinladot de nlotllentos do paiânletio f? dado eill (2.12) e

(2.13). Se as suposições em (2.15) são satisfeitas, então

vã (Õn~. .. [ O) -!b N4jOa, V(0)l, quando rz a oo

onde

':+ "l: -#"=

T22

0 0

2#(':"= + "=*)

::llz (':"; + "=*)
'r(o) -

zef (':"i: + "i:*)

Ta3

:#(":"= + "=*)

c01]]

T22

T23

L(o'"i:,'i: + p'p:«:«l: + p:',:"; + «:«i; + 2a'p:«;* + }.:«;;)

T« - -:lF(/3'':"= + a:«: + 2õ'«=* + «;=)

;(a'a:«; + .:«: + 2#'«=* + «;;)

2al: + 4a:z,l: + 2z,=*

t

Pi'ova: A prova pode sei feita com o auxílio de dois resultados assintóticos, a saber: Teoremas

3.1 e 3.2 e]]] Aiella.no Valle et al. (2002). Estes teoremas gatantcm quc sol) as suposições feitas,

Z -!--> p S, !:$ E + E*, (2.16)

e

,..s::;' .*, I'~;«««ll:l,l.,:.: :l:: ll, (2.17)

quando it --> oo, onde o opeiadoi uec/}(.) é definido como em ii/lagnus and Neudeckei (2007),
pcag. 49

No nosso caso, Z e Sz são dadas em (2.10) e além disso, E* I' = 1'* = A* = O, E é dada
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poi

#'a3 + "; .=1:1
e A é dada por

2P'al} + 4#'a.?u; + 2plt*

2#2aJ.

2Pa:(#'a: + «:)

2/?2a:

2al + 4a:z,; + 2i, *

2#a:(a3 + «l:)

2#aj:(p'a31 + «:)

2#aji(ali + «= )

#'a:(2a: + «l:) + a:«! + "l;:

A-

Assim, aplicando (2.16) e (2.17) resulta que

« 1 ....3úc ., l - «

x P..

S$ /5:a: «!

si. .-: «jl
S«x B.a=

:l,l = 1 ll

Apoia, seja @ = (a + /3/z,: p,, a:l, Pa:)V e defina.mos a funçã.o g : R4 -} Ra, tal que

g(x)= g(zl, za,z3,=4) - (z2, =i =z2, H, z3y'' pala todo x C R'. Assim,

X

a."''~,- - g(y', -X, Si. - ã:, S*x) - '3 '':

PnNI b'l

aEÀ,l h l

/3ui.li.i

si, õ:
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g(@) +#P., P,, a:, Õa:)
P

o'Í

o l o o

1 /3 '# :#
' ' # #
o o l o

ão pelo método delta, vcjit Sen a.ild Singei (1993), 1'eotenla 3.4.6

«i(ÕEKÍN.i O) -P-} N4jO4, V(O)l, quando n H oo, onde

ido o produto é(@)Tié(@)T: algumas manipulações alg.

zem à expressão dada. para. T(O). []

Utll resultado sinlilal pode sei obtido se usalllos a testlição de identificam)ilidade ã:
conhecido.

2.4 Teste de l)ipóteses

Para testam a hipótese Ho : G

'r(o) (@yr:é(@)' e 'r: -

}'Vnhíxi ' n ';'-~.~.. -)" l.«@ ~ «,o.'l ' ('õ-~.-~-

0 A
E 0

Parta,n t. nI'l.}l.l l

a
@)- g(x)8xv

éX

Ent temos que

Filia.Imente fa.zel l)ricas conclullPI.llllelll,e l}

0 d podemos utilizar a estatística de Wald dada potltlllZF FI,l. l SI. l ( :} r f

é(



que, sob /7o, converge em distiibuiçã.o pala unia distribuição X(,), em que q é o posto da
nlatiiz G. Este resulta.do é ullla. conseqiiência imediata do fato que aEK,iixi é uln estimados

consistente pala O e que Oni..thi é apioxiiiiadatllente normal com média 0 e variância T(O) enl

grandes anaostras.

2.5 Estimação de máxima verossimilhança (EMV)

2.5.1 0 algoritmo EM

O algolitillo Eh'l, desenvolvido poi Denlpstei et al. (1977), tei)l sido utilizado há bastante
tempo como foinla de obter aproximações iluméticas pata. o estitnador de maNilHa veiossilni-

Ihança (EN'lV) ei ] l odelos ('onlplexos. O ob.iet,ivo dcst,c método irei-ati\ o é deternlillar o valor

do vetou de pala)netios desconhecidos O, (O C O Ç RP), que maximize L(zlO) a veiossimi-

Ihança dos dados observados (ou incompletos). Fazendo uma escolha apropriada. da função de

't'eiossimilha.nça. dos dados completos, dolotada. poi L.(wlO) , temos que

L(zl0) L.(wl0)dw
W(z)

onde }'v(z) ,(«)}

O coiiespondetlte w c )'v não é obseivttda diretamente, mas a])ellas indiretanicnte, através

de z, isto é, w só é conhecida poi estar eni )'\;(z). Aqui w e z denotalla os vetores de dados

completos e incompletos, respectivamente.

O algoiitmo El\'l, na. sua foinla geral, é colho segue

Alvo: Encontrar o estiinador de nláxilna verossitllilhailça. de 0, isto é, gosta.ríamos de obt.et

O tal que

" - a,g «'Omll(' O)}

Dehrlindo Q(OIO) = E(logll.(wlO)IZ, f?}), o algotitmo ET\'l definirá. a passagem da iteração

aP, obtida pelo algoritnlo no passo p pala a iteiação OP+l , obtida pelo algoiitnlo no passo

(p + 1), da seguinte folha:

Etapa E: Calcule Q(OIO(p))

Etapa M: Escolha OP+l c O, que nlaxiinize Q(Ol0(p))

Parada: Continue até que lf?p é?p+'l < c ou IL(zlO') L(zl0'+')l < c, pala algulla c >0
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A ideia ii)tuitivtt poi tias do algoiitnio Eh'l é a seguinte: gostaríamos dc iliaximi-
zai L.(wla), mas não a conhecemos ou é tnuito complexa, ao invés disso maximiza.lllos

E(]ogll.(wl0)IZ, O''}) que no geral é dais simples, en] que 0'' é a estimativa de a obtida na

etapa ht da it,ilação anterior

As condições (lue gatantcni a couveigência do algoiitmo Eh/l, isto é, que tl scqiiência gciadt\ pe-

las etapas E e l\'l atingem um valor f? que maximiza a. futlçâo logll(zl0)}, isto é, cine o limite

desta seqiiência é o El\4V de O, são dt\das nos artigos de Dempstei et al. (1977), \Vu (1983)

e Boyles (1983). Utll resultado importante deste algoritlllo é (late cada it.oração clo algoz'it.illo

ENI aumellta a verossimilha.nça dos dados observados, isto é, logll(zl0')} $ 1ogll(zlO'+i)}.

2.5.2 Aplicação do algoritmo EM no MREH

O algoiit))lo EM pode sei usado no modelo estrutural caiu eixos de medição heteios.
ccdásticos, ao consideitu tls vcldadcitas variáveis zi colllo dados ])el'dados.

Definimos o x'etot de dados completos pol Wi = (E,Xi,z:)T, á = 1,...,n. Colll

as suposições feitas pata este modelo cni (2.2) c colei as icstiições de idcntiflcttbilidttde

(a2;, a.2;), á = 1, . . . , n conhecidas, segue que a distribuição conjunta de Wi é dada. poi

W: '"e' N;(u,n:), á (2.19)

onde u e Q,: são dadas como em (2.3), isto é

«-1= T), (2.20)

com p e Ei como ejl] (2.4). Isto leva a. seguint;e função de veiossinlilliança

".w-llõH#iõp '*-l («: «)l

Logo: o logaritmo da veiossimilhança dos dados completos pode sel escrito coillo

l.(o) -l-Ílog(2'') i }-l'gjdetQ.l 5)l,(w; «')'QÍ:(w: -- «')- (2.21)
{-1 í-l
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Usando os t-esultados en] h'luiihead (1982) (Teolenlas A.5.2 e A.5.3), obtemos

det(ni) (2.22)

e

0

l
':.

l

#

l
.:. (2.23)

Fazelldo algumas manipulações algébricas, teilaos (lue

(w: o)'QÍ'(w: u)
«?.? : .?:

«:.li. V.: + pl:':;a:; + .:.?;«? + .:«?.xf

+alÍ.af.z? 2aa:a=.yi 2a:cr:;Xia;i + a'':.il.«?
2pa;:aã.zi z''l-/uv =u U{'b't )

2 2
(2.24)

e

logjdet(Q:)l a:.a::) log(a:) + log(«:,) + log(a:.), á- l (2.25)

Substituindo (2.24) e (2.25) en] (2.21), obtemos a segitinte expressão

l.(o) i.gP«) :l >:log( «:; «:. ) l.g( :) ;
\

Z a?alz a?i-l

l
a2a2 ye

+pi',:.a:. + ":.:; «? +

i-l

«:.:: .xF + al.a:. zf ''-a:ali.X 2a:a:; .X i:«:

+/3*a:al.zl? 2/lo:,a:,zi 2a2ae. 2/ia:a:; Xzi + 2/irl.o-:a:.+r] (2.26)

Colho descrito antciiotniente, o algoiitnio Eh/l, cleíiniiá a pwsttgeni a' H OP+J , da seguinte
forma:

Etapa E (passo p)

Calc«la-: C?(Ol0W) OJW)IK X,0M)

19



Etapa [v[ (passo (p + ]))

Acliai o ponto de máximo Õ de Q(OIO(p)) com relação a O

Fazei 0(p+i).fi e p - /)+ l.

Na etapa E (passo p), plecisanlos cotlhecet a distribuição condiciollal dos dados não
obsctvados com respeito aos dados obseivttdos, isto é, piccisttmos da distribuição da variável

aleatória (zilX, X.).

Segundo À'lardia et a1. (1989) (Teolenla 3.2.4, pag. 63) temos que

(file, Xi) «.., N (E(«;flX, X:), Vai(zilX, Xi)), o«de

E(.«: lx : X: )
«?.ail./',. + /ia:«:: (X a) + a:«:; x:

(Õ'a: + ag.)a3. + a?.a:

«(«:)
v,-'(«:lK, XD - H,«: ",n«L + «?,":

Fazendo

z; IX, x:) e 8? - «(«:) + (::)', á- l n,

segue que

Q(olow) (x - T -.:(.:''n '''«:s''x' -- .:'''«:$-' «?f-'

+a:Ma:f Zl; +a:Ma:MXl;+a:Ma: 2fW 2cv a: a: X

-2a:Ma:f Xiêln+,52h)a: ali 8fU 2pPa: c,:WdÜ

-'-«''-'":'-'«:f'' ,''-'«:'-'«:S-'"*S'' * ,p'''.'''.:'''.:!'»;r'') , p «)

eili que

o-:lna:l p90+# )a3 a:M(E aW)+a: a?ÍdXi

(/3'Ma3M+ a'W)o-lilÜ+ c,e:2Ma:M
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2lí)) 2(zl) 2(ip)
(J= (Jei' (7ui

(p:ü».-3W + a:l )a:ln + .:leda:

;f''' - ''«.(«:i*,"o''' -- (:í''y, ' - «; . . ,«
Na etapa lvl (passo (7} + 1)), temos que nlaxiinizar (2.27). Resolvetid

Ú«l.Pi,''ÜI - =e--X;li«-.,

ü;«l~wi.''ül - úl«l««::''' ''' -- x(H''' '«s'':s'')j - ',

,Lt.'.,''',] -

;ht.'. .''',] - '''';'''
obtemos os estiinadoies de nlá.xilna veiossiilailllança pala #, a, p. e a3 iespec

A flguitt 2.1 contélli ulli esboço do esquema itctativo do alHoiitnio Eivl

9

(P) '

o as equaçoes

tivanlente

L'a.r (zllX , X:) (d
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Foillccel valoics iniciais 0(o) = (o(o) , a(o), p9), a3(o), a2 , a2.):

passo E: Avaliam

a:lP)a:ÇP)/,g) + /3b)a: )a'(P)(X n:b)) + a:l(p)o-?(p)X;

(/7'Ma3 + a?l )alilÜ + .?lda:(»)

t''(I'i)(") =
a3@.:fn.liM

(#'Ma: + «?l(-j);lili;} + .,31i;j;:ti;

'f'-' - -,«!''--(:Í'')', :- ,,.. :«,

passo lvl: Avaliam

"',*., . (:::«ã)(::,'rl l::,#)(* #)
1»;:« +)(: ( ::. $y

Q(p+l) ;;
:::::g '«''(:::ü) (:::::d'')

«:'"'' - :íl'f''' $;í''y,
iel)et.ir passos E e NI até (late IO(7) -- O(p+l)l < c pa.ra }i.lguili ( > 0,

Figura 2.1. Algoritmo ER'l no À'IREH, quando (a2;, a2,), á = 1, . . . , rz são conhecidas

llllC10

{=1 a:

fim
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2.5.3 Mau'iz de covariâncias assintóticas do EMV de é?

A nlattiz cle variâncias-covatiâncias assintótica do Ei\'lV do vetou de patâtlletlos 0
(a, /3, /l.,, a.T)T é dada pela inversa da lllattiz de informação de Fishcl (IP), Ollde

IF '[=]
com i(O) = logjl(O)l, sendo L(O) a. função de vetossinlilliança dos dados observados Zi. Assim
dada unia amosti-a de tamanho n de Z temos:

H ;(': 'Eí'(':L(O) - Hh;(,:) -
l

2zl>lili/2 exp

Logo, a log-vetossinlilhança pode sei escuta como

1(0) - --"1og(2") -- ã)l-logjd'tE.l 5>: (': -- p)"Xi'(', p)
Í-] Í-]

Após vái-ias manipulações algébricas: obt.emos a. seguinte expressão pa-ia o log-verossimilha.nça

z(o) -iE:.:'".'',«:,, {lÃJn(«:*: «:'-"

+a2.X2 2aa::y; 2/3p,a:,X+ a.2a:+ c12a2.

+2Pap,alÍ. + /3'p:ali; 2/3a:XiE + 2Õaa:Xi+ a:..X?

+P'«:xF 2p;,.:,x.+p:.?.),

2a;ÍcvX

(2.28)

em que

'l.(P, «IÍ) - P'«3a:, + a:':; + ':.":., Z 1, , 7'}

Proposição 2.3. A matriz de infoinlação de Fisllei pa-ra. o para.melro é? eill ulll modelo
estrutural normal com erl-os lias variáveis, em que as va.iiâncias dos eixos de medição são

hetetocedásticas é dada poi

/..

/P.

/P.

0

1..$ 1.. q

lnn l$. 1n.

0
Ip(0) -

/.,3 0 /,,



onde

gi lõl® («s -'- «=;) ,

/..,3

/..P

'«« - E ÃJ-;s («-«: -- «,.=,),
n .

'«« - il Àüln ('«::)

L 4dn(«:«:,«:: ':":,«:. '::«:. *- :''«:":;

+p:":":.':. + SÕ'":':..-lÍ. + p'":":. ':«:. «!. + s/3'":":;"':
+10#'a:a:.a:: + #'pl:a:la'. + #'plÍa:a:; + 2plialÍa:.a:.

+2#'P:':"::':: + 5.8'P:":":, «:. + 7#'P:":":."';) ,

n

/a/,

/P,

'.. - $1 ÀÚa 0«.«=.) ,

''' - E Nd®(''«:':, '"::.:; -'- ':«:':':..:. ":,«:.

+3.''":":.«:. '":":..:. #«:«=;.:.+ ,P;.:«=,.:.),

n

/PP

/.,

n .

il ÃJ-a (,''«:. * «:: ) ,
: ,üi-;s (;''«:.«:: ' ''«:«:. «-':.':. '- .:«:,

+5#óa:a:.a2. + 5/32a2a2: a4: + 8/33ctAt,:;a4:a2 + 4/32a4:a:

*':;«:, -'- "oP'.::«:,«:. + ,a'": ":: .:, )

n

Prova: A piava scl á feita cona o attxí]io do soft.wale matemático Map]e, versão ]0

Derivando (2.28) em relação a a, /3, /t;. e a3 iespectivanaente, obtemos as derivadas de

piiilleiia oi dent, resultando:
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eá? -E]Ril35(«:x-'"«:,K -3 -:. «::
(2.29)

a z(é?)
a,3 $ ©h (';«:«', * ««..«:;«:. «,«:.«:.* * '«:«:..:,

+,3":":;a:. + /3p:":;":. .l:":.X.X+ a":':;X: P«l:«:.V.'

õ'-'«:a:: P'-'':«IÍ; #«:«:,Y' /3'ap«":":; + '-p;.'l:'lÍ.«l?.

+,3''l:alÍ: X:lq «:«IÍ. ':; X.X /3'a«l:a:.X: + a«:«:.«:; X:

+2/3aal:o-lÍ, X + 2Paa:c'=, K ,3a:alÍ. a:; X? + 2Pp,o:c':; a.. X:

+/3'p,.«:«:.x p,":":,«:,x l, (2.30)

:li© - E-ÀÃla P«::x -:, ,'".':.+«:.x: «,«:) ,
(2.31)

õ z(o)

$ ,üh(,«.':;*: ''«:«:: ,'«'«:: ''«::*'

+P2a.4.: a:, + /34a2a4. + 2P2a.?a2,a2: + 2P2p,a:. a2.X:

+2/3aa:.a',Xi #2a':a2;X2 2#3P,.aaa. + 2#aP,a=.X

+2P'aa:.Y. 2/3a:.o-:.Xílq 2Pap,ail.a:.+ 2Pp;,a:.a:. K

2p'p:":.':. + ":":. p:':: .:;x? + «:,«:: l (2.32)

Agora. derivando, (2.29) em relação a a, Õ, p«, a.Í, (2.30) elri relação a /7, p., a:, (2.31)

eni relação a p., a: e (2.32) en] relação a a2, obtemos as derivadas de segunda ordem dadas poi:

a'l(o)
Oa'

$ -xJ;s («: -'- «:.) ,

25



a'z(o)

- E RJ-;s ( «-':":; ' «,":":,":, '- «,'::":.

n

/3'al:a:..X: + a:a:. X; + a3o-lÍ. ail; Xi+ 2#a:alÍ. X

+:"«:«:.''; ''-:«:, ,.'"'«:.::),

a'z(o)
aaaP,. -$Mh "«:;

a'z(o)

- ÍI -eã;n '«::('':." '-:. ":, ' .:,"'
a'z(o)

ÍI Ndn l.:, («:«:.«:, -'- ":":.«:. * :":«:,.:.
a4a4 X2 a6(r2a2
''=" ei''t ' z' ' ei a:la:. K2 + a6a4 + /z2a2a2.a4. + 3P2a6a2 Ku

2allalÍ.a:. E2 + 3P2a2aa a4:
9n,2 ,.r4,.2 ,.2
HU v :rv lli v ( i «'.:..l..:.

+3/32a2a:alÍ; + 3P2al:a:,K: a:a:.a'.X' + 2aa:a:.X a2a2 a4 V2' =' ui' ef''2

+2p.al:a:; X: 3/72/t:a:a=,a2. + 2P3ap.a4a= 6Pap,al:a:.a':

6/3cip.:a:a:, a'. 2#3o-:a.': X.iX + 6#a:la:. XiX + 6#a:;a:: a:.X{X
+2/3saa:a:.Xí 6Paa=a::Xi 6/3cvaj:a::a::X: 6/32cvo-Sa2.X

+4aa:a:.a:. b 6/32cva4a4 X + 2cva:a:, a:: E + 3P2al:a:.a:. À'f

6/3'/l.al:a:: a:. Xi+ 2p, a:a:, a:: X:

--''",":":.«::* * ''",":":.«:;*)l
2 /73p«a:a4 :X

a'z(o)
al3aH.. E 4d-a l«:. (-::':, -'- :,«-":."::

n

#''-"lí«:

' -:«:, -'- ''.:.:..*: -- "'«:«::" .:'::*)l,
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a'z(o)

- :l -eJ-a l.:. ('«::":, -- '':«:.«:: ':.":.
+p-'lÍ.':.X + p;a:"::a:. + p;'-'«:.:. 0'-'':.a:, + /3aa:a:: X'

-#a:,a':Eu a2 a4 X:X + aa:;a:,Xi -- /3alÍ.a:,Xlz 2P:/l:a:.a:,

-'-p,:;.:«!. + '-«:«:, x: + p.«:«:; X ":":. x:X + ,3«:«:. xF

Ncv'a:a:.a:. Pa:a::a':<' 2J'aa:a:.:E 2/ip;.a:a:.X;

+2#aa:a::a:; h + 2Paa:,a:.}q + paaua2:a'.X.2 2Õ3p,a:a2:a',X:

+2#p,a::o-4. Xi/34p.o-2aa }, + 3/32p,a4.a2; X + /3acvP,:;o-2aa:

3.i''-/';.":; ":, + a,i:":"íl,":. x:v, 3.í:'*":":.'., x:)j,

a'!(o)
n

,'!:(/3, a:á-l
/j'":, -- .:.)

a'i(o)
E)»;.í)a% ('«:.« '-:. ,'".":: --«:,*: «,«:;)

(''«:. -- .:;) ,
Á?(#,a?í-l

a'z(o)

Emxi-a(''«:.«:, -'-,'":«:: x' «'":.

2/36P:crli: + 4P,cr:.X: + 4/34aa:. E + 4aõP,,a:. X 4#saP.;ao

2P4a:.a:.X?+ a2ac; 4/3ap«a:.a:, 2a:,XF 4#3a:;a2 X{X
+4/33aa4.a2: X: + 4#4p.a:;a:; X{ 2/l:a!. + 4/3H.,a:; a:;X

+3/3'a:c':.a:; + 3#'a:o ::a!. 4#a:;a!; XiX + 4/3aa:,a., X:

+4/32aa:.,a2; }i+ 8/jaH:,a4 a2 }'. 8J3crp;,:a4: au; + 8J2p;,a2,a4: X:

+2/32a4.aa + alÍ,aÕ; 2/32a:.a: y.2 2/32a2a:.ae2. 6/34pza=:a2

*õ'":;.-:.x? 'P'.:":,.-:.)

11.

Fina.Itnellte tomando esperança a. cada uma das derivadas de segunda. ordem obtidas acinaa,

obtemos o l esu]tado pretendido. ]]

O Teorema 5.2.2 elll Sen atld Singel (1993) (generaliza.ção do Teorema 5.2.1): pode sei

estendido pa.ia o caso eili que as variáveis a.leal.óiias se.lata a.pelltls ittdependelltes: desde que
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se justifi(luc o uso dc ttlgumtt versão da Lci Fottc (Fraca) dos Gia.neles Núineios pata mos-
trei que U,(O) -+ 1*(0) quase ceitanlente ou eni ])iobabilidade (onde 1*(0) é a illédia da

informação sobre O) e alguma versão do Teotenla do Limite Central pala nlostiar que U.(O)

convettiei[t.eme]]te nor]]]alizado converge en] dist,til)ttição pata ]u]]a va] lavei aleatória noii]]al .

Assim temos que

IÕ ~~, ,) XN.[0.,' :M], .«'. 'W-JH,;:,W
e dizemos que oENIV é distribuída assintoticamente normal com vetou de média f) e n)atiiz de

covas'iâ.ncia lj'(í?). isto é denotado poi

O..,.« b N- IO, IF'(0)j

Unia versão alteiilativa à. a.piesentada acillla pma IP é apresentada em l<ulathinal et al. (2002)

2.5.4 Teste de hipóteses

Para. testam a ]lipótese Ho Ga d, podemos utilizar a. estatística. de Wald dada por

)/vE hl V
« ('õ-~,.« $ ~,-o."I (.õ-~,« (2.33)

';;«.« -)" l.: ~.-ü''l (.õ.~« (2.34)

onde 'Õ(Ónr.[v) = : IP(OelKiv) e )'vEN,iv sob Ho cona'erge em distribuição para. uma distribuição

X?ç)' em que q é o posto da nlat,tiz G

2.6 ICct 1 1 d nc H p ci-u 1 1 nrãn'y"

Nesta seção estudos de simulação, usando diferentes tamalthos amostiais, são feitos a

hall de avaliam o cotllpoit,anlerlto das est.at.ísticas do tipo \Vala dadas eln (2.18), (2.33) e d

estiliiadoies dos pala-illet.ios de iegiessão do Ih/IREH coiii elmos de iiiedição proposto eiii (2.

cona as suposições em (2.2), assuntindo a. condição de identificabilidade a:; e a:;, { = 1,
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conhecidas

Pata calculei as estimativas dos paiânletros do lllodelo consideramos sitllulações de h'fonte

Callo. Para geral os dados (Xi, E), i= 1, . . . ,lz, usaillos o mesmo conjunto de valores pala

os paiânietios cine foi usado en] cle fastio et al. (2008), isto é:

e z: :2' /V(-2, 4), á- l 72,, (2.35)

além disso as variâncias a:; e ali; foram geradas pelas clistiibuições unifotilles «aZ {i.d

U(0.5, 4) e «al '=' U(0.5, 1.5), ã l, . . . ,n tespectivament.e e são mantidas lixas en] to.-
das as simulações. Os tai)lai)hos amostiais utilizados lias simulações foram ri = 40, 80 e 160.

Foiaili iettlizttdas 10,000 sii-mutações l\4ontc Clailo pata cada\ iodttda c cni cttdtnodada íolalii

calculadas as estilllativas dos estinladoies de momentos propostos en] (2.12) e (2.13) cona seus

respectivos elmos pa.diões, estas estimativas de momentos são usadas para iniciar o algoritmo

Elvl proposto na Figura 2.1 comi t: :: le 0.7, este algoiitnlo petnlite ol)tel as estimativas dos

estima.dotes de tllá.xinia. veiossiniilliança. comi seus eiras padrões cotiespoiidelite's. Se de íat.o o

piocedinlento de estimação é adequado, espeta-se que as estitllatis,as dos pa.râmetios est.e.lam

pióxi[[[as dos valores dos pa[âmettos que fot'am usados ]]a geração dos dados

Os iesllltados da sitnulação são apresentados na Tabela 2.1, onde obseivanios, que tanto o

Eivlh'l como o EÀ/IV pioduzenl resultados coerentes pa.ta os diferentes ta.tnanhos anlostiais,

isto é, as estimativas dos paiânletios obt.idas pelo método dos momentos e de nláxiilla vel'os-

sinlilhança ficam muito perto dos valores vetdadeit'os utilizados na. sitnulação. Além disso, é

])ossível pctccl)cl que os ell'os padt'ões (em parênteses) das est.imativas dinlinttein quando o

l.amaillio amostial cresce, aléns disso, mais importa-nte ainda., o Crio padrão das estimativas

de máxima verossimilhança é ]llenor que o eito padrão das estimativas de llionlentos.

Pala exalninat o comportatnento das estatísticas do tipo \Vald dadas em (2.18), (2.33),

toiani feitas simulações de À/loiite Cano pala calculei as taxas de rejeição do teste utilizando

estas estatísticas ao ílível nominal de 5%. A configuração para os paiâlnetios foi a seguinte:

:2' .w( 2, 4), U(0.5, 4) e U(0.5, 1.5), á - l n. (2.36)

A hipót.ese ttula é Ho : (a, /3)V = (0, 1)T e os valores pala (a, P) utilizados pala calculei as

taxas de rejeição, [oi unia grade de pontos igua]mente es])içados eni tomo de (0, 1) inclusive,

asabei:(-1, 0.6),(-1, 1),(-1, 1.4),(0, 0.6),(0, 1),(0, 1.4),(1, 0.6),(1, 1),(1, 1.4) Com
esta gl'ade de pontos é possível nionitorai não apenas o talllatlho empírico, Dias também o
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Tabela 2.1 . Estimativas (erros padrão) dos parâmetros cle iegressã.o do modelo estiutuial com eixos
de medição heterocedásticos. no caso . /a? 'JJ Hr0.5. 4) e . /a3 'ly l,/r0.5. 1.5)

poder do t.este. Os t.a.nialllios a.mostrais utilizados nas simulações foram ri :: 40, 80, 160 e pala

cada tripla (a, /3, n) fotanl realizadas 10,000 simulações de À/fonte Clarlo, em cada iodada as

estatísticas dc Wald dadas elll (2.18), (2.33) folanl usadas para veiificai as evidêllcias ('outra

a llipótese nula ao nível nominal de 5%. Se de lato o piocedinieiito de estima.ção é adequado,

espera-se que sob a hipótese nula, as taxas de rejeição sejam próximas de 5%o.

A Tabela 2.2 apresenta os icsultttdos da simulação e obseivan]os quc as taxas dc ]cjcição

sob a llipótese nula tenden] a 0.05 (5%) e as taxas de rejeição para valor'es de (c], /i) en] toldo da

hipótese nula tendem a 1.00 (100%) à medida que o tamanho alnost.i-al desce, como esperado
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11 h/létodo a P P.. «:

    0.968 (0.648) 1.016 (0.249) 1 994 (0.355) 4.009 (1.151)
40 Eh4V 1.002 (0.415) 0.997 (0.143) -1.994 (0.3470) 3.903 (0 687)

  Verdadeiro l.ooo 1.ooo 2.000 4.0o0

  EN{À l 0.982 (0.445) 1.009 (0.169) 1.999 (0.251) 4.002 (0.805)
80 EÀ4V 1.001 (0.298) ].000 (0.105) 1.999 (0.246) 3.947 (0.495)

  Vei-dadeiro l.ooo 1.ooo 2.000 l.ooo

    0.999 (0.325) 1.006 (0.124) 1.997 (0.179) 3.997 (0.578)
160 EÀdV 1.000 (0.233) 1.001 (0 083) -1.997 (0.176) 3.969 (0.358)

  Vei-dadeiio l.ooo 1.ooo 2.0(]0 4.000



Tabela 2.2. Taxas de rejeição da. hipótese Ho : (a,/3)T = (0, 1)T, usando as estatísticas de Wald
dadas em (2.18) e (2.33) (ao nível t]ominal de 5% de significância) no modelo coi]] eixos de medição
heteloceclásticos, pala rl :: 40, 80 e 1 60 respectivamente
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/(BICA /b 'lv. LJv \# lvv lt,C)l/ÇvlllVCllll\;lllF\;.      
    wENIV  

P   P  
n a 0.6 1.0 1.4 0.6 1.o 1.4

1 0.374 0.552 0.992 0.734 o.909 l.ooo

40 0 0.743 0.067 0.545 0.943 0.076 0.933

1 0.990 0.553 0.285 0.998 [).885 D.603

1 0.642 0.885 0.999 0.974 o.996 l.ooo

80 0 0.896 0.061 0.854 o.997 0.059 0.989

1 1.000 0.850 0.491 l .ooo 0.996 0.877

1 0.926 0.987 1.000 [).975 0.999 l.ooo

160 0 0.998 0.054 0.996 l.ooo 0.054 L.000

1 1.000 0.992 0.839 [ .ooo l .ooo 0.998



]

Capítulo 3

[nferência no Mode]o Estrutura] ]Norma] com

Erros nas Variáveis com zí Heterocedástica

2 1 T[-i+ r,\ '4 ] ] '' D ..
t.r © X. J X XtJX \ / \.L \ Z:Í LA\ /

O objetivo deste capítulo sela obter estiTlladotes de nlonlentos e estimadoies de máxima

vclossiniilhatiçtt (ustuldo t\lgoiitnio Eh4), bem coiiio i\s concsl)ottdent.es valiâlicias t\ssintóticas
dos estima.doces obtidos, nuns modelo estrutural noiilla.l onde a variável não observada z.

temi distribuição noinlal hetetoscedástica, isto é, z: '"=P N(p,, a::), á = 1, . . . ,m. Nós con-

sic[eramos a possi])i]ic]ade de hct.ctogeneic]ade na vatiâttcia da variável não observada zi, de
modo que temos um liiodelo de iegiessão esttutuial lieteioscedástico (h/IREH) com eixos lias

va.fiáveis. Pala a. estimação dos parâmetros, algulllas suposições adicionais devem ser consi-

deradas, c:olllo no caso de um lllodelo de iegiessão esttutuial típico. Nós supotemos unia das

seguintes condições de idelltificabilidade:

i) a': conhecido, í = 1; - - . , zz;

ii) k{ - - ::'- ou, equivalente, a: = a:./alÍ conhecido, i= 1, . . . ,n

3.2 Definição do Modelo

Collsideie o modelo (2.1), onde admitimos, que a varia.vel latente zí e o vetou de silos de

medição (ei, ui)T são indepelldentes e notnlalnlente dist.ii})ttídos, isto é:

.: "*' ~'«,,«:;, 1 :: 1 '*' ~, 1., 1 T ; (3.1)
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lst.o é equivalente il supor quc o vctot alcatóiio (ei, ii.:, z:)T, tclli a seguint.c distribuição

1:.=: .='1:1:;1=1.:'j.l:.l.l...:l=;'1==1''1='t l=1:,11':':':; «- ;' '-«": ;«- --

ll:l«*'~,ll'll"l;l'':il': .;.:,: '! ll, :-- - «"

* .L: =1== =1T :l'=n"'"'-« '; - '»', .*:'", ; - ., ,«; ' .'--- «'-:

,. - l ''':;;': .:rv;: l -.:.«'*", ';',
com

--l=1 »-1TI . «-lf ;l «,

O seguinte resultado fornece o estiilladoi de nlonlentos do patâinetio 0

Proposição 3.1. Sejan] Z e Sz o vetou de médias e a lnattlz cle covaiiâncias anlost.reis, isto

Sz (Z Z)(Z:-Z)'. E"tão,

=

í'dep- N3

:''' ~; [ ( : ] . (3.2)

n. (3.3)

n

p'a:; + ',:
P«3:



E(Z)-p e E(S)-ã'bbv+ç', onde ã:=t;>1:a::
l

Prova: A demonstração é siinilat à da Proposição 2.1

A piímeila paire é direta, pois:

onda parte notemos eni plinleiro lugar que:

V«:(Z. Z) - Va«(Z:) +Va:(Z) 2Co«(Z.,Z)

{-1

(« 2)E: . ET
?} ?'l,

(n 2)(a3.bb':' + {P) . (ã;?bb" + $')
'JZ 'lZ

((n 2)a:. + ã:)bb' . (« 1)'P

E(Z) - ;E EM) - ".í-l

Pala a segr.bl (.b (

m, n

sendo que É = -! }: Eí - ã:bbT + $'. Levando ein conta que E(Z

Va:'(Z: Z) - EI(Z: Z)(Z: Z)"I

n

i-]
z) temos que

Asslln,

EJS,j - ;-!Tl:EI(Z: Z)(Z:i-l

;-J=Ev--W: n
{-1

A$(''" ''"t*,:'"''*aP)
gt.:gB11bF. . i:?!U. + w

n -- l n -- l

ã:bbv + ü,
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concluindo a prova

3.3.1 EMM supondo ã: conhecido

Sob a. restrição de identificabilidade ã: conhecida ou a:;, { = 1. . . . , rz conhecidas, os esti-

cadores de niot[[entos pala a, P, p,, a! e alÍ podem sei obtidos usando a Proposição 3.1, cona

Z e Sz definidos em (2.10).

Neste caso temos as seguintes equações de motnentos

P(o) - z, ã:b(Õ)b'(Õ) + q'(Õ) - Sz

[)as cqttaçõcs adn)a t.erros

â+#d. :::> â É.

Õ'ã:+ â:- s$ -:» â: - s} Õ'ã;? se S$ - /3'õ: > 0

a3 + õ: - si. ::+ ai sg. a: se Si. ã: > 0,

Õa3 - s,,;.

de lllodo que os seguintes estiinadotes de nlonlentos são obtidos

AIaENINI (iEhlhl :: y /3nKiKíX,

'--~.~. - SR. õ:: se Si. ã: > 0

S$x
« sí. >0

ãi,
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3.3.2 EMM supondo ã. n, conhecidas

Notemos que

:$ «; -à$ «:.

] 2
a. a,a

a
U

Substituindo ã2 ão-: na Proposição 3.1, as equações de nlonlentos ficam dadas poi

P(o) - z, aâ:b(Õ)b"(Õ) + I'(Õ) - Sz

Das equa.ções a.cima temos

â + Pp". [i,- x

Õ'ãõil+ â! SÍ -:» â? - s$ Õ'a.âlÍ, se S} /g'õâil > o

ãâl:+â:- s}

Õãâ: - S-

de ntodo que os seguintes estiilladoies de momentos são obtidos

P"n..~.::X, ânK.iu:: y inK.iR-iX, õnh.iNi::

,:«-..- '} , ':«.~.-.} a.;©'h, « .i::,--'h

3.4 Distribuição Assintótíca dos Estimadores de Momentos

Como os estimadoles de nlotllentos tens solução explicita podemos usam o método delta

pala obter tl distribuição t\ssint.ótictt destes cstiiiittdoics. Neste caso, nosso intcicssc será

concentrado nos ])aiânletros a e #. Denotaiemos pol 01.~.~. = (âE .INI, /3uhÍÍ.Í)T o estimados

de momentos de llosso paiâmetio de iliteiesse 0i = (a, H)T, subcoTljunto de O
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.4.1 Distribuição assintót

Suposições a.cliciorla.is

n

JU,E+-.*, Ju,E "w-*-.
-i-l i-l

O pi'óxinlo resultado fornece a distribuição assintótica do estinladoi- OI.~.x.

Proposição 3.2. Se.la Õi...~. = (y' /3EÀ,/A/X, éli#)T o estinladoi de momentos do

01 = (a, /3)T. Se as suposições en] (3.7) são satisfeitas, então

v7z(Oi.~.~. -- é?l) --2-> N2jO2, a.(O)l, quand

lde

[ A.. p,(2a'í" +4P'.?í* +2«:) ]
A(a)

H.(2P't** +4#'a?í*+ 2a!) 2P'í** +4P'a:t*+2a: ]

eili que

Z\ii = 2P4HIÍ.í- + 4/32H:a:Z* + 2pl:a: + D2a: + a:

supondo ã? conhecido3 ica de Oi l T) ollr ENlhl

0 72, ----} 00,

0]

(3.7)

Prova: Usando os resultados assintóticos da.dos ein (2.16) e (2.17) (Arellatlo-Valle et al

(2002)) te«-os q«e

E*- F - F*- A*- O,

2 +ÍÜ
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2#'t" + 4/3'a:Z* + 2a:

2N2i**

2P'f" + 2Balt*

2/7't" 2#3Z- + 2Pa:Z*

2["+ 4ail1*+ 2aZ 2/:j/."+ 2/qa:]*

2#1"+ 2/3a:t* 2#2í**+/32cr:t*+ a:Í* + a:a:

A

Assim ,

Y c» FSp,«

X F;.

Si #'í* a:

si, «: z*

SVX Bt*

z P
- «i

«cl.(Sz E) '~ ll=:1,1 :11

Agora, seja @ = (a + /:ip;., p;.:, P, a:, a:)T c dcfltttuitos t\ íuiição g : R' H R2 tal que

g(x) = g(zl, z2,z3,zl, z5) = (zl z3zz, z3)v pala todo x C R'. Asshn,

'::~... - g(F', X, iil;, si., s})' -

e

g(@) g(a + #P.: P,, P, a:

Então

é(#') - ãlg(x)
l

0x='#

P«

l

Então pelo tll(rodo der.a, ve.ja Set) and Singei (1993), Teorema 3.4.6 temos que

«ã (õ: .~. ~ . Oi) -!b N2jO2, a.(O)l, quando n --> oo, onde
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a(')'']('p)'"é('#)'' '"'' a-- l o '- l

Finahuente fazendo o produto (3(@) Ai(3(@)T, algumas tllatiipulações algébricas conduzem à

expressão dada para A(O). []

Da Proposição 3.2 temos que qualldo o tanlanllo da amostl'a terlde ao infinito (n --> oo),

OIE~.~. é disttibuídtt t\ssintot.ict\ilientc iioinial com vet.oi dc médias ai e nlatiiz de covariância

=- a.(0), isto é

0-...~. --b N2jOi, VA(Õi.~-«.)l, onde VA(Õi«.~.) - " A(O)

Então, para os coillponentes do vetou é?i , telllos que:

VA(â-~.~..) - ;(2#'plÍt** + 4#'pli«:Z* + 2plÍ.-: + #'«: + «:) '

VA(Õ-«.~.-) - :(2B'í** + 4a'.:Í* + 2.:)

3.4.2 Distribuição assintótica de é?].~.~. supondo ã conhecido

Além das suposições já feitas a.nterioimente, vamos supor (lue

n,

JÜ« )1: % - .x ,n-+oo z ' 7'Z
{-1

,!u,t': (3.8)
f-l

O pl'óximo resultado fot'tece a distribuição assintótica do estimados 01.~lNI

Proposição 3.3. Se.ja

paiâinetro f?i = (cv, a)v

O:-~.~. = (F' ÕaA/A,,.í, {!-igz--)T o estiniador de nloinelltos do

Se as suposições em (3.8) são satisfeitas, então

«i(õ: .. . . . 0.) !!> N2jO2,'r(O)l, quandorl --} oc,
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onde

'r(o)
Tti Tia

T2t T2e

c01]]

Tii l la2a4 + /3'a: + 2#'p:a:À- + 4P'peia:a:À* + 2P'p:o-'

4P'p:a:.x" + 2a:p:,x** + 4a:pl:À* + 2a:p:l ,

-l2P.z IP'aa À- + 2#4a:a:À* + #'a! -- p'alÀ" + a:À"

+2a:À* + a:l ,

;:Í l/3Õa:.À**+ 2,3'a:a:À*+ /3'a: 2/3:a:À**+ a:À**

+2a:À* + a:l .

Ti2 :: T2t

T22

Prova: De modo silllilai ao caso a.nteiior, usando os resultados assintóticos da.dos em (2.16)

e(2.17) teinosque: E.. =1'= 1'* = A* = O,

E- p'a:À* + a: Da:,X*

,3a:.X* (l + À*)a:

e

71:. 2/32c,2,X** 2/33o-ÍI,X-+ 2#a?a: ,X*

2/3'a:À** 2a:À" +4a2À*+2a: 2#a:À** +2/3a:À*

2;33a:À**+ 2/3alza:À* 2/6aliÀ**+ 2/3aZÀ* A2a

com

Ai l o-:À** + 4,'i'a:a:À* + 2a:

e
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A22 2#2a:À** + /32a:À* + a:a=À* + o-:a:

Assim,

Y .« $H.

«( .,{.c :, l v'i l s} P'«:À* ":

S} (l + À*)alÍ

Svx /3a:À*

,ll=:1,1 = : 11

Agora, seja @ (a + /3p., p,, a:, Pa:, a:y:' e cleflnamos a função g : IR' -.} IR' tal que

g(x)(z-,«;2,"3,"4,zs) =(z] =z2, =)' paiatodox C ]R;
Assii3i

,«.x."},o'Qs-:w)'-l .:. a.xl
N

,Ih,l

g(@) g(a + Pp., p,, a:, #"lÍ:

Então

. a

G(#') - ãPg(x) 0 0
x='P

B

Então: pelo método delta, veja Sen and Siliger (1993), Teotenla 3.4.6, temos que

«ã (õ: .~ . ~ . f?i) --ib N2jO2, V(O)l, quando ?z a oo, Olade

.''(') ''3('p)":'i('p)'' '"'' ''': - l o AI
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Finalnlellte fazendo o produto (3(@)TI(](@)v: algumas manipulações algébricas conduzem à

expressão dada para T(O). []

Da. Proposiçã.o 3.3 temos que qua.ndo o Lama.nho da. amost.ra tende ao infinito (vz --> oo),

0-E~.~. é distribuída assintoticanlente iiot'mal com vetou de média Oi e lllati'iz de covariância

'r(0), isto é,

O:..... f!> N2jO], VA(Õi«.«.)l, onde VA(Õi«.~..) - " T(O). Então,

VA (â«- ~- ) l la2c,4 + p'ali + 2/3'p:a:.à- + 4/3'ip:a:o-:À* + 2/3'p:o'

-4P'P:.-:.X**+ 2a:P:À**+ 4a:P:À* + 2a P:l

VA (H.~: «- )

f) r

;;;i l/3Ca:À" + 2/3'alia:À* + /i'o-: -- 2/3'a:À" + a:À"

+2a:À* + a l

3.5 Estimação de Máxima Verossimilhança

Sob as suposições eln (3.1), (3.2) e assulllindo a3., . . . , '" coílllecidas, a dist.ribtüção

conjunta do vetou de dados observados, Zi = a + zíb + (ei, t&iy:', é dada por

N,(a+ p.b, E.), {- l, (3.9)

onde Ei e os vetoies a e b são definidos em (3.5) e (3.6) iespectivainente

O determinante e inversa da tnatiiz de covaiiâncias E{, são dados pol

IWI(i + a3,b'q' :b)
9 9 9

o; a; a;l. cí e E i= W c;i$ 1bbvW l
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onde

c:- a;'(l + ':,b'q' 'b), á - l, n

cona $' definida en] (3.6)

3.5.1 Função de Log-Verossintilhança

Seja f? = (a, /3, p., a:, ail)T nosso patâtlletto de ititeiesse. A função de log-veiossimilhança

coiiespondente ao modelo definido por (3.9) ])ode sei escrita como

/(0) }: z:(o),
í-l

z :: l

onde

z;(o) ««sf«í' :loglE.l :(Z: ' p«b)"E;:(Z. ' /';,b)

Após valias inanipulaç:ões algébricas obtemos a seguinte expiessao para o log-vetossinlilhança

coirespondclitc à i-ésiina observação

Z: a ;i.KI :l :l&: (3.10)

onde

hi

a;'(X o PP.)' + a,;'(X; P:«):

Pa:'(X .« #l.,)+a;'(X: p.), í-l,.. ,n

3.5.2 Estimação de h/láxima Vei'ossimilhança usando o Algoz'itiiio EM

Das su])osições feitas pata este modelo cin (3.1) e (3.2) segue que tl distribuição con.junta
do vetou (te dados cola:tpletos Wi, é dada por

:"e'' N*(u, Q:), , TZ,, (3.11)
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onde u e n{ são dadas como enl (3.3), isto é,

Usando os resultados ein l\'luilheacl (1982) (Teolelnas A.5.2 e A.5.3), o detelillinallte e inversa
da inatiiz de covaiiâncias Qi, são dados poi

g l W tb \

ln:l-«:.a:«IÍ e ni:-l .,. . l. (3-13)
\ --b'W ' ci ./

A função de log-vei-ossimilhança coiiespondente ao modelo definido em (3.1 1) pode sei escrita
c01no

Z.:(O) = >1: Z,(O), o«de

i.(o) - c-'í-te :liogln:l :l(w: ',)'QÍ'(w: «'),

substituindo (3.13) em i.,(O) e, após valias illanipulações algébricas obtemos,

i.,@ x it.g(«:) i.g(«:) ii.g(.:) !«;'m /3p.y
+Ja;''(X a ,3p;«)=: Ja.'p:,(b a #H.)

;a;'(X: P.y+''.'(X: I',)«: a;':H,(X: P,)
l q l q
5cfz; + ciP z 5ciP;l

Elltão, na etapa E do algoiitmo Eh'l temos que

Q:(o) - n(i..(olw:)lx, x:) - E(z.(olr:)lx, x:),

a-2:bb'j' + $' a:l.b

a2 b'i' a2
' rj' ' =i

Í - :, . . . ,n (3.12)

i-]

a + b/i:..
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Q:(o) " ili'g(":) ;i'g('lí) 1l i'g(':.) ;";'(n " ap-)
+/3a;'(}Ç a #p.):{ #a.'p.(K a #p.)

;.;'(x, p;y+««'(x: p«)í. '';'p;.(x: p.)
l A? A l 9
Õcia;; t ciP,zi ÕciP;l,

e dttd tl poi

2

(3.14)

f: E(:«:lX,X:) e :? + (::y,

E(:«:lX,.V;) + ci'h.

v(«J - v;-G«:lX;xJ-'Í' - H''3,+«?H+«?.3;' -i,...,«.

Na etapa M, temos que nlaxinlizat Q(O) = >ll:l:. Qi(O), con Qi(O) dada elll (3.14).

cona

veltclo as ecluaçõesl

Resol

ã:l 1 - o, élewl-o, ;lQwl-o

Li 1 - o, ãLlowl-o,

obtelllos os estimadoies de l-náxilna veiossimilhança pala a, /li, p,:;, a: e alÍ, respectivamente

A figura 3.1 contém um esboço do esquei)la iterativo do algoiitmo Eh/l
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ll)IC10

8 Fol'nccei' valores iniciais f?(o) = (a(o): /3(o), pg), a2., o-2(0), a:(o)),

B passo E: Avaliam'

õU.;'W(b a 3Wpg») + a;'M(Xi

2(0)
Oe

pg))

a:l c,?Mail »
õ2 a:lno-:ha +a:l a? +a? a:

P.0') + cÍ'(')/1,./'), V(z:)0Õ = c;i(p)

"(«o'''-- (;s''y, '-', ,«:

8 passo T\'T: Avaliam

E
E

Í-i a31n

{=1 .ab)

.a(p+ l )
E
E

1:. XÍ;ü

1:. :?u .,,.($My

(p+i) - F' Ê(p)13(p+])

.:'"«, - :lÊ(":í-.l

a2(p+l)vc iÊ['* a.(p+x)) -- /3ü+:)ilp)l2
}-1

e rel)et-ir passos E e l\,i at.é (lide IO(z') O(p+l)l < € para. algum e >0

fim

Figura 3.1. Algoritmo EÀ'l pala modelo (2.12)

3.6 Matriz de covariâncias assintóticas do EMV de O

A mat,iiz dc valia.meias-covaiiâtlcias assintót.ica do EÀ/[V do T)alânletto f?
(cl, P, Pr, alz, a.:.)v é dada pela. inversa. da. matriz de infolnlação de Fisllei denotado poi
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:-w- 'l;;l$1,
cona Z(O) = logjl(O)l, sendo L(O) a função de veiossinlilha.liça dos dados observados (Zi).

3.6.1 Mail'iz de Infoiinação Observada

A nlat,tiz de infotnlação oi)servida denotado poi K(O), (S dada p

K(O) - }-Ki(O),onde Ki(O) - a'/(O).

A matriz de derivadas segundas K.(O) pode sei obtida como segue.

Dei'ivando (3.10) em I'ilação a d9, obtenaos a seguinte expressão pala as (

%?- !;.: : iã--';:,.:$ ;";',':,
onde @ = a, #, p,.;, a?, alÍ

Apoia derivando (3. 16) enl relação a ', obtemos una expressão pala as derivadas de

ordelll dada poi:

:g - ;='.: ,: !á* ,: [:$*,.:ü]
":.;' lggi -- g:l -- ";';' I';' :l:

onde 'y, @ = a, /3, p.-, og, a'

Usando (3.16), (3.17) e após valias manipulações algébricas: a. nlat.riz de derivadas de

segunda ordem de Zi(f?) en] relação a. 0 = (cl, ,3, p., alÍ, ail)V é dada poi:

0]

lei-ivada

segundaegiii](

(3.15)

s de pii

(3.16)
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K:(O) Ã': , ",. ,n, (3.18)

onde

x':- ',;' + c;'P2a;4

À'i.,

p.a;' ;3a;'ci:(X Q 2,3p,) /zi.-.'cÍ'

+2f32/}fae 4Ci 2

.q ,, -- 4 ,
f'"e 'l

.K:-

Pa;' + ci" (paa;' + Õ.;'a;')

a: ,'i/&,)

+c:: l#'a.:'(X a #H.)+ 3/ ia;'l /3'Aia.''ci'

/Í..,

ci'Pa. 'a='(x{ }.,) ,3/}:a;'a,:'c: '

a.2cii /z2a. 2+ci] la..a(}i a 2B/z..)2 2hip.,a.:21

4Õhía;acÍ2(K a 2/3p,)+/lia 2(4/32a. 4cÍi a;2)+ 2/32cÍ 2o;4

K K
.2 .2ac; ae C

a

+ o-;2)(X Q 2#p,) +2/chia;21

2/3H,) + 21/zia;'cÍ'(#'a;' + a;')+a:'(X
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/{Í ,

Pa;'c;' /?:a;'ci' p.a;'(X .« Op:)

.Í' IPa.'(X a ##,)(X a 2/3p,,)+/,:.-;'(E a

+/,,:.Í' l/3'a;'(X '« 2/3/.,) +2.3'a.'(E « /il'.,)l

? ;: (2c;'J;a;' Õ«;'')

'z ]i l« ,]

/{: .

0'';'a;'cÍ' a;'al;'ci:(X a 2Pp.)(Xi /..)

+/,:.-='cÍ' l2/3a;'(X: P,,)+ .-;'(X a 2/3P.:;)l

2/3/l,?a:2a;4cÍ3

(/3'a;'+ a=')+ ci'(,3:a;'+ a;'')'

.rí: ,

Pa.'(E a #A'.,)+cÍ'lPa;'(b '« õp,)(#:a;'+.-;')
+,3'/,,a;'l P'/.;a;'ci'(#'a;'' + a;')

/Íi ,

a;''(X: p.;) + c : I'='(#'a;' + a;')(X; p,,) + /,:al:'l
hici'a='(#'a;' + a;')

i( a.:'+2Õ'a.'.i: #'a.:8.i') .-.'(X a ©p«)'

+.Í' l#:a:*(K a õp.,y+2#h.a:'(X '« Pp.:)l

2A.p;a;8.Í'(X a Np,.) +A?'Í'(.i:#'a;* a:a.')

/{l : :

;a'a. 'a;'cÍ' + /3a. 'a.:'cÍ' (X a /3p,;)(.X:

A:ci' IP'a;'a='(X: p:,)+ P.-;'a.:'(X a
+/ ? :i;#'«;'«;'

-P,)

Pp.)l

i(a;'' 2a;''.i: +a=:cí') a;'(X: p,y
+.Í: la.;*(X: p.)'+ 2/':a='(X: p,,)j

2/.:a;*c;'(X: p,:)+ hl:c;'(a;'c;" a;')
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3.6.2 Mlatriz de infoi'mação esperada

Nesta seção, nós foiiiecemos a. mattíz de infoltllação esperada do vetou (]e patâlnetios

O = (a, /3, /l-,, a?, a:)T. Usamos IlIBa parametrização similar à encont.tarja eln l<ulatliinal et al

(2002).

Adorando a patamettização O" = (p1, }[2, aii, a22, r,yr, onde pi = a + /3p.., pu - p-,

oll - a!, a22 - ali, 1- = # e fazelldo O'' = (p, a), onde p = (/li, p2)T e a = (ail, o-22. l-)v

])odc sci nlosttado elli ttlgumas passagcils (clip uni tnodclo estiut.uial noi ma.l hctciosccdástico

com elmos nas variáveis) que:

-(==) - . e -(=8) - ,i', {

o que implica que a lllatiiz de infot'mação do vedor de pa.tâ.metros O* pode sei representada

como uma matriz diagonal em blocos na foinla

«.',-l:=' ..=,1. (3.19)

onde l(p) e l(a) são as matrizes de informação associadas aos vetores de pala.metros p e cr

respectivamente. Neste caso l(p) - >: EÍ"

Pala obter l(a) usaienios a distribuição da variável observada Zi e a seguinte fórnaula pt'ovada

p':' D'lby (1976)

n

l

E ljl:1111;ill = ;tr (Xí'Xi+Xí:Xió) + dT E;:di#,

eni que d{ = (Zi p), dik = ãi= e Eit = {là: para k = @,@. Aqui @ e @ são os paiâinetios

do modelo, neste caso @, @ = aii + l-2a2., a22 + a3:, p{, onde pi é o cocflcielite de coiielação

entre (E, Xi) dado por

./0--- +,-'d)(««+«?J' ' ,...,"
D«q«i scg-:c, q«c a «:«t:iz .l. i«fo:":-ção 1:(0:) p*:a O, - (a-- + ','a:., "« + a:,, p.) é -««
illatriz 3 x 3 com elementos
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4(1 p?)(ail+'-'a:.)'
9

-PI

4(1 p?)(ati+'''a?.)(a22+a?,)

2(1 p?)(aii+r'a?;)

4(1

)

PI

p? )( aii+'-'ali:)(a22+aÍ; )

4(1 p?)(a22+a3: )'

2(1 p?)("«+a:;)

Pi
2(1 p?)(aii+'-:a3:)

'PÍ

2(1 P?)(a«+a:;)

(l P?):

l:(o:) -

Note-se que alÍ. é constante. A informação sobre os pa.iâ.metros (ali, aue, r): dis])onível ]la
distribuição de Zi pode sei facihnente obtida (veja Apêndice B) usando li(O{) e o Jacobiano

da t.ransfotnlação denotado poi JÍ, qttc é uma lllatiiz 3 x 3 dada poi

l

0

2

0
2(aii+r'a?.) V/(ai ] +'''a:,)( a'z2+a:. )

J:(0:) -
9

2(a22+a3.) V/(aii+,-:a::)(a22 +a?. )

ai l olÍ ;

(ai i+r:a?;) V/(aii+'''a3;)(a22+a?; )

segue que, a inat.iiz dc infottllação ll(al 1 , a2u, I'-) é dada pot

1:(a- - , a« , ,-) J:( 0:)1:(0:)J:(0:) "

A informação total sobre a = (ai 1 , a22, r) é a soma. das infoi'ma.ções disponíveis de ca.da. Zi e

é denot.ada poi

l(a) >l: l:(«- - , "« : ,)
á-l

Voltando à nossa patanletiização, tet)los apoia que a nlatiiz de infoiniação de Fisllei pala o

vetou de paiânletios O = (a, /3, É&,,, a:, ai)V é dada pot'

1(0) - J(O*)i(O*)J(O*y:': (3.20)
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oiidc o Jacobiano é dado pot

l o o o o

/l.2 0 0 0 1
J(0*) r 1 0 0 0

[) o 1 o o

[) o o 1 o

Sob celtas colldições de iegulaiidade, pode ser nlostiado (lue a distribuição do est.iniadot

de máxima veiossimilhança dcnnt,ado por OnNÍV se aptnxitlla cle unia dist)ibuição nortllal

niultivatia.da (luatido o t.a.iiianho da. amostra. tende ao infinito (rt --} oo). Assilii, a distribuição

apioxilnada de ÕEbív em grandes anlosttas é Ns(O, l(O)'i). Regiões de coltfia.nça. e testes de

hipóteses pala os paiâmettos podettl sei c:obstruídos a paitii dos resulta.dos assintótic:os. A

mat.riz dc itlfortllação espetada 1(0) pode sei estimada ])or l(anr..iv) ou, alternativamente, poi

K(OEKiv), com K(O) dado em(3.15)

3.7 Teste de Hipóteses

Podemos testar a hipót.csc

Ho : 0\ = Oln f?e nao especificado: (3.21)

onde Oi é um subconjunto de f? = (OT, O;)V, cona pt paiâtlletios l .$ pi $ 5. Fazendo uma

pa-ttição adequada da. tllatriz de informação espetada e usando o teoienla A.5.2 ein IX/luiihead

(1982), obtemos:

IM-r::'w i«w*l, . :w :. r:''@ I''M
\ 1:-(0) 1«(0) / \ I''(o) I"(o)

onde li[ (O) e l:'(O) são matrizes de dilliensão p[ x pi , li2(O) e I''(O) de dilllensão 7)] x (p 7y]),

l2i(O) e l:'(O) de dimensão (pl p) x pl e l22(0) e 1"(0) de dimensão (p pi) x (p
pi) iespectivamellLe. Assumimos também a não singularidade das inabiizes lti(O) e l22(0).
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Definiu(lo

l- - ,(o)

l22 1 rf?)

l- (o) l ,(o)iã'(o)l, (o)

l«(o) 1,.(0)1í.' (o)l- ,(o)

temos que os elenaentos de 1(0) ' são tais que

I''(o)

I'"(o)

lí.: ,(o ) I"(o) .(o) I''(o) - lí.' (o)i :(o)i;;;l.(o),

lã' (o)i, -(o)li.' :(o)

Então a. hipóteses (3.21) pode sei testada usando o seguinte estatística de Wald

W-KI« - (0-.~.. o..)"I ,(õ.~.«)(õ-.~.. 0-o) (3.22)

Sob (3.21), a cst.at.íst.ica e]i] (3.22) ('onvetge en] distlil)lição pata uma distribuição qui-
quadiado com /)i graus de libeicla.de, qua.ndo o ta.tala.nho da. a.nlostia t.ende ao infinito, isto é

)'E../\, '-b X:. , quando rz --> oo

3.8 Avaliação do Ajuste

Para. ava.liam a qua.lida.de do ajuste do lvIREH normal cmi] erro nas variáveis, podemos

collsttuil uil] giá.fico das distâncias tiansfoinladas, veja Longe et al. (1989).

Lenlbienios que

õ:(o) a p.b)'EÍ:(Z: a p,b) á- l n (3.23)

é a dist.alicia de N4ahala.nobis. Sob normalidade, (51(O) temi uma. distribuição qui-quadi'ado

colll dois graus de liberdade (X!), á = 1, . . . ,rz. Alétll disso, .5i(Õ) tem assintoticainente a

iliesmil distribuição club-quadrado (X:). Então usando a apioxinlttção de Wilson -Hilfetty
(\Vilson and Hilferty (1931), Jollnson et al. (1994)) temos que

,-:-3llõ;(õ)/21 a:8/91, i-i,...,«, (3 24)

t.ctn, tt])ioxilnttdamcntc, umt\. distribuição noiiiittl pttdião, ist.o é, r: 'lJ N(0, 1) 1 , . . . , rl.
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apioximada[[[ente. Então un] Q-Q plot das distâncias tiansfoimadas ri, á = 1, . . . ,?]., dadas

eni (3.24) pode sei utilizado pala avaliam o ajuste do modelo À'IREH nointal com eito nas
vaiáx,eis ]la prática

3.9 Uma Visão Unificada

Nesta seção aplesentanlos uma visão geral do modelo estrutural llornial lleteroscedástico

c'onl eixos nas vat'dáveis, pata as diferentes situações enl que as variâncias dos eixos de medição

e a vatiâllcia da variável não observada zi, vatiaill entre as ol)scrvações.

3.9.1 Mlodelo Geral

Consideremos o seguinte lalodelo

Xi

E

r} + /:j:r{ + (7.

ri + t&á

yi + e{ i = l n (3.25)

Definindo a e b como en] (1.8), tentos que

(3.26)

As suposições il)apostas ao i)modelo são

(e{, ui)v e (q,, zj)T são i]idepe]]de]]tes, q: e zi são independet]tes, cona

:B' N(0, a') , «: :"e' N(p«,a::) e

::l:"'~,ll:l;le' ll :.-« «
(3.27)

As suposições dadas a.cima. implica.m que
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Z: '"e' N,(p; X:), á .,«,

Onde p = p(O) e Ei = Ei(O), sendo O o vetou de paiântetios estiut.uiais do modelo, além

Note que, O o vetou de paiámetios estruturais do modelo, vai dependem da condição de

idcntificabilidade imposta ao iiiodclo.

3.9.2 Função de log-verossinlilhanç

A função de ]og-veiossinlilhança é dada. poi

L(0)

z:(q - :li.g2«-1li.glx.É ;(z. W:

x:l - I'p.l (i + «::b"'P;"b)

. .-:. (a.. + '') ali, .' l,...,?z'

Ei(0) = $'i + a2:bbv = ) ,

p(O) = a + H,b - l ' '''' l e a'i=

#'al:; + a:; + a' #a3:

/3'l:. .l:; + .IÍ:
(3.28)

«3. + «' o

o "::
, (3.29)

disso,

a

em que

lbbT@ (3.31)

cona

a-+ l3K.

onde

(3.30)

(3.32)
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3.9.3 Equações de Verossimilhança

De (3.30) temos

1:(P, E:) «

- 1l ].g lx: l

i (z:-p)' xi' (z; p)

i'- lxí: : @:(x (3.33)

Difeiencianclo (3.33) (co]]]o en] i\'lagtlus and Neudeclçer (2007) ( pag. 81)) em relação a p e

Ei teilaos,

dZ;(P, E:) ;dloglE;l - {tr l(dx;:)(z; - p)(z - p)"j

1l'- IXi'dm: üw.
;t-lXí'(d :)l+!t-lXí: :)xí'(z: p)(Z:

';'-(:;' lw: ü.«)'*udw: «)"I)

i' {o:J (,;'l : w, d' -:l -;')}
+(dP)'Eí' (Z: P) (3.34)

Se ignoianios a restrição dc siiiiettia sobre Ei, obtemos

s/,

Sx

}: Eí: (Z: P) (3.35)

(3.36)

í-l

ond(

Sx; p) (z: py' xí' E;', á ,n (3.37)

3.9.4 Matriz de Infoi'mação de Fisher

Pala obter a matriz de informação ternos que letal em conta. a sinletiia da inatiiz Ei,
implícita ou explicitatnente. Nós piefetinlos o tiatanlento ililplícito: usando pala tal efeito a

56



iiiatiiz dc duplicação /D«, dcfiilida coirlo eni IVlagllus and Neudecker (2007) ( pag. 48)

Proposição 3.4. Sejam Zi; . . . , Z,. vetou'es aleatórios independentes cle dimensão r7z x 1, tais
que

Z; :"e' N,,.(p; X:), Í ...,«,

onde E{ é definida positiva, além disso 'r! ? m + 1. Então a infotnlação sobre H e vech(Eí)

contida na á-ésima ol)servação Zi, denotado poi .F, é a tnatiiz de dimensão énz(m + 3) x
;?n.(m. + 3) dada ])oi

O {D= (XÍ:® Xi") D« /

Í - ] TI, (3.38)

Prova: Como E: é uma função lillea.l de vecll(Ei), temos que la diferencial de segunda ordem de

E, é nula, isto é, d:Eí = d(dEí) = 0, assim a diferencial de segunda oidein de il(p, vech(E{))

en] relação a p e Ei pode sei obtida difeletlciando (3.34), isto é

d:Z.(p, «cl:(E:) ) i' { , p,io (IH: @: -:l :í:)}
i' { J ío (lm: @; d'
--i'-l@- (,i (l@: :
+(dp)v(dEÍ')(Zí p)(dp)TE;'dp. (3.39)

Natal (luc não é iicccssáiio dcsciivolvct t[ diíereiicial scguitdtt coniplet.tuiientc ci] ténninos de

dp e dvech(Ei), já (lue toma.ndo esperança de (3.39) e levando en] conta que E (Zi p) =0

e E(ZÍ p)(Zí--p)' í=1,...,n,segueque

E ld'iil :' { Jo:iu (I' : @:
* ' { J( ;u (I'M:
*!' { :J( ío (I'M:-d@: «)"
+(dH)T(dE;:) E(Zi p)(dp)TEÍ:dp

iti' {(dEi) Ei'(dEi) E;: }+(dp)vEi'dp.

:.] ,;') }
,:] -:;:) }
.,:] -;') }

(3.40)
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Apoia vetoiizando (3.40) (cona o operador uec(-) defiitido conto em iVlagnus and Neudeckei

(2007) ( pag. 30)) e usando a illatriz de duplicação obtemos

E ld'l.(p, «cl.(E;))l ;(vec dEi)T(E:: ® EÍ:) vec dEi +(dp)vE;'dp

;(d"ch(Ei)T D:l(XÍ: ® E;") D«,dvech(E.)

+(dp)"Xi'dp.(3.4i)

De (3.41) tentos que t\ iníoimação sobre p e vech(E{) contida na. i-ésinia observação Z, é dadtt

poi

'-l'i' ;.:.»'*-;.,..l, :--, ,«
(3.42)

n

Observação: Se aclotanlos a. patamet.rização O* = (p,a), temos que a illatiiz de in-

fonllação espetada pala O* pode sei expressa como unia matriz diagonal eni blocos da
forma

'«', - l ';' :.=, l
o«de l(p) - >:Xi'(O{) e l(''') - >1:l:(a), com l:(a) = Jili(Oi)J:, onde

í-l í-l

i:(O.) - 4D=(Xi"(O:) ® Zi'(O.)) D«

n

Assim pala uma repara.nletrização específica O = g(O*), temos que a. informa.ção de Fishei

associada ao novo vetou de ])aiânletros f? é dada por: (veja Apêndice B)

;:'(o)

F. (0* )

J(O*)/'(O*)JV(O*), onde J:'(O*) = >1:a(0*), com

J:Ã(0:)JI'', ã - l;. ,n

lt

n

(3.43)

em que .&(ai) é dada cm (3.42) e ./i é o .Jacol)cano associado à tlansfoitnação
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3.9.5 Exemplos

Exeillplo 3.1. Consideremos o seguinte modelo estiutuial lleteroscedástico com ei'ros nas

vaiiáveís com eito de equação (modelo desenvolvido poi l<ulathinal et a1., 2002)

g/i

xi
h

a + /3zi + qi

yi + eí ã = 1,.. . ,n, (3.44)

en] que (ei, ui)T e (qj, z:j)T são indepelldentes, q: e #.j são independentes

N(0; a') , «; :2' A'(p;.:,a:) e

:: l :«:« ~ll:l;l I' J. ll , Í,.j = 1, . . . ,77. (3.45)

Note que este modelo coitesponde ao modelo defillido em (3.25) com a:. = a11, á = 1, . . . , n.

Para fazer o modelo identificável vamos supor que as vai-iâncias dos ei-ios de tlledida a:. e o-:

são conllccidas e, portanto, o vetou de paiâilietros descoliliecidos é O = (a, /7, /f-,., a:, a2)T

Então a matriz de informação esperada para o paiâi)metro O ])ode ser obtida coillo segue

Clonsidelemos a seguinte paiametlização O* = (pl, p2, aii, oi2, a22)a, onde pi = a + /3p.,

p2:: p.,, aii:: a2a2 +a2 a12:: Pa=, a22:: oÍ e seja O.::(aii+cr2;, pi, a22+a:.)T, Ollde

p: é o coeficiente de correlação entre (X, Xi) dado poi

a12 . .

/(a-- +a3.)(a«+a3:)' ' ' ,"
de foilna que

/j'.3 + «' + "::
a«:

E:(0:)
a:+":

ail + a:; P.

p:V'DiÍ:Fl?l,i0;1Í:F;= "==')
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Então Ã(.-i:, a-2, a2a))Ã(Oi)J/'(Oi), o«de

l ,(,..+'?,)V''('--+'?.)('«+a:.) 0

J:(o:) - l o
+a?. )(a22+":; )

0

0 ,(.. . +'g, )V''(w,+'lÍ;)(«,+.,:J

l o o

Â(0i) - 51)a"(EÍ:(OÍ) ® Ei'(Oi)) D2, cona D2

o o l

seplue (lue

-,.*~ / E=:. xí'(o.) o À
u''ka J - l l

o' El:. J:(o:).a(o:)JI''(o:) ,/

Finalmente a matriz de infoitrlação do paiâmetto f? é dada poi

/'(O) = J(O*)/'(O*)J':'(O*), o-.de

l

a12
a22

0

0

0

0

l

0

0

0

0

á
l

0

a22

0

a22

0

0

[)

0

l

0

J(0*)

Exemplo 3.2. Consideremos apoia. o seguinte nlodclo estiut uial hetetoscedást.iro com oiros
nas \ráFIa.vela

xí

X

a + /jzi

yi + el 2 :: l (3.46)

6()



eni que ei e ]:, são independentes, ui e z.j são independentes,

N(p,, a::) e

:: 1 :" ~, 11:1 ;1 '1 ;11í,.j n (3.47)

Note que este modelo cotiesponde ao naodelo definido enl (3.25) coill q,

Pala fazei o nlode]o identificáve] vamos supor que a variância da variável zi, a2. é conhecida
e, poitttnto, o vctoi dc patâmetios clcsconltecidos é 0 = (a, P, /l«, a:, a:)T

á - l,

0, a:; «:

De folha alta.Ioga ao exemplo anteiiol, seja)tl O* = (p] , p2, ai 1 , 'r, a2uy', Onde pl = a+#H,,

Ai2 - p,,, aii - a:, T - #, o22 = a: e seja Oi = (aii + r2a.2., p{, o-22 + a2.)T, onde p{ ó o

coeflcient.e de coitelação entre (E, Xí) dado poi

2

ã- l

Logo, temos que

E.(0:)
p'alÍ; + al? ':.1

all -t l-2ae:

p: y'(a. - + .'-'a3. )(a« + a3:) ""'T')
e segue cl ue

l
9

ra=

2(a +r:a3.)v(a- -f :i;:l)(i;ii-i-i:ll
cri l alF;

(a- - +''a?;)v(a+;:l;:l ){ÚI -i-i;:lj
ro':

2(a«+a3:)V''il;l 1 ; i:li(;;;:i 3iÍ

0

;:(o;) - 9,,,,2
'' "=Í

0

l
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Então

1?.

.F(p-,p,) - }: EÍ'(O:) e
{-

;:'('--- , ', ««) - >: J:(o:)r.(o:);l''(o:),
{-1

cle forma que

P,)
;:'(o''') -

OT '..::.',, .., )
então

.F(0) J(0*) /:'(0*)J"(0*) : (3.48)

onde

l o o o o
lt2 0 0 1 0

J(0* ) r 1 0 0 0
o o l o o
o o o o l

Observação: Dos dados simulados na Tabela 3.2, podemos vei o conlpottamento dos eixos

padrões calculados usando a. matriz de informação de Fishei associada aos parâmetros do

modelo definido em (3.9) dada poi (3.20) e dos eixos padrões calculados usando a nlatiiz de

informação pala o caso geral definido em (3.48), pala este particular exemplo. Na Tabela 3.1

se apresenta o colllpoitamento de tais ecos padrões.

Olhando a Tabela 3.1, podelllos vei que os valores calculados dos desvios padrões estão

muito próximos enfie eles, independente do tamanho da amostra, comi algullla exceçao llo

caso do desvio padrão do parâmetro a:. No geral podcríaltlos pensar que ambos métodos de

estimação numeiicalnente são equivalentes .
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Tabela 3.1. Coiiiportaineiito do DP IE: Eno padrão usando a matriz de infolniação de Fisher dada
em (3.20) e DP-IG: Ergo padrão usando a matriz de intortnação geral dado em (3.48), quando usamos
as estimativas dc lliáxima veiossiniillianca. na sua. obtenção.

3.10 F.c+xldn d n q;-..lll ::. .-ãn
ULJ u UL-EV \.4 v F-./xn.xxuxLJytH.v

Nesta seção estudaremos o conipoitamento dos estimados'es dos paâmetios de iegiessão do

N4REH coil] eixos de medição proposto e[-n (2.1) coJ]i as suposições en] (3.1) e (3.2), assumindo

a condição de identificabiiidade a3;, i = 1, . . . ,lz., conhecida.s. Além disso estttdaielalos o

comportamento das estatísticas do tipo Wald dadas em (2.18), (3.22) e dos eixos padrões dos

estimado[es, obtidos usando as tt]atiizes de infoi]]]ação de Fisl]et' dadas e]]] (3.20) e (3.48)

iespectivatnente.

Pala calcular as estimativas dos paiâmctios du iiiodclo coiisidctatiios 10,000 simulações de

ivlonte Cano. Pala geiai os dados (Xi,K), { = 1,. .. ,?t, usados o seguinte conjunto de

valores pala os paiâmetlos:

cl ;: l P - 1, p.. - 2, «: - ', e «: - l, (3.49)

além disso a variância a:; foi gerada como segue va2 {jJ U(0.5, 4), É = 1, . . . ,71. e foram

mantidos fixos eni todas as simulações. Os tamanllos amostiais utilizados nas simulações

fotaln rz = 40, 80 e 160. Eni cada Iodada foram calculadas as estiillativas dos estinladoies de

momentos com seus respectivos desvios padrões, estas estimativas de momentos são usadas

paga inicial o algoiitmo Eivl proposto ]]a Figura 3.1, pein]itinclo obter as estin]ativas dos
est.ima.clones de máxima. veiossimilha.nça. com seus eixos padrões coiiespondent.es. Se de fato o
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CI.h.llllCL \r Ç;l tli)DllllllllCllll(l llCI E) LI(l \llJ l.\;lll(ILJ    
n X'létodo a /3 H;.    

EÀ4V -1.072 0.975 -2.024 4.673 1.066

40 DP-lE (0.53) (O.18) (0.30) (1.30) (0.59)

DP-IG (0.54) (O.18) (0.30) (1.93) (0.56)

EN4V -1.040 0.986 -2.003 L.848 1.037

80 DP-lE (0.36) (O.ll) (0.23) (0.96) (0.45)
DP-IG (0.34) (O.IO) (0.23) (1 39) (0.43)

EÀ4V 1.033 0.989 1.995 4.862 1.038

160 DP-lE (0.33) (O.ll) (O.18) (0.83) (0.34)

DP-IG (0.30) (0.09), (O.18) (1.09) (0.33)



procedimento de cstinittção é ttdequttdo, espeta-sc club as cstitiiativt\s dos patâiiicttos este.jtun

próximas dos valores dos pala.nletios que foialll usados na geração dos dados.

Os iesultaclos da simtilaçã.o são apiesellt.nãos lla Tal)cla 3.2, os valores que aparecelll nesta

ta.bela. são médias tollladas a.o longo das 10,000 a.nlostias geladas- OI)servimos, que ta.nto o

Eh'lh/l como o Eh/IV produzem resultados coerentes para os diferentes tanlanlaos amostiais,

isto é, os valores das estimativas dos paiânletios ol)tidas pelo método dos lllomentos e de
máxim?t v('iossimi]h?uiçt\ fic?ltii bciii ptóxiiitos dos va]otcs vcrda(]ciios ttt.i]iza(]os lla sii)utlação

Além disso, é possível peicebet que os ermos padrões (em pa.iênteses) das estilllativas diminuem

quando o tanlattho amostial desce, também obseix,amos que os eixos padrões das estilllativas

de nláxinla veiossimilllança são melloies que os elmos padrões das estimativas de momentos.

Pala. exa.itlinai o comi)oit.aniento das estatíst.ices do tipo \vala dadas em (2.18), (3.22),

foram feitas simulações de h'fonte Calão para calcula.t as taxas de rejeição do teste utilizalldo

estas estatísticas ao llível nonlina.l de 5%. A collfigutação pala os paiâmetios foi a seguinte

H.- 2. «:- 5, . .:- 1, G} :e' u(0 5, 4), { - 1, ,n (3.50)

A hipótese nula é Ho : (a,/i)v = (0, 1)T e os valores pata (a,P) utilizados pata calculei

as taxas de rejeição, foi a mesma. grade de pontos igualtllente espaçados em torno de (0, 1)

utilizada na simulação do Capítulo 2, isto é: (-1, 0.6), (-1, 1), (-1, 1.4); (0, 0.6), (0, 1),(0,
1.4), (1, 0.6), (1, 1), (1, 1.4). Esta grade de pontos nos penllite nlonitoiai não apenas o
tatiiatlllo cllipítico, mt\s t.t\.inbéin o ])odci do t.est.c. Os t.amtulhos t\niostiais utilizttdos lias

simulações lotam n = 40, 80, 160 e pala cada tripla (a, P, n) foram tea.lizadas 10,000 simulações

de Monte Cano, en] cada rodada. as estatísticas de \Vald dadas enl (2.18), (3.22) foianl usadas

pala veiificat as evidências contra a hiT)ótese nula ao nível nominal de 5%. Se de fato o
ptocediinento de estiniaçã.o é ade(suado, esl)ela-se (lue sob a. hipótese intla., as taxas cle rejeição

sejam próximas de 5%

A Tabela 3.3 a.ptesenta os resultados da. simulação onde obseivalllos que as taxas de rejeição

sob a hipótese nula terldenl a [1-05 (:5%) e as taxas dc ie.jciçã.o pala. va]oies de (a, /3) elll toldo da

hipótese nula tendem a 1.00 (100%) à medida. blue o tamanho ainostial desce, coillo espetado

3.11 Aplicação

Nesta seção aplicaletllos os resultados deste capítulo ao conjullto de dados do Pio.feto

WHO MONICA. Considciatemos os dos illótodns de est.illlação a(lui est.ttdados: inét,odo dos

momentos (EÀ'll\'l) cona a. mat.riz de cova-riâ.ncias assintót.ices obtida. através do método delta
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Tabela 3.2. Estimativas (eixos-padrão) dos pala.menos de iegiessão clo iN,IEV estrutural heteio-

cedástico na variável não observável, no caso va2. 'JJ U(0.5, 4), { = 1, . . . ,n. EP-IE: Ergo padrão

usando a matriz de infol'maçã.o espetada, EP-IG: EI'lo padrão usando a nlatiiz de informação geral
dado em (3.43) e EP-IE: Desvio padrão usando a inat.liz de informação observada

4()

lvlétodo

Eh4V

EP IE

EP-IG

EP-lO
Veidadeiio

1.053 (5.021)
1.072

(0.525)
(0.537)

(0.558)
l.ooo

P

0.990 (2.477)
0.975

(0.179)
(0.183)

(0.198)
l.ooo

-2.041 (-)
.2.024

(0.300)

(0.300)

(0.305)
.2.000

4.455 (-)
4.673

(1.300)
(1.934)

(1.374)
5.000

0.975 (-)
1.066

(0.591)

(0.560)

(0.660)
l.ooo

Eh4M

EA.IV

EP-IE

EP-l(;

EP-lO

Verdadeiro

1.017 (3.861)
1.040

(0.362)

(0.341)

(0.377)
l.ooo

0 998 (1.926)
0.986

(0.119)
(0.102)

(0.130)
l.ooo

-2.000 (-)
2.003

(0 225)
(0 225)
(0.224)
.2.000

4.646 (-)
4.848

(0 961)
(1 390)
(0.998)
5.000

1.032 (-)
1.037

(0.456)

(0.428)
(0.497)
l.ooo

80

Eh4V

EP-IE

EP-l(}

EP-lO

Verdadeiro

1.019 (3.258)
1.033

(0.331)

(0.298)

(0.340)
l.ooo

0.998 (1.635)
0.989

(0.113)
(0.086),

(0.119)
1.0c)o

1.997 (-)
-1.995

(0.178)

(0.178)

(0.177)
2.000

4.721 (-)
4.862

(0.825)

(1.097)

(0.840)
5.000

0.997 (-)
1.038

(0.343)
(0.329)
(0.358)
l.ooo

160

e lllétodo de ináxii)la vel'ossitllilhallça. (El\'lV), consideiaildo a estimativa dos patâillett'os
attitvés do algoiitmo Eh'l, c a cstitilativa cla niatiiz de covaiiâncias t\ssintóticas dctivada

através da. mail'iz de informação observa.da (EP-lO) e da. matriz de illfolmação esperada

(EP-IE), respectivamente.

O l\,IREH cona ermos nas va.fiáveis sem erro na equação (a2 = 0), estudado no capítulo 2

não é adequa.do pala ajust.ai os dados do PI'ojeto \VHO h'lONICIA, como foi mostrado poi

de Clastio et a1. (2008) através de envelopes sinntlados. A Tabela 3.4 apresenta as estimativas

elos palânletios estiututais a, É3, /i., a? e o: do modelo, con seus coirespondelltes eixos
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Tabela 3.3. Taxas de rejeição da lüpótese Ho : (a, /3yi' = (0, 1yr; usando as estatísticas de \Á'ald dadas
em (2.18) e (3.22) (ao nível nominal de 5% de significância) no NTEV estrutural hetel'ocedástico Tja
variável não observável, para n - '10, 80 e 160 iespectivanlente.

}/VnN,iN l

Õ

1.0

0.652

0.077

0.753

}'vENs\r

P

1.0

0.959

0.066

0.985

1]

40

l
0

l

0.6

0.474

0.755

0.980

1.4

0.971

0.632

0.645

0.6

0.634

o.953

0.988

1.4

0.999

0.971

0.703

1 0.742 0.891 1.000

80 0 0.887 0.065 0.799

1 1.000 0.790 0.591

0.974 0.998 1.000

0.999 0.056 0.999

1.000 0.996 0.987

1 0.951 o.998 1.000

160 0 0.993 0.058 0.998

1.000 0.981 0.939

0.985 0.999 0.999

0.998 0.051 1.000

1.000 1.000 0.988

padrão (en] parênteses). Podemos observar que as estimativas dos parâlnetios a, /3, e o-:

são bem diferentes se utilizarmos o ElvIÀ/l em vez do que ElvIV. No geral os ermos padrão

dos estiinadoies en] ailibos casos (hon)ens e mulheres) são senlple menores se utilizainlos a

cstitilativa da mat.iiz de covatiâticias assintóticas derivada através da iilattiz dc infottliação

espetada (EP-IE)

A Figura 3.2 apresenta as linhas est.limadas dc tegtessão utilizando os métodos de EMh/l e
de ElvIV

Pala testam a avaliação do ajuste, nas Figuras 3.3 e 3.4 se apresentam os gráficos do
QQ-plot c envelope pata os dados dos hon ais e niulllcics icspectivaí)lente. Nos gráficos sc

observa que o ntodelo ajusta nlelhot os dados dos homens do que das mulheres.

Os gt-áflcos do QQ-plot, e Envelope: fotat]] court.]uidos colmo e]]] de Clastio et al. (2008)
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Tabela 3.4. Estimativas dos paiâinetros estruturais a, P, p-,:;, a: e a:., con seus correspondentes
ermos oadrã.o feno oarenteses)

>-

0
c:
>

0

3
c:

0

E

c:
0
0
E
=:

()

>-

0
E
a)
>

a)
()

:]

C

c)

'0

E
a)

[:

0
0
E

Índice médio anual (%) do risca (X)

.8 -4 0 2 4 6
Índice médio anual (%) do risco (X)

-8 -4 0 2 4 6

(a} Homens (b) Mulheres

Figura 3.2. Linhas estimadas de iegiessão pala os dados do piojeto \vHO lvlONICA
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Sexo N,método a P      

    1.197 (2.398) 3.163 (1.962) 1.08 (-) 2 823 (-) 4.505 (-)

  EÀ4V -0.791 1.323 1.138 6.746 4.208

Homens EPIE (1.840) (1.525) (0.350) (2.366) li.oos)
  EPIO (1.597) (1.367) (0.352) (2.156) (1.068)

    7.007 (9.803) 1.211 (4.797) 2.020 (-) 9.276 (-) 3.927 (-)

  EhdV 2.674 2.066 2.065 16.046 3.603

h/mulheres EPIE l4.40s) (2.114) (0.337) (5.565) (0.957)

  EP-lO (5.577) (2.722 ) (0.337) (6.499) (0.980)
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Capítulo 4

Modelo Estrutural Heteroscedástico

com ReplicaçõeslNão-13alanceadas na

Variável Exploratória

zl l Intrndilrãn'Y"

Neste capítulo vamos a. obter estimadores pala. os pala-litetros do modelo definido em (2.1)

cona as suposições dadas enl (3.1), ilo caso em que temos ieplicações apenas da variável expla-

natóiia, ou seja, pala ca.da z{, nzi observações independentes, .Xij, .j = 1, . . . , mí, são obtidas,

isto é, tullostla z é dividida. cii rali subanlostras, com o nível dc conccntiação estimado poi
Xi,, .j = 1, . . . ,lni. Neste caso, não necessitamos de informações adicionais para tornar o

modelo identiíicáx,el. Reescrevemos o modelo considerado como

y, = a+ /7zi

X'i:Í :: zi + 'tlij

E = y +ei

(4.1)

(4.2)m{

Suposições do tllodelo

;) ":' «, [ !) 0

0

0

0

':: ] . , «, .j - l, . . ,,n:. (4.3)
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De (4.3) nojentos que

:, 1 « ~, 11 ':.r'' l ;
p'a:, +',:

«3: + ': )] ?'n.i,

ou, equivalentemente,

:"e'' /v,,..+]
cl+ 6P'.. ,3'al:, +.-: ,Ja::J=.

Pa3;J«. a:;J«:.J:.; + a:l. )]p.J,«,
á - l, n')

Ollde X: (Xü, X'.2, ..., Xi«..), J«. vetou coluna de dimensão ln: com todos os elellaentos
iguais a l e 1... nlatliz identidade de oidenl lrzi

4.2 Estimadores alternativos para os parâmetros o-2, a3 e ail
envolvelldo replicações da variável explanatória

A estimação de ol:; e aÍI (ou de ai = =f) pode ser incorporada dentro do processo de
estimação considerando a extensão do modelo (2.1), apresentada en] (4.1) e (4.2) com as

suposições da.das eni (4.3)

)

Definição 4.2.1. Dada ullla seqtiêtlcia {Rij,.j = 1,

Rí., R.j e R da seguinte maneira,

, nzi, { = l n}, defillimos as tllédias

;-y 'rn.{ /&
n

i.im{

Atola de (4.1) e da definição (4.2.1) temos que

X{. :: z{ + {ií., x.j x-i+ u, segue que

.Víi Xi. :: 'r/.ij lli. , ?lzí, i = 1, . . . , 7'', (4.4)
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Xi. X i- l(-;. R) + (ã;. 'Ü), ,m (4.5)

(4.6)Xij X.j (:«; i) + («:j tz..i) rrzi, ã :: 1, . . . , ri.

Usaienlos os seguintes resultados (Veja Hocking (1996), Teoiciiia 2.3, Cotoláiio 2.3), pala

obter os estillladoies pata a:., õlÍ e a:l. iespectivanlente.

Teorema 4.1.(Função getadoia)

Seja Y «.. N(p, E): então a forma quadrático q = YTA:Y tem fultção geiadot'a. de momentos

dada pol:

«z,(z) - l/--2íAEj''/'exp{ ãpa"(/-- (/ 2zAX) ') x''pl,
pala Z < [o o menor autova]oi da niatiiz AE

Corola-'io l. (Mo«lentos)

1. 0s dois piinleiios nlonlentos de q são

E(q)

Va- (q)

ti'(AE) + p'rAp

2tr(AEAE)+4prAEAp
(4.7)

(4.8)

2. Se q] e q2 são foiinas quadráticas com nlati'izes At e A2, então

cov(ql : q2) = 2 tr(Ai EA2E)+ 4pl"AI EAep (4.9)

3 Se 1 :: BY é uma forma linear. então

cov(l, q) = 2 BEAp (4.10)
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,,.xzg=1(x?. x:.)T

Então âli é um estiniadoi de a:, não viesado com variância

v-:'(alÍ) - '«íl
E=::. (m. - l)

Notemos que

{=i .j=i

Pro ão 4.1

De (4.4)Prova

e

l

l

posiÇ Seja

}l: >1: («,, ü:.)'
i=i j=i

u'l'Au

.«d.A-d:'g{(l«. J:l.),(i« àJ«»J=,), ,(1«« âJ«,.J=,.)}

«" -(U:«,U:',...,"-m.,U",...,U:"'',...,"«:;"«': ...,«..,.) - N(p,E), e«: q«e p -0

E = a: IN, pois de (4.3) temos que uiJ iEZ N(0, alÍ), além disso N = >1:=:i 7n

Após algunlits mallipxtlações algébricas obt.elmos

pTAp=0 e pvAEAp=0

Então, usando (4.7) tetalos que

AE = a:dias

AEAE = o-:dias

1.: ;;J«.J=.

:,.. - ;i-J,«.J=:

1.,- ! J«,J=,
= 7712 = '''& . (

1., - --LJ«.,J=,
' TTZ2 ' ''" . (

:.,. - -!-J««J=«

1,.. J..J=,.



'l::gl :i,*:''l
f 'n 'tw.i

l EE («:.
\Í=i .j=t

.,!tw 10,« : ü',.=.i=,) , , (:«.«

EL.(,«, i)

E
El:.(«,: i)

n
i.l ?7Z2a

:L: (
2a
U

e de (4.8) segue

««l"#: !ivl Var
(E=:.(«.{ i))' ($$ '«:.

,,.
(E=: («:

'.: EL-": «
(E=:.(«.: i))'

El:. (m: l)

(:-.
1))'

;LJ.,.J= H

n

Proposição 4.2. Se.ja

;:-úl$'*: 1$i il,:l
Então â: é un] estimacloi de ã2, não viesado com variância dada por

v.- (â:) - ÕílD, lota E (õ::)' + F:)' + ü- + «a F:)'

« I'p $ : * «;:1 ,:1
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onde

{)' * @P, $i il',.(al $(
l

:l$: vla3

Prova: De (4.5) temos que

'1 }

E (.í:- x)' }: l(';: i) t (ü.
i-

- ü)I'
á-l

n.

i)' + >1: ({z:

n

E
f-l

iZ)2 + 2 (z: i) (ü: Ü)
{-1 i-l

segue

E («: i)' = xvAx, J.Jl!.onde A = 1,. «.)- N(P,E),
i-l

colll P p,J e E = diag(a:. , a:, pois de (4.3), :r{ :"e' N(p,., a:;)

Após vá.rias manipula.ções algébricas

':' '«,, - (Ç) $':., " '--, -$1('J) ':. *i':. $ .::1
p'rAp =0 e p7'AEAp =0

Similarmente temos

ü)' = uvAu

onde

A - di'g (;41«.J=. . ,à'.,.':..) .['~,:,.]
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T , , .
u = (ua, UI2s es Umas U21, ++: UZmos e, UT, Un2; “eo Unma) * N(u, »), em que

E=0 e E=olly, N=5mi.

Assim

n mi 1 2 n mi 1 1 no mi

ASAD) = df ——— —4+— —
( PaisCC mi N Es mê EA És a

t=1. 9=] i=l j=1 i=1 j=1

- 1 1? n(n-1)
— 1 +

 

HuAu=0 e u"ASAg=0.

Então considerando os resultados obtidos na proposição (4.1) temos que

p(52) = ef Is-sy-(sLol
“ n—1 = " mi mM “

1 o
= E X.—X) — — — (6

n—1 | [) : P)- DD;mM; 1) 3)

1 “o O
= E ki —- XP |- — ——|oSs fe(ges =) (as)

de (4.7) levando em conta que

E [os — x) = E [» (x; — 5) +E [» (ii; — 9)

n-N mo sho
= e o — (e —

À n ) > Ta, + Ou » mi a

= (n-1oi+

 

 

II
S

 

II

 

 

e substituindo obtemos E (52) = 2.



Pala o cálculo da vai iância telllos

v,- (â:)
n

l(x.Var x)' l

':]
l \ 2

.Í)'

.f): , õ:

e pela independência de zi e uk.f Vã, t,.j e de (4.8) segue

'':) * «,-'
.' {

'11

+4> Va. l(:'{ i) (iZÍ
i-l

.!. l/'n 2\
7?.eL\ ',J ';'+3.:.E''.f-l

n 2 n(n l)
+

NaN

*'8t('(n 2)'/ 9
a;. -- J;,: l

/ l

í-l

.:. --'','l/ *,[8(i- i)'
«(«

Ü

J
N2

«I'/$i=Í"':
>:

e

Cov
',' , ,:l - -i-.« l -,,',$$'«:. -...,')

segue de (4.9) que

Cov
--,',$$'«:, -.:-,')
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Finalliicnte, considcittlido os iesultttdos obtidos na proposição (4.1) e substituindo temos

".:';, - -Sl"J$'':,''*';,'* 1$i: iy*
*: I"/$:*:;:1$i '/ll,:
*l$: il':Hbl
õÍlü: le!:-a E p:)' -- pâ' + («- + «a pa'

*, I'/ $ : * ~*:1 ,:1

zl,(??, l

H

Proposição 4.3. Se.la

â3,-GÍ.%j&E(x: i-!ãâ: "')â:, '-

Então â:. é unl estilliadoi não viesado pala o2;, í = 1, . . . ,n

Prova: Considerando os resultados obtidos nas proposições (4.1) e (4.2)

E(a:,) - Õí:%jãEE l(X:. x'.J'l ;--!-ãE(â:)

GÍ:%j=Ent(«:+(«:. -.DI' ;+l;:

1,...n

temos

(«. - 1) ,
õ=ã';'

nas

nl(:«: i)+(«:j ü.j)I' - E(z: iy+E(u:j {z.jy

Va:(-;: f) + V«:(«:j ü..:Í)

! l(n - 2)a:; t ã: + (n - l)alÍI ,

«:; ':.*i$«:.1*(': :«: -- :!«:)



substituindo obtemos E (â:;) «3:, ã - ", ,n n

4.3 Estimação de llláxima verossinlilhança

Nesta seção va.mos a obter a. solução de nláxinia À'erossimilhailça. sob o modelo definido
enl (4.1), (4.2) e (4.3). Como veremos, é um caso sem solução explícita. pata. as ecluações de

vetossilllilhataça e seta l esolvido através do algoiitino Ei\4.

4.3.1 Máxima verossiinilhança

O vetou de dados observados Zt = (X, Xll')v, onde Xi = (Xil, ..., Xi,,..)T, sob a suposição

en[ (4.3) te]]a distribuição conjunta dada poi Zi "=' N,,.;+i(p, Eí), en] que:

a+ p..;b =
a-bBH.
//.,J.

e (4.11)

-:«' * , -l '=.=:
Pa:,J=:

a3,J,«.JVm; + aili.:
(4.12)

onde

;.1»-l=.la e á- ] (4.13)

Visto que já temos na Proposição (4.3) um estimados disponível para a:;, ã = 1, . . . ,n

(Glesei (1992)), llosso parâmetro de interesse sela 0 = (a, #, p.-, a:, ali)T. Assim a função de

log-velossimilhança é dada poi

z(o)

l.(o)

n

E Zi(O), onde
{-1

consíanÍe ãiogjXÍI i(z: a p,b)'XÍ:(Z: a p,b), (4.14)
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X:l - I'PI(i + «:.b'q' :b) - «:«IÍ"';«l::*: ibbv@ i, (4.15)

k: (l+a:,b''q' :b) a;'+m:a;', {-l,.. ,n

Sul)stituilldo (4.15) ein (4.14) e após várias nla.nipulações algébricas resulta

Z: a ;i.gl :l {l««: kÍ'.rfl

nt;

w: (b a #H.;)'+ a;' >1:(X.j p.)

rz '(b a /qp..)+a;'Ej:(x:j /'«), i

3.2 Equações de verossimilhança

Usando (3.16) pala derivam (4.16) en] relação aos paiâmet.ios do tllodelo obtelllos

-ã---o -+. «;'E:(X-'' /3/.,) P«;'>:kÍ'J;-o,{-l {-l

a!(o) .. .:;> .;'E:lp,(X-'- N/'.)+t;:A(X-'* 2P/.«)l
:-: .

Õa;' )l:(AÍ' + ./?Ai') - 0,
í-l

T-. - $«;'*;'"-.,
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(4.16)

(4.17)
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(4.19)



w-. >l:(';' a;'#'ki')+a;'>:(b a ,3p,)'
í-l í-l

2P«;' >:kÍ'./:(X a #p,,) + p'a;' >:ki'./? - 0, (4.20)
i-l i-l

w-. «,:(«;' '-i'kí')+ «=' >1:)1:(x:j p.)'E
n

j=i .j=t

E
i-l j-i i-l

9,. 4 E E#i'/.(Xij p..)'+ al:' «.kT' J? (4.21)

Com a presença de ki nos denominadores dos teimou dos solllatótios sobre ã lias equações de

veiossiniillituiçtt: conclui-se, que não pode liavct soluções explícitas, neste caso a utilização

do algoiitnlo Eh/l pode se apreselltai como uma alternativa a sei considerada, devido a que

a lllaximização da log-x,etossimilhança completa ((lue inclui os dados leão observados) é enl
geral minis simples (lue a log-veiossimilhança observada

4.3.3 Algoritino EM

Sob a. suposiçã.o feita en] (4.3) o vetou de dados completos Wi
dist.iibuição con.l unt.a dada poi

(X, X:, z:)', te«.

W. :'e' N,«.+, (u, Q:), z- l , ?'} (4.22)

onde

.« +- Bp,.

u ' l p.:J«.;

3'":; + ":

Õa;'.J««

P"'.

Pa:,J=;

a3;J««JT.. + a=1«.,

.2 TT
"=fu nl

e (4.23)

A função de log-veiossimilhança. associada ao modelo em (4.16) é da.da poi

i(o)

z:(o)

onde

co«.Z««Z. iloglQ;l ;l(w: -u)'nÍ'(w: u) (4.24)
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As expressões pala o deteinlinante e inversa da matriz de covaliâncias {l;, neste caso são

n:l - ':.«:«:""

''i' + /y'o-;' + 'rrl:a.::

Substituindo, as expressões de acinte ein (4.24), operações algébii('as collduzem a

z..W N {i«(«:) Ti«(«:) («:) ;.;'M

+#a;'(}: a #P.)"' #a;'P,(}q '--/3P.) ;''';'>:(X:j }'.)'

+a;''>:(X'j É',)": a;'p,:;>:(X:j p,) ;(';l'+ õ'a;' + «..a;')'':f
.j=i .j=i

+(a;.:+ ,J'a;'+ ,,.:a;')/'«';: ;(a;l:'+ /3'a;:+ ,".:a. ')/':

Apoia na etapa E do algoiitillo EM telllos que

Q(O) - )l: C2{(O), onde

Q:(0) - E(!..(olw:)IE,x.) - E(l.:(ol:«:)IX,x:)

x i i.(«ID Ti«(«IÍ) i«(':D ;«;'M-«-pp,)
.i '171.Í

+Pa;'(X a #p,)â: #a;'H,(E-'- #p,) 1la;')l:(X:.f H.:;)'

+a;'El:(X.Í p; )Ê: ';'p, >:(X:j -p;.) :(a;Z' + p'a;'+ m.:a;')âf

+(a;l' + H'a;' + m:a;')p,â: ;(a;l' + p'";' + «,:a.:')i'l:,

n

í-l

2

onde

'l}(íri,l +
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c01n

«(«J - L'«(«.IX,XJ - P,«3; +«? «P-m:«?«:.

'lll j l

E(":) - n(":lX,X:) -p.,+i'(":) l©a;'(X a #p«)+a;''El:(X:j p-)

Na etapa N4 do algoiitnio, devemos deteiilliuai O de modo que Q(O) seja. máxima.
tesolvetido o sistema de equações

Então

pala V' - a

ol)temos expressões iteiativas pala os parâmetros.

N?\. figura (4.1) sc t\l)icscnt.tt uni esboço do csquctiia iterativo do algoiitmo Eh'l

(3,P"
) /u ) r';l= ) v (

aQ(0)
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llllC10

B Fot'tecer vttloi-es inicia.is 0(O) = (a(0), /3(O), /&(o), a2 , a'(u), a;(o))

passo E: Avaliar

I'' (íi;i) (p)

.:ll»alÍ a:

(.8U(P)a:ÍP) + a?(1'))a2(1') + 71ha2(P)a2(7 )

E(z{)00 = li9h- V'(:z;i)M /3M.;'M(}Ç «M 0 .g)) +a;'ME:(X:j

E(zi)(d , #''' - "(«J'"' -- (d''y, n')

B passo l\'l: Avalia.i

/lg-r ' ) EZ:;. a;l2 81

El!::: ai'M
n(7,+ 1 ) E

E
Z;. Xi:u

ll:. =' o «($ y

a(p+] ) P' f(P)0(p+J)

a2(P+l)
cl(p+i)) /3(wl)i{ )l2,

{-1

a2(P+l)

'n 7rz.i

;í=1 .j=l ,$,'" 1€1 *«1 * $«:';«'1

e repetia' ])ossos E e À/l até que IO(p) O(p+i)l < c, pa.ia algum € >0

flui.

Figura 4.1 . Algoiittl)o EiN'l
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4.4 Matriz de covariância assintótica dos EMV

4.4.1 Informação observada

O logaritmo da função de veiossinlilhança pala este modelo segue de (4.16). Dellotaienlos

tnnatiiz dc inloiniação obsctvadtt poi

H(Õ) - --E-Hí(Õ), o"de H:(Ó) - a'Z.(O)IO .Ó (4.25)

sendo O o EÀ/IV de 0 obtido na. seção anterior. Usando a. testiição de identificabilidade

1,. . . ,n, Hi(O), a matriz de derivadas de segunda ordem de Zí(O) em relação ao

paiâlnetlo 0 = (a, /3, H., a:, a:)v, é repleselitada. poi:

lli.. lti...

HI... Hi,.

l li . 2

n:(o) á - ', . . ,n (4.26)

Fazendo ci = kz, ti = i/ii, e /].i = .Ê en] (3.16) e (3.17), após À.'alias nituii])ulaçõcs algébiict\s

obtetnos as seguintes expressões para os elementos da mau'iz Hi(veja Apêndice A):

a.-' + k;'p'a,:'

a.2kÍi p:a;2+kÍi lcr;4(K a 2;3p,,)2 2.Êp.a;21

4/3/.a,:4ki 2(X a 2/3P.)+ /.2kÍ2(4.gaa.:ak: l a;2)+ 2p2ki2a;a,

H
l-t :r }l ]: (/3'a;'+ ,n.a;')+ kÍ:(©'a;'+ nz:a;')'
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;(-a;'+2Õ'a.'kÍ: B'a;*ki') .-;'(E '« #p.)'
+À;Í' l,g'a;;(X «' PI'.)'+2/3/;a;'(K '« /3/',)j

2.fiÉ3aa:8k;z(Yi a l3n,)-t J?kTzl.kii134a;8 Í3za=c),

;,«..(";' 2';'ki' + ,n:al:*kÍ') ''.:'E:(X:j I'«y

2«:./;a.:*ki' }l:(X:j p,) + m:./fci'(«,:a;*kÍ'

>:0':. i..)
2 n.í

+ 2/:a;' >1=(X:j - P,)

lJ

]J

H:'.

p.a:2 ;3a;'k;'(Yi a 'Z13i«.) Jia;'kT'

-+z,I'.f, .

H H,''lz:l'a

#a;'+ #Í:(#3a;. '+ m,:Õa;'a. ')

.« BH.]

+kÍ: IP'a;'(X a ÕP,)+#/:a;'l #'/.a.'k;:

ll+ .

k.i \ lla.aa.4 ).,ÇXi:j lt; ) ln-iB.j:a;zo=4k;z
lJ

lli.., - lli.,

l3o;'ki /3aa:'k;' É.,a,''(b o /3p.)

Í:l#a;'(}$ a #p.;)(X '« 2Pp,:;)+.f:a;'(X a 2#H,)l

+/:Ã;Í' l/-i?'a;'(E '« 2/3/..,) +2/3'a;'(b '« /3/l,)j

f?k;z (2k;' lesa;S l3ai4) ,

85



H:''.

kÍi la;2(p2a;2 + rn:a;-2)(X -- a 2#p:,) + 2/3./;a;21

+.-;'(X a 2#p,)+ 2/3./'i.-;'ki'(/3'a;' +«:a;''),

H
j

+,«:./:.;'kÍ' l2a«;'>:(X:.j + p«) + "/'(X a 2Jp«) l

'z«*Í3J?.:l'.'='K- ,

#.-;'(X '« #p,)+ÉÍ'l#a;'(X a Pp,)(#'a;'+ m:a:'')

+/i'/la;'l /?'./:a;'À;i'(/'i'a;'+ 'n].:a;'),

H.

a.:' }:(x:j /',) + À; : a;'(p'a;' + "..:a;')}:(x:j /',) + ,,,:/;a;'l

m{/,É;Í'a;'(p'a;' + a;'),

5'",:,.:i'a;'a;'kÍ'+ /ia;'a;''kÍ:(X
mí

/3/.,) >1:(x:j /''.)

Atí' i/d'a;'a;' >1:(X:j I'«) + ''',:/7a. 'a;'(b a
L .j=t

-F««:J?k;;Í3'a;' .l:'
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Clapítulo 5

Enfoque Bayesiano

K l Tvl+rnH l ]''n ,.
JL JLVIL \J \.E LA :5f Lx\-r

Iniciajlnente, sob enfoque da estatística. clássica, nós desenvolvemos unia teoria que nos

peinaitiu ol)tet os estimadoles (cona seus respectivos desvios-padrão) dos patân]etios de un]

]vIREH co]]] e]]os nas vatiávcis (]]o caso c]]] que as variâncias dos elmos dc tlacdição p a

varia.ncia da. va.Fiável nã.o observada zi são heterocedásticas). A seguir estudatenlos o NIREH
comi ermos nas vatiáxreis na foiniulação Bayesiana.

No testant.e do capítulo conccnttanlo-nos na análise ba},esiana do N'IREH coiii eixos lias
variáveis, apenas no caso eill que a variância da variável não observada z{ é considera.da

heteiocedástica. Estudamos tanto o modelo com iestiição de identificabilidade como o

mode[o seno testiição (]e identificabi]idade, isto é, pe]o fat.o de q\ic a llletodologia Baycsiana

não está linüta.da apenas a situações de iclentificabilidade

Clotllo na nlaiotia dos casos, ein nosso estudo, a distribuição a posZeráoü e as distribuições

nialginais e condicionais a postehoh não têm unia íoilntl lccllada (a])eiiiu seus ilúclcos têm

forma conhecida), procedimentos nullléricos con)putacionais tipo l\'lCN[C (veja Apêndice C.]),

devem sei usados pala amostiai a pa-rtü destas distribuições. Neste caso, a iinplenlentação

dos métodos T\4Cli\'lCI foi kit.a com o auxílio do softÃvaie coi] putacional WinBUGS (ve.la

Apêndice C.2) desenvolvido no plojeto BUGS (Spiegelhaltei et al. (2007)).

Finalmente baseando-se enl unia amostra de dados simulados, são analisados os mo-
delos ('om e sem testiição de identifi('abilidadc. Usando \VinBUGS e conforme (lesciit.o

en] Ntzoufias (2009), obtemos os diagnósticos de convergência e as est.imat.idas cle vá.lias
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ilicdidas dc icsuino da distribuição a posfeüoü, tais como, média, nicdiatta, desvio pttdião, ct(

5.2 O modelo estrutural sob a ótica bayesiana

Consideienlos o modelo en] (2.1) e as suposições feitas em (3.2) e (3.3), isto é

Xi

X yi+ ei á = l n') (5.1)

comi as suposições

:; ) "'' ~; [( ! )(T
()

0

.3. )] i- l, 71', (5.2)

que levam ao tltoclelo estrutural heteiocedástico

'« ~, [( ' T'' )
p'a:: + a:

P":,
P'':

P",:
":; + ":

.3; )].:.
.3,

á - l, «. (5.3)

Chamei-emos

Z.b;

TV.

Z, co-« Z =(ZI,. . . ,Z.), onde Zi = {(b. Xí)T

W, co«. W -(WI,... , W.), o«de Wi - {(E, X:,z:y' ,{ = 1,. .;n},

ao conjunto dos dados observados e completos, res])ectivanlente. Então, sob modelo ella (3.9)
teliios que a íuiição dc vciossimillituiça bascacla nos dttdos ol)scivt\.dos é dada pot

z@lz..J « ('?) $(':)';11(':,':) 4"pl-lilãEw: « p«.)'

*i€1'": «,,' gl.;'l$k « ««.)*:b'.*:-«,,i'll ''',
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onde
l

''''8 J . l «:a: +/3'al::a: + a:.a:
' .? ' ': «,..g':. '

«, (5.5)

e sot) modelo enl (5.3), a função de vetossilllilhança baseada nos dados completos é dada poi

L(olw.) ;n («:J-; .*-l
- «J' --xl(«:

1li$'«

«;.,'] },

0( («1?) $ («:) a .õp,;y

(5.6)

en] que 0 = (a, #, p.«, a:, a?, al:: , , '")T é o vet.oi de ])a.râmetros desconllecidos. Além disso

aciescentalnos a suposição de que o vetou de pala.met.ios f? t.eill distribuição a. prãorá a-(O). O
espaço paiaillétrico do tllodelo é o conjunto

O - {0 - (a, .3, /',;, ali, ':, a:. a,#,p € ]R ' a:,a:,a:. , a:,. C R+}

5.2.1 Distribuição a poster'porá

A distribuição a postehoü de O = (cv,/3,p«,a:, a:,

servaclos é da.cla.poi

:.y:' baseada nos dados ob-

P(OjZ.-;) N L(OJZ.»;)«-(0)

onde L(OjZ.b;) é a veiossinailllança dada. em (5.4). Portanto

,plz.-J « (':) $(':)':11(':.-)'â-pl ;Falo'; « p«;J'

*iÍI'": «.,' ÍI.;:l$k « ,«,)*&'.*: «,,i'll«'«,''''

Pt\ttt t\ distribuição a posterãorá de 0 = (a,/y,/l.,a:,a:,a:., , '")T baseada nos dados

cotllpletos é imporá.ante ressaltar que a. distribuição a. postehoM p(OjZ.b;) tanlbénl é unia

distribuição naaginal de p(O. zjZ.b;), onde z = (zl, . . . ,z.) é o vetou de variáveis latentes

lllão observáveis), ou seja

p(olz.-;) - p(o :«lz.»;)a«:,
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e levando enl conta a regia de Bayes tentos

P(OjZ..;) u P(Z.»;l0, z)«-(:«lO)z(0)d:«

(:x L(OjW.)r(O)dz
R"l

onde L(OjW.) é il veiossiiiiilllatlça dada ciii (5.6). Assim, a distribuição a posteüoh cle a
baseada nos dados obsel'fiados, também pode sei escrita como

7,(olz.b;) «
.z- .(«:«:) ; Ü'«::, ;.*-{

;J' belo;: -,..)'l l«w"«-

r?/.,)'

(5.8)

5.2.2 Distribuição preditiva

Seja Z, unia observação futura do vetou (y, X)T, isto é, Z.: X,)T, onde

-'. -~, ll "lf"' 1 ; 1 ':1;;": ./1,: 11
Então a distribuição picditiva a postehorí nesse litodelo é dttda pot

P(z.lz.b; ) p(z,, olz..;)ao - p(z.lo)p(olz.»; )ao

P(ys l X. , 0)P( X, lO)P(01 Z..;)d0:
G)

(5.9)

onde p(olzobs) é a. distribuição a postehoh do pai'ânleti'o f? = (cl, P, p;., a:, c':, a3. , ' ' ' , a:.)T,
além disso p(XI X., O) e p(X. 10) iepiesentam respectivamente as distribuições condiciollais de
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lY';jX,, OI e IX.IOI, e«. q«e

lvslx.,ol ~(«*,«,*#L'*. «,,,,'.:,*«: ã3) (5.10)

(5.11)lx.lol N (/.,: «IÍ. + «IÍ)

A integração em (5.9) não t.ala solução analítica: ent.letant,o aproximações podeill sel' obtidas

usando mét.ocos h'lCINIC ( "iWarkou- Chaàrz-À/ante C;ar/o "). Vei Ganleiman alld Lopes (2006)

pala maiores detalhes.

Assim, pala gctat uma observação Z., futura, geiamos prinaeito un] vetou O da distribuição

a posíeüorá p(OjZ.b;), a seguia, cona 0 fixado, gera.lhos um valor X. da distribuição condicio-

nal p(X,IO) en] (5.11) e finalmente getamos um valor pala K da distribuição condicional

p(VslX., O) e-. (5.10).

Agora se estanhos inte['essados en] geral' um s,aloi' ys futuro dado que o valor' futui'o X. - Xn

é fixo, isto é, se quisermos ge]ai UT]] valor ys da distribuição preditiva p(VsjX. = Xo, Z.b;),

basta gelam O da distribuição p(olz.,b;) e logo gelam ys dtt distribuição p(VslX.

levando en] conta que

P(VsjX. - Xo, Z..;) - / P(ysjXo, 0)P(OjZ.»;)aO
€)

Senlelhantemente, podetnos geral uma observação futura X. da distribuição pleditiva

P(X,IE - yO, z.b;), co:«.

'*."-",.. - ~(«,*.çn'" « ,«,,,«:,*«: gH)

Obs.: O iiiodclo estiutuial baycsiallo comi brios nas variáveis, como sabemos, não é identi-

ficável (a íunçã.o de verossiinilhança não é identificável). Eni princípio, teoiica.inent.e, isso leão

é piobletlla. Contudo, nas aplicações, o algoiitmo de Gibbs pala aniostiai da distribuição

a posíehorá de modelos não identificáveis pode aptesetltar problemas cle convergência. vei
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Gelfand and Sahu (1999) pala maiores dctallies. Além disso, sc a distribuição a phorá é

não informativa, o problema. pode piorar bastante e a. recomendação de Gelfand a.nd Sahu,

nesse caso é que se escolha uma distribuição a phoh "adequada", que não seja nelll nauito

pouco infotillativa, Dias tambélll que não se.ia tlluito precisa pala não limitar o aprendizado

])iovenientc dos dttdos. Scguiido Gclltuld, o pior)leiiia é acliat csstl distribuição a püorã
" adequada" o que geialinente demanda um tuba.Iho coitsiderável de sinlulaçã.o. Uma maneira

de evitam o probletna computacional deconente da falta de identificabilidade é simplesmente

aciescent,al lulla restrição de idetitificabilidadc ao modelo.

5.3 0 modelo estrutural identificável com particular prá07q de com
ponentesindependentes

Apresentamos o modelo estiutuial no['mal heteroscedástico cona erros nas variáveis no

caso eln que a distribuição a prãoü é piopria. e t.em conlpotletltes inclepelldentes nota)leis ou

gatna itiveltida; assunaindo a lestlição de identificabilidade que considera a:;, á :: 1, . . . , n,
conhecida.

Supondo a2,, { = 1, . . . , n conhecida o modelo em (3.9) tolda-se identificável e o vetou de

parâmetros desconhecidos é dado poi 0 - (a,/i,//-., a:, a:)T. Aciescelltamos a esse modelo

a suposição a phoh de que a, /3, p,:, a: e alÍ sã.o variáveis aleatórias independentes, com

dist.iibuição a. p o a-(cr), a-(a), «-(p.), r(c,?) e a-(a?) respectivamente, com cv, /3, p. tendo
distribuição ílol'lllal e a2, a2 tendo distiil)unção gatlla invertida, c:oillo segue

a - N(a, .l:), P - N(b, ai): p. - N(l, «i.) (5.12)

(5.13)«: - ,rG'(P, q), .= - rG(./', g),

onde a, b, Z, ./, g, 7), q, a:, aã e ai: são os lliperparâmetios conhecidos

Obs.: z -. /G(c, (/) indica blue a variável aleatória z tem dist.til)unção Gama Invertida cona

paiâlnetios c e d. Isto é denotado por

« /G(c,d) '»p(zlc,d) - d' z'('+:)exp{ z > 0
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Então, a distribuição r]. priori do paiânletto O é dada poi

«-(O) - «-(a)r(/3)z(p,)«-(a:)«-(a:)

c((a') ('+')(a') ('r+')exp{(n''a) +(/l h)+( '-i)+2q+2g}(5.14)

5.4 Distribuição a pastel'íorã

A dista'ibtiição a postehoh de 0 = (a, /3, p«, a:, a:y:' baseada tios dados observados (Zob;)
é dada potr r

P(OjZ...) x L(OjZ.Ó.)«(0),

Ollde L(OjZ.Ó.) é a função de veiossimilhança. baseada. nos dados observados sob a testiição

dc idcntiflcal)ilidade c T(O) á a dist,ribttição a. prãoh dada ein (5.14).

Então aplica.ndo a. restrição de ident.ificabilidade em (5.7) e sul)stituindo (5.14), segue que

p(OJZ.b;) 'x (a') (:+'+')(a')'(t+r+i)llci {expl l;iX:(x '} /3p,.y

*i$1'": $;:1:1h :l'*:
. (a-a)' . (/j Z,): . (/l. iy . 2q . 2gl'l' (5.15)

Fazendo ci = -::;=;::!Í=, { = 1, . . . , ]z e substituindo en] (5.15) temos que

p(Plz.b;) c( (a')'("+:)(c'') ('r+') 11t IX:l-i exp l ã lE- Íi:à;iT$a(X -- cv -- ap,y

--Eee-Bgra(x: (x:

*\y * "/ * !/ * 1 * 3] }. (5.16)

Seinelllailt.elllent.e a dist.iibuição a. postehoh l)apeada nos dados coillpletos (W.) sob esse
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modelo é dttda.])oi

p(olz.»; ) p(o. :«lz.»:)a«, ,

onde

P(0, :«IZ..;) K L(OIW.)«-(0)

Então aplicando a restrição de identificabilidade eln (5.6) e substituindo (5.14), telllos que

P(a, :«IZ.»;) N
(a') (:+''+')(a')'($+r+t) exp l

*i$'*: «:,'*$1'«;

*qr *$ * ã] }.

iliXm ~ p«J'

..), .. b::.ey + w ' w

(5.17)

Notemos que tanto a distribuição a. posterãorã baseada nos dados observados como a distii-

bttição a posteüoü baseada nos dados completos, dadas em (5.16) e (5.17) iespectivcamente,

não tem unia loimtt fechada, apenas o iiúclco delas têlti totrna conhecida. Piocedinientos

numéricos computacionais, devem sei usados pala tiatai desse tipo de problema.

5.4.1 Dista'ibuições condicionais completas baseados nos dados observados (Z.b;)

Baseando-se na distribuição a posZeüoü dada en] (5.16), obtelllos a seguir as dista'ibuições

condicionais colllpletas univaiiadas dos ])aiâmetios a, /?, p,., a2 e alÍ

Distribuição cottdicional coi-npleta de a dado /IJ, /z,, a:, a=, a: e z.bs

«'« «.,«:,':,«:,'.»;, « «-l l($1q#a*-i)«'

,($ '':'* '«'';:T:.'* "*:': *É)«]}. ''.:;,
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Então

7r(al#, p,, a:, a:, a:: z.b;) o( exp { I'4a'
:««. l « «- l

onde .4 e B são dadas poi

À

$'.:'"
Np,) + a::(K

lx:l v(lw-'-Ê
Poi tanto

[« ,',,':,«:,''':,'.»;] -»« l-;, l) , « ::» .

(5.19)

Distribuição condicional collipleta de p... dado a, /3, ae2 a2 a2; e

«-(p.l.«, #, "' , Z.b;) "-l i($ú','«:-'-«'
0(

,('«:Êq#* :ÊÉ
\ {::l ' ''' Í::l l ' *á) «,] }. ''.,.,

Chamando

EÚ@'«= --.a '- $,,
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temos que

«(P,la,#: .':, z.b:) í (c":

o( exp (7 > 0,

ou seja

IP. la, P, a: , ": , .':: , Z.»;l ;,á), ' »..
(5.21)

Distribuição condicional completa de # dado a .': e Z.b;

«(Pla, p., a: , ': , alÍ , Z..;) .*-{ i($1wqyul''
,$1'":"' * 'H:''] ' * "/)}.

(:x

Fazendo

P-(Pla,P.,a.: Z.b:) .*-{ :($[«qyn],'
,g:l(«:««--«í''JK i,il,

temos que

«(/3la, /.,, a:, 'il, a:, z.b;) « ç:(/ql.«, /.., a:

l
a: , a: , Z.b;) exp

l0'}, 0.2q

Ollde pl(Pla, H.., a:,alÍ, alÍ, z.b;) é uiliíl função uniíotlliciiiciitc limitada eni /i e o segtutdo

fat.or é o núcleo de uma. N(b, aã), com Z) e o-' conhecidos.
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Distribuição condicional completa de cr? dado a, #, p,,, a:, a: e Z.b:

P: p « , ': , a:i, Z.»;) (a')'(''+') ll lxil { exp l--i la: > Ç$jli.l!:!F + :ll l
p2(a'l/7,p:., ali, alÍ:, z.b;)(a') Ü+') exp l -- ;Í},(5.23)

(:x

(x

onde

«,(«ãP,",, ':, «:, '..J - ll i- l 4 ."p l I': E PC -"PI l
é u[[[a função unifott[[enient.e linaitada. e]i] a: e o segundo fat,or é o núcleo cle ui]]a. dist.ribuição

ictp, qh.

Distribuição condicional cotnpleta de a: dado a, /i, p..:, a:, al: e Z.b:

«(«:la, #, p. , a: , a: , Z.-;) '., ""Ú -;«-l ;l.:$'n'"'*ill
Pa(a'la.P,p,, a:, a:, z.b;)(a')'('+") exp { -- ;:ãl;(5.24)

cx

(x

onde

p,(a:la,#,p.,a:,''': Z.b;) l
é unia fut)ção ullifoimemellte lilllitada en] a: e o segundo fatos é o núcleo de uma distribuição

rc( .f, g)

Observação: Notelllos que as distribuições condicionais cotnpletas ullivariadas de Q e p.

dadas eill (5.19) e (5.21) iespectivament.e, são Nominais, entretanto (lttc das dist,I'ibuições

condicionais completas univaiiadas de /3, a: e a=, dadas enl (5.22), (5.23) e (5.24) lespectiva-

ment.e, c'oillleceitios apenas o núcleo
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5.5 0 modelo estrutural não identificável com particular prá07'ã de
componentes independentes

No illodelo estrutural nominal dado enl (2.1) com as suposições feitas eln (3.2)
e (3.3), sem iestiição de identificabilida.de e comi patâmetio desconllecido é? =
(a,#,p:.,a!,c':,a3.,. - -,alÍ,.)v: acrescentamos a suposição a phoh que ct,/3.p.,a?,c': e

a::, É ,n, são i:«lep'-"l"t«, ««. .lisa.il,«:içõ« « p,ão«ã «(a), «(.y), z(/'.:,), «(a:),

n-(a:) e z(''-3:) á = 1, ..,zz respectivamente, ein que a «.. N(a,ali), # -' N(b,aã),
p. «, N(Z;ali,), a: - /G(/,g), a: «' /G(p,q) e a:: - /G(c,d),i- l,...,n, onde

a, a:, b, a:, Z, alÍ., c, d. ./': g, p e q são hipel'palâinetios conhecidos. Assitll, a distribuição
rl. prãoh (to ])aiâllletio f? é dt dt poi

H (a) «('«)«-(/'i)"(1'-)"(a:)r(":)«(a:), o«de "(a:) - TI «(a:.)

n

{-1

(a') ("+:)(a') (r+')11t(a::) ('+')exp{(a +(/3-ó) +(/, z)

*ã *3 * ,'$1}. '.,',

5.6 Distribuição a poste7qorá

A dist.iibuição a postehori baseada nos dados observados (Z.,b.:) sob esse modelo é dada

enl (5.7). Então substituindo T(O) poi (5.25) a. distiil)lição a posteüorã fica como segue

P(OJZ.,-;) N
la:)'(;+'+1)(a') ($+r+') rl lci 4(a':)'('+g)j ex]) 1 -- ã l;i >1:(x

*i$'": ÍI ;:l$k ~ ,«,)*:b'*:

*'/ * "/ * qr *$ *$ * :-$1] }.

« Bn.#

(5.26)
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A distribuição a posieráoh baseada nos dados completos (W.) sob esse lllodelo é dada. poi

1,(olz.b;) -
l

1,(0, nlz.b:)./Z ,
R:

onde

P(0, zjZ.»;) u L(OJW.)«-(a)

comi L(OjW.) e n-(O) dados eni (5.6) e (5.25) iespectivanlente, ou seja

p(o, :«lz.-;) «
(a')'(Ç+'+')(a')'($+r+t) ll(o-'.)'('+:) exp 1 -- ã l;} )i:(K
*iX(.*: ;«J' -- $1 Ío;: ....,' -- ü' ''r * PàW

*v*l*$*, $11}.

P«:)'

(5.27)

Com base en] (5.26) e (5.27), podemos vci quc a (]ist.iibtiição a posteriori não temi uma forma

fechada, apenas o núcleo da distribuição ü postehorã baseada nos dados observados, dada em

(5.26) e o núcleo da distribuição a. posíerãorã baseada nos dados completos, dada em (5.27)

têm forma conhecida. Além disso, as distribuições matgiilais e condicionais a. posÍehoü,

tainbéiii não tctil tolHIa fechada. Proccdinicntos nuniéiicos colliputaciotiais (tipo l\'lCi\'lC),

devem sei usados pala tiatai desse tipo de pioblenla.

5.6.1 Distribuições condicionais completas baseados nos dados observados (Z.l,:)

Baseando-se na distribuição a posterãoh dada en] (5.26), obtemos a seguia as distri-

buições collclicionais complet.as univai'fadas dos palârnetios a, Õ, p,,, cr:, alÍ e o:, , i= 1, . . . , 71
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Distribuição condicional completa de a dado /3: H.,, a:, a=, o'lÍ e Z.b:

De (5.26), operações algébricas conduzem a

«'«,,",,«:,.:;.:,'.»;, " .*-{ i[($ ú$';'*i)«'
JFE.i'K #«,) ;àX.í:*

*üü ;:* i~il

:($'' Pp.:)

(5.28)

n'(alP,p,,a:,ali,cr:, z.b;) o( exp { la2 2-ã-al } c( exp l

onde ,4 e /3 são dadEU poi

« - $ Ú$';'*$
;F /:'~..) J E.;'oç ''««) ;LE.i'x,. Dp=

Então

E
í-l

cÍ'+
a,

Portanto

[« ~.,«:,":,''':,'..;] -~ (-:, -;) , « ».
(5.29)
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Distribuição condicional completa de p. dado a, #, a'

Fazendo operações algébtic:as eTn (5.26), obtemos

«'«;.«,,,':,.:,.:,'..:, « '*-{ :[(ç*Ê [:*ü]'$';'*i
:("q>*$' &$.;''* «,

l8E.;'x: ;hX í:m «)

ú$ ';"*: *1)«.] },

e Z.b:

)«:

(5.30)

« (/.,l«, /j, /'.

e temos que

,''':,'.«;, " --,{ li(',.: '",.,)}

{ Ú(«,; #)'}, '».,
(x exp

onde 1) e C' são dadas poi

C [; * i] '$ ';' * i
yK:i®'$x JPX.í"m .)

-á$.;''* «, ú$';:*:*{
ou se.]a

IP.la,#,P.:,'',
,'.»;.-~(#, i), '»..

(5.31)
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Distribuição condicional completa de /3 dado cl, p,, a:, o':, ali e z.bs

Considetatldo (5.26) e oiiiitilido À,alias pt\ssagens, opciaçõcs algébiictts conduzem a

«', "«,.:,.:,.:,'«;, « ü »: ;-»l :ii.:$q;?'
,,', $ a4P),' - ' (,'- $ '": * 11S* «,

.:''" efí «'";')'*"rl}.
Fazendo

}: nh lp:(«: + «::) 2p,«:;(x: - p,)l ,

>: Í5:Í l}.,("il + "::)(x - ") + ":,(x - ")(x: p,)l

n

temos que

«PÉ«,p,,":,":,a:,Z..J u p wi«,}..,":,«:,z.»J«pl i4w o'l, O.3q

onde

lx:l-;«p{ (-'#'

é Rima função unifoinlenlente lilnit.ada elll /3 e o segundo fatos é o núcleo de uma N(b
com b e aã conhecidos.

p-(#l.«, p,: , ": , .'li

Distribuição condicional completa de a? dado a, /i?, /l..., a:, crli e Z.b:

Partindo de (5.26) e omitindo valias passagens obtemos a seguint.e expiessao pala a con-

diciottal completa de a:

n

n-(o-:la,P:H,:;,a:,c,:, Z.b:) oc (o-:) ('+') ll IXil-4 exp
í-l EM':P'':
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além disso

n-(a'la, /3,p,.;, a:, a:, z.b;) c( ç2(c''l/3, p,, a:, a:, Z.t,;)(a')'('+:) exp l l leal }5.33)

onde

é unia função uiiiíoiiiiciiientc liitiitadtt ein o-e2 e o segundo fatos é o ttúclco dc uliiêl distribuição

TGÇ'p, q)

Distribuição condicional completa de o-: dado a, P, p,., a:, alÍ: e Z.b:

De (5.26), temos que

z(a'l",p,/.--,a?,a:,z.b;) 'x (a')'(r+:)lllEil iexpl ãl>-ÍEiali(x " #/'-,)'+ 2gll
ou

r(a'la,/3,H,,a:,a:,Zobs) oc 'pS(a2lcr,/3,p,,a:,a:,Z.b;)(a') ('f+')exp{ 2g l (5.34)

onde

é uma. função uniformemente limitada. em o-lÍ e o segundo fat.or é o núcleo de uilla distribuição

icÇf. gü.

Distribuição colldicional completa de alÍ, dado a, /7, p., a! e Z.b;, á = 1: . . . ,n

Fillaltllente, após de alguillas tllailipulações algébricas em (5.26), obtemos
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p3(axila, #,p;., a:, a:, Z.b:) - ll IEil 4 exp
i-l

«(a::la,#,p.,a:,a:,Z.b;) oc (a:.) ('+')IX:l { exp
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i = 1, . . . , 7z. Além (disso

a(a',la,/3,p,,a?,a', Z.b;) ''' y'4(a'la,/7,p,,a:,a:,z.b;)(a',)'('+:) exp { 2d } (5.35)

i = 1, . . . , n, eni que

p.(«::l«,/7,p,,.:,.=,z.-J - lx:l ;«p{ l»;í":. «
é uma fu[[ção tu[ifo[memente limit.ada e]]] alÍ. e o scgttndo fatos é o núcleo de cima distiibtiição

/G'(c, d) .

Observação: Pelo desci'it.o acima, podemos dizer club as distribuições condicionais canil)lotas

univaiiadas de a e p.: dadas en] (5.29) e (5.31) i-espectivatlielite, são Noilliais e das distribuições

condicionais completas univaiiadas de Õ, a:, a: e a::, { = 1, . . . ,n dadas em (5.32), (5.33),

(5.34) e (5.35) iespectivalllente, conhecemos apenas o núcleo

Seniclhtuitcliiciitc ])odcnios obtci as distiibuiçõcs condicionais complct.as a. posZeüorá

baseadas nos dados completos

5.6.2 Distribuições condicionais completas a posterÍorq baseadas nos dados com
plenos (W.)

Usando a dist.tibuição a posíehoü ei]] (5.27), obtct ]os as seguiíltes dist.iibtiições cotldicio

nais completas pala os patâmetios do modelo.

A distribuição condicional de a dado #,p,, a:, cF:. a: e I'r. é dada pot'

«(al/q, 1.., a:, a: i, W.) « expa'
2 qa) i~ ("":.i=H)I'l

Portanto

lula,p;.,"', , «.. - ~ (":':.i=;'' "? ; ÚSb) (5.36)
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A distribuição condicional de ,3 dado a,p.:. a:,a:. cr: e W'. é dada pol

«'' ",:.:,«:,.:,"., « --l ; I';bi":1 1'' , 1':'::1:::;1:=%*'':l 'l l,
assim

-' ":,":,«:,«..-~l'«:i:;i;.:="*'":; c l ''«,

A distribuição condicional de H. dado ct,/3,a:, a:,o':. e W'. é dada por

«(/.;. l«,: /i, a: ":,a::,W.) x exp 'q/':
2 '',.J}

«: ,;«,)},

onde

« -$ (q#) . «-$(q=#)
portanto

Ip.la;#,.:,alÍ
B l

ali, W.l -. N H ' Á
,4 > 0 (5.38)

A dista'ibuição condicional de a? dado a,/3:p-:,a:., cr:: e W'. é dada por

cl,/3, p,:;, a:, a:. w'.) c((cr')'(:+'+i) exp l --;}
nl

; >1:(x " #":y+ç-]
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/ . n \

[«: ",««,":,«:,w.]-''l;*«;;E'" ,«:,'--«l. ''«,
\ i-l /

ibuição de a: dado a,P,p.,, a?, al: e W'. é dada poi'

n-(a:la,/3,p,,a:,a:, w.) o( (a') ($+r+') exp l ; li }l:(xí
portanto

1«1Íla,#,P.;,':,«:,U''.l- /G l;+/; ;>'(X; «:)'+g l(S.40)

A distribuição condicional de al:: dado a,/3,/z=,a:,a? e W'., á = 1, . . . ,7z é dada por

r(a'. la, /3, p., alÍ, a:, w.) 'x (o',)'('+ã+i) exp {--;Í l(!i.=i!!!!E + dl } , í - 1, . . . , n,

-«3; ",,',,«:,.:,w..-,-(.--;; e'l"#---), '-«, . ,'« ''':,

A distribuição condicional de zi dado a, P, p-.«, ol?, a:, cr:; e W., á = 1, . . . , it é dada por

«(«:l«,P,,..,,':,":,.':,WJ « ."p { ('::';? 'o:«:)}

f.? ,&.;l'L. :

A dista

assiil]

- 1, n'j

n,

w'.l - .rc +P
2

11.l
+/; :l>1:(x. «.y+g

??,

2



onde

(Ji
p'":':; + ':'l:; + a:al:

#«IÍ'li. (X a) + a:aj:;X: + p;.«?ali

«? «3 ':;
á l , 7Z

portanto

1«:1.«, P; p .: , a:, alÍ , a:: 1- Nob.s a á), ':»., '-«,...,«.
(5.42)

Observação: A introdução das x,aiiáveis latentes (não observadas) zi, . . - ,z. faz coi]] que

as distribuições condicionais c:olllpletas univariadas de a, /3 e p. dadas eni (5.36), (5.37) e
(5.38) icspcctivanictite, sejtun Noiva.is e as distiibuiçõcs condicionais complet.t\s uiiivaiittdas

cle a:, alÍ e a:,, ã = 1, . . . ,r]. dadas en] (5.39), (5.40) e (5.41) iespectivaniente, sejam Gamas
hl\ ermidas .

5 '7 qiHUjnriiny-'

Nesta seção utilizamos uma amostra de tamanho vz = 30 de dados silllulados a paitii do

modelo definido eil] (5.1) e (5.2) com a seguinte config\nação pala os parâmetros

a= 1, /3=1, p,:: 2, o-:=5, e az=1,

além disso a variância a:: foi gelada como segue «a{ ilJ r,/(0-5, 4), 'É = 1, . . . , ?t e fotaill

malltidos fixos em todas as simulações

A simulação foi feita lit.ilizalldo o soft.wale estatístico \\rinBUGS. A confie\nação de nosso

modelo nã.o está na biblioteca de ÀArinBUGS, portanto utilizamos diietamente a fullção de
verossinlilhança pata geral as cadeias. O modelo ut.ilizado é dado na. Figura 5.1. Usamos

práoüs não informativas pala os pat'âmetros c:onl a finalidade de usar toda a informação

cona-ida lla veiossinlillaança. Disttil)tições a phorã norllaais pala os parântetios rt: l:i. /l- e

distribuições a phoü uniformes pala os patânletios a. e a.,.. Utilizattlos as estimativas dos

inomeiitos como valores iniciais pala as cadeias. Pat'a o pt'ocesso do diagnóstico de convem-gência
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das scqiicncias de Gibbs, ustniios unia única scqüeiicia de Gibbs de cotiiptiiilcnto 7' = 30: 000

e pala o processo de estimação dos parâmetros, foi usada uma únicrn. seqtiencia de Gibbs de

colllptiinento 7' :: 10, 000. Os insultados da sinlulaçã.o focam os seguintes:

a) Diagnóstico de convem-gência das seqüencias de Gibbs
A seguia são apresentados alguns dispositivos giá.6lcos para. o diagnóstico de possíveis

falhas na convergência do algoiitmo de Gibbs. Das Fíbulas 5.2 - 5.5, podenaos obseivai

que os dispositivos apresentados não sugerena que exista ptoblenla na conveigêi)cia do

algoiitmo de Gibbs.

b) Estimação

A Tabela 5.1 apresenta. as estílllativas de valias medidas de iesu)no da. distribuição a
posíehoü. Esta. estilTlativas focam obtidas utiliza.lido-se uma única seqüencia. de Gibbs

de coma)iimetlto T :: ]O, 0(]0. Como utilizamos prãorás não informativas, se fato o

piocedinaento de estima.ção é adequado, espeta-se (lue as est.imativas a posíehoh dos

parânletios estejam ptóxíinas dos x,aloles dos pala.nletios que foiatll usados na geração

dos dados. Além disso, essas estimativas devetiatn também estar ptóxitnas das estima-

tivas dc máxima veiossiniilhançtt

Na Tabela 5. 1 observa-se que as estimativas do valor espera.do da distribuição a postehorã

dos paiâmetios, obtidas pela média atitlnética e pela mediana ainostial, estimatn cada

um dos parâlrletros com um "pequeno"viés e somente o pat'âilletio H.. padece estai supe-

iestimado, tu outras cstitiiatis,as estão próximas dos vttloies dos pt\iâmettos. Além disso,

lllais importante ainda, os valores verdadeiros dos paiâmetios (os usados pata geiai a

a.mostra) pertencem aos intervalos de credibilidade a.piesaltados. A Figura 5.6 apresenta

os gráficos das estimativas das densidades posZehohs marginais dos paiâmetios.
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Model
modem

{

for(i in l:n){
zerosli] <- 0

phijil <- iog(varu*vare +pow(beta,
2)*varu'varxti]+vare'vao(]i])/2+«varxEil+varu)'pow«ylil-alfa-

beta*mux), 2)+(pow(beta, 2)'varxlil+vare)*pow«xlíl-mux), 212*beta*varxjil*(ylil-
alfa-beta*mux)*(xjij-mux»/(2*(varu*vare+pow(beta, 2)'varu*varxtíl+vare*varxji}»+C

zeros[i} - dpois(ph]]i])

alfa nif(-20,20)
beta - dunif(-20,20)
mux - dunlf(-20,20)
uvare - dunif(0.20)
vares- uvare*uvare
uvaru - dunif(0.20)
varu<-uvaru*uvaru
}

list(y=c(-3.644.-0.540,-2.837. 0.620,-4.464,-5.838,-4.753,-4.783,-3.973,
3.268,-0.1 95.-4.205,-4. 062.-0.303.-4 . 024.-6.996,-8.757.-0.991 .
.4.065.-1 0.100. 1 .41 0. 1 .587.-2.665.-0.321 .-2.276.-1 .756.-7.861.
5.222.-0.922,-0.773), x=c(-4.870, 0.733,-2.336. 3.435,-3.597,-2.774.-3.909.-5.596.-0.888,-0.802,

0.698.-4.1 38.-1.178. 0.461.-1 .175,-6.333,-2.146,-0.514,-4.821.-6.932.-1 .293. 2.298.-0.302.-0.783
3.186.4.1 1 2,-3.01 3,-1 -964. 0.280, 2.827), varx=c(3.956, 1 0.975. 2.053. 6.472. 6.678, 1 .635, 2,531
15.199, 8.357, 7.896 .3.758. 4.489. 13.721, 13.839, 7.854. 15.889. 7.520. 4.185. 1.988. 15.926.

2.346, 8.333, 0.788, 1.370. 12.221,15.059, 13.034, 12.248. 9.568, ll .715),C=1000, n=30)

Data

list(alfa=-1 .033, beta=0.989, mux=-1 .995, uvare=2.205, uvaru=1 .01 9)
list(atfa=-0.833, beta=1 .089, mux=-2.095, uvare=2, uvaru=1 )
list(alfa=-1 -563. beta=1 .789, mux=-1 -095. uvare=0.92. uvaru=0-5)

Initíal

Figura 5.1. Piogtama \X'itiBUGS pala o modelo definido ciii (5.1) e (5.2)

Tabela 5.1. Estimativas do valor espetado, eito padrão, quantas e intervalos de credibilidade pala
os paiâmetios a, /3, H;., a? e ali, baseados enl unia única seqiietlcia de Gibbs cle comprimento
T-l0,000.

Àledidas de R.esumo P

0.908 .1.471

«?

4.835

«:
1.861i\lédia m'itmética 1.731

0.595

0.0113

1.757

Eno paclião
Ergo À'lC

0.251

0.0056

0.880

0.491

0.0069

.1.487

2.284

0.0421

4.785

1.737

0.0375

1.352lx/mediana

Intervalo de credibilidade

Limite inferior (2.5%) .2.830 0.486

-0.512 1.466

2.384

-0.437

[).256

9.560

o .0o 9
6.240Limite supetiot (97.5%)

109



alf
2.0l

o.ol

2.01

4.0l

a beta
2.0
1.5
1.0
0.5
0.0

30850 30900 30950

teration

30850 30900 30950
iteration

1.0
0.0
1.0

.2.0
3.0

mux vare
30.0

20.0
10.0

0.0

30850

.4.0l

30850 30900 30950

teration

30900 30950

iteration

V
15.0

lo.ol

5.01

o.ol

aru

30850 30900 30950

Figura 5.2. " Ttace"pata os parâi]]etros, baseados ej]] uma única seqüencia de Gibbs de colllprimento
T-30,000
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Figura 5.3. Compoitalnento histórico das cadeias pala os pal'âllletios, baseados em uma. úlüca
seqiiencia. de Gibbs de conipiimento T=30,000.
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-0.5
1.0
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lag lag

Figura 5.4. Gráficos das funções de auto-correlação dos parâmeti'os, baseados eln uma. única. seqiiencia
de Gibbs de comprimento T=30,000.
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Figura 5.5. Cadeias paralelas pala os paiâ]netios, baseados e]]] unia única seqüencia de Gibbs de
comprimento T=10,000.
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0.8

0.61
0.4

0.21

0.01

alfa sample 10000

2.0
1.5
1.0
0.5
0.0

beta sample: 10000

.6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 0.0 1.0

l.ol
0.7sl
0.5

0.25
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mux sample: 10000 vare sample: 10000
0.3

0.2
0.1

0.0

4.0 .2.0 10.0 0.0 10.0

varu sample: 10000

.5.0 0.0 5.0 10.0

Figura 5.6. Gráficos das estiiliativas das densidades marginais a posteüoM para os parâmetros,
baseados em uu a única seqtiencia de Gibbs cle colnprilnento T=10,000
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Capítulo 6

Contribuições e Estudos futuros

6.1 Principais contribuições

As principais contribuições dest.e trabalho são as seguintes

8 No Capítulo 2 ielaxatnos a suposição de normalidade do vetou Zí = (X,Xí)v
[, . . . , n, iillposta poi ]<u]athina] et a1. (2(]02) ila o])tenção dos E]\]À/] do nlodc]o ]incal

hetetoceclástico coll] ei-ios lias variáveis e iJa equação- Desenvolvemos um mét.odo pma

a obtenção dos EMh4 baseado só na. exist,ência do primeiro e segulldo illomento do vet.oi

aleatório Zi. l\,lest]]o que este t]]étodo te]]l]a sido utilizado num modelo seno eito na

equação, este resultado cona.inua sendo válido no caso cona e]]o ]la equação. TaJnbém

desenvolvemos a. matriz de covariâ.ncias assintótica pata os est.imadoies de momentos ob-

tidos pelo método proposto. Além disso, determinamos a matriz de informação de Fishet

poi diferenciação direta da função de log-vetossinlilllança (l<ulatliinal et al. (2002) apõe

sente\ Olttio método altcinativo), obtendo msiin a distribuição assintótica dos estiniadoies

de máxima veiossimilhança. Finalmente conduzinlos várias simulações a. flUI de de ava-

liar o compottalaiento das estatíst.ices do tipo \Àrald e dos esticadores dos patâinetros
rlp I'po t'pqq:in

e No Clapítulo 3 desenvolveillos unia teoria assintót.ica ])aia deterrninaT os EN4T\'l e os EMV

(com seus respectivos desvios padrões) dos paiâmettos esttutuiais de un] lvIREH cona

eixos nas variáveis, no caso en] que a. vai'lavei não observa.da. z{ é heterocedástica. Além

disso pioponlos uin método geral pala obter a matriz de infoiitlação de Fisllei associada

aos parâmet.ros do lllndelo deflllido pelas equações(1.5),(1.6) e(1.7) com suas respectivas

restrições de identificabilidade (casos paiticulaJes). E bom lenlbtal que este modelo com

a collíiguiação ela.bolada nesta. tese, ainda. não é abotoado na. litetatuia.
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e No Ct\.pítulo 4 tcntatlios clcsciivolvci um método (lue nos pcimittt incoipoiiu íl cstiniação

dos parâmetros a'. e a: (ou ai - !:l?, { = 1,. . . ,n) dentro do processo de estimação.

O coiihecilnento de a.i, i= 1: . . . , n- pciiiiitc o coiihccinlciito da razão da conhabilidadc

(ou coeficicilt.e de at.clluação) /í.;. - '"' e, assim, iesolvei o p:oblema de falta de

idclitificação do modelo

2

11

6.2 Clomentários finais

Nesta tese, desenvolvemos uma metodologia pata obter estinladotes collsistentes (colll

seus coiiespondentes desvios padrões) dos paiâi)}etios estiutuiais, pliineiio num modelo

de teglessão estiutuial com eixos de medição qua.nulo as valia.ncias das nlediclas dos eixos

vaiialll enfie as observações (Capítulo 2) e logo no caso ein que a. variância da. co't'a.fiável não

observada é considerada lleterocedástica (Capítulo 3)

Os modelos introduzidos como já é bem sabido apresentam prol)lemas de falta de

identificabilidade, deste modo suposições adicionais devem sci consideradas. No caso do

modelo do Capít\ilo 2 a lestiição de identificabilidade foi supor que as variâncias dos elmos

dc nlcdição eiaiii cotiliccidas. No caso do triodelo do Capítulo 3 a iestiição foi consideiai alÍ

conhecida ou ai = a::/a2, á = 1, . . . : n, conhecida, esta última. restrição equivale a conhecer o

coeficiente de atenuação.

Unia. maneira alternativa. de lidei com a infoilliação adicional da valia.ncia é mediante
o uso de réplicas. Elltâo introduzimos uma extellsã.o do tnodelo definido no Capítulo 3,

com ieplicações apenas na variável explanatóiia (Capítulo 4), colha a idéia de desetlvolvel'

algum iiiét.odo quc nus peiinitisse estimei as iestiições de idctitificabilidadc do modelo do

Clapítulo 3. Finalmente pala salvar definitivamente o problema de identificabilida.de tenta-

mos fazer uma inferência Bayesiana simples (Capítulo 5) , pala o modelo clefitlido no Clapítulo 3

Cloro um comentário final, podemos dizer que as contribuições mais importantes desta

tese estão elos resultados do Clapítulo 3.
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6.3 Sugestões para pesquisas futuras

e Estendem o modelo apicsciitado no Cal)ítulo 3 pt\itt o caso eni que a variável não obscivadtt

zi tenha uma distiil)unção elíptica, que ga.tanta uma inferência estatística lna.is robusta

que a noinlal.

e Estender o modelo apresentado no Capítulo 3 para o caso em que a variável nã.o observada

ri tenlla ulrla disttibttição assimétrica.

B Fi\zel estudos dc influência locttl nos modelos pior)oitos nos Capítulos 3 e 4

. Pioglania.i o mét.odo MCh4C (sem WinBUGS) pata a teoria da. abotdageiii Bayesia.lla

proposta no Clapítulo 5. Conduzir estudos de simulação e aplicações com o modelo
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Apêndice A

Informação Observada

Os elemellt.os da. inat.tiz de infoimaçã.o observada, denotado pot Ki, no caso de ieplicações

não-balanceadas na variável exploiatót ia (Capítulo 4 Subseção 4.4.1), temi a seguinte expressão

perca.l

/('i..P 4á::: :: - iÜ*.;' [:: *«:n]
[ac.i hi . Aiaci] . ,.2..2F..iaciaci l a2ci ]

[a'va@ ' a'yaduJ ' ''''' ]'' a'yadu 2ava#']
(A.l)

onde ', @ = r}, P; /l.,, a:, a:

Derivando (4.16) en] relação a @ (e fa.zendo ki = ci, tt;i = ii, e /i = /zi), obtemos as derivadas

de piimeiia oidenl

T- iá'« -: ! : * .;' '': i";';':, (A.2)

onde Vi a,Õ, p«,alÍ, a:, ":"

OlnlEd

z.

2- 2.;'%-« pp,), :!- p«;:,

2#''';'.i:, g% - 2p.«;2(X-«-#p,), ;> -";'(y. -" -2/3p,),
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ci

2p.,;', l;b - 2.;',j(x " ,j/',) -2";'El:(x:j -/',),

a i« lx:l
a//-«

F'.:' «:''

a;'(X .«-0p,), ;%- Õ«;'(X

a i:. lx:l a,:' ,J'ci'",'',
a/z:

-al:' }:(X:j

a i-- lx:l
«,:«;'-"-:«;'.;', . :13- .-;'>1:(x:, {-i,...,«

Derivando fetais unia vez a expressão en] (A.2) en] leia.ção a 'y = n, /3. p«, a!. a:, obtetllos

a expressão etl] (A.l), onde

82 in IXil 8:c: a':l-L:

0a2 Oau
õ2 in IX : 1 ]:$.-. 9 - ,«;',

a2/z.i 9
-a '

õ2lnj>li
E)}i. .aci

a2c:

a }i. :. i) a
-??$..-.
a/J.;,a '' ti;lil = 2a;'p.;, t)!i..Õa

2at'* li ,

a' l« lx:l a' h] IXil a2ci a2ci a'ti a2/}.
Oa2f)n /)a2 o. a2 n Oa2On' Oa2On:

0
a'hi . .

ãl;iãi ' p"' :

2a;'(X --a PP,), a n >1'l = 2a;2cii --4#2ciaa;4, illg =2p:a;2,

a2/i.{
2/[=ac 2,

a2lnjlli a2/i{

aF.ac\
2a:. :(E a 2PP,), {ii;ll;ll:i- = 2mi#cÍ'a;'a;' , ij:l:iii = 2Pa;',

a'ci a2t: O2 in IXí l
2/3ci" o-;.' '(/3'ci' a; ' 1),

2/'.a;'(K a P/.,),
a2/}i a;'(X «, /3/...)
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'':«;:*'"..;', qP -g-b -., =h -«:";',

i)Gane) }i. " ,.;'E(x:. , :l;lly- '''* -o, ã:h-p'.;',

2#a;'(x--cr--pp.), Í) " IX.l - a% -o, iljjj;h=2miaj:',

a2lnj>lí
a(a:)'

.-\9 . 17tí

-,«;«='(i 2"=''i' + "'-:«;'.i'), õ::lb - 2"i'El:(x:j p-)',

Õ;}3;i - m'p''. '". ''«'2a;''>:(X:j-P.), at''lX:l .,., .,

8a20a2
M - -''' -', "'' .,«..'M « P«,:,,

a2lnj>1{
a. 4 + 2/3ecÍia.:c l3'c;'a=*. 2#2a;a, e

a2/&á

a(a3):
2/3a;'(K a /3P,), ã , 7Z
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Apêndice B

Informação de Fisher e Reparametrizações

B.l Reparametrizações

Seja P = {Pa,O C O} um modelo paraniétrico, onde o objeto O, o conjunto O e a
futtção (lue liga. Pa a O se denominam palâllletio, espa.ço paiaméttico e paiametiização
iespectivanlente.

O método de máxima veiossiinilha.liça. é inca.riante sob cepa.ta.mettizações, isto é-

Sejan] (/)l, O c O) e (PÀ; À C A), com /:ão) ' /o' dos pata"letiizações identificáveis do

modelo palâmetrico 7). Seja g uma tiansíoln)ação bijctiva de G) enl A, de nlalleiia que À=g(O)

defii)e unia iepaiametiiza.çã.o. Além disso, seja P o estimados de nlá.xima verossilrlilhança de

P C P'. Então os estimadotes de máxima velossimilhança ficalll deteinlinados poi /] ' P e

P: = P, implicando que P:lÓ) = P. A ideiltificabilidade da paiametlízação implica ent.ão que

À - g(o)

B.2 T«.fnrl-n n r ã n d D FÍ hpt:5uv uv x xvxxvx

A intolmação de Fishei irão é inva.diante sob iepaiâtnetiizações, poi isso é liecessáiio sei

cuida.dolo lla sua interpretação.

Seja À=g(.X) con g inversível e continuamente difeienciável. Usaremos Li e L2 pala distinguir

enfie as furlções de vetossinlilhança escritas em telnlos dc é? e À iespectivanlente. Consideremos

a igualdade

L:(Z,g(O)) - L.(Z, O)
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cü l t;ê5i (L \lcu \,CL\lt;la' ul:llllio.

alogLi alogL2 aÀ

aÀ alogL2

Ell] conseqiiência tomando variância segue que

onde /'(]) e .F(2) é a informação de Fisher coliespondente ao vetou cle paiâmett
respectivamente

Assim, a infotnlação de Fisllei pala o vetou de paiãmetros À fica coillo segue

onde J = 1;i é conhecido como o Jacobiano da tra.llsfoimação.

Var

.fm(o)

.Fm(À) -

alogLt

:

=

.Fm ( .X)

.FW(0)

:

:

: ",

Vai 3

tomando logaiitnlo e pela ]r

T

portanto

T

(
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Apêndice C

Modelagem Bayesiana

C.]. Métodos MCMC

Eln gela.l, em modelos ligeiramente colllplexos, é comum o núcleo da densidade a posteríoii

não apieseiltai foinla. conhecida e, portanto, torna-se necessário a utilização de métodos
mulléticos para aptoximai a dist,libiiição a post.etioti de interesse. Nas altas últimas décadas a

inferência bayesia.na. vens ex])erimenta.ndo ulll grande avanço devido à. intiocluçã.o de t.écnicas

de simulação est.ocástica que petinitem, de forma. tela.tivanlente simples, obter amosti-as da

distribuição objetivo.

Suponl[a que temos ui[[a distribuição z(O), a C Q C IRI' (ei]] geral a posteiioii) que
é difícil de se[ a.mostrada, já seja. porque o ]]ún]ero de paiâmetios p é ] nato grande, ou
potquc a piópiia dist,til)ttição ó intiat.ável, cnt.ão uma solução T)ara o T)t'oblema Relia obtida

se pudéssemos construir unia ca.dela de À/larkov llomogênea. e aperióclica coili espaço de

estados (2 e distribuição estacionária igual a z(O), e daí então a.mostlai dessa cadeia. Isto

é porque se uma cadeia de IK4aikov é irredutível e aperiódica a distribuição estacionária

(ou distiibtiiçãn in't'adiante) é única c coincide cona a dísttibuição limite (ou dist.iibuição de

equilíbrio) , porta-nto, pala zz suficient.einente grande a observa.ção gerada. na n-ésima it.eração

(da. cadeia) essencialn)ente é uilla observação da distribuição de T(O) (assilll como todas as

observações geladas a pattii' da. (n+])-ésilna iteiação)

Para implementar a situação acima temos na literatura os a.lgoritillos denominados

métodos de IK'fonte Cano via Cadeias de h4aikov (À'lCl\lC). Unl l\4Ch4C, pata simulam de uma

densidade a-(-), é clualquei' método que produza uma cadeia de TVlail<ov homogénea, eigódica

e irredutível, cuja clist.tibuição esta.cioná.ria seja. a. distribuição de int.viesse (a-(.)). Em geral,
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nossa dist.iibuição ob.activo sct á tl distribuição a postciioii dc O

Existe na liteiatuia unia quantidade muito grande de algoiitl)los do tipo h'lClvlC

(Robeit alld Casella (1999) e Chen et al. (2000)). Os algotitmos n)ais conhecidos são o

amostradoi de Gil)bs proposto poi Genlan atld Geman (1984) e popularizado na comunidade

estatística pot (Gelfand alld Smit1l (1990)) e o algolitnlo de Metiopolis-Hastings iniciallllente

proposto poi h'letiopolis et a1. (1953) e estendido poi Hastings (1970). 1vluitos autores na li

t.etat.tua, t.f)iit cst.al)elegi(lo condições pata tl colivclgência de vários (lesscs algotit.iiios À'lCl\'lC,

Robeits and Sniitll (1993) por exeitt])lo estabelecem condições suficientes ielativaillente

siillples sobre T(O) de modo que as cadeias induzidas pelos algotitnlos de Gibbs e lvletiopolis

Hastings (colll distribuição estaciollai'ia z(O)) sejam irredutíveis e apetiódicas e portanto

convilji\.ni cin distribuição ptutt uma vtuiável covil distribuição z(O). Rol)eles and Tweedie

(1996) nlosttatll a. etgoclicidade geonaétiica de uma classe bastante ampla de algolitlnos
t.ipo N'let.topolis-Hastings. Pata mais cletallles sobre nlét.oclos l\4Cl\'lC, uma. boa iefetêllcia é

Gameiinall and Lopes (2006) e Clongdoll (2006).

C.2 Programa WinBUGS

O ])loglanla contputacional WinBUGS (Bayesian infeience Using Gibbs Salllplei foi

Wit)doxvs) é dit'eciol ado pala análise bayesiana de modelos estatísticos colllplexos, utilizando

téciiictu dc MCMC. Consiste cle uni conjunto dc fullçõcs quc pciniite a esl)ecificação do
modelo e das dista'ibuições de probabilidade pala t-odor os seus componentes aleatórios

(observações e pmâmetios)

O WinBUGS é dotado da capacidade de reconhecer fotnlas conjugadas, log-concavidade,

distribuições comi amplitudes restritas, etc. Com base nesta. classificação, o algoiitlno de

atllosttagetll mais eficiente é selecionado pala a simulação. Se tlenlluilla dest.as piopliedades

é iccoiiliccida, umtnncnsttgem avista tl incapacidade de cscolhci- o iiiétodo de atualização. Poi

exeiaaplo, quando formas conjuga.das colldicionais são iecoilllecidas a a.mostra. é eficientemente

gerada das distribuições condicionais completas. Se não existia' conjugação, as amostras são

geladas pot métodos de re.feição, de re.feição adoptivo ou pelo algoiitmo h/letiopolis-Hastings,

confointe descrito ein Ganleinlan a.nd Lopes (2006). O método paio aniostiagem é cscolllido

seguindo urna hie[atquia. Em cada caso un] ]nét.odo é usado se nenhuns outro anterior íor

apiopiiado
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A linguagctn do sistema. c a cntiada c saída dc dados obcdccetn a Incsma sintaxe dtt

linguagem de programa.ção S-Plus ou R. O WilIBUGS permite, tambélll, que o modelo seja

especificado a paitii de unia teptesentação gi-áfica (Doodle) . Se desejado, a linguageJn giáÍica

pode sei tiansfotmada pata linguagem t.ext.o, mais flexível do (late a ptiineiia

Como grandes grandes atiativos para o uso do WinBUGS podemos citei: a possibilidade

da especificação de uma vat'iedade de distribuições a plioii e a. geração de a.illostras das densi-

dades cottdicionais coinplettts poi diferentes iiiétodos, a versão 1.4 já pctttiit.c a ('sl)(:cificação

de distiil)uições multivariadasl a a.mostragern pol bloco e a especificação gráfica do nlodelol

o nionitoiaillento de qualquer função dos paiâinetros do modelos a obt.ellção dos valor'es

anlostrados de cada paiâmetio nlonitoiado, a cada À4 iteiações a pmtit de unia cletetminada

iteração /- (os valor-es /\./ e L são cs])ecificaclos ])elo usuáiio) ; o fornecimento ítutomttticaliiciitc
de resumos decorrentes da amostra obtida (média, nledialla, desvio padrão e intervalo de

credibilidade)l resultados pala diagnósticos de conveigêncial e outras facilidades como a

construção imediata de gráficos pata a análise de cadeia

E iiilpoitante iessaltai que o \VinBUGS é unl programa de livre acesso e pode ser io

dado, tambéili, na linguagem de plogralllação R, através do pacote R2WinBUGS (Sturtz et al

(2005))
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