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Resumo

Neste trabalho estudamos o modelo de regressao estrutural heterocedastico (MREH) com
erros nas variaveis. Diferentes sitnagoes para as quais o modelo com erros nas variaveis (MEV)
estrutural usual passa para um MREH com erros nas variaveis sao estudadas. Primeiro consi-
deramos um modelo estrutural normal com erros de medigao heteroceddasticos, além disso,
estudamos o MEV estrutural normal considerando a varidvel nao observada z; como he-
teroceddstica (nao abordado na literatura), logo estendemos este modelo para o caso com
replicagoes nao-balanceadas na varidvel explanatéria (covariavel). Também propusemos um
método geral para determinar a matriz de variancias-covariancias dos diferentes MREH com
erros nas variaveis aqui apresentados. Finalmente, apresentamos uma abordagem Bayesiana
simples para o modclo estrutural normal com erros nas variaveis com 2; heteroceddstica. Uti-
lizamos técnicas cléssicas tais como o método dos momentos (MM) e maxima verossimilhanga
(MV) para obter estimadores consistentes e suas distribuigoes limite (ou assintéticas). Es-
timativas de maxima verossimilhanga sao obtidas numericamente através do algoritmo EM.
A estimagao consistente da variancia assintotica dos estimadores de maxima verossimilhanga
também ¢é discutida. Teste estatisticos sao propostos para testar hipdteses de interesse. Si-
mulagoes de Monte Carlo foram realizadas para estudar o desempenho dos estimadores e testes.

Um conjunto de dados reais ¢ analisado usando os métodos propostos.

Palavras-chave: Heterocedasticidade na covariavel, erros de medida, modelo de regressao

estrutural.
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Abstract

We studied the heteroscedastic structural regression model (HSRM) with measurement er-
rors. Different situations for which the usual structural errors-in-variable model (EVM) chan-
ges to a HSRM with measurement errors are studied. First we consider a normal structural
model with heteroscedastic measurement errors, in addition, we studied the normal structural
EVM, considering the unobserved variable z; as heteroscedastic (not discussed in the litera-
ture), we have extended this model to the case with unbalanced replication in the independent
variable. Also we proposed a general method to determine the variance-covariance matrix of
the HSRM with errors in variables presented here. Finally, we present a simple Bayesian
approach for the normal structural model with errors in variables with x; heteroscedastic. We
use traditional techniques such as the method of moments and maximum likelihood to obtain
consistent estimators and their limit distributions. Maximum likelihood estimates are com-
puted numerically via the EM algorithm. Consistent estimation of the asymptotic variance of
the maximum likelihood estimators is also discussed. Test statistics are proposed for testing
hypotheses of interest. We used Monte Carlo simulations to study the performances of the
estimators and the hypotheses tests. A real data set was analyzed according to the methods

proposed.

Keywords: Heteroscedasticity in the covariate, measurement errors, structural regression

model.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes Iniciais

Nesta tese sao apresentados alguns resultados novos (ainda nao discutidos na literatura)
sobre o modelo de regressao estrutural heterocedéstico (MREH) com erros nas varidveis. Nao
¢ de nosso interesse fazer uma revisao extensiva sobre todos os tépicos aqui desenvolvidos,
portanto suporemos que o leitor tenha alguma familiaridade com temas tais como: Modelos
de regressao com erros nas variaveis, teoria assintética, implementacao de algoritmos tipo

MCMC via software WinBUGS, simulacoes de Monte Carlo, entre outros.

O objetivo geral de nosso trabalho é aperfeicoar e estender o MEV estrutural usual
para um MREH com erros nas varidveis, que nos permita modelar com maior precisao,
situacoes nas quais os modelos de regressao usuais nao sao adequados. Nosso objetivo final,
na medida que for possivel (disponibilidade de dados), é buscar uma aplicacao do modelo
aqui desenvolvido, em dreas importantes, nas quais as variancias dos erros de medicao variam
entre as observagoes, cenario comumente encontrado em exemplos de dreas tais como Quimica

Analitica, Epidemiologia, Botanica, Astronomia ¢ Engenharia Civil.

Os algoritmos computacionais para as simulagoes foram implementados no programa
estatistico R (R. Development Core Team (2011)) e a implementacio do método MCMC,
na parte Bayesiana, foi feito com o programa computacional WinBUGS (Bayesian inference

Using Gibbs Sampler for Windows).



1.2 O modelo com erros nas variaveis (MEV)

Na pratica existem vérias situagoes em que a variavel explanatéria (covaridavel) nao pode
ser observada diretamente, mas com erros. Isto é comum no caso de observacoes obtidas
por meio de andlises laboratoriais resultando em estimativas e nao nos verdadeiros valores
da varidvel explanatéria. Modelos de regressao em que a varidavel explanatéria estd sujeita a
erros de medi¢ao sao denominados modelos com crros de medigao ou modelos com erros nas
variaveis, desde o século passado este modelo tem sido amplamente discutido na literatura.
Sprent (1990) descreve o seu desenvolvimento histérico e uma vasta bibliografia pode ser
encontrada em Fuller (1987), Cheng and Van Ness (1999) e Carroll et al. (2006).

O modelo de regressao linear simples com erros nas variaveis classico esta definido pelas

seguintes equagoes

Y; = yi+e, com y;=a+ 3z (1.1)
Xi = zi4+wu;, i=1,...,n, (1.2)

em que os erros de medigao e; e u; sao independentes e identicamente distribuidos seguindo

uma distribuicao normal com média zero e variancia o2 e o2, respectivamente, isto é

1) e; “N(0. 0?)

2) u; % N(0, 02)

3) eiH'ui,iZI,...,n.

A idéia principal por tras das equagoes (1.1) e (1.2) é que as verdadeiras observagoes
(y1, 1), ..., (Yn,xn) (varidveis latentes) nao sao observadas diretamente e, portanto, a es-
timacao serd baseada em (Y1, X1),...,(Ys, X,), que sdo observados. Se a quantidade z;, é
considerada como uma quantidade fixa (nao observada), entao o modelo ¢ chamado modelo
de regressao funcional. Por outro lado, se a quantidade x; é considerada como uma quanti-
dade aleatoria, entao o modelo é chamado modelo de regressao estrutural, veja Fuller (1987)
e Cheng and Van Ness (1999), para mais detalhes. No caso estrutural, a suposicio tipica

segundo Arellano-Valle and Bolfarine (1998) é que
T < N(jtz.02), com z; independente de (ej,uj), Vi, j. (1.3)

Como é bem sabido, existem problemas com a estimacao dos parametros em ambos 0s casos.
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No caso funcional, a estimagao do parametro ,3 nao ¢ cousistente (verossimilhanca ilimitada).
No caso estrutural, surgem problemas de falta de identificabilidade do modelo. Uma suposicao
geralmente utilizada para contornar o problema de identificacao considera que a razao da

confiabilidade (ou coeficiente de atenuacao), k, = 02/(02+02) é conhecida, veja Fuller (1987).

Nosso trabalho tem como foco principal os modelos de regressao com erros nas variaveis,
onde ambas as variaveis (Y e X) estao sujeitas a erros de medigao heteroceddsticos. A ge-
neralizagao do modelo definido pelas equagoes (1.1) e (1.2), que nao merecia muita atengao
na literatura, surge quando os erros de medicao sao considerados heterocedasticos, isto é,

assumindo que

€i\ indep. 0 o2 0 ;
~" N , J , t=1,...,n. 1.4
u; o) \o o2/ (14)

i

O modelo de regressao funcional com a suposicao dada em (1.4) é discutido por Fuller
(1987), Ripley and Thompson (1987) e Galea-Rojas et al. (2003) sob abordagem da maxima
verossimilhanga supondo Ufl, e 05; conhecidas e maiores que zero, i = 1,...,n. A falta de
interesse no modelo de regressao heteroceddstico pode ser devido ao fato de que ambas as
variancias 03‘_ e ‘71)2,- precisam ser conhecidas, ¢ = 1,...,n. No entanto, esta é uma configuracao
comum em areas como a Quimica Analitica (Ripley and Thompson (1987)), Epidemiologia
(Kulathinal et al. (2002)), Astronomia (Patriota (2010)), Botanica, entre outras.

Recentemente, modelos funcionais com erros de medi¢ao heterocedasticos e modelos
estruturais com erro na cquagao ¢ erros de medigao heteroscedasticos tém sido objeto de pes-
quisas (e.g., Kulathinal et al. (2002), Cheng and Riu (2006), Patriota and Bolfarine (2008)),
de Castro et al. (2008), Patriota et al. (2009), Patriota (2010)). Em diversas aplicacoes
supoe-se que os erros de medicao sao nao correlacionados e suas variancias sao conhecidas e
nao negativas. No geral as metodologias encontradas na literatura consideram wm modelo
funcional heterocedastico com erros nas variaveis supondo variancias conhecidas, contudo, na

pratica, as variancias em geral nao sao conhecidas.

Neste trabalho concentramos nossa atengao, apenas no modelo de regressao estrutural
heteroceddstico (MREH) com erros nas variaveis e desenvolvemos uma teoria que nos permitiu
fazer inferéncia sobre os parametros estruturais do modelo em estudo. A seguir, apresentamos

o modelo geral que foi utilizado em nosso trabalho.



1.3 Modelo Geral

Consideremos o seguinte modelo

vy = a+3ri+q; (1.5)
Xi = a4+ (1.6)
}/i = yi+ei izl,...,n, (17)

sendo Y; a varidavel de resposta observada, X; a variavel explanatoria observada ambas sujeitas
a erros de medicao, y; a verdadeira variavel de resposta nao observada e z; a verdadeira
variavel explanatoria nao observada. O relacionamento entre as verdadeiras varidveis nao
observadas (latentes) y; e x; é dado pela equagao (1.5), onde a e f sao os parametros de
regressao desconhecidos e ¢; ¢ conhecido como erro da equagao. O aro da equagao significa
que em algumas situagoes, as verdadeiras varidaveis nao estao perfeitamente relacionadas se
fatores distintos de x; sao os responsaveis da variacao em y;. O erro da equacao poderia nao

existir, nesse caso fazemos ¢; = 0 na equacao (1.5).

Definindo
a=(a.0)" e b=(3 17T, (1.8)
temos que
Zi=(Y, X)T=a+zb+ (ei+q,uw),i=1,...,n (1.9)
As suposi¢oes impostas ao modelo sao:
(ei, )T e (q;,2;)T sao independentes, ¢; e r; sdo independentes, com
¢ LINO,0%), oz " N, 02) e

(e;, u;)T e N, [0, 0)";diag{cZ.02}], 4,j=1,...,n,

u;

2 2

onde diag{o? 07 } denota uma matriz diagonal de dimensao 2 com elementos o2 e o na

diagonal.



Das suposi¢oes da acima temos de (1.9) que

indep.

Zi ~ NQ(“(6)1 21(9))‘ 1= 1!"')”.‘

onde p(0) = a+ b e Xi(0) = ¥; + o2 bb", com ¥; = diag(c] + 0?, 02), sendo 6 o

vetor de parametros estruturais do modelo. Além disso note que, 6 vai depender da condicao

de identificabilidade imposta ao modeclo.

O modelo definido pelas equacoes (1.5), (1.6) e (1.7) é bem geral , entretanto esta tese

foca a atencao em alguns casos particulares deste modelo, que sao mostrados a seguir.

(1)

(2)

(3)

No capitulo 2, consideramos ¢, =0 e Uii =02, i=1,...,n. Além disso

T Lag N(pte, 02) e (es u)T "~ Ny [(O O)T;(llag{of‘_,aﬁi ] s =10

Supondo as variancias heterocedasticas afi e 03,_ conhecidas Vi = 1,...,n, obtemos um
MREH com erros nas variaveis identificavel. Neste caso o parametro estrutural é dado

0 — (n 2\T
pOI 0 - (G, /37#';1‘;0';1;) .
Kulathinal et al. (2002) quando ¢; =0, 7« = 1,...,n. Este é conhecido como MREH com

Este modelo é um caso particular do modelo estudado por

erros nas variaveis sem erro da equagao.

No capitulo 3, consideramos ¢; = 0, ‘73,- =02 e 031_ =02 i=1,...,n. Além disso
t.1.d. . 2 2 indep. P .
(e;, u;)T "X N, [(0, 0)"; diag{o?, o ] ;e xpo~ N(pg,0p) i=1,....n.
Supondo a variancia heterocedastica 012_', conhecida Vi = 1,....n, obtemos um MREH

com erros nas variaveis no qual a variancia da variavel nao observada z; é considerada
s 5 - 3 2
heteroceddstica. Neste caso o parametro estrutural é dado por 6 = («, 3, fie, 02,02)7.

Este modelo ainda nao foi abordado na literatura.

No capitulo 4, consideramos a mesma configuracdo que no capitulo 3, acrescentando
réplicas nao balanceadas apenas na variavel explanatéria. Neste caso temos que a
equagao (1.6) muda para

L.

Lot . .
Xij =x;+u;; onde wuy ~ N(O,Ug) j=1,...,m; 1=1,...,n

O modeclo resultante ¢ win MREH com erros nas variaveis replicado.



No capitulo 5 consideramos o mesmo modelo que no capitulo 3, isto ¢, uin MREH com
erros nas variaveis, onde a variavel nao observada z; tem distribuigao normal com média y, e

variancia o2 , i = 1,...,n. Este modelo é estudado sob abordagem Bayesiana.

1.4 Organizacao do trabalho
Este trabalho estd organizado em seis capitulos mais um apéndice.

No Capitulo 1 apresentamos uma visao geral da forma dos modelos que serao estudados
nos capitulos subseqiientes. No Capitulo 2 estudamos inferéncia estatistica no MREH com
erros nas variaveis (sem erro na equagao), quando as variancias das medidas dos crros
variam entre as observagoes. Este modelo é um caso particular do modelo estudado por
Kulathinal et al. (2002). No capitulo 3 fazemos inferéncia num MREH com erros de medicao
(sem erro na equagao) e heterocedasticidade na variavel nao observada z;. Este modelo ainda
nao ¢ discutido na literatura. No Capitulo 4 estendemos o modelo estudado no capitulo 3 para
o caso de réplicas nao balanceadas apenas na varidavel explanatéria. No Capitulo 5 fazemos
inferencia no modelo estudado no capitulo 3 usando inferéncia Bayesiana. No Capitulo 6
apresentamos os comentdarios finais e propostas de pesquisas futuras. Concluimos a tese com
o Apéndice, onde apresentamos alguns resultados importantes utilizados no desenvolvimento

desta tese.

1.5 Conjunto de dados reais

1.5.1 Dados do projeto WHO MONICA

O projeto WHO MONICA acompanha o decurso de doengas cardiovasculares. O objetivo
principal deste acompanhamento é conseguir poder relacionar os fatores conhecidos de risco
com a mortalidade cardiovascular e doengas coronarianas. O conjunto de dados esta composto
de 36 paises cujos participantes sao mulheres de diferentes paises, e 38 paises cujos participantes
sao homens de diferentes paises. A idade dos participantes flutua entre 35-64 anos e sao em
sua maioria europeus. Para cada individuo existe um escore indicando o risco médio e outro
escore indicando a ocorréncia media do evento. O escore de do risco médio foi definido como
uma combinacao linear entre status de fumante (fumante ou nao fumante), pressao sistélica
sanguinea, indice de massa corporea ¢ o nivel de colesterol total. A variavel de resposta Y

observada é a tendéncia estimada da ocorréncia do evento. Esta tendeéncia é estimada por uma



regressao linear entre o logaritino natural do imdice médio anual da ocorréncia do evento ¢ o
ano que o evento ocorreu. A variavel explanatéria observada, X é o indice médio anual em %
associado ao evento. Estamos interessados em relacionar a variavel resposta nao observada, y
(o verdadeiro indice médio anual em % da ocorrencia do evento) com a verdadeira covariavel
nao observada x (o verdadeiro indice médio anual em % do risco associado ao cvento). As
variaveis Y e X sao observadas no lugar de y e x respectivamente. Na Figura 1.1 apresentamos
os graficos de dispersao para os dados dos homens (a) e das mulheres (b) com as bairas de

erros (observagao 4+ erro padrao).
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Figura 1.1. Dados do projeto WHO MONICA



Capitulo 2

Inferéncia no Modelo Estrutural Normal

com Erros de Medicao Heterocedasticos

2.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é obter os estimadores via os métodos dos momentos e de maxima
verossimilhianga em um modelo estrutural normal com erros de medigao heteroceddsticos, isto
é, quando as variancias dos erros de medi¢ao e; e u; variam entre as observacoes. Também
pretende-se determinar a distribuigao assintotica destes estimadores. Neste caso as variancias

2 2

heteroceddsticas dos crros de medicao o7, e o, serao consideradas conhecidas. Finalmente

umn estudo de simulagao sera feito para avaliar os estimadores encontrados.

2.2 Definigao do modelo

Sejam
¥y = o+ Ba;
X; = =zt
Yo = wie  iel..m @)

onde (X;,Y;) sdo medigoes de (z;,y;), (us,e;) sao erros de medida e (o, 3) sdao parametros

desconhecidos.

Admitimos, aqui, que a varidvel z; e os erros de medicao e;, u; sao independentes e

normalmente distribuidos como segue:



¢; 0 al 0 0

€;
indep. .
w, | =N, 0 : 0 012” 0 , 1=1,...,n. (2.2)
Z; i 0 0 o2

Isto leva ao modelo estrutural normal heteroscedastico dado por:

Y; a+ B, 3ol+o.  Poi  Po?
indep.
X; ~"" N3 [z 2 /))O'g 03‘+0121i 0’5 , =1, ) 1 (23)
. 2 2 2
i Hex /Bgr Oy Oy

3.- e o conhecidas, o modelo torna-se identificdvel veja Fuller (1987),

Kulathinal et al. (2002), entao, o vetor de parametros desconhecidos é 60 = (a, 3. jtp,02)".

Assumindo o

Como a dimensao do vetor de estatisticas suficientes ¢ igual a 5 ¢ o vetor de parametros
0 tem dimensao 4, temos a situacao em que os estimadores de méaxima verossimilhanca
nao podem ser obtidos igualando-se as estatisticas suficientes a seus valores esperados como
em Cheng and Van Ness (1999). O modelo esta super especificado e neste caso o EMV do
parametro 6, tem de ser obtido maximizando diretamente a func¢ao de verossimilhanga ou

através de algum método numeérico tipo algoritmo EM.

2.3 Estimadores de momentos (EMM)

Definindo o vetor de dados observados por Z;= (Y;, X;)T temos que

Zi "“’1'\{”" N?(l"‘: Ei)) 1= 17 ceey T
onde
) - 32 2 + 2‘ 3 2
E(Zl) _ _ « _[_ ,Bll e VaI(Z,) _ Z‘,’ _ / 01 Ue, I OI (24)
Jia Bo;  ogoy,



Sejam

a2 0
a e b comoem (1.8) e W, = ( 05 s | =L m, (2.5)
Ou,—
entao temos que
p=a+pub e X, =cbb"+¥,;, i=1,....n (2.6)

O seguinte resultado fornece os estimadores de momentos do parametro 6.

Proposicao 2.1. Sejam p e ;, o primeiro e segundo momentos do vetor aleatério Z; e sejam

Z= %izi e Sz= > (Zi-Z)(Z: - 7). (2.7)

n — 14
=1

o vetor de médias amostrais e a matriz de covariancias amostrais de Z; respectivamente.
Entao,
_ A
E(Z)=pn e E(Sz) =o.bb" + ¥,

_9 n
- o 0 1 1
onde W= ¢ , com G=— E e Fl=— E o2 .
0 2 n u n u;
u =1

Prova: A primeira parte é direta, ou seja,

10



Para a segunda parte notemos em primeiro lugar que:

Var(Z; — Z) = Var(Z;) + Var(Z) — 2Cov(Z;,Z)

1 o 2
= Zi+n_222i_52"

(n—-2)%;, X
= _— + J—

n n B
 (n—2)(e’bb" + W) L o’bb" + W
B n n
_ (n—1)o2bb" N (n—2)0,+ W

n n '

_ 1 n
onde ¥ = — Z ¥;. Levando em conta que E(Z; — Z) = 0, temos que
n
i=1

V‘d-l'(Z,‘ —_— Z) =E {(Z, = Z)(Z, — Z)T} .

Assim,
1 n _ a
E(Sz) = — ZE {(z; - 2)(Z, - Z)"}
' i=1
= ! iVal'(Z- —7Z)
-1 — o
I (~((n=1) 5 7 (n—-2)0, +T
= bb” + —E————
n—1 ; ( n o + n
o _ 1 _
NN T ik 7
‘ n—1 n—1
= o’bb" + .

11



2.3.1 EMM para o parametro 0 = (a, 3, jt,, 02)"

Para o calculo dos estimadores de momentos, definimos as seguintes quantidades amostrais:

= 1 - 1 9 1 = o
Y==>» Y X == Xi. Sy = i =Y 2.8
n <= n < Y n-1 ;( ) (2:8)
5% = : i(/\‘ - X)? e Syx = L Y (Y; = Y)X; (2.9)
: n—1c ' Con—14 ' ‘

Assim, podemos definir o vetor de médias e matriz de covariancias amostrais tais como

_ y S2 8y
Z—= _ e S,;= voerX

§ ] ) (2.10)
X Syx S%

Entao. os estimadores de momentos podem ser obtidos usando a Proposi¢ao 2.1, isto é,

temos que resolver as seguintes equacoes de momentos:

w® =7,  o20)bO)b(O) +T =Sy, (2.11)

Desenvolvendo estas equagoes para as componentes de 8, obtemos:

b
<

22 =2 @2 22 g2 =2 2 _ =2
6;+0,=58%x = 06,=58%x—05 8 S%—a.>0,
2 o S)’)\’ .
B62 = Syx = f=—=—"—,58¢ S} —32>0.
a 2 2 p u
SX — Oy

Portanto, assumindo % conhecido, os estimadores de momentos sao dados por:

Papan = X, agpvnvt = Y — Bean X, (2.12)
5 _ Syx 2w =2 2 2
PEnim = @z Orpayy = Ox — 0yy 8¢ Sy — 0, >0. (2.13)
Ox — 0,



Note que os estimadores de momentos obtidos em (2.12) e (2.13) nao sao unicos, pois a equagao
3?0? + 52 = S%. que também ¢ fornecida pelas equacées de momentos, nao foi utilizada na
sua obtencao. Isto é, neste caso a relagdo (u,X) — 6@ nao é 1:1. Estes estimadores de

momentos também sao propostos em Kulathinal et al. (2002). Contudo, se supusermos que
2

2 fosse conhecido ao em vez de 7%, entdo esta equagdo teria que ser usada. Em tal caso, os

EMM dos parametros 3 e o2 seriam dados por:

) % — 2 S
i e ~2 P 2 —2

,3}3]\[}\1 == §E Sy‘,\' 7é 0 e Orpninvi — o2 =3 — se S)- —0a, > 0, (214)
Sxy Sy — 02

e os estimadores dos parametros a e i, sao dados como em (2.12).

Note também, que se no caso da suposicao de identificabilidade 2 conhecido fazemos
or =o0.,1=...,n (caso homosceddstico), o EMM do parfunetro g dado em (2.13) coincide

com o EMV do parametro 3 dado em Cheng and Van Ness (1999), pag. 18 caso (¢). De ma-

neira semelhante, no caso da suposigao 52 conhecido fazendo 03; =02 i=...,n, temos que
o EMM do parametro 3 dado em (2.14) ¢ igual ao EMV de 3 dado em Cheng and Van Ness

(1999), pag. 18 caso (d).

2.3.2 Distribuicdo assintética do estimador Ogyv

Como os estimadores de momentos tem solucao explicita, podemos usar o método delta
para obter sua distribuicao assintética. Para isto, precisamos das seguintes suposicoes

adicionais de regularidade.

n n n

1 9 1 1

: 2 * S 2)\2 ok : - 2 2 #k

nlgn " gl o, = v, hl’n - E (o7,)" =v.", nhn} - E 0,0, = Vi,
i= = =1l

n T

1 1
lim — 2031_ = lim — Z(of@)2 = v, (2.15)

n—=o0 N n—oo N
=1 =1

O proximo resultado fornece a distribui¢ao assintotica do estimador Gga.
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Proposicao 2.2. Seja gy 0 estimador de momentos do parametro € dado em (2.12) e

(2.13). Se as suposigoes em (2.15) sao satisfeitas, entao

\/ﬁ(ég,\h\; -0) 2 N4[04, X (0)], quando n — oo,

onde
i 2 * * ]
o;+ v, - B, 0 0
= 2831 2 *
—pu; To9 To3 —g’gf (ozvy +v37)
Y(0) = os
0 ng T33 %(Uﬁl/: + y;*)
23u 2 ; =281 2. 3
0 Me(o2yi+vy) H(ok+vp) Tu
com
T _ i(j‘? -l*_|_'622‘2*+22*+ 4*+232 2/**_}_ 2/**)
22 — g\ UL]/u /'Ll‘o.l'l/ u /‘Iﬁro—rl/ & J.z-” € ! /111" u /“lll‘l eu
o
— Mz 22 % 2 . ¥ 2 sk
YZB - TSQ - ol (‘B OV i OVe = 213 vy + Veu)
™ i
’I‘ _ 1 (32 2 ¥ 2 ¥ 2,32 s o
3 — 4\ QIUU+UIU€+ Yy +Veu)
Oy
. 4 2 % %%
Ty = 20, +4o,v, +2v,".

Prova: A prova pode ser feita com o auxilio de dois resultados assintéticos, a saber, Teoremas

3.1 e 3.2 em Arellano-Valle et al. (2002). Estes tcoremas garantem que sob as suposicoes feitas,

723 , S8 343,, (2.16)

VI(Z — ) D 0 p3 L+T.
2N : , 2.17
( Jnvech(Sz — X — %) e+ | | g T'+E A+A, (2.17)

quando n — oo, onde o operador vech(-) é definido como em Magnus and Neudecker (2007),

pag. 49.

No nosso caso, Z e Sz sao dadas em (2.10) e além disso, X, =T'=T,=A, =0, ¥ é dada

14



por

¥ = ,
/303_ Uz + v,
e A é dada por
280y + AR atv; + 207" 2680, 2B0%(8%07 +17)
A= 28%04 204 +do2vt 4 202 2B80%(02 + 1)
2B03(8%07 + v7) 2B0%(0F +vy)  FPoi(200+vy) +otvg v

Assim, aplicando (2.16) e (2.17) resulta que

Y —a—8u.:

X — g

Z — K D 0 > 0
n =vn| S2 - j3%2—v* | = N; )
\/—< vech(Sz — %) ) R | B =B~ o {( 0 ) < 0 A

2 2 :
Sl’ — 0, — I/;

Syx — Bo?

Hk
eu

Agora, seja ¢ = (o + Bpia. jte, 02, Bo2)T e definamos a funcio g : R* — R?) tal que:
9(x)= g(x1, 2, T3, 24) = (T2, T, — ;'—;1‘2, ;—J‘, 23)T para todo x € R%. Assim,

A HEMM
Y _ Ovyx ¥ ~
o 5 o a2 =2 L s3-527 QEMM
Oenn = g(Y. X. Sk — 7, Syx) = 5 — | -
S BEMM
2 ~2 L 52
L X Oy ] Txpnn




e _ :
L[.:l.
ot
9(®) = g(a + Bpte, fia, aza /30;2.) =
J5]
o2
Portanto, ) .
0 1 0 0
a 1 *f _.3/,;; ‘lll)J
(#) = gr8) » 00 £ 3
0 0 1 0

Entao pelo método delta, veja Sen and Singer (1993), Teorema 3.4.6, temos que:

\/rvl(éEMM - 0) b, N4[04, Y(0)]. quando n — oo, onde
; . > 0
Y(0) = G(¢)T1G(¢)T e Y;= ( 0 A ) .

Finalmente fazendo o produto G(¢)Y;G(¢)T. algumas manipulacées algébricas condu-

zem a expressao dada para Y (0). O

Um resultado similar pode ser obtido se usamos a restrigao de identificabilidade &2

conhecido.

2.4 Teste de hipdteses

Para testar a hipétese Hy : GO = d, podemos utilizar a estatistica de Wald dada por:

=]

~ T A &
Weaini = n (GOEMM — d) [GT(BEMI\‘I)GT] (GQEMM - d) ; (2.18)
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que, sob Hy, converge em distribuigao para uma distribuigao ,\'fq), em que q ¢ o posto da
matriz G. Este resultado é wma conseqiiéncia imediata do fato que @gyy € um estimador
consistente para @ e que @y é aproximadamente normal com média 6 e variancia Y(6) em

grandes amostras.

2.5 Estimacao de maxima verossimilhanga (EMV)

2.5.1 O algoritmo EM

O algoritmo EM, desenvolvido por Dempster et al. (1977), tem sido utilizado ha bastante
tempo como forma de obter aproximacoes numéricas para o estimador de méxima verossimi-
lhanca (EMV) em modelos complexos. O objetivo deste método iterativo é determinar o valor
do vetor de parametros desconhecidos 8,(0 € ® C RP), que maximize L(z|0) a verossimi-
lhanca dos dados observados (ou incompletos). Fazendo uma escolha apropriada da fungao de

verossimilhanga dos dados completos, denotada por L.(w|@), temos que
L(z|0) = / L.(w|@)dw, onde W(z)={w:z=1z(w)}.
W(z)

O correspondente w € W nao ¢ observada diretamente, mas apenas indiretamente, através
de z, isto é, w s6 é conhecida por estar em W(z). Aqui w e z denotam os vetores de dados
completos e incompletos, respectivamente.

O algoritmo EM, na sua forma geral, é como segue:

Alvo: Encontrar o estimador de méaxima verossimilhanca de 8, isto é, gostariamos de obter

0 tal que

6 = arg 1115\-X{L(Z|9)}.

Definindo Q(6]6) = E(log{L.(w|0)|Z, 8}), o algoritmo EN definiré a passagem da iteracao
0”, obtida pelo algoritmo no passo p para a iteracao 871! obtida pelo algoritmo no passo

(p+ 1), da seguinte forma:

Etapa E: Calcule Q(0|0™)
Etapa M: Escolha 8" € ©, que maximize Q(8]0")).
Parada: Continue até que |8 — 7% < ¢ ou |L(z|0”) — L(z|67*")| < ¢, para algum € > 0.
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A iddéia ituitiva por tras do algoritmo EM ¢ a seguinte: gostarfamos de maximi-
zar L.(w|@), mas nao a conhecemos ou é muito complexa, ao invés disso maximizamos
E(log{L.(w|0)|Z, 6"}) que no geral é mais simples, em que 6" é a estimativa de @ obtida na
etapa N da iteracao anterior.

As condigoes que garantem a convergéncia do algoritmo EM, isto ¢, que a sequiéncia gerada pe-
las etapas E e M atingem um valor 6 que maximiza a funcio log{L(z|0)}, isto é, que o limite
desta seqtiéncia é o EMV de 6, sao dadas nos artigos de Dempster et al. (1977), Wu (1983)
e Boyles (1983). Um resultado importante deste algoritmo é que cada iteragao do algoritmo

EM aumenta a verossimilhanga dos dados observados, isto ¢, log{L(z|0")} < log{L(z|6""")}.

2.5.2 Aplicagao do algoritmo EM no MREH

O algoritmo EM pode ser usado no modelo estrutural com erros de medicao heteros-

cedasticos, ao considerar as verdadeiras varidveis o; como dados perdidos.

Definimos o vetor de dados completos por W; = (V;, X;,z;)T, i = 1,...,n. Com
as suposigécs feitas para este modelo em (2.2) ¢ com as restrigoes de identificabilidade
(o Ql ) ¢t =1,...,n conhecidas, segue que a distribui¢ao conjunta de W; é dada por

indep. .
Wi i~ N3(’U,Qi), I,Zl,...,TL, (219)

onde v e §2; sao dadas como em (2.3), isto é

2. o’
o= ") e = " %) i=1
[ o?b” o2 |

T

RN (2.20)

com p e X, como em (2.4). Isto leva a seguinte funcao de verossimilhanca:

n

1 1 T
L(6)=]] e P [— 5 (Wi —v) 27 (wi —v)
1=1 ¢

Logo. o logaritmo da verossimilhanga dos dados completos pode ser escrito como:

n
3n

[(0) = ——log 2m) — = Zlog | det €] — = Z (w; — v)TQ;I (w; —v). (2.21)

i=1 i=1
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Usando os resultados em Muirhead (1982) (Teoremas A.5.2 ¢ A.5.3), obtemos:

det(2;) = 0'303,03[, (2.22)
o
& 0 =
Q'=10 U‘ ;1 L i=1,....n. (2.23)

Fazendo algumas manipulagées algébricas, temos que:

T ~— 1 .
(WI - 'U) Qi 1(W1 - U) = 2 ( 1, u,Slz + Hzai,az, + O—A Lz + 01 UE,X2
alaulo c
2 2 . 9 7 9 7 F4 2
—I—J ol x aoo)— JU J\L-I—/J’O'r

i
u; l
3 2 2 2 2
—2pu0> e, T +a’co? —Zﬁa ) iz + 2paocyo,, J:,), (2.24)

log[det(£2;)] = log(a202 02 ) = log(02) + log(a2) +log(c2), i=1....,n. (2.25)

Substituindo (2.24) e (2.25) em (2.21), obtemos a seguinte expressao:

3n n . 1 1 9
ZC(G) = — IOg 27]' = —Zlog O' U — 5 log(ar) — 52@ < e ny

i=1
+/¢2, 0 + 0’ 0 —l— O’ 0 Y2 + o a 1 20’0203',% — 20202‘\’,’1?1-
+B%00, a7 — 2n0n ol xi + 0“02(72 - 2,’30_,.03’_3’;;77,- 4 2,f{1'(f_,,2,f712“.‘11,;). (2.26)

Como descrito anteriormente, o algoritmo EM, definird a passagem 07 —s 0P da seguinte

forma:

Etapa E (passo p)
Calcular: Q(0)6")) = E(I.(8]W)|Y, X, 6P)
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Etapa M (passo (p+ 1))

Achar o ponto de maximo 6 de Q(0|6)) com relacao a 6.

Fazer 7= ¢ p=p+1.

Na etapa E (passo p), precisamos conhecer a distribuicao condicional dos dados nao
observados com respeito aos dados observados, isto ¢, precisamos da distribui¢ao da varidvel
aleatéria (x;]Y;, X;).

Segundo Mardia et al. (1989) (Teorema 3.2.4, pag. 63) temos que:
2i|Yi, X)) ~ N (E(ai|Y;, X,), Var(z:]Y;, X

), onde

2 2
0200 iy + fosol (Vi — a) + o2l X,
E(z]Y, X;) = Zalwl ( )
(3%02 4 02 )02 + 0?02

o202 o2
v(z;) = Var(z;|Y;, X; oy :
( 1) | iy < ) (,,320”2 0(2 ) ”, + O-?'O-.’Z

Fazendo:
I/L\',' = E(I,l}/,, 1\’,‘) e ,’EQ = \’(:L‘.,') + (I’L?,')Q, 1= 1, e ny

segue que:

n

Q(010") log( 209y _ L S 01() - <02(p) 2Y2 | 20 520 2
2 — o, pUu,p “1

+02® 2(7) _[_U () 2(p) \f?+0°(7>) 2(11) 720) _ 9,4 2() 2( Py,

_QUi(n)ggi(p Xl_j,}l(_f’) + 32(1)) 2() 2(p) ?(P) _2'“11 2(P)02( )IEP)

a2 P g2(P) 620) _ 930) 2(17) 2 YA(n) + 23P) 2( 2§P)§?(.p)>, (2.27)
em que:

) _ VP 1 g0 G20y, — o) 4 o220y,
(/32(")03'(7’)4-0@,»( )a;ﬁ” + ge? (n) 2P)

)
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2(p) _2(p) _2(p)
Oy "O¢; "Ouy;
Var(xi|Yi,Xi)(P) _ + O

(B2) 03(”) + affp)) 03517) + Ogi(P) Ui(p)’

220 = Var(z|Vi, X))@ (“““), j=1.....60

Na etapa M (passo (p + 1)), temos que maximizar (2.27). Resolvendo as equagoes

p () n_ ~(p)
i [ 0|0 )] = Mo N~
opl (r) O,z_(p) = 012-(’7)

a ]_ n ot A )
95200 [Q(9|9(P))] — ; — e [ w?(p) ]wz(P) + Z ( 2(p) 2#(,1 % (1))] _o,
Jo - .

xT

) (p) _ Y+ 3(7))’\(”’)
(») _ _
N
d = 3720y ) 4 @3
(p) _ / 1 1y i _
75w Q61| = *Zx 72 ) -0

obtemos os estimadores de maxima verossimilhanga para 3, a, j, e o2 respectivamente

A figura 2

.1 contém um esbogo do esquema iterativo do algoritimo EM.



inicio

2

e Fornccer valores iniciais 80 = (o 3O, ;L;(po) 20 ol oL),
e passo E: Avaliar
= U;-"_(p) 0_351)) / 1.;”) + 3@ U‘i(ﬂ) n;-jﬁp"(y’,- _ ()_(p)) + 05(1)) fff,-(p)/\’i

! (’132(,)) 0;2_(1)) 4 Ogi(p))oﬁsp) + U?;(p) Uz(p)

3

2(p) _2(p) _2(p)
‘/’(:I.'i)(l)) = P& B ?“" : —
(’32(,)) ai(p) + Ui(p)) U;fp) + Ué_(ﬂ) aﬁ(m
: 2
i?f(p) = V:L"I(-p) + (ffp)) . i=1,...,n,

e passo M: Avaliar

n | n Y :?E»p) n v n .?EP)
Zz:l a2 Z,‘:l a2 - Zi:] o2 Zi:l o2
1 ‘l n -t

(p+1)
/[3 - 2(p) (p) 4
~2(p =P,
n 1 nor _ noE
<Zi_1 7) (Zi:l ag_) (Zi:l a)
no Y gy L) 15 o)
(p+1) '
x = le 1 ?
i=1 rr;fi
n
1 ~(p
,ui’”'” = —g l‘f”:
n <
=l

2
)

. 1 n ) 1"
2p+l) =2 [ - ~(p)

o repetir passos E e M até que |0 — 0(”+')| < €, para algum € > 0,

fiim

Figura 2.1. Algoritmo EM no MREH, quando (ogi, 02),i=1,...,n sdo conhecidas

u;
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2.5.3 Matriz de covariancias assintéticas do EMV de 6

A matriz de variancias-covariancias assintética do EMV do vetor de pardmetros 6 =

(a, 3, jig, 02)T 6 dada pela inversa da matriz de informacao de Fisher (Ir), onde

8?2 1(9)]
Iy — —E ,
" [aeaeT

com [(0) = log|L(8)], sendo L(0) a func¢ao de verossimilhanga dos dados observados Z;. Assim

dada uma amostra de tamanho n de Z temos:

n

L(6) = Hfz,.(zi) = H m exp [— %(zi — N)TZTI (zi — )|

i=1
Logo, a log-verossimilhanca pode ser escrita como:

T

[(0) = —nlog(27) — %Zlogj det ;| — %Z (z; — u)TE,-_J (z; — p).
T =l

i=1

Apos varias manipulagoes algébricas. obtemos a seguinte expressao para o log-verossimilhanca:

1 - 2 1 “ 1 2v/2 2
= = A(B,02) ==Y ——— (022 — 262aY;
10) = —5 D IR A(B,02) = 5 D sy (o2 — 2k,

2 1v/2 2\ o 2 v/ 2 2 2 2
+0,.Y" — 2a0,.Y; — 2P0, Y+ ooy + a0,

—{—2/3a,u1.012“ 4 ﬁg,uiaﬁi ~ 2B02X;Y; + 2,3@012_/\’} + 03’_ \’?
+3202 X7 — 2,07 X; + ;l?rafi), (2.28)

em que

Ai(B,02) = pPolo. + o020l +oton, i=1

u;i? LR

n.

Proposicao 2.3. A matriz de informagao de Fisher para o parametro 8 em um modelo
estrutural normal com erros nas varidaveis, em que as variancias dos erros de medig¢ao sao

heterocedasticas é dada por



onde

Ty B s Z ﬁ (,3031)

- 26 2 6 4 4 4 4 4 6 6
Igs = E A3 @ 02)( = 0,0,,0,, —20,0,.0.. + 253 0,0,
bl

4 ) 2
+u 0“‘02 ol +53%0%02 02 + 3lodal — 016,03_0:_ +53%0 00 o7

+103%050% 0 4+ 3l 0604 + 34;120 oy +2ut0l0, o)

+23% ko2 60 . 8 3*putaSo? 0 +7132;1 alol o )
Ig = ] :i;(jpo—z)
B 13 - A,(IB,U%) HHTYqy; |

_ _ 5 4 6 6 4 3 2 2 4 2 2 _2
]50 - ]ffﬁ_ E :A3 B, 0_2 (/3 02,0, _Bo—u,-o-e,-—l—v‘g umaxauiae fjlu‘a.a’z.au,o-,-

+3,330i03'_afi — BoZo, 0l — 3,ulau o, + 280200 ops )

1
Lip Zm(3203,+0 )

=1

n

1 6 6 4 2 2_6
[‘“7 = ZW(BBJO_ U +[J’ —Sﬁ:”“-‘l‘ouigc.‘—kgﬂ:afi

£gd 2 4 2 | pa2 2 2 4 3. 4 2 Q2 4 4

+53%020, 00 + 537020, 0 + 83 ap,0h of. + 473 0,0,
2 6 4.2 4 2 2 2 2

+0,.00, + 108 w0, 00 + 2% p0, 0, )

Prova: A prova sera feita com o auxilio do software matematico Maple, versao 10).

2

Derivando (2.28) em relagao a a, 3, p, e o> respectivamente, obtemos as derivadas de

primeira ordem, resultando:



O <~ 1 , .
=D aTA 3 Y Xi — oo, — 0. — B X; 2.2
da ;Ai(g,ag)( +0,Yi — a0y —aoy, — B0, — forXi) (2.29)

Z 23, 02) ([3301 Oy + Q0L T — 1,0 202 Y+ Bolo) or
+30,0 oo + Brio, o — 0,00 X;Yi+ ao".(f?_/\’- - ,304.02_)/.2

—Ba’alol — pa’alo 3 Bolo, Y? — BPap,0r0, + ap,o.0. 0
+,320;cru‘,XiY — Ulau o2 X;Y; — [3’200402 Xi+aoZol 0l X,
+23a0500Y; + 2Bac’o, Y; — Botos oo X7+ 230200 o X;
+3° 0200 Y; — ,um.ozoiiazi}’,), (2.30)

210) < 1

W = m (Bo Y; — Bao? - 3? o a Lt Uz,,X,- - ,ul.af’_) . (2.31)
‘T il i\ Vg

o210 . -1 i i 5

8((72) = Z 5 4%(3.0%) (2/11,J;i X; — /34;Lio”u‘i — ,’32a2crii — [3202‘ Yzz

+/320310, + Blo’o —|—2/3QJ, a,. 0 + 2[32;1,,0“031_1\’,-
+2ﬂaa O _Xi — /3203.0m X? - 2,65;L1.a0ui + 2,33;1,103'_3’1-
%—2/3’2aa‘l Y; — Qﬂoﬁiozi X;Y; — 2,3au,;031_03'_ + 2,3;%03,,05’_ Y;

—23‘ 201‘, o, +0106, —,u1 l afiX?—I—crgia;‘i). (2.32)

Agora derivando, (2.29) em relagao a a, 3, ., 02, (2.30) em relagio a 3, p., o2, (2.31)

em relagao a 1., 02 e (2.32) em relagao a 02, obtemos as derivadas de segunda ordem dadas por:

UO) O 1
D> _;m(aiJrJi),

Lol IR



0%1() o 1 ,
_ _32T24_ 2 2 2 Lot o2
0adp3 ; A%(3,02) (= Fhaotol, + naolol, ol + paol, o},

2 4 2 4 2 2 2 2 9.4 2

- azrauiX,- + 0,0, X + (7.1;‘7,,,»0(,,-)(1' + 2‘30_,C0,,_iY,-
2.2 4, 42 2 4

+2p0,0,,Y: — 2Bac, 0, 2‘30010[“) ‘,

a°ue) _ _i 1 .2
dady, = Ai(B,o2)
°1(0) = L 52 (802, 2
9%1(0) 1 | i
W = —;m[ ([lO’ U +UUU +2000 —3
—olo! \’2 - 03(120 06(72 Y2+ o8 (T T 1(71‘ ol .+ 3/320203‘,3/1-2

—QUioﬁiafi)/iz + 3,‘32020'40'4 = 2a20f,1703’_a;'_ = a20204 o

+3,32020g05_ + 3/320"1.04_3/,2 — o020, oo Y+ 2“‘7203.» Y; —olo, op X}
+2;L10 o X — 382;/,20 J o + 2ﬁ3au1 — Gﬂcwwaiaziagi
—6Bap, 020, 0 - 2p%%02 X’ g+ 630602 XiY; +6po;0. 0o XY,
+28%a0d02 X; — Gﬂaa ol X; — 6Bacyol 02 X; — 6%acda? Y,
+4afa;'.0u‘_aeiY,- — 6p%a0y0, Y; + 20020, 02+ 330507 .0, X2
—6/32,&;,-0'3,03_0'3.)\’,‘ + 2/_@,;0"%03_0:5_)(,1 - 2/33/1,;,.0_‘5&'_}’.,-

+68p,. 0102 J Y, + 6B 020) .0, Y)J

821( 2 2 2 2 ; 2 2 2 2 2
2B, - Z A /3 po { . (aauiaei —0,,0..Yi +28p,0,.0, — 3aoc,o,

2 2 2_2 v, 2 .2 2y 2 2V
+ao—.r0-e,-+2ﬁo-w0-e;/\l+/3 ama—ui)l G.rae,')l)]a
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BRIC)

Dp0c?

21(0)

oy

9°1(6)

op..0c?

021(0)

d(a2)?

n
i (B, 0%
tppon0t Y+ BPola, ol + pPalalel — palon ot + Blolo, Y7
—Bos ol Y2 — ai_aniYi + a'ou_ae_X,» — Bolor X7 —28°pla, oo
—ap 00! o+ ac’o? X ur0204 Y. - :i,\’iY,- + ,30302)’?
5a20202 o — /5020 a Y“ 2,330'030:}/,- — 2/3’/.1..,7030:)(,-
+2/J’a'ozaﬁiaeiYi + Qﬂaauiaeﬁ’i - [1’3030 X2 — 283, 0202 a X
+2ﬁu103iaji X; — 54u1.012.03i)’} + 3,32;%0;1,08,3’,' + o, 0204
_3/'}2”'/"-"”3;(7(2’; + 3,‘320303,_03', XY - 332acko? (r X, )]

Z" 1
- — ‘32 2 2 )
i=1 Ai(/j) Uzr) <I Tu; + O¢; )

Z A2 (50 Y; — Bao’ — BPu.ol + 02 X; — ;L_,Ui)

i=1

([3203; + aﬁi) ;

n

1
Z ) (805,02 + 80205, — 2805, V2 — 23'a%0"

! /3a 0‘%)
—2 35;{"0 + 4y, 08 Xi +4B%a0s Vi + 43°p,08 YV, — 4B ap, 08,
3404 U X2+ 0208 — 4Bap,0> a - 20 X7 — 630,4,,_031_/\’,-3/,-

- 4, 4 2 6 2 4y,
+48%a0) o2 X; + 4[)’ MwUu,-Ue,-Xi —2p50,, + 4Bp.0,,0,.Y;

4.2 4 2 2 2 2 4 2 4 vy 2 4y
+3p%0,0,,0;, +3B°050, 0, — 4P, 0, X;Y; +43a0; 0, X;

2 4 2 33, 4 2 3 4 2 2, 2 4y
+4p%ao, 0. Y + 83°u,0,.0. Y. — 83 ap,0, 0. +83 .0, 0. X;

2 4 4 2 6 2 4 2 2 4.2 4 2
+2B8%0, 00 + 0, 00 — 2%0, 02 Y2 = 23’0, o — 63" S0, 0F

2 2 4 2 2 1
—43%0, 0, X; — 063 2o ae)

1 , .
- Z /\3( ) [ Ui ('30_ U + ﬁO’ :21.‘ - 2[8;[.2_0‘30‘; - G/J.IO'E‘,O':’,
i=1

Finalmente tomando esperanca a cada uma das derivadas de segunda ordem obtidas acima,

obtemos o resultado pretendido.

O

O Teorema 5.2.2 em Sen and Singer (1993) (generalizacao do Teorema 5.2.1). pode ser

estendido para o caso em que as variaveis aleatorias sejam apenas independentes. desde que

N
~



se justifique o uso de alguma versao da Lei Forte (Fraca) dos Grandes Ntineros para mos-
trar que V,(0) — —I*(0) quase certamente ou em probabilidade (onde I*(6) é a média da
informacao sobre ) e alguma versao do Teorema do Limite Central para mostrar que U,(0)
convenientemente normalizado converge em distribuicao para uma variavel aleatoria normal.

Assim temos que

- 1
Vvn (OEMV - 0) 25N, [0, 27(0)], onde ®(0) = lim —Ip(0),

n—oo 11

e dizemos que Oy é distribuida assintoticamente normal com vetor de média 6 e matriz de

covariancia I;'(0). Isto ¢ denotado por

Oenv —— Ny [0, I51(0)] .

Uma versao alternativa a apresentada acima para I é apresentada em Kulathinal et al. (2002).

2.5.4 Teste de hipoteses

Para testar a hipotese Hy : GO = d, podemos utilizar a estatistica de Wald dada por:

Wegnv = n (GéEl\l\f - d)T [G ‘i’(éEmv)GT} (GéEI\IV - d) (2.33)

_ (Gég,\w - d)T [G IF(éEMV)GT] (Gémw _ d) (2.34)

onde ®(Op\ ) = — Lr(Orniv) € Wiy sob Hy converge em distribui¢ao para uma distribuigao
n

,\/(20), em que ¢ é o posto da matriz G.

2.6 Estudos de simulacao

Nesta secao estudos de simulacao, usando diferentes tamanhos amostrais, sao feitos a
fim de avaliar o comportamento das estatisticas do tipo Wald dadas em (2.18), (2.33) e dos

estimadores dos parametros de regressao do MREH com erros de medigao proposto em (2.1)

2
Ui

com as suposigoes em (2.2), assumindo a condi¢ao de identificabilidade af‘_ eo.,i=1,...,n,
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conhecidas.

Para calcular as estimativas dos parametros do modelo consideramos simulagoes de Monte
Carlo. Para gerar os dados (X}, Y;), 7= 1,...,n, usamos o mesmo conjunto de valores para

os parametros que foi usado em de Castro et al. (2008), isto é:

iid. .
a=-1, B=1, e x ~ N(-2,4). i=1....,n, (2.35)

L e o ) iid.
além disso as variancias o7, e o, foram geradas pelas distribuigoes uniformes /o2 "~

U(0.5,4) e /o2, -y U(0.5, 1.5), 7 = 1,...,n respectivamente e sao mantidas fixas em to-
das as simulagoes. Os tamanhos amostrais utilizados nas simulagoes foram n = 40,80 e 160.
Foram realizadas 10,000 simulagoes Monte Carlo para cada rodada ¢ em cada rodada foram
calculadas as estimativas dos estimadores de momentos propostos em (2.12) e (2.13) com seus
respectivos erros padroes, estas estimativas de momentos sao usadas para iniciar o algoritmo
EM proposto na Figura 2.1 com ¢ = le — 0.7, este algoritmo permite obter as estimativas dos
estimadores de maxima verossimilhanca com seus erros padroes correspondentes. Se de fato o
procedimento de estimagao é adequado, espera-se que as estimativas dos parametros estejam
proximas dos valores dos parametros que foram usados na geracao dos dados.

Os resultados da simulagao sao apresentados na Tabela 2.1, onde observamos, que tanto o
EMM como o EMV produzem resultados coerentes para os diferentes tamanhos amostrais,
isto é, as estimativas dos parametros obtidas pelo método dos momentos e de maxima veros-
similhanga ficam muito perto dos valores verdadeiros utilizados na simulagao. Além disso, é
possivel perceber que os erros padroes (em parénteses) das estimativas diminuem quando o
tamanho amostral cresce, além disso, mais importante ainda, o erro padrao das estimativas

de maxima verossimilhanca é menor que o erro padrao das estimativas de momentos.

Para examinar o comportamento das estatisticas do tipo Wald dadas em (2.18), (2.33),
foram feitas simulagoes de Monte Carlo para calcular as taxas de rejeicao do teste utilizando

estas estatisticas ao nivel nominal de 5%. A configuracao para os parametros foi a seguinte:
v R N(=2,4), (Jo2 KR U05,4) e yJo2 U065, 15),i=1,...,n. (2.36)

A hipétese nula é Hy : (o, 8)T = (0,1)" e os valores para (a, 3) utilizados para calcular as
taxas de rejeicao, foi uma grade de pontos igualmente espacados em torno de (0, 1) inclusive,
a saber: (-1, 0.6), (-1, 1), (-1, 1.4), (0, 0.6), (0, 1), (0, 1.4), (1, 0.6), (1, 1), (1, 1.4). Com

esta grade de pontos é possivel monitorar nao apenas o tamanho empirico, mas também o



Tabela 2.1. Estimativas (erros-padrao) dos parametros de regressao do modelo estrutural com erros
de medigao heteroceddsticos, no caso /o2 b U(0.5,4) e /o2, <o U(0.5, 1.5).

n Método « i} [ o2
EMM  -0.968 (0.648) 1.016 (0.249) -1.994 (0.355) 4.009 (1.151)
40  EMV  -1.002 (0.415) 0.997 (0.143) -1.994 (0.3470) 3.903 (0.687)

Verdadeiro -1.000 1.000 -2.000 4.000

EMM -0.982 (0.445) 1.009 (0.169) -1.999 (0.251) 4.002 (0.805)
80 EMV -1.001 (0.298) 1.000 (0.105) -1.999 (0.246)  3.947 (0.495)
Verdadeiro -1.000 1.000 -2.000 4.000

EMM -0.999 (0.325) 1.006 (0.124) -1.997 (0.179) 3.997 (0.578)
160 EMV -1.000 (0.233) 1.001 (0.083) -1.997 (0.176)  3.969 (0.358)
Verdadeiro -1.000 1.000 -2.000 4.000

poder do teste. Os tamanhos amostrais utilizados nas simulagoes foram n = 40, 80, 160 e para
cada tripla (o, 3,n) foram realizadas 10,000 simulagoes de Monte Carlo, em cada rodada as
estatisticas de Wald dadas em (2.18), (2.33) foram usadas para verificar as evidéncias contra
a hip6tese nula ao nivel nominal de 5%. Se de fato o procedimento de estimacao ¢ adequado,

espera-se (ue sob a hipétese nula, as taxas de rejeicao sejam préximas de 5%.

A Tabela 2.2 apresenta os resultados da simulagao ¢ observamos que as taxas de rejeigao
sob a hipdtese nula tendem a 0.05 (5%) e as taxas de rejeigao para valores de (a, 3) em torno da

hipdtese nula tendem a 1.00 (100%) a medida que o tamanho amostral cresce, como esperado.
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Tabela 2.2. Taxas de rejeicao da hipétese Hy : (o, 8)T = (0,1)T, usando as estatisticas de Wald
dadas em (2.18) e (2.33) (ao nivel nominal de 5% de significancia) no modelo com erros de mediciao
heterocedasticos, para n = 40, 80 e 160 respectivamente.

Wennm Weny
B B
n fal 0.6 1.0 1.4 0.6 1.0 1.4

-1 0374 0.552 0.992 0.734 0.909 1.000

40 0 0.743 0.067 0.545 0.943 0.076 0.933
0.990 0.553 0.285 0.998 0.885 0.603

-1 0.642 0.885 0.999 0.974 0.996 1.000

80 0 0.896 0.061 0.854 0.997 0.059 0.989
1.000 0.850 0.491 1.000 0.996 0.877

-1 0.926 0.987 1.000 0.975 0.999 1.000

160 0 0.998 0.054 0.996 1.000 0.054 1.000
1 1.000 0.992 0.839 1.000 1.000 0.998
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Capitulo 3

Inferéncia no Modelo Estrutural Normal com

Erros nas Variaveis com z; Heterocedastica

3.1 Introducao

O objetivo deste capitulo serda obter estimadores de momentos e estimadores de maxima
verossimilhanga (usando algoritmo EM), bem como as correspondentes varidncias assintoticas
dos estimadores obtidos., num modelo estrutural normal onde a varidvel nao observada a;
tem distribui¢ao normal heteroscedastica, isto é, ; - N(fta, af.i), i =1,...,n. Nos con-
sideramos a possibilidade de heterogeneidade na variancia da varidvel nao observada z;, de
modo que temos wm modelo de regressao estrutural heteroscedastico (MREH) com erros nas
varidveis. Para a estimagao dos parametros, algumas suposicoes adicionais devem ser consi-
deradas, como no caso de um modelo de regressao estrutural tipico. Nds suporemos uma das
seguintes condicoes de identificabilidade:
conhecido, i =1, ...,n;

i) o2

Ty

o . O % _ 2 2 5 P .
i) k; = 5T 1a7 O, equivalente, a; = ULI_/UU conhecido, i =1,....n.
S

3.2 Definicao do Modelo

Considere o modelo (2.1), onde admitimos, que a variavel latente x; e o vetor de erros de

medicao (e;, u;)T sao independentes e normalmente distribuidos, isto é:

a N

€; ia.d. g
~ Ny |0,
w; 0

indep.
L

N(pg,02) e i=1,...,n. (3.1)

0
2 b]
O—ll
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Isto ¢ equivalente a supor que o vetor aleatorio (e;. uy, ;)T tem a seguinte distribuicao:

() 0 Uz 0 0

indep.
u; Y N3 0 ) 0 03 0 )
& e 0 0 o2

o que leva ao modelo estrutural heteroscedastico dado por:

/ g 32 2 2 2 2
Y; » a+ By Bos. + o 3oy, oy,
- indep. . 2 2 2 2 f = ;
X, ~"" Nj I ; ,30'“ o, to, o , 1=1,...,n. (33)
5 2 2 2
x; Iy Bo, o B
Se as variancias afl,, 1 = 1,...,n sao conhecidas, entao o modelo torna-se identificavel e o

vetor de parametros desconhecidos é dado por @ = (a, 3, .. 2, o2)T.

3.3 Estimadores de Momentos

A distribuigao conjunta dos dados observados Z; = (Y;, X;))T, i=1....

indep.

Z, ~ Na(p, %;),i=1,...,n,onde

a+ P\ a+ by,
Ha

5 pPol + ol ol
' Bo?. o +o?
. (

= cri,_bbT + v,
xT; xZ; u
O seguinte resultado fornece o estimador de momentos do parametro 6.

com

)

2
Jore () (V)
0 1 0 of

,n. é dada por:

(3.4)

(3.5)

(3.6)

Proposicao 3.1. Sejam Z e Sz o vetor de médias e a matriz de covariancias amostrais, isto

¢,

n

1

_ 1 < ~ . )
T n ;Zi e Sz = P—] Z(Zi —7Z)(Z;, —7Z)" . Entao,

=
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_ 1 n
E(Z)=p e E(S)=05>bb" +¥, onde 2=-)Y o2.

Prova: A demonstracao ¢ similar & da Proposicao 2.1.

A primeira parte é direta, pois:

Para a segunda parte notemos em primeiro lugar que:

Var(Z; — Z) = Var(Z;) + Var(Z) — 2Cov(Z;, Z)
1< 2
= Li+— ) Ei— =%
+ n? ; n

n-2)2; X

n n.

(n—2)(o2bb" + 1) N (52bb" + )

n n
(- 2)o2 + 72)bb" " (n—1)w
n n

1 _
sendo que ¥ = — Z 3= 5ibbT + . Levando em conta que E(Z; — Z) = 0, temos que
n

=1

Var(Zi — Z) = B[(Zi — Z)(Z; — Z)).

Assim,
1 n T
ES2) = — ;E[(zi ~2)(z; - 2)")
! f:v (Z; — Z)
= ar(Z; —
n—1 P
1 Z ((n—2)02 +52)bb" GEOL
 on-—1 = n n
i, — —92 bT —2bbT
_ (n—2)azb + % +
n—1 =1
= &’bb" + ¥,

34



concluindo a prova.

3.3.1 EMM supondo 5% conhecido

Sob a restrigao de identificabilidade 2 conhecida ou af_i, i = 1....,n conhecidas, os esti-
madores de momentos para a, f3, i, 02 e 02 podem ser obtidos usando a Proposi¢ao 3.1, com
Z e Sz definidos em (2.10).

Neste caso temos as seguintes equagoes de momentos:
w0 =7, 32b(0)bT(6) + ¥(6) =Sy

Das equagoes acima temos:

de modo que os seguintes estimadores de momentos sao obtidos:

_ L i Bz
. - . o . Sy,
fragam = X, apam =Y = Faana X, Penm = =
T
2 _ o2 =2 2 2
v = OX — O se Sy —0; >0,
52 12
2 _ 2 Ovx 2 Oyx
O oot = OV =2 se Sy = > 0.
X X



o
3.3.2 EMM supondo @ ou a; = % ji=1,...

Notemos que

1 n
— a; = — E gl =» F=—0 =5 & =ie-.
2 T &
noy
i=

=

Substituindo 62 = @o? na Proposicao 3.1, as equacoes de momentos ficam dadas por:

w@) =7,  as’b(0)b"(0) + ¥(h) = Sy.

Das equagoes acima temos:

52
_s9 | 22 ; 2 3
-+ 02 =5y — =
u u X u (1 +(7)
A— ~ P SYX
;Bao-u - S)’/\' - /3 = 552 .

de modo que os seguintes estimadores de momentos sao obtidos:

(1+a)Syx

~ e A 3 . 3
Bagyan = X, devm =Y — Sea X, SeMn = —— =
a Sy
2 —\ o2 —\ @2
52 - _°x 52— g2 _ (1+a) Syx se 2> (1+a)Syx
UENIM (1 4 a)’ CEMM ¥ a SE ¥ a S%

3.4 Distribuicao Assintotica dos Estimadores de Momentos

Como os estimadores de momentos tem solucao explicita podemos usar o método delta
para obter a distribui¢ao assintética destes estimadores.  Neste caso, nosso interesse sera
concentrado nos pardametros a e 3. Denotaremos por 0o = (GEnm, ,3EMM)T o estimador

de momentos de nosso parametro de interesse 8, = (a. )T, subconjunto de 6.
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3.4.1 Distribuigao assintética de 6,,,,,, supondo > conhecido

Suposigoes adicionais:

(L 0.2 & (02 )2
. Ti gk . T — ‘**. .
Y ) = Jm ) T BT

i=1

O préximo resultado fornece a distribuicao assintética do estimador 0,,,,,, -

Proposicao 3.2. Seja 0., = (Y —=Bean X, 225)T o estimador de momentos do parametro
" EMAM / A 752

0, = (a, 3)T. Se as suposicoes em (3.7) sdo Sa.tisfeitas, entao
V(0. — 61) N N3[02, A(0)], quando n — o,
onde
All —‘LL$(2/34t** + 4,’320'31',* + 20:)
A(0) =
g (2B + 4202 + 200)  28Y% + 4B20% + 207

em que

Ay = 28Y 20" + 437202t + 2ul0t + 5202 + o2

!

Prova: Usando os resultados assintéticos dados em (2.16) e (2.17) (Arellano-Valle et al.
(2002)) temos que
E,=P=I,=A,=0,

B+ 0 Bt

c

Bt o241
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284 + 4320 + 207 252 233" + 2B02t*

A= 2321 20" +4o21* + 207 231** + 2521
2831 + 23021 230 4+ 230%t* 252 + BP0 + ot + 002
Assim,
| }_/ —a— :Bﬂr ]
X — M

Z-u D
n =vn| S —ptr—02 | — N
vn < vech(Sz — X) ) I e °

(o) (o 4)

2 2 *
Sy —o; —t

Syx — pt*

Agora, seja ¢ = (a + Jjie, ptr, 3, 0%, 02)T ¢ definamos a funcao g : R® — R? tal que:

w? c

9(x) = g(x1, T, T3. T4, T5) = (21 — 2379, 73)T para todo x € R3. Assim,

y — Svx ¥ A
o o o Syx 4 Y 52 QEMM
P = g(Y~ X. 9 9 5?\'; S)2f)T = . = )
‘ 57 Bemm
e
) Q
g(¢) - g(O.'—I—ﬂ‘LLJL.: Has A, 03) 0(2»)1 =
B
Entao
0 1 =3 —pp 00

Entao pelo método delta, veja Sen and Singer (1993), Teorema 3.4.6 temos que:

V(B —61) 2y N3[04, A(0)], quando n — co. onde

38



: - (=0
A(0) = G(p)A1G(p)", onde A= < i )

Finalmente fazendo o produto G(¢)A;G(¢)T, algumas manipulacoes algébricas conduzem a

expressao dada para A(6). Ol

Da Proposicao 3.2 temos que quando o tamanho da amostra tende ao infinito (n — o),
015 € distribuida assintoticamente normal com vetor de médias €, e matriz de covariancia

1
— A(0), isto é
n
A - - 1
Orpans — No[01. VA(Oy,,,,)], onde VA(B,,,) = - A(6).
Entao, para os componentes do vetor 8, temos que:

1 . ’
VA(&pnn) = ;(2/34M3t** +AP Lot + 2] + BPo + 07) e

3 ]' ET3 * 4
VA(,jEl\,[M) = ;(2,34t + 4ﬁ20'gt -+ 2081).

3.4.2 Distribuicao assintética de él;«:mm supondo a conhecido

Além das suposigoes ja feitas anteriormente, vamos supor que:
oy a
. L . L ®
lim E — =\ lim E = =" (3.8)
n—o0 £ ] n n—oo £ " n
1= 1=

O préximo resultado fornece a distribuigao assintética do estimador 6y,,,, .

- s : = > = =  ([14a8)Sy ¢ ;
Proposicao 3.3. Seja 6., = (Y — Bemn X, %)T o estimador de momentos do
X

parametro 8, = (a, 3)T. Se as suposicoes em (3.8) sao satisfeitas, entdo

V(B — 01) — Ny[0s, X(0)], quandon —» oc,
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onde

Tll TIZ
Y(6) =
TZl T22
com
1 . .
Y, = _d[agag+5zg§+zgﬁﬂga;xwrﬁu'#gggggx+232,1§ag
a

u

—ABEoINT 4 200 12N Aot 2N+ 200 2]

u

—2/1, ) ) ; -
Tio=Ta = —2[F0IA" + 2510202\ + Pl - Fold +olr”

u

+203/\* + 04] ,

3
|

" [ 04

2 9
Toy = —[B%IN" + 2302020 + B0l — 2B 0IA + oA

u

+20,4,_/\* + a;f} )

Prova: De modo similar ao caso anterior, usando os resultados assintéticos dados em (2.16)
e (2.17) temos que: Y.=I'=T,=A,=0,

B2\ + 02 3o\

=
Ja2\* (1+A\")o?
e
Ay 2B%a2 2 23304\ + 230202\
A= 23%02 \* 2020 + 4o\ + 200 2B0iN + 2800\ ,
230N + 280202\ 280 N + 2801 N Ao
com
A =280\ + 4370202\ + 20,

e
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Agy = 23%02\"™ + BP0\ + 0202\ + 020

c u

Assim,

Y —a— Bu,

/‘;,_[I'I
ZAIJ, D 02 > 0

n =vn| SL -2\ -0 | — Nj ; .

\F(Vech(sz—z)> V| Sy - e o l<03> <0 A)}

S% — (14 A*)o?

1 2\ %
i Syx — ,30’11/\*

Agora, seja ¢ = (a + By, pizy 02, B2, 02)T e definamos a fungao g : R — R? tal que:

{
g(x) = g(x1, 2, 3. 24, T5) = (21 — La, :—;)T para todo x € R®.

r3
Assim
5 R - Y - “?)2—%{,\7? QEMM
GIEMM = g()/, /\, ﬁ,S\», (1 + fl,)S)»'X. S)-) = ~ . =
’ (1+a) Sy x B
a S DPEnvM
e
2 5.2 T @
g(¢) = g(a + /3/“[’.171 /‘l'.l'ﬁ 0u7 ﬁo-u) Ue) = 3
I
Entao
; 1 —3 Bee zpe
. 5} O 5 3
G(¢) = s =8(x)| = P
T _
B e |00 2 & 0

Entao. pelo método delta, veja Sen and Singer (1993), Teorema 3.4.6, temos que:

V(01 — 61) Ly N,[02, X (0)], quando n — oc, onde

Y(0) = G(p)Y1G(¢)", onde Y;= ( § 2 ) 4
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Finalmente fazendo o produto G(¢)Y1G(¢)T, algumas manipulacoes algébricas conduzem &

expressao dada para Y (0). Ol

Da Proposicao 3.3 temos que quando o tamanho da amostra tende ao infinito (n — oo
)
01, ¢ distribuida assintoticamente normal com vetor de média 8, e matriz de covariancia

1
—Y(8), isto ¢,
n

P a A P 1 ~
01 — Na[01, VA(0,,,,,)], onde VA(O,,,) = - Y(0). Entao,

VA(Gpnn) = — [gg(f; + 3208 4+ 2351200\ 4B 202020 + 28220
—ABP 12N+ 208 12N 4 dod 2N+ 203;12,] :

VA(Benn) = — BN + 2842620 + B%0? — 2330 \* + o2\
nol u ue e u u

+208 0" + 03] .

3.5 Estimacao de Maxima Verossimilhanca

Sob as suposi¢oes em (3.1), (3.2) e assumindo o2 -

2 - 0g, conhecidas, a distribuicao

conjunta do vetor de dados observados, Z; = a + ;b + (e;, u;)T, é dada por:
Z: "E" No(a+ b, ), i=1,....n, (3.9)

onde ¥; e os vetores a e b sao definidos em (3.5) e (3.6) respectivamente.

O determinante e inversa da matriz de covariancias X;, sao dados por

|3 = [®](1 + UzibT\IFlb) =020202 ¢ e XN '=Ww"! U iphTO!

e u”xT;
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onde
¢=0,"(1+02b"¥'b), i=1,...,n,

com ¥ definida em (3.6).

3.5.1 Funcao de Log-Verossimilhanga

2

T nosso parametro de interesse. A funcao de log-verossimilhanca

Seja 0 = (a, B, py, 03» g,

correspondente ao modelo definido por (3.9) pode ser escrita como

1(e) = il,:(@), onde

=1

1
Z, —a— ;vz‘,.b)TZi‘l(Z,- —a— u,b).

1
1;(6) = constante — §log|2i| — 5(

Apés varias manipulagoes algébricas obtemos a seguinte expressao para o log-verossimilhanca

correspondente & i-¢sima observagao
Il 1 133
1i(0) o —ilog|2,~| =3 [t; — ¢ 'h?], (3.10)
onde

ti = 0_2(Y; S /3l1'-l‘)2 + 0—11_2()(; - /'l.‘l')2

o

h’i = ./30'(:_2(}/1 — Q= /3[_1,;,-) + U;z(xi o /l'.r)) 1= 1) ceey T

3.5.2 Estimacao de Maxima Verossimilhanc¢a usando o Algoritmo EM

Das suposicoes feitas para este modelo em (3.1) e (3.2) segue que a distribuigao conjunta

do vetor de dados completos W;, é dada por

Wi i":i(;ll- N3(’U, Q-i)a = 17 L (311)
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onde v e ; sao dadas como em (3.3), isto ¢,

byt 2hbT 40 o2 b
’U—<a+ “") e Qi—(o"" o ) i=1....,n. (3.12)

2 1T
Jy o;.b o

i
Usando os resultados em Muirhead (1982) (Teoremas A.5.2 e A.5.3), o determinante e inversa
da matriz de covariancias §2;, sao dados por

ol o
Q% = 02020l e Q' = : (3.13)
—bT‘I}Al C;

A funcao de log-verossimilhanca correspondente ao modelo definido em (3.11) pode ser escrita

como

[(0) = Zl,;(ﬂ), onde
i=1

1 1
l..(0) = constante — 510g|Q,-| — §(w,- — )T (w; — v),

substituindo (3.13) em [, (0) e, apds varias manipulacoes algébricas obtemos,

1 1 1 1 . .
1(0) x —3 log(0?) ~ 5 log(02) — 5 log(o?) — 5072(Yi - @ = )

+B8072(Y; = o = Bug)T; - B0t pe(Y; — o~ Bug)

1
_50-172(/Yi - N.‘L‘)2 =+ 0_172(/\,1' - ,UJ;)Ii - O-JQN.U(;\,i - /1‘1.')
1 1

2 § N 2
*iCili + Cilla:Ti — 5(31'/.1}1‘,.

Entao, na etapa E do algoritmo EM temos que

Qi(0) = E(l;, (6|W;)[Yi, X;) = E(l;(0]:)|Yi, Xi),
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¢é dada por

1 1 1 1 7 ;
Qi(0) -5 log(a?) — 5 log(o?) — 5 log(of,l_) — 5% 2Y; — o — Bg)?
+8072(Y; — o — Bg)Ti — BoT 2 ua(Y; — a — Bug)

1
——0 (X — ) A0 (X — )T — 0;2;1,,,:(,\’,1 — )

2 u
1 . 1
—ﬁci:u? + CipL; — §ci,ui, (3.14)
onde
.’T\,' = E(Q:,l)/,, X,) e I’L:? = V(Ilf,j) -+ (i:.,')2,
com

E(xi|Y;, Xi) = po+c'hy

2 2 2
0. 0.0
V(z;) = Var(z|Vi. Xi) =¢' = TR ; k=M
' ST (B0, +od)or + o0, ’

Na etapa M, temos que maximizar Q(0) = >~ Q;(0), com Q;(0) dada em (3.14). Resol-

vendo as equacoes

%[Q(())J =0 aig [@®)] =o.

obtemos os estimadores de maxima verossimilhanca para «, 3, ji,, 02 e 02, respectivamente.

A figura 3.1 contém um esboco do esquema iterativo do algoritmo EM.



inicio

e Fornecer valores iniciais 8 = (@, g, ;I.S”, a2 ,03(0), 020 )

e passo E: Avaliar
hg”) - /3('1))0;2(11)(}/1_ — P — P l,_ng)) + 0;2(19)( X; — /Lip))

S Uigﬁ) O,Z(P) 03(/’)

! !,32(1))0‘1—’_.(1)) o2 4 Ui(w)ac?(p) + g 2P) 2(P)

C

i/l\?fp) — 'u-:(llp) + c‘i—l(P)thP)’ V(:L'i)”’) _ (;._1(1’)

1
. 2
P = V(;n,-,)(P>+(5:§P>), i=1....,n,

e passo M: Avaliar

.;l*:(:l')

n
i=1 20 n 3, =(p) —=(p)
;1(”“) M g+ — Ei:. Yil-,'p —nYZ
= n 1 ! = - = =,
| Yt S0 G
olPt) — v _ i:(p)ﬂ(pﬂ)
1 n ( ) 9
2(1)+1) — Y. ~(p
a, - i zz_l: (‘Y.l a’i )
1 n ) )
2p+) . s D)y a1 A0
a, = ,:ZI [(), Pty — gt ]

o repetir passos B e M até que |07 — 8P| < ¢ para algum e > 0,

fim

Figura 3.1. Algoritmo EM para modelo (2.12)

3.6 Matriz de covariancias assintoticas do EMV de 6

A matriz de variancias-covariancias assintética do EMV  do parametro 6 =
2

2

2 , . . . ~ .
(a, B, pe, 02, 02)T é dada pela inversa da matriz de informacao de Fisher denotada por
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I+(0), onde

o= +[219]

com [(0) = log[L(8)], sendo L(8) a funcao de verossimilhanga dos dados observados (Z;).

3.6.1 Matriz de Informagao Observada

A matriz de informagao observada denotada por K (), ¢ dada por:

d%1,(0)
0000T

K(6) = — iKi(e),onde K;(0) = (3.15)

A matriz de derivadas segundas K;(0) pode ser obtida como segue.

Derivando (3.10) em relacao a ¢, obtemos a seguinte expressao para as derivadas de pri-

meiro:

ouO) 19, o 1

. o I | 1oy 8hi 1 AQBCL'
ay 20y o717 309y

_ Zh2

gy 2% By

=+ cflhi

(3.16)
Ollde w = Q, /31 Fay 012'1 0—3

Agora derivando (3.16) em relacao a v, obtemos una expressao para as derivadas de segunda
ordem dada por:

05 _ gt Bh e[S, T

oy 20709 e T 00va0 TG Oy av T ooy

dc; Oh;  Oh; Oc; 9 0| 10cide 1 PP
+ hic ©

—hye? 26t |t 2= 3.17
hic; By B9 + m GG By B 2070_&}, ( )

onde v,% = «, 3, t, 02, 02.

Usando (3.16), (3.17) e apés vérias manipulagoes algébricas. a matriz de derivadas de

segunda ordem de [;(0) em relagio a 6 = (a, 3. p,., 02, 02)" é dada por:
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onde

K;

laa

K

inﬂ

K;

2
aoy

K;

138

‘i!’I'.r

Y]

K;

L83

K

L“,l'r’

K

)
oz 3

]\i 24

T

=2 —1p2 _—4
=T, +Ci ‘B o,

K

ixin

-2 =] =
—pgo,? = 3o e (Y — a

+2,32h,-05__"'ci‘2

Lo

—Bo* 4 (Bot + Boy%0,?)

.
K i2,

Ki.,. K o2
Kiﬁu:.- K ixJnE
Kipor Ko
]‘i 2 ]\,j 5 5

e Oe0de
]\i 2 ]\i 5 5

Ou ke 050¢

—o (Y — o — Big)

+e; (B S(Yi — a = Bu.) + Shiot] - Fhio®

K,
Jn(\

- 2!3#'1;) = /li(T

C'Bo %o (X —2, —4, 2
Gi ‘306 Ty (Xiﬁf’.v)_,jhigc o’u ci

_0*26_-1

e

{ l‘ll:l.',"i

2 -2 1
e G T K0, =+ (65 [G

«

Y =

92
e G

(&

—2
i

o — 2/‘3/-1'.n)2 B 2h’iu;':0-rf_2]
_4/3]1'1'0;4072()1 o —28u) + /2.?072(4320;401’_1 _ 0;2) 1+ 2,32c,;—20€_4

_cfl [0;2(;320;2 + a;'z)(Y,- —a—23u;) + 25111'06_2]
+0. (Y — a = 2Bp,) + 2800 ¢ (B0 + 0,?)
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[\’i 2.,

.Bcff:c:‘ = B0 % = poo (Vi — a — Bpe)

—c; ' [Bo (Y — a = Bua) (Vi — a — 2Bp,) + hio (Y — o — 2312)]
+hic; [ 2o SV — o — 2Bp.) + 2520 8(Y; — o — P, )]

—h2c; (20 133676 — 30, )

I\',a%u

—Bo %07 et — 020 e (Y — a — 2Bpe ) (Xi — pta)

+hioy ' ? 2802 X — pa) + 0.7 (Vi — o — 231,)]

—9/3/72 25 l(:i_3
(BP0 + 0.+ (B0 +0,7)

]/'
Vi o
TE

—Bo (Vi — a = Bue) + ¢ [Bo (Vi — = ) (BP0 + 0,)
+3hio ] = BPhio e M (B0 + 0,7)

IK;
o2

—0'774()(,; — ) + €7 [ 4(/32 4 o, )(X ) + h,—a;“]

-2 _—d/n2 -2 -2
_h"'ci Ty (‘8 O¢ +Uu )

1
—5( 142320 5¢ — Blo 8¢ ?) — o (Y — a — Bu.)?
+c;! [/320;8(3’; —a— Bug)? + 2Bhio 5 (Y — a — B[Ll)]

=20 B0 %c (Y — a — Buy) + hic? (¢ 3o ® — 320, °)

]\','2 -

/32 ot 4 ot e Y — o — B ) (Xi — )
—h.,~c- [1320_ o7 (Xi — pe) + Bo o (Vi —a — ,.6’;1.1.)]
+hie 2B o)t
500" =20, +0,°7) — 00 (X — pra)?
et [0 (X = ) + 200, (X — i)
—2hio 8¢ (X — ) + h2e (08¢ — 0 0).

1 1 n
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3.6.2 Matriz de informacao esperada

Nesta secao, nés fornecemos a matriz de informacao esperada do vetor de parametros

0 = (a, 3, jiz, 02, 0%)T. Usamos uma parametrizacio similar  encontrada em Kulathinal et al.
(2002).
Adotando a parametrizacao 0* = (u1, pia, 011, 092, T,)T, onde py, = a + By, fo = fg,

o1 = 02, 099 = 02, T =3 e fazendo 0* = (u, o), onde p = (1, j12)" e o = (011, 092, 7)7,
pode ser mostrado eni algunas passagens (em wn modelo estrutural normal heterosceddstico

com erros nas variaveis) que:

0°1,(0%) 9°1:(67) T
— | = — — | =3 1=1,...,m,
E(auaa> 0 e E(c’?uauT> DI RN

o que implica que a matriz de informacao do vetor de parametros 8* pode ser representada

como uma matriz diagonal em blocos na forma

I(p) ©
1(0*) = , (3.19)
0T I(o)

onde I(p) e I(o) sao as matrizes de informagao associadas aos vetores de parametros p e o,
n

respectivamente. Neste caso I(p) = g )3
i=1

Para obter I(o) usaremos a distribuicao da variavel observada Z; e a seguinte féormula provada
por Dolby (1976):

2017 1, i b
—E [W} = §t1 (2’ lEiy,Zi 12i¢) + di‘pzi ldiqb,

ad;
ok
do modelo, neste caso 1, $ = o1y + 7202

R

em que d; = (Z; — ), dy = e X = % para k =1, ¢. Aqui v e ¢ sao os parametros
022 + Uf.i, pi, onde p; ¢é o coeficiente de correlagao
entre (Y;, X;) dado por

TO2.

pi = = , i=1,...,n.
V(o +7%02) (022 + 02,)

Daqui segue, que a matriz de informagao I;(8;) para 0; = (o1 + 7202, 020 + 02, p;) ¢ uma

matriz 3 X 3 com elementos

20



2=} —p —pi

4(1=p7)(on1+7203,)? 4(1-pF)(o11+7203 )(022+03,)  2(1—p;)(o11+7202,)
2 2
Ii(ei) = 2 7{;’;') 2 -‘)2_11'T 3 12 ——2_&'—9
4(1=pi)(on1+7203, ) (a22+03,) 4(1=p;)(o22+03,)? 2(1=p;)(a22+03,)
—pi —pi L+p7
2(1-p7)(oe11+7202,) 2(1—p7)(022+07,) (1-p7)?

Note-se que Ufi é constante. A informagao sobre os parametros (oy;,099,7). disponivel na
distribuicao de Z; pode ser facilmente obtida (veja Apéndice B) usando I;(8;) e o Jacobiano

da transformacao denotado por J;, que é wma matriz 3 x 3 dada por

—TOy

2
1 0 2(611+7203,—)\ﬂ0|147203i)(022+0.";,.)
3.0 0 7
i( i) - 2(022+03,.)\/(011+1—202,)(022+a_'7’.‘) ’
210 ouos,

0
i (on1+7202,)\/(o11+7203 ) (022+03,)

segue que, a matriz de informagao I;(oqy, 092, 7) ¢ dada por
Lo, 00,7) = J'i(ei)Ii(ei)Ji(ei)T-

A informacao total sobre o = (011, 092, 7) € a soma das informagoes disponiveis de cada Z; e

é denotada por
I(o) = ZIi(011-022~T)~
i=1

Voltando & nossa parametrizagao, temos agora que a matriz de informacao de Fisher para o

vetor de parametros 6 = («, f3, iz, 02, 02)T ¢é dada por

1(0) = J(6")1(6*)3(6")", (3.20)



onde o Jacobiano ¢ dado por

1 0000
e 00 01
JO)=]1 7 1000
0 01 00
0 0010

Sob certas condi¢oes de regularidade, pode ser mostrado que a distribuicao do estimador
de méxima verossimilhanca denotado por Opyy se aproxima de uma distribuicao normal
multivariada quando o tamanho da amostra tende ao infinito (n — c0). Assim, a distribui¢ao
aproximada de Ogyy em grandes amostras é N5(0,1(0)""). Regioes de confianca e testes de
hip6teses para os parametros podem ser construidos a partir dos resultados assintéticos. A
matriz de informacao esperada I(6) pode ser estimada por I(ég,\‘[\;) ou, alternativamente, por
K(QEMV), com K(6) dado em (3.15).

3.7 Teste de Hipo6teses

Podemos testar a hipétese
Hy: 0, = 64. 6, nao especificado, (3.21)

onde @, é um subconjunto de 8 = (OT,Gg)T, com p; parametros 1 < p; < 5. Fazendo uma
particao adequada da matriz de informacao esperada e usando o teorema A.5.2 em Muirhead
(1982), obtemos:

1,:(0) I,5(0)

I“(Q) 112(9)
1(6) = L e I(0)' =
L (0) Ix(0) I°Y(0) 1°%(0)

onde I,;(0) e I''(0) sdao matrizes de dimensao p; X py, Li2(0) e I'?(0) de dimensao p; x (p—p1),
I,(0) e I?'(0) de dimensdao (p; — p) x p1 e In(0) e 12(0) de dimensao (p — p1) x (p —

p1) respectivamente. Assumimos também a nao singularidade das matrizes 1;,(0) e Ixo(60).

WD
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Definindo
Li2(0) = IL;1(0) — 112(0)15 (6)Lx(6),
Ln1(0) = I(0) — I (0)L (0)Ls(6),
temos que os elementos de I(8)~! sao tais que
111(0) = 1_11.2(9)~ 122(9) - 1521.1(9)7 112(9) = "11711(9)112(9)12721,1(0),
°HO) = —1(0)Ix(0)L,(0).
Entao a hipédteses (3.21) pode ser testada usando o seguinte estatistica de Wald
Wentv = Q1530 — 010) Ti12(0paiv) (01,0 — O10)- (3.22)

Sob (3.21), a estatistica em (3.22) converge em distribuicao para uwma distribuicao qui-
quadrado com p, graus de liberdade, quando o tamanho da amostra tende ao infinito, isto é

1
Weany — X5, quando n — oo.

3.8 Avaliacao do Ajuste

Para avaliar a qualidade do ajuste do MREH normal com erro nas variaveis, podemos

construir wum gréafico das distancias transformadas, veja Lange et al. (1989).

Lembremos que
0:(0)=(Z; —a— /_L$b)TEi_1(Zi —a—pugb), i=1 ..., n, (3.23)

é a distancia de Mahalanobis. Sob normalidade, ¢;(8) tem uma distribui¢ao qui-quadrado
com dois graus de liberdade (x3), i = 1,...,n. Além disso, (5,»(9) tem assintoticamente a
mesma distribuigao qui-quadrado (x3). Entao usando a aproximacao de Wilson -Hilferty
(Wilson and Hilferty (1931), Johnson et al. (1994)) temos que

7‘,- :3{[5,—((9)/2]1/3 ;8/9}, i=1,...,n, (3.24)

. « s P - 2 , .i.d. .
tem, aproximadamente, wna distribuigao normal padrao, isto ¢, r; ~ N(0, 1), 7 = 1,...,n,



aproximadamente. Entao um Q-Q plot das distancias transformadas r;, i =1,...,n, dadas

em (3.24) pode ser utilizado para avaliar o ajuste do modelo MREH normal com erro nas

varaveis na pratica.

3.9 Uma Visao Unificada

Nesta secao apresentamos uma visao geral do modelo estrutural normal heteroscedastico

com erros nas variaveis, para as diferentes situacoes em que as variancias dos errvos de medicao

e a variancia da variavel nao observada z;, variam entre as observacoes.

3.9.1 Modelo Geral

Consideremos o seguinte modelo

v = a4 P+ g
Xy = ;4 U;
Y; = yi+e; 1=1,...,n.

Definindo a e b como em (1.8), temos que

Y; e+ ¢q;
1 3 13
Z;, = X =a+ x;b+
X i U;
As suposicoes impostas ao modelo sao:

(ei,u;)T e (gj,x;)T sao independentes, ¢; e ; sdo independentes, com

o ANO,0%), @ " N(p,02) e

€; indep.
~ N2 ) 9 )
11; 0 0 o

As suposic¢oes dadas acima implicam que

(3.25)

(3.26)

(3.27)



Z: " No(p; B), i=1,...,m,

onde p = p(0) e X; = ¥,(0), sendo 0 o vetor de parametros estruturais do modelo, além

disso,
32 2 2 2 2
_ 2y _ [ Bontogto oy,
3i(0) =¥, + 0, bb" = ( o2 o b ) (3.28)
A+ Bla 24+a® 0
n(0) =a+ p,b= ( a 'uﬁ,th ) e U,= ( o, . o . ) 7 (3.29)

Note que, € o vetor de parametros estruturais do modelo. vai depender da condicao de

identificabilidade imposta ao modeclo.

3.9.2 Funcao de log-verossimilhanca

A funcao de log-verossimilhanga é dada por

L() = Z [;(8), onde
=1
1 1 1 N

L;(0) = —5log2m — §IOg|Ei| 5 (Zi — )" 57 (2 — ), (3.30)

em que
IS =¥ | (1+ 20" ¥ D) e =7'=;' - \T 'bbTT; (3.31)
COI11l
a2 (.. + 0?) o>

A = Sk " , o i=1,...,m. 3.32
(8204, + 02 +02) 02, + 02 (0., + 0?) (3:32)

[}
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3.9.3 Equacoes de Verossimilhanga

De (3.30) temos

| 1 .
L 3) o —clog|Bi| — 5 (Z; - w)' 27 (Zi — )
1 1
o —logl Bl - 5t [571 (Zi - ) (Zi - "] (3.33)

Diferenciando (3.33) (como em Magnus and Neudecker (2007) ( pag. 81)) em relacao a p e

3); temos,

dli(p, ) = —%dlog|2,-| - %tr [(dz:l) (Zi — ) (Zs — ,L)T]
1
St [B714(Z ) (2 - )]
_ —%tr (27 ()] + %n [2;1 (dS) 7 (Zi — p) (Zi — M)T]

4o (=7 @ = w) (@)™ + () (7 - "))

2
= su{ws) (57 (@ - wE-w - 5] 50}
Hdp)TS7 (Zi - p) (3.34)

Se ignoramos a restrigao de simetria sobre X;, obtemos

Su = Y E7'(Zi—p) (3.35)
=1
Sy = Z S (3.36)
=1
onde
Sy, =27 (Zi —p)(Zi —p)" =7 -7 i=1,... 0 (3.37)

3.9.4 Matriz de Informacao de Fisher

Para obter a matriz de informacao temos que levar em conta a simetria da matriz X;,

implicita ou explicitamente. Nods preferimos o tratamento implicito. usando para tal efeito a



matriz de duplicagao D, definida como em Magnus and Neudecker (2007) ( pag. 48).

Proposicao 3.4. Sejam Z;.. .., Z, vetores aleatorios independentes de dimensao m x 1, tais
que
indep. .
Zi " No(ps ), i=1,....n,

onde ¥3; é definida positiva, além disso n > m + 1. Entao a informacao sobre p e vech(3;)
contida na i-ésima observagao Z;, denotada por F; é a matriz de dimensao %m(m +3) x

sm(m + 3) dada por

! 0
Fi = A 3 T (3.38)
D (371 %) D,

1
27 m

Prova: Como %; é uma fungao lineal de vech(X;), temos que la diferencial de segunda ordem de
3 é nula, isto é, d*3; = d(dX;) = 0, assim a diferencial de segunda ordem de ; (s, vech(3;))

em relacao a p e 3; pode ser obtida diferenciando (3.34), isto é

A2, vech(Sy)) = %m- {(dEi) (A1) ([(zi — ) (Zi — )" - 2,—] z;‘)}

1
1
w5t {@z) (=) ([@ - w @ - w" - ds] =71}
+(dp)" (AZ71) (Zi — p) — (dp) 'S dp. (3.39)
Notar que nao ¢ necessario desenvolver a diferencial segunda completamente en términos de

dp e dvech(35;). ja que tomando esperanca de (3.39) e levando em conta que E (Z; — ) =0

e E(Z;—p)(Z; — u)T =3;,,i1=1,...,n, segue que

~E[dL] = %tr {(dZ),-) (A7) ([E (Zi — ) (Zi — )" — 2,} 27‘)}

sgte{@z) (=) (B2 -w @ - w" - 5] an)}

+%m~ {(dZ;) (=) ([E (Zi — p) (Zi — )" — dZ,—] 2;‘)}
+(dp)" (A=) E(Z; — p) — (dp) "2 dp
_ %u ((d%) S (dS) B + (dp) TS e, (3.40)



Agora vetorizando (3.40) (com o operador vec(-) definido como em Magnus and Neudecker

(2007) ( pag. 30)) e usando a matriz de duplicacao obtemos

1
—E [(121;(u,\recll(2,~))] =5 (vecds;)" (' 1) veedS; + (dp) TS dp

1 .
= ¥ (dvech(2,)" DY, (27! @ 57!) D, dvech(X;)
+Hdp)'E dp. (3.41)

De (3.41) temos que a informagao sobre g e vech(X;) contida na i-ésima observagao Z; ¢ dada

por
3 0
Fi = i Loi=1,....n (3.42)
0 D! (= '®=7')D,,
0
Observacao: Se adotamos a parametrizacao 0" = (u, o), temos que a matriz de in-

formagao esperada para 6" pode ser expressa como uma matriz diagonal em blocos da

forma
Foy- [ 7))
0T I(o)
onde I(p) = ZH:E;I(Bi) e I(o)= iIi(a), com Ii(o)=J1;(0;)JT, onde
i=1 i=1
1;(6;) = 3D}, (2;7'(6:) ® 7'(6;)) D,y

Assim para uma reparametrizacao especifica @ = g(8*), temos que a informacao de Fisher
g )

associada ao novo vetor de parametros 6 ¢ dada por: (veja Apéndice B)

F(O) = J(O)F@)IT(O"). onde F(0) =3 F(6%), com (3.43)
i=1
Fi(0) = JF(0)JF, i=1,...,n,

em que F;(0;) ¢ dada em (3.42) e J; ¢ o Jacobiano associado & transformagio.



3.9.5 Exemplos

Exemplo 3.1. Consideremos o seguinte modelo estrutural heteroscedastico com erros nas

variaveis com erro de equacao (modelo desenvolvido por Kulathinal et al., 2002)

vy = o+ 3ri+q
Xi = mituy
Y, = vyite; t=1....,n, (3.44)

em que (e;,u;)T e (q;, :z:j)T sao independentes, ¢; e x; sao independentes,

id.d.

qi ~ N(O 02), T; i.'i\.flh ]\r(;uhl') O'?) €

2
€; indep. r 0 . O-(,,' 0
~ /\ 2 3 9 )
U; 0 0 o

u;

i,j=1...,n. (3.45)

Note que este modelo corresponde ao modelo definido em (3.25) com 02, = o2

x?

1=1.... n.

Para fazer o modelo identificivel vamos supor que as variancias dos erros de medida o7 e o2
sao conhecidas e, portanto, o vetor de parametros desconhecidos ¢ 0 = (a, S, jiz, 02, 0*)T.

Entao a matriz de informagao esperada para o parametro € pode ser obtida como segue.

Consideremos a seguinte parametrizacao 8* = (pu1, pa, 011, 12, 092)7, onde pu; = a + iy,
_ _ 322 2 _ 2.2 _ 2 . _ 2 2\T
Po = fyy, 011 = B0, + 0%, 012 = B0y, 02 = 07 esejab; = (011 + 0., pi, 022 +0,.)", onde

pi € o coeficiente de correlacao entre (Y;, X;) dado por

012 .
P = —, 1=1....,n.
V(o1 + 02) (022 + 02)

de forma que

FPol+o*+o02  Pol
Ei(oi) = 5
o o3 + o,
o1 + o, pin/(a11 + 02 ) (022 + 02))
Pi\/(Ull +02‘,.)(022+03,.) 0-22+0;2,,



Entao Fi(o11,012,02) = Ji(0;)Fi(0;)J7(6;), onde

_ g12
1 2(011+a§,-)\/(011+t73,»)(022+03‘-) 0
1
‘]i(ei) = 0 \/(1711+f73,)(022+<73,-) 0 ?
0 212 1

2an+02,)\[(aata3, oo tar,)

1 00
1 010
Fi(6;) = §DZ (E'_—l(Gi) ® Ei—l(Hi)) D,. com Dy = ’
010
0 0 1
Segue que
S 27(6s) 0
F(6*) = !
o S Ji(8)F(6:)J7(6,)

Finalmente a matriz de informacao do parametro 6 ¢ dada por

F(0) =J(0")F(6*)IT(0"), onde

pz 0 201 092 0

Jo)y=| 22 1 0 0 0
00 Z @

Exemplo 3.2. Consideremos agora o seguinte modelo estrutural heteroscedastico com erros

nas variaveis

Y = o+ P
Xi = z+u;
Yi = wyite t=1....,n, (3.46)
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em que ¢; e x; sao independentes, 1; e x; sao independentes,

indep.

" N(ps02) o

2
€ Y iid 0 o 0
RN : “ , Li=1,...,n (3.47)
2
U; 0 0 0
Note que este modelo corresponde ao modelo definido em (3.25) com ¢; = 0, 0,2,'_ = g2,
2 _ 2 .
o, =0, t=1...,n.
Para fazer o modelo identificavel vamos supor que a variancia da variavel z;, 03,,_ é conhecida
¢, portanto, o vetor de parametros desconhecidos ¢ 0 = (a, f3, i, 02, 02)7T.

De forma andloga ao exemplo anterior, sejam 6* = (uy, pto, 011, T, 022) T, onde p1; = a+ 3y,
(o) 7 u ) bl b} ') €T
2 3¢

fo = pigy, 011 = 02, T =3, 099 = 0> e seja 0; = (o, + 202, pi, 0+ 02)7, onde p; é o

coeficiente de correlagao entre (V;, X;) dado por

92
TO,. ,
pi = 22" = 1=1,...,n.
V(o +7202) (09 + 02)
Logo, temos que
/3203.‘_ + a? ,30_,2_.
%i(0:) = 2 2 2
ﬁo_.r O, + Oy
2 2 3
on + 7170, /),i\/(011+7203,-)(022+01,-)
= b
B 2
pi/ (011 + 7202 )(092 + 02)) o2 + 0,
e segue que
1 TU%:’
2(0’11+T20'_2r’_)\/(011+T20$i)(022+0‘3‘,)
2
T110,..
) — 27_ w
J'(BI) O-'"‘ (0’1]+T263i)\/((711+T2(73i)(022+ﬂ%i) 0
T2,
0 = 1

o 2(022+03, )\/(611 +7202 )(022+02 )
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Entao

n n

]‘—(}Ll,[lQ) = 2271(91) e ]:(0'11, T, 0'22) - ZJ,(G,)‘F,(OJJ,T(G,),

=1 =1

de forma que

‘F(,LLI:/‘L'Z) 0
F(0*) = ;
OT ]:((711. T, 0'22)
entao
F(0) = J(0")F(6")I(6%). (3.48)
onde
1 00 0 0
e 0 0 1 0
J(@) = 7 1 0 0 0
0 01 00
0 00 01

Observacao: Dos dados simulados na Tabela 3.2, podemos ver o comportamento dos erros
padroes calculados usando a matriz de informagao de Fisher associada aos parametros do
modelo definido em (3.9) dada por (3.20) e dos erros padroes calculados usando a matriz de
informagao para o caso geral definido em (3.48), para este particular exemplo. Na Tabela 3.1

se apresenta o comportamento de tais erros padroes.

Olhando a Tabela 3.1, podemos ver que os valores calculados dos desvios padroes estao
muito proximos entre eles, independente do tamanho da amostra, com alguma excecao no
caso do desvio padrao do parametro 0. No geral poderfamos pensar que ambos métodos de

estimacgao numericamente sao equivalentes.



Tabela 3.1. Comportamento do DP-IE: Erro padrao usando a matriz de informagao de Fisher dada
em (3.20) e DP-IG: Erro padrao usando a matriz de informagao geral dado em (3.48), quando usamos
as estimativas de maxima verossimilhanga na sua obtengao.

n  Método « B [ o2 o2
EMV  -1.072 0.975 -2.024 4.673 1.066
40 DP-IE  (053) (0.18) (0.30) (1.30) (0.59)

DP-IG  (0.54) (0.18) (0.30) (1.93) (0.56)

EMV  -1.040 0.986 -2.003 4.848 1.037
80 DP-IE (0.36) (0.11) (0.23) (0.96) (0.45)
DP-IG  (0.34) (0.10) (0.23) (1.39) (0.43)

EMV  -1.033 0.989 -1.995 4.862 1.038
160 DP-IE (0.33) (0.11) (0.18) (0.83) (0.34)
DP-IG  (0.30) (0.09), (0.18) (1.09) (0.33)

3.10 Estudo de Simulacao

Nesta secao estudaremos o comportamento dos estimadores dos parametros de regressao do
MREH com erros de medigao proposto em (2.1) com as suposigoes em (3.1) e (3.2), assumindo
a condicao de identificabilidade azi, ¢ = 1,...,n, conhecidas. Além disso estudaremos o
comportamento das estatisticas do tipo Wald dadas em (2.18), (3.22) e dos erros padroes dos
estimadores, obtidos usando as matrizes de informagao de Fisher dadas em (3.20) e (3.48)
respectivamente.

Para calcular as estimativas dos parametros do modelo consideramos 10,000 simulagoes de
Monte Carlo. Para gerar os dados (X;,Y;),7 = 1,...,n, usamos o seguinte conjunto de

valores para os parametros:
a=-1, f=1 p,=-2, o°=5 e o:=1, (3.49)

além disso a variancia (7_2}, foi gerada como segue \/E Wl U(0.5,4),7 =1,...,n e foram
mantidos fixos em todas as simulagoes. Os tamanhos amostrais utilizados nas simulacoes
foram n = 40,80 e 160. Em cada rodada foram calculadas as estimativas dos estimadores de
momentos com seus respectivos desvios padroes, estas estimativas de momentos sdo usadas
para iniciar o algoritmo EM proposto na Figura 3.1, permitindo obter as estimativas dos

estimadores de maxima verossimilhanga com seus erros padroes correspondentes. Se de fato o
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procedimento de estimagao ¢ adequado, espera-sc que as cstimativas dos parametros estejam

préoximas dos valores dos parametros que foram usados na geragao dos dados.

Os resultados da simulacao sao apresentados na Tabela 3.2, os valores que aparecem nesta
tabela sao médias tomadas ao longo das 10,000 amostras geradas. Observamos, que tanto o
EMM como o EMV produzem resultados coerentes para os diferentes tamanhos amostrais,
isto é, os valores das estimativas dos parametros obtidas pelo método dos momentos e de
maxima verossimilhanca ficam bem proximos dos valores verdadeiros utilizados na simulagao.
Além disso, é possivel perceber que os erros padroes (em parénteses) das estimativas diminuem
quando o tamanho amostral cresce, também observamos que os erros padroes das estimativas

de méxima verossimilhanga sao menores que os erros padroes das estimativas de momentos.

Para examinar o comportamento das estatisticas do tipo Wald dadas em (2.18), (3.22),
foram feitas simulagoes de Monte Carlo para calcular as taxas de rejeicao do teste utilizando

estas estatisticas ao nivel nominal de 5%. A configuracao para os parametros foi a seguinte:
= 2 _ ¢ 2 _ o id. - T — " I3
o= —2. 0.=5 e o,=1, o2 XU0.5,4),i=1,...,n (3.50)

A hipétese nula ¢ Hy : (a, 3)T = (0,1)T e os valores para (a, 3) utilizados para calcular
as taxas de rejeigao, foi a mesma grade de pontos igualmente espagados em torno de (0, 1)
utilizada na simula¢ao do Capitulo 2, isto é: (-1, 0.6), (-1, 1), (-1, 1.4), (0, 0.6), (0, 1),(0,
1.4), (1, 0.6), (1, 1), (1, 1.4). Esta grade de pontos nos permite monitorar nao apenas o
tamanho empirico, mas também o poder do teste. Os tamanhos amostrais utilizados nas
simulagoes foram n = 40, 80, 160 e para cada tripla (a, 3, n) foram realizadas 10,000 simulagoes
de Monte Carlo, em cada rodada as estatisticas de Wald dadas em (2.18), (3.22) foram usadas
para verificar as evidéncias contra a hipétese nula ao nivel nominal de 5%. Se de fato o
procedimento de estimagao é adequado, espera-se que sob a hipétese nula, as taxas de rejei¢ao
sejam proximas de 5%.

A Tabela 3.3 apresenta os resultados da simulagao onde observamos que as taxas de rejeicao
sob a hipdtese nula tendem a 0.05 (5%) e as taxas de rejeicao para valores de (a, 3) em torno da

hipétese nula tendem a 1.00 (100% ) a medida que o tamanho amostral cresce, como esperado.
3.11 Aplicacao

Nesta seg¢ao aplicaremos os resultados deste capitulo ao conjunto de dados do Projeto
WHO MONICA. Consideraremos os dos métodos de estimacao aqui estudados: método dos

momentos (ENMM) com a matriz de covariancias assintéticas obtida através do método delta
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Tabela 3.2. Estimativas (erros-padrao) dos pardmetros de regressao do MEV estrutural hetero-

iy .. ~ . i.i.d. . .
ceddstico na variavel nao observdvel, no caso , /O’%i ~" U(0.5,4),i=1,...,n. EP-IE: Erro padrao
usando a matriz de informagao esperada, EP-IG: Erro padrao usando a matriz de informacao geral
dado em (3.43) ¢ EP-IE: Desvio padrao usando a matriz de informacgao observada.

n Método a 3 . ol o2
EMM -1.053 (5.021) 0.990 (2.477) -2.041 (-) 4.455 (-) 0.975 (-)
EMV -1.072 0.975 -2.024 4.673 1.066
40 EP-IE (0.525) (0.179) (0.300)  (1.300)  (0.591)
EP-1G (0.537) (0.183) (0.300) (1.934)  (0.560)
EP-10 (0.558) (0.198) (0.305)  (1.374)  (0.660)
Verdadeiro -1.000 1.000 -2.000 5.000 1.000

EMM  -1.017 (3.861) 0.998 (1.926) -2.000 (-) 4.646 (-) 1.032 ()

EMV -1.040 0.986 -2.003 4.848 1.037

80 EP-IE (0.362) (0.119) (0.225) (0.961)  (0.456)
EP-1G (0.341) (0.102) (0.225) (1.390)  (0.428)

EP-10 (0.377) (0.130) (0.224) (0.998)  (0.497)
Verdadeiro -1.000 1.000 -2.000 5.000 1.000

EMM  -1.019 (3.258) 0.998 (1.635) -1.997 (-) 4.721 (-) 0.997 (-)

EMV -1.033 0.989 -1.995 4.862 1.038

160 EP-1E (0.331) (0.113) (0.178) (0.825) (0.343)
EP-IG (0.298) (0.086), (0.178) (1.097) (0.329)

EP-10 (0.340) (0.119) (0.177) (0.840) (0.358)
Verdadeiro -1.000 1.000 -2.000 5.000 1.000

e método de maxima verossimilhanga (EMYV), considerando a estimativa dos parametros
através do algoritmo EM, ¢ a cstimativa da matriz de covariancias assintéticas derivada
através da matriz de informacao observada (EP-IO) e da matriz de informagao esperada

(EP-IE), respectivamente.

O MREH com erros nas varidveis sem erro na equacao (o = 0), estudado no capitulo 2
nao ¢ adequado para ajustar os dados do Projeto WHO MONICA, como foi mostrado por

de Castro et al. (2008) através de envelopes simulados. A Tabela 3.4 apresenta as estimativas

2

dos parametros estruturais o, 8, ji., 0> e o> do modelo, con seus correspondentes erros



Tabela 3.3. Taxas de rejeicao da hipétese Hy : (o, B)T = (0,1)T. usando as estatisticas de Wald dadas
em (2.18) e (3.22) (ao nivel nominal de 5% de significancia) no MEV estrutural heterocedastico na
variavel nao observéavel, para n = 40, 80 e 160 respectivamente.

WEI\‘“\[ WEMV
p B
n |a 06 1.0 14 0.6 1.0 1.4

-1 0474 0.652 0.971 0.634 0.959 0.999
40 | 0 0.755 0.077 0.632 0.953 0.066 0.971
0.980 0.753  0.645 0.988 0.985 0.703

-1 0.742 0.891 1.000 0.974 0.998 1.000
80 | 0 0.887 0.065 0.799 0.999 0.056 0.999
1.000 0.790 0.591 1.000 0.996 0.987

-1 0951 0.998 1.000 0.985 0.999 0.999
160 | 0 0.993 0.058 0.998 0.998 0.051 1.000
1.000 0.981 0.939 1.000 1.000 0.988

2

e

padrao (em parénteses). Podemos observar que as estimativas dos parametros «, 3, e o
sao bem diferentes se utilizarmos o EMM em vez do que EMV. No geral os erros padrao
dos estimadores em ambos casos (homens e mulheres) sdo sempre menores se utilizarmos a
estimativa da matriz de covariancias assintéticas derivada através da matriz de informacao

esperada (EP-1E).

A Figura 3.2 apresenta as linhas estimadas de regressao utilizando os métodos de EMM e
de EMV.

Para testar a avaliacao do ajuste, nas Figuras 3.3 e 3.4 se apresentam os graficos do
QQ-plot e envelope para os dados dos homens ¢ mulheres respectivamente. Nos graficos se

observa que o modelo ajusta melhor os dados dos homens do que das mulheres.

Os gréaficos do QQ-plot e Envelope, foram construidos como em de Castro et al. (2008).
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Tabela 3.4. Estimativas dos pardmetros estruturais o, 8, iz, 02

erros padrao (em parénteses)

2
T

(& €

Sexo Método a B . o2 o’
EMM  1.197 (2.398) 3.163 (1.962) -1.08 (-) 2.823 (-) 4.505 (-)
EMV -0.791 1.323 -1.138 6.746 4.208
Homens EP-IE (1.840) (1.525) (0.350) (2.366)  (1.065)
EP-10 (1.597) (1.367) (0.352) (2.156) (1.068)
EMM  7.007 (9.803) 4.211 (4.797) -2.020 (-) 9.276 (-) 3.927 (-)
EMV 2.674 2.066 -2.065 16.046 3.603
Mulheres EP-IE (4.465) (2.114) (0.337) (5.565)  (0.957)
EP-10 (5.577) (2.722) (0.337) (6.499) (0.980)
£ | S
£ E
£ £
---- EMV / —--- EMV
17T 17T 17T 17T 17T 771 Il 1T T 17T 17T T
. -8 4 0246 . -8 -4 0246
Indice médio anual (%) do risco (X) Indice médio anual (%) do risco (X)
(a) Homens (b) Mulheres
Figura 3.2. Linhas estimadas de regressao para os dados do projeto WHO MONICA
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Normal Q-Q Plot Envelope

Distancias transformadas
Sample values and simulated envelope

2 4 0 1 2 2 -1 0 1 2

(a) Theoretical N(0,1) quantiles (b) Theoretical N(0,1) quantiles

Figura 3.3. Grafico QQ-plot e Envelope para os Homens

Normal Q-Q Plot Envelope

Distancias transformadas
Sample values and simulated envelope

(a) Theoretical N(0,1) quantiles (b) Theoretical N(0,1) quantiles

Figura 3.4. QQ-plot e Envelope das mulheres
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Capitulo 4

Modelo Estrutural Heteroscedastico
com Replicacoes Nao-Balanceadas na

Variavel Exploratoéria

4.1 Introducgao

Neste capitulo vamos a obter estimadores para os parametros do modelo definido em (2.1)
com as suposigoes dadas em (3.1), no caso em que temos replicagoes apenas da varidvel expla-
natoria, ou seja, para cada x;, m; observacoes independentes, X;;, j =1,...,m;, sao obtidas,
isto ¢, amostra ¢+ ¢ dividida en m; subamostras;, com o nivel de concentracao estimado por
Xi;. 3 = 1,...,m;. Neste caso, nao necessitamos de informacgoes adicionais para tornar o

modelo identificavel. Reescrevemos o modelo considerado como

vi = a+ fx;
Xij = x4+ Uij (41)
Yi = yite; i=1,...,n, j=1,...,m; (4.2)
Suposi¢oes do modelo:
€ a2 0
u;j indep: Nj 0 |;1 0 o2 i d=liaem, F=1,...,m (4.3)
Xy Mo 0 0 0'3."
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De (4.3) notemos que

2 2 2 2
)/, iid o+ /j[IT 1‘3 O%; + Oc l301:,- )
" ~ Ny ; ;o 7=1...,m;,
Cono Lo 3 2 2 2
i Ha oy, o, + o,
ou, equivalentemente,
, , 2 92 2 % 7T
Y,j indep. o+ /3[1.;,4 /j O—.l?,’ + O, /jg.::;Jlr:;
~ ij,'Jrl ) 1= 1, B
Xi tzJ 2J 2 I JT + 020
: Hadm; Bozdm  0pImidm, + 0, 1m,
onde X;F = (Xil./\',-g, ...,X,-,,,,.), J.; vetor coluna de dimensao m; com todos os elementos

iguais a 1 e I,,,, matriz identidade de ordem m;.

4.2 Estimadores alternativos para os parametros o>

(13

—2 2
0,¢€ U.’L',-

envolvendo replicacoes da variavel explanatéria

) 2 _ Ty
2 € o, (oude a; = —

A estimacao de o ) pode ser incorporada dentro do processo de

2
Tu

estimacao considerando a extensao do modelo (2.1), apresentada em (4.1) e (4.2) com as

suposigoes dadas em (4.3).

Definicao 4.2.1. Dada uma seqiiéncia {R;;,7 = 1,...,m;, i = 1,...,n}, definimos as médias

R;, R; e R da seguinte maneira,

j=1

m; — n Yo m;

Agora de (4.1) e da defini¢ao (4.2.1) temos que:

X; = z; + 4. X;,=x+1u,, X=zZ+u segue que
1 1 () J 7 1 |

Xij — Xi, = 5 — By, ji=l o omye=1,...,m, (4.4)
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Usaremos os seguintes resultados (Veja Hocking (1996), Teorema 2.3, Corolario 2.3), para

; 2 =2 2 1
obter os estimadores para ¢, o, e o, respectivamente.

Teorema 4.1. (Fun¢ao geradora)

Seja Y ~ N(p,X). entao a forma quadratica ¢ = YTAY tem funcao geradora de momentos

dada por:
1
my(t) = |I — 2tA%| " 2exp {—iuT (I—-(I-2tA%)™") E*Iu} ,

para t < g o menor autovalor da matriz AX.

Corolério 1. (Momentos)

1. Os dois primeiros momentos de ¢ sao:

E(q) = tr(AD)+u"Ap (4.7)
Var(q) = 2tr(AZAYR) +4u"ASAp (4.8)

2. Se ¢, e ¢3 sao formas quadrdticas com matrizes A; e Ay, entao

COV((]} . QQ) =2 tl‘(Al EAQE) . 4}LTA.1 EAQ[L (49)

3. Se | = BY é uma forma linear, entao

cov(l,q) =2BXApu (4.10)
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Proposicao 4.1. Seja

o 2im1 2y (X

- X..)

g
' Z}’:l(nu

1)

Entao 62 é um estimador de o2, nao viesado com variancia dada por
207
Var(6y) = =
2 im (i — 1)
Prova: De (4.4) Notemos que
n mi n m;
2.2 Xy =Xe)" = 3 ) (uw; -y
=1 j=1 =1 j=1
= u'Au

my mi no

onde A = diag{(lm, S U ) , (I,,,g L Jm,J:f”) . (I =k JJT)}

T (. ; . .
u = (u'llwu'l%---\ulml)u’?lw~~-;u2m'_>>---,u'nl-u'n?-"'7

. ii.d. # .
¥ =0, Iy, pois de (4.3) temos que u;; "< N(0,02), além disso N = 37 m;.

Apés algumas manipulagoes algébricas obtemos

AY = aidiag { <Im1 — meﬂ%,) , <Im.2 —

ATAY = o'diag { (1 == J,mJZ,I) , (1 -

utAp=0 e pTASAp=0.

Entao, usando (4.7) temos que

1 1
T
‘]mg‘]mq Yy e Im,, -
Mo - My

T
Jmo']mr,) ) ) (Imu - 77—

1

in

Jm,J

Unm, ) ~ N(p2,2), emque pu=0

e



D ie1 Z}'Zl(‘\’u = Xu)? _ > i — ;.)
; < Y e (my—=1) ) i (mi - l)E (ZZ( . >

=1 =1 i=1 j=1

. J— 1 T 1 T
b {diag [ (Lo, = 530,98, ) o (T, — 23,35 )]}
u n
2 i (mi —1)
n
T om;—n
0_2 ZL_] z

"o (my—1)
2

u’

= O,

= 0

e de (4.8) segue

Z:lzl Z:n:'] (X1] _ 1‘2,’_)2 1 n o om; o
Var : = Var Wi = U
( St D ) S 17 (Zﬁ:( ’)

i=1 j=1

, tr{diag [ (Lny = 25 3m 9%, ) - (T = 559,95, ) ]}
= 20" nooq. 2
(it (mi — 1))

1 dymi—mn
u n 2

(Z-i:J('mi - 1))
204

L

2z (mi = 1)

Proposicao 4.2. Seja

1 LI oy M | 1
2 _ -xe- (S oL)e.
- [ o (AL

QP

=1

Entao o2 é um estimador de 2, nao viesado com variancia dada por
- 2 (N —2) o= ,.5\2 . yag2 o2
Var (62) = 1) [ - Z (62)"+ (62)" + (a1 + a2) (62)
i=1
(n—2) = &2- 28y
+2 — + a0, | 0, |,
( n ; m; W | S
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onde

5 N 2
1 1\ nn-1) 1 1 1
<I B ﬁ) * N2 7 2 = Yooy (m; —1) (12_1: m; ﬁl.) : ¥
1 (<1 (n-1)
B = n (IZ: m; m >

Prova: De (4.5) temos que

S (K- K) = 3l - ) + (@ - P
i=1 i=1
= Z (vi —3)* + Z (@ — @) + zi (xi — Z) (@ — @)
i=1 i=1 i=1
segue
i (2 — "Z)Q =x"Ax, onde A=1I, — %J,,J;l:, X' = (2)....,2n) ~ N(u. 2),
i=1
com p = pipJ,, e X =diag(o? , 02....,02 ), poisde (4.3), z; T N(ptg. 02,).

Apés varias manipulagoes algébricas

; _ 1 n n , — 2 1 n
wan) = (), u(azA®) - [( JEREEDS } -
i=1 1 ’ i

pTAp=0 e pTASAp=0.

Similarmente temos

Z (7. — 1)’ =uTAu
i=1
onde
1 1 111 1 1
A = diag <—2J,,,,J;f“ ..... T L ) — = [—JNJZH —JINJE L —INIE
my ms; " N | m Mo : my "
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T , ; ’
u = (“llu W12y ey Ulyng, ULy oees Upig s -oey U1, Uy, --~)7’nm,,) ~ N(ll,, E), em que

p=0 e X =021y, N:Zm.,-.
i=1

Assim

['n  m; 1 9 noom; 1 1 n "
. o 4
r(AZAY) = o Z TR m_Z“LﬁZ ;1

Li=1 j=1 i=1 j=l1 =1 j=1
[ n 2
i 1 1 nin —1)
= 0, TN + 2 )
— \n N N
Li=

pTAp=0 e pTASAp=0.

Entao considerando os resultados obtidos na proposigao (4.1) temos que

29 1 n = i n 1 1 .
E@) = B (,,,/_1 [;(/\L,_X) _ (Z— . ~> D
B i 1 [E (Z(X, — X')?> _ (Z % — %) B (&3)}

=1
1 o @ 11
— E X —-X)?| - — =0

de (4.7) levando em conta que

E (Z()‘(,, - X)?) = E (Z (i — 5)2) +E (Z (. — -a)2>

=1 =1 =1

n—1\x= 5 o1 1
= 0, +0 —— =
< n ) ; e [ m; -ﬁz}

i=1

n

1 1
IEEEIE:
~m; m

= (n—-1)a>+

e substituindo obtemos  E (62) = 52.



Para o cdlculo da variancia temos

(3 = — va|SE x-S L)
Var (52) = o 1)2\/3.1 ;(XI_ X) (; - m) Ty
n n 1 2
B o v\2 - i J
— e Var (’z_;(/\, X) ) + <; o 171) Vai (a

e pela independéncia de x; e uy; Vi, k, j e de (4.8) segue

Var <;(X'i_ - /\_’)2) = Var (i (g — f:)2) + Var (Z (. — '17,)2>

_ n—2\ 4 1l 5 o= 5 ilesf1 1\*  nf
= _,Z = O'I'_—l— 7201120—11 +20’u Z T],_N
i=1 i=1 i=1
[f(n=2) 5 1\ [/1 1Y) ,
4 52 ) (= - =
+ z:zl [( T + n’® m; N/ U
(n—~2) v 4 o2 - 1 1\* n(n-—1)
( n ;J‘“ * (gl) + ; m; N t N2
n=—2)=02 1 ,(1 m-1)\]| ,
4 i : N
[ ; m; n i ; m m "
e
n B ~ 1 n noong
Cov X;=XP, 62| =—=———Cov u,. — 1), i — U
(S0 072 = o by (S - 355
1= = 1= = l:

segue de (4.9) que




Finalmente, considerando os resultados obtidos na proposi¢ao (4.1) e substituindo temos
- 2 (n—2) < 2 fo\ 2 . 1 1\* nm- 1)
Var (52) = 2 )2 4 (52 1)y nk—d)
0 = i Sy e e [ (R e
M=2)x=02 1,1 @m-1))\].,
_|_2 — + —0g° —
[ n ; m; n Ta Zl m; m %u
11\ (
a
+ P, u
(; m; ﬁz) Yo (m;—1) }
2 (N —2) <= .02 yag2 ~ 22
e [ () (32 (@ + ) (32)

(n —2) < 02, 55 ) a3
+2 | — — + as0, .
( n IZ: mi T as0x ) O

(5%)°

Proposicao 4.3. Seja

92 n 4 v \2 L ooy (1),
= N (X, - XL _ L i=1,...n.
T (n—2)m; ng( J 5) n—28 (n— 2)0“ : "

Entdo 62 ¢ um estimador nao viesado para o2, i=1....n

Prova: Considerando os resultados obtidos nas proposigoes (4.1) e (4.2) temos

my
1

~2 n . TR a9 n—1 ~9
E(Jn:;) = m ;E [(/\ij - /\-J') ] - i — QE (01) - E”’ — ZiE(G’U')

n — _ 2 1 5, (n-1),
= NTB((a— 7) + (uy — )] — _ 2
(” — 2)m,— }:ZI [(7 l) <t ('Ll j ll))] e 20,L (7’1, — 2) (o

mas

E((z; — %) + (w; — ;)] = E(z; — )%+ E(uy — @;)?
= Var(a; — 7) -+ V:a.r(uii — 1)

1
= - [(n— 2)01 + 612. +(n — 1)03] :

r



substituindo obtemos  E (52,

4.3 Estimagao de maxima verossimilhanca

Nesta secao vamos a obter a solugao de maxima verossimilhanca sob o modelo definido
em (4.1), (4.2) e (4.3). Como veremos, é um caso sem solucao explicita para as equacoes de

verossimilhanca e serd resolvido através do algoritmo EM.

4.3.1 Maxima verossimilhanga

O vetor de dados observados Z; = (Y;, X)T, onde X; = (Xi1, ..., Xim,)T, sob a suposicao

o . ind
em (4.3) tem distribuicao conjunta dada por Z; "~" N1 (1, X2;), em que:

A+ Bl
n = a+pu.b= R , e 4.11)
i
II‘.'L"]I'",’
/32‘73'.- + o2 ,-’5(ff_i.];1;i

¥ = o.bb" 4+ ¥ = , (4.12)

BT m 023 JE + 020,

mi¥ m;

a 3 o; O :
a= , b= , e W= coi=1....,n (4.13)
Om; Jm,- 0 UzIm_

onde

Visto que ja temos na Proposi¢ao (4.3) um estimador disponivel para aii, 1=1,...,n
(Gleser (1992)), nosso parametro de interesse serd 0 = (a, 3, p1,02,0%)T. Assim a funcao de

log-verossimilhanca é dada por
(o) = Z 1;(6), onde
=

1 g
Zi —a- “‘.l'b)'] zjlﬁl(Zz —a-— :U'JL‘b)1 (414)

1
1;(6) = constante — §1Og|)3i| _ 5(
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onde o determinante e inversa da matriz de covariancias X;, sao dados por

|25 = [®|(L+02b" U 'b) = 020202 k; e B7'=0"' — k'O 'bb" W (4.15)
com

ki = 0;2(1 + oiibT‘Il_lb) = 0;2 + ,8206"2 +mo 2 i=1,...,M.

u

Substituindo (4.15) em (4.14) e apds varias manipulacoes algébricas resulta

1 1
li(0) « —5108'|2i| 3 [wi — k7112 (4.16)

onde

m;

w; = 0, (Yi—a—Bu)? +o,” Z(X,-j — ptg)?
j=1

m;

/1 = /3(7@_2(}/1 _a_/))/II) +U;2 Z(Xij_ll';lf)1 L= 11-“7“"

j=l

4.3.2 Equacgoes de verossimilhanca

Usando (3.16) para derivar (4.16) em relacao aos parametros do modelo obtemos

21(0) o PR
5, =0 = % ;(nw(hm,ﬁ)—ﬁae ;A,i fi=0, (4.17)
%g) =0 = o’ ; [/l,_.,,.(Y,» —a = Bpe) + kT (Y - a— 2,/3/1,,.)]
—Bo. > (k7' + f2k7%) =0, (4.18)
i=1
al(0) ~ o1
_ 2-17 (. 4.1
. =0 = ;a k7' fi=0 (4.19)
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8}(9) =0 = = (0 =0 Bk )+t ) (Vi—a— )’

Jo?
e i=1 =1

=280 Y kT (Vi — = Bpa) + BP0t Y kAP =0, (4.20)
=1

1=l

aalf;z):O =% Zm 2 — o'k + 0 Zi: Xij — liz)?

u i=1 j=1

m;

20t SO A Xy — ) + 0 Zmik,—‘?f?:O- (421)

=1 j=1

Com a presenca de k; nos denominadores dos termos dos somatérios sobre i nas equacoes de
verossimilhanga. conclui-se, que nao pode haver solugoes explicitas, neste caso a utilizagao
do algoritmo EM pode se apresentar como uma alternativa a ser considerada, devido a que
a maximizacao da log-verossimilhanga completa (que inclui os dados nao observados) é em

geral mais simples que a log-verossimilhanca observada.

4.3.3 Algoritmo EM

Sob a suposicao feita em (4.3) o vetor de dados completos W; = (V;, XT, z;)7, tem

distribui¢ao conjunta dada por

W, P Npa (0, ), i=1,....n, (4.22)
onde
2 2 2 T 3.2
o0 4 ot 3oz + o, Bo2 I Bo.
U= /J.'r']mi € Q'i - 4/)10—3-,.‘]:11,- g, Jl:z,JE, < 031111; o-;?;,-‘]m,- : (423)
Ha Bo?. o2 JT o

A fungao de log-verossimilhanca associada ao modelo em (4.16) é dada por
1(6) = ) 1i(0), onde
i=1

1 (w; — )T (w; —v). (4.24)

1
l;(0) = constanle — 3 log|€2;| — 5

30



As expressoes para o determinante e inversa da matriz de covaridncias §2;, neste caso sao

= —

o 0T —Bo?
2 2 2m; . =1 __ =9 —9

|| =0 000" e Q7 =10 o, °L,, -0, o,

-2 29T  ~2 | [2.-2 4 o 2
—Bo;* —o, . 0.7+ P +mio,

Substituindo, as expressoes de acima em (4.24), operacoes algébricas conduzem a

1 ) 1 1
() o —3 In(o?) — F (o) = 5 In02) = J072(i — o — Bp.)?
2 B PR
+8073(Y; — o — Bug)zi — Bo. 2 (Y — o= Bug) — 50112 ;(/\U— = piz)?

m;j mn;
5 : 1 .
+o,? (X5 — pa)Ti — 0 2 i 5 (Xij — o) — 5(0;2 + 3% + mio;, 2)a?
)=1 j=1

. . i A ‘
+(o,2+ B0, 4 mioy ) e — 5(0;_1,2 + B0+ mo .

Agora na etapa E do algoritmo EM temos que
Qo) = Z Q:(0). onde
i=1

Qi(0) = Bl (0|W:)]Y:. Xi) = E(L, (0]2:)]Yi. X;)

1
x =3 In(o?)

m; 1 1
— —LIn(e?) — = In(c2) — =02(Y; — a — Bu,)?
5 n(o;) 5 n(o;,) 50 (Y —a—Bu,)

m;

1
+/30—€_2()/i —a - /3/-1':1:)-%1' - /30-672,”1:(}/1‘ —a— ,3[&1) - 50;2 Z()(ij - :u’.r)z

j=1

K m; m; 1 ‘

+o,? Z(X,-‘,- — )T — 0;2;1,:,; Z(X"ii — i) — 5(0;2 + ,320,,_2 +myo, ?)i?
J=1 J=1

Uy

. . 1 _
+(0;,,2 + 3207 4+ mio ) padi — 5(0;2 + 82072 + mio %)

onde



com

2 <2 .2
U,niarrall.

(8202 +02)o? + miola?,

v(z;) = Var(z|Y:, X;) =

E(x;)) = BE(x|Yi, Xi) = pe + V(2)) ‘30:2(3’,- —a—Bu,) +0o? Z(Xij — Jte)

J=1

Na etapa M do algoritmo, devemos determinar @ de modo que Q(6) seja maxima. Entao

resolvendo o sistema de equacgoes

Q0 .
Q( ) = Oa para llr/', = Q, /51 M Uf) 03_)
oy

obtemos expressoes iterativas para os parametros.

Na figura (4.1) sc aprescuta um esbogo do esquema iterativo do algoritimo EM.
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inicio
o i s o 0 2(0) _2(0
e Fornecer valores iniciais 8@ = (a© 30, Al( ) 02, 0o o M,

e passo E: Avaliar

m-fp) 2(p) 2(11)

(/32(,;)021(1)) + Uf("))aﬁ(") + myo 2(p) o2t

V (1?)1; ) ») =

B(z)? = 4 vie,)® !,3(/)) “20)(Y; — o) — g0 )y 4 5-20) Z

2
535”) — E(l‘,—)("), f?(l)) — V(:L’.,:)“’J & (4/7?,(]))> ) i=1,...

m;

J=1

N
e passo M: Avaliar
—2(p) ~( ~( ]))

/I (p+1) _ le 10'1 P .1-,p) .’3(7,4_]) _ Z S l P) — 713

2 it J:L—_'_l(p) 2ic fz(,,) 71( )Z
aPt) =y _FP g+

P 2

af(”“) — - [(}/z _ a(”“)) _ ﬁ(p+1)i.1(1')}

i=1

_ H(P))

noom; n m; n
~ 2
gt = S X7 7) g Xij +E mz® | |
P M | = -

1 =

o repetir passos E e M até que [0 — 0P+Y| < ¢, para algum € > 0,

fim.

Figura 4.1. Algoritmo EM
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4.4 Matriz de covariancia assintotica dos EMV

4.4.1 Informacao observada

O logaritmo da fun¢ao de verossimilhanga para este modelo segue de (4.16). Denotaremos

a matriz de informagao obscrvada por

H(0) = — iH,(é), onde H,;(0) = —ai(ﬁ—)

: lo— 6 (4.25)
= 00090 =0

sendo 6 o EMV de 6 obtido na secao anterior. Usando a vestricao de identificabilidade

o2,i=1,....n, Hi(0), a matriz de derivadas de segunda ordem de [;(8) em relacio ao

ZT;?
T

pardametro 0 = (a, 3, ji,, 02,02%)T, é representada por:

Miaw Miag M, iy i,
F[iﬂﬂ F[l'_j@ [‘Iij":" ’:,30:‘? I‘Ii.jo%
H(0)= | H,. H,, Hy, H, , H . . i=1,...,n.  (4.26)
Hig, Higy Hig, Higy Hipg
Higo Higy Hig,, Hiz, Hig, |

Fazendo ¢; = ki, t; = w;, e h; = f; em (3.16) e (3.17), apds varias manipulagoes algébricas,

obtemos as seguintes expressoes para os elementos da matriz H; (veja Apéndice A):

H;,. —0. 2+ k1B,
H;,, = —0;2A:i‘1 - /.13_.06_2 + kfl [0;“’(3"1- —a—23u,)? - 2.[,-,u_l,ae"2]
—4Bfio kT (Ye — a = 28p,) + [Pk 24320 kT — 0.%) + 26%k; %0,
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1 ;
Hipy = —5(-00 +28%0 k7 = 3lo k) — 0. °(Yi — o = Bju)”

+k;1 [,’320;8()’i —a = Be)? + 28075V — a — By )]
=2[i0 3k (Y — a = Bug) + [Pk (kT 308 = 3200,

1 m;

H.,»D:_:U% = §m,( — 20,0k +mio Bk %) — 08 ) (X — pa)?
3=
m; 2 ™m;
+k:1 U;S (Z(/‘\"U = ;li)) += 2]‘1_0,;6 (/Y,‘j — ,ll,.,:)
J=1 J=1
—2m; fio ®k; QZ i — M) +myfie(mo Bk — 0 °),
f[i"u = Hi,ju
= —p,0.% = 3o kTN Y — o — 2Bp,) — [io 2k
+2,3 fio k2,
f],‘n“l_ = I‘I’,‘,“Ta
= —fBo 2+ k' (B0t +miBo, %0 %),
[_]iuag - Hiagn
= —o;'(Yi—a— pu,)
+h [P0 (Yi — o = Bug) + Bfios '] - B2 fio Ok,
/l,‘m’,_, - ][, 9
o= ki_l,f(I;Q(r Z (Xij — pta) — M fio, 20_11\ =
f[ijag = Ilig;—}g

= Bo kit = Folk7 = peo (Y - a — Buy)
7B (Y= a = Bua) (Vi — @ = 28pa) + fio (Vi — o — 28p,)]
+ [k [P0 0 (Yi — a = 2Bpg) + 23%0 (Vi — o — fpuy)]
— 2k (2k71 BP0 % — 3ot

?



’iBI',r Hil'.('j
= k' [0 (802 + mio,*) (Vi — a — 28p,) + 2B fi0, ]
+0.2(Yi — o — 2Bp,) + 23 [i0; %k 2(B%0 % + mio)?),

]{L > ]{io
oy a3
= —mPBo. 0 k7% — o 20 kT (Y — a — 2Bu,) Z(Xij — Haz)
J=1
+my; [z Ty i 2/80_2 Z iy + ,U, + U (Y; —a - 2,3#';1:)

J=1

p2 ~2 —47-3
—2m;3fio "o, k7,

] 2 )
Hxog Oe b

= —Bo(Yi—a— Bu.) + k! [3(7—4(}‘ —a— Bug)(B*e % + mio,?)
+38° [io.t] = B o k(320 0% + mao ),

= —g;* Z(Xij — pig) + k7! { 4B % + mo?) Z(XU — jig) + 'rn,i./‘l-(f;‘l}
=1 j=1
—'mifik_i_Qa (6’2 + O’ )
izer = i,
1 s - , .
= 5‘1‘)1,:,)’20;40;41;:‘-_2 + Bo o kTN Y — a = B Z(/\,;j — fiz)
j=1
— [k - [520‘40_4 Z i — o) Fmipo o (Y —a — ,‘3/1.14)]

+m; f k: 332 _4 _4
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Capitulo 5

Enfoque Bayesiano

5.1 Introducao

Inicialmente. sob enfoque da estatistica cldssica, nés desenvolvemos uma teoria que nos
permitiu obter os estimadores (com seus respectivos desvios-padrao) dos parametros de um
MREH com erros nas varidveis (no caso em que as variancias dos aros de medicio ¢ a
variancia da varidvel nao observada ; sao heteroceddsticas). A seguir estudaremos o MREH

com erros nas variaveis na formulagao Bayesiana.

No restante do capitulo concentramo-nos na andlise bayesiana do MREH com erros nas
varidveis, apenas no caso em que a variancia da varidvel nao observada z; é considerada
heterocedastica. Estudamos tanto o modelo com restricio de identificabilidade como o
modelo sem restricao de identificabilidade, isto ¢, pelo fato de que a metodologia Bayesiana

nao estd limitada apenas a situacoes de identificabilidade.

Como na maioria dos casos, em nosso estudo, a distribuigao a posteriori e as distribuicoes
marginais e condicionais a posteriori nao tém uma forma fechada (apenas seus micleos tém
forma conhecida), procedimentos numéricos computacionais tipo MCMC (veja Apéndice C.1),
devem ser usados para amostrar a partir destas distribuigoes. Neste caso, a implementacao
dos métodos MCMC foi feita com o auxilio do software computacional WinBUGS (veja
Apeéndice C.2) desenvolvido no projeto BUGS (Spiegelhalter et al. (2007)).

Finalmente baseando-se em uma amostra de dados simulados, sao analisados os mo-
delos com e sem restricao de identificabilidade.  Usando WinBUGS ¢ conforme descrito

em Ntzoufras (2009), obtemos os diagndsticos de convergéncia e as estimativas de vérias
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medidas de resumo da distribuicao a posteriori, tais como, média, mediana, desvio padrao, cte..

5.2 O modelo estrutural sob a 6tica bayesiana

Consideremos o modelo em (2.1) e as suposigoes feitas em (3.2) e (3.3), isto é,

yi = a+ P
Xi = zi+u;
3/5 = Yy, te; 1= 1,...,77,, (51)
com as suposicoes
€; 0 O’g 0 0
indep.
u; ~" Nj 0 [;] 0 o2 0 i=1,....n, (5.2)
x; s 0 O O‘i
que levam ao modelo estrutural heterocedastico
Ve 2 2 2 2 7.2
) ) « + /3/'1'.15 6 O—;L-‘- + 0—6 1[30‘1:{ /30-1‘,-
ind 5
Xi | ~ N3 o ; Bo?, o2 +o. oo i=1,...,n. (5.3)
" 3+2 2 2
Ti y‘ll‘ )30—;1:,- O-.r,- U.l',’

Chamaremos

Zovs = Z.com Z =(Zy,...,Z,),onde Z; ={(V;, X;)",i=1,...n} e
W, = W,com W = (W,....,W,),onde W, = {(V;, X;,z;)",i=1,...n},

ao conjunto dos dados observados e completos, respectivamente. Entao, sob modelo em (3.9),

temos que a fungao de verossimilhanca bascada nos dados observados ¢ dada por
i n 1 1 1 n
N~%5 ( 2\~ % 2 \"3 2
L(6|Zons) o< (Ue) ’ (Uu) : H (GJ:,-ci) Zexpg — 9|02 E (Yi — o — Bua)
i e i=1

1 7 ) n B /,), ) 1 2
+= ) (Xi— ,uﬂ;)? - Z é; ! [— (Y,- -—a - /ﬂzm) -+ E(X,' - pa-)] ] } (5.4)

2
O
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wt
Ut
S—

o20% + B2o2 o2 + 0202 |
i=1,---.n (

1 ]

onde )
IR |
2 " g2
UC Ull

2 52
0200,

i

e sob modelo em (5.3), a fung¢ao de verossimilhanca baseada nos dados completos é dada por:

11 & 5
exp{ = 5 0—2 ZI(Y: - a—= /3#.1:)

=

LOIW,) o (o) (62) 2] (02)

=1

1 n . 1
+ﬁ (X, = I,‘)Q + Z 0_—2(’L’, - /_lv‘,;)gl }, (56)
U =1 i=1 T

202 0% -, 02 )T ¢ o vetor de parametros desconhecidos. Além disso

em que 6 = (o, 3, j1,,0,,0.,07, p
acrescentamos a suposicao de que o vetor de parametros 6 tem distribuicao a priori w(8). O

espaco paramétrico do modelo é o conjunto
(O —(n 2 2 2 2\T . 2 2
@—{0*(O,/3‘/.1.I,O'H,CTE,O'“,'“ 1017,,) '07/3‘:“'€R € OO0y,

2
xy?

o - 02 €RT}

5.2.1 Distribuigao a posteriori
202,05, 02 )T baseada nos dados ob-

A distribuicao a posteriori de 8 = («, 3, pe, 0

servados é dada por
p(elzobs) X L(Blzobs)ﬂ-(a)'

onde L(6|Zqs) é a verossimilhanga dada em (5.4). Portanto,

n

_n _n _1 11 ¢
P(0Zans) o< (o2) 2 (o0) * [ (o7,c) Qexp{—g[;gl (Yi — o - Bu)?

i=1
o [ﬁ(n o fpe) + Uig(x,-. - /)] 2} }ww) (5.7)

Para a distribuigao a posteriori de 6 = (a, /)’,/1.1,03,03,021,--- ,af.")T baseada nos dados
completos é importante ressaltar que a distribui¢ao a posteriori p(6|Zgys) também é uma
(1....,2,) é o vetor de varidveis latentes

distribuigao marginal de p(6, x|Z,s), onde =
(nao observaveis), ou seja

P(0|Zo1s) = / (0. z|Zos)dz,

Jx =R"
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e levando em conta a regra de Bayes temos
P(0|Zans) o / P(Zoons|0, (| 0)m(8) dac
Jx =pn
o / L(O|W )7 (0)dx,
Jx =pr

onde L(B|W,) ¢ a verossimilhanga dada em (5.6). Assim, a distribuicao a posteriori de 0

baseada nos dados observados, também pode ser escrita como

o 2 1 |
P(0)Zars) A :Rn(ﬂfff;)‘ig(vi,.) Qexp{—g[g—g g(ﬁ—w—/mf
1 n ; 5 n 1 5
+5 D (X — ) +ZU—2(:I,~,-*,,,,) m(6)dz. (5.8)
"=l i=1 i

5.2.2 Distribuicao preditiva

Seja Z, uma observagao futura do vetor (Y, X)7T | isto ¢, Z, = (Y5, X,)T, onde

[Z |9]NN2 a -+ /)),“':1: . ,‘320_3:&- =+ 0’2 /30’35
5 e )\ B o te

Euntao a distribuigao preditiva a posteriori nesse modelo ¢ dada por

p(ZsIZol)s) = /p(Zs,elzobs)dG_ / ])(Zsle)p(elzobb)dg
JO

Je
_ / P(Ys[ Xy, 0)p(Xo|0)p(8]Zins)dO. (5.9)
Je
onde p(0]Zoys) € a distribuigao a posteriori do parametro 0 = (a, 3, ji,., 02, 02, 021, e ,af:n )

além disso p(Ys| X5, 0) e p(X;|0) representam respectivamente as distribuicoes condicionais de
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[Ys

X, 0] e [X,]0], em que

2 32 2 \2
Y%, 6] ~ N (a+,eu1.+&(xs ), B0 40— L) (5.10)

2 2 2 2
U.’lfs + Oy O-:::s + Ty

[Xs|0] ~ N (. 02 +02). (5.11)

A infegracao em (5.9) ndao tem solucao analitica, entretanto aproximacoes podem ser obtidas
usando métodos MCMC (”Markov-Chain-Monte Carlo”). Ver Gamerman and Lopes (2006)

para maiores detalhes.

Assim, para gerar uma observacao Zg futura, geramos primeiro um vetor 8 da distribuicao
a posteriort p(0|Zos), a seguir, com 6 fixado, geramos um valor X, da distribuicao condicio-
nal p(X,|@) em (5.11) e finalmente geramos um valor para Y, da distribuicao condicional
p(Ye| X, 0) em (5.10).

Agora se estamos interessados em gerar um valor Y; futuro dado que o valor futuro X, = X,
é fixo, isto é, se quisermos gerar um valor Y; da distribuigao preditiva p(Y;|Xs = Xo, Zobs),
basta gerar 0 da distribui¢ao p(0|Zons) € logo gerar Y da distribuicao p(Ys| X, = Xo, Zobs),

levando em conta que

P(Val Xo = Xo, Zo) = / P(Vs] X0, 0)p(0]Zos) 0.
C]

Semelhantemente, podemos gerar uma observacao futura X, da distribuicao preditiva
p(Ast/s = Y[), Zobs); com

o2 B*(02,)?
X1V, = Y5,6] ~ N(um e 8, 402~ sl )

(Yo —a—Bu.), o5, + o0, — Po? 107

Obs.: O modclo estrutural bayesiano com erros nas varidveis, como sabemos, nao ¢ identi-
ficavel (a funcao de verossimilhanga nao é identificdvel). Em principio, teoricamente, isso nao
¢ problema. Contudo, nas aplicagoes, o algoritmo de Gibbs para amostrar da distribuicao

a posteriori de modelos nao identificaveis pode apresentar problemas de convergencia. Ver
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Gelfand and Sahu (1999) para maiores detalhes. Além disso, sc a distribuicao a priori ¢
nao informativa, o problema pode piorar bastante e a recomendagao de Gelfand and Sahu,
nesse caso ¢ que se escolha uma distribuicao a priori "adequada”, que nao seja nem muito
pouco informativa, mas também que nao seja muito precisa para nao limitar o aprendizado
proveniente dos dados. Segundo Gelfand, o problema ¢ achar essa distribuicao a priori
7adequada”o que geralmente demanda wm trabalho considerdvel de simulacao. Uma maneira
de evitar o problema computacional decorrente da falta de identificabilidade é simplesmente

acrescentar uma restricao de identificabilidade ao modelo.

5.3 O modelo estrutural identificavel com particular prior: de com-

ponentes independentes

Apresentamos o modelo estrutural normal heterosceddstico com erros nas variaveis no

caso em que a distribuigao a priori é propria e tem componentes independentes normais ou
2

T

gama invertida, assumindo a restricao de identificabilidade que considera oz /i = 1,...,n,

conhecida.

Supondo ozi, t=1,...,n conhecida o modelo em (3.9) torna-se identificivel e o vetor de
A . , : ; 0 — (0 2 _N\T
parametros desconhecidos ¢ dado por 8 = («, 3, j1,,07,0;)".
2

[

Acrescentamos a esse modelo

a suposigao a priori de que «, B, p,, 0> e 0> sao variaveis aleatérias independentes, com
. . . ~ . . / ) .

distribuicao a priori w(«), m(3), 7(pa), 7(c?) e m(c?) respectivamente, com o, B3, j, tendo

distribui¢ao normal e o2, ¢2 tendo distribuicao gama invertida, como segue:

a~N(a,02), B~N(bo}). p~N(, 03.,-) (5.12)
a? ~ IG(p,q), o~ 1G(f,9), (5.13)

2

)

onde a, b, [ g, p. q, 02, 0% e g2 sido os hiperparametros conhecidos.
U » 9, ) B jres

Obs.: z ~ [IG(e,d) indica que a variavel aleatéria z tem distribuicao Gama Invertida com
b
parametros ¢ e d. Isto é denotado por
d°

z~ 1G(e,d) & p(zle,d) = mzf(”l)exp{—d/z}‘ z> 0.



Entao, a distribuig¢ao a priori do parametro 8 ¢ dada por

1(0) = m(a)r(B)r(n)m(eD)r(0?)

- — 2 = 2 — 2
(o — a) n (B —1) n (4t = ) + % + ﬁ} (5.14)

2 2
U(\ 03 au_,- e Uu

€

x (02)‘(”“)(03)”+1)exp{

5.4 Distribuicao a posteriori

A distribuigao a posteriori de 0 = («, B3, pir, 02,02)T baseada nos dados observados (Z )

é dada por
(8| Z os) ox L(O|Z s)(6),

onde L(0|Z ,s) é a funcao de verossimilhanga baseada nos dados observados sob a restricao

de identificabilidade ¢ 7(0) ¢ a distribuigao a priori dada em (5.14).

Entao aplicando a restricao de identificabilidade em (5.7) e substituindo (5.14), segue que
¢ g 1

} n LY 1[1 &
pWWwQ<X(ﬁY@”“Wﬁ)@”“q]%2ﬁp{~§P*§]ﬁ—a—5MV

: 02 4
i=1 € =1
n » ,f i ' 1 i 2
+ Z ZC,’ ?(’z - a_IBll'I) + ?(Al _/'IL)
ll i=1 i=1 e u
—a)? 3 — b)? .. — 4P 2 2
Lo A(') LB D 2 L2 (5.15)
o2 o o2 o2 o2
a e e w
13
Fazendo ¢; = Py 7=1,...,n e substituindo em (5.15) temos que
UCUll T
017 20~ o2) =0+ TT (53,2 ex _l (00 + o, Y, — o — Bu.)?
p( I ObS) X (Ul) (0:1) Hl ll - exp 2 IE I ( 1 «Q B/‘Ll)
i=1
— (07 + 3%7) = 3
+ZT( = hg)” 2/3’Z| = Bra)(Xi — pa)
i=1 o
a—a)? (B-b —0% 2¢ 2
i 2')+(’ 2)+(“"2 )+—Z+ Z] . (5.16)
o2 04 o o2 o2

Semelhantemente a distribuicao a posteriori baseada nos dados completos (W) sob esse
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modelo ¢ dada por

p(elzobs) = / P(9-$|Zobs)d$a
JX =R"

onde

p(0, | Zg,s) o< L(O|W )7 (6).

Entao aplicando a restrigao de identificabilidade em (5.6) e substituindo (5.14), temos que

, . 11 <
2\ =(g+p+1)( 2\—(5+f+1) N B v — [3a.)2
p(0,x|Zons) o (02) 2T () 2 exp{ 2[02 Ié_l(Y,_ a — Bu;)

1 n , n 1 ] 5 (C\' _ CL)2 (’3 . b)g
—I—U—g i_ZL(Xi_Ii) +iz_l:?3(li — )+ - + 0/23

(HJ: - 1)2 2(] 29
+T + -2 + 2l ( (5.17)
M € u

Notemos que tanto a distribui¢ao a posteriori baseada nos dados observados como a distri-
buicao a posteriori baseada nos dados completos, dadas em (5.16) e (5.17) respectivamente,
nao tem uma forma fechada, apenas o nucleo delas tém forma conhecida. Procedimentos

numéricos computacionais, devem ser usados para tratar desse tipo de problema.

5.4.1 Distribuicoes condicionais completas baseados nos dados observados (Z )

Baseando-se na distribuigao a posteriori dada em (5.16), obtemos a seguir as distribuigoes

condicionais completas univariadas dos pardmetros a, 3, i, 02 e o2.

Distribuicao condicional completa de a dado 3, 1., 02, 0%, 02 € Z gy

1 * (02402 1
el ottt ) oo - (SR L)

2 i1 |E,| (o
n [gg(Yl — [jpx) + 0':21:', (Y, = ﬁXl)] a .
2(; = + E) cy] . (5.18)
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Entao
A 1 B]?
m(al3. ul,o o U L ghs) X €Xp R —— [éla — QBa] X exp by a — 1 ,

onde 4 e B sao dadas por

(2+02) 1

n
A = Z; + —
| %] o3’

1=1

Bpe) +o2 (Y- 3X)]

B = Y- r ! —.
Z =i "o
Portanto
B 1
[(r|/)’,//,1.,(fe,(fu,a' Zobs] ~N (]’ :4—) , A >0. (5.19)

Distribuicao condicional completa de ji, dado «, 3, 02, 02, 02 € Zgis

1/ 1 1
:u’ |GBU (Tu,o' Zol)s) X EXP{_§[<Z'Eil(ﬂzag+gz)+;?:>Mi

Z IX ) ] }‘(5.20)

Chamando




temos que

) 1
7T(/Jl.|a', /j- Uz; 0_3- 0-_21-: Zobs) X exp {_5 (C’/Ii - QD,“I) }

1 D\’
x exp{~ﬁ (//,;,.—a) } C'>0,

ou seja

D 1
[/Lx’a':/j: sz Ug)afnzobs] ~N <C C’) ¢ >0. (521)

Distribuigao condicional completa de  dado a, ., a , T2 0' e Zohs

u’

i olu? + o2 /\2
BIC[ /“l110610310 Zobs) 0.8 eXP{ - ( |: l“l )}/32
i=1

P

N [(03 + 0 X) (Vi — ) GEL
23| = Js+ 5 }

B

Fazendo

1 [(02p2+ 02 X?
o1(Bla iy, 02. 02, 6% Zgps) = exp{~§< [“'U#l)}ﬁ?
i=1 t

(o2 + 02 Xi) (Vi = a)
— § ) [
2-_1[ % Iy

1=

temos que

1
7(B|a, //l,ae,au, 02, Zops) X e1(Bles pray 02,02, 02, Zons) exp{ — 2—2(11’ — 1))2}’ (5.22)
Op

2

onde ¢y (S|, ptz, 02,02,02, Zops) ¢ uma fungao uniformemente limitada em 3 e o segundo

fator é o nicleo de uma N(b, 0%), com b e 0/23 conhecidos.
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Distribui¢ao condicional completa de o2 dado a. 3. ji,, 02, 02 € Zas

u?

Svl = 1 11 5 — [ty 2q
ﬂ—(o—?‘llilutl)o—uva ZOL\S) X (0(2) (I—H)leil 2 exp *5 O:Z Izli +_?

< alo2lB e ok ot Za)lod) e { ~ L 623)

onde
(O-(z'llgll["l!o-ll’o- Zoba le | e‘{l) -z 22 I;)/|/1)

é uma fungao uniformemente limitada em o2 e o segundo fator é o micleo de uma distribuicao

1G(p.q).

Distribuicao condicional completa de o2 dado «, 3, i, 6%, 02 € Zoys

—C\’—,B T 2
(o |a,,3 ;lt,a a y Zobs) X ( IH)HIZH 2expl —— ZZ =] p)” -I-a—g
g
x gs(02la B, . 0%, 0% Za)(o u)*P*“exp{—ﬁ}. (5.24)
onde

1 (Y, —a—P3u,)?
a2, By s 02, 02, Z i) lel fexp —3 03;( ?Zil [ ,

é uma fun¢ao uniformemente limitada em o2

1G(f,9).

e o segundo fator é o niicleo de uma distribuicao

Observacao: Notemos que as distribui¢oes condicionais completas univariadas de a e pi,
dadas em (5.19) e (5.21) respectivamente, sao Normais, entretanto cque das distribuicoes
condicionais completas univariadas de f, 6% e o2, dadas em (5.22), (5.23) e (5.24) respectiva-

mente, conhecemos apenas o ntcleo.
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5.5 O modelo estrutural nao identificavel com particular prior: de

componentes independentes

No modelo estrutural normal dado em (2.1) com as suposicoes feitas em (3.2)

e (3.3), sem restricao de identificabilidade e com parametro desconhecido 0 =

2 2 2\T o roce s o . 2 2

(o, B, ptz, 02, 00,02, ...,02 )T. acrescentamos a suposi¢io a priori que «,3.[i,,02.0% e
03_,,, i = 1,...,n, sdo independentes, com distribuigoes a priori w(«a), w(3), 7(pe), 7(02),
m(02) e m(o2) @ = 1,...,n respectivamente, em que a ~ N(a,02), 3 ~ N(b, 03),

pz ~ N(l.o%), oo ~ IG(f.g), 02 ~ IG(p,q) e 02 ~ IG(c.d),i = 1....,n, onde
a, 02, b, 02, 1, ap;’_, ¢, d. [. g, p e q sao hiperparametros conhecidos. Assim, a distribuigao

a priori do parametro 6 ¢ dada por

n(0) = w(a)a(A)m(pe)m(oy)m(og)m(a?), onde ﬂ(ai):Hﬂ(rfi)

n

) ; —(c a —a)? (/S—b2 /vl'.lr_lQ
= (02" (g2)" (./+1)H(Uzi) (.+1)exp{( 02) + 9) —I—( . )

(o3

=1

+ -+N§:.L} (5.25)

5.6 Distribuicao a posteriori

A distribuicao a posterior: baseada nos dados observados (Z ) sob esse modelo é dada

em (5.7). Entao substituindo (@) por (5.25) a distribui¢ao a posteriori fica como segue

_(z _(» e P 11 &
HOIZae) o (o2) 37 0 ] (oot 0D 1{ I
1 n r} 1 2
+F Z(Xz ZC |:_2 <)/ — Q= Bll’l) o2 (Xl - ,U‘:z)jl
u g1 st e u
—a)? (B-0b =D 2 2 "1
plazaf (BB (=1 +i’+—g+-12— . (5.26)
o3 o L o3 = T
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A distribuicao a posteriori baseada nos dados completos (W) sob esse modelo é dada por

P(0|Zos) :/ (0., x|Zgys)dx,
X =R"
onde
p(0>$|zobs) 0.8 L(GIWC)TI'(G)
com L(B|W ) e m(0) dados em (5.6) e (5.25) respectivamente, ou seja

Z(Yi —a— /3351')2

i=1

_(n _(n " (et 1
P(0, @ Zans) o< (07)”EPH(0h)"EHI ] [ (07 )7 exp —5[

=1

me| —

1 a—a)? B = b)?
+— Z(Xi - .'Ifi)g + Z 0_2(-'171' - /’.1:)2 * ( ) + ( 2 )

2 2
Tu i=1 i=1 r; O Uﬁ
(ha =1)* 29 2 ~ 1 "
PELt o3 R0 (5.27)

Com base em (5.26) e (5.27), podemos ver que a distribuicao a posteriori nao tem uma forma
fechada. apenas o nicleo da distribuigao a posteriori baseada nos dados observados, dada em
(5.26) e o ntucleo da distribuigao a posteriori baseada nos dados completos, dada em (5.27)
tém forma conhecida. Além disso, as distribui¢oes marginais e condicionais a posteriori,
também nao tem forma fechada. Procedimentos numéricos computacionais (tipo MCMC),

devem ser usados para tratar desse tipo de problema.

5.6.1 Distribuicoes condicionais completas baseados nos dados observados (Z )

Baseando-se na distribuicao a posteriori dada em (5.26), obtemos a seguir as distri-

buigoes condicionais completas univariadas dos parametros «, 3, p,, 02, 02 e Jf,i, i=1,..., mn.
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Distribuicao condicional completa de a dado 3. p,, 02, 02, 02 e Z s
De (5.26), operagoes algébricas conduzem a

1
m(alB, NHU 02 G y Dobs) X exp{—i{<

n -
Z —2) -2 <;(Y = Bp.)

=1 «

62 °y
7277 26 = B = Sy Z
(‘ ” =1
foyT o, a
+02022ci +2‘—2 al o (5.28)

cou i=1 o

Entao

2
T(a|B, e, 02, 02,02, Zops) X €Xp A a® - 220' X expy — ! a— 5
T ey T T Tren 2 A 241 A '

onde A e B sao dadas por

A n Bz <& -1, a
— _ = J—
ot o

v 3 < ~4 - -1y Bltr < =1, @

B = (¥ /jl“r)*(zzzpl (Vi = Bpe) HZ@ it 2221 T

C [ 1_1 cou l:l C u l (e}

Portanto
2 2 9 B 1
[a|,B,uJ.,ae,ou,JI,Zobs] ~ N T ) A>0. (5.29)
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Distribuigao condicional completa de p, dado a, 3, 6%, 0%, 02 € Zys

Fazendo operacoes algébricas em (5.26), obtemos

1[/nB* n B2 T 1 ]
(e, 8,02, 00,05, Zobs) o eXP{ 3 [(? + ﬁ - [; + ; § '+ o2 1
e =1 e

BY —a) ng ~
—2(% + — (f 02)2 Z l - Cl’)

Ij,2 n B ) /i n B
T o2ar Zc,- X - — Zci (Yi—a)

evu =1 evu =)
I = _ l

o Kt o ),LL.] } (5.30)
u i=1 Ha

e temos que

(Cp2 —2Dpy) }

1 D\?
x exp{~ﬁ (;I.J:—E) }, C >0,

B | =

T(frelev, B, pra, 02,02, 02, Zons) X €xp

onde D e C' sao dadas por

. n3? n 32 17° & _j 1
¢ = it |G s et o

2)2 a202 i
[ u e i=1 € u i=1

)/j n 71 Y } n 7]X l

_02022(:' (Yi = a) (2)22' it —
e’u i q u =i res

ou seja
9 D 1
(1]t 3, ey 02, 02,02, Zgps] ~ N o) C>0. (5.31)

101



Distribui¢ao condicional completa de 8 dado a. y,, 02, 02, 02 e Zas

Considerando (5.26) e omitindo vérias passagens, operagoes algébricas conduzem a

7T(/j)|(y1 Ilﬂ:yU (Tu,a' Zobb x le | 2 e)\p{ - *[(/l Z ((Tulz |I

07 (Xi — ) 2 " (02 + 0?)()’1 - a)
—21y Z 7|2i| )ﬂ — 2(;1,I Z >l

i=1 =1

L Gz'()f, — a)(/‘(i - ,UJ?) ([j - b)2
2 By )“ 7 ]}

i=1 B

Fazendo

(07 +0%,) = 24075, (Xi — p1a)]

(02 + 02 )(Y: — ) + 02, (Vi — a)(X; — pua)]

temos que

1
T(Bla, pw, 02,02, 02, Zops) X @1 (Blav, fia, 02,62, Zops) e)\p{ 557 (B— b)Q}, (5.32)
Og

onde

n

1(/3|a7/1‘1:70—3;0-3~:z0bs = H |E | 2 e}\p{-ﬁ (E32 - QFB)}

=1

¢ uma funcao uniformemente limitada em 3 e o segundo fator é o micleo de uma N(b, 0[23),

com b e 0[23 conhecidos.

Distribuigao condicional completa de JE dado a. 3, ji,, 02 0‘ e Zobs

u?

Partindo de (5.26) e omitindo varias passagens obtemos a seguinte expressao para a con-

I

dicional completa de o2

m(o?|a, 3. ,ul,au,o' Zops) (03)_(”+‘)H|Zi|~%exp{—

- S 2q
E @ffﬁ(/\i ‘#.1-)2+§
1=1 L
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além disso
2 2 2 , 2 2\—(p+1) 1 2(] .
m(o2|e, By fhay 0y 02, Zons) o p2(02|B, fhas 02, 0%, Zops) (02) exXp{—5 |5 5.33)

onde

¢2(021/3> /I.‘l‘) 0-33 0-:21;7 ZObS H |E | e\l) {

¢ wna fungao uniformemente limitada em 2 ¢ o segundo fator ¢ o nticleo de wma distribuicao

1G(p,q).

Distribuigao condicional completa de o2 dado «, 3, i, 02, 02 € Z s

De (5.26), temos que

P B n 1 . 2
m(o2|ev, B, i, ()‘;), O'i,, Zobs) X (03) (/+1) H |33:] 72 exp { = [ E '2 | U(Y a = Bug)? + cr_g] },
=1

u

ou
2
m(ona. By p, 0, 02y Zons) < p3(02]a, By pra, 02,02, Zgws)(02) ™ f“>e\p{—a—§} (5.34)
u

onde

n 1 \ )
E : O'”(}/,' —a— 13.“11‘) )
= 1%l ] }

é uma fung¢ao uniformemente limitada em o2 e o segundo fator é o niicleo de uma distribuicao

IG(f, 9).

@3(onla, B, pe, 00, 0 Dons) = HIEI e*(p{

Distribuicao condicional completa de Ui_ dado a, 3, piy, 02 € Zys, 1=1...., n

Finalmente, apés de algumas manipulagoes algébricas em (5.26), obtemos

111 2d
7r(012._|a,,5,p.1,03.03, Zops) o (0 B DI exp { [EU:(YL' —a— BX:)* + —Q(jl }7
1 - l i Aod ] O—
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i=1,...,n. Além disso

. _ 2d
W(UiiICY,ﬁ,Hw.-Uz;U?,,Zobs) x <P4(Ui|0‘>5,llm,03303,zobs)(0_,2,—,.) (C-H)eXp{40_—2} (535)

i

1=1,...,7n, em que

) 11 2
934(0-3;5|G7 ,B)N.u:; 037 0-12” Zobs) - |2)11|_§ exp {“5 [EU?I(K I /3‘Yi)~:| } )
& z

¢ uma fun¢ao uniformemente limitada em 62 e o segundo fator é o micleo de uma distribuicao

I1G(c,d).

Observacao: Pelo descrito acima, podemos dizer que as distribuigoes condicionais completas
univariadas de o e p1, dadas em (5.29) e (5.31) respectivamente, sao Normais e das distribui¢oes
condicionais completas univariadas de j3, o2, o2 e o2,i=1,...,n dadas em (5.32), (5.33),

u

(5.34) e (5.35) respectivamente, conhecemos apenas o nicleo.

Semelhantemente podemos obter as distribuigoes condicionais completas a posteriori

baseadas nos dados completos.

5.6.2 Distribuicoes condicionais completas a posteriori baseadas nos dados com-
pletos (W)

Usando a distribuigao a posteriori em (5.27), obtemos as seguintes distribuicoes condicio-

nais completas para os parametros do modelo.

A distribuicao condicional de a dado §3, j1,,02,0%, 02 e W, é dada por

2 2 2
(|, jiey 05,0, 05, W) o< exp] —

1 (norf\ + 02) [ (nUf\(Y — 82) + a2\ ]’
2P T %) |, =

2 9 2 2
Uff U() ’lo—l) + O.l?
Portanto
2V = 2 2 9
; noi(Y — BZ) + ao olo
) 2 2 2 @ e . e”a =
[C\l,j, [l O—(—' ] 0'”, U_,;: W{:] ~ N ) B) N 5 B (036)
no; +o; nog + o;
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A distribuigao condicional de 3 dado a, i, 0% 02,02 e W, é dada por

2y 2 2 2/ . s 2
1 (o> x40 o35> Yixi — anx) + bo
2 2 ) Jél i=1"i e 9 3 i=1 e
m(Bla, pir. 0,0, 05, W) xexpl —z | ————F———| |87 -2 7 Bl »,
) e u T 2 (73()'/3 o3 Zi:l €3 —|—a;2,
assim
2/\n . s 2 2 92
g 2 2 2wy » o3(>oi, Yz, — anZ) + bo; _ 0l0} _
[, |C\7 /.11.,-, 0(:7 U,I, O'-J,7 ,;] ~ | 2 Zn 2 + 2 ) 2 n 2 + 2 . (037)
05 2.i=1T; T0; 0p2.i=1%; T O,

2
w?

A distribuigao condicional de i, dado «, 3,07 02,02 e W, é dada por

. 1
w(j]a. 3,02 02,02, W,) o exp {—5 (A2 — 28/1_,.)}

1 ‘ B
o exp {—EA <[I.i — QZ[L_T) } )

onde
L n,air + 032;', L nairrc,- + laf_i
A= no? o2 ' B= no? o?
i=1 Ti” i=1 Ti~
portanto
B 1
(o] 8,02, 02,02, W ] ~ N (Z’ Z) ., A>0. (5.38)

2

A distribuigao condicional de ¢? dado a, 3. ji,,02,0% e W, é dada por

. . . 11
m(02|a, B, pa, 02, 02 W) o (oz)'(?ﬂ”l) expl —— | = Z(Yi —a—PBz) +q| 7,



n

! Z(K — o — fz;)* + q) : (5.39)

assim
[0?,|a',,j.p,,¢,as,af_,W,:] ~ IG <g +p; 3

i=1

A distribuicao de ¢? dado a, 3, ji,. 02,02 e W, é dada por

5 2 1 |1¢
702l By e, 02, 02 W) o (02) 5 exp {‘—2 [5 (Xi =2 + a] } |
Uu

portanto

n 1<, .,
lonla, 8, ps 02,05 W ] ~ IG <§ +/i3 Y o(Xi— )+ 9) (5.40)

A distribuigao condicional de o2 dado «, 3, ji,, 05,02 e W, i=1,...,n é dada por

)2
[W—QM+(I]}7 i=1...,m,

T

. (otd
ﬂ(oiila,,B,;z.;r, 03.03, W,.) x (Uii) (34D exp {—0—2

assim
(5.41)

1 T; — g .
[03i|a',,3,/ll.,(f§,U?,Wc] ~ IG <(:—|— 3 % + (l) ,odi=1,...,n

2 2 . 4
oreW.i=1 ... nédada por

A distribui¢ao condicional de z; dado a, /3, ji., 0%, 0

1, .
2 03, 0'_,25, W.) o exp {E ((/'i:lf? — 2Di:1.-,»)

’/T(.’I,'il(l', ,),, fla, (767

1 D;
X exp {—;Ci (1,2 — QFQ-,) } .oi=1,....n,
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onde

2 2 2 2 2 2 2
Jo,0y +oLor +olo

1 [
G = 020202
e u" Ty
2 2 2 2 v 2 9
/3011 0-:1:;(}/1' - O.‘) + O, U:l:;/\i =5 Hr0.0, .
D, = 55 , i=1....,n.
UC O-Ilo—l,'i
portanto
D; 1
- 2 2 2 . 5o
(@il 3oy 000,00, Loyl ~N | = =], Ci>0, i=1,..,n. (5.42)
Ci G
Observacao: A introdugao das varidveis latentes (nao observadas) wy,...,2, faz com que

as distribuigoes condicionais completas univariadas de a, 5 e p, dadas em (5.36), (5.37) e
(5.38) respectivamente, sejain Normais e as distribuigoes condicionais completas univariadas

2

de o2,

o, eo2,i=1,...,n dadas em (5.39), (5.40) e (5.41) respectivamente, sejam Gamas

Invertidas.

5.7 Simulacao

Nesta secao utilizamos uma amostra de tamanho n = 30 de dados simulados a partir do

modelo definido em (5.1) e (5.2) com a seguinte configuragao para os parametros
a==1, B=1, pw==2 o°=5 e o2=1,

, . I . i, .
além disso a variancia (rzi foi gerada como segue ./ rff.i ~TU(0.5,4),4i = 1,...,n e foram

mantidos fixos em todas as simulacoes.

A simulagao foi feita utilizando o software estatistico WinBUGS. A configuracao de nosso
modelo nao esta na biblioteca de WinBUGS, portanto utilizamos diretamente a funcao de
verossimilhanca para gerar as cadeias. O modelo utilizado é dado na Figura 5.1. Usamos
prioris nao informativas para os parametros com a finalidade de usar toda a informacao
contida na verossimilhanga. Distribuicoes a priori normais para os parametros «, J. ji, e
distribui¢oes a priori uniformes para os parametros o, e o,. Utilizamos as estimativas dos

momentos como valores iniciais para as cadeias. Para o processo do diagnéstico de convergencia
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das sequencias de Gibbs, usamos uma tnica seqiiencia de Gibbs de comprimento 7" = 30. 000

e para o processo de estimagao dos pardmetros, foi usada uma unica seqiiencia de Gibbs de

comprimento 7" = 10, 000. Os resultados da simulagao foram os seguintes:

a)

Diagnéstico de convergéncia das seqiiencias de Gibbs

A seguir sao apresentados alguns dispositivos gréficos para o diagndstico de possiveis
falhas na convergéncia do algoritmo de Gibbs. Das Figuras 5.2 - 5.5, podemos observar
que os dispositivos apresentados nao sugerem que exista problema na convergéncia do

algoritmo de Gibbs.

Estimacao

A Tabela 5.1 apresenta as estimativas de varias medidas de resumo da distribuicao a
posteriori. Esta estimativas foram obtidas utilizando-se uma tnica seqiiencia de Gibbs
de comprimento 7" = 10,000. Como utilizamos prioris nao informativas, se fato o
procedimento de estimagao é adequado, espera-se que as estimativas a posteriori dos
parametros estejam proximas dos valores dos parametros que foram usados na geragao
dos dados. Além disso, essas estimativas deveriam também estar préoximas das estima-
tivas de maxima verossimilhanga.

Na Tabela 5.1 observa-se que as estimativas do valor esperado da distribuicao a posteriori
dos parametros, obtidas pela média aritmética e pela mediana amostral, estimam cada
um dos parametros com um ”pequeno”’ viés e somente o parametro ji, parece estar supe-
restimado, as outras estimativas estao proximas dos valores dos parametros. Além disso,
mais importante ainda, os valores verdadeiros dos parametros (os usados para gerar a
amostra) pertencem aos intervalos de credibilidade apresentados. A Figura 5.6 apresenta

os graficos das estimativas das densidades posterioris marginais dos parametros.
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Model:
model

for(iin 1:n){
zeros[i] <- 0
phi[i] <- log(varu*vare +pow(beta,
2)*varu*varx[il+vare*varx[i])/2+((varx[i]+varu)*pow((y[i]-alfa-
beta*mux), 2)+(pow(beta, 2)*varx[il+vare)*pow((x[i]-mux), 2)-2*beta*varx[i]*(y[i]-
alfa-beta*mux)*(x[i]-mux))/(2*(varu*vare+pow(beta, 2)*varu*varx[i]+vare*varx[i]))+C
zerosli] ~ dpois(phii])

alfa ~ dunif(-20,20)
beta ~ dunif(-20,20)
mux ~ dunif(-20,20)
uvare ~ dunif(0,20)
vare<- uvare*uvare
uvaru ~ dunif(0,20)
varu<- uvaru*uvaru
}
}

Data:

list(y=c(-3.644,-0.540,-2.837, 0.620,-4.464,-5.838,-4.753,-4.783,-3.973,
3.268,-0.195,-4.205,-4.062,-0.303,-4.024,-6.996,-8.757,-0.991,

-4.065,-10.100, 1.410, 1.587,-2.665,-0.321,-2.276,-1.756,-7.861,

-5.222,-0.922,-0.773), x=c(-4.870, 0.733,-2.336, 3.435,-3.597,-2.774,-3.909,-5.596,-0.888,-0.802,
0.698,-4.138,-1.178, 0.461,-1.175,-6.333,-2.146,-0.514,-4.821,-6.932,-1.293, 2.298,-0.302,-0.783,

3.186,4.112,-3.013,-1.964, 0.280, 2.827), varx=c(3.956, 10.975, 2.053, 6.472, 6.678, 1.635, 2.531,

15.199, 8.357, 7.896 ,3.758, 4.489, 13.721, 13.839, 7.854, 15.889, 7.520, 4.185, 1.988, 15.926,
2.346, 8.333, 0.788, 1.370, 12.221, 15.059, 13.034, 12.248, 9.568, 11.715),C=1000, n=30)

Initial:

list(alfa=-1.033, beta=0.989, mux=-1.995, uvare=2.205, uvaru=1.019)
list(alfa=-0.833, beta=1.089, mux=-2.095, uvare=2, uvaru=1)
list(alfa=-1.563, beta=1.789, mux=-1.095, uvare=0.92, uvaru=0.5)

Figura 5.1. Programa WinBUGS para o modelo definido em (5.1) e (5.2)
Tabela 5.1. Estimativas do valor esperado, erro padrao, quantis e intervalos de credibilidade para

~ 9 ’ . . e . o
os parametros a .. 02 e o2, baseados em uma tnica seqiiencia de Gibbs de comprimento
1 ) b C uw? l
T=10,000.

Medidas de Resumo o B . o2 o
Média aritmética -1.731  0.908 -1.471 4.835 1.861
Erro padrao 0.595 0.251 0491 2284 1.737
Erro MC 0.0113 0.0056 0.0069 0.0421 0.0375
Mediana -1.757  0.880 -1.487 4.785  1.352

Intervalo de credibilidade
Limite inferior (2.5%) -2.830 0.486 -2.384 0.256  0.009
Limite superior (97.5%) | -0.512 1.466 -0.437 9.560  6.240
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alfa beta
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T
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Figura 5.2. "Trace” para os parametros, baseados em uma unica seqiiencia de Gibbs de comprimento
T=30,000.
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Figura 5.3. Comportamento histérico das cadeias para os parametros, baseados em uma tnica

sequiencia de Gibbs de comprimento T=30,000.
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Figura 5.4. Graficos das fungoes de auto-correlagao dos parametros, baseados em uma tnica seqliencia
de Gibbs de comprimento T=30,000.
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Figura 5.5. Cadeias paralelas para os parametros, baseados em wmna tunica seqiiencia de Gibbs de
comprimento T=10,000.
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Figura 5.6.

alfa sample: 10000

0.8

0.6

0.4 /

0.21

0.0
T T T T T T
-60 -40 -20 00 2.0

mux sample: 10000
1.0
0.75F

0.5t
0.25F
0.0 T

-4.0 -2.0 0.0
varu sample: 10000
0.6}
041
0.2
0.0
T T T T T
-5.0 0.0 50 10.0

Griéficos das estimativas das densidades marginais e posterior: para os parametros,

beta sample: 10000
2.0
1.5F
1.0t
0.51
0‘0 L \\__,_

0.0 1.0 20

vare sample: 10000
0.3f

0.2
0.1 f‘/
0.0 .

T T
-10.0 0.0 10.0

baseados em uma tunica sequencia de Gibbs de comprimento T=10,000.
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Capitulo 6

Contribuicoes e Estudos futuros

6.1 Principais contribuigoes

As principais contribuicoes deste trabalho sao as seguintes:

e No Capitulo 2 relaxamos a suposicio de normalidade do vetor Z; = (V;, X;)T.i =
1....,n, imposta por Kulathinal et al. (2002) na obtencao dos EMM do modelo lincar
heterocedastico com erros nas variaveis e na equacao. Desenvolvemos um método para
a obtencao dos EMM baseado s6 na existéncia do primeiro e segundo momento do vetor
aleatério Z;. Mesmo que este método tenha sido utilizado num modelo sem erro na
equacgao, este resultado continua sendo valido no caso com erro na equacao. Tamhém
desenvolvemos a matriz de covariancias assintotica para os estimadores de momentos ob-
tidos pelo método proposto. Além disso, determinamos a matriz de informacao de Fisher
por diferencia¢ao direta da fungao de log-verossimilhanga (IKulathinal et al. (2002) apre-
scenta outro método alternativo), obtendo assim a distribuigao assintotica dos estimadores
de maxima verossimilhanga. Finalmente conduzimos varias simulagoes a fim de de ava-
liar o comportamento das estatisticas do tipo Wald e dos estimadores dos parametros

de regressao.

e No Capitulo 3 desenvolvemos uma teoria assintética para determinar os EMM e os EMV
(com seus respectivos desvios padroes) dos parametros estruturais de um MREH com
erros nas variaveis, no caso em que a variavel nao observada x; é heterocedastica. Além
disso propomos um método geral para obter a matriz de informagao de Fisher associada
aos parametros do modelo definido pelas equagoes (1.5), (1.6) e (1.7) com suas respectivas
restri¢oes de identificabilidade (casos particulares). E bom lembrar que este modelo com

a configuracao elaborada nesta tese, ainda nao é abordado na literatura.
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e No Capitulo 4 tentamos desenvolver uim método que nos permita incorporar a estimagao

N Og; . . -
dos parametros a?i e o2 (ou a; = — t=1,...,n) dentro do processo de estimagao.
* o
u
O conhecimento de a;, i = 1,...,n permite o conhecimento da razao da confiabilidade
2
(ou coeficiente de atenuagao) K,, = ﬁ e, assim, resolver o problema de falta de
O—l" o-ll

identificagao do modeclo.

6.2 Comentarios finais

Nesta tese, desenvolvemos uma metodologia para obter estimadores consistentes (com
seus correspondentes desvios padroes) dos parametros estruturais, primeiro num modelo
de regressao estrutural com erros de medicao quando as variancias das medidas dos erros
variam entre as observagoes (Capitulo 2) e logo no caso em que a variancia da covariavel nao

observada é considerada heterocedastica (Capitulo 3).

Os modelos introduzidos como ja é bem sabido apresentam problemas de falta de
identificabilidade, deste modo suposi¢oes adicionais devem ser consideradas. No caso do

modelo do Capitulo 2 a restricao de identificabilidade foi supor que as variancias dos erros
2

i}

de medi¢ao eram conhecidas. No caso do modelo do Capitulo 3 a restri¢ao foi considerar o
conhecida ou a; = af,,, /o2, i=1,...,n, conhecida, esta tltima restrigio equivale a conhecer o

coeficiente de atenuacao.

Uma maneira alternativa de lidar com a informagao adicional da variancia é mediante
o uso de réplicas. FEntao introduzimos uma extensdo do modelo definido no Capitulo 3,
com replicagoes apenas na variavel explanatéria (Capitulo 4), com a idéia de desenvolver
algum método que nos permitisse estimar as restrigoes de identificabilidade do modelo do
Capitulo 3. Finalmente para salvar definitivamente o problema de identificabilidade tenta-

mos fazer uma inferéncia Bayesiana simples (Capitulo 5), para o modelo definido no Capitulo 3.

Como um comentario final, podemos dizer que as contribui¢oes mais importantes desta

tese estao nos resultados do Capitulo 3.
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6.3 Sugestoes para pesquisas futuras

e Estender o modelo apresentado no Capitulo 3 para o caso em que a variavel nao observada
x; tenha uma distribuicao eliptica, que garanta uma inferéncia estatistica mais robusta

que a normal.

e Estender o modelo apresentado no Capitulo 3 para o caso em que a variavel nao observada

x; tenha uma distribuicao assimétrica.
o Fazer estudos de influéncia local nos modelos propostos nos Capitulos 3 ¢ 4.

e Programar o método MCMC (sem WinBUGS) para a teoria da abordagem Bayesiana

proposta no Capitulo 5. Conduzir estudos de simulagao e aplicagoes com o modelo.
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Apéndice A

Informacao Observada

Os elementos da matriz de informacao observada, denotada por Kj, no caso de replica¢oes
nao-balanceadas na varidvel exploratoria (Capitulo 4 Subsecgao 4.4.1), tem a seguinte expressao

geral

K 1 (92 l | 1 c")?ti T C¥1 8/1,,- 3hi ny aQIL,'

\Vivg — T3 A N2 — 53 N Yin

" 2 90y 2070y 1 |y Ay 0y

80,1 8/1,- (9/1.,- ac,;] 9 _9 [ 4180,1 aC,' 1 '(72c,- }
—t e ST e _— 3

a o) + oy G Oy oY a 5(’3'732/.' (A1)

—2
—hic;

ks

2 2

onde v, 9 = o, 3, jiz, 00, 0.

Derivando (4.16) em relacao a 9 (e fazendo k; = ¢;, w; = {;, e f; = h; ), obtemos as derivadas

de primeira ordem

()ll(e) 1 a 1 C)f, 1 'c?h.,; 1 9 _9 8(3,’
= ———In|%| - = - hi— — —hic; : A2
e sy Ml — 35y, Ta gy — 3Ty, tad)
onde ¥ = a,f, iz, 0%, 0%, com
0111 IE,' E)ci atl ) Blzi _9
—_— - - — =2 Yv i = x )y 5 — = )
da o 0, da e Vi—a= ) Oy Bo.
8111 Ei 9 _ Ot, . ah,‘ _ P
alﬁ l = 2f0, 201- b (7_,3 = —=2u.0, (Y; — a— Bu,) 5 ; 2(),— —a —2Buy),
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Oll m;

ot;

2
do?

Jln |3,
do?

Jln |X;|
do?

Derivando mais uma vez a expressao em (A.2) em relacio a v = a, 3. ji,,02.0

2,.)’(7;2, TR = —20;2,‘3(}/,- —a— Fug) — 20;2 Z(XU- — Jtz),

s -
de; Ohi;
- 3 = 0 ( - —,32(7;2 — 771,-0;2.
Opiy Dyt

Bh,» = 8(:,— =
—o; (Y —a - Bu) 5&2 = —Bo (Y — a — Bua), 902 = —p%",
dc oh; =
— D 1 _—4 1 | 1 —
O, ? = '71 Ci O, 6703 = —m;o, , 803 = (7:14 ;(‘Xi‘i /’:)
) l (I)l, mi

u

= = o —q 2 e ;
—m;o, ¢ , € (9—5 =0 E (Xij—/_lﬂ.) ) Z—l,...,ll.
; =1
J:

2 obtemos

u?l

a expressao em (A.1), onde

82 In |21| 82@- 8211i 82 In |E,I 826‘; 0 821/,' 9 _9 82’1.,' _9
= = = = = = 40 = — 5
oo’ da?  da? 0p0a 080« " a2 € dp0a €
& n|%; e, 2D, 21 *t;
2 o _ Ol o 0L gy, Th g
Oyt Ocx Ip0c  Op, O dpoa i, Ocv
82111|2i| 82 hl‘E.il - E?Zci - 8201- N ((')21‘,; o 82]7,i —0 82hi — 3 4
D20 Do2da do2da Do2da Do2da Do20a O do2da %e
0%, —4 0°In |%;| -2 -1 o2 4 O 3 =9
0200 20, °(Y; — a — Bug), g 20, 7°c;” —4B%c; 70,7, Fi pao.
E.)Qh‘,’ _2“1.0_6_2’ (')2(1,' _ 0’;2. ()2 In |E,| S (‘)2(:i _ 0’ f)2]l,,' _ _2’306_2
032 032 Op,03 O 0B op,0p ‘
0%, 02 In | 34 Pe;
— —2072(Y; —a — 2Bu,), ——t =2m;3¢; 20 20" L = 230"
B0 o Vima=20), “gaag = AMIGTOS0S Hoag5 = A%
d%¢c; %t; %h; 0% In | 3]
L ! — (R 122 fl —4 32—_—1 —2_1
90208 00208 00208 dotop 206 oc (Feias 1),
82[,1' —1 . thi =4
ao_?a/j 2”-1'06 (yl — x — /3“'.’1')1 8030/3 = _Uc ()/i — (Y — IHII‘.T))
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Apéndice B
Informacao de Fisher e Reparametrizacoes

B.1 Reparametrizagoes

Seja P = {Pp,0 € ©®} um modelo paramétrico, onde o objeto €, o conjunto © e a
funcao que liga Py a 6 se denominam parametro, espago paramétrico e parametrizacao
respectivamente.

O método de maxima verossimilhanca é invariante sob reparametrizacoes, isto €.

Sejam (P}, 0 € ®) e (P;. A € A), com P;(e) = Pj, dos parametrizagoes identificiveis do
modelo parametrico P. Seja ¢ uma transformacao bijetiva de ©® em A, de maneira que A=g(0)
define uma reparametrizagao. Além disso, seja P o estimador de méxima verossimilhanca de
P € P. Entao os estimadores de méxima verossimilhanca ficam determinados por P(; =Pe

P§ = P, implicando que PgQ( 5= P. A identificabilidade da parametrizacao implica entao que

)

A= g(0).

B.2 Informacgao de Fisher

A informacao de Fisher nao ¢é invariante sob repardmetrizagoes, por isso é necessario ser
cuidadoso na sua interpretagao.
Seja A=g(A) con g inversivel e continuamente diferenciavel. Usaremos L, e Ly para distinguir
entre as funcoes de verossimilhanca escritas em termos de 0 e A respectivamente. Consideremos

a igualdade

La(Z,8(0)) = L1(Z.0),
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tomando logaritmo e pela regra da cadeia temos:

dlogL,  OlogL, 0A

20 ox 00
9 dlogL,
90 Ox

Em conseqiiéncia tomando variancia segue que

dloglL, O dlogL,\ [OA\"
[c ¥ — — ar = .
W( 00 ) (ae)v'“< ox ) \ oo

FO(g) = <g—;‘> FA(X) (%)T

onde FM) e F? ¢ a informacao de Fisher correspondente ao vetor de parametros 6 e A

portanto

respectivamente.

Assim, a informacao de Fisher para o vetor de parametros A fica como segue

FOO) = (g) F(0) (g-i)l

a0 . , , N
onde J = N é conhecido como o Jacobiano da transformagao.
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Apéndice C

Modelagem Bayesiana

C.1 Meétodos MCMC

Em geral, em modelos ligeiramente complexos, é comum o niicleo da densidade a posteriori
nao apresentar forma conhecida e, portanto, torna-se necessario a utilizacao de métodos
numéricos para aproximar a distribuicao a posteriori de interesse. Nas duas tltimas décadas a
inferéncia bayesiana vem experimentando um grande avanco devido a introducao de técnicas
de simulagao estocastica que permitem, de forma relativamente simples, obter amostras da

distribuigao objetivo.

Suponha que temos uma distribuigao 7(0), @ € © C R” (em geral a posteriori) que
é dificil de ser amostrada, ja seja porque o ntimero de parametros p é muito grande, ou
porque a propria distribuicao ¢ intratavel, entao uma solucdao para o problema seria obtida
se pudéssemos construir uma cadeia de Markov homogénea e aperiddica com espago de
estados (2 e distribuigao estacionaria igual a 7(0), e dai entao amostrar dessa cadeia. Isto
é porque se uma cadeia de Markov é irredutivel e aperiddica a distribuicao estacionaria
(ou distribui¢ao invariante) ¢ tnica ¢ coincide com a distribuicao limite (ou distribuicao de
equilibrio), portanto, para n suficientemente grande a observagao gerada na n-ésima iteragao
(da cadeia) essencialmente é uma observacao da distribui¢ao de 7(0) (assim como todas as

observagoes geradas a partir da (n+1)-ésima iteragao).

Para implementar a situagdo acima temos na literatura os algoritmos denominados
métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC). Um MCMC, para simular de uma
densidade 7(-), ¢ qualquer método que produza uma cadeia de Markov homogenea, ergédica

e irredutivel, cuja distribuicao estaciondria seja a distribui¢ao de interesse (7(-)). Em geral,
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nossa distribuigao objetivo sera a distribuicao a posteriori de 6.

Existe na literatura uma quantidade muito grande de algoritmos do tipo MCMC
(Robert and Casella (1999) e Chen et al. (2000)). Os algoritmos mais conhecidos sao o
amostrador de Gibbs proposto por Geman and Geman (1984) e popularizado na comunidade
estatistica por (Gelfand and Smith (1990)) e o algoritmo de Metropolis-Hastings inicialmente
proposto por Metropolis et al. (1953) e estendido por Hastings (1970). Muitos autores na li-
teratura, tem estabelecido condigoes para a convergencia de varios desses algoritinos MCMC,
Roberts and Smith (1993) por exemplo estabelecem condigoes suficientes relativamente
simples sobre 7(8) de modo que as cadeias induzidas pelos algoritmos de Gibbs e Metropolis-
Hastings (com distribuicao estacionaria 7(6)) sejam iredutiveis e aperiddicas e portanto
convirjam em distribuigao para uma variavel com distribuigao 7(6). Roberts and Tweedie
(1996) mostram a ergodicidade geométrica de uma classe bastante ampla de algoritmos
tipo Metropolis-Hastings. Para mais detalhes sobre métodos MCMC, uma boa referéncia é
Gamerman and Lopes (2006) e Congdon (2006).

C.2 Programa WinBUGS

O programa computacional WinBUGS (Bayesian inference Using Gibbs Sampler for
Windows) é direcionado para anédlise bayesiana de modelos estatisticos complexos, utilizando
técnicas de MCMC. Consiste de um conjunto de fungdes que permite a especificagao do
modelo e das distribuigées de probabilidade para todos os seus componentes aleatérios

(observacoes e parametros).

O WinBUGS é dotado da capacidade de reconhecer formas conjugadas, log-concavidade,
distribuicoes com amplitudes restritas, etc. Com base nesta classificagao, o algoritmo de
amostragem mais eficiente é selecionado para a simulagao. Se nenhuma destas propriedades
¢ reconhecida, wma mensagem avisa a incapacidade de escolher o método de atualizagao. Por
exemplo, quando formas conjugadas condicionais sao reconhecidas a amostra ¢é eficientemente
gerada das distribui¢oes condicionais completas. Se nao existir conjugacao, as amostras sao
geradas por métodos de rejeicao, de rejeicao adaptivo on pelo algoritmo Metropolis-Hastings,
conforme descrito em Gamerman and Lopes (2006). O método para amostragem ¢ escolhido
seguindo wma hierarquia. Em cada caso wm método é usado se nenhum outro anterior for

apropriado.



A linguagem do sistema ¢ a entrada ¢ saida de dados obedecem a mesma sintaxe da
linguagem de programacao S-Plus ou R. O WinBUGS permite, também, que o modelo seja
especificado a partir de uma representagao gréfica (Doodle). Se desejado, a linguagem grafica

pode ser transformada para linguagem texto, mais flexivel do que a primeira.

Como grandes grandes atrativos para o uso do WinBUGS podemos citar: a possibilidade
da especificacao de uma variedade de distribuigoes a priori e a geracao de amostras das densi-
dades condicionais completas por diferentes métodos, a versao 1.4 ja permite a especificacao
de distribuigoes multivariadas; a amostragem por bloco e a especificacao grafica do modelo:
o monitoramento de qualquer funcao dos parametros do modelo; a obtencao dos valores
amostrados de cada parametro monitorado, a cada M iteragoes a partir de uma determinada
iteragao I (os valores M e I sao especificados pelo usudrio): o fornecimento antomaticamente
de resumos decorrentes da amostra obtida (média, mediana, desvio padrao e intervalo de
credibilidade); resultados para diagnésticos de convergéncia; e outras facilidades como a

construcao imediata de graficos para a andlise de cadeia.

E importante ressaltar que o WinBUGS é um programa de livre acesso e pode ser ro-
dado, também, na linguagem de programagao R, através do pacote R2ZWinBUGS (Sturtz et al.
(2005)).
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