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PREFACTIO

A Analise de Conglomerados trata de um problema

comum em areas de pesquisas observacionais, que & a desco

bertafautomética da estrutura da populagao em estudo. Eve
ritt (1974) descreve-a sucintamente como uma técnica de
Analise Multivariada que tem por objetivo resolver o se

guinte problema:

— "Dado um conjunto de n individuos ou objetos,
os quais sao medidos em ¢ variaveis, quer se de
terminar um esquema de classificagao para agru
par os individuos em g (g < »n) grupos. Também
devem ser deﬁerminados o numero de gruposv e

suas caracteristicas”.

Existe um ndmero muito grande de propostas para
a solugao desse problema, tendo a maior parte delas surgi.
do em areas biologicas. Assim sendo, este trabalho nao
pretende fazer um estudo exaustivo das tecnicas existentes,
mas sim se restringir a apresentagao e discussdo de alguns
metodos, considerados mais interessantes por terem algum
suporte estatistico. '

A leitura desta monografia pressupoe o conhecimen
to de conceitos basicos de estimagao atraves dc metodo da

maxima verossimilhanca.
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captruLo 1 |
INTRODUCAO

Na area das ciéncias experimentais sdo comuns as
situagoes em que se deseja estudar uma populagao na qual
varias caracteristicas sao observaveis. Para tanto, toma-
se uma amostra dessa populacgaoc e fazem-se as varias medi
das dessas caracteristicas sobre cada unidade amostral.

Entretanto, em algumas dessas situagoes existem
razoes para se acreditar que a-populagdo considerada & he
terogenea, dificultando a sua caracterizacgao. Nestes ca
sos a solugao €& descobrir as sub-populagdes homogéneas que
compoem a populagdo, permitindo ao pesquisador um estudo
das propriedades subjacentes a cada uma delas isoladamente.
Raramente o pesquisador dispée de um critério teérico para
definir essas sub-populagoes, tornando necessario o uso de
tecnicas numéricas para descobrir a estrutura dessa popula
gao. Como exemplo de aplicacao considere um pesqu1sador
que estava descontente com o método de classificacgéo latos
solos através do teor de Ferro e da coloracgao. Primeiro
porque a variavel coloragao lhe parecia um tanto subjetiva,
e segundo, porque as categorias assim obtidas pareciam ain
da bastante heterogeneas. Assim, tomou um conjunto dos va
rios tipos de solo, estudou a composigao qu&mlca de cada
um deles e, atraves ‘de tecnicas aproprladas‘ﬁagrupou aque
les mals 51m11ares entre si. Dessa forma conseguiu criar
uma cla531f10agao objetiva e mais reflnada dos solos.

Em outras situagbes o pesquisador se vé com um nu
mero muito grande de observagoes para analisar e necessita

de tecnicas que resumaé\os dadas para que estes se tornem




mais informativos. Ele conseguira uma simpiificagéo dos
dados, perdendo um minimo de informacao, se agrupar esses
dados em grupos internamenfé‘ﬁbmogéneos.. Podera entao re
duzir seu conjunto de dados para um conjunto de valores ti
picos dos grupos. Como exemplo dessa técnica de redugao
de dados, suponha gque um novo produto esteja para ser lan
¢ado no mercado. Para testar a sua aceitacao junto ao pg
blico consumidor, a firma langadora resolveu aplicar ques
tiondrios nas cidades em gue o produtp»deveré ser colocadao
a venda. Porém, como o nimero de cidades & grande, essa
atitude iria onerar demasiadamente a pesquisa, e fornecer
uma massa de dados muito grande e dificil de analisar. As
sim, optou-se por aplicar questionérids apenas nas cidades
mais representativas do mercado consumidor. A selegao des
sas ‘cidades tipicas pode ser feita através de uma técnica
numérica. Com base em informacoes basicas de todas as ci
dades, pode-se agrupa-las em grupos internamente homoge-
neos, e escolher agquelas mais representativas dos séus res
pectivos grupos. '

0 método numérico que visa agrupar os 7 elementos
de uma amostra em grupos com alta homogéhéidadé interna e
mais conhecido como Analise de Conglomerados [A,C.), w

Existe uma confusao natural entre Classificagdo e
Anélise de Conglomerados. Aqui sera feita uma distincgao
entre os dois tratamentos. 0O primeiro tem por- objetivo
alocar novos elementos em classes ja conhecidas. A informa
gao disponivel sobre o nimero de classes e as caracteristi

Y
cas de cada uma delas & que possibilitam clé@sificar cada

um dos novos elementos em suas respectivas categorias. Ja
a Analise de Conglomerados tem por objetivo descobrir as
classes e caracteriza-las. Pode-se dizer que a Analise de

Conglomerados & o tratamento que antecede a Classificacgao.

Esta técnica se desenvolveu em areas bastante di




versas como Biologia, Psicologia, Inteligéncia Artificial,
etc., o que explica a variedade de nomes pelos quais ela &
chamada, tais como Tipologi5:”Pré—Classificagéo, Taxonomia
Numérica, Reconhecimento de Padroes, etc.. Neste trabalho
serao usados indistintamente os termos Analise de Conglome
rados'é Analise de Agrupamento para a tecnica em si, bem
como grupos, categorias ou classes para os conglomerados.

A secgao 1 apresenta resumidamente o desenvolvi
mento das técnicas de agrupamento, mostrando a transigao
da area da Biologia para a Estatistica.

A seccgao 2 traté de alguns problemas mais comuns
em Analise de Conglomerados.

Finalmente, a proposta deste trabalho esta na sec

1.1. DESENVOLVIMENTO DAS TECNICAS

As primeiras etapas de agrupamento surgiram na Ta
xonomia Animal e Vegetal, onde as plantas e os animais eram
classificados por criterios subjetivos. - A classificagéo
das plantas e animais consistia mais em arte do que em um
método cientifico. Talvez a imprecisao dos métodos até en
tao utilizados tenha impelido os pesquisadores a procurar
técnicas mais objetivas, e os métodos numericos foram sur
gindo naturalmente.

A descrigao inicial do que hoje e conhecidb como
Analise de Conglomerados foi formulada por%ﬂfyon em 1839.

Zubin e Thorndike (1953) tentaram Esar os metodos
de agrupamento em outras areas além das Ciéncias Naturais
mas nao obtiveram sucesso pelo fato do trabalho operacio
nal ser muito grande.

Somente a partir da Gltima decada, com o ~apareci

mento de computadores eletronicos, as teécnicas numéricas




de classificagao tiveram seu uso difundido em outras areas.

Fisher (1968) discutiu métodos particulares rele
vante no preblema de agregaééo}em Economia, Tryo% e Bai
ley (1970) langaram um livro onde discutem-um sistema para
computador para a execugao de Analise de Conglomerados e
Anélige Fatorial, do ponto de vista de um cientista social.
Jardine e Sibson (1971) deram uma abordagem axiomatica aos
métodos relacionados com a taxonomia biologica, mas com
aplicagoes em outras areas.

Os computadoreé nao s6 difundiram o uso das tecni
cas de Analise de Conglomerados como tambéem propiciaram o
desenvolvimento de inumeros algoritmos para agrupar elemen
tos semelhantes. A maior parte desses algoritmos sao ba
seados em técnicas de otimizacgao.

Uma forma de se buscar conglomerados com alta hg'
mogeneidade interna & buscar um agrupamento cuja dispersao
dentro dos grupos seja pequena. Assim, com base na minimi.
zagao da dispersao dentro dos conglomerados, surgiram algu
mas técnicas derivadas de resultados estatisticos. Estas
técnicas sao usualmente conhecidas como hétodo da minimiza
gao da variancia, e foram estudadas por.édﬁardé & Cavalli-
Sforza (1865) e Friedman & Rubin (1868) entre outros. Pos
teriormente foi desenvolvido um modelo estatistico (Scott
& Symons (1972)) englobando os critéerios citados.

Até entao as.técnicas de agrupamentos eram- despi
"das de qualquer conceituagao estatistica. A partir de 1970,
a Analise de Conglomerados vem recebendo uqe abordagem mais
rigorosa do ponto de vista da estatistica téﬁrica.' "Esta
abordagem considera a distribuicao de probabilidades sub
jacenfe aos dados, e conseqlentemente envolve conceitos de
estimacdo de parametros, testes de significancia,etc.. Sob
este ponto de vista, um conglomerado € definido em termos.

das caracteristicas da fungao densidade da populagao da




qual os dados foram amostrados, enquanto nos procedimentos
heuristicos, as prépfias obseryagaes € gue sugerem 0s con
glomerados. Ja existem alguns modelos com suporte estatii
tico. Por exemplo, aquele baseado em mistura de distribui
coes, .ou ainda, outro que se baseia na estimagdd das modas
de uma distribuigao multimodal. Outras propostas de mode
lo estédo surgindo gradativamente, e a Analise de Conglome
rados se afirma cada vez mais dentro da Estatistica, prin
cipalmente como uma técnica descritiva de dados multivaria

dos .

1.2. ALGUNS PROBLEMAS COMUNS

0 conceito geral de que um conglomerado € a reu

nido de objetos similares e o fato da Analise de Conglome

rados ser uma técnica aplicavel a diferentes areas de pes

quisa, levaram ao aparecimento de um nimero muito grande
de técnicas para agrupar dados. .A maior parte delas con

siste em definir medidas de similaridade e/ou dissimilari

dade, para entdo, de acordo com essas medidas, = agrupar os

objetos mais similares entre si. Existe um numero muito
grande dessas medidas. So Hartigan (1967) 1listou doze dg
las. 0O problema com essas técnicas, € a determinagao da

medida mais conveniente, uma vez qﬁe as teécnicas baseadas
em medidas de similaridade diferentes nem sempre levam aos
mesmos resultados. |

Um indice de similaridade largamedaé & uti;izado
nos meétodos de Analise de Conglomerados € a hdisténcia en
tre dois elementos. Elementos num mesmo conglomerado de -
vem estar proximos entre si, enquanto que elementos de con
glomefados diferentes‘devem estar distantes um do outro.
As distancias mais comuns nesses métodos sao a distancia

Euclideanal e a distancia de Mahalanobis, denotadas por d e

o




D respectivamente, que estao definidas a seguir.

Sejam dois pontos x e ¥ num espago p-dimensional.

definem-se o 1
d(z,y) = [(e=y) " (z-y)]°
e _; 1
B -1 2
Diz,y) = [(z-y)' W * (z-y)]

I

onde F# & uma matriz simétrica positiva definida. Geralmen
te, toma—seicomo W a matriz de dispersaoc dos dados.
Também nestes casos, as tecnicas ndo sao invarian

tes sob difsrentes definigoes da distancia entre os elemen

Unma suposigao implicita nas técnicas de agrupamen
to & que as variaveis medidas sao aquelas relevantes na s0
lugao desejada. Porem, ainda assim & comum o nimero exces
sivamente grande de variaveis observadas. Este & um pro
blema que alem de dificultar a interpretacao dos resulta
dos, torna certas técnicas inaplicaveis, como sera visto
mais adiante. E possivel solucionar esse problema de va
rias formas diferentes. A primeira delas & deixar aescolha
das variaveis mais importantes por conta do pesquisador.
Quando nao for possivel obter essa escala de importancia
das variaveis, recorre-se a técnicas estatisticas que bus
cam diminuir a dimensao do espago de variaveis. Por exem
plo, a Analise de Componentes Principais, ou a Analise Fa
-torial.

Em geral, as técnicas de Analise de Conglomerados
constroem um agrupamento utilizando critérf&? que énglobam
todas as variaveis indistintamente. Assim, Se as - ordens
de gfandeza das variaveis observadas forem muito dispares
entre si, o resultado da analise pode'Ficar seriamente com
prometido. Isso porque, ao se considerar o conjunto de ob

servagoes de uma maneira absoluta, algumas das variaveis




(as de magnitude menor) dardo a falsa impressao de nao se

rem discriminatorias, uma vez que as suas diferencgas serao
insignificantes gquando comﬁaradas com as diferencgas nas de
mais variaveis. Qualquer critério global de agrupamento
basear-se-a fortemente na variavel cujas medidas tiverem

maior ordem de grandeza, mesmo gue ela nao seja a mais dis

criminatoria. Hartigan (1975) ilustra bem esse fato no
exemplo que sera transcrito aqui." Quer se agrupar um con
Junto de alimentos (carnes, peixes e aves) segundo seus

principais nutrientes (caloria, gordura, calcio e ferro).

O0s dados foram obtidos tomando-se as unidades em tres on

cas {de peso, e estao na tabela 1.1. Como se vé as varia

veis estao medidas em escalas diferentes, de forma que a-

diferenga de uma unidade na variavel "caloria pode mas
carar uma diferenca de uma unidade na variavel ferro, a
qual seria mais significativa do gue a primeira. Para per
ceber esse fato, € suficiente olhar a Gltima linha da ta
bela 1.1, e verificar gue os desvios padroes das varidveis
sac muito diferentes entre si. Necessita-se, portanto, de
uma transformagéo_que torne %s variénciagimais hohogéneas.
Entretanto, a padronizagdo, conforme € usual em Estatisti
ca, reduzindo todas as variaveis a uma mesma variancia uni
taria, equivale a uma transformagdo em que todas as varia
veis ficam com o mesmo grau de agrupabilidade. Isso nao e
desejavel em Anédlise Be Conglomerados porgue € comum exis
“tirem variaveis que difsrenciémios grupos mais do que ou
tras, e esse carater diferenciavel & importante neste tipo
de analise. 0O problema visa procurar por Q%a transformg
¢80 que nao tenha esses problemas, e permite as ‘varidveis
mantef“seu significado original. Assim, Hartigan ogtqp
naguele caso por uma pedronizacgao em que‘as unidades de me
dida dos nutrientes foram transformadas em porcentagem das

necessidades diarias de cada um deles, segundo "Yearbook




of Agriculture” (1959). Dessa forma as variaveis transfor
madas tem a mesma magnitude, sem terem herdido suas impor
tancias individuais, conforme se vé na tabela 1.2. Para se
ter uma ideia do ganho obtido com a transformacao, basta
comparar os desvios padroes das variaveis transformadas na
tabelé 1.2 com os das variaveis originais. Convem ressal
tar que a escolha da transformagao nao & um problema esta
tistico, e ela deve ser sugerida pelo bom senso e pelo co

nhecimento da ares em que se processa a pesquisa.

1.3. OBJETIVOS

Este trabalho pretende apresentar didaticamente

as téecnicas de Analise de Conglomerados gue se desenvnolvem

baseadas nas propriedades da distribuigao normal multiva
riada, de forma a fornecer um guia para o leitor, mesmo
aquele pouco familiarizado com essa téecnica, interessado

na aplicagao de uma analise de agrupamento.

Para isso, o0 trabalho sera apresentado da seguin
te forma.

No capitulo II, tem-se a descricao das tecnicas
que buscam minimizar a dispersac dentro dos conglomerados.
0 capitulo III trata de uma técnica um pouco mais refinada:
a mistura de duas populagoes multinormais. No capfitulo IV
os resultados deduzidos no capitulo III sao estendidos pa
ra o caso mais geral de mistura de varias populagdes multi
normais. Em cada um desses capitulos esta ﬁecluida uma
descrigao dos possiveis problemas que podem"eventualmente
surgir na aplicagdo pratica dessa técnica. A mistura de
distribuigoes multinormais é estudada em mais detalhe por
ser ainda bouco explorada como técnica de agrupamento.Além
disso @ uma das técnicas de Analise de Conglomefados que

mais se utiliza de resultados estatisticos.



Também por ser um problema pouco estudado, e cons
tituir um seério problema em'AQélise de Cenglomerados, 0s
métodos de determinacao do nimero de grupos estao no Capi
tulo V.

0 capitulo VI apresenta exemplos de aplicagdo pra
tica; '

As conclusces estdo no capitulo VII.

\5\



TABELA 1.1.

10 -

CALORIAS PROTEINA GORDURA CALCIO  FERRO
BB Bife grelhado 340 20 28 E] 2.8
HR Hamburger 245 21 17 9 .
BR Rosbife " 420 15 39 7
BS Bife 375 19 32 S .
BC Carne enlatada 180 22 10 17 7
C8 Galinha cozida 115 20 8
cc -Galinha enlatada 170 25 7 12
BH Coragdo de boi - 160 26 5 14
LL Pernil de-ca}‘neiro assado 285 20 20 9 5
LS _Dvianteiro de carneiro assado 300 18 25 9 .3
HS Presunto defumado 340 20 28 9
PR Porco assado 2 340 19 23 9
PS Porco ao bafo 355 18 30 S .
BT Lingua de boi 205 18 14 7
VC Costeleta de vitela 185 23 9 9
F1 Merli'n assado 135 22 4 25 .6
AR Gs'tra,s cruas 70 11 1 82 - B.
AC Ostras enlatadas 45 7 1 74 5.
TC Siri enlatado " 90 14 2 38 0.
HF Haddock frito 135 16 5 15 oS
MB Cavala cozida 200 19 13 S 1.
MC Cavala enlatada 155 16 ) 157 1.8
PF  Perca frita 185 16 11 "4
SC Salmao enlatado 120 17 5 155
DC Sardinha enlatada 180 22 9 367 2.
UC Atum enlatado 170 25 7 7
“RC Camarac-enlatadc 110 23 1 g8 2.6
Média 207,41 19,00 13,48 43,96 2,38
Desvio Pedrao 101,21 4,25 11,27 78,02 1,46
&




TABELA 1.2,

ENERGIA PROTETNA GORDUFA cALCIO FERRQ

(caloria) (gramas) (gramas) (ng) (ng)
Bife grelhado 11 29 28 1 26
Hamburgser 8 30 17 1 27
Rosbifs 13 21 39 1 20
Bife 12 27 32 1 26
Carne enlatada 6 31 10 2 37
Galinha cozida 4 29 3 1 14
Galinha enlatada 5 36 7 2 15
Coragao da boi B 5 37 5 2 59
Parnil de carneiro assado i 8 29 20 1 26
Dianteiro de carneiro assade 9 26 25 1 25
Presunto defumado 11 29 28 1 25
Porco assado 11 27 29 1 25
Porco ao bafo 11 27 30 1 25
Lingua ds boi 26 14 1 25
Costeleta da vitasla 6 33 9 1 27
Merlin assado 4 31 4 3 6
Ostras cruas 2 16 1 10 60
Ostras enlatadas 1 10 1 9 54
Siri enlatado 3 20 2 5 8
Haddock frite 4 23 5 2 5
Cavala cozida 6 27 13 1 10
Cavala enlatada 5 23 9 20 18
Perca frita 6 23 11 2 13
Saimao enlatado 4 24 5 20 7
Sardinha enlatada 5} 31 S 48 25
Atum enlatado 5 36 7 1 12
Camardo enlatado 3 33 1 12 26
Média 6,50 27,18 13,48 5,52 23,93
Desvio Padrao 3,25 6,08 11,28 \9,76 14, 62

\%




cCAPITULO IT

METODOS BASEADOS NA MATRIZ DE DISPERSAO J

Este capitulo consiste na apresentagao de alguns
metodos de A.C. }desenvolvidos heuristicamente, e que
mais tarde foram mostrados como sendo extensoes de um mode
lo estatistico de classificacgao. -

Na secgao 1 sao introduzidas algumas definigoes e
conceitos basicos para a compreensao do texto.

A descrigdo dos métodos 6 feita na secgao 2.
A secgao 3 apresenta o modelo da maxima verossimi
lhanga. ' '

~ Alguns comentarios sobre os métodos descritos sao

tecidos na seccgao 4.

2.1. DEFINIGOES

Seja uma colegao de observagdes . I = {IZ""’In}’
€ considere associada a ela, um vetor observavel de p ca
racteristicas X' = (Xl,Xg,...,Xp).-

Dessa maneira, obtéem-se os n vetores:

!

{i = (xil""’xi2""’xip) T = 1,...,n
‘onde : .

X3 € a medida observada na j—esima- variavel do
i-ésimo elemento. - \‘

Se cada vetor de observagao for pensado como um

ponto hum espaco p-dimensional, cujos eixos sao representa
dos pelas variaveis em questao, os conglomerados podem ser
descritos como regioes desse espago contendo uma concentra
gao relativamente grande de pontos, separados uma das ou-

tras por regiaes cuja densidade de pontos € relativamente



baixa. Com esta definigao de conglomerado, a dispersao
dos pontos . no espago parece ser um bom critério para as
técnicas de agrupamento. Para melhor entendimento das téc

nicas a serem descritas, / seguem Jalgumas definigoes.

Definfg&o Iz

A matriz simetrica SS (p x p) A
X

L (2.1)

X.
— — — 1~$
(Xi_ X) (X.—-{) onde X
1 - ~t n

g8 =
i

™M

e chamada de matriz de dispersdo, ou matriz soma de quadra

dos para vetor X.

§§:[Ssij]~’ 7::_ 1:“-;?5 j:Z;“-:P

3 2
kiz (mki o mi) s L = g
Ssij = <
n
§ (m&t = xz) (xkj - mJ) s T F g
Lk]’
onde
n .
. = I 77;7“
v k=1

Os elementos da diagonal de SS fornecem as disper
soes de cada uma das varidveis observadas, enquanto os ele
~mentos fora da diagonal fornecem as somas dos produtos cru
zados das variaveis duas a duas.

Y *5

SS & uma medida de dispersao multik@riada.
Definigao 2:

A matriz de variancias - covariancias do vetor X,
2 definida comd:

S =1 SS (2.2)
P n—1 ~= y _ :

o




- : . - - - . o n 2
S e a medida multivariada analoga a variancia o

em distribuigoes multivariadas.

Definigao 3:
Define-se como variancia generalizada do vetor X

-ao determinante da matriz S.
Variancia generalizada de X = |S]

A interpretagao geométrica da variancia generali
zada pode ser feita em termos dos » pontos num espago p-di

mensional.

Sejam 41’22""’ap - pontos num espaco p-dimensio
nal. Ligando cada um desses pontos a origem, tem-se - p ve
tores, 'tambén denotados ‘\por 41’%2"“’¥p'

Seja A uma matriz pxp dada por:

- _ _ I .
- Ay TYy Y —Ilgill IIQJIL Qoseiz—z,."}p,g—l,{..,p

onde 6 e o angulo formado pelos déis vetores Y, © zj'

Se o espago for bi-dimensional, os vetores %1 e
'gz definem um paralelogramo. Basta tragcar uma 1linha para
lela ao vetor QZ € que passe pelo pontop%lj. e”outra, pas
sando pelo ponto Yy © paralela ao vetar 21' Veja a figura
1 baseada nesses vetores. A area desse paralelogramo & da
da por l{qlll IIQZII sen 0, .onde llqill & o comprimento do
vetor Yys 2 = 1,2 e ® € o angulo formado pelos vetores Y

e Yo (Anderson, (1958]).

A




Os vetores Y7 e Y5 sao chamados de margens princi

pais-do paralelogramo definido por eles.

(Area)’ y . yé y'}yzzsenz 8 =

21 2 Lo Y
_ : ' , 2 . _
T~ Y141 Y Yy T Yy Yq Yy Yy cos” B =
- ! ! r"r

TUI Y Y ¥yt Y Yy, v, = 4|

Se a dimensao do espago for 3, a figura definida
POT Y15 Ygs Y sera um paraleiepipedoJ cujo volume ao qua

drado sera igual ao !4{. \
(VoZume)2 = léi | J

Para o caso geral de dimehséo p, a figura formada
sera um paralelepipedo p-dimensional, que & o solido gera
do por Ygorresly, - 0 volume ao quadrado desta figura ¢ da
do por [4]. ' ‘

Nos casos em que se tem n (n > p) vetores p-dimen

stonats, Ygoresly,s Iél = §|Ai|’ ~ onde a soma#éria
€ sobre todos os conjuntos possiveis de p vetores em n. Ou
seja, iéi e |a soma -dos volumes ao quadrado de todos os
s6lidos definidos por p vetores em n. (Anderson, (1958)).
Assim, o |4l da )uma ideia da dispersao - dos
pontos no espago. Quanto menor o valor .do ]4|, \tanto
maior sera a concentragao deles. Parece entao explicado
porque um dos critérios mais utilizados em técnicas de
~agrupamento esta Fundamentédo na minimizacgao do Iél. ’

Ver-se-a essa técnica bem detalhada mais adiante. V’

Fazendo Y = z. = E, tem-se o segu§$te teorema:
(Anderson (1858))
Teorema 1: "Seja Qxédefinida por (2.2), onde LyseeesZ,
sao 7 pontos de uma amostra. Entao lS lé proporcional a

soma dos volumes ao quadrado de todos os paralelepipedos de

dimensao 1 formados usando como margens principais p veto




* 18 =

res dentre um conjunto de »n vetores definidos em uma extre
midade por T e em outra por‘gl,...,xn. 0 fator proporciona

lidade é dado por (n - 1) P,

Se |S| assumir um valor numérico alto, & sinal de

que as observagoes estao muito espalhadas, e portanto a va

riancia de pelo menos uma das variaveis €& grande. Ao con

trario, |S| igual a zero indica que o volume de todos os

solidos formados por conjuntos de p vetores x,,...,« sao
=72 ~p

nulos, ou seja, um dos vetores & combinagao linear dos de

mais, produzindo uma forte correlagao entre as variaveis.

Definigao 3:

0 tragco da matriz §§: € conhecido como a disper

sao estatistica do vetor X.

» _ 4
tr (55) = “’[iil (X, - %) (X, - %) ] =
n . — ) S
= L tr (X,-X) (X.-X)| =
1=1 e
: (2.3)
5o z,)% =
== X . = 2 =
i=1 k=1 kK
n — 14 J—
= ¥ (X.-X) (x.-7X).
=1 - -

Ve-se que o tr (§§) tambem fornece uma medida de
dispersao conjunta de g, uma vez que €& simplesmente a soma
das dispersoes de'cadﬁ variavel. E uma mediga que nao con
sidera a estrutura de correlagao entre as variaveis obser
vadas:., ) ,

0 tr (SS) também & chamado de soma de quadrados
devido ao erro, ou, soma de quadrados da populagao TI.

Nas apiica#ﬁes da A.C., alem da homogeneidade

interna dos grupos, ha interesse em maximizar a disparida




de entre os grupos. Convém verificar como se relacionam
essas duas medidas e como € definida uma medida de dispari
dade entre conglomerados. Sein

' Suponha que o conjunto I é formado por dois con
glomeradoF J = {JZ""’Jm} e K = {KJ,Kz,...,Kn}(I':J W X)
mutuamente exclusivos, que geram dois conjuntos de observg

goes X = {KJ,...,Em} e ¥ = {zz,Y .,Zn} associados a J e

PIRE
a K respectivamente. Seja
m , n.
— — = 5. - o !
5p = L (X, -MI(X.-M)" + Lo(r-M)(Y, -0,
=1 1=1
onde
m n
Z X7,‘ + I Y.
P i=1
- m + n
Entao

SSp=m(X =M) (X -M) " +n(T 1) (T -M) " +55, + 55,.

Chamando SI‘de soma de quadrados total, e denotan
do por T, e (§J + §K) de soma de quadrados dentro dos gﬁg

pos J e K, e denotando por W, pode-se escrever

T =B + W ) (2.4)

cnde
B

I

m(X-M) (X -M) "' + a(Y -M)(Y -M) "

€ a matriz soma de quadrados entre os grupos J e K, e re
presenta a "economia” de variabilidade que se faz numa po

pulagao quando ela é particionada em duas.

L~ \r
Definigao &: ) by
o> 0 tr(é);
n, n, . £ : A
tr(B) = —=—=— (T - 7) (X - T (2.5)
K n, +on, - -

€ chamado de soma de quadrados entre os grupos.




0 ¢tr(B) representa a contribuigdo na soma de qua
drados devido as diferengas entre os grupos J e X, ~forne
cendo, portanto, uma medida  de..heterogeneidade entre os gru

pos J.e K.
O0s conceitos introduzidos formam a base da Anéli

se de .Variancia, uma técnica estatistica cujo objetivo &
buscar evidéncias de que varios grupos conhecidos diferem
entre si.

Muito embora existam diferengas basicas nos obje
tivos de Analise de Variancia e Analise de Conglomerados,
os dois métodos procuram explicar a variagao dos dados atra
ves de uma estrutura de grupos. Dai, varios critérios de
agrupamento foram desenvolvidos explorando-se a mesma con

ceituagao da Andlise de Variancia.

2.2. DESCRICAO DOS METODOS

A expressao (2.4) da uma idéia clara da disperséo‘
das observagoes dentro e entre grupos. Conhecendo esta re
lagao, € intuitivo que a criagdo de grupos homogéneos seja
baseada na minimizagao de uma medida da dispersao dentro
dos grupos. Ou, equivalentemente, maximizacao ‘da diferen

ciagao entre grupos.
2.2.1. Critério Invariante sob Transformagdo Ortogonal

Maximizagao do tr(B)

De (2.4) Edwards & Cavalli - Sforza (198B5) deriva

ram a seguinte expressao: 3
_ : \S
tr(T) = to(B + W) = tr(B) + tr(W). )

Considerando que o tr(T) € constante para um con
junto fixado de observagoes, a proposta & particionar este
conjunto de tal forma a miximizar o ¢tr(B). Porem, compu

tacionalmente € mais simples minimizar o tr(W).

i~y




tr (W) = tr (W) + tr (¥,)

1

by 2
tr (W,) = —— Z22'd" (z. ,=x. Sy k& = 1,2

2 5 - < ;
onde d (gik’gjk) e a distancia EUClldBana\entre 0os pontos

A
L5 el%jk'

Toda a informagao numérica necessaria para este
procedimento pode ser colocada na matriz triangular das
distancias entre os elementos, o que simplifica enormemen
te os calculos. A aplicacgao deste procedimento evita o
calculo da matriz W a cada partigao, tornando este método
muito atrativo.

Porem, embora o t¢r (W) seja uma medida invariante
sob transformagoes ortogonais, ndo o & sob gualguer trans
formagao linear nao singular nos dados originais. Isso tor
na esta técnica indesejavelmente sensivel, porque pode pro

duzir partigoes diferentes para um mesmo conjunto de obse£f
vagoes quando aplicada a dados diretos e a dados transFOE

mados.

2.2.2. Critérios Invariantes sob Trans formagoes Lineares

Nao Singulare;

Para contornar o problema da Invariancia, Frieg
man & Rubin [(1967) propuseram dois critérios extraidos da
mesmé igualdade basica (2.4]_\

Adicionando-se a suposicao de que as p variaveis
medidas sao linearmente indgpendentes e, n 2 p +—Z,htem—se 

%
que ¥ aléem de ser uma matriz simétrica,. & h}mbém positiva

definida, ga;antindo a existéncﬁa da inversa E_ .
o Pés;multiplicando (2.4) por!@_z, obtém-se

il =5t s e b 1 8

Desta nova expressac foram derivados mais 2 crite




rios a saber:

t) Maximizagao do |T| /. |W|

De (2.8): \
lz vt = 8w+ g
7| / |wl = B w !+ 1|

A maximizagao do ]Zl / [y[ se resume a minimizar
|l
Este método exige uma cohpIQXidade de célculd

maior do que o anterior.

12) Maximizagao do tr (B Q—Z)

Ainda de (2.8): |
s i
=1 o =1
tr (T W ~) = tr (B W) +p
Como B & uma matriz siméﬁrica e W € uma matriz si

métrica positiva definida, (Singer (1977))

|B + W| _7 p
—_— ﬂ B W " +I] = m(x. + 1)
|l - i=1 *
] p
tr(B W ") = ¥ ).
T i=p *

onde os Ai's sao as raizes obtidas resolvendo-se a equagao
dada por:
B - X w| =o0.

Pode-se demonstrar que as raizes qfsta equacgao
sao invariantes sob tfansformagées linearesikéo'singulares
na matriz de dados originais (Anderson, (1858)). Portanto,
embora os dois Gltimos critérios exijam calculos mais com

plicados sao mais abrangentes do que o primeiro.




2.2.3. Procedimentos \\

QUando o objetivo é‘particionar a populacgao em
apenas duas sub-populagoes, basta aplicar o critério esco
lhido, e determinar a melhor particao. Como existem
(271

to inicial, e importante dispor de métodos eficientes de

.= 1) maneiras diferentes de se particionar o conjun

efetuagao de calculos.

Em geral, o pesquisador interessado em criar uma
tipologia espera encontrar mais que duas caracterizaqaespe
ra seus dados. Existem dois procedimentos diferentes quan
do se pretende particionar os dados em mais de dois grupos.
Esta diferenga, permite uma classificagao grosseira das
técnicas de A.C. em gtécnicas hierarquicas e tecnicas
de particao. |

As técnicas hierarquicas divisivas consistem em
partlclonar 0 conjunto inicial de valores em partigoes ca
da vez mais finas. '

Isto €, o conjunto I de observagoes & particiona
do segundo um dos critérios em dois conjuntos Il e IZ' Em
seguida, cada um desses conjuntos e particionado' em dois
pelo mesmo criterio. E, assim sucessivamente, atée se ob
ter o numero de grupos desejados. A

As tecnicas de particao pressupaém um nimero k [de
grupos, e maximizam a funcgao escolhida sobre todas as pos
siveis partigoes dos n elementos em k-grupos.

. As técnicas de partigao diferem basicamente das
hierarquicas porque, obtida uma'partigéo; édmitem a reclas
sificacao dos elementos,. permitindo gue uma partigao ini

c1almente pobre seJa corrigida num estagio posterlor

2.3, MODELO DE MAXIMA VEROSSIMILHANGA

Os métodos apresentados foram sugeridos para agru




par uma populagao, e nao consideram a aleatoriedade conti
da em uma amostra. WNao obstante, pode se mostrar que sao
casos particulares de um moaelb de agrupamento com base na
teoria estatistica de verossimilhancga.

Iniciando com um modelo geral de classificagao e
partiéularizando para o caso de nao haver qualquer informa
¢ao a priori sobre as categorias ou classes, |Scott & Sy
-mons (1971) construiram um modelo estatistico de agrupamen
to. ‘ A

Sejam gl,gg,..;,g

n
e provenientes de uma de k| popula

observagoes independentes de

l
goes normais p - variadas, com médias Myo-ewsly e matriz

um vetor aleatorio X

de variancias e covariancias I_,1% .JZk.'Sejé Y o parame

Y A A -
tro de classificagao, y = (YJ,YZ,...,Yn), onde Y. = g quan
do a ©Z-ésima observacgao pertencer a g-ésima sub-populagao.

A distribuigao de probabilidades de X ficara com

pletamente especificada ao se conhecer o parametro 0 =

= (I,El,...,gk;gk,...,gk). 0 parametro de maior interesse

(LY

Y, uma vez que € ele quem aloca os elementos aos conglo

merados Cl’ 2,.;.,Ck. Portanto, o oquﬁng e estimar .

- L - - . - |
Um metodo utilizado é 0, da maxima veraossimilhanga.

0 logaritmo da fungao de verossimilhanca da amostra

& dado por: \\ % _3
; e R ; )
1e) =—— % [ 2 (z;-u) I, (zg-wu )+
g=1 (C \
g ;
B (2.7)
+ n_ lo || - 22 1og 2m
, g Log |~g|} 2 g 2
onde B \“
' Cg € o conjunto dos z's alocados ao g-ésimo grupo

atravéé de Y-

n' €& o nimero de observacoes em C

g
A estimativa de 6 € obtida de forma a maximizar o

valor da fungao 1(9).

N



Para cada partigédo em kK grupos & possivel a obten
gao de estimativas de maxima verossimilhanca (M.V.) de “g
e L g = 1,2,...,k.

g’ 4
' Para y fixado, tem-se:
(Y) = =
Bg'Y) T 4
5 = 1 e T | . 1
L (y) = ” z (xi— z )(gi-x )= — W
gL g iec t ~g ~g ng ~g
g
1(9) = —1_ 3 [tr n_ I +log|W |n9] - 22 154 on

g=1
Assim, a estimativa de Yy & dada pela partigaoc que
minimiza x

T |w | 9.
g=1 "~

-

Este e o caso mais geral, e exige um numero muito
grande de observagoes para que estas estimativas fagam sen

tido. .
Sao necessarias pelo menos (p+1) observagoes em

cada grupo para garantir a nao singularidade da matriz de
variancias e covariancias, e consequentemente, evitar pon
tos de descontinuidade na fungao de verossimilhanga. E pos
sivel diminuir o nimero de parametros a serem estimados fa
zendo algumas suposigoes adicionais. Alguns casos particu

lares merecem destaque.

1) Matrizes de variancias e covariancias iguats

a) §1 = 52 T oawe = Ek =3 _(g desconhecida)
Neste caso, para uma dada parti@éozég = % W, onde
-
“wlw= oz o
- g:]. g

Substituindo I por sua estimativa em (2.7):




o =d i} 1 nl _ _np -
1(e) = 3 -[np + Zogl—;;— @l J T2 log 2w,
e i sera dado pela partigao-.que minimizar l@l, ou a variéﬂ

cia generalizada dentro dos grupos.

Este criterio coincide com aquele sugerido por
Friedman & Rubin mostrado anteriormente na secgéo 2.2.

Nas situagOes em que a suposigdo sobre as matri
zes de variancias e covariancias dos}grupos e violada, Mar
riott (1871) mostrou, através de aplicagoes praticas, que

esse critério tende a formar conglomerados similares em

dispersao.

Matrizes de variancias e covariancias iguais

b) §Z = §2 = ... = §k = I (X conhecida)
Para y fixado:
- =7 =4 n n
S 08) = —— [tr(w L) +l0g2]"] - LB 1og om.
-7 1

i
-

E, portanto, f minimiza tr(W¥ X ). Ou, equivalentemente, Yy

—7
maximiza ¢r(B I ), onde

X1

B= ¥ n_ (zx - z)(zx -2z)" ./
- g2 9 g F %y T2 |

Portanto o critério da maximizacdo do tr» (B W) apresenta

do por Friedman &{Rubin na secgao 2.2 se aplica nos casos
em que as matrizes devlvariéncias e covariancias dos gru

pos sao iguais e conhecidas.
Matrizes de variancias e covariancias iguais a I
N 15 & d S
A A
c) s =8, & sv. =8, = F
Para uma partigao fixada,

~1
2

L) ]= S ) - 2 10g on

sk




e Y serd dado pela partigao que minimizar o tr(W).

Como dantes, \estg critério ja havia sido apre
sentado anteriormente por Ea;é?ds &Cavalli - Sforza (1865),
na seccao 2.1.

A tendéncia apresentada por esse método em formar
conglémerados esfeéricos (Everitt, (1974)) fica explicada

pela estrutura da matriz de vari?ncias e covariancias dos

conglomerados.

11) Matrizes de variancias e covariancias desi
guais e cdnhecidas
Esta e uma situagao mais rara, e portante de pou

co interesse.

Fixando-se Ys

N Lk -1
1(8) = =1 3 [tr(W L )+n_ logl® ﬂ = np log 2w
2 =1 ~g ~g g ~g 2
e portanto ; deve minimizar
k =1
5 [tr W % + n_ log|Z IJ
g=1 ~g ~g g ~g

0 método baseado na razao de verossimilhanca,além
de unificar varios procedimentos num Unico modelo, elucida
as situagoes em que cada uma das técnicas & aplicével,'pez
mitindo um resumo dos,.resultados encontrados nesse capitg

lo no seguinte roteiro:

i) Se as matrizes de variancias e covariancias
\ . _
§§e pracurar a

dos grupos forem iguais, deve
o, - Y.
particao d# conjunto de observagoes que mini

2 miza .o ]@|.+

ii) Se as matrizes de variancias e covariancias
dos grupos forem iguais, e, além disso, co
nhecidas, entaoc o critério a ser adotado de

vera ser a minimizagao do tr(B W_l),»




1ii) Se as variaveis forem ndo correlacionadas en
tre si, entao o agrupamento devers ser obti
do pela miniﬁiié@éo do tr(w),/ Este critério

~0
€ largamente utilizado, principalmente em
uma de suas versoes, desenvolvida por Mac
Queen (1967), num procedimento conhecido co

mo"k/médias”.

iv) Se as matrizes de variancias e covariancias
forem diferentes entre si, e desconhecidas,

tem-se o!caso mais geral, e portanto, mais

i

complicado. Os conglomerados devem ser obti

dos minimizando-se o T IM lng.
g=1 F

2.4, COMENTARIOS ﬂ

As tecnicas apresentadas consistem em determinar
uma particao que maximiza (ou minimiza) uma ?ungéo. ‘Teori
camente, este € um problema de facil solugaoc. Entretanto,
@ quantidade de calculo exigida torna estas técnicas imprg
ticaveis. '

Existem varias sugestoes de procedimentos nao
exaustivos que, embora nao produzam a melhor solugao, pro
duzem resultados satisfatorios. O mais comum deles consis
te em fixar uma partigéo inicial em k grupos. Em seguida,
toma-se um elemento qualquer (em geral, aquele que estiver
mais afastado do centro de gravidade do seu grupo) e trans
fere-se-o para todos os outros conglomerad&é& A cada trans
feréncia, o valor da funcdo critério & calculado. Se ne
nhuma das novas partigoes mostrar uma otimizagdo na fungao
critério, o elemento permanecera no conglomerado em que es
tava. Caso contrario, ele deverad ser transferido de forma
a se obter o maior acréscimo (ou decréscimo) no valor da

fungao critério. Usando a nova particdo o segundo elemen




to e processado, e depois o terceiro, etc., ate se alcan

gar um ponto em que nenhuma transferéncia otimize a funcgao
2 E

critério. Este & o ponto de maximo (ou minimo) local da

fungao.

[A vantagem de se transferir um dnico .elemento a
cada'passo e ebitaf gue a matriz W seja recalculada por
completo. E possivel calcular somente a alteragao devida
a essa Unica mudancga. _

Para se ter maior confianga nos resultados, reco
menda-se repetir o procedimento cam diferentes partigaoes
iniciais, e selecionando a que apresentar maior (ou menor)
valor da fungao critério. '

Everitt (1974) fornece outros procedimentos ade

quados para a determinagdo de maximos (ou minimos) locais.




CAPITULO IIT

MISTURA DE DUAS POPULAGCOES MULTINORMAIS

Sera apresentado aqui o caso mais simples de sepa
rar duas populagOes. 0 objetivo & familiarizar o leitor
com a técnica de mistura de distribuigoes, e dar-lhe conhe
cimento dos problemas que surgem na sua aplicagao.

Na secgao 1 é colocado, de maneira geral, o con
ceito da mistura de distribuicoes como uma técnica na Ana
lise de Conglomerados.

0 modelo matematico, e a derivagao dos estimado
res dos parametros envolvidos sao apreséntados na secgao
2. '

Un teste de significancia para os grupos encontra.
dos & discutido na seccao 3.

A secgao 4 faz alguns comentarios sobre esta tec

nica.

3.1. INTRODUGAO J

Numa tentativa de dar a Analise de Conglomerados
uma abordagem estatistica mais rigorosa, Wolfe (1970) suge
riu um modelo baseado em mistura de distribuicgdes. Porém,
anteriormente, Day_(lQBQ) havia feito um es%gdq.em mistura
de duas populagoes multinormais, cujo trabalho sera resumi
do agui. /

No modelo proposto, cada elemento da amostra so
bre a qualrseré,feita a analise, e admitida como seleciona

da aleatoriamente de uma entre duas populacoes multinor

mais. Dessa forma a amostra pode ser considerada como pro




veniente de uma populagao constituida ao acaso por duas po
pulagoes diferentes, e Bgrtanﬁo Caracterizada por uma fun
¢ao distribuicao que é a Coﬁpoéfé de duas diferentes dis
tribuigoes de probabilidade. Criar dois grupos a partir
dessa amostra & equivalente a separar uma mistura de dis
tribuibﬁes caracterizando cada uma de suas componentes. As
sim, a identificagao dos conglomerados se transforma num
problema de estimagao dos parametros envolvidos numa mistu
ra de distribuigées. _

0 metodo de estimacéo utilizado & o da méxima ve
rossimilhanga porque os seus estimadores apresentam um Com'
portamento superior aqueles derivados por outros meétodos
usuais de estimagao, tais como, método dos momentos, Bayes,
X2 minimo. 0O método dos momentos apresenta propriedades
amostrais muito pobres em relagao a variancia dos seus es.
timadores, enquanto que os outros dois métodos mencionados
acima apresentam calculos muito complexos na sua aplicacgao .

(Day (1969)).

3.2. MODELO ,

2.1. Estimagao

Seja‘{gz,gg,...,gn} uma amostra aleatoria retira
da de uma populagao, p-dimensional, composta por duas popu
lagoes multinormais e, cuja fungao densidade de probabili

dade (f.d.p.) e dada por:
=]

flxz) = (2m) P/2 |§|P/2 {X exp[- % ({-EZ)' §§ (= El)]'+
: e A
;i;(l - A) em?[f % (g-—g2)’ z (g-—g2)]} =
= Agl(g) + (1 = X) gz(g)
onde:
A - e a proporgao da primeira componente na mis

tura



a f.d.p. da populacgao Moo T = 1,8,

.- 8
94

”i - e a média da.Z-ésima componente,|Z = 1,2,

L - & a matriz de variancias e covariancias co

mum as duas Coﬁponentes.

Define-se'ainda a probabilidade de pertinéncia de

um vetor a primeira componente da populagao como:

[ | 11] Pim_] Plz | !ﬂ]] {' Agqlx)
Pim = - =
e P[] - flz)
Analogamente para a segunda componente:
B P[ﬂz] PE@ l/ﬂgj ~ (1-2X) ggfg)
lry le] = =
P[z] flz)

Na tecnica deségrupamento esta medida desempenha
um papel muito importante, uma vez que € ela guem sugere a
distribuigao dos elementos em um ou outro grupo. Para de
terminar esta medida, & necessario antes, conhecer as esti

mativas dos parametros populacionais.

A funcgao de verossimilhanga da amostra e dada
por: " o
-5 . o Ly -4
L(6) = (2m) |2 '1:711{}\ exp (- 7 (z,-u,)'L (agif EZ):] +
r JA | -1 !
- = L - ! - i
+ (1 A) exp |~ 5 (z HZK .§ (z E2V]}

_onde 9 = (31,32,§,A) L

0 maximo de L(6) sera atingido quando o sistema
de equagbes abaixo for satisfeito: %?
d log L(6) 1 n e,. - e,. o
= :’ 5 it A =0 (3.1)
9 A 1=1 A e, t (1-21) €9z
9 log L(8) n (z.-1,) A
' — = 3 k.~ / =0 (3.2)
3 g =1 A e, * {1'-A).62i




9 log L(6) n (‘"57;"“2) (1-2)
—-— S5 0F o = =0 (3.3)
LAY =175 eli_+ (1-2X) €9
= n ; "
- n § + ii] [(gi - Ul) (@i = Bz)’ A?]i +

~ ~ 27
tke + (1 = A) e ]-1 =0
» 1z 244 i
onde ] _ 7 - K '
ej?: = emp[— 5 ('?-7,_1—5,7),;- (.27:—EJ—)],?:'—"Z,...JTL,J':.Z,Z
, _ _ L
b m \ . = N N - Y
p[m) [z =X eg; / ey (1-0) ¢;]
plmy| k.] =1 - 7 7.
Plva ;) = 1 - Al ]|z]]
Uma forma mais simples para o sistema acima & da
da por:
R no . _ i
== 5 Plnl s,
. 2P [Mfliz;] .
1 n A g= ) oh J
U, = - ; 5[&&]’ ] x
27 a(1-n) g=1 == T
~|
N 7 n 2 - R 31
L = — I r (x.,-w.)(x,-u.)’ T x.] J
Z n . =1 4=7 ~ = =2 , W -
Outro parametro de interesse nesta técnica de
agrupamento & a distadncia ponderada que separa as distri
buigoes componentes da mistura. Ou seja, € a distancia de

Mahalanobis entre as medias das distribuicoes componentes,



dada por:

k= [tn, - u,) ' I _(ﬂl = U,/ ]

Do~

Pelo principio de invaridncia que rege os estima
dores de max1ma ver0551m11hanga, ﬂ pode ser estimado pelo

metodo da maxima verossimilhanga por:

1
x - ~ , =1 . -~ 7
S P T Y TR R THO N e
A & uma medida indicadora da -heterogeneidade en
tre os grupos. Quanto maior o valor numérico de A mais di

ferenciadas sao as duas populagoes de interesse.

3.2.2. Solugao Numérica

A solugao das equagOes de M. V. obtidas de (3.1)
a (3.3) e obtida através de processos iterativos, ou seja,
processos que determinam uma solugao a partir de um conjug.
to arbitrario de valores iniciais.

Entretanto, o sistema de eqﬁagées pode ter mais
de uma solugao, e, neste caso, o processd converge para a
solugao mais préxima do conjunto inicial de valores, que,
no caso em estudo, e um ponto de maximo local da fungao de
verossimilhanga. Numa tentativa de se atingir o méximo
global, recomenda-se repetir o processo com diferentes es
timativas iniciais, e, dentre essé multiplicidade de solu
¢oes, escolher a gue der maior valor para L(e)

A convergencia do processo também qﬁafetada pela
dlstan01a A deflnlda acima. Parece intuitivo que o proces
so Converge tdo mais rapidamente guanto mais distanciadas
estiverem os dois conglomerados.

A, alem de ser uma medida importante na solugao
numeérica do problema, fornece também uma estatistica impor

tante para futuros testes de significancia.




3.3. SIGNIFICANCIA DOS GRUPOS

Tendo identificado as duas componentes da mistu
ra, e alocado os elementos em seus respectivos grupos, res

ta ainda saber se eles (os conglomerados) diferem signifi

cativamente. Isso pode ser colocado na forma de um teste.

de hipdtese:
Hy, : existe uma Unica distribuigdo multinormal

H, : existe uma mistura de duas distribuicoes mul

tinormais
Ou, equivalentemente
Hy : A =0
H, : A %# 0

Ou ainda,

g P Mg 7 M
No caso de estar se trabalhando com grupos defini
dos a priori, e sob a suposigao de normalidade e matriz de
ca P P 2
variancias e covariancias constante, a /estatlstlca T de

Hotelling, dada por

n, n -1
2 _ 1 72 _ ' B
T = o, (Mg~ Hy) Ly -y
1 2
fornece um teste estatistico poderoso para as hipoteses
formuladas acima, pois sob HO’
_ _ RO
nl + ng ~ P -1 2 !§
- T" ~ F(p, ng + ng —p-1).
(nz N, = 2)p -

Entretanto, na Analise de Conglomerados, os gru
pos sao obtidos artificialmente, de forma a maximizar a

fungao de verossimilhangca. Portanto, a estatistica nao se




distribui mais segundo uma diétribuigéo F, invalidando for
malmente o teste.

Porem, essa estatistica ainda pode fornecer um
critério estatistico para se tomar uma decisdo. Os valores
observados de T2 tenderdao a ser maiores do que aqueles ba
seados em grupos pre-definidos. Se o valor observado da
estatistica for nao significante, aceita-se HO' Caso con
trario, um estudo gualitativo mais#cuidadoso devera acom
panhar a analise. Quado maior devera ser o valor observado
em relagao ao critico, para se aceitar que realmente exis

tem duas populagoes, € um problema ainda a ser estudado.

3.4. COMENTARIOS

0 conhecimento da d15tr1bu1gao de A € de grande
valla nas apllcagoes praticas. As conclusdes obtidas por

-~

Day (1868) sobre o comportamento do estimador A estéo re
sumidas a seguir. ‘

Para valores de A éuficientemente grandes, a pro
babilidade de cada observagao pertencer .a .uma das classes
e proxima de I, e as estimativas dos parametros de cada
componente sao proximas das gue seriam encontradas ao se
trabalhar com amostras separadas de duas populacgoes.

Alem disso, sabe-se que os estimadores de maxima
verossimilhanga apresentam boas propriedades assintdticas.
Entretanto, para'valores de A proximos de zero, a amostra
tem'que ser muito grande para que a teoria%issintética se
ja aplicdvel. '

T Assim,ﬁpara pequenas amostras e/ou pequenos valo
res de A, o estimador A pode nao apresentar as caracteris
ticas do que e usualmente um bom estimador.

Conjugando alguns resultados assintoticos com ou

tros obtidos por simulagao, Day (1969) chegou a alguns re




sultados interessantes. Abaixo mostrar-se-a o procedimen
to utilizado por ele, e algumas de suas conclusdes.
Inicialmente, supondo n » ®, tem-se gue a varian

cia de A 6 dada por »(A) / n, onde »(A) é definida como:
_ 1
r(pA) = P A > 0 (4.1)
EA{LE) Zog J(.,)M_l }
9 A

Day aproximou esta fungao por outras mais simples

em dois casos distintos:

1) para valores altos de A (A > 1)

: 4
(h) = 1 + A(1 - A) A

o - (4.2)
A1 = A) 1+ 2X(1 - ) A7

17) para valores relativamente baixos de A (A< 0,5
7 e A ¥ 0,1 ou 0,5)

L] e Z B onF-an? Aty

+ ol(Aa) _ (4.3]

Em seguida, determinou um limite inferior para a

-

tendenciosidade de |A, b(A), através da desigualdade de

Cramer-Rao:

- : 2
Var(A) > r(A) [1I +—M] / n

oA
1
B_Zggé)_ < - +'{n[:r(A)]_1 Var(A)‘}g (4.4)
ke

Usando as aproximacdes (4.2) e (4.3? na relacao
(4.4) em amostras geradas artificialmente, Day mostrou que
para;péquenos Qalores de A, E € um estimador altamente ten
dencioso. -Por exemplo, no casov“ Qnivariédo ~péral A =0,
n =500 e A = 0,3, a tendenciosidade & 1,43 * 0,15.

Nos casos multivariados a situagado € mais comple




xa. Em particular, para =n fixado e A =0, tem-se que a ten
den01051dade cresce com a dlmensao do espago amostral. A

tabela 3.1 mostra claramente ‘esse fato.

TABELA 3.1. Estimativas de Maxima VerOSSLmllhanga de A de

uma populacao com A = 0

Dimensao do Espago Amostral

Tamanho f 2 3 s 10 1
da Amostra 1
50 50 57 38 20 3
0.54—3.56 1.92—3.86 2.03-3.72 3.10-5.37 4.75-5.76
2.317 2.754 3.042 4,239 5.385
100 27 — — 4 6
1.08-2.76 2.88-3,48 3.95-4.20
1.866 § 3.16 4.06
- 200 — zs . — —_—
0.79-2.58
1.945
500 14 37 6 — —
0.95-1.91 1.00-1.99 1.65-1.93
1.432 1.667 1.758

(Retirado de Biometrika (1969), 56, pagina 472)

0 corpo da tabela fornece o nimero de amostras
utilizadas, a amplitude dos valores de A, e o valor medio
de A.

5

Esta tabeié pode ser utilizada paré?se ter uma
ideia .do tamanho de amostra necessario, dada a dimensdo do
espaga amostral, péra se resguardar contra um possivel in
dicio falso de agrupamento.

O0s valores altos de E, guando A = 0, apenas evi

denciam uma bimodalidade casual na amostra, conforme esta

(2]
It
e




- 37 - \

mostrado nos graficos abaixoc |. Isso 1nd1ca que valores al
tos de A naoc devem ser UtlllZadOS como prova conclusiva da
existencia de duas populagoes distintas.

Os graficos sao as projegoes dos pontos amostrais
: gj (j:: 1,...,50) para as trés amostras da tabela 3.1, on

de Kk = 10 e o valor médio de A & 5.36,| sobre o eixo que

liga as duas medias estimadas.

10
FIGURA 3.1. Histograma de E a;c de tres amostras de 50
1=1
observagoes de uma distribuicao normal multiva
riada de dimensao p = 10.
20 ~
15

0 - T <

>

10.

Valores de X ;.x..
i=1 ¢ I

(Retirado de Biometrika (1969), 56, pagina 470)
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0 estudo da distribuigao de A mostra que este m

lfﬂ\

todo e aplicavel para as situagées em que as populagoes es
tiverem bem separadas, ou eh‘que a amostra seja muito gran
de. Caso contrario, as partigdes obtidas podem nao ter

qgualquer significado.

v




CAPITULO v

ALGORITMO PARA MISTURA DE MULTINORMAIS

Este capitulo consiste na generalizagao da tecni
ca apresentada no capitulo anterior. Aqui serdo estudadas
as situacgoes em que a populacao misturada & composta por
mais de duas sub-populagoes, cada qual com uma estrutura
de covariancia. |

As estimativas dos parémetros envolvidos na mistu
ra de distribuigdes estdo na secgéo 1.

A secgao 2 apresenta a descrigao de um algoritmo
para a solugao das equacoes de maxima verossimilhanga.

= © Os comentarios sobre o algoritmo estao na secgao

3.

4.1. MODELO

observagoes do vetor aleatério

Sejam gz,gg,...,gn
X, |de dimensao p, selecionados independentemente de uma po
ko k
pulagao composta m = I A. 7., com £ A. = 1 e 0<\. < 1
g=1 }* * i=1 v

j(i =1,...,k). Cada Ai ipdica a proporgao da populagao do
tipo T, na mistura. As populagbes ™ tém distribuicao nor
mal p-variada,-especificada pelo parémetfh X@i = (Ei’ §i).

Assim, pode-se escrever:

-1

: eop[F (z-p)" 5, (z-u)] (a.1)

1
(2'n)p/i‘2|§i |5

g;(x,0.) =

e, conseduentemente, a Fungﬁo densidade de probabilidade




do vetor X sera:

f(:g ,/g) = iiz Ap gy (z,08.) | (4.2)
onde
0 = (X 05 0ps vty 0,0 e
' —
A = (Al, A2, . w8y Ak).

Analogamente ao caso de duas componentes, defipe-
se a probabilidade dq pertinencia de um vetor x a popula

cao do tipo m. como sendo

P ].Plw |[n.] A.g. (z ,16.)

I v L L 3 g L 59,

P[m, I!;E] = t e Bl =t (4.3)
| P[z] LAy gp (2,8) A
Além de alocar os elementos em seus respectivos

conglomerados, esta medida tem uma fungao importante na so
lugao numérica das equagbes de maxima verossimilhanga, co
mo-sera visto a seguir.

A fungao de verossimilhanga &€ dada por:

k}

n
L(e) =.m [z

L Ap 9 (s ,/gi)]_ ' (4.4)

1

As estimativas de maxima verossimilhanga sao da

das pelos valores de Ai,kei (2 = 1,...,k) que maximizam

L(6), com a restricao ,21 Ai = 1. Pelos procedimentos
~ £ ,

usuais, chegam-se aos. seguintes resultados:

A, =—— I Pln. | =. (4.5)
z B s=p 7 ~J . ;
= .%'
- 1 n - \
P, = — 2 Plr. | =. x (4.6)
~t n . g=1 v ~J ~J
Z
- 7 no . =
= r P ; . .= M. .= u.) 5
T n X, g=1 s Vag] (5= 0z;-np 0 (a7




- -~ -1/ -1
SLP, | gJ] = Ay Izzl Y e l—3~ (gg |
e A

onde os Yj sao determinados de tal forma que

Zs[ni | :EJ.] = 2.

Este modelo tem um ndmero muito grande de parame

I M x

1=1
tros a serem estimados, e que cresce com a dimensao p do
espago amostral. E possivel diminuir este ndmero fazendo
algumas restrigoes sobre a matriz de variancias e covarian

cias do mesmo modo ja apresentado na secgao 2.3. Alguns

modelos reduzidos merecem destaqgue.
1) Matrizes de variancias e covariancias iguais
r, = 3,5 .eo T X, =1 (desconhecida)

As equagoes de maxima verossimilhanga fornecem
as mesmas estimativas (4.5) e (4.6) para as proporgoes e
medias cada componente da mistura. Porém, a matriz de va

riancias e covariancias passa a ser estimada por:

n k - :
-~ 1 - -
Y = — %  (x.-p.J)(x.-n.)' P W.l x:] (4.9)
~ noogog 4=y 9 ~PT=F [7, ~J
1) Matrizes de varidncias e ,Covariéncias iguais
e diagonais
’ = = = = b
i R S
. Neste caso, as estimativas sdo idénticas as da
situagao %), com a Gnica restrigao que os elementos fora

da diagonal sao postos iguais a zero.




177) Matrizes de variancias e covariancias iguais a

0“1

Quando as variaveis observadas sao independen
tes duas a duas, e tem a mesma variancia, as estimativas

dos parametros sao dadas por:

M. :—A D> PLTT.|.’L'.] X .
= n X. =1 romdm
Z
=8 17 ~ - .= = _ =3
:Tjiz (2 —py) (@ =) PEﬂilgj], L =g Y
VIR SR T
A, = = X Pim.’
7 7 j=1 7 J
e, finalmente - -

* & (.- yu.)'"(x.-u.)

_ AR
P[Tri lgcﬂ] = A; Y, exp|- ;

20

onde os Yj's sao determinados de forma a satisfazer

E[ﬂi | gj] = 1

I M &

1=1

As estimativas das probabilidades de pertinéncia
€ gue sugerem O0S agrupamentos. Cada elemento e alocado no
grupo cuja probabilidade de pertinéncia & maior. Porém es
sas estimativas dependem das estimativas de 6. Precisa-se,

portanto, de um algoritmo para resolver as gguagaes de mé

xima verossimilhanga iterativamente.

4.2. DESCRICAO DO ALGORITMO

Para determinar as estimativas dos parametros de




uma mistura de multinormais, Hartigan (1975) propos um
procedimento iterativo, que sera descrito aqui. O procedi.
mento e inicializado com uma partigao do conjunto de obser
vagoes em K grupos aproximadamente do mesmo tamanho. Em
seguida, obtéem-se as estimativas das médias, das matrizes
de vafiénoias e covariancias e ‘das proporgoes na mistura
atraves das equagbes (4.5) a (4.7). Calcula-se o valor do
logaritmo da \Fungéo de verossimilhanga. Finalmente sao
calculadas as estimativas das probabilidades de pertinéﬂ
cia pela formula (4.8), e reestimados os parametros. Este
ciclo & repetido ate que o processo convirja. A regra de
parada sugerida € terminar o procedimento quando, de um ci
clo para outro, o logaritmo da fungao de verossimilhancga
tiver um acréscimo menor do que 0,01.

Este algoritmo permite a introdugao das seguintes
estruturas para as matrizes de variancias e covariancias

das populagoes componentes:

i) Matrizes de varidncias e covariancias desiguais
e arbitrarias; :
71) Matrizes de variancias e covariancias iguais;
22%1) Matrizes de variancias e covariancias iguais e
diagonais;
iv) Matrizes de variancias e covariancias iguais e
do tipo 0?{.

Os passos do algoritmo sao dados por:

1) Inicializar as probabllldades de pertinéncia

P[ﬂi ] da seguinte maneira: x}
P[“l, ~1] v P[“l“ ~2:l
2[m)

PIM 25 xm2)+ 7P O] 25 1)+2] =P 25 )50,

I
|
N
=L
2e
8
-
N
N
T
~
")

8

~j(1)+1:] :PL'"N ‘1’j(i)+2] = aes :PETH .‘Ej(g)j =1




onde j(Z) [ o maior|inteiro contido em Z*n/k.
J - -

2) Atualizar as proporgoes na mistura

3 -
Ao = X .
1 % =

3 7l

oy

I ™M I

3) Atualizar as médias por
- |

= I |

n x. Pim. z .

=1 n

>

Hez)
z

4) Atualizar as matrizes de variancias e covariéﬂ
cias por .
no(zl -n_(Z))(x. -n (<)) Plm. | N
Tir Fp 2i s s =g ~J-

o (i) b ¢ =4
r

| j=1 | X

onde xj — representa o valor da r-ésima variavel no j-és<

mo elemento amostral.
u _(i)- representa a média da r-ésima variavel no i-6si
mo grupo.

0 procedimento adotado a seguir depende das estru
turas de covariancias das populacgdes componentes, conforme

fol dito anteriormente. Assim,

sob opgao i)lpassar para o passo 5.

sob opgoes iﬁ)‘ iv), para 7, 1< T < k

- ; . = &,
o (i) =—1 1§ & (z) . A, \S
rs B rs " 3
1=1
sob opgao iii), .
L) = < 7 <
Ors(z) 0 para s B -] 1 <72 <k



sob opgaoc iv),

-~

R
OPP(’L) = '—p— P,

™M

Grr!Z), para 1 < r

r=1

IAN IA
XA

1 <2

5) Calcular os determinantes e as inversas das ma
trizes de variancias e covariancias para cada grupo; os va
lores das fungoes densidades de probabilidade das popula
¢oes componentes para cada observagao; o valor da fungao
densidade da mistura para cada observagao e o logaritmo da

fungao de verossimilhanca.

6) Atualizar as probabilidades de pertinéncia atra

vés dos valores obtidos em 5).

7) Se o valor do logaritmo da fungao de verossimi
lhanga nao exceder seu valor prévio por mais de 0,01, pa

rar o procedimento. Caso contrario, retornar a 2).

4.3. COMENTARIOS

Este modelo, como sera visto a seguir, guarda uma
grande semelhanga com o proposto por Scott & Symons (1971).

Naguele, a funcao de verossimilhanga L(8), pode ser escri

ta como: 3
:%E n k . o
L(B) = (2am) m {Z 8. []7 exp[- = (z. -
- i=1 4=1 ‘9 9 e
_ 7 _ x %,
ug) ' Ly (2 - )]l o (4.10)

3 - 1 se Y; =9

caso contrario



Portanto, basta definir o vetor 6i’ 2 = 1,:606,01,
de 0's e 1, da seguinte forma:
' s

Gi = (0,0,0,...,1,0,...,0), onde o 1 esta na g-

-ésima posigao.
Se agora, adicionar-se a suposigao de que osﬁig's
sao variaveis aleatorias independentes e identicamente dis

tribuidas sobre as » observagoes com

k
P[s. = 1] =) e oA =1
tg : , g g=1 g
tem-se que os Gi's, 2 = 1,...,n, sao n ensaios ihdependeﬂ
tes de uma distribuigao multinomial. - Y se transforma, en

tao, em uma variavel aleatoria nao observavel, cujos compo
nentes sao os resultados de ensaios independentes de uma
distribuigao multinomial.

Com estas suposigobes adicionais, a fungao de ve-

rossimilhanca L(0) dada por (4.10) pode ser escrita como:

7 ”
pee) = (zm) 2 (w1 Az |9 emp[S (-
j=1g=1 979 . | -
-u)x - )

que & exatamente a fungao de verossimilhanga dada pelo mo
delo de mistura de multinormais. '

A distribuigao condicional de Gig’ g :.1,...,k,
dada a observagao T € que fornecera a kprobabilidade de
pertinéncia, P[ﬁg'l @é], tdo importante né%solugéo iterati
va Egscrita na-secgeo anterior.

o No algofitmo descrito, a partigao inicial do con
junto de observagbes & feita atraves das probabilidades de
pertinéncia. Porem, diferentes inicializagoes podem produ

zir diferentes solugodoes. A menos que os conglomerados es



tejam muito bem definidos, a solugao iterativa das equa
goes de maxima verossimilhanga & sensivel as partigoes ini
ciais dos dados. Para contornar esse problema, recomenda-
se obter varias solugdes. O procedimenté proposto por Har
tigan permite variagoes nas partigdes iniciais, bastando
para {sso alterar a ordem de entrada das observagodes. De
posse dessas multiplas solugdes, esta técnica permite ain
da um critério estatistico para escolher a melhor delas.
Como o metodo & baseado na maximizacao da fungao de veros
similhanga, basta optar pela solugao que fornecer maior va
lor para L(8).

Com sorte, pode-se obter uma solugao em que as
probabilidades de pertinencia dos elementos em um dos con
glomerados €& bastante alta em relagao aos demais, e assim,
0 agrupamento fica bem definido. Se, no entanto, as proba
bilidades de pertinencia de um elemento em varios. conglome
rados forem proximas entre si, a Analise de Conglomerados
deve ser seguida de uma analise qualitativa mais cuidadosa.
Isto &, antes de simplesmente alocar um elemento aol grupo
cuja probabilidade de pertinencia for a mais alta; € reco
mendavel analisar os varios grupos provaveis de conter es
sa observagao, e so entdo tomar uma decisao. '

Esta tecnica requer um numero grande de observa

goes devido ao numero de parametros que estima. No c¢aso

mais geral sao (p+1) (p+2) (K-1) parametros, e H%rtigan

(1975), entao, cautelosamente recomenda que,

n > = (p+1) (p+2) (k-1). | o (4.11)

\‘s
A Além disso, o numero minimo de elementos por gru
po deve ser (p+1), de forma a garantir que as matrizes de
varidncias e covariancias sejam nao singulares (com proba
bilidade 1). Quando o numeroc de observagoes nao e sufi

cientemente grande, uma estratégia & impor algumas restri



|

¢08S sobre as matrizes de variancias e covariancias. Isani
diminui o ndmero de. parametros a estimar, .e consequentemen

te, o limite imposto por (47.11) também & diminuido. € bom
lembrar, porém, que os modelos simplificados devem ser ado
tados quando existirem razoes para justificar esse procedi

mento.
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CAPITULO \%

ESCOLHA DO NUMERO DE GRUPbS

Todos os metodos vistos até agora procuram a me

lhor partigao de um conjunto de observacdes em k {grupos.
Pérém, sao raros os casos em que o valor de K |é conhecido.
Este fato gera um dos mais graves problémas em Analise de
Conglomerados que € a determinagdo do numero de grupos.Nes
te capitulotratar‘se‘é)desse problema.

A secgao 1 faz uma rapida introducgao do problema.

Na secgao 2 sao descritos métodos da determinacéo
do nimero de grupos para as técnicas baseadas na minimiza
¢ao-da variancia. _

Os métodos ligados a mistura de distribuigoes mul,

tinormais estao na seccdo 3.

5.1. INTRODUGAO

Nos raros casos em que se aplica a Analise de Con
glomerados e se tem a priori a informacao do numero aproxi
mado de grupos, a analise fica bastante simplificada. A
configuragao final do agrupamento & obtida atraveés da apli
cagao de uma das técnicas apresentadas. ng a tecnica for
aplicada hierarquicamente, basta interrombéw éiﬁfgéesso di
Visivo ao se atingif os k jgrupos desejadés.ﬁ?' Se a teécnica

for aplicada por partigao obtém-se diretamente os k grupos .

| Nas situaéées mais comuns em que se dé;conhece
por completo a estrutura dos dados, além de escolhér um
critério de agrupamento e uma técnica de aplicagdo, resta

ainda a determinacdo do ndmero ideal de grupos. Esta ques




tao e colocada da seguinte forma:

i) em que estagio se deve interromper o processo

divisivo (se a técnica for hierarquica).

.~ 1i) qual & o numero k de grupos em que deve ser
particionado o conjunto de observagoes (se o
agrupamento for obtido por uma técnica de par

tigao).

Nestes casos & necessario definir alguns crite
rios que auxiliem a tomada de decisao.  Existem varios de
les, e na sua maioria sao fundamentados em principios ‘heu
risticos. Com base nesses criterios surgiram varios meto
dos de determinagaoc do nimero de'grupos, que costumam pro.
duzir resultados fortemente baseados na estrutura dos da
dos, porem sao validos na medida em que esta se fazendo
uma analise exploratoria e nao se dispoe de 'recursos maig.
res.

Sao poucos os procedimentos que contam com a teo
ria de Inferencia Estatistica para ajudar na questao. A
quase inexisténcia de métodos estatisticos que tratem des
se assunto talvez se deva ao fato do assunto exigir o estu
do de distribuigoes bastante complexas, como se vera nas
secgoes 2 e 3.

Apesar disso, alguns testes estatisticds de compa
ragao de varias médias sdo utilizados de forma a fornecer
algumas indicagdes sobre a significancia dﬁ@ grupps.‘ As
hipoteses sado testadas de maneira usual, poﬁém as interpre
tagdeés devem ser feitas de maneira mais cautelosa. Na seE
¢ao seguinte esta situacao serd estudada mais detalhadamen
te. .

Os mesmos critérios usados para agrupar os dados

costumam ser utilizados na determinacao do nidmero ideal de




conglomerados. Por essa razao as descricoes dos procedi
mentos referentes aos métodos da minimizacao da variancia
estao na seccao 2, e aqueles que se relacionam com mistura
de diétribuigﬁes multinormais estao na sécgéo 3.

Antes de passar a descrigao dos procedimentos, se
ra definido um método para a escolha do ndmero k;de grupos.
Chama-se de procedimento hieradrquico para determinacao do
nﬂmepo de grupos, ao procedimento em que a escolha do nﬂmg
ro kfé feita analisando, em sequéncia, as particoes em
1,2,...,g grupos. Note que esse métodd pode ser aplicadao

independentemente da forma como se obtém as particgoes.

5.2. REGRAS PARA O CAPITULO II

5.2:1: Procedimentos Baseados na ANOVA

Na Analise de Variancia, supondo que as observa
goes sao independentes e identicamente distribuidas, com
matriz de variancias e covariancias X, a significancia

dos grupos pode ser verificada atraves das seguintes hipg

teses:
H, : existe uma unica populagao .
i (5.1)
H, : existe mais de uma populagao
Wilks, conforme descreve Morrison (1976), deseﬂ

volveu o teste da razao de verossimilhanga para as hipote

ses acima. Sob HO’ a teoria assintotica da razao de VeTOS
similhanga implica que a estatistica - X@

- [ = k’/— — (p - k!+ 2)] in A, (5.2)
onde A = Iql / IZI; converge para uma distribuigao de X

com p(k-1) graus de liberdade.
No modelo apresentado por Scott & Symons, sob a

restrigao de gue as matrizes de variancias e covariancias




dentro dos grupos séo iguais, as hlpoteses (5.1) podem ser

colocadas na forma abaixo:

2

HO"YZ:YZ:"':Y;«; » (5rh
. . . 1 = 1y...,n ’
HZ - Y7, 7é YJ: aZQWH z 7'4:79 j - 1!’.‘.,”
Entretanto, em Analise de Conglomerados, os gru
pos sao construidos de forma a maximizar o valor de ITI

IWI sobre todas as possiveis partigoes de n elementos em
k grupos. Portanto, o valor obtido para l@] IQI sera,
em geral, maior do que aquele observado para grupos conhe
cidos. Para se estudar a significancia dos grupos. encon
trados pela Analise de Conglomerados, deveria entéo se fa
zer um estudo da distribuigao do mazx IT] IWI Apesar de

nao poder ser utilizado, como esse teste estatistico, 0 va

|2

lor do |T| / |/7], sob H,, ainda pode ser usado como um i

dicador da existencia de grupos. Para isso procede-se ¢

|o

mo se fosse fazer o teste das hipoteses (5.1). Se o valor
observado da estatistica for menor do que o valor critico
dado por uma tabela de X {'/1ndlcagao clara de que os da
dos nao devem ser agrupados.

Porem, para a hipotese Ho ser rejeitada, & intui
tivo que o valor observado da estatistica n3o somente deva
ser malor do gque o valor critico fornecido pela distribui
cao de X }mas sim algumas vezes maior. Entretanto, é des
conhecida a existéncia de trabalhos que investiguem acerca
de quantas vezes maior deve ser o valor observado da esta
tistica em relacdo ao lecritico para que sg. possa aceitar
a existéncia de uma estrutura de grupos nos dados. A551m,
para ‘os casos em que a estatistica assume um valor - muito
alto em relagao ao valor critico do Xz, HO deve ser rejei
tada. A situagao se torna mais delicada guando, embord 8]
valor observado da estatistica seja maior do que o X \ crl

tico, ele nao & relativamente tao alto, e neste caso nao




se dispoe entao de qualquer indicagao.

Um procedimento analogo pode ser utilizado empre

gando-se a estatistica Tg = tr B W—l, chamada de tracgo de
o

Lawley-Hotelling. Sob a hipotese de que os grupos provem

de uma Gnica distribuigao multinormal, tem-se que:

2
7 TO — X
n > ©
com p(k-1) graus de -liberdade (Morrison (1976)). As mes

mas consideragdes tecidas para |T| / I@i se aplicam aqui.
Para o caso particular em que p=1 e k=2, as hipo

teses (5.1) podem ser colocadas da seguinte forma:

0o * M1 T Mg

Hy @ oug # U,
onde n; € a média do i-ésimo grupo, T = 1, 2.

Se os grupos forem construidos de modo a minimil
zar a variancia dentro deles, Engelman & Hartigan, atraves
de simulagao, construiram uma tabela da distribuigao do
max SSB/SSW para testar as hipoteses acima.

A estatistica para esse teste & dada por SSB/SSW

onde ,
(xl - 52)2/
SSB = 7 5
. 1 g
1 "o
— 2
SSW = L (x. - a ) '
g tg g |
g . N
g » g
onde:
% =~ 6 a média do g-ésimo grupo, g = 1,2
2 - & o numero de elementos do g-ésimo  grupo
g § .
g =1,2
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= i ? —-8s1
Cg conjunto qOS ;8 alocados ao g-esimo grupo,

-
g = 1,2.

i

Os dois métodos acima somente dao uma idéia da

existencia dos grupos, mas nao do nimero deles. Hartigan
[19751 propoe uma regra, baseada em uma GUnica variavel,
que auxilia a decisdo de se escolher entre k e (k+1) gru
pos.

Seja a partigao Pk dos n elementos em Kk conglome

rados, com matriz de dispersao dentro. dos conglomerados da

da peor
. k
(k) = jw..(k)| = =% X(x. —-x & . )" (5.4
- [ 257 Yo BT % By %) )
g_.
g
onde
Cg € 0o conjunto dos gi's alocados ao g-ésimo gru
po.
A dispersao da j-ésima variavel é dada por:
k = .2
k) X (xi = x )
xig - & a medida da j-&sima varidvel no <-8simo
elemento do g-ésimo grupo.
Eg - € a média da j-ésima variavel no g-—ésimo
grupo.
Sob as suposicgoes de normalidade e matrizes de
variancias e covariancias iguais, 0;2 JJ(k) tem ‘distri

buigao de ¥ ‘com (n-k) graus de liberdade. 1‘

Slmllarmente para a particgao Pk+1 st n elementos
en;(k+1) conglomerados, 0;2 wjj(k+1) tem distribuigao de
X]com (n-k-1) graus de liberdade.

I s
Assim, pode-se fazer o teste:




Ho(k) : existem Kk populacgoes

. : : (5.5)
Hz(k+1) : existem (k+1) populagoes
utilizéndo—se a estatistica R, ’
w..(k) :
R = ( o - 1) (n-k-1) (5.6)
. (k+1
wJJ( )

Se Pk+1 for obtido particionando-se um dos conglo
merados de Pk em dois, entao R se distribui segundo uma F
com 1 e (n-k-1) graus de liberdade. A razao R fornece uma
medida da redugdo da variancia dentro dos grupos ao se pas
sar de k para (k+1) grupos, quando se considera tao somen
te a j—ésima variavel.

Tambem aqui nao se diSpBe\de um teste estatisti
co. Aléem dos grupos sefem criados aritificialmente maximi

zando a disparidade entre os grupos, este método nao consi

dera a influéncia das outras variaveis existentes. Ainda
assim, para valores bastante altos de R & justificavel o}
aumento do numero de grupos para (k+1). (Hartigan sugere
R > 10). Uma vez que este indicador considera uma unica

variavel, um procedimento a ser utilizado & o seguinte: apli
ca-se o teste sobre cada uma das variaveis observadas, e,
aceita-se a partigao com (k+1) grupos, quando todas as ra
zoes Ri’ T = 1,2,...,p forem bastante altas.

Mas este & um procedimento um tanto rigido. E co
mum, ao se passar de k para (k+1) grupos, que uma das ra
zoes Ri’ 27 = 1,2,...,p, seja muito alta, antrapondo-se a
outra bastante baixé. Para contornar esse S?oblema, procu
rou-se _por um critério que leve em conta as p variaveis
conjunfamente. ‘

Assim, se além da normalidade for possivel supor
que as matrizes de varidncias e covariancias dentro dos

~ . . 2 . - e E :
grupos sao iguais a 0 I, isto e, as variaveis observadas




sao nao correlacionadas, pode-se deduzir um "teste” que

considera todas as variaveis simultaneamente.

Seja: s
| ; e 3
- = — ’
Z(k) = [wy (k)] = giz(gig z)(z; z) (5.7)
e conéequentemente:
z p
br(Wl(k)) = 5 w..(k)
= j:] Jd

Como as varidveis sao independentes, tr(W(k))!tem

- 2| 3
distribuigao proporcional ao ¥ fcom p graus de liberdade.

Analogamente para (k+§)'grupos, tr(@&k+1)) tem
distribuigao proporcional ao X /CDm p graus ae liberdade.
Assim, ]
tr (W (k) |
R = . = 1} (m=k~1) (5.8)
tr(@(k+1)4

tem distribuicao F com p e p(n-k-1) graus de liberdade.

Da mesma forma que o teste.precédente, valores
bastante altos de R justificam o aumento do nimeroc de gru
pos. (Hartigan novamente sugere R > 10.)

Apesar disso, convém ainda analisar as variaveis

individualmente.

5.2.2. Andlise Grdfica

Un método bastante comum e eficiente na escolha
do numero de grupos & a analise grafica.:
' - = %

Geralmente os agrupamentos sao obt%ﬁos de forma

a maximizar uma funcgdo, entdo a idéia é verificar o ganho
dessa fungao ao se passar de k para (k+1) grupos. Assim,
obtém-se as configuragées para 1,2,...,J grupos, por qual
gquer tipo: de técnica, e os correspondentes valores do cri

tério usado. Em seguida constroi-se o grafico do namero




de grupos contra a funcao critério. Dessa forma tem-se
uma visualizacdo do ganho (ou perda) da funcao que esta
sendo otimizada, conforme sé“éﬁmentavo nﬂmero de grupos.
Decide-se por k(k < gﬁ grupos quando o ganho (ou perda) ao
se passar de k para (k+1) grupos for pequeno em relagao
aos demais.

Friedman & Rubin (1867) sugeriram usar o logarit
mo do maximo iZI / I%l em fungao do numero de grupos. Mas
a utilizagdo de graficos na escolha do ndmero k/ & um meto
do geral, e permite que se utilize qualquer funééo usada
no agrupamento.

Este método € bastante difundido por ser simples,

rapido e aplicavel nos casos mais gerais.

5.3. REGRAS PARA O CAPITULO IV

5.3.1. Limite Maximo.para o Numero de Grupos

Como foi visto no capitulo anterior, esta tecni
ca requer que se estime um ndmero muito grande de parame
tros. E que, embora para a existéncia desses estimadores,

necessdte-se de uma relagao diferente, Hartigan (1975) su

gere que:

n > { (p+1)2(z_?+2) k/— 1

Dessa forma, para uma amostra de tamanho n tem-se

que

AV k'
2(n+1) \‘
k< . 58
S Tpr1) (p+2) - L5.8)
~ E facil ver que esse limite é menor quanto maior
for o nimero de variaveis p. A fim de se obter um 1limite

confortavel para kK | & necessario ou um ndmero excessivo de

observacdes, ou um nimero menor de parametros a estimar.

oot B
sl 3 g
[ g S .
3 ey
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Como Pem sempre € possivel obter amostras maiores, a ma
neira de resolver esse problema & impor restrigdes sobre
as matrizes de variancias e:covariancias dos grupos, redu
zindo ‘o numero de parametros a serem estimados. Porém, co
mo ja foi dito, esta € uma estratégia que deve ser usada

somente quando existem motivos para isso.

5.3.2. Analise Grafica

Tambem neste caso se recoﬁenda o uso de um grafi
co para ajudar na escolha do nimero de grupos. Aqui, a fun
Gao critério €& dada pela fungdo de verossimilhanga, e o
grafico pode ser feito usando-se o seu logaritmo.

Por este método & facil detectar pontos onde o ga
nho da fungao de.méxima'verossimilhanga e muito pequeno pa

ra justificar o acréscimo do nldmero de grupos.

5.3.3. Teste de Significancia

Wolfe (1870) construiu o teste da razao de veros

similhanca para testar a hipotese nula
Ho(k4: o numero de grupos & igual a k‘

contra a hipotese alternativa . (5.10)
Ho(k): k niméro de grupos-é tgual a k' (k' > k)/

e sugeriu utilizar a estatistica

v S
- =2 g - NS
T, = 5 (n-1-p 2) log @ . s (5.11)
ondeEQ'é a razao de verossimilhancga.
Ele mostrou (Everitt [1974))/ atraveés de simula

gao, que a estatistica modificada Tn’ converge mais rapida -
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@ . ) 2 !
mente para a distribuigao assintotica de X {com Zp(k'—k)!
graus de liberdade, do que a_tradicional -2 log Q.
No caso particular de mistura de distribuicoes

multinormais,

ko -4 " ~1
& -1 o~y e -
no lZgl Tleap[s g (zy- )2, (e, -0,
Q = T ]z 7 =7 (5.12]
Jj=1 Y 1§ 115 r 1 _ T yay -0
R Ailgill 2 exp - 3 (Ej ) §i§(§j Ei)]
=1 - ! - , i
Este teste pode ser usado hierarquicamente para

auxiliar na escolha do nimero de grupos.

Inicia-se o procedimento testando-se HO(Z) VErsus
HJ(Z), caso H, seja rejeitada, passa-se a H0(2) versus
H1(3), e assim sucessivamente até encontrar-se uma hipote
se nao significante.

Como nao se conhece de aﬁteméo, o numero de tes
tes a serem realizados, e a fim de garantir um nivel de’
significancia geral nao superior a um nivel pré-fixado a,
recomenda-se um procedimento semelhante aquele  utilizado
em comparagoes miltiplas, e baseado na desigualdade de Bon
ferroni (Morrison (19768)). A cada hipotese testada corri
ge-se o nivel de significancia o para o/r, onde r & o nume
ro de hipoteses testadas +1.

Além disso, retestam-se todas as hipoteses ante-
‘riores ao nivel de significancia corrigido. Se gqualquer
uma das hipoteses for nao significante, no estagio do tes
te Ho(k) Fontra Hl(@+1)1 para-se o proceSde& adota-se k
como nimero final de grupos. Caso contrarioc, continua-se

o procedimento até encontrar um valor nao significante.

5.4. COMENTARIOS

Os procedimentos aqui descritos nao exaurem a ga

|



ma de sugestoes para a escolha do valor g k,/ nimero de
grupos. Entretanto,- foram escolhidos por serem derivados
de métodos estatisticos. t

0 método devido a Hartigan, descrito na secgao
2.1, pode tambem ser enquadrado como um método hierarqui-

co para a determinacédo do ndmero de grupos, se for aplica

do sucessivamente para g = 1,2,...,k grupos.
Em aplicagoes praticas, as vezes é conveniente
combinar dois ou mais métodos. Por exemplo, no caso de

mistura de multinormais, usar o limite maximo sugerido por
Hartigan, combinado com o teste de significancia de Wolfe.
Assim, adotar-se-ia klgrupos quando ou k Hor o nUmero suge
rido pelo teste e menor do que o limite Aax1mo, ou k ja ti

ver atingido esse limite.

.




CAPITULDO VI

-

APLICACOES

Serao apresentadas aqui duas aplicagoes da tecni
ca de mistura de multinormais como forma .de se detectar
uma estrutura de agrupamento nos dados. )

0 algoritmo proposto por Hartigan foi utilizado
com todos o0s Cuiaados sugeridos anteriormente. Varias exe
cucoes foram realizadas com diferentes estimativas ini-
ciais. Nos casos-em que se obteve'solugées diferentes, so
mente a gque forneceu maior valor para a fungao de verossi
milhanga foi utilizada nas andlises subsequentes.

Este algoritmo apresenta um problema que € a velo
cidade de convergéncia do processo iterativo. Como a con
vergencia é muito vagarosa, Hartigan propde a seguinte téc
nica de aceleracgao. Depois de um certo nﬂmerq de itera
coes, atribui-se as probabilidades de pertinéncia os vala
res 1 ou 0, conforme as probabilidades estimadas até esse
passo estejam proximas desses valores. Neste trabalho tam
bém se usou este artificio. J

A primeira aplicagao foi feita sobre dados ja bas
tante explorados em técnicas de Analise Multivariada: o
-conjunto de dados da Iris. E a segunda.trata de uma pes
quisa de identificagao de solos cujos dados foram cedidos
pelo Setor de Estatistica Aplicada do IME U&g
6.1. ANALISE DOS DADOS DA IRIS o
6.1.1. Aplicagoes ! ) \

A eficiencia desse algoritmo, foi verificada tes

tando-o com o classico conjunto de dados da Iris, utiliza




dos por Fisher em 1936 quando estudaya q\técnica de Anéli
se Discriminatoria fKendall_& Stuart (1961)). Trata-se de
150 plantas, classificadas émrfrés categorias conhecidas:
Iris Virginica (50), Iris Setosa (50) e Iris Versicolor
(50).; As observagoes sao as guatro medidas: comprimento
da pétala, largura da pétala, comprimento da sépala e lar
gura da sepala. Supondo a inexisténcia de qualguer infor
magcao a priori sobre a classificagao desse conjunto daplaﬂ
tas, tentou-se descobrir € caracterizar cada um dos tipos
de iris.

Aplicou-se o algoritmo sob duas suposicgoes dife
rentes. Inicialmente supondo o caso mais geral de matrizes
de variancias e covariancias diferentes dentro dos grupos.
Em seguida, impondo a restrigcao de que as matrizes de va
riancias e Covariénoiag dos grupos deveriam ser iguais. No
segundo.caso se obteve resultados mais condizentes com a
classificagao real. '

Com uma paftigéo inicial proxima da verdadeira,
chegou-se ao pbnto de maximo global do logaritmo da funcao
de verossimilhanga, que & dado pelo valar 295,00907, obti
do com trés alocagoes erradas. A tabela 6.1 mostra estas
plantas e as respectivas estimativas das probabilidades de
pertinéncia em cada um dos grupos. 0 asterisco inéica as
probabilidades estimadas de se alocar corretamente essas
plantas. As probabilidades de pertinéncia ao terceiro gru

po sao iguais a zero, e portanto ndo constam da tabela.
TABELA 6.1 - K&
Planta P[njlgﬁj ] p[m, I{’J
Iris Versicolor 21 | 0,865529 | 0,134421%

Iris Versicolor 34 | 0,739051 | 0,260949%
Iris Virginica 34 0L126620* 0,873580

Estas trés plantas mal alocadas coincidem com as



trés classificagoes erradas utilizando-se a técnica
ximizar |Z| / |@|. (1867).)

verdadeira fornece um valor para log L(6) iguala 294,71694.

de ma
(Friedman & Rubin A partigao
Iniciando o processo iterativo éom partigoes ini
ciais bastante arbitrarias, obteve-se uma partigéo em tres
grupo§ com 17 plantas alocadas erroneamente, que fornecem
um valor para log L(6) igual a 287,88925. 0 valor menor de
log L(8®) sugere que o processo convergiu para um maximo lo
cal, fato ja discutido énteriormente. :

A Tabela 6.2 das plantas mal-ciassificadas segue

as mesmas especificacoes da Tabela 6.1.

TABELA 6.2
Planta plnyla] || 2ln,ls]
Iris Versicolor 21 | 0,644660 0,355340%
Iris Virginica 04 | 0,045600% | 0,954000
Iris Virginica 06 | 0,171832% | 0,828168
Iris Virginica 08 | 0,000307% | 0,999693
Irits Virginica 09 0,031536% 0,968464
Iris Virginiea 17 | 0,040123*% | 0,959877
Iris Vivginica [18 | 0,144829% | 0,855171
Iris Virginica 20 0,002020% 0,997980
Iris Virginica 23 | 0,010592% | 0,989408
Iris Virginica 26 0,000636% 0,999364
Iris Virginica 30 0,000009% 0,999991
Iris Virginica 31 | 0,433838% | 0,566162
Iris Virginica 32 0,001519% 0,998481
Tris Virginica 34 | 0,000131% | 0,999869
|. Iris Virginica 35 | 0,000002% | 0,999998
Iris Virginica 38 | 0,035019% | 0,964981
Iris Virginica 50 | 0,433838% | 0,566162

A Iris Setosa sempre se separou num grupo a parte,

s




numa indicagao de que se os grupos estiverem bem separados,

este procedimento deve fornecer bons resultados.

6.1.2. Determinagao do Numero de Grupos

Na determinagao do nimero de grupos, segundo o ca
pitulo anterior,poder—se—iazoptar por tres formas diferen
tes. A primeira delas seria o limite maximo de grupos,

que, neste caso, supondo igualdade das matrizes de variéﬂ
cias e covariancias, & dado por: »

]

HE s

n
|2 2
e portanto,

kig 28.

A segunda alternativa & dada pelo teste de signi

ficancia descrito em 3.3, onde se verifica hierarquicamen

te a significancia da existéncia de um, dois, ..., etc gpg.
pos. A tabela 6.3 apresenta os valores dbservados do tes
te.
TABELA 6.3
k| x| tog m(0) T Xe o/
.. O

1/ 2 171, 44849 21, 446762 16,607

2/ 3 182, 58003 202, 19369 | 17,534

3/ 4 287, 88925 77, 338596 19,456

4 /5 328, 31012 15, 182919 19,610

5/ 6 | 336, 27319 5, 938042 | 38,090

6 / 7 339, 40948 S

Aceita-se entao a hipotese de que existem quatro
grupos .

Finalmente, a analise grafica estéd na figura 6.1.
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FIGURA 6.1

Pelo grafico percebe-se que depois de quatro gru
pos, 0s ganhos na fungao de verossimilhanga, ao se aumentar
o nimero de grupos, Sao muito discretos, nao jusfi?icando
essas partigoes. O ponto razodvel de parada & quatro. ‘

A partigao obtida com trés grupos ja foi analisa

da anteriormente, assim, agora a analise vai se ater a par

tigao com quatro grupos. 0 agrupamento ficou assim bonfi
gurado:
Grupo 1: 48 Iris Versicolor, 1 Irts Virginica
(VG34)

Grupo 2: 50 Iris Setosa

Grupo 3: 16 Iris Virginica, 1 Iris Versicolor

(VS34) ,
fe s 5 L .
Grupo 4: 34 Iris Virginica, 1 I@}s Versicolor
(vsa1)
A andlise de pertinencia dos elementos aos gru

pos, fornece as seguintes conclusoes:

a) a fusao dos grupos 3 e 4 fornece a partigao em

trés grupos que maximiza Zog L(0), e com ape




nas tres classificacgoes erradas;

b) a partigdo "otima”, com 17 classificagoes erra

das, €& obtida pela fuséo dos grupos 1 e 3.

Esses .-fatos parecem mostrar uma grande d1551m11a
rldade entre os 17 elementos e os grupos aos quais eles de
veriam pertencer. Este fato pode ser avaliado quando se
observa as distancias de Mahalanobis entre os centros dos

grupos 1, 3 e 4, cenforme aparece na Tabela 6.4.

TABELA 6.4,
1 3 4
1 0,0000 | 13,8699 21,0832
2 13,8699 0,0000 14,0690
ng 21,0832 14,0690 0,0000
0 centro dé massa do grupo 3 estda "mais proximo”

do centro de massa do grupo 1 do que do centro do grupo 4,
explicando a composicdo da partigao em .3 grupos.

| Embora sabendo da nao validade do método nesta si
tuagao, mas com o objetivo Unico de explorar os dados, foi
feita uma analise de variancia multivariada sobre o agrupa
mento obtido. S A MANOVA rejeitou a hipotese de igualdade
dos grupos, e o emprego posterior de técnicas de compara
goes miltiplas confirmou a significancia de cada grupo iso
ladamente. A551m, apesar da c13551f10agao%b1010g10a da
Iris Virginica em um Unico grupo, os dados revelam certa

heterogeneidade interna nesta classe.

6.1.3. Sobre Diferentes Proporgoes

Para verificar a tendéncia de alguns processos de




Analise de Conglomerados, em dividir os dados em grupos do
mesmo tamanho (Everitt (1974)), alguns testes foram feitos
variando-se as'proporgées nB'mistura. O;trabalho foi fei
to sempre com duas populagoes apenas.

Inicialmente tomou-se as 50 plantas de uma das es
pécies combinadas com 10 de qualquer das outras espeécies.
Nas combinagoes em que as Iris Setosa estiveram presentes,
sempre se obteve bons resultados. J& nas combinagees das
Iris Versicolor com as Iris Virginica, o algoritmo nao con
vergiu. Isto &, os valores de log L(B®) foram diminuindo,
atée que todos os elementos ficassem num Unico grupo.

' Em seguida, restringindo os testes as misturas de
Iris Versicolor com Iris Virginica, e aumentando para 15 o
nimero de plantas da espécie minoritaria na mistura, o al
goritmo ainda nao pareceu eficiente, apresentando resulta
dos semelhantes aos do caso anterior. :

Finalmente, para misturas 20:50, conseguiu-se par.
tigoes em 2 grupos, mas ainda assim com varias plantas mal
alocadas.

Assim, parece que se os grupos forem bastante di
ferenciados, o algoritmo consegue identifibé—lds mesmo que
suas proporgoes na mistura sejam bem diferentes. Se, no en
tanto, os conglomerados estiverem bem proximos um do outro,

0s resultados obtidos podem ser de nenhuma valia.

6.2. ANALISE DE UMA PESQUISA DE IDENTIFICAQZO DE SOLOS

\k . :
A Cla551flcagao de latossolos em roxo (LR), verme

lho- escuro (LVE) e vermelho-amarelo (LVA) € usualmente fei

ta através da cor que os caracteriza, e do teor de F6203
(trioxido de ferro) contido no solo. Através desse crite
rio, espera-se uma superposicgdo dos elementos classifica

dos como latossolo roxo e latossolo vermelho-escuro; bem




como entre latossolo vermelho-escuro e latossolo vermelho-
-amarelo.

Num trabalho apresentado ao Setor de Estatistica
Aplicaaa do IME-USP, um agronomo, suspeifando da consisten
cia desse metodo de classificagdao, mostrou interesse n
utilizagdo de métodos estatisticos na diferenciagao de 1la
tossolos. Para tal, tomou uma amostra aleatoria de 79 1
tossolos em varios estados do pais, e observou onze varia
veis que considerou de importancia no processo. A saber:
Silte, Argila, PH, % de matéria organica (C), saturacgao
com bases (S), total de bases (T), Aj203 (oxido de Alumi
niol, Fe,0, (trioxido de Ferro), TiO, (dxido de Titanio),

SiD2 (oxido de Silicio), V.

2

Os dados, para conleréncia, estao no apéndice 1.

Considerando que o numero de variaveis iniciais ¢
grande e muito correlacionadas umas com as outras, os da
dos foram inicialmente submetidos a uma Anéiise Fatorial,
extraindo-se dai tres fatores, que explicam, conjuntamente,
77% da variagao original dos dados. 0 Fator 1 esta mais

correlacionado com as variaveis Silte, Argila, PH, Aﬂzoa,

Cs FeO3 e TiO2. 0O Fator 2 esta alta e négativamente corre
lacionado com as variaveis T e Si02. E, finalmente, 0 FE
tor 3 esta mais correlacionado com as variaveis V e S. Os

demais resultados dessa analise estao no apéndice 1. Ainda
nesta fase preliminar foram retiradas algumas observaéﬁes
que pareceram esplrias dentro da amostra, reduzindo-se as
sim a amostra a 75 observacgoes. A _

Destarte, ao invés da técnica dé'agéupamento ser
aplicada diretamente sobre os dados originaié, ela foi apli
cada sobre os escores produzidos pela Analise Fatorial,que
parecem se .enquadrar num modelo de mistura de multinormais.

A teoria de Analise Fatorial garante que 65 esco

res fatoriais ainda nao agrupados tém a mesma estrutura de




variancias e covariancias. Entretanto, ao se agrupar 0s
dados, essa estrutura e quebrada, e trabalhos aplicados an
teriores revelaram que os dgdds agrupados segundo algum
criterio, ja nao suportam a suposicdo de matrizes de va
riancias e covariancias idénticas. Em raras situagoes es
sas matrizes resistiram a um teste de igualdade de matri
zes de variancias e covariancias.

Dessa forma, o algoritmo praoposto por Hartigan
(1975) foi utilizado na sua forma generica. 0s resultados
estao reportados a seguir.

Pela formula (5.9), o nlimero maximo de grupos &
k ={7. E, aplicando-se o teste-(S.lll, tem-se os vresulta

aos na tabela 6.5,

?ABELA 6.5
k| | tog py0) T Xg| oy » @ = 0,05
n ho/H
7 -112,50 | 64,8788 12,592
2 -77,99 19,9547 14,449
3 -67,37 40,0320 15,567
4 -45,70 21,8960 16,278
5 -33, 80 3,6716 16,812
6 -31,79 18,7499
7 -21,45

&
— _ ~\‘
Por outro lado, o grafico da funcgao® de verogsimi
lhanga. também sugere um ponto de parada seja para k=:5\grg

A

pos (Figura 6.2).
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FIGURA 6.2 | /
Como a Anélise de Conglomerados e & essencialmente
uma analise exploraféria, nao obstante as ié%icagﬁea para
cincq;grupos, outros agrupamentos serao examinadoé_ cdm al
gum detalhe.
Tomando inicialmente a partigao com trés grupos,
e comparando-a com a partigao dada pela classificacgao

usual de latossolos, ob#ém—se a tabela 6.6.




TABELA 6.6
.ongZomerados“j’ 2 3 TOTAL
usual
LR 5 14 0 19
LVE 17 | 4 | 14 35
LVA 81 1] 12 &1
TOTAL 501 19 1 26 | 75

Olhando a tabela 6.6, verifica-se que apesar da
discordancia entre as duas classificagbes, existe um nicleo
comum aos dois agrupamentos. O conglomerado 1, por exem
plo, tem uma concentragao alta de amostras de latossolo
vermelho-escuro, enquanto no conglomerado 2 a concentragao
maior € de latossolos roxos.!Jé no conglomerado 3, ha uma
quantidade quase igual de latossolos vermelho-escuros e vez;
melho-amarelostas em compensagao, nao ha nenhuma amostra
de- latossolo roxo.

Segundo esta nova classificagao, além das suposi
gOes ja citadas, parece existir também dﬁa'supérposigéo en
tre latossolo roxo e latossolo vermelho-amarelo.:

Considerando agora a partigao para k = 4.
A tabela 6.7 mostra o numero de elementos classi

ficados segundo as particoes em 3 e 4 conglomerados.

TABELA 6.7
Ay
1 2 5| 4| TorAp
1 | 16 0 0 | 14 30
2 0o | 10 9 | o | 19
3 11 0 5 | 10 | 26
TOTAL | 27 | 10 | 14 | 24 75




Pela tabela 6.7, parece que existia, embutido no
grupo 2 da}partigé anterior (em 3 conglomerados), um BTV
po maié distante dos demais,. que ¢ composto por dez obser
vagoes, e sera denotado por 4(2).

Usar-se-a a notagao 7(j) para denotar o Jj—€simo
conglomerado na partigao em <% grupos.

A tabela 6.8 mostra a composicao dos 4 conglomera

dos, segundo a classificacao tradicional.

TABELA 6.8

1 2 3 4 TOTAL
LR 5' 10 4 0 19
LVE 12 0 7 16 35
LVA 0 |° 0 3 8 21
TOTAL 27 10 14 24 75 J

Dos 12 LVE de 4(1), sete deles estavam em 3(1), e
os outros cinco em 3(3), dos 10 LVA de 4(1), quatro deles
estavam em 3(1) e os demais estavam em 3(3). Assim, embora
um dos grupos atuais estivesse inteiraméﬁte coﬁtido em um
dos conglomerados da partigao anterior, houve ainda modifi
cagoes substanciais na composigao dos demais conglomerados.

Finalmente, éxgmine~se'éipartigéo com 5 conglome
rados. A relacao entre a partigao atual com a anterior em
"4 conglomerados estd exposta na tabela 6.9.

A tabela 6.9 mostra uma certa estagilidade dos
conglomerados 5(1), 5(3) e 5(5),! uma vez“qué%éo quase iden
tiéosbaos Conglomerados 4(1), 4(2) e-4(4j,reépectivémente.
Os céaglomerados 5(2) e 5(4) foram obtidos a partir de uma

partigao no grupo 4(3).




TABELA 6.9
1 2 3 4 5 | TOTAL
1 27 0 0 0 0 27
2 0 0 10 0 0 10
3 1 5 0 8 0 14
4 0 1 0 0 23 24
TOTAL 28 6 10 - 8 23 78

A constituicao dos conglomerados conforme a clas

sificagao tradicional esta na tabela 6.10.

TABELA 6.10

1 2 3 4 5 | rorar
LR 5.1 2| 10- 2 0 19
LVE 12 4 0 4 | 15 35
LVA 11 0 0 2 8 .._21
L~T0TAL 28 6 10 8 | 23 75

Assim, mesmo segundo esse novo conjunto de varié
veis, e esta nova classificacao; existe um grupo formado
apenas por latossolos roxos, o que indica uma acentuada di
ferenciagao em relagao aos demais. A

A seguir esta a composigao e caradﬁsrizagéo de al
guns parametros (vetor de médias, matrizes &e variancias,
covaniéncias e droporgaes na mistura)l de cada um dos cinco
grupos. Ao lado de cada observagao, estéd transcrita a sua
classificagao pelo método usual, fornecida pelo = pesquisa

dor.



CONGLOMERADO 1

Go14 - LR
P365 v« LR
G016 ~- LR
GO01 ‘- LR
P33S |- LR
G017 - LVE
G008 - LVE
G019 - LVE
P39S |- LVE
G025 - LVE
0,2504 ]
W, = | -0,4131
) -0,1546

CONGLOMERADO 2

RS02 - LR

P9ON - LR
0,1008

u, = | 0,7566

' 0,9584 |

1)

>}

P282- - LVE
P405 - LVE
P22N - LVE
P?73N - LVE
RS04 - LVE
P33N - LVE
P16N - LVE
POSN - LVE
G023 - LVA
G024 - LVA

0,9226

= 0,3974

P42s |- LVE
P102 - LVE
0,8037

A, = 0,0742

-0,4784
0,4780

0,5150
0,3786

P47S | - LVA

P48S | - Lva
G005 - Lva
P49S |- Lva
G002 - LVA
PIPB - LVA
P5PB - LVA
G008 - LVA
G013 - LVA
0,0268
-0,0007
0,1287 |

P418 \- LVE

P46S |- LVE

-0,0352
-0,0238
0,0100



CONGLOMERADO 3

P1IN - LR P38N---~ LR
PI2N - LR P15N LR
P23N - LR P20N LR
P34N - LR ’
[ 71,1595 0,0913  -0,0449
wo= || 1,0436 s L= 0,2136
-0,8803 '
|
ig = 0,1310
CONGLOMERADO 4
P35N - - LR P47N - LVE
P27N - LR R503 - LVE
P113N - LVE P51IN - LVE
-0,0731 0,1225 0,0401
M, = 1,3037 , L, = 0,5514
1,0368
A, = 0,1124
"CONGLOMERADO 5
P45N - LVE PO3N - LVE
P53V - LVE PO4N - LVE
P41V - LVE PO7N - LVE
P43S {4 LVE PO9N - LVE
P18V - LVE PI7N - LVE
P44s"/— LVE P28N - LVE
P19 -~ LVE P30N - LVE
P455 /— LVE G021 - LVA

§:‘¢

RS01 - LR
P24N - LR
P35S /— LR
~0,0361
-0,0470
0,0881
P4PB - LVA
BRIR - LVA
0,3456
-0,1050
4,1994
G020 - LVA
P52S |- LVA
Pssé - LVA
P54S |- LVA
P2PB - LVA
P3PB - LVA
G018 - LVA



-0,8794 ' 0,3931 -0,3964 0,3463
ne = | -0,6144 - Lo= | 0,4466  —0,3419
-0,0381 - 0,5302

X5 = 0,2850

Os conglomerados encontrados parecem ter pouco em
comum com a classificacao usual dos latossolos.

Analisando o grafico dos perfis dos grupos, nota-
se que 0 grupo 2 se caracteriza por ter todas as medias po
sitivas, em contraposigao ao grupo 5, cujas meédias sao to
das negativas. Ja o grupo p tem as trés médias relativa
mente proximas de zero. E, finalmente o0s grupos 3 e 4

contrastam fortemente para os fatores 1 e 3.

1

2,0 +
grupo 4
1,0 + grupo 2
3 Factor
grupo o
grupo 1
~1504 grupo 3




Embora esses resultados sejam tao somente o produ
to de uma analise exploratoria de dados, eles revelam  a
possibilidade de se encontr‘e}r uma diferenciagao mais refi
nada dos sclos, e mais importante, que talvez valha a pe
na repensar essa classificagao a partir de novos parémg

tros.

A6
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CAPITULO VII
CONCLUSOES

Os resultados apresentados neste trabalho se res
tringem a distribuicoes normais multivariadas, e estao ba
seados nos trabalhos desenvolvidos principalmente por
Scott & Symons (13971) e Wolfe (1970).

Deve—seilembrar que os metodos vistos se aplicam
a amostras aleatorias, que nem sempre sao as que aparecem
nos trabalhos de pre-classificacao.

As técnicas aqui estudadas apresentam um problema
comum em Analise de Conélomerados. A guantidade de célQE
lo envolvida nas solugées numéricas 6 excessiva, tornando
impraticavel a determinagédo da melhor partigdo de n elemen:
tos em kK grupos. Dessa forma, o resultado.é dado por par
tigoes localmente 6timas. Como o agrupamento final e o
produto de uma partigao inicial arbitrérié, talvez alguns
estudos devessem ser feitos a respeito da escolha do agru
pamento inicial. QOu ainda, sobre metodos computacionais
mais simples e eficientes de se resolver o problema. En
quanto nao se dispoe desses recursos, a sugestdo ainda &
utilizar diferentes partigoes iniciais, e escolher aquela

que estiver mais proxima de satisfazer o critério adotado.

Aplicacoes praticas dos testes para a determina

~ - - - \b '
¢ao do numero de grupos atraves da estatistﬁpa Tn revela
ram uma tendéncia em apresentar niveis de significancia

\

descritivos muito baixos, sugerindo assim uma partigcdo com
um numero de grupos maior do que o necessario para se ex
plicar a variabilidade dos dados. Uma explicacao possivel

para esse fenomeno & o fato da amostra ser muito peguena




para estimar tantos parametros, e dai, a distribuicao da
estatistica T, nao & bem aproximada pela - distribuigédo as
sintéticarde 3 |qui-quadrado.- Binder (1878) mostrou que
em algﬁmas situagoes a distribuicao dessa.estatistica real
mente nao converge. Porém, como Everitt (1979) ponderou:
" ...;:interpretabilidade e simplicidade sao importantes
na analise de dados, e, qualquer inferéncia rigida do nime
ro otimo de grupos, a luz de valores observados de um indi
ce numérico de bondade de ajustamento, pode ser improduti
VO, +..". S

Entéo dois pontos fundamentais parecem ser merece

dores de investigacgoes futuras:

i) as distribuigoes das estatisticas utilizadas

na determinagao do nimero de grupos;

ii) a criacao de algoritmos eficientes para a solu

¢ao numérica do problema.

0O segundo item & sumamente importante, uma vez
que sem bons métodos numéricos e computacionais, a aplica
gcao de Analise de Conglomerados se torna imbraticével.

Na aplicagao da técnica de mistura de ° multinor
mais convem ter em mente dois fatores que ja foram discuti
dos no capitulo 3. Primeiro, que ela produz bons resulta
dos quando os grupos estao bem separados, e segundo, que
ela apresenta uma tendéncia em fornecer uma indicacgao fal
sa da existéncia de grupos .

Nao obstante essas limitagoes, os modelos estuda
dos se afirmam como técnicas estatisticaé dé@critivas de
dados multidimensionais. Eles tem por objet}vo reduzir o
conjdﬁfo excessivamente grande de observacgodes em estudo,
para k conjuntos menores, de forma a ter um minimo de in
formagoes perdidas. A.Anélise de Conglomerados trata en

tdo de descrever o comportamento de dados multivariados a




fim de facilitar a compreensao e a interpretagao das obser
vagoes. Ainda, como toda andlise exploratdria, nao deve
simplesmente ter um fim comtbs'resultados produzidos pela
aplicagao da técnica em si. 0 bom emprego do método de
agrupamento requer a aliagao da tecnica numérica com o co
hheciménto teorico e experimental do pesquisacor .

Existem outras abordagens estatisticas ao proble
ma de conglomerados. Uma delas consiste em se imaginar
que a distribuicdo da populacédo em estudo & multimodal, e,
assim a cada moda da distribuigSo corresponde um conglome
rado. Se a forma da distribuigdo for conhecida, o proble
ma de conglomerados se transforma num de estimagao de mo
.das. Existem alguns trabalhos a esse respeito, tais como
o de Dalenius| (1965) e o de Robertson & Cryer (1974).

Para os casos em gue nao se dispoe de qu%lquer in
formaegao a respeito da populagao em estudo, Bryan (1971)
propos um método para estimacgdo de fungbes densidade multi.
variadas através de modelos de nicleos e dai, derivou um
metodo empirico para detectar as modas da distribuigao es
timada. ' '

Numa abordagem mais recente, utilizandb 0 modelo
de mistura de distribuigoes, mas com a suposigao adicional
de que as probabilidades de pertinéncia aos grupos sao va
riaveis aleatorias com distribuigoes conhecidas, Binder
(1978) enfocou a Anélise de Conglomerados de uma forma Baye
‘siana.

Assim, parece que os métodos esta&isticos- nessa
area estao se refinando mais e mais, possibf@itando, " num
futuro breve, a construgao de uma teoria apoiada em concei
tos eéﬁatisticos de estimagdo e testes de hipotese. De
qualquer~forma.hé um largo e interessante campo de estudos

a frente.




APENDTICE 1

Os resultados da Analise Fatoriél foram obtidos
utilizando-se o computador IBM/370 mod. 155 do IPEN (Insti
tuto Je Pesquisas Energeticas e Nucleares), e atraves da
rotina FACTOR do SAS (Statistical Analysis System), de pro
priedade do ICMSC-USP. _

A tabela 1 apresenta os dados iniciais.

As comunalidades estimadaé estao na tabela 2.

Finalmznte, a tabela 3 contem os escores fato-
riais, sobre os quais foi aplicada a técnica de mistura de

multinormais.
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TABELA 2

FATORES ROTACIONADOS

FATOR 1 FATOR -2 FATOR 3
SILTE 0.71091 -0.08676 -0.03625
ARGILA 0.75794 -0.55107 0.12614
PH 0.68445 0.45560 0.07699 |
C  0.70385 -0.12958 -0.03809
S 0.04177 -0.61985 0.70570
T 0.24054 -0.93223 -0.01050
v -0.04707 0.04256 0.95914
SiOZi 0.42848 -0.79987 0.15990
31,04 ' 0.81623 -0.29117 0.17273
F620§‘ 0.84768 -0.32686 ~0.08699
Tio, ) 0.71562 -0.32353 -0.08992

\k



TABELA 3

ESCORES FATORIAIS
0BS FATOR 1 FATOR 2 FATOR 3
G014 2.2855 1.8608 -0.3993
Ga17 0.8063 0.9829 0.3045
GOOS 0.9956 1.1244 -0.4258
6019 0.5372 1.4756 -0.3629
G025 -0.1213 0.1468 ~0.2123
G005 0.4654 0.9287 0.3615 |
G002 0.6872 0.9413 -0.5153
RS01 1.0547 ~1.7577 - ~1.2002
RS02 . 1.1319 ~1.4811 1.0003
RSO3 -0.3848 ~1.5623 -1.0329
RS04 -0.7463 -0.2762 0.2359
G016 1.4253 0.6469 -0.2798
G001 1.2086 0.7232 -0.7165
G008 0.6216 1.4850 0.1049
G018 1.0068 2.4540 2.2169
G013 0.4708 0.6538 -0.5878
G023 0.4741- 0.5376 X@ -0.3802
G024 0.8679 0.8535 0.6965
6021 0.0886 1.4460 0.0595
G020 ~0.4057 1.2210° 0.1779
P102 ~0.1107 ~0.6235 1.2068
P113N 0.1251 ~1.5590 1.5343
P47N 0.2755 -1.7580 0.0674




(Continuégéo da Tabela 3)
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_|Pson

0BS FATOR 1 FATOR 2 FATOR 3
P16N -0.5347 0.1057 -0.4276
P22N -0.6071 -0.3407 -0.0585
P73N -0.3723 -0.0562 -0.4774
P5IN -0.0208 -0.4763 -1.1008
P33\ -0.4407 0.1956 -0.1574
PO3N -1.0426 0.8338 -0.3459
PO4N -1.3528 0.2344 -0.4736
PO7N -1.4203 0.1786 -0.3465
POBN -0.8684 0.0423 -0.4973
POSN -1.6374 -0.1669 -0.6115
P17N -1.1908 0.3838 -1.1265
|P2an -1.8164 ~0.6952 -1.2197
P3ON -1.7125 -0.2273 -0.0654
P45\ -0.8312 ' 0.6061 ~0.7444
P28N -1.2883 -0.2258 0.0831
PS5 3N -1.1010 0.4807 ~0.7579
P41N -0.9468 0.8509 -0. 4569
P18N -0.4076 0.9624 -0.4625.
P1aN -0.7436 0.9987 ~0.3678
P11N 0.8473 -1.6007 -0.4795
P12N 1.0899 -1.5146 -1.4315
P23N 1.1170 -1.0006 . -0.7324
P34N 1.1136 - ~1.0530 N -0.5690
P3aN 0.9057 -0.3725 ' -0.7487
P15N 1.7103 -0.7070 ~1.1287
P2aN 1.0127 -0.9366 -0.9996
P24N 1.7457 ~0.7229 ~1.0158
P27N -0.0659 ~2.9699 2.7557
1.1230 ~1.3202 1.2040




(Continuagao da Tabela 3)
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BR21

-0.4411

0BS FATOR 1 FATOR 2 FATOR 3
P33s 2.2875 1.0946 0.3388
P35S 1.0687 -0.4373 -0.4122
P36S 1.8663 0.5297 0.1418
P393 0.5827 0.0227 0.6514
P40S 0.2237 -0.0680 0.5008
P41s -0.3933 -0.7281 1.3238
P42S 0.2767 -1.3301 1.0218
P433 -0.7945 0.4308 0.5781
P44s | -1.3644 0.0602 0.2191
P45S f -0.3142 1.0825 1.0283
P4BS | -1.3368 0.4009 1.1128
P47s 0.2574 0.0318 -0.1397
P48S -0.8216 -1.3574 ~0.1995
P49s -0.6245 -0.6008 0.12086
P523 -0.9698 0.70086 0.6893
P53s -0.1586 0.9426 1.2308
P54S -0.6548 0.7364 0.4747
P1PB -0.5801 -0.1711 -0.2528
P2PB -1.0497 0.1528 -0.3858
P2PB -1.1150 0.6306 -0.3628
P4PB ~0.1031 -0.3961 4.9364
P5PB -0.8635 -0.6622 -0.1721
BRIR -1.0157 \ ~1.5391

o
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