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P R E F Ã C l O

A Análise de Conglomerados trata de um problema
comum em áreas de pesquisas observacionais, que é a desço
berra automáti.ca da estrutura da população em estudo. Eve
rítt (1974) descreve-a sucintamente como uma técnica de
Análise Multivariada que tem por objetivo resolver o se
guinte problema

'Dado um conjunto de n indivíduos ou objetos,
os quais são medidos em q variáveis, quer se de
terminar um esquema de classificação para agiu
par os indivíduos em g rg < n.) grupos. Também
devem ser determinados o número de grupos e
sua s cara cterÍ sti.cas "

Existe um número muito grande de propostas para
a solução desse problema, tendo a maior parte delas surgi
do em ár'eas biológicas. Assim sendo, este trabalho não
pre''Lendo fazer um estudo exaustivo das técnicas existentes
mas sím se restringir a apresentação e dis;cussã'o de alguns
métodos, consíde!'idos mais interessantes por terem algum
s uport e est at Í s t i co.

A leitura dEs'uâ monografia pressupõe o conhecimen
to de concei.tos básicos de está.mação através dc método da
máxima verossimilhança
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C A P l T U L O l

\

INTRODUÇÃO

Na ái'ea das ciências experimentais são comuns as
situações em que se deseja estudar uma população na qual
varias características são observáveis. Para tanto, toma-
te uma amostra dessa população e fazem-se as várias medi
das dessas características sobre cada unidade amostrar

Entretanto, em algumas dessas si.tuaçÕes existem
razões para se acreditar que a.população considerada é he
terogênea, dificultando a sua caracterização. Nestes ca
sos a solução é descobrir as sub-populaçãas homogéneas que
compoem'a população, permitindo ao pesquisador um estudo
das propriedades subjacentes a cada uma delas isoladamente
Raramente o pesquisador dispõe de um critério teórico pa!'a
definir essas sub-populações, tornando necessário o uso de
técnicas numéricas para descobrir a estrutura dessa pápula
ção. Como exemplo de aplicação considere um pesquisador
que estava d8scon'-uBntB com o método de classificação lâ'-LOS

solos através do teor de Ferro e da coloração. Primeiro
porque a variável coloração Ihe parecia um tanto subjetiva,
e segundo, porque as categorias assim obtidas pareciam aín
da bastante heterogéneas. Asse.m, tomou um conjunto dos vá
ri.os tipos de solo, estudou a composição...qu;Ímica de cada
um deles e, através de técnicas apropriadas.X\agrupou aqu.!
les mais similares entre si. [)essa forma conseguiu criar
uma classificação óbjetiva e mais refinada dos so].os

Ern outras situações o pesquisador se vê com um nú
mero muito grande de obsei'vaçÕes para analisar e necessita
de técnicas que resumam\os dado)s para que estes se tornem

t
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mais informativos. Ele conseguirá uma simplificação dos
dados, perdendo um mínimo de informação,' se agrupar esses
dados em grupos inzuernamentê'hbmogêneos. Poder'á então re
duzir seu conjunto de dados para um conjunto de valores tí
Picos.dos grupos Como exemplo dessa técni.ca de redução
de dados, suponha que um novo produto esteja para ser lan
çado no mercado. Para testar a sua aceitação junto ao pú
bloco consumidor, a firma lançadora resolveu aplicar quem

tionários nas cidades em que o produto deverá ser colocado
à venda. Porém, como o número de cidades é grande, essa
ati.rude iria onerar demasiadamente a pesquisa, e fornecer
uma massa de dados muito grande e difícil de analisar. As
sim, optou-se por aplicar questionários apenas nas cidades
mais representativas do mercado consumidor'. A seleção des
sas cidades típi.cas pod'e ser feita através de uma técnica
numérié'a. Com base em informações básicas de todas as ci.
dados, pode-se agrupa-las em grupos internamente homogé-
neos, e escolher aquelas mais representativas dos seus res
pe ct:avos grupos

[] método numérico que visa agrupar os n elementos
de uma amostra em grupos com alta homogeneidade interna é
ma:is conhecido como Análise de Conglomerados (A.C.). l

Existe uma confusão natural entre Classificação e
Análise de Conglomerados. Aqui será feita uma distinção
entre os doi-s tratamentos. O primeiro tem por objetivo
alojar novos elementos em classes já conhecidas. A informa
ção disponível sobre o número de classes. e .as característi
cas de cada uma delas é que possibilitam clàbsifi.car cada

s novos elementos em suas respectivas categorias. Já
a Análise de Conglomerados tem por objetivo descobrir as
classes e caracteriza-las. Pode-.se dizer que a Análise de
Conglomerados é o tratamento que antecede a Classificação.

Esta técnica se desenvolveu em áreas b.estante di

}
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l . l DESENVOLVlFIENTO DAS TÉCNICAS

As primeiras etapas de agrupamento surgiram na Ta
xonomia /\nimal e Vegetal, onde as plantas e os animais eram
classificados por critérios subjetivos...,:.. A classificação
das plantas e ani.mais.consistia mais em arte do que em um
método científico. Talvez a imprecisão dos métodos até en
tão utilizados tenha impelido os pesquisadores a procurar
técnicas mais objetivas, e os métodos numéricos foram sur
findo naturalmente

A descrição inicial do que hoje é conhecido como
Análise de Conglomerados foi formulada por\l'ryon em 1939

Zubin e Thorridike (1953) tentaram usar os método.s
de agrupamento em outras áreas além das Ciências Naturais
mas nãb obtiveram sucesso pelo fato do trabalho operaci.g
nal se r mui.to grande

Somente a partir da última década, ccJm o aparec.L
mento de computadores eletrânicos, as técnicas numéricas

4
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de classificação tiveram seu .uso difundido em outras áreas.
Fisher C1960) di.scutiu métodos particulares pele

vinte .no problema de agregação;':em Economia. Tryop e Ba.i
ley CIS70) lançaram um livro onde discutem um sistema para
computador para a execução de Análise de Conglomerados e
Análise Fatorial, do ponto de vista de um cientista social.
Jardins e Sibson (1971) deram uma abordagem axiomática aos
métodos relacionados com a taxonomia biológica, mas com
aplicações em outras áre as

Os computadores não só difunde.ram o u.se das técní
cas de Análís= de Conglomerados como também propiciaram o
desenvolvimento de inúmeros algorítmos para agrupar eleme.B
tos semelhantes. A maior parte desses algorÍtmos são b.!
meados em técni.cas de otimização

Uma forma de se buscar conglomerados com alta ho
mogeneidade interna é buscar um agrupamento cuja dispersão
dentro dos grupos seja pequena. Assim, com base na minimi
zação da dispersão dentro dos conglomerados, surgi!'am algu
mas técnicas derivadas de resultados estatísticos. Estas
técnicas são usualmente conhecidas como método da minimiza
ção da variância, e foram estudadas por Edwards & Cavall:i-
Sforza (1965) e Fri.edman & Rubin C1968) entre Quer'os. Pos
t;eriormente foi desenvolvido um modelo estatístico (Scott
& Symons (1972)) englobando os critérios ci.todos

Até então as técnicas de agrupamentos eram desp.}
das de qualquer conceituação estatística./\ partir de 1970,
a Análise de Conglomerados vem recebendo..um.a abordagem mais
rigorosa do ponto de vista da estatística tàJlrica. Esta
abordagem considera a distribuição de probabilidades sub
jacente aos dados, e conseqiientemente envolve conceitos de
estimação de parâmetros, testes de sígni ficância,etc.. Sob
este ponto de vista, um conglomerado é definido em termos
das características da função densidade da população da

!
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qual os dados foram amestrados, enquanto. nos procedimentos
heurÍsticos, as própi'ias observações é que sugerem os con
glomerados. Já existem alguns modelos com suporte estatí.g
rico. Por exemplo, aquele baseado em mistura de di.atribui
çÕes,..ou ainda, outro que se baseia na estimação das modas
de uma distribuição multimodal. Outras propostas de modo
lo estão surgindo gradativamente, e a /\nálíse de Conglome
Fados se afirma cada vez mais dentro da EstatÍsti.ca, pri.n
cipalmente como uma técnica descritiva de dados multivaria
dos

1 . 2 ALGUNS PROBLEFÍAS COMUNS

O conceito geral de que um conglomerado é a reu
dão dc3 0bjetos simi-lares e o fato da Análise de Constam.!
Fados ser uma técnica aplicável a diferentes áreas de pes
quina, levaram ao aparecimento de um número muito Brando
de técnicas para agrupar dados. .A maior parte delas con
riste em definir medidas de similaridade e/ou díssimilari
dado, para então, de acordo com essas méclidas, agrupar os
objetos mai.s si.malares entre si. Exi.ste um número rnui.to
grande dessas medidas. SÓ Hartigan (1967) 1istou doze de
las. O problema com essas técnicas, é a determinação da
med:ida mais convenierate, uma vez que as técnicas baseadas
em medida,s de simílaridade diferentes nem sempre levam aos
me smo s re su atados

Um Índice de s:imi-caridade largamen\Q uti lízad o

nos métodos de A.nálise de Conglomerados é a di.stância en
tre dois elementos. Elementos num mesmo conglomerado de
vem estar pr.Óximos entre si, enquanto que elementos de con
glomei'idos diferentes devem estar distantes um do outro
As distâncias mais comuns nesses métodos são a distância
Euclideanal e a distância da Mahalanobis, denotadas por d e

b
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Z) respectivamente, que estão definidas a seguir
Sejam dois pontos 3 e g num espaço p'dímensional

definem-se
]

[r!-g.J '
e

D(=, y ) [Q-eJ '
onde M é uma matriz simétl-ica positiva defi.nada. Geralmen
te, toma-sejcomo M a matei.z de dispersão dos dados

Também nestes casos, as técnicas não são invarian
tes sob diferentes definições da distância entre os elemen
t o s .

Uma suposição i.mplÍci.ta nas técnicas de agrupamen
to é que as variáveis medidas são aqueJ-as relevantes na se
lução desejada. Porém,'ainda assim é comum o número axces
si.vamente grande de variáveis observadas. Este é um pro
blema que além de dificultar a interpretação dos resulta
dos, torna certas té.únicas inaplicáveis, como será visto
mai-s adiante. É possa-vel solucionar esse problema de v.e
r'i.as formas diferentes. A primeira delas é deixar a Escolha
das variáveis mais importantes por conta do pesquisador
Quando não for possível obter essa escala de importância
das variáveis, recorre-se a técnicas estatísticas que bus
cam diminuir a dimensão do espaço de variáveis. Por exem
plo, a Análise de Componentes Principais, ou a Análise Fa
toro al

Em geral, as técnicas de Análise de Conglomerados

constroem um agrupamento utilizando critério\b que englobam
todas as variáve.is indistintamente. /\ssím, se as ordens
de grandeza das variáveis observadas forem muito díspares
entre si, o resultado da análise pode ficar seriamente com
prometido. Isso por'que, ao se considerar o co njunto de ob
servações de urna 'haneii'a absoluta, algumas das variáveis

\
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(as de magnitude menor) darão a falsa impressão de não se
rem discriminatórias, uma vez que as suas diferenças serão
insig.nifi.cantos quando comparadas com as. diferença-s nas de
mais variáveis. Qualquer critério g]oba]. de agrupamento
basear-se-á fortemente na variável cujas medidas tiverem
maior ordem de grandeza, mesmo que ela não seja a mais dis
criminatõria. Hartigan (1975) ilustra bem esse fato no
exemplo que será transcri.to aqui.\.~ Quer se agrupar um con
junto de alimentos [carnes, peixes.e .aves) segundo seus
principais nutrientes (calori.a, gordura, cálcio e ferro)
í3s dados foram obtidos 'uoMãndo-sB as unidades em três on
çaside peso, e estãona tabela 1.1. Comosevê as varia
vais estão medidas em escalas diferentes, de forma que a
diferença de uma unidade na variável caloria pode mas
caiar uma diferença de uma unidade na variável ferro, a
qual seria mais significati.x/a do que a primeira. Para per
caber esse fato, é suficiente olhar a última linha da ta
bela 1.1, e verificar que os desvios padrões das variáveis
sao muito diferentes entre si. r\lecessi.ta-se, poi'tanto, de
uma transformação que torne hs variâncias mais homogéneas
Entretanto, a padronização, conforme á usual em Estatísti
ca, reduzindo todas as vara.áveis a uma mesma variância uni
faria, equivale a uma transfoi'mação em que todas as varia
vais ficam com o mesmo grau de agrupabílidade. Isso não é
desejável em Análise de Conglomerados porque t5 comum exis

tirem variável.s que di íorenciamjos grupos mais do que ou
trás, e esse caráter diferenciável é ímportipnte neste tipo
de análise. O problema vi-sa procurar por àma transforma
çao que nao tenh-a esses problemas, e permite às variáveis
manter seu significado original. Assim, Hartigan optou
naquele caso por uma padronização em que as unidades de me
dada dos nutrientes foram transformadas em percentagem das
necessidades diárias de cada um dêles, segundo "Yearbook

L
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of Agricultura" C1959). Dessa forma as vara.áveis transpor
medas têm a mesma magnitude, sem terem perdido suas impor
tâncias individuais, conforma:se vê na tabela 1.2. Para se
ter uma ídéia do ganho obtido com a transformação, basta
comparar os desvios padrões das variáveis transformadas na
tabela 1.2 com os das variáveis originais. Convém ressal
tar que a escolha da transformação não é um problema esta
tÍstico, e ela deve ser sugerida pelo bom senso e pelo co
nhecimento da área em que se processa a pesquisa.

1.3. OBJETIVOS

Este trabalho pretende apresentar didaticamente
as técnicas de Análise de Cone.Lomerados que se desenvolvem
baseadas nas propriedades da distribuição normal multa.va
Fiada, de forma a fornecer um guia para o leitor, mesmo
aquele pouco familiarizado com asse técnica, interessado
na aplicação de uma análise de agrupamento

Para isso, o trabalho será apresentado da seguin
te f orma

No .capítulo 11, tem-se a descrição das técnicas
que buscam mínima.zar a di.spersãe dentro dos conglomerados
O capítulo 111 trata d= uma técnica um pouco mais refinada:
a mistura de duas populações multinormais. IXJo capítulo IV
os resultados deduzidos no capítulo 111 são estendidos pa
ra o caso mais geral de mistura de várias populações multa
normais. Em cada um desses capítulos está \i.Poluída uma
descrição dos possíveis problemas que podem \ eventualmente
surgia' na aplicação pratica dessa técnica. A mistura de
distribuições multinormais é estudada em mais detalhe por
ser ainda pouco explorada como técnica de agrupamento.Além
disso é uma das técnicas de Análi-se de Conglomerados que
mais se utiliza de resultados estatísticos.

Ç b



Também por ser um problema pouco estudado, e bons
tituir um sério problema eQ Análise de Conglomerados
métodos de determinação do número de grupos estão no
Lula V

Capa

0 capítulo VI apresenta exemplos de aplicação pra
t i ca .

As conclusões estão no capítulo Vll

\.
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TABELA l l

t

\

t

;81:guiAS PROTElrJA COPOUnA CÁLCla FERRO

B8 Blf e g re Içado 340 20 28 9 2 .6
HR Hamburger 2 45 21 17 9 2 .7
BR Rosbife ' 420 15 39 7 2.0
BS Bife 375 19 32 9 2 .6
BC Carne enlatado 180 22 10 17 3.7
CB Galinha Cozida 115 20 3 8 1.4
CC .Galinha enlatado 170 25 7 12 1.S

BH Coração de boí ' !60 26 5 14 S.9

LLPerníldacarnelroassada 265 20 -20 g 2.6

LS Dlanteírodacarnaíroassada 300 18 25 g . 2.3
HS Presunto düfunad0 340 20 28 9 2 .5
PR Porco ass ado . 340 1g 29 9 2.5
PS Parco aa bafo 3 5S lg 30 g 2.4
BT: Língua dB boí 20S . 18 14 7 2 .5
VC C asteleta de vitela IBS 23 g 9 2.7
FI I'lerlln assada 135 22 4 2S Q .6
ÀR üstrqs cruas . 7a ll 1 82 6 .0

AC Ostras enlatadas 45 7 ' 1 74 5.4
TC Sírí enlutada 90 14 2 38 0. B
HF Haddock frito 135 16 S IS 0.S
MB Cavala cozida 200 lg 13 S 1.0
rlC Cavala enlatado 155 16 g IS7 1.8
PF Pare a frita 195 16 ll ' + 1.3
SC Salmão enlatado 120 17 5 15S 0.7
DC Sardínhaenlatad= 18a 22 g 367 2.5
UC Atum enlatado 170 25 7 7 1.2
RC Camarão-enlatado 110 23 1 g8 2.6

fládla 207.41 lg.00 13.48 43.96 2.38
DesvloPadráa 101,21 4.2S 11.27 78.03 1.46
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TABELA 1 . 2

ENERGIA
(caloria)

PPOTC ttJÂ
(gramas)

GORDURA
Cgramas)

CÁLCIO
(n g)

FERRA
Cng)

Bife grelhado
Hambui'gar
Rosbife
Bife
Carne en latada
Galinha cozida
Galinha onlatada
Coração da boí
Pernil de carneiro assado
Dianteiro de car'noíro assado
Presunto defumado
Porco assado
Porco ao bafo
Língua do boí
Casto lota da vítola
Merlín assado
Ostras cz.uas
O serás en].atadas
SÍ r] en].atado
Haddock frito
Cavam.a coza da
Cavala enlatado
Perca frita
Salmão enlatado
Sardinha enlatado
Atum en].atado
Camarão en].atado

1 1
8

13
12

6
4

5
S
8

9

1 1

11

6
6
4

2
l

29
30

21

27

31

29
36

37
29

26

29
2/
27
26

33

31

16

10

20

23

27

23
23

24
31
36

33

28

17

39

32

10

3

7

5

20
25
28

29

30
14

9

l

l

l

l

2

l
2

2

l

26
27

20

26

37

IS
59

26

25

2S

2S

2S

2S

27

10 60

S4
B

5

10

18
13

7

2S

12

26

2

S

13
9

1 1
S

9
7
l

S

2
l

20
2

20

46

l
12

6

S

6

4

6

S

3

Média
Desvio Padrão

6. S 0

3.2S
27.19 13, 48

6, 0 8 ].1. 26 \9.7a

V

23.93
14. 62
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C A P l T U L O 11

MÉTODOS BASEADOS NA }4ATRIZ DE DISPERSÃO J

Este capítulo consi.ste na apresentação de alguns
métodos de A.C. ldesenvolvidos heuristicamente, e que
mais tarde foram mostrados como sendo extensões de um made
lo e s t at ísti co de c mass i fi cação.

íxla secção l são introduzidas algumas definiçÕe
conceitos básicos par'a a compreensão do texto.

A descrição dos métodos é feita na secção 2
A secção 3 apresenta o modelo da máxima verossimi

Ihan ça

Alguns comentários sobre os métodos desci'itos são
tecido s na secção 4

2.1. DEFINIÇÕES

Seja uma coleçao de observações... :{ = [JIZ,..., n}
e considere associada a ela, um vetar observável de p ca

-a'te,ístic's {' : rX.Z,X2,' ' ',XZ,). lDessa maneira, obtém-se os n vetores

41{ : r".i:z'
l

onde
medida observada na .Í--esÍma vara.ável do

dl--ésÍmo e leme nt o . '* \.

Se cada valor de observação for pensado como um
ponta;=ilum espaço p'dólmens onczZ, cujos eixos são representa
dos pelas variáveis em questão, os conglomerados podem ser
descritos como regiões desse espaço contendo uma concentra
çao relativamente grande de pontos, separ'idos uma das ou-
tras por regiões cuja densidade de pontos é relativamente

\

t
.i

#



1 3

baixa. Corri esta definição de conglomerado, a dispersão
dos pontos.no espaço parece ser um bom critério para as
técnicas de agr'upamento. Pára..melhor entendi.mento das téc

nucas a serem descritas, l seguem jalSumas definições

De f{.nação l

A matriz simtitrica SS rp x p) n

{,=1 ''u
-t rxZ onde .X [ 2 . 1 )

H

é chamada de matei.z de di.spersão, ou matriz
dos para vedor X

Lssz:.J, { = ],. . .,p;

soma de quadra

] ,

f ,,

1 *:: ''"'ss
z.7

[ *1: '4,
n
E

k=.z

onde

{

nk
n

Os elementos da diaggnBI de SS fornecem as díspar
soem de cada uma das variáveis observadas, enquanto os ele
mentes fora da diagonal fornecem as somas dos produtos cru
zados das vara.áve i s d uas a du as.

SS é uma' medida de dispersão

Def'tài~ção 2

A matriz de vara ân ci.as
5 definida comoj:

z:'í' ee

covariânci as do vetar X,

C 2 . 2 )

!

{
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S é a medida multivariada análoga a variância a2
em dist ríbuiçÕes multivariadas.

\

Def'Ln't ção 3:

Define-se como variânci.a generalizada do vedor X
ao date rmínante da matriz S

Variância general:izada de x = ISI

A i.nterpratação geométrica da variãnci.a generali.
zada pode ser feita em termos dos n pontos num espaço p-d{
mensÍonaZ.

Sejam g].)Z/2»'''JgP ' pontos num espaço p'dÍmens'ío
naZI. Ligando cada um desses pontos à origem, jem-se p ve
topes, l também denotados l lpoi' gl»Z/2''''Jg .

Seja .4 uma matriz pxp dada pCJr:

"{.j :g.l g.j =lle.{ ll llg:ÍI l. .-.o2:],...l.p,J;:,
o ângulo formado pelos dois vetores g.. e g

%H'L L..?

Se o espaço for bi-dimensional, os velares g7 e
gP definem um paralelogramo. Basta traçar uma linha para

leia ao vetar g2 e que passe pelo ponto Z/]i e oLitra, pas
sande pelo ponto g,Z e paralela ao vetar yiZ. Veja a figura
l baseada nesses vetores./\ área desse paralelogramo é da

da por lrWZll llWZll sen 0,.onde llg2:llé o comprimento do
g7,:p { = IZ=2 e 0 é o ângulo formado pelos velares Z/7

e gP . (Anderson, ( 1958) )

onde

t:'.H

Fi Suta l
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Os vetores Z.Z e g2 são chamados de margens princi
pais do pai'alelogramo definido por eles.

(Á,.a) : y.] u.l y.f'iZ:;..' . :
g:Z g:Z g2 gZ ' g] g:Z g2 gZ eos"

":l ", «:l «; - « 1 ,,1«;1 «, ; i41
Se a dimensão do espaço for 3, a figura definida

por g.IZJ y21 g3 sei'á um paralelepípedo,/ cujo volume ao qua
tirado será igual ao 141 . 1

(}''ozu«-.)' = 141 1
Para o caso gera]. de di.menção p, a figura fo!'made

safa um paralelepípedo p--dimensÍonaZ, que é o sólido ger'a
do por gZ}.'''gP' O voJ.ume ao quadrado desta figura é d.Ê
-o.p'' t41' ' l l

Nos casos em que se tem n rn > p; valores p:.-hímen

sÍonaÍs) g],''''{ l..41 =a'l.Ail onde a somatório l
e sobre todos os. conjuntos possíveis de p vetores em n. Ou
seja, l,4i é ja soma dos volumes ao quadrado de todos os
sólidos definidos p.oi' P valores em n. (Anderson, (1958))

Assim, o l.AI dá jumaidóiadadispersão dos
pontos no espaço- Quanto menor o valor .do l.41, \tanto
maior será a concentração deles. Parece então explicado
porque um dos critérios mais utilizados em técnicas de

agrupamento esta fundamentado na minimização do. l l41 . l
Ver-se-ã essa técnica bem detalhada mais adiante. ] '
l Fazendo g{ = aE. - a, tem-se o senti\qte teorema:
A nr-lQnDnn r l c)c a 1 1 '\(Anderson ( 1958) ) \

Te02''ema .Z: "Seja elX, definida por (2.2), onda aZ»..''!PZ
sao n pontos de uma amostra. Então lslló proporcional a
soma dos volumes ao quadrado de todos o s paralelepípedosde
dimensão l formados usando como margens. principais p veto
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res dentre um conjunto de n vetores definidos em uma extra
midade por 3 e em ou tra por. g7a''.'ic.. Q favor proporciona
lidado é dado por rn ' Z)

Se ISI assumir um valor numérico alto, é sinal de
que as observações estão muito espalhadas, e portanto a va
riâncía de. pelo menos uma das variáveis é grande. Ao con
Erário, ISI igual a zero indica que o volume de todos os

sÓli.dos formados por conjuntos de p velares ac])''''- sao
nulos, ou seja, um dos valores é.combinação linear dos de
mais, produzindo uma forte correlação entre as variáveis

De f't n't ção 3

O traço da matriz SS, ã conhecido como a
são estatística do vetar X

dispor

bl' (ss) rx . - 'í) rx..- -z - -t ']

n

-t

,!' *:: '"'*
n

'&

-z

[ 2 . 3 )

XJ

Vê-se que o t;z' rSS.) também fornece uma medida de
dispersão conjunta de X, uma vez que é simplesmente a soma
das dispersões de cada variável. É uma fnedH-fia que não con
lidera a estrutura de cor'relação entre as velçiáveis obter
vidas

[3 tr ('SS.) também é chamado de soma de quadrados
devido ao erro, ou, soma de quadrados da população .r

Nas apiicadões da A.C., l além da homogeneidade
interna dos grupos, há interesse em maximizar a dísparida

3

'+:

'ã+
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de entre os grupos Convém verificar como se relacionam
essas duas .medidas e. como é definida uma medida de dispara
dada entre conglomerados. SÚ.,;--

Suponha que o conjunto .r é formado por dois con

giomeradof J = {.:rlZ,...J } e K : {.K]».K2,...JKnJr.Z'=.:r l.J .KJ

mutuamente exclusivos, que geram dois conjuntos de observa

ções X =ÍX.Za' ..=X} e y =Íy.Z,y2»'''Jln} associados a J e
a Ã: respect:ivamente . Sej a

,li, rlÍ-«)rlÍ-qJ ' {'!,- rii-y)rl{ -gJ ,
onde

E X. + }l y .
z[=] ''z' {=.Z 'z

m + n
Então

gg.Z. : "'' r{ - e) r'i - 491 ' ''' n r! - !J r.! - .y)

Chamando S.r. de soma de quadrados total, e denotan
do por T, e rS.7 #- S.KJ de soma de quadrados dentro dos gru
pos J e .K, e denotando poi' Ar, pode-se escrever

( 2 .4 )
onde

m('Í- M)('i--M) ' + n(]--}4)(] --M)l

é a matriz soma de quadrados entre os grupos J e .K, e re
presente a "economi-a" de variabilidade que se faz numa po
pulação quando ela é particionada em duas

Defintç:io 5 f
):':, 0 tpfBJ ;

Jy"' rr
n] 'f n2

é chamado de soma de quadrados entre os grupos

tp(B) ( 2 . 5 )

-- +t

F
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0 trrB representa a contribuição na soma de qua
doados devido às di-f.crenças entre os gi'upos J e XJ Torne
lendo, portanto, uma medidas.,de;..heterogeneidade entre os gru
pos d e .K

Os conceitos introduzidos formam a base da Análi
se de..Variânci.a, uma técni.ca estatíst:ica cujo objetivo é
buscar evidências de que vários grupos conhecidos diferem
entre s i

Muito embora existam diferenças básicas nos obje
uivos de Análise de Vara.anciã e /\nálise de Conglomerados,
os dois métodos procuram expli.car a variação dos dados aLFa
ves de uma estrutura de grupos. DaÍ, vários cri.sérios de
agrupamento foram desenvolvidos explorando-se a mesma con
ceituação da Análise de Variância

2.2. DESCRIÇÃO DOS MÉTODOS l

A expressão (2.4) dá uma i.déia clara da dispersão
das observações dent.ro e entre grupos Conhecendo esta re
loção, é íntuit:ivo que a criação de grupos homogéneos seja
baseada na minimização de uma medida da dispersão dentro
dos grupos Ou, equivalentemente, maximização"da diferen
cíaçã o e nti'e grupos

2.2.1. CT'itérto Invariante sobb Transe'ormaçao Ortogonal
Maximizaçã o do tz'rZ?.)

De [2.4) Edwards & Cava]]i - Sforza (1965) deriva
ram .a se guinte exp ressã o:

tr(T) = tp(B + w) = tr(B) + tP(w) .NX

(;a; Considerando que o tz'rT) é constante para um con
junto fixado de observações, a proposta é parti.clonar este
conjunto de tal forma a maximizar o.t;2'r'B). Porém, compra
tacíonalmente é mais simples minimizar o tz'r17.)

\

h

}

!
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tZ'' (#]) 'f t2'' rVZ;

+' ,\3:«''' ':,*+ :.*':
onde d'3('a2:k»!JkJ e a distância
z ., e' n '.
:ik ' =jK

Toda a informação numérica necessária para este
procedimento pode ser colocada na matriz triangular das
distancias entre os elementos, o que simplifica enormemen
te os cálculos. A aplicação deste procedimento evita o
cálculo da matriz É/ a cada partição, tornando este método
mtji.to atrai ivo

Porém, embora o tr re.) seja uma medida invariante
sob transformações ortogonais, não o é sob qualquer trens
formação linear não si.nbulal' nos dados originais. Isso tor
na esta'técnica i.ndesejavelmente sensível, porque pode pro
duzir partiçÕes diferentes para um mesmo conjunto de obter
vaçoes quando apli.cada a dados diremos e a dados transpor
medos

t'' rlÍX:) Z, 2

E u c l ide a na \e n t r e
.q os pontos

2. 2. 2. C'rÍtárzlos .rnoapíantes sob rz'ans/óz'Maç?o'ês Z;Í?leal'esÍ
/Pao singuZaref

Para contornar o problema da Inval"tangia, Ftíed
man & RubinjC1967) propuseram dois critérios extraídos da
me sma igualdade básica C2 . 4).l

Adicionando-se a suposição de que as p variáveis

medidas são linearmente independentes e' .q.(..P ]J.tem-s.g
que M além de ser uha matriz si.métrica,. é :l)$mbém positiva
defin.ida, garant-indo a existência da inversa W''7.

Pós-multiplicando C2.4) porlP' , obtém-se
Zle ' = € v'' '+ ]' (2.6)

Desta nova expressão foram derivados mais 2 crité

.i#':!: ; i;. i 1::g:iiiiii::ii
J
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ri.os a saber

{J /yaa{«?izaç:ão ao.:l;ll / llÍ
De C 2 . 6 )

1{ !'' .* .rl
l gll ,/ IYI = le y':z .. .rl

A maximização do lg'l / l#l se resume a minimizar
l 1l

Este método exige uma complexidade
maior do que o anterior

de cá lcu tcJ/

t{.) Ma={,m{,cação do tP (B W l)

Ai nda de ( 2 .6)

Í;r r É/''J : t;r

Como .B é uma matriz simétrica e M é uma matriz si
métrica post-uva defin:ida, CSinger C1977))

le ''' gl - - - :
Ih,l :l le y ' ' .rl

P
n' rÀ.. + :ZJ

{=] .'&

tr(B W'l)
P

{,=1 'L

onde os X{'s são as raízes obtidas resolvendo-se a equaçac)
CJad a p or

le - À yl = "

Pode-se demonstrar que as raízes atesta equação
sao invariantes sob transformações linearesl$iao singulares
na matriz de dados origi.naif CAnderson, Ci9S8)). Portanto,
embora os dois últimos critérios exijam cálculos mais com
plicados são mais abrangentes do que o primeiro.

:4.
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2 . 2 . 3. Pz'ocediment;os 'À

Quando o objetivo IÉ. particionar a população em
apenas duas sub-populações, basta aplicar o critério esmo

Ihido, e determinar a melhor partição. {.Como existem
(2' ..{.. Z) maneiras diferentes de se particionar o conjun
to :inicial, é importante di.spoi' de métodos efi.cientes de
efet unção d e. c álc u lo s

Em geral, o pesquisador interessado em criar uma

tipologi.a espera encontrar mais que duas caracterizações pa
ra seus dados. Existem dois procedimentos diferentes quan
do se pretende pai'ticionar os dados em mais de dois grupos.
Esta diferença, permite uma classificação grosseira das
técnicas de A.C. em jtécnicas hierárquicas e técnicas
d e partição

Aj..técnicas hierárquicas divisivas consistem
particionar o conjunto inicial de valores em partições
da vez mais finas.

Isto é, o conjunto J de observações é particiona
do segundo um dos critéri.os em dois conjuntos 1, e .Z'.. Em

seguida., um desses conjuntos é particionado em dois
pelo mesmo cf'itério. E, assim sucessivamente, até se ob
ter o número de.grupos des alados

/\s técnicas de partição pressupõem um número.k /de
grupos, e maximízam a função escol.hida sobre todas as p os
sáveis partições dos n elementos em k Igrupos

As técnicas de partição diferem basicamente das
hierárquicas porque,''obtida--uma partíçãor'admitem a teclas\b-
sificação dos elementos,.permitindo que uma\partição ini
cialrRente pobre seja corrigida num estág:io posterior

i

em

2.3. MODELO DE MÃXllIA VEROSSIMILHANÇA

[Js métodos apresentados foram sugeridos para agiu

À,.
}
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par uma população, e não consideram a aleatoriedade conta
da em uma amostra. Não obstante, pode se mostrar que sao
casos particulares de um modelo de agrupamento com base na
teoria estatística de verossimilhança

Iniciando com um modelo geral de classificação e
particularizando para o caso de não haver qualquer informa
çao a prior'i soba'e as categorias ou classes, IScott & Sy
mono (1971) construíram um modelo estatístico de agrupamen
to

Sejam a],a2)''.aaH observações independentes de
um vetar aleatório X le provenientes de uma de kl pápula
çoes normais p -- vai'fadas, com médias p.7,...au,. e matriz

de variâncias e covariâncías !],!2''''JIEk' Se já 'E o param.!
tro de c].ossificação, y = r'y:ZIY2''''''ynJ, onde y.Í = g qual
do a {-e61:ma observação pertencer a g-esÍma sub-população.

A distribuição de probabilidades de X ficará com

plenamente especificada ao se conhecer o parâmetro 0=
rY'E]' 'JEk»;llz''''JXk;' O parâmetro de maior interesse

ey, uma vez que é ele quem alaga os elementos aos conzlo
melados a],a2s''''C'k' Portanto, o objetivo é estimar y
Um método utilizado é o, da máxima verossimilhança. l

O logaritmo da função de verossimilhança da amostra
é dado por k

]

7 E ; +.y2 { {g gg7 a
( 2 . 7 )

é o conjunto dos z's alocados ao g--esÍmo grupo
através de y

zz ' é o número de obserxrnPÃoe Q
(]. v v w u w v ublVU u u

A estimativa de 0 é obtida de forma a maximizar o
valor da função Z r0;

hz'g ];g]]

H
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Para cada partição em k grupos é possível a obten
ção de estimativas de máxima verossímilhança CM.V.) de U

Para y fixa do, tem-se

a'
-g

---J.-- E fa . -
ng {Ga -l"

' g
. k

; .:, [*« «g

!gr'P ã )(ag t g
7

n
g

M
g

["a] Zog 2u-

Ass:im, a estimativa de y é dada pela partição que
minimiza b

.!, le.I''g
Este é o caso hai.s geral, e ex.íge um número mu:ita

grande de observaçoes para que est-as estimativas façam
t ido

São necessá.rias pelo menos ('p+lZJ observações em
Dada grupo para garantir a não singularidade da matriz de
variâncias e covari.anciãs, e consequentemente, evitar pon
tos de descontinuidade na função de verúÉsimilhançá. É pos
sável diminui.r o numero de parâmetros a serem estimados fa
zendo algumas suposições adicionais./\lguns casos particu
lares merecem dest fique

J Mat;p zes de ua2'lama as e eopal'ÍâncÍas {gzzaÍs

!z, = E rE deseon7zec daJ

L Neste caso, par'a uma dada partição\ E = ] P:l onde

a)

.';'-? l
ç#'\i' '

k

g=1.'g

Substituindo = por sua estimativa em (2.7)

{
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-3l- [", -, '.«]-i-- g]n] Zog 21í,

e y será dado pela parti.ção\.qcle minimizar IPI
cia generalizada dentro dos grupos-

Este critério coincide com aquele sugerido
Friedr6an & Rubin mostrado anteriormente na secção 2.2

Nas situações em que a suposição sobre as matei
zes de variâncias e covariâncias dos,Jgrupos é violada, fiar
ríott (1971) mostrou, através de aplicações práticas, que
esse critério tende a for'mai' conglomerados similares em
di s pç3r s ã o.

ou a vara.â n

P or'

.J

À4a&rizes de oaz'il;nelas e cooarÍâncÍas {gzia2:0

:l.Z : :lZ: ... :!k :! rleonheeÍda)
Para y fi.xado

Zrg) : -.:ã!-- [*«rg ! J '''z.g]11nQ - -g.- Z., ,«

E, portanto, y minimiza t;z'rM }l J
maximi za tz'ÍZ? E ,), o nde

B = }1 n rli - i) r= -=Jr /
g=:Z u ''u ' 'u ' l

Portanto o critér].o da maximização do t;2'' rB M ,) apresenta
do por Friedman &IRubin na secção 2.2 se aplica nos casos
em que as matrizes de.jvariâncias e covariâncias dos gr.y.
po s s a o i gu ai s e con h eci da s.

atr zes de oa2'lama ao e cooczr.íâneÍas iguais"a .Z

7

k

2

b)

Ou, equívalentemente, y

=J'

.y

c) ?l] : ;lâ

Para uma partição fixada

tz''rg) - --?lf-- Zog 2v

.}-'

! '.'?
l

+$J9Ú;..;
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e y será dado pela partição que minimizar o t;z'rM,)

Como dantes, )esta critério já havia sido apõe' )h.--K '

sentad.o anterior'mente por Edwards &Cavallí - Sforza (1965),
na secção 2. 1

A tendência apresentada por esse método em formar
conglomerados esféricos (Everitt,' (1974)) fica explicada
pela estrutura da mâ'uFiz de variâncias e covariãnci.as dos
conglome rad os.

J

) /yatr zé?o de ar l;nelas' e ' eooarÍãzzcías
g a s e eclzz;zecÍdas

de s{,

Esta é uma situação mai-s rara, e portanto de pou
co i.nteresse

Fixando- se y
. ., k

zroJ = ---F- E

J

]
- J 'f 'zg zogl-pU - !y zog 2n'

e portanto y deve minimi.zar
k
E

g=.z z'pllgl

O método baseado na razão de verossimi.Ihança,além
de unia-car vários procedimentos num Único modelo, elucida
as situações em que cada uma das técnicas é apli-sável, per
mitindo urn resumo dos lresultados encontrados nesse capítu
lo no segui nte roteiro

i) Se as matrizes de variâncias e covari.anciãs
dos grupos forem iguais. deve\\qe procurar a
partição dol .conjunto de observ\çÕes que mini
«iza o lyl. l

íi.) Se as matrizes de variâncias e covariâncias
dos grupos forem iguais, e, além disso, co
nheci.das, então o critério a ser aditado de

verá ser a minimização do tz'rB y-ZJ.- l

}

l .ar .+»

ã
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i i i ) Se as vara.áveis forem não Correlacionadas en
tre si, então o agrupamento deverá ser obti
do pela minam'li 2ãêão do t;2''rV;. l Este critério
e largamente uti].azado, principalmente em
uma de suas versões, desenvolvida por Mac
C)ueen (1967), num procedimento conhecido co
mo "kl medi a s "

Se as matrizes de variânci.as e covaríâncias
forem diferentes entre si, e desconhecidas,
tem-se olcaso mais geral, e portanto, mais
complicado. Os conglomerados devem ser obtí
dos minimizando-se o lr IÜ.lng

7g

iv )

2.4. COMENTÁRios 'l

/\s técnicas apresentadas consistem em deter'minar
UMa partição que maximiza (ou minimiza) uma função. Teori.
comente, este é um problema de fácil solução. Entretanto,
a quanta.dada de cálculo exigida torna estas técnicas impra
ticávei.s

Existem várias sugestões de procedimentos não
exaustivos que, embora não produzam a melhor solução, pro
duzem resultados sat:isfatÓrios. O mais comum deles consis
te em fixar uma partição inicial eM k grupos. Em seguida,
toma-se um elemento qualquer (em geral, aquele que estiver
mais afastado do centro de gravidade do seu grupo) e trens
fere-se-o para todos os outros conglomerado\q\ A cada trens
ferência, o valor da função cri.sério é calculado. Se ne
nhuma: das novas partições mostrar uma oti.mização na função
critério, o elemento permanecerá no congllomerado em que es
tava. Caso contrário, ele devem'á seí' transfel.'ido de forma
a se obter o maior acréscimo Cou decréscimo) no valor da
função critério. Usando a nova partição o segundo elemen

J
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to é processado, e depois o terceiro, etc., até se alcan
çar um ponto em que nenhuma transferência otimíze a função
critério. Este é o ponto de'''máximo (ou.mínimo) local da
função

A vantagem de se transferir um Único .elemento a
cada passo é evitar que a matriz M seja recalculada por
completo. É possível calcular somente a alteração devida
a essa unida mudança\

Para se ter maior confiarlça.nos resultados, reco
monda-se repetir o procedimento com diferentes partiçães
inibi.ais, e selecíonando a que apí'isentar rnai.or Cou menor)
valor da função ci'itério

Everitt (1974) fornece outros procedimentos ade
quedos para a dotei'minação de máximos (ou mínimos) locais

\

V
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C A P i T U L O 111

MISTURA DE DUAS POPULAÇÕES PIULTINORMAIS

Será apresentado aqui o caso mais simples de sopa
rar duas populações. O objetivo é familiarizar o leitor
com a técnica de mistura de distribuições, e dar-lhe conho
cimento dos problt3mas que surgem na sua aplicação

Na secção l é colocado, de maneira geral, o con
celta da mistura de distribuições como uma técnica na Aná
liso de Conglomerados

0 modelo matemático, e a derivação dos estimado
res dos parâmetros envo'lvi.dos são apresentados na secção
2

Um teste de significância para os grupos encontra
do s é di s cupido na s facção 3

A secção 4 faz alguns comentários sobre esta téc
nuca

3.1. INTRODUÇÃO .J
Numa tentativa de dar à Análise de Conglomerados

uma abordagem estatÍsti.ca mais rigor.'osa, Noite (1970) sugo
r:iu um modelo baseado em mistura de d:istríbuiçães. Porém,
anteriormente, -Day (1969) havia feito um 'escudo em mistura
de duas populações multinormais, cujo trabalho será resuma )
do aq u i . l

No modelo proposto, cada elemento da amostra se
bre a qual será.;feita a analise, é admitida como seleciona
da aleatoriamente de uma entre duas populações multinor
mais. Dessa foi'ma a amostra pode ser considerada como pro

\

.$$gü:
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veniente de uma população constituída ao acaso por duas po
pulações dizer'entes,' e portanto caracterizada por uma fun
çao di..stribuiçg.o...que é a comporta de duas diferentes dis
tribui.çÕes de probabilidade. Criar dois grupos a partir
dessa amostra é equivalente a separar uma mistura de dis
tribuições caracterizando cada uma de suas componentes. As
sim, a identificação dos conglomerados se transforma num
problema de estimação dos parâmetros envolvidos numa mistu
ra de distribuições.

[] método de estimação utilizado é o da máxima ve
rossimilhança porque os seus estimadores apresentam um com
parlamento superior aqueles derivados por outros métodos
usuais de estimação, tais como, método dos momentos, Bayes,
X'jmíni-mo. O método dos momentos apresenta propriedades
amosti'ais muito pobres em relação a variância dos seus es
t:amadores, enquanto que os outros dois métodos mencionados
acima apresentam cálculos muito complexos na sua aplicação
(Day ( 1969) )

3.2. MODELO

2.1. Está.mação

Seja {!],!2''..,!n} uma amostra aleatória retira
da de uma população, p-d menu anal, composta por duas popu
loções multinormais e, cuja função densidade de probabi.li.
da d e (f . d .p . ) é da da p or:

'p'/; ]11p/' {À ,«pE-' -â r! -e:j ' $1 r! - !.;] *
:#::.rl-À) .abE- ; r!-EzJ' re-E;Jl}

f(aa)

Xgl(!.) + (l - 'X) g2(=.)

e a proporção da pri.moira componente na mis
Lura

o nde:

}
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E

f. d .p . d a pop ulação n-

média da.fpÍ-esÍma componente,l { = ]»2.

z' { = Z,2

matriz de variâncias e covariâncias co
mum às duas componentes .

Define-se jainda a probabilidade de pertinência de
um vetar a primeira componente da população como:

,[«,.1 ]] : * ':':'pr!] - - .fr.;
Analogamente para a segunda componente

pE",i ]:] : ']",] 'k il«,J : r:-N ..'';pr!] rr.J
Na técnica de'agrupamento esta medida desempenha

um.papel muito importante, uma vez que é ela quem sugere a
dista'íbui.çao dos elementos em um ou outro grupo. Para de
terminar esta medida, é necessário antes, conhecer as está
mativas dos parâmetros populaci.anais

A função de Verossimilhança da amostra é dadae
por

táir'';!,'* .«,E- -á .:, Úli ,!'.:l;l- -,- *i:ii' ;:l,{À '«::' C- { -z

' r' - À; .*, [- .á re, - - P ! '!{ - e;J] }
onde rl! .z , yz' :l , À)

O máximo de LT'01 será atingido quqFdo o
.de equações abaixo'fol' satisfez.to: \\

sistema

a z.p 'zrg) n
E e l.t - e 2.L

À e:Z{ '+ r-Z - ÀJ e2{

(B{,- ».P 'x l

À '].i ' r] - ÀJ '2{

C 3 . 1 )

a zog .DroJ

a y.z

n
E ( 3 . 2 )

.#,Ã. ©

'Pv'
-. : - ? :,: '.
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a Zog .C rq,J n r!{ - UZJ r:Z - ÀJ

{=:Zh'';X-e:Z{ '+ r.Z - À) e2{a Ez
( 3 . 3 )

n .

,!, ['!, - E,J .:: - i],' ' *'., .,
'F r!{ - P2) rl2: - E2; ' fZ - ÀJ '2{]

Í] - ÀJ ep..] J = 0,

onde

',,[: .á '!, - i],,, - ':.: ,,', J=.z,lz

;L":a' llJ] .':zo- ./ [À ':J * (.z - Í'J 'zJ]

;["4 &.í] : : -; pgr: J llj]
Uma forma mais simples para o sistema acima é da

da por

-} ,;, ;b:l] /:,]

É, - --;\- ,}l ; p:li :.' ' :,

-;DZ''i;-- ,:l, ;Fv,ll !:J . !,

+ l;l ,í, .:,
\

U
;-'&

.urro parâmetro de interesse nesta técnica de
agrupamento é a distância ponderada que separa as dístrí
buições componentes da mistura. Ou seja, é a distância de
Mahalanobis entre as médias das distribuições componentes,

U"+'Ei; ilb&:CÇ\.
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dada por
]

E? ' ! .rUz

Z

Pelo princípio dB invariância que rege os estima
dores de máxima verossimilhança, b po.de ser estimado pelo
método da máxima Veroséimilhança por:l

. ..'L . A '=
ry.z ' llz;.' E rE:z - EzJ l

]

A é uma medida índicadora da-heterogeneidade
tre os grupos Quanto maior o valor numérico de A mais
ferenciadas são as duas popullaçÕes de interesse

3. 2. 2 Solução Numérica

A solução das equações de M. V. obtidas de C3.1)
a (3.3) é obtida através de processos iterativos, ou seja,
processos que determinam uma solução a partir de um conjun
to arbitrário de valores i.nici.ais

Entretanto, o sistema de equações pode ter' mais
de uma solução, e, neste caso, o processa converge para a
solução mais próxima do conjunto inicial de valores, que,
no caso em estudo, é um ponto de máximo local da função de
verossimilhança. pluma tentativa de se atingir o máximo
global, recomenda-se repetir o processo com diferentes es
timatívas iniciais, e, dentre essa multiplicidade de saiu
çoes, escolher a que der maior valor para Z)rO,)

/\ convergência do processo também êtSaíetada pela
distânc:ia A definida acima. Pai'ece intuitiva que o preces
se cdhüerge tão mais rapidamente quanto mais distanciadas
estiverem os dois conglomerados

A, além de ser uma medida importante na solução
numérica do problema, fornece também uma estatística impor
tanta para futuros testes de significância



33

3. 3 SIGNIFICÂNCIA DOS GRUPOS

Tendo identifi:cedo as duas componentes da mistu
r'a/: e. alojado os elementos em seus raspe.cti.vos grupos, res
ta ainda saber se eles (os conglomerados) diferem sígnifi
cativamente. Isso pode ser colocado na forma de um teste
de hipót ese

#O : exi.ste uma Única distribuição multinormal

X7 = existe uma mistura de duas di.atribuições mul
tinormais

Du , eq uiva .LE nteme nt e

0 u ai.n da,

No caso de estar se trabalhando com grupos defina
dos a priori, e sob a suposição de normali.dado e matriz de

variâncias e covariâncias constante, a l estatÍsti.ca T2 de
Hotelling, dada por

?z . zz. --.Z

;Í?\:-â=" 'B, - !:,J ' !
fornece um teste estatístico poderoso para as
formuladas acima, pois sob Xn,

T2

hi.pote ses

n] '+ n2 ' P ' ]

rn] '+ n2 - 2)P
T2 .u F(P :z J

Entretanto, na Análise de Conglomei'idos, os gru
pos são obtidos artifici.aumente, de forma a maximizar a
função de verossimilhança. Portanto, a estatística não se

R..'

Ç

r
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distribui mais segundo uma distribuição f', invalidando for
ma].me nt e o teste

Porém, essa estatíêtÍca ainda pode for'necer um
critério estatístico para se tomar uma decisão. os valores
observados de T' tenderão a ser maiores do que aqueles ba
meados em grupos pré'definidos. Se o valor observado da
estatística for nao significante, aceita-se #.. Caso con
Erário, um estudo qualitati.vo maisjcuidadoso deverá acém
panhar a análise. Quão maior deverá ser o valor observado
em relação ao crítico, para se aceitar que realmente exis
tem duas populações, é um problema ainda a ser estudado.

3.4. COFIENTÃRIOS

O conhecimento da distribuição de A é de grande
valia nas aplicações práticas./\s conclusões obtidas por
Day (1969) sobre o comportamento do estimados A estão ré
sumidas a seguir

Para valores de A suficientemente grandes, a pro
babilidade de cada observação pertencer. a .uma das classes
é próxima de :Z, e as estimativas dos parâmetros de cada
componente são próximas das que seriam encontradas ao se
traba].har com amostras separadas de duas populações

Além disso, sabe-se que os estímadores de máxima
verossímilhança apresentam boas propriedades assintóticas.
Entretanto, para valores de A próximos de zel''o, .a amostra
tem que ser muito grande para que a teoria\.assíntótica se
j a ap li cave 1. \

Assim, para pequenas amostras e/ou pequenos vala
res de A, o estimados A pode não apresentar as caracterís
tecas do que é usualmente um bom estimados

Conjugando alguns resultados assintÓtícos com ou
tios obtidos por simulação, Day (1969) chegou a alguns re

;â';'

'bi.!ih.;
i'a

}
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sulcados interessantes. Abaixo mostram--se-á o procedimen
to utilizado por elé, e alg.umas de suas conclusões

Inicialmente, supondo n -> m, tem-se que a variar
cia de A á dada por ]'rA) ,/ n, onde 2''rAJ é defi.nada como:

l

PTAJ : , A > 0

F6]] a Zoa fre) ]2} '' a A

( 4 . 1)

Day aproximou esta função por outras mais simples
2m do:is cas os d i s t:in t o s

zJ para valores a]tos de A rA > ].)

rrA) : ] .F v',. .} . C4.2]
Àr.Z -- ÀJ ] + 2Àr:Z - À) A2

{z) para valores relativamente baixos de A rA< a.P5
e À # 0,:Z ou 0,SJ

[prA)]':Z. = 3 À2r.Z-À)2r:Z-2À)2 A4 +

( 4. 3)

Em seguida, determ:inou um limite inferior para a
tendenciosidade de IA» b('AJ, através da desigualdade de
Cramér-Rao

p««(Á) Z ,r [] ., az'rAI ]' /, «

.2€iÉAL- 5 -.Z + {nErrAJ]':Z y'ciFrA)}2 C4.4)

Usando as aproximações C4.2) e C4.3? na relação
(4.4) em amostras geradas artifici.aumente, Day mostrou que
para pequenos valor'es de A, A é um estimados altamente ten
dencioso. .Por exemplo, no caso univaríado papal A = 0,

500 e À = 0»3, a tendenciosidade é ]»43'Ê O,]5.
Nos casos multivariados a situação .é mais comple

\\

.&.
+

!q©;'"



36

xa. Em particular, para n fixado e A = 0, tem-se que a ten
denciosidade cresce com a dimensão do espaço amostra].. A
tabela 3.1 mostra claramente esse fato

TABELA 3.1. Estimativas de Máxima Verossimilhança de A de
uma população com A = O

7'amando
da .Anost2''a

50

Z){menaão c?o Espaço ÁmostpaZ

2 3 52

se

0 . S 4-3 . 5 6

2.317

67 36 20

1..92--3.86 2.03--3.72 3.10--5.37
2. 7 54 3.042 4.239

3

4.,7 S--5 .7 6

5.36

100

200

500

27
1 . 08-2 . 76

1.866

4

2 . 88-3 . 48

3. 16

6

3 . 9 S-4 . 20

4.0 6

28
0 . 79-2 . S8

1 .94 S

14

0 . 9 S-1 . 9 1

1.432

37

1 . 00-1 . 99

1 .667

6

1 . 6 5-1 . 9 3

1.7 S8

(Retirado de Biometrika(1969), 56, pagina 472)

0 corpo da tabela fornece o número de amostras
uti..lizadas, a amplitude dos valores de A, e o valor médio

Esta tabela pode ser utilizada para se ter uma
idéiQ..do tamanho' de amostra necessário, dada a dimensão do
espaço amostral, para se resguardar contra um possível in
dÍcio falso de agrupamento

Os valores altos de A, quando A=0, apenas evi
denotam urna bimodalidade casual na amostra, conforme está

\

.t+

B
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mostrado nos gráficos abaixo l. Isso indica que valores al
tos de A nâo devem Ser utill.izados como prova conclusiva da
existência de duas populações'di.sti.nuas

Os gráficos são as projeçÕes dos pontos amostrais
a;. ('J'.= ],...,50.) para as três amostras da tabela 3.1, on
dek =:ZO eo valormédio deA é5.36»lsobreo eixo que
liga as duas médias estimadas

FIGURA 3.1. Histograma.de E a aJ' de tr;s amostras de 50

observaçê;es de uma distribuição normal cultiva
Fiada de dimensão p = ]0

2a

5

a

Valores de E

(Retirado de Biometrika (1969), 56, página 470)

}-.a-'
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0 estudo da distribuição de A mostra que este
todo é aplicável pal.'a as situdçães em que as populações es
tiverem bem separadas, ou em que a amostra seja muito gran
de. Caso contrário, as par'tições obtidas podem não ter
q ualque r significado.

\.

V
''t
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C A P l T U L O IV

ALGORITMO PARA MISTURA DE MULTINORMAIS

\

Este capa'Lula consiste na generali.zação da técni
ca apresentada no capítulo anterior. Aqui serão estudadas
as situações em que a população misturada é composta por
mais de duas sub-populações, cada qual com uma estrutura
de covari ân cia

As estimativas dos parâmetros envolvidos na mistu
ra de distribuições estão na secção l

A secção 2 apresenta a descrição de um a.lgoritmo
para a solução das equbçoes de máxima verossimílhança.

Os comentários sobre o algoritmo estão na secção
3

4.1. MODELO

Sejam a:Z,n2' ''''!n observações do vetar aleatório
X, lde dimensão p, selecionados independentemente de uma p.g

pulação composta T = E r n'{, com X ÀZ = .Z e.C?<Ào < .Ze:] 1 " ' {:1 ' ''

r'{ = 7,...JkJ. Cada À{ indica a proporção da população do
tipo lrz na mi.atura. As populações n-.f têm distribuição nor

mal p-uar adaJ especificada pelo parâmetro q\\.{ = rp E
As sim, pode - se escrever :

â

g ;Jt

r,«;p/I' l !. l;
H'f-,,,'

]

=

-z

C 4 . 1 )

e, consequentemente, a tunçjo densidade de probabilidade

}
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do vetar X será

J''! :'7g,

k

{,=1 'L
0 .)-z ( 4 . 2 )

onde

rà, 9:z, 9z, . . ., !x?
rÀ.Z, À 2, . . ., ÀkJ

Analogamente ao caso de duas componentes, define-
se a pr'obabilidade dq pertinência de um vetar ac a pápula
çao do tipo 1.. como sendo

.j:?>3.Jk il«{t . x, «, r! ,lg,J
pk] E À.{ g, r!, g,J

Além de alocar os elementos em seus respectivos
conglomerados, esta med.ida tem uma função importante na s.o
loção n.umérica das equações de máxima verossimilhança, co
mo será visto a seguir

A função de verossimilhança é dada por:
n k

)=, [,:: À{ «{ '!.í 'lgilt

e

' [v, ] l!] [ 4 . 3 )

( 4 . 4 )

As estimativas de máxima ver'ossimilhança são da
das pelos valores de À{,Z,0{ ('{ = ]s...Jk,) que maximizam
Zlr'01, com a restrição .:E. À.; = ]. Pelos procedimentos
usuais, chegam-se aos seguijntes resultados

X
{

]

n

n

E j;th{ ] !.Í] C 4 . 5 )
\.

.v
-" '!. ;t«. U -J C 4 . 6 )

E
Z

. n

=;''t- j:: FD'. ] !.j] '!J - Ê.' '!" 'b ' -iia '"=;j =i' *':j uiJ ' c 4. 7 )

m.
3::F:;=!$-'
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p P'{
"&

l;J ' !; r!, - ÊPI
são determinados de tal forma que

il{ l!:l'l''' vj ''p ;!.Í] -J

( 4 . 8 )

onde os y;J

Este modelo tem um número muito grande de parara
Eras a serem estimados, e que cresce com a dimensão p do
espaço amostral. É possível diminuir este número fazenda
algumas restrições sobre a matriz de variâncias e covariân
clãs do mesmo modo já apresentado na secção 2.3. Alguns
modelos reduzidos merecem destaque.

1:.) Matrizes de variâncias e covariâncias iguais

Cde s co nhe lida)

As equações de máxima verossimilhança fornecem
as mesmas estimativas (4.5) e (4.6) para as proporções e
médias cada componente da mistura. Porém, a matriz de va
riâncias e covariâncias passa a ser estimada por:

. n. k.

x-- }l E rn; - P,..J rn.
3=1 Z=l

{{) Matei.zes de va riâncías
e diagonais

-a '-'b -3
(4 . 9 )

covariâncías tguazs

Neste caso, as estimativas são idênticas às da
situação {), com a única restrição que os elementos fora
da diagona'l são postos iguais a zero

4
!x:

..3:

'ç:l
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{ii; Matrizes de variâncias e covariâncias iguais a
a'.[

! : !2 = ... =ç'!k; : a {

Quando as variável.s observadas são independen
tes duas a duas, e tem a mesma variância, as est:imativas
dos parâmetros são dadas por

U .. = = E
n

]J
]

Z
!.j] e,

-2a 'F .j:l: rcJ -eJ 'rlJ - eJ pt«{ ] t:í], l;'.z'

À
{ -t ,:l. pb; ] !J]

e, finalme nte

;t«{ ] !,] i.v, -,[.
onde os 'y..;ls são determinados de forma a satisfazera

,li, ;t«, 1 :,] : '

(!J - u.íJ 'rlJ
2a2

As estimativas das probabilidades de pertinência
e que sugar'em os agrupamentos. Cada elemento é alagado no
grupo cuja probabilidade de pei'tinência é maior. Porém es
sas estimati.vas dependem das estimati.vas de 0. Precisa-se,

portanto, de um algorítmo para resolver a"s \.quações de má
xima verossimilhança iteratívamentE3

4.2. DESCRIÇÃO DO ALGORITMO

Para determinar as está.mativas dos parâmetros de
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UMa mistura de multinormais, Hartigan (1975) propôs um
procedimento :iterati,vo, que será descrito aqui.. O procedi
mento é inicializado COH umb-partição do conjunto de obter
vações em k grupos aproximadamente do mesmo tamanho. Em
seguida, obtém-se as estimativas das médias, das matrizes
de vaf'iâncias e covariâncias e.das proporções na mistura
através das equações (4.5) a (4.7). Calcula-se o valor dci
logaritmo da lfunção de verossimilhança. Finalmente são
calculadas as estimativas clãs probabilidades de pertinên
cia pela fórmula (4.8), e reestimados os parâmetros. Este
c:ido é repetido atá que o processo convirja. A rega'a de
parada sugerida é termo.nar o procedimento quando, de um ci
c].o.para outro, o logaritmo da função de verossimilhança
tiver um aci'éscimo menor do que O,OIZ

Este algoritmo' permite a introdução das seguintes
estruturas para as matrizes de variâncias e covariâncias
das populações componentes

{.) matrizes de variânc:ias e covariâncias desigual.s
e arbitrárias;

{2l; I'matrizes de variâncias e cavar.iãncias iguais;
dÍ{.) Matrizes de variâncias e covariâncias i.guai.s e

di a g o nai.s;
{PJ Matei.zes de variâncias e covariâncias iguais e

do tip o a'.[

Os passos do algoritmo sao dados poi':

1) 1niciali.zar as probabilidades de

P[X{ ] n.7] da seguinte maneira: \\

'E":d e,.1 : 'rvl] e;]

'P''ãi !J.,,.,:'l :.'b'êl :;.,;.J

p erti.n ê nci.a

: '.Exã !, r,,] ].
P Pw !J rX:-:J .,] :' Üvk] !J rX::.]J ...,] :pFTh] !.Írk,]:],

}

K.J='i'. ?i: .
R
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onde J'rí) Jlã o maiorjinteiro contido em {Ún/k

2) Atualizar as pf'oporções na mistura

'' ; ,:, ;r., il:J
3) Atualizar as médias por

n
E}J r.i )

{

4) Atualizar as matrizes de variâncias e covari.ãn
clãs por

1: n r;cl..-P.rÍIJraÍ.. -P.fiJJ
;l=1 'x

.7]' presente o valor da z'--esÍma variável no .7-es{
mo elemento amostrar

z'
Z

representa a média da z'--esima variável no {-;s{
mo grupo

[] procedimento adorado a seguir depende das estou
tunas de covariâncias das populações componentes, conforme
foi dito anteriormente. Assim,

sob opção i-)jpassar para o passo 5.
sob opções i4) iv), para , -Z 5 < k

k

. rs
'b t

]

n À
Z

\.

S

se b o P ç ã o' i ij.) ,

pa ra ]'' 7é s, 1 <. {. < k

X

/P . ' 'i,'"}
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s ob opção iv)

] e -
'P z,E ?2'!.Z)» para ] 5 z' < p,

:z < { < k

5) Calcular os determinantes e as inversas das ma

trazes de variâncias e covariâncias para cada grupos os va
leres das funções densidades de probabilidade das popula
ções componentes para cada observação; o valor da função
densidade da mistura para cada observação e o logaritmo da
função de verossimilhança.

6) Atualizar as probabilidades de per'ti.nênci.a dera
vés dos va lares obt idos em 5)

7) Se o valor do logaritmo da função de verossimi
Ihaílça não exceder seu valor prévio por mais de 0,0], pa
rar o procedimento. Caso contrári.o, retornar a 2)

4.3. COMENTÁRIOS

Este modelo, como será visto a seguia', guarda uma
grande semelhança com o proposto por Scott & Symons (1971)
Naquele, a função de verossimilhança lira,), pode ser escri
ta como

''g, : .,«, ' :l '.!, ',,b.]";' '«,F;
ra.-t

n

]

E,;' !{ r!{ E,,f] \.

V
( 4. 1 0)

onde

s e 'y't

caso contrário
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Portanto, basta definir o vedor 6;,
de O is e .Z, da seguinte forma

õl : (o, o, o,...,l,o.
b

--e s%ma p o sz çao

] ,

01 , o n de o IZ está na g

Se agora, adiei.onar-se a suposição de que os 6{gPs
são variáveis aleatórias independentes e:identicamente dis
tribuÍdas sobre as }? observações com

u-l

k
E À

gIÀ.
e

tem-se que os ó;'s, { = ],...,n, são n ensai-os independen
tes de uma distribuição multinomial. y se transforma, e.=
tão, em uma variável aleatória não observável, cujos compg
nentes são os resultados de ensaios independentes de uma
distri buiçâo mu]tinomi.a].

Com estas suposições adicionais, a função de 've-
rossimilhança Z}(0) dada por (4.10) pode ser escrita como

n n k

;l=1 g=l
]

ygJ ' !g r!.j

-J

que é exatamante a função de verossimilhança dada pelo mo
dela de mi.atura de multinormais

A distribuição condicional de (S.,, g = .Zx'..,k,
dada a observação =z,' é que fornecerá a kprobabilidade de
pertinência, P[Va' ] aÍ], tão importante nei\\solução iterati
va .des crina na'secção anterior

No algoritmo descrito, a partição inicial do co.2.
junto de observações é fei.ta através das probabilidades de
pertinência. Porém, diferentes inicializações podem produ
zír diferentes soluções. A menos que os conglomerados es

t
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tejam muito bem definidos, a so].ução iterati.va das equa
ções de.máxima verossi.milhança é sensível às partições ini
dais dos dados. Para contornar esse pi'oblema, recomenda-
se obter várias soluções O procedimento proposto por Har
ti.gan permite variações nas partíçÕes iniciais, bastando
para isso alterar a ordem de entrada das observações. De
posse dessas múltiplas soluções, esta técni.ca permite ain
da um cri.sério estatístico para escolher a melhor delas
Como o método é baseado na rnaximízação da função de varas
similhança, basta optar pela solução que fornecer maior va
lor para Zr01

Com sorte, pode-se obter uma solução em que as
probabilidades de pertinência dos elementos em um dos con
glomerados é bastante alta em relação aos demais, e assim,
o agrupamento fica bem 'defi.nado. Se, no entanto, as proba
bilidades de pei'tinência de um elemento em vários.conglome
Fados forem próximas entre sí, a Análise de Conglomerados
deve ser seguida de uma análise qualitativa mais cuidadosa.
Isto é, antes de simplesmente alojar um elemento aol grupo
cuja probabilidade de pertinência for a mais alta, é reco
mendável analisar os vários grupos prováveis de conter es
sa observação, e só então tomar URa decisão

Esta técnica requer um número grande de observa
çÕes devido ao número de parâmetros que estima. No caso

mais geral são --2 rp+.iz.trP+a,)rÃ.-.z,) parâmetros, e Hqrtigan
(1975), então, cautelosamente recomenda que,

A].ém di'sso, o número mínimo de elementos por gru
po deve ser rpfiZJ, de forma a garantir que as matrizes de
variâncias' e covariãncias sejam não singulares (com prosa
bilidade 1). Quando o número de observações não é sua
cientemente grande, uma estratégia é impor algumas restri

\
\

\

n > (p+] ) (p+2) (K-l ) J ( 4 . 1 1)
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çoes sobre as matrizes de variâncias e covariâncias
diminui. o número de parâmetros a estimei, .e consequentemen
te, o limite imposto por' (4'.'11) também é diminuído. É bom
lembrar, porém, que os modelos simplificados devem ser ado
todos quando exista.rem razões para justificar esse procedi
mento

\

V

l

J
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C A P l T U L O '« f

ESCOLF{A DO NÚMERO DE GRUPOS

B.!Õ: ;

Todos os métodos vistos até agora procuram a me
Ihor partição de um conjunto de observações em k l grupos
Porém, são raros os casos em que o valor de k ió conhecido
Este fato gera um dos mais graves problemas ed Análise de
Conglomerados que é a determinação do número de grupos.Nes
te capítulotratar-se-ãldesse problema

A secção l faz uma rápida introdução do problema.
Na secção 2 são descritos métodos da determinação

do número de grupos par'a as técni.cas baseadas na minimiza
ção. da varíân cía

Os métodos ligados à mistur a de distribuições mul
ti normal s est ão na secção 3

5.1. INTRODUÇÃO

Nos raros casos em que se aplica a Análise de Con
glomerados e se tem a priori a informação do número aproxi
made de grupos, a análise fica bastante simplificada. A
configuração final do agrupamento é obtida através da apli
cação de uma das técnicas apresentadas.' LSe a técnica for
aplicada.hi.erarquicamente,, basta ínterrompeq' o processo
visivo ao se atingiu' os kjgrupos desejados:l\x' Se .q técnica
for qpl.li.cada por partiçã o'lobtém-se diretamente clsl Igrupos

Nas situações mais comuns em que se desconhece
por completo a estrutura dos dados, a].ém de escolher um
critério de agrupamento e uma técnica de aplicação, resta
ainda a determinação do número ideal de grupos. Esta quem

}
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t ão é colocada da seguint e forma

i) em que estágio se..:deve interromper o processo
divísivo (se a técnica for hierárquica)

ii) qual.éo números de grupos emque deve ser
partia.onado o conjunto de observações Cse o
agrupamento for obtido por uma técnica de par
tÍÇã o)

blostes casos é necessário definir alguns cri-té
rios que auxi.bem a tomada de decisão. Existem vários de
les, e na sua maioria são fundamentados em princípios heu
Pisei.cos. Com base nesses critérios Surgiram vários moto
dos de determinação do nÚmer'o de grupos, que costumam pro
duzír resultados fortemente baseados na estrutura dos da
dos, porém são válidos na medida em que está se fazendo
uma análise expiar'ataria e não se dispõe de recursos maio
res

são poucos os procedimentos que contam com a teó
ría de Inferência Estatística para ajudei' na questão. A
quase inexistência de métodos estatísticos que trate'm des
se assunto talvez se deva ao fato do assunto exi.gir o estu
do de distribuições bastante complexas, como se verá nas
secç ões 2 e 3.

Apesar disso, alguns testes estatísticos de campa
ração de várias médias são utili.zados de forma a fornecer
algumas indicações sobre a signo.ficâncía ' clkê grup.os As
hipóteses sâo testadas de maneira usua]., por.sém as interpõe
taçÕés: devem ser feitas de maneira mais cautelosa. Na sec
ção seguinte esta situação sei'á estudada .mais detalhadamen
te

Os mesmos critérios usados para agrupar os dados
costumam ser utilizados na determinação do número ideal de

$'4
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conglomerados. Por essa razão as descrições dos procedi
mentes referentes ao.s métodos da minimização da vara.anciã
estão na secção 2, e aqueles que se relacionam com mistura
de d:istri.buições multínormais estão na secção 3

Antes de passar à descrição dos procedimentos, se
rá def'inído um método para a escolha do número k Ide grupos
Chama-se de procedi.mento hierárqui.co para determinação do
número de grupos, ao procedimento em que a escolha do nome
ro klé feita analisando, em sequência, as partições em
],2,...,g grupos. brote que esse método pode ser aplicado
independentemente da forma como se obtém as partíções.

5 .2 REGRAS PARA O CAPÍTULO ll

5. 2. ]. Pz'océ?alimentos Baseados -na .4NOy.A

Na Análise de Variância, supondo que as observa
çÕes são independentes e identicamente distribuídas, com
matriz de variâncias e covariãnci.as E, a significância
dos grupos pode ser veria-cada através dag seguintes hipÓ
t pc:p q

fi0 : e='êste uma única pot)utação
( 5 . 1 )

HI : en ste mais de uma popuLa,ção
Wilks, conforme descreve Morrison (1976), desen

volveu o teste da razão de verossimilhança para as hlpóte
ses acima. Sob #., a teoria assintÓtica da razão de veios
similhança i.mplica que a estatística '' \-.

b: -'k/- ] rp - x:l+ ZJ] z.n A, (5.2)/ ' 'l

onde A= l#l ,/ lrl, converge para uma distribuição de X
com prk-:ZJ: graus de liberda de

No modelo apresentado por Scott & Symons, sob a
restrição de que as matrizes de variâncias e covariâncias

F

.4
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dentro dos grupos são iguais, as hipóteses (5.1) podem ser
colocadas na forma abaixo

\

Y7 -' Yp = .. . = y
.z ' ó '7'Z

''. '' ".í' ''«- ' # J, : tiiii:
Entretanto, em Análise de Conglomerados, os gru

pos sao construídos de .forma a maximizar o valor de lg'l /
/ l#l sobre todas as possíveis partiçÕes de n elementos em
k grupos. Portanto, o valor obtido para lrl / IPI será,
em geral, maior do que aquele observado para grupos conho
lidos. Para se estudar a significância dos grupos encon
irados pe.La Análise de Conglomerados, deveria então .se fa
zer um estudo da distribui.çao do man Irl ,/ IVI. Apesar de
nao poder ser utilizado;como esse teste estatístico, o va
lor do lrl / 11/1, sob #O' ainda pode ser usado como um in
dicador da existência de grupos. Para isso procede-se co
mo se fosse fazer o teste das hipóteses (5.1). Se o valor
observado da estatística for menor do que o valor crítico
dado por uma tabela de X2lel i.ndicaçao clara de que os da
dos não devem ser agrupados

Porém, para a hipótese #O ser rejeitada, é íntui
tivo que o valor observado da estatística não somente deva

or.do que o valor crítico fornecido pela distribui
ção de X'l,/mas sim algumas vezes maior. Entretanto, é des
conhecida a exístênci.a de trabalhos que. investíguem acerca
de quantas vezes maior deve ser o valor observado da esta

tístíca.em relação ao X2,acrítico para quê s\\\possa ace:teara existência de uma estrutura de grupos nos gados. Assim,
para os casos em que a estatística ass,ume um valor' mui.to

alto em relação ao valor crítico doX l,i &O deve ser rejei
fada. A situação se torna mais delicada quando, embora o
valor observado da estatística seja maior do que o X2ll crí
ti.co, ele não é relativamente tão alto, e neste caso não

C 5 3 )

:z l,
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sa di.spóe então de qualquer indicação
Um procedimento análogo pode ser utilizado empre

Bando-.se a estatística rl; = tz'':B 17 'L, chamada de traço de
Law.Ley Hotelling. Sob a hipótese de que os grupos provem
de uma Única di.atribuição multinormal, tem-se que

« r:l - x

n -» oo

2

com prk--iZ,) graus de liberdade [Morrison C1976)). As mes
mas considerações tecidas para ágil ,/ lpl se apl-icem aqui

Para o caso particular em.que p=iZ e k--2, as hi.p.É
teses (5.1) podem ser colocadas da seguinte forma

#, : u, # u,

onde pà.-é a medi.a do {-esimo grupo, { = ]a2.
Se os grupos forem construídos de modo a mi.nimi

zar a vara-anciã dent.ro de].es, Engelman 8 Hartigan, atravt3s
de simulação, construíram uma tabela da distribuição do
man SSB/SSM para testar as hipóteses acima

A estatística para esse teste é dada por SSB/$S}/
onde

SSB

média do g-esÍmo grupo, g = IZ»2
onde

número de elementos do g-ásÍmo
] . 2

grupo

i
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conjunto dos nil's alagados ao g--ázimo gr'upo,
g = 1, 2

[Js dois métodos acima somente dão uma ideia da
existência dos grupos, mas não do número deles. Hartigan
[1975). propõe uma regra, baseada em uma úni.ca variável,
que auxilia a deck.são de se escolher entre k e rk.'lJ gru
pos

a
g

Seja â partição Pk dos n elementos em k conglomE
Fados, com matei.z de dispersão dentro.dos conglc)melados da
da por

[«..'*']

k
}l Ern. --i )rac. ; J ' (5.4)

g=.Z a. 'z'g -g -tg -gg
onde

é o conjunto dos z..'s alojados ao g--ázimo gru
P o .

/\ dispersão da ./--estima variável é dada por:
k

".,l*' : .:: : '*
é a medida da J'-esÍma vara.aval no {--esÍmo
e lamento do g-;s7:mo grupo

é a média da J'--eo{/na vara.ável no g--esdlnno
gr upo .

Sob as suposições de normalidade e matrizes de
variâncias e covariâncias iguais, a..' zo.-..rkJ tem distri

bui.ção de X2.l com rn--k) graus de liberdade'. \\\
Simi.larmente para.a partição Pk+iZ dos n elementos

em,rk+71 conglomerados, a'.' o;;r'k+iZ; tem distribuição de
21 . . J aaX'lcom ('n--k--.ZJ graus de liberdade

Assim, pode-se fa zer o t este
/
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HI(k+l)
utilizando-se a estatística R,

lo . .(k)
a 3

to : , (k + l )

exi saem k populações

existem r.k+iZJ popu loções
( 5 . 5 )

l ) (n-k-- l) C 5 . 6 )

Se Pk-f.Z for obtido partia-onando-se um dos congro
moradas de Pk em dois, então .R se distribui segundo uma i'
com IZ e fn-k--lZ,) graus de liberdade. A razão R fornece uma
medida da redução da variância dentro dos grupos ao se pas
sar de k para ík f.Z,) grupos, quando se considera tão sémen
te a .Í--ãsÍma vara.áve l

Também aqui não se dispoejde um teste estatísti
co. Além dos grupos seFeH cr'lados aritifícialmente maximi.
zando a disparidade entre os grupos, este método não consi
dera a influência das outras variáveis existentes. Ainda
assim, para valores bastante altos de R é justificável o
aumento do número de grupos para r'k+.ZJ. CHartígan sugere
Ã' > IZO). Uma vez que este indicador considera uma Única
variável, um pi'ocedímento a ser utilizado é o seguinte:apli
ca-se o teste sobre cada uma das variáveis observadas, e,
amei.ta-se a partição com rk+]) grupos, quando todas as ra
zões R.Í» { = iZ»2,...,p forem bastante altas

Mas este é um procedimento -um tanto rígido. É co
mum, ao se passar de k para rk+iZ,) grupos, que uma das ra
zões RÍ, { = :Z,2,...,p, seja muito alta, :-,cq.ntrapondo-se a
outra bastante baixa. Para contornar esse pV'oblema, procu
r'ou-s,e.por um critéri.o que leve em conta as p variáveis
co nj u nt aHe nt e

Assim, se além da normalidade for possível supor
que as matei.zes de variâncias e covariâncias dentro dos
grupos são igual.s a a~/, i.sto é, as variáveis observadas

}

d4€:ill.'Í+ .

, :;''..# :Ç::E; ' $;



56

sao nao correlaci.onadas, podo-se deduzir um "teste"
considera todas as variáveis simultaneamente

S ej a : '' '-

k; = Du. .rkJ] = E ra.
g=lZ 't'g

M

q ue

ug -g
( 5 . 7 }

e consequ ent ement e
P
E

Como as variáveis são.independentes, Z;rrMrk.))l tem
distribuição proporcional ao X'ilcom p graus de liberdade

/\na[ogamente para rk f].) grupos, &z'rM/rk+]Z]J tem

distribuição proporcional ao:xj7 com p graus de liberdade
Ass im, .

t r rM rkllJ
r !--- - :ZJ rn-k-:z .) (5. 8)

t 2'' rV r k '+ -Z ) .JI

tem distribuição F com p e prn-k-.Z; graus de liberdade
Da mesma forma que o teste precedente, valores

bastante altos de R justificam o aumento do número de gru
pos (Hartigan novamente sugere R > ]0.]

Apesar disso, convém ainda analisar as variáveis
individualment e

1) (n-k- l)

5. 2 . 2 Anal'tse Grão'tca
Um método bastante comum e eficiente na escolha

do número de grupos é a análise gráfica.-- \.
Geralmente os agrupamentos são obti''dos de forma

a maximizar uma 'função, então a ideia é verificar o ganho
dessa função ao se passar de k para {'k+iZJ grupos. /\ssim,
obtém-se as con'figurações para :Za2a...,g grupos, por qual
quer ti.po!. de técnica, e os correspondentes valores do cri
sério usado. Em seguida constrói-se o gráfico do número

\

#
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de grupos contra a função critério. Dessa forma tem-se
uma visualização do ganho (ou perda) da Função que está
sendo otimizada, conforme se' aumenta.o número de grupos

Decide-se por krk < gll grupos quando o ganho Cou perda) ao
se passar de k para rk+ .Z.) grupos for pequeno em relação
aos demais

Friedman & Rubin (1967) sugeriram usar o logarit
mo do máximo irl / llVI em função do número de grupos- l"las
a utilização de gráficos na escolha do número k/ é um moto
do geral, e permite que se utilize qualquer função usada
no agrupamento

Este método é bastante difundido por ser simples;
rtpi.do e aplicável nos casos mais gei'ais

t

5.3.' REGRAS dAKA O CAPÍTULO IV

5.3.1. L'tm'Lte Mãu'tmo.pal'a o Número de GI'aços

Como foi vi.sto no capítulo anterior, esta técni
ca requer que se estimo um número muito grande de param.!
Eras. E que, embora para a existência desses estimadores,
necessite-se de uma r'ilação diferente, Hartígan (1975} su
gere que

« : l 'p''J-"' l 4/- :
Dessa for'ma, para uma amostra de tamanho n tem-se

aue
\

V2 ( n+ .Z ) ( 5 . 9 )

É fácil. ver que esse limite é menor quanto maior
for o número de variáveis p. A fim de se obter um limite
confortável para k lõ necessário ou um número excessivo de
observaçoes, ou um número menor de parâmetros a está.mar

.;q.
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Como hem sempre é possível obter amostras maiores. a ma
negra de resolver esse problema é impor restrições sobre
as matrizes de variâncias e\..co.variâncias dos grupos. redu
zindo o número de parâmeti-os a serem estimados. Porém, co
mo já foi dito, esta é uma estratégia que deve ser usada
soment:e quando existem motivos para isso

5 . 3 . 2 Anal'Lse GI'áf'tca
Também neste caso se recomenda o uso de um zráfi

co para ajudar na escolha do número de grupos /\qui, a fun
ção critério é dada pela função de verossimilhança, e o
gráfico pode ser feito usando-se o seu logaritmo.

Poi' este método é fácil detectar pontos onde o ga
nho da função de máxima' verossimilhança é mui-to pequeno pa
ra -justificar o acrésci.mo do número de grupos

5 . 3. 3 Teste de S{ gnÍf'tear,c'ta
golfe (1970) construiu o teste da razão de vei'os

similhança para testar a h.ipótese nula

XOrkll: o nzímel'o de g2''upas á guaZ a k
contra a hipótese alternati.va . (5.10)

}il(k): lo número de gz'aros é igual a k' (k > k) l
e sugeri.u utili.zar a estatÍsti.ca

«l, : ::- r«-:-, J Çb '., Q

onde':0' é a razão de verossimilhança

Ele mostrou (Everítt Ci974))/ através de

ção, que a estatística modificada Tn' converge mais

a

S ( 5 . 1 1 )

simula
rápida

:
'f

l
g
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mente para a distribuição assintótica .de. X l com 2prkr-kJ
graus de liberdade, do que a.,.tl::adicional --2 Zog Q

No caso particular de mistura de distribuições
multinormais, l

' k - 4.1 . -:z
« ,!. Ã'i]Ê,] 'I.«É']: { r:I.Í-Í]{J '!iIQ:Í-]I{J]
lr C s.. 1 2 )

':: ,!: ] ,]] $ '-,[" 'á ':,-.$:' 'T./':.-i'']

2

Este teste pode ser usado hierarquicamente para
auxiliar na escolha do número de grupos

Inicia-se o procedi.mento testando-se J?n('71 versus
#](2), caso #O seja rejeitada, passa'se a. #0r2) versus
X,rSJ, e assim sucessivamente até encontrar-se uma hipóte
se não ?igníficante

Como não se conhece de antemão, o número de tes
tes a serem realizados, e a fim de garantir um nível de
significância geral nao superior a um nível pré-fi.xado a,
recomenda-se um procedimento semelhante àquele utilizado
em comparações múltiplas, e baseado na desigualdade de Bon
fer'roni (Morríson (1976)). A cada hipótese testada corri
ge-se o nível de significância ct para a/r, onde z' é o nome

ro de hipóteses testadas +lZ
/\lém disso, detestam-se todas as hipóteses ante

piores ao nível de significância corrigido. Se qualquer
uma das hipóteses for não significante, no estágio do tes

te xOrkJ contra X7('k+:ZJI pára'se o processdp.\e adora-se k
como numero final de grupos. Caso contrários, continua-se
o proc.edimento até. encontrar um valor não significante

5.4. COMENTÁRIOS

Os procedimentos aqui. descai.tos não exaur'em a ga
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C A P l T U L O VI

$*'.
APLICAÇÕES

Serão apresentadas aqui duas aplicações da técni
ca de mistura de multinormais como forma .de se detectar
uma estrutura de agrupamento nos dados.

O algorítmo proposto por Haz'tigan foi utilizado
com todos os cuidados sugeridos anteriormente. Várias exe
cuçóes foram realizadas com di.ferentes est:imativas ini-
ciais. Nos casos-em que se obteve soluções diferentes,.se
mente a que forneceu maior valor para a função de verossi
mi[hança foi utilizada nas aná].iões subsequentes

Este a]gorítmo apreserlta um prob].ema que é a velo
cidade de convergência do processo iterativo. Como a con
vergência é muito vagarosa, Hartigah propõe a seguinte téc
nuca de aceleração. [)epoi.s de um certo número de ibera
çÕes, atribui-se às probabili.dados de pertinência os vala
res .Z ou O, conforme as probabilidades estimadas até esse
passo estejam próximas desses valores. Neste trabalho tam
bém se usou este ãF'-uif Í ci o . J

A primeira apli-cação foi feita sobre dados já bas
tanto explorados em técnicas de Análise Multivariada; o
conjunto de dados da Íris. E a segunda trata de uma pes
quina de identi.fi.cação de solos cujos dados foram cedidos
pelo Selar de Estatística Aplicada do IME-UNIR

\

6.1. :h.nÃt.isz DOS DADOS DA ÍRIS

6. ]. :Z. .4pZÍcaç?ê'es . l

A eficiênc:ia desse algoritmo, foi verífi.cada tes
tendo-o com o clássico conjunto de dados da Íris, utiliza

}

P
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dos por Fisher em 1936 quando estudava â'\técnica de Análi
se Discriminatória (Kendall. & Stuart (1961)). Trata-se de
150 plantas, classificadas em'"três categol-ias conhecidas
Íris Virginica (50), Íris Sedosa (50) e Íris Versícolor
(50). . As observações são as quatro medidas: comprimento
da pétala, largura da pétala, comprimento da sépala e lar
Bufa da sépala. Supondo a i.naxi-stência de qualquer infor
mação a priori sobre a classificação desse cclnjunto de plan
tas, tentou-se descobrir e caracterizar cada um dos tipos
de Íri s

Aplicou-se o algorÍtmo sob duas suposições dife
rentes. Inicialmente supondo o caso mais ger'aJ- de matrizes
de variâncias e covariâncias diferentes dentro dos grupos
Em seguida, impondo a restrição de que as matei.zes de va
rianc:las e covaríãncias dos grupos deveriam ser iguais. No
segundo caso se obteve resultados mais condizentes com a
cla ssí fi c açã o rea l

Com uma partição inicial próxima da verdadeira,
chegou se .ao ponto de máximo global do logaritmo da função
de verossimilhança, que é dado pelo valor 295,00907, obti
do com três alocuções erradas. A tabela 6.1 mostra estas
plantas e as respectivas estimativas das probabilidades de
pertinência em cada um dos grupos O aster:isco indica as
probabilidades estimadas de se alagar corretamente essas
plantas. As probabilidades de pertinência ao terceiro gru
po sao i-guaís a zero, e portanto não constam da tabela

Estas três plantas mal alagadas coincidem com

;'

TABELA 6 .1. ': +

f
PZlant;a ;''h,ilt l p ["2]t]

.Z'ris y'e rsÍcoZor 2.Z 1 0, 865529

r?dls reis calor 34 l C?,739C?5.Z

.Íris yiz'g'iniccz 34 l .ol,7zõ6za#

), 1 34 4 21+

), 26094 9'k

), 873380
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três classificações erradas utilizando-se a técnica de ma
ximlzar lrl / l#l. .CFriedman & Rubin cla67):) A pai'tição
vei'dedeira fornece um valor\,para Zog -Z;('0.) iguala 294,71Z694.

Iniciando o procE3sso i.terativo com partições ini
dais bastante arbitrárias, obteve se .uma partição em três
grupos com 17 plantas atacadas erroneamente, que fornecem
um valor para Zog Zlr01 igual a 287,88925. O valor menor de
Zog Zlr0.) sugere qus o processo convergiu para um máximo lo
cal, fato já discutido anteriormente

A Tabela 6.2 das plantas mal classificadas segue
as mesmas especificações da Tabela 6.1

TABELA 6.2

A Iri.s Sedosa sempre se separou num grupo a parte,

  ,Í.«,lad l p [«,11]
Íris yersicoZ,or 21Z

[rts Vil'g{,n'tca 04

.Íris yi2''gd:mica 06

.Íris }'iz'gzlnÍca 08

íris Vil'gin'tca 09
Íris yi2'giniea ]7

[rÍs virginica ilo
rr 8 y rgÍnÍca 2(7

rrdls 7 2''gÍn7lca 23
.Íris 7{z'ginZea 26

.Z'ris 7{12'g2:n{ ca 30

.rri6 }'{ z'g7:n{ ccz 3 .2

Íris ydl2''g7lnica 32

Ip s y 2'genica 34
Ir2:s V'{ z'gins:ca 35

Íris V'i2'gd:mica 38
.Íris 7{z'gindlca 50

).644660
).045600R
1). 1 7 1 8 32 ü

).00030 7t

1).0 315 36ü

).040 12 3t

1), 1 44829 k

).00 2020€:

),0 10592'h

),0006 36""

), 000009ü

1}. 4 33838k
), 00 1 519ü

), 00 01 31L-

),000002ü
).0 350 19R

9, 433838k

), 355 3 40L"

), 954000

), 82 81 68

),9 99693

).968464
), 9.59 8 7 7

). 85 51 71

), 99 79 80

), 989408

3.999 364
).999991
9. 566162
), 9084 8 1

a, p3'ba6p

).9999 98

), 964981
), 566162
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numa indicação de que se os grupos estiverem bem separados,
este procedimento deve fornecer bons resultados.

8 . ] . 2 Deter'minaçao do Numero de Grupos

Na determinação do número de grupos, segundo o ca
pítulo anterior,poder-se-ia optar por' três formas diferen
tes. A primeira delas seria o limite máximo de grupos,
que, neste caso, supondo igualdade das matrizes de variân
cia s e c ova riâ nci.a s, é da do por

P + l 2
e pare ant o,

/\ segunda alternativa é dada pelo teste de signo
ficânci.a descai.to em 3.3, onde se verifica hierarquicamen
te a significância da existência de um, dois, ..., etc gru
pos./\ tabela 6.3 apresenta os valores observados do tes

TABELA 6.3
te

Aceita-se então.a hipótese de que exi-saem quatro
grupos

Finalmente, a anal:ise gráfi-ca está na figura 6.1

k l k 'll z'g zx:rg)    

 
L 71, 44849

1 82, 5800 3

287, 8892 5

3 28, 3]0 ]â

336, 273]9
339, 409 48

2], 446 76 2

202, 19 369

77, 33 8596

1 5, 1 8291 9

5, 9 38042

L5, 50 7
] 7, 5 34

19 . 4.5 6

L9, 610
h
a@ , C2 9 0

\
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20a

200

] 2

FIGURA 6.1

Pelo gráfico p.ercebe-se que depois de quatro gru
pos, os ganhos na função de verossimilhança, ao seaumentar
o número de grupos, são muito discretos,. não justificando
essas parti.ções O .ponto i'azoável de parada é quatro.

A partição obti.da com três grupos já foi analisa
da anteriormente, assim, agora a análise vai se ater à par
ti.ção com quatro grupos. O agrupamento.ficou assim óonfí
guiado

GruPO l 48 1x'{ s Versicotol',

50 .[r{,s Se rosa
15 Íris Virei'Rica, ] ]lp{,s
rt'S34;
34 Íris V{Pgin'tca,
(VS21)

l Íris Viral.mica

Grupo 2

Grupo 3 rersicoZlor

Grupo 4 7epsÍcoZor

A análise de pertinência dos elementos aos gru
pos, fornece as seguintes conclusões

a) a fusão dos grupos 3 e 4 fornece a partição em
três grupos que maximiza Zog Zlr0.), e com ape

}

:Â=&'4
'4vsç,}&{

}

:.l! .Ç{ t
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nas três cla ssificaçÕes erradasj

b) a partição "ót'ima:, com 17 classificações erra
das, é obtida pela fusão dos grupos l e 3

Esses .fatos parecem mostrar uma grande dissimula
cidade entre os 17 elementos e os grupos aos quais eles de
veriam pertencer. Este fato pode ser' avaliado quando se
observa as distâncias de Mahalanobis entre os centros dos
grupos 1, 3 e 4, conforme aparece na Tabela 6.4

TABELA 6.4

0 centro de massa do grupo 3 está "mais pi'óximo"
do centro de massa do grupo l do que do centro do grupo 4
explicando a composição da partição em .3 grupo.s

Embora sabendo da nào vala.dado do método nesta si
tuação, mas com o objeti.vo Único de nx.piorar os dados, foi
feita uma análise de variância multivariada sobre o agrupa
mento obtido. A MAi\COVA rejeitou a hipótese de igualdade
dos grupos, e o emprego posterior de técnicas de compara
çoes mu.Ltiplas con-firmou a significância de cada grupo iso
ladamente. Asse.m, apesar da classifi.cação\biológica da
li'is Virginica em um único grupo, os dados :VXeveiam certa
hete.{ogeneidade'interna nesta classe

6.1.3. Sobre Diferentes Proporções

Para verificar a tendência de alguns processos de

L#

;l:;?'

  ] 3 4

7 ),oooo 13. 8699 21, 0 832

2 1 3, 8699 ),oooo L4, 0690
4 a 1. 0 8 32 1 4.0690 ), oooo
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Análise de Conglomerados, em dividir os dados em grupos do
mesmo tamanho (Everi.tt C1974)), alguns testes foi'am feitos
vai'bando-se as proporções nà'h'istura. O trabalho foi fei
to sempre com duas populações apenas

Inicialment.e tomou-se as 50 plantas de uma das es
pedi.es combinadas com 10 de qualquer das outras espécies
Nas combínaç(5es em que as Íris Sedosa estiveram presentes,
sempre se obteve bons resultados. Já nas combinações das
li'is Versicolor com as Íris Virginica, o algorítmo não con
vergou. Isto é, os valores de Zog Zlr0,) foram diminuindo,
até que todos os elementos ficassem num ún:ico grupo.

Em seguida, resta:ingindo os testes às misturas de
li'is Verei.colar com Íris Virginica, e aumentando para 15 o
numero de plantas da .espécie minoritária na mistura, o al
goritmo ainda não parec'eu eficiente, apresentando resulta
dos semelhantes aos do caso anterior

Finalmente, para misturas 20:50, conseguiu-se par
tições em 2 grupos, mas ainda assim com várias plantas mal
alojadas

7

/\ssim, parece que se os grupos forem bastante di
ferenciados, o algoritmo consegue identifica-los mesmo que
suas proporções na mistura sejam bem diferentes. Se, no en
tanto, os conglomerados estiverem bem próximos um do outro,
os resultados obtidos podem ser de nenhuma valia

6.2. ANÁLISE DE UMA PESQUISA DE IDENTIFICAÇÃO DE SOLOS

A classificação de latossolos em roxo (LR), verme
Iho-e:s;cui'o (LVE)' e vermelho-amarelo (LVA) é usualmente fei
ta através da cor que os caracteriza, e do teor de Fe.O.
(triÓxido de ferro) contido no solo. Através desse crité
rio, espera'se uma superposição dos elementos classifica
dos como latossolo roxo e latossolo vermelho-escuro; bem

l
}
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como entre latossolo vermelho-escuro e latossolo vermelho-
-amarelo

Num trabalho apresentado ao Selar de Estatística
Aplicada do IME-USP, um agrónomo, suspeitando da consistên
cia desse método de classificação, mostrou interesse na
utilização de métodos estatísticos na diferenciação de la
tossolos. Para tal, tomou uma amostra aleatória de 79 la
tossolos em vários estados do país, e observou onze varia
vais que considerou de importânci.a no pr'acesso. A saber:
Salte, Argila, PH, % de matéria orgânica (C), saturação
com bases (S), total de bases [T), All.O. (Óxido de Alumí
nio), Fe203 [trióxido de Ferro), TiC12 (Óxido de Titânio),
SiO.7 (Óxido de SilÍc io) , V

Os dados, para con'flerência, estão no apêndice l
Considerando que o número de variáveis iniciais é

grande 8 muito correlacionadas umas com as outras, os da
dos foram inicialmente submetidos a uma Análise Fatorial,
extraindo-se daí três falares, que explicam, conjuntamente
77% da variação original dos dados.[] Falar l está mais
correlacionado com as vai'i.áveis Salte, Ai'gala, PH, AI.l,)O.
C, FeOn e TiO.2' O Falar 2 está alta e negar:ivamente corre
lacíonado com as vai'dáveis T e SiO.. E, finalmente, o Fa
tor 3 está mais correlacionado com as variáveis V e S. Os
demais resu]tados dessa aná].ise estão no apêndice 1. Ainda
nesta fase preliminar foram retiradas algumas observações
que pareceram espúrias dentro da amostra, reduzindo-se as
sim a amostra a 75 observações

Descarte, ao invés da técnica de agf.upamento ser
aplicada diretamente sobre os dados originais, ela foiapli
cada 's:dure os escapes produzidos pela Análise Fatorial,que
parecem se enquadrar num modelo de mistura de mula:anormais.

/\ teoria de Análise Fatorial garante que os esmo
res fatoriais ainda não agrupados têm a mesma estrutura de

k

#<çb$3.
:à \elS'i3?Ç7o
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variâncias e covari.anciãs. Entretanto, ao se agrupar os
dados, essa estrutura é quebrada, e .trabalhos aplicados an
tenores revelaram que os dadciÉ agrupados segundo algum
critério, já não suportam a suposição de matrizes de va
riancias e covariãncias idênticas. Em raras situações es
sas matrizes regi.atiram a um teste de igualdade de matrí
zes de va riân clãs e covari ân c ias

Dessa forma, o algorÍtmo p!'oposto por Hartigan
Os resu ltados

t

(1975) foi utilizado na sua forma genár'ica
est ão deportados a seguir

Pela fórmula (5.9), o número máximo de grupos é
k =lZ. E, aplicando-se o teste C5.11), tem-se os resulta
d os n a t abe l a 6 .5

TABELA 6.5

Poi' outro lado, o gráfi.co da função3 de verossi.mi
Ihanç.a:.também sugere um ponto dE parada seja para
pos (Figura 6 .2)

\

!

'd 'H

  log .Ck(0) n 41..,. , « : i:ú
Z -112,SO 54, 8788 12. 592
2 - 7 7, 99 L9 . 95 4 ? L4. 449
3 -6 7, 37 !0, 0 320 L5, 56 7

4 -45. 70 Z1. 8960 16 . 2 78

5 -33, 80 3, 6 ?16 16. 812

6 --31Z, 79 18, 749 9  
7 - 21 . 45    
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l ;T" "'ql
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Como a Análise da Conglomerados:-é ç.essencialmente
uma análise exploratória, não obstante as iàllicações para
cinco, grupos, ou'tios agrupamentos serão exame.nados com al
gum detalhe

Tomando inicialmente a partição com três grupos,
e comparando-a com a partição dada pela classificação
usual de latossolos, obtém-se a tabela .6.6

FIGURA 6.2

l
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TABELA 6.6

Olhando a tabela 6.6, verifica-se que apescar da
di.scordãncia entre as duas classificações, existe um núcleo
comum aos dois agrupamentos. O conglomerado 1, por exem
plo, tem uma concentração alta de amostras de latossolo
vermelho-escuro, enquanto no conglomerado 2 a concentração
maior é de latossolos roxos.IJá no conglomerado 3, há uma
quantidade quase igua]. de latossolos vermelho-escuros e ver
malho-amarelos.amas em compensação, não há nenhuma amostra
de. latos s olo rox o.

Segundo esta nova classificação, além das suposi
ções já ci.fadas, parece exi.sair também uma superposição en
tre latossolo roxo e latossolo vermelho-amarelo.

Considerando agora a partição para k = 4
A tabela 6.7 mostra o número de elementos classe.

fígados segundo as partiçÕes em 3 e 4 conglome.Fados

i

TABELA 6.7

e

  Z 2 3 . FORAL

  5   0  
    4   35

  8 7   2]

  30   26  

  .' ] ; 3 4 porA8
\

]   0 0    
2 0   9 0  
3   0 5   26

FATAL       24  
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Pela tabela 6.7, parece que exi.sela, embutido no
grupo 2 da.partiçaf) .anterior (em 3 conglomerados), um gru
po mais distante dbs demaisb. q.u2 é composto por dez obter
vaç oe s, e s era de not ado p or 4C2)

Usar-se-á a notação {rü'J para denotar o
conglomerado na partição em { grupos

A tabela 6.8 mostra a composição dos 4 conglomera
dos, segundo a classificação tradi.cional

3-e s tmo

TABELA 6.8

Dos 12 LVE de 4(1), sete deles estavam em 3CI), e
os outros cinco em 3(3), dos 10 LVA de 4(1), quatro deles
estavam em 3(1) e os demais Estavam em 3(3). Assim, embora
um dos grupos anuais estivesse inteiramente contido em um
dos conglomerados da pax'tição anterior', houve ainda modifi
cações substanciais na composição dos demai.s conglomerados

Finalmente, examine-se aâ partição com 5 conglome
Fados. A relação entre a partição aLudI com a anterior em
4 conglomerados está exposta na tabela 6.g

A tabela 6.9 mostra uma certa estabilidade dos
conglomerados SC1), '5(3) e 5(5),l uma vezjque\#ão quase ídê.2
ti.cos.aos conglomerados 4(1), 4(2) e 4(4),respecxcivamente
Os conglomerados 5(2) e 5(4) foram obtidos a partir de uma
parti-ç ão n o grup o 4( 3)

 
r'

  3 4  
  Í   4 0  
  72 0 7   35

    0 3 8 2]
FATAL 2 7     24  
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TABELA 6 . 9

/\ constituição dos conglomerados conforme a clãs
sificação tradicional está na tabela 6.10

TABELA 6.10

Assim, mesmo segundo esse novo conjunto de varia
vens, e esta nova classificação; e.xisto um grupo formado
apenas por latosso].os roxos, o que indica uma acentuada di
ferenciação em relação aos damas.s

/\ seguir.está a composição e carac$t.erização de al
duns parâmetros Cvetor de médias, matrizes li'e vara.ân ci as ,

cavar:.zlancias e proporções na mistura) de cada um dos cinco
grupos/\o lado de cada observação, está transcrita a sua
classificação pelo método usual, fornecida pelo pesquisa
dor

:5

#E'

''\

  ] Í 3 4 5 TOTAL

Z   a 0 0 0 2 7

2 0 0   a 0  
3 ] Í 0 8 0  
4 0 ] 0 0 23  

FORAL 28 6   8 23  

  Z 2 3 4 5 TOTAL

  Í 2   2 a  
  ã 4 0 4    
    0 0 2 8 . 2]

POIAL   6   ' 8    
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CONGLOMERADO ]

G014
P36S
G0]6
GOOI

P33S
GOI ?

G006
G0]9
P39S
G025

P282

P33N
P16N
P08N.
G023
G024

P48S

p Pg
G002

P5PB

G008
G0]3

.::;;;! ]
0,9226 0 , 4 78 4

0. 4?80
0.0268
0,000 7

0 ,1 287

À] = 0.3974

COÊiGLOMERAD0 2

P90N - LR
p4z s 1- z;ü''z
P]02 - Ly#

p4]s i- .cb'z
,..ã'l-.«

0, 80 3 7 0, 5150
0 ,3 786, E .-Ó

\

V
0,0 742

8

#
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CONGLOMERADO 3

PllN - LR

PIAM - LR

P23N - LR

P34N .'- LR

P 3 8N.-..=-- LR

P15N LR
P20N LR

RSOI - LR

P24N - LR

P35$ !- LR

. ] 59 5

1 ,04 36P

0,8803

0 ,091 3 --0 ,0 4 49 --0,0 361

0 .2 1 36 --0.04 70

0,0881

CONGLOMERADO 4

P35N - LR

P27N - LR

PZ13N - LVE

P47N - LVE

R503 - LVE

P5]N - LVE

P4PB - L7A

0,0 731

Z, 30 37

1,0 36 8

0,1225 0,0 401
0.5514

0, 3456

0,1050
4, 199 4

CONGLOMERADO 5

P45N

p43s 'l
P18N

'''j'l
P19N

'''i l

P03N
P04N

P28N
P30N
G021

k
V

GABO

P538

P3PB
G0]8
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0 . 8 79 4

'0,6:Z44 ., !5
0.0 381

0 , 39 31 --0,.396 4 0. 346 3

0 . 4466 --0, 341 9
0.5302

Es

À. = 0 ,2850D '

Os conglomerados encontrados parecem ter pouco em
comum com a classificação usual dos latossolos.

Analisando o gráfico dos perfis dos grupos, nota-
se que o grupo 2 se carácter'iza por ter todas as médias po
sita.vas, em contraposição ao grupo 5, cujas médias são to
das negativas. Já o grupo ll tem as três médias relativa
mente próximas de zero. E, finalmente os grupos 3 e 4
contrastam fortemente para os falares l e 3.

2, 0

], 0

gl'aipo 4

2gz''apo

}3
grua)o
grupo

act;oz'
5
]

], 0

2, 0

'+
gz''upo 3

B

H=;..:
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Embora esses resultados sejam tão somente o produ
to de uma análise exploratória de dados, eles revelam a
possibilidade de se encontrar uma diferenciação mais refi
nada dos solos, e mais importante, que talvez valha a pe
na repensar essa classificação a partir de novos parame
tios

\

V
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C A P l T U L O Vll

CONCLUSÕES

Ds resu].Lados apresentados neste trabalho se res
tringem a dista:ibui.çÕes normal.s multivariedas, e estão ba
meados nos trabalhos desenvolvidos. principalmente por
Scott & Symons (1971) e t.golfe [1970)

Deve--sejiembrar que os métodos vistos se aplicam
a amostras aleatóri.as, que nem sempre são as que aparecem
Ros trabalhos de pré-classificação. '

As técnicas aqui estudadas apresentam um problema
comum em /\nálise de Conglomerados. A quanta-dado de cálcu
lo envolvida nas soluções numéricas é excesso.va, tornando
impraticável a determinação da melhor partição de n elemen
tos em k grupos. Dessa forma, o resultado.é dado por par
tições Ioga.Lmente ótimas. Como o agrupamento final é o
produto de uma partição inicial arbitrária, talvez alguns
estudos devessem ser feitos a respeito da escolha do agiu
pimento inicial. Ou ainda, sobre métodos computacionais
mais simples e eficientes de se resolver o problema. En
quanto não se dispõe desses recursos, a sugestão ainda é
utilizar diferentes partiçÕes iniciais, e escolher aquela
que estiver mais próxima de satisfazer o critério adorado

Aplicações práticas dos testes par\p a determina
ção do número de grupos através da estatÍstBica g'.. revela
ram y;ma tendência em apresentar níveis de significância
descritivos muito baixos, sugerindo assim uma parti.ção com
um número de grupos maior do que o necessário para se ex
plicar a variabilidade dos dados. Uma explicação possível
para esse fenómeno é o fato da amostra ser muito pequena

'\

..2

}
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para estimar tantos parâmetros, e daÍ, a distribuição da
estatística Tzz não é.bem api'oximada pela distribuição as
sintÓtíca de aqui-quadrado:.: Binder C1970) mostrou que
em algumas situações a distribuição dessa' estatística real
mente não converge. Porém, como Everítt.(1979) ponderou
" ''.,'i.ntQ.rWretabilidade e simplicidade são importantes
na análise de dados, e, qualquer inferência- rígida do nome
ro ótimo.de grupos, à luz de valores observados de um índi
ce numérico de bondade de ajustamento, pode ser improduti
v o,

t:ntao dois pontos fundamentais par'icem ser merece
dores de investi.cações fut urss

i] as distribuições das estatísticas utilizadas
na determinação do número de gr'upas

ii) a criação de a lgoritmos eficientes para a solu
ção numérica do problema.

O segundo i.tem é sumamente importante, uma vez
que sem bons métodos numári.cos e computacionais, a aplica
ção de Analise de Conglomerados se torna impraticável

Na aplicação da técnica de mistura de multinor
mais convém ter em mente dois falares que já foram discuti
dos no capítulo 3. Primeiro, que ela produz bons resulta
dos quando os grupos estão bem separados, e segundo, que
ela apresenta uma tendência em fornecer uma indicação fal
sa da existência d e gr'up os

Não obstante essas limitações, os modelos estuda
dos se afirmam como técnicas estatísticas d;iiqcritivas de
dados multa.di.mensionais. Eles têm por objetivo reduzir o
conjuh'to excessivamente grande de observações em estudo,
par'a k conjuntos menor'es, de forma a ter um mínimo de in
formações perdidas. A Análise de Conglomerados trata en
tão de descrever o comportamento de dados multivariados a

g;
.t3

,ÜH
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fim de facili.tar a compreensão e a interpr'etação das obter
vaçoes Ainda, como toda análise exploratória, não deve
símple.smente ter um fim com"Õs''*resultados produzidos pela
apli.cação da técnica em sí. IO.bom emprego do método de
agi'upamento requer a ali.ação da técnica numérica com o co
nheciúento teórico e experimental do pesquisador

Existem outras abordagens estatísticas ao proble
ma de conglomerados. Uma delas consiste em se imaginar
que a distribuição da população em est.udo é multimodal, e,
asse.m a cada moda da dista'i.buiçâo corresponde um conglorne
Fado. Se a forma da distribuição for conhecida, o pz'oble
ma de conglomerados se transforma num de estimação de mo
das. Existem alguns trabalhos a esse respeito, tais como
o de DaJ.eni.usl (1965) e o de Robertson & Cryer (1974)

Para os casos ém que não se dispõe de qualquer in
formação a respeito da população em estudo, Bryan (1971)l
propôs um método para está.mação de funções densidade multa
variadas através de modelos de .núcleos e daÍ, derivou um
método empírico para detectar as modas da distribuição es
tomada

Numa abordagem mai.s recente, utilizando o modelo
de mistura de distribuições, mas com a suposição adicional
de que as probabilidades de pertinência aos grupos são va
Fiáveis aleatórias com distribuições conhecidas, Binder
(1978) enfocou a Análise de Conglomerados de uma forma Baye
siana

Asse-m, parece que os métodos estatísticos nessa
área estão se refinando mais e mais, possib:l!\ti.tendo, num
futuro.breve, a construção de uma teoria apoiada em conceí
tos estatísticos de estimação e testes de hipótese. De
qualquer -forma há um largo e interessante campo de estudos
a fre nte

4. l
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A P Ê N D l C E l

Os resultados da Análise Fatorial foram obtidos
utilizando-se o computador IE3m/370 mod. 155 do.IPEN (Insti
Luto de Pesquisas Energéticas e Nucleares), e através da
rotina FACTOR do S/\S (Statístical Analysi.s System), de pro
priedade do ICMSC-USP

A tabela l apresenta os dados iniciais
As comunalidades estimadas estão na tabela 2
Finalmente, a tabela 3 contém os encores fato

dais, sobre os quais foi- aplicada a técnica de mistura de
multinormaís.

\.
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T A B E\l.A 2

\

V

g

]$:?Ç'

FATORES ROTACIONADOS

  FAVOR l FATOR-2 FATOR 3

 

0.71091 -0.08676 -0.03625

0.75794 -0.S5]07 Q.12614

0.68445 0.45560 0.07699

0.70385 -Q.12958 -0.03809

0.04177 -0.61985 0.70570

0.24054 -0.93223 -0.01050

-0.04707 0.04256 0.95914

0.42848 -0.79987 0.15990

0.81623 -0.29117 0.17273

D. 84768 -0.32686 .. -0.08699

0.71562 -0.32353 / -0.08992
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T A B E [ A 3

P

  ENCORES FATORIAIS

 OBS FATOR l FATOR 2 FATOR 3

C014 [ 2.2855 1.8608 -0.3993
c017 t o.õ063 0.9829 0.304s
so06 l 0.9956 1.1244 -0.42sa
Bois t 0.5372 ' 1.4756 -0.3629
c025 - l -o.1213 0.1468 -0.212a
co05 t 0.4654 0.92õ7 0.361s
Go02 t 0.6872 0.9413 -0.5153
Rsol t l.0547 -1.7s77 -1.2002

RS02 l 1.131s -1.4811 1.0003

RS03 l -0.3848 -1.5623 -1.032g
RS04 l -0.7463 -0.2762 0.2350

s016 t 1.4253 0.6469 -0.27sB
coo] l 1.2086 0.7232 -0.7165
co08 F 0.6216 1.4850 0.104g

SOIR l l.0068 2.4s40 2.2169
G013 t 0.470õ 0.6538 -0.5878

G023 l 0.4z41 0.S376 qix a.3802
G024 l o.a679 0.8535 0.696s
G02] "' '' [ 0.0886 ].4460 ü.0595

c020 . l -0.4057 ].2210 0.]77a

r'lu l l -o.1107 -0.623S 1.206a

\ l '

plu l l -o.1107 -0.623S ].206a
Pla3N t O.a25a -1.5590 ].5343
P47N [ 0.2755 -:1.7580 n.nR74
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(Continuação da Tabela 3)

OBS FATOR l FATOR 2 FAVOR 3

P16N

P22FJ

P73N

P51N

P33N

P03N

P04N

P07N

P08N

P09N

PI 7b)
P28N

P30N

P45N

P28N

P53N

P41N

P] 8N

P]2N

P23N

P34N

P39N

PJ5N
P2QN

P24N

P27N

P90N

-0.5347
0.6071

-0.3723
-0.0208
0.4407

-1.0426
-1.3526
-1.4203
-0.8684
1.6374

-1.1 908

-1 . 8164

-1 .7125

-0.831 2

].2883
-1 .1 01 0

0.9468
0.4076
a.7436
0.8473
1.0899
l .g1 70

1.1136
0.9051

1 .7103

].0127
1.7457

0.0659
1.]230

0.1057
-0.3407

-0.0562
-0.4763
0.1956
0.8338
0.2344

D.1786

0.0423

-0.1669
0.3838

-0.6952
-0.2273
0.6061

-0.2258
0.4807
0.8509

0.9624
0.9987

-].6007
-1 . 5146

-1.0006
.].0530
0.3725
'0.7070

0.9366

0.7229
2.9699
'].3202

-0.4276
-0.0585

-0.4774
-1 .1008

-0.1574

-0.3459

-0.4736

-0.3465

-Q.4973

-0.611 5

-1.1265

-1.2197

-0.0654

-0.7444

0.0831

-0.7579

-0.4569

-0.4625

-0.3678

-0.4795

-].4315

'0.7324

0.5690

Q.7487

1.1267

-0.9996

'1 .0158

2.7557
1.2040

\

»
\

b'
i ú' ;b

:l..: à$e'ã
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(Continuação da Tabela 3)

OBS FATOR l FATOR 2 FAVOR 3

P33S

P35S

P36S

P39S

ÍP40S

P4]S

P42S

P43S

P44S

P45S

P46S

P47S

P48S

P49S

P52S

P53S

P54S

PIPO
P2PB

P2PB

P4PB

P5PB

BR]R

BR21

) 2.2875
1.0681

1.8663

0.5827
0.2237
0.3939
0.2767

-0.7945
-1.3644
-0.3142
-1.3368
0.2574

-0.8216

-0.6245
0.9698

D.1 586

0.6548
0.5801

l.Q497
1.]1 50

0.] 031

0.8635
0.4411

1.0946
0.4373
0.5297

0.0227
-0.0680
-Q.7281

-1.330]
Q.4308

0.0602
1.0825

0.40Q9

0.0318
1.3574
,a.6008
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