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CAPTTULO 1
INTRODUGAO - 0 MODELO DE WEIBULL
1.1 - GENERALIDADES SOBRE MODELOS

Modelos de um ou de outro tipo sdao sempre necessa-
rios.
Os modelos sdo de importancia vital em todos os tra

tamentos intelectuais e sao usados bem mais frequentemente
do que se pensa.

0 modelo & sempre, até certo ponto, uma variacgao de
uma coisa ou de um processo da vida real, cujo comportamen-
to desejamos prever.

Por exemplo o engenheiro aerodinamico usamodelos e
um tunel aerodinamico para estudar seus projetos.

Esse € um modelo fisico.

A pessoa que usa modelos pode ser levada a erros
tremendos caso se limite apenas ao modelo.

Um modelo feito "em cima da perna' pode 'parecer"
que se ajusta confortavelmente mas ''a prova do bolo esta em
comé-1o0".

Os modelos devem ser verificados - algumas vezes -
repetidamente.
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0 que se necessita € de um modelo que permita pre

Ver com sucesso o que se passa na situacao do mundo real.

Neste trabalho iremos desenvolver um modelo matema—

tico.

No modelo matematico, que constitui a maior abs-
tracdo com relacdo a situag@o’no mundo real o simbolismo &
usado para representar fatores de uma situacao do mundo re
al. SJUEE3N 30 023008 7 TEIALNATIY

Os simbolos podem entao ser manipulados no 1lugar

dos objetos fisicos.

Quando: a complexidade da situacgao em estudo reque
rer matematica, que esta além das técnicas conhecidas ou
quando a matemética for muito complicada e demorada para
ser ut11 modelos 51mulados podem ser estabelec1doseeuma a
prox1magao da 51tuagao da vida real é obtida por melode‘umv
computador ' .

I4

N Um modelo 51mu1ado pode representar asequagoesma
tematlcas pertlnentes ao problema de forma semelhantezu)do”

57 EY

modelo matematlco.

§
Qi

Entretanto no 1ugar de tentar resolver as equa-
coes pela obtengao de solucgoes otimas elabora-se uma série’
de experiencias, simulando-s€, assim o comportamento do mo

delo sob circunstancias diferentes.

Com os computadores € possivel simular uma gran-
de variedade de condicdes e simplesmente escolher decisoes

(ou tirar parametros) que se comportam melhor.

Nao ha, com efeito, garantia de que os melhores va

lores ou decisoes tenham sido achados.

=

Em todos os casos, o objetivo da construgao de mo



delos € prever algum aspecto do funcionamento do sistema em
estudo.

E por isso que os modelos sdao tao importantes para
a tomada de decisoes.

A tomada racional de decisoes exige a previsao do
comportamento.

Os modelos fornecem essa relacgao.

0 modelo que iremos desenvolver & o modelo de Wei-
bull fundamental para a Confiabilidade.

A Confiabilidade contemporaneamente tem sido enten
dida como a ciencia da previsao da estimacao ou otimizagao
da probabilidade de sobrevivencia, da vida meédia ou, de uma
forma mais geral da distribuicao de vida dos componentes ou
sistemas.

A Confiabilidade embora considerada por muitos co-
mo uma mera aplicacdo da Probabilidade e da Estatistica para
uma classe especial de problemas estimulou o desenvolvimen-

to de novas areas na Estatistica.
Assim entre outras coisas apareceu a teoria da reno-
vagao.

Acreditamos que um otimo modelo (talvez o melhor a
té agora conhecido) para a Confiabilidade € o modelo de Wei
bull.

Ernst Hjalmar Wallodi Weibull fisico sueco que nas
ceu em Wittscovle em 18/6/1887 (Suecia) apresentou em 1939

esse modelo no planejamento estatistico sobre fadiga.

0 artigo original tinha o titulo "A Statistical
Theory of the Strength of Materials' e apareceu numa Tevis-
ta sueca. '



Mais tarde apareceram artigos do proprio Weibull em
revistas americanas [97] e [98]

Atualmente devido a aplicacoes as mais variadas a
distribuicdo de Weibull esta se tornando a mais popular fa-

milia paramétrica.

J. Kao [ue] € [47] utilizou a mesma em 1958 para a
descricao de falhas em valvulas eletronicas.

Antes de ser usada em testes de vida a distribui-
cao de Weibull era conhecida pelos estatisticos como a dis-
tribuicao do tipo III de Fisher - Tippett ou ainda como a

terceira distribuicao assintotica do valor extremo nome que
apareceu em 1958 e deve-se a Gumbel [31]

Dal para frente o nimero de contribuicdes foi tre-
mendamente. grande e os resultados serao discutidos peste tra
balho.

Inicialmente podemos destacar a importancia de Wei
bull em relacao por exemplo a exponencial devido a sua fle-
xibilidade pois pode representar tanto a taxa de falhas cres
cente como descrescente como ainda constante (que e o caso

da exponencial).

A distribuigao de Weibull pode num caso particular
tambeém ser a distribuigdo de Rayleigh que € tao importante

na area de telecomunicacoes.

Como muitas falhas encontradas na prética,especial
mente zquelas pertencentes a partes nao elétricas temuma ta
xa de falhas crescente (isto devido a deterioragao ouao des
gaste) a distribuicdo de Weibull € util para descrever mode
los de falha desse tipo.



Porem a distribuicao de Weibull entre outras coi-
sas tambem tem sido usada na analise de falhas em componen-
tes eletronicos, esferas de rolamentos, aparelhos com semi-
condutores, células foto-condutoras, motores e capacitores,
em varios organismos biolégicds, em situacoes para tester
psicolégicos, na analise da resistencia a corrosao, no estu
do das falhas por vazamento de baterias e pilhas, na anali-
se das devolucoes de artigos apos o seu envio, no tempo de
vida esperada de drogas, assim como no estudo da resisten-

cia a ruptura e desgaste dos mais diversos tecidos.

Analisaremos as distribuicdes de Weibull biparame-

trica e triparamétrica.

Surgirao ai, grandes dificuldades para a estimacao

dos seus parametros.

Discutiremos muitos dos métodos desenvolvidos para

a estimacao pontual e por intervalo.
Isso sera feito no Capitulo 2.

Utilizaremos inclusive na estimagdo tecnicas com

‘amostras incompletas ou censuradas.

No Capitulo 3 analisaremos alguns testes estatisti

COS.

Finalmente no Capitulo 4 daremos algumas aplicacoes
atuais na area da Engenharia ou seja no calculo do fator de
seguranca de uma estrutura e no projeto de uma turbina para

utilizar a velocidade do vento.

1.2 - PROPRIEDADES ESTATISTICAS DA DISTRIBUICAO DE WEIBULL.

A f£.d. da v.a. T seguindo o modelo de Weibull com
trés parametros ou triparamétrica tem a forma:



_ _(t—&]s
" e =8 )B-l Al
6,-6 "6,-¢ e para t29
f(t;el,B,cS) = f(t) = (- P$(1.1)
0 para t<¢$

com B>0, 06,>8>0

*

1

Na (1.1) temos a seguinte denominagao para os para
metros
B + parametro de forma ou o declive da Weibull
6.~ parametro de escala ou vida caracteristica
16 + parametro de localizacdo, de vida minima, de garan

tia ou de '"soleira'.

A F.D, e obtida de (1.1) atraves de integragéof

1 - e 1 para t>6
F(t; 0,,B8,8) = F(t) =y P(1.2)
0 para t<§

Como a distribuicao triparamétrica pode ser sempre
convertida em uma de dois parametros através de uma simples
transformagao linear usaremos a distribuicao de Weibull bi-
paramétrica para a analise das suas propriedades.

Se fizermos 6=0 (ou t1=t-6 e e=91—5 ) teremos a
f.d. da distribuicao de Weibull biparamétrica.



-H°
%-(%JB—l e para t>0
£(t) ={ »(1.3)
L0 para t<0
com 6>0, B>0.
Integrando a (1.3) obtemos a F.D.
t
-()°F
1 - e para t>0
F(t) = P(1.4)
0 para t<0

A taxa de falhas que decorre de (1.3) e (1.4) e:

t B-1

h(t) = (5) para t>0 P(1.5)

|

a qual ira decrescer no tempo se B<l, crescer se B>1 e sera

constante se B=1.

A funcao de confiabilidade &

_(E)B
C(t) = e B para t=0 $(1.6)

Dessa forma a vida confiavel correspondente a propor

cdo de sobreviventes y=1l-p &:

t, o en 3y ]/ P(1.7)
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0 k-ésimo momento em relacao a origem da distribui
cao de Weibull e:

Wi = 08 Tk »(1.8)

com k=1,2,3,... e onde ['(v) = J xTLle Xgx
0

Portanto a média e a variancia da distribuicao de
Weibull sao:

u o= er'(l%) $(1.9)
2. fasd - r2ad) »a.10

O parametro de forma B8, como o proprio nome indica
determina a forma da distribuicao.

A medida que Bcresce, a média da distribuicao apro
xima-se da vida caracteristica 6 e a variancia aproxima-se,
de zero como esta mostrado na Tab 1.1

B Media/? Variancia/0?
0,5 2,9000 20,0C0
1,0 1,0000 1,000
2.0 0.8862 0,215
3,0 0,8934 0,105
35 0.89G8 0,081
4, 09064 0,065
50 09182 0,044
G0 09275 0,233

100 n9s14 0,013

200 09730 0,004

Tab.1l.1 - Media e yariancia das distribuicoes de Weibull

com ura funcao de parametro de forma B.
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A assimetria e a curtose para a distribuicgao de
Weibull podem ser obtidas a partir da (1.8).

3
[”‘2-(“'1) 2] 3/2 [F(I%)-[‘Z(1+%)]3/2

( Coeficiente de assimetria )

- wp-dugugrousy (uy)=3(ug) )
2 v _ 1y2°2 B
Cuy=(ug) =1

! ' 1.3 3 1 .2 Gy ndb
M= 31,1 +2 (1) (1+)-3[ A+ A+) +2 [P (1+3)
2 [0+ Pl (% B 511

/B—l =

4 3 1 i +2yp2 1y _zpe 1
I‘(1+B) 41"(1+B)I‘(1+B)+61‘(1+B)1“ (1 +B) 2 (1+B)

[r(1 +%) -T2(1 +%)12
( Coeficiente de curtose ) P(1.12)
Os valores dos coeficientes de assimetria e curto

se para os diversos valores de B estao na Tab. 1.2.

B ASSIMETRIA CURTOSE
0,5 6,619 87,72
1,0 2,000 9,00
2,0 0,626 3,28
3,0 0,454 2,672
3,5 0,026 2,742
4,0 —-0,062 2925
5,0 , —-0,333 2938
6,0 —-0,905 3,624
10,0 . - 1,000 9,000
20,0 —-2,000 ; 125,000

Tab.1.2 - Assimetria e curtose para a.distribuigéo
de Weibull.
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A distribuicao normal tem coeficiente de assimetria

zero e curtose igual a 3.

Verifica-se que a distribuicao de Weibull aproxima
-se bastante da normal quando o parametro de forma (B) esta

entre 3,5 e 4,0.

Essa € alias a base para se poder atraveés da Wei-

bull aproximar a normal ou vice versa.

Na Fig. 1.1 temos as varias formas da distribui-
cao de Weibull onde o parametro de escala (8) & tomado co-

mo unidade.

[
f(t)

Fig, 1.1

Distribuicao de Weibull para os diferentes valores de 8 e 6=1.
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0 parametro da escala o, ajuda a localizar a dis-

tribuicao ao longo do eixo Ot.

Isto pode ser facilmente percebido considerando a
F.D. dada pela (1.4).

Fazendo t=0 vem:

-1 o

F(t=6) = 1l-e 0,632

Podemos entdo concluir que para qualquer distribui
cao de Weibull a probabilidade de falha anterior a t=6 € i-
gual a 0,632.

Dessa forma 6 divide sempre a area sob a f.d. em
0,632 e 0,368 para todos os valores de B.

E por isso que 6 & chamada de wvida caracteristica.

Para a Weibull triparamétrica as uUnicas diferencas

ocorrerdo nos parametros de posigao.

Assim

E(X) = W = 6+(8,-9 r(1+%) $(1.13)

Pode-se também achar que a moda M0 e

My = 6+(61-6)(1_%)1/B P (1.14)

A mediana Md e:

M, = <3+(el-a)(znz)1/B © (1.19)

A distribuicdao de Weibull & uma entre as muitas dis-
tribuicdes e a interligacao entre ela com as demais esta in
dicada nas Fig. 1.2 e Fig. 1.3.
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Hipergeo- = ‘ Weibull
Lognormal metrica Geometrica
4
Y
: . - Binomial
Normal Binomial I~ ;. pativa
1
; . Poisson
Bernoulli Polsson truncada
Uniforme Beta
Normal
3 3 B qug
‘ dratica Erleng
‘ 1
- X Qui-
Triangular ’/////t quadrado Gama
Fisher i(. '
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Fig. 1.2 - Relacoes entre as distribuicoes
de menor extremo

f.d. de maior extremo

. X = =X .
Tipo I |=— J b4 Tipo I
2
: Ly =1lnx ] y=1lnx y,
: Y =2 .
Tipo IIT | X % Y| Tipo II
Weibull
X A 1 1 AX
Yy / X 1 y_—x Yy
X yER Yy :
Tipo II Tipo ITII
Fig 1.3

Relacoes entre as distribui¢des de valor extremo
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1.3 - AMOSTRAS COMPLETAS, CENSURADAS UMA VEZ E PROGRESSIVAMENTE.

Os dados dos quais podemos retirar estimativas pon
tuais e por intervalo dos parametros de uma distribuicao de
Weibull assim como da confiabilidade, sao obtidos dos chama
dos testes de vida, isto €, uma amostra de n unidades da popu-
lacdo de interesse & colocada dentro de um ambiente o mais
similar que se possa para cada uma das unidades €m experi-
mentacdo e um ou mais esforgos sao aplicados sobre os mes-
mos.

Caso tenhamos N observagées, isto € todas as unida

des falharem, diremos que se obteve uma amostra completa.

Se o teste de vida terminar num instante especifi-
cado t, antes que todas as n unidades tenham falhado dire-
mos que se trata de um teste de vida com censura ou interrup -

¢ao do tipo I.

Diremos que realizou-se um teste de vida com censu-
ra ou interrupgao do tipo II quando o mesmo terminar no instante
em que ocorrer uma particular falha, digamos a r-ésima fa-
lha (r=<n).

Na censura do tipo I o nimero de falhas e todos os
instantes de falhas sao v.a., enquanto na censurade tipo II
o nomero de falhas & considerado fixo e as v.a. sao os ins-
tantes de falhas.

A censura ou interrupcao pode também ser conduzida
progressivamente, 1sto &, as unidades podem ser retiradas do

teste de vida no decorrer da duracao do teste.

Dessa forma a censura ocorre progressivamente em k
estagios nos instantes i onde ti>ti—1’ 1=0,2,. s,k & no i~

-ésimo estagio de censura T, unidades amostrais seleciona -



= AN =

das aleatoriamente dos sobreviventes siao removidas da anali
se posterior (apos o instante ti)'

Dessa forma se n € o tamanho total da amostra e T
o numero de unidades que falharam

k
n=r+ ) T, P(1.16)

As vantagens da utilizacao de amostragem com inter
rupgdo progressiva foram discutidas por Cohen [101].



CAPITULO 2

ESTIMAGAO PONTUAL E POR INTERVALO DOS PARAMETROS DA WEIBULL

2.1 - ESTIMAGAO ATRAVES DE TECNICAS GRAFICAS

A estimacao grafica dos parametros e a previsao a-

traves do grafico tem uma grande aplicac@o na pratica.

A simplificagao que se obtém pelo uso de graficos
em papel de probabilidade & uma simplificagao visual.

0 papel de probabilidade transforma uma distribui-
cao curvilinea em uma linha reta.

Se a analise & puramente analitica nao existe ne-

nhum sentido em utilizar um papel com escalas especiais.

Em geral existem trés diferentes finalidades que po
dem ser atendidas.

1) - Como um teste para verificar se os dados da amostra

indicam que o universo € do tipo prescrito.

= s =



Supoe-se ou aceita-se que o universo € do tipo
prescrito somente se os pontos locados tendem a se alinhar.

2) - 0 método grafico pode ser usado como uma forma rapi
da para obter aproximag6eés(geralmente razoaveis) pa
Ta as estimativas lineares ndo viciadas dos parame-
tros de uma distribuicgao.

3) - Extrapolacao grafica em um dos extremos.
Essa € a finalidade mais comumente utilizada ao se
representar dados provenientes de universo de valor
extremo.

E claro que essas finalidades podem se sobrepor.

Uma representacao grafica dos dados fornece uma com
preensao facil para o leigo.

E extremamente Util no caso especifico da Weibull
para detectar desvios na estimacao da vida minima § e ajuda
na tomada de decisao se os dados sao ou nao de uma Weibull.

Nao se pode contudo esperar que os estimadores dos
parametros definidos através de procedimentos graficos, os
quais sdo necessariamente subjetivos,sejam tao eficientes na

estimagao como os estimadores lineares que eles aproximam.

Basicamente, com o intuito de poder usar a estima-

cao grafica, deve-se fazer uma transformacao na F.D.

Tomando logaritmos naturais de (1.4) obtém-se
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en t= %Q.n[ﬂ,n—l_—l{;(—ET]+2n6 $(2.1)

a qual é obviamente do tipo Y = %X+A

e que tera como grafico uma reta no papel cujos eixos sao OX
e OY.

Dessa forma o papel de Weibull pode ser construido
= _ 1
graduando-se OY como Y=gnt e OX como X Zn(lnfjﬁrfy).

Além disso comumente reverte-se oS eixos ou seja o
vertical sera OX e entao B & o proprio coeficiente angular
da reta que se obtém no papel.

Na Fig. 2.1 temos um '"'gomo'" de um papel de probabi
lidade de Weibull.

Se o papel da probabilidade de Weibull e utilizado
para a analise de falhas representa-se numdos eixos o ins-

tante ordenado da falha ti,n(tl,nftz,ni"'stn,n representam

os instantes ordenados de falha de uma amostra sob a suposi
cao de que o especificado teste de vida continua até o ins-
tante da n-ésima falha) o qual & convertido ao logaritmo na

tural X; o de t, , € no outro eixo coloca-se alguma estima-

9 b

tiva Pi n de F(ti,n)‘

A estimativa da probabilidade P; n e convertida pe

lo papel de probabilidade mna variavel reduzida.
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Fig.2.1 - Papel de probabilidade
de Weibull.

Esse método foi explorado pela primeira vez por J.

Kao [u46] e [u7].
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E verdade que ja em 1954 Chernoff e Lieberman [9]
faziam aplicagoes bastante semelhantes do papel de probabi
lidade da normal.

Para se obter P; n precisamos de alguns resultados

das distribuicoes de ordem. Suponhamos que X1 nSXy 5.

..an = constituem uma a.a. ordenada de uma populacao tendo

F.D., F(x) onde X & uma v.a. continua.

Representemos por P, a fracao da populacao que

n
9
falha antes da i-esima observacao ordenada na amostra de ta

manho n.

Vamos repartir essa populagao em trés regioces con-
forme mostrado na Tab. 2.1.

Regiao 1 2 . 3
lelt?'% da 0 X, --l-dx X. +ldx. ©
regiao i,n 2 "i,4 o 100 R i o
Probabilidade de
1 1
obtertmnrefulta— F(Xi,n 7dxi,n) f(xi,n)dxi,n 1 F(Xi,nfkidxi,n)
do na regiao

Tab.2.1 - Partigao da populacao
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Para que o i-ésimo resultado Xi o ocorra na regiao

9

C), i-1 observagoes precisam ocorrer na regiéo(} e n-inare

giéo(:)

As regides sao consideradas mutuamente exclusivas,
e a probabilidade que cada observagao caia em uma particu-

lar regiao € constante.

Nesse caso a distribuicdo multinomial € aplicavel a
essa situacdo e a probabilidade que i-1 resultados caiam na

regiéo@ , um na regiao @ e n-1 na regiao @ e dada por:

nt i-1 : n-iji
(i-1)° 1. (n—i):[F(Xi,n)] f(xi,n) dxi,n[l-F(xi,n] ‘(2.2)

Na obtencgao da (2.2) ignoram-se os termos da ordem

A (2.2) & precisamente a distribuicao de Xi ot

Porém sabemos que

Dai vem:

dp = f(x,

i.% 1,n)dx’ = dF(x. )

i,n i,n

Portanto a probabilidade elementar é:

n . ”:}
g(p; Jdp, = pi7l (1-p, )"ap. #(2.3)
i,n i,n (i-1) ! (n-i): D i,n i,n




0= 4
onde Pi,n 1.

A distribuicao dada pela (2.3) € chamada nos tes-
tes de vida de distribuigao de ordem ou posto.

Uma analise um pouco mais acurada indica que a f.d.
da v.a. P, € a distribuicdo beta.

Na TFig. 2.2 esta o grafico dessa f.d. para os di
ferentes valores de i para uma amostra de tamanho n=10

Fig.2.2 - Distribuigao de postos para uma amostra de tamanho 10
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E importante notar que na obtencao da distribuicao
de ordem ou posto a unica suposicao feita foi a de que F(x)
era diferenciavel.

Assim a distribuicao de posto nao se aplica exclu-
sivamente a distribuicdo de Weibull, porém seria igualmente
valida para as distribuigoes lognormal, Rayleigh, exponenci

al, normal ou outras distribuigoes continuas.

€omo Pi n € uma v.a. estamos frente ao problema de

b

escolher um unico valor representativo de Pi o Para utili-

3

zar no papel de Weibull.

Com essa finalidade consideraremos varias alterna-

tivas.
A primeira delas € o valor medio de P. -
4 ' i-1 n-i
E(P, )=Jp. n' pil - )P lap.
i,n o L Ty Tmen T Fien i,n i,n
n! r(i+1)r(n-i+1) i
= = P (2.4)

(i-1)'(n-1): T (n-i+1+1i+1) n+l

Isto significa que o valor médio da fracao que fa-
lha antes da i-esima observacao ordenada em uma amostra de

tamanho n € igual a o que difere significativamente de

n+l
% [que seria uma estimativa natural da F(xi n)] para valo-

res pequenos de n.

Uma segunda alternativa para o Pi n seria o valor
k]
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mediano, comumente chamado de posto ou ordem mediana.
A sua obtencdo ja & bem mais dificil.

Consideremos a integral

X
P = Iog(pi,n)dpi,n $(2.5)

onde a g(pi n) ¢ dada pela (2.3).

0 valor de x para o qual P=0,50 sera o valor media

no desejado.
A integral (2.5) pode ser escrita na forma

B~(i,n-i+1)
I-(i,n-i+1) = & $(2.6)
B (i,n-i+1)

x
onde B (m,n) = I ym_l(l-y)n_ldy ¢ a fungao beta incompleta.
0 .

As razoes da beta incompleta Ix(m,k) de ha muito fo-
ram tabuladas por Karl Pearson [87].

Dessa forma para varios valores de P=Ii(i,n—i+l)os

valores de X podem ser facilmente obtidos.

Uma aproximagcdao do valor do posto mediano ¢ dada

por,

$(2.7)
n+(, 4
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Utilizaremos essa aproximacao em um exemplo.

Nesse ponto temos dois possiveis candidatos para o

), sao pela ordem

valor de F(xi,n

1) - o valor médio dado por E[F(X; )] =
T

2) - o valor mediano dado por F(xi,n) nF0 4

Ambos os valores sao encontrados em uso.

0 valor médio € utilizado porque a média € comumen
te tomada como um valor representativo da amostra de uma dis
tribuicao.

Contudo em distribuigoes fortemente assimétricas co
mo ocorre com a maior parte das distribuicoes de ordema me-

diana pode ser o valor que descreve melhor a situagao.

As distribuicoes de ordem sao sistematicamente as-
simetricas da direita para a esquerda a medida que se vai do

valor mais baixo para o mais alto da amostra.

Dessa forma a probabilidade de wum valor amostral
cair abaixo do valor médio & alta para os primeiros valores
ordenados da amostra e baixa para os ultimos valores ordena

dos da amostra.

Isto implica no fato de que se a tecnica de dese-
nho adotada € a do posto médio, a posicao designada para a
primeira observacgdo sera provavelmente muito alta e o posto
designado para a ultima observacao muito baixa com sucessi-

vas mudancas no erro para as observagoes intermediarias.
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Dessa forma o coeficiente angular podera ser subes
timado.

Alias esse € o argumento basico a favor da utiliza

cao de posicoes diferentes que os postos medios.

Por exemplo White [99] considera
X; , ° JLnTi n onde T segue a distribuigao de Weibull, crian

do a chamada distribuicao Zlog-Weibull e a seguir calcula

B(Z: - >
i,n) onde Z in~"F —

m = 4N

$(2.8)
|
g— 'g

Alias se o papel de probabilidade nao € usado,po-
de-se representar o i-ésimo logaritmo natural ordenado do
tempo observado da falha diretamente contra Vi n que e al-

gum valor caracteristico da estatistica de ordem reduzida

O valor caracteristico que normalmente se escolhe e

a média, a mediana ou a moda de Zi

Nancy Mann publicou também uma tabela de valores
esperados de Zi fi [65].

Kimball[50] fez um estudo comparando "alguns'dos can

didatos as possiveis posigoes graficas P, .
3
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Os resultados estao reunidos na Tab,2.2
Esses resultados baseiam-se em amostras completas

de tamanho 6 e consideram apenas a estimagao do parametro
de forma B.

Convengoes de desenho Vies/B | E.M.Q./B?2
19 v. _ = an{an —L—3; p, = L' 0,2284 | 0,3011
i,n 1-pi " > Yi,n n+l ’ ’
3
_ 1 73 5
2) Vl,n = on{2n F—}, pi,l’l = 1 0,0220 0,175
1,n n"'z
' -1
i} 1 .. _ 177 |
3) v = ¢n{&n ———}; p. = 0,0547 0,1543
i,n 1-p i,n n
i,n
4) Vi,n = E[Zi,n] 0 0,1686
5) Vi n = mediana de Zi,n 0,0632 0,1928
6) V. = moda de Z. 0,1916 0,2692
i,n i,n

Fonte: Kimball [50]

Tab.2.2 - Comparacao de Kimball para as posigoes
de desenho para estimar o parametro de

forma BR.
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Se pudessem ser feitas generalizacoes com base no
trabalho de Kimball (Tab.2.2) diriamos que a convencgao 3 nos

da o menor erro médio quadratico (E.Q.M.)

Alias Hazen [38] foi o primeiro a usar p; ?F:}lz_

n

Foi Blom [u4] que recomendou o uso da posicaode de
i-3/8
1

n+z‘

senho P; o, =
b

Como se pode perceber essa é a convengao mais pro-
. a -~
xima da 4 convencao [E(Zi n)].
1]

- i -
A convencgao baseada em P; o = nsT © frequentemente
3 ’

usada possivelmente porque E%T e o valor esperado da F(Xirp

A convencao baseada em 10 igual ao posto mediano
9

n
da i-ésima estatistica de ordem reduzida (v;  igual a medi
\ 3

X. _-n
ana de Z; =221 )& também usada e esse procedimento
’ 2

foi descrito por Johnson [u42].

Deve-se observar que todas as convengoes de dese-
nho dadas na Tab. 2.2 sao fungoes somente de i e n e nao va

riam com o numero de interrupgao T.

Portanto a representacao grafica que se discutiu a
plica-se tanto a amostras completas como a amostras que SO-

freram interrupgao ou censura.

MEXEMPLO 2.1

Cinco componentes foram colocados em um teste e ob
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servaram-se falhas nos instantes

67, 120, 130, 220 e 290 h.

Vamos obter através do grafico estimativas de

6 e B e dal uma estimativa para y.

E Obvio que estamos supondo que a amostraprovem de

uma populacao de Weibull.

B Instante de| Posto | Convengao |Posto mediano
Observacao falha ti,S medio de Hazen aproximado

(i) em horas P; s =%'pi,5 =i:%4§ P.l,5 = i%%jé

1 67 0,167 0,10 0,129

2 120 0,333 0,30 0,314

3 130 0,500 0,50 0,500

4 220 0,667 0,70 0,686

5 290 0,833 0,90 0,871

Tab. 2.3
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Embora as diferencas entre os valores dos postos mé
dio e mediano sejam numericamente pequenas, as retas dese-
nhadas podem diferir significativamente como um resultado da

escala utilizada no papel de Weibull.

Nas Fig. 2.3 a, b e c temos as tres representa-
coes.

0 problema mais grave da estimagao grafica ocorre
quando os pontos nao caem em uma ''reta perfeita' devido ao
erro amostral e a melhor reta precisa ser ajustada visual-
mente aos dados.

0 procedimento de ajuste por minimos quadrados po-
de ser utilizado, contudo isto faz com que se desvie do pro

posito basico ou seja fazer a estimacao grafica.

Da linha reta basica que desenhou-se no papel de

Weibull o B e estimado pelo seu coeficiente angular.

0 papel que utilizamos tem a constante (que leva em

conta os médulos das escalas vertical e horizontal) igual a

k = 3,464
Dessa forma
g = k.al = 3,464, -d—"- $(2.9)

onde d e d; sdo as distancias medidas em milimetros na ver
tical e horizontal respectivamente conforme indicado em qual
quer trabalho de Nomografia.
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O parametro da vida caracteristica 6 pode ser esti
mado lembrando que F(t=6)=0,632.

Dessa forma projetando o ponto 63,2% do eixo das or
denadas até o correspondente valor nas abscissas, obtemos u
ma estimativa para 6.

Nas Fig. 2.3a,b,c temos 6=190h.

Alias fizemos isto mais ou menos de propdosito para

perceber a variacao no B e no yu.

Convencio . . Estimativa para o u

de desenho Estimativa para o 8 [ﬁ=é-r(1+—%)]
e R= .2.3_ = 1 = 1 = v
Posto medio B=13,464 To © 1,594 { u = 190?(1'*T:§§4) = 170,3h|
Hazen B=3,464-22 = 1,871 | §i = 1907 (1 +——=) = 168,7
40455 = 1, 1,871 = 168.7h

Posto mediano| - _ 24 . ~ _ 1 &

aproximado g=3,464 T0 = 1,662 | p = 190F(1-FT766§) = 169,7h§

Tab. 2.4

A média calculada dos dados originais €

” _ 67+120+é30+220+290 = 165,4
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Como os erros graficos sao inevitaveis € necessa-
rio ressaltar que quando desejarmosprecisao devemos adotar
o método analitico.

YEXEMPLO 2.2 - Caso de vida minima ndo nula

Consideremos os dados da Tab. 2.5a na qual temos
a vida de rodas de esmeril medida em numero de pegas produ-
zidas.

Vamos mostrar que o modelo de previsao da vida po-
deria ser a Weibull triparamétrica.

Numero de Pecas executadas
esmeril (i) pelo esmeril (ti,s)
1 22.000
2 25.000
3 30.000
4 33.000
5 35.000
6 52.000
7 63.000
8 104.000

Tab. 2.5 a
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Representando esses pontos no papel de Weibull com
a utilizacao do posto mediano aproximado temos a Fig.Z.4a.

i|pyg=X- 1;?43 t; g - 19.600
1 0,083 2.400
2 0,203 5.400
3 0,321 | 10.400
4 0,440 | 13.400
5 0,560 15.400
6 0,679 32.400
7 0,798 43.400 .
8 0,917 84.400

Tab. 2.5.b



Como se ve obtem-se uma curva concava.

Nessas condicoes se o modelo de Weibull for conve-
niente, ele possui uma vida minima que nao € nula.

Da (1.2) temos:

In(Anp—fry) = BAn(t-8)-8in(8;-6) $(2.10)

Assim se subtrairmos a vida minima de cada obser
vagao t; , O resultado seria uma linha reta.
2

Contudo, quando desenhamos sobre o papel de Weibull
nao podemos saber a priori que a vida minima produzira
uma curva.

Para o nosso caso particular sabemos que a vida mi-
nima § esta localizada entre zero e a "leitura'" mais baixa

que € 22.000 pecas.

Pedemos escolher o valor mais baixo na amostra co-
mo um estimador para a vida minima porém esse estimador e vi
ciado para cima (veremos isso no §2.3).

E mais conveniente selecionar um valor levemente

menor que o menor valor amostral, digamos 0,9t1 8"

Nesse caso escolhemos arbitrariamente §=19600.

Usaremos esse valor como uma estimativa inicial e

iremos subtrair § de cada valor dos dados originais (veja a



Tab. 2.5 b.)

Deve-se entao fazer um novo grafico para esses da-
dos.

Se a primeira estimativa § € muito grande, o grafi
co apresentara uma curva convexa, Caso seja muito pequena a

curva continuara ainda com o seu aspecto concavo.

Normalmente & preciso aplicar o método das tentati

vas até que se chegue a uma situacao de ajuste razsoavel.

A Fig. 2.4 b mostra que os dados 'arrumados' da
Tab. 2.5b ajustam-se razoavelmente bem.

(6 = 19600 pegas
® = 24500 pecas
As estimativas dos parametros sao 3.
g = 0,90
{61= 8*'6 = 44100 pecas
5—:710( = r;t»' o ‘-_(\

Se quisermos a funcao de confiabilidade estimada
entao,em vista da (1.2) e (1.6) temos:

(t-19600)0,90

Grr) = & * 48800 para t319600

Se for de interesse por exemplo estimar graficamen
te o ponto no qual 10% das rodas de  esmeril estarao gas-
tas pelo uso encontraremos da Fig. 2.4 b 2000 pecgas e so-
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mando esse valor a vida minima estimada obteremos 21600 pe-
cas.

Atualmente devido aos trabalhos de Johnson [43]tem-
se desenvolvido muito a analise grafica com unidades retira
das do teste, usando os postos medianos.
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2.2 - ESTIMADORES DE MAXIMA VEROSSIMILHANGCA - E.M.V.
ESTIMAGAO ATRAVES DO METODO DOS MOMENTOS.

Estimativas analiticas dos parametros da distribui
cao de Weibull, quando todos sao desconhecidos, podemser ob
tidas atraves de um método iterativo.

0 método frequentemente utilizado € o da maxima ve-

rossimilhanga .

A funcao de verossimilhanca (F.V.) para amostras

completas de tamanho n no caso da Weibull biparamétrica &

t. B-1 X; B
. _ B i - (=) #(2.11)
L(tl,tz,...tn,s,e) = - 3_(7?) e )

=3

Fazendo GB=6* na (2.11) e a seguir tomando o loga-
ritmo natural de ambos os membros, derivando e igualando a
zero obtemos o sistema:

- 34nL _ n o 1 %o
g2 = 2 4 nt. - — tT nt. =0
L izln 1o 121 17
: $(2.12)
n
| donL _ _n, 1 y tiB = 0
\ 96 * o* 9* 2 i=1

Eliminando o 6* entre as duas equacoes e simplifi-
cando obtemos
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$(2.13)

Resolvendo-se a (2.13) obtemos o E.M.V. B.

Isto pode ser obtido com a ajuda de procedimentos
iterativos como o método de Newton-Raphson.

Dai

D)
*

I
Sl
e
r’

™)

. P (2.14)

Para amostras censuradas uma unica vez quer do ti-
po I quer do tipo II a F.V. &:

tiB
T -—
- n. B . B-1, O%] +_ n-rep(2.15)
L CEIE ;%é; t.” e ] [1-F(t)]

onde na censura do tipo I o tempo de término ou finalizagao
Jo teste e tf=t0 e na censura do tipo II, tf=tr(como no mo-
mento nao existe nenhum perigo de confusao evitamos a nota-
cao tr,ﬁ).Da (2.15) vem:

oL y 1 oK 8
( = I - = . =
B B izlﬁntl o * { ty My 0
$(2.16)
*
3l _ _r 1 ¢.B 0
\ 0% 9*9*2 1
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* ..
onde ) significa que a soma se estende sobre a amostra com-
pleta atribuindo-se aos n-r sobreviventes o tempo de vida

tf 1sto e to ou tI‘

* B v .8 B
r —
) t;ant; = izlti gt +(n-1)te It
Em particular { $(2.17)
e T
DR t.B+(n-r)th
. i=1
De (2.16) vem:
*_ B
) t, anty _ % =% § It $(2.18)
E* ¢ B i=1
i

que pode ser resolvida para g empregando técnicas de Calculo

Numérico.
Determinado B, pode-se obter 6" através da expres-
sao
e,
6% = i P(2.19)
T

No caso de uma amostragem censurada progressivamen

te em k estagios [ver a (1.16)] a F.V. &

T k Ty
L= C€C I f(ti) I [1-F(t’i )1 $(2.20)
i=1 i=1

onde o0s tg sao fixos, f(t) e F(t) sao as f.d. e F.D. dadas
respectivamente atraves da (1.3) e (1.4) e C & uma constan-
te.



De (2.20) temos:

- 3%pL _ T ¢ 1 ok g _
T izlzntl " Lty ent. =0
4 H(2.21)
ok
82:“].4 = - L + 1 2 t_B = O
" a0 g% gkl *

ok o
onde ) significa a soma sobre toda a amostra com as T, u-

nidades retiradas no instante ti*, tendo ti=ti*

Mais especificamente

T k
(%% Bant. = § t.Bent.+ ) r.t.Pont.
i i e | i .b07171 i
i=1 i=1

] P(2.22)

Ak 8 I g ¥ 8

Toot. = ) t.t+ ) r.t.
L * j=1 * j=1 * *

T
] et $(2.23)

que pode ser resolvida dando o 8.

Dai vem:



0* =——?-— *(2.24)

Variancias e covariancias das estimativas

A matriz assintotica das variancias-covariancias
[M.A.V.C.] de B e 6* & obtida invertendo a matriz de infor-

macao cujos elementos sao valores esperados das derivadasde

22 ordem dos logaritmos da F.V. com o sinal menos (-) na
frente
- ) --1
_ %L _ 3%enL
2|~ -« P
OB |B,0x  2BOOT|R ox
V(8) Cov (B,6*)]
= P(2.25)
Cov(8,6%) V(©*)]
_3%enL _3%enL
* R o 2 |~ ~
90*3B|5 gx  90%7 |5 oa

Na presente situacao parece mais apropriado aproxi
mar os valores esperados pelos E.M.V.



a) -

b} -
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Dessa forma teremos:

Amostras completas

(. 3%1nlL]
ap? |

924nL

9B36* |

Amostras interrompidas uma unica vez

(

324nL
382 |

1 2

e t."@nt.

B2 g+ 121 i Gnty)
92anlL -
56% 38| - (6™ 3

B,0*
= - + AZ 121 . B
(e*)z (e*)sj.:l i

r. 1 K B 2

_ 3%anl _ 1 f*
30* 0B (5%) 2

B,6*

t.
1

~

BSLnt.
i

$(2.26)

$(2.27)



c) - Amostras interrompidas progressivamente
[ 2y Jok g
~ . *
°8" lg,5 &9
22gnL| 322nL 1 ok B
{1 - = - S = — 1t Nty o 28)
3836% | _ 90%3B|_ . (8%)? * 1w,
1B, 0" B.6"
" ~
| 2%anL S S Z**t-B
3(6*')2 B 6* (‘e‘*)Z (9*)3 1

Embora os resultados acima sejam validos, no senti
do estrito, somente para as grandes amostras, fornecem uma
aproximacao razoavel para estimar variancias e covariancias

para amostras com tamanhos moderados.

Para amostras pequenas € necessario reconhecer que
os erros devido ao '"vies' as vezes excedem em muito os €rros
induzidos pela estimativa das variancias para amostras gran-
des.

Essa & sem duvida uma area que necessita de uma in
vestigacao mais acurada no que diz respeito a distribuicao
de Weibull.

1~EM@PLOZL3 - Exemplo de Menon [80] com uma analise de Cohen
[1a2].
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Tem-se uma amostra completa proveniente de uma dis

tribuigao de Weibull com B=0,5 e 6*=/€ portanto

6= e = 2,71828....

Os dados sao:

0,806 57,628 /11,550 17,057
) 0,664 ) 1,033 59,098 /52,046
50,345 )3,532 370,470 40,185
50,001 170,970 20,505 £0,435
50,469 - 0,071 20,030 (11,550

Vamos achar as estimativas de B e 6* assim como 0sS
erros (M.A.V.C.)

Os dados acima fornecem as seguintes informacoes:

[(n = 20 20
20 L )
¥ t. = 88,445 t = = 4,42225 (media amostral)
i=1 1 20
20
20 . ) (t-t)? o
§ t2 = 3475,170201 s2=121 . 162,5286 (variancia
j=1 1 19 amostral)
20 (coeficiente
v = - 2= —-~C.V=2,882 -y
fant, = -8,302 (C.V.)2 =8,3098 de variacio)

L, i=1
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0 coeficiente de variacao (C.V.) permite obter uma
estimativa atraves do método dos momentos e uma primeira a-
proximacao para o E.M.V. de B.

De (1.8), (1.9) e (1.10) temos:

& 1
_ r (1+§') -1? (.1"‘3)

(c.v)? = £ - - $(2.29)
My r?(1+1/8)
ou
cy. - Ye(s2/8)-r?(1+1/8) |
r(1+1/8) $(2.30)

Dai pode-se obter a Tab. 2.6.

B (C.V.)? 'C{V.

1/3 | 19 4,3589
1/2 5 2,361
0,8 1,5904 |1,2611

5/4 0,6480 |[0,8050
5/3 0,3801 |0,6165
2,0 0,2732 |[0,5227
3,0 0,1323 | 0,3637
4,0 0,0787 |0,2805

Tab. 2.6



O grafico da Fig. 2.5 & obtido usando-se os valo-

res da Tab, 2.6.

100

30,0 - - - h—__']_“»?l_.‘ T =

40,0

o

0 C.V. de Weibull e o seuiqu
dredo como fungoes do parame
tro de forma

30,0f—

u.\.y’gl‘_‘.}
= ]
Y 4\ - —
s o —— — —_— 1 —— f—=
CR¥AVE N e e
o 3, <2; \\
= a0 AN\
& . -
TR R
b =~
. C
0, 3 —
0. l \
T
0.1 l} ‘ 7
) ! L
0, T T
|
on o ; B 8
0,35 0,3 0,75 1,00 = 1,%0 1.7 2,00
Fonte: Cohen [ll]
Fig. 2.5
2
< s . V(X 2
Com a quantidade =— igualada a (X) . (C.V.)" a es
1.2 pt? -
1

timativa pelo método dos momentos de B,B(m) pode ser lida di
retamente da Fig. 2.5, com precisao de ao menos uma decimal

e talvez duas.
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Esse valor, assim lido, fornecera uma .aproximacao

inicial satisfatoria para iniciar ométodo iterativo do E.M.V.

Em muitos casos a estimativa por momentos da
uma precisao tao boa que nenhuma melhoria ocorre atraves das

sucessivas iteracoes.

Entrando na Fig. 2.5 com C.V.=2,882 obtemos B(m)E
=0,43

Para obter o E.M.V. de B pode-se ''tentar' uma ana-

lise numérica para B variando entre 0,4 e 0,5 e usar a fun-
cao ¢(B) tal que:

20 g
) t.oant.
- 1 1

. 20
o A=l I _
z t.B i=1
i=1 *
Pode-se calcular
20 20
(7 t.%% = 23,580 (7,07 27,007
i=1 *t i=1
4 E
20 20
|7 . O %ant. = 27,661 |5 .0 %ent, = 41,637
i=1 * * i=1 * *
Dai tira-se
$(0,4) = - 0,9118
$(0,5) = - 0,0432
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Como ambos ¢(0,4) e ¢(0,5) sao negativos devemos

calcular ¢(B) para um novo valor, por exemplo B=0,6

Temos:

20
(7 .20 = 32,086

i=1

— $(0,6) = 0,6501
20
0,6 _

Lizlti fnt, = 61,018

Para obter a estimativa necessaria podemos inter-

polar 1linearmente como mostrado abaixo:

B ¢(8)
0,500 | -0,0432

0,506 0 Tab. 2.7
0,600 0,6501

Portanto temos [B= 0,506

20

Para obter 0* devemos calcular

ti0,506
1=1

=27,261 e

de (2.14) vem:

6* = 1,363

(m)

Em vista da (1.8) temos a seguinte estimativa 6*



pelo método dos momentos

B(m)

gr(M - $(2.31)

é'—‘dl

r( +1
ol

, =
Isto e igualou-se My at e resolveu-se em 6%

Na Tab. 2.8 estdao comparadas as estimativas obti

das pelo método dos momentos e de maxima verossimilhanca.

Parinetros | | valores | MErodo 908 | Meraceimithanca
B ' 0,5000 0,430 0,506
8> 1,649 1,226 1,363
Tab. 2.8

Com o intuito de calcular a M.A.V.C. devemos calcu
lar inicialmente

7 t.0:50% 0t = 42,611596

i=1 * t

20

} ;000 Cent;)? = 166,254404
iz1



Pode-se agora calcular as derivadas parciais neces

sarias que aparecem em (2.26) obtendo-se:

!

200,09 -22,94 0,007 0,014

- 22,94 10,77 0,014 0,123

Dai temos:

SV(B) = 0,007 g Coeficiente de .

V(8*) = 0,123 correlacao en- p - Cov(B.0%) . 0,48

8,0 YV veH
zCov(ﬁ,B*) = 0,014 tre as estima- v(B)Vv(e*)

tivas.

Os calculos para amostras censuradas ou incomple-
tas sao essencialmente os mesmos que para as &amcstras com-

pletas e nao apresentam qualquer complicacdo anormal.

Como em testes de vida e fadiga, observacoes indi-
viduais sao ordenadas no tempo, € uma pratica comum cessar
ou parar o teste antes que ocorra a falha de todas as unida
des.

Em um caso tipico, o teste pode terminar em um ﬁni

co estagio com apenas uma interrupcao.

Em muitos casos entretanto as interrupgoes ocorrem

em estagios sucessivos.

Existem ja muitos trabalhos sobre amostragem com
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censura progressiva ou de multiplos estagiose entreeles des
tacam-se Herd(1957), Roberts(1962), Cohen(1963),(1965), Har
ter e Moore(1965), Ringer e Sprinkle(1972), Wingo(1973),Le-
mon(1974) e possivelmente outros.

Consideraremos agora o caso particular dosE.M.V. -
dos parametros da distribuigdo de Weibull triparamétrica u-
tilizando amostragem com censura multipla do tipo I ou seja
0s t*i sao fixos e o numero de sobreviventes nesses instan-
tes sao as v.a..

A F.V. tem a forma (2.20) com a diferenca que ago-
ra a £.d. e a F.D. sdo dadas respectivamente pela (1.1) e
(1.2).

0 logaritmo natural da (2.20) da:

T
L = rinB-ronp+(8-1) ) tn(t;-6)- % f*(ti-s) BronC @p(2.32)
i1

onde
Y = (61-6)B $(2.33)

. o S
Como anteriormente } significa a soma sobre to-
das as n observagoes atribuindo-se as T, observagoes censu-

radas no instante t*i o valor ti=t*i de forma que

_.** T k
) (ti-d)s . _21(t1—6)8+.2 ri(t*i-G)B P(2.34)

1= i=1
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Para B>1 as equacoes que permitem obter os E.M.V.
vem de (2.32) derivando-se a mesma em B, Y e § e igualando,

a ZeTro.

f T
3Nl _ r ey L1 ok g _
= _B.+izlf,n(ti 8) - 3 Y (t;-8)"an(t;-6) = 0

gL _ _r,L ﬂn(t.-d)s =0 $(2.35)
T

32l _ B f*(ti-a)s'l-(s-l) I (t.-6)"% =0

L 3¢ v i=1 1

Para B<1, a F.V. torna-se infinita amedida que G»yl
onde Yy e a menor observacao da amostra ou seja a 12 esta-

tistica de ordem da amostra.

Portanto, nesse caso, as equacoes aplicaveis para

a estimacao sao as duas primeiras da (2.35) e mais

§ =y, -3 P(2.36)

onde ¢ € a unidade de precisao com a qual sao feitas as ob-

servacoes.

Quando se sabe que B=1 temos a distribuicao expo-

nencial e os estimadores aplicaveis sao:



z‘*’(t i‘)’ 1)

<)
Il

4 $(2.37)

1}

SRS

Voltando ao caso para o qual B>l e eliminando ¥ en

tre as duas primeiras equacoes da (2.35) temos:

. ﬁti—d)slﬂ(ti-é)

s -

T
e Y an(t.-8) = 0 P(2.38)
g X g & i

==

Quando § & conhecido e naqueles casos onde Y1 - %,

& um estimador aplicavel para §, precisa-se resolver a
(2.35) para obter 8.

Isto pode ser feito aplicando-se as técnicas de a-

proximagao por tentativa como aquela do Exemplo 2.3.

Com é determinado dessa forma, @ ¢ obtido da 2%
formula de (2.35).

b = A P(2.39)

F.M.V. modificados.

Um conjunto alternativo de estimadores chamados es

timadores de maxima verossimilhanca modificados (E.M.V.M.),
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pode ser obtido da 34 equacao de (2.35) com E(Y1)=y1 onde

Y, ¢ a 12 estatistica de ordem em uma amostra de tamanho n.

De (2.38) e (2.39) pode-se obter

1/81‘1 $(2.40)

y, = 8+
na qual Tl = P(1+%).

A (2.40) foi proposta por Dubey [19] em 1966.
O procedimento computacional € o mesmo que para de

terminar os E.M.V. Aqui entretanto interpola-se entre duas
aproximacoes di e 6j ‘tais que:

BOYD 2 y; % B0,

para se chegar as estimativas requeridas.

Casos especiails

a) -"E.M.V, com B conhecido (B>1)

ol 0 (8-1) § (t;-8)7" )
- (8-1) ] (t5-8)7" =0 a(2.41
z**(tl_a)s 1—1

Da (2.41) tira-se 8 (visto que B e conhecido).

Subsequentemente obtem-se y através da expressao:



§ = - P (2.42)

b) - E.M. V.M. com B conhecido

(Yl-ﬁ)s 7.**(%-6)8 )
n - =0 $(2.43)
'y T

A (2.43) pode ser resolvida para §, obtendo-se as-
sim a estimativa ¥ da expressao

a E&ti'g)s
- T

Y

$(2.44)

As equacoes (2.43) e (2.44) fornecem também o0s
E.M.V.M. para B e ¥ quando § ¢ conhecido.

Neste Ultimo caso, a estimativa para B vem da (2.43)
e aquela para ¥ da (2.44).

Os E.M.V. para esse caso Sao dados em Cohen [11].

Estimativas de variancias e covariancias

A M.A.V.C. dos E.M.V (é, Yy, 8§) & obtida da mesma

forma como o foi para Weibull biparametrica.

Wingo [100] em 1973 e Lemon [56] em 1974 obtiveram
os resultados independentemente.
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' d2¢nL _ T 1 B 2
—3—8—2—' = = 8—2 - "}7 Zﬂtl"é) [Q,D(tl‘é)]

2
322nL =L-i§*"fti-a)3

oy2 y2 g3

T . _
%L _ _ (g1 .21(t1'6)_2 _E.%_‘l_) Z*%ti-é)s 2
1=

362
\
0%l _ d%enL _ 1 B,.
o A ﬂti—é) #n(t;-6) $(2.45)
92¢nL _ 9%l _ _ « -1.1 B-1.8 Z*’Y B-1
i NGO fhfti"é) vy Lo (t5=8)" Tin(t;-6)

d2¢nL _ d%enL _ B Z‘H‘ B-1
W35 95 o 2 (t;-6)

Os valores esperados dessas derivadas como ja foi
dito anteriormente podem ser aproximadns pela substituicgao,
das estimativas é, ¥ ¢ § diretamente nas expressoes (2.45),

principalmente nas amostras grandes.

As variancias assintdticas obtidas através das (2.45)

dependem de varias condigoes de reqularidade.

Lemon [56] observa que elas sao satisfeitas para
B>4 .



- 61 -

-*(EXEMPLO 2.4 - E.M.V. e E.M.V.M. de uma populacao de Weibull
com 6=100, B=2 e ¥=10000 retirado de Cohen [15].

Cerou-se uma amostra, que pode ser entendida como o

teste de vida de 100 aparelhos elétricos, de tamanho 100.

Das 100 unidades 68 falharam no intervalo do expe-
rimento enquanto que 32 foram retiradas em trés estagios se
parados.

A duracido da vida em horas das 68 unidades que fa-
lharam foram:

109,12 130,53 144,09 158,31 177,19 198,11 222,11
113,37 131,98 148,83 158,92 180,57 199,23 224,83
117,73 133,14 150,23 160,13 181,99 203,27 227,27
119,56 134,52 150,79 161,31 184,02 206,55 230,88
119,82 135,73 151,88 162,09 185,43 208,76 235,14
124,63 136,71 153,07 165,45 187,21 210,69 237,43
125,21 137,88 154,18 166,62 = 189,77 213,32 246,08
126,93 138,63 154,97 168,23 191,63 215,08 249,35
128,25 141,11 155,26 169,98 194,88 218,43

129,41 142,33 156,82 174,22 196,91 219,37
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A 6é falha ocorreu no instante t*1=124,63 h e ai
foram retiradas aleatoriamente dez unidades das sobreviven-

tes.

Quinze unidades adicionais foram retiradas quando
ocorreu a quadragésima falha no instante t*2=174,22 h e o
teste terminou no instante t*3=tf=249,35 h com sete sobre-

viventes.

Resumindo esses dados temos:

n = 100 [t3 = 124,63, ry = 10 68
Y t. = 11577,47
_ | _ i=1
r = 68 t2 174,22, r, = 15
68
* = =
‘ g o (tE = 240,35, ry = 7 . b £
i=1 1 t =1L - 190,257
: 68
ly; = 109,12
Le = 0,01 (precisao)

Como sabemos que B>1, os E.M.V. sao obtidos resol-

vendo simultaneamente as equacgoes (2.35).

Os E.M.V.M. sao calculados pela solucao simultanea

das duas primeiras equacoes de (2.35) e mais a (2.40).

As estimativas resultantes estao na Tab. 2.9.
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Tipo de Parametros estimados

Estimador 5 " 8 | . .’

E.M.V. 106,93 | 1635,05 1,638 188,80 51,27

E.M.V.M. 102,38 | 3905,30 1,809 188,32 49,18
Tab. 2.9

Das expressoes (2.45) pode-se tirar

V(B) = 0,0447 Cov(B,¥) = 345
V(¥) = 2,71.10° Cov(¥,8) = -3558
V(8§) =10,02 Cov(B,8) = -0,4364

Um segundo conjunto de estimativas obtem-se no ca-
so de B=2 (conhecido) e esta na Tab. 2.10.

Usaram-se as equacoes (2.41) e (2.42) para os E.M.V.
e as equacoes (2.43) e (2.44) para os E.M.V.M.

Tipo.de Parametros estimados
Estimador s " - 5
E.M.V. 100,68 - 9749,38 188,19 45,74
E.M.V.M. 100,34 9821, 36 188,16 45,91

Tab. 2.10
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2.42 x10°

<
~~
=)
—
1}

. Cov(Y¥,8) = -4,87.10°

V(§) =23,26

Um terceiro conjunto de estimativas esta na Tab.
2.11 quando usou-se 6=100 (conhecido).

Nesse caso pode-se utilizar as duas primeiras equa
coes de (2.35) para os E.M.V. e a segunda equacao de (2.35)
mais a (2.40) para os E.M.V.M.

Tipo de Parametros estimados
Estimador w 8 4 5
E.M.V. 5907,2 1,888 188,15 48,52
E.M.V.M. 11214,27 2,024 188,70 45,87

Tab. 2.11

V (B=0.0331 Cov (§.8)= - 902 V (¥)= 2,51.107

Em geral, as estimativas obtidas sao bem proximas

dos correspondentes valores populacionais visto que:

¢ =100 ; ¥ =10000, B=2 ; mu = 188,62 o= 46,63
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Deve-se observar que embora a diferenca nas estima
tivas para ¥ varie de 1635,05 até 11214,27 as estimativas

para y e o sdo bastante estaveis.

2.3 - METODO DE DUBEY PARA A ESTIMAGAO DE VIDA MINIMA 6.

Mandel [61] em 1964 considerou o problema de ajus-
tar a funcao

y = A(x-xq)B $(2.46)

onde A, B e Xp sao parametros desconhecidos.

0 seu método para estimar X, sugere uma forma nova
para estimar o parametro de vida minima da distribuicao de
Weibull.

Mandel obtem para Xy © valor

2
X4 X X
x, = 172 °3 (2.47)
x1+x2—2x3

onde os tres pontos (xl,yl), (xz,yz) e (XS’YS) estao na cur-

B
va y=A(x-x4) , Y3=Vy{'Y, € X} € X, estao proximos dos extre-

mos opostos.

Em vista da (1.2) a taxa de falhas, para a Weibull

triparamétrica e \

{
- B(t\yﬁ) B-1

|y

h(t) $(2.48)

S

S .

i A it
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onde V = (81-6)8.

Ainda da (1.2) pode-se obter

B .
- m[1-F(t)] = (=8 o (2.49)
y

Como se ve a (2.48) e a (2.49) sio do tipo da
(2.46).

E bastante simples calcular F(tl),F(tz),...F(tn)

dos dados de uma amostra de Weibull t1,t2,...,tn ou entao
=5

obter h(tl), h(tz)...,h(tn).

Em vista da (2.47) temos a estimativa § de §.

5 -1 2 3 $(2.50)

Na (2.50) ty e t, estao proximos dos extremos opos
tos do intervalo de variacao dos dados e ts € escolhido de

tal forma que satisfaca a relacao

-m[1-F(t,)) = Vi-n 1-F(t))IK - [1-F(t,) 1}
. P(2. 51 a)

Essa escolha de ts € um procedimento grafico.

Pode-se também obter uma estimativa 6 de & atraves
da (2.50) se o valor de tg for obtido de tal forma que sa-
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tisfaca

h(tg) = /h—(tp-h(tz) $(2.51b)

Normalmente os estimadores § e § baseiam-se em con-
sideracoes graficas, contudo obtém-se uma grande objetivida
de usando um método analitico.

Em vista da (1.2) e (1.7) o percentil = D para a
probabilidade acumulada p ¢ dado por:

T, = s+wl/Br_gn (1-p) 11/ ° $(2.52)

Dubey [21] desenvolveu um método analitico livre de
qualquer consideracao grafica baseando-se apenas nos concel
tos de Mandel e na (2.52).

Tomam =Se duas probabilidades acumuladas p; € Pg de
tal forma que 0<pi<pk<1 e sejam T1; € Ty os percentis popula

cionais correspondentes a p; € Py

Entao

1}

Py 1—exp[-W—1(Ti—6)B]

Py 1—exp[—T—1(Tk—6)B]

Escolhe-se a probabilidade acumulada P; tal que:
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-ln(l—pj) = /E&n(l-pi)][-ﬂn(l—pk)] P(2.53a)

ou
Py = l-exp{—/[-ﬂn(l-pi)J[-Rn(T-piT]} $(2.53b)
A (2.53b) e a suposicao 0<pi<pk<1 garantem a rela-
cao
O<pi<pj<pk<0
ou
6<Ti<'rj<Tk<oo P(2.54)

Alias usando a (2.52) para T €Ty e a (2.53a) pa-
ra p;, Pj € Py obtém-se

(1;-6) B ] \ﬁri-a) Blr-6)F

y y
ou
2
T. - Ti’l‘k
§ = 41X $(2.55)
27T —Tka

sob a condicao T.+T,-2T.#0.
i 'k j
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Se tl, tj e tk

respondendo as probabilidades acumuladas P pj e py temos:

sao agora 0S percentis amostrais cor

_ t.z—t.tk
5 = _2_1———1——— $(2.56)
tj—ti-tk

onde 2t.-t.-t,#0.
J 1 k

Em uma a.a. de tamanho n, t., t. et sao tres ob-

i j k
servagoes ordenadas satisfazendo a relacao

6<ti<tj<tk<oo P(2.57)

Para um dado p;, np; ¢ calculado.

Se np; & inteiro entao np; determina a ordem da ob

servacao amostral correspondente ao p; .
Se np; nio & um inteiro entao [npi]+1 determina a
ordem da observacgao amostral correspondente a p; com [npi]

indicando o maior inteiro menor que Np, .

A mesma regra se aplica a py ¢ determina-se dal de

modo Unico o P

YEXEMPLO 2.5

Tomemos os dados de Menon [80] que ja foram utili-



zados no exemplo 2.3.

Se tomarmos pi=0,1673 e pk=0,9737 teremos
[20-0,1673]+]1 = 4 —su t4 = 0,185 (quarta observacao)
[20-0,97371+1 = 20 —= t,, = 57,628 (vigésima observagao)

Da (2.53b) temos agora pj=0’5578‘

Como PO-O,557Q +1 = 12 temos t12=0.970 (décima se
gunda observacao).

Da (2.56) temos:

F = 0,97% - 0,185-57,627 - 0,174
20,97 - 57,628-0,185

Porém a menor observacao no exemplo de Menon é 0,001

Como se vé § nao € um estimador permissivel ou admissivel.
E Oobvio que qualquer estimativa de um parametro de
localizagao ou de limiar nao pode exceder a mensr observa-

¢ao na amostra.

Em certos casos o estimador de Dubey pode apresen-

tar a anomalia de ser nao permissivel.

Dubey entretanto sugere que se tomarmos t. como a



menor observacgao, tk como a maior e tj’ como a quantidade

mais proxima de Vti-tk pela esquerda entdao o ¢ assim obtidc

sera o vizinho mais proximo de zero.

Os dados de Menon permitem usar

i ty = 0,001

+
]

— Vtytyy = 0,2400562

t,n= 57,627

tx 20

Isso nos permite escolher t, como tj desde que t¢=

=0, 345.

Entrando novamente na (2.56) vem:

2
_ 0,185- 0,001 -57,627 = 5002
2+0,185-0,001-57,627 |

o |

que & o vizinho mais proximo de zero.

0 mesmo Dubey [21] mostra que se obtivermos § base
ando-nos na menor observacdo, na segunda menor observagao e
na maior observacao teremos em § o vizinho mais proximo da

menor observacao.

No caso particular que estamos analisando temos:



( =
tl 0,001
2 . RS
‘tz = 0,030 - 3 = 0,030°- 57,628-0,001 =70.000986
20,030-57,628-0,001 -
[t,=57,628
Como se ve 0,000986 €& o vizinho mais proximo de
0,001.

CONCLUSAQ:- O estimador de Dubey (2.56) & aplicavel a toda
distribuigao (nao apenas a Weibull) que tem um parametro de

limiar ou vida minima.

Os resultados acima dao uma escolha propria das tres
observacoes ordenadas com o intuito de obter uma estimativa

permissivel do parametro de vida minima.

Dubey obteve os valores otimos de P; © Py para um
dado B - Tab, 2.12, 0os quais fazem com que a variancia as

sintotica de § seja minima.

) Valores otimos
Parametro de forma

P3 Py

0,5 0,00033074 0,99978036

1,0 0,00033074 0,99978036

1.5 0,00111111 0,99978036

2.0 0,00772392 0,99978036

2.5 0,01908905 0.99952024

3,0 0,02458212 0,99900000

3.5 0,02847177 0,99900000

5,0 0,03593811 0,99900000

7.5 0,04180510 0,99900000

10,0 0,04482903 0,99847975

Tab. 2.12
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2.4 - ESTIMAGAO DE PARAMETROS NA DISTRIBUIGAO DE WEIBULL COMPOSTA.

Representemos a f.d. de Weibull composta por

f(t) = afl(t)+(1-a)f2(t) para 0<a<l P (2.58)

onde
B, 81-1 By
fl(t) = Wz-t expl - 7 1, t=0, W1>0, Bl>0
fz(t) = —2' t exp[- _‘y'z_], t?o, \P2>0, 82>0

e Zero em Ccaso contrario.

A F.D. da Weibull composta € definida como:

F(t) = aFl(t)+(1-a)F2(t)
By i)
t t
= 1-aexp[—7r—]-(1—u)exp[--jr—] $(2.59)
I 2

Chama-se a o, parametro de proporcionalidade e ex-
pressa a probabilidade de que uma dada observacao t. vem da
populacao com f.d. fl(-).

O momento de ordem k da f(t) &



X
By

Hy = ody F(B—1-+1) *(1-a)y, T(

para k 1;2,3%3,4,5,%¢s=

= T4 -

k

X
82 k

__.+1)
B

$(2.60)

Empregando a técnica de igualar os momentos popula

cionais Uk aos correspondentes momentos amostrais m, pode

-se estabelecer um conjunto de cinco equagoes que

precisam

ser resolvidas para que se possa obter os cinco parametros.

Facamos as seguintes modificacoes na notacao

o= l/B = 1
- 1/8 _ 2
w = Wz YZ = F(1+§I
- 3

Y3 = ]"(1+—B-I

Assim as tres
-se

avy1~+(1-a)wv

av2Y2 +(1—a)w2v2

1
8,

r(1+

2
r(1+2)
B,

3
- T(1e)
By

primeiras equacoes de (2.60) tornam-

1

$(2.61)

av3y3 +(1—a)w3v3
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Dai vem das duas primeiras expressoes de (2.61)

my (1-a)vyy, * \/ (m)) *a(1-0)y,Yiv rmya(1- ~a) 2y v vi+mia® (1-a) vjv,

(1—a7%1¥2+u(1—a)ylv2
$(2.62)

mi - (1'(},)\)1
¥ o= e $(2.63)
G.'Yl

Entrando com esses valores na terceira expressao de
(2.61) teremos uma equagao COm tres incbgnitas o, B, € B,
e nesse ponto torna-se o0bvio que nao se pode obter expres -
soes explicitas para que se possa obter os parametros des-

conhecidos o, Bl e 82.

Falls [27] usando o método descrito por Kao [46]su

gere uma solugao grafica para esse problema.
As etapas do método sao:

1 - Representar a F.D. amostral para os dados compostos

no papel de Weibull.

2 - Comecando em cada extremo do grafico no papel de Wei
bull, desenhar duas retas tangentes que representa-

TEemos por &%1 e (1:37F2 e que sdao as estimativas de
aFl(t) e (1—&)F2(t) respectivamente.

3 - Da interseccao de (I-ESFZ com a linha de contorno,
superior do papel de Weibull baixar uma reta verti-

- Tl - . . -~
cal cuja interseccao com oF, define uma posicao na

escala vertical que dara uma estimativa de a.
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Uma vez que se obtém uma estimativa de a, pode-se
resolver a terceira equagao da (2.61) para B, € B, aplican-
do o método de Newton-Raphson modificado.

Uma vez que se obtém B, e B, de (2.62) e (2.63)ob-
temos estimativas para ¥, ev,.
Infelizmente as solugdes quadraticas dessas equa-

coes fornecem mais do que um conjunto de estimativas.

Quando se defronta com mais de um conjunto de esti
mativas aceitaveis pode-se adotar a sugestao de Pearson[86]
e escolher o conjunto que produz a maior concordancia entre
o quinto momento amostral em relacao a origem ms' e O momen

to teorico He'

¥EXEMPLO 2.6 -

Para ilustrar essa técnica damos o exemplo de Falls
[271.

Consideremos uma amostra de 2000 observacgoes obti-
das de uma populacao mista construida com a combinacgao de
duas distribuicoes de Weibull com

Essa amostra esta na Tab .2.13, apresentada na for

ma de uma distribuigao de frequencia.



Tara essa amostra temos: l

Fonte: Falls [27]

77

ml' = 2,4708
mz' = 88,6270
m3' = 36,3408
m4‘ =174,9190

ms' =935,3733

Pontos Frequencia
Classes ———— f1 f2 f acumu%gda
em %

0-20,5 0,25 40 | 175 215 10,75
0,5-1,0 0,75 113 78 191 20,30
1,0 - 1,5 1,25 170 47 217 31,15
1,5 - 2,0 1,75 205 30 235 42,50
2.0 - 2.5 2,25 216 20 236 54,70
2,5 -3,0 2,75 206 14 220 65,70
3,0 - 3,5 3,25 180 10 190 7520
3,5 -4,0 3,75 147 7 154 8290
4.0 - 4.5 4,25 112 5 117 88,75
4.5 -5,0 4,75 80 4 84 92,95
5,0 - 5,5 5,25 54 3 57 95,80
5,5-6,0 5,75 34 2 36 97,60
6,0 - 6,5 6,25 20 1 21 08,65
6,5 -7,0 6,75 11 1 12 99,25
7,0 - 7,5 7,25 6 1 7 99,60
7,5 - 8,0 7,75 3 1 4 99.80
8,0 - 8,5 8,25 1 1 2 99,90
8,5 -9,0 8,75 1 1 99,95
9,0 - 9,5 9,25 1 1 100,00

1600 [ 400 [ 2000

Tab. 2.13 - Amostra de 2.000 observagoes de uma populagao

de Weibull mista.

——————



Na Tab. 2.13 fl

venientes de fl(t), fz sao as frequencias de classe proveni

sao as frequencias de classe pro

entes de fz(t) e f sao as frequencias de classe da distri-

buicao mista resultante.

Na Fig. 2.6 temos o grafico da f.d. composta e
das f.d. componentes.

Freauenciae,zs
relativa

0,100

0,075

0,050

0.025

s25 2,25 4,25 6,25 8,25 10,25 12,25 14,25

Fonte: Falls [27] t

Fig.2.6-f.d. de Weibull mista

Empregando a técnica grafica descrita anteriormen-
te obtem-se uma estimativa de o igual a 0,8 como mostrado

na Fig. 2.7.
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Fonte: Falls [2’7]
Fig . 2.7
Representacao de Weibull
Uma vez que a estimativa de o foi obtida, da ter-

ceira equacao de (2.61) [resolvida pelo método de Newton-Raph
son modificado porCohen [12], [13] e [1u]]obtém-se

I

Bl 2,0210

™
1

0,8339



Das equacgoes (2.62) e (2.63) tira-se

Wl = 10,1496
N
Wz = 0,9929
Esse conjunto de estimativas nos da us' = 935, 3646
que esta bem proximo do momento amostral me' = 935,3733 con

forme a recomendacao de Pearson.

2.5 - TECNICAS DE ESTIMACAO LINEAR.

Consideremos a v.a. X, tal que X=¢nT onde T € uma
v.a. de Weibull com f.d. dada pela (1.3).

Entao X tem uma distribuigdo assintotica do tipo I

do menor valor extremo com F.D.:

F(x) = l-exp -exp(x:n) para -o<Xx<® (2.64)
: »

e onde n e £>0 sao constantes obtidas de (1.4) através das

relacoes

n = 4nb
— [veja a (2.8)]

™
n
™| =



= 81 =

Na (2.64) o parametro n & o parametro de posicao -

(6 a moda da distribuigao do X) e & & o parametro de escala

com-%%%sendo igual ao desvio padrao de X.

O parametro xp ou seja o ponto 100p4 da distribui-
cao de X que chamaremos por simplicidade de quantil de ordem

p (0<p<1) da distribuicao do valor extremo € igual a
_ 1
X, = n+&&n {!Lnl_p} P (2.65)

Em vista do fato de que £ é um parametro de escala,
e n & um parametro de posigdo varios metodos de estimacao
linear de fungoes lineares desses parametros podem ser usa-
dos efetivamente se o modelo €& com censura do tipo Il ou al

go aproximado.

Alguns desses métodos usam todas as observacgoes en
quanto outros baseiam-se em somente alguns valores observa-

dos ordenados de X.

Todos os métodos de estimacao linear sao convenien
tes visto que sera necessario apenas termos 0S dados amos-
trais e uma tabela de pesos com o intuito de obter as esti-

mativas na forma de soma ponderada das observacoes.

Esses métodos sao facilmente adaptaveis para o uso

num computador.
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| = MELHOR ESTIMADOR LINEAR NAO VICIADO - M.E.L.N.V.
MELHOR ESTIMADOR LINEAR INVARIANTE - M.E.L.I.

O teorema generalizado de Gauss-Markov especifica
os estimadores dos minimos quadrados como os Unicos estimado
res com variancia minima entre as funcoes lineares ndo vi-
ciadas das variaveis observadas quando essas variaveis tem
esperancas que sao fungoes lineares com coeficientes conhe-
cidos dos parametros desconhecidos e matriz de covariancia

o?B com B conhecido.

Esse teorema tem sido aplicado a estimacao de fun-
coes lineares dos parametros de posigdo e escala tais como
ne E.

No nosso caso particular sera de grande interesse
a distribuigao do quantil Xp.

Nos casos em que existe um estimador nao vicia-
do de variancia minima (E.N.V.V.M.) do parametro de posicio
e os parametros de posicao e escala sao desconhecidos o es-
timador € linear nas observacoes e assim coincide com o
M.E.L.N.V. de variancia minima do parametro de posicdo espe
cificado.

Também, para distribuicGes para as quais existem
os melhores estimadores nao viciados dos parametros de esca
la, aproximacoes lineares desses estimadores na forma M.E.
L.N.V. possuem uma grande eficiencia relativa para o melhor
estimador nao viciado.

Por eficiencia relativa entende-se a razio dosin-
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versosdas variancias dos dois estimadores correspondentes.

Esses estimadores sao definidos por conjuntos de pe
sos (funcoes do numero de censura r e do tamanho de amostra

n) para multiplicar as observacoes ordenadas.

Representando agora por X(i) a i-ésima estatistica
de ordem e por A(n,r,i) e C(n,r,i) Oos pesos que definem os

M.E.L.I. conforme esta em Mann [77] teremos:

T

q o= .XlA(n,r,i)X(i) P(2.66)
1:
T

£ = _21C(n,r,i)X(i) $(2.67)
1:

= i+ Eant ang=s) $(2.68)

Como se pode observar os estimadores n.g eXp de n,
£ e x_ respectivamente sao fungoes lineares dos "melhores"

pesos A(n,r,i) e C(n,r,1).

Esses valores de A(n,r,i) e C(n,r,i) estao nas pu-
blicacoes de Mann [62] e [631].

Daremos uma parte apenas dessas tabelas no Exemplo

Alias nessas tabelas também aparecem as perdas es-
peradas para os estimadores n e § que representaremos res-
pectivamente por E(Ln)=E(LU) e E(Lg)=E(LB) assim como a €s

peranca do produto cruzado
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B

Esses valores serao necessarios se quisermos con-
verter os M.E.L.I em M.E.L.N.V., o que faremos adiante.
<SCEXEMPLO 2.7
Dez barras de torcao de capotas de automoveis fo-
ram colocadas num teste o qual terminou quando ocorreu a sé

tima falha.

Os dados em '"ciclos'" atée falhar siao:

2670 5810 7220 7410 9600 12240 13680

Supondo o modelo de Weibull biparamétrico conveni-
ente vamos estimar 8 e 8 assim como obter a confiabilidade,
apos 200 ciclos e o numero de ciclos nos quais espera-se que

1% da populagao falhe.
Esse € um exemplo de Kapur [u49].

Na Tab. 2.14, temos os pesos A(n,r,i) e C@ ,r,1i),

necessarios para esse caso particular.

A partir da mesma podemos elaborar a Tab. 2.15.



n r i Aln,r,1) c(nyr,i) n i A(n,ryi) c(n,r,i)
E(LU) 0.12529518 10 I —0.058017 —0.149985
E(CP) —0.02209438 2 —0.039595 —0.150451
E(LB) 0.07482425 3 —0.012513 —0.136941
4 0.022314 —0.112224
10 2 1 —0.876869 —0.487022 5 0.065750 —0.075721
2 1.876869 0.487022 6 1.022062 0.625321
E(LU) 2.31744054 E(LU) 0.20973843
E(CP) 0.90232208 E(CP) 0.06299841
E(LB) 0.48687150 E(LB) 0.14219828
10 3 1 —0.408602 —-0.321265 10 I —0.022198 —0.124170
2 —0.340443 —0.297858 2 —0.006909 —0.126894
3 1.749045 0.619124 3 0.013224 —0.118392
E(LU) 0.94907551 * 4 0.037994 —0.100924
E(CP) 0.41795081 5 0.068153 —0.073988
E(LB) 0.31541467 6 0.105164 —0.035501
7 0.804572 0.579868
10 4 1 —0.214930 —0.236817 E(LU) 0.16066059
2 —0.177223 —0.226688 E(CP) 0.02762724
3 —0.113820 —0.193159 E(LB) 0.11670571
4 1505973 0.656663
E(LU) 0.49619736 10 1 0.001179  —0.104082
E(CP) 0.22047816 2 0.014889  —0.108163
E(LB) 0.22930885 3 0.030998  —0.103119
4 0.049734 —0.090835
10 5 1 —0.115524 —0.185169 5 0071745 —0.070902
2 —0.090868 —0.181821 6 0.098114 —0.041560
3 —0.051241  —0.160697 7 0.130649 0.000799
4 0.000925 —0.125311 8 0.602692 0.517864
5 1.256809 0.652997 E(LU) 0.13403554
E(LU) 0.30344549 E(CP) 0.00474963
E(CP) 0.12033056 E(LB) 0.09704810
E(LB) 0.17727542
10 1 0.016841 —0.087538
Fonte: Kapur e Lambersc:n [‘49] § ggigg% _ 883;22;
O ponto representa a virgula decimal 4 - 0.058640 —0.081428
5 0.075576 —0.066855
6 0.095169 —0.044670
7 0.118707 —0.011816
Tab.2.14. - Tabela de pesos 8  0.148575 0.038159
9 0.413116 0.436394
E(LU) 0.11965747
A(n,r,i) e C(n,r,i) (um trecho) E(CP) ~0.01043859
E(LB)

0.08100409
!

\

\
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n r 1 A(n.r,i) c(n,r,i) n r 1 A(n,r,1) C(n,yryi)
10 10 1 0027331 —0.072734 11 3 1 —0444245  —0.322452
2 0.040034  —0.077971 2 —0380642 —0.301277
3 0.052496  —0.077242 3 1.824887 0.623729
4 0.065408 —0.071876 E(LU) 1.03995578
5 0079263  —0.061652 E(CP) 0.45220741
6  0.094638  —0.045420 E(LB) 0.31715930
7 0.112414  —0.020698
8  0.134239 0.017927 11 4 1 —0242206 —0.235188
9  0.164178 0.085070 2 —0207204 —0.228941
10 0.230001 0.324597 3 —0.147490  —0.198888
E(LU) 0.11252220 4 1.596900 0.666017
E(CP) —0.02050852 E(LU) 0.54681985
E(LB) 0.06679250 E(CP) 0.24653583
E(LB) 0.23138012
11 2 1 —-0929310 —0.488243
2 1.929310 0.488243 11 5 1 —=0.137718 —0.186803
E(LU) 2.50340024 2 —0.115110  —0.183651
E(CP) 0.95239887 3 —0.077762  —0.164597
E(LB) 0.48812000 4 —0.028411  —0.133278
5 1.359000 0.668329
E(LU) 0.33282848
E(CP) 0.14129911
E(LB) 0.17962673

Continuagao da Tab. 2.14 - Tabela dos

pesos A(n,r,i) e C(n,r,i) "(um trecho)

'@ oG | Aaeg,d | Caor.i
2670 7,889834 -0,022198 -0,124170
5810 8.667336 -0,00€909 -0,126894
7220 8,884610 0,013224 -0,118392
7410 8,910586 0,037994 -0,100924
9600 9,169518 0,068153 -0,073988
12240 9,412465 0,105164 -0,035501
13680 9,523690 0,804572 0,579868
Tab. 2.15 - Dados o teste das barras de torcao
Da Tab. 2.15 e de (2.66) e (2.67) vem:
-7
n = ) A(10,7,i)X,., = 9,493397 .
i51 (1)
- 7
g = C(10,7,i)X, ., = 0,479225
i=1 (1)
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Portanto as estimativas para os parametros de Wei-

bull sao
g = e = 13772 cicloy
B =1 = 7,00
&
Teremos para a confiabilidade a expressao
- t 2,09
C(t) = exp _(T§777) para t=0
ou C(200) = 0,900844

Para obter o primeiro percentil da distribuicao de
valor extremo basta aplicar a (2.68)

>l

- 1 -
0,01 - 9,493392+0,479225 ln[lno,gg] = 7,288885

Portanto

ty 01 = exp(§0,01) = 1464 giclqﬂ

Investigacoes de Monte Carlo sobre os E.M.V. e o0s

M.E.L.I de £ e xp (para p pequeno) mostram que Os mesmos tem



E.Q.M. bem proximos.
Dessa forma pode-se utilizar um ou outro método.

E claro entretanto que de posse da tabela dos pe-
sos os métodos de estimacao linear sdo mais simples de se-
rem executados.

Para estimar o n os dois métodos dao quase oS mes-
mos valores exceto no caso de n pequeno quando o estimador 13
near & um pouco melhor.

As comparagoes dos E.Q.M. para esses dois métodos
de estimacao e o M.E.L.N.V. estao na Tab . 2.16.

Na Tab. 2.16, estao também A(n) e A(&) que sao os
extremos inferiores de Cramér-Rao para os estimadores regu-
lares nao viciados e A(n) e A(E) que sao 0s extremos inferio
res de Cramér-Rao para os estimadores regulares invariantes

de n e £ respectivamente.

Os extremos para os estimadores censurados nao vi-
ciados baseiam-se nos resultados de Harter e Moore [3u] de
1968 e aqueles para os estimadores invariantes dependem dos
resultados de Mann [66] de 1969.

Pode-se observar que os E.M.V., M.E.L.I e M.E.L.N.V
tém um E.M.Q. que se aproxima do respectivo extremo a medi-
da que n cresce para um % fixo.

Pode-se também demonstrar que todos esses estimado

res sao assintoticamente eficientes e assintoticamente nor-
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mais e assim sdo assintoticamente iguais aos respectivos ex

tremos de Cramér-Rao.

Essas propriedades assintoticas aplicam-se também

. _.N —oP
ao estimadores de 6=e e tp—e .
[e] o o (!>SI o o u>j ! o
@ CRT . @B o | £ 0 o . @ - ol & 0w
Lo} Lo} g = =} l(g A T &U: >' . (= IC}U: o g %
o © = = H o o | [o} 1 = = o o | o £
< 4 O £ . . . g T & g 0 & . . . E T & g 0O\0
c ol ook A > e O T | O L0 A = = © 00| § o8
o] [N ] . . . oo 8 [ o =] . . . [P =) PR
gglgz | & | 4 AR = ML
B3| = A = 2 = B8 |AES = @ s |aSo|&88°
n r n* Ll gl A(m) A(m) & H 3 A(§) A®
I'10 2 | 3904 2.359 2317 1.648 1.279 .949 487 A4R7 474 322
510 3 ' 1204 999 949 719 .629 461 3134 315 .307 235
10 4 : 559 5157 496 393 367 298 233 229 222 182
i 10 5 321 3157 303 251 244 215 1729 ; 177 172 .146
{10 6 | 214 2267 210 .181 179 .166 1417 | 142 137 121
110 7 i 162 .166¢ .161 145 145 132 J13% 117 112 .101
1 10 8 : 134 1372 134 125 125 107 0947 .094 .093 .085
lIO 9 ! 120 1224 120 115 115 .088 0777 .081 077 .071
10 10 : 113 1149 113 11 110 072 0637 067 .061 .057
20 2 E 7.033 3919 3.880 3.026 2.198 975 494 494 437 327
20 4 L1197 1.055¢ 978 .824 714 316 2474 249 237 192
20 6 I 456 4287 413 .360 334 184 1607 155 153 133
20 8 ? 232 2287 221 197 189 127 A174 133 11 100
20 10 i 141 1437 138 126 123 .0%6 .090° | .087 .086 .079
20 12 | .098 .099° .097 091 .090 075 074 | .070 .069 .064
20 14 .076 078 076 .072 .072 .061 .060” .057 .056 .053
2 16 : 065 .066° .065 .063 .063 .050 0507 .047 .046 .044
20 18 i .059 .060° .059 .058 .058 041 042 .039 .038 .037
20 20 .056 0564 .056 .055 .055 .033 .033¢ .032 .030 .030
Tab. 2.16 - Comparagao das perdas esperadas dos varios estimadores de n e E sob
censura do tipo II quando a perda e quadratica e dividida por §2.

Fonte: 1) Mann, Schafer e Singpurwalla [77]

2) Os valores assinalados col a sao de Harter e Moore

3) 0 ponto representa a virgula decimal

(33) e [34]




Deve-se entretanto observar que qualquer estimador
de 6 e tp que € uma funcdo de estimadores ndo viciados de n
e £ sera nao viciado somente assintoticamente e nio para n
pequeno.

A estimacao de n e £ pelo uso dos pesos dos M.E.L.I
tem sido aplicada a amostras censuradas progressivamente do

tipo II.

As tabelas para esses pesos foram publicadas por
Mann [67] em 1970 e [70] em 1971.

Il - APROXIMAGOES PARA 0S M.E.L.l1 E 0S M.E.L.N.V. NO CASO DE TERMOS A-
MOSTRAS CENSURADAS COM TAMANHO MAIOR OU IGUAL A 25.

Para amostras censuradas de tamanho 25 ou menor os
M.E.L.N.V. e os M.E.L.T sao recomendados conforme se queira
obter estimativas nao viciadas ou viciadas.

Para amostras de tamanhos 30,50 e 100 e certos ca-
sos de censura pode-se usar pesos fornecendo aproximagoes pa
ra os M.E.L.I de n e & obtidos por Johns e Liberman [41] em
1966.

Porem o que realmente se quer € um método de esti-
macao eficiente que pode ser facilmente aplicado a amostras
censuradas de tamanho moderado para grande sem a necessida-

de de um grande numero de tabelas.

O procedimento que daremos a seguir satisfaz esse
criterio.
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ESTIMADORES LINEARES SIMPLIFICADOS

Um estimador linear nao viciado de &, baseando-se
somente nas r primeiras das n estatisticas de ordem de va-
lor extremo foi sugerido por Bain [2] em 1972 e modificado
por Engelhardt e Bain [22] e [23] em 1973 e 1974.

Mais tarde apareceram os trabalhos de Mann eFertig
[73] em 1975, de Engelhardt [24Jem 1975 e mais recentemen-

te Engelhardt e Bain [25]em 1977.

A sua forma &

T
X .
L ¥ -
{,** = .
n kr,n
T Xe:s=T
1 (1)
k = = s e St —
com k. nlz |z (s) Z(ljl onde Z(l) 3
e s =7 para r<0,9n
S = n para r = N, n<l5
s = n-1 para r = n, l6s<n<Z4
s = [0,892n]+1 para r=n, n=25

sendo [y] o maior inteiro menor que Y.

Desde que E[z(r)-z(iﬂ =E(Z(r))-E(Z(i)) e o E(Z(i))

obtido por White [99] tem a forma



. . k-1_-n-1, i-1,-y-2n(n-i+k)
E(Z(i)) = kzl(-l) n(i—l)(i—l) Y n?izkl $(2.70)

onde y = 0,5772157... & a constante de Euler, um valor apro
priado de kr n pPode ser calculado (com o computador) para

9

quase qualquer combinacao de r e n.

Desde que & € um parametro de escala e E£** € nao vi
ciado, a estimacao de £ pode ser melhorada consideravelmen-
te em termos de E.Q.M. para uma censura extensiva se a va-
riancia € conhecida.

Bain [2] notou que para % menor que 0,5 a

-1

V(Er) = (nk, ) 7le? $(2.71)

, N

. Entao

T
L S Xay)
. $(2.72)

1+nk
T

- g
1+(nkr n)—

k]

Y i
|

3

tem E.M.Q. menor do que aquele de £** para % menor que 0,5.

Mann [77] calculou os valores Qr "

3

; 2
tais que zr’ng

€ igual a variancia de £** (Tab.2.17).

Portanto
T
Eow o EX L izllx(S)'X(i)' $72. 28]
1+QT,n nkr,n(1+2r,n7 :



A
tem E.M.Q. Ly

+

1+2
T
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Para r=2 com n tendendo ao infinito, os E.M.Q.

g** e

T P
Para H=0’7 ou menor a eficiencia
g** em relacao ao extremo

regulares nao viciados de

Fonte: Mann, Schafer e

singpurwalla [77]

0 ponto representa a vir
gula decimal

Tab. 2.17 - Valores para
calcular T'**s ‘Ey "[**a%

e & variavel qui-quadrado

aproximada
E3
_3
Er,n
com = g.te.
¢

4N

£ aproximam-se de £ e 0,5&°

respectivamente.

assintotica

de

de

de Cramér-Rao para os estimadores

€ & ao menos 0.977.

nl,

r k',?l r.n E(Z5) HBF.’I r kr.n ,l[f.1 E(Z‘) nDr.n
n=25 1 =25
s 165 5.97 —1.62 1004 7 182 555 —-1.60 ©2.16
10 405 245 -75 213 14 420 241 =73 207
15 690 142 —.16 57 2! 707 146 —.14 .56
20 1.066  1.01 40 L4 28 1.091 1.0} 42 .03
25 1.321 81 65 —.08 35 1.367 .81 70 —.08
n=30 n=49
2069 1464 —244 36.03 4 77 12,70 —-2.39 30.75
6 47 <71 —1.61 944 8 184 534 —-1.58 8372
2 297 345 - 40 12299 330 —-1.09 289
12 43 243 =73 207 i6 423 2353 -.72 198
j5 0 549 185 -42 110 20 5358 178 —-41 104
18 695 1.46 -.14 54 24708 1.41 =13 22
21 87 12 13 2 28 .83z 1.17 14 21!
z4 1.077 1.0l 41 .02 32 1.092 .99 .43 .02
27 1.3%6 87 g4 —.10 36 1.377 R6 a1 -.09
30 1302 2 62 —.08 40 1.349 R0 61 —.07
n=45 n=>55
9 ..i18% 537 —1.57 875 11 .192  5.30 —1.56¢ 848
1 427 236 -7 202 22 432 239 -71 198
27 712 142 -.13 .53 33 719 145 —.12 52
36 1.09% 98 A3 .02 44 1.105 1.00 A4 02
45 1386 79 J3 =07 55 1.402 .81 75 —.08
r=50 n=60
5 .0R2 1235 —2.37 29.30 6 .085 11.65 —234 21.65
10 .190 540 —1.56 865 12 .193 510 —1.55  8.17
15 306 339 —-1.08 394 18 309 325 -1.07 375
20 43C 41 -71 203 24 433 234 -7¢ 196
25 565 1.2 —-40 1.06 30 568 178 —40 102
30 16 145 —.1 83 36 720 144 —-.12 52
35 890 1.I% 5 .21 42 834 119 16 2
40 103 100 44 .02 48 1.106 .99 44 H
45 1393 .87 78 —.10 s4 1397 .88 79 -.09
S0 1363 .81 70 —.09 60 1.381 .83 72 -8
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Para n=20, a eficiéncia de £** com relacao a

_ &
£* = Ty $(2.74a)
que € o M.E.L.N.V., & ao menos 0,93 para r<0,9n. Alids o
M.E.L.N.V. de n e
n* = n+£*E(CP) P(2.74b)

Para r=n, a eficiencia de &** em relagcdo a £* ¢
0,808 para n=25 e 0,760 para n bem grande.

Esses resultados devem-se a Bain [2] e a Engelhardt
e Bain [22].

Para que se possa usar £** na estimacao de n e de

Xp deve-se notar que E(X )) € dado por

(s
E(X(5)) = n*E(Z(g,) & $(2.75)

Engelhardt e Bain [23] propuseram o seguinte esti-
mador linear nao viciado para n.

= XgymE(Z o)) E* $(2.76)

Dessa forma o estimador linear nao viciado de xp e
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Xp** = n**_,_g**gln[gnT{_p] P$(2.77)

Na Tab. 2.17 também estao os valores de E(Z

(s)’

T . s
Para — menor do que 0,5 esses estimadores sao seme
lhantes aos seus M.E.L.N.V.

<*(EXEMPLO 2.8- Obtencdo de n** para r=2 quando n** & o
M.E.L.N.V. de n.

Sabemos que

E(X(l)) =n + g L ntnx exp(-nx)dx

n + g J (nv-tnn)exp(-v)dv
0

n - £(y+fn) $(2.78)

Na (2.78) Y & a constante de Eulerly=0,5772157...]

Portanto para r=2 temos

n** = n* = X(1)+(Y+an)g** *(2.79)

Para determinar uma expressao para {** para r=2 de
, .4
}

/
/

gy SO



- 06 -

ve-se observar que para

(1) (2)

temos a f.d.

1/5-1

n(n-1)w
f(w)

para O<ws<l

$(2.80)

E(n-1+w1/§)2

f(w)

]
[}

para outros valores

Entao desenvolvendo o denominador e determinando
E(-2nW) obtem-se

X -X
g** = (2) (12 *(2.81)
n.z-n(1+n_}I)

+ | - Y +2]’1n -X A
1+n-2n(1+—1 ) ](X(Z) NESL
-1

¢

Para r=2 e n grande, o E.M.Q. do estimador de n no-
de ser reduzido a metade usando no lugar de n**

3

n = n**-B_ E $(2.82)
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Na (2.82) B_ n€2 € a covariancia de n** e £**.

Os valores de n.Br aparecem na Tab.2.17.

,

<*(EXEMPLO 2.9 - 0s dados abaixo representam os instantes de fa
lha em horas de um componente eletrdnico proveniente de uma
populacao de Weibull com B=2 e =100 fornecidos por Harter
e Moore [33]

5 33 55 65 82 102 114 142
10 34 58 65 85 103 116 143
17 36 58 66 90 106 117 151
32 54 61 67 92 107 124 158

32 55 64 68 92 114 139 195

Os valores de & e n sao respectivamente 0,5 e
4,60517.

Engelhardt e Bain [23] fizeram uma analise para os
valores de interrupcao r=10,20,30 e 40 e a confiabilidade
no instante 32,46h.

Para r=20 temos s=20 e de (2.69) temos:
r-1
(r-l)lnT( - anT ;.
Tr) & (i) = 19.4,220-69420 -
Erx = i=1 = = 0,482I

nk 40.05584
r,n
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onde k20,40 foi 1lido na Tab. 2.17

Da (2.76) temos:

* % — _ K = —( - =
n QnT(r) E(Z(S)) '3 4,220-(-0,4106)0,482 4,41&

Finalmente,

C**(t) = exp[-exp(ﬁﬂiggéi)J = 0,867

Da3 podemos também obter as estimativas pontuais,
de B e 6.

B** E%_; . RB** = 1 = 2’075

ex _ 4,018 -

8** = exp(n**) — 6 €

No caso de uma amostra completa uma outra formula
para o calculo do estimador de £ &

s=1 T
2s-r-1)2% - . .
(2s-1-1)fnT _y izlznT(l)+i:§+1znT(l)
E;* = P(2.83)
nk
s,r,n
onde ks . T € a constante de correcdo e s & escolhido de tal
forma que se minimize a variancia de 5;*
s=-1 T
(25-r-1)E(z(S))-izlﬁ(z(i))+i=§+15(z(i))
kS o —ap(2.84)
4 k] n

Esses valores podem ser lidos na Tab. 2.17 entran-
do na coluna do s com o valor s=[0,892n]+1.
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Por exemplo para r=n=40 temos s=36.

Portanto k36,40,40=1’4123 e em vista da (2.83)vem:

Exx = 314,956-143,372+20,316 -
36 40-1,4123

0,541

Engelhardt e Bain [23] propdem também no caso de
uma amostra completa §=1 o seguinte estimador

ngp= Xevers $(2.85)
* S

onde X & a media amostral, y=0,5772....

Dessa forma temos:

1 N
nr = nT . s #YEX*
"E.B n izl n (1) YES

= 4,216+0,5772+0,541 = 4,528

Esse valor & proximo daquele que obteriamos se usas
semos a (2.76)

n** = 4,956-0,541+0,7661 = 4,542]

A comparacao dos resultados assim obtidos com aque
les dos E.M.V. estao na Tab. 2.18.
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Fonte: Engelharcdt e Bain [23]

T g** E n** ﬁ B** ‘B g** é (1) (2)ﬁ
10 0,807]0,729(5,066|4,919(1,239|1,372|158,5/136,6|0,864|0,870
20 0,482(0,478)4,418(4.428(2,075|2,091| 82,9| 83.8(0,867|0,871
30 0,57910,562|4,57414,567(1,727(1,780| 96.9| 96,3/0,860]/0,865

forma de
40 gggslhardt 0,54110,514)4,52814,530(1,848|1,945( 92,6| 92.8/0,866]0,878

(1) C**(32,46)
(2) C(32,46)

Tab. 2.18

M.E.L.N.V. COMBINADOS DE SUBAMOSTRAS

Para amostras de tamanho moderado, um outro proce-
dimento € dividir uma a.a. nao ordenadaen duas subamostras

de tamanho menor que 25.

Calculam-se entao os M.E.L.N.V. para cada subamos-
tra e obtem-se uma média ponderada Otima dessas estimativas
para aproximar o M.E.L.N.V. da amostra toda.

Essa tecnica de combinar as estimativas das suba-
mostras pode também ser aplicada para a estimacao de & de
duas amostras tendo diferentes valores para n porém o mesmo

valor para £.
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Os M.E.L.N.V. Ej* e nj* de £ e n respectivamente
para a j-ésima subamostra sao:

~

£.
j
VE* = .
j l-Ej (LB)
¢ H(2.86)
tnj = fi;+£5*E(CP)

alias ja estabelecemos esses resultados em (2.74a}e (2.74b)
e E2E(LB)=E[ (E-&)?1, &®E(LU)=EL(A-n)?,E*E(CP)=E[(E-E)(n-n)]
estao na Tab. 2.14.

Consideremos uma combinacdao linear especifica
g =2,n+2,¢ P (2.87)

de n e & onde 21 ou 22 podem ser 0 (zero) porem nao ambos

Seja k o numero total de subamostras e Qj igual a
variancia do M.E.L.N.V.

* = * *
Br5 = N R,E" $(2.88)

de ¢ para a j-é€sima subamostra j=1,2,...,k.

A variancia Qj € igual a

- 2 2 2
Qj (%] Aj+22122Bj+22 Cj)g P (2.89)

Na (2.89) temos:
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E. (L&)
C; = T-E (L2

= E. (CP) $(2.90)
A\ 1=E:(LE)
j
E. (CP)
.AJ i EJ (Ln)+1_E(L£

A justificativa desses resultados esta em Mann [62]

Nessas condicoes a combinacdo linear otima de esti

mativas subamostrais nao viciadas de § &

S 1
. jzl q(ﬁLln FHE%5) >02.00)
k 1 *
) -
=1 Y
sendo que a
- 2
V(B = —122—5-—1— $(2.92)
i=1 9

WEXEMPLO 2.10 - Em Mann, Schafer e Singpurwalla [77]temos um
teste aplicado a 43 capacitores, os quais foramdivididos em

2 subamostras de tamanhos 22 e 21.

Se na primeira subamostra 2 unidades nao falharam
€ se na segunda todas falharam podemos obter
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> _ «y - £2°0,03514 _ 2
QiE: V(e )\ = pongs T D00l

pois n1=22 e r,=20.

1
Q,E% = V(E*,) = %ifg:gggj; = 0,03143¢
pois n2=r2=21 conforme as tabelas.de Mann [63]
Dai
g% £,

_ 0,03642 ' 0,03143
27,46 + 31,82

il

Dessa forma se tivéssemos £*1=0,623 e £*2=0,592

respectivamente entao

€ =10,6006

i T 2 s £? _ zl
A variancia de £ e igual a 77 46+31,82 0501 7E

Deve-se observar que os valores de n nas subamos-

tras nao precisam ser iguais.

11 - ESTIMADORES LINEARES BASEANDO-SE EM POUCAS OBSERVAGOES ORDENADAS

Para amostras pequenas até aquelas de tamanho mode
rado pode-se aplicar um procedimento baseado em duas ou tres
observacoes ordenadas para definir estimadores que sao pro-
ximos dos E.M.V., dos M.E.L.I. e sao razoavelmente eficien-
tes (tem pequeno E.M.Q.).
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Desde que os M.E.L.N.V. e os M.E.L.I. sao relativa
mente simples de obter para amostras de tamanho 25 ou menor
valores para obter as estimativas pontuais em funcao de du-
as ou tres estatisticas de ordem de n, £ e Xp nao serao ana

lisadas.

Elas entretanto estao disponiveis no trabalho de

Mann [68] para amostras de tamanho 2 até 15.

Se entretanto o tamanho da amostra € quase comple-
to e se & 80 ou mais o estimador de duas estatisticas de or
dem de &£, determinado iterativamente por Libelein [57] em
1954 e desenvolvido por Dubey [20] em 1967 tem assintotica-
mente o menor E.Q.M. entre os estimadores invariantes basea
dos em duas estatisticas de ordem.

E assintoticamente nao viciado e assintoticamente
normal e a eficiencia assintotica com relagdo ao extremo de
Cramér-Rao para os estimadores regulares nao viciados & de
0,66.

A sua forma e

& = 0,331 X4.9737n) % (0,1673n) ! $(2.93)

Na (2.93) se os numeros de ordem das duas estatis-
ticas de ordem nao forem inteiros, eles sao substituidos pe
los inteiros [0,9737n]+1 e [0,1673n]+1.

Dubey [20] estabeleceu também o estimador assinto-
ticamente mais eficiente baseado em duas estatisticas de or

dem de n, mais precisamente:

n' = 0’446X(0,40n)+0’554X(0,82n) $(2.94)



- 105 -

com 0,40n e 0,82n iguais a [0,40n]+1 e [0,82n]+1 respectiva

mente se eles nao forem inteiros.

Esse estimador € assintoticamente nao viciado e a
sua eficiéncia assintotica com relagdo ao extremo de Cramér

1,109¢2
n

-Rao ( ) para uma estimagao nao viciada de né 0,82.

Na realidade a obtencao dos coeficientes e dos nu-
meros das observacoes ordenadas que dao os melhores estima-
dores assintoticamente de duas estatisticas de ordem de & e
n dependem dos resultados de Mosteller[8uilque datamde 1946

Ele demonstrou que X(An) a An-eésima estatistica de
ordem de uma amostra de tamanho n de uma f.d. f(x) e assin-
. 5t oo N A (1-X
toticamente normal com media x_ e variancia ———L——;L7-e que
X n[f(XX)]
a covariancia da An-ésima e &n-ésima observacoes(l<An<dn<n)
€ assintoticamente igual a

A(1-8)
nf(xfo(x

5)

onde xx=n+££n{2ni%7} e portanto f(xx)-(léx)ln(lEx).

Mann [6u4] determinou as eficiencias assintoticas

dos estimadores de Xy 05 € X a.de tamanho pequeno e

01l hE
moderado) e obteve os resultados 0,82 e 0,81 respectivamente.

Esses estimadores, que sdo assintoticamente nao vi
ciados tem a forma

X 1(2.95)

X' = X(r0,401+1) " ¥ (r0,98n3+1) M (10,13n1+1) s
onde para p=0,10 temos CX=—0,473 e para p=0,05 temos Cx =

=-0,689.
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Os extremos inferiores de Cramér-Rao para os esti-

madores regulares nao viciados de X5 10 © Xg. 05 sao respec-
k] 9

5,345&2 o 8,000¢?
n n )

tivamente

Para amostras completas ou quase completas de ta-
manho suficientemente grande pode-se obter estimativas de n
e ¢ com eficiencias de 0,9720 e 0,9442 respectivamente for-
mando a apropriada combinacao linear de 10 observagoes orde

nadas dos X(i)'

Isso foi demonstrado por Chan e Kabir [7] que obti
veram as eficiencias assintoticas para especificas combina-

goes lineares de 2 até 10 observacoes ordenadas.

Dessa forma os estimadores de n, £ e Xp devidos a

Chan e Kabir tém a forma

10
Mook T 123X (15 n141) »{2.95)
1=1 1
, 10
Dok T L DX n1eD) $(2.97)
1=1 1
Xv = nv +g| 2' |:an 1 J
* (P)c-k c-k c-k™M 1-p° $(2.98)
Na (2.96) ¢ =i-0.5 e A a'. eb'. estao na Tab. 2.19
' “q 10 i’ .71 i e
Na Tab. 2.19 deve-se observar que
10
y ar. =1
i=1 *
10 $(2.99)
z bli :
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Fonte: Mann, Schafer e Singpurwalla [77]

i Ay al b}
1| 0,0014 | 0,1742 |-0,0284
2 | 0,0078 | 0,1792 |-0,0616
3| 0,0249 | 0,1416 |-0,0934
4 | 0,0624 | 0,1186 [-0,1130
5| 0,1412 | 0,1005 |-0,0652
6 | 0,6501 | 0,0850 | 0,1653
7 | 0,8002 | 0,0710 | 0,0950
8 | 0,9002 | 0,0582 | 0,0596

"9 | 0,9616 | 0,0467 | 0,0309

10 | 0,9918 | 0,0250 | 0,0107

Tab. 2.19 - Valores para obter
as estimativas dos parametros
de uma distribuigao de valor

extremo.

Isto assegura que os estimadores sao invariantes,
ou seja tem E.Q.M. proporcional a £2.



- 108 -

~*(EXEMPLO 2.11 - De Mann, Schafer e Singpurwalla [77] tiramos
os seguintes dados de um teste de imersao para a analise de
corrosao em que cada unidade de uma amostra de tamanho 100

foi observada durante semanas até aparecerem as trincas.

Para o calculo do estimador de n precisamos dos lo
- . a
garitmos naturais dos tempos de falha que ocorreram na 6-,
a a a . =
16 7., 267.,... 96 ". posicoes.

Esses valores na amostra de Mann, Schafer e Sing-
purwalla sao

'X( 6) - 0,520
X(lé) = 1,21
X(26) = 1,41
X(36) = 1,56
X(46) = 1,66
X(56) = 1,83
X(66) = 2,05
X(76) = 2,10
X(86) = 2,30

LX(96) = 2,58

Da (2.96) e da Tab. 2.19 vem:

n'C-k =0,1742-0,520+0,1792-1,21+..... uu... +0,0250-2,58

= 1,45 —» 0 E e1’45 = 4,26 semanas

c-k

]
n c-k
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Para o calculo do estimador de & precisamos dos 1o
garitmos naturais dos tempos de falhas das observacoes de nu
mero 1, 3, 7, 15, 66, 81, 91, 97 e 100.

Deve-se notar que a primeira observacao sera aqui
tomada duas vezes

O0s dados de Mann, Schafer e Singpurwalla sao:

X(l) = =-0,301 X(81) = 2,25
X(S) = 0,262 X(91) 2,42
X(7) 0,663 X(97) = 2,58
X(lS) = 1,08 X(lOO) = 2,77
X(66) 2,05

Em vista da (2.97) e da Tab. 2.19 vem:

g'c-k = -0,0284+(-0,301)-0,0616+ (-0,301)-0,0934-(0,262)=..+2,77+0,0107

AR Lk E e I e L

Uma estimativa de vida confiavel correspondente a

uma proporcao de 90% de sobreviventes tira-se de (2.98)
T 0,10)c-k ~ exp{l,45-0,6632n[%n51551} = 1 semang

Existem fortes indicacoes que amostras com tamanho
da ordem de 80 produzirao aproximadamente as eficienci-
as assintoticas citadas para os estimadores lineares ba

seando-se somente em algumas observacgoes ordenadas.
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2.6 - INTERVALOS DE CONFIANCA SOB CENSURA DO TIPO Il PARA 0S PARAME-
TROS DA WEIBULL BIPARAMETRICA.

2.6.1 - GENERALIDADES

Para a distribuicao de Weibull biparamétrica sob
censura do tipo II, os intervalos de confianca (I.C.) dos pa
rametros assim como os testes de hipdoteses relativos aos
mesmos podem se basear em muitos dos estimadores pontuais dis

cutidos no paragrafo anterior.

Para esse modelo, as estatisticas que tendem a pro
duzir testes com o maior poder (maior probabilidade de rejei
tar a hipotese falsa) e o I.C. com a maior precisao ‘[ menor
probabilidade de incluir um valor maior do que (menor do
que) qualquer g'(n,&)>(<)g(n,&) em um I.C. superior ( in-
ferior) para g(n,iﬂ sao funcoes que estimam os parametros

com os menores E.M.Q.

Esses sao, como ja discutimos, os E.M.V. e os M.E.

Bogdanoff e Piefce [5) em 1973 e Lawless [53] em
1975 mostraram que o uso do enfoque de Bayes para a estima-
cao dos parametros nao oferece nenhuma melhora sobre esses
métodos classicos na obtencao dos extremos de confianca pa-

ra a distribuicao de Weibull.

2.6:2 - I.C, PARA AMOSTRAS CENSURADAS DO TIPO Il DE TAMANHO MENOR
QUE 26.

Infelizmente ndo se pode achar as distribuicoes
das funcgoes nem dos E.M.V. e nem dos M.E.L.I. na forma ana-

litica quando se trata de pequenas amostras.
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Para grandes amostras (de tamanho 80 ou acima) as

X _-x X -x - -
; E__B o pA Erpara 0<p<l (onde & e Xp
g g

estatisticas

£
g

oyl

9

sao E.M.V.) tém distribuicao aproximadamente normal.

Para amostras pequenas e moderadas, percentis das
fungoes invariantes dos M.E.L.I e dos E.M.V. foram calcula-
das e tabulados através do uso do método de simulacao de Mon
te Carlo.

Entre os primeiros trabalhos nesse sentido destaca
mos os de Thoman, Bain e Antle [93] em 1969 e [94]1970, Bill
man, Antle e Bain [3] em 1971 e Mann e Fertig [72] em 1974 .

Consideremos inicialmente o parametro £.

$(2.100)

A estatistica W =

oy

onde £ 6 o M.E.L.I. de &, esta na Tab. 2.20.

Daremos as justificativas no item 2.6.4, porém des

de que
P(%>wa) = 1-0
g =g
P(E<w1_a) = 1l-a
entao
[ Ezujg com probabilidade 1-a
1-o
$(2.101)
£ < Zé— com probabilidade 1-a
L o
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sao respectivamente os extremos de confianca inferior e su-

perior para £ ao nivel de confianca 1l-a.

O I.C. de 100(1-a)% para £ tera a forma:

£ &
<gg

L cEs_ $(2.102)
1-a/2 o/2

Um extremo de confianga inferior ao nivel 1-o para

n ou xp=n+£2n{2n—£—} pode ser obtido de forma semelhante a

1-p
partir da estatistica

$(2.103)

visto que pode-se mostrar que a distribuicao de Vl-p € inde

pendente de funcao de n e &.

n-x
Desde que —-? <V1—p,1—a com probabilidade 1-o, a
P(xp>n—£vl_p,1_a)=1—a ou
szn_gvl—p,l—a ‘(2.104}

e o extremo de confianga inferior para Xp ao nivel de confi

anca vy.

Um extremo de confianga inferior para tp (vida con
fiavel correspondente a uma proporgcao de sobrevientes de

1-p) ao nivel 1-a é dado por:

t > exp(xp) = exp(;—év ) $(2.105)

P l1-p,1-a
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E obvio que o I.C. de (1-a)100% para Xp tem a for-
ma:

n—gvl_p’1_a/25xpsn-gv1_p,a/2 $(2.106)

Na Tab. 2.21 temos uma parte dos valores de

Vl-p,l—a ou seja os quantis da distribuicao de Vl-p para

os valores p=0,05 e p=0,10 e (1-a) variando de 0,02 ate
0,95.

Se p=l-exp(-1) entao xp=n e portanto

Vip = ach $(2.107)
2
Na Tab. 2.22 correspondendo a p=l-exp(-1) temos os
valores para obter os extremos de confianca para o parame -
tro de posicao da distribuigao do valor extremo n ou do pa-
rametro de escala da Weibull 6=exp(n).

Portanto o I1.C. bilateral de (1-0)100% para n €

n—g\rl_a/zsnsn—gva/z $(2.108)

De (2.102) temos o I.C. bilateral de 100(1-a)% pa-
1
ra B=

_g‘-

$(2.109)

De (2.108) temos o I.C. bilateral de 100(1l-a)% pa-
ra 6=exp(n).
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exp(ﬁ—évl_a/z) <0 sexp(ﬁ-é.va/z) $(2.110)

*EXEMPLO 2.12 - Para ilustrar numericamente essas formulas

tomemos os dados do Exemplo 2.7.

O I.C. bilateral de 90% para o parametro B em vis-

>

ta da (2.109) e:

0,42 1,46
0.479225 < B = 077797225

— 0,88 < B8 <3,05]

pois 1-a=0,9 e da Tab. 2.20 para n=10, r=7 temos

Podemos também obter um limite de confianca unila-
teral a esquerda de 90% para o decimo percentil da distri-

buicao do numero ciclos até falhar.

Da(2.105) e da Tab. 2.21 temos:

ty 10 2 expl9,493392-0,479225-4,411 = 1603,5 ciclos]

Podemos finalmente obter o I.C. de 90% para a vida
caracteristica 6 a partir de (2.110) e da Tab. 2.22.

exp(9,493392-0,479225-0,70) <6<expl[9,493392-0,4792254,08) ]

0489 ciclos < 6 <22269 ciclos]
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l—a
0.02 005 0©€.10 0.25 040 050 0.60 0.75 090 095 0.98
0.08 0.13 0.19 035 049 059 070 092 131 1.58 1.95
0.16 023 0.31 047 061 070 0.81 1.00 1.33 1.55 1.83
0.23 031 039 0.55 0.68 0.77 0.87 1.05 1.33 152 1.76
0.30 038 046 0.62 074 082 091 1.06 132 149 1.69
036 044 0.52 0.67 0.78 086 094 1.08 130 145 1.62
042 050 0.58 0.71 0.82 089 096 1.09 1.28 141 1.56

0.08 0.13 0.19 034 049 059 070 092 131 1.58 1.92
0.16 023 031 047 0.60 0.70 0.80 1.0 1.33 1.55 1.84
023 031 039 054 0.68 0.77 086 1.04 133 1.52 1.76
030 038 045 0.60 0.73 081 090 1.06 1.31 148 1.70
035 043 050 0.66 0.77 0.85 093 1.07 130 146 1.65
040 048 055 070 0.81 0.88 095 1.08 1.28 142 1.59
045 053 0.60 0.74 0.84 0.90 097 1.08 127 139 153

0.08 0.13 0.19 034 048 059 071 093 131 1.59 192
0.16 023 030 046 0.60 0.70 0.0 1.00 1.33 1.57 1.86
023 030 038 054 0.68 077 086 1.04 133 1.53 177
0.29 0.37 045 0.60 0.73 081 090 1.06 1.32 1.49 171
0.34 1042} 0.50 0.65 0.77 0.84 092 1.07 131 |1.46] 1.66
039 047 054 0.69 0.80 0.87 095 1.08 129 143 1.60
043 051 059 0.73 0.83 0.89 096 1.08 1.28 1.40 1.55
0.48 0.55 0.62 0.76 0.85 091 098 1.09 126 138 1.51

0.08 0.13 0.19 0.34 048 059 071 092 131 1.60 197
0.15 022 030 046 0.60 070 0.80 1.00 1.34 1.58 1.87
022 030 038 0.54 0.67 076 086 1.04 134 154 1.82
0.28 036 044 0.60 0.73 0.81 090 1.07 133 152 173
033 041 049 0.65 076 084 092 1.08 132 148 1.67
0.38 046 0.54 0.68 0.80 0.87 095 1.08 131 145 1.62
042 050 057 0.71 082 089 096 1.09 129 142 1.58
0.46 054 0.61 0.74 0.85 091 098 1.09 1.27 138 1.53
0.50 057 0.64 0.77 0.87 093 099 1.09 125 136 149

0.08 0.13 0.19 0.34 048 058 070 0.92 130 1.56 1.87
0.16 022 030 046 0.60 070 0.80 1.00 1.33 1.55 1.82
0.23 030 038 054 0.67 076 0.86 1.04 1.33 1.53 178
0.29 036 044 0.60 0.72 0.81 090 1.06 1.33 149 172
0.34 041 0.50 0.65 0.76 0.84 0.93 1.08 1.31 147 1.66
038 046 0.54 0.63 0.79 0.87 095 1.08 1.30 145 1.61
0.42 050 057 0.71 0.82 089 096 1.09 1.29 143 1.58
16 045 0.53 0.61 0.74 0.84 090 0.97 1.09 1.28 1.40 1.55
I 049 056 0.64 076 0.860 092 098 1.09 127 1.37 15|
12 053 0.60 0.66 0.78 0.87 0.93 099 1.09 1.24 135 146

—_—

11
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Fonte: Kapur e Lamberson ([49)]
O ponto representa a virgula decimal

Tab. 2.20 - Uma parte da tabela dos percentis ou quan-
tis da distribuigdo da estatistica W=£/¢
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|-«
n r 002 005 010 025 040 050 060 075 090 095 0.98
§ 3 049 LI3 152 211 262 301 348 462 7.51 10.67 1636
4 104 133 160 210 256 288 327 410 596 7.79 10.76
5 L1l 136 160 208 249 278 3.2 382 528 650 8.62
6 LI3 136 159 205 243 271 302 362 483 583 7.8
7 LI12 136 158 203 238 264 293 346 449 531 6.40
8 LI2 136 158 201 234 257 283 332 421 490 584
9 3 042 LI2 151 209 2.57 295 340 443 7.14 1021 1561
4 106 136 161 210 252 2.84 321 400 577 739 1026
50 117 141 163 208 247 276 308 376 513 634 8.3
6 LI9 141 162 206 243 270 299 359 474 567 7.06
7 119 141 162 204 239 264 291 ‘345 448 528  6.46
§ 119 140 161 202 236 259 2.84 334 426 495 594
9 119 140 160 200 233 255 278 322 404 466 550
10 3 009 099 146 205 251 2.84 327 425 675 936 1488
4 099 134 162 208 248 277 3.3 390 556 7.7 9.60
50 L17 142 164 207 245 271 3.02 367 500 613 802
6 120 143 1.64 205 241 266 294 353 467 559 699
7 121 143 164 2.04 238 262 288 3.4l 518  6.29
8 121 143 163 202 235 258 283 331 422 491 583
9 121 142 163 201 232 254 277 322 403 463 551
10 121 142 162 199 230 250 272 3.13 38 441 516
13 =009 090 142 201 245 277 3.17 407 641 9.11 1447
4 097 135 161 206 244 273 3.06 379 546 7.04 9.98
ST L18 143 164 205 241 268 298 3.60 490 607 7.83
6 124 145 164 204 238 263 291 346 458 552 696
7125 145 1.64 203 235 259 286 336 436 4.16 634
8 125 145 164 201 233 256 280 328 4.15 487 582
9 125 144 164 200 231 253 276 321 401 4.63 554
10 125 144 164 199 229 249 271 314 387 444 523
11125 145 163 1.98 228 246 267 3.06 376 426 494

Sonte: kspur e Lambersor LL£9]
i 0 )
L Dbonte represente = vairgula decimal

Tab. 2.21 - Uma parte da tabela dos percentis ou quantis
da distribuigao da estatistica

n-x
Y =P
1-p é

no caso particular de p = 0,10.
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= - = Tab. 2.22.
VO,OS 1,08 e VO,QS 0,70 da Tab 2
-«

nor 0.02 005 0.10 025 040 050 0.60 0.75 0.90 0.95 0.98
10 3 —1745 —998 —6.05 —2.58 —1.29 —0.76 —0.34 0.17 0.66 0.87 1.07
©4 —654 —417 =270 —122 —0.58 —0.28 —0.04 0.27 0.60 0.77 0.96
5 —356 -237 —1.56 —0.73 —031 —0.12 0,05 0.28 0.56 0.72 0.93
6 —221 —151 —103 —048 —0.19 —0.04 0.09 0.28 0.54 0.71 0.92
7 -156 [EL08J-0.77 —035 —0.12 —0.00 0.11 0.28 0.54[0:70)0.93
8§ —120 —086 —062 —027 —008 0.02 0.12 0.28 0.53 0.71 0.93
9 —097 —0.70 —0.50 —0.23 —006 004 0.13 0.29 0.54 0.71 0.93
10 —080 —060 —044 —020 —0.04 004 0.14 029 0.54 0.71 0.92
11 3 —1852 —10.68 —642 —2.76 —1.41 —0.85 —0.42 0.13 0.65 0.87 1.07
4 —1726 —457 —295 —1.37 —0.66 —0.36 —0.10 0.24 0.58 0.75 0.92
5 —400 -258 —1.75 —0.81 —0.37 —0.16 0.1 0.26 0.54 0.69 0.88
6 —245 —167 —1.16 —0.53 —022 —007 0.06 0.26 0.52 0.66 0.85
7 —170 —-121 —085 —0.40 —0.15 —0.02 0.09 0.26 0.50 0.65 0.86
8 —130 -092 —0.66 —0.30 —0.11 0.00 0.10 0.26 0.50 0.65 0.86
9 —106 -0.76 —0.54 -0.25 —008 002 0.I1 0.26 0.50 0.65 0.86
10 —087 -063 —046 —0.21 —006 003 0.12°0.27 0.50 0.65 0.86
11 -075 -055 —042 —0.19 —0.05 003 0.12 0.27 0.50 0.65 0.85
12 3 —1908 —11.23 —692 —3.03 —1.58 —0.97 —0.49 0.10 0.64 0.88 1.10
4 —744 —481 —-3.17 —1.47 =074 —0.40 —0.14 0.21 0.58 0.75 0.92
5 —417 -272 —1.88 —0.89 —042 —0.20 —0.01 0.24 0.53 0.68 0.84
6 —263 —183 —127 —0.60 —026 —0.10 0.05 0.25 0.50 0.64 0.81
7 =191 -132 =092 —042 —0.17 =004 008 0.25 0.48 0.62 0.80
8§ —141 =100 —071 —0.33 —0.12 —0.01 0.9 0.25 048 0.62 0.79
9 =115 —080 —058 —0.27 —0.09 001 0.10 0.25 0.47 0.62 0.80
10 —091 =067 —048 —0.23 —007 002 0.11 0.25 0.47 0.62 0.80
11 —078 -058 —043 —0.20 —0.06 0.03 0.11 0.25 0.47 0.62 0.80
12 —-069 —053 —039 —0.19 =005 003 0.11 0.25 0.47 0.62 0.79
13 3 —1977 —11.66 —741 —321 —1.64 —1.02 —0.54 0.08 0.65 0.88 1.09
4 -822 -521 —337 —1.60 —0.82 —0.48 —0.19 0.20,0.59 0.76 0.93
5 —444 —295 —199 —0.96 —047 —0.24 —0.04 0.24 0.54 0.68 0.84
6 —286 —194 —135 —0.66 —031 —0.13 003 0.25 0.51 0.64 0.79
7 —204 —140 —098 —0.46 —0.19 —0.06 0.06 0.25 0.47 0.61 0.77
8§ —152 —106 —077 —0.36 —0.14 —0.02 0.08 0.24 0.46 0.59 0.75
9 —118 -086 —0.61 —0.29 ~0.10 —0.00 0.09 0.24 0.45 0.58 0.74
10 —1.00 —0.72 —0.52 —0.24 —0.08 001 0.10 0.24 0.45 0.58 0.74
11 -085 —0.63 —045 —0.21 —0.06 002 0.11 0.24 0.45 0.58 0.75
12 —074 -056 —041 —0.19 =005 0.03 0.1 0.25 045 0.59 0.75
13 —067 -051 —038 —0.18 —0.05 0.04 0.11 0.25 0.45 0.59 0.75

Fonte: Kapur e Lambersgn [49]
O ponto representa a virgula decimal

Tab. 2.22 - Una parte da tabela dos percentis da dis-
tribuicdo estatistica

\

jp * 22N para p s1-e7
€
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2.6.3 = 1.C. PARA GRANDES AMOSTRAS E COMPLETAS.

Para amostras completas com tamanho 80 ou maior os
E.M.V. e os estimaderes lineares atingem aproximadamente as
suas propriedades assintoticas.

Dessa forma as tabelas da variavel normal padrao
podem ser usadas com funcoes dos estimadores para obter os
1+C.

1&EXEMPLO 2.13 - 0 estimador de x,; ,, baseado em tres estatis
ticas de ordem dado pela (2.95) € assintoticamente normal
com media X0 10" Representemos esse estimador por X'O 10°

9

A eficiencia assintotica de Xé 10é 0,82 e a varian
, n

cia assintotica do E.M.V. de X5 10 (desde que a covariancia dos
E.M.V. de £e n e -0,257¢%) e igual a

2 2 ?
1.1345 +0,608{2nfh16%xﬂ}z%r'2(0’25”2“[2“(6955)J%¥

Portanto a variancia assintotica de X'O 10 e
255535 . X0,107%0, 10
? e dai ’ 2 P(2.111)
n 2,55¢
/n

sendo assintoticamente normal padrao com media 0 (zero) eva
riancia 1.

Para obter o extremo de confianga para Xy 10 pode-
mos utilizar simplesmente o estimador &' dado pela (2.93)pa
ra £. visto que
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X' -
0,10 ~ *0,10

2,558
n

$(2.112)

¢ tambéem assintoticamente normal com média 0 e variancia 1.

Pode-se de uma forma similar obter os estimadores,

assintoticamente normais paran e Xy 05 usando o fato de que

3

as variancias assintoticas de

L + 0, 554X
n' =.0,446 Xirg gon7s1) ([0,82n7+1)

-0,689(X

= X(ro,40n1+1) (£0,98n1+1) "X(r0,13n1+1)’

respectivamente.

A distribuicdo assintotica de %} € normal com me-
cia 1 e variancia (nggé)
0,66

n

Dessa forma os extremos de confianca assintoticos

para& podem também ser obtidos a partir de
1,042»’5(%-1) $(2.113)

utilizando-se tabelas da normal padrao.

Os estimadores assintoticos baseados em 10 obser-

vagoes de ordem, L E'c—k fornecem extremos de confian
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ca mais precisos, pois as suas eficiéncias assintoOticas sao

respectivamente iguais a 0,9720 e 0,9442.

2.6.4 - 1.C. PARA AMOSTRAS DE TAMANHO MODERADO PARA GRANDE

| - Para o parametro £=B-1.

Pode-se agora utilizar o estimador &** dado pela
(2.69) para obter os extremos de confianga para o parametro

G e

Bain [2] mostrou que a média e a variancia de

r
nk g** izl(x(r)'x(i))

T,N
: = P(2.114)
g 3

- . . . T
sao ambas aproximadamente iguais a nkr para n grande e =

N
em torno de 0,5 ou menos.

Dessa forma ele sugeriu aproximar a distribuigao

anr na**
de ——2——— por uma distribuicao y2 com 2nk . g.l.

3

Uma aproximacao melhor, aplicada para todos os r, po
de ser obtida para n>20 utilizando a observacao de van Mont

Xcsy=n
fort[g95] feita em 1970 de que,para X(i) e Z(i) .t 3
a variavel H, tal que &
X, -X ..
H, = (1+1) “(i) $(2.115)

EIE(Z(i+1))—E(Z(i)q

tem uma distribuicdao aproximadamente exponencial com meédia
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1 e, variancia aproximadamente 1 e Hi e Hj, i#j tém uma co-
variancia bem proxima de zero.

Embora essa aproximagao Sseja geralmente bastante
boa para nx3 para todos os percentis da distribuigao entre
0,05 e 0,95, ela depende de um resultado assintotico relati
vo a diferengas de estatisticas de ordem adjacentes dado por
Pyke [89]1 em 1965.

Essa aproximagao € utilizada na 'construcao' da es
tatistica para o teste de aderéncia para a distribuicao do
valor extremo.

0 fato de que a estatistica para o teste de aderén
cia tem uma distribuicdo bem proxima da beta, sugere que ca
da 2H, tenha aproximadamente uma distribuicao x?* com 2g.l.

A concordancia dos percentis da distribuicao <com
os percentis da beta aumenta com n.

Por outro lado para r<0,90n, 2nk e igual a

22 LBo*ay) -
M : Bk ALy PR G 50 B elLe20)

e € portanto aproximadamente uma soma de v.a.i. ponderadas
2
X5

Agora podem ser usados os resultados de Patnaik

[85] para aproximar uma soma ponderada de variaveis y?2 pon-

2
deradas pela x? Z%H co E%— g.1l. onde m e v sao amediae
a variancia respectivamente de W .

r,n

W
0 valor nk_ € a média de —E%E—de forma que:

9
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21,2
8n kr,ng**

*
2‘\'}“’ - ! - 28%% $(2.117)
1 kr,nzr,n r,nb
e tudo o que se precisa agora € a variancia (2nk_ n)zkr L de
W.
T vV = ZmW _
Para 7 Pequeno, 7 nkr,n e - W.
Nesse caso o numero de g.l. 23 = 2nk, esta em

concordancia com o que provou Bain [2].

2m? _ 2
Em geral, = =

Engelhardt e Bain [22] utilizaram argumentos assin
toticos para inferir que

2(55)

'3
T,n

2 2 = 2

{;ﬁ'aprox1madamente uma variavel y®> com 7 g.1l. quandon tor
o T,n

' na-se grande com i fixo, isto € a, sua demonstracado aplica-

- se para amostras fortemente censuradas.

Mais uma vez observamos que a esperangae a varian-
cia de &** sao £ e Rr n£2 respectivamente.
9

Esses resultados também aplicam-se ser =n quan-

do s € [0,892n] e E** ¢ Wr sao definidos em termos de so

,N
mas de valores absolutos de X ~X,sys 18152, 663N
(s) " (1)

2

-t 2 —~ -
Desde que o numero de g.l. —%—, normalmente nao e



- 1235~

um inteiro a aproximacao de Wilson-Hilferty da qui-quadrado

para a normalidade pode ser usada para aproximar @ _(z) o

%* %
100z-ésimo percentil da distribuicao de Eg !

* %
Desde que Eg € uma y?, dividida pelos seus g.l.,

obteremos:

B n(8)= (1- % +Z££)3 $(2.118a)

que €& aproximadamente igual a:

g () = (1 - ron z”zr’“)a
T i 9 3

$(2-118b)

onde a8 € o 100z-ésimo percentil da distribuicao normal pa
drao.

Umn extremo de confianca superior para & ao nivel 1-¢

O\

£ gt $(2.119)

Esse método de aproximar os quantis da distribui
cao pode também ser usado para obter os extremos de confian
ca de & baseando-se no M.E.L.I. é ou no M.E.L.N.V. &* para
valores de n que nao estao na Tab.2.20 desde que Ee £ po-

dem também ser expressos como somas ponderadas dos Hi.

Com o intuito de utilizar esse metodo, precisa -se

conhecer os pesos definindo &* ou é = T%% e C=V(§g)=T§é%%%T
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*
Entdao como E(%?)=1, se C e conhecido, a média m e

*
a variancia de v de EE sao ambas conhecidas e a distribuicgao
*
2(%55) -
de pode ser "ajustada'" a uma qui-quadrado com = g.1l.

C

Resultados obtidos por essa aproximagao para os per

= *
centis de %=_ETT:CT concordam com os valores da Tab.2.20.

Como as somas de v.a.i x? sdo iguais a uma x* pode
se utilizar esse fato para obter extremos de confianca para
£ quando as amostras sao divididas em subamostras ou quando
amostras sao de populacoes diferentes com o mesmo valor de

Z
Soe

Neste ultimo caso o valor de n nao precisa ser 0
mesmo nas duas populagoes consideradas desde que os estima-
dores a serem combinados sao independentes de n como mos-
trou-s€ no § 2.5.

O estimador de &,

i $(2.120)

2
obtido da (2.91) tem esperanga £ e a variancia s

=]
G,
jzl J

Portanto
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Gt
TE10

| 1R

€ uma variavel aproximadamente y2? com 2 gl

Para se obter um extremo de confianca superior de

£ ao nivel 1-a divide-se £ por

k -
z(XCfl)‘%-3

-1 Q j=l J

j=1J 3

Ibasta ver a (2.118b)1].

Poderiamos também utilizar a estatistica aproxima-

g*
da F,—Tl com 2 e—jL g.1l. para testar &, e &,.
C C 1 2
£ 2 1 2
Métodos para lidar com a estatistica F aproximada
com g.l. que nao sao inteiros serdo abordados no final des-

se paragrafo.

‘*(EXEMPLO 2.14 - Baseando-se nos resultados do Exemplo 2.9 po
demos achar um extremo de confianca superior de 80% para E.

Para tanto da Tab. 2.17 para n=40 e %=0,5 temos:

_1,8185

k = 0,5584 ; 220’40 e Y 0,04546

20,40

Ja se calculou &** = 0,482, assim em vista da(2.120)

temos:

£ < Lot 50,589|

3
(1 L 0,04546 , ¢ o4 i0,04546)

onde z = -0,84, pois 1- ¢= 0,8.
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Il - PARA 0 PARAMETRO n=2n6
AMOSTRAS QUE NAO SAO FORTEMENTE CENSURADAS

Para se obter os extremos de confianga para n ou pa
ra 6 pode-se utilizar os resultados de Mann e Fertig [u41.

Precisa-se lembrar que para T(s) = exp(X(S)) a con
fiabilidade

" r B
C(T(S)) exp [ (T(S)/e) ]
tem uma distribuicao beta com parametros n-s+l e s.
Por outro lado se a confiabilidade C tem uma dis-

tribuigdo beta com paramtros inteiros n-s+l e s, entdo -2nC

tem aproximadamente uma distribuigdo x? ponderada com média

= 4n(n+0,5) - &n(n-s+0,5) $(2.121)

=)
]
o~—n
=
]

e variancia

S
ve = —y =14 1 P(2.122)
il (n-i+1)2 n+0,5 n-s+0,5 :

onde s=1,2,...,n.

As expressbes para a média e variancia da estatis-

T B
tica de ordem exponencial reduzida (—Jsigestﬁo em concordan-
0

cia com aquelas obtidas por Epstein e Sobel [26].

Uma expressao que nao depende de B e que tem uma
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distribuicdo independente dos dois parametros & dada por:

T B Xooy=N
Q, =( (;) )E*gt exp [_%)*_1 P (2.123)

Portanto, se a distribuicao de Q. (uma qui-quadra-
do ndo central aproximada elevada a uma poténcia dada pelo
inverso de uma qui-quadrada aproximada sobre os g.l) pode

ser encontrada , podemos obter um extremo de confianca para
& ou n=2né

Para r pequeno em relacao a n, tem-se

£ = g%t $(2.124)

* *% = - *
n n x(s) g E(Z(S))
e desde que E — T%% e ﬁ= n*- BE, pode-se para % £0,5 con-

verter os. percentis da distribuigao de D20 (como aqueles da

Tab. 2.22) em percentis aproximados de Qr se B, C e E(Z(s))
sao conhecidos.

Devido a esses fatos a distribuigao de Qr pode ser
aproximada para % <0,5.

Desde que V' = 120 & aproximadamente igual a

g

. _ BE*
X(gy-n-E(Z(5))E* - Tap

g*
1+C
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entao

V' + B(LZ ) (1+C)+B
Q. (s) $(2.125)
1+ C

Na (2.125) CE? & a varidncia de £* e BE2 & a cova
riancia de &* e n*.

Dos resultados de Patnaik [85] aplicados anterior-

mente as variaveis x? ponderadas, se Qr com média m e vari
ZmQr
e aproxima

-~ . - . 2
ancia v e aproximadamente uma x° ponderada,

2
damente uma x? com

g.1l.

.
A medida que ambos r e n crescerem com — fixo as

T T, 8
distribuicoes de Qr,(_igl)s e (l%%ll) tornar-se-ao cada vez

mais equivalentes pois:

1) as proporcoes de incrementos adicionados a m, e Vg

para formar m e v decrescerao em relacao aos valores

s+1 +1

totais:

2) o valor de &** crescera estocasticamente proximo ao
_l .~ .
valor de &=B -, enquanto a covariancia de &** e X(s) tende

a crescer menos.
1~EXEMPLO 2.15 - Dados de Mann, Schafer e Singpurwalla [77].

Temos 15 tempos do inicio de instabilidade de com-
bustao durante o teste de 25 compartimentos de impulsao de
um certo tipo de foguete sendo que o teste terminou aproxi-
madamente no instante da décima quinta falha.
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0,438: 2,413; 3,073:; 3,079; 3,173; 3,198
3,918; 4,287; 4,508; 4,981; 5,115; 5,592
5,848; 5,958; 6,013.

Da Tab. 2.17 podemos obter kr,n = k15,25 = 0,6890,
E(Z(IS)) =-0,1557.

Aplicando na (2.69) temos:

15

an T - T2 %
sl iy 5 Ul
g** = = 0,445
0,6890.25

Aplicando a (2.76) temos:

n** o= A Tpgy - E(Z(5))E% =

¢n 6,013 - (-0,1557)0,445 = 1,863

Portanto

0v* = exp (n**) = 573

Para se obter um extremo de confianca inferior pa-

ra 0 ao nivel de confianca 0,80 precisamos achar o quan-
til qr(;) de Qr‘

0 seu valor & aproximadamente igual a

_ Vk Z
qr(?;) = mk(1 = +

C
9m2k 3

i
) ? $(2.126)
My
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sendo que na (2.126),mk e vy sao substituidos por m, o e v
obtidos da (2.121) e (2.122) respectivamente.

Isto alias é comprovado pela analise de Monte Car-
lo quando % 20,4 e n215.

Assim

= gn 25,5 - ¢n 10,5 = 0,8873

n
=
|

My

) 1 1
Vis = - 725.5 * 15,5 - 0.0560

Yk
Entrando na (2.126) temos:

0,0560 0,84¥0,0560 3
q15(€=0,80) = 0,8873(1—§TB?§§733- + 308873 ) = 1,0768

pois 20,80 = 0,84.

Se utilizassemos as tabelas de funcgao beta incom -
pleta obteriamos o octagésimo percentil do logaritmo natu-
ral do inverso de uma variavel beta com parametros 25-15+1=11

e 15 igual a n(0,3408)™% = 1,0764.

Justifica-se assim o uso dessas aproximacgoes.

Finalmente o extremo de confianga inferior para 6
ao nivel de confianca 0,80

T(S)

6 =2 v PH(2.127)
q.(z)
Portanto [ ¥ ]
6,013 B
e = 0,445 = 5,82

(1,0768)
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111 - PARA O PARAMETRO n=2n6 E PARA AS FUNGOES PARAMETRICAS
C(tm) e tp.

Para obter os extremos de confianga para n ou para
C(tm) de dados censurados e amostras de tamanhos entre 40 e
100 podem ser usados E.M.V, de fungoes de n e £ juntamente,
com os resultados obtidos por Billman, Antle e Bain [3].

Se a censura € em torno de 50%, podem ser u

Sy 3

£
sados no lugar dos correspondentes E.M.V. 3

Dessa forma Billman, Antle e Bain fornecem tabelas
para os percentis de:

Y /mtE - B

3 g

Naad] ]
I
3
\—
@

Além disso, no mesmo artigo aparecem O0s €eXtremos

de confianga para C(tm) como funcoes de

tnt - n
C(tm) = exp {-exp[ ——1} P(2.128)
3

Para se obter os extremos de confianca em n (ou 6),
de amostras fortemente censuradas ou extremos de confianca
sobre a vida confiavel, tp=exp(xp) de grandes amostras de-
vem ser usados os resultados abaixo.

* %
Ja sabemos de uma analise anterior que EE tem uma
. i % < 2
distribuicao aproximada x*> sobre os g.1l. com 7 g.1l.
T,n

Pode-se demonstrar que sob certas condigoes que



- 132 "~

BI‘ n
* % _ - * % 5 :
. n Xp g€ Zr N
Q = : $(2.129)
B
E(")’ _ r,n)
P 2r,n
com
X_-n
%, = —Eg— = ¢n [-2n(1-p)]

tem também uma distribuicdo qui-quadrado sobre os g.1. apro
Xximada.

A distribuicao qui-quadrado sobre os g.l.aproxima-

da Q aplica-se geralmente para amostras de tamanho n210 quan

do a confiabilidade especificada y=l-p € tal que v20,90.

Se Y=e-1bde forma que X5=M, entdo Q € aproximada -
mente qui-quadrado sobre.os g.l.para n >20.

Deve-se também observar que a covariancia de

B
k4 - r,n ** A 3 : 2 _ 2[ _T,1 =
(n X 7 ) e & e igual a & Br,n £ Gr——)zr’n 0.

g**
3

zao tem uma distribuigao F aproximada.

Dessa forma Q e

sao independentes e a sua ra-

Os g.l.para a variavel aproximada F

* %
n** - x _E Br,n
F = P 2'1‘,1'1
X B
e $(2.130)
r,n
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B 2
Z(y + r’z)
= P 2r, 2 S

sao 5 e e onde A & a variancia de

As distribuigbes aproximadas F e qui-quadrado apli
cam-se também a qualquer outro estimador linear nao viciado
eficiente de & e n.

Para se obter um extremo de confianca inferior pa-

ra C(tm) quando to & especificado, pode-se substituir X =

1
=% . .
nt por Xp na (2.130) e Qn[lnaffgjjpor yp

-*(EXEMPLO 2.16 - Alguns resultados comparativos quando se usa
F o dada pela (2.130)

Tomemos 0S5 M.E.L.N.V. de & e n conforme foi especi
ficado pela (2.74a) pela (2.74b).

0]

PR T -
e = ey - F(1tAr A)

E(CP) B né"

* = _

sN

Os valores de E(CP) e E(Lg)=E(LB) estao na Tab.2.14
(indicamos apenas uma parte da tabela).

As comparacoes sao feitas com os valores exatos bar
seados nas extensoes das Tab. 2.21 e Tab. 2.22 de Mann, Fer-
tig e Sheuer [75] de 197 L

Se tivermos a extensdao da Tab. 2.21 poderemos ler
3,59 como o percentil 90 de
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para n=20 e r=10.

Dessa forma em vista da (2.104) o extremo de con-
fianca inferior de 90% sobre o décimo percentil da popula-

cac & dado por:

X0,10"” - 3,59¢
ou
B + 3,59)¢&*
) e Brt 359E
0,10 1+ 2
T,n
= n* (0,0584+3,59)e* _ n* - 3,33¢%|
1,0955
E(CP) E(LE)
onde se usou o fato de que B = —_—e =

T,n 1-E(LE) Tr,n 1-E(L&)

e a extensao da Tab. 2.14.

Utilizando a aproximacao F obtem-se para extremo
de confianca inferior de Xp ao nivel de confianca l-o a ex

pressao

5 -B, n(l—Fx l—a)
> % 9 9 é
X, 20t +E T By 1 $(2.131)

onde se usou o resultado (2.124).
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Visto que,

Byon . B18,20 200584 =ren
L 'Iio,zo 0, 0055 | etee—=l

9

e yp = ¢n[-2n(0,90)1=-2,25, resta ler o percentil 90 de uma

distribuicdo F aproximada com v, eV, g.1l. sendo:

2
v, = (=225 * 0,61151 = 51]
R 1
- 2 ~ Sn]
Yy =TET00ST - o0

- [E(CP ]2__——‘_j -
Deve-se notar que Ar,n'E(Ln)+ T-E(LE) ,1409'da a

V(Dg) e pode ser obtida da extensao da Tab. 2.14.

Na Tab. 2.23 damos alguns valores de Ar n tirados
de Mann [67]1 e [701].

De uma tabela de percentis da F temos o percentil -
90

N

F z 1,69

51,20,0,9

Portanto de (2.131) temos

Xy 10 2 n*+£*[0,6115(1-1,69)-2,25-1,69] = n*-3,38¢&"
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E Obvio que a aproximacdo nesse caso é bastante boa
comparada com a expressao exata n*-3,33£* obtida por Mann e
Fertig [73].

Fagamos agora y=1-p=0,99 e repitamos a analise para
n=20 e r=10.

Temos y,, Ol=2n[-ln(0,99)];-4,6'é a variavel F, tem

os seguintes g.1. =300 e v2520.

V1

Portanto o percentil 90 & Fz00 20.0.90-1607.
Da (2.131) vem:

’ *  _ *

k0,0l > h 7,02¢&

Utilizando as tabelas de Mann, Fertig e Scheuer
e Mann [63] obtem-se a expressao exata

L)

Xg g > n* - 6,987

que como se ve € bem proxima da expressao aproximada.

Pode-se com raciocinio semelhante achar o extremo
inferior de confianca 100(1-a)% para n e as comparagoes mos
tram que a aproximacao (2.130) & boa.

.*[EXEMPLO 2.17 - Com os resultados do Exemplo 2.9 vamos achar
baseando-nos nas tabelas de Billman, Antle e Bain [3]oI.C.
de 90% para ¢ e B.
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r A= r Ain r A, r Agn
n=25 n=35 n=45 n=>55
5 .897 7 585 9 434 11 342
10 .180 14 116 18 .096 22 077
15 079 21 057 27 .043 33 .034
20 053 28 038 36 .030 44 .025
25 052 35 037 45 .028 55 .023
n=30 n=40 n=50 n=60
3 3.350 4 2.145 H 1.611 6 1.275
6 702 8 489 10 382 12 305
9 281 12 202 15 161 18 129
12 146 16 107 20 086 24 070
15 091 20 067 25 054 30 044
18 065 24 048 30 .038 36 033
21 .052 28 041 35 033 42 025
24 .044 32 .034 40 027 48 022
27 042 36 031 45 .025 54 .021
30 .044 40 .033 50 026 60 021

Tab. 2.23 - Valores de A , bara utilizar no calculo do nimero
de g.l. da var1ave1 aproximada F dada pela (2.130)

Fonte: Mann [67] e [70]

0 ponto representa a virgula decimal .

No Exemplo 2.9 vimos que para n=40 e r=20

B =2,091 e o = 83,8

Da estatistica

~

U = /R[S - E(E)] - /ﬁ[% - B(§)) $(2.132)

m):‘m
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(cujos percentis estdo na Tab. 2.24) podemos obtero I.C. bi

lateral ao nivel de confianca de 100(1-a)%. A sua expres-
sdo é:

/B S B

< B < — $(2.133)

-3 13 Ya/2 , [8

=[] mo B

/A B J
Da estatistica
R = va(Az) = /3 R m(i) D(2.134)
£ 0

(os percentis da distribuigao
mos obter o I.C. bilateral ao

para 6. A sua expressdo €:

de R estdo na Tab. 2.25) pode
nivel-de confianca 100(1-a)%

§% ;"

-~ r - o) ~
6 exp [- —l——(ﬂ-"‘-]s B <0 exp [- O‘/2] P(2.135)
3%

Dessa forma, de (2.133) vem:

2,001 2,001 .

: < B < - — (1,34 <B<2,72
1,098 + 295 1,098 +=2,09)
) V0

De (2.135) temos:
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2,16 (=33%T)
6 < 83,8 exp | -

2,091V40 2,091V40

IA

83,8 exp |-

71,17 < 6 <111,44

Os valores dos percentis de U e R que foram usados estao in
dicados nas Tab. 2.24 e 2.25.

1-a ”
n |r 0,01 | 0,05 [ 0,20 [ 0,90 | 0,95 | 0,99 | v(r) [E(&)
n
1,00 | -1,c0 -1,20 | - ,c8 1,0 | 1,60 | 2,41 374 | 1,036
40 »75 -2,15 -1,56 -1,30 1,59 2,04 3,30 1,33 1,060
50 | -2,62 -1,74 2,00 | 93] | 4,90 2,52 [1,098]
1,00 ~1,59 -1,21 - ,97 1,05 1,43 2,18 167 1,024
60 505 -2,03 -1,50 -1,19 1,48 2,03 3,11 1,1e 1,036
,50 -2,62 ~2,02 -1,62 1,96 2,70 4,28 2,10 1,060
1,00 | -1,62 -1.20 - ,97 1,04 1,40 | 2,10 466 1,019
80 ,75 | <2,02 -1,51 -1,21 1,49 1,99 | 3,06 1,18 1,027
450 ~2,60 -1,98 -1,61 1,99 2,74 | 4,22 2,13 1,047
1,00 -1,63 -1,20 - ,95 1,04 1,36 | 2,06 67 1,016
100 475 -1,99 -1,46 ~1,16 1,46 1,92 | 2.90 1,10 1,022
450 -2,54 -1,93 -1,54 1,96 2,59 | 4.00 1,97 1,035
1,00 - ~1,64 ~1,26 - ,97 ,99 1,33 | 2,06 166 1,012
120 475 -2,05 -1,48 =1,15 1,45 1,87 | 2,86 1,10 1,018
550 -2,61 -1,93 -1,5% 1, 8% 2,5} 3,81 1,90 1,030
), 09 1,81 -1,2 - ,99 322 1,22 1,61 61 1,0
® ¥ 75 -2,35 -1,66 1,26 1,20 1,66 | 2,35 1,02 1,0
350 -3,05 -2,15 -1,68 ), 60 2,1¢ 3,65 1,72 1,0

Fonte: Billmsn, Antle e Bain [3])

Tab. 2.24 - Percentis da distribuigao estatistica

-~

U=lﬁc-§--E[§]3 e V(T) = V(/n %)
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1-o

l 3 0,01 0,05 0.0 | 0,90 0,95 | 0,99

- =
1400 ~z,58 “156% “iydi 1458 250 3,62
<5 ,75 ~3.25 -2,25 -1,48 i85 1,35 2,61
38 -5.22 =3,77 -2,51 1,63 liz3is 2,56
£l ~2. 4% -1,7% -2,38 1, 3% Uy77 2,56
&8 75 -3:2% ~2,1% -1,68 Loa2 hydd 2,86
B -5,37 -2,56 -2,89 1,67 2,18 3,01
e -2.5¢ -1, 76 -1,27 1,37 1,7¢ 2426
33 5 EH N -2,106 iy B 1,43 1,35 | 2,85
£ “5.14 =3,45 =3yt 1,71 2436 3,%s
1,80 -2, %3 -1, 74 .2, 37 1,35 4,93 | 2,0
15 g -3.22 -2,08 -3,63 3,4 1,35 2,81
35 K -3, 34 -2,45 1,78 2,25 | 3,18
2453 -2,4¢ ~1,13 -, 1,55 1,74 | 2,48
120 T3 =38 =24 =W 44 v, | 26l
¢ s -3.12 =, % 1,75 2,22 | 3.13
$,30 “Zotd -2 73 -i,ui 35 1,73 | 2,48
w 78 -2.€5 =i« ‘l,\u -,‘3 1550 2409
3< -3.88 -0 g e 2,53 Zie ) & £yt 3469

Fonte: Billman, Antle e Bain [3]

Tab.2.25 - Percentis da distribuig@o da estatistica

R = /0B zn[-g—]

2.7 = INTERVALOS DE CONFIANGA PARA 0S PARAMETROS DA WEIBULL TRIPARA-
METRICA.

Para a Weibull triparamétrica o conhecimento rela-
tivo ao parametro de soleira ou vida minima § e frequente-
mente de interesse fundamental.
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Um extremo de confianca inferior para & pode ser ob
tido usando-se procedimentos iterativos relativamente sim-
ples combinados com as tabelas existentes.

No Capitulo 3 sera descrito um teste de aderéncia
ou adaptagdao da Weibull biparamétrica contra a al-

ternativa Weibull triparamétrica.

A estatistica teste é:

r-1

g
s = Ao $(2.136)

I‘il
H.
i=1 !

Na (2.136) os valores apropriados de k sao encon-

trados no artigo de Mann e Fertig [72] com k?5§ para r = 15

e onde também

X . o =X,
= (i+1) (i) .
EHi E(Z (i+l)'E(Z(iP P(2.137)

sendo que na (2.137)

PR
(1) £

A distribuicdo de S (exceto para a cauda de extre-
ma direita acima de 0,95) & bem proxima da beta com parame-
tros r-k-1 e k.

A semelhanca da distribuigdo de S com a distribui-
cao beta cresce a medida que cresce o0 n



\ssim para os dados ohservados da Weibull biparame
trica
r-1
kS K Y Hi
r-k-1 _ . i=k+1 $(2.138)
1-S T=k=1 k
] H.
i=1 1

“Ihui-se aproximadamente segundo a F de Snedecor com vy

Zrire=15% ¢ W =2 g.1,

Portanto tabelas da F podem ser usadas vpara se a-

char os percentis da distribuigao transformada.

Come ia foi dito E(Z ) sao obtidos das tabelas de

(i)
White _32:. e convenientes diferencas dos valores esperados
das estatisticas de ordem sao fornecidas por Mann,Scheuer e

)
D
~+
b
i

18]

J
]
ot
o

em uma distribuicie de Weibull triparamétri-

ca. . =iy T . =% mara i=1.2.....r & uma estatisticade or

b

w20 28 valeor eXxtremo e

r-1
RS
s¥(g) = Azktd 2(2.139)
r-1
R
i=1 *
COm
., Qn(T(i+1)—é)-Qn(T(i)—6)
b g ~ =1
BZ 54y qy)
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tem a distribuicao de S definida acima.

Mann e Fertig [72] mostraram que S* € monotonica-

mente decrescente em &, com

0 < 6§ < T(l) $(2.140)
Assim um extremo de confianga inferior G(inf) de
§ ao nivel (1-a) pode ser determinado achando 6(1nf) tal

que S*(d(lnf)) seja igual ao percentil 100(1-o) da distri-
buigao beta com parametros (r-k-1) e k.

0 extremo de confianca inferior pode ser encontra
do também utilizando as técnicas de divisao ao meiocaso se

tenha acesso ao terminal de um computador.

t
As técnicas de bisecgao envolvem o uso de g}) co
mo uma primeira escolha para 6(1nf).
e _ Yy Pt .
Para a primeira iteracao —z= ou 7 e usado de

acordo com o fato de S*(T(l)/&) ser muito pequeno ou muito

grande e assim por diante.

Um extremo superior para ¢ com probabilidade 1€ da
do naturalmente pelo valor observado T(l)'

2.8 - [INTERVALOS DE PREDICAO E PERTODOS DE GARANTIA PARA A WEIBULL
BIPARAMETRICA.

Em vista do resultado assintotico de Pyke [89],a-
plicado ém particular para as diferencgas de observacoes ad
jacentes ordenadas de uma distribuicao de valor extremo po

de-se obter intervalos de predicdo aproximados para a Wei-



P
bull biparamétrica.

Dessa forma, observou-se que das primeiras r fa-
lhas r<n, de uma amostra de tamanho n de uma distribuicao
de Weibull. e possivel fazer uma predigao a respeito do tem
po da m-ésima falha. r<msn correspondendo a alguma probabi-
lidade especificada.

Também, da mesma forma que se estabeleceu que Exdg

da pela (2.130) tem aproximadamente a classica distribuigao
F de Fisher-Snedecor, & possivel demonstrar que uma forma si
milar simples de aproximacao pela F pode ser usada para ob-

ter os periodos de garantia da Weibull.

Entenderemos por um periodo de garantia aquele tem
po. associado com uma dada probabilidade (nivel de seguran-
ca! antes do qual nao ocorra nenhuma falha em um lote de ta

manho especificado a ser fabricado no futuro.

Valores para obter periodos de garantia para a dis
tribuicao de Weibull foram tabulados por Mann e Saunders -

C7:2T em 196% e Mann f6¢1 em 1970.

Exceto para a situacao na qual somente as duas pri
meiras falhas tenham sido observadas na amostra apriori oS
valores dessas tabelas nao se baseiam nos estimadores pon-
tuais otimos dos parametros da distribuicao de Weibull e sao

bem dificeis de serem determinados.

Lawless [54] em 1974 propds um método que envolve
um condicionamento nas estatisticas provenientes da amostra
e o calculo do periodo de garantia associado com nivel de
confianca (condicional). necessitando do auxilio de computa

dor para executar as integracOes numéericas.
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2.8.1 - INTERVALOS DE PREDIGAO (I.P.)

Ja mostramos que o estimador linear nao viciado &*
ou qualquer estimador linear nao viciado do parametro de es
cala £, baseado nas r primeiras observagoes ordenadas pode
ser considerado como sendo aproximadamente uma soma de qui-
quadrados ponderada e assim L aproximadamente qui - qua-

3

drado sobre seus g.l.

0 estimador &* ou qualquer outro estimador linear,

nao viciado de & baseando-se sobre X(l)’ X(Z)"" X(r)’ es-
tatisticas de ordem de valor extremo, envolve X(i) - X(i+1)
para 1=2,3,...,T.
A diferencga
I
X -X = (X ay=Xr:_1y) P (2.141)
m ) T M@ T E-D

claramente envolve diferentes saltosou '"gaps" - (diferencgas

nas observacgoes ordenadas).

Assim, em vista do resultado de Pyke [89]X(m)—X(r)

& aproximadamente independente de &* ou de qualquer outro es
timador linear ndo viciado de & para uma amostra de tamanho

n suficientemente grande.
Forma-se assim a estatistica

Xmy %)
F_ = W (2.142)

m *.
€ [E(Z(m))'E(Z(r))]

onde £* pode ser substituido por £** para amostras relativa
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mente grandes. A distribuicao de F € aproximadamente uma
distribuigcao F de Fisher com os g. g

' 2[E(Z(m)-E(Z(r)]
1=,"‘ 2 7 +V
\(_(m)—hCov(;(m),Z(r)) V(Z(r))
t\)2=5L2
s o 1
onde 2_ ngz - EZB(LE) € a V(g*).
’ 1-E(L¢E)

Pode-se calcular os I.P. se tivermos uma amostra de
tamanho 10s<sn<25 usando a Tab. 2.14 e Tab. 3.1 ou extensoes

das que apareceram em Mann [63] e Mann, Scheuer e Fertig

Para obter as variancias e covariancias de Z(m) e
S ) € necessario usar as tabelas de Mann [§5
Para amostras de tamanho muito grande (n=100), &*%*

no lugar de Z* pode ser calculado usando a tabela de Bain

r !

N

A covariancia de Z( y € L - pode ser aproximada u
sando a expressao para a sua cowar1anc1a assintotica.

Dessa forma pode-se usar:
T
nZ
j
2 P (2.143)
2n (1 -%)Zn(l -3

Cov(Z(r),Z(m))

para uma amostra de valor extremo de tamanho n=100.
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As variancias de grandes amostras de Z(m) e Z(r)pg

dem também ser aproximadas de forma semelhante.

-*(EXEMPLO 2.18 - Consideremos uma amostra de tamanho 12 de
certo tipo de estruturas compostas que foram degradadas pe-
las condicoes ambientais e estiveram sujeitas ao mesmo tipo

de esforgo.

Observou-se que 6 falhas ocorreram dentro de 120h,

apos o inicio da aplicagao do esforgo a cada estrutura.

Com probabilidade 0,90 qual € o I.P. superior para
o tempo da décima segunda e Ultima falha se a aplicagao do
esforco continuar e se os tempos de falha seguem a distri-
buigao de Weibull biparamétrica?

0 valor de £* foi obtido de uma tabela como a Tab.
2.14 e dos dados de falha sendo igual a 0,35.

%

g*
Como V(ji) r.n

temos de uma tabela semelhante a Tab. 2.14 que

Lo = 222093 = 917226
’ 0,85305
Da Tab. 3.3 vé-se que

11

B(2(1572(6)) = B ECiany Pr)) = 15704

Dessa forma de (2.142)
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FE = Jny
L 0,35.1,5704 0,54964

Qn(t(mq-zn 120

tem aproximadamente uma distribuic@o F com os seguintes g.l1.

S

2.1,5704  _ 2.1,5704 -

= 77z 12,4

——
<]
—
|

,
= - =
(va [0 LT M

Para obtex
V(:(IE)-:(6)) = V(Z(lz))-ZCov(Z(ﬁ),2(12))+V(Z(6))

precisa-se das tabelas de Mann [65]. Dail V(Z(IZ)'Z(é))

=0.18626-2(0,04106)+0,15249=0,25297.

O percentil 90 da F com parametros nao inteiros,

pode ser aproximado. porém isso € bastante elaborado.

Alternativamente podemos usar simplesmente algumas

interpclagoes diretamente nas tabelas da distribuicdo F.

Obtemos assim

F = 2,168

12,4:;11,6:,0,9

Como
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=Y

X, =X
p ( - (m) (r) g ,)
£ [E(Z(m)-E(Z(r))] 1°72

o limite de predicao superior com ‘probabilidade Ypara X(m)

¢

(sup) %

L = X, +f E*[E(Z, v-E(Z,.v1 #(2.144)
X (m) (r) "vy,v,,Y (m) (r)

De (2.144) temos o I.P. unilateral superior com

probabilidade 0,9 para X(lZ)‘

L&s“P) = gn 120+2,168.0,54964 = 5,97910
(12) A

Portanto a ocorréncia da décima segunda falha com
probabilidade 0,9 sera no instante 395,08 h.

2.8.2 - PERTODOS DE GARANTIA

Um periodo de garantia € na realidade um I.P. para
T(1)=exp(X(1)) para um lote futuro de tamanho N.

Observando que a FX dada pela (2.130) tem uma dis-
tribuicao F aproximada e que do seu numerador tira-se

E**B

cQ = (n**-x_-——D2)g*+ $(2.145)
Py
r,n

que € aproximadamente uma qui-quadrado ponderada.

Como n**=X(r)-£**E(Z(r)), cQ envolve uma soma pon-



derada de X(l}—xp e x(i)-k(i~1) para i=2,5; ...,

‘ X -X
Dessa forma —Ll%~—2 tem aproximadamente uma dis-

tribuigao qui-quadrado ponderada quando F é aproximadamen-

te uma variavel F.

Portanto a soma algébrica das qui-quadrado pondera

das
> % 3 * %
B _‘: Brsn n** _X _g Brvn
. b i X, ., =X (1) £
' r.n . (1) 'p. 0 §(2.146)

tera uma distribuicao qui-quadrado ponderada para uma amos -

tra prévia e um tamanho de lote suficientemente grande.

No Exemplo 2.19 mostra-se que mesmo para amostras
Bl

prévias de tamanho 2. pode-se aplicar a aproximacao qui-qua

drado para certos casos e que uma aproximacao F que se pode

aplicar €
% %
B i Br,n
n -x(l) ~ eecgemtonn
Tr,n
F‘\, = Br - P(2.147)
£** (yranN - M)
r,n
onde v & a constante de Euler (aproximadamente igual a
0.57721506
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2(y + &N - Z20)
T T,Nn
1 r n. w2
A = L
r,n zr,n 6
2 2
P -
r,n

X
2
No g.1. vy, % = 1,6449 & a V(—g—l)), N é o tamanho
) & n** = E**
do lote de interesse, Ar,n e a V( £ )5 lr,n e a V( ; ) e
* % E**

: _ n
finalmente Br 7 Cov(—z—, z

5

No Exemplo 2.19 a aproximagao (2.147) & aplicada

aos M.E.L.N.V. n* e £€* de n e £ respectivamente.

<*(EXEMPLO 2.19 - No seu trabalho, Mann e Saunders [76] acham
a partir de uma amostra de tamanho n=2 um periodo de garan-
tia para a primeira falha em um lote futuro de tamanho N=20

como sendo

exp[x1—5,81(x2—x1)]

Essa expressao e otima para n=r=2, desde que & a U

=1

nica expressao que se baseia somente em duas observagoes X
e x, e corresponde ao nivel de seguranga especificado de

0,75.

Da (2.147) podemos obter um extremode confianca in

ferior de 75% para a v.a. X(l)’ correspondendo a um lote de

tamanho 20.



(inf£) z*Br n Br n
L ik — - F ., S-&*(y+in20 - —
\\( Aoy V,O..D X
1) Y - r.n
Como r=2 os M.E.L.N.V. sao:
Kn* = xy + 0,91637(x,-%;)
zi* = 0.72135(x,-%4)
0 valor de
Pron _ E(CP) _ 09036
i} E(LZ) 4
r.n
Dessa forma os g.l. de F_ sao
2.03.372-0.09036)7 |
\\: = Tesosso.00sseI eia0 - 10.€6
2 17,
V, = 971186 - 2-81
onde
\Ar‘n = 0.6595 = E(Ln)+E(CP)B_
' _ _E(cp)
TN 1-E(1.2)
Q 2.52.

valor conveniente do percentil 75 da F e

Y 2.148)
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Dessa forma de (2.148) temos:

L) -y 4(0,91637-0,72135.0,09036-2,52.0,72135.3, 4818) (x,-X,)
P 1 27X]
(inf)
L = x, - 5,48(x,-x,)
X E]

CONCLUSAO: Realmente essa e uma concordancia surpreendente,
com o valor exato, desde que o resultado assintotico de Py-
ke [89] foi aplicado a uma amostra de tamanho 2.

Entretanto a aproximacao qui-quadrado para amos-
tras tdo pequenas como essa nao fornece uma boa concordan-

cia para niveis de seguranca mais altos.

Pode-se entretanto esperar uma boa concordancia pa
ra niveis de seguranca de 0,95 ou maiores se os tamanhos das

amostras forem 4 ou maiores.



CAPITULO 3

TESTES DE HIPOTESES
3.1 - TESTES PARA 0S PARAMETROS DA DISTRIBUICAO DE WEIBULL

Discutiremos neste capitulo os testes de hipoteses
para os parametros da distribuicao de Weibull cuja f.d. e da
da pela (1.3}.

Como vimos no capitulo 2 muitos estimadores para os

parametros (£.2) sao disponiveis na literatura.

Contudo os melhores estimadores sobre os quais se
baseiam os testes de hipoteses sao os que tem o menor E.Q.M,
mais precisamente os E.M.V. e os M.E.L.I.
Deve-se tambem observar que para grande (n=100)

n
s estimadores (E.M.V. e M.E.L.I.) sa

o 0 normalmente
distribuidos e testes de hipoteses baseando-se na sobejamen

¢ conhecida teoria da normal podem ser usados.

- a - .
Assim por exemplo prova-se que a v.a. - € assinto-
¢ (&
4 o coia . 0,608 .
icamente normal com media 1 e variancia — ¢ para “anto

basta ver os resultados de Thoman, Bain e Antle [¢3].

- 154 -
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3.1.1 - RELAGAO ENTRE AS ESTIMATIVAS POR INTERVALO E 0S TESTES DE
HIPOTESES.

Falando de uma forma geral, se temos uma estimati-
va por intervalo de um parametro desconhecido, um teste de
hipoteses pode ser executado com um pouco mais ou sem ne-
nhum trabalho adicional.

Dessa forma estimativas por intervalo e testes de
hipoteses sao relacionadas no sentido classico.

Assim se desejamos ‘testar HO:O=DO com nivel de sig

nificancia o, onde p & um parémetro desconhecido e um I.C.
de 100(1-0)% para p & disponivel, a condicdo necessaria e
suficiente para aceitar Hoé'queo I1.C. contenha I

Esse resultado & verdadeiro sob as condigoes mais
gerais.

Intuitivamente esta claro que valores dep no inter

valo sao razoaveis ou nao estariam dentro do mesmo.

Dessa forma, se P pertence ao intervalo, HO deve-

ria ser aceita.

De outro lado, se H0 e aceita, Po deveria perten -

cer a qualquer I.C. com coeficiente de confianca igual a 1
menos o nivel de significancia do teste.

Suponhamos que se esta lidando com v.a. continu-
as, porem para o caso de v.a. discretas deve-se proceder de
forma semelhante.

Suponhamos ainda que a a.a. (tl,tz,...,tn) e dispo
nivel e deseja-se executar o teste



ot
e}
]

P com P

1 15Po

com tamanho a.

Para testar HD devemos escolher, como sempre, umva

lor Qf tal que:

; |
Ptz M) = | € gloripgido* <o  H(3.D)

o

e HO ¢ aceito se e somente se D*zaf

Aqui & & a distribuigao amostral da estatistica
teste (estimador); D*(Tl,TZ,...,Tn).

Suponhamos que se tem um I.C. (baseado em p*) para p

com coeficiente de confianga l-a ou seja

ol

Pip<P) = l-a $(3.2)

(visto que agora somente tem sentido obter o extremo supe-

rior para f).

Agora © € obtido como o maior membro do conjunto

dos ptais que:

oX
f @bs g(o*;po)do*ZOt P(3.3)

[eo]

>

onde &
obs

€ 0o p* obtido para essa particular (tl,tz,..,tn)
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Evitando detalhes que somente irdo obscurecer o ar
gumento, adota-se que a integral da (3.3) € uma funcao con-

tinua estritamente decrescente de p.

Entdao o conjunto dos P satisfazendo a (3.3) pode

ser representado como

{p|p=<p} -}(3.4)'

n
1]

Suponhamos que Hj, & aceita, entao obviamente,

Alem disso, se p* 2p* .,
obs c

* *
f Obs  g(p*;p,)dp* 2[ © gle*ipplde* = o  #(3.5a)

=00

de forma que obviamente p €S _.
P

Por outro lado, suponhamos que pOGS_.
p

Entao

* *

P P
[obs goring)dorza = [C gbrin)dr  H(5.5 D)

)

\

e torna-se claro que p* > eH € aceita.

obs 0

Dessa forma um teste de P =P pode ser feito obser-
vando se P esta contido no I.C. e os métodos do capitulo 2

podem ser utilizados.
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A grande falha nesse enfoque ¢ que dessa forma a de
terminacao do tamanho da amostra para satisfazer expecifica
gcoes sobre os erros do tipo I e II nao pode ser 'executada'.

I - Teste do parametro de forma B.

!
™
1]

Bo
P(3.6)
Hy: B = By,  Bp>Bg

Inicialmente, suponhamos que se tem uma a.a. COmM-
pleta de tamanho n de uma distribuigao de Weibull.

0 método que se usa para executar o teste (3.6) ba
seia-se no E.M.V. B de B.

—~

Thoman, Bain e Antle [93] mostraram paraé e 6 qu

()

P(3.7)

™| ™
"
@wI\m

@| D)

p—

"
o)
1
=

gLn (

$(3.8)

tem distribuicdes que sdo livres dos parametros.

Mann e Fertig [71] mostraram que O mMESMO e verdade
para

— €
g g*

2

aiat

£* n-n n*-n
g’

onde %e;%séoos M.E.L.I e £&* e n* sao os M.E.L.N.V.
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Na realidade, qualquer estimador linear £ de £ (11
near nos logaritmos das variaveis de Weibull ordenadas) cu-

jos coeficientes somam zero sera tal que 7 tera uma distri-

aaifiagt

buicao livre dos parametros.

Ainda mais, se

Naailaatl

tem distribuicao livre dos parame-

tros, entao o estimador n de n cujos coeficientes somaml se
ra tal que

tem distribuicoes livres dos parametros.

Nesse caso t ¢ um tempo de desempenho especifica-

do e tp & o 100p-ésimu percentil da distribuicao de Weibull.

Para executar o teste (3.6) como & comum,devemos a
char um BC tal que

~ B
P(B>BC|H0) = P(B'(')>'B—O) = Q $(3.9)
e H ¢ rejeitada se é>éc.

Como destacamos no inicio deste paragrafo, & sufi-
ciente somente obter um extremo inferior de 100(1-a)% de con
fianca para B.

Se B esta contido no mesmo, H, € aceita.

'*(EXEMPLO 3.1 - Se tivermos n=20'‘'e y=1-a=0,95, entao da Tab,
3.1 tirada de Thoman, Bain e Antle [93], temos que:
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-~

P(%sl,449)‘= 0,95 = P(8217215>

Assim o extremo inferior de 95% de confianca e

-~

1449 e se BOZTT£%§ entao H0 € aceita.

Naturalmente isso € a mesma coisa que

éi < 1,449
0

donde obviamente

-~

BC = 1,449 BO

Em geral o extremo inferior de 100(1-a)% de confi-

anca para B € kB eéc=k 4B onde k, € o u-ésimo quantil da
1:OL -
distribuicao de % dado na Tab. 3.1. Métodos semelhantes po-

dem ser usados para testar hipoteses sobre 6.

Como se vé o poder do teste (3.6) depende somente,:

B
da razao 1 e Thoman, Bain e Antle [93] dao as curvas carac
B
0

teristicas de operacao (C.C.0.) para diversos valores de n

como mostrado na Fig. 3.la.

Dessa forma & possivel obter o tamanho da amostra,

necessaria para satisfazer B, a, B € a probabilidade de um

erro do Tipo II.
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Fonte: Thoman, Bain e Antle [95]

<

O ponto representa a virgula decimal
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-*(EXEMPLO 3.2 - Lieblein e Zelen [58] ddo os resultados da re

sistencia de aproximadamente 5000 rolamentos de esfera.

A estimativa grafica de B sobre todos os rolamen-

tos testados tem um valor médio aproximado de 1,6.

Tirou-se uma amostra (cujos resultados estao em mi

lhoes de revolugdes) com o intuito de executar.o teste.

o]
™
Il
=

v

1,6

Os dados da amostra foram

17,88 28,92 33,00 41,52 42,12 45,60 48,48

51,84 51,96 54,12 55,56 67,80 68,64 68,64 68,88

84,12 93,12 98,64 105,12 105,84 127,92 128,04 173,40

Para esses dados pode-se obter o E.M.V. de B, 1s-

to €,

3 = 2,102

Da Tab. 3.1 pode -se ler os valores que permitem
achar o I.C. de 90% para B (é necessario fazer uma interpola

¢ao pois o tamanho da nossa amostra € n=23).

IN
™
A

— 1,496 < B < 2,624
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Thoman, Bain e Antle [93] tambeém provaram que éln(%)

distribui-se independentemente de B e 6.

Na Tab. 3.2 estao os percentis dessa distribui -
cao.
Dessa forma o I1.C. de 100(1-a)% para 6 tem a forma
_zsup _llnf
(@ e , b e B ) $(3.10)
onde 2. - sao tirados da Tab-. 3.2 de tal forma que
inf sup
- 6 . - '
P(linfs Bln(g)—zsup) = 1l-a P(3.11)

Como o E.M.V. de 6 & 6=81,99 e

=
|

AHETS -0,394

entao

sup 0,388

68,17 < 6 < 98,89

Se desejarmos testar ao nivel de significancia 0,10



da Fig. 3.1b ve-se que o poder do teste excederia 0,89 e ba
seando-se na amostra acima o teste nos levaria arejeicao da
hipotese nula. Alids isso ja era obvio pois o extremo infe

rior com 90% de confianca para B €:

2.102
zpo5 - 1,005 e B

1 < 1,605

-~

1,3095 e como se ve

ou o ponto critico B. = 1,3095 .1

é=2,102>éc=1,3095 levando a rejeicao de Hy-

Como ja dissemos para nzl00 a classica teoria ba -
seada na lei normal pode ser usada na execucao dos testes pa

ra os parametros da Weibull.

Sdo entao importantes os seguintes resultados as.-

sintoticos de Thoman, Bain e Antle [93].

1) - % & assintoticamente normal com média 1 e varian-
. 0,608
cia —=>—.
n
2) - Bln(%) & assintoticamente normal com média 0 e va-
.~ . 1,109
riancia

n
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Fonte: Thomen, Bain e Antle [93]

Fig . 3.1a

Poder de teste ao nivel de significancia 0,05 para

B
- 1
funcao de EE (80<Bl).

B

como uma
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Fonte: Thomszn, Bain e Antle [95]
Fige 3.1b

Poder de um teste para B ao nivel de significancia 0,10 como uma
B

1
) (BO < Bl) .

funcao de
Bo
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Fonte: Thoman, Bain e Antle [93]
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II - Teste da igualdade dos parametros de forma para
duas a.a. independentes.

" Bl = BZ $(3.12)

Hl: 81 = k82 com k>1

Thoman e Bain [92] fornecem os percentis da distri
_ . . B By
buigcao da estatistica 3 © que permite com passos seme-
1 B
lhantes ao caso I executar o teste.

Também se encontra nesse trabalho o poder como uma

funcao de k>1 para certos valores de n e a0,05¢ o =0,10.

III - Teste da igualdade dos parametros de escala para

duas a.a. independentes.

o' Y1 2 B T By
$(3.13)

o)
@
I
W‘
@

= 82 com k>1

Ainda Thoman e Bain [92] provam que esse teste po-

de ser feito baseando-se no fato que

-~

p[ 1232[“(61)-“(62)] <u|H0| = 6y () $(3.14)

Fornecem no seu trabalho os percentis de G1 neces-

sarios para a execugao do teste (3.13).
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IV - Teste do parametro de forma para uma amostra censu

rada, X(l)’X(Z);""k(r) com r<n dado pela (3.6)

Nesse caso deve-se usar o M.E.L.I. de B pois & o
que tem o menor E.Q.M.

No capitulo 2 os M.E.L.I. n e £ de n=ené e &E=5

foram usados para obter estimagao por intervalo de ne £ e

assim estima por intervalo de 6 e B.

Como anteriormente a estimacao por intervalo permi

te-nos executar o teste (3.6) que € a mesma coisa que

$(3.15)

Os pesos necessdrios para obter £ estao na Tlab.

2.14 e na Tab- 2.20 estdo os valores de w  tais que

P(% = W< w

_ 1 o
Porem como €-=B entao temos

P(BESN ) =1 -«

1-a

Dessa forma uma estimacao através de um intervalo
unilateral a esquerda de 100(1l-o)% de confianca de B € dada



B e $(3.16)

por

Portanto se BO > Binf

Hy, € aceita.
a . 2 gr* , :
Pode-se tambem usar a variavel que tem distri-
cao aproximada qui-quadrado sobre os g.l. para testar H
quando n = 20.

0

3.2 - TESTES DE ADERENCIA DA WEIBULL BIPARAMETRICA OU DISTRIBUIGCAO DO
VALOR EXTREMO.

Tanto o teste de van Montfort [95] planejado para
a analise de problemas de precipitagd@o pluviométrica como o
teste de Mann, Scheuer e Fertig [78] para verificar que as
observacoes sao da primeira distribuicao assintotica dos me
nores valores baseiam-se no trabalho de van Montfort [95]
dependendo de um resultado de Pyke [89], relativo as pro-

priedades de observagoes ordenadas adjacentes.

Van Montfort observou que esses ''saltos'"ou as di-
ferencas entre observacoes ordenadas adjacentes de uma distri-
buicao de valor extremo divididas pelas diferencas entre as
suas esperancas tem distribuicoes que sao aproximadamente ex
ponenciais com esperancas exatamente iguais a 1, variancias,

aproximadamente iguaisa 1 e covariancias essencialmente 0.
Mann, Scheuer e Fertig [78] observaram que esses
saltos quando multiplicados por 2, tem aproximadamente dis-

tribuicoes x2 com 2 g.l e independentes entre si.

Definamos dessa forma
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o Xie1) X (1) .
i~ BZ(1.)Bli3)) P(3.

X,.\-
Ega T i
3

onde n e § sdao os parametros de posicao e de escala da dis-
tribuicao do valor extremo (n=n6 e & =%).

Entao

ril Q'i
i=[r/21+1 rEI
L [T/27 % $(3.18)
z 1
y=1" L
2

onde [x] € o maior inteiro menor ou igual a x, tem uma dis-

tribuicao aproximadamente F com v, = 2151y e v, = 2[

7 2 ]

=

gad o

Um teste de aderéncia baseado na estatistica W (ou
equivalentemente na estatistica U que definiremosadiante co
mo uma funcdo de W) foi obtido por Mann, Scheuer e Fertig
[78] como uma consequencia do fato de que a cauda da esquer
da da f.d. de valor extremo € mais '"comprida''que a maior par
te das distribuigdes de interesse, enquanto que a cauda da

direita € mais curta.

Assim por exemplo se quer-se formar uma estatisti-
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ca proporcional a razdo da Ultima e da primeira das diferen
cas das variaveis ordenadas observadas de uma amostra de ta

manho n,

R NN

NORIES

- - - .
quando r = n, € de se esperar que essa estatistica seja me-
nor sob a hipdtese nula do que sob as hipGteses alternati-

vas aplicaveis.

Verificou-se que especialmente parapequenosniveis
de significancia o poder de um teste baseado nesse tipo de
estatistica aumenta se utilizarmos todos os r saltos obser-

vados como na (3.18) em vez de apenas o ultimo e o primeiro.

Alias com o intuito que os valores criticos para o
teste,gerados pelo método de Monte Carlo,caiam no intervalo
unitario e nao no intervalo (0,») a estatistica teste foi
transformada em

r-1
23t
oW di=[r/21+1
U= 13w - 11 P(3.19)
i=1 *

onde

Em vista da conhecida relagao entre as distribui -

coes betz ¢ F, U para n suficientemente grande ou r sufici-



— il

entemente pequeno tem aproximadamente uma distribuicao beta

com parametros P%%g] e [%] .
Os percentis da distribuicao de U e valores de
E(Z(i+1))"E(z(i)) para i=1,2,...,n-1 estao na Tab. 3.3.

A comparagao dos valores dos percentis Ucomos per
centis da distribuicao beta mostram que para n=l16 a concor-

dancia e bastante boa.

Quando o n € grande porém menor que 100 pode-se for
mar o W utilizando somente as diferencas das duas primeiras

e duas Gltimas observacdes ordenadas.

A razao da ultim@ para a primeira@ quando multipli-
cada por uma conveniente razao de diferencas de valores es-

perados tem uma distribuicao F com v1.=2 e v, =2 g.l1..

As comparacoes do poder atraves de Monte Carlo a-
plicadas a amostras completas para testes baseados em Ue os
analogos como Kolmogorov-Smirnov, o teste de Kuiper [52] o
teste de Anderson e Darling [1] e o teste de Cramér-von Mi-
ses revelam que o teste U € o mais poderoso contra as alter
nativas estudadas.

As alternativas consideradas sao que X € normal ou
T=exp(X) € uma distribuicao de falhas lognormal e que T tem
uma distribuicao de Weibull triparamétrica com dois valores
diferentes especificados para o parametro de forma B menores
ou iguais a 1 e um valor fornecido de % com § = 0.

A Gltima alternativa aplica-se a situagoes nas quais
e feita a transformacao ao espaco dos logaritmos e entao as
variaveis sao testadas para determinar se o parametro de po

sicao nao nulo tenha sido esquecido.
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Rejeita-se ao nivel de significancia o a hipotese
que X € uma variavel de valor extremo se o valor calculado
de U exceder o 100(1-a)-ésimo percentil de U.

O teste que se baseia em U ou W pode ser aplicado
a amostras censuradas de tamanho acima de 100 sem a neces-
sidade de gerar-se muitas paginas de novas tabelas e € apli
cavel a quaisquer hipoteses alternativas com propriedades de
cauda diferentes daquelas da distribuicao de valor extremo.

Mann e Fertig [72] modificaram a estatistica U pa
ra aumentar o poder do teste sob alternativa da Weibull tri

paramétrica.

A nova estatistica teste S definida exatamente

substituido pelo in-

Dy D\

como U [ver(2.136)]1 exceto que [%]
teiro k.

Os valores de k, que otimizam aproximadamente o po
der do teste sob a alternativa Weibull triparametrica es-
tao tabeladas em Mann e Fertig [72] para pequenos valores
de r.

Para rzl5, k € igual ao inteiro mais proximo de

vl =

A estatistica de teste S dada pela (2.136) tem u-

ma distribuicao que se aproxima mais da beta que a U.

O teste de van Montfort [95] usa as suas conclu-
soes relativas aos saltos e € planejado especificamente pa
ra testar que as observacoes nao transformadas (tais como
as maiores quantidades de agua que cairam) sao de Tipo I em
oposicdo ao fato de poderem ser de uma distribuicaodosmaio

res valores do tipo II.
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Em vista de certas consideracoes de simetria, o tes
te também se aplica para testar que os dados nao transforma
dos sao de uma distribuicao de valor extremo (tipo I) de me
nores valores contra a alternativa que eles sao de uma dis-
tribuicao de Weibull triparamétrica.

A estatistica teste, que & aproximadamente normal,
envolve o coeficiente de correlacao amostral de n-1 saltos

modificados e fungoes de i e n relacionadas aos saltos.

7*EXEMPLO 3.3 - Vejamos a aplicacao da Tabs 3.3 e para tan-

to vamos utilizar os dados do Exemplo 2.2.

Nesse caso temos n=r=8 e desejamos testar a hipote
se de que essa amostra foi retirada de uma distribuigao de
Weibull biparamétrica contra a alternativa de que ela € pro

veniente de uma Weibull triparamétrica.

Para achar U devem ser feitos os calculos indica -
dos na Tab. 3.4 em vista da (3.17) e (3.19).

Temos nesse caso [%] +]1] = 5, portanto,

7
D
.= 1 ———

U - i=5 _ 2,848957 _ 0.78

- 7 3,674627 2

Y L.
521" 4

Da Tab. 3.3 paran =1 =8 eo = 0,05 le-se o va
lor critico de U que & 0,71.

Assim rejeitamos a hipotese que os dados,
sao provenientes de uma distribuicdo de Weibull biparametri

ca.
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n i Mgy 0.75 080 085 0.90 095 099
3 1 1.21639%
2 0.863046
3 075 079 084 090 095 099
4 1 1.150727
2 0.706698
3 0679596 074 0.79 085 090 0.95 0.99
4 0.50 0.55 0.60 067 076 0.89
5 1 L1I15718
2 0.645384
3 0532445 075 0.80 0.85 090 095 0.99
4 0583273 050 056 061 068 077 089
S 0.67 071 075 079 086 0.94
6 1 1.093929
2 0.612330
3 0474330 075 0.80 085 09 095 099
4 0442920 0.50 055 061 068 076 0.89
5 052275 067 071 075 080 0.86 093
6 0.54 057 061 066 073 0.84
7 1 1079055
2 0.591587
3 0442789 075 0.80 085 090 095 099
4 0387289 050 055 061 068 077 089
5 0387714 067 071 075. 080 086 094
6 0480648 0.54 0.58 062 067 074 085
7 0.64 067 070 074 0.80 0388
8 1 1.068252
2 0577339
3 0422889 075 0.80 085 090 095 099
4 0356967 050 055 061 068 077 050
5 0334089 067 071 075 0.80. 086 094
6 0349907 0.54 058 062 067 074 0.85
7 0.449338 064 0.67 070 074 0.80 0.9
8 0.55 0.58 0.61 065 [0.71] 08I
9 1 1.060046
2 0.566942 '
3 0409157 075 0.80 085 090 095 099
4 0337763 050 055 0.61 068 077 089
5 0304777 067 071 075 080 086 094
6 0297949 054 058 0.62 067 075 086
7 0322189 063 067 070 074 080 0.89
8§ 0424958 055 058 061 066 072 082
9 062 064 067 071 076 085

Tab. 3.2 - Percentis da distribuicao de U e a diferenga
entre os valores esperados de E(Z (i+1))—E(Z(i))=M(i)

Fonte: Trecho da tabelzs de Kapur e Lamberson [h9] =

= < -
ponto representsz & virgula decimal.



- 177 -

Isso alias esta muito consistente com a

prévia que tivemos no Exemplo 2.2 utilizando um julgamento

subjetivo a partir da analise grafica.

e [*o™o | Mo | fenTo %%ﬁ
1 22000 0,998798 1,068252 0,127833 0,119666

2 25000 10,126631 0,577339 0,182323 0,315796

K) 30000 10,308953 0,422 889 0,095310 0,225379

4 33000 10,404263 0,356967 0,058841 0,164835

5 35000 10,463103 0,334089 0,395896 1,185001

6 52000 10,859000 0,349907 0,191891 0,548406

7 63000 11,050890 0,449338 0,501256 1,115544

8 | 104000 11,552146

Tab. 3.4

conclusao
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Na nossa analise grafica subtraimos de cada obser-
vacao 19600 e concluimos que Os dados resultantes seguem a

lei de Weitull com dois parametros.

Na Tab. 3.5 temos os dados arrumados e os calcu-

los para executar o teste de aderencia.

W | o™ @ | *an™w ﬁ%al()—l)x(—l)
2400 7,783224 0,810930 0,7592
5400 8,594154 0,655407 1,1352
10400 9,249561 0,253449 0,5993
13400 9,503010 0,139113 0,3897
15400 9,642123 0,743791 2,2263
32400 10,385914 0,392301 1,1212
43400 10,678215 0,665108 1,4802
84400 11,343323
Tab. 3.5

Para esse caso temos U = %%%%%% = 0,63.
Olhando na Tab. 3.3 dos valores criticos de U ve

se que a estatistica calculada nao seria significante a 95%
ou mesmo ao nivel de 90%
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3.3 - ECONOMIA NO TEMPO DE TESTE DEVIDO A CENSURA DO TIPO II.

Pode-se achar a reducao do tempo de teste devido a
censura do tipo II para a distribuicao de Weibull baseando-
se no trabalho de Danziger [161].

Aumentando-se o tamanho da amostra n acima do nﬁmg
ro requerido de falhas r pode-se ter uma economia no tempo
de teste.

Epstein e Sobel [26],como um critério para o tama-
nho da amostra para o teste da vida média sob a suposigao de

vida exponencial,utilizaram a razao

o
E(T ®*P)y L n-i+1
Seon = 1(‘,n ) -2 $(3.20)
’ exp T
B ) 1

onde E(Tieﬂw € a duracao esperada do teste para as r primei

ras falhas entre n.

Quando no planejamento de experimentos sob a supo-

sicao de Weibull, Mann sugere a razao

Mediana(Tr n)
p = 2 $(3.21)

Mediana (T )
£, T

0 mais simples entretanto € considerar a razao

E(T
A = __(Li $(3.22)

T,Nn
E(Tr,r)
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onde agora E(T. ) € a duracao esperada do teste até ocorre

rem r falhas entre n observacoes sob a suposicao de Weibull.

Deve-se agora utilizar a conhecida relagao entre a

Weibull e a exponencial

- (exp) |1/8
Tr,n [Tr,n $(3.23)
e a distribuicao de Tﬁeip) dada em Epstein e Sobel [26] le-
va-nos a
nF1 § it !
E(T. ) =1(J6TE+1) ) (-D” G P (3.24)
T,Nn T B8 = 1-1 (n-r+i)1/B+1 |

Nas Fig. 3.2 aeb temos o comportamento de A, p CO-

mo uma fungao de B, T e n.

Os graficos das Fig. 3.2 a e b sao indicativos

dos modelos para os outros valores de B.

Dessa forma no lugar de consideragoes para minimi-
zar o custo total ou global do experimento,(envolvendo ocus
to de amostragem, tempo para o experimento, custo da insta-
lacao para o teste, etc) parece mais razoavel escolher o n

no "joelho'" de cada curva.

Se o custo ou a disponibilidade de unidades € proi
bitivo poderia-se ao menos escolher n=r+l visto que isto
traz o maior decréscimo em E(Tr n) por um acréscimo unita-

3

rio de n.
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wc{?.“

40

! de r :
30 G »-~~-<...'v.....‘..5.4._.._,;

Valores de n

Fonte: Danzinger [16]

Fig 3.2.a

Razdo do tempo esperado de duragao para r entre n falhas pa

ra o tempo esperado para r entre r falhas.

Mann mostrou na sua tese de doutorado que(dr n)l/B

¢ uma boa aproximacgao de 0(6r n)l/Be ¢ também uma boa apro

ximacao para X .
g p r’n

Os valores de Sr @ estao na Tab. 3.7

3

Portanto,

il P(3.25)

T,Nn r,n



- Valores . —

<l R

Valores de n
Fonte: Danzinger [16]

Fig. 3.2b

Razao do tempo esperado de duragao para r entre n falhas pa
ra o tempo esperado para r entre r falhas.

-*(Exemplo 3.4 - Se tivermos n=8, r=6 da Tab. 3.7 temos que

66,8 = 0,497.

Se tivermos uma distribuicao de Weibull

economia de tempo comparada com o tempo esperado
n=r=6 €

com B=3 a

no c€aso

(0.497Y/3 = 0,79

Isto € ohteremos 6 falhas em 8 em 0,79 do tempo



que se leva para obter 6 falhas em 6 observagoes.

Danzinger [16] justificou essa aproximagao fazendo

um estudo numérico com o auxilio de um computador obtendo os

seguintes resultados em termos de intervalo

B Extremos em A
T,Nn
0,25 61/8-0 061<A_ <6 /8
g Tr,Nn r,n T1,Nn
0,50 s1/8_0,018<x _<sl/B
% r r,n
0,75 61/8 0,006<A_ <61/B
g T,n ,7 r,Nn
1,25 — 5,00 | 61/8 <a, <87 B+0,01
’ ? r n , r,n
Tab. 3.6
n - numero de elementos no teste
n r = ponto de termino do teste
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 112 13 14 15 16 17 18 19 20
1 [1.000
2 |0500 1.000
2 10333 0556 1.000
4 |o2s0 0389 0.591 1.000
5 10200 0300 0427 0.6'6 1.000
6 0167 024 0336 045 0635 1.000
7 |0142 0206 0278 0365 0479 0.650 1.000
8 |02 0179 0.237 0305 0.387 0.663 1.000
9 o111 0157 0207 0262 0327 0406 0513 0673 1.000
10 0100 0.141°0.183 0230 0.283 0345 0423 0526 0.682 1.000
11 0091 0127 0.165 0205 0.250 0.301 0361 0437 0.537 0690 1.000
12 0082 0.116 0150 0.185 0.224 0267 0316 0375 0449 0547 0696 1.000
13 [0077 0107 0.137 0.169 0202 0240 0282 0330 0.388 0460 0556 0703 1.000
14 10071 0099 0.126 0.155 0.185 0218 0254 0.295 0342 0399 0470 0.564 0708 1.000
15 |0067 0092 0.117 0143 0170 0.200 0232 0267 0307 0353 0409 0479 0572 0713 1.000
16 | 0063 0086 0109 0133 0158 0.184 0213 0244 0279 031& 0363 0418 0487 0.578 0717 1.000
1710059 0081 0103 025 0.147 0171 0197 0225 0255 0289 0328 0373 042 0494 0585 0722 1:000
18 |00S6 0076 0.0% 0.117 0138 0160 0.182 0208 0235 0.265 0299 0337 0381 0434 0501 0590 0725 1.000
19 |0.053 0.072 0091 0.110 0.130 0.150 0.171 0.194 0.219 0245 0275 0308 0345 0389 0441 0507 0595 0.729 1.000
20 0050 0068 0086 0134 0.122 0.41 0.161 0.182 0204 0228 0255 0284 0316 0353 0396 0448 0513 0.430 0732 1.000
Fonte: Kapur e Lamberson [Lt9] -
0 ponto representz & virgul= decimal
Tsb. 3.7 - Valores de $



"CAPTTULO 4
APLICACOES DO MODELO DE WEIBULL

4.1 - TEORIA DA INTERFERENCIA E CALCULOS DA CONFIABILIDADE

E muito importante saber calcular a probabilidade
que um componente, um subsistema ou um sistema falke quando

a resisténcia do material for excedida pela tensao.

Entenderemos por tensdo admissivel do material ou
sua resisténcia como aquela maxima na qual o material traba
lha dentro do regime elastico (ou semi-elastico ou plasti-

coO ) -

Representaremos a mesma por R.

Entenderemos como tensdao ou esforgo interno resis-
tente do material, aquele resultante dos esforgcos internos
solicitantes na massa da peca.

Representaremos a tensao por S.

Com o intuito de calcular a confiabilidade temos

que conhecer a natureza das v.a. R e S.
A partir da expressao geral para a confiabilidade
tiraremos algumas particularizagoes quando pelo menos R ou

S seguem a lei de Weibull biparametrica.

- 184 -
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Sejam f(s) e g(r) as f.d. de S e R respectivamente.

Entao,entenderemos por confiabilidade de um siste-

ma a probabilidade.

C = P(R>S) = P(R-S>0) H(4.1)
Na Fig. 4.1 temos uma ilustracao para o diagrama
da interferéncia.
g() 4
f(s)
g(r)
f£(s)

f(so)ds E\

\

N
e T
0 le————5 =J‘\\ds ou dr =
o
Fig. 4.1

A probabilidade de um valor de tensao cair em um pe
queno intervalo de largura ds € igual a area do elemento
ds.

P(s0 - 9§-ss SSO+%;) = f(so)ds P(4.2)
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A probabilidade de que a resistencia R seja maior
que uma certa tensao €:

P(R>so) = f g(r)dr P(4.3)
s
0

A probabilidade,para um certo valor de tensao cain
do nc intervalo elementar ds e a resistencia R excedendo a
tensao dada pelo intervalo elementar ds sob a suposigao de

qe a tens3ao e a resisténcia sao v.a.i.é dada por:

[oe]

f(so)ds I;g(r)dr
0

Agora a confiabilidade do sistema ou de um compo -
nente & a probabilidade que a resistencia R seja maior que
a tensao S para todos os possiveis valores da tensao S e por

tanto € dada por:

C = ro f(s) U‘” g(r)dr}ds $»(4.4)

S

A confiabilidade pode também ser calculada com ba-
se no fato de que a tensao deve permanecer menor que a re-

sistencia.

A probabilidade que a resisténcia R esteja dentro

do intervalo elementar dr &

dr dr
Pfr0 - > sRser + 77]

g(ro)dr *(4.5)
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e a probabilidade da tensdo ser menor que T, e

T
(o)

P(S<T1y) = [ £(s)ds $(4.6)

(oo}

Outra vez supondo que a tensdao e a resisténcia sao
v.a.i.a probabilidade da resistencia pertencer ao intervalo

elementar dr e a tensao S nao exceder T

0 e

T
(0]

g(ro)dr 1df(s)ds

Portanto a confiabilidade de um componente para to
dos os possiveis valores da resisténcia R é:

C = [_o:og(r) Urwf(s)ds]dr P(4.7)

Algumas outras expressoes para a confiabilidade

e
para a inseguranga ou precariedade ('unreliability')

podem
ser utilizadas e em certas circunstancias sao uteis.

A '"precariedade" sera representada por C' e defini
da como:

C' = Probabilidade de falha = 1-C = P(R<S) P(4.8)

Assim de (4.4) temos:



C' = P(R<S)

1 - [if(s) []mg(r)dr}ds

S

1 - J f(s)[1-G(s)]ds

o}

I G(s)f(s)ds $(4.9)

Na (4.9) G & a F.D. de R.

Alternativamente usando a (4.7) temos:

C' = P(RsS) = 1 —fwg(r)Urmf(s)ds] -

1 -J g(r)F(r)dr

-00

= f [1-F(r)lg(r)dr $(4.10)
onde F e a F.D. de S.
Chamaremos Y =R-S ® (4.11)de v.a. interferencia.
Entao
C = P(Y>0) $(4.12)

Se R e S sao v.a.i. maiores ou iguais a zero entao

a f.d. de Y sera:
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J g(y+s)f(s)ds para y=20
' 0
g = »(4.13)

J g(y+s)f(s)ds  para y<0
i

Dessa forma a precariedade & dada por:

0 0
¢ = [ noey - |

- o0

J g(y+s)f(s)dsdy P(4.14)
e

A expressao para a confiabilidade é:

c - [ noay = [ [ soesesrasay  pea.1s)
0 0 0

‘*{EXEMPLO 4.1 - Calculo da confiabilidade para a tensdo dis-

tribuida normalmente e a resistencia do material segundo a
Weibull.

Em vista da (1.1) a f.d. da Weibull triparamétrica
(extremamente flexivel e que pode assumir uma grande varie-
dade de formas) e

| TaT B
___ii__g (r—ro)B 1exp[-(6 _g ) ] $(4.16)
(6,-1) 1 tp

g(r) =

para rzr0>0

A f.d. de S (segundo a normal) tem a forma:
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(s-us)z}
e $(4.17)

202
s

f(s) = 52%7776Xpl}

para -«<s<« e onde ug € o sao respectivamente a média e o

desvio padrao de S.

Entrando na (4.9) e apos uma consideravel quantida
de de operacoes algébricas pode-se chegar a expressao

T —U 0,-r 0,-1 T,-U
; 0 "s 1,170 g 1., 1°0 0 "s-2
C' = P(RsS) = 1-N( ) - ( ) ljexp{-t - = (; )t+ J4}dt
O /fﬁ\ 9% 2" o 9%
P (4.18)

Na (4.18) note-se que oS parametros sao

0,-1 Tn-U
8, B = 1 O’ A = 0 s
Os Os
ToTHg o s-1
que N( ) e a F.D. da normal f(s) e que t = ;
O Bl-ro

Através dos métodos de integracgao numérica pode-se
obter a (4.18).

Suponhamos que se tem uma mola que foi projetada de
tal forma que a precariedade seja 10_4

0 material de que é feita a mola tem uma resisten-

cia que segue a Weibull triparametrica com os parametros
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( - libras _ .
{B =3
8. = 130000 psi

(=

Suponhamos ainda que a carga agindo sobre a mola

tem distribuicao normal com (C.V.)S = gﬁ = 0,02.
3

E possivel com esses dados e com o auxilio da Tab.
4.1 obter os parametros da tensdo normal permissiveis que

produzem a confiabilidade especificada.

Representemos oS parametros por

Ty~Hg 100000-—500S

rA= s
I Os
4'
0.,-1
B = 1 "0 _ 130000-100000 _ 30000
o g 0

Portanto (B = 0, 3A+15

Da Tab. 4.1 ve-se que quando A = 0,6 e B = 15 a
probabilidade de falha (precariedade) € exatamente 0,0001.

-

O valor exato de B para A = 0,6 e:

B =0,3-0,6+15 = 15,18




produzindo

_ 30000 - .

Os 15,18 1,970 psi
s .

by T 90z - 98500 ps1i

Pode também ocorrer o caso inverso quando conhece-
mos u. € 05 (por exemplo us=100000kPa e OS=1OOOOkPa onde

103E§Wt0n5

2
m

(por exemplo 8=2,0 e 61=550000kPa).

1kPa = e Pa & a abreviatura de Pascal) e B e 0,

Fixando-se um valor para a precariedade pode-se a-

char o parametro da resisténcia minima ry-

Suponhamos que a precariedade deve ser 0,0002, en-

. 0)-T _ 550000-1,
o s 10000
— o [A - 45-B
ro-ug  T9-100000
A = 5, T T0000

A Tab.4.1 mostra que para B = 45 e A = 0 obte-
mos a probabilidade de falha requerida de 0,0002.

Igualando A a zero temos: Ty T 100000 kPa




b
7
=)

30

A

O ponto representa

s virgula decimal

15 20 25 35 40 45 50 55 I n= :_oc'
8 .0011 .0005 .0003 .0002 .0001 .0001 .0001 .0001% .0000 .0000
.6 .0017 .0008 .0004 .0003 .0002 .0001 .0001 .0001! .0001 .0001
4 0025 .0011 .0007 .0004 .0003 .0002 .0002 .0001: .0001 .0001
2 0035 .0016 .0009 .0007 .0004 .0003 .0002 .0002' .0001 .0001
0 10049] .0022 0012 .0008 .0006 .0004 .0003 '"0002] .0002 .0002
—.2 0067 .0030 .0017 .0011 .0008 .0006 .0004 0003 .0003 .0002 Lo Hs
—.4 .0089 .0040 .0023 .0014 .0010 .0007 .0006 .0004 .0004 .0003 T o
—-.6 0116 .0052 .0030 .0019 .0013 .00I0 .0007 .0006 .0005 .0004 e
—.8 0149 .0067 .0038 .0024 .0017 .00I12 .0010 .0008 .0006 .0005 o 0|
—1.0 0188 .0085 .0048 .0031 .0021 .0016 .0012 .0009 .0008 .0006 s
—-14 0284 0128 .0073 .0047 .0032 .0024 .0018 .0014 .0012 .0010
—1.8 .0407 .0185 .0105 .0067 .0047 .0034 .0026 .0021 .0017 .0014
—22 0557 .0254 .0144 0093 .0065 .0047 .0036 .0029 .0023 .0019
—-26 .0733 .0336 - .0191 .0123 .0086 .0063 .0048 .0038 .0031 .0026
—~3.0 0935 .0431 .0246 .0158 .0110 .0081 .0062 .0049 .0040 .0033
=34 1159 0538 .0308 .0198 .0138 .0102 .0078 .0062 .0050 .0041
—3.8 .1406 .0658 .0377 .0243 0170 .0125 .0096 .0076 0062 .0051
—42 1671 0789 0453 .0293 .0205 “0151 0116 .0092 .0074 .0061 b, Bul ~ fubsia
—4.6 .1954 0930 .0536 .0347 .0243 0179 .0137 .0109 .0088 .0073 da precariedade
=50 2251 .1082 .0626 .0406 .0284 .0210 0161 .0127 .0103 .0086 C' para o caso de
=55 .2640 .1286 .0748 .0486 .0341 .0251 0193 .0153 .0124 .0103 R com Welbull tpi-
—6.0 .3043 .1504 0879 .0573 .0402 .0297 .0228 .0181 .0147 .0121 parametrica e S com
—6.5 .3457 1735 .1020 .0667 .0468 .0346 .0266 .0211 0171 .0142 distribuigdo nor-
—-7.0 .3876 .1977 .1170 0767 .0539 .0399 0307 .0244 0198 .0164 mal
=80 4713 2490 .1493 0985 .0695 .0516 .0398 0316 .0256 .0212
—9.0 .5525 3032 .1845 .1226 .0869 .0646 .0499 0396 .0322 .0267
—10.0 .6285 3591 2222 .1488 .1059 .0790 .0611 .0486 .0396 .0328
A\B 10 15 2 25 30 35 40 45 50 55
.8 .0001 .0000! .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 = 3
< 60003 0001] .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
~ 4 0004 .000T .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
2 .0005 .0002 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
.0 0008 .0002 .0001 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
=.2 0011 .0003 .0001 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
~.4 0016 .0005 .0002 .0001 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
—.6 .0022 .0007 .0003 .0001 .0001 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000
-.8 .0030 .0009 .0004 .0002 .0001 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000
—1.0 0041 .0012 .0005 .0003 .0002 .0001 .0001 .0000 .0000 .0000
—14 .0069 .0021 .0009 .0004 .0003 .0002 .0001 .0001 .0001 .0000
—1.8 0111 .0033 .0014 .0007 .0004 .0003 .0002 .0001 .0001 .000I
=22 .0169 .0051 .0022 .0011 .0006 .0004 .0003 .0002 .0001 .0001
=26 .0247 0075 .0032 .0016 .0009 .0006 .0004 .0003 .0002 .0002
—3.0 .0349 .0106 .0045 .0023 .0013 .0008 .0006 .0004 .0003 .0002
—34 0475 0145 0062 .0032 .0018 .0012 .0008 .0005 .0004 .0003
—3.8 .0630 .0193 .0082 .0042 .0024 .0015 .0010 .0007 .0005 .0004
—42 0815 .0252 .0108 .0055 .0032 .0020 .0014 .0010 .0007 .0005 | Fonte: Kapur e
—4.6 .1031 .0322 .0138 .0071 .0041 .0026 .0017 .0012 .0009 .0007 | Lambersor [49]
=50 .1279 .0404 .0173 .0089 '.0052 .0033' .0022 .0015 0011 .0008
=55 .1634 .0524 .0225 .0116 .0067 .0043 .0029 .0020 .0015 .001l
—6.0 .2037 .0665 .0287 .0148 .0086 .0054 .0036 .0025 .0019 .0014
—6.5 .2485 .0828 .0360 .0186 .0108 .0068 .0046 .0032 .0023 .0018
=70 2973 .1013 .0443 .0230 .0134 .0084 .0057 .0040 0029 .0022
—8.0 4039 .1454 0645 .0336 .0196 .0124 .0083 .0059 .0043 .0032
—9.0 .5165 .1985 .0897 .0471 .0276 .0175 .0117 .0083 .0060 .0045
—10.0 6269 .2600 .1202 .0636 .0374 .0327 0160 0112 0082 .0062
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-*(EXEMPLO 4.2 - Calculo de confiabilidade para o caso em que
resisténcia e tensdo estdo distribuidas segundo a Weibull

triparamétrica.

Sejam agora f(s) e g(r) as f.d. de S e R com a for

ma

R s-s S s-s, B
£(s) = 62(_9_0) exp[-( 5 Oy S] P(4.19)
S S S
para s <s<e
B. T-T B -1 T-T Br
g(r) = e_r(_e__o) T exp[—( 5 0) ] P(4.20)
T T L T

<Tr<co

para r,<

(é obvio que f(s) e g(r) sao nulas para outros valores de s

e r respectivamente).

Da (4.10) vem apos algumas operagoes

1
® 0. B. T,-S
C' = P(R<S) = I e_texp[-[—e—{t s 06 01 S}d‘cﬂ(4.21)
s S
0
Na (4.21)
T-T
t = (5P
T

Os valores da integral (4.21) foram calculados por
Lipson. Sheth e Disney [59] e[60] em 1967 e 1969, Brown e

Rutemiller [&1 apresentam inclusive um programa em FORTRAN IV.
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'*(EXEMPLO 4.3 - A resistencia distribuida segundo Weibull tri
paramétrica e a tensao tendo a distribuicdo do menor valor
extremo do tipo III cuja F.D. &

s-§_ B
F(s) = 1—exp[-( 5 5) S]
s

para Gsss<w, es>0, BS>O.

A partir da (4.4) ou (4.7) pode-se chegar a expres
sao da confiabilidade

© 6_~6_4ant-r, B8
_ 0
C =j e texp[-( 5 ) r]dt P(4.22)
0

J’EXEMPLO 4.4 - A resistencia tendo a distribuicdo do menor va
lor extremo do tipo I com F.D.

r-§

G(r) = l-exp[—exp( err)]

para -«o<r<w, 6r>0
e a tensao com a Weibull triparamétrica dada pela (4.16).
Entao a expressao para a confiabilidade &

@ 0 1/8 §_-s
C = J e texp[—expgi(t ot re O)]dt P(4.23)
0 T s '

sendo que na (4.23)

. t = (S-SQ)BS
eS
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JEXEMPLO 4.5 - A resistencia tendo a distribuicao domaior va
lor extremo do tipo I e a tensao tendo a distribuicaode Wei

bull triparaméetrica.

Se a F.D. do maior valor extremo do tipo I tiver a
forma
-4
Or

G(r) exp{-expl - ( Ly1}

para -o<r<®, 9r>0

entdo a expressao para a confiabilidade e:

exp{—t+[e—— ant - 5 1 S}dt P(4.24)

. [w Br 5r-50 B
(0] S S

Na (4.24)

t = exP[;(rgir)]

‘*(EXEMPLO 4.6 - A resisténcia tendo a distribuicao de Weibull
triparamétrica e a tensao S com a distribuicao do maior va-

lor extremo do tipo I cuja F.D. &

S

F(s) = exp\—exp[—(séés)]‘

para -o<s<, es>0
Entdo a expressdo para a confiabilidade é:

S

exp{-t—exp[-(gz t T4 5 )1}dt &p(4.25)

jm 6 1/3 rojﬁ
0 S S
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A (4.25) e calculada atraves de processos de inte-

gracao numérica e os detalhes estdo na dissertacao para ob-

onde

tencao de doutorado de Taraman [911].

Um trecho da tabela que da a (4.25) esta na Tab 4.2

= 2,0

e t =

==

rO )Br
167

B

A

1.00

1.25

1.50

1.75

2.00

2.25

2.50

275

3.00

3.25

-1.50
-1.00
-0.50

0.00
0.50
1.00
1.50
2.00
2.50
3.00
3.50
4.00
4.50
5.00
5.50
6.00
6.50
7.00
7.50
8.00

0.178603
0.328603
0.495244
0.645980
0.764035
0.848077
0.904361
0.940039
0.963476
0.977644
0.986357
0.991686
0.994935
0.996911
0.998112
0.998841
0.999234
0.999553
0.999716
0.999814

0.246742
0.400397
0.558153
0.694329
0.798071
0.870719
0.918896
0.949767
0.969131
0.981119
0.983481
0.992980
0.995722
0.997389
0.998403
0.999018
0.999393
0.999617
0.999755
0.999838

0.315060
0.466387
0.612944
0.735081
0.826195
0.889205
0.930678
0.957133
0.973682
0.983911
0.990186
0.994019
0.996353
0.997773
0.998635
0.999159
0.999477
0.999669
0.999786
0.999857

0.380320
0.525570
0.660169
0.769356
0.849499
0.904385
0.940300
0.963129
0.977379
0.936176
0.991568
0.994560
0.996865
0.998084
0.998824
0.999273
0.999546
0.999712
0.999812
0.999873

0.440771
0.577873
0.700669
0.798207
0.868891
0.916929
0.948217
0.968050
0.980409
0.988030
0.992699
0.995548
0.997283
0.998338
0.998978
0.999367
0.999603
0.999746
0.999833
0.999886

0.495690
0.623713
0.735350
0.822555
0.885110
0.927363
0.954781
0.972121
0.982912
0.989561
0.993632
0.996116
0.997628
0.998547
0.999105
0.999444
0.999650
0.999774
0.999850
0.999896

0.544978
0.663717
0.765068
0.843179
0.898752
0.936100
0.960262
0.975516
0.984997
0.990836
0.994409

0.996589.

0.997915
0.998722
0.999211
0.999508
0.999689
0.999798
0.999864
0.999905

0.588889
0.698572
0.790585
0.860725
0.910290
0.943464
0.964873
0.978367
0.986747
0.991905
0.995061
0.996985
0.998156
0.998868
0.999300
0.999562
0.999721
0.999818
0.999876
0.999912

0.627850
0.728948
0.812561
0.875722
0.920106
0.949711
0.968776
0.980778
0.988227
0.992808
0.995611
0.997320
0.998359
0.998991
0.999375
0.999608
0.999749
0999835
0.999887
0.999918

0.662353
0.755456
0.831552
0.888602
0.928503
0.955042
0.972102
0.982831
0.989485
0.993577
0.996079
0.997604
0.998532
0.999096
0.999438
0.999646
0.999772
0.999849
0.999895
0.999923

Fonte: Kapur e Lamberson [49]
Z ponto representa & virgula decimsl

Tab. 4.2 - Confiabilidade quando a tensao S € distribuida com o

maior valor extremo do tipo I e a resistencia R tem

distribuicao de Weibull triparamétrica sendo
)
s

A

0

STk =
=5 e B
S

¥p
5

S
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Analise semelhante a essa na obtencao da confiabi-
lidade tem merecido muita atencao e as dificuldades da inte
gracao numérica tem sido superadas com o uso dos computado-

res.
Existem assim outras combinagdes para as distribui
coes de R e S e entre elas podemos citar a normal, a lognor

mal, a gama, as de valor extremo (maior ou menor valor) ge-

rando as mais diversas expressoes para a confiabilidade.

4.2 - FATOR DE SEGURANCA

Chamaremos de fator de seguranca F a razao

ool
i
2>

(4.26)

Trataremos o fator de seguranca F como uma v.a.

Sejam ainda Hg» U, € Hg OS valores medios de F, R

e S respectivamente e Of, 7, € 0, 0s respectivos desvios pa-

droes.

Entdo da desigualdade de Bienaymé- Chebyshev temos

P(|F-a|<e)=1 -

BLCE-al}" P(4.27)

Fazendo a=kuf e a-e=1 pode-se obter a expressao

u%[(C.V.)%+(1—k)2]
P(lstZkuf—l)z 1 - - ¥ Q(4,27b)
ue-1
f
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onde
o
f
(C. V), = —
f Me
Em vista da definicao de confiabilidade (4.1) temos
C = P(F=z1) P(4.28)
Da (4.27b) e(4.28) vem:
uf[(C.V.)f + (1-k) %]
Cz1 - - P(4.29)
(ka_l)
A (4.29) da assim o extremo inferior da confiabili
dade.

0 maior extremo inferior e obtido se minimizarmos:

uzf[(c.v.)§ +(1-k) 2]
w = P(4.30)
(kuf_l)z ‘

em relacao a k.
Temos:

. =_2uf3 [(C.V.)2 +(1-K)2]  -2u2 (1-K)

9 + = 0
(kpg-1)° (kye =1) *

donde o valor critico é
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Uf[(C.V.)% it LU=
K* = P (4.31)
Uf—l

32w
ok?

o que garante que k* minimize w.

A

calculada nesse ponto k* € sempre positiva

De (4.29) e (4.31) temos:

uE(c.v)_fc-

C>1 - P(4.32)
u%(c.v); + (ue-1)7

sendo esse o maior extremo inferior para a confiabilidade.

Da (4.32) pode-se também obter

P(4.33)

1
T
£
1-(c.v.)fV1‘_3-—E

As equacoes (4.32) e (4.33) representamas relacoes
desejadas entre a média do fator de seguranca, O coeficien-

te de variacao do fator de seguranca e a confiabilidade.

A (4.33) da o extremo inferior em ue que assegura-

ra a probabilidade de achar F tal que o membro da esquerda,
da (4.27b)seja C.

Uma outra forma para se obter esses extremos € atra
vés da utilizacao da série de Taylor.

Dessa forma de (4.26) vem:



5 UI? H
ue = ?— + 5 O D (4.34)
S S

it
Na obtencao da (4.34) considerou-se apenas os dois
primeiros térmos da expansao em série de Taylor.

H
Se representarmos E£ por fC que chamaremos de fa-
s
tor de seguranca central da (4.34) vem:

e S £ [14(C.V.)2) $(4.35)

Por outro lado

- g[RY] = 2 [1 PRt
E(F2) E[SZ] E(R?) a3y

wnwFEnN
et

ou
o2 :
0% +ul = (o2 +u?) [“} + 3 5] $(4.36)
S S
De (4.35) e (4.36) temos:
{[1+(C.V.)2 I[1+3(C.V.)2 I-[1+(C.V.)2 12}/
(C.V.)g ¥ 2 =

1+(C.V.)?
’ $(4.37)

De (4.28), (4.29), (4.37) e executando a derivacao
como fizemos anteriormente chega-se a expressao:
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2 2 2 % *_ 212
fC{[l+(C.V.)r][1+3(C.V.)S]*'k (k 2)[1+(C.V.)S] }

C>1- -)(4.38)

* 273312
{k fc[1+(C.V.)S] 1}

onde

£201+(C.V.)211+3(C.V.)2I[1 +(C.v.)2171 -1
k* = C T S

2 -
fC[1+(C.V.)Sj 1

A (4.38) da o extremo inferior da confiabilidade
em termos do fator de seguranga central fC e dos coeficien-
tes de variacao da resistencia R e da tensao S, respectiva-
mente (C.V.)r e (C.V.)S.

As equagoes (4.32), (4.33) e (4.37) podem ser com-

binadas e obtem-se

1
f > P(4.39)
C

1+(C.V.);-{[1+(C.V.)§][1+3(C.V.);]-[1+(C.V.)§]}‘/2 i

Desprezando os termos de ordem trés ou superior em
(C.V.)r e (C.V.)S da (4.39) vem:

> 1 .
£ > - & (4.40)

C , \ \
1+(C.v.)2 -[ (C.v)2 +(Cv)? ] Y
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A (4.40) fornece o menor valor para o fator de se-
guranca central com probabilidade de go menos C de achar o

atual fator de seguranca no intervalo

* 2 —
1<F<2k fc [1+(C.V.)S ] ~1

Uma outra forma de obter a (4.40) € aplicar a for-
mula de Taylor diretamente a (4.26) e obter

~ Or T
of ® o $(4.41)
e
Dai
g _ L(C.V)Z+C.v.)2 11/2
(C.V. e % S=r B P (4.42)
B 1+(C.V.)2
0 k* que da o maior extremo inferior da (4.29) e

dado pela (4.31) e assim gypstituindo a (4.35) e a (4.42)na
(4.31) vem:

f [(C.V.)%2 +(C.V.)2 ] ¥
K* = c s T +1(4.43)

[1+(C.V.)? J{f ri1+(c.v.)? 1-1}
S c s

Substituindo na (4.29) os valores de Mg (C.V.)f e
k* dados pelas equacoes (4.35), (4.42) e (4.43) respectiva-
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mente temos:

fé[(C.V.)Sz +(c.v.)r2] 4

€21 - (4.44)

2 2 2 2 q_712
fc [(C.V.)S+(C.V.)r ']+{fc[1+(C.V.)s 1-1}

A (4.44) da o extremo inferior em C dados fC,KLV})S

e (C.V.)r.

Se utilizarmos a (4.33) teremos:

1

122 =
1+(C.V.);‘ —[(C.V.); +(C.V.)i‘ ] V-IJ_-_PC—

que €& a propria (4.40).

£ 2

Deve-se observar que a (4.32) e (4.33) nos dao 0sS
extremos exatos enquanto que a (4.38) e (4.39) nos dao os ex
tremos aproximados, isto em vista do fato de que substitui-

mos uc € (C.V.)f pelos seus valores aproximados dados pela

série de Taylor.

Baseando-se nas equagoes (4.33), (4.39), (4.40) e
(4.44) normalmente constroem-se nomogramas que podem ser u-
sados pelo engenheiro para estimar a confiabilidade de um
certo projeto e estudar o fator de seguranca e a variabili-
dade das v.a. resisténcia e tensao.

-*(EXEMPLO 4.7 - A resisténcia de um componente tem distribui-

cao de Weibull com os parametros
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rro = 54.10° ;; (resisténcia minima do componente)
| BE2 (parametro de forma)
[0 = 72+10° i% (parametro de escala)
A tensao agindo no componente segue lei normal
com media Mg = 54-105ﬁ% e desvio padrao og = 1,8-10° i%

Dessa forma (C.V.) = 1&;

n

0,03335. ..

Vamos calcular fC e G,
Inicialmente calculemos € o

Da (1.13) e da (1.10) temos:

6 6 1 ~ 6 N
M. = 54:10°+(72-54)+10°T(1+5) = 69,9510 i
m
2 = (18-10%)2 [T 2, 1-rzd + 1 ] :6953-106£
Or = ) . (7 )“ (7 ) = ) mz
Portanto
(c.v.) = Y89.53 = 5 179]
L 69,95 :

Portanto



Da (4.44) temos:

1,2952(0,119%2+0,033%) -
Cz21 - =0,774

—_—

1,2952(0,1192+0,0332)+[1,295(1+0,0332)-1]?

Podemos entretanto, em vista dos resultados do Exem

plo 4.1 obter a confiabilidade exata.

Temos

Le-se diretamente da Tab, 4.1 . a precariedade

c' = 0,0049

Portanto temos a confiabilidade

(@]
]

1-C' = 0,9951




4.3 - PRODUGAO DE ENERGIA ELETRICA A PARTIR DA VELOCIDADE DO VENTO.

Os geradores eletricos baseados no vento ja foram
sugeridos algumas dezenas de anos atras.

O maior construido estava operando em Vermont,EUA.
e foi construido em 1941.

Quebrou e nao foi arrumado pois os custos do petro
leo e do carvao eram baixos.

Agora a coisa esta mudando...

E bastante desejavel a analise de sistemas elétri-
cos eolicos(S.E.E.).

No Brasil por exemplo na Universidade Federal da Pa
raiba esta se construindo o inversor para o catavento e o La

boratorio de Energia Edlica esta em fase bem adiantada.

Analisaremos a viabilidade do desenvolvimento do
S.E.E.

Potencia do vento em watts é dada por:

1
P =3 pAV P(4.45)
Na (4.45)
V & a velocidade do vento em %

"JA e a area exposta em m?

- : P k
lp € @ massa especifica do ar em —%
m
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A massa especifica & uma funcdo da pressao, tempe-

ratura e da umidade relativa através da expressao.

_1,2029 (Pr7Py) | 273
760 T

(4.46)

Na (4.46) temos:

P. = pressao em pym de mercurio (Hg)
P, = pressao do vapor de agua
T = temperatura em graus Kelvin (OK)

A potencia do vento & convertida em poténcia meca-
nica com uma eficiencia Cp a qual € transmitida a um gera-

dor atraves de uma transmissao mecanica com eficiencia n

m
a qual & convertida em eletricidade com eficiencia My
, A saida elétrica & entao:
\
= p
P, = Cpfp Mg Py $(4.47)
Os valores otimos para as eficiencias que a

parecem em (4.47) sao:

c. =20,4
P

n, = 0,9
n =0,9
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o que da uma eficiencia global de 32%.

Entretanto os valores experimentais atuais prova-

velmente nao sao maiores que 25 a 30%.

Isso ira variar com a velocidade do vento, como ti

po de turbina do vento e com a natureza da carga.

Para um dado sistema, Pw e Pe variam com a veloci-

dade do vento como esta mostrado na Fig. 4.2.

Potencia P
A w
P
r e
V
’ velocidade
Vv il d
0 0 vento
\Y v v Y
c r £
Fig. 4.2

Na Fig. 4.2 ¥ € a velocidade que permite come-
car o fornecimento de eletricidade, V. ¢ 'a velocidade em que
pode se atingir uma poténcia de saida constante e Ve € a ve
locidade final na qual a maquina € fechada para protege-1la

do vento.
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Assim a medida que a velocidade do vento aumenta de
um valor baixo, a turbina, esta apta a ''conquistar' e sobre

pujar as perdas mecanicas e elétricas.

4.3.1 - ESTATISTICA DO VENTO

0 vento & uma fonte de poténcia altamente variavel
e existem varios metodos de caracterizagao dessa variabili-
dade.

Talvez o mais comum seja através da curva da dura-
cao da potencia.

Esse & um bom conceito porém ndo & facil escolher,

V. € Vv para uma dada localidade.

Um outro método & usar a representacao estatistica
e em particular o modelo de Weibull biparametrico dado pela
(1.3) ou (1.4).

Assim adotaremos que a velocidade do vento segue a
Weibull com f.d.

<

- B
£(v) = £GP expr-1h (4 .48)

|

0 parametro de forma B em experimentos levados a e

feito nos Estados Unidos posicionou-se entre 1,3 e 3.

Assim em vista da (1.9) pode-se achar que

1,11u, s6<1,13 1, P (4.49)
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Dessa forma o parametro de escala 6 & diretamente
proporcional a velocidade média do vento e & uns 12% maior
que esse valor.

Existem,como se discutiu no capitulo 2 varias for
mas para estimar os valores de B e 6 a partir de resulta-
dos amostrais.

Uma vez que o vento € descrito por uma distribui-
cao de probabilidades, um projeto de um gerador elétrico

edlicoprecisa também ser acompanhado de técnicas analiti -
cas.

Potencia de saida média, fator de carga, etc pre-
cisam e podem ser previstas analiticamente.

4.3.2 - FATOR DE ENERGIA DO VENTO

A potencia média do vento & dada por:

Moo= 2 oA f V3£ (v)dv $(4.50)
w 0
em watts
A (4.50) pode também ser colocada na forma:
| uo = Lopesr(1 +3) (4.51)
w 2 B Ak
A potencia elétrica média gerada &
V. >,
= l 3 l 3
UK ZOA [V Cpnmngv f(v)dv +20ACpnmngvr L f(v)dvep(4.52)

c T
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A variacao de Cp, N e ng com V deveria ser inclui

da para estudos economicos detalhados para especificas tur-

binas de vento em localizacoes onde f(v) € bem conhecida.

Normalmente f(v) nao e conhecida de forma adequada
e assim para se obter resultados razoaveis atribui-se valo-
res médios as eficiéncias e leva-se as mesmas para fora da
integral (4.52).

Dessa forma a poténcia elétrica média pode ser es-
crita como:

Mg = k [87+5,] $(4.53)

Na (4.53) temos

v
_ T
1 L_ v3f(v)dv (obtida através da integracao nume -

¢ rica).

9p]
I

) v; J f(v)dv =93(%?)3exp[—(g5981

Vi

o
|

1
= 5 pAC nyn

g 27 pmg

Definiremos como fator de energia do vento (F.E.V.)
a grandeza

$(4.54)
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V.
Pode-se escolher v, ou 7; para maximizar o F.E.V.o

que permitira que o S.E.E. produza o maximo de energia por

unidade de area do rotor.

O rotor e a torre representam ao menos 80% do cus-
to total do sistema de forma que o maximo de energia por u-
nidade de area correspondera bem perto ao custo minimo por
kWh.

Na . Fig. 4.3 temos os graficos para o F.E.V. para

os varios valores de B e Vc=0’5 V..

2,0}
Valores de B
1,6+
1,2
0,8}
0,4 |
0 Velocidade do vento
__«/_4 il 1 1 1 ) 1 1 1 - .
1 1,4 1,8 2,2 2'6’ nominal padronizada
v
Fonte: Johnson [44] : Tr

Fig. 4.3 - Grafico para F.E.V. quando v.=0,5v,
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Assim se temos um local onde B=2,8, a energia pro-

V.
. S - - I r
duzida por wunidade de area e maximizada se T = 1,5

Como 921,12uv, a velocidade do vento nominal (ra-

ted wind speed) sera 1,7 vezes a velocidade meédia do vento.

v
. T
As curvas variam bem pouco com — de forma que pa

ra 8=2. nao existe uma grande diferenca da saida de energia

para velocidades do vento entre 1,36 e 1,96.
Isso torna o problema de planejar bem simples.

Para valores baixos de B, F.E.V. & significativa-

mente maior e os picos ocorrem para valores mais altos de

Se B8=1,2 o maior F.E.V. & 2,27 ocorrendo em %§=3,4
Esses grandes valores sao devido ao fato de que
grandes valores para B tendem a reunir-se em uma faixa rela
tivamente estreita., enquanto que valores baixos de B tendem
a dispersar as velocidades do vento, permitindo dessa forma
uma grande percentagem de altas velocidades do vento que tem

uma quantidade desproporcional de potencia.

Nao se deve entretanto esperar que com ventos de ve
locidade acima de %=2 a distribuicao de Weibull descreva bem

o fenomeno.

Dessa forma projetos envolvendo uma velocidade de

vente acima de 2¢ devem ser analisados com muito cuidado.
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Abaixando o v. para 0,4 V.. teremos um efeito rela-

tivamente pequeno sobre as curvas da Fig. 4.3.

Isto aumenta o F.E.V. em torno de 8% e deslocao pi
co levamente para a direita e a mesma filosofia de projeto,

continua podendo ser aplicada.

4,3.3 - FATOR DE CARGA (F.C.)

Existem ao menos duas restricoes no projeto de uma

turbina de vento.
Uma & a maximizacgao da poténcia média de saida.

A outra € encontrar a necessaria exigencia para o
F.C.

Define-se o F.C. como

H 51+,
£ o= e o S & (4.55)

u .
e, nominal

onde S1 e S2 sao aquelas da (4.53).

A4

Na Fig. 4.4 esta o grafico de £ em fungao de 7;

A medida que cresce a velocidade nominal do vento
aumenta a potencia média, porém nao tao rapidamente como a

potencia nominal .

. Dessa forma o F.C. diminui de 0,5 atée 0,2 ou menos

quando 7; crescer de 1 ate 1,8 ou mais.

O F.C. tem uma grande importancia se o gerador es-
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ta sendo usado por exemplo para a irrigacao e de uma forma

assincrona.
F.C. fc“
!
0.6 }
0,4 |
i

r—

O_JL/&' 1 ) 1 1 1 ' 1 AR VT

1 1,4 1,8 2,2 - velocidade do
vento nominal

Fonte: Johnson [44] padronizada

Fig. 4.4

v
- T _
F.C. em relacao a 7;-o§de Ve O,SVr

Na pratica, em irrigacao, o F.C. minimo & da ordem
de 0,6 o que implica em uma penalidade substancial na ener-

. . Vr
gia em vista de ter que operar com 7;<1.

-*(EXEMPLO 4,8 - Na Tab. 4.3 temos alguns dados do estado de
Kansas - Estados Unidos tirados do trabalho de Johnson [uk]

Note-se que apenas algumas leituras por ano foram
acima de 40 nos (20,6 m/s) de forma que somente velocidades

de 40 nds ou menores sao consideradas.

Os parametros de Weibull B e © foram calculados ca

da més e entao tomada uma media.
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Utilizou-se a (4.53) para obter H, na altura do a-
nemometro.

1 : )
Os fatores >p € Cpnmrg foram tomados como iguais a

0,0835 e 0,25 respectivamente o que da uma densidade da po-

~ . SFy watts . o B .
tencia media em ——— para uma turbina com uma eficiencia

m2
global de 25% localizada numa corrente de ar com temperatu-
ra e pressao padroes.

Com o intuito de fazer comparacoes tomou-se vf=18

nos (9,3m/s) e vt=9n65 (4,65m/s) .

A coluna que chamamos de ''densidade de potencia cal
culada' foi obtida de (4.47) supondo que o vento mantem - se
em estado. estacionario ou fixo dado pelo '"ponto'" registrado

até que a proxima observacao seja atingida.

Velocidades do vento abaixo de 9 nos nao geram Po-
tencia enquanto que acima de 18 nos geram uma poténcia que

corresponde a velocidade nominal de 18 nos.

Pode-se ver da Tab. 4.3 que a densidade de potég
cia média obtida pela Weibull a partir dos valores estima-
dos de © e B & em média 6% menor do que a densidade de po-
tencia calculada.

Considerando a qualidade dos dados originais e ava
riabilidade inerente do vento, € uma concordancia bastante a
dequada.

Um fator de correcao pode ser aplicado observando-

= 0 - . -
se @ razao ;— que € teoricamente por volta de 1, 12 como ja
v

foi destacado anteriormente.
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Como se ve na Tab. 4.3 se a razdo & menor que
1,12 a densidade da poténcia de Weibull & menor do que a den

sidade de potencia calculada e em caso contrario é maior.

A vantagem de se utilizar a distribuicao de Weibull
no lugar de nao fazer nenhum enfoque probabilistico esta mos
trada nas tres ultimas colunas da direita da Tab.4.3,

V

2= r - .
A razao 5 € determinada e para cada caso usando-

se a Fig. 4.3 pode-se achar a razio
vmaxima

Isto indica o quanto poderiamos ganhar mudando a
velocidade do vento nominal do valor arbitrario de 18 nés

para algum outro valor nominal.

Pode-se tambem ver que em cada caso a densidade da
potencia meédia & pelo menos 0,80 da o6tima, o que implica que
uma dada turbina do vento & conveniente para uma amplitude
bem larga de regimes de vento.

Esta observacao pode ser muito util no casode uma

situagao de producao em massa.
A Fig. 4.4 e entao usada para determinar o F.C.

que varia de cerca de tres para um de uma regido para outra
de Kansas.

O F.C. pode ser aumentado reduzindo-se v, € com is
so reduzindo-se o F.E.V.

No estudo das turbinas de vento alguns outros fato

res sao importantes e entre eles destacaremos.

I - Efeito da altura
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Pode-se adotar que

- - (22‘31/7 $(4.56)
0 0
onde v & a velocidade do vento prevista a altura z e v e a

velocidade do vento medida com O anemometro a altura Zy-

Os parametros 6 e B da Weibull ,ambos mudam com a
altura.

0 efeito analitico da altura sobre a poténcia gera
da & bem dificil de ser determinado.

Baseando-se na (4.52) e (4.56) pode-se tomar apro-
ximadamente que :

m
. (2
n(z) = (ZO) ue(zo) P (4.57)
onde pe(z) e pe(zo) sio as poténcias medias respectivamente

nas alturas z € ZO‘

0 expoente m foi calculado para diversas velocida-
des nominais para cada uma das estacbes de observacao de

Kansas.

Um grafico de m em relacao as diversas velocidades

nominais esta na Fig. 4.5.

11) - Variacao sazonal da potencia do vento

Na Fig. 4.6 temos a variacao da potencia média em
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Russel.

Esse grafico ilustra uma das dificuldades com 0s
S.E.E., a grande variabilidade de més a més.

ITI - Variacao diaria da poténcia do vento

A potencia do vento também tem uma variacdo diaria
como mostrado na Fig. 4.7 .

Pode-se ver que a potéencia média varia de cerca de
0,8 da potencia média anual nas primeiras horas da manhi até

cerca de 1,2, da poténcia média nas horas da tarde.

Isso € menos do que a variacao tipica da demanda de
carga para as utilidades eletricas.

Expoente do fator

A

o

de altura m

0, 5p

o (=]

- -

[ o

T T T T

0,21 D
B E
0,1}
8 10 12 (m/s)
0 4 1 1 1 o
1 I ! 3 =
16 20 2% velogldade do _vento
Fonte: Johnson [44) nominal em nos
Fig, 4.5

Variacao do expoente m
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Na Fig. 4.5 temos

(A) - Kansas - Leste - Verao

(B) - Kansas - Leste - Outono e Inverno

(C) - Kansas - Oeste - Verao

(D) - Kansas - Oeste - OQutono e Inverno
Kansas - Leste - Primavera

(E) - Kansas - Oeste - Primavera

Poténcia gerada
normalizada
111‘ ~ -

1,2

1,0 |-

0,8 1 -

0,4 |

-

?
=
)
V7]

1
J F M A M J J A S O ¥ D

Fonte: Johnson [hh]

Fig . 4.6

Potencia gerada normalizada em Russel de 1950 - 1967, 1970 - 1973, com

altura do anemometro a 29 pes.
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1Je W
A ‘m2- Q
601112
4049,8
20 40,4
0 B e I e S e S
0 03 06 09 12 15 18 21°  Hora do dia

Forite: Johnson [bb,:l

Fig . 4.7

Densidade de potencia média e potencia média normalizada na cidade de
Dodge (1948-1961) - altura do anemometro a 58 pés.

'*KEXEMPLO 4.9 - Em Russel, Kansas esta instalado um S.E.E. pa
ra fornecer energia elétrica com 60 Hz, com nenhum tipo de

armazenamento.

A velocidade do vento nominal & vf=10m/s e a velo

cidade de entrada e VC=5m/s.

A altura efetiva da turbina de vento € de 30m e a

eficiencia global & de 25%.

A graduacao do gerador & de 200kW o que correspon-

de a um rotor cujo diametro € de 41m.
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0 custo combinado do rotor, torre e da terra supoe

se que seja 100 u.m. por metro quadrado do rotor.

Adota-se também que o custo do gerador eletri-

co, dos interruptores de circuitos e das interconecgoes @
de 100 u.m. por KkW.

Com uma area do rotor de 1300 m? o custo total & de

150000 u.m. ou 750 u.m. (y p, = unidades monetarias) .

kW
Esse valor & bem mais baixo que 0 Caso atual da
S.E.E. porém pode ser tecnicamente possivel dado que esse

projeto pode atingir producao em massa.

Na Fig- 4.8 temos a densidade de potencia media
em Russel a Vr=10m/s e uma altura do anemometro a 29 pes
(8,8m) & de 40 .

mZ

A densidade de potencia sazonal ¢ estimada da Fig.

4.6
A densidadé de potencia media nos meses de margo,a
bril e maio € 40(1’25+13’23+1’05) = 47—w;.
m

0 expoentede altura m para essa regiao de Kansas

na primavera & 0,235 para vr=10m/s.

Assim da (4.57) vem:

u

e,primavera _ (30) 47 = 630
2
A



Yo \
A Go
P Weibull
4o}
Calculado /)r\~
301
20}
10}
8 10 12 (m/s)
O_W ll lr 1 T — v
16 20 24 r

(nos)
Fonte: Johnson [ub]

Fig. 4.8

Densidade de potencia média em Russel
(1950-1967) e (1970-1973)
Anemometro a altura de 29 pés

Continuando o processo para os outros meses obtem-

se:

H - .
e.,media _ s W
A m?
Dessa forma a energia anual é:
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kW

m2

E = 0,056 .1300m2 8760h = 6,38:10° kWh

Dividindo-se a energia anual pelo investimento te-

mos 4,25 kWhpor u.m. investida.

A taxa desejada de retorno determina o custo PoOT
kWh.

Se a nossa u.m. fosse o dolar teriamos que OS Cus-
tos assumidos na elaboragao de S.E.E. nao sao ainda presen-
temente competitivos. Entretanto com alguns fatos como 0 au
mento do custo do combustivel e o decréscimo dos custos das
S.E.E. pela producao em massa, 0S MESMOS podem se tornar com
petitivos. E possivel que se desenvolvam bons sistemas de
armazenamento e que n6s permitam ter uma base de creédito

maior ainda para a potencia do vento.

- ALGUMAS CONCLUSOES -

A distribuigao de Weibull tem uma grande versatili
dade pois pode assumir uma grande variedade de formas ao se

variar 6, 8 e ¢.
Tem entretanto também as suas limitacgoes.

Assim contrarliamente ao que “"popularmente' se acre
dita existem também muitas situagoes nas quais a distribui-
cdo '"nao se ajusta bem" e precisamos procurar um outro mode

lo entre aqueles indicados na Fig. 1.2

A assimetria e a curtose (que sao indicadores da
forma da distribuigao ) possuem valores que as Vezes nao se

pode atingir com a distribuicao de Weibull por mais modifi-
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cacoes que se faca nos seus parametros e nesse caso devem
ser usadas outras distribuicoes como a gama Ou lognormal,

pois essas podem atingir essas posicoes.

Felizmente, na grande maioria das aplicagoes de En
genharia a distribuigao de Weibull estd suficientemente pro

xima para fornecer uma indicacao razoavel.

As vezes deve-se usar os seus casos particulares
que seriam as distribuicoes exponencial e a Rayleigh.

O metodo de estimagdo grafica, rapido e "fortemen-
te'" visual pode ser usado para a distribuicao de Weibull dan

do-lhe uma grande vantagem nas suas aplicagées.

E verdade que existem muitos '"candidatos" para as
possiveis representacoes graficas e se a escolha & critica,
entao fica-se em dificuldade, porque nao existe uma escolha

que seja a correta.

E também uma técnica bastante pobre em certos ca-
sos a estimacao de vida minima & atraves de métodos grafi-

cos quando o método de Dubey, por exemplo deve ser emprega-
do.

Quando o tamanho das amostras completas ou censura
das & pequeno, o procedimento grafico pode produzir viés,
particularmente ao se estimar percentis baixos da distribui

cao.
Infelizmente a estimativa de percentis baixos de pe
quenas amostras € muito mais uma regra do que uma excecao »

nas aplicacoes de Engenharia.

Nesse caso, sem duvida o melhor procedimento e aque



le de estimar os parametros atraves dos E.M.V.dos ML.E . LT L
dos M.E.L.N.V., etc.

Feitos esses calculos, pode-se executar a represen
tacdo no papel de Weibull usandc os parametros estimados e
as estimativas dos percentis tirados do grafico serao bem

mais precisas.

Concluindo, obtido o modelo a sua aplicacao aos pro
blemas de confiabilidade de sistemas pode ser feita e esta-

remos aptos a controlar o projeto de Engenharia.
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amostra aleatoria

curva caracteristica de operacgao

coeficiente de variacao

estimador de maxima verossimilhanca

estimador de maxima verossimilhanca modificado
estimador nao viciado de variancia minima

erro quadratico medio

fator de carga
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fator da energia do vento
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melhor estimador linear invariante
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