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CAPITULO l

INTRODUÇÃO - O FQDELO DE WEIBULL

1.1 - GENERALIDADES SOBRE MODELOS

Modelos de um ou de outro ti.po são senpre necessá-
rios.

Os modelos são de importância vital em todosos tra
tamentos intelectuais e são usados bem mais frequentemente
do que se pensa.

O modelo é sempre, até certo ponto, umavariação de
uma coisa ou de um processo da vida real, cujo comportamen-
to desejamos prever

Por exemplo o engenheiro aerodinâmico usamodelos e
um túnel aerodinâmico para estudar seus projetos.

Esse é um MO(ürZo .físico.

A pessoa que usa modelos pode ser levada a erros
trenendos caso se limite apenas ao modelo.

Um modelo feito .''em cima da perna'' pode ''parecer''
que se ajusta confortavelmente mas ''a prova do bolo esta em
como-lo''.

Os modelos devem ser verificados - algumas vezes '
repetidamente.

l
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O que se necessita é de um modelo que permita prg
ver com sucesso o que se passa na situação do mundo real

Neste trabalho. iremos desenvolver um mo(kZo mat;ema-

t;2lco .

No modelo matemático, que constitui a maior abs-
tração com relação ã situaçãoU#bi :ÜÜÜdo real o simbolismo ê
usado para representar fatores de uma situação do mundo re

.j'iyCijX ]ii] !')J](l®! n . "111i0''laT'f!

Os símbolos podem então ser manipulados no lugar
dQS objetos físicos

'i Quando. a comple#i.dade da situação em estudo requgl
rer matemática, que esta além das técnicas conhecidas ou
quando a maltemãtica for muito complicada e demorada para
ger útil. modelos simulados podem ser estabelecidos e uma .g

lt:..t) :llt...j:l)iat'r'.l ?..::''' h. ' ' .*&i.i
proximação da situação da vida rea'.I' é obtídà 'pdt meio de ijh
computador

b DBJI.l.iE.-J .(;miJ .r;l'íla' ''11: .. .Ütt 'j',=:e ; '}.Íâ.;+r,fí: .

HÜiüí Jlc: J ,) odeljl.o slilu.lado. .pol:lF representar a:s equaçoes
ma
.;L.

temáticas' pertinentes ao problema db :Êo rma'semelhante ao dó
. . ' . 'í aVS l(T é?ünlbt$ê9b oi

modelo matemat ico .
9 0l:tbÜ S U C)lilás Í::.):::3 ..,..)'ilr:')'T'l o nirí:íinz

Entretanto no lugar de tentar resolver as equa-
ções pela obtenção de soluções õtimas elabora-se uma série
de experiênci.as, simulando-sd, assim o comportamento do mo

delo sob circunstancias diferentes

Com os computadores é possível simular uma gran-
de variedade de condições e simplesmente escolher decisões
(ou tirar parâmetros) que se comportam melhor

Não hã, com efeito, garantia de que osmelhoresvg
lotes ou decisões tenham sido achados

Em todos os casos, o objetivo da construção de mg

]
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delos é prever algum aspecto do funcionamento do sistema em
estudo.

Ê por isso que os modelos são tão importantes para
a tomada de decisões

A tomada racional de decisões exige a previsão do
comportamento.

Os modelos fornecem essa relação.

O modelo que iremos desenvolver é o modelo de IVei-
bull fundamental para a ConftabÍZicü(ü.

A Confiabilidade contemporaneamente tem sido enten
dada como a ciência da previsão da estimação ou otimi.zação
da probabi.lidade de sobrevivência, da vi.da média ou, de uma

forma mais geral da distribuição de vida dos componentes ou
s i s temas .

A Cona.abilidade embora considerada por muitos co-
mo uma mera aplicação da P]'obab Z .:hde e da Bstat;t'stÍca para
uma classe especial de problemas estimulou o desenvolvimen-
to de novas áreas na Estatísti.ca

Assim entre outras coisas apareceu a teor'Ía (ü I'eno-
oaç?ao.

Acreditamos que um ótimo modelo (talvez o melhor l
té agora conhecido) para a Confiabilidade é o modelo de We.i
bull

Ernst Hjalmar Wallodi Weibull físico sueco que nag.
ceu em Wittscovle em 18/6/1887 (Suêcia) apresentou em 1939
esse modelo no planejamento estatístico sobre fadiga

O artigo origi.na] tinha o tÍtu]o ''A Statistica].
Theory of the Strength of Materiais'' e apareceu numa revis-
ta sueca



4

Mais tarde apareceram artigos do próprioWeibull em
revistas americanas [97] e [98]

Anualmente devido a aplicações as mais variadas a
distribui.ção de Weibull esta se tornando a mai.s popular fa-
mília paramétri.ca.

J. Kao14õ] e]ç7] utilizou a mesma em 1958 para a
descai.ção de falhas em válvulas eletrõnicas.

Antes de ser usada em testes de vida a distribui-
ção de IVeibull era conhecida pelos estatísticos como a d:j:a-
tribui.ção do tipo 111 de Fi.sher - Tippett ou ainda como a
terceira di.stribuição assintótica do valor extremo nome que
apareceu em 1958 e deve-se a Gumbel [31]

DaÍ para frente o número de contribui.ções foi tre-
mendamente grande e os resultados serão discutidos nestetra
balão.

Inicialmente podemos destacar a importância de Wei
bula em relação por exemplo a exponencial devido a sua fle-
xi.bi.lidade pois pode representar tanto a taxa de falhas cres
cente como descrescente como ainda constante (que é o caso
da exponencial)

A distribuição de Weibull pode num caso particular
também ser a distribuição de Raylei.gh que é tão importante
na área de telecomunicações

Como muitas falhas encontradas na pratica,especial
mente aquelas pertencentes a partes não elétricas temuma ta
xa de falhas crescente (isto devido a deterioração ouao deg.
gaste) a distribuição de Weibull é útil para descrever Rode
los de falha desse tipo.
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Porém a distribuição de Weibull entre outras coi-
sas também tem sido usada na analise de falhas em componen'
tes eletrõnicos, esferas de rolament.os, aparelhos com semi-
condutores, células foto-condutoras, motores e capacitores,
em vários organismos biológicos, em situações para testc-
psicológicos, na anãli.se da resistência a corrosão, no está:
do das falhas por vazamento de baterias e pilhas, Fiã anali-
se das devoluções de artigos após o seu envio, no tempo de
vida esperada de drogas, assim como no estudo da resistên-
cia a ruptura e desgaste dos mais diversos tecidos.

Analisaremos as distribuições de Weibull bi.paramé'
trica e triparamétrica.

Surgirão .aí, grandes dificuldades para a estimação
dos seus parâmetros.

Discutiremos muitos dos métodos desenvolvidos para
a estimação pontual e por intervalo.

Isso seta feito no Capítulo 2.

Utilizaremos inclusive na estimação têcni.cas com
anostras incompletas ou censuradas

No Capítulo 3 analisaremos alguns testes estatísti
cos.

Finalmente no Capítulo 4 daremos algumas aplicações
atuais na área da Engenharia ou seja no calculo do fatos de
segurança de uma estrutura e no projeto de uma turbina para
uti.lizar a velocidade do vento.

1.2 PROPRIEDADES ESTATÍSTICAS DA DISTRIBUIÇÃO DE WEIBULL

A f.d. da v.a. T seguindo o modelo de IVeibull com

três parâmetros ou triparamétrica tem a forma
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b #.''': .-(HI., »'
f(t;01'B,6) : f(t) +(1.1)

0 para t<6

caIR B> 0, 01 >(5>,..0

Na (1.1) temos a seguinte denominação pata os par.!
metros

B + parâmetro de forma ou o declive da Weibull
Ol-' parâmetro de escala ou vida característica
6 -+ parâmetro de localização, de vida mx'numa, de garal

tia ou de ''soleira'-

A F.D. é obtida de (1.1) através de i.ntegração
B

1 - e 6i:T)' para t>ó

F(t; Oi'B,ó) ; F(t) :'l +(]..Z)
0 para t<(5

Como a distribuição triparamétrica pode ser sempre
convertida em uma de dois parâmetros através de uma simples
transformação linear usaremos a distribuição de Weibull bi-
paramêtrica para a analise das suas propriedades.

Se fizermos ó;0 (ou t.=t-.5 e 0=0.-.5 ) teremos
da distribuição de Weibull bi.paramétrica

a
f.d
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para t>0

f(t) + (1 . 3)

para t<0

0>0, B>0.

TT\+Anv'Bn. a F DSa

l
F (t)

0

fadeA taxa rre

3) obter

lhas que deco

h(t) : ã (T)í3 1 para

a qual i.rã decrescer no tempo se B<1,
constante se B=l

A função de confiabilidade é

c(t)

Dessa forma a vida confia
ção de sobreviventes Y=1-p é:

t. : O]ln Q)]l/B

para t)0
+(1. 4)

para t<0

de (1.3) e (1.4) é

t>0 +(1 . 5)

crescer se 13>1 e seta

para t>0 +(1 .6)

correspondente a propor=,,. l

+(1 . 7)
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O k-ési.mo momento em relação a origem da distribui.
ção de IVeibull é

t

p k .k ro....ã) +(1 . 8)

com k=1,2,3, e onde F(r) xr-le-xdx
0

Portanto a média e a variância da distribuição de
Wei.bull são:

Ç ' .ro ,'-à) +( 1 . 9)

r: o 'àil +(l . lO)

O parâmetro de forma B, como o próprio nome indica
determina a forma da distri.bui.ção.

A medi.da que ígcresce, a média da distribui.ção aprg
xima-se da vida característica 0 e a variância aproxima-se,
de zero como esta mostrado na Tab l.l

Tab.l.l -- Média e variância das di-stribuiçoes de I'eibull

com urã função de parâmetro de forma B.

P Media/0 V ar iânc ia/0 2

     



A assimetria e a curtose para a distribuição de
Weibull podem ser obtidas a partir da (1.8)

us-3u2ul'zhP 3 . 1''04)-sra'''#r0*P ,.2 I'3Q''à

P;-.-;, :l ;': k'':$-í'.:$1 ;':
( Coeficiente de assimetria )

uà -4uàui' 6uà (ui) - 3 ni) '
[p:- (ui) 2 ]'

+(1.11)

rO '{)-4rO '{)rO '})'óro 'â)r'o 'Ê)-sr'' i'>
rro .{) - r:Q '{) ]'

( Coeficiente de curtose ) +(1.12)
ós valores dos coeficientes de assimetria e curto

se para os diversos valores de íi estão na Tab. 1.2

' à)'õro ' {)r: o

Tab.1.2 - Assimetria e cwtose para a distribuição
de Weibull

# p.ssiMETRI A CURTOSE

 
6,619
2,000
0,626
0.454
0.026

-0,062
- 0,333
-0,905
-!.ooo
-2.000

87,72
9,00
3,28
2,672
2.742
2,925
2,938
3,624
9.000

25,0(D
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A distribuição normal tem coeficiente de asse.metria
zero e curtose igual a 3.

Verifica-se que a distribuição de Weibull aproxima
-se bastante da normal quando o parâmetro de forma (B) esta
entre 3,5 e 4,0

Essa é alias a base para se poder através da tVei
bull aproximar a normal ou vice versa

Na Fi.g. 1.1 temos as vãri.as formas da distri.bui
ção de IVeibull onde o parâmetro de escala (0) é tomado co
mo unidade

f(t)

Fig. 1. 1

Distribuição de Weibull para os diferentes valores de B e 0=1

f'
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0 parâmetro da escala o , ajuda a localizar a dis-
tribuição ao longo do eixo Ot

Isto pode ser facilmente percebido considerando a
F.D. dada pela (1.4)

Fazendo t =0 vem :

F(t=O) l-e

Podemos então concluir que para qualquer distribui
ção de Weibull a probabilidade de falha anterior a t:0 ê i.-
qual a 0,632

Dessa forma o divide sempre a área sob a f.d
0,632 e 0,368 para todos os valores de B.

E por isso que 0 é chamada de o{(ü caract;ez'Zst;ica.

Para a Weibull triparamétrica as únicas diferenças
ocorrerão nos parâmetros de posição.

em

Assim

E(X) U
l

6''' (oi-6) r(i'''{) +(1 . 13)

Pode-se também achar que a moda MO é

MO 6'(01-6) (1-;) 1/ B +(1 . 14)

A mediana bda é

Md (ol-6)(In2)l/B +(1.].5)

A distribuição de Weibull é uma entre asmuitas dis-
tribuições e a interligação entre ela com as demais esta il:
década nas Fig. 1.2 e Fig. 1.3.
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Lognormal Hipergeo
metrica Geometrica Weibu].].

.disc

Norma]. Binomia]. Binomia].
negativa

Bernoulli Poísson Poisson
truncada

Uniforme Beta

Normal quidratica Erlang

i'íanguiul Quj.-
quadpadol Gama

F'isher
Arcoseno

Lap].ace Exponen
cia].

Student
(t) '\ J;:],.'"

Normal.
padr'ao

Ce.uchy

Ray].eigh

2 - Relações entre as distribuições
f.(i. de menor extremo f.d. de maior extremo

TIPO l

y = in x

TIPO lll
!Veibull

TIPO ll

TÔPO ll Tipo lll

Fig. 1.3
Relações entre as distribuições de valor extremo
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1 . 3 AMOSTRAS COMPLETAS, CENSURADAS UMA VEZ E PROGRESSIVAMENTE

Os dados dos quais podemos retirar estimativas poB
tuais e por intervalo dos parâmetros de uma distribuição de
Weibull assim como da confiabi.lidade, são obtidos dos chama
dos teor;es cb DÍcÜz, isto é, uma amostra de n unidades da popu-
lação de interesse é colocada dentro de um ambiente o mais
similar que se possa para cada uma das unidades cln expert
tentação e um ou mais esforços são aplicados sobre os mes-
mos

Caso tenhamos n observações, isto é todas as unida
des fa].harém, diremos que se obteve uma an08tz'a c017pZeta.

e

Se o teste de vida terminar num instante especifi-
cado tn antes que todas as n unidades tenham falhado dure
mos que se trata de um teste de vida com censzzz'a ou {nte2'z'zip-
Fão do t;ipo J

Di.remos que realizou-se um teste de vida com c?enszz:

z.a oa {nt;erz,zxpç?ão :b ltípo .rl quando o mesmo termo.nar no instante
em que ocorrer uma particular falha, digamos a r-ésima fa-
lha (rsn)

Na censura do tipo l o número de falhas e todos os
instantes de falhas são v.a., enquanto na censurado tipo ll
o número de falhas é considerado fixo e as v.a. sao os ins-
tantes de falhas.

A censura ou interrupção pode também ser. conduzida
p2''ogz'essÍpanent;e, isto é,' as unidades podem ser retiradas do
teste de vida no decorrer da duração do teste

Dessa forma a censura ocorre progressivamente em k
estágios nos instantes tj. onde ti>ti-l' i:1,2,..'.,k e no i-
-ésímo estágio de censura ri unidades amostrais seleciona -

Q
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das aleatoriamente dos sobreviventes são removidas da anãli
se posterior (após o instante t.i)

Dessa forma se n é o tamanho total da amostra e r
o número de unidades que falharam

k

:!: ': +(1 . 16)

As vantagens da utilização de amostragem com enter
rupção progressiva foram discutidas por Cohen [io]



CAPITULO 2

ESTll@ÇÃO PONTUAL E POR INTERVALO DOS PARÂMETROS DA WEIBULL

2. 1 ESTIMAÇÃO ATRAVÉS DE TÉCNICAS GRÁFICAS

A estimação gráfica dos parâmetros e a previsão a
través do gráfico tem uma grande aplicação na pratica

A simplificação que se. obtém pelo uso de gráficos
em papel de probabilidade é uma s:ÍlzpZÍflcaç?ão uÍsz4aZ.

O papel de probabilidade transforma uma distribui
ção curvilínea em uma linha Teta

Se a analise é puramente analítica não existe ne
nhum sentido em uti.lizar um papel -com escalas especiais.

Em geral existem três diferentes finalidadesque pg
dem ser atendidas.

1) - Como um teste para verificar se os dados da amostra
indicam que o universo é do tipo prescrito.

15
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Supõe-se ou aceita-se que o universo é do tipo
prescrito sòmente se os pontos locados tendem a se alinhar

2) O método gráfico pode ser usado como uma forma rãp.L
da para obter aproximações(geralmente razoáveis) pg
ra as estimativas li.neares não viciadas dos parâme-
tros de uma distribuição.

3) Extrapolação gráfica em um dos extremos.
Essa é a finalidade mais comumente utilizada ao se
representar dados provenientes de universo de valor
ext remo .

É claro que essas finalidades podem se sobrepor

Uma representação gráfica dos dados fornece uma com
preensão fácil para o leigo.

É extremamente Úti.l no caso específico da Weibull
para detectar desvi.os na estimação da vida mini.ma 6 e ajuda
na tomada de decisão se os dados são ou não de uma Weibull

Não se pode contudo esperar que os estimadores dos
parâmetros defi.nados através de procedimentos gráficos, os
qual.s são necessàriamente subjetivos ,sejam tão eficientes na
estimação como os estimadores lineares que eles aproxi.mam.

Basicamente, com o intui.to de poder usar a estima
ção gráfica, deve-se fazer uma transformação na F.D.

Tomando logaritmos naturais de (1.4) obtém-se
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2n t : BlnlZnT:F(D-l'lno +(2.1)

a qual é obviamente do tipo Y : xX+A
e que teta como gráfico uma Teta no papel cujos eixos são OX
e OY

Dessa forma o papel de Weibull pode ser construído
graduando-se OY como Y:znt e OX como X=ln(Ini:F(i})

Além disso comumente reverte-se os eixos ou seja o
vertical seta OX e então 13 é o próprio coeficiente angular
da Teta que se obtém no papel

Na Fig. 2.1 temos um ''como'' de um papel de probab.L
lidade de Weibull

Se o papel da probabilidade de Weibull é utilizado
para a analise de falhas representa-se mundos eixos o ins-
tante ordenado da falha ti,n(tl,iFt2,n<.' ' '<tn,n representam
os i.nstantes ordenados de falha de uma amostra sob a supos.l
ção de que o especificado teste de vida contínua atê o ins-
tante da n-ésima falha) o qual é convertido ao logaritmo nZ

xi,n de ti,n e no outro eixo coloca-se alguma estima-
tiva pi,n de F(ti,n)

A estimativa da probabilidade pi.n é convertida pg
lo papel de probabilidade na variável reduzida.

vi,n ; I'ntl'nT::iiJ=--]
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100"Pi .n ss,=

95.0

Ç3:.0

7C.0

53,0

33.0

l.e,c'

5,Q

c.o

C,5

Fig.2.1 - Papel de probabilidade
de IVeibull

Esse método foi explorado pela primeira vez por J
Kao [u6] e [ç7].
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É verdade que jã em 1954 Chernoff e Lieberman [9]
faziam aplicações bastante semelhantes do papel de probab.i
cidade da normal

Para se obter p; . precisamos de alguns resultados
das distribuições de ordem. Suponhamos que XI,nsX2,ns

SXn.n constituem uma a.a. ordenada de uma população tendo
F.D., F(x) onde X é uma v.a. conta'nua

9

Representemos por Pi . a fiação da população que
falha antes da i-êsi.ma observação ordenada na amostra de ta
manho n

9

Vamos repartir essa população em três regiões con
forme mostrado na Tab . 2.1

Tab.2.1 - Partição da população

Região   l 2    
Limites da

regi-ao  
Probabilidade de
obter um resulta-
do na região  F(xi,n -'!dxi,n) f(x. )dx.

IPll l,n l-F(xi,n + ;dxi,n)  
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Para que o i-ésimo resultado X.i . ocorra na região
(2), i-l observações precisam ocorrer na região(]1) e n-i na rS
pião(11)

As regiões são consi.defadas mutuamente exclusivas,
e a probabi.lidade que cada observação caia em uma particu-
lar região ê constante

Nesse caso a distribuição multinomial éaplicãvel a
essa situação e a probabilidade que 4=1 resultados caiam na
regi.ão(!) , !!B na região (lê) e n-l na região (3) é dada por

(i-ll: l! (n-i):rF(xi,n)]t'lf(xi,n)dxi,nEl-F(xi,nJn'+(2.2)

Na obtenção da (2.2) ignoram-se os termos da ordem

A (2.2) é precisamente a distribuicão de Xi,n

Porém sabemos que

Pi,n : F(xi,n)

DaÍ vem:

f(xi,n)dxi,n dF(xi,n)

Portanto a probabilidade elementar é

---.--- Pi n(l-pi,n)n4api,n+'(2.3)

a

g(Pi,n)dPi,n
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Pi,n < l

A distribuição dada pela (2.3) é chamada nos tes
tes de vida de dÍst;zqbzz ç?ão de or(üm ou post;o.

Uma analise um pouco mais acusada indica que a f.d
da v.a. P4 . é a distribuição beta

3

Na Fig. 2.2 esta o gráfico dessa f.d. para os di
ferentes valores de .i para uma amostra de tamanho n=10

Pi.n

Fig.2.2 Distri.bui.ção de postos para lma amostra de tamanho lO
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É importante notar que na obtenção da distribuição
de ordem ou posto a única suposição feita foi a de que F(x)
era diferenciãvel

Assim a distri.buição de posto não se aplica exclu-
sivamente a distribui.ção de Wei.bull, porém seria igualmente
vã[ida para as distribui.ções ]ognorma]., Ray]eigh, exponenc.l
al, normal ou outras distribuições contínuas.

Como P; . é uma v.a. estamos frente ao problema de
escolher um único valor representativo de P; . para utili-
zar no papel de Weibull

)

9

Com essa finalidade consideraremos varias alterna
uvas.

A primeira delas é o valor médio de Pi,n

E(Pi,n) Pi,n (l- Pi,n)n'idpi,n

n= r (i'$1) F (n-i+l) i

(i.-l):(n-i): I'(n-i+l+i+l) n+l
+' ( 2 . 4 )

Isto significa que o valor médio da fiação que fa-
lha antes da i-ésima observação ordenada em uma amostra de
tamanho 2: é igual a ii o que difere significativamente de

leque seria uma estimativa natura] da F(xi,n)] para valo-
res pequenos de 3.
/

Uma segunda alternativa para o P; . seria o valorl

/

/'
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mediano, comumente chamado de posto ou ordem mediana

A sua obtenção jã é bem mais difícil

Consideremos a integral

g(Pi,n)dP i,n +(2 . 5)

onde a g(Pi,n) é dada pela (2.3)

O valor de i para o qual P:0,50 seta o valor media
no desejado.

A integral (2.5) pode ser escrita na

B;(i,n-i+l)

'xt'''' ' ,n-i+l)

C
As razões da beta incompleta lx(m,k) de hãmuito fo-

abuladas por Kar[ Pearson [87]

Dessa forma para vários valores de P:lÍ(i,n-i+l)os
es de í podem ser facilmente obtidos

Uma aproximação do valor do posto med

onde Bx(m,n) : ym-l(l-y)n'ldy é a função beta incompleta

forma

ram t

valor

dadacano e

+( 2 . 6)

n+0 . 4
+( 2 . 7)
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Uti.lizaremos essa aproximação em um exemplo

Nesse ponto temos dois possíveis
valor de F(x: .), são pela ordem

[) - o va]or médio dado por E[F(Xi,n)]

9

candidatos para o

l
n+l

i-0 ,3
h+O; 42) valor medi.ano dado por F (x: .))

Ambos os valores são encontrados em uso

O valor médio é utilizado porque a média é comumeB

te tomada como um valor representativo da amostra de uma di.g
tri.bui.ção.

Contudo em di.stribuições fortemente assimétricas co
mo ocorre com a maior parte das distribuições de ordemame-
diana pode ser o valor que descreve melhor a situação.

As distribuições de ordem são sistematicamente as- l 7
simétricas da direita para a esquerda a medi.da que sevai. do [
valor mais baixo para o mais alto da amostra

Dessa forma a probabilidade de um valor amostral
cair abaixo do valor médio é alta para os primeiros valores
ordenados da amostra e baixa para os Últimos valores ordena.
dos da amostra.

Isto implica no fato de que se a técnica de dese-
nho adotada é a do posto médio, a post-ção designada para a
primeira observação seta provavelmente muito alta e o posto
designado para a última observação muito baixa com sucessi-
vas mudanças no erro para as observações intermediárias
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Dessa forma o coefici.ente angular poderá ser sube2
tomado.

Alias esse é o argumento básico a favor da utiliza
ção de posições diferentes que os postos médios

Por exemp]o White [99] considera

Xi,n : I'nTi,n onde T segue a distribuição de Weibull, criam
do a chamada di.stribuição Zog-WeibuZZ e a seguir calcula

E(Zi,n) onde Z: . : :--F--- e)

{:
R,no

l
B

+( 2 . 8)

Alias se o papel de probabilidade não é usado,po-
de-se representar o i-ésimo logaritmo natural ordenado do
tempo observado da falha diretamente contra vi . que õ al-
gum valor característico da estatística de ordem reduzida

l

z .
l,n

O valor característico que normalmente se escolhe é
a média, a mediana ou a moda de Z: .)

Nancy Mann publicou também uma tabela de valores
esperados de Z; . [ 65])

Kimba[[E50] fez um estudo comparando 'b]gung'dos can
didatos as possíveis posições gráficas P; .

q
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Os resultados estão reunidos na Tab.2.2

Esses resultados baseiam-se em amostras completas
de tamanho 6 e consideram apenas a estimação do parâmetro
de forma É!.

Fonte; Kimbal1 [50]

Tab.2.2 - Comparação de Kimball para as posições
de desenho para estimar o parâmetro de
forma í3.

Convenções de desenho Vier/ B E.M. Q. /B '

1) vi,n : I'ntl'n r:i!--l; Pi,n : I'
0 , 2284 0 ,3011

2) vi,n : I'nlln T::ÉL--l; Pi,n : l 8
0 ,02 20 0 ,1 7 58

l x o

3) ví,n : Znlzn T::ilL--J; Pi,n : '''i' -0 ,0 547 0 ,1 54 3

4) vi,n : E[Zi,n]
0 0 ,168 6

5) vi,n : mediana de Zi,n 0 ,0632 0 ,1 928

6) vi,n : moda de Zi,n 0 ,1 91 6 0 ,269 2
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Se pudessem ser feitas generalizações com base no
trabalho de Kimball (Tab.2.2) diríamos que a convenção 3nos
dã o menor erro médio quadráti.co (E.Q.M.)

A[iãs Hazen [38] foi o primeiro a usar pi' i'1/2

Foi B[om [4] que recomendou o uso da posiçãode dg.
i-3/8

Pi,n ; -.---;
n+;

Como se pode perceber essa é a convenção mais prÓ
xima da 4ê convenção [E(Z; .)]

l

A convenção baseada.em pi.n : ] é frequentemente
usada pois'lvelmente porque iiiT é o valor esperado da F(Xi,#

A convenção baseada em pi.n igual ao posto mediano
da i-ésima estatística de ordem reduzida ( vi,n igual a medi

ana de Z: . = i,n '')é também usada e esse procedimento

foi descrito por Johnson [42].
9 [

Deve-se observar que todas as convenções de dese-
nho dadas na Tab. 2.2 são funções sòmente de .i e B. e não vg
riam com o número de interrupção l

Portanto a representação grãfi.ca que se discutiu a
placa-se tanto a amostras completas como a amostras que so-
freram interrupção ou censura

)FXWPLO Z.l
Cinco componentes foram colocados em um teste e ob

L
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serraram-se falhas nos instantes

67 , 1 20, 1 30 , 220 e 290

Vamos obter através do gráfico estimativas de
0 e B e daÍ uma estimativa para U.

É óbvio que estamos supondo que a amostraprovem de
uma população de IVeibull

Tab. 2.3

Observação

(i)

Instante de
falha ti,5

em horas

Posto
médio

l
Pi,5 : B

Convenção
de Hazen

p :.i=9.:j
i , 5 5

Posto med cano
aproximado

-:,; : iiy
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Embora as diferenças entre os valores dos postos mé
dio e mediano sejam numericamente pequenas, as Tetas dese-
nhadas podem diferir significativamente como um resultado da
escala utilizada no papel de Weibull

Nas Fig 2.3 a, b e c temos as três representa
çoes

0 problema mais grave da estimação gráfica ocorre
quando os pontos não caem em uma ''Teta perfeita'' devido ao
erro amostral e a melhor Teta precisa ser ajustada visual-
mente aos dados.

O procedimento de ajuste por mínimos quadrados po-
de ser utilizado, contudo isto faz com que se desvie do prg
põsito básico ou seja fazer a estimação gráfica

Da linha Teta básica que desenhou-se no papel de
IVeibull o í3 é está.mado pelo seu coeficiente angular

O papel que utilizamos tem a constante (que levaem
conta os módulos das escalas vertical e horizontal) i-gual a

k : 3,464

De s sa forma

dd VVk 3,464B +( 2 . 9)

onde d., e dh são as distâncias medidas em milímetros na ver
tical e horizontal respectivamente conforme indicado em qual
quer trabalho de Nomografia
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O parâmetro da vida caracterÍsti.ca 0 pode ser está
mado lembrando que F(t=0);0,632.

Dessa forma projetando o ponto 63,2% do eixodas or
denadas até o correspondente valor nas abscissas, obtemos y.
ma estimativa para 0 .

Nas Fig. 2 . 3a,b , c temos 0=190h

Alias fi.zemos isto mais ou menos de propósito para
perceber a variação no 11 e no u.

Tab. 2.4

A média calculada dos dados originais é

P
67+120+130+220+290 165 ,4

Convenção
de desenho Estimativa para o 13

EstiJnativa para o Li

ríi:ê.r(1 . {) ]

Posto médio ê=3,4õ4'êg. ; i,594 íi = i90r(i +lT'4.ç2 ; ].70,3

Hazen B:s,4ó4..Ê; ; i,87i íi = i90r(l+í:én) ; lõ8,7

Posto mediano
aproximado B : 3,464..Ê = 1,662 Íi = 190r(t+Í:Ê62) = ].ó9,7
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Como os erros gráficos são inevitáveis é necessá-
rio ressaltar que quando desejarmosprecisão devemos adotar
o método analítico.

t'EXnb,PLO Caso de vida m'mima não nula

Consideremos os dados da Tab. 2.5a na qual temos
a vida de rodas de esmeril medida em número de peças produ-
zidas

Vamos mostrar que o modelo de previsão da vida po
devia ser a Weibull triparamêtrica

Tab. 2. 5 a

Q

Número de
esmeril (i)

Peças executadas
pelo esmeril (tj.,8)
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Representando esses pontos no papel de Weibull com
a utilização do posto mediano aproximado temos a Fig.2.4a

/

Tab. 2.5.b

l Pi.8 : í : 8 .4 t i.8 ' 1 9. 600

l 0 , 08 3 2. 4 0 0

2 0 . 2 03 5.4 0 0

3 0 . 321 1 0. 4 00

4 0 ,44 0 1 3.4 00

5 0 . 56 0 1 5.4 00

6 0 ,67 9 32.400

7 0 ,7 98 43.4 00

8 0 .917 84.4 00
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Como se vê obter-se uma curva côncava

Nessas condições se o modelo de IVeibull for conve
dente, ele possui uma vi.da mínima que não é nula

Da (1 . 2) temos

In(l ) Bln(t-â) - Bln(01-6) +( 2 . 10)

Assim se subtrairmos a vida mínima de cada obser
vação t; . o resultado seria uma linha Teta)

Contudo, quando desenhamos sobre o papel de IVeibull
não podemos saber a pri.ori que a vida mz'numa produzira
uma curva.

Para o nosso caso particular sabemos que a DÍcüz 77á-

nÍma 5 esta localizada..entre zero e a ''leitura'' mais baixa
que é 22.000 peças.

Podemos escolher o valor mais baixo na amostra co-
co um estirador para a vida mínima porém esse está.mador é vi
ci.ado para cima (veremos isso no $2.3)

É mais conveniente seleci.onar um valor levemente

menor que o menor valor amostral, digamos 0,9tl,8

Nesse caso escolhemos arbitrariamente 6:19600

Usaremos esse ívalor como uma estimativa ini.cial e
iremos subtrair .5 de cada valor dos dados ori.ginais (veja a
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Tab. 2. 5 b.)

Deve-se então fazer um novo gráfico para esses da
dos

Se a primeira estimativa (5 é muito grande, o grãf}.
co apresentara uma curva convexa, caso seja muito pequena a
curva continuara ainda com o seu aspecto côncavo.

Normalmente é preciso aplicar o método das tentati
vas até que se chegue a uma situação de alzzste razoáoeZ.

A Fig. 2.4 b mostra que os dados ''arrumados'' da
Tab. 2. 5b ajustam-se razoâ eZmen% bem.

19600 peças

24500 peças
As estimativas dos parâmetros são

0 ,9 0

ã , 3.-3

44100 peças
á.: d .:

Se quisermos a função de confiabilidade estimada
então,em vista da (1.2) e (1.6) temos

õ«) : .'l'z I','o p,,, .;:'''.

Se for de i.nteresse por exemplo estimar gràficamen
te o ponto no qual logo das rodas de esmeril estarãogas-
tas pelo uso encontraremos da Fig. 2.4 b 2000 peças e so-
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mando esse valor à vida mínima estimada obteremos 21600 pe
ças

Atualmente devido aos trabalhos de Johnson [43Jtem
se desenvolvi.do muito a anal i.se gráfica com unidades retira
das do teste, usando os postos medianos.
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ESTIMADORES DE MÁXIMA VEROSSIMILHANÇA - E.M.V

ESTIMAÇÃO ATRAVÉS DO MÉTODO DOS MOMENTOS .

Estimativas analíticas dos parâmetros da distri.bui
ção de Weibull, quando todos são desconhece.dos, podemser ob
tidas através de um método i.terativo

O método frequentemente utili.zado é o da mãa#ma De
z.06s m Zhanç?a

A função de verossimilhança (F.V.) para amostras
completas de tamanho n no caso da Weibull biparamétrica é

L(tl,t2''''tn;B,0) : .nl {-(i\J') le
+( 2 . 11)

Fazendo 0P=0+ na (2.11) e a segui.r tomando o loga-
ritmo natural de ambos os membros, derivando e i-gualando a
zero obtemos o sistema

g9 : ? . :i:»':
l

I'n ti

+( 2 . 12)

32nl n l.=+..=.

Eliminando o 0* entre as duas equações e simplifi
bando obtemos
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. c'. l1=.L

- à : { :!::"-': +( 2 . 13)

Resolvendo-se a (2.13) obtemos o E.M.V $

Isto pode ser obtido com a ajuda de procedimentos
iterativos como o método .de Newton-Raphson.

DaÍ

ê. : .Ln + (2 . 14)

Para amostras censuradas uma única vez quer do ti-
po l quer do tipo ll a F.V. é:

:r B tiB-le 'lx].[[-F(tf)]n'r'»(2.15)1:].u

tBl

onde na censura do tipo l o tempo de término ou finalização
Jo teste é tf:t0 e na censura do tipo 11, tf:tr(como no mo-
mento não existe nenhum perigo de confusão evitamos a nota-
ção t. .) . Da (2.15) vem:!

gp- : { ' :!:«:':- E Ê:' «:': : .
+( 2 . 16)

ahl
a o-'" #J; }+*:' : .
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onde }jA'significa que a soma se estende sobre a amostra com-
pleta atribuindo-se aos n-r sobrevi.ventes o tempo de vi.da
tf isto ê tO ou tr

!Ê'tiBlnti .}.ti131nti+(n-r) tfBln tfl:J.

Em parti.cular +( 2 . 17)

i1litiB+ (n-r) tfB

De (2. 16) vem

>l+t i Í31n t i

E'+ t:'
à : + :!:'":: +( 2 . 18)

que pode ser resolvida para Í! empregando técnicas de Calculo
Numérico

Determinado B,pode-se obter 0* através da expres-
são

Õ* : .Llli'' +(2.i9)

No caso de uma amostragem censurada progressivamen
te em k estãgiosrver a (1.16)] a F.V. é

rC H ÍCt:)L li:l i=lE]'F(t: )] ]'
+ ( 2 . 20)

onde os t! são fixos, f(t) e F(t) são as f.d. e F.D. dadas
respectivamente através da (1.3) e (1.4) e C é uma constan-
te



44

De (2 . 20) temos

%P : Ê . :!,"-:: $ EM*:''..:
+( 2 . 21)

DI,nl .t ....l.. }'+
0 d' Q t2

onde >jA'+significa a soma sobre toda a amostra com
nidades meti.Fadas no instante t:*, tendo t:=t:'':l ' l l

Mais especi.ricamente

n:'":: : :Ê:::''«:.:$:,:*:''":

as r. u

+( 2 . 2 2)

{ .; '. } ,;.: '
i =1 ]- i=1 l l

Eliminando o 0* entre as duas equações (2 21) temos

}+t t; Bz«t' l l 1 1
lg r +( 2 . 23)

que pode ser resolvida dando o Í3

DaÍ vem
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:fvr +( 2 . 24)

Variâncias e covariâncias das está.mativas

A matriz assintótica das variâncias-covariânci.as
[M.A.V.C.] de B e 0+ é obtida invertendo a matriz de infor-
mação cujos elementos são valores esperados das dera-vadasde
2g ordem dos logaritmos da F.V. com o sinal menos (-) na
frente

H;,;*aBa

V(B) Cov (B ,0 * )

+(2 . 25)

.Cov (B ,0 * ) V(ê *).

32tnl

ao*aBjê,ê*

Na presente si.tuação parece mai.s apropriado aprox.l
mar os valores esperados pelos E.M.V
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Des s a forma teremos

.'lmostz'as eoP7pZeí;as

aB' :,.,:Ê't i:l
}

a)

(2n t:)t ll

32Ênl a 2 Ênl l
(8')z +( 2 . 26)

n 7.:= +----=.
(ê* ) ' (ê* )

82Ên L
2 ;:$: ::'

b) 4most;réis nt;e2'2'0mpicüs zma aBdIca t ez

E'+':' U«tP :

,J, #*:''". l
a21,n L

a B ao'* l. .
a2znl

+( 2 . 2 7)

32lnl
2

+

B

r 7
.:

(ê*) ' (õ*) ;a (ê* )
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c) 4most;ras {nt;ez'r0?7pÍdas pzogz'es8Zoanente

+'

Õ
$-.i.*Em. :ê . .«::, :

a 2 ÊnlDzl,nl

+B , 0

l }MtiBtnti +(2.28)

32tn L

a (o*) 'Jê, ê*
.=

(ê*) ' (ê*) :

Embora os resultados acima sejam validos, no senti
do estrito, sòmente para as grandes amostras, fornecem uma

aproximação razoável para estimar variâncias e covariancias
para amostras com tamanhos moderados.

Para amostras pequenas é necessário reconhecer que
os erros devido ao ''vies'' as vezes excedem em muito os erros
induzidos pela estimativa das variânci.as para amostras gran-
des

Essa é sem dÚvi.da uma área que necessita de uma in
vestigação mais acusada no que diz respei.to a distribuição
de Weibull

'ÁEXEMPL0 2.3 - Exemp]o de Menon [80] com uma analise de Cohen
[ ll ]
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Tem-se uma amostra completa proveniente de uma dis
tri.bui.ção de Weibull com B=0,5 e 0*=/;' portanto

0= e = 2, 718 28.

Os dados são

JP0,806 57,628 '/P1,550 $7,0S7

iP o,Õó4 (l.J l,oss 4$)9,098 ]lg'2,04Ó

90,34s (!Q3,ssz '-gp0,470 (0o,185
(.p o,ool (7i)0,970 .á)o,sos ó)0,435

C#0,469 -F0,071 'P0,030 (PI,S50

Vamos achar as estimativas de B e 0* assim como os
erros (M.A.V.C.)

Os dados acima fornecem as seguintes informações

n = 20

20

i=lti : 88,445

20
T t.

]jlJ:-- = 4 ,42225 (média amostral)
20

20
} (t:-{):

eLÜ ::':,;:; =:!i2ij'

t

}i t: : «79,i7020i lls'
; -l -L

20
T Int

.' 1
x; l

8,302 (C.V.y: 8,3098 -- C.V:2 , 882(::'l:j.'cação)
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0 coeficiente de vara.ação (C.V.) permite obter uma
estimativa através do método dos momentos e uma primeira a-
proximação para o E.M.V. de B .

De (1.8) , (1.9) e (l .lO) temos

(c.v.)2 : x.!ini ; .:.!!i:.ã) ' (l";
PI' r:(l+l/B)

+(2 . 29)

ou

c.v 1+2/B Fa (l+l/B
r (l+l/ B) +(2 . 30)

DaÍ pode-se obter a Tab 2 . 6

Tab. 2.6

B (c.v. ) : c.v

 
0 ,2732

1 , 5904
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O gráfico da Fi.g. 2.5 é obtido usando-se os vala
res da Tab . 2. 6.

i '.

e o seu qua
do paramê

0 c.v de Weibu].l
arado como funçoestro de forma

o,a} o,S o,:s t,n' i.n i;7s 1, r B

jante: Cohen llJ.ll

Fig. 2.5

Com. a quantidade :-- i.gualada a ]l--ÇX} : (C.V.)2 a ej.
+ z .. t z

ti.nativa pelo método dos momentos de B,B(m) pode ser lida. ili
retamente da Fig. 2.5, com prece.são de ao menos uma decimal
e talvez duas.

l



51

Esse valor, assim lido, fornecera uma .aproximação
ini.cial satisfatória para iniciar ométodo iterativo do E.M.V

Em muitos casos a estimativa por momentos dã
uma precisão tão boa que nenhuma melhoria ocorre através das
sucessivas iteraçoes.

Entrando na Fig. 2.5 com C.V.=2,882 obtemos B(m);
;0,43

Para obter o E.M.V. de 11 pode-se ''tentar'' uma anã
lise numérica para B variando entre 0,4 e 0,5 e usar a fun
ção @(B) tal que:

+(B) l
B g.X"':

Pode-se calcular

201 tio'4 : 23,580 Íi!: ti0,5 : 27 ,007

20
E

i:l
0,4 27 ,6612ntt ll

20
E

i:l
41 ,6 37

DaÍ tira-se

+ (0,4) :

+ (0 , 5)

0,9118

0 ,0432
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Como ambos 4)(0,4) e @(0,5) são negativos devemos
calcular @(13) para um novo valor, por exemplo B=0,6

Temos

32 ,086

$(0,6) : 0 ,6501

20
0 , 6

E. ti 2nt. = 61 .018li:l

Para obter a estimativa necessãri.a podemos enter
polar linearmente como mostrado abaixo:

Tab. 2.7

Portanto temos
20

Para obter 0* devemos calcular .}.tj.0'506:27,261 ei:l
de (2. 14) vem:

Em vista da (1.8) temos a seguinte estimativa 0*
(m)

B $ (B)

  0,6501

-0,0432
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pelo método dos momentos

B (m)

(m) +(2 . 31)

Isto é i.gualou-se resolveu-se em 0*

Na Tab. 2..8 estão comparadas as estimativas obt.i
das pelo método dos momentos e de máxima verossimilhança

Tab. 2.8

Com o intuito de calcular a M.A.V.C. devemos calcu
lar inicialmente

20 tJ.0,506R.nti = 42,611596i:l

20 t].0,506(l-nti)2 = 166,254404i:l

Parâmetros Va].odes
populacionais

Método dos
momentos

Método da mãxiina
veross.imilhança
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Pode-se agora calcular as derivadas parcial.s neces
sérias que aparecem em (2.26) obtendo-se:

l
2 00,09 22 ,94 0,007 0 ,014

22,94 10 , 7 7 0,1 230,014

DaÍ temos

V(B) = 0,007 -...»..Coeficiente de . ..
V(ê*) : 0,123 correlação en- Poa ê* :-egZl:É:Ê;L:2::2--= 0,48
Cov(6 , ê*) = 0,014 tre as estima- '' 'VV(B)V(0*)

uvas.

Os cálculos para amostras censuradas ou incomple
tas são essenci.aumente os mesmos que para as amostras com-
pletas e não apresentam qualquer compl i.cação anormal

Como em testes de vida e fadiga, observações indi-
viduais são ordenadas no tempo, é uma pratica comum cessar
rJU parar o teste antes que ocorra a falha de todas as unida
des

Em um caso típico, o teste pode termo.nar em um Úni
co estágio com apenas uma interrupção.

Em muitos casos entretanto as interrupções ocorrem
em estágios sucessivos.

Existem jã muitos trabalhos sobre amostragem com
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censura progressiva ou de múltiplos estágios e entre eles des
tacam-se Herd(1957) , Roberts(1962) , Cohen(1963),(1965), Ha.!
ter e Moore(1965) , Ranger e Sprinkle(1972) , IVingo(1973),Le-
mon(1974) e poss'zvelmente outros.

Consideraremos agora o caso particular dose.M.V
dos parâmetros da distribuição de Weibull triparamétrica
tili.zando amostragem com censura múltipla do tipo l ou seja
os t*{ são fixos e o número de sobreviventes nesses instan-
tes s ao as v.a

A F.V. tem a forma (2.20) com a diferença que ago-
ra a f.d. e a F.D. são dadas respectivamente pela (1.1) e

2)

O logaritmo natural da (2.20) dã

L = r&i.B-r2n@+(B-l-) .}jiln(ti-ó)- ] }llL'\tj.-6)B'ZnC +(2 . 32)

onde

H:-©' +( 2 . 33)

Como anteriormente }j'++significa a soma sobre to

das as n observações atribuindo-se as r.i observações censu
Fadas no instante t*l o valor tj=t+.i de forma que

}l#+(ti-õ)B : .}ll(ti-õ)
B

(t *r -Õ)+
lli:l

+( 2 . 34)
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Para B>1 as equações que permitem obter os E.b{.V
vem de (2.32) derivando-se a mesma em B, @ e 6 e igualando,
a zero.

alnl : 1+ { Ên(ti-6) -{ EÚ'Ê'(ti-ó)BÊn(ti-6)

.!...-l- ? in(t:-6)B : 0l2

3tnl
+( 2 . 35)

31,nl
Ifrt( ti- õ) B' 1- ( B- l)

Para B<1, a F.V. torna-seinfinitaamedida que l5--y.

onde YI é a menor observação da amostra ou seja a le esta-
tística de ordem da amostra

Portanto, nesse caso, as equações apli.cíveis para
a estimação são as duas primei.ras da (2.35) e mais

E

y1 ' '2 +( 2 . 36)

onde c é a unidade de precisão com a qual são feitas as ob
servaçoes.

Quando se sabe que B=1 temos a distribuiçãoexpo
nencial e os estimadores apl:cãveis são:
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/I'+ t :-VP

+( 2 . 37)

8 : yl

Voltando ao caso para o qual í!>1 e eliminando 0 ep:
tre as duas pri.meigas equações da (2.35) temos

B r i1l (ti'6) :0 '»(2.38)

Quando 6 é conhecido e naqueles casos onde yl - t;,
é um estimados aplicável para 6, precisa-se resolver a
(2.35) para obter í3

Isto pode ser feito aplicando-se as técnicas de a
proximação por tentativa como aquela do Exemplo 2.3.

Com B determinado dessa forma, Q é obtido da 2a
fórmula de (2.35)

. E++ü:-Ü;
@ +( 2 . 39)

F.M.V. mod]fÍca(]os

Um conjunto alternativo de estimadores chamados eâ
timadores de máxima verossimilhança modificados (E.M.V.M.),
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pode ser obtido da 3a equação de (2.35) com E(YI):yl onde
Y. é a lê est;at;z'8tÍca cb or(üm em uma amostra de tamanho n

De (2.38) e (2.39) pode-se obter

: 6...(#)l/Br.yl

na qual rl = i'(l+â)

A (2.40) foi proposta por Dubey [19] em 1966.

O procedimento computacional é o mesmo que para dg.
terminar os E.M.V. Aqui entretanto i.nterpola-se entre duas
aproximações 6i e õ.i tais que

+( 2 . 4 0)

E(Yi) .R yi >< E(YI)
]- J

hegar as estimativas requeridas

Casos especiais

[''. com B con;tecido r 13>1 )

C

rBE++ (t: -6) B'l
- CB-l)

p"\ .:-© '

Da (2.41) ti.ra-se (5 (visto que í3 é conhecido)

Subsequentemente obtem-se @ através da expressão

r l
E (t: -6)l 0

i:l +( 2 . 41 )
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. j't'+'(ti-8)
V r +(2 . 42)

b)

.E)'-
A (2.43) pode ser resolvida

estimativa ' da expressãosim a

B
ti- 6)

+( 2 . 4 3)

Bt 6)l
r +( 2 . 44)

As equações (2.43) e (2.44) fornece
M. para B e W quando 6 é conhecido.

Neste último caso, a estimativapara B vem da(2.43)
ela para 'r da (2.44)

os E.M.V. para esse caso são dados em Cohen

A M.A.V.C. dos E.M.y (B, ', 6) é obtida da mesma

forma como o foi para Weibull biparamétrica

WingoEloo] em 1973 e LemonE56] em
esultados independentemente

também osm

M VE

aque

[ ll ]

obtiveram1974

os r
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. 4,jllf+'ti-ó)BE]n(ti-ó)]:

32lnl, r
Ê f«t:-oB

D21nl
(B-i) . )l. (ti-ó)'2 - .Ê--v-- Slirltti:õ) B'2l

.ãlíg!:Ç 1lrtti-õ) Bln(ti-ó) +( 2 . 45 )

azlnüJ : 2:il iil(ti-6) 'l+ E?lr+tz-6) B'l4 1ikltti-ó) B'lln(ti-6)

3ZIDL 3ZIDL
ai' a6 a6 aq' B Eill+(ti-ó)B'l

Os valores esperados dessas derivadas como jã foi
dito anteriormente podem ser aproximados pela substituição,
uas estimativas B, 9 e .5 diretamente nas expressões (2.45),
pri.ncipalmente nas amostras grandes

As variâncias assintÓticas obtidas através das (2.45)
dependem de varias condições de regularidade

Lemon [56] observa que e]as são satisfeitas para
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.-+(EXEMPLO 2.4 - E.M.V. e E.M.V.M. de uma população de
com 6=100, 13=2 e 'P:10000 retirado de Cohen [15].

Gerou-se uma amostra, que pode ser entendida como o
de vida de 100 aparelhos elétricos, de tamanho 100

Das 100 unidades 68 falharam no intervalo do expe-
rimento enquanto que 32 foram retiradas em três estágios sg
parados

teste

A du
Iharam foram:

109,12

113,37

117 ,73

119,56

119,82

124,63

125,21

126,93

128,25

129,41

130,53

131,98

133,14

134,52

135,73

136,71

137,88

138,63

141,11

142,33

144,09

148,83

150,23

150,79

151,88

153,07

154,18

154,97

155,26

156,82

158,31

158,92

160,13

161,31

162,09

165,45

166,62

168,23

169,98

174,22

177,19

180,57

181,99

184,02

185,43

187,21

18 g,77

191,63

194,88

196,91

198,11

199,23

203,27

206,55

208,76

210,69

213,32

215,08

218,43

219,37

222,11

224,83

227,27

230,88

235,14

237,43

246,08

249.35
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A 6X falha ocorreu no instante t*.=124,63 h e aÍ
foram retiradas aleatori.agente dez unidades das sobreviven-
tes

Qui.nze unidades adi.ci.onais foram meti.Fadas quando
ocorreu a quadragésima falha no instante t*?=174,22 h e o
teste terminou no instante t*l=t.r=249,35 h com sete sobre-
vi.ventes.

Resumindo esses dados temos

100 ':;
t:

.t }

1 24 ,63, rl : 1 0

174 ,22 , r2 : 1 5

24 9,3 5 , r, J

68

:!:': 11 57 7,4 7
68

3

:!:':
68

:!:*:
68

32
1 7 0 ,2 57

yl : 109,12 0,01 (precisão)

Como sabemos que 13>1, os E.b{.V. são obtidos resol
vendo simultaneamente as equações (2.35)

Os E.NI.V.M. são calculados pela solução simultânea
das duas pri.meíras equações de (2.35) e mais a (2.40)

As estimativas resu].tantes estão na Tab 2 . 9
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Tab. 2.9

Das expressões (2.45) pode-se tirar

V(B) : 0,0447
V(Ç) ; 2,71.106
V(6) :10 , 02

Cov(B , 'r) = 345

Cov (H' , 6) = - 3558

Cov(B , 6) = -0 , 4364

Um segundo conjunto de estimativas obtem-se no ca
se de B=2 (conhecido) e esta üa Tab. 2.10

Usaram-se as equações(2.41) e (2.42) para os E.M.V
e as equações (2.43) e (2.44) para os E.I'l.V.I'l.

Tab. 2.10

Tipo de

Est:amador

Parâmetros estimados

Õ @ B P a

E.M.V 106,93 1635,05 1,638 188,80 51,27

E.M.V.M. 102,38 3905,30      

Tipo de
E st im ad or

Parâmetros estimados

E.M.V
E.M.V.M.

1 00 ,68
l0 0 ,34

9749 ,38
98 21 , 36

1 8 8 ,1 9
188 ,1 6

4 5 ,74
4 5 ,91
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V($) = 2,42 x 106

Cov(q' , 6) = -4, 87 . 101

VCÓ) :23 , 26

Um terceiro conjunto de estimativas esta na Tab
2.11 quando usou-se (5=100 (conhecido)

Nesse caso pode-se utilizar as duas primeiras equa
ções de (2.35) para os E.M.V. e a segunda equação de (2.35)
mais a (2.40) para os E.M.V.lt4.

Tab. 2.11

0,0331 Cov (@,ê)= - 902 V (P): 2,51.107

Em gera.L, as estimativas obtidas são bem prõxi-mas
dos correspondentes valores populacionais visto que:

1 00 l oooo , 1 8 8 , 6 2 ; o' = 46,63

Tipo de

Estimados

Par am etr o s e st içado s

@ 3 P a

E.M.V 59 07 , 2 S 1 .8 88 1 8 8 ,1 5 4 8 , 5 2

E . M .V . }{ . 11 214 . 27 2 , 0 24 1 8 8 , 7 0 4 5 , 8 7
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Deve-se observar que embora a diferença nas estima.
uvas para © varie de 1635,05 até 11214,27 as estimativas
para P e a são bastante estáveis.

z.3 MÉTODO DE DUBEY PARA A ESTIMAÇÃO DE VIDA MíNIFM 6

Mandei [õi] em 1964 considerou o problema de ajus
tar a função

y : A(x-x0)B +(2 . 46)

onde A, B e x. são parâmetros desconhecidos

O seu método para estimar xO sugere uma forma nova
para está.nar o parâmetro de vida mínima da distribuição de
Wei.bull

Mandei obtem para xO o valor

2

xlx2 ' x3

xl+x2'2x3
xO +( 2 . 47)

onde os três pontos (xl'yl), (x2'y2) e (x3'y3) estãonacur

va y=A(x-x0)' y3:/yl'y2 e xl e x2 estão próximos dos extra
]110s Opostos.

Em vista da

triparamétrica é
(1.2) a taxa de falhas, para a Weibull

B( tÇ 6) B'l

1'

\

h(t) +( 2 . 48)
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onde 'P : (Ol-ó)B

Ainda da (1.2) pode-se obter

h [ [-F(t) ]
(t-ó) B

W
+ (2. 49)

Como sevêla (2.48) e a (2.49) são do tipo da
(2.4 6)

É bastante simples calcular F(tl),F(t2),. . .F(tn)

dos dados de uma amostra de IVeibull t.,t2'...,tn ou então

obter h(tl) , h(t2) . . . ,h(tn)

Em vista da (2.47) temos a estimativa 8 qe 6

- t3'

tl +t2 - 2t3

+( 2 . 50)

Na (2.50) tl e t2 estão próximos dos extremos opor.
tos do intervalo de variação dos dados e tz é escolhido de
tal forma que sati.sfaça a relação

-gn]]-F(t3)] : V1-.2n [[-F(tl)]H -ZnÍIÍ==f t2)]}
+(2. 51 a)

Essa escolha de t3 é um procedimento gráfico.

Pode-se também obter uma estimativa (5 de (S através
da (2.50) se o valor de t3 for obtido de tal forma que sa-
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tisfaça

h(t3) +( 2 . 51b )

Normalmente os estimadores 8 e 8baseiam-se em con-
siderações gráficas, contudo obtém-se uma grande objetivid&
de usando um método analítico

Em vista da (1.2) e (1.7) o percentil tP para a
probabilidade acumulada p é dado por

TP
6+VI/BE-Ên (]-P)]l/B +(2 . 52)

Dubey [2a] desenvolveu um método analítico livre de
qualquer consideração gráfica baseando-se apenas nos concel.
tos de Mandei e na (2 .52)

Tomam =se duas probabilidades acumuladas pi e pk de
tal forma que 0<pi<pk<1 e sejam ri e tk os percentis populg
cionais correspondentes a pi e pk

Então

Pi

Pk

1- exp [ - 'r'l ( xi- 6) B ]

l-exp[ -'P'l( .tk- 6) B ]

Escolhe-se a probabilidade acumulada pj tal que
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pj : ]-expÍ-/[-2n(]-pi)]t-tn(]-pk)] 1} +'(2.53b)

(2.53b) e a suposição 0<pj.<pk<1 garantem a Tela

o<pi<pj<pk<o

çao

Õ < 'r j. < 'rj < Tk<" '»( 2 . 54 )

Alias usando a (2.52) para \ e vk e a (2.53a) pa-
obtémra Pi, pj e Pk se

ou

+( 2 . 55)
2Tj'TÍTk

sob a condição Ti+Tk'2tj#0
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e tl.. são agora os percentis amostrais col

respondendo as probabilidades acumuladas pi' pj e pk temos

+( 2 . 56)

ztj-ti-tt

onde 2tj-ti-tk#0.

Em uma a.a. de tamanho g, ti' tj etk são três ob
servações ordenadas satisfazendo a relação

õ<ti<tj<tk<'
+( 2 . 57 )

Para um dado pi' npi e calculado

Se npi e

servação amostral
inteiro então npj determina a ordem da ob
correspondente ao pi

Se np; não é um inteiro então [npil+] determina a
ordem da observação amostral correspondente a pi com
indicando o maior inteiro menor que npi

A mesma regra se aplica a pk e determina-sedas de
modo único o PI

'+'EXEMPLO 2 . 5

Tomemos os dados de Menon [80] que jã foram utili
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D li LJ Ç; -A. t; JiiLJ J. IJ Z b J B

Se tomarmos pi:0,1673 e pk;0,9737 teremos

lr20.0,ió73J+i : 4 -----. t4 : o,185 (quarta observação)

l.E20'0,9737t+i ; 20 ------- t20 : 57 ,628 (vi.gésiina observação)

Da (2.53b) temos agora pj:0,5578.

Comol20.0,5578Ü+1= 12 temos t.9=0
funda observação)

Da (2.56) t

zado

(décima970 se

emos

q::!z:i o ,i85:57lõ27 ; 11:1111Zll
2 ' 0 , 9 7 -- 5 7 , 6 2 8 -0,185

Porém a menor observação no exemplo de Menon é 0,001

Como se vê 8 não é um est;alma(üz' pezmíssz'ueZ ou admÍss;z;eZ

É Óbvio que qualquer estimativa de um parâmetro de
local i.zação ou de limiar não pode exceder a menor observa-
ção na amostra.

Em certos casos o estimados de Dubey pode apresen-
tar a anomal i.a de ser nãc;l pez:P7íÍssz'oeZ.

Dubey entretanto sugere que se tomarmos t: como a
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menor observação, tl, como a maior e t.i, como a quantidade
mais próxima de t/' .i.tk pela esquerda então o 8 assim obtido
seta o vizinho mais próximo de zero.

Os dados de I'lenon permitem usar

ti : tl : o,001

tk : t20: 57,627
'tl't20 : 0,24 00 56 2

Isso nos permite escolher t4 como tj desde que t5
0, 345 .

Entrando novamente na (2 . 56) vem:

0 ,18í- 0 ,001 : $7.627
2' 0 , 1 8 5--0 , 0 01- 57 ,6 27

que é o vizinho mais próximo de zero

O mesmo Dubey [Pl] mostra que se obti.vermos 6 base
ando-nos na menor observação, na segunda menor observação e
na maior observação teremos em 6 0 vizinho mais próximo da
menor observação.

No caso particular que estamos analisando temos



; o , oo0986 l6 :

7 2

tl : o,001

tl = 0, 030 0 , 0 30: - 5 7 , 6 28 ' 0 ,001
2 ' 0 , 0 3 0 - 5 7 , 6 2 8--0,001

0 , 0 00986

t 20:57 ,62 8

Como se vê 0, 000986 é o vizinho mais próximo de
o , o o l

CONCLUSÃO - O estimados de Dubey (2.56) é apli.cível a toda
distribuição (não apenas a IVeibull) que tem um parâmetro de
limiar ou vida mínima

Os resultados acima dão uma escolhaprõpriadas três
observações ordenadas com o intui.to de obter uma estimati.va
permissível do parâmetro de vida mínima.

Dubey obteve os valores Ótimos de pi e pk para um
dado B - Tab. 2.12, os quais fazem com que a vara.ânci.a as
sintética de 8 sej a mínima

Tab. 2.12

Parâmetro de forma
Valores õt amos

Pi Pk

 

0 ,00 033074
0 ,00033 074
o ,0 01 ll lll
0 ,0 07 7 23 92
0 ,019 08 905
0 ,024 58 21 2
0 .0284 71 77
0 ,0359381 ]
0 , 04 1 8 0 51 0
0 ,0448 2 903

0 ,99 978 0 36
0 ,99978 036
0 .9 9978 036
0 ,99978 036
n .99952 024
0 .9 99 0 000 0
0 .9 99 000 00
0 .9990 0 000
0 ,999 0000 0
D .998 47 97 5
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ESTIMAÇÃO DE PARÂMETROS NA DISTRIBUIÇÃO DE WEIBULL COMPOSTA

Representemos a f.d. de IVeibull composta por

P/.\ f' /.x / \f /.\ r\, ,l b.r')a Ul 2

-l.jtl'lexpl- V.'i-3, ta0, vl> Bl>o

B2 tB2'lexp[ -W2]' t»0 'P2>0, B2>0

em caso contrario.

A F.D. da IVeibull composta é

F(t) : aFI(t)+(l-a)F2(t)

B] B 2
= 1-aexpE--o--]-(]-cE)expE- -Xr--] +(2.59)

' 1 ' 9

Chama-se a a, parâmetro de proporcionalidade e ex-
pressa a probabi.lidade de que uma dada observação tivem da
população com f.d. fl(')

O momento de ordem k da f(t) é

onde

e zero

definida como
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B kl
+: aQI F (7;-

B l

k

M H
+ (l-a)@ . 1)F (-;:-2 B 2

1) +( 2 . 60)

para k = 1 ,2,3,4, 5,

Empregando a técnica de igualar os momentos popula
cionais u'k aos correspondentes momentos amostrar.s m; pode
-se estabelecer um conjunto de cinco equações que precisam
ser resolvi.das para que se possa obter os ci.nco parâmetros

Façamos as seguintes modificações na notação

YI

Y2

Y3

'vl

v2

v3

Assim as três primeiras equações de (2.60) tornam
se

'"i

"}
."à

av'YI ' (l-cE)wvl

(l -a) w'v 2 +( 2 . 61)

(l -a) w;v 3
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DaÍ vem das duas primeiras expressões de (2.61)

mi (l-a) vly2 t v-(ml) : '- (l-a) y2Ylv 2'mj:on(l(l-ayy2Y;lvt'màa2(l-a) v:l~'2

(l-cEfv l.v 2'a (l-a) 'YÍv 2

+(2 . 62)

"i ' (}T?). .
aYI

+(2 . 63)

Entrando com esses valores na terceira expressão de
(2.61) teremos uma equação com três incógnitas a, 131 e Íl2
e nesse ponto torna-se óbvio que não se pode obter expres '
iões explícitas para que se possa obter os parâmetros des-
conhecidos a, BI e 137

Fa[[sE27] usando o método descrito por KaoE46lsg
gere uma solução gráfica para esse problema

As etapas do método são

l

2

Representar a F.D. amostral para os dados compostos
no papel de IVeibull
Começando em cada extremo do gráfico no papel de Irei
bull. desenhar duas Tetas tangentes que representa-
remos por aFI e (l-a)F2 e que são as estimativas de

aFI(t) e (l-a)F2(t) respectivamente.
Da intersecção de (l-a)F2 com a linha de contorno,
superior do papel de Irei.bull baixar uma Teta verti-
cal cuja intersecção com cIFI define uma posa-çao na
escala vertical que data uma estimativa de a

3
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Uma vez que se obtém uma estimativa de a, pode-se
resolver a terceira equação da (2.61) para BI e B2 aplican-
do o método de Newton-Raphson modificado.

Uma vez que se obtém BI e B2 de(2.62) e(2.63)ob
temos estimativas para 'l e '2

Infelizmente as soluções quadráticas dessas equa
ções fornecem mais do que um conjunto de estimativas

Quando se defronta com mais de um conjunto de está
mativas aceitáveis pode-se adotar a sugestão de PearsonE8õ]
e escolher o conjunto que produz a maior concordância entre
o quinto momento amostral em relação a origem m5' e o momep:
to teorico uc'

)fEXEMPL0 2.6

Para ilustrar essa técnica damos o exemplo de Falls
[ 2 7 ]

Consideremos uma amostra de 2000 observações obti-
das de uma população mista construída com a combinação de
duas distribuições de Weibull com

BI 2, VI 1 0, B2 : 0 ,8, V2
0 , 8

Essa amostra esta na Tab .2.13, apresentadana fol
ma de uma distribuição de frequência



7 7

ml

m2

m3

m4

m5

2 ,4 7 0 8

8 , 6 27 0

36 , 340 8

1 74 ,91 90

935 , 37 33

I'ara e s sa amo stra temos

Fonte: Fa]].s [27]

Tab. 2.13 Amostra de 2.000 observações de lona população
de IVeibull mista.

Classes Pontos
central.s fl f2 f

Frequencia
acumulada

em 9o

0 - 0.5
0,5 - 1 ,0
1,0 - 1 ,5
1 .5 - 2,0
2 .0 - 2,5

2,5 - 3,0
3,0 - 3,5
3,5 - 4,0
4 ,0 - 4,5
4,5 - 5,0

5,0 - S,5
5,5 - 6,0
6,0 - 6,5
6,5 - 7 ,0
7 ,0 - 7,5

7 ,5 - 8 ,0
8 ,0 - 8 ,5
8,5 - 9,0
9,0 - 9,5       
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Na Tab: 2.13 f. são as frequências de classe prg
venientes de fl(t), f? são as frequências de classe proven.!
entes de f?(t) e f são as frequênci.as de classe da distri-
buição mista resultante

Na Fig. 2.6 temos o gráfico da f.d. composta e
das f.d. componentes.

Freauênc
relativa

o.100

La.o,izs

0,075

0,050

'f(t)

0,025

0
)25 2t25 4,25 6,25 8,25 .L

Fonte: ralis [27]

))25 ]-2)25 14,25

t

Fig. 2.6-f.d. de Weibull mista

Empregando a técnica gráfica descrita anteriormen-
te obtem-se uma estimativa de g i-gual a 0,8 como mostrado
na Fig. 2.7

\
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F(t)

a B 0,80

[l-a) F2

0,3 0.4 0,50 s.o +.o s.oq0 8;0 0P

f'ante: ralis [27]

Fig . 2.7

Representação de IVeibull

Uma vez que a estimativa de cl foi obtida, da ter-
ceira equação de(2.61) [resolvida pelo método de Newton-RaD!!
son modificado porCohen]12], í113] eEIKllobtém-se

BI

B2

2 , 02 1 0

, 8 3 39
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Das equações (2.62) e (2.63) tira-se

vl

W2

lO , 14 96

0 ,9929

\

Esse conjunto de estimativas nos dã uç' = 935,3646
que esta bem próximo do momento amostrar mç' = 935,3733 coD.
forme a recomendação de Pearson.

2.5 - TÉCNICAS DE ESTIMAÇÃO LINEAR

Consideremos a v.a. X, tal que X=ZnT onde T é uma
v.a. de Wei.bull com f.d. dada pela(1.3)

Então X tem uma distri.bui.ção assintõti.ca do tipo l
do menor valor extremo com F.D.

F(x) l-exp [-exp(x'n)] para .m<x<m +(2 . 64)

e onde n e €1>0 são constantes obtidas de (1.4) através das
relações

2n0

l
B

[veja a (2.8) ]
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Na (2.64) o parâmetro n é o parâmetro de posição
(é a moda da distribuição do X) e € é o parâmetro de escala

com -l>j-sendo igual ao desvio padrão de X

O parâmetro x. ou seja o ponto 100P9o da distribui-
ção de X que chamaremos por simplicidade de quantil de ordem

p (0<p<1) da distribuição do valor extremo é igual- a

x = r)+(Ên
P '

+(2 . 65)

Em vista do fato de que €1 é um parâmetro de escala,
e n é um parâmetro de posição vários métodos de estimacão
linear de funções lineares desses parâmetros podem ser usa-
dos efetivamente se o modelo é com censura do tipo ll ou al
go aproximado.

Alguns desses métodos usam todas as observações eB
quanto outros baseiam-se em sòmente alguns valores observa-
dos ordenados de X

Todos os métodos de estimação linear são convenien
tes visto que será necessãri.o apenas termos os dados amos-
trais e uma tabela de pesos com o intuito de obter as esti-
mativas na forma de soma ponderada das observaçoes.

Esses métodos são facilmente adaptáveis para o uso

num computador

'\

\

\

k\
\



1 - MELHOR ESTICADOR LINEAR NÃO VICIADO - M.E.L.N.V
MELHOR ESTICADOR LINEAR INVARIANTE - M.E.L.l

O teorema generalizado de Gauss-Markov especifica
os estimadores dos mínimos quadrados comoos Únicos estimado
res com variância mínima entre as funções lineares não vi-
ciadas das variáveis observadas quando essas variáveis tem
esperanças que são funções li.neares com coeficientes conhe-
cidos dos parâmetros desconhecidos e matriz de covariância
ozB com B conhecido.

Esse teorema tem sido aplicado a está.mação de fun-
ções lineares dos parâmetros de posição e escala tais como

No nosso caso parti.cular seta de grande i.nteresse
a distribuição do quantil Xn

Nos casos em que existe um estimados não vi.da-
do de v'ariância mínima (E.N.V.v.M.) do parâmetro de posição
e os parâmetros de posição e escala são desconhece.dos o es-
timados ã linear nas observações e assim coincide com o
bi.E.L.N.V. de variância mini.ma do parâmetro de posição espg
cificado.

Também, para distribuições para as quais existem
os melhores esticadores não viciados dos parâmetros de esca
la, aproximações lineares desses esticadores na forma M.E.
L.N.V. possuem uma grande eficiência relata.va para o melhor
está.mador não viciado.

Por eficiência relativa entende-se a razão dose.n
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versosdas variâncias dos dois estimadores correspondentes

Esses estimadores são definidos por conjuntos de PS.
sos (funções do número de censura r e do tamanho de amostra
B) para multiplicar as observações ordenadas

Representando agora por X(i) a i-ésima estatística
de ordem e po-r A(n,r,i) e C(n,r,i) os pesos que definem os
M.E.L.]. conforme está em Mann [77] teremos

>l A(n ,r, i.) X (i)n
i:l

+(2 . 66)

r

[ i (n,r,i)X(i)

.XP n tlZ [ln l ]

+( 2 . 67)

+( 2 . 68)

Como se pode observar os estimadores n,e eXn de n,
respectivamente são funções lineares dos ''melhores''
A(n,r,i) e C(n,r,i)

''P
pesos

Esses valores de A(n,r,i) e C(n,r,i) estão nas pu
b[icações de Mann [62] e [63]

Daremos uma parte apenas dessas tabelas no Exemplo
2 .'7

Alias nessas tabelas também aparecem as perdas es-
peradas para os estimadores n e €1 que representaremos res-
pectivamente por E(Ln):E(LU) e E(L€1):E(LB) assim como a ej.
perança do produto cruzado
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E(CP) E[ ( €1-e) (n-n) ]
€ ''

Esses valores serão necessários se quisermos con
verter os M.E.L.] em M.E.L.N.V. o que faremos adiante

.-l(EXESIPL0 2.7

Dez barras de torção de capotar de automóveis fo-
ram colocadas num teste o qual terminou quando ocorreu a sé
tina falha

Os dados em ''cic].os até falhar são

267 0 581 0 7 2 20 74 10 9600 1 2240 13680

Supondo'o mode]o de ]Veibu.]l biparamétrico conveni-
ente vamos estimar o e 3 asse.m como obter a confiabilidade,
após ?00 ciclos e o número de ciclos nos quais espera-seque
]ao da população falhe

Esse é um exemp]o de Kapur [49]

Na Tab. 2.14, temos os pesos A(n,r,i) e Ch,r,i),
necessários para esse caso particular

A partir da mesma podemos elaborar a Tab 2.15
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n r i l(n,r,i) c(n,r,i) h P l A(n,r,i) C(n.r,i)

E(LU)
E(CP)
E(LB)

0.12529518
- 0.02209438

0.07482425

10 6
2
3

4
5

6

0.0580}7 0.1499S5
0.039595 0.150451
0.012513 0.136941
0.022314 0.112224
0.065750 0.075721
1.022062 0.625321
0.20973843

0.06299841
0.14219828

10 2
2

0.876869 -0.487022
1.876869 0.487022
2.31744054

0.90232208
0.48687150

E(LU)
E(CP)
E(LB)

E(LU)
E(CP)
E(LB)

10 3
l

3

0.408602 0.321265
0.340443 - 0.297858
1.749045 0.619124
0.94907551

0.41795081
0.31541467

10 7 1
2
3

4
5

6

7

0.0221 98 - 0. 124170
0.006909 - 0.126894
0.013224 0.118392
0.037994 - 0.100924
0.068 1 53 - 0.073988
0.105 164 - 0.035501
0.804572 0.579868
0.16066059

0.02762724
0.11670571

E(LU)
E(CP)
E(LB)

10 4
2

3

4

0.214930 -0.2368 17
0. 177223 - 0.226688
0.113820 0.193159
1.505973 0.656663
0.49619736

0.22047816
0.22930885

E(LU)
E(CP)
E(LB)

E(LU)
E(CP)
E(l,B)

10 8 1
2
3
4
5

6

7

8

0.001 179 -0.104082
0.014889 -0.108163
0.030998 0.103119
0.049734 0.090835
0.071745 0.070902
0.098 1 14 - 0.04]560
0.130649 0.(m0799
0.602692 0.S17864
0.13403554

0.00474963
0.09704810

10 5 l
2

3

4
5

0.1 15524 - 0.185 169
0.090868 -0.1 8 1 82 1
0.05 1341 - 0.160697
0.000925 - 0. 1 253 1 1
1.256809 0.652997
0.30344549

0.12033056
0.17727542

E(LU)
E(CP)
E(LB)

E(LU)
E(CP)
E(LB)

10 9 1
2

3

4
5

6
7
8
9

0.016841 -0.087538
0.029807 -0.092405
0.043570 - 0.089839
0.058640 -0.081428
0.075576 -0.066855
0.095169 -0.0@670
0.1 18707 -0.01 ]816
0.148575 0.038159
0.413116 0.4.36394
0.11965747

-0.01043859
0.08.10M09

Fonte: Kapur e Lamberson [49]

O ponto repi'ementa a virgu].a decimal

Tab.2.14 Tabela de pesos

A(n,r,i) e C(n,r,i) (um trecho)
E(LU)
E(CP)
E(LB)

\

\

\

\

\

Ü
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Continuação da Tab. =.].4 Tabela dos pesos A(n,r,i) e C(n,r,i) '(uin trecllo)

Tab. 2.15 - Dados o teste das barras de torção

l)a lab. 2.1S e de (2.6fi) e (2.fi7) x/em:

i= A(i0,7,i)X(i) : 9:49SSSq

i1lc(l0'7,i)x(i) : 0'4792251

7

7

T(i) T(i) : 2nT(i) A(l0,7,i) C00 .7 . i]
2670
5810
7220
7410
9600

12240
13680

7,889834
8,667336
8,884610
8,910586
9,169518
9,412465
9,523690

-0,022198
-0,006909
0,013224
0,037994
0,068153
0.105164
0.804572

-0.124170
-0,126894
-0,118392
-0.100924
-0.073988
-0,035501
0,579868

n r i A(n.r,i) C(n,r,i) n r i A(n,r,i) C(n,r,i)

lO lO 1 0.027331 ' -õ.072734
2 0.040034 , -0.077971
3 0.052496 -0.077242
4 0.065408 -0.071876
5 0.079263 -0.06]652
6 0.094638 -0.W5420
7 0.1 12414 -0.020698
8 0.134239 0.017927
9 0.]64178 0.085070
l0 0.230001 0.324597

E(LU) 0.1 1252220

E(CP) - 0.02050852
E(LB)0.06679250

11 2 1 -0.929310 -0.488243
2 1.929310 0.488243

E(LU)2.50340024
E(CP)0.95239S87
E(LB) 0.48812000

11 3 1 -0.444245 -0.322452
2 -0.380642 - 0.301277
3 1.824887 0.623729

E(LU) 1 .03995578
E(CP) 0.45220741
E(LB) 0.3 1715930

11 4 1 -0.242206 -0.238188
2 -0.207204 -0.22894]
3 -0.147490 -0.198888
4 1.596900 0.666017

E(LU) : 0.54681985
E(CP)0.24653583
E(LB) 0.23138012

11 5 1 -0.137718 -0.186803
2 -0. 1 1 5 1 10 - 0.1 836S l
3 - 0.077762 - 0. 1 64597
4 - 0.02841 1 - 0.133278
S 1.359000 0.668329

E(LU)0.33282848
E(CP) 0. 1412991 1
E(LB) 0. 17962673
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Portanto as estimativas para os parâmetros de IVei
bull são

ciclos0 e

E

Teremos para a confiabilidade a expressão

09 l para tôpoC(t)

ou C(200) ; íi:999844

Para obter o primeiro percentil da distribuição de
valor extremo basta aplicar a (2.68)

X0,01 : g,493392t0,479225 2nEtn l ] = .?1;.?1g-gg$1g

Portanto

to, 01 e xp (;0 , 01)
146 ciclo

Investigações de Monte Carlo sobre os E.M.V. e os
M.E.L.l de ÊI e x. (para p pequeno) mostram queos mesmos tem



88

E.Q.M. bem próximos

Dessa forma pode-se utilizar um ou outro método

É claro entretanto que de posse da tabela dos pe
sos os métodos de estimação linear são mais simples de se
rem executados.

Para estimar o n os dois métodos dão quase os mes-
mos valores exceto no caso de p: pequeno quando o estirador li.
near õ um pouco melhor

As comparações dos E.Q.M. para esses dois métodos
de estimação e o M.E.L.N.V. estão na Tab . 2.16

Na Tab. 2.16, estão também A(n) e A(€1) que sao os
extremos inferiores de Cramér-Rao para os estimadores regu-
lares não viciados e A(n) e A(€1) que são os extremos i.nferio
res de Cramér-Rao para os está.dadores regulares invariantes
de n e €1 respectivamente .

Os extremos para os estimadores censurados não vi-
ciados baseiam-se nos resultados de Harter e b]oore [34] de
1968 e aqueles para os esticadores invariantes dependem dos
resu[tados de b[ann [66] de 1969

Pode-se observar que os E.bl.V., M.E.L.l e M.E.L.N.\
têm um E.M.Q. que se aproxima do respecti.vo extremo a medi-
da que n cresce para um ; fixo.

Pode-se também demonstrar que todos esses estimado
res são asse.ntoticamente efi.ci.entes e assintoti.camente nor-
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mais e assim são assintoticamente iguais aos respectivos el
tremor de Cramér-Rao

Essas propriedades assintõticas aplicam-se também
ao estimadores de 0=e'' e t.;e I'

- Comparação das perdas esperadas dos vários esticadores de 71 e
censura do tipo ll quando a perda e quadratica e (dividida por

Fonte: ]) Maná, Schafer e Singpurwa]]a [77]
2) Os va].ares assinalados con a sao de Harter e Madre [33] e [3h]
3) O ponto representa a vírgula decimal

Tab. 2.16

                     
949 .???. l -f8Z..l; l liiá. l l3;5
298 1 .233' Ê .229
215 ! .172' ! .177

ióó i l41. 1 .14?1: :1T;: i :lT;
107 1 .094' E .094
088 1 .077' ! .081
072 1 .063' i .067

975 Ê .494 1 .494
.240
.155

127 : .117' 1 .133
096 ! .09W i .087
07s l .074' ; .070

.057

.047::i i :=) 1 :=;
ml t .w2' i .039
033 1 .033' 1 .032

474 1 .322
307 1 .235

137 1 .121
ii2 l .ioi
093 [ .085

487 ! .327
237 l .192
153 1 .133
111 ! .100
086 E .079
069 E .0«
056 1 .053
M6 ! .oM
038 E .037
030 1 .030
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Deve-se entretanto observar que qualquer estimados
de 0 e tn que é uma função de estimadores não viciados de n
e ÉI seta não viciado sòmente assintoticamente e não para n
pequeno.

A estimação de n e €1 pelo uso dos pesos dos M.E.L.l
tem sido aplicada a amostras censuradas progressivamente do
tj.PO ll

As tabelas para esses pesos foram publicadas por
Mann [67] em 1970 e [70] em 1971

1 1 APROXIMAÇÕES PARA OS M.E.L.l E OS M.E.L.N.V. NO CASO DE TERMOS A

MOSTRAS CENSURADAS COM TAFnNHO MAIOR OU IGUAL A 25.

Para amostras censuradas de tamanho 25 ou menor os
bl.E.L.N.V. e os b{.E.L.l são recomendados conforme se queira
obter estimativas não viciadas ou viciadas.

Para amostras de tamanhos 30,50 e 100 e certos ca-
sos de censura pode-se usar pesos fornecendo aFraxãmações pa
ra os b{.E.L.l de n e [ obti.dos por Johns e Liberman [4a] em
1966

Porém o que realmente se quer é um método de esti-
mação eficiente que pode ser facilmente aplicado a amostras
censuradas de tamanho moderado para grande sem a necessida-
de de um grande número de tabelas

O procedimento que daremos a seguir sati.sfaz esse
cri.têri.o.
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ESTICADORES LINEARES SIMPLIFICADOS

Um estimados linear não viciado de E, baseando-se
sòmente nas r primeiras das n estatísticas de or(item de va-
lor extremo foi sugerido por Bain [2] em 1972 e modificado
por Engelhardt e BainE22] eE23] em 1973 e 1974

Mais tarde apareceram os trabalhos de hlann eFertig
[73] em 1975, de Engelhardt [24Jem 1975 e mais recentemen-
te Engelhardt e Bain [25]em 1977

A sua forma é

r

iitjX(s)'X(i)l +( 2 . 69)

onde Z(i): €.-nm k--"' "r,n

e para r€0,9n
para r

n-l para r

[ 0 , 892n]+] para r:n , n»25

n, n<15

n , 16<nc24

sendo [y] o maior inteiro menor que y

l)esse que EtZ(r)-Z(i)]:E(Z(r))-E(Z(i)) e o E(Z(i))
obtido por [Vhite [99] tem a forma

l
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E(Z(i)) : kzl(-1)k'ln(n.l) tlLb +!Xl-b(z. 70)n-i+k

onde y = 0,5772157... é a constante de Euler, um valor apto
priado de kr,n pode ser calculado (com o computador) para
quase qualquer combinação de r e n

Desde que il é um parâmetro de escala e Él*+ anão vi
dado, a estimação de ÉI pode ser melhorada consideravelmen-
te em termos de E.Q.i\4. para uma censura extensa.va se a va-
riância ê conhecida

Bain [2] notou que para gi menor que 0,5 a

v( Ê: * * ) (nkr,n)'le: +( 2 . 71 )

Então
r

i1l(X(r) -X(i) )

l+nkT,n
+( 2 . 72)

tem E.M.Q. menor do que aquele de e** para ã menor que 0,5

Mann [77] ca]cu]ou os va]ores 2, . tais que
ê igual a vara.anciã de E** (Tab.2.17)

!

Portanto

1+ Êr,n
(s) 'X(i)i :l

r n r,n
+( 2 . 73)
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tem E.M.Q. 'ini n€2
' "T,n

Para r=2 com n tendendo ao infinito, os E.M.Q
elJ'* e €1 aproximam-se de €1 e 0,5€1z respectivamente

de

Para {:' ou menor eficiência assintõtica de

em relação ao extremo de Cramér-Rao para os e s timadores

regulares nao viciados de € e ao menos 0 .97 7

r k. r(Z.) nB,.. rr/,.. r(Z.) nB

Fonte: Maná, Schafer e
singpurwalla [7?]

O ponto representa a vzr
gu].a decimal.

r S.55
2.4]
1.46
l.G!

.81

iO .406
}5 .69Q
20 1.e66
2S ].321

n = 25
5.97
2.4S

.81

1 .6: 1 Q (H
-.75 2.13

.]6 .S7

.40 .C4
.65 - .es

7 .!82
14 .420
21 .707
28 1.091
35 ).367

1.60
-.73

14
.42
.70

9.16
2.07

,56
.03
.es

n = 4')

l

6
0

q

.C6?
:6

.29}

14
Ç

3

2
i
l
!

i

64

'i l
4S

.q:

.87
,82

2.44
1.61

! 1
-.73

/'\'.'VZ.
14
]3

.74

.62

36.03
9.44
4.11
2.e7

;4

.22
.02

.10
-.os

4

8

12

i6

24

32
36
40

.077
l$4
.299

.423
.5SS

12.70
5.34
3.30
2.33

.41

1.17
.99
.86
.8C

2.39
1.58
1.09

-.72
-.41

.13
14

.43
.77
.67

30.75
8.72
3.89
1.98

1.04
.4i5
.549

.8'70
077
3$6

1.3Q2

.882
1.092
1.377
}.340

.09

.0730

9 ..}83
8 .427

27 .7i2
36 ].098
aS 1.386

S.37
2.36
1.42
.98

.79

1.57
- .7i
-.13

.43

.73

8.75
2.02

.53

,02
07

11 .192
22 .432
33 .719
44 1.105
55 1.402

5.30
2.39
1.45
1.(D
,8]

1.56
-.71

12
.44
.75

8.a8
1.98

.52

.02

.08

n = 50

Tab. 2.].7 - Valores para 5

10

20

25
io

3S

4S
se

190

.3Q6

.43G

.716
,S90

1.]03
1.393
1.363

.0R2 !2.35
5.40
3.39
2.41
1.82

.45

2
l

l

37
56

.08
.71
.40

2

.44

.78

.70

29.30

3.94
2.03

.53

,21
.02
10
09

6
12
18
24

30
36
42
48
54
60

.085
193

.309

.a33
,568
.720
.894

1.397
1.331

11.65
5.10
3.25
2.34
1.78
1.44
1.19

.99
.88
.83

2.34
].55
1.07

70
.40
.12
16

.44

.79

.72

27.65
8.17
3.75
1.96
.02
,52

.21

.01

.0Q
.U8

.;i. i;- 'ç**, t , ,t**,-
e a variável. qui-quadrado
proximada

l

1.(D
.87
.81ir,n
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0, a eficiência d

El* : ]-:Eii:BT +(2.74a)

que é o h{.E.L.N.V., é ao menos 0,93 para rs0,9n. Alias o
M.E.L.N.V. de n é

n :' : n+e*E(CP) +(2 . 74b)

Para r=n, a efi.ciênci.a de €1+* em relação a Él+ é
0,808 para n:25 e 0,760 para n bem grande

Esses resultados devem-se a Bain [2] e a Enge]hardt
e Bain [22]

Para que se possa usar €1'':* na estimação de rl e d
xP deve-se notar que E(X(s)) é dado por

E(X(s)) : n'''E(Z(s)) ÊI

Engelhardt e Bain [23] propuseram
dador l Inear nãn v-i (-i ndiciado para rl

n** : X(s)-E(Z(s))€1** +(2.76)

Dessa forma o estimados linear não viciado de x é

Para 2n relaçãoe com a

e

0 segui-
o v

Tt 6 . / .)J

hte está.-
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XP** : n* + ]**Zn[2n l ] +(2.77)

Na Tab. 2.17 também estão os valores de E(Z(s))
do que 0,5 esses estimadores são seme

Ihantes aos seus M.E .L .N .V

.-+(EXEMPLO 2.8- Obtenção de n** para r:2 quando n** é o
M.E.L.N.V. de n

Sabemos que

E (X(1) )

rPara menorn

n X

n

UAPÇ. llAJ "'L

r f'. . .. o. . ) Ü.

( 2n v- !n n) exp ( -v) dv
0

Na(2.78) y é a constante de Eu]erEy=0,5772157...]

Portanto para r:2 temos

n*": n*: X(1)'' (Y'2nn)E** +'(2.79)

Para determinar uma expressão para $** para r:2 dÊ.

/

,/

\

:1



lnlV : X(1) -X(2)

para

f(w) : ./ . para 0<w€1

+( 2 . 80

f (w) = 0 para outros valores

Então desenvolvendo o denominador e determinando
E (- ÊhlV) obter- se

)
e(n - l +w ' ' ÊI )

n.In(I'ii+T)

Para r=2 e n grande, o E.M.Q. do estimados de Roo-
sando no lugar de rl**

n"*-B, .e +(2 . 82)

n** : x(2)' ( X( 2) -X( 1) )

de ser reduzido a metade u

)
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Na (2.82) B, .€1z é a covariância de n** e E*"

Os valores de n.Br,n aparecem na Tab.2.17
l

-l(IEXEMPL0 2. 9 - Os dados abaixo representam os instantes de f3
Iha em horas de um componente eletrõnico proveniente de uma

população de Weibull com B=2 e 0:100 fornecidos por Harter
e Moore [331

5

10

17

32

32

33

34

36

54

55

55

58

58

61

64

65

65

66

67

68

8 2

8 5

90

92

92

102

103

106

1 07

114 142

116

117

124

143

1 51

158

114 139 195

Os valores de €1 e n são. respectivamente 0 , 5 e

4 ,6051 7

Enge[hardt e Bain [23] fizeram uma analise para os
valores de interrupção r=10,20,30 e 40 e a confiabilidade
no instante 32 , 46h

Para r=20 temos s=20 e de (2.69) temos:
r-l

(r-l) tnT(r)'iEIR'nT(i)
nkT,n

19.4 , 220-69.4 20

40.0.5584
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onde k20,40 foi li.do na Tab. 2.17
Da (2 . 76) temos :

(r) 'E(Z(s)) € ** 4, 220- (- 0,4106) 0,48 2

Finalmente,

C** (t) exp [ -exp (I'nt' rl* *) ]

Da: podemos também obter as estimativas pontuais,
de B e 0

0** = exp(n**) ------ 0** : e4,41* ; g21331

No caso de uma amostra completa uma outra fórmula
para o calculo do estimados de €1 é

s - ]. r

( 2s - r-l) InT(s) - .+( 2 . 83)
nks,T,n

S

onde ks,r,n é a constante de correção e s é escolhi.do de tal
forma que se minimize a t'ariância de €1:*

s-l r

( 2 s -r- 1) E(Z (s) ) 2 . 84)
n

Esses valores podem ser lidos na Tab. 2.17 entran
do na coluna do s com o valor s=[0,892nJ+]

\

\

\
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Por exemplo para r:n=40 temos s=36

Portanto k36,40,40:1,4123 e em vista da(2.83)vem

31. 4,956- 14 3, 37 2+20 ,316
4 0i1 , 41 2 3

Enge[hardt e Bain [23] propõem também no caso
uma amostra completa i:l o seguinte estimados

de

X+ 'Y €1 * *
S

+( 2 . 8 5)

onde X é a média amostral, y=0,5772
Des s a forma temos

. n

n ilit nT(i)+Y€1s*

4 ,216+0,5772'0,541 : 131:151?1gll

Esse valor é próximo daquele que obteríamos se usam
semos a (2. 76)

rl+ " ; 4,956- 0 , 541 ' 0,7661 = 4 , 542

A comparação dos resultados assim obtidos com aqui
dos E.bl.V. estão na Tab. 2.18les
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Fonte: Engelhardt e Baia [23]

(2) C(32,46)

Tab. 2.18

M . E . L . N .V . COMB l NADOS DE SUBAMOSTRAS

Para amostras de tamanho moderado, um outro proce
alimento é dividir uma a.a. não ordenadaerT! duas subamostras
de tamanho menor que 25.

Calculam-se então os M.E.L.N.V. para cada subamos-
tra e obtem-se uma média ponderada õtima dessas estimativas
para aproximar o M.E.L.N.V. da amostra toda

Essa técnica de combinar as estimativas das suba-
mostras pode também ser aplicada para a está.mação de ÉI de
duas amostras tendo diferentes valores para n porém o mesmo
valor para €1

T F F F       0+'      
10 0,807 0,729 5,066 4,919 1,239 1,372 158,5 136,6 0,864 0,870

20 0,482 0,478 4,418 4,428 2,075 2,091 82,9 83,8 0,867 0,871

30 0,579 0,562 4,574 4,567 1,727 1 ,780 96.9 96,3 0,860 0,865

fonna de
40 Engelhardt

Bain
0,541 0,S14 4,528 4,530  1,945 92,6  0,866 0,878
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Os M.E.L.N.V. e;* e n4* de €1 e n
para a j -ésima subamostra são :

respectivamente

+( 2 . 8 6)

nj : nj'ej E(CP)

ali.ãs jã estabelecemos esses resultados em (2.74a)e (2.74b)
e e:E(LB)=E[(E-e)z], ei'E(LU)=EE(tí-n)'t,e'E(CP):EE(e-e)(il-n)l
estão na Tab. 2.14.

Consideremos uma combinação linear específi.ca

g :Êln+Ê2€ +( 2 . 87)

de n e € onde 21 ou l2 podem ser 0 (zero) porém não ambos

Seja k o número total de subamostras e Q-i igual
variância do M . E . L .N .V

a

g'j : lln j'tze j
+( 2 . 88)

de g para a j-ésima subamostra j=1,2, ...,k

A variância Q-i é igual a

Qj (ZÍ AJ'21112Sj'l; Cj)E: +(2 . 89)

Na (2 . 89) temos
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c.
J

B
]

A
J

E; (Le)

E. (CP)

J ' ''
+( 2 . 90)

E; (CP)

Ej (Ln) 'r:ÉÍtD'

A justificativa desses resultados esta em Mann [62]

Nessas condições a combi.nação linear Ótima de está
mativas subamostrai.s não viciadas de g é

::i;.{yr:jTt::*, ,
;i: e

Õ +(2 . 91)

sendo que a

v(g) +( 2 . 9 2)

')k'EXEMPLO 2.10 - Em Mann, Schafer e Síngpurwalla [77]temos um

teste aplicado a 43 capacitores, os quais foralndivididos em
2 subamostras de tamanhos 22 e 21

Se na primeira subamostra 2 unidades não falharam
e se na segunda todas falharam podemos obter
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Qle: : v(ei*l)
e' . 0 ,03514
'i':'aTÕ s514 0 , 0 36 42€1z

pois nl:22 e rl:20

Q2E: : V(e*2): €2'0'03047 : 0,03143€:

pois n.:r.=21' Z 6
conforme as tabelas de Mann

DaÍ

e*1 e*2
a.03642 + 0,031

'Z7TTr Í31 ; 82Ê

Dessa forma se ti.víssemos €1*l:0,623 e €1*2:0,592
respectivamente então

Avariânciade €1é igual a e2 :9,017E2

Deve-se observar que os valores de n nas subimos
trás nao precisam ser l-guaJ.s

l l l ESTIMADORES LINEARES BASEANDO-SE EM POUCAS OBSERVAÇÕES ORDENADAS

Para amostras pequenas até aquelas de tamanho moda

rado pode-se aplicar um procedimento baseado em duas ou três
observações ordenadas para definir estimadores que sao pro'
ximos dos E.M.V. , dos bq.E.L.l. e são razoavelmente eficien-
tes (tem pequeno E.M.Q.)
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Desde que os M.E.L.N.V. e os b4.E.L.l. são relativa
mente simples de obter para amostras de tamanho 25 ou menor
valores para obter as estimati.vas pontuais em função de du-
as ou três estatísticas de ordem de n, €1 e x. não serão ana
pisadas.

9

Elas entretanto estão disponíveis no trabalho de
bÍann [68] para amostras de tamanho 2 até 15

Se entretanto o tamanho da amostra é quase comple-
to e se é 80 ou mais o estimados de duas estatísticas de or
dem de €1, determinado iterativamente por Libe]ein [57] em
19S4 e desenvo]vido por Dubey [20] em 1967 tem assintotica-
mente o menor E.Q.M. entre os estimadores invariantes basea
dos em duas estatísticas de ordem.

É assintoticamente não viciado e assintoticamente
normal e a eficiência assintõtica com relação ao extremo de
Cramér-Rao para os estimadores regulares não vi.dados é de
0 66

A sua forma é

»' 1

0, 33 [ X(0,9737n) 'X(0 ,1673n) ] +( 2 . 93)

Na (2.93) se os números de ordem das duas estatís-
ticas de ordem não forem inteiros, eles são substitui.dos pg
los inteiros[0,9737n]+] e[0,1673n]+]

Dubey [Zo] estabe]eceu também o estimados assinto-
ticamente mais eficiente baseado em duas estatísticas de or
dem de rl, mais precisamente

n'
0, 446X(0 , 40n) +0 , 554X(0 , 82n) +( 2 . 94 )
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com 0,40n e 0,82n iguais a[0,40n]+] e[0,82n]+] respectiva
mente se eles não forem inteiros.

Esse estimados õ assintoticamente não .viciado e a
sua efici.ência assintótica com relação ao extremo de Cramél

-Rao (-------ã--) para uma estimação não viciada de né 0,82

Na realidade a obtenção dos coeficientes e dos nú-
meros das observações ordenadas que dão os melhores estima-
dores assintoticamente de duas estatísticas de ordem de €1 e
rl dependem .dos resultados de MostellerEOKJque datamde 1946

Ele demonstrou que Xrl.) a Àn-ésima estatística de
ordem de uma amostra de tamanho n de uma f.d. f(x) é assin-

toticamente normal com medi.a x e variância iiiÊ-i;lliii!?l? e que
a covariância da Àn-ésima e .5n-ésima observações(lsXns6nçn)
é assintoticamente igual a

À (1- 6)
nt L xÀJ l t x (5

onde xX:n+Eln {lnTIT} e portanto f(xÀ) :-C;LÊÀlln(TIX)

Mann [64] determinou as eficiências assintõticas

dos estimadores de x0,05 e xO.lO (a. a.de tamanho pequeno e
moderador é obteve os resultados 0,82 e 0,81 respectivamente

Esses está.madores, que são assintoticamente não v.}
dados tem a forma

X([ 0, 40]+1) +CxEX([ 0 ,98n]+]) 'X([ 0, 13n]+])] (2.+ 5)

onde para p:0,10 temos Cx:-0,473 e para p:0,05 temos Cx
0 . 6 8 9
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Os extremos i.nferiores de Cramér-Rao para os está
madores regulares não viciados de xO,lO e x0,05 são respec
tivamente 5, 345€12 e 8,000Élzn

Para amostras completas ou quase completas de ta-
manho sufici.entemente grande pode-se obter estimativas de rl
e € com eficiências de 0,9720 e 0,9442 respectivamente for-
mando a apropriada combinação linear de 10 observações onde
nadas dos X,.~l

Isso foi demonstrado por Chan e Kabi.r [7] que.obti
velam as eficiências assintóticas para especificas combina-
ções lineares de 2 até 10 observações ordenadas.

Dessa forma os estimadores de TI, E e x. devidos a
Chan e Kabir têm a forma '

c-k
1 0

i=laiX( [ 6in ]+]) +(2 . 96)

1 0

iE lbi ' X( [ Àin ]+ ])
+( 2 . 9 7)

(P) c-k k'€1 c-k% L%Í:P] +( 2 . 98)

Na(2.96) êi:i'0'5 e Ài'..a'i e b'i estãona Tab. 2.19

Na Tab 2.19 deve-se observar que

10
l

+(2 . 99)

;

/

Í'
f'
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Ponta: Mana, Schafer e si.nBput'wa]].a [77]

Tab . 2 .19 - Valores para obter
as estimativas dos par ãmetros
de uma d istribuição de valor
extremo .

Isto assegura que os esticadores são invariantes,
ou seja tem E.Q.M. proporcional a e'

l xi '; b;
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EXEblPL0 2.11 - De Mann, Schafer e Singpurwa]-]a [77] tiramos
os seguintes dados de um teste de imersão para a analise de
corrosão em que cada unidade de uma amostra de tamanho 100
foi observada durante semanas até aparecerem as trancas

+

Para o calculo do estímador de rl precisamos dos lo
garítmos naturais dos tempos de falha que ocorreram na 61,
16 ê., 26ê..,... 96 ê. posições.

Esses valores na amostra de Mann, Schafer e Si.ng
purwal la são

X( 6)
X(16)

X(26)

X(36)

X(46)

X(56)

X(66)

X(76)

X(86)

X(96)

0 , 5 2 0

l

i
}

1 , 2 1

1 ,41

1, 56

1 ,66

1 , 83

2 , 05

2 , 1 0

2 , 30

2 , 58

Õ Da (2.96) e da Tab. 2.19 vem

c-k 0 , 1 74 2 0 , 5 2 0+ 0, 1792 ' 1 , 21 + + 0 , 02 5 0. 2 , 5 8

c-k el ,45
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Para o calculo do estimados de €1 precisamos dos to
garitmos naturais dos tempos de falhas das observações de ng
mero 1, 3, 7, 15, 66, 81, 91, 97 e 100.

Deve-se notar que a primeira observação seta aqui
tomada duas ve zes

Os dados de Mann, Schafer e Singpurwalla são

x(1)
X(3)

X(7)
X(15)

X(66)

0 , 30 1

0 , 26 2

X(81)

X(91)

X(97)

x(100)

2 , 2 5

2 ,42

2 , 5 8

2 , 7 7

0 ,66 3

1 ,08

2 , 05

Em vista da (2.97) e da Tab 2 . 19 vem

c-k .0,0284' (-0, 301) -0, 0616'(-0,301) -0,0934'(0 ,262)' .+2,77'0,0107

.:{.; ; =w
Uma estimativa de vida confiãvel correspondente a

uma proporção de 90% de sobreviventes tira-se de (2.98)

(0,10)c-k : expl1,45-0,663tnElnl lJ}
l seman

Existem fortes indicações que amostras com tamanho

da ordem de 80 produzirão aproximadamente as eficiênci-
as assintóticas citadas para os estimadores lineares bg
seando-se sòmente em algumas observações ordenadas
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2.6 - INTERVALOS DE CONFIANÇA SOB CENSURA DO TIPO ll PARA OS PARÂME
TROA DA WEIBULL BIPARAMETRICA.

2 . 6 . 1 - GENERAL l DADES

Para a distribuição de Wei.bull bi.paramêtrica sob
censura do tipo 11, os intervalos de confiança (l.C ) dos Pg:
rametros assim como os testes de hipóteses relativos aos
mesmos podem se basear em muitos dos estimadores pontuais diâ.
cutidos no parágrafo anterior

Para esse modelo, as estatísticas que tendem a prg
duzir testes com o maior poder (mai.or probabilidade de reje.i
tar a hipótese falsa) e o l.C. com a mai.or precisão [menor
probabilidade de incluir um valor maior do que (menor do
que) qualquer g'(n,e)>(<)g(n,EI) em um l.C. superior C in-
ferior) para g(n,€1)] são funções que estimam os parâmetros
com os menores E.b{.Q.

Esses são como j á discutimos , os E .M.V e os }{.E
L. l

Bogdanoff e Pierce [5] em 1973 e Law]essE53] em
1975 mostraram que o uso do enfoque de Bayes para a está.ma-
ção dos parâmetros não oferece nenhuma melhora sobre esses
métodos clássicos na obtenção dos extremos de confiança pa-
ra a distri.buição de l\reibull

2.6.2 - 1.C. PARA AMOSTRAS CENSURADAS DO TIPO 1 1 DE TAMANHO MENOR

QUE 26.

In:felizmente não se pode achar as distribuições
das funções nem dos E.M.V. e nem dos M.E.L.l. na forma ana-
lítica quando se trata de pequenas amostras.
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Para grandes amostras (de tamanho 80 ou aci.ma) as

estatísticas -Ê , -Ê, :lE==2 e l:Z---2 para 0<p<1 (onde €1 e XP€ ' E' F ' ;

são E.M.V.) têm distri.buição aproximadamente normal

Para amostras pequenas e moderadas, percentis das
fu.nções invariantes dos M.E.L.l e dos E.M.V. foram calcula-
das e tabulado.s através do uso do método de simulação de MoD:

te Carlo.

Entre os primeiros trabalhos nesse sentido destaca
mos os de Thoman, Bain e Ant]e [93] em 1969 e [9411970, Bi].L
man, ARt]e e Bain [3] em 1971 e Mann e Fertig [72] em 1974

Consideremos inicialmente o parâmetro €1

A estatística W = ê

onde E é o M.E.L.l. de €1, esta na Tab. 2.20

Daremos as justificativas no item 2.6.4, porém de2
de que

+(2 . 100)

PC'Ê''".)

P('Ê«"I..) : l-a

então

com probabilidade l-cE

+( 2 . 101)

el € iiÊ- com probabilidade l-aa
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sao respecti\lamente os extremos de cona.ança inferior e su
perior para €1 ao nível de confiança l-cE

O l.C. de 100(1-a)9o para ÉI teta a forma

iiç':;;'; É € $ ii:.7- +( 2 . 1 0z)

Um extremo de confiança inferior ao nível l-cl para
n ou xP:n+€11' {lnÍ:T} pode ser obtido de forma semelhante a
partir da estatística

vl-P +( 2 . 1 03)

visto que pode-se mostrar que a distribuição de Vl-P é inda.
pendente de função de n e ÉI

Q-x
Desde que ---=-

PCxp>n-êlxl-p,l-a) :l-cl

€
com probabilidade l-ci, a

xP z n'Élvl-P,l-cE +( 2 . 104)

é o extremo de confiança inferior para x. ao nível de cona
onça y

Um extremo de confiança inferior para t. (vida con
fi.ãvel correspondente a uma proporção de sobrevientes de
l-p) ao nível l-a é dado por:

t
P e xp ( n - Elvl-P , 1- cl) +( 2 . 105)
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Ê óbvio que o l.C. de (l-a)100% para x. tem a for
ma

n'evl-P , l-a/2gxPsn' €1vl-P , a/2 +(2 . 106)

NaTab. 2.21 temos uma parte dos valores de

vl-p,l-a. ou seja os quantas da distri.buição de Vl-P para
os valores p:0,0S e p:0,10 e (l-a) variando de 0,02 atê
0 ,95

Se p:l-exp(-1) então xP:n e portanto

+(2 . 107)

Na Tab. 2.22 correspondendo a p=1-exp(-1) temos os
valores para obter os extremos de confiança para o parame '
tro de posição da distribuição do valor extremo n ou do pa-
râmetro de escala da IVeibul1 0=exp(n)

Portanto o l.C bilateral de (l-a)100% para n é

n-evl-a/ 2 SDÇR ' Cva/ 2 +( 2 . 108)

De (2.102) temos o l .C bilateral de 1 00 (1-cE) 9o pa

:gQ . . : 1l=a8
€ €

+( 2 . 109)

De (2.108) temos o l.C. bilateral de 100(1-a)Qo pa
ra 0=exp(n)

l
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exp(ã'ilvt-a/2) ' 0 : exp(;i-il.va/2) +(.2 . 1 1 0)

+EXENIPL0 2.12 - Para ilustrar numero.cadente
tomemos os dados do Exemplo 2 . 7

essas fórmulas

O l.C. bilateral de 90% para o parâmetro íi em vis
ta da (2.109) é

;:.-bh ' ' ' .-:;.hg.;;: -- I',;; --l&

pois l-a=0,9 e da Tab 2 . 20 para n=10 , r=7 temos

"0, 05

co0 , 9 5

0 ,42

1 ,46

Podemos também obter um limite de confiança unila
teral a esquerda de 90% para o décimo percentil da distri
buição do número ciclos até falhar

Da(2. 105) e da Tab. 2. 21 temos

tO,lO 2 exp[9,493392-0,479225.4,41]

Podemos finalmente obter o l.C. de 90% para a vida
característica 0 a partir de(2.]-10) e da Tab. 2.22

exp (9,493392-0,479225'0,70) ÉOsexp[9,493392- 0,4 79225H- ,08) ]
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Fonte: Kapur e Lamberson E49]
O ponto representa & vírgula decimal

Tab. 2.20 Uma parte da tabela dos percentis ou qyan
tis da distribuição da eltat:stica W = EI/EI

/z r 0.02 0.05 0.10 0.25 0.40 0.50 0.60 0.75 0.90 0.95 0.98

8 3 0.08 0.13 0.]9 0.35 0.49 0.59 0.70 0.92 1.31 1.58 1.95
4 0.16 0.23 0.31 0.47 0.61 0.70 0.81 1.00 1.33 1.55 1.83

5 0.23 0.31 0.39 0.55 0.68 0.77 0.87 1.05 1.33 1.52 1.76
6 0.30 0.38 0.46 0.62 0.74 0.82 0.91 1.06 1.32 1.49 1.69
7 0.36 0.44 0.52 0.67 0.78 0.86 0.94 1.08 1.30 1.45 1.62

8 0.42 0.50 0.58 0.71 0.82 0.89 0.96 1.09 1.28 1.41 1.56

9 3 0.08 0.13 0.19 0.34 0.49 0.59 0.70 0.92 1.31 1.58 1.92
4 0.16 0.23 0.31 0.47 0.60 0.70 0.80 1.00 1.33 1.55 1.84
5 0.23 0.31 0.39 0.54 0.68 0.77 0.86 1.04 1.33 1.S2 1.76
6 0.30 0.38 0.45 0.60 0.73 0.81 0.90 1.06 1.31 1.48 1.70
7 0.35 0.43 0.50 0.66 0.77 0.85 0.93 1.07 1.30 1.46 1.65

8 0.40 0.48 0.S5 0.70 0.81 0.88 0.95 1.08 1.28 1.42 1.59
9 0.45 0.53 0.60 0.74 0.84 0.90 0.97 1.08 ].27 1.39 1.53

10 3 0.08 0.13 0.19 0.34 0.48 0.59 0.71 0.93 1.31 1.59 1.92
4 0.16 0.23 0.30 0.46 0.60 0.70 0.80 1.00 1.33 1.57 1.86

5 0.23 0.30 0.38 0.54 0.68 0.77 0.86 1.04 1.33 1.53 1.77
6 0.29 0.37 0.45 0.60 0.73 0.81 0.90 1.06 1.32 1.49 1.71

7 0.34 ]ê:ã] 0.50 0.65 0.77 0.84 0.92 1.07 1.31 m 1.668 0.39 0.47 0.54 0.69 0.80 0.87 0.95 1.08 1.29 1.43 1.60
9 0.43 0.51 0.S9 0.73 0.83 0.89 0.96 1.08 1.28 1.40 1.55
[0 0.48 0.55 0.62 0.76 0.85 0.91 0.98 1.09 1.26 1.38 1.5]

11 3 0.08 0.13 0.19 0.34 0.48 0.59 0.71 0.92 1.31 1.60 1.97
4 0.15 0.22 0.30 0.46 0.60 0.70 0.80 1.00 1.34 1.58 1.87
5 0.22 0.30 0.38 0.54 0.67 0.76 0.86 1.04 1.34 1.54 1.82
6 0.28 0.36 0.44: 0.60 0.73 0.81 0.90 1.07 1.33 1.52 ].73
7 0.33 0.4} 0.49 0.65 0.76 0.84 0.92 1.08 ].32 1.48 1.67
8 0.38 0.46 0.54 0.68 0.80 0.87 0.95 1.08 1.31 1.45 ].62
9 0.42 0.50 0.57 0.71 0.82 0.89 0.96 1.09 1.29 1.42 1.58

l0 0.46 0.54 0.61 0.74 0.85 0.91 0.98 1.09 1.27 1.38 1.53
11 0.50 0.57 0.64 0.77 0.87 0.93 0.99 1.09 1.25 1.36 1.49

12 3 0.08 0.13 0.19 0.34 0.48 0.58 0.70 0.92 1.30 1.56 1.87
4 0.16 0.22 0.30 0.46 0.60 0.70 0.80 1.00 1.33 1.55 1.82
5 0.23 0.30 0.38 0.54 0.67 0.76 0.86 1.04 1.33 1.53 1.78
6 0.29 0.36 0.44 0.60 0.72 0.81 0.90 1.06 1.33 ].49 1.72
7 0.34 0.41 0.50 0.65 0.76 0.84 0.93 1.08 1.31 1.47 1.66
8 0.38 0.46 0.54 0.68 0.79 0.87 0.95 1.08 1.30 1.45 1.6]
9 0.42 0.50 0.57 0.71 0.82 0.89 0.96 1.09 1.29 1.43 1.S8

l0 0.45 0.S3 0.61 0.74 0.84 0.90 0.97 1.09 1.28 1.40 1.55
11 0.4i) 0.5(p 0.6-4 0.?6 0.$6 0.(92 0.9S 1.09 1.27 1.37 1.51

12 0.53 0.60 0.66 0.78 0.87 0.93 0.99 1.09 1.24 1.35 1.46
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8 3
4
5
6
7
8

0.02 o.os 0.10 0.25

2.1 1
2.10
2.08
2.05
2.03
2.01

l a
0.40 0.50 0.60

3.48
3.27
3.12
3.02
2.93
2.83

0.75

4.62
4.10
3.82
3.62
3.46
3.32

0.90 0.95 0.98

16.36
l0.76
8.62
7.18
6.40
5.84

2.62
2.56
2.49
2.43
2.38
2.34

3.01
2.88
2.78
2.71
2.64
2.57

7.51
5.96
5.28
4.83
4.49
4.21

l0.67

6.50
5.83
5.31
4.90

9 3
4
5
6
7
8

9

l0.21
7.39
6.34
5.67
5.28
4.95
4.66

15.61

l0.26
8.13
7.06
6.46
5.94
5.50

10 J
4
5
6
7
8

9
10

0.09
0.99
1.17
1.20
1.21
1.21
1.21
1.2}

0.99
1.34

1.46 2.05
1.62 2.08

2.51
2.48

2.84
2.77
2.71
2.66
2.62
2.58
2.54
2.50

3.27
3.13
3.02
2.94
2.88
2.83
2.77
2.72

4.25
3.90
3.67
3.53
3.41
3.31
3.22
3.13

6.75
5.56
5.00
4.67

4.22
4.03
3.86

9.36
7.17
6.13
5.59
5.18
4.91
4.63
4.41

14.88
9.60
8.02
6.99
6.29
5.83
5.5]
5.16

1 1 3

4
<

6

7

8

9
10

1 1

0.09
0.97
1.1 8
1.24
1.25
1.25

1.25
1.25

0.90
1.35
1.43

1.45
1.45

1.45
].44
1.44
1.45

1.42
1.61

1.64
l.M
i.64
1.64
1.64
1.64
1.63

2.0]
2.06
2.05
2.04
2.03
2.0]
2.00
1.99
1.98

2.45
2.44
2.41

2.77
2.73
2.68

3.17
3.06
2.98

4.07
3.79
3.60

6.41
5.46
4.90
4.58
4.36
4.15
4.01
3.87
3.76

9.11
7.04
6.07
S.52
4.16
4.87
4.63
4.44
4.26

14.47
9.98
7.83
6.96
6.34
5.82
5.54
5.23
4.94

1.25

?onde: b.Ppc:' e Lülübepsor [Z;9]
L ponte ''?present.a a vi!'gu].a decima].

Tab. 2.21 - Lama parte da tabela dos percentis ou quantas
da distribuição da estatísti.ca

vl-P

no caso particular de p 0.10

0.49 1.13 1.52
1.04 1.33 1.60
[ . 1 ] 1.36 1.60
1.13 1.36 1.59
1.12 1.36 1.58
1.12 1.36 1.58

0.42 1.12 1.51 2.09 2.57 2.95 3.40 4.43 7.14
1.06 1.36 1.61 2.10 2.52 2.84 3.21 4.00 5.77
1.17 1.41 1.63 2.08 2.47 2.76 3.08 3.76 5.13
1.19 1.41 1.62 2.06 2.43 2.70 2.99 3.59 4.74
1.19 1.4] 1.62 2.04 2.39 2.64 2.91 3.45 4.48
1.19 1.40 1.61 2.02 2.36 2.59 2.84 3.34 4.26
1.19 1.40 1.60 2.00 2.33 2.55 2.78 3.22 4.04

1.42 1.64 2.07 2.45
1.43 1.64 2.05 2.41
1.43 1.64 2.04 2.38
1.43 1.63 2.02 2.35
1.42 1.63 2.01 2.32
1.42 1.62 1.99 2 3n

2.38 2.63 2.9] 3.46
2.35 2.59 2.86 3.36
2.33 2.56 2.80 3.28
2.3} 2.53 2.76 3.21
2.29 2.49 2.7] 3.14
2.28 2.46 2.67 3.06
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2.6.3 l .C. PARA GRANDES AMOSTRAS E COMPLETAS

Para amostras completas com tamanho 80 ou maior os
E.!vl.V. e os está.Radares lineares ati.ngem aproximadamente as
suas propriedades assintÕticas

Dessa forma as tabelas da variável normal padrão
podem ser usadas com funções dos estimadores para obter os
l C

"+rEXEbtPL0 2.13 - O estimados de xO.lO baseado em ires estatÍs
tecas de ordem dado pela (2.95) é assintoticamente normal

com média xO,10' Representemos esse estimados por X'0,10

A efici.ência assintõtica de XÂ .n é 0,82 e a vara.ân
cia assintÓtica do E.M.V. de xO.lO (desde que a covariância dos
E.l\l.V. de eje r) é -0,257El2) é igual a

l=L:l=#4-Ê--+0,608{lnrzn lJl2-T-2(0,257)InEln( 1)t-T

Portanto a vara.anciã assintótica de X'. .. é

e daÍ X'0,10-x0,10 +( 2 . 1 1 1)

sendo assintoticamente normal padrão com média 0 (zero) evg:
riância l

Para obter o extremo de confiança para xO.lO pode-
mos utilizar simplesmente o estimados €1' dado pela (2.93)pg
ra (. visto que
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2 , 55 e'
+(2 . 1 12)

é também assintõticamente normal com média 0 e variância l

Pode-se de uma forma similar obter os estimadores,
assintoticamente normais para n e x0.05 usando o fatode que
as variâncias assintõticas de

n' = 0,446 X([0,40n]+])0,554X ([0,82n]+])

VI

" 0,05: X([0,40nJ+])'0,689(X([0,98n]+])'X([0,13n]+]))

]:J:ggE: .!J,g99.e'
(i 82' e 0-81' respectivamenten n '

A distribuição assintõtica de -:- é normal com mé

cia l e variância (0 608)

n

Dessa forma os extremos de confiança assintÓticos
parte podem também ser obtidos a partir de

1 , 04 2Y« (-C- - 1)
€

+C 2 . 1 is)

utilizando-se tabelas da normal padrão

Os estimadores assintÓticos baseados em 10 obser-

vações de ordem, rl'c.k e €1'c-k fornecem extremos de confian



ça mais prece.sos, pois as suas eficiência
respecti.valente iguais à 0,9720 e 0,9442

2.6.4 - 1.C. PARA AMOSTRAS DE TAMANHO MODERADO PA

l o parâmetl.g €1:ê:

Pode-se agora utilizar o estimados Él** dado pela
(2.69) para obter os extremos,de confiança para o parâmetro

Bain [2] mostrou que a média e a variância de

nk e** 1il(X(r)-X(i))

1 20

asse.ntoticasS sao

GRANDERA

€

r

€ E
+(2.114)

são ambas aproximadamente

em terno de 0,5 ou menos

Dessa forma ele sugeriu aproximar a distribuição

2nk. .e''
de ------Ê.-tlL-- por uma distribuição X2 com 2nkr,n g.l

tema aproximação melhor, aplicada para todos os 1, pg
de ser obtida para nz20 utilizando a observação de van blon!

X,:. - rl

fortE95] feita eln 1970 de que.,para X(i) e Z(i) ; \
a variável HI tal que ''

para n grágua T,nis a nk ande e :-

x(i,.l} x(i)
l F IETZ ,. .. ) -E rZ ,.. lll l

+( 2 . ll 5)

tem uma distribuição aproximadamente exponencial com média
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l ê, variância aproximadamente l e HI e H.i, i#j têm uma co
variância bem próxima de zero .

Embora essa aproximação seja geralmente bastante
boa para nz3 para todos os percentis da distribuição entre
0,05 e 0,95, ela depende de um resultado assintõtico relata
vo a diferenças de estatísticas de ordem adjacentes dado por
Pyke [ 89] em 1965 .

Essa aproximação é utilizada ni ''construção'' da eg.

tatísti.ca para o teste de aderência para a distribuição do
vâ].OT extremo.

O fato de que a estatística para o teste de aderêp:
cia tem uma distribuição bem próxima da beta, sugere que c3.
da 2H.l tenha aproximadamente uma distribuição Xa com 2g.l

A concordância dos percentis da distri.buição cam
os percentis da beta aumenta com n.

Por outro lado para rs0,90n, 2nk -,..Ê=; ig-,l ;

Wt.n ; :il:ll-- : E:itEGü...D)'Eao))]mi '»(2.ilÓ)

r

E

e é portanto aproximadamente uma soma de v.a.i
2

X

ponderadas

Agora podem ser usados os resultados de Patnaik
[8s] para aproximar uma soma ponderada de variáveis X: pon'

deradas pela xt 2mw com 2m' g.l. onde D e v são amédiae
a variância respectivamente de W, ..)

W

O valor nkr,n é a média de --làlL-de forma que
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2mW
V

8-'k;,«e**
4n2k2 Êr,n r,n

+( 2 . 1 1 7)

Ç Ç DALI

W

0
loa (2nkr,n)22r,n de

Para l neaueno. y. ; nk n .Z!!W
V

Nesse caso o número de g.l. Z.i-
rdância com o que provou Bain [2]

Em geral, --T.- = 2r,n

Enge[hardt e Bain [22]
os para inferir que

l
T,n

utili.zaram

r V
; nkpequenos e

4n r,n

aproxi.madamente uma variável X2 com Z g.l. quando3to.!
ila-se grande com 1l fixo, isto ê a, sua demonstração aplica-
se para amostras fortemente censuradas

Mai.s uma vez observamos que a esperanças a variân-
e E++ sao E e lr,n€2 respectivamente

Esses resultados também aplicam-se se r = n quan
do s é [0,892n] e €1** e W. . são definidos em termos de se

mas devalores absolutos de X(s)-X(i), i:1,2,...,n.

Desde aue o número de P.l. .gn.--. nnrmalment

T,n

dcia

e nao eV
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um inteiro a aproxi.mação de Wil.son-Hilferty da qui-quadrado
para a normalidade pode ser usada para aproximar gr.n(C) o

100[-ésimo percenti] da distribuição de --E

Desde que -:tE-
obteremos :

e uma Xz, dividida pelos seus g.l.,

g,,.(0; (l- b> 'z.iilV7');
que é aproximadamente i.qual a:

o,,.(n ; o - -%.a ... 3ilgy.n ;

+( 2 . 118a)

+( 2 - 1 18b)

onde z, é o 100(-ésimo percentil da distribuição normal pg
deão.

Um extremo de confiança superior para €1 ao nível l - (
e

+( 2 . 1 19)

Esse método de aproximar os quantas da di.stribui
ção pode também ser tísado para obter os extremos de confiam:
ça de €1 baseando-se no M.E.L.l. E ou no M.E.L.N.V. E* para
valores de D: que não estão na Tab.2.20desde que € e €1* po'
dem também ser expressos como somas ponderadas dos Hi

Com o intuito de utilizar esse método, precisa -se

conhecer os pesos definindo E' ou € = -Íe* e C=V(E+): E(LE)
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Então como :l , se C é conheci.do, a média m e

a variância de v de lo ambas conhecidas e a distribuição

pode ser ''ajustada'' a tina qui-quadrado com g- g.l

Resultados obti.dos por essa aproximação para os per
centos de }=--F7:i'=ns- concordam com os valores da Tab. 2.20

+

Como as somas de v.a.i Xz são iguais a uma )(2 poda
se utilizar esse fato para obter extremos de confiança para
€ quando as amostras são divididas em subamostras ou quando
amostras são de populações di.ferentes com o mesmo valor de
€

Neste Último caso o valor de n não precisa ser o
mesmo nas duas populações consi.deradas desde que os estima-
dores a serem combinados são independentes de n como mos-
trou'se no $ 2.5.

O estimados de €1,

+( 2 . 1 2 0)

,}:'i:
obtido da (2.91) tem esperança €1 e a vara.anciã

Portanto

l
C2 (

E jj :i :.::.;: Ç,
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é uma variável aproximadamente Xz com

Para se obter um extremo de confiança superior de
E ao nível l-a divide-se €1 por

k l 3
)

Zk DQll1-(9 >1 c ) +
j 3j :l

[basta ver a (2 . 118b) ]

Poderíamos também utilizar a estatística aproxima

com l:4-- e--i,é- g.l. para testar €1 e E2

Métodos para lidar com a estatística F
com g.l. que não são inteiros serão abordados no
se parágrafo.

aproximada
final des-

'+(EXEMPLO 2.14 - Baseando-se nos resultados do Exemplo 2. 9 pg
demos achar um extremo de confiança supera.or de 80% para €1

Para tanto da Tab 2.17 para n:40 e

k20,40 0, 5584 ; t20,40 l.L;.àlã : o,04546

Jã se calculou e** ; 0,482, assim em vista da(2.120)
temos

G - -ç"
0 . 4 8 2

3

+ 0,84

onde 0,84, pois 1- ( : 0,8
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1 1 PARA 0 PARÂMETRO rl=Ên0

AMOSTRAS QUK NÁO SAO FORTEMENTE CENSURADAS

Para se obter os extremos de confiança para n ou pg
ra 0 pode-se uti.]izar os resultados de Mann e Fertig [ü:t]

Precisa-se lembrar que para T(s)
fi.aboli.dado

exp(X(s)) a coD

C(T(s) ) exp [-(T(s)/0)B]

tem uma distribuição beta com parâmetros n-s+l e s

Por outro lado se a confiabilidade C tem uma dis-
tribuição beta com parâmtros i.nteiros p: s+l e s, então -ÊnC
tem aproximadamente uma distribuição Xi ponderada com média

ms Zn(n'0,5) Ên (n-s+0 , 5) +( 2 . 1 21)

e variância

- 1

n+0,5
+( 2 . 122)

onde s=1,2,...,n

As expressões para a média e variância da estatís

teca de ordem exponencial reduzida l-:l=t)estão em concordân
cia com aquelas obtidas por Epstein e Sobe] [2õ]

Uma expressão que não depende de B e que tem uma
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distribuição independente dos dois parâmetros é dada por

.,.l#l$' +( 2 . 12 3)

Portanto, se a distribuição de Q, (uma qui-quadra-
do não central aproximada elevada a uma potência dada pelo
i.nverso de uma qui-quadrada ãproximadr sôbre os g.l) pode
ser encontrada , podemos obter um extremo de confiança para
o ou R=1,nO

Para .! pequeno em relação a B, tem-se

* ; e** +(2.124)

tl' ; n'' : X(s)- E'''E(Z(s))

e desde que € B i-êC e RU t\+ Be. pode-se para iÍs0.5 con-
verter os. percentis da distribuição de n;B (cona aqueles da
Tab. 2.22) em percentis aproximados de Q;l se B, C e ECZ(s))
são conhecidos.

Devido a esses fatos a distribuição de Q, pode ser
aproximada para = g 0,5.

Desde que V' ; D=a é aproximadamente igual ã
€

xb) n F(hÜ?: ' - BE'

l+c
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então

2nQ. ; V' ' E(Z(s))(l+C)+B
' 1 + c

+( 2 . 125)

Na(2.125) C€2 é avariância de E* e Bez é a cova:
riância de Él* e n*

Dos resu]tados de Patnaik [85] ap]icados anterior-
mente as variável.s X2 ponderadas, se Q. com média D e var.i

' 2mO

anciã yl é aproximadamente uma Xzponderada, -----'r é aproxim.g

damente uma X2 com 2m' g.l

A medida que ambos ! e B. crescerem com i- fixo as

distribuições de QT' (!.(ã.i!)B e IBili;ili!) B tornar-se-ão cada vez
mais equivalentes pois:

1) as proporções de incrementou adicionado-s a ms e vs

para formar ms+l e vs+l decrescerão em relação aos valores
total.s ;

2) o valor de €1** crescera estocasticamente próximo ao
valor de E=B'l, enquanto a covariância de E** e X(s) tende
a crescer meno s .

'#'EXEblPL0 2.15 Dados de Mann, Schafer e Singpurwa]]a [77]

Temos 15 tempos do ini.cio de instabilidade de com-
bustão durante o teste de 25 compartimentos de impulsão de
um certo tipo de foguete sendo que o teste terminou aproxi-
madamente no instante da décima quinta falha.
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0,438

3, 9 18

5,8 48

2,413

4, 2 87

5,958

3, 0 7 3; 3, 07 9

4 , 5 0 8 ; 4 , 9 81

6, 0 1 3.

3 , 17 3; 3, 1 98

5 , 1 1 5 ; 5 , 59 2

Da Tab. 2.17 podemos obter kr,n : k15

E(Z(15)) :-O,1557

25 : 0 ,6890

Apli.cando na (2 . 69) temos

15

E** i l(in T 15)' in T(i))
0 , 6 89 0 . 25

Aplicando a ( 2 . 76) temos

n** : in T(15) ' E(Z(15))E**

Zn 6 , 013 - (-0, 1557)0 ,445 : + , q q ! l

Portanto

0** = exp (n**)

Para se obter um extremo de confiança inferior pa
ra 0 ao nível de confiança 0,80 precisamos achar o quan
til qr(C) de Qr

O seu valor é aproximadamente igual a

-,';' ; «*': -h .T,' +( 2 . 126 )
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sendo que na (2.126) .mk e vk são substituídos por ms
obtidos da(2.121) e(2.122) respectivamente

e v
S

Isto alias é comprovado pela analise de Monte Car
lo quando Ê- 2 0,4 e nz15.

Assim

mk: m15 ; in 25,5 - 2n l0,5 = 0,8873

vk : v15 : ' .75l:5 ''' ÍIJ3' : 0,0560

Entrando na (2 . 126) temos

0,0560 0,84''f0 0560 3 ..------..-...--nv)vvvv v)\PT VV)v-rvv J -----""""'l

qls((:0,80) : 0,8873(1-9.0 8873 + 3 (1F873 ) ; l,0768 1

pois z0,80 : 0,84

Se uti.lizassemos as tabelas de função beta incom -
pleta obteríamos o octagési.mo percentil do logari.tmo natu-
ral do inverso de uma variável beta com parâmetros 25-15+1=11

e 15 i.qual a Ên(0,3408)'' :..tl.gZÉ31.

Justifica-se assim o uso dessas aproximações

Finalmente o extremo de confiança inferior para 0
ao nível de confiança 0,80

+( 2 . 12 7)

Portanto

6, 01 3
0 ,

(1 ,0 7 Ó8)
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1 11 - PARA 0 PARÂMETRO rl=ln0 E PARA AS FUNÇÕES PARAMÉTRICAS

C(t.) e t
m' p

Para obter os extremos de confiança para n ou para
C(t.) de dados censurados e amostras de tamanhos entre 40 e
100 podem ser usados E.M.V, de funções de TI e € juntamente,
com os resultados obtidos por Bi]]man, Ant]e e Bain [3]

Se a censura é em terno de 50%, E e tl podem será
fados no lugar dos correspondentes E.M.V. €1 e n.

Dessa forma Billhan, Antle e Bain fornecem tabelas
para os percentis de:

E
e ,6 [.Ê

€ E

Além disso, no mesmo artigo aparecem os extremos
de cona.onça para C(tm) como funções de

C( tm) exp {-expE-!=!!i' vlJ}
€

+( 2 . 128)

Para se obter os extremos de confiança em n (ou 0) ,
de amostras fortemente censuradas ou extremos de confiança
sôbre a vida confiãvel, t.=exp(x.) de grandes amostras de-
vem ser usados os resultados abaixo.

Jã sabemos de uma analise anterior que =tF- tem uma

distribuição aproximada X' sobre os g.l

Pode-se demonstrar que sob certas condições que
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n++ - xP

B

ç''FU
B

T,n

Q +( 2 . 129)

e(-yp

com

[n [- Ên(]-p) ]

tem também uma distribuição qui-quadrado sobre os g.l. aprg
ximada

A di.stribuição qui.-quadrado sobre os g.l. aproxima-
\ ga Q aplica-se geralmente para amostras de tamanho nz1.0 qual

do a confiabilidade especificada y=1-p é tal que yz0,90.

Se Y=e'i .de forma que x.=rl, então Q é aproximada
mente qui-quadrado sobre-os g.l. para n z20

Deve-se também observar que a covariância de

(n'* - xP ' 'WB ) e e** é igual a €2Br,n - eal;:l-=lZr,n:o-

Dessa forma Q e xF-- são independentes e a sua
zão tem uma distribuição F aproximada

ra

Os g.].. para a variável aproximada F

+( 2 . 130)
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e ----Z-- e onde A é a variância de n=
' I'r,n r,n €1

sao

As distribuições aproximadas F e qui-quadrado apl.L
cam-se também a qualquer outro estimados linear não viciado
eficiente de € e n.

Para se obter um extremo de confiança inferior pa

ra C(tin) quando tm é especificado, pode-se substituir Xm

:Zntn por xP na (2.130) e ZnEZnC(il;Tlpor yP

.+(EXEMPLO 2.16 - Alguns resultados comparativos quando se usa
F.,. dada pela (2.130)

Tomemos os M.E.L.N.V. de €1 e n conforme foi espec.L
ficado pela (2.74a) e pela (2.74b)

E
e(1+1r,n)

. E(CP)

]. :E(L €1)

. B,,.e*
n + :il-;l--

' ''r,n

Os valores de E(CP) e E(Le)=E(LB) estão na Tab.2.14
(indicamos apenas uma parte da tabela)

As comparações são feitas com os valores exatoé ba
seadosnas extensões das Tab. 2.21 e Tab. 2.22 de Mann, Fer-
tig e Sheu er [7s] de 197 ]-

Se tivermos a extensão da Tab. 2.21 poderemos ler
3, 59 como o percentil 90 de
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n o , l oV
0 , 90

para n:20 e r=10

Dessa forma em vista da (2.104) o extremo de con
fiança inferior de 90% sobre o décimo percentil da popula
ção õ dado por:

xO,lO ? n - 3,59ÊI

ou

(Br,n+ 3,59)€1*
1 + 2

T,n
xO, 1 0 ? r]

(0 , 05 84+ 3, 59) e*
1 , 09 5 5

E(CP)
onde se usou o fato de que B. . : e t. .

' ''' l -u (l.e) ' '''
e a extensão da Tab. 2.14

E(Le)
l-E(Le)

Utilizando a aproximação F obteln-se para extremo
de confiança inferior de x. ao nível de confiança l-a a e:l
pressão

*. ; -. . :,l-rn::l>À . *. '*,:--l +( 2 . 131 )

onde se usou o resultado (2.124)



e yP : ]'nE-]n(0,90)]:-2,25, resta ler o percentil 90 de uma

distribuição F aproximada com vl e v2 g'l. sendo:

.»: : .n;. ; a
Deve-se notar que Ar ,n:E(Ltl) + -!Ç:$giÍ?in=11;131111 dã a

pode ser obtida da extensão da Tab. 2.14

Na Tab. 2.23 damos alguns valores de Ar n ti.Fados
de b[ann [ 67] e [ 70].

De uma tabela de percentis da F temos o percentil
90

F5 1 , 20,0 ,9 1 ,69

Portanto de (2 . 131) temos

10 > rl'e+e'[0,6115(1-1,69)-2,25'1 69]
xO

10 , 20
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É óbvio que a aproximação nesse casos bastante boa
comparada com a expressão exala n''-3,33E* obtida por blann e
A v4 udlnb L f VJ

Façamos agora y=1-p:0,99 e repitamosa análise para
n=20 e r=10

Temos yO,bl:2nE-tn(0,99)];-4,6 "e a variável Fx tem
os seguintes g.l. vl;300 e v2;20.

Portanto o percentil 90 é F300,20,0,90 1,607

Da (2. 131) vem

*0,01

Utilizando as tabelas de IKlann, Fertig e Scheuer
[75] e }]ann [63] obter-se a expressão exata

xO. 01 2 n* - 6,9 8€1*

que como se vê é bem próxima da expressão aproximada

Pode-se com raci.ocÍnio semelhante achar o extremo
infere.or de confiança 100(1-a)9o para n e as comparações moj.
traí que a aproxi.mação (2.130) é boa

..+l.:XEbtPLO :.I' - Com os resultados do Exemplo 2.9 vamos achar
baseando-]]os nas tabe]as de Bi]]man, Ant]e e Bain [3] o ].C.
de 90% para e e 8.
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Tab. 2.23 - Valores de A. . para utilizar no cálculo do nÚnero

de g.l. da variável aproximada F dada pela (2.130)

Fonte! Mann Ü6?] e [?O]

O ponto representa a vírgula decimal

!

No Exemplo 2.9 víinõs que pata n:40 e r:20

B = 2, õ91 e e b 83, 8

Da estat31stica

Ç C
+( 2 . 1 32)

r .4,.. r ''íf-.   r '4f..

pz= 25

5 .897
lO .180
IS .079
20 .053
25 .052

n=30
3 3.350
6 .7e2
9 .281

12 .146
IS .091
18 .06S
2] .052
24 .0a
27 .0+2
30 .0M

rt = 35

7 .585
14 .116
21 .057
28 .038
3S .037

4 2.14S
8 .489

12 202
16 .107
20 .(H7
24 .048
28 .(HI
32 .034
36 .031
40 .033

ri=45

9 .434
18 .096
27 .043
36 .030
4S .028

pt = 50
5 1.611
lO .382
IS .IÕI
20 .086
25 .054
30 .038
35 .033
40 .027
45 .025
SO .026

n=55

11 .342
22 .077
33 .034
44 .025
55 .023

n e 60
6 1.275

12 .305
18 .129
24 .070
30 .044
36 .033
42 .025
48 .022
54 .02]
60 .021



138

(cujos percentis estão na Tab. 2.24) podemos obtero l.C. bi
lateral ao nível de confiança de 100(1-a)9o. A sua expres'
sao e

''''!É®
+( 2 . 133)

/ '\

Da estatística

"'T : « : «6) +( 2 . 134 )

(os percentis da distribuição de R estão na Tab. 2.25) poda.
mos obter o l.C. bilateral ao nível de confiança 100(1-a)9o
para 0. .\ sua expressão é: ':- ./

õ '*p I' :à:a'l. . : õ '':p I'l$f'l +(2.:3u

Dessa forma , de (2 . 133) vem

091 091
B s -

1 , 098 +1 . 098 + ' ' ' '

De ( 2 . 13S) temos
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;',; .*- l-J#l . . ' *;,; .*, l-À:;l

Os valores dos percentis de U e R que foram usados estão in
décadas nas Tab. 2.24 e 2.25.

Fonte: Billman, Ant]e e Baia ]]S]

Tab. 2.24 - Percentis da distribuição estatística

u:'mr.ã-El#ll e VCD : v(n â

n XFFFFFF   
      = F F E 3930

Z,41

1,33
1 .036

1,060

60     T »l.i9
» ,g7

ls48

1,05        
BO               1, 1 8

,66 1,019

1,027

              2.90

2,06

1,)0
q67 1,016

1 , 022

120             2.86
2 l06 .

1.10

,66 1,012

1,01B

n                  



14 0

f'ante: Billman, Anule e Bnin [3]

Tab.2.25 - Percentis da distribuição da estatl'stica

R B aiB tnjêl

INTERVALOS DE CONFIANÇA PARA OS PARÂMETROS DA WEIBULL TREPARA
MÉTRICA.

Para a IVeibull triparamétrica o conhecimento Tela
ti\ro ao parâmetro de soleira ou vida mi.numa â e frequente
mente de interesse fundamental

    0,01 0,05 0.10 0,90 0,95 0,99

      -2 . 2:     l q 35  
               
 

Ç -

- 3. 1:          
        n2.eS

-1.6=      
               

D              
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Um extremo de confiança inferior para 6 pode ser ob
tido usando-se procedimentos iterativos relativamente sim-
ples combinados com as tabelas existentes

No Capítulo 3 seta descrito um teste de aderência
ou adaptação da Weibull biparamétrica contra a al
ternativa IVeibull triparamétrica

A estatística teste é

+( 2 . 136 )

Na (2.136) os valores apropriados de..b são encon-
trados no artigo de Mann e Fertig [72] com k ;à para r 2 15
e onde também

eHi :
x(j...D xíj:}

r(Ztliil) :E ( Z ( i) )
+( 2 . 137)

sendo que na (2.137)

z (i)

A distribuição de S (excito para a cauda de extre
ma direita acima de 0,95) é beà próxima da beta com parãme
tios r-k-l e k

A semelhança da distribuição de S com a distribui
ção beta cresce a medida que cresce o B



l ] :

.X s i m 'D a ]' a os dado s ol.será-idos da l\e i bul l b i na ]- amõ

ica

i'- l

::i*:",
k
y n.

ks
r-k-l

l -s

k

]' - k - ].
+( : . 1 3S )

t anroximadalnente segundo a F de Siledecor com vl
o . l
D-

Pol-tanto tabelas da F podem ser lesadas obra
l)el-cantis d= cli$tritnuição transformada

se a
: }] a l- 0

Comia [á foi (cito tCi:,:.) são obtidos das tabelas de
e co:lx-enãentes diferellças dos x;alol'es espei'ados

a'.ísticas de OI'den} são foa'necidas por \lann,Scheucr e
hi te

Fer t

Mina dista'i!)picão de l\eibull tribal'amétri-
:lal'a i=1.=.....1' Õ uma estatÍsticadeor

xtl'eillo e

$C = . 1 s9 )
r - l

i:l l

n (T ( i+ 1) - 'S ) '2 n (T ( i ) - (5 )

E ( = ( i + l ) ) -E Ci:(i))
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tem a distribuição de S definida acima

b[ann e Fertig [72] mostraram que S+ é monotonica
mente decrescente em (5 , com

O É 6 ' T(1)
+( 2 . 140)

Assim um extremo, de confiança inferior 6(inf) de
6 ao nível (l-a) pode ser determinado achando 6(inf) tal

que S*(6(inf)) seja igual ao percentil 100(1-a) da distri-
buição beta com parâmetros (r-k-l) e k

O extremo de cona.ança inferior pode ser encontra
do também utilizando as técnicas de divisão ao meiocaso se
tenha acesso ao terminal de um computador

As técnicas de bisecção envolvem o uso de -!$1)}

mo uma primeira escolha para 6(inf)

co

Para a primeira iteração ---.l-- ou l?lE=il.} é usado de

acordo com o fato de S*(T(1)/2) ser mui.to pequeno ou muito
grande e assim por diante

Um extremo superior para 6 com probabilidadelé dg
do naturalmente pelo valor observado T(1)

2 .8 INTERVALOS DE PREDIÇÃO E PERÍODOS DE GARANTIA PARA A WEIBULL
BIPARAMÉTRICA.

Em vista do resultado assintÕtico de Pyke [89],a-
plicado em particular para as diferenças de observações ad
jacentes ordenadas de uma distribuição de valor extremo pg
de-se obter intervalos de predição aproximados para a IVei-
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bula biparamétrica

Dessa forma, observou-se que das primei.ras r fa-
lhas r<n, de uma amostra de tamanho n de uma distribuição
de Weibull. é oossi.vel fazer uma predição a respeito do tep
po da m-ésima fal-ha, r<mçn correspondendo a alguma probabi-
] i dade especi facada

Também, da mesma forma que se estabeleceu que Fv dg
da pela (2.130) tem aproximadamente a clássica distribuição
F de Fishel'-Snedecor, é possível demonstrar que uma forma si
molar simples de aproximação pela F pode ser usada para ob-
ter os períodos de garantia da Wei.bula

Entenderemos por um período de garantia aquêle tem
po. associado com uma dada probabilidade (nível de seguran-
ças antes do qual não ocorra nenhuma falha em um lotede ta
manco especificado a ser fabricado no futuro.

valores para obter pedi-idos de garantia para a dis
tl'ibuição de \\eibu]] foram tabelados por b4ann e Saunders -
'e: em ]969 e }]ann [õ9] em 1970.

Exceto para a situação na qual sòmente as duas pr.l
meigas falhas tenllam sido observadas na amostra apriori os
dores dessas tabelas não se baseiam nos esticadores pon-

tuais õtimos dos pal'âmetros da distri.buição de IVeibull e são
bem difíceis de serem determinados

Law[ess [5q] em 1974 propôs um método que envolve
um condicionamento nas estatísticas provenientes da amostra
e o calculo do período de garantia associado com nível de
confiança (condicional). necessitando do auxilio de computZ
dor para executar as integrações numéricas
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2 .8. ] l NTERVALOS DE PREOIÇÃO ( l .P.)

Jã mostramos que o estimados linear não via.ado €1*

ou qualquer estimados linear não viciado do parâmetro de ej.
cala e, baseado nas 1l primeiras observações ordenadas pode
ser considerado como sendo aproximadamente uma soma de qui-
quadrados ponderada e assim -SÍ é aproximadamente qui - qua-
drado sobre seus g.l

$

O estimados E* ou qualquer outro esticador linear,
não viciado de € baseando-se sobre X(1), X(2),''' X(r), es'
tatÍsticas de ordem de valor extremo, envolve X(i) - X(i+l)
para i:2, 3,...,r

A diferença

X(m) -X(r)
m

i:!.. l (x(i) 'x(i-l) )
+ (2 . 141)

claramente envolve diferentes saltosou ''gaps'' - (diferenças
nas observações ordenadas)

Assim, em vista do resultado de Pyke [09]X(m)-X(r)
é aproximadamente independente de €1* ou de qualqueroutro e.g
ti.Dador linear não viciado de €1 para uma amostra de tamanho
n suficientemente grande

Forma-se assim a estatística

X(m) -X(r)
+( 2 . 14 2)

onde E' pode ser substitui.do por e'* para amostras relativa
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Jf::;:.=Í:=;; â.'i;!i::'reli'.!. '. ; ,-,.*:«;--.-'. -;
2[ E (Z (m) -E (Z (r) ]:

' \:(=(m)-2Cov(Z(m),Z(r))'V(Z(r))
0

nn,.Ip o ;2 : .ãi.ElItE. é a V(E*)''''' 'r,n' l-E(LE)

Pode-se calcular os l.P. se tivermosuma amostra de
tamanho lO«ns25 usando a Tab. 2.14 e Tab. 3.1 ou extensões
das que apareceram em ]\4ann [63] e b]ann, Scheuer e Fertig

Para obter as variâncias e covariâncias de Z,..
é necessário usar as tabe]as de b]ann [55]

e

Para amostras de tamanho muito grande (n>100), Él**,
no [ugar de €1': pode ser ca].cu]ado usando a tabe]a de Bain

Z

A covariância de =(m) e Z(r) pode ser aproximada y
sendo a expressão para a sua covatiãncia asse.ntõtica

Dessa forma pode-se usar r
n2

1 -!n
:l)tn(l

CoV(Z (r) ,Z (m) ) .» (2.14 3)
In(l T

para uma amostra de valor extremo de tamanho nz100
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As variâncias de grandes amostras de Z(m) e Zír)P9
dem também ser aproximadas de forma semelhante

-l(EXEblPL0 2.18 - Consideremos uma amostra de tamanho 12 de
certo tipo de estruturas compostas que foram degradadas pe-
las condições ambientais e estiveram sujeitas ao mesmo tipo
de esforço.

Observou-se que 6 falhas ocorreram dentro de 120h,
apos o início da aplicação do esforço a cada estrutura

Com probabilidade 0,90 qual é o l.P. superior para
o tempo da décima segunda e última falha se a aplicação do
esforço continuar e se os tempos de falha seguem a distri-
buição de Weibull biparamétrica?

O valor de e* foi obtido de uma tabela como a Tab
2.14 e dos dados de falha sendo igual a 0,35

Como V(
E 'T,n

temos de uma tabela semelhante a Tab 2.14 que

0, 1469} ; 0, 17226
0, 85 30 5

Da Tab. 3.3 vê-se que

11

E(Z(12'Z(6)): iil6E(Z(i+l)'Z(i)): 1'5704

Dessa forma de (2 . 14 2)



14 8

.tl\!t (m))-2n i20 Ên(t(m:) tn
1 20

''' 0 , 3 5 . 1 , 5 7 0 4 0 ,54964

tem aproximadamente uma distribui.ção F com os seguintes g.l

Ç":
:!= 1, 5704 . 2 . 1 , 5704

v(ziiz) -(ó) ' o, 2szgr

n r7 77A ; 1 1, 6

1 2 , 4

Para obter

1 2) ' ' (6) ) V(Z(12)) -2Cov(Z(6) ,Z(12))'V(Z(6))

precisa-se das tabe]as de ]']annE65]. DaÍ V(Z(12)-Z(6))
=0 . 1S6=6- 2( 0 , 04 106) +CI , 15249=0 , 25297

O percentil 90 da Fm com parâmetros não i.nteiros
pode ser aproximado. porém isso é bastante elaborado.

.Àltel'natix:agente podemos usar simplesmente algu
rpolações dil'etamente nas tabelas da distribuição F

rl }h + âm ''h c- 'l '- c' l m

mas

1 1 , 6 ; 0 , 9 : 2,168

Como
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- (;... « '»:,»:)

o limite de predição superior com probabili.dade apara X(m)
e

LiÍ:juP) : X(r)+fvl'v2' y [E(Z(m)-E(Z(r)] '»(2.144)

De (2.144) temos o l.P. unilateral sugeri.or com

probabilidade 0,9 para X(12)

( s UP )L X In 120+2,168 0, 549 64

Portanto a ocorrência da décima segunda falha com
probabilidade 0,9 será no instante 395,08 h.

2.8.2 - PERÍODOS DE GARANTIA

Um período de garantia é na reali.dade um l.P. para

T(1):exp(X(1)) para um lote futuro de tamanho N

Observando que a F.,. dada pela (2.130) tem uma dis
tribuição F aproximada e que do seu numerador tira-se

ü'*-xp'!=11 )e**T,n
cQ +( 2 . 14 5)

que é aproximadamente uma qui-quadrado ponderada

Como Tl**:X(r)-E* E(Z(r)) , cQ envolve uma soma pon
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gerada de X,.l)-xP e X(i)'X(i-l) para i:1?,5,...r

X(1)'x
Dessa forma --t:tt--JZ tem aproximadamente uha dis

{l'ibuição qui-quadrado ponderada quando Fx é aproximadamen
te uma variável F

Portanto a soma algébrica das qui-quadrado pondera
das

.. +' +

n'' - X(1) -
el'k'Br,n

€
+(2 . 14 6)

terá uma distribuição qui-qt.ladrado ponderada para uma amos

tra prévia e um tamanho de lote suficientemente grande.

Xo Exemplo =.19 mostra-se que mesmo para amost!'as
pl'É;vias de tamanho 3. pode-se aplicar a aproximação qui-qua
doado para certos casos e que uma aproximação F que se pode
a D 1 ] = a ]-

:**B

-**-x(u ' ''r;'i-
F~,

il * * ( y + tnN

+( = . 14 7 )

onde ]' é a c(.,nstante de Eulel' (aproximadamente igual a
o. 5 ' ' : 1 5 b

para F são\'
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2 (y + tnN - ]-lz-g) :T,n

«l :: -al
i T,n{::

No g.l. vl' v2 ; 1,6449 é a V(-E), N é o tamanho

do lote de interesse, Ar,n é a V(rl'*), lr,n é a V(e'*) e
n + + i:'+ + ' 'p

finalmente Br,n:Cov(rl',ê'')

No Exemplo 2.19 a aproximação (2.147) é aplicada
aos M.E.L.N.V. Tj* e €1* de n e ÊI respectivamente.

--l(EXEbíPL0 2.19 - No seu traba]ho, Mann e Saunders [76] acham
a partir de uma amostra de tamanho n=2 um período de garan-
tia para a primeira falha em um lote futuro de tamanho N=20
como s endo

exp [xl-5 , 81 (x2-xl) ]

Essa expressão é õtima para n:r=2, desde que é a g.
nuca expressão que se baseia sòmente em duas observações xl
e x? e corresponde ao nível de segurança especificado de
0 75)

Da (2.147) podemos obter um extremode confiança ip:
fedor de 75% para a v.a. XÍ]], correspondendo a um lote de
tamanho 20
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=*B
x,]l ..! t}

c,omo os sao

n

)

l

0 090

Dessa os de sao

\" :
0

; 2 , 8 12

onde

\
6 595 )+E(

nercenti.l 2 52
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Dessa forma de (2 . 148) temos

LSiní) : xl+(0,91637-0,72135.0,.09036-2,52.0,72135.3,4818)(x2-xl)

(inf) . X 5 , 48 (x2-xl)L lX
( 1)

CONCLUSÃO: Realmente essa é uma concordância surpreendente,
com o valor exato, desde que o resultado assintótico de Py-
ke [89] foi ap]icado a uma amostra de tamanho 2

Entretanto a aproximação qui-quadrado para amos
trás tão pequenas como essa não fornece uma boa concordân
cia para níveis de segui'ança mais altos

Pode-se entretanto esperar uma boa concordância PZ
ra níveis de segurança de 0,95 ou maiores se os tamanhos das
amostras forem 4 ou maiores .



CAPITULO 3

TESTES DE HIPÓTESES

3 TESTES PARA os PARÂMETROS DA oisTniBuiçAO DE WEiBULL

i)iscutiremos neste capítulo os testes de hipóteses
para os parâmetros da distribuição de IVeibull cuja f.d. é dg
da oela (1. 5)

Como x:imãs no capítulo 2 muitos esticadores para os
oal'ãmetros (S.e) são disponí\reis na literatura

Contudo os melhores estimadores sobre os quais se
baseiam os testes de hipóteses são os que '.êm o menor E.Q.M,
mais nreci.lamente os E.!tl.V. e os }l.E.L.l

Deve-se também observar que para n grande (n>100)
ambos os estimados'es rE.b].V. e l\l.E.L.l.) são normalmente

buidos e testes de }lipóteses baseando-se na sobejameg
}lecida teor-ia da normal podem ser usados

.assim pol' exemplo prova-se que a x-.a. -Ê e assinto-
ticamente normal com média l e \rali.anciã g.=.g.!-- e oara 'anto

basta ver os resultados de Tlloman, Bai.n e Anule

L

n
[ g 3 ]

15
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3 . 1 . 1 RELAÇÃO ENTRE AS ESTIMATIVAS POR INTERVALO E OS TESTES DE
HIPÓTESES.

Falando de uma forma geral, se temos uma estimati-
va por intervalo de um parâmetro desconhece.do, um teste de
hipóteses pode ser executado com um pouco mais ou sem ne-
nhum trabalho adicional

Dessa forma está.mativas por intervalo e testes de
hipóteses são relacionadas no sentido clássico.

Assim se desejamos ;restar H0:P' PO com nível de sig.
nificancia a, onde p é um parâmetro desconhecido e um l.C.
de 100(1-a)çü para p é disponível, a condição necessária e
suficiente para aceitar HOé quão l.C. contenha po

Esse resultado é verdadeiro sob as condições mais
geral.s

Intuitivamente esta claro que valores dep no enter
valo são razoáveis ou não estariam dentro do mesmo.

Dessa forma, se pQ pertence ao intervalo, HO deve
ria ser a(deita

De outro lado, se HO é acei.ta, pO deveria perten -
cer a qualquer l.C. com coeficiente de confiança igual a l
menos o nz+vel de significância do teste

Suponhamos que se esta lidando com v.a. contínu-
as, porém para o caso de v.a. discretas deve-se proceder de
forma semelhante

Suponhamos ainda que a a.a. (tl't2'
nível e deseja-se executar o teste

ê dispo
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H0: P : PO

Hl: P : f)l com Pl<P0

com tamanho a

Para testar HO devemos escolher, como sempre, umvg.
lor P' tal que:

e HO é aceito se e sòmente se P +ZP +
C

Aqui & é a distribuição amostral da estatística
teste(estimados); P*(TI'T2'...,Tn)

Suponhamos que se tem um l.C. (baseado em p*) para p
com coeficiente de confiança l-cl ou seja

p t'p É b)

(\nisto que agora sòmente tem sentido obter o extremo supe'
Flor para P )

.Agora õ é obtido como o maior membro do conjunto
dos ptais que:

IPxObS g( p*; PO)dO*?a +'(3.3)

onde o*obs e o p* obtido para essa particular(tl't2''',tn)

p(p*<Pc+ ln0)
P '

g(p*;oo)dp* : a +'(3.1)m
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Evitando detalhes que sòmente irão obscurecer o ar
gumento, adota-se que a integral da (3.3) é uma função con-
tínua estritamente decrescente de p.

Então o conjunto dos P satisfazendo a (3.3) pode
ser representado como

s. : {p l psi;}
P

+( 3 . 4)

Suponhamos que HO é aceita, então obviamente,

P ZP
õbs '

Além disso, :':.

g(p*;po)dp* >1 'c- g(p+;po)dp* +(3 . 5 a)

de forma que obviamente pnCS
P

Por outro lado, suponhamos que pOiS.
P

Então

g(p*;p0)'»*;a : rc g(p*;p0)dp* '»(3.5 b)

+-

e torna-se claro que p*obszpc e HO ê aceita
\

Dessa forma um teste de p:Pn pode ser feito obser-
vando se Pn esta contido no l.C. e os métodos do capítulo 2
podem ser utilizados
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A grande falha nesse enfoque é que dessa forma a dg
terninação do tamanho da amostra para satisfazer expecificg
ções sobre os erros do tipo l e ll não pode ser ''executada''

l Tesa

H0: í3 : BO

Hl: B : 131' Bl>B0

+( 3 . 6)

Inicialmente, suponhamos que se tem uma a.a. com
plena de tamanho n de uma distribuição de IVeibull

O método que se usa para executar o teste (3.6) bZ
sela-se no E.M.v. B de B.

Thoman, Bain e Ant]e [93] mostrarampara ]! e 0 que

ê : E +(3 . 7)

e

n-n
:

+( 3 . 8)

tem distribuições que são livres dos parâmetros

Mann e Fertig [71] mostraram que o mesmo é verdade
para

n + -- T\el €1" n- n e
! €*

onde €1 e n são o!; M.E.L.l e €1* e n* são os M.E.L.N.V

/



D

a

\

IS9

Na realidade, qualquer estimados li.near €1 de € (1.l
near nos logaritmos das vara.ãveis de Weibyll ordenadas) cu-
jos coeficientes somam zero seta tal que ç' terá uma distri-
bui.ção livre dos parâmetros

Ainda mais, se } tem distribuição livre dos parâme-
tros, então o estimados n de rl cujos coeficientes somamjsg
rã tal que

Tl-tm . n'te
E €

tem distribuições livres dos parâmetros

Nesse caso t. é um tempo de desempenho especifica-

do e tn é o 100p-ésimu percentil da distribuição de Weibull

Para executar o teste (3.6) como é comum,devemos Z
char um B. tal que

,.;»'. "., : -.é»h, +( 3 . 9)

e HO é rejeitada se B>Bc

Como destacamos no início deste parágrafo, é sufi-
ciente sòmente obter um extremo infere.or de 100(1-cl)9o de cop:
fiança para B.

Se Bn esta contido no mesmo, Hn é aceita

+(EXEMPLO 3.1 - Se tivermos n=20\e y=1-aé0,95, então da Tab
3.1 tirada de Thoman, Bain e Ant]e [93], temos que
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P( É1,449)B
0 ,95

P ( B:'í:$®)

Assim o extremo inferior de 95% de confiança é

B e se BOz B então HO é aceita

Naturalmente isso é a mesma coisa que

donde obviamente

Bc : 1,449 Íi 0

Em gera]. o extremo inferior de 100(1-a)9o de confi-

ança para B e :i--Ê--- e Bc:kl-aB0 onde ku é o u-ésimo quantil da

distribuição de B dado na Tab. 3.1. Nlétodos semelhantes po
dem ser usados para testar hipóteses sôbre 0

Como se vê o poder do teste (3.6) depende sòmente,

da razão PI e Thoman, Bain e Ant]e [93] dão as curvas carac

terísticas de operação (C.C.O.) para diversos valores de D:
como mostrado na Fig. 3.la

Dessa forma é possível obter o tamanho da amostra,
necessária para satisfazer B0' a, í31 e a probabilidadedeum
erro do Tipo ll
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Tab 3.1 Percenti da distribuição da estatística P
n pare- amostra completas

Fonte Thomant Bain e Anule [9SJ
O ponto representa a virgu]a decima].
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.+(EXEblPL0 3.2 - Lieb]ein e Ze]en [58] dão os resultados da rç.
sistência de aproximadamente 5000 rolamentos de esfera

A estimativa gráfica de B sobre todos os rolalnen
tos testados têm um valor médio aproximado de 1,6.

Tirou-se uma amostra (cujos resultados estão em mj:
Ihões de revoluções) com o intuito de executar.o teste.

HO

Hl: B > 1'6

Os dados da amostra foram

17,88 28,92 33,00 41,52 42,12 45,60 48,48
51,84 51,96 54,12 55,56 67,80 68,64 68,64 68,88
84,12 93,12 98,64 105,12 105,84 127,92 128,04 173,40

Para esses dados pode-se obter o E.M.V de B, IS

to e,

Da Tab. 3.1 pode -se ler os valores que permitem
achar o l.C. de 90% para í! (é necessário fazer uma interpolg
ção pois o tamanho da nossa amostra é n=23)

2 , 1 0 2
0 , 801
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Thoman, Bain e Ant]e [93] também provaram que

distribui-se independentemente de Í3 e 0

Na Tab. 3.2 estão os percentis dessa distribui
çao.

Dessa forma o l.C. de 100(1-a)9o para 0 tem a forma

, .-!w ..!@\
jêe b , êe ' J +(3.10)

onde linf e I'suP são tirados da Tab' 3.2 de tal forma que

P(linfa BÊn(ã)glsup) : l-ct '»(3.11)

o E.M.V. de 0 é 0=81,99 e

R'inf : '0,394

então

I'suP : 0,388

Como

Se desejarmos testar ao nãlvel de significância 0,10
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H0: B : l

Hl: B ã 1,6

da Fig. 3.lb vê-se que o poder do teste excederia 0,89 e bg
seando-se na amostra acima o teste nos levaria arejeição da
hipótese nula. Alias isso jã era óbvio pois o extremo infe
ri.or com 90% de confiança para B ê

2 , 1 0 2
1 ,605 e 130 1 < 1, 60 5

ou o ponto crítico í3c : 1,3095 .1 = 1,3095 e como se ve

B=2,102>Bc:1,3095 levando a rejeição de HO

Como jã dissemos para ne100 a clássica teoria ba -
seada na lei normal pode ser usada na execução dos testes pa
ra os parâmetros da IVeibull

São então importantes os seguintes resultados as
sintéticos de Thoman, Bain e Ant]e [93]

1) -e é assintoticamente normal com ]nédia l e var].an
0 . 608Cla ---=--

2) BÊn(ã) é assintoticamente normal com média 0 e va

riância 1-]09
11
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Poder

0,9S

0,90

0,80

0,70

0,60

0,50

0,40

0,30

0,20

o,].o

s,o Í3o1,0 1,5 2,0

Fonte: Thomant Baia e Antle [93]

2,5

Fig . 3.1a

Poder de teste ao nível de signo.ficância 0,05 para Í3

função de -% (B0'BI)

B

coTTD IJma
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poder #

#
+

+

g «' Ha.
&

0,98j

0,90

0,80'

0,70

0,60

0,50

0,40

0,30'

0,20

o,10'

1,0

Fonte

1;5

Thomên, Bain e Antle [93]

2',0 PJS 3,

Fig. 3.lb

Poder de um teste para í! ao nível de significância 0,10 como uma

função de ©, (BO ': í1l)

B



16 7

Fonte: Thoman, ]3ain e Anule [9S]

ab. 3.2 - Per'Gentis da distribuição da estatÍ.stica 0o tn(;)
Q para amostra conp].elas
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1 1 Teste da igualdade dos oarâmetros de forma para
ãüãi i: ã l independentes

H0: 131 : B2

Hl: BI : kB2 com k>l

+( 3 . 1 2)

Thoman e Bain [92] fornecem os percentis da distri

buição da estatística ãa--.-':-'s o que permite com passos seme-
lhantes ao caso l executar o teste

BB

2

Também se encontra nesse trabalho o poder como uma
função de k>1 para certos valores de n e a::0,05e a = 0,10

l l l Teste da igualdade dos parâmetros de çlcala Dará
duas a.a. independentes

H0: OI 0 2' BI : B2

+( 3 . 1 3)

Hl: OI : k02' BI 132 com k>l

Ainda Thoman e Bain [92] provam que esse teste po
de ser feito baseando-se no fato que

PIB'1;%Eln(Õi)-Ên(ê2)] ' "lnol : Gi(")
+( 3 . 14 )

Fornecem no seu trabalho os percentis de G. neces
safios para a execução do teste (3.13)



16 9

IV - Teste do parâmetro de fç?rmg

Fada, X(1),X(2);''''X(r) com rçn dado pela (3.6)

Nesse caso deve-se usar o M.E.L.l. de í3 pois é o
que tem o menor E.Q.M.

No capítulo 2 os M.E.L.l. TI e ÉI de R=Ên0 e Ei=-ã

foram usados para obter estimação por intervalo de rl e êl e
assim estima por intervalo de 0 e í3.

Como anteri.ormente a estimação por intervalo permj:
te-nos executar o teste (3.6) que é a mesma coisa que

HO

HI

+( 3 . 15)

Ei ':: € o

Os pesos necessãri.os para obter E estão na Tab
2.14 e na Tab. 2.20 estão os valores de m,, tais que

lW $ wP(} a
[ a

Porém como } : 13 então temos

P(Í3€1 É ul.a)

Dessa forma uma estimação através de um intervalo
uni.lateral a esquerda de 100(1-Q)9o de confiança de B é dada
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ml-a

E

+( 3 . 16)por
B
inf

Portanto se BO 2 Binf nO é '''it a

Pode-se também usar a variável --F- que tem distri-
ção aproximada qui-quadrado sobre os g.l.'para testar HO

quando n 2 20

3.2 TESTES DE ADERÊNCIA DA WEIBULL BIPARAMÉTRICA OU DISTRIBUIÇÃO DO
VALOR EXTREMO.

Tanto o teste de van Montfort [9s] p]anejado para
a analise de problemas de precipitação pluviomé'rica como o
teste. de Mann, Scheuer e Ferti.g [78] para verificar que as
observações são da primeira distribuição assintÓtica dos me
nomes valores baseiam-se no traba]ho de van Montfort [95]
dependendo de um resu]tado de Pyke [89], re]ativo as pro'
priedades de observações ordenadas adjacentes.

Van Montfort observou que esses ''saltos''ou as di-
ferenças entre observações ordenadas adjacentes de uma distri-
buição de valor extremo divididas pelas diferenças entre as
suas esperanças tem distribuições que são aproxi.madamente ex
ponenciais com esperanças exatamenteiguais a 1, variâncias,
aproximadamente iguais a l e covariâncias essencialmente 0.

b[ann, Scheuer e Fertig [78] observaram que esses
saltos quando multiplicados por 2, tem aproximadamente dis-
tribuições Xz com 2 g.l e independentes entre si

Defi.namos dessa forma
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x(i+l)-x(i)
Ê .l +( 3 . 17 )

e

z Ci) :
X(i)-n

onde n e €1 são os parâmetros de posição e de escala da dis
tribuição do valor extremo (R:2n0 e C ={)

Então

z.

[,/2]..1 -l#i
+( 3 . 18)

onde [x] é o maior inteiro menor ou igua] a x, tem uma dis

tribuição aproximadamente F com vl : 2[r' L] e
g. l

v2 : 2[;']

Um teste de aderência baseado na estatística W (ou
equivalentemente na estatística U que definireínnos adiante co
mo uma função de W) foi obtido por Mann, Scheuer e Fertig
[78] como uma consequência do fato de que a cauda da esque]
da da f.d. de valor extremo é mais ''comprida''que amador Da!
te das distribuições de interesse, enquanto que a cauda da
direita é mais curta

Assim por exemplo se quer-se formar uma estatÍsti
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ca proporcional a razão da última e da primeira das diferen
ças das xrariãveis ordenadas observadas de uma amostra de ta
manho n,

k bo;:To..a,
X( 2) 'X(1)

quando r = n, é de se esperar que essa estatística seja me

nor sob a hipótese nula do que sob as hipóteses alternati
vas aplicáveis

Verificou-se que especialmente parapequenos nível-s
de significância o poder de um teste baseado nesse tipo de
estatística aumenta se utilizarmos todos os r saltos obser-
vados como na (3.18) em vez de apenas o Último e o primeiro

Alias com o i.ntuito que os valores críticos para o
teste,gerados pelo método de Monte Carlo,caiam no intervalo
unitãri.o e não no intervalo (0,o) a estatística teste foi
'L uns formada em

r-l

rl2]+1 i
r-l

:!:':
U

cW
l +Cl\r +( 3 . 19 )

onde

.:bq
H

'

Em vista da conhecida relação entre as distribui
ções beta c F, U para B suficientemente grande ou r sufici



17 3

entemente pequeno tem aproximadamente uma distri.buição beta

com parâmetros. ]+i5.iq e ]r]

Os percentis da distribuição de U e valores de
E(Z(i+l))-E(ZCI)) para i:1,2,...,n-l estão na Tab. 3.3.

A comparação dos valores dos percenti.s Ucom os pel
centos da distribuição beta mostram que para n>.16 a concor-
dância é bastante boa.

Quando o p: é grande porém menor que 100 pode-se fo!
mar o IV utilizando sòmente as diferenças das duas primeiras
e duas últimas observações ordenadas.

A razão da última para a primeira quando multa.pli
cada por uma conveniente razão de diferenças de valores es
pelados tem uma distribuição F com vl:2 e v2:2 g.l..

As comparações do poder através de blonte Carlo a-
plicadas a amostras completas para testes baseados em Ue os
anã[ogos como Ko]mogorov-Smirnov, o teste de Kuíper [52] o
teste de Anderson e Dar]ing [a] e o teste de Cramér-von Mê-
ses revelam que o teste U é o mais poderoso contra as alter
nau.vas estudadas.

As alternativas consideradas são que X é normal ou
T=exp(X) é uma distribuição de falhas lognormal e que T tem
uma distribuição de Weibull triparamétrica com dois valores
diferentes especificados para o parâmetro de forma Í3 menores
ou iguais a l e um valor fornecido de E- com 6a0

A Última alternativa aplica-se a situações nas quais
é feita a transformação ao espaço dos logaritmos e então as
variáveis são testadas para determi.nar se o parâmetro de pg
lição não nulo tenha sido esquecido.
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Rejeita-se ao nível de significância cl a hipótese
que X é uma variável de valor extremo se o valor calculado
de U exceder o 100Cl-a)-ésimo percentil de U.

O teste que se baseia em U ou IV pode ser aplicado
a amostras censuradas de tamanho aci.ma de 100 sem a neces-
sidade de gerar-se muitas paginas de novas tabelas e e apl.l
sável a quaisquer hipóteses allternativas com propriedades de
cauda diferentes daquelas da distribui.ção de valor extremo.

bqann e Fertig [72] modificaram a estatística U pg
ra aumentar o poder do teste sob alternativa daWeibull tri
paramêtrica

A nova estatística teste S é definida exatamente

como U [ver(2.136)] exceto que [.2.] é substituído pe]o in-
teiro k

Os valores de k, que otimizam aproximadamente o pg
der do teste sob a alternativa Weibull triparamétrica es-
tão tabe]adas em h]ann e Fertig [72] para pequenos va]ores
de r

Para r>p15, k é igual ao intei.ro mai.s próximo de

A estatística de teste S dada pela (2.136) tem u-
ma distribuição que se aproxima mais da beta que a U.

l
5

O teste de van Montfort [95] usa as suas conc]u-
sões relata.vas aos saltos e é planejado especificamente pg
ra testar que as obser\rações não transformadas (tais como
as maiores quantidades de agua que caíram) são de Tipo l em
oposição ao fato de poderem ser de uma distribuiçãodosmaig
res valores do tino ll
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Em vista de certas considerações de simetria, o teã
te também se aplica para testar que os dados não transforma
dos são de uma di.stribuição de valor extremo (tipo 1) de mg
noras valores contra a alternativa que eles são de uma dis-
tribui.ção de IVeibull triparamétrica

A estatística teste, que é aproximadamente normal,
envolve o coeficiente de correlação amostral de n-l saltos
modificados e funções de .L e n relacionadas aos saltos.

')k'EXEMPLO 3.3 - Vejamos a aplicação da Tabu 3.3 e para tan
to vamos utilizar os dados do Exemplo 2.2.

Nesse caso temos n=r=8 e desejamos testar a hi.põtS.
se de que essa amostra foi retirada de uma distribuição de
Weibull biparamétrica contra a alternativa de que ela é prg
vem.ente de uma IVeibull triparamétrica

Para achar U devem ser feitos os cálculos indica
dos na Tab. 3.4 emvista da(3.17) e (3.19)

Temos nesse caso [.;] +] 5, portanto,

7

:!, ':
7

:!: ':
U 2, 848957

3,674 6 27 0 , 7 8

DaTab.3.3 param:r=8ea:0,051ê-seovg
].or crítico de U que é 0,71

Assim rejeitamos a hipótese que os dados,
são provenientes de uma distribuição de IVeibull biparamétri
ca
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Tab. 3.3 - Percentis da distribuição de U e a diferença
entre os valores esperados de E(Z(i+l))-E(Z(i)):T''l(i)
ponte: Trecho da tabela de Kapur e Lanberson [49]

ponto !'epresenta a vÍT'gula decimal.

n i À#) 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 0.99  
3 1 1.216395

2 0.8Ó3046
3 0.75 0.79 0.84 0.90 0.95 0.99

4 1 1.150727
2 0.706698
3 0.679596 0.74 0.79 0.85 0.90 0.95 0.99
4 0.50 0.55 0.60 0.67 0.76 0.89

5 1 1.11571S
2 0.645384
3 0.532445 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 0.99
4 0.5S3273 0.50 0.56 0.61 0.68 0.77 0.89
5 0.67 0.7] 0.75 0.79 0.86 0.94

6 1 1.093929
2 0.612330
3 0.474330 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 0.99
4 0.442920 0.50 0.55 0.61 0.68 0.76 0.89
5 0.522759 0.67 0.71 0.75 0.80 0.86 0.93
6 0.54 0.57 0.61 0.66 0.73 0.84

7 1 1.079055
2 0.591587
3 0.442789 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 0.99
4 0.387289 0.50 0.55 0.61 0.68 0.77 0.89
5 0.387714 0.67 0.71 0.75. 0.80 0.86 0.94
6 0.480648 0.54 0.58 0.62 0.67 0.74 0.85
7 0.64 0.67 0.70 0.74 0.80 0.88

8 1 1.068252
2 0.577339
3 0.422889 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 0.99
4 0.356967 0.50 0.55 0.61 0.68 0.77 0.90
5 0.334089 0.67 0.71 0.75 0.80. 0.86 0.94
6 0.349907 0.54 0.58 0.62 0.67 0.74 0.85
7 0.449338 0.64 0.67 0.70 0.74 0.80 0.89
8 0.55 0.58 0.61 0.6s l!;Z3 o.sl

9 1 1.060046
2 0.566942
3 0.409157 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 0.99
4 0.337763 0.50 0.55 0.61 0.68 0.77 0.89
5 0.304777 0.67 0.71 0.75 0.80 0.86 0.94
6 0.297949 0.54 0.58 0.62 0.67 0.75 0.86
7 0.322189 0.63 0.67 0.70 0.74 0.80 0.89
8 0.424958 0.55 0.58 0.61 0.66 0.72 0.82
9 0.62 0.64 0.67 0.71 0.76 0.85
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Tab. 3.4
Isso alias esta muito consi.stente com a conclusão

prévia que tivemos no Exemplo 2.2 utilizando um julgamento
subjetivo a partir da analise gráfica

l t(i) x(i):Ênt(j.) M(i) x(i+l)'x(i)
x(i+l)'x(i

M.(i)

  l        
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Na nossa analise gráfica subtraimos de cada obser-
vação 19600 e concluímos que os dados resultantes seguem a
lei de IVeit'ull com dois parâmetros

Na Tab. 3.5 temos os dados arrumados e os calcu
los para executar o teste de aderência

Tab. 3.5

Para esse caso temos U 4 , 8277
7 , 7 1 1 1 0 ,63

Olhando na Tab. 3.3 dos valores críticos de U vg
se que a estati-ética calculada não seria significante a 95%
ou mesmo ao nível de 90%

t(i) x(i) :Ênt (i) x(i+l) 'x(i)
x(i+l)'x(i

M(i)

       



17 9

3. 3 ECONOMIA NO TEMPO DE TESTE DEVIDO A CENSURA DO TIPO 1 1

Pode-se achar a redução do tempo de teste devido a
censura do tipo ll para a distribuição de IAJeibull baseando-
se no traba]ho de Danziger [aõ]

Aumentando-se o tamanho da amostra n acima do nome

ro requerido de falhas r pode-se ter uma economia no tempo
de teste.

Epstein e Sobe] [26],como um critério para o tama-
nho da amostra para o teste da vida média sob a suposição de
vida exponencial,utilizaram a razão

. u:l':n )
E(T(exp))

' r,r '

T,n +( 3 . 20)

onde E(T.Se:!P é a duração esperada do teste para as r prl-me.l
ras falhas entre n.

l

Quando no planejamento de experimentos sob a supo
sição de Weibull, Mann sugere.a razão

IKlediana(Tr,n)

Mediana(Tr,r)
P +( 3 . 21 )

O mais simples entretanto é considerar a razão

E(Tr,n)

E(Tr,r)
À T,n +( 3 . 22)
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onde agora E(T. .) é a duração esperada do teste até ocorre
rem r falhas entre n observações sob a suposição de Wei-bull

Deve-se agora utilizar a conhecida relação entre a
IVeíbull e a exponencial

,,,. : ['f::-']:'' +( 3 . 23)

e a distribui.ção de Tlexp) dada em Epstein e Sobe] [26] ]e
va-nos a

A v l

E (Tr ,n) : r(np oãr (B + l) :EI ('1) i'l (r'l) i;:;:l;li;li7B;í '+ (3 . 24)

NasFig 3.2.gek temos o comportamento de Xr,n co
mo uma função de .Ê, .! e !:.

Os gráficos das Fig. 3.2 2 e E
dos modelos para os outros valores de í3

são indicativos

Dessa forma no lugar de considerações para minimi-
zar o custo total ou global do experimento,(envolvendo ocuê.
to de amostragem, tempo para o experimento, custo da insta-
lação para o teste, etc) parece mais razoável escolher o n
no ''joelho'' de cada curva.

Se o custo ou a disponibilidade de unidades é pro.L
bitivo poderia-se ao menos escolher n:r+l visto que isto
traz o maior decréscimo em E(T. .) por um acréscimo unitá-
rio de n.

l
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00d 70

131111i l\J12ãÜ:
:.:

e

e

Fonte: Danzinger [16]

Valores de n

Razão do tempo esperado de duração para l entre n falhas p!
ra o tempo esperado para l entre l falhas.

Mann mostrou na sua tese de doutorado que(6r,n)l/B

é uma boa aproximação de P(6r,n)l/Be é também uma boa aprg

ximação para Xr ,n

Os valores de 6r,n .estão na Tab. 3.7

Portanto,

Xr,n (6r,n)]/B +(3.25)
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a
: :

Valores

i .

Fonte: Danzingel' [ióJ
Valores de n

Fig . 3.2b

Razão do tempo esperado de duração para l entre g falhas pg
ra o tempo esperado para 11 entre r falhas.

'-+(Exemplo 3.4 - Se tivermos n=8, r=6 da Tab. 3.7 temos que
6 , . : 0 .49 7

6 , 8

Se ti.vermos uma distribuição de Weibull com B=3 a
economia de tempo comparada com o tempo esperado no caso
n=r=6 é

isto é oF.teremos 6 falhas em 8 em 0,79 do tempo
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1 8 3

que se leva para obter' 6 falhas em 6 observações

Danzinger [lõ] justificou essa aproximação fazendo
um estudo numérico com o auxílio de um computador obtendo os
seguintes resultados em termos de intervalo

Tab. 3.6

n = numero de e].ementas no teste

Fonte: Kapur e Lambem'son [49]

O ponto representa a virgulo decimal

Tab. 3.7 Valores de ár.n

B Extremos em ÀT,n

 
'iC:-.,''-«*;,.«'iC:
'!C:-.,'::«*',.«':f:
6 :l/n- 0 , 006 <Xr , n<6 r , n

.!Íâ « *,,. « '!CE..,.:

T r = palito de termino do teste
1 2 3 4 S 6 7 8 9 10 l1 12 13 14 15 16 1} ]8 19 20

 

1.0(D
0.S(D 1 .000
0.333 0.SS6 } .00Ü
0.2S0 0.389 0.S91 1 .o(D
0.20n 0.3CD 0 427 0.él6 1 .(XD
o.167 0.2a+ 0.336 04$6 0.63s l.(XD
0.143 0.2(» 0.278 0.365 0.479 0.650 1.0(D
o.lzs o.179 n.237 0.so$ 0.387 [l11i!!] 0663 1.000
0.]1] 0.1S7 0.207 0261 0.327 0.406 0.S13 0.673 1.000
0.100 0.t+1 0.183 0.230 0.183 0.34S 0.423 0.S26 0.682 1.000
D.09] O.127 0.16S 0.20S 0=50 0.30} 0.36] 0.437 0.S37 0.690 1.000
0.083 0.]16 01S0 0.}85 0.224 0.267 0.3}6 0.37S 0.449 0.S+7 0.696 1.o00
0.077 0101 0.137 0169 0.202 0.240 0.282 0.330 0388 0.460 0SS6 0.703 1.(XX)
0.071 0.099 0.]]6 0.15$ 0185 0.218 0.2$4 0.295 034= 0.399 0.470 0.5H 0.708 1.0(D
0.067 0.0q2 0.1]7 0.143 0.170 0.200 0.:3: 0.267 0.30? 0.3S3 0.409 0.479 0.S72 0.713 1.000
0.063 n.0$6 0}09 0.]33 0.]SS 0.184 0.213 0.244 0.279 0.318 0.363 0.418 0.487 0.S78 0.717 1.o00
0.059 0081 0.103 0.125 0.147 0171 0.197 0.:25 0.2SS 0.]89 0.328 0.373 042o 0.494 0.58S 0.722 1:000
0.0S6 0.076 Ü.096 0.}}7 D.i38 0.160 0.18} 0.208 0.23S 0.26S 0.299 0.337 0.381 0.434 0.S01 0.590 0.72S l.(XD
0.0S3 0.072 0.091 0.110 0.t30 0.1S0 0.171 0.194 D.2]9 0.245 0275 0.;08 03]5 0.389 0.441 0.S07 0.S95 0.729 1.000
0.0S0 0.068 0.0$6 0.]U 0.123 0.141 0.161 0.182 0.2tH 0.2:8 0.25S 0.284 0.316 0.3S3 0.396 0448 0.513 0.Q0 0732 1.0«
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APLICAÇÕES DO MODELO DE WEIBULL

b . l TEORIA DA INTERFERÊNCIA E CÁLCULOS DA CONFIABILIDADE

É muito importante saber calcular a probabilidade
que um componente, um subsistema ou um sistema falrle quando
a resÍst;âne2la cb materÍaZfor excedida pela tensão.

Entenderemos por tensão admissível do material ou
sua resistênci.a como aquel-a máxima na qual o materi.al trabg
Iha dentro do regime elástico (ou semi-elástico ou plásti-
co)

Representaremos a mesma por R

Entenderemos como tensão ou esforço interno resis-
tente do material, aquêle resultante dos esforços internos
solicitantes na massa da peça

Representaremos a tensão por S

Com o i.ntuito de calcular a confiabilidade temos
que conhecer a natureza das v.a. R e S.

A partir da expressão geral para a confiabilidade
tiraremos algumas particularizações quando pelo menos R ou
S seguem a lei de IVeibull biparamétrica

184
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Sej.am f(s) e g(r) as f.d de S e R respectivamente

Então,entenderemos por confiabil i.dade de um siste
ma a probabi.lidade.

P(R>S) = P(R-S>O) +( 4 . 1)

Na Fi.g. 4.1 temos uma ilustração para o diagrama
da interferência

f( s)

g(r)

g(r)Ü

0
0

ou dr I' 9

Fig . 4 .1

A probabilidade de um valor de tensão cair em um pg
queno intervalo de largura ds é igual a área do elemento
ds

P(sO S?' : S ' s0'#) f(se)ds +( 4 . 2 )
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A probabilidade de que a resistência R seja maior
que uma certa tensão e:

+ (x)

p(R;'s0) : l;og(r)d'
+( 4 . 3)

A probabilidade,para um certo valor de tensão caio.
do nc intervalo elementar ds e a resistência R excedendo a
tensão dada pelo intervalo elementar ds sob a suposição de
qt e a tensão e a resistência são v.a.i.,é dada por

f(se)ds

Agora a confiabilidade do sistema ou de um compo
nente é a probabilidade que a resistência R seja maior que
a tensão S para todos os possíveis valores da tensão S e po]..

tanto é dada por:

í:' ;, [J: :';,.,]'; +( 4 . 4)

A confiabilidade pode também ser calculada com ba
se no fato de que a tensão deve permanecer menor que a re
sistencia

A probabilidade que a resistência R esteja dentro
do intervalo elementar dr é

Prr0 ,... Ç] g(rO)dr +( 4 . 5 )
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e a probabilidade da tensão ser menor que rO é

P(S $ rO) f(s)ds +( 4 . 6)

Outra vez supondo que a tensão e a resistênci.a são
v.a.i. a probabi.lidade da resistênci.a pertencer ao intervalo
elementar dr e a tensão S não exceder r. é

g(rO)dr f(s)ds

Portanto a confiabilidade de um componente para tg
dos os possíveis valores da .resistência R é:

g(r) [c ' ;, ';] ., +( 4 . 7 )

Algumas outras expressões para a confiabilidade e
para a insegurança ou precari.edade (''unrel i.aboli.ty'') podem
ser utilizadas e em certas circunstancias são atei.s

A ''precariedade'' será representada por C' e defin.i
da como:

c' Probabilidade de falha l-C = P(R«S) +( 4 . 8 )

Asse.m de (4 . 4) temos
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[l-G(s)]ds

C' = P(RÉS)

l G(df(dds +( 4 . 9 )

Na (4.9) G é a F.D. de R

Alternativamente usando a (4.7) temos

fa)

-l g(')F(r)d"

p (X)

l [[-F(r) ]g(r)dr +(4.io)

[C' RÉS)
r
f(s)ds

m

onde F é a F.D. de S.

Chamaremos Y : R-S +' (4 .11) de

Então

P(Y>O) +.( 4 . 12 )

Se R e S são v.a.i. maiores ou iguais a zero então
a f.d. de \' será
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f(s)ds para yz0
h(y)

l g(y+s)f(s)ds para y<o

+( 4 . 1 3)

Dessa forma a precariedade é dada por

C' l h(y)dy g (y+s) f (s) dsdy +(4 . 14)

A expressão para a confiabili.dade é

l h(y)dy : [' ['g(y's)f(s)dsdy +(4.15)

'i(EXEMPLO 4.1 - Calculo da cona.abilidade para a tensão dis-
tribuída normalmente e a resistência do material segundo a
Wei.bull

Em vi.sta da (1.1) a f.d. da IVeibull triparamétrica
(extremamente flexível e que pode assumir uma grande varie-
dade de formas) é

gh) : Í;;l]t;liF h-,PB-lexpj'(Õ;l=o ] +(4.in

para

A f.d de S (segundo a normal) tem a forma
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; :J---rxfi +(4 . 17)

para '"<s<m e onde uS e as são respectivamente a média e o
desvio padrão de S.

Entrando na (4.9) e após uma considerável quanta.dg
de de operações algébricas pode-se chegar a expressão

c' = p(RgS) : l.-N(:ii:!-:) - --t-(eiÇ:lg) .['expt'tB - } (!E]:iS t + l 0'Uslz }dt

+(4 .18)

Na (4.18) note-se que os parâmetros são

. , - : \3, « : ?>,
' s ' s

r U0 S
) é aque N( a S F.D. da normal f(s) e que t : -(íi-=ril

S r

Através dos métodos de i.ntegração numérica pode-se
obter a (4.18)

Suponhamos que se tem uma mola que foi projetada de
tal forma que a precariedade seja 10 '

O material de que é feita a mola tem uma resistên
cia que segue a IVeibull triparamétrica com os parâmetros
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rO l ooooo libras
(polegadas: 100000 psi

0. = 130000 psi

Suponhamos ainda que a carga agindo sobre a mola

tem distribuição normal com(C.V.)s: as: 0,02

É possível com esses dados e com o auxílio da Tab
4.1 obter os parâmetros da tensão normalpermissÍveis que
produzem a cona.abi.l i.dade especificada

Representemos os parâmetros por

r0-us 100000-50as
's ' s

OI'r0 130000-100000 30000
a a. a.s s s

Portanto

DaTab. 4.1 vê-sequequandoA=0,6eB=15 a
probabili.dade de falha (precariedade) é exatamente 0,0001

O va].or exato de B para A o,ó é

0 , 3' 0 , 6+1 5 = 1 5 , 18
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produzindo

30000
1 5 , 1 8

as
0 , 0 2

Pode também ocorrer o caso inverso quando conhece-
mos us e as (por exemplo us:100000kPa e as:10000kPa onde

lkPa = 103Ngwtons e Pa é a abreviatura de Pascal) e B e 01

(por exemplo B:2,0 e 01:550000kPa)

Fixando-se um valor para a precarie
arâínetro da resistência mínima rn

Suponhamos que a precariedade deve ser 0,0002, en-

m

podedade se a

char 0 D

tao

01-r0 550000-r0
i: loooo

rO - 100000

ATab.4.1 mostraqueparaB : 45 eA= 0 obte
mos a probabilidade de falha requerida de 0,0002

Igualando A a zero temos
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Tab. 4.1 - Tabe].a
da i)recariedade
C' para o caso de
R com Weibu]], tre-
par"ametrica e s com
distribuição nor-
ma].

Fonte: Kapur e
Lambersor' [49]

ponto representa virgu].a decimal

«:v
B :

ol ' 'o

  A\.B lO 15 20 2S 30 35 40 45 50 55
8 .0011 .0m5 .W03 .0002 .0001 .0W1 .0001 .0001+ .0000 .m00
6 .0017 .(Xm8 .00M .0003 .(Xm2 .0001 .000] .0001} .(D01 .000]
4 .(D25 .0011 .(D07 .00W .0003 .0002 .0002 .000]} .0001 .0001
2 :W11 .o016 .(m09 .o(m7 .oo04 .oo03 .oo02 .oo02i .oool .oool
.o i.o0491 o022 .w12 .o(n8 .oo06 .oo04 .w03 !':tXnq .w02 .oo02

-.2 'mõ7' o030 .(D17 .(mll .oo08 .oo06 .oo04 'amf .oo03 .oo02
-.4 .0089 .0(HO .0023 .0014 .0010 .0007 .0006 .0004 .0004 .0003
-.6 .0116 .0052 .0030 .0019 .0013 .0010 .0(m7 .0006 .0005 .0004
-.8 .0149 .0067 .0038 .0024 .0017 .0012 .0010 .0008 .0006 .0005

-1.0 .0188 .0085 .(D48 .0031 .0021 .0016 .0012 .0009 .0008 .0006
-1.4 .0284 .0128 .0073 .0(H7 .0032 .0024 .0018 .0014 .0012 .0010
-1.8 .0407 .0]85 .0105 .0067 .0047 .0034 .(D26 .0021 .0017 .0014
-2.2 .0557 .0254 .OIM .0093 .0065 .0047 .W36 .0029 .0023 .OOJ9
-2.6 .0733 .0336' .0191 .0123 .0086 .0063 .0048 .0038 .0031 .0026
-3.0 .0935 .0431 .0246 .0158 .0110 .0081 .M62 .0049 .W40 .0033
-3.4 .1159 .0538 .0308 .0198 .0138 .0102 .W78 .0062 .0050 .004]
-3.8 .1406 .0658 .0377 .0243 .0170 .0125 .W96 .0076 .W62 .005]
--4.2 .1671 .0789 .04S3 .0293 .0205' ''.0]51 .0116 .0092 .0074 .0061
-4.6 .1954 .0930 .0536 .0347 .0243 .0179 .0137 .0109 .M88 .0073
-5.0 .2251 .1082 .0626 .0406 .0284 .0210 .016] .0127 .0103 .0086
-5.5 .2640 .1286 .0748 .0486 .0341 .0251 .0193 .0153 .0124 .0103
-6.0 .3M3 .1504 .0879 .0573 .0402 .0297 .0228 .0181 .0147 .0121
-6.5 .3457 .173S .1020 .0667 .0468 .0346 .0266 .0211 .0171 .0142
-7.0 .3876 .1977 .1170 .0767 .0539 .0399 .0307 .02« .0198 .0164
-8.0 .4713 .2490 .1493 .098S .0695 .0516 .0398 .0316 .0256 .0212
-9.0 .5525 .3032 .1845 .1226' .0869 .0646 .0499 .0396 .0322 .0267

-i0.0 .6285 .3591 .2222 .1488 .1059 .0790 .061] .0486 .0396 .0328

A\B lO 15 .20 25 30 35 40 45 50 55

8 .0001 00001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
6 .oo03 :g!@U .woo .oooo .oow .woo .woo .oow .oo(m .oow
4 .00M .o00t .0000 .0000 .0000 .0W0 .0(Xm .00W .0W0 .00(m
2 .0005 .0002 .0001 .0000 .0000 .0m0 .0000 .00(D .®00 .0(Xm
0 .0008 .0002 .000] .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000

-.2 .0011 .0003 .0001 .0001 .0000 .0000 .0o00 .0000 .00(D .0(X»
-.4 .0016 .0W5 .0002 .0001 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0(mO
-.6 .0022 .0007 .0003 .0001 .000] .0001 .0000 .0000 .0000 .0000
-.8 .0030 .0009 .00M .0002 .0001 .0001 .0000 .00W .0000 .0000

-1.0 .0041 .0012 .0005 .0003 .0002 .0001 .0001 .0000 .0000 .0000
-1.4 .0069 .0021 .0009 .0004 .0003 .0002 .0001 .0001 .0001 .0000
-1.8 .0111 .0033 .00]4 .0007 .0004 .0003 .0002 .0001 .0001 .0001
-2.2 .0]69 .0051 .0022 .0011 .0006 .0004 .W03 .0002 .0001 .0001
-2.6 .0247 .0075 .0032 .0016 .0009 .0006 .0004 .0003 .0002 .0002
-3.0 .0349 .0]06 .0045 .0023 .0013 .W08 .0006 .00m .0003 .0002
-3.4 .0475 .0145 .0062 .0032 .0018 .0012 .0008 .0005 .0004 .000:]
-3.8 .0630 .0193 .0082 .0M2 .0024 .0015 .0010 .0007 .000S .00M
-4.2 .0815 .0252 .0108 .0055 .0032 .0020 .0014 .0010 .0007 .0005
-4.6 .1031 .0322 .0138 .0071 .0041 .0026 .0017 .0012 .0009 .0007
-5.0 .1279 .04M .0173 .0089 '.(D52 .0033' .0022 .0015 .0011 .0008
-5.5 .1634 .0524 .0225 .0]16 .0067 .0043 .0029 .0020 .00]5 .0011
-6.0 .2037 .0665 .0287 .0148 .0086 .0054 .0036 .0025 .0019 .0014
-6.5 .2485 .0828 .0360 .0186 .0108 .0068 .0046 .0032 .0023 .0018
-7.0 .2973 .1013 .0443 .0230 .0134 .0084 .0057 .0040 .0029 .0022
-8.0 .4039 .1454 .0645 .0336 .0196 .0124 .0083 .0059 .0043 .0032
-9.0 .5165 .1985 .0897 .0471 .0276 .0175 .0117 .0083 .0060 .0045

-10.0 .6269 .2600 .1202 .0636 .0374 .0327 .0160 .0]12 .0082 .0062
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+(EXEblPL0 4.2 - Calculo de confiabilidade para o caso em que
resistência e tensão estão distribuídas segundo a IVeibull
triparamêtrica.

Sejam agora f(s) e g(r) as f.d de S e R com a for
ma

..;, : k.T,';:.*-Í-.T,';l +(4 . 19)

para s Osso"

;',, : ;.T,';:.*-L-.T,''] +( 4 . 20 )

para rOsr<"

(é óbvio que f(s) e g(r) são nulas para outros valores de s
e r respectivamente)

Da (4.10) vem após algumas operações

t'.-'--l-kl' ' *?l';l«-«- «,
l

C' (RÉS)

Na (4. 21)

(:.;b) ',r

Os \calotes da integral (4.21) foram calculados por
Lipson: Sheth e Disney [s9] e]60] em 1967 e 1969, Brown e
Rutemi[[er [6] apresentam inclusive um Droga'ama em FORTRAN IV
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-l(EXEMPLO 4.3 - A resistência distribuída segundo Wei.bull tri.
paramêtrica e a tensão tendo a distribuição do menor valor
extremo do tipo 111 cuja F.D. é

rb) : t-.*pl'('Ff) B;l

para 6sÉs<",

A partir da (4.4) ou (4.7) pode-se chegar a expre2
são da confiabilidade

' : /: '-'.*.[-.ssen,''].* +( 4 . 2 2)

..+(EXEMPLO 4.4 - A resistência tendo a distribuição do menor va
lor extremo do ti.po l com F. D.

G(r) : l-exp [-exp(r-6 )]

para '"<T<m , 0,>0

e a tensão com a IVeibull triparamétrica dada pela (4.16)

Então a expressão para a confiabilidade é

' : ( .-:.*-Í-.*-k(::'';- v)I': .''.:;,
sendo que na (4.23)

) Bs
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--l(EXEMPLO 4.5 - A resistênci.a tendo a distribuição domador VZ
lor extremo do tipo l e a tensão tendo a distribuição de We.i
bull triparamêtrica

Se a F.D. do maior valor extremo do tipo l tiver a
forma

r-6
G(r) ::. expt'expE-( r) ]}V+

para '"<r<m, 0r>0

então a expressão para a confiabilidade é

0r
exp{ - t +[ ;r:-lC

S

6 Sr ]'sldt
0

S
R,nt +( 4 . 24 )

Na (4.24)

+(EXEMPLO 4.6 - A resistência tendo a distribuição de IVeibull
triparamétrica e a tensão S com a.distribuição do maior va-
lor extremo do tipo l cuja F.D. ê

'';, : -- l--- [-.;,]l
para '"<s<w, 0S>0

Então a expressão para a confiabilidade é

C= [' expt't-expE-(% tl/Br+l0-6s)]ldt +(4.25)
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A (4.25) é calculada através de:processos de ante
gração numéri.ca e os detalhes estão na dis'sertação para ob
tenção de doutorado de Taraman [9a]

Um trecho da tabe

onde Br = 2,0 e t =

(4.25) esta na Tab .4.2

Fonte: Kapur e Lamberson [ü9j
C[ ponto representa ê virgu].a decima].

Tab. 4.2 - Confiabili.dade quando a tensão S é distribuída com o
maior valor extremo do tipo l e a resistência R tem

distribuição de Weibull triparamétrica sendo

:..::c$
S S

B'

  1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50 2.75 3.00 3.25

 

0.178603 0.246742 0.315060 0.380320 0.440771 0.495690 0.544978 0.588889 0.627850 0.662353
0.328603 0.400397 0.466387 0.525570 0.577873 0.623713 0.663717 0.698572 0.728948 0.755456
0.495244 0.558153 0.612944 0.660169 0.700669 0.735350 0.765068 0.790585 0.812561 0.8315S2
0.645980 0.694329 0.735081 0.769356 0.798207 0.822555 0.843179 0.860725 0.875722 0.888602
0.764035 0.798071 0.826195 0.849499 0.868891 0.885110 0.898752 0.910290 0.920106 0.928503
0.848077 0.870719 0.889205 0.904385 0.916929 0.927363 0.936100 0.943464 0.949711 0.955042
0.904361 0.918896 0.930678 0.9403(D 0.948217 0.954781 0.960262 0.964873 0.968776 0.972102
0.940039 0.949767 0.957133 0.963129 0.968050 0.972]21 0.975516 0.978367 0.980778 0.98283]
0.963476 0.969131 0.973682 0.977379 0.980409 0.982912 0.984997 0.986747 0.988227 0.989485
0.977644 0.981119 0.983911 0.936176 0.988030 0.989561 0.990836 0.991905 0.992808 0.993577
0.986357 0.983481 0.990186 0.991568 0.992699 0.993632 0.994409 0.995061 0.995611 0.996079
0.991686 0.992980 0.994019 0.994560 0.995548 0.9961 16 0.996589. 0.996985 0.997320 0.997604
0.994935 0.995722 0.996353 0.996865 0.997283 0.997628 0.997915 0.998156 0.998359 0.998532
0.996911 0.997389 0.997773 0.998084 0.998338 0.998547 0.998722 0.998868 0.998991 0.999096
0.998112 0.998403 0.998635 0.998824 0.998978 0.999105 0.999211 0.9993(D 0.999375 0.999438
0.998841 0.999018 0.999159 0.999273 0.999367 0.999444 0.999508 0.999562 0.999608 0.999646
0.999234 0.999393 0.999477 0.999546 0.999603 0.999650 0.999689 0.999721 0.999749 0.999772
0.999553 0.999617 0.999669 0.999712 0.999746 0.999774 0.999798 0.999818 a999Ü5 0.999849
0.999716 0.999755 0.999786 0.999812 0.999833 0.999850 0.999864 0.999876 0.999887 0.999895
0.999814 0.999838 0.999857 0.999873 0.999886 0.999896 0.999905 0.999912 0.999918 0.999923



198

Anã[ise seme].hante a essa na obtenção da confiabi-
lidade tem merecido muita atenção e as dificuldades da intÊ
oração numérica tem sido superadas com o uso dos computado-
res

Existem assim outras combinações para as distribui
ções de R e S e entre elas podemos citar a normal, a logno!
mal, a gama, as de valor extremo (maior ou menor valor) ge-
rando as mais diversas expressões para a confiabilidade

FATOR DE SEGURANÇA

Cllamaremos de favor de segurança F a razão

+( 4 . 26 )

Trataremos o fatos de segurança F como uma v.a

Sejam ainda lif' Ur e Us os valores médios de F, R

e S respectivamente e af' ar e as os respectivos desvios pa
drões

Então da desigualdade de Bienaymé Chebyshev temos

P( l F-a l çc) 2 l - ----.;.z +( 4 . 2 M)

Fazendo a:kpr e a-E:=1 pode-se obter a expressão

p']«F«2]('i --]-» ] - +(4.27b)
r t'='':'"pf''J ' ' (kuf-l) 2 '' '' '



onde

(c.v.)f :
3
uf

finição de cona.a

P( F zl )

7b) e (4 . 28) vem:

u[[ (C.V.).g + (i-k):] .»(4 29)
(kuf-l): '' ''

A (4.29) dã assim o extremo inferior da confiabili

O maior extremo inferior é obtido se minimizarmos

u:;[ (C.v. ) .Ê + (]-k) : ]
+(4 . 30)

(kp,-l) :

da de bilidadeEm vista

Da 2

dade

1. 4 . iJ temos

+( 4 . 28 )

Temos

3u -2u; [(C.V.)Ê +(]-k)'] . -2pÉ (]-k)
'ã'k ' (kuf-l) ' (kuf':l):

donde o valor crítico é

krelaçãoem a
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k* : Uft (C.V.)2f 'll-l +(4 . 31 )

A 23-g calculada nesse ponto k* é sempre positiva

o que garante que k* minimize u.
ak:

De (4. 29) e (4. 31) temos

n:Ê K .WÊ
C 2 l

u:Ê(C.V)} ''' (uf-l)'
+( 4 . 32 )

sendo esse o maior extremo inferior para a confiabilidade

Da (4 . 32) pode-se também obter

lif '

1- (c .v . )

+(4 . 33)

.Is equações (4.32) e (4.33) representamas relações
desejadas entre a média do fatos de segurança, o coeficien-
te de variação do fatos de segurança e a confiabilidade

A (4.33) dã o extremo inferior em pf que assegura-

ra a probabilidade de achar F tal que o membro da esquerda,
da (4.27 b)seja C

Uma outra forma para se obter esses extremos e atra
vés da utilização da série de Taylor

Dessa forma de (4 . 26) vem
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P. u.

uf ; le . i} aê +(4.3q

Na obtenção da (4.34) considerou-se apenas os dois
primeiros têrmos da expansão em série de Taylor

/

ÍÍ

Se representarmos --l por f. que chamaremos de fa

tor de segurança central da (4.34) vem:

P

S

uf fc [['(C.V.)Ê] +( 4 . 35 )

Por outro lado

'''', : '[5] ''«:,b-. ;ê-]

ou

.} 'u:Í ; h:Ê ' u:Í)
n2

S
+( 4 . 36)

De (4. 35) e (4 .36) temos

{E[+(C.V.)r]E1+3(C.V.)É]-]]+(C.V.)É]']1/2(c.v.)f
I' (c .v.):

+( 4 . 37 )

De (4.28), (4.29), (4.37) e executando a derivação
como fizemos anteriormente chega-se a expressão



2 0 2

C 2 l - +(4. 38)
{k*f. [[' (c .v .):] -]} '

onde

í;lEi'(c.v.);lri's(c.v.)Ê3tl T.(c.v. Ê r:
f [[+(c.v.) ' ] -]c ' s

k*

A (4.38) dã o extremo inferior da confiabilidade
em termos do fatos de segurança central f. e dos coeficien-
tes de variação da resistência R e da tensão S, respectiva-
mente (C.V. ). e (C.V.) :

As equações(4.32),(4.33) e(4.37) podem ser com
finada s e obtem- se

l
+(4 . 39)

1.(C.V.) ;-lEI' (C.V.);lE1'3(C.V.)Êl-EI' (C .V.) Êl} V:

Desprezando os termos de ordem três ou superior em
(C.V.)r e (C.V.)s da (4.39) vem:

c 4 '40)

' :-.K.".): -]K.".)Ê 'K'".)í. ]' V'íh
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A (4.40) fornece o menor valor para o fatos de se-
gurança central com probabilidade de ao menos C de achar o
atual fatos de segurança no intervalo

[ g F $ 2k*f. [[+(C.V.) 2. ]
L.- >

l

Uma outra forma de obter a (4.40) é aplicar a fÕr
mula de Taylor diretamente a (4.26) e obter

.;«ê * .ê";
q

U S
+( 4 . 41 )

DaÍ

af
(c.v.)f : U

=
f

[(C.V.)2s +ÚC.V.)} ]1/2 +(4.42)
i''(c.v.) l

0 k'; que dã o mai.or extremo inferior da (4.29) é
dado pela (4.31) e assim substituindo a (4.35) e a (4.42)na
(4. 31) vem:

í. [ (c.v.) 1. '(c.v.) ?. ] +
k* : +1(4.43)

[l+(c.v.):]]f.[l'-(c.v.):]-]}
S c- ' S

Substituindo na(4.29) os valores de lif,(C.V.).P e
k* dados pelas equações (4.35), (4.42) e (4.43) respectiva-
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mente temo s

.r2[ rc.v.) 2 + (c.v.) '] '+
.:g.=..:..:.:..5... ( 4 . 44 )

f' [(C.V.)2s '''(C.V.); I'tfcE]'''(C'V.); ]-ll'

A (4.44) dã o extremo inferior em C dados fc'(C.V.)s

e (C.V.)r

Se utilizarmos a (4.33) teremos

l

"- ' ".4 -lK.".); '''K'"

que é a própria (4.40)

Deve-se observar que a (4.32) e (4.33) nos dão os
extremos exatos enquanto que a (4.38) e (4.39) nos dãoos eã
tremos aproximados, isto em vista do fato de que substituí-
mos pf e (C.V.)f pelos seus valores aproximados dados pela
série de Taylor

Baseando-se nas equações (4.33), (4.39), (4.40) e

(4.44) normalmente constroem-se nomogramas que podem ser u-
sados pelo engenheiro para estimar a confiabilidade de um
certo projeto e estudar o fatos de segurança e a variabili-
dade das v.a. resistência e tensão.

+(EXEblPL0 4.7 - A resistência de um componente tem di.atribui
ção de Weibull com os parâmetros
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rO Hz

(parâmetro de forma)

72'106 --N (parâmetro de escala)
m'

A tensão agindo no componente segue lei normal

54.10õ N e desvio padrão as : 1,8'106 -3--

Dessa forma (C.V.)s : --5ã-- ; 0,03333.

Vamos calcular f e C.

Inicialmente calculemos Ur e ar

Da (1. 13) e da (l .lO) temos:

N5 4 . 10 6 componente)(resistência domínima

C

ol

com

P = 54' 106+ (7 2- 54)

aÍ.: (ia'io'):Er(ã ' ])-r:(4 ' 1)]

Porá:anta

.10'F(1''}) ;

(c.v.). ,s3 ; 'ã'ÍÍ9
' 6 9 , 9 5

Portanto



.. : : : PP
) temos :

1,295' (0,119'+0,033')

1, 295 2( 0, 1192 +0, 033z) + ]]1, 29 5 (1+0, 0332)-l]

Podemos entretanto, em vista dos resultadosdo ExeB
bter a confiabilidade exata

Temos

206

(4 44Da

C 3 1
2

0

r0'ps
as

iretamente da Tab. 4.1 . a precar iedade

Portanto temos a confiabilidade

l-c'
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4.3 PRODUÇÃO DE ENERGIA ELÉTRICA A PARTIR DA VELOCIDADE DO VENTO

Os geradores elétricos baseados n
dos algumas dezenas de anos atrás.

O maior construído estava operand
construído em 1941

Quebrou e não foi. arrum
leo e do carvão eram bai.xos.

Agora a coisa es tã mudando

Ê bastante desejável a anal
Ólicos (S.E.E.)

No Brasil por exemplo na Universo.dade Federal da Pa
raíba esta se construindo o i.nversor para o catavento e o La
boratório de Energia Eólica esta em fase bem adiantada.

Anal i.Batemos a viabil i.dade do desenvolvimento do

0 ve éim

sugere

Vermont ELJA0 em }
foie

ado docustos petropol-s os

de elétris i. s t ema sise
cos e

S E E

nto já for

P... +(4 . 45)

(4 . 4 5)

V é a velocidade do vento

A é a área exposta em m2

P é a massa específica do

mem
S

;, .. :E&
m3
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A massa especifica é uma função da pressão, tempe
ratura e da umidade relativa através da expressão.

1, 2929 (Pr-Pv) . ?Z}
760 T

+(4 . 46)

Na (4.46) temos

Pr

P
V

pressão em inm de mercurio (Hg)

pressão do vapor de agua

temperatura em graus Kelvin (UK)

A potência do vento é convertida em potência mecâ-
nica com uma eficiência C. a qual é transmitida a um gera-
dor através de uma transmissão mecânica com eficiência nm

a qual é convertida em eletricidade com eficiência ng

A saída elétrica é então
\

Pe : CpT\n n g Pw
+(4 . 47)

Os valores ótimos para as eficiências que g
parecem em (4. 47) são:

cp

ng

0 ,4

0, 9

0 , 9
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o que dã uma eficiência global de 32%

Entretanto os valores experimentais atuais prova
fielmente não são maiores que 25 a 30%.

Isso irã variar com a velocidade do vento, como ti
po de turbina do vento e com a natureza da carga

Para um dado sistema, P.., e P. variam com a veloci
jade do vento como esta mostrado na Fig. 4.2

Potenci.a

velocidade
do vento

Fig. 4.2

Na Fig. 4.2 v. é a velocidade que permi.te come-
çar o fornecimento de eletri.cidade, v. é 'a velocidade em que
pode se atingir uma potênci.a de saída constante e v.r é a vg
mocidade final na qual a maquina é fechada para protege-la
do vento.
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Assim a medida que a velocidade do vento aumenta de
um valor baixo, a turbina, esta apta a ''conquistar'' e sobra
pujar as perdas mecânicas e elétri.cas

4. 3. 1 - ESTATTSTI CA DO VENTO

O vento é uma fonte de potência altamente variável
e existem vários métodos de caracterização dessa variabili.-
dade.

Talvez o mais comum,seja através da curva da dura
ção da potência

Esse é um bom conceito porém não é fácil escolher,
v.- e Vr para uma dada localidade

Um outro método é usar a representação estatística
e em particular o modelo de Weibull biparamétrico dado pela
(1 . 3) ou (1.4)

Assim adotaremos que a velocidade do vento segue a
Weibull com f.d

f(v) Ê(êv)B'lexpE'Lt) ] +(4 . 48)

O parâmetro de forma B em experimentos levados a g
feito nos Estados Unidos posicionou-se entre 1,3 e 3.

Assim em vista da (1.9) pode-se achar que

1,11Uv ç 0 É 1,13 U v +( 4 . 4 9)
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Dessa forma o parâmetro de esca].a 0 é diretamente
proporcional a velocidade média do vento e é uns 12% maior
que esse valor

Exi.stem.como se discutiu no capítulo 2 varias for
mas para estimar os valores de 13 e 0 a partir de resulta-
dos amostrais.

Uma vez que o vento é descrito por uma distribui
ção de probabilidades, um projeto de um gerador elétrico
eõlicoprecisa também ser acompanhado de técni.cas analíti
cas

Potência de saída medi.a, fatos de carga, etc pre
casam e podem ser previstas anal i.ticamente.

4.3.2 - FATOR DE ENERGIA DO VENTO

A potência medi.a do vento é dada por
.m

:{ PA ['v;f(v)dv +(4 . 50)

em wat ts

A (4.50) pode também ser colocada na forma

Uw +A':' 0 ' â) +( 4 . 51 )

A potência elétrica média gerada é

Ue : 2oA Ívr Cpnmngv;f(v)dv + lpACpnmrlgvr C f(v)dv+(4.52)

'v

r
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A variação de CP' nn e rlg com V deveria ser inclui
da para estudos económicos detalhados para específicas tur-
binas de vento em localizações onde f(v) é bem conhecida

Normalmente f(v) não é conhecida de forma adequada
e assim para se obter resultados razoáveis atribui-se valo-
res médios as efi.ciências e leva-se as mesmas para fora da
integral (4.52)

Dessa forma a potência elétrica média pode ser es
cri ta como :

U e : kgESl+S2] +( 4 . 5 3)

Na (4 . 53) temos

lr ; f (v) dxr (obtida através da integração nlané

c rica)

«; l í(«)d« :.;(-p) ;'':pl-('ibBIr

{ pAC.n.n:

Definiremos como fatos de energia do vento (F.E.V.)
a grandeza

Sl+S2f +( 4 . 54)
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Pode-se escolher Vr ou -ã- para maximizar o F.E.V.o
que permitira que o S.E.E. produza o maxi.mo de energia por
unidade de área do rotor

O rotor e a torre representam ao menos 80% do cus-
to total do sistema de forma que o máximo de energia por u-
ni.dade de área correspondera bem perto ao custo mínimo por
klvh.

Na Fig. 4.3 temos os gráficos para o F.E.V. para
os vários valores de 11 e v.:0,5 v.

f
V 290

1,6

] ,2

Valores de B

0,8

0,4

olA . . . . . . \relocid8de do vento
l i,4 i,8 2.2 2.6 nominalpadroni-zada

f'ante: Johnson [4il] -.=..

Fig. 4.3 - Gráfico para F.E.V. quando vc:0,5vr
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Assim se temos um local onde B:2,8, a energia pro

duvida por unidade de área é maximizada se -i-
V

ou \- = 1,50r

Como 0;1,12u.,, a velocidade do vento nominal (ra
ted wi.nd speed) seta 1,7 vezes a velocidade média do vento

As curvas variam bem pouco com -f de forma que pg.
ra B>2, não existe uma grande diferença da saída de energia
para velocidades do vento entre 1,30 e 1,9Q.

V

Isso torna o problema de planejar bem simples

Para valores baixos de B , F.E.V. é significativa-
mente maior e os picos ocorrem para valores mais altos de

Se lg=1 , 2 o maior F.E.V é 2 , 27 ocorrendo em

Esses grandes \calotes são devido ao fato de que
grandes \falares para B tendem a reunir-se em uma faixa Tela
ti\íamentc estreita. enquanto que valores baixos de B tendem
a dispersar as velocidades do vento, permitindo dessa forma
uma grande percentagem de altas velocidades do ventoque tem
iH8 quantidade desproporcional de potência.

Não se deve entretanto esperar que com ventos devo
locidade acima de g=2 a di.stribuição de IAleibulldescreva bem

o fenómeno.

Dessa forma projetos envolvendo uma velocidade de
vento acima de 20 devem ser analisados com milita cuidado.



21 5 -

Abaixando o v. para 0,4 vr teremos um efeito rela-
tivamente pequeno sobre as curvas da Fig . 4.3

Isto aumenta o F.E.V. em terno de 8% e deslocaop.i
co levamente para a direita e a mesma filosofia de prometo,
continua podendo ser apli.cada

4.3. 3 - FAVOR DE CARGA (F.C.)

Exi.atem ao menos duas restrições no projeto de uma
turbina de vento.

Uma é a maximização da potência média de saída

A outra é encontrar a necessária exigência para o

Defi.ne-se o F . C . como

F C

S +sU l 2f
3C

e, nominal vrU
+(4 . 55)

onde SI e S2 são aquelas da (4.53)

Na Fj.g. 4.4 esta o gráfico de fc em função de 'r

A medida que cresce a velocidade nome.nal do vento
aumenta a potência medi.a, porém não tão rapidamente como a
potência nominal

., Dessa forma o F.C. diminui de 0,5 até 0,2 ou menos
quando --f crescer de l até 1,8 ou mais.

O F.C. tem uma grande importância se o gerador es-
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tã sendo usado por exemplo para a irrigação e de uma forma
ass].ncTona

F.C fc

0.6

0,4

0,2
11 = 2,4

2,8

0
1,4

Fonte: Johnson ]]ü4]

l -.:} velocidade do
' vento nome'nal

padroni.zada

V
1,8 2.2

Fig. 4.4

F.C. em relação a -0 onde vc

V
0,5:"r

Na pratica, em irrigação, o F.C. mínimo é da ordem
de 0,6 o que implica em uma penalidade substancial na ener-
gia em vista de ter que operar com -:á-<l

..+(EXEMPLO 4.8 - Na Tab. 4.3 temos alguns dados do estado de
mansas - Estados Unidos tirados do trabalho de Johnson [qh]

Note-se que apenas algumas leituras por ano foram
acima de 40 nÓs (20,6 m/s) de forma que sòmente velocidades
de 40 nõs ou menores são consideradas.

Os parâmetros de IVeibull í3 e 0 foram calculados cg
da mês e então tomada uma média
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Utilizou-se a (4.53) para obter IJe na altura do a
nemometro.

Os fatores {P e CpTlmrk foram tomados como i.guais a
0,0835 e 0,25 respectivamente o que dã uma densidade da po-
tência medi.a em watts para uma turbina com uma efi.ciência

global de 25% localizada numa corrente de ar com temperatu-
ra e pressão.padrões.

m

Com o intuito de fazer comparações tomou-se vr=18

nÓs (9,3m/s) e v.:9nÕs (4,65m/s)

A coluna que chamamos de ''densidadedepotência cal
culada'' foi obtida de (4.47) supondo que o vento mantem - se
em estado. estacionário ou fixo dado pelo ''ponto'' registrado
até que a próxima observação seja ati.ngida

Veloci.dades do vento abaixo de 9 nÓs não geram po'
tência enquanto que acima de 18 nós geram uma potência que
corresponde a velocidade nominal de 18 nÓs

Pode-se ver da Tab. 4.3 que a densidade de potêg
cia média obtida pela IVeibull a partir dos valores estima-
dos de 0 e Í3 é em medi.a 6% menor do que a densa.dade de po-
tência calculada

Considerando a qualidade dos dados originais e a va
Fiabilidade inerente do vento, é uma concordância bastante a
dequada

Um fatos de correção pode ser aplicado observando-
se a razão -=- que é teoricamente por volta de 1, 12 como jã

foi destacado anteriormente.
V
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Como sevênaTab. 4.3 searazão é menor que
1,12 a densidade da potência de IVeibull é menor do que a den
si.dade de potência calculada e em caso contrario é maior

A vantagem de se utilizar a distri.buição de Weibull
no lugar de não fazer nenhum enfoque probabilistico esta mos
irada nas três últimas colunas da direita da Tab.4.3 8

A razão -f- é determinada e para cada caso usando-
se a Fig. 4.3 pode-se achar a razão 7.

V

vmax].ma

Isto indica o quanto poderíamos ganhar mudando a
velocidade do vento nome.nal do valor arbitrário de 18 nõs
para algum outro valor nominal

Pode-se também ver que em cada caso a densidade da
potência média é pelo menos 0,80 da õti.ma, o queimplicaque
uma dada turbina do vento é conveniente para uma amplitude
bem larga de regimes de vento

Esta observação pode ser muj.to útil no casodeuma
situação de produção em massa

A Fig. 4.4 é então usada para determinar o F.C.
que pari.a de cerca de três para um de uma região para outra
de Kansas.

O F.C. pode ser aumentado reduzindo-se
se reduzi.ndo-se o F.E .V

v e com is'Y'

No estudo das turbinas de vento alguns outros fato
res sao importantes e entre eles destacaremos.

1 - Efeito da altura
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Pode-se adotar que

+(4 . 56)

onde v é a velocidade do vento prevista a altura z e vO e a

velocidade do vento medida com o anemÕmetro a altura za

Os parâmetros 0 e B da l\reibull,ambos mudam com a
a].tuta

O efeito analítico da altura sobre a potência gera
da é bem difícil de ser determinado.

Baseando-se na (4.52) e (4.56) pode-se tomar apto'
ximadamente que

Pe(z) : (-L)mpe(zO) '+(4.57)' 'o '

onde Pe(z) e Pe(zO) são as potências médias respectivamente
nas alturas z e zO

O expoente D foi calculado para diversas velocida-
des nominais para cada uma das estações de observação de
Kansas.

Um gráfico de m em relação as diversas velocidades
nominais está na Fig. 4.5.

l l ) -

Na Fig. 4.6 temos a variação da potência médiaem
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Russel

Esse gráfico ilustra uma das di.faculdades com os
S.E.E., a grande variabi.lidade de mês a mês

l l l Variação d'iãri.a da otência do vento

A potência do vento também tem uma variação diária
como mostrado na Fig . 4 . 7

Pode-se ver que a potência medi.a varia de cerca de
0,8 da potênci.a média anual nas primei.ras horas damanhã até
cerca de 1,2, da potênci.a média nas horas da tarde

Isso é menos do que a variação típi.ca dademanda de
carga para as utilidades elétricas.

Expoente do fatos

de altura n ti
0,5}

0,4

0.3

0,'1

0,1

B

C
D

E

8 10 12 (m/s)

velocidade do vento
f'ante: Johnson L&4J nominal em nos

Fig. 4.5

0

Variação do expoente m
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Na Fig . 4 .5 temos

(A)

(B)

(c)
(D)

Kansas

Kansas

Kansas

Kansas

Kansas

Kansas

Leste

Leste

Oeste

Oeste

Leste

Oeste

Verão

Outono e Inverno

Verão

Outono e Inverno

Primavera

Primavera(E)

Potência gerada
no Dual i zada

mes

f'ante: Johnson [&4J

Fig . 4.6

Potência gerada normalizada em Russel de 1950 - 1967, 1970 - 1973, com
altura do anemometro a 29 pés.
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U
e

'f(ü')
õo .F 1 , 2

20 +0. 4

Hora do dia
Fonte: Johnsan [&i]

Fig . 4 .7

Densidade de potência média e potência média nonnalizada na cidade de
Dodge (1948-1961) - altura do anemõmetro a 58 pés.

'+(EXEMPLO 4.9 - Em Russel, Kansas esta instalado um S.E.E. pg
ra fornecer energia elétrica com 60 Hz, com nenhum tipo de
armazenamento.

A velocidade do vento nominal
cidade de entrada é v =5m/s.

C

é vr:10m/s e a vela

A altura efetiva da turbina de vento é de 30m e a
efici.ência global é de 25%

A graduação do gerador é de 200kW o que correspon
de a um rotor cujo di.âmetro é de 41m.
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O custo combinado do rotor, torre e da terra supor.
se que seja 100 u.m. por metro quadrado do rotor

Adota-se também que o custo do gerador elétri-
co, dos interruptores de circuitos e das interconecçoes e
de 100 u.m. por klV.

Com uma área do rotor de 1300 m2 o custo total é de

150000 u.m. ou 750 u.m. (u.m. : unidades monetárias)

Esse valor é bem mais baixo que o caso atual da
s.E.E. porém pode ser tecnicamente possível dado que esse
projeto pode atingir produção em massa

Na Fig' 4.8 temos a densidade de potencia média
em Russel a v.=10m/s e uma altura do anemometro
(8, 8m) é de 40 -g-

m

a 29 pes

A densidade de potencia sazonal é estimada da Fig
4 . 6 .

A densidade de potência média nos meses de março,Z
- 40(t,zs+i,zs+i,9:].: 47-.IL

bril e maio e ' 'm2

O expoentede altura n para essa região de Kansas
na primavera é 0,235 para vr:10m/s

Assim da (4 . 57) vejo

Ue.orimavera ;(30) 0'23547 ; 63 W
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10

8 10 (m/s)1 2
0 Vr16 20 24

(nÓs)
Fonte: Johnson tb4]

Fig. 4.8

Densidade de potência média em Russel

(1950-1967) e (1970-1973)

Anemõmetro a altura de 29 pés

Continuando o processo para os outros meses obtem
se

Te,média : 56 R'
A H2

Dessa forma a energia anual é
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E = 0,0S6JSW '1300m2
m'

8760h

Dividindo-se a energia anual pelo investimento te
mos 4 , 25 kWhpor u.m. investida

A taxa desejada de retorno determina o custo por

klvh

Se a nossa u.m. fosse o dolar teríamos que os cus-
tos assumidos na elaboração de S E.E. não são ainda presen'
temente competitivos. Entretanto com alguns fatos como o ay.
mento do custo do combustível e o decréscimo dos custos das
s.E.E. pela produção em massa. os mesmos podemse tornar co11

petitivos. É possível que se desenvolvam bons sistemas de
armazenamento e que nós permitam ter uma base de crédito
maior ainda para a potência do vento.

ALGUMAS CONCLUSQe}

A distribuição de Weibull tem uma grande versatili
date pois pode assumir uma grande variedade de formas ao se
variar 0, B e ó

Tem entretanto também as suas limitaçoes

Assim contrariamente ao que ''popularmente'' se acre.
dita existem também muitas situações nas quais a distribui-
ção ''não se ajusta bem'' e precisamos procurar um outro moda
to entre aqueles indicados na Fig. 1.2

A assimetria e a curtose (que são indicadores da
forma da distribuição) possuem valores que as vezes nao se
pode atingir com a distribuição de Weibull por mais modifi-

/

/

/
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caçoes que se faça nos seus parâmetros e nesse caso devem

ser usadas outras distribuições como a gama ou lognormal,
poi-s essas podem ati.ngir essas posições.

Felizmente, na grande maioria das aplicações de En
genharia a distribuição de IVeibull esta suficientemente prõ
xima para fornecer uma indicação razoável

As vezes deve-se usar os seus casos particulares
que seriam as distri.buições exponencial e a Rayleigh

O método de estimação gráfica, rtpi.do e ''fortemen-
te'' visual pode ser usado para a di.stribui.ção de Weibull dan
do-lhe uma grande vantagem nas suas aplicações.

É verdade que exi.stem mui.tos ''candidatos'' para as
possíveis representações gráficas e se a escolha é crítica,
então fica-se em dificuldade, porque não existe uma escolha
que seja a corneta.

É também uma técnica bastante pobre em certos ca
sos a estimação de vi.da mínima (5 através de métodos grãfi
cos quando o método de Dubey, por exemplo deve ser emprega
do

Quando o tamanho das amostras completas ou censura
das ê pequeno, o procedimento grãfi.co pode produzir vi.és,
particularmente ao se está.mar percentis baixos da di.stribui
cao

Infeli.zmente a está.mau.va de percentis baixos de pe
quenas amostras ê mui.to mais uma regra do que uma exceção,
nas aplicações de Engenharia

Nesse caso, sem dúvida o melhor procedimento é aque
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le de estimar os parâmetros através dos E.M.V.fios bl.E.L.l
dos l\4.E.L.N.V. , etc

Feitos esses cálculos, pode-se executar a represeB
ração no papel de IVeibull usando os parâmetros está-mados e
aT as cstimati\ras dos percentis tirados do gráfico serão bem
mais prece-sas.

Concluindo, obtido o modelo a sua aplicação aos prg
blemas de confiabilidade de sistemas pode ser feita e esta-
remos aptos a controlar o projeto de Engenharia
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