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e A p r T u L o I 

l NTRODUÇÃO 

1.1. Considerações Gerais 

Des de um passado remoto o bomem tem associado a variáve l t em 

po ao s mai s diversos fenômenos observados por ele . Assim (1) os eco no 

mis tas observam anualme nte cs preços do trigo , (2) geneticistas obse r 

vam di ariamente a pro dução de ovos numa certa granj a , (3) meteo rolo gis 

tas e s tud am diariame nt e a precipit ação pluviométri ca em uma dada cida 

de , [4 ) os físicos estud am o níve l de ruído ambi ente em um dndo ponto 

do oceano , (5) os aerodinâmico s estudam a turbulência atmosférica da 

ve l ocidade de um furacâo , (6) enge nh e iros e l et rônicos estud am o ruído 

i nt e rno do rádio r eceptor . Um con ju nto de observações arranjadas era 

nologicamente é chamado numa se rie de tempo (Parzen, 1961). j Uma def i 

nição fo rma l é dada a seguir . 

Veóirúção 1. 1. Se Te um co njun to arbitrário, um process o estocásti co 

é uma família {X(t) > t € T} , tal que , para cada t € T> X(t ) é uma va 

riáve l al eatória . 

Assim, um processo es tocástico é um a família de variáveis / 

aleatóri as (v . a ) X(t ) definidas em um espaço amostra l íl , portanto X(t} 
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e uma função de dois a r gumentos {XCt , w) , t € T, w € íl }. 

Pa r a um w fixo , X(t, wl é uma sé rie temporal , ou se j a , uma se 

rie t emp or a l é uma r eal i zação particu l a r de um processo . 

O conjun to T gera lme nt e é o co njunto do s inteiro s Z ~ 

- .to, ±1, ±2, ... } ou o conju nt o dos reais IR . Se T e Z diremos que o pr.!:'.. 

cess o t em pa r âme t ro di scre t o e ind ica r emos por {Xt , t € T }, se no en 

t anto T for um inte rva l o de IR diremos que o processo tem 

contínu o , e de not aremos po r {X(t) , t € T} . 

parâmet r o 

A aná l i se de séri es temp or a i s é utili zada em uma gr ande va r ie 

d ade de s ituações e t em aplicações em pr obl emas que envolvem propaga~ 

da , ou controle de produtos , na r ecepção de ondas de r ádi o , na r e prod~ 

ção de i mage ns e s om , e m mode l os de s i stemas de ori ent ação ou de con 

trol e de proces sos indus tri a i s . 

Exist em duas formas de analisar dados prove nie ntes de uma se 

r i e t emporal ; uma de l as , é a t ravés da aná lise es pect r a l . Este tipo de 

análi se é emb asa do na aná li se de Fo ur i er . 1 segunda forma de s.e e s t u 

dar séries t emp or ai s , é aque l a que co nstro i mode l os para as mesmas no 

domínio do t empo . 

Nes t e traba lho est a r emos int eres sados em séries temp orais bi 

va ri adas , {X(t ), Y (t ) }, c om t € ,IR , para o caso cont ínuo ou {Xt , Yt } , 

com t € Z, para o cas o disc reto, qu a ndo há uma r e l ação de causa e ntre 

as s ér i es , i s to é , quando por exempl o a séri e Y pode ser me lh or exp l i 

cada usando os va l ores pass ado de X e de Y, do que só de va l ores de Y. 

Est a r emos inte r essados , e ntão, nos chamados sistemas dinâmicos . A va 

riável X, se rá a vari áve l independ ente e chamada de e nt rada do siste 
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ma , e a variáve l Y sera a va r iável de pend ente e chamada saída do sis 

t ema . 

Exemplo s des se tipo de sistema sur gem nas mais dife rentes / 

areas de estudo , tais como : (j ) em processos químicos , onde se alteram 

as condições da exp eriência , por exemplo t emperatura ou pressão , duran 

te a re ali za ção da me sma e se mede a qu ant idade obtida do produ to re 

sultante , (2 ) em publicidade , onde se mede o efe i to de um a campanha p~ 

blici tária sobre as ve nd as de um produt o , (3) em hi drologia , onde se 

mede o efeit o da precipitaç ão p luviométrica sob re a vasão dos ri os . 

Outros exemp l os desse tipo de sistema e stão em processos da 

engenh ari a de produç ão , em turi s mo, em admi ssões hos pita l a r es , etc . 

Nes te traba lho s uporemos que a r e l ação e xistente ent re as va 

riáveis é linear , portanto 

Y( t ) - A(X( t )) (:] . j) 

se o processo for contín uo , ou 

(1 . 2} 

-se o pro cesso for discreto , onde A é um operador linea r, que e chamado 

de filtro linear . 

Este filtro linear é conhe cido co rno funç ão de transferê ncia 

para os enge nheiro s e função de defasage ns distribuídas e m Eco nomia . 

O nosso obj eti vo prin cipa l nes te trabalho s e r á t e nt a r "expli 

car» o comportarrento de série de saída em te rmos da série de entrada, 
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relacionando as observações com algumas regras estruturais de comporta 

menta, através de um modelo. A identificação da funç ão de transferên 

eia e sua posterior estimação nos permi te entender o processo gerador 

de série e , se preci so for , alterá-lo . 

Ass im o modelo que construiremos para explicar um sistema di 

nâmico será da forma 

00 

L v. Xt -~ 
j=O J -J 

para o cas o discreto, ou de forma 

Y(t) = r v(u) X(t-u) du, 

o 
para o cas o contínuo ond e os pesos v.'s ou a função v(u) assumem valo 

J 

res reais. Par a o caso discreto os v . são denominado~ de pesos de res 
J 

posta de impulso e no caso contínuo de função res po sta de impulso . 

Assim em primeiro lugar desenvolveremos os mode los genericos 

para explicar esse tipo de sistema , apresentando a seguir a lgun s casos 

particu lares dos mesmos . 

Em seguida, apre sentaremos técnicas , que nos darão sugestões 

do modelo que deverá ser ajustado a um partipular sistema dinâmico no 

que podemos estar interessados. 

Os parâmetros do modelo identificado são 
~ 

por nos desconheci 

dos e o passo seguint e será estimá-lo s ; a técnic -qu e ser u ad üqui 
~ 

e a de mínimos quadrados não lineares . 
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- -Finalment e , apos te rmos identificado e estima do , se r a necessa 

rio f azer uma verificação da adequ ab i lidade do modelo est imado . 

Os primeiros traba lhos desenvolvi do s para analisar e predizer 

séries de tempos fora ~ feitos usando t r ans formadas de Fourie r , pores 

se motivo apre sentaremos um capitulo onde essa t écnica é usada . 

Ao final do traba lho apresentaremos exemp los com da do s r ea i s 

de como const ruir a função de tran s f er ê ncia , tanto usando o domínio do 

tempo , como o domínio de frequ ê nci a . 

1.2. De f in ições 

Apresenta r emos agora a l gum s def in i çõ es que nos se r ão úteis 

nos capítulos sub sequentes . 

Veói vúção 1.2. Um processo estocásti co {X(t) , t E T} diz- s e estacioná 

rio de segunda ordem (ou frac amente es tacionário ) se e somente se 

i) E [X( t )] = µ (t) = \Jx , constante pa r a todo t E T; 

E [x2 ( t)J < 00 , para todo t 6 T; ii ) 

iii ) 

neste caso indica r emos por Yxx ( t 1 - t 2) . 

( 1 . 3) 

e 

De nomi naremos esses pro cessos s implesmente de processos esta 

cionários , e cham remo s a -funç o y XX (k) de fu nçã o de autocovariância . . / 

Ob s ervemos que Yxx(k) isto é., a função de autoco I 
variâ ncia é simétrica em torno do ze ro . 

A função de a utocorre lação / do proces s o é da da por 
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( '.l • 4 ] 

A fun ção de a utoc or re l ação / tamoém é simétrica em to rn o do ze 

ro. 

V~6~Mçâo 1.3. Um processo estocástico bivari ado {X(t l, Y(tl , t 6 T} é 

di to es t aci onári o de se gun da ordem se e somente se 

1) s uas comp one ntes sã o es t acionári as de segunda ordem; 

Portant o se o process o {X(t l, Y(t }, t 6 T} é estacionár io e l e 

a a -pode se r ide nt i f icado pe l os moment os de 1- e 2- ordem , qu e sera□ de no 

~dos da seguinte forma : 

Var [x ( t )] 
2 = a X 

Cov [X ( t ), X( t +k )] = Yxx (k ) 

Cov [X( t ), Y( t +k) ] - _Yxy(~ ) 

Var[Y ( t )] 
2 = a y ( 1 . 5) 

Cov[Y(t), Y(t+k J] = Yyy (k ) 

Cov[Y(t}, X {t +kJ] = YYX(k), k 6 T 

Observ emo s qu e Yxy(k) = yYX(-k ), e porta nto a fu nção de cova

riânc i a cru zada não é s i métr ica em tor no de zero. 

A fun ção de correlação cru zada entre o s processos e dada pela 

qu a ntidade 

- 1/2 -1/2 
Pxy(k) = Yxy(k ) Yxx (O) Yyy (O) , k E T . ( 1 • 6 ) 
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V~óini ção 1.4. Um proce s so estocástico rea l {X{t ), t E T}, di z-se Gaus 

siano se , para qualquer conjunto t
1
, t 2, •.• , tn de T , as vari aveis 

a l eatórias X{t 1 ), .•. , X(tn) tem di stribuição norma l n-variada. 

Há vários tipos de convergência de variáveis a l eató ri as que 

pod em se r defi nida s , daremos aqui os dois tipos de convergê nci a que 

usa r emos poste rior ment e . 

V~óinição 1.5 . Sej a {X , n > 1} uma sequência de vari áve i s aleatórias 
n 

definida s no mes mo espaço de probabi lidade (íl, A, P). 

i) - A sequência {X } converge em probabilidad.& pa r a variável a l ea tó 
n 

ria X se e somente se para todo E> O t emos 

lim P{ lxn - x i > E} - o. 
n ➔ oo 

Indic amos X n 
p 
➔ X ou p l im X = X. n 

n ➔ oo 

( 1. 7) 

ii) - A sequência {X } converge para variá ve l a l eatória X em média qv.a 
n 

drática se e somente se 

lim E{ IX - x l2} - O. n n~ 

Indicamos X~ X. n 

1.3. Descrição da Serie Temporal n o Domínio do Tempo 

( 1 . 8) 

Ent endemos por "análise " de uma sé rie t emporal a est i mação e 

a r e con st rução das propriedades do process o gerador s ubjacent e . □are 

mos, a seguir, algun s ti pos de mode lo s pa ra os processos geradores . 
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Exe.mpto 1. 1. Pll.OC.e.l.iJ.iO de_ Mê.cüa. Movei 

q 
X(t) - L ek a( t - k ), 

k=O 
( 1 • 9 ) 

onde 8k são co ns t a ntes compl exas e a ( t ) sao variá veis a l eatórias i nde 

pendentes co m média zero e variâ nc ia co nstant e . 

In dica r emos es se mode l o por MA(q ). 

Exemplo 1. 2. P11.oc.e.,~1.io A~to Regll.e.J.JJ.i,tvo 

p 
X(t) - E ~k X(t-k ) = a (t), 

k=l 
(1. 10) 

onde ~k sã o con s tantes compl exas e o processo a (t ) é i dê nt i co a o do 

exempl o anterior . 

Indi ca r emos esse mode l o por AR(p). 

Exemplo 1. 3. PJz.o C.e.J.i-60 M,<,óto Auto Regll. e.J.i ,6,tVO - Mê.cücu., Móvw 

p q 
X(t) - L ~ X( t - k) = L ek a(t-k ), 

k=l k k=O 
(1.11) 

onde ~k e ek sã o constantes complexas e o processo a ( t) idê ntico ao do 

exemplo (1.1). A indicação pa r a esse mode lo é AR M A(p, q) . 

Se o process o é estac i onário j á di ssemos qu e e le pode se r es 

tuda do através de s eus momentos de 1ª e 2ª ordem. Dar emos , então , es 

timador es dos mome nt os de íª e 2ª ordem de um processo es t a cioná rio . 

Pe l a teor i a ge r a l de e3 timação , nós de verí amos di s por de um 

número grande M de amost r as (realização ) do processo , 

, k - 1, ... , M, 



para estimar E [X(t)J at r avés de 

X(tJ - 1 

M 

M 
I X(kJ (t), 

k=l 

g 

chamada "média de conjunto " e que goza da propri edade 

lim X(t) - E[X(tJ] 
M ➔ oo 

Mas nó s temos , gera lment e , a penas uma amost r a do processo . Por 

i ss o, vamos nos va l e r do teorema e r gÓdico , segundo o qua l podemos est i 

ma r os momentos através de méd ia sob r e o tempo . 

Teonema 1 .1. Teonema Engód.ico: Seja X( t ) um processo estacionário . Sob 

de t e rminadas condições de regularidade , va l em as seguintes relações : 

Yxx 

no ca so di scre to , e 

µX - E [XUJ] -

1 
LV 

lim 
T ➔ oo 

1 N 
lim I X X 

N ➔ 00 N t=l t t +k' 

\ 

T t X( t ) dt 

y XX = E [x(-t ), X(t+kJ] - lim 
T ➔ oo J

TO X(t) X(t+k ) dt 

no ca so contín uo. (Os limi t es são toma dos em méd ia qua drát i ca ). 

Então , no cas o discreto a s estimativas se rão : 

(1.1 2) 

( 1.1 3 ) 
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N 
X= - 1

- E xt (1.1 4 ) N t=l 

N-k 
ªxx(k) = -

1
- E (Xt - X) (Xt+k - X), k - o, 1, ... , n-1 . N t=l 

Um est imador para a covariencia cruzada é 

1 
N- k 

N 
L (Xt - X) (Yt+k - YJ, se k = o, 1, ... , N-1 

t=l 

ªxy(kJ = 
(1 . 15) 

1 
N+k 

N E (Xt- k - X) (Yt - YJ , se k = -1, - 2, .. . , -N+l . 
t=l 
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e A p r Tu Lo II 

O MODELO DE FUNÇÃO DE TRANSFERÊNCIA 

2 .1. Introdução 

Seja um a serie de tempo bivariada , que indicaremos por {X(t), 

Y(t) }, com t € IR, se o processo a ser est ud ado é contínuo , e por {Xt , 

Yt} , com t =O, ± 1, ± 2, ... , se represe nta um processo discreto . Se 

existir uma relação entre as variáveis X e Y , de forma que 

seja a variável independente e Y(t) (Yt ) a variáve l dependente , este 

processo é conhecido como sistema dinâmico , a variáve l X como "entra 

da " e a variáve l Y como "sa{da ". Sistemas dinâmico s sao comuns em En 

ge nharia e em Economia . Estaremos aqui preocupados com uma classe de 

relações que explicam a "sa{da" do processo através da "entrada " , -sao 

as funções conhecidas por fu nções de transferência em Enge nharia e por 

f un ções de defasagens distribuídas em Economia . 

2.2. Modelos para Sistemas · Dinâmi/ os Discretos 1 

Vamos primeiro est udar o caso em qu e a entrada e a saída do 

sistema dinâmico seja um processo di sc reto , isto é , (Xt , Yt), com 

t = O, ± 1, ± 2, ... ., o mode lo dinâmico pode ser escrito como (J orgeD._ 
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son , 1966 ) 

00 

Yt - L V • Xt . ., t - O., ± 1., ± 2., ... ., 
j =O J - J 

( 2 . 1 ) 

ou usando o oper ador a t raso B., onde _BXt = X ., a equaçao (2 . 1), transt- 1 

forma-se em 

2 Y t - (v O + v 1 B + v2 B + ... J xt., 

ou, a inda , 

onde o pol i nômio v (B) é conh ecido como funç ão de transferênc:ia e os p~ 

so s v0., v1., v2., •.. ., como função resposta de irrrpulso do sistema . 

Se o polinômio v(B) é uma f un ção ra cional podemos escrevê-lo 

como 

V (BJ. = w(B) 

ó (B) 

onde w(B) e ó (B) são polin ômios da forma 

Sem perda de general idade (J orgenson , 1966 ) podemos 

za r os coef icientes do polinômio ó (B) e ass im escrevê - lo s como 

ó (B ) 

(2 . 3 ) 

normal i 
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e 

w(B) 
wo w1 

=----- B 

ºo ºo 
para facilitar a not ação escreveremos wi em vez de wi/80, i=l, 2, ... , s 

e portanto 

w(B) - W - w B - - w B8
. O 1 • • • s 

Logo, a equação (2. 2 ) pode ser escrita como 

(2.4) 

Estaremos aq ui interessados em sistemas estáveis, isto -e , 

incrementas finitos na entrada produzem increme ntas finitos na saída . 

Então, se 

00 

E 
i =O 

V. Xt . 
J -J 

e se Xt ~ finito implica qu e Yt e finito, isso acarretará que 

00 

E v. e conv er gente . 
j=O J 

Algun s v .'s inici ais podem ser ze ro, e isto significa que há 
J 

um atraso na resposta à entrada e des sa forma a equação (2 .1). trans • 

form -se em 
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co 

(2 .5) 

ou na forma da equaç~o (2. 2 ), 

(2 . 6) 

e portanto a equaç~o l2.4) se transfo rma em 

( 2 , 7) 

onde b é o tempo de atraso na resposta . 

Comparando as equações (2.6) e (2 .7) obtemos a igualdade 

v(B) ô(B) - w(B) J 
(2. 8) 

e dest a igualdade tiramo s as r e lações existentes entre os coeficientes dos polinômios w~ ô~ v. 

Ass im, de 

temos que 

a) 

b) 

v. - o~ se - J<b; J 

- o FfJ -r 



c ) \vj 

d) /vj 
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- º1 v . 1 + Ó 2 V j-2 + + ó v . - w. b" se - ... 
J- r J -r J-

j = b+l., b+2., ... ., b+s; 

-
º1 v . 1 + 02 vj-2 + + õ V . ., s e J > b - ... 

J- r J-r 

Os coefi cientes V .'s pod em se r escritos como 
J 

+ S • 

função dos 

ó 's., w's e j: v. = f(w., ó., j ). 
J . 

a ) 

b ) 

c) ' 1 

ou 

Se s> r , a so luç ão des t a eq uaçã o segui rá a se guinte : 

-v0., v1., ... ., vb-l ser ao i gua i s a zero ; 

vb., vb+l" ... ., vb+s-r s eguirão um modelo não fixo ; 
(2.1 0 . a) 

v. com j > b+s - r+l ser ao dado s pe l a equ açao de dif erença s de 
J 

ordem r., ô(B) v. = O., 
J 

Ó V . - 0., 
r J-r 

que tem os r valores iniciais ; Vb+s" ... ., Vb+s-r+l· 

a) 1 os 

b) \ os 

c) /os 

Ses< r t er emos : 

VO., vl., ... , vb-1 ser ao igua i s a zero ; 

seguirão um mod e lo - f i xo ; vb., vb+l" vb+r-s 
n o ... ., 

v . ., com J > b+r - s+l seguirão a equação de di fere nças 
J 

Ô (B) V. - O. 
J 

(2 . 10 . b )º 
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-Estas informações sera□ importantes qu ando tivermos que 

identificar o mode lo de f un ção de transferência para um conjunto de da 

dos . 

Como estamos traba lhando com sistemas estávei s , vamos obser 

var qu ais as re s trições que essa condi çã o provocará na função de trans 

ferênci a . 

Dado o sistema 

ou 

uma condição neces s aria para que o sistema seja estáve l é que 

00 

e < oo , 

isto é, a serie dos V .'s seja convergente . 
J 

Portanto se estamos trabalhando com sistemas estáveis , a fun 

ção resposta de impul so tem os pesos V. , com j > K, t e ndendo a zero 
J 

e 

a form a com que estes pesos decrescem depende da equação de diferenças 

q ue eles satisfazem qu ando j > b+s - r+l se s> r ou quando j > b+r -

s+l ses< r . As soluções dessas equa ç5es de diferenças ou são somas 

exponenciais neg~tivas , ou são somas de ondas se nos suavizadas . 

Ass im como a fun ção de transfe r ê ncia é a soma ponderada de to 

dos os impulsos de entrada desde o tempo t-b , até o passado mais remo 
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to , poder á nos pa r ece r que e l a não possa ser encon t r ada na prá t ica , j á 

~ q ue nao podemo s , ge r a l mente , en contra r os va l ores da e nt rada pa r a t em 

po negativo , mas o f at o dos V .'s t e nder em a ze r o , quando j cre s ce , torn a 
J 

a f un ção de t r ans fe r ~ncia poss í ve l fi s icament e . 

Se o s i s t ema est á r eprese nta do na f orma 

- w X r t -b-r 

o u, 

ou ai nda 

w(B) 

ó (B) 
Xt-b~ (2 . 11 ) 

uma c on dição neces s ária pa r a q ue o si s t ema s e j a es táve l e análoga 

con di ção de es t acionari e dade para o processo a uto r egr ess i vo : a 

~ çao 

o F - o 
r 

-a 

eq ua -

t em que t e r raí ze s f ora do círcu l o unitário , port anto se B* é\ r aiz des 

se pol i nômio , I s-1, I > 1 (Box- J enkin s , 1970 ) . 

I 
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Ganho do S,u.,:tema 

Definimos o ganho do sistema como se ndo a quantidade final da 

saí da , q uando o sis tema está em equilíbrio , e quando a entrada é cons 

tante e unitária , isto é , 

00 

y 
00 

- L'. 
j =O 

V . - g . 
J 

Se o s i stema está re presentado na fo r ma 

y -
t 

w (B) 

ó (B) 

o ganbo do sistema será 

wO - wl - - ws 
g - -----------

1 - º1 -

Função Reli po~:ta de PM~o 

- ó r 

( 2 . 12 ) 

( 2 .1 3 ) 

Vamos agora escr ever a função de transferência com soma po~ 

derada das diferenças das entradas ; assim em vez da s somas ponderadas 

dos i mpulsos de ent r ada , teremos a soma ponderad a dos pass os de · ent r a 

da. 

D passo é o salto que o pr ocesso dá entre o tempo te o tempo 

i medi atamente ante r ior ; o passo de entrada no tempo t é Xt - Xt-l " 

Se 

podemos escrevê-l a na forma 



ou 

ou 

ou aind a 

ond e 

e 
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(2 .14) 

V ( B) - V O + V 
1 

B + V 2 B
2 

+ ... 

J 
V. = L V • ., j= O, 1 , 2., ... 
J i=O 1, 

Os pesos V .'s são ch am ados de função resposta de passo . A r e 
J 

l ação ex i stente ent re as duas formas de esc rever a função de 

r ê nci a é a seg ui nte : 

t r ans fe 

v (B) - ( 1 - B) V (B) , 



T 
--------
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e as s im se 

t emo s que 

b ô(B) v(BJ = w(B) B 

ô (B ) (1 - B) V(B ) - uJ(B ) j 

e s e 

ond e 

º1 
-/, --

ô . * --
J 

ô 
-/, -

r+l 
-

teremo s qu e 

º1 -

ô. 
J 

o ., 
r 

1 

ô. 1 J-
., -J -

- w 
s 

2., 3., ... ., r 

Assim , aná l ogas as eq uações (2 . 9 ) t emos . que 

a ) /vj - o J - o., 1 ., 2., b - 1 - ., - ... ., 

b) 
/ vj 

- * V . 1 + º2 * 6r;1 
- º1 V . 2 + ... + V. 1 + wo J- J- J - r-

( 2 .1 5 ) 

., j = b 
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c ) \vj 
- º1 

,·, 
V . 2 ô --.,'~ 

V . 1 b+l ., + + - b+2., b+s - ... - w . b J -
J- r+l J - r - J-

., ... ., 
( 2 . 16 l 

d ) !v. - ó 'f; V . 2 + + ó 
-;'e 

V . 1 j > b+s - ... - w . b ., 
1 J 1 J- r+l J- r - J-

E da mesma forma teremos afi r mações análogas a (2 . 10 . a l se 

s > r+l : 

a ) \ os b primei ros valores de V . -sao igua i s a zer o ; 
J 

b ) \os (s - 11 ) valores seguintes de V . um mode l o - fixo ; seguem nao 
J 

los 
(2 . 17) 

c ) V . ' s , quando b+s- r , mod e l o dado pela - de J > seguem o equaçao 
1 J 

dife r enças de ordem r+l ., ó;: ( B) V . - o., qu e possui como r +l va l o -
J 

res ini ciais, Vb+s" vb+s-1" ... ., V 
b+s-r" 

diferentes de zero . 

Afirmações seme lh ante s podem ser fe i ta s quando s < r +l . 

Modelo de. Função de. Tltan/2 6eJLê.i1ua L/.é, ando Ope.11.ado1t Vi6 e.1te.nça_ 

Como r e present amos o mode lo de funç~o de transferancia na 

form a 

ou 

onde ô(B) e w(B) são polinômios de ordens , r es pectiv ame nte , r e s , que 
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usam o operador atras o , podemos tran sformá- lo s em polinômios n (í/ J e 

~(í/) de orde ns , respectiv ame nte , r e s , onde í/ é o operador diferença , 

definido como sendo 

Observando que B = 1 - íJ e tendo então 

e 

obtemos 

onde 

(1 - ó B - ó B2 -
· 1 2 

[ 1 - ó (1 - íJ ) - ó (1 - í/)
2 

1 2 
ó {1 - í/)r l y -
r .1 t 

- [ w O - w 1 ( 1 - íJ) - • • • - w s ( 1 - íJ) s J X t-b., 

r 
L 

j=l 
(~) ó . 

1,, J 

- w 
s 

.J i - 1 ., 2 ., ••. ., r., 

(2 . 18) 

(2 . 1 9 ) 



s 
E 

j=1 
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(~ ) w . 
& J 

., & - 1 ., 2., ... ., s ., 

s upo ndo qu e Cf J = O se j < &. 

Se norma l iz ar mo s os coefi cie nt es dos pol in ~mios n(V) e s (V) 

não perde r emo s ge nera lidade e t e r emo s 

onde 

e 

wO - wl - - w 
s g= ----------

-n. -
& 

s• --& 

1 - º1 - - ó r 

(-1/- l 

wo - w1 - ... - w 

(-1/ - l 

1 - º 1 - ó - ... r 

s 

(2 . 20 ) 

s 
E {~) w. 

j=1 & J ) 
& = 1 ., 2., •.. ., s 

(2 . 21 ) 

r 
{~ ) E ó . - 1., 2., r . & - ... ., 

j=l & J 

Nos mo de l os apresent ados a t é aqui , s upo mos qu e não havia ne 

nhuma i nt e rferênci a no s is t ema , mas ge ralme nte i ss o não a cont ece . A 

s aída vem norm lment e acres cida de um ruído , as s im noss o mode l o pass~ 

ra a se r 

(2 . 22 ) 
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Este ruído não é neces sariamente o ruído branco , mas sim um 

processo ge ne rico auto regressivo integrado de médias móveis, de ordem 

(p~ d~ q) e , portanto, pode ser escrito na forma 

onde ªt é um ruído branco , ~ (B) é o op er ado r auto r egressivo e 8(B ) e 

o operador de médias móveis , de ordens p e q , r espect ivamente . 

Diversas são as i nterfer ências que podem surgir no sistema , 

em qualquer instante, soque suporemos que elas s ó interferem na saí-

do aditivamente e qu e sej am independentes da entrada . 

Assim , o modelo que teremos que identificar será da forma 

(2 . 23 ) 

2.3. Modelos para Sistemas Dinâmicos Contínuos 

Apresentaremos , agora , sistemas di nâmicos contínuos , isto si~ 

nifica que t E lR ; e a represe ntação do processo se rá X(t) para a en 

trada e Y(t ) para a saída . 

Uma forma de representa r este sistema é através de um a 

-çao di ferencial de ordem (r~ s) , dada por 

d Y(t ) 

dt 

d2 
Y (t) 

dt2 + ... + A r 

equ~ 
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ou usando o operador D= d/dt a equação ( 2 . 24 ) sera 

(2 .25) 

onde T r epresent a o atraso da s aída em r e lação a entrada ; se a r espo~ 

ta é imediata, T é igu a l a zero . 

A solução desse tipo de equação diferencial não -e simples ; 

ela s ó possui solução exata pa ra casos particul ares , no mais das ve zes 

tem que ser resolvida por métodos numéricos , ass im vamo s considerar al 

guns cas os particul are s deste mode lo . 

A J - S-ú.i ✓te.mM Vinâmic.o.6 de. J ~ 01tdem 

Sistemas de j~ ordem são aqueles que t êm r i gua l a wn 

igual a zero ; teremos e ntão que a fórmula (2 .2 5 ) fic a reduzida a 

onde 

A s olução dessa equação é dada por (Courant , 1967) 

Ylt) - r viu! X!t-uJ du, 

o 

V (u) 
-u/A 1 

e 

e s 

(2 . 26) 



- 26 -

A função v (u) é con he cida como função r esposta de impulso , a 

constante A._i como constante de t empo e a constante g como ganho do si~ 

tema; podemos fazer analogia entre este ganho e o ganho para o sistema 

discreto; aq ui, quando temos uma entrada constante X, a saída para o 

tempo infinito é dada por 

(2. 27) 

A equaçao (2.26) tem solução exata para entradas particul~ 

r es , por exemplo se a entrada for um impulso unitário no tempo zero, 

conservando-se nesse níve l indefinid amente , t e r emos 

-t/A1 
Y(tJ = gU - e J. (2.28) 

Nos casos que a função (2.26) não tem primitiva, métodos nume 

ricos são usados para encontrá-la . 

A saída pode não ter uma resposta imediata à entrada e nós te 

remo s o modelo e s crito da seguinte forma 

(2. 29) 

o qual é um sistema dinâmi co de primeira ordem com atraso; a so lu ção 

del e é idêntica ao caso sem atraso só que transladaqa de T. 

, Estes tipos de mode los são comuns em processos fí s icos , apr.§:_ 

sentaremos assim um exemplo desse tipo de sistema . 

Ex~nplo 2 (Jenkins-Watts , J 969 ): Consideremos o sistema de mola na poE_ 

ta de vai e vem, exibido na figura 2 - ~- Suponha que a porta seja fech~ 
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da viol entame nte ; esta força produ z um a compressa □ x{t) na mola (entra 

da) a qual produz um des l ocamento na porta , y { t ) (saída ). A 

qu e exp lica esse problema mecâni co é dada por 

K x{t) - y{t) - D ---1:Y._ ., 
dt 

equ açao 

(2 . 30 ) 

onde K é a constante da mol a e D é a velocidade constante com que a 

porta se fecha . Assim a equação (2 . 30) , pode s e r r eesc ri ta da form a 

T ...!!Jj_ + y{t ) = x (t) 
dt 

onde Te a consta nte de tempo do sist ema . 

A solução dessa equação difere ncia l é dada por 

I
t 

1 -u T 
y(t ) ~ 

0 

Te / x(t-u) du, 

logo a solução fin a l depend e da entrada x {t ). Supon hamos que a ent ra 

da tenh a si do um impul so unitário no instante t igual a zero , volt ando 

a orig em ins tantaneame nte ; te remos 

JUUu2..Q._ 1 rn 1 X y 

FigUJta. 2. 1 

B l - S,ú.,te.ma/2 Vin.â.rru.c.ofi de 2q. 0Jtde.m 

Um seg undo tipo de mod e lo muita aplicação - aquele com e repr~ 

..... 
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-sent ado por uma equação dife r encial de segunda ordem , isto e, r igua l 

a dois e s igu a l a zero , que será dado pe la equação 

onde 

com 

Esta equação tem a seguinte solução 

Y(t) - f v(u ) X(t--u) du 

o 

(2.31) 

(2 . 32 ) 

(2 . 33 ) 

-As constantes T
1 

e T
2 

sao conhecidas como constantes de tempo 

e a constante g é o ganho do sistema , que tem o mesmo s ignifi cado do 

ganho para o s istema de primeira ordem. 

A integral da expressão (2 .32 ) tem so l ução para entradas pa..!:_ 

ticul ares , por exemplo se a entrada for o passo unitário no tempo ze 

ro, a solução será 

(2 . 34 )_ 

Exemplo 2. 2. (Nardizini, rn73 ): Os circuitos elétricos de segu nda or 
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-dem são aqueles que podem ser de scritos por eq uaçoes diferenciais de 

segun da ordem da seguinte forma 

d Y{t ) 

dt 
+ a

0 
Y {t ) = X(t ) 

on de a
2

~ a1~ a0 são coeficientes e X{t ) é a fun ção ex itação . Em cir 

cuitos e l étricos , Y( t ) representa a corrente , I(t), ou a volt agem,\ 

V(t). As constantes ªo~ a1 e a2 dependeram dos r esistores , indutores 

e capacitares do circuito . 

Consideramos o circuito da figura 2 .2 \ 

T 

+I 
L iL(t) 

_e + 

vc VL 
+ 

V(t) =l volt 
R VR 

FigWta 2. 2 

Segundo a l ei das malha s de Kirchhoff temo s 

(2. 35 ) . 

onde VL(t) é a volt agem do indutor, VC(t) a volt age m do capacitar , 
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-VR(t) a volt agem do r esistor , e da l ei dos nos t emo s : 

dt 

1 

L 
(2 . 36 ) 

ond e I
0 é a corrente no indutor antes de fechar a chave e v0 é a volt~ 

gem no s istema antes de fech ar a chave , L, C e R são as constantes do 
indutor, capacitor e r es istor,res pectivame nte . 

Combinando as equaç6es (2 . 35 ) e [2 .36), obtemos : 

(2 . 37) 

Se def inimos a - R 1 
teremos e wo - --- - , 

2L LC 

a2 /v c(tJ d V c(t) 
+ w0 VC(t) 2 

u{t). dt2 + Cf. = wo dt 
(2.38) 

Se Q. sistema sai do equilíbrio, isto é, a volt agem 8 a corre~ 

te inicia l do indutor são nula s e se a função de excit ação u (t) éo pa~ 

so unitário ( r ampa unitária) no instant e zero, t eremo s qu e a s olução da 
equação (2 .38) será, usando a equ ação (2 .34) 
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onde 

e 

-
No s exemplos exi bidos nesta secçao , as equaçoes diferenciais 

-
qu e ex pli cam o processo sao natura l mente associ adas ao mesmo ; nesses 

cas os o prob l e ma passa para a so lu ção da equ ação diferencia l associ a da 

ao s i stema e a est i mação do s pa r âmetros ex i s t e nt es ne l as ; ex i stem e n 

tre t a nto s i s t emas cuj as eq uações difere nci ais a e l es associados têm 

qu e s e r i dentificadas e nesses casos temos que usa r das obse ~v açõ es pa 

r a es s a identificação ; como as obse rvações são tomadas em tempo di sc r e 

to , e a fun ção que explica o mode lo é def inida pa r a o temp o con t ínuo , 

teremo s que transformá- l a para o t empo dis creto ; e s sa trans formação -e 

possíve l pa r a mode l os particulares . Ex istem t a mb ém s i s t emas co ntínuo s 

que podem se r me lhor e n tendidos at r avés de mode l o s di s cretos , por exem 

p lo sis temas ligados à engenhari a de cont rol e (Bo x-J enkins , 1970 ) . 

2.4. Sistemas Contínuos Discretamente Coinciden t e s 

Se j a um s i stema contínuo , q ue pode ser escrit o na f orma de 

f iltro l i nea r 

Y/t ) - [ viu) X(t --u) du, 

- -
e s uponh amo s que a entrada e pul sada , is t o e , muda de níve l i me diata 

me nte após urn a observaçao e pe rmanece nesse níve l a t é pe l o me nos a pr ó 
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xima obse rvação , qu ando pode mu da r de nível ou não depois da observa 

-çao, e ass im sucessivame nte . Esse tipo de e ntrada pode ser represent~ 

1 da por uma onda quadr ada (figura 2. 31 

t - 1 t t+l t 

FigWta Z.3 

Denotaremos a entrada para o interva l o t - 1 < j < t por 

Xt-l+· Seja então o s istema r ep resent ado por um fi l tro li near cont.f 

nua com um at r aso de {b+c) pe ríodo s de t empo , onde b é inte iro e e e 

fracionário, teremos. As s im, 

Y(t ) - [ v(u) X(t -u) du , (2.3 9 ) 

onde 

v(u) - O, para u < b + e . 

Se tivermo s uma ent r ada pulsada , a equação [2.39 ) pode ser 

r e escrit a da seguinte f orma : 



Y (t ) 
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- rb+l V Cu ! xt- b-1+ du 

j b+c I
b+2 

+ V (u ) 

b+l 

Como a e nt r ada e con s tante , e l a pode ser co l ocada pa r a f ora 

da in tegral , lo go 

(2 . 40 ) 

ou 

onde 

rl VO 
- V (u ) du, -

b+c 

r+j+l 
v. - v (u ) du, J > 1. -

J 
b+j 

Esse tipo de s i stema é ch amado di s cre t ame nte coi ncid e nte . Ve 

j amos por e xemplo o que acontece , quando o s istema é de prime i r a ordem 

e a e nt r ada é pulsada . Se j a 

(1 + D T) Y (t ) = g X(t). 

Sabemos qu e a solu ção desse s i s t ema é dada por 
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Y{t} = [ v(u) X {t--u ) du , 

- u/T onde v{u) = g/T e ; se t ivermos uma entrada pul sad a a partir do i ns 

tante zero , teremos 

ou ainda 

onde 

ond e 

e 

Y(t ) = Ü+ - u/T X + 
e t-1+ 

00 

Y = E g(1 - e-l/T) e - j/T X 
t . O t-J·-1+' 

J= 

00 

v(B) - E g(l - e-1/T) e-j/T J+l . 

Como 

V {B) 

j =O 

_ w(B) 

j (B) 
, 

- w 
s 

e- u/T X 
t-2+ + •.. ., 
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Precisamos identificar os valores de b, s e r, us ando as equa -

ções (2 . 1Q ). Chegamo s à conclu são que b é igual a um , sé zero e r e 

um , poi s 

VO - o -

- g(l 
-1/T 

vl - - e ) 

V. - V. ] 
-1/T j-= 2 ., 3., - e ., ... . 

J J-

Teremos que o modelo discre to sera da forma 

onde 

vi s to que pe l as equações (2 . 10) V. -
J 

e assim 

Assim o sistema (2 . 40) será di scretamente coincidente com o 

sistema 

(1 + ln T B) Yt = g ( 1 + ln T) Xt-l " 

-Se o sistema ti ver um atraso , i sto e , for da forma 

(1 + D T ) Y(t ) - g X(t-b-c )., 
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, 

pode-se prov ar que ele, com uma entrada pulsada , sera discretamente 

coincident e com o sistema 

onde 

Assim sendo, modelos contínu os da forma 

serao, pa ra valores parti culares de A e e, di scret amente coincidentgs 

com modelos da forma 

onde ressão iguais a R, A - (A1~ A2, ... , AR) e mais , se e for zero 

s sera igu al a r-1. 

Assim sendo, sistemas r eprese ntados por equaçoes dife r e nciais 

de ordem (R~ O) são discretamente coincidentes com sistemas discretos 

repres e ntados por equações de diferenças Ide ordem (R~ R) ~ quando a 

entrada é pulsada. (Bo x & J enki ns , 1970 ). 

Assim, quando queremos identificar o modelo associado a um 

sistema contínuo~ usa r emos e ntradas observadas da seguinte forma: 

X(t) - X. 
J 

, J - 1/2 < t ~ j + 1/2 
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e os dados podem dessa forma ser r epresentados pela equaçao de pulsos 

1 (2 . 40) onde Xt+ é s ubstit uído por Xj e o atraso b+c por b+c- 2 , iden 

tifi cando a seguir o modelo de função de tra nsfe r ~nci a e finalment e u

sando as afirmações do pa r ágrafo anterior para identificar a equação di 

ferencial que expli ca o s iste ma dinâmico contínuo. O Único cuidado que 

se deve tomar é o de fazer observações em interva l os de tempo tão pe

queno s , de forma que na □ ocorram muda nças na entrada, entre duas obs er 

vações e assim con eguiremos uma boa ap roximação para o modelo . 
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e A p r Tu Lo III 

1 DENT I F I CAÇÃO 

3 .1. Introdução 

Sabemos qu e o mo de lo a ser adotado pa r a ex pl icar um conjunto 

de obse rv ações de um a séri e de tempo biva riada (Xt, Yt) s e rá do tipo 

co 

Y - L V . Xt . 
t j=O J -J 

(3. j ) 

ou , usando o ope rador atras o , da forma 

Transformando v(B) no quociente de doi s polinômios w(B) e 

ô(B), respectivamente de graus e r , te r emos 

1 , 
w(B) 1 

6(B) 

introduzindo também a defasagem b . 

No ss o probl ema , agora , será identificar os va lores de r, se 

b para podermos conhece r a particul a r fo rma da função de transfe re!::, 

eia, para a série de t empo que estamo s observando , e e ntão estimar 

seu s parâme tro s . 
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Este problema tem r ecebido grand e ate nção na lite r at ura : 

Fi s he r, 1937 sugeriu origina ri ame n te qu e os pesos v .'s da f un ção r es 
J 

posta de i mpul so fo ssem tomados de uma série aritmét ica dec resce nte , 

o que obriga ria que os mesmos t endessem pa r a zero quando j > K. Koyck, 

1954 , propô s que os pesos V .'s form assem uma série geomét ri ca 
J 

decres 

ce nte , qu e como os pes os de Fi s her te nderiam a zero . So low, 1960 sug~ 

riu que o s V .'s fossem vá ria s conv oluções de uma série geométrica de 
J 

crescente . Ca da uma des sas s ugestões e nvo lve a es timação de poucos p~ 

râme tros na função de transferência , mas e l as t êm urna des vant agem que 

é a impossibi lidade de aproxima r um a fun ção de transferê ncia arbitrá 

-ri a a um dado conjunto de observações . O qu e f a r emos aqui e identifi 

cara funç ã o de transferê ncia mai s ge r a l quanto po ss í vel . 

Vamos , inicialme nte , tomar algu ns casos part i cu l ares de fun 

çÕes de trans ferência s para estudá- l as e de sse estudo tirarmos suge~ 

tões para a ide nt ificaçã o do mode lo. 

3.2. Cas os Particulares de Função de Tr ansfe rência 

j} Se tivermos ser iguai s a zero e um atraso b , e nt ão 

Temos , ass im , qu e os pesos de função r espo st a de impulso 

zeros pa r a j / b e o peso vb é igua l a w
0

; i sto signi f ica que a 

é proporciona l à e ntrada , atrasada de b interva los de tempo . 

2 ) S~ r fo r ze ro e s difere nt e de ze ro e com um atras o b, então 

-sao 

saída· 
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Temos que 

v . - o J < b e j > b+s - ., 
J 

vb+1 
- wo -

V • b - w. b+2 < J < b+s - ., J+ J 

As s im , os pesos V. ' s são i guais a zero para j < b, 
J 

um modelo não fixo para b+l < j < b+s , voltando a ser zero 

j > b+s. 

seguindo 

para 

3) Se r for difere nt e de zero e s for igual a zero e havendo um at r~ 

sob, ficamos com 

Temos qu e 

v . - o J < b - ., 
J 

vb - wo -

v. - 81 V . 1 + + ô v. J > b. - ... ., J J- r J-T 

Assim , os V. ' s são nulo s para j < b., seguem um modelo não fiXO J 

para j igual a b e depois sat isfazem a equaçao das diferenças ô (B)V j ::::_ 

= O., qu e tem como valores iniciais Vb ., vb+l ' .•• , vb+r ' o que signift 

ca que e l es decrescem segundo somas de expo ne nci ais negativ as ou somas 

\ 
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de on das seno s suavizadas , de pendendo se as r a í zes do polinômio carac 

te rís ti co ô(B) forem r eais ou imaginari as . 

4 ) Ses e r são di ferentes de zero e temos um atraso b , observemos o 

que acontece com a função r esposta de impulso para diversos valores de 

ser. 

4 . a l -Sejam ser iguai s a um; ficamos com 

Temos que 

V . - o J < b - ., 
J 

vb - wo -

vb+l 
- - w + º1 wo - 1 

V j+l - º1 v. J > b+l - ., 
J 

Ass im, V. 1S 
- iguais < b., os sao a zero para J vb e vb+l seguem 

J 
- fixo e V . 1S > b+l decaem segun do - das um mode lo nao os para J a equaçao 

J 

diferenças V j+l - ô v . = o, cu ja so lução é uma expo nencia l negativa e 1 J 

que usa como valores iniciais vb e Vb+l " 

4 . b ) - Ses é ig ual a um e ré doi s , temos 

Ternos 
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V . 
J 

- o ., J < b 

V c5 V + c5 V J > b+l . j - 1 j -1 2 j-2 ., 

Ass im , os vj's são nulos para j<b e vb e vb+l t ambém seguem 

um modelo não fixo e os V .'s quando j > b+l decre~cem segund o a 
J 

equ~ 

ção de diferenças o{B) V . = 0,que novame nte usa como va lores iniciais 
J 

vb e vb+l e cuja a s olução é uma ond a seno suavizada . 

4 . c) - Ses é dois e r tem valor um , t eremos 

Temos que 

v . - o J < b - ., 
J 

vb - wo -

vb+l 
-

º1 wo w1 -

vb+2 
- 02 

wo - c5 w1 - w - 1 1 2 

V . 1 -
º1 v . j _:. b+2 - ., J+ J 

Ass im os V. 's são nu lo s para j < b, temo s três v . 's 
J J 

e vb+2) seg uindo um mod e l o não fixo e os vj ' s , para J ~ b+2, obedece ndo 

a equação das diferenças ó{B)v . =O , cujo valor inicial é v 8 v e 
J b+l b+2 
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cuja sol ução decai exponencia lmente . 

4 .d) - Fina lmente ses e r t~m valor dois , temos 

e portanto 

v. 
J 

- o ., J < b 

vb+l 
- 81 wo - w - J. 

vb+l 
- (82 + º2 ) wo - º1 wl - w2 - 1 

Vj+l = º1 v. + º2 v . 1 ., j .?_ b+2. 
J J-

Assim , os V. ' s são nulos para j < b., os três valores seguintes J 

dos vj 's (vb., vb+l e Vb+2J, seguem um modelo não fixo e os vj 's para 

j > b+2 obedecem a equação da s diferenças ô (B) v . = O, que tem como va 
J 

lares iniciais Vb+l e Vb+2 e cuj a so luç ão é uma onda seno suavizada . 

Ass im para identificar a ordem da função de transferência se 

r~ necess~rio encont r ar os valores estimados dos pesos v . ~ e atrav~s 
J 

do comport amento da funç~o resposta de impul so identifica- se os possf 

veis valores de b., r e s . Observemos que , no s modelos particulares de 

aqui , valor de b - s uge rido pe l o -sen volvidos o e nume ro de pes os ini 

ciai s v .'s iguai s de - s ugerido pe l o número de a zero , o s e pes os dife. J 
-rentes de ze ro que na □ t em um comportamento r egu l a r e o de r pela for 

ma fin a l dos pesos v.'s; se eles decrescem segundo uma exponencial , o 
J 
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va l or der deve ser um ; se decrescer segundo um a onda seno s uavi zada o 

r deve ser doi s , outro qualquer valor de r f a r á com que os pesos de 

cresçam segun do um a soma de exponenciai s negati vas ou ondas senos sua 

vizadas , que sãJ de di f í ci l id entificação . 
1 

Assim , (Pack , 1977a ) os valor es de r podem ser identificados 

fazendo uma ass ociaçao entre o mod e lo da f un ção r es posta de impul so e 

a f unção de autocorre l ação associado ao mode lo auto r egre ss ivo de or 

dem p de uma sé rie univ a riada . 

Para ident ifi car o valor der deve existir um gru po der va l~ 

r es in iciais dos V- ~ que s ati sfazem a equação 8{B) v .• Estes va lores 
J J 

- , - • - 1 se r ao os v . s q ue aparecem na expres sa □ , isto e , vb ~ ... ~vb 
1

, J , +s- r+l +s -

-Para ide ntificar s , que e feita depoi s da identificação de r > 

observando a partir de qual V . a função r esposta de impuls o segue um 
J 

- b 1 - . modelo fixo , es se J e igu a l a +s , f como j a co nh ecemos b~ podemos cale~ 

lar o valor de s . 

A figura 3. l (Pack , 1977a ) ap rese nt a um s umário do comport~ 

me nta da fun ção respost a de im pul so . O grupo 2 só exi ste ser < s são 

os pesos da fu nção re s posta de i mpuls o qu e adicion dos aos pesos do gr~ 
po 3 não s eguem um mode lo fixo , ser= s+l , o /grupo 2 desapar ece e se 

r > s+1, o grupo 1 e 3 fonnam um Único grupo . 
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Puo.6 da Rupo.óta. de. Impulóo 

1) b pesos=O 2) s-r+1 pesas 3) r valores iniciais 4) seguindo um mo 

dela fixo . 

FigUJta 3. 1 

A estimação final do mode lo nos permitirá acrescentar ou eli 

minar parâmetros do modelo . 

A tabela 3 . 1 (.Box-Jenk.ins , 1970) , nos auxiliará a identificar 

os possíveis valores der~ se b, at rav és de exemplos . No final des 

te capítulo exibiremos alguns exemplos para identificação der~ se b. 

·, 
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V I Fonna B\ 
!Resposta d e Res posta 

r, s,b Forma Impulso v . de pass o 

1 
. J 

1 
1 _L Jilllill ' 1 r 

003 Y, ~ X,_3 r ,= B 3X, 1 

b b L 
I l / 

_JfilllJ 
! 1 

013 Y, = (1-.5,)X,-1 r, = (.S-.5BJ 8 3
X , 

11 
~ 1 

1 
1 

b b t 

Y, = r,= _JfilllJ 1 
023 

( l - "Ç' + .25, 1) X ,_3 (.2S + .SOB+ .25 8:) BjX, d, 1 
b b 

(1-.5B) 1·,- .5B3X, -11IIIlI] 1 
103 ( 1 +q r,-. x t- J l,. ! b b . 

. i 
• 

(I + \') Y, "!" (1 -.58) }> _ili]]] 1 113 
(.25+.258) B3.r, _tL_f-'-- f (1- .Sr)X, _3 

b b 

123 
( l + v)}•- (1- .5B) l~~ _&Ill] ( l :-- v+ .2sr!1 x,_, (.125 + .25 B + .125ff) B3X , , lf, . -

b b 

203 
(1-.2s r+ .sr!1 r ,-

( l - .68+.4B!) Y, -.88 1X, 4 l 1111111 ! .:r ,-i 
-

1 b 

213 
c1- .2s r+ .s r !i >> ( l - .68+ .4B!) r,-

1L ri 1111111: (1 - .5, ) X ,_3 (.4+.4B) 8 3.\"t . 
/, 

11 -
b 

:.?23 
(1-.25 , + .5,!) Y,= ( 1-.68+.4B.:) Y, -

.h. .Illillllll; (1- \ +.2.H.:JX,_ 3 
••) • 48 ' ?B: B j l · 
\·"-.,.. .,.. ·- 1 · --+ 1 

b 
11 

b i 

1 

TABELA 3 . 1 /Exe.mplo de. FUYLç.ã.o Re1ipo1.da. de. Impui/20 e. de. PMtio 

c.om g ( = 1. 
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3 . 3 . Es t imaçao Preliminar de Funçao Respos t a de Impulso 

O mode l o de função de transferência só deve ser construída p~ 

ra proce ssos estacionários , pois quando essa condição não é 

ta, o modelo não ob edece certas condições de regularidade . 

satisfei 

Se o processo que estamos observando não for estacionário fa 

remos transformações nas obse rvações até que se tor ne estacionário , e 

com os dados transformados que t rabalh aremos . 

A transfo rmação mais usada é a diferença , isto e , obtemos a 

série 

-Se esta primeira diferença nao for suficie nte para transfor 

ma r a série original em estacionária , repetimos o processo até que ela 

se torne estacionária . 

Uma outra transformação usada é a logarítmica [Nelson , 1972) 

que consiste em fa ze r a diferença entre os loga rítmo s natu r ais das ob 

servações, isto é , 

-Neste caso es t amos construindo a serie da razao de crescimen 

to do process o . Esta transformação é muito Útil para séries economi 

cas . 

Sejam (Xt~ ~t ) observações de um sistema dinâmico, que pod em 

ser provenientes de séries estacionárias ou não . 
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Se as series originárias nao forem estacio ná r i as , d diferen 

ça s sao fe it as para que elas se torn em estacionárias , e as séries r e 

sultantes s e rão indica das por 

Gera lment e d assume va l or es O., 1 ou 2. 

Supondo que depoi s des sas d diferenças o -nu mero de ob serva 

çoes se j a n., estimador es para as fu nç6es de a utoco vari~ncia dess es 

process os, dadas pe l as equ açoes (1. 9), sera□ 

onde 

onde 

e (k) = 
XX 

1 
X=--

n 

e (kJ -
yy 

y = _1_ 

n 

1 

n 

1 

n 

k - o, 1, ... ., n-1 

(3. 2 ) 

k O, 1, ... , n-1 

( 3 . 3 ) 
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2 Como y (0) =a , estimadores para as funçõ es de autocorrel a XX X 

çao dos processos são dados por 

e 

r (k} = e (k ) / e (O), k = O, 1, 2, ... , n-1. YY YY YY 

1 ( 3 . 4) 
1 

Estes estimadores sã o assintoticame ntJ não viciados se forem 

satisfeitas as condições do Teorema ErgÓdico (Jenkins-Watts , 1969). 

Um estimador para a função de covariância cruzada ent re a entra 

da e a saída é dado por 

e (kJ -
xy 

1 
n-k 

E 
n t=l 

1 

n 

n+k 
E 

t=l 

(xt - x) (yt+k - y), se k - O, 1, 2, ... , 

n-1 

(3.5) 

... ., 
-n+l 

e para função de corre l ação cruzada entre x e y é 

1/2 1/2 
rxy(k) = cxy(k) / ªxx ( OJ ªyy(OJ,k - O, ± 1, ± 2, •.• , ± (n-1) . 

Para testar se certos valores da função de correlação cruzada 

sao ou não zero, teremos que conhecer o desvio padrão dos estimadores; 
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um va l or ap roximado da covariância e ntre os estimadores da covariancia 

cruzada entre x e y,de l ags k e k+Z, foi dado por Bartle tt (1946) . Sob 

a s uposiçao de normalid ade , a covar i ânc ia é dad a pe l a s eguinte expre~ 

-sao : 

cov l .... r (k) ~ r (k+ Z)] -
xy xy 

v=-co 
[ p (v) p (v+ZJ + p (v+2k+ZJ p (-v) + 

XX yy xy xy 

2 1 2 1 2 
+ p (k ) p (k+Z) { pxy(v) + - p (v) + - p (vJ} -

xy X1d 2 xx 2 yy 

- p (k) {p (v) p (v+k+Z) + p (-v) p (v+k+Z)} -
xy XX xy XY yy 

- p (k+l) {p (v) p (v+k ) + p (-v) p (v+kJ}] 
xy XX xy xy yy • 

( 3 . 6) 

Esta fórmul a é válida para qualq uer caso , mesmo aquele em que 

xt - yt ; se quis ermos a va ri ânci a do es timador, basta substit uir Z por 

zero , assim 

Var [ r xy (k ) ] -

1 
00 

n-k v=--00 

r 

l pxx (v) P (v) + p (v+k ) p (k-v) + 
yy xy xy 
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- 2p Ckl { p CvJ p Cv+k) + p C-vJ p Cv+kl} ] xy xx xy xy yy 

As vari a ncia pa ra part iculares valores de k., l., xt e yt se 

rã□ estudadas oportun ame nte . 

Através da r egularid ade das fun ções de autocorre l ação e de 

corre l ação cruzada entre x e y, verificamos se as séries são esta 

cionárias . Séries não estacionárias tem funções de autocorrelação e 

de corre l ação cruzada irreg ul ares que não decrescem pa r a lag ' s altos , 

0 que não aconte ce quando as séries são estacionárias . 

Seja o sistema escrito da forma 

00 

v . xt . + nt -J -J 

Multiplicand o ambos os l ados da igua ldade por xt- k terno s 

Calculando a es pe rança dos dois l ados dessa i gualdade teremos 

Já que o ruído do sistema é independente da 

y Ck) - O 
xn 

., k = O., 1., 2., 

o., 1 ., 2., 

(3 . 7) 

entrada , / temo s/ que 

Como o sistema que traba lh mos é estável , sabemos que os V . ' s 
J 

tendem a ze ro pa r a j > J e usando essa suposição a exp r essão (3 . 7) se 

transforma e m 
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] ~ 2 ~ .. · ~ J . ( 3 . 8) 

Se denot armos 

Yxy (O ) y (0) y (1) 
XX XX 

y (1) 
X'j 

y (1 ) y (O) 
XX XX 

y (J-1) 
XX 

rxy --

I ............... . ........... 

y (J) xy y (J) y (J-1) •.• y (O) 
XX XX XX 

e 

V= 

-teremos que as eq uaçoes [3 . s) , podem se r escritas na seguinte forma ma 

tricia 1: 

rxy - f V 
-XX - ( 3 . 9 ) 

Para encontrarmos os estimadores preliminares dos v. 's basta 
J 

s ubstituir os valores das funçõ es de covariância cruzada entre x e y e 

autocova riância /da entrada pe los seus valores estimados e no sistema 

de equações (3.9), que se tran sfofma em 



onde 

e 
-xy 

V -

e - e v -xy -xx - ., 

e {O) 
xy 

e (1) 
xy 

e {J) 
xy 
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e 
-XX 

e (0) 
XX 

e (1) 
XX 

(3 . 10) 

e (J) 
XX 

e (J-1) 
XX 

................... 

cxx(J) ••. e {O) 
XX 

e r eso lv ê-lo . Este método é inef icient e dado que temos estimadores 
1 

preliminares V. 1S , oa :n ! j - o., 1 ., J., - teremos • 1 para os - mas n a □ esti : ... ., 
J -, 

madores l preliminares pa r a os V • 's, 
J 

com J > J. Ass im, com este método, 

preci samos ter uma idéia do va lor de J e isso nem sempre e pos sível. 

Apres entaremp s a seguir um método , no qual essa sup osição não é ne ces 

sária . 

3.4. Pré-Branqueamento da Serie de Entrada 

Nosso modelo é dado por 
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ond e Yt~ xt e nt são as observações transformadas para torna r as 

ries estacionárias . 

(3 .11) 

~ 

se 

À séri e de entrada pod emos a justar um modelo ARIMA (p, d~ q) 

e portanto o mode lo da série de entrada será : 

xt - ~-1 (B) /' 8 (B) 
't'X X ªt' 

(3 .1 2) 

onde cjJ (B) e 8 (B) são polinômios de graus p e q, r es pectivamente, e o 
X X 

processo ªt é o ruído branco, qu e tem variância o;. 
Se aplicarmos a operação invers a em xt obteremo s o ruído bran 

co como função da série de entrada , de modo que 

Con s ideremos estes operadores aplicado s à s aíd a e ao ruído do 

pro cesso : 

e 

e portanto a equação ( 3 .11) ,1 pode ser r eescrita da seguinte forma 

se /multiplicarmos essa i gua ldade por ªt-k temos 



- 55 -

e calculando a esperança , teremos 

vk y (O )~ a.a. 

- -

(3 .1 3 l 

i sso porq ue os ªt nao sao correlacionados e mai s , como o ruído do sis 

tema não é corre l acionado com a e ntrada , transformaçõ es lineares de l es 

tamb ém não o se r ão, r esu l tand o y (k ) = O 
a.E: k = o~ ± 1 ~ ± 2~ •.•. 

1 ~ -
Seg uer se qu e um es timador de vk e dado por 

r a.B (k) 

O pré-branqueame nto da e ntrada torna o sis t e ma de equaçoes 

(3.10) ort ogo na l o que nos permite calcular estimado r es iniciais pa ra 

os vj's , qu a lquer qu e se ja o j, sem ~ necessidade de supor que e le s 

são ze ro a partir de um J. 

E é a parti r do comp ort amento dessa função resposta de i mpul:_ 

so e stimada , qu e deci di remos qu a l os prov áveis valores para b~ r e s, 

usando as s uges tões qu e fo r am f eitas no início de s te capítulo , a sa 

be r : 

1 ) 

2 ) 

/O nu mero de v .'s iniciais iguais a zero , s uge r e o valor de b; 
J 

/ O nu mero de V. 's consecut ivos que não 
J 

seguem um modelo fixo s ug~ 

r emo va l or de s-r+l , ses> r e de r-s+l ses< r ; 

-
3 ) \ □ comportame nto dos vj 's a parti r desses que na□ seguem um modelo 
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fixo s ugere a ordem r da equação de diferenças que e l es devem seguir . 

Depois de determinar os valores de b., r e s tomaremo s as equ a 

çõe s (2 . 9) e de t ermin a r emos os es timadores prelimin ares para os pesos 

c5 . e w •• 
1,, 1,, 

3.5. Exemp l os de I den tificação 

Apresent amo s , ag ora , alguns exemp los de ide ntificação (P ack , 

rn77a ). 

Exemplo 3.1. Os gr áficos da série Yt e Xt estão na figura 3 . 2 . Ambas 

as seri es pa r ecem ser es tacionárias , e isto é confirmado examina ndo a 

fu nção de autocorrelação estimada da série Xt que se encontra na tab~ 

l a 3. 2 e a função de corre l aç ão cru zada estimada e ntre Xt e Yt que 

en contr a na tabe l a 3 . 3 . 

se 

Exami nando a fu nç ão de autocorrelação estimada da e ntra da X-t 

chegamos a co nc l usão que e la é um ruído branco com média est imad 

10.,1 ?8 , portanto a série a = X - X é um ruído branco com média ze ro , t t 

A t abe la 3 . 3, j á apresenta a funç ã o de co r re la ção cruzado es 

timada entre ªte yt. 

As s i m os cál cu los dos vk 's sao fei tos mul tipli cando a função 

de co rre l ação cruzada es tima da entre ªte Yt por s
6
/sa. 

O gráfico da fu nção de impuls o r es posta está na figura 3 . 3 . 

Obs . - Nas t abe l as que apar ecem nes t e t rabalho o ponto representa a vír 
gula decimal 
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i' 
TABELA 3.2. 

Funç.ão de. At.dcc.oJUt.ua.çií.o da SêM.e. de. Envr.a.da xtdo.. Exe111plo 3.1. 

Lag u Au;to CIJ JUt.üa.ç.õ e,ó r (u) 
XX 

j - jQ o.os O.DO 0.04 -0 .06 ..:o . 06 o.ao - 0.10 0.04 0.1 3 -o .10 

e .p. 0.09 0.09 0.09 0.09 0.09 0.09 0.09 0.09 0.0 9 0. 09 

11 - 20 -0 .20 0.04 0,03 0.06 0.03 - 0.09 0.16 -0.0 j -0 . 08 o.oe 

e.p. 0.09 0.'10 0.10 o. :lo o. :10 o. :lO 0.10 0.1 O 0.10 0.10 

x = 10. 38 
-

- 2.36 a = X 
. ---·-- -- . 

número de Obseroações = 125 
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TABELA 3 .3. 

Fw11;.ão de. CoMUa.ç.ão Ctw.za.da da SVr.ie de En;tJc.ada Xt e. 

svu.e de. sal.da Y t do Ex.e.mp e.o 1 

Nwnvw de Lagéi Co,'v'l.Uaç.ão Nwn e.Jto de. . Lag~ CoMeiaç.ã.o 

na Enbrada Clr.uzada na En;tJr.ada C1tuzada 

o - 0 . 016 1 :l 0.0 94 - · 

:l o. 016 12 -0.054 

2 0.826 13 - 0. 196 

3 0.456 14 - 0.036 

4 0. 220 15 - 0.032 

5 o. '.I 59 16 G.023 

6 0.038 '.17 0.025 

7 - 0 .0:l6 18 -0 . 072 

8 0 . 026 19 0.091 

9 -0.082 20 0.067 

'.J0 e. '.J02 

- y X = 10.18 = 60.9] 

ªx = 2.36 a = y 8.57 
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16 

8 

0 L-- - 2 
0
~----'4-o--~so ___ e:":0:------:-1 o:":o:----:-12:'.-:0:----:-,4-:-:0:------:-

FIGURA 3. 2 : GRAFICO DA SERIE DE SAIDA Yt E DA SERIE DE ENTRADA Xt PARA O 1 

EXEMPLO .l . 

Ot-T----'-__._._.____.___._r--'--r---''---r--,-"T""""1c---'---L.........-..:L...1...k 

-3,0 

Figuro 3. 3 Estimador dos Pesos de Resposta 

de Impulso do Exemplo 
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..... ..... - -Obs e rvemos que v
0 

e v
1 

parecem se r zero e que v
2 

nao e zero . 

I s to implica que b-1 = 1 e portanto que b=2. Em seguid a observemos 

que a função respo s ta de imp ul s o estimada pare ce dec r escer expo nB.!:2_ 

cialmente o que sug ere quer deve ser 1 . Pelas af irmaç ões feitas n 

seção 3 .1, sabemos que os pesos vb+s+l ' vb+s+2, .. . , devem segui r a 

eq uaçao de di fe re nças vk - 81 vk-J = O, e que os valores vj com o <b+ 

são os va l ores i nici ais dessa eq uação , i sto e , o primei ro va lor inicial 

-da eq uação de di f e renç a será vb+s · Se v2 e o valor inicial da equaçao 

de diferença , os pesos v
3

, v
4

, •.• , devem seguir o mode lo fi xo , e é o 

que a con te ce no caso ; então , b+s = 2 e como b = 2, s = O. Ass im para 

esse exemplo b = 2, s = O e r = 1 , e o mode lo sera da seguinte forma 

Ex emplo 3. 2. Os gráfico s das séries Xt e Yt estão na -fi gura 3 . 4 . Ob 

se rvamos qu e a série Xt não é estacionária . 

A função de autocorre l ação es timada de X_._, qu e está na 
l, 

t a b.§:_ 

l a 3 . 4 , confirma essa s us peita . A primeira diferen ça pa r a séri e Xt 

torna-a estacion ária , e a funç ão autocorre l ação es tim ada da primeira 

difer e nça de Xt, está na tabe l a 3 . 4. 
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'º~~ 

o 20 40 60 80 100 120 140 

Yt 

65 

45 

25'-----' __ _._ __ _,__ __ __,_~_...._ _ _jL---'--~-20 40 60 80 100 120 140 

Figura 3.4 1 Gráfico da Série de Saido Yt e da Série de i 

Entrada Xt para o Exemplo 2 
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TABELA 3.4. 

Au;tocoMeJ.a.ção pa.,'"..íl. SÚl,é.e. de. fotJr..a.da. '\ e. pa.Jta. 

PMme,<.M V,i_ó e.Jte.nç.a. de. X do Ex.e.mpfo 3. 2. 

Swe. Ofr.iq,i_na.l 

La.g u Au;to coMe..e.a.ç.ão 1' 
XX 

{u) 

r · - 10 0.89 0.84 0.81 o. 77 0.73 0.71 0.67 0.66 0.64 0 . 59 

e.p. 0.09 0.15 0.19 0.22 0.24 0.26 0.27 0.29 0.30 0.31 

11 - 20 0.55 0.54 0.52 0,48 0.44 0.39 0.39 0.35 0.31 0.30 

e .p. 0.32 0.33 0.34 0.34 0.35 0.36 0.36 0.36 0 . 36 0 . 37 

x = 14. 09 

-a = X 5.95 

NÚmero de ObsewaçÕes = 115 

Ptu.mw..1.. füóe1t e.nç.a. 

La.g u AutocoMe,la.ção r (u} 
XX 

'.] - rn - 0.36 -0 .07 o. rn - 0.06 -0.03 0.07 - 0.14 0.02 0.17 -0 .11 
e .p. 0.09 0.1 '.l o.n O .1 '.l O .1 '.l O. 11 0.11 0.11 O .11 0 .11 

1 '.l - 20 - 0.17 O .12 O.O'.! 0.03 0.04 -o . '.l 7 0.20 -o. 0.1 -o . '.!4 0.'.!1 
e .p. 0.1'.l O .11 0.1 2 0.1 2 0.12 0.1 2 0.12 0.1 2 0.12 O .1 2 

-
X = 0.09 

âx = 5. 95 

NÚmero de Observações= 114 

·, 
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TABELA 3.5. 

Função CoMua.çã.o Cltuzada. da. SéJLi..e P1té. B1tcmque.a.da. e.. 

E6.túna.doJt. do6 Pe..606 Rupo6.ta.6 de.. Impu.,t'.,60 do Exemplo 3. 2. 

' 

NÚme..M de.. La.g~ na. Envr.ada. Co1t1tua.çéio 

P1té. Bitanque.ada. Cltuzada. vk 

o -0.069 -0.399 

1 0.024 0.137 

2 0.684 3.967 

3 -O.FJ70 -3.885 

4 O .151 0.874 

5 0.084 0.485 

6 -a. □ 77 -0.445 

7 o.aos 0.027 

8 0.039 0.224 

9 - O.j05 -0.608 

'.IO 0.102 o :-s92 

jj 0.030 0.j 7j 

j2 - o.na -j .032 

13 - 0.027 -0.j 58 

:14 0.162 0.9 37· 

15 - 0.040 - 0.234 

:16 o.aos 0.027 

:17 - 0.033 - o. rn9 
-

18 - o. 072 -' 0.418 

19 0.172 0.995 

20 - O.j06 -0.616 



- 64 -

O gráfico da serie Yt nos parece ambí guo , podendo ser estaci~ 

--nario ou nao . Apes a r da aná l ise feita indicar que Yt nao precisa de 

difere nça , ~ 

nos consideraremps sua primei r a dife rença , para fac i li 

t aro entendimen to do mode lo . 

Exami nando a t abs l a 3 . 4 , qu e contém f unção de a ut oco rrelação 

es t i mada da séri e xt = Xt - Xt - l ' chegamos à conc lusão qu e xt é MA (l } , 

por ta nt o 

onde ªt é n/ .!CJ br anco po i s a função de ~utocorre lação / da série xt só 

é s ignificati vament e di fere nte de zero para o l ag 1 . Então o 

t ro 81 é estimado e t em o va lo r 81 = 0, 4538. 

Porta nto , a sér ie pré- branq uea da é da forma 

(1 - B) Xt - (1 - 0, 4538 B) ªt 

e ap l icando- s e o mesmo operador à saída , teremos 

(1 - B} Yt - (1 - 0, 4538 B} St . 

parârn.§:_ 

A função de cor re lação cruzada estimada entre ªte St ' e os 

pesos vk estão na tabe l a /3 . 5 . O gráfico da f unçã o res pos ta de impu l so 

estão na fig ura 3. 5 . 

- - -Os pesos v0~ v1 nao s.a o s i gnificantes , o que nos fa z concluir_ 

qu e b deve se r 2. Os pes os v2 e v3 são diferentes de ze ro e sã o mú l tl 

pl_os da correlação cruzada . O compor tame nto dos pesos v
4

~ v
12 1 
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é de difícil explicaç ão , e é questionável se eles são significativos , 

dado que há 1j5 observações . Todos os outros pesos não são s ignifi c~ 

tiva s . 

Se consideramos só v
2 

e v
3 

diferentes de zero teremos que 

b = 2~ b+s = 3 e portanto s = 1 e r = O já que para j..:. 4 os pesos 

v .'s podem se r considerados zeros, e portanto não seguem um modelo fi 
J 

xo . 

Assim, o modelo é dado por 

ºiT .......... -r-'-!..-,--'--,-J--L.--,-...1-r-1-""T-..-L._k 

- 4 ,0 

Figura 3. 5 Esti mador dos Pesos de 

de Impulso do Exemplo 

3 . 6 . Identificação do Modelo do Ruído do Sistema 

Resposta 

2 

A identificação do modelo do ruído do sistema segue a técnicâ 

de identificação de mode lo para série univariada . A série do ruído se 

rã construída através do resíduo da função de transferê ncia prelimi 
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✓ 

nar , a jus t a da ao mode lo , sem que s e f açamos muitas s upos i ções r es tri ti 

vas s obr e os e s timadores dos parâmetros da f un ção de t r ansfer~ncia não 

s e r em cons i s t entes . Basta ca lcul ar o r es ídu o di retame nte pe l a 

l a : 

A Única s upos içao us ada aqui é que os v .'s são nu l os 
J 

f Órmu 

( 3 . 18 ) 

par a 

j > J e a partir da sér ie de r esíduos , identifica-se o model o da séri e 

usando as t écnicas que se encontram no capítu l o 6 de Ne l so n , 197 2 ou 

capí t ulo 6 de Box- J enki ns , 1970 . \ 

A supos i ção de que os vj's são ze ro pode fe r aba ndona da 

us armo s o mode l o na segui nt e forma 

O r es í duo será ent ão dado por 

-
- wo xt-b + wl x t-b- 1 + ··• + ~ x t -b-s" 

se 

( 3 . 19 ) 

(3 . 20 ) 

A manei r a de ident ifica r o ruído não se a ltera se usar mos ou-
nao a s up os i çao que V . é · J J ze r o pa r a J > • 

Exis t e um a form a indir e t a de ide nt ificar o mode lo do r esíduo , 
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que é assim chamada , por n~ o ser necessá rio obte r a serie residu a l ; e 

identificado o mode lo do ruído pela função de autocorrelação r esidual 

estimada que passou pelo filtro de pré-branqueamento da en trada . Vej~ 

mos como se impleme nt a esse método . 

Se j am 

e 

Como já dissemos . 

Se chamamos v(B) ªt = ut ~ e corno o r uído é independ ente da en 

trada. teremos 

ou 

( 3 . 15) 

Como 

( 3 .1 6) 
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se multiplicarmos a ex pres sa□ (3.1 6 ) por ut- k te remos 

e calcul amos a es per ança de ambo s os l ados dessa i gua ldade ter enbs 

00 . 

y (k ) - E 
uu j =O 

e 
v . v . k a 

J J+ a 

j á que ªt é ruído br anco e portanto não é autocorr e l ac i onad o, e dado 

que 

temos qu e a expressão (3 . '.15) pode s e r rees crita na forma 

e como 

1 ---
(J2 

CI. 

t emo s 

00 

00 

E 
j=O 

00 

I: 
j =O 

( 3. '.18 ) 

( 3 . '.l 9 ) 
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As sim, um estimador pre liminar da f unção de auto co r r e l aç ão 

do ruído depois de pas sa r pe l o fi l tro que branqueia a e nt r ada é dado 

po r 

c:o 

r (k ) - E r a( j ) r B(j +k ) BS . 0 ai:-' a 
J-= r {k ) - ---- ---"'----------

se: 
1 - E r!

8 
( j ; 

j .::::O 

(3 . 20 ) 

Podemos , e ntão , usando a f unção de autocorrelação es t imada 

de st , identificar o seu mode l o e através de op e r ações inversas i dent i 

f i car o mo de lo do r uído . Se 

e como 

temos qu e 

Como 

cp;1 
(B ) es {B) 

cp ( B) e-1 (B ) 
X X 

n -= {1 - B) d N 
t t 

t emos , finalmente , id entifica do o mode lo do r uído , dado por 

(3 . 21) 

( 3 . 22 ) 
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e A p r Tu Lo IV 

ESTIMAÇÃO 

4.1. Introdução 

Tendo identifi cado o modelo da função de tr ans f e rência que 8 

dado por 

y -
t 

CXl 

J usan do o operador atraso B, 

y -
t 

w(B) 

o (B) 
Xt- b t 

8 (B) 

qi (B) 
(4.n 

cujos poli nômios w(B)., ó(B) ., 0 (B) e <jl(B) têm graus s ., ::r., q e p., respe_s 

tivame nte , e teremos idéia dos po ss ívei s valores de b, s , ::r., p e q . Pr~ 

cisamo s , então , de t écnicas qu e nos dêem os melhores ou os ma i s efici

entes estimadores para os par âmetro s de w(B) ., o(B)., 0(B) e cp(B}, para 

em seguida us armos esse mod e lo estimado para fazermos previsões futu

ras da variável dependente Yt. 

Os estimadores encontrados no c pítulo anterior , não são co~ 

sistentes e portanto não podem ser usados pa ra previ são . 

Entenderemos qu e es timadores eficientes são aqueles que min! 

mizam a diferença qu adrática e ntre o verd adeiro va lor do par - metro e o 
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va lor es timado para o mesmo . Soo a s up os ição de que a s obse rvações 

têm dist ri õuição normal o estimador de mínimos quadrados é t ambém o es 

-timador de má xima ve r oss imilha nça, e sa o estes est i madores que deduzi 

r emos a seguir . 

4 . 2 . Estimadores de Mâxi.ma Veros similh.ança 

Se j a {Xt, Yt} , com t = 1, 2, . . . , n , uma amostra de n 

vaçoes da série gerada pelo mode lo 

y = 
t 

w (B) 

ó ( B) 
Xt-b + 

8 (B ) 

<P ( B) 

se a séri e observada fo r es t acionária, ou gerada pe lo mod e lo 

- w(B) 
xt- b + 

8 (B) 
Yt -

ªt ó (B) <P (B) 

-

obse r 

se os dados originári os na o forem es tacionários , mas uma tran sformação 

de l es o for . 

Um a tr ans formação que pod e ser usada é calcul a r a sé ri e prov~ 

niente de "d 1
' di fere nças da séri e orig ina l , e neste cas o 

Sej a o vetor de pa râme tros desse modelo definido como ~ = 

= Cw
0

, ... , w
8

, ó1, . . . , ºr' <P1, . . . , <PP , 81 , • . • , 8q) e seja a funçã o 

de r esídu o 

<P (B) 

8 (B) 
y -t 

<P ( B) 

8 (B) 

w(B) 

ó (B ) 



qu e também pode 

ªt 
--

ond e 

ser 

q 
í 

i=O 

p 
l, 

i=O 
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r eprese ntada por (Pierce , 1972 a ) 

r I p r 
í e. o . a .. + í í <P . ºt .. -

j =O 
1, J t---i - J i=O j=O 

1, ---i - J 

(4. 2 ) 

Es ta funçã o ªt nos dará o e rro para o va l or p revisto qua ndo o 

verdadeiro valor de · par âme tro s µ e usado . 

Sob a supo s ição de norma l idade dos e rros o l oga r ítmo da fun 

ção de má xima ve ross i milhanç a é dado por 

log L = const - _l_ n l og a2 

2 

1 (4.3) 

O máximo dessa f unç ão produzirá um estim dor para o vet or de 

parâmetros µ e pa r a variâ nci a do ruído branco 

--2 
a a 

1 

n 

onde {ât } são os r esídu os obtidos na equ açao (4 . 2 ) s ubstit ui ndo o ve 

to r µ pe lo se u valor est i madoµ . 
""' 

O problema de max imi zar a f unção de máxima 

(4.3) é equival ent e a mi nimi za r a soma de quadrados 

n 2 
í ªt. 

t=O 

verossimi lh ança_ / 

(4. 4 ) 
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A função dos erros ªt • dad a pe la equaçao (4 . 21, quando calcu 

lada para qualquer t , envo lverá toda a história pa ssada da série de 

tempo em es tudo , mas na prática nós só temos em mãos uma amostra da 

mesma, isto é só conhecemos seus valores para t = 1, 2, ... , n~ e t e 

ríamos que conhecer os valores de xt para t = O, - 1, ... ., de 

yt para t = O, - 1, ... , -p-r+l, e de ª t para t = O, -1, •.. , -q- r +l. 

Temos aqui um prob l ema : quais os valores que devemos dar a es 

ses dados desconh ecido s? 

Várias sug est6es sao encontradas na literatura para iniciali 

zar a série . Urna das sugestões é ap re sentada por Box- Jenkins , 1970; 

esses valores iniciais sao obtidos, segundo e l es , pela 11previsão elo 

passaclo", usando para essa previ sao o modelo identificado e dos valo 

res observados. Urn a outra s ugestão que é feita por .Pierce, 197j -e 

que a esses valores iniciais se j a dado o va lor zero . Segun do Pierce , 

qualquer uma destas formas de inicializar o procesko tem seu efeito sob 

a es tim ção do modelo as s intoticamente te ndendo a zero. 

Uma terceira forma de inicializar o proc es so e usar parte dos 

dado s soment e como valores iniciai s de xt, Yt e ªte transladar a ori 

gem t do ponto 1 para urna origem t* na qua l é possíve l co nhece r atra 

ves das observações , todos os valores necess-rios para se calcular o 

re s íduo a
0

. Seg und o es se método o primei ro valor conhecido para o ruí 

do nt se ra para t = u+l onde u =/max(r, s+b ), e o primeiro valor para. 

ªt será para t = u+p+l . 

Se usarmos este Último método para inici alizar o processo te 

r emo s n-u-p-1 /pontos para estimar os parâmetros de . Q (B), w(B), 0 (B}, · 
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~(B) e b e a s oma de quadrado s a ser minimi zada ser á dada por\ 

i 
sl(µJ -
1-

n 
I 2 

ªt 
t=u+p+l \ -

Dado \ que o número de obs erv ações deve s e r gr ande a pe rda des 

ses pontos iniciai s pouco inf luirá na est imaç ão e ela s erá por nós pr~ 

ferida. 

A função a soma de quadrados qu e tem que ser minimi zada nao 

é uma função linear e portanto seu mín imo tem que s e r calculado por rné 

todos não lineares ;, daremos a s eguir o proced imento usado por . □ rape.!::_ 

Smitü, j966, para esse caso . 

4.3 ~/Estimaçio nao Linear 

Noss o obj etivo é minimi zar a f un çã o s\(1;,! da da 

onde m = n-p-u-1 / , uj= max (r , s+b ) n e o nume ro de obs erv ç oes e p o 

grau do polinômio ~(B) definido em (4 , j ), 

D vetor ~ que minimiza s/(~_) s e r á o estimador de má xima vera~ 

similóança de l:· 

Para minimizar Sf~J bas ta derivá-la emµ e igualar a zero e 
""' 

teremos a seguinte eq uação 

= o 



- 75 -

qu e produ zirá um s i s t e ma de (r+s+p+q- 1) equ aç□ 8s normai s cuja so l uç ã o é 

o e s timador de má xima ve ross i mi lh ança de ~ • mas es t e s i s t ema de 

çÕes não é l i nea r , e port ant o pa r a encontrarmos s ua so lução 

qu e nos va l e r de mé todo s i t e r ativos . 

Se j a e ntão 

equ~ 

1 
t e re!T\os 

e se j am as de ri vadas p arciais nã o negat i vas do r esíduo em relação as 

comp onen t es de µ e calcul adas no pont o ~O definidas da seguinte forma 

a ª t 
-

ô ªt d{ô ) ~ i 
a(w) = = 1 ., 2., T'• ., j= o., 1., i ., t ... ., , 

J ., t - ... , s a ô . a 1, ~o w. 
J ~o 

d {cp ) 
a ªt a ª t - , g - 1 ., d (e) - , h 

- - ... ., P ; - - 1 ., 2., g., t h - ... , a cp g a eh ~o t:o 

Usando a expa ns ao de Tayl or pa r a ª t ., O = at ( f}_0) te r emos 

{ô. 
1, 

e portanto o res íduo pode s e r escrito como 

s 
t {w . - w. 

0
) a(w) + 

j=O J J ., J ., t 

q . 



s. o :; 1,, 

e 
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·_ l- ~ (ó . - º . o/ dtr º~ + 
i=l 1, 1, ., 1 ., 1, 

s 
[ (w. - w. 

0
) d \w)t + 

j=O J J ., J ., 

p 
+ I: 

g=l 

Se denotarmos 

q 
I: 

h=l 

ó . - ó . 0 ., se i = 1 ., 2, .•• ., r 1, 1,, , 

w - w i - r - 1 i-r-1 , 0 ., se 1, - r +l , ... , r +s+l 

(4 . 5 ) 

( 4 . 6) 

~i- r - s- 1 - ~i-r- s-1 O ' se 1, = r+s+2, ... ., r +s+p+l ., 

e. 1-e . o 1,-r-s- p- 1,-r-s-p-1, 
1 ·, 

1 

,
1 

se 

a(ó) se i - 1, 2, ... , r 
1, , t 

1, = IJ+s +p+2., 

. ) . 

se 1, - r+l, ... ., r+s+l 

se 1, = r+s+2 ., ... , r+s+p+l 

... ., 

d(eJ 
i - r - s-p-1, t se 1, = r +s+p+2., ..• , r+s+p+q+l, 

-

r+s+p+q+l 

(4 . 7) 

teremos qu e a eq uaçao (4.5) pode ser escrita como 

e portanto com essa trans formação teremos o erro linearizado , pode ndo 
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agora usar a t eo ri a dos mínimos qu ad rados para modelos lineares . 

~o = 

êo = 

Se 

.. -.............. ... . . 

Z(OJ 
1, ak/ 

z (0) 
1, a 

/ 
81 O , 

82 O , 

Bz. o , 

(O) 
z2 ... 

' ªk 1 

(iO ) 1 
Z· 
l , ak t 

1 
(O) 

z2 • • . , a 
m 

/ 

(0 ) 
e: 

a -o 

{O) 
- a 

1 

........... 

a m 
{O) 

- a m 

= A - A (O) 
-t -t 

onde Z. -- s+r+p+q+l, a equaça o (4.8) pode rá ser escrita da seguinte for 

ma: 

(4 . 9) 

e uma so lu ção dessa equação é dada por 

8 - ( Z Z ) - l Z ( A - it( O) ) • 
-O - O -O - O -t --

Este vetor minimi za rá a soma de quadrado s 
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( 4 . 1 O l 

com re speit~ a S . 0 i= l , 2, ... , Z, que dados nas equações (4 .6). 1, , 

Se 

ó. 1 - ó . 0 , se 1, = 1 , . .. , r 1, , 1, , 

w - w i - r -1, 1 i-r -1 ,0 se 1, - r+l , ... , r+s+l 

</>i-r- s-1 1 , q> . , se 1, - r+s+2 , ... , y,+s-lp+l 1,-r- s - l O , 

8 - 8 i-r-s-p-1,1 i-r- s-p-1,0 , se 1, = r+s+p+2, ... ,r+s+p+-q+1 

teremos que i;:1 = (o1, 1., ... , ºr, l ' w0,1-' ... ., ws.,l ' <1>1., 1., .... ., </>p ., 1" / 

e1, 1., . . . , eq.,l) s e r a um novo es timado r par a µ , me lhor que ~o· 

Observemos que há difer ença ent r e a soma de S (at) dada 

equaçao (4.4), onde o modelo não lin ear corre t o é usado e a soma 

quadrado SS(µ) da equação (4,jO) on de a express ão l i near do 

foi empreg ada . 

na 

de 

mode l o 

Es sa dife ren ça p ode ser mi nimi zada se us a rmos o pro cesso i t~ 

rativo, i s to é , repetirmos o procedimento subst i t ui ndo na equaçao 

(4.9) ~O por ~1 , dado por 

r \ 
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o. - o. 1 , se & = 1 ., 2., ••• , r & &, 

w - w. se & - r +l ., •.. , r+s+l i -r-1 &-r 1 , 1 ' 

<Pi-r- s-1 <P i -r-s -1 1' se & = r +s+2., ... ., r+s+p+ 1 ., 

0 . l - 0 . J 1 , se i = r+s+p+2., •.. ., r+s+p+q+l &-r-s-p- &- r -s-p- ., 

e encontrarmos um novo est imador para ~1 e consequentemente um novo es 

timado r de µ qu e sera ~2., e ass im s ucess ivamen te , de forma que, 

ou 

onde 

e 

µ = (ól k ' -k , 

Este processo ite rativo continua até qu e a s olução convirj a , 

isto é , até que em duas ite r ações sucess ivas k, k+l 
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{ô . k ô . kl } Jô . k l < E: ., 'l, - 1., r - ... ., 
'l, _, 'l, _, + 'l, _, . 

{w. k w . k+l } / w . k 1 < E: _, J - o., s - ... _, J ., J ., J ., 

{<Pg ., k - <Pg., k+1 } / <Pg., k l < E: _, g = 1 ., ... ., p 

1 {eh _, k - 8h _, k+1 } / 8h., k < E: ., h = 1 ., 2 _, ... ~ q 

on de E: é a l gum va l o r prefixado , e a s olução do sistema se r á ~k A ca 

da iteração SS (1;: kJ\ pode s e r cal cul ada para ob ser v armos se houve a l g~ -

ma r edu ção em s eu va l or . 

Este procedimento de lin eari zação pode ap Jiesent a r a l g uns "con 

tra tempos ", tai s como : 

1) ,Ele pode conver gir le ntament e , i sto s i gnifica que um g r ande num~ 

rode ite rações pode s e r r equ erida antes qu e a so l uç ão se e s tabi l ize , 

entre t ant o a soma de quadrados S(at_,k) pode t e r de cresci do s i gnificat~ 

vame nt e , c onf orme k cresce u. Este comport ame nto não é habitual, mas 

pode ocorrer , essa pode s e r uma regra de parada para o processó iter~ 

tiva. 

21 O método pode oscilar, mudando de direção co nt inuame nte , f aze ndo 

com qu e a soma de quad r ad os ora cresça ora decre s ç a . Al gumas vezes , 

apes ar desta inst abil idade , a soluç ão pode co nvergir . 

3) O método pode não converg ir, ao i nv es di s so di verge , e nt ã o a s oma 

de qu adra dos cresce a cada i t er ação , s em l imi te . 
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Uma correção pra sanar esse defe ito no método foi feita po~ 
1 

800th & Peterson , 1958 . Se 

ou 

-três ponto s sao encontrado s entre ~k e ~k+l os quais incluam um 

mo lo cal para S{~). Então uma quad r át i ca é usad a pa r a localizar o 
,. 

mi 

nimo e o processo iterativo é retomado com esse ponto . 

4.4. ~istribuição dos Estimadores 

As propriedades dos estimadores de mínimos quadrados dos par~ 

metros do modelo l4 . 1), quando o número de observações é grande , podem 

se r resumidos no teorema que da remos a seguir e que foi 

po.r Pierce , 1 972a . 

Teo~ema 4. 1. Se no mo de lo 

tivermos : 

w(B) 

ó ( B) 

8 (B) 

cp (B) 

apresentado 

a ) os {at } indepe ndentes e identi camente distribuídos com média ze . 
2 vari-ncia o e coefic i entes de as s imetria k

1 
e de curtos e k 2 ; ro , 

b) os va lores dos par~metros admissíveis; 
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c) · os {xt} são limitado s , e para um va lor fixo d a matriz { (ljn) 

y (j-i)} de ordem d x d é limita da pos:L tiva definida ; então os est ima XX 

dores v = (~, ~, f, ~, a
2

) calculados na secção 4 . 2 possuem di st ribu~ 

- -ção limite normal com média µ e tal que os seguintes r esu lta do s sa o V~ 

lidos 

.,._ ~ i) a matriz de cov ariancia assintótica dos estimado re s B = (w, ó), 

dos perâmetros do mode lo dinâmico, é da forma 

onde 

2 a 

n 

~ = plim { U/n) I: bt . d .} 
-1, t -J 

(4 . 12 l 

sao matrizes de ordem (s -t-1) x (s+l), r x r e (s+l) x r, r es pectivame~ 

te , e cujas quantidad es bt . e dt . são dadas por 
-J -J 

1 1 

cp (B ) 

8 {B) ó (B) 

_ w(B) 

ó (B ) 
(4.14) 

iil Os estimadores~= (i, ~) dos parâmetros do · mode lo do ruído , sao 
.... assintoticame nte indepe ndentes de S com mat riz de cov r iâ nci d f orma 
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[ 

C E 1-l 
E_ 1 I}_ 

(4.15) 
n 

ond e C = {ç( . . )} , D= {a( .. )} e E= {x.( . . )} são matrizes de or - ?,,-J 1,, -J 1,, - J 

dem p x p, q x q e p x q , r espectivame nt e , e cujo s elementos são dados 

por 

e 

-2 4 iii) } _O estimado r a tem variância assintótica ( 2a /n) (l+ 1/2k2J e 

se k
1 

= O é independente de todos os estimadores anteriores. 

A demonstração do ítem (a ) desse teorema pode ser encont rada 

em Pierce, 1972a e dos ítens (b) e (c) em Pierce, 1971. 

Este t eorema nos se rá Útil para conhecermos um estimador da 

matri z de covar i ância do es timador de ~ = (~, ~, 1,, ~, a
2
). 

Sabendo que a matri z de covariância dos e s timadores 

-ó) é dada por 

plim {1/n í bt . bt .} 
-i, -J 

um es timador cons i s tente de Y- - ser a dado por 
-W , Ó 

-1 
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-1 

{1/n L dt . dt .} 
--z, - J 

Obs ervemos que 

., 

De fato , usando (4 . 2 ) temo s qu e l 

e 

assim 

oo r 
L L 

i=O j=O 

a ªt . . s --Z,-J 8i ºJ· -----=-- - L <Pi x t-b-i-k 
a'¾_ i =O 

q r a ªt . . -1,, - ,7 E E e. ô . -----"-- -
" J i=O j=O 

8 {B) ó (B) 

a '¾. 

s 

L ei xt-i-k 
i=O 

-Comparando es ta igualdade com as equ açoes (4 . 14) chegamos a conclu sao 

que 

Analogamente pode se demonstrar qu e 

a ªt 
a cS • 

J 

Como o loga rítmo da funç ã o de máxima verossi mi lha nça é dado 
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por 

1 2 1 2 Zog L = const - -- n log 0 - --- r. ªt ~ 
2 20

2 

de rivando-a em relação a w. temos que 

a Zog__ L 1 --
20

2 a w. 
J 

-Usando a equaçao 

a Zag__ L 

a w . 
J 

J 

a ªt 
2r. ªt 

a w. 
J 

(4 . j6 ) t emos 

e derivando novame nte em relação a wi ternos que 

e assim 

a2 
Zog L = 

a w. a w. 
J 1, 

Dividindo por n ambos os membros des sa equação teremos 

1 a2 log L 
= 

n a w. a 
J 

um est imador 

2 
- 0 
B=--

n 

w. 
1, 

da matriz 

2 a Zag__ L 

a w. a w. 
J 1, 

1 
'f.b t .bt ·~ 2 -J -'1,. n 0 

B - dado por e 

-\) = \) 

An a log mente , concluirerno s que 

1 2 a log L 

n a cS. a cS. 
1, J 
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e que 

1 2 
Cl log L 

n aw.aó . 
1,, J 

est imador da matriz de covariancia y - - é dad o por 
e portanto um 

~ ., ~ 

-y- = w., ó 
02 

n 

!2 {-

a2 log L 

êJw , êJw . 
J 1,, 

2 
Cl log L 

a o. a w. 
1,, J 

~~} ~2 { -

a2 log L 

aw . aó . 
1,, J 

2 êJ log L 

a o. a o. 
1,, J ~~} 

Sabemos que a matriz de covariância de ri= rt êJ •. de ordem 
(p+q) x (p+q), é dada por 

-1 

{ E() ., vt . . ) } ~ +J-1,, 

onde 

e 

Um estimador dessa matriz sera dado pe la s ubstituiç ão de s uas 
matrizes componen tes por estimadores destas . 

Então um desenvolvimento análogo ao feito para matriz de cov~ - -riância dos estimadores 6 = (ó,~) pode ser aplicado aqui. 
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Assim um estimado r para y- - sera dado pela matriz , -t,~ 
Ê ]-l 
- · O 
D 

1 

Então (Pierce , 1971a ) pode se demonst r ar que \ 
1 

1 a2 log L 1 
Z: ut . ut . --- .::::: 

a <l> . a <l> . 
2 -"/, - J n n a· 

J 'Z, 

C.4 .17) 

e a matriz de rivada do segundo membro da equação (4 . 17) converge esta 

- 2 casticarne nte para o C e des sa forma um estimado r da mat riz C sera 

-2 - a e -- --
n 

a2 log L 

acp . acp . 
J '1, 

8 mais, corno a matri z 

V= V 

{ 1 
2 

} = { 
a log L 1 

n ae. ae . na 
'Z, J 

2 

f 2 Z: vt . vt-i -J } 

conve rge em probabilidade para a D ternos que um estimador da matriz D 

sera dado por 

- 2 { 
2 - a a log L 

!}_ = -n-
ae . ae . 

'Z, J 

Finalmente, temo s qu e a matri z 

2 a log L 

acp . ae . 
J 'l, 

V 
~} · --

1 
2 na 

-2 converge em probabilid ade para a mat riz o E e port anto um 

de E será dado por 

-

estimador 
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- 2 { ..... 0 
E=-n- -

2 a log L 

a<P . ae . J 1., 

que Um es t imador da matriz de cavar i a~ 
Podemos concluir agora 

eia dos estimador es de n = (~, ~) se rá dado por 

Y- " --<P, o 

-

f a2 log L 

l, a <P . aqi . 
1., J 

{
- a Zag L } {-

ae. a<P. -
1., J 7!.. = 7!.. 

a2 Zog L 

a<P . ae . 
1., J 

2 a Zog L 

aqi . 3</) • 
1., J 

V = 

2 - r ua 
Como o estimado r de o produzido pela equaçao de minimo s q _ 

drados e dado por 

.., ' temos que um estimador de s ua va riância e ;dado por 

-2 Varo 
2 

- ( _1_ I: â2 ) 
n t 

2 

n 

Se ªt tem dist ribuiç~o normal , K
2 

= 3, e teremos que\ . 

- - 2 1 2 2 
5 Var (o ) = ( - I: ât) 

n n 

Podemos agora afirmar que um estimador da matriz de covariâ~ 
eia do estimador~ será da jo pe la fÕITiiula (4j18), e com a hipótese de · 
normalid ade sob os resíduos podemos calcular os i nt e r va lo s de confia~ 

~ e- ; ; e- -2; ça para os componentes de v = ~, ~, 'f'._, _ , o . 
\ 
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e A p r T u L o V 

VER IFIC AÇÃO DO MODE LO 

5 .1. ln traduç ão 

Dado que o modelo ja foi ide ntificado como se ndo 

w (B ) 

o (B) 

0 ( B) 

cp (B ) 
(5 . j ) 

e que os parâmetro s do s operadores w (B), ô (B), 8 (B), cp (B) e o pa r âme-
tro b foram estimado s at r a vés do método d e mínimDs quad r ados não linear, 

~ 
res ta - nos verifica r se o modelo foi id e ntifi cado corretamente ou s e sera 
necessário acresc e nta r ou retirar algum parâmetro . Para efetua r essa ve
r ifi cação usar emos o res íduo , o qua l o mod e lo não conseguiu ex plicar , 

5. 2 . Res Í duo e suas Funçõe s de Autocorre l ação e Corr e laçã·o Cruz ada 

Se a saída po de se r escrita por um a equação da forma de (5.1) 

temos que a estimativa da saída será dada por 

... ... s 
(wo - w B - - w B ) ... 1 s 

xt-b + y ·f; -- ... 
6 Ff; 

. 
(1 - o B -1 r 
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{1 e- B e,._ B - e~ Bq) - 1 - 2 - • •. + _____ _;__ _________ q_,__ __ 

(1 - <P B - <P B - - cp BP ) 
1 2 p 

e portanto o r esíduo se ra estimado por 

ou seja , 

(w - w B -O 1 
xt-b -

Um estimador para a autocorrelação do resíduo será 

1972b ) dado por 

r--(k) -

ªª 

m 
í:: 

t=k+l 

( 5 . 2) 

(5 . 3) 

(Pierce , 

(5 . 4) 

onde me igual ao numero de observações , se supusermos que os valores 

i nici ais de ªt são ze ro s ou se rá dado pe lo nGm ero de observações menos 

0 max (r, s+b ) me nos {p+l) , se us rmos os valore s iniciais observados 

para estimarmos os va lores de ât. 

Temos que (Pierce , 1972b) /ât ~ ªt , para todo t.,, quando o 

me ro de observaçoe s , n, tende para infinito . 

Assim , usando a s uposição que , se o numero de observaçõe s 

~ 

nu 
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grande , a distribuição de r~~ (k ) é apr oximadamen t~ a mesma du r (k) , 
ªª ªª 

faremos uma análise s obre a funçã o de autocorre l a ção es tim da do resí 

duo. 

Te..011..ema 5 .1. (Box-Pierce , '.I 970) : Se o mo de lo (5 . '.I) é ap ropri ado para 

explicar o processo e se os ªt 's de uma particul a r .sé ri e amost r a l -sao 

calculados usa ndo os verdadeiros valores dos parâmetros , e por t anto e~ 

ses ªt 's não são correlacion ados , temos que s uas K primeiras 

rel ações amost rais , r = (r (1) ~ r (2 )~ ···~ r (K)), com K aa aa aa 

em relaç ão ame 

r CkJ = 
ªª 

terão uma distribuição multinormal quando m é grande . 

a utoco.!:_ 

pequeno 

(5. 5 ) 

Al ém dis so , os r (k) são não correlacionados e têm variância 
ªª 

dada por 

[ m- k V raa(k ) J - ---
m (m+2) 

~ / 1Jm 
1 

Deste teorema segue que a estat ística 

K 
Q=m(m+2) E 

k=l 

2 param grande, tem di s tribuição X com K graus l iberdade , ou 

uma aproximaçao mai s co nve niente , 

K 
Q = m E 

k=l 

·, 

r 2 
(k) 

ªª 

( 5 . 6 ) 

( 5 . 7) 

usando 



- 93 -

Obse rvemos qu e para calcularmos r usamos os verdadeiros valo 

r es do s parâmetros , os quai s na r ea li dade não co nhecemo s e temos que 

estimá - lo s . 

Ass i m se ti vermos que estimar o resíduo através de um modelo 

ARIMA (p ., d., q ) 

Q=m 

estimado teremos que a estatística 

K 12 
E r -- (k ) 

k=l aa 

2 tem distribuição X com V graus de li berdade onde v -

ce , 1970 ) . 

( 5 . 8 ) 

K-v - q lrnox-Pier . \ -

Assim , at r avés des t a estatística , poderemos testar se a aut o 

cor re l ação resid ua l é zero ou não . Discutiremos o significado da exis 

t ênci a da autocorre l a ção / na seção seguinte . 

CoMel.a.ç.â.o C1tu.za.da. e.YIA:lte. o Rv.:,Idu.o e. a. EYWr.a.da \ 

A correlação cru za da entre a entrad a e o r es íduo pode ser di 

ferent e de zero sem qu e i sso indique que o model o ajustado este j a in 

correto , pois usando a expressão (3 . 8 ) temos que : 

p (l ) 
XX 

e portanto , mes mo qu e o mode lo esteja correto , ainda existe correlação 

cruzada entre a e ntrada e o r esíduo . Is s o por que para um dado par de 

séries , há relações entre série s e relação de ntro de cada série , em paE_ 

ticular, o pré. branqueamento da sé r ie de e nt r ada faz com que esses va 

lares não se j am correlacionados . Por isso estudaremos a co r re l ação 
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cruzada entre a entrada pré branqueada e o r esíduo . 

Faremo s inici almente a l gumas r est rições sobre a e~t rada 
entendermos mel hor o mode l o l5 . 1), e a seguir, ge neralizaremos os 
sultodos obtidos . 

Suponhamos e ntão que a e ntrada se j a um ruído branco , ªt ; 
sim , a equação lS . 1) transforma -s e em 

w ( B) 

ó (B ) 

0 (B) 

<j) (B) 

e consideremos a corre l ação cru zada entre o r esíduo e a entrada , 

r (kJ 
ªª 

onde ué peque no em re l ação ao número de observações . 

Te..oJtem a. 5. 2. (Pierce ,1 972b ): Temos que as (u+l) primeiras 
cru zadas amos trais entre o r es íduo e a entrada 

para 

(5 . g ) 

têm di stribuição mul ti norma l qu ando o número de observações tende ai~ 
f inito , com média zero e mat ri z de covariâncias L dad a por 

1 

m 

onde 
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1 o ..... o o ..... o 

~1 1 ••••• O Xo ••.• O 

X = 
.............. o •............. o 

..•.......... . 1 •••••• • ••••.•• Xo 

~ · · •s X µ-1 µ- r µ 

Aqui, 

e 

_ w(B ) 
• ~ (B ) -

ó (B) 

(u+l ) x (u+r+l ) 

w(B ) q, (B ) 

o2 (B) 0 (B) 

(5. 12 ) 

( 5 . 13 ) 

A matri z ~ é s ingular, se u pos to e u- s - r , e idempot ent e . Da 

do que se conhece a distri bui ção de r;', , podemos cons truir test es para 

t es t a r se as compo ne ntes des s e valor sã o zero ou não , se a entrada fo r 

um r uído branco . 

I nf e li zme nte , nem semp r e a entrada pode se r controlada de ta l 

f orma a ser um ruído br anco , mas pode ser trans form ado ne l e . 

Se J· a a a ent r ada pré branqueada ; ent ão t e r emos que 

-t 

(5 .1 4 ) 

ond e <P (B ) e 8 (B) são pol i nômios de gr a us p e q r es pectivamente . Se 
X X 

X X 

j a então 
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(5.15) 

É poss íve l demonstrar qu e (Pierce , 197 2 ) 
1 

r -(k ) 
a 

- X 1 

i T(F) r ~Ck J, ( 5 .1 6 ) ªª 
---

a 
o. 

1 x a 

i 
-l - t 1 ond e F = B , e o op e r ado r avanço , a que 

distribuição der -(k) já é conhe cida . ªª 

F{r ~(k )} - r -(k + 1) e xa xa 
a 

d Ob se rV~ 
Assim, ~ara urna escol ha adequada deu e um numero e 

ção gr ande e matriz de covarian ci as do 
.frn r1• é i dempotente e de posto u-s-r, e por tanto a estatísti ca 

S=m 
u 
E 

k=O 
2 r ----(k J, 
Cla 

ve tor 

tem di stribui ção aproximada x2 com u-s-r gr aus de liber dade ( pie rce , .. 
1972b). 

Pode remos assim verificar se a c orre l ação cruzada entre a 
trada e o r es íduo é nu l a para os (u+l) primeiros "l ags ". 

5.3. Verificaçio do Modelo 

en --

Sup onhamos qu e o mo de l o identif i cado se j a da segui nte form a 

e qu e o modelo corret o se j a dado por 
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(5 . 19) 

Teremos que o resíduo será dado por 

(5.20) 

Se o modelo estiver totalme nte incorreto tanto a função de au 

tocorrelação / res i dua l como a função de correlação cruzada entre a en 

trada pré-branqueada e o resíduo serão diferentes de zero . Ob servemos 

o que acontece em cada caso em particular : 

j) Supondo que a funç ão resposta de impulso tenha sido identificada 

corretamente , · teremos então que 

e portanto 

(5 . 21) 

o qu e implicará qu e o r es íduo não se rá correlacionado com a entrada 

pré branqueada ªt' ma s a autocorrelação residual se rá difere nte de ze 

ro. Um a aná li se feit a sobre esta autocorrelação diferente de zero 

nos pe rmit irá fa ze r alterações no mode lo do ruído , já que este e uma 

serie un ivariada . Suges tões de mudanças do modelo do ruído podem ser 

encontrada s no capí t ulo 5 de Nelson, 1972. 

2) Suponhamos que o ruído foi identificado corretamen te , mas a fun 

ção re s posta de impulso não o foi ; teremos então 
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(5 .22) 

Nes te caso teremos corre l ação cruzada entre a entrada Xt 8 o 
.L res íduo a; ,e mais ,teremos também autocorrelação no r es íduo . 

Por existir autocorrelação r esidual fic a di fÍci 1 sabermos 
58 

o erro do modelo está s ó na função resposta de impul so . is_ Então , por -
so, passar em os par a o cas o seguinte , onde tentaremo s fazer uma 
ção na função resposta de impulso, para depois ver i ficarmos se 0 

lo do ruído está correto . 

corr.§:. 

mod.§;. 

3) Suponhamos qu e nem o mode lo do ruído nem da funç ão resposta dei~ 
pulso foi identificado corretamente. Teremos, então, que 

en Teremos , como no cas o anterior , corre l ação cruzada entreª -
trada xt e o resíduo a; e 

vemos o seguinte. 

r obser autocorrelação entre os r esiduos , mas -

Se ja a entrada pré-branqueada ªt ' como em [5 .1 4 ) e T(B), corno 
em [5.15) e sejam os seguintes pro cessos 

e 

Teremos , então, 



- 99 -

Bt 
- v'' (B ) ªt + E''' - t 

ou 

·'· 
f3t - V

7
' (B) E" - ªt · 

(5. 26 ) 
-t 

Isto indicar~ que h~ correlação cruzada entre ª te E; , e se 

multiplicarmo s a express a□ [5 . 26 ) por ªt-k e calcularmos a 

da expressão obt ida teremos 

esperança 

i 
(5.27J j 

Usa ndo a equaçao (3 . 16) temos 

portanto uma medida da diferença entre a função resposta de impulso es 

timada e a ve rdad eira é dada por 

k - O, 1, 2, ... (5. 28 ) 

Su bs tituindo na equação (5 . 28 ) Pa.E* (k ) por seu valor estimado 

r J (k ) teremos novo s va lores pre limin ares para a funçã o re sposta de 

O. E '' 

impulso , os qua i s poderi am s ugerir- nos uma nova função de transferên 

ei a . Depoi s de f eita essa no va identificação é que no s preocuparemos 

com o ruído , poi s po de acontece r que some nt e a correção da função de 

tran s f e rê nci a se j a s ufici ent e para torn a r o mode lo sa tisfatório . Se 

não O for, vol ta r emo s para o Ílem 1 e t entaremos identificar um novo 

mode lo para o ruído . 

1 
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5.4. Teste para Verificaçã o da Signific~ncia ou nao das Funçoes de A~ 
tocorrelação ! do Res íduo e d a Funçao de Corre l ação Cruzada 
o Res íduo e a Entrada 

entre 

-
{veis 

Na secçao ante rior apres entamos tres cas os de e rro s po s s 

8 
de se cometer na identificação do mod e lo da função de tran s f e rência 
que podem se r detectadas a través da função de autocorrel aç ão \ residual 
e da função de corre l ação cruzada . Pre cisamos verifi ca r se e l as 

são 

-realmente zero ou não . A técnica usada para isso se des envolv e r a 
em 

cinco passos . 

'.l) - Se encontramos que a autocorrelação r esidual é diferente de z~ 
ro, i s to nos indica rá qu e pod e haver err o na indentificação do modelo 
do ruído ou mais na identificação da fu nção de t ran s ferên ci a . 

2) - Obs ervaremo s a f unção de corre lação cruzada entre O ruído \ e a e~ 
trada. Se ela não for significante , é porque o e rro está na identifi 
cação do ruído \e nos preocupamos só com e l e . 

Assim se pe l a equaçao (5 . 18 ) temos 

e aind a pe la equaçao (5 . 21) t emos 

onde 
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ficamos com 

Isto nos indica que alguma modificação deve ser feita no modelo do 

ruído; essa modificação pode ser s uge rida pelo próprio r esíduo, usando 

as técnica s , por exemp lo, encontradas no capítulo B de Box-Jen kin s , 

'1970 . 

-
3) Para s e verificar se a autocorrelação residu a l e significante ou 

nao , não basta compará-la com sua var~ânc ia, pois suas propriedades es 

t atísticas são boas quando se us am os verdadei r os valores dos -parame 

-
tros , mas es tão compromet idos para os 11 lags II baixos qua ndo sao usados 

os estimadores dos parâmetros . Assim , deve - se calcul ar a estatística 

2 

apresentada em (5.B) e compa r á-la com X com (K-p-q) gr aus de liberda 

de onde K é tal qu e ~
J 

para j > K tende obrigatoriamente a zero , e por 

tanto os r~~( j ) parJ j 
ªª ' 

> K , também. Esta estatística e mais estáve l 

que a vari ancia da autocorre l ação residual e s timada. 

4 ) . Para se verificar se a correlação cruzada entre o ruído e a entra 

da pré- branqueada é zero ou não, não basta compará- la com s ua variân 

- -
eia , poi s como vimos na secçao 5 . 'J, e las sao correlacionadas , mesmo no 

caso em que a entrada é o ruído branco . Da mesma forma que no passo 

anterior , deve - se calcular a estatística S apresentada em (5.17) e com 

pará- la com x2 com {K+l) - (r+s+l) graus de liberdade onde K é o mesmo· 

do pa sso anterior . 

5) Se , finalme nte , observarmos que a função de correlação cruzada en 
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isto pod~ 
tre O r es íduo e a entrada pré- branqueada é di fe r e nte de zero 

s ucroe stões 
r ã no s s ugerir mud anças na f unção de t r ansfer ê ncia usando as 
apresentadas na se cção 5. 2 . 

Teremos , aqui , que t omar algum cuidado , poi s a co r re l açao 

· f to 
cruz ada e ntre D ru í dd e a entrada pode ser pr ove nie nte some nte do ª I 

- ( 5 8) 
de t e nnos um a entrada a utocorre l a cionada f basta tomar e expressa□ · 
para o cas o em que yt - ª t e t er emos ent ão 

P[ r Od ~ r (k+LJ] - p (LJ . xa m xx 

Esta coin cidência desapare ce qu ando subst itu ímos a ent r ada p~ 
l a entrada pré- br anqueada ; é por -isso que nos não nos preocup amos co rn 

-
t r ada 

a sign i ficâ nci a ou nao da função de corre lação cruzada en tre a en 

- bran 
e o resíduo , e sim com a corre lação entre o r es íduo e e nt r ada pre · -
queada . 

Observemos que qu ando a corre l ação cru zada e nt r e o r es í düO 
6 

r, ô 
a entrada pré~branqueada é dife r e nte de ze r o , nós podemo s ter e rro 
f unção de transf e rên cia s ome nte , ou ne l a e no mo de l o do ruí do . O que 
deve ser f eito nes t e caso é , primeiro , uma modifi cação na fu nção 
trans f er ê ncia e depoi s , somente se neces sár i o , no mode lo do ruído -

5.5. Conclusão 

-
se 

Na secçço anteri or apresentamos a maneira de verificarmos 
o modelo es tá corre to ou não , se a e l e de vem ou não ser dos acrescenta -

não 
parametro s no mode lo do ruído e na fun ção de transfe r ência . Ma s 
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foi f eita ne nhum a s ugestão se devemos r eduzir o número de parâmetros 

des tas funçõ es . Estas sugestões serão feitas pe los int erva l os de con 

fiança dos pa râme tros est imados ; se estes intervalos s uge rirem que a l 

gum parâmetro é zero este deve ser e limi nad o do mod e lo . 

Toda a verificação f ei ta sobre o mode lo identificado foi f ei 

t o supondo independ~ ncia entre a entrada do processo e o ruído do mes 

mo . Qu ando essa suposição é violada , os te stes usados na verifi cação 

pe rdem muito do seu poder . 

Keviczky , 1975 , fa z sugest ões no plane jamento do expe rimento 

pa r a que essa s upo s ição não se j a vi olada . 
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CAP 1 TU LO VI 

ESTI MAÇÃO NO DOMÍNI O DE FREQUENC IA 

6 .1. ln traduçã o 

O modelo que empregamos nos capítulos anteriores , para carmos um sistema dinâmico , com uma entrada Xt e uma saída Yt , 
corn 

t € IR , nc ___ · contínuo , foram construídos no domínio do tempo · Os 8~ 

es tatl:. 

timadores dos parâmet r os desse t ipo de mode lo têm propriedades t i cas não muito boas e são altamente correlacionadas . 
Pa r a conto rn a r este prob l ema o modelo pode ser construí do 

no 

- er iB 1 
domínio da frequência , po i s neste caso o problema de correlaçao s é elimin ado , os compone ntes são ortogonais . - trOS Além di sso , os pa rame 

í 
est imados no domínio da frequência podem ser transformadof para o dorn~ nio do t empo. 

e feita 
A es timação dos parâmetros, no domínio da frequ ê ncia , 

séri0 
usando o es pectro da série de entrada e o e s pectro cruzado ent r e a de entrada e a série de saída . Daremos agora algumas definições nos s e r ão Úteis para descrever o modelo no domínio da frequência • 
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6.2. Transformada de Four i er 

Veóinição 6.1. Seja x(t ) uma função definida em .lR ,pe riÓdica de perío 

do T . A serie trigonomét rica 

00 

x(tJ -
m::::-oo 

X 
m 

i2TTmt/T 
e 

-

( 6 . 1 ) 

~ a s~rie de Fourier de x(t) se os seus coeficientes 

fórmula 

sao dados pela 

X 
m 

1 

T I
T/2 

x(t ) 

-T/2 

e - i2TTmt/T dt., m :::: O., ± 1., ± 2., •• • ., ±N. 

( 6. 2) 

Estes coeficientes sao as transformadas de Fourier fi nitas da 

função x ( t) , e as frequ ência s 2TTm/T são conheci das como 

harmônicas e sao de notadas por w. 
m 

Teo~ema 6. 1. Se a fu nção x(t) é seccionalmente contínua no 

freq uências 

intervalo 

(O., T) e periódica de período T então x(t) converge para o va l or 
1 
2 

[x( t+) + x(t_)] , com - 00 < t < 00 , para todo t onde x (t ) tem derivada 

à direita e à esquerda . 

A demonstração desse teorema encontra -se em Churchill, 196 3, / 

pg . 90/91 . 

Se a série de Fourier de x(t) converge para x(t) escrevemos 

00 

x(-t) -
m::::-oo 

X 
m 

i2TTmt/T 
e 

caso contrário escreveremos 



co 

x(t) -
m=-co 

X 
m 

-106-

i 2nmt/T e 

Podemos ree screver a expressão (6 .1) da segui nte forma: 
co 

:i(-t ) - E (T X) -
m m=-co 

À medida que T ->- co 

lim (T X) - X(f) . m m--'Kt) 

Portanto . 

-im21rt/T 1 e . 
T 

, m/T tende para f e 

X(f ) - l~ x(t) e-i2nft dt , 

e a expressao (6.2) fica 

X(t) - l~ X(f) e--i2nft/T df, 

Usando o teorema 6 .1 teremos que 

co 

x(t) -1-X(f) 
-i21Tft e 

1/T para df então 

(6.2) 

( 6. 3) 

( 6 . 5) 

(6,6) 

As relações (6.4) e (6.6) definem a transformada de Fourier e sua inversa respectivamente . 

Para funções ;r : IR ➔ IR e de L
1 

temos algum s dades. proprie 
que são válidas para sua transformada de Fourier e que enuncia r emo s 

a 
-

enc0 ~ 

seguir mas nao as demonstraremos~ estas demonstrações podem ser 
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tradas em Figueiredo , 1977. 

i ) 

ii) 

iii) 

X( • ) é c ontínua 

lim X(f) :::: O 
f-')-0:J 

se indicamos 

X(f):::: F [ x ] (f) 

o operador Fé um operador l inear , no se nt i do que 

F [= + By] = )aF [ X J + BF [ y ] 

pa r a x e y f unções de L
1

, a e B comp l e xos 

i v ) 

temo s 

Se x e y sao de L
1

, co nt ín uas e l i mitadas em 1R então para 

convo lução de x e y , def i nida por 

00 

( x * y) ( t) - f ( t ) ( ) d 
- ao X - s y S S 

F [x *y] -F [x J F [ y ] 

a 

( 6 . 7) 

(6 . 8 ) 

De finimo s a transformada de Fourie r e sua i nver sa para o cas o 

de funçõ es de L
1

, mas essa defi nição pode ser estimada para outras 

classes de funções . A tabela 6 . 1 fornece um sumário das t r ansformadas 

de Fouri er e sua inversa para os casos de nosso interesse . ' 
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FUNÇÃO OOM!NIO DA FUNÇAO 
i 

/ 

Sequência finita,xn - ( N-1 ) , ••• , O, ••• , N 

Sequência infinita, 

~ ,absolutamente so 
n -

O,tl,±2, ••• 

mável. 

x(t) contínua , sec 

cionalmente lisa. [-1r, 1r] 

'X(t) contínua, sec-

cionalments lisa, [-T/2, T/2] pode 

período T. ser estendida a JR. 

x(t) de L/IRJ. R 

Fonte: Fuller, 1976 , 

TABELA 6.1 

- - - ··-- --- - . - - - -

TRANSFORMADA OE FOURIER TRANSFOR MADA INVERSA 

- 1 
N 

-i . . N X = 1 e eirmk/N e -- E x e 
k 2N_(N-1) n n k=-(N-1) k 

k = - ( N-1 ) , ••• , O, • , • N. n = -(N-1),,,.,0, ••• , N pode 

ser estendida a n = 0,±1, • .. 

1 - i!JJ>'l X(w) = - E X e r . 21T n i.wn n xn = -TTX(w)e dw, 

-1r<w<1r,periÓdica de perío-
do 21T . n=0,±1,±2, ... 

1 r - ikt . · ikt ck = 21T x(t)e dt, x(t) = E cke , 
- 1r k 

k = o, ±1, ±2, ••• te[-n, TIJ, pode ser estendida 

como uma função periódica de R 

- J_ r/2. (t) - i2Tikt/'J'dt (t) _ E i2Tikt/T ªk- T x e , x - ake 
- T/2 k 

k = o, ±1, ±2, ••• -T/2<;.t<;_T/2 , pode se r estendida 

a R. 

1 [ -iwt X(w) = 2'IT -a, x(t)_e d_t, r iwt x(t) = -oo X(w)e dw 

-oo<w<+a> -oo<t<+a> 

1-' 
o 
o:, 
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6.3. O Es pec tro de um Processo Estocástico Estac i onário 

Na aná l ise espectra l, a característica fund amen t a l é o espe~ 

tro , que é a transformada de Fourier da função de autocovariância . Lo 

go sob o ponto de vista da quantidade de informação probabi lí stica que 

fornecem o espectro e a função de autocovari ã ncia são f e rramenta s equl 

valentes (r1orett in , 1979 ). 

Seja X(t) , um processo estocást i co estacionário com média µX 

e função de autocova riân c i a Yxx(u) . Se jarn x( l), x(2) , ... , x (T) obser 

vações desse processo ; temos qu e um estimado r de fu nção de 

riânc ia do processo é 

58 O 

e (u) = 
XX 

, 
processo 8 

1 rT-J u l - -
T J, ( x (t)-x) (x ( t + 1 u J)-x) dt, 

o 

O, caso contrário 

co ntí nu o e 

autocova 

(6.9) 

1 T-{ul 

T 
(x ( t )-x) (x(t+l u \)-;;) dt, O ~ \u \ ~ T- 1 

t=l 
e (u) -- (6.10) 

XX 

o, caso contrário 

, 

58 0 proce s so e discreto . 

Suporemos ai nda , qu e uma condiçã o de independência assintóti 

ca esteja satisfeita , no se ntido que valores do processo bastante se 

parados no tempo sejam pouco dependentes . 

Esta condição e expressa por 
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00 

( 6 ,11a) u=- oo 

\ no caso discreto e por 

00 

l_oo \ y= (u) \ du < oo 

no caso continuo , ou seja Yxx <u) ➔ O quando \ u \ ➔ 00
• Nes t as ç6es o espectro de X(t } ~ def i ni do co mo a transformada de Fourier Yxx(u }, ou se ja, 

de 

00 1 -i2TTfu r x/fJ = -- z: Yxx(uJ e , - oo < f < oo 
(6,12) 2TT u=-oo 

para o caso discreto, e 

- oo<f<oo 

para o caso contínuo. 

Ob se rvemo s qu e a tran sformada inve rsa do espectro nos dá função de autocovariâ ncia do processo . Teremos , / port anto, 

vxx(u) = l 1T ei2TTfU r , 
XX( f) df, 

7T 

para o caso discreto , 

() _ j-00
00 

ei2nfu Yxx u rxx(fJdu 

para o caso contínuo . 

ô 
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6.4. Estimadores do Es pec tro 

Estamos int eressa dos em constru ir est imadores do es pectro 

I'Xx (f) do processo estocástico es tacionário {Xt t = O, ± 1, ± 2, . .. } 

de f i nido por 

CX) 

rxx(fJ - r21rJ-
1 E - i2nfu ( ) 

e Yxx u , (6 . 16 ) 

u=-ro 

com - 00 .::_ f :5_ 00 • Os es timadores sa o bas eados em N observações do pr~ 

ces so . 

Definiremos um particular est imador, que foi introduzido por 

Schuste r, 1B94, o periodograma. ou espect ro amostral. Este estimador é 

frequen temente usado em ciências aplicadas e o seu limite . quando N ~ oo 

é chama ~□ de espect ro de potência s . Este estimador é adequado qua ndo 

temos s inais determinfs ticos , /mas quando temo s processos aleatóri os 0 

limi te em questão pode nao ter se nt ido , já que o periodograma , como um 

estimador , se rá uma variáve l al eatóri a (Mo rettin, 1979 ) . 

Vejamos ent ão como se defi ne o periodo grama . 

Seja x(t), - 00 t < 00 um sina l determiníst ico; s ua 

ou energia média no domín io de - ~ < t :5_ ; será 

= _1_ I T/2x2(t) dt -

T -T/2 m=-ro 

CX) 2 

X 1 m 

onde X é definido em (6 . 2 ), portanto a variâ ncia (ou e nergia 

m 

de x(t) é 

va riância 

(6.17) 

média) 
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r2 2 lim - 1- x
2

(t) (T\ \2) 1 - dt - lim L'. X --o - -T-+«> T T-+«> m T m - T/2 

00 

- J-r /fJ df 
-

onde 

f(f) - lim T\ X 12 (6.18) 
-

T-+«> m 

-e cha mado espectro de potências. Por (6. 2), temo s que 

r/2 2 Tj X 12 - 1 x(t) e-i2rrft dt (6.19) 
-m 

T 
-T/2 

~ 

- . fato 
e este é chamado de periodograma. A definição (6.18), na □ e satis -
ria se x (t ) é um processo estocástico pois (6.19) é uma vari ~vel 
tória e pode não convergir para nenhum valor limite, quando T + ~ . 

Definiremos agora a transformada de Fourier finit a para 
um 

\ 
- s dO 

processo estocástico {Xt, t = O, ± 1, ± 2, ... } dada s N obs ervaçoe 
me smo , \ por 

i2TTmt 
N 

( 6 . 20) 1 

[ N-1] [N
2

] ., 
cont i-

com - - 2- - ~ m ~ onde por [a] se entende o maior inteiro 
do em a . 
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Pode - se pro var (Mo rettin, 1979 ) qu~ se rxx(f) é continua , pa 

ra N grande, 

2nm) 
N , (6. 21 ) 

e esta aproximação e t nto me l hor quanto mais suave for rxx(f) na vi zi 

nhança de f = 2TTm 
N 

Também se o process o se o processo for estacionário, satisfa

zendo à co ndição 

então 

00 

r I u 1 1 Y xx(uJ 1 < oo , 

u=- oo 

e { d
( N) 

ov m , 
1 

e sob certas condições de regulari dade sobre as frequências 

d(N) qua ndo N + 00 , t em distribuição assintótica normal complexa 
m , 

lfj (O,I'XX (
27/:J ), s e m-;1. O, ; e tem di s tribuição assintótica 

(6.22) 

2nm 
N 

, 
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As demonstraçõe s desse s f a to s encontram- se em Bril unger ' 
1975 cap . 4 . 

Ass im a equaçao (6 . 21) sugere um es timado r para r xx{f) 
por 

d(NJ \2 __ 1_ 
m 2rrN 

N-1 N com -[-2-J ~ m~ ~2 ]. 

2rrmt 
N 

Este estimador é chamado periodograma do s va lare s 
2, ••. , N. 

Podemos definir pe riodograma para qualque r fr equência 

dado 

(6 . 22) 

;:: 1, 

f E JR : 

mas na prática só poderá s er calculado pa r a um núme r o fini t o de 
quências . 

Pode-se demonstrar que o periodograma é um e s timador 
ticamente não viciado, (Parza_ri , j 196J.), i s to é, 

lim . E [ -/NJ \7 = r / 2nm J {m ) u XX N N--'>-00 1 

Se X(t) é Gaussiano/ temos o res ultado seguint e 

( 6 .z4l 
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Teo~~na 6 . 2. As ordenadas do periodograma I (N) sao variávei s 
m 

aleató 

r i as assintoticamente indepe ndentes e tªm distribuiç~o assintóti ca mGl 

tipla de uma variá vel aleatória qui -quadrado com dois graus de l iberda 

, -+ N 
de sem t- O em r 2 , e com um grau de liberdade sem - /11 O ou m = 2 . 

A demon stração pode ser encontrada em Morett in, / 1979 , capítulo 6 . 

Assim , teremo s que assintoticamen te , 

E [ I(N) ] - f ( 
m XX 

2nm 
N 

) 

[ I (N) ] 2 2nm 
Var - rxx ( - N m 

[ I(N) ] 2 
Var - 2 r xx (oJ ., -

m 

2 
2 21T - rxx( - N 

) ., 
N 

m/Oeml - 2-

o m --

N 
) ., -m - 2 

- -

(6. 25 ) 

Observamos que o periodograma nao e um est i mador consi s te nte , 

apesar de ser assintoticamente não vici ado ; s ua vari~ncia não decresce 

conforme o núme ro de observações aumenta . 

Para contorna r este problema , são definidos os 

a l isados do espec tro que co nsideraremos a seg uir . 

estimadores 

V~ó,i,n.,.í_ção 6.2 . Chama-se est imador alisado do espectro qua lquer estima 

dor do tipo 

(6 . 26 ). 

-
ou seja , 0 est i mado r alisado do espectro e dado pela convolu 

çao e1tre O periodograma e uma função WM(f) , onde WM(f) é a tran s forma 
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d·ções : da de Fourier de uma função wM(u) que satis faz as seguintes con 
1 

i) WM(u } 
~ 

e par 

(6,271 ii) wiv/OJ 
- 1 -

iii) wiu J = o , 1 u 1 > M, M < T 

·a te de J,.... As funções wiu) e y/M(f) sao chamadas , r es pect ivamen ' 
nela temporal e janela es pectral . 

1953. 

O procedimento de suavizaç~o ~oi introduzido por 

5 ugeri Para o leitor melhor entender a idéia de ss e procedimento 
mos ler Morettir. , 1979 pg . 149 - 156 . 

9)( Usando-se~ propriedade (iv) de transforma da de Fourier a ,.... 
pres são (6 . 26) 

I(fJ 

Se denotarmos por ªxx(u) o produto da jane la temporal 
função de autocorrelação estimada , teremos 

I/f) - l~ Cx/u! e-i2nfu du . 

,, 
Observemos que as fórmulas (6 . 26) e (6 . 28) no s dão 

dos para calcular o estimador alis ado do e s pectro , um que e 

rnet9,. 
doi 5 

reto. que corresponde a fazer a 

janela espectral escolhida, e 0 

di 
charnadº ,-: 

pelél convolução do pe riodogr ama I(f) 
. etº indJ.r segundo método , que é ch amado -~ 

e é feito usando a transformada de Fourier da funç ã o de 
variô_,, autoco 
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eia amostral multiplica da pe la jane l a temporal. 

Em prin ci pio , qua lquer fun ção w
1
,/uJ que sati s fa z a s proprieda 

des (6 . 27 ) pode se r usada como jane l a t empora1 . t ab e la 6 . 2 apr~ 

s ent a as j anel a s t empor a i s /e s uas r es pectivas j a ne l as e s pectrais ma i s 

usada s . 

Pode - se demons trar (ve r J enkins & Watts , 1968, pg . 41 2 ) qu e 

Var{I(fJ} - 27T 

N 

(6 . 29) 

Observemos que qua lquer que se ja a j anela a var i ância do es t i 

mador do espectro alisado tende a zero quando N + 00 , o que o torna con 

s iste nte . A tabe l a 6 . 3 ap r esenta o vié s e a variância das 
1 

j anelas 1 
! 

mais usadas (Jenkins & Watts , 1969 ) . 

A e s co l ha da j a nela é f eita s egundo o critério de ter o menor 

vi és e a menor va r i ân c i a . Ob s erve que a j ane l a r e tangul a r produz o es 

timador do e s pectro qu ando M = T. 

Mas a escol ha da jane l a envolve mai s problemas do que o s ug~ 

rido a qui . Como es t amo s a qui int e r essa do s da fun ção re s posta da fre 

1 

qu ênci a , nã o nos dete r emos neste ass unto . Ver J enki ns & Watts, 1969 1 

pa ra deta lh es . 

Estender emos a seguir es t e s con ceitos para os process os biva 

ri a dos . 
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TABELA 6.2 

DESCRIÇÃO JAN ELA TEi1P:Ji<AL JAN ELA ESPECTRAL 

Retangular DM(u) l 1,1•1 'M 
= O, lul > N 

( [ ain2<Jf?:J ] 
QU f) = 2M 2~JU , --:_[~"" 

. 1 l•I 
Q ( f) - M l sin<Jf/1 r ~ 1--

Bartlett Dufui = M • jul ~ M 

o, lul > M M - ~j71 ' --< ~
00 

= { ½(:, "' ~). lul 
Q (f) = M { sin2<JfU f 1 sin2~.'-' ( f+ }."f + 

SM M 2~fM 2 2~.'1( f + ½ M) 

Tukay D,..,fu) lul > M 

1 • i•Z'IM(f - ½ M) ) 
+ -

2 2~M(f-}MJ 

-,,[~)1 1 J - '• 2~fi.J 1 - {;dj),J) ii ' 
~~ .. 

1 - 6[¾]2 + 6(1~1)3. 

lul si 

Par zen DN (u) = 2 (1 _ l~r, Q (f) =I M[ sin<J t:'t/2 r 
M 4 ~fl-:/2 • ~S"" 

O, lul > M ?i < 
2 lul < M -
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TABELA 6.3 

Vié s do estimador alisado Variância do 
e:( 
_J 

w 

v (cxx (f) ] = E[cxx(f) J -
estimador a lisado z r xx(f) e:( 

'7 

o:: 

I[u[ 

e:( 

( ) -i211fu 2 r2 ( f J • 
M _J 

du ::i Yxx u e 
T l'.) XX 

z 
e:( 

< M 1-
w 
o:: 

l'.) 

0. 060 2 
+ O (M-

4
] 

z Í r (fJ o. ?9 5f
2 (f) M 

H 

,l • "f E d XX XX 
E 
e:( 
I 

-

0. 063 2 
+ O (M-4] >- Í r (fJ o. ?sor2 (f) 

M w 
tf 

. -
~ d XX XX T ::J 
1-

1-

l TF [- [u[ yxx(u) ] 0. 66?f
2 M 1-

( f) w . -
__J M XX 'I.' 
1-
o:: 
e:( 
CD 

z 0. 152 a2 
+ O (M-3) 0. 539f

2 (f) M 
w ; r (fJ -

tf 
. 

T N d XX XX 
o:: 
e:( 
o... 

* TF indica a transformada de Fo urier da função 
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6.5 . O Espectro Cruzado 

Ve,{yüúç.ão 6 . 3. O espectro cruzad o de um processo e s tocás tico estacioná 

rio bivariado (X(t)~ Y(t)) é dado pe la tran s forma da de Fourier da fun 

ção de covariâ ncia cruzada ent r e a entrada (X(t) ) e a saída (Y ( t ) ) , i s 

to é, 

(6 . 30) 

supondo -se que 

00 

f _
00 

1 Yxy luJ I du < 00 

An a logamente ao estimador do espectro do processo X(t} , um es 

timador para o espectro cru za do se rá dado por 

com 

ou 

{N) * (N) 
- dx(m) . dy{m) 

que e chamado periodograma cruzado . 

Obs. Z* ê o conjugado de Z. 

/ 

i2rrmt 
N ] [ 1 Y{l) e 

l=l 

( 6 . 31) 
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Natura l mente , podemos definir o periodograma cruzado para 

qualquer frequênci a f E m , 

( 6 . 32 ) 

Se X(f) é uma função definida no conjun to do s comp l exos ela 

pode ser escrita da segui nte forma 

iF ( f) 
X(f) = J X(f) J e X 

onde J X(f) 1 e chamada a mplitude da função e Fx(f) a fase , onde 

Assim 

Im[ X(f) ] 

Re [ X(f)] 

I(N)(f) / = ld (N)(fJl\ d (N)(f) 1 
XY X Y 

onde 

e a amplitude cruzada e 

e a fa se cruza da . 

i[Fx(f) - FyCfJ] 
e 

Defi niremos a coerência K como se ndo 

1 

Kxy(fJ = 1 rxy (fJ 1 / rrxy(fJryy (fJJ 2
• 

(6.33) 

(6 . 34 ) 
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~ 

Um estimador de coerência sera dado por 

Pe l o mesmo motivo do caso univa riado, temo s qu e usa r as j an~ 

l as es pectra i s para que os es tima do r es do es pect r o c r uzado se j a m con 

sistentes. Ass im, 

ou se usamos transformada de Fourier 

onde WM(f) e wM(u) são respectivamente a j anela e s pe ctral e a 

tempora l de finidas antes. 

6.6. Função Resposta de Frequência 

(6.36) 

(6 .37) 

janela 

Sej a um processo estocástico bivariado (X( t ), Y(t)), t 6 R ou 

t t Z, onde há uma relação de dependência entre Y(t), a sa ída do pr.9.. 

cesso e X(t), a entrada do sistema. 

No ca pítulo II desc revemos um mod e lo para um ti po de sistema 

dinâmico, que é dado pela rel ação 

Y(t) - [ r,(u! X(t-u! du + N(t! (6. 38 ) 
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pa r a o caso contínuo , ou por 

00 

(6 . 39 ) 

para o cas o discreto . 

Aqui v(u) e v(B) sao fun ções r es posta de impulso e N(t ) (Nt ) 

e o ruído do s i s tema , que é não corre l acionado com a entrada . 

Observemos que a expressa□ (6 . 38 ) pode ser escrita na fórmula 

de convolução , de modo qu e 

Y(t ) = v ( t) * X( t) + N(t) ( 6 . 40) 

Usando as pro priedades de tran s formada de Fourier, teremos 

que 

TF [Y(t )] = TF [v(t)] . TF [X(t) ] + TF [N( t)] 

A transformada de Fourier de função r esposta de impulso e co 

nhecida como função r esposta de fr equência e é denotada por H ( f) . 

Se f x (·) é a fu nção de nsidade de pr obabilidade de X( t ), vem 

que 

E[t 
00 

v (u) X(t-u ) du + N/t ~ l-ly - E(Y(t ) ) -- -

- [ { v(u) X(t-u) duJfx(x) dx + EQv(tJ] -



- 124 -

( 6 . 4 1) 

l ogo a f unção de covari â ncia cr uzada Yyx (T) fi ca 

= E{[ ( v (u! X( t +, -u! du + N( t +t ! -

- [v(u)E[ X( t )+T-u)-µXJ[ X(t )-µx ] du + y (T), o · NX 

portanto 

Esta expressa□ é vá lida porque o termo yNX(T) J nulo , pois a 
entrada é nã o corre l aci onada com o ruído . 
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Então aplicando a transformada de Fourier na expressão (6. 42 ) 

obt emo s 

(6 . 43) 

e portanto 

(6 . 44 ) 

-
Analogament e a expressa □ (6 . 42 ), temos que 

(6 . 45) 

aplicando-se na expressa□ (6 .45) a transformada de Fourier obtemos 

Ass im a coerência , fica dada por 

portanto se Kxy(f) - 1 há uma relação linear entre a ent r ada e a saí 

da . 

Um estimador da função re s pos ta de frequência será 
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e us ando a transformada i nversa , obteremos que um estimado r da 
re s posta de impulso , dado por 

-1 í; ~ v (u ) = TF r(f)j. 

Escrevendo-se 

-H(f) = ê(f) eiF (fJ, 

função 

( 6 . 47) 

- / - -
do sis 

onde G(f) e F(f) sao respec t i vamente o ga nho e a fase e s timados -
tema , temos qu e 

-
G(fJ = Axy<fJ / Ixx< fJ ( 6 ,481 [ 

e 

Apesar da s variâncias dos est imadores da f ase e da amplitude 
-

entrada 

do espectro cruzado e da va ri ancia do es timador do espectro da 
independerem do número de observaçõe s (Jenkins & Watts , 1969 ), é conV~ niente reduzir a variância desses estimadores usa ndo o es pectro alis ado, des sa forma as equações (6. 48 ) e (6. 49 ) se transformam em 

( 6. 50 ) · 

8 
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6. 7·.1 Estimação do Espectro do Ruído do Sistema 

O mode lo proposta na secção (6 . 5 ) para explicar um s i s tema 

di nâmico e da forma 

Y( t ) = I: viu) X(t--u) du + N/ t ), 

ou escrevendo., na forma de convolução., 

Y( t ) = v(t) * X(t ) + N(t) (6 . 52) 

e aplicando -se a transformada de Fouri er na equaçã o (6.52) obtemos 

Y(f) = H(f) X( f ) + N(f) . (6.53) 

Supondo que o número de observaç ões é TJ a transformada de Fou 

rier finit a do ruído e 

d(T) (f) - H(f)d(T) (f) 
y X 

e um estimador para o espect ro do resíduo é dado por 

(6.54) 

Mas o est imador de re s íduo no domínio da frequên cia não pode

r á ser usado para se calcular o espectro amos tral , pelo seguinte fato : 

I--(fJ = !:.. 1a{TJ (fJ l 2 = 2 1a(TJ (fJ - a(TJ (fJ H(fJ l 2 = 
NN T N T Y X 

poi s KXY = 1 para esse tipo de mode lo. 
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Assim o es pectro amos tra l da e nt rada e o espectro a mostral 

cruzado só nos dão informação sobre o ga nho e a fase do sis t ema, não 

dando ne nhuma i nformaç ão sobre o ruído do s i stema . 

Para obtermos i nfo rmações sobre o espect ro do ruído do siste 

ma , temos que ca l cular o est ima dor alisado do espectro do mesmo . 

sim, a exp r ess ão (6.54) se transforma em 

6.8., Dis t ribu ição de Pr ob abi lidade do s Estimadores 

As f un ções de distrib uição dos estimadores do espectro 

As 

(6 . 55 ) 

de 

ene rgia estão associadas ao tipo de estimador usado . Ao usarmos uma 

j ane l a temporal para estimarmos um espectro , estamos t entando reduzir 

a va r iância do est i mador , de forma qu e ele se torna con sistente . Pod~ 

!!?._8 demonstrar (J e nkins - Watts , 1969 ) que a razão L/ T r e presenta a pr~ 

por ção que a variância é reduzida entre o estimador alisado e o nat~ 

ra l, onde L é dado por 

00 

L - f _
00 

w!(f! df = du. 

A essa relação se dá o nome de razão de variância, por exe~ 

pl o L = 2M para janela ret a ngular, e portanto a ra zão de var i â ncia P~ 

r a essa j anela é 2M/T . . Se por exemplo , usa rmo s M = 0, 2T a razao de V~ 

riâ ncia será 0, 4 o que s ignifica que a variân cia do estimador alisado 

do espectro será reduzid a e m 40% em relação a variância do estimador 
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TABELA 6 .4 

DESCRIÇAO JANE LA ESPECTRAL RAZAO OE GRAUS DE 

VAR IÂNCIA LI BERDADE 

Retangula r 2M sen2CJfM 2 li. T 
2CJfM -

T M 

Bart lett M [ s;~fM r 0. 667 ~ T 
3 M 

Tu key 
M [ 

s en2CJfM 1 1 l o. 75 ~ 2 . 667 F1 . 
\1 - (2CJfMJ2 2CJfM 

Parzen .§__M l s en( ~fM/2) r M T 
4 . fifM/2 O. 539 T 3 . 71 M 
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natura l do es pe ctro. 

Supondo que X(t ) é um processo Gauss i ano , pode-se demon s tra r 

(A kai ke , 1962 ), que a distribu i ção de pr obabilidade de Ixx(f) pode ser 

2 apro ximada pe l a distri bu i ção de ~Xv' onde 

e 

a- ------- =----
V V 

T 

L 
( 6. 56) 

(6.57) 

Assim, o interva l o de confiança com níve l de confi an ça a, P~ 

ra I'XX(f) é da do po r 

., (6.58) 

A t ab el a (6.4) nos apresen ta a razao de variâ ncia e 05 graus 

de liberdade pa ra os di versos t ipos de j ane l as . 

Podemos r eescrever a expres s ão (6 .5 3 ) na forma 

N(f) ;:; ' Y(f) - H(f) X(f) 

= {Y(f) - X( f) H(f)} + X(f) {H( f) - H(f )}., 

ou, ainda , 

1 N(f ) 1
2 

~, 1 Y( f) - X( f) Éi ( f ) 1
2 

+ 1 X(f) 12 1 ÍÍ(f) - H(f) 1
2
-

(6,59) 
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O produto cru zado desaparece , pois 

X* (f) Y(f) = H(f) 1 X(f) 1
2 

Então , di vid i ndo a igualda de (6 . 59) por T , temos 

Como o estimador natural do espectro do r esíduo é zero temos 

que usar o est ima dor alisado o que transformará a expressa□ (6 . 60) em 

H(fJ - H(fJ 1
2

- (6 . 61) 

Como N(t ) e um processo Gaussian o, temos que 

-onde V, o numero de graus de liberdade , depende da janela espec t ral 

usada . As si m a expressão (6 . 61) pode ser escri ta na f orma 

V = 'J 
Ijji/fJ 

f NN'(f) 

+ V 1 H(f) - H(f) 1~ (6 . 62 ) 

2 Ass im, teremos que os componentes desse X estão dis t ribuídos 

da seg uinte forma : 

e V H(fJ - H(fJ 1
2 

~ X~ 

Pode-se demo ns trar, também , que essas componentes sao e s t at is 

cament e independentes . 
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Podemo s agora t esta r a existência de funç ão r esposta frequê~ 

eia , e mais , construi r interva l os de con fianç a para o ga nho e a fas e 

do sistema . 

A J / - Tu.te. pa!La. a CoeAê.n.ua VióeAe.n-te. de. ZeAo 

Suponha que H(f) é identicamente nula para todo f (i sto signl 

fica qu e a entrada e a sa ída são não corre la cionadas e a in da que a coe 

rência é ze ro ) . 

Assim se H(f) - O temos qu e o segundo termo da expressão / 

(6.62) é dado por 

v-------=v--------

e o primeiro termo da expre ssa □ (6.62) é dado por 

2 v---- -v --------- X ~ v-2 

e portanto a estatística 

(6.63) 

tem distribuição aproxima da j F 
2

, v-2 • se H(f) = O 

8) - Os intervalos de confi ança aproximados para o ganho e a fase d~ 

sistema são deduzido s analogame nte e são dados pelas seg uintes fórm~ 

las 
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a) - para a diferença entre a função re s posta de frequên cia estimada e 

r e L 

H(f) - H{f) 1
2 

< -
2
-

v-2 

b) - para o ganh o do s istema , 

G(fJ 

c) - para a fase do s i stema 

± are sen / 2 

v-2 

I~7i/fJ 

Ixx(fJ 
. F 2., v-2 ( 1- a ) 

) 

) 

~ Note qu e os i nterva l os de confiança são pe que nos quando o nu 

mero de graus de lib erdade , V, é grand e e quando a coerencia 

t ambém é grande . 

6 .9 · l Conclusão 

Da do que a função r es po s t a de frequência j á fo i estimada pod.§:_ 

mos através de l a estimar a função respos t a de impul so qu e será calcula 

da atravé s de 

00 

v(u) - J_ H(f) e-i2nfu df . 
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- -Qua ndo o pro cesso e di screto a forma de calcular e dada por 

Re Úxy<fJ] 

Ixx(fJ 

Im [:rxy(fJ] 

Yxx(fJ 

cos 21rfK df + 

sen 2TrfK df. 

Essa é uma o utra forma de se calcular a função r es pos ta dei!!!_ 

pul so onde não é necessário pré branquea r a entrada , para 

zar o sistema (3.13). 

ortogonal2:_ 
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CAPITULO VII 

APLICAÇÕES 

7 .1. Introdução 

Para finalizar este trabalho , apresentaremos alguns exemplos , 

onde aplicaremos as técnicas descritas nos capítulos de identificação, 

de estimação e de ve rificação do modelo de função de transferência . Ta~ 

bém aplicaremos a técni ca do espectro cruzado para identificar ares

posta da frequência . 

7.2. Exemplos 

Ex.e.mplo 7.1. (Box-J e nkin s , 1970 ) Em uma experiência para otimização 

da con centração de Gá s Carbônico (C0
2

) em uma fornalha, foi emp r egado 

como e ntrada uma combinação de ar com matano para formar uma mistura 

de gases contendo co
2 

(dió xido de carbono) . A qua ntidade de ar era 

constante mas a razão do gás metano era variável de maneira a variar a 

concentração de co
2

• A figura 7. 1, nos dá o gráfico da 1 -con centraçao 

de co2 como Y(t) e de uma transforma ção de concentração do metano como 

X(t). 

A relação entre a concentração do metano e X(t ) e dada por 

Concentração Metano - O, 60 - O, 04 X(t). 
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Essa transformação é f e i ta para que a média de e ntrada 
se ja 

ze r o . O ru i do neste particu l ar processo foi i nduzido de lib eradamente , 
po r isso nós 

f se deS 
con hecemos sua forma , mas procederemos como se os -conhecido . 

J 
t o 

Os dados fo11am tomados em interva los de tempo de 9 s ., num -ta l de 296 . , . s por 
A ent r ada Xt as s ume valores de -2 , 5 a 2, 5 pes cubico 

minuto e a saida Yt de 0, 5 a 0, 7 p~s cGbicos por minuto . 

2 .5 

1 o.o 
Razão de Entrada 

do eos 
-2 .5 

o 5 10 15 20 25 
t 1 min \ --+ 

1 
60 

55 
Concontroçõo de 50 So ida 1 •f o CO2 \ 

45 

o 5 10 15 20 25 
t 1 min . l --+ 

Figura 7. 1 

Observando a figura 7 .1 das series de entrada e saída não 

\ 

Cont r a rnos nenh uma te nde-nc;a 1 · 
, deV 8rn 

~ ne as , o que sugere que essas series ser estacionárias e portanto nao hã necessidade de se ca l cu l ar as 
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rie s de di fe rença s . 

Em segu ida , calcularemos a funç~o de autocorrelaç~o de série 

de entrada , cujos va l ores se encontram na t abe la 7 . 1. 

Em seguida , f oi ident ificado o mode lo que a série de entrada 

segue , usando o pro ce di mento do capí t ulo 4 de Box - J enkin s {1 970 ), o.e_ 

tando- se por um proce ss o auto r egress ivo de ordem trê s . 

Ass im, obtemo s o modelo 

( 1 - </> B - </> B
2 

- </> B
3

) Xt - ªt 
1 2 3 

onde ªt é o ruí do br anco . 

TABELA 7 .1 

Funç.õu de Au.,tocoltJl.ei.aç.ã.o e Au.;t,ocoltJl.r,,(,aç.ã.o PM.c.i.al. da 

Svúe de En,tJz.acía do Exemplo 7. 1 

La.9 u. AutocoltJl.e,f.açÕu r (u) 
XX 

1 - 12 0. 94 0.83 0. 68 0.53 0.41 0.32 0.26 0.22 0.21 0.20 

e .p. 0.06 0.10 0.12 0 . 13 0.14 0.14 0.14 0.15 0.15 0.15 

13-24 O.IS .D.13 0.10 0 . 08 0.06 o.os 0 . 04 0.04 o.os 0.06 

e.p. O .15 0.15 O.IS 0 .15 0.15 0.15 O.IS 0.15 0.15 0.15 

Lag u Au.,tocoltJl.e,f.açÕu Pa1tww cp uu 

1 - 12 0. 94 - 0.52 - 0.17 Q.13 0.1 5 o.ao - 0.04 0.03 0 . 07 -O.DO 

e.p. 0 . 06 0 . 06 0.06 0 .06 0.06 0. 06 0.06 0.06 0.06 0 .06 

13- 24 0.04 O • .DO 0.03 -0 . 01 - 0.06 o.os 0.08 -0 .01 -0.03 -0 . 02 

e .p. 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 o.os 0.06 0.06 0.06 0.06 

X = -O. 04723 

(J = 1. 0714 
:r; 

Número de Obael'Vaçõea = 296 

0.19 . 0.18 

0.15 0.15 

0.06 0.06 

0.15 0 .1 5 

-' 0.08 - 0 . 04 

0.06 0 . 06 

-O .DO 0.01 

0.06 0.06 ' I · 
1 

! 
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Os parâmetros cp
1

, ~
2

, ~
3 

foram es timados usando mínimo s qu~ 

-drados nao lineares e os valores enco ntrados foram os seguint es : 

processo 

c/>2 - - 1, 3? 2 
e s - 0,0 353 

Cl 

Portanto, a serie de ent r ada pré-branqu eada é a s eguinte : 

Aplicando-se o mesmo operador na s erie de saída ob t eremos o 

St nao é obrigatoriamente um ruido bra nco , é só uma trans f or 

maçao da série de saída. 

Usa ndo a fórmula (3.1 6) teremos qu e um estimador 

da funç ão resposta de i mpul so será 

SCl 

Portanto , como sa = 0,1 88 e sS - 0,358, teremos 

o, 358 

0,188 
raS(kJ 

A tabela 7 . 2 , nos dá os valores de raS(k) , para 

preliminar 

k = O, 1, 

2, ... , 10, seus /respectivos des vios padrõ es e os pes os vk . A figura 

7.3, nos dá o gráfico da função respos t a de impul s o . O des vio p- drão 

de Y'aS(k) foi ca lculado su pondo qu e : 
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i ) - As corre l ações cruzadas sao zero para os "l ags " menores qu e 2 

e ma i ores que 8; 

ii) - As autocorr e l ações r (k) são nulas pa r a k < O. 
cm 

iii) As autocorrelações r
1313

( k ) são nu las par a k > 4 . 

i v) - Subst i t uindo as corre l ações t eóricas pe l as est i ma das que se en 

contram na tabeJ.a 7 . 2 1 

TABELA 7. 2 

8ümaç.ão da Função de. CoJUte,laç.ão C1tuzada do1.:i Va.do1.:i P1te.-b1tanque.ado1.:i 

K o 1 2 3 4 5 6 ? 8 9 10 

r a. B - 0 . 01 0 . 05 -0 . 03 -0 . 28 - 0 . 33 -0 . 46 -0 . 27 -0 . 17 -0 . 03 0. 03 -o. os 

Ô(r ) 0 . 06 0 . 06 0 . 06 0 . 05 0 . 06 0 . 05 0 . 06 0 . 06 0 . 06 0 . 06 0 . 06 

-
vk -0 . 02 O . 1 O -0 . 06 - 0 . 53 - 0 . 63 -0 . 88 -0 . 52 -0 . 32 -0 . 06 0 . 06 -o . 10 

No gr -fi co da figura ( 7 . 2) da função de correlação cruza da e~ 

tre a ªte i3t estimada , ob s e rvamo s que o des vio padrão da funç ão dife 

re pouco do va l or n- 112 - 0~06 o que já era esperado , pois as series 

são não correlacio nad s . 
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k ---<-

o 2 3 4 7 8 

- -- --2 

-8 

-10 

FIGURA 7. 2: ESTI MAÇÃO DA FUNÇÃO DE CORREL AÇÃO CRUZADA DO 
GAS DE FORNALHA DEPO IS DO PRÉ-BRANQUEAMENTO. 

Observando a figura 7 . 3 temos que v
0

, v
1

, v
2 

sao pequenos co~ 

parados com seu desvio padrão , o que sugere qu e b seja t r ês . Agora , 

precisamos saber os valores deres ; us a ndo a s afirmações do capítulo 

3, s uger i mos quer possa ser um ou dois e s seja dois . A primeira su 

gestão 
~ 

fato de v
3 

~ 

para um e devida ao e v4 serem valores preliminares 

modelo fixo V .'s seguiriam com j > 5, sendo modelo urna ex que os esse J -
ponencial negativa dada pela equação de diferença 

.,. 
A segunda s ugestã o terá v3 como valor prelimin r e v

3 
e V4 co 

mo valores iniciais para um modelo fixo que os v. ' s , com J > 5, 
J 

riam , dado pela equação de diferenças 

I nvestigações preliminares sugeriram que fiquemos com o segu~ 

do modelo que será da forma 
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( 7. 1 l 

Assumi ndo qu e b - 3 e das eq uaçoes (2.9) temos que 

J-
2 4 6 8 10 12 

0.5 

1.0 

FIGURA 7.3 : FUNÇÃO RESPOSTA DE IMPULSO 

v. = o , j < 3 V5 = º1 v4 + º2 v3 - w2 
J 

v3 - wo v6 -
º1 V5 + º2 v4 ( 7 . 2 l - -

V4 = Ól V3 - wl V?= Ól V6 + 02 V5 

Substituindo nessas equaçoes os estimadores preliminares dos 

V . ' s , obtemos os segui ntes estimadores pre liminares para os ó ' s e w' s , 
J 

de forma que a estimação prelimina r da equação (7 . 1) é : 

2 • 
- - (0, 537 + 0, 33 B + 0, 51 B) Xt_3 

Teremos agora qu e identifica r o modelo do ruído para 

encontrarmos os es tim dores eficientes do modelo . 

( 7 . 2 l 

depois 

Para identificar o modelo do ruído usa remo s a sé ri e Et dada 

por 
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(7.3) 

Depoi s , por operaçoes inversas , identi f i caremos o mode lo do ruído . 

Um estimador da função de au t ocor r e l ação da séri e ê t é dado 

por 

Isto por que ja supusemos qu e r
66

(k) - O, se k > 4 e raB (k) -

= O se k < 3. 

TAB ELA 7.3 

El.iü.maçã.o cúv., Funçõu de. Au;t,o e.o Me.lação do P1to c. e/2 .ó o P Jt e.b1tanq u. e.ado 

k o 1 2 3 4 5 6 ? 

1 rBS(k) 1.000 0.223 0.359 O . 126 O 081 O. DOO O. DOO O. DOO 

raB(k) O.D OO O.DOO O.DOO -0 . 283 - 0 . 331 - 0 . 456 - 0 . 268 -o . 168 

r (k ) 11. ooo -0 . 382 O .1 26 -0 . 011 0 . 064 O. DOO O. DOO O. DOO 
€€ 

A tabela 7. 3 apresenta-nos os va lores der (k ) . Os va lores 
€€ 

estimados da função de a ut ocorre l a ção podem nos s ugerir um mod e l o au t 9.· 

regress ivo de 1ª ord em ou um média s móv ei s de 1ª ord em, es 

não afet a r á muito o mode lo do ruído . 

es colh 
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Suponha mos que Et se j a AR ( ]); então 

~1 = r ( 1) = O 38 ' I' EE ., • 

En tã o t erÍ amos 

( 1 + 0., 38 B) E t - a t" 

mas 

portanto 

(1 + 0.,38 B) (1 - 1.,9? B + 1., 3? B
2 

- 0.,34 B3
) Nt = ªt 

ou 

Como os doi s Últimos coef icientes do mode l o são pequ eno s em 

rel ação ao s demai s podemos abandon á-los e o mode lo para o ru í do sera 

dado por 

Se as s umirmos que Et é um M A( l ) da forma 

t e remo s que e
1 

- 0., 46 e portanto nosso mode lo pa ra o ruído seria 
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ou, fazendo a divisão, 

-que e seme lhante ao modelo ante rior. 

-Assim , o mode lo s ugerido pa r a este sistema sera : 

1 

1 - </J B - </J B
2 

1 2 

onde 

-- - -wo - -o 53· wl - o, 33; w2 - o, 51; º1 
- o, 57; ó = o, 02; - , . , - - - 2 

<P 1 
- 1, 51; <P2 

- o, 68; - -

podem ser usados como estimadores preliminares na estimação nao linear 

dos parâmetros. 

Usando a estimação nao linear , na qua l os va l ores iniciais p~ 

ra os parâmetros foram 

e 

e usando de 296 - 8 = 288 observa ções , obteve -se depoi s de 9 iterações 

os seguintes estimadores do s parâmetros com seus r espectivos 

padrões 

desvios 
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0, 51 e S~ = 0, 08; 
ú.)2 

-~ = 1,53 e s~ = 0, 05,· ~
2 

- O 63 e s ~ - O 16 'f'l <P1 '+' - - , <P2 - , • 

A tabela 7 . 4 nos dá o valor de cada parâmet ro est i mado a cada 

iteração e a respectiva soma de quadrado 

TABELA 7 . 4 

Con.vVtgê.nua. do.ó Mlvúm0.6 Q_uadJr..a.do.6 n.ão Li..ne.a.11.v., 

Soma de 
Iteraçao wo ú.)1 ú.)2 º1 º 2 <P1 <P2 

Quadrado 

·, 

1 
o 0 . 10 -o . 1 O -0 . 10 D .!10 O . 10 O .1 O O . 10 13 ,601 

1 -0 . 46 0 . 63 0 . 60 O . 14 0 . 27 1. 33 -0 , 27 273 . 1 

2 -o . 52 0 . 45 O. 31 O. 40 0 . 52 1. 37 -o . 43 92.5 

3 -0 . 63 0 . 60 0 . 01 O . 12 0 . 73 1 . 70 -0 . 76 31 . 8 

4 -0 . 54 0 . 50 0 . 29 0 . 24 0 . 42 1 . 70 -0 . 81 19 . 7 

5 -0 . 50 O. 31 0 . 51 0 . 63 0 . 09 1 . 56 -0 . 68 16 . 84 

6 -0 . 53 0 . 38 0 . 53 0 . 54 0 . 01 1 . 54 -0 . 64 16 . 60 

7 -0 . 53 0 . 37 0 . 51 0 . 56 0 . 01 1 . 53 -0 . 63 16 . 60 

B - 0 . 53 O. 37 0 . 51 0 . 56 0 . 01 1. 53 -0 . 63 16 . 60 

9 - 0 . 53 0.37 0 . 51 0 . 57 0 . 01 1 . 53 -0 . 63 16 . 60 

Estimadore 
- 0 . 53 0 . 33 0 . 51 0 . 57 0 . 02 1 . 51 -0 . 68 

IPre Uminare 
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- -2 
O estimado r de variância do ruído branco e a = 0,0561. An 

a 

tes de ace itarmos que esse modelo se j a cor r eto , precisamos 

as funçõ es de autocorrelação e de corre l ação cruzada . 

verificar / 

A tabela 7.5 nos apresenta os est imadores da função de auto 

correlação residua l,da função de corre la ção cruzada entre a entrada e 

o r esíduo e da função de correlação cru zada entre a entrada pré-bran

quead a e o res íduo para os lags de 1 a 36 . 

Se analisarmos a função r--(k),observando a estatíst ica Q, da 
ªª 

da por 

36 
Q - 289 2'. 

k=l 
r--(k) - 41, 7 

ªª 
-2 e comparando com um X de k-p-q - 34 graus de libe rdade na o question~ 

-mos que o mod e lo e inadequado . 

Não nos será Útil comparar a função de co rre l açã o 

da r xâ(k) com seu desvio padrão) essa comparaçao nã o no s indica 

-Pois os valores der -(k) sao muito menores que o erro pa drão, xa 

devido a autocorrelação e xistente entre os diver sos lags de 

cruza 

nada , 

1 • -
/isso e 

r -(k), 
xa 

pois mesmo que o modelo seja correto vimos que ªte xt sao correlaci o 

nadas. Assim, □ que devemos ob se rvar é a corre l ação cruzada e ntre ªt e 

Observando a estatística 
. \ 

35 
S = 289 E r -(k) = 29,4 

k=O / a.a 

e comparando - a com x2 com (k+l) - (r+s+l) = 31 graus de liberdade , não 

h~ razão para verificar .. se o mode lo não se j a correto . 
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TABELA 7. 5 

El,ti.,,,;:_r;;r, dJ. Funr;;n de. A1.U1JrM.1t.•lar;;,., RM.i.dual 

Limita 

rãâ(k) 
Supe;ior 

wgk 
d.o Desvio 

Pcdrão 

1 - 12 0.02 0 . 06 -0.07 -o.os -o .os O . 12 0.03 0,03 -0 .08 o.os 0.02 0.1 0 ±0.06 

13 - 24 -0.04 o.os -0 . 09 -0.01 -0 . 08 o.ao -0.12 O. DO -0.01 0.08 0.02 -0.01 ±0.06 

25 - 36 0 . 04 -0.02 0.02 0.09 -o .12 o.os -0 . 03 -o .os -0 . 11 0 . 02 0.03 0.06 ±0.06 

U.túniÍçã.o da. FW1ção : de. Co!Vt.e.laç,ão Clw.za.da. e.rt.tlt.e. a. En.tlta.da e. o RuZdUô 

Limite 

Lag k r - (k) = 
Superior 

do Desvio 

Padrão 

o - 11 O.DO o.ao O.DO o.ao º·ºº O. DO -0.01 -0.02 -0 .03 -o.os -0 . 06 -o. os ±O.OS 

12 - 23 -0 .03 -0 .03 -0 .03 - 0.07 -o . 10 -0.12 -o .12 -0 .10 -0.04 -o.o, -o.o, -0.02 ±0.06 

24 - 35 -0.03 -0 . 04 -0.04 -0 . 02 -o.o, 0.02 0. 04 o.os 0,06 0.07 0.07 0,06 ±0 .06 

E.1 túr,a.ção da. Func.ão de. Co!Vt.e.laçiio C1tuza.da enL'le. a. Enbta.da P1tê: 81tanoue.ada e. o RuZdt10 

Limi te 

Superior 
La'J k r oâ(k) 

d.o Desvio 

Padrão 

o - 11 - 0.06 0.03 -o.o, O.DO 0.01 0.01 o.o, - 0.04 0.02 0.07 -0 .03 -0. 02 ±0.06 

12 - 23 - 0.03 - o.11 0.02 0.04 □ . 04 0,01 0.01 -o .1 5 -0.03 -0 . 07 -0.08 0.02 ±0 . 06 

24 - 35 - 0.01 0.02 o.os - 0 . 07 o.ao 0.04 - 0 . 15 0.04 0.03 - 0.02 o.ao 0.03 ±0.06 

i 
1 
1 

1 

\ 

1 
1 

\ 
1 
1 
1 
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O valor estimado para o
2 

é muito pequeno em comparação a seu 

desvio padrão, ass im pode ser tirado do mod e lo sem alterar os 

parâmetros estimados . Assim, a forma fin a l do modelo será 

outros 

y _ -(0,53 + 0,3? B + 0,51 B2) 
t 

1 
xt-3 + 2 ªt 

1 - 1,53B + 0,63B 

( 7. 5) 

Calcularemos o ganho do estado estáve l pa r podermo s -compar-9.. 

lo com o que obteremos na est imação da função r es posta de frequência : 

g - (0,53 + 0,3? + 0,51) 

1 - o, 5? 
- - 3, 3 · 

Ex~nplo 7.2. (Pack, 1976b) Palda e outros têm analisado conjunto de ºE 

servações anuais de séries de venda e de publicidade para um dado medi 

camento (Lygia E. Pinkham's Veget able Compound). Dada a longa história 

do produto, a falta de competi ção dire t a , a r e l ativa esta bilidade da 

estrutura de preço e a estabilidade geral devido a um bom segmento de 

fregu eses extremamente l ea i s , os dados são adequado s para es tudar as re 

lações entre vendas e publicidade . 

Palda também dá mensalmente as vendas e a publicidade para e~ 

ta patente médica para o período de j aneiro de 1954 a junho de 1960, 

num total de 78 observaç6e s para cada série , as variáveis sendo .medi 

das em dólar. 

Os gráficos desta s estão na f i gura 7 . 4 . 

O produto era vendido de duas formas , tôni co líquido e table 

tes, cada uma sendo res ponsáve l pe l a metade da venda total , a proximad~ 

mente. 
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O t abl e te sofreu dois increme nt a s de preço ne s se pe ríodo , o 

primeiro de 6,5% em março de 1956 e o segundo de 6 , 8% em nov embro de 

19 56 . Logo, em outubro de 1956, o produ t o es t a va 13 , 8% ma i s ca ro que 

em março do mesmo ano . O preço do t6n ico líquido s e ma nte ve du rante 

e ss e perí odo . No sso probl e ma , é descob ri r qua l é a r e l a ção en t re a 

ve nda e a pub lici dade i gnorando a vari á ve l - "incremento de preço ". 

Da s 78 ob s erva çõe s mensai s , usa r e mos 66 obse r va ções 

pa r a ident ificar o mode lo. 

mensa is 

Se ja a · variável venda indi cada por Yt e a va r i á ve l publicid~ 

Obse r vando a funç ã o de auto corre lação da se r i e Yt ' que se en 

contra na t abela 7.6, verificamo s que a sé rie Yt n a □ é e s t a c ionária,os 

valores alto s da função de autocorre lação da série Yt nos lags 6, 12, 

18 e 24 in dicam um efeito sa zon a l na sé ri e . A se r ie zu t e a diferença 

de seis lags . A função de autocorre l a ção de nova serie wt = Yt - Yt_6 

é calcula da e se encontra na tab e la 7 . 7 . Esta no va serie também 

e esta ci oná ria, novamente há aut ocorre l ação a l ta no lag 

gere que a sé rie original seja dife r enciada de 12 lags . 

6 , i ss o 

-nao 

su 

A função de autocorrelação de s sa nova s e ri e , Yt = Yt - Yt_12 , 

e calculada e s e encontra na t abe l a 7 . 8 e a s uposição de estacion a ri~ / 

dade para e s ta serie não é r e j e i ta da . Fica r emos , e ntão , com a 

Yt = Yt - Yt _12 para identificar a fun ção de tran s f e r ê ncia . 

s é rie 

O mesmo 

procediment o é repetido pa ra séri e Xt e chega-se a mesm co nc lus ão , i s 

to é , que a s érie xt - Xt - Xt_ 12 é estacionária . 
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rw. •i, J, Au.ti>co \\tt.Jc..i..• fUU s;u, dr v, • .!.u 

, - ,1 0.41 -o.co -o.n -o .o a 0.>4 o.o 0 .:2'1 ·O.Ol ·O. 1~ -o . o, 0.22 . o.o 

SI. t. 0.12 o.,. O.H o.,. o. ,s o.,. 0.1& O.la o.u o.u 0.1a 0 .19 

,, • 24 0.2a o.o, ·0.21 -o . 15 º· 15 o.:. o . u · O. OS - o.is · 0.25 0.02 0.20 

sr. !. 0.20 0.21 0.2, 0 . 21 o.n o.n 0.22 0.:2 0.22 0.23 0.23 0.2J 

25 • 311 O.lS 0.03 · 0.21 ·O. ,, · O.O) 0 .09 0.12 -o .,, -0.22 -0.2• -o.oa 0.09 

ST. f. 0. 24 0.2 • O.H 0 . 24 0.24 o.i• 0.24 0 . 24 0 .2\ 0.2s 0.2S 0 . 2s 

\ HÓdi.a da s;,... = O. IJI 11C.OI 

O.n-io 1td:No d, s;,-:. = o.an.~t:.oJ 1 
.,;,..,.ro CU O~•M.>Cr•Õ•• = 14 

Ull t U. 1. j 

'""'"" dt AutocoMtlacáo J:-4:ta VU Mt1t·c,, d< Sw Pvúodo• dt SVLit dt Vu,da.4 

1 • 12 0.12 º·ºª 0 .02 - 0.12 -o.o, - o . se · 0.13 ·0 . 04 0.13 0 . 10 ·0.07 o. 18 

ST. [. 0.13 0 . 13 o.u 0.13 0 . 13 -0.13 0.17 0.17 0.17 0.17 0.15 0.1 a 

13 • 24 o.os o.os -0.2, - o.o• o. 11 -o.o• ·O .06 -0 . 12 o.os -0.11 -0.07 -0.02 

ST. !. o.'ª 0.1a o. 1a o.,a 0.1a 0.1 9 0.19 0 . 19 0 . 19 0 . 19 0.19 0.1 9 

2S · 36 -0.0J 0.24 0.06 o. 11 0 . 03 o .co o.ao ·0 .20 - o.os -o.oa 0.02 o.ao 

ST. f . 0 . 19 o .·19 0.19 0.19 0 .20 0 .20 0 .20 0. 20 0. 20 0.20 0 .20 0 .20 

Du~ E\J:lr-âo da Srr-i-4 0.191 111:.0J 

TA!l!U 7 .8 

,..,. ,;;n dt Aulo~M~t=ã:, OOM Oi (Mtnç,t â ,o,t Pvw,do• dt SÚ-..u. dt V~d.ú 

• 12 0.1 5 o .o• 0.20 · 0 .03 o.o s - o .o• · 0 .09 o . o s 0.04 0.02 -0 . 07 · 0.36 

ST. f. 0.14 0 .14 o . 14 0 . 15 0.15 0.15 0.15 0 .15 o. 15 0.15 0 . 15 0.15 

13 • 24 ·0.03 - 0 . 13 · 0. 37 -0.09 º·ºª 0.07 -0 .04 o. os ·0.09 - o .08 ·0 .00 ·0 .1 0 

ST. f. o. 16 Q. 16 o . 17 o. ,e 0 . 1a o. 1e o. ,a o . 1e o.1e o. ,a 0.1a 0.1 a 

2S • 35 · 0,09 o. 19 0.14 o.a , 0".04 - 0.02 o.oe -0 .1 2 -o . oa 0. 06 - 0 . 07 0.03 

sr. f. 0.1 9 0.19 0 . 19 0.1 9 0.19 0.19 0.1 9 0 . 19 0.19 0 .19 0 . 20 0 : 20 

ii;& ela S• r-i• o. 4jgJ0 /!.02 

O,ovw Padrão ela S•ri • = 0. 17d25E>OJ 

~ro d,, Ob• t1 nJa~C,1 54 
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A se rie xt é pr Bbranqueada , e um modelo encontra do pa ra ela 

-e dado por 

ou 

( 7 . 6) 

onde ªt é o ruído branco . Portant o) a séri e de entrada prébranqueada 

-sera 

e aplicando-se esse mesmo operador na série de saída , obtemos 

Determi nando a função de correlação cruzada entre ªte St ,que 
\ 

se encontra na tabela 7. 9 , \podemo s calcular estimadores preliminares 

para os pes os da re s pos t a de impu l so usa ndo a expre ssão (J .1 6) . Temo s , 

e ntão , 

A tabela 7.10, dá os estim
1
ados de vk ' s . /□bservamos que somen 

te v
0

, v
1 

e v2 são significantemente diferefte de zero , ass im b = O 

s = 3 e r - O. 

Resta - no s identificar o modelo do ruído que neste caso é ca l 
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TABELA 7 .9 

CotU!..ei.aç.ão Ctrnzada e.nbl.e. a s éJúe. Plle.-btw.nque.a.da 

de. Pubüudade. e. de. Ve.nda 

Corr elação Corr elação 
Lag k Lag k 

Cruzada Cruzada 

o O. 305 10 0.0 50 

1 0.337 11 O . 089 

2 0 . 284 12 - 0 . 095 

3 -0 . 065 13 -0.084 

4 - 0 . 222 14 0.120 

5 -0 . 141 15 -0 .1 99 

6 - 0 . 046 16 -0 .1 55 

7 O. 230 17 - 0 . 044 

8 -o. 100 18 - 0 . 093 

9 -0 . 044 
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TABELA 7 .10 

E6timado11. do ,~ Pv.,01.i de. Rv.i;oo1.ita. de. Im;ou.1/2 o 

Lag k Peso vk 

o 0. 229 

1 0 . 253 

2 0 . 213 

3 -0.049 

4 -0 . 166 

5 -0 . 106 

6 - 0 . 034 

7 O . 172 

8 -0 . 075 

9 -0 . 033 

10 0 . 037 

11 0.0 67 

12 -0 . 071 

13 -0 . 063 

14 0 . 090 

15 -o . 149 

16 - 0 . 11 6 

17 -0 . 033 

18 -0 . 070 
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culado pela fórmula 

Obse rvando a fu nção de autocorrelaç~o do ruído , que se encon 

tra na tabela 7 . 11 , temos que um modelo poss ível para o ruid o e dado 

por : 

n = ( 1 - 8 B
12

) a t 12 t 

Logo , o modelo da função de transferência está completamente 

~ 

identificado , e e dado po r 

+ ( 1 - 0 B12 ) a ( 7 . 7 ) 
12 t ' 

Estimação deste modelo indica que os quatro compon e ntes w
0

, 

w
1
, w2 e e12 são estatisticcmente significantes e não havia auto corre 

lação r es idua l . Entret nto , a média re s idua l era significantemente di 

ferente de zero , e para e limin a r este problema foi acrescentado ao mo 

dela um parã metro de tendência e o modelo estimado final é dado por 

I 
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TABELA 7.11 

Função de. Au.;toc.o//A~açõ.,o pa!l.ct a Svúe. de. Rul.do 

1 - 6 0 . 07 O . 1 O O . 17 

e . p. O . 17 O . 17 O. 17 

7 - 12 -0 . 25 0 . 21 -0 . 04 

e . p. 0 . 20 0.21 0 . 21 

Média da Série - - 0. 5881 2E+02 

Desvio Padrão da Série= 0. 13610E+03 

NÚmero de Observações - 36 

-o . 37 O . 16 -0 . 04 

O . 17 0 . 20 0 . 20 

-o . 04 0 . 07 -0 . 45 

0 . 21 0 . 21 0 . 21 
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Exemp.e.o 7.3. (Lorenzze tt i, 19 76 ) A ilha de Ca nanéi a , qu e secar cte r i 

za po r se r ba stant e est r e ita em r e l açã o ao seu comprimento, es tá abri 

gada de ma r ab erto, a leste pe l a Ilha Comprida e ao s ul pela Ilha do 

Ca r do so . Com o ob j etivo de es tuda r o comportamento da maré lo ca l , fo i 

ins t a l ado defront e a Base de Pesquisas Oc eanográ f i cas , s ituada na ci d 

1 

de de Ca nanéia , um marég r a fo . ~at ura lme nte, es tan do este aparelho s~ 

tua do dent ro de um cana l , e bastant e prot egido por ilha s , é pos síve l 

que o comport amento e ca rac t erís ti cas da maré por ele r egi s trada , a pr~ 

sente diferença s s ignificativas em relação a maré e xistente fora do 

sistema de baias e ilhas . Justamente com o objetivo de estudar es ta 

que s tão, foi instalado um marégrafo / na Ilha de Bom Abrigo. -As mares · 

no cana l de Cananéia es t ã o registradas desde 01/03/1954 e na Ilha do 

Bom Abrigo, os registros s ão ob s2 rva ç6es de apro ximada me nte um m~s e 

meio, no período de 11/ 12/ 61 a 2 3/1 2 / 62 . 

Na tentativa de e xplicar amare em Cananéia , a maré registr~ 

da em Bom Ab rigo, fo i co ns iderada como série de entrada (funç ão exit~ 

dora) e a que l a como s éri e de saída . Temos 1032 obs e rvaçõe s , resul -

t antes d amostr agem dos r egi s tros com int erv alo de amostragem de uma 

hora . Assim o mode l usado para ex pl i car esse s i s t ema é da forma 

y \+ M t e 

(X) 

E 
j =O 

v . 
J t -j' 

onde Yt e xt são re s pect ivame nte as m r és em Cananéia e Bom Abrigo , re 

du zidas da média , e M é . a mar é méd i a ~ e Cananéi a . 
e 

Usando a j ane l a de Tu ke y foram estimado s o es pectro de coe 

r~nci a e de fa s e en t r e as oscilações de níve l de ma r para Bom Abrigo e 
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Cananéia, para divers os valores de M = ponto de truncamento . Estes es 

pect ro s estão representados nas figuras 7.5 e 7 . 6 , o número vindicado 

em cada uma das figura s se refere ao número de gra us de libe rdade uti 

li zados nas estimativas dos espectro s . 

O prime iro fato marcant e numa comparaçao entre es tas f iguras 

é a granda redução da variãncia destas funçõ es com o aumento de v. Os 

espectros de fase e de coerência, para V= 10, nao nos permite qua! 

quer conclusão devido a enorme flutuação. A part ir de v = 20 os espe~ 

tros já começam a se estabilizar, aprese nt ando pouca va riabilidade com 

mudança de v. 

Examinando os espectros de coerência, esses revelam valores 

bastante altos, pró ximos da unidade, justamente na s bandas de frequê~ 

eia onde estão centrados os picos de energia da maré , que foram encon 

trados nos espectros de energia das marés de Cananéia e do Bom Abrigo 

que se encontram nas figuras 7.7 e 7 . 8, e ob servando- se entre essas 

bandas de energia de maré, nota-se um abrupto amortecimento de coeren 

eia. Deve-se observar um suave amortecimento no nível des te s platôs 

de alta coerência até f = 0,16 cph , a partir daí nota- s e uma abrupta 

queda na coerência, que então pa ssa a oscilar de modo ma i s ou meno s 

aleatório. Explicações para este comportamento do e s pectro de coeren 

eia, entre as maré s de Bom Abrigo e de Cananéia foram encontradas por 

Lorenzetti, 1976, mas que nao di scorreremos aq ui por não ser este o ob 

j etivo deste trabalho. 
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Os gráficos nao foram estendidos até a frequência de corte , 

fc = 0, 5 cph (ciclo por hora) pois , a partir de f:::: 0, 16 cph , os valo 

re s da coerência além de serem muito baixos , apresentam grande variân 

eia . 

Apesa r dos espectros de coerência começarem a a pre sentar ba i 

xos val ores a parti r de frequências meno re s que fc/2 , podemo s con s ide 

r a r como boa a co e rência entre as oscilaç ões de níve l entre os dois lo 

cais , uma vez que os val ores pró ximos da unidade cobrem uma região do 

espectro na qual está concentrada a maior parte de energia . 

Ao analisarmos conjuntamente os espectros de coerência e fas e 

verifica-se que estes Últ i mos tendem a se estabilizar , apresentando v~ 

riações suaves nas faixas de a l ta coerência , e nas faixas de baixa coe 

rência os valores do espectro de fas e , passam a osc ila r com grande va 

riância . 

As s im o fato da coere ncia se r a lta para a parte do espect ro 

onde está concentrada gran de parte da energia , sugere que a modelagem 

do s i s t ema por filtro li near é bas t ante plauzíve l . 

Te ndo calculado a fun ção de es posta de frequê ncia H(f) atra 

ves da fórmu la (6 . 46 ), calculou-se a transformada de Fourier inversa 

desta fun ção a f im de se obter a est imati va da função respo s ta ao im 

pulso do sistem . Na figura 7 . 10 , estão locados os valores de vk da 

função de re s posta ao i mpul so co rres ponden te ao espectro cruzado com 

30 grau s de liberd de . 

Tomando como valores de entrada os valores de Bom Abrigo , uti 
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) 

K 

yt + M = t vk xt- k 
e k=O 
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onde Yt e x t / represe ntem os va lo res de f lu tuação do ní ve l do mar 

Ca nanéia e Bom Abri go em t orn o do s se us r espe c t i vos nive i s médio3 ; 

pa ra 

M 
e 

representa o nive l mé di o do ma r para Ca nanéia . Na fórmul a ut ilizou -se 

K = 84 uma vez que s e ve rifi cou que dai em di ant e os va lores de Vk 

eram t ão pequeno s que pode riam s e r des prezadas . 

· Afigura 7 . 10 , mos tra a c ompa r a ção entre os va l o r e s pre vistos 

pela f órmul a a c ima com os va l ores ob servado s . Co mo se vê , a s duas c ur 

vas ap r es entam boa concordâ ncia em fa s e , se ndo vi s ive l entre tanto uma 

s ensível redução de ampl itude na s va ri ações de níve l para a c urva pr~ 

vista . Acredita - s e que esta redução s e j a devida a o a l i s ame nto aplic~ 

do ao s es pe ctros amos trais a través da j a ne l a es pect r al e s colhida . 
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