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CAP I°TU'LD I

[NTRODUGAO

1.1. Consideragoes Gerais

Desde um passado remoto o homem tem associado a variavel tem
po aos mais diversos fenomenos observados por ele. Assim (1) os econo
mistas observam anualmente cs pregos do trigo, (2) geneticistas obser
vam diariamente a produgao de ovos numa certa granja, (3] metéorologii
tas estudam diariamente a precipitagdo pluviométrica em uma dada cida
de, (4) os fisicos estudam o nivel de ruido ambiente em um dado ponto
do oceano, (5) os aerodinamicos estudam a turbuléncia atmosferica da
velocidade de um furacho, (6) engenheiros eletrdnicos estudam o rufdo
interno do radio receptor. Um conjunto de observacgoes arranjadas cro
nologicamente & chamado numa série de tempo (Parzen, 1961]. /Uma defi

nigao formal € dada a seguir.

Degini¢ao 1.1, Se T & um conjunto arbitrario, um processo estocastico
& uma familia {X(¢), t € T}, tal que, para cada t € T, X(t) € uma va
riavel aleatoria.

Assim, um processo estocastico é uma familia de variaveis /

aleatorias (v.a) X(t) definidas em um espago amostral @, portanto X(t)



€ uma fungao de dois argumentos {X(¢t, w), t € T, w € Q}.

Para um w fixo, X(¢t, w/ € uma série temporal, ou seja, uma sg
rie temporal € uma realizagao particular de um processo.

0 conjunto T geralmente € o conjunto dos inteiros Z =
= {0,21,+2,...} ou o0 conjunto dos reais IR. Se T c % diremos que o pro
cesso tem parametrc discreto e indicaremos por {Xt’ t € T}, se no en
tanto T for um intervalo de IR diremos que o processo tem parametro
continuo, e denotaremos por {X(t), t € T}.

A analise de series temporais e utilizada em uma grande varie
dade de situagoese tem aplicagoes em problemas que envolvem propagan
da, oulcontrole de produtos, na recepgéo de ondas de radio, na repTOdg
gao de imagens e som, em modelos de sistemas de orientagac ou de con
trole de processos industriais.

Existem duas formas de analisar dados provenientes de uma sé
rie temporal; uma delas, e através da anadlise espectral. Este tipo de
andlise ¢ embasado na andlise de Fourier. A segunda forma de se estu
dar séries temporais, e aquela que constroi modelos para as mesmas no
dominioc do tempo.

Neste trabalho estaremos interessados em series temporais bi
variadas, {X(¢), Y(t)}, com t € IR, para o caso continuo ou {Xt’ Yt}'
com t € Z, para o caso discreto, quando ha uma relagao de causa entre
as séries, isto e, quando por exemplo a série Y pode ser melhor expli
cada usando os valores passado de X e de Y, do que so de valores de Y.
Estaremos interessados, entao, nos chamados sistemas dinamicos. A va

riavel X, sera a variavel independente e chamada de entrada do siste



ma, e a variavel Y sera a variavel dependente e chamada safda do sis
tema.

Exemplos desse tipo de sistema surgem nas mais diferentes /
areas de estudo, tais como:(1) em processos quimicos, onde se alteram
as condigoes da experiéncia, por exemplo temperatura ou pressao, duran
te a realizagao da mesma e se mede a quantidade obtida do produto re
sultante, (2) em publicidade, onde se mede o efeito de uma campanha pu
blicitaria sobre as vendas de um produto, (3) em hidrologia, onde se
mede o efeito da precipitagao pluviométrica sobre a vasao dos rios.

Outros exemplos dgsse tipo de sistema estao em processos da
engenharia de produgao, em turismo, em admissoes hospitalares, etc.

Neste trabalho suporemos que a relagao existente entre as va

ridveis & linear, portanto

Y(t) = A(X(t}) 3.1
se o processo for continuo, ou

Yt = A(Xt) {1.21

se 0 processo for discreto, onde 4 e um operador 1inear; que e chamado
de filtro linear.

Este filtro linear € conhecido como fungao de  transferencia
para os engenhéiros e fungao de defasagens distribuidas em Economia.

0 nasso objetivo principal neste trabalho sera tentar 'eapli

car” o comportamento de série de safda em termos da série de entrada,



relacionando as observagéea com algumas regras estruturais de comporta

mento, atraves de um modelo. A identificagdo da fungao de transferen

cia e sua posterior estimagao nos permite entander o processo gerador

de serie e, se preciso for, altera-lo.

Assim o modelo que construiremos para explicar um sistema di

namico sera da forma

o]

Y, =1z v, X, .,
tj:OJtJ

para o caso discreto, ou de forma

¥{t) = v(u) X(t—u) du,
0

para o caso continuo onde os pesos vj's ou a fungao v(u) assumem valo
res reais. Para o caso discreto os Uj sa0 denominados, de pesos de res

posta de impulso e no caso continuo de fungao resposta de impulso.

Assim em primeiro lugar desenvolveremos os modelos genericos
para explicar esse tipo de sistema, apresentando a seguir alguns casos

particulares dos mesmos.

Em seguida, apresentaremos técnicas, que nos darao sugestoes

do modelo que devera ser ajustado a um partiFular sistema dinamico no

que podemos estar interessados.
Os parametros do modelo identificado sao por nos desconheci

dos e o passo seguinte serd estima-los; a técnica que sera usada aqui

e a de minimos quadrados nao lineares.



Finalmente, apos termos identificado e estimado, sera necessa
rio fazer uma verificagac da adequabilidade do modelo estimado.

Os primeiros trabalhos desenvolvidos para analisar e predizer
series de tempos foram feitos usando transformadas de Fourier, por es
se motivo apresentaremos um capitulo onde essa técnica € usada.

Ao final do trabalho apresentaremos exemplos com dados reais
de como construir a fungao de transferéncia, tanto usando o dominioc do

tempo, como o dominio de frequéencia.

1.2. Definigoes

Apresentaremos agora algumas definigOes que nos serao uteis

nos capitulos subsequentes.

Definigao 1.2. Um processo estocastico {X(¢), t € T} diz-se estaciona

rio de segundé ordem (ou fracamente estacionario) se e somente se
1y E[x(t)] = wit) = My » constante para todo ¢ € T;
ii) E[XZ(t)] < o , para todo t € T; {1.3)

1441 Cov(X(tz), X(t t,) e fungao apenas de t] =ty e

neste caso indicaremos por YXX(tJ - t2).
Denominaremos esses processos simplesmente de processos esta
cionarios, e chamaremos a fungao YXX(k) de fungao de autocovariancia. -
Observemos que YXX(k) = YXX(—k), isto e, a fungao de autoco

variancia e simetrica em torno do zero.

A fungao de autocorrelagao /do processo € dada por



Py, = Xy (k) 7 Yy (Q) L € 7. (1.4)

2

- . | T
A fungao de autocorrelagao /tambem e simetrica em torno do ze

ro.
Definicao 1.3. Un processo estocastico bivariado {X(¢), Y(tJ, t € T} ¢

dito estacionarioc de segunda ordem se e somente se

1) suas componentes sao estacionarias de segunda ordem;

2] CbUEX(tJ) Y(t )] = YXY 79 t2) e fungao somente de t1 - t2.

Portanto se o processo {X(t), Y(t), t € T} é estacionario ele
pode ser identificado pelos momentos de 19 e 2§I ordem, que seraoc deno

:dos da seguinte forma:

E(x(t)] =y BlYre)] =
2
var[x(¢)] = o, var[r(t)] = o (1.5)
Cov[X(t), X(t+k)] = vy, (k) Cov[¥(t), Y(t+#)] = vy, (k)
Cov[X(t), Y(t+k)] = Y, (k) Cov[¥(t), X(t+k)] = Y, (R), K € T

Observemos que YXY(k)::YYX(—k), e portanto a fungao de cova-
riancia cruzada nao € simetrica em torno de zero.
A fungdo de correlagao cruzada entre os processos & dada pela

quantidade

~1/8 } ~-1/2

Ry k) = Yuglh) Yoy )| Ypy (0} 5 RET, (1.6)



Deginicao 1.4. Um processo estocastico real {X(t), ¢ € T}, diz-se Gaus
stano se, para qualquer conjunto tz, tgs +.es b, de T, as variaveis
aleatorias X(tl), P X(tn) tem distribuigao normal n-variada.

Ha varios tipos de convergéncia de variaveis aleatorias  que
podem ser definidas, daremos aqui os dois tipos de convergencia gue

usaremos posteriormente.

Definicao 1.5. Seja {X , n > 1} uma sequdncia de variaveis aleatorias
n ——

definidas no mesmo espago de probabilidade (9, A, P).

i) - A sequéncia {X } converge em probabilidade para variavel alesatg
‘ria X se e somente se para todo € > 0 temos
im P{ |X, - X| > €} = 0. (1.7)
¢ Wl

Indicamos Xh E, X ou plim Xn = X
)

ii) - A sequencia {Xn} converge para variavel aleatoria X em media qua

dratica se e somente se

2} 2 0. (1.8)

im E{ |X_ - X
n

N>

Indicamos X£Zhg4 X.

1.3. Descricao da Serie Temporal no Dominio do Tempo

Entendemos por "analise" de uma série temporal a estimagao e
a reconstrugdo das propriedades do processo gerador subjacente. Dare

mos, a seguir, alguns tipos de modelos para os processos geradores.



Exemplo 1.1. Processo de Media Moveld

q
X(t) = T 0, a(t+k), (1.9)

k=0 X

onde 6, sao constantes complexas e a(t) sdo variaveis aleatorias inde
pendentes com media zero e variancia constante.

Indicaremos esse modelo por MA(q).

Exemplo 1.2. Processo Auto Reghessivo

p
X(t) = L ¢ X(t=k) = a(t), (1.10)
=1
onde ¢k sao constantes complexas e o processo a(t) & idéntico ao do
exemplo anterior.
Indicaremos esse modelo por AR(p).
Exemplo 1.3. Processo Misto Auto Reghessivo - Medias Moveis
p q
%(t) - & ¢k Xit=k] =Q% Sk al(t-k), (1100

K= k=0
onde ¢k e ek sao constantes complexas e o processo a(t) idéntico ao do
exemplo (1.1). A indicagao para esse modelo ¢ 4 R M A(p, q).

Se o processo e estacionario ja dissemos que ele pode ser es
tudado através de seus momentos de 12 e 29 ordem. Daremos, entao, es
timadores dos momentos de 1@ e 22 ordem de um processo estacionario.

Pela teoria geral de estimagao, nos deveriamos dispor de  um

nimero grande M de amostras (realizagdo) do processo,

%), k=1, i M,



para estimar E[X(t)] através de

3 , M
X(t) =— % X
M k=1

(k) (),

chamada "média de conjunto" e que goza da propriedade
lim X(t) = E[X(t)]
M >
Mas nos temos, geralmente, apenas uma amostra do processo.Por

isso, vamos nos valer do teorema ergodico, segundo o qual podemos esti

mar os momentos através de media sobre o tempo.

Teonema 1.1. Techema Ergodico: Seja X(t) um processo estacionario. Sob

determinadas condigoes de regularidade, valem as seguintes relagoes:

) N
u, = BE{X,} = lim —— ¥ X
X t e N =i t
(1:92)
7 N
Yyy = CovlXy, X, 4} = Nzi’”w v t_f'l X Xewreo
\
no caso discreto, e
, ”
e 2 BlX(L)] = Lim X(t) dt
X T > o
0
(113}
/4
Yy, = E[X(t), X(t+k)] = 1lim X(t) X(t+k) dt
XX T > o 0

no caso continuo. (0s limites sao tomados em media quadratica).

Entao, no caso discreto as estimativas serao:
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X:TZXt (1.14)
V=g
7 N-%
k) = —— 3 -%) x,, -% = ey n=1 .
cXX(K) i tiz (Xt X) (Xt+k Xk, k=0, 1, n

Um estimador para a covariancia cruzada &

1 7 N-k _ .
\ ﬁxr.tij (Xt - X) (Yt+k -Y), sek=0, 1, ..., V-1
ch(k) = 4 (1.15)
7 N+k B _
= n (Xt—k = X) (Yt -Y), se k =-1, -2,..., —N+1.
t=1
\



CAPITULO IT

0 MODELO DE FUNGAO DE TRANSFERENCIA

2.1. Introdugao

Seja uma série de tempo bivariada, que indicaremos por {X(%),
Y(t)}, com t € IR, se o processo a ser estudado e continuo, e por {Xt’
Yt}’ comt =0, +1, + 2, ..., se representa um processo discreto. Se
existir uma relagao entre as variaveis X e Y, de forma que  X(t) CXt)
seja a variavel independente e Y(t) (Yt) a variavel dependente, este
processo & conhecido como sistema dinamico, a variavel X como  "entra
da" e a variavel Y como "saida'. Sistemas dinamicos sao comuns em En
genharia e em Economia. Estaremos aqui preocupados com uma classe de
relagbes que explicam a "saida" do processo através da "entrada”, sao
as fungoes conhecidas por fungoes de transferencia em Engenharia e por

fungoes de defasagens distribuidas em Economia.

2.2. Modelos para Sistemas Dinamicos Discretos
|

Vamos primeiro estudar o caso em que a entrada e a saida do
sistema dinamico seja um processo discreto, isto e, CXt, Yt)’ com

t=0, 1, *2, ...; o modelo dinamico pode ser escrito como (Jorgen



.../]2_

son, 1966)
Y. = I 9.X # 3 el £ 1, &8 ssag (2.1)

ou usando o operador atraso B, onde,BXt::X , a equagao (2.1), trans-

=1

forma-se em

_ 2
¥, & (vO +v, B+ v, B+ -y Xt,

Y, =v(B) Xt (2:.2]

onde o polinomio v(B) € conhecido como fungao de transferéncia e os pe
S0S Vp, Vg, Vg, «+., COMO fungao resposta de impulso do sistema.

Se o polinomio v(B) & uma fungéo racional podemos escrevé-lo

como

LU (2.3)
§(B)

v(B) =

onde w(B) e §(B) sao polinomios da forma

w(B):wO—wJB—...—wSB,

8(8) =8, =8, B= 10o 2 8, B
Sem perda de generalidade (Jorgenson, 1966) podemos normali
zar os coeficientes do polinomio 6(B) e assim escrevé-los como

_ _ _ A I
0B =4 61 - S W Gr B
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(L)O (.UJ w

% S %

w(B) =

ilitar a notagao escre 5 | =
para facilitar a n §ao escreveremos . em vez de wi/SO, DT -

e portanto

¥ i . _ s
w(B) = w, ~ W, B~-... W B .

Logo, a equagao (2.2) pode ser escrita como

§(B) Z; = w(B) Xy (2.4)

Estaremos aqui interessados em sistemas estaveis, isto e,

incrementos finitos na entrada produzem incrementos finitos na saida.

Entao, se
[ee]
.= & WX, s
= b=

e se Xt e finito implica que Yt € finito, isso acarretara que
[e0)
% v. & convergente.
J=0

Alguns vj’s iniciais podem ser zero, e isto significa que ha
um atraso na resposta a entrada e dessa forma a equagao (2.1) trans -

forma-se em
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L= B bt - (2.5)
t =g d % b~
Ou na forma da equacan (2.2),
= (2.8)
Yt v(B) Xt—b’
e portanto a equagao (2.4) se transforma em
= j 204
8(8) ¥, = w(B) X, _,, (

onde b € o tempo de atraso Na resposta.

Comparando as equagoes (2.6) e (2.7) obtemos a igualdade

v(B) 8(B) = w(B) P (2.8)

e desta igualdade tiramos asg relagoes existentes entre 0s coeficientes
dos polinomios w, 8, v,

Assim, de

3 2
(vo TV BF ) [T 61 B - 62 B” = jup w dr B") =
;f(wO Tw, B- L, - wg ) B

temos que

N

a) Uj =0, se -3 < iy

b) Ve = 6’ v._l + §

V. s ‘ 1 = B
8 Vg * dr Vip ¥ Wy se g =p,



e
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- . se

r vj—r’ J-b°

&3 \vj = Oy @y + 6, Vg + was *+ 8

g mbitd, Bt 185

d] }v. = 84 s g *+ 4, Vi B oven GP Prps S o >b + g.

J
Os coeficientes vj's podem ser escritos como fungao dos
§'s, w's e g : vj = flw, & J/)s
Se s > r, a solucao desta equagao seguira a seguinte:
a) | Vps Vgs +ves Vp_; serao iguais a zero;
b) ( vb’ vb+1, oie w5 vb+s—r seguirac um modelo nao fixo;
(2.10.a)
el | ' vj com § > b+s — r+1 serao dados pela equagao de diferengas de
ordem r, §(B) vj =,
ou
. - . 0= 0 P . =
v'7 61 vJ_J 9 03—2 GP vJ_P s
que tem os r valores iniclals; vb+s’ o dnhs vb+s—r+1'
Se 8 < r teremos:
a) los Vps Vgs vovs vy Serao iguais a zero;
: ira delo nao fixo;
bl \OS Ub, Ub+1: coey vb+r_3 seguirao um mode nao fixo ooy

c) /os v., com J§ > b+r - s+l seguirao a equagao de diferencas

§ (B) vj = s



Estas informagdes serao importantes quando tivermos que
identificar o modelo de fungao de transferéncia para um conjunto de da

dos.

Como estamos trabalhando com sistemas estaveis, vamos  obser
var quais as restrigoes que essa condigao provocard na fungdo de trans
ferencia.

Dado o sistema

Yt = v(B) Xt’

ou
Yt =Y Xt + v, Xt>1 By

uma condigao necessaria para que o sistema seja estavel & que

isto e, a serie dos vj's seja convergente.

Portanto se estamos trabalhando com sistemas estaveis, a fun
gao resposta de impulso tem os pesos vj, com j > K, tendendo a zero e
a forma com que estes pesos decrescem depende da equagao de diferengas
que eles satisfazem quando j > b+s - r+1 se s > r ou quando J > b+r -
s+l se s < r. As solugoes dessas equages de diferengas ou sdo somas
exponenciais negativas, ou sao somas de ondas senos suavizadas. .

Assim como a fungao de transferéncia € a soma ponderada de to

dos os impulsos de entrada desde o tempo t-b, até o passado mais remo
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to, podera nos parecer que ela naopossa ser encontrada na pratica, ja

que nao podemos, geralmente, encontrar os valores da entrada para tem

po negativo, mas o fato dos vj's tenderem a zero,quando J cresce,torna
]

a fungao de transferencia possivel fisicamente.

Se o0 sistema esta representado na forma

Y =6,7Y * Qg ¥ Faes t 8 Y, o tuwy X mw X o

ou,
§(B) Y, = w(B) Xy g
ou ainda
Yt:M—Xt—b’ (2.11)
§(B)
uma condigao necessaria para que o sistema seja estavel & analoga a

condigao de estacionariedade para o processo auto regressivo: a equa-

1 6 B LR 6 B O

s - .
tem que ter raizes fora do circulo unitario, portanto se B* e| raiz des

se polinomio, | B* | > 1 (Box-Jenkins, 1970).
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Ganho do Sistema

Definimos o ganho do sistema como sendo a quantidade final da
saida, quandoc o sistema esta em equilibrio, e quando a entrada e cons

tante e unitaria, isto e,

o= % =g (2.12)
g=0 ¢
Se o sistema esta representado na forma
§(B]
o ganho do sistema sera
Wy =Wy = eee = W
PP [ ¢ g_ 3 (2.13)
1- 61 - ww Gr

Fungao Resposta de Passo

Vamos agora escrever a fungao de transferencia com soma pon
derada das diferengas das entradas; assim em vez das somas ponderadas
dos impulsos de entrada, teremos a soma ponderada dos passos de  entra
da.

0 passo € o salto que o processo da entre o tempo t e o tempo
imediatamente anterior; o passo de entrada no tempo ¢ e Xt - Xt—l'

Se

Y X, +v

= A
SV Xy 0 Xy PV Ky s

podemos escreve-la na forma



- 19 -

Y, = v, X, - Xt—l) + (w, +v,) (Xt—l -X

_2) t (v, + v, +0,)

t t t
(Xp g =X, o) + Wy tv, + 0, +0,) (X, o - Xpg) + e
ou
Y, :1)0(1 = B X, + vy +v,) (1 -B) Xy_g * (uo + v, +v,)
(1 =B) X, o5+ o)
ou
R B) (v, X, + (v, +v,) X,_4* sxads
ou ainda
Y, = (1 -B) V(B X, (2.14)
onde
V(B) =V, +V, B+V, B +
A = 0 1 2 LRI
e
: 0, 1
V.= & v, » 4=0,1, 2,
@ g=0
Os pesos Vj's sao chamados de fungao resposta de passo. A re
lagao existente entre as duas formas de escrever a fungao de  transfe

rencia € a seguinte:

v(B) = (1 - B) V(B),
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e assim se

5(B) v(B) = w(B) B

temos que
5(8) (1 - B) V(B) = w(B) B (2.15)
e se
§%(B) = (1 -B) §(B) = (1 -8B ... -8 % g
1 e r+1 d
onde
*— -—
61 -61 1
6":6 - 3 =
i 7% %10 7785
%o
O p1” Gr ¥
teremos que
o B B o _ s % ] P
( 61 B 62 B Y. 6p+1 B ) (VO + Vj B + VgB +

- _ _ _ s s
= (wO w, B - ... W, B8°) &

Assim, analogas as equagdes (2.9) temos. que



1 = 8. * W, o uee #8327, s P = 5

c 4 1. Vimp <SP+1 V;j—p—l Wiy s J b¥l, b+2, «v., b¥s
(2.16)

d) ;Jv.:cs*v. ¥ oas + 8% ¥, -w. i > bts

hed 1 “g-2 r+l g-r-I1 Jb ? T
E da mesma forma teremos afirmagoes analogas a (2.10.a) se

s > r+l:

al \os b primeiros valores de Vj san iguais a zero;

b) ‘os (s—r) valores seguintes de Vﬁ seguem um modelo nac fixo;
(2.17)

c) !os Vj's, quando J > b+s-r, seguem o modelo dado pela equagao de
|

diferencas de ordem r+l, &§%(B) Vj = 0, que possui como r+l valo

res iniciais, Vb+“’ Vf+s—1’ S Vb+s—r’ diferentes de zero.
o

Afirmagoes semelhantes podem ser feitas quando s < r+l.

ModeLo de Funcao de Transferencia Usando Operadon Digerenga

Como representamos o modelo de fungao de transferencia na

forma
Y, =v(B) Xy g

77 D

ou
§(8) ¥, = w(B) X _y,

onde 8§(B) e w(B) sao polinomios de ordens, respectivamente, r e s, que
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usam o operador atraso, podemos transforma-los em polinomios n(V) e

£(V) de ordens, respectivamente, r e s, onde V & o operador diferenca,

definido como sendo

vV ¥ = o
.7At XKy =X, 4

Observando que B = 1 = V e tendo entao

=] = 2 din A i, = . _ S T,bv’,
(1 §., B 623 e 6PB )[t—-(mg mZB el wSH )B Ly

1

e
[1-680-V)=-8,01-W%-...-sa-W]y, =
1 2 SO r 4 7t
:[0)0~w1(7—\7)—...—wS(J—V)'ZIXt_b,
obtemos
(éa eV L EPVT) I, = (nO VoA 4 V) X, s
(2.18)
onde
gO:]—CSJ'* —6}")
gy
E.=(=1)"" ¢ (J)8, , £=1,2, .c., 7, (2.19)
1 . 7
J=1
L s
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-1 5
n. = (-1) 2. Gl w., , £=1,2, i, 8
1 i=1 7 k]

supondo que (z =0 se J % 1.
Se normalizarmos os coeficientes dos polinomios n(Vv) e §&(V)

nao perderemos generalidade e teremos

(1+&, V+E, ol &g v°) Y, = g(1+n1v+...+nSVS)Xt_b,

(2:20]
onde
" Wy =Wy T oees T W
i s 5
A7 1 o
=il s
=1
n, = (-1) % (i) ws £=1, 2, «ouy 8
wo—w]- ..-ws J=1
(2.21)
e
t=] r
=1 / "
e (=1) Iod)e, | i=1,2 .
1 - 61 = i e GP g=1
Nos modelos apresentados até aqui, supomos que nao havia ne
nhuma interferencia no sistema, mas geralmente isso nao acontece. A

salida vem normalmente acrescida de um ruido, assim nosso modelo passa

T, = p(B) Xt + Nt' (2.22)
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Este ruido nao & necessariamente o ruido branco, mas sim  um

processo generico auto regressivo integrado de meédias moveis, de ordem

(v, d, q) e, portanto, pode ser escrito na forma
N, =¢"2(B) 6(B) a
t t’

onde a, € um rufido branco, $(B) e o operador auto regressivo e 9(B) €

0 operador de medias moveis, de ordens p e q, respectivamente.
Diversas sao as interferencias que podem surgir no sistema,

em qualquer instante, s0 que suporemos que elas soO interferem na sai-

da aditivamente e que sejam independentes da entrada.

Assim, o modelo que teremos que identificar sera da forma

— -
Yt =38 " (B) w(B) Xt—b + ¢ ~(B) 6(B) a, . (2.23)

2.3. Modelos para Sistemas Dinamicos Continuos

Apresentaremos, agora, sistemas dinamicos contfnuos, isto sig
nifica que ¢ € IR; e a representagao do processo sera X(t) para a en
trada e Y(t) para a saida.

Uma forma de representar este sistema € atraves de uma equa

gao diferencial de ordem (r, s), dada por

- 2
Vi) ¢ fy BT o, B TS SN T
dt dt Poooar
& —
= glx(t-) + ity HET) g dXOBT), g ————dsX(t_ST)J (2.24)

dt 2 g2 s dt



_25_

ou usando o operador D = d/dt a equacao (2.24) sera

4 g _ 2
(1 + AJ D+ Ay D" # .00 # AP D) Y(t) =g(1+ Hy D+ H, D" +

o
Fooee +H g}l Xit-tl; (2.25)
onde T representa o atraso da saida em relagac a entrada; se a respos
ta e imediata, T € igual a zero.
A solugao desse tipo de equagao diferencial naoc € simples;
ela so possui solugao exata para casos particulares, no mais das vezes

tem que ser resoclvida por metodos numericos, assim vamos considerar al

guns casos particulares deste modelo.

A) - Sistemas Dinamicos de 1% Ondem

; a = = .
Sistemas de 1- ordem sao aqueles que tem » igual aum e 8

igual a zero; teremos entao que a formula (2.25) fica reduzida a
(1 + AZD) Y(E) = Li¢)s
A solugao dessa equagao e dada por (Courant, 1967)

Y(t) = v(u) X(t-u) du, (2,261

onde

-u/Al
v(u) = g/Al e
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A funcao v(u) € conhecida como fungao resposta de impulso, a
constante Aj como constante de tempo e a constante g como ganko do sis

tema; podemos fazer analogia entre este ganho e o ganho para o sistema

discreto; aqui, quando temos uma entrada constante X, a saida para o]
tempo infinito € dada por

Y =gkx. (2.27)

A equacao (2.26) tem solugao exata para entradas particula
res, por exemplo se a entrada for um impulso unitario no tempo zero,
conservando-se nesse nivel indefinidamente, teremos

—t/AJ
Y(t) =gl -e 2. (2.28)

Nos casos que a fungdo (2.26) nao tem primitiva, métodos numé

ricos sao usados para encontra-la.

A saida pode nao ter uma resposta imediata a entrada e nds te

remos o modelo escrito da seguinte forma
(1 + AJD) I(t] = g X(t—l, (2.29)

0 qual e um sistema dinamico de primeira ordem com atraso; a solugao
dele e identica ao caso sem atraso so que transladada de T.
'Estes tipos de modelos sao comuns em processos fisicos, apre

sentaremos assim um exemplo desse tipo de sistema.

Exemplo 2 (Jenkins-Watts, 1969): Consideremos o sistema de mola na por

ta de vai e vem, exibido na figura 2.4.Suponha que a porta seja fecha
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da violentamente; esta forga produz uma compressao x(t) na mola (entra
dal a qual produz um deslocamento na porta, y(t) (saida). A equacao

que explica esse problema mecanico e dada por

¥ o) B g = p 84 (2.30)
dt

onde K € a constante da mola e D e a velocidade constante com que a

porta se fecha. Assim a eguagao (2.30), pode ser reescrita da forma

dy
dt

i

+ git) = zit)

onde T é a constante de tempo do sistema.

A solugao dessa equagao diferencial & dada por

t
1 -—
y(t) = | T witu) du,
0
logo a solugao final depende da entrada x(t). Suponhamos que a entra

da tenha sido um impulso unitario no instante ¢ igual a zero, voltando

a origem instantaneamente; teremos

o) g e Ty,

] E
Figura 2.1

Bl - Sistemas Dinamicos de 2% ondem

Um segundo tipo de modelo com muita aplicagao € aquele repre
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sentado por uma equagao diferencial de segunda ordem, isto €, r igual
a doits e s igual a zero, que sera dado pela equagao

(1 + 0D+ AD°) 2(8) = g X(¢) (2.31)

Esta equagao tem a seguinte solugao

Teh £ v(u) X(t-u) du (2.32)
0
onde
—u/TJ -u/T2
vu) = gle -e 1/ (1, - T2), {2.38]
com
fl + T2 = AJ e Tl T2 = Ag.

As constantes Tl e T2 sao conhecidas como constantes de tempo
e a constante g € o ganho db sistema, que tem o mesmo significado do
ganho para o sistema de primeira ordem.

A integral da expressao (2.32) tem solugdo para entradas par
ticulares, por exemplo se a entrada for o passo unitario no tempo ze

ro, a solugao sera

Y(t) =g | 1- (2.34)

Exemplo 2.2. (Nardizini, 1973): Os circuitos elétricos de segunda OF
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dem sao aqueles que podem ser descritos por equagoes diferenciais de

segunda ordem da seguinte forma

2 ;
a d- Y(t) &z d Y(t)
dt

+ta, Y(t) = X(t)
2 dt2 1 0

onde ay, a;, a, sao coeficientes e X(t) € a fungao exitacdo. Em elr
cuitos eletricos, Y(t) representa a corrente, I(t), ou a voltagem*
V(t). As constantes a0, al e aZ dependeram dos resistores, indutores
e capacitores do circuito.

Consideramos o circuito da figura 2.2 \

/i T ;
| | zL(t)
= S22 AL N
+| I + -
+ VC VL "
V(t)=1 volt
: R VR
e \
Figura 2.2
Segundo a lei das malhas de Kirchhoff temos
Vi (t) + Vo(t) + Vo(t) = V() (2381 .

onde VL(t) e a voltagem do indutor, Vc(t) a voltagem do capacitor,
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Vk(t) a voltagem do resistor, e da lei dos nds temos:

T
VR d VO 7
+ ( —— = Iy +— V(u) du, (2.36)
R dt L 0

onde IO € a corrente no indutor antes de fechar a chave e VO e a volta
gem no sistema antes de fechar a chave, L, C e R sao as constantes do

indutor,capacitor e resistor,respectivamente.

Combinando as equagbes (2.35) e (2.36], obtemos:

a4 V,(t) d v, (t)
L, = + &, + Valt) = u(t),t 2 o0, (2.37)
dt dt 1
Se definimos o = e w, = 1 , teremos
‘ 2L o 5
C
2
& [v(t) d V,(t) 5
+ W, Valt) = w, ult), (2.38)
di? dt ¢ e 0



onde
s, =—o+ a2 -w % 8 8,=~-d-*= a2 W 2
7 0 2 0 .
Nos exemplos exibidos nesta secgdo, as equagoes diferenciais
que explicam 0 processo s30 naturalmente associadas ao mesmo; nesses

casos o problema passa para a solugao da equagao diferencial associada
ao sistema e a estimagao dos parametros existentes nelas; existem en
tretanto sistemas cujas equagées diferenciais a eles associados tem
gue ser identificadas e nesses Casos temos que usar das observagoes pa
ra essa identificagao; como as observacoes sao tomadas em tempo discre
to, e é funcao que explica o modelo & definida para o tempo continuo,
teremos que transforma-la para o tempo discreto; essa transformagao e
possivel para modelos particulares. Existem também sistemas continuos

que podem ser melhor entendidos através de modelos discretos, por exem

plo sistemas ligados a engenharia de controle (Box-Jenkins, 1870Q).

2.4. Sistemas Continuos Discretamente Coincidentes

Seja um sistema continuo, que pode ser escrito na forma de

filtro linear
Y(t) = v(u) X(t—u) du,

e suponhamos que a entrada e pulsada, isto e, muda de nivel imediata

- ~ r - .
mente apos uma observagao & permanece nesse nivel ate pelo menos a pro
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xima observagao, quando pode mudar de nivel ou nao depois da observa

Gao, e assim sucessivamente. Esse tipo de entrada pode ser representa

l
da por uma onda quadrada (figura 2.3]

Xt—z+‘

Xy-1+
x [t
t=-1 ¢ t+1 { t
Figura 2.3
Denotaremos a entrada para o intervalo ¢t =1 < j < ¢ por

Seja entao o sistema representado por um filtro linear conti

-

nuo com um atraso de (b+c¢) periodos de tempo, onde b & inteiro e ¢ e

fracionario, teremos. Assim,

onde

Y(t) = v(u) X(t-u) du, (2.381]

v(u) = 0, para u sb+a

Se tivermos uma entrada pulsada, a equagdo (2.39) pode ser,

reescrita da seguinte forma:
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b+1 b+

Y(t) = vu) X, g gy du + V) X,y gyt e
b+ec b+1

Como a entrada e constante, ela pode ser colocada para fora

da integral, logo

Y(t) = vp K,y 1tV X g ol Foeen, (2.40)
ou
¥y = Pplppagh * Uy i popy * #ovs
onde
b+1
v, = v(u) du,
b+e
b+j+1
vV, = viu) duy, 3% 1.

b+J

Esse tipo de sistema € chamado discretamente coincidente. Ve
jamos por exemplo o que acontece, quando o sistema e de primeira ordem

e a entrada e pulsada. Seja

(1 +D7T)Y(t)=gX(t).

Sabemos que a solugao desse sistema e dada por
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Yi(t) = vul) X(t—=) au,
0

onde v(u) = g/Y’e—u/T; se tivermos uma entrada pulsada a partir do ins
tante zero, teremos

1 2
_li g -u/T g /T
¥ie) = \ T @ Xt—1+ + e Xt—2+ Fowwiny
0 7
. -1/T, -§/T
Y, = .§ gl -e ) e Xt—j—1+’
J_
ou ainda
Y, = v(B) X,
onde
.. m . .
v(B) = ¥ g(1 - e_l/T) e_J/T BJ+Z,
J=0
Como
v(B) = _w(B) R
J(B)
onde

w(B) = w, Bb -y Bb+1 - e m W Bb+3
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it i g g
8(B) =1-6,B~8, 8 ~... GrBr,

Precisamos identificar os valores de b, se r, usando as equa-

goes (2.10). Chegamos a conclusao que b € igual a wn, s 6 gero e v &

um, pois
vo =0
Uy =gl e_]/T)
W@ g e—J/T, 138 L v

J J=d

Teremos que o modelo discreto sera da forma

(1 + &B) Yt = w, X

t—=1

onde

§ = e_l/T,
visto que pelas equagoes (2.10) vj =34 vj—l e que v, =w, e assim

=g(1 - §8).

w, gl )

Assim o sistema (2.40) sera discretamente coincidente com o]
sistema

(1 + 1InTB) e = gl 1+ 1inT) Xy e

Se o sistema tiver um atraso, isto e, for da forma

(1 +D7T)Y(t)=g X(t-D-c),
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pode-se provar que ele, com uma entrada pulsada, sera discretamente
coincidente com o sistema
(1 - 6BJ Y, = (w, - wJB) X 14

onde

§=oL/T wy = g1 - 8 & & 20

1

Assim sendo, modelos continuos da forma
(1 + 8D+ AD+ e ADY) ¥(6) = X (b-b=e),

serao, para valores particulares de A e ¢, discretamente coincidentes

com modelos da forma
_ _ _ _ S
(1-E,9~-... grv”) Yp= (g -nV-eee = V)X, 5 g

onde r e s sao iguais a R, A = (A, AZ’ She AR) e mais, se ¢ for zero
s sera igual a r-1.

Assim sendo, sistemas representados por equagoes diferenciais
de ordem (R, 0) sao discretamente coincidentes com sistemas discretos
representados por equacgoes de diferencgas de ordem (R, R), quando @
entrada e pulsada. (Box & Jenkins, 1970).

Assim, quando queremos identificar o modelo associado a um

sistema continuo, usaremos entradas observadas da seguinte forma:

X(t) =X, o §-125¢24+1/2



e os dados podem dessa forma ser representados pela equagdo de pulsos

(2.40) onde X,, e substituido por Xj e o atraso b +¢ por B i iden

2)

tificando a seguir o modelo de fungac de transferéncia e finalmente u-

ok

sando as afirmagoes do paragrafo anterior para identificar a equagao di
ferencial que explica o sistema dinamico continuo. O dnico cuidado que
se deve tomar e o de fazer observacgdes em intervalos de tempo tao pe-
quenos, de forma que nao ocorram mudangas na entrada, entre duas obser

vagoes e assim conseguiremos uma boa aproximacao para o modelo.
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CAPTTULDO 111

[DENTUFICAGAO

3.1. Introdugao
Sabemos que o modelo a ser adotado para explicar um conjunto

de observagoes de uma serie de tempo bivariada CXt, Yt) sera do tipo

[e0]
Y. = 5 9.2, 3 £2.41
t J=0 g g
Ou, usando o operador atraso, da forma
Y, = XA,
. v(B) xt
Transformando v(B) no quociente de dois polindmios w(B) e

§(B), respectivamente de grau s e r, teremos

y = w(B) | ¥

t §(B) e A

introduzindo tambem a defasagem b.

Nosso problema, agora, sera identificar os valores de r, & €
b para podermos conhecer a particular forma da funcéo de transferen

cia, para a serie de tempo que estamos observando, e entao estimar

seus parametros.



Este problema tem recebido grande atengcao na literatura:
Fisher, 1937 sugeriu originariamente que os pesos vj'S da fungao res
posta de impulso fossem tomados de uma série aritmetica  decrescente,
0 que obrigaria que os mesmos tendessem para zero gquando j > K. Koyck,
1954, propos que 0S pesos Uj's formassem uma serie geometrica decres
cente, que como os pesos de Fisher tenderiam a zero. Solow, 1960 suge
riu que os vj's fossem varias convolugdes de uma serie geometrica de
crescente. Cada uma dessas sugestoes envolve a estimacac de poucos pa
rametros na funqéo de transferencia, mas elas teém uma desvantagem que
@ a impossibilidade de aproximar uma fungao de transferencia arbitpé
ria a um dado conjunto de observagbes. O que faremos aqui e identifi
car a fungao de transferencia mais geral quanto possivel.

Vamos, inicialmente, tomar alguns casos paerticulares de fun

goes de transferencias para estuda-las e desse estudo tirarmos  suges

toes para a identificagao do modelo.

3.2. Casos Particulares de Funcao de Transferencia

11 Se tivermos 8 e r iguais a zero e um atraso b, entao

Ty = wy Xype

Temos, assim, que os pesos de fungdo resposta de impulso sao

zeros para § # b e o peso vy, e igual a w,; isto significa que a safda’

0;

é proporcional a entrada, atrasada de b intervalos de tempo.

2] Se r for zero e 8 diferente de zero e com um atraso b, entao



_40_.

- . N _ S
Y = (wO WB= ... B b Xyp

t ’

Temos que
vj = , §<b e g ¥b+s
Ybe1 T Y
vj+b = (,oj s bt2 < j < b+s

Assim, os pesos vj's sao iguais a zero para § < b, seguindo

um modelo nao fixo para b+l < j < b+s, voltando a ser zero para
J > b+s.
3) Se r for diferente de zero e s for igual a zero e havendo um atra

so b, ficamos com
—_ - e r =
(1-08B=-.0 =8F) Y, =uw X,

Temos que

J
’p = W
P = S vj—] T . dr vj_r 2 d >

Assim, os vj's sao nulos para j<b, seguem um modelo nao fixo
para j igual a b e depois satisfazem a equagao das diferencas G(B)vj =.
= 0, que tem como valores iniciais Vps Vpygs woes Vpyps O Que signifi

ca que eles decrescem segundo somas de exponenciais negativas ou somas



de ondas senos suavizadas, dependendo se as raizes do polinomio carac

teristico §(B) forem reais ou imaginarias.

4) Se s e r sao diferentes de zero e temos um atraso b, observemos o

que acontece com a fungao resposta de impulso para diversos valores de

s e r.

4.a)-Sejam s e r iguais a um; ficamos com

(1 -8, B) Y, = (w, = w; B) X, 4.
Temos que
( uj =0 , g+<b
Ub :wo
4vb+1:"‘*’1+‘31 “o
V. = § A
L Jt+l = 1 vj s J > b+l

Assim, os v.'s sao iguals a zero j ¢

S 5 g para J < b, vy e Uy, seguem
um modelo nao fixo e os vj's para j > b+l decaem segundo a equagao das
diferengas vj+] i 61 vj = 0, cuja solugao e uma exponencial negativa e

que usa como valores iniciais Uy, € vb+1'

4.b) - Se s e igual a um e r e dois, temos
(il = 8y, BT, & (), = ) B
1 a t 0 1 “t-b*

Temos

o
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fvj =8 , 3%b _

va = w,

Vs = Oy Wy 9y

\vj = 61 Uj—] + 62 vj_g , B4 > bid,

Assim, os vj’s sao nulos para j<b e Ub e vb+1 tambem seguem
um modelo nao fixo e os vj’s quando J§ > D+1 decrescem segundo a  equa
¢ao de diferencas 6(B) vj = 0, que novamente usa como valores iniciais
YV eV, e cujaa solugao € uma onda seno suavizada.

dois e r tem valor um, teremos

(G

4.c) - Se s

(1 -6, B) Yt:(wo—w]B—wg B) Xype

Temos que

=
<
O
|
S
9
Q
A
o

-0y w

=6, v, , J>bt2

Assim os v.'s sao nulos para j<b, temos tre '
J p J <D, res vj 8 (vb, Vpel
e vb+2) seguindo um modelo nao fixo e os vj's, para g2 b+2, gbedecendo

a equagao das diferengas §(B)v.=0, cujo valor inicial & e
¥ 4 g / = %oy 5 V5
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cuja solugao decai exponencialmente.

4.d) - Finalmente se s e » tem valor dois, temos

2 - — —
(1 §1 B 62 B”) Yt = (w w, B w, B?)Xt

0 1 b

e portanto

rbﬂ =8, wy ~

- /82 B =
= (51 + 62) w, 61 W, = W,

va'*J =9, Vs + &, Picr @

& = b+8,

Assim, 0s vj’s sao nulos para J <b, os trés valores seguintes
dos vj’s(vb, Ve © Ub+2)’ seguem um modelo naoc fixo e os vj's para
J > b+2 obedecem a equagao das diferengas &(B) vj = 0, que tem como va
lores iniciais vb+1 e vb+2 e cuja soluqéo € uma onda seno suavizada.

Assim para identificer a ordem da fungao de transferéncia se
ra necessario encontrar os valores estimados dos pesos v.'s e atraves
do comportamento da fungado resposta de impulso identifica-se os possi
vels valores de b, r e s. Observemos que, nos modelos particulares de
senvolvidos aqui, o valor de b e sugerido pelo nimero de pesos ini
ciais vj,8 iguais a zero, o de s e sugerido pelo ndmero de pesos dife.

rentes de zero que nao tem um comportamento regular e o de » pela for

ma final dos pesos vj's; se eles decrescem segundo uma exponencial, o



valor de r deve ser um; se decrescer segundo uma onda seno suavizada o
r deve ser dois, outro qualquer valor de r fara com que 0s pesos de
cresgam segundo uma soma de exponencials negativas ou ondas senos S
vizadas, que séq‘de dificil identificacao.

Assim, (Pack, 1977a) os valores de » podem ser identificados
fazendo uma associagao entre o modelo da fungao resposta de impulso
a fungao de autocorrelagao associado ao modelo auto regressivo de o
dem p de uma serie univariada.

Para identificar o valor de r deve existir um grupo de r valEl
res iniciais dos vj’s que satisfazem a equacao §(B) vj. Estes valores
serao os vj's que aparecem na expressao, isto é; vb+s—r+1’ eV 1s
vb+s.

Para identificar s, que € feita depois da identificagao de r»
observando a partir de qual vj a fungao resposta de impulso segue um
modelo fixo, esse J e igual a b+s,%3como\yiconhecemos b, podemos calcu
lar o valor de s.

A figura 3.1 (Pack, 1877a) apresenta um sumirio do comporta
mento da fungao resposta de impulso. 0 grupo 2 sgo existe se r» < s sao
0s pesos da fungao resposta de impulso que adicionados aggg pesos do gry
po 3 nao seguem um modelo fixo, se r = s+1l, o /érupo 2 desaparece e se

r > s+l, o grupo 1 e 3 formam um Unico grupo.
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Pesos da Resposta de Impulso

/\/‘;‘H/\/\ﬁ"# 4 Ao o e e

1 Yp-1|Yp Yhe2 vb+s—’1‘!vb+s—r+1 Vbhts-1 Hrs|Vbts+1  Vhts+2

%3

1
T
v

1) b pesos=0 2) s-r+l pesos 3) r valores intetlais 4) seguindo um  mo
delo fixo.
Figura 3.1

A estimacao final do modelo nos permitira acrescentar ou eli
minar parametros do modelo.

A tabela 3.1 (Box-Jenkins, 13870), nos auxiliara a identificar
os possiveis valores de r, s e b, atraves de exemplos. No final des

te capitulo exibiremos alguns exemplas para identificagao de r, s e Die
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i } i Bl Resposta de Sesposta gf
S, Forma V | orma B Impulso v ] e passo 5}
003|Y,=X,_3 Y.=BY, I ' ‘3
: ; |
/ i
$ b
013[Yi=(1-5¥) X,5  |F=(5=538)B’X, i | E[
‘ b b
023 Y= Y= . I
(1=-V+25¢) X, ;| (25+.508+.258%) B'X, | l 1 1 '
b b
r'TTT)
103[(1+7) Y= X, (1—-.5B) Y.:=5B°X, T TlT
| .;
b b
% (1+7) Y, = (1-53B) Y=
(I=305X, (25+.25B) B’X, 11, _A?T
5 b J
i
- ] ]
i (1+V) Y= (1—.5B) Yo= i
(1-V+.25C%) X,_ | (125+ .25 B+.1258°) B’X, A%y ,,ﬂ
) b
1-25V+ 579 ¥, = » -  §
g03f( ~BV+ST) i (1—6B+.4B")Y,=8B'X. h
Ap=3 - &
b )
, Q
- (1=25V+.5YV%) ¥,= |[(1—.6B+.4B°) ¥, = { |
(1=5%)X,-, (4+.4B) B'Xy TT; 1 i
; ik " f
; 1
54 (1~.25v+.5\‘-t) Y,=l(1— 6B+ .1B% Y= o 1
(L=%425¢" 1., {2+.4B+28B")BY, Jf‘ﬁ $ 4
b ) J‘l

TABELA 3.1 ;'Exempﬁo de Fungao Resposta de Impulso e de Passo

com g-{= 1.



3.3. Estimacao Preliminar de Fungao Resposta de Impulso

0 modelo de fungao de transferencia so deve ser construida pa
ra processos estacionarios, pois guando essa condigao naoc & satisfei
ta, o modelo nao cbedece certas condigoes de regularidade.

Se o processc que estamos observando nao for estaciondrio fa
remos transformagoes nas observagaoes até que se torne estacionario, @
com os dados transformados que trabalharemos. |

A transformagao mais usada e a diferenga, isto €, obtemos a

série

Se esta primeira diferenga nao for suficiente para transfor
mar a serie original em estacionaria, repetimos o processo ate que ela
se torne estacionaria.

Uma outra transformagao usada € a logarftmica (Nelson, 1972)
que consiste em fazer a diferenga entre os logaritmos naturais das ob

servagoes, isto e,

x, =1In Xt - In Xt—l .

Neste caso estamos construindo a serie da razao de crescimen
to do processo. Esta transformagao € muito Util para séries  economi

cas.

Sejam (Xt’ ﬂt) observagoes de um sistema dinamico, que podem

ser provenientes de series estacionarias ou nao.
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Se as series originarias ndo forem estacionadrias, d diferen
cas sao feitas para que elas se tornem estacionarias, e as series re

sultantes serao indicadas por

Geralmente d assume valores 0, 1 ou 2.
Supondo que depois dessas d diferengas o numero de observa
goes seja n, estimadores para as fungoes de autocovariancia desses

processos, dadas pelas equagoes (1.9), serao

7 n—k _ _
cxx(k) = E (xt - x) (xt+k) —wly KRB0 3 vhey Bl
n t=1
(3.2)
onde
n
E:‘_l"" Z .'L'_t3
n =1
n—k _
cyy(k) ——n— t;z_ (yt =Y Yy ~Y)h k=0, 1, , n—1
(3.3)
onde
n
e
y" -z-: yb
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2 “
Como Yxx(O) = 0., estimadores para as fungdes de autocorrela

cdo dos processos sao dados por

(k)

cxx(k) F Cxx(O)’ K =

|
S
v
~
-
Do
“
.

B vey n=1 (3.4)3’

k) = k =g =T
Pyy( J cyy( )/ cyy(O), k=0, 1, 2, ..., n-1

Estes estimadores sao assintoticamente’ ndo viciados se forem

satisfeitas as condigoes do Teorema Ergodico (Jenkins-Watts, 1969).

Um estimador paraa fungao de covariancia cruzada entre a entra

da e a saida e dado por

( 7 n—k
— I (x,-x) (y,, -y sek=0, 1, 2, v..,
n t=1 “ s - BESE iy
n=1
(3.8)
k) =
cmy( ) T
7 n+k
S Do gy o) By, = Gl ss k= =L, %8, covy
n t=1 = DK g
| -n+l

e para fungdo de correlagao cruzada entre x e y &

1/2 1/2
rxy(k) - cxy(k) / cxx(O) cyy(o),k = g,

I+

1,

I+

8 wssy 2 (B-1)

Para testar se certos valores da fungdo de correlagao cruzada

sao ou nao zero, teremos que conhecer o desvio padrao dos estimadores;
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um valor aproximado da covariancia entre os estimadores da covariancia

cruzada entre x e y,de lags k e k+L, foi dado por Bartlett (1846). Sob
a suposicao de normalidade, a covariancia e dada pela seguinte expres
sao:
cov lrxy(k), r’xy(kﬂ)} =
(n—k)—l L (v) p (v+Z) g p (v+2k+1) 0. (—v) o
Y =—00
gy (6 03y (4L (02,00 + =0 ,Cl(v) + L p? W)} -
g = 2
l
. pmy(k) {pm(v) pxy(\)+k+2) + pxy(-\)) pyy(\)+k+l)} - |
" (k+1) (v) V+k) + (-v) (v+k)} J .63
P {0, | Py . . (3.6)
Esta formula € valida para qualgquer caso, mesmo aguele em que
z, = Y. se quisermos a variancia do estimador, basta substitulr L por

z2ero, assim

Var [rw(k) ] = |‘

i- T
i \é—m [me,(\)) pyy(v) + pxy(wk) pxy(k—\)) +

1 2 i &
(k) {p (v) et WKL pyy(\))} -
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- 20, (k) (o, (V) p, (V) + o (~v) pyy(v+k)}J

As variancias para particulares valores de k, 17, xt e yt sg
rao estudadas oportunamente.

Atraveés da regularidade das fungoes de autocorrelagdo e de
correlagao cruzada entre x e y, verificamos se as séries sao esta
cionarias. Series nao estacionarias tem fungbes de autocorrelacio e
de correlagao cruzada irregulares que nao decrescem para lag's altos,
0 que nao acontece quando as series sao estacionarias.

Seja o sistema escrito da forma

+ n

Y, = 0 Uj Lp—g t

'™ 8

dJ

Multiplicando ambos os lados da igualdade por x, 4 temos

Y Toke = V0 Tp Ty T Vg Fpg Tpg teee tn T

Calculando a esperanga dos dois lados dessa igualdade teremos

Yay (&) = 0y Yo (k) + Dy Yo (k1) +...,rara K=0,1, 2, ...,

(3.7)

ja que o rufdo do sistema e independente da entrada, 1 temos! que

Como o sistema que trabalhamos e estavel, sabemos que os vj's
tendem a zero para Jj > J e usando essa suposigao a expressao (3.7) se

transforma em
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ny(k)_: v, Yxx(k) + v, Ym(k-Z) +* e * vy ym(k—J), k =l

18 ausyd . (9500

Se denotarmos

~xY N ~LC

_ny(J)J _Ym(J) Ym(J—J) 5 v W P

1<
]

teremos que as equagoes (3.8), podem ser escritas na seguinte forma ma

tricial:

v : (3.9)

Para encontrarmos os estimadores preliminares dos v.'s basta

J .

substituir os valores das fungoes de covariancia cruzada entre x e Y €
autocovariancia |da entrada pelos seus valores estimados e no sistema

!
de equagoes (3.9), que se transforma em /
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gxy = Qxx o (3,100
onde
fcxy(o) Cop(0) vev e (J) 7]
(1) .
?xy e..(1) ... cxx(J 1)
& dd) wu. 2 (8]
_xy(J)_ xe xx
_507
v =
o %l
e resolve-lo. Este método € ineficiente dado que temos estimadores

R ] L ~ “
preliminares para os Uj 8, pam!{g =0, 1, ..., J, mas nao teremos esti
-

madores%preliminaras para os vj's, com J > J. Assim, com este método,

precisamos ter uma idéia do valor de J e isso nem sempre € possivel.
Apresentarem#s a seguir um metodo, no qual essa suposigéo nao € neces

saria.

3.4. Pre-Branqueamento da Serie de Entrada

Nosso modelo e dado por
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Yy, = v(B) z, ton, (3.11)

onde Yps &, &1 sao as observagoes transformadas para tornar as se

T t
ries estacicnarias.

A série de entrada podemos ajustar um modelo ARIMA (p, d, q)

e portanto o modelo da série de entrada sera:

-1, .|
& =4 | .12]
X, ¢m (B);ex(B) o, (3

onde ¢x(B) e 6x(B) sao polinomios de graus p e ¢, respectivamente, e O

- - 2
processo at e o ruido branco, que tem variancia Ga'

Se aplicarmos a operagao inversa em Ty obteremos o ruido bran

co como fungao da série de entrada, de modo que

-7 B
¢x(B) Gx (B) z, = 0.

Consideremos estes operadores aplicados a saida e ao ruido do

processo:

_ ~1
= ¢x(B) Gx (B) Yy

=
o
¢x(B) Bx (B) n,
" |
e portanto a equagao [3_11)4 pode ser reescrita da seguinte forma

Bt = p(B)] o, * €

|

Sefmultiplicarmos essa igualdade por Oy temos
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By Opg = v(B) a +E. a

t t-k t itk

e calculando a esperange, teremos

YGB(k) e Yua(O)’ (3.13)

isso porque 0s at nao sao correlacionados e mais, como o rufdo do sis

tema nao e correlacionado com a entrada, transformacoes lineares deles

também nao o serao, resultando Yag(k) = ' B0y 2T, kP s

-~

Segue?se gue um estimadgr de vk e dado por

vy = = r.p(%) (3.14)

0 prée-brangueamento da entrada torna o sistema de equagoes
(3.10) ortogonal o gue nos permite calcular estimadores iniciais para
0s vj's, qualquer gue seja o j, sem % necessidade de supor que eles
sao zero a partir de um J.

E @ a partir do comportamento dessa fungao resposta de impul
so estimada, que decidiremos qual os provaveis valores para b, re s,
usando as sugestoes que foram feitas no inicio deste capfitulo, a sa

ber:
1) |0 ndmero de 5j’s iniciais iguais a zero, sugere o valor de b;

2) /O numero de ﬁj's consecutivos que nao seguem um modelo fixo suge

rem o valor de s-r+l, se 8 > r e de r-s+l se 8 < r;

3) \D comportamento dos vj's a partir desses que nao seguem um modelo
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fixo sugere a ordem » da equagao de diferengas que eles devem seguir.

Depois de determinar os valores de b, » e s tomaremos as equa

goes (2.9) e determinaremos os estimadores preliminares para os pesOs
Gi e w.
3.5. Exemplos de Identificacao

(PaCK >

Apresentamos, agora, alguns exemplos de identificagao

1977a).

Exemplo 3.1. O0Os graficos da serie Yt e Xt estao na figura 3.2. Ambas

as series parecem ser estacionarias, e isto & confirmado examinando &

fungao de autocorrelagio estimada da série X, que se encontra na tabg

la 3.2 e a fungao de correlacao cruzada estimada entre Xt e Yt que S&

encontra na tabela 3.3.
Examinando a fungao de autocorrelagéo estimada da entrada Xy

chegamos a conclusao que ela € um rufdo branco com média estimada

- X @ um rufido branco com média zero-

10,178, portanto a série o, = Xy

A tabela 3.3, j& apresenta a fungdo de correlacéo cruzado es

timada entre o, e Yy

Assim os calculos dos ﬁk's sao feitos multiplicando a fungao

de correlagao cruzada estimada entre a, e Yt por SB/Sa'

0 grafico da fungdo de impulso resposta esta na figura 3.3.

Obs. - Nas tabelas que aparecem neste trabalho o ponto representa a vig

gula decimal
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"TABELA 3.2.

Fungdo de Autccomnelagdo da Serie de Entrada X tda Exemplo 3.1.

Lag u Auwto connelagoes r.. (u)

1 - 10 0.05 0.00 O0.04 -0.06

e.p. 0.0 0.09 0.09 0.09

11 - 20 -0.20 0.04 0.03 0.06

e.p. 0.09 0.10 0.10 0.10

-0.06 0.00 -0.10 0.04 0.13

0.09 0.09 0.09 0.09 0.09

0.03 -0.09 0.16 -0.01 -0.08

0.10 0.10 0.10 0.10 0.10

-0.10

0.08

0.08

0.10

X = 10.38

{]

-

0= 2.36

Mimero de Observagoes = 125
|




TABELA 3.3.

Funcao de Conrelagdo Chuzada da Serie de Entrada X ;e

Sénie de Saida ¥, do Exemplo 1

Nimero de Lags Corrnelagao Nimero de Lags Conelagdo
na Entrada Cruzada na Entrada Cruzada
) 0 -0.016 11 0.094
1 0.016 12 -0.054
2 0.826 13 -0.196
3 0.456 14 -0.036
4 0.220 15 -0.032
5 0.159 16 G.023
6 0.038 17 0.025
7 -0.036 18 -0.072
8 0.026 19 0.091
9 -0.082 20 0.067
10 C.002
X =10.18 Y = 60.91
Oy = 2.38 G, = 8.57
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Xy
'6 3 l
i
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W
0 ~ " A A A i A
20 40 60 80 100 120 140 t
% i
?
{
: JV\W/\V\'\W\//\/\\/ |
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|

FIGURA 3-2: GRAFICO DA SERIE DE SAIDA Yt E DA SERIE DE ENTRADA X! PARA o:’

EXEMPLO 1.
Uk
3,0
i e e
-3,0
Figura 3.3 : Estimador dos Pesos de Resposta

de Impulso do Exemplo |
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-~ -~

Observemos que UO e v] parecem ser Zero e que 02 nao e zero

Isto implica que b-I1 = I e portanto que »=2. Em seguida observemos

que a fungao resposta de impulso estimada parece decrescer exponen
Pelas afirmagoes feitas na

cialmente o que sugere que r deve ser 1.

segao 3.1, sabemos que 0S pesos vb+s+1’ vb+s+2’ ++., devem seguir Q

equagao de diferengas v " 6] Vp_7 = 0, e gue os valores vj com § <bts
sao 0s valores iniciais dessa equagao, isto e,0 primeiro valor inicial

da equagao de diferenga sera vb+s' Se Vg e o valor inicial da equagao

de diferenga, os pesos 03, 04, «.., devem seguir o modelo fixo, e € O
entao, b*s = 2 e como b = 2, s = (. Assim para

que acontece no caso;

esse exemplo b = 2, s = 0 e r =1, e o modelo sera da seguinte forma

(1-8,B) Y, =wyX, , %) +0, -

Exemplo 3.2. 0s graficos das séries Xt e Yt estao na figura 3.4. 0B

servamos que a série Xt nao € estacionaria.
A fungao de autocorrelacao estimada de Xt’ que esta na tabe
la 3.4, confirma essa suspeita. A primeira diferenga para ssrie Xt

torna-a estaciondria, e a fungéo autocorrelagao estimada da primeira

diferenga de Xt' esta na tabela 3.4.
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20

10 ﬁij fw\n‘/\ﬂ

1 1 1
0] 20 40 60 80 100 120 140 !

M w

25 1 1 1 1 1 L 1
20 40 60 80 100 120 140 L

Figura 3.4 : Grdfico da Série de Saidg Y; e da Série de

Entrada X} para o Exemplo 2



TABELA 3.4.

- Autoconnelagdo para Sinie de Entrada X , ¢ paa

Primeina Diferenca de X do Exemplo 3.2.

Senie Oniginal

lag u Autocorrelacao v (u)

Iz

T-10 0.83 0.84 0.81 0.77 0.73 0.71 0.87 0.66 0.64 0.59

gD, 0.09 0.15 0.19 0.22 0.24 0.26 0.27 0.29 0.30 0.31

11 - 20 0.55 0.54 0.52 0.48 0.44 0.39 0.33 0.35 0.31 0.30

e.p. 0.32 0.33 0.34 0.34 0.35 0.36 0.36 0.35 0.36 0.37

X = 14.09
O:z: = &§8.95

Nimero de Observacies = 115

Primeira Digerenca

Lag u Autoconrnelagio r.e ()

1-10-0.36 -0.07 0.10 -0.06 -0.03 0.07 -0.14 0.02 0.17 -0.11

e.p. 0.09 0.117 0.11 0.11 0.11 0.11 0.11 0.11 0.11 0.11

11 - 20 -0.17 0.12 0.07 0.03 0.04 -0.17 0.20 -0.01 -0.14 0.11

e.p. 0.11 0.11 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 0:12 0.12 0.12

z = 0.09
Ux = 5.95

Numero de Observagoes = 114




Fungdo Conrelagao Cruzada da Senie Pré Branqueada e

Estimador dos Pesos Respostas de Impulso do Exemplo 3.
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TABELA 3.5.

~N
.

Nimero de Lags na Entrada Conrelagdo
Pre. Brangueada Cruzada "k
0 -0.069 -0.399
1 0.024 0.137
2 0.684 3.967
3 -0.670 -3.885
4 0.151 0.874
5 0.084 0.485
6 -0.077 -0.445
7 0.005 0.0z7
8 0.033 0.224
8 - -0.105 -0.608
10 0.102 0.582
11 0.030 0.3
12 -0.178 -1.032
13 -Q.027 -0.158
14 0.162 0.937-
15 -0.040 -0.234
16 0.005 0.027
17 -0.033 -0.189
18 -0.072 <0.418
19 0.172 0.995
20 -0.106 -0.616
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0 grafico da série Y, nos parece ambiguo, podendo ser estacio

t

nario ou nao. Apesar da analise feita indicar que Yt nao precisa de
diferenga, nos Considerarembs sta primeira diferenga, para facd 1%

tar o entendimento do modelo.
|

Examinando a tabela 3.4, que contem Fungéo de autocorrelagaO\

estimada da serie z, = Xt - X,_;, chegamos a conclusao que T, e MA(1],

portanto

z, = (1 - 61 B) Gy s

-

onde o e ru7In branco pois a fungao de autocorrelagao| da serie z, 80

e significativamente diferente de= zero para o lag 1. Entao o parame
tro 61 e estimado e tem o valor 6] = 0,4538.

Portanto, a serie pré-branqueada € da forma

(1 - B) Xt = (1 - 0,4538 B) o,

e aplicando-se o mesmo operador 2 saida, teremos
(1 - B) Yt = (1 - 0,4538 B) Bt'

A fungao de correlagao cruzada estimada entre a, e Bt’ e 0S8

|

pesos 5k estao na tabela|3.5. O grafico da fungao resposta de impulsO

estao na figura 3,5,

-~

Os pesos Vs Vg nao sao significantes, o que nos faz concluir

-~

que b deve ser 2. 0s pesas vy e 53 sao diferentes de zero e sao milti
\
1 & & sl o .
plos da correlagao cruzada,p comportamento dos pesos Vys Vgob Vg0 V19

]
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€ de dificil explicagao, e € questionavel se eles sao significativos,
dado que ha 115 observagoes. Todos os outros pesos nao sao significa
tivos.

Se consideramos so 52 e 53 diferentes de zero teremos que
b =2, bts = 3 e portanto s =1 e r = 0 ja que para j >4 o0s pesos
vj’s podem ser considerados zeros, e portanto nao seguem um modelo i
X0.

Assim, o modelo e dado por

Y, = (3,97 - 3,89 B) z,_,+n,

|

-4,0

Figura 3.5 : Estimador dos Pesos de Resposta
de Impulso do Exemplo 2

3.6. Identificaggo do Modelo do Ruido do Sistema

A identificagao do modelo do rufdo do sistema segue a técnica
de identificagao de modelo para serie univariada. A série do rufdo se

ra construida atraves do residuo da fungao de transferéncia prelimi
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il . . ~ . .

nar, ajustada ao modela, sem que se fagamos muitas suposigoes restriti
" e PSR z

vas sobre os estimadores dos parametros da fungao de transferencia na

serem consistentes. Basta calcular o residuo diretamente pela formu

la:

-~

= = (3.48)
ny =Y, v(8) .

A Unica suposigdo usada aqui & que os vj's sao nulos  para
J > J e a partir da série de residuos, identifica-se o modelo da série
usando as tecnicas que se encontram no capitulo 6 de Nelson, 1972 ou
capitulo 6 de Box-Jenkins, 1970.

A suposigao de que os vj's s30 zero pode/ser abandonada se

usarmos o modelo na seguinte forma

_ . - 3.19)
0%t-b " Y1 Tppg T eer T Z o o " (

0 residuo sera entdo dado por

-~

nt:i/t+61(nt_1—i’t_1)+...+6( i) =

T Wy T g oy Bppg * oee + @

.20)
i, xt—b—s' (3

A maneira de identificar o ruido nao se altera s

nao a suposigdo que vj e zero para j > J.

Existe uma forma indireta de identificar o modelo do residuo,

se usarmos OU-

1

|
|
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que € assim chamada, por nao ser necessario obter a série residual; 6
identificada o modelo do ruido pela fungao de autocorrelagao residual
estimada que passou pelo filtro de pre-branqueamento da entrada. Veja
mos como se implementa esse metodo.

Sejam

!

=
o, =0 °(8) ¢ _(B) x,

™
1

peu')
Gx (B) ¢x(B) Yy

ol
ia (B) d)x(B) o

m
i

Como ja dissemos,

B, = v(B) a, +n,

Se chamamos v (B) @, = u,, € como o ruido € independente da en

trada, teremos

YBB(_k) = YW(k) + Ys:e(k)‘
ou
Yoo (k) = Ygg(k) = ¥, (k) \ (3.15)
Como
U .: V, 0, + UV, O +}..., . (3.16)
t 07t 1 "l
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se multiplicarmos a expressao (3.16) por Us teremos

- 2 2 PO .
UM, g = vOUkat_k+-vzvk_1at_k_1-+...-+produbou eruzados

e calculamos a esperanca de ambos os lados dessa igualdade teremés
.

2
= : 17
Yo (k) jio vj vj % 9y (3.17)

ja que o € ruido branco e portanto nao e autocorrelacionado, e dado

que
v, =y () /o
J o a’
temos que a expressao (3.15) pode ser reescrita na forma

[oe]

_ 1 g "
Yee(k) = YBB(k) - —0—2—- Eo yaB(J) Yas('7+k) (3.18)
o I°
e Ccomo
. 1 o 3
Yeel0) = Ygg(0) == I Vpld)
o Jg=0
o
temos
pBB(k) - EO pOLB(J) pOLB(j+k)
o (k) = i
€€

o [ : (3.19)
1- 5 B .,03)
J=0 §%
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Assim, um estimador preliminar da funga@n de autocorrelacgao
do ruido depois de passar pelo filtro que branqueia a entrada &

dado
por

rBS(k) - '§0 ras(j) raB(j+k)
r (k) = s ) (3.20)
ee & o
1~ % ¥ (i)
jog o

Podemos, entao, usando a fungao

de autocorrelagao estimada

de €. identificar o seu modelo e atraves de operagoes inversas identi

ficar o modelo do ruido. Se

=1
€, = ¢€ (B) SE(B) a,

e como

- =
k< ¢x(B) Gx (B) s

temos que

¢;1(B) 0, (B)

kg - s (3.21)
© (B ol °
X o
Como
n, = (1 -y

t

temos, finalmente, identificado o modelo do ruido, dado por

d _
N (1-B)" =

-1 =1
¢€ (B) ee(B) ¢x (B) ex(B)at' (8.27)
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CAPITULO Iv

ESTIMACAO

4.1. Introdugao

-

Tendo identificado o modelo da fungao de transferencia que €

dado por

0

Y, = X v. X, .+0N,,
tjzogtg %

U usandc o operador atraso B,

Y = — X
¢ sy PP s B

cujos polinomios w(B), &(B), 6(B) e ¢(B) tém graus S, r, q e p, respet
tivamente, e teremos idéia dos possiveis valores de b, s, r, pe q.Pre
cisamos, entao, de técnicas que nos déem os melhores oy 0s mais efici-
entes estimadores para os parémetros de w(B), 8(B), 0(B) o $(B), para
em segulda usarmos esse modelo estimado para fazermas previsoes futu~
ras da variavel dependente Yt'

Us estimadores encontrados no capitulo anterior, nap sao con
sistentes e portanto nao podem ser usados para previsao.

Entenderemos que estimadores eficientes sap aqueles que mini

mizam a diferenga quadratica entre o verdadeiro valor do parametro e ©
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valor estimado para o mesmo. Sob a suposicgao de que as observagaes
tem distribuigao normal o estimador de minimos quadrados é também o es
timador de maxima verossimilhanga, e sao estes estimadores que

deduzi

remos a seguir.

4.2. Estimadores de Maxima Verossimilhanga

Seja {Xt’ Yt}’ com ¢ =1, 2, ..., n, uma amostra de n  obser

vagoes da serie gerada pelo modelo

(8) 6(8)
y = WB o, 0B
BV stmy S ER gy 1t

se a serie observada for estacionaria, ou gerada pelo modelo

N e 0 (B)
= —X, 4 t——aq
Y R T S

se os dados originarios nao forem estaciondrios, mas uma transformacgao

deles o for.

Uma transformagao que pode ser usada & calcular a série prove

. njr 2 St $ $
niente de "d" diferengas da série original, e neste caso

|
& - o
Ye Vd Yt e x, = Y Xt'

Seja o vetor de parametros desse modelo definido como U=

= (W, wevs W, 61, el 1 GP, Oys vnes ¢p, 61, S eq) e seja a fungao

de residuos

- 0B)  _ _$(B)  _w(B)
o(B) 6m) ¢
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gue tambem pode ser representada por (Pierce, 1972a)

¢ x| b

r
a, == L Z B8, al:#® T T TR
t, i=0 j=0 T g t—i=g i=0 ;=0 T tr=y
p s p 21
e z ¢i wJ | P # ¢i Wy Cpepy (4.

=0

onde

Esta fungao a, nos dara o erro para o valor previsto gquando ©

verdadeiro valor de parametros p € usado.

Sob a suposigao de normalidade dos erros o logaritmo da  fun

Gao de maxima verossimilhanga € dado por

log L = const - . Log b - 1? z ai. (4.3)
2 20"

0 maximo dessa fungdo produzira um estimador para o vetor de

parametros Y e para variancia do ruido branco

~2 1 ~2
o =—15La
a 35 t

onde {ﬁt} sao os residuos obtidos na equagdo (4.2) substituindo o V&

tor Y pelo seu valor estimado E.

0 problema de maximizar a fungao de maxima  verossimilhanga_ |

(4.3) e equivalente a minimizar a soma de quadrados

5 8
Situ) = ¢ ay - (4.4)
- =0

f



A fungao dos erros a,, dada pela equagao (4.2), quando calcu
lada para qualquer ¢, envolvera toda a histdria passada da série de
tempo em estudo, mas na pratica nos sO temos em maos uma amostra  da
mesma, isto & so conhecemos seus valores para t = 1, 2, ..., n, e te
riamos que conhecer os valores de x, para =0, =1, .isy =p=s+l, de
Yy, para t =05 <1, seey *p-rl, @ de a, para =0, ~dy wuvy “g-pil.

Temos agqui um probfema: quais os valores que devemos dar a es
ses dados desconhecidos?

Varias sugestdes sdo encontradas na literatura para iniciali
zar a serie. Uma das sugestdes é apresentada por  Box-Jenkins, 1970;
esses valores iniciais sao obtidos, segundo eles, pela "oyevisao do
passado", usando para essa previsao o modelo identificado e dos valo
res observados. Uma outra sugestao que é feita por Pierce, 1971 ]

e

que a esses valores iniclais seja dado o valor zero. Segundo Pierce,

. . . . X
qualguer uma destas formas de inicializar o processo tem seu efeito sob

a estimagéo do modelo assintoticamente tendendo a zZero.

Uma terceira forma de inicializar o processo e usar parte dos

dados somente como valores iniciais de xt, yt e at e transladar a ori

gem t do ponto 1 para uma origem t* na qual & possivel conhecer atra

ves das observagoes, todos os valores necessarios para se calcular 0

residuo a,. Segundo esse metodo o primeiro valor conhecido para o ruf
do 7, sera para t = ut+l onde u :fmax(r, §*b), e o primeiro valor para.

a, sera para t = utp+l. /

t /

Se usarmos este Ultimo método para inicializar o processo te

remos n—u—p-]fpontos para estimar os parametros de. &(B), w(B), 6(B),
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¢(B) e b e a soma de quadrados a ser minimizada sera dada por

f n
Sl = 3 a

! t=u+p+1

2

Dado)que o nimero de ohservagdes deve ser grande a perda des
ses pontos iniciais pouco influira na estimagao e ela sera por nos pre
ferida.

A funcao a soma de quadrados que tem aque ser minimizada nao
e uma fungdo linear e portanto seu minimo tem que ser calculado por me
todos nao lineares:; daremos a seguir o procedimento usado por Draper

Smith, 1966y para esse caso.

4.3./Estimag§o nao Linear
Nosso objetivo € minimizar a fungao g{E} dada

Skg) = g ai
t=1
onde m = n—p—u—]/ R u/: max(r,s+b) n & o nimero de observagces e P O
grau do polinomio ¢(B) definido em (4.1).
0 vetor g gue minimiza S#g) sera o estimador de maxima veros
similhanga de .

f

Para minimizar S(u) basta deriva-la em U e igualar a zero ©

teremos a seguinte equagao

) St P L

a U t=1 9 W
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que produzira um sistema de (r+s+p+q-1) equagdes normais cuja solugao é

o estimador de maxima verossimilhanga de Y, mas este sistema de

equa
goes nao e linear, e portanto para encontrarmos sua solugdo teremos
que nos valer de metodos iterativos.
Seja entao
g = Wy s Uy ghrpans My gs By gs wens 80,00 ®1,00 +»
¢p,0, 61,0, e eq,o)
e sejam as derivadas parciais nao negativas do residuo em relagac as

~

componentes de U e calculadas no ponto L) definidas da seguinte forma

9 a §
(2RI v B ST (w) a4 .
di,t = B2 L508L vangs By d& g B Sl B eng 8
9 6i U 2 0 w.
Ho J U
(9) Bat () a0‘1#:
dgt:——a—c_b_ g=1, ..., p; by == b =1, 2, coey q o
> G
g EO h H

Usando a expansao de Taylor para a = a,(u,) teremos
t,0 t =0

= T () , S
Yo%t P =8 WAt (-,

. ) d(.w) +
1=1

j=0 9 3507 "4,t

p (h) q
+ L (9 -0 )d% s 3 s (6)
s g %90 et B O =0 )y

e portanto o residuo pode ser escrito como
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F o (8) , ° (w)
a, = a = L L (6. =8, Ad s+ F (w. =t Jdi, #
t t,0 =7 ¢ ,0! Lyt =0 08 gt
4 ) , ¢ (9)
= - M)
# gil (¢g ¢g,0) dg)t + hEJ (9, eh,0) dh,t J. (4.5)
Se denoctarmcs
( .
di - éi,U o 88 201, 2,8,ia, P
W ol ™ Wit g+ 5B T P, oo, rhedl (4.6)
Bs 0= J # o i .
-’ | Pimpmg-1 T ¢i—r—s-1,0 s S S EG, ey VHHENG

v I .
ei—r—s—p—l ei—r—s—p—j,o >, S T = nNtstpta, ..., rtstptq 1

\

e
[ af -
dt,t , se Ts By , T
(w) ;
= il
di—r—],t , se 7= r+l, ..., r+s+] (4.7)
(0) _
Zi’at ) J {¢) se 1 = r+s+2 r+s+p+1
1-r-s-1,t '’ 2t p
d{e) se T = r+s+p+2 rts+pta+l
L=r-g-p~1,& * Gt sy Pratls

teremos que a equagao (4.5) pode ser escrita caomo

el (0) .
= + T 8. = 2, + € (4.8)
* t,0 7=1 1,0 z,at at

Q
1

e portanto com essa transformagao teremos o erro linearizado, podendo
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agora usar a teoria dos minimos quadrados para modelos lineares.

Se
- ,(0) (0) (0) -~
Z Z et
1_,a0 / 2,a0 g Z_,CZO,
[ / |
_ (0) (0) (@) || _ (0)
%0 - Zl,ak, ZZ,akf" ZZ,ak! B Zi,at
/ (0)! T
(0)
Z],a ZZ,a S ZZ,a ;
L m, m mﬂ_
// /
- g - (0) -
81,0 Qg dy
(0)
Ba,0 | 4y
— a = = —_
‘@0 : 2. B T ﬂt 4t
(0)
_BZ,O__ _am g m

onde L = s+r+p+q+l, a equagao (4.8) podera ser escrita da seguinte for

ma:

~ ,(0) .,
ét - 4t + é @0 ¥ Et (4.8)

e uma solugao dessa equagao e dada por

- =3 (0)
By = (Zp 2y = Zy(A, - 4,

)e

Este vetor minimizara a soma de quadrados



2

55 () 3 Ve =4 ; 6. 2.0 (4.10)
W = - - L B, .
o £=0 T t,0 1=1 T,0 1,at

com respeito a 8. t=1, 2, ...
' 1,0

Se
6i,1 - Gi,O y BE L =1y Biiy B
w. - B, se 7 = r+l, ..., r+s+l
1~r-1,1 T=p=l,0 B s
éi 0~ 0. -0, se T = r+s+2, ..., rtstp+l
8 Lor=~g~1,1 t~p-g~1,0 * ? o £

== A s -+ +1
ei—r—37p—1,1 ei~r—s—p—1,0 > Se 1 = r+stptd, ...,r+stotq

tergmos que Y, = (61,1, . ér,l’ wO,Z’ e ws,]’ ¢1,1, § e e ¢p,1’

6, ;5 ««., 6_ ) serd um novo estimador para u, melhor que W,..

1,1 gl ~ 3
Observemos que ha diferenga entre a soma de S(at) dada na

equagao (4.4), onde o modelo nao linear correto e usado e a soma de

quadrado $5(U) da equagao (4.10) onde a expressdo linear do mode 10

fol empregada.
Essa diferenga pode ser minimizada se usarmos o processo 1ite

rativo, isto e, repetirmos o procedimento substituindo na equagao

(4.9) QO por @1, dado por
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( §; - Gi,l §° BB = A, By anry P
- . i P = p
o AL wzinl’JJ 88 1 = Prly ous, Pre+l
g, = J - -
~1 Osmp-s-1 ¢i—r—s—1,1’ B e S PR ensy PROIPHT
| Ot-p-sp-1 7 Yiopgp-1,10 58 T T rFSIpEE, ..., rstpiqtl

g encontrarmos um novo estimador para @J € consequentemente um novo es

timador de U que sera EZ’ e assim sucessivamente, de forma que,

Hers = Hp * 8

ou
W =+ (2 207 gra -4
AT o~k ~ ~k Nk""t ~t,k)
onde
_ (k)
2 = {Zi,at mx 1
Ak 7 Ok g0 s Gl
e

y, = (6

Wy = 8

J’R.’ “ ey P_,k’ wO_,k" “ ey ms_,k, cbl,k_, e sy ¢ ’k"

O1,k0 *+00 80 (4.11].

Este processo iterativo continua ate que a solugao convirja,

isto e, ateé que em duas iteragoes sucessivas k, k+I
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8 =S pus} /Sy lces 221, 0, p
l {wj,k - wj,k+1} / mj,k | <z, Jd=28, ., 8
[ {(bg_,k - ¢)g,k+1} 7 ¢g,7<. [ SRE 5 g=1, > P

| 18, 1 = O 201} 7 b l<es h=1,2,..,4

onde € & algum valor prefixado, e a solugdo do sistema sera 9 | A ca

: \ |
da iteracao SS(Ek)\pode ser calculada para observarmos se houve algu -
ma redugao em seu valor.

) g I
Este procedimento de linearizagao pode apresentar alguns "con

tra tempos”, tais como:

1J. Ele pode convergir lentamente, isto significa que um grande ndme
ro de iteragoes pode ser requerida antes que a solugao se estabilize,
entretanto a soma de quadrados S(at,k) pode ter decrescido significati
vamente, conforme k cresceu. Este comportamento nao & habitual, mas
pode ocorrer, essa pode ser uma regra de parada para o processo itera

tivo.

2] 0 método pode oscilar, mudando de diregao continuamente, fazendo
Com que a soma de quadrados ora cresga ora decresga. Algumas vezes,

apesar desta instabilidade, a solugao pode convergir.

3] 0 metodo pode ndo convergir, ao invés disso diverge, entao a soma

de quadrados cresce a cada iteragao, sem limite.
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Uma corregao para sanar esse defeito no método foi feita poﬂ
|

Booth & Peterson, 1858. Se

SS(Bk+1) > Ss(yk)

ou

SS(Ek+1) < 55(w),

trés pontos sao encontrados entre Mg © W, 0s quais incluam un  mini
mo local para S(E)' Entao uma quadratica & usada para localizar o mi

nimo e o processo iterativo € retomado com esse ponto.

4.4.\Pistribui§50 dos Estimadores

As propriedades dos estimadores de minimos quadrados dos para

metros do modelo (4.1), quando o ndmero de observagoes & grande, podem

ser resumidos no teorema que daremos a seguir e que foi apresentado

por Pierce, 1972a.
Teorema 4.1. Se no modelo

_ w(B) 6(B)
I e——— xt PO ..o, NN at
§(B) ¢ (B)

tivermos:

al os {at} independentes e identicamente distribuidos com média ze

- 2 )
ro, variancia 0 e coeficientes de assimetria kl e de curtose k2;

b) os valores dos parémetros admissiveis;
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c)l : os {xt} sao limitados, e para um valor fixo d a matriz {(1/n)
Y,..(7-2)} de ordem d x d & limitada positiva definida; entao os estima
i1

dores 5 = (g, w, ¢, é; 02) calculados na secgao 4.2 possuem distribui

gao limite normal com média U e tal que os seguintes resultados sao va

lidos
i) a matriz de covariancia assintotica dos estimadores B = (u, 8),
dos pearametros do modelo dinamico, & da forma
=1
2 |B F
= , (4.12)
n F' ¢
onde
B = 2 : :
B = plim {(1/n) ¥ b, bt—J}
G = pli 1 ’ : E 4.13)
G = plim {(1/n) % dy_. dt-—g} C

F =plim {(1/n) % b, . dt-j}

sao matrizes de ordem (s+1) x (s+1), » x v o (s+1) x r, respectivamen

te, e cujas idade : . 84 '
Jas quantidades bt—g e dt—g ao dadas por

bt_j:-—-———w—_xt—.’ dt-—. - (U(B) b . (4-14]
0(8) §(8) I o s t

-

1i)  Os estimadores n = (g, 6) dos parametros do modelo do rufdo, $a0

13 )

: . . -~ 5
assintoticamente independentes de B com matriz de covariancia da forma
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=i
.2 ¢ E
(4.15)
no | ED
onde g = {;(i—j)} > Q == {a(i—j)} e @ = {x(i-j)} sao matrizes de or

dem p X p, 9 X q e p X q, respectivamente, e cujos elementos sao dados

por

b
1

5 Ty a, e v,=-0"() a, .

| i ~2 e g
iii) ;0 estimador ¢” tem variancia assintdtica (204/n) (1+ 1/2k2) e
se kl = 0 e independente de todos os estimadores anteriores.
A demonstragao do item (a) desse teorema pode ser encontrada

em Pierce, 1972a e dos itens (b) e (c) em Pierce, 1971.

Este teorema nos sera util para conhecermos um estimador  da
. PE . - 2
matriz de covariancia do estimador de v = (§, w, ¢, 0, 0“).
Sabendo gque a matriz de covariancia dos estimadores B = (w,

5) e dada por

/ -1

N piim {1/ 3 b, b, .} plin{lmib, . d,_.}

Yt t— “t—g

2

G5 =2
n

plim (1/n b, _, d, 2} plim {1/n £ d,_; d, 3}

um estimador consistente de Y- z sera dado por

~W,0
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- ” = -1
L (u/n thgb ) Weihd
Yo,6 =

[_{z/h Ib,;d, } {imzid,_ d,_.)

Observemos que

0 a, © r d ayp s
=T B By Sl Y
g . - —D=1 =
a wy, =0 g=0 0 Wy, =0
e
q r d g, s
T E 8, &, LA £ B, @ .
. . T Ttk
1=0 g=0 9 wk 1=0
assim
) at
6(B) &(B) = G(B) 2 s . p (4.16)
3 t-b-k
"

Comparando esta igualdade com as equagoes (4.14) chegamos g conclusao

que

= 55,

Como o logaritmo da fungdo de maxima verossimilhanga ¢  dado
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por

log L = const - —£-n log 02 & ]? X ai,

2 20

derivando-a em relagao a uy temos que

9 a

) Zog L = 12 oy at /7 )
o Ww. 20 9 Ww.
dJ dJd

Usando a equagao (4.16) temos

d log L _ 1
R P ke S

0 W. o
J

e derivando novamente em relagao a wi temos que

2
2 foal o L sp b
dw. d w. o oy
7 7z

Dividindo por »n ambos os membros dessa equagao teremos

2 .
\ 1 9 loglL _ 1 o bt-' bt iy
n d W. 9 Ww. no J e
g 7

e assim um estimador da matriz B é dado por

o 3% log L

103y
|

n 9 W. 0 W.
3 %

1<
1
1<)

Analogamente, concluiremos que

1 82 logL _ _1 5 g

i G
n 9 6.0 8. n 02 e ey
1 dJ
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e que

2
1 0" log L _ 1 5B d
- e R o T -
n dw.968, nd 4
7 dJd
e portanto um estimador da matriz de covariancia I& g e dado por
~,~
_ -1
5 3% 1og L 5 _ 3% g
n 3 wj B) w, Q:E n 3 w, 3 Gj Q:Q
5. oz 92
6,67 T
g _ 0" log L G2 _ 82Zm7L
n d Gi 0 wJ Q:Q n 0 6i d SJ ?;q

Sabemos que a matriz de covariancia de n=1(4,6), de ordem

(p+q)x(p+q), € dada por

- : 1
2 {E(utk ut+(i—j))} {E(u,, vt+i—j)}
PR e ‘
9,0 =
/ g
—{E(u/t, Vipigdl £, vt+(7l—j))}J
On[;le
=018 a, o b =- gL (B)

Um estimador dessa matriz sera dado pela substituigao de suas

matrizes componentes por estimadores destas,

Entao um desenvolvimento anélogo ao feito para matriz de cova

riancia dos estimadores B = (8, w) pode ser aplicado aqui.
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Assim, um estimador para Y$ 5 sera dado pela matriz
)

S -1

Fadt - 38 (c E

o D L A | -0
n L_E' D

Entao (Pierce, 1971a) pode se demonstrar que |

2
L2 fogl - 1 5, u, . | (4.17)
no 9.3, na v ]

e a matriz derivada do segundo membro da equagao (4.17) converge esto

-2 : i -
casticamente para o C e dessa forma um estimador da matriz C sera

5 ~2 2
¢ = g 9" log L l
n 8¢j 8¢i p = Q
e mais, como a matriz
_ 1 32 log L . 1
= =N % vt—' vt A
n 96, 36. no d (g1 }
(2 )

o 2
converge em probabilidade para ¢"D temos que um estimador da matriz D

~

sera dado por

b= G B e log L
Finalmente, temos que a matriz /
2
2 d a /
7) 9 ZOQ L = -——1__2__ (3 ut—j fut._i + % at __—t..._)
n 8¢j aei nao 3¢j 36i

converge em probabilidade para a matriz 0-2E e portanto um estimador

de E sera dado por
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( 2
P- O _ 9 log L
n % 39 v =P

Podemos concluir agora que um estimador da matriz de covarian

cia dos estimadores de n = (¢, 6) sera dado por

- =1
Iag g & | l 9% g | 1—1
% %5 To=g) | 0% 1y 2 g
Y5,6 =
ot {_ d log L 1 3 B log L 1
i By a(ij:ﬁj o a(pj v:EJ
L T o T

Como o estimador de g2 produzido pela equagao de minimos qua

drados e dado por

~2 2
a

_ 1
= —1 a,

n
§ . - . PR
temos que um estimador de sua variancia € dado por

2

Var G2 = . X 52 ) . 4 (1 + —1—-K )
7 4
n n 2

Se a, tem distribuigao normal, KZ = 3, e teremos que

- 2
Var (°) = (izai) 1

n n

Podemos agora afirmar que um estimador da matriz de covarian

cia do estimador é sera dajo pela Fértha (4[18), e com a hipotese de’

. ©
normalidade sob og residuos podemos calcular os intervalos de confian

§8 para os componentes de ¢ = (W, &, ¢, 5, 52)-
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CAPITULDO v

VERIFICAGAO DO MODELO

5.1. Introdugao

Dado que o modelo ja foi identificado como sendo

w(B) 6 (B)
y,K = ——— x, , + ——— g (5.1)
© s tP o4 F

e que os parametros dos operadores w(B), §(B), 8(B), ¢(B) e o parame-
tro b foram estimados através do método de minimes quadrados n3o 1inean
resta—nosverificarseczmodelofoiidentificadocorretamenteou se sera
necessario acrescentar ou retirar algum parametro. Para efetuar essa ve-

rificagao usaremos o residuo, o qual o modelo nao conseguiu explicar.

5.2. Residuo e suas Fungoes de Autocorrelagao e Correlagao Cruzada

Se a saida pode ser escrita por uma equagao da forma de (SAJi

temos gue a estimativa da safda sera dada por




(1= 613 SR = et b BN

# L e (5.2)
(1-¢B=06y8 ... - §5)

Ay = Yp ~ Yo
ou seja,
~ - s
LY. (wO = wJB = wsB i) s .
RS : |3 t=b
(1 GZB 6r ]

-l B -3 gd
B (1 elB 8 % qu )

(1-¢,8-...- &po)

at 5 (5.3)

Um estimador para a autocorrelagao do residuo sera

(Pierce,
1972b) dado por
m m
ran(k) = L a, a / L a2 (5.4)
aa P t Ttk =1 fr

onde m € igual ao ndmero de observagoes, se supusermos que o0s valores

iniciais de a, sao zeros ou sera dado pelo nimero de observagdes menos

o max (r, s+b) menos (p+1), se usarmos os valores iniciais observados

para estimarmos os valores de at.
¥ a. 0B B
Temos que (Plerce,1972b]}at-—+ a,, para todo ¢,quando o nu

mero de observagoes, n, tende para infinito.

Assim, usando a suposigao que, se o nimero de observagbes €
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8 . g - : i . 7
grande, a distribuicao de raa(k) e aproximadamente a mesma da Paa(&).
faremos uma analise sobre a fung@o de autocorrelagdo estimada do resi

duo.

Teorema 5.1. (Box-Pierce, 1970): Se o modelo (5.1) € apropriado para

explicar o processo e se 0s at's de uma particular serie amostral sao

calculados usando os verdadeiros valores dos parametros, e portanto es
ses at's nao sao correlacionados, temos que suas K primeiras autocor

relagoes amostrais, r = (raa(l), P (8 sy raa(K)), com K  pegueno

aa

em relagao am e

r (k) = — Lt tk (5.5)
aa 2

terao uma distribuigdo multinormal quando m & grande.
Alem disso, os raa(k) sa0 nao correlacionados e tém variancia

dada por

m_k_ . :El/m . (5.6)

Vilr (&) Ji=
aa m(m+8) ’

Deste teorema segue qua a estatistica

& -1 2
Q@ =m(m+2) % (m-k) = r° (k), (5.7)
o aa
k=1
’ G x = 2
para m grande, tem distribuigao X~ com X graus liberdade, ou usando

uma aproximagao mais conveniente,

K
- 2 Pl

i /
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Observemos que para calcularmos ¥ usamos os verdadeiros valo

res dos parametros, os quais na realidade nao conhecemos e temos que

estima-los.

Assim se tivermos que estimar o residuc através de um modelo

ARIMA (p, d, q) estimado teremos que a estatistica
l
|

Y
Q = m P a&(k)

(5.8}
k=1

tem distribuigao X2 com V graus de liberdade onde v = K-p—q \(Box—Piq&

ce, 1870).

Assim, atraves desta estatistica, poderemos testar se a auto

correlagao residual e zero ou nao. Discutiremos o significado da exis

tencia da autocorralagéo/na secdo seguinte.

Cornrnelagio Cruzada entre o Residuo e a Entrada |

\

A correlagao cruzada entre a entrada e o residuo pode ser di

ferente de zero sem que isso indique que o modelo ajustado esteja in

correto, pois usando a expressao (3.8) temos que:
plry (k) v (k+1)] = o (1)

e portanto, mesmo que o modelo esteja correto, ainda existe correlagao

o
cruzada entre a entrada e o residuo. Isso porque para um dado par de

séries, ha relagoes entre séries e relagao dentro de cada serie,em par

ticular, o presbranqueamento da serie de entrada faz com que esses va

lores nao sejam correlacionados. Por isso estudaremos a correlagao
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cruzada entre a entrada pre branqueada e o residuo.

Faremos inicialmente algumas restrigoes sobre a entrada para
entendermos melhor o modelo (5.1), e a seguir, generalizaremos 0S8 e
sultados obtidos.

Suponhamos entao que a entrade seja um ruido branco, Gt %

8im, a equagdo (5.1) transforma-se em

_ _w(B) b(B)
e nll TR a,
S (B) $(B)

(5.9)

e consideremos a correlagao cruzada entre o residuc e a entrada,

“~ ~ 2 2 1/2 U
rau(k) = 2 &g a, £ {E oy Z a, ) s KE0, 1, 8, cevs M

onde u e pequeno em relagao ao nimero de observagoes.

. Hes
Teonana 5.2. (Pierce,1972b): Temos que as (u+1) primeiras correlago®

Cruzadas amostraigs entre o residun € a entrada

% b 7%k o~ o~
r (raa(O), raa(l), e r&a(u)),

- . e . - = a in
tem distribuigio multinormal quando o Numero de observagoes tende 8 *=

finito, com média zero e matriz de covariancias ¥ dada por

=1 -2 ]
- (

onde



1 " S | Xg I 0
g, TR X Xg 0
g | AR R 0 e SRR 0 i
ale shea e oa b "f ........... Xp
gu Ewl gu—r’ Xy Xp-1  Xu-r+1
- = (u+1) x (utr+1)
Aqui,
i EB + en = £(8) = ¢(B) / 6(B) §(B) (5.12)
e
X, + XGE * eer = A(B) _w(B) g = BB 53
§(B) §°(B) 6(B)

A matriz E ¢ singular, seu posto 6 u-s-r, e idempotente. Da

do que se conhece a distribuigao de 7%, podemos construir testes para

testar se as componentes desse valor sao zero ou nao, se a entrada for

um ruido branco.

Infelizmente, nem sempre a entrada pode ser controlada de tal

forma a ser um ruido branco, mas pode ser transformado nele.

Seja at a entrada pré branqueada; entao teremos gue

0. (B) + &y 6 _(B) 0 (5.14)

de graus P, € 4, respectivamente. 33

onde ¢x(B) e Bx(B) g40 polinomios

ja entao



= 5.15)
T(8) = ¢_(2) . 9 1(p). (
£ x

E possivel demonstrar que (Pierce, 1972)

O f (5.16)
] o | n (L .
raa(k) = - iT(F) rxa(m),

)

|
|

onde F = B—Z

- ~ IS 7 e @
» € 0 operador avango, tal que F{Pxﬁ(k)}=— rx5(&+l)

distribuicao de faa(k) ja € conhecida.

- rva

Assim, nara uma escolha adequada de u e um numero de observz
= 1 =7 tor

Gao grande e matriz de covariancias L= AT-X(X'X) “X'] do ve

ym  pk & idempotente e de Posto u-s-r, e portanto a estatistica

u )
S=m 1 rl.), (5.17
k=0 Ca

% . 2
tem distribuigao aproximada X2 COM U=8=r graus de liberdade (Pierc

19724h) .

x o ~ en
Poderemos assim verificar se g correlagao cruzada entre a €=

trada e o res{duo & nul

8 para os (u+1) primeiros "Lags™.

3.3 Verificagao do Modelo

Suponhamos que o modelg ldentificado seja da seguinte forma

Yy = VHB) o+ yrip) o (5.18],

€ que o modelo corretg seja dado por
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= v(B) z, * Ww(B) a, (5.19)
Teremos que o residuo sera dado por

k — % = * %=1
af = yp* () {v(B) -V (B)} @, *+ Y™ T (B) W(B) ay. (5.20)

Se o modelo estiver totalmente incorreto tanto a fungao de au

rrelagao cruzada entre a en

tocorrelagao fresidual como a fungao de co

trada pré-branqueada e 0 residuo serao diferentes de zero. Observemos

o que acontece em cada caso em particular:
1] Supondo que a fungao resposta de impulso tenha sido identificada
corretamente, teremos entao que
v*(B) = v (B)
e ﬁortanto
(8271

% %=1
a, = V" T (B) W(B) ays

o residuo nao sera correlacionado com a entrada

o que implicara que

pré branqueada @, mas a autocorrelagao residual sera diferente de ze

ro. Uma analise feita sobre esta autocorrelagao diferente de  2zero

nos permitiré fazer alteragoes no modelo do ruido, ja que este & uma

g6rie univariada. Sugestoes de mudangas do modelo do ruido podem ser

o capitulo 5 de Nelson, 1972.

-

encontradas n

2)  Suponhamos que O ruido fol identificado corretamente, mas a fun

gao resposta de impulso nao O foi; teremos entao
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: - " (5.22)
@ = v 8) (wim) - v* )} z, +a

£

e 0
3 ada &
Neste caso teremos correlacao cruzada entre a entr t

~ r
residuo az,e mais, teremos também autocorrelagao no residuo.

e
. 3 5 5 il mos S
Por existir autocorrelagao residual fica dificil saber

ok . 5 ) g or i8
0 erro do modelo esta so na fungao resposta de impulso. Entao, P

e
- . corre
S0, passaremos para o caso seguinte, onde tentaremos fazer uma

: _ . b , mode
cas na fungao resposta de impulso, para depois verificarmos se O

lo do ruido est3 correto.

I g =] e im
3} Suponhamos que nem o madelo do rufido nem da fungao resposta d

pulso foi identificado Corretamente. Teremos, entao, que

" : . ;.23)
< = B) (o) - vhp)) z, + 471 yep) a,. (5
Teremos,

q
! ~ a el
COmo no caso anterior, correlagao cruzada entre

15
% ~ K Obse
trada Ty € 0 residuo @, © autocorrelacdo entre 0s residuos, mas -

VEMOS 0 seguinte.

g . DmO
Seja a entrada pPre-branqueada at, como em (5.14) e T(B), ©

em (5.15) ¢ sejam os seguintes processas

)
" T(B) Yy

-
& = 1(8) a,. (5.25

Teremos, entag,
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= 9. {8} o, + €}

ou

ey = Bt - v7(B) 0y

Isto indicara que ha correlagao cruzada entre &, e ez, e se

multiplicarmos a expressao (5.26) por O,z e calcularmos a  esperanga

da expressao obtida teremos

- % b
Yae*(k) = YaB(k) = vy O, [5.27%

Usando a equagao (3.16) temos

S
YaB(k) = vy Oy

portanto uma medida da diferenga entre a fungao resposta de impulso es

timada e a verdadeira e dada por

: | | .
v "V T pag*(k) Oe*f/ g, k=0, 1, 2, «« (5.28)

/

substituindo na equacao (5.28) pas*(k) por seu valor estimado

r *(k) teremos novos valores preliminares para a funcao resposta de
o€

impulso, 0S quais poderiam sugerir-nos uma nova fungao de transferen

cia. Depois de feita essa nova identificagao e gque nos preocuparemos

com o ruido, pois pode acontecer que scmente a corregao da fungao de

transferencia seja suficiente para tornar o modelo satisfatorio. Se

nao o for, voltaremos para o ftem 1 e tentaremos identificar um — novo
L

modelo para o ruido.
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. ~ e = i - oes de Au
5.4. Teste para Verlflcagao da Significancia ou nao das Fung

= i " = 2 entre
tocorrelagao | do Residuo e da Funcao de Correlacao Cruzada

0 Residuo e a FEntrada

f I a
~Ae vels
Na secgao anterior apresentamos tres casos de erros possil
-~ . 8
3 3 S ia
de se cometer na identificagao do modelo da fungao de transferenc

5 . - - idual
Que podem ser detectadas atraves da fungao de autocorrelagdo | resi

~

~ " — sa0
e da fungao de correlagao cruzada. Precisamos verificar se elas

” - . = em
realmente zero ou nado. A tecnica usada Para isso se desenvolvera

cinco passos.

. s . - ze
11 - Se encontramos que a autocorrelagao residual e diferente de

—

e - ; A ~ delo
ro, isto nos indicara que pode haver erro na indentificagao do mo

do ruido ou mais na identificacdo da fungao de transferencia.

~ ~ r [ aeﬂ_
2] - Observaremos a funcao de correlagao cruzada entre g ruldo |

- B - - ; ifi
trada. Se ela nio for slgnificante, & POrque o erro esta na ident

cagao do ruido le NOS preocupamos s6 com ele,

Assim se pela equagao (5.18) temos

] *
n, =y (B) a,

€ ainda pela equacao (5.21) temos
a, = U(B) a,

onde

UB) = v (g) ye),
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ficamos com -
- %
n, = U(B) V" (B) a, .

Isto nos indica que alguma modificagao deve ser felta no modelo do

rufido; essa modificagao pode ser sugerida pelo proprio residuo, usando

as tecnicas, por exemplo, encontradas no capitulo 8 de Box-Jenkins,

1870.

3) Para se verificar se a autocorrelagao residual g significante ou

5 - Jtlle . ”
nao basta compara-la com sua variancia, pois suas propriedades es

nao,
tatisticas sao boas quando se usam 0S verdadeiros valores dos parame

tros, mas estao comprometidos para 0S "lags" baixos quando sao usados

os estimadores dos parametros. Assim, deve-se calcular a estatistica

apresentada em (5.8) e compara-la com XZ com (K-p—q) graus de liberda

de onde K e tal que wj para § > K tende obrigatoriamente a zero, e por

tanto os raa(j) pard j > K, tambem. Esta estat{stica € mais estavel

que a variancia da autocorrelacdo residual estimada.

4) Para se verificar se a correlagao cruzada entre o ruido e a entra

da pré-brangueada & zero ou nao, nao basta compara-la com sua varian

elas sao correlacionadas, mesmo no

cia, pois como vimos na secgao 5.1,

caso em que a entrada e o rufido branco. Da mesma forma gue no passo

calcular a estatistica S apresentada em (5.17) e com

anterior, deve-se

para-la com X2 com (K+1) - (p+s+1) graus de liberdade onde K & o mesmor

do passo anterior.

5) se, finalmente, observarmos que a fungao de correlagao cruzada en
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P T : ode
tre o residuo e a entrada pre-branqueada e diferente de zero isto pode

- . = 5 i 5 t685
ra nos sugerir mudangas na fungao de transferencia usando as suges

apresentadas na seccao 5.2.

. . . ao
Teremos, aqui, que tomar algum cuidado, pois a correlag
. ] to
cruzada entre o ruidd € a entrada pode ser proveniente somente do fa
, ‘ =0 (5.8
de termos uma entrada autocorrela01onadanasta tomar a expressao (5

para o caso em gue Yy = a, e teremos entao
p[z’m(k), Bkl ] = p,..(L).

- . and . e
Esta coincidencia desaparece quando substitufmos a entrada PE

“ & = . . . m
la entrada pre-branqueada; & POr 1SS0 que nos nao nos preocupamos €0

. . » - . - o o da
a silgnificancia ou nao da fungao de correlagao cruzada entre a entra

v . = 5 !
€ 0 residuo, e sim com g correlagao entre o residuo e entrada pre-bré-

queada.

Observemos que guando a correlagao cruzada entre o residuo

a entrada pré*branqueada e diferente de zero, b

nos podemos ter erro

fungao de transferéncia somente, ou nela e no modelo do rufdo. 0 Y8

deve ser feito neste caso g,

. de
primeirog,

uma modificagao na fungao

transferencia e depois,

somente se necessario, no models do rufdo.

5.5. Conclusao

o ] e
Na Secgao anterior apresentamos g maneira de verificarmos g

0 modelo esta correto oy Nao, se a ele devem oy nao ser acrescentado5

nao

parametros no modelo do ruido e na fungao de transferencia. Mas
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foi feita nenhuma sugestdo se devemos reduzir o nimero de  parametros

destas fungoes. Estas sugestoes serao feltas pelos intervalos de con

fianga dos parametros estimados; se estes intervalos sugerirem gue al

gum parametro 6 zero este deve ser eliminado do modelo.

Toda a verificagao feita sobre O modelo identificado foi fei

)
ocesso e o ruido do mes

to supondo independencia entre a entrada do pr

mo. Quando essa suposigao 6 violada, os testes usados na verificagao
perdem muito do seu poder.

Keviczky, 1975, faz sugestoes no planejamento do experimento

para gue essa suposigao nao seja violada.
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CAPITULO VI

ESTIMACAO NO DOMINIOQ DE FREQUENCIA

6.1. Introdugao

1
0 modelo que empregamos nog capitulos anteriores, para expli

g o z com
carmos um sistema dinamico, com uma entrada Xt e uma saida Yt'

es
t € IR, no cess continug, foram construidos ng dominio do tempo. Os €2

r no
Para contornar este Problema o modelo paode ser construfdo

T -~ . 7 ~ a1
dominio da frequen01a, POls neste casp O Problema de correlacgao seri

- oL . .3 - 05
e eliminado, osg Componentes s3g ortogonais. Alem disso, os parametf

: ol - mi
estimados ng dominio da frequencia podem ser transformado# para O e
nio do tempao.,
. - - . ta
A estimagdo dos Parametros, ng dominio da frequencia, € fal

5 . srie
usandO(Jespectroda Serie de entrada € 0 espectrg cruzado entre a SeT

b T ~ Ue
de entrada e a Serie de saida. Daremos agora algumas definigoes "

NOS serao uteis para descrever o modelo no dominio da frequencia.
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6.2. Transformada de Fourier
Definigao 6.1. Seja xz(t) uma fungdo definida em IR,periodica de perip

do T. A série trigonometrica

(o9}

wit) =84
m

m==—*

ezZﬂmt/T (6. 1]

& a série de Fourier de x(t) se os seus coeficientes sao dados  pela

formula
T/2
X = L x(t) e
g

m
~T/2
{B.2]

-22nmt/T at,

I+
~
-
1+
A
.
<
I+
=

ms 0,

Estes coeficientes sd0 as transformadas de Fourier finitas da

fungao z(t), e as frequéncias 2mm/T sao conhecidas como frequencias

harmonicas e sao denotadas por ..

Teorema 6.1. Se a fungao x(t) 6 seccionalmente continua no  intervalo

(0, T) e periodica de periodo T entao Z(t) converge para o valor — —5—

[x(t+) + z(t_}], com =% < t < », para todo t onde x(t) tem derivada

5 direita e a esguerda.

|
A demonstragao desse teorema encontra-se em Churchill, 1863, f

pg. 90/91.
Se a série de Fourier de x(%) converge para x(t) escrevemas
m .
o(t) = & X ezant/T
m=—° o
remos

caso contrario escreve
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T B S

m
m—=—

Podemos reescrever a expressao (6.1) da seguinte forma:
Sves = = -im2nt/T 1 (6.2)
z(t) = ¥ (T Xm) e . —_
m=—co T
A medida que T + o, m/T tends para f e 1/T para df entao
Lim (T X)) =X(f), (6.3)
m—>ce
Portanto,
(@]
- -7 )
EE) = | wie) LR 4y 92
-0
€ a expressao (6.2) fica
[ee]
Bt) = | x(p) & THFL/T 4o (6.5)
-0

Usando o teorema 6.1 teremos que

2(t) ~ | x() TLENSE

-0

(6.6)

... . e
As relagdes (6.4) e (6.6) definem g transformada de Fourierl

sua inversa respectivamente,

- es.
Para fungdes = : IR >R e de LZ temos algumas DFOPFiedad
" e a
que sao validas para sua transformada de Fourier e que enunciaremos

: ~ , on
SEgULlr mas nao as demonstraremos; estas demonstragoes podem ser enctt—=




=0

tradas em Figueiredo, 1877.
i) ¥(+) é continua

ii) lim X(f) =0
f‘—)oo

154 se indicamos
x(f) = FLx J(f)

o operador F & um operador linear, no sentido que

Floz + By] = }ouF[xJ +8F[y ]

para * e Y fungoes de L], o e B complexos

iv) Se x e Yy sao de Ll’ continuas e limitadas em IR entao para a

convolugao de x e Y, definida por

00}

(x * y) (t) = xz(t-s) y(s) ds (6.7)

-—00
temos

(6.8)

Plexy] =FL=] FLv]

Definimos a transformada de Fourier e sua inversa para 0 CasoO

de fungoes de Ll' mas essa definigao pode ser estimada para outras

classes de fungoes. A tabela 6.1 fornece um sumario das transformadas

de Fourier e sua inversa para 0s Cas0sS de nosso interesse.



TABELA 6.1

Sumario de Thans formadas de Fowrien

Sequéncia finita.:cn ~(N=1)yeviss0siinsl

= -(N-l),-c-,o,-anc

FUNGAQ DOMINIO DA FUNGAO TRANSFORMADA DE FOURIER TRANSFORMADA INVERSA
N T N :
ck=ﬁ X .'z:ne.L' ¥ Xn = by cke”m}(/N
-(N-1) k=-(N-1)

n=-(N-1),...,0,...,N pode

ser estendida a n = 0,%1,...

Sequéencia infinita,

=l -tum
X(w) = o 5 Xne

cionalments 1lisa,

periodo T.

ser estendida a IR.

xn.absolutamente so Os 8132, 4., n it
Lo -m<w<m,pericdica de perio-
R do 2m. n = 0,%+1,+2,...
T :
8y = 5% J z(t)e Ktas, 2(t) = L cke‘kt,
z(t) continua, sec - k
cionalmente lisa. (-m,m) RS l,41,28,... t€[-m,m], pode ser estendida
como uma fungdo periddica de R
772 e . e
lx(t) continua, sec- = -gj—,j xz(t)e tznkt/Tdt, x(t) =L ckelzﬂkt/i
(-7/2,7/2] pods -7/2 k

=T/2<t<T/2, pode ser estendida
a R.

x(t) de Ll(lR). R

L

{2}

£(t) = J b P

-0

—o< { <40

Fonte: Fuller, 1976.

- B80T
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6.3. 0 Espectro de um Processo Estocastico Estacionario

Na analise espectral, a caracteristica fundamental & o espec
tro, que e a transformada de Fourier da fungao de autocovariancia. Lo
go sob o ponto de vista da quantidade de informagado probabilistica que
fornecem o espectro e a fungao de autocovariancia sao ferramentas equi
valentes (Morettin, 1979).

Seja X(t), um processo estocastico estacionario com média

Hy
e fungao de autocovariancia YXX(u).Sejam il )y otads 0 ans 9%(T) vbsep
vagoes desse processo; temos que um estimador de fungao de autocova
riancia do processo e
P L £ 2
TI (m@%m“&&+mwﬂwdm- 05|MST
0
cxx(u) 2 (6.9)
0, caso contrario
se o processo & continuo e
1 T‘%“ = _
T ((t)=x) (x(t+|u|)=x)dt, 0< |ul<r-1
L=l
e _(u) = (6.10)

0, caso contrario
se o processo e discreto.
Suporemos ainda, que uma condigao de independéncia assintoti
ca esteja satisfeita, no sentido que valores do processo bastante se
parados no tempo sejam pouco dependentes.

Esta condigao e expressa por
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<o

.11a)
A Yy () | <o (8

u=—co

N0 caso discreto e por

oo

.11b)
| Yoo | du < o o

—00
- ! siaa condi
no caso continuo, ou seja Yyy(u) > 0 quandg I u l * @, Nestas

5 " de
Goes o espectro de X(t) & definido como a transformada de Fourler

YXX(u), ou seja,

FXX(f) & ;; uE;m YXX(“) e—i2ﬂfu, cw< few (6.12)
Para o caso discreto, e
%
= vt T g (6.13)

Para o caso continyo,

Observemos gue a trans

formada inversa do espectro nos da i
fungao de autocovariancia dg PToCesso.  Teremos, /%ortantO.

T

LUl BT ST o+
e
Rara o caso discreto,
©

YXX(u) B oL2mfu FXX(f7du (6.15)
o

Para o caso continug,
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6.4. Estimadores do Espectro

Estamos interessados em construir estimadores do  espectro

(f) do processo estocastico estacionario {Xt t=0, £1, 8 ...}

I‘XX

definido por

~1 o —i2mfu
M (f) = (mT 5 e TRy (s (6.16)

u=—x°

com = © < f < . (0s estimadores s30 baseados em N observagoes do Ppro

cesso.

Definiremos um particular estimador, que foi introduzido por

Schuster, 1884, O periodograma ou espectro amostral. Este estimador e

o em ciéncias aplicadas e o seu l1imite,quando N > ®

frequentemente usad

e chamaJo de espectro de poténcias. Este estimador 6 adequado quando

" . o " { @
temos sinals determlnlstlcos.}mas gquando temos processos aleatorios O

limite em questao pode nao ter sentido, ja que o periodograma, como um

estimador, sera uma variavel aleatoria (Morettin, 1979).

Ve jamos entao como se define O periodograma.

- o t < o um sinal deterministico; sua variancia

seja x(t),
- F T i L
ou energia media no dominio de — —E—-f_t f_—g—-sera
T/2 - 9
oh e Lwydt= 1t | X | (6.17)
T T m=—x
-T/2

portanto a variancia (ou energia media)

onde Xm 6 definido em (6.2),

(GRY

de x(t)
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7/2
o = 1im L (t) dt = Lim g (7] x |9 L=
T+ T _p7e T+ T
=| T(f) dr
onde
e 2 (5.18)
T(f) = limrT| X | (6.
Torco b

e chamado espectro de poténcias. Por (6.2), temos que

T/2 9
2 .
7| & |“ = L T P dt (6.19)
T
-T2

e este e chamado de Periodograma. A definigio (6.18), ndo & satisfatl

N - -~ 3 s ea
ria se x(t) e um processg estocastico pois (6.19) & uma variavel @1f2

toria e pode ndo convergir Para nenhum valor limite, quanda T * ©-

. . Um
Definiremos 880ra a transformada de Fourier finita para

r |
pProcesso estocastico {Xt,lt =0, t 1,

- 0
i 2 5ty wawd dadas N observagoes ¢
mesmo,\ por
N - 7:2'”7?71;
q;N) =1 P x, e W 5.20
Vo t=7 ¢t
com -[L;J-}s m < [N -
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Pode-se provar (Morettin, 1979) qug se FXX(f7 & continua, pa

ra N grande,

amm
( 7 ),

(N) (2, -
Bfjad ") 0

XX (6244

e esta aproximacgao & tanto melhor guanto mais suave for Fxx(f7 na vizi

amm

nhanga de f = i

Também se 0 processo se 0 processo for estacionario, satisfa-

zendo a condigao

5 r
t
o ful ] v | <o
U= :
entao
2mm
co {d””, cz”‘”} = Tl — PO ) (6.22)
.- : Ep 2mm
e sob certas condigoes de regularidade sobre as freguenclas gl

d(N)

quando N =+ «, tem distribuigao assintotica normal complexa

?Wm)) se mz 0, = e tem distribuigao assintotica

NC’(O, Py 5

Bt e o i S s L
Nlm HW(N)) se m=0 ou 2,9m1[ 2]£m£[2l
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. ¢ s er,
As demonstracoes desses fatog encontram-se em Brilling

1975 cap. 4.

~ dU
Assim a equagao (6.21) sugere um estimador para FXX(f7 o
por

FLCIE
m m

=L s y 7T 12 (6.22)
com ‘[%J Smg [%]-

) = oy
Este estimador & chamada Periodograma dos valores Xt’ E
5 veay o

— R:
Podemos definir Periodograma para qualguer frequencia f ;

' 6.29)
e W ) 400 E (6.2

. N i fre
mas na pratica s poders ser calculado para um nimero finito de L

guencias.

nt0
. <y lnt
Pode-se demonstrar Gue o periodograma & um estimador @ss* =

ticamente nan viciado,

[Parzqn,{1984], isto e, !
. (N)! 3 21 (6.24
g [I(m)l:] =Tl
' |

Se X(t) g Gaussiano/'temos O resultado seguinte
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Teorema 6.2. As ordenadas do periodograma I;N sao variaveis aleato

rias assintoticamente independentes e tém distribuigéo assintotica mal

tipla de uma variavel aleatoria qui-quadrado com dois graus de liberda

de sem# 0 em #-—g—, e com um grau de liberdade se m =0 oum :-%;ﬂ
A demonstracdo pode ser encontrada em Morettin,/1979, capitulo 6.
Assim, teremos que assintoticamente,
(N) 7 _ amm
E [’Qn ] " I1}(X( 1] /
(N) 9 _ 2 2mm N
Var [ 177 ] = Tyyl —— 7 m#0em#—3 (6.25)

Var [I”(YN)] 2 1")20((0), ‘m=0

2 am N
2 FXX( 7 PR 5

Observamos que O periodograma nao & um estimador consistente,

apesar de ser assintoticamente nao viciado; sua variancia nao decresce

conforme o numero de observacoes aumenta.

Para contornar este problema, sho definidos os estimadores

alisados do espectro gque consideraremos a seguir.

Deﬁinigao 6.7. Chama-se estimador alisado do espectro qualquer estima

dor do tipo

I(f) = I(N) (f) & wM(f) (6.26).

Ou seja, o estimador alisado do espectro & dado pela convolu

cao edtre o perio onde WM(f) € a transforma

dograma e uma fungao WM(f),
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~ ; igoes?
da de Fourier de uma fungio Wy,(u) que satisfaz as seguintes condig

©

i) wM(u) par
2 ~ - (6.27)
ii) wM(O) = 1
i) wyw) =0 , |u|>M, m<r
. ! e J2
As fungoes v, (u) e Wy(f) sdo chamadas, respsctivamente, d

nela temporal e janela espectral.
. J ett'
0 procedimento de suavizagao &oi introduzido por Bartl

erd
1953. Para o leitor melhor entender a idéia desse procedimento SUB

mos ler Morettin, 1979 pg. 149 - 158,

ex
Usandc-s2 a propriedade (iv) de transformada de Fourier @

pressao (6.26) fica
l

T = | wylu) eyylu) 700U 4

Se denotarmos por -kx(u) O Produto da janela temporal ‘pala
fungao de autocorrelagiop estimada, teremos
©
T(f) = EkX(u) e-i2ﬂfu dis [s.ZM
—
Observemos que as formulas (6.26) g (6.28) nos dao dois i
dos para calcular o estimador alisadg do espectro, um que € chamado d%
2
reto, que corresponde 3 fazer a convolugao do periodograma I(f) pal
Janela espectral escolhida, e g Segundo método, que & chamado indireﬂ

an
; ) riés
e e feito usando a transformada de Fourier da fungao de autocoV?
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cia amostral multiplicada pela janela temporal.

Em principic, qualquer fungao wM(u) que satisfaz as proprieda

des (6.27) pode ser usada como janela temporal. tabele 6.

2 apre

senta as janelas temporaisge suas respectivas janelas espectrais mais

usadas.

Pode-se demonstrar (ver Jenkins & Watts, 1968, pg. 412)

E{I(f)} = Ly (F)

i
2 2
FXX(f) wM(a) do .

il

Var{I(f)} = 27

que

(6. 2393

Observemos que qualguer gue seja a janela a variancia do esti

mador do espectro alisado tende a zero guando N > o, o que o torna con

sistente. A tabela 6.3 apresenta o viés e a variancia das janelas f

mais usadas (Jenkins & Watts, 1969).

A escolha da janela e feita segundo o critério de ter o
viés e a menor variancia.
timador do espectro guando M=T.

Mas a escolha da janela envolve mais problemas do que O
rido aqui. Como estamos aqui interessados da fungao resposta da

quéncia, nao nos deteremos neste assunto. Ver Jenkins & Watts,

para detalhes.

Estenderemos a segulr estes conceitos para 0s pProcessos

riados.

menor

Observe que a janela retangular produz o es

suge
fre

1969 |

bive
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TABELA 6.2

DESCRICAC JANELA TEMPORAL JANELA ESPECTRAL :j
1"1‘15“ ():24‘18—72"—21&! o fi<on
Retangular DM(u) = QMf 29 | 1fe
0,|ul >
__—-—'-—"
1 - l.“.l_ i 2
: M <M _ ginf M L
Bartlett DM(u) = lul < QM(f) =M —'TI'}TJT‘} , —@<fe
0, lul > M
e1n2WfM |, 1 s1n2%M( *vlv}l $
. -1—1+coe‘n—u,lu|_<_M Qi) =M AT . 1) {
T L M 20(f + 3
TUKQy M u) = lul >M
0 | 8in2M(f = M
+ =
2 pamr -1 w
2
=M ainttiN 1 1 —oo< f4
29 |\T= 2fE)’ ‘;/J
2 M]s
u
g 6{;1-] + 6{—’7‘ »
ul <%
14’ 1 |
. s _ 3 | sinvpvze
Parzen DM (u) = \ 2 [1 - T] 3 QM(f) =i M[ —Tﬂ.%-] , —o<fem \
‘\
|
l
|
{o, lu] > M 5;—<|u|5M ‘
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TABELA 6.3

Vieés do estimador alisado Variancia do
<
g T ‘Al estimador alisado
= V[cm(f)] = E[Cxx(f)] =T
o o
5 ~229fu 2 M
§ Y, (We du 21 (5 -7
E }Iul <M
L
[t A
2 0.060 d° y 2 M
= : — T _(f) + O[M* ] 0.795T° (f) . =
% M2 de 20 X0 T
I
" 0.065 & (f) + 0[M74] 0.750m% () . Y
é MZ de it ‘ xx U
- 1 2 M

& mr |= |y &
E % |u] Y, (1 0.6671°_(f) . T
0z
<
m
0 0.152 T (f) + O[M"g] 0.539T% (f) . %
o MZ df2 =
(i1 8

* TF indica a transformada de Fourier da fungao
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6.5. 0 Espectro Cruzado

Deginicac 6.3. 0 espectro cruzado de um processo estocastico estaciona
rio bivariado (X(t), Y(t)) e dado pela transformada de Fourier da fun

¢ao de covariancia cruzada entre a entrada (X(t)) e a saida (Y(t)), is

to e,

0

~Lamfu
Tl :’ Yyp(w) ¢ 4" gy, (5.30)

—co
supondo-se que

[eo}

l Yyy (4) | du < o,

—00
Analogamente ao estimador do espectro do processo X(t), um es

timador para o espectro cruzado sera dado por

s . N A W - et
Tyy" (m) = L X(t) e r Y(l) e
an t= 1=1
(6.31)
com s im< ..
a2 - 2

ou

() (V) %= (V)

IXY (m) = dk(m) . dy(m)

gue €& chamado periodograma cruzado.

Obs. Z* & o conjugado de Z,
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Naturalmente, podemos definir o periodograma cruzado para
gualquer frequéencia f € IR,

1 = @ 5 d(‘” ). (5.32)

Se X(f) e uma fungao definida no conjunto dos complexos ela

pode ser escrita da seguinte forma

iFX(f)
X(f) = | ) | e
onde | X(f) | & chamada amplitude da fungéo e FX(f) a fase, onde
Im [ X(5) ]
F (f) = are tg :
S Re [ x(f) ]
Assim
v , L[Fy(f) - F (f)]
il )= 1d p)1d™ 0| & z (6.33)

onde
(N) (V)
|d (f?lld (£ = Ayy ()
& a amplitude cruzada e
[F(£) = Fy(F)] = Fyp(£)

e a fase cruzada.

Definiremos a coerencia K como sendo

Kpy(f) = | Tyy(f) | # (DI (NI (6.34)
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Um estimador de coeréncia sera dado por

(V)

V) r)y2 (6.35)
W izl (rnt.

Key(f) = Ayy(F) / (I vy

Pelo mesmo motivo do caso univariado, temos que usar as Jane
las espectrais para que os estimadores do espectro cruzado sejam con

sistentes. Assim,
- = 6.36)
Tyy(F) = Iy (£) % W, (f) (

Ou se usamos transformada de Fourier

[ee)

T = | wyfw g t2rfu 4, (6.37)

-—00

onde WM(f? e wM(u) sao respectivamente a janela espectral e a janela

temporal definidas antes.

6.6. Fungao Resposta de Frequencia

Seja um processo estocastico bivariado (X(t), Y(t)), t € R ou
t € Z, onde hda uma relagio de dependéncia entre Y(t), a safida do Pro
cesso e X(t), a entrada do sistema.

No capitulo II descrevemos um modelo para um tipo de sistema

dinamico, que €& dado pela relagao

00 -

Y(t) = e(u)X(t-u)du + N(t) (6.38)



para o caso continuo, ou por

oo}

Yt:ji() Uth—j+Nt:v(B) Xt+Nt’ (6.39)

para o caso discreto.
Aqui v(u) e v(B) sao fungdes resposta de impulso e WN(t) (Nt)
e o ruido do sistema, que é nao correlacionado com a entrada.

Observemos que a expressao (6.38) pode ser escrita na formula

de convolugao, de modo que
Y(t) = v(t) * X(t) + N(t) (6.40)

Usando as propriedades de transformada de Fourier, teremos

que
TF[y(t)] = TFv(t)] . TF[X(t)] + TF[N(¢)]

A transformada de Fourier de fungado resposta de impulso e co
nhecida como fungao resposta de frequencia e é denotada por H(f).
Se fk(°) e a fungdo densidade de probabilidade de X(¢), vem

que

oo}

E(X(t)) = E v(u) X(t-u) du+ N(t)

1

[| vl X(t-w) dulfy(z) dx + E[N(t)]

-0 /(0
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% fmv(u) [f X(t—u)fx(x)dxdu+-uN
0 o

00

_ = (6.41)
= OvhUuX&4+uN uXLzMu)du+uN,

logo a fungdo de covaridncia cruzada YYX(T) fica

Yyr(T) E{[Y(t+T)~uY][X(t)—uX]} =

E{[fmv(u)X(t+T—u)du4-N(t+T) -
0
- uxljv(u)du—-uN][X(t)—uX]} 5

-: E{[Jm;(u)[X(t+r—u)—uX]du4—N(t+r)-u ILX(t)-p 1} =
I N X

= E{[Ja;(u)[X(t+T—u)—uX][X(t)-u 1} +
b X

+ E[N(t+T)-uN]'[X(t)—uX] =

= (WELX(t)+1~y)~ -
Ljv WELX(t)+1~u) uX][X(t) uX]du+-YNX(T),

portanto

Yyy(T) = jwv(u)yxx(r—u)du. (6.42)
0

Esta expressao 6 valida porque o termo Yy

(1) € nulo, pois @

entrada e nag correlacionada com g ruido.
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Entac aplicando a transformada de Fourier na expressao (6.42)

obtemos
FXY(f) = TXX(f) H(f) (6.43)
e portanto
H(f) = I“XY(f) £ FXX(f) (6.44)
Analogamente a expresséo (6.42), temos que
(6.45)

YYY(T) = {j ljv(u)c(u’)YXY(T+u+u’)dudu’

aplicando-se na expressao (6.45) a transformada de Fourier obtemos

2 P
Pop(f) = | H(F) |7 Tyy(F)-

Assim a coeréncia, fica dada por

K

(£ = | Tyy(F) ] / (T (F)Tyy(F))

2
| Tyl | 2cf) | / f(f) | B(F) |7 Typ(f) = 1

(f) = 1 ha uma relacao linear entre a entrada e a  sal

portanto se K

da.
Um estimador da fungao resposta de frequencia sera

2(f) = Iy(f) / Tyx($) (6.46)



=126~

. ; ao
© usando a transformada inversa, obteremos que um estimador da funga

resposta de impulso, dado por
D(u) = TF'Z‘}?(I“)]. (6.47)
Escrevendo-se
Bif) = Gop) SF(F),

~ 4 - 3 is
onde G(f?/e F(f) sao respectivamente o ganho e a fase estimados do SiZ

tema, temos que

G(f) = 6.46)
G(f) = Ayy(£) / I () (

FUf) — : ,49)
L) = ny(f)' (6 |

g W . . i a

Apesar das vVariancias dos estimadores da fase e da amplltud

g - . . a

do espectro cruzado e da variancia do estimador do espectro da entrad
independerem do nimero de observagdes (Jenkins g Watts,

1969), e convg

niente reduzir a variancia desseg estimadores usando o espectro alis?

do, dessa forma as equagoes (6.48) g (6.49) sg transformam em

G(F) =T (f) / Ty (f) (6.50) -

F(f) = are tg {- Im [TXY(f)] / Re I:TXY(J“) } (6.51)
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6.7.,Estimag50 do Espectro do Ruido do Sistema

0 modelo proposta na secgao (6.5) para explicar um sistema
dinamico & da forma
0
Yt) = J vlu) X(t-u) du + N(t),
0
ou escrevendo,na forma de convnlugao,
[B8.52)

Y(t) = v(t) * X(t) + n(t)

e aplicando-se a transformada de Fourier na equagao (6.52) cbtemos

Y(f) = H(f) X(f) + N(f). (6.53)

Supondo que o numero de observagoes € T, a transformada defFou
rier finita do ruido e

i iy = &P (0 -nnag” ()

e um estimador para o espectro do residuo e dado por

A0 () = aP (p-Epa o). (6.54)

Mas o estimador de residuo no dominio da frequéncia nao pode-

ra ser usado para Se calcular o espectro amostral, pelo seguinte fato:

H

roof) = 557 (0]* = 71d i ) -al” pip)” =

1

Hiag” 17 14 d (pd® 01215 () lz} 2

o4 _p2 -
= E,{Iyy(f)]{l Koy ()

pois KXY:rl para esse tipo de modelo.



~1285

Assim o espectro amostral da entrada e o espectro amostral
cruzado so nos ddo informagdo sobre o ganho e a fase do sistema, nao
dando nenhuma informagdo sobre o ruido do sistema.

Para obtermos informagdes sobre o espectro do ruido do siste
ma, temos que calcular o estimador alisado do espectro do mesmo. As

sim, a expressao (6.54) se transforma em

Tig(F) = Tyy(£) (1 - _Rffy(f)) (6.55)

6.8.| Distribuigdo de Probabilidade dos Estimadores

As fungoes de distribuigao dos estimadores do espectro de
energia estao associadas ao tipo de estimador usado. Ao usarmos uma
Janela temporal para estimarmos um espectro, estamos tentando reduzir
8 variancia do estimador, de forma que ele se torna consistente. Pode
Se demonstrar (Jenkins - Watts, 1969) que a razdo L/T representa a Pro
porgao que a variancia é reduzida entre o estimador alisado e o naty
ral, onde L & dado por

o 0

2
V= =
W) df () du.
-_—00 -0
A essa relagdo se da o nome de razio de variancia, por exem
Plo L = 2M para janela retangular, e portanto a razio de variancia P2
ra essa janela e 2M/T.. Se por exemplo, usarmos M = 0,27 a razao de V&

riancla sera 0,4 o que significa que a variancia do estimador alisado

do espectro sera reduzida em 40% em relagao a varidncia do estimador
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TABELA 6.4

DESCRIGAD JANELA ESPECTRAL RAZAD DE | GRAUS DE
VARIANCIA | LIBERDADE
,, sen2ffM M i
Retangular 2M 2Nl 2 T 7
2
_ sen'ﬂﬂr{ M z
Bartlett M Tl 0.667 7 3 3
‘|
sen2Mf 1 )
Tukey % LA . 0.75 ’7—1 2.667
2911 \1 - (29fM)
4
3 sen(W1M/2) M T
Parzen = M ¢ =)y 4 £
A 4 F1/2 0.539 7 &.71 i
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natural do espectro.

Supondo que X(t) & um processo Gaussiano, pode-se demonstrar
(Akaike, 1962), que a distribuigdo de probabilidade de I (J) pode ser
aproximada pela distribuigao de axi, onde

v=2{F ':TXX(f):I }2 / 2 Var [TXX(f):l = 9 __i_:._ (6.58]

a = [ (f7 ] = FXX(f? . (6.57)

\% \Y

Assim, o intervalo de confianga com nivel de confianga o, P2

ra PXX(f? e dado por

Loy (F) V Iy (f)

2 2
X, (1= ) Xy, a/2’

(6.58)

A tabela (86.4) nos apresenta a razdo de variancia e os graus
de liberdade para os diversos tipos de janelas.

Podemos reescrever a expressao (6.53) na forma

N(f) = Y(f) = H(f) X(f)

i

(Y(F) = X(F) HF)Y + X(f) {A(f) - H(f)),
ou, ainda,

" 2
| weey |2 :7| Y(F) = X(F) HE) |2 4 | xepy 2 | gy -aep) 1
(6.59)
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0 produto cruzado desaparece, pois
% . - 2
X*r) ¥(f) = H(f) | x(F) |
Entao, dividindo a igualdade (6.59) por T, temos
= 2
Tyw(F) = Igs(f) + Ly (f) | H(f) - B(f) | (6.60)

Como o estimador natural do espectro do residuc € zero temos

gue usar o estimador alisado o que transformara a expressao (6.60) em

va(f‘) :Tw(f) + TXX(f) | 2(f) - H(F) |2. (6.61)
Como N(t) e um processo Gaussiano, temos que
S
v T8/ () ~ X
onde V, o numero de graus de liberdade, depende da janela espectral
usada. AssimAa expressao (6.61) pode ser escrita na forma
v TP i Tii S £y el | 7(f) - #(F) |% (6.62)

Pt 5 Ty (F)

: 2 “ ; ’
Assim, teremos que os componentes desse X estao distribuidos

da seguinte forma:

To=(f) T,.(f)
v e v mg - )

2 .2
T () Lo (F)

Pode-se demonstrar, também, que essas componentes sao estatis

camente independentes.
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Podemos agora testar a existencia de fungdo resposta freguén
cia, e mais, construir intervalos de confianga para o ganho e a fase

do sistema.
A) |- Teste para a Coernencia Diferente de Zero

Suponha que H(f) & identicamente nula para todo f ({isto signi
fica que a entrada e a saida sado nao correlacicnadas e ainda que a cog

rencia € zero ).

Assim se H(f) = 0 temos que o segundo termo da expresséo/
(6.62) € dado por
—— ....2 s —
T (F) C(F) Ty Bylf)

\V 2V =%
FNN(fv FNN(f)

e o primeiro termo da expressao (6.62) & dado por

Tos(f) 1 Tyy(l - Kiy(fv} 2
T (f) T (f) -2
NN NN

e portanto a estatistica

(v-2) By (f)
(8.83]

: =2
2(1 KXY(fV)
tem distribuigao aproximada \F 2, se d(f) =0
©2,v-2

B) - Os intervalos de confianga aproximados para o ganho e a fase do
sistema sio deduzidos analogamente e sdo dados pelas seguintes  formd

las
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al - para a diferenga entre a fungédo resposta de frequéncia estimada e
real,
o=l P)
- 2
it = anr) [ <2 A2 Fy | o(1=a)
..2 k]
\Y IXX(f)
b) - para o ganho do sistema,
(
B o 1-%.(f)
BLPT 4 T @ e By i) = )
/ e >
V-2 XY(f?
\

c) - para a fase do sistema

- w1 1-%(f)

F_ (f) * arc sen y ——— F (2=t} )

XY R R 2 f)

XY

Note gque os intervalos de confianga sao pequenos quando o nd

mero de graus de liberdade, V, e grande e quando a coeréncia Kiy(f)

tambem e grande.

6.9.| Conclusao

Dado que a fungao resposta de frequéncia ja foi estimada pode
mos através dela estimar a fungao resposta de impulso que sera calcula
da atraves de
-i2mfu

v(u) = H(f) e al .
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Wuando o processo e discreto a forma de calcular é dada por

2 g [T )

) =

¥ cos 2nfK df +
0 Tyx (9
Im I:ZXY(f) ] |
‘ — sen 2rnfk df |
0 IXX(f)

Essa e uma outra forma de se calcular a fungio resposta de im

pulso onde nao e necessario pre branquear a entrada, para ortogonall

zar o sistema (3.13).
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P T P VII

APLICAGOES

7.1. Introdugao

Para finalizar este trabalho, apresentaremos alguns exemplos,
onde aplicaremos as técnicas descritas nos capitulos de identificagao,
de estimagdo e de verificagao do modelo de fungdode transferencia. Tam

bém aplicaremos a técnica do espectro cruzado para identificar a res-

posta da frequencia.

7.2. Exemplos

Exemplo 7.1. (Box-Jenkins, 1370) Em uma experiencia para otimizagao
da concentracao de Gas Carbonico (002) em uma fornalha, foi empregado
como entrada uma combinagao de ar com metano para formar uma mistura
de gases contendo 002 (dioxido de carbono). A quantidade de ar era
constante mas a razao do gas metano era variavel de maneira a variar a
concentragao de COZ' A figura 7.1, nos da o grafico da concentragao
de 002 como Y(t) e de uma transformacao de concentragaoc do metano como

X(t).

A relagao entre a concentragao do metano e X(t) e dada por

Concentragao Metano = 0,60 — 0,04 X(t).
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Essa transformacao & feita para que a média de entrada  seJl@

zero. 0 ruido neste Particular processg foi induzido deliberadamente,

" 5 i es
pPOr 1ss0 pog conhecemos Ssua forma, mas Procederemos como se fosse déS

conhecido.

Os dados Foﬁam tomados em intervalos de tempo de 9 s., num te

tal de 296. A entrada Xt assume valores de =2,5 a 2,5 pés clbicos POT

minuto e a saida Yt de 0,5 a 0,7 pés cibicos por minuto.

2.5
I 0.0
Razdo de Entrada
do Gas
-2.5
e L !
0 5 10 15 20 25
timin) —
aor
I 55
Concentragdo des 50 |
Saida [ 9/, Coz
45 -
1] 5 10 15 20 25
timing) —
Figura 7.1:

Observando a figura 71 das séries ge entrada e safda ndo 5
contramos nenhuma tendéncia nelas,

P em
O que sugere que essas series deVv

ser estacionarias e Portanto nag hs nNecessidade dg $e calcular as 52
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ries de diferengas.

Em seguida, calcularemos a fungdo de autocorrelagao de serie

de entrada, cujos valores se encontram na tabela 7.17.

Em seguida, foil identificado o modelo gue a serie de entrada

segue, usando O procedimento do capitulo 4 de Box - Jenkins (1970), op

tando-se por um processo autoregressivo de ordem tres.

Assim, obtemos O modelo

2 3 _
(1- 0,8~ 0,8 - 958 X, =
onde o, & o ruido branco.
TABELA 7.1

Fungdes de Autocorrelagdo e Autoconnelagio Parcial da
Senie de Entnada do Exemplo 7.1

Lag u Autocornnelagoes rxx(u)

1-12 0.94 0.83 0.68 0.53 0.41 0.32 0.26 0.22 0.21 0.20 0.19. 0.18
e.p. 0.06 0.10 0.12 0.13 0.14 0.14 0.14 0.15 0.15 0.15 0.15 0.15

0.10 0.08 0.06 0.05 0.04 0.04 0.05 0.06 0.06 0.06

13-24 0.15 0.13
0.15 0.15 0.15 0.15 0.15 0.15 0.15 0.15 0.15 0.15

g.p. 0.15 0.15

Lag u Awtocorrnelagoes Parciais ¢,

1-12 0.94 -0.52 -0.17 0.13 0.15 0.00 -0.04 0.03 0.07 -0.00 -0.08 -0.04

g.p. 0.08 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.005

13-24 0.04 0.00 0.03 -0.01 -0.06 0.05 0.08 -0.01 -0.03 -0.02 -0.00 0.01

e.p. 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.08 0.06 0.06

X = -0.04723

o =1.0714
X

Nimero de Observagoes = 296
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Os parametros ¢j, ¢2, ¢3 foram estimados usando minimos qua

drados nao lineares e os valores encontrados foram os seguintes:

-~ -

e 2
¢1 = 1,97 ; ¢2 =~ 1,387 ; ¢3 =0,34 e &, = 0,0353
Portanto, a serie de entrada pré-branqueada € a seguinte:

o, = (1-1,97 B+ 1,37 B° - 0,34 BY) X, -

Aplicando-se o mesmo operador na serie de saida obteremos 0

processo

9
B, = (1-1,97 B+ 1,37 8 - 0,34 B%) Y, .

Bt ndo e obrigatoriamente um ruido branco, & s6 uma transfor
magéo da serie de saida.

Usando a formula (3,18) teremos que um estimador preliminar
da fungao resposta de impulso sera

5g

S
o

.

Uy, = raB(k)
Portanto, como 8, = 0,188 e SB = 0,358, teremos

-~ 0,358

vV, = —2—— p (k)
kK= 0,188 OB
A tabela 7.2, nos da os valores de raB(k)’ para k=0, 1,

2, «.., 10, seus [respectivos desvios padrées e os pesos 5k- A figura
7.3, nos da o grafico da fungdo resposta de impulso. 0O desvio padrao

de raB(k) foi calculado supondo que:
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i) - As correlagces cruzadas sao zeros para os "lags' menores que 2

e maiores que 8;
ii) - As autocorrelacgoes raa(k) sao nhulas para k <0.

iii) - As autocorrelacoes r,,(k) sdo nulas para k> 4.

g8

iv) - Substituindo as correlagoes teoricas pelas estimadas que se en

contram na tabela 7.2

TABELA 7.2

Estimagao da Fungao de Correlacao Chuzada dos Dados Pre-branqueados

K 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

raB =001, ,0.05 =0.03 =0.28, =0.33 =-0.46 =0.27 =0.17 =0.03 0.03 -0.05

G(r) 0.06 0.06 0.06 0.05 0.06 0.05 0.06 0.06 0.06 0.06 0.08

5k -0.02 ©.10 -0.06 -0.58 -0.83 -0.B8 -0.52 -0.32 -0.06 0,06 ~0,10

No grafico da figura (7.2) da fungao de correlagao cruzada en

tre a o, e Bt estimada, observamos que o desvio padrdo da fungao dife

=1/2 o ; = 3
re pouco do valor n /¢ = 0,06 o que ja era esperado, pois as series

s3o0 nao correlacionadas.
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_z_i:£:;Ii;£§Z::4:§:£;
SRR

raB(k)_e_

-8t

-i10L

FIGURA 7.2:ESTIMACAO DA FUNCAO Dg CORRELAGAO CRUZADA DO '
GAS DE FORNALHA DEPOIS DO PRE - BRANQUEAMENTO.

Observando a figura 7.3 temos que v sao pequenos com

0> P Uy
parados com seu desvio padrao, o que sugere que b seja trés. Agora,
precisamos saber os valores de r e s; usando as afirmagoes do capitulo
3, sugerimos que »r possa ser um ou dois e s seja dois. A primeira S
gestao e devida ao fato de 03 e 04 serem valores preliminares pare um

. ! . . .
modelo fixo que os vj 8§ segulriam com J 2_5, sendo esse modelo umd ex

ponencial negativa dada pela equacgao de diferenga

-~

A segunda sugesta 30 y ~
g a sugestao tera 03 como valor preliminar e Ug e 04

Cco

mo valores iniciais para um modelo fixa que os p segul

's, com g > b,

riam,dado pela equagao de diferengas

Uj_1—52vj_2:0 5 j>5-

Investigagoes preliminares sugeriram que fiquemos com o 9280

do modelo que sera da forma
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_ &= a L
(1 61 B 62 BY) Yt = (w

_ _ 2
o "W B - w, B”) Xip (7. 1)

1 2

Assumindo que b = 3 e das equagoes (2.9) temos que

jﬁ
2 4 6 8 10 12
FREL ™

03

1.0

FIGURA 7.3: FUNGAO RESPOSTA DE IMPULSO

vj =20 4, 3%<8& U = 61 By + 62 Vg T Wy
vg = Wy v6 = 61 Vs + 62 Vy (72
v4:61v3—w1 v7:61v6+62v5 .

Substituindo nessas equagoes os estimadores preliminares dos
vj’s, obtemos os seguintes estimadores preliminares para os §'s e w's,

de forma que a estimagdo preliminar da equagao (7.1) e:

(10,57 B - 0,02 B%) ¥, = - (0,557 + 0,33 B + 0,51 8% x,

(752)
Teremos agora que identificar o modelo do ruido para depois
encontrarmos os estimadores eficientes do modelo.

Para identificar o modelo do ruido usaremos a serie €y dada

por



-142-

_ | -1
€, = ¢x(B) xGx (B) - (7-3]

Depois, por operagoes inversas, identificaremos o modelo do ruido.

Um estimador da fungao de autocorrelagado da serie €, &€ dado

;7
por
7
rBB(k) - '§ raB(J) raB(J+k)
¥ (k)= =3
€E 7 p
1= § rue(j)
#:
Isto por que ja supusemos que rBB(k) =0,sek>48@ raB(k) =
=0 se k< 3.

TABELA 7.3

Estimagao das Fungoes de Autocomrelacao do Processo Przbranqueado

k 0 1 2 3 4 5 6 4

|
PBB(k)f1.ODD 0.223 0.359 0.126 0.081 0.000 0.000 0.000

raB(k) 0.000 0.000 o.00@8 -0.,283 -0.33% -0.456 -0.268 ~D.168

ree(k) 1.000 -0.382 0.126 -0.011 0.064 0.000 0.000 0.000

A tabela 7.3 apresenta-nos os valores de ree(k). Os valores

estimados da fungao de autocorrelagdo podem nos sugerir um modelo auto-
) a & .. a

regressivo de 1= ordem ou um medias moveis de 1= ordem, essa escolha

nao afetara muito o modelo do ruido.
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Suponhamos que €, seja AR(1)s;entao
¢1 = ree(l) = 0, 38,
Entao teriamos

(1 + 0,38 B) €, =a

&
mas
e 2 3 )
€, = (11,97 B+ 1,37 8 - 0,30 5°) &,
portanto
(1 +0,38B) (1-1,97B8+ 1,37 B° - 0,34 B5) B, =y
ou

(1-1,59 B+ 0,62 B° + 0,18 B - 0,13 5% V. =a

Como os dois ultimos coeficientes do modelo sao peguenos
relacao aos demais podemos abandona-los e o modelo para o ruido

dado por
(1-1,6B+0,6 B°) N =
K] > t—at.
Se assumirmos que €, e um M A(1) da forma

e, = (1- 61 B) a,

teremos gue 51 = 0,46 e portanto nosso modelo para o ruido seria

em

sera
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(1~ 1,897 B #+ 1,387 32 - 0,34 Bg) Nt = (1 - 0,46 B) a,

ou, fazendo a divisao,

(1 -1,618 + 0,68 Bg) Nt = ay

que & semelhante ao modelo anterior.

Assim, o modelo sugerido para este sistema sera:

2
(‘*’0'“’13"*’23) 7

5 Xt—3 + 5 Ay (7.4)
(1 - §, B - 8§, B ) 1-¢,8-¢,B

onde

-

0, = =0,53; w, = 0,33; ag =0,51; §; =0,57; &, = 0,02;
¢, = L,51; ¢, = 0,68;

podem ser usados como estimadores preliminares na estimagao nao linear

dos parametros.

Usando a estimagéo nao linear, na qual os valores iniciais pa

ra os parametros foram

i, =8y &8, B ¢1 = ¢2 = 0,10 e W, =W, = - 0,10

e usando de 296 - 8 = 288 observagoes, obteve-se depois de 9 iteragoes
0os seguintes estimadores dos parametros com seus respectivos desvios
padroes

-~

§, = 40,57 e 8§ = 0,01; 8, = 0.01 e & :-0#14;
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@, = —0,53533& = 0,08; w, = 0,37533a = 05,165 6, = 0,51628&2

b, = 1,55 e s$1 = 0,055 $, = ~0,63 e 352 = 0,186.

= 0,08;

A tabela 7.4 nos da o valor de cada parametro estimado a cada

iteragao e a respectiva soma de quadrado

TABELA 7.4

Convengencia dos Minimos Quadrados nao Lineares

=0.53 0,33 0l 59 0.57 0:02 1.51 -0.68
Preliminares

I s " Soma de
Iteragao w, w, w, 7 P ¢1 ¢2 e

0 0.10 -0.10 -0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 | 13 601
’ -0.46  0.83 0.60 0.14 0.27 1.33 -0.27 2731
” -0.52  0.45 0.31 0.40 0.52 1.37 -0.43 92.5
3 -0.63  0.60 0.01 0.12 0.73 1.70 -0.78 31.8
4 -0.54 0.50 0.29 0.24 0.42 1.70 -0.81 19,7
5 -0.50 0.31 0.51 0.63 0.09 1.5 -0.88 16.84
5 -0.53 0.38 0.53 0.54 0.01 1.54 -0.64 16.80
7 -0.53 0.37 0.51 0.56 0.01 1.53 -0.63 16.860
8 -0.53  0.37 0.51 0.56 0.01 1.53 -0.63 16.60
g -0.53 0.37 0.51 0.57 0.01 1.53 -0.63 16.60

Fstimadores
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0 estimador de variancia do ruido branco e 52 = §,0681. An
tes de aceitarmos que esse modelo seja correto, precisamos verificar//
as fungoes de autocorrelagao e de correlagao cruzada.

A tabela 7.5 nos apresenta os estimadores da fungao de auto
correlacao residual,da fungdo de correlagao cruzada entre a entrada e
o residuo e da fungao de correlagao cruzada entre a entrada pre-bran-
queada e o residuo para os lags de 1 a 36.

Se analisarmos a fungao raa(k),observando a estatistica €, da

da por
36
@ = 289 kgl Paa(k) = 41,7

e comparando com um XZ de k-p—q = 34 graus de liberdade nao questiona

mos que o modelo & inadequado.

Néo nos sera Util comparar a  fungao de correlagao  cruza
da Pmﬁ(k) com seu desvio padréoh/essa comparagao nao nos indica nada,
pois os valores de rxa(k) sao muito menores que o erro padrao, Eisso e
devido a autocorrelagao existente entre os diversos lags de rxﬁ(k)'
pois mesmo que o modelo seja correto vimos que 5t e xt s5ao0 correlacio

nados. Assim,o0 que devemos observar e a correlagao cruzada entre at e

o Observando a estatistica

tl
35
S =289 I v (k) = 29,4
k:0 oa

e comparando-a com XZ com (k+1) = (r+s+1) = 31 graus de liberdade., nao

ha razao para verificar.se o modelo nao seja correto.
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TABELA 7.5

Estimacdo da Funcag de Autocorrelacao Residual

Limite
Superior
r-~(k) '
Lag k s do Desvio

Padrao

1 - 12 0.02 0.06 -0.07 -0.05 -0.05 0.12 0.03 0.03 -0.08 0.05 0.02 0.10 +0.06

13 - 24 -0.04 0.05 -0,09 -0.01 -0.08 0.00 -0.12 0.00 -0.01 0.08 0.02 -0.01 $0.08

25 - 35 0.04 -0.02 0.02 0.09 -0.12 0.06 -0.03 -0.06 -0.11 0.02 0.03 0.06 *0.05

Es timdgdo da Fungdo:de Comrefagdo Cruzeda entre a Entrada

e 0 Residuo
frmps Limte
o Superior
Lag k Trq
do Desvio
Padrao
[
0 -1 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 -0.01 -0,02 -0.03 -0.05 -0.08 -0.05 +0.05
12 - 23 -0.03 -0.03 -0.03 -0.07 -0.10 -0.12 -0.12 -0.10 -0.04 -0.01 -0.01 -0.02 +0.06

24 - 35 -0.03 -0.04 -0.04 -0.02 -0.01 0.02 0.04 0.05 0.06 0.07 0.07 0.06 +0.06

Estimacao da Funcao de Comrelagdo Cruzada entre a Entrada Pre Brangueada e o Residuo

Limite

do Desvio

Superior .
Lag k "o&(k)

Padrao
S

0o -11 ~-0.06 0.03 -0.01 0.00 0.07 0.01 0.01 -0.04 0.02 0.07 -0.03 -0.02 %0.086

42 - 23 -0.03 -0.11 0.02 0.04 0.04 0.01 0.01 -0.15 -0.03 -0.07 -0.08 0.02 *0.06

24 - 35 -0.01 0.02 0.05 -0.07 0.00 0.04 -0.15 0.04 0,03 -0.02 0.00 0.03

+0.06
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0 valor estimado para 52 e muito pequeno em comparagao a seu
desvio padrao, assim pode ser tirado do modelo sem alterar os outros

parametros estimados. Assim, a forma final do modelo sera

2
v - (0,53 + 0,37 B + 0,51 B) X, + 1 iz,
(1-0,57 B) 1 - 1,538 + 0,63B

(7.5)

Calcularemos o ganho do estado estavel par podermos compapé

1o com o que obteremos na estimagao da fungdo resposta de frequéncia:

+
g = - (0:55+ 0,57 +0,50) __ ..

1-0,57

Exemplo 7.2. (Pack, 1976b) Palda e outros tem analisado conjunto de ob
servagoes anuais de séries de venda e de publicidade para um dado medi

camento (Lygia E. Pinkham’s Vegetable Compound). [Dada @ longa historia

do produto, a falta de competicac direta, a relativa estabilidade da
estrutura de preco e a estabilidade geral devido a um bom segmento de
fregueses extremamente leais, os dados sao adequados para estudar as re

lagoes entre vendas e publicidade.

Palda tambem da mensalmente as vendas e a publicidade para es
ta patente medica para o periodo de janeiro de 1954 a junho de 1960,
num total de 78 observagoes para cada série, as variaveis sendo medi-
das em dolar.

Os graficos destas estao na figura 7.4.

0 produto era vendido de duas formas, tonico liquido e table
tes, cada uma sendo responsavel pela metade da venda total, aproximadg

mente.
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0 tablete sofreu dois incrementos de prego nesse periodo, 0
primeiro de 6,5% em marco de 1956 e o segundo de 6,8% em novembro de
1856. Logo, em outubro de 1956, o produto estava 13,8% mais caro que
em margo do mesmo ano. O prego do tonico liquido se manteve durante
esse periocdo. Nosso problema, € descobrir qual € a relagao entre a
venda e a publicidade ignorando a variavel - "Zncremento de prego'.

Das 78 observacgoes mensais, usaremos 66 observagoes mensais

para identificar o modelo.

Szja a variavel venda indicada por Yt e a variavel publicida
de por Xt'

Observando a fungao de autocorrelagao da serie Yt’ que se en
contra na tabela 7.6, verificamos que a serie Yt nao é estacionaria,os
valores altos da fungao de autocorrelagao da série Y, nos lags 6, 12,
18 e 24 indicam um efeito sazonal na serie. A sériezdt e a diferenga
de seis Zags. A fungao de autocorrelagdc de nova série w, =¥, =X, g

e calculada e se encontra na tabela 7.7. Esta nova série também  nao

estacionaria, novamente ha autocorrelagao alta no lag 6, isso su

[N

gere que a serie original seja diferenciada de 12 lags.

A fungao de autocorrelagdo dessa nova serie, Yo = Y, =Y, 9
€ calculada e se encontra na tabela 7.8 e a suposicgao de estacionarie |
dade para esta série nao e rejeitada. Ficaremos, entdo, com a série

Y, = Yt - Yt—JZ para identificar a fungao de transferéncia. 0 mesmo

procedimento € repetido para série Xt e chega-se a mesma conclusao, is

to e, que a serie x, = Xt - Xt—12 e estacionaria.
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TARILA 7.8

Funglo de Autoconvelacis pura Sévie de Vendis

1-2 0.4% -0.CJ -0.1% -0.08 0,> 0.4% 0.29 -0,02 -0,1% -0.08 0.22° D.44

ST, £, 0.12 0.'4 0.%4 0.14 0,15 0.18 0.18 0.13 0.18 0.14 0.18 0,13

193-24 0.28 0.0% -0.27 -0,18 0,18 0.24 0.18 -0.0C8 -0.28 -0.25 0.02 0,20

ST, E, 0.20 0.2% 0.2t 0,27 0.22 0.22

C.22 0.22 0.22 0.23 0.2) 0.23

25 - % 0.1 0,03 -0.2% -0.1% -0.03 0.09 0.12 -0.11 -0.22 -0.24 -0.08 0.09

ST, E. 0.24 0.24 0.24 0.24 0,24 0.24 0.24 0.24 0.24 0.28 0.25 0.25

Midia da Sirie = 0.13117E404

Desvio Padroo da Sirte = 0,189325403

Noaro da Oraervayoes = 68

TASNELA 7.7

Funcdo de Autocorrelagdo pata Dikeremca de Seds Pexiodes de Sirie de Vendas

1-12 0.12 0.08 0.02 -0.42 -0.01 -0.58 -0.13 -0.04 0.13 0.10 -0.07 0.16

ST. E. 0.13 0.13 0.1¥ 0.13 0.13 .0.13 0.17 0.17 0.17 0.17 0.18 0.18
173 -24 0.08 0.05 -0.2% -0.04 0.11 -0.04 -0.06 -0.12 0.0S -0.11 -0.07 -0.02
ST, E. 0.18 0.8 0.18 0.18 0.18 0.19 0.19 0.19 0.19 0.13 0.19 0.13
25 -3 -0.03 0.24 0.06 0.1 0.03 0.CO 0.00 -0.20 -0.05 -0.08 0.02 0.00

ST. E. 0.19 0.19 0.13 0.19 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 U.iﬂ

Midia da Siria = =0,20217E402
Desvio Fadrdo da Sirie = 0.191118+03

Firwro da Obsarvagies = 60

TTABEIA 7.8 e

Funcdo de Autocorrilasds para Dikenenca de Doze Penlodos de Sirie de Vendas

4-12 0.1 0.04 0.20 -0.03 0.06 -0.04 -0.09 0.05 0.04 0.02 -0.07 -0.3§

ST. E. 0.14 0.14 0.14 0.15 0.15 0.15 0,15 0.15 0.15 0.15 0.15 0.15

13 - 24 -0.03 -0.13 -0.37 -0.09 0.08 0.07 -0.04 0.05 -0.09 -0.08 -0.00 -0.10

ST, E. 0.6 0.16 0.17 0.18 0.18 0.13 0.18 0.18 0.18 0.18 0.18 0,13

25 - 36 -0,09 0.19 0.14 0.01 0.04 -0,02 0.08 -0.12 -0.08 0.06 -0.07 0.03

ST. E. 0.19 0.19 0.13 0.19 0.19 0.19 0.19 ©0.19 0.19 0.13 0.20 0.20

Nidia da Sirie = 0.43970E402
Desvio Padrco da Sirie = 0.17626E403

Pimero da Obsarvagces = 54
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A serie z, € prébranqueada, e um modelo encontrado para ela

é dado por

£, = (1=48 812) o

ou

iy 8 (7.8)

12 PP
(1-87) X, =(1-0,8 "

onde a, é o ruido branco. Portantol a série de entrada prébranqueada

sera

Oy =&, =&y g9 * 0,99 @195

e aplicando-se esse mesmo operador na série de saida, obtemos

e =Y~ Yyg9 #0549 By g

Determinando a fungao de correlagao cruzada entre a, e Bt.que
i
se encontra na tabela 7.9,\podemos calcular estimadores preliminares

para os pesos da resposta de impulso usando a expressao (3.16). Temos,

entao,
s
_ B
Yy, = p.,(k) '
k af
s
o
A tabela 7.10, da os estimados de vk's./Dbservamos que somen
te UO’ v, eV sao significantemente difereﬁte de zero, assim b=20

Resta-nos identificar o modelo do ruido que neste caso e cal



==

TABELA 7.9

Conrelagao Cruzada entrne a Serie Pre-branqueada

de Publicidade e de Venda

Correlagao Correlagao
Lag k Lag k

Cruzada Cruzada
0 0.305 10 0.050
1 0.337 11 0.089
2 0.284 12 =0.,085
3 -0.065 13 -0.084
4 -0.222 14 0.120
5 -0.141 15 -0.199
6 -0.046 16 =05155
7 0.230 17 -0.044
8 =400 18 =0,093
9 -0.044
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TABELA 7.10

Estimadon dos Pesos de Resposita de Tmpulso

Lag k Peso V%
0 0.229
1 0 w253
2 0.213
3 -0.049
4 -0.166
5 -0.106
6 -0.034
7 0.172
8 -0.075
9 <0033

10 0037
pls( 0.067
12 -0.071
13 -0.063
14 0.080
15 -0.149
16 <0.118
17 -0.033

16 -0.070
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| culado pela formula
|

Observando a fungao de autocorrelagao do ruido, gque se

encon
tra na tabela 7.11, temos que um modelo possivel para o ruido € dado
pore
b uf 12
o = (1 612 ) a,
Logo, o modelo da fungao de transferéncia esta completamente

identificado, e e dado por
_ gl@ o _ 2 12
(1-B7) Y, = (wy = wB = wyB") (1-87) X, +

T
*(1=0;,8°) a, (7.7)

Estimagao deste modelo indica que os quatro componentes

Wy
Wy Wo © 612 sao estatisticamente significantes e nao havia auto corre

lagao residual. Entretanto, a média residual era significantemente di

ferente de zero, e para eliminar este problema foi acrescentads ac mo

delo um parametro de tendencia e o modelo estimado final & dado por

{1~ 312) Yt = - 3,0 + (0,25 + 0,21 B + 0,19 B2)

(1 - B2 X, + (1 - 0,66 B%) a,



~f@i56-

TABELA 7.11

Furgao de Autocornelacao para a Serdie de Ruldo

(. = 0.07 " 0.90F 8.97 =0.37 - 0.16 -0.04

e.ps 0.17 0,14 6.1z 0.17 0,20 0,20

7 = A2 -0.25 0.2% -0.04 -0.04  0.07 -0.45

e.ps 0.20 0.2 0.21 B.21  0.21 0.21

Media da Serie -0.58812E+02

Desvio Padrao da Série 0.13610E+03

36

Numero de Observagoes
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Exemplo 7.3. (Lorenzzetti, 1878) A ilha de Cananeia, que se caracteri
za por ser bastante estreita em relagdo ao seu comprimento, esta-abri
gada de mar aberto, a leste pela Ilha Comprida e ao sul pela Ilha do
Cardoso. Com o objetivo de estudar o comportamento da maré local, foi
instalado defronte a Base de Pesqguisas Oceonograficas, situada na cida
de de Cananéia, um marégrafo. l‘.‘Natura1mentz—:‘, estando este aparelho si
tuado dentro de um canal, e bastante protegido por ilhas, e possivel
que O comportamento e caracteristicas da mare por ele registrada, apre
sente diferengas significativas em relacdo a maré existente fora do
sistema de baias e ilhas. Justamente com o objetivo de estudar esta
questao, foi instalado um marégrafofna Ilha de Bom Abrigo. As mares
no canal de Cananéia estao registradas desde 01/03/1854 e na Ilha do
Bom Abrigo, os registros sio observagdes de aproximadamente um mes e

meio, no periodo de 11/12/61 a 23/12/82.

Na tentativa de explicar a mare em Cananéia, a marée registra
da em Bom Abrigo, foi considerada como série de entrada (fungao exita
dora) e aquela como série de saida. Temos 1032 observaqées, resul-
tantes da amostragem dos registros com intervalo de amostragem de uma

hora. Assim o model usado para explicar esse sistema e da forma

l+M = L v, .
9" 0T gmp 9 B

onde yt e Xy sao respectivamente as mares em Cananeia e Bom Abrigo, re
duzidas da média, e M, €.a mare média de Cananeia.
Usando a janela de Tukey foram estimados o espectro de coe

rencia e de fase entre as oscilagoes de nivel de mar para Bom Abrigo ©
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Cananeia, para diversos valecres de M = ponto de truncamento. Estes es
pectros estao representados nas figuras 7.5 e 7.6, o numero VvV indicado
em cada uma das figuras se refere ao numerc de graus de liberdade uti

lizados nas estimativas dos espectros.

0O primeiro fato marcante numa comparagao entre estas figuras
€ a grands redugao da variancia destas fungoes com o aumento de V. Os
espectros de fase e de coeréncia, para V = 10, nao nos permite qual
quer conclusao devido a enorme flutuagao. A partir de v = 20 os espec
tros ja comegam a se estabilizar, apresentando pouca variabilidade com

mudanga de V.

Examinando os espectros de coeréncia, esses revelam valores
bastante altos, proximos da unidade, justamente nas bandas de frequég
cia onde estac centrados os picos de energia da mare, que foram encon
trados nos espectros de energia das mares de Cananéia e do Bom Abrigo
gue se encontram nas figuras 7.7 e 7.8, e observando-se entre essas
bandas de energia de mare, nota-se um abrupto amortecimento de coerén
cia. Deve-se observar um suave amortecimento no nivel destes platos
de alta coeréncia até f = 0,16 eph, a partir dai nota-se uma  abrupta
gueda na coerencia, que entao passa a oscilar de modo mais ou menos
aleatorio. Explicagoes para este comportamento do espectro de coeren
cia, entre as marées de Bom Abrigo e de Cananéia foram encontradas por

Lorenzetti, 1976, mas que nao discorreremos aqui por nao ser este o ob

Jjetivo deste trabalho.
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Os graficos nao foram estendidos até a frequéncia de corte,

fb = 0,5 cph (ciclo por hora) pois, a partir de f = 0,16 cph, os valo
res da coeréncia aléem de serem muito baixos, apresentam grande varian
cia.

Apesar dos espectros de coeréncia comegarem a apresentar bai
xos valores a partir de frequéncias menores que fb/?, podemos conside
rar como boa a coerencia entre as oscilacoes de nivel entre os dois lo
cais, uma vez que o0s valores proximos da unidade cobrem uma regiao do
espectro na gual esta concentrada a maior parte de energia.

Ao analisarmos conjuntamente os espectros de coeréencia e fase
verifica-se gue estes Ultimos tendem a se estabilizar, apresentando va
riagoes suaves nas faixas de alta coeréncia, e nas faixas de baixa coe
réncia os valores do espectro de fase, passam a oscilar com grande va

riancia.

Assim o fato da coerencia ser alta para a parte do espectro

onde esta concentrada grande parte da energia, sugere que a modelagem

do sistema por filtro linear € bastante plauzivel.

Tendo calculado a fungao de resposta de frequéncia H(f) atra

ves da formula (6.46), calculou-se a transformada de Fourier inversa
desta fungao a fim de se obter a estimativa da fungao resposta ao im
pulso do sistema. Na figura 7.10, estac locados os valores de vk da

fungao de resposta ao impulso correspondente ao espectro cruzado com

30 graus de liberdade.

Tomando como valores de entrada os valores de Bom Abrigo, uti
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lizou-se a expressao
K

Yp\* M, = kio Uk Tp-k
onde ¥, e xt/%epresentem os valores de flutuagdo do nivel do mar para
Cananeia e Bom Abrigo em torno dos seus respectivos niveis médioa; Mé
representa o nivel médio do mar para Cananéia. Na formula utilizou-se
K = 84 uma vez que se verificou que dai em diante os valores de vk
eram tao pequenos que poderiam ser desprezadas.

A figura 7.10, mostra a comparagao entre os valores previstos
pela formula acima com os valores observados. Como se vé, as duas cur
vas apresentam boa concordancia em fase, sendo visivel entretanto uma
sensivel redugéo de amplitude nas variagoes de nivel para a curva pre

vista. Acredita-se que esta redugao seja devida ao alisamento aplica

do aos espectros amostrais através da janela espectral escolhida.
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