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CAPITULO 1
INTRODUGAD

Uma série temporal pode ser analisada no dominio do
tempo ou no dominio da freqiiéncia. Se a série for estaciona-
ria, isto €, se a série mantém as mesmas caracteristicas ge-
rais no decorrer do tempo, e basicamente estivermos interessa-
dos na periodicidade da série, a analise no dominio da freqiién-
cia, onde a funcao densidade espectral tem papel fundamental,
€ de grande utilidade, devido is interpretacdes fisicas dos fe-.
nomenos sob consideracao serem imediatas, ou pelo menos mais
faceis de serem feitas.

0 objetivo do presente trabalho €& estimar a funcao
densidade espectral de uma série temporal estacionaria a par-
tir de uma série amostrada em tempos nao igualmente espag@os.

A motivacao do trabalho se deve ao fato de que mui;
tas vezes, a série em estudo apresenta perda de algumas obser-
vagoes. Isso ocorre frequentemente na Astronomia, quando en-
frentamos problemas como reparos no telescopio ou intempéries,
bem como na Oceanografia, quando ao medirmos a temperatura ou
a salinidade do mar em diversas profundidades e possuimos ape-
nas um instrumento, nao podendo deixd-lo o tempo suficiente em

cada profundidade.
_1...



Inicialmente, no capitulo 2, baseados em Koopmans
(19741 e Brillinger [1975], abordamos alguns conceitos funda-
mentais sobre Analise Espectral, considerando a série amostra-
da em intervalos de tempo igualmente espacados,bem como apre-
sentamos estimadores assintoticamente nao viciados e° consis-
tentes da funcao de densidade espectral.

No capitulo 3, segundo Jones [1962] e Parzen [19631,
apresentamos um estimador da funcao densidade espectral, para
série temporal estacionaria, gaussiana, amostrada em grupos
de a observacgoes, separados por B observacoes perdidas, e com
auxilio de alguns resultados da Analise de Fourier mostramos
que o estimador apresentado € consistente, e obtivemos um 1li-
mite superior para a variancia do estimador. Além disso tra-
tamos o caso considerado por Van Ness [1976] em que oS tempos
de amostragem nao sao igualmente espacados, porém secguem um
padrao periodico.

A seguir, & analisado no capitulo 4 um caso mais ge-
ral de perdas. Dois enfoques diferentes foram estudados. Pri-
meiramente. com base nos artigos de Scheinok [1965] e Bloomfield
[1970] apresentamos estimadores consistentes considerando o
processo aleatorio associado ao esquema de amostragem, causa-
dor da perda de algumas observacces, para depois, seguindo Jo-
nes [1971] tratar o problema sem nos preocuparmos se O pProces-
so causador da perda de observacgoes € aleatorio ou determinis-
tico.

0 capitulo 5 versa sobre a estimagao da funcao den-



sidade espectral de uma série temporal continua, a partir de
uma série amostrada discreta. Neste capitulo, além de tratar-
mos o problema de "aliasing' que ocorre quando amostramos a
série em intervalos de tempo igualmente espacados, apresenta-
mos dois estimadores da funcao densidade espectral, um sugeri-
do por Masry e Lui [1975] e o outro por Ferraz -Mello [1977],
para o caso em que a série € amostrada em intervalos de tem-
po irregulares.

Finalmente, no capitulo 6 fizemos algumas aplicacoes
dos resultados teoricos obtidos nos capitulos anteriores. Unm
programa em FORTRAN foi desenvolvido por Catia S. Moatagni e
se encontra a disposicdo no Setor de Estatistica Aplicada do
Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade de Sao

Paulo.



CAPTTULO 2

ALGUNS RESULTADOS DA TEORIA ESPECTRAL

2.1 = INTRODUGAO

Neste capitulo vamos apresentar alguns resultados
fundamentais da Analise Espectral, que serao utilizados nos ca-
pitulos posteriores. Nosso maior interesse estd em definir sé-
ries temporais estacionarias, funciao de autocovariancia e fun-
cao densidade espectral, obter estimadores para tais fungoes
considerando a série temporal amostrada em intervalos de tem-
po igualmente espagados, e estudar propriedades de tais esti-
madores para que pOSSamos compara-los com os estimadores ob-
tidos quando a série temporal & amostrada em intervalos de tem-
po nao igualmente espacados. O conteGdo deste capitulo pode

ser visto em Koopmans [197u4] e Brillinger [1975].

2.2 - SERIES TEMPORAIS ESTACIONARIAS

DEFINICAO 2.2.1 - Seja (9,F,P) um espago de probabilidade. U-
ma familia indexada (real ou complexa) de varidveis aleatorias,
{X(t),t€eT} definida neste espago € chamada uma sesie temporal (ou

processo estocastico). Se T consistir de numeros igualmente es-

il =



pacados kAt, k=0,%1,%¥+2,...; At >0, a série temporal € dis-
creta e, se T consistir de um intervalo de numeros reais, a sé-

rie é dita continua.

DEFINICAO 2.2.2 ~ Uma série temporal € dita estritamente es-

tacionaria se:

PLX(t +T) €Sy, X(t,+T) €Sy, + oo, X (L *T)ES ] =

= PLX(t;)€S],X(t,)€8,, ..., X(t )ES T,

quaisquer que sejam ty <ty <o.. <t TET e Sl’SZ""°SnGF'
DEFINICAO 2.2.3 - Uma série temporal complexa & dita fracamen-
te estacioniria ou estaciondria de 2% ordem, ou simplesmente
estacionaria se:
i) E|X2(t) ]| <,
ii) E[X(t)] =m, constante para todo t€T,

iii) E[X(t)X(éy] depende somente de t -s, t,s€T.

Como a esperanca de X(t) & constante, podemos, sem perda de ge-

neralidade, considerd-la igual a zero e entao podemos escrever

C(t) = Cov{X(t),X(t+t)} = ECX(t)X(t+t)].

DEFINICAO 2.2.4 - A funcao C(1) =Cov{X(t),X(t+t)}, 1€T, € cha-

mada funcdo de autocovariancia da série temporal.

TEOREMA 2.2.1 - Seja {X(t),t€R}uma série temporal estaciona-
ria, complexa, continua em média quadratica. Se C(t) ¢ a fun-
cao de autocovariancia da série, entao C(t) pode ser represen-

tada na forma



C(t) = Jm eideF(A), -0 < T <™, (2.1)

onde F(\) & uma funcdo nao negativa, nao decrescente e limi-
tada, denominada funcdo de distribuigao espectral.
No caso em que {X(t),t€z} a funcio de autocovarian-

cia pode ser representada na forma
LISF 7
C(r) = J e " TdF(A), T€L. (2.2)
=gy

TEOREMA 2.2.2 - A toda série temporal estacionaria, complexa,
{X(t),tER} esta associado um processo complexo Z(\), de incre-
mentos ortogonais, tal que X(t) pode ser representada na for-

ma

X(t) = Jw e taz ) (2.3)

onde Z(A) é chamado processo espectral associado a X(t) e
i) EZ(A) =0,
ii) B[22 =F(N),

0 para X #yu

iii) EdZ(A)dZ(w)
dE(A) para X =M

Se a série for real, entdao Z(-A) =2(A), e se a série for dis-
creta, isto &, {X(t),t€Z}, temos que

m

X(t) = J e 4470y . (2.4)

=

OBSERVACAO 2.Z2.1 - Se F(\) € derivavel e F'(X) =£(A) entao pa-



ra {X(t),t€R}a fungao de autocovariancia C(t) pode ser escri-

ta na forma

C(t) = J eiATf(A)dX, ~co L <o, (2.5)

ou seja, C(t) & a transformada de Fourier de f(}) e esta € a
funcdo densidade espectral ou espectro de 2% ordem ou simples-

mente espectro de X(t).
OBSERVACAO 2.2.2 - Se C(1) & absolutamente integravel a trans-

formada inversa de Fourier de C(t), £(X\), é expressa na forma

£(0) = 5= J C(r)e e, <<, (2.6)

Se a série & discreta, {X(t),t€Z}, substituiremos os limites

de integracgdo de (2.5) por -m e m ou seja
T it
C(t) = J e £(A)dx, 1€Z, (2.7)
=T

- - a -
e se C(t) ¢ absolutamente somavel, o espectro de 2= ordem e

expresso na forma

i

?%~ Y C(T)e—lkT, -~ <N ST, (2.8)

T==0

£(A)

2.3 -ESTIMAQI—\O DA FUNQI_XO DENSI1DADE ESPECTRAL

Vamos considerar uma série temporal discreta, esta-
cionaria, complexa, com média zero, gaussiana, isto &, para V¥

tl,...,tn, X(tl),...,X(tn) tem distribuicao normal complexa,



n-variada, com espectro continuo. Vamos supor ainda que a sé-
rie é observada em N tempos igualmente espacados.
A transformada finita de Fourier, normalizada, de

X(t), € expressa por

N .
zSN) = Eaﬁi3¥ tzlxct)e'lkvt, (2.9)

onde A, =2%2, para -[N%lﬂ s\)s[gl, que usando a representacao

de X(t), definida por (2.4), pode ser escrita na forma

N . .
y et Mtz (h), (2.10)

SN o 1 J“
-1 t=1

v (27N) 2

A esperancga de ZSN)

2
€ aproximadamente igual a £() ), pois,

usando (2.9) e o Teorema 2.2.2, temos

H

E|ZSN)‘2 } 7%N [n [ﬂ g ? e—i(kv-k)tei(lv-g)sﬁdz(A)dz(u)
- /-1 t=1 s=1

I,

;f(xv),

-

N ey avelz
e TNt ey an,
£=1

8]
=
=z

para N suficientemente grande, dado que

1 N

FyO-A ) = 7w t)=:1

ciA-2)t|?

& o niicleo de Fejér, (ver Figueiredo [19771, pag. 81).



0 fato da esperanca de IZ\EN)I2 ser aproximadamente
igual a f(xv), nos sugere um estimador nao viciado (no limite)
para f(Av). Tal estimador, € chamado periodograma, denotado

por IN(Av), e sua expressao €

1

N .
I (A,) = mog J X(t)X(s)e Av(t-s) (2.11)

t=1 s=1

I e~12

Do fato de ZSN) ser uma combinacao linear de variaveis alea-
torias normalmente distribuidas, temos que Z&N) tem distribui-

cao normal multivariada complexa, e alem disso pode-sc¢ demons-

(N)

N sao assintoticamente in-

trar que as variaveis aleatorias Z
dependentes, e, consequentemente, as variaveis IN(Av) sao as-
sintoticamente independentes e tem distribuicgao assintotica

qui-quadrado com 2 graus de liberdade para v =0, N/2 e com 1

grau de liberdade para v =0, N/2, ou seja

o =

~ 2 e 2
IN(kv) f(Av)xz, para v 20, N/2

IN(Av) ~ E(Av)xi, para v =0, N/2.

Ver Koopmans [1974] para detalhes.
Temos, entao, que a média e a variancia assintoticas do perio-

grama s$ao eXpressas por

E Iy,(h,) = £(A),

Var IN(Av) fz(kv), para v 20, N/2

Var IN(Av) Zfz(xv), para v=0, N/2.
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Teoricamente, o periodograma pode ser definido para todo ),

-m<Xs<m, pela expressao

N = 12Ny
onde

, ()

N !
(\) = — J X(t)e Mt

mas na pratica a transformada finita de Fourier ZOU(A)sé pode

IA

ser calculada num conjunto finito de freqiiencias Av, »[N%l]

N

< vf;[7]. Isto porém nao representa nenhum problema, pois a

trans formada finita de Fourier, Z(N)(A), completamente deter-
N-1 N

minada pelas freqiiéncias Ay —[—é%—]s vzl

Brillinger [1975] mostrou que a condicao de norma-
lidade do processo nao é necessaria, ou seja, sob determina-
das condigoes de regularidade, o periodograma tem distribui-
¢ao assintotica qui-quadrado com 2 graus de liberdade para X =
# 0,m e com 1 grau de liberdade para A =0,m, bem como, que pa-
ra qualquer X\, -mw< ) <mw, tem-se que

lim E IN(A) = f(1),

N->oo

—
o
=
<
job]
=
b=

=z

p—

>

—
Il

£2(N), A=0,n

]

lim Var IN(A)
N oo

262(2\), A=0,m.

Das expressoes acima temos,a menos que f(Xx) =0, que a VarIN(M

nao tende para zero quando N tende para infinito, ou seja, o
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periodograma € um estimador assintoticamente nao viciado, po-
rém nao consistente de f(X).

Vamos agora construir outros estimadores,consisten-
tes, de f(A). Primeiramente escrevamos a funcao densidade es-

pectral na forma

£(N) = 5= k_z e Koy . (2.12)

Um estimador natural de £(A) sera

~ ~

HOE— kj SRR (2.13)

onde C(k) € um estimador viciado da funcao de autocovariancia

definido por (supondo EX(t) =0)

N- k|
N]' § X(t)X(t+|k|) |k| <N-1
C =1

C(k) = (2.14)

-

o

|k| > N-1.

Se no lugar de 1/N colocarmos 1/(N-|k|) obteremos um estima-
dor nao viciado de C(k), entretanto este estimador tem erro
quadratico maior do que o anterior.

Pode se demonstrar que o estimador de f(X) obtido
desta forma € o proprio periodograma, e portanto € ndo consis-
tente.

2.4 - ESTIMADORES SUAVIZADOS

Uma maneira de construirmos estimadores consisten-
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tes, assintoticamente nao viciados, € suavizando a funcao de
autocovariancia atraves de uma seqiiencia de pesos de tal sor-
te que iremos omitir as estimativas mais variaveis. A seqiien-
cia de pesos wM(k), k=0,*1,... € definida por wM(k)=w(kﬂﬂ,on—
de w(v) € uma funcdo real, seccionalmente lisa, tal que w(v) =
= 0, para |v| >1. Se w(v) € uma funcao par e 0 <w(v) <w(0) =1,
para |v| <1, entao a seqiiencia wM(k), k=0,+1,..., tem as se-

guintes propriedades:

i) 0 st(k) st(O) =1,
ii) wM(—k) = wM(k), para todo k,

iii) wy(k) = 0, para k| > M.

0O estimador

[V k_Z e'“kwM(k)&(k) (2.15)

e denominado estimados suavizado de covariancias. O inteiro M <N &
chamado "lag number', ou ponto de truncamento, a seqiiencia de
de pesos wM(k) ¢ chamado "lag window'", e a transformada de Fou-

rier de wM(k), WM(A), € a janela espectral, expressa na forma
1 % _-i)k ,
WM(A) = g kg;we wM(k). (2.16)

Das propriedades da seqliencia de pesos, facilmente podemos ve-
rificar que

D) W (=2) = W (),



m
ii) J WM(X)dA= 1.

=T

0 estimador suavizado de covariancias ¢ a transformada de Fou-
rier ao produto wM(k)E(k), portanto € equivalente a convolu-
¢ao do produto das respectivas transformadas de Fourier, ouse-
ja

m

f(\) = JﬂWM(A—u)IN(u)du. (2.17)

Se aproximarmos a integral pela soma de Riemann, o estimador

- 2t [N/2]
f(A) = N ) WM(A—)\\)) IN()\\)) (2.18)
:-(ﬁllj
-2
tem a mesma distribuigao assintotica que o estimador suaviza-
do de covariancias.
De um modo geral, para qualquer funcao K(2), real,
simétrica, periodica, tal que

[N/2]
YooK =1,

v=—[—%l]

podemos obter estimadores suavizados com a mesma distribuicgao
assintotica que o estimador suavizado de covariancias.Tais es-
timadores sao chamados esZimadores suavizados de periodogramas,e sio

expressos na forma

K(A~Av)IN(Av). (2.19)
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As funcoes K(1) e WM(X), chamadas fungoes suavizadoras, tem a
propriedade de serem altamente concentradas em torno do ponto

A=0, isto €, a integral

m
J K(\)g(h) = g(0),

=0

ou

m
tin [ W, (0g0) = g(0), (2.20)
o

N-co J=
e estao relacionadas por

K()\) = -ZN*I W, (1) .

2.5~ ESPERANGA E VARIANCIA ASSINTOTICAS DOS ESTIMADORES SUAVIZADOS

A esperanca do estimador (2.17) nas freqﬁ@nciasxk =

Z%E ¢ dada por

™

1}

Ef(kk) WM(Ak-A)E IN(A)dA,

J-r
logo

-~ . - 'rr
BF(A,) = L"WM()\k-A) £(A) dh,

para N suficientemente grande, dado que IN(A) € um estimador
assintoticamente nao viciado de f(A), e devido ao fato de
WM(A) ter a propriedade (2.20). Ainda, considerando f()) es-

sencialmente constante para cada freqiiencia no intervalo de
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comprimento comparavel com a largura do pico, temos que

E%(Ak) = £(2) - (2.21)

A covariancia assintotica entre os estimadores suavizados nas
freqiiencias Ay © A, bem como a variancia assintética do es-

timador suavizado nao serao deduzidas nesta secgao, ¢ sim na

secgao 3.3. NOs aqui s0 vamos indicar as suas expressoes, ou

seja,
2' m
Cov{f(A),£(A,)} = =& IWTWM(AR-A)WM(AQ—A)f(A)ZdA, (2.22)
5
Var %(xk) = £2(2) %} Jﬂ W2 (A) dX. (2.23)
=T

Como, pela desigualdade de Parseval

i o
; 2 - 2
ZHLWTWM(A)dA kggmwM(k),

temos, usando as propriedades da seqliencia de pesos.que

(o2

1
) wﬁ(k) = M( w?(v)dv, (2.24)
K=roo -1

de onde segue que

1
. B - 2 M 2
Var f(Ak) = f (Ak) N J w(v)dv. (2. 25)

Portanto, paraM -+« o estimador suavizado de covariancias € nao



= & -

viciado, e para M+« e N >® de modo que M/N =0, o estimador é

consistente.

2.6~ DISTRIBUIQAO ASSINTOTICA DOS ESTIMADORES SUAVIZADOS

Vamos considerar o estimador (2.18),

- oy [N/21]
f(Ak) =N %_1 WM(Ak-Av)IN(Av).
\)=‘[-—2—]

Se as freqiiencias A, estao proximas da freqiiencia A, , de tal

k

sorte que Ak—xv esta na faixa do pico principal de WM(X) e se

a funcao densidade espectral é constante nesta faixa entao

Ty(X )
17%?T¥—T tem distribuicao assintotica qui-quadrado, e
Tk

. [N/2] T.(A)
F(a) = £(2,) I A S i i I
S kK’ N ZN_I MY T72E00)
VEv=e=]
7

€ uma combinagao linear de variaveis aleatérias com distribui-
¢ao assintotica qui-quadrado com 2 graus de liberdade.

Uma forma aproximada da distribuicao do e¢stimador
(2.18) valida assintoticamente, pode ser obtida substituindo
a janela espectral WM(A) por uma janela retangular centrada no
valor do pico principal de WM(A). Neste caso, a distribuicao
de (2.18) e aproximadamente qui-quadrado com r graus de liber-
dade, }(Ak)~cx§. Os valores de r ¢ ¢ sao obtidos a partir das

propriedades da distribuigao qui-quadrado, ou seja

E f(Ak) = CrT



e
Var %(Ak) 2red |
portanto,
Var £(A,) 2[E £(A,)]2
Cc = ._‘,__«»T___k_. e Tr = = k .
2B T()p) var £(1y)

O parametro r € conhecido por nimeros equivalente de graus de
liberdade.

De (2.21), (2.25) e (2.16) podemos expressar o nu-
mero de graus de liberdade do estimador suavizado de covarian-

cias por

1
onde ¢ = J w2 (v)dv,
R A |

onde K(A) ¢ qualquer funcgao suavizadora do periodograma.
Umn outro parametro importante & conhecido por lar-
gura de faixa equivalente, dado por
[N/2]

A 2
B ) K2

N
_ . N-1
V= [ 2

para o estimador suavizado do periodograma e, por



B = —2T_
CwM ‘
para o estimador suavizado de covariancias.

A largura da faixa equivalente €& obtida consideran-
do-se primeiramente a largura da faixa do estimador cuja ja-
nela ¢ retangular (estimador de Daniell) ,escrita em funcio do
numero de graus de liberdade deste, e em seguida substitui-se

o numero de graus de liberdade pelo numero equivalente de graus

de liberdade.



CAPTTULO 3

TEMPOS DE AMOSTRAGEM SEGUINDO UM PADRAO PERIODICO

3.1~ INTRODUCAOQ

Neste capitulo nos propomos a obter um estimador as-
sintoticamente nao viciado e consistente da funcao densidade
espectral de uma série temporal {X(t),t€Z}, definida eminter-
valos de tempo igualmente espacados, poreém, sistematicamente
nao observada. Para tal vamos considerar {X(t),t€Z}, estacio-
naria, gaussiana, com média zero e com funcao densidade espec-
tral continua. Inicialmente, vamos tratar do caso particular
em que a série ¢ observada em o tempos igualmente espacgados,
separados, por B tempos igualmente espagados, a >, em que a
mesma nao ¢ observada. Em seguida vamos tratar do caso mais
geral em que a série & observada em temposnao igualmente es-
pacados, porem o modelo dos tempos de amostragem segue um pa-
drdo periédico, com periodo de p unidades de tempo. O contei-
do deste capitulo pode ser encontrado em Jones [1962], Parzen

[19623] e Van Ness [19761].

3.2+= ESTIMAQI-\O DA FUNQZ\O DENS I DADE ESPECTRAL

Uma serie temporal amostrada na forma'® descrita na

~19~
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seccdo 3.1 pode ser vista como uma versao de amplitude modu-

lada da serie original {X(t),t€Z} e podemos escrever

Y(t) = g(t)X(t), (3.1)

onde Y(t) € a séric observada, X(t) € a scérie original, defi-
nida em intervalos de tempo igualmente espacados, e g(t) ¢ u-

ma funcdo ndo aleatoria definida por

1, se X(t), foili observada no tempo t
g(t) =

0, se X(t) nao foi observada no tempo t.
No caso particular em que a série € periodicamente
observada em o tempos, e entao nao observada em B tempos, a

funcao g(+) ¢é uma fungao periddica, com periodo a+ B, e

1, se t=1,2,...,0

g(t) = (3.2)
0, se t=a+l,0+2,...,0+B.

0 estimador da funcao de autocovariancia da série

original {X(t),t€Z} é definido por

Ex(k) (3.3)

!
|
gk
ot
]
e
Pk
=z
!
=

onde CY(k) ¢ o estimador da funcao de autocovariancia da seé-
rie Y(t) definida em intervalos de tempo igualmente espacados,
e Rg(k) ¢ o limite da razao entre o numero de pares disponiveis

para estimar CX(k) e N, isto &,



N-k
R,(K) = limg ] g(t)g(t+k), K=0,1,....N-1. (3.4)
& N © t=1

No caso em que k <0, o numero de pares disponiveis

para estimar Cy(k) sera

N N-k

§og(t-0g(t) = J g(t)g(t+k),
=k t=1

t
0 que mostra que R?(k) e uma funcao par.

Outra propriedade da fungao Rg(k) ¢ a sua periodi-
cidade, de periodo a+ B, pois,
N-k-a-B

1im % b g(t) g(trkeotp)
Now N 51

Rg( k+o+B)

N-k-o-B

Y g(t)g(trk)
N-sco t=1

i
=
e
=

!

i

N-k N-k

lin of § g(0g(tl) - T g(0g(t)] = R (K,
Now O =1 t=N-k-0-g+1 &

uma vez que

g(tra+p) = g(t),

N-k
N g(t)g(t+k) | < a+B.
t=N-k-a-B8

A seguir vamos determinar os valores de Rg(k).Devi—

do a periodicidade de Rg(k) sera necessario determina-los so-



mente para 0 <k <a+f-1.

E facil verificar que dentro de um mesmo grupo de
o+B observagoes temos o-k pares disponiveis se k<o, e zero’
caso contrario; e de dois grupos adjacentes temos k-f obser-
vagoes se k=B e zero caso contrario. Escrevendo N na forma
N= j(a+B), obteremos um total de j(o-k) pares disponiveis se

k<a, e (j-1)(k-B) pares disponiveis se k=8, de tal modo que

_ qs Jla=k) _ a-k
Rg(k) = 1im O 0<k<B, \

j-)oo

= 1qp Lok +(j-1) (k-B) . a=B 4 g
R (k) = lim T(arB) Gige Bsksa.p  (3.5)

j—wn

Rg(k) = 1im (j-1) (k-p) _ k-8

TCav)  avg  OSkEorh)

j 500

e, a expressao (3.4) pode ser escrita na forma

ot+B

= _——1—_— \' Y =
R (K) = 5g tZlg(t)s,('uk), k=0,...,a+B. (3.6)

0 estimador suavizado de covariancias da funcao den-
sidade espectral da série original {X(t),t€Z} &€ analogo ao ob-

tido na seccao 2.4, ou seja

= 1 I -1k =
N IR OGP

e usando as expressoes (3.3), (2.14) e (3.1) temos que
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® . N~ kl
1 -i)rk (O)X()g(t+ k) x(t+1kl)
e k}_me w, . (k) til & gNRg(k)

H
>~
—
>
-
i}
N
=

= =1 . N +k 3
1 -1k ) X() g(t-kK)X(t-k) .
= ——[k}: et wM(k) tzl g(t) X( If((kj( @ |

= =0

N-k _. N-k
+ ¥ o 1kaM(k)tzl g(t)X(t%§&55k)X(t+k) +

N
" o

gz(t)xz(t)J
t 0)

1 Rg( ,

@ . N-k
= _ 1 A (DX g(tH)X(LH)

N-k . N-k ] N 2 7
~idk o (OX() g(t+) X(t+k) | (OX*(1)
v 1 g0 ] 8 DX(Og(te _£15~§;m ].

Fazendo a transformacao de variaveis, s =k+t, t=1t, temos

5=1 L (s-1)a wy(s-t) g(s)X(s) g(t) X(t)
e

N
)

7 12 Rg(s—t)

+

. 1
Ex(A) = 7?N[

N-1 N —iE-E)) wM(s—t)g(t)X(t)g(s)X(t)
e

+4
1 s=t+1 Rg(s—t)

z

" g?(f)xz(t)
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¢ fazendo a translormagao, no 1% termo, s =t, t=s, temos

. N-1 t-1 _. o vy Wy(s-1)g(t)X(1) g(s)X(s)
f(A)z‘z}Tq‘ >‘ Xel(s t)}\ M

-+

t=2 s=1 R -t
S g(S )

+Nil hXI e_i(s_t”\wM(s—t)g(t)X(t)g(s)X(s) . N 2(t)>xz(t)],
t=1 s=t+1 Rg(s—t) t=1 Rg(O)

e segue que o estimador da funcao densidade espectral, %X(A)

pode ser expresso na forma

? ~i(s=-t) A WM(S't)g(S)X(S)g(t)X(t)
e .
=1 Rg(s—t)

(3.7)

3.3 - VARIANCIA DO ESTIMADOR

Vamos agora escrever a expressao (3.7) na forma

2 NN ~ik(s-1)
fX(A) = ) ) a(s,t)e X(s)X(t), (3.8)
s=1 t=1
onde
gls)g(twy,(s-1)
a(s,t) = " (3.9)
27NR_(s-1)
g
¢ vamos definir
N N .
Al ) = § 3 a(s,t)e t(As-ut) (3.10)
s=1 t=1

Lembramos que se X(t) e real X(t) =X(t), e conside-

rando a representacao espectral de X(t), podemos escrever



FY N N m » i s I = L o
£.(0) = ) a(s,t)J elo‘sdz(a)r e BT e ix(s-t)
-

N N ’
-0 Y acs,pel GO Uy g art),
~ml-ms=1 t=1 ,

e, usando (3.10), temos que
- m T
fy(A) = J J A(A-a, =B)dZ (o) dZ(R) . (3.11)
- -

A esperanca de %X(A) ¢

~ T T
BT, = j f A(A-a,A-B)EdZ (o) dZTE)

, }[“ A(r-a,1-B) £, (o) da, (3.12)
=

pois

fX(a)da, se o =R
EdZ(0)dZ(B) = (3.13)

0, se o=z f

A covariancia
Cov{£y (1) ,“fx(m} =E[}X(A) Fe(u)]-E }X(x) -E *fx(u) i

= . . - « - .
e obtida atraves do teorema de Isserlis para variaveis alea-

torias com distribuigao normal complexa (ver Koopmans, [1974]

-

pag. 27), que nos permite escrever:
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-~ ~ ™ =
B0 01 = [[[[ Ao A0 RGBTz (o) 20 d2 o' ) T
™

’ ”“n AQ-0, A-BYATi=a T BT Bz (o) dZR)EdZ (-0 1) AZT6T)
™

. ” J J" ACx-a, A-a) (a5 i-BT) Bz (o) Z (™) EdZ(-8) dZ(=E7)
™

. ”J{ J" A0, A-B) ATma TN EdZ (o) dZ(=BT)EdZ (-6) dZ(a™)
m™

Usando (3.13), temos que

]

& . m
E[fx(x) fX(U) 1 ”_ﬂ A(x-o,A=a)A(p-a’ ,pu-a") fX(OL) fx(o',')d(xdo,'

+

m S ——
” A(r-a, x=B) A(u-a,u-p) fy(a) £y (B) dadp
|

-+

T
j}[ A(r=a, A-B)A(n+a,n+R) fX(a) fX(B) dadB,
-1

e, que

. . T
EfX(A)EfX(u) = J” A(}\—OL,A-OL)Aiu—B,IJ-B)fX(OL)fX(B)doch

=T

e portanto a covariancia entre ?EX(A) e ?fx(u) sera

& . il
Cov{fX(A),fX(u)] = JJ A(}\—a,A—B)Aiu-a,n—B)fx(a)fX(B)do,dB
=



ﬂ
+ J[ A(A-a,A-B)Aiu+a,u+B)fX(a)fX(B)dadB
-

e a variancia de %X(A) ¢ dada por

~ ‘” .
Var fx(k) JJ A(A—Q,A-B)AiA-G,A"B)fx(a)fX(B)dadB

i
(3.14)

+

il
JJ A(A—G,K"B)AiA+Q,A+B)fX(a)fx(B)dadB

=M

Considerando que na maioria dos casos de interesse
a nucleo bidimensional A(XA,pn) tem massa concentrada na vizinhan-
ca de (A,p) =(0,0), o segundo termo da expressao (3.14) pode

ser desprezado, visto que

A=, A=B)A(A+B,2+a) = A(A-a,A-B)A(-A-B,-A-a)

A(r-a,A=-B)A(A+o, A +0)

12

0, se D0<A<m

L [A(A-a,A-B) |? se A=0,m

e temos finalmente
™

” |[A(A-a, A-B) |2fx(a) £y (B) dadB, se 0<A<m
=N

var £, (0) = | (3.15)

m
ZJJ I(X'W,K“B)lyfx(a)fx(B)dadB, se A =0,n
m
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No caso em que nao existem observacoes perdidas, a

fungao g(t) sera definida por

1, se t=1,...,N
g(t) = (3.16)
0, caso contrario. '

e o estimador da funcao densidade espectral (3.7) pode ser ex-

presso por

. N N .
£, = 33 als, e A Uysyx(n,
s=1 t=1
onde
w, (s-1)
a(s,t) = 47|
271N

E possivel demonstrar que quando a(s,t) depende de
s e de t somente através da diferenca s-t, a niicleo bidimensional”
A(XA,u) esta concentrado na diagonal A=y, -m<p<mw. Conside-
rando este fato, e sob a suposicao de que fX(a) e fX(B) a0 a-
proximadamente constantes e iguais a fX(A), chegamos a uma ex-

pressao aproximada para a variancia do estimador %X(\),
~ m

Var £,(}) = fX(A)ZIJ Alx-0,x-B) | 2dadB, se 0 <A <.
=T

Como A(X,u) é peritGdica com periodo 2w, em relacdo

a cada uma das coordenadas, temos que

. m
Var fx(x) = fY(A)sz |[A(o,B) | ?dodB, se 0 <A<w.(3.17)
=
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Esta Gltima expressdo ¢ equivalente a expressio (2.25)
quando nao temos observacoes perdidas, pois
w, (s-
N N _M( t)

Ala,p) =
s=1 t=1 2mN

e—i(o;s-Bt) ,

e a variancia do estimador fx(k) é

- m™ N w.(s-t) _. N w (r-v) .,6
var £,(0) = f)z((x)” g oMY citesst) § BT d(gv) g
-ms,t=1 27N r,v=1 21N
N N w (s-tw (r-v) o . _ L P
_ f)z((}\) ) ) M M oils r)adaLe i(t V)BdB
s,t=1 r,v=1 (2nN) ? ey m
r2
AW w02

N? s, t=1
e, fazendo a transformacao de variaveis k=s-t e t=t, temos
que

- , -1 kN wy (k)2 N=1 N wy (K)®
Var £ ()) = -f;im[ ) i " __.._:..-w]
‘ k=-(N-1) s=1 N2 k=0 s=k+1 N°*
1w, (k)2 N-1 N w (k)2 .
o G R R 1 I A e e
Y = (-1 N2 k=0 s=k+1 N’
£2(2) N-1
- X 1 wroo-dkh
N ey M N 7, (3.18)

e quando N »w
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lim N Var £.(A) = £2(0) § w2(X),
N oo X X k==c0 M
s ff(A)MJ w?(v)dv,
N-1 .
pois ) wﬁ(k)(]-—i§l) € uma soma de Cesaro, que converge
k== (N-1) Mo
para M| w?(v)dv, dado que ) w2(k) converge para
00 k:..(N_l) M

MJ w2 (v)dv,

(ver Brillinger, [1975], pag. 14), e portanto, a variincia do

es timador da funcao densidade espectral ¢ assintoticumente i-

gual a
Var f (\) = M f’(A)[u)xvz(v)dv (3.19)
y N Ty = : i o1
Entretanto, se existirem observacgoes perdides, a(s,t)

nao dependera de s e de t somente através da diferenca s -t e
A(a,B) tera uma aprecidvel massa fora da diagonal, causando um
aumento da variancia do estimador, nao nos permitinde mais u-
sar a expressao (3.17). Este fenomeno Jones [1971] chamou de
"Variance Leakage".

A fim de obtermos entao uma expressao assintotica pa-
ra a variancia do estimador definido por (3.7) vamos precisar

de alguns resultados da Analise de Fourier.

DEFINICAO 3.3.1 - Se g(t), t=0,#1,..., & uma funcio periodi-

ca, com periodo 6, entao g(t) possui uma representacao harmo-



nica
(6/2] .
g(t) = N Gnelknt, t=1,...,0
n~—[2%l]
onde
0 . _6-1 0
n g &
t=1
- 2m

e An 5

DEFINIGAO 3.3.2 - Se h(s,t), s,t=0,+1,..., & uma funcio pe-
riodica com periodo 6, no sentido que
h(s,t) = h(s+0,t+0),

entao h(s,t) possui uma representacao harmonica bidinmnmionalﬁ

[0/27 . )
h(s,t) = y eilsdp=tan)y t.5=1.....0

m,n=-[Q%l]

onde

H 5 ol cul(SAm—tA“)h(s,t), ~[051] sm,nf;[%].
=1

m,n 62

+ D

S,

DEFINICAO 3.3.3 - Se r(s,t) é uma funcdo periddica que depen-
de de s ¢ de t somente atraves da diferenca s - t, entao a re-

presentagao harmonica de r(s-t) & dada por

re/21 . )
T(S't) = 2 Ol(skm tArl)R
-1 m,n
m,n=-[-—=—]

oo



onde
R se m=n
1" n
R =
m,n ~
0 caso contrario,
e
0 .
R = ) e 1>‘r151“(s).
n 0
g=1

Com base nestas defini¢oes vamos escrever a funcdo

Noog(s)g(Dwy(s-t) ;1)
e 5

AX,u) = Z'HNRg(s-t)

(3.20)
s,t=1

em termos de WM(A,U) cuja massa esta concentrada na diagonal
A= .
Na seccao 3.2 vimos que Rg(k) ¢ uma funcdo par, pe-

riodica com periodo 0 = g+B, expressa na forma

]g(t)g(t+k), (3.6)

No~—a@

D=

R, (K) =
& -t

onde a fungdo g(t) ¢ definida por (3.2), e, usando a defini-

gao 3.3.1, temos que

&) (e/21

R(K) =+ ¥ gy ] etm(tRg
£ 0 & . i
) t=1 U
m= T
[6/2] ) 0 ]
- ik iimt
) -1 Bye L g(t)e

. t=1
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= y 1 6, G et n, (3.21)
S Lt
m= [ 2 ]
e o produto
re/2) . [0/21 __ _.
g(s)g(t) = e D R
n:-[g___].‘.] ! m:—[..e___l:] m
2 -2
6/2 ;
_— ﬁ 6 et (nsint) (3.22)
g-1. nom ’ ’
m,n=—[—-2-—-]
Da definigao 3.3.3 temos que
- [e/2] ; -
(R, (s-t)17" = } et Amtthaly (3.23)
msnz"[_e‘%l]
onde
Wn se m=n
W =
m,n )
0 caso contrario,
e
1Y i -3
Wo=5 ) e TPUIR (s)1 7,
=1 &

e a representacao de
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sera, usando a definicao 3.3.2

[e/21 . B
h(s,t) = y o et tAndy (3.24)
g m,n
T - Lo |
M= = Ses]
onde
H i ; o 1(sAm-tAn) g(s)g(t)
m,n 62 s =1 Rg s-t)
6 . - [6/2] L(s): -
= g7 ) e P mgrs)etthng (. p et mk)wj k
s,t=1 . pB=1 ’
,k-"[*‘.—z’-]
[6/2] [6/2] )
B %_1 wj,ka—j'Gn—k - %_1 W G-k Cn-k
j,k="[‘*"5""] k="['—2~']
Des tacamos aqui, que
1 para m=n=0
Hm,n = [3.25)
0 para m=n=0,
ver Jones, [1962].
Agora, usando a representagao espectral de
- 8(s)g(t)
h(s,t) R (sot)
g
definida por (35.24) podemos escrever
N r(e/21 . SN
1 = .__1.__ \' : : l(AmS“Ant)r _ = l(‘AS"ut)=
AL = %z e Hy M (st e

1 m,n=—[§%lﬂ, ’
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re/2] N . N
e N H Jow,(s-t)e iL(X=Ap)s=(p-)y) t]
2mN g-1. M o o M
m,n=—[—7—] = 7
re/21
- 29_1 Hy Wy O 2msu=An) (3.20)
m,n=-[-=5=]
onde
N w. (s-t) .
- M =i[As-ut]
MyOowd = 3 m e :
8,;tRL
Substituindo (3.26) em (3.15), temos que
% m £e/21 o
var £ = IL ) o on By (A Amm o == B)

n‘m ,n,j ’k:_[-(_)_.;-l.]

= WM()\‘Aj;‘OHU‘Ak'B) fx(a) fx(B) dCl.dB >

e devido o fato de WM(A,u) estar concentrada na origem, temos

que
WM(A-Am—a,u—xn—B)WM(~A+Aj+a,-p+lk+8) = 0,
a menos que m=j ¢ n=Kk, e portanto
N [0/21 ([T ,
= Vo= ' I i = ) - g
Var fX(A) l . l”m,nl J[qu“M(k Am oL, An R) | fX(a)fK(L)dadB,
m,n=—[~~7—]

e, de (3.17), decorre que



p. £6/2] m
Var f£,()\) = 5 B )
X Ty My 126502 £, 00 [ [ W08 dods.
m’n——[T] -

Finalmente, do resultado (3.19), chegamos a expressao assin-

totica,
- M [6/2] , =
Var fx(k) = N[ Y - IHm,nI fX(k_xm)fX(A—kn)}[ﬁpw (v)dv,
m,n=—[—7—

e do resultado (.25), temos que

Var %X(A) =

z| =

[fz(x)+ ), IHm

L ,n|zfx(k-)\m)fx(k~>\n)]Eowz(v)dv, (3.27)

para 0 <X <m, que sera multiplicada por 2 para A=0,u.
3.4~ LIMITE SUPERIOR DA VARIANCIA DO ESTIMADOR

Como foi visto anteriormente, quando as obscrvagoes
sao igualmente espacadas, a variancia assintotica de fK(A) ¢

expressa por

(5]

v € ( - M e 2
Var tX(A) i iX(A)[ we(v)dv,

-00

e consequentemente, podemos de (3.27) inferir o efeito na va-
riancia quando a série observada € uma versao de amplitude mo-
dulada da série original:

Parzen [1963] obteve um limite superior para (3.27)

substituindo fx(kﬂm) e lk(k—xn) pelo max tx(x), ou seja,



Var %X(A) < % H max f%(x)( w?(v)dv, (3.28)
A Jeoo
onde
- [e/2] ,
H = y ! [Hm,nl ;
m n=-F9:—]
’ 2
e, usando a definicao 3.3.3 obteve que
_ [e/23 0 ) 3 (8 hem : -
= g ) -1 L I h(s,th(r,ve 1S dn Eh) +1 (T VAp)
mm:__[__—?__] s,t=1 r,v=1
19 1Y g2e)gi)
=gz L h(s, 0V =5 [ 5228 (3.29)
Cos,t=1 s, t=1 [Rg(s—t)]f
dado que para 6 impar
re/2] —im%g(s—r) ¥ para 5 =T
) ) e =
m=-[2%l] 0 para s = .

Tomando agora p, como sendo um limite inferior de

Rg(k)

qu(k)| > p, para k=0,1,...,0+B

-

segue que um limite superior para H e

(< p_z[%

Uma expressao exata de H, pode ser obtida fazendo a

Il o~

2
gz(t)] . (3.30)

t=1
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trans formagao de variaveis k=s-t, t=1t na expressao (3.29),

6-1 -k
A=1 yOR (K72 % |

g2 (g?(t+|k]),
 k=-(b-1) & t=1

e quando g(t) €& definida por (3.2), temos k =0 que

, 0=k =
5 1 gi(t)g?(trk) =
=1 0, k>a,

k<a

0~ | k|
e portanto, lembrando que Rg(k) e § g(t)g(t+|k|) sao fun-
1

coes pares, temos que

=1 o 7
H=-=1R (0 y2(t) +
92 g( ) t‘zlg ()
2 B ) B-k o -2 6-k _ .
+ 55[2 R (%) Y gDt + ) R (K7 ) g?()g’ (k)
k=1 & =1 k=g+1 & =1 -
B . a
= l_ ﬂ_}_ o- kK =‘l & Q—B+l
a+' Ke1 a:k4_“k:%+1 (a~R) 2 u*'a—1+ o~-B °

e substituindo cada denominador o-k, k=0,...,8 por «-8, se-

gue que

T
In

(3.31)

A expressao (3.31) nos fornece um . limite superior
para H, inferior ao limite obtido (3.30), dado que quando g(t)

é definida por (3.2), temos



= _0-B
p = B+O¢ »
e
Y -211 2 2_ 8 O
H < p ) tzlg(t) = —‘&-*'B . . (3.32)

Considerando r, a razao entre o numero de observa-
¢oes perdidas e o numero de observagoes presentes tomos que

para (3.31)

= 1'*'1:__ 7
H o7 (3.33)
e para (3.32),
T 1)? 3.7
H = [T—:‘Ij} 3 (3.54)

de onde segue que estas expressoes nos dao uma medida de quio
rapido a variancia do estimador da densidade espectral cres-
ce, quando r tende para 1.

Finalmente, combinando as relacao (3.29) e (3.33),e

admitindo que o numero de observacées presentes T., ¢ aproxi-

0
madamente igual a

- o
TO alarores T,

podemos escrever a variancia do estimador da funcao de densi-
dade espectral em termos do nimero de observacoes presentes, ou

seja
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ToM var £,(2)

{mix %X(x)}zﬁow(v) dv

3.5 - PLANEJAMENTO PARA UMA AMOSTRAGEM PERIODICA

Vamos agora considerar a serie temporal {X(t),t€Z},
estacionaria, real gaussiana, com media zero e com funcao den-
sidade espectral continua, observada em tempos nao igualmente

- - v =
espacados, porem ciclicos. Denotaremos por p, p>2 o periodo
amostral e por S um subconjunto ordenado de inteiros de 0 a
p-1.Sea serie X(t), foi amostrada de acordo com S, sobre o in-
tervalo [0,N], podemos escrever a serie amostrada Y(t) na for-

ma

Y(t) = g()X(t),
onde g(t) € uma funcao nao aleatoria definida por
1 se t mod pES
g(t) =
0 caso contrario,
e usar o estimador da funcao de autocovariancia definido na se-
gao 3.2,

Cx(k) = — (3.35)

onde



— " =

g e
Rg(k) = 1im ';f z

T t=

k
Og(t)g(t+k)- (3.36)

Agora, da relacao (3.35) temos que o estimador da
funcao de autocovariancia so estara definido se Rg(k) >0, e a
fim de determinar os valores de Rg(k) vamos definir um opera-

dor de translacao Q, sobre S = {s .,sk}, tal que

1,..

It

Q(S) Q(sl,...,sk)

]

{(sl+l)mod p,(sz+1)mod p,...,(sk+1)mod pl,

QV(S) = {(sl+v)mod p,(sz+v)mod p,...,(sk+v)mod pl.

e apresentar alguns resultados.
PROPOSICAO 3.5.1 -

N-k-1

) g(t)g(t+k) > 0
t=0

se e somente se Qk(S)nS =0 .

PROVA - Se

k
Z g(t)g(t+k) > 0,

entao existe um t, tal que t €S mod p, e (t0+k)€S mod p. Mas

se tOGS mod p, entao (t0+k)€Qk(S), portanto t0€San(S), ouse-
ja SaX(8) = ¢,

Por outro lado se San(S):tw, entao existe umf%)tal



- AP~

que sO€S e SOGQk(S). Mas se sO€Qk(S), existe um stS tal que

=g .+k, portanto (s.+k)ES e S. s.+k) >0.
50753 p nto ( 3 ) g( J)g( 3 )

PROPOSICAO 3.5.2 - Seja # A o numero de pontos do conjunto A

e, para x real [x] o maior inteiro nao superior a x. Entao

_ N-k-1 )
(NoKyy oKes)ns = 3 g0 etk s (1NK141) 405 (5) ns.
p t=0 P
PROVA -
N-k-1 pr=1 2p-1
Vog(tg(t+k) = ) g(t)gltrk) + ] g(t)glt+k) + ... +
t=0 t=0 t=p
N-1]
pL-1-1 N-k-1
* §1< g(t)g(t+rk) + ) . g(t)g(t+k)
= N -
t=p([—=1=1 t=pl—1
p( D ) pl 5
N-k p-1 N-k-1
¢ =571 ) g(t)g(t+k) + ) g(t)g(t+k) .
ral t=p[—:E]
p-1
Mas ) g(t)g(t+k) € igual ao numero de t's, tais que t€S mod p

t=0
e (t+k)ES mod p, portanto € o numero de t's, tais que ﬂnkGDnS,

ou seja, ¢ a cardinalidade de Qk(S)nS, e

N-k-1 (%)
0 < b} g(t)glt+k) < #Q" ™/ (S)nS,

N-k
t: s
pl D ]

de ofide segue o resultado.
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PROPOSICAO 3.5.3 -

N-k-1
o _ 100 _
élm N Lo g(t)g(t+k) p#Q (S)nS = Rg(k).

I o~ =

PROVA - Da proposigao 3.5.2, e do fato de .que N-1 <[NJ] <N+1,

temos que

N-k-1 )
¥ 1 emelen < gy 2) ok,
t=0 P
e o limite
p Nkl 1, ok
1lim T ) og(t)g(t+k) < =#Q"(S)nS,
N-oo r=i P
e,
N-k-1
1 ) 1|N-k k
ir f(t)e(t+k) > —[~——-—1)# S)nS,
N tZO g N5 Q™ (
e o limite
1 N-k-1 1k
lim N b og(t)g(t+k) > #=Q°(S)nS,
N—)Oﬂ t::o p

de onde segue o resultado.

Apesar de termos mostrado que

R, (1) = #Q5(s)nS,

ol [

ainda nao sabemos sc Ex(k) esta definido para todo k=0,...,N-1,

pois se Qk(S)nS =@, Rg(k)==0 e ax(k) nao esta definido.

Uma forma simples para verificarmos quais Rg(k) que
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sao positivos, quando a série temporal € amostrada dc acordo
com o conjunto S=={sl,...,sk}, ¢ dada com o auxilio de uma fi-
- « - . . -
gura. Considere um circulo e divida-o em p segmentos 1lguais,
onde p € o periodo amostral, enumerando-os de 0 a p-1, e, as-
sinalando os pontos que pertencem a S ={51,...,sk}. For exem-
plo se a série foi amostrada ciclicamente, com periodo amos-

tral p igual a 8 sobre S={0,1,4} temos a seguinte figura.

0 ky 4. A
e Trace (2) linhas unindo os
i~ ~ '
o’ ™ . . .
P @l pontos assinalados dois a dois,
\
\ ¢ conte cm ambas direcoes e nu-
6 2 mero de segmentos entre dois pon--
tos unidos. Defina V o conjunto
g formado pelo zero e por todos os
5 - e o g 3 - - .
”‘t”” numeros assim obtidos. No caso

narticular em que S = {0,1,4} ¢
facil verificar que V=1{0,1,3,4,5,7}. Observe que neste caso
1€V, isto significa que existem duas observagoes separadas por
uma unidade de tempo, mas 2£V, o que significa que nuz2o exis-

tem duas observagoes separadas por duas unidades de tempo, ou

seja g(t)g(t+2) =0 para qualquer t. Neste caso Ex(k) nao esta

i

definido para k=2, nao interessando o tamanho da amcstra.

No caso geral, onde S = {s ..,5,.} a funczo Ex(k)

1°°
esta definida se ¢ somente se |k|mod p€V, e, portanto, somen-
te se V>{0,1,...,p-1} € que podemos usar o estimador CX(k).
Quando V »{0,1,...,p-1} dizemos que S & uma difference rgver pa-

ra p. No exemplo, S={0,1,4} e V={0,1,3,4,5,7} temos que S



f(p) una difference coven

oIS SIS DR WL WL NN
HeliloN =N B ENEN R No o R o K I |
w0

M LANM R OO0 bLUN~ROPNoUuHS W T
COCCOOTC OO0 OO0 OOOC OO OOCCOOC OO O

AE R UNRNDEDEDRNRNWUWHHNWWADERPRNRHUEWRN DN

10
11
12
10 15
15
13 15
14 16
9 11 15
11 13 19
6 7 12 17
6 7 12 15
26 6 14 19 21
27 6 10 12 17
78 6 15 20 22
29 ?
20 7 0 1 2 6 10 13 16
31 6 0 1 3 8 12 18
32 7 0 1 4 9 11 17 23
33 7 0 1 2 3 8 13 17
34 7 0O 1 2 3 8 13 17
35 7 0 1 2 3 8 13 17
6 7 0 1 11 16 19 23 25
37 7 0 1 o6 10 17 23 35
38-41 ?
42 8 O 1 6 10 19 26 37 40
43 8 0 8 18 19 22 24 31 139
44 8 0 8 18 19 22 24 31 39
45 8 0O 8 18 19 22 24 31 139
46 8 O 8 18 19 22 24 31 =9
47 8 0O 8 18 19 22 24 31 39
48 8 0O 8 18 19 22 24 31 39
49 8 O 8 18 19 22 24 31 39
50-55 <9
56 9 0 1 10 19 21 37 43 49 52
69 8 0 1 3 13 32 36 43 52

Tabela 3.1 - psperiodo amostral
£(p) = numero minimo de elementos que uma
differance coven para p pode ter.
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nao ¢ uma difference cover para p =8, mas se S'={0,1,3,7} tere-

mos V' ={0,1,2,3%3,4,5,6.7}, ou seja S'é uma "difference cover"

i}

para p = 8.

Como acabamos de ver, para um dado periodo amostral
p, nem todo conjunto S € uma ''difference cover' para p. Aper-
gunta natural que surge € quando para um dado p, um conjunto
S = {51,... ,Sk} ¢ uma "difference cover'" para p, ou melhor qual
¢ o numero minimo de elementos de S e qual a configuracao de
S para que isso ocorra.

Van Ness [1976]7, com auxilio da Tecoria dos Numeros
determinou para alguns periodos amostrais o numero minimo de
elementos de S bem como uma possivel configuracao de S para
que S seja uma '"difference cover'" para p (Ver Tabela 5.1).Co-
mo ele proprio ponderou, a generalizacao ¢ extremamente difi-
cil.

Uma vez definido EIX(k) , para todo k<N-1, a obten-
cao do estimador da funcao densidade espectral e da variancia

deste, € analoga a da secgao 3.2.



CAPTTULO 4
TEMPOS DE AMOSTRAGEM ALEATORIOS.
4.1 = INTRODUCAO

Ao observarmos uma série temporal estacionaria de-
finida em intervalos de tempo igualmente espagados pode acon-
tecer que existe, associado a esta série temporal {X(t),bt€Z},
um processo aleatorio {Y(t),t€Z} independente de {X(t),t€Z} cau-
sando a perda de observacoes. Scheinok [1965], considerou o
""caso binomial", quando o processo aleatGrio € tal que em ca-
da instante t, a série temporal ¢ observada com uma probabi-
lidade p, 0<p <1, independente dos demais instantes. Bloom-
field [1970] considerou um processo aleatorio associado a se-
rie temporal {X(t),t€Z} mais geral, e Jones [1971] nao fez su-
posicoes sobre o processo causador da perda de observagoes.

Como nos capitulos anteriores nosS SUPOMOS que O Pro-
cesso {X(t),t€Z} & estacionario, com média zero e com fungao
densidade espectral f(A) continua, e lembrando que se X(t),
t=1,...,N, € uma amostra de tamanho N do processc definida em
intervalos igualmente espacados, podemos estimar a funcao den-
sidade espectral através das covariancias amostrais

47~
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N- k|
% i X(e)X(e+|k|), |k| <N-1
Ck) = el (2.14)
0, . k| >N-1,

e entao formar as somas suavizadas

) = k;gwe‘i*kwM(k)E(k). (2.13)

L,2~-0 CASO BINOMIAL
Para estudarmos o caso binomial, inicialmente supo-

mos que todas as observagoes estao presentes e com auxilio da

fungao aleatoria

1, se X(t) & observado
Y(t)

(4.1)
0, se X(t) nao € observado,

PLY(t)=1] = p,

PLY(t)=01 = 1-p

independente de t, podemos definir um estimador da funcao den-
sidade espectral, assintoticamente nao viciado e consistente

por

i

f(A) = J’HWM(A—Q)Iﬁ(a)da, (4.2)

onde IN(A) € o perniodoghama modificado definido por
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N N N .
" 1 Yit) *X({e)® Y(t)Y(s)X(t)X(s) -~i(t-s)a
INO\) 2mN [tzl P * tZ—1 SZl P2 © ] (4 .3)
szt

0 valor esperado da relagao (4.3) €

) = [ dmeonwe e | ) —17EY(t)Y(s)xct)X(s)e“"i(t"s)a],
Tle=1 P £=1 =1 P
s#0

e o fato de Y(t) ser estocasticamente independente de X(t),
pois Y(t) € uma propriedade do esquema de amostragem antes ao

processo ter sido observado, implica

EY(t)2X(t)? = EY(t)2EX(t)? = pEX(t)?,

EY(t)Y(s)X(t)X(s) = EY(t)Y(s)EX(t)X(s) = p?EX(t)x(s),

de onde segue que

EIN(A) = L [ g EX(t)?* + ? ? EX(t)X(s) -i(t“s)a]
N L 1 t=1 s=1 shdd
s=#t
N N .
- ~i(t-s)a _
= EX(t)X(s)e = EI, (o),
2R tzl sgl N1

onde IN(u) ¢ o periodograma dado por (2.11), e portanto f(k)
definido por (4.2) € assintoticamente nao viciado.
Para a obtencao da variancia do estimador %(A) cal-

cularemos, inicialmente, a covariancia entre Iﬁ(a) e IN(B),
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pois

. T T .
Var £()) = J ‘J WM(A-a)WM(A-B)COV{I&(a),I&(B)}dadﬁ. (4.4)
. -1 -m ]

De (4.3) decorre que

N N N 2v 2 r 24 2 »
] 1 — 1 Y(t)“X(t Y X(v
c°v{1N(a),1N(s)}_Wtzl EO""{ ( )p( )2 (v)p(») } \
=1 wv=1
NN N ()2X(0)2 YWY (E)X(W)X() -1 (1)
+ ) 1 1Cov v . e ‘
t=1 v=1 r=1 P P :
’ T2V
. E’ ’g IgCOV{Y(t)Y(s))z((t)X(s)e—i(t-s)a’Y(v)%_L.-_’y_)_f\f* @
t=1 s=1v=1 P ‘ P J1 2
szt
N N N N .
+ 7 7 T T CovlY(RY(9)X(t)X(s)e H(ETSIe
t=1s=1v=1r=1
szt r*V
YWY (@)XW X(r)e TV T8 ‘ ,
Com base na supoéigﬁo de que o processo € gaussiano,
(C(t-s)C(v-1)+C(t-Vv)C(s-1) +C(t-1)C(s-V) ,s¢ * ‘s#veT)
C(t-s)C(0) + 2C(t-v)C(s-Vv), se t=szv=r
EX(t)X(s)X(V)X(1) = *C(O)2 +2C(t-v) 2, se t=s=v=r L:;-
- 3C(t-s)C(0), se t#s=v=r
13C(0)?%, se t=s=v=r. | ) -

Desta forma, a covariancia do primeiro temrmo de (4.5)

reduz-se a



= B] =

cOv{Y(t>j§(t>2,Y(V)if(V>2} )

= SLUBY (£) 2X(8) Y (v) *X(v)* = BY (£) 2X(£) 2BY (v) "X () *]

fl

-p—lftﬁyct)2\'(\1)2Exct)2)<(v)2 ~EY(t)2EX(t) 2EY (v) *EX(v)?]
e temos para t#v
i)—l?[pz(C(O)2+2C(t-v))2-p2C(0)2] = 2C(t-v)?,
e para t =v,
Elz—[pBC(O)z—pZC(O)Z] = (3p~t-1)c(0)?,

e portanto

N N ;
1 Y(£)*X(t)* Y(W)?X(v)*®)
T L V21C°V{ e

" 1 [I; I}? 2C(t-v) 2% + %I (3 ”1—1)C(0)2]
(ZrN)# 12y yap t=1 ’
vzt

= L [ ? ? 2C(t-v)?% - ? 2C(0) % + ? (3p—1-1)C(0)z]
(2 =12y veq t=1 t=1 '

S [SN(p_l—-l)C(O)2+2 e (N—ItI)C(t)z] (4.7)
(27N) 2 t=-(N-1)
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A covariancia do segundo termo de (4.5) reduz-se a

COV{Y(tJZF(t)Z’chgzcr) X(V)X(r)e-icv-r)e} B

=[BYuﬁxuwayMHXWNuﬂ )
P

SHOLILLPNGHONG O] REUgL

1
p?

[EY(t)ZY(V)Y(r)EX(t)ZX(v)X(r) -

- EY(t)2BX(t)2EY(V)Y(T)EX(V)X(T)]e—i(v_r)B,
e temos para tE2VZ T,

é%[P3C(V-r)C(O)+2C(t-v)C(t-r)—psc(O)C(V-r)]e—i(vmr)B =

= 2C(t-v)C(t-r)e t(V-T)B

Para t=v=r,

1
p?

[P23C(V“T)C(0)-p3C(O)C(v—r)}e—i(V'r)6 -
™ [(Sp—l—l)C(v-r)C(O)]e-i(v—r)8,

e para t=r=v,

[(3p_1-1)C(r—v)C(O)]e~i(v"r)s,
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portanto
N N N ey -
T Y(t)*X(t) “i(v-1)B
L ztzl v£1 rzlcov{ P Y)Y () X(v)X(r)e }
r+Vv
N N _ o
) (2"’1N52l-§1 r§1(3p Lncv-rc(oye VT
r=v
N N _
) ) (39-1-1)C(rnv)C(O)e'l(V'r)B +
r=1 v=1
VT
N N N _
LD D ) ZC(t—v)C(t—r)e‘l(V'T)B] -
t=1 v=1 r=1
terver

N N - . -y =4 ...-\‘;‘
ﬁj—z[‘,zl r21(313 1—1)C(v—r)c(o) [e i(v r)8+e i(r )g] .

r=v

N N N _
) 2C(t—v)C(t—r)e“1(V’T)B]
t=1 v=1 r=1

tzv=r

-

N
--ZE%Kﬁ—[vZI zl(3p 1“1)C(V'T)C(0)cos(v—r)8 +
=l ¥=
Tzt

N N N :

+[ D) C(t—v)C(t-r)e‘l(V‘T)B]. (4.8)

t=1 v=1 r=1
t=zv=r

O terceiro termo de (4.5) € analogo ao segundo ter-

mo, portanto igual a

N . o
f}gtgygsg ~i(t-s)a Y(v)“X(v)2)| _
17——77121 2 Vilcov1 X(t)X(s)e R

s=t



y NN
) T7FNTT[tzl Szl(Sp -1)C(t-s)C(0)cos(t-s)a +
s#t
N N N _
) C(v-t)C(v-S)e"l(t-S)a}, (4.9)
v=1l t=1 s=1
vzt#s

e a soma do segundo e do terceiro termo € igual a

7_%N7[ g ? (3P~1“1)C(t~S)C(O)(COS(t-S)B+COS(t—SWQ) +
TR =1 s=1 ’
szt
N N N . :
P C(v—t)C(v—s)[%_l(t_s)a-+e—1(t-s)s]. (4.10)
v=1l t=1 s=1
V#L#S

A covariancia do Ultimo termo de (4.5) € dada por
COV{Y(t)Y(S)X(t)X(S)e_l(t_s)a,Y(v)Y(r)X(v)X(r)e—l(vmr)B} 1

1
p*

l}Y{t)Y(S)Y(V)Y(T)EX(t)X(S)X(V)X(T) -

- EY(t)Y(s)EX(t)X(s)EY(v)Y(r)EX(v)X(r)1e'i(t'5)a ~i(v-r)B

e temos, para t #S #VvV #71

5%{?“[C(t"5)c(v’r)+C(t“V)C(S-r)+C(t~r)C(s-v)] ~
- p“EC(t-s)C(V-r)]]e-i(t"s)a~i(v-r)e )

= [C(t-v)C(s-1)+C(t-1)C(s-v) e L (E-8)a-i(v-1)6
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Para t=#s, t=v, vy, $=7T

ﬁ%{?s[C(s—f)C(O)+2C(sjt)C(r—t)] -

~i(t-s)a~i(t-r)B _

p“C(t—s)C(t—r)]e

1 -i(t=s)a-i(t-1)B

[p tc(o)c(s-1)+(2p”

-1)C(t-s)C(r-t)le

para t#s, t=1r, v#r, S#YV

ﬁ%{?a[C(s—v)C(0)+2C(t—v)C(s—t)] -

~i(t-s)oa-i(v-t)8 _

p“C(t-s)C(v—t)]e

tp tcco)ces-v)+(2p t-1)C(t-v) C(s~t) Je L (E-S)a-i(v-T)B

para t#s, s=v, va1r, t#7

ip-leo)ctt-r) + (2p"t-1)C(t-5)C(s-1) Je~1(t-S)a-1(s-T)B

para t#s, s=1, V=T, t#v
[(p-le(0)C(e~v)#(2p -1} C{t=8) Clv~s) Je~ L(t~8)a=1(v=S]B

para t #s, v=r, t=v, S=r7T

1
p*

[pz[C(OJZ"‘ZC(t“S)Z] . p“C(t-S) zJe"i(t"S)a'i(t*S)B -

= [p 2C(0) 2+ (2p 2-1)C(t-5)2 e L(E7S)0mi(E-5) B
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para t#s, vzr, t=1, S=V

(p~2C(0) 2+ (2p7 P -1) C tms) 217 H(E7S) @i (s-E)6,

e portanto

TQ;%TI ? ? ? ? COV{Y(t)Y(S)X(t)X(S)e_i(t"s)a,
=1 s=1 v=l 1=l
s#t r=v

Y(v)Y(r)X(v)X(r)e“i(V“r)B} -

1 ¥ ¥ B i (t-8) i (v=1)B
TﬁﬁﬁWTf[;zl szl vzl rZl[C(t—V)C(s—r)+C(t-r)C(s—V)]e #

t#s#vzr

N N . .
T ¥ [pte(0)Cis-1)+(2p 1-1)C(t-5)C(t-1) e~ LH(E-S)a-i(t-1)8
s=1 r=1
szt 1#S
=zt
N -1 ~1(t-s)oi(v-1) 8
+ Y ) ) [p C0)C(s-v)+(2p T-1)C(t-v)C(s-t) Je +
t=1 s=1 v=1
s#L v#s
vzt
I ) ol ~i(t-8)a-i(5-1)8
Yy ) [p c(oc(t-r)+(2p "-1)C(t~s)C(s-1) Je ASTHIR 4
1 s=1 r=1
s2t r2t
T#S
N e N 4 -1 ~i(t-s)oi(v-5)B
+ )y ) Y [p CO)C(t-v)+(2p “-1)C(t-s)C(v-s)le . +
t=1 s=1 v=1
szt vt
V&S

+
il bl 2

t=1

4
il o~

t

N ' .
+ z 2 [p'ZC(0)2+(2p"l_1)C(t_s)2]6“1(t—5)u—1(t—5)8 N
t=1 s=1
szt

i

NN . .

+ 5 ¥ p 2c00) 2+ (2p i1y C(t-s) 270 H(ES)ami(s-1) B,
t=1 s=1
s#t



Agora, fazendo no terceiro termo a transformacao v=
=r, no quarto termo a transformacao s=t, t=s, e no quinto ter-

mo v=r, s=t, t=s, temos

WLZ N Ii' [C(t-v) C(s-1)+C(t-1) C(s~1) Je "1 (t~8)o-iv-1)B
=1 s=1 v*l =]
t#sxvery
N
+ L Y YIp C(O)C(s )+(2p —1)C(t s)C(t-1) I[e =i(t-s)a~i(t=r)B ,
t=1 s=1 r=1
s=t r#s
2t
+ o i(t-s)oi(r-1)B , i(t-s)o-i(t-1)8, i(t-s)o-i(r-t)B,
N B .3 -1 ~i(t=8)0-i(t-8)B . ~i(t-5)omi(s~t)B
+ 1) [p fc(0)?+(2p Tt -1)C(t-s) 21re LIt S)a e ]
t=1 s=1
s#t
N ~i(t-s)o-i(v-1)B
Tj;ﬂjg{;ll L l XlFC(t-V)C(s—r)+C(t—r)C(s—v)]e C +
S=L V=L T=
Tzszy=y
N N N
+ ) 5 Y arp e s-r)+(2p " -1)C(t-8) C(t-1) Tcos (t-s)ocos (t-r)B] +
t=1 s=1 r=1
szt r#s
r=t
N N . . _—
v )Y Ip i) 2+ (2p A1) c(s-tpare H(ES) (04B) i (t-8) (0-B) g (4 13y
t=1 s=1
s#t

Somando as relagoes (4.7), (4.10), (4.11) chegamos
a uma expressao para a CoV{I&(a),I&(B)}, que devido a sua for-
ma & dificil ser computada, e somos obrigados a fazer algumas
consideragoes assintoticas.

A relagao (4.7), pode ser reescrita,usando u repre-
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sentacgao espectral de C(k), (2.2), na forma

17?%77 3N(p—1—1)[Jirf(x)dx]2 *

™ N-1 .
* T?%%TTJIﬂTt=_8%_1§N‘Itl)f(X)f(y)elt(X+Y)dXdy.:

171137%13(1"1-1)[wach)<1)<}2 "

L[ sen? (5 (x+y))

" - £(x) £ (y)dxdy, (4.12)
i senz(f%x)
dado que
N
N-1 : sen’s(x+y)
z (N—lt')eltCX+y) - 2 -
t=-(N-1) sen® (%54)

e para N suficientemente grande, usando o resultado (ver Fi-
gueiredo [1977], pag. 81)
2 N(x+y)
1 sen? (— —TX—

T
f ~ f(-x), (4.13)
YFN[ﬂr o sen (——X) i *

e o fato de f(x) ser par, temos que a relacao (4.7) € aproxi-

madamente igual a

N
f {Y(t) X(t)2,Y(s)?%X(s) }

. __CQLTN.UU“ f(x)dx]z +—1Njﬂ fcx)‘*dx] (4.14)
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A relagao (4.10) é composta da soma das relacdes
(4.8) e (4.9). Em virtude da analogia existente entre essas
duas relagoes vamos desenvolver detalhadamente somente a re-

lagao (4.8), a qual pode ser reescrita na forma

m N N . e e '
ﬁ%‘N?[S(p-l—l)”.w tzl szlf(x)f(ﬂel(t—s)x[el(t S)Byemi(t S)Gldxdy +
s#t
N N N ) , _
c2f[l 1) ] reospet(ESxi(tny-iten Paxay) . (4.15)
-1 t=1 s=1 r=1

teszr
A soma existente no primeiro termo de (4.15)

IE\:I IE\:J ei(t—S) (x+B) + IE\:I IE\:I ei(t*S) (x-8) =

t=1 s=1 t=1 s=1
szt s#t

]ogettmoeen) ¥ Y oo,y

t=1 s=1 t=1 s=1

Dy (x+8) Dy (x+8) + Dy, (x~8)Dy (x-8) - 2N,

onde

eltx, (4.16)

Dy(x) = .

ness2z2

t

A soma existente no segundo termo de (4.15) pode ser

decomposta em
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lg Iz“ Igei(t~s)x+i(t—r))’"i(5'r)B-

t=1 s=1 r=1

T od(t=3)y-i(t-1)8 ,
1l r=1

ei(t-s)x—i(s—t)B_+N _
1

I~

1 s

Ii' i (t=S)x+i(t=5)B , \ _

1 s=1

- ? ? ? eit(x+y)-is(x+8)—ir(y—8) )

1 s=1 r=1

Lt (y-B)-ir(y-8)
1

I 12

1 r

eit(x+8)—is(x+8)

¢
H~—z

—
2]
[

eIt (xty)-is(x+y) | oy
1

I~

1 s

= Dy (x#y) Dy (x+B) D (y-B) = [ Dy (y=t | *= [ Dy (x+8) [ *~ | Dy () | *+2N,

considerando (4.16) e portanto podemos escrever (4.8) na for-
ma
I N

| N N - Ly 2 T .
-'(ﬁlmvtil. L EICov{Y(”ZPX(” Y)Y () X(s)X(x)e (® 1)6}=
= S:: r-,:
e

(]



— ] =

-1 W T |D,(x+B8) |2
= L) j_ﬂf(}’)J s 7N f(x)dxdy +

+Jﬂ f(y)JW lDNg;;f)lzf(x)dxdy-—%[Jﬂ f(x)dx}z] .

= =

R
* “z‘rzﬁf”_." £0) £(y) Dy (x+y) Dy (x+8) Dy (y-) dxdy -

LT D) |
- WU_“f(x)[ e £(y)dydx +

+

T " |DN(X+B)|2
J f(Y)J 77N f(x)dxdy +
- -1

2

+

“ T Dy (x+y) |2 r -
J f(y)J N f(x)dxdy-%[j £(x) dx
—'IT =

_!. (4.17)

=T =

0 termo

1 L .
etve] | 00 £07) Dy Gery) Dy 8) Dy (y-8) dxdy

pode ser aproximado por %‘fz(B), (ver Scheinok [1975]) ¢ para os

demais nos vamos usar o resultado (4.13), e temos, para N su-
ficientemente grande uma expressao aproximada para (4.17) da-

da por

Lﬂ?ﬁlﬁ-ﬂ“: £(y) £(B) dy *+ Jﬂ £(y) £(R)dy %Hﬂ (OIS

=T -1 -

_f(y)f(y)dy-'%[J:Tf(X)dxlg] )

=M

m

} T
+ Zg2(p) %MI FOOE(p)dx + |
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'n‘ o,
£(x)dx]
T o

+

‘ = m
- B =D £ dyies) - o]

=T -

A+ %[?fz(ﬁ) _%{Jﬂ f(x)[2f(8)+f(x)]dx]+#%£th(x)d¥]zjg (4.18)

= o

Como a relagao (4.9) € analoga a relacao (4.8) segue que a

soma das duas relagOes € aproximadamente igual a

LﬁE%%lllJﬂ f(y)dy[?(a)+f(8) _%j“ f(x)dx] +

e .
+ %[?2ca)+f2(8)"%[:Tf(x)[f(a)+f(3)+f(X)]dx n

ﬂ
' ?12_U f(x)dx] 2] i (4.19)

Para a relacao (4.11), podemos também obter uma ex-
pressao aproximada, de um modo andlogo ao procedimento para a
obtencao da relacao (4.19), porém nos nao iremos repeltir o ar-

gumento, apenas vamos escrever o resultado final, ou s¢ja,

N N N N

1 - -i(t=-s)o~i(v-1)B
B ) [C(t-v)C(s-1)+C(t-1)C(5-V) Je : +
2nN 2t=1 szl vzl rzl
t#s#vET
NONON o
+ ) ) ) 4lp C(0)C(s~1)+(2p T-1)C(t-s)C(t-1) Ilcos(t~s)ocus (t-1) Q]+
t=1 s=1 r=1
T#S
=t

N N . . |
§ ¥ [p 2c(0)2+(2p t-ng( s-t) 2re "L (t-s) (#B)=i(t-s) (a-B) | _
t=1 s=1

s=t

+

" f(a&fcs)[lDN(a+B)|2'*|DN(G‘B)‘2]"§(f(8)+f(a))2 -
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. il
- il [Dy (0B) | + D (a-8) |2][f(a)+f(6)]J £(x)dx +

m

m

4 1. T o
+ FN[f(a)+f(8)]J f(X)dX"mJ £ (x)dx +
~Tr -

1 2 g U 2
+ gl Dy (erB) |2 + [Dy(a-8) | —12N]U f(x)dx] +

=

1 m 2
*WHDN(O‘*B)'“lDN(a-B)IZJU f(x)dx] -
=N

- é%%g;% [Jﬂ f(X)dXJZ'*Eééﬂjﬂ £() [£(x+atB) + f(x+a-B) Jdx +

- =i

i
* ;plmf £(a) T [Dy(e+B) [* + |Dy(a-B) IZJLT f(x)dx -

(
=1

2(3-~ At (2-
. Lﬂp%[f(a)*rfcenj Yf(x)dx+—"I(RQP-)— £(E(R) -

- o Uﬂ“ £00x] T IDyCer®) |7+ [0y Cap) 171+ 2GR) Uj; ] -

T
- L2p) J £(x) [ f(x+a+B) + £(x-0+B) + £(xto-p) + £(x-a-B) Jdx. (4.20)

Vejamos agora, como obter uma expressdo assintotica
para a variancia do estimador da funcao densidade espectral a
partir destas novas formulas. Primeiramente, notemos que to-

dos os termos que compoem as relacoes (4.14), (4.19) dependem
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de Nul, 0 que nao acontece com a relagao (4.20), pois os ter-
mos que envolvem (|DN(a+B) | % + IDN(a-B) |?) dependem de N2, En-
tao, se denotarmos a soma de todos os termos que dependem de
Nt por N—lg(a,B), temos que

i
lim ” N_lwm()\-oc)WM(}\"B)g(a,B)dudB = 0,
_.Tl’ L

N--co

devido ao fato de WM(;\) ter a propriedade de ser altanente con-
centrada em torno do ponto A =0 (ver pag. 14), e portanto a

variancia assintotica de f(A) reduz-se a

. TRV | m y 1 reroyirrg) e
Ilq-ﬂ Var £f(QA) = I%I—»J{-I-} A [”dn WM()\—OL)WM()\"B) [£(a) f(B)]-z-ﬁ[f(o.) rE(R) ]
T 1 m 2 1 T 121 "o
-LT f(x)dx e ’:Lﬁ £(x) dx:l +W U—n f(x) d{, +Eﬁf(a) LT Fx)dx -
1 (", 12 .
I [Lr f(X)del ][ IDN(()L+B) |2+ IDN(OL"B) |2 1dodB . (4.21)

0O termo

. _
”_W Wy (A=) Wy, (A-B) £ (o) £(B) L |DN(0,+B) |2 + |Dy (a=B) |*Idadp =
. .
= JJ Wl\‘l(Ah(\")wMD‘—G)f(a)f(B) IDN(a+B) | 2dadp +
=1

m
# Jﬂ Wy (A=a) Wy (A=) £(a) £(8) [Dy(a-B) |2dads =
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rm m

-} thy -0 £8)] |

=T

f(a)WM(A-a)|DN(a+B)|2da]d8 *

m

T
+ {ﬂTWM(A—B)f(B)[J f(a)WM(A-a)IDN(a-B)lzdu}ds,

=T

pode, para N suficientemente grande, ser aproximado para

o
[ Wy 0-py £Co)ECBIM, (A-8) 2N Ids
m

.
+ LﬂrWM(A—B)f(B)[f(B)Mw(A+B)2ﬂN]dB =

™ i -1
21rNU fZ(B)WM()\—B)ZdB + J 2 (B)WM(A—B)WM(A+B)dB , (4.22)
m = -

pois a janela espectral Mw(k) acumula massa numa taxa muito
mais lenta que o nucleo de Féjér (ver Rosenblatt, [1974], pag.
175) .

Em virtude de WM(A) estar concentrada em torno de A =
= 0, implicando que WM(A-B)MM(A+B) € aproximadamente zero, a
menos que A =0,m, podemos desprezar o segundo termo de (4.22).
Ainda, considerando a fungdo densidade espectral aproximada-
mente constante no intervalo de freqiiencias comparavel a lar-

gura de MN(A), segue que (4.22) € aproximadamente igual a

m
ZHNfZ(A)J Wi (B)dg, para X #0,m
-
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m
4ﬂ'Nf2(7\)J WI\Z/I(B)dB, para A =0,mw.
-

Posto isto, temos que

NlT ZNN{fZ ) “22_'nf(}‘) jﬂ fx)dx *7‘%7 I:Jﬂ £(x) d;{lz +

lim Var f()\) lim
Noeo oo ~T =T

=T =T

+ H?%p—z U“ f(x)dx-] +L f(x)jﬂ f(x)dx—-—z—w%é—ﬁ Uﬂ f(x)dx]z}ﬂ W, ()28 =

1 n 1 =2 . =1, (" 2
= I%}ig [Zﬂfz()\) Zf(A)Jn f(x)dx +E[1+p -2p 71 U-ﬂ f(x)dx] +
+ % £0) Jﬂ f(x)cb{”ﬂ W, (8)%dB = 1m [fz o) - jp—l f(A)J f)dx +
T -7 i

+

(l_p—l)zUj; f(X)dX}ZM_T;“M(B)dB = lim —N—[f(l) L—leJ £(x) 1v:| .

Norco

m
J \\;\j(s)dg. (4.23)
1

Agora, usando a relagao (2.23), temos que

M 1 =1 (" Ju
N[E(A) -T(l—p )J f(x)dx—' J w?(v)dv para A=0,7
~ ' m | = g
lim Var f£(\) = (4.24)

ZM[E(\) - (1-p” )j f(x)dx] sz(v)dv para A=0,7

i
Da expressao (4.24) notamos que, Como no caso em que
as observagoes sao perdidas sistematicamente, existe um acrés-

cimo na variancia do estimador da fung¢ao densidade espectral,
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de modo que quando p,probabilidade de observarmos a scérie num

instante t, decresce, a variancia aumenta, e se p+1, o

1
% fz(x)f w”(v)dv, para A =0,
=]

lim Var %N(A) =

N-reo

1
Z%fz(x)j w2 (v)dv, para A =0,
=1

€ equivalente ao resultado obtido quando nao existem observa-

coes perdidas (ver relacao (2.24)).

4.3 -0 CASO GERAL

Na secgao 4.2, nos vimos o caso em que a série tem-
poral {X(t),t€Z} € observada no instante t, com uma probabi-
lidade p, independente de t. Vamos agora tratar o caso mais ge-
ral, quando o processo {Y(t),t€Z} associado a série {X(t),t€z}

¢ tal que para todo t, temos que

PLY(t)=1] = p>0 )

1l

PLY(t)=01 = 1 -p

EY(t)Y(t+r) = pu..

.(4.25)

EY(t)Y(t+q)Y(t+r)Y(t+s) = p?v q,r,5 =0,%1,%2, ..., .|

Vamos supor ainda que estdo satisfeitas as condicoes

u >0, r=0,+1,22,... (4.26)
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uu_| s V(|r|+|r]+1l) <. (4.27)

nglvr,q,q+s— T sl

q

Das relagoes (4.25) temos que
Cov[Y(t),Y(t+r)] = p(ur-p),

e da relagao (4.27) temos que

o

U= T |u-p| <=, (4.28)

= =00

de onde segue que, a menos que Y (t) seja periddico,

Cov{Y(t),Y(t+r)} » 0 quando r » =,

O processo complementar, definido por

Y*(t) = 1-Y(t),

também tem as propriedades (4.25), e pode ser demonstrado que
satisfaz as condigoes (4.26) e (4.27), (ver Bloomfield (19701,
pag. 371).

Como no capitulo 3, vamos definir

Z(t) = Y(t)X(t),

onde
Z(t) € a série amostrada,
X(t) € a série original
Y(t) € o processo aleatdrio associado a X(t).
Se {X(t)t€Z} & uma série estacionaria de quarta or-

dem, com média zero, e admitindo que
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(e}

DIkl (k)] = G<ew, (4.29)

(=00

onde CK(k) € a funcdo de autocovariancia da série,a fuingao den-
4
sidade espectral da série,
1

. =%
fx(A) = 5 kjimcx(k)e 1 A, “T <A ST

existe, e tem derivada continua.
Admitindo ainda, que o cumulante de quarta ordem de

{X(t),tez},

Qq(a,7,8) = EX(E)X(t+Q)X(t+1)X(t+5) - Cy(a)Cy(r-s) -

- CX(T)CX(S‘Q) -CX(S)CX(Q“T)

satisfaz
X ): z |QX(Q7T=S)| = Q<°°, (4.30)
(=% T== §==ow
temos que a dependencia entre dois valores de X(t), largamen=-

te espagados € pequena, e estimadores consistentes de fX(A)
podem ser obtidos quando nao existem observacoes perdidas.
Lembrando a independéncia estocdstica entre os pro-

cessos {Y(t),t€z} e {X(t),t€Z} temos que

EZ(t) = EY(t)X(t) = 0,

C,(k) = EZ(t)Z(t+k) = EY(t)Y(t+k)EX(t)X(t+k)
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Cy (k) = Cy(K)pu, (4.31)
e
2 ke, ] < L TEHC G ] = G e, (4.32)

assegurando que a funcao densidade espectral do ProCesSS0 amos-

trado Z(t),

£,00 = 5= ] C, (ke Ak, (4.33)

= =00

existe e tem derivada continua.
Podemos demonstrar, usando as relacoes (4.20),(4.30),
(4.25) e (4.27) (ver Bloomfield [19701, pag. 373), que o cu-

mulante de quarta ordem do processo Z(t), satisfaz

o

Yo 1Qua,r,s) | <. (4.34)
QT S==

A seguir vamos escrever a funcao densidade cspectral
de X(t) em termos da fungao densidade espectral de Z(t).

Observemos primeiramente que se

a, = (ur—p) = p-1 Cov(Y(t),Y(t+r)) (4.35)

o0
temos de (4.28) que ) |ar| <w, e portanto a transformada de
T=-o
Fourier de a s
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-existe, € continua, e como pa(w) € a funciao densidade espec-
tral de Y(t), a(w) € positiva.

Usando as relagoes (4.33), (4.31) e (4.35) temos
que a fungao densidade espectral de Z(t) &

£,00 = 5= ] plpray)cy(k)e K -

K= -0

(oo

1.5 ¢ -iAk |, 1 -iak
7P L Cy(K)e +7;pk=2 a,Cy (K)e -

= =00

1

- 0D

™
pzfX(A) +p J a (A-w) £y (w)dw, (4.36)
=T

onde a segunda parcela de (4.36) & obtida devido zo fato da

transformada de Fourier de um produto ser igual a convolugdo

das transformadas.

Para escrevermos a funcdao densidade espectral de X(t)

em termos de Z(t), vamos considerar
-1, -1 -1 =1
by =P "(p Tru ) = a [p(a+p) 17T,

De (4.26) segue que br ¢ finito para todo r e de

o)

(4.28) que ) |br| <, portanto, a transformada de Fourier,

T=o
(ee)

b(w) = 5%-k ] bpe tkv

?

existe, € continua e limitada.

Assim,



- T3 =

ﬂ ® .
J bOA-w) £, (Wdw = 5= by C, (k) e MK
—'"' k:—oo

e
-2 m 1 v -2 . . =ik
P fZ(A) —J;ﬂb(k—w)fz(w)dw = kggwcz(k)(p ~bkge ik
_ 1 v FZ(k) ik
2T =lew Pl
pois

e desta forma, temos que

£.00) = pTAE, () ~Jﬂ b (A-w) £, (w) dw. (4.37)

=T

Para o processo complementar Z*(t) definido por

Z*(t) = X(t)Y*(tr),
podemos, de uma forma andloga ao procedimento para obtencado de
(4.36) mostrar que

m

f5(0) = (1—p)2fX(A)-+pJ1Ta(A-w)fX(w)dw,

Um estimador natural para fX(A) € obtido apartir de

(4.37), ou seja

~ . m -
F () = p sz(A) -J;ﬂb(k-w]fz(w)dw, (4.38)



e como a integral

T . T ® s .
J b(A-w)fZ(w)dW = J f%' ) bke ik(2 w)fz(w)dw =
- k=-c0

o . il .
by ) wM(r)CZ(r)e—lka e 1w(r-k)dw’
w = e 00 _

@ Cy(r)wy(r) -~

ir
r Sh s (4.39)
r==-c T

pois, como ja tinhamos visto no capitulo 2,

{ee]

£,00 = 1 wy(0)C(r)e T

=00

€ o estimador suavizado de covariancias, assintoticamente nao
viciado e consistente.

Salientamos aqui, que nos nao estamos supondo nor-
malidade do processo {X(t),t€Z}. Porém se {X(t),t€z} satisfaz
as condigoes (4.29) e (4.30) as propriedades assint6ticas do
estimador (2.15) continuam valendo, (ver Brillinger (19751).

Vamos mostrar agora que o estimador definido por
(4.38) ¢ assintoticamente nio viciado e consistente.

E facil verificar que
E%X(A) i fX(A), quando n >

pois, de (4.38), temos que
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2

-~ - - ,]T -~
EfX(A) = p EfY(A) —J b(A-w)EfZ(w)dw,

=

e como fz(k) ¢ assintoticamente nao viciado de fato segue que

fX(A) € um estimador assintoticamente ndo viciado de fX(A).

-

A variancia do estimador %X(A), definido (4.38) e

déda por

~

Var f

= 0 %
X(>\) = Var[pnzfz(k)] +VarJ b(l—w)fz(w)dw -
-1

o

- ZCOV{pmsz(A),I b(k—w)%z(w)dw}, (4.40)
T

Agora,

™

ﬂ - - -
VarJ b(x~w)fz(w)dw = JJ b(A—w)b(A—v)Cov{fz(w),fZ(V)}deV,
-7

=0

e usando a expressao (2.22)
Cov{ £ (w) f (v) p = zﬂ-ﬂ W (w=0)W,, (v=-0) £f2(a)da
"z UL N - M M o
temos que para N suficientemente grande,

m . Z_TY o T
Var] b(k—w)fz(w)dw =-T?j [J b(A~w)WM(w~u)dw[_lf(A—VJWM(v~a)dv]-
-1 =T e demy ﬂ

» £2(a)do = g.NEJ“ b(-a)b(A-a) F(e) 2da = O(N).

-7

O terceiro termo de (4.40),



Zcov{Jﬂ b(k-w)fz(w)dw,p'z%z(x)} -

=1

il

= zJ" QL%%EL cov{fz(w),%z(k)}dw

=T

]
N
°

m
2n f)l—L“b(A—OL)WM(K"OL)fZ(OL)dOL o h,

e segue que

Var %X(A) = p—4Var %Z(A) +O(N-1),
ou seja,

(]
ﬁyﬁ-fz(k)j WM(a)zda, para A #0,7w
-1

Var £y (1) =
ﬂ
fZ(A)J WM(a)zdu, para A =0,
-

para N suficientemente grande.

Terminamos esta secc¢ao observando que observacgoes
perdidas sempre causam um acréscimo na variancia,fato ja vis-
to nas secgoes anteriores, e para p—>1 a variancia de %X(A)
tende para a variancia %Z(A).

Observemos ainda que p e u,. em geral sao desconhe-
cidos, e somos obrigados a estima~los. Se existir alguma in-
formacdo sobre a estrutura do processo aleatorio {Y(t),t€Z},
obviamente esta informacao deve ser usada, ajustando 21lgum mo-
delo paramétrico, mas se nao existe nenhuma informacao iremos

estimar p e u, diretamente da amostra. Neste Ultimo c¢aso te-
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‘mos que excluir a possibilidade da estimativa de pu_ ser mui-

to pequena, e isto pode ser feito estimando pu,. por

P%ﬂ se C\',(r) s%l
CY(r) = (4.42)
Cé(r) caso contrario '

onde

1 N-|r|
YY) Y (t+ | |), (4.43)
=1

G0 = ety
e u € um limite inferior de L
Desta forma, temos um novo estimador para IX(A), ou
seja
=ir)
N == ) , (4.44)

e se o processo fY(t),t€Z} satisfaz

V

Var|C§(r)| S ETET <O

temos que o novo estimador (4.44) € assintoticamente equiva-

lente ao estimador (4.39), (ver Bloomfield [19701).

L.k - UM PROCEDIMENTO ALTERNATIVO

Nas secgoes anteriores vimos como estimar a funcao
densidade espectral, f(A), de uma série temporal com observa-
¢oes perdidas, levando em consideracio o processo aleatdrio

causador da perda das observacoes. Entretanto, com base no ar-
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‘tigo de Jones [1971] podemos estimar f£()) sem fazer suposigoes
sobre o processo aleatdorio associado a série. Para tal, vamos
analogamente a seccao 3.2, considerar a série amostrada como

uma versao de amplitude modulada da série original, ou seja

Y(t) = g(t)X(t),

onde g(-) € uma fungao nao aleatoria, que assume o valor 1 se
a série for observada no intante t, e 0 caso contrario. Admi-
tindo que existe pelo menos um par de observagoes separadas pe-
lo "lag" k, k=0,...,N-1, podemos definir o estimador da fun-

cao de autocovariancia de {X(t),t€Z} por

N- |k |
A L Y(O)Y(t+|k])
Cy(K) = £=1 : (4.45)
M(k)
onde M(k) € o nimero de observacdes separadas pelo ‘lag" Kk,
isto €,
N- k|
M(k) = ) g(t)g(t+|k]), (4.46)
t=1

e entao estimar a funcao densidade espectral fX(A) usando a

relagao

kX

£, (0 = 5§ G 0w (e (4.47)

L
X ==

Considerando agora os resultados obtidos nas secgoes

3.2 e 3.3, podemos escrever a relacao (4.47) como uma forma
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~quadratica
R N N .
B0 = 1 T ats,0)e P Hxisyx(e) (4.48)
s=1 t=1
onde
g(s)g(t)wy(s-t)
a(s,t) = , (4.49)

21tM(s-1t)

e temos que a variancia de (4.48) é dada por
- m
Var £y (A) = JJ IA(A—a,A—B)szx(a)fx(s)duds, 0<)<r.
-1

Porém, como a(s,t) nac depende de s e de t somente através da
diferenca s-t, nao podemos remover f§(x) para fora da inte-
gral.

Jones [19711 com o proposito de comparar a varian-
cia do estimador de Q(A) obtido a partir de observacoes nao i~
gualmente espagados com a variancia do estimador obtido a par-
tir de observagoes igualmente espacados, supos ser constante
a funcao densidade espectral fx(k).

Desta forma, segue que
- m
Var Ey () = £, (03] [Aa, 8] *deds,
=

R N N
Var £,(1) = fX(A)ZZ Y a(s,t)?,
s=1 t=1

e usando a relacao (4.49) temos



~ M ow,(k)?
var £,(0) = £, (0% § A
k=M M(k)

.

Para o caso em que nao existem observacoes perdidas,
M(k) =N-k, e portanto
N 2
M YM(L)

Var £,(0) = fX(x)lggM N

Se supusermos que foram realmente observadas n ob-
servacgoes num total de N temos que para M(k) proxime de n-k,
k=0,...,M, as propriedades do estimador de fX(A) nac irao de-
ferir,muito das do estimador obtido quando utilizamos uma amos-
tra de tamanho N sem perda de observacoes. Entretanto se M(k)
for muito inferior a n-k, o estimador sofrera de "Variance
leakage' e podemos concluir que a perda de observacoes sempre
causa um acréscimo na variancia do estimador dado que M(k) <

< n-k, quando existirem observagoes perdidas.



CAPITULO 5

SERIES TEMPORAIS CONTINUAS

TEMPOS DE AMOSTRAGEM IRREGULARES

5.1 = INTRODUCAO

No capitulo 2 vimos como estimar a funcac densidade
espectral de uma série temporal discreta, definida em inter-
valos de tempo igualmente espacados. Nos capitulos 3 e 4,tra-
tamos da estimacao da funcdo densidade espectral,de uma série
temporal definida em intervalos de tempo igualmente espacgados
com observacoes perdidas. Entretanto, em muitos cascs de in-
teresse pratico, a série temporal € continua, e, devidoa pro-
blemas computacionais, somos obrigados a converter uma série
temporal continua em discreta para entao estimar a funcao den-
sidade espectral da sé€rie continua a partir da série discreta.
Ao fazermos tal conversao deparamos com dois problemas que se-
rao abordados neste capitulo. O primeiro, denominado fenomeno
de "aliasing', refere-se a contribuicao que freqliencias mais
altas dao para f()A) e o segundo trata de como estimar a fun-

cao densidade espectral quando a série temporal €amostrada em

intervalos de tempo ndo miltiplos de um numero real, ou seja,
-80-
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quando os tempos de amostragem sao irregulares.

5.2~ 0 FENOMENO DE "'ALIASING'"

0 modo usual para convertermos a série temporal con-
tinua {X(t),t€R} em discreta, é amostrar a série em interva-
los de tempo igualmente espacgados, tk==kAt, k=0,%*1,... de tal

sorte que podemos escrever

Y (k) = X(kAt),

onde Y(k) € a série amostrada, e, At € o intervalo de amostra-

gem.
A representacdo espectral de uma série continua €

dada por

X(t) = fme“-kdzu),
de onde segue que

Y(K) = fme“k“dz(,\).

Considerando o fato que para A fixo,a funcao ¢k(k)=
ilkAt

= e ¢ indistinguivel da funcao ¢ (K), para 2=0,%1,...,
(}\4._2,:‘1,8'_

P00+ iAkAA f: i2nek  inkAt

pois ¢(>\+2ﬂ£)(k) = e = e - e = e 3

At

temos que



‘ - (20+1)m
Y(K) = J eI MKAT 47 5y o ) At elAKAL 4y g
- - (22-1)w
At
e fazendo a transformacao de varidveis A=\v+-%%%,podqmos ep=
crever
o m/At . '
Y(K) = ¥ I e1WkAtdZ(w-+%$3),
g == J=q/At
ou
m/At ..
Y(k) = J e“}‘AtdZY(x),
-mn/At
onde
v 2m?,
7 = eot-tad
Ay = ] azO+ )

Ainda no capitulo 2, vimos que

dF()A) se XA =q
E[dZ(A)dZ(n) ] =
0 se A=y,

e portanto a esperancga

o 5 _w ¢ inky 21 j
E[dzy(A) | B J dz(x+ At)jzz_de(w i)

t=-c



-7y 218 2nj
= Rjiw 2}_mEdZ(M ) A2 (A + 55
S . NUURNS T
L PO T paTa -G <A<

f="oo

e adnitindo que o processo {X(t),t€R} tenha funcao distribui-
gao espectral F(A) absolutamente continua, temos que
2me

- Y . _m s ,
£, (0) = ggimt(l +5p) . para -y <A <gr. (5.1)

Esta Gltima expressao nos diz que a funcao densida-

de espectral do processo original nas freqiiencias translada-
AL

das A —'A'T't—,

£=0,+1,..., contribui para a funcgao densidade es-
pectral do processo amostrado na freqiiencia X no intervalo
[-n/At, n/At]. Tais frequencias sdo chamadas "aliases' de A e
nao nos permitem determinar a funcgado densidade do processo o-
riginal a partir do processo amostrado sem ambiguidades,a me-
nos que saibamos de antemao, que a funcao densidade espectral
do processo original & zero nas freqliencias |)A]| > w/At;pois ca~
so contrario uma familia de fungoes densidades espectrais &
compativel com os valores amostrados de {X(t),t€R}.A freqiien-
cia A= w/At & denominada de freqiiéncia de Nyquist e, se a fun-
cao densidade espectral do processo original for determinada
sem erros a partir .da funcao densidade espectral do processo
amos trado, o esquema da amostragem ¢ dito ser livre de "alias-

ing".
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Em esquemas de amostragem cujos intervalos de tempo
sao igualmente espacados, o fenomeno de '"aliasing'" scinpre e-
xiste, e uma forma de reduzi-lo & considerar intervalos de a-
mos tragem bem pequenos. Entretanto, quando a série original ¢
amostrada em intervalos nao igualmente espagados, particular-
mente quandc a série € amostrada em intervalos de tempo alea-
torios, existem esquemas de amostragem livres de "aliasing'.De
um modo geral, podemos dizer que uma sequencia {tn}, n=0,%+1,.
.., & livre de "aliasing'" em relacdo a uma familia de fungoes
densidades espectrais, se qualquer fungao desta familia pode
ser determinada por uma operacgao linear da sequencia de auto-

covariancias da serie amostrada X(t) s denotada por

c(n) = EX(tm+n)X(tm).

Shapiro [1960], considerando o esquema de anostra-
gemn {tn}’ n=0,+1,..., em que cada tempo ¢ obtido adicionando-

se ao precedente uma varidvel aleatdria independente, ou seja

E =t_1+y

n n n

onde Yo n=0,+1,..., ¢ uma familia de variaveis aleatoriasin-
dependentes e identicamente distribuidas com esperanca zero e
com fungao densidade de probabilidade p(rt), tal que p(T)GLZ e
p(t) =0 para 7 <0, determinou para f(A)GLZ, critérios para ve-
rificar quando o esquema & ou nao livre de "aliasing'. Basea-
do nestes critérios, concluiu que o esquema de Poisson, isto

-

€,
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e BT para T =0

p(r) = (5.2)
0 para T <0,

onde B >0 € a taxa de amostragem, e livre de "aliasing', bem
como o esquema de Poisson alternado, em que a série é-amostra-
da de acordo com o esquema de Poisson, porém € observada em um
tempo sim outro nao. No caso em que a -série for obscrvada a

cada terceiro tempo, o fenomeno de "aliasing" persiste.
Um outro esquema de amostragem, também considerado
por Shapiro [1960], & a amostragem com "jitter". Neste esque-

ma os tempos de amostragem sao da forma
t. = nAt+ry n=0,x1,...
n n

onde Yo € uma familia de variaveis aleatorias independentes,
identicamente distribuidas, com distribuicao normal ,media ze-
TOo e variancia o?. Este esquema, também nao & livre de "alias-
ing".

Beutler [1970], tambem desenvolveu viarios critérios,
que determinam quando uma sequéncia {tn}, n=0,*1,..., & livre
de "aliasing" em relacao a uma determinada familia de funcoes
densidades espectrais, e com base nestes critérios generali-
zou o resultado de Shapiro [1960]1 para esquemas de Poisson,
concluindo que ¢ suficiente amostrar a série no semi-cixo (po-
sitivo ou negativo) e que o esquema de Poisson € livre de "a-
liasing" para qualquer fungao densidade espectral. Além dis-

so, obteve mais dois resultados interessantes. O primeiro &
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referente a esquemas cujos tempos de amostragem sao ipgualmen-
te espacados, porem cada amostra X(kAt) pode ser perdida com
probabilidade 1 -p, independente de k. O segundo resultado &
referente a amostragem com "jitter'". Em ambos os casos se a
familia de funcoes densidades espectrais & absolutamente con-
tinua, com derivada cm Lp(—ﬂ,ﬂ) p>1 e o suporte da fingao den-
sidade espectral € o intervalo [-w/At, w/At], temos esquemas
de amostragem livres de "aliasing" em relac@o a familia de fun-

¢oes densidades espectrais.

5.3 - AMOSTRAGEM EM INTERVALOS DE TEMPO IRREGULARES

Vamos agora apresentar estimadores da funcao densi-
dade espectral f()), de uma série temporal gaussiana, ecstacio-
naria de segunda ordem, continua, com media zero,amostrada em
tempos discretos. Como ja haviamos visto na seccao 5.2, devi-
do ao problema de "aliasing', nao podemos estimar a funcao den-
sidade espectral de uma série temporal continua a partir de um

conjunto de observagoes finito, X aXgseon igualmente es-

’XN’
pacadas, quando a funcao densidade espectral nao tem suporte
compacto, e, uma forma de evitarmos o problema de "aliasing"
e amostrar a série em instantes {tn} aleatorios.

Jones [19707, considerou uma scrie temporal amostra-
da de acordo com um processo de Poisson, e apresentou o esti-
mador

N

N N
f(n) = Vzl uzlwvux(tv)x(tu)e

2mi (ty=tu) A
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onde 0s pesos W simetricos, sao definidos por

_ T
W T N7D[|tv—tu|]’

T € o tempo de amostragem, e D(t) € uma janela qualquer.
Lembramos que se uma série temporal continua esta-
cionaria, com média zero € amostrada de acordo com um proces-
so de Poisson, ja caracterizado na secgao 5.2, a série amos-
trada ¢ discreta, estacionaria, com média zero e com funcgao de
autocovariancia c(n). Shapiro [1960]1, mostrou que c(n) ¢ dado

por

I

c(0) = C(0)

il

c(n) = BOX(t_, IX(t )] =

i}

E[E[X(tm+n)X(tm)/tm+n e tm fixos 1] =

it

J C(T)pn(T)dT, n=>1

onde C(t1) € a funcdo de autocovariancia da série continua X(t),
e pn(T) ¢ a funcao densidade de probabilidade expressa na for-

ma

(o]

pp(0) = | by yCrwpds,  n

— 00

v
DN

Como p(u) =0 se pu<0, decorre que



.
Jo P _q(t-w)p(uw)dy, se n=2
p(t) se n=1
p, (1) = (5.4)
1 sen=0¢e 1=0
0 se n=0¢e t=20

e se {tn} € um processo de Poisson, temos de (5.2) que

B(B-1) 2 1 BT
(n-1)°%

p“(T) = (5.5)

Como ja foi mencionado anteriormente, o esquema de
Poisson € livre de "aliasing' e portanto, o conhecimento exa-
to de c(n) nos permite obter a funcao densidade espectral f£()),
mediante uma transformagao linear de c(n). Na pratica, entre-
tanto, c(n) e estimado, consistentemente, com base numa amos-
tra finita, e a pergunta que surge, € quando o corresponden-
te estimador de f()) € consistente. Beutler[1970],conjecturou
que se a fungao densidade espectral tem suporte compacto [-m,7],
entao, o estimador de f()A) obtido a partir de um esquema de
Poisson pode nao ser consistente para B <1, o que implicaria
na inexistencia de c¢stimadores consistentes de f()) para qual-
quer taxa média de amostragem, no caso em que f(A) ndo ter su-
porte compacto.

Masry & Lui [1975], porém, definindo o estimador de

f(2) para todo B, 0 <B <= por



= M N-1
() = =5 ) ) X(tk)X(tk+n)cosA(t

4 t
N8 p21 k=1

(5.6)

k+n~ k)

onde M ¢ inteiro positivd satisfazendo M<N, M+« quando N+
e M/N -0 (ou seja,consideraram o estimador (5.3) com £ estima-
do por N/T e D(1) =1 se T € menor que o ponto de truncamento
Ty» © Z€ro caso contrario),mostraram que se {X(t),téR} & um
processo estacionario de segunda ordem, gaussiano, com media

zero, e se a funcao densidade espectral f(A) & uma funcao ra-

cional em ), isto €,

£ = QAL

onde Q e P sao polinomios de grau q e p respectivamente,o es-
timador definido por (5.6) €& assintoticamente nao viciado e a

variancia assintotica é dada por

T B 2

quando N-=, ¢ scra multiplicada por 2 quando )\ =0.

A obtencao deste resultado, € o tema central do ar-
tigo de Masry § Lui [1975]1, e nao sera demonstrada aqui, uma
vez que ela € extremamente trabalhosa, pois envolve a esperan-
¢a em relacao a X(t) e em relacao ao processo pontual {tn}.

Neste artigo, tambem foi comparado este resultado com
os resultados classicos obtidos quando a serie € observada no
intervalo [0,T].

Quando a serie ¢ observada continuamente, temos que

\\\\\\
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o estimador da funcao de autocovariancia ¢ expresso por

T-
A %jo |T}'xmx(t+|T|)dT ] <7
Cplr) = (5.7)

0 |t] >T

e o estimador da fungao densidade espectral por

T = ]‘JT e 1T ()0 (1) 4 (5.8)
i;:_T W T) T(T) T s .

onde wM(T) ¢ a funcao suavizadora definida no capitulo 2.

Agora, admitindo

1 lt] <M
WNI(T) =
0 || > M,
decorre que (5.8) € igual a
M 5
- 1 . ~
F(0) = 7;J e M (D dr, (5.9)
-M

e pode-se demonstrar que o vicio do estimador (5.9) tem un com-
portamento assintotico similar ao vicio do estimador (5.6), e
a variancia do estimador (5.9) tem uma taxa de convergencia

M/T, similar a taxa de convergencia do estimador (5.6), M/N.

5.4 - PERIODOGRAMA COMPENSADO

Vamos agora, baseados em Ferraz-Mello [1977],esten-

der alguns resultados obtidos no capitulo 2, para o caso enm



v B =

que os tempos de amostragem nao sao igualmente espacados. Co-
mo nos capitulos anteriores, vamos considerar a serie tempo-
ral X(t), estacionaria de segunda ordem, com média zero.

No capitulo 2, vimos que o periodograma, definido

por

1

N . :
= _ -1yt
O = 7w tzlx(t)e ’

A\)

A

s —[___]S\) [ ].

_ 2my N-1
N 2

N
2

élmlestimador(ﬂlfungﬁo densidade espectral f(A). A expressao

(2.11) e a forma complexa do periodograma e é equivalente a

forma
. | 2 2
IN(AV) Zﬂ[av'Fbv] (5.10)
onde
2y* N
a = (ﬁ) Z X(t)cosat
t=1
e
2y N
b, = [ﬁ} tzlx(t)senkvt.

Na realidade a, e bv sao os coeficientes de regres-
sao obtidos quando a série temporal € aproximada por uma com-
binacao linear das funcoes

H, =1

—_—
Il

cosxvt (5.11)

v
—_—
I

senA t, t=0,...,N-1,
V)
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Agora, se a série temporal ¢ amostrada em tompos i-
gualmente espacados, o sistema de fungoes (5.11) & ortogonal,
0 que nao acontece para uma série amostrada em intervalos de
tempo irregulares. Entao, se desejarmos aproximar a série tem-
poral, amostrada em intervalos de tempo irregulares, por uma
combinagao linear de fungoes ortogonais, somos obrigados aor-A
togonalizar o sistema de funcgoes (5.11) .

A ortogonalizagao de um sistema de funcoes é feita
por meio do processo de ortogonalizacao de Gram - Schmidt, e se-

gue que para o sistema de fingoes definido por (5.11), temos que o

novo sis tema

0 0
<H,,h'>
hi = H1 - <[2] 0_ hé
ohg>
bl om - <H2,h1>__<H2,hO> L
2 2 <h1h1> <h0h0> 1
e ortogonal, € o sistema hi = " 1”, i=0,1,2, € ortonormal ou
h.
seja, 1
110 = aOHO
h1 = alﬂl-<H1,hO> hoal (5.12)
h2 = a_.H h,> h -<H,,h.> h.a

2°2 2’ 1 270 072"



- 03 -

‘onde <g¢,-8,> indica o produto interno, definido por
N
<g,.8,> = izlgl(ti)gz(ti),

||gi|| € a norma de g;» ou seja,

e os coeficientes a, i=0,1,2, sao expressos por

a(_)2 = N \
-2 N " 5 N 2
a” = Jglcos Avtj -a 1jzlcos>\)tj]
") N N 2 -N )
a,” = Z sen’) t.-a [Z seni t] —ai Z cos)\\)tj-senxvtj] - {(5.13)
j=1 j=1 j=1
- a“dz{-? cos A t}zl—g seni t 1 +
01 =1 vl 5 v i
252 N N N .
+ 2aga; JZlcos Aty jzlsen)\\)tj 'jzlgos )\\)tj 'Sem t. J

Portanto, os coeficientes de regressdo em relacdo ao

sistema ortonommal (5.12) sao

]
1]

N
X(t.)h
0 jzl ( J) 0

P
]

X(t.)h
1 jzl ( J) 1

N

X(t.)h,,
2 j=1 jo 2

P
i
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e, admitindo que

temos que

CO = i)
N
C, = a; _Z X(tj)cosxvtj
j=1
N , N
C, = a, jle(tj)senAvtji-alaz[aO jzlcoshvtj
N
- ) cosA_t.esen) t.]C ;
j=1 Vo] v jl1

0 periodogrhama compensado é definido
I, (A1 = 2[C2+C27
N*"v 2n- 71 27

A expressao (5.15) é equivalente
no caso em que a série temporal é amostrada
tempo igualmente espagados, pois neste caso

tidos em (5.14) reduzem-se aos coeficientes

dos em (5.10), dado que Avtj’ j=1,...,N, € igual a ALt

..,N, e

o~ Z
o2

I} es=t

cosA t =
Vv

Senkvt =
t=1 t=1 t=1

L (5.14)

por
(5.15)

a expressio (2.11)
em intervalos de
os coeficientes ob-
classicos defini-

> tzl,o

seniA_tecosix t = 0,
v v



N
) cos?A
t=1
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N
vt 2

sen’) t = N/2,
t=1 v

(ver Tuller, [19761, pag. 94), de onde segue que

e portanto,

= N/2,

o}
—
!

N/2,



CAPTTULO 6

APLICACOES

Com o objetivo de ilustrar alguns resultados teori-
cos obtidos nos capitulos anteriores, foi desenvolvido um pro-
grama em FORTRAN e foram utilizados inicialmente os dados de
Jenkins & Watts [1968], ou seja, 400 valores do processo au-

toregressivo (AR) de segunda ordem,

X(t) = X(t=-1) -0,5X(t-2) +e(t).

A fungao densidade espectral do processo é estimada
considerando primeiramente o caso em que os tempos de amostra-
gem sao igualmente espagados, para depois considerar o caso em
que as observagoes sao sistematicamente perdidas, e por finm,
quando o processo autoregressivo € amostrado de acordo com um
processo de renovacao.

A seguir, foi estimada a funcao densidade espectral
de uma série real, com observacoes perdidas, de temperaturas

de um local do oceano.

~96-
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6.1~ APLICAQRO 1 - TEMPOS |GUALMENTE ESPACADOS

Os dados utilizados na estimacao da func¢ho densida-
de espectral encontram-se na Tabela 6.1, onde o intervalo de
tempo At, € igual a 1.

| Inicialmente foi subtraida a media de cada observa-
¢ao, e calculada uma estimativa da fungao de autocovariancia

atraves da expressao

N-k
Y X(t)X(t+k), k=0,...,M, (6.1)
=1

C(k) =

Zi =

t

1§

para tres valores diferentes de M; M=30, M=48 e M =280. Os
valores de &(k) estao registrados nas Tabelas 6.2, 6.3 e 6.4,
respectivamente.

A seguir estimamos a funcao densidade espectral u- -

sando a expressao

- 1= M-l ki
£f(i) = ; C(0) + 2 2 C(k)wM(k)COS[—ﬂ—)], i=1,...,M+1, (6.2)
- k:l k

onde wM(k) ¢ a janela de hamming dada por

0,56 +0,46c¢co0s %%, se k=0,+1,...,*M
wM(k) = (6.3)
0 , se |k| > M.
Nas Tabelas 6.5, 6.6 e 6.7 temos a funcao densidade espectral
estimada na serie, para cada valor de M, e, na Figura 6.1,te-
mos uma representacao grafica da funcao densidade espetral estimada pa-

ra os tres casos, e a verdadeira fungao densidade espectral do
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ﬁrocesso AR, (ver Jenkins § Watts [19687]).

1
f(A) = , 0<x<1/2.
2,25 - 3cosm) + cosdm)

6.2~ APLICA(}AO 2 - TEMPOS DE AMOSTRAGEM SEGUINDO UM PADRAO PER!IGDICO

Vamos novamente usar os dados da Tabéla. 6.1, porem
admitimos agora que a série foi amostrada periodicamente em
grupos de 7 observacoes separadas por grupos de 3 observa-
goes em que ela nao € observada.

Inicialmente, subtraimos a média de cada observagao,

calculamos, usando os resultados do capitulo 3, Rg(k), por

a+(%;ﬁ3j—k’ se (a+B)j <k <p+(a+B)j,
R (K = (&8, se pr(o+B)jsk=ar(a+p)j, (6.4)
k-p+(a+B)j , se a+(a+B)j sk < (a+B)+(a+p)j
at 3
=0, .02k, k=1, M, a=7, B=3, e M=48.

A estimativa da funcao de autocovariancia foi cal-

culada por

N-k
) X(t)X(t+k)

C(k) = —t=1 . k=0,...,M, (6.5)

NRg(k)
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e esta registrada na Tabela 6.8. Na Tabela 6.9 temos uma es-
timativa da funcao densidade espectral da série, calculada ana-
logamente ao caso em que os tempos de amostragem sao igualmen-
te espacgados e na Figura 6.2 temos uma representacac grafica
desta estimativa, juntamente com a estimativa obtide a partir

de dados igualmente espacgados.

6.3 = APLICACAO 3 - TEMPOS DE AMOSTRAGEM SEGUNDO UM PROCESSO DE RENOVACAO

Admitimos agora que a série registradana Tubela 6.1
foi amostrada de tal sorte que os intervalos de teupo entre
duas sucessivas observacgoes, sido variaveis alcatorias in-
pendentes, identicamente distribuidas com dis tribuicao ﬁl=
= 8/9, f2==1/9, fr= 0, para v > 2, ou seja, com probabiiidade
8/9, duas observagoes estao separadas por uma unidade de tem-
po e com probabilidade 1/9, duas observacoes estao separadas
por duas unidades de tempo, o que equivale a dizer que a sé-
rie € amos trada de acordo com um processo de renovacio onde a
proporgao de observagoes presentes € igual a 0,9. Para maio-
res detalhes, ver Bloomfield [1970].

O processo de renovacao Y(t) € gerado admitindo Y(1)=
= 1, a serie de observacoes resultante encontra-se ua Tabela
6.10, e, com base nos resultados tedricos da secgao 4.3 as con-
digoes (4.26) e (4.27) valem para tal processo de amostragem.

A seguilr calculamos primeiramente Uy atravcs da ex-

pressao



(6.6)

(ver Feller [19681, pag. 311), e a funcdo densidade espectral

da série por

'l[giﬂl.kM’l COK) wy, (K) cos (e ] i
P 3

1) =
(=5 k=1 PHy

=1,.0.,M*+1 (6.7)
onde E(k) foi calculado usando (6.1) e wM(k) € a janela de ham-
ming, com M= 48,

A estimativa da funcdo de autocovariancia se encon-
tra na Tabela 6.11, a estimativa da funcao densidade espectral
na Tabela 6.12 ¢ sua representacgao grafica na Figura 6.3.

Uma forma alternativa de estimar a funcao densidade
espectral foi feita, ignorando o fato da série ter sido amos-
trada segundo um processo de renovacgao, ou seja, ao invés de
calcularmos Uy atraves da expressao (6.6) nos construimos uma
estimativa para Py, a partir da amostra, utilizando a expres-

sao (4.43), isto €,

N-k

S = A Y Y ()Y (k) , k=0,...,M,
kTN LA,

i

e entao estimamos a fungao densidade espectral usando a rela-
cao (6.7).

Os valores da funcao densidade espectral ¢ asua re-
presentacao grafica encontram-se na Tabela 6.13 e na Figura

6.4, respectivamente.
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Finalmente, estimamos a fungao densidade espectral
nao fazendo suposicoes sobre o processo de amostragem, ou se-

ja, estimamos a funcdo de autocovariancia por

N-k
} X(t) X(t+k)

C(x) = =2 . k=0,...,M (6.8)

M(k)

onde M(k) €& o numero de observagoes separadas pelo "jag" Kk,

N-k

M(k) = i g(t)g(t+k), (6.9)
t=1

1, se a série € observada no instante ¢
g(t) =

0, caso contrario
e a funcao densidade espectral por (6.2).
A funcao densidade espectral estimada desta forma
se encontra na Tabela 6.14 e a sua representagao grafica, jun-
to com a estimativa obtida a partir de observagoes igualmente

espagados esta na Figura 6.5.

6.4-—APLICA§AO 4 - DADOS OCEANOGRAFICOS

Os dados desta aplicacao referem-se a temperaturas
do oceano obtidas a profundidade de 500 m no ponto (00°N,33°W)
a bordo do N./Oc. Prof. W.Bernard do Instituto Oceanografico

da Universidade de Sao Paulo durante a realizagao do FG@E (Ex-
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perimento Meterolégico Mundial) no periodo de Fev/Mar. 79, e
estao registradas na Tabela 6.15. Sete observacoes foram per-
didas.

A funcgao densidade espectral & estimada usazndo-se as
relacoes (6.8), (6.9) e (6.2), com M= 40.

A sceguir, para efeito de comparagao, usamos o méto-
do utilizado em oceanografia, o qual consiste na interpolacao
de valores no tempo onde as observacoes foram perdidas.

As Tabelas 6.16 e 6.17 nos fornecem a estimativa da
funcao densidade espectral quando procedemos a estimazcao sem
interpolagao e com interpolagao respectivamente. A represen-

tagao grafica das duas estimativas estd na Figura 6.0.



6.5~ TABELAS E FIGURAS

-0,88 -0,12 -0,89 =-1,38 -0,07 1,03 2.14 0,35 =1,10 =1,78
-2,76 -1,77 0,98 1,00 -0,70 -1,01 -1,30 =-0,85 =0,46 1,63
0,06 -0,17 -1,01 -1,04 -0,66 =-1,12 -0,51 =-0,71 =-0,20 -0,13
0,14 1,59 =-0,76 -1,08 =-1,77 -1,20 0,45 =0,07 -0,63 =-0,35
-0,87 -0,62 0,28 1,90 2,14 1,05 0,31 1,07 2,67 2,44

1,31 1,10 1,94 0,33 1,82 1,15 0,6L -1,08 ~-1,62 -0,39
0,19 =-1,59 -2,25 0,29 1,73 2,30 0,80 -0,40 0,30 -0,50
-2,11 =2,43 0,72 3,09 4,96 1,81 =0,46 =-0,33 0,06 0,82
-1,63 -2,29 -0,77 1,91 1,92 0,85 10,65 0,35 0,78 1,62
3,24 1,86 0,76 2,24 0,76 =-0,15 0,18 0,60 0,92 =0,70

-0,03 1,07 0,28 -1,38 -0,63 -1,48 0,19 -1,14 0,31 0,39
-0,17 0,70 2,14 1,24 0,42 0,61 -0,76 =-1,75 =0,37 1,21
1,40 2,46 1,74 0,78 0,90 1,11 2,20 0,52 =0,22 1,12
1,02 1,10 1,72 1,80 =-0,46 =-1,27 0,39 0,93 0,55 =0,45
-0,87 -0,90 0,64 2,29 2,75 1,43 0,47 1,80 0,46 0,32

-0,81 -1,81 =-2,07 0,96 1,20 0,07 -0,98 =-1,46 =-1,30 =-2,29
-1,81 -1,61 -1,01 -1,36 -1,78 0,04 1,44 2,58 0,54 0,27
-0,75 -0,70 0,45 -0,13 =-1,03 -1,19 -0,31 1,77 1,8 0,88
0,58 0,70 -0,32 =-1,62 1,08 1,25 0,19 -0,93 =-0,61 0,83
0,46 1,12 0,11 -1,11 -0,85 -1,86 =-0,74 =-1,04 =-0,42 0,16

0,55 -0,37 -0,62 -1,23 -0,76 =-0,76 =-1,99 =-1,56 =0,36 1,00
0,02 -0,30 -0,23 -0,63 -1,61 -1,66 -0,80 -1,71 ~0,87 -0,74
1,55 1,39 1,51 2,39 1,68 -0,04 =-1,24 =2,24 =-1,31 =-0,10
0,46 1,06 1,37 1,67 0,29 -0,31 -2,08 -2,67 =1,51 ~=1,71
-0,70 -1,25 =-0,25 0,14 1,43 0,47 -1,16 =-3,68 -3,41 =-1,43

1,06 2,86 0,72 -1,79 =-2,26 -1,87 =-1,53 0,85 1,40 3,37
0,85 -0,36 0,25 1,57 -0,08 0,78 -0,56 -1,22 0,07 =0,33
-0,15 1,56 2,23 2,01 0,42 -0,75 =-0,47 1,55 3,60 2,07
1,32 0,06 0,87 0,51 -0,25 0,12 1,54 1,37 1,97 0,81
-0,67 -2,41 -1,82 =-0,45 0,31 0,12 -1,01 -1,12 =1,69 =1,52

-0,82 -0,81 -0,33 -0,65 -1,86 -0,64 0,50 1,05 1,40 1,52
0,20 0,64 1,95 1,55 1,74 =0,22 -2,14.-2,33 =-1,01 0,42
2,5 0,8 0,10 -0,04 -1,18 -0,40 -0,53 0,70 =0,14 =0,20
0,47 1,07 0,85 =-0,35 -0,69 =-0,03 =-2,08 -1,56 =-1,00 0,55
2,08 1,74 -0,3% -1,85 -1,29 1,74 2,58 1,64 1,85 =0,01

-0,16 -0,29 -0,66 -3,41 -2,33 -2,57 -1,78 -1,31 =2,69 -1,77
-0,57 1,58 1,78 1,09 -0,54 0,29 =-0,26 0,01 1,05 0,94
-0,91 -2,09 -2,01 -1,12 -0,02 0,98 0,50 2,12 1,68 2,28
2,59 3,04 1,16 0,50 0,56 0,45 0,35 0,10 2,16 2,60
1,40 0,62 0,3 =-0,09 1,93 1,80 1,13 -1,34 -1,94 -0,89

Tabela 6.1 = 400 valores do processo AR de segunda ordem
X(t) =X(t-1) -0,5X(t-2)+e(t)
Fonte: Jenkins & Watts, 1968, pag. 318.
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lag - lag - lag ~

o | gy T gy
0 2,1378
1 1,2270 11 0,2217 21 0,0637
2 0,4364 12 0,2550 22 0,0086
3 -0,0602 13 0,0871 23 -0,0418
4 -0,1277 14 -0,0210 24 -0,1518
5 -0,0325 15 -0,1755 25 -0,1649
6 0,0866 16 -0,2755 26 -0,1503
7 0,2053 17 -0,1907 27 -0,1248
8 0,0892 18 -0,0088 28 -0,1091
90,0260 | 19 0,0539 | 29 -0,0424
10 0,0690 20 0,1468 30 -0,0790

Tabela 6.2 - Estimativa da fungao de autocova-
riancia do processo AR de segunda ordem

X(t) =X(t-1) - 0,5%(t-2) +e(t), M=30
lag - lag ~ lag ~ lag -,
10 C(k) (0 C(k) (10 C(k) (1 C(k)
0 2,1367
1 1,2279 13 0,0842 25 -0,1705 37 0,1208
2 0,4330 14  -0,0251 26 -0,1547 38 0,0584
3  -0,0557 15 -0,1804 27 -=0,1248 39 -0,0278
4 -0,1211 16 -0,2770 28 -0,1086 40 0,0002
5 =0,0345 17  -0,1894 29  -0,0424 41 0,0773
6 0,0751 18 -0,0014 30 -0,0760 42 0,2025
7 0,2032 19 0,0599 31 -0,1040 43 0,2295
8 0,0916 20 0,1505 32 -0,0341 44 0,0625
9 0,0375 21 0,0601 33 0,0091 45 0,0004
10 0,0831 22 0,0043 34 0,1716 46 0,0956
11 0,2253 23 -0,0457 35 0,2424 47 0,1846
12 0, 2552 24 -0,1560 36 0,2022 48 0,0910

Tabela 6.3 - Estimativa da fungao de autocovariancia do pro-

cesso AR de segunda ordem
X(t) = X(t-1) - 0,5X(t-2) + e(t),

M= 48
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lag - lag - lag - lag -
(1 C(k) () C(k) (k) C(k) ) C(k)
0 2,1378
1 1,2270 21 0,0637 41 0,0698 61 -0,0318
2 0,4364 22 0,0086 42 00,1931 62 -0,0912
3 -0,0602 23 -0,0418 43 0,0221 63 ~0,1488
4 -0,1277 24  -0,1518 b4 0,0578 64 ~0,2338
5 =0,0325 25  -0,1649 45  -0,0018 65 -0,2162
6 0,0866 26 -0,1509 46 0,0922 66 ~0,1539
7 0,2053 27 -0,1248 47 0,1788 67 0,0469
8 0,0892 28 -0,1091 48 0,0905 68 0,0794
9 0,0260 29 -0,0424 49  -0,0121 69 0,0589
10 0,0690 30 -0,0790 50 -0,0920 70  -0,0989
11 0,2217 31 -0,1026 51 -0,1460 71 -0,2358
12 0, 2550 32 -0,0326 52 -0,0607 72 -0,2721
13 0,0871 33 0,0113 53 0,0999 73 -0,2321
14  -0,0210 34 0,1755 54 0,2298 74 ~0,1942
15  -0,1755 35 0,2409 55 0, 2599 75  -0,2304
16 -0,2755 36 0,2041 56 0,1263 76 -0,1763
17 -0,1907 37 0,1253 57 0,0881 77 -0,0740
18 -0,0088 38 0,0560 58 0,0350 78  -0,0220
19 0,0539 39 ~-0,0336 59 -0,0152 79 0,0757
20 0,1468 40  -0,0082 60 -0,0185 80 0,1157

Tabela 6.4 — Estimativa da fungao de
autocovariancia do processo AR de se-

gunda ordem

X(t) =X(t-1) - 0,5X(t-2) +e(t) , M=80
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’ freq. : freq. . freq. .
(1) (1) (1) (1) (1) (D)

0,0000 1,8874

0,0167 1,9172 | 0,1833 0,8118 | 0,3500 00,1773

0,0333 1,5549 | 0,2000 0,5033 | 0,3667 00,1022

0,0500 1,2227 | 0,2167 0,3685 | 0,3833 00,1101

0,0667 1,2106 | 0,2333 0,3147 | 0,4000 0,1746

0,8333 1,6509 | 0,2500 0,3426 | 0,4167 0,1871

0,1000 11,8178 | 0,2667 0,3917 | 0,4333 0,2093

0,1167 1,2015 | 0,2833 00,3140 | 0,4500 0,1944

0,1333 .1,1248 | 0,3000 0,2003 | 0,4667 0,1339

0,1500  1,4412 | 0,3167 0,1339 | 0,4833 0,1339

0,1667 1,2804 | 0,3333 0,1685 | 0,5000 0,1533

Tabela 6.5 ~ Estimativa da fungao densidade espec-

tral do processo AR de segunda ordem
X(t) =X(t-1)-0,5%(t-2)+e(t), ™M = 30
freq. . freq. » freq. a0 freq. .
(1) (1) (1) (i) ) £(1) (1) (1)
0,0000 1,8682
0,0104 11,8665 | 0,1354 11,1053 | 0,2604 0,4314 | 0,3854 0,1116
0,0208 2,1331 | 0,1458 1,5585 ( 0,2708 0,4028 | 0,3958 0,1689
0,0313 1,5987 | 0,1563 1,4439 | 0,2813 0,3573 | 0,4063 0,2124
0,0417 1,1174 | 0,1667 0,3500 | 0,2917 0,2380 | 0,4167 0,1746
0,0521 1,3063 | 0,1771 0,9589 | 0,3021 0,1936 | 0,4271L 0,1845
0,0625 1,1329 | 0,1875 0,6427 | 0,3125 0,1365 | 0,4375 0,2341
0,0729 1,0599 | 0,1979 0,4965 | 0,3229 00,1153 | 0,4479 0,2308
0,0833 11,7598 | 0,2083 0,4450 | 0,3333 00,1463 | 0,4583 0,1322
0,0938 2,1434 | 0,2188 0,3588 | 0,3438 0,2430 | 0,4688 0,1162
0,1042 11,8102 | 0,2296 0,3180 | 0,3542 0,1599 | 0,4792 0,1081
0,1146 1,2590 | 0,2396 0,3160 | 0,3646 0,0690 | 0,4896 0,1450
0,1250 0,7474 | 0,2500 0,3217 | 0,3750 00,0697 | 0,5000 0,1689
Tabela 6.6 - Estimativa da fungao densidade espectial

do processo AR segunda ordem

X(t) =X(t=1) = 0,5%X(t-2) +e(t), M=

48



- 107 -

freq. ; freq. o freq. 2 freq. 2
(i) (i) (1) (1) (1) £(1) (1) (1)

0,0000  1,9926
0,0063 1,8488 | 0,1313 0,8018 | 0,2563 - 0,4635 | 0,3813 0,1090
0,0125 11,5280 | 0,1375 1,1890 | 0,2625 0,4593 | 0,3875 0,1013
0,0188  2,3936 | 0,1438 1,8812 | 0,2688 0,3595 | 0,3938 0,1436
0,0250  2,3674 | 0,1500 1,6797 | 0,2750  0,4105 | 0,4000. 0,2266
0,0313  1,4916 | 0,1563 1,1457 | 0,2813 0,3951 | 0,4063 0,2206

0,0375 1,0118 | 0,1625 11,5624 | 0,2875 0,2464 | 0,4125 0,1732
0,0438 0,9109 | 0,1688 1,5126 | 0,2938 0,1951 | 0,4188 0,1871
0,0500 1,4836 | 0,1750 0,9701 | 0,3000 0,2071 | 0,4250 0,1432
0,0563 1,5083 | 0,1813 0,6824 | 0,3063 0,1588 | 0,43i3 0,1898
0,0625 0,9925 | 0,1875 0,7253 | 0,3125 0,1366 | 0,4375 0,2494

0,0688 0,9027 | 0,1938 0,5489 | 0,3188 0,1116 | 0,4438 0,2887
0,0750  1,0330 | 0,2000 0,3649 | 0,3250 0,1045 | 0,4500 0,2165
0,0813  1,3738 | 0,2063 0,4934 | 0,3313 0,1057 | 0,4563 0,1334
0,0875  2,4948 | 0,2125 0,4479 | 0,3375 0,1806 | 0,4625 0,1081
0,0938  2,2272 | 0,2188 0,3172 | 0,3438 0,3099 | 0,4688 0,1203

0,1000 1,7941 | 0,2250 0,2311 | 0,3500 0,2613 | 0,4750 0,1295
0,1063 1,7765 | 0,2313 0,3462 | 0,3563 0,1158 | 0,4813 0,1066
0,1125 1,5061 | 0,2375 0,3721 | 0,3625 0,0538 | 0,4875 0,1271
0,1188 0,8644 | 0,2438 0,2351 | 0,3688 0,0591 | 0,4938 0,1871
0,1250 0,5280 | 0,2500 0,2499 | 0,3750 0,0759 | 0,5000 0,1601

Tabela 6.7~ Estimativa da fungao densidade espectral do processo AR de
segunda ordem X(t) =X(t-1) - 0,5%X(t-2) +e(t), M= 80

lag = lag 1 lag - lag -
0 0 gy SOy C gy B

01,6420
11,1816 | 13  0,3025 | 25 -0,2537 | 37  0,1091
20,3585 14  0,0305 | 26 -0,1652 | 38  0,1194
3 -0,1329 | 15 -0,2245 | 27 -0,1645 | 39  0,0261
4  -0,1662 | 16 -0,3256 | 28 -0,1266 | 40  0,0362
5 -0,1794 | 17 -0,2019 29  -0,0708 | 41 -0,0415
6 -0,1249 18  0,0061 | 30 -0,0989 | 42  0,0956
7

8

0,0500 19 0,0625 31 -0,0279 43 0,2079
0,0481 20 0, 1500 32 0,1017 44 -0,0690
9 0,0804 21 0,1573 33 0,0189 45 -0,0560
10 0,1265 22 0,1322 34 0,3062 46 0,2572
11 0,3167 23 0,0809 35 0,4121 47 0,4840
12 0,4156 24 ~0,2484 36 0,2856 48 02297

Tabela 6.8~ Estimativa da fungao de autocovariancia do processo
AR de segunda ordem X(t) = X(t=1)~-0,5X(t-2)+e(t) , M= 48, con ob-
servagoes perdidas periodicamente, a=7 e R=3
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freq. . freq. . freq. . freq. .
A O A S T O A T O M A
0,0000 1,6683 .
0,0104 1,4245 0,1354 0,8474 | 0,2604 00,3637 0,3854 -0,0003%
0,0208 1,5550 | 0,1458 1,4023 | 0,2708 0,2116 | 0,3958 0,0138
0,0313 1,0220 0,1563 1,2250 | 0,2813 0,2218 | 0,4063 0,0055
0,0417 0,5452 | 0,1667 1,1322 | 0,2917 0,0328 | 0,4167 * -0,0426%
0,0521 1,0515 0,1771 0,8224 | 0,3021 0,0673 | 0,4271 0,0391
0,0625 1,1419 | 0,1875 0,4179 0,3125 0,0718 | 0,4375 0,1145
0,0729 1,0661 | 0,1979 00,1567 | 0,3229 -0,0182*%| 0,4479 0,1012
0,0833 2,2136 0,2083 0,1809 | 0,3333 -0,1085%| 0,4583 -0,0255%
0,0938 2,5678 | 0,2188 0,4114 | 0,3438. 0,1048 | 0,4688 0,0602
0,1042 1,8444 | 0,2296 00,5325 | 0,3542 -0,0094%| 0,4792 00,0002
0,1146 0,8792 | 0,2396 0,3047 | 0,3646 =0,1579%| 0,4896 -0,0222%
0,1250 0,3751 | 0,2500 0,2144 | 0,3750 =-0,0929*%| 0,5000 ~-0,0236*

Tabela 6.9 - Estimativa da fungao densidade espectral do processo AR de
segunda ordem X(t) =X(t-1) = 0,5X(t-2) +e(t), M= 48, con observa-
coes perdidas periodicamente, 0=7 e B=3

lag - lag ~ lag - lag -
I e T O B I CS B
0 0,13647
1 0,9146 13 0,0061 25 -0,1591 37 0,0267
Z 0,2888 14  -0,0081 26 -0,1527 38 ~0,0230
3 -0,0942 15  -0,0989 27  -0,1043 39 -0,0664
4 —0,1732 16 -0,2050 28  -0,1131 40 -0,0120
5 =0,0342 17 -0,1069 29 -0,1131 41 0,1089
6 0,0760 18 -0,0459 30 -0,0924 42 0,2023
7 0,1280 19 0,0438 31 ~0,0984 43 0,1615
8 0,0866 20 0,0764 32 -0,0662 44  -0,0114
9 0,0945 21 0,0449 33 -0,0143 45  -0,0066
10 0,0554 22 -0,0107 34 0,0845 46 0,0706
11 0,0983 23 -0,0553 35 0,1291 47 0,1243
12 0,0563 24 -0,1042 36 0,1178 48 0,0760

Tabela 6.11 - Estimativa da fungao de autocovariancia do proces-
so AR de segunda ordem X(t) =X(t-1)-0,5X(t-2)+e(t), com ob-
servagses perdidas de acordo com um pro-
cesso de renovagao.
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0,58
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0,46

-0,70

1,06
0,85
-0,15
1,32
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0,76
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1,51
1,37
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0,72
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~1,08
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1,91
2,24

-1,38
1,24
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1,80
2,29
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-1,36
-0,13
-1,62
-1,11

0,00
-0,63
2,39
1,67
0,14

-1,79
1,57
2,01
0,51

-0,45

-0,65

1,55
-0,04
-0,35
-1,85

-3,41
1,09
-1,12
0,50
-0,09

-0,07

-0,70

-0,66
0,00
0,00

0,00
1,73
4,96
1,92
0,00

-0,63
0,00
0,90

-0,46
2,75

1,20
0,00
-1,03
1,08
-0,85

-0,76
-1,61
1,68
0,29
1,43

-2,26
-0,08
0,00
-0,25
0,31

-1,86

1,74
-1,18
-0,69
-1,29

0,00
-0,54
-0,02
0,56
1,93

1,03
0,00
-1,12
-1,30
1,05

1,15
0,00
1,81
0,85

-0,15

-1,48
0,61
1,11

=i, 27
1,43

0,77
0,04
-1,19
1,25
-1,86

-0,79
-1,66
-0,04
-0,31

0,47

-1,87
0,78
-0,75
0,12
0,00

0,00
0,22
-0,40
-0,63
1,74

-2,57
0,29
0,00
0,45
1,80

2,14
-1,30
-0,51
0,45
0,31

0,61
0,80
-0,46
0,00
0,18

0,19
0,00
2,20
0,39
0,47

-0,98
1,44
-0,31
0,19
-0,74

-1,99
-0,80
-1,24
-2,08
-1,16

-1, 53
-0,56
0,00
1,54
-1,01

0,50
-2,14
-0,53
-2,08

0,00

-1,78
-0, 26
0,50
0,35
1,13

0,35
0,00
-0,71
-0,07
0,00

0,00
0,00
-0,33
0,35
0,60

-1,14
-1,75
0,52
0,00
1,80

-1,46
2,58
1,77

-0,93
0,00

-1,56
-1,71
0,00
0,00
-3,68

-0,25
-1,22
1,55
1,37
-1,1%2

0,00
~2,33
0,70
-1,56
1,64

-1,31
0,01
2,12
0,10

-1,34

0,00
-0,46
-0,20
-0,63

2,67

~1,62
0,30
0,04
0,78
0,92

0,31
-0,37
~0,22

0,55

0,46

-1,30
0,54
1,89

-0,61

=0,42

-0,36
~-0,87
-1, 31
-1,50
=3,41

1,40
0,07
3,60
1,97
0,00

1,40
0,00
-0,14
-1,00
1,85

-2,69
1,05
1,68
2,16

~1,94

-1,78
0,00
-0,13
-0,35
2,44

-0, 89
~0,50
0,82
1,62
0,00

0,39
0,00
1,12
0,00
0,32

-2,29
0,00
0,88
0,83
0,16

1,00
-0,74
~0,10
-1,71
~1,43

3,37
~0,33
2,07
0,81
-1,52

1,52
0,42
-0, 20
0,55
-0,01

-1,77
0,94
2,28
2,60

~0,89

Tabela 6.10 — Valores do processo AR de
segunda ordem, amostrado de acordo com
um processo de renovagao.
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freq. . freq. i freq. e freq. .
AR O R SR I TR R I ST
0,0000 1,1153
0,0104 1,4243 | 0,1354 1,1057 | 0,2604 0,1297 | 0,3854 ,~0,0725%
0,0208 1,8053 | 0,1458 1,3887 0,2708 0,0801 | 0,3958 ~-0,0386%
0,0313 1,2289 | 0,1563 1,1024 | 0,2813 0,1080 | 0,4063 00,0182
0,0417 0,9007 | 0,1667 0,9718 | 0,2917 0,0912 | 0,4167 0,0324
0,0521 1,0831 | 0,1771 0,6574 | 0,3021 0,0308 | 0,4271 0,0152
0,0625 0,820 | 0,1875 0,5037 | 0,3125 -0,0631*| 0,4375 -0,0000%
0,0729 0,7288 | 0,1979 0,4583 | 0,3229 -0,0351%| 0,4479 0,0068
0,0833 1,3221 | 0,2083 0,4067 | 0,3333 0,0544 | 0,4583 ~-0,0031*
0,0938 11,7503 | 0,2188 0,3364 | 0,3438 0,1048 | 0,4688 0,0237
0,1042 1,5343 | 0,2296 0,1707 | 0,3542 0,0704 | 0,4792 -0,0402%
0,1146 1,2388 | 0,2396 0,0821 | 0,3646 0,0258 | 0,4896 -0,0951%
0,1250 0,9006 | 0,2500 0,0488 | 0,3750 =-0,0395%| 0,5000 -0,1233%

Tabela 6.12~ Estimativa da fungao densidade espectral do proccsso AR
de segunda ordem X(t)==X(t—1)—0,5X(t—2)+€(t),~M==48, com observagoes
perdidas de acordo com um processo de renovagao, supondo conhecido puk

freq. . freq. . freq. ; freq. .
0,0000 1,2109 .

0,0104 1,4894 | 0,1354 1,1564 | 0,2604 0,1270 | 0,3854 -0,0922%
0,0208 11,8883 | 0,1458 1,4528 | 0,2708 0,0765 | 0,3958 -0,0529%
0,0313 1,2844 | 0,1563 1,1534 | 0,2813 0,1071 | 0,4063 00,0058
0,0417 0,9395 0,1667 1,0171 { 0,2917 0,0862 | 0,4167 0,0173
0,0521 1,1291 | 0,1771 0,6870 0,3021 0,0197 | 0,4271 -0,0032%
0,0625 0,8770 | 0,1875 0,5227 | 0,3125 -0,0770%| 0,4375 -0,0175*
0,0729 0,7613 | 0,1979 0,4750 0,3229 -0,0454*| 0,4479 -0,0117%
0,0833 1,3832 | 0,2083 0,4230 0,3335 0,0481 | 0,4583 -0,0215%
0,0938 1,8330 0,2188 0,3493 | 0,3438 0,1024 | 0,4683 00,0087
0,1042 1,6072 | 0,2296 0,1745 | 0,3542  0,0659 0,4792 -0,0571%
0,1146 1,2969 0,2396 0,0805 0,3646 0,0181 | 0,4896 ~-0,1180%
0,1250 0,9418 | 0,2500 0,0444 | 0,3750 -0,0549%| 0,5000 -0,1526%

Tabela 6.13-Estimativa da fungao densidade espectral do processo AR
de segunda ordem X(t) =X(t=1)-0,5X(t-2)+e(t), M= 48, com obscrvacoes

perdidas de acordo com um processo de renovacgao, estimando pu

k
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freq. ; freq. e freq. ; freq. s
(1) (1) (1) (D) (i, I (i) £

0,0000 1,1978
0,0104 1,4898 | 0,1354 1,1560 | 0,2604 0,1290 | 0,3854 ~0,0963%
0,0208 1,9236 | 0,1458 11,4753 | 0,2708 0,0727 | 0,3958 -0,0549%
0,0313 11,2797 | 0,1563 1,1535 | 0,2813 0,1078 | 0,4063 0,0065
0,0417 0,9234 | 0,1667 1,0254 | 0,2917 0,0863 | 0,4167 0,0178

0,0521 11,1386 | 0,1771 0,6816 | 0,3021 0,0188 | 0,4271 -0,0038%
0,0625 0,8690 | 0,1875 0,5179 | 0,3125 =-0,0833%| 0,4375 -0,0188%
0,0729 0,7375 | 0,1979 0,4735 | 0,3229 -0,0491%| 0,4479 -0,0118%
0,0833 1,3913 | 0,2083 0,4226 | 0,3333 0,0483 | 0,4583 -0,0231L%

0,0938 1,8609 | 0,2188 0,3509 | 0,3438 0,1051 | 0,4688 0,0112
0,1042 1,6171 | 0,2296 0,1695 | 0,3542 0,0662 | 0,4792 -0,0583%
0,1146  1,3008 | 0,2396 0,0758 | 0,3646 0,018 | 0,4896 -0,1205%
0,1250 0,9254 | 0,2500 0,0378 | 0,3750 —=0,0577%| 0,5000 -0,1570%

Tabela 6.14 -Estimativa de fungao demsidade espectral do processo AR
de segunda ordem X(t) =X(t-1)-0,5X(t-2)+e(t), M= 48, com ohservacoes
perdidas de acordo com um processo de renovagao, sem fazermos supo-
sigoes sobre o processo de amostragem.

6,49 6,10 6,13 6,36 6,28% 6,19 6,13 5,96 6,08 6,25
5,73 6,24 6,81 5,75 6,38% 7,02 6,87 6,93 6,97 6,69
7,20 6,65 6,67 6,95 6,78 6,72 6,72 6,49 6,79 6,88
6,36 6,61 6,54 6,67 6,78 7,13 6,74 6,46 6,67 6,59

6,51 6,55 6,63 6,54 6,55 6,66 6,87 7,07 6,69 6,47
6,48 6,61 6,50 6,74 6,69 7,99 6,62 6,76 6,69 6,60
6,75 6,83 6,61 6,58 6,55 6,68 6,66 6,56 6,59% 6,62%
6,65 6,80 6,79 7,09 6,99% 6,88% 6,77 6,50 6,51

%

Tabela 6.15~- Serie de temperaturas do oceano obtidas a profundidade
de 500 m no ponto (002N,330W).

* Observagoes interpoladas.
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freq. . freq. . freq. ~, . freq., .

() D | Tyt B | Tayt EHBD | Tt D
0,0000 0,1109
0,0125 0,1335 | 0,1375 0,008l | 0,2625 0,0300 | 0,3875 0,0254
0,0250 0,1803 0,1500 0,0264 0,2750 0,0103 0,4000 00,0134
0,0375 0,1449 | 0,1625 0,0353 | 0,3875 0,0146 | 0,4125 00,0067
0,0500 0,0994 | 0,1750 0,0069 | 0,3000 0,0177 | 0,4250 0,0031
0,0625 0,0518 | 0,1875 0,006l | 0,3125 0,0119 | 0,4375  0,0006
0,0750 0,0124 | 0,2000 0,0042 | 0,3250 00,0084 | 0,4500 0,0098
0,0875 0,0126 | 0,2125 -0,0013*| 0,3375 0,0417 | 0,4625 00,0116
0,1000 0,0149 | 0,2250 0,0147 | 0,3500 0,0457 | 0,4750 0,0093
0,1125 0,0356 | 0,2375 0,0258 | 0,3675 0,0398 | 0,4875 0,0258
0,1?50 0,0079 | 0,2500 0,0353 | 0,3750 00,0432 | 0,5000 0,0295

Tabela 6.16 - Estimativa da fungao densidade espectral da
série de temperaturas da Tabela 6.15, M= 40,
sem interpolagao

£ . . . . . . 5(] . .

E?g (1) ff?? (i) fff? (1) f??? (1)
0,0000 0,1260
0,0125 0,1372 | 0,1375 0,0142 | 0,2625 0,0259 | 0,3875 0,0162
0,0250 0,1559 0,1500 0,0305 0,2750 0,0092 0, 4000 0,0100
0,0375 0,1325 | 0,1625 0,0315 | 0,2875 0,0116 | 0,4125 0,0082
0,0500 0,0905 | 0,1750 0,0115 | 0,3000 0,0201 | 0,4250 0,0066
0,0625 0,0492 0,1875 0,0077 0,3125 0,0177 0,4375 0,0067
0,0750 0,0208 0,2000 0,0100 0,3250 0,0153 0,4500 0,0132
0,0875 0,0188 | 0,2125 0,0121 | 0,3375 0,0374 | 0,4625 00,0155
0, 1000 0,0444 0,2250 0,0211 0,3500 0,0421 0,4750 0,0114
0,1125 0,0409 | 0,2375 0,0242 | 0,3625 0,0323 | 0,4875 0,0159
0,1250 0,0133 | 0,2500 0,0298 | 0,3750 00,0278 | 0,5000 0,0178

Tabela 6.17 - Estimativa da fungao densidade espectral da serie
de temperaturas da Tabela 6.15, M =40, com jnter-

polacao.
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Figura 6.3 -Estimativa da funcao densidade
espectral do processo de segunda ordem, M =
= 48, amostrado de acordo com um processo
de renovaggo, supondo conhecido puk.
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Figura 6.5- Estimativa da funcao densidade
do processo AR de segunda ordem, M = 48,com
observagoes perdidas de acordo com um pro-
cesso de renovagao, sem fazcrmos suposi-
goes sobre o processo de amostragem.
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Figura 6.6-Estimativa da fungao densidade
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ano, M = 40.
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CONCLUSOES FINAIS

Em nosso trabalho, estimamos a funcao densidade es-
pectral de uma série temporal amostrada em intervalos de tem-
po nao igualmente espagados. Nos capitulos 3 e 4 nos estuda-
nos o problema referente a perda de observagoes de uma série
temporal definida em tempos igualmente espacgados,enquanto que
no capitulo 5 nos supomos que a série em estudo € continua e
que os intervalos de tempo entre duas observagoes nao sao mul-
tiplos de um numero real. Algumas aplicacoes para os resulta-
dos obtidos nos capitulos 3 e 4 foram realizados e, com base
nestas aplicacoes podemos verificar que apesar de ter havido
uma sub ou super estimagao na amplitude, as frequencias onde
08 picos ocorreram permaneceram inalteradas. Portanto, se ba-
sicamente estivermos interessados na periodicidade de séries
igualmente espagados com observacoes perdidas os métodos apre-
sentados nos parecem ser validos. Para séries temporais con-
tinuas, amostradas segundo um processo de Poisson um programa
em FORTRAN esta sendo desenvolvido.

Todavia, em artigos mais recentes,outros métodos tem
sido abordados.

Jones [1977], apresenta, para uma série temporal con-
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tinua, amostrada em intervalos de tempo irregulares, um pro-
cedimento que consiste em ajustar uma funcao densidade espec-
tral racional aos dados pelo método de maxima verossimilhanga.
Para uma série temporal discreta, Jones [1977a] decreve un me-
todo de ajuste de modelos autoregressivos de médias moveis
(ARMA) a séries temporais estacionarias. Neste trabalho sao
considerados os erros de observacao e a perda de observagoes,
e a funcao densidade espectral & obtida a partir dos parame-
tros do modelo autorcgressivo de médias moveis estimados. Em
seu mais recente trabalho, Jones [1979], com base nos resul-
tados obtidos em Jones [1978] e considerando o fato de que u-
ma seérie temporal continua, com funcao densidade espectral ra-
cional, amostrada em intervalos de tempo igualmente espagados
ser um processo autoregressivo de médias moveis nos tempos a-
mos trados, apresenta um novo procedimento para ajustar uma fun-
cao densidade espectral racional a dados nao igualmente espa-
cados.

Por fim, gostafiamos de mencionar ainda o artigo de
Sakai, Soeda e Tokumaru [19798] que relaciona a analise no do-
minio do tempo com a analise no dominio da frequencia. Neste
artigo os autores expressam a matriz de covariancia dos erros
das estimativas dos parametros do processo autoregressivo em
termos de periodograma, e fazem uma aplicagao considerando da-

dos nao igualmente espacados.
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