
- -ANALISE ESPECTRAL DE SERIES TEMPORAIS 

-
COM OBSERVAÇOES IRREGULARES 

MARIANE STREIBEL 

• 

DISSERTAÇÃO APRESENTADA 

AO 

J NS TI TUTO DE MA TEM].\ TI CA E ESTA TIS TI CA 

DA 

UNIVERSIOADE OE SÃO PAULO 

rtWA 013TENÇÃO DO GRAU DE MESTRE 

EM 

ESTATTSTI CA 

ORI ENTADOR : Prof . D,·. PEDRO ALBERTO MORETTIN 

Es te trabalho f oi parcialmente financiado pela CA"PES e pe la FINEP 

- SAO PAULO, março de 1980 



AGRADECIMENTOS

Ao cola(üu,é,wio,ó e,õ.{e ,tactbae/to duelalzioó ex-

.te,tnat n0,6 0 ag/uadec,émept,co,õ

aa P,toá . Dx. PêcÍ40 A. Mexe,t;CÍn pe,ea o/z,,éetüa-
çao óegtüa;

ã Cã.{tla S . ó,ío úagyú lie,ea e,cabo,tacão do p40-
g.4mna de corlipci,{adoa.;

ao P,'Laá. Dh. Ha.be,4X G. CaChcttt pera ZrúcZa-
çao na ãa.ea eó,ta;(:lZ.6.{Zca;

a co,Cega Jartdg,ta A{. G. FacheZ ./ e.ea a7úzade

dux, al/e o cü'üo de põ.õ-g,tadutação;

ao S.t. Jogo Bap,tü,ta E,6,{euu de 0,CZue,{l,ta pe-
,Co excede.n,te Diabo.eho de da;C,é,eog/u á,éa ,

Sao Rali,eo, alta.4ço de 7990

A4a/Léane S,üe,éba,C

AGRADECIMENTOS 

Ao c..one,tLUJm101) e.fite. tlr.abai..ho due.jamo.6 e.x.-· 
.tvutaJL no.6 ,!)o,!) a.glúld e.cÁ.Jne.nto1.> 

ao Ptw6.Vtt. Pe.dtw A. MotLe.W.n pel.a otúe.n;ta.--ç.a.o Lie.gu!La; 

ã cã,üa. S. Montagn,i, pel.a. e,tabotLaç.iio do p!Lo 
gtLama de_ c..oniputado1t; 

a.o P !Lo 6. Vt1.. H e.tLb vvt G. Ca,e.hcw p e..e a lnJ..ua -
ç.êio na. évi.e.a u to.;t2,6.:ti_c.a; 

ã c.oú:.ga Ja.ndytta M. G. Fa.c.he.l ·p e.i!tL cunizade. 
dwwnte o e. u/t6 o de. pÔ.6 - 911,adu.aç.ã.o; 

ao SfL. João Bap.:tJ.1:it.a E1.>.te.vM de. Olivcútrn pe.
,e.o ex.c.e.le.n,te. ,tJ1a.ba.D10 de da,,W.ogMó,i,a.. 

Sã.o Paulo, maJtç.o de. 19 80 

Matúa.ne. S.tttubel. 



r N D i c E

Cap. INTRODUÇÃO l
Cap. ALGUNS RESULTADOS DA AW;pise ESPECTRAL 4

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5

Introdução
Series Temporais Estacionãri.as
Estilnaçao da lrunçao Densidade Espectral
Es timadores Suavizados
Esperança e Variância AssíntÓticas dos Esticadores
Suavizados
Distribuição Assenti;tida dos Estimadores Suaviza(tos .

4

4

7

11

16
18

Cap. TllMPOS DE /\MOSTRA(EM SlIGUINDO UM PADRÃO PERIÓDI(D . 19
3. 1
3.2
3.3
3.4
3.5

Introdução
EstiTaçao da Função Densidade Espectral
Variância do Es timador
Limite Superior da Variância do Esticador
Plalejamento para uma Amostragem PeriÕdi.ca

19
19
24
36
40

Cap. :liMPOS DE AMOSTRAGEM ALBA'líRIOS . 47

4.1
4 .2
4.3
4.4

Introdução
O Caso Binclníal
O Caso Geral
Um Pro cedimento Alternativo .

47
48
67
76

Cap. 5 SÉRIES TllMPORAIS (DN'ltNUAS - TllMPOS DE AFfOS'l'RAGEM IRREGtJI,ARES 80

5. 1
5 .2
5.3
5.4

Introdução
O Fenómeno ''Aliasing''
Amostragc'ni ein Intervalos de Tempos Irregulares
Periodograma Compensado .

APLICAÇOES

80
81
86
90

Cap. 96

6. 1
6.2 Tempos .[gualmente Espaçados. . . . . . . 97

Tempos de Amostragem Seguindo \m Padrão
P eriõ digo. . . . . . ' ' ' ' ' ' ' ' ' . g 8
Tempos de Amostragem Segundo lm Proces-
so de Renovação. . . . . . ' ' . . . . . 99

6.4 - Aplicação 4 - Dados Oceanogrãficos . . . . . . . . . .101
6.5 - Tabelas e Figuras.... . . ' ' ' ' ' ' ' ' . , . . .103
(DN(LUSOES FINAIS. . . . . . ' ' ' ' ' ' ' ' . ' . ' . .. . .119

Aplicação l
Aplicação 2

6. 3 Aplicação

Referências 121

TNDICE 

-Cap . 1 - INTRODUÇAO 1 

4 Cap. 2 - ALGUNS RESULTADOS DA ANÁLISE ESPECTRAL 

2.1 - Introdução • • • • • • • • . • • 4 , . 
2. 2 - Series Temporais Estacionárias • 4 
2. 3 - Estimação da Função Densidade Espectral. 7 
2.4 - Estimadores Suavizados • • • • • • • •••• •• • 11 
2.5 - Esperança e Variância Assintóticas dos Estimadores 

Suavizados º • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • ,. 16 
2. 6 - Distribuição Ass in tática dos Estimadores Suavizados. 18 

Cap. 3 - TEMPOS DE i\MOSTRAGEM SEGUINDO UM PADRÃO PERIÕDICO. • • 19 
3.1 - Introdução • • • • • • • . • • • • • • • 19 
3.2 - Estimação da Função Densidade Espectral. • 19 
3. 3 - Variânci a do Estimador. • • • • • • • • • 2L► 
3.4 - Limite Superior da Variância do Estimador. 36 
3.5 - Planejamento para uma Amostragem Periódic a 40 

· Cap. 4 - TEMPOS DE AMOSTRAGEM ALEATÕRIOS. • 4 7 
4.1 - Introdução • • . 47 
4.2 - O Caso Binomial. • • • . . 48 
4.3 - O Caso Gera l • • • • • • . 67 
4.4 - Um Procedimento Alternativo. 76 

Cap. 5 - SÉRIES TEMPORAIS CONTÍNUAS - TEMPOS DE AMOSTRAGEM IRREGULARES 80 

Cap. 6 -

5.1 - Introdução •.••••. 
5. 2 - O Fenômeno " Aliasing" • • 
5.3 - Amostragem em Intervalos 
5.4 - Periodograma Compensado. 

de Tempos Irregulares 

80 
81 
86 
90 

-
APLICAÇOES • .-- • • 

6. 1 - Ap li cação 1 -
6. 2 - Ap li caç.ão 2 -

6.3 Aplicação J 

. 96 

97 Tempos Igualmente Espaçados ••• •. . 
Tempos de Amostragem Seguindo lDl1 Padrão 
Periódico • .• •• • ••••••..• • 98 
Tempos de Amostragem Segundo um P ro ces-
so de Renovação. • • • • 99 

6.4 - Aplicação 4 - Dados Oceanográficos . 101 
6. 5 - TEbel as e Figuras. • • • • .103 
CDNCLUSOES FINAIS. . 119 

Referências . • • . .121 



CAPITULO l

INTRODUÇÃO

Uma série temporal pode ser analisada no domínio do

tempo ou no domínio da freqüência. Se a séri.e for estacioná-

ria, isto é, se a série mantém as mesmas caracterz'éticas ge-

rais no decorrer do tetnpo, e basicamente estivermos interessa-

dos na periodicidade da série: a análise no domínio da frequên-

cia, onde a função densidade espectral tem papel fundamental,
é de grande utilidade, devido às interpretações físicas dos fe-

nómenos sob consideração serem imediatas, ou pelo menos mais
fáceis de serem fe iras

O objetivo do presente trabalho é estimar a função

densidade espectral de uma série temporal estacionári.a a par-

tir de uma série amostrada em tempos nâo i.gualmente espaçados.

A motivação do trabalho se deve ao fato de que mui-
tas vezes, a série em estudo apresenta perda de algumas obser-

vações. Isso ocorre frequentemente na Astronomia, quando en-

frentamos problemas como reparos no telescópi.o ou intempéries,

bem colho na Oceanografia, quando ao medirmos a temperatura ou

a salina.jade do ]nar eln diversas profundidades e possuímos ape-

nas urn i.nsti'umento, não podendo deixa'-lo o tempo sua-ci.ente em

cada profundidade
l

CAPITULO 1 

INTRODUÇÃO 

Uma sér ie temporal pode ser analisada no domínio do 

tempo ou no domínio ela freqüência. Se a série for estacioná

ria, isto é, se a série mantém as mesmas características ge

rais no decorrer do tempo, e basicamente estivermos interessa

dos na periodicidade da série , a análise no domínio da freqüên

cia, onde a funç ã o densidade espectral tem papel fun damental, 

é de gra nde utilidade , devido às interpreta ções fís icas dos fe- . 

n5menos sob consideração serem imediatas, ou pelo menos mais 

fáceis de serem feitas . 

O objetivo do presente trabalho é estimar a função 

densidade espectra l de uma série temporal estacionária a par

tir de uma série amostrada em tempos não igualmente espaçados. 

A moti vaçã o do trabalho se deve ao fato de que mui

tas ve zes , a série em estudo apresenta pe r da de algumas obser

vações . Is so ocor re frequentemente na Ast r onomia, quando en

frentamos problemas como reparos no telesc6pio ou intempéries, 

bem como na Oc ea nogra fia, quando ao medirmos a temperatura ou 

a salinidade do mar em diversas profundidades e poss uímos ape

nas um instrumento, não podendo deixá - lo o tempo su ficiente em 

cada profundidade . 
- 1-
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Inici.ali1lente, no capitulo 2, baseados em Koopmans

[1974] e Bri]]i.nger [1975], abordamos a]guns conceitos funda-

mentais sobre Análise Espectral, considerando a série amostra-

da em intervalos detelnpo igualmente espaçados,bem como apre-
sentamos estimcadores assintoticamente não via.ados e' consis-

tentes da função de densidade espectral

No capa.tu]o 3, segundo Jones [1962] e Parzen [1963],

apresentamos um estiillador da função densidade espectral, para

séri.e temporal estacionária, gaussiana, amostrada en\ grupos

de a observações, separados por Í3 observações perdidas, e com

auxz'lio de alguns resultados da Análi.se de Fourier mostramos

que o estimados apresentado é consistente, e obtivemos um li-

mite superior para a variância do estimados. Além disso tra-

tamos o caso considerado por Volt Ness [1976] em que os tempos

de amostragem não são igualmente espaçados, porem seguem um

padrão periÓdi.co

A seguir, é analisado no capa-tolo 4 um caso n\ais ge

ral de perdas. Doi.s enfoques di.ferentes foram estudados. Pri-

meiramente, com base nos artigos de Scheinok [1965] e B].oolnfie]d

[1970] apresentamos estilnadores consistentes considerando o

processo aleatório associado ao esquema de amostragem!, causa-

dor da perda de algumas observações, para depois, seguia.do Jo-

nes [:1971] tratar o prob]ema sem nos preocuparmos se o proces-

s.o causador da perda de observações é aleatório ou derem\inÍs
taco .

- 2 -

Inicialmente, no capítulo 2, baseados em Koopmans 

[197Lf] e Brillinger [1975], abordamos alguns concei tos funda

mentais sobre Anál ise Espectral, conside r ando a sé rie amostra

da em intervalos <le t empo igualmente espaçados,bem como apre

sentamos estimado r es assintoticamente não viciados e · consis

tentes da função de densidade espectral. 

No capítulo 3, segundo Jorres [1962] e Par zc n [1963], 

apresentamos um estimador da função densidade espect ra l, para 

série temporal estacionária , gaussiana, amostrada em grupos 

de a observações, separados por S observações perdicas, e com 

auxílio de alguns re sultados da Análise de Fourier mostramos 

que o estimador apresentado é consistent e, e obtivemos um li

mite superior pa ra a variância do estimador. Além diss o tra

tamos o caso considerado por Van Ness [1976] em qu e os temp os 

de amostragem nã o são igualmente espaçados, 

padrão periódico. 

-porem seguem um 

A seguir, ; analisado no capítulo 4 um ca so mais ge

ral de perdas. Do is enfoques diferentes f oram estudado s. Pri

meiramente . com base nos artigos de Sc11einok [ 19 6 5 J e Bloomfield 

[1970] apresentamos estimadores consistentes cons iderando o 

processo aleatório associado ao esquema de amostrag em, causa

dor da perda de algumas observa ções, para depois, s egu indo Jo

nes [1 971 ] tratar o problema sem nos preocuparmos se o proces

s.o causa dor da perda de observações é al eatório ou detenninís

tico. 

O capítulo S versa sobre a estimação da função den-
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sidade espectral de uma série temporal contínua, a parti.r de

uma série amostrado discreta. Neste capítulo, além de tratar-

mos o problema de ''aliasing'' que ocorre quando amostramos a

série em intervalos de tempo igualmente espaçados, apresenta-

mos dois estimadores da função densidade espectral, u-m sugeri-

do por h[asry e ],ui]1975] e o outro por Ferraz -Me]]oE1977],
para o caso em que a série é amostrada em intervalos de tem-

po irregulares

Fi.nalmei-Lte, no capa-tule 6 fizemos algumas aplicações

dos resultados teóricos obtidos nos capítulos anteriores. Um

programa em FORTRAN foi desenvolvido por Cátia S. l\âontagni e

se encontra à disposição no Setor de Estatl+stica Aplicada do
Insti.tuto de Matemática e Estatística da Universidade de São

Paulo.

m

- 3 -

sidade espectral de uma sér i e temporal contínua, a parti r de 

uma s ~r ie amostrada disc reta. Nes t e capítulo, além de tra tar 

mos o problema de "::i 1 L1sin g" que ocorre quando amost ramos a 

série em intervalo s de tempo igualmente es paçados, ap resenta

mos do i s estimadore s da funçio densidade espectral, um sugeri

do por Masry e Lui [1 975 ] e o outro por Ferraz - Mel lo [ 19 77], 

para o caso em que a sér ie é amostrada em i nterval os de tem

po irregulares. 

Finalment e, no cap ítulo 6 fi zemos algumas aplicaç6es 

dos resultados teóricos obtidos nos capítul os ante riores. Um 

programa em FORTRAN foi desenvolvido po r Cátia s·. Mo ntagn i e 

se encontra à disposição no Setor de Estatística Aplicada do 

Instituto de Matemática e Estatística da Universidade de Sio 

Paulo . 
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CAPTTUL0 2

ALGUNS RESULTADOS DA TEORIA ESPECTRAL

2.1 - INTRODUÇÃO

Neste capítulo vamos apresentar algumas resultados

fundamentais da Análise Espectral, que serão utilizados nos ca-

pz'tulos posteriores. Nosso maior interesse está em definir sé-

ries temporais estacionárias, função de autocovariância e fun-

ção densidade espectral, obter estimadores para tais funções
considerando a série temporal amostrado em intervalos de tem-

po i.gualmente espaçados, e estudar propriedades de tais esti-

madores para que possamos compara'los com os estimadores ob-

tidos quando a série temporal é amostrado em intervalos de te)l-

po não igualmente espaçados. O conteúdo deste capl'fulo pode
ser visto em KoopmansE1974] e Bri]]inger11975]

2.2 SÉRIES TEMPORAIS ESTACIONÁRIAS

DEFINIÇÃO 2.2.1 - Seja (ç2,F,P) um espaço de probabilidade. U-
ma fantÍlia indexada (real ou complexa) de variáveis aleatórias,

{X(t) ,teta defina.da neste espaço é chamada umaóél/ü.e.,twlpoAaZ (ou

processo estocãsti.co) . Se T consistir de números igualmente es-
4

CAPITULO 2 

ALGUNS RESULTADOS DA TEORIA ESPECTRAL 

2. 1 - 1 NTRODUÇAO 

Neste capítulo vamos apresentar alguns res ultados 

fundamentais da Análise Espectral, que serão utilizados nos ca

pítulos posteriores. Nosso maior interess e está em defi nir s€

ries temporais estacioná r ias, função de autocovariância e fun

ção dens ida d e es pect ra l , obter estimado re s para ta is f un ções 

considerando a s€rie temporal amostrada e m intervalo s de tem

po igualmente espaçados, e estudar propriedades de tais esti

madores para que possamos compará-los com os estimadore s ob 

tidos quando a s é rie temporal é amostrada e m intervalos de tem

po não igua lmente espaçados. O conteúdo deste cap ítu l o pode 

ser visto em Koopmans [1974 ] e Brillinger [1975] . 

2.2 - StRIES TEMPORI\IS ESTACIONÁRIAS 

DEFINIÇÃO 2.2.1 - Seja ( íl ,F,P) um espaço de probabil ida de. U

ma fam í lia indexada (re a l ou complexa) de variáveis alea tór ias, 

{X(t) , t8T } definida neste espaço é chamada uma.6Vúe.-te1npo11.al (ou 

processo estocás t ico). Se T consistir de números i gualmente es-

-4-



paçados kAt, k=0,J:l,t2,...; At>0, a série temporal- é dis
creta e, se T consistir de um intervalo de números reais, a sê
rie é di.ta contínua

DEFINIÇÃO 2.2.2 - Uma série temporal e dita estritamente es
tac ionãri.a se

P[X(tl+T) eSI ' X(t2+'t) eS2,.. . ,X(tn+'r) GSn]

P[X(t].) GSI ' X(t2) GS2 '. .., X(tn) CSn] ,

quaisquer que sejam tl <t2 <... <tn' 'teT e SI'S2'''',S eF

DEFINIÇÃO 2.2.3 - Uma série temporal complexa é dittt fracamen.-

te estacionária ou estacionária de 2e ordem, ou simplesntente

estacionária se

i) E IX'(t) l <m,
ii) E[X(t)] =in, constante para todo teT,

iii) E[X(t)X(s)] depende somente de t -s, t,sÉ;T

Corso a esperança de X(t) é constante, podemos, sem perda de ge-

neralidade, consi.dera-la igual a zero e então podemos escrever

C(T){X(t),X(t+T)}:: E[X(t)X(t+T)]

DEFINIÇÃO 2.2.4 - A função C(T) ':CovtX(t),X(t+T)}, aGT, é cha

nada função de autocovariância da série temporal

TEOREMA 2.2.1 - Seja {X(t),t€1R} uma série temporal estaciona

r.ia, complexa, continua cm média quadrática. Se C('r) é a fun

ção de autocovariânci.a da série, então C(T) pode ser represen
toda nã fot'ma

- s -

paçados kl'it, k = 0, ±1,±2, ••• ; l'it > O, a sêrie tempo ra l e dis

creta e, se T consistir de um intervalo de números rea is, a sé

rie é dita continua. 

DEFINIÇÃO 2.2 .2 - Uma série temp ora l é dita estr i tamente es

tacionária se: 

DEF INIÇÃO 2 . 2. 3 - Uma série t empora l complexa é dita fracamen-

. - . . .,. . d 2ª l te estacionaria ou estac1onar1a e .- orcem, 

estacionária se : 

< 00 

' 

ii) E[X(t) J = rn, constante para t o do tGT, 

ou simpl esmente 

iii) E[ X( t)X(s)J depende somente de t -s, t,sET. 

Como a esperança de X(t ) é constante, pode mos, sem perda de ge

neral idade , consid e rá-la igual a zero e então podemos escr ever 

C(T) = Cov {X(t),X(t+T)} = E[ X( t)X (t+T ) ]. 

DEF INIÇÃO 2. 2 . 4 - A f unção C(T) = Cov{X(t),X(t+T)}, TET , é cha

mada função de autocovariinc ia da sér ie temporal. 

TEOREMA 2.2.1 - Seja {X( t ) ,tSm} uma série tempo ral estac i oni

rja, complexa, contin ua em m~dia quadr5tic a . Se C( T) ia f un

ção de autocovariância da série, então C(T) pode ser yepresen

tada na. forma 

• 
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2 . 2 . 1

pCD

C(T)=1 eiÀ'tclF(X), -"<T<m, (2.1)
J-a)

onde F(À) é uma função não negativa, não decrescente e limi-

tada, denominada função de distribuição espectral

No caso em que {X(t),teZ} a função de autocovariân-

cia pode ser representada na forma

C(T) : l e:ÀTdF(À)' 'n

TeZ. ( 2 . 2)

TEOREMA 2.2.2 - A toda série temporal estacionária, complexa,

{X(t) ,t€1R} está associado um processo complexo Z(À), de incre-

mentos ortogonais, tal que X(t) pode ser representada na for-

ma

l ezÀtdZ(À)
J-a)

onde Z(À) é chamado processo espectral associado a X(t) e

i) EZ(À) : O,

ii) E l z(x) 1 : :: r(x) ,

Í 0 para X #U

iii) EdZ(À)dZ(p)'l
(dF(À) para À ; }]

Se a série for real, então Z(-À) =Z(À), e se a séri.e for dis-

creta, isto é, {X(t),teZ}, temos que

x(t) (2 . 3)

X(t) = Í ezÀtdZ CÀ) . (2.4)
J-x

Se F(À) é derivável e F'(À) =f(À) entãopa-OBSERVAÇAO

- 6 -

- oo < T < oo , ( 2 .1 ) 

onde F(À) é uma função não negativa, não decrescent e e limi

tada, denominada função de distribuição espectral. 

No caso em que {X(t) ,tSZ} a funç ã o de autocova r iin

cia po de ser r epresentada na forma 

J
TT . À 

C(-r) = -TT e
1 

T dF(À), Tt7l, (2.2 ) 

TEOREMA 2.2.2 - A toda série temporal e s tacionária, complexa , 

{X(t), tEm.} está associado um processo complexo Z(À) , de incre

mentas ortogonais, tal que X(t) pode ser representa da na for-

ma 

( 2. 3) 

onde Z(À) é chama do processo espectral a s sociado a X(t ) e 

i) EZ(À) = O, 

i :i.) E I ZP) 1
2 

= F ().)' 

i i i) E d z ( À ) dZ(l~) { o 
dF(À) 

pa. ra À ;z: JJ 

pa. ra À = JJ 

Se a série foT rea l, então Z ( - À) = Z (À), e se a série f o r dis 

creta, i sto é, {X(t),tS ?Z} , temos que 

( 2. 4) 

bBSERVAÇÃO 2. 2. 1 - Se F(À) é de rivável e F'(À) =f(>-) entã opa.-



;a {X(ç),terá a função de autocovariância C('r) pode ser escri.
ta na forma

C('r) = 1 e:Àxf(X)dX, -"<T<w, (2.5)
J-a)

ou seja, C(t) é a transformada de Fourier de f(À) e eÉ;ta é a

função densidade espectral ou espectro de 2a ordem ousimples-

mente espectro de X(t)

OBSERVAÇÃO 2.2.2 - Se C(T) é absolutajnente integrável a tlans-
fortnada inversa de Fourier de C(T), f(À), é expressa na forma

f(N : á- l C(.)e'iÀ'd.:
(2 .6)

Se a série é discreta, {{(t),tÉ;Z}, substitui.remos os; limites

de integração de (2.5) por -lí e T ou seja

C(t) = Í elÀTf(À)dÀ, TCZZ,
/-'n'

somãvel, o espectro de 2q ordem éutalnente

( 2 . 7)

e se C(T) é absol

expresso na forma

,t ) e ' ] X t IT É À É T C 2 .8 )

Z.3 - ESTIMAÇÃO DA FtJNÇÃO DENSIDADE ESPECTRAL

Vamos coi-tsiderar uma série temporal discret.a, esta-

cionária, complexa, com média zero, gaussiana, isto é, para V

tl'...,tn' X(tl),...,X(tn) tem distribuição normal complexa,

- 7 -

ra {X(t), t€m.} a função de autocovariância C( T) pode ser escri

ta na forma 

( 2 • 5 ) 

ou seja, C('r) é a transformada de Fourier de f(Ã ) e e sta e a 

função densidade espectral ou espectro de z';! ordem ou simples

mente espectro de X(t). 

OBSERVAÇÃO 2. 2. 2 - Se C(T) é absolutamente integrável a trans

formada inversa de Fourier de C(T), f(Ã) , é expressa na forma 

1 -lÀT 

J
oo . 

f(À) = ZTI _
00 

C('r ) e dT, -oo < À <oo . ( 2. 6 ) 

Se a série é discreta, {X(t) ,t8~ }, substituiremos o c; limites 

de integração de ( 2.S ) por -TI e TI ou seja 

C(T) = JTI eiÀTf(À)dÀ, Tt?l, 
-TI 

e s e C(T) é absolutamente somável, o espectro de 2~ 

expresso na f orma 

1 
2TI 

-

00 • 

l C('r)e-iÀT' 
T =-oo 

2.3 - EST I MAÇAO DA FlJNÇAO DENSIDADE ESPECTRAL 

( 2. 7) 

CJrdem 
.. 
e 

(2.8 ) 

Vamos considerar uma sé rie temporal discre ta , esta

cionir ia, complexa, com m€dia zero, gaussiana, isto 6, para V 

t 1 , . .. ,t , X( t 1), .. . ,X(t) tem dist ribu ição no r mal comp lexa, 
n n 



n:vara.ada, com espectro contx'nuo. Vamos supor ainda que a sé-
rie é observada em N tempos igualmente espaçados.

A transformada finita de Fourier, normalizada, de

X(t), é expressa por

Z(N) : l tN].X(t)e'tXvt, (2.9)

onde Xv =Z&--, para 'EN4] g ü g [;], que usando a representação
de X(t), definida por (2.4) , pode ser escrita na forma

zCN) : l lr {le'Z(Àv-À)tdZ(À). C2.10)
v (2líN)

A esperança de lzvN) lz é aproximadamente igual a f(Àv), pois.
usando (2.9) e o Teorema 2.2.2, temos

EIZvN)lz = .2nN 1 1 E >1 e'Z(Àv-À)tei(Àv-u)sEdZ(À)dZ(u)J..r J.v t =1 c:=l;-v J-7r t=1 s =l

2xN l lr It1le':(Xv-x)t 'í(À.)dX,

:f(À..)

para N suficientemente grande, dado que

FN(À-Àv): :ill:S t1l.(x'xv)tl'

é o núcleo de Fejér,(ver Figuei.cedo [1977], pág 81)

- 8 -

n: variada , com espectro contínuo. Vamos supor ainda que as€

rie é observada em N tempos igualmente espaçados. 

A transformada finita de Fourier, normal izada, de 

X ( t) , 
... 
e expressa por 

1 N . À 
---~ Í X(t)e-1 vt, 
(21TN) 2 t=l 

z (N) = 
\ ) 

(2.9) 

d 2TTV · [N-1] . [NJ d -
on e À.v-~' para - -y- :s;v:s; 2 , que usan o a repre s entaçao 

de X(t), definida por (2 . 4), pode ser escri ta na forma 

zCN) = 1 - J1r I e-i(Àv- Ã)tdZ(Ã). 
\) (2TTN) 2 -TT t=l . 

(2.10) 

A esperança de lz~N) 1
2 

é aproximadamente igual a f(Ãv) , pois, 

usando (2.9) e o Teo r ema 2.2.2, ternos 

:: f(À ), 
- \) 

para N s uficientemente grande, dado que 

é o núcleo de Fej ér,(ver Figueiredo [1977], pág. 81). 



O fato da esperança de jZ(N) lz ser aproximadamente

igual a f(À...), nos sugere um estimados não viciado (no limite)

para f(À*,). Tal estimados, é chamado periodograma, denotado

por IN(Àv), e sua expressão é

lbí(x.,) : :íll:N >1 >1 X(t)X(s)e':Àv(t-s)." " ''''' t=1 s=l

Do fato de Z,(.N) ser uma combinação linear de variáveis alea-

tórias normalmente distribuídas, temos que ZvN) tem distribui-
ção normal multivariada complexa, e além\ disso pode-se demons-

trar que as variáveis aleatórias Z.IN) são assintoticamente in-
dependentes, e, consequentemente, as variáveis IN(Àv) são as-
sintoticainente independentes e têm distribuição assintótica

qui-quadrado com 2 graus de liberdade para v xO, N/2 e com l

grau de liberdade pfÀra v ; 0, N/2, ou seja

(2 .1 1)

IN(Àv) - 2f(Àv.) X:, para v ' 0, N/2

IN ( Xv ) f(Àv)XÍ, para O, N/ 2

Ver Koopnians [197u] ])ara deta]hes

Temos, então, que a média e a variância assintÓticas do perto

grali\a sao expressas por

E IN(Àv') : f(Àv)

Var IN(Àv) ; fz(Àv) , pa

Var IN(À.,) : 2fz (XV) , para

0Vra Z )

N/2

- 9 -

O fato da esperança de I z~N) 1
2 ser aproxima damente 

igual a f (À .) , nos sugere um estimador não viciado (no limite) 
V 

A 

para f(:\ ) • Tal estimador, e chamado periodograma, denotado 
V 

- A 

por IN(Àv)' e sua expressao e 

(2.11) 

Do fato de z~N) ser urna combinação linear de variáveis alea

tórias normalmente distribuídas, ternos que Z~N) tem d i stribu~ 

ção no rmal mul tivariada complexa, e além disso pode- s e demons

trar que as variáveis aleatórias z~N) são assintoticamente in

dependentes, e, consequentemente, as variiveis IN(Àv) são as

sintoticamente independentes e têm distribuição ass i.ntótica 

qui-quadrado com 2 graus de liberdade para v ;t O, N/ 2 e com 1 

grau de liberdade para v =O, N/2, ou seja 

Ver Koopmans [1974] para detalhes. 

Temos, então, que a média e a variância assintóticas do perio

grarna s no exprcs s ~s po r 

E I ( À ) = f(' ) N V · . 1\ r ' 

VaT I (À ) 
N ' J 

= f 2 (), ) , para V;tÜ , N/ 2 
\) 
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Teoricamente, o periodograma pode ser defi.nido para todo À,
-lí < À É v, pela expressão

IN(À) z (N) (À) l 2

onde

Z(N)(À) : l N X(t)
(2vN): til

mas na prática a transforJnada finita de Fourier z(N)(À) sÓ pode

ser calculada num conjunto finito de frequências À.., -

É VÉEl]. Isto porém não representa nenhum problema, poi-s a
transformada finita de Fouri.er, Z(N) (À) , completamente deter-

minada pelas freqilências Xu' -r111i;.It É vç [!]

Bri[[inger [i975] mostrou que a condição de norma-

lidade do processo não é necessária, ou seja, sob determina-
das condições de regularidade, o periodogralna tem distribui.-

ção assintótica qui-quadrado com 2 graus de liberdade para À #
z 0,v e com l grau de liberdade para À : 0,lí, bem como, que pa-
ra qualquer À, -IT < À sv, tem-se que

ãUn IN( : í( ,

1:1m Var IN(À) : f:(À), À # 0,lí

ll:m Var IN(X) : 2f:(À) , À: 0,w

Dag ex])ressões acima temos ,a. menos que f(À) : 0, que a Var lh.(À)

ttao tende para zero quando N tende para infinito, ou seja, o

- 10 -

Teo ricamente, o p erio dograma pode ser definido para todo À, 

-TT <À $ ·rr, pela expressão 

onde 

1 N ·, l X(t)e-1/\t 
(2TTN) 2 t=l 

mas na prática a transformada finita de Fourier zCN) (;\) só pode 

ser calculada num conjunto finito de freqüências À\) , -[ N2
1 J $ 

N - - . $ \) 5 [ 2 J. Isto porem nao representa nenhum problema , pois a 

transformada finita de Fourier, Z (N) ( À) , completamen te deter-

N-1 N minada pelas freqüências À\), -[-
2-J 5 \) $ r. 2 J. 

Brillinger [ 197 5 J mostrou que a condição de norma

lidade do processo n ii o é necessári a, ou seJa , sob d E:t ermina

das condiç6es de reg ularidade, o periodogra ma tem di s tribui

ção a ssintótica qui-quadrado com 2 graus de liberdad e para À ;t 

;t O, TT e com 1 grau de liberdade para À= O, TT, bem como, que pa

ra qualquer À, - TT < ,\ $ 1r, tem-se que 

lim E IN(À) = f(À), 
N-+oo 

1 im Va r I N (À) = fL (À) , ,\ ;t O , TT 
N -+<X> 

lim Var IN(;\.) = 2f 2 (À), À= 0,n. 
N-)-0) 

-Das expressoes acima t e mos ,Q. menos qu e f ( À) = O, qu e a Var IN(À) 

não tende para ze ro qu ando N tende para infinito, ou seja , o 
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pedi.odograma é um estimados' assintoticamente não viciado, po
rém não consistente de f(X)

Vamos agora construir outros estimadores ,consisten

tes, de f(À). Primeiramente escrevamos a função densidade es

pectral na forma

f( x) e'lXkC(k) ( 2 . 12)

Um estimados natural de f(À) seta

l
f(À) : 2lí k:

e' iXkC(k) , ( 2 . 13)

onde C(k) é uin esticador viciado da função de autocovariãncia

definido por (supondo EX(t) ; 0)

l o jkl > N-i

Se no lugar de l/N colocarmos l/(N-lkl) obteremos lun estica-

dor não viciado de C(k), entretanto este estimados tem erro

quadrático maior do que o anterior
Pode se demonstrar que o estimados de f(À) obtido

desta forma é o próprio periodograma, e portanto é não consis-
tente

c(k)

l N-
N t

KI
' x( t) x( t+ l k l )

l
kl < N-l

( 2 . 1 4)

2 . h - ESTÁ NADO RES SUAV l ZADOS

Unia maneira de construirmos estimadores consis ten

- 11 -

~eriodograma e um estimador assintoticamente nio viciado, po-

- -rem nao consistente de f(À). 

Vamos agora construir outros estimadores, co nsisten

tes, de f(À). Primeiramente escrevamos a função densidade es

pectral na forma 

( 2 .12) 

Um estimador natural de f(À) -sera 

(2.13) 

onde C(k) é um estimador viciado da função de autocova riância 

definido por (supondo EX(t) = O) 

C( k) = 

N-lkl J L X(t)X(t+jkj) 
t =l 

o 

jkj~N-1 

(2.14) 

j k j > N-1. 

Se no 1 uga r de 1/N colocarmos 1 / (N- 1 k 1) obteremos um estima

dor n~o viciado de C(k), entretanto este estimador t em erro 

quad r jtico maior do que o anterior. 

Pode s e demonstrar que o estimador de f( À) obtido 

desta forma é o próprio periodograma, e portanto e n ao consis

tente. 

2.4- t STIMADORES SUAVIZADOS 

U~a man ei ra de construirmos estimadores consisten-
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tes, asse.ntoticamente não viciados, é suavizando a função de

autocovariãncia através de uma sequência de pesos de tal sor-

te que iremos omitir as estimativas mais variáveis. A seqüên-

cia de pesos \'rM(k) , k:0,tl,... é definida por wM(k):w(k/M),on-
de w(v) é uma função real, seccionalmente lisa, tal q'ue w(v) =

; 0, para lvl > 1. Se w(v) é uma função par e 0 sw(v) ÉW(0) = 1,

para lvl<1, então a seqüência wM(k), k:0,tl,..., tem as se-
guintes propriedades

i) 0 g wM(k) É wl..l(0) : 1,

ii) wl.l(-k) : wl.4(k) , para todo k

ii) \.rl.{(k) ; 0, ])ara jk 1 > M

O estimado

)

l

r

?(À) ; :L . >1 e'iÀkwM(k)ê(k)k:-«
( 2 . 1 5)

é denominado a,témadoa. ,scmv,éza(ü de cova/dana,{la,ó. O inteiro bl < N é

chamado ''lag number'', ou ponto de truncanlento, a seqilência de

de pesos wh.(k) é cha)nado ''lag window'', e a transfonnada de Fou-

ri.er de wM(k) , IVb4(À) , é a janela espectral, expressa na forma

'".,o) : 4 e ' ] À kw f.l ( k) ( 2 .16)

Das propriedades da seqiiência de pesos, facilmente podcinos ve
rificar que

i) lvf.l( - À) tvbl( À )

- 12 -

tes, assintoticamente não viciados, é suavizando a função de 

autocovariância através de uma seqüência de pesos de tal sor

te que iremos omitir as estimativas mais variiveis. A seqüên

cia de pesos wM(k), k=0,±1, ... é definida por wM(k)=w(k/M),on

de w(v) é uma função real, seccionalmente lisa , tal q·ue w(v) = 

== O, para \vi > l. Se w(v) é uma funçã o par e O sw (v) s w(O) = 1, 

para \vi ~l, então a seqüência wM(k), k=0,±1, •.. , t e m as se

guintes propriedades: 

i) O :,; wM (k) s wM(O) == 1 , 

i i) wM ( - k) = w~/ k) , para todo k, 

iii) wM( k) == o, para \ k \ > M. 

o estimador 

00 

1 -iÀk -
= 2n L e wr-/k) C(k) 

k=- oo 
(2.15) 

é denominado e6litnado1t.6uav.lzcido de eovaJÚân.CA..M. O intei ro M<N é 

chamado "l ag numb er ", ou ponto de truncamento, a seqüência de 

de pesos wM ( k) é chamado " lag window", e a trans fonnada de Fou

rier de wM(k), WM(À), é a janela espectral, expressa na forma 

1 ~ -iÀk 
= 2ir l e wf\/ k) • 

k= -oo 
(2.16) 

Das proprieda des da seqüên c ia de pesos, facilmente podemos ve

rificar que 
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ii) l wM(x)dX:i

O estimados suavizado de covariãncias éatransformada de Fou

der ao produto w),l(k)CCk) , portanto é equivalente à convolu

ção do produto das respectivas transformadas de Fourior, ouse
Ja

f'n

r(x) ; l wM(x-u) iN(u) dp. ( 2 . 1 7)

Se aproximarmos a integral pela soma de Riemann, o estimados

}(À) : -lt .r111-llwb{(x'x.)IN(x.)
( 2 . 1 8)

tem a moslna distribuição assintótica que o estimados suaviza-
do de covariãncias

De um modo geral, para qualquer função K(À) , real
simétrica, periódica, tal que

l

[N/2]

[ll IK(XJ
1 ,

podemos obter estimadores suavizados com a mesma di.S&LribUiçãO

assintõtica quc o cstimador suavizado de covariânci.as.Tais es-

ticadores são chamados a,tomado.ta ,õu.iztv,ézad0,6 de pe,rüodog4tatnaó ,e são

expressos na forma

K(À-Àv)IN(Àv) ( 2 . 19)

- 13 -

O estimador suavi zado de covariâncias é a transformad a de Fou

rier ao produto wM(k) ê(k), portanto é equivalente a convolu-
-çao do produto ck1s re sp e ctivas transformadas de Four ior , ou se-

ja 

( 2. 1 7) 

Se aproximarmos a integral pela soma de Riemann, o est imador 

( 2. 18) 

tem a mesma dis t ribuiç ã o assint6tica que o estimado r s uaviza-

do de . - . covar1.anc1.as. 

De um modo ge r a 1 , para qualquer função K ( \) , real, 

simét ri ca, peri6dica , tal que 

[N/2] 
l K(À) = 1, 
N-1 v 

v =-[ - 2- J 

podemo s obter e st i ma do r es suavi zados com a mesma di s t r ibuição 

assintótica que o est im a dor suavi z ado de covariâncias .Tai s es

timado r es s ã o chamados v.,;ti_madolLM f.Juavizado-6 de pelliodogtu:ona.6 , e sao 

expre ss os na forma 

[NL ZJ 
l K ( À-· À ) IN ( À ) • 
N- J V V 

v=- [ -2- J 

( 2 .19) 
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As funções K(À) e WM(À) , chamadas funções suavizadoras, têJn a
propriedade de serem altamente concentradas em torno do ponto
À = 0, is to é, a integral

r'Fl K(Dg(D : gN),

ou

f'nr n

lim l WM(X)g(X) : g(o), ( 2 . 20)

e estão relacionadas por

K(D : 'lt wM(x)

Z.5- ESPERANÇA E VARIÂNCIA ASSI NTÓTICAS DOS ESTICADORES SUAVIZADOS

A esperança do esticador (2.17) nas frequências XI...

27rk - . .
Ü.= é dada por

. fT

Er(xk) : l..wM(xk-x)E IN(x)dx/-- 'n'

logo

r'H'. fu

sr(xk) ; 1.. wM(xk-x) í(x) dx,' 'TT

para N suficientemente grande, dado que lm(À) é um cstimador
assintoticamente não viciado de f(À), e devido ao fato de

WM(À) ter a propriedade (2.20). Ainda, considerando f(À) es-
senciallneiite constante para cada freqilência no intervalo de

- 14 -:-

As funções K(À) e WM(À), chamadas funções suavizado ras , têm a 

propriedade de serem altamente concentradas em torno do ponto 

À= O, isto é, a integral 

ou 

lim JTT WMO,)g(À) = g(O), 
N-+m - TT 

(2.20) 

e estão relacionadas por 

K ( À) 

2.5- ESPERANÇA E VARI ÂNCIA ASSI NTÚTICAS DOS ESTIMADORES SUAVIZADOS 

A esperança do estimador ( 2. 17) nas freqüências Àk = 

2TTk ~ 
= 7'r e dada por 

logo 

Ef(Àk) ; J.TT W~/Àk-À)f(À)dÀ, 
-n 

p a r a N s u f i c i e n tem e n t e g r a n d e , d a d o q u e I N ( À) é um e s ti ma d o r 

assintoticamente não viciado de f(À ), e devido ao fato de 

WM(À) ter a propriedade (2.20). Ainda, considerando f(À) es

sencialmente constante para cada freqüência no interva lo de 
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colnpri.mento comparável com a largura do pico, temos que

Ef(Àk) ' f(Àk) ( 2 . 2 1)

A covari.anciã assintótica entre os estimadores suavizados nas

freqilêl-Loas XI.. e À. , bem como a variância assintÓti.ca' do es-

tá,mador suavizado não serão deduzidas nesta secção, e sim na

secção 3.3. NÓs aqui sÓ vamos indicar as suas expressões, ou

seJ a,

covÍf(xk) ,r(xl)} : -$! 1..wM(xk-x)wM(xz-x)í(xydx, (z.22)

e

Var }(Xk) : í'(Xk) 2v 1" WM(X)dX' ( 2 . 2 3)

Como, pela desigualdade de Parseval

tvÚ ( À) dÀ

temos, usando as prol)riedades da sequência de pesos,que

k--m M(k) : M.l.tw'(v)dv
} ( 2 . 2 4)

de onde segue que

Var }(Àk) : f:(Àk) M J.lw:(v)dv. ( 2 . 2 5)

Portanto, parar't-»" o estimados suavizado de covariâncias é não

- 15 -

comprimento compar5vel com a largura do pico, temos que 

( 2. 21) 

A covariância assintótica entre os estimadores suavi zados nas 

freqüências Àk e \,,, bem como a variânci a assintótica· do es

timador suavizado não serão deduzidas nesta secção, e sim na 

secçao 3. 3. Nós aqui só vamos indicar as suas expressões, ou 

seja, 

e 

Como, pela desigualdade de Parseval 

temos, usando as propriedades da seqüência de pesos,que 

00 

' w z ( k) L M k=-oo 

de ond e segue que 

1 
"'M ( w 2 (v)dv, 

L]. 

( 2. 2 2) 

( 2. 2 3) 

(2.24) 

( 2.25 ) 

Portanto, para M -+ 00 o estimador suavizado de covariâncias e nao 
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viciado, e para M -t" e N ->m de modo que M/N -»0, o está.mador é
cons istente

2.6- DISTRIBUIÇÃO ASSINT6TICA DOS ESTICADORES SUAVIZADOS

Vamos considerar o esticador (2.18) ,

f(Àk)
[N/2]

v:-E!!j.l] M(xk'Àv) IN(x.)

Se as frequências Xv estão próximas da freqilência Àk' de tal

sorte que Àk'Àv esta na faixa do pico principal de IVF,l(À) e se
a função densidade espectral é constante nesta fa:i.xa então

T-;il.-l:Êi:l:T tem distribuição asse.ntótica qui-quadrado , e

}ÜP : '(*P N. .[{.iTM(*k'*J
IN(Àv)

e uma combinação linear de variáveis aleatórias coill distribui-

ção asse-ntÓtica qui-quadrado com 2 graus de liberdade

Uma forma aproximada da distribuição do csti.nadar

(2.18) válida assintoticamente, pode ser obtida substituindo

a janela espectral IVM(À) por uma janela retangular centrada no

valor do pico principal de WM(X). Neste caso, a distribuição
de (2.18) é aproximadamente qui-quadrado com r graus de liber-

dade, f(Àk)-cXr' Os valores de r e c são obtidos a partir das
propriedades da distribuição qui-quadrado, ou seja

cr
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viciado, e para M + 00 e N + 00 de modo que M/N +O, o estimador é 

consis ten te . 

2.6- DISTRIBUIÇÃO ASSINTÕTICA DOS ESTIMADORES SUAVIZADOS 

Vamos considerar o es tirnador ( 2 . 18) , 

Se as freqüências \> estão próximas da freqüência "k, de tal 

sorte que Àk - "v est5 na faixa do pico principal de WM(A) e se 

a função densidade espectral é constante nesta f aixa então 

IN ( ") 

l/2f(Àk) 
tem distribuição assintótica qui-quadrado, e 

é uma combinação linea r de v ar iáveis aleatórias com distribui

çao assintótica qui-quadrado com 2 graus de liberdade. 

Uma f o rma aproximada da distribuição do cs tima dor 

(2.18) válida assintoticamente, pode ser obtida substituindo 

a j a n ela espectral W~/ À) po r uma janela retangular centrada no 

valor do pico principal de WM (À). Nes te caso, a d istrib uição 

de ( 2. 18) é aproxima damente q ui-quadrado com r graus de liber

da de, f (Àk) ~cx; . . Os valores der e c são obtidos a par ti r das 

propri eda des da distribuição qui-quadrado, ou seja 
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e

Var f(Àk) : 2rc2,

portan to,

Var f(Àk)
2E f(ÀK)

----+.U---a»------n 2[E f(Àk) ]'

Var f(Àk)
e

0 parâmetro r é conhecido por números equi.valente de graus de
liberdade

De Lz;.zlJ, t.z.z)J e LZ.ioJ podemos expressar o nu

mero de graus de liberdade do estimados suavizado de covariân-

czas por

tll1li, onde cw : .ltiw2(v)dv,

e do esticador suavizado do periodograma (2.19) por

[N/2]

-E>1 tK:(XJ,

onde i((À) é qualquer função suavizadora do periodograina

Um outro parâmetro i.mportante é conhecido por lar
Bufa de faixa equivalente, dado por

-.J=Ç.« «»'

bata i) estimados suava.zado do pcriodograma e por

e 

portanto, 

~ 

c = 
Vr-i-r f(Àk) 

2E f ( ÀK) 

- 17 -

e r = 
2[E f(Àk) ] 2 

Var f ( Àk) 

O parâmetro ré conhecido por numeros equivalente de graus de 

liberdade. 

De (2.21), (2.25) e (2.16) podemos express a r o -nu-

mero de graus ele li herdade do estimador suavizado de covariân

cias por 

2N 
r = c M, onde 

\v 

c = J1 
w 2 (v)dv, 

w -1 

e do es timador suavi zado do periodograma (2.19) por 

[N/2] 
r = 2 / l K2 

( À ) , 
N- l v 

v=-[-2-J 

onds k(À) é qualquer funç5o suavizadora do periodog rama. 

Um outro parâmetro importante é conhecido por lar

gura de faixa equivnlente, dado por 

ZTT [N/2] 
(3 = N l K2 (À ) ' 

N-1 v 
\)= - [-2-J 

~~t~ b estimador s uavi zado do pcriodograma e, por 
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para o estirador suava.zado de covariãncias.

A largura da faixa equivalente é obti.da collsideran

do-se primeiramente a largura da faixa do estimados cuja ja

nela é retangular (estimados de l)aniell) ,escrita eln função do
número de graus de liberdade deste, e em seguida substitui-se

o número de graus de liberdade pelo número equivalente de graus
de liberdade

- 18 -

B = 
2 1T 

c M ' 
w 

para o est imador s uavizado de covariâncias. 

A largura da faixa equivalente~ obtida consideran

do-se primeiramente a largura da faixa do est imado r cuja ja

nela é retangul ar ( cs timador de Dan i e 11) , escrita em funçã o do 

numero de gra us de liberdade deste, e em seguida substitui-se 

o número de graus de li berdade pelo núm ero equivalente de graus 

de lib erdade. 

- II] -



CAPTTUL0 3

TEMPOS DE AMOSTRAGEM SEGtJINDO W PADRÃO PERIÓDICO

3.1 - INTRODUÇÃO

Neste capítulo nos propomos a obter um estima(br as-
sintoticamente não viciado e consistente da função densidade

espectral de uma série temporal {X(t) ,teZ}, definidaeininter-

valos de tempo igualmente espaçados, porem, sistematicamente
não obserx,ada. Para ta] vamos considerar {X(t) ,tCZ}, estacio-

nária, gaussiana, com ]llédia zero e com função densidade espec'

trai contz'nua. Inicialmente, Talhos tratar do caso particular

em que a serie é observada em cl tempos igualmente espaçados,

separados, por B tempos igualmente espaçados, a>í3, em que a

mesma não é observada. Eln seguida vamos tratar do caso mais

geral em que a série é observada em tcinposnão igual)ciente es-

paçados, porem o modelo dos tempos de amostragem segue um pa'

grão periódico, com pera-0do de p unidades de tempo. O conteú-

do deste capítu]o pode ser encontrado eni JonesE1962], Parzen

[ :1963] e Vim Ness [ 1976]

3 2- ESTIMAÇÃO DA FtJNÇAO DENSIDADE ESPECTRAL

Uma sÉ;rie temporal amostrado na roTIna' descai.ta na
19

CAPITULO 3 

TEMPOS DE AMOSTRAGEM SEGUINDO UM PADRÃO PERIÕDICO 

-
3. l - 1 NTRODUÇAO 

Neste capítul o nos propomos a obter um es timacbr as

s in tot icamen te não viciado e consistente da função densidade 

espectral de uma série temporal {X(t), tE: 2}, definida em inter

valos de tempo igualmente espaçados, porém, sistematicamente 

não obs ervada. Para tal vamos considerar {X(t) ,tE:il'.} , esta cio

nária, gaussiana, com média zer o e com função densidade espec

tral contínua. Inicialmente, vamos tratar do caso pai-ticular 

- . -em que a serie e 0bservad a em a tempos igualmente e spaça dos, 

separados, por B tempos igualmente espaçados, a> B, em que a 

mesma n ão é observada. Em seguida vamos tratar do cas o mais 

geral e m que a série é observada em tempos não igualmente es-

-paçados, porem o modelo dos tempos de amostragem segue um pa-

drão periódico, com período de p unidades de tempo. O c onteu

do <leste capitulo pode ser encontrado cm Jones [1 96 2 ], Parzen 

[1963] e Van Ness [1976]. 

-
3.2 '"' ESTIMAÇAO DA FUNÇAO DENSIDADE ESPECTRAL 

Um a série tempor al amostrada n a f orm~ descrita na 

- 19-
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secção 3.1 pode ser vista como uma versão de amplitude modu

lada da série original {X(t) ,teZ} e podemos escrever

Y(t) = g(t)X(t) , (3.1)

onde Y(t) é a série observada, X(t) é a série original-, de

nada em intervalos de tempo igualmente espaçado's, e g(1) é

ma função não aleatória definida por

ÍI, se X(t) , foi observada no tentpo t
b L ''./ l

10, se X(t) não foi observada no tempo t

No caso particular em que a série é periodicamente

observada eln a tempos, e então não observada em B tempos, a

função g(.) é uma função periódica, com perl'odo c!+ B, e

ÍI , s e

R ( t) : l

10 , s e t = a+ l,a+ 2, . .. ,cl+ B .

O estimados da função de autocovariânci.a

original {X(t) ,tÉ;Z} é definido por

9)

( 3 . 2)

serieda

cx(k) k: O ,l , . ..,N- 1, ( 3.3)

onde CY(k) é o estijnador da função de autocovariância da sé-
rie Y(t) definida eln intervalos de tempo igualmente espaçados,

e R.(k) é o limite da razão entre o número de pares disponível.s

para estimar C.r(k) e N , is to é,

- 2 O -

secçao 3. 1 pode ser vis ta como uma versao de amplitude modu

lada da série original {X(t) ,tE~} e podemos escrever 

Y(t) = g(t)X(t), ( 3 .1) 

onde Y(t) ; a s6ric observada, X(t) é a série origina l , defi

nida em intervalos d e tempo igualmente espaçado~, e g (t) ; u

rna função não aleatória definida por 

g ( t) 
= {l, se 

o, 

X(t), foi observada no tempo t 

se X ( t) não foi observada no tempo t. 

No caso particular em que a série -e periodicamente 

observada cm a tempos, e e ntão nüo observada em B te mpos, a 

função g(·) é uma f unção periódica, com p e ríodo a+ S , e 

{

l, 

g ( t) = 

o ' 

se t=l, 2 , ... ,a. 

( 3. 2) 

se t = a.+ 1, a.+ 2, ... , a.+ 13. 

O estimador da função de autocovariância da série 

origina 1 { X ( t) , t E:':l } é d e f i n ido por 

-

-
Cy ( k) 

R (k) ' 
g 

k =0,1, .. . ,N-1, ( 3. 3) 

onde Cy(k) é o est i nwdor da função de autocovariânci a da sé-

rie Y(t) definida em intervalos de tempo igualmente es paçados, 

e R (k) é o limite da ra zão entre o número de pares disponí veis 
g 

para estimar CX(k) e N, isto é , 
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. N-k

Rg(k) : Itm 1 >1 g(t)g(t+k), k:O ,l, ,N- 1 . ( 3. 4)

No caso eln que k < 0, o número de pares

para estimar CX(k) seta
N N-k
>l g(t-k) g( t) : >1 g(t) g(t+k) ,

t=k t=l

. . '#'disponíveis

o que mostra que Rf,(k) é uma função par

Outra prol)piedade da função ]ig(k) é a
cidade , de período a + 6 , pois ,

. N-k-a-6

Rg(k+cl+Í3) : 1iin i t>li g(t)g(t+k+cl+í3)

sua periodi

N -k-c!- 13

N-«,N t!]. g t)g(t+k)

. N-k N-k

}+-,.. ji:t=lg(t)g(t+k) - t:N.k-a-B+l t)g(t+k) ] ; Rg(k) ,

ulba vez que

g( t+cl+ 6) ; g ( t) ,

e

N-k
>l g( t) g( t+k)

t =N - k- cl- {3

A seguir vamos determinar os valores de Rç,Ck) .Deva
dó a periodicidade de R..(k) seta necessário determina-los se

- 21 -

N-k 
R (k) = lim ~ l g(t)g(t+k), 

g N -►00 t= 1 
k=O,l, ... ,N-1. (3.4) 

No caso em que k < O, o número de pares disponíveis 

para estimar Cx(k) -sera 

N 
L g (t-k)g(t) = 

t =k 

N-k 
l g(t)g(t+k)' 

t=l 

o que mostra que R ( k) e uma função par. 
r: 

Outra propriedade da função R (k) é a sua pe r iodi
g 

cidade, de período a.+ B, pois, 

N-k-a-B 
R (k+a+B) = liml. I g(t)g(t+k+a+S) 

g N~ N t=l 

N-k-a-B 
1 \' = lim N l g(t)g(t+k) 

N~ t=l 

N-k N-k 
= lim Jc I g(t)g(t+k) - l g (t)g(t+k)J = Rik)' 

~ 00 t= 1 t =N- k-a.-8+ 1 g 

w11a v ez que 

g(t+a+B) = g(t), 

e 

1 

N-k 

1 
l g(t)g(t+k) :e; a+ B, 

t=N-k - a-S 

A seguir vamos determinar os valores de Rg (k) . Devi

do a ~eriodicidade de Rg(k) seri necessirio determin i -los so-



22

mente para 0 $ k É ct+B-l

E fácil verificar que dentro de um mesmo grupo de

a+13 observações telhas o!-k pares disponível.s se kscl, e zero

caso contrario; e de dois grupos adjacentes temos k-B obser-

vações se k=f3 e zero caso contrario. Escrevendo N na forlita

j(a+B) , obteremos um total de j(cl-k) pares disponíveis se

cl, e (j-l)(k-íi) pares disponíveis se k 2: B, de tal modo que

-:'*' : ]= {HB : n, 0 skK B , 'l

ligCk) : j-llm j(«-k)'((j'i)(k-B) : :;i.g, B'*'",
( 3 .5)

«:'n : }j.=1 '';il.ÍEi'' ; $4, açkça'B,J

e, a expressão (3.4) pode ser escrita na forma

Rg(k) : ii-B t>li t)g(t+k),
k: 0 , .. . ,a,'B . ( 3. 6)

O estiinador suavizado de covariãnci.as da função deJ\

sidade espectral da série original {X(t) ,teZ} é análogo ao ob

tido na secção 2.4, ou seja

;Êx(N : :L' e ' ik Àwf.t ( k) êX ( k)

e usando as expressões (3. 3) (2. 14) e (3. 1) temos que

- 22 -

mente para Os: k s a+B-1. 

:E fácil verificar que dentro de um mesmó g rupo de 

a+B ob servações temo s O'.-k pares disponíveis se k s: a, e zero 

caso contrário; e de dois grupos adjacentes temos k- e, obser

vaçõe s se k ;1; B e zero caso contrário. Escrevendo N na f orma 

N = j (a+ B), obte remos um total de j(a-k) pares dispon í veis se 

ks:a, e (j - l)( k-B) pares disponíveis s e k~ B, de t al modo que 

R ( k) 
g 

= lim j(a- k) = a- k 
j (a+ B) a+B ' 

J->= 

R (k) 
g 

_ lim j(u-k)+(j-1) (k -B ) = 
j(ct+B) 

(j -l)(k-B) = 
j ( a+B) 

k-B 
a+B ' 

Bs:k::;a, 

as:k:,;a+8,J 

-e, a expres s ao ( 3.4 ) pode ser escrita na forma 

k=O, ... ,a+B . 

( 3. 5) 

( 3. 6) 

O estimador s uavi zado de covariân cias da função den

sidade e sp ectral da série origin al {X(t), t€I} é anál ogo ao ob

tido n a secçã o 2 . 4, ou se j a 

e usan do as expre ssões (3.3), (2.14) e ( 3.1) temos que 



x(x) : l k:}..e'] XkwM(k)Ntlkl
g( t) x( t) g( t+ l k 1 ) x( t+ l k l )

NR;(k)

.- ' *k.. u) 'li:
g( t) x( t) g( t-k).x(:kk)

Rg(k)

N.k .iÀk.., ,.,.Nvk g(t)x(t)g(t+k)X(t+k)

f

+

+ +
R

ll
2'üN k:-«

N

+

t:l

íx(X) : 2:iiNjjieJXlhM(k) talk g( t) x(t)t(illlf) X(t+k) +

* ]Ê].-'',~«,Ti] *''*'* .'""«"" . ]: '4$1']
Fazendo a transformação de variáveis, s =k+t, t : t, temos

fX(X) : Z:iiNls 2 t:lel(s-t)À wM(s t)g(s)X(s)g(t)X(t)

* Til .:l.:.-:';-*,* v«'? f':ili:!ii:':'*'*' *

* *E. '"#$'']

E
R.(k)

- 23 -

fx(À) _ 1 I 8 -iÀ\
1
uCk)N-!kl _g (t)X(t) g (t+lkl) x(t+lk l) 

- 2-rr k=-oo J' I t =l NRg(k) 

1 [ -l -iÀk N+k ()X() ( l)X( 1 ' 
= 2 ·rrN· l e wil1 ( k) l g t t g t - e t - e J. + 

k=- 00 t=l Ra(k) ' 
b 

N-k -i;\k N- k g(t)X(t)g(t+k)X(t+k) ~ 
+ l e - WM ( k) l R ( k) r 

k=l t =l g 

N-lc N-k N 2 2 ] 
+ l e-D\ , (k) l g(t)X(t)g(t+k)X(t+k) + l g-(t)X lt) . 

k=l M t=l Rg(k) t=l Rg(O) 

Fazendo a trans f ormação de variáveis, s = k+t, t = t, temos 

N-1 N ·- i(s - t)À wM(s - t)g(t)X(t)g(s)X(t) 
+ I L e R ( s - t) + 

t=l s=t+l g 
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e fazendo ü t:runs.foilnação, no lç termo, s = t, t=s. temos

;,.'*, : a.il$1 :il.-:';-., * %!=, 'lll:lll;';'*';'+

l

R.(s - t)

t=1 s=t+l Rg(s-t) tal Rg(0) J

e segue que o estilnador da função densidade espectral, fX(À)
pode ser expresso na forma

Nlii N e':(s-t)À wM(s-t)g(t)X(t)g(s)X(s) ? .g2(t).!:(l.Q

fX(À) : -ã:liR s=1 tule'z(s-t)À wb{(s-t)g(s)X(s)g(t)X(t) (3.7)

3 . 3 - VARA ANCA A DO ESTIMADOS

Vatnos agora escrever a expressão (3.7) na forma

:'X(À) ; >1. .>1.a(s,t)e':À(s-t)x(s)x(t) ,'' s =.L t= l
( 3. 8)

onde

a(s,t) g(t)wM(s-t)
Rg(s- t)

e víamos dc f:init

C 3 . 9)

AC À ,u) >l }l a(s , t) e' : ( Xs -u t)s=1 t=l ( 3. 1 0)

Lembramos que se X(t) é real X(t) =X(t) , e conside
falido d representação espectral de X(t) , podemos escrever

- 24 -

e fazcnJo ;1 t ra ns fo rn1 ~1çZío, no 19 termo, s = t, t = s, temos 

1 
[
N-1 t-1 -·e t)' wM(s-t)g(t)X(t)g(s)X(s) 

fx(À) = - l l e - _L s- /\ -------- + 
Z1TN t=2 s=l R (s-t) 

g 

+ Nil I e-i(s-t)À wM(s-t)g(t)X(t)g(s)X(s) + I g2(t)X2(t) ], 

t=l s=t+ 1 R (s-t) t=l R (O) 
g g 

e segue que o estimador da função densidade espectral, fx(;\) 

pode ser expresso na forma 

1 N 
= 2nN L 

s=l 

I e-i(s-t)À wM(s-t)g(s)X(s)g(t)X(t.) 

t=l Rg(s-t) 
(3. 7) 

3.3-VARIANCIA DO ESTIMADOR 

Vamos agora escrever a expressão (3.7) na forma 

onde 

e v:1mo s de hn i :r 

N N .,( ) L L a(s,t)e- 1
/\ s-t X(s)X(t), 

s = 1 t= 1 

a ( s , t) = 
g ( s)g(t)wM (s- t) 

21TNR (s-t) 
g 

A(À,µ) = I ~ a(s,t)e-i(Às-µt) 
s = 1 t= 1 

( 3. 8) 

( 3. 9) 

(3.10) 

-Lembramos que se X(t) e real X(t) = X(t), e conside-

tántl6 a representação espectral de X(t), podemos escrever 
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íxC À)
N N

s= 1 t=l
:iasdZ(a) l e'iBtdZ(B)e':À(s- t)J..

J 'F

L , t) e'a[(X-a) s-(À-B) t]dZ(a) d2"(R)

e , usando (3. 10) , telhas que

. r H f n

fx(À) : l.. l .A(À-a,À-B)dZ(a)d2"('ã)
J- 'n /-- 'n'

( 3 . 1 1)

A esperança de f.r(À) é

E }*(À) : .[ .[ A(À-a,À-B)EdZ(a)dZ'Í©

f'nr A(À-~,À-B)fX(')d', ( 3. 12)

pOJ-S

fX(a) dcl, se

0, se a# Í3

E dZ ( cl) clZ ( r3 ) ( 3. 1 3)

A covari.anciã

Covlfx(À) , fx(u) } E [ fX ( À) fX( U) ] fx(À) 'E fx(t.t)

É; obtida através do teorema de lsserlis para variáveis alea-

tórias com distribuição norma] comp]exa (ver Koopinarts, [1974]

pãg 27) , que nos permite escrever

- 25 -

N N 1,r . J ·rr . B . ) ( ) L L a ( s , t) e 1 as d Z (a) e - 1 t dZ ( B) e - 1 1 s - t 
s=l t=l - TT -1r 

= l l a(s,t)e--'i[(À-a)s-(À-B)t]dZ(o.)dZ(B), f 
TT f 1r N N 

-TT 1-.n s;;l t=l 

e, usando (3.10), temos que 

- -A esperança de fx(À) e 

-- (TT A(À-a,À-B)fx(a)da, 
Ln 

pois 

A covariância 

__ {f X ( a) da, 
EdZ(a)dZ(B) 

o ' 

se a.= B 

se a ~ B 

,,..., ....... - -- ...... 

Cov{fx(À) ,fx(JJ) } =E[fx (À)fx(i1)J -E fx (À)·E fx(u:J, 

é obtida atravé s do teorema de . - . Isserlis para var1ave1s 

( ~. 11) 

(3.12) 

( 3. 13) 

alea-

t6rias com distribuição normal complexa (ver Koopman s , [1974] 

pag, 27), que nos permite escrever: 



ü ] : ilJ.L Aü-- , x-nÃÍ.iÍ:a':ii:B'n Edz («) dZ(ê) dz (« ' ) aZÍ'i''

-- lllJ Ao-., x-©ÃI.ii:ã'Tii:B'')E'U (") dz(n E'U(-- D azFF

* lllt AU-« , X-«) K(ii:'i'TU:B'') Edz («) dZI.aD EdZ (-© aZÍ.:i'

IJ J C -« , À- B) Ã(ii:ã':ii:ãD Eaz ('-) dzÍ:B') Edz ( -B) azí.=3

Usando (3.13) , temos que

x(p) ] ; Jr. A(À-a, À-a)Ãt'ii:ã'T'ii:ã'') :ex(') rx("') d"da

+ lr A(À-a,X-B)A(L«.' u-B)fx(a)fx(B)d'*dÉ3

J.[ A( À -a , À- B) Ã:í"D;aTT;:'ã) rx (") íx( B) ó"dB,

e, que

EÊx(À)Etx(H) ; JIJt A(À-a,À-a)Ã(T:FT'ii:'B) fx(a) fx(B) d'-dB

e portanto a covariância entre fX(X) e }X(u) seta

covffx(À) ,}x(p) } : IÍ.r A(À-a,À-Í3)I'(i:ãTiÍ:'ã) fx(cl) fx(B)d'tdB

x(E[ fX(À) :f

E[ fX( À) :E

e, que 
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+ fJJL: A(À-a,À-B)A(µ-a' ,µ-B')EdZ(a)dm)EdZ(-a '.)dZ(-B') 

+ f Jf L: A( À-o., À-a) A( µ-a' , µ-B' )EdZ(a) c1Z(ã') EdZ( -B) dZ(-=-s') 

+ J ffln A( À-a, À-B) A( µ-a', µ-f3' )EdZ(a) azc=FlEdZ( -B) <lZ(ã') 
J J -n 

Usando (3.13), temos que 

e port ,rn to a c ov ar i 3ncia ent re f x( À) e f x(µ) será 
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f f'n'

* ll.. "o-«,*-''"a'-s"' '*'"''*''' ':«''

e a variânci.a de f.r(À) é dada por

Var }x(X) : l.r A(À-a,X-B)Ãt'i:i:'i:'B) rx('-) rx([3) 'ibdB
(3.14)

f r''ü

* 1 1 A(À-cl.À-í3)A(À:iã;l+ii) f'x(a):Fx(Í3)dc'cdB
J /-- 'F

Consi(gerando que na maioria dos casos de interesse
a nílcleo -bi.dimensional A(À,U) tem massa concentrada na vizinhan-

ça de (À,p) = (0,0), o segundo termo da expressão (3.14) pode

ser desprezado, visto que

A( À -cl , À.- 13) A( À+ B , X+cl) A( À - c! , À- E3) A( - À- B , - X-a)

A( À - ci , X - f3) A( X+a , À+ a)

\:
0 , s e 0 < À < ll

A( X-cx , À-13) l ' se X 0 ,v

e t emos fin alm ente

f f n

ll.. "o--,*-'' l:'*(")'*n'---', ;. .«*«"

Var fX(À) (3.15)

:fr"
J ' IÍI' l(À-a,À-13) I'fX(cl)fX(B)dado. se

0 .x

- 2 7 -

·rr 
+ JJ_TT A(À-a,À-f3)A(µ+a,µ+ f3 ) f X(a) fx ( B) dcxdB 

e a variincia de fx (À) f dada por 

V a r f X ( À ) = J J_'~ A ( À - a. , À - B) A ( À - o. , À - B ) f X ( o.) f X ( B ) ci'ct d B 

(3.14) 

1T 

+ f ( A O - o. , À - B) A ( À+ a , À+ B) f x ( a) f X ( B) d a d B 
J_ rr 

Consi derando que na ma i or ia dos cas os de interesse 

a núcleo bidimens i ona l A( À,µ) t em massa concentrada na vizinhan

ça de (À ,lJ) = (O ,O), o seg undo termo da expressão ( 3.14) pode 

ser desprezado, visto que 

A(À -a ,À -B)A(À+ B,À+ o. ) = A(À -a, À- B)A(-À-B,-À-a) 

f C! O, se O < À < TT 

l= IA(À-a,Ã-B) l 2 se À= O , ·ff 

e t emos fin alme nte 

-
V a r f X (À) = ( 3 . 15) 
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No caso ejn que não exi.atem observações pe:rdi.das, a
função g(t) será definida por

ÍI , s e t = 1 ,
af t l = ./

10 . caso contrario.

função densidade espectral (3.7) pode ser ex-

,N
( 3. 16)

e o estimados da

presto por

}X(À) : >1. }1 a(s,t)e':À(s-t)X(s)X(t),
'' s =]. t= l

onde

a(s,t) : l:g--
2vN

1; possível demonstrar que quando a(s,t) depende de
s e de t somente através da diferença s-t, a núcleobidi)i\erisionar

A(X.y) está col\centrado na diagonal À=U., -v $p gx. Conside-

rando este fato, e sob a suposição de que fY(a) e fV(Í3) são a-

proximadamente constantes e iguais a f.X(À) , chegamos a ulla ex-

pressão aproximada para a variância do esticador fY(À)

Var fX(X) : fX(À) A l À- cz , À - Í3) : dadÍ3, se 0 < ;\ < T

Como A( À , p) é periÓdi.ca com

a cada uma das coordenadas, temos que
período 2ü, en\ relação

Var fX(À) : fX(À) A(a , Í3) l :dcldB s e 0 < À < n-. ( 3. 17)

- 2 8 -

No caso e m que não existem obs ervações p eru idas , a 

função g(t) será definida po r 

g ( t) 
{

l ,set=l, .. . ,N 

= O, caso contririo. 

(3.16 ) 

e o estimador da função densidade espectral ( 3. 7) pode ser ex

presso por 

onde 

I I a(s ,t)e-iÀ(s-t)X(s)X(t), 
s =l t= 1 

a(s,t) = 

:E! possível demonstrar que quando a(s,t) depen de de 

s e de t somente a t rav és da diferen ç a s- t, a núcleo bj d_· merisiona1 

A( À,-µ) está concentrado na diagonal À = 11 ., - TI :5 JJ :5 TI . l.,ons ide

rando es te fato, e s ob a suposição de que fx(a.) e fx( í3 ) são a

proximadamente constantes e iguais a fx(À), chegamo s ~ una ex

pressao ,1proximaJa pa ra a variância do estimador fx( :\ ), 

Como A(À,µ) é periódica com período 2.r, em re lação 

a cada um a das coo r denadas, temos que 

Var fx(),) ~ fx(),) 2JJ.TT IA(a,$) l 2dadB , se O <), < 11 .(3.17) 
- 1r 
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Esta última expressão é equivalente a expressão (2.25)

quando não temos observações per(lidas , pois

A(cl , G) N y wM(s-t) e-i(c*s-Bt).
s =1 t=1 2vN

e a variância do estimados }v(X) é

Var íx(x) : í;(x)l.l >1:1 2vN e'i(as-Bt) y llb!!::!e.i('"r-Bv)dado

fX(X) N . N . ',(s-t)w..(r-v) lv -i(s-r)aaajve :(t-v)BdB
" s,t=1 r,v:l C2TiN): J: L7í

]:{(À) ? ..M(s-t):
Nz s,t=]

e, fazendo a transformação de variáveis k= s-t e t= t, temos
que

Var fX(À)
l

k;- ( N- l)

k+N
E

s =l .Ti: ..2..?r]k=0 s=k+l NZ J

: '*, L:.i.:,?r '~**, * ]Ê] ;::.:T''~-*,]
Í.3(X) N-i

' ~ k:-0-D M(n(i

c quando N -*m

( 3 . 1 8)

- 29 -

Esta Última expressão é equivalente a expre:.são (2.25) 

quando nüo temos oh s rvaç6es per<lidas , pois 

A( a,8 ) = 
I I wM(s-t) 

s= l t=l 2-rrN 

e a va r iância do e s timador fx(À) é 

I w~,iCs-t) 
2

, 

s , t =l 

- i ( a.s-Bt) 
e ' 

e , fazendo a transformaçã o de variáveis k = s- t e t = t, temos 

que 

[ 

- ,1 w ~-i ( k) 2 N - 1 N w ( k ) 2 
. 

= f ~ ( À) l _ iv__ ( N + k) + I l M ( N - k ) ] 
k=-(N-1) N2 k=O s=k+l N 2

· 

e qu ando N ->- 00 

N-1 
I 

k=-(N-1) ( 3 .18) 
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li« N Va« ?*(À) : í;(X)k>1."M(k)

\-r : (v) dv ,

N-l ..

pois kl;(N-l)\'r'(k)(l - N ) é uma soma de Cesãro, que converge

para M.Í. w:(v)dv, dado que k: il'l l)wM(k) converge para

: f{(À) bT

P(X)

MI w'(v) dv,
J .

(ver Bri[[inger,[197s], pág. 14) , e portanto, a variância do
esticador da função densidade espectral é assintoticiJnlente l-
aTIR l n

Var fX(À) N tv ' (v) dv ( 3. 19)

Entretanto, se exista.rem observações perdida:s, a(s,t)

não dependerá (]e s e de t somente através da diferença s - t e

A(cl,í3) terá uma aprcci.ãvel massa fora da diagonal, causando um

aumento da pari.anciã do estimados, não nos perJnitindo mais u-
sar a expressão (3.17). Este fenómeno Jones [:1971] chamou de
''Variance Leakage''

A fim (te obtermos então unia expressão assina:ética pa-

ra a variância do estimados definido por (3.7) vamos l)recitar
de alguns ]-esultados da Analise de Fouricr

DEFINIÇÃO 3.3.1 - Se g(t) , t: 0,:!:1,..., é uma função periÓdi.

ca, com pedi'od0 0, então g(t) possui urna representação harmÕ

pois 

para 

lim N Var fxP,) 
N-+oo 

- 30 -

<Xl 

~ uma soma de Cesiro, que converge 

N-1 
I w~(k) converge parn 

k==-(N-1) 

M f ~
00 

W 
2 

(V) c1 V , 

(ver Brillinger, [1975], pág. 14), e portanto, a vari ?mcia do 

estimador da função densidade espectral é assintotic umente i-

gual a 

V:.1r Í:x(>-) = ~ f{(À) Í
00 

w 2 (v)dv . 
Loo 

(3.19) 

Entretanto, se existirem observaç ões perdi.d,·!~; , a(s ,t) 

não dependerá de s e de t s omente através da diferen ç rt s ·- t e 

A(a,S) terá uma ctprcciâvcl massa fora da diagonal, GJ.\ tsando l.D'TI 

aumento da variância do estimador, não nos pennitin do mais u

sar a expressão (3.17). Este fenômeno Jorres [1971] ch'1rnou de 

"Variance Leakagc". 

A fim de obtermos e nt a o wna expressão assi11t6tica pa

r a a v ar i ân e i a d o e s ti ma d o r d e f i n i d o p o r ( 3 . 7) vamos p r e eis ar 

de algun s resultados da Anális e de Fourier. 

DEFINI ÇAO 3.3.1 - Se g(t), t = 0,±1, ... , é uma f un ção periódi

ca, com período 8 , então g(t) possui um a representaçã o harmô-
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nuca

n:g(t): [0/2]IGneiÀnt,
t; l , . . . , o

onde

o ti].g( t)'f
2lrn

0
e Àn

DEFINIÇÃO 3.3.2 - Sc h(s,t), s,t=0,tl,..., é uma ítlnção pe

ri.õdica com período 0, no sentido queperíodo

h(s , t) , t+0) ,

então ]l(s,t) possui. uma representação harmónica bidili\ensiollal

h(s,t) : [0/2] ei(SÀm-tÀn)Hm,n' t,s:].,...,0
m . n : -t z:;f ]

onde

«.,.: & i( s Xm- tÀn) h(s , t) -" ," ' [-g]

DEFINIÇÃO 3.3.3 - Sc I'(s,t) é tuna função periódi.ca (lue depen

dc de s e de t somente através da diferença s - t, então a re

presentação harmónica de r(s-t) é dada por

r(s - t)
'm,]'i

nica 

onde 

e À n 
= 

g( t) = 

Znn 
0 

- 31 -

[0/2] .À t 
l G e1 n ' 
. 0-1 n 

n=-[--J 
2 

t=l, ... ,0 

DEFINIÇAO 3.3.2 - Se h(s,t), s,t=O,±1, ... , 

ri6dica com período 0, no sentido que 

é uma f" t1n e: ão , pe-

h(s,t) =h(s+0,t+0), 

então h ( s , t) possui urna representação harmônica b id:i.me nsional 

onde 

H m,n 

[ 0 / 2 J 
h(s,t) = L 

0-1 
lll ,n=-[-

2
-J 

t,s= J., ... ,e 

0-1 1- 0 J - [ -2- ] :5 m Il :5 .__ 2 • 

DEFINIÇJ\O 3.3. :1 - Se r(s,t) é uma função periódica qu e depen

de de s e de t somente :itravés da diferenças - t, ent ã o a re

presentação ha rmônica de r (s-t) 6 dada por 

T ( S - t) = 



se
Rin,n

contrario,caso

l ' ' S;:e''"n' «(s)

Com base nestas definições vamos es

A(À,H) : s,N:l s)g(t)wM(s-t) e-i(Às-Ut):

erillos de IAíM(À,p) cuja massa esta concentrada na

Na secção 3.2 vi-mos que Rock) é uma função
riÓdica com período 0 = a+13, expressa na forma

. 0

Rg(k) : 'â t>llg(t) g(t+k)

onde a função g(t) Õ definida por (3.2) , e, u
ção 3. 3.1, temos que

R.(k) ; â >1 g(t) [0/2] eiÀm(t+k)Gt:l .o-l.
nl: - L ---3- J

=ç,'«'"«**2,«',

0

crever

em t

sando

m

função

( 3. 2 0)

diagonal

!)ar, pe-

( 3 .6)

defina-

onde 

e 

- 32 -

R - ·{Ron rn,n 

se rn = n 

caso contrár i o, 

Com bas e nestas definições vamo s escrever :t f unção 

N 
A(À,p) = L 

s ,t=l 

g(s) g(t)wM( s - t) 

2,rNR ( s-t) 
g 

-i(Às-µt) 
e ' ( 3. 2 O) 

em termos de WM(À ,l-1) cuja ma ssa está concentrada né.1 diagonal 

À = lJ • 

Na secç ·ão 3. 2 vimos que R (k) é uma função par , peg 

riÓdica com período 0 = a.+B, expressa na fonna 

0 
R (k) = l. L g(t) g(t+k), 

g e t=l 
( 3. 6) 

onde a função g (t) é defin i da por (3 .2), e , usando a defini

ção 3.3.1, temos que 

R ( k; = 
g 

l 8 
L 

O t =l 

[0/2] ., ke . 
= l G ell\m L g ( t )elÀmt 

0-1 m t=l 
m = - [ 2 · J 
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« -3ç- " ':*.*,

( 3. 2 1)

e o produto

b . Z..=Ç.'*"*.=:-'-""

l[R (s - t) ]
g

}v
n

0

g( s) g( t)

[0/2] G.G.ei(Àns-Àmt)
-" , «: -[ .g5.it

( 3. 2 2)

Da dcfilli.ção 3.3.3 temos que

n:-[2] ]ei(sÀm-tXn)IVm,n'
( 3. 2 3)

onde

se
tvm,n

caso con trãri.o,

e

\v ' s:: "sERg(s)]'l

e a rep rescntaçao de

h(s , t)

- 33 -

e 0/ 2 J 
l G 
0-1 m=-[ - J 

2 

- iÀ k G e m , 
mm 

e o produto 

onde 

e 

g(s)g(t) --
[0/2] .À [0/2] .À t 

\ l S \' - ··1 m 
l Gne n l Gme . 
0 - 1 .0-1 n==-[ - 2-] m=-[ -z- J 

Da definiçiio 3.3 . 3 temos que 

--1 
[R (s - t) J g 

== 

w = {won s e m = n 
m,n 

caso contráTio, 

m,n' 

e a re pre scnt açao de 

h ( s , t) = __g(s ) g (t) 
r~ ( s- t) 

?. 

( 3. 21) 

( 3 . 2 2) 

( 3 .23) 
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será, usando a definição 3.3.2

m , n: - L --'2-- Jh(s,t) : }l llei(SÀm-tÀn)Hm,n, (3.24)

onde

Hm,n : l s,0:le'l (SXm-tÀn)

J p K:' L -'7' J02 j:ie'J'sXíng(s)eJ tXng(t)' ][0/2] llei(sÀi-tÀk)Wj,k

[ 0/ 2]

Wj ,kGm-j'('n-k: k:-E>llWKGm-k'Gn-k

Des tocamos aqui , que

11 para m:n=0

10 para tn:nz0 ,

ver Jones , [ 1962]

Agora, usando a representação espectral de

h(s ,t) = g(S) g(t)
R 7'i'=':iT

g

definida por (3. 2z+) podemos escrever

A(x,u) : iíií .t=1 l.n-le'(fins-xnt)nm,nwM(s-t)';i(Xs'ut):

[ 0/ 2]
E

Dj,t:-E ]

- 34 -

sera, usando a definição 3.3.2 

m,n' 

onde 

H m,n 
== 1 ~ -i(s:\111 -tÀn) ~)_gJ_t) 

02 l e s-tT s,t=l g 

1 0 
== 02 I 

s,t=l 

e 0 / 2 J [ 0/ 2 J 
I w G --G- - = 

j,k m- j n -k ' W G • G l K m-k n -k' . 0-1 
J 'k=-[ -2- J 

0-1 k==-[-J 
2 

Destacamos aqui, q ue 

para m=n=O 

H m,n 
p arél m=n;,'.0, 

ver Jon es , [ 1962] . 

Agora , usando a rep resentaçio espe ctral de 

h( s ,t) = _lÚ_s) g( t) 
R ( s - t) 

g 

definida por ( ~.2 1\ ) podemo s escreve r 

(3.24) 

( 3 . 2 S) 

N 

== 2 ;N I 
[0/2] . . L e L ( "m s - À n t) H ( t) e-i(;\s-µt) _ w s- " -m,n M s ,t=l 0 - 1 m , n = - [ -

2
- ] 
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m,n -E&il] 'n s,t:lwb{(s-t)e

[ 0/ 2]

m,n:-E--2--] M(À-Àm,U'Àn)

WM(X,p) ; s,N:l 2vN e'l [Xs-Ut]

Substituindo(3.26) em(3.15) , temos que

r r'ü [ 0/ 2 ]

*'*': JJ-««,«,. ,Z-.ç:"«,«ÇT'".'*-*.-''

x }VI.{(À-Àj:-a'U'Àk'B) fx(ct) fx(Í3) dCEdB,

e devido o fato cle IVI.l(À,p) estar concentrada na or
que

I'/l.{(À-Àm-a,p'Àn'B)IVM(-X+Xj. cl.'U+Àk+Í3) ' 0

s que m: :i e n: k, e portanto

. [ 0/2] rrn-

Var fX(X) ; in,n:-ro'llIHm,nl2jl.,n lwMC

35

i[ (À Xn) s

onde

Var f

a melão

'fB)X-Xm' cl ,U'Àn X

- 35 -

1 
= 

2nN 

[ 0/ 2 J 
L 1-l WM(À-Àm,JJ-Àn) 

0-1 m, n 
m, n =- [ -

2
- J 

(3.26) 

onde 

-i[Às-µt] e . 

Substi t uindo (3 . 26) e m (3.15), temos que 

e devido o fato ele WM(À. ,µ) estar concent rada na ori gem, temos 

que 

a meno s que m = J e n = k , e por tanto 

[ 0/2] JI TT l IH l 2 IW1.1 (À-À -a,µ-À -B) J 2fx(a)f,{ ( ndo.dB, 
0 1 m,n I' m n , 

- -1T 
m,n=-[ 2 J 

e, de ( 3. 1 7), decorre que 
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",- }xu) ; . 1%:t.:: ' Íx( À- Xm) Íx( À- Xn) l.['.ü WM( cl , B) dado

Finalmente, do resultado (3.19), chegamos a expressão assin
tõti.ca,

Var fX(X) : Rito/21 l.IHm,nl:íx(X-xm)rx(X-xn)]l" w'(v)dv,m , n : -[ -::-;F ]

e do resultado (1.25) , ternos que

Va« }*m : :f:o)-'- >1 lnm,nl:ÍxR-\:?:\n-X:pjLw'(«)a«, O.ZD

para 0 < À < w, qt-te será ]nultiplicacla por 2 para À 0 ,w

3 .4 LIMITE SUPERIOR DA VARIÂNCIA DO ESTIRADOR

Como foi v:isto anteriormente, (quando as observações

são iguulincntc espaçacliis, a variância assirit(ética de fv(À) é
expressa por

pCO

P-MVar }*(N : g f:Í( w:(v) dv,

e consequentemente, pode)nos de (3.27) inferir o efeit.o na va-

riância quando a série observada é uma versão de amplitu=le mo-

dulada da série original

Parzen [í9õ3] obteve uln ]imite superior para (3.27)

substituindo íXCX-X..) e fX(À-À.:) pelo max fX(À), ou seja,

- 36 -

Va r f X (À) = [ e { 28~- 1 1 H 1 2 fx ( À - À ) fx ( À - À ) J f TI WM ( o: ' B) da di3 • 
m ' n = - [-2- J m ' n m n - TI 

Finalmente, do resulta do ( 3. 19) , chegamos 

tôtica, 

e do r es ultado ( . 2 5), t e mo s que 

-a express a o as s1n-

para O < À < ·IT, que -sera multiplicada po-r 2 para À= 0, 1r . 

3.4- LIMITE SUPERIOR DA VAR IÂNCIA DO ESTIMADOR 

Como foi v ·i. s to anteriormente, quando as ob servações 

são iguulmcntc espaçadas, a variância as s intótica <lc JX( À) é 

expressa por 

Var 
-
f ( À) 

X 

e consequentemente, po demos de (3.27) infer ir o efei to nava

riân ci a quando a séri e ob se rva da é uma v ersão de ampl:i tuie mo

dulada da sé rie or ig inal. 

Par ze n [:l.963 ] obteve um limite superior par et (3.27) 

substituindo fX_(\- >, ) e f , (À-À ) pelo max fv(À), ou se ja, 
/ l1l 11 /\ 
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Var }x(X) ' M Éi m?x rx(x) I' '":(v)dv, ( 3. 2 8)

[ 0/ 2]

m , n=-[ 0' 1] IHm pn l 2

e, usando a definição 3.3.3 obteve que

n = ]# [0/2] ? : h(s,t)h(r.v)e'](sÀm-tÀn)+i(rÀin-vXIJ
m,n=-E--r] s ,t:l r,v:l-

[1

02 s ,0:lt (s ,t) ]:

dado que para 0 impar

fiando aEol-a p, como sendo um limite

[0/2] .-im-â?(s-r)/.
«: -' o- l : 0 para s # r.

0 para s : r

I'ot

l g:(s)g:(t)
s ,t:] [[tg(s-t) ]:

( 3. 29)

Rg( k)

l 'Ko.L KJ 1 /-- P } IIÜI ct K'U 9 l

limite suf)erior para H é

Íi É P 'Õ t01 z(t)]:. (3.30)

cessão excita de fi, pode ser obtida f.azendo

, ct + Éi

Uma exp a

onde 

H = 

- 37 -

M H
~ 

N rnax 
À 

e e/ 2 J 

f ~ ( À) roo W 2 ( V) d V , 

J-oo 

l IH 1
2

' 
. 0-1 m,n 

m n=-1-J ' . 2 

( 3 . 2 8) 

e, usando a definição 3.3. 3 obteve que 

_ l [0/2] 
H ::: 911º I 

8-1 . 
m n=-[-1 

I I h(s,t)h(r,v)e-i(s11m-tÀ11)+i(rÀm-vÀ1iJ 
s ,t=l r,v=l 

' 2 -

- o\ I fh( s , t) 72 = _!_ I _g_2(s ) g2 (t) 
Q?. . 2 

s,t=l s,t=l [1~ (s - t.)J · 
g 

( 3. 29) 

dado que para 0 1mpar 

[ / 2 ] . 27T( ) . e . - 1m- s - r 
L e e 
0- 1 

m== -[-2- J 
{

e para s = r 

= O para s 7- r. 

Tom a ndo a gora p , como sendo um limite infe rior ele 

IR (k) 1 ~ p, para k=O,l, ... ,a+f3 g 

segue qu e lml l:im :i te s up e rior para. Fi é 

( 3. 30) 

-Uma express ao exata de H, pode ser obtida faz endo a 
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transformação de variáveis k = s-t, t = t na expressão 1.3.29) ,

0- 1

' k:-(8-D :(n l( t) g: ( t+ l k l )

e quando g(t) é definida por (3.2) temos k z 0 que

-ã >1 g:(t)g:(t+k) g?, * « .,

0 , k 2 a,

g(t) g(t+lkl) são fun
.{

e portanto, lembrando que R.(k)
çoes pares , temos que

Ü R.(O)0z g

0

>l g'(t) +
t:l

. r... 13 . 0-k cl . 6-ko F P q U'K (l a U»K

02 lk>liKg(k) '' t>jtg' (t) g: (t+k) + k:13+IRg(k) '' t>jlg'(t) g' (t+k)

J'* :*:'.:
ü- k 2]

+u a-l

e substituindo cada denominador ct-k,

gue que

, B por o:- í! , se

( 3 . 31)

A expressão (3.31) nos fornece um .li.mi.te superior
para [l, inferior ao limite obtido (3.30) , dado que quando g(t)
é definida por (3. 2) , temos
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transformação de variáveis k = s-t, t = t na expressão ( 3. 29), 

e quando g(t) e definida por ( 3.2), temos k ~ O que 

. 0-k {~:--_l:, k < a 
l. L g2(t)g2(t+k) = e 
e t=l 

O , k ~ a, 

e-lkl 
e portan to , lembrando que R (k) e I g(t)g(t+lkl) sã o fun-

g t=l -çoes pares, temos que 

0 
H ::::.l..R (0) - 2 \ g 2 (t) + 02 g l 

t=l 

·.1 .ê 1 (X k = - +2I - -y-:+2 I a-, 
a k=l a-K k=G+l (a-S) 2 

1 2 a-8+1 :::: - +-+ ... +--, 
a a-1 a-B 

e substituindo cada denominado r a-k , k = O, ..• , B por e-: - B, se

gue qu e 

H s CI, + B 
a-B (3.31) 

-/\ expressao (3. 31) nos fornece um . limite s uperior 

para H, inferior ao limite ob tido ( 3. 30) , dado que qu ando g(t) 

ê defín ida por ( 3 . 2) , temos 
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a- B

e

é .!::'*, 'l:[ ( 3. 32)

Coiisideran(lo r, a razão ciitre o número de ol)serva-

ções perdidas e o número de observações presentes temos que
para (3. 31)

'i . --}3- ( 3 . 33)

e para (3.32) )

Ü . Í.]..]:
1 1 - r l

de onde segue que estas expressões nos dão uma medida de quão

rápido a variância do estimados da densidade espectríi] ares
ce, quando r tende para l

Finaln\ente, combinando :JS relação (3.29) e (3.33) ,e

admitindo que o número de observações presentes Tn, é aproxi-
madamente igual a

C 3. 34)

' 0 a+Í3 ' '

podemos escrever a variâi-Lci.a do esticador da função de densi-

dade espectral em te)-anos do número de obsel'fiações preselltes, ou
seja

a

e 
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p == a-S 
S+ a ' 

H S f) - Z [½ I g ( t) 2
] 

2 

= 
t=l 

Cl 

a+ S ( 3. 32) 

-Consic.lcnmdo r, a razao entre o numero de obse rva-

ções perdidas e o número de ob servações presentes t '.= mos que 

para ( 3 .31) 

e para ( 3 . 32), 

l+r 
1-r ' 

- ( 1 ) 
2 

H s -1- r , 

( 3. 3 3) 

( 3. 34) 

de onde segue qu e estas expTess oes nos dão uma me d id a de quao 

rápido a variânc ia do estimado r da. densid ade es p ect r ;11 cres

ce, qu ando r tende p a ra]. 

Finalmente , c ombjnan do as relação (3. 29 ) e (3 .33),e 

admitindo que o núm e ro de observ ações presentes T
O

, é aproxi

madarnen te igual a 

T = o 
a 

a+(3 
T, 

podemo s escrever n vari~ncia do est imado r da f unç ii o d e de nsi 

dade espectral c m tennos do número de obsenraç.õe s p rese 11tcs , ou 

seja 
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fx(À)

{mã* -i*(n

l
l-r

3 . 5 PLANEJAMENTO PARA UMA AMOSTRAGEM PERIÓDICA

Vamos agora considerar a série temporal {X(t) ,teZ},

estacionária, real gaussiai]a, com ]nédia zero e com função den-

sidade espectral contínua, observada ein tempos não igualmente

espaçados, porem cíclicos. Denotaremos por p, p > 2

amostral e por S um subconjunto ordenado de inteiros de 0 a

p-l .Sea série X(t) , foi alnostrada de acordo com S, sobre o in-

terva[o [0,N], podemos escrever a série amostrado Y(t) na :R)r-
ma

Y( t) = gCt) X( t) ,

onde g(t) é uma função não aleatória definida por

ÍI se t mod peS
g(o : 'l

10 caso contrario,

e usar o estilnador da função de autocovariância definido na se

Ção 3. 2

cx(k)
CY(k)
R (k)

g ' '

( 3. 3 5)

onde

- 40 -

1 
1-r 

3. 5 - PLANEJAMENTO PARA UMA AMOSTRAGEM PER I ÕDI CA 

Vamos agora considerar a série temporal {X( t ), t€Z}, 

estacionária, real gaussiana, com média zero e com função den

sidade espectral contínua, observada em tempos não igualmente 

espaçados, porém cíc l icos. De notaremos por p, p > 2 o período 

amostral e por S um subconjunto ordenado de inteiros de O a 

p-1 . Se a série X ( t) , foi amo strada de acordo com S, sobre o in

tervalo [O,NJ, podemos escre ve r a série amostrada Y(t) na for

ma 

Y(t) = g(t)X(t), 

g(t) é um a f unç ã o n ão aleatória de finida por 

__ {

0

1 se t mod pES 
g ( t) 

cas o contrário, 

e us aT o estimador da f un ção de a u tocovariância definido na se

ção 3.2, 

-
Cy ( k) 

( 3. 3 5) 
R ( k) 

g 

onde 
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R Ct)
g ' '

I'-kl
g(t)lim

T-+m t:o g(t+k) . (3.36)

Agora, da relação (3.35) temos que o estimados da

função de autocovariãncia sÓ estará definido se R.(k) >0, e a

fim de determinar os valores de Ra(k) vamos definir um opera'

dor de translação Q, sobre S= {sl '...,sk}, tal que

Q(S) : Q(s I'. .. ,s k)

{(sl+l)lnod p, (s2+l)mod p ,. . . ,(sk+l)mod p}

e

Qv(S) {(sl+v)mod p,(s2+v)mod p (sk+v) mod p}

e apresentar alguns resultados

PROPOSIÇÃO 3.S.

N-.k-l
>l g(t) g(t+k) > ot:o

se e somente se Qk(S) nS ,@

PROVA - Se

N-k-l
>l g(t) g(t+k) > O

t:o

elltão existe IDn tO tal que t0€S mod p, c (t0+k)É;S mod p. Mas

se t0€S mod p, então(t0+k)eQk(S) , portanto tOÉ;SnQk(S) , ouse-
ja SnQ"(S) # Çã

Por outro lado se SnQK(S) x çõ, então existe um s. tal
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T-k 
R (k) = lim l l g(t) g(t+k). 

g T-)-00 T t= O 
(3.36) 

Agora, da relação ( 3. 35) ternos que o estimador da 

função de autocovariância só estará definido se R (k) > O, e a g 
fim de determinar os valores de R (k) vamos definir um operag 
dor de translação Q, sobre S = {s 

1
, .•. ,sk}, tal que 

e 

V Q (S) = {( s
1

+v)rnod p,(s 2+v)mod p, ... ,(sk+v)mo d p}, 

e apresentar alguns res ultados. 

PROPOS IÇ AO 3.5.l -

N-k-1 
L g(t)g(t+k) > o 

t =O 

s e e somente se k Q ( S) nS -;t 0. 

PROVA - Se 

N-k-1 
L g(t)g(t+k) > o, 

t =O 

entã o ex .is te um t
0 

u 11 que t
0 

E:S mod p, e ( t
0 + k) E:S mod p. Mas 

k k se t
0 f S mod p, e n tão (t

0
+k) E:Q (S), portanto t

0
E:SnQ (S) , ou se-

ja S n(/ ( S) ;,! 0 . 

Por outro lado se SnQk(S) ;,! 0, e ntão existe um s
0 tal 
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l\.pp.x =r fl lr/rq\ .o /Ir=

clue s0€S e s0€Q''(S) - f'las se s0€Q"(S) , existe um sjCS tal que

sO : sj+k, portanto (sj+k)eS e g(sj)g(sj+k) >0

PROPOSIÇÃO 3.5.2 - Seja # A o número de pontos do conjunto A

e, para x rea] [x] o mai.or inteiro não superior a x. Então

[N-k]# Qk(s)ns $ >10ig(t)g(t+k) g ([libl+])#Qk(s)ns

PROVA

N-k-l
>l g(t) g(t+k)t:o

P 1 21TI
' >1 g( t) g(t+k) + '>1 g(t) g(t+k) +
t=ot9

+

P [--n'] - ] N -k - l
g( t) g(t+k) + >1 g(t) g(t+k)+

kN
] - l)t=P([ P

=EN-:tlpjlg(t)g(t+k)+ N'k'l g(t)g(t+k)
P t;o'' ' ' ' ' t

Mas '>1 g(t)g(t+k) é igual ao número de t's, tais quc t(IS modp

e (t+k)eS lnod p, portanto é o número de t's, tais que tÉQ"(S)nS.

ou seja, é a cardinalidade de Q'(S)nS, e

l

0t

.k-l t)g(t+k) É #Q(k) (S) nS,

dó üttde cegue o resultado
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k 
que s 0ES e s

0
EQ (S) . Mas se k s 0 €Q (S), existe um sj€S t a l que 

s
0 

= sj+k, portanto (sj+k)€S e g(s.)g(s.+k) >O. 
J J 

PROPOSIÇÃO 3.5.2 - Seja# A o nümero de pontos do c onjunto A 

e, para x real [x] o maior inteiro não superior a x . Então 

PROVA -

N-k-1 
I g(t)g(t+k) = 

t=O 

N-k-1 
:; l g(t)g(t+k) ~ 

t=O 

p-1 2p-1 
l g(t)g(t+k) + l g(t)g(t+k) + . .. + 

t=O t::::p 

+ 

p[N-·1{]-l 

I g (t)g(t+k) + 
N-k-1 

l g(t)g(t+k) 
N-k t =p([-J-1) 

p 

r p-1 
= [N - 1'] l g(t)g(t+k) + 

p t=O 

p-1 

N-k 
t=p[ - J 

p 

N-k-1 
I 
N-k t=p[-J 

p 

g(t)g(t+k). 

Mas l g( t) g( t+k) é igual ao numero de t ' s , tais qu e tES mod p 
t = O 

e (t+k)ES mod p, po r tanto é o número de t's, tais que tEX/ (S)nS, 

ou sej a , ia c a rd i n a lidade de Qk(S)nS, e 

dé óttde segue o result a do. 
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PROPOSIÇÃO 3.5.3

. N-k-l

N-,m N ''tlo g(t)g(t+k) (S)nS : Rg(k)

PROVA - Da proposição 3.5.2, e do fato de .que N-]<EN] <N+l,
temos que

l Ntl0 g t)g(t+k) < Jl!!$-K+ 2l#Qk(s)ns,

e o liitti te

l Ntl0 g(t)g(t+k) < {#Qk(S)nS

e ,

l Nti0 (t)g(t+k) > jl!!'k.].l#Qk(s)ns

e o linti,te

. N-k-l
Jimi )l g(t)g(t+k)

kl (s)> #;QP nS

de onde segue o i'es ultado.

Apes ar de feridos mos tudo que

Rg(k) : {#Qk(S) nS

ainda não sabclnos se CX(k) esta definido para todo k=0,...,N-l.

pois se Q"(S)nS :g, Rg(k):0 e CX(k) não está definido

Uma forma simples para verificarmos quais R.(k) que
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- -
PROPOSIÇAO 3.5.3 -

N-k-1 
lim J I g(t)g(t+k) = 
N-+oo t=O 

l_#Q(k) (S) nS -
p 

PROVA - Da proposição 3.5.2, e do fato de .que N-1 < [NJ < N+l, 

temos que 

N-k-1 [ ) J l g ( t) g ( t + k) < fi Np- k + 2 # Q k ( S) n S , 
t = O 

e o limite 

N- k-1 
lim & I g(t) g(t+k) < .!. # Q \s) nS' 
N-+co t= O p 

e, 

N-k-1 ( ) 1 I f (t)g(t+k) > -N1 Np-k _ 1 HQk(S)nS, 
N t= O 

e o limite 

N-k-1 
lim ~ Í g(t)g(t+k) > #_!_Qk(S) nS, 
N ➔= t= O p 

de onde segue o resultado. 

Apesar de termos mostrado que 

-aind a nao sabemos se CX(k) está defi nido para todo k=O, .. . ,N- 1, 
k poi s st?. Q (S) nS = 0, Rg(k) = O e CX(k) não está defin ido. 

Uma forma simpl es para verificarmos quais R (k) que 
g 
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são positivos, quando a série temporal é amostrada dc acordo

com o conjunto S : {sl '. .. ,sk}, é dada com o auxílio de uma fi-
gura. Considere um círculo e divida-o em p segmentos .iguais,

onde p é o pera-odo ainostral, enumerando-os de 0 a p-l, e, as-

sinalando os pontos que pertencem a S =Ísl'.. . ,sk}. Por exem-
plo se a série foi an\ostrada ciclicamente, com período amos-

tral p igual a 8 sobre S= {0,1,4} temos a seguinte f:i.Bufa

..&.. Traje (k) linhas unindo os

pontos assinalados doi.s a dois,

c conte elli ambas direçÕus e nú-

mero de segmentos entre tloi.s pcai-

tos unidos . Defina V o cona unto

foi'nado pelo zero e por todos os
números assim obti.dos. fJo caso

particular em que S = {0 ,1,4} é

fácil verificar que V= {0,1,3,4,5,7}. Observe que neste caso
ICV, isto significa que existem duas observações separadas por

uma unidade dc tempo, mas 2€V, o que significa que não exis-
tem duas observaçoes separadas por duas unidades de tempo, ou

seja g(t)g(t+2) : 0 para qualquer t. Neste caso CX(k) hão esta
definido para k : 2, não interessando o tamanho da amostra

No caso geral, Ollde S; {sl'...,sk} a função CX(k)
está definida se c somente se jkjmod peV, e, portanto, somen-

te se V ::,{0,1,...,p'l} é que podemos usar a. estinladol' êX(k)
Quando V :,{0,1,. . . ,p-l} duzentos que S é uma cü.á6e,'tende .uuexpa'

ra p. No exemplo, S-ÍO,1,4} e V=ÍO,1,3,4,5,7} temos que S

'\
'RÍ
\

2

*/
3-e-

4
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são positivos, quando a sêrie temporal ê amostrada de acendo 

com o conjunto S = {s
1

, ... ,sk}, é dada com o auxílio de uma fi

gura. Considere um c!rculo e divida-o em p segmentos iguais, 

onde p é o período amostral, enumerando-os de O a p -1, e, as

sinalando os pontos que pertencem a S={s 1 , ... ,sk}. P·or e xem

plo se a sêrie foi amostrada ciclicamente, com períod o amos

tral p igual a 8 sobre S = {O ,1,4} temos a seguinte f ig ura . 

o 

7~~ 

6 

5 

4 

1 

2 

Trace ( ~) linhas 'm -i. n do os 

pontos assinalados do is a dois, 

e conte em ambas dire ções e nú

mero de segmentos entre dois pon- -. 

tos unidos. Defina V o conjunto 

formado pelo zero e por t odos os 

números assim obtidos . No caso 

- f } -nnrticular em que S - ,0,1, 4 e 

fácil verificar que V= {O ,1,3,4,S, 7}. Observe que neste caso 

lE:V, i s to ~ignifica que existem duas obs ervações separadas por 

uma unidade de t e mpo, mas 2(/,V, o que significa que n 1to exis

tem duas obs erv ações separadas por duas unidades de t mpo, ou 

seja g(t)g(t+2) == O para qualquer t. Neste caso êX(k) n ã o está 

definido para k == 2 , não interessando o tamanho da amostra. 

N o c as o g e r a 1 , onde S == { s 
1 

, . . . , s k } a f un ç. ã o C X ( k) 

está definida se e somente se lklmod pE:V , e, portan to , somen-

te se V ::i {0,1, ... ,p-1} é que podemos usar o_ estimad o-r êX (k). 

Quando V ::i {O ,1, ... ,p-1} di zemos que S é uma cü66Vte.nc.e. c.o v<Vt pa-

ra p. No exemplo, S = {0,1, 4 } e V== {0,1,3 , 4,5,7} temos que S 
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P f(P)
l
2
2

3
3
3
3
4

uma cté f16eAerLeel co ve4

l
2
3
4

5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37

38-41
42
43
44
45
46
47
48
49

50-55
56
57

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
()

0
()

l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
].

l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l

2

4
3
3
3
3
3
4
4
3
3

3

3

5
3
3
3
4
4

4
3
3
4
4

4

7

7

6
6
6
9

7
7

7

7
10

9
9

14
9

11
7

7

14
1()
15

4
4
5
5
5

5
5

6
5

6

6
6
6
6
6

7

6
7
7

7

7

7

7

8
8

8

8

8

8

8

8

9
8

9
10
11
12
15
15
13
16
11
13
12
12
19
12
20

15

15
19
17
15
21
].7
22

0
()

0
0
0
0
0
0

()

0
()

0
0
0
()

()

0
0

l
l
l
l
l
l
l
l

l
8
8

8
8
8
8
8

l
l

2

3

4
2

2

2

11
6

6
8
9

3

3

3
16
10

10
12
11

8
8

8
19
17

13
18
17
13
13
13
23
23

16

23
17
17
17
25
35

6
18
18
18
18
18
18
18

37 40
31 39
31 39
31 39
31 39
31 39
31 39
31 39

$9
lO 19 21
3 13 32

37 43 49 52
36 43 52

Tabela 3.1 p:fperiodo aniostral
f(p) = niintero mínimo de elementos que unia

ctZ6áe,ftarice covC4 para p pode ter

10 19 26
19 22 24
19 22 24
19 22 24
19 22 24
19 22 24
19 22 24
19 22 24
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p f(p) urna dió óvr.e.nc.i covvr. 

1 1 o 
2 2 . o 1 
3 2 o 1 
4 3 o 1 2 
5 3 o 1 4 
6 3 o 1 3 
7 3 o 1 3 
8 4 o 1 3 7 
9 4 o 1 3 7 

10 4 o 1 3 6 
11 4 o 1 4 6 
12 4 o 1 4 6 
13 4 o 1 3 9 
14 5 o 1 3 7 9 
15 5 o l 3 7 10 
16 5 o 1 3 7 11 
17 5 o 1 

..., 
7 12 .) 

18 s o 1 3 10 15 
19 5 o 1 3 9 15 
20 6 o 1 3 9 13 15 
21 5 o 1 4 14 16 
22 6 o 1 4 9 11 15 
23 6 o 1 4 11 13 19 
24 6 o 1 3 7 12 17 
25 6 o l 3 7 12 15 
26 6 o 1 4 14 19 21 
27 6 o l 4 10 12 17 
28 6 o 1 4 15 20 22 
29 ? 

30 7 o 1 2 6 10 13 16 
31 6 o 1 3 8 12 18 
32 7 o 1 4 9 11 17 23 
33 7 o 1 2 3 8 13 17 
34 7 o 1 2 3 8 13 17 
3S 7 o 1 2 3 8 13 17 
36 7 o 1 11 16 19 23 25 
37 7 o 1 6 10 17 23 35 

38- 41 ? 

42 8 o 1 6 10 19 26 37 40 
43 8 o 8 18 19 22 24 31 39 
44 8 o 8 18 19 22 24 31 39 
45 8 o 8 18 19 22 24 31 39 
46 8 o 8 18 19 22 24 31 39 47 8 o 8 18 19 22 24 31 39 
48 8 o 8 18 19 22 24 31 39 
49 8 o 8 18 19 22 24 31 39 

50- 55 :-;9 
56 9 o 1 10 19 21 37 43 49 52 
57 8 o 1 3 13 32 36 43 52 

Tab e l a 3 . 1 - p 'ã'per iodo amostral 
f (p) = número mínimo de e lementos q ue uma 

clLó 6Vlil.nc.e. C.OVOL p ara p pode t e r , 
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não é uma dÍlÍ16e anca codex para p : 8, mias se S' = {0,1,3,7} tere-
mos V' = {0,1,2,3,4,5,6.7}, ou seja S' é uma ''difference mover''

para p : 8.

Como acabamos de ver, para um dado período amostral

p, nem todo conjunto S é uma ''difference cover'' para 'p. Aper-
gunta natural que surge é quando para um dado p, um conjunto

S : {sl' .. . ,sk} é uma ''difference cover'' para p, ou inellhor qual

É; o número mz'niíno de elementos de S e qual a configuração de

S para que isso ocorra

Vala Ncss [1976], com atix;í]io da Teoria dos Números

determinou para alguns períodos ainostrais o número mínimo de

elementos de S bem como uma possível configuração de S para

que S seja uma ''difference mover'' para p (Ver Tabela 3.1) .Co-
mo elc próprio ponderou, a generalização é extremamente difÍ-
ci l

Uma vez definido CX(k), para todo k$N-l, a obten-
ção do estimador da função densidade espectral e da variância

deste , é análoga a da secção 3.2

B
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nao é uma cü.6óV-Le.nce. c.ove.11. para p = 8, mas se S ' =· {O, l, 3, 7} tere

mos V' = {0,1, 2,3,~- ,S, 6,7}, ou seja S
1 é uma "differencc cover" 

para p = 8. 

Como a:C:abamos de ver, p ara um dado período amos tral 

p, nem todo c onjun t o S é um a "difference cover" p ara -p . A per

gunta natural que surge é quando para um dado p, um c onjunto 

S = {s
1

, .. . ,sk} é um a "di ffere nce cover" para p , ou me lhor qual 

é o número mín imo de elemento s de S e qua l a confi guTa.ção de 

S para que iss o oco rra. 

V□ n Nc ss r 197fi], com auxilio da Teoria dos N~ncros 

determ i nou para alg uns períodos amostrais o número mí n imo de 

elementos de S b em como uma possível configuração de S para 

que S s eja um a "difference cover" para p (Ver Tabel a 3 .1) . Co 

mo ele p r 6prio ponderou, a generali zação é extremamente difí

cil. 

Uma vez definido êX(k), para todo k :,:; N-1 , a ob ten 

ção do estimador da f unç ã o densidade espectral e da var iincia 

deste , é a n ál oga a da secção 3 . 2. 

- 111 -



CAPTTUL0 4

TEhtPOS DE AMOSTRAGEM ALEATÓRIOS

4.] - 1 NTRODUÇAO

Ao observarmos uma série temporal estacionária de-

finida em intervalos de tempo i.gualmente espaçados pode acon-

tecer que existe, associado a esta série temporal {X(t) ,teZ},

um processo aleatÕI'io {Y(t),teZ} independente de {X(t),t(:2Zf cau-

sando a perda de observações. Scheinok [1965], considerou o

''caso binomial'', quando o processo aleatório é tal que em ca-

da i.nstante t, a série temporal é observada com una ])robabi-

li.dado p, 0<p<1, illdependente dos demais instantes. Bloom-

fie[d [i970] considerou uin processo a]eatÓrio associado cl sé-

ri.e teinpora] {X(t),tÉ;Z} mais geral, e Jones [1971] não fez su-

posições sobre o processo causador da perda de observações

Como nos capx'tulos anteriores nos supomos que o pro'
cesso {X(t),tÉ;Z} é estacionário, com média zero e com função

densidade espectral f(À) contínua, e lembrando que se X(t),

t= 1,...,N, é uma amostra de tamanho N do processo definida an
intervalos igualmente espaçados, podemos estimar a função den-

sa.dado espectral através das covariâílcias amostrais
47

CAP1TULO 4 

TEMPOS DE AMOSTRAGEM ALEATORIOS 

-4.l - INTRODUÇAO 

Ao observarmos uma série temporal estacion ár ia de

finida em intervalos de tempo igualmente espaçados pode acon

tecer que existe, associado a esta série temporal {X ( t ) ,tE:?L}, 

wn processo aleatório {Y(t),t€7l} independente de {X(t) ,tC?l} cau-

sando a perda de obs e rvações. Scheinok [1965], consi de r ou o 

"caso binomial", quando o processo aleatório é tal qu e em ca

da inst a nte t, a série temporal é observada com um a r;-robabi

lidade p, O < p < l, independente dos dema is instantes . Bl oom

field [1970] considerou um processo aleatório associado a se

rie temporal {X( t ),tf?l.} mais geral, e Jon es [1971] n ão fez su

posiçõ es sobre o processo causador da perda de observaç6es. 

Como nos c apítulos anteriores nós supomos que o pro

cesso {X(t) ,tE-:Z} é estacionário, com médi a zero e com f unção 

densidnde espectral f (À) contínua, e lembrando que se X( t) , 

t = 1, ... ,N, é um a amostra de t a manho N do processo de f inida em 

intervalos iguaJmente espaçados, podemos est imar a fun ção den

sida de espectral atrav6s d as covari~ncias amostrais 

-47-
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e então formar as somas suavizados

X(t)X(t'''jkl), kl É N-l
(2 .14)

kl > N-l,

}(À) : . >1 e':ÀkwM(k)ê(k)k:-«

4.2 - O CASO BINOMIAL

(2 .1 3)

Para estudarmos o caso bi.nomial, inicialmente supo-

mos que todas as observações estão presentes e com auxz'lio da

função aleatória

ÍI, se X(t) é observado
v(t) = .l

10, se X(t) não é observado,

e

P[Y(t)=1] = P,

P[Y (t) =0 ] = 1-P

independente de t, podemos definir um estimados da função den-

sa.dado espectral, assintoticamente não via.ado e consistente

por

f(À) ; l..WM(À-a)Inca)da,/ 'n
(4 . 2)

onde IÚ(À) é o pe/üodogxtztma nio(üá,écado definido por

C(k) 
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N-lk l 
I X(t)X(t+ lk l) , 

t=l 

o' . 

e entio formar as somas suavizada s 

lk l ~ N-1 

1 k 1 > N- 1 , 

00 

f ( À ) = l e - i "kw M ( k) ê ( k) • 
k= - oo 

4. 2 - O CASO B I NOM I AL 

( 2 .14) 

(2 . 13) 

Para e s tuda r mos o caso binomial, inicialmente s upo 

mos que todas as observações estão presentes e com auxi l i o da 

função aleatória 

y ( t ) 
= {l, s e 

O, se 

X(t) é obse r va do 

( 4 . 1) 
... 

X(t) nao e ob s ervado, 

e 

P[Y(t) =l] = p, 

P[Y(t) =OJ = 1 - p 

independente de t, podemo s definir um e s timador da função den

sidade espectral , as sintoticamente não viciado e c on s i s t ente 

por 

( 4. 2) 

onde IN(À) e o pe.n,i_odogl[.ama mocüfic.ado de f in ido por 
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iÚ(X) : 2:1ql l] P t!]. s1l !Éli))(!i;!i$!i!)Xli!} e'l(t-s)q (4.3)
SKt

O valor esperado da relação (4.3) é

EEIÜ(X) ] : 2iim]>i liEV(tyx(t)' + tNI sNI ] EY(t)Y(s)X(t)X(s)e':(t-s)a] ,
s#u

e o fato de Y(t) ser estocasticamehte i.ndependente de X(t),

poi.s Y(t) é uma propriedade do esquema de amostragem antes ao

processo ter sido observado, implica

EY (t) ' X(t) : EY(t)'EX(t): = PEX(t)',

e

EY(t)Y(s)XCt)X(s) = EY(t)Y(s)EX(t)X(s) = P:EX(t)X(s),

de onde segue que

nlÚ(x) : :liXL=i x(t)' N X(t)X(s)e'z(t's)ct]S=1 J
s#t

>l. >1.EX(t)X(s)e'z(t-s)a : EIN(a),t=1 s=l

onde IN(a) é o periodograma dado por (2.11), e portanto f(À)
definido por (4.2) é assintoticamente não viciado.

Para a obtenção da variância do estimados f(À) cal-

cularemos, inicialmente, a covariância entre IÚ(a) e IN(B),

- 49 .. 

I'(À) = 1 1-I Y(t) 2X(t) 2 
+ I I Y(t)Y(s)~(t)X(s) e-i(t- s)al (4 . 3) 

N Tii-N'Lt=l p t=l s=l p J 
S.z'.t 

O valo r esperado da relação ( 4.3) ~ 

. N N N ·. 
E[IN(À) J = z;N í I .!.EY(t) 2X(t) 2 + I I 4EY(t)Y(s)X(t)X(s) e-·l(t -s)a]' 

4:=l p t=l s=l p 
S.z'.Ü 

e o fat o de Y(t) ser estocasticamente independente de X(t), 

pois Y(t) i uma propriedade do esquema de amostragem antes ao 

proces s o ter sido observado, implica 

e 

EY(t)Y(s)X(t)X(s) = EY (t)Y(s) EX (t)X( s) - p 2 EX(t) X(s ) , 

de ond e segue que 

[ 
N N N ·e . ] 

EI N(À) = 1 L EX (t) 2 + l l EX(t)X(s)e- 1 t -·sJ a 
LTTN t= l t =l s=l 

s 7- t 

onde IN(a) é o periodograma dado por ( 2.11 ), e po rtanto f (À) 

definido por (4.2) é assintoticamente não viciado. 
~-

Para a obtençio da variincia do estimador f (À ) cal-

cularemos, inicialmente, a covariincia entre IN(a) e IN (B), 
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pois

f 'lT f 'F. fu fu

v,, ío) : l.. l.."~,o-')w.o-n''"í::\('),:,\u)}d.úe. u.u
De (4.3) decorre que

Cov{ IÜ(a) , l&(B) } t:l .!:««"4©. "4q

. .E: ]: ,!, '.rG':l'E,*'"?*'':l'«' *''' .'' I''-'' '}
TZV

tli s1l v=1 t t)\'(s)}(t)X(s)e-i(t-s)ci,!11111: n)(E.'l
Sxt

+ E 1 }1 CovtY(t)\'(s)X(')X(s)e'z(t-s)a,
t=ls=lv=lr=l

spt r;:v

Y(v)]'(r) X(v) X(r) e'] (v-r) B }

Com base na suposição de que o processo é gaussiano

C(t-s)C(v-l') '-C(t-v)C(s-r)'c(t-r)c(s-v) ,se t s'v:i'l
C(t-s)C(0) + 2C(t-v)C(s-v), se t;s:v:r

EX(t)XCs)X(v)X(r) : 'lc(o) : ' 2C(t-v) : , se t:sw=r
3C(t-s)C(0) , se t*s

3C(0):, se t=s:v=r. J
Desta forma, a covariância do primeirotermo de. (4.5)

reduz-se a

r 
f ' 

f 
1 

~ 
1 

t 

t 
t 
1 
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pois 

De (4.3) decorre que 

' ' - 1 N N {Y(t) 2X(t) 2 . Y(v) zpX(v) 2} 
Cov{IN(a), -INÇB)}-(ZnN) 2 í }:Cov p , 

t=l v=l . 

+ ~ ~ ~ C {Y(t) 2 X(t) 2 Y(v)Y(r)X(v)X(r) - i (v -r.) Rt 
l l l ov --'---"----~~, ;( e . [ 

t= 1 v= 1 r= l · p p · 
r~v 

+ ~ ~ ~ e· {Y(t)Y(s)X(t)X(s) , - i (t-s)et Y(v) 2 >~ív) 2
\ 

l l l ov 2 -e ,~~- · 
t=l s=l v=l p · . p J. 

s~t 

N N N N ·e " 
+ l I }: l Cov{Y(t)Y(s)X(t)X(s)e-1 t-sJa , 

t=l s=l v=l r=l 
S~t ~V 

Y(v)Y(r)X(v)X(r)e -i(v-r) 6}. 

Com base na supoiiçio de que o processo e gaussiano , 

C(t-s)C(v-r)+C(t-v)C(s - r)+C( t -r)C(s-v) ,se t ; s ~v~r 

C(t-s)C(O) + ZC(t-v)C(s-v), se t~s;,:v=r 

EX(t)X(s)X(v)X(r) = C(O) 2 + 2C(t-v) 2 , s e t=s;qr=r 

3C(t-s)C(O), se t;ts=v=r 

3C(O) 2 ~ se t=s=v=r. · 

r"\ 
lf) . 

r"\ 

'° . 

r 
Desta forma, a cova riância do primeiro te11no de ( 4. 5) 

reduz-se a 



'.«{"';u,"r#a}

ip'EEY(t):X(t) :Y(v) 'X(v) : - EY(t) 'X(tyEY(v) :X(vy]

:\'(vyEX(t) :X(vy - EY(tyEX(tyEY(v) :EX(v)' ]

e temos para t # v

(C(0)'+2C(t-v)y-P'C(0)'] : 2C(t-v)',

e para

Ó-EP3C(0):-P:C(0):] :(3P'l-l)C(0)z,

.g:'.«{"!#u,"':u}

.F }l >1 2C(t-v):'. >1 (3P'l-DCW)'lLt=1 v=1 t=1 J
vpt

[tli vl12c(t-v)' - tNizc(o)'+ tNI(3p-l.-l)c(o)']

f..,,-l..,.,.xo.a P r.,l.lxnr.\2] rH,7\

portanto\e

l
P

1)N

[EY(t)

Nl
t:l
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= -á-[EY ( t) 2 Y (v) 2 EX(t) 2 X(v) 2 
- EY (t) 2 EX (t) 2 EY(v) 2 EX(v) 2 J 

p 

e ternos para t ~ v 

--¼[p 2 (C(O) 2 +2 C(t-v)) 2 -p 2 C(O) 2
- J = 2C(t-v) 2

, 
p 

e para t = v, 

e portanto 

[
N N N N ] 

= (21T~) 2 L l 2C(t-v) 2 
- I 2C(0) 2 + I (3p-

1
-l)C (0 ) 2 

t=l v=l t=l t=l 



A covariância do segundo terra

co«{!(111i}.(!E,!Cyà}(D- x(«) Xh)e'i ("'n B}

IE Yft):Xít):Y(vlY(r)X(v)X(r) .

V(tyX(ty E Y{.v)Y(r) }(v) X(r)
P P

ibIEY (tyY(v) Y (r) EX(t) 'X(v) X(r)

EY(t) 'EX( t) 'EY (v) Y (r) EX (v) X (r)] e' j.(v-r) 13 ,

e ten-os pal'a t x v x r,

ib- ip ;C(v-r) c(o) +2c (t-v) C (t-r) -p 'c (o) C(v-r)] e- i (v-r) B

2C(t-v) C(t-r) e'z(v-r) B

i[Ç b: 3C(v-") c(o) -p ; C ( o) C (v- r)] e- i (v-r

[(3p'i-l) C(v-r) C(0)]e-i("-r) B,

v,

[( 3p- 1-1) C(r-v) C (0)] e-i("-'") B ,

52

5)o de reduz

Para t V# T,

) B

e para

a
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A covariincia do segundo termo de (4.5) r eduz- se a 

-E Y(t) 2 X(t) 2
· E Y(v)Y(r)X(v)X(r)Je-i(v-r)f3 

p p 

e ten.o s para t ;l v ;z: r , 

P\ [P 3 e ( v- r) e (o) + 2 e ( t-v) e ( t- r) - p 3 e (o) e ( v- r)] e - i C v -· r ) í3 = 

= 2C(t - v)C(t-r)e - i(v- r)B. 

Para t = v ;z: r, 

e para t = r ;z: v, 



portanto

T;zV

N 3p-l-l)C(v-r)C(0)e':(v-r)B ...

' >1 y (3p'l-l)C(r-v)C(0)e'i(v-r)B ..

V#T
r=1 v=l

t1l .,1l .-NI C(t-v)C(t-r)e':(v'r)B]:.:;!.-:: '

: L~l r1l SP't-l)c(«-OCN)
T#V

N 2C(t-v)C(t-r)e':(v-r)B]r=1 J
t#v#r

" L~l «N:(3p-l'nc(«-ncw)cos(v-,
r#t

LItZ'l v2'l rl;l c(t-r)e ''' '''J

O terceiro termo de (4.5) é análogo ao segundo ter-
mo, portanto i.qual a

s #t

Ú..!: .!: .::«« ):(l.!.l::KilJ-- , Y (v) Y(r) X(v) X(r) e'i(v' ") B}

N N N C(t-v)C(t-r)e'l (v-r)B]. (4.8)

s l v icov{)!11.!i;.(.gl X(t)X(s)e':(t-s)a,)l11Jr) 2X(v) :

53

) B +

je'l (v-r) B + e i ( r- L-' ' l *

i Co«
v=l
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portanto 

(Zn~)2 I I I Cov{Y(t)
2
X(t)

2
,Y(v)Y(r)X(v)X(r)e-i(v·· 1·)S} 

t=l v=l r=l p 
r;z:v 

= cz~lN)'lt Jl(3p- l-l)C(v-r)C(O)e-i(v-r)B + 

y;z:y 

N N 
+ l l (3p- 1 - l)C(r -v)C(O)e-i(v- r)B + 

r =l v=l 
y;;ty 

N N N 
+ l l l 2C(t -v)C(t-r)e-i(v-r)f3] = 

t=l v=l r=l 
t;1-y;,:y 

= 1 1 ~ ~ ( 3p- l-l)C(v-r)C(O) [e-i(v-r )B + e-i(r- ·v) B] + 
(2nN) 2 4'~1 r~l 

y;z:y 

N N N 
+ l l l ZC(t-v)C(t-r)e-i(v-r)B] = 

t=l v=l r=l 
t ;z: y;;ty 

1 lN N 1 
= 21T2 N2 ~l rrl (3p - -l)C(v-r)C(O)cos(v-r)S + 

y;;tt 

+ [Jl vt Jl C(t-v)C(t-r)e-i(v-r)S]. 

t ;z:y-,:. y 

(4.8) 

O terc eiro termo de (4 .5 ) e análogo ao se gundo ter

mo, portanto igua l a 



'z;i:NPlt1l s1l(3p'l-l)c(t-s)c(o)cos(t-s)a +
SKt

+ l E l C(v-t)C(v-s)e':(t-s)a]
lr=1 t =1 c=1 Jv=1 t=1 s=1 J

VBtPS

a soma do segundo e do terceiro termo é igual a

s#t
N N N

+ >1 >1 >1 C(v-t)C(v-s)je'J (t-S)a+e-i(t-S)BI. (4.10)v:l t:l s;l L J
vptps

A covariânci.a do Último termo de (4.5) é dada po

CovlY (t)Y(s) X(t) X(s) e'] (t-S) a, Y (v)Y (r) X(v) X(r) e'z (v-r) B}

ibtEY(t) Y(s) Y(v) Y(r) EX ( t) X(s) X(v) X (r)

EY(t) Y(s) EX (t) X(s) EY (v) Y (r) EX(v) X(r)

temos, para t z s #v # r

i%- b"[ C (t-s) C (v- r) 'c (t-v) C ( s-r) +C(t-r)C

p'EC(t-s) C(v-r)]] e-i(t-s)a-i (v-r) 13

[ Fft ..n r r ..,) .-'- r ,- - ..) '- r. ..,. .. -i(t-s) ct-i (v-r) 6

l N N .

E >1(3P'l-l)C(t-s)C(0) (cos(t-s)Becos(t-t=1 s=l s) a) +

l

(s v)]

(4 . 9)

e

-i (v-r) B

e

q
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1 [ N N 1 
= (2rrN) 2 l_ I (3p- - l)C(t-s)C(O)cos(t - s)a + 

-t-1 s =l 
S7'.t 

N N N . ] 
+ l l l C(v-t)C(v- s)e - i(t-s)a, 

v=l t=l s=l 
V 7'. t :z s 

-e a soma do segundo e do terceiro termo e igual a 

( 4 . 9) 

1 [ N N 1 
zTT 2 N 2 l l ( 3p - -l)C(t - s)C(O) (cos(t - s)B+cos(t -s) a ) + 

t=l s =l 
S ;z! t 

+ I I I e ( v - t) e ( v- s ) [e - i ( t - s) a + e - i ( t - s ) B] . 
v=l t=l s =l 

v;z:t;,::s 

( 4 .1 O) 

A cova r i incia do iiltirno termo de (4.5) € dada por 

Cov{Y(t)Y(s)X(t)X( s )e - i(t-s)a,Y(v)Y(r)X(v)X(r)e-i( v- r ) B} = 

= p\ [EY(t)Y(s)Y(v)Y(r)EX(t)X(s)X(v)X(r) -

- EY(t)Y(s)EX(t)X( s )EY(v)Y(r)EX(v)X(r)Je-i(t-s)a -i(v- r)B 

e terno s , para t ;t s -;:. v ;z: r 

f.- [P l• e e ( t -· s ) e ( v- r) + e ( t - v) e ( s - r) + e ( t - r) e ( s -v) J -

- [C(t - v)C(s -r )+C(t-r)C(s - v)Je-i(t - s)a-i(v-r)B _ 



Para t # s, t = v, v ;' r, s pr

Éb [p '[ C (s-r) C (o) + 2c (s-t) C Cr-t) ]

p'c(t-s) c(t-r) le-i(t-s)a-i(t-r) B
' J

[p' C(0)C(s-r)+(2p'J-].)C(t-s)C(r-t)]e'z(t-s)a-i(t-r)B

para t #s, t :r, v pr, s pv

iii [p ;[ c(s-v) c(0) +2c (t-v) c (s-t) ]

p'C(t-s) C(v-t) le': (t-s)a-i(v-t) B' J

[p'lC CO) C (s-v) + ( 2p'l-].) C(t-v) C(s-t) ]e'z(t-s) a- i (v-t) Í3

para t # s, s : v, v # r, t #r

[p' IC(0) C( t- r) + ( 2p'l- ]- ) C

para t ps, s :r, v #r, t #v

[P' ]' C(0) C( t - v) + ( 2P' 1- ]. ) C

para t # s, v # r, t : v, s :r

ili.lp:EC(o) :+2C(t-sy ] - p'C(t-s) 'le-i(t-s)a-i(

tp'ZC(0):+CZp' -l)C(t-s)'le'z(t-s)a-i(t-s)

3

l

j.(t s)a i Cs r) B(t s)C(s r) ]e )

s)a i(v s) Bi(t(t s) C(v s) ]e l

s) Bt
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Para t ;x: s, t = v, v ;t. r, s ;x: r 

1 Í, 9 . p1tL_P [C(s-r)C(0)+2C(s ~t)C(r-t)J -

para t ;x: s, t = r, v ;x: r, s ;x: v 

p\ [p 3 [C(s - v)C(0)+ 2C (t-v)C(s - t) J -

= [p - 1C(O)C(s - v)+( 2p- 1- l)C(t -v)C(s -t)J e- i(t-s)a- i (v-t )6 , 

para t ;z: s , s = v, v ;z: r , t ;x: r 

[p - 1C(O)C( t-r)+( 2p- 1- l)C(t-s)C(s -r)J e-i (t - s)a-i (s - r) 6 
' 

para t ;x: s , s = r , v ;x: r , t ;x: v 

para t .t s , v ;x: r , t = v , s = r 

p\[p 2 [C(0) 2 +2C(t - s) 2J -p"C (t -s ) 2Je - i(t-s)a- i( t- s )6 = 

= [p - 2C(0) 2 +(2p - 2- 1)C(t- s)2Je - i(t -s ) a- i(t-s)S , 



t zs, v#r, t =r, s =v

[P'2C(0) a+( 2P'2.]) C (t-s) :] e'J (t-S) a- j. (s

tanto

N N N f ., .

ll . ll -«>ll IY(t)Y(s)x(t)x(s)e'JLt'sla,s=]. v=1 r=1 t
s#t r#v

Y(v)Y(r) X(v) X(r)e':(v'r) B}

. r N N N N
{ZiinP'LEi s=1 v:l r l C(t-v)C(s-r)+C(t-r)C(s-v) ]e'JCt-s)cl-i(v-r)B

t;'spvpr

+ N ? IÍEp-lc(o)c(s-r)+C2p'i-i)c(t-s)c(t-r)]e'z(t-s)a-i(t-r)B +t=1 s=1 r=l
spt rps

rKt

+ >1 N NEp-lC(0)C(s-v)+(2p'l-])C(t-v)C(s-t)]e':(t-s)a-i(v-t)B +
t=1 s=1 v=l

spt v#s
vpt

+ >1 N yEp-lc(o)c(t-r)+(zp'l-l)c(t-s)c(s-r)3e'z(t-s)cl-i(s-r)o +t=1 s=1 r=l
SPt Txt

T#S

+ >1 N ?]p-lC(0)C(t-v)+(2p'l-])C(t-s)C(v-s)]e'z(t-s)a-i(v-s)B +
t=1 s=1 v=l

s#t wt
v#s

+ N y p-2C(0)z+(2p'l-l)C(t-s)'le'z(t-s)a-i(t-s)B +
t=1 s=l

s#t

+ >1. N [p'2C(0)z+(2p'l-])C(t-s):le'i(t-s)a-i(s-t)B
tól s=l

s#t

56

para

t) í3

e por
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pa ra t ;1- s, v ;1- r , t = r , s = v 

[p -2C (0) 2+ (Zp-2-l )C( t-s ) 2Je-i ( t-s )a-i (s -t)B 
' 

e portanto 

l N N N N { . 
(2nN)2 l l l l Cov Y(t)Y(s)X(t)X(s)e-i(t-s)o:. 

t=l s=l v=l r=l ' 
s;1-t r;1-v 

Y(v)Y(r )X(v)X(r)e-i (v-r)B} = 

l lN N N N . . = (2nN)2 l L l L [C(t-v) C(s-r) +C(t-r) C(s-v) Je - i(t-s)a- i (v-r) B + 
=l s=l v=l r=l 

N N N -l _ . _ 
+ I I I [p C(O)C(s-r)+(2p 1-1)C(t-s)C(t-r)Je- 1 (t-s)o:.-1(t-r ) B + 

t=l s=l r=l 

y;t-t 

N N N 
+ L L L [p-1C(O)C(s-v)+(2p-1- l)C(t-v)C(s-t ) Je- i(t-s) o:.-i(v- t) B + 

t=l s=l v=l 
s;1-t v;r:s 

v;r:t 
N N N 

+ L l l [p-1C(O) C(t-r)+(2p-1-l)C(t·-s)C(s-r)Je-i(t-s) o:- i(s-r)B + 
t=l s=l r=l 

y;t-5 

N N N 
+ L l L [p- 1C(O) C(t-v) +(Zp-1-1) C(t-s) C(v-s) Je- i(t-s) o:.- i (v--s ) B + 

t=l s=l v=l 

y;r:5 

N N 
+ L L [p-2C (0) 2+(Zp-l-l )C(t- s)2Je-i (t-s)o:.-i (t-s) B + 

t =l s=l 
s;r:t 

N N 
+ r I [p-2C(0) 2+(2p- l - l)C(t-s)2Je-i(t-s)o:.-i(s-t)B 

t=l s=l . 
S;tt 
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Agora, fazendo no tercei.ro termo a transformação v
:r, no quarto termo a transformação s=t, t=s, e no quinto ter
mo v=r, s=t, t=s, temos

.{ZinJ [=1 s=1 wl r1l C(t-v)C(s-r)+C(t-r)C(s-r) ]e'z(t-s)cl-i (lv-r) B
tKSr:'\íPT

+ >1 N NEp'lC(0)C(s-r)+(2p'l-].)C(t-s)CCt-r)]Ee'](t-s)cl-i(t-r)B +

::t 111
.F e':(t-s)a-i(r-t)B + ei(t-s)c'-i(t-r)B ... ei(t-s)a-i(r-t)B] ...

+ N N [P'2C(0)'+(2p'l-])C(t-s)'JEe'z(t-s)cz-i(t-s)B + e-i(t-s)cl-i(s-t)B]
t=1 s=l

SKt

:2iiNF[N ? y 9 CCt-v)C(s-r)'C(t-r)C(s-v)]e':(t-s)a-i-(v-r)B
tps#v#r

N N N
+ >1. >1. >1.4[H"lC(0)C(s-r)+(2p'l-])C(t-s)C(t-r) becos(t-s)aços(t-r)B] +t=1 s=1 r=]

S#t TXS
r#t

+ >1. N [p-2C(Oy+(2p'2-])C(s-tjf]Ee'i(t-s) (a+13)+e-i(t-s) (a-Í3)]. (4.11)t=1 s=l
szt

+

Somando as relações (4.7), (4.10), (4.11) chegamos

a uma expressão para a CoüÍIN(a),IN(B)}, que devido {] sua for-

ma é difícil ser computada, e somos obrigados a fazer algumas
considerações assintÓticas

A relação (4.7), pode ser reescrita,usando a repre-
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Agora, fazendo no terceiro termo a trans fo rn~ çi o v= 

=r, no quarto termo a transformação s =t, t =s, e no 1uinto ter

mo v=r, s=t, t =s, ternos 

(2;N) 2 1 I I I I [C(t-v) C(s- r) +C(t-r) C(s-r) ]e -i(t-s) a-i(v··r) f3 
. 4-.=1 s=l v=l r =l 

t ;t5 ;i:v;t r 

+ t ~ y [p-1C(O)C(s- r)+(2p-1-l)C(t-s)C(t-r)J[e-i(t- s) a i(t - r )f3 + 
t =l s=l r=l 

-i (t-s) o:--i (r-t) f3 i (t-s) a-i (t-r) 13 i (t-s) o:-i (r-t) f3 + e +e +e J + 

+ I I [p- 2C(0)2+(Zp·-1_1)C(t- s) 2J[e·-i(t-s)a-i (t- s)f3 + e··i(t-s) ct- i(s- t)f3J 
t =l s=l 

S;tt 

= 1 II I Y I [C(t-v) C(s- r) +C(t-r) C(s-v) Je-i(t-s) c,,- i(v- r) f3 + 
(Z1rN) 

2 4-.=l s=l v=l r =l 
t;z:s;tv;tr 

N N N 
+ I l l 4[p-1c:(O) C(s-r) + (2p -l_ 1) C(t-s) C(t-r) J[cos (t-s) o:c os (t-r) f3J + 

t=l s=l r=l 

N 
+ I 

t =l 

5;tt y;t..5 

r ;1.. t 

y [p- 2C(0) 2+(2p-2-l)C(s-tJJ[e-i(t-s)(a+f3)+e-i(t-s)(a-B) J. (4.11) 
s=l 

Sornando as relações (4.7), (4. 10), (4.11) chegamos 

a urna expre s sao para a Cov { I i'./ a) , IN ( S)}, que devido a s ua for

ma~ difícil ser computada, e somos obri ga dos a fa ze r a lgum as 

considera ç5es ass in t 6ticas. 

A rela ção (4.7), pode ser reescrita,usando H repre -
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tentação espectral de C(k), (2.2), na forma

SN(p'i-l) [J-r f(x)dx]' '-

'(Ziin)ZIJlr t=- ('4J-l.) t 1 ) f(x) f(y)ezt(x+y) dxdy

S(p'l-l)[l'. f(x)dx]' '-

.jl f(x)f(y)dxdy, (4 .1 2)

dado que

- (N-l) (N'l tl)eJt (x+y) : ,
e para N suficientemente grande, usando Q resultado (,,el
gueiredo [1977], pãg. 81)

rhJ íb) dy - í(-*),' 'n
(4.13)

e o fato de f(x) ser par, temos que a relação (4.7) é aproxi.-
madanlel\te igual a

N

E
lt CovÍY (t) :X(t) : ,Y(s) :X(sy}

'(*) .-:l : f(x)'dx (4 .14)
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sentação espectral de C(k), (2.2), na forma 

2 JJTT N- 1 . it( + ) + (2,rN)2 l (N- Jtl)f(x)f(y)e · x Y dxdy ·,= 
-·rr t=- (N - 1) 

+ 1 J 
1

.rr sen
2 
l~(x+y)) 

2TT2N2 2 ·xzy f(x)f(y)dxdy, 
- TT sen ( ) 

(4.12) 

dado que 

N- 1 . L (N-ltl)eit(x+y) = 
t=- (N -1 ) 

N 
sen 2 z (x+y) 

x+y ' s en 2
( 2 ) 

e para N suficientemente grande, usando o resultado ( v er Fi

gueiredo [1977], pig. 81) 

1 JTI EN -TT f (y) 

sen2(N(2y)) 
------dy ~ f(-x), 

sen 2 (x;y) 
( 4. 13) 

e o fato de f (x) se r par, temos que a relaçi o (4.7) e aproxi

madament e igual a 

3 ( - 1 -· l ) [ J TT ] 2 1 J TT ] 
== ~T'N"- _ Tf f (X) d X_ + 1T N _ TT f (X) 

2 
d X ( 4. 14) 
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A relação (4.10) é composta da soma das z'elações
(4.8) e (4.9). Em virtude da analogia existente en.ti-e essas
duas relações vamos desenvolver detalhadamente somente a re-

lação (4.8), a qual pode ser reescrita n.a forma

4:iílmzfS(p'l-l)l.r tNI s1l )f(y)ez(t-s)xEei(t-s)B+e-i(t-s)BJdxdy +
spt

+ Z]] E >l] r=]. (x)f(y)ez(t-s)x+i-(t-r)y-i(s-r)Bdxdl] .
t;'s#r

(4 . 1 5)

A soma existente no primeiro termo de (4.15)

? ? e:(t-s)(x+B) .,. li y ei(t-s)(x-B)
t=1 s=1 t=1 sêl

S#t S Pt

t!]. sílex(t-s)(x+B) +tNI sNleJ (t-s)(x-B) . 2N

DN(x+B)DN(x+B) + DN(x-B)DN(x-B) 2N,

onde

DN(x) ; tNleJtx-
(4 . 16)

A soma existente no segundo termo de (4.IS) pode ser
decomposta em
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A relação ( 4 . 10) é composta d.a sorna da s re lações 

(4-.8) e (4.9). Em virtude da analogia existente entre e ssas 

duas relações vamos desenvolver detalhadamente somen te a re

lação (4.8) , a qual pode ser reescrita na forma 

4TI;N2 [-3 (p-1- 1) JJ.'lí I I f (x) f (y) ei (t- s) x[ei(t-s) B+e -i (t-s) (3 Jdxdy + 
-·1T t=l s =l 

S;z'.t 

+ 2JJ.1T I I I f(x)f(y)ei(t - s)x+i(t-r)y- i(s-r)8dxdy]. 
-n t=l s=l r ==l 

t ;z'.S7'.r 

A soma existente no primeiro termo de (4.1 5) 

I I ei (t -s ) (x+B) + I I ei(t-s) (x-S) = 
t=l s=l t =l s=l 

(4.15) 

= I I e i(t-s) (x+S) + I I ei(t-s) (x-8) _ ZN = 
t=l s =l t=l s=l 

onde 

N l eitx (4 . 16) 
t=l 

A soma exi:tente no segundo te r mo de (4.15 ) p ode ser 

decomposta em 



N N N ez(t-s)x+i(t-r)y-j-(
t=1 s=1 r=].

y y e:(t-r)y-i(t-r)B
t=1 r=l

N N ezCt-s)x-i(s-t)B + N
t=1 s=l

N N e] (t-s)x+i(t-s)B +N
t=1 s=l

N N y it(x+y)-is(x+B)-i
t=1 s=1 r=l

N ? eit(y-B)-ir(y-B)
t=1 r=l

? y eitCx'' B)-is(x''B)t=1 s=l

N N eJt(x+y)-is(x+y) +2N,
t=1 s=l

DN(x+y)DN(x+í3) DN(y-B)- l DN(y-tjz- IDN(x+B) lz- IDN(x'Fy) l2+2N,

consi-derando (4.16) e portanto podemos escrever (4.E}) na for
nta

N N
>l }l Covs=] r=l )KI.).;lK!)--, V( s) V( r) X ( s) X (r) '' l (s'r) B}

60

r)BS

r(y B)
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~ ~ ~ 
8
i(t-s)x+i(t-r)y-i (s - r)B _ 

t =l s=l r=l 

_ I I ei(t-r)y-i(t-r)B +N 
t=J. r=l 

_ I I ei(t ·- s)x-i(s-t)B+N 
t=l s =l 

_ I I e i ( t- s) x+ i ( t-s) B + N = 

t=l s=l 

= 
N N N l l L eit(x+y)-is (x+B) - ir(y-8) 

t=l s=l r=l 

_ I I eit(y-B)-ir(y-8) 
t=l r=l 

I I eit(x+B)-is(x+B) 
t=l s =l 

N N _ l l eit(x+y)-is(x+y) + ZN, 
t =l s=l 

considerando (4 . 16) e portanto podemos escrever ( 4.8 ) na f or-

ma 

- · 1 ~ ~ ~ Cov{Y(t)
2
X(t)

2
,Y(s)Y(r)X(s)X(r)e -·i(s-r )B}= ('2 nN)2 l . l l p 

t==l s =J r =l 
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L'',,. IDN(x'''B) I'
T f(x)dxdy +

DN(x-B) l 'f(y) T f(x)dxdy -làll f(x)dxl l '''

' :ni:!N7lJ f(x) r(y) DN(x+y) DN(x'B) DN(y-B) dxdy

Àlr.''*,L DN (y-õ) l '
RT fCy)dydx +

IDN(x+B) l:
f(x)dxdy +

* L »,L!$== ''*'-*.»-ÍL, (4.17)

O termo

'z:iiêplr f(x) í(y) DN(x''-y) DN(x'B) DN(y-o) dxü'

pode ser aproxi.nado por Z fz(fl), (ver Scheinok [197S]) c para os

demais n(5s vaDIos usar o resultado (4.13), e temos, pa.:ri:t I'J su-

fici.entenlente grande uma expressão aproximada para (a.17) da-
da por

J f )í( dy ' ] fü)ícnar-+]J" f(x)d]] *{

+ é:Ê2(B) -ihlZI f(x)f(í3)dx '''J f(y)f(y)dy' ' -' TÍ 'r- I'l ''*, -] ']
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(3J-1 - 1)rJTT J1T IDN(x+S) 12 - _pZTrN7_ f (y) ZTTN f (x) dxdy + 
-1T -1T 

f 
1T f TT I DN (x - B) l 2 l[ f ,r ] 2] 

+ -TT f (y) -TT ZTTN f (x) dxdy - ·-if - TT f (x) dx + 

Tr 
+ -21T;N2JJ_TI f(x)f(y)DN (x+y)DN(x+S )DN(y - S)dxdy -

l[J1T J1T IDN(y - S)l2 
- TIN f (x) Z1TN f (y) dydx + 

-TI -·TI 

J
TT 1·n- 1 DN(x+S) l 2 

+ f(y) - ZnN·-- f(x)dxdy + 
-1T -· 1T 

f 
'fT JTT I DN (x+y) l 2 1[ Jrr ] 2 - 1 

+ __ 1T f ( Y) _ rr -· 21T N f (X) d x d y - ~ - 1T f ( x) dx . 1 • ( 4 .17) 

O termo 

pode ser aproximado por ~ f 2 (S), (veT Scheinok [1975] ) e para os 

demais nós vamo s us.1r o res ultado (4.13), e temos, para N su

ficientemente grande uma express~ o aproximada para ( 4. 17 ) da

da por 

( 3 - l - 1 ) [ J 1T J lT 1 [ J 1T J 2 ·1 _.:?J,?irr N - ' [T f ( y ) f ( B ) c1 y + -· 1T f ( y) f ( s ) d y - ··rr - - 1T f ( X ) d X _I + 

z 1 r f ,r J 1T 1 r J TI ] 2-] 4- Nf 2
(B) - rrNl_2 __ 

11 
f (x)f ( S)dx + _

1
r f(y)f(y)dy-rrl_ -·rr f( x) dx ___ = 
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[ r(y)ayEfcB) -:h] f(x)dxl] *J-'F 'f-'lT -

* â]2í:U) -#] í(x)[Zí'(m'f(x)]ú-]'ê;]] fCx)d] ]. U.]©

Como a relação (4..9) é análoga a relação (4.8) segue que a

soma das duas relações Õ aproximadamente igual a

í(')'''íR) -+] f(x)dx] '-

' d-lT''' é f'(")'''f'(B) -'il f(x)[:fCa)'''f(B)'f(x) ]dx

* g] ''*,-*] '] C4 .19)

Para a relação (4.11) , podemos também obter' uma ex-

pressão aproximada, de um modo análogo ao procedimento para a

obtenção da relação (4.19) , porém nÓs não iremos repetir o ar-

gumento, apenas vamos escrever o resultado final, ou seja

. N N N N

{2;iNPt1[ s1] v=]. r1] C(t-v)C(s-r)+C(t-r) C(s-v) ]e':(t-s)a-i(v-i) B +
t#spvpr

N N N . .
+ ii l 4[p' C(0)C(s-r)+(2p'l-])C(t-s)C(t-r)becos(t-s)aco:sCt-r)g]+

t=1 s=1 r=l

::{
+ N N [p'2C(0)z+(2p'l-])C( s-t)']Ee'z(t-s)(a+B)-i(t-s) (a-Í3)J :

t=1 s=l
s#t

)

!!iggi$(eà IDN(a'B) l ' ' l]h(a-B) l : ] - .ã(r(B)'í(a)y
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(4.18) 

Corno a relação (4.9) f aniloga a relação (4.8) segu~ que a 

sorna das duas relações€ aproximadamente igual a 

[ J
Tr 

+ ~ f 2 (O.) + f 2 ( f3 ) - ; _ TT f (X) [ f ( Cl) + f ( 8) + f (X) ] dx + 

(4.19) 

Para a relação (4.11), podemos tamb€m obter uma ex

pressao aproximada, de um modo anilogo ao procedirnent 1 para a 

obtenção da relaç.ão (4 .19 ), porém nós não iremos repe t ir o ar

gumento, apenas vamos escrever o resultado final, ou s e ja, 

1 I I I I [C(t-v) C(s-r) +C(t-r) C(s-v) Je -i (t-s)a- i(v- r ) 8 + 
(ZnN) 2 t=l s=l v; l r=l 

t ;t:S;t:v;z:r 

N N N 
+ l l l 4[p- 1C(O) C(s-r) + (2p -l_ 1) C(t-s) C(t-r)J[cos(t-s) ac: 0::; (t-r) f3J + 

t=l s=l r=l 
r;t:S 
r;t:t 

+ ~ ~ [p-2C(0) 2+( Zp-l-~C(s-t)2J[e -i(t-s)(a+B)-i(t-s)(a-a) J = 

t=l s=l 
S;t:t 
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Ziilqd l[\(a'B) l ' ' l]h(a-B) l :]Ef(a)'f(f3) ] l f(x)dx +

''' ;$í:E(«)'f(B)ll f(x)d" '''làl í' (x)d" '''p--'F z-'R

''' 4ihE i%(.'.n l ' ''' i%(--n l : - 12Nl[.[. ÍO)d4' '''

[ 1%(..'© 1' ' 1%(~-© I'][.r. f(x)Ü]

'' X

í -' ...lz. l fv
[ f(x)d'] '''a:i]ü] f(x)[f(x'''-'© ' f(x"-©J& '''

f(a) [ llh(a'B) : ''" 1%(a-B) I'] f(x)dx

Z1liliP-]í(a) 'í(B) ]l f(x) 'U ' 41Éiiip} f(a)f(B)

'zi'4,F [C. íhjd'] :t 1 %(-'-© l ' ,' l]'..;(~-© l ' ] -- z.SÍi]P- [C. ÍH d

f(x) [f(x+a+í3) + f(x-cl+í3) + f(x+ct-B) + f(x-a-B) ]dx. (4 . 20)

Vejamos agora, coIRo obter uma expressão assintÕtica

para a vara.ânci,a do estimados da função densidade espectral a

partir destas novas fórmulas. Primeiramente, notemos que to-

dos og tet'mc)s que compoem as relações (4.14), (4.19) dependem
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1T 

- 2TI12 [ l~(a+f3) 1
2 + IDN(a-B) l 2 J[f(a)+f(B)Jl f(:x:)dx + 

-TI 

+ ~f(a)+f(e)J r~ f(x)dx + kr~ f' cx)dx + 

- f;~;~~ [JTI f(x)dx]
2 

+~JTI f(x)[f(x+a+S) + f(x+a-S) Jdx + 
l -TI 7íp -TI 

-· Z(3W)-[f(o:)+f(B) JlTI f(x)dx + 4TI(Z-p) f(a)f(S) -
Tip1 1 pTIN 

-1r 

'IT 

- (Z-p) l f(x) [f(x+a,+S) + f(x-a+S) + f(x+a-B) + f(x-a-B) Jdx. 
irpN2 -TI 

(4.20) 

Vejamos agora, como obter uma expressio a ss int6tica 

para a variincia do estimador da funçio densidade esp ec tral a 

partir destas novas fórmulas. Primeiramente, notemos que to

dos os termos que compõe m as relações (4 .14 ), (4.19) dependem 
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de N'i, o que não acontece com a relação (4.20), pois os ter-

mos que envolvem (IDN(a+B) l2 + IDN(a-B) l2) dependem de N'z. En-
tão, se denotarmos a soma de todos os terlltos que dependem de
N'' por N'lg(a, B) , temos que

f r'F .

iij.m lr N'11%(À-a)WM(À-B)g(«,B)d"dB - o,

devido ao fato de WM(À) ter a propriedade de ser altamente con-
centrada cm torno (to ponto À =0 (ver pá8. 14), e portallto a

variância assintÓti.ca de f(À) reduz-se a

lim Var f(X)
[lf. WM (X'')WM(À-B)[f(a) f(B)]- :]i?- f('») -'f CB) ]

't, ''T'«' -à [t.
2 l

+f(x) ü [c: : *à«-, C. *'*' «

Z:$ [C. f(x)d] ]t 1%(«-© 1: ' 1%c~-© I't'hao. (4 . 21)

0 termo

11.. wM O-")wMO''©'(")í(©E IDU("'© 1: ' 1n~(«-© l:td«aB

Í R(À-a)WNI(À-B)f(a)f(f3) IDN(a+13) l:dado +

f'nf'u

+ l..WU(X-a)wb{(X-B)í(a)f(0) 1DN(a-B) I'dado
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de N-l, o que na- o 1 -acontece com are açao (4.20), poi s os ter-

mos que envolvem (IDN(a+f3) 1
2 + IDN(a-f3 ) 12

) depe ndem de N··2.En

tão, se denota Tmos a soma· de todos os termos que dt:p endem de 
-1 - 1 N por N g(a,S), temos que 

devido ao fato de WM(À) ter a propriedade de ser altamente con

centrads em torno do ponto À :::: O (ver pág . 14) 1 e po · ta nto a 

variância assintótica de f(À) reduz -se a 

lim Var f(;\ .) =lim ffe- 'Lffrr WM(À-a)WM(;\-f3)[f(a) f (S)J -¾[ f (o:)+f(B)J 0 

N-K<> N-t«> -'IT 

JTf 1 [J.7T J 2 
1 [l'IT J 2 

1 f. 'íT • f(x)dx - 4rr::r f(x)dx + 4rr 2 2 f(x)dx +nf(a) J(x)dx -
- 1r -rr P - rr P ·-1r 

(4.21 ) 

O termo 

Tf 

= JJ_ _
11 

W~_1P-n)WM(À-í3 ) f(a)f (B) IDN( a+í3 ) l 2 c1adB + 
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f 'F l"' /' 'lrr n r fil

1.. '"«. u-© 'n)lj.. '(')''\. ü-«) l DNü''''n

f 'n r r'F

''' r.%(À- í(nlJ. f(«)wMo-«) ID~(«-©

pode, para N suficientemente grande, ser aproximado pal'a
.'n

W
/ 'n

B) f(B) [ f( B)W (À 13 ) 2vNld13 +(4

f'n

/ n .rr '

+
(wb{ À- B) f(B) [ f ( B) WÚ CX+B) 2-íN] dB

T
2n'N

T

rlT -l

f'(B)wbf(À-B)'dB+ l f:(B)Wb{(X-B)WFa(X'B)dõ,(4.22)

pois a jane].a espectral V%(X) acumula massa numa taxa mui.to
mais lenta que o núcleo de Fejér (ver Rosenb]att, [197ü], pág
1 7 5)

Em virtude de l\rM(À) estar concentrada em torno de À

0, impli-cando que }VI.l(À-B)lnh(À+É!) é aproximadamente zero, a
menos que À =0,v, podemos desprezar o segundo termo do (4.22)

Ainda, considerando a função densidade espectral apioxitnada-

mente constante no intervalo de freqilências comparável a l

guia de }\l\4(À), segue que (4.22) é aproximadamente igt.:al a

ar

2TTNf' ( À) Wlã(B)dB, para À ' 0,v
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pode, para N suficientemente grande, ser aproximado pa ra 

f_nn W"-1 (À-S) f(S) [f (S)WM (À -8 ) 21rNJdS + 

pois a janela espectral WM (À) ac umula massa numa ta xa muit o 

mais lenta que o núcleo de F·ejér (ver Rosenblatt, [1 9 7Li J, pág. 

175) . 

Em virtude de WM ( À) estar concentrada em to rno de À == 

== O, implicando que W~.1(À -S )V~(À+ 13) é aproximadament e zeT o, a 

menos que À=Ü,TI, podemos desprezar o se gundo termo c.1 c ( 4 . 22). 

Ainda, considerando a funç~ o dens idade espectral ap r o ximada

mente constante n o interval o de freqil~ncias compa r5ve l a lar

gura de ~~(À), segue que (4.22) € aproximadamente igv a l a 

J
·rr 

21rNf 2 (À) wi\1(13)dB, para À ~o,n 
-7T 
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í''Ff'll

'"~':'*'l..-"âu)'', ,,- * : .,«
J 'K

Posto isto , temos que

liin Var f(À)
2"NÍí' W '(À) f(x)dx

[J
T

'T : .à ''*,L ''*,« -ú [L ''*,q :J]

iü« .à [Z«Í'(X)-ZÍ(X)] f(x)d"'lF]'''p' 'Zp' ] [Í"

'" É ÍM C,íoodL% 'díi : n« -l [í'm -z.a:;ç:b- f(x)dx +

''' Ü-,-b:rt. í(*)ó<:lt.%.mdB : in #Fím
T

-T

\$ (B) dB .-T (4 . 2 3)

Agora, usando a relação (2.23), temos que

:[o-P' )] f(x)d] ] w:(v)dv pa" X'o,«'r'-'TÍ --i J-''F

li.m Var f(À)

Da expressão (4.24) notamos que, como no caso em que
as observações são perdidas sistematicamente, existe llm acrés-

cinto na variância do estimados da função densidade espectral

' Í4F.*,-é.:-,-:, «=''*'« }''«

2

)dv para À 0,n

)

M
(À)N

(4.24)
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4·nNf 2 (À)JTI W~(f3)df3, para À= 0,TI. 
-TI 

Posto isto, ternbs que 

+ 4TI½ 2 [J.TI f(x)cL"'<j
2 

+ ;TI f(À) 1
1

,._f(x)clx: - 2TI\ [J.TI f(x)ax]
2}f11 

it1(f3) 2 df3 = P -TI - 1 -11 P -TI Lrr 

1 [ J.TI 1 - 2 -1 [ J.TI ] 2 
= lim N 2Tif2 (À) -2f (À) f (x)clx +~[l+p - 2p J f (x)dx -1 

N-+oo - rr r -1T 

+ (l-p-1) 2[lTI f(x)dx]z] fTI \'lv!(8)df3 = lim i[f(À) - (l-ÍTT-~ ITI f(x)d)J 20 

- •rr L,r N-Hx, _ ·,r 

( 4 .23) 

Agora, usa ndo a relação (2.23), temos que 

M[ l -1 JTT ]zJTI N :f(:>..) - 21/l - p ) f (x) clx ,,/ (v)dv para ;\ ;L O, -:-r 
4f 4f -

lim Var f (;\) = ( 4. 24) 
~ 

Da exp ressã o (4. 2 4) notamos qu e , como no ca s o em que 

as observaç6es s5o perdidas sistematicamente , existe um acr6s

cimo na vari ânc ia do estimador da função densidade espect ral, 
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de modo que quando p,probabilidade de observarmos a série num

instante t, decresce, a variância aumenta, e se p->1, o

N para À # 0, n

llmm Var fN(À)

para 0 ,x

é equivalente ao resultado obtido quando não existem observa
ções perdi.das (ver relação (2.24))

h.3 - O CASO GERAL

Na secção 4.2, nós vi.mos o caso em que a série tem-

poral {X(t),tCZ} õ observada no i.nstante t, con\ uma ])robabi-

lidade p, independente de t. VELHos agora tratar o caso irnis ge-
ral, quando o processo {Y(t),t(l;Z} associ.ado a série {X(t),tGZ}
é tal que pa ra todo t, temos que

P [Y(t) =1 ]

P [Y(t) =0 ]

EYCt)Y(t+r) = pur

EY (t) Y( t+q) Y( t+r) Y( t+ s )

(4.25)

2
P V q,r,s

r=0

q, r, s = 0,t 1 , t 2,

Vamos supor ai-nda que estão satisfeitas as condições

ur > 0, r:0 ,:11,:t2, . . . (4. 26)

e
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d e modo que quando p,probabilidade de ob servarmos a s~rie num 

instante t, decresce, a variância aumenta, e se p ->-1, o 

M Jl N f 2 
( À) w 2 

( v) d v , p a r a À ;.: O , ·11 
-1 

lim Var f (À) = N . 
N+oo 

M fl 2Nf 2 (À) w2 (v)dv, para Ã =O,-rr 
-1 

é equivalente ao res ultado obtido quando não existem observa

ç6es perdidas ( ver relação (2.24)). 

4 • 3 - O CASO GERAL 

... .., . Na secçao 4.2, nos vimos o c aso em que a s er ie tem -

poral {X(t), t€7l} é ob serv a da no instante t, com uma prob abi 

lidade p, independente de t. Vamos agora tratar o ca .. ,o irais ge

ral, quando o process o {Y (t) , ttll} associado a série {X (t ), tEií2} 

é tal que para todo t, ternos que 

P[Y(t)=lJ = p > O 

P[Y(t) =OJ == 1 -p 

EY(t)Y(t+r) = pu r 
EY(t)Y(t+q)Y(t+r)Y(t+s) = p 2 v q,r,s == 0,±1,±2 , . .. . q,r,s 

(4.25) 

Vamos supor ai nda que estão satisfeitas as condições 

e 

u > o' T 
r=0,±1,±2, .•. (4.26) 
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r,q,q.s-u,usl g V(Irl'''lrl*l) <m. (4 . 2 7)

Das relações (4'. 25) temos que

Cov[Y(t),Y(t+r)] = p(u,-p)

e da relação (4.27) temos que

u,-PI (4 . 28)

de onde segue que, a menos que Y(t) seja periódico,

CovtYCt) ,Y(t+r)} -» 0 cluando r -» m

O processo complementar, definido por

Y*(t) = 1 - Y(t) ,

tambént tem as propriedades (4.25), e pode ser demonstrado que

satisfaz as condições (4.26) e (4.27), (ver B]oomfi.e]d [1970],
pág. 371)

Como no capítulo 3, vamos defina.r

Z (t) = Y(t) X(t) ,

onde

Z(t) é a série amostrada,

X(t) é a séri.e original

Y(t) é o processo aleatório associado a X(t)

Se {X(t)teZ} é uma série estacionária de quarta or
dem, com medi.a zero, e adnti.tendo que

- 68 -

00 

l Jv -u u J ~ V(JrJ+J r J+l) < 00 • _ r,q,q+s r s 
q--00 

Das relações (~.25) temos que 

Cov[Y(t),Y(t+r)J = p(ur-p), 

e da relação (4.27) temos que 

CX) 

u = I I u -p 1 
r=-oo r 

< 00 ' . 

de onde segue que, a menos que Y(t) seja periódico, 

Cov{Y(t),Y(t+r)} + O quando r + 00 • 

O processo complementar, definido por 

Y*(t) = 1 - Y(t), 

(4.27) 

( 4. 28) 

tambfm tem as propriedades (4 .25 ), e pode ser demonstr ado que 

satis faz as condições (4.26) e (4.27), (ve r Bloomfie l c1 [1970], 

pag. 371). 

onde 

Como no capítulo 3, vamos defini r 

Z(t) = Y(t)X(t), 

Z(t ) é a série amostrada, 

X(t) é a série original 

Y(t) e o proces so aleat6rio associado a X(t). 

Se {X( t)tf'.ll } é uma série estacionária de qunrta or

dem, com média zero, e admitindo que 
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>l IKllC.,(X)Xk: C4 .29)

onde CX(k) é a função de autocovariância da série,a feição den-

sidade espectral da série,

ÍXCX) : l kE.CX(k)e':kÀ,
r À

existe, e tem derivada conti+nua

Admitindo ai.nda, que o cumulante de quarta ordem de
{x(t) , tez} ,

QX(q,r,s) : EX(t)X(t+q)X(t+r)X(t+s) - CX(q)CX(r-s)
- CX(r) CX(s-q) - CX(s)CX(q-r)

satisfaz

>l >1 >1 IQXCq,r,s) :Q<m, (4.30)
q=-oo T=-oo S =

temos que a dependência entre dois valores de XCt), l.argamen-

te espaçados é pequena, e estimadores consistentes cle fV(À)
podem ser obtidos (lua.ndo não existem observações pera:i.das.

Lembralado a independência estocástica entre os pro-
cessos {Y(t),teZ} e {X(t),teZ} temos que

EZ (t) (t) X(t)
e

CZ (k) : EZ(t) Z (t+k) EY ( t) Y( t+k) EX(t) X( t +k)
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00 

I I k 1 1 e ( k) 1 = G < 00 , 

k=- oo X 
( 4 .29 ) 

onde CX (k) é a função de ·autocova riânc ia da série, a fu11ção den

sidade espectral da série, 

existe, e tem derivada contínua. 

Admitindo ainda, que o cumulante de quar ta ordem de 

. { X ( t) , t E?l l , 

Q X ( q , r , s ) = E X ( t ) X ( t + q) X ( t + r) X ( t + s ) - e X ( q) e X ( r -· s ) 

- Cx(r)Cx ( s - q) - Cx(s)Cx(q-r ) 

satisfaz 

<X) 00 00 

l I I I Qx ( q, r , s ) 1 = Q < 00
, 

q ==-oo T= -oo s=-oo 
( 4 .30) 

ternos que a depend~ncia entre dois valore s de X(t), l a r gamen

te espaçados é p e qu e na, e es t imadores cons istentes ele f x (À) 

podem ser obtidos quando não existem ob se r vaç6es perd i das. 

Lembrando a independência estocástica entre os pro

cessos {Y(t), tE"a} e {X(t), t@ } temos que 

EZ(t ) = EY(t)X(t) = O, 

e 

Cz (k) = f: Z(t) Z(t+k) = EY(t)Y(t+k)EX(t)X ( t+k) 
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CZ(k) : CX(k)pur' (4 . 31)

e

cz (k) ICx(k) C4 . 32)

assegurando que a função densidade espectral do proce:;se adros

tudo Z(t),

fz(À) .CZ(k)e'JÀk, (4 .33)

existe e tem derivada contínua

Podemos demonstrar, usando as relações (4.21)),(4.30),

(4.25) e (4.27) (ver B]oon\fie]d [1970], pág. 373), (luc' o cu-

mulante de quarta ordem do processo Z(t), satisfaz

QZ(q,r,s) l < « (4 .34)

A seguir vamos escrever a função densidade cspectml
de X(t) em termos da função densa.dado espectral de z(t)

Observemos primei.lamente que se

ar ; (ur-P) : p-l Cov(Y(t),Y(t' r)) (4.35)

temos de (4.28) que >1 ja. <m, e portanto a transformada de
Fourier de a.,

a rT=-oo

:: (w) : 'i\'
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(4.31) 

e 

00 00 

G < oo, (4.32 ) 

assegurando que a função dens i dade espect ra l do proc ·sso amos

trado Z(t), 

( 4.33 ) 

exi ste e tem derivada contínua. 

Podemos demonstrar, usando as relações (4 .2. 'l ), (4.30), 

(4. 25) e (4. 2 7) (ver 131001nfield [1970], pág. 373), que o cu

mulante de quarta ordem do processo Z(t), satisfaz 

co 

I IQ2 Cq,r, s ) 1 < 00 • ( 4. 34) 
q,r,s=- 00 

A seguir vamos escrever a função densidade e spectral 

de X(t) em t ermo s da funçio densidade espectral de Z( t ). 

Ob servemos primeiramente que se 

(4.35 ) 

00 

temos de (4. 28 ) que I iar l < 00 , e portanto a trans f ormada de 

Fou r i er de a , r 

r=-oo 

a (w) 1 = 2TI 
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existe, é contx'nua, e como pa(w) Õ a função densidade espec-
tral de Y(t) , a (w) é positiva

Usando' as relações (4.33), (4.31) e (4.35) temos

que a função densidade espectral de Z(t) é

. 00

fZ(À) : '2T k:llup(p+ak)cX(k)e'lÀk

2ii:P2k:>1 «CX(k)e'ZÀk + l pk:>1 .akGX(k) e'iÀk

r''Rf ll

p''xo) '''p l..'o-")'x(")'", (4 . 36)

onde a segtmda parcela de (4.36) é obtida devido ao fato da

transformada de Fourier de um produto ser igual ã convolução
das transformadas

Para escrevermos a função densidade espectral de XCt)
em termos de Z(t), vamos coltsiderar

br: P'l(P'l-u;l) : arEp:(ar+p)]'l

De (4.26) segue que br Õ finito para todo r e de00 x

(4.28) que >1 jbrl <a, portanto, a transformada de Fourier,

l ikwb eb(w) = kk:-«

exi.ste, é contínua e limitada

Assim,
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•existe, é contínua, e c omo pa (w) é a função densidade espec
tral de Y(t), a(w) é positiva. 

U s ando as r e 1 a ç õ e s ( 4 . 3 3) , ( 4 . 31 ) e ( 4 . 3 5) tem os 
que a f unçã o densidade espectral de Z(t) é 

= p 2fxP-) +p JTT a (À -w)fx(w)dw, 
-TT 

( 4 . 36) 

onde a segunda parce l a de (4 . 36) é obt ida devido ao fat o da 
transformada de Fourier de um produto ser igual à c onvo lução 
das transformadas. 

Para escrevermos a funçã o densidade e spectral de X(t) 

em termos de Z(t), vamo s considerar 

De (4 .26) segue que b é finito para tod o r e de oo r 
(4.28) que I lb 1 < 00 , portanto, a transformada de Fourier, r=oo r 

00 

b (w) = 1 , b -ikw 
2TT l kª ' k=-oo 

existe, é continua e limitada. 

Assim, 
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l bCÀ-w)fZ(")dw : 2Ç k:!. kCZ(k)e':Àk

P'2fZ(À) - I'xb(X-w)íZ(w)dw : '2ê k:>1 mCZCk) (p'2-bk)e':kÀ

q: .-:**

e

p 'bk : (puk)

e desta fo rma , temos que

Para o processo complementar Z*(t) definido por

Z* (t) = X(t)Y* (t) ,

analoçlâ ao nrocedimentn

fxCX) ; p'2Íz(x)
R

b(À-w) fz (w) dw. (4 .37)T

l

obtenção (kparaJ

37

T

podemos , de uma forilla

(4 . 36) mostrar que

'2'*': ':-,'''*'*, *-lll.,'*-"''*'«'«"

Um esticador natural para fV(À) é obtido
) , ou seja

fv(À) : p'2i,(X) - l b(À-w)f,(w)dw, (4. 38)

e 

p ois 

JTI b(À-w)fz(w)dw 
-TI 
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00 

= 1 '\' 
2TI l k=-oo 

-ik,\ 
e 

e desta forma, temos que 

(4.37 ) 

Para o processo complementar Z*(t ) defini do por 

Z*(t) = X(t)Y*(t), 

podemos, de urna forma análoga ao procedimento para obtenção de 

(4.36) mostrar que 

Um estimador natural para fx (À) é obtido a partir de 

(4 .3 7), ou seja 

f X (>, ) = p - 2 f Z ( À ) - rlT b ( À -w) í\ ( w) d w , 
- TI 

( 4. 38) 
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e como a integral

T
b (À -w) fç, (w) dw

T k:-mbke'zk(X-w) fZ (w) dw

bkk: T::!w M(r)êz(r)e'lXkl T e-iw(r-k)dW,

segue que

}xQ) : 4 . >1 21:li;M.Ç:! .-i-:'x

poi.s, como já tl'nhamos visto no capítulo 2,

(4. 39)
T;-m

fz (À) >l wM(r)ê(r)eT:-oo
irÀ

é o estimados suavizado de covariâncias, asse.ntoticarnente não
e consistente

Salientamos aqui, que nós não estamos supondo nor
malidade do processo {X(t) ,teZ}. Porém se {X(t),tU:} satisfaz
as condições (4.29) e (4.30) as propriedades assintÓticas do

estimados (2.15) continuam va]endo, (ver Bri]]inger [i975])
Vamos mostrar agora que o estimados defiílido po

(4.38) õ assintoticantente não viciado e coiisisteiite

É fácil verificar que

viciado

r

E fX(À) ---''" fX(À) quando n -+m

pois, de (4.38), temos que
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··e como a integral 

= 1 I b r =I __ oowM ( r) ê Z ( r) e - i À k J_1T1T e - i w ( r - k) d-w (21T) 2k::-OO k 

segue que 

00 ê2 (r)wM( r ) -i r:\ - 1 fx(:\ ) = 1n I e 
r= -oo pur (4.39) 

pois, . - tínhamos visto capítulo 2 ' corno Ja no 

~ o estimador suavizado de covariiincias, a ssintoticamente nio 

viciado e consistente. 

-Salien tamos aqui, que nos nao estamos supondo nor-

malidade do processo · {X(t), t€Zl}. Porém se· {X(t), tE:!Z.} s atisfaz 

as condiç6 es (4.29) e (4 .3 0) as propriedades assint6ticas do 

estimador (2.15) continuam valendo, (ver Brillinge r [19 75]). 

Vamos mos t rar agora que o estimador def inido por 

( 4 . 38) é assi ntotic:1mente não vicia do e consistente. 

B fici l verificar que 

poi s , de (4.38), temos que 
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EÊx(X): p'2EÊzCÀ) - I' b(À-w)EÊzCw)dw,

e como fZ(X) é assintotiCamente não viciado de fato segue que

fX(À) é um está.mador assintoticamente não viciado de fX(À).

A variância do estimados fX(À), definido (4.38) é
dada por

Var fX(À) Var[p' 2iZ ( À) ]
+Var

b(À -w) fz (w) dl~'

2covÍp'2Êz(À), J" b(À-w)l?z(")d"}, (4 .40)

Agora ,

b (À-w)IÊz(")d'": JJ b (À-w)b(À-v)C'vÍIÊz(w) :
dwdv,

e usando a expressão (2.22)

'.«{::.«,,::'«,} . IVI.,l(w-cl)IVM(v-a) f2(a) da ,

tclnos que para N suficientemente grande,

b0-w) IÊz (w)'h" : -#] [Í" tí0-")wM("-'0 d.] b'Q-«)l\.4C"--)d~] .p--'F L-' J- 'F J- n' -J

f' (a) Ü b(À-a) b(À-cl) f(a) :da O(N'l)

O terceiro termo de (4 . 4 0 ) ,
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·rr 
EfxP,) = p-

2
EÊz(i\) -f b(i\-w)Ef2 (w)dw , 

-1r 

e como f 2 (i\) € assintoticamente nio viciado de fato s egue que 

fx(i\) € um estimador assintoticamente não viciado de f x(i\ ). 

A vari i nci a do estimador 1x(i\), definido (4 . 38) 
.. 
e 

dada por 

(4.40) 

Agora, 

e usando a expressio (2.22) 

temos que para N suficientemente grande, 

1TI - 2TIITI [1TI 1TI ] Var b(i\-w) f 2 (w) chv = N . b(i\-w)WM(w-·cx) dw b ·ci\-v) WM(v-a)dv • 
- n -TI - n -TI 

O terceiro termo de (4.40), 
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2cov
, ( X-w) Êz (w) dw , p' 2tz ( À) }

covÍi: (w) , ;lz (À)}d"

T27r l
1~1 P 2 T (À -ct) WM (X-a) f' (a) dcl O CN -l)

e segue que

Var fX(À) ÊZ(À) + O(N 'l),
ou seJ a,

r'Rf ll

fZ(X) l WM(a):da, para À #O,lí

Var fX(À)
'H

4li
Õh fz(N T

WM(a) para À : 0,lr

para N suficientelilente grande

Terminamos esta secção observando que observações
perdi-das sempre causam uln acrésci.nlo na variância,fato já vis-

to nas secções anteriores, e para p'' l a variância de fX(X)
tende para a pari.âi\cia fZ (X)

Observemos ainda que p e u.. em geral são (desconhe-

cidos, e somos obrigados a estiíná-]os. Se exista.r a].E:uma in-

formação sobre a cstrutttra do processo aleatório {Y(t),tÉ;Z},

obviamente esta informação deve ser usada, ajustando .algum iín-
de].o paratnétrico, mas se não existe nenhuma il'lformaçãç3 ireJnos

estio.ar p e u. dil'etanlen.te da amostra. Neste ãltilno caso te-
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e segue que 

-4 - + O (N -l ), Var fxO) = p Var fz p,) 

ou seJa, 

·rr 
21r 

f 2 (À) J_TT WM(a) 2da, À .t Ü , "JT p2N para 

Var fx ( À) ~ 

·rr 4 ·rr 
fz (À) J_TT WM (a) 2da , À = Ü, 1[ p2·N para 

para N suficientemente grande. 

Terminamos esta secçao observando que obt~ e rvações 

perdidas sempre c a usam um acr€scimo na variincia,fa t o jÍ vis

to nas secções anteriores, e para p + 1 a variância é! e fx ( À) 

tende p a ra a variância Íz(À) . 

Observemos ainda que p e ur em gera l sao êle sconhe 

cidos, e somos obTi ga dos a estimá-los. Se existir al guma in

forma ç :10 so b re a cs tr utt1 r,_1 do processo a leatóri o {Y (t ),tEZ }, 

obv iamente esta i n f onnação deve ser usada , aj us tando a lgum mo

delo paramétrico, mas se não existe nenhuma informa çã: o iremos 

esti~a r p eu direta mente da a mostra. Neste fil ti nw c ~so te-r 
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Idos que excluir a ])ossibilidade da estimativa de pu., ser mui

to pequena, e isto pode ser feito estimando pur por

. Íly s' CÇ h) .l?
cv k) : -l

IC; (r) caso contrario
(4 .42)

onde

c{(')
r

t:l
Y(t)V(t+ Ir l ) , C4 .43)

e u é um limite inferior de u

Desta forma, te)nos um novo estimados para :fX(À), ou

r

seja

êZ ( r) wM ( r) e ' JTX
f.r ( ). ) (4 .44)

e se o processo {Y(t) ,tÉ;Z} satisfaz

VarlCY(r)

temos que o novo esticador (4.44) é assintoticamentt} equina

lente ao está.nlador(4.39),(ver B]oomfie]dE1970])

4.4 - UM PROCEDIMENTO ALTERNATIVO

Nas secções anteriores vimos colho estimar a função

densa.dade espectral-, f(À) , de uma série temporal com observa-

ções perdidas, levando em consi.duração o processo a.].ea.tório

causador da perda das observações. Entretanto, com base no ar-
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·mos que excluir~ possibilidade da estimativa de pur ser mui

to pequena, e isto pode ser feito estimando pur por 

= {1y se 

e; ( r ) 

C' (r) ~~ y 2 

caso contrário 

onde 

eu€ um limite inferior deu . r 

(4.42) 

(4.43) 

Desta forma, temos um novo estimador para fx (À), ou 

seja 

00 

1 = 2 ,r I 
y == - oo 

e se o processo fY(t) ,tEZ} satisfaz 

ê\(r) 

< 00 

' 

(4.44) 

temos que o novo estimador (4.44 ) ~ as sintoticamente equiva-

1 ente a. o e s t i ma d o r ( 4 . 3 9 ) , (ver B 1 o om f i e 1 d [ 1 9 7 o J ) • 

4. 4 - UM PROCEDIMENTO ALTERNATIVO 

Nas secçoes nnteriores vimos como estimar a fu nção 

densidade espectral, f(A), de urna sfrie temporal com observa

ções perdidas, l e vando em consideração o processo a leatório 

causador da perda das observaç~e s. Entretanto, com ba se no ar-
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ti.go de Jones [i97a] podemos estimar f(À) sem fazer suposições

sobre o processo aleatório associado a série. Para tal, vamos

analogamente a secção 3.2, considerar a série amostl-ada como

uma versão de amplitude modulada da série origi.nal, ou seja

Y(t) (t) X(t) ,

onde g(.) é uma função não a]eatõria, que assume o va].or l se
a série for observada. no intallte t, e 0 caso contrár.to. Admi-

tindo que existe pelCJ menos ulll ])a r de observações sel)atadas l)e-
lo ''lag'' k, k =0,...,N- 1, podemos defina.r o estimados da fun-

ção de autocovariância de {X(t),tGZ} por

N-Jk ly (t)Y(t+ jk l)

CX(k) : t:l M(k)

onde M(k) é o ntilnero de observações separadas pelo
isto é,

(4 .4 5)

''la g'' k,

M(k)
k

g(t) g (t+ jk l)
t:l (4 .46)

e então estimar a função densidade espectral fV.(À) usando a
rolar-;nY-"

fX(À) ; 2; t:!. X(k)wM(k)e'lkÀ. (4 .4 7)

Considerando agora os resultados obti.dos nas secções

3.2 e 3.3, podemos escrever a relação (4.47) como uma forma
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~tigo de Jones [1971] podemos estimar f(À) sem faze r suposições 

sobre o processo aleat6rio associado - . a serie. Para t a l, vamos 

analogamente a secção 3. 2, considerar a série amost ra <la como 

uma versão de amplitude modulada da série original , ou seja 

Y(t) = g(t)X(t), 

onde g(•) fuma função não aleat6ria, que assume o val or 1 se 

a série for ob servada no intante t, e O caso contr5rio. Admi

tindo que existe pelo meno s um pa r de observaç.Ões scp:n:nclas pe

lo "lag 11 k, k=O, ... ,N-1, podemos definir o estimado -r da f un 

ç~o de a utocovariincia de · {X(t), tS~} por 

N- lJ, 1 

I Y(t )Y(t+l kl) 
t=l 

M(k) 
(4 . 45) 

onde M(k) e o número de observações separadas pelo ' 11.ag 11 k, 

-isto e, 

M(k) = 
N-lkl 

I g (t)g(t+lkl), 
t=l 

( 4. 46) 

e então estimar a fun çüo dens idade espec tral fx(À) usando a 

relação 

( 4 . 4 7) 

Considerando ago ra os resultados obtidos nas secçoes 

3.2 e 3.3, po demos escrever a relação (4 .47 ) como uma forma 
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quaaratxca

IÊX(x) ; >1. .>1.a(s,t)e'zÀ(s-t)x(s)x(t)'' s =1 t=]
' / '' \, " / (4 .4 8)

onde

g (s) g(t) wM ( s - t )

2vM(s - t)

e temos que a variância de (4.48) é dada por

a(s,t)
) (4 .49)

. f f'ü. r fii

Var íx(X) : ll IA(À-a,À-B)l:fX(a)fX(B)dado, 0<À<n

Porém\, como a(s,t) não depende de s e de t somente através da

diferença s-t, não podemos remover f.Í(À) para fora da inte-
gral

Jones [1971] com o propósito de comparar a variân-

cia do esticador de J:X(À) obtido a partir de observações não i-
gualmente espaçados com a variância do estimados obti.do apar-

tar de observações igualmente espaçados, supor ser constante

a função densidade espectral f.v(À)
Desta forma, segue que

Var IÊx(x) : rx(x)'ll IA(cl,B) l:dadí3,JJ-T

Var fX(À)

e usando a relação (4.49) temos

·· quadrática 

onde 

a(s,t) == 
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g(s)g(t)wM(s - t) 

2rrM(s-t) 

e temos que a va riincia de (4.48) € dada por 

(4 .48) 

(4.49) 

Por€m, como a(s,t) nao depende de se de t somente a t r a v~s da 

diferença s-t, não podemos remover f~(Ã) para fora da inte

gral. 

Jones [1 9 71] com o propósito de comparar a variân

cia do estimador de fx(Ã) obtido a partir de observaçõe s não i

gualmente espaça dos com a variância do e stimador ob tido a par

tir de observaçõe s i gualment e espaçados , supos ser c ons tante 

a função densidade espectral fX(À). 

Desta fo r ma, segue que 

N N 
= f 0)2 l l a ( s ,t) 2

, 

X s =l t =l 

e usando a r e l açRo (4 .4 9) temos 
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Var fX(À) : fX(À):kMM
wM(k)'

Para o caso em que não existem observações perdidas
N-k, e portanto

)

M(k)

Va, ÊX(À) : fX(X)kMM
wM(k)

Se supuserrnos que fora)n realmente observadas n ob-

servações num total de N temos que para I'{(k) próximo de n.-k,.

k=0, ...,M, as propriedades do estimados de f.r(À) nãc' irão de-
ferir,muito das do estimadorobtido quando utilizamos uma amos-

tra de tamanho N sem perda de observações. Entretanto se M(k)

for muito i.nferior a il-k, o esticador sofrera de ''Vztria.nce

leakage'' e podemos concluir que a perda de observações sempre

causa um acréscimo na variânci.a do estirador dado que N!(k) <

< n - k, quando existirem obter\rações perdidas

m
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wM(k)2 

M(k) 

Para o caso em . que nio existem observações perdidas, 

M(k) = N-k, e portanto 

Se supusermos que foram realmente observada s n ob

servaçoes num total de N temos que para M(k) próximo de n - k,. 

k=O, ... ,M, as propriedades do estimador de fx(~) n ão irão de

ferir,muito das do esbmador obtido quando utilizamos uma amos

tra de tamanho N sem perda de observações. Entretanto se M(k) 

for muito inferior a n-k, o estimador sofrerá de "Variance 

leakage " e podemos concluir que a perda de observações semp re 

causa um acrfscimo na vari~ncia do estimador dado qu e M(k) < 

< n - k, quando e xistirem observações perdidas. 



CAPTTUL0 5

SERIES TEblPoRAIS CONTINUAS

TEMPOS DE AMOSTRAGEh{ !RR[GULARES

5.1 - INTRODUÇÃO

No capítulo 2 vimos como está.mar a função densidade

espectral de uma séri.e temporal discreta, definida em inter-

valos de tempo igualmente espaçados. Nos capítulos 3 e 4,tra-

tamos da estimação da função densidade espectral,de uma série

temporal defina-da eH-t intervalos de tempo igualmente espaçados

com observações perdidas. Entretanto, em ]nuitos ca.sos de in-

teresse pratico, a série temporal é contínua, e, devidos pro-

blemas computa.c.i.anais, soldos obrigados a converter uma série

temporal contínua eln discreta para então estimar a função den-

sidade espectral da série contínua a partir da série discreta.

Ao fazermos tal conversão deparamos com dois problema.s que se-
rão abordados neste capítulo. O pri.melro, denominado fen8ineno

de ''aliasing'', refere-se a contribuição que freqüências mais

altas dão para f(À) e o segundo trata de como estimar a fun-

ção densa.dade espectral quando a série temporal éamostrada em

intervalos de tempo não }núltiplos de um número real, ou seja,
80

CAPITULO 5 

StRIES TEMPORAIS CONTfNUAS 

TEMPOS DE AMOSTRAGEM IRREGULARES 

5. 1 - 1 NTRODUÇAO 

No capítulo 2 vimos como estimar a função densidade 

espectral de uma série tempora l discreta, definida em inter

valos de tempo igualmente espaçados. Nos capítulo s 3 e 4,tra

tamos da estimação da funç~o densidade espectral,de uma série 

temporal definida em intervalos de tempo igualmente e spaça dos 

com ob s ervações perdidas. Entretanto, em mui tos caso s de in

teresse prático, a série temporal é contínua, e, devido a pro-

blemas computacionais, somos obrigados a c onverter uma - . serie 

temporal contínua em discreta para então estimar a f unção den

sidade espect.Tal da s é rie cont ínua a pa r tir da série discreta. 

Ao fazermos tal conversão depara.mos com dois problemas que se

rão abordados ne ste capítulo. O primeiro, denominado f en5meno 

de "a liasing", refere-se a contribuição que freqüênc ia s mais 

altas dão para f(À) e o segundo trata de como estimar a fun

ção densidade espectral quando a série temporal é amostrada em 

intervalos de t e mpo não rnGltiplos de um n~mero real, ou seja, 

-80-
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quando os tentpos de amostragem são irregulares

5.2 - O FENÓMENO DE ''ALIASING''

O modo usual para convertermos a série temporal con-

tínua {X(t),t€1R} em discreta, é amostrar a série em i.nterva-

los de tempo igualmente espaçados, tk: kÃt, k=0,ÉI,... de tal
sorte que podemos escrever

Y(k) : X(kAt) ,

é a série amostrada, e, At é o intervalo de amostraonde Y(k)

gem

A representação espectral de finta série contt+nua é

dada por

x(t) ; J eJÀkdZ(À),

de onde segue que

Y(k) - l exÀkAtdZ(À)

Considerando o fato que para À fixo,a funçlio 4)À(k)

i(À + -!XiÍ) kAt iÀkAt i2vZk iÀk
: eJ XkAt é indistinguíve] da função $(X .31i#)(k), para P-"o,]:l,.

)

At

pois 'b(À ,.-Ã-Í) k) : e

temos que
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·quando os tempos de amostragem sao irregulares. 

5.2 - O FENÔMENO DE "ALIASING 11 

- . O modo usual para convertermos a serie t emp oral con-

tinua {X(t) ,t8R} em discreta, é amostrar a série ern· l n t erva

los de tempo i gu almente espaçados , tk = k6 t, k=O ,±1 , • .• de tal 

sorte que podemos escrever 

Y(k) = X(kflt), 

onde Y(k) é a sé r ie amostrada, e , 6t é o intervalo de amostra

gem. 

A representação espectral de uma série c on tínua ê 

dada por 

de onde segue que 

iÀ k6 t 
= e 

temos que 

Considerando o fato que para À fix o,a fun ç iio ~À(k)= 

é indist ingu í vel da função <P 2 Q, (k), para t ==0,±1 , •• . , 
( À+ _21_) 

6t 
i (À + _Z nt)kl'it 

e L'it = e i)..kti t i2ntk • e i).. kti t 
·- e 
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( 2 Z -'l )'n
At

e fazendo a transformação de variável-s À =w+ ;flÉ, pod
CTevei'

v ft'/t'' .iwkA t

Y(k) ' ezÀkAtdZ(À) = oJ:. 1( eiÀkAtdZ(À)

elmos

Y dZ(w ''"

w/a.t

v/At

Y L Ai ' Ê:/l a L A

a no capitulo 2, vimos que

se
Et dz (À) dz (u) ]

anto a esperanç.a

T- l ]a /'l\ 1 2 T=

dz

Ai.nd

se

E dz (xY
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00 

y (k) I 
Q, == -oo 

(2'1,+l)TT I 6t 

(29.-1),r 
/\ t 

_ . _ . 2rr'1, e fazendo a trans formaçao de var1ave1s À = w + -- podemos es-
6 t ' · 

crever 

oo rr/6t . 
Y(k) == I f e1wk6tdZ(w + ~rrt)' 

Q,==-co -rr/ 6 t 

ou 

ond e 

00 

L dZ ( À + 267Tt'l,) . 
Q, == -co 

Ainda no capítulo 2, vimos que 

À == µ 

E [ dZ ( .\) d Z ( \1) J 
= {dF

0
(À) se 

se À ;,: µ, 

e portanto a esper ança 
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E EdZ(Xz:-« dZ U * 4.1)

>l dr(x +2:-- )At para

e admitindo que o processo {X(t) ,ta{,} tenha função distribui

ção espectral F(À) absolutamente contínua, temos que

:b,(À) ; ..>1.r(x *
2líl,

)At para ( 5 . 1)

Esta Última expressão nos diz que a função densida-

de espectral do processo original nas frequências translada-

das À +-!ili;, g = 0,tl,.. . , contribui para a função densidade es-
pectral do processo amostrado na fi'eqiiE;ncia À no intervalo

[-x/At, n/At]. Tai.s freqi]ências são chamadas ''a]iases''de À e

não nos permitem determinar a função densidade do processo o-

riginal a partir do processo amostrado sem ambiguidades ,a me-

nos que saibamos de antemão, que a função densidade espectral

do processo ori.final é zero nas freqüé;ncias IÀI >v/At;pois ca-

so contrario uma família de funções. densidades espect.Tais é

compatível com os valores amestrados de {X(t) ,tÉn?}.A freqi\ên-

cia À = lí/At é denominada de frequência de Nyqui.st e, se a full-

çao densidade espectral do processo original for determi.nada

seü erros a partir da função densidade espectral- do processo

amostrado, o esquema da amostragem é dito ser llivre dc ''alias-

9
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00 

I dF(:\ + ZTr.R-) para 
9v=-oo l'it 

e admitindo que o processo {X(t) ,tfJR} tenha função di s tr ibui 

ção espectra l F(:\) absoluiamente contínua, temos que 

00 

I f ( À + 
2
tti ) , par a 

.R,= -oo 

( 5. 1) 

Esta filtirna expressão nos diz que a função dens ida

de espectral do processo orig i nal nas fr e qüências t ranslada-

2 'IT ,'l 
das À + 6t , Q, = O , ± 1 , ... , e o n t ri b ui par a a função de n s idade es-

p e c t r a 1 cJo proc esso amostra.elo na Ei'c qüê n cia À no inte rvalo 

[-TT/l'it, 1r/l'it]. Tais freq üências são chamadas "al iases" de A e 

nao no s permitem determinar a função densida de do p rocesso o

riginal a partir do proce ss o a mos trad o sem a rnbigui da~c s ,a me 

nos que saibamos de antemão, que a função densidade espectral 

do processo original é zer o nas freqüê nci as JÀ 1 > TT/l's t;pois ca-

so con trâri o uma família de funç6es . densidades espectrai s -e 

compatível com o s v alores a mostrado s de {X( t), tFJR} . A Lreqi.'1ên

cia A = 1r/l'it é denominada d e fre qüê n cia de Nyquist e, se a fw1-

-çao de1 sidade esp e ctral do process o o riginal for det e rminada 

sen1 erros a partir da função densidade espec tral do rr ocess o 

amost1·ado, o esquema da amo strage m é dito se r livre de " alias

ing" ; 
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Em esquemas de amostragem cujos interval-os de tempo

são igualmente espaçados, o fenÕineno de ''aliasi-ng'' selüpre e'

Riste, e wna forma de reduzi-]o é considerar interva].os de a-

mostragem bem pequenos. Entretanto, quando a série original é
amostrada em intervalos não igualmente espaçados, particular-

mente quando a série é amostrado em intervalos de tempo alea-

tórios, existeJtt esquemas de amostragem livres de ''aliasing''.De

ujn modo geral, pode)nos dizer que uma sequência {tn}, n:0,tl,
, é livre de ''aliasing'' em relação a uma família de funções

densidades espectrais, se qualquer função desta família pode

ser determinada por uma operação ].inear da sequei\cia de auto-

covariânci.as da série amostrado X(t..) , denotado por

c(n) EX(t.....n) X( t.:)

Shapiro [1960], considerando o esquema de a11\ostra-

geln {t..}, n=0,tl,... , ein que cada tempo é obtido aciicionando-
se ao precedente uma vara.aTeI aleíitõria independente, ou seja

tn ' tn-l + Yn

onde y.., n:0,J:l,. . . , é uma família de variáveis aleatÓriasin-
dependentes e identicamente distribui'das com esperança zero e

com função densidade de probabilidade p(T) , tal que p(x)eL2 e

p( t) ; 0 para r <0, deterJl\inou para f(À)É;L2' critérios parave-
rificar quando o esquema é ou não livre de ''aliasing''. }3asea-

do nestes critÉ;rios, concluiu que o esquema de Poissoll, isto
e
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Em esquemas de amostragem cujos intervalos d.e tempo 

são igualmente espaçados, o fenômeno de " alias ing" s empre e

xiste, e uma forma de reduzi - lo é considerar in tervaJ.os de a

mostragem bem pequenos. Entretanto, quando a série orig inal é 

amostrada em intervalos não igualmente espaçados, pa1:1ti cular

mente quando a série é amostrada em intervalos de t empo alea

tórios, existem esquemas d e amostragem J. i vres de "a1i as ing". De 

um modo geral, podemos dizer que uma sequência {t } , n==0,±1,. n 

.. , é 1 ivre de "a lias ing" em relação a uma família ele funç ões 

densidades espectrais, se qualquer função desta fam ília pode 

ser determinada por uma operação linear da sequênci a de auto

covariâncias da série amostrada X(t ) , denotada po r 
n 

Shapiro [1960], considerando o esquema de am ostra

gem {t }, n=0,±1 , •.. , em que cada tempo é obtido ad icionando
n 

se ao precedente uma variável aleatória independente , ou seja 

tn == t + y n-1 n 

onde y
11

, n=O,±l, . .. , é uma família de v ar1aveis alea tór iasin

dependentes e identicamente distribuídas com esperm1 ça ze ro e 

com função densidade de probabilidade p(T), tal que p( T)€L
2 

e 

p(T) = O para T < O, determinou para f( >JEL 2 , critérios para ve

rificar quando o esq uema e ou n ão livre de "aliasing". Basea

do ne·stes critérios, concluiu que o esquema de Poi sson, isto 

e, 
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Í13e Pt para T z 0
'p( T) = q

1 0 para 'r < 0

onde B >0 é a taxa de amostragem, é livre de ''aliasing'', bem
como o esquema de Poisson alternado, em que a série é.amostra-

da de acordo com o esquema de Poisson, porém é observcada em um

tempo sim outro não. No caso em que a .série for observada a

cada terceiro teulpo, o fenómeno de ''aliasing'' persiste

Um outro es(luema de amostragem, também considerado

por Shapiro [i9õo], é a amostragem com ''jitter''. Neste esque-
ma os tempos de amostragem são da forma

nAt + y n

( 5. 2)

tn n= 0,tl

Yn e uma faml'l i.a de variável.s aleatorias independentes,

ident:icamente di.stribuidas , com distribuição normal ,nlédi.a ze-
ro e variância o2. Este esquema, também não e livre dc ''alias
ing''

utier L19 /OJ, tamt)em desenvolveu pari.os critérios,

que determinam quando uma sequência {t.}, n=0,tl,... . é livre
de ''aliasing'' em relílção a uma determinada família de funções

densidades espectl'ais, e com base nestes critéri.os generali-

zou o resultado de Shapiro [1960] para esquemas dc Poisson,

concluindo club é suficiente amostrar a série no semi-e:ixo (po-
sitivo ou negativo) e que o esquema de Poisson é livre de ''a-

li.aging'' para qualquer função densidade espectral. Além dis-
so, obteve mais dois resultados i,nteressantes. O primeiro é

Be
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{

Be -BT para T ?. O 

p ( T) = 

O para T<Ü, 

( 5. 2) 

onde f3 > O é a taxa de amostragem, é livre de "alias in g", b em 

como o esqu ema de Poisson alternado, em que a série é ·o.mostra

da de acor do com o esq uema de Poisson, porém é obse rvada em um 

tempo sim outro não. No caso em que a -série for ob servada a 

cada terceiro tempo, o fenômeno ele "aliasing " persiste . 

Um outro es quema de amostragem, também con s iderado 

por Shapiro [1960], é a amostragem com "jitter". Nes te es que

ma os tempos de amostragem são da forma 

t = nti t + y , 
n n 

n=0,±1, ... 

onde y é um a família de variiveis aleat6rias n indepen dentes, 

identicamente di st ribuídas, com distribuição norm al ,mé dia ze

ro e variância o 2
• Este esquema, também n ã o é livredc " a lias-

in g". 

Beutler [1 970 ], também desenvolveu virias c r itérios, 

que determinam quando uma sequência {t } , n=O ,±1, ... , é livre n 
de " ali as ing" em relação a uma determinada família de funç Ões 

densida des es p ectrais , e com base nestes critéri os generali

zou o res ultado de Shapiro [1 960] para esq uemas de Poiss on, 

concluindo que é s ufi c iente amostrar a série no semi -c>:ix o (po

sitivo ou negativo) e que o esquema de Poisson é livre de "a-

1 ias i n g " p ar a q u él 1 quer funçã o d e n s ida d e e s p e c t r a 1. A 1 é m d is -

so, ob teve mais doi s resultados interessantes. O pr i meiro 
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referente a esquemas cujos tempos de amostragem são igualmen-

te espaçados, porém cada amostra X(kAt) pode ser per(tida com

probabi[idade [ -p, independente de k. O segundo resu].taco é
referente a aJnostragem com ''jitter''. Em ambos os casos se a

fami'lia de funções del-cidades espectrais é absolutarüen.te con-

tínua, com derivada cin L.(-T,T) p > 1 e o suporte da ü,ração den-
sidade espectra] é o interva]o [-lr/At, n/At], temos esquemas

de amostragem livres dc ''aliasing'' em relação a família tle ftm-

ções densidades espectrais

5.3 -AMOSTRAGEM EM INTERVALOS DE TEMPO IRREGULARES

Vcllll\.J3 d)<.\llcl cí,l.JJ.Ç::)t;llLdl ( LIJlltlU\llÇ; Ud, .LUJIÇi:l.q.J UC;ll=)l

dado espectral f(À) , de uma séri-e temporal gaussianíi, estacio-

nária de segunda ordem, contínua, com média zero,amostrada em

tempos discretos. Colho já havz'amos visto na secção 5.2, devi-
do ao problema de ''ali.asing'', não podemos estimar a fw)ção den-

sidade espectral de uma série temporal conti'nua a partir de um

conjunto de observações finito, xl'x2'''',xN' igualmente es-
paçadas, quando a função densidade espectral não tem suporte

compacto, e, uma forma de evitarmos o problema de ''aliasing'

é amostrar a série em instantes {t } aleatórios

Joncs [.19 70] , considerou uma serie tempora] lmtostra-

da de acordo com um processo de Poisson, e apresentou o está.-
mador

f( À)
v=1 uilwvuX(tv)X(tu) e2xz(tv-tu)À

( 5 . 3)
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-referente a esquemas cujos tempos de amostragem sao i g ualmen-

-te espaçados, porem cada amostra X(k6t) pode ser perdida com 

probabilidade 1 - p, independente de k. O segundo resu l tado 

referente a amos tragcrn com "j i tter". Em amb os os caso s se a 

família de funções densidades espectrais é .abs olutamen ,t e con-

tínua, com derivada cm L (-rr,rr) p > 1 e o suporte da função den
p 

sidade es pectral é o intervalo [-Tr/6t, rr/6t], temos e squemas 

de amostragem livres de "aliasing" e m relação a fa.1nÍ"J-i:1 de fun

ç6es densidades espectrais. 

5. 3 - AMOSTRAGEM EM INTERVALOS DE TEMPO IRREGULARES 

Vamos agora apresentar estimadores da funçã o densi

dade es-pectral f(>-.), de uma série temporal gaussiana , cstacio

niria de segunda ordem, contínua, com rn~dia zero,amos t rada em 

tempos discretos. Como ji havíamo s visto na secçio 5 .2 , devi

do ao problema de " alias ing", não podemos estimar a ftuJção den

sidade espectral de uma série temporal contínua a partir de um 

c o n j un to d e o b s e r v a ç õ e s f i n i to , x 
1 

, x 2 , . .. , xN , i g u a 1 me n te e s -

paçadas, quando a função densidade espectral não tem suporte 

cornpac to, e , um a forma d e evitarmos o problema de "a 1 ias ing" 

e amostrar a série em instantes {t} aleat6rios. 
n 

Joncs t1 ~J70 -I, considerou uma série temporal ;:rn1ostra-

da de acordo com um processo de Poisson, e apresentou o esti

mador 

f( À) = 
N N 
L L w X(t )X(t )e2rri(tv-tu)À 

VU V U v =l u==l 
( 5. 3) 
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onde os pesos wvu' simétricos, são definidos por

".. : l,D[ I'.-t.l ] ,
T é o tempo de amostragem, e D('r) é uma janela qualquer

Lembramos que se uma série temporal contznu.a esta-

cionária, com média zero é amostrada de acordo com un proces-

so de Poisson, jã caracterizado na secção 5.2, a série amos-

trada é discreta, estacionária, com média zero e com função de

autocovariãncia c(n) . Shapiro [í9õo], mostrou que c(n) é dado

c(0) : C(0)

cCn) : E[X(tm...n)X(tm) ]

E[E[XCtm+n)X(tm)/t..+n e tm fixos]]

f C( r)Pn(')dt, nzl

onde C( t) é a função de autocovariância da séri-e contínua X(t),

e p.(T) é a função densidade de probabilidade expressanafor-

pCO

/ (x)
Pn(T) P n- 1( T -U) i) ( U) dlJ ,

n 2 2

CoIRo p(H) se p < 0, decorre que

- 8 7 -

onde os pesos w ' vu 
simétricos, são definidos por 

T 
W = N2D[lt - t IJ , 

VU V U 

T é o te mpo de amostragem, e D(T) é uma janela qualqu e r. 

Lembramos que se urna série tempo ra l contin u a esta

cionária , com méd ia zero é amostrada de aco rdo com um proces

so de Poisson, j á caracterizado na secçao 5. 2, a s érie amos

trada é dis eret a, esta cionária, com médi a zero e com f unção de 

autocovari3ncia c(n). Shapiro [1 960 ], mostrou que c(n) é dado 

por 

c(O) == C(O) 

= E[E[X(tm+n)X(trn) /tm +n e tm fixo s ]] == 

= f
00 

C(T)p (T)dT, n -oo 
n ~ 1 

onde C(T) é a fun ç ão de autocovariância da série cont )·nua X(t), 

e p ( T) é a função densidade de prob ab il idade express a na for n 

ma 

pn(T) = r.ooo pn- l(T-µ)p(µ)dµ, n ~ 2. 

Como p(p) = O s e JJ < O, decorre que 
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I'rPn-l('r-u)p(u)du, se n 2 2

p( r) s e

Pn( T)
l se

n

n =

n = 0 e T # 0

( 5 . 4)

0 se

e se {tn} é um processo de Poisson, temos de (5.2) que

:) : -}(B-'-)"'je BT
(n-l) !

Como já foi mencionado anteriormente, o esquema de
Poi,sson é livre de ''aliasi,ng'' e portanto, o conhecimento exa

to de c(n) nos permite obter a função densidade espectral f(À),

mediante uma transformação linear de c(n) . Na pratica, entre
tanto, c(n) é estimado, consi.stentemente, com base numa amos

tra finita, e a pergunta que surge, é quando o corresponden

te estimados de f(À) é consistente. Beut]erE1970],conjecturou

que se a função densidade espectra] tem suporte compacto [-l,v],

então, o estimados (]e f(À) obtido a partir de uin esquema de

Poi.sson pode não ser consistente para B < 1, o que i.n\plicari.a

na inexistência de estijnadores consistentes de f(À) paraqual-

quer taxa média de amostragem, no caso em que f(À) não ter su-

porte compacto.

Masry 81 Lui. [ 1975] , po

f(X) para todo B, 0 < Í3 <m por

definindo e s t :i.m a do r derem, 0

(P ( 5 . 5)

p (-r) = n 
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T 

fopn_ 1 (-r-µ)p(µ)dµ, se n~2 

p(T) se n = 1 

1 se n = O e -r = O 

o se n = O e -r ;t. O 

e se {t } e um processo de Poisson, temos de (5.2) qu e n 

8('3-T)n-le-8-r 

(n-1) ~ 

( 5. 4) 

( S . 5) 

Corno j á foi mencionado anteriormente, o esquema de 

Poisson é livre de "aliasing" e portanto, o conhecim ento exa

to de c(n) nos permite obter a função densidade espectral f(À), 

mediante uma transforrnaçio linear de c(n). Na prática , entre

tanto, c(n) é estimado, consistentemente, com base numa amos

tra finita, e a p e rgunta que surge, é quando o corr esponden

te estimador de f(À) é consistente. 8eutler[1970],conjecturou 

que se a função densidade espectral · tem suporte compact o [-n,Ti], 

então, o estimado r de f(À) obtido a partir de um e sq uema de 

Poisson pode não ser consistente para B < 1, o que im}Jlicaria 

na in e xistência ele e s timadores consistentes de f(À) p a ra qual

quer taxa média de amostragem, no caso em que f( À) nüo ter su

porte compacto . 

Masry ri Lu.i [ 197 5 ], porém, def i nindo o estimador de 

f(À) para todo G, O < B < 00 por 
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M N-l

f(X) : lira n>lt k=].X(tk)X(tk+n) cosa(tk+n-tk)
5 . 6)

onde M é inteiro positivo satisfazendo FÍ < N, M -»m quando N +m

e M/N --0 (ou sejli,consideraram o estimados (5.3) com 13 estima-

do por N/T e D(v) = 1 se T é menor que o ponto de trÚncamento

TM' e zero caso contrario),mostraram que se {X(t),taZ} é um
processo estaca,onãrio de segunda ordem, gaussiano, com média
zero, e se a função densidade espectral f(X) é uma função ra-
cional em À, isto é,

f(À)

onde Q e P são polinÕlnios de grau q e p respectivamente,o es-

ticador definido por (5.6) é assintotican\ente não viciado e a

variância assintotica é dada por

«-« }( u z:] F: ( N ' 'cu'i.ÊOÀ} . fg&Ç]zHI f:(N '''

quando N ->m, c será multiplicada por 2 quando À = 0.

A obtenção deste resultado, é o tema central do ar-

tigo de Níasry â Luir1975], e não será demonstrada aqui, Mina

vez que ela é extremamente trabalhosa, pois envolve ilespercan'

ça em relação a X(t) e em relação ao processo pontual {t.}
Neste artigo, também foi comparado este resultado c(m

os resultados clássicos obtidos quando a série é observada no

iate rva]o [0,T]
Quando 3 série é observada continuamente, temos aue
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( 5. 6) 

onde M é inteiro positivo s atisfazendo M < N, M -+ 00 quando N + 00 

e M/N ->- 0 (ouseja,consideraram o estimador (5.3) com B est ima

do por N/T e D(-r) = 1 se -r é menor que o ponto de truncame nto 

TM' e zer o caso contrário) ,mos traram que se {X(t) ,t EIR} -e um 

process o estacionário de segunda ordem , gaussiano, com médi a 

zero, e se a função densidade espectral f(À) é uma função ra

cional em À, isto é, 

onde Q e P são polinômios de grau q e p respectivamente, o es

timado r definido por · ( S. 6) é assintoticamente não vi cia do e a 

variincia assintotica é dada por 

Var f(Ã ) 

quando N ->- 00 , e será multipli cada por 2 quando Ã=Ü. 

A obtenç~o deste resultado, é o tema centr a l do ar

ti go de Masry & Lu i [197 5 ], e não será demonstrada aqui, wna 

ve z que e]a é cxtrenwmen te trabalhos a, pois ·envolve a e speran 

ça e m relação a X(t) e e m relação a o processo pontual {t }. 
n 

Neste artigo, tamb ém foi comparado este resultado can 

o s res ult a do s clissicos obtidos quando a série é ob s ervada no 

intervalo [O, T J. 

- . -Quando a serie e ob servada continuamente, temos que 
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o esticador da função de autocovariãncia é expresso por

] fT- l 'r
ITJI''l ' X(t)X(t+l'tl)dT

C,(T) : {

e o estimados da função densidade espectral por

( 5 . 7)

0 . 1 » T

f(X) : Zíl.T e'ivÀwM( r)CT(T)dT,
( 5 . 8)

onde wM ( 'r ) é a função suavizadora defina.da no capl'tulo 2
Agora , ad)ni tendo

{=
T < M

: 1 » bi,

decorre que (5.8) é igual a

}(N : :Lr..M''ix:êT(dd:, ( 5 .9)

e pode-se demonsti'ar que o vício do estimados (5.9) tem lm com-

portamento assínt(ético similar ao vício do estimados (5.6) , e

a variância do esticador (5.9) tem uma taxa de convergência
M/T, similar a taxa de convergência do estimados (5.f)) , b{/N

5 . 4 - PE R 1 0 DOGRAMA COSPE NSADO

Vamos agora, baseados e]n Ferraz-Me]]o [197'7] ,esten-

der alguns rcsliltados obtidos ilo capa-tule 2, para o caso em
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o estimador da função de autocovariância ~ expresso por 

J,
T-ITI 

~o _ x(t)X(t+hl)dT h I s: r 

( 5. 7) 

o 

e o estimador da função densidade espectral por 

~ lf.T -iTÀ )~ f ( À) == 2-rr _ T e w M ( T CT ( T) d T , ( 5. 8) 

onde wM(T) ia funç~o suavizadora definida no capítulo 2. 

Agora, a&nitindo 

1 T 1 > M, 

-decorre que (5. 8) e igual a 

( 5 • 9) 

e pode-se demonstrnr que o vício do estimador (5.9) t em um com

portamento assintótico similar ao vicio do estimador ( 5 . 6), e 

a variância do es t i mador (5.9) tem uma taxa - . de conve rgenc1a 

M/T, s imilar a taxa de convergênci a do estimador (5 .6) , M/N. 

5. 4 - PER IODO GRAMA COMPENSADO 

Vamo s agora, baseados em Ferra z-Mello [197 7] ,esten

der a1 gun s r c sult;1d o s ohticlo s no capítulo 2, para o c a s o em 
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que os tempos de amostragem não são igualmente espaçados. Co-

mo nos capl'talos anteri.odes, vamos considerar a série tempo-
ral X(t) , estacionária de segunda ordem, com média zero.

No capítulo 2, vimos que o periodogralna, definido
por

. l N

IN(Àv) ; 'Z{NltliX(t)

*.:+, --y. ' «. .}:
e uln esticador da função densidade espectral f(À) . A e.opressão

(2.11) é a forma complexa do periodograma e é equivalente a
forma

iN(x.) : :ára: ( s . lO)

onde

zl:tNix(t) cosÀvt

e

lzl{ tNix(t)

Na rea]ida.de a e b são os coeficipntpc (]e r'-arde
»\) ' v\) ''' wv YVvünv+v-bbvvu WP=' +vl).Ava

são obtidos quando a série temporal é aproximada por uma cora

binação linear das funções

H.
1{. = cos À t

H2 ; senÀvt,

[ 5 . 1 1 1

t:o ,N-l
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- -que os tempos de amostragem nao sao igualmente espaç ados . Co-

mo nos capítulos anteriores, vamos considerar a sér ie tempo

ral X( t) , estacionária de' segunda ordem, com média zero. 

No capítulo 2, vimos que o periodograma, de f inido 

por 

1 1 N -iÀ tl2 I ( À ) = -- L X ( t) e v , 
N v 21TN t=l 

-[N-1] < < [NJ 2 _ \) _ -2. 

é um estimador da função densidade espectral f ( À) • -A expressao 

(2.11) é a forma complexa do periodograma e é equivalente a 

forma 

IN(Àv) = _l_[a2 +b2J 2TT \J \) 
( S. 10) 

onde 

a = (~) ½ I X ( t) cos À t 
v t=l \J 

e 

Na realidade a e b sao os coeficientes de regres-\! \) 

sao ob ti dos quando a série temporal é aproximada por uma com-

binaçâo linear das fun ç6es 

HO = 1 

H = COSÀ t ( S .11) 1 \) 

1-1 - senÀ t, t= O, ... ,N-1. 2 V 
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Agora, se a série temporal Õ amostrada eln tempos i-
gualmente espaçados, o sistema de funções (5.11) é ortogonal,
o que não acontece para unia série amostrada em intervalos de

tempo irregulares. Então, se desejarmos aproximar asérie tem-

poral, amostrada em intervalos de tempo irregulares,' por uma

combinação linear de funções ortogonais, somos obrigados aor-
togonalizar o sistema de funções (5.11)

A ortogonalização de um sistema de funções é feita

por meio do processo de ortogonalização de Guio -Schnlidt, e se-

gue que para o sistema de ftnlções definido por (5.11) , temos que o
novo sistema

hÓ : llo

h :Ul-:::!€11Ç hó

hj: : "2 ' =-itÜ ':hã:;lÇ "i
e ortogonal , e o sistema h

se3 a,
l

h!
------L- , i:0 , 1 ,2
llh ill '

e ortonormal ou

ho

hl

h2

<HI

<H2

>

0 l

h. > h a h >l 0

( 5 . 1 2)

<f12 'h0 > hOa2
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Ago ra, se a sér ie temporal é amostrada em t e mpos i 

gualmente espaçados, o sistema de funções (5.11) é orto gonal . 

o que não acontece para uma série amostrada em intervalos de 

tempo irregulares. Então, se desejarmos aproximar as ér i e tem

poral, amostrada em intervalos de tempo irregulares, · por urna 

cornb inação linear de f un ç õe s orto gonais , somos obri gados a or

togonalizar o sistema de funções ( 5 .11) . 

A ortogona l i zação ele um sistema de funções é feita 

por mei o do p rocesso de ortogona1i zação de Grarn -Schmi dt, e se

gue que para o sistema de funções · definido por ( 5 .11) , t em os que o 

novo sistema 

h' = H o o 

h' = H -
<H2,h0> 

1 1 <hóho > 

h ' = H -
<H 2 'h 1 > 

2 2 <h ' h' > 1 1 

-e ortogonal , e o sistema h. = 
1 

h '. 
1 

seja, 

h' o 

<H2, ho > 
h' <h oho > 1 

-i=0,1,2, e ortono r ma l ou 

( S . 12) 



dica o produto intern

N

<gi'92> : illigi ti) g2(ti)

ou s eJ a,

Ig:ll : [''gi ,g: »]+

i=0 ,1,2, são expres

93

definidoin 0 ,

de gi,

coefi.cientese os a sos pori '

+

sistema

2
aO

,;:: .::«:'*«*, - ,óí.!:«;*.:,I'

a;2 : jNlsen2Àvtj - aO ljNlsenxvtjl 2 . al IWicosxvtj'

aÓaÍ [ >1 cosxvtj] ' ]Nlsenxvtj] ' *

N N N

2aÓa{ j >lt cos Àvtj ' j }jtsenXvtj ' j Ei cos Xvtj ' senXvtj

Portanto, os coeficientes de regressão enl relação ao
ortononna1 (5.12) são

N

Co ; j>liX(tj)ho
N

CI : j>liX(tj)hi
N

Cz : j>liX(tj)h2

É(5.13)
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·· onde <g
1

,g
2

> indic a o produto interno, definido por 

N 
I g1(t.)gz(t.), . l l l 1= 

-e a norma de g., ou seja, 
l 

1 li g . li = e < g . g . > J 2 
l l' t 

e os coeficientes a., i=0,1,2, são expressos por 
l 

= N 

= I cos 2
À t. -ª02 f I COSÀ t.) 2 

j =l \) J lj =l \) J 

= I sen 2 À t _. - a~ [ I senÀ t.)
2 

- af [I cos:\ t _.•sen:\ t.]
2 

j=l v J j =l v J j =l v J v J. 
( S .13) 

Portanto, os coeficientes de regressão em r -' lação ao 

sistema ortonormal (5.12) são 

N 

co = I X(t.)h
0 j=l J 

N 

Cl = I X(t.)hl 
j=l J 

N 
Cz = Ixct.)h 2 , 

j =l J 
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e, admi.tendo que

N

j :ix(tj)
0

temos que

co

cl

C2

N

'l j IX(tj) cosÀvtj

'2 j:tx(tj)senxvtj ''" 'la2 I'o j>1:c'sÀvtj'j>llse"À.tj
N

j:lcosÀvtj 'senXvtjl cl

(5.14)

O pe,füodog/Lama eottlpe a(ü Õ definido por

[N(x~.,] : j\ircil'cã] ( 5 . 15)

A expressão (5.15) é equivalente à expressão (2.11)

no caso em que a série temporal é amostrada em i.ntcTI,.aios de
tempo igualmente espaçados , pois neste caso os coeficientes ob-

ti.dos em (5.14) reduzem-se aos coeficientes clássicos defini-

dos em (5.10) , dado que ÀVtj' j:l,...,N, é igual a Àvt, t=l
,N , e

t=lcosÀvt : t>llsenÀvt = t>jtsenÀvt.cosÀvt = o
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e, admitindo que 

N 
I X(t.) = o, 

j =1 J 

temos que 

N 
Cl = ª1 l X( t.) cos À t. 

j=l J v J 
~ (5.14) 

_I X(t.) sen Àvt. + a 1 a 2 [a~ 
N N 

C2 = ª2 I COSÀ t .• I senÀ t . 
J =1 J J j=l \) J j=l \) J 

N ] - l COSÀ t. •senÀ t. cl. 
j=l v J v J 

O peJúo do91t.cc.ma c.ompen/2ado é defini do por 

( 5 .15) 

A expressão (S .15) é equivalente à express ã o (2 . 11) 

no caso em que a série temporal é amostrada em interva los de 

tempo igualmente espaça dos , pois neste c as o os coefi cientes ob

tidos em (5 .14 ) reduzem-se a o s coeficientes clássicos defini-

dos e m (5 .10), dado que Àvt.j, j=l, ... ,N , é igual a t=l, . 

. . ,N, e 

N N N I cos À t = 
t=l v 

l se nÀ t = 
t= 1 v 

}: senÀ t•cosÀ t = O, 
t=l v v 
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N N
t1lcos:Àvt = t>llsen'Xvt = N/2,

[1976], pãg. 94) , de onde segue que

,; : : '-/ :,
. ?

a2' : N/2,

(ve r Fliller

e portanto,

cl : vR tNlx(t)cosÀvt

C2 : vN tNIX(t)senÀvt

m
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N N 
I cos 2 

À t = 
t=l v 

l sen 2
À t = N/ 2, 

t=l v 

-(ver Fuller, [ 1976], pag. 94), de onde segue que 

e port anto, 

e = \ n· I x e t) co s À t , 
1 V N t=l \! 

i ff N c2 = V N l X(t)senÀ t. 
t=l \! 

- ill -



mPTTUL0 6

APL l mCOES

Com o objetivo de ilustrar alguns resultados teóri-

cos obtidos nos capítulos anteriores , foi desenvolvido umpro-
grama em FORTRAN e foram utilizados inicialmente os dados de

Jenkins G IVatts [i9õU], ou seja, 400 va]ores do processo au-
toregressi.vo (.AR) de segunda ordem,

X(t) : X(t-1) - 0 ,5X(t-2) + c(t)

A função densidade espectral do processo é está.mada

consi.derando pri.]neirainente o caso em que os tempos de amostra-

gem são igualmente espaçados, para depois considerado caso em

que as observações são sistematicamente perdidas, e por fim,
quando o processo autoregressivo é amostrado de acordo com um

processo de renovação

A seguir, foi estimada a função densidade espectral

de uma série real, cair observações perdidas, de temperaturas
de um local do oceano
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CAPITULO 6 

APLI CACÕES 

Com o objetivo de ilustrar alguns resultados teóri

cos obtidos nos capítulos anteriores, foi desenvolvido um pro

grama em FORTRAN e foram utilizados inicialmente os da dos de 

Jenkins & Watts [1968], ou seja, 400 valores do proces so au

toregressivo (AR) de segunda ordem, 

X(t) = X(t-1) - O ,SX(t-2) + E(t). 

A função densidade espectral do processo é e stimada 

considerando primeiramente o caso em que os tempos de amostra

gem são igualmente espaçados, para depois considerar o caso em 

que as observações são si s terna ti camen te perdidas , e por fim, 

quando o processo autoregressivo é amostrado de acordo com um 

-processo de renovaçao. 

A seguir, foi estimada a função densidade es pectral 

de wna série real, com observações perdidas, de temp e raturas 

de um l ocal do oceano. 

- 96-
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6 . 1 APLICAÇÃO 1 - TEMPOS IGUALMENTE ESPAÇADOS

Os dados tltilizados na estimação da função dcllsida-
de espectral encontram-se na Tabela 6.1, onde o intervalo de

tempo At, é igual a l

Inicialmente foi subtraída a medi.a de cada observa-

ção, e calculada uma estimativa da função de autocoÀ,,ariãncia
através da expressão

N-k
c(k) : i .>1.X(t)X(t+k), k:0,...,M,t:l ( 6. 1)

para tres valores diferentes de M; M= 30, M=48 e }.{=80. Os

val-odes de C(k) estão registrados nas Tabelas 6.2, 6.3 e 6.4,
re sp e ctivam en te

A segui-r estimamos a função densidade espectral u-
sando a expressão

}(o ': 'iF(© * z*E.õ(n".a)"s]i!'ãi]] , l-:l,...,M'- ( 6 . 2)

wl..{(k) é a jane]a de ]lalnming dada por

to,SÕ + 0 ,46cos Jt}, se k=0,:tl
wbÍ(n : 'l

0 , se kl >M.

Nas Tabelas 6.S, 6.6 e 6.7 teíltos a função densidade espectral

estimada na série, para cada va]or de b{, e, na Figura 6.].,te-

rsos uma representilção gl'áfica da funç:io densidade espetral es untada pa-

ra os tres casos, e a verdadeira função densidade espectral d

( 6 . 3)
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-
6.1 - APLI CAÇAO 1 - TEMPOS IGUALMENTE ESPAÇADOS 

Os dados utilizados na estimaç ão da funç ã.o densida

de espectral encontram-se na Tabela 6.1, onde o intervalo de 

tempo àt, é igual a 1. 

Inici a lmente foi subtraída a média de cada observa

ção, e calculada uma estimati va da função de autocova riância 

através da expressao 

-
C( k) 

l N-k 
= N I X(t)X(t+k) 

t=l 
k= O, ••• ,M, ( 6. 1) 

para três valores diferentes de M; M = 30, -M = 48 e M = 80. Os 

valores de ê(k) estão registrados nas Ta belas 6.2, G. 3 e 6.4 , 

respe c ti vamen t e . 

A seguir e stimamos a função densidade espectra l u -
-sanda a express ao 

onde wM(k) -e a j anela <l e harnrning dada por 

= { O , S 6 + O , 4 6 c os TTMk , se k = O , ± 1 , ••• , ± M 
w1,_,iC k) 

O , se lkl > M. 

( 6. 2) 

( 6. 3) 

Nas Tabelas 6.5, 6 . 6 e 6.7 temos a função densidade esp e ctral 

estimada na série , para cada valor de M, e , na Figu ra 6 . 1,te

mos Lima represent1çZio gr5:fica da ÍllllÇi:Ío densidade espetral e s timada pa

ra os três casos, e a verdadeira função densidade e s pe ctral do 



9 8

p rocesso AR, (ver Jenkins G Watts [ 1 968] ]

f( À)
l

2,25 - 3cosvÀ + cos4vÀ
0 É À $ 1/2

6.2 - APLICAÇÃO 2 TEMPOS DE AMOSTRAGEM SEGUINDO UF4 PADRÃO PERIÓDICO

Vamos novamente usar os dados da Tabela 6.1, porén

admitimos agora que a série foi amostrado periodicamente em

grupos de 7 observaçoes separadas por grupos de 3 observa
çoes eln que ela não é observada

Inicialmente, subtraíinos a medi.a dc cada obslcrvação.

calculamos, usando os resultados do capítulo 3, Rp(k) , por

se (a'[3) j É k É Í3+ (a+ Í3) j ,

Rg(k)
cl- Í3
cl+13' se B+(ct+í3) j É k $ cl+(c»+ B) j , (6.4)

se a+(c*+B)j g k É(ct+13)+(u+B)j

] , k : lj ,M, cl= 7, B = 3, e M= 48

A estio\aviva da função de autocovariãncia foi cal
calada por

N-k
>l x( t) X(t+ k)

t; l
NR (k)

g ' '

c(k) k:O , . . . ,bí , ( 6. 5)
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processo AR, (ver Jenkins & Watts [1968]). 

1 
Ü:5ÀS1/2 . 

2, 25 - 3cos1TÀ + cos41TÀ 

6. 2 - APL ! CAÇÃO 2 - TEMPOS DE AMOSTRAGEM SEGUINDO UM PADRÃO PERIÕD 1 CO 

Vamos novamente usar os dados da Tabela 6 . 1, 
~ 

porem 

admitimos agora que a sfrie foi amostrada periodicame nte em 

grupos de 7 observações separadas por grupos de 3 observa

ções em que ela não é observada. 

Inicio.lmente, subtra :Ímos a média de cada oh s crvação, 

calcu lamos , usando os resultados do capítulo 3, Rg(k), por 

R (k) = g 

a+(a.+S)j-k se (a.+8)jsk :5 8+(a.+8)j, 
a.+(3 

se S+(a.+8) j s k s a.+(a.+8) j, ( 6. 4) 

k-B+(a.+B) i , se a+(a+B) j s k s (a.+S) +( o,+B) j 
a+ [3 

j=O, ... ,[ MriJ, k=l, ... ,M, a.=7, S=~, e M=48. 
a,+µ 

culada por 

A estimativa da função de autocovariância f oi cal-

-
C(k) = 

N-k 
I X(t)X(t+k) 

t=l 

NR (k) 
g 

k =O, .•• ,M, ( 6. 5) 
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e esta registrada na Tabela 6.8. Na Tabela 6.9 temos uinaes-

timativa da função densidade espectral da série,calculadaana-

logalnente ao caso eln que' os tempos de amostragem são igualmen-

te espaçados e na Figura 6.2 temos uma representação gráfica

desta estimativa, junt:tenente com a estimati.va obtida a parti.r
de dados igualn].ente espaçados

6.3 -APLICAÇÃO 3 - TEMPOS DE /\F40STRAGEM SEGUNDO UM PROCESSO DE RENOVAÇÃO

Admitimos agora que a série registradana'lübela 6.1

foi alnostrada de tal sorte que os illtervalos de tctrtpo entre
duas sucessivas observações, sao variáveis alci+.rórias in

:pendentes , idellticarnente distribux'das com distribuição fl ;

= 8/9, f2:1/9, fr: 0, para r>2, ou seja, com probabilidade
8/9, duas observações estão separadas por uma uni-dada: de tem--

po e com probabili.dade 1/9, duas observações estão F;eparadas

por duas unidades de tempo, o que equivale a dizer que a sé:

rie é amostrada de acordo com um processo de renoxraç:ão onde a

proporção de observações presentes é igtJal a 0,9. Para maio-

res deta[hes, ver 131ooinfic].d [í970]

O processo de renovação Y(t) é gerado admitindo Y(1)=

1, a série de observações resultante encontra-se n;l Tabela

6.10, e, coJli base nos resultados teóricos da secção 4.3 as con-

dições (4.26) e (4.27) valem para tal processo de amostragem.

A seguir calculamos prijneiramente u., atra-t:l;s da ex-

press ao
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e está registrada na Tabela 6.8. Na Tabela 6.9 temos umaes

tima tiva ela função densidade espectral da série, cal cu.l ada ana

logamente ao caso em que os tempos de amostragem s ão igualmen

te espaçados e na Figura 6.2 temos uma representaç ão g r áfica 

desta estimativa, juntamente com a estimativa obti da: a p artir 

de dados igualmente espaçados. 

6.3 - APL! CAÇÃO 3 - TEMPOS DE AMOSTRAGEM SEGUNDO UM PROCESSO DE RENOVAÇAO 

Admitimos agora que a série registrada n a T,:tbe la 6 .1 

foi amostrada ele tal sorte que os intervalos de t 21npo entre 

duas sucessivas ob s ervaç6es, -· 
s ao va r:i. â ve is · alea t ó rias in-

·pendentes, identicamente dis tribuÍdas com distribuição f
1 

= 

= 8/9, f 2 = 1/9, fr = O, para r > 2, ou seja, com prol::1bilidade 

8/9, duas observa ç6es estão separadas por uma unida · e de tem·

po e com probabilidade 1/9, duas obierva ções estão s eparadas 

por duas unidades de tempo, o que equiva le a dizer que a se-

rie é amostrada de acordo com um processo de renovaçio onde a 

proporção de observações presentes é igual a O ,9. Pc1ra maio

res detalhes, ver Bloomfield [1970]. 

O processo de renovação y·c t) é gerado admitindo Y(l)= 

= l, a série de observações resultante encontra-se na Tabela 

6.10, e, com base nos resultados teóricos da secção 4.3 as con

dições (4. 2 6) e (4. 2 7) valem para tal processo de a.mos t Tagem. 

A seguir calculamos primeiramente uk atr a·v6s ela ex-

·-p re s s ;:i.o 
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k

t=lftuk-t'uk ( 6. 6)

(ver Fe[[er [196B], pag. 311) , e a função densidade espectra]
da serie por

}o' : iFm "li: Õa)"«ü)F'?NF ] , i::....,"..:*.:, : }l'P.=il ==ve ( 6 . 7)

onde C(k) foi calculado usando (6.1) e wM(k) é a janela de ham-

ming , com b'1 = 48 .

A estimativa da função de autocovariãncia se encon-

tra na Tabe]a 6.11, a estimativa da função densidade espectra].

na Tabc[ít 6.].2 c sua represclltação gráfica na Figura 6.3.

Uma forma alternativa de estimar a função densidade

espectral foi feita, ignorando o fato da série ter sido amos-

trada segundo um processo de renovação, ou seja, ao invés de

calcularmos uk através da expressão (6.6) nÓs construímos uma

estimativa. para put a partir da amostra, utilizando a expres'

são (4.43) , is to é,

. N-k
puk : IR:'t .}l Y(t)Y(t+k) ,t: l

k:O ,... ,M ,

e então es

Ção ( 6. 7)

Os va].odes da função densidade espectral e agua re-

presentação gráfica encontram-se na Tabela 6.13 e na Figura

6.4, respectivamente
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( 6. 6) 

(ver Feller [19 68 ], pag. 311), e a função densidade esp ectral 

da série por 

-
f ( i) i=l, ... ,M+ 1 ( 6. 7) 

- ~ 

onde C(k) foi calculado usando (6.1) e wM(k) e a janela de ham-

ming, com M = 4 8. 

A estimativa da função de autocovariância se encon

tra na Tabela 6.11, a estimativa da função densida de e spectral 

na TnbcJa 6.12 e sun representaçso gráfica n a Figurn 6.3. 

Uma forma alternativa de estimar a função densidade 

espectral foi feita, ignorando o fato da série ter s i do amos

trada segundo um processo de renovação, ou seja, ao i nvés de 

calcul armos uk através da expressão (6.6) nós cons t ruímos uma 

estimativa para puk a partir da amostra, utili zando a expres

são (4 . 43), isto é, 

N-k 
= -

1
-· I Y(t)Y(t+k)' N- k t=l 

k =O, ••. ,M, 

e então estimamo s a .função densid a de espectra l ·u sando a rela

çao ( 6. 7) . 

Os valores da fun ção densidade es p e ctral é ;i s ua re

presentação g rá fi c a encontram-se na Tab e l a 6. 13 e n a Figura 

6.4, respectivame nt e . 
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Finalmente, estimamos a função densidade espectral

não fazendo suposições sobre o processo de amostragem, ou se-

ja, está.mamas a função de' autocovariãncia por

N-k
>l X(t) X(t+k)

t:l
M(k)

c(k) ) k:O,...,M

onde M(k) é o nÍimero de observações separadas pelo ''lag'' k,

N-k
M(k) : >1 g(t) g(t+k) , (6.9)

lt

e

ÍI, se a série é observada no instante t
g ( t) : 'l

10, caso contrario

e a função densidade espectral por (6.2)

A função densidade espectral estimada desta roTIna

se encontra na Tabela 6.14 e a sua representação gráfica,jun-

to com a estimativa ot)tida a partir de observações :igualmente

espaçados es tã na Figura 6.5.

6.4 - APLICAÇÃO 4 Dama OCEANOG RÁFI COS

Os dados desta aplicação referem-se a temperaturas

do oceano obtidas à profunda.dado de 500 }n no ponto (00çN,33çW)

a bordo do N./Oc. Prof. IV.Bernard do Instituto Oceanografico

da Universidade de São Paulo durante a realização do FG(E (Ex-

; 
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Finalmente , estimamos a função densidade espec tral 

nao fazendo suposições sobre o processo de amostragem, ou se

ja, estimamos .a função d~ autocovariincia por 

-
C (k) = 

N- k 
l X(t)X(t+k) 

t=l 

M( k) 
k =O , ••• ,M ( 6. 8) 

onde M ( k) é o núm ero de observações separadas pelo " lag " k, 

e 

N-k 
M(k) = l g(t)g(t+k) ' 

t=l 

g(t) = {l, se a 

O, caso 

série é observada no instante t 

contrário 

e a função densid ade espectral por (6.2). 

( 6. 9) 

A funç ão densidade espec t.ra·1 -est imada des t a f orma 

se encontra na Ta b ela 6.14 e a sua representação gr ; f ica ,jun

to com a estimativa obtida a partir de ob se rvaçõe s i g ualmente 

espaç ado s esti n a Figura 6.5. 

6.4- APLICAÇÃO 4 - DADOS OCEANOGRAFI COS 

Os dados desta aplicação refe rem-se a t empera turas 

do oceano obtidas à profundidade de SOO m no ponto ( 00 9 N,339W) 

a bordo do N./O c. Prof. W.Bernard do Ins tituto Oceanogri fico 

da Universi dade de São Paulo durante a r ealização do FGCE (Ex-
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perimento Meterológico Mundial) no período de Fev/Mar. 79, e

estão registradas nil Tabela 6.15. Sete observações foram per-
didas

A função densidade espectral é estimada usa-ndo-se as
s(6.8) ,(6.9) e (6.2) , com b1= 40.

A seguir. T)ara efeito dc comparação, usamos o Incto-

do utilizado em oceanografia, o qual consiste na interpolação
de valores no tempo onde as observações foram perdi.das

As Tabelas 6.16 e 6.17 nos fornecem a estimativa da

função densidade espectral quando procedemos ã estimação sem

interpolação c com interpolação respectivamente. A i'apresen-

tação gráfica das duas estiJnativas esta na Figura 6.(i

rolara,,
'V XU\ V-#
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perimento Meterológico Mundial) no período de Fev/Mar. 79 , e 

estão registradas na Tabela 6.15. Sete obs e rvaç~es foram per

didas . 

A função densidade espectral é estimada us an do--s e as 

relações (6.8), (6.9) e (6. 2), com M = 40. 

/\ seguir, pnrn efci to de comparação, usamo s o méto 

do utilizado em oceanografia, o qual consiste na in terpolação 

de valores no tempo onde as observações foram perdidas . 

As Tabelas 6.16 e 6.17 nos fornecem a estima tiva da 

função densidade espectral quando procedemos à estimaç ão sem 

interpolação e com interpolação respectivamente. A rc~pres en

tação gr~fica das duas estimativas est5 na Figura 6. 6 . 
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6. 5 - TABELAS E FI GUIAS

Tabela 6.1 -- 400 valores do processo AR de segunda ordem
x( t) = X(t-1) - 0,5X(t-2)+c:(t)

Fonte: Jenkins & \watts, 1968, pãg. 318.

-0,88 --0, 12 -0,89 -1,38 --0,07 1,03 2.14 0,35 -l,lO -1,78
-2,76 -1, 77 0,98 L,00 --0,70 -1,01 --1,30 -0,85 -0,46 1,63
0,06 -0,17 -1,01 -1,04 -0,66 -1,12 -0,51 -0,71 -0,20 -0,13
0, 14 1,59 -0,76 -1,08 --1, 77 -1,20 0,45 -0,07 -0,63. -0,35

-0,87 -0, 62 0, 28 1,90 2,14 1,05 0,31 1,07 2,67 2,44

1,31 1,10 1,94 0,33 1,82 1,15 0,61 -1,08 -1,62 '-0,39
0,19 --1, 59 -2,25 0,29 1,73 2,30 0,80 -0,40 0,30 -0,50

-2,11 --2,43 0, 72 3,09 4,96 1,81 -0,46 -0,33 0,04 0,82
-1,63 -2,29 -0,77 1,91 1,92 0,85 l0,65 0,35 0,78 L,62

3. 24 1,86 0,76 2,24 0,76 -0,15 0, 18 0,60 0,92 -0,70

-0,03 1,07 0,28 -1,38 -0,63 -1,48 0,19 -1,14 0,31 0,39
-0,17 Op 70 2,14 1,24 0,42 0,61 -0,76 -1,75 -0,37 1,21

1,40 2,46 1, 74 0, 78 0,90 l, ll 2, 20 0,52 -0,22 1,12
1,02 l, lO 1,72 1,80 -0,46 -1,27 0,39 0,93 0,55 -0,45

-0,87 -0,90 0,64 2,29 2,75 1,43 0, 47 1,80 0,46 0,32
-0,81 -1,81 -2,07 0,96 1,20 0,07 -0,98 -1,46 -1,3o -2,29
--1, 8 1 -1,61 -1,01 --1,36 -1,78 0,04 1,44 2,58 0,54 0,27
-0,75 -0,70 0,45 -0,13 -1,03 -1,19 -0,31 1,77 1,89 0,88

0,58 0,70 -0,32 - 1,62 1,08 1,25 0,19 -0,93 -0,61 0,83
0,46 1,12 o, ll -l,ll -0,85 -1,86 -0,74 -1,04 -0,42 0,16
0,55 -0,37 -0,62 -1,23 -0,76 -0,76 -1,99 -1,56 -0,36 1,00
0,02 -0,30 -0,23 -0,63 -1,61 --1,66 --0,80 -1,71 0,87 0,74
1,55 1,39 1,51 2,39 1,68 -0,04 -1,24 -2,24 -1,3] --o, lO
0,46 1,06 1,37 1,67 0,29 --0, 31 -2,08 -2,67 -1,5] --1, 7 1

-0,70 -1,25 -0,25 0, 14 1,43 0,47 -1,16 -3,68 -3,4] -1,43

1,06 2,86 0,72 -1, 79 -2,26 -1,87 -1,53 0,85 1,40 3, 37
0,85 -0,36 0,25 1,57 -0,08 0,78 -0,56 -1,22 0,07 -0,33

-0,15 1,56 2,23 2,01 0,42 --0,75 -0,47 1,55 3,60 2,07
1,32 0,06 0,87 0,51 -0,25 0,12 1,54 1,37 1,97 0,81

-0,67 -2,41 -1,82 -0,45 0,31 0,12 -1,01 -1,12 -1,69 -1,52

-0,82 -0,81 -0,33 -0,65 -1,86 -0,64 0,50 1,05 1,40 1,52
0,20 0, 64 1,95 1,55 ]-,74 -0,22 -2, 14 --2, 33 --1,01 0,42
2,54 0,86 0,10 -0,04 --1,18 -0,40 -0,53 0,70 -0,14 -0,20
0,47 1,07 0,85 --0,35 -0,69 -0,03 -2,08 --1,56 --l,oo 0,55
2,08 1, 74 -0, 34 -1,85 -1,29 1,74 2,58 1,64 1,85 '-0,01

-0,16 -0,29 -0,66 --3,41 -2,33 -2,57 --1,78 -1,31 -2,69 --1, 7 7
--0,57 1,58 ]-, 7 8 L,09 --0,54 0,29 --0,26 0,01 1,05 0,94
--0,91 -2,09 -2,01 --1, 12 -0,02 0,98 0,50 2,12 1,68 2,28

2,59 3,04 1,16 0,50 0,56 0,45 0,35 0,10 2, 16 2,60
1,40 0,62 0,36 -0,09 1,93 1,80 1, 13 -1,34 - 1,9/i -0,89

- 103 -

6. 5 - TABELAS E FIGURAS 

-0,88 -0,12 -0,89 -1, 38 - 0,07 1,03 2.14 0,35 - 1, 10 --1, 78 
-2,76 -1, 77 0,98 1,00 - o, 70 -1,01 -1,30 - 0,85 -o,,.6 1,63 

0,06 -0,17 - 1, 01 -1.,04 - 0,66 -1.,12 -o, 51 - 0,71 -0,20 -o, 13 
, O, 14 1,59 -o, 76 - 1, 08 - 1, 77 -1,20 0,45 -0,07 -o, 63, - 0,35 
-0,87 -0,62 0,28 1,90 2,14 1,05 0,31 1,07 2,67 2, Lf4 

1,31 1, 10 1,94 0,33 1,82 1,15 0,61 - 1,08 -1, 62 - 0,39 
o, 19 -1,59 -2,25 0,29 1,73 2,30 0,80 -0,40 0,30 - 0,50 

-2, 11 -2,43 o, 72 3,09 4,96 1,81 - 0,46 -0,33 0, 0lf 0,82 
/ -1,63 -2,29 -o, 77 1,91 1, 92 0,85 10,65 0,35 0,7 8 1,62 

3, 2Lf 1,86 o, 76 2,24 0,76 - 0,15 0,18 o, 60 o, 92 - o, 70 

- 0,03 1,07 0,28 - 1,38 -0 , 63 -1,48 o, 19 -1, 14 0,31 0 , 39 
-0,17 0,70 2, 14 1,24 0,42 0,61 -0,76 -1,75 -0,3 7 1, 21 

1, 40 2,46 1, 71+ 0,78 0 , 90 1, 11 2,20 0,52 -0 , 22 1 , 12 
1,02 1, 10 1, 72 1,80 -0,46 -1,27 0,39 0,93 0, 55 - 0 , 45 

-0,87 -0,90 o, 64 2,29 2,75 1,43 0,47 1,80 O,L16 0,32 

- 0,81 -1,81 -2,07 º· 96 1,20 0,07 -0,98 -1, Lf6 - 1,30 - 2,29 
-1, 81 -1,61 -1, 01 - 1,36 -1, 78 0,04 1,44 2,58 O, 5L, 0,27 
-0,75 -0,70 0,45 -o, 13 - 1,03 -1,19 -0,31 1, 77 1, 89 0 , 88 

0,58 0,70 -o, 32 - 1,62 1,08 1,25 O, 19 -0,93 - 0,61 0 , 83 
0,46 1,12 o, 11 -1 , 11 -0,85 -1,86 -0,74 -1,04 - 0 , 42 O, 16 

0,55 -0,37 - 0 , 62 -1 , 23 -0,76 -0,76 -1,99 -1,56 - 0 ,36 1, 00 
0,02 -0,30 - 0 , 23 - 0,63 -1 , 61 -1, 66 -0,80 -1, 71 ·-0 , 8 7 -o, 74 
1,55 1,39 1 ,51 2,39 1,68 - 0,04 - 1, 24 -2,24 -1, 31 - o~ 10 
0, Lf6 1,06 1,37 1,67 O, 29 -0,31 -2, 08 · -2, 67 - 1 ,51 - 1 , 71 

-0,70 -1, 25 -0,25 O, 14 1,43 0,47 -1, 16 - 3,68 - 3, L,1. - 1 , 43 

1,06 2,86 o, 72 - 1, 79 - 2,26 - 1, 87 -1,53 0,85 1, LiO 3, 37 
0,85 -0,36 0,25 1,57 -0,08 0,78 - 0,56 -1,22 0 , 07 - 0 , 33 

-0,15 1,56 2,23 2,01 0,42 -0,75 - 0 , 47 1,55 3 ,60 2,07 
1,32 0,06 0,87 0,51 -0, 25 0,12 1, 5Lf 1,37 1, 9 7 0 , 81 

-0, 67 -2, 41 -1,82 - 0,45 0,31 0,12 -1,01 -1, 12 - 1, 69 - 1 , 52 

-0,82 - 0,81 - 0,33 - o ,65 - 1,86 - 0,64 O, 50 1,05 1,40 1,52 
0,20 0,64 1,95 1,55 1,74 - 0,22 .. - 2,14 - -2,33 -1 , 01 0 , 42 
2,54 0,86 o, 10 -o' º'f - 1,18 -0,40 -0,53 O, 70 -0, 1.Lt - 0 , 20 
0,47 1,07 0,85 - 0,35 - o , 69 -0,03 -2, 08 -1 , 56 -1 , 00 0 , 55 
2, 08 1,74 -0,34 - 1,85 - 1, 29 1 , 74 2, 58 1,64 l ,BS - 0 , 01 

-0,16 -0,29 -0,66 - 3, Lfl -2,33 - 2,57 -1, 78 -1,31 -2, 69 -1 , 77 
-0,57 1,58 1, 78 1, 09 -0,54 0,29 -o, 26 0,01 1, 05 0,94 
-0 , 91 -2, 09 - 2,01 -1, 12 -o ,02 0,98 0 , 50 2,12 1,68 2, 28 

2,59 3, 04 1,16 O, 50 0,56 0,45 0, 35 O, 10 2, 16 2, 60 
1,40 0,62 0,3 6 - 0,09 1, 93 1,80 1, 13 -1,34 - 1, 9l1 -o, 89 

Tabela 6 . 1 - 400 va lores do processo AR de segunda or dem 
X(t) = X(t- 1) -0,5X(t- 2)+E:( t ) 

Fonte : Jenkins & Wa tts , 1968, pag. 318. 
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la8
(k)

lag
(k) ê(k)

0
l
2

3
4
5

6

7

8

9

10

Tabela 6.2 - Estimativa da função de autocova
riancia clo processo AR de segunda ordem

X(t) t-1) -0,5X(t-2) +E:(t), M=30

lag
(k) t(k) lag

(k) Ê(k) lag
(k) ê(k) lag

(k) ê(K)

0
l
2

3
4
5
6

7

8

9

10
11
12

37
38
39
40
41
42

43
44
45
46
47
48

0,1208
0.0584
0,0278
0,0002
).0 773
0,2025
0,2295
0.0625
0,0004
0.0956
0,1846
0,0910

Tabela 6.3 Estimativa da função de autocovari;ncia do pro
cesso AR de segunda ordem
X(t) t-1.)-0,5X(t-2)+e(t), M= 48

2,] 378
1,2270
0,4364

-0,0602
-0,1277
-0,0325  

0,2217
0,2550
0,0871

-0,0210
-0,1755   

0,0637
0,0086

-0,0418
-0,1518
-0,1649

0,0866
0,2053
0,0892
0,0260
0,0690  

-0,2755
-0,1907
-0,0088
0,0539
0,1468  

-0,1503
-0,1248
-0,1091
-0,0424
-0,0790

2,1367        
1, 2279 13 0,0842 25 -0,1705
0,4330   -0,0251 26 -0,1547

-0,0557 15 -0,1804 27 -0,1248
-0,1211 16 -0,2770 28 -0,1086
-0,0345 17 -0,1894 29 -0,0424

0,0751 L8 -0,0014 30 -0,0760
0, 2032 L9 0,0599 31 --0, 1040
0,0916 20 0,1505 32 -0,0341
0,0375 2] 0,0601 33 0,0091
0,0831 22 0,0043 34 0,1716
0,2253 23 -0,0457 35 0,2424
0.2552 24 -0,1560 36 0,2022

lag 
(k) 

o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

7 
8 
9 

10 
11 
12 

- 10 4 -

lag 
ê(k) 

lag ê(k) 
l ag 

ê(k) 
(k) (k) (k) 

o 2,1378 
1 1 ,2 270 11 0,2217 21 0,0637 
2 O,L1364 12 0,2550 22 0,0086 
3 - 0,0602 13 O ,0871 23 -0,0418 
4 -0,1277 14 -o ,0210 24 -0,1518 
5 -0,0325 15 -0,1755 25 -0,1649 

6 O ,0866 16 -0,2755 26 -o, 1503 
7 0,2053 17 -0,1907 27 - 0,1248 
8 O ,089 2 18 - 0,0088 28 -o, 1091 
9 0,0260 19 0,0539 29 - 0,0424 

10 O ,0690 20 0 ,1468 30 - 0,0790 

Tabela 6 .2 - Estimativa da f unção de autocova
riância do processo AR de segunda ordem 

X(t) =X(t-1) - 0,5X(t-2) + E(t), M= 30 

ê(k) 
lag 

ê(k) 
lag ê(k) 

l ag ê( k ) 
( k) (k) (k) 

··-- ---
2,1367 
1,2279 1.3 0,0842 25 -0,1705 37 O, 1208 
0,4330 1/4 -0,0251 26 - 0,1 547 38 0 , 05 84 

-0,0557 15 -o, 1804 27 -o, 1248 39 -0,02 78 
-o, 1211 16 -o, 2770 28 -o, 1086 40 O, 0002 
-0,0345 17 -o, 1894 29 - 0,04 24 41 0 , 077 3 

0,0751 18 -0,0014 30 -0,0760 42 0 ,2025 

0,2032 19 O, 059 9 31 -o, 1040 L•3 0, 2295 
0,0916 20 O, 1505 32 - 0,0 341 4L1 O ,o 625 
0,0375 21 O ,0601 33 0,0091 L15 0,0004 
0,0831 22 O, 0043 34 O, 1716 46 0 , 0956 
0,2253 23 -0,0457 35 0,2424 47 O, l8 L16 
O, 2552 24 -o, 1560 36 o, 2022 48 O, 0910 

--
Tabela 6. 3 - Es t i mativa da função de autocovariância do pro

cesso AR de segunda or dem 
X(t) = X(t-1) - 0,5X(t-2) + E( t ) , M= 48 
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t(k) lag
(k) Ê(k) t(k) lag

(k) ê(k)

2.1378
1,2270
0.4364
0,0602

-0,1277
0,0325

21
22
23
24

26
27
28
29
30

31
32
33
34
35

36
37
38
39
zl0

0,0637
0,0086

-0,0418
-0,1518
.0,1649

41
42
43
44
45

46
47
48
49
50

51
52
53
54
55

56
57
58
59
60

0,0698
0,1931
0,0221
0,0578
0,0018

61
62
63
64
65

0,0318
0,0912
0,1488
'0,2338
0.2162

1509
0,1248

-0,1091
0,0424

-0,0790

0,0922
0,1788
0,0905
0,0121
0,0920

66
67
68
69
70

71
72
73
74
75

76
77
78
79
80

0.1539
0,0469
0,0794
0,0589
'0,098910

11
12
13
14
15

16
17
18
19
20

0.2217
0.2550
0.0871
0.0210
0,1755

'0,1026
0,0326
0,0113
0,1755
0 ,2409

,1460
-0,0607
0.0999
0,2298
0,2599

-0,2358
'0,2721
'0,2321
'0,1942
0,2304

0.2755
0.1907

-0.0088
0.0539
0,1468

0,2041
0,1253
0,0560
0,0336
0,0082

0.1263
0,0881
0,0350
.0.0152
0,0185

'0,1763
-0.0 740
0.0220
0.0757
0,1157

Tabela 6.4 -- 11stimativa da função de
autocovariancia do processo Arde se-
gunda ordem
x(t) t.-].) -0,5X(t-2) +E:(t) , M=80

lag 
( k ) 

o 
l 
2 

/ 3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 

10 

11 
12 
13 
14 
15 

16 
17 
18 
19 
20 

- 10 S -

ê(k) 
lag 

ê(k) 
lag ê(k) 

(k) (k) 

2,1378 
1,2270 21 0,0637 41 O , 0698 
0, 436lf 22 0,0086 42 0,1931 

-0,0602 23 -o ,0418 43 0,0221 
-o, 1277 2Lf - 0 ,1518 44 0,0578 
-0,0325 25 -o, 1649 45 - 0,00 18 

0,0866 26 - 0 , 1509 46 O, 09 22 
0,2053 27 - 0 ,1248 47 0 ,1788 
0,0892 28 - 0,1091 48 0,090 5 
O, 0260 29 - 0,0424 49 -0 , 0121 
0,0690 30 -0,0790 50 - 0,0 920 

0,2217 31 -o, 1026 51 -0,1460 
0,2550 32 - 0,032G 52 - 0,0607 
0,0871 33 O ,0113 53 O ,0999 

-o, 0 210 34 O, 1755 54 O, 2298 
-0,1755 35 O, 2409 55 o, 2599 

-0,2755 J6 O, 2041 56 0,1263 
-o, 1907 37 0,1 253 57 0,0881 
- 0,0088 38 O ,0560 58 0,0350 

0,0 539 :39 - 0 , 0336 59 -0,01 52 
0 ,1468 LiO - o ,0082 60 - 0,0 185 

Tabela 6.4 - Estimativa da funç ã o de 
a utocovariância do p r ocesso AR de se -
guncla ordem 

X(t) = X(t-1) - 0,5X(t-2) + E(t) , M= 80 

lag 
ê(k) 

(k) 

61 -·0 , 0318 
62 -0,09 12 
63 ... 0, 1Lf88 
64 -·O 2338 

' 65 -o, 2162 

66 -o, 15 39 
67 O , 0469 
68 O ,0 794 
69 ü , 0589 
70 - 0,0989 

71 -o, 2358 
72 - 0 ,2 721 
73 - 0 ,2 321 
74 ·- 0 ,J.942 
75 -·O , 2304 

76 -0,1 763 
77 - 0 ,0740 
78 - 0 , 0220 
79 0 , 0757 
80 O, 115 7 
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freq
( i) ?(i) freq

( i) 'Ê( i)
freq

( i) ?(i)

Tabela 6.5 - 1:sti.nativa da função densidade espec
trai do processo AR de segunda ordan
X(t) =x(t-1.)-0,5x(t-2)+c(t) , M = 30

freq
( i)

?( j.) freq
(i) ?(i) freq

( i)
'Ê(i) freq

( j.) }(i)

090000
0,0104
0,0208
0,0313
0,0417

1,8682
1,8665
2, 1331
1,5987
1,1174

0,1 354
0,1458
0,1563
0,1667

1,1053
1,5585
1,4439
0,3500

0,2604
0,2708
0,2813
0,2917

0,4314
0,4028
0,3573
0,2380

0,3854
0,3938
0,4063
0,4]-67

0,1116
0,1689
0,2124
0,1746

0,0521
0,0625
0,0729
0,0833

1,3063
1,1329
1,0599
1,7598

0,1771
0,1875
0,1979
0,2083

0,9589
0,6427
0,4965
0,4450

0,3021
0,3125
0,3229
0,3333

0,1936
0,1365
0,1153
0,1463

0,4271
0,4375
0,4479
0,4583

0,1845
0,2341
0,2308
0,1322

0,0938
0,1042
0,1146
0.1250

2,1434
1,8102
1,2590
ü,IhlK

0,2188
0,2296
0,2396
0,2500

0,3588
0,3180
0,3160
0,3217

0,3438
0,3542
0,3646
0,3750

0,2430
0,1599
0,0690
0,0697

0,4688
0,4792
0,4896
0,5000

0,1162
0,1081
0,1450
0,1689

Tabela 6.6 - Estimativa da função densidade espectro
do processo AR segunda ordeiít

X(t) t-1) -0,5X(t-2)+c:(t), M=48

o,oooo
0,0167
0,0333
0,0500
0,0667
0,8333

1,8874
1,9172
1,5549
1,2227
1,2106
1,6509 

0,1833
0,2000
0,2167
0,2333
0,2500

0,8118
0,5033
0,3685
0,3147
0,3426 

0,3500
0,3667
0,3833
0,4000
0,4167

0,1773
0,1022
o,1101
0,1746
0,187]

o,1000
0,1167
0,1333
0,1500
0,1667

1,8178
1,2015
1,1248
1,4412
1,2804  

0,2667
0,2833
0,3000
0,3167
0,3333

0,3917
0,3140
0,2003
0,1339
0,1685 

0,433]
0,4500
0,4667
0,4833
0,5000

0,2093
0,1944
0,1339
0,1339
0,1533

freq. 
( i ) 

0,0000 
O, 0104 
0,0208 
0,0313 
0,0417 

O, 0521 
0,0625 
O ,0729 
0,0833 

0,0938 
O, 1042 
O, 1146 
O, 1250 

- 10 6 -

...... 

freq. 1( i) 
freq. 1 C i) 

freq. 1( i) 
( i) . ( i) ( i) 

0,0000 l ,887L1 
0,0167 1,9172 0,1833 0,8ll8 0 , 3500 O, 1773 
0,0333 1,5549 O, 2000 O ,5033 0 ,3667 0 ,1022 . 
0,0500 1,2227 0 ,2167 0,3685 0 , 3833 O, 1101 
0,0667 1,2106 0,2333 0,3147 0, Lf000 0 , l 7L;6 
0,8333 1,6509 O, 2500 O ,3426 0,4167 o, 1871 

O, 1000 1,8178 0,2667 0,3917 0 , 4333 0,2093 
O, 116 7 1, 2015 0,2833 0,3140 0 , 4500 0,19L14 
0,1333 -1, 1248 0,3000 O, 2003 O,Lf667 O, 1339 
0,1500 1,4412 0 ,3167 O, 1339 0,4833 0,1339 
0,1667 1,2804 0,3333 0,1685 O , 5000 O, 15 33 

Tabela 6. 5 - Estimativa da função dens idade espec
tral do processo AR de segunda ordem 
X(t) =X(t-l)-0,5X(t-2)+E(t), M = 30 

t( i) f r e q . 1: c i) 
freq. f ( i) 

( i) ( i) 

1,8682 
1, 8665 O, 1 354 1,1053 0,2604 0,4314 
2, 1331 0,1458 1,5585 O, 2 708 0 ,4028 
1,5987 0,1563 1,4439 0,2813 0,3573 
1,1174 0,1667 O, 3500 O, 2917 0, 2380 

1, 3063 0,1771 0,9589 O, 3021 0 , 1936 
1, 1329 0,1875 0,6427 0,3125 0,1365 
1,059 9 O , 19 79 O, 49 65 O, 3229 O, 115 3 
1, 7598 0, 2083 O, 4450 0,3333 O, 1463 

2,1434 0,2188 0,3588 0,3438 0, 2lf30 
1, 8102 0,2296 0,3180 0,3542 O, 1599 
1, 2590 O, 2396 0,3160 0,3M6 O, 0690 
0,7474 0 ,2500 O, 3217 0,3750 O ,069 7 

fre q . 
( i ) 

0,385 
O, 39S 
0,40 6 
O ,416 

0,427 

f ( i ) 

4 0 ,1116 
8 0 , 1689 
3 0, 2124 
7 0 ,1 746 

l O, 18Lf5 
O, 437' j 0,2341 
0 ,44 'J l lJ O, 2303 
0,45 8 

0 , 46B 
0 , 4 79 
o, 489 
0,500 

3 0 , 1322 

8 O, ll62 
2 0 , 1081 
6 0, 1450 
O o, 1 689 

Télb e la 6 . 6 - Es timativa <la função densi dade espectraJ 
do processo AR s egund a ordem 

X ( t ) = X ( t-1) - O, 5X ( t - 2) + E: ( t) , M = 48 
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freq
( i) ?(i) freq

( j.) ?(i) freq
( i)

?(i) freq
( i)

}(i)

Tabela 6.7- Estimativa da função densidade espectral do processo AR de
segunda ordem X(t) =X(t-1) -0,5X(t-2) -+c(t), M=80

lag
(k) Ê(k) lag

(k) ê(k) lag
(k) ê('k)

0
l
2

3
4
5
6

7
8
9

10
11
12

Tabela 6.8- Estimativa da ftulçao de aut:ocovariancia do pz-acesso
AR de segunda ordem X(t) = X(t--1)-0,5X(t-2)+c(t) , M= 48, cmn ob-

servações perdidas periodicamente, a=7 e í3=3

o,oooo 1,9926            
0,0063 1,8488 0,1313 0,8018 Os.2563 0,4635 0,3813 0,1090
0,0125 1,5280 0,1375 1,1890 0,2625 0,4593 0,3875 0,1013
0,0188 2, 393fi 0,1Zi38 1,8812 0,2688 0,3595 0, 3931! 0, 143t3
0,0250 2,3674 0,1500 1,6797 0,2750 0,4105 0,4000 0,2266
0,0313 1,4916 0,1563 1,1457 0,2813 0,3951 D,4063 0,2206

0,0375 1,0118 0,1625 1,5624 0,2875 0,2464 0,4125 0,1732
0,0438 0,9109 0,1688 1,5126 0,2938 0,1951 0,4188 0,1871
0,0500 1,4836 0,1750 0,9701 0,3000 0,2071 0,425o 0,1432
0,0563 1,5083 0,1813 0,6824 0,3063 0,1588 0,4313 0,1898
0,0625 0,9925 0,1875 0,7253 0,3125 0,1366 0,4375 0,2494

0,0688 0,9027 0,'1938 0,5489 0,3188 0,1116 0,4438 0,2887
0,0750 1,0330 0,2000 0,3649 0,3250 0,1045 0,4500 0,2165
0,0813 1,3738 0,2063 0,4934 0,3313 0,1057 0,4563 0,1334
0,0875 2,4948 0,2125 0,4479 0,3375 0,1806 0,4625 0,1081
0,0938 2,2272 0,2188 0,3172 0,3438 0,3099 0,4688 0,1203

o,1000 1,7941 0,2250 0,231] 0,3500 0,2613 0,4750 0, 1295
0,1063 1, 7765 0,2313 0,3462 0,3563 0,1158 0,4813 0, 1066
0,1125 1,5061 0,2375 0,3721 0,3625 0,0538 0,4875 0, 127'1
0,1188 0,8644 0,2438 0, 235] 0,3688 0,0591 0,4938 0,1871
0,1250 0,5280 0,2500 0, 2499 0,3750 0,0759 0,5000 0, 1601

1,6420            
L,1816 13 0,3025 25 -0,2537 37 0,109 1
0,3585 14 0,0305 26 -0,1652 38 0,1194

-0,1329 15 -0,2245 27 -0,1645 39 0,0261
-0,1662 L6 --0,3256 28 -0,1266 40 0,0362
-0,1794 17 -0,2019 29 -4 ,0 708 41 -0,0415
-0,1249 18 0,0061 30 -0,0989 42 0.0956

0,0500 L9 0,0625 31 -0,0279 43 0,2079
0,048] 20 0,1500 32 0,1017 44 -0,0690
o,0804 21 0,1573 33 0,0189 45 -'0,0560
0,1265 22 0,1322 )4 0,3062 46 0 ,2572
0,3167 23 0,0809 35 0,4121 47 o,4840
0,4156 24 -0,2484 36 0,2856 48 0,2297

- 10 7 -

freq. 1( i) freq. r< i) 
freq. 

r (i) 
freq. 1 ( i) ( i) ( i) ( i) ( i) 

0,0000 1, 9926 
0,0063 1,8488 O, 1313 O, 8018 O ;.2563 0 ,4635 0,3813 0,1090 
O, 0125 1,5280 O, 1375 1,1890 0,2625 O, l!593 0,3875 0,1013 
0,0188 2,3936 0,1.438 1,8812 0, 2688 O, 359 5 0,39 38 0,1436 
0,0250 2,3674 0,1500 1,6797 0,2750 O,L1105 O ,4000 . 0,2266 
0,0313 1, 4916 0,1563 1 , 1457 O, 2813 0 ,3951 O, 40 63 0,2206 

0,0375 l,Oll8 0,1625 1,5624 0,2875 0 ,2464 0 ,4125 0 ,1732 
0,0438 0,9109 0 ,1688 1,5126 0,2938 o, 1951 0,4188 O, 1871 
0,0500 1,4836 0,1750 0,9701 0,3000 O, 2071 0, L1250 0 , 1432 
0 ,0563 1,5083 O, 1813 0,6824 0 , 3063 O, 1588 0,4313 O, 1898 
0,0625 0,9925 0,1875 o, 7253 0,3125 O, 1366 0 ,4375 O, 2494 

0,0688 0,9027 0,-1938 O, 5489 0,3188 O, 1116 0 ,443 8 0,2887 
0,0750 1,0330 0, 2000 0 ,3649 0,3250 0 , 1045 O, 4500 O, 2165 
0, 0813 1,3738 0,2063 O, L1934 O, 3313 0,1057 0,4563 O, 1334 
0 ,0875 2,L1948 0,2125 0 , 4479 0,3375 0 ,1806 0 ,462.'.i O, 1081 
0,0938 2, 2272 0, 2188 0 ,3172 0,3438 0,3099 0 ,4 688 O, 1203 

O, 1000 1,7941 0 ,2250 0 ,2311 0 , 3500 0, 2613 0 ,4750 O, 1295 
0,1063 1, 7765 0 ,2.313 0,3L162 0,3563 O, 1158 0 ,4813 O, 1066 
0,1 125 1,5061 0,2375 O, 3721 0,3625 0,0538 0,4875 O, 12 71 
o, 1188 O, 8644 0, 2438 0 ,2351 0,3688 0,0591 0, L193 8 O, 1871 
0,1 250 0, 5280 O, 2500 O, 249 9 0,3750 O ,0759 0 ,5000 O, 1601 

Tabel a 6. 7- Es timativa da função densidade esp ectral do proce.s.s o AR de 
segund a ordem X( t) = X( t-1) - O, 5X( t -2) -1- E( t), M == 80 

l ag ê(k) lag 
ê(k) lag 

ê(k) 
lag ê( k) (k) ( k) (k) ( k) 

----
o 1, 6420 
1 1,1816 13 O, 3025 25 - 0 ,2537 37 O, 1091 
2 0,3585 l L1 O ,0305 26 -0,1652 38 O, 1.194 
3 -o, 1329 15 -o, 2245 27 - 0 ,1645 39 0 , 0261 
4 -0,1662 16 - 0,3256 28 -0,1266 40 0 , 0362 
5 -0,1794 17 - 0,2019 29 - 0 , 070 8 41 - 0 , 0415 
6 -o, 1249 18 0,0061 30 - 0,0 989 42 0,0956 

7 0,0500 19 0 , 06 25 31 -o ,0279 L13 0 ,2079 
8 0,04 81 20 o, 1500 32 O, 1017 44 - 0, 0690 
9 O ,0804 21 0,1 573 33 0 ,0189 45 - 0 ,0 560 

10 0,1265 22 0 ,1322 34 0 ,3062 46 O, 25 72 
11 0,3167 23 0,0809 35 0 ,4121 47 O ,4 840 
12 0,4156 24 - 0 ,2484 36 0 ,2856 48 0, 2297 

---
Tabela 6.8- Estimativa da f un ção de autocovariância do pr oces s o 
AR de segunda ordem X( t ) - X(t-1) - 0 ,5X (t-2) +E(t), M= 48, com ob 

s e rvaçõe s perdidas pe riodicamente, a= 7 e B=3 
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}(i)

-0,0003#
0,0138
0,0055
0,0426ü

0,0391
0,1145
0,1012
0,0255+

0,0602
0,0002
'0,0222ü
0,0236+

Tabela 6.9- Estimativa da função densidade espectral do processo AR de
segunda ordem X(t) = X(t--1) - 0,5X(t-2) .t c(t) , M= 48, caiu observa-

çoes perdidas periodicamente, a=7 e B:3

lag
(k) eu) tiii; E(k) lag

(k) t(k) lag
(k) ê(k)

0
l
2

3

4

5

6

7

8

9

10
11
12

0,13647
0,9146
0,2888
'0,0942
0,1732

13
14
15
16

17
18
19
20

21
22
23
24

0,0061
'0,0081
'0,0989
'0,2050

25
26'
27
28

29
30
31
32

33
34
35
36

'0,159 1
'0,15 27
-0,1043
'0,1131

37
38
39
40

41
42
43
44

45
46
47
48

0,0267
-0,0230
'0,0664
0,0120

'0,034 2
0,0760
0,1280
0,0866

'0,1069
0,0459
0,0438
0,0764

0,1131
'0,0924
0,0984
-0,0662

0,1089
0,2023
0,1615
0,0114

0,0945
0,0554
0,0983
0,0563

0,0449
0,0107
0,0553
0,1042

'0,0143
0,0845
0,1291
0,1178

0.0066
0,0706
0,1243
0,0760

Tabela 6.11 - Estimativa da função de autocovariânci.a do proces
se AR de segunda ordem X(t) =X(t-1)-0,5X(t-2)+c:(t) , cmi ob

servaçoes perdi.das de acordo can lm pro'
cesso de renovação.

'::?' ?(o ':ili' ?(o 'l':;' 3(0
freq.
(i)

0,0000 1,6683
0,0104 1,4245
0,0208 1,5550
0,0313 1,0220
0,0417 0,5452
0,0521 1,0515
0,0625 1,1419
0,0729 1,0661
0,0833 2,2136
0,0938 2,5678
0,1042 1,8444
0,1146 0,8792
0,1250 0,3751

0,135/} C),8474
0,1458 1,4023
0,1563 1,2250
0,1667 1,1322
0,1771 0,8224
0,1875 0,4179
0,1979 0,1567
0,2083 0,1809
0,2188 0,4114
0,2296 0,5325
0,2396 0,3047
0,'2500 0,2144

0,2604 0,3637
0,2708 0,2116
0,2813 0,2218
0,2917 0,0328
0,302]. 0,0673
0,3125 0,0718
0,3229 --0,0182#
0,3333 -0,1085+
0,3438. 0,1048
0,3542 -0,0094'':
0,3646 -0,1579#
0,3750 --0,0929'e

0,385/}
0,3958
0,4063
0,4167

0,4271
0,4375
0,4479
0,4583
0,4688
0,4792
0,4896
0,5000

- 10 8 -

freq. f( i) freq. !( í ) 
freq. f ( i) freq. f ( i ) ( i) ( i) ( i ) ( i) 

0 ,0000 1,6683 -
0 ,0104 1,4245 0, 135L1 0,8474 0,2604 0,3637 0, 385L1 - 0 , 0003* 
O,OW8 1,5550 _ 0,1458 1, 40 23 0,2708 o, 2116 0,3958 0,0138 
0 ,0313 1,0220 O, 1563 1, 2250 O, 2813 0,2218 0 ,4063 0,0055 
0 ,0417 0,5452 0,1667 1,132 2 0,2917 0,0328 O, 4167 · -o ,0426* 

0,0521 1,0515 0,1771 0,8224 0,3021 0,0673 0 ,4271 0 , 0391 
0 ,0625 1, 1419 0,1875 O ,4179 0 ,3125 0,0718 O, 4375 O, 1145 
O ,0729 1,0661 o, 1979 O, 1567 0,3229 -o ,0182* 0,4479 O, 1012 
0,0833 2, 2136 O, 2083 O, 1809 0,3333 -o, 1085* 0,4583 -o ,0255* 

0 , 0938 2,5678 0,2188 O ,4114 0,3438. O, 1048 0,4688 0,0602 
O, 1042 1, 8444 0,2296 0,5325 O ,3542 -o ,0094* 0,4792 0 , 0002 
o, 1146 0,8792 0,2396 O, 304 7 0 ,3646 -o, 1579* O, 4896 - 0,0222* 
0,1250 0,3751 0,2500 O, 2144 0 ,3750 ..:.o ,0929* O, 5000 - 0,0236* 

Tabela 6.9- Estimativa da função densidade espectral do processo AR de 
segunda ordem X(t) = X(t-1) - 0,5X(t- 2) -tE(t) , M= 48, com observa

ções perdidas periodicamente, a=7 e 8=3 

lag ê(k) 
lag 

ê(k) 
lag ê(k) 

lag ê(k) 
(k) (k) (k) (k) 

o 0,13647 
l O, 9146 1.3 0,0061 25 - o, 1591 37 0 , 0267 
2 0,2888 14 -o ,0081 26º -0,1527 38 ···0 ,0230 
3 -0,0942 15 -0,0989 27 -o, 1043 39 - 0 ,0664 
4 -o, 1732 16 -o, 20.50 28 - o, 1131 40 -o ,o 120 

5 -0,03L12 17 -o, 1069 29 -o, 1131 41 O, 10 89 
6 0,0760 18 - 0,0459 JO -0 ,092L1 42 0,2023 
7 0,1280 19 0, 0Lf38 31 - 0,09 84 43 O, 1615 
8 0,0866 20 0,0764 32 -0,0662 4L1 - 0 ,0l llf 

9 0,0945 21 O, 0449 33 -0,0143 45 --0 , 00 66 
10 O, OSSL1 22 -0,0107 34 0,0845 46 0 ,0706 
11 0,0983 23 -0,0553 JS O, 1291 47 0 , 1243 
12 0,0563 24 -o, 1042 36 0 ,11 78 48 O , 0760 

Tabela 6.11 - Estima tiva da função de autocovariância do proces
so AR de segunda ordem X(t) ""X(t-1)-0,5X(t-2) +E(t), com ob

servações perdidas de acordo com illll pro--
cesso de renovação. 



10 9

0,16
0,57
0,91
2.S9
1.40

Tabela 6. 10 -- Valores do processo AR de
segunda ordem, amostrado de acordo com
um processo de renovaçacr.

-0,88 0,00 -0,89 --1,38 -- 0 , 07 1,03 2,14 0,35 0,00 --1 ,78
0,00 -1,77 0,00 1,00 --0,70 0,00 -1,30 0,00 -0,46 0,00
0,06 -0,17 - ],o] -1,04 -0,66 -1,12 -0,51 -0,71 -0,20 -0,13
0,14 1,59 -0,76 --1,08 0,00 -1,30 0,45 -0,07 -0,63 -0,35

-0,87 -0,62 0,28 1,90 0,00 1,05 0,31 0,00 2,67 2,44

1,31 l, lO 1,94 0,33 0,00 1,15 0,61 0,00 -1,62 -0,89
0,19 -1,59 --2,25 0,29 1,73 0,00 0,80 0,00 0,30 -0,50

--2, 11 -2,43 0,00 3,09 4,96 1,81 --0,46 --0,33 0,06 0,82
-1,63 -2,29 0,00 1,91 1,92 0,85 0,00 0,35 0,78 1,62

3,24 1,86 0,76 2,24 0,00 -0,15 0,18 0,60 0,92 0,00
-0,03 0,00 0,28 --1,38 -0,63 -1,48 0,19 -1,14 0 ,3] 0,39
-0,17 0,70 2,14 1,24 0,00 0,61 0,00 -1,75 -0,37 0,00

1,40 2,46 0,00 0,78 0,90 1,11 2,20 0,52 --0,22 1,12
1,02 1,10 1,72 1,80 -0,46 -1,27 0,39 0,00 0,55 0,00

-0,87 -0,90 0,64 2,29 2,75 1,43 0,47 1,80 0,46 0,32
--0,81 -1,81 -2,07 0,96 1,20 0,77 -0,98 -1,46 --1,30 -2,29
-1,81 -1,6] - ],o] - 1,36 0,00 0,04 1,44 2,58 0,54 0,00
-0,75 -0,70 0,45 -0,13 -1,03 -1,19 -0,31 1,77 1,89 0,88

0,58 0,00 -0,32 -1,62 1,08 1,25 0,19 4,93 -0,61 0,83
0,46 0,00 o, ]] -l,l l -0,85 - 1,86 -0,74 0,00 -0,42 0,16
0,55 --0,37 -0,62 0,00 -0,76 -0,79 -1,99 -1,56 -0,36 1,00
0,02 --0,30 --0,23 -0,63 -1,61 --1,66 --0,80 -1,71 -0,87 -0,74
1,55 1,39 1, 51 2,39 1,68 -0,04 -1,24 0,00 --1,31 -o,lO
0,46 1,06 1,37 1,67 0,29 -0,31 -2,08 0,00 -1,50 --1, 7 1

-0,70 -1,25 -0,25 0,14 1,43 0,47 -1,16 -3,68 -3,4] 1,43
1,06 2,86 0,72 '-1, 79 -2,26 - 1,87 -1,53 -0,25 1,40 3, 37
0,85 -0,36 0,25 1,57 --0,08 0,78 -0,56 -1,22 0,07 0,33

-0,15 1,56 2,23 2,01 0,00 -0,75 0,00 1,55 3,60 2,07
1,32 0,06 0,87 0,51 -0,25 0,1 2 1.54 1,37 1,9 7 0,81

-0,67 - 2,4] -].,82 -0,45 0,31 0,00 -1,01 -1,12 0,00 "1,52
--0,82 -0,81 -0,33 -0,65 -1,86 0,00 0,50 0,00 1,40 1,5 2

0, 20 0,64 0,00 1,55 1,74 0,22 -2,14 -2,33 0,00 0,42
2,54 0,86 0,10 -0,04 --1,18 -0,40 -0,53 0,70 -0,14 0, 20
0,47 1,07 0,00 -0,35 -0,69 -0,63 -2,08 --1,56 --l,oo 0,55
2,08 1, 74 -0,34 -1,85 -1,29 1,74 0,00 1,64 1,85 -o,OI

--0,29 -0,66 --3,4 1 0,00 -2,57 --1, 78 -1,31 -2,69 -1,77
1,58 1, 78 1,09 -0,54 0,29 -0,26 0,01 1,05 0,94
0,00 -2,0] - 1,12 -0,02 0,00 0,50 2,12 1,68 2, 28
3,04 1,16 0,50 0,56 0,45 0,35 0,10 2,16 2,60
0,62 0,36 -0,09 1,93 1,80 1,13 -1,34 -1,94 -0,89

- 10 9 -

-0,88 0,00 -o , 89 -1,38 -0,07 1 , 03 2, 14 0,35 o,oo - 1,78 
0,00 -1, 77 O ,OO· 1,00 ·-o, 70 0,00 -1,30 0,00 -O,L16 0,00 
0,06 -0,17 -1,01 -1,04 -0, 66 -1, 12 -0,51 -0,71 - 0 ,20 - 0 , 13 
o, 14 1,59 - o, 76 - 1,08 0,00 - 1,30 0,45 - 0,07 -o , 63 - 0 , 35 

-0, 87 -0,62 O, 28 1, 90 0,00 1,05 0,31 o,oo 2 , 67 2,44 

1,31 1, 10 1,94 0,33 0,00 1,15 0,61 º·ºº -1 ,62 - 0 , 89 
O, 19 -1,59 -2,25 0,29 1,73 o·ºº 0,80 0,00 0 ,30 - 0 , 50 

-2, 11 -2, 43 0,00 3,09 4,96 1,81 -0,46 -0,33 O ,0L1 0 , 82 
-1,63 -2, 29 0,00 1,91 1,92 0,85 0,00 0,35 0,78 1,62 

3,24 1,86 0,76 2,24 0,00 - 0,15 0,18 0,60 o, 92 0,00 

-0,03 0,00 0 , 28 -1,38 -o, 63 - 1,48 O, 19 -1,14 0 , 31 0 , 39 
-0,17 0,70 2,14 1,24 0,00 0,61 0,00 -1,75 -0, 37 0,00 

1,40 2,46 0 , 00 0,78 0,90 1, 11 2,20 0,52 - 0 ,2 2 1,12 
1,02 1, 10 1,72 1, 80 -0,46 -1, 27 0,39 0,00 0 ,55 0 , 00 

-0, 87 -0,90 0,64 2,29 2,75 1,43 0,47 1,80 0 ,L1 6 0 , 32 

-0,81 -1, 81 -2, 07 0,96 1,20 º· 77 -0,98 - 1, L16 -1 ,30 - 2, 29 
-1,81 :-1,61 -1, 01 -1,36 0,00 0,04 l, 44 2,58 0 , SLi 0,00 
-0,75 -0, 70 0,45 -o, 13 -1,03 -1, 19 -0,31 1, 77 1 ,89 0 , 88 

0,58 0,00 -0,32 ·- 1, 62 1,08 1, 25 O, 19 -o, 93 - 0 ,6 1 0 , 83 
0,46 0,00 o, 11 -1, 11 -o ,85 - 1,86 -0, 7 l1 0,00 -0 ,4 2 O, 16 

O, 55 - 0,37 -0,6 2 0,00 -o, 76 -0,79 -1, 99 - 1, 56 -0 , 36 1 , 00 
0,02 -0,30 -0,23 - 0,63 -1, 61 -1, 66 - 0,80 - 1, 71 - 0 , 87 - 0 , 74 
1,55 1,39 1, 51_ 2,39 1,68 -0,04 - 1, 24 0,00 -1, 31 - 0 , 10 
O, 46 1,06 1,3 7 1,67 O, 29 -o ,31 -2,08 0,00 -1 ,50 --1,71 

-o, 70 -1,25 -0, 25 0,14 1,43 0,47 - 1,16 -3,68 - 3 , 41 -- 1 , 43 

1,06 2,86 O, 72 --1, 79 - 2, 26 -1, 87 -1, 53 -0,25 1,40 3, 37 
O, 85 -0,36 0, 25 1,57 -0,08 0,78 -0,56 -1,22 O ,o 7 - 0 , 33 

-0, 15 1,56 2,23 2,01 0,00 - 0 , 75 0,00 1,55 3 , 60 2 , 07 
1,32 0,06 0, 87 0,51 - 0,25 O, 12 1 . 54 1,37 1 , 9 7 0,81 

-0,67 - 2, 41 -1, 82 ·-0, 45 0,31 0,00 -1, 01 -1,12 O , 00 - 1 , 52 

-0,82 -0,81 -0, 33 - 0, 65 -1,86 0,00 0,50 0,00 1 , 40 1, 5 2 
O, 20 0,64 0,00 1,55 1,74 0,22 -2,14 -2,33 0 ,0 0 0 , 42 
2,54 0,86 O, 10 - 0,04 -1, 18 -0,40 - 0,53 0,70 - 0,14 -o, 20 
0,47 1,07 0 , 00 -o, 35 -o, 69 - 0,63 - 2,08 -1, 56 -1 , 00 0 , 55 
2,08 1, 74 - o, 34 -1, 85 -1, 29 1,74 0,00 1,64 1 ,85 - 0 , 01 

- o, 16 -o, 29 - 0,66 -3 ,41 º·ºº - 2, 5 7 - 1,78 - 1,31 - 2 ,69 - 1 , 77 
-0,57 1, 58 1,78 1,09 -0,54 O, 29 -0,26 0,01 1 ,05 0 , 94 
-o, 91 0,00 -2, 01 -1, 12 -0,02 0,00 0,50 2,12 1 ,68 2, 28 

2.59 3,04 1,16 0,50 0,56 0,45 0,35 O, 10 2 , 16 2, 60 
1, 40 0,62 0, 36 - 0 , 09 1,93 1, 80 1,13 - 1,34 - 1 ,94 -o, 89 

Tabe la 6. 10 - Valores do processo AR de 
segunda ordem, amostrado de acordo com -um pr.oces so de renovaçao·. 



110

}( j.)

0,0725R
'0,0386R
0,0182
0,0324

0,0152
o,oooo#
0,0068
0,0031f:

0,0237
0,0402'e
0,0951R
0,1233#

Tabela 6.12- Estimativa da função densidade espectral do processo AR
de segunda ordem X(t) = X(t-1)-0,5X(t-2)'bc(t) , }1: 48, com observaçoes
perdidas de acordo com uin processo de renovação) supondo conhecido puk

freq
( i)

?(i) freq
( i) ?( :Í.) freq

( i)
'Ê ( j. )

freq
( i) ?(i)

o,oooo
0,0104
0,0208
0,0313
0,0417

1,2109
1,4894
1,8883
1,2844
0,9395

0,1354
0,1458
0,].5 63
0,1667

1,1564
1,4528
1,1534
1,0171

0,2604
0,2708
0,2813
0,2917

0,1270
0,0765
0,1071
0,0862

0,3854
0,3958
0,4063
0,4167

0.0922+
-0,0529+
0,0058
0,0173

0,0521
0,0625
0,0729
0,0833

1,1 291
0,8770
0,7613
1,3832

0,1771
0,1875
0,1979
0,2083

0,6870
0,5227
0,4750
0,4230

0,3021
0,3125
0,3229
0,3333

0,0197
0,0770:e
'0,0454+
0,0481

0,4271
0,4375
0,4479
0,4583

0,0032#
'0,0175#
-0,01 17ü
0,0215#

0,0938
0,1042
0,1146
0,1250

1,8330
1,6072
1,2969
0,9418

0,2188
0,2296
0,2396
0,2500

0,3493
0,1745
0,0805
0,0444

D,3438
0,3542
0,3646
0,3750

0,1024
0.0659
0,0181
0,0549#

0,4688
0,4792
0,4896
0,5000

0,0087
'0,05 71+
'0,1180#
-0 ,1526+

Tabela 6.13-Estimativa da função detuidade espectral do processo..AR
de segunda ordena X(t) = X(t-1)-0,5X(t-2)-FC(t) , PÍ = 48, com observaçoes
perdidas de acordo com uin processo de renovação, estimando put

'i'li' ?(o 'lT';' ?(o ':';' ?(o
freq.

( j.)

0,0000 1,1153
0,0104 1,4243
0,0208 1,8053
0,0313 1,2289
0,0417 0,9007

0,0521 1,0831
0,0625 0,8420
0,0729 0,7288
0,0833 1,3221
0,0938 1,7503
0,1042 1,5343
0,1]46 1,2388
0,1250 0,9006

0,1354 1,1057
0,1458 1,3887
0,1563 1,1024
0,1667 0,9718
0,1771 0,6574
0,1875 0,5037
0,1979 0,4583
0,2083 0,4067

0,2188 0,3364
0,2296 0,1707
0,2396 0,0821
0,2500 0,0488

0,2604 0,1297
0,2708 0,0801
0,2813 0,1080
0,2917 0,0912
0,3021 0,0308
0,3125 --0,0631+
0,3229 -0,0351+
0,3333 0,0544
0,3438 0,1048
0,3542 0,0704
0,3646 0,0258
0,3750 --0,0395#

0,3854
0,39S8
0,4063
0,4167
0,4271
0,4375
0,4479
0,4583
0,4688
0,4792
0,4896
0,5000
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freq. t( i) freq. 'f(i) 
freq. f( i) freq. f ( i) 

( i) ( i) ( i) ( i) 

0,0000 1, 1153 
0, OlOL1 1, L1243 0,1354 1, 1057 0,2604 0,1297 0,3854 . -o ,0725'1( 

0,0208 1,8053 O, 11+58 1,3887 0,2708 0,0801 0,3958 ·-0,0386* 
0,031 3 1,2289 0,1563 1, 10 24 O, 2813 O, 1080 O, 4063 0,0182 

0,0417 0,9007 O, 166 7 O, 9 718 0,2917 0,0912 0,4167 O, 0324 

0,0521 1,0831 O, 1771 0,6574 0,3021 O ,0308 O, 4271 0,0152 

0,0625 O, 8420 0,1875 0,5037 0,3125 - 0,0631* 0,437 5 - o ,0000* 
O, 0729 o, 7288 0 ,1 979 0,4583 0,3229 - 0,0351* o, 44 79 0,0068 
0,0833 1,3 22 1 0 ,2083 O, 4067 0,3333 0,0544 0,4583 ·-0,0031'1; 

0,0938 1, 7503 O, 2188 0,3364 0,3438 O, 1048 0,4688 0 ,023 7 
0,104 2 1,5343 O, 229 6 O, 1707 0,3542 0,0704 O, 4 79 2 -· 0,0Lf02* 

o, 1146 1,2388 O, 2396 0,0821 0,3646 0,0258 o, 489 6 - 0 ,0951* 
o, 1250 O, 9006 O, 2500 0,0488 O, 3750 -0,0395* 0,5000 ·- 0,1233* 

Tabela 6.12 - Estimativa da função densidade espectral do p rocesso AR 
de segunda ordem X(t) = X(t-l)-0,5X(t-2)+E:(t) , H= 48, com ob s ervações 

perdidas de acordo com um processo de renovação, supondo conh c cido puk 

freq. t( i) freq. t ( i) freq. 1( i) freq. f( i) 
( i) ( i) ( i) ( i) 

0,0000 1, 2109 
0,0104 1,489!1 0,1354 1, 15 64 0,2604 0,1270 o' 3851.1 -o ,0922* 
0,0208 1,8883 0,1458 l,L1528 0,2708 0 , 0765 0,3958 -o , 0529* 
O, 0313 1,2844 O, 15 63 1, 15 34 0,2813 O, 10 71 0,4063 0,0058 
0,0417 0,9395 0,1667 l, 01 71 O, 2917 0,0862 O,Lfl67 0,0173 

0,0521 1, 1291 0,1771 0,6870 0,3021 O ,019 7 0,4271 - 0,0032* 
0,0625 O, 8770 0,1875 0,5227 0,3125 -o ,o 770* 0,4375 --0, O 17 5* 

0,0729 0,7613 0,1979 0,4750 0,3229 -0 ,OL1 54* 0,4479 --0 ,0117* 
0,0833 1,3832 0,2083 o, 4230 0,333 3 0,0481 O, 4583 - 0,0215* 

0,0938 1,8330 0 ,2188 0,3493 0,3438 0 ,1024 0,4688 0,0087 
o, 104 2 1, 6072 o, 2296 0,1745 O, 354 2 0,0659 0,4792 -- 0 ,05 71* 
o, 1146 1,2969 0,2396 0,0805 0,3646 0,0181 O ,4896 ·-0, 1180* 
O, 1250 0,9418 0,2500 0,0444 0,3750 -0,0549* O, 5000 ··O, 1526* 

Tabela 6 .13 - Estimativa da função deus idade espectral do pro ces so AR 
de segunda ordem X( t) == X( t-1) -0, 5X( t-2)-+E( t) , M = 48, com obs ervações 

perdidas de acordo com um processo de renovação, estimando puk 
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freq
(i) ?(i) freq

( i)
?(i) freq

( j.)
?(i) freq

(i) }(i)

o,oooo
0,0104
0,0208
0,0313
0,0417

1,1978
1,4898
1,9236
1,2797
0,9234

0,1354
0,1458
0,1563
0,1667

1,1560
1,4753
1,1535
1,0254

0,2604
0,2708
0,2813
0,2917

0,1290
0,0727
0.1078
0,0863

0,3854
0,3958
0,4063
0,4167

-0,0963#
0,0549#
0,0065
0,0178

0,0521
0,0625
0,0729
0,0833

1, 1386
0,8690
0, 7375
1,3913

091771
0,1875
0,1979
0,2083

0,6816
0,5179
0,4735
0,4226

0,3021
0,3125
0,3229
0,3333

0,0188
-0,0833+

0.0491ü
0,0483

0,4271
0,4375
0,4479
0,4583

'0,0038k
0,0188#
'0,01 18'''
'0,0231J'

0,0938
0,1042
0,1146
0,1250

1,8609
1,6171
1,3008
0,9254

0,2188
0,2296
0,2396
0,2500

0,3509
0, 1695
0,0758
0,0378

0,3438
0,3542
0,3646
0,3750

0,1051
D,066'2
D,0181
0,0577k

0,4688
0,4792
0,4896
0,5000

0,0112
-0,0583#
0,1205j'
0,1570#

Tabela 6.14-Estimativa de função densidade espectral do processo AR
de segtxlda ordem X(t) =X(t-1)-0,5X(t-2)+e(t) , M= 48, com obseL-vaçÓes
perdidas de acordo com uln processo de renovação, sem fazendas supo'
siçoes sobre o processo de amostragem.

)8
9 7

79
67

69
69
59ü
51

6,25
6,69
6,88
6,59
6,47
6,60
6,62ü

Tabela 6.15 Série de temperaturas do oceano obtidas à profundidade
de 500 m no ponto (009N,339W)

'e Observaçoes interpoladas

6,49 6,10 6,13 6,36 6 ,28j' 6,19 6,13 5,96 6,i
5,73 6,24 6,81 5 ,75 6,38j' 7,02 6,87 6,93 6 ,'
7,20 6,65 6,67 6,95 6,78 6,72 6,72 6,49 6,
6,36 6,61 6 ,5/} 6,67 6,78 7,13 6,74 6,46 6,

6,51 6,55 6,63 6,54 6,55 6,66 6,87 7,0 7 6,
6,48 6,61 6,50 6,74 6,69 7,99 6,62 6,76 6,
6,75 6,83 6, 61 6,58+ 6,55 6,68 6,66 6,56 6,
6,65 6,80 6,79 7,09 6,99R 6, 88le 6, 77 6,50 6,                 
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freq, !( i) freq. ·'f(i ) freq. t( i) freq. f (i) ( i) ( i) ( i ) \ ( i) 

0,0000 1,1978 
0,0104 1,489 8 o, 1354 1,1560 O, 2604 O, 1290 O, 3854 . - o, 0963* 
0,0208 1,9236 O, 1'+58 1,4753 O, 2708 0 , 0727 0,3958 -- 0 , 0549* 
O ,0313 1,279 7 0,1563 1, 1535 0,2813 0,1078 O ,4063 0,0065 
0,0417 0,9234 0,1667 1, 0254 0,2917 O , 0863 O, 416 7 0,0178 

0 ,0521 1,1386 o, 1771 0,6816 0,3021 0,0188 O, 4271 -o, 0038* 
0,0625 o, 8690 0,1875 0 , 5179 0,3125 - 0 , 0833* 0,4375 - 0,0188* 
0,0729 o, 7375 0,1979 0,4735 0,3229 - 0 ,. 0491* 0 , l14 79 -o , 0118* 
0,0833 1,3913 0,2083 0,4226 0,3333 O ,0483 O , 45 83 - 0 , 0231* 

0,0938 1, 8609 0,2188 0,3509 0,3438 0,1051 0,46 88 0 , 0112 
o, 1042 1,6171 O, 2 296 O, 1695 O, 3542 0 , 0662 0,479 2 - 0,0583* 
O, 1146 1,3008 O, 239 6 0,0758 0,3646 0,0181 0,4896 -o, 1205,~ 
O, 1250 0,9254 O, 2500 0,0378 0,3750 - 0 , 0577* 0,50 00 -o, 1570* 

Tabela 6.14 - Estimativa de função densidade e s p e ctral do p ro ces s o AR 
de segunda ordem X(t) = X(t-l)-0,5X(t-2)+E(t) , M= 48, com ohs e ·1~vaçÕes 
perdidas de acordo com um processo de r enovaç ã o , sem faz ermos s up o
sições sobre o processo de amostr agem. 

6,49 6,10 6 , 13 6 ,36 6 ,28* 6,19 6, 13 5,96 6 , 0 8 6,25 
5, 73 6, 21~ 6, 81 5,75 6,38* 7,02 6 , 87 6,93 6 , 9 7 6,69 
7,20 6,65 6 , 67 6, 9 5 6,78 6, 72 6, 72 6,49 6 , 79 6, 88 
6,36 6,61 6 , SL1 6,67 6,78 7, 13 6, 74 6,l16 6 ,67 6, 59 

6,51 6,55 6 , 63 6,54 6,55 6,66 6, 87 7 ,o 7 6, 69 6 , 47 
6, 48 6,61 6 , 50 6 ,74 6 , 69 7 , 99 6, 62 6,76 6 ,69 6 , 60 
6,7 5 6,83 6,61 6, 58* 6,55 6,68 6,66 6,56 6 , 59,~ 6 , 62* 
6, 65 6,80 6,79 7,09 6 , 99 * 6, 88* 6 , 77 6,50 6 , 5 1 

Tab e la 6.15-S erie de tempera turas do oceano ob t idas - p r of un didade a 
de 500 m no ponto ( 009N, 339W) . 

* Obs e rvaç .Õe s inte rpola das. 
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freq
( j.)

?(i) freq
(i) ?(i) freq

( i) í( j.) freq
( j.)

}(i)

o,oooo
0,0125
0,0250
0,0375

0,1109
0,1335
0,1803
0,1449

0,1375
0,1500
0,1625

0,0081
0,0264
0,0353

0,2625
0,2750
0,3875

0,0300
0,0103
0,0146

0,3875
0,4000
0,4125

0.0254
0,0134
0,0067

0,0500
0,0625
0,0750
0,0875

0,0994
0,0518
0,0124
0,0126

0,1750
0,1875
0,2000
0,2125

0,0069
0,0061
0,0042
0,0013+

0,3000
0,3125
0,3250
0,3375

0,0177
0.,0119
0,0084
0,0417

0,4250
0,43.75
0,4500
0,4625

0,0031
0,0006
0,0098
0,0116

o,1000
0,1125
0,1250

0,0149
0,0356
0,0079

0,2250
0,2375
0,2500

0,0147
0,0258
0,0353

0,35Cl0
0,3675
0,3750

0,0457
0,0398
0,0432

0,4750
0,4875
0,5000

0,0093
0,0258
0,0295

Tabela 6. 16- Estimativa da função densidade espectral da
série de temperaturas da Tabela 6.15, M= 40,
sem interpolaçao

freq
(i) í( i) freq

(i) }(i) freq
(i) ?(i) freq

( i) :Ê ( i)

o,oooo
0,0125
0,0250
0,0375

0,1260
0,1372
0,1559
0,1325

0,1375
0,1500
o,1625

0,0142
0,0305
0,0315

0,2625
0,2750
0,2875

0,0259
0,0092
0,0116

0,3875
0,4000
0,4125

0,0162
0,0100
0,0082

0,0500
0,0625
0,0750
0,0875

0,0905
0,0492
0,0208
0,01ê38

0,1750
0,1875
0,2000
0,2125

0,0115
0,0077
0,0100
0,0121

0,3000
0,3125
0,3250
0,3375

0,0201
0,0177
0,0153
0,0374

0,4250
0,4375
0,4500
0,4625

0,0066
0,0067
0,0132
0,0155

o,lOoo
0,1125
0,1250

0,0444
0,0409
0,0133

0,2250
0,2375
0,2500

0,0211
0,0242
0,0298

0,3500
0,3625
0,3750

0,0421
0,0323
0,0278

0,4750
0,4875
0,5000

0,0114
0,0159
0,0178

Tabela 6.17- Estimativa da função densidade espectral d'a série
de temperaturas da Tabe]a 6.].5, M= 40, com irlter-
polaçao.
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freq. t( i) fr eq. 1c i ) 
freq. f( i) 

freq. f (i) 
( i) ( i) ( i) ( i) 

------
0,0000 O, 1109 
O, 01 25 O, 1335 0,1375 0,0081 0,2625 0 , 0300 0,3875 
0,0250 o, 1803 0,1500 0,0264 0,2750 0 , 0103 O ,4000 . 
0,037 5 O, 1449 0,1625 0,0353 0,3875 0 , 0146 O ,4125 

o, 0500 0,099Lf 0 , 1750 0,0069 0 , 3000 o, 0177 O ,4250 
0 , 0625 0,0518 O, 1875 0,0061 0 , 3125 0 , 0119 0, l1 3.7 5 
0,0750 0,0124 0, 2000 O,OOL12 0,3250 0,0084 0,4500 
0 , 0875 0,0126 0,2125 -0,0013* 0,3375 0,0417 O, 46 25 

o, 1000 0,0149 O, 2250 O ,o 147 O, 3500 0 , 0457 0,4750 
0,11 25 0,0356 0, 23 75 0,0258 0,3675 0 , 0398 0,4875 
O,P50 0,0079 0,2500 0,0353 0,3750 0, 0lf32 0,5000 

Tabela 6.16- Es timativa da função densida de esp e ctral da 
sér i e d e temperatura s da Ta b ela 6 . 15, M = tfO, 
sem inte rpolaçã o 

-

- ....... 

freq. 
t( i) freq. f( i) f req . 

1 ( i) freq . 
( i) (i) (i) ( i) 

0,0000 0,1260 
0,0125 0,1372 0,1375 0 , 0142 0, 2625 0 , 0259 0,3875 
0,0250 0,1559 0 , 1500 O, O 305 0, 2750 0 , 0092 0,4000 
0,0375 0,1325 0 , 1625 O ,0315 0 ,2875 0 , 0116 O, 41 25 

o, 0500 0,0905 0,1750 O, 0115 0,3000 0, 0201 O , 4250 
0,06 25 O, 049 2 O, 1875 O , 0077 0,31 25 O, 01 77 0,43 75 
0,0750 0,0208 O, 2000 O, 0100 0,3250 0 , 0153 O, 4500 
0,0875 0,0188 0,21 25 0 , 01 21 0,337 5 0 , 0374 0,46 2.5 

O, 1000 0 , 04 Lf4 0 ,2250 O , 0211 0 ,3500 O, 04 21 O, 4 7 50 
o, 1125 O, 0409 0 ,2 375 0,0242 0, 3625 O, 032 3 0, Lf8 75 
0,1250 O, 0133 0 ,2500 0 , 0298 0, 3 750 0 , 0278 O ,5000 

0 , 0254 
0 , 0134 
0 ,0067 

0, 0031 
O , 0006 
0 , 0098 
0 , 0116 

0 ,0093 
0 , 0258 
0 , 0295 

f( i ) 

0 , 0162 
o, 0100 
0 ,0 082 

0,0066 
0 , 0067 
O, 0132 
0 , 0155 

O, 0114 
O, 0159 
0,0178 

Tabela 6 . 17 - Es timativa da função de nsidade espectral da ~érie 
de t e mpera tur a s da Ta b e la 6 .1 5, M = 40, com in ter
po lação. 
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2 , Óof'--= « ?( i)

2,3'd Figura 6.1-Estimativa da função den-
sidade espectral do processoAR de se-
gunda ordem, com M; 20, M = 48 e }Í= 80

t

\

\

+

verdadeira função
densidade espectral

80

48

M : 40

1,04

0,78

V
\.0,52

0,26

0,05 0,10 0, 15

(c/unidade
de tempo)0 0, 20 0, 25 o,30 0,35 0,40 0,45

2, 60 · .. t( i) 

2,34 

1,04 

0,78 

0,52 

0,26 

- 113 -

Figura 6 . 1 - Estimativa da fun ção den 
sidade espectra l do process o AlZ de se
gunda ordem, com M = 20, M = L► 8 M = 80 

-- verdadeira f unç ã o 
den s id ade es p ectral 

- - - M = 80 

-•-•- M = 48 

• • • • · M = 40 

O 0,05 0,10 0,15 0,20 0 ,25 0, 30 0,35 0,40 0,4 5 0 . 50 de tempo) 
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J

l l

/ .:

R'+ RRR'+ R

2,34 iíiiiiii ::;'::;;::i 'sai:riodicamente ' " '" r

2,08
cam observações perdidas

com observações igualmente
espaçadas

' l t

1, 56

1,30

\

\

. A.. \
1 /

L'

1,04 //

l l

i/
! l /.'

l J
IJ

0,78

0,52

0,26

\

b

0 0,05. 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45
' t;stimativa negativa(lsplotada como sendo igual ao valor máximo

(c/unida--
de tempo)

1( i) 

2,60 

2 ,34 

~,82 

1, 56 

1,30 

1,04 

0,78 

0,52 

0,26 

1 

1 I 

' I 
\ I 
11 
11 
1, 

t 

' I' 1 
/ 1 

1 1 

I 

I 
{ 

1 

l 
1 

l 

1 
1 

1 

1 

l 

1 
1 
1 

1 

1 
I 
1 

! 
1 
1 
1 
I 

1 1 
1 1 

I 
1, ,, 
l 

1 

1 

1 I 
\ I 
1 I 
1 I 
1.,--' 

- 114 -

Figura 6. 2 - Estimativa da função densida
de esp e ctral do processo AR de segunda ordem, M = 48, com observações perdidas periodicamente 

1 

com observações perdidas 
- - - com observações igualmente 

espaçada·s 

.__ __ _,__ __ ___,._ __ ___,...._ __ ......._ __ __._ ___ \_.__, __ __._ __ ___..._ __ ~__,,-1 i ( e/ unida-o 0,05 0,10 0, 15 0 ,20 0, 25 0,30 0,35 0 , 40 0,45 0 , 50 de tempo ) * Es tini a t iv a negativa; p lo t a da como se ndo i gua l ao v a lor máx imo dos va lores r es t an t c s . 
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2 , 60r.-B o

Figura 6.3 -Estimativa da função densidade
espectral do processo de segunda ordem, M=
= 48, amostrado de acordo com um processo
de renovação, supondo conhecido put..

2,08

1,82
#' # kÂ'# A ü' R;kj<

1,56

1,30

1,04

0, 78

0,52

0,26

- í (c/tKiídade
0 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50 detempo)
j' Estimativa negativa; plot:ada como sendo igual ao valor máximo dosvalores restantes.

2, 60 

2,34 

2, 08 

1,82 

1,56 

1,30 

1,04 

0,78 

0,52 

0,26 

o 

f( i) 

0,05 o, 10 0 ,15 0,20 

- 115 -

Figura 6.3 - Estimativa da funç ão densidade 
espectral do proces so de segun da ordem, M-= 
= 48, amostrado de acordo com um process o 
de r e novação, supondo conhecido puk. 

O ,25 0,30 0,35 0,40 0,45 O, 50 
( e/unidade 

de tempo) 
* Estima tiva negativa ; plotada como sendo igual ao v a lor max1.mo dos 

valores res tantes . 
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2,60

2,34

2,08

116

Figura 6.4- Estimativa da ftlnçao densidade
espectral do processo AR de segunda ordem
M= 48, amostrado de acordo caiu um processo
de renovaçaos estimando pui<

1, 82
'#'+ ##+' k R 'k'R k+#

0 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50detempo)

j' Estimativa negativa; pintada ccmto sendo igual ao valor máximo dos valores
res tantos.

t( i) 
2, 60 

2,34 

2, 08 

1,82 

1, 56 

1,04 

0,78 

0,52 

O, 26 

- 116 -

Figura 6. 4- Estimativa da função densidade 
espectral do processo AR de s egunda ordem 
M = 48, amostrado de acordo c om um processo 
de renovação, estimando puk. 

L____J____J___J_____.1___1. _ ____c_JL _ ___i__:~.l~::::::==t=l--=--Ji ( c/ unidade o 0,05 O, 10 O, 15 O, 20 0,25 0,30 0, 35 0, L10 0,45 0,50 de tempo) 

* Estimativa nega tiva; plotada como sendo igual ao valor max1mo dos valores 
res tantes . 
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Figura 6.5-- Estimar:iva da função densidade
do processo AR de segunda ordem, M = 48,com
observaçoes perdidas de acordo com lm pro'
cesso de renovação, sem fazemlos suposi--
çoes sobre o processo de amostragem.

4 :É :É # :e+ :Ç + + #

1,56 com observaçoes igual
mente espaç idos

l

\

\

\

\

l

\

\

\

\

\

\

com observaçt3es perdidas

1,30

1,04

,78

0,52
\'

\

N
q

\'

\

L
\

\

\

\

\

I'\

0,30 0,350

+

::..L........Ji (c/unidade
0 ,45 0 ,50 de tempo)0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,40

Estimativa negativa; pJotada como selado igual ao
res tan tes .

valor máximo dos valores

t ') 
2, 60 

2,34 

1 
1,56 

1 
l 

1 
1 

l 
1 1 
I 

1 1 
I 1 

1,30 1 
I 1 

1 

1,04 

0,78 

0,52 

O, 26 

o 

1 

1 
1 

1 
l 
1 

1 
1 
l 

1 
1 

1 1 
1 1 

\ 1 

0,05 

\ 
11 
j 

r ,, 
,1 

1 
1 1 
1 1 
/ 1 

\ 
1 
1 
1 
1 

O, 10 

\ 

\ I 
1, 
y 

1 
1 

0,15 

1 

1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 

\ 

O, 20 

\ 
\ 

\ 
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Figura 6. 5 - Es timativa da função densidade 
do process o AR de segunda or dem, M = 48,com 
obs e r vaçõe s perd idas de a cordo com um pro
cesso ele renovação, sem faz e rmos suposi
ções sobre o processo de amos tragem. 

com observações igual
mente espaç· aclos 

- - - com ohs erv uçÕcs perdidas 

\V\/ ... ~_/ '--= 
--/ 

j .-=- -· L.~ __ Ji ( e / unidade 
0, 25 0 ,30 O, 35 O, L10 0,45 0, 50 de tempo) 

* Estimativa negativa ; pJotada c omo se ndo igual ao valor mix imo do s va lores 
restantes. 
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?(i)
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Figurn 6.6-Estima tiva da fun ção densi dade espectral da sêrie de temperaturas do oceano, M = 40 . 

sem interp o lação 

- -- com inte rpolação 

o,s7-- 1 

0,38 

O, 19 

I\ 
I \ 
I \ I 
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.__ __ ...,_ __ _.il__ __ -.1.. ___ j__ __ _J... ___ j_ __ _, ___ _,_ __ ~----'Í ( c / unidade O 0,05 0,10 0, 15 0,20 0, 25 0,30 0,35 0,40 * Estimativa n egatLva; plot a d a como sendo i gual ao va lor valore s rcs tan tes. 

0,40 0, 50 de tempo ) 
mâ ximo dos 



CONCLUSOES FINAIS

Em nosso trabalho, estimamos a função densidade es-

pectral de uma série temporal amostrada em intervalos de tem-

po não igualmente espaçados. Nos capítulos 3 e 4 nós estuda-

nos o problema referente a perda de observações de ullla série

temporal definida em tempos igualmente espaçados ,enquanto que
no capítulo 5 nÓs supomos que a série eln estudo é conta'nua e

que os interva]os de tempo entre duas observaçoes nao são mÚ].-

tiplos de um número real. Algumas aplicações para os resulta-

dos obti.dos nos capítulos 3 e 4 foram realizados e, com base

nestas aplicações podetnos verificar que apesar de ter havido

uma sub ou super estimação na amplitude, as frequências onde

og picos ocorrem'am r)ermaneceram inalteradéis. Portanto, se ba-

sicamente estivermos interessados na periodicidade de séri.es

igualmente espaçados com observações perdidas os métodos apre-
sentados nos pal'icem ser validos. Para séri.es temporais con-

tínuas, amestradas segundo ujn processo de Poisson um programa
em FORTRAN esta sendo desenvolvido

Todavia, em artigos mais recentes,outros métodos Úm
sido al)ordados

J odes [ 1 9 7 7 ] ap re se n ta , tenil)oral para uma serie

/

l c(m-
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CONCLUSÕES FINAIS 

Em nos so trabalho, estimamos a função densidade es

pectral de uma série temporal amostrada em intervalos de tem

po niio igualmente espaçad o s . No s capítulos 3 e 4 n6 s estuda

nos o problema referente a perda de obs ervaç ões de uma sér ie 

temporal definida e m tempos igualmente espaçados,enquanto que 

no capitulo S n6s supomos que a s€rie em estudo~ contínua e 

que os intervalos de tempo entre duas observações não são míll 

tiplos de um número real. Algumas ap licações p ara os resulta

dos obtidos nos capítulos 3 e 4 foram realizados e, com base 

nestas aplicações podemos verificar que apesar de te r havido 

uma sub ou super estimação na amplitude, as frequências onde 

os picos ocorrera m permaneceram inalteradas. Portanto, se ba-

sicamente estivermos interessados ·na periodicidade de - . serie s 

igualmente espaçados com observaç õe s perdidas os métodos apre

sentados nos pare cem ser válidos. Para series tempo ra is con

tínuas, amostradas seg undo um processo de Poisson um prog rama 

em FORTRAN está sendo desenvolvido. 

Todavia, em artigos mai s recentes, outros métodos têm 

sido aborda dos. 

Jones [ 1.977], apresenta , para uma serie temporal con-
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tínua, amostrado em intervalos de tempo irregulares, um pro-

cedimento que consiste eln ajustar uma função densidade espec-

tral racional aos dados pelo ]nétodo de lltáxima verossiltli.Ihança.

Para uma série telnpora] discreta, Jones [1977a] decreve lm mé-

todo de ajuste de modelos autoregressivos de médias móveis

(ARDIA) a séries temporais estacionárias. Neste traba].ho são

considerados os erros de observação e a perda de obsq3rvações,

e a função densidade espectral é obtida a partir dos parâme-

tros do modelo autorcgrcssivo de médias móveis csti.mítdos. Em

seu mais recente traba]ho, Jones [1979], com base nos resu]-

tados obtidos em Jones [1978] e considerando o fato de que u-

ma série temporal conta'nua, com função densidade espectrzil ra-

cional, amostrado em intervalos de tempo igualmente espaçados

ser um processo autoregressivo de médias móveis nos tempos a-

mostrados, apresenta um novo procedimento para ajustar una ü.ra-

ção densidade espectral racional a dados não igualmente espa-
í-n dnc

Por file, gostaríamos de mencionar ainda o artigo de
Sakai, Soeda e TokuJnaru [a970] que re]aci.ona a anã]ise no do-

mínio do tempo com a analise no domínio da frequência. Neste

artigo os autores expressam a matriz de covariância dos erros

das estimativas dos paràínetros do processo autoregressivo em

termos de periodogralna, e fazem uma aplicação considerando da-
dos não igualmente espaçados

©
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tínua , a mostrada em inte rvalos de tempo irregulares, um pro

cedimento que consiste em ajustar uma função densidade espec

tral racional a os dados p~lo m~t odo de mixima veross imi lhanç~ 

Para uma série temporal discreta, Jones [1977a] decreve um me-

todo de ajuste de mode lo s autoregress i vos de méd i as móveis 

(ARMA) a séries tempor ais estacionárias. Neste trab alho sao 

conside rados os erros de obs ervação e a perda de ob se r v aç ões, 

e a função densida ~e espectral 6 obtida a partir dos -p a rame -

tros do modelo auto r cgrcssivo de médias móveis esti mados . Em 

seu mais recente trabalho, Jones [ 1979], com b a se nos resul

tados obtidos e m Jones [1978] e consideran do o fato de que u 

rna sé rie temporal contínua, com função densidade espe c tral ra

cional , amos trada em in te rval os de tempo igualmente e s paçados 

ser um processo a u toregressivo de médias móveis nos t empos a

most r ad os, a p res e nta um novo procedimento para ajustm- ·1.]lla fun

ção de nsi dade esp e ctral racional a dado s não igualmente e spa

çados. 

Por fim, gostarí a mos de mencionar ainda o a rtigo de 

Sakai, Soeda e Tokumaru [1979] que relaciona a anili se no' do 

mínio do tempo c om a anilise no domínio da frequ~nci a . Neste 

artigo os autores expressam a matri z de covariância dos erros 

das estimativas dos parâ metro s elo processo autoregressivo em 

te r mo s d e periodograma, e fazem uma aplicação conside rando da

dos n ã o igualmente espaça dos . 
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