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INTRODUGAO

O objetivo primordial desta dissertagao e apresentar os
principais metodos desenvolvidos para a solugao do problema de
calibragao ou de regressao inversa. Alem disto, sempre que pos-—
sivel, realizamos comparagoes entre estes diversos metodos.

No primeiro capitulo, expomos o probleﬁa da calibracao e,
para melhor explicita-lo, descrevemos élguns exemplos de apli-
cagao, assim como algumas maneiras de classifica-lo.

Os metodos de estimagao classica, tanto pontuais gquanto
por intervalos, sao abordados no Capitulo 2. Estes se caracte-
rizam por serem baseados na linha de regressao definida no ex-
perimento de calibracao. No final deste capitulo, ‘enfatizamos
0s meios alternativos para estimagao quando as suposigoes ba-
sicas do modelo sao transgredidas.

0O Capitulo 3 trata das tecnicas de estimagaé, por inter-
valo e pontual, fundamentadas na linha de regressao invertida,
ou seja, da variavel independente pela variavel dependente do
experimento de calibracao - os chamados estimadores inversos.
Completamos este capitulo com um historico e alguns resultados
da controvertida comparagao entre os dois estimadores - o clas-
sico e o inverso.

Outros metodos de estimagao sao colocados no Gltimo ca-
p{tulo: a estimagao estrutural, as tecnicas bayesianas, a ana-
lise de verossimilhanca e a estimagao sequencial.

Em anexo, para maior facilidade de futuras utilizagoes,
incluimos as tabelas necessarias as construgoes dos estimado-

res por intervalo de confianca simultaneos referidos na Segao 2.3,
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CAPTTULO 1

CONSIDERAGOES GERAIS

A importancia do estudo do problema de calibragao esta re-
lacionada com aplicagoes praticas em diversas areas, tais como,
na Engenharia e na Fisica, para afericgao de instrumentos de me-
dicao de grandezas fisicas (como amperimetros, termopares, tre-
nas, etc.); na Medicina, tanto para calibrar instrumentos que
sao indicadores da saude publica (termometros, medidores de pres-
sao sanguinea, entre outros) como para avaliar efeitos de do-
sagem de drogas; na Quimica e na Biologia, para determinar con-
centragoes de solugoes, assim como, composigoes de materiais
(atraves de fotometros de chama, de espectrofotametros,de Cro-—
matografos, etc.). A caracterizagao destes problemas e feita a
seguir na Segao 1.1.

A fim de definirmos melhor a calibragaoe para melhor in-
terpretaggo de sua teoria estatIstica,ckscrevemos, tambem, nes-
te capitulo, deversos criterios de organizacao do assunto, as-
sim como alguns casos praticos em que esta situagao ocorre.

0 Exemplo 1.1 & comentado mais detalhadamente, pois os
seus resultados servirao para ilustrar e comparar os metodos de

estimagao apresentados no restante do trabalho.



1.1. DESCRICAO DO PROBLEMA

0 problema de regressao inversa ou de calibragcao e ca-
racterizado, estatisticamente, por duas variaveis Y e X, Supos-
tamente relacionadas atraves de uma funcao f conhecida, tais
que Y & um valor sujeito a um erro € de observacao e x e uma
quantidade fixa e controlada,sem erro de medida,definida em um

intervalo I - chamado de intervalo de calibragao - isto e,
Y = £(x) + ¢

A variavel aleatoria Y e, tambem, mencionada como variavel de-
pendente ou resposta, enquanto que a variavel x ereferida, tam-
bem, por variavel independente ou de predigao (predictor).

Numa primeira etapa - chamada de experimento de calibra-
¢ao - amostramos n observagoes da variavel aleatoria Yf a par-
tir de valores X i=1l,...,n, prefixados de modo a estimarmos
a fungao f que relaciona as duas variaveis.

Subsequentemente, em uma segunda fase - a calibragao pro-
priamente dita - fixamos ou observaﬁos uma amostra aleatoria de
tamanho k (k21) de um valor variavel deY, digamos YO’ correspondente a
um valor de x desconhecido. Entao, desejamos estimar este valor
desconhecido x baseado nas informacoes do ponto de interesse
Y, e da fungao estimada no experimento de calibragao. Resumi-
damente temos YO e queremos determinar o valor x corresponden-
te. Saiientamos que este procedimento e o inverso do executado
nos metodos de previsao utilizando uma curva de regressao, on-
de fixamos ou observamos um valor de x, digamos X4 e estimamos

o valor Y correspondente.

Muitas vezes, o que ocorre e que temos duas tecnicas pa-



ra obter uma medida de um feaneno, uma X exata mas demorada e
trabalhosa e outra Y rapida e simples mas nao precisa. Supondo
as duas medidas de alguma forma relacionadas, o experimentador
quer, usando o metodo impreciso e mais simples, determinar ova-
lor exato da medida. Este procedimento &, tambéem, uma calibra-

gao.



1.2. ESQUEMAS DE CLASSIFICAGAO DA CALIBRAGAD

Williams (1969a) enfatizou que o termo calibragao na 1li-
teratura e aﬁlicado, sem distingao, a dofs tfpos de problemas

que sao conceituosamente diferentes, conduzindo amodelos esta-

tisticos diferentes. Ele os chamou de calibragao "absoluta" e

calibragao "comparativa",

Na calibracao “@bsq}gga“Lgmng§trumentq ou uma tecnica de

medidg_ggigquq_gvggnggap7palibrados versus uma medida padrao
ou graduada que e conhecida ou e feita com erro experimental

desprezivel. Este uso do termo & o mais ligado com o sentido

original de calibraggo_qu era a medida do diametro interno
(calibre) de wum tubo para podermos classifica-lo. A calibra-
¢ao de testes quimicos, usando como referencia materiais de com-
posigcao conhecida, assim como as aplicacgoes citadas na ultima

secao deste capitulo sao exemplos deste tipo de calibracao. Nes-

2 aad
te trabalho, examinaremos essencialmente a calibragao "absolu-
AR T N AT A A A o

i \A,/\/\/\;\M/\/\iﬂ;_/\f\ﬂ“\/w’"m N
Ao passo que,na calibracao "comparativa", um. instrumento
P par; s

Ea",_sendg»ggﬁerenciada apenas por calibragao.
,////;u tecnica de medida sao calibrados versus outros com nenhum
deles sendo medida padrao. Neste tipo de calibragcao pretende-
mos determinar a relagao entre diversos testes ou instrumentos
que fornecem medidas indiretas similares, isto E, do mesmo teor,
nao existindo contudo medidas padroes como referencia. Um exem-
blo e a capacidade pulmonar humana que pode ser medida por dois
instrumentos, um, mais tradicional, e outro mais moderno,
portatil. Submetendo um grupo de individuos aos dois instrumen-

N

~ | .tos, podemos calibrar as medidas (ambas sujeitas a erro) dos dois

i aparelhos. Outro exemplo & a concentracao de hidrocarbonetos



polinucleares aromaticos na agua que pode ser determinada por

dois metodos pela cromatografia 1iquida e pela fluorescencia.

Pela calibragao "comparativa", podemos estabelecer uma relagao

entre estas duas medidas.

A calibragao "absoluta" pode ser classificada sob diver-
sos aspectos quanto: ao uso dos resultados da curva de calibra-
gSo; a quem produz a curva de calibragSo,e a natureza do expe-
rimento de calibragao e da leitura désconhecida.

Inferencias estatisticas diferentes sao necessarias con-
forme o uso dos resultados obtidos da curva de calibragao. Quan-
to ao uso, podemos classificar a calibragao em: wuso simples -
neste caso um experimentador calibra um procedimento com a fi-
nalidade de obter um uUnico valor desconhecido e relata-lo por
estimador pontual ou/e por intervalos, e wuso multiplo - quan-
do a experiencia de calibragao ¢ relativamente dificil de ser
executada e o instrumento ou o procedimento e estabelecido pa-
ra repetidos usos, entao os resultados sao relatados por esti-
madores pontuais ou/e por intervalos simultaneos para a série
de determinacoes.

A distingao entre quem produz a curva de calibragao foi
salientada por Berkson (1969). Temos: usuario que produz - que
e o caso dos procedimentos de testes quimicos usando amostras
padroes onde, geralmente, as duas etapas, a calibragao do ex-
perimento e os subsequentes testes dos materiais desconhecidos,
sao realizados pelo mesmo analista e nas mesmas condigoes am-
bientais, e externamente produzida - que ocorre quando um ins-
trumento deve ser enviado para um laboratorio para ser calibra-
do e o futuro uso do instrumento e feito no campo de teste sob

condigoes diversas, nao controladas como as de laboratorio e por



individuos, as vezes, menos qualificados. Esta separagao e im-
portante pois pode implicar numa distorgao da suposigao de igual-
dade de variancia dos erros de medida das duas etapas que sera
imposta ao modelo de calibragao.

Quanto a natureza do experimento de calibragao, podemos
classificar a calibragao em: planejada - quando ela e realiza-
da em laboratorios fisicos ou quimicos onde podemos selecionar
os padroes de modo que o experimento de calibragao atinja a ex-
tensao da amplitude esperada das futuras leituras desconheci-
das, e natural - & o caso da calibragao de procedimentos bio-
16gicos ou clinicos onde os padroes sao um conjunto de materiais
disponiveis, podendo ocorrer que os extremos da amplitude dos
valores nao sejam bem representados pelo material experimental
e, entao,a exatidao da linha de calibragao pode ser prejudicada.

Sob o ponte de vista da natureza da leitura futura do pon-
to de interesse da curva de calibracao, podemos dividir as ca-
libragoes em: aleatorias - se o usuario pretende obter valor ou
valores da curva de calibragao correspondentes a um ou mais pon-
tos desconhecidos sobre os quais ele nao tem nenhuma informa-
gEo a priori alem de ter razoes para esperar que as leituras
pertencam ao intervalo definido pelo experimento (chamado de
intervalo de calibragao), e natural - quando as leituras da cur-
va de calibragao sao valores desconhecidos que pertencem a uma

populacao especifica.



1.3. EXEMPLOS DE APLICAGAO

EXEMPLO 1.1

Tomemos um exemplo descrito em Montgomery e Peck (1982)
da calibragao de um termopar por um engenheiro mecanico. O ter-
mopar e um sensor de temperatura, constitulido por dois metais
diferentes (ferro e constanég) soldados juntos que, sob efeito do ca-
lor, converte a energia termica em energia eletrica. Associan-
do ao termopar um galvanometro, podemos medir a voltagem que e
proporcional a temperatura, obtendo, desta forma, uma leitura
da temperatura. A experiencia de cal%braggo foi feita ©por um
banho de temperatura constante em 16 niveis diferentes de tem-
peratura igualmente espagada no intervalo de 100°C a 400°%c. Em
cada uma destas 16 temperaturas reais X, (medidas por um ter-
mome tro padrao de exatidao conhecida) observamos uma leitura Yi
no termopar. O resultado do experimento e apresentado na Tabe-
la 1.1 e o grafico de sua dispersao na Figura l1.1. Consideran-
do a existencia de uma relacao entre as duas medidas, podemos
ajustar uma funcao Yi = f(xi) + ei s i=1,..., 16. Subsequen-
temente o engenheiro obtem uma nova temperatura YO=200001man-
do o termopar, necessitando entao saber a temperatura real cor-

respondente a esta leitura de 200°C do termopar.

EXEMPLO P

Em um novo tipo de termometro, n leituras Yi sao reali-
zadas a partir de temperaturas X, predeterminadas e conhecidas

pelo uso de uma escala de temperatura padrao (de erro de medi-



TABELA 1.1: Temperatura real e observada

do Exemplo 1.1

0BSERVAGRO | TEMPERATURA TEHTRRATORA

i X, v

1 100 88,8
2 120 108,7
3 140 129,8
4 160 146, 2
5 180 161,6
6 200 179,9
7 220 202,4
8 240 224,5'
? 260 245,1
10 280 257,17
11 300 277,0
12 320 298, 1
13 340 318,8
14 360 334, 6
15 380 355,2
16 400 377,0




y, °C

' temperatura observada

400

380

340 -
320 .
s00-} .

280
260 -|
240
220
200 -}
180 -} .
160} .

140}
120 -

IOO—L

4 =" I i I it L L L L 1 L 1 . n i \xi

! i Ll i 1 14 l ! | i ! R i i \ ~d
100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400 {6

temperatura real

Figura 1.1: Grdfico da dispersdo dos dados do Exemplo 1.1
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da desprezivel). Supomos que a relagao entre as leituras Yi do
novo termometro e as leituras X, da escala padrao possa ser ex-
pressa por um modelo Yi = f(xi) +€i, i=1,...,n, sendo ei oer-
ro aleatorio da variavel Y. Entao, uma leitura(ditaYo)E obser-
vada no novo termometro e & necessario estimar a temperatura

correta correspondente ou seja, a leitura na escala padrao quan-

do no novo termometro obtemos YO.

EXEMPLO 1.3

Utilizando um fotometro de chama podemos estimar a con-
centragao de sodio numa amostra de material. A determinagcao exa-
;a da concentraggo de sodio pode ser obtida por metodos padroes
que sao trabalhosos, enquanto que a leitura do fotometro de cha-
ma e rapida. Admitindo que exista uma relagcao, Y= f(x) +€, en-
tre as concentragoes de sodio x e as suas correspondentes lei-
turas Y no fotometro de chama. Submetemos um conjunto de n amos-—
tras dos materiais, com concentracao de sodio predeterminada, ao
fotometro de chama. Seja YO a leitura observadano fotometro de

um material qualquer, que podemos converter em concentragao de

sodio atraves do modelo estimado no experimento anterior.

EXEMPLO 1.4

Supomos que podemos relacionar atraves ée um modelo de
regressao o peso Y (em gramas) de certa raga de galinhas com o
tempo x (em semanas) em que elas foram submetidas a uma alimenta-
950 com uma determinada ragao. O fazendeiro recebe um grupo de

galinhas que foram alimentadas com esta ragao por um determi-
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nado numero de semanas (desconhecido para ele). Observando o
peso YO das galinhas, o fazendeiro quer estimar o numero de se-

manas em que as galinhas foram alimentadas por esta racao.

EXEMPLO 1.5

Certa droga e ensaiada para baixar a pressao sanguinea.
Notamos que o numero de unidades de que apressao sanguinea se reduz
e uma funcao da quantidade de droga administrada em uma semana.
Por este periodo de tempo, n pacientes sao tratados com dife-

- . - . o g
rentes niveis xi da droga e os decrescimos da pressao sangul-
nea Y, sao observados. Na aplicagao do tratamento, um medico

i .
mede a pressao do paciente e verifica de quantas wunidades YO

ela deve ser reduzida. O problema e saber quantas unidades da

droga deve ser administrada ao paciente para baixar a pressao

de YO unidades.

EXEMPLO 1.6

Podemos medir a densidade do corpo das pessoas obesas. A
densidade pode ser determinada de modo exato pela imersao na
agua. Consideramos que existe uma relagao entre a medida da den-
sidade x e o logaritmo da medida do diametro externo do triceps
Y. Calculamos a densidade de X, de n pessoas pela imersao em
agua e medimos a grossura Yi de seus respectivos triceps, es-
timamos a partir destes dados a fungao entre as duas medidas.

Dado YO o logaritmo da medida do triceps de uma pessoa, dese-

jamos obter a densidade correspondente ao seu corpo.
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EXEMPLO 1.7

Seja uma particula movendo-se em movimento uniforme a par-
tir de um ponto de referencia, ou seja, S=a+ Bx sendo S a dis-
tancia percorrida em determinado espago de tempo X. Assumimos
que o tempo pode ser observado sem erro de medida. Entretanto,
a distancia S nao pode ser medida exatamente, de modo que po-
demos somente observar o valor Y onde Y = S+¢e, isto e, a ver-
dadeira distancia percorrida S mais um erro aleatorio €. Uma
amostra de n valores e obtida pelo pesquisador prefixando o tem-
po x. e observando as distancias Yi correspondentes. Assim, o
pesquisador pode estimar o modelo Y=o+ Bx +£. Posteriormente,
o pesquisador observa que a particula se moveuuma distancia de
Y wunidades e deseja determinar qual foi o tempo necessario pa-

0

ra que a particula percorresse esta distancia YO.



CAPITULO 2

0 ESTIMADOR CLASSICO

Vamos admitir valido o modelo linear:

onde Y

o}

€

(A}

o\

e

e

a

+ Bx +¢ (2.})

uma variavel aleatoria;

um valor fixo pertencente a um intervalo fechado I;

B

o

sao parametros definidos em um espago parametrico

erro casual nao observavel,

e seja (yl,xl),..., (yn,xn) uma amostra aleatoria de tamanho n

do par (Y,x) (nao necessariamente de valores diferentes). Supo-

mos, tambem, que o0s erros sejam identicamente distribuidos com

- . e~ 2 ; ~ .
media zero e variancia 0" desconhecida, e nao correlacionados.

Pelo metodo dos minimos quadrados (Graybill (1976)), po-

demos obter o modelo ajustado, chamado no problema de calibra-

¢ao de linha de regressao padrao ou linha de calibragao,

¥

onde

a

i

+ bx (2.B)

n
L (x; -0 -T)

=1

2 -, 3
Z (xi- X)
i=1

e o estimador do parametro B,
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e o estimador do parametro a,

sendo que

=3 =

Y =

= =

n
IS
: i

n
Z:Y. y X =
. i
i=1 i=1

Consideremos, agora, Yo um valor observado ou fixado da
variavel Y. O estimador do parametro £ (valor do eixo x corres-

pondente a este valor yo) baseado na linha ajustada acima e

usualmente chamado de estimador de £, pelo méetodo classico.
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2.1. ESTIMADOR CLASSICO PONTUAL

Obtemos o estimador do parametro { mais intuitivo consi-

derando a linha de calibragao no ponto (yo,g) e resolvendo

a equagao em &, isto e

Yo = a+bl (2.1.1)

conduzindo a

E=x = —2— (2.1.2)

que & um possivel estimador de £, sendo a e b os estimadores de
minimos quadrados dos parametros o e B dados em (2.B). Em (2.1.2)
€ necessario supor b estatisticamente diferente de zero. Por
estatisticamente diferente de zero entendemos que P(b=0) = 0.
Este estimador € frequentemente chamado de estimador clas-
sico de £. Geometricamente, conforme ilustrado na Figura 2.1.1,
consideramos a linha de regressao ajustada ou de calibragao,
Y = a+bx; desenhamos uma linha paralela ao eixo dos X no pon-
to y,»e simplesﬁente construimos a perpendicular a esta linha

no ponto de sua intersecgao com a linha de regressao. Obtemos

como estimador de & a interseccgao desta perpendicular com o eixo x.

y
4

N

4

Y, Y=Y,

i
1
|
Y
i
X

Figura 2.1.1 + Obtencdo grdfica de =,
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Podemos generalizar o problema, nao mais considerando Yo

como um valor fixo ou a variavel aleatoria Y, como uma unica

observagao da fungao de densidade determinada por £, mas o ve-

tor Y, =(Y01, Yggreees YOk) como sendo uma amostra aleatoria,
de tamanho k, dos valores de Y, observados da fungao de densi-

dade determinada por £.

2.1.1. ESTIMADOR DE MAXIMA VEROSSIMILHANGA

. - . . - . 3 .
0 estimador classico, acima construido de modo intuitivo.
e, tambem, o estimador de maxima verossimilhanga de £. Para

mostrar isto, assumimos que observamos uma amostra aleatoria de

tamanho n+k do modelo
Y. = o+ Bx. + €,
i i i
2 ;
com ei~ N(0,0") e mutuamente independentes, denotada por

(xl’;Yl) ’ (XZ»YZ):---; (Xn’Yn)y (g’Yn+1) ) (g)Yn+2) s"':(ng )

n+k

2 ~ .
onde 0, B, 0 e & sao valores desconhecidos.

Notemos que,pela notagao acima, os k ultimos valores de

Y (isto e, Yn+1’ Yn+2""’ Yn+k) sao observacgoes da distribui-

g¢ao normal com media a+ BE e variancia 0°, ou seja, os valores

de YO correspondentes ao valor desconhecido e fixado &. As ou-
tras n primeiras sao referentes a distribuigao normal com me-

; i~ . 2 . .
dia a'+8xi e variancia 0O , sendo cada X, fixado e conhecido.

Portanto, temos o seguinte modelo:

Yi=ot+6xi+ei i=1l,..., n (2.1.3)

Yi = 0 +B€'*€i i=n+l,..., n+k
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sendo €5 identicamente distribuidos com distribuigao normal com
- . P 2 s .
medla zero e variancia ¢ e mutuamente independentes (i=1,2

peeo

n,n+l,n+2,...,n+k).

A fungao de verossimilhanga correspondente ao modelo aci-

ma e dada por:

. ;
L(a,B,0 ’E,f/xl’yl'XZ'YZ’ o "xn»yn:y

/

n+1’yn+2""’yn+k)

1 1 n -’ 2 n+k 2
| P TE| L (meB) T (L, (rymamBe)
(2mo®) 2 1= + 8

(2.1.4)

Os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros
@, B, 0" e £ sao dados pelo ponto de maximo da funcao de veros-

similhanga, ou equivalentemente, pelo ponto de maximo de

n n+k
L=1n L=—“—}51n(2n02)-%{z (yi—a-Bxi)2+ 3 (y.-a-BE)z]
%, 20°Li=1 i=n+1
(2.1.5)
Igualando a zero as derivadas parciais temos
n —
.Zl(Yi—Y)(xi- %)
b = I ’
n
ST
i=1
B = 1=b% , (2.1.6)
Y. -a
X = 0 ’
N b
e
~2

I
=l
+ |
.o
| oomm— |
e
Tl =
—
~~
o
(1
1
[«
1
o
¥
(=1
N
N
+
=
Y
-
~~
<
i
=<
o
N
N
—J
-
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que sao respectivamente os estimadores de maxima verossimilhan-

ca de B, a, £ e 02, sendo b # 0 com probabilidade 1, e onde

_ 1 n _ 1 n+k _ 1 n
Y=o LY Yo=p LY, e X=o )x
i=1 i=n+1 =1

Isto pode ser resumido no seguinte teorema:

Seja uma amostra aleatoria (xi,Yi),i=1,2,...,n,com as va-
riaveis x e Y relacionadas pelo modelo linear Yi = o+ Bxi+ €,
onde €, sao independentes e identicamente distribuidos com dis-
tribuiggo N(0,0z). Posteriormente, seja Yn+i,i=1,2,...,k,(k21)
uma amostra aleatoria da distribuigao normal com media a+ BE
(£ desconhecido) e variancia 02. Sendo todas as variaveis Yi

independentes, os estimadores de maxima verossimilhanga de a,

B, & e 02 sao dados pelas equacoes (2.1.6).
OBSERVACOES 1.1

(i) Pode-se mostrar que:

E(52) - Dtk=3 2

n+k

~2 - s s -~ 2 .
e, portanto, 0 e um estimador viciado do parametro 0 . Defi-

. ~2 . ..
nimos oc » 0 estimador corrigido, como

62 = n+k 82 =
n+k-3
(2.1.7)
n n+k
_ 1 L 2 T 2
@ L (¥-a=bx )T« 30 (¥.-T))

n+k-3\i=1 i=n+1
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(ii) O estimador de 02, Gi » depende tanto dos n valo-

res iniciais como dos k ultimos de Yi s observados posterior-
mente para se estimar . Isto nao ocorre quando k = 1, ou seja,
quando temos uma unica observagao da variavel aleatoria Y0 ou
quando Yo e um valor fixo. Cumpre salientar que estes sao os
casos mais comuns na pratica.
Este estimador da variancia, em termos de soma de
quadrados, engloba os desvios devidos a duas fontes de variagao:
n
- Z:(Y.-a-bx.)z; a variagao devida aos erros do
21 1 i .
ajuste da linha de calibragao, chamada usualmen-

te de soma de quadrados do residuo;

n+k 9
- z:_(Y.-YO) ; a variagao devida aos erros de me-
i=n+k
dida da variavel Y,
- . 2
Notamos, tambem, que este estimador de 0° com n+k-3
graus de liberdade,para k > 1, tem uma variancia menor que a do
. g ~ v g 2 ~ .
estimador usual nao viciado de 0° da regressao simples com n-2
graus de liberdade, melhorando, deste modo, a sua estimativa se

.~ 2 . ~
a suposigao de 0 for constante nas duas etapas da calibragao

nao for violada.

(iii) Se Yo e um ponto fixo, temos

yO-a

» 0 estimador de & que foi construido in-
b

tuitivamente, em (2.1.2), invertendo a linha de regressao ajus-

tada no ponto (yO.E);

n .
e 0 = =1y Z (Y.-a-bx.)2 s 0 estimador corrigido de
¢  p-2\ij=1 1 1



20
02 do modelo de regressao simples.

(iv) No estimador de maxima verossimilhanga de £ substi-

tuindo a = Y-b;, temos

X = X+
Cc

o=

(YO-?) (2.1.8)

(v) Os estimadores a e b dos parametros o e B respecti-
vamente, dependem somente dos n primeiros valores (Yi’ xi), de
modo que toda a teoria de regressao linear simples referente a
estes estimadores e valida.

Portanto, segundo Graybill (1976), sob hipotese de
normalidade, alem de estimadores de maxima verossimilhanga, os
estimadores a e b sao os estimadores lineares nao viciados de
minima variancia pois sao fungoes da eétatfstica suficiente

completa. Sao tambem eficientes e consistentes em probabilidade.

(vi) Os estimadores (2.1.6) e (2.1.7) sao baseados na

3 ¥ 3 - 2
estatistica suficiente completa dos parametros a, B, 0 e £.

Seja f a funcao de densidade conjunta de Y oY, 500

f(z;a,B,oz,i) *

= .—-—l____ exp ——1. i (y -Q—BX )2+ni‘k (y.'d"sg)z
oty S 202|i=1 71 =
n
- —5 exp -_17' Z:(a+6xi)2+k(a+85)2 A



n+k n n n+k
e P SR SRR R
200 i=1 o i=1 g” i=1 0" i=n+l

que podemos escrever na forma:

4
h(y)eCa,B,07,E)exp( I 0, (a,8,0%,E)T, (y)
i=1

n+k 2 n
sendo Tl(z) = i T3(Z) = .Z:yixif
i=1 . i=1 ;
n , n+k
T, = 2y T, = Ly

implicando que a funcao distribuicao acima pertence a familia
exponencial multi-parametrica de fungoes de distribuigao com di-
mensaoc 4 e que T = (Tl’ T2, T3, Té) e uma ?statistica sufici-
ente completa para o parametro 9 = (a,B,Oz,E)(ver Teorema 5.6,
Segao 1.5, Lehmann (1983)).

Desenvolvendo as formulas dos estimadores de maxi-
ma verossimilhanga de a, B, 02 e £, notamos que eles dependem
das observacgoes Yi,i=1,2,...,n+k, somente atraves da estatis-

tica suficiente completa T.

EXEMPLO 2.1 (continuagao do Exemplo 1.1)

Seja o exemplo da calibragao de um termopar descrito no
capitulo anterior. Pela analise de seu grafico de dispersao
(Fig. 1.1), podemos supor que a temperatura real e linearmente
relacionada com a temperatura observada e adotar o modelo 1li-

near. A linha de calibragzo por (2.1.2) e:

¥ = -6,6698 + 0,9530x oo ai = 5,8835 (se k=1)
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A estatistica para o teste do modelo (ver Drapper & Smith

(1981)) e tobs = 144,896, de modo que rejeitamos a hipotese

Hy @ B = 0 e, portanto, a inclinagao da reta de calibragao e di-
ferente de zero. Os residuos (Tabela 2.1) da regressao mostram
que nao existe um comportamento atipico em nenhum ponto. ~Con-

cluimos que a linha de calibragao tem bom ajuste e que pode ser

utilizada para estimagaes da temperatura real correspondente a

futuras temperaturas observadas no termopar.

TABELA 2.1: Temperatura estimada pelo modelo.

08S. | oncErvAbA |  mStimapA | ERRO
i Yy Vi "
1 88,8 88,63 0,17
2 108, 7 107,69 1,01
3 129, 8 126,75 3,05
4 146,2 145,81 0,39
5  161,6 164,87 -3,27
6 179,9 183,93 4,03
7 202, 4 203,00 0,60
8 224, 5 222,06 2,44
9 245, 1 241,12 3,98
10 257,7 260,18 -2,48
11 277,0 279,24 ~2,24
12 298, 1 298,30 ~0,20
13 318, 8 317,36 1,44
14 334,6 336,45 -1,82
15 355, 2 355,48 -0,28
16 377,0 374,54 2,46

L\

1'_‘ V"J 1"(0 -
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Suponhamos que o0 experimentador obtenha a leitura de

o . .
YO = 200°C no termopar e deseje determinar a temperatura real
correspondente. Pelo estimador classico,a estimativa deste pon-

to (por (2.1.8)) e:

/

1 o
xc 250 + W(ZOO 231,5875) = 216,856 C

2.1.2. -NOTAGAO MATRICIAL

Com as condigoes do Teorema 2.l1.1, podemos construir o

estimador do parametro (e;Bs&) usando a notagcao matricial dos

modelos lineares:

Y = XB+e (2.1.9)
onde
~ 7] B N
Y1 1 x1 0
Y2 1 Xy 0
Y = Y s X = 1 X 0 ’
~ n ) ~ n
(n+k, 1) ¥ (n+k, 3) 1 0 1
n+l
Yn+2 1 0 1
1
Yn+k_J Ll 0 |
_ (e ]
Fa 1
€
‘8~ = B ’ E = 2
(3,1) Y (n+k, 1) .
— En+k




24

sao respectivamente as matrizes dos dados observados, de pla-

nejamento, dos parﬁmetros (onde y =Bf, implicando que § = y/B)

e dos erros.

= - 13
Pelo metodo dos minimos quadrados temos

B' = (a,b,¥) = (x'0) 7 'x'y

como o estimador de minimos quadrados de B, O estimador do pa-

rametro y=§(B e y = YO-a, e, portanto, o estimador de § = y/B
YO—a
e x, = y O estimador classico.
b

2.1.3. APROXIMAGOES E RESULTADOS ASSINTOTICOS

Considerando as suposigaes do Teorema 2.1.1, podemos afir-

mar que b tem distribuigao normal com media B e variancia

n .
02/ Z:(xi-;)z, e que (?O-a) tambem tem distribuiggo normal mas
i=1
—_2

- . -~ 2(1 1 X
com media §&EB e variancia O E*-; + e que b e

n
-2
(x.-x)
121 t

n

= ~ 5 P 2— - 2

(Y-a) sao correlacionados com covariancia O x/ Z:(xi-x) . Por-
i=1

tanto, x, = (?O-a)/b e o quociente de duas variaveis aleatorias
com distribuigao normal e correlacionadas, cuja distribuigao
sera considerada a seguir no Teorema 2.1.2, Segundo Williams
(1969), esta distribuigao tem média indefinida e variancia in-
finita.

Supondo B # 0, Shukla (1972), expandindo a expressao do
estimador classico por series de Taylor no ponto (0,B) e igno-

. =2 . ~
rando os termos de ordem maior que n ~, obteve uma aproximagao
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para a esperanga e a variancia, que sao dadas por:

2 =
E(xc) o~ g +g__(_§-—x)

> (2.1.8)
B”S
XX
e
2 2 - 2
Var(xc) = 97‘:% + % & 30 + (g—x) ] (2.1.9)
. 3 kB SXX XX
Portanto,
2 2 -2 .
EQM(xc) = gi [% + % + 30 + (g x) } (2.1.10)
B kB SXX XX

n — 9 '
sendo SXX = ;;l(xi-x) :

A expansgo de Taylor para X em torno do ponto (n,a,B),

onde N e o verdadeiro valor de YO’ e dada ﬁor

x, = 22~ (a-a)3 - (b-B)%‘“ Ty-mg+ = -8) % -

¢ B
- L (T -n) (b-B) + =-(a-a) (b-B) + R
g2 0 n a2 2

sendo R2 o resto de segunda ordem da expansao. Para a media,

por exemplo, temos:

e Do Loy DO 1 (37 - N-0%e p-gY2 -
E(xc)— B BE(am) 82E(b B)+BE(Y0 n) + E (b-B)

g
- L

v (T y-n) (b-8)] + ?E((a-a)(b-ﬂ)) -

= g+-§% Var(b)-*;% Cov(a,b)--i? COV(?O,b)-
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Pelo Teorema 2.1.2 (i) que vem a seguir e como Cov(?o,b) = 0

2 -
temos que E(xc) = o+ J § x) » de modo que (2.1.8) segue.

B Syx

A expressao (2.1.9) pode ser obtida de maneira similar.

Se o numero de observacgoes de Yi’ na estimagao da linha
de calibragao, tender a infinito ou seja n+*», pelas aproxi-
magoes acima temos,

lim E(Xc) = g "

n--o

isto e, o estimador x_ e assintoticamente nao viciado;

2
lim Var(x ) = —=— ’
n-+ ¢ B k

de modo que a diminuigao da variancia de X depende nao so do

- 0 N

aumento do numero de observacoes de Y mas tambem do aumento da

inclinagao da reta de calibragao, que & o parametro B,

e

2
lim EQM(x ) = J%— . (2.1.10a)
n-+o ¢ B k

Alem disto, se o valor Yo for fixo sem erro de observagao

ou se o tamanho da amostra dos Y, for muito "grande"

lim lim EQM(XC) =0

ko p-o
isto e, o estimador e aproximadamente consistente.

Os resultados (2.1.8), (2.1.9) e (2.1.10) foram obtidos
tambem por Lwin (1981) sem a suposigao de normalidade dos erros,
admitindo apenas que a distribuicao do € pertence a uma familia

de distribuigoes com E(e) =0, E(£2)=02

3 4
» E(e7)=n, e E(e )=p, <.
Devemos ter pelo menos um nﬁmero "razoavel" de observa-

gaes do par (xi’Yi)’i= lyceey M, &g modo a obter um bom ajuste



da linha de calibragao, uma vez que esta escala estimada sera
utilizada para prever os valores futuros de Ej’ j=1l,...,m. Por
isto e importante verificar a consequéncia do numero de obser-
vagSes (xi’Yi) tender a infinito nos estimadores dos parametros
a, B e §. Considerando a observagao (v) do Teorema 2.1.1 e pe-
la teoria de regressao simples, temos que os estimadores a e b
sao consistentes em probabilidade, ou seja,

p
+

[0}
->

a o b

B

quando n * ®,

Portanto, pelo Teorema de Slutsky (ver, por exemplo,

Bickel and Dekson (1977)) temos,

X ->
c £

isto e, X e um estimador consistente em probabilidade para &
supondo b# 0 com probabilidade 1 e B # 0.

0O estimador classico de £, X s definido em (2.1.6), e uma
funggo dos estimadores a e b que depende do tamanho n da amos-
tra dos (Yi’xi) somente atraves de a e b com derivadas de pri-
meira e segunda ordem continuas em uma vizinhanga de a=a e b=R8.
Os estimadores a e b sao consistentes em probabilidade para o
e B respectivamente. Entao, nestas condigoes e com |8 >0, po-
de-se demonstrar (ver Finney (1978)), usando expansao em series

- -1 A
de Taylor ate a ordem n de X, e o Teorema do Limite Central,

que x  tem distribuigao assintoticamente normal com media £ e

variancia

2 - .2
Var, (x ) =°—[3+1+M)—] (2.1.11)
A%e P S ex

que e estimada por
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- 0c 1 1 (x-xc) :
VarA(Xc) = = | % + o + S (2.1.12)
b XX
n
onde S¢x = Z:(x - x)", sendo |b| > 0.

2.1.4. DISTRIBUIGAO DOS ESTIMADORES E DE ALGUMAS ESTATISTICAS

Nesta secao estudaremos as distribuigoes dos estimadores
dados em (2.1.6) e algumas de suas propriedades que podem ser

resumidas no seguinte teorema:

TEOREMA 2.1.2

Considerando as suposicoes e o modelo do Teorema 2.1.1 e,
tambem, os estimadores de maxima verossimilhanga obtidos em

(2.1.6) temos:

(i) os estimadores a e b tem distribuigao conjunta nor-

mal bivariada com media (0,B) e matriz de covariancia dada por:

i 2
X . _
i=1 1t X
n n
nz (x.--;:')2 Z (x —x)2
2 1=1 .i=1
o
x 1
n n
). (x,-0)2 Y (x,-%)?
i=1 i=1 J
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(ii) a estatistica

[\

o
U = (n+k=-3)

°l
NN

tem distribuigao qui-quadrado com (n+k-3) graus de liberdade;

(iii) o estimador X, tem distribuigao coma seguinte den-
sidade:
82(xc) g3(xc) gz(xc)

g(xc) = L) +
/Z_T?Ulozgi(xc) /1-p? gy (x)

onde

gl(xc)

B O-G)xc p(YO-a+BxC)
g2(xc) B 2 - *
01 010'2

B
-,
%,

2 2
gz(xc)— cgl(xc)
exp ’

2(1-0")g (x )

g3(xc)

— 2 . —
Ty ® 20T -ap 87
c = 5 = 5
%1 9192 2

®(w) = P(-w<Z<w), sendo Z~N(0,1),



30

com
-2
- 2 1 1
o Var(Y0 a) = ¢ m + = + = — ;
E: (x.-x)
i=1
g, = Var(b) = 02 - 1 5
5 (x,-%)°
i=1
Cov(?o-a, b) .
p = (2.1.13)
0,0, ,
e
Cov(¥,-a, b) = o X ;
< = 2
Z (x,.-x)
1=1

(iv) o estimador ai (2.1.7) e independente dos estima-

dores a, b e xc;

(v) a estatistica

Yo-a-bg

1
Var(?o-a—bg) 2

tem distribuigao normal com media zero e variancia 1 e e inde-

pendente da estatistica U definida no Item (ii). Aqui,

-2
Var(?o—a-bg) = 02 + % ¥ (E‘X?

bl

(vi) a estatistica

Z

1
U/ (n+k=-3)| 2
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tem distribuigao t-student com (n+k-3) graus de liberdade, on-

de Z e U sao as estatlisticas definidas nos itemns (v) e (ii)

deste teorema.
PROVA

Considerando a observagao (v) do Teorema 2.1.1, o item
(i) e provado usando resultados bastante conhecidos da regres-
sao simples (veja, por exemplo, Draper e Smith (1981)).

Para a demonstracao da segunda parte do teorema, tomemos

- .
as estatisticas

2 n 2 2 n+k — 9
5] = 2 (Y -a-bx,) e 5, = L (¥, =¥
i=1 i=n+1
isto e
R ——— (s§+ sg)
€ n+k-3
SZ
Pela teoria de regressao simples, U1= —% tem distribuicao qui-
o
-quadrado com (n-2) graus de liberdade. Supondo Yi’i =n+l,...,
2
S
n+k, com distribuigao normal temos que a estatistica U2=—%-tem
(0]
distribuicao qui-quadrado com (k-1) graus de liberdade. Sendo
os Yi’i =1l,..., n+k, mutuamente independentes e como U depende

1

dos n primeiros Yi e U2,somente dos k ultimos Y, temos que U1

e U2 sao independentes. Portanto, a estatistica (U1+ UZ)’ sen-
do soma de duas distribuigaes qui-quadrado independentes, tem
distribuicgao qui-quadrado com (n+k-3) graus de liberdade, ou
seja

S, + 8§ ~2

U, +0, = ——= = (n+k—3)93
o o

NN
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tem distribuigcao qui-quadrado com (n+k-3) graus de liberdade.

Temos que as variaveis b e Yo-a tem densidade conjunta

normal bivariada, h(b,?o-a), com media (B,BE) e matriz de co-

variancia:

9] Cov(b,Y0 a)
Cov(b,Y,.-a) 02
70 2

com 0%, 03 e Cov(b,?o-a) definidos em (2.1.13). Sendo xc=(?0-a)/b,
temos que (Yo-a)= xcb, e, por transformagao de variaveis, te-

‘mos que a distribuigao de X, e:
@
g(x) =j:m|b|h(xcb,b) db

A afirmagao do item (iii) & exatamente o resultado desta inte-
gral (veja, por exemplo, Hinkley (1969)).

Quanto a quarta parte, usando o modelo matricial (2.1.9)
e pela teoria dos modelos lineares com distribuicao normal, po-
demos afirmar que 52 e independente dos estimadores (a, b, Y),

sendo Y = bxC onde Y =BE. Como o estimador X, depende somente de

b e ¥ implica que Gi e, tambem, independente de x

A distribuigao da estatistica Z e normal, pois & uma com-
binagao linear das variaveis aleatorias Y. i=n+l,...,n+k, com

‘ s .~ - La 2 . -
distribuigao normal de media o+ B{ e variancia 0", e das varia-

veis aleatorias a e b tambem com distribuicao normal, pelo item

(i) deste teorema. Os parametros da distribuigﬁo da estatisti-

ca Z sao

1
E(z) = E(Yo-a-bi) =

— 1
Var(Yo-a-bE))Z
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- T (@+BE-oa-BE) = 0
Var(?o-a-bg) 2

Var(z) = Var(?o—a—bg) = 1
Var(?o—a-bg)

onde

Var(?o-a-bg) = Var(?o) + Var(Y) + Var(b)(?—g)2 =

(x-£)°

0 - 3
Z:(x.-x)
i=1 *t

+

]
Q
b ]
+
=l S

Para demonstrar o item (vi), temos que provar que ag es-

tatisticas Z e U sao independentes. A estatistica Z & fungao

das variaveis Y,» a e b, enquanto que a estatistica U & fungao

~

. - ~2 3 5
da variavel oc. Sabemos, pela parte (iv), que a e b sao inde-
~2 . . ~ . -
pendentes de 0" Como foi feito na demonstragao do item (ii),
.- ~2 . .
a variavel oc pode ser particionada na soma de U1 e U2,

U1 independente de YO' Portanto, basta provar que Y0 e U2 sao

independentes para concluir a independencia de Z e U. Pela no-

sendo

tagao matricial (2.1.9) podemos escrever:

Up = XTIX - AGTA DY e
t -1,
Yy, = (A'4) “A'Y
onde
0 0
"'(n'n) "(n’k)
I* - e
(n+k,n+k)

9 (k,n) Lk,k)
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Al

0 1
(l,ﬁ"’k) ~(1,n) “'(1)k)

sendo I a matriz identidade de ordem k. O produto:

[ 4] [1x - st 1a]

~ ~

e nulo e, entao, pelo teorema de independencia de formas linea-

~

res e quadraticas (ver Graybill (1976)), temos que U2 e YO sao

independentes.

Obtemos imediatamente a distribuicao da estatistica T con-
siderando os itens (ii) e (v), a independéencia das estatisticas
Ue Z e a definigao da distribuigao t-student.

Este teorema sera util, principalmente, na construcao de
intervalos de confianca e de intervalos de confianga simq}ta-
neos para o estimador classico que serao abordados nas pr6xmms

segoes.

2.1.5. ESTIMADORES CLASSICOS MODIFICADOS

O fato do estimador classico, com |8| >0, ser viciado e a
procura deum estimador de £ com variancia minima fizeram Williams
(1969) definir outro estimador para £. Este estimador e basea-
do no Teorema de Lehmann-Scheffe (ver segao 2.1, Teorema 1.2,
Lehmann (1983)) que afirma que se existe um estimador nao vi-
ciado de uma fungao parametrica e se existe uma estatistica su-
ficiente completa para os parametros desta funcao, entao a
esperanga do estimador nao viciado condicionado a estatistica
suficiente completa & o estimador nao viciado e de variancia

minima (MVU) da fungEo dos parametros.
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No caso,a fungao parametrica e

£ = ﬂﬁéﬁ ,

sendo N o valor esperado de YO e o e B os parametros da linha

de calibragao.

Pela observagao (vi) do Teorema 2.1.1 (considerando 02
n n n+k

conhecido), temos que .Z:yi, .z:xiyi, ) Z: y; | ou equivalen-
- i=1 i=1 i=n+1

temente (y, b, YO) e uma estatistica suficiente completa para
o parametro 0% = (a,B,E). Pelo Teorema 2.1.2, estas estatisti-
cas tem distribuigao normal e sao mutuamente independentes.

Supondo B conhecido, um estimador nao viciado para £ e

dado por

Sendo a variancia de b conhecida, podemos provar que o

unico estimador nao viciado de 8—1 baseado em b € h(b) onde

2 @ 2

L exp 2 exp -t lat se B >0
‘ 202 b 202
92 2 2

h(b) = (2.1.14)

2 b 2

—12- exp(-—b—z—)'[ exp --t—i dt se B <0
\02 202 —o 20

2 2, & - 2
sendo 0, = Var(b) = o°/ Z:(x.fx)
2 o1

Assim o estimador nao viciado de &, definido por Williams

(1969) e baseado na estatistica suficiente completa e dado por

x¥ = X + h(b) (T~ 7) o ‘ (2.1.15)
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Apesar desta funggo h(b) ser tabelada (ver, por exem-
plo, Sheppard (1939)), temos duas objegoes teoricas para o seu
uso. A primeira, menos importante, e que devemos saber o sinal
do parametro B antes da escolha do estimador. Isto pode ser ava-
liado por argumentos teoricos pertinentes ao proprio experimen-
to ou pelo teste de significancia estatistica de B. A sua maior
desvantagem e considerar a variancia de b e, em consequencia, a
variancia de 02, conhecida. Para utilizar o estimadof (2.1.15),
na pratica, temos que substituir 02 por seu estimador corrigi-
do (2.1.7). Mas, infelizmente, como (2.1.14) & uma expansao de
poténcias de 0, quando substituimos as potencias de 0 por seus
estimadores nao viciados correspondentes, obtemos series diver-
gentes e, portanto, x: so pode ser visto, neste caso, como oti-
mo assintoticamente. Segundo Williams (1969), esta limitacao no
uso de x* e de importancia mais teorica do que pratica.

A variancia de h(b) € infinita e, em consequencia, a va-
riancia de x* também e infinita e como, por construcao, x* e o
estimador nao viciado de variancia minima, temos que nao exis-
te um estimador para £ nao viciado com variancia finita:

Naszodi (1978) propos outro estimador para &, baseado na
esperanga aproximada, por expansao de Taylor, do estimador clas-
sico (2.1.8) quando o valor esperado do resto desta aproximacao
for desprezivel. Considerando o resto de Lagrange da aproxima-
gzo de Taylor de 28 ordem, para que o valor esperado do resto
seja pequeno, basta que a distribuigao de b seja tal que o es-
timador de o+ Bx seja independente de b; a densidade de b seja
unimodal e simetrica, e exista um limite, q, de modo que a den-
sidade de b seja zero para os valores no dominio b <q (se q>0)

ou bs<q (se q<0).
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0 vies aproximado de X_ s por (2.1.8)

-2

Vies(x ) = i—g—:ﬂo;.
c BZS

XX

Notamos que o valor absoluto deste vies aumenta linear-
mente com o distanciamento de x. Admitindo as suposigoes acima
sobre a distribuigao de b para que o resto da expansao de Tay-
lor seja desprezivel, o vies do estimador classico pode ser pra-

ticamente eliminado do seguinte modo. Seja

(x —;)02
c

2

SXXb

Vies(x ) =
c
um estimador do vies de x_+ Usando o estimador

X% = - 1 e % %
xX xC Vles(xC ) (2.1.16)

no lugar de X,» O vies desaparece na aproximagao considerada.

Reescrevendo (2.1.16), temos

x** = .}—(‘ + 21
b+o /bSXX

(YO—Y) (2.1.17)

1 — 2
sendo SXX = ;;l(xi-x)

Tucker (1980) desenvolveu um estimador mais realista, se-
melhante ao proposto por Nazodi (1978), apenas substituindo, no
vies estimado (2.1.16), a variancia 02 por seu estimador cor-

rigido (2.1.7), obtendo:

O-Y) (2.1.18)

Demonstrou que este estimador tem erro quadrado medio fi-

nito e, consequentemente, tambem variancia finita. Com a supo-
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sigao de normalidade dos erros, provou que x:** tem todas as

"boas" propriedades (consistencia, eficiencia, etc.) do esti-

mador de maxima verossimilhanga e que e o unico estimador, pa-

. ~ -1 ~ . 3 i .
ra uma aproximagao da ordem n ~, nao viciado e de variancia mi-

nima (MVU).
EXEMPLO 2.2

Retornando ao exemplo da calibragzo do termopar, quando

o experimentador deseja estimar o verdadeiro valor da tempera-

\— )
tura correspondente a leitura de 200°C. Pelo estimador de Tudwr{

|
(2.1.18), o valor estimado e

x***% 250 + 1 =

0,9530 + 5,8835
0,9530 x 136000

(200 - 231,5875) = 216,857°C

que € bastante proximo da estimativa obtida utilizando-se o es-

timador classico.
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2.2. ESTIMADOR CLASSICO POR INTERVALO DE CONFIANGA

Nesta segao apresentaremos dois métodos de construir um
intervalo de confianga do parametro £ para um dado Yo,com grau
(ou coeficiente) de confianga (l-q). q{primeiro utiliza as dis-
tribuigaes amostrais dos estimadores dos parametros a, B, e ©

e o outro, mais simples de ser calculado, & baseado na distri-

buigzqwgssintatica do estimador X+ Os intervalos de confianga
simultaneos, isto e, para diversos Ej,j= l1,..., myconjuntamen-
te, sendo dados os seus respectivos valores YOj' j=1,...,m, com
grau de confianga conjunto (l-0), serao discutidos na Segao 2.3.

Como feito,para o estimador pontual na Segao 2.1, pode-
mos construir um intervalo para £ intuitivamente, baseado na

regressao simples entre x e Y. Pela teoria da regressao, o in-

tervalo de confianga para a variavel aleatoria Y com um coefi-

ciente de (l-a) dado um x qualquer sao as duas curvas Ysup e
Yinf’ de modo que Yinf <Y < Ysup’ onde
— 2,1
Y o oo=T+ to/2 6(l + L%:EL— 4
B n XX
e (2.2.1)
1 (—")2%
Y.f=?-t/za(_+_§_x_)
in o n XX

que sao fungoes de x, sendo ta/2 a abcissa da distribui;go
t-student correspondente a probabilidade (1-a/2) e com grau de 1i-
berdade equivalente aoda distribuicao do estimador de 02 (ver,
por exemplo, Drapper & Smith (1981)). Geometricamente, o inter-

valo para Y e apresentado na Figura 2.2.1.
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> <

(x) y= a+bx

yi nf

Figura 2.2.1: Intervalo para y dado x

Reescrevendo a equagao 2.2.1 onde substituimos ¥ = a+bx,

temos mais explicitamente a fungao em x,

— 2., 1L
Y =a+bX+~ta/zal+(}S(—-Z()_2

sup n XX

e . : (2.2.2)

1 (—?:‘)2'21‘
Ynf=a+bx-t/25—+—§————)

3 XX

n
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Invertendo, as curvas Y e Y. tornam-se fungoes
sup inf
de Y, de modo que, para cada Y fixado, obtemos, em cada uma das

duas curvas, um valor de x. Fazendo Y no ponto yO fixado, nao su-

jeito a erro de observagao, nas equagoes (2.2.2), temos

-2 1
~(1 (xsu = %) 2
yo = a + bx u + ta/Z o o + Sp
sup XX
e (2.2.3)
-2 1
(x. .= x)

- . =1 inf 2

yO a + bxinf tm/2 o - + Sxx ) "

Yeupl®!

yinf(x) y=a+ bx

Figura 2.2.2 : Intervalo para x. dado y,
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sendo que os unicos valores desconhecidos nestas equagoes sao
X X. .5 08 quais podemos considerar como os limites supe-
sup inf
rior e inferior, respectivamente, de um intervalo de confianga
- 2 " aan =
para o parametro £. Graficamente esta "inversao" das fungoes

pode ser vista na Figura (2.2.2).

Podemos reescrever as equagoes (2.2.3) como

slo
N —
N =

b(yo—Y) *to/o o {[(YO-Y)Z/SXX]+ b2/n -

xsup = x®
b2 - D
€ 1
= 2 D(2
b(y -Y) -t /2 {ByO-Y) /S ]+ b"/n - ~} 2
X, . = x+ L
inf 2
b~ =D
(2.2.4)
n
_ . 2 2
onde S . = i};l(xi ¥)° D= e 808,y
~2

2 .= : .
sendo 0 o estimador do parametro 0“ e, pelo que ja foi visto
\\\.

(Observaggo 2.1, itens (i) e (ii)), estimado por

P n
////’8 = —lf z: ;78 bx. )

Portanto, o valor ta/2 deve ser calculado a partir da dis-

tribuigao t-student com n-2 graus de liberdade.

Notemos, tambem, que existem situagaes em que o interva-
lo nao pode ser construido: quando (Figura 2.2.3a) nao existe
intersecgzo entre a linha Y==y0 e as curvas do limite inferior

. < .
e superior (no caso, ralzes complexas) de modo que o intervalo
nao pode ser definido ou quando (Figura 2.2.3b) a linha Y= Yo
intercepta duas vezes a mesma curva (temos raizes reais, mas
ambas do mesmo lado da linha de regressao) sendo o suposto in-

tervalo duas semi retas infinitas.



(a)

> <

— > X
y=a+ bx

(b)

> 83

> X

X int Xsup Xe \

Figura 2.2.3: Casos em que o intervalo para X, dado y, ndo pode ser construido



43

Outra maneira, mais formal, de se obter este mesmo resul-
tado e considerando o Teorema 2.1.2. Seja a estatistica T de-
finida no item (vi) do Teorema 2.1.2. Podemos calcular a pro-
babilidade desta estatistica pertencer a um determinado inter-

valo

P(-ta/Z < T < ta/2) = (1-a) (2.2.5)

sendo, de acordo com o teorema, ta/2 a abcissa da distribuicgao
t-student com (n+k=-3) graus de liberdade. Assim, substituindo

os respectivos valores, temos

S 2 @2 o
onde
4= Lals (5‘;>2 (2.2.6)
T n k e
Z (x;-%)°
i=1

sendo £ ounico parametro desconhecido da desigualdade, entre pa-

renteses acima, e, portanto, podemos escrever
P(q(€) =0) = (1 -a)

Expandindo esta fungao q(£), obtemos a seguinte desigual-

dade em §:

0 (8) = (b™D)g% +2 (30 (T~ b7x e+ [F-a)P- b5y | R ;i)]so 2.2.7)

Resolvendo em £ a inequagao (2.2.7), calculamos as duas

-
raizes
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1
— - — 2_=
R G P SR - B (¥,-D 72
o T * il R
A A X%
e Do A (2.2.8)
A - 1 2 1
=, ™D 501, 1), Y2
g2 mxt A a Tl t S
A A XX
L=
.. A
n - A’
.2 2 a2 - =2 X
onde X = b (g 10T l8yx) & Spu = ) (x.~®)°.

Deste modoiAé intervalo de confianga para £ com grau (l-a),

quando existe, € a semi-reta entre as duas raizes acima. Obser-
[ureelo- X

vamos que, para y, fixo, o {igér 1/k)&esaparece e este resul-

tado e identico ao obtido antériormente hmuidvamentg}m1(22.4),

e, tambéem, e igual ao calculado atraves do Teorema de Fieller

(Fieller (1940)), referente a determinagao do intervalo de con-

fianga para o quociente de dois parametros;

O conjunto de pontos que satisfazem:achsigualdade (2.2.7)
pode se constituir de um intervalo finito, duas semi-retas ou
a linha real inteira (Figura 2.2.4). Seja‘A o discriminante da
inequagao do segundo grau (2.2.7). Se A<0, a fungao q(&) nao
tem raizes reais e neste caso: ou q(f) <0 para todo & ( Figura
2.2.4b) e, entao, o intervalo e —o < f <o (isto ocorre quando o
coeficiente do termo quadratico em £, digamos Q, fm;negativo);
ou q(&) >0 para todo & (Figura 2.2.4a) de modo que nao exis;em
valores que satisfagam (2.2.7) (ocorre quando Q >0). Outra pos-
sibilidade e o A >0. Neste caso, se Q<0, ou seja, o coeficien-
te do termo quadratico for negativo (Figura 2.2.4d), os pontos
formam duas semi-retas infinitas (=< < El e Ez< £ < ») cfns—

tituindo um intervalo nao utilizavel, e, finalmente, se K> 0

(Figura 2.2.4c) os valores para os quais q(£) <0 estao entre
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(a) . (b)
ay] atp]
—1
>3
A<0, Q>0=>ndo existe intervalo A<O0, Q<K0=> -®w< j <
(c) (d)
q(j)h qq)'
Kl o 72 "1 71 12 .1
~o< ] < Ty
A>0, @0=>7 <1 <Y, A>0,Q<0=> 1<t <

Figura 2.2.4 : Andlise da funcdo q(3)
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as duas ralzes (8, <& <E,), resultando o intervalo de confian-

¢a desejado.

- . . o~ . .
Concluimos, depois da discussao acima, que o 1intervalo

existe se e somente se

4 = szx[(% R R I 5

(b;-YO + a)z
> 0
XX

e (2.2.9)

2 2 4 -2
ondé D = Octa/Z/SXX e SXX = iéﬁ(xi-x) ‘

Notemos que a segundo. condicao estando satisfeita, impli-

ca imediatamente que a primeira tambem esta. Basta portanto que

ou, simplificando,

___LEL__m > t

7 o/2 (2.2.10)
(Var(b))2

que & justamente quando o teste de tamanho & para a hipotese
Hy : B=0 versus Hy ¢ B£0 e significante.

0 fenomeno descrito acima, no qual o intervalo pode ser
indefinido, ou a linha real inteira ou a uniao de duas semi-re-
tas infinitas, e referido na literatura como efeito de Fieller-

,~Creasy (ver Lieberman et al. (1967)).

e~ . 2 .
Notemos que a variancia 0° estimada baseada em n+k-3 graus
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de liberdade & menor que a variancia amostral com n-2, isto e,
de um experimento com uma unica observaggo de YO e que o valor
da constante ta/Z da distribuigao t-student com n+k-3 graus de
liberdade e, tambem, menor que o correspondente valor com pa-
rametro n-2. Estes dois fatos implicam (Cox (1971)) que o0s in-

tervalos com replicas de Yo em media sao mais estreitos e os

. 2 " e,
coeficientes do termo £  da equagao (2.2.7) sao menores- do que

aqueles com uma unica observagao, de modo que a probabilidade
de se obter intervalos finitos para £ e maior quando observamos

réplicas de Y (k>1).

0

A principal desvantagem deste intervalo e ser o compri-

mento do intervalo (2.2.8) afetado pelo valor»YO, aumentando com

—_—

o crescimento de IYO—YI. Mas este metodo sempre produz inter-
vales, quando existem, simetricos em torno do ponto estimado.
Quanto ao grau de confianga do intervalo construido acima, po-

demos garantir que e (l-a)l00% dado que a condigao (2.2.9) esta

satisfeita, ou seja que a hipotese H0 : B=0 e rejeitada.
EXEMPLO 2.3 (continuagao do Exemplo 1.1)

Ilustremos a construgao de um intervalo de confianga com

o exemplo da calibragao. A estatistica do teste de significan-

-

cia de B, como visto no Exemplo 2.1, e t = 144,896, de modo

obs

que rejeitamos, ao nivel de 57, a hipotese HO : B=0 e podemos
garantir a existencia de um intervalo éom 95% de confianga para £.

Suponhamos que desejamos o intervalo, com grau de 95% de
confianga, para o valor correspondente a leitura de 200°C no

termopar. Por (2.2.8) temos

X = 216,488 + 5,649 = 222,137°C
sup
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X, ¢ = 216,488 - 5,649 = 210,839°C

que & um intervalo de 957 de confianga para &, com comprimento

de 11,298°C, condicionado i rejeigcao de H B=0.

0 ¢

Um intervalo de confianga aproximado para & pode ser obti-
do considerando a distribuicao amostral assintotica de x_, con-
siderada na Segao 2.1.3, e com a variancia assintotica estima-

da por (2.1.12).

- »
Temos que a estatistica

£-x_
1
(VarA(xC))Z E- x
= e o (2.2.11)
(nek-3) VErA(x ) A 2 (VﬁrA(xC))Z
VarA(xc)

sendo VarA(xC) a variancia assintotica de x, e V§rA(xc) a va-
riancia assintotica estimada, tem distribuigao t-student com
n+k-3 graus de liberdade. Portanto, podemos construir um inter-
valo de confianga de grau (l-a) para &, aproximado para gran-

des amostras do par (xi, Yi)’ que & dado por

x -t Vvar,(x ) < E<x +t Vvar, (x ) (2.2:12)
c o/2 A*"c c o. A c

/2

Este intervalo e muito semelhante ao anterior se

2 52
_ELE_% < 0,05 , (2.2.13)
S,.,b
XX
. - 2
sendo Sxx = Z:(xi-x) » mas sua amplitude e bastante subesti-

1

i

mada caso contrario (Finney (1978)).
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EXEMPLO 2.4 (continuagao do Exemplo 1.1)

Considerando a distribuigao assintotica de X s um inter-

valo aproximado de 957 de confianga para a temperatura real cor-

respondente a leitura de 200°C observada no termopar e
x = 216,86 + 5,653 = 222,51°C
sup N
%, o = 216,86 = 5,653 = 211,21°C

Comparando com o intervalo calculado no Exemplo 2.3, ve-

mos que sao semelhantes. Este resultado e esperado pois

L a2

t 2,19 _
a/z 3 = }.,0’2/}( 10 4
SXXb

satisfaz a condiggo (2.2.13).
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2.3. ESTIMADOR CLASSICO POR INTERVALO DE CONFIANGCA SIMULTANEO

A teoria desenvolvida na Secao 2.2 pode ser estendida pa-
ra o problema de se encontrar m intervalos simultaneos (também
chamados de intervalos de discriminaggo nos ensaios biologicos)
para gj, j=1,2,...,m, com probabilidade conjunta (l-a), cor-
respondentes a m diferentes valores de YOj’ j=1l,...,m. Cada Y..

0j

pode ter k repeticoes, isto e, Y ..,i= l,e0i5k, J=1,.04,m.

01j

Em seguida, sera analisado o caso, que mais frequentemen-
te ocorre na pratica, no qual o numero de futuras observagoes,
m, nao e conhecido. Este caso e, usualmente, chamado de interva-

lo de confianga simultaneo ilimitado.

2.3.1. INTERVALOS DE CONFIANGA SIMULTANEOS LIMITADOS

Este problema foi tratado inicialmente por Mandel (1958).
Para construi-los (sendo k fixas futuras observagoes de cada
Yo), atualmente, 559 utilizados tres metodos: o deigggjgprogi,
o den§gbgff§ e o do modulo maximo (Tukey), sendo todos os tres
baseados na distribuigao da estatIstica T, definida no Teorema

2.1.2 (item (vi)) em cada futuro ponto Y .. Miller (1981) des-

0j
creve detalhadamente as propriedades das tres tecnicas mencio-

nadas acima.

0 intervalo simultaneo de Bonferroni considera, para cada

k
Z:Yoij’a estatistica T e atraves da desigual-
i=1

==

ponto YOj =

dade de Bonferroni podemos escrever
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I ta/Zm’j=1’°"’m 2 (1-a),

(2.3.1)

onde ta/2m e o (0/2m)-esimo percentil da distribuicao t-student
com (n+k-3) graus d liberdade, cujos valores aos niveis o= 0,05
e o =0,01 estao tabelados no Anexo, Tabela 1 (Dunn (1961)).
Imediatamente, comparando as expressoes (2.3.1) e (2.2.5), te-
mos que o intervalo resultante para cada €. j=1,...,me equi-

valente ao encontrado na segao anterior (2.2.8), mas com a cons-

tante critica t no lugar de t . Por uma discussao seme-
0/2m a/2 4 ,

lhante a ja feita na Segao 2.2, obtemos sua condigcao de exis-

tencia
2 82
b2 5 o/2m ¢ )
& 2
Z (x,-x)
i=1

que corresponde ao teste de tamanho (a/m) para hipotese HO: B=10

versus H1 tB#0.

~- 0 intervalo de Scheffe provem da desigualdade

Y .—a-bg.
03] J
P T < (mFa)

var(Y,..-a-bE.) 2
( 0j EJ)

1
2

s J= 1,000, m 2 (l-a),

(2.3.2)

sendo Fataa-ésimo percentil da distribuicao de Fisher-Snedecor
com parametro (m, n+k-3). A unica alteracao deste intervalo de
discriminagao em relagao ao anterior & a constante, sendo subs-

1
tituida por (mFa)i e existindo quando

n - 2
z (xi-x)

i=1
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Por ultimo, o intervalo simultaneo do modulo maximo ba-

7

seia-se na seguinte probabilidade

. = (1-a),
p(max|TJ| s q ] = (-0
j=1"",m

onde

Y. .-a-b .
T 0j t
j _ 17
Var(Y..-a-b&.)| 2
ar ( 0; EJ)

sendo q, © a-ésimo percentil da distribuigﬁo.do maximo de m va-
riaveis com distribuigao t-student central com (n+k=-3) graus de
liberdade, tabelada no Anexo, Tabela 2 (Hahn e Hendrickson
(1971)) para o=0,10, 0,05 e 0,01. Novamente encontramos para
cada gj'um intervalo semelhante ao (2.2.8) mas, neste caso, com
valor critico q, e condigao de existencia

27a2
)
0 "c

n
E:(x.';)z
i=1 *t

q
b2 >

Comparando os tres metodos de construgao dos intervalos
de discriminagao calculados acima, notamos que eles diferem so-
mente pela constante critica. Portanto, o melhor metodo, no
sentido do que tem menor comprimento, e aquele que tem a cons-
tante critica de menor valor. Atraves de uma comparagao numé-

rica dos valores tabelados para a=0,05, temos

| 1
qa < ta/Zm < (mFa)Z

. - . .

qualquer que seja m. Concluimos, neste caso, que ointervalo si-
multaneo de menor comprimento e o obtido pela tecnica do modulo maximo.
Notemos que esta conclusao so e valida para a=0,05, sendo que,

para as demais probabilidades, cada caso deve ser analisado em

particular.



A ideia inicial de Mendel (1958), para construgao de in-
tervalos de discriminagao, era ligeiramente diferente da de Scheffeé,
sendo sua constante critica (m+2)Fa, onde Fa e o valor do oa-
-esimo percentil da distribuigao de Fisher-Snedecor com (m+2,
n+k-3) graus de liberdade. Houve um abandono deste metodo de-
pois de se constatar que sua constante e sempre maior que a do

intervalo de Scheffe, produzindo intervalos de maior amplitude.

EXEMPLO 2.5 (continuagao do Exemplo 1.1)

Suponhamos que, no exemplo do termopar, o experimentador
esteja, nao mais interessado em uma unica leitura, mas no con-
. i . o o o o o
junto de cinco leituras (150°C, 200°C, 250 C, 300 C e 350 C ).
A Tabela 2.2 mostra os estimadores classicos pontuais das cin-
co leituras e os intervalos simultaneos com 95% de confianga
conjunta calculados pelas tres tecnicas descritas acima: Me-
todo de Bonferroni, Metodo de Scheffe e Metodo do Modulo Maximo.

. . - : : 2

A existencia dos intervalos esta garantida pois b =0,90826
- . =4 -4 -4
e maior que 3,83 x 10 ', que 6,40 x 10 e que 3,66 x 10 que
sao respectivamente as condigcoes de existencia do Metodo de Bon-
ferroni, de Scheffe e do Modulo Maximo.

Observamos que, conforme o exposto na teoria, para (l-0)=
= 0,95, o Metodo do Modulo Maximo e o que apresenta intervalos
simultaneos de menor comprimento, apesar do Metodo de Bonfer-

roni apresentar intervalos muito proximos.
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TABELA 2.2: Intervalo Simultaneo Limitado (957%)

A - METODO DE BONFERRONI

TEMPERATURA | ESTIMADOR INTERVALO COMPRIMENTO
OBSERVADA PONTUAL DE CONFIANCA DO INTERVALO
Y0 *e (xinf; xsup) xsup_xinf
150 164,39 (156,35; 172,36) 16,01
200 216,85 (209,00; 224,68) 15,68
250 269,32 (261,513 277,15) 15,64
300 321,78 (313,86; 329,76) 15,90
350 374,25 (366,08; 382,52) 16,44
0BS.: ta/10 = 2,977
B - METODO DE SCHEFFE
TEMPERATURA | ESTIMADOR INTERVALO COMPRIMENTO
OBSERVADA PONTUAL DE CONFIANCA DO INTERVALO
Y0 *e (Xinf; xsup) Xsup_xinf
150 164,39 (153,98; 174,68) 20,70
200 216,85 (206,70; 226,97) 20,27
250 269,32 (259,223 279,44) 20,22
300 321,78 (311,563 332,11) 20,55
350 374,25 (363,71; 384,96) 21,25
1
OBS.: (SFa)i = 3,847
¢ - METODO DO MODULO MAXIMO
TEMPERATURA | ESTIMADOR INTERVALO COMPRIMENTO
OBSERVADA PONTUAL DE CONFIANCA DO INTERVALO
Y0 *e (xinf; xsup) xsup_xinf)
150 164,39 (156,53; 172,18) 15,65
200 216,85 (209,18; 224,51) 15,33
250 269,32 (261,68; 276,97) 15,29
300 321,78 (314,04; 329,58) 15,54
350 374,25 (366,26; 382,33) 16,07
0BS.: q_ = 2,91
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2.3.2. INTERVALOS DE CONFIANGA SIMULTANEOS ILIMITADOS

Infelizmente os metodos da Segao 2.3;}>n50 podem ser uti-
lizados quando m (o numero de diferentes gj, j=1l,..., m, cor-

respondentes a YOj observados) e desconhecido, Tais problemas

e

ocorrem quando a linha de regressao e usada para estimar ou cor-
rigir um numero ilimitado de futuras observacoes de Y, Este
problema e particularmente importante em ensaios biologitos, on-
de a linha de regressao (dita, linha padrao) e construida e en-
tao sao feitos todos os possiveis ensaios futuros (discrimina-
goes). Tambem e importante na calibragao de instrumentos de me-
digao, geralmente fIsicos;gg,de engenharia, quando a linha (li-
nha de calibragao) e utilizada para corrigir todas as possiveis
futuras leituras. Nestes casos, o numero de ensaios futuros nao
esta fixado a priori. Também nao sao utilizaveis os intervalos
de discriminagﬁo limitados quando o numero de futuras leituras,
m, apesar de conhecido, for grande pois a sua constante criti-
ca correspondente tera valor alto, tornando-o0s muito extensos.
Nestes casos, para m desconhecido ou grande, aplicamos o que
chamamos de intervalos simultaneos ilimitados ou, em ensaios
biologicos, intervalos de discriminacao ilimitados.

Temos duas tecnicas para se obter estes intervalos, wuma
imperfeita em termos probabilisticos, mas, na pratica, plena-
mente satisfatoria, os intervalos de ggnfsizggi, baseados na
intersecgao da regiao de confianca de p=0a +Bx com o intervalo
de confianga de E(YO)='b’ descrito por Miller (1981); e outra
alternativa, chamada de intervalos de argumento F, que se fun-

damenta nas ideias de Liebermann et al (1967).

Estes dois métodos possibilitam a construgao de interva-
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los simultaneos ilimitados baseados em uma unica linha de cali-
bragao estimada,com a propriedade de que pelo menos 100pZ (sendo
p uma probabilidade fixada) dos intervalos simultaneos conte-
nham o verdadeiro valor de £ com coeficiente de confianga de
(1-o0) fixado. Assim, para uma linha de regressao estimada, afir-
mamos que pelo menos 100p7%Z dos intervalos de discriminacao con-
terao os valores corretos de £E; e, se similar suposicao e fei-
ta repetidamente para diferentes linhas de regressao, entao pa-
ra 100(1-a) % destas diferentes linhas a suposigao (de pelo menos
100pZ%Z dos intervalos de discriminagao conter os valores corre-
tos de £) sera verdadeira. Para as outras 10007, a '‘porcentagem de
intervalos de discriminagao que contem os verdadeiros & pode
ser maior ou menor que (100p)7Z para cada linhayéalientamos que
o coeficiente de confianga (l-a) se refere a éistribuiggo da
amostra (xi'Yi) da qual a linha de regressao e estimada, enquan-
to que a probabilidade "de pelo menos p" a distribuicao amos-
tral das futuras observacoes YOjW

No final desta segao, sera ainda apresentada uma modifi-
cagao do primeiro metodo feita por Oden (1973) que produz iff

tervalos de menor amplitude; e um outro intervalo desenvolvido

por Scheffe (1973) obtendo resultados semelhantes ao metodo de

Bonf;rroni, béitindo de outras premissas.

Como ja foi dito acima, o intervalo pelo método de Bon-
ferroni para um dado Y, consiste na combinagao do intervalo de
confianga de sua media, Ngs com a regiao de confianga da 1li-

nha de calibragzo, H=o+Bx, projetada no eixo x. Este proce-

. - . . e~ 2

dimento e ilustrado na Figura 2.3.1 (com a variancia 0° conhe-
. e . 2 - g .

cida). Se a variancia 0° e conhecida, temos que o intervalo de

confianga para a media de um dado Yy» Ny» resulta da seguinte
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(a) se <O

Y=Ytz

TTYEY -,

I i .
| Ysup= 0 +bx + A(x)

’ : > X
xinf xc up
9=o+bx
Ying = @ +bx =A(x)
(b) se pP>0
y
A
93up'—'0+ bx+A(x)
§=0 + bx
9inf =a+bx-A (x)
y°+ Zpr- B i T o T SE S y=y0+ ng"
Yo~ zpr-h , )
- ; e Y=gz,
i
| : »
/ xinf / xc X'up
/

Figura 2.3.1: Intervalo Simultaneo llimitado para x. pelo

metodo Bonferroni ( ¢ conhecido)
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probabilidade:

sendo Zpo (1-p/2)-esimo quartil da distribuicao normal padronizada

e p a probabilidade, fixada, do intervalo

(YO + Zpo) (2.3.4)

conter overdadeiro valor de Np+ Para cada Ng do intervalo acima,
a regiao de confianga de Working-Hotelling da linha p=a+ Bx (ve-
ja, por exemplo, em Miller (1981), a construgao detalhada desta re-
giao) oferece um intervalo de confianga para o correspondente
x = (u=a)/B. Da uniao de todos estes intervalos resulta um in-
tervalo de discriminagao ilimitado para £ com o2 conhecido.
Mas, o que ocorre mais frequentemente na pratica € a va-
riancia 02 ser desconhecida. Neste caso, um limite superior pa-

2 . . . .~ .
ra 0 pode ser obtido, baseado na distribuigcaoda estatistica U,

definida no Teorema 2.1.2, (ii) (com Yo fixo):
o 1/2 . 1/2 ol
Plo < (n-2) Uc/l(l_a/z)) (1-a/2) (2.3.5)

sendo ua_am>o (1-o/2)-esimo percentil da distribuigao qui-qua-

drado com (n-2) graus de liberdade. Uma vez que 0 e limitado

(veja (2.3.5)) por um multiplo de ac com probabilidade (1-a/2),

concluimos que todos os intervalos (2.3.4) devem estar contidos em

g .l. I
YO t Z Vn‘-2 2 ac (2.3'6)
PlYa-a/2)

com ;robabilidﬁdeikl-a/Z).
Matematicamente, a regiao de confianga de Working-Hotelling

da linha p=o +Bx e fundamentada na probabilidade:
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1 1
= =2 =
e P 2 /1 (x-x) 2 -
P||o+Bx-a bxlsoc(ZF(I-u/Z) =T S para todo x
2, (x:-%)
i=1
= (1-a/2) (2.3.7)

sendo F(l—a/Z) o percentil (1-0/2) da distribuigao Fcom (2,n-2)
graus de liberdade, com a probabilidade (1-0/2) da regiao con-
ter o verdadeiro valor da linha de regressao o+ Bx.

Pelo metodo de Bonferroni obtemos a probabilidade de am-
bos os eventos (2.3.6) e (2.3.7) ocorrerem conjuntamente, que
e maior ou igual a (l-a). O intervalo de confianga §igult§neo
ilimitado resulta da projecao no eixo x da intersecgao do in-

tervalo de confianga de E(YO) =Ny> truncado (dadoem (2.3.6)),

com a regiao de confianca de a+ Bx (dadoem (2.3.7)); ver“Figu—

ra 2.3.1.

Quando a inclinagao da reta de calibragao e positiva (is-
to e, b>0), o limite infqrior do intervalo, obtido apartir da

intersecgao das regioes descritas acima, e uma das solugoes da

equacao do segundo grau em &:

1 PR 1
a+bi- 2F(1_a/2))26 -rl;+ (gs-x) ¢ Y +Z G n=2 \2 \ (2.3.8)
c XX (\: - P la-a2) |
H ;[
S |
e o limite superior uma das solugoes de: .
1 — 1 1]
i = - - /
a+bE+ 2F(1_a/2))28 S Ex) My g 5 (B2 (2.3.9)
e b XX P (1-0/2)

Inversamente, se b< 0, o limite inferior sera uma solu-

930 de (2.3.9) e o superior de (2.3.8). Este fenomeno pode ser

facilmente visto na Figura 2.3.1. Pelas equagoes acima, obte-
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mos para a reta com b>0 o limite superior

\\)/U ' -

Rwu _ b(YO—Y+Q)+R1/2[( Y+Q) +(SXX ]1/2
(s \ X = x +

sup b2__R

e o inferior:

S
b(T-v @) +r M 2 [(T-y 1) 2o XX (p2og)) 2/2

X. = X -

inf e b2 - R
(2.3.10)
- ~2
onde R ZFﬂ-a/Z)oc/sXX
1
e Q = 2 (n-2) V2 5
PlY1-a/2) c
n
sendo S Z:(x -x) e 'F(l-a/Z)’ Zpe u(l—a/Z)aS respectivas

abcissas da distribuigao F com (2,n-2) graus de liberdade, da
normal padronizada e da qui-quadrado com (n-2) graus de liber-

dade. Se b <0 entao os limites serao invertidos.

1
. o . i -~ n-2 E
Na 1intersecgao das linhas Y =Y (;>Z g (—— e

Ya-a/2)

1

_ \ ~ n-2 \2 .~ .

Y = YO - Z 0 com as curvas da regiao de confiangada
P e Uon)

linha de calibragzo (isto e, solugEo das équagaes (2.3.8) e
(2.3.9)), dependendo da inclinagao da linha de calibracao (se
B for proximo de zero), podemos ter o efeito de Fieller-Creasy
da mesma forma que ocorreu na construgao do intervalo de con-

fianga de X, (Segﬁo 2.2) quando tivemos a'intersecgzo da li-
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nha Y -YO com as curvas do intervalo de confianga de Y (ver Fi-
gura 2.2.3). Por uma analise analoga a feita anteriormente na

g L . 4 - . . .
Segao 2.2, concluimos que a condigao necessariae suficiente pa-

m\

ra a e§jst§ncia~deste'intervalo de discriminagao ilimitado
/s
/ a2
[ b2 S (ZFl-a/Z)Oc
S
XX

0 raciocinio para construirmos o intervalo de discrimi-
nagao ilimitado de argumento F & semelhante ao do intervalo
ilimitado de Bonferroni. A unica modificagcao e a aproximacao
usada para a obtengao das constantes criticas dos intervalos
para 0 e a + Bx. Anteriormente, tal aproximaggo foi feita pelo
metodo de Bonferroni e agora o sera pela probabilidade exa-

ta obtida por Lieberman e Miller (1963),

N =

-2
P |a—a+(b-8)x + Zpo < c*ac ?];--FQ{X—)+ 22 para todo x,p| =

Sxx P

= (1-a), : (2.3.11)

onde Zpé o (1-p/2)-esimo quartil dadistribuicao normal padronizada

e(c*‘é definido como

x2/ (a-2)

sendo Z1 e Z2 variaveis aleatorias independentes com distribui-
~ . ® 2 . - - . . .
¢ao normal padronizada e X uma variavel aleatoria com distri-

buicao qui-quadrado com parametro (n-2) e independente de Z1 e

Zz. Esta estatistica:

22+ 22 41

le(n-Z)
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" & muitas vezes chamada de argumento F e sua tabela pode ser
encontrada no Anexo, Tabela 3.
~— Fazendo Primeiramente Zp==0 e depois Zé-*é na 1inequacgao
de (2.3.11) obtemos
1
-~ /1 (x-x . 2 -
P||(a~a)+(b-B) x| s c* o\ * X para todo x e OSC*g 2(1l-a)

SXX

Assim obtemos uma regiao de confianga para a+ Bx,

1
- 2) =
a+bx + c*a -]—""M)— 2 para todo X, (2.3.13)
= c\n S
XX
2 =2
sendo SXx = ;;l(xi—x)

e um limite superior para O,

o < c*ac , (2.3.14)

com probabilidade conjunta maior que (l-a). A construcao do in-
tervalo simultaneo ilimitado de argumento F e semelhante ao an-
terior substituindo (2.3.7) por (2.3.13) e (2.3.5) por (2.3.14).

Analogamente os intervalos sao finitos quando:

9 (c*)2 32
B B i

SXX

O limite superior do intervalo, sendo b> 0, sera, entao,

uma solugao da equagao em &:

- 21
a+b€—c*8 l-’-ig—;)z
c n

= *0 3.
3 Y0+ Z c*0 (2.3.15)

XX P ¢

e o inferior da equagao:
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1
-, 2
a+bf +c*g l~+£§—3l— : . Y =2Z c*g ; (2.3.16)
c\n 0 P c

?
SXX

resultando no limite superior

Lo
!

S _ S
_ b(YO—Y+B)+E1/ 2[(YO-Y+B)2+ {.&‘_} (1:2-13)]1/2
Xx = x+ L (2.3.17)
sup 2
b™ - E
e no inferior
b (Toy smyeEY/ 2 [(Y—Y+B)2+{SXX} (bz_E)]llz
= 0 0 n
X. = x - (2.3.18)
inf 2
b™ - E \
\(
\
~ 2 s
onde E (c OC) /SXX e B ch oc 3

n
sendo S = z:(x.-;)z, Z abcissa da distribuiggo normal pa-
XX Lot P

dronizada e c* tabelado no Anexo. Ao contrario, se a linha de

regressao padrao tiver inclinagao negativa, os limites serao

invertidos; limite superior, a equacgao (2.3.18), e infg;ior,
C(2.3.17).

A comparacao de comprimento dos intervalos obtidos pelas
duas tecnicas, de Bonferroni e do argumento F, so pode ser fei-
ta numericamente pois uma comparagao algebrica entre os dois
intervalos e praticamente impossivel. Atraves de algumas tabu-
lagoes numericas das constantes c#* e 2F1—a/2 Lieberman et al,
(1967), nao chegaram a conclusoes explicitas, mas apenas " 2

impressao" de que, na maioria dos problemas, o metodo baseado

na tecnica de Bonferroni produz intervalos menores, especial-

mente quando as futuras observagoes, Yo, estao proximas de a+bx.

Oden (1973) apresentou um aftigo aperfeigoando, em termos
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. - . . . - . . . .
probabilisticos, os intervalos simultaneos ilimitados, obtidos

pelo metodo de Bonferroni. Considerou que, para um dado YO, os
intervalos deveriam ser do seguinte tipo:
Y, = a+bt # ac £(g) , (2.3.19)

sendo f(£) uma funcao unimodal, continua e positiva em , sa-
S P

tisfazendo a seguinte condigao:

m
inf | 1im inf P Z:a.(g.) lz;> 2 (1-a) (2.3.20)

onde, o primeiro inf e com respeito a gl,...,gm e osegundo com

respeito a uma sequencia infinita {£1,£2,§3,...}, sendo

1 se YOj € ao intervalo (2.3.19)

aj(Ej) - .
0 caso contrario

com j=1,...,m, de modo que, se considerarmos um conjunto de

intervalos de confianga, de um determinado processo de calibra-

gao, 100pZ dos valores nao conhecidos de £ estao contidos em

seus respectivos intervalos com uma probabilidade aproximada

igual ou maior que (l-q).

Tambem, em seu trabalho, Oden provou que a fungao:

1/2 _ o, \1/2
* 2 (2.3.21)
Pl Y1-a/2)

satisfaz a condigao (2.3.20), sendo Fl-a/Z o percentil (l-o/2)°

n S

_2
_ 12(1, (&-%)
£g(8) = (2F _ ,)) ( + -

da distribuigao F com (2,n-2) graus de liberdade, u o (l~a/2) -

(-0/2)

-esimo percentil da distribuigao qui-quadrado com (n-2) graus

de liberdade e Zp o (l1-p/2)-esimo percentil dadistribuigﬁonor;
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mal padronizada

Observamos que fazendo f'=fBem (2.3.19) encontramos exa-
tamente o intervalo de déscriminagao ilimitado de Bonferroni
(2.3.8). Alem disto, Oden (1973) demonstrou que existe uma cons-
tante X (A< 1) dependente das probabilidades P e o tal que a
condigao (2.3.20) esta satisfeita para f = AfB 5

finito, sendo

quando t* for

-2\ 1/2
t*¥ = sup % + L%—il— tal que £e 1), (2.3.22)
XX

onde I e o intervalo dos valores X, observados, chamado de in-
- L} -2
tervalo de calibragao de Y e § = z:(x.—x) . Deste modo, po-
S S R

demos construir intervalos com amplitude Sempre menores que o0s

de “‘Bonferroni mas semelhantes analiticamente, sendo necessario
. . 2

apenas, em (2.3.10), substituir R e Q por R¥=X"R e Q*= AQ res-

_ Az(zF(l_a))az
pectivamente e sua condigao de existencia & b* > 3 <,
XX

Assumindo que I, o intervalo de calibracao de Y, & fini-
to e que os x, fixados para estimar a linha de calibragao sao unifor-

-

memente distribuidos em I temos que t*, definido em (2.3.22), e

-1/2 -1/2

aproximadamente 2n , foram tabe-

. Com a condigao t* = 2n
lados por Oden (1973) alguns valores de A\ que sao encontrados
no Anexo, Tabela 4.

Levando em consideragao as conclusoes rudimentares de
Lieberman et al (1967) descritas acima, podemos ter o '"senti-
mento'" que os intervalos de discriminagao simultaneos ilimita-
dos modificados por Oden devem ser os melhores intervalos den-

tre os tres analisados, Principalmente quando as futuras obser-
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vagoes YO estao proximas de a + bx,

Para construirmos os intervalos simultaneos ilimitados

propostos por Scheffe (1973), consideramos que os intervalos

estao entre duas curvas a uma distancia vertical acf(E) da 1li-

nha de calibragao ajustada, ou seja, para um dado Y, temos,

0

Yo = a+bf + 5 £(&) ,

onde-aC e o estimador de maxima verossimilhanga corrigido
parametro o, definido em (2.1.7), a e b sao os estimadores
maxima verossimilhanga de o e B, respectivamente, definidos

(2.1.6) e f(&) uma fungao positiva em £ que depende de uma

do

de

em

ou

mais constantes que serao determinadas para as probabilidades

p e oo fixadas (estas probabilidades tem a mesma interpretagao

. 3 « . -~ - .
descrita no inicio desta secao para os metodos anteriores

de

obtenggo de intervalos ilimitados). Estes intervalos sao cons-

. : 2
trulidos somente entre as linhas x(1)= min xi e x( )

i=1l,..., n (ver Figura 2.3.2).

= max x.,
i
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a+bx + 5; f(x)

>X

c=xM

x(

x(2)

X sup

Xinf

.

llimitado para x, pelo metodo de Scheffe

Intervalo Simultaneo

Figura2.3.2 :
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Supondo b>0 e se £eI= [x(l), x(z)], intervalo de cali-

bragio, temos,

Pla+bE-G £(E) < Y, < a+bE +5 _£(E)| =
c 0 c

e . - Yo-a-gg -
-P(a+b5-cf(g) < < a+Sl~;+of(£)),
g
' o

~ a- P b-B ~ c

sendo a 5 b 5 e (o] <
Y, -o- BE -
onde ————— tem distribuigao normal padronizada. Assim uma
g

condigao suficiente para que a probabilidade acima seja maior

ou igual a p e
|a+ bg| < gf (&) -zp » para todo £e I (2.3.23)

sendo Zp o (l-p/2)-esimo quartil da distribuigao N(0,1).
Seja a fungao V({) definida como o cociente do desvio pa-

drao de a+bY0 por o, isto e,

S

=24y 1/2
o - [ G2

n
sendo SXX = ng(xi-x)

e seja o vetor B' = (a,b) que tem distribuicao N(O, (g'X)_l),

sendo X a matriz de planejamento definida em (2.1.9).

Como (g'g)-l € uma matriz positiva definida, existe uma
matriz M tal que g'(g'g)-lg = I e assim (X'X) = M'M,

Por outro lado, temos,

a + bg = g'B .
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Aplicando a desigualdade de Schwartz na equagao a+ bf = (M-lg) "(M'B)

obtemos
la+5g] = llutgll [Iu'g

Pela notagao matricial temos

_1 \1/2 -1
v = g R
e
1 1/2 _
R L TP A
implicando que:
|£-+Sg| < vV(E) para todo £e I (2.3.24)

Portanto, por (2.3.24), a condigao (2.3.23) esta satis-

feita se:

v £ VD) (0f(E) - Za) para todo £ €I

e este evento ocorre para todo £e¢ I se e somente se:

v < zni V(E) (0f(E) - a) (2.3.25)

onde v2 tem distribuigao qui-quadrado com 2 graus de liberda-
de, 1independente de 52 (pelo Teorema 2.1.2 (iv)), enquanto
0“(n-2) tem distribuigao qui-quadrado com (n-2) graus de liber-

dade (pelo Teorema 2.1.2 (ii)).

Assumindo a fungao f(£) como sendo linearem V(£), isto &,
£(E) = c; + ¢,V(E),

onde ¢, ec, sao constantes e tomando
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v, = inf v(E) = (H1/2

1 Eel
e
1/2
=_ (1) (2) _ =,2
V2 = sup V() = % - (max(x - x - , X x)) ,
Eel XX
a relagao (2.3.25) fica
v < (c,+V 1, Yo - vilz se 0<2Z /c
271 %1 p 1
(2.3.26)
< (c,+ V-lc Yo - v'lz se 022 /c
= €57 ¥y &y 2 “p p’ €1

Temos, portanto, que encontrar os valores para as cons-—
tantes c, e c2 tais que a probabilidade do evento (2.3.26) se-
ja (1-a), de modo que com uma probabilidade maior ou igual a
(1-oa) tenhamos o evento (2.3.23).

Verifiquemos o que ocorre com a probabilidade do evento
(2.3.26) quando VZ-*O (e consequentemente Vl-*O).Tomemos a Fi-
gura 2.3.3a, quando VZ*-O, o ponto -ZP/V1 se encontra com o pon-
to —Zp/V2 e —Zp/Vz recua indefinidamente ao longo do eixo v.
Entao as duas semi-retas, que sao o limite da regiao de defi-
nicao do evento (2.3.26) » giram em torno do ponto fixo (czzp/cl,zp/cl)
ate a posigao horizontal G = Zp/c1 (Figura 2.3.3b). Portanto,
a probabilidade limite, quando V2+ C, sera P(G ZZp/cl). Esta
probabilidade sera igual a (1-a) se e somente se Z /c1 for o
(1-a)=-esimo quartil da distribuigao de G, isto &,

n-2 1/2
Y(1-0)

c1 -+ Zp(

quando V2+ 0, sendo Ui-q) © quartil (l-a) daﬂistribuigso qui-



el ) pad : — ¥ (0)

: > vV (b) v,— 0

Figura 2.3.3: Esquema do evento (2.3.26) e suas condicdes limites
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-quadrado com (n-2) graus de liberdade.

Analisemos agora o que acontece com a probabilidade do

evento (2.3.26) quando VII+»O (e por consequgncia V;l > 0).
Neste caso, o evento (2.3.26) fica v < cza, qualquer que seja @
(Figura 2.3.3c). Entao a probabilidade limite, quando V;1->0,

sera P(v/5’5c2). Esta sera igual a (l-q) se e somente se czfor

o (l-a)-eésimo quartil da distribuicao de v/G, ou seja,

€2 7 [ZF(l-a))ll2

quando V11-+0, sendo F(l—a) o quartil (l-a) da distribuicao F

com (2, n-2) graus de liberdade.
Assim, devemos determinar uma constante c¢ de modo que a

probabilidade do evento (2.3.26) seja (l-qa) quando

n-2 /2

c1 = cZ (:————— e c
Pi%"(1-a)

5 = C(ZF(l—a)

‘)1/2

Isto implica em que a forma das duas curvas, entre as

quais os intervalos simultaneos ilimitados estao compreendi-

dos, seja

1/2
_ 1/2 = gy 2
Y, =a+bf+35 c|z (_n__Z__ . (ZFU_‘))uz(LLXSL)
¢ LPlY%(1-a) ¢ n XX
(2.3.27)
e que o evento (2.3.26), considerando
\' \
1 2 .
* = ——— * = ————
V1 7 e V2 7 , Seja
P P
1/2 1 n-2 (172 G, 1 S, 1 p-2 1/2
v<ece 2F(1_Q) +W‘u_—— —O-—V—* Se—;s;u
1'"(1-0) 1 (1-0)
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< c[(ZF )1/2 - _ni)l/z]ic___l_ se ig_zl n-2 )1/2
(1-0) Vilu i ) o V3 o " clug )
(2.3.28)

Salientamos que a probabilidade do evento (2.3.28) ser
igual a (l-a) depende de quatro quantidades, o, n, V{ e VE. No
trabalho de Scheffe (1973) encontramos tabelados os valores da
constante c¢ (Tabela 5, Anexo), tal que a probabilidade (2.3.28)
seja (l-a), em fungao destas quatro quantidades.

Para £ pertencente ao intervalo de calibracao, £ € I, o
metodo de Bonferroni & equivalente ao metodo de Scheffe se nas
duas curvas (2.3.27) substituirmos a constante cpor 1 e a pro-
babilidade a por a/2. Os intervalos resultantes do metodo de
Bonferroni (2.3.10) sao geralmente - e certamente se ¢ < 1 - mais
compridos que os de Scheffe.

Para obtermos as expressoes dos intervalos simultaneos
ilimitados pelo metodo de Scheffe, basta, em (2.3.10), substi-

tuir R e Q por

2 ~2
X%k =
R c ZF(l—a)oc/SXX

1/2

o
Cc

n-2

Q** = c¢cZ —_—
Y (1-0)

P

respectivamente. E a sua condigao de existencia e,

2 ~2
2F(1-a)0c

SXX

2 Cc

b >
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EXEMPLO 2.6.(continuagao do Exemplo 1.1)

Unicamente com intuito de exemplificar a construcao dos
intervalos de confianga simultaneos ilimitados, tomemos o pro-
blema da calibragao do termopar. Suponhamos que o experimenta-
dor esteja interessado em obter os intervalos conjuntos para
"todas" as possiveis leituras do termopar com a caracteristica
de que pelo menos 957 dos intervalos contenham os seus respecti-
vos £ estimados com coeficiente de confianca maior ou igual a
957%. Temos quatro alternativas para construi-los: o metodo de
Bonferroni, o método do argumento F, o metodo de Bonferroni mo-
dificado por Oden e o metodo de Scheffe. A existencia dos in-
tervalos por estes quatro metodos esta garantida poﬁ;b2=0,90826
e maior que 4,20 x10—4, que 3,92 x 10—4, que 2,66 x 10—4 e que
3,05 x10-4 que sao as suas respectivas condicoes de existéncia.
Os resultados dos intervalos para alguns pontos encontram-se na
Tabela 2.3.

Neste caso, os intervalos modificados por Oden sao os que

apresentam menor comprimento, mas esta conclusao nao pode ser

generalizada para outros experimentos de calibracao e de ensaios

biologicos.
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3: Intervalo Simultaneo Ilimitado

((L-a) =957 e p=95%)

A - METODO DE BONFERRONI

TEMPERATURA | ESTINADOR INTERVALO COMPRIMENTO
OBSERVADA PONTUAL DE _CONFIANCA DO INTERVALO
YO *e (xinf; xsup) xsup-xinf
150 164,39 (157,94; 170,66) 12,73
200 216,85 (211,05; 222,58) 11,53
250 269,32 (263,66; 275,03) 11,37
300 321,78 (315,70; 328,03) 12,33
350 374,25 (367,38; 381,35) 13,97
B - METODO DO ARGUMENTO F
TEMPERATURA | ESTIMADOR INTERVALO COMPRIMENTO
OBSERVADA PONTUAL DE COKFIANCA DO INTERVALO
Yo He (xinf; xsup) xsup_xinf
150 164,39 (146,49 181,79) 35,30
200 216,85 (199,65; 233,82) 34,17
250 269,32 (252,38; 286,40) 34,02
300 321,78 (304,545 339,47) 34,93
350 374,25 (356,30; 392,80) 36,50

C - METODO DE BONFERRONI MODIFICADO POR ODEN

TEMPERATURA | ESTIMADOR INTERVALO COMPRIMENTO
OBSERVADA PONTUAL DE CONFIANCA DO INTERVALO
Yo *e (xinf xsup) *sup ¥inf
150 164,39 (159,27; 169,39) 10,12
200 216,85 (212,25; 221,41) 9,16
250 269,32 (264,82; 273,85) 9,03
300 321,78 (316,93; 326,74) 9,81
350 374,25 (368,78; 379,88) 11,10
OBS.: X = 0,795
D - METODO DE SCHEFFE
TEMPERATURA | ESTIMADOR INTERVALO COMPRIMENTO
OBSERVADA PONTUAL DE CONFIANCA DO INTERVALO
Y0 *e (xinf; xsup) *sup Xinf
150 164,39 (158,29; 170,34) 12,05
200 216,85 (211,30; 222,34) 11,04
250 269,32 (263,89; 274,79) 10,90
300 321,78 (315,99; 327,71) 11,72
350 374,25 (367,79; 380,90) 13,11

OBS.: ¢ =~ 0,97
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2.4, VIOLAGAO DAS SUPOSIGOES DO MODELO

As suposigoes basicas do modelo de calibragao (2.A) po-
dem ser resumidas do seguinte modo: (i) as variaveis Y e x sao
linearmente relacionadas; (ii) os valores X: i®m lyusey N, BaO
prefixados e pertencem a um intervalo - chamado intervalo de ca
libragao; (iii) os erros aleatorios € i=1l,...,n, da variavel

observada Y, sao mutuamente independentes e: identicamente dis-

e

3 Ed - . .o~ . 2 . -
tribuidos com media zero e variancia 0°; (iv) os erros_aleato-

rios, posteriores, € i=1,..., k, da variavel observada YOi
corresponderte a um dado § fixado e desconhecido, tambem, sao
mutuamente independentes e identicamente distribuidos com me-
dia zero e variancia 02; (v) a variancia 02 dos erros aleato-
rios das duas fases do procedimento de calibracao - do ajuste
da linha de calibragao e da leitura posterior do experimento -
e constante. Nesta segao, faremos algumas consideracoes de como
resolver o problema de calibraggo quando as restrigaes acima
nao est;o satisfeitas.

A suposicao de igualdade da variancia nas duas etapas da
calibragao e facilmente transgredida, devido ao fato que usual-
mente a primeira fase da calibracao e realizada em laboratorio,
em condigoes ambientais altamente controladasem comparagao as
em que osinstrumentos sao utilizados ou os ensaios realizados. E,
também, temos que, geralmente, as fontes de erro e, portanto,
a magnitude dos erros, envolvidos para fazer a leitura quéndo o
instrumento e usado, nao sao as mesmas que as dos erros envol-
vidos para determinar a escala de calibraggo. Deste modo,temos,

na realidade, duas variancias no modelo: a variancia dos erros

da linha de calibragao e a variancia dos erros da leitura do
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instrumento ou do ensaio, sendo esperado que a primeira seja

substanc1almente menor que a segunda. Podemos 11ustraresta si-

U —

CUagao pelo usordo hemoglob1nometro e pelo metodo clinico de
medicagao da pressao sanguinea.

Na utilizagao do hemoglobimetro, misturamos o sangue a
ser examinado com produtos quimicos de modo a reduzir a hemo-
globina a metemoglobina, que & estavel e que tem padrao espec-
tral caracteristico. A luz e focada em uma celula fotoelatrica

as

depois de atravessar filtros sensiveis ¢ sua intensidade e re-
lacionada com a concentragao original de hemoglobina. Mas o
tempo concedido para transformagzo de hemoglobina para metemo-
globina e um fator determinante na leitura e, na pratica roti-
neira, este e um fator relevante de erro. Este fator nao esta
presente quando a escala de calibraggo e efetuada, onde as con
centragoes padroes de hemoglobina sao reduzidas a metemoglobi-
na sob condigoes rigorosamente controladas quanto ao tempo e a
outros fatores relevantes. Deste modo, apesar de termos erros
envolvidos no ajuste da calibragao estes sao de grandeza se-
cundaria comparados aos da leitura.

Na pratica clinica, a medigao da pressao sanguineae efe-
tuada do seguinte modo: prendemos no braco do paciente uma bra-
cadeira inflavel com uma escala de pressao, o medico escuta pe-
lo estetoscopio uma arteria do cotovelo e infla a bragadeira
ate impedir o fluxo do sangue; depois, gradualmente, diminui a
pressao da bragadeira deixando escapar o ar ate ouvir o sangue
passar novamente; e entao lida a pressao na escala em "mili-
metros de mercurio". Temos algumas variagoes para identificar o
momento exato que assinala a passagem do sangue e, tambem, al-

gumas variagoes surgem exatamente quando & feita a leitura que
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esta se alterando continuamente durante o processo. Tudo isto
resulta em uma consideravel fonte de erro, naestimativa da pres-—
sao sanguinea na pratica. Mas nenhum destes erros e conside-
rado quando a escala e calibrada, pois, isto e efetuado de mo-
do inteiramente independente pela leitura direta da posigao da
coluna de mercurio, envolvendo possivelmente s6 a variagao da
pressao barometrica e da leitura de uma escala linear sob con-
digaesicontroladas, que sao infinitesimais em relacao aos erros
envolvidos quando o instrumento e operado.

Considerando a violagao da igualdade de variancia do pro-
cesso, segundo Scheffe (1973), a melhor estrategia para contor-
nar este problema e termos uma idéia grosseira de como o des-
vio padrao de Y varia com o x que pode ser obtida a partir de um
conhecimento a priori da situagao de calibracao ou da dispersao dos
n pontos (Yi’xi) em torno da linha de calibracao ajustada e ex-

pressar esta ideia na forma de uma funcao. Obtemos

e
L]

desvio padrao (Yi) = OF(xi) l,svasn

e (2.4.1)

desvio padrao (YOi) = oF(f) i=1,...,k

sendo 0 um parametro desconhecido e F uma funcao de x escolhi-
da apropriadamente com derivadas continuas no intervalo de ca-
libracgao.

Tomando o désvio padrao de Y como sendo realmente da for-
ma (2.4.1) e 0 um parametro a ser estimado a partir dos dados,
podemos estimar os parametros a, B, 02 e £ pelo metodo dos mi-

nimos quadrados generalizado, isto e, minimizando



79

n

Y, - (a+Bx,) )2

(2.4.2)
i=1

F(x.
(x,)
Ou equivalentemente pelo metodo dos minimos quadrados,utilizan-

do os valores Y transformados em "pseudo-observagoes", Y*, de-

finidas do seguinte modo:

1y
Y; = 1=1,2,...,n
F(xi)
e (20403)
Y .
Yk, = i L I T o
F(E)

que satisfazem todas as condigoes basicas do modelo original
(2.47).

Analisemos, agora, a suposicao de linearidade entre as
variaveis Y e x. O modelo linear (2.A) e adequado quando os des-
vios da regressao da funggo linear sao pequenos em relagao aos

desvios dos erros que pode ser testado atraves da esta-

tistica

(2.4.4)

que, com a suposigzo de normalidade dos erros e sob a hipotese
HO: B =0, tem distribuiggo de Fisher—-Snedecor cém (l1,n-2) graus
de liberdade. Tambem & conveniente verificar o grafico da dis-
persao dos pontos (Yi’xi)’ i=l,...,n e analisar o comportamen-
to dos resid;os (as diferengas entre os valores observados de Y

e os seus respectivos valores estimados Y) - ver por exemplo,
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_Draper e Smith (1981). Em algumas situagoes de calibragao, te-
mos que a propria estrutura teorica da relagao entre Y e x im-
plica na linearidade da regressao.

Mas existem circunstancias nas quais a curva de calibra-
¢ao linear simples nao e ajustavel tais como nos termometros,

- . . . - . . .
nos amperimetros e nos ensaios radio-imunologicos (radioimmuno-

essay). Nestes casos, podemos ou linearizar os dados atraves de
transformagoes e ajustar uma curva de calibragao linear pelo
metodo dos minimos quadrados/ou ajustar, diretamente, uma cur-
va de calibragao nao linear. A seguir salientamos alguns ar-
tigos que tratam do problema da calibracao nao linear. O texto
~de Schwartz (1977) apresenta a estimacao de & quando a curva de
calibracao pode ser ajustada ou por segmentos lineares ou por
fungaes de tres parametros ou por funcoes polinomiais,al@ndis-
to, mostra as consequencias da violagao da suposiggqrde igual-
dade de. variancia em cada um destes tipos de ajuste. No traba-
lho de Tiede e Pagano (1979), encontramos o estudo do ajuste da
linha de calibracao por hiperboles modificadas que sao utili-
zadas em éspecial nos ensaios radio-imunologicos para determi-
nar minusculas concentracoes de substancias importantes do pon-
to de vista biologico e quimico. O uso de segmentos de funcgoes
polinomiais chamados de fungoes "spline" & exposto por Lechner
et al (1982). Knafl et al (1984) desenvolveram um método para
ajustar o modelo geral Y = f(x) +€, impondo apenas que a fun-
cao f(x) tenha uma expansao por series de Taylor de uma deter-
minada ordem cujo resto tenha limites conhecidos.

Se a suposiggo dos valores X, i=1l,...,n , fixos ou ao

. » - . b . -
menos sujeltos a erros despreziveis em relagao aos da variavel

Y, for infringida, nao teremos mais um problema de calibracao
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/

no sentido discutido neste trabalho e sim de/éalibragao compa-
rativa conforme foi definido na Segao 1.2.7

Existem situagoes em que a independencia dos erros pode
ficar comprometida, em particular, quando os valores da varia-
vel Yi sao observados em fungEo do tempo, surgindo entao a au-

tocorrelagao dos erros. Pepper (1973) analisa esta questao e

faz comparagoes entre varios metodos alternativos.



CAPTTULO 3

0 ESTIMADOR INVERSO

Supondo que as variaveis Y e x sejam linearmente relacio-
nadas, e sendo as observagoes da variavel aleatoria Y obtidas

a partir dos valores de x fixados, podemos reescrever o modelo

(2A) como ——

— )

i MEQD (3.4)

sendo E(Y) =Y-€ e onde')\0 e Al sao parametros definidos no es-
pago parametrico 2 e € e o erro casual nao observavel da varia-
vel Y com media zero e desvio padrao o.

Podemos entao escrever:

X = AO + AlY +e' (3.B)

7
sendo €' = —Eﬁf
Tomamos uma amostra aleatoria de tamanho n (Xl’Yl)"'°’

(xn,Yn) do par (x,Y). Pelo metodo dos minimos quadrados, com a

suposicao (falsa) de que os Ei sao independentes de Yi’ obte-

mos a reta ajustada:
X =L+ LY

onde (3.C)

f: - —
(x.=-x)(Y.-Y)
¢ i=1 B
1 n 2
Y. (Y.-Y)
i=1 !
e L. =x - L.Y
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com

* |

"
o=
[
M=
—

»
e

e Y =-l iEY.

no Lot

Estabelecendo um valor de Yo da variavel Y no modelo aci-

ma, temos um estimador para o & correspondente. Este usualmen-

te e chamado de estimador inverso pois e baseado na regressao
inversa de x em Y, apesar de x nao ser uma variavel aleatoria.

Um historico e a comparagao deste método com os classi-

cos e apresentado na Secao 3.3. Salientamos que as estimativas

produzidas por esta tecnica sao completamente independentes das

obtidas pelo méetodo classico.
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3.1. ESTIMADOR PONTUAL INVERSO

0 estimador pontual do parametro § pelo metodo inverso e
obtido diretamente, considerando a linha ajustada (3.C) no pon-

to (yo.E):
£ = x; = zo + Llyo , (3.1.1)

sendo ZO e‘Zl os estimadores de minimo quadrado dos parametros

0 1 A expressao (3.1.1) pode ser reescrita como

%
]

3 x + ﬂl(yO-Y) (3.1.2)

Graficamente, este procedimento pode ser visualizado na
‘Figura 3.1.1.

No caso de Yo nao ser um valor fixado, mas wuma variavel
aleatoria cuja funcao de densidade e determinada por £, e com

uma amostra aleatoria de tamanho k de YOi obtemos:

x. =L+ LY (3.1.3)

onde Y =
i=1
x
4
Y=Y,
\
r
>y
y. .

;tl.«t Ly

Figura 3.1.1 + Obtencdo grdfica de x;



EXEMPLO 3.1 (continuagao do Exemplo 1.1)

No exemplo da calibragao do termopar construimos a re-
gressao "invertida" da temperatura real pela temperatura obser-

vada obtendo por (3.C),

r — J ¥

o
K\? = 7,1605 + 1,0486Y
o N A~ o~ A~

Se o experimentador observa no termopar' a temperatura de

YO = 200°C entao, por (3.1.2), a estimativa da temperatura real

correspondente sera

x 250 + 1,0486(200 - 231,5875) = 216,877°C

Comparando com a temperatura estimada pelo metodo clas-
sico (no Exemplo 2.1), vemos que o valor estimado pela tecnica
. - . . . (o] -
inversa e ligeiramente maior (xI- x, = 0,021°C) que o do meto-

do classico. Como veremos na Segao 3.3, esta diferenga aumen-
ta, em valor absoluto, com o aumento do distanciamento entre o
ponto observado e a media Y. Seja, por exemplo, a temperatura

observada no termopar de Y. = 100°C. Pelo metodo classico,(2.1.8),

0
o valor estimado da temperatura real e X, = 111,923°C enquanto
pelo inverso, (3.1.2), e Xy =112,020°C. Neste caso, a diferen-

. . . = o
¢a entre o valor estimado pelas duas tecnicas sera de 0,097 C.

Na notagao matricial, o modelo (3.A) pode ser escrito como
X = E(Y*)A (3.1.4)

com E(Y*) = (¥Y* - ¢) ,

X=do +A 1 E(Y)
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onde

B X, h
X A
2
§ = . ? A = 0 ’
(n,1) . (2,1) M
X
| 0|
r - r -
1 Y1 0 61
1 Y 0 €
Y* = 2 e £ = 2
(n,2) . . . .
L 1 Yo | 0 € ]

sao respectivamente o vetor dos valores X, fixados, a matriz

dos parametros, a matriz dos dados observados e a matriz dos erros.
O estimador de £ correspondera a uma combinagao linear
apropriada dos elementos do estimador do vetor parametrico A.

Sendo w' o vetor (1,y0) fixado (o que implica em Yy Ser uma

constante) temos

Substituindo E(Y*) em (3.1.4) obtemos

1

s (3.1.5)

sendo €% = -g).

0 estimador dos parametros (AO,AI) e obtido minimizando-
-se €*'e* , supondo (erroneamente) que €* e Y* sao independen-

tes. Isto resulta em

A= (L.l = (¥r'y) lyarx (3.1.6)
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Portanto
xp =0 (YRR T hyxx (3.1.7)
" Outro modo de obtermos este estimador & pelo metodo de

estimagao composta (compound estimation) proposto inicialmente
por Robbins (1950) e aplicado ao problema de calibragao por

Lwin e Maritz (1982). Consiste em assumir o modelo
Y = o +Bx +€ ,

sendo € com media zero e desvio padrao O e encontrar as cons-
tantes c, e ¢, que minimizam o erro medio quadrado total (com-

pound error) do experimento inicial. Isto e, minimizando

E(¢(Yi)-xi 4 (3.1.8)

alf=]

i=1
na classe das fungses o(Y) = Cb.FCQK’ onde a esperanga e emre-
lagao as variaveis aleatorias Yl""’ Yn Para Xj,.ees X fixas.
Sendo a fungao linear ¢, com ¢, e c, correspondentes ao minimo
de (3.1.8), a que melhor se ajusta para os valores conhecidos
X;, parece ser uma candidata razoavel para estimar £ quando es-
te e desconhecido e pertence ao intervalo de calibragao defi-
nido pelos X, i=1,..., n.

. & 2 ~ ;
Assumindo que os parametros 0, B e 0  sao conhecidos, as

constantes ¢, e ¢, que minimizam (3.1.8) sao tais que OzremcL |

2 S -1 . ,2 S Y -o
- (1+B—ﬂ [§+B——§5 0 1 (3.1.9)
o n o n B J
2 2
onde SXX = ng(x -x)".

Notemos que (3.1.9) e uma media ponderada de x e do esti-
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mador classico, sendo os parametros o, B e 02 conhecidos e os

X fixos, i=1,..., n.>0bservemos,também,que o estimador uti-

liza, alem do valor Yo, os‘xi, i=1l,..., n, da primeira fase.
Retornemos a situagao mais real na qual os parametros o,

B e 02 sao desconhecidos. Podemos escrever (3.1.9) como:

g XX
n-1L
E=x + (Y, -a-B%) . (3.1.10)
S
n 2 27XX
e L

Por outro lado, temos

E(Y) = o +Bx ,

n — ——
iga(xi—x)(yi—Y)

S
. . goXX
n-1 n-)
€ n
Z (Yi'Y)z S
E i=1 - o2 & B2 XX
n-1 n-4

Q
Portanto, pelo metodo dos momentos, sendo n-1% n, segue de

(3.1.10) que um estimador de £ & dado por

n
ggfxi—x)(yi-Y) |
T =x+ (Y -7Y) (3.1.11)

n
=y 2
(Y.-Y)
521 '

que & exatamente o estimador (3.1.2) obtido utilizando (erro-
neamente) o método dos minimos quadrados e sem a suposicao .de

qualquer distribuigao para os erros.
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Williams (1969) afirma que,para amostras de tamanho n 2 4

o estimador inverso tem esperanga definida e erro quadratico

medio finito.
Expressoes aproximadas para aesperanga, para o erro qua-

dratico medio e para a variancia foram obtidas, desenvolvendo

x; em series de Taylor ate o termo de ordem n—l, no trabalho de

Lwin (1981). E imposto somente que a distribuicao dos erros Ei

: _ 2, 2 3, _ : b, _
seja tal que E(ei)-O, E(si) =0, E(Ei) =u, e E(Ei) =¥, <®, ou

seja, que o quarto momento seja finito. Estas expressoes sao da

das por
2 (5-E)  2(3-E) 2 (x-£)0" (8,-3)
AB Oy BAOX(n—l) nfB o A

2 =2 2,2
EQM(x ) = g (% + % + LE=x)" o7 (A -2A+6)) .

S 2 2
B™A XX kSXXB A
B o A (n=-1)A
X
4 = 2
(82-3)0 (E-x) 202 302
* 5 4% I *
nf A 0 B OXA k
by, (£-X) ( T
+ —————————— 3-10
n63A302
2 S
o 2 °xx H,
sendo- A + y 0O === com S =Z(x x) e B.=—
620}2{ X 5 X & 2 4
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O estimador inverso e assintoticamente viciado

esperanga assintotica e dada por

0 seu

Assim

2_.

lim E(x.) = £ & Z-£x=8)
I 7 2
n--co B Adx

erro quadratico medio assintotico e dado por

2 h o= .2
lim EQM(x) = ,°2 >+ g 2";5% .
n-+o kBT A 8 OxA

quando n*>®® e k=>® temos que

E(xy) » £ + 252750
I BZAOZ
4 — 2
EQM(x ) - 9_(_1‘.:_5)_
I BaoiAz

mostrando que o estimador inverso nao e consistente.

pois sua

(3.1.15)

(3.1.16)

(3.1.17)

(3.1.18)

E interessante examinar o que ocorre com os estimadores

dos parametros o e B da linha de calibragao (2.A) para n gran-

de. Por definigao,

EntEo,

—
™|~

¢ - - 50 2y =
0 2_1 e 1 Z:’

sao os estimadores de o e B pelo metodo inverso. Para n +« te-

mos que

.li‘* B + — =B + £
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nao sendo portanto consistentes. Utilizando estes
para a linha de calibragao temos

E(x_.) =+ £ X + B

I" g4 B+f

£ »

2
g

Var(x.,) » ——=
I (B+r)?

o, £2G-8)

(B+£)° (B+£) 2

2

e EQM(XI) +

quando n + «,

estimadores

(3.1.20)

Notemos que, se B for muito grande, os estimadores de a e

B pelo metodo inverso tendem a seus estimadores

classico e portanto x. tende a X -

I

pelo metodo
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3.2, ESTIMADOR INVERSO POR INTERVALO DE CONFIANGA

Utilizando a notagao matricial (3.1.4) da Segao 3.1, po-
demos construir um intervalo de confianga para &= w'\ com grau

de confianga (l-a). Consideremos a seguinte variavel:

T* =.\[:(i)'(

- M) (3.2.1)

1>)

Suponhamos que a‘'distribuigao assintotica dos erros €%

~

seja normal, isto e
Vn E* 5 N(O, Y) quando n =+ ®

com

vy 0 o . 0 7
0 v, 0 R |
Y = 0 0 Vg .o 0 g
(n:n) L L L] .
0 0 0 v
L n_

uma matriz positiva definida.
Shuster e Dietrich (1976) provaram que a estatistica T%*
dada em (3.2.1) tem, sob as condigSes acima,distribuiggo as-

. . - g 2 .
sintoticamente normal com media zero e variancia 0*", ou seja

* % N(0,0%?), (3.2.2)
sendo
2 3 2 2
o*” = Z:(a.B'v.B + ¢.D'v.D - 2a.c.B'v.D) (3.2.3)
i‘l 1~ 1~ 1~ 1~ 1 1~ 1~

e onde
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QAT Grageay = (1o Ean[eaneas) ean ],
1,n

B
(251)

(Exoean) ™o,

C = (cprepmene) = w'[EQX®) E@H)] e
(1,n) - -

e D
(251)

E(Y*) 'E(x%) | TTE(y#) 'x

Lo 3

Supondo( V conhecida) e substituindo E(Y*)' por Ytem (3.2.2)
Finepearsment 2 )

obtemos um estimador consistente de 0*°, denotado;mrc*z. Atra-

ves da estatistica T* podemos construir um intervalo de confi-

anga assintotico com grau de confianca (l-a) para o parametro

£ = w'l. 0 seu limite superior sera
- ~, =1/2
= ' + *
xsup w A Za/zo n
e seu limite inferior (3.2.4)
= =% 1/2
= ' - *
*inf WA Za/20 n

onde za/2 e o (1-a/2) esimo quartil da distribuicao normal padro-
nizada.

Notemos que, no caso, 9' = (l,yo) e um vetor fixo de mo-
do que o intervalo acima so pode ser utilizado quando a "obser-
vagao" Yo for fixa, nao sujeita a erro aleatorio. Salientamos,
tambem, que, da maneira como foi construido o intervalo de con-
fianga, a variancia assintotica dos erros, v., i=1l,...,n, nao
necessariamente tem de ser considerada conhecida, apenas esti-

mavel.
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EXEMPLO 3.2 (continuagao do Exemplo 1.1)

Retornemos ao exemplo da calibragﬁo do termopar, consi- "

deramos, neste caso, 05 erros identicamente distribuidos e por-

tanto
V=01
n

£ 2 . 2 .~ .
sendo Id,a matriz identidade de ordem n e 0° a variancia da

/

/ = - - .
distribuigao assintotica dos erros, ou seja

e
0
=
I
N
1
[ )
™=
]
=
(g}
—_—
~
w
N
w
~—

n
ox? = 02[3'3 S a? + D'D ,
~ = . i ~ = :
1=1 1 i=1

i

sendo as matrizes definidas em (3.2.3)
. ; 2 - . oy 2 ~2
Uma estimativa para 0*" e obtida substituindo ¢° por 0>
estimador de maxima verossimilhanga <corrigido (definido em
(2.1.7)) e E(X*)' por Y,
O intervalo com 957 de confianga para aestimativa da tem-
peratura real correspondente a temperatura de Yo =200°C fixada

no termopar por (3.2.4) e (3.2.5) e

255,38°¢

»
]

216,877 + 38,506
sup

X.
inf

216,877 - 38,506 = 178,37°C

2

com comprimento de 77,01°C e sendo G%° = 3i(4,1)= 24,122,
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3.3. COMPARAGAO DOS ESTIMADORES PONTUAIS

Existe uma grande polemica sobre qual dos estimadores pon-
tuais, o classico, definido em (2.1.2), ou o inverso, definido
em (3.1.1), & o melhor estimador para £ e, tambem, sobre qual
o melhor criterio para compara-los.

Historicamente esta discussao pode ser resumida do seguin-
te modo. Inicialmente Eisenhart (1939) rejeitou o metodo inver-—
so de estimagao alegando que este nao apresentava a proprieda-
de de ser um estimador de maxima verossimilhanga enquanto que
o classico tinha esta caracteristica. A partir dal, todos os
artigos trataram exglﬁsivamente do estimador classico como no-
tamos em Williams (1959), Brownlee (1960), ott (1966), Linning
e Mandel (1964) entre outros. O direcionamento das pesquisas
na area comegou a8 mudar com os controvertidos artigos de
Krutchkoff (1967-69) que comparam a eficiencia dos dois estima-
dores com base no menor erro quadratico meéedio maximo atraves de
simulagSes (procedimento de Monte Carlo). Em seu primeiro tra-
balho (1967), concluiu que o estimador inverso era uniformemen-
te superior para qualquer planejamento dos valores X, i=l,...
..., N, previos e para qualquer ponto £ de interesse tanto ex-
trapolado quanto interpolado em relagEo aos X, . Mas, em seu se-
gundo artigo (1969), reconsiderou os resultados anteriores mos-
trando que, quando & extrapola os limites dos valores prefixa-
dos X esta sgperioridade desaparece. Williams (1969) criti-
cou o metodd de comparagao empregaﬁo por Krutchkoff provando que
o erro quadratico medio do estimador classico e infinito enquan-
to que o do estimador inverso e finito, para n 2 4; afirmando

ironicamente que, entao, do ponto de vista do erro quadratico
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medio, qualquer estimador constante (com erro quadratico medio
finito) seria preferivel ao estimador convencional.

Berkson (1969) estudou o comportamento assintotico (n =+ )
dos dois estimadores, conforme visto na Secao (2.1.3) e (3.1),
mos trando que o erzg%guadrﬁtico medio assintotico do estimador

classico (2.1.10a) e menor que o do inverso (3.1.16) , exceto quan-

do £ se encontra proximo de x, ou seja, se

_ Zoi 02 1/2
5-£] < (_ v | (3.3.1)
k kB

Halperin (1970) sugeriu, como criterios alternativos pa-
ra confrontar os dois estimadores, o estudo de suas consisten-
cias, das distribuigoes do erro quadratico médio e da "proxi-
midade" (closeness) relativa, no sentido definido por Pitman
(1937), ou seja, x_ e um estimador mais proximo de £ que x, se

I

somente se para todo §
P(lx;- €l <Ix -¢l] > 3 (3.3.2)
I c 2 e

Conclui, entao, por intermedio destas tecnicas, que se o pa-
rametro £ estivesse em um pequeno intervalo em torno da media
dos X, iniciais, o estimador inverso forneceriaestimadorésnm—
lhores, e caso contrario, o classico seria melhor, Demons-
trou, tambem,que o comprimento deste intervalo varia inversa-
mente com o produto de |B/o| e do desvio padrao dos xiinf-
ciais ox. Como, na pratica, o parametro B tende a ser grande,
isto implica que o intervalo onde o estimador inverso tem melhor de-
sempenho que o classico e pequeno.

Martinelle (1970) obteve resultados equivalentes ‘aos de

Berkson e de Halperin observando a expressao da eficiencia re-
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lativa do erro quadratico medio com n suficientemente grande.
Saw (1970) reescreveu as expressoes dos dois estimadores rea-
firmando as conclusoes anteriores de que»ngg existe um estima-
dor uniformemente melhor para todo £ e, alem disto, mostrou que
sempre e possivel encontrar outros estimadores melhores que o
inverso em um intervalo em torno da media x. Consequentemente,
o uso do estimador 1inverso, neste intervalo finito, seria
sem interesse.

Shukla (1972) partiu das expressoes do erro quadratico
medio aproximado do estimador classico, (2.1.10) e do estima-
dor inverso, (3.1.14), considerou a comparagao sobre este as-
pecto e concluiu o mesmo que os demais autores. Em 1981, Lwin
reconsiderou este criterio de confrontacao, ressaltando que as -
expressoes do erro quadratico medio aproximado do estimador clas-

sico e inverso podem ser escritas, respectivamente, como

A A B
Lt v, e 2@Em? s 27 +c.
2 1 2 2
(o) (6] (0]
X X X

que, em fungao de E,sso duas parabolas simetricas (Figura 3.3.1)

B,.o

2A2

centradas, respectivamente, em X e em X -

e que se inter-

ceptam nos pontos

2 _ ) 1/2
_ B,+ (B2 +4(a,-A)) (€ =C,))
XA = X = Ox
2(A,-A))
e (3.3.3)
) 2 ) _ 1/2
= By + (By+ 4(A,-47)(Cy=Cy))
XB = X + Cx
2(A,-A))

conforme a notagao utilizada em seu artigo.

Em 1982, Lwin e Moritz demonstraram que, do ponto de vis-—



98

ta da estimaggo linear composta (linear compound estimation), a
diferenga essencial entre os dois métodos de estimagao & que,
para obtermos o estimador classico, impomos a condigao de nao
viciosidade para estimar os Xs i=1l,...,n, iniciais, enquanto

que para a obtengao do estimador inverso nenhuma restrigao e

feita.
EQM
2
classico
i
1
i | : |
i E : i
i | Ly
XA i i- BZ G‘l xs
2Ag
F>iguro 3.3.1: Compara¢do do erro quadrdtico medio (EQM) do estimador cldssico e

do estimador inverso

Com a finalidade de comparar os estimadores pontuais do

parametro &, Tucker (1980) definiu uma classe geral de estima-

dores
- b

X =x + (Y -Y) (3.3.4)
: b2+c v

em que, dependendo do valor de c, temos diversos estimadores de
£€: — se ¢=0, o estimador classico, definido em (2.1.8); - se

c= (n-2)5i/SXX, o estimador inverso, definido em (3.1.2); - se
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c=<Jz/Sxx, o estimador proposto por Naszodi, definido em (2.1.17),

e se ¢ = 82/8

ISyxr © estimador de Tucker, definido em (2.1.18).

Investigando esta classe de estimadores, baseado no erro qua-
dratico médio aproximado, obtido através da expansao de Taylor
e na "proximidade" de Pitman, definida em (3.3.2), tanto teori-
camente quanto por algumas simulagoes, Tucker concluiu que o
seu estimador e superior ao estimador classico e, tambem, como
outros ja haviam apontado anteriormente, que o estimador inver-
éo tem melhor desempenho que o classico somente em um interva-

lo em torno da media x.



- CAPITULO 4 .

OUTROS METODOS

Devido a fatos indesejaveis tais como: o erro quadratico
medio do estimador de maxima verossimilhanga de £ ser infinito,
o comprimento do intefyalode confianga classico de £ poder;ser
infinito e depender de YO, outros metodos de estimacao de & fo-
ram propostos. Entre eles, podemos citar, estimadores pele me-
todo estrutural, estimadores pelos metodos bayesianos, estima-
dores pelo metodo sequencial e, tambem, uma analise mais deta-
lhada da funcao de.verossimilhanga. Todos eles sao baseados na
linha de regressao de Y em X, ou seja, (2.A), no modelo classi-

co, e nao na regressao de x em Y.
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4.1. ESTIMADOR ESTRUTURAL

A tecnica de analise estrutural desenvolvida por Fraser
(1968) pode ser aplicada no problema da calibragao, como mos-
tra o artigo de Kalotay (1971). Basicamente este metodo consis-
te em encontrar a distribuigao estrutural marginal correspon-
dente ao parametro a ser estimado, integrando a distribuicao es-
trutural no espago definido pelos outros parametros. A estima-
tiva do parametro e a moda, ou seja, o ponto de maximo desta
distribuigao marginal. A distribuigao estrutural e, por defi-
nigao, proporcional ao produto da fungao de verossimilhanga com
relagao a medida invariante conveniente (right-invariant measure)
com respeito a um grupo de transformacoes que deixa o problema
de estimagao invariante.

Utilizando a mesma notagao e as suposicoes dos outros ca-

pitulos, definimos o seguinte modelo:

Yi = a-*Bxi +0€§ , 1=1,..., n

e (4.1.1)

YOi =y +oe§ s, 1=1,..., k

onde vy =a +BE e Sf sao os erros aleatorios identicamente dis-
. - - . .- # ~ “ .

tribuldos com media zero, variancia 1 e fungao de probabilida-

de conhecida f(e*), nao sendo necessariamente a distribuicgao

normal .

Pelo modelo estrutural, (4.1.1) pode ser escrito como

1 yeeesl 4,0 4uua, 0] (1 0 0 0] [1 ,..0,1 ,0 ,uuy0 ]
xl,.”,xn,O swiey'0 ) 0O 1 0 O xl,.“,xn,O yoesyl0
0 yeees0 ,1 40,1 0 0 1 0| |0 ,..00 ,1 ..l

2 X % *
_?l'“"Yn’YOY"”YOg L? B vy 0_ {f1"“’€n'€n+r""€n+5
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sendo que o conjunto de todas as matrizes da forma:

QR © O =+
mw O = O
< = O ©
Q O O O

onde 0 €R, BER, YER e 0€R+ 5 e um grupo (fechado por compo-
sigao e inversao) em relagao a multiplicagao de matrizes.

A distribuigao estrutural de (0,B,Y,0) & proporcional a

n Y.-o-Bx. k Y..=Y
1
T1 < ¢ _1__%1) TT % Fiotit % dadBdydo
i=1 o i=1 g.
Fazendo Y =0 + BE, temos
n Y.-a-PBx. k Y ~a-BE
1
8| TT=£] = U TTE el 2 )| L goagatas  (4.1.2)
i=1° o =19 ¢

onde % dadBdEdo & a medida invariante.

A distribuiggo estrutural marginal de £ e calculada inte-
grando (4.1.2) no espago definido por a, B, e 0O e encontrando
sua constante de proporcionalidade, igualando a 1 a integral
com respeito a §.

Supondo que a distribuigao dos Ef seja adistribuigao nor-

mal padronizada, entao, por (4.1.2), a distribuicao estrutural e

proporcional a:

k) ] 1S 2 & 2
IBIG exp(~—3 Z(Yi a—Bxi) + Z(YOi o-BE) dodBdodg
20 | i=1 i=1

(4.1.3)

n
Integrando (4.1.3) em a, B e 0 e considerando z:xi=0, o

' i=1
que nao altera a generalidade dos resultados, Kalotay (1971) mos-
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tra que a distribuiggo estrutural marginal de £ , EM(E) e pro-

porcional a

2 ; i
4A  B° _ T(w) I'(w-i-1/2) 1 (4.1.4
9t qc T(e-172) z T 1) \1-52/480 ol A3
onde W = n;k = 1 e w € IN,
n 0" (n+k-3)
A = b2 x2 + Z:x?{% l} 1+ y
c iln k n
i=1 2 2
b z:x.
. i
i=1
B = -2b [&x + (—+—)]
c
2 52111
c ="+ Lxilgti
i=1
e
Q = 4Ac - B?
sendo a, b, Gi e x_  0s respectivos estimadores de maxima veros-

similhanca dos parametros o, B, 02 e £ definidos em (2.1.6). A

constante de proporcionalidade de (4.1.4) pode ser avaliada atra-
ves da integracao numerica no espago definido por £.
Observamos que se

2 ¢ 2
i;Xi 2

b n+k
8i(n+k-3) Var(b) (n+k-3)

for "grande", entao (4.1.4) e aproximadamente proporcional a



104

(4.1.5)

Kalotay (1971) sugere que esta nocao de "grande" e rela-
tiva, mostrando que para

b2

Var(b) (n+k=-3)

= 0,631 , n=9 e k=1,

a aproximagao de (4.1.5) para a distribuicao estrutural margi-
nal de § e razoavelmente boa.

A moda, x que e o estimador do parametro £, das distri-

E’

buigaes (4.1.4) e (4.1.5) parece estar, em valor absoluto, en-

tra IX | 1+Var(b)(n+k—3)) & 'X |~

c 2 c

b
No caso em que k=1, x_[1+ Var(b)§n+k—3) e exatamente o
b
estimador inverso. Pode-se mostrar, se k21, que
vVar (b) (n+k-3)
Ixcl 1+ b2 < IxII £ Ixcl (4.1.6)

sendo X, © estimador inverso e x, o estimador classico do pa-

rametro £ definidos respectivamente em (3.1.1) e (2.1.2).
Outra caracteristica, de interesse, da distribuiggo es-

trutural marginal de £ e o inverso da informaggo observada no

ponto x_. (que nos fornece uma medida da "dispersao" dos valores

E

em torno da moda), isto e,

1 .
- (4.1.7)

3" 1n EM(E)
2
oF

*E

onde, EM(§) e a distribuigzo estrutural marginal de & e x a

E’
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- . 3 Cog . v - .
moda desta distribuigao, assim como, se possivel, o seu grafi-

co.
EXEMPLO 4.1 (continuagao do Exemplo 1.1)
~ n
OBSERVACKO: nesta segao supomos que X:xi= 0, portanto, os re-
i=1

sultados abaixo sao expressos de modo a satisfazer
esta condigao. Entre parenteses, mostramos oS mes-
mos na escala utilizada ho restante do trabalho.

Tomemos o problema da calibragao e assumamos que, na se-
gunda etapa do processo de calibragao, o experimentador obser-
va leituras do ponto de interesse: 203,00°C, 200,53%c, 198,17°C
e 201,510C (para simularmos esta amostra sorteamos aleatoria-

mente valores da distribuigao normal com media 200 edesvio pa-

drao 2,4), obtendo 8§’= 5,571 (k =4).

Seja,

n
b2 Z:x?
i=1 '

5 = 1.304,328
ac(n+k-3)

pelo que foi exposto acima podemos aproximar (4.1.4) pela ex-
pressgo (4.1.5), resultando que a distribuiggo estrutural mar-

ginal de & e, aproximadamente, proporcional a

onde, B = 61,57£ - 81.007,50

@]
]

£2 4 42.500,00

4AC -BZ sendo A = 39,578,44 ,

o)
]

conforme representado na Figura 4.1.1., A moda, isto e, o esti-



106

mador da temperatura real correspondente a amostra ob-
servada da distribuicao estrutural esta entre o ponto -32,327
(217,67300) e o estimador classico, por (2.1.6) x, = -32,302
(217,698°C). Notemos que, neste caso, o estimador inverso, por

(3.1.3), & x; =-32,281 (217,719%).

0 {.35E-18 2.7E-18 4.05E-18 5.4E-18 EINO Y t FOKSI)
PHHHHH R R LR R R E H LR R R R R R '

-98  +*

-37.8+%

-37.6+%

=37 . 4+%

-37.2+%

=37 %

-36.84+%

-36.6+4%

-36.44%

-36.2+%

-36 + %

-35.8+ %

-35.6+ %

-35.4+ %

-35.2+ ¥

-35 + *

-34.8+ ¥

~34.,6+ ¥

-34.4+ ¥

-34.2+ ¥

-34 ¢+ ¥

-33.8¢+ ¥

-33.6¢ ¥

-33.4+ ¥

-33.2+ ¥

-33 + %

-32.8+ X

-32. 4+ ¥

-32.4+ ¥

-32.2+ *

-32 + ¥

-31.8+ ¥

-31.6+ ¥

-31.44 ¥

-31.2¢ ¥

-3f + ¥

-30.8+ ¥

-30.6+ ¥

-30.4+ *

-30.2+ %

-30 + ¥

-29.8+ ¥

-29.6+ *

-29.4+ %

-29.2+

-29 + *

-28.8+

-28.4+%

-28.4+#

-28.2+%

28 4% Figuprs 4.1,1 tNiztribuicens Ezbrutural Marginal Aprosimads de g

7
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4.2. ESTIMADORES BAYESIANOS

Os estimadores bayesianos seguem duas correntes distin-

tas: a do trabalho de Hunter e Lamboy (1981) que considera a

densidade de:

_ (n-a)
&= 7%

onde 7 e o valor esperado de YO e 0o e B sao os parametros da
regressao, de modo que a distribuigao a priori de £ e implici-
tamente dada pela distribuigao a priori de n, a e B; enquanto
que os estudos da linha de Dunsmore (1968) e de Hoadley (1970)
usam diretamente uma distribuigao a priori para £. Nao e pre-
tensao deste trabalho concluir qual das duas tendencias e mais
correta filosoficamente, nossa intenggn e apenas de apresentar
os resultados, as criticas e consideragoes que aparecem na li-
teratura a respeito de ambas.

Hoadley (1970) argumenta que o estimador de maxima veros-
similhancga X, nao e satisfatorio, de um ponto de vista indepen-
dente da consideragao de seu erro quadratico medio ser infini-
to, como defende XKrutchkoff (1967, 1969) e contesta Williams
(1969) e Halperin (1970). Ele considera o coeficiente do termo
£° da equagao (2.2.7), suporte do intervalo de confianga de X
que pode ser escrito em fungao da estatistica F, que e o0 qua-
drado da estatistica t para testar a hipotcse B =0 (definida em

(2.2.10)) do seguinte modo

(F-F))

sendo F, o o-ésimo percentil da distribuigao de Fisher-Snedecor
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e ac, o estimador de maxima verossimilhanga corrigido (2.1.7)
de 0 . De modo que, se F e muito maior que a constante Fa, o
intervalo de discriminagao e estreito e o estimador x, e pre-

ciso, mas se, ao contrario, F for muito menor que Fa’ x, e im-

. contem in-
01

formagoes sobre a precisao do estimador x_ e parece razoavel

preciso. Em outras palavras, os dados (xi, Yi) e Y

que, de algum modo, o conhecimento de sua possivel incerteza se-
ja ponderado na estimagao de E; 0 que nao ocorre com o estima-
dor X E exatamente isto, segundo Hoadley, que o estimador
bayesiano pondera.

Outra motivaéao para o desenvolvimento dos estimadores
bayesianos e justificar teoricamente o estimador inverso, de-
finido em (3.1.1), provando que este estimador e o bayesiano
coincidem para determinadas distribuicoes a priori.

Nesta segcao,usaremos a seguinte notacgao:

dados 1 - o vetor dos n pares (Xi’ yi),observadosna pri-
meira fase do processo de calibracao: o ajus-

te da linha de calibracao;

dados 2 - o vetor dos k valores YOi’ observados para um
dado £ desconhecido e fixo na segunda fase do

processo: a calibragao propriamente dita;

dados - dados 1 u dados 2 - o vetor de todos os dados

observados no processo.

4.2.1. DISTRIBUIGAO A PRIORI PARA 0 PARAMETRO £

A solugao bayesiana encontrada tanto no trabalho de Hoadley

(1970) quanto a proposta por Dunsmore (1968) para o problema
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de regressao inversa e baseada na distribuicao a priori do pa-
rametro £, m(£), definida no espago paramétrico.};.Esta(ﬁstri—
buigao representa nossas impressoes sobre a distribuigao dos
possiveis valores do parametro £ na "futura" experiencia (se-
gunda fase do processo de calibragao), nao sendo necessariamen-
te relacionada de qualquer maneira com os X i=1l,...,n, pre-
fixados e usados no ajuste da linha de calibragao (chamada pe-
los Bayesianos de experimento informativo). Somente de uma.hnﬁ—
lise particular do experimento dependera aescolha subjetiva de
m(g) variando, desta forma, de experimento para experimento.

A distribuicao a posteriori do parametro £, m(&/dados),
sera proporcional ao produto de sua distribuicao a priori pela
fungao de verossimilhanga, sendo que os outros parametros foram

eliminados do problema, ou seja, m(f/dados) e proporcional a
T(E)L(E/dados).

Sera utilizado o modelo classico (2.1.3) e, alemdas suas

.~ . . . -~ . 2
suposigoes habituais, a independencia entre (a,B8,0°) e &, que
parece razoavel, desde que B e uma propriedade do instrumento
e que £ e uma caracteristica do objeto medido. Consideramos,
tambem, apenas para efeito de simplificacao dos calculos, sem
perda de generalidade, que os X i=1,2,...,n, prefixados na
primeira fase do experimento, sao tais que,

n
x. =0 e lz:x:.z=1
: 1 n 2,71

i=1 i=1

nglf=!

]

A fungao de verossimilhanga L(a,B,Gz,E/dados) anterior-

mente definida em (2.1.4) pode ser escrita como proporcional a:

L(a,B,02/dados 1)L(a,B,02,E/dados 2)
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ou ainda L(a,B,oz,E/dados) proporcional a

2 1
L(a,B,0 /Xl’yl’XZ’yZ""’xn’yn)gi .

-exp{[(k—1>v2 + k(?o-a—ea>2]/zoz}

onde Yo = Z Yoi e

k
v2 _ Z:(yol 2

Assim (yl,yz,...,yn,v e §O) e uma estatistica suficien-

te para (a,B,OZ

,E) e entao temos que
(E/dados) = T(E/y Y 2.5,
i ados) = Y o¥gs s sV Y,

Pelo teorema de Bayes temos que

2~ - 2
ﬂ(E/yPyz,.“,yn,v,yO) o H(E/ﬁf...,yn)ﬂ(yo,v /%f...,y )

o MEIT(T /vy e sy DT TE Y ey )

o0 MEIT(T G/ Esv v s eay )

. 2 . - o
pois m(v /£,y1,...,yn) independe de & e onde o simbolo o signi-

fica "proporcional a". Portanto, m(§/dados) e proporcional a

m(E)L(E) (4.2.2)

sendo

L(g) = ﬂ(?O/E,vz,yl,---;yn)
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uma especie de fungao de verossimilhanga representando as in-
formagSes de £ obtidas por todas as fontes, exceto adadistri-
buigao a priori de &.

Hoadley (1970), supondo a priori que a distribuigao de
(a,B,oz) e proporcional a 1/02 (isto e, (a,B,lnoz)tendodistri—

buigao uniforme), demonstrou que:

2 -1/2
1 %+1+§_)
8 n n
C
L(E) = (4.2.3)
- -2
(F,-a-b8)? B
1+ 5
_ ~2]1 l é_
\ (n+k 3)0C E+ n+ n)

~2 . . . -
sendo (Uc,a,b) os estimadores de minimos quadrados dos parame-
2 .
tros (0 ,a,Bf), respectivamente, dados em (2.B) e (2.1.7).
Salientamos que a fungao acima apresenta determinadas ca-
- . . .
racteristicas. Para n e k fixos L(£) torna-se mais concentrada
- v
quando F, a estatistica para testar B =0, aumenta e, no caso
contrario, se F diminui, torma-se mais dispersa. Outro aspecto
e se a distribuigao a priori de £ for considerada a priori nao
informativa (distribuigSO uniforme na reta), entao o estimador

bayesiano para a fungao de perda quadratica nao e razoavel, pois

(]
j’ L(E)dE = +», Portanto, uma distribuicao a priori adequada

(e
(informativa) para £ e pre-requisito para obtemos wuma solugao
bayesiana pratica,

Hoadley, nas suas simulagoes, com k=1, utilizouapriori

27 (d+1)
e
T(E) a s

2 para £ € IeX
0 caso contrario
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sendo I o intervalo dos valores X, observados, ou melhor, £ ten-
do a mesma distribuicao que a variavel c + tdS onde ty tem dis-
tribuigao t-student com d graus de liberdade truncadano inter-
valo I.

Vejamos o caso particular, k=1 e a priori conjugada, dis-

tribuiggo t-student com (n-3) graus de liberdade, centrada no

n+1 1/2 _
zero e com fator de escala (n—S) » isto e, com a mesma dis-
~ - n+l 1/2 ~
tribuigao que a variavel t(n-3) v . Entao por (4.2.3) e

(4.2.2) a sua distribuigﬁo a posteriori sera a distribuiggo t-

-student com (n—-2) graus de liberdade, centrada em x., estima-

2
n+l i{__I_)ll2
F+n-2 F

dor inverso definidoem (3.1.1) e fator de escala (

Considerando a fungao de perda quadratica, o estimador de Bayes

e a media X1 caracterizando deste modo, para o ponto de vista

bayesiano, teoricamente o estimador inverso de £. Este resul-
tado nao e justificavel sem que a distribuicao a priori acima
seja razoavel para a incerteza a priori sobre &, restringindo,
assim, a validade do estimador inverso como umestimador de Bayes.

Quando a suposicao desta distribuigao a priori e aceita-
vel, entao o menor intervalo a posteriori (shortest posterior

interval) com (1-a)100% de confianga e dado por:

2
n+1 XI) 1/2

Xy 2 AF F+n-2 * F

I s (4.2.4)

o

sendo F o o-esimo percentil da distribuigao de Fisher-Snedecor
com (1, n-2) graus de liberdade. Salientamos que se F, o qua-
drado da estatistica definida em (2.2.10), for muito grande, o

intervalo classico (2.2.8) e o bayesiano (4.2.4) sao aproxima-
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damente iguais. Por outro lado, seF tender a zero, entao (4.2.4)

aproxima-se do intervalo (l-a) da distribuigao a priori que, no

-

caso, e
+ F (Eil H2
- oaln-2 ’

onde F_ e o o-ésimo percentil da distribuigao Fisher-Snedecor
com (1, n-3) graus de liberdade, nao aparecendo entao o efeito
de Filler-Creasy. Tambem o comprimento do intervalo da poste-
riori nao e afetado pelo valor Yo» 2° contrario do que ocorre
no intervalo classico que se torna maior como aumento da diferencga
|?0-Y|. Outra caracteristica dos menores intervalos a poste-
riori e que (1-0) mede efetivamente a confianga com que o in-
tervalo contem £ para a amostra efetivamente observada, o que
nao acontece com o intervalo classico pois, neste caso, (1l-a)
esta associado com a proporg¢ao de intervalos que contem £ para
um grande numero de intervalos construidos a partir de varias
repetigoes do experimento.

Com as condigoes acima, isto e os X:H i=1l,...,n padro-

nizados e k=1, podemos escrever

_ F
By F+ (n-2) e

implicando que IxI-xC]+'O quando F+®, Assim, do ponto de vis-
ta bayesiano e supondo a distribuicao a priori para &, adistri-
buigao t-student com (n-3) graus de liberdade, contrada em ze-

1/2
, temos que quanto mais infor-

ro e com fator de escala (2t;)

mativos forem os dados (isto e, quanto maior for F) maior a adap-
tacao -de x como estimador de E£.

Dunsmore (1968), em seu trabalho pioneiro, desenvolveu as
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ideias de estimagao bayesianas aplicadas na caliﬁraggo em dois
modelos: considerando X i=l,...,n prefixados e Yi’ i=l,...,n,
com distribuigao de Poisson e supondo (xi, Yi)’ i=1l,...,n, in-
dependentes com distribuigao normal bivariada. Neste segundo ca-
so, obteve X estimador inverso, como estimador de £. Mas, co-
mo afirma Hoadley (1970), este resultado nao e nenhuma surpre-
sa pois, para um modelo bivariado, a estimacao de £ & realmen-
te um problema de- previsao (o contrario do problema de previ-

-~ . T 3 - .
sao reversa) e os principios classicos podem ser usados para

obter X, como previsor de E£.
EXEMPLO 4.2 (continuagao do Exemplo 1.1)

No exemplo do termopar, consideramos que o experimentador
tem motivos para admitir que a distribuicao a priori do para-
metro & seja

1 7
T(g) = 0,39135(———r———)
1+£7/17
isto e, uma distribuigao t-student com 13 graus de liberdade,
centrada em zero e com fator de escala (17/13)1/2 (Figura 4.2.1) .

Suponhamos que o experimentador observe no termopar a lei-

tura de 200°C e queira estimar o valor da temperatura real cor-

respondente. Por (4.2.3) e (4.2.2), a distribuiggo a posteriori

€ uma distribuigao t-student com 14 graus de liberdade, centra-

da em Xp = 216,877°C - estimador inverso determinado no Exem-
plo 3.1 - e fator de escala 1,4970, ou seja
7,5

m(E) = 0,39189 1

2 ’
1 [£E-216,877

w(E 2 N s
" ('%Oﬂv:‘wr;)r L+ 17517970
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conforme representado na Figura 4.2.2. Tendo o ponto de maximo,
evidentemente, em x =216,877°C.

O intervalo a posteriori, com 957 de confianga da tempe-

ratura real, correspondente a leitura de 200°C, por (4.2.4) @

220,088°¢

"
]

216,877 + 3,211
sup

x 213,666°C

inf 216,877 - 3,211

com comprimento de 6,42200.
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4.2.2. DISTRIBUIGCAO A PRIORI PARA 0S PARAMETROS n, o, B

0 metodo bayesiano de Hunter e Lamboy (1981) para esti-
magao de { parte da ideia de que £ e uma fungao dos parametros

(2,B,n) onde n e o valor esperado de Y isto e:

0’

ﬂr].__a
¢ =3

e que a distribuigao a posteriori destes parametros e propor-
cional ao produto de sua densidade a priori pela funcao de ve-

rossimilhanga, isto e, m(n,a,B/dados) e proporcional a
2 2
m(a,B,0" ,n)L(a,B,n,0" /dados) (4.2.5)

Entao, por transformaggo de variaveis, podemos obter a distri-
buigao a posteriori de &, m(&/dados). Deste modo, encontramos
a distribuiggo a posteriori de £ baseada nas informagaes a priori
o 2 ‘
dos parametros o, B, N e 0° relacionadas com o "futuro" expe-
rimento.
~ . ¥ : 2 -
A fungao de verossimilhanga acima L(a,B,n,0 /dados) e

proporcional a
2 2
L(a,B,0 /dados 1)L(n,o0 /dados 2)

que e proporcional a

(k-1)v? + 1 (Fymm) 2

L(G,B,Oz/dados 1);% exp 7 »
(o} 20
k
1 2
onde v = -1 Z(yo1 yo e

kLo

==

de modo que a estatistica (Fys Toseees Yoo V' ;0) e suficien-
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te para (a,B,Oz,n).

Portanto,
2 —
m(a,B,n/dados) = ﬂ(a,B,n/yl,...,yn,v ,yo)
e pelo Teorema de Bayes, ﬂ(a,B,n/yl,".,yn,vz,;O) e proporcional a
T(a,B N /Y seeesy )T(Y vz/a B,n,y y )
’ > 1’ ’n O’ ’ ] 2 1""’n .

Assumindo independencia a priori entre (0,B) e N e como ;0 e v2

nao dependem de a, B temos que
ﬂ(a,B’n/dados)aﬂ(ays/yl"")yn)ﬂ(n)‘“’(yoié/n!yl’""yn)
o T (a,B/dados 1)T (T (3./n,v2 y )m(v2/m )
H 0 ’ !yl""’ n ’yl"°°syn
2 5
e como T (v /n,yl,...,yn) independe de N, obtemos
o 2
'n(Ot,B,n/dados)(xTT(n)TT(yO/T],v,yl,...,yn)TT(OL,B/dados 1) (4.2.6)

onde o simbolo @ entre as densidades significa "proporcional a'l

No modelo de calibragao com as suposigoes usuais, Hunter
e Lamboy assumem, alem da independencia a priori entre (a,f) e
N, distribuicao a priori conjunta impropria para (o, B, n, 02)
proporcional a 1/02. Isto implica em que a distribuicao a pos-

teriori m(a,B,n/dados) seja a distribuigﬁo t-multivariada com

(n+k-3) graus de liberdade:

B n+k
r(n+k a-a 4 |o-a W_( 2 )
2 S
m (0,B,N/dados) = v 1+|B-b|——|B-b )
3/2_[n+k=3) | o 1/2 _ | k-3)
ey T[22 | 5| "3, -3,

(4.2.7)
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onde

f: 2
Xi _
l i;l _ Sx 0
noSxx XX
I . T
XX XX
1
| 0 0 r |

sendo a, b os estimadores de minimos quadrados de o, B (2.B)
e Bi o estimador corrigido com n+k-3 graus de liberdade do pa-
rametro 02 (ver Teorema 2.1).

A construgao e uma analise mais profunda da distribuigao
a posteriori de £ sao feitas em Hunter e Lamboy (19%éa). Os dois

casos: n+k-3 sendo par e sendo impar sao tratados separadamente.

Se n+k-3 e par, a fungao distribuigao a posteriori de & &:

Wl
m(E/dados) = =y
(n-l)w2W4
2 W
NllJB n-2 (2W2W4) (Zn=-1)... (2n-2w-1)
+
(zn-1yw,uh L w0 (a-1) ... (nmw-1)a%
_ ' ; n-2
. 2n+1 (2n 3)..W1\\3W2 arcty W3
(n—l)'An_172 A172

(4.2.8a)

e se n+k-3 e impar,
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2W1
n(g/dados) = +
- (n-1)/2
(2n 1)w2w4
2 w
2W_W n-1 @BW W) (n-1)...(n-w)
13 42
* D72\ m
(4.2.8b)
n+k-1 -1/2 n+k-3
onde W, = r(——f——)[g*l ;/"F(__E‘—) ;
Wy = vilg? g vt 4 922
Wy = —ovtlae - ovtPhe - avl?a - 2v??y
W, =1+ vila? & avt?an + w2512
= R -
A 4"'1‘»\4 W3 e

(2n=-3)!! = (2n-3)(2n-5)...1
1

sendo {V'J} = (v¥)~

com

- _
f: 2
X. _
1 i=1 * 1 X
n S * % S
noSxx . XX
V* = 8i(n+k-3)
X 1
3 S
B XX XX |
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A densidade acima é a densidade a posteriori da razao de
duas variaveis aleatorias com distribuigao t-bivariada. Uma boa
aproximagao para esta fungao éa distribuigao t-student com n+k-3
graus de liberdade, centrada em (Yo-a)/b, o estimador classico

2 1p 1/ -
e com fator de escala (Vllv22 V12) /«szm %},sendo {Vij} v

definida em (4.2.8).

A densidade a posteriori exata de £ (4.2.8) tem varian-
cia infinita, mas este fato nao incomoda aos Bayesianos para
construir suas inferencias, pois podemos sempre fazer o seu gra-
fico e, a partir dele, tirar todas as conclusoes de interesse.
Como, por exemplo, encontrar a sua moda que e o estimador pon-
tual para & se a fungao for simetrica; selecionar intervalos de
densidade a posteriori de maior area (highest posterior density
(HPD) intervals). O coeficiente de confianga (l-a) destes in-
tervalos tem a caracteristica de medir a confianga do interva-
lo conter £ para a amostra efetivamente observada. Do ponto de
vista bayesiano, teoricamente, se um modelo e adequado, todas
as informagoes relevantes estao contidas na sua distribuicao a
posteriori apropriada, quer sua variancia seja ou nao finita.

1

0 trabalho de Hunter e Lamboy (19%4a) tambem analisa o
caso, menos pratico, supondo 02 conhecido e os parametros (0,8,n)
com distribuigao a priori uniforme. A densidade a posteriori
para {, neste caso, e a razao de variaveis normais bivariadas;
que pode ser aproximada pela distribuicao normal com media

(Y-a) /b, estimador classico de £, e variancia (V,V —V2 )/V22b2

1122 12 »
sendo {vij} = V* definido em (4.2.8).
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EXEMPLO 4.3 (continuagao do Exemplo 1.1)

Supondo, no problema da calibragao do termopar, que o ex-
perimentador assumiu a distribuigao a priori conjunta para os
parametros (G,B,n,cz) proporcional a 1/02, pelo apresentado nes-
ta segao temos que a distribuigao a posteriori do parametro &
sera a razao de duas variaveis aleatorias com distribuigao t-
-student que pode ser aproximada por umadistribuicao t-student.

Se o experimentador quer estimar a temperatura real cor-
respondente a leitura de 200°C no termopar, temos que adistri-

buigao a posteriori sera aproximadamente a t-student com 14 graus

de liberdade centrada em X, =216,857OC - estimador classico de-
terminado no Exemplo 2.1 - e com fator de escala 0,6208, ouseja,
1 7,5
m(E) = 0,39189 5
Ls L g—216,857)
14V 0,6208

representada na Figura 4.2.3, tendo como ponto de maximo x =
o
= 216,857 C.
O intervalo a posteriori, com 957 de confianca para a tem-

-~ ~ ) -
peratura real correspondente a observagao de 200 C no termopar e

218,188°¢

»
[}

216,857 + 1,331
sup

% 216,857 - 1,331 215,525°¢

inf

com comprimento de 2,662°C.
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4.2.3. COMENTARIOS E COMPARAGOES ENTRE AS DISTRIBUIGDES A POS-
TERIORI DE g

Nesta segao mostraremos os aspectos mais relevantes da
discussao da polemica sobre qual das duas correntes apresenta-
das nas segoes anteriores - considerando a distribuigao aprio-
ri de £ ou a priori de (a,B,n,oz) - deve ser utilizada para cons-
truir a distribuigao a posteriori de £.

Primeiramente, como mostra Hill (1981), temos que o es-
timador proposto por Hunter e Lamboy (1981) € um caso particu-
lar do encontrado por Hoadley (1970). A forma geral da densi-

dade a priori de Hoadley e ﬂ(a,B,Oz,E) proporcional a
2
m(a,B,07)m(E) ,

obtendo seus resultados para a distribuigao impropria de(a,B,ozL

isto e, ﬂ(a,B,oz) proporcional a J? ,
o

Por outro lado, Hunter e Lamboy, depois de observar os

dados da primeira etapa consideram

2 p
m(a,B,0",n/dados 1) proporcional a r(a,ﬁ,oz/dados 1),

sendo esta a distribuigcao a posteriori dos parametros da regres-
sao proveniente da distribuigao a priori impropria proporcional

a 1/02.

Como n=o+BE, por transformagao de variaveis,temos
2 . 2
m(a,B,0",n/dados 1) proporcional a |B|n(a,B,0°/dados 1)

que e identica a distribuigao a posteriori de Hoadley dado as
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observagoes da primeira etapa e baseada na densidade a priori

n(a,B,OZ,E) proporcional a l%} (4.2.9)
o

Como a fungao de verossimilhanga para obtermos a distri-
buigao a posteriori em ambos os casos e identica, a distribui-
gao a posteriori resultante, nos dois procedimentos, sera tam-
bem identica.

Salientamos que a distribuigao a posteriori de & en-
contrada considerando a distribuigao a priori de (n,a,B) o
matematicamente identica a distribuigao estrutural marginal
(4.1.4). Esta conclusao & esperada pois enquanto um modelo con-
sidera a distribuicao a priori impropria dos parametros propor-
cional a 1/02 o outro define esta mesma medida como sendo a me-
dida invariante conveniente. Como a funcao de verossimilhan-

¢a nos dois casos & a mesma, no caso especial suposto por Ka-
n ~

lotay (isto e, Z:xi =0 e Ei ~N(0,1)) a equagao (4.2.8) se re-
i=1

duz ao resultado (4.1.4) apesar de diferirem em fundamentos.

A preferencia de Hunter e Lamboy por uma priori impropria
para os parametros (a,B,Oz,n) e criticada por varios estatis-
ticos. Estas criticas sao baseadas principalmente na ideia de
que o poder dos metodos bayesianos esta ligado com nossa ca-
pacidade de incorporar conhecimentos a priori no modelo para-
metrico. Sendo, portanto, necessario familias de densidades a
priori flexiveis o suficiente para poder representar esta nossa
subjetividade, o que nao ocorre nas densidades improprias. Lawless
(1981) chega a afirmar que o uso exclusivo de distribuigoes a
priori improprias e "somente vestir procedimentos frequentistas

classicos com roupas bayesianas'". Surge, tambem, a duvida de co-
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mo incorporar neste modelo informagoes a priori sobre o para-
metro £. Enquanto que,no trabalho de Hoadley,o uso da distri-
buigao a priori nao informativa é restrito aos parametros da
regressao e a priori para £, ao menos para o caso da fungao de
perda quadratica, e obrigatoriamente uma distribuigao propria.

Outro ponto de controversia no metodo de Hunter e Lamboy
e a suposicao de independéncia a priori de (a,B) e n. Parecen-
"do mais natural e realista na pratica, para a maioria dos ca-
sos, principalmente, quando temos informacoes nao despreziveis
sobre £ (como, por exemplo, assumir valores somente em um deter-
minado intervalo), que seja admitido (o,B) e £ nao relaciona-
dos, como ocorre no modelo proposto por Hoadley, em vez de (a,R)
e n=qa+BE nao relacionados.

Um comentario interessante foi feito por Hill (1981) so-
bre a distribuigao a priori de £ definida por Hoadley para jus-
tificar teoricamente o estimador inverso. Suponhamos que os va-
lores X i=1l,..., n, usados para estimar a linha de calibra-
950, sejam vistos como uma amostra de uma mmulagao normal. Nes-
te caso, a distribuigao a posteriori de £, dado as observacoes

da primeira fase,e uma distribuigao t-student com (n-1) graus

_ 1 1 1/2

de liberdade, centrada em x e com fator de escala |—— S (1+—] .
n-1 XX n

Considerando, como Hoadley, os dados padronizados obtemos a
distribuiggo t-student com (n-1) graus de liberdade, centrada

1/2
. Apesar de uma pequena

n+1l
em zero e com fator de escala ( )

=1

diferenca nos graus de liberdade e no fator de escala, que nao
tem consequencias quando n e suficientemente grande, esta dis-

tribuigao a posteriori de £ € equivalente a priori m(£) consi-
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derada por Hoadley para obter o estimador inverso quando k=1,
Esta m(f{/dados 1) pode ser vista como uma distribuigao a prio-
ri para a segunda etapa de observacoes (dados 2). Notemos que
esta analise e valida quando os X usados na primeira fase de
observagoes (dados 1) formam uma amostra aleatoria de alguma
distribuicao, implicando que (xi’Yi)’ i=1,..., n tenha uma dis-
tribuigao conjunta, contrariando a nossa suposicao basica que
os valores X sao planejados'é prefixados, mostrando, deste mo-
do,que esta e uma situacao em que a distribuicao a priori pro-
posta por Hoadley e apropriada.

A definicao da familia gama como densidade a priori para
B, isto e, m(B) proporcional a

A.-1 =),B

B 1 e 2 com B> 0,
e sugerida pelo fato que a magnitude do parametro B depende da
unidade de medida utilizada e, portanto, em experimentos de ca-
libragao elaborados seria e cuidadosamente, este valor nao
deve estar proximo de zero, sendo deste modo indesejaveis va-
lores muito pequenos de B, 0 que e exatamente uma caracteristi-

ca da distribuicao gama. Esta densidade, para Al =2 e A, =0,

2
corresponde a densidade implicita proposta por Hunter e Lamboy
(usando |B| no lugar da condigEo B>0) em (4.2.9). A respeito
desta distribuicao a priori Hill (1981) comenta: "Eu acredi-
to que o uso da distribuicao gama a prio;i para B, com Al e 12
positivos e uma cuidadosa escolha para refletir o seu conhe-
cimento a priori, produzindo uma analise mais satisfatoria, in-

cluindo um estimador consistente para £ com erro quadratico me-

dio finito".
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4.3. ANALISE DE VEROSSIMILHANGA

Baseados na ideia de que a fungao de verossimilhanga re-
sume toda a informagao numerica que os dados contém sobre o pa-
rametro, muitos estatisticos como Fisher, enfatizam, em seus
trabalhos, a necessidade de examinar nao so o estimador pontual
(estimador de maxima verossimilhanga) e o seu desvio padrao, co-
mo tambem toda a forma da sua curva. Com este pensamento Minder
e Whitney (1975) obtem, em seu trabalho, a funcao de verossi-

milhanga marginal de £ a partir da fungao de verossimilhancga

(2.1.4):

~,~(n+k=3)
= *
VM (& /xl,yl,x2 SOTTIRFE SO A0S AN /SRR ,y0k) co

(4.3.1)
sendo ¢ a constante de proporcionalidade e G* uma fungao de &,
que pode ser obtida, por exemplo, através do método da funcgao
de verossimilhanca maximizada (Kalbfleisch e Sprott (1970)).

A analise de verossimilhanca e feita geralmente sobre a
fungao de verossimilhanga relativa, que & a razao entre a fun-
950 de verossimilhanga e seu ponto de maximo, assumindo, portan-
to, o valor 1 no ponto X (ponto de maximo) e sendo limitada in-
feriormente por zero. Os valores de § com fungao de verossimi-
lhanga relativa pequena, como, por exemplo, 0,05 ou menor, po-
dem ser considerados como pouco cotados como candidatos a es-
tiﬁadores pontuais de E. Os aspectos mais relevantes para ana-
lise desta funcao sao: (i) uma colecao de (1-a)l00% de pontos
(conjunto de verossimilhanga, ou seja, o conjunto dos pontos
.onde a fungao de verossimilhanga relativa assume valores maio-

res que (l-a)), usualmente de 1007 (o estimador de maxima veros-
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similhanga), de 50%Z, 10Z e 5%; (ii) seu ponto de minimo; (iii)
sua forma. O resultado sera uma impressao realista, possivé&-
mente um grafico, da forma de sua curva. Se a fungao de veros-
similhanga relativa se aproxima de uma distribuicao normal ape-
nas dois conjuntos de pontos sao suficientes para caracteriza-
la: 100%Z ou o ponto de maximo e 60,6%, isto e, duas vezes o des-—
vio padrao.

Supondo que x =0, 0 que nao implica em nenhuma perda de
generalidade, temos que a funcao de verossimilhancga marginal re-

lativa para ¢ e dada por

VMR(g/xl,yl,xz,yz,...,xn,yn,yOI,yoz,...,yOk) =

k-3
22 1. 1. & 2 Lk
E +(E+;)i§1xi] 2
= 3 (4.3.2)
2 2 2 2 1, 1, 2
£7-2r (1-q")E+r " (1-q )+ (+ 2)a” ) %,
i=1
sendo caracterizada por duas estatisticas
n
S x. (Y,-Y)|?
2 - 10 i
qg =1-
& 2] & 2 & 2
Z x Z (¥,-1) "+ ) (T -T )
i=1 i=1 i=1
e
_ St YO-Y ~
r = (Y. .-Y) = = x por (2.1.8),
0 n _ b c
2, %, (Y. -Y)

pois, por hipotese, x= 0, onde x, e b sao os estimadores de ma-
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xima verossimilhanga dados em (2.1.6) dos parametros £ e P res-

pectivamente.

Observamos que (4.3.2) e uma potencia da razao de duas
fungoes quadraticas em &, tendo, portanto, dois pontos criti-

- . . - 3
cos, o de maximo, evidentemente, o ponto x,eo de minimo em:

n
X
_ |1 l) i=1
(k o X
c

e N

que nao tem interpretacao estatistica. A existencia de um pon-
to de minimo mostra que a VMR(E) pode ser pouco simetrica. Co-
mo q <1, com probabilidade 1, se B#0, a fungao de VMR tende a
zero quando n aumenta qualquer que seja q, entretanto, q con-
trola a velocidade desta convergencia. O fato da estatistica r
ser o ponto de maximo implica que ela esta relacionada com a
localizagao da fungao de verossimilhanca marginal relativa, en-
quanto que a estatistica q esta relacionada com a informacao

contida na VMR(E) pois de (4.3.2) temos que,

lim VMR(E) = ¢"*F73 | (4.3.3)
| €]+
que & menor que 1 com probabilidade 1, se B#0. Assim, se £

tende ao infinito a sua fungao de verossimilhanca marginal re-
lativa nao e necessariamente pequena. Portanto, se g nao e pe-
queno (proximo de 1) e (n+k) nao e grande, o valor da VMR(+w)
nao sera muito pequeno, de modo que a fungao tera uma "cauda
longa" e nao sera informativa sobre o verdadeiro valor de £.
Na pratica, sua aproximacgao mais interessante & obtida
atraves da expansao de Taylor de segunda ordem do logaritmo de

(4.3.2) em torno do ponto X, que resulta em
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(g-x)°
exp ( - —— R (4.3.4)
2w(x )
Cc
com
n
2
2 L (4D
m(xc) « L0tK) AL 5 1 + rZ(%4-l] -
(n+k-3)n kb n
i 2 2
L %4
(n+k) i=17 1+ IZ(%_+%) )

{a¥k=3) nk{i~g=~)

sendo b estimador de maxima verossimilhanga de B e q definido
em (4.3.2), ou seja, a distribuigZo normal com media x, e va-
riancia w(xc), com toda a informagao contida nos dados resumi-
da apenas no ponto Xx (relativo E_locaggo) e na medida de dis-

/2

persao w(xc)1 (informando sua extensao).

Afim de determinar quao pequeno deve ser q2 para que a
verossimilhanga seja informativa, de encontrar o quanto uma apro-
ximagao do tipo (4.3.4) & razoavel e para investigar o compor-
tamento geral da funcao (4.3.2), Minder e Whitney (1975) fize-
ram algumas simulacoes com diferentes valores para os parame-
tros o, B e 02. Concluiram que o plano experimental e os pa-
rametros devem ser tais que 1-p (sendo p o coeficiente de cor-
relagao entre x e Y) tenha pequeno valor, ou seja, que as va-
riaveis Y e x sejam altamente correlacionadas e que a estatis-
tica q2 tambem seja pequena. Nos casos por eles estudados, te-
mos que, para amostras de tamanho entre 5 e 10, com k=1, a es-

tatistica q° deve ser menor que 10-6, mas para amostras de ta-

: . 2 -~
manho maior, valores um tanto maiores de q sao tolerados.
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De qualquer modo, a analise da fungao de verossimilhanga
indica qual estimador pontual nao e razoavel, sendo este "in-
dicador facil"™ que a torna um instrumento util.

0 artigo de El-Shaarawi (1977) apresenta a fungao de ve-
rossimilhanga marginal para o caso em que a relagao entre as

variaveis Y e x e expressa por uma fungao polinomial do p-esi-

mo grau.

EXEMPLO 4.4 (continuagao do Exemplo 1.1)

n
OBSERVAQKO: nesta segao consideramos z:x.=0, e, portanto, 0s
i=1 *
abaixo sao tais que satisfazem esta condicao, mas,
entre parenteses, mostrar-los-emos novamente, po-
rem, na escala utilizada no restante do trabalho.

Tomemos, como exemplo, os dados da calibraggo do termo-
par, observando, na segunda etapa do procedimento, ovalor 200°¢.
Como vimos, no Exemplo 2.1, a estimativa do verdadeiro valor
da temperatura correspondente a esta temperatura observada, pe-
lo metodo de maxima verossimilhanga, e xc=—33,144 (216,856°C).
A sua fungzo de verossimilhanga marginal relativa, por (4.3.2),
e dada por:

~4, 2 7
UMR(E) = | 82664 x 1077E" + 96,292

£2 + 66,244 + 1194,105

As principais caracteristicas desta funcgao de verossimi-
lhanga marginal relativa sao: ki) o ponto de maximo em =-33,144
(216,856°C),quando a fungao atinge o valor 1,0; (ii) o ponto
de minimo em 4.359,723 (4.609,723°C), quando a fungao assume o

=23

valor 5,53 x 10 ; (111i) a-fﬁngao assintoticamente tende a

5,86 % 18 22, ou seja, lim VMR(E) = 5,84 x 10 2%:; (iv) o eon-
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junto de verossimilhanga da fungao de 57 que €, aproximadamen-
te, o intervalo entre os pontos(-Mh3;-26ﬁ)(QO%7%H 224,000)),
que pode ser interpretado como 957 da informagao da fungao con-
tida entre estes limites, o de 10% e, aproximadamente, o inter-
valo (-39,3; -27,1)((210,7°C; 222,9°C)) e o de 50%, aproxima-
damente, (-36,3; -30,0)((213,7°%c; 220,0°C)), e (v) a forma da
fungao representada na Figura 4.3.1.

Analisando estes resultados, notamos que os intervalos de
verossimilhanga de 5% e 107 sao pequenos, 4,7% e 2,0%, respec-
tivamente, em relagao ao comprimento do intervalo de calibracgao
(-150; 150) ((100°Cc; 400°C)), mostrando uma concentracao da fun-
gao e, portanto, das informacoes contidas na fungao sobre over-
dadeiro valor de £, em torno do ponto L Temos, tambem, que
VMR (+®) € muito pequeno, de modo que a funcao tem "cauda" ex-
tremamente "estreita'", implicando numa "perda" muito pequena de
informagao nas "caudas" da fungao. Alem disto, verificamos, pe-
lo seu grafico, que a fungao tem um comportamento extremamente
regular.

Podemos concluir, atraves da fungao de verossimilhanga
marginal relativa, que nao existe nenhum empecilho para o uso
do estimador de maxima verossimilhanga, xc=-33,144 (216,856OC),
como estimador do parametro £ correspondente a temperatura de

200°C observada no termopar.
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4.4. ESTIMADOR SEQUENCIAL

Um metodo de estimagao sequencial de € foi proposto por
Perng e Tong (1974) baseado nas regras de amostragem sequencial
desenvolvidas por Chow e Robbins (1965) e por Gleser (1965) pa
ra regressao linear simples. Consiste, em linhas gerais, de um
processo de amostragem sequencial em duas etapas. A primeira,
com uma regra de parada para-é amostragem da sequencia {Yi}’
1=1,2,40e50344. , COm O objetivo de estimar os parametros o e
B da linha de calibragao, e uma segunda etapa, se B e signifi-
cativamente diferente de zero, com uma regra de parada para as
sequencias {Yoi}, i=1,2,...,k,... , correspondentes ao para-
metro £. No final do processo, obtemos um intervalo para & com
amplitude, 2d2, prefixada e com o limite da probabilidade de
"decisao correta" igual a (l-a) fixado. Salientamos que, nos ou
tros metodos de estimagao, consideramos n o tamanho da amostra
do par (Xi’Yi) e k o tamanho da amostra de YOi como sendo fixos
e entao o comprimento do intervalo e a precisao dos estimado-
res como sendo uma consequencia dos erros aleatorios. Neste ca-
50, O que ocorré e justamente o oposto, ou seja, fixamos a am-
plitude do intervalo em 2d2 e a "precisao" do estimador de B
em d;, e amostramos a sequéncia {Yi} e {Yoi} ate que as duas con-
digoes estejam satisfeitas. Portanto os tamanhos ne k das amos -
tras tornam-se variaveis aleatorias (denotadas por N e K res-
pectivamente).

Tomemos o modelo (2.1.3) e fixemos as constantes d1> 0,
d2> 0 e (1-a) € (0,1). O procedimento da amostragem sequencial

consiste de duas fases.

Na primeira etapa, observamos a sequencia {Yi} para os
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{xi} fixados correspondentes. Comegamos observando Yl""’Yn
0
com ng, > 2 fixo, e entao amostramos sequencialmente, isto e, um

a um os Yi’ is= n0+1,...,n,... parando em N, o primeiro inteiro

n Zno tal que:
2 n
d] 3 (x,-%(n))
.2 1 ' s
ol(n)+—) < (4.4.1)
n 2
Za/2
- L =
onde x(n) = = Z X
i=1
22 1 & 2
e Gi(n) = = igl(yi- a(n) - b(m)x,)"

sendo a(n) e b(n) Os estimadores de minimos quadrados de o e B

(2.B) baseados nas n observagaes (Xi’Yi)’ d. uma constante fi-

1

xa e za/2 o (1-a/2)-esimo quartil da distribuicao normal padro-
nizada.

Se lb(N)|< dl, concluimos que o parametro B nao & signi-
ficativamente diferente de zero e que o modelo nao é convenien-

te para estimar £.

Caso contrario, se |b(N)|> dl’ prosseguimos para a segun-

... 5
da etapa. Observamos inicialmente YOI’YOZ""’YOkO’ com ko-.2
fixado, e, em seguida, os YOi’ i= k0+1,...,k,... » sequencialmen-
te ate K, o primeiro inteiro k.zko tal que:
Oy(k) +¢| s (4.4.2)
ZZ

o/2
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onde b(N) e o estimador de mInimos quadrados baseados nas N ocbser-

vagoes (xi’Yi> iniciais, ZOL/2 como foi definido em (4.4.1), d2

uma constante prefixada correspondente a metade da amplitude do

intervalo de £ e

-2 1 & - 2
Gy(k) = ¢ 3 (¥, ¥ (k)
i=1
— 1 k
sendo Yo(k) =% igaYoi

(B, - d, 5 B+ d)) (4.4.3)

de amplitude 2d2 onde

i YO(K)-a(N)

° b (N)
e com probabilidade de decisao correta aproximadamente (1l-a),

pois Perng e Tong (1974) demonstram que se B=0, entao

lim P(decisao correta) = (1l-q)

d1+0

e se B#0 e {Yoi} € uma sequencia de variaveis aleatorias con-

- ~
tinuas, entao

lim 1lim P(decisao correta) = (1-a)

d2+0 d1+0

Por decisao correta, entendemos nao seguir para o segun-

.do estagio se B=0 e prosseguir para o segundo estagio se B #0

e £ pertencer ao intervalo (4.4.3).
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Temos, tambeéem, que os estimadores a(N) e b(N), com a re-
gra de parada (4.4.1), sao estimadores assintoticamente nao vi-
ciados de o e B para dl-*O. Outro resultado e, se a varian-

cia dos erros for finita (02 <®), que
P(N <o) = P(K<w) =1 ,

garantindo deste modo o fim do processo de amostrageme a exis-
tencia, se B #0 (estatisticamente), de um intervalo para &.
Observamos que, do modo que o metodo sequencial e cons-
- . : 2 :
truido, ou seja, estimando O para cada uma das fases indepen-
dentemente, a variancia dos erros € nao precisa necessariamen-
te ser a mesma nas duas fases do processo. Desta forma, pode-
mos obter intervalos para & em problemas praticos onde a supo-
. =r 2 - .
sigao de 0 constante nas duas etapas e violada, como ocorre
especialmente quando um instrumento e calibrados em condigoes
padronizadas de laboratorio e posteriormente e utilizado em um

ambiente nao controlado.
EXEMPLO 4.5 (continuagao do Exemplo 1.1)

Baseado no Exemplo 1.1, podemos simular uma amostragem
sequencial para obter um intervalo do valor correspondente as
"leituras" de YO. Fixemos a "precisao" de B, dl’ em 0,01, aam-
plitude do intervalo, 2d2, em 8°C e a probabilidade de '"deci-
sao correta" em 0,95..

Para a estimagao da linha de calibragao, primeira etapa

do processo, tomemos inicialmente n, = 4 observagoes, conforme

Tabela 4.1-A. Obtemos 51(4) + 0,25 = 1,298 que & maior que

(0,01)2(46.800)/(1,96)2 = 1,218, de modo que, pelo criterio de



TABELA 4.1: AMOSTRAGEM SEQUENCIA - 12 ETAPA

A. n0=4
OBS TEMPERATURA | TEMPERATURA | TEMPERATURA ERRO
’ REAL OBSERVADA ESTIMADA
- *i Vi Y4 €i
1 100 88,8 88,68 0,12
2 160 146,2 145,58 0,62
3 280 257,7 259,40 -1,70
4 380 355,2 354,24 0,96
a(4) = -6,166 b(4) = 0,948 6%(4) = 1,048
B. n=5
OB TEMPERATURA | TEMPERATURA | TEMPERATURA EREG
) REAL OBSERVADA ESTIMADA :
L *y Vi Vi €i
1 100 88,8 88,68 0,12
2 160 146,2 145,65 0,55
3 280 257,7 259,58 -1,88
4 320 298,1 297,56 0,54
5 380 355,2 357,53 0,67
a(5) = -6,270 b(5) = 0,949 6%(5) = 0,921
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parada (4.4.1) da amostragem sequencial, temos que adicionar
mais uma observacgao de Y. na amostra. Na Tabela 4.1.B encontra-
mos os resultados, para a amostra de tamanho 5, a condiggo de
parada (4.4.1) de amostragem esta satisfeita pois 5?(5)+ 0,20=
= 1,121 que e menor que (0,01)2(53.280)/(1,96)2 = 1,387. Te-
mos, tambem, que Ib(5)| = 0,949 € maior que d, = 0,01, ou se-

1

ja, B e significativamente diferente de zero implicando que o

modelo ajustado:

Yi = a(5) + b(S)xi i=1,2,..., 5

e conveniente para estimar §. Portanto podemos seguir para a
segunda fase do processo.

Iniciamos, a fase de estimacao de £, fixando k0=3 obser-
vagoes (para simularmos a amostragem desta segunda etapa sor-
teamos aleatoriamente amostras da distribuicao normal com mée-
dia 200 e desvio padrao 2,4): 203,00%, 198,17°¢C e 201,51°C. Obtemos,
entio, 85(3) +0,333 = 12,568 que & maior que (4)23(b(5))%/(1,96)2 =
= 11,264 e concluimos, pelo criterio de parada (4.4.2), que de-
vemos incorporar mais uma "observagao" de YOi na amostra. Obser-
vamos o valor ZWLSB% resultando 53(4)+ 0,25 = 12,584 que & menor
que UOZAOWSDZ/(1$6)2 = 15,019 que satisfaz a condigao de para-
da (4.4.2). De maneira que podemos finalizar a amostragem se-

quencial dos YOi'

O intervalo estimado, com probabilidade de "decisao cor-

reta" 0,95, para o valor real da temperatura correspondente as

"leituras" Y, do termopar e:

X = 218,09 + 4 = 222,09°%

sup

214,09°

H
I

218,09 - 4

inf



COMENTARIOS E CONCLUSDES

Atraves do exposto, no que se refere aos estimadores pon-

tuais mais utilizados na pratica - estimador classico e inver-

so -, parece-nos, de modo geral, que o método clagssico oferece

uma estimativa melhor para o parametro { pois, por diversos cri-

terios de comparagao, obtemos que, apenas em um "pequeno" in-

tervalo em torno da media dos pontos do intervalo de calibra-

¢ao, o metodo inverso apresenta um melhor desempenho, mas g

tecnica classica deve ser sempre acompanhada de uma aualise de

verossimilhanga para podermos, ao menos, avaliar quando o seu
uso nao e indicado.

Outro aspecto e a importancia dos intervalos de confian-
¢a a fim de termos uma nogao mais ampla da exatidao da estima-
tiva do parametro £, contudo, na realidade, o experimentador ou
usuario esta interessado em obter somente um valor pontual, mas
as informagoes referentes aos intervalos de confianga podem ser
utilizadas para chegar a estimativa final do parametro. Se a

diferenga entre diversos estimadores pontuais & desprezivel em
relagao ao comprimento dos intervalos de confianga, digamos de
coef?éiénterde 907% ou 95%, questoes sobre viés e variancia in-
finita tornam-se secundarias. Vejamos o exemplo analisado nes-
te trabalho para determinar o valor da temperatura real £ cor-
respondente a leitura de 2OOOC, observada no termopar: pelo me-
todo classico obtivemos 216,856°C e pelo inverso 216,877°C,
portanto, podemos considerar E = 216,900, 0 que nos parece um

arredondamento razoavel comparando com a magnitude do compri-

mento de seu intervalo de 957 de confianga classico (11,3°C),mas se-
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ria extremamente enganoso se seu comprimento fosse de, por exemplo,
o . ~ - . - »
1°C. No caso ez que as diferengas sao despreziveis, e mais re-

levante saber se temos um experimento de calibragao "bem" ajus-

tado do que quazl o estimador a ser usado. Deste modo, torna-se
evidente a necessidade de um aprofundamento dos estudos do pla-
nejamento de experimentos (design of experiments). O artigo re-
cente de Bronaccorsi J.P. (1986), "Design considerations for
calibration" (Technometrics 28(2), 149-155), mostra nitidamen-

te esta preocupacgao.

/////7 Por outrc lado, quando o processo de obtenggo dos dados

7/ de calibragao & muito trabalhoso e dificil, podemos utilizar,
aliada a uma tecnica de planejamento de experimento, a estima-
¢ao sequencial que, apesar de ser um metodo mais trabalhoso,
tem a vantager de, a partir do momento em que estabelecemos a
precisao da estizativa do parametro B e o comprimento do intervalo desejado,
necessitar de uma amostra de tamanho menor possivel para que
estas condigoes estejam satisfeitas.

Salientzzos, tambem, a importancia dos métodosbayesianos
principalmente por apresentarem a possibilidade de incorporar-
mos a estimagz> do parametro £ as nossas impressoes subjetivas
quando estas nzo podem ser despreziveis. Entretanto, para es-
tes metodos, ¢ imprescindivel um estudo mais profundo do ponto
de vista de suaz aplicabilidade em problemas concretos.

Finalmente, concordamos com Williams (1969a) quando afir-
ma que: "Os metodos de regressao sao muitas vezes necessarios
na analise dos dados de calibragao, mas esta provado que a apli-
cagao sem espirito de critica das técnicas pode levar a inter-

pretagoes erroneas. A simplicidade e validade dos metodos de

regressao, em particular agora que os programas de regressao,
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para computadores, sao produzidos como "pacotes'", tornam-nos
particularmente sujeitos a usos incorretos. Os problemas de ca-
libragﬁo geralmente nao podem, no nivel em que se encontram,
ser considerados totalmente "empacotados". A experiencia fisi-
ca deve ser entendida antes de determinar qual o modelo mate=-
matico e o método de analise estatistica apropriado. Metodos
incorretos e interpretagoes erradas podem provir de uma ma in-
terpretaggo do processo de aquisiggo dos dados ou de um conhe-

cimento inadequado da teoria estatistica".



ANEXO

TABELA 1 - Percentagem de pontos da estatistica de t-Bonferro-

ni (fonte: Dunn, 1961)

o
Tabela dos valores ta/Zm onde P(T > tu/Zm 7

tem distribuigao t-student com v graus de liberdade.

) e T

TABELA 2 - Distribuigao do maior valor absoluto de m variaveis
t-student (fonte: Hahn e Hendrickson, 1971)
Tabela dos valores a, onde P(Q 2 qa) = aeQeomaior
valor absoluto de m variaveis com distribuigao t-

-student, tendo cada variavel Vv graus de liberdade.

TABELA 3 - Percentagem de pontos do argumento F (fonte: Lieber-
man e Miller, 1963)

1 2

\ xz/v

Z_ +7_+1
Tabela dos valores c* onde P 2 c*)

22 sao variaveis independentes com distribuicao nor-
. 2 : ; .~ .
mal padronizada e ¥  tem distribuicao qui-quadrado

com V graus de liberdade.

TABELA 4 - Constantes ) para intervalo simultaneo ilimitado mo-
dificado por Oden (fonte: Oden, 1973)
Tabela dos valores da constante A tal que a condi-

g¢ao (2.3.20) esteja satisfeita para f = AfB quando

t* < 2n1/2.
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TABELA 5 - Constantes c para intervalo simultaneo 1ilimitado
proposto por Scheffe (fonte: Scheffe, 1973)
Tabela dos valores c¢' tal que ¢ =1 + (0,01)c', on-
de a barra sobre o inteiro significa valor negativo

e V = n-2 graus de liberdade.
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TABETLA 1

PORCENTAGEM DE PONTOS DA ESTATISTICA DE t - BONFERRONI

a = 0,05

m\v 5 7 10 12 15 20 24 30 40 60 120 =
2 3,17 2,84 2,64 2,5 2,49 2,42 2,39 2,3 2,33 2,30 2,27 2,24
53,54 3,13 2,67 2,78 2,69 2,61 2,55 2,54 2,50 2,47 2.43 2,39
4 3,81 3,34 3,00 2,94 2,84. 2,75 2,70 2,66 2,62 2,53 2.54 2.50
5 4,04 3,5 3,17 3,06 2,95 2,85 2,80 2,75 2,71 2,66 2.62 2.58
6 4,22 3,64 3,25 3,15 3,04 2,93 2,88 2,83 2.78 2,73 2.63 2.64
7 4,3 3,7 3,37 3,24 3,11 3,00 2,94 2,89 2,84 2,79 2.74 2.69
8 4,53 3,86 3,45 3,31 3,18 3,06 3,00 2,94 2,39 2,84 2.79 274
9 4,66 5,95 3,52 3,37 3,24 3,11 3,05 2,99 2,93 2,83 2.83 2.77
10 4,78 4,03 3,58 3,43 3,29 3,16 3,09 3,03 2,97 2,92 2.86 2.8l
15 525 4,3 3,83 3,65 3,48 3,33 3,26 3,19 3,12 3.06 2.99 2.94
20 560 4,5 4,01 3,80 3,62 3,46 3,33 3,30 3.23 3.16 3.09 302
25 5,8 4,78 4,15 3,93 3,74 3,55 3,47 3,39 3,31 3,24 3.16 3.0
30 615 4,95 4,27 4,04 3,82 3,63 3,54 3,46 3,53 3,30 3.22 315
35 636 509 4,37 4,13 3,9 3,70 3,61 3,52 3,43 3.34 3.27 319
40 6,5 521 4,45 4,20 3,97 3,76 3,66 3,57 3.43 3,39 3.31 3.23
45 6,70 531 4,53 4,26 4,02 3,80 3,70 3,61 3,51 3,42 3.34 3.26
50 6,86 540 4,59 4,32 4,07 3,85 3,74 3,65 3.55 3,46 3.57 3.29
100 8,00 6,08 5,06 4,73 4,42 4,15 2,04 3,90 3.79 3.69 3.53 343
250 9,68 7,06 5,70 5,27 4,90 4,56 4,d% 4,2% 4,1% 397 3.33 3.72

a = 0,01

m\V.s5 7 1o 12 15 20 24 30 40 60 120 =
2 4,78 4,03 3,58 3,43 3,29 3,16 3,09 3,03 2,97 2,92 2,86 2,81
3 525 4,3 3,83 3,65 3,48 3,33 3,26 3,19 3,12 3.06 2.59 2.94
4 560 4,5 4,0l 3,80 3,62 3,46 3,38 3,30 3,23 3.16 3.09 3.0
5 589 4,78 4,15 3,93 3,74 3,55 3,47 3,39 3,31 3.24 3.16 3.09
6 615 4,95 4,27 4,04 3,82 3,63 3,50 3.46 3,38 3,30 3.22 3.15
7 63 509 4,37 4,13 3,9 3,70 3,6l 3,52 3,43 3/34 3.27 319
8 6,5 521 4,45 4,20 3,97 3,76 3,66 3,57 3,48 3,39 3.31 3.23
9 670 5,31 4,53 4,26 4,02 3,80 3,70 3,61 3.51 3.42 3.34 3.25
10 6,8 540 4,5 4,32 4,07 3,85 3,74 3,65 3.55 3.46 3.37 3.29
15 7,51 5,79 4,86 4,56 ¢,25 4,03 3,91 3,80 3.70 3,59 3,50 3.40
20 8,00 6,08 5,00 4,/3 4,42 4,15 4,04 3,90 3.79 3,69 3,55 3.48
25 8,37 6,30 520 4,86 4,53 4,25 4,1* 393 3.88 3,76 3.04 3.54
30 8,66 649 533 4,95 4,61 4,33 4,2* 4.13 3,93 3.81 3,69 2.59
35 8,95 6,67 5,40 5,04 '4,71 4,39 4,3* 4,26 3,97 3.84 3,73 2.63
4 9,19 6,83 5,5 5,12 4,78 4,46 4,3* 4,1% 4,01 3.9 3.77 3.6
45 9,41 6,93 5,60 5,20 4,84 4,52 4,3* 4,2¢ 4,1% 3,93 3,80 3.9
50 9,68 7,06 5,70 527 4,90 4,56. 4,4* 4,2% 4.1%* 3.97 3.83 3,72
100 11,04 7,80 6,20 5,70 5,20 4,80 4,7* 4.4% 4,5% 4,00 3,39
250 13,26 8,83 6,9% 6,3* 5,6% 5,26 5.0% 4,9% 4.8* 4,11

* OBTIDAS POR INTERPOLAGAO GRAFICA




DISTRIBUICAO

DO MAIOR VALOR ABSOLUTO DE m VARIAVEIS

t

- STUDENT

o= 0,10

J\m 1

2

3

4

5

6

3

10

15

3 2,353
4 2,132
5 2,015
6 1,943
7 1,895
8 1,360
9 1,833
10 1,813
11 1,79
12 1,782
15 1,753
20 1,825
25 1,708
30 1,697
40 1,684
60 1,671

2,989
2,662
2,491
2,385
2,314
2,262
2,224
2,193
2,169
2,149
2,107
2,065
2,041
2,025
2,006
1,986

3,369
2,976
2,769
2,642
2,556
2,494
2,447
2,410
2,381
2,357
2,305
2,255
2,226
2,207
2,183
2,160

3,637
3,197
2,965
2,822
2,725
2,656
2,603
2,562
2,529
2,501
2,443
2,386
2,353
2,331
2,305
2,278

3,844
3,368
3,116
2,961
2,856
2,780
2,723
2,678
2,642
2,612
2,548
2,486
2,450
2,426
2,397
2,363

4,011
3,506
3,239
3,074
2,952
2,881
2,319
2,771
2,733
2,701
2,633
2,567
2,528
2,502
2,470
2,439

4,272

3,722 .

3,430
3,249
3,127
3,038
2,970
2,918
2,375
2,840
2,765
2,691
2,648
2,620
2,585
2,550

4,471
3,887
3,576
3,384
3,253
3,158
3,086
3,029
2,984
2,946
2,865
2,786
2,740
2,709
2,671
2,634

4,631
4,020
3,694
3,493
3,355
3,255

© 3,179

3,120
3,072
3,032
2,947
2,863
2,814
2,781
2,741
2,701

4,823
4,180
3,837
3,624
3,478
3,373
3,292
3,229
3,173
3,136
3,045
2,956
2,903
2,863
2,833
2,782

[o2]

10

12

15

20

3,183
2,777
2,571
2,447
2,365
2,306
2,262
10 2,228
11 2,201
12 2,179
15 2,132
20 2,086
25 2,060
30 2,042
40 2,021
60 2,000

H
cCoNoOUTae W g
'_l

3,960
3,382
3,091
2,916
2,300
2,71¢
2,657
2,609
2,571
2,540
2,474
2,411
2,374
2,350
2,321
2,292

4,764
4,003
3,619
3,389
3,236
3,128
3,045
2,934
2,933
2,892
2,805
2,722
2,673
2,641
2,603
2,564

2,649

B> UTOY 00 - Oy UL

N S N s N NS~

LW ww Wi & Ul

5,812
4,817
4,312
4,008
3,305
3,669
3,552
3,408
3,400
3,345
3,227
3,114
3,048
3,005
2,952
2,900

6,015
4,975
4,447
4 ,129
3,916
3,764
3,651
3,562
3,491
3,433
3.309
3,190
3,121
3,075
3,0L9
2,964

6,253
5,166
4,611
4,275
4,051
3,891
3,770
3,677
3,602
3,541
3,409
3,282
3,208
3,160
3,100
3,041

6,567
5,409
4,819
4,462
4,223
4,052
3,923
5,823
3,743
3,677
3,535
3,399
3,320
3,267
3,203
3,13

2

6

3

10

12

20

7,127
5,462
4,700
4,271
3,993
3,809
3,672
3,567
3,485
3,418
3,275
3,149
3,075
3,027
2,969
2,913

8,479

6,362
5,398
4,855
4,510
4,273
4,100
3.969
3,565
3,782
3,603
3,446
3,354
3 295
3,223
3.154

9,277
6,397
5,812
5,202
4,814
4,547
4,353
4,205
4,037
3,995
3,800
3,617
3,514
3,448
3,367
3,290

9,838
7,274
6,106
5,449
5,031
4,742
4,532

4,373

4,247
4,145
3,935
3,738
3,626
3,555
3,468
3,384

10,262
7,565
6,333
5,640
5,198
4,394
4,672
4,503
4,370
4,283
4,04C
3,831
3,713
3,637
3,545
3,456

10,616
7,801

6,519

3,798
5,335
5,017
4,785
4,609
4,470
4,359
4,125
2,507
3,783
3,704
3,607
3,515

—

3,636

11,550
8,451
7,050
6,250
5,7%
5,361
5,103
4,905
4,750
4,625
4,363
4,117
3,978
3,889

3,730
3,676
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TABELA 3

PORCENTAGEM DOS PONTOS DO ARGUMENTO F

G\Sg 0,5 0,3 .0,1 0,05 0,01 0,001
1 2,399 4,264 13,16 26,40  132,1 1321,0
2 1,933 2,792 5,275 7,604 17,26 54,75
3 1,810 2,439 3,978 5,192 9,210 20,13
4 1,743 2,280 3,471 4,329 6,851 12,54
5 1,711 2,189 3,204 3,894 5,781 9,569
6 1,686 2,130 3,039 3,635 5,183 8,051
7 1,668 2,088 2,928 3,463 4,805 7,148
8 1,654 2,056 2,848 3,341 4,546 6,555
9 1,643 2,032 2,788 3,251 4,357 6,139
10 1,634 2,013 2,741 3,181 4,214 5,331
1 1,627 1,997 2,704 3,126 4,102 5,594
12 1,620 1,934 2,673 3,080 4,012 5,408
13 1,615 1,973 2,647 3,043 3,939 5,257
14 1,610 1,94 2,626 3,011 3,877 5,132
15 1,606 1,956 2,607 2,984 3,825 5,027
16 1,602 1,949 2,591 2,961 3,780 4,933
17 1,599 1,942 2,577 2,941 3,741 4,862
18 1,596 1,937 2,564 2,923 3,707 4,795
19 1,594 1,932 2,553 2,907 3,677 4,737
20 1,591 1,928 2,544 2,893 3,650 4,685
21 1,589 1,924 2,535 2,380 3,626 4,639
22 1,587 1,920 2,527 2,369 3,605 4,593
235 1,585 1,917 2,519 2,858 3,585 4,561
24 1,584 1,313 2,513 2,349 3,567 4,527
25 1,532 1,911 2,507 2,840 3,551 4,496
26 1,581 1,308 2,301 2,832 3,536 4,468
27 1,579 1,306 2,49 2,825 3,523 4,443
28 1,573 1,904 2,491 2,818 3,510 4,419
29 1,577 1,902 2,437 2,812 3,493 4,397
30 1,576 1,900 2,482 2,806 3,488 4,377
35 1,571 1,892 2,466 2,762 3,443 4,295
40 1,568 1,886 2,453 2,764 3,411 4,235
45 1,566 1,882 2,443 2,750 3,386 4,139
50 1,563 1,878 2,436 2,739 3,366 4,153
60 1,560 1,873 2,424 2,723 3,336 4,099
70 1,558 1,869  Z,41% 2,712 3,316 4,062
80 1,556 3,866 2,410 2,703 3,300 4,034
% 1,555 1,864 2,405 2,696 3,288 4,013

7
100 1,554 1,862 2,401 2,651 3,279 3,996
1
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TABELA 4
CONSTANTES PARA INTERVALO SIMULTANEO MODIFICADO
POR ODEN
p = 0,90 p=0,95 p = 0,99
n o
0,10 0,05 | 0,10 0,05 |0,10 0,05
10 0,75 0,76 | 0,78 0,78 |o0,81 0,81
20 0,79 0,79 | 0,81 0,81 |o0,84 0,84
100 0,37 0,86 | 0,88 0,88 |o0,91 0,90
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TABETLA

CONSTANTES c¢ PARA INTERVALO SIMULTANEO PROPOSTO POR

SCHEFFE
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5

TABETLA

CONSTANTES ¢ PARA INTERVALO SIMULTANEO PROPOSTO POR

SCHEFFE
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TABETLA

POR

CONSTANTES c¢ PARA INTERVALO SIMULTANEO PROPOSTO

SCHEFFE

a=0,01
10 /15 20 30 40 60 80 1,0 1,5 2,0 3,0 4,0
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TABETLA

CONSTANTES ¢ PARA INTERVALO SIMULTANEO PROPOSTO POR

SCHEFFE
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