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INTRODUÇÃO

objetivo primordial desta dissertação 8 apresentar os

principais métodos desenvolvidos para a solução do problema de

calibração ou de regressão inversa. Além disto, sempre que pos-

sível, realizamos comparaçoes entre estes diversos métodos

No primeiro capltulop expomos o problema da calibraçaoe,

para melhor explicita-lo, descrevemos alguns exemplos de apli-
cação! assim como algumas maneiras de classifica-jo.

Os metodos de estimação clássica, tanto pontuais quanto

por intervalos, sao abordados no Capítulo 2. Estes se caracte-

rizam por serem baseados na linha de regressão definida no ex-

perimento de calibração. No final deste cap;fulo, ênfatizainos

os meios alternativos para estimação quando as suposiçoes bá-
sicas do modelo sao transgredidas

O Capitulo 3 trata das técni.cas de estimação, pot inter-

valo e pontual, fundamentadas na linha de regressão invertida,

ou seja, da variável independente pela variável dependente do

experimento de calibração - os chamados estimadores inversos

Completamos este capitulo com um histórico e alguns resultados

da controvertida comparação entre os dois estimadores - o cl;s-
sico e o inverso.

Outros metodos de estimação sao colocados no i;ltímo ca-

pítulo: a estimação estrutural, as tecnícas bayesianas, a ana-

lise de verossimilhança e a estimação sequencial

Em anexo, para maior facilidade de futuras utilizaçoes,

incluímos as tabelas necess;rias ;s construções dos esticado-

res por intervalo de confiança simula;neos referidos na Seçao 2.3.
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CAPITULO l

CONSIDE RAÇÕES GERAIS

A importância do estudo do problemade calibração esta re-

].acionada com apli.caçoes praticas em diversas áreas, tais como,

na Engenharia e na Física, para aferição de instrumentos de me-

dição de grandezas físicas (como amperímetros, termoparesp tre-

nas, etc.); na Medicina, tanto para calibrar instrumentos que

sao indicadores da saude publica(termómetros, medidores depres-

são sanguínea, entre outros) como para avaliar efeitos de do-

sagem de drogas; na Química e na Biologia, para determinar con-

centrações de so].uçoes, assim como, composiçoes de materiais

(atraves de fotometros de chama, de espectrofot8metros, de cro-

matografos, etc.). A caracterização destes problemas é feita a

se ruir na Seção l.l

A fim de defina.rmos melhor a calibração e para melhor in-

terpretação de sua teoria estatilstica, descrevemos, também, nes-

te capítulos deversos critérios de organização do assunto, as-

sim como alguns casos práticos em que esta situação ocorre

O Exemplo 1.1 e comentado mais detalhadamente, pois os

seus resultados servirão para ilustrar e comparar os metodos de

estimação apresentados no restante do trabalho.
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l . l DESCRIÇÃO DO PROBLEMA

O problema de regressão inversa ou de calibração é ca-

racterizado, estatisticamente, por duas vara;vens Y e x, supos-

tamente relacionadas atraves de uma função f conhecida, tais

que Y é um valor sujeito a um erro C de observação e x é uma

quantidade fixa e controlada,sem erro de medida,definida em um

intervalo 1 - chamado de intervalo de calibração - isto é,

Y = f(x) + e

A pari;vel aleatoria Y ê, também, mencionada como variável de-

pendente ou respostas enquanto que a vara.;vel x e referida,tam-

bém, por variável independente ou de prediç;o (predictor)

Numa primeira etapa - chamada de experimento de calibra-

ção - amostramos n observações de variável aleatoria Y{, a par'

tir de valores x.í, i= 1,...,n, prefixados de modo a estimarmos
a função f que relaciona as duas vara;vens

Subsequentemente, em uma segunda fase - a calibração pro'

priamente dita - fixamos ou observamos uma amostra aleatória de

tamanho k (kZI) de IEn valor variável deY,digamos YOp correspondente a

um valor de x desconhece.do. Então, desejamos estimar este valor

desconhecido x baseado nas informaçoes do ponto de interesse

YO e da função estimada no experimento de calibração. Resumi-

damente temos YO e queremos determinar o valor x corresponden-
te. Salientamos que este procedimento é o inverso do executado

nos metodos de previ.são utilizando uma curva de regressão, on-

de fixamos ou observamos um valor de x, digamos xoP e estimamos

o va.lar Y correspondente

Mui.tas vezes, o que ocorre é que temos duas técnicas pa-



3

ra obter uma medida de um fen;mente, uma x exala mas demorada e

trabalhosa e outra Y rápida e simples mas nao prece.sa. Supondo

as duas medidas de alguma forma relacionadas, o experimentador

quer, usando o método impreciso e mais simples, determinar ova-

lor exato da medida. Este procedimento ê, também, uma calibra-
ção.
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1. 2 ESQUEMAS DE CLASSIFICAÇÃO DA CALIBRAÇÃO

Williams (1969a) enfatizou que o termo calibração na li-

teratura e aplicado, sem distinção, a dois tipos de problemas

que sao conceituosamente diferentes, conduzindo amodelos esta-

t'lsticos diferentes. Ele os chamou de calibração "absolutaií
calibração ''comp arativa''

mg.Ê.ê.ç:B:j:.gA de

.ígi.vç !.!.y s q!...2âg! a o

ou aradulda..g.!e ; conhecida ou ; fei.ta com erro experimental

z!!!p.!ezÍvel. Este uso do termo ê o mais ligado com o sentido

original de calibraçag..que era a medida do diâmetro interno

(calibre) de um tubo para podermos classifica-lo. A calibra-

ção de testes químicos, usando como refez;ncia material.s de com-

posição conhecida, assim como as aplicaçoes citadas na ;rima

seção deste cap;tufo sao exemplos deste tipo de calibração.Nes-

te trabalhos exame.naremos essencialmente a calibração "absolu-

Denas por calibração.

Ao passo que,na calibração ''comparativa'', um instrumento

ou técnica de medida são cala.brados versus outros com nenhum

deles sendo medida padrão. Neste tipo de calibração pretende-

mos determinar a relação entre diversos testes ou instrumentos

que fornecem medi.das índiretas similares, isto e? domesmo teor,
nao existindo contudo medidas padroes como refez;nela. Um exem-

plo e a capacidade pulmonar humana que pode ser medida por dois

instrumentos, um, mais tradicional, e outro mais moderno,

portãti.l. Submetendo um grupo de indivíduos aos doi.s instrumen-

tosp podemos calibrar as medidas (ambas sujeitas aerro) dos dois

aparelhos. Outro exemplo e a concentração de hidrocarbonetos



5

polinuclear$!.Brota;tidos na ;g.l!!.que pode ser det.S.rBi.ngd3.

dais métodos pela cromatografia Íquxda e nela fluorescencta.

11.. u x114...r ç.!3 ç ã o
entre es tas duas medidas

A calibração ''absoluta'' pode ser classificada sob diver-

sos aspectos quanto: ao uso dos resultados da curva de calibra-

ção; a quem produz a curva de calibraçaole a natureza do expe-

rimento de calibração e da leitura desconhecida.

Infer;ncilas estatísticas diferentes s;o necessárias con-

forme o uso dos resultados obtidos da curva de calibração. Quan-

to ao uso, podemos classificar a calibração em: uso simples -

neste caso um experimentador calibra um procedimento com a fi-

nalidade de obter um i;naco valor desconhecido e relata-lo por

esticador pontual ou/e por intervalos, e uso mi;ltiplo - quan-

do a experiencía de calibração ã relativamente dif;cil de ser

executada e o instrumento ou o procedimento é estabelecido pa-

ra repetidos usos, então os resultados sao relatados por esti-

madores pontuais ou/e por intervalos simultâneos para a serie

de de terminações

A distinção entre quem produz a curva de calibração foi

salientada por Berkson(1969). Temos: usuãrio que produz - que

e o caso dos procedimentos de testes químicos usando amostras

padroes onde, geralmente, as duas etapasp a calibração do ex-

perimento e os subsequentes testes dos -materiais desconhecidos,

sao realizados pelo mesmo analista e nas mesmas conde.çoes am-

bientais, e externamente produzida - que ocorre quando um ins-

trumento deve ser enviado para um laborat8río para ser calibra-

do e o futuro uso do instrumento ê feito no campo de teste sob

conde.çoes diversas, nao controladas como as de laboratório e por

,/



6

indivíduos, ;s vezesp menos qualificados. Esta separaçaoiim-

portante pois pode implicar numa distorção da suposição de igual-

dade de vara;nela dos erros de medida das duas etapas que será

imposta ao modelo de dali.braçao.

Quanto a natureza do experimento de calibração, podemos

classificar a calibração em: planejada -- quando ela é realiza-

da em laboratórios físicos ou químicos onde podemos selecionar

os padroes de modo que o experimento de calibração atinjaa ex-

tensão da amplitude esperada das futuras leituras desconheci-

das, e natural - e o caso da calibração de procedimentos bio-

lógicos ou clínicos onde os padrões são um conjuntode materiais

disponl.vens, podendo ocorrer que os extremos da amplitude dos

valores nao sejam bem representados pelo material experimental

e,então,a exatidao da linha de calibração pode ser prejudi.cada

Sob o ponto de vista da natureza da leitura futura do pon-

to de interesse da curva de calibração, podemos dividir as ca-
q 6. N . + n +

libraçoes em: aleatórias - se o usuãrio pretende obtervalor ou

valores da curva de calibração correspondentes a um ou Tnais pon-

tos desconhecidos sobre os quais ele não tem nenhuma informa-

ção a priori al;m de ter razoes para esperar que as leituras

pertençam ao intervalo definido pelo experimento(chamado de

intervalo de calibração), e natural - quando as leituras da cur-

va de calibração sao valores desconhecidos que pertencem a uma

população especifica
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1 . 3 EXEMPLOS DE APLICAÇÃO

EXEMPLO l.l

Tomemos um exemplo descrito em Montgomery e Peck (1982)

da calibração de um termopar por um engenheilro mecânico. O ter-

mopar e um sensor de temperatura, constituído por dois metais

diferentes(ferro e constaneã) soldadosjuntos que, sobefeito do ca-

lor, converte a energia t;rmica em energia elétrica. Associan-

do ao termopar um galvanometro, podemé)s medir a voltagem que ê

proporcional ã temperatura, obtendo, desta forma, uma leitura

da temperatura. A experienczoa de caltübraçao foi feita por um

banho de temperatura constante em 16 níveis diferentes de tem-

peratura igualmente espaçada no intervalo de 100oC a 400oC. Ern

cada uma destas 16 temperaturas reais x{ (medidas por um ter-
mómetro padrão de exatidão conhecida) observamos una leitura Y

no termopar. O resultado do experimento e apresentado na Tabe-

la 1.1 e o gráfico de sua dispersão na Figura 1.1. Consideran-

do a existência de uma relação entre as duas medidas, podemos

ajustar uma funçãoYi: f(x.i) +e{ , i=1,..., 16. Subsequen-

temente o engenheiro obtém uma nova temperatura Yn:200oC usan-

do o termoparp necessitando então saber a temperatura real cor-

respondente a esta leitura de 200oC do termopar

l

EXEMP LO 1.2

Em um novo tipo de termómetro, n leituras Y{ sao reali

fadas a partir de temperaturas x{ predeterminadas e conhecidas

pelo uso de uma escala de temperatura padrão (de erro de medi-



8

TABELA 1.1: Temperatura real e observada
do Exemplo l.l

OBSERVAÇÃO
TEMPERATURA

REAL
TEMPERATURA

OBSERVADA
l x. yi
l 100 8 8, 8

2 120 1 08 , 7

3 140 1 29 , 8

4 160 1 4 6 , 2

5 180 1 6 1 , 6

6 200 1 7 9 , 9

7 2 20 2 02 , 4

8 240 2 2 4 , 5

9 2 60 2 4 5 , 1

10 2 80 2 5 7 , 7

1 1 300 277,0
1 2 320 2 9 8 , 1

13 3 40 3 1 8 , 8

14 360 3 34 , 6

15 3 80 3 5 5 , 2

1 6 400 3 7 7 , 0
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Figura l.l Gráfico da dispersão dos dados do Exemplo 1 .1
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da desprezível). Supomos que a relação entre as leituras Y: do

novo termometro e as leituras x. da escala padrão possa ser ex-

pressa por um modelo Y: = f(x:) + c::, i= 1,...,n, sendo e. oer-

ro aleatório da variável Y. Então, uma leitura(ditava)é obser-

vada no novo termómetro e é necess;río estimar a temperatura

correra correspondente ou seja, a leitura na escala padrão quan-

do no novo term8metto obtemos Y.

EXEMP LO 1. 3

Utilizando um fot8metro de chama podemos estimar a con-

centração de sodio numa amostra de Tnateria]. /L(]eterini.naçaQ..exa-

la da concentlaçao de socio pode ser obtida por.metodos padrões

que sao trcabalhosos, enquanto que a leitura do fot8metro de cha-

ma é rápida. Admitindo que exista uma relação, Y= f(x) +C, en-

tre as concentraçoes de sadio x e as suas correspondentes lei-

turas Y no fot8metro de chama. Submetemos um conjuntode n amos-

tras dos materiais, com concentração de sodio predeterminada, ao

fot8metro de chama. Seja Yn a leitura observadano fot8metro de

um material qualquer, que podemos converter em concentração de

sE;dio atraves do modelo estimado no experimento anterior

EXEMP LO 1.4

Supomos que podemos relacionar através de um modelo de

regressão o peso Y(em gramas) de certa raça de galinhas com o

tempo x (em s'emanas) em quedas foram submetidas a uma alimenta-

ção com uma determinada ração. O fazendeiro recebe um grupo de

galinhas que foram alimentadas com esta ração por um determi-
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nado n;mero de semanas (desconhecido para ele). Observando o

peso YO das galinhas, o fazendeiro quer estimar o número de se-

manas em que as galinhas foram alimentadas por esta ração.

E XEMP LO 1.5

Certa droga é ensaiada para bai.xar a pressão sanguínea.

Notamos que o numero de unidades de que apressao sanguínea se reduz

e uma função da quantidade de droga administrada em uma semana.

Por este período de tempo, n pacientes são tratados com dife-

rentes níveis xi da droga e os decréscimos da pressão sanguí-

nea Yi sao observados. Na aplicação do tratamento, um médico

mede a pressão do paciente e verifica de quantas unidades Y

ela deve ser reduzida. O problema é saber quantas unidades da

droga deve ser administrada ao paciente para baixar a pressão

de Y. unidades

0

E XEMPLO ].6

Podemos medir a densidade do corpo das pessoas obesas. A

densidade pode ser determinada de modo exato pela imersão na

agua. Consideramos que exi.ste uma relação entre a medida da den-

sidade x e o logaritmo da medida do di.;metro externo do triceps

Y. Calculamos a densa.dade de x{ de n pessoas pela imersão em

agua e medimos a grossura Yi de seus respecti.vos triceps, es'

tiramos a partir destes dados a função entre as duas medidas.

Dado YO Q logaritmo da medida do triceps de uma pessoal dese-

jamos obter a densidade correspondente ao seu corpo.
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EXEMP LO 1. 7

Seja uma partícula movendo-se em movimento uniforme a par'

tir de um ponto de reger;Doía, ou seja, S=a+Bx sendo S a dis-

tancia percorri.da em determinado espaço de tempo x. Assumimos

que o tempo pode ser observado sem erro de medida.' Entretanto,

a distancia S nao pode ser medi.da exatamente, de modo que po'

demos somente observar o valor Y onde Y=S+c, isto é, a ver-

dadeira distância percorrida S mais um erro aleatório e. Uma

amostra de n valores e obtida pelo pesquisador prefixando o tem-

po x{ e observando as distânci.as Y{ correspondentes. Assim, o

pesquisador pode estimar o modelo Y = a+ 13x +c. Posteriormente,

o pesquisador observa que a partícula se moveu uma dist;nela de

Yn unidades e deseja determinar qual foi o tempo necessário pa-

ra que a partícula percorresse esta distância Y.



CAPITULO 2

O ESTIMADOR CLÁSSICO

Vamos admi tír v;li.do o bode lo li.cear

a + Bx + E (2 .A)

onde Y ê uma variável aleat8ría

x e um valor fixo pertencente a um intervalo fechado l;

a e B sao parâmetros definidos em um espaço parametd.co Q;

c e o erro casual nao observável,

e seja(yl'xl),...,(yn'xn) uma amostra aleatória de tamanho n

do par(Y,x)(não necessariamente de valores diferentes). Supo-

mos, também, que os erros sejam identicamente distribuídos com

m;dia zero e vara;ncia a2 desconhecida, e n;o correlacionadas

Pe].o método dos mínimos quadrados(Graybi11(1976)), po-

demos obter o modelo ajustado, chamado no problema de calibra-

ção de linha de regressão padrão ou linha de calibração,

)

a + bx (2 .B)

onde

n
E: (x: - =) (Y: - ?)l li :l

ê o estimados do par;metro B,

a = Y - bx
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ê o es ti.dador do parâmetro a ,

sendo que

- l c'''n

x = -- )
rl .' '.

l =.L

Consideremos, agora, yn um valor observado ou fixado da

pari.ãvel Y. O esticador do par;metro € (valor do eixo x corres-

pondente a este valor yO) baseado na linha ajustada acima ;
usualmente chamado de está.dador de E. Belo método cl=

n

s s l co

- ]Y = =
n
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2 . 1 ESTIMADOR CLÁSSICO PONTUAL

Obtemos o estimados do parâmetro € mais intuitivo consi-

derando a ]inha de ca].i.braçao no ponto (yOPe) e resolvendo
a equação em EP isto ê

yO ' a + bt (2 . 1 . 1 )

conduzindo a

= --=-- ( 2 . 1 . 2)

que e um possível está.dador de (, sendo a e b os está.madores de

mínimos quadrados dos par;metros a e í3 dados eEn (2.B). Em (2.1.2)

e necessário supor b estatisticamente diferente de zero. Por

estatisticamente diferente de zero entendemos que P(b=0) = 0.

Este esticador é frequentemente chamado de esticador clãs-

si.co de e. Geometricamente, conforme ilustradona Figura 2.1.1,

consideramos a linha de regressão ajustada ou de calibração,

? = a+bx; desenhamos uma linha paralela ao eixo dos x no pon'

y01e simplesmente construímos a perpendicular a esta linha
no ponto de sua intersecção com a linha de regressão. Obtemos

como esticador de. € a intersecção desta perpendicular com o eixo x

y a

b

Figura 2.1.1 l Obtencõo grdfiw de xe
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Podemos generalizar o problema, nao mais considerando yn
como um valor fixo ou a variável aleatória Y. como uma iónica

observação da função de densa.dade determinada por e, mas o ve-

dor YO :(YOlp Y02p...' YOk) como sendo uma a.mo3tr.4 lea.torça,

de tamanho k, dos valores de YO observados da função de densi-
dade determinada por €

2.1.1 ESTIMADOR DE MÁXIMA VEROSSIMILHANÇA

O estirador clássico, acima construído de modo intuitivo,

e, também, o está.dador de máxima verossi.milhança de E. Para

mostrar isto, assumimos que observamos uma amostra aleatória de

tamanho n+k do modelo

Y. = a + Bx. + e.l l l

com ei- N(0Baz) e mutuamente independentes, decotada por

(xl'YI) ,(x2'Y2) ,.. .,(Xn'Yn) ,(e,Yn+l) ,(e,Yn+2) ,... ,(E,Yn+k)

onde a, B, oz e € sao valores desconhecidos

Notemos que,pela notação acima, os k ultimos valores de

Y(isto ê, Yn+l) Yn+2P..'' Yn+k) sao observaçoes da distribui-
ção normal com média a+ Be e vara;nela a2, ou seja, os valores

de YO correspondentes ao valer desconhecido e fixado e. As ou-

tras n primeiras sao referentes ã distribuição normal com me-

dia a+Bxi e variância az, sendo cada x{ fixado e conhecido.

Portanto, temos o segui.nte modelo:

Vi : a + Bxi + cj i = 1,..., n

Y{ = a + íiE + e: i = n+l,..., n+k

( 2 . 1 . 3)
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c. i.denticamente distribuídos com distribuição normal com

m;dia zero e vara;nela a2 e mutuamente independentes (i=1,2
n,n+l,n+ 2, . ..,n+k)

A função de verossimilhança correspondente ao modelo aci.-

ma e dada por

L(a, B,az, €7/'xlpylpx2py2 ' ' ' ' pxnpyQpyn+lpyn+2p ' ' ' 'yn+k)

=$# -- lsl:ü. .;:-.-'-:,' . :.!::',:-.-«,IJ

Os esticadores de máxima verossimilhança dos parâmetros

a, B, Oz e ÉI sao dados pelo ponto de máximo da função de veros-

similhança9 ou equivalentemente, pelo ponto .de máximo de

l-i" ':=:;Eln «.:' i'li::oi-'-B"i):'::;.:oi''-Bo:l
( 2 . 1 . 5)

Igualando a zero as derivadas parciais temos

n

i1li (Yj. - ?) (xi - ;)

i11: (x : - =) 2

[

Y - bx

Y - a
'o ' ,

b

( 2 . 1 . 6 )

e

;: - àll:.*:-'-'*:,: . :l$1:.*:- ,.,:1
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que sao respectivamente os esticadores de máxima verossilmi.Ihan

ça de B9 Q, € e az, sendo b IÉ 0 com probabilidade 1, e onde

YO { :Ê:*: - 1
e x B -

n

Isto pode ser resumido no seguinte te or ema

TEOREMA 2.1.1

Seja uma amostra aleat;ria(x{,Y{), i-1,2,...,n,com as va-
riáveis x e Y relacionadas pelo modelo linear Y. = a+í3x.+c.

onde e{ sao independentes e i.denticamente distribuídos com dis-

tri.buiç;o N(O,aó). Posteriormente, seja Yn+i' i:1,2,...,k,(kZI)
uma amostra aleatoria da distri.bui.çao normal com media a+ B€1

(€1 desconhecido) e varí=ncia oz. Sendo todas as pari;vens Y

independentes, os está.madoreg.de.p;X.i.pg verosslmilhança.. .de a,

B ,..Ç..E.g:. g.!?..p e] a s....e qXa ç ; e s.. Ç 2 . 1 . 6)

l l

l

OBSE RVAÇÕES l.l

(i ) Pode-se mos trai que

E(82) : n+k-3 a2
n+k

e, portanto, Õ2 e um esticador viciado do parâmetro(a2.

nimos ali , o estimados corrigido, como

-2 n+k -2

n+k-3

'...L
n+k-3 iÊI(Yi-a-bxi)2; + . E (Vi-TO)2

\

C

Defi

(2 . 1 . 7 )
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(ii) O está.dador de az, a: , depende tanto dos n valo-

res iniciais como dos k Últimos de Y{ 9 observados posterior-

mente para se estimar Ç. Isto nao ocorre quando k= 1, ou seja,

quando temos um8 lírica observação da variável aleatória Yr, OU

quando yO e um valor fixo. Cumpre salientar que estes sio os

casos mais comuns na pratica

Este estitnador da vara;nci.ap em termos de soma de

quadrados, engloba os desvios devidos a duas fonteêde variação:

2
- E ('r:-a-bx: )l li:l a variação devida aos erros do

ajuste da linha de calibração, chamada usualmen-

te de soma de quadrados do resíduo
n+k

n+t.(Yi'Y0)z; a variação devida aos erros de me-

dida da variável Y.

Notamos,também,que este está.Dador de az com n+k-3

graus de liberdade,para k 2 1, tem uma variância menor que a do

estimados Usual nao viciado de oz da regressão simples com n-2

graus de liberdade, melhorando, deste modo, a sua estimativa se

a suposilçao de a' for constante nas duas etapas da calibração
nao for vi.olada.

)

(iii) Se yO é um ponto fixo, temos

y0'a
b

tui tívamente , em (2 . 1. 2)

Cada no ponto (y08€);

Ee s t amador de09

invertendo linhaaS

e o es tímador corrigido de
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Oz do modelo de regressão simples

(i.v) No estimados de máxima verossimilhança de E substi
Caindo a = Y - bx. temos

= + 1 (?o - !') (2 . 1 . 8)

(v) Os esticadores a e b dos parâmetros a e B respecti--

valente, dependem semente dos n primeiros valores (Yip x{), de

modo que toda a teoria de regressão linear simples referente a

estes es timadores é valida

Portanto, segundo Graybil1(1976), sob hipótese de

normali.dade, além de esticadores de máxima verossimilhança, os
esticadores a e b sao os está.madores lineares não via.ados de

mínima pari;nela pois sao funçoes da estatística suficiente

completa. Sao tambern eficientes e consi.stentes em probabilidade

(vi) Os esticadores(2.1.6) e(2.1.7) são baseados na

estatística suficiente completa dos parâmetros a, B, Oz e €

Seja f a função de densidade conjunta de YlpY2»...p

YnPYn+lPYn+2P..''Yn+k'

f (Z ; a, B , a' , e)

n . n'+k .

jilt(yj.-a-Bx .) 2+iE l(yi-a-Be) 2wk
2

(2na') 2

exp

lâ:.-.,:':"'««,l
l

==:q '"



21

/

que podemos es crever na forma

exp -3 1ÊI,Í.}

h(Z) c( a,B,a'.e) exp (a,B,a2.e)Tj (z)

sendo
T l (11) T 3 (ZI)

T 2 (11) Tó (Z)

implicando que a função distribuição acima pertence a família

exponencial multa-parametrica de funçoes de distribuição can di-

mensão 4 e que T =(TI' T2' T3' T4) ; uma estatística sufici-
ente completa para o parâmetro 0 =(a,B,a',E)(ver Teorema5.6,

Seçao 1 . 5, Lehmann (1983) )

Desenvolvendo as fórmulas dos esticadores de m;xi-

ma verossimilhança de aP B, O'é e e, notamos que eles dependem

das observações YÍli=1,2,...,n+k, somente atrav;s da estatís-
tica suficien te completa T

EXEMPLO 2.](continuação do Exemplo l.l)

Seja o exemplo da calibração de um termopar descrito no

capitulo anterior. Pela analise de seu gr;fico de di.spersao

(Fig. 1.1), podemos supor que a temperatura real é linearmente

relacionada com a temperatura observada e adotar o modelo li.-

near. A linha de calibração por(2.1.2).i

?= -6P6698 + 0,9530x coma? d 5,8835(se knl)
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A estati8tica para o teste do modelo(ver Drapper & Smith

(1981)) ; tobs - 144,896, de modo que rejeitamos a hipótese

HO ; B ' O ep portanto, a inclinação da teta de cala.braçaoe di-

ferente de zero. Os resíduos (Tabe].a 2.1) da regtess;o mostram

que nao existe um comportamento atípico em nenhum ponto. Con-

cluímos que a linha de calibração tem bom ajuste e que pode ser

utilizada para estimaçoes da temperatura real correspondente a

futuras temperaturas observadas no termopar

TABELA 2.1 Temperatura está.mada pelo modelo

./

l .?,3i.6

OBS TEMPERATURA
OBSERVADA

TEMPERATURA
ESTlbíADA ERRO

l yi 'i e i

l 88, 8 88, 6 3 0 , 1 7

2 10 8, 7 107,69 l , o l

3 1 2 9 , 8 12 6 , 7 5 3,05
4 146 ,2 145 , 8 1 0 , 39

5 1 6 1 , 6 16 4 , 8 7 - 3 , 2 7

6 1 7 9 , 9 18 3, 93 -4 ,03

7 202, 4 203 ,00 -0 ,60

8 2 2 4 , 5 2 2 2 , 06 2 , 4 4

9 2 4 5 , 1 2 4 1. 12 3,98
10 25 7 , 7 260, 18 -2, 48

1 1 2 7 7 , 0 27 9, 24 -2 , 24

12 29 8, 1 29 8, 30 -0,20
13 3 1 8, 8 3 1 7 , 36 1 ,44

14 334,6 336, 45 - 1 ,82

15 355 ,2 355, 48 -0 ,2 8

16 37 7,0 3 74.5 4 2 ,46
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Suponhamos que o experimentador obtenha 8 leitura de

.YO : 200"C ho termopar e deseje determi.nar a temperatura real
correspondente. Pelo estimados clássico,a estimativadeste pon-
t o (p o r (2 . 1. 8) ) e

rl
(200 -

0, 95 30
250 + 231 , 5875) 2 1 6, 856oC

2.1.2. 'NOTAÇÃO MATRICIAL

Com as condiçoes do Teoretna 2.1.1, podemos construir o

estimados do parâmetro(a,B,e) usando a notação matei.cial dos

modelos lineares

( 2 . 1 . 9 )

onde

l xl 0

l x2 0

Y

(n+k, l)

X = 1 l x 0
- l n

(n+k,3) l i 0 1

l o l

1 0

.] 'l
Ê - 1 . 1 . . - 1 ':

(3,i) l Y l (n+k,l)
Cn+k
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sao respectivamente as matrizes dos dados observados, de pla-

nejamento, dos par;metr08(Onde y :BE, implicando que € = 'y/B)
e dos erros

Pelo Ditado dos mínimos quadrados temos

B' = (a,b,?)

como o estirador de mínimos quadrados de B. O estimados do pa-

râmetro y = eB e y = YO - ap ep portanto, o estio-apor de E B y/B
Y.-a

\J . . . +

, o estimados clássico .
b

2.1.3. APROXIMAÇÕES E RESULTADOS ASSINTÕTICOS

Considerando as suposi.çoes do Teorema 2.1.1 , podemos afi.a-

mar que b tem distribuição normal com média B e variância

a2/.>,.(xj.-=)2, e que (T0-a) também tem distribuição normal mas

coam;dia eB e variância a2ji+i+. -2 l equeb
ÍZ'l\xi'xJ

(Y-a) sao correlacionados com covari;nela 2 2-=)(xa x/ ii'i l
Por

tanto, xc : (?O-a)/b ê o quociente de duas vara.ãveis aleatórias
com di.stribuiçao normal e correlacionadas, cuja distribuição

será considerada a seguir no Teorema 2.1.2. Segundo Wílliams

(1969), esta distri.bui.ção tem média indefinida e vara;ncia in-
i ta.

Supondo B # 0, Shukla (1972). expandindo a expressão do

estimados clássico por séries de Taylor no ponto (a,B) e i.Bro-

tando os termos de ordem maior que n'2, obteve urna aproximação

fin

tem medi a indefinida e variância

la (1972) , expandindo a expressão
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para 8 esperança e a variância, que sao dadas por

( 2 . 1 . 8 )

e

( 2 . 1 . 9 )

Portanto,

( 2 . 1 . 1 0)

sendo SXX
n

i:
A.expansão de Taylor para x. em torno do ponto(rl,aPB)

onde rl e o verdadeiro valor de Yn, e dada por

l (?0'TI) (b'B) +
l

a) (b-B) +--; ( a
B

R2

sendo R2 o resto de segunda ordem da expansão. Para a média,

por exemp lo , temos

E (x )C P - à: ' ,--, lR'a E (b -B) + n) +2 B 0
B ]lÉ?E (b -B) 2

$' (''.--, ''-.,) ' $'1''-., ''-',)

$ ",.'',' .L
C ov (?o ' b )
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z) que vem a seguir e como Cov(Yn,b) =0

a ' (C-;)temos queE(x.) =e+ . , demodoque(2.1.8) segue
' B ' S xx

A expressão(2.1.9) pode ser obtida de maneira similar

Se o numero de observaçoes de Y{, na estimação da linha

de calibraçaop tender a infinito ou seja n-+m, pe].as aproxi-

maçoe s acima temos ,

(Pe lo Teorema 2 l 2

lim E(x.) = €1 ,
n -+oo

isto e, o estirador x. e assintoticamente nao viciado

lim Var (xc) : ':7-- ,
n-+" ' j3'k

de modo que a diminuição da vara.;ncia de x. depende nao s8 do

aumento do n;mero de observaçoes de Yn mas também doaumento da

inclinação da Teta de calibração, que é o parâmetro B,

l

2

e

lim EQM(xc) : a
n+m ' É3'k

Alem disto' se o valor yO for fixo sem erro de observação
ou se o tamanho da amostra dos Y,... for muito ''grande''

2
( 2 . 1 . 1 0 a)

lim lim EQM(x ) = O
k-+m Q-+m '

isto ê, o esticador é aproximadamente consistente.

Os resultados(2.1.8),(2.1.9) e(2.1.10) foram obtidos

também por Lwin (1981) sem a supos-ição de nortnalidade dos erros,

admitindo apenas que a distribuição do € pertence a uma família

de di.stribuiçies com E(e) -0, E(e2)=a2, E(c3)=Ua e E(c4)=U&<m

Devemos ter pelo menos um n;mero ''razoável" de observa-

ções do par(xipY{), i: 1,..., n, de. modo a obter um bom ajuste
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da linha de cala.braçal, uma vez que esta escala estimada seta

utilizada para prever os valores futuros de ei , j=1,...,m. Por

isto ê importante verificar a consequência do ni;mero de obser-

vaç;es(xi'Yi) tender a infinito nos esticadores dos par;metros

a, B e e. Considerando a observação(v) do Teorema 2.1.1 e pe-

la teoria de regressão simples, temos que os estitnadores a e b

sao consistentes em probabilidade, ou seja,

b -+ B
P

q fiando n "'» oo

Portanto , pe lo Teorema de

Bickel and Dekson(1977)) temos

p 'b
x -'' Ec '

l

Slu tsky (ver, por exemplo,

isto ê, xc ê um esticador consistente em probabilidade para €1

supondo b # 0 com probabilidade l e B# 0.

O estimados cl;ssico de E, x.., definido etn (2.1.6), ; uma
função dos esticadores a e b que depende do tamanho n da amos-

tra dos (Yipxi) somente através de a e b com derivadas de pri-

meira e segunda ordem contínuas em uma vizinhança de a=a e b=B.

Os esticadores a e b sao consistentes em probabilidade para a

e B respectivamente. Então, nestas condiçoes e com IBI >0, po-

de-se demonstrar(ver Finney(1978)), usando expansão em séries

de Taylor ate a ordem n ' de x. e o Teorema do Limite Central.,

que x. tem distribuição asse.ntoticamente normal com m;di.a € e
variância

"''«'*.,e$ [{ . {
que ê estimada por

( 2 . 1 . 1 1 )
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V;rA(xc) (2 . 1 . 1 2 )

onde S xx send g lbl > 0

2.1.4. DISTRIBUIÇÃO DOS ESTICADORES E DE ALGUMAS ESTATÍSTICAS

Nesta seçao estudaremos as distribuíçoes dos esticadores

dados em (2.1.6) e algumas de suas propriedades que podem ser
resumidas no seguinte teorema:

TE ORE MA 2.1.2

Considerando as suposiçoes e o modelo do Teorema 2.1.1 e,

também, os esticadores de máxima verossimilhança obtidos em
(2 . 1 . 6) temos

(í) os esticadores a e b t;m distribuição conjunta nor

mal bivariada com m;dia(a,B) e matriz de covari;nela dada por

X

n

Ei:l

X

Êi: l



(ii) a es ta tistica
-2

U = (n+k-3) -}a'

stribuiçao qui-quadrado com (n+k-3) graus de liberdade;

(iii) o esticador xc tem distribuiç;o coma seguinte den

C
+ exp

xala2 gÍ (xc) l 2(1-p2).

P(?O-a+Bxc) B+

alar a;

g2(xc) g3(xc)
®

'ãi'ala29?(xc)

::.*., :($ -2 . i

gl(xc)

+

;

c)g2(x ã
al

':(*p : .*.I'-'''''''''
(?O'a)2 2p(VO-a)B B2

''7'
al ala2 a 2

2 2
(x )g2 (x .) - cg lC C

$(o) P(-u < Z < u) , sendo Z N (O,l),
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cota

2

al (;' ; ' ih) '
Var(b)

Cov (Y0-a, b)

ala2
( 2 . 1 . 1 3 )

e

(i.v) o estirador 8:(2.1.7) ; independente dos estima
do res a,

(v) a es tatÍs teca

\ l

Var(?0-a-b€1)l l

tem distribuição normal com media zero e variância le é ande

pendente da estatística U defina.da no Item(ii). Aqui,

Var(Y - a-b€1) =
0

ti ca

Z

u/(n.k-3)j 2

es bati s
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tem distribuição t-student com (n+k-3) graus de liberdade, on-

de Z e U são as estat:sticas definidas nos itens(v) e(i.í)
des te teorema .

PROVA

Considerando a observação (v) do Teorema 2.1.1, o item

(i) ; provado usando resultados bastante conhecidos da regres-

são simples(veja, por exemplos Draper e Smith(1981))

Para a demonstração da segunda parte do teorema, to
s ta tis ti cas

.2 &

meão

as e

el ll

is to e

S

:í : ::€1:'*:- '.,:

;. : : .;Í ' ;:,' n+k-3 ' '

quadrado com(n--2) graus de liberdade. Supondo Y.. i= n+l.

+k, com distribuição normal temos que a estatística U.=-4. tem

distribuição qui-quadrado com (k-l) graus de liberdade. Sendo

os Yil i: IP..., n+k,mutuamente i.ndependentes e como UI depende

dos n primeiros Yi e U2psomente dos k últimos Yi temos que UI

e U2 sao independentes. Portanto, a estatística(Ul+U2)p sen-
do soma de duas distribuiçoes qui-quadrado independentes, tem

distri.buição quÍ-quadrado com (n+k-3) graus de liberdade, ou

2

l
2

n

a

-:. -: : q# - .«.*-,,$
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tem distribuição qui-quadrado com (n+k-3) graus de liberdade

Temos que as variáveis b e YÍ)-a t;m densa.dade conjunta

normal bivariada, h(bpYO-a), com média (Bebe) e matei.z de co-
variancia:

C ov (b ,TO- a )

a

com a/, oz e Cov(blVO-a) definidos em (2.1.13). Sendo xC-(?0-a)/bp

temos que (Y0-a) :xcb, e, por transformação de variáveis, te-
mos que a distribu

2

2
a)Cov(b,Y 0

g (xc) lh (xcb pb) db

A afirmação do item (iii) ê exatatnente o resultado desta inte-

gral(veja, por exemplo, Hinkley(1969))

Quanto ã quarta parte, usando o modelo matricial(2.1.9)

e pela teoria dos modelos lineares com dístribuiçaonormal, po-

demos afirmar que a: é independente dos estimadores (ap bs y)P

sendo y= bxc onde y : BE. Como o estimados x. depende somente de

b e y implica que â: e, tombem, independente de x

A distribuição da estatística Z é normal, pois é uma com-

binação linear das variáveis aleatórias Y{ i=n+l,...,n+k, com

distribuição normal de media a+ BE e vara;nela a2, e das variá-

veis aleatorias a e b também com distribuição normal, pelo item

(i) deste teorema. Os par;metros da distribuição da estatísti-
ca Z sao

C

E(z) - l (?.-a-bE)l2 (?0'''be)

l
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l

K-.,l-=;B '' ' ''
B e)

Var(Z)
Var(Y0-a-bE) - l

Var(Y0-a-be)
onde

Var(YO-a-bE) Var(?0) + Var(Y) + Var(b)(;-e)2

-:(; ' ; ' {b)i;l

Para demonstrar o item (vi), temos que provar que as es-

tatísticas Z e U sao independentes. A estatística Z é função

das variáveis YOp a e bs enquanto que a estatística U é função

da variável Õc' Sabemos, pej-a parte (i.v), que a e b são inde-

pendentes de Õ:. Como foi fei.to na demonstraç;o do item (ii),

a variável ã: pode ser particionada na soma de UI e U2P sendo

UI independente de YO' Portanto, basta provar que YO e U2 sao
independentes para conc].uir a independência de Z e U. Pela na-

tação matricial(2.1.9) podemos escrever

U2 : !' (!* - $(ê'ê)'t)! e

vo : (ê'ê)''ê''!

onde

g (n,n) 9(n,k)1+
(n+k;n+k)

9(k,n) !(k,k)
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AI
(l,i+k) l g (i,«) ! (l ,k)

sendo l a matriz identidade de ordem k. O produto

[.ê 'ê, - :l. ']]! *
ê nulo e, estio, pelo teorema de independência de formas linea-

res e quadr;tidas(ver Graybi1].(1976))p temos que U2 e YO são
independentes.

Obtemos agente a distribuição da estatísti.ca T con-

siderando os itens(ii) e(v), a ilndepend8ncia das estatísticas

U e Z e a definição da distribuição t-student

Este teorema será util, principalmente, na construção de

intervalos de confiança e de intervalos de co!!fiança simult;-

neos para o estímador cl;ssico que serão abordados nas proxímas

seçoe s

imediat

7

2.1.5. ESTIMADORES CLÁSSICOS MODIFICADOS

O fato do esticador clássico,com IBI >0,ser viciado e a

procura deram estimador de €1 com vara;nela mínima fizeram Williams

(1969) definir outro estimados para E. Este esticador ê basea-

do no Teorema de Lehmann-Scheffé (ver seçao 2.1, Teorema 1.2,

Lehmann (1983)) que afi.rma que se existe um estimados não vi-

ciado de uma função parametri.ca e se existe uma estatística su-

fici.ente completa para os parâmetros desta função, então a

esperança do está.dador nao viciado conde.cionado a estatística

suficiente comp].eta io estimados nao viciado e de vara;nela

mínima (MVU) da funç;o dos par;metros.
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No caso, a função parametrica ;

e- 'i'
sendo rl o valor esperado de YO e a e B os parâmetros da linha
de calib ração.

Pela observação(vi) do Teorema 2.1.1(consi.derando a2

temente (y, b, YO) ê uma estatística sufici.ente completa para
o parâmetro 0# =(a,B,e). Pelo Teorema 2.1.2, estas estatísti-

cas tim distri.buiçao normal e sao mutuamente independentes.

Supondo B conhecido, um estimados nao viciado para € e
dado por

?. -'7
x +

Sendo a variância de b conhecida, podemos provar que o

Único esticador não viciado de B'a baseado em b é h(b) onde

conhe cêdo) , temos que #:':' &:*:':' :.k:': ou equivalen-

B

+

--($).c"-- (-á" - . ».
d- &

h (b) ( 2 . 1 . 1 4 )

--l$1/:--1-$1« - '«.4- é

sendo a: = Var(b) : a2/.n.(xi-=)2

Assim o esticador nao viciado de e, definidopor Williams

(1969) e baseado na estatística suficiente completaádado por

l

x+
C = + h(b) (?o- ?) (2 . 1 . 1 5 )
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Apesar desta função h(b) ser tabelado (ver, por exem-

plo, Sheppard(1939)), temos duas objeçÕes te8rícas para o seu

uso. A primeira, menos i.mportante, e que devemos saber o sinal.

do parâmetro B antes da escolha do estivador. Isto pode ser ava-

liado por argumentos teoricos pertinentes ao próprio experimen-

to ou pelo teste de sígnific;nci.a estatística de B. A sua maior

desvantagem e considerar a varí=ncia de b e,em consequência, a

variância de a', conhecida. Para uti.lidar o estimados (2.1.15),

na prãti.ca, temos que substitui.r oú por seu esticador corrigi-

do(2.1.7). Mas,infelizmente, como(2.1.14) É uma expansão de

potencias de a, quando substituímos as pot;nelas de a por seus

esticadores nao viciados correspondentes, obtemos s;nes diver-

gentes e, portanto, x: s8 pode ser visto, neste caso, comoZ;ti-

no assintoticamente. Segundo Willíams (1969), esta limitação no

uso de x: ê de imporá;agia mais teórica do que prata.ca.

A vari=nci.a de h(b) i infinita e, em consequ8nci,a, a va-

ra;ncia de x: tatüb;m = infinita e como, por c.onstruçao, xü é o
esticador não viciado de vara;ncia mínima, temos que nao exis-

te um estimados para e,nao viciado com pari;nela fi.Dita.

Naszodi(1978) propôs outro esticador para e8 baseado na

esperança aproximada, por expansão de Taylor, do estimados cllas-

sico (2.1.8) quando o valor esperado do resto desta aproximação

for desprezável. Considerando o resto de Lagrange da aproxima-

ção de Taylor de 2a ordem, para que o valor esperado do resto

seja pequeno, basta que a distribuiç;o de b seja tal que o es-

ticador de a+ Bx seja independente de b; a densidade de b seja

unimodal e simétrica, e exista um limite, q, de modo que aden-

sidade de b seja zero para os valores no domínio b g q(se q>0)

ou b g q (se q < 0)
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O viés aproximado de x., por(2.1.8)

(e -=) a '

B'sxx
Notamos que o valor absoluto deste viés aumenta linear-

mente com o distanciamento de x. Admitindo as suposições aci.ma

sobre a distribuição de b para que o resto da expansão de Tay-

lor seja desprezível, o viés do estimados clássico pode ser pra-
ticamente eliminado do seguinte modo. Seja

Vier(x )

vi'ês(x )

um esticador do vi;s de x.. Usando o esticador

C

X+2k = Xc c ( 2 . 1 . 1 6 )

no lugar de xcP o pies desaparece na aproximação consi.derada

Reescrevendo (2 . 1 . 16) , temos

x#+
C i::';zl'l;=-- u.-ü ( 2 . 1 . 1 7 )

xx

Tucker(1980) desenvolveu um estimados mais reali.sta, se-

melhante ao proposto por Naz8di(1978), apenas substi.tuindo, no

viés está.nado(2.1.16), a vara;ncia Oz por seu esticador cor-

r i gid o (2. 1. 7), ob tendo :

À

x**''' : * ' ;:$:/bSxk~.:ao'Ü
( 2 . 1 . 1 8)

Demonstrou que este esticador tem erro quadradomêdio fi

nato e, consequentemente, também vara;ncia finita. Com a supo
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siçao de normalidade dos erros, provou que x:#+ tem todas as

''boas'' propriedades (consist;nela, efici;nela, etc.) do esti-

rador de máxima verossimilhança e que ; o ;naco esticador, pa-

ra uma apr.oximaçao da ordem n'l, não vÍci.ado e de vara;ncia mí-

nima (MVU)

EXEMPLO 2.2

Retornando ao exemplo da calibração do termopars quando

o experimentador deseja estimar o verdadeiro valor da tempera-

tura correspondente ã leitura de 200'c. Pelo estirador de N'ucker,l

(2. 1. 18) , o valor estimado 8

)

C
2 50 + "

0,9 5 30 + 5 , 88 35
0 ,9530 x 136 000

(2 00 - 2 3 1 , 5 8 75) 2 16 ,85 7 oC

que é bastante proximo da estimativa obtida utilizando-se o es

timador clássico .
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2. 2
ESTICADOR CLÁSSICO POR INTERVALO DE CONFIANÇA

Nesta seçao apresentaremos dois m;todos de construir um

intervalo de confiança do parâmetro € para um dado Yo, com grau
(ou coeficiente) de confiança(l-a). O primeiro utiliza as dis-

tribuições ainostrais dos .esticadores dos parimetr08.a!..B.il..e a
e o outro, mais simples de..ser calculado, é baseado na di.stri-

buiçao assintotíca do esticador xc' Os i.ntervalos de confiança

simultâneos, isto i, para diversos Ei'j= 1,..., m,conjuntamen-

tep sendo dados os seus.respectivos valores YOip j ' ip...,m,com
grau de confiança cona.unto.(l.a), ser;o discutidos naSeção 2.3.

Como feito,para o está.dador pontual na Seçao 2.1, pode-

mos construir um intervalo para € intuito.valente, baseado na

regressão simples entre x e Y. Pela teoria da regressão, o i.n-

tervalo de confiança para a pari;vel aleatória Y com UTn coefi-

ciente de (l-a) dado um x qualquer sao as duas curvas Y e
suP

YinfP de modo que Yi.nf < Y < YSUpl onde

Y
suP '«,: ;l{

e
( 2 . 2 . 1 )

..,:;l.EFIYinf

que sao funçoes de x. sendo ta/2 a abcissa da distribuição

t-student correspondente ã probabilidade(l-a/2) ecoa grau deli-

berdade equivalenteaoda distribui.çao do estirador de a2 (ver,

por exemplos Drapper & Smíth (1981)). Geometricamente, o inter-

valo para Y ê apresentado na Figura 2.2.1
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yuP (x)

yinf

>x

(x)nf
a+ bx

Figura 2.2.1 Intervalo para y dado x

Reescrevendo a equação 2.2.1 onde substituímos

temos mais explicitamente a função em x,

*;". ' , . '* ' ..,, ;l} . .'$# l j
e

a+bx,

(2 . 2 . 2 )

Yinf

n

sendo SXX : i=l
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Invertendo, as curvas Y.,,. e Y;.r tornam-se funções
sup inl '

de Y, de modo que, para cada Y fixado, obtemos, em cada uma das

duas curvas, um valor de x. Fazendo Y no ponto yn fixado, nao su-

jeito a erro de observação, nas equações(2.2.2), temos

yo ' a + b"sup + ta/2 ali
2 1

- =)(x
2su+

S xx

(x inf+

e (2 . 2 . 3)

yo sxx

: y0

XXinf XC suP

y...(x)

yi.,(x) 9 : a + bx

Figura 2.2.2 Intervalo para xc dado yo
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sendo que os unidos valores desconhecidos nestas equaçoes sao

suP e Xinf' os quais podemos considerar como os limites supe'
Flor e i.nferior, respectivamente, de um i.ntervalo de confiança

para o parâmetro E. Graficamente esta "inversão'' das funções

pode ser vista na Figura (2 .2.2)

Podemos reescrever as equações (2.2.3) como

x = xsuP
.WP"«p

2Y) /s(y 0 xx

-?)b (y t a
3.I'Z0x +X inf

2

.(yo-?) /s xx

4 )

onde
n

2 -22: .E. (xi-=)S /saD = txx x I'Z xxi :l

sendo 82 o esticador do par;metro a2~ e, pelo que j

(Observação 2.1, itens(i) e(ii)), estimado por

a = ;;i$7 .n (Yj.-a-bxi)2

Portanto, o valor ta/2 deve ser calculado a partir da dis-
uiçao t-student com n-2 graus de liberdade

Notemos, Lambem, que existem situaçoes em que o i.nterva-

lo não pode ser construído: quando (Figura 2.2.3a) não existe

intersecção entre a linha Y = yn e as curvas do li.mire inferior

e superior (no caso, raízes complexas) de modo que o intervalo

nao pode ser definido ou quando(Figura 2.2.3b) a linha Y=yn

intercepta duas vezes a mesma curva (temos raízes reais, mas

ambas do mesmo lado da linha de regressão) sendo o suposto in-

tervalo duas semí netas infinitas

fo ia VI
L

l

t ri.b

s t o



(a)
4
y

yinf (X)

(b)
y

y,.P(x)

y: yo

i> X

xinf XSUP xc

yinf (x)

Figura 2.2.3 Casos em que o intervalo para x. dado y. n3o pode ser construído
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Outra maneira, mais formal, de se obter este .mesmo.res.ul

fado ê considerando o Teorema 2.1.2. Seja a estatística T de

finada no item(vi) do Teorema 2.1.2. Podemos calcular a pro

babilidade desta estatÍsti.ca pertencer a um determinado i.nter

velo

\

P (-ta/2 g T s ta/2) ' (l a) (2 . 2 . 5 )

sendo, de acordo com o teorema, ta/2 a abcissa da distribuição
t-student com (n+k-3) graus de liberdade. Assim, substituindo

os despe ct avos valores , temos

( 1 - cl)

onde

1 1

" ' { ' i ( 2 . 2 . 6 )

sendo € ounico parâmetro desconhecido da desigualdade, entre pa

rênteses acima, e, portanto, podemos escrever

P(q(e) $ 0) = (1 - a)

Expandindo esta função q(e), obtemos a seguintedesigual-
,l n d o n.n r'

q( E ) : 02.n)€2 .2 ]=D-b(?o'V)' b2=]ç' kç-O2- DS* ] {' :'3-L- ]] se C.2.7 )

xx e D ':,:;:';**

Resolvendo em € a inequaç;o (2.2.7), calculamos as duas
raizes-r
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l
2

(Y -Y) 2
0

+

S xxEi : " '

(2 . 2 . 8)
l l

2(Y Y) 20
+

S xxÊ12 x +

n
2-;)(x li';londe À = b2 . (ta/28c/SXX) e SXX

b: 1: 1. . {,: óa .

Deste modo, o intervalo de confiança/p'ára ejcan grau (l-a),
quando existem é a semi-Teta entre as d,lias raízes acima. Obser-

vamos que, para.yÕ.lfixo, l(''"!êlgqrl~!/;1:2,,esaparece e este resul-
tado ê idêntico ad' obtido anteriormente intuitivamente em (2.2.4),
e, tombem, e igual ao calcu]ado através do Teorema de Fie]].er

(Fieller (1940)), referente à determi.nação do intervalo de co-

mi.ança para o quociente de dois parâmetros%

O conjunto de pontos que satisfazem a desigualdade (2.2.7)

pode se constituir de um intervalo finito, duas semi-tetas ou

a linha real inteira(Figura 2.2.4). Seja A o discriminante da

inequaçao do segundo grau(2.2.7). Se A<O, a funç;o q(e) não

tem raizes reais e neste caso: ou q(€1) <0 para todo E( Figura

2.2.4b) e, ent;o, o intervalo é -m< €1 <m(isto ocorre quando o

coeficiente do termo quadrático em e, digamos Q, for negativo);

ou q(E) >0 para todo e(Figura 2.2.4a) de modo que não existem

valores que satisfaçam(2.2.7)(ocorre quando Q >0). Outra pos-

sibilidade ê o A >0. Neste caso, se Q < 0, ou seja, o coeficien-

te do termo quadrático for negativo (Figura 2.2.4d), os pontos

formam duas gemi-tetas infini.tas(-n<e<E. e E,<e<®) cons-

tituindo um i'ntervalo nao utili.z;vel, e, finalmente, se Xx>0

(Fi.Bufa 2.2.4c). os valores para os quais q(e)SO estão entre
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(a) ( b)

A.< O , Q > O<>não existe intervalo a..< O, Q< O :»' -n< '1 < n

(c) (d)

q( 't )

..A > O, Q>0 ::» }.<1 <'1

Figura 2.2.+ A nálise da função q (1)
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as dual raízes(€1< € <E2), resultando o intervalo de confian-
ça desej ado.

Concluímos, depois da discussão acima, que o intervalo
existe se e somente se

' ' .;**lÍ{ . {).''- .,
2

+ a)(bi - ! 0
> 0+

S xx

e ( 2 . 2 . 9 )

b2 - D 2 0

onde D = a:t:/2/SXX e SXX

Notemos que a segundo..-, condição estando satisfeita, impli-

ca imediatamente que a primeira tambem esta. Basta portanto que

.: . 7$Ía » .

É. (*:-b :i:l

ou, simp lia.cando,

b
l

(V=r (b) )7
( 2 . 2 . 1 0)

que ê justamente quandoo teste de tamanho a para a hipótese

HO : B: 0 versus HI : E3# 0 é significante
O fenómeno descrito acima, no qual o intervalo pode ser

i.ndefi.Rido, ou a linha real inteira ou a união de duas semi-te-
tas infinitas, ; referido na literatura como efeito de Fi.eller-

Creasy(ver Lieberman et al.(1967))
Notemos que a variância a2 estimam baseada em n+k 3a graus
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de liberdade ; menor que a vara;ncia amosttal com n-2,.isto i,

de um experimento com uma Única observação de Yn e que o valor

da constante ta/2 da di.stribuiçao t-student com n+k-3 graus de
liberdade ê, também, menor que o correspondente valor com pa'

r=metro n-2. Estes dois fatos implicam(Cox(1971)) que os in-

tervalos com réplicas de Yn em media são mais entrei.tos e os

coeficientes do termo E2 da equação (2.2.7) sio Mero:eer do que

aqueles com uma ;nuca observação, de modo que a probabilidade

de se obter intervalos finitos para E e maior quando observamos

r;pli c as de Yn (k > 1)

A principal desvantagem dqlçRJ.Mrvalg R.gçr o compri-

mento do intervalo(2.2.8) afetado pelo valor Y.'b aumentando com
v } ---..---.--.-..

o crescimento de YO':YI. Mas este método sempre produz inter-
valos, quando existem, simétricos em torno do ponto estimado.

Quanto ao grau de confiança do intervalo construído acima, po'

demos garantir que ;(l-a)100Z dado que a condiç;o(2.2.9) esta

satisfeita, ou seja que a hipótese nn : B=0 ; rejeitada

EXEMPLO 2.3(continuação do Exemplo l.l)

llustremos a construção de um intervalo de confiança com

o exemplo da calibração. A estatística do teste de significân-

cia de B, como visto no Exemplo 2.1, é tobs : 144P896, de modo

que rejeitamos, ao nível de 5Z, a hipotese Hn : B:0 e podemos

garanti.r a existência de um intervalo com 95% de confiança para €1

Suponhamos que desejamos o intervalo, com grau de 95Z de

confiança, para o valor correspondente ; leitura de 200oC no

termopar. Por (2 . 2 . 8) temos

suP 2168488 + 5,649 = 222,137oé
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P

Xínf : 216P488 -- 5,649 = 2 10,839oC

que e um i.ntervalo de 95% de confiança para EP com Comprimento

de 11,298"C, condicionado ; rejeição de Hn : B:O.
Um intervalo de confiança aproxi.nado para E pode ser obti-

do considerando a distribuição amostral assint8tica de x con-

siderada na Seçao 2.1.3, e com a vara;ncia assint6tica estima-
d a por (2 . 1. 12)

Temos que a es tatÍstica

C

) ) 2(Var XA C E ' x
1 '

(V; r A ( x c ) y7(n.k-3) !i:lA.S.=..)
Vara(xc)

( 2 . 2 . 1 1 )

n+k-3)

sendo Vara(xc) a variância assint8tica de xc e V;rA(xc) a va-
riância assintotica estimada, tem distribuição t-student com

n+k-3 graus de liberdade. Portanto, podemos construir um inter-

valo de confiança de grau (l--a) para e, aproximado para gran-

des amostras da--para(x-p-- 1), que é dado por

*.- '.lyN'i:..(*.j « E, '': *..-. t.,yiil.;3.';)
Este intervalo e muito semelhante ao anterior se

IJ -Z

-;í9 « ','. ,

(2 . 2 . 1 2 )

(2 . 2 . 1 3)

xx mas sua ampla.rude ; bastante subestí

nada caso conte;rio(Finney(1978))
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EXEMPLO 2.4(continuação do Exemplo l.l)

Considerando a di.stribuiçao assint8tíca de x., um enter

vala aproximado de 95Z de confiança para a temperatura real cor.

respondente ã lei.Cura de 200oC observada no termopar e

sup 2,}Élq6 + 5'653 = 222,51oc

'xinf : 216P86~~-S 5,653 = 211,21oC

Comparando com o \zptervalo calculado no Exemplo 2.3 , ve

que sao semelhantes. Este resultado ê esperado poi.s

» -2

ta/2ac
sxxb'

e

mos

z.lq 4
: .b.o-f * io

satis fa z a cond ição ( 2 . 2 . 1 3 )
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2. 3. ESTICADOR CLÁSSICO POR INTERVALO DE CONFIANÇA SIMULTÂNEO

A teoria desenvolvida na Seçao 2.2 pode ser estendida pa-

ra o problema de se encontrar m intervalos simula;neos (também

chamados de intervalos de discrininação nos ensaios biológicos)

para ejP j'lp2,...,m, com probabilidade conjunta(l-a)p cor-

respondentes a m diferentes valores de YOj' j - IP...,m. Cada YOj

pode ter k repettçoes, isto i, YOij'i' ip...;k, j= 1,...,m.
Em seguidas seta analisado o caso, que tnaís frequentemen-

te ocorre na pratica, no qual o numero de futuras observaçoes,

m, nao ê conhecido. Este caso e,usualmente, chamado de interva-

lo de confiança simult;neo ilimitado

2.3.1 INTERVALOS DE CONFIANÇA SIMULTÂNEOS LIMITADOS

Este problema foi tratado inicialmente por }landel (1958)

Para construí-los (sendo k fixas futuras observações de cada

YO)» atualmente, são utilizados trio métodos: o de .!ap:.11s.l.xe.9i,

o de.!.Stlg1lí,e e o do m8duJ:o máximo (Tukey), sendo todos os tréls

baseados na distribuiçaa da estatística T, definida no Teorema

2.1.2(item(vi)) em cada futuro ponto ?n;. Killer(1981) des-
creve detalhadamente as propriedades das tr;s técnicas mencio-

nadas acima

O intervalo simultâneo de Bonferroni considera,para cada

ponto VOj ' l j>1'tYOj.j'a estatística T e através da desigual-

dade de Bonferroni podemos escrever

/
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\l V;t(T'oj''-bEj) 'ZI ' :,.... -) : ':--,-
(2 . 3 . 1)

ta/2m e o(a/2n)-esimo percentil da distribuição t-student

com (n+k-3) graus d! liberdade, cujos valores aos níveis a= 0,05

e an0,01 estão tabelados no Anexo, Tabela l(Dunn(1961))

Imedilatamente, comparando as expressoes (2.3.1) e (2.2.5), te-

mos que o intervalo resultante para cada e{, j= 1,...,m,i equi-

valente ao encontrado na seção enter.lo.r.;(Z.,..2.8), mas com a cons-

tante crítica ta/2m..no ] usar de ta/2' Por uma discuss;o seme-
lhante a jã feita na Seçao 2.2P obtemos sua condição de exis-
tencia

'b 2

que corresponde ao teste de tamanho (a/m) para hipótese Hr...

ve rsus H. : Í! # 0 .

O intervalo de Scheffé provem da desigualdade

\l V;r(?0j-a-bej) 7

1,. .., m l 2 (1-a) 9

( 2 . 3 . 2)

sendo Fa o a-;sino percentil da di.stribuiçao de Fi.sher-Snedecor

com parâmetro (lg) n+k-3). A i;ni.ca alteração deste intervalo de

discriminação em relação ao anterior é a constante. sendo subs-

tituída .por (mFa)2 e existindo quando

. mF"\ a'
b2 > -- ol"c

11 (*:-n'
1=1

l
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Por ultimo, o intervalo simula;neo do módulo máximo ba

sela-se na seguinte probabilidade

Pjmax T:l s qJ a

onde

T
J i

V;r(t bEj )l 2

qa o a-isimo percentil da distribuição do m;ximo de m va-
riáveis com distribuição t-student central com (n+k-3) graus de

liberdade, tabelada no Anexo, Tabela 2 (Hahn e Hendrickson

(1971)) para a:0,10, 0,05 e 0,01. 1qovamente encontramos para

ej um intervalo semelhante ao (2.2.8) mas, neste caso, com
valor critico q'"~- e condição de exist;ncia

q.. a
b2 > 'a 'c

> : (*. -*)

Comparando os tr;s métodos de construção dos intervalos

de discriminação calculados acima, notamos que eles diferem so-

mente pela constante crítica. Portanto, o melhor método, no

senti.do do que tem menor comprimento, e aquele que tem a cons-

tante crítica de menor valor. Através de uma comparação numê-

ri.ca dos valores tabelados para a: 0,05,temos

2 2

n
2

ll

H l
< (mFa)2< tqa

qualquer que seja m. Concluímos, neste caso, que ointervalo si.-

multaneo de maior comprimento éo obtido pela técnica do módulo maxi.mo.

Notemos que esta conclusão se E valida para a: 0,05, sendo que,

para as demais probabilidades, cada caso deve ser analisado em
particular
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A ideia inicia]. de Mendel(1958),para construção de in-

tervalos de discri.minaçao,era ligeiramente diferente da de Scheff;,

sendo sua constante critica (m+2)F., onde F. ê o valor do a-
-;sino percentil da distribuição de Fisher-Snedecor com(m+2,

n+k-3) graus de li.beldade. Houve um abandono deste método de-

pois de se constatar que sua constante i sempre maior que a do

interva[o de Scheffi, produzindo interva].os de maior amp]itude

EXEMPLO 2.5(continuação do Exemplo l.l)

Suponhamos que, no exemp].o do termoparp o experimentador

esteja, não mais interessado em uma i;nuca leitura, mas no con-

junto de cinco leituras (150oC, 200oC, 250oC, 300oC e 350oC )

A Tabela 2.2 mostra os estimadores clássicos pontuais das cin-

co leituras e os intervalos simula;neos cam 95% de confiança

conjunta calculados pelas três t;únicas descritas acima: Mé-

todo de Bonferroni, Método de Scheff; e Método do Modulobíãximo.

A exist:ncia dos intervalos esta garantida pois b'=0,90826

ê maior que 3,83 x 10'4, que 6,40 x 10'4 e que 3,66 x 10'4 que
sao respectivamente as condiçoes de exist;nci.a do M;todo de Bon-

ferroni, de Scheffé e do Módulo Maxi,mo.

Observamos que, conforme o exposto na teoria, para (l-a)=

0,95, o Método do Módulo Máximo e o que apresenta intervalos

simultâneos de menor comprimento, apesar do Metodo deBonfer-

roni apresentar intervalos muito proxi.mos
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TABELA 2.2: Intervalo Simultâneo Limitado(95%)

A - MÉTODO DE BONFERRONI

ta/lo : 2p977

B - MÉTODO DE SCHEFFÉ

OBS. : (5Fa)2 : 3p847

C - MÉTODO DO }lÕDULO MÁXIMO

OBS.: qa = 2,91

TEMPERATURA
OBSERVADA

ESTICADOR
PONTUAL

INTERVALO
DE CONFIANCÂ

COMPRIMENTO
D O olHE RVALO

YO xc (Xinf; xsuo) suo'xinfsuD "inf
150 164, 39 ( 1 5 6 , 3 5 ; 1 72,36) 16 ,01
200 2 16 ,85 (209 ,00; 2 2 4, 6 8) 15,6 8
250 269 , 32 (2 6 1 , 5 1 ; 2 7 7,15) 15 ,64
300 32 1, 78 (3 1 3 , 86; 3 2 9 , 76) 1 5 , 90
350 3 74, 25 ( 3 6 6 , 0 8; 3 82 ,52) 16 ,44

TEMPERATURA
OBSERVADA

ESTICADOR
PONTUAL

INTERVALO
DE CONFIANCA

COMPRIMENTO
DO INTERVALO

YO xc (':inf; xs..) suD infsuD "inf
150 16 4 , 39 ( 15 3, 9 8; 1 7 4 , 68) 2 0, 7 0
200 2 1 6 , 85 ( 2 0 6 , 7 0 ; 2 26,97) 2 0, 2 7
250 2 6 9 , 3 2 (2 5 9 , 2 2 ; 2 7 9,44) 2 0 , 2 2
300 3 2 1 , 7 8 ( 3 1 1 , 5 6 ; 3 32,11) 20, 5 5
350 3 7 4, 2 5 ( 3 6 3 , 7 1 ; 3 84,96) 2 1 , 2 5

TEMPERATURA
OBSERVADA

ESTIMADOR
PONTUAL

INTERVALO
DE CONFIANCA

COMPRIMENTO
DO INTERVALO

YO xc (xi.f; x;.l:) xsup'xinf)
150 1 6 4 , 3 9 ( 1 5 6 , 5 3 ; 1 72,18) 15 , 6 5
200 2 1 6 , 85 (20 9 , 1 8; 2 2 4, 5 1) 15 , 33
250 2 6 9 , 3 2 (2 6 1, 6 8; 2 7 6 , 97) 1 5 , 2 9
300 3 2 1 , 7 8 (3 14 ,'0 4; 3 2 9 , 5 8) 1 5 , 5 4
350 3 7 4, 2 5 (36 6 , 2 6 ; 3 82, 3 3) 1 6 , 0 7
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2.3.2 INTERVALOS DE CONFIANÇA SIMULTÂNEOS ILIMITADOS

Infelizmente os métodos da Seçao 2.3.! nao podem seruti.-

ligados quando m(o n;mero de diferentes €1i, j B 1,..., m, cor-

respondentes a YOj observados) ã desconhecid?.p/ Tais problemas
ocorrem quando a linha de regressão ê usada para estimar ou cor-

rigir um n;mero ilimitado de futuras observaçoes de Yn' Este

problema ê particularmente importante ern ensaios bilo18gicos, on-

de a linha de regress;o(dita, linha padrão) é construída e en-

tão são feitos todos os possíveis ensaios futuros (di.scrimina-

çoes). Também é importante na calibração de instrumentos deme-

diçãop geralmente físicos...o.!!.de engenharia, quando a linha (li-

nha de cala.braçao) ê utilizada para corrigir todas as possíveis

futuras leituras. Nestes casos, o numero de ensaios futuros não

esta fixado a priori. Também não sao utilizáveis os i.ntervalos

de discriminação limitados quando o n;mero de futuras leituras,

m, apesar de conhecido, for grande pois a sua constante críti-

ca correspondente terá valor alto, tornando-os muito extensos

Nestes casos, para m desconhecido ou grande, aplicamos o que

chamamos de intervalos simultâneos ilimitados ou, em ensaios

biológicos, intervalos de discriminação ilimitados

Temos duas tecnicas para se obter estes intervalos, uma

imperfeita em termos probabilÍsticos, mas, na pratica, plena-

mente satisfatória, os intervalos de Bonferroni, baseados na

intersecção da região de cona.ança de U = a + Bx com o intervalo

de confiança de E(YO):n0' descrito por killer(1981); eoutta
alternativa, chamada de intervalos de argumento F, que se fun-

damenta nas idéi.as de Li.ebermann et al (1967)

Estes dois métodos possibilitam a construção de interva-
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los simultâneos i.limitados baseados em uma única linha de cali-

bração está.made,aom a propri.edade de que pelo menos 100pZ (sendo

p uma probabilidade fi.xada) dos intervalos simula;neos conte-

nham o verdadeira valor de € com coeficiente de confiança de

(l-a) fixado. Asse.n, para uma linha de regressão estimada,afir-

mamos que pelo menos 100pZ dos intervalos de di.scriminaçao con-

terão os valores carretos de E; e, se similar suposição i fei-

ta repeti.damente para diferentes linhas de regressão, ent;o pa-

ra 100(1-a)Zdestas diferentes linhas a suposição (de pelo menos

100p% dos intervalos de discriminação conter os valores corre-

ios de e) seta verdadeira. Para as outras 100aZ, a 'porcentagem de

intervalos de di.scriminaçao que contém os verdadeiros E pode

ser maior ou menor que (100p)Z para cada linha./Salientamos que

o coeficiente de confiança (l-a) se refere ; distribuição da

amostra (xipYi) da qual a linha de regressão é estimada,enquan-

to que a probabilidade ''de pelo menos p'' a distribuição amos-

trar das futuras observaçoes Yn.l~h

No final desta seçao, ser;,linda apresentada uma modifi-

cação do primeiro método feita por Odes (1973) que produz in-

tervalos de menor amplitude; e um outro intervalo desenvolvida

por Scheffã (1973) obtendo resultados semelhantes ao método de

Bonferroni. partindo de outras premissas.

Como ji foi dito acima, o intervalo pelo m;todo de Bon-

ferroni para um dado YO consiste na conbinaçao do intervalo de

confiança.de sua tl;di.a, rIOs com a região de confiança da li-

nha de calibraçaop U:a+Bxp projetada no ei.xo x. Este proce-

dimento é ilustrado na Figura 2.3.1(com a vara;nela a2 conhe-

ci.da). Se a vara;ncía oz ; conheci.da, temos que o intervalo de

confiança para a media de um dado YOp nOP resulta da seguinte
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(a) se l3< O

y =yo+ zP a'

y :yo - ZP ''

a + bx + ZX(x)
»x

A

yinf a + bx - 6. ( x )

(b) se li >0
y
A

y,.P = a + bx +A. (x )
A

9: a + bx

.yinf = a + bx - A. (x)
y = yo+ ZP o"'

.A

yo+ ZPr

)b- zpr
zP e''

XsuPXinf xc
X

Figuram.3.1: Intervalo Simultâneo Ilimitado para xc pelo
método 8onferroni ( r conhecido)
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probabi.lid ade

(- ,.)..
ZP o (I'p/2)-;sumo quartel da distribuição normal

e p a probabilidade, fixada, do intervalo

padronizada

(YO .+ Zpa) ( 2 . 3 . 4)

conter overdadeiro valorde n0' Para cada r10dointervalo acima,

a região de confiança de Working-Hotelling da linha p= a+ Bx(ve-

ja, por exemplos em Miller(1981), a construção detalhadadesta re-

gião) oferece um intervalo de confiança para o correspondente

x = (li-a)/B. Da uni.;o de todos estes i.ntervalos resultaun in-

tervalo de discriminação ilimitado para € com a2 conhecido.

I'las, o que ocorre mais frequentemente na pratica ê a va-

riância a' ser desconhece.da. Neste caso, um limite superior pa-

ra a' pode ser obtido, baseado na distribuição da estatística UP

definida no Teorema 2.1.2,(ii.)(com yn fixo)

,l. . .«-,,:': ;.,xtÍ:.,:,l: ':-.,:, ':.'.',
u(l-a/2) o (l-a/2)-Zsimo percentil da distribuição qui-qua-

drado com (n-2) graus de liberdade. Uma vez que a i limitado

(veja(2.3.5)) por um m;ltiplo de 8c com probabilidade(l-a/2),
concluímos que todos os intervalos(2.3.4) devem estar contidos em

(2 . 3 . 6)

com probabilidade (l-a/2).

Matematicamente, a região de confiança de Working-Hotelling

da linha p= a + Bx e.fundamentada na probabilidade
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,i-«.*---" .-~J;l;.-í=$; « -. ,i
l = l

(l - a/2) (2 . 3 . 7 )

F(l-a/2) o percentil(l-a/2) da di.stri.buição Fcom(2pn-2)
graus de liberdade, com a probabilidade (l-a/2) da região con-

ter o verdadeiro valor da linha de regressão a+ Bx.

Pelo m;todo de Bonferroni obtemos a probabili.dade de am

bos os eventos(2.3.6) e(2.3.7) ocorrerem conjuntamente, que

ê maior ou igual a (l-a). O intervalo de confiança---.jsitnultineo

ilimitado resulta da projeção no eixo x da intersecç;o do i.n-

tervalo de confiança de E(YO) :nO' truncado(dadoem(2.3.6)),
com a região de confiança de a+ í3x(dado em(2.3.7)); ver Figu-

r a 2 . 3 . ].

Quando a inclinação da Teta de calibração Zpositiva(is-

to ê, b >0), o limite inferior do intervalo, obtido apartar da

intersecção das regiões descritas acima, é uma das soluçoes da

equação do segundo grau em E

! r .l il r \ l

e o limite superior uma das soluçoes de

. . ] / .À ]. 1 / \ l

} . ';gl;lT..,.;.k:l;

,..;'.(,..,., :;.l: ' 'RÜ:l*.-'.;.h#

a+bE-
2 F( l-a/2) 76.

l
( 2 . 3 . 8)

(2 . 3 . 9)

Inversamente, se b< O, o limite infere.or seta uma solu-

ç;o de(2..3.9) e o superior de(2.3.8). Este fenómeno pode ser

fao.Imente visto na Figura 2.3.1. Pelas equaçoes acima, obte-
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mos para a teta com b > 0 o limite supe Flor

x = x +
suP

q'
\

e o inferior

xinf

(2 . 3 . 1 0)

onde

e

2 F(l-a/ 2) a c/ sXX

l
Z il (n-2) \'Z Õ

' \"0-.'D/ '

sendo SXX F(l-a/2)' Zpeu(l-a/2)as respectivas

abcissas da distribuição F com(2,n-2) graus de liberdade, da

normal padronizada e da qui--quadrado com (n-2) graus de liber-

dade. Se b<0 então os limites serão i.nvertidos

Na intersecção das linhas Y = YoÇj!)zp acta;jjllj;j5;1 e

YOÇ\..)ZP ac+i:lil;;l com as curvas da região de confiançada

l

l

li.nha de calibração (i.sto é, solução das equações (2.3.8) e

(2.3.9)), dependendo da inclinaç;o da linha de calibração(se

B for proxima de zero), podemos ter o efei.to de Fieller-Creasy

da mesma forma que ocorreu na construção do intervalo de con-

fiança de x. (Seç=o 2.2) quando tivemos a'intersecção da li.-

b (Yo-?+B) +Ri/ 2 l(Vo-?+o) 2+ v..:-«,] :':
b2 - R  

b (7-vo+Q)+Kt/2 l(?-Yo+Ç) 2+ >..:--,] :':
b2 - R  
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nha Y nY0 com as curvas do intervalo de confiança de Y (ver Fi-
gura 2.2.3). Por uma análise análoga ; feita anteriormente na

Seçao 2.2P concluímos que 8 condição necess;ride suficiente pa-

ra 8 elj.sti!.ç,ia--deite----ila.tervalo de discriminação ilimi.Lado ã

l-a/2)Õc

O raciocínio para construirmos o i.ntervalo de discrimi-

nação ilimitado de argumento F e semelhante ao do intervalo

ilimitado de Bonferroni.. A i;nuca modificação é a aproximação

Usada para a obtenção das constantes críticas dos intervalos

para a e a+E3x. Anteriormente, tal aproximação foi feita pelo

metido de Bonferroni. e agora o será pela probabilidade exa-

la obtida por Lieberman e killer(1963),

sxx

P lja-a+(b-B)x ! zpal g c+8c<

l
2

l

para todo x,p l

(l - a), ( 2 . 3 . 1 1 )

onde Zn é o (l-p/2)-esimo quartel dadistribuiçao normal padronizada
e Óc+ \é def unido como

2 2Z + z + 1
2l 2 s (cü)P

2
X / (n-2)

(l-a)

sendo ZI e Z2 variavei8 aleatorias i.ndependentes comdistri.bui.-

çao normal padronizada e X'é uma variável aleatória com distri-

buição qui-quadrado com parâmetro (n-2) e independente de Z. e

Z.. Es ta est atistíca:

X2/(n-2)
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é muitas vezes chamada de argumento F e sua tabela pode i;+r
encontrada no Anexo, Tabela 3

F'ãiendo privei.lamente ZO-0 e depois ZD-'Fm na inequaçao
de (2 . 3. 11) obtemos

, I' ,-.,.''-"* . .-'.ê . 'çH: -«, "'' * z (l-a)

Assim obtemos uma região de confiança para a+ Bx,

a+bx ! cüa.(l=+-(!!;li' para todo x' 'l." sxx

l

) ( 2 . 3 . 1 3 )

n

sendo SXX : i=l

e um limite superior para a,

a g cüâ:
C (2 . 3 . 1 4 )

com probabilidade conjunta maior que(l-a). À construção do in

tervalo simultâneo ilimitado de argumento F é semelhante ao an-

terior substituindo(2.3.7) por(2.3.13) e(2.3.5) por(2.3.14)

Analogamente os intervalos sao finitos quando:

: (.*)' a:
b' > =

"xx

O limo.te superior do i.ntervalo, sendo b> O, seta, então,

uma solução da equação em E

, ' ': - .*;. <}
l

2(E-;) 2
+

S xx YO ' Z.''ac ( 2 . 3 . 1 S)

e o inferior da equação
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- ' '' . ';. <:.4:4: ' '.- '..-;.: (2 . 3 . 1 6 )

resultando no limite superior

e ll T\

b' - E

;.uebÜ (Vo-f.B)2+ 'l:':x.l, (b2-E)
1/2

/
l

l Q.3.1De nó inferior

e
b' - E

1--ãli+ ( b2 -E)lv2. b(?-Y0+B)+EI/2x. . = x = (?-lr0+ B)2'+
(2 . 3 . 1 8 )

onde E : (cüac)2/SXX e

/

c pn Hn q'xx Z abcissa da distribuição normal pa-

dronizada e cü tabelado no Anexo. Ao contrario, sea linha de

regressão padrão tiver inclinação negativa, os ].irrites serão

invertidos; limite superior, a equação (2.3.18), e inferior,
( 2 . 3 . 1 7 )

A comparação de comprimento dos intervalos obtidos pelas

duas técnicas, de Bonferroni e do argumento F,se pode ser fei-

ta numero.lamente pois uma comparação algebrica entre os dois

intervalos e praticamente impossível. Através de algumas tabu-

laçÕes numéricas das constantes c+ e 2Fl-a/2 Lieberman et al,
(1967)P não chegaram a conclusões explícitas, mas apenas '' à

impressão'' de que, na maioria dos problemas, o método baseado

na têcni.ca de Bonferroni produz intervalos menores, especial-

mente quando as futuras observaçoesp YO9 estaoproximasde a+bx

éden (1973) apresentou um artigo aperfeiçoando, em termos
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probabilÍsticos, os intervalos simultâneos i.limo.todos, obtidos

pelo metodo de Bonferroni. Considerou que, para um dado Yn, os
intervalos deveriam ser do seguinte tipo:

YO a + b(l ! a. f(e) , ( 2 . 3 . 1 9 )

sendo f(e) uma função unimodal, contínua e positiva em E, sa

tisfazendo a seguinte conde.ç;o:

i'' l :ii.« i«' .':.' i:-ll : ':--' (2 . 3 . 2 0)

onde, o primeiro inf e com respeito a €1l'

respeito a uma sequência infinita {€1,€2

e o segundo com

}, sendo

a. (e .)J ' 'J '
l se Ynj € ao interna lo (2.3 .19)
0 caso contrario

com j=1,...,m, de modo que, se considerarmos um conjunto de

intervalos de confiança, de um determinado processo de calibra-

çaop 100pZ dos valores nao conhecidos de €1 estão contidos em

seus respectivos intervalos com uma probabilidade aproximada

igual ou maior que ( l--a)

lambem, em seu trabalho, Oden provou que a função:

',';, - '":-.,:,":l}.'<rl":. ,.leal:': .:.:.::,
satisfaz a condição(2.3.20), sendo Fl-a/2 o percentil(l-Q/2)

da dístri.buição F com (2pn-2) graus de li.beldade, uQ.Q/2)o(}"a/2)-

-êsi.mo percentil da distribuiç;o qui-quadrado com (n-2) graus

de liberdade e Zn o (l-P/2)-isimo percentil dadistríbuiçaonor-
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mal padronizada

Observamos que fazendo f =fBem (2.3.19) encontramos exa-
tamente o intervalo de discriminação ilimitado de Bonferroni

(2.3.8). Além disto, Oden(].973) demonstrou que existe uma cons-

tante À (À< 1) dependente das probabilidades p e a tal que a

candiçio(2.3.20) esta satisfez.ta para f'ÀfB p quando tÜ for
fmi.to. sendo

t+ : suPlli + 'É';=111Z2 l 1/2 tal que € (
(2 . 3 . 2 2)

onde l e o intervalo dos valores

n

.E. ll

ncia
sxx

os

observados , chamado de an-

demos construir intervalos com amplitude sempre menores que os

de'Bonferroni mas semelhantes analiticamente, sendo necessário

apenasp em(2.3.10)l Substituir R e Q por R+= À2R e Q+: ÀQ res-

; .2. x'(2hl .))a:

Assumindo que 1, o intervalo de calibração de Y, é fini-

to e que os xi fixados para estimar a linha de calibração sao unifor-

mementedistribuidos em l temos que t#, definido em(2.3.22), é

aproximadamente 2n'1/2. Com a conde-çao t#= 2n'1/2, foram tabe-

lados por éden (1973) alguns valores de À que são encontrad
no Anexo, Tabela a

Levando em consideração as conclusoes rudimentares de

Lieberman et al (1967) descri.tas acima, podemos ter o ítsenti-

mento'' que os intervalos de discriminação simult;neos ili.cita-

dos modificados por Oden devem ser os melhores intervalos den-

tre os Leis analisados, princilpaltnente quando as futuras obser-

tervalo de calibração de Des te modo , po-

pectívamente e sua condição de exist;
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vaçoes Yn estão proximas de a + bx.

Para construirmos os intervalos simult;neos ilimitados

propostos por Scheffê (1973), consideramos que os intervalos

estão entre duas curvas a uma dist;ncia vertical a.f(E) da li-

nha de calibração ajustada, ou seja, para um dado Yn temos,

xO d.f (e) ,C

onde.ac e o estimados de máxima verossimilhança corrigido do

parâmetro a, definido em(2.1.7), a e b são os estímadores de

máxima verossimilhança de a e B, respectivamente, definidos em

(2.1.6) e f(€1) uma função post-uva em ÉI que depende de uma ou

mais constantes que serão determinadas para as probabilidades

p e a fixadas (estas probabilidades t;m a mesma interpretação

descrita no início desta seçao para os métodos anteriores de

obtenção de i.ntervalos ili.Ditados). Estes intervalos sao cons-

truídos somente entre as linhas x(1):min x. e x(2):max x:,
1, . . . , n (ve r Fi gu r a 2 . 3.2)

eX
l

1 =
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y

x = xtl) X= XB) A
y a +bx +. Cc f(x)

A.

A.

y= a + bx f(x)

yo

l

l
l

l

xtl) Xlnf Xe X suP xte)
> x

Figura 2.3.2 Intervalo Simultâneo Ilimitado para x. pelo método de Scheffá
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Supondo b > O e se

braçaop temos,

[x(1), x(2)]. intervalo de dali

Pla+bE-acf(e) s Vo s a+be +ací(e)1

,li . ;. - õ''', *- - . - ' . i . '' . õ ;,l ,

ac
T'B Ç t& \A \J e

Y. - a - Be
onde tem distribuição normal oadronizada. Ass

condição suficiente para que a probabilidade acima seja maior

ou igual a p Z

im uma
a

li+SEls af(E) -ZP p para todo ee 1(2.3.23)

ZP o(l-p/2)-êsimo quartel da distribuição N(Opl)
Seja a função V(e) definida como o cociente do desvio pa-

drão de a + bYn por aP isto ã,

«';, -l} . 'erl :'' ,

n

sendo SXX : i.l

e seja o vetar B'=(;,8) que tem distribuição N(OP(!'!)'1),

sendo ! a matriz de planejamento definida em(2.1.9).

Como (!':)'l é uma !matriz positiva definida, existe uma

matriz ! tal que Mi(!'1)'l! - ! e assim(!'!) = E'!.
Por outro lado. temos,

; + Se n g'B
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Aplicando 8 desigualdade de Schwartz nia equação i+ Se =(}1'lg)e(MIB)
obtemos

l i . s l s ll !'lgll ll !'ê ll

notação matri ci al temos

v(ç) - l!'(!'!)-i&li/2 - lly'igll

Pela

e

« - ( :'';';,-::):':

i.aplicando que

lil' ê ll

lã + Í;€1 5 vV(e) p ara todo € c l ( 2 . 3 . 2 4)

Portanto, por(2.3.24), a condição(2.3.23) esta bati.s
fe i ta se

v g VÍtT (ãf(E) - Za) para todo E c l

e es te evento ocorre para todo € € 1 s e e s omen te s e

i f \í-lb Hí(E) - z.) (2 . 3 . 2 5)

onde vz tem distribuição qui-quadrado com 2 graus de liberda-

de, independente de a/ (pelo Teorema 2.1.2 (iv)), enquanto

a/(n-2) tem distribuição qui-quadrado com (n-2) grausde liber-

dade (pelo Teorema 2 . 1 . 2 (ii) )

Assumindo a função f(E) como sendo linearem V(E), isto i

f(E) : c.l .+ c2v(e),
onde c. e c,) sao constantes e tomando

9
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vi - Ê"; v(E) - (à)i/2
e

": ' ê=: «''' - 1} . 1:': ,
a re lação (2 .3. 25) fica

v S (c2
l l)ÕC+ v V Zl l l P

l -1
)8C+ v V Z2 l 2 P

se

se

8 s z /c lP

õ 2 Z /c lP

( 2 . 3 . 2 6 )

g (c 2

Temos, portanto, que encontrar os valores para as bons

cl e c2 tais que a probabilidade do evento(2.3.26) se

ja (l--a), de modo que com uma probabilidade maior ou igual
(l-a) tenhamos o evento (2.3.23)

Verifilquemos o que ocorre com a probabi.lidade do evento

(2.3.26) quando V2'»0(e consequentemente VI '»O). Tomemos a Fi-

gura 2.3.3a, quando V2-'> OP o ponto -ZP/VI se encontra com o pon'

'ZP/V2 e -ZP/V2 recua indefinidamente ao longo do eixo v
Então as duas gemi-Tetas, que sao o li.cite da região de defi-

nição do evento(2.3.26), giram em tornodo ponto fixo(c2ZP/clpzP/CI)
atê a posição horizontal ã= Zp/cl(Figura 2.3.3b). Portanto,

a probabilidade limite, quando V2'»CP será P(Õ2ZP/cl). Esta
probabi.lidade seta igual a (l-a) se e somente se Z./c. for o

(l-a)-êsimo quartel da distribuição de 8, isto é

1 . . \ 1 / 2
.. - z l ":{ l

l 'P\'(l-aji

quando V2'» OP sendo u(l-a) o quarta.l (l-a) da'distribuição qui-

)



V

(a)

C

( b) v: ---, o

(c) q--- o

Figura 2.3.3 Esquema do ewnto ( 2.3.26) e suas col lçães limita
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-quadrado com (n-2) graus de liberdade

Analisemos agora o que acontece com a probabilidade do

evento (2.3.26) quando Vll->0 (e por consequ;nela V21 -+ O)

Neste caso, o evento(2.3.26) fica vgc2a, qualquerque seja õ

(Figura 2.3.3c). Então a probabilidade limite, quando V.l.FO,

ser; P(v/Õsc2). Esta seta igual a(l-a) se e somente se c2for
o(l-a)-êsimo quartel da distribuição de v/Õ, ou seja,

'2 ' l2p(i-a)l /2

quando Vla''»OP sendo F(l-a) o quartel (l-a) da distribuição F
com (2, n--2) graus de liberdade

Assim, devemos determinar uma constante c de modo que a

probabilidade do evento(2.3.26) seja(l-a) quando

#el:': . .: : .{:'.:-.,}:':, (cl

Isto implica em que a forma das duas curvas, entre as

quais os intervalos simultâneos ilimitados est;o compreendi-

do s , sej a

*. ' -';: ;.. k.i<=i:':. [«.:..,]- +)"'l
(2 . 3 . 2 7 )

e que o evento (2 . 3 . 26) , considerando

:b
' l z

P
v5

V2
Z

P
e l s eJ a

«..lt«.:..J:':.+l<nl:''lÇ- ,. .{l<âl:''
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. . l(«.:..J":.41#nl":1%-+ ;. Ç: ;lÜtl:"
( 2 . 3 . 2 8)

Salientamos que a probabilidade do evento(2.3.28) ser

igual a(l-a) depende de quatro quantidades, a, n, VI e Vo' No
trabalho de Scheffê (1973) encontramos tabelados os valores da

constante c (Tabela 5, Anexo), tal que a probabilidade (2.3.28)

seja(l-a), em função destas quatro quantidades

Para € pertencente ao i.ntervalo de calibração, €1 € 1, o

metodo de Bonferroni- e equivalente ao método de Scheffé se nas

duas curvas(2.3.27) substituirmos a constante c por le a pro-
babilidade ct por CE/2. Os intervalos resultantes do m;todo de

Bonferroni(2.3.10) são geralmente - e certamente se c< 1- mais

compridos que os de Scheffé

Para obtermos as expressoes dos intervalos simultâneos

ilimitados pelo m;todo de Scheffê, basta, en(2.3.10), substi-

tuir R e Q por

R++ = c'2F(l-a)ac/sXX

e

.** : ''.(<=):':; C

respectivamente. E a sua condição de exist;ncia é,

b: » ? '(1-.)'''
'xx
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EXEMPLO 2.6.(continuação do Exemplo l.l)

Unicamente com intuito de exemplificar a construção dos

i.ntervalos de confiança simultâneos ilimitados, tomemos o pro'

blema da calibração do termopar. Suponhamos que o experimenta-

dor esteja interessado em obter os intervalos conjuntos para

''todas" as possa.vens lei.tunas do termopar com a característica

de que pelo menos 95% dos i.ntervalos contenham os seus respecti-

vos € estimados com coeficiente de confiança maior ou igual a

95Z. Temos quatro alternativas para construz'-los: o método de

Bonferroni, o metodo do argumento F, o metodo de Bonferroní mo-

dificado por Oden e o método de Scheffé. A existência dos in-

tervalos por estes quatro m;todos esta garantida pois b2:0,90826

ê maior que 4,20x10'4, que 3,92x10'4, que 2,66 x 10'4 e que

3,05 x 10''+ que sao as suas respectivas condições de exist;nela

Os resultados dos intervalos para alguns pontos encontram-se na
Tab e la 2 . 3.

Neste caso, os intervalos modificados por Odes sao os que

apresentam menor comprimento, mas esta conclusão nao pode ser

generalizada para outros experimentou de calibração e de ensaios

bÍ o li;gi cos
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TABELA 2.3: Intervalo Simula;neo llitnitado
((l - a) = 95Z e p = 95Z)

A - MÉTODO DE BONFERRONI

B - MÉTODO DO ARGUMENTO F

C METODO DE BONFERRONI MODIFICADO POR ODEN

OBS .: À = 0,7 9 5

D - MÉTODO DE SCHEFFÉ

OBS .: c = 0,97

TEF{PlCRATURA
OBSERVADA

ESTÁ:.DADOR
PONTUAL

ltiTERVALO
DE CONFIANÇA

COllPRlFIENTO

YO xC   qlln x{ n f
150 1 6 4 , 3 9 ( l S 7 , 9 4 ; 1 70.66) 1 2 . 7 3
200 2 1 6 , 8 5 (2 1 1 ,OS ; 2 2 2 ,5 8) 1 1 , 5 3
250 269 , 3 2 ( 2 6 3 , 6 6 ; 2 75,03) 1 1 , 3 7
300 3 2 1 , 7 8 (3 15 9 7 0 ; 3 2 8 ,03) 1 2 , 3 3
350 3 7 4 , 2 5 (3 6 7 , 3 8 ; 3 81 ,35) 1 3 , 9 7

TEMPERATURA
OBSERVADA

ESTIMAR)OR
P OtITUAI.

INTERVALO
DE CONFIANCA

COlíPRlbfENTO
D O llW E: RVALO

  xc (Xinf ; xs«i ) x .to'xin f
IS o 1 6 4 . 3 9 ( 1 4 6 , 4 9 ; 1 81,79) 35 ,3 0
2 00 2 1 6 , 8 5 ( 1 9 9 ,65 ; 2 3 3 ,82) 3 4 , 1 7
250 2 6 9 , 3 2 (2 5 2 , 3 8; 2 8 6 ,40) 34 ,02
300 3 2 1 , 7 8 (304 ,54 ; 3 3 9 , 4 7 ) 3 4 , 9 3
350 3 7 4 , 2 5 ( 3 5 6 , 30 ; 3 9 2 , 80) l 36,50

TEMPERATURA
OBSERVADA

ESTICADOR
PONTUAL

INTERVALO
DE COlqFIAlqCA

COMPRlFÍENTO
DO INTERVALO

YO xc inf xsuD) T ..u'xinf
150 ]-6 4 , 3 9 ( 1 5 9 , 2 7 ; 1 69,39) 1 0 , 1 2
200 2 1 6 , 8 5 ( 2 1 2 , 2 S ; 2 21,41) 9 , 1 6
2 SO 2 6 9 , 3 2 ( 2 6 4 , 8 2 ; 2 73,85) 9 , 03
300 3 2 1 , 7 8 ( 3 1 6 , 9 3 ; 326,74) 9 , 8 1
3 S 0 3 7 4 , 25 (3 6 8 , 7 8 ; 3 7 9,88) l l , l o

TEMPERATURA
OBSERVADA

E S T l }ÍÀD Õ ['
POl;TUAL DE COtiFIANCA

COFIPRIHENTO
DO INTERVALO

YO xc   xsuo'xinfsun "inf
ISO 16 4,39 ( 1 5 8 , 2 9 ; 1 70,34) 1 2 , 0 5
200 2 1 6 , 8 5 (2 1 1 , 30 ; 2 2 2 ,34) 1 1 .0 4
2S0 26 9, 32 (2 6 3 , 89 ; 2 7 4 ,79) LO , 9 0
300 3 2 1 , 7 8 ( 3 1 5 , 9 9 ; 3 27,71) 1 1 . 7 2
3S0 3 7 4 , 2 S (36 7 ,7 9 ; 3 80, 9 0.) 1 3 , 1 1
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2.4 VIOLAÇÃO DAS SUPOSIÇÕES D'O MODELO

As suposiçoes básicas do modelo de calibraç;o (2.A) po-

dem ser resumidas do seguinte modo:(i.) as vara;vens Y e x são

li.nearmente relacionadas;(i.i) os valores x{, i= 1,..., n. são
prefixados e pertencem a um i.ntervalo - chamado intervalo de ca-

libração;(iii) os erros aleatórios c{, il= 1,...,n, davari;vel

observada Y{ sao mutuamente independentes e- identicamente di.s-

tribuÍdos com média zero e vara;nela a2; (iv) os erros,aleató-

rios, posteriores, c{, i=1,..., k, da varilãvel observada Yr..

corresponder'te a um dado E fixado e desconhecido, também, sao

mutuamente independentes e identicamente distribuídos com mé-

dia zero e vara;ncia az;(v) a vara;ncia az dos erros aleató-

rios das duas fases do procedimento de cala.bração - do ajuste

da linha de calibração e da leitura posterior do experimento -

e constante. Nesta seçaopfaremos algumas considerações de como

resolver o problema de calibração quando as restrições acima
nao estão satis fei.tas

A suposição de igualdade da vara;nela nas duas etapas da

ca[i.braçao e faci].mente transgredida, devido ao fato que usual-

mente a primeira fase da calibração é realizada em laboratório,

em condiçoes ambientais altamente controladas ern comparação ãs

em(pe osinstrumentos sao utilizados ou os ensaios realizados. E,

Lambem, temos que, geralmente, as fontes de erro e, portanto,

a magnitude dos erros, envolvidos para fazer a leitura quando o

instrumento ê usado, nao sao as mesmas que as dos erros envol-

vidos para determinar a escala de calibração. Deste modo.temos,

na realidade, duas variâncias no modelo: a vara;nela das erros

da li.nha de calibração e a variância dos erros da leitura do

l
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instrumento ou do ensaio, sendo esperado que a primeira seja

substancialmen.te.menor que a segunda. Podemos ilustrar esta si:

tuação pelo uso do hemoglobi.n8metro e pelo método clÍni.co de

nedicaçao da pressão sanguínea

Na utilização do hemoglobimetro, misturamos o sangue a

ser examinado com produtos químicos de modo a reduzir a hemo-

globina a metemoglobina, que ; estável e que tem padrão espec'

trai catacterÍsti.co. A luz ã focada em uma célula fotoelZtríca

depois de atravessar filtros sensíveis ,ê' sua intensidade ê re-

lacionada com a concentração original de hemoglobina. Mas o

tempo concedido para transformação de hemoglobina para metemo-

globina ; um fatos determinante na leitura e, na pratica roti-

neira, este ê um fatos relevante de erro. Este fatos nao está

presente quando a escala de calibração ê efetuada, onde as con-

centrações padroes de hemoglobina são reduzidas a metemoglobi-

na sob condiçoes rigorosamente controladas quanto ao tempo e a

outros fatores relevantes. Deste modo, apesar de termos erros

envolvidos no ajuste da calibração estes são de grandeza se-

cundaria comparados aos da leitura

Na pratica clínica, a medição da pressão sanguínea; efe-

tuada do seguinte modo: prendemos no braço do paciente uma bra-

çadeira infl;vel com uma escala de pressão, o médico escutape-

lo estetoscopio uma artêri.a do cotovelo e infla a braçadeira

atE impedir o fluxo do sangue; depois, gradualmente. diminui a

pressão da braçadeira deixando escapar o ar até ouvir o sangue

passar novamente; e então lida a pressão na escala em ''milil-

metros de mercúrio". Temos algumas variações para identilficar o

momento excito que assinala a passagem do sangue e, Lambia, al-

gumas vara.ações surgem exatamente quando é feita a leitura que
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está se alterando continuamente durante o processo. Tudo isto

resulta em uma considerável fontede erro, na estimativa da pres-

são sanguínea na pratica. Mas nenhum destes erros e conside-

rado quando a escala e calibrada, poiso isto ê efetuado de mo-

do inteiramente independente pela lei.tuta direta da posição da

coluna de mercÍirio, envolvendo possivelmente s8 a variação da

pressão barometrica e da leitura de uma escala linear sob con-

dições 'controladas, que sao ínfinitesimaís em relação aos erros

envolvidos quando o instrumento é operado.

Considerando a violação da igualdade de variância do pro-

cesso, segundo Scheffe(1973), a melhor estratégia para contor-

nar este problema ê termos uma ideia grosseira de como o des-

vio padrão de Y pari.a com o x que pode ser obtida a partir de um

conhecimento a priori da situação de calibração ou da di.spersao dos

n pontos (Yi'.x.) em torno da linha de calibração ajustada eex-
pressar esta ideia na forma de uma função. Obtemos

desvio padrão (Y . ) aF(x.) i = 1,

(2 . 4 . 1)

desvio padrão (YOi) aF (e) i = 1, ,k

sendo a um parâmetro desconhecido e F uma função de x escolhi-

da apropriadamente com derivadas contínuas no intervalo de ca-

lib ração.

Tomando o desvio padrão de Y como sendo realmente da for-

ma(2.4.1) e a um parâmetro a ser está.nado a partir dos dados,

podemos estimar os parâmetros a, B, Oz e €1 pelo método dos mí-

nimos quadrados. generalizado, isto é, minimizando
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j:(;::u): ( 2 . 4 . 2 )

Ou equivalentemente pelo método dos mínimos quadrados,uti.lidan-

do os valores Y transformados em "pseudo-observaçoes'', Y+, de-

finidas do seguinte modo:
V

Y+
l

Y i
i = 1 9 2 , . . . , n

F (x. )

(2 . 4 .3 )

VÕi : -.gx- S.: :,...,k

que sati.sfazem todas as condiçoes básicas do modelo original

( 2 . A)

Analisemos, agora, a suposição de linearidade entre as

vara;fieis Y e x. O modelo linear (2.A) ê adequado quando osdes-

vios da regressão da função linear sao pequenos em relação aos

desvios dos erros que pode ser testado através da esta-
tis ti ca

i;li (?i - T) 2/iF :

i=1(Yi'?i)2/n-2

( 2 . 4 . 4 )

que,com a suposição de normalidade dos erros e sob a híp8tese

Hn: B :0, tem distri.buição de Fisher-Snedecor com(lpn-2) graus

de liberdade. Tambem é conveniente verificar o gráfico da dis-

persão dos pontos(YÍpx{)p i= 1,...,n e analisar o comportamen-

to dos resíduos (as di.ferenças entre os vala.rqs observados de Y

e os seus respectivos valores estimados ?) - ve} por exemplo,
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Draper e Smith (1981). Em algutnas situações de calibração, te-

mos que a propria estrutura teórica da relação entre Y e x im-

pli.ca na linearidade da regressão.

Mas existem circunstancias nas quais a curva de calibra--

ção linear simples não Z ajustável tais como nos termómetros,

nos amperímetros e nos ensaios radio-imunológicos (radioimmuno-

essay). Nestes casos, podemos ou linearizar os dados através de

transformações e ajustar uma curva de calibração linear pelo

método dos mínimos quadradosfou ajustar, diretamente, uma cur-
va de calibração não linear. A seguir salientamos alguns ar-

tigos que tratam do problema da calibração nao linear. O texto

de Sch\fartz (1977) apresenta a estimação de E quando a curva de

,/ calibração pode ser ajustada ou por segmentos lineares ou por

funçoes de íris parâmetros ou por funçoes polinomiai.s, aljêm dis-

to, mostra as consequ;nelas da violação da suposição de igual-
dade de.vara;ncia em cada um destes tipos de ajuste. No traba-

lho de Tiede e Pagano(1979)lencontramos o estudo do ajuste da

linha de calibração por hiperboles modificadas que sao utili-

zadas em especial nos ensaios radio-i.munologicos para determi-

nar mini;sculas concentraçoes de substancias i.mportantes do pon-

to de vista biológico e químico. O uso de segmentos de..funçoes

polinomiais chamados de funçoes "spline" é exposto por Lechner

et al(1982). Knafl et al(1984) desenvolveram um m;todo para

ajustar o modelo geral Y = f(x) +c, impondo apenas que a fun-

ção f(x) tenha uma expansão por series de Taylor de uma deter-

minada ordem cujo resto tenha limites conhecidos

Se a suposição dos valores x{, i=1,...,n , fixos ou ao

menos sujeitos a erros desprezzvei.s em relação aos da variável

Y, for infri.ngida, não teremos mais um problema de calibração

,g
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no sentido discutido neste trabalho e 8i.m de Jcalibraçao pompa'

rativa conforme foi definido na Seçao 1.2.

Existem situaçoes em que a independência dos erros pode

ficar comprometida, em particular, quando os valores da variá-

vel Y{ $ao observados em função do tempos surgindo então a au-

tocorrelação dos erros. Pepper (1973) analisa esta questão e

faz comparaçoes entre vários métodos alternativos



CAPÍTULO 3

O ESTIMADOR INVERSO

Supondo que as vara;veia Y e x sejam linearmente relacio-

nadas, e sendo as observaçoes da vara;vel aleatoria Y obtidas

a partir dos valores de x fixados, podemos reescrev'er o modelo
( 2.h) como

P' : Xo ' XiE (Y) , l
sendo E(Y) : Y- e e onde ÀO e ÀI sao par;metros definidos no es-
paço parametrico ç2 e c 8 o erro casual nao observável davariá-

vel Y com média zero e desvio padrão a

Podemos então escrever

)
\

( 3 .A)

X ÀO ' ÀIY ' e' (3 .B)

sendo

Tomamos uma amostra aleatória de tamanho n(xl,YI),...,

(XnpYn) do par(x8Y). Pelo método dos mínimos quadrados, com a

suposição (falsa) de que os cl. são independentes de Yi9 obte-
mos a teta ajustada:

zo ''' 'eiv

onde
n

i;li ( xi-;) (Y j. -7)

g: a:-ü :

= - .e:r ,

(3 .C)

zl

e ZO
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com
- 1
x = --

n
. 7 . l

n

Estabelecendo um va].or de yn da vara;vel Y no modelo aci-

ma, temos um estimados para o € correspondente. Este usualmen-

te é chamado de esticador inverso pois é baseado na regressão

inversa de x em Y, apesar de x nao ser uma variável aleatória

Um hi.sti;rico e a comparação deste metido com os clássi-

cos e apresentado na Seçao 3.3. Sala.entamos que as estimativas

produzidas por esta tecnica são completamente independentes das

obtildas pe lo m; todo clãs s ico
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3 . 1 ESTIMADOR PONTUAL INVE RSO

O estimados pontual do parâmetro € pelo método i.nverso ê

obtido di.retamente, considerando a linha ajustada(3.C) no pon-

to (yn'e)

E : xl : ZO ( 3 . 1 . 1)

sendo eO e ZI os esticadores de lüÍni.mo quadrado dos parâmetros

Xn e XI' A expressão(3.1.1) pode ser reescrita como

: = + Zi(yo-?) (3 .1.2)

Graficamente, este procedimento pode ser vi.suali.fado na

Figura 3 . 1 . 1

No caso de yn nao ser um va]or fixado, mas uma pari;ve].

aleatória cuja função de densidade é determinada por €1P e com

uma amostra aleatória de tamanho k de Y.. obtemosl

xl ( 3 . 1 . 3)

,-n.la v
- "'' 'o

l
k

Figura 3.1.t l Obtenção erótico de \
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EXEMPLO 3.1(continuação do Exemplo l.l)

No exemplo da calibração do termopar construirnos a re

gressao ''invertida'' da temperatura real pela temperatura obter

vad a ob tendo por (3.C) ,

7,1605 + 1,04 86Y
//

yX

Se o expert.tentador observa no termopar' a temperatura de

Yn = 200uC então, por (3.1.2), a estimativa da temperatura real
correspondente será

XT : 250 + 1,0486(200 - 231,5875) = 216,877uC

Comparando com a temperatura estimada pelo método clãs='

fico(no Exemplo 2.1), vemos que o valor estimado pela têcníca

inversa ê ligei.lamente maior (x.- x. : 0,021oC) que o do m;to-

do clássico. Como veremos na Seção 3.3, esta diferença aumen-

ta, em valor absoluto, com o aumento do distanciamento entre o

ponto observado e a media Y. Seja, por exemplo, a temperatura

observada no termopar de Yn : 100oC. Pelométodo clássico,(2.1.8),

o valor estimado da temperatura real e x.=111,923oC enquanto

pelo inverso,(3.1.2)p i xT:112,020oC. Neste caso, a diferen-
ça entre o valor está.made pelas duas tecnicas seta de 0,097oC

r

Na notaç;o matricial, o modelo (3.A) pode serescritocomo

1 = E ('!+) 8 (3 . 1 . 4)

com E('!ü) = (!# - e) ,

X;À» -.Aa t(yl
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onde

xl

1: . .,t:, - li: l -X

(n,l)

l YI

l Y2

' '1

0 e 2Y +

(n , 2)

e

l Yn 0

sao respectivamente o vetar dos valores x{ fi.xados, a matriz

dos parâmetros, a matriz dos dados observados e a matriz dos erros.

O estimados de €1 correspondera a uma combinação linear

apropriada dos elementos do esticador do vetou parametrico À

Sendo g' o vetou (IPYO) fixado (o que i.mplíca em yO ser uma
bons tan te) temos

el = u' À

Substituindo E(Y+) em(3.1.4) obtemos

X = YÜÀ + € + , ( 3 . 1 . 5 )

sendo e #

O esticador dos parâmetros (ÀRpÀ.) é obtido minimizando

-se eü'cü , supondo (erroneamente) que e# e Y+ são independen
tes . Isto resulta em

( eo 'zl) (X+'Y+)'J'Y+'X ( 3 . 1 . 6 )
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Portanto

xl : 9'(!*'!+)'i!*! ( 3 . 1 . 7 )

Outro modo de obtermos este estirador ê pelo m;todo de

estimação composta (compound estimation) proposto inicialmente

por Robbins (1950) e aplicado ao problema de calibração por

Lwin e Maritz(1982). Consiste em assumir o modelo

Y = a + Bx + €

sendo e com mêdía zero e desvi.o padrão a e encontrar as cons

dantes cl e c2 que mini.mizam o erro médio quadrado total (com

pound error) do experimento inicial. Isto é, minimizando

$ (Yi) ) : ( 3 . 1 . 8)

na classe das funções $(Y) ; c.Ó + c&Y., onde a esperança êem re-'

lação ;s variáveis aleatorias Ylp..., Yn para xlP...P x fixas.

Sendo a função li.near @, com cl e c9 correspondentes ao mini.mo

de(3.1.8), a que melhor se ajusta para os valores conhecidos

xj l parece ser uma candidata razoável para estimar €1 quando es-

te e desconhecido e pertence ao intervalo de calibração defi-

nid o p e los x{, i. = 1, . .., n

Assumindo que os parâmetros a9 B e a sao conheci.dos, as

constantes cl e c2 que minimizam (3.1.8) são tais que.OB'broa.

Y)': [: .$ ? ( 3 . 1 . 9 )

onde SXX

Notemos que(3.1.9) ê uma m;dia ponderada dex e do está
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dador clássico, sendo os parâmetros a, B e a2 conhecidos e os

x. fixos, i.=1,..., n. Observemos,também,que o estirador uti-

liza, afim do valor YOp os xiP i.- IP..., n, da primeira fase

Retomemos a si.tuaçao mais real na qual os parâmetros a,

B e a' sio desconhecidos. Podemos escrever (3.1.9) como:

sxx
( 3 . 1 . 1 0)

Por outro ].ado , temos

E(Y) = a + Bi ,

n

.:w
n-J

e

.(ÊP .,..::u
n-]

Portanto, pelo nêtodo..d.QS momentos, sendo n-l

10) que um estimados de € é dado por

n

i41Íxi-=) a i-T)
(Yo - Y)

Q

n, se gue de

( 3 . 1 . 1 1 )

que é exatamente o estimados(3.1.2) obtido uti.lidando(erro-

neamente) o método dos mínimos quadrados e sem a suposi.ção. .de

qualquer distribuição para os erros

\
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Williams(1969) afirma que,para amostras de tamanho nZ4

o estimados inverso tem esperança definida e erro quadrãti.co
médio fmi to .

Expressoes aproximadas para ae8peranç8p para o erro qua-

drático m;dio e para a pari.;nci.a foram obtidas, desenvolvendo

xl em series de Taylor ate o termo de ordem n'l, no trabalho de

Lwin (1981). É imposto somente que a distribuição dos erros c

seja tal que E(ei) : O, E(cj.) :a2, E(ci) 'U3 e E(ei) : U4 <-, ou
sela, que o quarto momento seja finito. Estas expressoes sao da-
das por

l

E (xl) +

8 ga
2(;l-E)a2
B2A3a2(n-l)X

(=- €1) a 4 (B . - 3 )

-=;i;liÍ--- ,. o.t.tD

'."'*:, :ái . ."ig.':Êe;'l.
+

4 24
B Aa

X

+ (B2-3)a4(E-=)2'
X

2a2 3a2
i=7P'';

X

+

nB3A3a2
X

( 3 . 1 . 1 4)

sendo a2

X

com
n

2=)(xS exx li:l
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O está.dador i.nverso ; assintoticamente viciado pois sua

esperança assintÕti.ca ã dada por

li.m E (x,)
n'-»n 8g

B X

( 3 . 1 . 1 5 )

O seu erro quadrático médio assint8tico é dado por

lii« 'Q"Q'P : ;!à? ' B4a4A
( 3 . 1 . 1 6)

Assim quando n ''> 'o e k -> m temos que

e

( 3 . 1 . 1 7 )

EQM(xl) ''p
a4 (=-E) 2

B4a4Â2X

( 3 . 1 . 1 8)

mostrando que o esticador inverso não ê consistente

É interessante examinar o que ocorre com os esticadores

dos parâmetros Q e B da linha de dali.braçao (2.A) para n gran-

de. Por de f iniçao,

Ào
a
i ' *: - {

zo
qEntão, Z& ' zi

l
q '

sao os esticadores de a e B pelo m;todo inverso. Para R'>n te

mos que
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z& - '
2

fx

nao sendo portanto consistentes. Utilizando estes esticadores

para a linha de calibração temos

E(x,) '- --i- = + --Ê--E ,
' í+B B+f

2

Var(xl) -F
(B+f) 2

a

KQnQ'l) - Tl;:;;7 '
f 2 (=- e) 2

2 ,

(3 . 1 . 2 0)

e

quando n + m

Notemos que,se B for muito grande, os estimadores de a e

13 pelo método inverso tendem a seus esticadores pelo método

clássico e portanto xT tende
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3 . 2 ESTICADOR INVERSO POR INTERVALO DE CONFIANÇA

Utilizando a notação matricial(3.1.4) da Seção 3.1, po-

demos construir um intervalo de cona.onça para E ' glà com grau

de confiança (l-a). Consi.detemos a seguinte variável

T+ n 'Vn u' (51 - À) ( 3 . 2 . 1 )

Suponhamos que a'distri.buiçao assint6tica dos erros E:+

seja normal, isto é

'= e+ & N(O, V) quando n '» m,

com

vl 0 0

0 v2 0

0 0 v3

' ]
0

0 ,V

(nTn)

o o o

uma matri z pos i t iva de tímida

Shuster e Dietrich(1976) provaram que a estatística TÜ

dada em (3.2.1) tem, sob as conde.ç8es acima, distribuição as-

sintoticamente normal com média zero e vara;ncia a+z, ou seja

T & N(0,a+2), (3.2.2)

sendo

a+2 : Ê: .,?;'«.i:l
c2Dlv.D

l- l- 2 a, c.B tv.D)l l- l-' ( 3 . 2 . 3)

e onde
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(l;n)(al'a2'''''an) - X']l - E(Y+)]E(Y+yE(YÜ)]'IE(Y+)e] ,

B

(2 ; 1) K(!*PE(!*)I'i g ,

.:;., ' '':'':,...,'., - ,'l !*,.' !*,I':..!.,'
p.. - l. !.,.''!*,I':. .!*''!(2 , 1) ' ' ' ' ' '

Supondo( ! conheci.d;be substi.tui.ndo E(Y+)' por Vêem (3.2.Ó)
obtemos um estimados consistente de a#z, denotado pora+ . Atra-

vés da estatística T+ podemos construir um intervalo de confi-

ança assintÕtico com grau de confiança (l-a) para o par;metro

e= g'À. O seu limite supeti-or seta

X
suP y'} + Za/:a* ;' /2

e seu ].imite inferior ( 3 . 2 . 4)

«'i z.l.?,.. .;\l'l

onde Za/2 e o (l-a/2>";sino quartel da distribuição normal padro-
nizada

Notemos que, no caso, u' = (1,yn) ã UTn vetou fixo de mo-

do que o intervalo acima s8 pode ser utilizado quando a ''obser-

vação" yO for fi.xa, não sujeita a erro aleatório. Salientamos,
Lambem, que, da maneira como foi construído o intervalo de con-

fianças a vari=nci.a assintÕtica dos erros, v{ , in l,...,n, não

necessariamente tem de ser considerada conheci.da, apenas está.-
móvel.
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EXEMPLO 3.2(continuação do Exemplo l.l)
f

Retomemos ao exemplo da calibração do termoparp consi-'/

devamos, neste caso, os erros identicatnente distribuídos e por-
tanto

a21-n

!,IÍ/'a matriz identidade de ordem n e az a variância da
distribuição assint8tica dos erros, ou seja

aü2
n

2 BIBa +

i : l
D'D 2 2BiDC a . cl 1 1i:l i;l

( 3 . 2 . 5 )

sendo as matrizes definidas em(3.2.3)

Uma estimativa para a+2 é obtida substituindo a2 por a2,

esticador de máxima verossimilhança corrigido (definido em

(2.1.7)) e E(Y+) ' por Y#

O intervalo com 95% de confiança para aestimativa da tem-

peratura real correspondente ; temperatura de yn = 200oC fixada
no termopar por(3.2.4) e(3.2.5) ê

X suP 216 , 877 + 38, 506 2 55, 3 8oC

xinf : 216P877 - 38,506 = 178, 370C

com comprimento de 77,01oC e sendo 8+2 2 4 , 12 2
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3. 3 COMPARAÇÃO DOS ESTIMADORES PONTUAIS

Existe uma grande polemica sobre qual dos esticadores pon'

duais, o cl;ssico, definido em(2.1.2), ou o inverso, definido

em (3.1.1), ê o melhor esticador para E e» tamb;m, sobre qual

o melhor crit;rio para compara'los

Historicamente esta discussão pode ser resumida do seguin-

te bodo. Inicialmente Eisenhart (1939) rejei.tou o mELado inver-

so de estimação alegando que este nao apresentava a proprieda-

de de ser um estirador de m;xima verossimilhança enquanto que

o cl;ssi.co tinha esta ca!.pq.ç,el:ÍgEica. A partir daÍ, todos os
artigos trataram exclusivamente do esticador cl;ssico como no-

tamos em Williams(1959), Brownlee(1960), Ott(1966), Linning

e Mande]. (1%64) entre outros. O direcionamento das pesquisas

na área começou a mudar com os controvertidos artigos de

Krutchkoff (1967-69) que comparam a eficiência dos dois estica-

dores com base no menor erro quadrático médio máximo através de

simulaçoes (procedimento de Monte Carlo). Em seu primeiro tra-

balho (1967), concluiu que o esticador inverso era uniformemen-

te superior pala qualquer planejamento dos valores x;, i=1,

l n, previos e para qualquer ponto €1 de interesse tanto ex-

trapolado quanto interpolado em relação aos x{. Mas, em seu se-
gundo artigo (1969), reconsiderou os resultados anteriores mos-

trando que,quando E.gxtrapola os limites dos valores prefixa-

dos x{, esta superioridade desaparece.. \-lilliams (1969) criti-

cou o metodó de comparação empregado por Krutchkoff provando que

o erro quadrático médio do estímador cl;ssi.co ; i.nfi.nato enquan-

to que o do estimados inverso é finito, para n 2 4; afirmando

ironicamente que, então, do ponto de vista do erro quadrático
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médio, qualquer esticador constante (com erro quadr;rico medi.o

finito) seria preferível ao esticador convencional.

Berkson (1969) estudou o comportamento assint8ti.co (n-Fm)

dos doi.s esticadores, conforme visto na Seção(2.1.3) e(3.1),

mostrando que o erra.Sga4tatiço p;dip assintÕtíco do estimados

clássico (2.1.10a) ê menor que o do inverso (3.1.16), exceto quan-

do € se encontra próximo de x, ou seja, se

1= - el < 1---l . !-ol (3. 3.1)
2a2

k

Halperin (1970) sugeriu, como critérios alternativos pa'

ra confrontar os dois esticadores, o estudo de suas consist;n-

elas, das distribuiçoes do erro quadrati.co médio e da "proxi'

cidade'' (closeness) relativa, no sentido definido por Pitman

(1937), ou seja, xl ; um está.dador mais próximo de E
somente se para todo €

,li*:- a « i*. -al » ;. (3 . 3 . 2)

Conclui, então, por intermédio destas técnicas, quese o pa'

rametro € estivesse em um pequeno intervalo em torno da média

dos x+ i.niciais, o esticador i.nverso forneceria esticadores me"

chores, e caso contrario, o clássico seria melhor. Demons-

trou, Lambem,que o compra.mento deste i.ntervalo varia i.nversa-

mente com o produto de IB/al e do desvio padrão dos x{ ini-

cial.s a.. Como, na pratica, o parâmetro B tende a ser grande,
isto iulplica que o intervalo onde o esticador inverso tem melhor de-

sempenho que o clássico ê pequeno.

Martinelle (1970) obteve resultados equi.valentes aos de

Betkson e de Halperin observando a expressão da eficiência re-
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lativa do erro quadrático m;di.o com n suficientemente grande

Saw(1970) reescreveu as expressoes dos dois esticadores rea-

firmando as conclusões anteriores de que nao existe um estima-

dos uniforneBen.Ee:.mel =.t ra.-EQdo..g,. e, alem dista, mostrou que
sempre e possível encontrar outros estimadores melhores que o

inverso em um intervalo em torno da média x. Consequentemente,

o uso do esticador inverso, neste intervalo finito, seria

s em in te res s e

Shukla (1972) partiu das expressoes do erro quadrático

medio aproximado do estirador clássico,(2.1.10) e do estica-

dor inverso,(3.1.14), considerou a comparação sobre este as-

pecto e concluiu o mesmo que os demais autores. Em 1981, Lwín

reconsiderou este criterio de confrontação, ressaltando que as

expressoes do erro quadrático médio aproximado do estimados clás-

sico e inverso podem ser escritas, respectivamente, como

:l;(E-;)2 + CI e --7(e-;)2 + B2(€1-;) + c9

que,em função de e,sao duas parábolas simétricas(Figura 3.3.1)

centradas, respectivamente, em x e em x----=='.=--

cep tam nos pontos

B a
entere que s e

'2

2
+ (B 2]t -; . a B2+(BÍ+4(A2'AI)(Cl-C2))1/2"" ' " '*

e ( 3 . 3 . 3 )

' ; + a 'B2 '(B2 ' 4(A2'A})(Cl-C2))1/2
B " 'x 2(A2-AI)

conforme a notação utili.fada em seu artigo.

Em 1982, Lwin e Moritz demonstraram que, do pontode vis
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ta da estimação linear composta (linear compound estimation), a

diferença essencial entre os dois métodos de estimação é que,

para obtermos o está.dador cl;ssico, impomos a condição de nao

viciosidade para estimar os xj.p i: ip...,n, iniciais, enquanto

que para a obtenção do estimados inverso nenhuma restrição e
fe i t a.

ássico .inverso

Figura 3.3.1 : Comparação do erro quadrático médio (EQM) do estimador clássico e
do estima dor inversa

Com a finalidade de comparar os esticadores pontuais do

parâmetro €1, Tucker (1980) definiu uma classe geral de estica-
dores

x = x + --7---(Vo-Y) (3.3.4)b'+c

em que, dependendo do valor de c, temos diversos esticadores de

E: - se c=O, o estimados clássico, definido em(2.1.8); - se

c=(n-2).ac/SXX' o estimados inverso, definido em(3.1.2); - se
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az/sXXP o esticador proposto por NaszÕdi, definido em(2.1.17),

e se c B 8:/SXX' o estimados de Tucker, definido em(2.1.18)
Investigando esta classe de estímadores, baseado no erro qua-

drático médio aproximado, obtido através da expansão de Taylor

e na ''proximidade'' de Pitman, definida em (3.3.2), tanto teori-

camente quanto por a]gumas simu].açoes, Tucker concluiu que o

seu esticador ê superior ao estirador clássico e, tamb;m, como

outros j; haviam apontado anteriorm.ente, que o esticador inver-

so tem melhor desempenho que o clássico somente em um interva-
lo em torno da media x
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OUTRos mÉTODos

Devido a fatos i.ndesejãveis tais como: o erro quadr;taco

médio do estimados de máxima verossimilhança de € ser infinito,

o compra.mento do intervalode confiança clássico de.E poder 'ser

infinito e depender de YOp outros métodos de estimação de E' fo-

ram propostos. Entre eles, podemos citar, estímadores pele mé-

todo estrutl1lal, está.dadores pelos metodos bayesianos, estima-

dore! pêlo metodo sequencial e, também, uma analise mais deta-

lhada da função de verossimilhança. Todos eles sao baseados na

linha de regress;o de Y em x, ou seja,(2.A),nomodelo clássi-

co, e nao na regressão de x em Y
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4 . 1 ESTICADOR ESTRUTURAL

A tecnica de analise estrutural desenvolvida por Frases

(1968) pode ser aplicada no problema da calibração, como mos-

tra o artigo de Kalotay(1971). Basicamente estemétodo consis-

te em encontrar a distribuição estrutural marginal correspon'

dente ao parâmetro a ser está.nado, integrando a distribui.ção es-

trutural no espaço defina.do pelos outros parâmetros. A estima-

tiva do par;metro ê a moda, ou seja, o ponto de máximo desta

distribuição marginal. A distribuição estrutural e, por defi-

niçaop proporcional ao produto da função de verossimilhança com

relação a medida invariante conveniente (right-ínvariant measure)

com respeito a um grupo de transformaçoes que deixa o problema

de estimação invariante

Utilizando a mesma notação e as suposiçoes dos outros ca-

pítulos, definimos o seguinte modelo:

Y l

y + aE:tl

a + 6x. + aE:t
1 1 i : l ,

e ( 4 . 1 . 1 )

YOi , i : l ,

onde y=a+13€1 e c} sao os erros aleatorios identicamente dis-

tribuídos com média zero, vara;ncia l e função de probabilida-

de conhecida f(e+), não sendo necessariamente a distribuição
normal

Pelo modelo estrutural,(4.1.1) pode ser escrito como

, l , o ,... , o

, XnpO p..., 0

, o , l ,..., l

IYnpYOIP...pYOI

0 0

1 0

0 1

l ,..., l , o ,

xl'''.,Xn'0 ,

0 ,. .., 0 9 l ,

:il,...,':,'àt'
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sendo que o conjunto de todas as matrizes da forma

l o o
o l o

o o l

onde acR, 13cIR, YeR e acIR+ , ; um grupo(fechado por corpo
siçao e i.nversao) em relação ã multiplicação de matei.zes

A 'distribuição estrutural de(a,í3,y,a) é proporcional a

r' -l r' =

} -.''-Y..a .

Fazendo Y = a + 13 €1, ternos

l n .

IBllR'.!
i:l '

onde ; dadíldEda e a medida invariante

A distribuição estrutural matei.nal de € é calculada inte-

grando(4.1.2) no espaço definido por a, B, e a e encontrando

sua constante de proporcionalidade, igualando a la integral

com respei. to a E

Supondo que a distri.buiçao dos e? seja a distribuiçaonor-

mal padronizada, ent;o,por(4.1.2)la distribuição estrutural é

proporcional a

dadBd da (4 . 1 .2)

IBI .'("k*D ...l-$1ãla:--- s*p .

k
2E( -cl- BE)li:l

dcld Bdad€1

( 4 . 1 . 3 )

.E
l = l

que n;o altera a generalidade dos resultados,Kalotay (1971) mos-

Integrando(4.1.3) em a, B e a e considerando xj.:' . '

n
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tra que a distribuição estrutural marginal de € , EM(e) E pro

por ci.onal a

4A Bz I'(U)
''Õ' + 6a I'(u-1/2) u:K"l;t:;l} (4 . 1 . 4)

onde n+k
2 e u € ]N,

. : .: *: . :<1:*í$. {1ül.

«l;*.. :€1:*ín. l

€2
2 1 1 1++ X kl \ni:l

4AC - B'

sendo a, b, aZr e xr. os respectivos esticadores de máxima veros-

similhança dos par;metros a, B, üz e € definidos em(2.1.6). A

constante de proporcionalidade de(4.1.4) pode ser avaliada atra-

v;s da integração numeríca no espaço definido por €

Obse rvamos que s e

b' ) x
i:l

a:(n+k-3)

l

Var
b2 n+k

(b) (n+k-3) 2

for "grande'', então (4 .1.4) e aproximadamente proporcional a
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,:.l?-,
.v-: (4 . 1 . 5 )

Kalotay (1971) sugere que esta noção de ''grande'' ê rela-

mostrando que para

b
= 0,631 , n = 9 e k = l

vâr(b) (n+k-3)

a aproximação de (4. 1 .5) para a

nal de € ã razoavelmente boa

A moda, xEp que e o estimados do parâmetro e, das distri

buíç8es(4.1.4) e(4.1.5) parece estar, em valor absoluto, en-

ViE(bb2n+k'3)

uva,

2
9

distribuição estrutural

tre

:(:. ":''?F-) ; .*,',«.-'' .

estimados inverso. Pode-se mostrar, se kz 1, que

9No caso em que k= l

":''':!-*-:'l ' *:, ( 4 . 1 . 6 )

sendo xT o esticador inverso e x. o esticador cl;ssico do pa-
râmetro € defina.dos respectivamente em(3.1.1) e(2.1.2)

Outra carácter;stíca, de interesse, da distribuição es

trutural marginal de €1 ê o inverso da informação observada no

ponto xE (que nos fornece uma medida da "dispersão'' dos valores

em torno da moda) , isto i l

l
a21n EM(e)

a€2
xE

(4 . 1 . 7)

onde, EM(e) é a di.stri.buiçao estrutural marginal de €1 e xTP a
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moda desta distribuiçaop assim como, se possível, o seu gráfi
co

EXEMPLO 4.1(continuação do Exemplo l.l)

OBSERVAÇÃO: nesta seçao supomos que >1, x; = O, portanto, os re-

sultados abaixo sao expressos de modo a satisfazer
esta condição. Entre parenteses, mostratnos os mes-
mos na escala utilizada- ho restante do trabalho.

n

l

Tomemos o problema da calibração e assumimos que, na se-

gunda etapa do processo de calibração, o experimentador obser-

va leituras do ponto de interesse: 203,00oC, 200,53oC, 198,17oC

e 201,51'C(para simularmos esta amostra sorteados aleatoria-

mente valores da distribuição normal com med:ia 200 edesvio pa'

deão 2,4), obtendo atl' = 5,571(k: 4)
s ej a

30 4 , 3 28

pelo que foi exposto acima podemos aproximar(4.1.4) pela ex

pressão(4.1.5), resultando que a distribuição estrutural

final de € Z, aproximadamente, proporcional a

B2C7
9

Q'

onde, B = 61, 57€ - 8 1.007, 50

C = e' + 42 .500,00

Q : 4AC - B' sendo A = 39.578,44 ,

mar

conforme representado na Figura 4.1.1 A moda, i.sto ê, o está



106

dador da temperatura real corresponden te a amos tra ob

servada da distribuição estrutural esta entre o ponto 3 2, 32 7

(217,673oC) e o estimador clássico, por ( 2 . 1 . 6 ) 3 2 ,302

(217,69 8oC) Notemos que, ne ste caso, o estimados inverso, por

(3 . 1. 3) , ê x. 32, 28 1 (217 , 7 lgoC)

0 1.35E-18 2.7E-í8 4.05E-lB 5-4E-lB
l +++++++++++++++++ l+++++++++++++++++ l +++++++++++++++++ l +++++++++++++++++ l

EIXO Y : F(KSI)

37.8+x
37.6+1
37.4+x
37.2+x
37 +1
36.8n
-36.6+1
.36.4+1
.36.2+1
-36 + 1
35.8+ 1
-35.6+
-35.4+
-35.2+
-35 +
-34.8+
-34.6+
-34.4+
-34.2+
-34 +
-33.8+
-33.6+
-33.4+
-33.2+
-33
-32.8+
-32.6+
-32.4+
-32.2+
-32 +
-31,8+
-31.6+
-31.4+
-31.2+
-31
-30.8+
-3e.6+
-30.4+
-30.2+
-30 +
-29.8+
-29.6+
-29.4+
-29.2+
-29 +
-28.8+ 1
-28.6+1
-28.4+1
-28.2+1
-28 +#

+

+

l

l

l
l

l

l

l

l

l
l

l
l

l
l
l

Diet l il-.i.i iCÕi:. [i:].t'i.It.iit r,IÕ t' -] i t'i Ü l
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4. 2 ESTIMADORES BAYESIANOS

Os esticadores bayesianos seguem duas correntes distin-

tas: a do trabalho de Hunter e Lamboy (1981) que considera a
densidade de

ocde r] e o valor esperado de YO e a e Í3 sao os parâmetros da
regressão, de modo que a distribuição a priori de € ; implici-

tamente dada pela distribuição a priori de rl, a e B; enquanto

que os estudos da li.nha de Dunsmore(1968) e de Hoadley(1970)

usam diretamente uma distribuição a priori para €1. Nao é pre'

tensão deste trabalho concluir qual das duas tendências é mais

correra filosoficamente, nossa intenção e apenas de apresentar

os resultados, as criticas e considerações que aparecem na li-

teratura a respeito de ambas

Hoadley (1970) argumenta que o estirador de mãximaveros-

similhança xc nao ê satisfatório, de um ponto de vista indepen-

dente da consideração de seu erro quadrati.co médio ser infini-

to, como defendeKrutchkoff (1967, 1969) e contesta Willi.ams

(1969) e Ha]perin(].970). Ele considera o coeficiente do termo

Ez da equação(2.2.7), suporte do i.ntervalo de confiançade x.9

que pode ser escrito em função da estatística F, que e o qua-

drado da estatÍsti.ca t para testar a hip8tcse B = 0(definida em

(2 . 2 . 10) ) do seguinte modo

(F - F )a'

sendo Fa o a-ãsimo percentil da distribuição de Fisher-Snedecor
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e a:, o estimador de m;xima verossimilhança corrigido(2.1.7)

de a'. De modo que, se F e muito maior que a constante F,., o

intervalo de discriminação ã estreito e o estimados x. ; pre'

liso, mas se, ao contrario, F for muito menor que F,., x. e im-

preciso. Em outras palavras, os dados (xi' Yi) e YOi cont;m in-

formações sobre a precisão do esticador x. e parece razoável

que, de algum modo, o conhecimento de sua possível incerteza se-

ja ponderado na estimação de E,' o que não ocorre com o estima-

' É exatamente isto, segundo Hoadley, que o esticador

bayesiano pondera

Outra motivação para o desenvolvimento dos esticadores

bayesianos 8 justa-ficar teoricamente o estimados inverso, de-

finido em(3.1.1), provando que este está.mador e o bayesiano

coincidem para determinadas distribui.çoes a priori

Nesta seçao)usaremos a segui.nte notação

d ados o vetou dos n pares(x{, y{), observadosna pri
medra fase do processo de calibraç;o: o ajus
te d a linh a de calib ração ;

d ados o vedor dos k valores YOi) observados para um
dado (l desconhecido e fixo na segunda fase do
processo: a calibração propriamente dita;

dados dados lu dados 2 - ovetor de todos os dados
obs ervados no pro ces se .

4.2.1 DISTRIBUIÇÃO A PRIORI PARA O PARÂMETRO E

A solução bayesiana encontrada tanto no trabalho de Hoadley

(1970) quanto a proposta por Durtsmore (1968) para o problema
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de regressão inversa é baseada na distribuição a priori do p&-

r;metro e, 1í(e), definida no espaço param;trigo.IXI'. Esta di.stri-

buiçao representa nossas impressoes sobre a distribuição dos

possíveis valores do par;metro € na "futura" expert.enfia (se-

gunda fase do processo de calibração), não sendo necessariamen-

te relacionada de qualquer maneira com os x{, i= 1,...,n, pre'

fixados e usados no ajuste da li.nha de calibração (chamada pe-

los Bayesianos de experimento informativo). Somente de uma 'ana-

lise particular do experimento dependerá aescolha subjetiva de

lr(e) variando, desta forma, de experimento para experimento.

A distribuição a posteriori do parâmetro E, lr(E/dados),

seta proporcional ao produto de sua distribuição a priori pela

função de verossimilhança, sendo que os outros parâmetros foram

elimi.nados do problema, otl seja, r(E/dados) é proporcional a

lr (e) L ( €1 / d ad o s)

Ser; utilizado o modelo cl;ssico(2.1.3) e, alémdas suas

suposiçoes habituais, a independ;ncia entre (a,B,az) e €1, que

parece razoável, desde que B ê uma propriedade do instrumento

e que €1 ; uma característica do objeto medido. Consideramos,

tombem, apenas para efeito de simplificação dos cálculos, sem

perda de generalidade, que os x{, i=1,2,...,n, prefíxados na
primeira fase do experimento, sao tais que,

e

A função de verossimilhança L(a,B,az,e/dados) anterior

mente definida em (2.1.4) pode ser escri.ta como proporcionala

L(aPB,o'c/dados l)L(a,B,aZ,E/dados 2)
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ou ainda L(a,B,az.E/dados) proporcional a

L(clpBp(J /xlpylpX2sy2

exp
k (y0-a-Be) ZI / 2a2

'-'' '. : :

2 1
" : T:'Í

Assim(yl'y2p'''pyn'v2 e yO) ê uma estatística suficíen
te para(a,B,az,€1) e então temos que

lí (e / d ad o s )
T (€1/y I'y 2 ' 'y.,v2,Ç'0)

Pelo teorema de Bayes temos que

V(e/yl'y2 a K (€1/Vi'. .. ,yn)lr

. 9

a v(Ç)v (yO/E,v',yl ,yn)Tr(v2 /e ,yl yn)

cl V(€1)V(yO/€1,vz,yt yn)

pois T(vZ/e,yl'...pyn) independe de E e onde o símbolo a signo

fica ''proporci.onal a''. Portanto, v(E/dados) ê proporcional a

lr (e) L (e ) (4 . 2 . 2 )

sendo

1.(e) : T (yO/E,vz,yl'. . .;yn)
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uma especie de função de verossimilhança representando as in-

formaçoes de E obtidas por todas as fontes, exceto adadistri-

buiçao a pri orí de €

Hoadley (1970), supondo a priori que a distribuição de

(a,B,a2) ê proporcional a l/a2(isto E,(a,B,Ina2) tendodistri-

buição uniforme), demonstrou que

- 1 /22
€+ +

k n n
a C

1.(e )
2

b E)a
0

1 +
2ll(n+k + +\ k nC n

( 4 . 2 . 3)

sendo (azpapb) os estimadores de mínimos quadrados dos par;me'

tios(a',a,í3), respectivamente, dados em(2.B) e(2.1.7)

Salientamos que a função acima apresentadeterminadas ca-

racterísticas. Para n e k fixos L(e) torna-se mais concentrada

quando F, a estatÍsti.ca para testar 13=0, aumenta e, no caso

contrario, se F diminui, torna-se mais dispersa. Outro aspecto

ê se a distribuição a priori de €1 íor considerada a priori nao

informativa(distribuição uniforme na teta), então o estiTnador

bayesiano para a função de perda quadr.anca não é razoável, pois

e)d€1 = +m. Portanto, uma distribuição a priori adequada

(i.nformativa) para € ; pre'requisito para obtemos uma solução

b ayesiana p rali.c a

Hoadley, nas suas simulaçoes, com k=1, utilizou a pri.ori

0 caso contrario

'[

(d+l)
2 para €1 c l c .aC

lr(e) a
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sendo lo i.ntervalo dos valores x{ observadospou melhor, € ten-

do a mesma distribuição que a variável c+ tdS onde td tem dis-
tri.buiçao t-student com d graus de liberdade truncadano int
velo l

Vejamos o caso particular, k= le a pri.ori conjugada, dis-

tribuição t-student com (n-3) graus de liberdade, centrada no

r n+l \1/2
zero e com favor de escala jn+ij''', .sto

(4.2.2) a sua di.atribuição a posteriori seta a distribuição t-

-student com(n-2) graus de liberdade, centrada em xT, estíma-

Considerando a função de perda quadratica, o estirador de Bayes

; a media xlp caracterizando deste modo, para o ponto de vista
bayesiano, teoricamente o estirador inverso de e. Este resul-

tado nao ê justificável sem que a distribuição a priori acima

seja razoável para a incerteza a priori sobre €1, restringindo,

assim, a validade do estimados inverso comoumestimadordeBayes

Quando a suposição desta distribuiç;o a priori e aceitá-

vel, então o menor intervalo a posteriori(shortest posterior

interval) com (l-a)100Z de confiança é dado por

. *í I'\ :/:
F +n- 2 F lr '

tri.buição que a variável t(n-3)In-3
1 /2

En t ao por (4 .2 .3) e

1/2
unido em (3 .1.1) e fatos de escala xl

'F'

e r

di se 9 com a me sma

2

dor definverso

xl ( 4 . 2 . 4)

sendo Fa o a-esimo percentil da distri.buiçao de Fi.sher-Snedecor

com (l, n-2) graus de li.beldade. Salientamos que se F, o qua-

drado da estatística defina.da em(2.2.10), for mui.to grande, o

intervalo cl;ssico(2.2.8) e o bayesiano(4.,2.4) são aproxima-
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demente iguais. Por outro lado, seF tender a zero, então(4.2.4)

aproxima-se do intervalo (l--a) da distribuição a priori que, no
caso) e

onde Fn é o a-8si.mo percentil da di.stribuiçao Fisher-Snedecor
com (l, n-3) graus de liberdade, não aparecendo então o efeito

de Filler-Creasy. Tambem o compritnento do intervalo da poste-

riori nao ê afetado pelo valor ynP ao contrario do que ocorre

no intervalo clássico que se torna maior como aumento da diferença

IY0-YI. Outra característica dos menores intervalos a poste'

riori ê que (l-a) mede efetivamente a confiança com que o in-

tervalo contem €1 para a aTnostra efetivamente observada, o que

nao acontece com o intervalo clássico pois, neste caso,(l-a)

est; associado com a proporção de :ntervalos que contêm €1 para

um grande numero de intervalos construídos a partir de varias

repe tiçoes do experimento .

Com as condiçoes aci.ma, isto ê os x{, i=1,...,n padro-
nizados e k= 1, podemos escrever

''l F + (n- 2)

implicando que lxt'xcl '»0 quando F'rao. Asse.m, do ponto de vis
ta bayesiano e supondo a distri.bui.çao a priori para e, a distri
buição t-student com (n-3) graus de liberdade, centrada em ze

l n +] \ 1/2
-o e ''m f't'- d' 'scal' lii:ãl , t'mos qu' quant. mais indo-.

F

mativos forem os dados (isto ê, quanto maior for F) maior aadap-

taçao de x. como esticador de E

DuRsmore (1968), em seu trabalho pioneiro, desenvolveu as
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idéias de estimação bayesianas aplicadas na calibração em dois

modelos: considerando xip i:lp....n prefixados e Y;, i=1,...,n,

com distribuição de Poisson e supondo(xlp Y{), i=1,...,n, in-

dependentes com distribui.çao normal bivariada. Neste segundo ca-

so, obteve xTI estimados inverso, como estimadorde e. Mas, co-

mo afirma Hoadl-ey (1970), este resultado nao é nenhuma surpre-

sa poisa paraummodelo bivariado, a estimação de E é realmen-

te um problema de-t)revisão(o contrario do problema de previ.-

sao reversa) e os princípios clássicos podem ser usados para

obter xT como previsor de €

EXEMPLO 4.2(continuação do Exemplo l.l)

No exemplo do termopar) consideramos que oexperimentador

tem motivos para admitir que a distribuição a priori do parâ-

metro € sej a

lr( e) 39 1 3 sl l
\ 1 + €1 ' / 1 7 /

isto ;, uma distribuição t-student com 13 graus de liberdade,

centrada em zero e com fator de escala(17/13)J /z(Figuram.2.1)

Suponhamos que o expert-tentador observe no termopar a lei-

tura de 200uC e queira estimar o val-or da temperatura real cor-

respondente. Por(4.2.3) e(4.2.2), a distribuição a posteriori

ê uma distribuição t-student com 14 graus de ].iberdade, centra-

da em xT : 216,877'C - esticador inverso determinado no Exem-

plo 3.1 - e fatos de escala 1,4970, ou seja

\ 7 . 5l \ ' l -'

l IE- 216 ,877
14 1 1 ,4970

7

l&+e) : o, 39 189

"'R/& :). 1 +
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conforme representado na Figura 4 2 . 2 Tendo o ponto de máximo,

evidentemente, em x. = 216,877'C
0 intervalo a poste riori, com 95% de confiança da tempe

ratura real, correspondente ã lei.tuta de 200oC, por(4.2.4) ê

X suP 216,87 7 + 3 , 21 1 220,088oC

e

xinf 2 1 6, 87 7 3 , 2 1 1 213,666oC

com comprimento de 6, 422uC

EIXO Y : F(KSI)

6 0.Í8 8.20 0.30 e.46
l t++++++++++++++++!+++++++++++++++++!++++++++++ ++++++l+++++++++++++++++!
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l
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+

1.2 +

1.6 +
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2
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+
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3

+

+
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3.4 + 1
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4
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4.6 +#

5 +R
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Fi-4uJ' 4. ] 1) j E t t j t-. u j ü õt'- FI t ] c'\ i' }

EIXO X 8 XSI
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EIXO Y : F(KSI)

0 e.Í0 0.20 0.
l+++++++++++++++++ l +++++++++++++++++ l +++++++++++++++++ l

30 e.40
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+

l

Fiaul'a 4.? ?: TI i E.t t i tptt i t:õo }= üs i et' i .:it

EIXO X : KSI



117

4.2.2 DISTRIBUIÇÃO A PRIORI PARA OS PARÂMETROS rl. a, B

O método bayesiano de Hunter e Lamboy (1981)

mação de E parte(]aidiia de que € e uma função dos

(QpBprl) onde r) i o valor esperado de Yn, j.sto ;

para e s ti.-

p arame t r os

e que a distribuição a posteriori destes parâmetros ; propor'

cional ao produto de sua densidade a priori pela função de ve-

rossimilhança, isto 8, lr(TI,a,B/dados) ê proporcional a

IT(a, B , a' , TI) L(a , B , n , az/ d ad os) ( 4 . 2 . 5 )

Então, por transformação de variáveis, podemos obter a distri-

buição a posteriori de e, v(e/dados). Deste modo, encontramos

a distri.buiçao a posteriori de E baseada nas i.nformaçoes a priori

dos parâmetros a, B, rl e Oz relacionadas com o ''futuro'' expe'

r ámen to .

A função de verossi.milhança acima L(apBprlpaz/dados) ;

proporcional a

L(a,B,az/dados l)L(R,a'/dados 2)

que e proporcional a

n

L(a,B,a'/dados
r(k-l)v2 + k(y0-VI) 2

expç ã
2a2

..'' . k-l gtoOI
- 1
yo : 't

.) 2 e

de modo que a estatilstíca (ylP y2P p yD9 yO) ; suíícien
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te p ar 8 (a ,B ,a ',vl)
Portan to,

TÍ(ü,B,rl/dados) : lí(a,B,n/yl'...,yn'vz,yO)

e pelo Teoremade Bayes, T(apBprl/ylp...pynpv2,yO) é proporcional a

lr(a ,B ,n/yl'... ,yn)lr(yO'vz/a,B ,n ,yl' .. . ,yn)

Assumindo independ:ncia a priori entre (a8B) e r) e como yn e v2
nao dependem de a, É3 temos que

, y )'n
' n

a Tr(a,B/dados l)Tr(rl)n'(yO/rl,v2,yl'...,yn)Tr(v2/rl,yl' . . .,yn)

e como lr(vz/r),ylp...pyn) independe de n, obtemos

v(a,B,R/dados) a T(n)Tr(yO/rl,v',yl'...,yn)v(a,B/dados 1)(4.2.6)

IT (a , í3 , r) /d ad o s ) (n yí (;o ' '/ /n 9l pyn

onde o sitnbolo a entre as densidades significa''proporcional a'!

No modelo de calibração com as suposiçoes usuais, Hunter

e Lamboy assumem, alem da independência a priori entre (a,Í!) e

rl, distribuição a priori. conjunta i.mpr8pria para (a, B, n, az)

proporcional a l/az. Isto implica em que a distribuição a pos'

teriori Tr(cl,B,R/dados) seja a distribuição t-multivariada com

(n+k-3) graus de liberd ade

T ( obB, TI/fiados) =

o"m)'P/zrl:+h3 l l 1lv2

a'a

i+ l B-b

nqo

s-:

(n-R-3)

( 4 . 2 . 7 )



119

onde

0

-2
a

C "xx

0

sendo a, b os esticadores de mini.mos quadrados de a, B (2.B)

e a: o estiuüador corrigido com n+k-3 graus de liberdade do pa-
râmetro oz (ver Teorema 2 . 1)

A construção e uma analise mais profunda da distribuição

a posteriori de ejsao feitasan Hunter e Lamboy (1989a). Os dois

casos: n+k-3 sendo par e sendo impar sao tratados separadamente

Se n+k-3 é par, a função distribuição a posteriori de €1 é

w.
lr(€1/dados) = -----------L--- +

(n-l)W2W:'l

tJ ll{2 n;2(2W2W4)U(2n- 1).. .(2n-2w"l)
(2n-l)W.Wn'l u:=0(n-l)...(n-w-l)Aw+l

6 '+

. ,«': ,-...limo
( 4 . 2 . 8a)

e se n+k-3 ê Ímpar,
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2WI

(2n-l)W2W4n'1)/2 +

T ( €1 / d ad o s )

22W n-ll
1++

W(2n-l) AW
2 4

(8\14W2)U (n-l) . . .( n-u)
Au (2rr3) . . . ( 2 n - 2 k -l)

(4 . 2 . 8b)

onde «: : .1-%:ll ix*i':'?'«,l-+:zl

W2 Vll€2 + 2vi2€1 + V22 ,

\V3

hT4 1 + Vlla2 + 2V12ab + V22b2

'":". - ": .

(2n-3) ! : = (2n-3) (2n-5) . . . 1

1 21 1 1 22V 2V b €1a€ 2V a 2V22b

sendo

com

X

sxx

l
sxx

v+

X

sxx
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xx

A densidade acima é a densidade a posteriori da razão de

duas variáveis aleatorias com di.stribuiç;o t-bivariada. Uma boa

aproximação para esta função éa distribuição t-student com n+k-3

graus de liberdade, centrada em (Yn-a)/b, o estimados clássico

e com fatal de escala (VllV22'V12)1/2/((V22)tl/=) , sendo {Vij} 'V+
defi.nada em (4. 2 . 8)

A densidade a posteriori exata de €1(4.2.8) tem vara.=n-

cia infinita, mas este fato nao incomoda aos Bayesianos para

construir suas inferências, pois podemos sempre fazer o seugra-

fíco e, a parti.r dele, tirar todas as conclusões de interesse

Como, por exemplo, encontrar a sua moda que é o esticador pon-

tual para E se a função for simétrica; selecionar intervalos de

densidade a posteriori de maior área(highest posterior density

(HPD) intervala). O coeficiente de confiança (l-a) destes in-

tervalos tem a carácter"estica de medir a confiança do interva-

lo conter € para a amostra efetivamente observada. Do ponto de

vista bayesiano, teoricamente, se um modelo ê adequado, todas

as informaçoes relevantes estão contidas na sua distribuição a

posteriori apropriada, quer sua vara;ncia seja ou não finita

O trabalho de Hunter e Lamboy (198ia) também analisa o

caso, menos pratico, supondo oz conhecido e os parâmetros (a,B,n)

com distri.buiçao a priori uniforme. A densidade a posteriori

para ep neste caso, ia razão de variáveis normais bi.variadas,

que pode ser aproximada pela distribuição normal com media

(Y-a)/b, estimados clássico de e, e vari=nci.a (VllV22'VI 2)/V22b',
sendo {V::} = V+ definido em(4.2.8)
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EXEMPLO 4.3(continuação do Exemplo l.l)

Supondop no problema da calibração do termoparp quem ex-

perimentador assumiu a distribui.çao a priori conjunta para os

parâmetros (a,B,r],a2) proporcional a l/a2, pelo apresentado nes-

ta seçao temos que a distribuição a posteriori do parâmetro €

ser; a razão de duas variáveis aleatorias com distribuição t-

-student que pode ser aproximada por umadistribuiçao t-student

Se o experimentador quer estimar a temperatura rea]. cor-

respondente a leitura de 200uC no termoparp temos que adistri-

bui.çao a.posteriori será aproximadamente a t-student com14 graus

de liberdade centrada em x. = 216,857oC - estirador cl;ssico de-

terminado no Exemplo 2.1 - e com favor de escala 0,62Q8,ouseja,

« '', - ., ,': ''( ) '''

representada na Figura 4.2.3, tendo como ponto de máximo x.=
= 2 1 6, 857 'C

O intervalo a posteriori, com 95Z de confiança para a tem-

peratura real correspondente a observação de 200oC no termopar e

suP 2 169 85 7 + 1, 331 = 2 18,188oC

xinf : 21 6P 85 7 - 1, 331 = 215,525oC

com comprimento de 2 , 662uC
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4.2.3. COMENTÁRIOS E COMPARAÇÕES ENTRE AS DISTRIBUIÇÕES A POS

TE RIORI DE €

Nesta seçao mostraremos os aspectos mai.s relevantes da

discussão da polemica sobre qual das duas correntes apresenta-

das nas seçoes anteriores - considerando a distribuição aprio-

ri de E ou a priori de (a,B,rl,az) - deve ser utilizada para cons-

truir a distribuiç;o a posteriori de Ç

PrimeiraTrente, como mostra ni11 (1981), temos que o es-

tirador proposto por llunter e Lamboy (1981) ê um caso particu-

lar do encontrado por Hoadley(1970). A forma geral da densi-

dade a priori de Hoadley e lr(a,B,az,€1) proporcional a

lí ( a , B , a ') n (€1)

obtendo seus resultados para a distribuição impropria de (a,B,a2),

i.sto ã, lí(a,B,a2) proporcional a -l
a

Por outro lado, Hunter e Lamboy, depor-s de observar os

dados da primeira etapa consideram

Tr(a,B,az,rl/dados 1) proporcional a v(a,B,aZ/dados l),

sendo esta a distribuição a posteriori dos parâmetros da regres-

são proveniente da distribuição a priori imprópria proporcional

a l/a 2

Como n= a+ BEP por transformação de pari;veia, temos

v(a,B,a',D/dados 1) proporci.onal a IBlv(a,B,a'/dados l)

que e i.dentica ; distribui.çao a posters.ori de Hoadl-ey dado as
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da primeira etapa e baseada na densidade a priori

T (a,B,a2,e) proporcional a l.Ê.l

Como a função de verossimilhança para obtermos a distri-

buição a posterioril em ambos os casos ê idêntica, a distribui-

ção a posteriori resultante, nos dois procedimentos, será tam-
. + e .Abem idêntica.

Salientamos que a distribuição a posteriori de € en-

contrada considerando a distribuição a priori de (R,a,B) ;

matematicamente idêntica ; distribuição estrutural marginal

(4.1.4). Esta conclusão ; esperada pois enquantoummodelocon-

sídera a distribuição a priori impropria dos parâmetros propor'

cional a l/a' o outro define esta mesma medida como sendo ame-

dida invari.ante conveniente. Como a funçãodeverossimilhan-

ça nos dois casos e a mesma, no caso especial suposto por Ka-

observaçoes

a
( 4 . 2 . 9 )

lotay (isto ;, l N (O, l) ) a e quação (4 .2 . 8) s e re

duz ao resultado(4.1.4) apesar de diferirem em fundamentos

A preferência de Hunter e Lamboy por uma priori imprópria

para os parâmetros(a,B,az,r}) ; criticada por vários estatís-

ticos. Estas críticas sao baseadas principalmente na ideia de

que Q poder dos métodos bayesianos esta ligado com nossa ca-

pacidade de incorporar conhecimentos a priori no modelo para-

metrico. Sendo, portanto, necessário famílias de densidades a

priori flexíveis o suficiente para poder representar esta nossa

subjetividade, o que nao ocorre nas densidades ímpr;peias. Lawless

(1981) chega a afirmar que o uso exclusi.vo de dístribuiç8es a

pri.ori impróprias ê ''somente vesti.r procedimentos frequentistas

clássicos com roupas bayesianas". Surge, também, a dívida deco-
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mo incorporar neste modelo informaçoes a priori sobre o para'

metro €1. Enquanto que,no trabalho de Hoadleylo uso da distri-

buição a priori nao informativa ê restri.to aos parâmetros da

regressão e a priori para E, ao menos para o caso da função de

perda quadratica, ê obrigatoriamente uma distribuição propria.

Outro ponto de controvérsia no metodo de Hunter e Lamboy

e a suposição de independ;ncia a pri.ori de (a,B) e T}. Parecen-

do mais natural e realista na pratica, para a maioria dos ca-

sos, principalmente, quando temos informaçoes nao desprezíveis

sobre €1 (como,por exemplo, assumir valores somente em um deter-

minado intervalo), que seja admitido(a,B) e €1 não relaciona-

dos, como ocorre no modelo proposto por Hoadley, emvez de(a,í3)
e 1) = a + Í3€ nao relacionados

Um coment;río interessante foi feito por ni11(1981) so-

bre a distribuição a priori de € definida por Hoadley parajus-

tificar teoricamente o estimados inverso. Suponhamos que os va-

lores x{, i= 1,..., n, usados para estimar a linha de calibra-
ção, sejam vistos como uma amostra de uma populaçaonormal. Nes-

te caso, a di.stribuiçao a posteriori de e, dado as observaçoes

da primeira fase,ê uma distribuição t-student com(n-l) graus

Considerando, como Hoadley, os dados padronizados obtemos a

distribuiç;o t-student com (n-l) graus de liberdade, centrada

f n+l \'/' .
i' li:+l . "p';'' '' -"' p'-''''

de liberdade, centrada em x e com favor de escala
1/2

fatos deem zero e com e s ca

diferença nos graus de liberdade e no fatos de escala, que nao

tem conseq:uencias quando n ê suficientemente grande, esta dis-

tribuição a posteriori de €1 é equivalente i priori v(E) consi-
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derada por Hoadley para obter o esticador inverso quando k= l

Esta 7r(e/dados 1) pode ser vista como uma distribuição a prio-

ri para a segunda etapa de observações (dados 2). Notemos que

esta an;lise ; valida quando os x{ usados na primeira fase de

observações (dados 1) formam uma amostra aleatÕri.a de algutna

distribuiçãop implicando que(x{,Y{), i= 1,..., n tenha umadis-

tribuiçao conjunta, contrariando a nossa suposição básica que

os valores xi sao planejados e prefixados, mostrando,deste mo-

do,que esta ê uma situação em que a distribuição a priori pro-

pos ta p or Ho adley ê ap rop ri ad a.

A definição da família gama como densidade a priori para

É3, is t o g , lr (B) pr op or ci on al a

com B > 0,

e sugerida pelo fato que a magnitude do parâmetro B depende da

unidade de medida utilizada e, portanto, em experimentos de ca-

libração elaborados seria e cuidadosamente, este valor nao

deve estar proxima de zero, sendo deste modo indesej;vens va-

lores muito pequenos de B,o que e exatamente uma característi-

ca da distribuição gama. Esta densidade, para Àl:2 e X9 = 0,

corresponde a densa.dade implicita proposta por Hunter e Lamboy

(usando IBI no lugar da condição í3>0) em(4.2.9). A respeito

desta distribuição a priori Hi11 (1981) comenta: ''Eu acredi-

to que o uso da distribuição gama a priori para B, com XI e À?

positivos é uma cuidadosa escolha para refletir o seu conhe-

cimento a priorip produza.ndo uma análise mais satisfatória, in-

cluindo um estimados consistente para € com erro quadr;tido mé-
dio finito''
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4.3 ANALISE DE VEROSSIMILHANÇA

Baseados na ideia de que a função de verossimilhança re-

sume toda a informação num;rica que os dados cone;m sobrem pa-

râmetro, muitos estatísticos como Fisher, enfatizam, em seus

trabalhos, a necessidade de examinar não s8 o está.dador pontual

(esticador de máxima verossimilhança) e o seu desvio padrão, co-

mo tambem toda a forma da sua curva. Com este pensamento Minder

e Whitney (1975) obt;m, em seu trabalho, a função de verossi-

milhança marginal de E a partir da função de verossimilhança

( 2 . 1 . 4 )

V}Í (E /xl'yl'x2 'y2 ' 'xn'yn'yOI'y02'... ,yOk) : c8+'(n+k-3) ( 4 . 3 . 1 )

sendo c a constante de proporcionalidade e 8'e uma função de e,

que pode ser obtida, por exemplo, atraves do método da função

de verossimilhança maximizada(Kalbfleisch e Sprott(1970))

A analise de verossimilhança e feita geralmente sobre a

função de verossimilhança relativa, que é a razão entre a fun-

ção de verossimilhança e seu ponto de máximo, assumindo,portan-

to, o valor l no ponto x. (ponto de m;ximo) e sendo limo.fada in-

feriormente por zero. Os valores de €1 com função de verossimi.-

Ihança relativa pequena, como, por exemplo, 0,05 ou menor, po'

dem ser considerados como pouco cotados como candi.ditos a es-

ticadores pontuais de E. Os aspectos mais relevantes para ana-

lise desta funç;o são:(i) uma coleç;o de(l-a)100% de pontos

(conjunto de verossimilhança, ou seja, o conjunto dos pontos

ocde a função de verossímilhança relativa assume valores maio-

res que(l-a)), usualmente de 100Z(o está.mador de mãximaveros-
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oimilhança), de 50%, 10Z e 5%;(ii) seu ponto de m;nitno;(iii)

sua forma. O resultado será uma impressão realista, possivel-

mente um gráfico, da forma de sua curva. Se a função de veros-

similhança relativa se aproxima de uma di.stribuiçao normal ape-

nas dois conjuntos de pontos são suficientes para caracterizã-

la: 100% ou o ponto de máximo e 60,6Z, isto ê, duas vezes odes-

vio padrão

Supondo que x=0-,'o que nao implica em nenhuma perda de

generalidade, temos que a função de verossimilhançamarginal re-

lativ a par a É; e d ada por

VMR ( €1 / x 1 » y l p x2py2 IXnlyRPy01sy02) lyOk)

:l::.' . ,:!:*íl
€12 - 2r ( 1- q 2 ) E +r 2 ( l-q 2 ) + (; +

n+k-3
2

( 4 . 3 . 2 )

sendo caracterizada por duas estatísticas

( :Ê: * : ' *: -,,) :
:Ê:*ÍI :t: «:-,,: * É: ".:-,.,:l

e

',..,,.Ét
ÍEtxi (Y j. -Y)

po r ( 2 . 1 . 8) ,

pois, por h ipo tese, x 0, onde são os es timadores de mã
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xi.ma verossimilhança dados em (2.1.6) dos par;metros €1 e B res-

pectivamente

Observamos que (4.3.2) ; uma pot;nela da razão de duas

funções quadráticas em e, tendo, portanto, dois pontos críti-

cos, o de maxino, evidentemente, o ponto x. e o de mínimo em:

que nao tem interpretação estatística. A existência de um pon'

to de mínimo mostra que a VtíR(€1) pode ser pouco simétrica. Co-

mo q <1, com probabilidade 1, se lido, a função de VI'íR tende a

zero quando n aumenta qua].quer que seja q, entretanto, q con-

tro].a a velocidade desta convergencia. O fato da estat;ética r

ser o ponto de máximo implica que ela esta relacionada com a

localização da função de verossimilhança marginal relativa, en-

quanto que a estatística q esta relacionada com a informação

contida na Vi'íR(€1) pois de(4.3.2) temos que,

llim VmK(€1) : qn+k'3
( 4 . 3 . 3 )

que e menor que l com probabíli.dade 1, se B#0. Assim, se €

tende ao infinito a sua função de verossimilhança marginal re-

lativa não ê necessariamente pequena. Portanto, se q nao e pe'

queno (pt8ximo de 1) e (n+k) não ; grande, o valor da VblR(+m)

nao seta mui.to pequeno, de modo que a função terá uma "cauda

longa'' e nao será informativa sobre o verdadeiro valor de E

Na prata.ca, sua aproximação mais interessante é obtida

atraves da expansão de Taylor de segunda ordem do logari.tmo de

(4.3.2) em torno do ponto x. que resulta em
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(e-xc) 2

2u(x )
exp 9 ( 4 . 3 . 4)

c01n

(n+k)2
(n+k-3)n

& 2 2
Z-. xi q

(n+k) i=1 '

(n+k-3) nk(l-q') al,

sendo b estimados de máxima verossimilhança de B e q definido

em(4.3.2), ou seja, a distribuição normal comm8dia x. e va-

ra;nela u(xr.), com toda a informação contida nos dados resumi-

da apenas no ponto x.(relativo ã locação) e na medida de dis-

persão u(x.)i/z(informando sua extensão)
Afim de determinar quão pequeno deve ser q' para que a

verossimílhança seja informativa, de encontrar o quanto uma apto'

xi.mação do tipo (4.3.4) é razoável e para investigar o compor'

Lamento geral da função(4.3.2), Minder e Whitney(1975) fize-

ram algumas simulaçoes com diferentes valores para os parame'

troa a, B e a':. Concluíram que o plano experimental e ospa-

r;metros devem ser tais que l-p (sendo p o coeficiente decor-

relaçao entre x e Y) tenha pequeno valor, ou seja, que as va-

riáveis Y e x sejam altamente correlacionadas e que a estatís-

tica qz tambem seja pequena. Nos casos por eles estudados, te-

mos que, para amostras de tamanho entre 5 e 10, com k= 1, aes-

tat'lsti.ca q2 deve ser menor que 10'6, mas para amostras de ta-

manho maior, valores um tanto mai.odes de q' sao tolerados
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De qualquer modo, a an;pise da função de verossimilhança

i.ndica qual esticador pontual nao ê rabo;vel, sendo este ''ín-

di.cador fácil'' que a torna um instrumento ;til

O arte.go de El-Shaarawi(1977) apresenta a função de ve-

rossimilhança marginal para o caso em que a relação entre as

variáveis Y e x ê expressa por uma função polinomial do p-esi-

mo grau

EXEMPLO 4.4(continuação do Exemplo l.l)

OBSERVAÇÃO: nesta seçao consideramos >, x;=0, e, portanto, os

abaixo são tais que satisfazem esta condição, mas,
entre parenteses, mostrar-los-erros novamente, po-
rem, na escala utilizada no restante do trabalho.

n

ll

Tomemos, coro exemplo, os dados da calibração do termo-

par» observando, na segunda etapa do procedimento, ovalor 200uC.

Como vimos, no Exemplo 2.1, a estimat:iva do verdadeiro valor

da temperatura correspondente a esta temperatura observada, pe-

lo método de m;xima verossimilhança, ê x.:-33,144(216P856oC)

A sua funçaa de verossimilhança marginal relativa, por(4.3.2)

e dad a p or

l

: ló,õõ4 x o'4e ... 9ó.29217
\ e' + 6 6 ,24 4 € + 119 4 , 105 /

As principais características desta função de verossinti.-

Ihança maTEi.nal relativa são:(i) o ponto de máximo em -33,144

(216,856oC),quando a função atinge o valor l,O; (ii) o ponto

de mínimo em 4.359,723(4.609,723oC), quando a função assume o

valor 5,53 x 10'23; (iii) a funç;o asse.ntoticamente tende a

5,84 x 10'23, ou seja, limVMR(E) = 5,84 x 10'23;(i.v) o con-
IF }-)@
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junto de verossimilhança da função de 5% que é, aproximadamen-

te, o intervala entre os pontos (-40,3; -26,0)((209,7oC; 224,0oC)),

que pode ser interpretado como 95% da informação dafunçao con-

tida entre estes li.mates, o de 10% é, aproximadamente, o inter-

valo(-39,3; -27,1)((210,7'C; 222,9oC)) e o de 50Z, aproxima-

damente,(-36,3; -30,0)((2].3,7oC; 220,0oC)), e(v) a forma da

função representada na Figura 4.3.1

Anali.sando estes resultados, notamos que os {htervalos de

verossimilhança de 5% e 10Z sao pequenos, 4,7Z e 2,0%,respec'

tivamente, em relação ao comprimento do i-ntervalo de calibração

(-150; 150)((100'C; 400'C)), mostrando uma concentração da fun-

ção ep portanto, das informaçoes contidas na função sobre over-

dadeiro valor de €1, em torno do ponto x.. Temos, tambem, que

VMR(!m) 8 muito pequeno, de modo que a função tem ''cauda'' ex-

tremamente ''estreita'', implicando numa ''perda'' muito pequena de

i.nformaçao nas ''caudas'' da função. Além disto, verificamos,pe'

lo seu gráfico, que a função tem um comportamento extremamente

regular

Podemos concluir, através da função de verossimilhança

marginal relativa, que nao existe nenhum empecilho para o uso

do estimados de máxima verossimilhançap x.:-33,144(216P856uC)P

como esticador do par;metro € correspondente a temperatura de

200'C observada no termopar
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4. 4 ESTIMADOR SEQUENCIAL

Um metodo de estimação sequencial de €1 foi. proposto por

Perna e Tona (1974) baseado nas regras de amostragem sequencial

desenvolvi.das por Chow e Robbins(1965) e por Gleser(1965) pa-

ra regressão linear simples. Consiste, em linhas gerais, de um

processo de amostragem sequencial em duas etapas. A primeira,

com uma regra de parada para a amostragem da sequencia {Ye},
i=1,2,...,n,... , com o objetivo de estimar os parâmetros a e

B da linha de calibração, e uma segunda etapa) se B e signífi.-

cativamente diferente de zero, com uma regra de parada para as

sequencial {YOÍlp i:1,2,...,k,... , correspondentes ao parâ-

metro e. No final do processo,obtemos um intervalo para €1 com

amplitude, 2d2p prefixada e com o limite da probabilidade de

''decisão correra'' igual a (l-a) fixado. Salientamos que, nos our

tios métodos de estimação, consideramos n o tamanho da amostra

do par (xipYi) e k o tamanho da amostra de YOi como sendo fixos
e então o comprimento do intervalo e a precisão dos estímado-

res como sendo uma consequência dos erros aleatórios. Neste ca-

so, o que ocorre é justamente o oposto, ou seja, fixamos a am-

plitude do intervalo em 2d2 e a ''precisão'' do estimados de 13

em dl e amostramos a sequência {Yt} e {YOÍ} ate que as duas con-
dições estejam satisfeitas. Portanto os tamanhos nekdas amos-

tras tornam-se vara;vens aleatórias (denotadas por N e K des-
pe c t iv ámen t e )

Tomemos o modelo (2.1.3) e fixemos as constantes d. >0,

d2> 0 e(l-a) c(0,1). O procedimento da amostragem sequencial
consis te de duas fases

Na pritüeira etapas observamos a sequ:nela {Y:} para os
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{x.} fixados correspondentes. Começamos observando YI,...,y

com n02 2 fixo, e então amostramos sequencialmente, isto ;, um

a um os Yi' i= n0+lp...,n,... parando 8m N, o prilmeiro inteiro

n à nO tal que

n

.-l d E(x -=(-))2
'a/2

( 4 . 4 . 1 )

onde x(n)

e
. n

l i:l (Yi ' a(n) - b (n)xi)2

sendo a(n) e b(n) Os esticadores de mínimos quadrados de a e B

(2.B) baseados na$ n observações(xi'Yi), dl uma constante fi-

xa e Za/2 o(l-a/2)-;sino quartel da distribuição normal padro-
ni zada

Se lb(N)l< dlp concluímos que o parâmetro B não É signo

ficativamente diferente de zero e que o modelo n;o ê convenien
te para estimar €

Caso conta;r p se lb(.nll> dls prosseguimos para a segun-

da etapa. Observamos inicialmente Y01PY02P''.'YOk.p com k0>2

fixado, e,em seguida,os YOi9 i: kO+lp...,k,... , sequencialmen-

te atê K, o primeiro intei.ro kZk0 tal que

d2b(N)2k

z ' ..

1 0

-2 la (k) +2 Sk (4 . 4 . 2 )
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onde b(N) ; o estimados (k mini.mos quadrados baseados nas N obser-

vaçoes(xipYi) iniciais, Za/2 como foi definido em(4.4.1), d2
uma constante prefixada correspondente ã metade da amplitude do
intervalo de E e

k iÊi(Yoi- Vo(k))2

s endo YO (k)
l
k

Obtemos, d esta forma, para K k um intervalo para e)

(€: d 2 ; Es + d 2) ( 4 . 4 . 3 )

de amp litude 2d o onde

YO (K) - a (N)

b (N)
E;

e com probabi.lidade de decisão carreta aproximadamente (l-a)

pois Perna e Tome(1974) demonstram que se B= 0, então

lim P (decisão correra) = (1-a)
d .'»O

e se B# O e {YOi} 8 uma sequ;ncia de vara;veia aleatorias con
tinuas , en tão

lim lim P(decís;o correta) = (1-a)
d .-'FO d .-»0

Por decisão carreta, entendemos nao seguir para o segun-

d.o estágio se B = 0 e prosseguir para o segundo est;gio se B #O

e E pertencer ao i.ntervalo(4.4.3)
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Temos, também, que os estimadores a(N) e b(N), com a re

gra de parada(4.4.1)p são estimadores assintotícamente não vi

ci.idos de a e B para dl-F0. Outro resultado e, se a varian

cia dos erros for fmi.ta(üz <n), que

P(N <m) = P(K < m) l

garantindo deste modo o fim do processo de amostragem e a exis-

tência, s.e' B #O(estatistilcamente), de um intervalo para €

Observamos que, do modo que o método sequencial Z cons-

truído, óu seja, estimando oz para cada urna das fases indepen-

dentemente, a vara;nela dos erros e{ não precisa necessariamen-

te ser a mesma nas duas fases do processo. Desta forma, pode-

mos obter intervalos para € em problemas práticos onde a supo'

sÍçao de a' constante nas duas etapas e violada, como ocorre

especialmente quando un: instrumento e calibrados em condiçoes

padronizadas de laboratorio e posteriormente é utilizado em um
amb ien te n ;o co neto lado

EXEMPLO 4.5(continuação do Exemplo l.l)

Baseado no Exemplo 1.1, podenlc's simular uma amostragem

sequencial para obter um intervalo do valor correspondente as

''leituras'' de YO' Fixemos a "precisão'' de B, dlp em 0»01, aam-

plitude do intervalo, 2d2) em 8oC e a probabilidade de "deci-
são corre ta'' em 0, 95.

Para a estimação da linha de calibração, primeira etapa

do processo, tomemos inicialmente n0: 4 observaçoesp conforme

Tabela 4.1-Â. Obter.os. â;(4) + OP25 - 1,298 que i maior que
(0,01)'(46.800)/(1,96)z = 1,218, de modo que. pelo cri.Círio de
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TABELA 4.1: AMOSTRAGEM SEQUÊNCIA - la ETAPA

A. nO - 4

a (4) = -6, 166 b (4 ) : O , 9 4 8 1 ,04 8

B. n = 5

a (5) = -6, 2 7 0 b (5) : O, 94 9 0 , 9 2 1

OBS . TEMPERATURA
REAL

TEMPERATURA
OBSERVADA

TEFIPERATURA
ESTIMADA ERRO

l x. yi yi e jl

l 100 88, 8 8 8 , 6 8 0 , ].2

2 160 1 4 6 , 2 1 45 , 5 8 0, 6 2

3 2 80 2 5 7 , 7 2 5 9 , 4 0 - 1 , 70

4 380 3 5 5 , 2 3 5 4 , 2 4 0 , 9 6

OBS . TEMPERATURA
REAL

TEMPERATURA
OBSERVADA

TEMPERATURA
ESTIMADA ERRO

l x . yi yí e i

l 100 8 8 , 8 88 , 6 8 0 , 1 2

2 16 0 14 6 , 2 1 4 5 , 6 5 0 , 5 5

3 2 80 2 5 7 , 7 2 5 9 , 5 8 - 1 , 8 8

4 32 0 2 9 8 , 1 2 9 7 , 5 6 0 , 5 4

5 3 80 3 5 5 , 2 3 5 7 , 5 3 0 , 6 7
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parada (4.4.1) da amostragem sequencial, temos que adicionar

mais uma observação de YÍ na amostra. Na Tabela 4.1.B encontra-

rias os resultados, para a amostra de tamanho 5, a condição de

parada(4.4.1) de amostragem esta satisfeita pois Õ.(5)+0,20=

= 1,121 que ; menor que(0,01)2(53.280)/(1,96)2 : 1,387. Te-

mos, também, que lb(5)l = 0,949 é maior que d. = 0,01, ou se-

ja, B ; significativamente diferente de zero implicando que o
modelo ajustado:

=

4=

Y i a (5) + b (5) x. i 1 , 2 , , 5

e conveniente para estimar e. Portanto podemos seguir para a
s egund a fase do pr oces se.

Iniciamos, a fase de estimação de e, fixando k/.=3 obser-

vaçoes (para silmularmos a amostragem desta segunda etapa sor-

teados aleatoriamente amostras da distribuição normal com mé-

dia 200 e desvio padrão 2,4) : 203,00oC, 198,17oC e 201,5]oC. Obtemos,

então, â2(3) +0,333= 12,568 queémai.orque(4)23(b(5»2/(1,96)2 :

= 11,264 e concluÍmosp pelo crit;rio de parada(4.4.2), que de-

vemos incorporar mais uma "observação" de Yn{ na amostra. Obser-

vamos o valor 200,53oC resultando aÍ(4) + 0,25 = 12,584 que é menor

que (4)z4(b(5))2/(1,96)2 : 15,019 que satilsfaz a condição de para-

da(4.4.2). De maneira que podemos fi.nalizar a amostragem se-
quencial dos y.

O intervalo estimado, com probabilidade de ''decisão cor-

rera" 0,95, para o valor real da temperatura correspondente ãs

"leituras" Yo do termopar e

l

SUP 218P09 + 4 = 222,09 0C

Xínf : 218P09 - 4 n 214,09 oC

e



COMENTÁRIOS E CONCLUSÕES

Atraves do expostos no que se refere aos esticadores pon-

tuais mai.s utilizados na pratica - estirador clássico e inver-

so'P parece'nos, de modo geral, que o método clãgs.íço oferece

uma estimativa melhor para o patamelrq E pois» por diversos cri-

terios de comparaçaos obtemos que, apenas em um "pequeno:! in-
tervalo em torno da media dos pontos do intervalo de calibra-

ção, o método inverso aÊlepçpç4.ulÜ.ne!!bac empenho, mas a

tecnica clássica deve ser sempre apanhada de uma analise de

verossimilhança para podermos, ao menos, avaliar..quando...o seu
uso não ê indicado.

Outro aspecto ê a import;nela dos intervalos de confian-

ça a fim de termos u.na noção mais ampla da exatidão da estima-

tiva do parâmetro E, contudo, na realidade, o experimentador ou

usuãrio esta interessado em obter somente um valor pontual, mas

as informaçoes referentes aos intervalos de confiança podem ser

utili.fadas para chegar a estimativa final do par;metro. Se a

diferença entre diversos estímadores pontuais ; desprezável em

relaçaa ao comprimentodos intervalos de confiança, digamos de

coefici.ente de 90% ou 95%, questões sobre viés e vara;nela in-

finita tornam-se secundarias. Vejamos o exemp].o analisado nes-

te traba]ho para determinar o va].or da temperatura real € cor-

respondente ; lei.tuta de 200oC, observada no termopar: pelo m;-

todo clássico obtivemos 216,856oC e pelo inverso 216,877oC,

portanto, podemos considerar € = 216,9oC, o que nos parece um

arredondamento razoável comparando com a magnitude do compra'

mento de seu intervalo de 95Z de confiança clássico (11,3oC),mas se-
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ría extremamente enganoso se seu comprimento fosse de, por exemplo,

l"C. No caso eli que as difelleaças desptqzivejsl.i. e m4Í:t.re-

levante saber se temgg um.experimento de calibração "bela" ajus-

tado do que qual o estimados a ser usado. Deste modo. torna-se

evidente a necessidade de um aprofundamento dos estudos do pla-

nejamento de experimentos(design of experimenta). Oartigo re-

cente de Bronaccorsi J.P. (1986), "Design considerations for

calibration'' (Technometrics 2S\j2), 149-155), mostra nitidamen-

te e s ta pre ocupaç ao

Por outro lado quando o pro cesso de obtenção dos dados

de calibração e muito trabalhoso e difícil, podemos utilizar,

aliada a uma t;calca de planejamento de experimento, a está.ma-

ção sequencial que, apesar de ser um método mais trabalhoso,

tem a vantagem de, a partir do momento em que estabelecemos a

precisão da estimativa do parâmetro B e o cona)cimento do intervalo desej ado,

necessitar de una amostra de tamanho menor possa-vel para que
estas condições estejam satisfeitas

Salienta'.os, tambem, a importância dos m;todos bayesianos

principalmente por apresentarem a possibilidade de incorporar-

mos ã estimação do par;metro € as nossas impressões subjetívas

quando estas nao podem ser desprezíveis. Entretanto, para es-

tes métodos, e imprescindível um estudo mais profundo do ponto
de vista de sua aplicabilidade em problemas concretos

Finalmente, concordamos com Williatns (1969a) quando afir-

ma que: ''Os metodos de regressão sao muitas vezes necessários

na analise dos dados de calibraçaop mas esta provado que a apli-

cação sem espírito de crÍti.ca das técnicas pode levar a inter-

pretações erróneas. A simplicidade e validade dos métodos de

regressão, em particular agora que os programas de regressão,
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para computadores, sao produzidos como ''pacotes'', tornam-nos

particularmente sujeitos a usos incorretos. Os problemas deca-

li.braçao geralmente n80 podemp no nível em que se encontram,

ser considerados totalmente ''empacotados". A expert;ncia físi-

ca deve ser entendida antes de determinar qual o modelo mate-

mático e o método de analise estatística apropriado. Métodos

incorretos e interpretações erradas podem provir de uma mã in-

terpretação do processo de aquisição dos dados ou de um conhe-

cimento inadequado da teoria estatística''



ANEXO

TABELA 1 - Percentagem de pontos da estatística de t-Bonferro-

ni (fonte : Dunn, 1961)

Tabe].a dos val cx/2m '''"' ' '' ' 'a/2m/ ' 7i; e
tem distribuição t-student com v graus de liberdade

ator e s T

TABELA 2

t-stud en t
Distribuição do maior valor absoluto de m vara;vens

(fonte: H ahn e Hen d rickson, 1971)

Tabela dos valores qa onde P(Q>qa) = a eQéomaior

valor absoluto de m vara;vens com distribuição t-

-student, tendo cada variável v graus de li.beldade

TABELA 3 - Percentagem de pontos do argumento F (fonte: Lieber-

man e lliller, 1963)

Z2 são variáveis independentes comdistribuiçao nor-
mal padronizada e Xz tem distribuição qui-quadrado
com v graus de liberdade

Tabela dos valores c+ onde pl:.1=-:2---Z cA
l.' I'» a, ZI '

TABELA 4 - Constantes À para intervalo simult;neo ilimitado mo-

da.ficado por Oden(fonte: Oden, 1973)

Tabela dos valores da constante À tal que a condi-

ção(2.3.20) esteja satisfeita para f : Àfn quando
t+ g 2nJ'/ z
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TABELA 5 - Constantes c para intervalo símult;neo ilimitado

proposto por Scheff;(fonte: Scheffi, 1973)

Tabela dos valores c' tal que c = 1+(0,01)c',on-

de a barra sobre o inteiro signo.fica valor negativo

e v = n-2 graus de libet dade
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T A B E L A l

PORCENTAGEM DE PONTOS DA ZSUAVISViCA DE t - B(nlERI«XI

+ OBTIDAS POR INTERPELAÇÃO GRÁFICA

a = 0,05
\

m\v 5 7 10 U 15 20 24 30 40 60 1iÀ :

 
a = 0.0]

\

m\v 5 7 10 12 15 20 24 30 40 60 ]2n w
2 4,78 4,03 3.58 3,43 3,29 3r16 3,09 3,03 2.97 2,92 2.86 '2,81
! :.?? 4.?g 3,83 3,65 3,48 3,33 3,26 3,19 3,12 3,06 2,s9 2,94

: . ' -
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T A B E L A 2

DISTRIBUIÇÃO DO MAIOR VALOR ABSOLUTO DE m VARIÁVEIS

t - STUDENT

Àm l 2 3 4 5 6 3 10 12 15 20 l
]!

6
5
5
5
d
4
4
4

4

034
087
744
985
502
168
924
739
593
475
229

11,5:9
8,451
7.050
6,250
5.'/1Ó
5,36].
5.1Ü3
4.905
4,750
4,625
4,363

3,999
3,869
3,785
:J.683
3,C86

3,978
3,889
3,780
:3,676 l

4,117

a = 0.].0

v\m 1 2 3 4 5 6 a lo 12 ].5 20
3 2/353 2p989 3,369 3,637 3,844 4,011 4,272 4,471 4,631 4,823 5,066
4 2p132 2f662 2f976 3f197 3,368 3.506 3.722. 3,887 4,020 4.180 4,383
5 2r015 2p491 2p769 2.965 3,116 3.239 3,430 3.576 3,694 3,837 4,01a
6 i;áãi 2;3ãi ilõãi i:ããi il;êi ãlÕá 31iãi 31;áã ;lã; ;l ;á ;l ;
? 1,895 2,314 2,s56 2,725 2;856 2;9õ2 3;127 3;253 3:355 3:478 3;õii
8 i;aõõ 2l2ê2 ã:ãÕã i:õiê ljãÓ ;léãi 31Õiá ;lÍã ;:;; ;l; : ;;
9 1,833 2,224 2,447 2,603 2,723 2,ai9 2.970 3.086 i.3.79 3.292 3.43õ

[O 1,813 2,].93 2,410 2.562 2,678 2,771 2,918 3.029 3.120 3.229 3.36a
11 1,796 2,169 2,381 2.529 2.642 2,733 2,875 2.984 3.072 3.173 3.3].3
12 ].p782 2.149 2.337 2,50]- 2,612 2,70]- 2.840 2.946 3,032 3.].36 3.2Ó8
15 1,753 2,107 2,305 2,443 2,543 2,633 2.765 2.865 2.947 3,045 3.170
29 i;92s 2loõs 2l2ii il:i8li ilããé ;llêj ;léBI liãé lléá ;l Ê ;:;;
?5 il7Õã ilÕãi i:iiê 51ii3 iláiÕ ;lÊá ;lããi l ãil ;laia ;l; ini:30 il607 2l02li 21207 2liii il.iiã ilÉã; iléiÕ ;l)(l; ;l ii ;láãã ;:;;
40 1r684 2r006 2,183 2f303 2,397 2,470 2.583 2,671 2,741 2,835 2.931õo 11671 il9 6 2liõo ilãjã ã:liça iláiÕ ligil ;laia ;l)(li ;l é; ;léãã

a = 0.05
v\m 1 2 3 4 5 6 8 10 12 15 20

3 3,183 3,960 4,430 4.764 5,023 5,233 5,362 5,812 6,015 6.253 6.567
4 2p777 3,382 3,745 4,003 4,203 4,366 4,62]. 4.817 4.975 5.166 5.409
5 2r571 3r091 3,399 3,619 3,789 3,928 4,].43 4.312 4.447 4.6].1 4.819

25 2p060 2,374 2,551 2,673 2.766 2.842 2.959 3,048 3,121 3.208 3.320 l
30 2,042 2,3s0 2,s22 2,641 2,732 2,805 2,918 3:00s 3:07s 3:160 3:267 l
40 2.02]. 2.321 2.488 2,603 2,690 2,7ó0 2.a69 2.952 3.0i.9 3.100 3.203 l
õ0 2.000 2,292 2,4s4 2,5õ4 2.649 2,716 2,821 2,900 2;964 3;041 3;139 l

3 5,814 7.127 7,914 8,479 8.919 9,277 9,838 10,262 10,616
4 4,6a4 5,462 5,985 6.362 6,636 6,Ü97 7.274 7,565 7.801
S 4.032 4,700 5,106 5,398 5,625 5,812 6,106 6.333 6,51g
6 3.707 4,271 4,611 4,855 5,046 5,202 5,449 5.640 3,798
7 3.500 3,99a 4,296 4,510 4.677 4,814 5,031 5.196 5,335
B 3,355 3.809 4,080 4,273 4,424 4,U7 4,742 4,894 5,017
9 3,250 3;672 3,922 4,100 4,239 4,353 4.532 4.672 4,785

10 3.169 3,567 3,801 3.969 4,098 4,205 4,373' 4,503 4.609
11 3,106 3,485 3,707 ],565 3,9B8 4,087 4,247 4,370 4,470
12 3,055 3,418 3,631 ),782 3,899 3.99S 4,146 4.263 4.359
L5 2,947 3,279 3.472 3,608 3.714 3,800 3.935 4.04C; 4,125

 
2,845
2.TS8
2,750
2,705
2.660

3,149
3,073
3.I'27
2,969
2,9].3

3,323
3,239
3,185
3,119
3.055

3,44Õ
3,354
3,295
3,223
3.154

3,541
3,442
3,379
3,303
3,229

3.617
3,514
3,448
3,367
3,290

3,738 3,83]. :,S07
3,626 3,713 3,783
3,555 3,637 3.704
3,468 3.545 3.607
3,384 3,456 J.515



148

T A B E L A 3

PORCENTAGEM DOS PONTOS DO ARGUMENTO F

v\a 0,5 0,3 0,1 0,05 0,01 o,001
l
2
3
4

5
6
7
3
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
35
40
45
50
60
70
80
90
00

2,399
1,933
1,810
1,748
1,711
1,686
].,668
1,654
1,643
].,634
1.627
1,620
].,615
1,6]-0
].,606
1,602
1,599
1,596
1,394
1,59].
1,589
1,587
1,585
1,584
1,532
1,531
1.379
1,578
1,577
].,576
1,571
1,568
1,566
1,363
1,560
1,558
1,556
1,553
1,554

4,264
2.792
2,439
2,230
2,189
2.130
2,088
2,056
2,032
2,013
1,997
]-,984
1,973
1,964
1,956
].,949
1,942
1,937
1,932
1,928
1,924
].,920
1,917
1, 9].3
].,91].
1,908
1,906
1,904
1,902
1,900
].,892
1,886
1,882
1,878
1,373
l,$69
;,Ü66
].,864
1,862

13',16
5,275
3,978
3,471
3,204
3,039
2.928
2,848
2,788
2,741
2,704
2,673
2,647
2,626
2,607
2,591
2,577
2,564
2,553
2,544
2,535
2,527
2,519
2,513
2,507
2,501
2,496
2,491
2.487
2,482
2,466
2,453
2,443
2,436
2,424
2,416
2,4]-0
2,405
2,401

26,40
7,604
5.192
4.329
3,894
3,635
3,463
3,34].
3.251
3,181
3,126
3.080
3.043
3,011-
2,984
2,961
2,941
2,923
2,907
2,893
2,880
2,869

132,1
17.26

9,2].0
6.851
5,781
5,183
4,805
4,546
4,357
4,214
4,102
4,012
3,939
3,d77
3,825
3,780
3,74].
3.707
3,677
3,650
3,626
3,605
3,585
3.367
3,551
3,536
3,523
3,510
3.498
3.488
3,443
3.4].1
3,386
3.366
3.336
3,316
3,300
3,283
3,279

1321,0
54.75
20,13
12.54

9,S69
8,051
7,148
6,555
6,].39
5,83]-
5,594
5,408
5,257
5,132
5,027
4,938
4,862
4,795
4,737
4,685
4.639
4,598
4,561
4,527
4,496
4,468
4,443
4.419
4,397
4.377
4,293
4,235
4,189
4,]-53
4.099
4,062
4,034
4,013
3.996

2,858
2,849
2,840
2.832
2,825
2,813
2,312
2,806
2.782
2,764
2.750
2,739
2,723
2,712
2,703
2,696
2,691
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TABELA 4

CONSTANTES PARA INTERVALO SIMULTÂNEO MODIFICADO

POR ODEN
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T Ã' B E L A 5

CONSTANTES c PARA INTERVALO SIMULTÂNEO PROPOSTO POR

SCHEFFE

vl
v2
0

ü - 0.01
0 r05 É10 115 e20 139 f40 f60 f8D 1,0 1,5 2.0 3,0 4,0

V

4

8

15

30

60

120

0

0

0

0

0

0

0

l
l
l
l
l
l
0

2

l
l
l
l
l
0

2
l

0,05 4

8

15

30

60

120

i
2

ã
i
ã

ã

0

i
2

3

3

i
4
0

0
l

o,].o 4

8

15

30

60
120

2

4

5

6

Õ

ê

0

2

.4

5

5

ã

5

0

l
3

i
5

5

5

0

0,15 4
8

15

30

60

120

5
ê

7

7

6

0

3

5

6

7

6

5
0

l
l
l
l
0

3

2

l
l
l
l
Ü

2

3

3

ã

0
0

i
2

3

3

3

0

0,20 4

8

15

30

60

120
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T A B E L A 5

CONSTANTES c PARA INTERVALO SIMULTÂNEO PROPOSTO POR

SCHEFFE

    a = 0.01

v].   D ,05 ,10 ,15 .20 {30 f40 i60 ,80 1,0 1,5 2,0 3,0 4,0 n

v2 V  
0,30

 
3 1 0 2 3 3
2 0 2 4 5 7
2 1 4 5 6 8
2 2 4 6 7 7
1 3 4 5 6 6
1 3 4 5 5 5
o o o o o o

0,40

 
4 2 0 1 2 4 5
3 0 2 3 4 6 7
2 1 3 4 6 7 8
2 2 4 5 6 '/ 7
2 2 4 5 5 6 6
2 2 3 4 4 5 5
o o u o o u o

0,60

 
5 3 2 1 1 2 4 5
4 1 1 2 3 5 6 7
3 0 2 3 4 5 6 7
2 1 3 4 5 5 6 6
2 1 3 4 4 5 5 5
2 2 3 3 3 4 4 4
o o o o o o o o

0,80

 
6 4 3 2 0 1 2 4 5
5 2 0 1 2 4 4 6 6
4 1 1 2 3 4 5 6 6
3 0 2 3 4 4 5 5 5
2 1 2 3 3 4 4 4 4
2 1 7 3 3 3 3 3 3
o o o o o o o o o

1,0 4 1 7 5 4 2 1 0 1 3 4 5
8 1 5 3 1 0 1 3 4 5 5 6

15 J 4 1 1 2 3 4 4 5 55
30 1 3 0 2 3 3 . 4 4455
60 1 3 1 2 3 3 3 3 34'4

i20 l '. Í 2 2 2 2 3533
« l o o o a o o o o o o
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T A B E L A 5

CONSTANTES c PARA INTERVALO SIMULTÂNEO PROPOSTO POR

SCHEFFE

    a = 0,01
v].   o .05 ,10 ,15 ,20 ,30 4o ,60 ,80 1,0 1,5 2,0 3,0 4,0 n

v2 V  
1.5

l

8 7 5 4 3 1 0 1 2 3 4
6 4 2 1 0 1 2 3 4 4 5
5 2 0 1 1 2 3 3 4 4 4
4 1 1 2 2 3 3 3 3 3 3
3 0 1 2 2 2 2 2 3 3 3
3 0 1 1 2 2 2 2 2 2 2
o o o o o o o o o o o

2.0

 
9 7 6 5 4 2 1 0 1 2 3 3
7 5 3 2 1 0 1 2 3 3 3 4
5 3 1 0 1 2 2 3 3 3 3 3
4 1 0 1 1 2 2 2 2 ,3 33
4 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2
3 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o o o o o o o o o o o o

3,0

 
10 9 7 6 5 4 2 1 0 1122
8 5 4 3 2 1 0 1 1 2 223
6 4 2101 '122 2 2 2 2
5 2 1 0 1 1 1 1 2 2 222
4 1 0 1 1 1 1 1 1 1 111
3 0 0 0 1 1 1 1 1 1 111
o o o o o o o o o o ooo

4,0 4 1 ll 9 8 7 6 4 3 2 101122
8 1 8 6 4 3 3 1 1 0111222

15 1 6 4 2 1 1 0 0 1 112222
30 f 5 2 1 0 Ü l l l l 11111
60 } 4 1 0 0 0 1 1 1 1 ].1].11

120 i 3 1 0 0 0 0 0 0 111111
- ! o o o o o o o o ooooo'o
+ 1 13 ll 10 9 8 7 6 5 4 3 2 2110
8 1 10 8 6 5 5 4 3 2 2 2 11110

15 1 8 S 4 3 3 2 2 1 1 1 11110
30 1 6 4 2 2 1 1 1 1 1 1 11000
60 1. 5 2 1 1 1 1 1 1 1 1 0 000.0

120 1 : 1 1 ]. 1 1 ]. 0 0 G 00000
p 1 0 0 0 0 0 0 0 0 00t)0000 
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T A B E L A 5

CONSTANTES c PARA INTERVALO SIMULTÂNEO PROPOSTO POR

SCHEFFE

a = O,05

0 r05 ,].0 ,15 ,20 ,30 ,40 ,60 r80 1,0 1,5 2,0 3.0 4.0
V

4
8

15

30

60

120

0

0,05 4
8

15

30

60
120

0,10 4

8

15

30
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