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CAPITULO l

INTRODUCAO

APRESENTAÇÃO DO PROBLEMA

Supondo que nos seja dado um mapa apresentando a

localização de algumas capa.tais brasilei-ras, e que se pese

je a parti.r do mesmo a construção de uma tabela das distân

clãs entre essas capa-tais, a tarefa é extremamente simples.
Basta conhecer a escala na qual o mapa foi. construído e com

o auxili.o de uma régua obtém-se as distâncias pedi.das (Fi.-
guia l.l)

Agora consi-detemos o probl-ema inverso,no qual nos
é dada uma tabela apresentando todas a$ distânci.as entre a].

gumes capital-s brasilei.ras e nos é pedida a construção do
mapa. A solução jã não é tão i.mediada.
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Figura Mapa do Brasil
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Em essência o Escalonamento Multidi.mensional,

ou E.M.D. é um método que perdi.te a resolução desse tipo

de problema. Na figura 1.2 pode-se observar o "mapa" do

Brasil obti.do através do E.M.D. a partir das distânci.as en

tre algumas capa.tais brasi].eiras apresentadas na tabela

]..l. A aplicação típica do E.M.D., no entanto, é bem mais

compli-cada do que este simples exemplo possa sugerir. Por

um lado os dados geralmente contém algum erro. Por outro

lado, raramente sabe-se com antecedência se um simples ma-

pa bi-di.mensional é adequado, ou se é necessário um "ma-

pa" que use três, quatro, ou mesmo mai.s di.menções.

O EIM.D=engloba uma classe de técnicas. Essas téc

nucas oxi.cidades entre objetos como entrada.Uma pro

xi.midg:de é.pm ero que i.ndica quão si.milare! ou quão di-

ferentes são dois objetos, ou como são percebi.dos doi.s ob-

.:ieiçes. Ou ainda, é alguma outra mgq+qQ g!!g j:Nterpreta a re

lêçãa q!!tçrq.4Qis objetos. Q. objetivo plEi.nci.PÂI é..y:ma reprg
sei11çlglçgg acial quq consista em uma configuração geomé-
trica de s/ seme].hante a um mapa. Cada ponto na cona

guraçao corresponde a pm çlQS..Q}'a-+"'s. Espera-se que essa
configuração refli.ta a "estrutura escondida" nos dados e

torne os dados mais compreensíveis. Por refletir a estrutu

ra dos dados, entende--se que à nnior di.ssimilaridade (ou a menor

si.milari.dade) entre dois objetos, representada pelo valor
da medida de proxi-cidade, corresponda o maior afastamento
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Fi.aura Mapa do Brasa.l obtido através do E.M.D. (pro

grama ALSCAL, versão métrica)

 

'.
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na coREi-duração espacial

Uma das formas mais importantes de analise dos re

multados de um E.M.D. é feita observando simplesmente os

pontosr sendo que cada um deles deve indicar o objeto que
ele representa. Se forem produza.dos resultados interessan-

tes, estes serão geralmente verificados examinando a confl

duração obtida.

As técnicas de E.M.D. diferem de outras técnicas

de Analise Multivari.ada pelo fato dos dados nao serem n p(U.

tos observados num espaço r'dimensi.onal e sim apenas uma

função desses pontos, ou seja, as + n(n-l) distâncias en-
tre esses pontos. Usualmente são distânci.as empíricas

As origens das apl-i.cações do E.M.D. encontram-se

no campo da Psicologia, dai advém o fato dos objetos a se-
rem escalonados constituírem o que habitualmente chamamos

de estímulos

1 . 2 - APL'l'CAB:lL'l'DADE

No entanto o E.M.D. não se prendeu apenas às suas

origens e anualmente é aplicado em varias áreas de pesque

sa.

Na Psi-coloria, o E.M.D. ê usado para entender a a

vala.ação e a percepção de estímulos auditivos ( tais como
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palavras e tons musicais) , estímulos visuais (tais como co

res e faces) e ente-dades soc=i.ais (tais como traços de per-

sonali.dado e situações sociais) (Torgerson 1958, Shepard

1962, Rosenberg 1968, Young 1970)

Sociólogos usam técni.cas de E.M.D. para determi-

nar a estrutura de grupos e organizações, baseados nas peE

cepções que os membros tem uns dos outros, e nas interaçoes

de comportamento (Shepard ]-972, Funk e outros, 1976)

AntropÓ].ocos usam essas técni.cas para comparar d.}

versos grupos cultural.s baseados em suas crenças, lingua-
gens e artefatos (Shepard 1972)

Economi.star e pesquisadores em mercadologia utili

zam--se de técnicas de E.M.D. para investigar as reaçoes dos

consumi.dores com relação a uma variada classe de produtos.

Comparando-se i.nclusive produtos novos com produtos jã e-

xistentes no mercado. Conhecem-se pesquisas com produtos

farmaceuticos (Neidel1 1969) , classificação (ile revistas ,

comparação de grandes fi.amas (Green e Maheshwari 1969) ,pro

gramas de T.V. (Green e Carmone 1969) e mui.tas outras.

Pesquisadores Educacionais usam essas técni.cas pa

ra estudar a estrut.ura da i.nteli.gência baseados em varias

baterias de testes e na ambientação en\ sal(as de aula (She-

pard 1972)

Pode-se encontrar aplicações de E.M.D em outras



8

aéreas não citadas aqui(Shepard 1972, Hodson 1966)

o E.M.D. pode ser usado para adorar-se uma estru-

tura uni.dimensionar num conjunto de dados, isto é, quando

esperamos que os dados sejam parametrizados por um unico

eixo. O exemplo mai.s comum é a seriação onde queremos des-

cobrir a ordem cronológica dos dados. Observa-se que embo-

ra o E.M.D. possa ser usado para ordenar os dados no tempo,

a direção do tempo deve ser determi.nada independentemente

(Mardia 1979 )

1. 3 DESCRICÃO DO TRABALHO

O presente trabalho se propõe a ser um guia que

permita a um pesquisador aplicar o E.M.D. quando julgar ng
cessado. Defi.ne e descreve o E.M.D., classifica os diver-

sos tipos de E.M.D., apresenta algumas técni.cas para a re-

solução do problema e finalmente sugere possíveis anali-ses
dos resu].Lados.

Estão descritas neste trabalho as varias etapas

que devem ser percorridas para se aplicar uma técnica de

E.M.D., desde a colete dos dados atê a analise dos resulta
dos

A nossa aPJ-3-Ca(;a0 101 CI(11) .1L.lvl.L;. a Z J.-cll.-Ul-C / C

idéi.a i.nici.al era se ater a esse tipo de Escalonamento, no

tanta. a tpnd8ncla dp todos os autores anualmente é a de

1 1 1 1 a

en



9

lidar com o E.M.D. a "3 fatores'',portanto resolvemos descre-

lo também; além de que o programa uti.lizado na aplicação eg

tã habili.Lado para o E.M.D. com diferenças individuais

A escolha da medida de proxi.midade define o E.M.D.a

ser aplicado, assim sendo, no Capítulo 2 apresentamos essas

medidas e fi.zelos uma coletânea de algumas deltas, utili.zadas

pelos diversos pesquisadores em apli-cações do E.M.D

No Capítulo 3 hã um breve histórico do E.M.D. a "2

favores", dando um maior destaque ao método clãssi.co de

E.M.D. que é o que lança as bases para as técnicas atrai.s.

No Capítulo 4 foi descrita a técni.ca de Kruskal pa

ra E.M.D.a"2 fatores'', pois através dela pode-se entender o

procedimento todo de E.M.D.. Além disso, ela é de grande im

portância por introduzi.r uma medida de ajuste nos métodos
de E.M.D.

No Capítulo 5 hã um relato das técnicas de E.M.D

a. "3 fatores", salientando aquelas mais divulgadas.

O Capítulo 6 descreve a técnica ALSCAL ( Takane,

Young e de Leeuw, 1977) de E.M.D. a "3 falares" uti.lizada

por nõs na aplicação do E.M.D

O Capítulo 7 se preocupa com a anãli.se dos resulta.

dos de um E.M.D., prendendo-se novamente ao E.M.D. a "2 f
fores''

a

No Capítulo 8 esta relatada a nossa apli.cação, de
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E.M.D. realizada a pedido do Prof. Amo Engelmann com dg

dos estudados por ele através de outras técni.cas estatís-

ticas (Engel-mann, 1978)

Final-mente no Capítulo 9 são tecidos alguns co-

mentãri.os a respeito do trabalho.

Foi deixada ein apêndice a parte matemática evitan

do assim um truncamento numa primeira lei.Lura do texto.
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CAPÍTULO 2

MEDIDAS DE PROXIMIDADE

2.i - !iN:!iSQePÇ:99

Neste capítulo vamos tratar da primeira etapa do
E.M.D.,acoleta das medi.das de proximidade, ou seja. a cole

ta dos dados a serem escalonados. O assunto será tratado sob

duas formas. A privei-ra delas mai.s formal para estabelecer

os conceitos, e a outra prãti.ca, de modo a servi.r como guia
numa aplicação de E.M.D

As medi.das de proxi.mi.dade podem se apresentar em

quatro níveis de mensuraçâof sendo que pax'a cada nível hã
técni.cas adequadas de E.M.D

O nível consi.gerado mais bai.xo (Roscoe, 1975) é o

ú..Dg!!!i:Dê;l...gue consi.ste simplesmente na classificação das obser
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vaçoes em categorias.

O nível de mensuraçâo ordinal, chamado também de es
cala ordinal distingue-se do nível nome.nal por existir uma

ordem entre as categorias, isto é uma categoria pode ser poE

ta em posição mai.s alta ou mais bai.xa com relação a outra
Quando medidas de proximidade estiverem numa escala ordinal

a sua magna.tule nâo tem i.mportância, o fundamental é a sua

ordenação. Numa esca].a ordinal nâo hã especificação alguma

com relação à magna.tude do intervalo entre duas medi.das

O nível i.ntervalar de mensuração dista.ngue-se do or
final por haver intervalos iguais entre as unidades de medi

da. Isto si.unifica que a medida 50 pontos esta na metade do

intervalo de 40 a 60 pontos. Uma vantagem desta escala é que

a estas medi-das podem ser aplicadas as quatro operações ari.E

métlcas (adição, subtração, multa.plicação e divisão) . A escg.
la intervalar ê uma escala realmente quantitati.va, porém ela

nâo tem um zero real. Isto signifi.cca que não se pode inter-

pretar a medi.da de 50 pontos como inda.cando duas vezes mai.s

que a medida de 25 pontos.

A escala razão tem todas as propriedades da escala

intervalar acrescidas da existência de um zero real. Numa es

cala razão pode-se afi.amar que a medida zero signifi.ca aB

sência de um determinado atei.buto e além di.sso pode-se afi:

mar que uma medida representa três vezes mais que outra
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As medidas de proxima-dade quando se apresentam numa

escala intervalar podem ser transformadas para uma escala ra

zao mediante o acréscimo de uma constante (constante adi.ti.va)
(Torgerson 1962, Young 1977)

e õii 'jj

2 .2 ÇQyg12EB8ÇQES MATEMÁTICAS

Defi.ni.çâo 2.2.1: Uma medi.da de si

mi.pari.jade razoável óij (similaridade entre o estimulo ie o
estimulo j) deve obedecer ãs seguintes propriedad

(1.) -sj.j : õjj.
(j.í) ó,. > o

(iii) óij cresce quando a simi.larídade entre i. e j
aumenta

es

Definição 2.2.2: Uma matei.z A é

chamada matriz de simi.laridades se óij ' (SJÍ e se (Sj.j S 6ii
ll ]

Definição 2.2.3: : Definindo--se a

medida de di.ssimi.larídade entre o estímulo ie o estímulo j

+j.j : 6ÍI ' óij ela deve obedecer às seguintes proprie
jades:

(i)
ó*j.j ' õ*l.j. : o
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( j.i) 6+ . .1]

(iii) ó+j.i decresce quando a similari.jade entre i
e j aumenta

Definição 2.2.4: Matriz de Distâncias: Uma matriz D de or
dem (n x n) ê chamada matriz de di.stânci.as se for si.métrica

dii = 0 e dij 1 0, i. # j

As distâncias definidas segundo 2.2.4 consta.tuem u

ma semi-métri-ca, para transforma-las numa métrica (portanto

para tornar métrico o espaço dos estímulos) elas devem obe

dec.er a desigualdade tri.angular . ,.tX

aij S dik + ókj v i, j'K

Se as medidas de proximidade (siinilaridades ou di.s

si.milaridades) estiverem apenas no nível de mensuração ordi
na]. é razoável assumir que na classe das funções monotõni
cas exista pelo menos uma que possa transforma-las em d
tâncias.

l

J

Z L

IS

De fato, para um conjunto fmi.to de pontos i.sto ê

trivial, basta definir a função monotõnica como sendo a adi

çao de uma constante sufici.entemente grande às medidas de

dissimilaridade (ó+{.i) e deixando-se ó+.i.í = 0. A menor bons
tente que funciona é

Cmin ' maxi,j,k õ j.k
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a parti.r daí pode-se defi.ni.r dj..i por

aj.j Õ ij + C min p/ i- / j

P/

Demonstração aik ''' 'k:j

6 ij + c É ó+ik + c + 6 kj + c

õ*l.k + c + 6 kj : õ ij

-- Ó +.. -- {5+
j ' ik ' Kj

maxi,j,k (õ+ j - 6+lk

Certamente alguma constante C > Cmin pode também con

verter as medidas de dissimilari.dade ó+j.i ern distânci.as métri.
cas, mas Cmin é o ]nenor valor que pode executar a transforma-

ção. De fato Cmi.n é uma das estimativas da constante adi.uva

anotada para converter di.stânci.as comparativas (escala enter

va].ar) em di.stânci.as (escala razão) no método clássico de E.M
metrico (Torgerson 1962)

Portanto Cmln

MEl2}DAS DE PROXIMIDADE

2.3.1: Introdução
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Ao se realizar um trabalho que necessite a aplica-

ção de alguma técnica de E.M.D.aprimei.ra etapa a ser convide

Fada ê a definição da medida de proximidade entre um conjun-
to de estímulos

Na pratica, uma "medida de proximidade" deve ser um

valor que indique o grau de semelhança ou disparidade real

entre doi.s estímulos, ou então, o grau no qual eles são pel
cebidos semelhantes ou di.stintos por determinados sujem.tos .

Os estímulos jã usados por experimentadores sâo os

mais vara.idos, cores, sinais de Código Morde, revistas, prg
dutos farmacêuticos, naçÕesr jornais, candi.ditos políticos

descobertas arqueolõgi.cas, etc

r

nã vários procedimentos para se obter as medidas de

proxi.midade, um procedimento comum consiste em pedir a deter

minados sujeitos que julguem diretamente a "distância psico-

lógi.ca" (ou a aproximação) entre os estímulos. Por exemplo,

o sujeito pode atei.buir uma nota numa escala de l a 9 para o

grau de seme].dança entre duas personalidades políticas

Além dos termos "similaridades" e "dissimilaridades"

geralmente usados para designar as "medidas de proximidade ''

pode-se usar palavras alternativas tais como: relação, depe=
dência. associaçãor complementaçâo, substitui.ção, etc

os atributos segundo os quais os sujem.tos devem jul
gar os estímulos nâo Ihe costumam ser revelados, sendo que
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multas vezes a descoberta desses atributos é um dos objeti

vos do experimentador

Em certos tipos de expert.mentos psicológicos, como

por exemplo percepção sonora ou visual, obtém-se como medi
da de proximidade, ''confundi.mento entre estímulos". Esta me

diria ê obtida quando a tarefa do sujeito consi.ste em julgar

se dois estímu]os apresentados a e].e sâo iguais ou diferen

tes. A percentagem de respostas ''iguais" para um par de es

túmulos fisicamente di.stintos é! a..!!El9d:Bda.d:g...çg!!tEjltDdi®e!!tçg"

(Shepard 1963 , 1'ii.sh 1967)

Outra medida de proximidade é a chamada !confusão

....d:g...l.ggnosta" é obtida quando o sujem.to deve identificar um

estímulo apresentado a ele. A percentagem de vezes que o su

jei.to responde "j" quando Ihe é apresentado o est+zmulo "i"

ê a medida de "confusão de resposta" . Um exemplo dessa me

lida pode ser obtido em experimentou onde sâo apresentados

aos sujeitos os símbolos do código 14orse (Shepard 1974, Wi.sh
e Carro11 1974)

A quantidade de comum.cação e i-nteraçâo entre inda

vÍduos, gruposr ou outras entidades pode ser considerada co

mo uma medi.da de sua proximidade. Por exempl-o, pelo numero

de conversas ou encontros entre esses indlv''zduos. A aplica.

çao de alguma técnica de E.M.D.nesses dados fornece um mapa

soa.ométrico, no qual, grandes di.stãncias refletem uma me-
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nor associação entre as entidades. Da mesma forma, pode-se

obter por técnicas de E.M.Dapl i.cadas ao tráfico telefónico,

volume de vi-agens ou quantidade de outras transições de uma

ci.date para outras, um mapa de comunicações ou então de cor

rente de informaçl5es entre cidades (Slater 1976, Coombs 1964)

Estes dados devem ser "processados" antes da aplicação da

técnica de E.M.D.para remover o efeito do tamanho das cida-
des sobre os dados

uma forma muito comum de se obter "medidas de proxi
midade'' é através de tabelas que forneçam dados quantitati-

vos relata.vos aos estímulos, sendo que a medida de proximi-
dade é derivada desses dados. Por exemplo, as linhas da ta-

bela original podem corresponder a varias nações e as colu-

nas podem ser medidas do produto naco.onal bruto, energia cop
sumida, n9 de parti.dos poliu.cos, etc. . . A forma mai.s comum

de se derivar uma medi.da de proximidade de perfil é se cole

pular as correlações entre as variáveis ou as distâncias qug:

dráticas entre os estímulos (Wish e Carro11 1974) . Apesar

das. correlações sererü---normalmente analisadas por técnicas

4ç !\11g1lsR l.4torj.aJ: e procedi.mentor análogos (Banks e Grega
1965, Rummel 1969, Sawyer, 1967) elas também podem ser coD

si.deradas "medidas de proxi.midade" e ser analisadas por tég
ni.cas de E.M.D.(Guttman 1966, Wei.sberg e Rusk ]-970)

Uma vez obtidas as medidas de proximidade elas sao

dispostas em matrizes, nas quais cada elemento õ].s represeB
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ta a proxi.cidade entre o estimulo i. e o estímulo j

Para apli.cação de tecnicas de E.M.D. a "3vuw -A- çç;ull.LÇQb ue b.l\rl.l.). a ''3 tatoi'es"

(vi.de Cap. 5) sâo construí.das matrizes i.ndividuais A.. onde

cada elemento ókj.j representa a medi.da de proxi.mi.dade entre

os estímulos i. e j . julgada pela sujeito k. No caso de apli.
cação de E.M.D. a "2 fatores" (vi.de Cap. 3) é construída uma

única matriz A, onde cada elemento ój.i representa a medida
.de proxi.midade entre o estímulo ie o estímulo j , julgada
pelo grupo de sujeitos

2.3.2: .dgs de
Proxima.dade

2 . 3 . 2 .1 : Tríades

gerson. 1962)

Sejam dados n estímu].os, eles sao apresentados aos

sujem.tos em tríades, num total. de Cn, 3 : B(n=:1-1---11a:Z2- tría-
des (grupos de 3 estímulos)

Ao Ihe ser apresentada a tríade (l, j, k) o sujem
to devera i.ndicar dentre os três esta.mulos, quais sâo os doj.s

mai.s semelhantes e quais sâo os dois mais diferentes.

A partir de cada resposta do sujem.to sâo ingeridos

três Julgamentos. Por exemplo/ se ê apresentada a tríade (i.

i, k) e o sujem.to responde: .i e .l sâo os mais pareci.dos e
r
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i. e k sâo os mais di.ferentes, podemos concluir que

(1) .} é mai-s parecido com j. do que com B:

(2) j. é mais parecido com ] do que com ]S

(3) E ê mais parecido com j. do que com .i

Depois de apresentadas todas as tríades a todos os

sujeitos, construí.mos para cada estímulo k a matriz bkpij'

kpij e a proporção de vezes que o estimulo k ê julgado
mais parecido com o estímulo i do que com o estímulo j. Os
elementos dessas matrizes sâo então processados (Torgerson

1962) até que sejam obtidas medidas de di.stância entre os
estímulos numa escala razão.

B: Método Completo das tríades

Neste método cada tr31ade (i, j, k) é apresentada

três vezes ao sujeito, em cada apresentação obtém-se diretg.

mente do sujeito uma das conclusões acima. Por exemplo, co2

sidere-se uma dada tríade (i, j, k) , na primeira vez em que

ela Ihe é apresentada o sujem.to devera julgar se .l é' mais

pareci-do com iou com 1 ; na 21 vez, devera julgar se l ê

mais parecido com .} ou com B. ; e na 31 vez se b é mai.s pare

cimo com .} ou com .i. A partir destes julgamentos realizados

por todos os sujeitos com re].ação a todas as possíveis trio

do anterior
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2 . 3 . 2 . 2 Mê.ç9g9....g9g..pe:=sa (Wi.sh e Carros.1 19 73)

-..'b ii estímulos sao agrupados em pares num total de

Cn,2 - n(n'l) pares

O$ pares são apresentados aos sujeitos sob forma de

questi.onãrio ou em entrevistas i.ndi.viduais . Cada sujeito de
ve atribuir uma nota de si.milaridade a cada par numa escala
que costuma ser de 9 ou ].O pontos

+

EXEMPLO 2.].: Sejam os estímulos .}, j. e k. Obtém-se os pa-
res(i,j);(i.,k) e(j,k). A cada par associa-se uma escala

na qual o sujem.to asse.nela (X) sobre a nota que resolve a-
tei.bui.r ao par

j. "OFERENTE MUITO
SIMILAR

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9

i

4 5 6 7 8 9

5 6
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A medida de simi.laridade ó{.i pode ser obtida atra-
vés da média ou da medi.ana das notas atribuídas por todos

os sujeitos ao par de estímulos (i,j)

2 .3 . 2 .3 Agrupamento em categorias

Os n estímulos sâo apresentados a cada sujeito, e

a tarefa dele consiste em dividir esses estímulos em categg

ri.as mutuamente exc]usivas, de modo que os estÍmu].os perte2

centes a cada categori.a sejam simi.lares entre si.. Pode-seem

caso de necessi.dade, estabelecer li.cites maxi.mo ou mini.mo

para o número de categorias

Este método é recomendado quando o expert-mentador

estiver ].idando com um número grande de estímulos

Neste método as medidas de simi.laridade 6$.i podem

ser obtidas de diversas formas, tem-se abaixo algumas:

(1) Green (1969) constrói uma matriz .à(n xn) para cada su

j eito do exper i-mento onde

).

l se os estímulos i. e j está
verem na mesma categoria

Àk (aij) n x n

aj.j
t

0 caso contrario



23

Em seguida efetua a soma de todas as matrizes A..

obtendo assim a matriz Â = ((5ij)nxn onde óÍj ê considerada
a medida de si.milaridade entre o estímulo i. e o estímulo j

(ii) Burton (1972) usa pri-nci.pios da Teori.a da Informação
para chegar à matriz de símilaridades. Em seu experimento

trabalha com sessenta palavras que discri.minam ocupaçÕesr
ele pretende uin estudo semântico desses termos. O ntétodo u
sapo por ele esta descai.to abaixo:

Cada categori.a de estímulos identifi.cada por um su

jeito recebe o nome de "célula" da partição.

Para cada sujem.to define-se Br como sendo o n9 de

células obtidas e Cr,a o n9 de estímulos da célula a para o
sujeito r

Escolhendo-se dois estímulos ao acaso, a probabili

jade deles estarem numa determinada célula cl é

Cada (Cr,e! - 1) n9 de pares de estímulos da célula a

60.59 n9 total de pares de estímulos

Considera-se - ].o92 Pr, a a i.nformação contida no

evento: "Estímulos i. e j estão alia)os na célula a" e -logo Qr

a i.nformaçao contida no evento: "Estímulos ie .i estão em
células di.ferentes''. Sendo
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A medida de simi.larídade proposta considera o eveB

to ''i e j estão na cê]u].a a'' como um incremento positivo pg.

ra o grau de si.mi].aridade entre os estllmulos .} e .l, e cons.}

dera o evento "I. e i estão em células di-ferentes" como um
decrésci.mo do grau de similaridade entre eles

Define-se ini.cialmente uma medida de similari-dad

os estímulos & e j. para o sujeito : 6i j,r onde

e

tre

quando os estímulos i e j estão na'Z r, a '

mesma célula

r

lo P

0 i,j,r

+ lo92 Qr quando os estímulos .} e j. estão em
células diferentes

Esta medida permite compensar as diferenças de tg.

machos de células nos diversos sujeitos, pois quando um sg

jeito coloca doi.s estímulos numa célula mui.to pequena o eve.p

to tem uma alta informação (provavelmente ele os considera

extremamente similares) e há relativamente um grande incrg

mento na medida de si.milaridade destes dois estímulos; da

mesma forma quando o sujeito localiza os dois estímulos em

células diferentes porém Qr ê pequena (baixa probabilidade

dos 2 estímulos estarem em células di.gerentes) nã então um

grande decréscimo na medida de similaridade (certamente pg.

ra este sujeito os estímulos parecem bastante diferentes)

Para dar pesos iguais a todos os sujeitos ê neles
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safio normali.zar os acréscimos e decréscimos propostos

Define-se para cada sujem.to r

+ Qr lo92 Qr

(média da informação do evento "i e j juntos") - (média

da informação do evento "i e j separados")

Define-se também a variância

2 . êr . I'. l2 .-- -l2

' ' : ::: '-,- L:'': '-,-J -'' '; [:',: ':

er

I'g: P;, .

Obtém-se a seguir a medida final de similaridade en
tre os estímulos .{ e j.

'j.j ::.::

R: nQ de sujem.tos que participam do experimento

Pode-se notar que uma moda.ficação desta medi.da da

forma óij :riwl 6l'i" ' e. tarja mais de acordo com o esp31

rito do procedi.mento de normali.zaçao. No entanto esta ver-

são resulta de uma dedução errónea que acredi.ta produzir uma

medida assintoticamente normal.. Como a medida nâo é uma se
ma de eventos i.ndependentes (todos os julgamentos são oriun

dos dos mesmos doi.s estímulos e portanto nâo sâo i.ndependen

tes entre si) esta dedução nâo é valida. De fato a distri.bui

r
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çâo das medidas de similaridade entre dois estímulos é alta.

mente viesada com uma alta concentração no valor mínimo. Ag.

sim sendo, a di.stri.buiçâo reflete o fato de haver vários pg

res de estímulos que sâo tão diferentes que aparecem em cê

lulas distintas na parti.çâo (ile cada sujeito

(iii) wish e Carro11 (1973) constroem a matriz A = (6ii)nxn
medindo a proporção de vezes que os estÍmu].os ie j se aprg
sentam na mesma categoria

õij .E- = medida de similari.date entre o estimulo

i e o estímulo j
R

R: n9 total de sujeitos do experimento

S: n9 de sujeitos que classificaram os estímulos ie j na

mesma categori-a

2 . 3 . 2 .4 Método do Ponto de Âncora (Green e Carmone 1972)

Os n estímulos sâo apresentados n vezes a cada um

dos sujeitos do expert.mento, sendo que em cada vez o exper.L
mentador escolhe um dos estímulos como "ponto de âncora" iã

to é, o sujeito deve ordenar os demais (n-l) estímulos de

acordo com o seu grau de semelhança em relação ao estímulo

"ponto de âncora". Cada um dos n estímulos seta sucesso-va-

lente escolhido para desempenhar o papel de "ponto de âncg
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EXEMPLO 2.2: são apresentados ao sujem.to os estímu].os i, j,
k, 1 . Escolhe-se como primeiro "ponto de âncora'' o estimu

].o J. , a partir dele o sujeito dã a ordenação (j, k, 1) isto

signifi.ca que na opi.ni.âo deste sujeito o estímulo j é omais
pareci.do cora o estímulo ie o estimulo l é o mais diferente

Em seguida é escolhi.do outro "ponto de âncora" e o sujeito

fornece a respectiva ordenação. As ordenações de um determi
nado sujeito estão exemplifi.cartas amai.xo:

onto de âncora" ggg:gnaçâo

i (j, k, l)

] (i, k. z)

k (i, j, z)

t (k, j, j.)

nã um programa para computador, o Tri.con, desenvol

vida por Green, Carmone e Robinson (1968) que a parti.r des

sas ordenações obtém as medidas de dissimi.laridades, para ca
da sujem.to do experimento

2 .3.2 .5 Outros Métodos

Estão selecionados abaixo alguns dentre os vãri.os

outros métodos de colete de dados adorados pelos diversos
pesquisadores

(1) Pg$qNê.95y: g:g..de Apresenta-se a cada su
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jeito uma ].esta com os n estímulos. Escolhe-se um estímu-
lo i dentre os n apresentados e pede-se ao sujeito que i-

dentifique entre os (n-l) estímulos restantes algum que se

assemelhe ao estimulo i segundo alguma característica.O sg

jei.to dará como resposta um estímulo j. Cada um dos n está
mulos fará sucessivamente o papel de estímulo i

A partir das respostas dos sujem.tos constrói-se g

responde ã frequênci.a na qual o estímulo i foi considerado

similar ao estímulo j. A partir dos fij calcula-se sijr Í2
alce de similaridade dado por

íi. + rj. + í.i + r.j

Estes índices s.il sâo então normali.zados para se

obter as medi-das de similaridade (ól-i) (Mauser, 1972)

(ii) Caracteres concordantes: Este método foi usado por

Sueath e Doran (1966) num experimento com materi.ais arqueo-

].Ógj.cos.

Os n estímulos são estudados aos pares, a luz de

alguns caracteres que interessam ao experimentador. O que

interessa é se o carácter esta ou não presente no estímulo

a partir daí é calculada a medi.da de similaridade ói.i

Tomando-se como exemplo os estímulos .L e j. e os cg

f

S
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racteres A, B, C e D. Abri.bui-se um sinal (+) ao estimulo

se ele tiver o carácter e o sinal (-) caso contrario. Mede

'se a proporção de sinal.s concordantes, como na tabela abri
xo:

l + - +

j

Neste exemplo õij : 3

+
+ +

(iií) Em expert.mentor com estímulos visual.s, auditi.yos ou

outros estímulos sensori.ais, estes podem ser apresentados

aos sujeitos em pares, sendo tarefa de cada sujeito, clas-

se.fica-los em i.quais ou diferentes. A medida de simi.].árida

de (óij) é obtida através da proporção de vezes que os es

túmulos "i e ij foram consi.gerados iguais pelos sujeitos do
experimento (Rothkopf. 1957)

Outra forma de se obter as medi.das de similarida-

de ao li.dar com este tiPO de estímulo consiste em apresen-

tar a cada sujeito o estímulo i e pedi.r a ele que o i.menti.

fique. A medi.da de si.mi.lari.date entre o estímulo i. e o es

túmulo j é obtida pelo n9 de vezes que os sujeitos respon-
derem j ao observar o estímu].o i. Cada sujem.to deve obser-

var os n estÍmu].os sucesso.valente (Shepard 1974. Wish e Car
ro1]. , ].9 74 )
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O livro de Shepard (1972) apresenta uma série de a

plicaçoes de E.M.D. e alÍ encontram-se varias outras medi-

das de proxi.cidade
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CAPITULO 3

aLg!!!ilê...!!gl9P9ê..9E...$= M . D . A 2 FAVORES

3.1 - iNtRODuçÃo

Nos vamos desenvolver neste capítulo alguns moto
dos de E.M.D. a 2 fatores

Dentre estes E.M.D. hã uma c].assiflcaçâo em E.M.D
métri.cos e E.M.D. não lnetricos.

Esta classe.ficaçâo foi. introduzida por Coonbs (1958)

no entanto foi. elaborada por Kruskal (1964 a) que chamou de

E.M.D. não n\étri.co o que Shepard (1962 a.b) havia chamado
"analise de proximidades"

Na concei.tuaçâo atual há doi.s aspectos a serem con

síderados para Classificar o E.M.D. em métrico ou nao-métri.
co
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O 19 deles é o nível de mensuração dos dados. Se e

les está.verem em escala razão portanto com propriedades de

de distâncias ou na escala i.ntervalar podendo ser transfor-

madas em di.stância mediante a adição de uma constante, o

E.M.D. e metrico. Com dados em outros níveis de mensuraçãoo
E.M.D. é nâo métrico, e a matriz de dados não é de distân-
cias e sim de di.ssimilaridades ou similaridades

0 29 aspecto diz respeito ao procedi.mento uti.li.za-

do para a determinação da cona.duração. O E.M.D. métri-co a-

dimite a existência de uma ''verdadeira'' configuração em k

dimensões cujas distâncias entre os pontos são vrs ' PreteB
de-se reconstruir esta configuração usando a matriz de dis-

tâncias observadas A = (õ,.) cujos elementos sâo da forma
6 = v + ers rs rs

onde ers representam erros de medi.da acrescidos de erros de
distorções pelo fato das distânci.as observadas não corres-

ponderem exatamente às distâncias de uma configuração em R

O E.M.D. nao métrico numa ati.tudo mai.s reali.sta, toma como

hi.pótese uma re].ação menos rígida entre õrs e vrs ' como por
exempl-o, supondo

6rs ; f(Vrs + ers)

sendo f uma função desconhece.da monotÓnica crescente. l*leste

caso a Única informação a ser usada para a reconstrução da

configuração ê a ordenação das 6rs

k
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As bases teÓri.cas do E.M.D. foram lançadas por

Young e Householder (1938) que demonstraram teoremas que for

tecem as conde-ções para se acolTtodar distâncias em um Espaço

Euclidlano real, e determi.nam a dimensão minimca desse empa

ÇO

Richardson (1938) e i<lingberg (1941) usaram estes

conhecimentos nas pri.beiras aplicações conhecidcas de E.M.D.,

no entanto a metodologia só começou a se desenvolver a par-

LuÍF dos anos 50 juntamente com o surgimento dos computadores

que permitircam cã Torgerson (1958) , Messick e Abelson (1956)

e outros lidarem com um grande níllnero de dados e com espaços
de dimensão alta

Neste capitulo descreveremos o método de E.M.D. !>(l
inêtri.co de Torgerson conhecido por método clãssi.co, e tam-

bém comentaremos os métodos de E.M.D. não mõtri.co de Cooittbs,

Shepcard e !<ruskal

3.2 - plÉTODO CLÁSSICO

3 .2 .1 pef:!nações e Teoremas

Defi.niçâo 3.1: E.M.D: Métrico: Partindo de uma matriz

D : [dij l de distâncias, o objeti.vo do E.M.D. métrico é

encontrar n pontos xl r X2 f.,.r Xn num espaço k dimensionar

de modo que se aij : d(xi, xj) então a matriz D = [óijl
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deva estar o "leais prós(iín.a possível'' da. matriz D.

os palitos >ci sâo desconhece.dos e gercalmente a di.
mensâo k também não se conhece

Defi-feição 3.2: Matriz .Fuclidiaila: Uma matei:: de di.s'uân-

cias D ê dita Euclidiana se existir uma configuração de poB

tos Duna Espaço Etlcli.diante, cujas distâncias entre os pontos

sejam dadas pol' Dr isto é, se para unl dado k, elcistirem po2

tOS XI p x2r' ' ',Xn c ]RK tal que

dzrs = (xr - xs)' (xr - xs)

Os teore)nas abaixo pe;rlnitem verá.ficar se a matriz

D ê Euclidi.ana e se for permitem descobrir a configuraçâode

pontos correspondente

Vamos inicialmente illLuFodu=il a notação

Para uma matriz de di.stâncias D seja

onde a dA ars rs 2

B = H.A.l{ onde H = 1 - H 't l.I'

onde l õ a matriz identi.dado e l o vedor coluna de 1, H de

ordem (n x I'll; Ncãtriz "centrada''

-l : ; -}. :' ; ... ..L ; : ;
'rs "rs ns:l'rs nr:l'rs ' n2r:ls-l rs

b = a - ãrs rs r a + aS
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Teorema 3.1: Seja D a matriz de distâncias, define-se E3 =

= H A.H. Nestas condiçoes D e Euclidiana se e sòmente se B
for positiva gemi-definida

um partzcuxar verxtzcam-se as ati.rmaçoes :

(a) Se D ê a matriz das di.stâncias Euc].idianas entre os

pontos da configuração Z : (ZI,.... Zn)', então brs

:(zr - z)'.(zs- z) r,s=1,..., n. Na folha matricial
ter-se-ia B = (nz) .(nz)'t sendo assim B : 0 . Nota-se que B

pode ser interpretada como "matriz dos produtos internos

centrados" para a configuração Z

(b) Se B for positiva semi-defi.lida de posto k. a configB
ração correspondente a B pode ser construída da seguinte

forma. Sejam ÀI >. ..> Àk as raízes características post.u-

vas de B e X =(x(1), .''' x(k)) onde x'(i)'(xli' x2i'''''
Xni) seus vetores característicos normalizados por:

'(p) X(p) : Àp P : 1, 2r..., k

Então os pontos x.i emIRK com coordenadas x: =

(Xll , ..., xik) (sendo xi a l-ésima linha de X) tem as
di.stâncias entre eles dadas pela matriz D. Além disto esta

cona.guraçao tem centro de grava.jade Z :: 0 e B representa

a matriz do produto interno para esta cona.duração. (Demong

tração - vice apêndice A.l)

X

l

+

cul

Observações
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1) A matriz configuração X pode ser visualizada

da seguinte forma em função dos vetores característi.cas deB

e os pontos correspondentes

raízes características

ÀI À2 Àk

pontos x'(1) xll x12

(2) x21 x22

xlk

x2k

(n) Xnl Xn2 ''' Xnk

Centro de gravidade x = tj.Ztxi :o
Resumindo a r-ésima li.nha da matriz X contém as

coordenadas do r-ésimo ponto da cona.duração e a i-ésima cg
lula de X contém o vedor caracterÍsti.co correspondente à

raiz característica À

2) Geometricamente se B é a matriz dos produtos
1 / '\

i.nternos centrados para a cona.duração Z, então brr''''' e

i.qual à distância entre zr e 2 e ------------.-----T-7.8 é igual ao
' (brr bss)'' '

cosseno do ângulo formado em 2 entre zr e zs

n

l
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z ; ' z''

Justificati.va: (zr-zs) ' (zr-zs) : brr+bss-2brl/2 bsl/2cos0

3) Observe-se que o vedor l é vetou caractere
co de B seja ou nao D uma matriz Eucli.digna

sti

4) O teorema não é valido se B ti.ver raizes carac

terísticas negativas (x'(i) x(i) :. Àj.) , é impossível norma-
li.zar-se um vetou de modo a obter uma norma quadráti.ca nega
uva (Mordia. Kent - Bibby 1979)

3 .2 . 2 Solucão do E:M:D! Métrico

3 . 2 . 2 .1 solução a partir de uma matei.z de di.stâncias

Unia matriz D que represente aproximadamente as dis

tânclas entre os pontos de uma configuração num Espaço Eu-

clidi.ano, com uma dada dimensão, pode ou não ser Euclidi.ana,

no entanto, mesmo que D seja Eucli.digna, a di.pensão do espa

ço no qual ela pode ser representada é geralmente muito al

ta para interesses práticos. Uma escolha possível para coB

figuração em k dimensões é sugerida pelo Teorema (3.1) . "Es

colhe-se a configuração em RK cujas coordenadas sâo determi
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nadas pelos k primeiros vetores característicos de B". Se

as k primeiras raízes características de B forem ''grandes"

positi.vas, e as demais raízes características forem prõxi'

mas de 0 (positivas ou negativas) , então felizmente, as dis

tâncias entre os pontos da cona.guraçâo obtida estarão bem

proximas da matriz D

Esta cona.geração ê chamada ''solução clãssi.ca do

problema de E.M.D. em k dimensões" e se encaixa na defini-

ção de solução métrica

Para efeitos de programação de computador tem-se
abaixo um sumãri.o dos cálculos envolvidos

1. A parti.r de D constrói-se a matriz A=(-; dz..)

2. Obtém-se a matriz B cu:jos e].ementas são

b = a - a - a + ars rs r. .s

3. Encontram-se as k maiores raízes caracterÍsti.

cas ÀI >...> Àk de B (k previ-agente escolhido) e seus veta

res característicos correspondentes X = (x(1) , '''' x(k))

que sâo então normalizados por x'(j.) ' x(i): Ài' z: l,'..,k
(Supõe-se aqui que as k primei.ras raízes características se

jam todas positi.vas)

As coordenadas dos pontos procurados sâo x. =
x,..) , r = 1, 2,..., k dadas pelas linhas da

matriz x
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E3EMEL0 3.1: Para ilustrar o algoritmo considere a matei.z
de distâncias 1) abri.xo

l

0 1 -''3

0 1
2

,G

l

0

l

.G
l

0

l

l

l

l

0

Construindo-se a matriz A encontra-se
- l l

r. ' ' 14 r : IT'.., 6 a7

ar

1 , , 6

a 6
7

De brs : ars - ar Obtém-se

0

0

0

0

0

0

'J
Pode-se verificar que as colunas de B são l

2 l

2

l

l

2

2

l

l

2

-1 1

-2 -1

1 -2

1 -1

2 1

2
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mente dependentes

b(3) 'b(2) 'b(1) b(4) :'b(1) b(5):'b(2)

b(6) : b(1) ' b(2) b(7)

A anal.ise dessa matriz mostra que ela ê de posto 2

Portanto a configuração que se ajusta ã matriz de distân-
ci.as pode ser construída num espaço bi-dimensional

As raizes características de B encontradas sao

ÀI - 3 / À2 À3 X7 ' 0

A configuração pode ser construída usando dois ve

teres ortogonais do espaço característico correspondente a

À = 3 , tais como:

= (a. a, 0, -a. -a, 0, 0)

: (b, - b, - 2b, - b, b, 2b, O)

2

l
2

A parti.r dai as coordenadas dos 7 pontos sao

A(+ .e, i/2) B(+ /3', - i/2) c(o, -l)

D (- l /ã, i/2) E(-+ 'G', ]-/2) p(o, z) G(O , O)

(figura 3.1)

O centro de gravidade desses pontos é certamente

(0, 0) e pode-se verificar que a matriz de distâncias para

esses pontos é D. De fato, os pontos de A a F sao vértices
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de um hexágono cujos lados tem comprimento l e a linha FC

e o eixo y. Seu centro é G (na verdade a matei.z D foi cons-
truída através desses pontos)

Figura 3.1

3 . 2 . 2 .2 )artir da matriz de simi.laridades

Pode-se usar a técnica anteriormente descrita de

E.M.D. se as observaçoes consta.tuirem uma matriz de si.mila-

ridades, para tanto é necessário transformar a matei.z de si
mllarldades em matriz de distâncias, através da transforma-
ção definida abaixo:

Defina.çâo 3.3 A transformação padrão da matriz A de si.mi



42

laridades em matriz D de di.stânci.as é defi.ninfa por
1 / '\

d =(6 -26 +6 )'''rs ' rr 'rs ss (4)

Observa-senuesendoó <6 tem-se6 -26 +
'z'' '''''' 'l's -- 'rr ''"' '' 'rT ' 'rs

+6 > 0 ed =0 .PortantoamatrizDêlumamatriz dess - rr
distâncias.

Teorema 3.2: Se A > 0 , a matriz de distâncias D defina.da

pela transformação padrão (4) é Euclidiana, e tem matriz de

produtos internos centrados B = H A H (Demonstração - vede
apêndice A.2)

3.2 .3 : ?rQpriedades ótiBg:g da So:jj:!4çaQ ClãsS.ica ç Adeguêçgg

g:ç? ÀjppÇQ

Dada uma matriz D, o objetivo do E.M.D. ê encontrar

uma configuração x num espaço Euclidiano de baixa dimensão

K, de modo que as distâncias entre os pontos dz.. =

: (lr - is) ' (ir - Rs) se aproximem ao máximo de D. O cir-
cunflexo é usado para inda.car que as di.stânci.as D entre os

pontos da cona.duração X estão ajustadas às distâncias ori

finais D . Da mesma forma, B representa a matriz dos produ-

tos internos centrados ajustados

Seja X a configuração em RP e seja L = (LI' L2) uma

matriz ortogona]. (pxp) onde LI é (pxk) . Então XLI repõe'
senta a projeção da cona.guraçâo x sobre o sub-espaço de RP
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gerado pe[as co].unam de LI ' Pode-se consi.gerar X = X'LI co-
mo sendo a cona.geração ajustada em k dimensoes.

Sendo L ortogonal, as distâncias entre as li.nhas

de X sâo iguais às di.stâncias entre as li.lhas de x.L.

d2rs: iPI(xrl - xsi)2 = iPI(x'r!(i)' x's l(i))2

Ê(i) : x'esima li.nha da matei.z L

Notando as di.stânci.as entre as linhas de XLI por Dr
tem-se

-. k

rs : j.:l (x'r t (i)' x's l(i)) ' '

rs 'd2rs: kPj.(X'rl(i) ' x'sl(i))2

Portanto, drs S drs ; isto é, projetando a cona
guraçãor a distância entre os pontos fica reduzida. Logo, a

medida da discrepância entre a configuração origi.na]. X e a

configuração projetada X é dada por

O = E (d'. - d' )
r,s=1 rs rs

2

Então a solução clássica do E.M.D. em k di.mensÕes

tem as segui.ntes propri.idades Ótimas:

Eea=elna...3..!:..3.: Seja D uma matri.z de distâncias Euclidi.anãs

correspondente à configuração X em RP, e fi.xando k(l !k <p)

Entre todas as projeçÕes XLI de X em sub-espaços k dimensig
nai.s de RP, o é minimizada quando X é projetada sobre suas
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coordenadas principais em k dimensões (Demonstração - vi-de

apêndi.ce A.3)

Quando a matriz D nâo for necessariamente Eucli.

digna é mais conveniente trabalhar com a matriz B : H A }i

Se X for a configuração ajustada com matriz de produtos i.B

ternos centrados B, então a medida da discrepância entre

B e B é dada (Mordia. ]-978) por

Q : E . (brs rsu . b )2 . tr (B - B)2
rls:l

Pode-se provar que a solução clássi.ca do problema

de E.bl.D. é Ótima para esta medida também.

Teorema 3.4: Se D é uma matriz de distânci.as (não neces-

sariamente Euclidi.ana) , para um k fi.xo, @ atinge seu mznz'

mo para todas as configurações X em k dimensões quando X

for a solução clãssi.ca do problema de E.M.D. (Demonstração

- vida apêndice A.4)

os doi.s últimos teoremas sugerem uma possível ''mg

lida de ajuste" para a "proporção da matriz de distânci.as

que é explicada" pela solução clássica do problema de E.M.D

em k di.bens(5es
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Supondo XI,. > 0 essas medidas são (Mordia 1978)

k
E À .

i=1 l
n"I,k 100%

:!: *::
n 2
E À '.

a2,k 100%

Deve--se usar os módulos em al,k pois alguns dos
lotes pequenos das raízes características podem ser neqati
vos
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3 .3 MÉTODOS NÃO MÉTRICOS

Diversos autores pesquisaram o E.M.D. nao métrico,

no entanto neste capítulo vamos destacar apenas alguns que

representaram avanços no desenvolvimento das técnicas de

E.}{.D

3.3.1: Método de Coombs

Coombs (1958) desenvolveu o seu método de E.M.D

não mêtri.co baseado em dados de proximidade ordinais, isto

é, ele partia de apenas uma ordenação das medidas de proxÀ

cidade. Obtinha também um espaço nâo métrico, isto é, a sg

[ução consistia na ordenação dos est+zmu].os em cada uma das

dimensões do Espaço obtido, sendo impossível calcular-se a
di.stância entre esses pontos, pois para i.sto seria necessá-

rio conhecer pelo menos uma função monotõnica para cada d.i

mensâo, que transformasse as coordenadas de ordenação em

coordenadas de escala intervalar. O procedi.mento de Coombs

é conhecido como "duplamente nâo métri.co'' visto que os da-
dos e a solução são não - métricos

3 .3 .2 Método de Shepard Analise de Proximidades

Shepard (1962, a, b) elaborou um algoritmo para

computador que permit=iaobter uma solução mêtri.ca a parti.r de
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dados nâo métri.cos (ordinais) chal-nou (5 seu método de Anãli

se de Proxi.unidades

lg Etapa

Shepard tinha por objetivo uma configuração num eE
paço de dimensão mini.ma de modo que as distânci.as entre os

pontos da configuração estivessem monotoni.comente relaciona

das com as medidas de proxi.midade entre os estimu].os

Isto é, Shepard procurava uma configuração de poB

tos PI rP2 r ...r Pn num espaçoIRk, tal que k fosse mini.mo e

demoro que d(Pj.,Pj) = Í(Õij) i-, i = 1,..., n onde f
seria uma função monotõnica

Uma vez colhi.das as medidas de proximidade (61.i)
Shepard partia para um método i.terati.vo visando obter a con

figuração de pontos (PI r P2 r.../ Pn) que haveria de repre-
sentar os estímulos num espaço Euc]i.piano ]Rk

3.3.2.1: Técnica de $j1lepard

Vamos descrever a técnica de Shepardf sem nos preo

cupar com os algori.amos numéri.cos que ela envolve e sim com

as suas i.déias que serviram de base para outros procedimen-

tos. Vamos divida-la em duas etapas:

Escolhi.a uiíia configuração inici.al, que considerava

ter "entropia máxima'', um simplex regular em um espaço de
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dimensão (n -l) , o equivalente ao tri.ângulo equi.lãtero no

espaço bi-di-mensional ou ao tetraedro regular no espaço
tri-dimensional

29 Eta

[t[ovia os pontos do simp].ex respeitando dois obje-

tivos, ou ainda como ele considerava, dois processos: um

deles vi-sando di.minui.r o número de dimensões do espaço châ

made processo 13, e o outro procurando aumentar o ajuste dos

pontos da cona.guraçâo, à ordenação das medidas de proxi.mi

dade observadas, chamado processo a.

Iniciava no espaço de maior dimensão possível, bai

xava a dimensão do espaço pelo processo B e uma vez no es

paço de dimensão menor procurava neste espaço a melhor con
figuração pelo processo a

Processo B: Sua i.dêia bãsi.ca era aumentar as distâncias

grandes e diminuir as di.stâncias pequenas. Para visuali-
za-la pode-se i.paginar um conjunto de pontos em forma de

arco portanto localizado num espaço bi.-dimensi.onal, para

local i.zar esses pontos num espaço uni-di.mensional deve-se

retificar o arco, nesta meti.ficaçâo os pontos extremos do

arco tenderão a afastar-se e os pontos centrais que jã eâ
tavam próximos tenderão a unir-se

O processo cessava quando diminuía ao máximo a di
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pensão do espaço e obtinha os pontos no espaço de di.mensâo
"corneta"

::999g.gg-a: Este processo era usado numa la fase junto com

o processo í3 e na 2: fase sÕzi.nho quando o processo í! atin
gi.a o seu objeti.vo (a dimensão "corneta")

Sua i.dela básica era procurar uma relação monotóni
ca entre as distânci.as e as proximidades

Isto é aproximava pontos cujas medidas de proximi-

dade estavam próximas na escala ordinal e afastava os pon-
tos correspondentes a medidas de proxi-mi.dade di.stantes n
escala ordínal

a

Esta movimentação dos pontos er

ção de forças vetori.ais . Numa determi.nada configuração eram
construídos com origem em cada um dos n pontos, (n - 1) veto
res dirigidos aos demais (n - 1) pontos

Para se determi.nar o sentido do vedor com ori.gemno

ponto Pj. na direção de Pj r observava-se que se ponto Pj ti-
vesse que ser aproxi.nado de Pj o senti.do do vetou será.aF''F'
se este devesse ser afastado o vetou teria sentido ónntr;

feita usandoa a na

/

río

O módulo de cada vetou era determinado medindo-se

a dj.screpância entre as poslç(5es da distância d(PI Pú) e da

medida de proxima.date ój.j , nas respectivas escalas de orde-
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nação. Se as posições fossem concordantes o vetou teria mõ
pulo nulo

Sendo assim cada pontos como origem de (n -l) veta

res, considerados (n - 1) forças, se moveria na direçâo da
resultante desses velares

Sendo o deslocamento de cada ponto deva-do a (n -l)

tendências distintas, nâo se esperava que o deslocamento si

mu[tâneo dos n pontos ].evasse i-medianamente ã condição de

monotonicidade desejada entre dij e óij

Sendo asse.m o procedimento para obtenção da solu-

ção era iterativo, procurando em cada passo aproveitar apa:

cela de monotoni.cidade obti.da no passo anterior

Este processo deverá.a continuar até que o sistema

atingisse o equili.brio perfez.to, isto é, até que todos os

vetores passassem a ter módulo nulo

Uma vez que esse estado de perfeito equi.librio era

raramente obtido, Shepard estabeleceu um momento de parada

em seu algoriti.mo

3.3.3: Método de Kruskal

Kruskal (1964 a, b) construiu a sua técnica deE.M.D

a partir da "Anãli.se de proxima.dades" de Shepard. A i-nova-

çâo de Kruskal foi a centralização da técnica numa medida de

"Adequação de ajuste", ele assim pretendeu obter a configu-
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ração que melhor se ajustasse aos dados

Kruskal bàsi.carente exi.gi.u uma relação monotõnica

crescente, ou decrescente, entre as medidas de proxima.dade

e as distânci.as na configuração procurada. Supor que há uma

cona.guraçâo de pontos ntlm Espaço EucJ-idiano k - di.mensio-

nal que é verdades.ra, da qual ele poderá.a descobrir apenas
a ordenação linear das di.stâncias entre os pontos e devia a

partir desta i.nformação não métrica recuperar a configura-
ção.

Devido à sua grande importância como i.ntrodutor do

ajuste e pela grande apliccabílidade de sua técni.ca, o proce

dlmento de Kruska]. será estudado detalhadamente, por nós,
no capítulo 4

3 .4 ÕES

3 .4 .1 }e

gera descrita abaixo uma medi.da de adequação de a-
juste apresentada por Mordia (1979) , e usada para comparar

duas cona.durações. Seja X de ordem (n x p) a matei.z das

coordenadas dos n pontos obtidas a partir de D por alguma

técnica. Supondo-se Y de ordem (n x q) a matriz de coordena

das de outro conjunto de pontos obtida por outra técnica ou

usando outra medi.da de distância. Seja q S. p, acrescentando
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-se colunas de zeros a Y, esta torna-se de ordem (n x p) taB

bém

A medida de adequação de ajuste adotada e obtida

movendo-se os pontos yr com relação aos pontos xlr até que

a soma dos quadrados "residual" XI (Xr ' yr) ' (xr - yr) (7)

seja mínima

Pode-se mover yr com relação a xr através de rota-

ção, reflexão e transe.açâo isto é pela transformação A'yr+b

r=1,..., n. onde A' é uma matriz ortogonal de ordem (p x p)

n

Deve-se então procurar

R2 : mznb rEI(xr ' A'yr - b)'(Xr ' A'yr - b)

para A e b. Note-se que A e b são obtidos por mini.mo

doados baseando-se no teorema abaixo

S

D

Teorema 3.5: Sejam X(n x p) e Y(n x p) duas configurações

de n pontos, por conveniencia, com centro na origem tal que

i= y = 0. Seja Z = Y'X e usando o teorema da decomposição

(Mardia, 1979) escreve-se Z = v r u' onde V e U sâo matrizes

ortogonais (p x p) e r é uma matriz diagonal de elementos

nao negativos. Então os valores de A e b que minimizam R'

são dados por b = 0 e AA = v u' e

Rz = tr XX' + tr YY' 2tr r (8)

(Demonstração vede apêndice À.5)
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3 .4 .2

Supondo que as médias das colunas de X e Y sâo nu

las, a "melhor" rotação de Y com relação a X é Y A, onde
A = V U' e A é chamada rotação procrusteana de Y com rela-
ção a x

Notar que a partir de Z = v r U- tem-se
Y'X = v I' ur

X'Y Y'X = u I' viv

X'Y Y'X = U I'2 Ui

então o valor mÍnín\o de R2 pode ser escri.to

R2 : tr

u'r

Observa-se em (7) que R2 e zero se e sòmente se ],..
puder ser rotacionado exatamente sobre x.

3.4.3: Fatos de Escala

Se as escalas das duas configurações forem diferen

tes, a transformação A'yr + b deve ser da forma c A'yr+bon

de c > O. Através do procedi.mento anteri.or observa-se que

â : .E=.L
tr YYi

(9)

e os demais está.madores permanecem os mesmos. Esta transpor
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mação é chamada rotação de Procruste com escalonamento de Y

com relação a X. Então a nt)va soma dos quadrados dos resÍ-

cuos mínima é dada por:

R2 = tr(XX') + ê2 tr(YY) -2 ê tr(X'Y Y'X)1/2(lO)

Notar que este procedimento não é si.métrico com re

lação a X e Y. A simetria pode ser obtida selecionando o es

calonamento de modo que tr(XX') = tr(YY') (ver Sibson-1978)

Se forem dadas duas matri.zes de di.stâncias D. e D.

mas nâo forem dados os pontos correspondentes, Rz (8) não

pode ser calculado sem usar algum método para determi.nar os

"pontos". As duas primeiras parcelas de R2 podem ser expõe.g

sar em função de DI e D2 o tr I' não pode

E81j!!PL0 3.2: Neste exemplo pretendemos comparar através de

Rz a configuração para o mapa do Brasil obtida pelo método

de Torgerson YI (Figura 1.1 e Tabela 3.2) com aquela obti.da

pelo método de Kruskal Y2 (Figura 3.2 e Tabela 3.3) . Para
i.sto estabelecemos um sistema de coordenadas cartesianos se

bre um mapa do Brasil (Figura 3.2) e construí.mos asse.m uma

matei.z X (Tabela 3.1) das coordenadas reais das capa.taisbra
soleiras escolhidas

Sendo que as configuraçoes X e YI ou X e Y2 nao e.g
tao na mesma escala adoramos. (ver fórmula 8 e fórmula lO)

R' = tr(XX') + cz tr(YY') - 2 ê trl'
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substitui.ndo o valor de c (Fórmula 9) Obtém-se

R2 ; tr(XX') (tr r) '

ti' ( YY ' )
(11)

O Rz obtido por (].1) entre X e YI foi 283,11 e a-
quele obtido entre X e Y2 foi 333,99 o que nos leva a con

cluir que a solução clássica de Torgerson se ajusta me].hor

ao mapa do Brasil do que a solução nâo - métrica de Kruskal

Tabela 3.1 Matei.z da Configuração x obti.da para
15 capa-tai.s brasa.leiras

3, 25

11,2

-3,8

--0 , 5

-8, 2

9 .0

4 , 3

9 .9

7.4

12,0

5, 5

'-6 , 3

l0,2

-6,7

1, 9

-10,6

8,9

'll,l

1,5

'11, 5

-4 , 5

--4 , 2

-1,2

-8.5
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Tabela 3.2 Configuração yl obtida através do
programa ALSCAL, para o mapa do Bra-
sil (Método de Torqerson)

0,3841
1, 2604
0,839 3
0,4537
1,4979
1,1657
0,5603
1, 3108
1,044 0
2, 359 5
0, 7971
1, 2175
1, 214 3
1,44 6 6
0, 0779

0,6757 l
o , 8 535 l
o, 04 77 l
0, 5281
0, 6360
0 .4573
0,8286
2,1 24 8
1), 8 6 27
0,0620
0,9687
0,04 55
0, 249 3
0,0411
0, 5801

yl

Tabela 3.3 Configuração y9, obtida através do
programa ALSCAL. para o mapa do Bra-
sil (Método de Kruskal)

0,4 338
]., 24 50
0, 8150
0,4 564
1, 570 3
1,1813
0, 6149
1,0720
1,029 2
2, 2635
0,8608
1, 2117
1, 239 2
1, 4 582
0, 09 88

0,6155
0, 89 28
0, 0176
0 , 4 878
0,4 34 7
0,4 079
0,884 8
2, 24 31
0,8881
0, 39 26
0,9 227
0, 3257
0, 29 66
0,1304
0, 5901

y2
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Fi.aura 3 2 Mapa do Brasil obtj.do pelo E.M.D
0 : cona.guraçâo obti.da pelo procedimento

metro.co (Kruskal)
nao

X configuração obti.da pelo procedimento me

0
D

$

}"
t

ã
'3

'g

'x

B
-J

ã'
9

J
é
3
'ç o ü'

ab
oq'

.g»

&

#
#

'2

B

#
.gx

0-
a
D
2
ê
U
P0
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CAPITULO 4

MÉTODO DE KRUSKAL

AnEQUAçÃO DE Aúu$Tg

Para se descrever o procedimento de Kruskal para

E.M.D. não métrico, deve-se começar pelo seu ponto chave

a medida de ajuste

Inibi.a-se pela procura de uma "função objeti-va." g

(Kruskal, 1978) . Para se defi.ni-r esta função a condição é

que ela traduza o ajuste d.a configuração X - {xlrx2r'''xn }

de pontos P].r P2r...fPn onde xj. = (xil'xi2/''''xiK) vedor
de coordenadas do ponto Pi, à matriz de observações ( med.}

das de proximidade, 6ll). Isto é, ela deve produzir um n9

que mostre o quanto a solução esta ajustada aos dados.

Para definir a "função objeti.va" g, Kruskal impõe

/
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qu.e a distância entre os pontos obti.dos seja uma função mg
notõnica das proxi.midades observadas, isto é,

aj.j ' a(Pi,Pj) = í( sij)
onde f deve ser uma função monotÕnica qualquer

Pensando em definir g o seu raci.ocínio é o mais

intuitivo possível. Começa analisando as discrepâncias covis

tentes entre aj.j e f(ój.j). Estas discrepâncias podem ser
observadas representadas por linhas parti-lhadas no gráfico
abaixo que mostra uma função f qualquer monotõnica

l

g
P
<
y
g
9

0

&

R
'pt?ox.iu l op.t5c::s ,lá; ê --'-'''
Figura 4.1 - Diagrama de dispersão
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As discrepâncias são dadas por í(õj.j) - aij' nao
interessando o seu sinal, tanto as post.uvas como as nega'

uvas são interpretadas igualmente e consideradas indesejã

Define então uma função objetivo o f-stress em

função dessas di-screpâncias quadráticas, dado pela fórmula

abaixo

[E (f (6 llf-stress

a fa+zz quadrada é tomada por analogia ao desvio padrão muJ.

tas vezes usado na lugar da variância e o favor }iE.d;jj no
denominador padroniza a medi.da uma vez que esta na mesma

esca].a da configuração.

Quanto mai.or o f-stress pior e o ajuste da confi-

guração e da função f ãs observações. O f-stress é õbvia-

ment.e sempre não negativo. Se ele for nulo, í(óij) ' di:j '
vi.j, tem-se portanto a representação "perfeita" no senti-
do das distâncias estarem perfez-temente relaci-onadas com

as proximidades pela função f. É prata.comente impossível
obter-se um f-stress nulo para a maioria dos cojuntos de

dados.

Em seguida, procura'se uma medida de ajuste da a)n

figuração independent.e da função f. Define-se então:
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stress (A,X)= min f stress (A,x)

para todo :E

A : matriz de proximidade observada

X : configuração obtida

significando que esta sendo usada a melhor função f, para
a dada cona.guia.ção.

Uma vez que ã monotonicidade exi.g:i.da pelo modelo,

nem sempre é obti.da na configuração define-se dij - í(Õj.j)
dj.j sãc' números monotonicamente relacionados com as

proxi-midades õij' e minimizam o stress dado por

Z:E: (di.i-d. .i)
5'''"'"'-- = stress ( A , x )EE d

g

Uma vez definido o stress, defi.ne-se a cona.

çao X a partir das observações A

A obtenção da melhor configuração consiste na ob-

tenção daquela que produz o menor valor possível para o

stress. Esta configuração X (estimada) é aquela que tem o
menor g para uma dada matriz de proxi.cidades observadas A.

Ou seja, a configuração X, solução do E.M.D. é aquela para
a qual é valida a. igualdade

aura

stress (A,X) = min stress (A,x)
para todo X
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4 . 2 omvEmcÃ(}.PA...$QINÇAQ

Uma vez adorada a ideia básica de Kruskal vamos

dimento usado por ele para obter a soluçãodesce'ever o

do E.M.D.

proce

Kruskal responde em 3 nÍveisr ã pergunta:como ob-

:onfiguração de stress mínimo?

4 . 2 . 1 - t!!xsl.j:.n:Çlaj:E:j::n

No nível intuitivo ele descFe\re o procedimento de

aproximações sucessivas. Ele começa com uma configuração ar
bitrâri.a. move um pouco os pontos desta configuração para

haver uma ligeira melhora no ajuste. Em segui-da repete o p):g

cesso até obter a configuração onde não haja melhora posei'

vel

O movimento dos pontos é feito obedecendo a se-

guinte condição: os pontos P: e Pj da configuração obtida

são aproximados se dij < dij e afastados caso dij > dijrcom
õxirnos possível dos

o objetivo de se obter os dij o prmais
+

d 1]

4.2.2 - yizsJ:.ÊsérXs9

A nível teórico o problema consiste na minimização
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de uma função de varias variável.s, o stress g

'''lx aj.j-ói.i)2
EE d2

g

g ' f(xl'x2'''',xn) onde

Xi : (xil'Xj.2r''''xik) vetou de coord.enadas :Irãok
ponto P.i num espaço

Sendo n pontos PI num espaço de dimensão k g
uma função de (nxk) vara.ãvei.s.

A solução do E.M.D. é dada pela configuração
(91'92'''''xn) que mi.nimiza a função g.

Esta solução pode ser obti.da resolvendo um proble
ma de anãli.se numérica que usa uma técnica conheci.da como

alce A.2) .s grada.entes" ou "método do Descent" (vede Apên-

e

4.2.3 y.!ySJ: pratico

A nível pratico Kruskal descreve as etapas de um

programa que permitem a um Computador obter à solução do E.M.D.

Escolhe uma cona.duração inicial X arbitrãd.a num
espaço K-di.mensional IRk
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2g etapa: Mede as di-stânci.as d:.i entre os pontos desta

cona-geração X. A parti-r das medidas dij estima os dijr OU
seja, obtêm os números que estão monotõni-comente relaciona-

dos com as medidas de proxi.midade 6:i.i

+

3g etapa: Através dos d:.i é obtido o stress g para esta oon

fi.duração X. Se o valor do stress satisfizer as conde.(?)es do

experimentador. esta configuração é a solução do E.M.D.. Cg

se contrario, passa'se à etapa seguinte

4g etapa: Procura-se uma nova configuração X que mi.nimize

o stress,para isto é usada a técnica do "steepest desCent-"}

retorna-se em seguida à 2g etapa do procedimento.

Êste ê portanto um procedimento i-terativo que vi

sa obter a configuração X com o menor valor de g possível

4 .2 .3 . 1 Configuração inicial

No que toca à cona.duração inicial, uma escolha
+ . - l .l.J.A .bem feita.economiza varias

ção da solução do E.M.D.

Pode-se escolher uma configura.ção X arbitrária.pg

rém essa configul-ação deve obedecer a duas condições:

1) Pjl/pj r vi#j, Pi ePj pontosdaconfiguraça

no pro SeraÇoesl

0
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2) X não pode estar conta.da em IRt tal que t < k, onde k é

a dimensão do espaço da configuração procurada.

Uma sugestão de Kruskal seria a escolha de

,Pn os n primeiros pontos do conjunto abaixo:
PI r

P2,

(l, o , o,

(o, l , o ,

(o, o , l,

, o, o)

, o, o)

, o, o)

(o , o , o,

(2 , 0 , 0 ,

(0 , 2, 0,

, o, l)

, o, o)

,0,0) etc

Outra sugestão seria gerar os pontos
a parti.r de um gerador de números aleatÓri.os;

,Pn

Qualquer que seja a escolha da configuração X, es
ta deve ser normalizada, isto é:

1) 0 seu centro de grava.jade deve se llocalizar na orignl do
si.stema

2) A soma das distânc

deve ser igual a l
n k .

i-l 't:l it

ias
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x.. -» coordenada de P. na di.menção t
l l

4 . 2 . 3 . 2 2B etapa Obtenção dos dle

Ac se estimar os d:.i, deve-se lembrar que estes
são apenas números real.s, não são distâncias. Não hã uma

cona.duração cujas distâncias entre os pontos sejam dl.i'Os

d.i.i são apenas uma sequência monotõnica de números, esco-

lhi.dos o mais próximo possível dos d.i.ç, que são usados co-

mo referência para o grau de monotoni.cidade das medi.das d.l,
sendo assim a estimativa dos d:.i é um problema de Regres-

são MonotÕnica (ver Apêndice C.3) que consiste em procurar

os dl.i sujem.tos à restrição de monotonicidade e que tornam
mínima a soma de quadrados do numerador do stress

EE (d. .-d* . )i-i z] x]

#

+

+

+

2

d2
]-]1]

u n
uma vez que para uma dada configuração X, a E E dÍ4 é

i=1 j=1 z]fixa.

EXEMPLO 4.1 - Consi.dele-se a matriz A

medidas de proxima-dade observadas.

0

1 0
8 7
3 2
4 10

({5ij)5x5 s=iirétrica.

0

5

9

0

6 0
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Ordenando-se as medi.das de proxi.midade 6:ú obtém
se a sequênci.a

621 < 642 < 641 < 651

1 2 3 4

654 632 < (S31 < 653 < Ó52

6 7 8 9 10

Seja O = (dij)5x5 uma matriz de distâncias obtida
a partir de uma certa configuração inibi.al X em IR2

0.0

1.0

6'. 4

1.5

3.0

0. 0

6 . 2 0 . 0

2 . 5 4 . 2 0 . 0

8 . 4 8 . 2 8 . 4 0. 0

Arranjando-se as di.stâncias na ordem das proxima.
jades obtém--se

d42 d41 d51 d43 d54 d32

2. 5 1. 5 3.0 4. 2 8.4 6.2

d31 d53 d5:

6 . 4 8. 2 8. 4

Observando--se a sequência, nota-se que ela não é

monotâni.ca. Em cada sub-sequênci.a que quebra a monotonia.-

jade, seus termos são substitui.dos pela sua respectiva mé
dia
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1.0 2.5 1.5 3.0 4.2 8.4 6.2 6.4 8.2 8.4
1 1 1 L l

média=2.0 1 1 média=7.3

1. 0 2 . 0 2. 0 3. 0 4 . 2 7 . 3 7. 36.4

média=7.0

8. 2 8.4

1.0 2. 0

d21 d42

2 .0

l
+

d41

3 . 0 4 . 2 7 . 0 7. 0 7 .0 8.28.4
1 1 J J l J l

d51 d43 d54 d32 d31 d53 d52

Tem-se portanto os dj l monotonicamente relaciona
parti.r deles é montada a m a t r i zdos com

0 - (dj.j)5x5

0. 0

1. 0

7 . 0

2 . 0

3. 0

o . o

7. 0

2 . 0

8.4

0.0

4 . 2 0. 0

8. 2 7 . 0 0. 0

Este algoritmo é li.geiramente alterado quando hoB

ver observações repeti-das (ver Capitulo 9)
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4 . 2 . 3 . 3 cã.lculo do stress

Esta etapa consiste apenas de um cá]cu].o do stress
e da anãli.se do seu resultado.

Tem-se abaixo o calculo do stress para o exemplo
4.1

i=j i=1 z]

i=]. j=t(ai-j)' õ,92
5 5
E E d.

i=1 j=1 z]
651,72

g : o,1030439

Este valor de stress é consi.derado alto e portan-

to será.a necessária uma nova iteração no caso deste exa:nplo

para procurar uma outra cona.duração que dê menor stress.

4 . 2 . 3 . 4

Hino

Kruskal (1978) faz uma analogia que permi.te enten

der os objeti.vos e o funci.onamento da técnica do "Steepest

l)escent" (ver Apêndi-ce B.) . Esta analogi.a esta descrita a
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baixo: 

va­tanhas e 

Imagine um terreno ondulado, com mon 

Ção X configura 

cada ponto do terreno corresponde uma 

les . A 

d f . - ) C d ponto do terreno 

(não um ponto a con iguraçao. a a pode 
ser descrito por três coordenadas, a ltitud d uas e~ as 

As coo~ 

ordenadas de localização, Norte-Sul e Leste -O st · 

denadas de localização são as mesmas par todos os pontos 
d e n pontos 

da configuração. (Certamente , uma configuraçao 

-- bem 

em um espaço k-dimensional tem n- k coorden adas e n.K 

maior que 2, portanto a analogia não tr nsfe r e toda a 

queza e a dificuldade da situação). A a ltitud 
função objetiva, ou seja , é o stress. 

é análoga a 

., . o corres~~ 

Procurar a configuração com stress minim 

. s bai­

de a procurar o ponto de altitude mínima, 0 ponto mai 

é imPº~ 

xo do t erreno . Como não se conhece a fun ção st es , 

siv el ter-se uma visão dela, isto equival 
to mais baixo do terreno de olhos v endados . 

r o Pº~ p ocur 

Precisa-se de um ponto inicial ra 

gumas vezes escolhe-se um ponto l 
Ório c1 

este fim; isto é semelh an e a se l ançar um 

sobre o terreno, um para-quedist noite escura . Este par -quedist 
olho v n 

m eh m n 

0 cur 

n 

O , V 

partir do ponto inicial , por p sso 
n n o-·c qu 

ja procurando o ponto mais b ixo do t r 
n . 

Pra 

ndº 
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Ele se mantém sobre um peso, tate ia ao seu r edor 

com o outro pé, toma a dire ção que lhe parece ma is sensi­

velmente descendente (matematicamente n a direção do menor 

gradiente ) e dá um passo nessa direção . Ele e ntão repete 0 

processo na nova direção e assim por diante. Eventualmente, 

chega a um local onde n e nhuma direção leva a pontos mais 

baixos, ai então , ele para. 

Se o terreno não possui ondas e irregularidades , 

então êste local é provavelmente o ponto mais baixo do v a ­

le e ele estará feliz em tê-lo alcançado. Se o terreno to­

do tiver o formato de uma enorme tijela , tendo portanto um 

Único vale , o para-quedista estará no seu ponto mais baixo. 

Se o terreno possuir somente um v a le central mas 

várias ligeiras irregularidades , há uma grande chance que 

ele tenha alcançado o ponto mais baixo, no entanto ele po­

de também estar no fundo de um a das irregularidades . 

Qualquer lugar onde o para-quedista possa parar e 

chamado um "mínimo local" . Se for o ponto mais baixo do ter 

rena é chamado "mínimo global". 

Na prática a possibilidade de encontrar-se um mí­

nimo local ao invés de um mínimo globaJ existe. Fe lizmen­

te, geralmente e le difere ligeiram - nte do mínimo global ,no 

entanto se O mínimo local diferir dra sticamente do minimo 

global , a configuração não pod ser interpr tada. 
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O stress do mínimo ]-ocal costuma ser mai-or que o

do mínimo global. Comparando-se o stress da solução obti-da

com aqueles obtidos por soluções em espaços de dimensão mg

is a].ta e mais baixa. pode-se perceber que foi obtido um

mínimo local

Quando houver suspeita. pode-se investigar recomg

çando o processo com cona.durações iniciais di-sti.nuas,o que
na analogia equi.vale a lançar vários para'quedistas em lo-
cais distintos e deixar que cada um separadamente procure

o ponto mais baixo. É pouco provavel que todos os cálculos

conviriam para o mesmo mínimo local que não seja o mini-mo

global

Finalmente. a experiência sugere que em se suspel

tendo de um mínimo local seja fei.ta uma nova analise dos
dados:

4.3 - DIAGRZ\MA DE DISPERSÃO

O di.agrada de dispersão para uma determinada con-

figuração é um gráfico das medidas dij em função das medi--

das 6:ú' Portanto este diagrama tem assinalado um ponto p2
ra cada par de estímulos (Fig. 4.1)

Este diagrama foi utilizado no defina.ção da fun

ajuste e pode também ser um auxili.ar do própri.o stressdeçao
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na avaliação do ajuste da cona.duração aos dados.

Uma vez obtida a solução do E.M.D pode-se cons-
truir um diagrama de di.spersão com duas fi.nalidades. Pri.-

meigamente verificar se a relação exigi-da entre distânci.as

(dlij e medi.das de proximidade (6j.i) foi obedecido nessa se
lição. Secundari.agente, procurando obter uma impressão vi-

sual do ajuste da configuração aos dados, uma vez que jã
foj. ob-U.do o valor numérico do ajuste através do stress.

Kruskal sapos dij ; í((Sij) onde f é uma função mg
notõnica, porém o E.M.D. é muito robusto no sentido de que
confj.durações obtidas com suposições diferentes com rela-

ção a f não di.ferem muito entre si(Kruskal, 1978). (Quan-

do o n9 de estímulos é pequeno esta robustez desaparece).

Qualquer que seja a suposição feita com relação a
f, o diagrama de dispersão pode mostrar que os dados pedem

ou sugerem algum outro tipo de função. Ele mostra i.sto lo-

calizando os pontos nitidamente em torno de uma curva bife

rente daquela correspondente à função f

Por exemplo, se :Eor suposto f linear ao invés de

simplesmente monotõnico para os dados que forneceram o dia

grama de di.spersão da figura 4.2. poder-se-i.a até eventual

mente chegar a mesma configuração e mesmo a um diagranta de
di.spersão bastante semelhante ao da figura junto com a con

alusão que uma função linear seria a melhor aproximação pg
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ra a curva claramente mostrada na fi-aura

[

!
d

#

<

]

Í
a
0

t

.D \za TA NC l R':)

Figura 4.2 Diagrama de di.spersao

Se os pontos do diagrama de dispersão mostrarem

claramente uma curva diferente daquela referente à função

f suposta/ o valor do stress poderá estar indevidamente ag

meneado pel-o suposição inadequada com relação a f. É me-

lhor analisar novamente os dados usando uma suposição mais

adequada.

Quando se assume f monotÕnica, o diagrama de dis-

persão tem quase sempre a mesma aparência característica il

regular. (Fias. 4.2, 4.3, 4.4, 4.1)

Os zig-zags individuais raramente tem algum signo

ficado real, uma vez que podem aparecer zig-zags di-gerentes
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Figura. 4.3 - Diagrama
de di.spersão.

Figura Di.agrada de disper
sao

se foram co].etados dados novos. No entanto a forma geral da

Curva que passa pelos pontos do diagrama é frequentemente

significativa. Por exemplo, a curvatura observada na parte

infere.or esquerda da fi.aura 4.2, revela que para pequenos

valores de aj.j o comportamento de f di:fere do seu comporta
mento geral podendo até ser deva.do a erros.

A figura 4.4 mostra um diagrama de dispersão Tela
ti.vo a um experimento em que se fosse assumido f como fun-
ção linear estar-se-ia errando totalmente

O di.agrada de dispersão pode mostrar também um fe-

nomeno mui.to importante chamado "degeneração" . Este fenóme-

no si.gnifi.ca que os pontos da configuração estão fortemente
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agrupados, isto é, a maioria dos pontos estão sobre

tão prõxi-mos de um número muito pequeno de post.çÕes.

A "degeneração" pode ocorrer principalmente sob as

seguintes conde.çÕes: (1) sendo usado E.M.D. não métrico

(2) se os estímulos ti.verem um agrupamento natural, geral.

mente três ou menos gruposr e se as dissimularida(Eles entre
os estímulos dos diferentes grupos forem todas ou quase tg

das maiores que as di.ssimilaridades entre os estímulos de

um mesmo grupo. Nestas circunstâncias todos ou quase todos

os pontos que representam estímulos de um mesmo grupo co2

versem para a mesma posição. Além disso o stress converge
n + e q :]. .n::. .A.=..==n A nA

para valores prõ
ro na pratica.

Se houver três ou quatro agrupamentos as suas res

pectivas posições frequen
latero ou um tetraedro.

ou es

ximos f

triânguloformamtemente equzum

Se ocorrer "degeneração" os agrupamentos decorrem
tes dela devem ser notados e consi.derados, mas não devem

ser ti.Fadas outras conclusões. Em parti.cular o stress mui-

to pequeno não deve ser tomado como indicador de um bom a-

juste, uma vez que foi obtido violando duas suposições tá-
citas: (1) que a verdadeira relação entre distâncias e pl:g

ximidades é monotÕnica (2) que os pontos da configuração

sõ estariam na mesma posição se representassem .estímulos
virtualmente i.dênticos. Uma analise métrica ou uma nova a-
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naizse para cada grupo separadamente é desejável nestas cir
cunstânCicQS.

O di.agrama de dispersão de uma solução degenerada

tem uma aparência característica, parece uma escada consta

puída de vários degraus mui.to longos. A grande maioria dos

pontos locali.za-se sobre segmentos hora.zontais. Esta apa-

rência resu].ta do fato dos dj.j vara.atem poucos uma vez que
praticamente todas as distâncias entre estímulos de um mes
mo conglomerado estão bem próximas de zero.

EXEMPLO 4.2 - No expert-mento realizado por nós (ver Capí-

tulo 8) foram observadas algumas soJ-uçÕes degeneradas, des

tocamos abaixo uma delas relata.va à segui.nte categoria de
palavras.

A

B

C

D

senti.r-se com apeei.te

sentir-se ccm aii\bidão

sentir-se ccm vontade de
algo
senUr-se com áinpllso

E

F

G

H

l

sentir-se can prudênci.a

sentir (lide .está t:orando
precaução
sentir-se t:amando cuidado

estar atento

sentir-se ccxn uma pretensão

A fi.aura 4.5 apresenta a configuração obtida e a

figura 4.6 seu respectivo diagrama de di.spersão.
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Figura Configuração relata.va à solução degenerada

do exemplo 4 2
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Fi.gula Diagrama de dispersão relativo à solução degg
negada do exemplo 4.2
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CAPITULO 5

ESCALONAMENTO MULTIDllWNSIONAL 3 FAVORES

5.1 - INTRODUÇÃO

O E.M.D. a "2 fatos'es" não considera as possíveis

diferenças existentes entre os julgamentos dos sujem.tos que
tomam parte do experimento. Apesar da grande maioria dos

individuos perceberem o mundo pràticamente segundo as mes-

mas di.menções ou vara.ãveis de percepçaof exi.ste certamente

uma grande diferença no que diz respei-to à valoração e a iH
portância que cada inda.viduo atribui à cada dimensão.

O E.M.D. a "3 fatores" incorpora estas diferenças
individuais através de pesos atribuídos às diversas dimen
soes.

O mode]o utilizado para esta final.Idade é o morte
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lo Eucli.digno Ponderado onde

' r=1 wkr (Xi.r - xjr)'
distância entre o estímulo i e ó estímulo

j para o indivíduo k

peso atribuído pelo indivíduo k ã distensão

coordenada na configuração X do estímulo i
na dimensão r

R

r

sendo
'\j-j

wkr

x.

Para o E.M.D. a 3 favores tem-se uma matriz de

proximidadespara cada indivíduo do experimento, sendo perdi
tidas diferenças sistemáticas grandes entre essas matrizes.

Os dados para este E.M.D. são N matei.zes A indexadas de l a

N, de modo que os elementos da matriz AK representem as me

dadas de proximidade ókij julgadas pelo k-ésimo sujeito. As
iüedidas de pxoxlmidade (simularldades ou dissimularidades)

apropriadas para E.M.D. a "3 fatores" são i.Qual.s àquelas do
E.M.D. a "2 falares" (vede Cap. 2)

Da mesma forma que o E.M.D. a "2 fatores" o E.M.D.

a "3 fatóres" produz uma configuração x = (x(1) ,x(2)'''''xh)
chamada Hegpaço dos estímulos do grupo". Além disso produz

um conjunto da N pontos Wlf w2r .. .r WN em outro espaço chã
made 'têSpaÇÓ ponderado" ou "espaço dos sujem.tos" correspon-
dendo uh ponto a cada sujeito do experimento, sendo este es

paço inêki.stênte no E.M.D. a H2 favores". As Coordenadas dias

pontos nó' #éá;paço' ponderado" devem ser sempre positivas ou
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As distâncias entre os pontos no "espaço do grB
po" não são usadas no E.M.D. a "3 favores". Ao inves, cria-

se uma configuração nova para cada sujeito k e sâo usadas
as distâncias nessas configurações

A configuração para o indivíduo k é construída al

gerando-se a cona.duração do "espaço grupal" de acordo com

os pesos do vedor de pesos wrk\ . Isto é cada coordenada dos
pontos deste espaço é multa.plicada por um favor que leva en\

conta o peso que o indivíduo k atribui. a cada uma das dimen
soes.

Assim sendo as coordenadas da cona.guraçao XK do
inda.vÍduo k são dadas por:

x.ir

xl : coordenada na dimensão r do estímulo i no
espaço correspondente ao sujeito k

A di.stância entre os pontos p'l e p'j na confiou

ração XK indicada por dkij é dada por:

R

xlr /== *,.):

:rÊI wkr (xi.r - xjr)
de acordo com o modelo Euclldiano Ponderado

R
2



83

Segundo esta i.nterpretação o k-ésimo sujeito dã à

diferença quadrãtica (xir - xjr) 2 a ponderação wkr

gXljjMPI.,0 5.1 - Esta descrito amai.xo um exemplo artificial a

presentado por Kruskal (1978) na sua exposição sobre o INDA
CAL (uma das técni.cas de E.M.D. a "3 fatores")

Consideram-se n = 4 pontos (4 estímulos) e N = 3
sujeitos.

Na figura (5.1) tem-se o "espaço grupa]." bi-di.men

slonal onde estão representados os pontos PlrP2rP3fP4 que
constituem a configuração. Ao lado esta construído o "espa-
ço ponderado" onde pode-se observar que o sujeito 2 atribu-

iu peso 4 ã dimensão l e peso l ã di.pensão ll (w2 = 4,1))

Abaixo estão os 3 espaços inda.vi.duais; observando

se o espaço do indivíduo 2, verifica-se por exemplo que x.2.

e x32 (coordenadas de P3 neste espaço) são obtidas por:

(--0,5) = -1,0

1 . (-0,5) : -0,5

(-1, 0; -0, 5)

Ainda na fi.gula (5.1) pode-se observar as tabe].as

que fornecem as distâncias entre os pontos em cada uma das
três configurações.
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Figura 5.1 - Conceitos básicos do E.M.D a "3 fatores"
Devemos tecer ainda alguns comentários a respeito

do E.M.D. a "3 falares". (1) As N matrizes AI,.. de medidas

de proxi.midade podem eventualmente representar ocasiões dà

gerentes nas quais as medidas de proximidade tenham sido cg

Ihidas, ou condições diferentes sob as quais foratn obtidas
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essas medi.das, ou ainda podem ser medidas de proximidade

com relação a características distintas. (2) Na pratica as

estimati.vas dos pesos Wkr podem levar a valores ligeiramen-

te negativos. Se estes valores forem prõxi.mos de zero, re
fletein apenas unia flutuação estatística. se não forem ref].e

tem algun\ desvio entre o modelo e os dados. Frequentemente

signifi.ca que o n9 de dimensões esta muito alto para os da
dos ou que foi usada uma opção inapropri.ada na entrada

(Kruskal, 1978) . (3) Segundo vãri.os autores un\a vantagem

do E.M.D. a "3 fatores" reside no fato das dimensões do es

paço obtido por esse esca].onamento serem não rotacionãvels,
(Takane, Young 1977)

5.2 TÉCNICAS DE E.b{.D .&.11.3..!:ATQ!!ES "

Nesta secção vamos descrever brevemente como se

desenvolveu o E.lil.D. a "3 fatores". O primeiro método foi o

E.M.D. "tri-modal" (Tucker 1964, 1972) . No entanto a compõe

mentação de mai.or sucesso do modelo é devida a Carroll e

Chang (1970) . O modelo mais recente de E.M.D. a "3 favores-'

e o ALSCAL ('J'akane e Young 1977) . O modelo Euclidiano Donde
lado e os procedia\entos associ.aços a ele para ajustar o mo

dolo a dados empíricos foram propostos por varias pessoas a

proximadamente ao mesmo tempo (Horas 1969, Bloxom 1968, Car
rali e Chang 1970)

O procedimento de Carroll e Chang, chamado
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INDSCAL (escalonamento com diferenças individuais) é formal

mente uma generalização em n-fatores da decomposição canÕni

ca para 2 falares de Eckart e Young. Esta decomposi-çao e o

procedi.mento por eles chamado de CANDECOMP

Este procedi.mento é realizado após uma conversão

i.nicial das dissinü.laridades observadas em produtos escola-

res, obtendo-se alternadamente as estimativas de 'Ê ' mínimos

quadrados dos pesos (w) (para uma estimativa fixa da confi-

guração X) e depois da configuração X supondo w dado.

Hã duas consequencias do procedimento CANDECOMP

a serem destacadas:

(1) O critério de minimização (chamado STRAINr por Carroll)
é defi.ni.do em termos dos produtos escolares computador

a partir dos dados. Portanto o INDSCAL não otimiza o a

fuste entre o modelo Euclidiano Ponderado e os dados e

sim trata do ajuste entre o modelo e uma transformação
dos dados

(2) Deva-do ã operação que converte di.ssimilaridades em prg

dutos escolares (que envolve adição, etc...) o procedo.

mento ê métrico.

Bloxom (1974) procurou melhorar o método de Ca11

rola e Chang e os resultados de seus trabalhos ainda estão

sendo i.nvestigados.

Todos os procedimentos citados até aqui , restriB
gem mui.to os dados aos quais eles se prestam . Especifica
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mente exi.gela que as matrizes de dados sejam simétricas, que

nao se percam observaçÕesr que não haja réplicas, que os da

dos sejam não condici.onados (vice Cap. 6) e ai.nda que os dg

dos estejam defina.dos pelo menos r\o nível de mensuraçâo i.2
tervalat'

Alguns procedimentos relaxando algumas dessas exi

gênci.as foram sendo propostos com graus de sucesso variável

O primeiro deles foi. litencionado brevemente por

Carros.]. e Chang em seu artigo or.i.final (1970) chamado NINDS

CAL (INDSCAL nâo irlétri.co) é um procedimento em duas fases

que usa o procedi.mento métrico 'ãiliibECOpip na lg fase (i.tera-
tivamente até a convergênci.a) e a regressão monotÕnica de

Kruskal (1964) na segunda fase. As duas fases são apli.cartas
iterati.valente. A l9 fase minimiza o STRAIN (defina.do em

função dos produtos escaleres) e a 29 fas e minimi.za o STRESS

de Kruskal que ê defina.do em função dos próprios dados

Envolvendo duas funções a serem minimizadas o

NINDSCAL não assegura a convergência num ponto fi.xo e even-

tualmente osci.la ou di.ver ge após algumas iteraçÕes. Além dis

to o procedimento é i.neficÍente e dentre as restrições se
bre os dados abole apenas a do nível de mensuração.

Pelóã motivos acima. Carroll e Chang (1974) plo
puseram um outro procedlrnento não metrico para minimizar o

STRAIN usando o método de Mínimos Quadrados Alternados ( vi
de Cap. 6) após obter está.nativas i.niclais de X e w através
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de um procedimento CANDECOB{P melhorado. Este procedimento

que envolve o STRAIN em todas as fases de cada iteração é o
primeiro procedimento estável para E.M.D. não metro.co envol

vendo o modelo Euclidiano Ponderado. Este procedimento tem

a propriedade altamente vantajosa que ê o relaxamento das

restrições sobre os dados. No entanto a desvantagem deste
procedimento regi.de no fato dele estar relacionado com o

STRAIN e portanto não otimizar o ajuste entre o modelo de

distância e os dados mas si-m entre os produtos escolares

computados por uma transformação monotÕni.ca Õti.ma dos dados
e os produtos escalares computados pelas coordenadas da con

figuração. Dos vários procedimentos revistos. (Young e Taka-

ne 1977) este é o mais seguro (pelo menos teoricamente) ape
sar da sua eficiência ainda ter que ser verá.ficaria

um terceiro procedi.mento não métri.co para ajustar

o modelo Eucli.dlano Ponderado foi tentado por Young (Takane

e Youngr 1977) . Este procedimento usa uma técnica de gradi-

ente para melhorar simultaneamente as está.vau.vas se X (con

figuração) e W (pesos) usando as derivadas da função de pel
da STRESS

Apesar deste procedi.mento usar uma única função

de perda e otimizar o ajuste di.retamente com relação aos d2

dos, mostrou-se extremamente dependente da configuração inE

cial. É necessária uma escolha cuidadosa da orientação in3.

ci.al de X. Apesar desta di.faculdade poder ser contornada

e
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usando um procecliinento de rotação descrito por de Leeuw

(1974) , parece que o procedi.mento ainda padece do fato de
usar o gradiente em seu desenvolvimento.

Finalmente Vates (1972) propos um procedimento
com gradiente para ajuste não métrico do modelo Eucli.digno

Ponderado. Este procedi.mento nao consi.dera nem o STRAIN nem

o STRESS, ele nU.nimiza a proporção de variância no modelo

que é deva.da à ordenação não correra de certos pares de dis
tãncias (com re].ação à ordem das di.Ssimilaridades)

Este objeti.vo tem sido adotado por- vários autores

no contexto do modelo Euclidi.ano não ponderado (Guttman ,
1969), de Leeuw 1970, Johnson 1973) e foi muito di.sentido

por de Leeuw (1975) e Young (1975). Apesar desse procedi

mento ter as vantagens de otimlzar uma relação definida di

retamente a partir dos dados, e ainda de não restríngui.r os

dados, padece do fato de iü.sturar duas funções di.ferentes a
serem otimi.zadas como foi mostrado por de Leeuw (1975) e dis
cuti.do por Young (1975)

O procedi-mento mai.s recente não métrico que ajus-

ta o mode]o Euc].i.diano é o ALSCAL desenvolvi.do por Takane,
Young e de Leeuw (1977), ele trabalha com uma medi.da de a

fuste semelhante do STRESS chamada SSTRESS, usa uma técnica

de Mínimos Quadrados Alternados e remove todas as restri.çõ-
e$ sobre os dados que forem mencionados anteriormente
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O ALSCAL por ter sido aplicado por nÓs em alguns

exemplos e pela viabilidade do programa sela descrito separa

lamente no Capítulo 6.

No atei-go de Carroll e wish (1974) encontram-se E.

xemplos de aplicação de E.M.D. a "3 favores" mostrando e cg

mentindo possíveis interpretações dos resultados. NÕs-apõe '

sentiremos abaixo um exemplo descrito por Kruskal (1978)' apg

nas para Ilustrar o E.M.D. a "3 favores"

EXEMPLO 5.2 - A técnica INDSCAL foi aplicada a dados de per

cepção de similaridades entre nações (Wi.shr Deutsch e Big
ner, 1970)

Os 18 sujeitos do estudo piloto do qual os dados
foram colhidos atribuíram notas de similaridades numa escala

de 9 pontos aos pares obti.dos dentre 12 nações. Apos ter fei

to estes julgamentos e alguns outros, os sujeitos indicaram

a sua posição com relação à guerra do Vietnã. Foram então
classifi.Gados em "pari.listas" , "moderados" ou "radicais" de

acordo com essa sua posição

A figura 5.2 mostra o "espaço grupal" obtido atra-
vés de uma analise INDSCAL bi-dimensi.onal dos dados, ou seja

das 18 matrizes de medidas de proximidade obtidas. As di.men-

ções foram interpretadas sem rotação como sendo "ali.nhamento

politico" e "desenvolvimento econÕmi.co" . Ao ser feita uma g
nãlise em três dimensões, a terceira di.pensão pode ser
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interpretada como "geográfica ou cultural"

A figura 5.3 mostra os pesos atribuídos pelos su

jeitos ãs duas dimensões no "espaço dos sujeitos''
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Figura 5.2 - Espaço grupal obti.do através da te'cni

ca INDSCAL para dados do exemplo 5.2
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Figura 5.3 - Espaço dos sujeitos relata.vo aos dados

do exemplo 5.2

A real diferença existente nos julgamentos dos su

jeitos pode ser percebida observando-se as matrizes de prg

ximidade dos sujeitos 17 e 4, (figura 5.4) , o primeiro coD

si.dera todos os países comunistas semelhantes entre si e

mui.to diferentes dos não-comum.smas enquanto que o outro
tem uma "vi.são de. mundo" totalmente distinta, confirmando a

observação das matei.zes tem-se as suas posições no "espaço
dos sujem.tos"

l 0, 23 0,09
2 0, 22 0, 52
3 0, 26 0, 50
4 0. 26 D, 59
5 0,60 0, 22
6 0, 36 0, 56
7 0,62 0, 38
8 o,se 0,4 2
9 0, 38 0,S7

10 0, 33 0,70
11 0.63 0,10
1 2 0,47 0,4 3
13 0,4 5 0,31
14 0, 41 0,08
15 0, 25 0,4 6
16 0, 52 0, 34
17 0, 5S 0,05
18 0,53 Q,39
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BR CON CUB EGT FR IND ISR JP CH RUS USA YUG
Brasil
Conho
Cubo
Egj.to
trança
Índia
lsrael
darão
China(Mainland)
Russa.a
U.S.A.
Yugoslavia

7

8

2

3

2

3

2

2

2

5

2

5

7

3

7

2

l
6

3

3
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6

2
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3
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6
6
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4
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7
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4
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(A) SUJEITO 17

BR CON CUB EGT FR IND ISR JP Cli RUS USA YUG
Brasi].
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Inda.a
lsrael
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China(Mai.nland)
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Yugoslavia

6
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3

3

2

2

5

2

6

7

3

5

4

3

2

2

2

2

4

2

3

2

3

3

2

3

2

2

3

5

2

2

2

2

4

3

2

4

8

5

5

5

4

5

4

3

3
4

6

7

7

6 8

7 3

4 4
5

6 3

(B) SUJEITO 4

Figura 5.4 - Matei.zes de Similari.dades entre 12 Nações para
doj.s sujem.tos
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No "espaço dos sujeitos" observa-se também que os

i.ndividuos classe.fígados como "radicais" deram mais peso ao

"alinhamento político" enquanto que os "pacifistas" deram

peso maior ao "desenvolvimento econÕmi.co"

Nas figuras 5.5 (a) e 5.5 (b) tem-se os espaços

individuais referentes a um "radical" (sujeito 17) e a...rum

"pacifi.sta" (sujeito 4) respectivamente; a diferença entre

eles é dramática. O "radi.cal" localiza as nações ao.longada

di.mensão 1, desconsiderando praticamente o desenvolvimento

económico e o "pacifista" tem uma cona.duração mai.s verti
cal devido ao alto peso por ele atribuído à dimensão ll:

IC Pk NFÍIT
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Et.ÕiJÓÚ iã:À /re

L--P"?"''""»'] : üA

''"'' l. .,i..
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+

l Nt)tA

l.Soba EÕ e NVOLY t

C0}.DD

8L]Bt)&SENVQLViDo
rb)(a)

Figura 5.5 - Espaços Individuais dos slljeitos 17 e 4 mos-
trados respectivamente em (a) e (b) ; dados do
exemplo 5.2
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O exemplo 5.2 demonstra como a técni.ca ].NDSCAI,

assim como outras técnicas de E.M.D. a "3 fatores podem a

comodar grandes diferenças entre indivíduos. Os dados de do
is sujeitos, tão diferentes como aqueles discutidos no exem

Pior podem se ajustar no mesmo espaço apesar das matei.zes

serem totalmente correlacionadas (Kruskal, 1978)

Kruskal (1978) apresenta algumas outras formas
de ap].icação da própria tecnica de E.M.D. a "3 falares'i IND

$CAL na analise de dados, uma das aplicações se ajusta ao
caso de haverem mui.tos sujeitos no experimento o que dia. -
cu].tarja a ]nc].usão de todos eles numa única anãli.se, a ou

tra se aplica se jã forem conheci.das as dimensões do espaços

através de pesque.sas anteri.odes, e deseja-se conhecer os Pg.
sos que um novo grupo de sujeitos abri.buÍria a essas dimen-
$oes.
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CAPITULO 6

ALSCAL

6.1 - INTRODUÇÃO

O ALSCAL é um procedi.mento para E.M.D. a "3 favo-

res", que apresenta certas vantagens com relação aos méto-

dos anteriormente citados. Foi. elaborado por Young, De Leeuv

e Takane (1977)

Ele se apli.ca a dados que tenham observações per--

dadas, que estejam definidos em qualquer um dos quatro ní-

veis de mensuração (normal, ordinal, intervalar. razão),que

sejam discretos ou contínuos, e que sejam simétricos ou ag.

simétricos, condicional.s ou com réplicas.

Além disso, a técnica ALSCAL esta rabi.ligada. sem

mai.odes comp]icaçõesf a ajustar o modê].o Euclidiano não poB.
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derado (E.M.D. a "2 favores") e outros modêlos que incluam

diferenças i.ndivi.dual.s como os de Carroll e Chang (1970) ,

McGee (1968) e Young (1975) , dentro de um mesmo procedinen
to

Esta técnica bases.a-se no conceito de Fi.sher (]z946)

de escalonamento ótimo, isto é, as observações devem ser
escalonadas obedecendo a dois objeti.vos: (a) elas devem se

ajustar o máximo possível ao modelo segundo um ct'itério de

mínimos quadrados; (b) as suas características de mensura

ção devem ser estritamente manei.das.

Para a aplicação da técnica ALSCAL define-se:

colação de matrizes Ak das observações quadráticas do

individuo Ak = ((s;ij)' nxn

A

+

D coleção de matrizes Dk das observações quadráticas

otimamente escalonadas do i.ndi.viduo k Dk : ( +i2)k "k-íj'nlm

D coleção de matrizes Dk das distâncias quadráticas on

de Dk = (dkijz)nxn

R

r=]. ukr (xir ) 2]r'

As observações quadrãti.cas otimamente escalonadas

sao com\Jmente chamadas de disparidades para efeito de E.M.D



98

ou ain(ila pode-se referir a elas como sendo estimativas,uma

vez que elas são os estimadores de mini.mos quadrados das

distâncias quadráticas.

Com essas defi.nações pode-se representar formal-

mente o problema de escalonamento õtimo como um problema de

transformação, da seguinte forma: Procura-se uma transfor-

mação t dos dados brutos que gere os dados oti-mamente esc4

lonados dl,.l.i, tal que:
+

' [õ*i,]

Existem varias transformações t possível.s;o At,S(l:NI.

limita a escolha da transformação t através de três crité-

ri.os relata.vos à mensuração dos dados. Esses critérios são

o processo de mensuração, o nível de mensuração e a conde.-
cionalidade dos dados. Adiante nõs estudaremos cada um des

ses critérios em separado. O processo de mensuração pode

ser discreto ou contínuo; os níveis de mensuração são nor-
mal, ordinal, intervalar e razão; e quanto a condicionali-

dade os dados podem ser matriz condicional, linha conde.cio
nal ou não condicionados.

Além di.sso, a transformação t tem que ser tal que

ex:i.sta uma re].ação de mínimos quadrados entre dkij e aKij'
dado que as características de mensuração sejam estritame2
te mantidas.

+
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condicionalidade) dizem respeito a três aspectos diferentes

das categorias de observações. O processo de mensuraçâo diz

respeito a todas as observações dentro de uma particular cg

tegoria. O nível de mensuração diz respeito às relações e=

tre todas as observações entre categorias diferentes. E a

condicionalidade dos dados, esta relacionada com a possib.}

].idade de ajuntamento de categorias.

6. 2.1 Processos de MensuraçãQ

Nesta secção vamos descrever como a escolha da
rmacão t é limitada em funcho do processo de mensu-transfor

ração

nã dois tipos de restrições de processo,uma é coD

siderada quando se assume que o processo gerador é discre-

to e a outra quando é contínuo. Deve-se assumir sempre uma

das duas hipóteses.

Acreditando-se que o processo é discreto,então tg

das as observações que estejam numa mesma categori.a deve-

rão ser representadas pelo mesmo n9 real após ter sido fei

ta a transformação t (t [õKij] - ]dKj.j] ) i.sto é:

t' : (6kij ''' 6mno) -> (dkij ; dmno)

'u : indica equivalência empíri-ca; pertencem à mesma cale
gorda
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DADOS - MENSURACÃO

Antes de analisar a escolha da transformação t sg
fundo os três critérios relativos à mensuração, devemos es

tabelecer o conceito básico no desenvolvimento do ALscAL .

que é do ponto de vista de seus autores a consi.deração de
todas as observações como sendo categóricas. Isto é, eles

enxergam uma variável.-observação consistindo de observações

que caem numa variedade de categorias, tal que todas as ob

servaçóes numa particular categoria são equivalente

Estendem esse ponto de vista "categórico" com re-

lação ao nível de mensuração da variável e com relação à
natureza do processo que gera as observações. Resumidamen-

te, seu ponto de vista é que o processo de observação for
nele observações categóri.cas devido às condições de mensu
ração e de observação.

Por exemplo, ao ser fei.ta uma leitura de 40o num

termómetro comum, o que equivale a uma mensuração de nível
intervalar e processo contínuo, sabe-se que a temperatura

real deve estar entre 39.5o e 40,5o, sendo assim hã um gran

de numero de temperaturas que são relatadas pelo mesmo va--

lor 40u, constituindo assim uma categoria de observações g
qui-valentes à observação 40o

Os. três critérios de nível(processo,mensuraÇao e



102

vação limo-ta a escolha da transformação t

Para variáveis nominal.s, o nível de mensuraçao não

introduz para t outros limo.tes além daqueles jã impost:os ]l:ç.

to processo de mensuração.

Para variãvei.s ordinais, exige-se, além das res-

tri.çÕes revi-das ao processo de mensuração que os números

reais associ-idos às observações nas diferentes categori.as

representem a ordem das observações empíricas, isto é:

to
. + +

3 6mno) - (dkij S dmno)

to : restrição de ordem

< : ordem empírica

Observe-se que se permite que os números sejam

iguais mesmo que as observações não o sejam.

Quanto ao problema das observações, ele pode ser

tratado pelas restrições de processo. Se a variável fordis

creia-orai-nal (tdo) observações iguais permanecem i.quais e:

põs a transformação, no entanto para uma variável contínua

-ordinal (tcu) observações iguais podem ser diferentes após

a transformação.

Para variável-s quantitati.vas (i.ntervalar ou razão )

de um modo geral, os números reais relacionam-se com as ob

servaçÕes através de um polinÕmio de grau conheci.do:
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Por outro lado, adotando-se a hi.pótese de proces-

so contínuo, cada uma das observações de uma determi.nada ca

tegoria deve ser representada por um número rea]. seleci.ona

do num intervalo fechado de números reais, isto é:

''-*, ~ '-., - { ::::
';l- s '*:j s '::, d+mno

tc
- + .

mno S dano < dki.j -.dmno

limite i.nferior do intervalo de números reais

limo.te superior do i.ntervalo de números reais

Observe-se que uma das i.mpla.cações da equivalência

empírica é que os limite superior e inferior de todas as

observações em uma determinada categoria são os mesmos pa-

ra as observações. Portanto os li.cites se apli.cam mais às

categorias do que às próprias observações. Note também que

para todas as observações numa determinada categoria, as

respectivas observações reescalonadas devem cair no inter-

valo mas não precisam ser iguais.

6. 2. 2

Veremos agora como o nível de mensuração da obser
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P
Z; a

q:o q

(a somatõria começa com q = 1 para variável.s razão)

'' : '*:,

No entanto pode-se exigir que os números reais se

jam linearmente relacionados com as observações, i.sto é:

#

dKj.j -' al õX:L:j

onde para vara.ãveis em escala razão

Quando necessário denota-se a transformação enter
velar por t' e a transformação de razão por tr

6 . 2 . 3 Condici.onalidade

Agora será analisado o terceiro critéri.o re].ativo

a nlensuraçaor. o que diz respei.to à condicionalidade dos da
dos.

Como foi enfati.zado por Cooinbs (1964) ê possível

que as características de mensuração das observações sejam

conde.cionais em algum aspecto da situação experimental, ou

seja, que algumas observações não possam ser comparadas ccxn

outras. Por exemplo, se alguns sujeitos num experimento ti

verem que julgar as simulari.dados entre pares de estímulos

numa escala de l a 9, cria uma certa indisposição afirmar
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que o sujeito que atribui uma nota 7 a um par considera o

par mais semelhante do que o sujeito que Ihe atei-bui nota
6. Não se tem certeza q\le os sujem.tos estejam usando a es-

cala da mesma forma. De fato, pode-se quase ter cera:eza que

eles não a usam da mesma maneira, portanto diz-se que as

mensurações são condici.onadas aos sujeitos. Geralmente es-

te tipo de condicionalidade é referi.do como matei.z-condicig

nal, uma vez que todas as observações dentro de uma matriz

Ak são comparáveis, mas não são comparáveis as observações
entre matrizes.

As observações podelrl ainda ser linha-conde.cialadas

ou não condicionadas como são geral-mente consideradas no
E.M.D. a "2 favores" (Coombs, 1964)

Formalmente estabelece-se que o domínio da trans-

formação t depende do tipo de condici-onali.dade. Para dados
não condicionados o domínio da transformação é todo o con-

junto de observaçÕesr as N matrizes Ak:r e a transformação
é denotada por :t, uma vez que todas as observaçoes sao coB

parãveis entre si. Para da(Elos matriz-condicional o domÍni-o

ê uma única matriz de dados A., e a transformação é denota-

da por tkr uma vez que as observações só são comparáveis
dentro da própria mõ.triz. Finalmente para dados linhas-con-
dicionados o domíni-o é uma única linha de uma matriz AI.,

que é o que constitui um conjunto de dados comparável.s, e

a transformação é denotado por tKj
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A di.scussão anteri.or de nível e processo de mensu

ração foi feita em termos de dados não condicionados e as

definições devem ser moda.ficarias adequadamente para outras

condiciona].idades. Est.as moda.ficaçÕes e outros comportamen

tos de condicionalidade foram discutidos por Young (1973)e
Kruskal, Young e Seery (1973)

Concluída ao ser feita a escolha..da transformação

t deverão ser combinados os limites impostos pelos trêscri
sérios relativos à mensuração.

6.3 - MEDIDA DE AJUSTE

] : [

A técni.ca ALSCAL procura otimizar uma Única medi-

da de ajuste bastante semelhante ao STRESS, o SSTREss (gZ)

,g2(X,W, D ) = E E jEI(d+..2 -d... .)2
k j i Kz] KzJ'

O SSTRESS difere do STRESS por estar em função das

di.stâncias quadrâti.cas ajÍij e de seus estimadores aK2j' DS
ve-se observar que os dX;j são os esticadores de mínimos
quadrados de d;jij e não os quadrados dos esticadores de mÍ
nimos quadrados de d

kl- j

O STRESS e o SSTRESS não são equi.valentes,

tanto, apesar disso, nota-se que as trransformações

t [6k::j ] : [';:, ] ' [ÓÍ:,] :L';il,]

no en
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são equi.va].entes para os nível.s de mensuração normal, ordi

nal e razão, mas não o bão para o nível intervalar, porém

Takane, Young e De Leeuw (1977) afirmaram que elas podem

ser consideradas equivalentes para os quatro níveis de men

suraçaor e se propoe a estudar o problema mais a fundo.

Pode-se notar uma outra diferença entre o S'lllRESS e
o SSTRESS no comportamento relata.vo a valores altos de

dtij e {ikj.j' estes tem mais enfase com o SSTRESS do queoom
o STRESS.

+

Uma simples manipulação algébrica pode explicar.es

sa diferença. Define-se

'Kij
+

d.nj + ekij

ekij pode ser positivo ou negativo.

Com o STRESS, a contribui.ção da discrepância entre

aki.j é de apenas ekij

2+

(dKij ' axij) d
xij (dkij + ekij)

No entanto com o STRESS tem-se

.;lí, : -
2

2 2la (d eKij kj.j Kij

Idkj.j - d2ij - 2dkj.j ekij

'Íj.jl 'ki:j ' : 'kij l:
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Portanto não sõ o módulo de e... . mas seu si.nal t:am

bêm (dkij é sempre não negativo) e o módulo de dKij estão
re].acionados na avali.ação do ajuste

XJ

Um exemplo torna isto claro

EXEMPLO' 6.1 Supondo que se tenha os doi.s casos abas.xo

(A) ókij - 2
+

aki:j : :
+

ókij - akij. l

(B) dkij - 5
+

aKí-j : 6
+

ókij - dkij
l

Se for usado o STRESS a contribuição relativa deg
sas discrepâncias ê igual, n\as se for usado o SSTRESS tem-

-se uma razão de 3 para ll o que é bem diferente da igual
date

(A.)

'n s,ilj 25 ' :i : :' -
+2

''k;:j - dki- j
+].1

Est.e efeito é mais marcante quando se compara o ca
se (C) com o caso (B)

#

'kij l : :

'=í, 1 : '
(c)
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No caso (C) a di-screpância é de 9 se avali.ada pg

lo SSTRESS. Assim sendo, mesmo que se tenha a mesma d. ; . e

que a diferença seja igual usando o STRESS, o sentido da

diferença contribui- diferentemente no SSTRESS.

A relação entre o STRESS e o SSTRESS apesar de ser

algebricamente tratãvel não é direta e não torna o proble-

ma muito mais claro, uma vez que não se pode comparar a mag.

nitude do ajuste pois os favores de normali.zação das fõrmg

las do STRESS e do SSTRESS podem ser diferentes.

1]

Segundo Youngí Takane e De Leeuw (1977) não hã rg

zão a priori para se esco].her uma das duas fórmulas. Uma

vantagem que tanto o STRESS quanto o SSTRESS tem sobre o

STRAIN (medida de ajuste na técni.ca INDSCAL) é o fato de

suas fórmulas serem perfez.Lamente compatíveis com as res-

trições de nível de mensuração. A razão bâsi.ca da opção pg

lo SSTRESS é uma conveniência no algoritmo. Como se sabe as

diferenças individuais ponderadas W são lineares com rela-

ção às di-stâncias quadráticas, mas não com relação às prÕ'
proas distânci.as

r=1 Wkr (Xir - xjr)2

Assim sendo a estimati.va de mínimos quadrados qua

doados de w pode ser obtida:através de uma série de opera-

ções matricial.s elementares quando o SSTRESS é adorado co-
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mo cri.sério de otimização

6.4

Vamos descrever neste tõpi.co o algoritmo de MÍn=i.-

mos Quadrados Alternados para E.M.D. com diferenças i-ndivi

duais (ALSCAL) . Para isto ê necessário inici.almente expli-

car o que é o método de Mínimos Quadrados Alternados (ALS )
(Young} De Leeuw e Takane, 1977)

O ALS é um procedi.mento geral para estimar parâme
tios que envolve uma subdivisão dos parâmetros em vários

subconjuntos e em seguida obtém o estimados de Mini.mos Qua

tirados de um dos subconjuntos de parâmetros sob a hipótese

dos restantes serem de fato conheci.dos e constantes. A es-

timação é então alternadamente repetida para um subconjun-
to por vez até que todos os subconjuntos sejam estimados

Este processo todo é então iterado até que se obtenha a cnn

vergência. Esta convergênci.a é certamente obti.da, isto é ,

jamais num procedimento de ALS obtém-se uma i.geração que

piore a função que deve ser otimizada (de Leeuw, Young e
Takane 1976)

O algoritmo ALSCAL envolve duas fases maiores e
duas fases menores.

Na ].g fase maior obtém-se os esticadores de míni-
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mos quadrados das observações otimamente escalonadas (D )

sob a hipótese de que a configuração (X) e os pesos (W) sao
constantes. Isto é, resolve-se o problema de mínimos qua-

drados condicionados que mini.miza o SSTRESS sob a hi.pótese

de X e W não variarem.

+

Notaçag MIWo+ [ g2 (o+/x, w)]

A 2g fase maior ê consta.puída por duas sub--fases de

minimização separadas. A le delas procura os pesosr que mi-
nimizam o SSTRESS considerando constantes a configuração e

as disparidades.

Notação Mimw [-P2 (w/x. o*)]

E a 2g fase procura a configuração que minimiza o

ssTRESS considerando os pesos e as disparidades constantes

Notação (X/W, D*)]

As duas fases menores do algoritmo são a fase in.}

cial e a fase final do.processo

1. Fase ini.ci.al

Computam-se os valores inicial-s de x e W a partir
de A (coleção das matrizes Ak das observações quadráticas)
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usando a solução algébri.ca modifi.cada de Schonemann. ( Ver
Apêndi.ce D.)

2 Fase de escalonamento Ótimo

2.1 -- Calculam-se as distâncias Euclidianas ponderadas (]ua
drãti.cas (O) a parti.r de X e W.

2.2 - Obtém-se as disparidades õti.mamente escalonadas D+

(estimadores de Mínimos Quadrados de 1) ) a partir das dis-

tancias D. das observações A e das restrições de menstuação

usando o método de de Leeuw, Young e Takane (1976) . ( Vi.de
Apêndice E.l.)

2.3 - Normalizam-se adequadamente as di.sparidades. ( Vi.de
Apêndi.ce E.2.)

3. Fase final

Calcula-se o SSTRESS e verá.fica-se a taxa de de

créscímo do SSTRESS é suficientemente baixa para poder en
cerrar o processo.

4 êlo

4.1 - Calculam-se os novos esticadores de mini.mos quadra-
dos dos pesos W d parti.r da configuração anteri.or X e das
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novas di.sparidades D+ através de técni-cas de regressão.(Ver

Apêndice F-l)

4.2 - Impõe-se as restrições de não-negatividade sobre

se necessário, através de técnicas desenvolvidas por Young

(1978) . (Ver Apêndice F-2 )

w ,

4 . 4

4.3 - Calculam-se os novos esticadores de mini.mos quadra-
dos da configuração X através dos novos pesos W calculados

em 4.1 e 4.2 e das disparidades D+ computadas em 2.3 usan

do uma técnica numérica (Ver Apêndice F.-3 )

Retorna-se à fase 2.1 para uma nova iteração
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CAPfvUL0 7

Um dos problemas que o pesquisador enfrenta quan-
o apl-i-ca uma técnica de E.M.D. ê a anal.ise dos seus resul

todos. Doi.s aspectos são extremamente i.mportantes nesta a

nâlise. um deles a escolha da dimensão do espaço no qual
o experimentador deve interpretar os resultados e o outro

aspecto é a interpretação da configuração obtida no espa-
ço escolhido.

ESCOLHA DA DIMENSÃO DO' ESPAÇO

!ntrodução

As diversas técnicas de E.M.D impõem a dimensão
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do espaço Euclidiano no qual obter-se-á a cona.duração dg
selada.

Na pratica, a di.menção do espaço é habitualmente

desconhecida e deve ser escolhi-da segundo alguns cri.téri.os

Sendo que o E.M.D. é geralmente usado como um modêlo des--

critivo para representar e entender os dados, esses crité-

rios devem considerar a i.nterpretabilidade da solução,a fâ
cilidade de uso dessa solução, a estabilidade do modêlo e
o ajuste do modê].o aos dados.

Neste momento a preocupação maior é a escolha de

um espaço de di.mansão apropriada aos dados e nao a procura

de dimensão "corneta" do espaços daquele espaço "hipotéti-

co", "verdadeiro'' que esta sob os dados.

Quanto à dimensão do espaço, esta não prece-sa ne-
cessari.amente corresponder ao número de características ob

servãvei.s dos estímulos envolvidos no experimento. nã ca-

racterísticas dos estímulos que não se destacam para cons-

tituir uma dimensão em separado, podem ser observadas na

configuração porém não são i.dentificadas com nenhum dos ei

xos. Hã também soluções que apresentam um número de di.re-

ções ou características i.nterpretãveis maior que a dimen-

são do espaço/ ou ainda o pesque.sador pode não estar apto

a interpretar alguns dos ei.xos apesar dos dados exigirem

uma configuração num espaço de dimensão alta. Além di.sso o



115

que concei.tualmente é uma característica sÕ pode correspon

der a duas ou mais di.pensões quando a característi.ca não

puder ser descai.ta por uma única variável ordenada.

7. 1.2 - Z\=iliaEs

Num E.M.D. a "2 falares" em que seja usado o STRESS

con\o medida de ajuste, este pode servir como gui.a para a

escolha do nç) de dimensões do Espaço Euclidiano

nã dois procedi-bentos bãsi.cos para isto, um deles

é estatístico, o outro é baseado em experiência e intuição.

O estatísti.co requer menos perícia e é menos subjetivo, o

intui.tivo é usâvel num nl'xnero mai.or de situações. As tabelas

necessãri.as para o procedimento estatístico sÕ foram publi.

cartas para certas condições e paraum niãmeto limitado de vca-

lores de n (número de estímulos)

Vamos comparar o procedimento intuitivo com o pro

cedimento estatístico através do exemplo abri-xo, apresenta
r;tf'\ rvx+-T lrv Inlrnl rl r)'-l(l\

EXEMPLO 7.1 - Neste exempJ-o serão usados dados de três ex

perímentos. No 1y deles o E.M.D. é apli.cedo a 12 estímulos

que sao nações, no 2y são 12 di.aletos BIKOL e no 39 são 12
dialetos KONsoID.
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(1) Procedimento i.ntuitivo: Vamos começar observando pa-

ra cada um dos experimentos os gráficos do stress em fun-

ção da dimensão do espaço (fig. 7.1) . Os gráficos foram

construídos a partir da (Tabela 7.1)

TABELA 7.1 - VaJ-odes de STRESS obtidos em função da di.me2

são do espaço.

Observando o gráfico para os dialetos Konsoid não

se nota nele nenhum "cotovelo que indique uma queda abrup-

ta no valor do stress e uma posters-or estabilização,a im-

pressão que se tem é que ele segue decrescendo conta.nuameB

te. Kruskal (1978) admitiu para esses dados,a solução uni-

dimensional pelo procedimento intuitivo. Os dados dos dia-

letos Bikol foram por ele intui-tivamente consi.derados bi-

dimensionais por apresentarem um ligeiro "cotovelo" para

R = 2, decrescendo mais ].entamente para valores de R inaio-

D].MANSÃO DO ESPAÇO (R) l 2 3 4 5

STRESS: DIALETOS KONSOID 0, 56 0, 26 0,15 0,09  
STRESS: DIALETOS BIKOL 0, 24 6 0,069 0, 035 0, 018 
STRESS: NAÇOES 0,388 0, 187 0,112 0, 049 0,022
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STRESS

OP'

o.55 1] -> dados para 12 naçoes

x -+ dados para 12 di.aletos BIKC)L

O -+ dados para 12 dialetos
KONSOID

o.n

'P

o.%

0.35

0H)

o.2S

''' }

Fig Gráficos do stress em função da dimensão do empa

ço para os dados do exemplo 7.1
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res que 2. Quanto aos dados das nações, o gráfico Ihe su-

geri.u uma solução tetra-dimensionar ou pentadimensi.anal ,

no entanto é uma questão a parte usar uma solução num es-
paço de dimensão tão alta partindo de apenas 12 estímulos

(2) : O procedimento estatísti-
co se baseia na ideia de que exi.ste uma verdadeira confi-

guração em algum espaço de dimensão Rt' Assume-se que as
proximidades são geradas a parti.r das distânci.as na venda

della cona-duração, mas com um erro a].eatÕrio de algum ti.

po incorporado num nível controlável e talvez com alguma

distorção monotõnica incorporada. Quando as proximidades

são escalonadas em espaços de dimensões diferentes, o grã

fico do stress em função de R depende basicamente de R+. e

do erro e. Portanto cada combinação de Rt e Ê produz um

grãfi.co de aparência diferente. Usando técnicas de Monte

Carlo, varias coREi.durações são geradas e escalonadas, a

partir daÍ são catalogados os gráficos de acordo com os

valores de (R{.., e)

Ao se usar o procedimento estatÍsti.co compara-se
os gráficos obtidos pelos dados com esses grãfi.cos cavalo

gados. Na fi.aura 7.2 pode-se observar os gráficos referen

tes aos três experimentou comparados com os gráficos cata

jogados. No 19 deles tem-se Rt = 1 e o erro e assumindo
osvalorese=0,06, e=0,12, e=0,25, c=m. No29 e
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39 tem-se respectivamente RÉ

valores de e
2 e Rt 3 para os mesmos

o..40.k Rt

c..3sH

D
o.}o L V

:'i \v

\
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1 - ' -:"3:-'::-l ---:::
' 2 3 . i
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CASCO 'PAQh I'Z 1:0blT õõ Kt-t :;l,t'0tr''

Figura 7.2: Procedimento Estatísti.co para estimar a di
mensao do espaço.

Na comparação infere-se os valores de R. e e ve-

rá.ficando qual.s são as curvas Catalogadas qüe mais se asse

melham com as curvas obtidas. É Óbvio que um erro mui.to al

to Obscurece qualquer Característica dos dados, isto pode

sei visto ao se observar que para e - '" as curvas são pra-
ticamente iguais para os três valores de R

Os dados dos dialetos Konsoid tem a curva muito

t
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semeJ-hante àquela catalogada para R+- : l e e = 0,06 es-

tando apenas li.geiramente abaixo dela, o que leva a con-

cluir que estes dados devem se adaptar num espaço unidimen

sional e airlda que dever\ ter um nível de erro li.gei.lamente

inferior a 0,06. A curva dos dados dos dialetos Bikol esta

entre a curva para e : 0,06 e aquela para e : 0,12 com Rt=

=2, assemelhando-se bastante a ambas, o que leva a optar

pelo espaço bi.dimensional. A curva para os dados das na-

ções não parece se assemelhar a nenhuma das curvas catalo-

gadas observadas na figura 7.2. Kruskal (1978) afirma que

o seu nível de erro ê certamente maior do que o dos dois

outros expert-mentes e mais ainda diz que a curva se asseme

Iha com aquela obtida para Rt - 4 e e = 0,25.Portanto pa-

ra esses dados o espaço tetradimensional deve ser o que me

].hor se adapta.

Kruskal (1978) di-scute com mais detalhes procedi-

mentos estatísticos que usam o stress como guia na escolha

da dimensão do espaço apropr:i-ado ao E.M.D.

7 . 1.3 Interpretabilidade da solução

Nesta secção vamos comentar como a interpretabili

date da solução influi na escolha da dimensão do espaço.

Começa-se pela fao.lidade que possa exista.r em in

terpretar Se solucão de dimenRos eixos uma espaçonum
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soem tiver uma interpretação sati.sfatÕri.a e a solução num

espaço de (R+l) dimensões não revelar nenhuma outra carac--

tenística dos dados, é melhor usar a solução em R dí:rnensões.

Por outro lado, pode-se ter uma configuração em 2
dimensões sem i.nterpretação que passada para 3 dimensões

tem uma interpretação total. Isto é possível pois a ralação
entre cona.gerações ell\ espaços de dimensões diferentes é
mais complexa do que em outros ]nétodos.

É necessário atentar para o fato de que se um i.n-

vesti.dador não consegue interpretar os eixos' do espaço is
to não significa necessari.amante que eles não possam ser
interpretados

Para se interpretar soluções em espaços de dimen-

são maior ou igual a três mui.tas vezes procura-se observar

as suas projeções em um espaço bi-dimensional de modo a fa

ci.li.tar uma analise vi.dual dos resultados. No entanto esta

forma de interpretação não é totalmente segura poi.s pode

haver direções i.nterpretaveis no espaço de dimensão alta

que nao sao i.dentificadas na projeção. nã técnicas estatís

Ligas que podem auxili.ar nesses casos (Kruskal, 1978)

Havendo dia.culdades em se interpretar uma solu@.o

é aconselhável aumentar a di.menção do seu espaço, no entan

to, uma dimensão alta apesar de certamente aumentar a ade-

quação do ajuste, pode adaptar erros aleatórios aos dados,
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levando a uma interpretação erronea

Fei.tas todas essas consi.derações, se forem rezei

tadas todas as possíveis di.mensÕes do espaço/ os dados de

verão ser manuseados de forma diferente, ou então são ina

dequados para o E.M.D.

Facili.dado de Uso da solução

Ao se escolher a dimensão do espaço deve-se consi

deram a fao.lidade de uso da solução do E.M.D. nesse espa-
ÇO

A solução num espaço bí-dimensionar tem uma gran-
de vantagem que é a possibi.li.jade de uma anãli.se visual da

configuração obtida.

Quando se tratar de uma configuração num espaço de

muitas dimensões, não é úti] apenas examina-]a visual.mente,

pois fica difícil compreendo-la. Cona-gerações em espaços

de muitas di.menções são atei.s somente quando são usadas téc
nucas suplementares para encontrar estruturas interessantes

e compreensíveis. Estas estruturas são frequentemente dize

ções da configuraçãor mas podem também ser planos, curvas,

vizinhanças e outras estruturas sugeridas por Guttmai (1954).

Sendo assim. mesmo quando os dados pedirem uma

configuração num espaço de 4 dimensões pode-se querer usar
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a configuração em espaços de 2 ou 3 dimensões para que fa-
cili.te a compreensão da solução no espaço de dimensão mai.s

alta. Além disso se os aspectos mais importantes e mai.s in

teressantes do espaço de di.mensão mais alta jã estiverem ex

postos na configuração no espaço bi-di-menti-oral (Shepard ,

1974) então em algumas situações é desejável usar apenas o
espaço bi-dimensi.oral

Por outro lado, alguns aspectos iiíiportantes da estro

tuna não estão sempre cona.nados nas duas ou três pri.mei.-

ras dimensões. Em alguns casos pode-se até achar que as di

mensoes mais altas ajudam a esclarecer a interpretação do
resultado bi-di.mensional. Quando isto ocorre, a estrutura

dos dados pode ser obscurecida tentalado representa-los em
poucas dimensões.

0

A solução obtida através do E.M.D, assim como os

dados dos quais ela dera.va estão virtualmente sujeitos a
variações aleatórias.

Frequentemente, apesar dos dados estarem bem co-

lhidos, a técnica uti.li.zada para a obtenção da solução po-

de levar a mínimos local.s que di.ferem dc mínimo global ape

nas por pequenas modificações das posições dos pontos, po-

rém alteram consi.deravelmente o aspecto da configuraçãoNeg
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ses casos é aconselhável uma nova analise dos dados

Uma forma simples de investigar a estabi.cidade da

solução consiste em fazer novas análises nos dados subdi.-

vididos em grupos. Esta subdi.visão, se houver um número

grande de sujem.tos participando do experimento, pode ser

feita di.vi.dando os sujeitos em sub-grupos aleatórios, e a-

plicando o E.M.D. aos dados de cada sub-grupo em separado.

Ou ai.nda. pode-se eliminar alguns estímulos da matei.z de

dados e aplicar o E.M.D. aos estímulos restantes usando a

idéi.a "jacknife" de J. N. Tukey (Moste]].er e Tukey, 1977)

Outra forma de investigação consiste em gerar vá-

rios conjuntos de dados alternativos, acrescentando vara.a-

ção aleatÕri.a aos dados originais. Aplica-se o E.M.D. a to

dos esses conjuntos de dados e escolhe--se a soltlção que a-

presentar as caracterllsticas mais frequentes entre todas

as soluções assim obti.das.

A decisão sobre o n9 de dimensões do espaço pode
se basear nessas consi.deraçÕes de estabilidade. Se o n9 R

de dimensões do espaço se manei.ver para varias soluções,ele
ê um n9 aconselhável mesmo que não diminua consi.derave].men

te a medida de ajuste; a sua consistência é sufici.ente pa-
ra aceita-lo.

É i.nteressante observar que as configurações obti

das através de métodos diferentes de colete de dados podem
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di.ferir entre si

Ê necessário ser cui.dadoso ao seleci.onar os estí-

mulos que são submetidos ao E.M.D., é preferível procurar
grupos de estímulos em que todos eles var:iam ao mãxime se-

gundo as dimensões que potencialmente possam aparecer. Is-

to porque não se deve considerar uma di.mensão do espaço na

solução do E.M.D. em que haja uma pequena variação dos es-

tímulos ou então apenas a variação de um sub-grupo deles.

nã também uma regra pratica que pode ser usada pa
ra escolher o n9 de di.mensões do espaço: o n9 de estímulos

deve ser.pelo menos o dobro do n9 de parâmetros ( conjunto

de coordenadas) a serem estimados, para assegurar um grau
adequado de estabi.li.dado estatística. Quando se usa um tri

ânguJ-o da matei.z de proximidades, sem diagonal, i.sto si.gni

fica que !!Íg--l) > 2 nR, ou equivalentemente R < 111i-l.Kruskal

(1978) afirma ter verificado empiri.comente esta regra pra-
tica para R S 3.

7. 2 INTERPRETACÃO DA CONFIGURAÇÃO

7.2.1 - Intrody

Uma etapa importante do E.M.D. consiste na inter-

pretação da configuração obti-da. Além da observação vi;dual
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são usados alguns recursos que tornam a configuração mai.s

facilmente interpretãvel. Estes recursos são usados por se

li.citação do tipo de dados ou da prõpri.a configuração.

Através dos exemplos pode-se verificar a ade

ção dos recursos a cada tipo de situação.

qua

7.2.2 Bo:Ç9Ç

O E.M.D. a "2 favores" permite uma rotação dos ei
xos do Espaço Euclidi.ano obtido, portanto como em Analise

Fatorial essa rotação pode permitir uma i.nterpretação me-
lhor da solução. isso pode ser observado no exemplo abaixo
apresentado por Kruskal (1978)

g311M!!:g..Z.2 - O experimento consiste de um estudo piloto

sobre a percepção das nações; foi realizado em março de
1968 (Wish 1971, Wish, Deutsch e BFener 1970) . Foram subme

tidos ao experimento 18 estudantes de um curso de Medidas

Psi.colõgicas mi.listrado por Wish. Cada um dos estudantes a

tribui um grau de sim.claridade numa escala de l (muito di.-

ferentes) a 9 (muito si.mi.lares) a cada um dos pares obti-

dos dentre ].2 nações escolhidas. Pri.meigamente calcularam-

-se as médias das similari.dades para cada um dos 66 (c, .)

pares de nações. Estas medidas de simi].aridades foram ar-

ranjadas numa matriz para servirem de entrada para uma anã

f
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pise por aJ-gume técni.ca de E.M.D

BR (]n CUB EnF FR ii© iSR JP a{ iws usA YUG
Brasa.l

Eyj.to

realça
InH.a

]:srael

papão

(Màlnland)

lülssla

U.S.A.

Y\lgoslavia

4.83

5.28

3.44

4.72

4.50

3.83

3.50

2.39

4.56

5.00

4.00

4.83

3.33

3.39

4.00

5.17

4.]1

4.00

3.61

2.94

5.50

4.78

5.83

4.67

3.83

4.39

3.44

4.00

4.22

3.67

4.11

4:50 4.83
4.11 3.00 4.17

3.06

5.39

3.17

3.39 5;44 4.39 5.06

2.39 3.17 3.35 5.94
3.50 5.11 4.28 4.72

4.50 4.17 4.61 5.72
4.28 5.94 6.06 2.56 5.00 -
4.00 4.44 4.28 5.06 6.66 3.56

Figura 7.3: Matriz das similaridades obtidas en
tre 12 nações.

Através da observação da matriz pode-se perceber
que Russia e Yugoslavia foram percebidos como os mais geme

Ihantes (6i.i = 6,67) por outro lado China e Brasil, E.U.A.
e Gongo foram julgados como sendo os pares mais di.gerentes

(6.. = 2 ,39)

A analise desses dados foi. fei.ta pelo programa
KYST para E.M.D. num espaço bidimensional



128

A saída do computador forneceu a lista das coor-

denadas das nações e a configuração obtida a parti.r dessas
coordenadas.

DN [ Ptff '2

0,tÇ f.E2..
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-'ü60 0.2q
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Figura 7.4 Configuração obtida pelo programa KYST para os
dados de si.mi-lari.danes entre nações (exeirç)lo 7.2)

Observa-se que as dimensões l e ll ilustradas na

figura 7.4 (B) são dia.cilmente interpretãvei.s. Neste caso,

os experímentadores fi.zelam o que é muito comum em E.M.D.
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uma rotação dos eixos

Os novos eixos estão ilustrados na figo.:.i:a 7.4 ('C) ,

identificados como Dim I' e Dim ll'. Observou-se que as na

çÕes prÓ'comunistas ficaram localizadas na parte supera-or

da Dim [' e as prÕ-ocidente na outra parte. A Dim ]].' foi

identificada como o desenvolvimento econâinico das na;;ões ,
observa-se as nações menos desenvolvi.das na região sugeri.-
or cla Dim ll' e as mais desenvolvi.das locali.zadas mais a-

mai.xo. Desta forma. pareceu-lhes razoável interpretar es-
sas dimensões como sendo "Alinhamento Politico-' e '*Desenvol

vimelnto Económico'' respecti-vamente

7 .2 . 3 ReqressãQ Linear

As posições dos pontos na configuração obtida atxa

vés de um E.M.D. podem estar relacionadas com as caract:eras

ricas dos est]mu].os que eles representam.Na verdade, a mai

or parte das vezes o E.M.D. é usado para descobrir essas ca
racteristicas.

Em muitas apli.cações úteis e interessantes a.s ca

racteristicas encontradas são as esperadas.

Geralmente essas caracterÍsti.cas fazem parte de

um ro]. plausível para o conjunto de estímulos. A função do
E.M.D. ê descrlininar quais caracteristi.cas são realmalte iin

partantes e quais são apenas plausíveis.
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Uma forma de descobrir essas características é a-

penas vi-suam, isto é, observando a configuração e procurai

do relembrar o rol de possíveis características do conjun-
to de estiinulos.. Esse método, no entanto, é falho por di-

versas razões: (1) E difícil observar a con:figuração em

todas c8s direçÕes e não sõ naquelas definidas pelos ei.xos

coordenados sendo que ríluitas vezes numa cona.geração hã mais

di.rações i.nterpretãvei-s do que aduelas defi-ninfas pelos ei-

xos coord.enados., isto se observa no exempl-o amai-xo.

EXEMPLO 7.3 - Foi. reagi.zado por Rosemberg (1968) urn estu-

do sobre termos que identificam traços de personalidade,pg

de--se perceber na figura 7.5 quatro direções i.nterpretãvei-s

e não apenas duas que constituiriam os ei.xos do espaço bi-

.-di.mensional. Essas di.rações são interpretadas como: " Bom

SociB]. versus ]'4al Social" , "Bom Intelectual versus IHlãl In--

telectual'', ''Duro versus Mole" e ''Ativo versus Passivo''

(2) Se a configuração estiver num espaço de três ou mais

dimensões a observação visual torna--se mai.s difícil, acab.g

-se obl3ervando apenas algum plano usado para a repõe'tenta-

ção, geralmente são os planos c'oordenados. Nestas situações

deve-se fazer urn grande esforço para se observar outras di

reções ou então possuir uma excelente i.paginação espacial

(3) Ao ser observada alguma relação entre a configuração
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Figura Configuração num espaço bi-dimensional obtida
por Rosemberg para a percepção de 60 traços
de personalidade.As linhas traçadas na cona
ração representam as direções interpretãvei.s
(Figura retirada de Kruskal (1978))
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e a]guma presun\íve]. característica é necessãri.o se tolíiar

cuidado para não incorrer num erro muito comum, gerado pe-

la tendência humana de enxergar comportamentos sistemáticos

onde não existem, que é o de super'valorizar o observado

Exatamente para supra.r as falhas da observação pg

de-se usar um procedi-mento estatístico de regressão linear

quando for conheci-do um rol de presumíveis características

do conjunto de estímulos. Verifica-se a apli-cação dessepl:g

cedimento no exemplo abaixo apresentado por Kruskal (1978 )

EXEMPLO 7.4 - O experimento faz parte de um estudo pil-oto

que li.da com a percepção do reJ-acionamento entre vários pro

blemas soa-ais (por exemplo/ guerra. poluiçãol pobreza.cr.}
me e vi.olência)

Quatorze sujem.tos taxaram o grau de relação exis-

tente entre cada par obtido pela combinação de 22 proble-

mas sociais (os sujeitos faziam parte de uma organização ,
sendo asse.m não constituíam uma amostra aleatória da popu-

lação americana) . Em seguida atribuíam notas a cada um dos
estímulos i.soladamente segundo 15 característi.cas .desses

estímulos. As notas eram atei.buidas em escalas bipolares
como por exemplo, uma das escalas que variava de 0 (não é

de responsabilidade do governo local) a 9 (forte responso'
bilidade do governo local)
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A matriz A = (6ij)22x22 das medi.as das medidas de
relação entre os estímulos foi. submetida a um E.M.D.

O E.M.D. produziu os valores de stress de acordo
com a tabe].a abri.xo.

dimensão do çgpqçol 1 l 2 l 3 l 5 l 6
stress lo, 4ilo, 23 lo, 15 lo , lo l,o , 08

Considerou-se o mais apropriado o espaço Euclidig
no de dimensão 3.

A partir daí, parti.u-se para a i-nterpretação dos

eixos do espaço usando-se as escalas bipolares. O pri.melro

passo foi. calcular as medi.as das notas que os sujem.tos a-
bri.buiram em cada escala bipolar para cada estímulo. A fi-

gura 7.6 mostra essas médias para quatro dessas escalas alar
das coordenadas nos 3 ei.xos.

Em seguida usou-se regressão linear mÚlti.pla, fa-

zendo uma regressão das medi.as obtidas an cada .escala bipolar,an
função das coordenadas resultantes do E.M.D.

Os coefici.entes de correlação múltipla entre cada

escala bipolar e as coordenadas do espaço tridimensional
estão na figura 7.7

Verificaram-se quatro coeficientes altamente sig-

nificantes, os das 3g, 4g, 10e e 129 escalas bipoJ-ares, pg
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Figura 7.6 - Coordenadas dos 22 prob].elas sociais nas 3 di.menções e as médias obtidas. por
eles em 4 escalas bipolares.
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ra estas escalas pode-se considerar que as dimensões fa-

zem sentido. Para duas escalas (9g e 14e) as di.mansões são

signifi-cantes e para as demai.s não hã coefi.ci.entes associa

dos às coordenadas que produzam uma correlação significan-
te entre elas e as três di.menções.

As três pri.moiras colunas da figura 7.7 apresen-

tam os pesos Õti.mos correspondentes a cada correlação múl-
ti.pla; são os valores dos cossenos di.retores, isto é, coe-
fici.entes de regressão normalizados, sendo assim a soma de

seus quadrados é l para cada escala bipolar.

nã duas condições necessárias para que as notas

atri.buidas numa escala bipolar levem a uma interpretação sg

tisfatória de uma determinada di.menção. (1) a correlação

mú[tip[a para a esca].a deve ser alta, indicando asse.m que

a escala pode ser bem ajustada às coordenadas da configura

ção. (2) a escol-a deve ter um coeficiente de regressão al

to na dimensão, indicando asse.m que o ângulo entre a dimen
são e a direção dela ê pequeno.

É desejável portanto que se obtenha coeficientes

de correlação múltipla próximos de 0,90 para uma boa i.éter

predação da dimensão; correlações acima de 0,70 podem ser

sua.cientes em determinadas si.tuaçÕes. É claro que quanto

mai.or o coeficiente. mais confiança pode-se ter na inter-

pretação da dimensão. Exige-se que a correlação seja esta
tisticamente significante pelo menos ao nível de 0,01
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Observando-se a tabela da figura 7.7 a primeira di.

menção pode ser imediatamente interpretada. A 3g esca].a ê
a].lamente correlacionada com as dimensões e tem cosseno di.-

redor com a lg dimensão de 0,94 o que corresponde a um ângu

lo de 6'''; pode-se observar na figura 7.8 (a) que isso torna

a di.reção da escala bastante próxima da direção da l9 dimeB

são. O mesmo ocorre com a 4e escala. Sendo que estas duas

escalas se relaci.onam com os efeitos dos problemas sobre a

própria pessoa ou sobre o povo em geral; a lg di.menção é

interpretada como "grande versus pequeno efeito sobre o po
vo''

As fi.auras 7.8(a) e 7.8 (b) mostram respectivamen

te a cona-duração nos planos determinados pelas dimensões l

e 2 e pelas dimensões 2 e 3. Percebe-se alguma significância

em se interpretar a dimensão 2 como "Responsabi.lidade do go
velho local versus do governo não local" pois a escala 12

tem coefici.ente de correlação signifi.cante e o cosseno do

ângulo com esta di.pensão é grande. O que mais se aproxima da

di.mensã0 3 é uma i.nterpretação de "Problemas tecnologicos ver

sus problemas não tecnológicos" é o que pode ser percebi.do
observando na fi.gula 7.7 a 109 escala.

Uma interpretação melhor dessas di.mensÕes pode ser
obtida pensando-se em outras variáveis que distinguem me-

lhor os estímulos que se locali.zem nos extremos opostos das

varias di-reçÕes dos planos da configuração, em seguida es-
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Fi.aura 7.8

sas variável.s podem ser inca-uidas sob forma de escalas em
um novo estudo.

Outros exehp].os de 'aplicação de técnicas de
. ' . ' '

re-

gressão linear na i.ht'erpretação da Configuração podem ser
encontrados em Kruskal (1978)

7. 2 .4 Anã].ise !9:-JlJ:Z:j:!ÜgJ}ÇQS

O mais comum ao se interpretar uma solução dê
E.M.l). é observar as dimensões do espaço e julgar a cona
guraçao a parti-r delas. No entanto, algumas vezes certas
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estruturas podem ser observadas no espaço multa-dimensional
ao invés da interpretação dos ei.xos.

Pode haver na configuração vizinhanças ou regiões

que tenham algum si.gnifi.gado quando associadas com caracte

rÍstica9 de alguns dos estímulos. Isto frequentemente ocos

re quando se obtém uma solução bi.dimensi.oral para dados a-

propriados a um espaço de dimensão maior. Uma razão i.mpor-

tante para que a interpretação por vizinhança revele outros

comportamentos nos dados é o fato dela focalizar pri.maria-

mente as distâncias pequenas (grandes similaridades) enquan

to que a interpretação das dimensões se baseia fundamental
mente nas di.stâncias grandes.

Segundo Kruskal (1978) , Guttman argumenta que uma

analise por vizinhanças ou comportamental é preferível ao

procedimento tradici.onal baseado nas dimensões. Isto se ve

rifica no seu espaço que analisa correlações entre testes
mentais, este revela comportamentos i.mportantes dos dados

(simplexes, ci.rcumplexes e radexes) que haviam sido perdi-

dos em uma analise fatorial anterior. Além disso,o próprio

Kruskal acredita na interpretação por vizinhanças como sen

do um auxilio na interpretação da configuração que suple-
menta e torna mais clara as dimensões do espaço e não com-
pete com elas.

Justificando seu ponto de vista apresenta um exan
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plo onde a i.nterpretação por vizi.nhanças Ihe parece mais

razoável do que a das dimensões do espaço.

EXEMPLO 7.5 - Este exarç)lo é parte de um exper=iinento descrit.o por VJish

(1970) e por Wish e Carro1]. (1974). As medi.das de proximi-
dade foram obtidas através de julgamentos da simi.caridade

cultural entre 21 nações. A figura 7.9 (a) apresenta a so-
lução obti-da num espaço bidé.mensi.onal

/

'P
S ir Q--' 3

.t qblA'.

F'

-\

Fi.gula 7.9
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Uma interpretação das di.menções deste espaço con-
si.geraria que o eixo horizontal separa as culturas Euro-

peias das não-Europeias, ou então culturas brancas das não

-brancas ou ainda países do Norte dos países do Sul. For-

çando a imaginação poder-se-ia dar uma interpretação de Ins

te versus Oeste para a dimensão vertical desde que isso con

fronte os países do Leste da Ãsia e o Leste da Europa com
os outros.

Parece menos forçado, no entanto, observar apenas

que os países de culturas similares tendem a formar conglo

melados no espaço, não sendo estai.Lamente no senti.do geo-

gráfico, por exemplo E.U.A. e léxico estão bastante distan

tes o mesmo ocorrendo com lsrael e Egi.to. Os E.U.A. formam

um conglomerado com os países da Europa Ocidental dos quais

sua cultura é origi-nãria, enquanto que o Maxi.co forma um

conglomerado com os países da América Latina. Nota--se que

os países da Africa estão na parte superior esquerda,os do

Leste da Afia na parte infere.or esquerda e os da Europa

Oriental na porção inferior di.Feita do espaço.

Uma das formas de se interpretar vizinhanças numa

cona.duração envolve a aplicação de técnicas de Analise de

Conglomerados. Existem métodos si.stemãticos para se encon

trai conglomerados baseando-se diretamente na matriz de

proxima-jades (Kruskal 1978) . Os conglomerados podem ser de

te:FmiHados através de "loops" em torno dos pontos que cor-
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respondem aos estímulos. Unia vez determinados pode-se pro-
curar observar quais as características comuns aos estímu-

los que i.ntegram o mesmo conglomerado. Isto geralmente é

feito de forma subjetiva como um ato de interpretação cri.g
uva, em seguida pode-se atri.buir ao conglomerado um rótu-

lo que explique o si.unificado da sua ].ocalização.

Dessa forma pode-se prever em que conglomerado se

localizariam outros estímulos, que não foram anal.içados,em
caso de coleta e estudo de mais dados.

A figura 7.9 (b) mostra os conglomerados obtidos

através de uma técnica de Anãli.se de Conglomerados Hierár-

quica (Johnson, 1967) real-izada sobre a cona.duração bidé--

mensional das similaridades culturais entre as nações.O fa
to dos "loops" serem bastante pequenos mostra uma boa cor-

respondência entre as vizinhanças do E.M.D. e os conglome-

rados determinados pela Anal i.se de Conglomerados Hierarqui
ca

Deve-se observar que o fato de dois estímulos es-

tarem próximos na configuração não representa obrigatoria-

mente uma alta medi.da de similaridade, pois vizinhanças em
espaços de dimensão baixa podem estar representando mal os

dados dos quais a cona-duração deriva (ver em :Kruskal (1978)

experimento de Rosemberg, Nelson e Vivikananthau (1978))

É necessãri.o portanto suplementar a proximidade na
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configuração com a proxima-dade baseada diretamente na ma-
triz de dadc,s, a].ém de que o E.M.D. funciona melhor na re-

presentação de grandes distâncias (estrutura global) do que

na representação de distâncias pequenas (estrutura local)

Graef e Spence (1976) mostraram que descartando apenas o

terço eln (]ue as di.ssimilaridades são pequenas ou o terço em

que elas são médias não hã alteração na reconstrução do eg.
paço multa-di.mensional,ao passo que descartando o terço mais

dissimilar de estímulos hã uma grande alteração na solução
do E,M.D.

Uma forma de juntar as informações da matei.z de

dados ao que se obsel:va na configuração consiste em ligar
por uma linha os pares de pontos que representam estímulos

cuja medida de proximidade excede unl determinado limite fi

xado, como na fi.aura 7.9 (c) . O objeti.vo é que haja linhas

ligando pontos próximos na configuração poi-s estas repre-

sentam pequenas dissimilaridades ou grandes similari.danes.

Geralmente usa-se mais que um li.mire, representando-se por

li.lhas cheias, tracejadas ou pontilhadas.

Quando hã linhas muito longas uni-ndo os pontos

da configuração, isso indica uma discrepância entre a pro-

ximidade na matriz de dados e na configuração. Se a confi-

guração for bidimensional cada linha longa identifi-ca um

resíduo grande que deve ser levado en\ consi.deração na in-

terpretação da configuração. Quando as linhas longas está.-
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verem traçadas em planos de espaços de dimensão maior, a

di.scordância entre os dados e as vizinhanças pode ser de-
vida às outras dimensões.

Os conglomerados em espaços bidimensionais,prova
velmente sõ são validos se estiverem de acordo com as li-

nhas traçadasr isto é, dentro do conglomerado, a maioria

dos pontos devem estar ].i.gados uns aos outros e poucos den

tre eles podem estar li.gados a pontos de outros conglome-
rados.

A figura 7.9 (c) mostra as linhas traçadas no es
paço de acordo com os dados de simi.caridade cultural en-

tre as nações. As li.nhas cheias mostram os pares que os da

dos i.ndi.cam ser mais si.malares, as linhas tracejadas inda.

cam os moderadamente similares. Uma vez que as linhas es-

tão unindo pontos que estão prõxi.mos no espaços a repre-
sentação espacial é bastante compatível com os dados.

As linhas mostram outras tendênci.as com mai.s cla

rezar por exemplos a similari.date da Espinha com os EnÍses
da Àméri.ca Latina de um lado e com os da Europa Ocidental

por outro lado. Observa-se no entanto que nâo hã linhas

conectando os países da América Latina com os da Ãfrica a

pesar deles estarem prõxi.mos na configuração. Isso mostra

uma certa discordância entre as distâncias espaciais e os
dados de proxi.midade (stress = 0,128)
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Além do traçado de linhas para auxili.ar na enter

predação por vi-zinhanças Kruskal (1978) sugere que se fa--

çam novos E.M.D. para subconjuntos de estímulos que este-

jam próximos no espaço. Quando hã um n9 sufici.ente de es--

títulos envolvidos essas análises podem revelar dimensões

que estiveram obscurecidas quando foram analisados todos
os estímulos simultaneamente

7. 2. 5

Ao se interpretar uma configuração deve-se recor

rer também a uma certa imaginação criadora baseada muitas

vezes num certo conhecimento prévio dos estímulos que es-
tão sendo estudados.

Um exemplo i.nteressante neste aspecto foi. relata
do por Kruska1 (1978)

EXEMPLO 7.6 - Os dados do expert.mento foram coletados por

Rothkopf (1957) são medidas de confusão entre 36 sinal.s

auditivos do cedi.go Morde. Cada sinal do cedi.go consiste

de uma sequênci.a de pontos e traços tais como ... para a
letra k e ..-- para o n9 2. Os indivíduos submetidos ao

experimento não conheciam o cedi.go Morse. Uma maquina pro
duzi.a pares de sinais com intervalos entre cada si.nal de
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1,4 segundos, esses pares eram ouvidos pelos sujeitos e
era exigido deles que avisassem se os dois sinal.s ouvi.dos

eram iguais ou diferentes.

Foi construída uma matriz de proxima.dades A onde

cada elemento óij representava a percentagem de respostas
"i.qual" quando eram apresentados aos sujeitos o estimulo

i seguido do estímulo j, isso para um total de 150 sujei-

tos. Observe-se que os nomes das letras convencionados pa
ra os sinais do cedi.go Morse não entraram de maneira al-

guma no expert-mento; foram usados na tabela que represen-

ta a matriz de dados si-mplesmente por conveniência (figu-
ra 7.10)

A diagonal princi-pal da matri.z corresponde aos

pares ..que eram realmente iguais, portanto, espera'se para
eles va].odes de (S:.i bem altos e isto realn\ente ocorre sen

do o menor deles 84% correspondente ao par BB. Porá dali.a

tonal os. valores correspondem a pares diferentes portanto

esperam's.e (S]] pequenos e verificam-se vários deles abai-
xo de 10%.

Essa matriz é grosseiramente simétrica.. Isto é ,

se o valor óij é baixo, o correspondente 6i..i também\ o é ,
o mesmo acontecendo se ele for alto.

Tem-se na figura 7.11 a configuração obti.da apl.}

cando-se E.M.D. a esses dados (esta aplicação foi retira-



146

Figura 7 10 Matriz de si.milaridades obtidas por Rot:hkopf
para os símbolos do Código Morse
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Figura 7.11 Configuração resultante do E.M.D. da
simi.lari.jades da Fi-g. 7.10.
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da por Kruskal dos trabalhos de Shepard, 1963, que anali-

sou outros três conjuntos de dados sobre o código Morde)

Os 36 pontos obtidos pelo E.M.D. são os centros dos cÍrcu

los representados na figura. Para melhor entender a cona

duração ao lado de cada círculo estão representadas as se

quências de traços e pontos correspondentes ao estímulos
auditivos ouvidos pelos sujeitos.

Pode-se pbservar uma boa concordância entre a ma

triz e a configuração. Tomando-se por exemplo as letras B

e X tem medidas de simi.laridade altas 84% e 64% e encon-

tram-se bastante próximas na cona.geração, por outro lado
as letras E e O tem medidas de si.Hilaridade bai.xas 3% e

5% e encontram-se bem afastadas na configuração. Para ou.-
tios pares de si.naif o fenómenos se repete havendo urnla c:or

respondênci.a entre medidas de simi.].aridade e distâncias na

configuração.

Uma interpretação muito engenhosa para esta con-

figuração foi. dada por Shepard e é mostrada na fi.gota 7.12
Ele observou que para esse conjunto de símbolos havia du--

as variáveis muito correlaci.onádas que não poderiam ser

distinguidas, por esses dados, são "comprimento do sií\al ''

e "número de componentes". No entanto estava claro para

ele que alguma vara.ãvel de cumpri.mento desempenhava um pâ
pel importante
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Figura 7.12 - Interpretação de Shepard para a cona.gu
ração dos símbolos do Código Morse
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Shepard construí.u 5 fai.xas na configuração de mo-

do que os estímulos pertencentes a mesma fai-xa tivessem o

n9 de componentes i.qual e definiu asse-m uma das di-pensões

"n9 de componentes". Notou também que os estímulos locali-

zados mai-s a direita na configuração tinham predom=inância de

traços e aqueles mai.s à esquerda tinham predomi.nância de

pontos, estava assim definida a segunda dimensão "ti.pos de

componentes". Observa-se na 59 faixa bem à direita o g com
5 traços, em contraposição na l9 faixa bem ã esquerda o E
com um único ponto.

Quando Shépard publicou seu trabalho, o fato das

duas variáveis mostradas na cona-duração dele desempenharam

um papel i.mportante na percepção dos sinais do código Mor-
de era uma novidade, apesar que o assunto jã havia sido mai.

to estudado. Deve-se observar no entanto, que as suas con-

clusões não podem ser generalizadas, são válidas para su-

jeitos não treinados na escuta do código Morse. nas condi-

ções desse experimento.

7. 2. 6 Auxilio na analise da solução

Ao se analisar uma solução do E.M.D. pode--se re-

correr a matei.z de resíduos [rj.j]nxn onde rj.j - dj.j -dij
para auxiliar na interpretação desta solução. No exemplo
7.2 foi usado esse recurso após ser observado o ajuste da
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configuração dos dados. Obteve--se um stress de 0,19 para

a configuração no espaço bi--dimensi.oral,apesar deste ser

bem melhor do que o stress de 0,39 obtido para a cona.gula

çao num espaço unidimensional, ele ainda indica que o ajus

te esta longe de ser perfez.to.Dado o pequeno número de su-

jeitos (18) do experimento não ficou claro se o 0,19 refle

tia fa].ta de cona.abilidade ou a exi.stência de alguma

trutura adi.cional na matriz de dados. Partiu-se então para
a analise da matriz de resíduos.

ii© iSR JP ai 16 teSA Yln
Brasl].

Canga

Cubo

Eglto

trança
Índia

lsrae].

lapão
China
(Maln].and)

Russa.a

U.S.A.

Yugoslavi.a

28

78

04

10

37

37

25

00

09

.36

14

22

05

36

20

40

07

27

40

15

10

13

18

45

18

10

66

64

57

11

IS

17

13

05

35 -.25

30 .11

02

43

03

00

00

38

12 -.01

01 -.34

12 -.04

20 .15 -.10 -.10

20 -.09 .09 .00

05 .28 -.18 -.32

F'loura 7. 13 1Usíduos da solução nim espaço

larldades entre 12 nações.

;tonal do E.M.D. das s:iiü.
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Observando-se a matei.z de resíduos (fig. 7.13)per-

cebe-se que o espaço bidimensi.onal superestima as di.stânci

as entre as nações geograficamente próximas e subestima as

distânci.as entre as nações geograficamente ou culturalmen-

te di.soantes. Por exemplo, de acordo com as medidas de si-

milaridades Cubo deveria estar próxima do Brasil no espaço

(r.i.s : 0/78) e a Chi.na deverá.a estar próxima do lapão (rj-i=
= 0,52) . Por outro lado, a Fiança deveria estar bem distan

te da índia e de lsrael (r.i.s : - 0,66 e r.i.i = - 0,64 res-
pecti.vamente)

O comportamento sistemático da matriz de resíduos

indica que as duas dimensões não representam toda a estru-

tura da matriz de proximidades. Confirmando esta ideia tem

-se o stress cai-ndo para 0,11 num espaço tridimensional e

para 0/05 num espaço tetradi.mensi.oral. Se um número maior

de nações tivesse si.do incluído nesse estudo, seria razoá-

vel concluir que uma representação tetradimensional seria

a mais adequada. No entanto com apenas 12 estímulos é im-

provável que seja determinado um espaço de mais de duas ou

três dimensões. Foi. feito um estudo mais amplo por Wi.sh ,

Deutsch e B:ienes (1970, 1972) que obter/e além das dimen-

sões da fi.g. 7.4 outras duas que refletiam as proximidades

culturais e geográficas entre as nações.

7.2.7 -

dimenslonal
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Para encerrar este capítulo feri.a i.nteressante ob

servas uma configuração num espaço tridimensional.A cona

ração apresentada faz parte de um trabalho realizado por

Gary A. Mauser (1972) sobre a Previsão de Comportamentos pa
ra a Substi.tui.ção E].ei.tora].

A representação é fei-ta por bandeirolas de diver-

sas alturas representando assim a 3g dimensão. Cada ban:lei

rola esta representando um políti.co americano de um conjun

to de candidatos dos quais eleitores ameri.canos julgaram
as simi.laridades. O programa usado para o E.M.D. foj. o

MDSCAL, o stress obtido foi 0,183 (fiq. 7.14)
'r '"l

0. y.Stt tn
e.\t t.\} c r

lz. &.---.

Robot't F

Xenncdy

C

''Pat'' Droga
U

.14 tção de+

\m EDID an 3
ma oonfi.duração .tente de
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CAPfruL0 8

APLICAÇÃO

Realizamos a pedido do Prof. Amo Engelmann. um ex

perimento com vários grupos de termos que exprimem relatos

verbais de estados subjeti.vos, estes grupos haviam sido prg
viamente estudados por ele, através de outras técnicas esta

tÍsti.cas . (Engelmann 1978)

O objetivo desse experimento foi. a visua].ização deg

ses grupos de termos, querendo-se veria.car se algum termo

se distingue do grupo, ou se existe a formação de blocos de

termos dentro dos grupos, ou ainda eventualmente interpre-

tar as características que definem as post.çÕes dos termos

na configuração (interpretação das dimensões do espaço)

Dispunhamos inici.almente de 49 grupos de termos, co

meçamos elimi.Dando os grupos que continham 2 ou 3 termos por

não haver condições de fazer a análise com tão poucos estí-
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nulos. A aplicação do programa ALSCAL acabou mostrando que

também deveriam ser eliminados os grupos com 4 termos pois

com 4 estímulos fica ímpossíx:.zl está.mar a configuração (são

dad::!s 6 lnecli.das de proximidade e exi.gem--se 8 coordenadasnum

espaço bi.dimensional) . A analise foi fei.ta para 25 grupos
com número de termos variável.

Para os grupos com menos que dez estímulos a cole

ta dos dados foi fei.ta pelo ''Moto(ilo aos Pares" (vi.de 2.3

2.2) optou-se por esse método pela fao-lidado de aplicação;
o número de pares correspondente a essa qucantidade de está

nulos não seria muito grande, e a abri.bui.çâo de uma notanu

ma escala de si.Hilaridade de l a 9 não seria difícil nem

cansativa para os sujem.t:os submetidos ao experimento. Além
de que a parti.r dessas notas atribuídas pelos sujeitos. a
obtenção da matei.z de proximidades é extrernan\ente sirltples

A pesque.sa foi feita sok) forma de questionário, ã

cada par de estímulos o sujeito deveria atei.bule uma nota

de l a 9 numa escala que a.ssociava ao l muito diferente e

ao 9 muito si.migar. Obtidas essas notas ca].calou-se a mé-

dia e a medi.ana de].as para todos os sujeitos, foi construí
da uma matriz de si.milaridades com as médias e outracnm as

medlanê!.:l; ambas foram processadas pelo ALSCAL. Porém, após

o processamento optou-se pelas médias, devido ã pouca varíg
bilidade das medianas, usando--se as medianas havi.a muitas

medidas zepetldas sendo portanto prejudicial ã solução do
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E.M.D

Quanto aos gr-upas com mais de dez termos, formar-

-se-ia un número muito grande de paresr por exemplo, coJn ll

estímulos obter- se-iam 55 pares, tornando-se portanto extre

mamente ccansativo, para os sujeitos submetidos a.o experirnen
to, realizarem todos esses julgamentos. Em vista deste fato

a colete dos dados foi. feita pelo "Flétodo das Categorias''
(vida 2.3.2.3) . Para esses grupos o questi.onário continha a

relação de todos os termos do grupo. A tarefa do sujeito (nn

sisti.a eln subdi\ridiF esses termos em categorias mutuamente

exclusi.vas, de ntodo que os estímulos pertencentes a uma mes

ma categoria fossem semel-ha)ates entre si, sendo que, ele nâo

poderá.a classe.ficar todos os estímulos numa Única categori.a.

A medida de proxima.dado foi. obtida através da percentagemde

vezes que dois estímulos foram classe.ficamos, pelos sujem.-

tos, ]la mesma categori.a

Optou-se pelo E.M.D. não mêtri.co a ''2 fatores'',tara

vez que os dados se encontravam lno nível de mensuraçâo ordl
nal e havia uma única matei.z para todos os sujem.tos, não sen

do porLanto levadas em conta as diferenças irai.:iguais, pa-
ra isso foi usado o proqranla ALSCAL

Foram submetidos ao expert.mento alunos de uin curso

des Psicologi.a ministrado pelo Prof. Ardo Engelmann nos anos

de 1979 e 1980 no Instituto de Psicologia Expert.mental. dca
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Universidade de sâo Paulo

Obti.velam-se as configurações desejadas, para al-

guns grupos em espaços de dimensão um e doi.s, para outros

até em espaços de dimensão três. Além di.sso foram obtidosos

respectivos diagramas de di.spersão e os valores do STRESS e

do SSTRESS correspondentes a cada solução

Apresentaremos abaixo apenas dois grupos como exem

plo do que foi. realizado, um com menos de dez estÍmu].os e
outro com mai.s

EXEMPLO 8.1: Os estímulos que consta.traem um dos grupos ana
lesados são: A: Senti.r-se bem disposto

B: Sentir confiança E: Sentir-se deslumbrado

C: Estar contente F: Estar encantado

D: Sentir uma bati.sfaçâo G: Sentir intimidade

A tabela 8.1 apresenta as medidas de proximidade

obtidas para esse grupo a partir dos julgamentos de 53 sujem
tos, realizados através do Método dos Pares, e usando a mé-

dia dos julgamentos como medida de Similaridade

Obteve-se a configuração desejada em espaço uni.di.-
mens[ona[ (Figura 8.].) e bidimensional (Figura 8.2)
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Tabela 8J: Matriz de si.mi.lari.dade referente aos estímulos

do exemplo 8.1

A B C D E F G

A

B

C

D

E

F

G

5,9 2

7, 23

6,49

4,21

4,4 7

4 , 36

5,36

5,19

3, 32

3, 37

6 ,02

7,4 5

4, 87 4 , 58

5, 6 2 5, 23

4 , 28 4, 58

7,81

2, 74 3, 13

Vale a pena observar que a configuração no espaço

unldimensional é praticamente a projeçâo da cona.guraçao a
duas dimens(5es sobre o eixo horizontal

Para a solução no espaço unida.mensi.onal obteve-se

SSTRESS igual a 0,01503 e STRESS de 0,018. No espaço bidé. -

mensional houve uma melhora do SSTRESS, que passoua 0,00540

e o STRESS permanece praticamente i.qual com valor de 0,020

(o ligeiro acrésci.mo pode ser explicado pelo fato do progrg
ma trabalhar em função do SSTRESS e fornecer apenaso STRESS

da solução obtida)

O di.agrada de dispersão correspondente à solução no

espaço bidé.mensional (Figura 8.3) apresenta um aspecto que

satisfaz bastante a condição de monotonicidade exi.lida pe].o
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modelo, e aquele relata.vo à solução unida-mensional (Fi.aura
8.4) apresenta um número maior de patamares.

Para esse grupo não foi- possÍve]. dar uma interpre-

tação aos eixos, no entanto interessou a visualização da

posição relativa dos estímulos

EXEMPLO 8.2: Neste exemplo vamos observar um grupo com 25
estímulos que são os enumerados abaixo:

A

B

C

D

E

F

G

H

l

J

K

L

M

Senti.r angustia
Sentir-se movi.ficado

Sentir-se culpado

Estar com senti.mento de culpa
Sentir-se fracassado

Senti.r-se frustado

Sentir-se amargurado
Ter uma magoa

Sentir-se inconsolável

Sentir-se ]astimando a].

Estar tri.ste

Sentir pesar
Sentir-se desolado

go

N

0

P

Q

R

S

T

U

V

W

X

Y

Sentir uma decepção
Sentir-se desenganado

Sentir-se desapontado
Estar aborrecido

Estar fulminado

Sentir-se mal

Sentir vergonha

Ficar sem graça
Sentir-se desconcertado

Senti.r-se tímido

Sentir-se acanhado

Sentir-se constrang j.do

A tabela 8.2 apresenta as medidas de proximidade

obtidas através dos julgamentos que 47 sujem.tos efetuaram

pelo "Método das Categorias''
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Tabe].a 8.2 14atriz de si.railari.danes CHLclc os estímulos do

exempl-o 8.2

A
l

B
2

C
3

D
4

E
5

F
6

G
7

H

8
l
Q

J

0
25
23
23
10

8

19
4
4
0
0
4
0
0
4

0
530
400
400
640
510

140
2S0
250
010
010
250
010
010
250

K
11

L.
12 13

N
14

0
15

P
16

Q R
18

S
19

T
20

0.0
27.660
4 .250
4 . 250
4. 250
2.130

l0.640
o.Olo
/

0.0
17.020

8.510
2.130
6.380

l0.640
2 .130

0.0
8.S10
2.130
2.130

l0.6 10
o.010

0. 0
19.130
lO.150
14.890
17.020

0.0
76.590
S7.4 50
48.940

K
11

2.130
4.250

1,
12

2.13e
l0.640

13

2.130
8.S10

N
14

2.130
2.1 0

0
15

2.130
2.130

P
16

2.130.
2.130

Q
17

4. 2S0
6.'380

R
18

2.130
2.130

S
19

17.020
14.890

T
20

59.570
5S.320

24X
23Y

Ü
21

V
22

Ç'J

23
X

24
Y
25

21U
;22V
23t'i
24x
pSY

0.0
55.320
53.19õ
35.570
53i19(}

0.0
38.)00
46.810
48.940

0.0
8S.110
55.320

0.0
65. 960 0.0

  o . o                
2B 21.280 0.0              
3C l0.640 1 9. 1 50 0 ,0            
4D !2.760 19.150 93.620 o . o          

 
12.760
14 .890
}4. 680
8. 5] 0

12.760
6.3&0

} Q . 64 0

L9 . 1 50
1? . 0 20
L7 . 020
8. 510

29.790
8.510

10 . 640

6 . 380
4.250

12.760
4 . 2 50
4 .250
2.130
o.Olo

6.380
4 . 2 SO

14.850
4. 2S0
4. 250
2. 130
o.Olo

0.0
68.080
L7 . 020
6. 380

L2. 760
6. ]80
6 . 380   O. Q

36 .170
27.660
12 . 76 0
25 . 530

o . o
27.660
21. 280
51. 060

0. 0
38. 3GO
27. 660

  760
12. 760

8.510

14 . 890
29 .790
2.130

!7.020
6 . 3 80
4 . 250

19 . 1 SO
6. 380
$. 380

6.380
27.66G
21. 280

2 . 130
10. 640
3 1 . 510

23 . 4 0 0
23 . 400
l0.640

31.910
23. 400
14 .850

27.660
59. 570
LO. 64a

  6.380
8. 510

1 0 .64 0
2 .130

6. 330
6. 380

6.380
6. 380

25 . 53 0
21.280

14 . 890
25. 530

lí1 . 89 0
14 .890

14 . B90
14.890

21. 280
LO. 640

!7Q !0.640 4 . 250 4 . 250 4 . 2 50 L0.640 14 . 890 19.1SO 27.660 L4 . 890
L8K 4 . 2 50 31.910 4 . 250 4. 2 50 10. 640 4 . 2 50 l0.640 4.250 L7.020
19S 21. 280 8.510 10 . 6'10 12.760 8. 510 l0.640 12.760 4 . 250 4 . 2 50
20T o. Olo 4. 250 8. 510 3. 510 4 . 2 50 2 . 13 0 2 . 130 2. 130 2. 130
21U 2 .130 4 . 2 50 6. 380 6.380 4 . 2 50 2 . 1 30 2 . 130 2. 130 Z.130
22V 4 . 250 6.380 '! . 2 50 2 . 13 0 8 . 510 6. 380 6 . 380 6 . 3 80 l0.640
23t-{ 2.130 4.250 o .Olo o. Olo 2. 130 4 . 2 50 o . Olo o. Olo o. o l o
24X o.Olo 2.130 2.130 2.130 1. 2 50 2 . 1 30 2 . 130 4 . 2 50 2. 130
25Y 2.130 6 . 38 0 8. 510 8.510 1. 2 50 o.Olo 4 . 2 50 4 . 2 50 4 2Sn

  0. 0        
12L 53.190 O . Q      
!31.! 42.550 4a . 4 20 o . o      B.510 l0.640 12.760 o . o  
150 19.14 0 12.760 29 . 790 36.170 0.0
16P 17.020 19 . 150 17.020 B0.850 36 . 17C
17Q 34 .040 23.400 23 . 400 L7.020 10 . 6':0
18R 8.510 LO .640 17 .020 4.250 19.1SC
19S L0.640 8.510 4 . 250 6.380 3. 510  o.Olo 6 .380 2.130 2.130 2. 13e
21U o.Olo 4.250 2.13a 2. 130 2. 13a
22V 4 .250 4.250 12.760 12.76a 6. 380
231v 2.130 o.Olo 0.010 o.010 O. O IQ



165

O grande número de estímu].os, a configuração i.ni-
clalmente obti.da num espaço bidimensional, onde se verá.fi-

ca a formação de a].duns blocos (Figura 8.5) , e a observa-

ção do diagrama de dispersão dessa solução (Figura 8.6) que
nao respeita a monotonicidade exigida, sugeriram a realiza
çao do E.M.D. em espaço de di.mensâo mai.s alta

Os valores do SSTRESS e do STREss obti.dos para es
sas soluções encontram-se na tabela 8.3

TABELA 8.3

A parti.r da tabela 8.3 construí.u-se um gráfico,

(Figura Ü.7) r analisando-se este gráfico, observa-se queos

va].odes do SSTRESS e do STRESS decrescem rapé.lamente até a

dimensão três, apresentando uma l i.beira tendencia para se

estabi.l i.zar a partir dessa dimensão. Em vi.sta dessa situa-

çaor o espaço tri.di.mensional poderá.a ser escolhido para a

analise dos resultados, uma vez que em ternas de vi.suali.za
ção da cona.guraçâo ele ai.nda é viável.

Observando-se os três planos de projeçâo da cona

IDIM. DO ESPAÇO l

0 , 2819 8

0, 29 8  
3 4

::::::: 0,14 222

o,lll
0, 0999 7

0, 080
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6STQE3S

0.3a
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o.c;5

Figura 8.7 Medidas de ajuste em função da dimensão do es

paço para os dados do exemplo 8.2

X : SSTRESS

O : STRESS
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Observando-se os três p].anos de projeção da cona.-

guraçao no espaço tridimensional figuras 8.8, 8.9. 8.10, ve

rlfica-se que dos ci.nco blocos observados no espaço bidimen
sional apenas um deles formado pelos estímulos T e U esta
mantido.

A configuração no espaço bi.dimensional se assellle

Iha à projeçâo da configuração tridimensional sobre o pll
de di.mensões l e 3 (Figura 8.9)

A interpretação da soluç
um estudo mais detalhado

ano

tridimensi.oralao merece

O apêndice G apresenta ca saída do computador re].a
ti.va ao exemp].o 8.2.
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cona.duração tridi.mensional referente ao e
xemplo 8.2



173

CAPfUUL0 9

COMENTÁRIOS

Neste capitulo pretendemos comentar brevemente al-

guns aspectos do E.M.D. que não tenham si.do abordados nos

capítulos anteriores.

9.1 DISTÂNCIAS NÃO EUCLIDIANAS

Torgerson (1962), Kruskal (1964, a.b), Carroll e

wish (1974) e mui-tos outros autores comentam a adoção de diã
tânci.as nao Euclidianas nos modelos de E.M.D., podem a ten-

dência geral, anualmente é a adoção da distância Euclidiana.

Uma classe de di.stânci.as estudadas pelos diversos
autores são as r-métri.cas de Minkowski. defi.nadas como
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d!;) - ( tmll xit - xjtlr ) l/r

onde para r ' 2 tem-se a propria distância Eucli-digna e pg
l -Fnm-an ;:, lqtância "citv block" ou "métrica dera r - l tem-s

Manhanttan"

Os programas MDSCAL (Kruskal e Carmone, 1970) e o

TORSCA (Young e Torgerson, 1967) estão habilitados a tuba
Içar com as "r--métricas de Minkowski". Kruskal (1964 a) cg

menta que essas métricas diferem das distâncias Euclidíanas

no que diz respeito à rotação. Uma rotação rígida mantém a
distância Eucli.digna inalterada, enquanto que as Únicas rg

rações regi.das que mantém as d:l:l) inalteradas são aquelas
que transformam eixos de coordenadas em eixos de

Takane e Young (1977) afi.amam que para adorar uma

r-métrica de Minkowski que não seja Euclidi.ana devem defi-

nir uma nova medida de ajuste o r-STRESS defina.do por:

,:'*,"''*' : i :+"..;í:' - 'ái' ''

onde: dé111 = Elwka lxj.a

Observam no entanto que não hã interesse em adap-

tar o ALSCAL para essas métricas, princi-palmente para va'

lotes altos de r. Haveria interesse para r ' l que é quan-

do o r-STRESS e idênti.co ao STRESS e além do mais a distan
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ci.a ''city block'' é a distância não Euclidiana mais comumen

te usada em aplicações do E.M.D. nas ciências sociais.

9.2 - DADOS REPETIDOS

Kruskal (1964 a) apresenta dois procedimentos pos

sáveis quando os dados apresentarem medi-das de proximidade

repetidas isto é, quando õj.j - 6mn' Um deles chamado primã-

ri-o nao restringe dij e dHnr não exi.ge aij = dmn' ou seja ,

mantém sobre aj.j apenas a restrição de monotoni.cidade.ou sg

# #

]a

< 6kR, '> dij < dmn

O outro, o secundário considera que se 6.: = õ... é
' 1] mn

evidente que dijdeva ser igual a dmn' para isto impõe dij=
= dmn/ portanto no procedimento secundário as restrições sg
bre os d.. são:

+

< (s => d. . < d
mn 1] - mn

= 6 > d. . = d
mn ]-] mn

Na técnica ALSCAL considera-se a transformação tco
contínua orai.nal ao se escolher o procedimento primãri.o de

Kruskal e a transformação tdo, discreta ordinal para o secun
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dãrio

9.3 - }IEDIDAS DE .AJUSTE

Kruskal e CarrolJ- (1969) discutem em seu artigo me

dirias de ajuste alternativas para o STRESS. A Única delas

que mereceu atenção posterior dos autores é o STRESS fórmu-

la 2. (O STRESS adotado por nõs é o também chamado STRESS

fórmula 1) dado por:

': : ;i.
j. j x] z]

E E Uij - ã)2

onde d média aritmética dos d.
]-]

Diferindo este do STRESS fórmula l apenas pelo fa

to de escala do denominador

Kruskal (1978) afi.rma que a minimi-zação da Úl-tina
expressão produz uma solução muito semelhante àquela obti--
da minimi.zando o STRESS fõrmu]a ].

Young (1970) definiu um índice M que mede o grau

de determinação métrica aferida pelo E.M.D. não métrico fe-

ri.a a correlação quadrãti.ca entre as verdades.ras distâncias

e as di.stâncias obti.das através do E.M.D., estudou o compor

Lamento desse Índi.ce com dados simulados, i.nterpretou-o co-
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mo uma medida de confiança e não como uma medida apenas des

cri.ti.va como é o STRESS, porém foi impossível medir M em ex

periinentos reais, tão pouco conseguiu uma função que está--
messe M .

9.4 - CONSIDERAÇÕES FINAIS

A efi.ciência e a robustez dos diversos métodos de

E.M.D. foi comprovada através de vários estudos usando téc--

ni.cas de Monte Carão (Takane e Young (1977), Mac Callum e

Cornelius (1977) Spence e Young (1978) ou com os dados si.n-

téticos (Kruskal (1964 a)) ou ai-nda usando dados dos quais
se conheci.a de antemão a configuração desejada (Torgerson
(1962)) , observando-se então que as técnicas de E.M.O. real

mente produzem configurações fiéis às medidas de proximida-
de das quais se parte

Este trabalho pretende apenas apresentar o E.M.D.,

na sua versão mais simples, para que si.rva de guia i.ntrodu--

tório aqueles que pretendem apli.cã-lo. Não foi nosso objeti

vo apresentar todas as abordagens dadas ao E.M.D., no entan

to algumas outras devem ser ci.fadas para estudos posters.ares

como a de Guttman (1968) e aquela apresentada em Fernandez
(19 80)

A própria técnica ALSCAL pode ser aprofundada vis-

to que existem vários artigos di.scutindo, aperfeiçoando e 2
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plicando esta técnica em outras áreas da Estatística ( de

Leenw,Young e Takane (1976) , Takane, Young e de l-eeuw (1979))

Outras alternati.vas do programa ALSCAL que devem

ser estudadas são aquelas que li.dam com matrizes retangulg

res, ou ainda, as que lidam com réplicas no expert-mento.

A tendência anual é explorar a aplicação do E.M.D
a ''3 favores''. Além disto, seria interessante em um traba-

lho futuro procurar medidas de estabili.date das soluç(k3s ob
tidas através do E.M.D.
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APÊNDICE DEMONSTRAÇÕES DOS TEOI{EMAS DO CAPITUID 3
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APÊNDICE uui'iuLlo l r\nyyp !!yo xl'vr\.[:.i']no uu

À.l - Demonstração do teorema 3.1

(a) dÍs:-2 ars :(Zr - ZS)'(Zr-ZS)

Pode-se escr

H À

1 '

CAPITULO 3

ever

J A J

Tem se

( ].)

l l 2A J A + nA JH n n

onde

al. ... al

a ... an. n

[ ã .. ... ã

a.l ' . . a.

a.l '.. a.

--L An

r
l J Àn

l
n

a a
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onde ar

a
S

s=l

L. ;
s=l

s=l
;

n (média da r-ésima linha)

(rnédi.a da s-ési.ma coluna) (2 )

(média global)

Portanto brs a - ars r a + a
.s (3)

Substituindo-se ars pela relação (1) e usando as
relações (2) obtém-se

brs :(Zr - 2)'.(Zs - 2) na forma matei-ci.al B =
(nz) . (HZ) ' portanto n2 0 estando demonstrada assim a

parte (a) do teorema

(b) Supor B -> 0 e considerar a configuração dada
ma.

Seja A = dias(ÀI'...rXp) e seja I' = x A'1/2, ag.

sím sendo as colunas de F, y (i) : Ài/2 x(í) são os VS
Lares característicos de B padronizados.

Pela decomposição espectral da matriz B tem-se: B=

= 1' A I'' = X . X- j.sto é brs : x'r Xsr portanto B represen'
ta a matei.z do produto i.nterno desta configuração

Deve-se mostrar agora que D representa a matriz das

distâncias entre os pontos desta cona.duração.

Usando a re].ação (3) para escrever B e

teoreno

função dem
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A chega-se ã

2Xr

+ b ss

2+ aa arr r

a
S

+ arr ss

= = - .a rr

ars

lB

(x - x )' (xr s r xs) Xir x' x + x' xr s s s 2 bb rr rs

+ a..) + assar (a - a - ars r. .s

a.
S

2ars

2ars pois

e

i .:;:
d2rs -t .:-;

Finalizando nota-se que B:l = H.A.H.1 = 0 , portan

to l é um vetar característico de B correspondente à raiz
característica 0

Portanto l é ortogonal ãs colunas de Xfx' (i)
1,0 i

n
En X

: 0

Logon . x= E x; =x'. l=(X',,.. 1,..., x', .
r=]. 'L \zJ ' {PJ

1) = 0 , portanto o centro de gravidade desta configura
ção localiza-se na origem.
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A.2

(a) Primeiramente nota-se que se A : 0

rs 6rr ' 2(5rr + (5ss : x' A x > 0

onde x é um vetou (xi.j)n x l

r

tal que

l se i. = r

-]. se i. = s

0 se i / r e i. / s

Portanto a transformação padrão esta bem defi.nada
e D ê uma matei. z de distâncias .

(b) SendoA=(ars) . ars :- l dose B=HAF{
Uma vez que ]] A ]] é taxi\bém positi-va gemi. defi.ninfa basta

provar que B = H A ll para conclui.r que D e Eucli.digna com
matriz de produtos internos H A }l

x. para r / s

Parti.ndo de B = H À H, usando a igualdade b

';, - .. - .; -'' ;.., ;.--. ,.; : - -4-- .- " '-
(Srr ' 2Õrs + õs$ ' se

rs

2b - d'rs rs -F ,::':; * -$ :!: ,:: d2 .1]

, n

-2brs :6rr' 2Órs+6ss' 'L iEI((5rr- 26ri+6ii. )

l. :l .:
'' i:i ''



n n
--Z-- }l ({S.. - 26:. + 6..) + ---tT E E (Õ:: -26:.+6:.)
'' j=1 JJ JO '' n' i=1 j=1 '' 'tJ JJ

2b = - 2c + 2c + 2c - 2crs rs r

n

Portanto

c - c cr

tão na forma matricial tem-se B

A.3 - Demonstração do teorema 3.3

Usando as relações (5) e (6) do capítu
que:

].0

n p o

s=1 j.j.=K+l (xr l(i) ' xs l(i))'

n

tr Li; l E l (xr ' xs) (xr ' xs)' .Í L2

2
2n' tr L; S L2

n rEI (xr ' =) . (xr ' =)'

Sendo que

E(x -x)(x -x)'=2n E(x -x) .(x -x)
s:l r s r s r-l r r

..(xr - =) .}1.(xs - =) : 2n . nS - 0 = 2n2 S

onde

n n.

r
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Sejam ÀI > ... > À as raízes características de
n. S com os x-especti.vos vetores característicos normaliza -

dos I' =( Y(1),'''' y(P)) pode-se escrever:

2
0 tr L S L2n

2 2

onde n S = F A I'' então

O = 2n tr Ll; I' A I'' L2

Ll; [' = F2r matriz co].una ortonor:mal

Escreve-se

onde

0 2n tr F; A F2

o = 2n tr F; A F2 é mi'nimizado quando F2 : (oPIP-i'

Para F2 : (0r lp-k)' : I'' L2 tem-se

I'2 : (Y(k+l) ''' '' 'Y (P))

Portanto as colunas de LI geram o espaço dos k
primeiros vetores característicos de n.S e assim sendo XL.
representa as principais coordenadas de X em k dimensões.

Nota-se que para essa projeção nas coordenadas
principal.s

J

O : 2n (Àk+lr , ). )P
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A.4 Demonstração do teorema 3.4

Sejam ÀI.> ... 3 À as raízes caz-acterÍsticas de
B, a]gumas de].as podendo ser negativas e sendo I' a matriz
de velares característicos nonnalizados. Vamos considerar

aqui por simpli.cidade Ài > 0 (a situação Ài < 0 pode ser
vista em ]yardí a ].9 79 )

Sejam ÀI.>.... .> Xn .> D as raízes cara.cterísticas
de B. Pelo teorema da decomposição espectral das matrizes,

pode-se escrever a matriz simétrica I'' B I' coiro

\

G A G' onde G é ortogonal-. Então

y' = tr (B - B)' tr r' (B B) rr' (}3 - B) r -*

y' : tr [r' B r r'B r .J lr' B r r' B F

'r = tr LA - G A G'j [A - G A G']

Prova-se que para A fixo, y' é minimizado quando

G = 1, de modo que

V - E

Estando X enl R;'", B = 1-1 X X' H deve ter no máximo

]ç raízes características não nu].as que devera ser não neqatl.
vas. Assim é fácil perceber que y é minimizado quando:

n

l l

.A
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l À:, 1. = i,
1 0, i = k + 1, ..., n

Asse.mB = 1'] A]. I'l onde I'l-(y(1),.'''Y(k)) e
A]. : dias (ÀI' . .. Àk) de modo que X pode ser tomado igual
a I'l AI/2 ,que é asolução c]ãssi.ca do prob].ema do E. M.D.
em k dimensões

, k

Observa-se que o valor mínimo deV é dada por

« : *e*: ' ... * *:

A.5 PgDQDstração do teorenta 3.5

Derivando-se Rz com re].ação a b e igual.ando - se
a zero tem-se

A . .. . E y. . & x.
D - x - A'y onde y = ---iX , x = -------

Sendo que as duas configurações tem centro na
. F''x

y = 0 e portanto [b.1 0

Pode-se então escrever R2 novamente

0

rirem x

mi.n

min

(Xr A'yr J' (xr - A'yr )

tr (X - YA) . (x - yA.)'

R2 tr XX' + tr YY' 2 max tr X'YA
A
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Sobre A hã a restrição AA' ; l isto é a;

a'l aj = 0 , i. # j onde a;. é a i-ésima li.nha de A. Hã por
tanto ]!--!2 ) restri.çÕes

Seja --f-- A a matriz si.métrica dos multipli.calores
de Lagrange para estas restrições. O objeti.vo é maximizar

f(x, y, A) :: tr {z' A - --á- A(AA' - i)}
Zi = X'Y. De!'i.vando-se diretamente tem-se

onde

Íl:-- tr {Z'A. -#- A (M'- l)}

à ';,'«

-l- . 2 A A : Z - A A
2

ala
(AAA') +

2aA +":

Igualando-se a zero obtém--se

Z : A À

Sendo Z = V I' U' (pelo teorema da decomposição) ,

A simétrica e A ortogonal tem-se

Z.A' = A AA' -+ ZA' = A -+ A' = AZ' -> AA' = ZA'. AZ'

.> A 2: ZAi AZi -.> A2 : ZZI -.p A2 : (VI'U') (UI'V') -+ A2 . Vrl'V'

Pode-se portanto tomar A = V' I'V' pois AA - \TV'
VI'Ví = VI'l'V'

Substituindo-se este valor de A em Z = AA tem-se
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Z

vu'

VFV'A -> VI'U' b'l'V'A -F U' V'A -» VU' = VV'A

Observa-se que ortogona].. Usando-se este va
lor de

R' = tr XXi + tr YY' mexa tr X' Y A
tem-se

R2

R2

R2

tr XX' + tr YY' tr Z 'VU' -»

tr XX' + tr YY' tr u í'V'VU' -.-

tr XX' + tr YY'

tr XX' + tr YY'

tr ur u' -.-

2 tr r

Final.mente para se veria.car se A maximiza a fun-

ção tr {Z'A - --f- A (AA' - 1)} ou se é apenas um ponto eE

tacionário deve;se dera.var pela segunda vez a função com rg

].açao a A. Para esta finalidade é mais conveniente escrever

A como um vetar .2 = (ajl), .''' ajp)). Então, a função é

uma função quadrático dos elementos de a e a sua feri.veda

segunda com relação a A pode ser expressa pela matriz:

:p <.s9 "
('X): Produto de Kronecker

Tem-se: f(x,y,A) = tr {Z '.A

.29--!.1zl:...A.) : , . .á.A

-1l- A (m' - i)
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'z\f''' - - :- ® «

Como A = VI'V' e os elementos da diagonal de F são

não negativos, observa-se que a matei.z derivada segunda é
negativa Gemi-defi.nada. Portanto A maxi-lni.za feX,y.A)-
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APÊNDICE REGRESSÃO MONOTÓNICA
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APÊNDICE B REGRESSÃO MONOTÕNICA

Regressão MonotÕnica por mini.mos Quadrados foi. di2

cutida em vários artigos (Barton e Mallons 1961, Bartholo-

meu 1959 e 1961, Mi].es 1959 e outros) e é usada como rotina

de base em várias técnicas de análise de dados

Kruskal (1964-b) descreve o seu algoritmo para a

Regressão Monotoni.ca uti.lizada no seu programa de E.M.D.

Neste apêndice vamos apenas defi-nir matematicamen-

te a Regressão MonotÕni.ca, também chamada Regressão lsotÕni

ca, mais informações a respeito podem ser encontradas no

[ivro de R.E. Bar].ow (1972) , as propriedades de continuida-

de e diferenciabilidade dessa Regressão foram discutidas por

Kruskal ( ].9 7 1 )

!29€ÊDj:ção B.l Seja X um conjunto fi.nato {xl'..., xk} com

uma ordem simples xl < x2 <''< xk ' Uma função real de X é
isotõni.ca se x, y E X e x < y => f(x)<f(y) . Seja g uma dg.

da função em X e u umca dada função positiva em X. Uma fun

çâo isotõni.ca g+ de x é uma regressão i.sotõni.ca de g com pg

sos u com relação à ordem simples xl < x2 <'''< xk se mini-
mizar na classe das funções i-Botânicas f de X a soma

[ [g(x) - f(x) ]2u(X)
xE:X
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No E.M.D. a re].açâo isotÓni.ca desejada pode ser fo=

malizada como segue: Seja X o conjunto de todos os pares de

estímulos (i., j) l S i< j S n. Defi.ne-se uma ordem si.mples

"S" eJn x exigindo-se(il' jl)<-(i2' j2) se ó+l,jl < ó+2,j2
onde ó;l,j representa a dissimilaridade do par (i.,j) . Espera

-se encontrar n pontos num espaço r'di-mensional de modo que

(ll, il) É (i2' i2) :> ail,jl s di2,j2 (óij: distância e.g

tre os pontos correspondentes aos estímu].os ie j) , i.sto é,
de modo que esta di.stância d, seja uma função isot(única emX

Na pratica nem sempre se encontra uma cona.duração

que satisfaça essas condiç(5es; nota-se por g a regressão Ê
satânica de d em X e procura--se mini.mi.zar o STRESS

+ o l

[x (dj.j - dj.j) '

EE d. .z

Sendo asse.m a Regressão lsotónica entra no método

somente para encontrar o STRESS de um determinado conjunto
cie oontos

g
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APÊNDICE "STEEPEST DESCENT"



195

APÊNDICE "STEEPEST DESCENT"

C.l - Métodos de Gradiente

Os métodos de gradiente para iüinin\ização de funções

usam uma medida da declividade da função para indicar a di.

ração do mínimo. O primeiro ponto ê escolhi-do aleatori.alnen

te e depende da opinião subjetiva do programador a respei"

to da localização desse mini.ino.

Os anuais pontos são obtidos através da equação itg
rali.va

XP+l - XP + hP DP

P

X

h

D

nüJ-neró da iteração

vedor n dimensional (xl' x2'

constante post-uva

, x )
' n'

vedor direção n-dimensional

O vetou DP determina a direção a ser tomada a par-

tir do p-êsilno ponto e o módulo de hPDP determina quão gran

d.e é o passo a ser dado nessa direção.

Os vários métodos de grada.ente di.ferem na escolha

do fatal de escala hP e na direção do vetou DP
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C.2 Método''d'o' Steepest Descent"

Os métodos q'ue trocam todas as variáveis independeB

tes a cada iteração usam primariamente o seguinte vedor di.-

ração DP = - B'l AP

onde

AP
"1

a f
x2 l P

a f

' x. l.
e

B ê uma matriz (nxn) positiva definida de pesos

A mais antiga e mais simples ponderação do vetou W2

atente AP é B - l onde l é a matriz identidade. Este méto-

do foi inici.almente descrito por Cauchy em 1847 e é conheci.

do como método do "Steepest descent" (ver H. A. Spang,lll',

1952)

Kxuskal ( 1964-b) usa a segui.nte equação iterativa

XP+l- . XP + hPDP onde

DP : .- 1 . AP

Akl: módulo de AP

ct : ê uma constante que varia de iteração para i'

geração e que Kruskal (1964) deterá\inou após um grande númg

ro de expert.lnenEos numéricos (ver Kruskal, 1964-b)
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APÊNDICE CON r'l cíjn A r'Xn INICIAL ALSCAL
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APÊNDICE D FASE INICIAL ALSCAL

O procedimento inicial a ser descri-to neste apên-
dice é muito semelhante ao trabalho apresentado por Schone

maná (1972) em que ele obtém uma solução algébrica para mi.

nimizar a função (+) para dados li-vres de erro no nível de

mensuraçao razão

@'(x,w,P+)=E.tr(Pj-xwkx')'(Pk+-XWkX')(+)
N

l

p+: coleçao de matrizes Pk+ ; k : Ir 2, ..., N

W. : matriz di.agonal dos pesos para o sujeito k

Pê: matriz de pseudo produtos escaleres, obtidos
através das di.ssiinilari.dades do sujem.to k

sob hipóteses métricas ou não métricas

O procedi.mento apresentado abaixo foi discutido

por Young, Takane e de Leeuw em seu arte.go de 1977

Suponhamos que hã N matrizes de produtos escala -

res Pk (uma para cada um dos N sujeitos) cada uma de ordem
n (n estímulos) que satisfazem:

P. = x tv. x'

O problema que se propõe é obter X e Wk a partir
dos PI,. sob as hipóteses de X ser de posto coluna completo e

(1}



200

].ecionar nossa rotação K de modo que

K' (Y'Y)'i Y' PkY (Y'y)'i K = Wk (3)

seja diagonal para todo k. (Observa-se que l<'1< = KK' = 1 e

que K '' = K')

Seja

C: =(Y'Y)'x Y' Pt,. Y(Y'Y)'JC(4)

C. = K W.. K' (5)

A solução algébrica de Schonemann encontra a rota

ção K que díagonaliza simultaneamente as Ck (k : lr...,N) â

través da obtenção da decomposição espectral das Ck para tg
do k. No entanto isto sÕ se aplica quando não hã erros nos

dados. O procedimento SUMSCAL (de Leeuw e Pruzansky, L975 )

encontra k que minimiza a soma dos quadrados dos elementos

da diagonal dos Wk (k - lr...,N) na presença de erros, daB.
do essencial.mente a mesma solução de Carroll e Chang (1970)

no INDSCAL. porém em menos tempo. TrabaJ-bando com SUMSCAL ,

de Leeuw sugeriu (Young, Takane, Lewyckyj, 1978) que é desg.

lavei obter K que diagonalize uma combinação linear das mg.

tri.zes ('kr onde a combinação linear é tal que a matriz rg.
sultante, quando diagonalizada, tem os elementos da diabo -

nal de variância máxima. EJ-e baseou sua sugestão na observa

ção de que a rotação K não é defina.da de forma Única

quando Wk tem diagonal constante. Portanto, pelo menos em
algum sentido, K é mais unicamente definida quando as diagg
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de que os elementos da diagonal da matriz Wb. são estritamen
te positivos pelo menos para um sujeito.

Para aJ-gume matei.z R diagonal não singular de or

dem r (há r dimensões) ten\os

l l
X R (R ) RXRMPi i (2 )

e consequentemente deve-se fazer alguma restrição nas di.meg.

iões das Wkr com objeti.vos de identificação. Portanto defi
mos

l
N

N

«:: "*

e assumimos que D. = 1 implicando que P. = XX' (OI)de P. é

a medi.a dos Pk). Às soluções para esta equação são obtidas
a menos de uma rotação.

NÓs selecionamos umas dessas soluçoes arbritarig.

mente, por exemplo usando r passos do processo de Cholesky

usando as r raízes características e vetores característi -

cos dominantes de P. . Chamamos essa solução arbritãria de

Y. Segue-se então que

X ; Y . K

onde K ã uma matriz de rotação. Sabemos também que

(X'X)'l X' Pk x (X'X)''t = Wk

tem que ser diagonal para todo k Segue-se que devemos se
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nai.s tem variância MãXiHc&

Para a].cansar esse objetivo, nÓs defi.ni.mos a combi

nação linear das matrizes CV conto:

N

! (Ck) - iEI ek Ck
(6 )

Seja l (CI,.) = KAK' , onde K é uma matriz de vetores caracte-
rísticos e A uma matriz di.agonal de raízes características

(K diagonaliza Z (CK), e A diagonalizou os elementos na sua
diagonal) . A variância dos elementos de entrada da diagonal

(raízes características) pode ser escrita

2p : tr (A') tr2 (A)

t tr [Z2 (ck)]- - t (7)

onde t é a ordem de ! (Ck). NÕs n\aximizamos p com relação a
e' =(el'..., eN) sob a restrição de e' e = 1.

Seja:

Dx ej.tr (ck)l2
l

tp+=p--À(e'e-l): E ekejtr(Ckcj)k ,j '' ' 'n'j'

À (e'a - l) (8)

então

l
2

tr (CI) E ek tr (Ck)
: E k tr (Ck Ci) X elmo

(9)
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Portanto

:l ''*: 'k (10)

onde

akj. : tr . (CkCj.) - tr Ck)ttr (Ci) (11)

A equação (lO) é uma equação característica para a

matriz A cujos elementos são definidos por (].1) , e e ( com

elementos il,.) é o vetou característico da matri.z A. Pode-se
prontamente mostrar que e é o vetou característico corres -

pendente ãs raízes características dominantes de A. Uma vez

que e é determinado, nÓs defi.nimos a coinbinaçao linear

! (Ck) por (6) para obter a rotação K e a configuração inl.
cial x desejada.

Observa-se que a variãlci.a máxima entre as raízes

características não implica necessariamente que cada raiz
caracterÍsti.ca é maximamente distinta das outras. A máxima

distinção pode ser construída como intervalos iguais en -

tre raízes características adjacentes, quando elas forem o11

penadas de acordo com a sua magnitude. dado que a diferença
entre a maior e a menor rai.z característica é constante (a

qual por sua vez, deve .seramaior possível) . Portanto em ce=

tas situações, a distinção máxima entre as raízes caracte-

risti.cas não pode ser rea]izada exatamente pe].o critéri.o de
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varlância máxima, mas do ponto de

da configuração ini-cial, o procedi.mento acima funciona mui

to bem (Young, Takane e Lewyckyj, 1978).

Em dados com erros deve-se antes de defina.r e de

fluir P. , Isto é fao.Imente feito, centrando duplamente os

elementos de cada matriz Ak' com elementos óili.j (e divida.n-
do por -2) para obter a matri.z Pk dos produtos escaleres p2
ra cada sujeito k. (Vice Método clássi.co de E.M.D. Cap. 3)

Em segui.da acha-se a média para todos os sujem.tos P. que pg.
de ser decomposta P. = Y.Y' para obter Y a cona.guraçao 2
ri.eriçada arbri.Latia que melhor reproduz os produtos escol
res médios. Observa-se que

(a) se os dados forem assimétricos, nÕs fazem\os a

medi.a entre (S2ij e (Skji para todos os ie ij em
cada matei.z k antes de centrar;

(b) se os dados tiverem elementos perdi.dos, cada e

].evento é está.nado como média dos julgamentos
dos sujeitos;

(c) a condici.onali.jade dos dados é ign

Apesar do procedimento descai.to assumir que os dg.
dos são métricos é possível obter-se pesos negativos, espe-
cialmente quando as hipóteses de metricidade forem radical

mente vio].idas (Observa-se que a definição de modelo Eucli.-

di.ano Ponderado inca.ui a exi.gêncla que todos os pesos sejam

vista prata-co da obtenção

a

orada
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não negativos) . Quando forem observados pesos negativos usa

-se o seguinte procedimento: adiciona-se o valor absoluto do

peso mais negativo a todos os pesosf assegurando assim to

dos os pesos se tornarão não negativos.
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APÊNDICE FASE DE ESCALONAMENTO ÓTIMO ALSCAL
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APÊNDICE E FASE DE ES'CALONAMENTO' ÓTIMO' AL'SCAL

A fase de escalonamento ótimo do ALSCAL tem por ob

meti.vo escalonar otimamente as observações quadráticas A pg

ra obter as disparidades D' de modo que estas disparidades:

(1) estejam de acordo com as restri.ções de mensuração. (2)

sejam está.maiores de mínimos quadrados das distâncias D obe

deck-das as restrições de mensuração.

Portanto pretende-se maximizar a correlação entre

as observações e o modelo respeitando as características de

mensuração das observações. Resolve-se o seguinte problema

MIN
D+ [ g2 (o / x, w) ]

Começa-se computando as distâncias D a partir de X

e W, parte-se depor.s para a obtenção de D
+

E.l
t

Obtenção de D

Di.scutiremos aqui brevemente a obtenção de D ,maio

res detalhes podem ser encontrados nos artigos de Takane e

Young (1977) e Young, de Leel.tw e Takane (1976)

Para a maioria dos dados o procedimento de escalo-

namento õtimo é a regressão li.near ou regressão monotõni.ca

(Apêndice B) , no ent-anão hã dados que necessi-tam de outros

R
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procedimentos. No entanto, todos os vários ti.pos de trans-

formações de escalonamento Õti.mo podem ser definidas como

transformações lineares das distâncias quadráticas. Isto é

a.,. : Z(d=. :)Kij ''''Kj.j'
+

Ê: transformação linear paralelamente à.s restri.ções

de mensuração usadas para defina.r t (Capítulo 6)

Assim sendo t define as dkij que minimi.zam o SSTRESS
para valores fixos de W e X segundo um critério de mini.mos

quadrados

Ü

Uma vez que se vai fazer uma regressão de akj.j com
relação a (Skij segundo um critério de mini.mos quadrados e
obedecendo ãs restrições de mensuração, Z pode ser represen

Lado por um operador de projeção da forma:

2 : E = Z . (Z 'Z) ''L Z ' ( .L )

Z = matei.z de vetores que definem o espaço no qual o ve

tor das dj;ij sofrera regressão.

Para cada tipo de transformação t define-se uma ma
tri.z Z.

A - Transformação razão (tr): Z = A(vetou de observações
quadráticas)

B - Transformação (tl)intervalar reduzZ Ase ao caso
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após a estimativa de uma constante adiei.va adequada

Nos casos A e B os esticadores de mínimos quadra

dos podem ser obtidos por técnicas de regressão bem co
nhecidas.

Transformação ordina]. (to) e Transformação nome.nal (tn)

Z é definida como uma matriz de variáveis duinmy

indicam as distâncias que devem ser repetidas pa

tisfazer às restrições de mensuraçao.

- Transformação ordinal contínua (tco) : os elementos a

serem repetidos envolvem violações de ordem (procedi-

mento primário de Kruskal para dados repetidos - Cap!

tu].o 9)

- Transformação ordinal discreta (tdo) : os elementos a

serem repetidos envolvem também observaçoes que sao

categoricamente equivalentes(procedi-mento secundário

de Kruskal para dados repeti.(Elos - Capitulo 9)

- Transformação nominal discreta (tdn) : Z indica que as

distâncias que correspondem a observações categorica-

m('nte equivalentes devem ser repetidas. O estimados de

mini.mos quadrados neste caso envolve simpJ-esmente as

médias das categorias

- Transformação nominal contínua (t''') : Z i.ndica as dis

tâncias cine caem fora do intervalo desejado. Neste ca

sara

C

que

cl

C2

C3

C4
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se os esticadores de mini.mos quadrados são os limites

do interval-o para as distânci.as que forem violadas e

as próprias di.stâncias para aquelas que não forem vio

fadas (procedimento pseudo ordinal de de Leenw, Young

e Takane (1976) para determinar os limites Ótimos)

Observe-se que para todas as transformações dis-

cretas exceto a discreta ordinal Z ê conheci.da a priori. Pa
ra as demais transformações Z é conhecida após ser fei.ta a

analise e nesses casos ela varia de i.geração para iteração
dependendo da natureza das distânci.as.

Uma vez representado o esca].onamento õtimo por um

operador de projeção da relação (1) para os quatro níveis e

dois processos de mensuração, isso permite que uma vez defi

nados um vetou coluna d contendo os !!-1l-.;í-- elementos d2

e outro vedor coluna d contendo os elementos corresponden-

dkj.3 possa'se observar que
d - E . d

+

,e 2

#
(2)

Além disso, essa equação que é i.mplícita em termos

de dador não condicionados pode ser facilmente estendi(ila pa
ra dados condici-onados. Quando os dados forem matriz-condi-

cional define-se uma matriz Zi para cada indivíduo separada
mente e em seguida constroi-se uma super matriz Z con os
Zls na diagonal. Para os dados linha-condici.onados define-

-se Zj.j para cada linha de cada matriz i.ndi.vi.dual e em se-
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cuida constroi-se a super'matei.z Z com os Zij's na diagonal

A i-mportância da relação (2) se deve ao fato de a-

gora se poder expressar o SSTRESS sob forma matri.cial e in-

teiramente em fun.ção das di.stâncias. Defi-nindo-se E = 1 -E
tem-se:

g2 (x,w,n ) d' E d (3)

Analogamente escreve--se o SSTRESS normali.zado como

g'2(x,w,o ) = d' E d . d- E (d'd)'i E d
d'd

(4 )

E.]..]. - Constante aditivo

Vamos descrever agora o procedimento apresaltado por

Takane e Young (1977) para estimar a constante aditiva qual
do os dados se apresentarem no nível de mensuração i-nterva-

lar

Assumindo-se que as observações estão defi-nadas no

nível de= mensuração intervalar, tem-se:

aKj.j a( õkij) + b
(5)

para ar b constantes desconhecidas. Se o objetivo fosse oti

mizar o STRESS o problema de estimação seria um si.mples prg



211

blema de regressão envolvendo dkij e (SXI.j' Porém a si.tuação
é mais compli-cada para se oti.mi.zar o SS'l'RESS pois trabalha--

-se com uma relação quadrãtica ao i.nvés de uma simples rega
ção linear

ajÍij : a2(ókj.j)2 + 2ab (õkij) + b2

bre (Sl;j.j que seria o caso se houvesse uma relação li.near en

tre a;ij e ó;ij (caso em que b = 0; nível razão)

Apesar de ser possível resolver (6) diretamente é

mais simples redefi.ni.r o problema, tal que:

(6)

cl + 13 (Õkj.j) + '' mk:. j ' (7 )

deve-se obter as melhores estimativas de cl,13 e sob a restri

Deflnepse então: (1) vetou de parâmetros Y'= Üa,Í3,y]

(2) Matei.z de ordem N . [n(n--1)/2] X 3 (S) onde:

coluna 1 : contém unidades

coluna 2 : contém observações

coluna 3 : contém observações quadráticas

(3) Vedor coluna d contendo as N]n(n-1)/2]

da mesma forma que as õkj.j em S.

arranjadas
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A partir dessas definições pode-se expressar o

SSTRESS numa situação de nível intervalar de mensuraçao co
mo

g2(V, À/S,d) =(d- SY)'(d- SY) +(ll2- 4aY )

(multiplicadorresolvendo ÀY eporminimiza

(9)

Laque se

grande)

O estimados de mÍ

obedecendo ã restrição é:

S)'l Sid + À..q

nimos

(s'Y (10)

Para resolver pelos multiplicadores de Lagrange a9
fine--se:

ql

q2

q3

(s's)'l.g (11)

onde g' = [-2 y ,Í3 , -2a] derivadas de (8)

Deve-se em seguida resolver:

(B + Xq2)z - 4 (a + Àql) . (Y + Àq3) (12)

Seleciona-se a melhor das duas soluções (isto é ,

aquela blue minimiza o SSTRESS) avaliando o conjunto de Y
correspondente a cada raiz.
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Young, Takane e Lewyckyi. (1978) comentam e modifi-

cam o procedimento descrito aci.ma. Afirmam que esse procedi

mento pode gerar disparidades negativas, sugerem post:cinto que

se estimo a constante adi.uva sob a conde-ção de não haver

dispara.danes negativas.

Na equação (5) restri-ngem g e b de nx)do que dj.j.i>-0.

Quando o mínimo dkij for negativo através do procedimento
sem restrição então definem:

+

+

dkj.j a ((Skij + b) (13)

onde b b , t.«a-se ba ' MiW ( õkj.j )

Definem depois

6
Kij 'sKj.j ' mlm(õKij) (14 )

e está.mam as di.stânci.as quadráticas como

'li:j ; 'il::: : .:'':::.,,
Isto reduz ao caso de nível de mensuração razão

E.2 do E.M.0

Vamos descrever o processo de normalização utiliza
do no ALSCAL, Takane e Young (1976) en\ seu atei.go discutem

esse processo e o comparam com o de Carroll e Chang (1970)
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Hã duas consideraçoes separadas no que concerne à

normal-ização da solução do E.M.D., uma com respei-to à norma

lização dos parâmetros (a configuração, os pesos e os valo-
res õtimamente escalonados) e a outra com respeito à função

de perda. Enquanto a normalização da função de perda deve
ser feita em cada iteração e de maneira especÍfi-ca de modo

a impedir certo tipo de soluções d.egeneradas; a normali.zação

dos parâmetros deve ser feita somente antes de se imprimir

a solução fi.nal. Desta forma os números dos qual.s o expert'
mentador dispõe estão em unidades padronizadas para poder

compara-los com outras soluções.

A configuração é normali.zada de modo que a medi

das projeções em cada dimensão seja zero e que a vara.anciã

das projeções em cada dimensão seja unitária.

Normalizam-se os dados otimamente escalonados, dan

do-se preferênci.a a esses ao i-nvés dos dados simplesmente ,
uma vez que dados qualitativos não podem ser normalizados e

os dados otimamente escalonados são quantitativos mesnn qual

do os dados são qualitativos. Para qualquer tipo de condicio

nalidad(!, normaliza-se para cada parti.ção (linha, matriz ou
qualquer) a soma de quadrados dos dados otimamente escalona

dos quadráticos que é constante

É interessante normali.zar os ''pseudo" produtos es

uma vez aue sua soma de quadrados é constante. E em

a

calares
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se fazendo a soma de quadrados dos "pseudos" produtos isca

lares de um inda.viduo igual a 1, a soma dos quadrados dos

pesos do i.ndividuo pode ser interpretada grossei.lamente co

mo inda.dador da proporção de variância nos "pseudo" produ-

tos escaleres que é devida.ao modelo (elimina-se o grossei
ro se X'X = 1)

Portanto, uma vez comp]etada a anã].ise, faz-se uma

normalização final que consiste em computar os "pseudo "
produtos escalares a partir dos dados otimamente escalona-

dos e em segui.da torna-se cada soma de quadrados dos pseu
do produtos escaleres de um indivíduo igual a l

Deve-se observar, no entanto, que a condicionalida

de dos dados e as di.ferenças resultantes na normalização
tem certas impli.cações na interpretação dos pesos ( Takane
e Young (19 77 ) )

Vamos consi.deram agora a normali.zação da função de
perda. Apesar que anualmente a otimização é feita com rela
ção à funçã.o de perda não normalizada

g2(X,W,D ) = (d. :. - d .,)
k: 1. j ' k-i] kij'

pode-se inda.retamente otimizar a função normalizada se pa-

ra isso forem dados passos convenientes (de Leeuw, Young e
Takane (1976)) . É conveniente não se trabalhar com a fun-

ção normalizada uma vez que ela é uma razão entre duas for

(L5)
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mas quadrãti-cas cujas derivadas parciais são considerave].men

te mai.s complicadas que as da função não normalizada.

Ganha-se simplicidade se a função for normalizada

com relação aos dados otimamente escalonados. Não hã ganho

se a normalizaçã(5 for com relação às distâncias. Portanto,

Takane e Young (1977) normalizam a função de perda com relê

ção aos dados otimamente escalonados (D )

nã mai.s duas considerações a serem feitas. Uma de

las fol enfatizada por (Kruskal e Carro11 (1969) e Roskam

(1969)) afirma que a normalização deve ser feita dentro das

partições,, isto ê, para dados não condicionados, onde to-

dos os dados formam uma Única partição, computa-se um único
SSTRESS normali.zado

+

( ]. 6 )

Por outro lado para dados matriz condicionados, OB

de cada matriz forma uma partição separada computa-se o va-

lor do SSTRESS normalizado para cada matriz e em seguida ob
médiatém se a sua

: : ..;:: - 'i:,,:
: : 'K:.j

N
E

k-l
(17)
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Finalmente para da(ios linha condici.onados onde ca-

da linha é uma partição compota-se o SSTRESS normali.zado pa

ra cada linha e em seguida é fei.ta a média

N n

k;l i-l

2+ 2(d dki ki
+ 4E d
Kj.j]

( ]. 8 )

Observa-se que se usa a soma de quadrados dos dados

oti.mamente escalonados quadráticos uma vez que a pei-da é de
fmi.da em distâncias quadráticas e dados oti.mamente escalo-

nados quadráticos (sendo este o motivo da potência 4 no de-
nominador)

Pode-se reduzi-r as fórmulas(16),(17) e(18) a uma

Única introduzi.ndo-se um novo símbolo:

aKij pertence à parti.ção Z

0 caso contrário

+

aj.jkl.

Escreve-se:

g'2;x L
" i il :l '*:j«

+2 22(d d =..:B4J8k ki

i } ; ';:,'
(20)

que é a exÊ)cessão CQlnpletca da função SSTRESS normalizado que
o programa ALSCAL otimi.za.
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A outra consideração a ser feita é quanto à norma-

lização pela soma dos quadrados dos dados oti-mamente escalo

nados quadráticos como em (20) , ou pela variânci.a dos dados

otimamente escalonados quadráticos. Essa questão que também

foi abordada por Kruskal e Carro11 (1969) e Roskam (1969)

fi.ca melhor respondida provavelmente afirmando-se que para

dados li.nha conde.ci.onados deve-se provavelmente usar a va-

ra.ânci.a, por outro lado para outros tipos de dados deve-se

usar a soma de quadrados, Takane e Young (1977) usam apenas

a fórmula (20) , estão elaborando um plano para incorporar

as duas fórmulas ao ALSCAL.

Fi.nalmente, se foi. resolvido o problema não norma-

li.zado representado pela fórmula (15) e for necessário oti-

mi.zar o problema normali-zado representado pela fórmula (20),

pode-se mostrar que basta resolver o problema não normaliza

do e ajustar o módulo do vetou dos dados otimamente escalo-

nados quadráticos, multiplicando-se todos os seus elementos

pelo favor

4E E E d' a
k i j Kj-j b;lj=



219

APÊNDICE ALSCAL
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APÊNDICE F FASE DE EsTimAçÃo DO MODELO ALSCAL

A fase de estimação do modelo da técnica ALSCAL se

propor a resolver sucesso-valente dois prob].amas de n\ânimos

quadrados condicionados.

l9 gub-fase : MINI., [g2(W/X, D+) ]

29 sub-fase : MINX [ g2(x /W, D+)j

F.l Obtenção dos estiinadores dos E?esos

Para está.mar W obtém-se as feri.vidas parciais de
. i- l :...2 2 2

g2 (x, w, D+) : i (dkij '- akij)' com relação aos g

].elnentos de 111 e i.gualarn-se estas dera.vidas a zero. Esse sis

tema de eqtlações é então resolx/ido com relação a w

Para simpli.ficar a derivação define-se uma matri.z y

de ordem (!!-!.P=]2- x r) onde as colunas de y contém. as prole'
ções de todas as distâncias en\ cada dimensão.

a

( j. , j ) (x. -x. ) 2' ia ]a'

Define-se também uma matriz D+ de ordem N x n-j-n::l)

cüjaü linhas coh-Lém as =É.11:!.L observações otimamente esca-
2

2
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lonadas para cada inda.vidro, seus elementos sao arranjados

em correspondência com a matriz y (Esta matriz D'v contém

as mesa-nas i.nformaçÕes que a matei.z D+ descrita no CAP.6 mas

e organizada de forma di.gerente, nesse apêndice nos referi.

remos a essa nova matriz O+)

À parti.r dessas novas definições pode-se escrever
ESS como sendo

gz(y,w, D+) =tr(o+ -wy')'.(O+-wy')(1)

a partir do qual obtém-se o estímador de mini.mos qtladrados
de if, dado por:

. - Í

SSTR0

y y y ( 2)

F.2 Restrições de não neqati.vi.date

Uma di.faculdade que surge na obtenção dá matriz TV

pelo processo aci.Jna descrito é a nâo observância da restri.

ção de nâo - negativa.jade exi.gi.das pelo modê]o Euc].idi.ano
ponderado utili.fado onde

R2 2d E
wkr (xj.r -- Xjr)Kj.j r=l

Vamos descrever abaixo um procedi.mento que permi.-

ta incorporar essa restri.çâo dentro do processo de A LS
(mínimos quadrados alternados)

Para esse processo é fundamental que se observeque
o processo de está.inaçâo apresentado pela fórmula (2) é in-
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dependente para cada indivíduo. Isto é, os valores está.na-

dos para os pesos de um inda.vídeo nâo afetam os valores es

tomados para os pesos de algum outro indivíduo. Isto pode

ser observado pelo fato do SSTRESS (1) poder ser decompor'

to numa soma de componentes separadas, cada uma como fun-

ção de um Úni.co indivíduo

Uma vez que os pesos para um determinado inda.vi-

duo sâo independentes dos pesos para os outros, pode-se iB
por a restrição de nâo - negativa.jade para alguns i.ndi.vÍduos

que tenham pesos negativos sem ter que modificar os pesos

para os outros indivíduos. Observa-se, no entanto, que os
pesos/ para um dado inda.vídeo, não são independentes entre

si, o que signifiva que nâo se pode simplesmente i.gualaros

seus pesos negativos a zero e dei.xar os seus pesos positi-

vos inalterados. Se fi.zermos i.sto destrói.mos as proprieda-
des de mínimos quadrados dos está.ma(lotes dos pesos

A so]ução para o prob].ema é a seguinte: (Younq ,

De Leeuvi e Takane 1977)

].9) Obtêm-se os esticadores de mini.mos quadrcados

de w através da fórmula (2)

29) Usam-se essas estimativas para os i.ndividuos
cujos pesos sao nao negativos

39) Para os demais i.ndi.vidros, iguala-se um dos
pesos negativos a zero, sendo ele o está.mador de mini.mos
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quadrados sob a restrição de que todos os outros pesos sâo
constantes

49) É reestimado o valor de um outro peso sob a

hipótese de que todos os outros pesos sâo constantes. O es

timador de mínimos quadrados condicionados para uilt sÓ peso
ê dado por:

(d+k - bEa wkb yb)' ya
wka :

(y'a ya)

wka: peso atribuído pelo i.ndi.vÍduo k à dimensão a

ya : a-ésima coluna da matriz Y

Se este peso estimado for negativo, iguala-se a
zero

59) Repete-se então esse processo para cada di.men

sào atê que todos os pesos para o indivíduo sejam não ne92
tivos

F. 3 : QbE911ç99...gg.g..gg.Êimadores de mínimos cruadra

dos da Confinuracâo

Essa sub-fase ê t.im pouco mai.s complicada que a es
ti.mação dos pesos uma vez que as derivadas parciais do

SSTRESS com relação aos elementos da configuração X nao sâo

funções lineares das coordenadas (xln) . Sendo o SSTREss U-

ma função qucarta das coordenadas (Xia) , o sistema obtido
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pela derivação é de 39 grau em xia ' Vãri.as sâo as formasde
resolver esse sistema, Younq (1977) discute algumcas, divi-

dindo-as em dois tipos: as que permi-ten\ a estimação si.mul

tânea de todas as coordenadas e as que está.mam uma coorde-

nada por vez nun\ processo iterativo. Ele opta por um pro'

cesso intermediário, está.mando um bloco de coordenadas xia
si.multâneamente; de modo que o número de coordenadas siinul

tâneamente estimadas não seja grande o suficiente, a ponto

de tornar o processo tão vagaroso que chegue a cancelar os

benefícios derivados da está.mação simultânea

Para esse fim aplica uma modifi.cação do método de

Newton - Raphson para obter o novo conjunto de está.maiores

de mínimos quadrados condici.onados de todas as coordenadas

de um Úni.co ponto si-multâneamente, resolvendo a seguir su-

cessivamente para cada um dos pontos. Isto é, estima Eia -

; (Xil . xi2 ,..., xi.r) simultâneamente para um determi.nado

estímulo i e sucessivamente repete o processo para todos
os estímulos (i=]., ...n) (Yates 1972)

O trabalho desenvolvido por Young (1977) consiste

em apli.car o método de Newton - Raphson para obter estima-

dores de mini.mos quadrados condicionados que resolvem o

problema : MINxl l g (xi/xj l t'l, Dt); i. # j 1. Portanto o

seu procedimento é colocar o método de l*lewton - Raphson na

forma de trabalho de A.L.S. para resolver um sistema de
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equações cúbicas em r incógnitas

Young (1977) usa a moda.fi.cação de Gi.ll e Murray

(1972) do procedimento de Newton - Raphson que garante que

a matei.z Hessian vem a ser positi.va definida. Isso garante

que se esta procedendo em direçâo descendente. Uma vez que

a Hessian é sempre pelo menos positiva semi-definida é de-

sejável garantir que isso ocorra durante todo o processode

está.mação. Se i.sso não for "suficiente" então reli.beradamen

te sao escolhidos valores e soldados na diagonal para forçâ-

-la a ser post.uva defi.nada (Gill e Murray 1972) . Isso impg

de a convergênci.a para um maxi,mo ou para algum outro ponto
que nao seja mini.mo

O processo usado por Young (1977) começa veria-can

do as duas pri.moiras derivadas do SSTRESS com relação a x
para \lm i. fi.xo e a variande de l a r

la

Para simplificar a dera.vaçâo observa que

+kíj ' d2kii = d+ki.j ' a=1 ka (Xi.a - Xja)2

kii a:l ka xia + 2 aE] wka xi.a Xja ' aEI Wka xzja

e i.ntroduz uma série de defi.nações

Primeiro reune os termos que não envolvem xi.a (os
termos fi.xos) e define

+

hkij : d kíj
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Organi.zam-se estes termos num vedor h.i que contém

todos os termos hkij para i fixo e j # i(este vetou tem
N.(n-l) elementos)

Define-se também uma super matriz G = [GI , G2]
com N.(n--l) li.nuas e 2r colunas. Sendo

wll xll "lr xlr

XIr ]r

W XIr nr

Nr nr

UIr

UNr

lüe uIm

W Y
' 1 1 ''j l

w x
11 ''nl

wNI Xnl

wll u

G2

wNI u

onde u é um vedor coluna ((n-l) x 1) tal q V l,m

Defi-ne também um super vedor de ordem (2r x 1) a]

que consiste do vetou Ej. = (xil , ... xir) e um vetar cujos
elementos sâo os quadrados dos elementos de x

Uma vez que é possível expressar os elem

l

entoa qua
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dráticos como produto de uma mcatri.z diagonal por um vetou,

defi.ne a seguir Xi como sendo uma matei.z diagonal de ordem
r que tem as coordenadas do estímulo i. na sua diagonal (nâo

deve ser confundida com a matei.z X configuração)

't
xil

X
''Í 2

x. :l

;: 1

Com essas defi.ni.çÕes escreve o SSTRESS: como sendo

g2(X, W. D*) =lãi(hi -Gaj.)'(hi - Gaj.)(3)
(o fatos { aparece pelo fato da soma ser para todos os N.n2

elementos d kij ao invés que na defi.níçâo anterior doSSTREss
a soma era sòmente sobre a porção triangular i.nferior de ca
da matriz)

q

yraaxente {aerlvadas primeiras do SSTREss

com relação a xj) é expresso como

g = - [ 1, 2 Xi ]G'hi + [1, 2 Xi ]G'G ai

[G'IGI + 2 Xi G'2GI + G'IG2 Xj. + 2 Xj. G 2G2 Xj. ] Xi

[GI hi + 2 XI G2 hi ]

0 vedor

( 4 )
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Os elementos abaixo da di.agonal- da matriz Hessian

(matriz das derivadas parciais de 21 ordem) são dados por

(para a / b)

hab - [e'a ' 2 Xia e'a
L

,: vetar com a unidade na a-ési.ma posição e ze
ro nas outras

A a-êsi.ma diagonal da l:lessian ê dada por

haa: ' l 0r 2 e'a IC'hi + l e'&r 2 Xia e'a G'GI ea

2 ;'i; '. ]

* t .', : ''- I'''l *:
xi "j.]

Usando o gradiente e a llessian caiu o procedimento

de Gjli e Murray (1974) para o método de Newton e Raphsonr

YouRg (1977) obtém a 2-ésima estimativa de :i denotado por

xl(g) de acordo com:

x. (z )
; 1 (l-z) . o .fi(c-i) ''L g(z-l)

o : tamanho do passo para garantir g2(t) < g,2(t-l)

se fl post.uva definida

H + F: se H nâo é positi-va definida

H
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F : matei.z diagonal. com valores posa.uivos na di.a
tonal

A matei.z F é determi.nada de acordo com o procedi -
mento de Gill e Blurray (1974)

Uma vez tendo mi.ni.mi.zado o SSTRESS com relação a

um unico ponto, repete o procedi.mento para outro ponto, até
que todos os pontos tenham sido submetidos ao processo. Is-

so defi.ne uma iteraçâo. Observa-se que uma vez está.medas as

coordenadas de um ponto, as velhas coordenadas sâo automati

comente descartadas e as novas estimativas sâo i.nseri.das an

tes que sejam está.manias as coordenadas do outro p-.unto. Esta

substj.tui.çao i-mediata é imprescindível uma vez que cada sub-
oti.mizaçâo nâo é independente das outras

uã um pequeno problema teóri.co a ser consi.derado

com o procedi.mento descrito acima. A função a ser mi.ni.mi.za-

da (3) é de 49 grau; sendo seu grada.ente um si.stema de equa
çoes do 39 grau (4) ; esse sistema de equações ciibicas tem

no máximo 2r mínimos, dos qual.s não mais que 2r - l são mini

mos local.s e um ê mini.mo global. Portanto em uma di.mensãode

ve haver um mini.mo local além do mini.mo global, em duas di-

mensoes deve haver em torno de 3 mini.mos locais, em 3 dimen

does sobe a 7 o número de mínimos locais, e assim por dian-

te. O procedimento proposto converge para um dos mini.mos sem

assegurar que seja o mínimo g].oral. Segundo Younq (1977) re
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sulcados de canáli.ses numéricas indicam que com mais frequêB

cia converge-se ao mini.mo Óti.nlo (especialmente se tiver unia
boa estimativa inicial e se o m'ânimo Ótiino tiver um valor

bem melhor que o mínimo local, situação esta que pode ounâo

existir) e pelo menos ocasionalmente converge-se a um mini--
mo nâo ótimo.

Young (1977) é de opinião que esse problema teÓri

co é de pequeno efeito prãti.co, ele discute o caso e apõe

senta soluções alternativas em seu arte.qo
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APÊNDICE SALDA PO PROGRAMA ALSCAL
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