ESCALONAMENTO MULTIDIMENSIONAL

MONIQUE SARAH LEVY MALZYNER

DISSERTACAO APRESENTADA

MO

INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

DA

UNIVERSIDADE DE SAQ PAULO
PARA OBTENCAO DO GRAU DE MESTRE
EM

ESTATISTICA

ORIENTADOR:

PROF. DR. WILTON DE OLIVEIRA BUSSAB

- 830 Paulo, Junho de 1981 -



Ao meu marido
Artur
E aos meus pais

Mirella e Victor



Agradecimentos:

Queremos, atraves desta pégina, agradecer a todos
que colaboraram na realizagao deste trabalho,mas em

especial a:

Professor Doutor Wilton de Oliveira Bussab, por

sua proficua orientacdo ao trabalho;

Professor Doutor Adolpho Walter Pimazoni Canton,
pelo interesse demonstrado na execugao do nosso tra

balho;

Professor Doutor Antonio Ribeiro de Almeida, por

ter cedido o programa ALSCAL;

Professor Doutor Arno Engelmann, pela cessao dos

dados usados na nossa aplicacao;

Professora Gracga Bressan, por ter implantado e}
programa ALSCAL no Instituto de Fisica da Unhiversi-

dade de Sao Paulo;

Regina Helena da Silva, por seus préstimos dati-

lograficos;

Todos os amigos do Instituto de Matematica e Es~-
tatistica da Universidade de Sao Paulo, por seu

apoio e incentivo inestimaveis.

Monique Sarah Levy Malzyner



e M e e B R el g e e m e e T P gy b =

= - m=a °
T
-
f R
—r—r -n
I =%
SERL- o
[
F
I
i
[
5

e 1 TR IR St i T . LSRR TR R R TR itk Bk



INDICE

CAPITULO 1 - INTRODUCAO

1.1 - Apresentagao do Problema . . . . . . . .
1.2 - Aplicabilidade.

1.3 - Descrigao do Trabalho.

CAPITULO 2 - MEDIDAS DE PROXIMIDADE . . .
2.1 - Introdugao. . . . . .

2.2 - Consideracgoes Matematicas

2.3 - Medidas de Proximidade

2.3.1 - Introdugao. . . . . . . . . . . ..
2.3.2 - Alguns procedimentos para obtencgao

de medidas de proximidade.

CAPITULO 3 - ALGUNS METODOS DE E.M.D. A "2 FA
TORES".

3.1 - Introdugao.

3.2 - Método Classico. .
3.2.1 - DefinigOes e Teoremas

3.2.2 - Solugao do E.M.D. Métrico. . . . .

3.2.3 Propriedades Gtimas da Solugao Classi-

ca e Adequacao do Ajuste.
3.3 - Métodos Nao Métricos. . . . . . . .

3.3.1 - Método de Coombs.
3.3.2 - Método de Shepard: Andlise de Proxi-

midades. . . . . . . . . . .

Pg.

11

11
13
15

15

19

31

31
33

33
37

42

46

46

46



Pg.

3.3.3 - Método de Kruskal. . . . . . . « . . 50
3.4 - Comparagao de Configuragoes. . . . . . . 51
3.4.1 - Medida de Adequagao de Ajuste. . . . 51
3.4.2 - Rotagdo Procrusteana. . . . . . . . 53
3.4.3 - Fator de Escala. . A 53
CAPITULO 4 - METODO DE KRUSKAL. . . . . . . . 58
4.1 - Adequagao de Ajuste. . . . . . . . . . 58
4.2 - Obtencao da Solugao . - . « « « « + = =« 62
4.2.1 - Nivel intuitivo. . . . . . . « « « & 62
4.2.2 - Nivel tedrico. . .« « « « « & « « =« = 62
4.2.3 - Nivel pratico. . . . . . « « . « . . 63
4.3 - Diagrama de Dispersao. . . . « .« « « « = 72

CAPITULO 5 - ESCALONAMENTO MULTIDIMENSIONAL  :

"3 FATORES" . . . .« « « « « o « = 80

5.1 - IntroduGao . . « « « « = o « & o« e 4 - = 80
5.2 - Técnicas de E.M.D. a "3 Fatores" . . . . 85
CAPITULO 6 — ALSCAL . .+ « + « « « « « = = = =« 96
6.1 — IntroduCao . « « « & o & . s e .+ e . e . 96
6.2 — Dados — Mensuragao . . . « « + + & « = = 99
6.2.1 - Processos de Mensuragao. . . . . . - 100
6.2.2 — Niveis de Mensuragao. . . . . . « . 101

6.2.3 - Condicionalidade. . + - + « « « - =+ 103



6.3 - Medida de Ajuste.

6.4 - Descrigao da Técnica ALSCAL

CAPITULO 7 ~ ANALISE DA SOLUCAO DO E.M.D.

7.1 - Escolha da dimensdo do espaco.
7.1.1 - Introducao. . . .
7.1.2 - Ajuste . . . . . . . . .. ... . .
7.1.3 - Interpretabilidade da solucdo.

7.1.4 - Facilidade de uso da solucao .
7.1.5 - Estabilidade da solucdo. . . .
7.2 - Interpretagdo da Configuracdo. . . . .
.1 - Introducao.
-2 - Rotagao da configuracdo
2.3 - Regressao linear.
-4 - Analise por vizinhancas
-2.5 - Outras formas de interpretacao
-6 - Auxilio na analise da solucao
7.2.7 - Representacao de uma configuracao num

espago tridimensional

CAPITULO 8 - APLICACAO

CAPITULO 9 - COMENTARIOS . .

- Distancias Nao Euclidianas

- Medidas de Ajuste. .

9.1

9.2 - Dados repetidos. . . .
9.3

9.4

~ Consideragoes finais . . . . . . . . .

Bg.

105
109

113

113

113
115
120
122
123

125

125
126
129
137
144
150

152

154

173

173
175
176
177



P9.

A. APENDICE A - DEMONSTRACOES DOS TEOREMAS DO CA-

PITULO 3 = ¢« « & « o o « = « « o« 179

A.l - Demosntragao do teorema 3.1l. + .+ . . . 180

A.2 - Demonstragao do teorema 3.2. . . . . . 183

A.3 - Demonstragao do teorema 3.3. . . . . .. 184

A.4 - Demonstracao do teorema 3.4. . . . . . 186

A.5 - Demonstragao do teorema 3.5. . . . . . 187

B. APENDICE B - REGRESSAO MONOTONICA. . . . . . . 191
C. APENDICE C - "STEEPEST DESCENT". . . . . . . . 194
c.l - Métodos de Gradiente. . . . . . « . . . 195

C.2 - Método do "Steepest Descent". . . . . . 196

D. APENDICE D - FASE INICIAL: ALSCAL. . . . . =« = 197

E. APENDICE E - FASE DE ESCALONAMENTO OTIMO :ALSCAL 205

E.1l - Obtencdao de D*. . . . . . « « « &+« « « == 206
E.l1l.1 - Constante aditiva . . . . . « « =« .o 210
E.2 - Normalizagdo da solugao do E.M.D. . . .. 213

F. APENDICE F - FASE DE ESTIMACAO DO MODELO:ALSCAL 219

F.l - Obtencgao dos estimadores dos pesos. . .. 220
F.2 - Restrigoes de nao-negatividade. . . . .. 221
F.3 - Obtencao dos estimadores de minimos qua-
drados da configuragao. . . . « « + « . 223
G. APENDICE G - SAIDA DO PROGRAMA ALSCAL. . . . 231

BIBLIOGRAFIA . « ¢ &« o =« o o o o s o =« s = o s o = 244



CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 - APRESENTACAO DO PROBLEMA

Supondo que nos seja dado um mapa apresentando a
localizagao de algumas capitais brasileiras, e que se dese
je a partir do mesmo a construgcao de uma tabela das distan
Cias entre essas capitais, a tarefa & extremamente simples.
Basta conhecer a escala na qual o mapa foi construido e com
o auxilio de uma régua obtém-se as distancias pedidas (Fi-

gura 1l.1).

Agora consideremos o problema inverso,no qual nos
€ dada uma tabela apresentando todas as distincias entre al
gumas capitais brasileiras e nos é pedida a construgao do

mapa. A solugao ja nao & tiao imediata.
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Figura 1.1 - Mapa do Brasil
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Em esséncia O Escalonamento Multidimensional,
ou E.M.D. & um método que permite a resolucao desse tipo
de problema. Na figura 1.2 pode-se observar o "mapa" do
Brasil obtido através do E.M.D. a partir das distancias en
tre algumas capitais brasileiras apresentadas na tabela
1.1. A aplicagao tipica do E.M.D., no entanto, & bem mais
complicada do que este simples exemplo possa sugerir. Por
um lado os dados geralmente contém algum erro. Por outro
lado, raramente sabe-se com antecedéncia se um simples ma-
pa bi-dimensional é adequado, ou se @ necessario um "ma-

pa" que use trés, quatro, ou mesmo mais dimensoes.

O E.M.D. engloba uma classe de técnicas. Essas tec
nicas usam proximidades entre objetos como entrada.Uma pro
ximidade € um nlmero que indica quio similares ou gquao di-
ferentes sao dois objetos, ou como sio percebidos dois ob-
jetos. Ou ainda, & alguma outra medida que interpreta a re
lagao entre dois objetos. 0 objetivo principal €& uma repre
sentacao espacial que consista em uma éonfiguragéo geomé-
trica de pontos, semelhante a um mapa. Cada ponto na confi
guragao corresponde a um dos objetos. Espera-se que essa
configuragcao reflita a "estrutura escondida" nos dados e
torne os dados mais compreensiveis. Por refletir a estrutu
ra dos dados, entende-se que a maior dissimilaridade (ou a menor
similaridade) entre dois objetos, representada pelo valor

da medida de proximidade, corresponda o maior afastamento
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na configuracao espacial.

Uma das formas mais importantes de analise dos re
sultados de um E.M.D. & feita observando simplesmente 0s
pontos, sendo que cada um deles deve indicar o objeto que
ele representa. Se forem produzidos resultados interessan-
tes, estes serao geralmente verificados examinando a confi

guracao obktida.

As técnicas de E.M.D. diferem de outras técnicas
de Analise Multivariada pelo fato dos dados nao serem n pon
tos observados num espago r—dimensional e sim apenas uma
funcdo desses pontos, ou seja, as % n(n-1) distancias en-
tre esses pontos. Usualmente sao distancias empiricas.

As origens das aplicagoes do E.M.D. encontram-se
no campo da Psicologia, dai advem o fato dos objetos a se-

rem escalonados constituirem o que habitualmente chamamos

de estimulos.

1.2 = APLICABILIDADE

No entanto o E.M.D. ndao se prendeu apenas as suas
origens e atualmente & aplicado em varias areas de pesqui

Sa.

Na Psicologia, o E.M.D. & usado para entender a a

valiagao e a percepgao de estimulos auditivos ( tais como



palavras e tons musicais), estimulos visuais (tais como co
res e faces) e entidades sociais (tais como tracos de per-
sonalidade e situagGes sociais) (Torgerson 1953, Shepard

1962, Rosenberg 1968, Young 1970).

Socidlogos usam técnicas de E.M.D. para determi-
nar a estrutura de grupos e organizagoes, baseados nas per
cepgOes que os membros tem uns dos outros, e nas interagoes

de comportamento (Shepard 1972, Funk e outros, 1976).

Antropbloges usam essas técnicas para comparar di
versos grupos culturais baseados em suas crencgas, lingua-

gens e artefatos (Shepard 1972).

Economistas e pesquisadores em mercadologia utili
zam-se de técnicas de E.M.D. para investigar as reacoes dos
consumidores com relagao a uma variada classe de produtos.
Comparando-se inclusive produtos novos com produtos ja e-
xistentes no mercado. Conhecem-se pesquisas com produtos
farmaceuticos (Neidell 1969), classificacao de revistas ,
comparagao de grandes firmas (Green e Maheshwari 1969) ,pro

gramas de T.V. (Green e Carmone 1969) e muitas outras.

Pesquisadores Educacionais usam essas técnicas pa
ra estudar a estrutura da inteligéncia baseados em varias
baterias de testes e na ambientacgao em salas de aula (She-

pard 1972).

Pode-se encontrar aplicagoes de E.M.D. em autras
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aéreas nao citadas aqui (Shepard 1972, Hodson 1966) .

O E.M.D. pode ser usado para adotar-se uma estru-
tura unidimensional num conjunto de dados, isto e, quando
esperamos que os dados sejam parametrizados por um anico
eixo. O exemplo mais comum & a seriagao onde queremos des-
cobrir a ordem cronoldgica dos dados. Observa-se que embo-
ra o E.M.D. possa ser usado para ordenar oOs dados no tempo,
a direcao dec tempo deve ser determinada independentemente.

(Mardia 1979)

1.3 - DESCRICAO DO TRABALHO

O presente trabalho se propoe a ser um guia = que
permita a um pesquisador aplicar o E.M.D. quando julgar ne
cessario. Define e descreve o E.M.D., classifica os diver-
sos tipos de E.M.D., apresenta algumas técnicas para a re-
solucao do problema e finalmente sugere possiveis analises

dos resultados.

Estio descritas neste trabalho as varias etapas
que devem ser percorridas para se aplicar uma técnica de
E.M.D., desde a coleta dos dados até a analise dos resulta

dos.

A nossa aplicacao foi de E.M.D.a "2 fatores", e a
idéia inicial era se ater a esse tipo de Escalonamento, no

entanto, a tendéncia de todos os autores atualmente & a de
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lidar com o E.M.D.a "3 fatores", portanto resolvemos descre-
lo também; além de que o programa utilizado na aplicagao es

ta habilitado para o E.M.D. com diferengas individuais.

A escolha da medida de proximidade define o E.M.D.a
ser aplicado, assim sendo, no Capitulo 2 apresentamos essas
medidas e fizemos uma coletanea de algumas delas, utilizadas

pelos diversos pesquisadores em aplicagoes do E.M.D.

No Capitulo 3 ha wum breve histdrico do E.M.D. a "2
fatores", dando um maior destaque ao método classico de
E.M.D. que & o que langa as bases para as técnicas atuais.

No Capitulo 4 foi descrita a técnica de Kruskal pa
ra E.M.D.a"2 fatores", pois através dela pode-se entender o
procedimento todo de E.M.D.. Além disso, ela & de grande im
portancia por introduzir uma medida de ajuste nos métodos

de E.M.D.

No Capitulo 5 had um relato das técnicas de E.M.D .

a. "3 fatores", salientando aquelas mais divulgadas.

O Capitulo 6 descreve a técnica ALSCAL ( Takane,
Young e de Leeuw, 1977) de E.M.D. a "3 fatores" utilizada

por ndés na aplicacdo do E.M.D..

O Capitulo 7 se preocupa com a analise dos resulta
dos de um E.M.D., prendendo-se novamente ao E.M.D. a "2 fa-

tores".

No Capitulo 8 esta relatada a nossa aplicagao, de
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E.M.D. realizada a pedido do Prof. Arno Engelmann com da
dos estudados por ele através de outras técnicas estatis-

ticas (Engelmann, 1978).

Finalmente no Capitulo 9 sao tecidos alguns co-

mentarios a respeito do trabalho.

Foi deixada em apéndice a parte matematica evitan

do assim um truncamento numa primeira leitura do texto.



==

CAPITULO 2

MEDIDAS DE PROXIMIDADE

2.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo vamos tratar da primeira etapa do
E.M.D.,acoleta das medidas de proximidade, ou seja, a cole
ta dos dados a serem escalonados. O assunto sera tratado sob
duas formas. A primeira delas mais formal para estabelecer
Os conceitos, e a outra pratica, de modo a servir como guia

numa aplicag¢ao de E.M.D.

As medidas de proximidade podem se apresentar em
quatro niveis de mensuragao, sendo que para cada nivel ha

técnicas adequadas de E.M.D.

-

O nivel considerado mais baixo (Roscoe, 1975) & o

nominal que consiste simplesmente na classificagéo das obsqg




. .

vagoes em categorias.

O nivel de mensuracao ordinal, chamado tambéem de es
cala ordinal distingue-se do nivel nominal por existir uma
ordem entre as categorias, isto @ uma categoria pode ser pos
ta em posigao mais alta ou mais baixa com relagcao a outra.
Quando medidas de proximidade estiverem numa escala ordinal
a sua magnitude ndao tem importdncia, o fundamental & a sua
ordenagao. Numa escala ordinal nao ha especificagao  alguma

com relagao a magnitude do intervalo entre duas medidas.

O nivel intervalar de mensuracao distingue-se do or
dinal por haver intervalos iguais entre as unidades de medi
da. Isto significa que a medida 50 pontos esta na metade do
intervalo de 40 a 60 pontos. Uma vantagem desta escala & que
a estas medidas podem ser aplicadas as quatro operacgoes arit
méticas (adigao, subtragdo, multiplicagdo e divisdo). A esca
la intervalar e uma escala realmente quantitativa, porém ela
nao tem um zero real. Isto significa que nao se pode inter-
pretar a medida de 50 pontos como indicando duas vezes mais

que a medida de 25 pontos.

A escala razao tem todas as propriedades da escala
intervalar acrescidas da existéncia de um zero real. Numa es
cala razao pode-se afirmar que a medida zero significa au
séncia de um determinado atributo e além disso pode-se afir

mar que uma medida representa trés vezes mais que outra.
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As medidas de proximidade quando se apresentam numa
escala intervalar podem ser transformadas para uma escala ra
zao mediante o acréscimo de uma constante (constante aditiva)

(Torgerson 1962, Young 1977) .

2.2 ~ CONSIDERACOES MATEMATICAS

Definigdo 2.2.1: Medida de Similaridade: Uma medida de si

milaridade razoavel Gij (similaridade entre o estimulo i e o

estimulo j) deve obedecer as seguintes propriedades:

(i) Gij = 6ji e 6ii = 6jj

(ii) Gij > 0

(iii) 6ij cresce quando a similaridade entre i e J

aumenta.
Definigao 2.2.2: Matriz de Similaridades: Uma matriz A e
chamada matriz de similaridades se §.,. = §.. e se §,. < §,.
1] Ji ij - “ii

Vi’j. \

Definicao 2.2.3: Medida de Dissimilaridade: Definindo-se a

medida de dissimilaridade entre o estimulo i e o estimulo 3j
0 * = — = . ]
como: § 15 Gii 6ij ela deve obedecer 3s seguintes proprie

dades:

(i) 8*j4 > 8%, =0
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I * — *
(ii) 8 i3 § )

(iii) G*ij decresce quando a similaridade entre i

e j aumenta.

Definigdo 2.2.4: Matriz de Distdncias: Uma matriz D de or

dem (n x n) e chamada matriz de distancias se for simétrica,

d;j; =0edys 20, i #73 .

ii J
As distancias definidas segundo 2.2.4 constituem u
ma semi-métrica, para transforma-las numa métrica (portanto

para tornar metrico o espago dos estimulos) elas devem obe

decer a desigualdade triangular.

dij < dik + dkj ¥ i, 3,k \

Se as medidas de proximidade (similaridades ou dis
similaridades) estiverem apenas no nivel de mensuragao ordi
nal & razoavel assumir que na classe das fungSes monoténi-
cas exista pelo menos uma que possa transforma-las em dis-

tancias.

De fato, para um conjunto finito de pontos isto &
triviai, basta definir a fungao monotdénica como sendo a adi
cao de uma constante suficientemente grande is medidas de
dissimilaridade (a*ij) e deixando-se 6*;; = 0. A menor cons

tante que funciona & :

= 3 * - * - *
Cmin = Max; 5y (8%55 = 8%, = 8%3)
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a partir dai pode-se definir dij por

(

dis = 6

:] +Cmin p/l#]

Demonstragao: d,. < d., + d

ij - Tik k3
5*ij+c ga*ik+c +<s*kj+c
a*ik +C 4+ 5*k3 > s*ij
€ 2 8%y = 8N 0%y
Portanto Crin = méxi,j,k (éfij - G*ik - G*kj)

Certamente alguma constante C » Cmin pode também con
verter as medidas de dissimilaridade G*ij em distancias métri
cas, mas Cmin € o menor valor que pode executar a transforma-
¢ao. De fato Cmin € uma das estimativas da constante aditiva
adotada para converter distincias comparativas (escala inter
valar) em distancias (escala razdo) no método classico de E.M.

métrico (Torgerson 1962)

2.3 - MEDIDAS DE PROXIMIDADE

2.3.1: Introducao
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Ao se realizar um trabalho que necessite a aplica-
cao de alguma técnica de E.M.D.aprimeira etapa a ser conside
rada & a definicdo da medida de proximidade entre um conjun-

to de estimulos.

Na pratica, uma "medida de proximidade" deve ser um
valor que indique o grau de semelhanga ou disparidade real
entre dois estimulos, ou entdo, o grau no qual eles sdo per

cebidos semelhantes ou distintos por determinados sujeitos.

Os estimulos ja usados por experimentadores sido os
mais variados, cores, sinais de Codigo Morse, revistas, pro
dutos farmacéuticos, nagdes, jornais, candidatos politicos,

descobertas arqueoldgicas, etc...

Ha varios procedimentos para se obter as medidas de
proximidade, um procedimento comum consiste em pedir a deter
minados sujeitos que julguem diretamente a "distdncia psico-
logica" (ou a aproximagdo) entre os estimulos. Por exemplo,
o sujeito pode atribuir uma nota numa escala de 1 a 9 para o

grau de semelhanga entre duas personalidades politicas.

Aléem dos termos "similaridades" e "dissimilaridades"
geralmente usados para designar as "medidas de proximidade "
pode-se usar palavras alternativas tais como: relagao, depen

déncia, associacao, complementagao, substituicdo, etc...

Os atributos segundo os quais os sujeitos devem jul

gar os estimulos nao lhe costumam ser revelados, sendo que
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muitas vezes a descoberta desses atributos & um dos objeti-

vos do experimentador.

Em certos tipos de experimentos psicologicos, como
por exemplo percepgao sonora ou visual, obtém-se como medi
da de proximidade, "confundimento entre estimulos". Esta me
dida € obtida quando a tarefa do sujeito consiste em julgar
se dois estimulos apresentados a ele sao iguais ou diferen
tes. A percentagem de respostas "iguais" para um par de es
timulos fisicamente distintos & a_ "medida de confundimento"

(Shepard 1963, Wish 1967) .

Outra medida de proximidade & a chamada "confusao

de resposta" e obtida quando o sujeito deve identificar um
estimulo apresentado a ele. A percentagem de vezes que O su
jeito responde "j" quando lhe & apresentado o estimulo "i"
€ a medida de "confusdo de resposta" . Um exemplo dessa me
dida pode ser obtido em experimentos onde sao apresentados
aos sujeitos os simbolos do codigo Morse (Shepard 1974,Wish

e Carroll 1974).

A quantidade de comunicagao e interagao entre indi
viduos, grupos, ou outras entidades pode ser considerada co
mo uma medida de sua proximidade. Por exemplo, pelo nimero
de conversas ou encontros entre esses individuos. A aplica
¢ao de alguma técnica de E.M.D.aesses dados fornece um mapa

sociométrico, no qual, grandes distancias refletem uma me-
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nor associagao entre as entidades. Da mesma forma, pode-se
obter por técnicas de E.M.Daplicadas ao trafico telefdnico,
volume de viagens ou quantidade de outras transagoes de uma
cidade para outras, um mapa de comunicagées ou entao de cor
rente de informagoes entre cidades (Slater 1976, Coombs 1964).
Estes dados devem ser "processados" antes da aplicagao da
tecnica de E.M.Dpara remover o efeito do tamanho das cida-

des sobre os dados.

Uma forma muito comum de se obter "medidas de proxi
midade" @ através de tabelas que fornegam dados quantitati-
vos relativos aos estimulos, sendo que a medida de proximi-
dade & derivada desses dados. Por exemplo, as linhas da ta-
be;a original podem corresponder a varias nagoes e as colu-
nas podem ser medidas do produto nacional bruto, energia con
sumida, n? de partidos politicos, etc... A forma mais comum
de se derivar uma medida de proximidade de perfil & se com
putar as correla¢ées entre as variaveis ou as distancias qua
draticas entre os estimulos (Wish e Carroll 1974). Apesar
das correlagoes serem normalmente analisadas por tecnicas
de Analise Fatorial e procedimentos analogos (Banks e Gregg
1965, Rummel 1969, Sawyerﬂ 1967) elas também podem ser con
sideradas "medidas de proximidade" e ser analisadas por téc

nicas de E.M.D.(Guttman 1966, Weisberg e Rusk 1970).

Uma vez obtidas as medidas de proximidade elas sao

dispostas em matrizes, nas quais cada elemento Gij represen
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ta a proximidade entre o estimulo i e o estimulo i

Para aplicagao de técnicas de E.M.D. a "3 fatores™
(vide Cap. 5) sao construidas matrizes individuais Ak onde
cada elemento 6kij representa a medida de proximidade entre
os estimulos i e j , Jjulgada pela sujeito k. No caso de apli
cagao de E.M.D. a "2 fatores" (vide Cap. 3) & construida uma
Gnica matriz A, onde cada elemento Gij representa a medida

de proximidade entre o estimulo i e o estimulo J , Jjulgada

pelo grupo de sujeitos.

2.3.2: Alguns Procedimentos Para Obtencao de Medidas de

Proximidade

2.3.2.1: mTriades

A: Método das combinacoes triadicas (Torgerson, 1962)

Sejam dados n estimulos, eles sao apresentados aos
- n(n-1) (n-2)
6

sujeitos em triades, num total de Ch, 3 tria-

des (grupos de 3 estimulos)
Ao lhe ser apresentada a triade (i, j, k) o sujei

to devera indicar dentre os trés estimulos, quais sao os dois

mais semelhantes e quais sao os dois mais diferentes.

A partir de cada resposta do sujeito sdao inferidos
trés julgamentos. Por exemplo, se & apresentada a triade (i,

jr» k) e o sujeito responde: i e j sao os mais parecidos e
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iek sao os mais diferentes, podemos concluir que

(1)

e mais parecido com j do que com k

[

(2) j @ mais parecido com i do que com k

(3)

I~
o

mais parecido com j do que com 1

Depois de apresentadas todas as triades a todos os
sujeitos, construimos para cada estimulo k a matriz [}pij]

onde ;p & a proporciao de vezes que o estimulo k & julgado

ij
mais parecido com o estimulo i do que com O estimulo j. Os
elementos dessas matrizes sao entao processados (Torgerson

1962) até que sejam obtidas medidas de distancia entre os

- -
estimulos numa escala razao-.

B: Metodo Completo das triades

Neste método cada triade (i, j, k) & apresentada
trés vezes ao sujeito, em cada apresentagdo obtém-se direta
mente do sujeito uma das conclusOes acima. Por exemplo, con
sidere-se uma dada triade (i, j, k), na primeira vez em que
ela lhe & apresentada o sujeito devera julgar se i & mais
parecido com j ou com k ; na 22 vez, deverd julgar se Jj @
mais parecido com i ou com k ; € na 32 vez se k @ mais pare
cido com i ou com j. A partir destes julgamentos realizados
por todos os sujeitos com relacdo a todas as possiveis tria
des sao construidas as matrizes [kpij] analogamente ao méto

do anterior.



-21-

2.3.2.2 Meétodo dos pares (Wish e Carroll 1973)

Os n estimulos sao agrupados em pares num total de

c — n(n-1)
l'l,2 2

pares.
Os pares sao apresentados aos sujeitos sob forma de
questionario ou em entrevistas individuais. Cada sujeito de

ve atribuir uma nota de similaridade a cada par numa escala

que costuma ser de 9 ou 10 pontos.

EXEMPLO 2.1: Sejam os estimulos i, J e k. Obtém-se os pa-

res (i,j); (i,k) e (j,k). A cada par associa-se uma escala
na qual o sujeito assinala (X) sobre a nota que resolve a-

tribuir ao par.

MUITO MUITO
i DIFERENTE SIMILAR
—t
J 1 2 3 4 5 6 7 8 9
i
|
Pt
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A medida de similaridade 5ij pode ser obtida atra-
ves da média ou da mediana das notas atribuidas por todos

os sujeitos ao par de estimulos (i,3) .

2.3.2.3: Agrupamento em categorias

Os n estimulos sao apresentados a cada sujeito, e
a tarefa dele consiste em dividir esses estimulos em catego
rias mutuamente exclusivas, de modo que OsS estimulos perten
centes a cada categoria sejam similares entre si. Pode-seem
caso de necessidade, estabelecer limites maximo ou minimo

para o numero de categorias.

Este método & recomendado quando o experimentador

estiver lidando com um numero grande de estimulos.

Neste metodo as medidas de similaridade Gij podem

ser obtidas de diversas formas, tem-se abaixo algumas:

(i) Green (1969) constrdi uma matriz A(n xn) para cada su

jeito do experimento onde:

ajq = 1 se os estimulos i e j esti

verem na mesma categoria

~—
—_

ajj = 0 caso contrario
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Em seqguida efetua a soma de todas as matrizes Ak

obtendo assim a matriz A = (§..) onde 61- e considerada

ij’nxn J

a medida de similaridade entre o estimulo i e o estimulo j.
(ii) Burton (1972) usa principios da Teoria da Informacao
para chegar a matriz de similaridades. Em seu experimento
trabalha com sessenta palavras que discriminam ocupagoes,
ele pretende um estudo semantico desses termos. O método u

sado por ele esta descrito abaixo:

Cada categoria de estimulos identificada por um su

jeito recebe o nome de "celula" da partigao.

Para cada sujeito define-se B,. como sendo o n? de
células obtidas e Cr o © n? de estimulos da célula g para o
7
sujeito r.
Escolhendo-se dois estimulos ao acaso, a probabili
dade deles estarem numa determinada célula o & :

Cr.a (Cr o = 1) n? de pares de estimulos da célula a
P &= =

60 .59 n? total de pares de estimulos

Considera-se - log2 p a informagao contida no

r,a
evento: "Estimulos i e j estdo ambos na ceélula o" e -log2 Oy
a informagao contida no evento: "Estimulos i e j estao em
células diferentes". Sendo

A
0 =1-3" p
a:

r 1 fro
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A medida de similaridade proposta considera o even

to "i e j estdo na célula o«" como um incremento positivo pa
* * » =<2 . » .

ra o grau de similaridade entre os estimulos i e J, e consi
dera o evento "i e j estao em ceélulas diferentes" como um

decreéscimo do grau de similaridade entre eles.

Define-se inicialmente uma medida de similaridade

entre os estimulos i e j para o sujeito r : Gi j,r onde :
7 14
(
- log, P_  : quando os estimulos i e j estao na
I
5 = { mesma célula
i,3.x
+ log, Qp : quando os estimulos i e j estao em
células diferentes
\

Esta medida permite compensar as diferengas de ta
manhos de células nos diversos sujeitos, pois quando um su
jeito coloca dois estimulos numa célula muito pequena o even
to tem uma alta informagao (provavelmente ele o0s considera
extremamente similares) e ha relativamente um grande incre
mento na medida de similaridade destes dois estimulos; da
mesma forma quando o sujeito localiza os dois estimulos em
células diferentes porém Qp & pequena (baixa probabilidade
dos 2 estimulos estarem em células diferentes) ha entao um

grande decréscimo na medida de similaridade (certamente pa

ra este sujeito os estimulos parecem bastante diferentes) .

Para dar pesos iguais a todos os sujeitos e neces
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sario normalizar os acréscimos e decréscimos propostos.

Define-se para cada sujeito r

A
r
€ T 7 %:]‘ Pr,a * Q. log, 9
e, = (média da informagao do evento "i e j juntos") - (média

da informacao do evento "i e J separados")

Define-se também a varidncia :

- 2 — - 2
1 Pr,a L_lOgZ Pr,u:] * Qr [_1092 Qr '

2 r

-
]
Q™MD

Obtém-se a seguir a medida final de similaridade en

tre os estimulos i e j

J
N
1/2
z 1-2) /
=] 1

R: n® de sujeitos que participam do experimento

Pode-se notar que uma modificagio desta medida da
N

forma Gij =r£l

Sijr — er

estaria mais de acordo com o espi

T
r

rito do procedimento de normalizagao. No entanto esta ver-
sdo resulta de uma dedugao errdénea que acredita produzir uma
medida assintoticamente normal. Como a medida ndo & uma  so
ma de eventos independentes (todos os julgamentos sao oriun
dos dos mesmos dois estimulos e portanto nao sao independen

tes entre si) esta dedugdo nio & valida. De fato a distribui
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cao das medidas de similaridade entre dois estimulos & alta

mente viesada com uma alta concentragdo no valor minimo. As

sim sendo, a distribuicao reflete o fato de haver varios pa

\

res de estimulos que sdao tao diferentes que aparecem em cCe

lulas distintas na particao de cada sujeito.

(iii) Wish e Carroll (1973) constroem a matriz A = (Gij)nxn
medindo a proporcao de vezes que os estimulos i e j se apre

sentam na mesma categoria.

S -
6ij = — = medida de similaridade entre o estimulo
R

i e o estimulo j

R: n? total de sujeitos do experimento
S: n? de sujeitos que classificaram os estimulos i e jJ na

mesma categorias

2.3.2.4: Método do Ponto de Ancora (Green e Carmone 1972)

Os n estimulos sao apresentados n vezes a cada um
dos sujeitos do experimento, sendo que em cada vez O experi
mentador escolhe um dos estimulos como "ponto de ancora" is
to &, o sujeito deve ordenar os demais (n-1) estimulos de
acordo com o seu grau de semelhanga em relagao ao estimulo
"ponto de ancora". Cada um dos n estimulos sera sucessiva-
mente escolhido para desempenhar o papel de "ponto de anco

ra "
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EXEMPLO 2.2: Sao apresentados ao sujeito os estimulos i, j,

k, 2 . Escolhe-se como primeiro "ponto de ancora" o estimu
lo i ,a partir dele o sujeito da a ordenacao (j, k, &) isto
significa que na opinido deste sujeito o estimulo j & omais
parecido com o estimulo i e o estimulo % @ o mais diferente.
Em seguida € escolhido outro "ponto de ancora" e o sujeito
fornece a respectiva ordenacdo. As ordenagoes de um determi

nado sujeito estao exemplificadas abaixo:

"ponto de ancora" ordenacao
i (3, k, 2)
J (i, k, %)
k (i, 3, 2)
) (k, 3, 1)

Ha um programa para computador, o Tricon, desenvol
vido por Green, Carmone e Robinson (1968) que a partir des
sas ordenagoes obtém as medidas de dissimilaridades, para ca

da sujeito do experimento.

2.3.2.5: Outros Métodos

Estao selecionados abaixo alguns dentre os varios
outros métodos de coleta de dados adotados pelos diversos

pesquisadores.

(1) Frequéncias de semelhancas: Apresenta-se a cada su-
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jeito uma lista com os n estimulos. Escolhe-se um estimu-
lo i dentre os n apresentados e pede-se ao sujeito que i-
dentifique entre os (n-1) estimulos restantes algum que se
assemelhe ao estimulo i segundo alguma caracteristica.O su
jeito dara como resposta um estimulo j. Cada um dos n esti

mulos fara sucessivamente o papel de estimulo i.

A partir das respostas dos sujeitos constrdoi-se u
ma matriz I:fij W de frequéncias onde cada elemento fij cor.
responde 4 frequéncia na qual o estimulo i foi considerado

similar ao estimulo j. A partir dos f;.

calcula-se s.
] i

in
LA 4
J —

dice de similaridade dado por :

gy o+ f500+ £+ £.7

Estes indices Sy sao entao normalizados para se

J

obter as medidas de similaridade (6ij) (Mauser, 1972)

(ii) Caracteres concordantes: Este metodo foi usado por
Sueath e Doran (1966) num experimento com materiais arqueo-

logicos.

Os n estimulos sao estudados aos pares, a luz de
alguns caracteres que interessam ao experimentador. O que
interessa @ se o caracter esta ou nao presente no estimulo,

a partir dai @ calculada a medida de similaridade 6ij .

Tomando-se como exemplo os estimulos i e j e osca
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racteres A, B, C e D. Atribui-se um sinal (+) ao estimulo
se ele tiver o caracter e o sinal (-) caso contrario. Mede-

~se a proporgao de sinais concordantes, como na tabela abai

X0
caracteres A B c D
estimulos

i + - + -

J + + + -
Neste exemplo §,. = 3
ij 4

(iii) Em experimentos com estimulos visuais, auditivos ou
outros estimulos sensoriais, estes podem ser apresentados
aos sujeitos em pares, sendo tarefa de cada sujeito, clas-
sifica-los em iguais ou diferentes. A medida de similarida
de (Gij) € obtida através da proporgao de vezes que os es

timulos "i e j foram considerados iguais pelos sujeitos do

experimento (Rothkopf, 1957)

Outra forma de se obter as medidas de similarida-
de ao lidar com este tipo de estimulo consiste em apresen-
tar a cada sujeito o estimulo i e pedir a ele que o identi
fique. A medida de similaridade entre o estimulo i e o es
timulo j & obtida pelo n® de vezes que os sujeitos respon-
derem j ao observar o estimulo i. Cada sujeito deve obser-

var os n estimulos sucessivamente (Shepard 1974, wWish e Car

roll, 1974)
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0 livro de Shepard (1972) apresenta uma serie de a
plicagoes de E.M.D. e all encontram-se varias outras medi-

das de proximidade.
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CarpiTUuLO 3

ALGUNS METODOS DE E.M.D. A 2 FATORES

3.1 - INTRODUCAO

NOs vamos desenvolver neste capitulo alguns méto-

dos de E.M.D. a 2 fatores.

Dentre estes E.M.D. hi uma classificagao em E.M.D.

métricos e E.M.D. nio metricos.

Esta classificagao foi introduzida por Coombs (1958)
no entanto foi elaborada por Kruskal (1964 a) que chamou de
E.M.D. nao métrico o que Shepard (1962 a.b) havia chamado

"analise de proximidades".

Na conceituagao atual ha dois aspectos a serem con

siderados para classificar o E.M.D. em métrico ou nao-métri

~

CO.
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O 19 deles e o nivel de mensuragao dos dados. Se e
les estiverem em escala razao portanto com propriedades de
de distancias ou na escala intervalar podendo ser transfor-
madas em distancia mediante a adigao de uma constante, o
E.M.D. & métrico. Com dados em outros niveis de mensurag¢ao o
E.M.D. & ndo métrico, e a matriz de dados nao @ de distan-

cias e sim de dissimilaridades ou similaridades.

0O 29 aspecto diz respeito ao procedimento utiliza-
do para a determinagao da configuragao. O E.M.D. métrico a-
dimite a existéncia de uma "verdadeira" configuragao em k
dimensGes cujas distancias entre os pontos sao v__ . Preten

de-se reconstruir esta configuracao usando a matriz de dis-

tancias observadas A (érs) cujos elementos sao da forma

rs rs rs

onde e.g representam erros de medida acrescidos de erros de

distorgoes pelo fato das distancias observadas nao corres-

k
ponderem exatamente as distancias de uma configuragao em R .
O E.M.D. nao métrico numa atitude mais realista, toma como
hipotese uma relagao menos rigida entre §., e v,  , como por
exemplo, supondo

)

Grs = f(vrS + e

rs
sendo f uma fungao desconhecida monotdénica crescente. Neste
caso a Unica informagao a ser usada para a reconstrucao da

configuragao & a ordenacao das § . -
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As bases teOricas do E.M.D. foram langadas por
Young e Householder (1938) que demonstraram teoremas que for
necem as condig¢oes para se acomodar distidncias em um Espaco
Euclidiano real, e determinam a dimensao minima desse espa-

co.

Richardson (1938) e Klingberg (1941) usaram estes
conhecimentos nas primeiras aplicagoes conhecidas de E.M.D.,
no entanto a metodologia s6 comecou a se desenvolver a par-
tir dos anos 50 juntamente com o surgimento dos computadores
que permitiram a Torgerson (1958), Messick e Abelson (1956)
e outros lidarem com um grande numero de dados e com espacos

de dimensao alta.

Neste capitulo descreveremos o método de E.M.D.;;Xéj
métrico de Torgerson conhecido por mdtodo clissico, e tam-
bém comentaremos os métodos de E.M.D. nao métrico de Coombs,

Shepard e Kruskal.

3.2 - METODO CLASSICO

3.2.1: Definicoes e Teoremas

Definigdo 3.1: E.M.D. M@trico: Partindo de uma matriz

D = [rdij T de distancias, o objetivo do E.M.D. métrico e

encontrar n pontos X1 r X2 400+, X, Dum espago k dimensional

n

de modo que se aij = d(xi ,xj) entao a matriz 6 = {*&ij T



i
(&)
=N

i

deva estar o "mais proxima possivel" da matriz D.

Os pontos x; sao desconhecidos e geralmente a di-

mensao k também nao se conhece.

Definicdo 3.2: Matriz Fuclidiana: Uma matri: de distan-

cias D @ dita Euclidiana se existir uma configuragao de pon
tos num Espaco Euclidiano, cujas distdncias entre os pontos
sejam dadas por D, isto e, se para um dado k, existirem pon

k

t08 Xy s X s o o Xp e R™ tal que

2 = - 1 -
q rs (Xr xs) (xr As)

Os teoremas abaixo permitem verificar se a matriz
D & BEuclidiana e se for permitem descobrir a configuragao de

pontos correspondente.
Vamos inicialmente introduzir a notagao.
Para uma matriz de distidncias D sejas

[‘a““_j onde a__ = i d2
s s 2 s

H.A.H onde H=1 -n"~ 1.1

A

B
cade I & a matriz identidade e 1 o vetor coluna de 1, H de

ordem (nx nj): matriz "centrada®

n
P ars =
=1

b = a =
s rs

oo
= I
Q
4

S
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Teorema 3.l: Seja D a matriz de distancias, define-se B =

= H.-A+H. Nestas condigCes-D e Euclidiana se e sOmente se B

for positiva semi-definida.
Em particular verificam-se as afirmac¢oes:

(a) Se D e a matriz das distancias Euclidianas entre os

pontos da configuragao 2 = (29 7eees z,) '+ entado beg =
— (zr - zZ)'. (zs - z) r,s =1,..., n. Na forma matricial
ter-se—-ia B = (HZ).(HZ)l sendo assim B > 0 . Nota-se que B
pode ser interpretada como "matriz dos produtos internos

centrados" para a configuragao 2.

(b) Se B for positiva semi-definida de posto k, a configu

ragao correspondente a B pode ser construida da seguinte

forma. Sejam Al > > Ak as raizes caracteristicas positi-
— ¥ w—

vas de B e X = (X(l)' “wap x(k)) onde x (1)~ (Xli' Xosreens

xni) seus vetores caracteristicos normalizados por:

~ k
Entao os pontos X3 em IR com coordenadas Xy =

1
(Xil’ -+« X43)  (sendo x; a i-ésima linha de X) tem as

distancias entre eles dadas pela matriz D. Além disto esta
configuracao tem centro de gravidade X = 0 e B representa

a matriz do produto interno para esta configuragao. (Demons

tragcao - vide apéndice A.1l).

Observacoes:




-36-

1) A matriz configuragao X pode ser visualizada
da seqguinte forma em funcdo dos vetores caracteristicas de B

e os pontos correspondentes

ralzes caracteristicas

Ky  Xg Ak
pontos X (1) X111 *12 X1
L
X' (2) *o1 *22 X2k
& (n) an Xn2 Xnk
. - 1"
Centro de gravidade X = ﬁiglxi =0
Resumindo a r-ésima linha da matriz X contém as

coordenadas do r-ésimo ponto da configuracdo e a i-esima co
luna de X contém o vetor caracteristico correspondente a

raiz caracteristica Ay o

2) Geometricamente se B & a matriz dos produtos
internos centrados para a configuracao Z, entao brrl/2 e
. R TP byg -
igual a distancia entre z_ e Z e e 1igual ao
r (b b )1/2
rr “ss
cosseno do angulo formado em Z entre z_. € g
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1/2 b 1/2

- ss coOsH

Justificativa: (zr—zs)' (zp=z_.) = Db ¥pgo-Zh

rxr

S

3) Observe-se que o vetor 1 & vetor caracteristi-

co de B seja ou nao D uma matriz Euclidiana.

4) O teorema niao & valido se B tiver raizes carac
teristicas negativas (X'(i) x(i) = Ai), é impossivel norma-
lizar-se um vetor de modo a obter uma norma quadratica nega

tiva (Mardia, Kent - Bibby 1979)

3.2.2: Solucao do E.M.D. Métrico

3.2.2.1: Solucao a partir de uma matriz de distincias

Uma matriz D que represente aproximadamente as dis
tancias entre os pontos de uma configuragao num Espago Eu-
clidiano, com uma dada dimensdo, pode ou nao ser Euclidiana,
no entanto, mesmo que D seja Euclidiana, a dimensao do espa
¢o no qual ela pode ser representada @ geralmente muito al
ta para interesses praticos. Uma escolha possivel para con
figuracdo em k dimensGes & sugerida pelo Teorema (3.1). "Es

colhe-se a configuragao em Rk cujas coordenadas sao determi
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nadas pelos k primeiros vetores caracteristicos de B". Se
as k primeiras raizes caracteristicas de B forem "grandes"
: 0 : < < . - .
positivas, e as demais raizes caracteristicas forem proxi-
mas de 0 (positivas ou negativas), entao felizmente, as dis
tancias entre os pontos da configuracao obtida estarao bem

proximas da matriz D.

Esta configuragao e chamada "solugao classica do
problema de E.M.D. em k dimensoes" e se encaixa na defini-

¢ao de solugao métrica.

Para efeitos de programagao de computador tem-se

abaixo um sumario dos calculos envolvidos.

s 1
1. A partir de D constroi-se a matriz A=(—§ dzrs)

2. Obtém-se a matriz B cujos elementos sao:

b = a - a - a + a..
b of > rs r. .S
3. Encontram-se as k maiores raizes caracteristi
cas Ay >...> Ay de B (k préviamente escolhido) e seus veto

)

res caracteristicos correspondentes X (x(l),..., X(k)

(1) * Xy~ Ayri= Lok

(Supoe-se aqui que as k primeiras raizes caracteristicas se

que sao entao normalizados por x'

jam todas positivas)

4. As coordenadas dos pontos procurados sao X,

(xrl reeey er) , xr =1, 2,..., k dadas pelas linhas da

matriz X .
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EXEMPLO 3.1: Para ilustrar o algoritmo considere a matriz

de distancias D abaixo

ro 1 /3 2 /3 1 1
0 1 /3 2 V3 1
B e 0 1 /3 2 1
0 1 /3 1
0 1 1
0 1
0
- |

Construindo-se a matriz A encontra-se:

3
= 13 - - 2
a = - == r=1,..., 6 a =
%> 14 ' 7 1
i =3 3 =-25
r X a.. 7
De brs = arS - ar. - a g +a Obtem-se:
2 1 -1 -2 -1 1 0
2 1 -1 -2 =1 0
2 1 -1 -2 0
B = 2 1 -1 o
2 1 0
2 0
0
. )

Pode~se verificar que as colunas de B sao linear-
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mente dependentes.

b = -Db b = -b

b3y =Pz ~F (4) (1) (5) (2)

(3) (2) (1)

bigy =Py “ P2y P(p =0

A analise dessa matriz mostra que ela & de posto 2.
Portanto a configuragdo que se ajusta a matriz de distan-

cias pode ser construida num espago bi-dimensional.

As ralzes caracteristicas de B encontradas sao:

A configuracdo pode ser construida usando dois ve-

tores ortogonais do espago caracteristico correspondente a

A = 3, tais como:
x' = (a, a, 0, -a, -a, 0, 0) a=%/3
(1) 5
' _ b = - -1
X (2) = (b’ b' zb’ b, b, Zb’ 0) b = 2

A partir dail as coordenadas dos 7 pontos sao:

A(-é- /3, 1/2) B(% /3, - 1/2) c(o, -1

D(_%/;?, - 1/2) E(-% Y3, 1/2) F(0, 1) G(0, 0)

(figura 3.1)

0 centro de gravidade desses pontos e certamente
(0, 0) e pode-se verificar que a matriz de distancias para

esses pontos & D. De fato, os pontos de A a F sao vértices
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de um hexagono cujos lados tem comprimento 1 e a linha FC

€ 0 eixo y. Seu centro @ G (na verdade a matriz D foi cons-

truida atraves desses pontos)

74

O\

Figura 3.1

3.2.2.2: Solucao a partir da matriz de similaridades

Pode~-se usar a técnica anteriormente descrita de
E.M.D. se as observagdes constituirem uma matriz de simila-
ridades, para tanto & necessario transformar a matriz de si
milaridades em matriz de distancias, atravées da transforma-

¢ao definida abaixo:

Definicao 3.3: A transformagao padriao da matriz A de simi-



D

laridades em matriz D de distdncias & definida por

a__ = (s -26_+6_)/72 (4)

rs rr rs ss
Observa-se que sendo §.g < Grr tem-se & - 2‘%5 +
+ 8,20 ed =0 . Portanto a matriz D € uma matriz de

distancias.

Teorema 3.2: Se A > 0 , a matriz de distancias D definida

pela transformagao padrao (4) & Euclidiana, e tem matriz de
produtos internos centrados B = H A H (Demonstragao - vide

apéndice A.2).

3.2.3: Propriedades Otimas da Solucao Classica e Adequacao

do Ajuste

Dada uma matriz D, o objetivo do E.M.D. e encontrar

uma configuracao X num espago Euclidiano de baixa dimensao

k, de modo que as distancias entre os pontos dzrs =

-~

= (X_. - is)' (x. - is) se aproximem ao maximo de D. O cir-

-

r r

cunflexo & usado para indicar que as distancias D entre os
pontos da configuragdo X estao ajustadas as distdncias ori
ginais D .Da mesma forma, B representa a matriz dos produ-

tos internos centrados ajustados.

Seja X a configuracao em rRP ¢ seja L = (Ll' L,) uma
matriz ortogonal (p x p) onde Ll e (pxk). Entao XLl repre-

senta a projegcao da configuracdo X sobre o sub-espaco de RF
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gerado pelas colunas de Ll . Pode-se considerar X = X'Ll co-

mo sendo a configuracao ajustada em k dimensdes.

Sendo L ortogonal, as distancias entre as linhas

de X sao iguais as distdncias entre as linhas de X.L.

2 p
(x_ . - xsi) = 3 (x
1 Tt i=1

2 _
d rs

. 2
rl(i)—. X s S"(i))

I~

i
R(i): i-ésima linha da matriz L

Notando as distancias entre as linhas de XLl por D,

tem-se:
ézrs ) igl X'e 2™ ¥ ’L(i))2 "
ézrs - ézrs - kgi (X|rQ(i) h X's SL(i))2
Portanto, érs < drs ; isto e, projetando a confi

guragao, a distdncia entre os pontos fica reduzida. Logo, a

medida da discrepancia entre a configuracdo original X e a

configuragao projetada X & dada por:

i 2

(d 1?2 )

L rs d r
r,s=1 - S

Entdo a solugdo classica do E.M.D. em k dimenses

tem as seguintes propriedades 6timas:

Teorema 3.3: Seja D uma matriz de distancias Euclidianas

correspondente a configuracdo X em RP, e fixando k(1 <k <p).
Entre todas as projecgoes XLl de X em sub-espagos k dimensio

nais de Rp, 6 @ minimizada quando X & projetada sobre suas
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coordenadas principais em k dimensOes (Demonstragao - vide

apéndice A.3) .

Quando a matriz D nao for necessariamente Eucli-
diana e mais conveniente trabalhar com a matriz B = H A H.
Se X for a configuragao ajustada com matriz de produtos in
ternos centrados é, entao a medida da discrepancia entre

B e B & dada (Mardia, 1978) por:

po= Z (b -b_) = tr (B - B)
rls=l

pPode-se provar que a solugac classica do problema

de E.M.D. & Ootima para esta medida tambem.

Teorema 3.4: Se D & uma matriz de distancias (nao neces-

sariamente Euclidiana), para um k fixo, ¢ atinge seu mini-
mo para todas as configuragoes X em k dimensoces quando X
for a solucao classica do problema de E.M.D. (Demonstrag¢ao

- vide apéndice A.4) .

Os dois ultimos teoremas sugerem uma possivel "me
dida de ajuste" para a "proporgao da matriz de distancias
que & explicada" pela solugao classica do problema de E.M.D.

em k dimensoes.
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Supondo A, > 0 essas medidas sao: (Mardia 1978)

k
k
D
= =1 100
Uk n K
5 lxil
i=1
L2
i=l i
== S — o
az,k n 2 . ].OOO
DD S
i=1 e
Deve-se usar os modulos em 0 g pois alguns dos va
-7

lores pequenos das raizes caracteristicas podem ser negati-

VOS .
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3.3 - METODOS NAO METRICOS

Diversos autores pesquisaram o E.M.D. nao métrico,
no entanto neste capitulo vamos destacar apenas alguns que
representaram avangos no desenvolvimento das técnicas de

E.M.D.

3.3.1: Método de Coombs

Coombs (1958) desenvolveu o seu método de E.M.D.
nao métrico baseado em dados de proximidade ordinais, isto
e, ele partia de apenas uma ordenagao das medidas de proxi
midade. Obtinha também um espago nao métrico, isto &, a so
lucao consistia na ordenacao dos estimulos em cada uma das
dimensoces do Espagco obtido, sendo impossivel calcular-se a
diéténcia entre esses pontos, pois para isto seria necessa-
rio conhecer pelo menos uma fungao monotdnica para cada di
mensao, que transformasse as coordenadas de ordenagao em
coordenadas de escala intervalar. O procedimento de Coombs
€& conhecido como "duplamente nao métrico" visto que os da-

dos e a solugao sao nao - métricos.

3.3.2: Método de Shepard: Analise de Proximidades

Shepard (1962, a, b) elaborou um algoritmo para

computador que permitiaobter uma solugéo métrica a partir de
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dados nao métricos (ordinais) chamou o seu método de Anali-

se de Proximidades.

Shepard tinha por objetivo uma configuragao num es
paco de dimensao minima de modo que as distdncias entre os
pontos da configuragao estivessem monotonicamente relaciona

das com as medidas de proximidade entre os estimulos.

Isto e, Shepard procurava uma configuracao de pon
tos Pl ,P2 reesr Py onum espago]Rk, tal que k fosse minimo e
de modo que d(Pj , Pj) = f(dij) i, 3 =1,..., n onde f

seria uma fungao monotdnica.

Uma vez colhidas as medidas de proximidade (Gij)
Shepard partia para um método iterativo visando obter a con
figuracao de pontos (Pl, Poseoes P) que haveria de repre-

sentar os estimulos num espago EuclidianoIRk

3.3.2.1: Teécnica de Shepard

Vamos descrever a tecnica de Shepard, sem nos preo
cupar com os algoritmos numericos que ela envolve e sim com
as suas ideias que serviram de base para outros procedimen-

tos. Vamos dividi-la em duas etapas:

12 Etapa:

Escolhia uma configuragio inicial, que considerava

ter "entropia maxima", um simplex regular em um espago de
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dimensao (n -1), o equivalente ao tridngulo equilatero no
espago bi-dimensional ou ao tetraedro regular no espaco

tri-dimensional.

22 Etapa:
Movia os pontos do simplex respeitando dois obje-
tivos, ou ainda como ele considerava, dois processos: um

deles visando diminuir o numero de dimensGes do espago cha
mado processo B, e o outro procurando aumentar o ajuste dos
pontos da configuragao, a ordenagao das medidas de proximi

dade observadas, chamado processo o.

Iniciava no espago de maior dimensao possivel, bai
xava a dimensao do espago pelo processo B e uma vez no es
pago de dimensao menor procurava neste espago a melhor con

figuragcao pelo processo a.

Processo B: Sua ideia basica era aumentar as distancias

grandes e diminuir as distancias pequenas. Para visuali-
za-la pode-se imaginar um conjunto de pontos em forma de
arco portanto localizado num espago bi-dimensional, para
localizar esses pontos num espago uni-dimensional deve-se
retificar o arco, nesta retificacao os pontos extremos do
arco tenderao a afastar-se e os pontos centrais que ja es

tavam proximos tenderao a unir-se.

O processo cessava quando diminuia ao maximo a di



-49-

mensao do espago e obtinha os pontos no espagco de dimensao

"correta" .

Processo a: Este processo era usado numa 12 fase junto comn

O processo B e na 2? fase so6zinho quando o processo g atin

gia o seu objetivo (a dimensiao "correta") .

Sua idéia basica era procurar uma relagao monoténi

ca entre as distancias e as proximidades.

Isto & aproximava pontos cujas medidas de proximi-
dade estavam proximas na escala ordinal e afastava os pon-
tos correspondentes a medidas de proximidade distantes na

escala ordinal.

Esta movimentagdo dos pontos era feita usando a na
¢ao de forgas vetoriais. Numa determinada configuracao eram
construidos com origem em cada um dos n pontos, (n-1) veto

res dirigidos aos demais (n - 1) pontos.

Para se determinar o sentido do vetor com origem no
ponto P; na direcdo de Pj, Observava-se que se ponto Py ti-
vVesse que ser aproximado de Pj 0 sentido do vetor serialﬁIH,

se este devesse ser afastado o vetor teria sentido contra-

rio.

O modulo de cada vetor era determinado medindo-se
a discrepancia entre as posigoes da distdncia d(py g? e da

medida de proximidade 5ij' nas respectivas escalas de orde-



nacao. Se as posigoes fossem concordantes o vetor teria mo-

dulo nulo.

Sendo assim cada ponto, como origem de (n -1) veto
res, considerados (n - 1) forgas, se moveria na direggo da

resultante desses vetores.

Sendo o deslocamento de cada ponto devido a (n -1)
tendéncias distintas, nao se esperava que o deslocamento si
multineo dos n pontos levasse imediatamente a condigao de

monotonicidade desejada entre dij e Gij .

Sendo assim o procedimento para obtengao da solu-
cao era iterativo, procurando em cada passo aproveitar apar

cela de monotonicidade obtida no passo anterior.

Este processo deveria continuar atée que o sistema
atingisse o equilibrio perfeito, isto e, até que todos os

vetores passassem a ter modulo nulo.

Uma vez que esse estado de perfeito equilibrio era
raramente obtido, Shepard estabeleceu um momento de parada

em seu algoritimo.

3.3.3: Meéetodo de Kruskal

Kruskal (1964 a, b) construiu a sua técnica de E.M.D.
a partir da "Analise de'proximidades" de Shepard. A inova-
cao de Kruskal foi a centralizacao da técnica numa medida de

"Adequagao de ajuste", ele assim pretendeu obter a configu-
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ragao que melhor se ajustasse aos dados.

Kruskal basicamente exigiu uma relagao monotdnica
crescenté, ou decrescente, entre as medidas de proximidade
e as distancias na configuragao procurada. Supos que hi uma
configuragdao de pontos num Espago Euclidiano k - dimensio-
nal que e verdadeira, da qual ele poderia descobrir apenas
a ordenagao linear das distdncias entre os pontos e devia a
partir désta informagao ndo métrica recuperar a configura-
cao.

Devido a sua grande importancia como introdutor do
ajuste e pela grande aplicabilidade de sua técnica, o proce
dimento de Kruskal seria estudado detalhadamente, por nos,

no capitulo 4.

3.4 - COMPARACAO DE CONFIGURACOES

3.4.1: Medida de Adequacio de Ajuste

Sera descrita abaixo uma medida de adequacdo de a-
juste apreséntada por Mardia (1979), e usada para comparar
duas configuragoes. Seja X de ordem (n x p) a matriz das
coordenadas dos n pontos obtidas a partir de D por alguma
técnica. Supondo-se Y de ordem (n x gq) a matriz de coordena
das de outro conjunto de pontos obtida por outra técnica ou

usando outra medida de distancia. Seja q < p, acrescentando-



=52=

-se colunas de zeros a Y, esta torna-se de ordem (n x p) tam

bem.

A medida de adequacao de ajuste adotada e obtida

movendo-se os pontos y, com relagao aos pontos X, ate que
n
n : n - v -
a soma dos quadrados "residual ril(xr yr) (xr yr) (7)

seja minima.

Pode-se mover y, com relagao a x_ atraves de rota-
cdo, reflexdo e translagdo isto & pela transformagao A'y _+b

r=l,..., n onde A' & uma matriz ortogonal de ordem (p x p) .

Deve-se entdao procurar:

n
2 = . - v - i - 1 -
R™ = mi?b ril (xr A'Y, b) (xr A'y, b)

para A e b. Note-se que A e b sdo obtidos por minimos qua-

drados baseando-se no teorema abaixo

Teorema 3.5: Sejam X(n x p) e Y(n x p) duas configuragoes

de n pontos, por conveniencia, com centro na origem tal que
X =y =0. Seja Z = Y'X e usando o teorema da decomposicao
(Mardia, 1979) escreve-se Z = VT U' onde V e U sao matrizes

ortogonais (p x p) e I € uma matriz diagonal de elementos

ndo negativos. Entao os valores de A e b que minimizam R?
sao dados por b = 0 e AA =V U’ e
RZ = tr XX' + tr YY' - 2tr T (8)

(Demonstracao - vide apéndice A.5).
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3.4.2: Rotacdo Procrusteana

Supondo que as médias das colunas de X e Y sao nu
las, a "melhor" rotacao de Y com relagdo a X & Y A, onde

A =V U' e A & chamada rotacdo procrusteana de Y com rela-

¢ao a X.

Notar que a partir de z = v r u' tem-se:

Y'X =vr u'

X'YYX =Uur v'vr g

2

X'YY'X = U r“ p

~ ; 2. ¢
entao o valor minimo de R pode ser escrito

R%Z = tr XX' + tr yy' - 2tr (X'y y'x) 172

V' -
Observa-se em (7) que R2 € zZero se e somente sey,

puder ser rotacionado exatamente sobre X

3.4.3: Fator de Escala

Se as escalas das duas configuragoes forem diferen
tes, a transformacao A'y, + b deve ser da forma c A'y,. +bon

de ¢ > 0. Atraves do procedimento anterior observa-se que:

g=trr _ (9)
tr YY!

€ 0s demais estimadores permanecem os mesmos. Esta transfor
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magao & chamada rotagao de Procruste com escalonamento de Y
com relagdao a X. Entao a nova soma dos quadrados dos resi-
cuos minima e dada por:

2

R 2

tr (XX') + &2 tr (YY') -2 ¢ tr(xX'y Y’X)l/

(10)

Notar que este procedimento nao & simétrico com re

lagao a X e Y. A simetria pode ser obtida selecionaudo o es

calonamento de modo que tr(XX') = tr(YY') (ver Sibson-1978)
Se forem dadas duas matrizes de distancias Dl e D2
mas nao forem dados os pontos correspondentes, R2 (8) nao

pode ser calculado sem usar algum metodo para determinar os

2

"pontos". As duas primeiras parcelas de R“ podem ser expres

sar em fungao de Dy e Dy o tr T nao pode.

EXEMPLO 3.2: Neste exemplo pretendemos comparar atraves de

RrRZ a configuracao para o mapa do Brasil obtida pelo metodo
de Torgerson Yj (Figura 1.1 e Tabela 3.2) com aquela obtida
pelo metodo de Kruskal Y2 (Figura 3.2 e Tabela 3.3). Para
isto estabelecemos um sistema de coordenadas cartesianas so
bre um mapa do Brasil (Figura 3.2) e construimos assim uma
matriz X (Tabela 3.1) das coordenadas reais das capitais bra

sileiras escolhidas.

Sendo que as configuragaes X e ¥y ou X e Y, nao es
tao na mesma escala adotamos. (ver formula 8 e férmula 10)

2

R = tr(XX') + c2

tr(YY') - 2 ¢ trrT
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substituindo o valor de ¢ (Férmula 9) obtém-se:

_ (tr 1) i

R® = tr(xXx') (11)

tr (YY"')
0 R? obtido por (11) entre X e v, foi 283,11 e a-
quele obtido entre X e Y2 foi 333,99 o que nos leva a con
cluir que a solugdo clissica de Torgerson se ajusta melhor

a0 mapa do Brasil do que a solugdo nio - métrica de Kruskal.

Tabela 3.1: Matriz da configuragao X obtida para

15 capitais brasileiras

3,25 -9,5
11,2 0,7
-3,8 ~4,0
~0,5 ~1,0
-8, 2 0,2

9,0 -8,7
X = 4,3 -10,6
9,9 8,9
7,4 -11,1
~12,0 1,5
5,5 “11,5
6,3 ~4,5
~10,2 -4,2
~6,7 -1,2
1,9 -8,5 |
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Tabela 3.2: Configuragao y,r obtida atraves do
programa ALSCAL, para o mapa do Bra-

sil (Metodo de Torgerson)

0,3841 ~0,6757
1,2604 0,8535
~0,8393 0,0477
-0,4537 0,5281
-1,4979 0,6360
1,1657 -0.4573
0,5603 -0,8286
y, = | 1,3108 2,1248
1,0440 -0,8627
-2,3595 -0,0620
0,7971 -0,9687
-1,2175 -0,0455
1,2143 0,2493
~1,4466 0,0411
0,0779 -0,5801

Tabela 3.3: Configuragao y,, obtida através do
programa ALSCAL, para o mapa do Bra-
sil (Metodo de Kruskal)

0,4338 -0,6155
1,2450 0,8928
-0,8150 0,0176
-0,4564 0,4878
-1,5703 0,4347
1,1813 -0,4079
0,6149 ~0,8848
Y, = 1,0720 2,2431
1,0292 -0,8881
-2,2635 0,3926
0,8608 -0,9227
~1,2117 -0, 3257
1,2392 0,2966
-1,4582 -0,1304
0,0988 -0,5901
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Figura 3.2 - Mapa do Brasil obtido pelo E.M.D.
0: configuracio obtida pelo procedimento n3o
métrico (Kruskal) .
X: configuracao obtida pelo procedimento me-
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CAPITULO 4

METODO DE KRUSKAL

4.1 - ADEQUACAO DE AJUSTE

Para se descrever o procedimento de Kruskal para
E.M.D. nao métrico, deve-se comegar pelo seu ponto chave ,

a medida de ajuste.

Inicia-se pela procura de uma "fungéo objetiva" @
(Kruskal, 1978). Para se definir esta funcdo a condigao &
que ela traduza o ajuste da configuragao X = {xl’XZ"”Xn }

de pontos Pl’ P2""’Pn onde X, = (%, ) vetor

i1 ¥i27e

de coordenadas do ponto Pi, & matriz de observagoes ( medi

.o, X,
1K

das de proximidade, Gij). Isto &, ela deve produzir um n@

que mostre o quanto a solugao esta ajustada aos dados.

Para definir a "fungdo objetiva" @, Kruskal impoe
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que a distancia entre os pontos obtidos seja uma funcao mo

notonica das proximidades observadas, isto &,

dij = d(Pi,Pj) = f(éij)

onde f deve ser uma funcao monotdnica qualquer.

Pensando em definir # o seu raciocinio & o mais
intuitivo possivel. Comega analisando as discrepancias exis
tentes entre dij e f(Gij). Estas discrepancias podem ser
observadas representadas por linhas pontilhadas no grafico

abaixo que mostra uma funcdo f qualquer monotdnica.

B R

| 34 /‘?5

A
Q
1 15
3 45 i
R o
7 [
< %y
Y | H
g [
0 6 24
x 12

PROXIMIDADE S éLé —

Figura 4.1 - Diagrama de dispersao
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As discrepancias sao dadas por f(éij) - dij’ nao
interessando o seu sinal, tanto as positivas comc as nega-
tivas sac interpretadas igualmente e consideradas indeseja

veis.

Define ent3o uma funcao objetiva o f-stress em

funcao dessas discrepancias quadraticas, dado pela formula

abaixo
2
ZZ(f(Si.) - di.)
f-stress = 1 5 ]
LL .
ij 1]

a raiz quadrada & tomada por analogia ao desvio padrao mui
Ca 2

tas vezes usado no lugar da varianclia € O fator LI di' no
N

denominador padroniza a medida uma vez que esta na mesma

escala da configuragao.

Quanto maior o f-stress pior @ o ajuste da confi-
guragao e da fungéo—f is observacdes. O f-stress & Obvia-
mente sempre nao negativo. Se ele for nulo, f(Gij) = dij y
¥i,j, tem-se portanto a representagéo "perfeita" no senti-
do das distancias estarem perfeitamente relacionadas com
as proximidades pela funcao f. E praticamente impossivel

obter-se um f-stress nulo para a maioria dos cojuntos de

dados.

Em seguida, procura-se uma medida de ajuste da con

figuracdo independente da fungao f. Define-se entao:



G =

stress (A,X)= min f-stress (A,X)

para todo f

A : matriz de proximidade observada

X : configuracao obtida

significando que esti sendo usada a melhor funcao f, para

a dada configuracio.

Uma vez que a monotonicidade exigida pelo modelo,
*
nem sempre € obtida na configuracao define-se dij = f(Gij)
* ~ - . .
onde dij Sa0 numeros monotonicamente relacionados com as

proximidades aij' e minimizam o stress dado por

* 2l
Lh (d,..-d..)
g = &1 l% =d = stress (A,X)
Lo od4d. .
ij

Una vez definido o stress, define-~se a configura-

Gao X a partir das observagoes A.

A obtencao da melhor configuragao consiste na ob-
tencao daquela que preduz o menor valor possivel para o}
stress. Esta configuracdo ; (estimada) & aquela que tem o
menor f para uma dada matrigz de proximidades Oobservadas A.

Ou seja, a configuracao X, solugao do E.M.D. & aquela para

a qual & valida a. igualdade

stress (A,X) = min stress (A, X)

para todo X
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4.2 - OBTENCAO DA SOLUCAO

Uma vez adotada a idé&ia basica de Kruskal vamos
descrever o procedimento usado por ele para obter a solugao

do E.M.D.

Kruskal responde em 3 niveis, & pergunta:como ob-

ter a configuracao de stress minimo?

4.2.1 - Nivel intuitivo

No nivel intuitivo ele descreve O procedimento de
aproximagoes sucessivas. Ele comega com uma configuragao ar
bitraria, move um pouco OS pontos desta configuracgao para
haver uma ligeira melhora no ajuste. Em seguida repete o pro
cesso até obter a configuragao onde niao haja melhora possi-

vel.

O movimento dos pontos 2 feito ocbedecendo a se-
guinte condigao: Os pontos Pi e Pﬁ da configuracgao obtida
~ * *
s3o aproximados se d.. < d.. e afastados caso d.. > d..,com
1] 1] 1] 1]

o objetivo de se obter os dij o0 mais proximos possivel dos
*

a.
ij

4.2.2 - Nivel tedrico

A nivel tedrico o problema consiste na minimizagao
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de uma fungido de varias variaveis, o stress g

-
TE(d, . -a*.)>2
g = id 1] 1]
; 2
LL di.
iy
g = f(Xl’XZ""’Xn) onde
X, = (xil,xiz,...,xik) vetor de coordenadas HE§O
ponto Pi num espaco
Sendo n pontos P, num espago de dimensio k /] e

uma fungao de (nxk) variiveis.

A solucao do E.M.D. & dada pela configuragao

-~

X = (>‘<l,>‘<

-~

2,...,xn) que minimiza a funcao #.

Esta solu¢ao pode ser obtida resolvendo um proble
ma de analise numérica que usa uma técnica conhecida como

"método dos gradientes" ou "método  do Descent" (vide Apén-
dice A.2).

4.2.3 -~ Nivel pratico

A nivel pratico Kruskal descreve as etapas de um

programa que permitem a um computador obter a solucao do E.M.D.

is etapa: Escolhe uma configuracao inicial X arbitraria num

‘espago K-dimensional T k.
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a8 etapa: Mede as distancias .dij entre os pontos desta

~ *
configuragao X. A partir das medidas dij estima os di ou

L 4
J
seja, obtém os nimeros que estao monotdonicamente relaciona-

dos com as medidas de proximidade éij'

* - .
32 etapa: Atraves dos dij e obtido o stress @ para esta con
figuragao X. Se o valor do stress satisfizer as cond i¢oes do
experimentador, esta configuragdo & a solugao do E.M.D.. Ca

so contrario, passa-se a etapa seguinte.

a . o~ e
42 etapa: Procura-se uma nova configuragao X que minimize
o stress,para isto & usada a técnica do "steepest desecent";

. = a .
retorna-se em seguida a 2% etapa do procedimento.

fste & portanto um procedimento iterativo que vi-

sa obter a configuragdo X com o menor valor de ¢ possivel.

4.2.3.1 - 12 etapa: Configuragao inicial

No que toca a configuracao inicial, uma escolha
bem feita economiza varias iteragOes no processo de obten-

c3o da solugdo do E.M.D.

Pode-se escolher uma configuracao X arbitraria,po

rém essa configuragao deve obedecer a duas condigoes:

1) Pi ] Pj , ¥i#j, P. e P, pontos da configuracgao.
i i
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2) X nao pode estar contida em IRt tal que t < k, onde k &

a dimensao do espago da configuragdo procurada.

Uma sugestao de Kruskal seria a escolha de p

P .,Pn Os n primeiros pontos do conjunto abaixo:

o1

(1,0,0,...,0,0)
(0,1,0,4.+,0,0)

(0,0,1,...,0,0)

(0,0,0,...,0,1)
(2,0,0,...,0,0)

(0,2,0,...,0,0) etc...

sy P

Outra sugestao seria gerar os pontos PPy, -

a partir de um gerador de nimeros aleatdrios:

Qualquer que seja a escolha da configuracao X, es

ta deve ser normalizada, isto &:

1) © seu centro de gravidade deve se localizar na origem do

sistema.

2) A soma das distancias de seus pontos a origem do sistema

deve ser igual a 1

M3
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Xip 7 coordenada de P. na dimensao t
i

- *
4.2.3.2 - 28 etapa: Obtencao dos d,.
- |

*
Ac se estimar os dij’ deve-se lembrar que estes
sdao apenas numeros reais, nao sao distancias. Nao ha  uma

e . 3 frscd . - *
configuragcao cujas distancias entre os pontos sejam dij.Os

dzj sao apenas uma sequéncia monotdnica de numeros, esco-

lhidos o mais proximo possivel dos dij' que sao usados co-

mo referéncia para o grau de monotonicidade das nednkm;dij,

sendo assim a estimativa dos dij € um problema de Regres-

sao Monotdnica (ver Apéndice C.3) que consiste em procurar
*

os dij sujeitos a restricao de monotonicidade e que tornam

minima a soma de quadrados do numerador do stress

4 [

/5% (a..-da¥.)?
ij 1

g = 3 J ij
£y a2,
i3 i3

u n
uma vez que para uma dada configuragao X, a I DX d%. é
i=1 §=1 *J
fixa.
EXEMPLO 4.1 - Considere-se a matriz A =(6..) simétrica,
ij’” 5x5

medidas de proximidade observadas.

_ | :

>
Il
[~ U e o B N e
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Ordenando-se as medidas de proximidade 6ij obtem-

-se a sequéncia

<

%21 € 8gp < 8yq < 8y < 8y < 8y, < 832 < 831 < 853 < &85,
e
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Seja D = (d..) uma matriz de distancias obtida
ij’5x5

a partir de uma certa configuragao inicial X em IR2

[ 0.0 )
1.0 0.0
D= 6.4 6.2 0.0

Arranjando-se as distancias na ordem das proximi-

dades obtém-se

52

o —
0 «— Q

Observando-se a sequéncia, nota-se que ela nao é
monotdnica. Em cada sub-sequéncia que quebra a monotconici-

dade, seus termos s3o substituidos pela sua respectiva mé

dia
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1.0 2.5 1.5 3.0 4.2 8.4 6.2 6.4 8.2 8.4

L |

media=2.0 média=7.3

1.0 2.0 2.0 3.0 4.2 7.3 Tud 6.4 8.2 8.4

Tt ]

média=7.0 l

21 42 41 51 43

*
Tem—-se portanto os dij monotonicamente relaciona-

dos com os Gij e a partir deles @ montada a ma t r i z

*_ d*
D = (d;4) 545
0.0
1.0 0.0
*
5 7.0 7.0 0.0

Este algoritmo & ligeiramente alterado quando hou

ver observacoes repetidas (ver Capitulo 9).
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4.2.3.3 - 32 etapa: Calculo do stress

Esta etapa consiste apenas de um célculo do stress

e da analise do seu resultado.

Tem-se abaixo o calculo do stress para o exemplo

4.1
/ 1
/5 5 .
/ _ 2
g = ;i1 3E10d557d45)
I 5 aZ,
i=§ i=1 ij
T 5 5
P % (d,.)° = 6,92 I % d,. = 651,72
i=1 j=1 1J i=1 j=1 1J

g =0,1030439

Este valor de stress & considerado alto e portan-
to seria necessaria uma nova iteragao no caso deste examplo

para procurar uma outra configuragdo que dé& menor stress.

wioe

4.2.3.4 - 42 etapa: Procura da configuracao de stress mi

nimo

Kruskal (1978) faz uma analogia que permite enten
der os objetivos e o funcionamento da técnica do "Steepest

Descent" (ver Apéndice B.) . Esta analogia esta descrita a



_.70_.
baixo:

vas
, . as e
Imagine um terreno ondulado, com montanh

30 X
i guragao
les. A cada ponto do terreno corresponde uma config

de
N no po
(nao um ponto da configuragao). Cada ponto do terre

s €0
. = i S dua
ser descrito por trég coordenadas, a altitude e a

r
~ AS COO,
ordenadas de localizacio, Norte-Sul e Leste-Oeste.

S
5 ” onto
denadas de localizagao Sao as mesmas para todos os P
tos
v -~ i ~ n on
da configuracio, (Certamente, uma configuragao de n P
em um espaco k-

é bem
dimensional tem n-k coor

denadas e n.k
da a T~
maior que 2, portanto g analogia nao transfere toda

a
. . - " - -4 o a

queza e a dificuldade da $ituagdo). A altitude & analog
funcao objetiva, oy seja, & o stress.

Procurar j configuracio con stress minimo

i 218
s b
de a procurar o ponto de altitude minima, o ponto mat
X0 do terreno

- 1 Os

~ imp©=
cao stress, €

sivel ter-se uma visao dela,

ropo'r’l
1sto equivale a procura
to mais baixo do terreno de Olhosg vendados.

Precisa-

a. ALY
’ 3 3 > k
se de up Ponto injcial par

a a proCur
pafa
gumas vezesg €scolhe-ge um pontg aleatério do terreno
este fim;

isto & S€melhante 5 gg lang

voando
sobre o terreno,

ar de um aviao,
um para

numad
~Quedista ge olhos vendados
noite eéscura.

Este para~quedista m

) ad R0,
archa montanha abai
Partir do ponto inicial,

e este
por Passos, imaginando~-se qu
ja Procurande o POnto maji

S baixo do terreno.
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Ele se mantém sobre um pé sb, tateia ao seu redor

com o outro pé, toma a diregao que lhe parece mais sensi-
velmente descendente (matematicamente na direcao do menor

gradiente)e da um passo nessa diregao. Ele entao repete o

processo na nova diregao e assim por diante. Eventualmente,

chega a um local onde nenhuma direcao leva a pontos mais
baixos, al entao,ele para.

Se o terreno nao possui ondas e irregularidades ,

ent3o éste local é provavelmente o ponto mais baixo do va-

le e ele estarad feliz em té-lo alcancado. Se O terreno to-

do iver o EPormatc. de ppa mngrme, tijela, tendo portanto W

finico vale, o para-quedista estara no seu ponto mais baixo.

Se o terreno possuir somente um vale central mas

varias ligeiras irregularidades, ha uma grande chance que

ele tenha alcangado ©O ponto mais baixo, no entanto ele po-

de também estar no fundo de uma das irregularidades.

Qualquer lugar onde o para-quedista possa parar e

chamado um "minimo local". S5e for o ponto mais baixo do ter

reno & chamado "minimo global®.

Na pratica a possibilidade de encontrar-se um mi-

nimo local ao invés de um minimo global existe. Felizmen-

te, geralmente ele difere ligeiramente do minimo global,no

entanto se o minimo local diferir drasticamente do minimo

global, a configuragao nao pode ser interpretada.
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O stress do minimo local costuma ser maior que O
do minimo global. Comparando-se o stress da solugao obtida
com aqueles obtidos por solugbes em espagos de dimensao ma
is alta e mais baixa, pode-se perceber que foi obtido um

minimo local.

Quando houver suspeita, pode-se investigar recome
cando O processo com configuragoes iniciais distintas,o que
na analogia equivale a lancgar varios para-quedistas em lo-
cais distintos e deixar que cada um separadamente procure
o ponto mais baixo. E pouco provavel que todos os calculos
convirjam para o mesmo minimo local gue nao seja o minimo

global.

Finalmente, a experiéncia sugere que em se suspei
tando de um minimo local seja feita uma nova analise dos

dados.

4.3 - DIAGRAMA DE DISPERSAO

O diagrama de dispersao para uma determinada con-
figuracao & um grafico das medidas dij em funcao das medi-
das aij' Portanto este diagrama tem assinalado um ponto pa

ra cada par de estimulos (Fig. 4.1).

Este diagrama foi utilizado no definigao da fun-

c3o de ajuste e pode também ser um auxiliar do proprio stress
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na avaliagao do ajuste da configuracao aos dados.

Uma vez obtida a solugao do E.M.D pode-se cons-
truir um diagrama de dispersdo com duas finalidades. Pri-
meiramente verificar se a relacao exigida entre distancias
(dij e medidas de proximidade (Gij) foi obedecida nessa so
lucao. Secundariamente, procurando obter uma impressao vi-
sual do ajuste da configuragao aos dados, uma vez que ja

foi obtido o valor numérico do ajuste através do stress.

Kruskal supos dij = f(Gij) onde f & uma fung¢do mo
noténica, porém o E.M.D. & muito robusto no sentido de que
configuragoes obtidas com suposi¢des diferentes com rela-
¢ao a f nao diferem muito entre si (Kruskal, 1978). (Quan-

do o n? de estimulos & pequeno esta robustez desaparece).

Qualquer que seja a suposicao feita com relacao a
f, o diagrama de dispersao pode mostrar que os dados pedem
ou sugerem algum outro tipo de funcao. Ele mostra isto lo-
calizando os pontos nitidamente em torno de uma curva dife

rente daquela correspondente i funcao f.

Por exemplo, se for suposto f linear ao inves de
simplesmente monoténico para os dados que forneceram o dia
grama de dispersao da figura 4.2, poder-se-ia até eventual
mente chegar a mesma configuragao e mesmo a um diagrama de
dispersao bastante semelhante ao da figura junto com a con

clusao que uma fungdo linear seria a melhor aproximagao pa
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ra a curva claramente mostrada na figura.

—
|

Figura 4.2 - Diagrama de dispersao.

Se os pontos do diagrama de dispersao mostrarem

claramente uma curva diferente daquela referente a fungao

f suposta, o valor do stress podera estar indevidamente au

mentado pelo suposicdo inadequada com relagao a f. E  me-

lhor analisar novamente os dados usando uma suposigao mais

adequada.
ouando se assume f monotonica, o diagrama de dis-
persao tem quase sempre a mesma aparéncia caracteristica ir

regular. (Figs. 4.2, 4.3, 4.4, 4.1)

Os zig-zags individuais raramente tem algum signi

ficado real, uma vez que podem aparecer zig-zags diferentes
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se foram coletados dados novos. No entanto a forma geral da

curva que passa pelos pontos do diagrama & frequentemente

significativa. Por exemplo, a curvatura observada na

parte

inferior esquerda da figura 4.2, revela que para pequenos

valores de dij O comportamento de f difere do seu comporta-

mento geral podendo até ser devido a erros.

A figura 4.4 mostra um diagrama de dispersao rela
tivo a um experimento em que se fosse assumido f como fun-

¢ao linear estar-se-ia errando totalmente.

O diagrama de dispersio pode mostrar também um fe-
némeno muito importante chamado "degeneracao". Este fendme-

no significa que os pontos da configuracgao estao fortemente
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agrupados, isto &, a maioria dos pontos estao sobre ou es-

tao proximes de um nlimero muito pequeno de posigoes.

A "degeneracgao" pode ocorrer principalmente sob as
seguintes condigoes: (1) sendo usado E.M.D. nao metrico .
(2) se os estimulos tiverem um agrupamento natural, geral
mente trés ou menos grupos, ¢ se as dissimularidades entre
os estimulos dos diferentes grupos forem todas ou quase to
das maiores que as dissimilaridades entre os estimulos de
um mesmo grupo. Nestas circunstancias todos ou quase todos
os pontos que representam estimulos de um mesmo grupo con
vergem para a mesma posigao. Além disso o stress converge
para valores proximos de zero, apesar de nao atingir o ze-

ro na pratica.

Se houver trés ou quatro agrupamentos as suas res
pectivas posigoes frequentemente formam um triangulo equi-

latero ou um tetraedro.

Se ocorrer "degeneragao" os agrupamentos decorren
‘tes dela devem ser notados e considerados, mas nao devem
ser tiradas outras conclusoes. Em particular o stress mui-
to pequeno nao deve ser tomado como indicador de um bom a-
juste, uma vez que foi obtido violando duas suposicoes ta-
citas: (1) que a verdadeira relagdo entre distancias e pro
ximidades & monotdnica (2) que os pontos da configuragao
.50 estariam na mesma posigdo se representassem estimulos

\
__virtualmente idénticos. Uma analise métrica ou uma nova a-
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nalise para cada grupo separadamente & desejavel nestas cir

cunstancias.

O diagrama de dispersao de uma solugao degenerada
tem uma aparéncia caracteristica, parece uma escada consti
tuida de varios degraus muito longos. A grande maioria dos
pontos localiza-se sobre segmentos horizontais. Esta apa-
réncia resulta do fato dos dij variarem pouco, uma vez que
praticamente todas as distancias entre estimulos de um mes

mo conglomerado estao bem proximas de zero.

EXEMPLO 4.2 - No experimento realizado por nos (ver Capi-

tulo 8) foram observadas algumas solugoes degeneradas, des

tacamos abaixo uma delas relativa a seguinte categoria de

palavras.
A - sentir-se com apetite E - sentir-se com prudéncia
B - sentir-se com ambigao F - sentir que esta tomando
precaucao
C - sentir-se com vontade de G - sentir-se tomando cuidado
algo
D - sentir-se com impulso H - estar atento

I - sentir-se com uma pretensio

A figura 4.5 apresenta a configuracao obtida e a

figura 4.6 seu respectivo diagrama de dispersao.
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Figura 4.5 - Configuragao relativa a solugao degenerada

do exemplo 4.2.

ewWw STW W TR W TR W O/ P IWwW vwow TW W VWD IAR VW W TW R PWE ORNE IRHK P E W W Twow -

St bt P et b Bt P Bt Bet Bt Bt Gms b Bt B bt btk Pt b et bt O b bt g R R e el e e B R R R e e R R

‘

w
ou
i

e PP PRSP TR  ATEN PRUN BT FEEN SEES BT, FUIY BRI AR AR I FE R, GBS PR EN BT FUEN  FOR e T g v g

AA A am A oA A 28 S8 8 B 15 B 28 B +5 A 28 8 IV H IR G 18 B B B 2B 8 28 A 8B 8 S 288 o

wRaE

SREK MG GESE MWWk Gkkd GG s G en Radk Kddd ShAX REd& MASE Lude dawa

~ AAsa aads swwd AR _DHLN



—-79-~

cos1-8 CETS=L 09.8°9

"STEB L 59617 L

a.*oc.c&naunﬁw«a.narioﬁuvn'rnuo-unqa-ua&n

*X
aX X
o :
Q s
T s
0
wa .
2 .o
= H
n
*®
o S
O *
> :
o .
© *
— e
0] *
~ =
(e} N *
U™ . *
0 <t o w
“ s
Q @] *
Q- .
[} Q a
o .
T 0] e
X £
g .
(] T Y
E M
) (o]
4 T *
o [ M
o] ~
:l e £ ]
a) o 2y
— 1 -
; *
Vo) i °
. ] ']
< i *
o] »
“ . *
u Ll
o i
-l “
oh !

-

"SL6S°9

OVSN313¥d0LIN3LVOaYaINg 0v3nvi3yd

06e€2*9

©6026°¢s
X

02c9°¢ 0s96°
*ge8zTg o

B TR ]

VIIN33NY¥d 0534wl 091V3G

K 0B8Ze "y 0169°¢

S9%9 "4 *5500°%

;iao-awa«.;«gn.«n»*'nguf.ﬁnuo‘ﬁu»a.nnf».tna».;-ﬁ..e

G2LE"E

Cy580~¢

*gseL2

2LT% 2 0d3L"1

68602 -
* «
13
*
*
®
@
&
3
&
*
=
s
®
&
*
*
®
®
.
.
®
.
.
»
*
Ll
&
®
*
&
®
*
L
.
®
X X s
ZXx 2 Xw
€2 x*

;.co»c‘nqouo..-n.-n-.cnﬁcoﬁiﬁvccmue.«&eicuqof.acoaccﬁc-oibgb.quc-cqnc'ntc;.Q'oi.nucu.oo..o..oc.noon.o
(IVINOZIYGH) SNOILVAY
3IVINDA OVIIGWY 3i[)34y

€00
80°0
€170
2170
%270
620
4€°0
6€°0
$49°0
05°0
$5°0
690
$90
110
92°0
1870
980
26°0
L5670
20°1
L0"1
€171
B1°1
€271
82°1
€E°1
68" 1
yo°1
69°1
95" 1
09°1
$9°1
0L°1
sit1
18°1
98°1
1671
96°1
1672
1072
T1%2
L2
222
82-z
€62
BE"Z
Cvez
8%°2
952
652
¥9°2
69°2
sL-2
08-2
€8°Z

3560 SA (IvIIL¥3A) S3IINVLISIZ
L1I4 ¥v3INIINON 33 1014



-80-

CAPITULO 5

ESCALONAMENTO MULTIDIMENSIONAL : " 3 FATORES "

5.1 - INTRODUCAO

O E.M.D. a "2 fatores" nao considera as possiveis
diferengas existentes entre os julgamentos dos sujeitos que
tomam parte do experimento. Apesar da grande maioria dos
individuos perceberem o mundo praticamente segundo as mes-
mas dimensOes ou variaveis de percepgdo, existe certamente
uma grande diferenga no que diz respeito a valoragdo e a im

portancia que cada individuo atribui a cada dimens3o.

O E.M.D. a "3 fatores" incorpora estas diferencas
individuais através de pesos atribuidos ds diversas dimen

soes.

0 modelo utilizado para esta finalidade & o mode
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lo Euclidiano Ponderado onde:

R
Gi3? = pel Ve G5y %) Wier 20
sendo: dkij : distancia entre o estimulo i e o estimulo
j para o individuo k
Wy peso atribuido pelo individuo k & dimensdo
r
X;, ¢ coordenada na configuragao X do estimulo i
na dimensao r
Para o E.M.D. a 3 fatores tem-se uma matriz de

proximidadespara cada individuo do experimento, sendo permi
tidas diferengas sistematicas grandes entre essas matrizes.
Os dados para este E.M.D. sdo N matrizes A indexadas de 1 a
N, de modo que os elementos da matriz AK representem as me
didas de proximidade Gkij julgadas pelo k-ésimo sujeito. As
medidas de proximidade (simularidades ou dissimularidades)

apropriadas para E.M.D. a "3 fatores" sio iguais aquelas do

E.M.D. a "2 fatores" (vide Cap. 2).

Da mesma forma que o E.M.D. a "2 fatores" o £.M.D.
a "3 fatores" produz uma configuracio X = .
P iguracao (x(l),x(z), ..,X&V
chamada "espaco dos estimulos do grupo". Além disso produz

um cohjunto de N pontos Wl’ W2, .o WN em outro espago cha
mado "espa¢o ponderado" ou "espa¢o dos sujeitos" correspon-
dendo ufit ponto a cada sujeito do experimento, sendo este es

pago inexistente no E.M.D. a "2 fatores". As coordenadas dos

pontos né& “éépag@ ponderado” devem ser sempre positivas ou



-82—
>
nulas (w, .2 0).
As distancias entre os pontos no "espago do gru

" nao sao usadas no E.M.D. a "3 fatores". Ao invées, cria-

po
se uma configuracao nova para cada sujeito k e sdo usadas

as distancias nessas configuragdes.

A configuragao para o individuo k & construida al
terando-se a configuragao do "espago grupal" de acordo com
0s pesos do vetor de pesos w(k). Isto & cada coordenada dos
pontos deste espago € multiplicada por um fator que leva em
conta o peso que o individuo k atribui a cada uma das dimen

soes.

Assim sendo as coordenadas da configuragao Xk do

individuo k sdao dadas por:

(k) _ o
Xir ~ Yer ®ir

k . ~ ,
‘xir : coordenada na dimensao r do estimulo i no

espago correspondente ao sujeito k.

A distancia entre os pontos P'i e P'j na configu-

ragao x* indicada por d é dada por:

kij

R
2 _ 2
deig TeB1 VW X - W %)
= g W (x - X )2
r=l1 kr ir jr

de acordo com o modelo Euclidiano Ponderado.
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Segundo esta interpretacao o k-&simo sujeito da i

diferenga quadratica (x; . = x4 )2 a ponderagao w

jr kx”

EXEMPLO 5.1 - Esta descrito abaixo um exemplo artificial a
presentado por Kruskal (1978) na sua exposicao sobre o INDS

CAL (uma das técnicas de E.M.D. a "3 fatores").

Consideram-se n = 4 pontos (4 estimulos) e N = 3

sujeitos.

Na figura (5.1) tem-se o "espagco grupal" bi-dimen

sicnal onde estdo representados os pontos P P2,P P que

1’ 3'74
constituem a configuragdo. Ao lado estad construido o "espa-
¢O0 ponderado" onde pode-se observar que o sujeito 2 atribu-

iu peso 4 3 dimens3o I e peso 1 i dimensio TI (w, = 4,1)).

Abaixo estao os 3 espagos individuais; observandg
se o espago do individuo 2, verifica-se por exemplo que X3,

e x32 (coordenadas de P3 neste espago) sao obtidas por:

x{2) o T x, = /T . (=0,5) = -1.0

31 21 *31
22 o e k. = ST . (0,5} = —0.%
32 22 X3 . : :

xgz) = (-1,0; -0,5)

Ainda na figura (5.1) pode-se observar as tabelas
que fornecem as distdncias entre os pontos em cada uma das

trés configuracdes.
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Figura 5.1 - Conceitos basicos do E.M.D a "3 fatores"

- Devemos tecer ainda alguns comentarios a respeito

do E.M.D. a "3 fatores". (1) As N matrizes A, de medidas

k

de proximidade podem eventualmente representar ocasioes di
ferentes nas quais as medidas de proximidade tenham sido co

lhidas, ou condig¢Oes diferentes sob as quais foram obtidas
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essas medidas, ou ainda podem ser medidas de proximidade

com relagao a caracteristicas distintas. (2) Na pratica as
estimativas dos pesos W) podem levar a valores ligeiramen-
te negativos. Se estes valores forem proximos de zero, re
fletem apenas uma flutuagéo estatistica, se nao forem reflg
tem algum desvio entre o modelo e os dados. Frequentemente

significa que o n? de dimensdes estd muito alto para os da
dos ou que foi usada uma opgao inapropriada na entrada
(Kruskal, 1978). (3) Segundo varios autores uma vantagem
do E.M.D. a "3 fatores" reside no fato das dimensdes do es

pago obtido por esse escalonamento serem nao rotacionaveis,

(Takane, Young 1977).

5.2 - TECNICAS DE E.M.D. A "3 FATORES"

Nesta secgao vamos descrever brevemente como se
desenvolveu o E.M.D. a "3 fatores". O primeiro método foi o
E.M.D. "tri-modal" (Tucker 1964, 1972). No entanto a comple
mentagao de maior sucesso do modelo & devida a Carroll e
Chang (1970). O modelo mais recente de E.M.D. a "3 fatores"
€& 0 ALSCAL (Takane e Young 1977). O modelo Euclidiano ponde
rado e os procedimentos éssociados a ele para ajustar o mo
delo a dados empiricos foram propostos por varias pessoas a

proximadamente ao mesmo tempo (Horan 1969, Bloxom 1968, Car

roll e Chang 1970).

O procedimento de Carroll e Chang, chamado
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INDSCAL (escalonamento com diferengas individuais) & formal
mente uma generalizagdo em n-fatores da decomposigao canoni
ca para 2 fatores de Eckart e Young. Esta decomposigao & o

procedimento por eles chamado de CANDECOMP.

Este procedimento & realizado ap0s uma conversao
inicial das dissimilaridades observadas em produtos escala-
res, obtendo-se alternadamente as estimativas de < minimos
quadrados dos pesos (w) (para uma estimativa fixa da confi-

guragao X) e depois da configuragao X supondo w dado.

Ha duas consequéncias do procedimento CANDECOMP

a serem destacadas:
(1) O critério de minimizagao (chamado STRAIN, por Carroll)
& definido em termos dos produtos escalares computados
a partir dos dados. Portanto o INDSCAL nao otimiza o a
juste entre o modelo Euclidiano Ponderado e os dados e
sim trata do ajuste entre o modelo e uma transformagao

dos dados.

(2) Devido a operagao que converte dissimilaridades em pro
dutos escalares (que envolve adigéo, etc...) o procedi

mento & métrico.

Bloxom (1974) procurou melhorar o método de Car
roll e Chang e 0s resultados de seus trabalhos ainda estao

sendo investigados.

Todos os procedimentos citados até aqui , restrin

gem muito os dados aos quais eles se prestam . Especifica
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mente exigem que as matrizes de dados sejam simétricas, que
nao se percam observagdes, que nao haja replicas, que os da
dos sejam nao condicionados (vide Cap. 6) e ainda que os da
dos estejam definidos pelo menos no nivel de mensuragao in

tervalar.

Alguns procedimentos relaxando algumas dessas exi

géncias foram sendo propostos com graus de sucesso variavel.

O primeiro deles foi mencionado brevemente por
Carroll e Chang em seu artigo original (1970) chamado NINDS
CAL (INDSCAL ndo métrico) & um procedimento em duas fases
que usa o procedimento métrico CANDECOMP na 12 fase (itera-
tivamente até a convergéncia) e a regressao monotdnica  de
Kruskal (1964) na segunda fase. As duas fases sao aplicadas
iterativamente. A 12 fase minimiza o STRAIN (definido en
fungao dos produtos escalares) e a 22 fase minimiza o STRESS

de Kruskal que & definido em fungao dos proprios dados.

‘Envolvendo duas fungdes a serem minimizadas o
NINDSCAL nao assegura a convergéncia num ponto fixo e even-
tualmente oscila ou diverge apés‘algumas itéragSes. Além dis_
to o procedimento & ineficiente e dentre as restrigSeé so

bre os dados abole apenas a do nivel de mensuragao.

Pelos motivos acima, Carroll e Chang (1974) pro
puseram um outro procedimento ndo métrico para minimizar o)
STRAIN usando o método de Minimos Quadrados Alternados ( vi

de Cap. 6) apds obter estimativas iniciais de X e w atraves
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de um procedimento CANDECOMP melhorado. Este procedimento
que envolve o STRAIN em todas as fases de cada iteracao & o
primeiro procedimento estavel para E.M.D. ndo métrico envol
vendo o modelo Euclidiano Ponderado. Este procedimento tem
a propriedade altamente vantajosa que & o relaxamento das
restrigoes sobre os dados. No entanto a desvantagem deste
procedimento reside no fato dele estar relacionado com o
STRAIN e portanto nao otimizar o ajuste entre o modelo de
distancia e os dados mas sim entre os produtos escalares
computados por uma transformagao monotdnica otima dos dados
e os produtos escalares computados pelas coordenadas da con
figuragao. Dos varios procedimentos revistos. (Young e Taka-
ne 1977) este & o mais seguro (pelo menos teoricamente) ape

sar da sua eficiéncia ainda ter que ser verificada.

Um terceiro procedimento nao métrico para ajustar
o0 modelo Euclidiano Ponderado foi tentado por Young (Takane
e Young, 1977). Este procedimento usa uma técnica de gradi-
ente para.melhorar simultaneamente as estivativas se X (con

figuragao) e W (pesos) usando as derivadas da fungdo de per

da STRESS.

!

Apesar deste procedimento usar uma unica fungao
de perda e otimizar o ajuste diretamente com relacdo aos da
dos, mostrou-se extremamente dependente da configuragao ini
cial. E necessaria uma escolha cuidadosa da orientagdo ini

cial de X. Apesar desta dificuldade poder ser contornada
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usando um procedimento de rotagao descrito por de Leeuw
(1974), parece que o procedimento ainda padece do fato de

usar o Jgradiente em seu desenvolvimento.

Finalmente Yates (1972) propos um procedimento
com gradiente para ajuste nao métrico do modelo Euclidiano
Ponderado. Este procedimento nio considera nem o STRAIN nem
O STRESS, ele minimiza a propor¢ao de variancia no modelo
que & devida a ordenacdo ndo correta de certos pares de dis

tancias (com relacio 3 ordem das dissimilaridades) .

Este objetivo tem sido adotado por varios autores
no contexto do modelo Euclidiano nao ponderado (Guttman '
1969), de Leeuw 1970, Johnson 1973) e foi muito discutido
por de Leeuw (1975) e Young (1975). Apesar desse procedi
mento ter as vantagens de otimizar uma relagao definida di
retamente a partir dos dados, e ainda de nao restringuir os
dados, padece do fato de misturar duas fungoes diferentes a
serem otimizadas como foi mostrado por de Leeuw (1975) e dis

cutido por Young (1975).

O procedimento mais recente nio métrico que ajus-—
ta o modelo Euclidiano & o ALSCAL desenvolvido por Takane,
Young e de Leeuw (1977), ele trabalha com uma medida de a
juste semelhante do STRESS chamada SSTRESS, usa uma técnica
de Minimos Quadrados Alternados e remove todas as restricgo-

es sobre os dados que forem mencionados anteriormente.
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O ALSCAL por ter sido aplicado por nos em alguns
exemplos e pela viabilidade do programa sera descrito separa

damente no Capitulo 6.

No artigo de Carroll e Wish (1974) encontram-se e
xemplos de aplicagao de E.M.D. a "3 fatores" mostrando e co
mentando possiveis interpretagdes dos resultados. NOos apre -
sentaremos abaixo um exemplo descrito por Kruskal (1978) ape

nas para ilustrar o E.M.D. a "3 fatores".

EXEMPLO 5.2 - A técnica INDSCAL foi aplicada a dados de per
cepgdo de similaridades entre nagoes (Wish, Deutsch e Bie
ner, 1970).

Os 18 sujeitos do estudo piloto do qual os dados
foram colhidos atribuiram notas de similaridades numa escala
de 9 pontos aos pares obtidos dentre 12 nagles. Ap0s ter fei
to estes julgamentos e alguns outros, os sujeitos indicaram
a sua posigao com relagao & guerra do Vietna. Foram entao
classificados em "pacifistas","moderados" ou "radicais" de

acordo com essa sua posigao.

A figura 5.2 mostra o "espago grupal" obtido atra-
vés de uma analise INDSCAL bi-dimensional dos dados, ou seja
das 18 matrizes de medidas de proximidade obtidas. As dimen-
sOes foram interpretadas sem rotagao como sendo "alinhamento
politico" e "desenvolvimento econdmico". Ao ser feita uma a

nalise em trés dimensdes, a terceira dimensao pode ser
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interpretada como "geografica ou cultural®.

A figura 5.3 mostra os pesos atribuidos pelos su-

jeitos as duas dimensSes no "espaco dos sujeitos"
ECONOMIC RMENT &
DML on2 PESENIOLW (b 0s ;
BRASIL 338 -.218" M 2, EUA
RUSSIA IAPAN
CONGD 005 - 536 FRANCA 'ISR};\E.L
CuBA 34| ~.253 YUGOS LAV
EGITO ~089 ~272
FRANGA 006 2365 FRO_CONUNISTA [PRO_0cinEnTE
\ _ ® \
NS jiv:s] L2571 CHINA Pl
ISRAEL 206 222
JAPRO 219 274 .
el " BRASIL
CHINA ~449 -05% Cusa Estto INDIA
RUSSIA -.23] 297
E.UA 407 379
YUGOSLAVIA - 321 199 | CONGD

(a)

(beBDEbEM'IOL‘hDOb]

(bY

Figura 5.2 - Espago grupal obtido através da tebni

ca INDSCAL para dados do exemplo 5.2.
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SUJEITOS DIM 1 DIM 2

-

0,23 0,09

2 0,22 0,52 .
3 0,26 0,50 §

4 0,26 0,59 i

5 0,60 0,22 e

6 0,36 0,56 3

7 0,62 0,38 £

8 0,5 . 0,42 | 3

9 0,38 0,57 | 3

10 0,33 0,70 | B

12 0,63 0,20 | M

12 0,47 0,43 -

13 0,45 0,31 e

14 0,41 0,08 2

15 0,25 " 0,46 DIM L~ ALISHAME BTG PO Eazg_
16 0,52 0,34 ®)

17 0,55 0,05

18 0,53 039 ___

(a)

Figura 5.3 - Espacgo dos sujeitos relativo aos dados

do exemplo 5.2.

A real diferenga existente nos julgamentos dos su
jeitos pode ser percebida observando-se as matrizes de pro
ximidade dos sujeitos 17 e 4, (figura 5.4), o primeiro con
sidera todos os paises comunistas semelhantes entre si e
muito diferentes dos nao-comunistas enquanto que o outro

tem uma "visao de mundo" totalmente distinta, confirmando a

observagao das matrizes tem-se as suas posic¢Ges no "espaco

dos sujeitos".
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Figura 5.4 - Matrizes de Similaridades entre

dois sujeitos
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No "espago dos sujeitos" observa-se também que Os
individuos classificados como "radicais" deram mais peso ao
"alinhamento politico" enquanto que os "pacifistas" deram

peso maior ao "desenvolvimento econdmico”.

Nas figuras 5.5 (a) e 5.5 (b) tem-se os espagos
individuais referentes a um "radical" (sujeito 17) e a ~um
"pacifista" (sujeito 4) respectivamente; a diferenga entre
eles & dramatica. O "radical" localiza as nagdes ao longo da
dimensao I, desconsiderando praticamente o desenvolvimento
econdmico e o "pacifista" tem uma configuragdo mais  verti

cal devido ao alto peso por ele atribuido & dimensao II.

DIt 2 DIK 2
ECONONICAMENT ECONOMICAMENTE |
DESE NVOLVIDO DESENNOLY DO ?
EUA
RUSSIA .
. ISRAEL _
. FRAILA  JAPAD
YUGOS LAVIA
L ]
¢ RUSS1A o v Eu
¢ YUSOSLAVIA FRAtGA AT joone - ST
r—_—.—m‘COHUNleAI — lﬁ'\i)?@”uuls—rhl |PRO llL'DE’U'E_.!
SCHINA DIn | Bt
L ®
8 CHINA
° 8 °
CuUBA . g0 mpa  DRASIL
0 CO NGO s
% BRRGIL
L
s E6ITO IA;D!A
1S0BD Es & NVOLYID0|
CONGD
2
|SURDESENYOLYIDD |
(e) (b)

Figura 5.5 - Espacos individuais dos snjeitos 17 e 4 mos-
trados respectivamente em (a) e (b); dados do
exemplo 5.2
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O exemplo 5.2 demonstra como a técnica INDSCAL
assim como outras técnicas de E.M.D. a "3 fatores podem a
comodar grandes diferengas entre individuos. Os dados de do
is sujeitos, tao diferentes como aqueles discutidos no exem

plo, podem se ajustar no mesmo espago apesar das matrizes

serem totalmente correlacionadas (Kruskal, 1978).

Kruskal (1978) apresenta algumas outras formas
de aplicagdo da propria técnica de E.M.D. a "3 fatores" IND
SCAL na analise de dados, uma das aplicagoes se ajusta ao
caso de haverem muitos sujeitos no experimento o que difi -
cultaria a inclusdo de todos eles numa Gnica analise, a ou
tra se aplica se ja forem conhecidas as dimensdes do espacgo,
através de pesquisas anteriores, e deseja-se conhecer os pe
SOS que um novo grupo de sujeitos atribuiria a essas dimen-

soes.
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CAPITULO 6

ALSCAL

6.1 - INTRODUCAO

O ALSCAL & um procedimento para E.M.D. a "3 fato-
res", que apresenta certas vantagens com relagao aos méto-
dos anteriormente citados. Foi elaborado por Young, De Leeuw

e Takane'(l977).

Ele se aplica a dados que tenham observagoes per-
didas, que estejam definidos em qualquer um dos quatro ni-
veis de mensuragao (normal, ordinal, intervalar, razao),que
sejam discretos ou continuos, e que sejam simétricos ou as

simétricos, condicionais ou com réplicas.

Além disso, a técnica ALSCAL esta habilitada, sem

maiores complicagoes, a ajustar o modélo Euclidiano nao pon
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derado (E.M.D. a "2 fatores") e outros modélos que incluam
diferencas individuais como os de Carroll e Chang (1970) ,
McGee (1968) e Young (1975), dentro de um mesmo procedimen

to.

Esta técnica baseia-se no conceito de Fisher (1946)
de escalonamento otimo, isto &, as observagoes devem  ser
escalonadas obedecendo a dois objetivos: (a) elas devem se
ajustar o maximo possivel ao modélo segundo um critério de
minimos quadrados; (b) as suas caracteristicas de mensura

¢ao devem ser estritamente mantidas.

Para a aplicacao da técnica ALSCAL define-se:

A : colegao de matrizes A, das observagoes quadraticas do
2
individuo A, = (6. <)
k K137 hxn
* - * x5 "
D : colegao de matrizes Dy das observagoes quadraticas

. R .. *_ *2
otimamente escalonadas do individuo k Dk (qctﬂnxn

D : colegao de matrizes D, das dista@ncias quadraticas on
_ 2
de Dy = Qi3 ) nxn
R
dii' - E w (x - X )2 w > 0
- r=1 kr ir jr Kr =

As observagoes quadraticas otimamente escalonadas

sao comumente chamadas de disparidades para efeito de E.M.D.
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ou ainda pode-se referir a elas como sendo estimativas,uma
vez que elas s3ao os estimadores de minimos quadrados das

distancias quadraticas.

Com essas definig¢Oes pode-se representar formal-
mente o problema de escalonamento Otimo como um problema de
transformagéo, da seqguinte forma: Procura-se uma transfor-
magao t dos dados brutos que gere os dados otimamente esca

lonados d,..., tal que:

*
kij

£ (8451 = [d;ij]

Existem varias transformagoes t possiveis;o ALSCAL
limita a escolha da transformagao t através de trés crite-
rios relativos d mensuracao dos dados. Esses critérios sao
o processo de mensuragao, o nivel de mensuragao e a condi-
cionalidade dos dados. Adiante nd0s estudaremos cada um des
ses critérios em separado. O processo de mensuragao pode
ser discreto ou continuo; os niveis de mensuragdo sdo nor-
mal, ordinal, intervalar e razao; e quanto a condicionali-
dade os dados podem ser matriz condicional, linha condicio

nal ou nao condicionados.

Além disso, a transformagao t tem que ser tal que

~ . . *
exista uma relacao de minimos quadrados entre dkij e dkij'
dado que as caracteristicas de mensuragao sejam estritamen

te mantidas.
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condicionalidade) dizem respeito a trés aspectos diferentes
das categorias de observagoes. O processo de mensuracgao diz
respeito a todas as observagoes dentro de uma particular ca
tegoria. O nivel de mensuragdo diz respeito as relacoes en
tre todas as observagoes entre categorias diferentes. E a
condicionalidade dos dados, esta relacionada com a possibi

lidade de ajuntamento de categorias.

6.2.1 - Processos de Mensuracao

Nesta secgao vamos descrever como a escolha da
transformacdo t & limitada em fungao do processo de mensu-

ragao.

Ha dois tipos de restricdes de processo,uma & con
siderada quando se assume que o processo gerador & discre-
to e a outra quando & continuo. Deve-se assumir sempre uma

das duas hipoteses.

Acreditando-se que o processo & discreto,entao to
das as observagoes que estejam numa mesma categoria deve-

rao ser representadas pelo mesmo n? real apos ter sido fei

- * X -
ta a transformacdo t (t [Bkij] = [dkij]) isto e:
td S v o6 ar ar
- - =—]
: ( kij mno) ( kij mno)

n : indica equivaléncia empirica; pertencem a mesma cate-

goria.
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6.2 - DADOS - MENSURACAO

Antes de analisar a escolha da transformacdo t se
gundo os trés critérios relativos a mensuragao, devemos es
tabelecer o conceito basico no desenvolvimento do ALSCAIL '
que & do ponto de vista de seus autores a consideracgcao de
todas as observagoes como sendo categdricas. Isto &, eles
enxergam uma variavel-observagao consistindo de observacgdes
que caem numa variedade de categorias, tal que todas as ob

servagbes numa particular categoria s3o equivalente.

Estenden esse ponto de vista "categorico" com re-
lagao ao nivel de mensuracao da varidvel e com relacao a
natureza do processo que gera as observacoes. Resumidamen-—
te, seu ponto de vista @ que o processo de observacao for-
nece observagoes categdricas devido as condigoes de mensu-

ragao e de observacao.

_ : o

"Por exemplo, ao ser feita uma leitura de 40 num
termémetro comum, o que equivale a uma mensuragao de nivel
intervalar e processo continuo, sabe-se gque a temperatura

o o ; -
real deve estar entre 39,5 e 40,5 , sendo assim ha um gran
de nimero de temperaturas que sao relatadas pelo mesmo va-
o s . . ~
lor 407, constituindo assim uma categoria de observagoes e

quivalentes & observacao 40°.

Os trés critérios de mensuragao (processo, nivel e
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vagao limita a escolha da transformagao t.

Para variaveis nominais, o nivel de mensuragao nao
introduz para t outros limites além daqueles ja impostos pe

lo processo de mensuragao.

Para variaveis ordinais, exige-se, além das res-
trigdes devidas ao processo de mensuragao que Os numeros
reais associados as observacoes nas diferentes categorias

representem a ordem das observacgoes empiricas, isto é:

£° : (6., 46 )+ (d,.<d )
o kij mno kij = "mno

t® : restricdo de ordem

< : ordem empirica

Observe-se que se permite gque os numeros sejam

iguais mesmo que as observagoes nao o sejam.

‘Quanto ao problema das observagoes, ele pode ser

tratado pelas restricoes de processo. Se a variavel fordis
. do ~ . . 3 :

creta-ordinal (t ~) observagoes iguais permanecem iguais a
- ~ - +

pos a transformagcao, no entanto para uma variavel continua

. co ~ . . . -

-ordinal (t~ ) observacgoes iguais podem ser diferentes apos

a transformacgao.

Para variaveis quantitativas (intervalar ou razao )
de um modo geral, os numeros reais relacionam-se com as ok

servagoes através de um polindmio de grau conhecido:
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Por outro lado, adotando-se a hipotese de proces-
so continuo, cada uma das observacoes de uma determinada ca
tegoria deve ser representada pPOr um numero real seleciona

do num intervalo fechado de nimeros reais, isto é:

- - + L+
ki = Ymo £ i3 S Y5 = Yhne
c
B (O v 8 o) 7
- = * +
d .. =4d < d <d .. =4d
- kij mno - mno - "kij mno
dﬁij : limite inferior do intervalo de nimeros reais
diij : limite superior do intervalo de nimeros reais

Observe-se que uma das implicagoes da equivaléncia
- 0 - 0 . . . .

émplrica e que os limite superior e inferior de todas as
observagoes em uma determinada categoria sao os mesmos pa-
ra as observacoes. Portanto os limites se aplicam mais as
categorias do que &ds proprias observagoes. Note também que
para todas as observacgoes numa determinada categoria, as
respectivas observagoes reescalonadas devem cair no inter-

valo mas nao precisam ser iguais.

6.2.2 - Niveis de Mensuracio

Veremos agora como o nivel de mensuragdo da obser
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*
o

s4d

p . = »
t5 ¢ dys. io aq Rij

g

(a somatdria comeca com q = 1 para variiveis razao)

No entanto pode-se exigir que os nlmeros reais se

jam linearmente relacionados com as observacdes, isto &:

*

t dkij = aO + a1 6kij

onde a, = 0 para variaveis em escala razdo.

Quando necessario denota-se a transformagéo integ

1 ~ ~ r
valar por t~ e a transformagao de razao por t

6.2.3 - Condicionalidade

Agora sera analisado o terceiro critério relativo
a4 mensuragao, o que diz respeito i condicionalidade dos da

dos.

Como foi enfatizado por Coombs (1964) & possivel
que as caracteristicas de mensuracao das observagoes sejam
condicionais em algum aspecto da situacao experimental, ou
seja, que algumas observagoes nao possam ser comparadas com
outras. Por exemplo, se alguns sujeitos num experimento ti
verem que julgar as simularidades entre pares de estimulos

numa escala de 1 a 9, cria uma certa indisposi¢cao afirmar
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que o sujeito que atribui uma nota 7 a um par considera o
par mais semelhante do que o sujeito que lhe atribui nota
6. Nao se tem certeza que os sujeitos estejam usando a es-
cala da mesma forma. De fato, pode-se quase ter certeza que
eles nao a usam da mesma maneira, portanto diz-se que as
mensuracoes sao condicionadas aos sujeitos. Geralmente es-
te tipo de condicionalidade é referido como matriz-condicio
nal, uma vez que todas as observagoes dentro de uma matriz
Ay sido compariveis, mas nao sdo comparaveis as observagoes
entre matrizes.

As observacoes podem ainda ser linha-condicimadas
ou nao condicionadas como sao geralmente consideradas no

E.M.D. a "2 fatores" (Coombs, 1964).

Formalmente estabelece-se que o dominio da trans-
formagcao t depende do tipo de condicionalidade. Para dados
n3o condicionados o dominio da transformagao & todo o con-
junto de-oBservagSes, as N matrizes Ak' e a transformacao
& denotada por t, uma vez que todas as observagdes sao com
paraveis entre si. Para dados matriz-condicional o dominio
& uma Gnica matriz de dados Ak e a transformacao & denota-
da por t,, uma vez que as observagoes sO sac comparaveis
dentro da propria matriz. Finalmente para dados linhas-con-
dicionados o dominio & uma unica linha de uma matriz Ay

que & o que constitui um conjunto de dados comparaveis, e

a transformagao & denotada por tyj.
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A discussao anterior de nivel e processo de mensu
ragao foi feita em termos de dados ndo condicionados e as
definigoes devem ser modificadas adequadamente para outras
condicionalidades. Estas modificagoes e outros comportamen
tos de condicionalidade foram discutidos por Young (1973)e

Kruskal, Young e Seery (1973).

Concluida ao ser feita a escolha da transformacao
t deverao ser combinados os limites impostos pelos tréscpl

térios relativos & mensuracao.

€.3 - MEDIDA DE AJUSTE

A técnica ALSCAL procura otimizar uma Unica medi-

da de ajuste bastante semelhante ao STRESS, o SSTRESS (ﬂz)

2 *
g, (XIWI D) = I ;s
X 3 i kij kij

O SSTRESS difere do STRESS por estar em funcao das
*
kij® DE

sao os estimadores de minimos

R . 2 .
distancias quadraticas d e de seus estimadores d

kij
{ *

ve-se observar que os dkij

quadrados de déij e nao os quadrados dos estimadores de mi

nimos quadrados de dkij'

O STRESS e o SSTRESS nao sao equivalentes, no en-

tanto, apesar disso, nota-se que as transformagoes

B * 2 3 %2
Elogig 1 =Dy 1 e D651 =Ly ]
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sao equivalentes para os niveis de mensurag¢ao normal, ordi
nal e razao, mas nao o 5ao para o nivel intervalar, porém
Takane, Young e De Leeuw (1977) afirmaram que elas podem
ser consideradas equivalentes para os quatro niveis de men

suragao, e se propoe a estudar o problema mais a fundo.

Pode-se notar uma outra diferenca entre o STRESS e

0 SSTRESS no comportamento relativo a valores altos de
*

d .. ed .., estes tem mais enfase com o SSTRESS dc que com

kij kij

o STRESS.

Uma simples manipulacgao algébrica pode explicar:es
sa diferenca. Define-se

*

ki T Yxij * Ckij
onde ekij pode servpositivo ou negativo.
Com o STRESS, a contribuicao da discrepancia entre
* - 2
dkij e dkij e de apenas ekij
* 2 2 2
(Aysg = piy) " = | dyyy ~@xyg +oegyy) 17 = gy
No entanto com o STRESS tem-se:
2 2
2 *2 _ 2 2 _
e B P C O B
2
_ 2 . g _ _ 2
= 19555 = 945 = 29345 S5 ~ epy5 |
- &2 - 2
= eyl Cpiy T 2 gy |
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Portanto nao s6 o mdodulo de ekij mas seu sinal tam
bem (dkij e sempre nao negativo) e o modulo de dkij estao

relacionados na avaliacao do ajuste.

Um exemplo torna isto claro:

EXEMPLO 6.1 - Supondo que se tenha os dois casos abaixo:
* *

(A) A4 = 2 dpjy =1 | 913 ~ 9kij | =1
* *

(B) dyjy =5 dgj5 = 6 l Aij = Ik | =1

Se for usado o STRESS a contribuigao relativa des
sas discrepancias & igual, mas se for usado o SSTRESS tem-

-se uma razao de 3 para 11 o que & bem diferente da igual

dade.
2 * 2 2 *2
. = d.. L. = l -> . . =
(a) dklj 4 kij Idkij kij I 3
2 * 2 *2
d 7. = 25 d .. = 36 d .. - 4d 7. = +11
(B .+dy s ki3 MR Ki ] |

Este efeito @ mais marcante quando se compara O ca

so (C) com o caso (B)

* *

d .. = 5 .= 4 - =1
kij dkij 'dkij dkij I
(C) 5 5
* *
a .. =25 a*. =16 |d2 T | =9
kij kij ki kij
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No caso (C) a discrepancia & de 9 se avaliada pe

lo SSTRESS. Assim sendo, mesmo que se tenha a mesma d_,. e
1]

que a diferenca seja igual usando o STRESS, o sentido da

diferenca contribui diferentemente no SSTRESS.

A relacao entre o STRESS e o SSTRESS apesar de ser
algebricamente tratavel nao & direta e nao torna o proble-
ma muito mais claro, uma vez que nao se pode comparar a mag
nitude do ajuste pois os fatores de normalizacao das formu

las do STRESS e do SSTRESS podem ser diferentes.

Segundo Young, Takane e De Leeuw (1977) nao ha ra
zao a priori para se escolher uma das duas formulas. Uma
vantagem que tanto o STRESS quanto o SSTRESS tem sobre o
STRAIN (medida de ajuste na técnica INDSCAL) é o fato de
suas formulas serem perfeitamente compativeis com as res-
tricoes de nivel de mensuragao. A razao basica da opgao pe
lo SSTRESS & uma conveniéncia no algoritmo. Como se sabe as
diferencas individuais ponderadas W sao lineares com rela-
cao as distadncias quadraticas, mas nao com relagao as pro-
prias distancias

2

Ayes 4 > 0

1 Wir ir jr Wkr =

Il ™%

Assim sendo a estimativa de minimos quadrados qua
drados de W pode ser obtida através de uma série de opera-

¢oes matriciais elementares quando o SSTRESS & adotado co-
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mo critério de otimizacao.

6.4 - DESCRICAO DA TECNICA ALSCAL

Vamos descrever neste topico o algoritmo de Mini-
mos Quadrados Alternados para E.M.D. com diferencas indivi
duais (ALSCAL). Para isto & necessario inicialmente expli-
car o que & o método de Minimos Quadrados Alternados (ALS )

(Young, De Leeuw e Takane, 1977).

O ALS & um procedimento geral para estimar parémg
tros que envolve uma subdivisdo dos parametros em varios
subconjuntos e em seguida obt@m o estimador de Minimos Qua
drados de um dos subconjuntos de parametros sob a hipotese
dos restantes serem de fato conhecidos e constantes. A es-
timagao & entao alternadamente repetida para um subconjun-
to por vez até que todos os subconjuntos sejam estimados .
Este processo todo & entdo iterado atd que se obtenha a con
vergéncia. Esta convergéncia & certamente obtida, isto é ,
jamais num procedimento de ALS obtém-se uma iteragao que
piore a fungao que deve ser otimizada (de Leeuw, Young e

Takane 1976).

O algoritmo ALSCAL envolve duas fases maiores e

duas fases menores.

a . - . .
Na 1- fase maior obtém-se os estimadores de mini-
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ey . *
mos quadrados das observagoes otimamente escalonadas (D )

sob a hipotese de que a configuracao (X) e Os pesos (W) sao
constantes. Isto &, resolve-se o problema de minimos gqua-
drados condicionados que minimiza O SSTRESS sob a hipotese

de X e W nao variarem.

Notagdo: MIN [ g% (D*/X, W)]

a . - ¢

A 2= fase maior e constituida por duas sub-fases de
A ~ a ;

minimizagao separadas. A 1€ delas procura Os pesos, due ml~

nimizam o SSTRESS considerando constantes a configuragao e

as disparidades.
- 2
Notagdo:  MIN (9% (w/x, D*)]

a . ~ "
E a 2% fase procura a configuragao que minimiza O

SSTRESS considerando Os pesoOs € as disparidades constantes.
Notagdo:  MINy [gz (X/W, D*)]

As duas fases menores do algoritmo sao a fase ini

cial e a fase final do processo.

1. Fase inicial

Computam-se os valores iniciais de X e W a partir

de A (colegao das matrizes A, das observagoes quadraticas)
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usando a solugao algébrica modificada de Schonemann. ( Ver

Apéndice D,).

2. Fase de escalonamento otimo

2.1 - cCalculam-se as distancias Euclidianas ponderadas qua
draticas (D) a partir de X e W.

2.2 - Obtém~se as disparidades &timamente escalonadas D*
(estimadores de Minimos Quadrados de D ) a partir das dis-
tancias D, das observagdes A e das restricdes de mensuragao
usando o método de de Leeuw, Young e Takane (1976). ( Vide

Apéndice E.1l.).

2.3 - Normalizam-se adequadamente as disparidades. ( Vide

Apéndice E.2,) .

3. Fase final

Calcula-se o SSTRESS e verifica-se a taxa de de-
créscimo do SSTRESS & suficientemente baixa para poder en-

cerrar o processo.

4. Fase de estimacao do modélo

4.1 - Calculam-se os novos estimadores de minimos quadra-

dos dos pesos W a partir da configuragao anterior X e das
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novas disparidades D* através de técnicas de regressao.(Ver
g

Apéndice F-1)-

4.2 - Impoe-se as restricoes de nao-negatividade sobre W,
se necessario, através de técnicas desenvolvidas por Young

(1978) . (Ver Apéndice F-2 ).

4.3 - Calculam-se os novos estimadores de minimos quadra-
dos da configuragao X através dos novos pesos W calculados
em 4.1 e 4.2 e das disparidades D* computadas em 2.3 usan

do uma técnica numérica (Ver Apéndice F-3 ).

4.4 - Retorna-se a fase 2.1 para uma nova iteracado.
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CAPITULO 7

ANALISE DA SOLUCAO DO E.M.D.

Un dos problemas que o pesquisador enfrenta quan-
0 aplica uma técnica de E.M.D. & a analise dos seus resul
tados. Dois aspectos sao extremamente importantes nesta a
nalise, um deles a escolha da dimensio do espago no qual
0 experimentador deve interpretar os resultados e o outro

aspecto e a interpretacao da configuracio obtida no espa-

¢O escolhido.

7.1 - ESCOLHA DA DIMENSAQO DO ESPACO

7.1.1 - Introducao

As diversas técnicas de E.M.D. impdem a dimensio
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do espago Euclidiano no qual obter-se-a a configuragao de

sejada.

Na pratica, a dimensao do espago & habitualmente
desconhecida e deve ser escolhida segundo alguns critérios.
Sendo que o E.M.D. & geralmente usado como um modélo des-
critivo para representar e entender os dados, esses critée-
rios devem considerar a interpretabilidade da solugao,a fa
cilidade de uso dessa solugao, a estabilidade do modélo e

o ajuste do modélo aos dados.

Neste momento a preocupacao maior @ a escolha de
um espaco de dimensao apropriada aos dados e nao a procura
de dimensao "correta" do espago, daquele espaco "hipoteti-

co", "verdadeiro" que esta sob os dados.

Quanto & dimensao do espacgo, esta nao preciéa ne-
cessariamente corresponder ao numero de caracteristicas ob
servaveis dos estimulos envolvidos no experimento. Ha ca-
racteristicas dos estimulos que nao se destacam para cons-
tituir uma dimensao em separado, podem ser observadas na
configuragao porém nao sao identificadas com nenhum dos ei
xos. Ha também solug¢des que apresentam um nimero de dire-
¢oes ou caracteristicas interpretaveis maior que a dimen-
sao do espago, ou ainda o pesquisador pode nao estar apto
a interpretar alguns dos eixos apesar dos dados exigirem

uma configuragao num espaco de dimensao alta. Além disso o
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que conceitualmente & uma caracteristica sd pode correspon
der a duas ou mais dimensoes quando a caracteristica nao

puder ser descrita por uma Gnica variavel ordenada.

7.1.2 - Ajuste

‘Num E.M.D. a "2 fatores" em que seja usado o STRESS
como medida de ajuste, este pode servir como gquia para a

escolha do n? de dimensdes do Espaco Euclidiano.

Ha dois procedimentos basicos para isto, um deles
e estatistico, o outro & baseado em experiéncia e intuigao.
O estatistico requér menos pericia e e menos subjetivo, o
intuitivo @ usavel num nimero maior de situagoes. As tabelas
necessarias para o procedimento estatistico sO foram publi
cadas para certas condigdes e paraum nimero limitado de va-

lores de n (ntmero de estimulos).

Vamos comparar o procedimento intuitivo com o pro
cedimento estatistico através do exemplo abaixo, apresenta

do por Kruskal (1978).

EXEMPLO 7.1 - Neste exemplo serdo usados dados de tres ex

perimentos. No 12 deles © E.M.D. & aplicado a 12 estimulos
que sao nagSes, no 22 s3o 12 dialetos BIKOL e no 32 sio 12

dialetos KONSOID.
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(1) Procedimento intuitivo: Vamos comecar observando pa-

ra cada um dos experimentos os graficos do stress em fun-

cao da dimensao do espago (fig. 7.1). Os graficos foram

construidos a partir da (Tabela 7.1).

DIMENSAO DO ESPACO (R) | 1 2 3 4 5

STRESS: DIALETOS KONSOID|0,56 0,26 0,15 0,09 =

STRESS: DIALETOS BIKOL 0,246 | 0,069| 0,035 | 0,018 -

STRESS: NACOES 0,388} 0,187( 0,112 | 0,049} 0,022

TABELA 7.1 - Valores de STRESS obtidos em fungcao da dimen

sao do espaco.

Observando o grafico para os dialetos Konsoid nao
se nota nele nenhum "cotovelo que indique uma queda abrup-
ta no valor do stress e uma posterior estabilizacao,a im-
pressao que se tem & que ele segue decrescendo continuamen
te. Kruskal (1978) admitiu para esses dados,a solugao uni-
dimensional pelo procedimento intuitivo. Os dados dos dia-
letos Bikol foram por ele intuitivamente considerados bi-
dimensionais por apresentarem um ligeiro "cotovelo" para

R = 2, decrescendo mais lentamente para valores de R maio-
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A STRESS
O’bO‘
q

+ dados para 12 nacgoes

=

X

+ dados para 12 dialetos BIKOL

O - dados para 12 dialetos
KONSOID

qw~

0,101

Fig. 7.1 - Graficos do stress em fungao da dimens3do do espa

GO para os dados do exemplo 7.1.
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res que 2. Quanto aos dados das nagoes, o grafico lhe su-
geriu uma solugao tetra-dimensional ou pentadimensional ’

no entanto & uma questao a parte usar uma solugao num es-

pago de dimensao tao alta partindo de apenas 12 estimulos.

(2) Procedimento estatistico: O procedimento estatisti-

co se baseia na idéia de que existe uma verdadeira confi-
guragcao em algum espaco de dimensao Rt' Assume-se que as
proximidades sao geradas a partir das distancias na verda
deira configuracao, mas com um erro aleatdrio de algum ti
po incorporado num nivel controlavel e talvez com alguma
distorgao monotdnica incorporada. Quando as proximidades

sao escalonadas em espagos de dimensdes diferentes, o gra
fico do stress em fungao de R depende basicamente de R, e

t

do erro e. Portanto cada combinacao de R, e e produz um

t
grafico de aparéncia diferente. Usando técnicas de Monte
Carlo, varias configuracgoes sao geradas e escalonadas, a
partir dai sao catalogados os graficos de acordo com os

valores de (R e).

tl

A0 se usar o procedimento estatistico compara-se
os graficos obtidos pelos dados com esses graficos catalo
gados. Na figura 7.2 pode-se observar os graficos referen
tes aos trés experimentos comparados com os graficos cata
logados. No 12 deles tem-se R, = 1l e o erro e assumindo

t

os valores e = 0,06, e = 0,12, e = 0,25, e = ». No 22 e
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39 tem-se respectivamente RE =2 e Rt = 3 para os mesmos

valores de e.

SOTRESS L VERgus R Favh 12 AT ETOS
l ~ _ R 2

Ry 2

——————

Ry <3

!
J
L8

4

s L

STREss L

s e s o

O -DADOS DAS 12 NAGTES

. . 0 -PATOUS DOS DIALETCS MIHZ0I1D
X ~DADOS DOS DIALETOS A1 KoL

e ~ RESULTADOS DE MOMTE i .
CARLD PARK 12 FOMNTLS s Y4 Dir

Figura 7.2: Procedimento Estatistico para estimar a di

mensao do espago.

Na comparagao infere-se os valores de R, e e ve-
rificando quais si3o as curvas catalogadas que mais se asse
melham com as curvas obtidas. E obvio que um erro muito al
to obscurece qualquer caracteristica dos dados, isto pode

ser visto ao se observar que para e = «» as curvas sao pra-

ticamente iguais para os trés valores de Rt'

Os dados dos dialetos Konsoid tem a curva muito
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semelhante aquela catalogada para R, = le e=0,06 es-
tando apenas ligeiramente abaixo dela, o que leva a con-—
cluir que estes dados devem se adaptar num espaco unidimen
sional e ainda que devem ter um nivel de erro ligeiramente
inferior a 0,06. A curva dos dados dos dialetos Bikol esta
entre a curva para e = 0,06 e aquela para e = 0,12 com th
=2, assemelhando-se bastante a ambas, o que leva a optar
pelo espagco bidimensional. A curva para os dados das na-
¢oes nao parece se assemelhar a nenhuma das curvas catalo-
gadas observadas na figura 7.2. Kruskal (1978) afirma que
o seu nivel de erro & certamente maior do que o dos dois
outros experimentos e mais ainda diz que a curva se asseme
lha com aquela obtida para Rt =4 e e = 0,25.Portanto pa-

ra esses dados o espaco tetradimensional deve ser o que me

lhor se adapta.

Kruskal (1978) discute com mais detalhes procedi-
mentos estatisticos que usam o stress como guia na escolha

da dimensao do espag¢o apropriado ao E.M.D.

7.1.3 - 1Interpretabilidade da Solucao

Nesta secgao vamos comentar como a interpretabili

dade da solugao influi na escolha da dimensdao do espacgo.

Comega-se pela facilidade que possa existir em in

terpretar os eixos. Se uma solugao num espago de R dimen-
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soes tiver uma interpretagao satisfatdria e a solugao num
espago de (R+1l) dimensdes nio revelar nenhuma outra carac-

teristica dos dados, & melhor usar a solugao em R dimensdes.

Por outro lado, pode-se ter uma configuracao em 2
dimensoes sem interpretagao que passada para 3 dimensoes
tem uma interpretacao total. TIsto & possivel pois a relagao
entre configuragoes em espacos de dimensdes diferentes &

mais complexa do que em outros méetodos.

E necessario atentar para o fato de que se um in-
vestigador nao consegue interpretar os eixos do espago is-

to nao significa necessariamente que eles nao possam ser

interpretados.

Para se interpretar solugoes em espagos de dimen-
S30 maior ou igual a trés muitas vezes procura-se observar
as suas projecoes em um espago bi-dimensional de modo a fa
cilitar uma andlise visual dos resultados. No entanto esta
forma de interpretacdo nio & totalmente segura pois  pode
haver direcgoes interpretaveis no espago de dimensao alta
que nao sao identificadas na projecao. Ha técnicas estatis

ticas que podem auxiliar nesses casos (Kruskal, 1978).

Havendo dificuldades em se interpretar uma solugao
& aconselhdvel aumentar a dimens3o do Seu espago, no entan
to, uma dimensao alta apesar de certamente aumentar a ade-

quacao do ajuste, pode adaptar erros aleatdrios aos dados,
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levando a uma interpretacao erronea.

Feitas todas essas consideracoes, se forem rejei-
tadas todas as possiveis dimensdes do espago, os dados de-
verao ser manuseados de forma diferente, ou entio sao ina-

dequados para o E.M.D.

7.1.4 - Facilidade de Uso da Solucao

Ao se escolher a dimensao do espago deve-se consi

~derar a facilidade de uso da solugao do E.M.D. nesse espa-
co.

A solugao num espago bi-dimensional tem uma gran-
de vantagem que & a possibilidade de uma anidlise visual da

configuracao obtida.

Quando se tratar de uma configuragao num espaco de
muitas dimensoes, nao & UGtil apenas examina-la visualmente,
pois fica dificil compreendé-la. Configuracdes em espacgos
de muitas dimensoes sdo Gteis somente quando sdo usadas téc
nicas suplementares para encontrar estruturas interessantes
e compreensiveis. Estas estruturas sao frequentemente dire
¢oes da configuragao, mas podem também ser planos, curvas,

vizinhangas e outras estruturas sugeridas por Guttman (1954)

Sendo assim, mesmo quando os dados pedirem uma

configuragao num espago de 4 dimensoes pode-se querer usar
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a configuragao em espagos de 2 ou 3 dimensdes para que fa-
cilite a compreensao da solugdo no espaco de dimensio mais
alta. Além disso se os aspectos mais importantes e mais in
teressantes do espago de dimensdo mais alta ja estiverem ex
postos na configuracao no espago bi-dimensional (Shepard |,

1974) entao em algumas situagdes & desejavel usar apenas o

espago bi-dimensional.

Por outro lado, alguns aspectos impor&umeS(kiest;g
tura nao estao sempre confinados nas duas ou trés primei-
ras dimensoes. Em alguns casos pode-se até achar que as di
mensoes mais altas ajudam a esclarecer a interpretacao do
resultado bi~-dimensional. Quando isto ocorre, a estrutura

dos dados pode ser obscurecida tentando representa-los em

poucas dimensoes.

7.1.5 - Estabilidade da Solucio

A solugéo obtida atraves do E.M.D, assim como os
dados dos quais ela deriva estdo virtualmente sujeitos a

variagoes aleatdrias.

Frequentemente, apesar dos dados estarem bem co-
lhidos, a técnica utilizada para a obtengao da solugao po-
de levar a minimos locais que diferem do minimo global ape
nas por pequenas modificacoes das posigoes dos pontos, po-

~rém alteram consideravelmente o aspecto da configuragao Nes
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ses casos & aconselhavel uma nova analise dos dados.

Uma forma simples de investigar a estabilidade da
solugao consiste em fazer novas andlises nos dados subdi-
vididos em grupos. Esta subdivisao, se houver um namero
grande de sujeitos participando do experimento, pode ser
feita dividindo os sujeitos em sub-grupos aleatdrios, e a-
plicando o E.M.D. aos dados de cada sub-grupo em separado.
Ou ainda, pode-se eliminar alguns estimulos da matriz de
dados e aplicar o E.M.D. aos estimulos restantes usando a

idéia "jacknife" de J. N. Tukey (Mosteller e Tukey, 1977).

Outra forma de investigagao congiste em gerar va-
rios conjuntos de dados alternativos, acrescentando varia-
cao aleatoria aos dados originais. Aplica-se o E.M.D. a to
dos esses conjuntos de dados e escolhe-se a solugao que a-
presentar as caracteristicas mais frequentes entre todas

as solugoes assim obtidas.

A decisao sobre o n? de dimensoes do espago pode
se basear nessas consideragdes de estabilidade. Se o n? R
de dimensGes do espago se mantiver para varias solucdes,ele
€& um n? aconselhivel mesmo que nio diminua consideravelmen
te a medida de ajuste; a sua consisténcia e suficiente pa-

ra aceita-lo.

E interessante observar que as configuracoes obti

das através de métodos diferentes de coleta de dados podem
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diferir entre si.

E necessario ser cuidadoso ao selecionar os esti-
mulos que sao submetidos ao E.M.D., & preferivel procurar
grupos de estimulos em que todos eles variam ao maxime se-
gundo as dimensoes que potencialmente possam aparecer. Is-—
to porque nao se deve considerar uma dimensio do espaco na
solugao do E.M.D. em que haja uma pequena variagao dos es-—

timulos ou entao apenas a variagao de um sub-grupo deles.

Ha também uma regra pratica que pode ser usada pa
ra escolher o n? de dimensoes do espaco: o n? de estimulos
deve ser.pelo menos o dobro do n? de parametros ( conjunto
de coordenadas) a serem estimados, para assegurar um grau
adequado de estabilidade estatistica. Quando se usa um tri
angulo da matriz de proximidades, sem diagonal, isto signi

fica que Ei%:ll > 2 nR, ou equivalentemente R < E%E.Krudﬁd

(1978) afirma ter verificado empiricamente esta regra pra-

tica para R < 3.

7.2 - INTERPRETACAO DA CONFIGURACAO

7.2.1 - 1Introducio

Uma etapa importante do E.M.D. consiste na inter-

pretagao da configuracgao obtida. Além da observacao visual
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sao usados alguns recursos que tornam a configuragao mais
facilmente interpretavel. Estes recursos sao usados por so

licitagao do tipo de dados ou da prdpria configuracao.

Através dos exemplos pode-se verificar a adequa-

¢ao dos recursos a cada tipo de situagio.

7.2.2 - Rotagao da Confiquracio.

O E.M.D. a "2 fatores" permite uma rotacao dos el
x0s do Espago Euclidiano obtido, portanto como em Anilise
Fatorial essa rotagao pode permitir uma interpretacao me-
lhor da solugao. Isso pode ser observado no exemplo abaixo

apresentado por Kruskal (1978).

EXEMPLO 7.2 - O experimento consiste de um estudo piloto
sobre a percepgao das nagdes; foi realizado em margo de
1968 (Wish 1971, Wish, Deutsch e Brener 1970) . Foram subme
tidos ao'experimentO'lB estudantes de um curso de Medidas
Psicoldogicas ministrado por Wish. Cada um dos estudantes a
tribui um grau de similaridade numa escala de 1 (muito di-
ferentes) a 9 (muito similares) a cada um dos pares obti-
dos dentre 12 nagoes escolhidas. Primeiramente calcularam-
-se as médias das similaridades para cada um dos 66 (C6,2)
pares de nagoes. Estas medidas de similaridades foram ar-

ranjadas numa matriz para servirem de entrada para uma ana
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lise por alguma técnica de E.M.D.

BR OGN CUB  EGT  FR IND ISR JP cH RUS USA YUG

Brasil =

Congo 4.83 -

Quba 5.28 4.56 -
Egito 3.44 5,00 5.17 -

Franca 4.72 4.00 4.11 4.78 -~
India 4,50 4.83 4.00 5.83 3.44 -
Israel 3.83 3.33 3.61 4.67 4.00 4.11 -

Japao 3.50 3.39 2.94 3.83 4.22 4.50 4.83 -
Qlj:na 2.39 4.00 5.50 4,39 3.67 4.11 3.00 4.177 -
(Mainland)

Russia 3.66 3.39 5.44 4.39 5.06 4.50 4.17 4.61 5.72 -
U.S.A. 5.39 2.39 3.17 3.35 5.94 4.28 5.94 6.06 2.56 5.00 —

Yugoslavia 3.17 3.50 5.11 4.28 4.72 4.00 4.44 4.28 5.06 6.66 3.56 -

Figura 7.3: Matriz das similaridades obtidas en

tre 12 nacgoes.

Através da observagao da matriz pode-se perceber
que Russia e Yugoslavia foram percebidos como os mais seme
lhantes (Gij = 6,67) por outro lado China e Brasil, E.U.A.

e Congo foram julgados como sendo os pares mais diferentes

(Gij= 2.,39) .

A analise desses dados foi feita pelo programa

KYST para E.M.D. num espacgco bidimensional.
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A saida do computador forneceu a lista das coor-

denadas das nagoes e a configuracdo obtida a partir dessas

coordenadas.
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Figura 7.4 - Configuragao obtida pelo programa KYST para os
dados de similaridades entre nagoes (exemplo 7.2)

Observa-se que as dimensdes I e IT ilustradas na
figura 7.4 (B) sao dificilmente interpretaveis. Neste caso,

os experimentadores fizeram o que & muito comum em E.M.D. i
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uma rotacao dos eixos.

Os novos eixos estao ilustrados na figura 7.4 (C) ,
identificados como Dim I' e Dim II'. Observou-se que as na
goes pro-comunistas ficaram localizadas na parte superior
da Dim I' e as pro-ocidente na outra parte. A Dim II' foi
identificada como o desenvolvimento econdmico das nagoes ,
observa-se as nag¢oes menos desenvolvidas na regido superi-
or da Dim II' e as mais desenvolvidas localizadas mais a-
baixo. Desta forma, pareceu-lhes razoavel interpretar es-
sas dimensoes como sendo "Alinhamento Politico" e "Desenvol

vimento Econdmico" respectivamente.

7.2.3 - Regressao Linear

As posigoes dos pontos na configuracao obtida atra
vés de um E.M.D. podem estar relacionadas com as caracteris
ticas dos estimulos que eles representam.Na verdade, a mai
or parte das vezes o E.M.D. & usado para descobrir essas ca

racteristicas.

Em muitas aplicagoes Tteis e interessantes as ca-

- s ~
racterlisticas encontradas sao as esperadas.

Geralmente essas caracteristicas fazem parte de
um rol plausivel para o conjunto de estimulos. A funcao do
E.M.D. & descriminar quais caracteristicas sdo realmente im

portantes e quais sao apenas plausiveis.
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Uma forma de descobrir essas caracteristicas & a-
penas visual, isto &, observando a configuracao e procuran
do relembrar o rol de possiveis carvacteristicas do conjun-
to de estimulos. Esse mé&todo, no entanto, & falho por di-
versas razoes: (1) £ dificil observar a configuragao  em
todas as direcoes e nao sd naquelas definidas pelos eixos
coordenados sendo que muitas vezes numa configuragao ha mais
direcoes interpretaveis do que aguelas definidas pelos ei-

x0s coordenados, isto se observa no exemplo abaixo.

EXEMPLO 7.3 - Foi realizado por Rosemberg (1968) um estu-
do sobre termos gue identificam tracos de personalidade,po
de-se perceber na figura 7.5 quatro diregoes interpretéveis
e nao apenas duas que constituiriam os eixos do espago bi-
~-dimensional. Essas diregoes sao interpretadas como: " Bom
Social versus Mal Social®, "Bom Intelectual versus Mal In-

telectual”, "Duro versus Mole'" e "Ativo versus Passivo'.

(2) Se a configuracao estiver num espago de trés ou mais
dimensdes a observagao visual torna-se mais dificii, acaba
-ge obuervando apenas algum plano usado para a representa-
cdo, geralmente sdo os planos coordenados. Nestas situsgoes
deve-se fazer um grande esforco para se observar outras di

recoes ou entao possuir uma excelente imaginagao espacial.

(3) Ao ser observada alguma relacao entre a configuracao
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Figura 7.5 - Configuragao num espago bidimensional obtida
por Rosemberg para a percepgao de 60 tracos
de personalidade.As linhas tragadas na confi
ragao representam as diregdes interpretaveis
(Figura retirada de Kruskal (1978)).
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e alguma presumivel caracteristica & necessario se tomar
cuidado para nao incorrer num erro muito comum, gerado pe-
la tendéncia humana de enxergar comportamentos sistematicos

onde nao existem, que & o de super-valorizar o observado .

Exatamente para suprir as falhas da observagao po
de-se usar um procedimento estatistico de regressao linear
quando for conhecido um rol de presumiveis caracteristicas
do conjunto de estimulos. Verifica-se a aplicagdo desse pro

cedimento no exemplo abaixo apresentado por Kruskal (1978 )

EXEMPLO 7.4 - O experimento faz parte de um estudo piloto

que lida com a percepcao do relacionamento entre varios pro
blemas sociais (por exemplo, guerra, poluigao, pobreza,cri

me e violéncia).

Quatorze sujeitos taxaram o grau de relagao exis-
tente entre cada par obtido pela combinagao de 22 proble-
mas sociais (os sujeitos faziam parte de uma organizacao ,
sendo assim nao constituiam uma amostra aleatdria da popu-
lagao americana). Em seguida atribuiam notas a cada um dos
estimulos isoladamente segundo 15 caracteristicas desses
estimulos. As notas eram atribuidas em escalas bipolares
como por exemplo, uma das escalas que variava de 0 (nao &
de responsabilidade do governo local) a 9 (forte responsa-

bilidade do governo local).
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A matriz A = (§ )22x22 das medias das medidas de

ij
relagao entre os estimulos foi submetida a um E.M.D.

O E.M.D. produziu os valores de stress de acordo

com a tabela abaixo.

dimensao do espago| "1 | 2| 3| 5| 6

stress | ,0,41|o,23 0,15‘0,10,0,08

Considerou-se o mais apropriado o espago Euclidia

no de dimensao 3.

A partir dai, partiu-se para a interpretagao dos
eixos do espago usando-se as escalas bipolares. 0O primeiro
passo foi calcular as médias das notas que os sujeitos a-
tribuiram em cada escala bipolar para cada estimulo. A fi-

gura 7.6 mostra essas médias para quatro dessas escalas além

das coordenadas nos 3 eixos.

‘Em seguida usou-se regressao linear miltipla, fa-
zendo uma regressao das médias obtidas em cada escala bipolar,em

fungao das coordenadas resultantes do E.M.D.

Os coeficientes de correlagao multipla entre cada
escala bipolar e as coordenadas do espago tridimensional

estao na figura 7.7.

Verificaram-se quatro coeficientes altamente sig-

nificantes, os das 32, 42, 102 e 122 escalas bipolares, pa
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. eles em 4 escalas bipolares.

sociais nas 3 dimensdes e as médias obtidas por

* = significante a nivel menor

Figura 7.7: Regressao Maltipla
mensSes obtidas no

que 0,05

(3) (4) (10) (12)
” AFETA A|PROBLEMA | RESPONSA
ESTIMULOS DIM 1|pIm 2|pry 3 [AFETA A gﬁéogég é;*ggOLO‘ gé{rl%‘g;
MIN. SOAS
A. Exploragao do consumidor 0,78|-0,31| 0,71 5,71 8,07 2,54 6,92
B. Crime e violéncia -0,67( 0,15 0,24| * 3,50 6,07 2,77 8%,46
C. Deterioragao de Educagiao Piblica 0,15{-0,30|-0,91 3,00 6,50 5,62 8,08
D. Abuso dp Alcool e da Droga ’ -1,031 6,59|-0,29 2,43 5,29 3,23 7,54
E. Falta de propsperidade . 0,86!-0,52(-0,59 2,29 4,71 2,46 7,77
F. Representagao politica desigual -0,16|-1,03| 0,12 4,50 5,57 2,77 7,85
G. Cuidados de satde inadguados -0,26( 0,49(-0,90 2,57 6,29 5,00 7,62
H. Ineficiéncia do governo local 0,25|-0,83|-0,40 4,43 6,07 2,62 8,15
I. Injustiga no sistema judicial -0,37|-0,71| 0,91 2,64 5,57 2,00 8,08
|J. Inflagdo 0,16| 0,92} 0,66 4,64 7,57 2,62 4,38
K. Discriminagdo no trabalho -0,97({-0,10( 0,45 2,21 4,43 1,62 7,62
L. Abusos de tecnologia 0,98| 0,52-0,01 4,71 7,29 6,85 5,717
M. Negligéncia nos transportes piblicos 1,07(-0,83(-0,24 5,43 6,50 6,38 8,00
N. Superpopulagdo 0,18| 0,66|-0,78{ 5,79 7,79 5,08 5,54
0. Poluigdo do ambiente 1,23( 0,161-0,42 6,86 8,21 7.38 8,38
P. Pobreza -0,32 0,26‘-0,13 3,07 4,64 ‘3,85 7,54
Q. Voracidade privada e piiblica 0,491-0,11"' 0,41 4,71 6,79 2,08 7,38
R. Racismo e fanatismo -0,64(-0,32 '0,40 3,71 5,29 2,08 7,38
S. Habttaqﬁo abaixo da média —0,14 -0,00 -0,04 2,43 4,29 6,15 7,54
T. Desemprego —0,48 0,54: 0,10 2,14 3,79 6,31 6,92
U. Decadéncia Urbana 0,03 0,04 -0,24| 4,43 6,43 5,92 8,23
V. Guerra . 0,59 0,74| 0,87 5,36 7,79 1,46 5,08 |
PISOS DA PEGRESSAO ~
POLOS POSITIVOS DAS ESCALAS COSSLNOS DIRETORES CORPELAG O
o | bIM L ' ois 2 f prm 3 MOLTIPLA
1. Muito importante 0,538 0,765 =0,3%4 0,491
2. Muito interessante 0,909 0,386 n,1con 0,364
3. Afeta-me muito 0,994 ‘ 0,045 0,105 0,841 **
4. Afeta a maloria das pessoas 6,938 0,342 0,049 0,804 *»
5. Necessita de agiao urgente 0,557 0,424 -0,714 0,301
6. Problema econdémico 0,329 0,942 -0,072 ¢,523
7. Problema moral -0,170 -0,117 0,979 0,519
8. Problema politico 0,364 -0,685 -0,631 0,300
9. Problema organizacional 0,320 -0,474 ~0,820 0,638 *
10. Problema tecnolégico 0,612 0,416 =-0,672 0,767 *x
11. Responsabilidade do governo federal -0,032 0,736 0,677 0,43f
12. Responsabilidade do governo local | 0,262 -0,863 -0,432 0,767 *=*
13. Responsab. das instituigces s/ lucro 0,592 0,435 -0,679 0,409
14. Responsab, das instituig¢ées c/ lucro 0,555 0,767 0,320 0,599 *
15. Responsab. das pessoas diretamente 0,302 -0,859 -0,414 - 0,386
afetadas
" = P3,18 significante a nivel menor que 0,001

das médias nas Escalas Bipolares com relagao as di-
E.M.D. dos Problemas Sociais
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ra estas escalas pode-se considerar que as dimensoes fa-
: a a : ~ -~
zem sentido. Para duas escalas (9= e 14%) as dimensoes sao
significantes e para as demais nao ha coeficientes associa
dos as coordenadas que produzam uma correlag¢ao significan-

te entre elas e as trés dimensoes.

As trés primeiras colunas da figura 7.7 apresen-
tam os pesos Otimos correspondentes a cada correlacio mil-
tipla; sao os valores dos cossenos diretores, isto e, coe-
'ficientes de regressao normalizados, sendo assim a soma de

seus quadrados & 1 para cada escala bipolar.

Ha duas condigbGes necessarias para que as notas
atribuidas numa escala bipolar levem a uma interpretagao sa
tisfatoria de uma determinada dimensio. (1) a correlacgao
miltipla para a escala deve ser alta, indicando assim que
a escala pode ser bem ajustada as coordenadas da configura
gao. (2) a escala deve ter um coeficiente de regressao al
to na dimensao, indicando assim que o angulo entre a dimen

sao e a direcao dela & pequeno.

E desejavel portanto que se obtenha coeficientes
de correlagao multipla proximos de 0,90 para uma boa inter
pretagao da dimens&o; correlagdes acima de 0,70 podem ser
suficientes em determinadas situagoes. E claro que quanto
maior o coeficiente, mais confianca pode-se ter na inter-
pretacao da dimensdao. Exige-se que a correlagao seja esta

tisticamente significante pelo menos ao nivel de 0,01.
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Observando-se a tabela da figura 7.7 a primeira di
mensao pode ser imediatamente interpretada. A 32 escala e
altamente correlacionada com as dimensoes e tem cosseno di-
retor com a 12 dimensdo de 0,94 o que corresponde a um angu
lo de 6¢; pode-se observar na figura 7.8 (a) que isso torna
a diregdo da escala bastante proxima da direcdo da 12 dimen
sdo. O mesmo ocorre com a 42 escala. Sendo que estas duas
escalas se relacionam com os efeitos dos problemas sobre a
propria pessoa ou sobre o povo em geral; a 12 dimensio e
interpretada como "grande versus pequeno efeito sobre o po

VO .

As figuras 7.8(a) e 7.8 (b) mostram respectivamen
te a configuragao nos planos determinados pelas dimensoes 1
e 2 e pelas dimensoes 2 e 3. Percebe-se alguma significincia
em se interpretar a dimensao 2 como "Responsabilidade do go
verno local versus do governo nao local" pois a escala 12
tem coeficiente de correlacao significante e o cosseno do
angulo com esta dimensao & grande. O que mais se aproxima da
dimensao 3 & uma interpretacao de "Problemas tecnoldgicos ver
sus problemas nao tecnoldgicos" & o que pode ser percebido

observando na figura 7.7 a 102 escala.

Uma interpretagao melhor dessas dimensdes pode ser
obtida pensando-se em outras variaveis que distinguam me-
lhor os estimulos que se localizem nos extremos opostos das

varias direg¢oes dos planos da configuracao, em seguida es-
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Figura 7.8

sas variaveis podem ser incluidas sob forma de escalas em

um novo estudo.

Outros exemplos de aplicacao de técnicas de re-

gressao linear na interpretacao da configuragao podem ser

encontrados em Kruskal (1978) .

7.2.4 - Analise por Vizinhancas

O mais comum ao se interpretar uma solugao de
E.M.D. & observar as dimensdes do espago e julgar a confi

guragao a partir delas. No entanto, algumas vezes certas
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estruturas podem ser observadas no espago multi-dimensional

ao invés da interpretacao dos eixos.

Pode haver na configuracao vizinhangaslou regioes
que tenham algum significado quando associadas com caracte
risticas de alguns dos estimulos. Isto frequentemente ocor
re quando se obtém uma solugado bidimensional para dados a-
propriados a um espago de dimensao maior. Uma razio impor-
tante para que a interpretacao por vizinhanga revele outros
comportamentos nos dados @ o fato dela focalizar primaria-
mente as distancias pequenas (grandes similaridades) enquan
to que a interpretacao das dimensdes se baseia fundamental

mente nas distancias grandes.

Segundo Kruskal (1978), Guttman argumenta que uma
analise por vizinhangas ou comportamental & preferivel ao
procedimento tradicional baseado nas dimensdes. Isto se ve
rifica no seu espago que analisa correlagoes entre testes
mentais, este revela comportamentos importantes dos dados
(simplexes, circumplexes e radexes) que haviam sido perdi-
dos em uma analise fatorial anterior. Além disso,o prdprio
Kruskal acredita na interpretagao por vizinhancas como sen
do um auxilio na interpretacao da configuragao que suple-
menta e torna mais clara as dimensces do espago e nao com-

pete com elas.

Justificando seu ponto de vista apresenta um exem-
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plo onde a interpretacao por vizinhangas lhe parece mais

razoavel do que a das dimensdes do espacgo.

EXEMPLO 7.5 - Este exemplo & parte de um experimento descrito por Wish
(1970) e por Wish e Carroll (1974). As medidas de proximi-
dade foram obtidas através de julgamentos da similaridade
cultural entre 21 nagoes. A figura 7.9 (a) apresenta a so-

lugao obtida num espaco bidimensional.
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Uma interpretagao das dimensdes deste espaco con-
sideraria que o eixo horizontal separa as culturas Euro-
péias das nao-Européias, ou entao culturas brancas das nao
-brancas ou ainda paises do Norte dos paises do Sul. For-
cando a imaginagao poder-se-ia dar uma interpretacgao de Les
te versus Oeste para a dimensao vertical desde que isso con
fronte os paises do Leste da Asia e o Leste da Europa com

Oos outros.

Parece menos forcado, no entanto, observar apenas
que os paises de culturas similares tendem a formar conglo
merados no espago, nao sendo estritamente no sentido geo-
grafico, por exemplo E.U.A. e México estao bastante distan
tes o mesmo ocorrendo com Israel e Egito. Os E.U.A. formam
um conglomerado com os paises da Europa Ocidental dos quais
sua cultura & originaria, enquanto que o México forma um
conglomerado com os palses da América Latina. Nota-se que
os paises da Africa estao na parte superior esquerda,os do
Leste da Asia na parte inferior esquerda e os da Europa

Oriental na porg¢ao inferior direita do espacgo.

Uma das formas de se interpretar vizinhangas numa
configuragao envolve a aplicagdo de técnicas de Analise de
Conglomerados. Existem métodos sistematicos para se encon
trar conglomerados baseando-se diretamente na matriz de
proximidades (Kruskal 1978). Os conglomerados podem ser de

terminados através de "loops" em torno dos pontos que cor-
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respondem aos estimulos. Uma vez determinados pode-se pro-
curar observar quais as caracteristicas comuns aos estimu-
los que integram o mesmo conglomerado. Isto geralmente e
feito de forma subjetiva como um ato de interpretagao cria
tiva, em sequida pode-se atribuir ao conglomerado um rStu—

lo que explique o significado da sua localizacao.

Dessa forma pode-se prever em que conglomerado se
localizariam outros estimulos, que nao foram analisados,em

caso de coleta e estudo de mais dados.

A figura 7.9 (b) mostra os conglomerados obtidos
através de uma técnica de AnAlise de Conglomerados Hierar-
quica (Johnson, 1967) realizada sobre a configuracao bidi-
mensional das similaridades culturais entre as nagoes.0 fa
to dos "loops" serem bastante pequenos mostra uma boa cor-
respondéncia entre as vizinhangas do E.M.D. e os conglome-

rados determinados pela Analise de Conglomerados Hierarqui

ca.

Deve-se observar que o fato de dois estimulos es-
tarem proximos na configuragao nao representa obrigatoria-
mente uma alta medida de similaridade, pois vizinhancgas em
espagos de dimensao baixa podem estar representando mal os
dados dos quais a configuragao deriva (ver em ' Kruskal (1978)

experimento de Rosemberg, Nelson e Vivikananthau (1978))f

E necessario portanto suplementar a proximidade na
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configuracao com a proximidade baseada diretamente na ma-
triz de dadeos, além de que o E.M.D. funciona melhor na re-
presentagao de grandes distancias (estrutura global) do que
na representacao de distancias pequenas (estrutura local).
Graef e Spence (1976) mostraram que descartando apenas o}
terco em que as dissimilaridades sao pequenas ou O terco em
que elas sao médias ndo ha alteragdao na reconstrugao do es
pago multidimensional,ao passo que descartando o tergo mais
dissimilar de estimulos ha uma grande alterag¢ao na solucgao

do E.M.D.

Uma forma de juntar as informacgoes da matriz de
dados ao que se observa na configuracao consiste em ligar
por uma linha os pares de pontos que representam estimulos
cuja medida de proximidade excede um determinado limite fi
xado, como na figura 7.9 (c). O objetivo & que haja linhas
ligando pontos proximos na configuracao pois estas repre-
sentam pequenas dissimilaridades ou grandes similaridades.
Geralmenfe usa-se mais que um limite, representando-se por

linhas cheias, tracejadas ou pontilhadas.

Quando ha linhas muito longas unindo os pontos
da configuragao, isso indica uma discrepancia entre a pro-
ximidade na matriz de dados e na configuracgao. Se a confi-
guragao for bidimensional cada linha longa identifica um
residuo grande que deve ser levado em considerac¢ao na in-

terpretagao da configuragao. Quando as linhas longas esti-
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verem tragadas em planos de espacos de dimensao maior, a
discordancia entre os dados e as vizinhangas pode ser de-

vida as outras dimensoes.

Os conglomerados em espacgos bidimensionais,provg
velmente sd sao validos se estiverem de acordo com as li-
nhas tracadas, isto e, dentro do conglomerado, a maioria
dos pontos devem estar ligados uns aos outros e poucos den

tre eles podem estar ligados a pontos de outros conglome-

rados.

A figura 7.9 (c¢) mostra as linhas tracadas no es
pago de acordo com os dados de similaridade cultural en-
tre as nagoes. As linhas cheias mostram os pares que os da
dos indicam ser mais similares, as linhas tracejadas indi
cam os moderadamente similares. Uma vez que as linhas esg-
tao unindo pontos que estao prodoximos no espago, a repre-

sentagao espacial & bastante compativel com os dados.

“As linhas mostram outras tendéncias com mais cla
reza, por exemplo, a similaridade da Espanha com os paises
da América Latina de um lado e com os da Europa Ocidental
por outro lado. Observa-se no entanto que nao ha linhas
conectando os paises da América Latina com os da Africa a
pesar deles estarem prdximos na configuracao. Isso mostra
umé certa discordancia entre as distancias espaciais e os

dados de proximidade (stress = 0,128).
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Além do tragado de linhas para auxiliar na inter
pretacao por vizinhangas Kruskal (1978) sugere que se fa-
¢am novos E.M.D. para subconjuntos de estimulos que este-
jam pr6ximps no espago. Quando ha um n9 suficiente de es-
timulos envolvidos essas analises podem revelar dimensdes
que estiveram obscurecidas quando foram analisados todos

os estimulos simultaneamente.

7.2.5 - Outras formas de interpretacao

Ao se interpretar uma configuracao deve-se recor
rer também a uma certa imaginagdo criadora baseada muitas
vezes num certo conhecimento prévio dos estimulos que es-—

tao sendo estudados.

Um exemplo interessante neste aspecto foi relata

do por Kruskal (1978).

EXEMPLO 7.6 - Os dados do experimento foram coletados por
Rothkopf (1957) sao medidas de confusao entre 36 sinais
auditivos do codigo Morse. Cada sinal do codigo consiste
de uma sequéncia de pontos e tragos tais como ~.. para a
letra k e .._-. para o n? 2. Os individuos submetidos ao
experimento nao conheciam o cbédigo Morse. Uma maquina pro

duzia pares de sinais com intervalos entre cada sinal de
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1,4 segundos, esses pares eram ouvidos pelos sujeitos e
era exigido deles que avisassem se os dois sinais ouvidos

eram iguais ou diferentes.

Foi construida uma matriz de proximidades A onde
cada elemento 6ij representava a porcentagem de respostas
"igual" quando eram apresentados aos sujeitos o estimulo
i seguido do estimulo j, isso para um total de 150 sujei-
tos. Observe-se que os nomes das letras convencionados pa
ra os sinais do co6digo Morse nao entraram de maneira al-
guma no experimento; foram usados na tabela que represen-

ta a matriz de dados simplesmente por conveniéncia (figu-

ra 7.10).

A diagonal principal da matriz corresponde aos
pares que eram realmente iguais, portanto, espera-se para
eles valbres de Sij bem altos e isto realmente ocorre sen
do o menor deles 84% correspondente ao par BB. Fora da dia
gonal os valores correspondem a pares diferentes portanto
esperam-se aij pequenos e verificam-se varios deles abai-

x0 de 10%.

Essa matriz & grosseiramente simétrica. Isto &
se o valor sij € baixo, o correspondente Gij também o &

o mesmo acontecendo se ele for alto.

Tem-se na figura 7.11 a configuracao obtida apli

cando-se E.M.D. a esses dados (esta aplicagao foi retira-
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para os simbolos do Cddigo Morse.
4m0ﬂmhmehmqzzomomwaapsxwuHNqumhmmo

Figura 7.10 - Matriz de s
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Figura 7.11 - Configuragao resultante do E.M.D. das

similaridades da Fig. 7.10.
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da por Kruskal dos trabalhos de Shepard, 1963, que anali-
sou outros trés conjuntos de dados sobre o codigo Morse).
Os 36 pontos obtidos pelo E.M.D. sao os centros dos circu
los representados na figura. Para melhor entender a confi
guragao ao lado de cada circulo estao representadas as se
quéncias de tracos e pontos correspondentes ao estimulos

auditivos ouvidos pelos sujeitos.

Pode-se pbservar uma boa concordancia entre a ma
triz e a configuragao. Tomando-se por exemplo as letras B
e X tem medidas de similaridade altas 84% e 64% e encon-
tram-se bastante proximas na configuracao, por outro lado
as letras E e O tem medidas de similaridade baixas 3% e
5% e encontram-se bem afastadas na configuragao. Para ou-
tros pares de sinais o fendmenos se repete havendo uma coxr
respondéncia entre medidas de similaridade e distancias na

configuracgao.

Uma interpretacao muito engenhosa para esta con-
figuragao foi dada por Shepard e & mostrada na figura 7.12.
Ele observou que para esse conjunto de simbolos havia du-
as variaveis muito correlacionadas que nao poderiam ser
distinguidas, por esses dados, sao "comprimento do sinal "
e "numero de componentes". No entanto estava claro para

ele que alguma variavel de comprimento desempenhava um pa

pel importante.
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Figura 7.12 - Interpretagcao de Shepard para a configu

racao dos simbolos do Cddigo Morse.
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Shepard construiu 5 faixas na configuracao de mo-
do que os estimulos pertencentes a mesma faixa tivessem o
n? de componentes igual e definiu assim uma das dimensoes
"nQ® de componentes". Notou também que os estimulos locali-
zados mais a direita na configuracao tinham predominancia de
tragos e aqueles mais & esquerda tinham predominancia de
pontos, estava assim definida a segunda dimensao "tipos de

a ; S as s
componentes". Observa-se na 5= faixa bem a direita o @ com

5 tracos, em contraposigéo na 12 faixa bem a esquerda o E

com um Unico ponto.

Quando Shepard publicou seu trabalho, o fato das
duas variaveis mostradas na configuracao dele desempenharem
um papel importante na percepc¢ao dos sinais do cddigo Mor-
se era uma novidade, apesar que o assunto ja havia sido mui
to estudado. Deve-se observar no entanto, que as suas con-
clusoes nao podem ser generalizadas, sao validas para su-
jeitos nao treinados na escuta do cdbdigo Morse, nas condi-

¢Oes desse experimento.

7.2.6 = Auxilio na analise da solucao

Ao se analisar uma solugao do E.M.D. pode-se re-
*
correr a matriz de residuos [r..] onde r,. =d,.-d,.
ij” nxn ij ij ij
para auxiliar na interpretacao desta solug¢dao. No exemplo

7.2 foi usado esse recurso apOs ser observado o ajuste da
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configuragao dos dados. Obteve-se um stress de 0,19 para
a configuragao no espago bi-dimensional,apesar deste ser
bem melhor do que o stress de 0,39 obtido para a configura
¢ao num espago unidimensional, ele ainda indica que o ajus
te esta longe de ser perfeito.Dado o pequeno numero de su-
jeitos (18) do experimento nao ficou claro se o 0,19 refle
tia falta de confiabilidade ou a existéncia de alguma es-
trutura adicional na matriz de dados. Partiu-se entdo para

a analise da matriz de residuos.

BR OWN CB BEGIT FR IND ISR JP CH RS UsA VG

Brasil =

Congo .28 s

Cuba .78 -.09 -

Egito -.04 -.36 -.40 -

Franga S .10 .14 -.07 -.13 =

India -.37 -.22 -.27 -.18 -.66 =

Israel -.37 .05 .40 .45 -.64 -.05 -

Japao .25 .36 =-.15" .18 =-,57 «35 =425 -

China .00 .20 -.10 -.10 =-.11 30 .11 .52 -
(Mainland)

Russia =02 .00 .12 -.01 -.15 .20 .15 -.10 -.10 -
U.S.A. .43 .00 -,01 -.34 .17 .20 -.09 .09 .00 .35 =

Yugoslavia .03 .38 .12 -.04 '-.13 .05 .28 -.18 -.32 .00 =.04 =

Figura 7.13 Residuos da solugdo mum espago bidimensional do E.M.D. das simi-’

laridades entre 12 nagGes.
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Observando-se a matriz de residuos (fig. 7.13) per-
cebe-se que o espago bidimensional superestima as distanci
as entre as nagoes geograficamente proximas e subestima as
distancias entre as nagoes geograficamente ou culturalmen-
te distantes. Por exemplo, de acordo com as medidas de si-

milaridades Cuba deveria estar proxima do Brasil no espago

(rij = 0,78) e a China deveria estar proxima do Japao (rij=
= 0,52). Por outro lado, a Franga deveria estar bem distan
te da India e de Israel (rij = - 0,66 e rij = - 0,64 res-
pectivamente) .

O comportamento sistematico da matriz de residuos
indica que as duas dimensoes nao representam toda a estru-
tura da matriz de proximidades. Confirmando esta idéia tem
-se o stress caindo para 0,11 num espago tridimensional e
para 0,05 num espago tetradimensional. Se um numero maior
de nagoes tivesse sido incluido nesse estudo, seria razoa-
vel concluir que uma representagao tetradimensional seria
a mais adequada. No entanto com apenas 12 estimulos & im-
provavel que seja determinado um espago de mais de duas ou
trés dimensdes. Foi feito um estudo mais amplo por Wish ,
Deutsch e Biener (1970, 1972) que obteve além das dimen-
soes da fig. 7.4 outras duas que refletiam as proximidades

culturais e geograficas entre as nacoes.

7.2.7 = Representacao de uma configuracao num espaco tri-

dimensional.
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Para encerrar este capitulo seria interessante ob
servar uma configuragao num espaco tridimensicnal.A confi
ragao apresentada faz parte de um trabalho realizado por

Gary A. Mauser (1972) sobre a Previsao de Compor tamentos pa

ra a Substituicao Eleitoral.

A representagao & feita por bandeirolas de diver-
sas alturas representando assim a 32 dimensao. Cada bandei
rola esta representando um politico americano de um conjun
to de candidatos dos quais eleitores americanos julgaram
as similaridades. O programa usado para o E.M.D. foi o

MDSCAL, o stress obtido foi 0,183 (fig. 7.14).
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CAPITULO 8

APLICACAO

Realizamos a pedido do Prof. Arno Engelmann, um ex
perimento com varios grupos de termos que exprimem relatos
verbais de estados subjetivos, estes grupos haviam sido pre
viamente estudados por ele, atraves de outras técnicas esta

tisticas. (Engelmann 1978) .

O objetivo desse experimento foi a visualizagao des
ses grupos de termos, querendo-se verificar se algum termo
se distingue do grupo, ou se existe a formagéo de blocos de
termos dentro dos grupos, ou ainda eventualmente interpre-
tar as caracteristicas que definem as posigoes dos termos

na configuragao (interpretacdo das dimensdes do espaco) .

Dispunhamos inicialmente de 49 grupos de termos, co
mecamos eliminando oS grupos que continham 2 ou 3 termos por

nao haver condigcées de fazer a analise com tao poucos esti-
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mulos. A aplicag¢do do pregrama ALSCAL acabou mostrando que
também deveriam ser eliminados os grupos com 4 termos pois
com 4 estimulos fica impossivzl estimar a configuragao (sao
dac::s 6 medidas de proximidade e exigem—se 8 coordenadas num
espago bidimensional) . A analise foi feita para 25 grupos

com numero de termos variavel .

Para os grupos com menos que dez estimulos a cole
ta dos dados foi feita pelo "Método dos Pares" (vide 2.3.
2.2) optou-se por esse metodo pela facilidade de aplicacgao;
o numero de pares correspondente a essa quantidade de esti
mulos nao seria muito grande, e a atribuigao de uma notanu
ma escala de similaridade de 1 a 9 nao seria dificil nem
cansativa para os sujeitos submetidos ao experimento. Alem
de que a partir dessas notas atribuidas pelos sujeitos a

obtengao da matriz de proximidades & extremamente simples.

A pesquisa foi feita sob forma de questionario, a
cada par de estimulos o sujeito deveria atribuir uma nota
de 1 a ¢ numa escala que associava ao 1 muito diferente e
ao 9 muito similar. Obtidas essas notas calculou-se a mée-
dia e a mediana delas para todos os sujeitos, foi construi
da uma matriz de similaridades com as medias e outra com as
medianas; ambas foram processadas pelo ALSCAL. Porém, apos
o processamento optou-se pelas médias, devido & pouca varia
bilidade das medianas, usando-se as medianas havia muitas

medidas repetidas sendo portanto prejudicial a solugao do
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EM.D. .

Quanto aos grupos com mais de dez termos, formar-
~se-ia um numero muito grande de pares; por exemplo, com 11
estimulos obter-se~iam 55 pares, tornando-se portanto extre
mamente cansativo, para os sujeitos submetidos ao experimen
to, realizarem todos esses julgamentos. Em vista deste fato
a coleta dos dados foi feita pelo "Metodo das Categorias"
(vide 2.3.2.3). Para esses grupos o questiondrio continha a
relagdo de todos os termos do grupo. A tarefa do sujeito con
sistia em subdividir esses termos em categorias mutuamente
exclusivas, de modo que os estimulos pertencentes a uma mes
ma categoria fossem semelhantes entre si, sendo gue, ele nao
poderia classificar todos os estimulos numa unica categoria.
A medida de proximidade foi obtida através da percentagemde
vezes que dois estimulos foram classificados, pelos sujei-

tos, na mesma categoria.

Optou-se pelo E.M.D. nao métrico a "2 fatores", uma
vez que os dados se encontravam no nivel de mensuragdo ordi
nal e havia uma Gnica matriz para todos os sujeitos, nao sen
do portanto levadas em conta as diferencas individuais, pa-

ra isso foi usado o programa ALSCAL.

Foram submetidos ao experimento alunos de um curso
de Psicologia ministrado pelo Prof. Arno Engelmann nos anos

de 1979 e 1980 no Instituto de Psicologia Experimental da
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Universidade de Sao Paulo.

Obtiveram-se as configuracoes desejadas, para al-
guns grupos em espagos de dimensao um e dois, para outros
até em espagos de dimensdo trés. Além disso foram obtidos os -
respectivos diagramas de dispersao e os valores do STRESS e

do SSTRESS correspondentes a cada solucao.

Apresentaremos abaixo apenas dois grupos como exem
plo do que foi realizado, um com menos de dez estimulos e

outro com mais.

EXEMPLO 8.1: Os estimulos que constituem um dos grupos ana

lisados sao: A: Sentir-se bem disposto

B: Sentir confianca E: Sentir-se deslumbrado
C: Estar contente F: Estar encantado
D: Sentir uma satisfacdo G: Sentir intimidade

A tabela 8.1 apresenta as medidas de proximidade
obtidas para esse grupo a partir dos julgamentos de 53 sujei
tos, realizados através do Método dos Pares, e usando a mé-

dia dos julgamentos como medida de similaridade.

Obteve-se a configuracao desejada em espaco unidi-

mensional (Figura 8.1) e bidimensional (Figura 8.2).
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Tabela 8.1: Matriz de similaridade referente aos estimulos

do exemplo 8.1

G| 4,36 6,02 4,28 4,58 2,74 3,13

Vale a pena observar que a configuragdo no espaco
unidimensional & praticamente a projecdo da configuracao a

duas dimensoes sobre o eixo horizontal.

Para a solugao no espaco unidimensional obteve-se
SSTRESS "igual a 0,01503 e STRESS de 0,018. No espago bidi -
mensionai houve uma melhora do SSTRESS, que passoua 0,00540
e o STRESS permanece praticamente igual com valor de 0,020
(o ligeiro acréscimo pode ser explicado pelo fato do progra
ma trabalhar em fungao do SSTRESS e fornecer apenas o STRESS

da solugao obtida) .

O diagrama de dispersao correspondente a solugao no
espago bidimensional (Figura 8.3) apresenta um aspecto que

satisfaz bastante a condicao de monotonicidade exigida pelo
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modelo, e aquele relativo a solugao unidimensional (Figqura

8.4) apresenta um numero maior de patamares.

Para esse grupo nao foi possivel dar uma interpre-
tagéo aos eixos, no entanto interessou a visualizagéo da

posigao relativa dos estimulos.

EXEMPLO 8.2: Neste exemplo vamos observar um grupo com 25

estimulos que sdao os enumerados abaixo:

A: Sentir angustia N: Sentir uma decepcgao
B: Sentir-se modificado O: Sentir-se desenganado
C: Sentir-se culpado P: Sentir-se desapontado

D: Estar com sentimento de culpa Q: Estar aborrecido

E: Sentir-se fracassado R: Estar fulminado

F: Sentir-se frustado S: Sentir-se mal

G: Sentir-se amargurado T: Sentir vergonha

H: Ter uma magoa U: Ficar sem gracga

I: Sentir-se inconsolavel V: Sentir-se desconcertado
J: Sentir-se lastimando algo W: Sentir-se timido

K: Estar triste X: Sentir-se acanhado

L: Sentir pesar Y: Sentir-se constrangido

M: Sentir-se desolado

A tabela 8.2 apresenta as medidas de proximidade
obtidas através dos julgamentos que 47 sujeitos efetuaram

pelo "Método das Categorias"
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Tabela 8.2 - Matriz de similaridades entre os estimulos do

exemplo 8.2

b A B c D E F G o1 J
- 2 3 4 5 6 7 8 o 10
1A 0.0
28 21.280 0.0
3c 10.640 19.150 0.0

4D . 12,760  19.150 93.620 9,9

SE 12,760  19.150 6.330  ¢,380 0.0

6F 14.890 17.020 4.250 4,250 68,080 0.0 .

7G 44.680  17.020 12.760 14.850, 17.020 8.510 0.0

8H .. 8.510 8.510 4.250 4,250 6.380 4,250  36.170 0.0

91 12.760  29.790 4.250 4,250 12.760 4,250  27.660  27.660 0.0

10J 6.380 8.510 2.130 2,130 6.380 10.640 12.760  21.280  33.300 0.0
f11K 10,640, 10.640 0.010 g.010 6.380 6.380 25.530 51.060 27.660 25.530
121, i7.760 14.890 17.020 19.150 6.380 2.130  23.400  31.910 27.660  23.400
1131 12.760  29.790 6.380 6.380 27.666 10.640  23.400  23.400 59.570  23.400
| 14N 8.510 2.130 4.250  6.380  21.280 31.510 10.640 14.850 10.640 10.640
1150 6.380 10.640 6.380  6.380  25.530 - 14.890 14.890 14.890 = 21.280 8.510
| 16D 8.510 2.130 6.380 6.380 21.280 25.530 14.890 14.890 10.640 10.640
‘179 10.640 4.250 4.250 4,250 10.640 14.890 19.150 27.560 14.890  19.140
18R 4,250  31.910 4.250  4.250 10.640 4.250  10.640 4.250 17.020 4.250
198 21.280 8.510 10.640 12.760 8.510 10.640 12.760 4.250 4.250 4,250
20T 0.010 4.250 8.510  8.510 4,250 2.130 2.130 2.130 . 2.130 0.010
21U 2.130 4,250 6.380  6.380 4.250 2.130 2.130 2.130 2.130 0.010
22V~ 4.250 6.380 4.250  2.130 8.510 6.380 6.380 6.380  10.640 4,250
230 2.130 4.250 0.010  0.010 2.130 4.250 0.010 0.010 _ 0.010 0.010
24% 0.010 2.130 2.130  2.130 4.250 2.130 2.130 4.250 2.130 0.010
25Y 2.130 6.380 8.510 8.510 4,250 0.010 4.250 4.250 4.250 4,250

X Le M N o P Q R s T

i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
111K 0.0 ’
125 53.190 0.0

134 42.550  40.420 0.0

141 8.510  10.640 12.760 0.0
1150 19.140  12.760 29.790 36.170 0.0 -

16p 17.020 19.150 17.020 B80.850 36.170 . 0.0
170 34.040  23.400 23.400 17.020 10.640 27.660 0.0
18R 8.510 10.640 17.020  4.250 19.150 4.250  17.020 0.0.

19s 10.640 8.510 4,250  6.380 3.510 4,250 8.510 8.510 0.0
| 20 0.010 6.380 2.130  2.130°  2.130 4.250 2.130 2.130 19.150 0.0
21U 0.010 4,250 2,130 2.130 2.130 2.130 6.380 2.130 10.150  76.590
22V 4.250 4.250 . 12.760 12.760 6.380 10.640 10.640 10.640 14.890 57.450
‘23w 2.130 0.010 0.010  0.010 0.010 0.010 2.130 0.010 17.020  48.940 -

. i .

|
! K 1, bt N o o P o} R S
i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 go
24X 2.130 2.130 2.130 2.130  2.130 2.130- 4,250 2.130 17.020 59.570
25Y 4.250  10.640 8.510 2.1 0 2.130 2.130 6.380 2.130 14.890 55.320
| U v oo W X 4
; 21 22 23 24 25
21U 0.0
22v 55,320 0.0
23y 53.190  38.100 0.0

24X 55.570 46.810 85.110 0.0
25Y 53:190 48.940 55.320 65.960 0.0
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O grande numero de estimulos, a configuragao ini-
cialmente obtida num espago bidimensional, onde se verifi-
ca a formagao de alguns blocos (Figura 8.5), e a obsefva—
¢ado do diagrama de dispersdo dessa solugao (Figura 8.6) que
nao respeita a monotonicidade exigida, sugeriram a realiza

¢ao do E.M.D. em espago de dimensdo mais alta.

Os valores do SSTRESS e do STRESS obtidos para es

sas solugoes encontram-se na tabela 8.3.

DIM. DO ESPACO 1 2 3 4
SSTRESS 0,28198 | 0,21216 | 0,14222 | 0,09997
STRESS 0,298 0,188 0,111 0,080 J
TABELA 8.3

A partir da tabela 8.3 construiu-se um qgrafico,
(Figura 8.7), analisando-se este grafico, observa-se que os
valores do SSTRESS e do STRESS decrescem rapidamente ate a
dimensao trés, apresentando uma ligeira tendencia para se
estabilizar a partir dessa dimensdo. Em vista dessa situa-
cao, o espago tridimensional poderia ser escolhido para a
analise dos resultados, uma vez que em termos de visualiza

¢do da configuragdo ele ainda & viavel .

Observando-se os trés planos de projegao da confi
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SSTRESS
N STRESS

; - — = -

Figura 8.7 - Medidas de ajuste em fungao da dimensido do es-

pago para os dados do exemplo 8.2

X : SSTRESS

0 : STRESS
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Observando-se os trés planos de projecao da confi-
guragao no espago tridimensional figuras 8.8, 8.9, 8.10, ve
rifica-se que dos cinco blocos observados no espaco bidimen
sional apenas um deles formado pelos estimulos T e U esta

mantido.

A configuragao no espago bidimensional se asseme-
lha a projecao da configuragao tridimensional sobre o plano

de dimensces 1 e 3 (Figura 8.9) .

A interpretacao da solugao tridimensional merece

um estudo mais detalhado.

O apéndice G apresenta a saida do computador rela-

tiva ao exemplo 8.2.
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CAPITULO 9

COMENTARIOS

Neste capitulo pretendemos comentar brevemente al-
guns aspectos do E.M.D. que nao tenham sido abordados nos

capitulos anteriores.

9.1 - DISTANCIAS NAO EUCLIDIANAS

Torgerson (1962), Kruskal (1964, a,b), Carroll e
Wish (1974) e muitos outros autores comentam a adogao de dis
tdncias nao Euclidianas nos modelos de E.M.D., podém a ten-

déncia geral, atualmente & a adogao da distancia Euclidiana.

Uma classe de distancias estudadas pelos diversos

autores sao as r-métricas de Minkowski definidas como
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m 1/r
al®) = ( x | Xip ~ x.t]r)
1J t=1 J
onde para r = 2 tem-se a propria distancia Euclidiana e pa
ra r = 1 tem~se a distancia "city block" ou "métrica de
Manhanttan".

Os programas MDSCAL (Kruskal e Carmone, 1970) e o
TORSCA (Young e Torgerson, 1967) estao habilitados a traba
lhar com as "r-métricas de Minkowski". Kruskal (1964 a) co
‘menta que essas métricas diferem das distancias Euclidianas
no que diz respeito i rotag@o. Uma rotagao rigida mantém a
distancia Euclidiana inalterada, enquanto que as Gnicas ro
tacoes rigidas que mantém as d£§) inalteradas sao aquelas

que transformam eixos de coordenadas em eixos de

Takane e Young (1977) afirmam que para adotar uma
r-métrica de Minkowski que ndo seja Euclidiana devem defi-

nir uma nova medida de ajuste o r-STRESS definido por:

i} i-1 2
F°(X,W,0) =135 = (dki?) - déi? )
ki3 j i
(r) t Y
Onde: dklj ailwka l 100 - jo l

Observam no entanto que nao ha interesse em adap-
tar o ALSCAL para essas métricas, principalmente para va-
lores altos de r. Haveria interesse para r = 1 que & quan-

do o r-STRESS & idéntico ao STRESS e além do mais a distan
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cia "city block" & a distdncia nao Euclidiana mais comumen-

te usada em aplicagoes do E.M.D. nas ciéncias sociais.

9.2 - DADOS REPETIDOS

Kruskal (1964 a) apresenta dois procedimentos pos
siveis quando os dados apresentarem medidas de proximidade

repitidas isto &, quando Gij = émn' Um deles chamado prima-

* * - J
rio nao restringe d.. e d nao exige d.. = d ou seja
g ij mn’ gl ij mn’ Ja

* ~ . .
mantem sobre dij apenas a restrigao de monotonicidade,ou se

ja:
6 * *
T - = . %
ij sz g di] - dmn
O outro, o secundario considera que se 6ij = Smn e
) *
‘ev1dente que dijdeva ser igual a dmn’ para isto impoe dij~
* - ~
= dmn' portanto no procedimento secundario as restrigoes so

* -
bre os d.. sao:
1]

* *
L. < 6 => d.. < d
ij nn ij = "mn

* *
, . = 8§ => d,. = d
ij mn ij nmn

- . : ~ cO
Na tecnica ALSCAL considera-se a transformacao t 7,
continua ordinal ao se escolher o procedimento primario de

Kruskal e a transformagao tdo, discreta ordinal para o secun
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dario.

9.3 - MEDIDAS DE AJUSTE

Kruskal e Carroll (1969) discutem em seu artigo me
didas de ajuste alternativas para o STRESS. A unica delas
que mereceu atencgao posterior dos autores & o STRESS formu-
la 2. (O STRESS adotado por nos & o também chamado  STRESS

formula 1) dado por:

=
Il
B |
.M o™
[}
}_l
(U]
I
[oN]
N

onde d : média aritmética dos dij'

Diferindo este do STRESS fOormula 1 apenas pelo fa-

to de escala do denominador.

Kruskal (1978) afirma que a minimizagao da Ultima
expressao produz uma solugao muito semelhante aquela obti-

da minimizando o STRESS formula 1

Young (1970) definiu um indice M que mede o grau
de determinagao métrica aferida pelo E.M.D. nao métrico se-
ria a correlagao quadratica entre as verdadeiras distancias
e as distancias obtidas através do E.M.D., estudou o compor

tamento desse indice com dados simulados, interpretou-o co-
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mo uma medida de confianga e nao como uma medida apenas des
critiva como & o STRESS, porém foi impossivel medir M em ex
perimentos reais, tao pouco conseguiu uma funcdao que esti-

masse M.

9.4 - CONSIDERACOES FINAIS

A eficiéncia e a robustez dos diversos métodos de
E.M.D. foi comprovada através de varios estudos usando téc-
nicas de Monte Carlo (Takane e Young (1977), Mac Callum e
Cornelius (1977) Spence e Young (1978) ou com os dados sin-
téticos (Kruskal (1964 a)) ou ainda usando dados dos quais
se conhecia de antemao a configufagéo desejada (Torgerson
(1962)), observando-se entao qﬁe as técnicas de E.M.D. real
mente produzem configuragoes fiéis as medidas de proximida-

de das quais se parte .

Este trabalho pretende apenas apresentar o E.M.D.,
na sua versao mais simples, para que sirva de guia introdu-
torio dqueles que pretendem aplici-lo. Nao foi nosso objeti
vo apresentar todas as abordagens dadas ao E.M.D., no entan
to algumas outras devem ser citadas para estudos posteriores
como a de Guttman (1968) e aquela apresentada em Fernandez

(1980) -

A propria técnica ALSCAL pode ser aprofundada vis-

to que existem varios artigos discutindo, aperfeigcoando e a
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plicando esta técnica em outras areas da Estatistica ( de

Leenw,Young e Takane (1976), Takane, Young e de Leeuw (1979)).

Outras alternativas do programa ALSCAL que devem
ser estudadas sao aquelas que lidam com matrizes retangula

res, ou ainda, as que lidam com réplicas no experimento.

A tendéncia atual & explorar a aplicagao do E.M.D.
a "3 fatores". Além disto, seria interessante em um traba-
lho futuro procurar medidas de estabilidade das solugdes ob

tidas atraves do E.M.D.
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APENDICE A - DEMONSTRACOES DOS TEOREMAS DO CAPITULO 3
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APENDICE A - DEMONSTRACOES DOS TEOREMAS DO CAPITULO 3

A.l - Demonstracao do teorema 3.1

(a) d2 = -2 a
rs rs

(z_ - 2)" (2 - 2) (1)

Pode-se escrever:

Tem-se:
al. e © al
ke n .3 = .
n — —
' a - |
n. n
a.l . &% a.n
n o _
a.l e a.n
a" 2 s 5"
l - o
- JAJ = .
n - -
a ees A
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n ;
onde: a . bX a (média da r-ésima linha)
r. n rs
s=1
s l n
a = % a (média da s-ésima coluna) (2)
o5 n - rs
s=1
~ 1 n n
a = =y X X a (média global)
L _ _ rs
n r=1 s=1
Portanto b = a - a - a + a (3)
rs rs r. .S x

Substituindo-se a g pela relagao (1) e usando as

relagoes (2) obtém-se:

b = (2_ = 2)'" ., (Z2_ - %) na forma matricial B =
rs r s

= (HZ) . (HZ)' portanto B> 0 estando demonstrada assim a

parte (a) do teorema.

(b)  Supor B > 0 e considerar a configuragao dada

no teorema.

Seja A = diag (A}, ...,A) e seja T = X L2

i -1/2 ~
Y (1) = Ai X(i) sao os ve

sim sendo as colunas de T,

tores caracteristicos de B padronizados.

Pela decomposicao espectral da matriz B tem-se: B=
=T AT' =X ., X" isto é b = x' x , portanto B represen-
rs r s
ta a matriz do produto interno desta configuracao.

Deve~se mostrar agora que D representa a matriz das

distancias entre os pontos desta configuracao.

Usando a relagao (3) para escrever B em funcido de
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A chega-se a

X = x)'" (x - x =x'x -2 x'x +x' x=>50O - 2 Db
( r s) ( r s) r °r s s rr rs
+ b
ss
= -a =—-a_ +a - . -a_ -a _+ a +
Arr Ar. ¥ a., 2 (ars r. .S o) dgs
-a =-a _ + a
S. .S o
= a - 2a + a
rr rs ss
1 2
= - 2 ols a_ == +«x— ¢ = 0
ars pols rr 2 rr
2 1 2
:d :--———d
rs € Ars 2 rs

Finalizando nota-se que B:1 = H.A.H.1 = 0 , portan
to 1 € um vetor caracteristico de B correspondente & raiz

caracteristica 0.

Portanto 1 & ortogonal as colunas de Xex' 5y 1=
o , i =1, ;P
B n
Logon . x = E X, = X', 1 = (X'(i)' Licsay x'(p).
r=1
. 1) =0 , portanto o centro de gravidade desta configura -

¢ao localiza-se na origem.
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A.2 - Demonstracao do teorema 3.2

(a) Primeiramente nota-se que se A >0

dis - Grr - 26rr * 6ss =X L xEO0
onde x & um vetor (xij)n x 1 tal que
l se i = r
xij = -1l se i = s para r # s

0se i #xr e i # s

Portanto a transformagao padrao esta bem definida

e D & uma matriz de distancias.

1 2 _
g = — SR . S =
(b) Sendo A (ars) Poa g 5 drs e B HAH
Uma vez que H A H & também positiva semi definida basta

provar que B = H A H para concluir que D é Euclidiana com

matriz de produtos internos H A H.

Partindo de B = H A H, usando a igualdade brS =
= a - a - a + a » sendo a - - L d2 w d2 =
rs T .S .o rs 2 rs rs
= drr - 26rs -+ 6ss . Tem-se:
n n n n
~2b o= a® - Aoy g2 o L d284—-% ro5 a’
rs rs noyo; ri n 4=1 Jj n? i=1 =1 ij
1 n
-2b = § - 26 + § - — I (S8 - 28 . +6 )
rs rr rs ss n i=l rr ri ii



l n l n n
- —— I (S - 26.s -+ GSS) 4+ — 3 % (61l "261. +8..)
n 3=1 33 J n i=1 j=1 J 33
- 2b =-2c 4+ 2¢_ 4+ 2¢ - 2c
rs rs Y. .S . s
Portanto
b =¢ =-¢ =-2c¢ c
rs Irs rs «S - @

ou entao na forma matricial tem-se B = H A H.

A.3 - Demonstracao do teorema 3.3

Usando as relacgoes (5) e (6) do capitulo 3 verifi

ca-se que:

2 2
.._l s o) 1
onde S = —— )X (x_ - x) . (x_ - Xx)
n r=1
Sendo que:

n n 2

x (. - x ) (x - x )" = 2n X (x - x) . (x - x)' -
r,s=1 r S r=1 r
- 2 z (xr - %) I (x = X) =2n.nS -0 = 2n2 S

r=1 s=1 S
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Sejam Al 2 eee 2 Ap as raizes caracteristicas de
2+S com os respectivos vetores caracteristicos normaliza -
dos T = ( Y(1yroeee Y(p)) pode~se escrever:

Q0 = 2n2 tr L! S L

2 2

onde nsS=TMAT"® entao

@
il

i |
2n tr L2 I AT L2

onde ! T =F matriz coluna ortonormal

2 27

Escreve-se:

O = 2n tr Fé AT

2
o - 1] ’ - . . 3 3 - -~ | ]
© = 2n tr F, A F, & minimizado quando F, (O,Lp_ﬁ
= - [ i il
Para F, (0, Ip—k) ' L, tem-se
L =

2 (Y(kﬂ),“,, Y(p))
Portanto as colunas de Ll geram o espacgo dos k
primeiros vetores caracteristicos de n'S e assim sendo XLl
representa as principais coordenadas de X em k dimensdes.

Nota-se que para essa projecao nas coordenadas

principais

O = 2n (X A)

k"‘l, e o o 7 p
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A.4 - Demonstracao do teorema 3.4

Sejam A;> ... > A as raizes caracteristicas de
B, algumas delas podendo ser nagativas e sendo I' a matriz
de vetores caracteristicos normalizados. Vawmos considerar

agui por simplicidade Ai > 0 (a situacao Ai < 0 pode ser

vista em Mardia 19279).

~ ~

Sejam Ay>.... > A, > 0 as raizes caracteristicas
de B, Pelo teorema da decomposicao espectral das matrizes,
pode-se escrever a matriz simétrica I'* B T COomo :

~

I''BT =G A G' onde G e ortogonal. Entao:

~

/\7 ”~
tr (B - B)” =t 7' (B-B) I'l'" (B~ B) T =

=
il

~ ~

Y =tr [I" BT -T'BT ] |T" BT ~1T'BT]

-2

tr [A-GcAG'"] [A-gG

=
i

G']
N
Prova—-se que para A fixo, Y e minimizado quando

G = I, de modo que:

n

Y = Z. (Xi - Ai)
=i

2

4

A A

- k - .
Estando X em R, B = H X X' H deve ter no maximo
k raizes caracteristicas nao nulas que devem ser nao negati

vas. Assim & facil perceber que ¥ & minimizado quando:



=187~

. — [ —

111
Al = diag (Al, o w Ak) de modo que X pode ser tomado iqual
ar, A2 rque é asolugao classica do problema do E. M.D.

171

em k dimensoes.

Observa-se que o valor minimo de¥ é& dada por:

2 2
Vo= N e A

A.5 - Demonstracao do teorema 3.5

Derivando-se R2 com relagao a b e igualando - se

a zero tem—se:

5 Xy

b = x - A'§ onde § = ——=, X =

Sendo gque as duas configuragoes tem centro na o
_ _ e
rigem x =y = 0 e portanto lb = OI

- 2
Pode~se entao escrever R novamente:

2 — : n ] 1 ]
R” = min, E (xr A Yf’ (xr A %f)
r=1
2 . '
R” = min, tr (X - YA) . (X - YA)
R2 = tr XX' 4+ tr YY' - 2 max tr X'YA

A
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Sobre A ha a restricao AA' = I isto é aj a;, =1le
a'i aj =0 , i # j onde ai € a i-ésima linha de A. Ha por -
tanto E—l%:l) restrigoes.

Seja —%— A a matriz simétrica dos multiplicadores

de Lagrange para estas restrigoes. O objetivo é maximizar.

£ (x,y, \) =tr {2' A - -%— A (AA' - I)}  onde
Z' = X'Y. Derivando-se diretamente tem-se:

)

s T {z'a - A (AA'- I)} =

Q)IQ) Nll—n
>
H

-——(AAA')+—%Z—\ —_ AT =

v —
tr Z2'A 5

—9_
A

= 1 =

=2-—5—-.2AA=2-AA

Igualando-se a zero obtém-se:
Z = ANA

Sendo Z = V I' U' (pelo teorema da decomposicao) ,

A simétrica e A ortogonal tem—-se:

Z,A' = A AA' > ZA' = A > A' = AZ' » AA'" = ZA'. AZ'

5 A 2= za' az' » A2 = 22" » A% = (VPU') (UPV') + A% = Vprv!

Pode-se portanto tomar A = V rV' pois AA = VI'V'

vlv® = vITV'.

Substituindo-se este valor de A em Z = AAAtem*se:
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A

Z = VvVrv'a -» vru' VIV'A » U' = V'A » VU' = VV'A

~

+ A = VU'

"~

Observa-se que A é ortogonal. Usando-se este va

lor de A em:

R2 = tr XX' + tr YY' - 2 maxA tr X' Y A
tem-se:

R2 = tr XX' + tr YY' - 2 tr Z2'v0' -

R2 = tr XX' + tr YY' - 2 tr U rv'vu' -

R2 = tr XX' 4+ tr YY' - 2 tr Ul U' »

2 ' ' ,

R = tr XX' + tr YY' - 2 tr T

Finalmente para se verificar se A maximiza a fun-
gao tr {z'A - _%_ A (AA' - I)} ou se é apenas um ponto es

tacionadrio devesse derivar pela segunda vez a fungao com re
lagao a A. Para esta finalidade é mais conveniente escrever
A como um vetor a = (azl), es s g azp)). Entao, a funcao e

uma fungao quadratica dos elementos de a e a sua derivada

segunda com relagao a A pode ser expressa pela matriz:
- Ip<§>A
ég: Produto de Kronecker
Tem-se: £(x,y,\) = tr {2'A - —— A (Aa' - I))

of (X,Y, A )
5 A

=Z—'AA
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2
0 f (X, Y,A)= = Ip (:) A
oA

Como A = VIV' e os elementos da diagonal de I' sao
nao negativos, observa-se que a matriz derivada segunda é

negativa semi-definida. Portanto A maximiza fX,y, A)-
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APENDICE B - REGRESSAO MONOTONICA
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APENDICE B: REGRESSAO MONOTONICA

Regressao Monotdnica por minimos Quadrados foi dis
cutida em varios artigos (Barton e Mallons 1961, Bartholo-
meu 1959 e 1961, Miles 1959 e outros) e & usada como rotina

de base em varias técnicas de analise de dados.

Kruskal (1964-b) descreve o seu algoritmo para a

Regressao Monotonica utilizada no seu programa de E.M.D.

Neste apéndice vamos apenas definir matematicamen-
te a Regressdo Monotdnica, também chamada Regressao Isotoni
ca, mais informacoes a respeito podem ser encontradas no
livro de R.E. Barlow (1972), as propriedades de continuida-
de e diferenciabilidade dessa Regressao foram discutidas por

Kruskal (1971) .

Definicao B.l1 Seja X um conjunto finito {xl,..., xk} com

uma ordem simples Xy < Xy <..< X . Uma fungcao real de X &
isotOnica se x, v e X e X <y = f(x)if(y). Seja g uma da
da fungao em X e w uma dada fungao positiva em X. Uma fun
cdo isotdnica g* de X & uma regressao isotonica de g com pe
sos w com relacao a ordem simples X < X, <...< X oSe mini-

2 k

mizar na classe das fungoes isotonicas f de X a soma

1 [g(x) - £(x) 1% (X)

XeX
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No E.M.D. a relagao isotdnica desejada pode ser for
malizada como seque: Seja X o conjunto de todos 0s pares de

estimulos (i, j) 1 < i < 5 < n. Define-se uma ordem simples
i ' . i A . . N * 3
<" em X exigindo-se (11, ]l) < (12, 32) se Gil'jl < 6i2/j2
onde 6;’j representa a dissimilaridade do par (i,j). Espera-
—Se encontrar n pontos num espago r-dimensional de modo que
. . < 0 s — . . d- .
(lll Jl) < (121 :’2) > dllljl et 15045
tre os pontos correspondentes aos estimulos i e j), isto e,

(dij: distancia en

de modo que esta distdncia d, seja uma fungao isoténica em X.

Na pratica nem sempre se encontra uma configuracao
i .~ * ~ ;
que satisfaga essas condigSes; nota-se por d a regressao i

sotonica de d em X e procura-se minimizar o STRESS

ZZ(le = d'

rT d, .2
1

J
Sendo assim a Regressdo Isotdnica entra no metodo

somente para encontrar o STRESS de um determinado conjunto

de pontos



-194-

APENDICE C - "STEEPEST DESCENT"
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APENDICE C - "STEEPEST DESCENT"
C.1l - Métodos de Gradiente

Os métodos de gradiente para minimizagdo de funcoes
usam uma medida da declividade da fungao para indicar a di
regao do minimo. O primeiro ponto & escolhido aleatoriamen
te e depende da opiniao subjetiva do programador a respei-

to da localizacao desse minimo.

Os demais pontos sao obtidos através da equagao ite

rativa

xPTL = P 4 P pP

p : namero da iteragao
X : vetor n dimensional (xl, Koreoos xn)
h : constante positiva

D : vetor diregao n-dimensional

0 vetor DP determina a diregao a ser tomada a par-
tir do p-é&simo ponto e o mddulo de hPpP determina quao gran

de & o passo a ser dado nessa diregao.

Os varios métodos de gradiente diferem na escolha

do fator de escala hP e na direcdao do vetor DP.
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C.2 - Metodo do “Steepest Descent”

Os métcdos gque trocam todas as variaveis independen

tes a cada iteragdo usam primariamente o seguinte vetor di-

recio DF = - "t AP
onde
[ 5 f 3 f 3 f
AP—; ——;———l 7 T" g o0 oy T) ’ e
“1 p 2 'p nlp

B @ uma matriz (nxn) positiva definida de pesos.

A mais antiga e mais simples ponderagao do vetor gra

diente AP @ B = T onde I & a matriz identidade. Este méto-
do foi inicialmente descrito por Cauchy em 1847 e & conheci

do como método do "Steepest descent” (ver H. A. Spang,IIIzi

Kruskal (1964-b) usa a seguinte equagao iterativa
kPt = %P 4 pPpP onde

pP = - 1 . AP e hP = &

|ak|: mddulo de AP

o : & uma constante que varia de iteragao para i-

teragao e que Kruskal (1964) determinou apds um grande name

1

ro de experimentos numé@ricos (ver Kruskal, 1964-b).
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APENDICE D ~ CONFIGURACAO INICIAIL ALSCAL
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APENDICE D: FASE INICIAL ALSCAL

O procedimento inicial a ser descrito neste apen-
dice @ muito semelhante ao trabalho apresentado por Schone
mann (1972) em que ele obtém uma solucao algébrica para mi
nimizar a funcao (*) para dados livres de erro no nivel de

mensuragao razao

N
wz (X, W, P*) =% tr (P* - X W X')' (P¥ - X W_X'") (*)
;o k k k k
i=1
P*: colecao de matrizes Pﬁ ; k=1, 2, ..., N
W.: matriz diagonal dos pesos para o sujeito k

P*: matriz de pseudo produtos escalares, obtidos
atraves das dissimilaridades do sujeito k

sob hipOteses métricas ou nao métricas.

O procedimento apresentado abaixo foi discutido

por Yoeung, Takane e de Leeuw em seu artigo de 1977.

Suponhamos que ha N matrizes de produtos escala -
res Py (uma para cada um dos N sujeitos) cada uma de ordem

n (n estimulos) que satisfazem:

Py = X wk X' (1)

O problema que se propoe & obter X e W, a partir

dos Pk sob as hipoteses de X ser de posto coluna completo e
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lecionar nossa rotagao K de modo que:

k' vy tyrey vy ThR =w (3)
k k
seja diagonal para todo k. (Observa-se que K'K = KK' =1 e
que K"l = K').
Seja:
— ' _l ] ¥ "l
Ci (Y'Y) Y' Py Y (Y'Y) (4)
= '
c, =KW K (5)

A solucao algébrica de Schonemann encontra a rota
géo K que diagonaliza simultaneamente as Ck k =1,...,N) a

través da obtencao da decomposigao espectral das C, para to

k
do k. No entanto isto s se aplica gquando nao ha erros nos
dados. O procedimento SUMSCAL (de Leeuw e Pruzansky, L975 )
encontra k que minimiza a soma dos quadrados dos elementos
da diagonal dos Wk (k =1,...,N) na presenga de erros, dan
do essencialmente a mesma solucao de Carroll e Chang (1970)
no INDSCAL, porém em menos tempo. Trabalhando com SUMSCAL ,
de Leeuw sugeriu (Young, Takane, Lewyckyj, 1978) que & dese
javel obter K que diagonalize uma combinacao linear das ma
trizes Ck’ onde a combinagao linear & tal que a matriz re
sultante, quando diagonalizada, tem os elementos da diago -
nal de variancia maxima. Ele baseou sua sugestao na observa
cao de que a rotagao K nao & definida de forma {nica

quando Wk tem diagonal constante. Portanto, pelo menos enm

algum sentido, K & mais unicamente definida quando as diago
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de que os elementos da diagonal da matriz W, sao estritamen

k
te positivos pelo menos para um sujeito.
Para alguma matriz R diagonal nao singular de or

dem r (ha r dimensoes) temos:

1

P. =X R (RTw. 'Y rx' (2)
1 1

e consequentemente deve-se fazer alguma restrigao nas dimen

soes das W, , com objetivos de identificagdo. Portanto defi

k
mos :
N
D, = 2 X Wk
N K=1
e assumimos que D. = I implicando que P. = XX' (onde P. é

a média dos P, ). As solugoes para esta equacao sao obtidas

a menos de uma rotacao.

NOs selecionamos umas dessas solugoes arbritaria
mente, por exemplo usando r passos do processo de Cholesky
usando as r ralizes caracteristicas e vetores carécteristi =
cos dominantes de P. . Chamamos essa solugao arbritaria de

Y. Segue-se entao que:

onde K & uma matriz de rotagdo. Sabemos também que:

Lxre x xx)"t =w

(x'x) " k k

tem que ser diagonal para todo k. Segue-se que devemos se



el

i

=20:1=

nais tem variancia maxima.

Para alcancar esse objetivo, ndos definimos a combi

nacao linear das matrizes C, como:
N
8 (C) = ,Z_ e, Cp (6)
i=1
Seja % (Ck) = KAK', onde K & uma matriz de vetores caracte-

risticos e A uma matriz diagonal de raizes caracteristicas
(K -diagonaliza 2 (Ck), e A diagonalizou os elementos na sua
diagonal). A variancia dos elementos de entrada da diagonal

(rafzes caracteristicas) pode ser escrita:

2 212 (c |
o = tr (a%) - EELA) o ¢y [2 (c)] - £ —

t t

(7)

onde t & a ordem de & (Ck)' NOs maximizamos p com relacdo a

@' = (el, ce oy eN) sob a restricao de e' e = 1.
Seja:
[T e.tr (C )12
g i k
p* = p - A (e'e - 1) = & e, e. tr (C,.C.) -
k,j K 3 K3 t
= X (e'e - 1) (8)
entao:
L , tr (Ci) é ey tr (Ck)
e =% e tr (Ck Ci) = - X ei
2 oe k k t

(9)

il
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Portanto

ki (10)

o

ei

onde:

tr (Ckx) tr (Ci)
t (11)

ot}
li

i £E (Ckci)

A equagao (10) & uma equagao caracteristica para a
matriz A cujos elementos sao definidos por (11), e e ( com
elementos ik) @ o vetor caracteristico da matriz A. Pode-se
prontamente mostrar que e & o vetor caracteristico corres -
pondente ds raizes caracteristicas dominantes de A. Uma vez
que e ¢é determinado, nos definimos a combinagao linear
2 (Ck) por (6) para obter a rotagao K e a configuragao ini

cial X desejada.

Observa-se que a variancia maxima entre as raizes
caracteristicas nao implica necessariamente que cada raiz
caracteristica € maximamente distinta das outras. A maxima
distincao pode ser construida como intervalos iguais en -
tre raizes caracteristicas adjacentes, quando elas forem or
denadas de acordo com a sua magnitude, dado que a diferenca
entre a maior e a menor raiz caracteristica € constante (a
qual por sua vez, deve seramaior possivel). Portanto em cer
tas situagoes, a distingao maxima entre as raizes caracte-

risticas nao pode ser realizada exatamente pelo critério de
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variancia maxima, mas do ponto de vista pratico da obtencao
da configuragéo inicial, o procedimento acima funciona mui

to bem (Young, Takane e Lewyckyj, 1978).

Em dados com erros deve-se antes de definir e de

finir P., isto é facilmente feito, centrando duplamente os

2 ey a.
elementos de cada matriz Ak’ com elementos 6 (e dividin-

kij

do por -2) para obter a matriz P, dos produtos escalares pa
ra cada sujeito k. (Vide Método Clissico de E.M.D. Cap. 3)
Em seguida acha-se a média para todos os sujeitos P. que po.
de ser decomposta P. = Y.Y' para obter Y a configuragcao o
rientada arbritaria que melhor reproduz os produtos escala-
res médios. Observa~se que:

(a) se os dados forem assimétricos, nds fazemos a

2

¥ o 2 . .
media entre 6kij iji para todos os i e j em

cada matriz k antes de centrar;

(b) se os dados tiverem elementos perdidos, cada 8

lemento &€ estimado como média dos julgamentos

dos sujeitos;
(¢) a condicionalidade dos dados & ignorada.

Apesar do procedimento descrito assumir que os da
dos sao métricos & possivel obter—-se pesos negativos, espe-
cialmente quando as hipdteses de metricidade forem radical
mente violadas (Observa-se que a definicao de modelo Eucli-

diano Ponderado inclui a exigéncia que todos os pesos sejam
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nao negativos). Quando forem observados pesos negativos usa
-se o0 seguinte procedimento: adiciona-se o valor absoluto do
peso mais negativo a todos os pesos, assegurando assim to

dos os pesos se tornarao nao negativos.



-205-

APENDICE E - FASE DE ESCALONAMENTO OTIMO ALSCAL
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APENDICE E - FASE DE ESCALONAMENTO OTIMO - ALSCAL

A fase de escalonamento otimo do ALSCAL tem por ob
jetivo escalonar otimamente as observagaés quadraticas A pa
ra obter as disparidades D* de modo que estas disparidades:
(1) estejam de acordo com as restrigoes de mensuragao. (2)
sejam estimadores de minimos quadrados das distancias D obe

decidas as restrigOes de mensuragao.

Portanto pretende-se maximizar a correlagao entre
as observagoes e o modélo respeitando as caracteristicas de

mensuragao das observagoes. Resolve-se o seguinte problema

.2 * :
MIN [ ¢ » / %X, W) ]

Comega-se computando as distancias D a partir de X

P *
e W, parte-se depois para a obtencao de D .

- *
E.1 - Obtencao de D

& * .
Discutiremos aqui brevemente a obtengao de D ,maio
res detalhes podem ser encontrados nos artigos de Takane e

Young (1977) e Young, de Leeuw e Takane (1976).

Para a maioria dos dados o procedimento de escalo-
namento O0timo & a regressao linear ou regressao monotdnica

(Apéndice B), no entanto ha dados que necessitam de outros
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procedimentos. No entanto, todos os varios tipos de trans-
formagoes de escalonamento 6timo podem ser definidas como
transformagoes lineares das distadncias quadraticas. Isto &:

* 2
ao= 2(d.
dklj ( klj)
%: transformagao linear paralelamente 3s restricoes

de mensurac¢ao usadas para definir t (Capitulo 6)

*
Assim sendo & define as dkij que minimizam o SSTRESS
para valores fixos de W e X segundo um critério de minimos

quadrados.

: ~ 2
Uma vez que se vai fazer uma regressao de dkij com

~ 2 g o ot .
relacao a Gkij segundo um critério de minimos quadrados e
obedecendo ds restrigoes de mensuracao, £ pode ser represen

tado por um operador de projegao da forma:

L : E =292 . (z'Z)'l 7! (1)

Z = matriz de vetores que definem o espago no qual o ve-

tor das diij sofrera regressao.

Para cada tipo de transformacao t define-se uma ma

triz Z.

A - Transformagdo razao (t'): 2 = A(vetor de observacgoes

quadraticas).

B - Transformagdo intervalar (t): 2 reduz-se ao caso A
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apds a estimativa de uma constante aditiva adequada.

Nos casos A e B os estimadores de minimos quadra-
dos podem ser obtidos por técnicas de regressao bem co-

nhecidas.
Transformagao ordinal (t°) e Transformagao nominal (t"):

7 & definida como uma matriz de variaveis dummy que
indicam as distancias que devem ser repetidas para sa-

tisfazer ds restricoes de mensuragao.

- Transformacao ordinal continua (t°°): os elementos a
serem repetidos envolvem violagoes de ordem (procedi-
mento primario de Kruskal para dados repetidos - Capi
tulo 9).

do): o0os elementos a

- Transformagao ordinal discreta (t
serem repetidos envolvem também observagaes que sao
categoricamente equivalentes (procedimento secundario

de Kruskal para dados repetidos - Capitulo 9).

- Transformagao nominal discreta (tdn): Z indica que as

distancias que correspondem a observagoes categorica-

mente equivalentes devem ser repetidas. O estimador de
- a .

minimos quadrados neste caso envolve simplesmente as

médias das categorias.

~ . cn y o Ay .
- Transformagao nominal continua (t7): Z indica as dis

tancias que caem fora do intervalo desejado. Neste ca
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so os estimadores de minimos quadrados sao os limites
do intervalo para as distancias que forem violadas e
as proprias distdncias para aquelas que nao forem vio
ladas (procedimento pseudo ordinal de de Leenw, Young

e Takane (1976) para determinar os limites otimos).

Observe-se que para todas as transformagoes dis-
cretas exceto a discreta ordinal Z & conhecida a priori. Pa
ra as demais transformagoes Z & conhecida apds ser feita a

analise e nesses casos ela varia de iteragao para iteracdo

dependendo da natureza das distancias.

Uma vez representado o escalonamento otimo por um
operador de projegao da relacao (l) para os quatro niveis e

dois processos de mensuragao, isso permite que uma vez defi

nidos um vetor coluna d contendo os Ei%%ll elementos di'”
1]
*
e outro vetor coluna d contendo os elementos corresponden-
*2
tes dkij possa—-se observar que
*

d = E . d (2)

Além disso, essa equagao que & implicita em termos
de dados nao condicionados pode ser facilmente estendida pa
ra dados condicionados. Quando os dados forem matriz-condi-
cional define-se uma matriz Zi para cada individuo separada
mente e em seguida constroi-se uma super matriz 2 com oOs
Zis na diagonal. Para os dados linha-condicionados define-

~-se Zij para cada linha de cada matriz individual e em se-
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guida constroi-se a super-matriz Z com Os Zij's na diagonzl.

A importancia da relagao (2) se deve ao fato de a-
gora se poder expressar o SSTRESS sob forma matricial e in-
teiramente em funcao das distancias. Definindo-se E = I -E

tem-se:

2 *
g (X,w,D ) =4' Ed (3)

Analogamente escreve-se o SSTRESS normalizado como

sendo:
] * ] = — ~
g'2xupy =4"Ed_ g g @atea (4)
d'd
E.l1l.1 - Constante aditiva

Vamos descrever agora o procedimento apresentado por
Takane e Young (1977) para estimar a constante aditiva quan
do os dados se apresentarem no nivel de mensuragao interva-

lar.
Assumindo-se que as observagoOes estao definidas no
nivel de mensuracgao intervalar, tem-se:

d .. =a(é

Kij ) + b (5)

kij

para a, b consta