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I — INTRODUCAO

0 modelo do votante foi estudadorpor Holley e Liggett
[ 91, e independentemente por Clifford e Sudbury [ 4],qm3mo&;
traram qual € o seu comportamento assintotico. Posteriormente,
Bramson e Griffeath [ 3] analisam_caracteristicas-da evolucao
do modelo. .

Daremos inicialmente uma descrigéo do modelo dc ve-
tante e do seu comportamento assinthico.hA_seguir descreve-
_Temos os modelos .cuja relagao com o modelo do votante permite
que auxiiieﬁ no estudo deste, e as caracteristicas do modelo
do voténte e dos modelos relacionados estudadas por Bramson e
Griffeath, Finalmente serao apresentados os resultados por e-
les obtidos.

0 modelo do votante consiste no seguinte: uma popu-
lagao infinita de votantes esta a favor ou contra uma deter-
minada proposicao. Com o decorrer do tempo a opiniao de cada
votante evolui da séguinte forma: cada votante espera um tem-
po aleatorio e decide reavaliar a sua‘opiniﬁo; entao escolhe
aleatoriamente um outro votante e adota a opiniao do votante
escolhido. No nosso éaso a populacao de votantes sera Tepre-
sentada pelo conjunto Z dos numero inteiros, cada votante es-

colheri um de seus dois vizinhos,cada vizinho tendo igual chan-
. _1-



ce de ser escolhido. Naturalmente pode ocorrer que o vizinho
escolhido tenha naquele instante a mesma opiniao que o vizi-
nho que o interrbga, neste caso este mantera sua opiniao ori-
ginal. Se existir consenso na populacao, isto €, se todos os
votantes adotarem a mesma opiniao, o consenso permanece duran-
te o tempo todo.
| 0 p'roblemé que se apresenta p.rimeiramente € o seguin-
te: .se de inicio existem na populacdo as duas opinioes, favo-
révél e contraria a proposicao em questd@o, sera que quando o
tempo vai para o infinito a interacao entre os votantes leva-
ra a um consenso? Naturalmente isso depende de como as opi-
- nioes estao distribuidas, ini;ialmeﬁte, na populacao. Se, por
"exemplo, no inicio houver uma propcrcao bem definida de votan-
tes favoraveis a proposigéo'entéo_no limite do tempo 'have'ré
‘consenso em torno daquela opiniao com probabilidade igual a
proporgvéo inicial. Note-se que quando apenas um nimero finito
de votantes sustenta uma dada opiniao no inicio,entao num tem-
po aleatorio finito essa opinido desaparecerd havendo consen-
so em torno da outra. Nos casos em que se chega aum consenso,
qual é e‘ntéo 0 comportamento dos votantes? A influencia se da
de tal forma que blocos cada vez maiores de votantes de mesma
opiﬁiéo tendem a se formar. E o problema de int.eresse'neste.
caso € determinar a taxa de crescimento de tais blocos.
0 modelo do votante pode ser estudado atraves dos
seguintes proceAssos associados. O Passeio Aleatorio com Reu-

nidao de Particulas consiste em particulas situadas em varios



pontos de Z que tentam executar passeios aleatorios simples
independentes, mas sempre que uma particula colide com outra
as duas. se fundem. O Passeio Aleatorio comAniquilamento de
Particulas e analogo ao anterior, so que ambas particulas de-
saparecem quando ocorre uma colisao.

A associacao entre o modelo do votante e 6 passeio
aleatorio com reunido de particulas pode ser expressa da se-
guinte forma: se queremoé determinar a opiniao do votante X
no instante t basta tracarmos a historia da influéﬁcia recebi-
da por ele até chegarmos a opiniao inicial. Trata-se de seguir
uma trajetoria de um passeio aleatorio simples. do instante t
até a origem detectando assim a opihiéo inicial. Se as traje-
. torias de passeids aleatorios cofrespondentes a dois votantes
se.fundem, isso significa que a opiniao deles ¢ fruto da in-
fluéncia-de um mesmo individuo. |

A associacdo entre o modelo do votante ¢ o passeio
aleatorio com aniquilamento de particulas pode ser expressa da
seguinte maneira: se quisermos saber qual é a paridade do nu-
mero de opinides favoraveis no tonjuntb B de votantes no ins-
tante t, sabendo que no inicio eram favoraveis aproposicao os
votantes do conjunto A, basta regredir no tempo seguindo um
passeio aleatorio com aniquilamento de pafti;ulas que se ini-
cia com particulas no conjﬁnto B ¢ verificar a paridade donu-

mero de particulas no conjunto A no instante inicial.

- [0 -



“II - 0 MODELO DO VOTANTE E ASSOCIADOS

Seja S o conjunto de todos os subconjuntos de Z. No-
temos que S pode ser identificado ao conjunto {O,l}z. Vamos
portanto munir S da topologia correspondente a topologia pro-
duto definida em'{O,l}Z. Assim S é um espacgo topologico e po-
demos muni-lo da o-algebra de Borel. Observe-se que esta CCT-
~responde a o-algebra produto, isto &, a o-algebra gerada pe-
los conjuntos cilindricos. O modelo do votante (Cﬁ)tzo e um

processo de Markov, variando continuamente no tempo, tendo co-

mo espacgo de estado S e como estado inicialc)subconjunfo A de

A
St

tes favoraveis a proposigao naquele instante.

Z. Para cada instante t, € o conjunto aleatorio dos votana-

Sua evolucao se faz da seguinte forma: cada votante
espera um tempo exponencial de meédia 1, escolhélm1dmsseu5 dois
vizinhos com mesma probabilidade e adota a opiniao apresenta-
da por esse vizinho.

0 processo pode ser construido através de um grafi-
co aleatério definido da seguinte forma: em cada semi-reta
{x}*xR" do conjunto 7xR" sdo marcadas as realizagoes das varia-

X

. X ey . .
veis Tl’ T5,. .., que indicam os instantes nos quais o votante

em X€Z decide reavaliar a sua opiniao. As variadveis aleatorias
: , i



N

)ZC—T}I(, T):;-Tx,... sao independentes identicamente distri-

x

Tl’ T

buidas com distribuicdo exponencial de parametro 1. Isso € fei-

to para cada x€Z independentemente uns dos outros. Para cada
) . . +

ponto T§==ti, i=1,2,..., marcado na semi-reta {x}xR escolhe-

c

mos um dos vizinhos x-1 ou x+ 2 com probabilidade % e traca-
mos uma flexa do vizinho escolhido, digamos que seja x -1, pa-
ra x, ou sejé uma fiexa do ponto (x?l,ti) para (x,ti), -cada
escolha sendo independente das demais. Dizemos que existe uma
trajetoria de (x,t) para (y,s), x,y€Z, t <s em R+, se podemos
ligar esses pontos por uma cadeia de linhas verticais (= cres-
cente em R+) é horizontais (= flexas) que nao cruza vertical-
-~ mente a ponta de nenhuma flexa. E dizemos que existe uma tra-
jet6ria de Ax{t} para Bx{s}, onde A e B sao subconjuntos de ’,
t<s em R+,‘se existe uma trajetoria de (x,t) para (y,s) para
.algum xE€A e yEB. Se quisermos determinar o estado do sistema,
que cémegou no estado A, num instante dualquer t >0, basta de-
terminar o conjunto dos pontos y€Z tais que existe uma traje-
toria de Ax{0} para {y}x{t}; o estado do sistema € a uniao
desses pontos para os quais existe uma_trajetéria. Uma reali-
zacdo do grafico aleatdrio & dada pela figura 1.

Pode-se mostrar [1,9] que tal construcao define de
maneira unica um processo de Markov forte com trajetorias con- .
tinuas a direita e limite a esquerda, de Feller,e que seu ge-
rador infinitesimal aplicado numa fungdao cilindrica qualquer

f: S —= R se escreve como



L f(r) = } ) -%{Ef(t-{x})](l—ctx+i)) +
x€zZ ie{-1,1}

+ LE(gux)) 12 Oev) - £(2) |

onde £ € um elemento de S e

0 se x¢fc
r(x) = para todo x€Z.
1 se XEt
N 1 - - 4
0 152
o !
1 t4
|3 3f
At"3 13
1 t1
=1 3
t_4 t3 *
13 |1
t-_l 2
172 t2
171
-1 —
15 1
1 t3
. 2
1 63
1
i 3 -2 -1 0 1 2 3 4
Figura 1

Doravante nos indicaremos por (Q,A,P) o espaco de
probabilidade sobre o qual estao defiﬁidas aswnuiéveis aleato-
riés Tz, n€EN, x€Z, bem como a familia das variaveis aleatorias
independentes (entre si e das Ti) que para cada x e n deter-
minam a orientacao (direita ou esquerda) da flexa que chega ao

ponto (x,TI):) .Pela construcao feita, € sobre este espaco (£,A,P) que



estdo definidas as funcOes aleatorias (gi) A€S, que repre-

t>0"

sentam o modelo do votante. Por abuso de linguagem indicare-

mos por (Qt) onde p§ € uma distribuicdo de probabilidade de-

t=0’

finida em S, o processo cuja distribuicao inicial € u. Por e-

c

xemplo,

JS w(dA)YP (£ RnB=0)

sera indicado por P(ginB=¢).

O passeio aleatorio com reuniao de particulas (ﬁb
M
t’t>0

sao processos de Markov, variando continuamente no tempo,ten-

t=0

e o0 passeio aleatorio com aniquilamento de particulas (n

~do como espacgo de estados S e como estado inicial o subconjun-
to A de Z. Para cada instante t, Ei e nﬁ representamc)conjun—
to de pontos de Z ocupados por particulas naquele instante. A
-.évolugéo do passeio aleatorio com reuniao de particulas € a
seguinte: cada particula, independentemente das outras, espe-
ra um tempo exponencial de parametro 1, cscolhe um dos dois
pdntos vizinhos com probabilidade % e salta para o lugar es-
colhido. Se o local escolhido estiver ocupado por uma parti-
cula, as duas particulas se fundem numa s6. A evolucao do pas-
seio aleatorio com aniquilamento de particulas & semelhante a
anterior a menos do mecanismo de interferencia. Neste caso se
0 local escolhido estiver ocupado, as duas particulas desapa-
recem.

A construgao desses passeios aleatorios se faz usan-

do o mesmo grafico do



modelo do votante. Uma trajetdria, nestes casos, €& uma cadeia
de linhas verticais e horizontais que nao cruza verticalmente
o inicio de uma flexa. O estado no instante t do passeio alea-
tdrio com reunido de particulas que se iniciou no conjunto A
€ o conjunto dos pontos y e z para 0S quais existe uma traje-
toria de Ax{0} para {y}x{t}. O estado no instante tldo passeio
aleatorio com aniquilamento de particulas que se iniciou no
conjunto A & o conjunto dos pontos y e Z para os quais existe
um numero impar de trajetdrias de Ax{0} para {y}X{t}. A rela-
cdo entre o modelo do votante eos paséeios aleatorios € a se-
guinte: para t <~ fixado, consideramos a restrigao do grafico
do modelo do votante a Zx[0,t]; revertendo o tempo, isto e, fa-
. zendo o tempo cdfrer de 0=t paré £ =0, e revertendo a diregio
de todas as flexas, obtemos uma realizacao do grafico dos pas-
seios aleatorios restrita a ZXEﬁ,t] no ﬁesmo espaco de proba-
bilidade (Q,A,P). Para o gréfico do modelo do votante apresen-
tado anteriormente temos na Figura 2 o correspondente grafico
dos associados.

Pode-se mostrar [1,9] que a construgao dos passeios
aleatorios através do grafico define de maneira Unica um pro-
cesso de Markov forte com trajetorias continuas a direita e 1li-
mite a esquerda, de Feller, e que os geradores infinitesi-
mais L' e L" respectivamente do passeio aleatdorio com reuniao
de particulas e do passeio aleatorio com aniquilamento de par-

ticulas, 'aplicados numa fungdo cilindrica qualquer f: S — R
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se ~escrevem COmo f £ /(7 \Qr & >
("{ < - h
v = 31 Mo - s -em)
x€Z ye{x-1,x+1}

onde £ é um elemento de S e £(+) € a funcao indicadora de &,

e o '{/‘ W -

. . :
L"f = [f(na{x,y}) - £ 11 - ]
(n) xgz ye{x—z,x+1}.z{ (nd{x,y 1‘ (n) n(x) }

onde n & um elemento de S e n(+) € a funcao indicadora de n
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0 1
t-—2 1
1 - : t4' B
3 2
t—3 1
1 .
-1 1
. t
i 1
; )
tl
t-—l 2
2 t2
- 1 P -
e, t—l
3 1
t
= 3
b ' 2
2 t3
3
-l -3 -2 -1 0 1 2 -3 Y
: v €. Cale)- B\ jx
Figura 2 R -~ =~ 2

A construcao dos processos através do mesmo grafico,
e portanto no mesmo espaco de probabilidade (Q,A,P) implica

que {C‘IénB=¢}-<==> {E%nA=¢} e que {IcﬁnBlé par} <==>{|n%nA|é par}
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para A,B subconjuntos de Z, um dos dois finitos. Portanto,te-

mos as seguintes equagdes de associagao:

P(tRnB=g) = P(EjnA=0)

P(IgﬁnBlpar) P(lnEnAlpar)

para A,BcZ, A ou B finitos. Além disso podemos escrever

Jgu(dA)P(cﬁnB=¢) J;u(dA)P(EEnA=¢)

i

[ neampdegisipan) = [ u@arcifoalpan.

" para BcZ, B finito.
Se definimos as seguintes funcOes para uma dada me-

dida p

oM (A) = p{A:Anr=p}

pH(A) = p{A:|AnA|par}

onde A & um subconjunto finito de Z, as equagoes de associa-

cdo podem ser -escritas como

1

P(thah=p) = ELo¥(£)]

P(e¥an=9) = EL4"(£p)]
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P(|chnnlpar) = BLyY (nf))

P(n" nA|par) E[w“(cﬁ)l

2

Os dois passeios aleatorios, comegando com uma mejf
dida. arbitraria p, convergem para 6¢, que coloca massa 1 no
conjunto vazio, pois devido as colisGes as particulas restan-
tes se dispersam, como foi mostrado em [7j. Essa convergéncia
implica que a distancia entre .as particulas cresce. Essa dis-
tancia e estudada em conexao com o tamanho dos blocos de vo-
tantes de mesma opinido, que tende a crescer se 0 Processo con-
verge para uma mistura de 6¢ & GZ, que colocam massa 1, res-
pectivamente, no conjunto vazio e em Z. A convergencia ou nao
para a mistura de medidas delta depende da medida w inicial. Co-
mo o espago S & compacto, o conjunto das medidas de probabi-
lidade definidas sobre S & também compacto em relagao a topo-
logia fraca, bastando portanto mostraT a convergéncia da dis-
tribuicao de CE na classe dos conjuﬁto>cilindricos. Como cada
conjunto cilindrico pode éer escrito por meio de umnimero fi-
nito de operacoes elementares efetuadas sobre conjuntos da for-
ma {z€S: znh=@P}, onde A & um subconjunto finito de.Z,vanms en-

tao calcular 1lim P(cgnA=¢). Temos

toreo

P(;EnA=¢) = Ju(dB)P(C%nA=¢) = Ju(dB)P(éQnB=¢)

- [ucampcepon=g, 162 13=0+ [ucamrp cean=p, [€">1).

Suponhamos que |A| =n e A»ﬁ{xl,xz,...,xn} e que
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<' < e o o < a
Xl XZ _ Xn, entao

[x,,X,.]
p(|gh|>1) < P(diamg, = " -120)
» [xl,xn] .
onde [xl,xn]=={>F1,x1+1,x1+2,...,xn}.Mas{diamgt -1} € um

passeio aleatorio simples de taxa 2 com absorgao em -1, que se

inicia em X "X portanto

[xq,x_1] X_=X,+1
P(diamgt - _120) =< ¢ n 1l

para algum c independente de (xn—xl) e de t (ver apendice) .
Logo
A oo ete D
[utampcetnn=p. |5, 1>1) = PCIEL1>1) —go 0

Suponhamos que p coloque massa um num dado conjunto A e para

. BES seja

™ = inf{t20: [} |=1)

entao
Jutamyre fany=p, g ¢1-1) - p hoa=p, o1ty =

A
P(gtnA=¢,t>TA,a$A=y) -

)
yEL

] BIPERaA=p|F T eI 4 ]
yEZ T {t>T"} {ETA=Y}

onde F_, & a o-algebra gerada por T}, Usando a propriedade for-
T
te de Markov é facil ver que:
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P(£hnA=p) |F

)1 = Y pY A=) I
™ ety yéz  e-r! oty 6! =)
T
Portanto a esperanga acima € igual a
Y E[P(E ,=¢1I T 7.
v€Z et 7 (et et =)
_ T
Agora,
1im I A = 1, quase certamente
treo  {t>T}
e
1im P(gY AnA=¢)I = 1im P(EynA=¢), quase certamente.
£ t-T

(o1 tow .
Se A & um subconjunto de Z tal que existe O limite

15m P(ggeA)

= A
£ >
entao temos que
lim P(£7nA=¢) = 1-)

too

Mos tramos que
P(tlA=p) — o (1-1)
t T

para todo subconjunto finito A de Z se A ¢ tal que o limite in-
dicado anteriormente exista e seja igual a A. Portanto a dis-

tribuigao limite de c? € a mistura
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Suponhamos agora que a medida inicial p seja invariante por

translacao e que p{A:A(0)=1} =A. Entao temos

c

[neamypcetan=p.1e}i=0) = [ apuisiBag)p).
o>ty
Como para todo elemento de {t>T™} o conjunto Eﬁ ¢ unitario, a

integral acima € igual a

[ dPu{B:Bn{y}=01}.

J :
YEZ “testMyatedey)

Como p € invariante -por translacao e p{B:Bn{yl}=@} =

= 1-), Vy€Z, a integral acima € igual a

(l;k).

(1-2) dP = (1-N)PT<t) —pr

yeZ'Lt>TA}n{gﬁ=y}
Portanto
p(c‘énA=¢) —= (1-2)

para todo subconjunto finito A de Z; logo a distribuigao 1i-

mite de c%, onde p € invariante, € a mistura

(1-2)85 + 28,

A convergencia para uma mistura de medidas delta in-

dica que ocorre a formagao de blocos de votantes de mesma o-

“piniao, isto €, conforme o tempo avanga o componente conexo de
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,CE ou Z—ci, que contém um dado ponto X€Z, tende a se tomar ca-
da vez maior. A questao que se coloca entao ¢ estudar o cres-
cimento dos blocos de votantes de mesma opiniao.

No capitulo seguinte estudaremos a distancia media
entre as particulas pafa os passeios aleatdrios e o tamanho me-
dio dos blocos de votantes de mesma opinido para o modelo do
votante, que se inicia com uma medida u invariante por trans-
lagdo. Em esséncia o resultado obtido em [ 3] € que essas me-
dias sao da ordem de /T no instante t. Os valores assintoti-
.-cos das meédias renormalizadas porv/f sao calculados. A seguir
550 estudadas as varidveis distancia das particulas ao redor
da origem para oS passeios aleatorios e tamanho do bloco que
contém a origem para o modelo do votante, e sera mostrada a
convergencia em distribuicdo dessas variaveis renormalizadas

por Vt.



I11 - CONVERGENCIA DAS MEDIAS RENORMALIZADAS

Consideremos inicialmente o creécimento dos agrupa-
mentos de votantes de mesma opinifo. Seja C(A) = tamanho médio
dos blocos de votantes de mesma opiniao para o estado A, AES,
definido como o limite de sua restrigao a [-n,n] quando n- =,
se o limite existir. Os blocoé de A sao os componentes cone-

xos de A ou de A, e C(A) entdo € igual a

Soma do tamanho dos blocos em An[-n,n]

C(A) = iiﬂ Numero de blocos em An[-n,n]
= 1im 2n

nso Numero de blocos em An[-n,nl]

se o limite existir. Em geral esse limite nao existe. No caso
em que A & um estado aleatorio de lei p, onde u ¢ uma medida
invariante por translagao e misturadora, esse limite existe,
conforme € mostrado no Teorema 1, onae se calcula ovalor des-
se limite. Uma medida p € dita misturadora se

1im |¢"[BuCx+B )T = oM (B ¢Y (x+B ) | = 0

| x| >

para BO e B1 subconjuntos finitos de Z. E n & dita misturado-

ra n-vezes (n > 2) se
' ' -16-
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B n n
1im . |e¥r U (x;#B) T - T " (x3+B) | = 0
o xim gl o i=0 i=0
¥i,j,0<i<j<n
para B.l subconjuntos finitosde Z, i=0,1,...,n.
TEOREMA 1 - Quando t »+w
U
C(Ct) A
r SV GEDY)

em probabilidade para toda medida inicial p invariante por

translagao e misturadora tal que
p{A:A(X)=1} = A,  A€(0,1).

DEMONSTRACAO - Pela definigcao de tamanho médio dos blocos te-

mos

c(z¥) = 1lim — 2
n»>~ numero de blocos em cgn[—n,n]

Diremos que X€Z ¢ uma fronteira de CE se xecﬁ e (x+1)¢§% ou
se XEEE e (x+1)€c¥. Como o numero de fronteiras de an[—n,n]

difere em no maximo um do numero de blocos em an[—n,n] pode

.MOs escrever:

ced) = lim — A Zn
n+~ numero de fronteiras de cE em [-n,n]

(1)

Para AEP(Z) e x€EZ seja

: 0 se xf¢A
A(x) = ,
1 se xEA
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Seja £: P(Z) — 10,1} definida por

1 se A(0) =A(1)
f(A) =
0 se A(0) =A(1)
isto 6, f(A) =1se0 é uma fronteira de A € igual a zero caso
contrario. Entéé E(f) =n{A:A(0) =A(1)} <=,
Séja 0: P(Z) — P(Z) tal que (BA)(x) =A(x-1). Como
y € invariante por translacao, © preserva medida, isto e,
ﬁ(6_1X)==u(X); onde X pertence a c-algebra X de subconjuntos
de-P(Z) onde n esté definida. .

Entao, para todo ne€EN

n
RICAY

1 nimero de fronteiras de cz em [-n,n]

2n . 2n

k

e pelo teorema de Birkoff temos:

) eeNely

n .' u
2n n-e E[f(ct)llj

k

como I é a o-algebra dos subconjuntos invariantes de P(Z),is-
to e, T ='{X€X:6_1(X)=X}. Como p & misturadora segue-se que I

é trivial. Portanto
u - Uy = u e pay . ®

Ou seja,
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numero de fronteiras de cﬁ em [-n,n] - o
Lim 5 = P(z (0)=c (1)) (II)

n-eo

Calculando a probabilidade acima temos

]

P(ch(0)2cH (1)) = P(0g}) +P(1gcy) - 2P(zin{0,1}=0) =

(I11)

2(1-2) - 2P(t}a{0,1}=0)

pois
P(ogct) = f p(AN) P (cha{0}=0)
t W(Z) t

usando associacao, essa probabilidade ¢ igual a

L(Z)_u(dA)P(é{“nA=¢)

que pode ser escrito da seguinte forma, usando o Teorema de

Fubini,

| {0}
[u{A:A(gt ~0}dp.

{0} -

Mas Et € um passeio aleatdorio simples, logo essa probabili-

dade € igual a

] P (0,3 n{A:A(x)=0]
X€EZ

onde p(+,*) € a probabilidade de transigao de um passeio a-
leatdério simples. Como p{A:A(x)=1} =21, a expressao acima e i-

gual a



- M =

L pe(0,x)(1-1) = (1-2).
X€EZ

Analogamente, temos que

P(1¢ch) = (1-2).
Por outro 1ado,_usando associacgao, temos:

~{0,1}

P(zhn{0,13=0) = E[¢" (£ "1

Como as duas particulas.se reunem com probabilidade um num tem-

po finito restando uma particula, a expressao acima e igual a

{0, 1} '{0,1}| {0, 1}

). ey 10,1397

ECo" (& =11 +E[¢" (E¢ L

‘que € igual a

10,1y 1, £0,1} 5

(1-0P (g0 =) v rrot (e ey

pois

{0, 1}) |€{0 1}l -1]

Bre' (el 0.1 4p -

| ¢" (£,
{!€£0,1}|=1}

= J A ang 0 Hgyap - J | niacace 0t
-{l€§0,1}|=1} '{lgio,l}l=1}

)=0}dP =

(-np(elt

p{A:A(x)=0}dP

{gio 1}'{x}} x€Z

={x}) =
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= (-0p(Je 0.

Voltando para a equagao (III) podemos escrever

P(gh(0)=ch(1) =

= 2(1-%) - 2(1-0P(Je 1 =) - 2m1 cgio By el -
= 200-011-p([£L0 1 =11 - 2800 Mgl |g{° 1} 229 =

- 20-0r (el V=) + a-npe 0 =2 -

{0, 1} A0 07 o

- 22 (1- A)P(IE{O 1})=2) - 2B0 4" (&g 0L

- aa-0rcle’ e 20 x)chls{O 1}l 2) -

{0,1}

_ ZE[d)U(gt {0,1}|=2]

L

= aa-0rle 22y« 2mr o 2l el Va2 -

-{0,1}

= 2A(1-A)P[(diam & -1)=207 +
+ 2B[(1-2)%-¢ (Eio 1}) |££0 1}l=2]

onde, diam A= max |y-x].
X,Yy€EA

.{0,1}

Mas (dlam Es -1) & um passeio aleatorio simples em Z com
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taxa 2, absorcdo em -1 e estado inicial 0. A.probabilidade pro-
curada e a probabilidade de que o passeio nao tenha sido ab-
sorvido no instante t e e da ordem de 1//mt, para t suficien-

temente grande (ver Apendice). Por outro lado, tomando g(t)

= e(t1/4) e g(t) = » quando t - «, temos

verr | (-0 2= (g0 |, g0 M =20 <

< (T J l-02-e* (e L0y ap «
{dlamg{o Vo1cg(o), 1g; 10,1}

v I ' l(-02-¢" (g0 1) jap <
{dlamg{o 1) g, 11001 =2)

/’P({dlamg{o 1} qcg(t) lg{o 1}]—2 )

IA

(el V= s -0zt Uxay DD
ly-x|>g(t)

Mas, a primeira parcela acima € igual a

{0, 1}

/~P(0<dlam£ <g(t))

que tende para zero quando t tende para « (ver Apendice) .

E como p & misturadora e u{A:A(x)=1} =X temos

1im ¢V ({x,y}H = oM ({xN eV (yH = (1-1)7?

ly-x [+
logo,

sup | (1-2)2-¢*({x,y}) | — 0
ly-x!>g(t)



quando t -+ «, E como

(el -y — L

v
quando t - = temos que a 22 parcela acima tende para zeroquan-

do t - », Portanto

_o2(1-))
/rt

P(2¥(0) 7% (1)) (v

quando t - o. Entao (I), (II) e (IV) implicam o resultado de-
sejado. |

Considefemos agora a distancia entre as particulas
para o passeio aleatorio com reunido de particulas. Seja D(A) =
distancia média entre as particulés para o estado A, definido
como o liﬁite de sua restricao a [-n,n] quéndo n - o,seo li-

mite existir.

TEOREMA 2 - Quando t - w

D(EY)
/t

— J/u

em probabilidade para toda medida u invariante por translacao
e misturadora tal que qu ¢6¢.

DEMONSTRACAO - Seja f: P(Z) — {0,1} definida por f(A)=1 se
A(0) =1 e igual a zero caso contrario & 6: P(Z) — P(Z) tal
que (6A) (x) =A(x-1). Entao E(f(g?)) =P(0€€2). Pelo teorema de

Birkoff e pelo fato de que u € invariante por translagao e mis-



turadora temos

n
k
I (e g

=-1

u
n-oe P(Oegt)

2n

Mas Z f(e gu)"numero de particulas de E“ entre [-n,n] e a
k=-
d15tanc1a média entre as particulas de g“ entre [-n,n] € apro-

ximadamente .

2n
n .
 £(ekED)

k=-n

‘Segue-se que

S |

D(E) = [P(0€ED)] (V)

"Por outro iado (IciO}l—l) & um passeio aleatdorio simples em Z
com taxa 2, absorgao em -1 e estado inicial zero. E

isto €, € a probabilidade de que o passelo nao seja absorvido
em -1, o que € da ordem de 1/vVmt no 1nstante t, para t sufi-

cientemente grande (ver Apendice) . Ou seja,

P(C{O}¢¢) - quando't-+w. (VI)
/Tt

'E temos que
{0}
t

| . : |
P(z,  #¢) - P(0€EY) = P(0€E) - P(O€EY)

pois .os eventos {C{ }nZ =g} e {E n{0}=0} sao equivalentes pelo
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grafico aleatdrio. Além disso, para cada realizagcado do grafi-

co se OGE% entao oeg:. Portanto a diferenca acima € igual a

P(0€E,, ORE)) = ap =

i,
foeg?} ~{ogeh}

s - T P =

= J ' p(dA) I dp
{£§{0}1¢} P(Z) {E n{0}=0}

e usando novamente associagao,

.

- | L L (dA) T (0, P =
A{C{o} 2oy P () (2103 1 a=p)

= u{A: AnC{O}—Q}aP -
09y |

| PO ar = pret el ,c100 03
(z{p)

Mas Yt El¢ (C{O}), C£0}¢¢] tende para zero quando t tende pa-
ra ©, isto &, tomando g(t) = e(t1/4) e g(t) > quando t > te-

mos

/t EC¢ (C{O}), c£0}¢¢] =

-/t o' (el av +
¢, {0}
Uzl <gen) ley =0
v/t a1 g :
U1 g0 0
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< vt P(0<|é£0}|5g(t)) + o

+ /EP(éch}¢¢)-[ sup oY (I[x,yD 1.
ly-x|zg(t)

O}l

Usando o fato de que (Iéi -1) € um passeio alea;A
torio (ver Apendice) temos que o primeiro termo acima tende pa-.
ra zero quando t->e. Como u ¢ misturadora éL1¢§¢ segue-se que
n({p}) =0, e o"(Cx,y1), para |y-x| =g(t),converge para n({gn
quando t . Este fato mais (VI) implicam que o segundo termo
acima tende para zero quando t->«. Portanto a diferenca entre
P(ii0}¢¢) e P(OGE%) tende paré zerc mais rapidamente que 1/v/t.
Isto juntamente com V e VI nos da o resultado desejado.
Consideremos agora a distancia entre as particulas
para o passeio aleatdorio com aniquilamento ‘de particulas. Se-
ja D(A), AcP(Z), a distancia definiaa'anteriormente. Dada uma
.densidade de probabilidade f==(fk:k=1,2,...) tal que m==2K£K<
<w , a medida de renovagao ug determinada por £ é uma medida

invariante por translacao e misturadora que coloca as seguin-

tes probabilidades nos conjuntos cilindricos:

: uf{A(x)=1, A(x+y1)=1,...,A(x+y1+...+yn)=1; A(z)=0
. . n
‘para todo outro zE[X,X+y. +...+y 1} = mwl'n s
1 n i=1 Vi

TEOREMA 3 - Quando t >

D(n})
/T

— 2/
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em probabilidade para toda medida de renovag§o11determinada por

uma densidade f.

DEMONSTRACAO - Para a demonstracao do Teorema 3 vamos preci-

sar do seguinte Lema.

LEMA - Seja ug uma medida de renovacao dada por uma densidade

de probabilidade {fn} tal que'{(f*f)n} & nao periodica. Entao

W 1
v “(L0,n]) — i quando t > .

DEMONSTRAGAO:

. u ° )
v £(o,n1) = ugla: |AnLO,nT|par} =

n-1
= ) uf{A:|An[k+1,n]limpar[A(k)=1, A(3)=0, 0<j<k}x
k=0 :

xuf{A:A(k)=l, A(3) =0, Osj<k]-+u£{A:A(0)=A(1)=...=A(n)=0}.

Seja pn==uf{A:|An[1,n]!par|A(0)=1}. Como Y € inva-

riante por tanslacao, temos
uf{A:lAn[k+1,n]lpar|A(k)=1} =
= uf{A:lAn[l,n—k]|par|A(0)=1} = Py
Além disso,

uf{A:|An[k+1,n]!parlA(k)=1, A(3)=0, 0 <] <k} =
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= nglA: AnCk+1,n7|par|A(K)=1}.= p__q -

Portanto,

L]

Uf n-1
Y “(Co,n1) = } Uf{A:IAﬂ[k+1,n]|impar|A(k)=1}x
. k=0

Xuf{A:A(k)=1, A(j) =0, 0sj<k}-Puf{A:A(0)=...=A(n)=O} =

n-1 .
=‘k20(1—pn_k)uf{A:A(O)=...=A(k—1)=0, A(K)=11} +
< i )y £,
- n-]- = J 1= J
+ pf{A:A(O)=..;=A(n)=0} = ) (1"Pn_k) ‘J;F+1 * Jc3+1
k=0 ify ) 3t
i=1 j=1

Por outro lado temos que

(o]

p,= L fer L (EH)yp g
N yan+1 Kok k¥n-k

Logo‘{pn} satisfaz a equagao de renovacao ¢ pelo teorema da

renovacao (ver Apendice) temos:

yo 1 f L ke
C nS1 ken+l K k=1 K1
Pn Tnow o o Z"
J K(ED), 2 ] Kfy
k=1 k=1

Portanto,



H n-1 . X fj . z fJ
1lim ¢ f([O,n]) = 1im 2 (1_pn_k) J=mk+1 % J-;on+l - %
n-reo - n-o | k=0 z jf- Z jf-
j:]_ J J=1 J
pois,
1im z £f. =0 e
‘noe je=n+l
£ .
n-1 '—X J - j-1
: =k+1 1 )
= lim ) (1-p__4) = p— b £5 lim I (-p__y)
e k=0 Y if Yy if j=1 7 n»o k=0
j=1 J j=1 J k<n-1
'Zlfj e j=1 .Zlfj N
=.;%__w—- 120 11m(]fpn_k)-1im . ) 1(1_pn—k) =__%r____._§=
3 gey (0 e i 7 i,
J=1 j=1

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 3:

Seja f: P(Z) — {0,1} definida por

f(A) =

1 se A(0)

0 se A(0)

1

0



e seja
0: P(Z) — P(Z) tal que (8A)(X) = A(x-1).
Entdo
CEC£(n)] = p(oen’) .

Como p é invariante por translagao e misturadora temos pelo

Teorema de Birkoff que

n % 1
Y £(67nY) _
=-n 5 - H

Mas ) £(6°n") = nimero de particulas de nt entre [-n,n] e a

t
“distancia média entre as particulas de nE entre [-n,n] & apro-

ximadamente

2n

n oy
Y f(eny)
k=-n .

Segue-se que

D(n¥) = [P(oenE)J’l.

" Por outro lado temos que

p(z{%p) ~

quando t > .
vut
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{0} )

Queremos aproximar P(Oenu) por P(c

oo =

PP < roent = -3 pe (e -1 viom) -

- 2pe Oy - [ uwcanrcopdy -

-3 - 3+ [panrInga (01 pan)

Usando associacgao temos

- -1p (Mg - 3+ [ucanrpefnalpan)

{0} 1 |
“Ir gy -3+ fucam 1 av =
€ ' {igiO}nAlpar}

--%P(C£O}=¢)-%*-JU{A:!AnC£O}|p§r}dP =

= P(g{O}—Q)a-J' [ﬂ{A:IAnCiO}lpar}-%]dP +
'{c£0}¢¢}
[u{A:|Ant£°}|pa£}-f%]dp =
{c{O} @} '
1,,.{0 : {
= "QP(Ci }=¢)'*J o Eu[A:IAnc£O}|par}-%]dP +
{e "=0} :
'+-%P(i£0}=¢) = J Cu{A: [Anc{ }lpar}-%]dP =
1020y |

eyt ({00 -1, ¢ {0%.g1.

4
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. e 17800 | | -
Seja g(t) =6(t ) e g(t) » » quando t - «. Entao

EEC it -1
- /| el - Liae o
o<z {0 <))

e o0 - Ljap <

‘t
'{lci°}|>g(t)}

°

A

/e P(0<[2i0 <g()) +

+

/E R (eifag) -0 sup [ (0xy D) - 517
[x,y]:Ix-y|>g(t)

{0}

Como (leg

|-1) € um passeio aleatorio simples de taxa 2 com

absorgao em -1 segue-se (ver Apendice) que
{0} .
/t P(0<[2;t |<g(t)) — 0 quando t »>w.

~Por outro lado temos que

quando t >

Ercifag —

m

e se f+f & aperiddica entao vale o Lema e pela invariancia de

p temos

sup WM (Ix.y ) —= 5

y-x>g(t) e

o que implica que
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sup WM xy ) - 2] — 1 @
[x,yT:yotog(t) : Y 2| 0 quando t ~

{0} )

e podemos aproximar P(OGnﬁ) por % P(z;t 2() . Portanto

D(n')

- 277 .
/T L




IV - DISTANCIA ENTRE PARTICULAS AO REDOR DA ORIGEM

<

A convergencia de um sistema de passeios -aleatorios
para a medida de probabilidade 6¢, que coloca massa 1 no con-
junto vazio implica, como vimos no capitulo anterior, que a
distancia média entre as particulas cresce com o tempo. Se fi-
xamos um ponto particular, por exemplo, a origem, e medimos a
distancia até a origem da primeira particula que se situaasua
direita (ou 3 sua esquerda) no instante t, essa distancia ten-
‘de também a crescer quando t cresce. Os teoremas que se seguerl
mostram que essa variavel distancia renormalizada por vt conver-

- ge em distribuigd@o para uma variavel normal truncada no zero.

Seja Dy(A) =min{x>0:xEA}, AcZ, isto &, Dy (A)é a dis-
tancia do zero a primeira particula a direita do zero para o

estado A.

TEOREMA 4 - Seja p({¥}) =0. Entao para a€[0,=)

+ .u2
D-(eM) L
1lim P[—g——i—-su) = J e 4du.
t > /f V/F 0
Além disso se JDB(A)utdA) <@,
+ U
1im EF&lﬁiﬂ] - 2
vt ves

t >0

-34-
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DEMONSTRACAO - Para o fixado, seja z =z(t) = |avt], omaior in-
teiro menor que ov/t. Se p =8, (a medida que coloca massa 1 no

estado Z) entao

Il

P[E?J!E;ilsa)

P(£5nC0,2] # @)
P |

1-P(£%n00,2] =9)

. 1-P[cEO’Z] =@]

=_P(§E0,Z] ¢¢)

0,Z]|

p(lct ~1320).

[0,z],

MaS'lz;t |

-1 & um passeio aleatdrio simples com taxa 2,ab-
sorcio em -1 e estado inicial 1z, logo.a probabilidade procu-
rada converge quando t -+« .para
o .2
;L,I e /4uu
ym 70
(ver Apendice), que € uma normal truncada no zero. Vamos ago-
ra mostrar que a diferenga entre as probabilidades relativas
a Dg quando se comega com GZ e quando se comega com u qualquer
com u({@}) =0, vai para zero quando t ->e.
+ .7 + UA
D, (EY) D, (&)
P[—g——E—Scd —P[—g—li-sa] =
/t vt

= PLE7L0,2] = 0] -PLELL0,2] # @] =
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1-PLE¥a[0,2] =01 -1 +P(E}nL0,2] = 0]

= I(I{a‘;nto,zj =} ~TeeZaro,21 -9

Para cada realizacgdo do grafico aleatorio, se comegando com O
estado A, escolhido atraves de uma medida p, tivermos que.
Ein[o,z] #( entao temos Ein[O,z] #(, ou seja para o conjunto

dos graficos aleatdrios

e

{g¥n00,23 =P}={efal0,2] =9}

logo, a probabilidade acima € igual a

JI{EEn[O,Z] =p} 1 {£%n00,2] #¢}dp )

.

: | PR U a3y dP
I{gZar0,21 = 9} {g4n00,2] =9}

p(dA)I

A _p1dP.
J{gin[o,zjxﬂ}jp(z) {itn[O,z]—Q)}

Usando associacao temos

u(dA)I, [0,2z] ,_4,dP
J{CEO’Z]nZ¢¢}Jp(Z) {Ct nA=0}

- ‘0. 21 u{A:AncEO’Z] =0}dp
‘{ct 2P}

[ u, [0,z]
= " (c )dP
J{Z;‘E:O,Z]T‘Q} t

Bre cL0%1),cL00 % g0,

I
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~ 1u
Seja g(t) =6(t /) e g(t) >~ quando t »w».

Bt (L0070, (L9 g -

) [0,2]
= oMy ") ap =

'¢U(CEO’Z] d

(0,z]
o¥ (cy > 77)dp
J{15|C50’Z]| <g(t)}

yap + |
el gy 0

cp<|cl® P —1sge) v sup  $MxuyD).
ly-z|>g(t)
[OaZ] - . - .
Como Igt | -1 e um passeio aleatorio, usando ©

‘resultado do Apendice, temos que o primeiro termo acima tende

para zero quando t >,

Quanto ao segundo termo, temos

[0,z]

oM (g2 dp =

j{|c£°’231 >g (1))

0,z]
) ] oM (cL0-21yap.
gt) (et =1 T

E como um bloco de votantes de mesma opinido nao se desfaz,
pois apenas os votantes das bordas trocam de opinido e como y € invarian-

‘te por translagd@o e portanto u. também o &, a expressdo acima € igual a

Ioeto,k-11p(fef? ] =10 s
k>g(t)

< oM (ro, lg(t)]1) = oM ( _Lg(zt)J,Lg(zt)_l)

queAconvérge para u({@}) quando t +« pois g(t) —> . Por-
1 ) t>o



tanto
1lim sup oY ([x,y1) = n({@g})
tre |y-x|>g(t) :
e, por hipotese, u({@}) = 0. Fica entao demonstrada aprimei-

ra parte do teorema.
Quanto a segunda parte temos. Seja
G(a) = inf P(Dg(gltl) < av/T)

t=1
11

Entao

Do(EY) 'y |
J[l -P[——————-sa)]da < j[l -G (a)lda
VE

para todo t >1.

Como pafa.VaGEO,w),'lim P

to>oo

+
D7, (EH) a
[o t Soa)= Jie-uz/éldu
/T o

segue-se pelo Teorema da Convergencia Dominada que se

J[l—G(a)]da <

entao
e Do (E}) Dy (EY) g
J [l—P[——-—-—su)]da = E[ } Y
0 Y/t /t e
Para mostrar que J[l—G(a)]da ¢ finita, observamos que, para
- todo t >0,

I

p(DS(g‘tl) <a/t) = P(ELnl0,a/T] = @)

e pela invariancia por translacao de p-isto ¢ igual a



- 39 -

P(EinL -% VE, § VE1=0) 2

oFmy .,
> u(d_A)P(g n-~ Vt, » /&1 =9) =
, D} (A)}
e W(dA) (£, ° al-$/E, FYEI=0) +

'{A:DS(A)S%/T}

' ' {D (A} os g ‘
+ , dA)P [-5/T,5/t]l =0) 2
J{A:D+(A)>a/_}u( P e L - )

v

pel®ar - /T $/E » G)u{A:D] (A) < I/} =

\"

P(E {O}n[-—f O/E] » §) - ulA: Dy (A) > S/ED.

Entao, temos que

{0} ) AP + o
1-G(a) <1 -P(E, nl-3/E, 7vE1 =§) +ufA:Dy(A) >/},

Mas,

J u{A:DG(A) >%/f}da = jéng(A)u(dA)
0 t

que é finita para t >0, pois por hipotese JD+(A)u(dA) <o E co-
mo EiO} e um passeio aleatorio simples de taxa 1 temos que gﬂﬂ
pode ser representado por .EiYi,on&aYl,i=]42,
aleatorias independentes identié;ﬁente distribuidascxmlpCYi=l)==P(Yi=—1)=

..., Sao variaveis

= %—e independentes de N, e N é uma variavel aleatoria que
representa o numero de saltos até o instante t e portanto tem

distribuicao de Poisson com parametro t. Logo,

{o}

JO P(€ %/f, %/f] zP)do =
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® i
= G a
= J 1-P( ] Y;€-77/E, 7/t])
70 1=1
- N
.Z Yi Z Yl

<9 (%4

" e usando os resultados sobre limites de somas normalizadas [11]

temos que a integral acima € menor ou igual a

IA

4 2 @ -
J Zexp{-%7(l.—%)}du-+j 2exp{-f%}da<<m.
0 4 .

COROLARIO - Seja u({®}) =0. Entdo, para o€[0,~)

u - :
1lim P(—-0—(E—t)— SOL) = _l_jae'uz/ll'du __OLe—OLZ/4

t- ‘/f' ‘/F 0 ‘/E
. “ L,
= —A—J u2e Y /4du.
2V

0
DEMONSTRACAO - Para z inteiro positivo temos;

P(Dy(E4) >2) = P(Dy(e}) +Dy(e}) >2) =

Z=1 N .
kZOP(DO(EE) >k, D0(€¥)=?—k) +p(D0(gE)>Z) =

z-1 .
] P(efnl-k,z-k-11 = @, z-k@i%) +
K=0

+

P(E¥ar0,21 =0) .

Como p € invariante por translacao, g% tambeém o €, e aexpres-

sao acima € igual a

zP(EEn[O,z-ll =0, zegﬁ) +P(£¥n[0,i] =@).
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Escolhendo z de tal forma que z ~av/t, pelo Teorema 4, temos que

quando t »>e

e 2
P(&ﬁnto,zj =0) -+.j§ J "W /Y qy.
c ’ m ‘o

Quanto a primeira parte da expressao observamos que

{gkn00,2-11 =9, z€E}}u

{g¥nl0,2-11 = ¢}

c

{g}nl0,2] = @}
- portanto

S u 49 = My
zP(£4nl0,2-11 =0, 2€£)

2[P(£Xn[0,2-11 = 9) -P(Enl0,21 =) 1.

'E novamente pelo Teorema 4, escolhendo z ~ o/t podemos aproxi-

mar a expressao acima, para t suficientemente grande, por

o _ai2 o .2
OI./EJ 1 GU/4dU—Jeu/4du
v - — o
vVt
e
[ee] _ ; _2
1im a/fj 1€ u /4du = 270 /4
T o -— Y
Yt -
Portanto
' -Do(gg) 1 (® -u2/4 2 -02/4
lim P( >a] = — J e “du + —e
t-roo YT o J
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e integrando por parte obtemos

D, (EM) o 2
1im P[—g——l;->a] = -l—-J u2e Y /4du
t-roo /t 2/ o

e esta provado o corolario.



V - TEOREMA LIMITE PARA O MODELO DO VOTANTE

Consideremos agora, para o modelo do votante, o ta-
manho do bloco de votantes a direita do zero, que contémo pon-
to zero, e cuja opiniao 6 a mesma do votante no ponto zero.
Vamos estudar a distribuigao desse tamanho renormalizado por
{f, conforme f cresce. Seja C+, o numero de votantes consecu-
tivos a direita do zero que tem a mesma opiniao do votante IO

ponto zero mais o ponto zero, isto ¢,
CB(A) = min{x>0:A(0) =A(x)}, AcZ.

Queremos mostrar que existe a distribuigdo limite de

. + R - :
Co renormalizado por Yt, isto e, que

+ .U
CO(Et) <a]

1im P[
v/t

1t o0

para a€[0,») e p a medida produto com u{A:A(x)=1} =X, parato-
do x€Z, & uma distribuigao de probabilidade. Temos que
Co(zy) ’
0t _ U _ H
P[———;-—->a] = P(;t [0,x,.] ) +P(gt3[0,xt])

onde X, = lavt] = maior inteiro menor que o/t, e isso e igual a

s

= ju(dA)P(c‘i‘nEO,xt] - 9) +Jp(dA)P(c‘t\:[o,xt])

-43-
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que, por associagao, € igual a

i J“(“)P(Eio’xt]m =9) + [ucanyp e} *tTen)

e pelo Teorema de Fubini temos:

Ju{A:EEO’Xt]nA.=¢}dP + Ju{A:EEO’Xt]cA}dP =

e
|

Entao temoé

Cp (ch) ]
———— 2Ok =

1lim P[
/t

t>o0

= vim {BLo" (6L0%td) 7 + BreH(el0 Xty gy,

tr>o -

O fato de que x, = [avVt], meis o fato de que u € a

medida produto, implica que o limite acima & igual a

tim  § 0™+ (-0™p (el ) —m.
t>o m=1

Precisamos entao estudar a distribuigéo de [EEO’Xt”
quando t +e«. Para o 20 fixado e t >0 {P(IEEO’XtJI =m}m€N é u-
ma distribuicao de probabilidade sobre os numeros naturais.
Segue-se que se a familia de distribuigées {P(|£EO’Xt]| = m);
'mGN}£>0 € compacta, entdo o limite ¢ tambem uma distribuigdo
de probabilidade sobre os numeros naturais. |

.Queremos entao mostrar que para todo t >0,dado € >0

existe M€ tal que
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p(lel®XtI M) < .

Para qualquer numero natural n podemos fazer a seguinte par-

ticao do conjunto

Z

: n
[0.x.] = {0,1,2,...,]a/E]} = U D
: k=0
onde zn==L2nQJ,Dk = {[§£€ ,P%gﬂ +1,...,L£&§%DE1} para
k==0,1,2,...,zn—1 e
z V't z vt .
D, ={L |L J+I,...,l_oc/f_|}.
n n _
n 27 - 2 .

Entao ]Dklzszg para todo k = O,l}...,zn, e pelo lema 2 (ver A-
2 . :

pendice)

D
k
P(lg, | >2) = ;%a

para uma constante c¢ independente de k e de t. Portanto,

P(lel0: %)) <2M) =

D
P(|£tk| <2 para todo k=0,1,...,z

n) =
Dk -
1 - P(lg, | >2 para algum k=0,1,...,2z) 2
z : z
n D n
1- §P(lgfs2)21- § S =152,
k=0 k=0 2 2

Logo 0 limite € uma distribuicdo de probabilidade. O fato

que a distribuigdo limite € ndo trivial & uma decorrencia

de
de
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que lim P(Iggo’xtjl =m) é funcao de o. Podemos fazer o calcu-
t
X . - . .
lo para m=1. Seja Ytt um passeio aleatorio simples de taxa 2
~ X .
comecando em xt==La/fJ e com absorcao no zero, Xtt um passeio

aleatorio simples de taxa 2 comegando em X, ©

X

_ v T
T0 = 1nf{t>0.xt 0}.

| § )
P(Iago’xtjl =1) = P(Ytt =0) = P(T,st) = 2P(Xtt <0)

pois,

Lt Xt
P(Xt <0) = P(Xt sO|T0 st)P(TO <t)

que pela propriedade forte de Marko e igual a

| | _1
t—TO <0) P(T0 st)_— 7P(T0 <t).

' . - . t = e
Mas como o passeio aleatorio Xt e simetrico

X¢ 0 0 Xg
P (X <0) = P(X,2x,) = P(X_ 20/t) = P(—20)
t t t t /T
0 N(t) _ B .
Mas Xt =,X Zk’ onde Zk’ k=1,2,... sao variavelis aleatorias
k=1 '

independentes identicamente distribuidas com P(ZKL1)=I%Zk=HJ=
= % e para cada t >0, N(t) e uma variavel aleatoria, indepen-
dente de Zk para todo k=1,2,..., com distribuicao de Poisson -
com parametro 2t, que representa o numero de saltos queo pas-
seio aleatorio deu até o instante t. Entao para qualquer se-

quencia t; .ty ... <tj <... temos que

. t. '
AT izlgi
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para j =1,2,..., onde N, sdo variaveis aleatorias independen-
tes com distribuicdo de Poisson com parametro 2 e pela lei for-

te dos grandes numeros '

N(t.)
tJ =~ 2 com probabilidade 1.
j troo n
5 A
Alem disso, pelo teorema do limite central = converge em
n

distribuicdo quando n +« para uma variavel aleatoria com dis-
tribuicdo normal com média zero e desvio padrdo um. Portanto
pelo teorema sobre soma aleatdria de variaveis aleatorias [2]

temos que

th
Xy L 2y
io. k=l 2 N(0,1).
t Nt !
j j
Como para toda sequencia ty <t,<... <tj < ...
XO VN 
t. : g o
J —— J ° N J
G Ny 7
J

converge em distribuigao para uma variavel aleatoria com dis-

tribuicao normal com media zero e desgio padrao V2 segue-se que
X
esse resultado vale para a familia (—) . Portanto

£ 11 2
1im P(|£Eo’xt]| =1) = I A mut/ gy,
tro o /ﬁ_



APENDICE

I - Algumas propriedades basicas dos passeios aleatorios,
que sdao consequencias do principio da reflexao, do teorema do
limite central e do teorema local do limite, e foram wusadas

- - ) ) 'S .
nas demonstragoes, estao  enumeradas abaixo. Seja Yt um passeio
aleatdrio simples em Z com taxa 2, absorcao em -1 ¢ inicio no

ponto x€z*u{0}, entdo

(1) ~ p(Y) 20) =2
‘ - M
bpara t suficientemente grande
" (2) POYY20) <c Xt
- ot

para uma constante c independente de x e t.

(3) P(YL“/EJ >0) = ¥L~J eTU 4 gy
Ym0 '
(4] ' ~1im sup/t P(Yie[o,g(tjl)'= 0
. tro x20

para g(f) =8(t1h) quando t >,

Além disso observamos que para o modelo do votante

[x,y] e s s d _ +1 .x42 } st
Tt que se inicia no estado [x,y] ={x,x+1,x+2,...,y}, 1sto
€, que se inicia com um bloco de votantes de mesma opiniao,

-48-
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tereﬁos em cada instante t >0, que o estado do sistema € um
bloco. Ou seja, como a mudanca de opinidao de cada votante so
pode ocorrer se ha pelo menos um vizinho com opiniao contraria
apenés os extremos do bloco podem trocar de opiniao e portan-

to o cardinal do estado do sistema, |C£x,y]|,

executa um pas-
seio aleatorio simples com taxa 2.
E pelo fato de que quando todos os votantes adotam
5 5 a - : [x,y]
a mesma opiniao nao ocorrem mais mudancas temos que (lz |-1)
- 5 -X
e uma copia de Yz "
Da mesma forma, a distancia entre duas partfculas,
para o passeio aleatOrio simples com reuniao de particulas,

executa um passeio aleatorio simples de taxa 2 absorvido no

zero e se definimos, para um subconjunto finito A de Z, o secu

~ - 3 _ . , + N
diametro como sendo diam A = max |y-x| entao (dlamgix y,l}-l)
; _ _ X,yYEA

‘e uma copia de Y{ X,
II - Outros resultados sobre o sistema de passeios alea-

torios com reunidao de particulas que foram usados e cuja de-

monstragcao se encontra em [3] sao os seguintes:
LEMA 1 - Para a,b inteiros positivos

::3) <.@

{—a,O,b}l
t

P(lg

para uma constante c independente de a,b e t.

LEMA 2 - Para qualquer inteiro positivo X

2
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para uma constante c independente de x e t.

IIT - Os resultados relacionados a medida de renovagao pa-
ra o passeio aleatorio com aniquilamento de particulas estao
baseados no Teorema de Renovacao que apresentamos abaixo ecu-

ja demonstracao encontra-se em [5].

TEOREMA - Dadas duas sequencias £1.65,..., € bd’bl”" de nu-

meros reais, uma nova sequéencia Vs Vysee- pode ser definida

pelas equacoes da convolucao:

v, = b +fyv HEv ot E v
Se f_ >0 paran=1,2,..., ) £ =1, J nf <e, b >0, para n =
n n=1 ® p=1 B n
= 0,1,..,;nzobn <o e {fn}n=l,2,... e'nao periodica, entao
) b
- . n=0 "
n tow E :
nf
n=1

IV - Usamos o Teorema de Fubini sem uma mencao explicita a
mensurabilidade da funcdo envolvida. O interesse da aplicacgao

deste teorema esta em passar de uma integral do tipo

Jo gy w0 p@Eon =gy = [[EL DA o

para a seguinte integral

J u{A:AngE =@}dp
Q
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para t >0 fixado e BcZ, B finito fixado. Vamos agora mostrar

que de fato temos mensurabilidade. Trata-se da integral da fun-

cao f: QxP(Z) — {0,1} definida para t >0 fixado por
B
0 se Et(w)nA =@
f(w,A) =
1 de £} (w)nA =0.
Basta mostrar que £l pertence a o-algebra produto

£l = {(w,A)GQXP(Z):'gf(w)nA =g} .

Consideremos a seguinte restricao fn de f’m)subuquntoS%fP(Z),

onde Qn: conjunto dos graficos aleatorios em

{—n,—n+1,...,n}><R+
Se HE% € a restrigao de EE a Q. entao

£1({11) = {(w,A)€Q xP(2): "R (w)nA =0}

. n,t - - .
Seja NX’ (w) o numero de marcas para o grafico w na semi-reta

xxR, para x€{-n,-n+1l,...,n} no intervalo [0,t]; seja
1t g zx{-1,+1}
J * n . -9 ’
para j =1;2,... tal que H?’t(w) = (x,m) denota a j-ésima marca

para o gréfico-w no conjunto {-n,-n+1,...,n}x[0,t] sendo m=+1
conforme a direcao da flecha que sai da j-ésima marca seja pa-

ra a esquerda ou para a direita; entao

{(m,A)GQHXP(Z):“gE(M)nA =@} =
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© n
= U
k=0 Xl’XZ"ﬂ"xk__n ml,mz,...,ka{—1,+1}

. ,
»E ,t ,t S
{wEN: =z- N;‘ (w) = k, T} (w) = (xl,ml),...,Hi ()= (xp ,my ) I |

X=-n
m, m m
x{AEP(2): Ano Yo K71 ... 0X1B=Q)}]
"k Tk-1 1
onde,
D-x. X.+m. } .€D
. s { xJ}u{ 3 mJ} se Xj
o_’D =
'
J .
D . se ijD
para j =1,2,..., que € a uniao enumeravel de conjuntos do ti-

po RxS para R pertencente a o-algebra em Qn e S pertence a o-
algebra em P (Z), portanto £ ¢ mensuravel. Mas como f & o li-

mite de funcOes mensuraveis segue que f € mensuravel.
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