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l - INTRODUÇÃO

O modelo do votante foi estudado por Holley e Liggett

[ 9 ], e independentemente por C]ifford e Sudbury [ 4 ],que mos-

traram qual é o seu comportamento assintótico. Posteriormente,
Bramson e Griffeath [ 3] ana]isam câvacterl'sticas .da evolução

do modelo

Daremos inicialmente uma descrição do modelo dc

tente e do seu comportamento assintÕtico. A. seguir descreve-
remos os modelos. .cuja relação com o modelo do votante permite

que auxiliem no estudo deste, e as características do modelo
do votante e dos modelos relacionados es.tudadas por Bramson e
Griffeath. Finalmente serão apresentados os resultados por e'

les obtidos
O modelo do votante consiste no seguinte: uma popu

lação infinita de votantes esta a favor ou contra uma deter-

minada proposição. Com o decorrer do tempo a opinião de cada
votante evolui da seguinte forma: cada votante espera um tem-

po aleatório e. decide reavaliar a sua opinião; então escolhe
aleatoriamente um outro votante e anota a opinião do votante

escolhido. No nosso caso a população de. votantes seta repõe'

sentada pelo conjunto Z dos número intei-ros, cada votante es-
colhera um de seus dois vizinhos,cada vizinho tendo igual chan-
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ce de ser escolhido. Naturalmente pode ocorrer que o vizinho

escolhido tenha naquele instante a mesma opinião que o vizi-

nho que o interroga, neste caso este manterá sua opinião ori-

ginal. Se existir consenso na população, isto é, se todos os
votantes adotarem a mesma opinião, o consenso permanece duran-

te o tempo todo.

O problema que se apresenta primeiramente é o segu:an-

te: .se de início existem na população as duas opiniões, favo-

rável e contraria à proposição em questão, seta que quando o

tempo vai para o infinito a interação. entre os votantes leva-
rá a um consenso? Naturalmente isso depende de como as opi-

niões estão distribuídas, inicialmente, na população. Se, por

exemplo, ni início houver uma proporção bem definida de vota.;r-
es favoráveis h proposi.ção então no limite do tempo .haverá

consenso em torno daquela opinião com .probabi]idade i-gua] ã

proporção inicial. Note-se que quando apenas um nÍimero finito
de votantes sustenta uma dada opinião no inl'cio,entãonum teln-

pó aleatório finito essa opinião desaparecer'ã havendo consen-
so em torno da outra. Nos casos em que se chegaaum consenso,

qual é então o comportamento dos votantes? A influência se dã

de tal forma que blocos cada vez maiores de votantes de mesma

opinião tendem a se formar. E o problema de interesse neste
caso é determinar a taxa de crescimento de tais blocos

O modelo do votante pode ser estudado através dos

seguintes processos associados. O Passeio Aleatório com Reu-
nião' de Partx+culas consiste em partículas situadas em vários

e
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pontos de Z que tentam executar passeios aleatórios simples

independentes , mas sempre que uma partícula colide com outra
as duas se fundem. O Passeio Aleatório comAniquilamento de

Partículas é análogo ao anterior, sÓ que ambas partl+culas de-

saparecem quando ocorre uma colisão.

A associação entre o modelo do votante e o passeio

aleatório com reunião de partz+culas pode ser expressa da se-

guinte forma: se queremos determinar a opinião do votante x
no instante t basta traçarmos a história da influência recebi-

da por ele até chegarmos ã opinião inicial. Trata-se de seguir

uma trajetÓria de um passeio aleatório simples do instante t

até a origem detectando assim a opinião inicial. Se as traje-

tÓrias de passeios aleatórios correspondentes a dois votante:s

se :fundem, isso significa que a opinião deles é fruto da in-
fluência-de um mesmo indivx+duo.

A associação entre o modelo do votante e o passeio

aleatório com aniquilamento de partz+.culas pode ser expressa da

seguinte maneira: be quisermos saber qual é a paridade do nú-

mero de opiniões favoráveis no conjunto B de votantes no ins-

tante t, sabendo que no inz'cio eram favoráveis ãproposição os

votantes do conjunto A, basta regredir n.o tempo seguindo um

passeio aleatório com aniquilamento de partx'culas que se ini-

cia com partículas no conjunto B e verificar a paridade donÚ-

mero de partl+cuias no conjunto A no instante inicial

m



' l l O MODELO DO VOTANTE E ASSOCIADOS

Seja S o conjunto de todos os subconjuntos de Z. No-

temos que S pode ser identificado ao conjunto {0,11z'. Vamos

portanto munir S da tipologia correspondente ã topologia pro-
duto definida em {0,11z'. Assim S é um espaço topológico e po-

demos mini-lo da a-álgebra de BoTeI. Observe-se que esta cor-

responde ã a-álgebra produto, isto é, ã a'algebra gerada pe-

los conjuntos cilíndricos. O modelo do votante (Z;:)tZ0 é lim
processo de }larkov, pari-ando continuamente no tempo, tendo co-

mo espaço de estado S e como estado inicial osubconjunto A de

Z. Para cada instante t, Ct é o conjunto aleatório dos votei.\-

tes favoráveis a proposição naquele instante
Sua evolução se faz da seguinte forma: cada votante

espera um tempo exponencial de média 1, escolhe lln dos seus dois
vizinhos com mesma probabilidade e adora a opinião apresenta-

da por esse vi zinho .
O processo pode ser construído através de um gráfi-

co aleatório definido da seguinte forma: em cada gemi-Teta

{xlxR+ do conjunto ZxR são marcadas as realizações das variá-

veis T:l, T;,. .. , que indicam os i.nstantes nos quais o votante
em x€1Z decide reavaliar a sua opinião. As variáveis aleatórias

4
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Ti. T;-Tt, T!-T;,.. . são independentes identicamente distri-
buídas com distribuição exponencial de parâmetro l. Isso é fei-

to para cada xeZ independentemente uns dos outros. Para cada

to Tx = t.i ' i= 1,2,... , marcado na semi-retaÍxlxR'' escolhe-

mos um dos vizinhos x - l ou x + 2 com probabilidade { e traçá-
mos uma flexa do vizinho escolhido, digamos que seja x -l, pa-

ra x, ou seja uma flexa do ponto (x-l,ti) para (x,ti) , cada
escolha sendo independente das demais. T)izemos que existe uma

trajetÓria de (x,t) para (y,s) , x,yÉ;Z, t <s em R", se podemos

ligar esses pontos por uma cadeia de linhas verticais (: cres-
cente em R+) e horizontais (= flexas) que não cruza vertical-

mente a ponta de nenhuma flexa. E dizemos que existe uma tra-

jetória de AxÍt} para Bxts}, onde A e B são subconjuntos de :.,
t <s em R , se existe uma trajetÓria de (x,t) para (y,s.) para

algum xeA e yeB. Se quisermos determinar o estado do sisten'.a,

que começou no estado A, num instante qualquer t > 0, bastade-
terminar o conjunto dos pontos yeZ tais que exi-ste uma traje-

tõria de Axt0} para {ylxttl; o estado do sistema é a união

desses pontos para os quais existe uma.trajetória. Uma reali-
zação do gráfico a]eatório é dada pe]a figura ]

Pode-se mostrar [1,9] que ta] construção define de

maneira única um processo de Markov forte com trajetórias con-

tínuas à direita e ].imite à esquerda, de Feller,e que seu ge-
rador infinitesimal aplicado numa função cilíndrica qualquer

f: S ------ R se es creme como



R
6

L f(ç) : àz j.éÍ-t,t} 2Ítf(c-Íx})](l-((x'i)) '''

+ [ f(z;u {x}) ]c (x+i) -f( z;)

onde tl é um elemento de S e

.[(X) : to se xÉc para todo .xcz

Figura l

Doravante nÓs indicaremos por (Q,Á,P) o espaço de

probabilidade sobre o qual estão definidas as variáveis aleató-

rias T:, neN, xeZ, bem con\o a família das variáveis aleatórias

independentes (entre si e das T:) que para cada x e n deter-
minam a orientação (direita ou esquerda) da flexa que chega ao

ponto (x,T:) .Pela construção feita, é sobre este espaço (Q,A,P) que

04 3 2 l l 2 3 4
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estão definidas as funções aleatórias (cA)tz0' AeS, que repõe
sentam o modelo do votante. Por abuso de linguagem indicare-

mos por Ctiut)t>0' onde u é uma distribuição de probabilidade de-
finida em S, o processo cuja distribuição inicial é u. Por e-
xemplo,

.L p(dA) p( z;:nB:a)

seta indicado por P((!nB:g)

O passeio aleatório com reunião de parti'culas (çA)tz0
e o passeio aleatório com aniquilamento de partículas (nx)t:z9
são processos de blarkov, variando continuamente no tempo,ten-

do como espaço de estados S e como estado inicial o subconjun-

to A de Z. Para cada instante t, tit e nt representam o conjun-
to de pontos de Z ocupados por partículas naquele instante. A

evolução do passeio aleatÕl-io com reunião de partículas é a

seguinte: cada parti'cula, independentemente das outras , espe-

ra um tempo exponencial de parâmetro 1, escolhe um dos dois

pontos vizinhos com probabilidade t e salta para o lugar es-
coljlido. Se o local escolhido estiver ocupado por uma partí-

cula, as duas $artl'culas se fundem numa só. A evolução dopas-

seio aleatório com aniquilamento de partículas é semelhante ã
anterior a menos do mecanismo de interferência. Neste caso se

o local escolhido estiver ocupado, as duas partx'colas desapa-
re cem .

A construção desses passeios aleatórios se faz usan-
r\ rT -r' ni + i f- r\ rl r- \
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modelo do votante. Uma trajetória, nestes casos, é uma cadeia
de linhas verticais e hora.zontais que não cruza verticalmente

o início de uma flexa. O estado no instante t do passeio alea-

tório com reunião de partx+culas que se ini.dou no conjunto A

é o conjunto dos pontos y e z para os quais existe uma traje-
tÓria de Ax{0} para {ylxÍt}. O estado no instante t do passeio

aleatório com aniquilamento de partículas que se iniciou no

conjunto A é o conjunto dos pontos y e Z para os qual.s existe
um número impar de trajetórias de Ax{0} para {yJxtt}. A rela-

ção entre o modelo do votante eos passeios aleatórios é a se-

guinte: para t <" fixado, consideramos a restrição do gráfico
do modelo do votante a Zx[0,t]i revertendo o tempo, isto é, fa-

zendo o tempo correr de O = t para t : 0, e revertendo a direi.io

de todas as flexas, obtemos uma realização do gráfico dos pas-

seios aleatórios restrita a ZxEO,t] no mesmo espaço de proba-

bilidade tn,A,P) . Para o gráfico do modelo do votante apresen'
todo anteriormente temos na Fi.Bufa 2 o correspondente gráfi.co
dos associados

Pode-se mostrar [1 ,9] que a construção dos passeios

aleatórios através do gráfico define de maneira üni.ca um pro'

cesso de Markov forte com trajetórias contínuas à direita e li-

mite ã esquerda, de Feller, e que os geradores infinitesi-

mais L.' e l.'' respectivamente do passeio aleatório com reunião

de partículas e do passeio aleatório com aniquilamento de par-

tícu].as, aplicados numa função cilindro.ca qualquer f: S '--"-b R
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onde €1 é um elemento de S

' 8 -P-up

e €1(') õ a função indicadora de e,

I''í(n) : )l
xCZ ;iEf(nÂtx,y})}- f(n) ]]] - TJCX) ]}

onde n é um elemento de S e n(') é a função indicadora de n

2 3 4 .
:g ;', 'f,.{«/:e\ÍI

A construção dos processos através do mesmo gráfico,

e portanto no mesmo espaço de probabilidade (Q,A,P) implica

que {çtnB:0} -<:::> {E:nA=@} e que {ltAnBlé para 'ç:o {lrIAnAlé para

-4 3 2 l 0

Figura 2
l
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para A,B subconjuntos de Z, um dos dois finitos

mos as seguintes equações de associação

P(C:nB:g) : P(eBtnA:@)

P(ICAnBlpar) : P(IRBnAjpar)

Portanto,te

para A,BcZ, A ou B finitos Além disso podemos escrever

Js A)PBt'B:g) : Js A)P(et'A:m

e

Js(dA)p(l(Ansjpar) : Jsp(da)p( ITltnAlpar)

para BcZ, b finito
Se definimos as seguintes funç.Ões para uma dada me

lida p

+U(A) = pIA:AnA:g}

e

@P(A) = pIA: IAnA jpar}

onde A é um subconjullto finito de Z, as equações de associa

ção podem ser escritas como

P((!nA:g) : E['bU(€1a)]

P(EUtnA:0) : EE4'u(çt)i
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P(ICPnAlpar) : EE$P(nA)]

P(nUtnAlpar) : EEwP(çt)J

Os d.ois passeios aleatórios, começando com un\a me-

dida.arbitra.ria p, convergem para õg' que coloca massa l no
conjunto vazio, pois devido ãs colisões as partículas restan-

tes se dispersam, como foi mostrado em [7]. Essa con\vergência

implica que a distância entre .as partículas cresce. Essa dis-
tânc\a é estudada em conexão com o tamanho dos blocos de vo-

tantes de mesma opinião, que tende a crescer se oprocesso con-

verge para uma mistura de 6@ e õZ' que colocam massa 1, res-
pectivamente, no conjunto vazio e em Z. A convergencia ou nao

para a mistura de medidas delta depende da medida u inicial. Co-

mo o espaço S é compacto, o conjunto das medidas de probabi-
lidade definidas sobre S é também compacto em relação ã topo-

logia fraca, bastando portanto mosto.lr a convergência da dis-

tribuição de ç1l na classe dos conjunto cilíndricos. Como cada
conjunto cilíndrico pode ser escrito por meio de umnÍimero fi-

nito de operações elementares efetuadas sobre conjuntos da for-

ma {çeS: (nA=çó}, onde A é um subconjunto finito de Z,vamos en-

tão ca].curar lim P((1lnA=g) . Temos
t'»oo

p(.dtnA:@) : ip(dB)PCJtnA:g) : ll'(dB)p(Ct'B:0)

= ip(dB)p(eAnB=0, 1EAll=i9+lu(dB)p(eAnB=g, leAl>1)

Suponhamos que IAI =n e A:txl'x2,''',xn} e que
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xl < x2 < ''.' < xn' então

p(leAl>1) g P(diam€1Exl'xn].lz0)

LxlsXRJ
ondeExl'xn] :Íxl'xl+l,xl+2,''',xnl' Mas {diamEt ' " 'l} é um

passeio aleatório simples de taxa 2 com absorção em -l, que se

inicia em Xn-xl' portanto

p(diameExl'xn] -1:0) ' c :n:l:i
' /{

para algum c independente de (Xn-XI) e de t (ver apêndice)
Logo

Ip(dB)p(ejtnB:@,letj>1) É p(lçAl>1) t+« 0

Suponhamos que u coloque massa uln num dado conjunto A e para
BeS seja

TB : in:fltz0: leBtl=1}

então

p(dB)p(etnB):g, leal:l.) : P(etnA:0,teTA)

yeZP (e t nA:g , teTA ,€1 AA=y)

yeZ[P(etnA:gjFTA) ']tt>TA}']teAA:yJ]

onde F . é a a-álgebra gerada por TA. Usando a propriedade for
te de Markov é fácil ver que

T
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P(EAtnA:0) EFTA)lÍt>T.A} ' yeZP(et.T.A A:@)ltt>.rA} beTA

Portanto a esperança acima é igual a

yczrp(Et.T.ü:titt>T-A} {E'K.ü=vli

Agora,

li« ll*.,.}
1, quase certamente

e

li.m P(€1y TARA:g)llt>TA} : ll:m P(tlytnA:g) , quase certamente

Se A é um subconjunto de Z tal que exi.ste o limite

e.A)lim P(€1 Xt
t-tm

então temos .que

lim PetIZ.nA=ÇÓ)
t->«,

elos tramos que

P(CANA:@) --:E:=-* (1-À)

para todo subconjunto finito A de Z se A é tal que o limite in
ditado anteriormente exista e seja igual a À. Portanto a dis

tribuição limite de (: é a mistura
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(l-À)6@ ''' xóz

Suponhamos agora que a medida inicial u seja invariante por

translação e que pÍA:A(0)=1} = X. Então temos

Ip(dB)P(etnB:g,leÀtl:l) : J .A dPpÍB:BnEÀt:@}{t>T''}

Como para todo elemento de {t>TÀ} o conjunto tit é unitário, a
integral acima é igual a

E l dPpIB:BnlyJ=Çó}
yCZ Jtt>TÀJntti.t=v}

Como u é invariante .por translação e ptB:Bntyl=g}

l-À, V7CZ, a integral acima é igual a

C 1- À) >l
y€z

dP
À Àt>T :y}t

(]--À)P(T'A<t) --i:=-, (1-À)

Portanto

P(dtnA:Q) --i?="' (1-À)

para todo subconjunto finito À de Z; logo a distribui.ção li

mito de z;11, onde u é invariante, é a mistura

(l-x) óg ' xõz

A convergência para uma mistura de medidas delta in-

dica que ocorre a formação de blocos de votantes de mesma o-

pinião, isto é, conforme o tempo avança o componente conexo de
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(}l ou Z-(Ut' que contém um dado ponto kCZ, tende a se tomar ca-
da vez maior. A questão que se coloca então é estudar o cres-
cimento dos blocos de votantes de mesma opinião.

No capítulo seguinte estudaremos a distância média

entre as partt+culas para os passeios aleatórios e o tamanho mé-

dio dos blocos de votantes de mesma opinião para o modelo do

votante, que se inicia com uma medida p invariante por trans-

lação. Em essência o resu]tado obtido em [ 3 ] é que essas mé-
dias são da ordem de ./i no instante t. Os valores assintõti-

cos das médias renormalizadas por '/{ são calculados. A seguir

são estudadas as variáveis distância das partículas ao redor

da origem para os passeios aleatórios e tamanho do bloco que

contém a origem para o modelo do votante, e seta mostrada a

convergência em distribuição dessas variáveis renormalizadas

por '/i

B



iii - CONVERGÊNCIA DAS mEoiAS RENORMALimDAS

Consideremos inicialmente o crescimento dos agrupa-

mentos de votantes de mesma opinião. Seja C(A) = tamanho médio
dos blocos de votantes de mesma opinião para o estado A, AeS,

definido como ó limite de sua restrição a [-n,n] quando n-'m,

se o limite existir. Os blocos de A são os componentes cone-

xos de A ou de Ac, e C(A) então é igual a

C(A) lim
H-'>m

Soma do tamanho dos b[ocos em AnE-n,n]
h AnE-n,n]

o ae o J.ocos ê;ili Ant -n ,n]

se o limite existir. Em geral esse limite não existe. No caso

em que A é um estado aleatório de lei p, ocde u é uma medida

invariante por translação e misturadora, esse limo.te existe,
conforme é mostrado no Teorema 1, onde se calctJla ovalor des-

se limite. Uma medida p é dita misturadora se

2n
meT

= lim
n-+m NÜ

.[+m l$U[BOu(x+BI)] - 4)P(BO)'bP(x+BI) 1: Ó
lxl-tm

para BO e BI subconjuntos finitos de Z. E p é dita misturado
ra n-ve zes (n 2 2) se

Ih
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l xi- x3 l .w iU0(xi'Bi) ] - .H0'$1''(xi'Bi) l
vi ,j , o?i <j gn

0

para B.i subconjuntosfinitosde Z, i=0,1,... ,n

TEOREMA ]. - Quando t -+ m

C

c( (ii)
2X(l-À)

eln probabilidade para toda medida inici.al u invariante por

translação e misturadora tal que

Ü{A: A(x) ;l} : , xe(o ,l)

DEblONSTRAÇAO - Pela definição de tamanho médio dos blocos te
mos

C(cU) : lim
- n-w níjmero.de b]ocos em clone-n,n]

Diremos que xeZ é uma fronteira de (}l se xeCUt e (x+l)et;P ou

se xg(ut e (x+l)e(t' Como o número de fronteiras de (Enr-n,nt
difere em no máximo um do número de b]ocos em (\jnE-n,n] pode
mos e s Greve T

( 1 )

Para ACP(Z) e xeZ seja
se x

l se xeA
A(x)
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Seja f P(Z) ----,- {0,1} definida por

l se A(0) # A(l}
f(A) :

0 se A(0) = A(1)

j.sto'é, ÍCA) = lse 0 é uma fronteira de A é

contrário. Então E(f) mpla:A(0) #A(1)} <m.

Seja 0: T'(Z) -----* P(Z) tal que (0A)(x) :A(x-]) . Como

P é invariante por translação, 0 preserva medida, isto é,

U(0'lX) =U(X) , onde X pertence à a-álgebra X de subconjuntos

de P(Z) onde u esta definida

Então, para todo neN

j aU8 ] casoa zero

k--n Kz;P)
2n

nÍimero de fro?lteiras de (T em [-n,n]
2n

e pelo teorema de Birkoff temos

f ru'ctl)
k: .-----.-.- Err(dt) lí ]

como l é a a-ãlgebra dos subconjuntos invariantes de P(Z) ,is-

to é, l = {XeX:0-l(X)=X}. Como u é misturadora segue-se que l

é trivial. Portanto

EEf(Cut) lí ] u[ í(dt) ] p ( dt(0) ,dC D )

Ou seja,
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nÍinero de fronteiras de (11 em [-n,n]
lim - ài P(CUt(0);'Z;Ut(1)) (11)

Calculando a probabilidade acima temos

p(dt(o)'dtkl)) : p(oedt) '''p(ledt) - zp(dt'lo,il:çi)

ZCx-x) - 2P(dtnto,il=çÓ)

(ni)

pol-s

p(OÊdP : l(n NP((tnlol:©

usando associação, essa probabilidade é igual a

J?(Z) (dA)P(ejÍOJnA:g)

que pode ser escrito da seguinte forma, usando o Teorema de
Fubini,

, {o }
IÜ-tA:A(tit :0ldP

Mas €110} é um passeio aleatório simples, logo essa probabili-
dade é igual a

>l.Pt(0 , x) u {A : A(x) :0 }xeZ '

onde p(',') é a probabilidade de transição de um passeio a

leatÓri.o simples. Como ptA:A(x):l} : À, a expressão acima é i

qual a
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xeZPt(0'x)(]-À) : (]--À)

Analogamente , temos que

P(IÉdt) : (l-À)

Por outro lado, usando associação, temos

P( dt'{ 0 , il:g) EE$u(etO,l}) ]

Como as duas partículas.se reunem com probabilidade un nlm tem-

po finito restando uma partz+cula, a.expressão acima é igual a

KE$u(tlo'i}),Isto'lll E['Pp(E.lo'i}),lEIo'lll:Z]

que é igual a

(l-X)P( lEIo'l} 1:1) + E[4'p(eÍo'i'}), leio 'l} l:Zt

pois

nr.bu(elo ' i}) ,leÍ:o 'i} l:il $u(EÍo'l})dp

ll {A :A(eÍO ,l}) =0 }a'

lEIo'ill:l}
p {A: AnE .lO ,l} :g } dP

{o ,].}
t

:0 ,11:Íx} }xÉ;Z
uÍA:A(x):0Ja': . (l-X)P(El0,11:tx})xeZ '



(i-X)PCIE::"'''l:l)

Voltando para a e

p( c\l(u ' (ii( D

z(i-x) - 2(1-x)p( lEIo'i} l:i) - 2Er4'u(el:o'lJ) , it.I'

2(1-x)[l-p( lel:o'l} l:])J - zn[ 'bp(elo'l}) , IE.lo 'i} l
b

z(i-x)p( le.lo'l} l:z) ' 2À(l-x)p( leio'i} l:z)

zx(].-x)p( IE:.lo'l'} l:z) - ZEE@p(eÍO,l}). , lEIo,i} l

2À(l-DP( l talo ,i} l:a ' 2(1-U 'p( lEIo 'i} I':a

2E[ $t'(EÍo'l}) ,leio'iJl: 2]

2X(l-X)P( leio 'i} l:Z) ''' 2E[ (l-Xy-4'u(Elo'i})

2À([-À)P[(dias €1{0,11-])z0] +

ZEt (l-X) '-+u(EÍO 'i}) , leIO ' i} j:ZI

onde , doam A = max jy-x l
x,yeA

{ 0 . 1 } ... r

(11 1) podemos escreverquaçao

]

+

s imp l e saleatório(doamMas € 1 passeioum

l:zl

2 ]

em Z com
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taxa 2, absorção em -l e estado inicial 0. A, probabilidade pro

curada é a probabilidade de que o passeio não tenha sido ab
sorvido no instante t e é da onde.m de l/v/li:'í, para t suficien

temente grande (ver Apêndice) . Por outro lado, tomando g(t)

= o(tJ./4) e g(t) -- m quando t -- m, temos

/:ín[ l(i-xy-'bu(tÍo'i}) l, lEIo,iJl:zl g

g 7t l

JldiamejÍO, lJ-lÉg(t) , lt{0 '1} l:2}

JÍdiam€1l0 , 11-l.>g(t) , fEtO '1} l=2}

g ,/iP({diamejÍO,.lJ-lsg(t) ; ltiÍO,lJl:.2) +

1(1-Xy-$u(EÍO,i}) jdP +

l(i-x) '-@u(elo'l}) lap g

-/:ÍP(ltiÍ0'1-Jl:2)'(jy- st>g(t))'-$P({x,y}) l)

Mas, a primeira parcela acima é igual a

.'':iP ( 0 ÉdiamE lio , 1} Kg( t) )

que tende para zero quando t tende para " (ver Apêndice)
E como p é misturadora e utA:A(x):l} : X temos

lim +U( {x,y})
jy- x l -«.

.bU({x}) $U({y}) = .(1-X) '

logo,

suP l(]--À)'-+U({x,y}) l -----* 0
jy-xj$g(t)
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quando t -> m. E como

,lJl:2) ----* -!-

quando t -> m temos que a 2g parcela acima tende para zeroqua't

do t -» m. Portanto

p( (\l ( o) :dt ( 1) )
2À(l-X) ( l\r)

quando t -* m. Então CI) , (11) e (IV) implicam o resultado de-

sejado.
Consideremos agora a distância entre as partículas

para o passeio aleatório com reunião de partz'culas. Seja D(A) =

distânci.a média entre as parta'culas para o estado A, definido
como o ]imite de sua restrição a [-n,n] quando n -, m, se o ]i-
mite exís tir

TEOREMA 2 - Quando

D( e\l) - /i

em probabilidade para toda med

e misturadora tal que p # (5m

DEbTONSTRAÇÃO - Seja f: P(Z) -------- {0,1} definida por f(A) :l se

A(0) = 1 e igual a zero caso contrario é 0: P(Z) -----* P(Z) tal

que (0A)(x) :A(x-l) . Então E(í(ti1l)) ;P(0Cell) . Pelo teorema de

Birkoff e pelo fato de que u é invariante por translação e mis-

translaçãoida invariante porU
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turadora temos

! r(ol'ç\l)

]=-p:l;. - -'ã:=-- p(oct\l)

Mas . E f(okEt) =nÚmero de partículas de Cut entre [-n,n] e a

tância média entre as partículas de €1ut entre [-n,n] éapro-
x imadamente

2n

k--n (OkEP)

Segue-se qtle

n(çut) : [P(ocEut)]'t

Por outro lado ClcÍ011-1) é um passeio aleatório simples em Z
com taxa 2, absorção em -l e estado inic.ial zero. E

p(c.lo},0) : p(lcioJl-l>o) ,

isto é, é a probabilidade de que o passeio não seja absorvido

em -l, o que é da ordem de l//iií no instante t, para t sufi-

cientemente grande (ver Apêndice) . Ou seja,

P((!01#g) - quando t -''m
' t/ 'üt

(v)

(vl)

E temos que

p(clÍoJ:ü) -p(oetut) : p(octÍI) -p(occt)

pois .os eventos {CtOJnZ=Q} e {EÍjn.{01=g} são equivalentes pelo
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gTãfico aleatório. Além disso, para cada realização do grãfi

co se 0É;E! então OeEz. Portanto a diferença acima é igual a

p(octli, Oeept) : lltocçl} {oÉEutldp

UoeÊI t

Z
n{ 0} #@ }t

l dP
{€111n { 0 }

llÇt {oJ'g} 'P(Z)

e usando novamente associação,

p(dA)iÍElt.{ol:g} P

{0} nZ#@}
( t

{0 } *@}{c t

{ 0}{ c *@}t

(Z) dA)lÍC{0}.A:@ldP

u {A :.An (fo } :g } dP

4,u((Ío}) dp E [ $U ( (.!0}) , C{0 },@]

Mas ./Í EE+P(CÍ0}) , ({01#@] tende para zero quando t tende pa

ra n, iStO é, tomando g(t) : 0(tl/4) e g(t) -''m quando t-''w te
mos

a nr.pu(cfo}) , ({ol*gl

" {.
" .L . .''' - »:;*' ,

4,u(c.lo})itctol#0}ap 'gg(t) }

.bU(cÍ0})ZÍclol:gldP g
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5 /{ p(0<1({0ljSg(t)) +

+ ./t P(({0}#@).[ jy-xuP (t)'bU([x'y])]

Usando o fato de que (ICÍ011-l) é um passeio alea-
tório (ver Apêndice) .temos que o primeiro termo acima tendepa-

ra zero quando t-''-m. Como p é misturadora e u #.6© segue-se que

U({0}) =0, e +U([x,y]), para l.y-xl >g(t) ,converge para u({çó})

quando t'-n. Este fato mais (VI) implicam que o segundo termo

acima tende pata zero quando t'''m. Portanto a diferença entre

P(CÍ01#g) e P(0CEUt) tende para zero mais rapidamente que l/#.
Isto juntamente com V e VI nos dã o resultado desejado

Consideremos agora a distância entre as partículas

para o passeio aleatório com aniquilamento de partículas. Se-

ja D(A) , AcP(Z) , ã distancia definida anteriormente. Dada uma

densidade de probabilidade f: (fk;k:1,2,...) tàl que ra:>lKfK<
<w , a medida de renovação Uf determinada por f é uma medida
invariante por translação e misturadora que coloca as seguin-

tes probabili-danes nos conjuntos ali'ndricos

Pita(x):l, A(x+y].):l,.. . ,A(x+y-l+.. .+yn):l; A(z):0

para todo outro zeEx,x+yl+.. .+ynl} : ]n ' IT fyi

n

TEOREMA 3 - Quando t 'F m

=$1 - :.



em probabilidade para toda medida de renovação U determinada por
uma densidade f

DEMONSTRAÇÃO - Para a demonstração do Teorema 3 vamos prece

sar do seguinte Lema

LEbÍA - Seja uf uma medida de renovação dada por uma densidade

de probabilidade {fn} tal que {(f+f)n} é não periódica. Entã

,í.Pff,R .l) ...---..,. l n.,ando t -+m

27

0

l

DEb40NSTRAÇAO:

@Pf([0,n]) : efta: IAn[0,n]jpar}

n511 fÍA: IAnEk+l,nljimparIA(k):l, A(i)=o, 0Kj<klxk:O '

xp.fIA:A(k):l, A(j)=0, Ogj<k} +PfÍA:A(Õ):A(1):. ..:A(n):0}

Seja Pn:efta: mAnEI,nljparIA(0):1}. Como pf é inva
te por tans laçao , temos

UNIA: IAntk+],n] jpar IA(k):l}

U.rIA: IAn[ [ ,n-k] jpar IA

Tlan

(0) Pn k

Além disso,

p,{A
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UfÍA: AnEk+],n] jparIA(k) :l} Pn-k

Portanto,

@Uf([o,n]) : nlll]lfÍA: IAnEk+],n] jimparIA(k):llxk;O '

XUfIA:A(k):l, A(j)=0, Ogj<kl+ufÍA:A(0) :A(n)

n-l

k=0( I'Pn-k) afIA : A( 0) :
:A(k-1) :0 , A(k) :l} +

+ efta:A(O) :A(n) =0 }
n-l

k:0(I'Pn-k)

Por outro lado temos que

Pn : k:n+l k + kEI(;f*f)kPn-k

Logo {Pn} satisfaz a equaç.ão de renovação e pelo teorema da
renovação(ver Apêndi.ce) temos

*!:kfk
Pn h-«.'

l
2

k=lk(f*f)k

Portanto
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: l: l :--.-*, j:n--l j

,!:j'j
-}lim .n])

,!:j'j

+

l
2

pois

lim

::{...,'j

,!:j';

n-l

n->« k=0 I'Pn-k)
l

,}:j',

j -l

H-,m k=0 I'Pn-k)
k<n-l

l = l

k=o nll:m (l-Pn-k) - nl:m

l
>l . (l-Pn.k)k=n l

1 1
2 2

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 3

Seja f P(Z) ------ {0,1} definida por

..«, - {= :: ::::
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e seja

o: P(Z) ------* ?(Z) tal que (0A)(x) : A(x-l-)

Então

Erf(nut) ] : P(OenPt)

r translação e misturadora temosComo p ê invariante po

Teorema de Birkoff que

pelo

f(oknT)
-- . .. :. p(ocn11)

2n '' '

numero de partícu[as de nt entre [-n,n] e a

entre as partículas de nE entre [-n,n] é ap]'o'

Mas knnf(OknP)
distancia xnédia

ximadamente

2n

n
f(Qk.P)

k=-n

Segue-se que

[P(oenut)]'l

Por outro lado temos que

P((!o},©
l
'lrt

quando t -»m
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Queremos aproximar P(.0Cnt) por P(.({0J#Q)

4 p(clo},m - p(ocn\l) 1} -; p(clol:m - l ' p(oenT)

4 p( clol: l u«NP(op'q)

+ ,. ;i'' :", Ip ( dA) p( InAh {o } jpar)

Us ando ass ociação temos

-2P(clol=a) - Z + ip(aA)p( iCÍ0lnAlpar)

{,«!'':©
+JP (dA) l.i.t i;to} nA jpar} dP

4,ü!'':", IAnê;ÍO 1} jparJdP

4 -.:Í'':", [üÍA: IAnCt0} jpar}
{0 }{( *@}t

[Ü {A: IAnz;ÍO } jpar}

4 p( tlo }: [u [A: IAnt;t0 } jpar}
'l:Í' ',o}

*4 p( (:lo } :© l [.{«
''*.{'',",

IAn(t0} lpar}

.. EE©U.(Cl0})
L 4, ;Í''*",
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Seja g(t) 0(tl'/4) 'e g(t)' -- m quando t -- Então

n' EEIQu(clÍob -.}l, C.Ío},o]

«J
{ o« l

{l(to} l>g(t) }

g ,/i P(0<lCIÍ0}lgg(t)) +

$

l .bu ( t 11 o } )
Sg(t) }

l.Pu(clo})

* R p((Ío},g).r suP [q'U([x,y]) -+]]
[x,y] : jx-y l >g(t)

Como (l(tOJo-l) é um passeio aleatório simples de taça 2 com

absorção eln -l séÉue-se (ver Apêndices que

?':i; P(0<1(t0} IÉg(t)) ----"-+ 0 quando t -'-m

Por outro lado temos que

?'t P(({0J#@) ----» -l'L-- quando t '-m

e se f+f é aperiÓdica então vale o Lema e pela invariância de
11 tornnc

suP @U([x,y])
y- x>g( t)

l
2

o que .implica que
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SUP ,.~ l@U( x,y ) -;l.-----,- 0 quando t -'''m
[x,y] :y-x>g(t) :' '

e podemos aproximar P(Oenu) por l P(Ct0}#g) . Portanto

!P..,:.

B



IV - DISTANCIA ENTRE PARTÍCULAS AO REDOR DA ORIGEM

A convergênci.a de um sistema de passeios aleatórios

para a medida de probabili.dado õg' qtle coloca massa l no con-
j.unto vazio implica, como vimos no capl'tulo anterior, que a

distância média entre as partl+culas cresce com o tempo. Se fi-

xamos um ponto particular, por exemplo, a origem, e medimos a

distância até ã origem da primeira parti'cula que se situaÀsua

direita (ou à sua esquerda) no instante t, essa distância ten-

de também a crescer quando t cresce. Os teoremas que se sequei'l

mostram que essa variável distância renoxmalizada por -/í conver-

ge em distribuição para uma variável normal truncada no zero

Seja D+0(A) =minlxz0:xGA}, AcZ, isto é, D+0(A)é a dis-
tância do zero à primeira partl+cula ã direita do zero para o
es todo A .

/

TEORES'IA 4 - Seja u({g}) =0. Então para aÉ;[0,m)

!i= -l$:Ü- ' «l : É: ll'.:ç.«-

Além disso se IÍD+(A)P(aA) <",

34
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DEblONSTRAÇÃO - Para cl fixado, seja z :z(t)': la#'iJ , omaior in-

tei.ro menor que a./{. Se p =6Z (a medida que coloca massa l no
estado Z) então

D:(Ei)P P (Eiln[0 ,z] : Q)

[ - P(e:1n[0 ,z] : g)

[ -pE(EO,zt ;Q]

p ((EO ' ']. * g)

p (l(l:o ''] 1 - 1 à o)

Mas l(E.o,zll -l é um passeio aleatório simples com taxa 2,ab
sorção em -l e estado inicial z, logo.a probabilidade procu

Fada converge quando t -'-m.para

à .r.-«:,-..
(ver Apêndice) , que é uma normal truncada no zero. Vamos ago-
ra mostrar que a diferença entre as pi'obabilidades relativas

a D; quando se começa com 6z e quando se começa com u qualquer
com u ({g}) =0, vai para zero quando t '-m

,(qP ~) --tqP'-)
a ll

P[CjjnEO,z] # g] - P[E:n[0,z] # Q]



36

[ - PEe:1n[0 ,z] = g] + P(erREI) , z] : ©]

1(1teutnEO ,zJ:0} - líeÍI.ro ,,] : o})dP

Para .cada realização do gráfico aleatório, se começando com o

estado A, escolhido através de uma medida u, tivermos que

Etn[0,z] #@ então temos €1znEO,z] #g, ou seja para o conjunto
dos gráficos aleatórios

{efn[0 ,z] = Ç$JaÍejÍn[0 ,z] =g}

logo, a probabi.lidado acima é igual a

n [ 0 , z ]
L

n [ 0t

{eÍI.[ o

g} ' : { e?- [ o , , ]

z] , @JlÍEUn[0 ,,] : 0}dP

,zl,ollp )

)

p (dA) 1{ €1A. [ o , z ] :0} dP

Usando associação temos

[ 0 , z ] nZ#@IJp{ Çt

{ caio , ']

[ 0 , z ]{( t

(Z) (dA)lÍCt0'zona:gldP

utA:An(!0,z] :0}dP

.bp (( EO,'l)dP

EE+li(({0'']) ,C tO ''] : g]
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Sej a g(t) g (t) -, m quando t -''' m

nE.}u((lio'']) , ([o''] *o]

=

[ 0 , z ] 2t
4,p ,z]) dP

ltlKI([o,z]lçg(t)}4'P((to'z])dP+ltlcto'zJI»g(t)} (

É p(ogl(EO,zJl-].Kg(t)) + jy-,sj>g(t)[x'y])

z ]) dP

Como l(LU'ZJI .l e um passeio aleatório, usando o

resultado do Apêndice, temos que o primeiro termo acima tende

para zero quando t -'-w

Quanto ao segundo termo , temos

[ 0 z] l

1{ 1t;to ,'] 1 » g(t) }

k»gk)lll(Eo''ll :K}4'((Eo''l)dP

E como um bloco de votantes de mesma opinião não se desfaz,

pois apenas os votantes das bordas trocar de opinião e como u é invarian-

te por translação e portanto Ut também o é, a expressão acãina é igual a

.pu ((!o ' ' ]) dp

)dP

>l 4,u(EO,X-ll)p(l([o,'l] :k) É
k>g(t)

$u([o, Lg(t)J ])' : 'bu(

que .converge para u({g}) quando t 'FW pois g(t) ----'----''" "'
Por
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tanto

t-*w jy-xluP(t)4'U([x'y]): U({Q})

e, por hipótese, u({@}) = 0. F

ra parte do teorema

Quanto ã segunda parte temos. Seja

G (a) : inf P(D+(et) $ a./t)tz].

demonstradaentãoica

Então

É al]dcl $ 1E] - G (a)]do'

para todo t à l

Como para VaÉ;[0,m) , ']l-m pl:;1111!-- g al : la l e-uz/4d

segue-se pelo Teorema da Convergência Dominada que se

l [[-G (a) ]dcl < "

[.:-,{$F :.):.. ::PH -'Ú
Para mostrar que lE]-G(a)]da é finita, observamos qu
todo t > 0

U

então

parae ,

)

P(O;(eE) ga.''í) : P(Eln[0,a-''t] ,g)

riância por translação de u.isto é igual a
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P (eUtnt -{ 'e, } A] ,g) 2

: ip(aA)p(çtDo(A)}.E.. .,,{ } .e] ,©

ltA:D;(A) '%a}(dA) (EtDo(A)}.[. ..a

lIA:O;(A) :''%a})P(eÍ:D0(A) }nE- .Z.4 ,}-':íl - @) z

. 2 P(eÍ:0JnE-TN, * @)pIA:D; (A) s{.a'} 2

2 P(e.j0}nE- 4m, g) .- uIA:D; (A) >{.a'}

Então, temos que

1 - G(a) g 1 - P(E10lnE- a.4 , : 0) +pÍA:D; (A) >Í?'':Í}

Mas l

ni(A) ' gama : -LID;(A)u(dA)

que é finita para t >0, pois por hipótese IDo(A)p(dA) <".E co-

mo çÍ10} é um passeio aleatório simples de taxa l temos que €110}

pode ser representado por .>1.Yi, onde YI' i:1,2,..:, são variáveis
aleatórias independentes identicamente distribui'das com P CVi:l) : P (Yi:-l);

={ e independentes de Nt' e Nt é uma variável aleat.ária que
representa o número de saltos até o instante t e portanto tem
distribuição de Poisson com parâmetro t. Logo,

l

l l -P(El0}nE-4#, gal ,o)a
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.« ' 'Nt

lo PÇ!:YiCE-ta, {aU
Nt

i:{, i4r « - {i
resultados sobre limites de somas n

integral acima é menor ou igual a

e usando os

temos que a

l 2expl--37(l.-ct)}da +l4Zexpl' ama <m

Seja p({g}) ; 0. Então, para c*G[0,")

<

COROLÁRIO

Plim
t-;-" -.Llaó-uz/4du - a e'az/4/ilo /I'

kj:«' .'"''' .« .2 /1'Jo

DEMONSTRAÇÃO Para z inteiro positivo temos \

P(Do(Eut)' > z) : P(D;(eUt) '''D0(dt) '' ')

z- l
>l P(Do(Eut) :''k, D+o(eUt);z-k) '''P(D;(etl):''z)k:O

.li p(eut'E-k,'-k-]] : g, z-keeut) 'k:O

+ P (€1Utn[ 0 ,z] : @)

Como u é invariante por translação, EU também o é, e aexpres

são acima é igual a

zP(ePtn[0,z-1] =0, zCC{) +P(eUtn[0,z] =g)
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Escolhendo z de tal forma que z .-cl./t, pelo Teorema 4, temos que

quando t '»m

P(EUtn[0,z] :g) ---'- :# ['e'u'/ydu

Quanto ã primeira parte da expressão observamos que.

{E1ln[ 0 , z- ]] = çó}
L {eut'[0 ,z- ]] : g, zC€1i}«

u {ejUtn[0, z] = g}

portanto

zl''(e\jn [ 0 , z - ] ] ,c;eii)

zEP(eUtn[0 ,z-1] = 0) - P(ejUn[0 ,z] =0)]

E novamente pelo Teorema 4, escolhendo z -cl./t podemos apto?ti

mar a expressão acima, para t suficientemente grande, por

plalt : .-«'''..
"e'u'/4du
a

e

liú
t'»m

e'u2/4du .g.e'ct /4

Portanto

'D.(eE)
>lim

t-+" .] : Ü J:.'"''''- *í.--'''J v/I' Ja ./i'
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e integrando por parte obtemos

!i: -lb::p- »-l : h l:«'.'"'''.-t-.>m t /i' J 21/T Ja

e esta provado o corolário.

m



TEOREMA LIMITE PARA O MODELO DO VOTANTE

Consideremos agora, para o modelo do votante, o ta

manho do bloco de votantes ã direita do zero, que contémopon

to zero, e cuja opinião é a mesma do votante no ponto zero

Vamos estudar a distribu.ição desse tamanho renormalizado por

./:í, conforme t cresce. Seja C+0' o niiméro de votantes consecu-
tivos ã direita do zero que tem a mesma op.união do votante no

ponto zero mais o ponto zero, isto é,

C+nCA) = mintx>0:A(0) pA(x)} ,
A.Z.

Queremos mostrar que existe a distribuição limitede

C+n renormalizado por -/í, isto é, que

lim
t-»oo

para cle[0,m) e p a medida produto com uÍA:A(x):l} :À, palato
do xÉ;Z, é uma distribuição de probabilidade. Temos que

p((}llo,xtl :.e) +p((ut'EO,xt])

onde xt : Lal/iIJ - maior i.nteiro menor que a./:í, e isso é igual a

Ip(dA)p((tnEO,xt] : @) + ip(dA)p((tDEO,xt])
-43-
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que, por associação, é igual a

p((iA)P(eEO ,Xt]nA : @) +'lp(dA)p(eilio,xt].A)

e pelo Teorema de Fubini temos

utA:tino,xtlnA :PJóp + lula:efo,xtlcAldP

% EE$u(cito,xtJ)3 + Er$'P(eEO,xtl)3

Então temos

li.m
t'rm

[im {EE$U(€110,xt])] + E[.q)-U(el0,xt])]}

O fato de que xt : La./i;l , mais o fato de que u é a
medida produto, implica que o limite acima é igual a

[im .>1.[Àm +(]--À)m]p(l€1[0'xt] j:m)t-.>«) ln=1 '

Precisamos então estudar a di.stribuição de l€150,xt]

quando t -+m. Para a zO fixado e t >0 {P(l€1[0'xt]l :mlmeN é u'
ma distribuição de probabilidade sobre os números .natural.s

Segue-se que se a família de distribuiçõeslP(IE[0,xt]: nt);

meNJt>0 é compacta, então o limite é também uma distribui.ção
de probabi.lidade sobre os números naturais.

Queremos então Jnostrar que para todo .t > 0,dado c >0

existe M. ta]. que
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P(let0'xtll >Mc) g c

Para qualquer número natural n podemos

tição do conjunto
fazer a seguinte par

Zn

*y."*

,l-(!si1ll:i!(iÊll} para

[0 ,Xt] : {0 ,1 ,2, , L«/:q }

onde Zn : L2na.l ,Dk : {f('/i , lli!:q + l ,.

k : 0,1,2,.. . ,Zn-l e

Dzn : {lz '/t ,l;ii;11111 +l,.
Então IDkl g'an para todo k= 0,1,....,zn'
.pêndice)

«-}

e pelo lema 2 (ver A

para uma constante c independente de k e de t Portanto,

P(leItO,xtll É 2na) z

É 2 para todo k = 0,1, ,zn)

k
p (le t"l > 2 para algum k = 0,1,...,Zn) 2

:. : l -sg
>2) zl -k>10 2zn 2n

Z Dn k
p (le t"ll

k:O

Logo Õ limite é uma distribuição de probabilidade. O fato de

que a distri.buição limite é não trivial é uma decorrência de
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que lzm PCl€1[0,xt]l =m) é função de a. Podemos fazer o cálcu-

lo para m : 1. Seja Ytt um passeio aleatório simples de taxa 2

começando em xt : La/í] e com absorção no zero, Xt' um passeio
aleatório simples de taxa 2 começando em xt e

TO

X t 0}infÍt>0:X t

p(leio,xtll : l)

X t: P(Y : 0)t P(TOÉt)
X t

É o): 2P (X t

p03-s ,

XX tt : P(xP(x g tt 0) É OITO $ t)P (To É t)

que pela propriedade forte de Marko é igual a

$ 0)'P(TO g t) ; 7P (TO g t)

A+.

Mas como o passeio aleatório Xt' e simetrico

X 0t
É o) = P(xP(x tt ;«#) : P(:L:a).42 xt)

Mas X? : :(t)Zk' onde Zk' k :1,2,... são variáveis aleatórias
independentes identicalnente distri.buidas com P(Zk:-l) :P(Zk:+l):

: + e para cada t >0, N(t) e uma variável aleatória, indepen-

dente de Zt para todo k=1,2,..., com distribuição de Poisson
com parâmetro 2t, que representa o número de saltos queo pas'
seio aleatório deu ati; o instante t. Então para qualquer se-

quência tl <t2 < ' '' <tj < ... temos que

t
Nlll

N (t: )
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para j :1,2,..., onde N:i são variáveis aleatórias i.ndependen
tes com distribuição de Poisson com parâmetro 2 e pela lei for

te dos grandes números

}' z
. '. K

Além disso, pelo teorema do limite central K:i converge emrn
distri.buição quando n ->m para uma variável aleatória com dis-

tribuição normal com média zero e desvio padrão um. Portanto

pelo teorema sobre soma a]eatória de variáveis a]eatÓrias [2]

temos que N.p

xê.l.l.! -:P--.-- NU , D
'N

probabi-lidacom
n

J

t ]

*?.

Como para toda sequência

converge em distribuição para uma variável aleatória com dis-

tribuição normal com média zero.e desvio padrão /7 segue-se que

esse resultado vale para a família (.n.)t>0' Portanto
X

lim P(IE[0,xtJI =1) = [' 1 e'u:/4du

m



APENDICE

1 - Algumas propriedades básicas dos passeios aleatórios,

que são consequências do princípio da reflexão, do teorema do
limite central e do teorema local do limite, e foram usadas

nas demonstrações, estão enumeradas abaixo. Seja Y; um passeio
aleatÓri.o simples em Z com taxa 2, absorção em -l e início no

po.nto xeZ+ul0} , então

(1) o) :-l

para t sufici entemente grande

(2) P(Y: 2 0) É c Z11

para uma collstante c independente de x e t

(3) pwl'/ÍI : o) : :â: f'''u'/4a.

(4) [im sup,r{ P(Y}G[0 ,g(t) ])
t-.,m XZO '

g(t) = o(t:/.') quando t '''m

Além disso observamos que para o modelo do votante

(t y] que se inicia no estadoEx,y] =lx,x+l,x+2,...,y}, isto
e, que se inicia com um bloco de votantes de mesma opinião,

-48-
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teremos em cada instante t >0, que o estado do sistema é um

bloco. Ou seja, como a mudança de opinião de cada votante sÓ

pode ocorrer se hã pelo menos um vizinho com opinião contrãri.a

apenas os extremos do bloco podem trocar de opina.ão e portan-

to o cardinal do estado do sistema, lclix,y31 executa um pas'
seio aleatório simples com taxa 2

E pelo fato de que quando todos os votantes adotam

a mesma opinião não ocorrem mais mudanças temos que (lz;Ex,yll-l)
' - . . ..v-x
ê uma cópia de Yt

Da mesma forma, a distância entre duas parti'Guias,

para o passeio aleatório simples com reunião de partículas,
executa um passeio aleatório simples de taxa 2 absorvido no

zero e se defilaimos, para um subconjunto finito A de Z, o seu

diâmetro como sendo doam A : .mal. jy-xl então (diameÍx'y+l}.l)
x,yeA' - . . .,v-x . ''

ê uma cópia de Yt

ll - Outros resultados sobre o sistema de passeios alea

tórios com reuni.ão de partzPculas que foram usados e cuja de

monstração se encontra em [3] são os seguintes:

LEMA 1 - Para a,b inteiros positivos

p(IE{'a,o,b} l:3) É s:lb

para uma constante c independente de a,b e t

LEMA 2 - Para qualquer inteiro positivo x

p(leio'xll » z) g J;t-
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para uma constante c independente de x e t

lll - Os resultados relacionados ã medida de renovação pa-

ra o passeio aleatório com aniquilamento de partículas estão

baseados no Teorema de Renovação que apresentamos abaixo ecu-

ja demonstração encontra-se em [5]

TEOREMA - Dadas duas sequências fl'f2'... , e b0?bl,... de nú-
meros reais, uma nova sequência v0'vl'... pode ser definida
pelas equações da convolução

: bn + flvn-l + f2vn-2 +

Se fn zO para n:1,2,... , Etfn :l' n>1.tnfn <"' bn ZO, para n

= 0,1,....,n=0bn <" eÍfnln:1,2,... e.não periódica, então

.!.'«
v. --Í;=-- --t'-::--

«21l" "

IV - Usamos o Teorema de Fubini sem uma menção explícita ã
mensurabilidade da função envolvida. O interesse da aplicação

deste teorema esta em passar de uma integral do tipo

l,',. ««© PQ:-" :o' .: rfl:/'P4:: 'o;P(z) ' ' ''' '
B

p CE nA : Ç3)t

para a seguinte integral

jn {A:AneB :gldP
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para t >0 fixado e BcZ, B finito fixado. Vamos agora mostrar

que de fato temos mensurabilidade. Trata-se da integral da fun-

ção f: ç2xP(Z) ----'- {0,1} definida para t >0 fi.xado por

0 se €1t. (u)nA # ló

l de e:1 (u) nA :ÇÓ

Basta mostrar que f'l({1}) pertence à a-ãlgebra produto

f'l({1}) = {(co,A)eQxPCZ): El?(u)nA :g}

f(u,A)

Consideremos a seguinte restrição fn de f ào subconjunto QnxP(Z) ,
onde Ç2n: conjunto dos gráficos aleatórios em

{ -n ,-n+l , . . . ,nlxR.

ge neB é a restrição de €1B a Qn então

fnl({1})(u,A)CQn»'P(Z): net(u)nA:©}

Seja N='t(co) o número de marcas para o gráfico u na semi-r-eta

xxR+ para x€1-n,-n+l,... ,n} no intervalo[0,t]; seja

Hn ,t: n ...... ZxÍ-l.,+l}J n

para j=1,2,... tal que lln,t(u) =(x,m) denota a j-ésima marca
para o gráfico u no conjunto {-n,-n+],...,n]x[0,t] sendo m=:t]

conforme a direção da flecha que sai da j-ésima marca seja pa-

ra a esquerda ou para a direita; então

{ (u,A)É;Q.xP(Z) :nEt (u)nA : @}
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n
U

xl 'x2' ' ' ' 'xk:'n ml'm2 '

U
,mkG{ -l , +l }

{ueQ (.0) k, mil't(u) ,ml) , (u) : (xk ,mk) } »'

xIAeP(Z): Anamkamk.l .=:* : ",:
onde,

se x.ibID

para j :1,2, ... , que é a união inumerável de conjuntos do ti

po RxS para R pertencente a a-ãlgebra em Ç2n e S pertence a a
ãlgebra em P(Z) , portanto fn é mensurável. Mas colmo f é o li
mate de funções mensuráveis segue qué f é mensurável

.::, : ll''*''
se x.É;D
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